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en el área Ciencias Matemáticas
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Análisis probabiĺıstico de algoritmos y problemas
combinatorios sobre cuerpos finitos

Resumen

En esta tesis analizamos la complejidad en promedio de dos algoritmos pro-
babiĺısticos. Uno de ellos calcula puntos Fq–racionales de hipersuperficies definidas
sobre el cuerpo finito Fq de q elementos en base a una estrategia de “búsqueda en
bandas verticales”. El otro es el algoritmo clásico de factorización de polinomios uni-
variados con coeficientes en Fq. En este caso nos interesa su comportamiento cuando
se aplica a familias de polinomios cuyos coeficientes satisfacen ciertas relaciones
lineales.

A fin de realizar dichos análisis, proporcionamos estimaciones expĺıcitas del pro-
medio del cardinal del conjunto de valores y la distribución de patrones de fac-
torización en familias lineales de polinomios sobre cuerpos finitos. Los resultados
expuestos, que mejoran los existentes en la literatura sobre el tema, se basan en un
nuevo enfoque, que reduce estas cuestiones combinatorias a la estimación del núme-
ro de puntos Fq–racionales de ciertas intersecciones completas singulares. Por tal
motivo, parte de esta tesis se centra en el estudio de ciertas propiedades geométricas
de dichas variedades.

Palabras clave. Complejidad en promedio, algoritmos probabiĺısticos, familias
lineales de polinomios con coeficientes en un cuerpo finito, conjunto de valores,
patrones de factorización, intersecciones completas singulares, lugar singular, puntos
racionales.





Probabilistic analysis of algorithms and combinatorial
problems over finite fields

Abstract

In this thesis we analyze the average-case complexity of two probabilistic algo-
rithms. The first one computes Fq–rational points of an hysuperface defined over
the finite field Fq of q elements based on a search strategy in “vertical strips”. The
second one is the classical factorization algorithm for univariate polynomials with
coefficients in Fq. In this case we are interested in the behavior of the algorithm
applied to families of polynomials whose coefficients satisfy certain linear relations.

For this purpose, we obtain explicit estimates on the average cardinality of the
value set and on the distribution of factorization patterns on linear families of poly-
nomials over a finite field. The above results, which improve the existing results in
the literature, were obtained with a new approach that reduces these combinatorial
issues to estimating the number of Fq–rational points of certain singular complete
intersections. For this reason, part of this thesis focuses on the study of certain
geometric properties of these varieties.

Key words Average–case complexity, probabilistic algorithms, linear families
of polynomials over finite fields, value sets, factorization patterns, singular complete
intersections, singular locus, Fq–rational points.
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A Nardo, por estos años compartidos.
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está por venir.
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8.4.2. Complejidad en promedio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

8.5. Simulaciones sobre el número de bandas verticales . . . . . . . . . . . 156

9. Distribución de las salidas del Algoritmo BBV 161
9.1. Sobre el número de bandas verticales . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162
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Caṕıtulo 1

Introducción

En todo este trabajo denotaremos con Fq el cuerpo finito de q := pl elementos,
donde p es un número primo, y con Fq su clausura algebraica. En esta tesis vamos a
estudiar los siguientes problemas:

1. Diseñar y analizar la complejidad en promedio de un algoritmo probabiĺısti-
co que calcula puntos Fq–racionales de hipersuperficies definidas sobre Fq, o
equivalentemente, soluciones Fq–racionales de polinomios multivariados con
coeficientes en Fq, basado en la estrategia de “búsqueda en bandas verticales”,
es decir, búsquedas sobre ĺıneas paralelas en una dirección dada.

2. Analizar la complejidad en promedio del algoritmo clásico de factorización
para familias lineales de polinomios mónicos univariados con coeficientes en
Fq.

3. Estudiar dos problemas combinatorios clásicos sobre cuerpos finitos relevantes
para los dos primeros puntos: el comportamiento promedio del cardinal de la
imagen o “conjunto de valores”, y la distribución de los patrones de factori-
zación, en familias lineales de polinomios mónicos univariados con coeficientes
en Fq.

Más precisamente, vamos a estudiar los problemas combinatorios mencionados
desde un enfoque geométrico, es decir, traduciéndolos al de determinar la cantidad de
puntos Fq–racionales de ciertas variedades algebraicas singulares. Las caracteŕısticas
geométricas de estas variedades nos permitirán dar estimaciones expĺıcitas de la
cantidad de puntos Fq–racionales de las mismas. De esta manera, dichos resultados
nos servirán para:

(a) Obtener estimaciones expĺıcitas del promedio del cardinal del “conjunto de
valores” de una familia lineal de polinomios univariados de grado d con coe-
ficientes en Fq, en el caso en que d sea menor que q, con un término de error
expĺıcito en términos de d y q.

(b) Obtener estimaciones expĺıcitas del número de elementos de una familia lineal
de polinomios mónicos univariados de grado d con coeficientes en Fq y con

11



Introducción Caṕıtulo 1

un patrón de factorización dado, en el caso en que d sea menor que q, con
un término de error expĺıcito en términos de ciertos parámetros referidos a la
familia y su patrón de factorización.

Estas cotas superiores nos permitirán dar cuenta de las siguientes cuestiones
referidas a los dos primeros problemas algoŕıtmicos:

(a) Determinar el comportamiento asintótico de la distribución de probabilidad
del número de “bandas verticales” que deben ser generadas hasta que dicho
algoritmo encuentre un punto Fq–racional de una hipersuperficie dada.

(b) Analizar la complejidad en promedio del algoritmo de búsquedas en bandas
verticales.

(c) Analizar la distribución en promedio de la salida de tal algoritmo mediante el
concepto de entroṕıa de Shannon.

(d) Analizar el costo en promedio de las tres etapas fundamentales del algoritmo
clásico de factorización en familias lineales: la eliminación de factores repetidos,
la factorización en distintos grados y la factorización en igual grado.

Salvo mención expĺıcita de lo contrario, los resultados de esta tesis son origi-
nales y se encuentran en los siguientes art́ıculos: [CMPP14], [MPP14], [MPP16a],
[CMP15b] y [MPP16b]. Los tres primeros ya se encuentran publicados, en tanto que
el cuarto se encuentra en proceso de publicación y el último fue sometido a publi-
cación. Por otro lado, los resultados del Caṕıtulo 4, Sección 1 y del Caṕıtulo 10 no
se encuentran todav́ıa publicados.

1.1. Antecedentes

1.1.1. Búsqueda de puntos Fq–racionales en hipersuperficies

La búsqueda de puntos Fq–racionales (es decir, con coordenadas en Fq) en hiper-
superficies definidas sobre Fq es un problema clásico de la geometŕıa algebraica, con
importantes aplicaciones en criptograf́ıa, teoŕıa de códigos y álgebra computacional,
entre otras [KY08]. Muchos problemas se reducen a encontrar puntos Fq–racionales
de hipersuperficies definidas sobre Fq. Por ejemplo, en teoŕıa de códigos y cripto-
graf́ıa, podemos mencionar que encontrar puntos Fq–racionales de hipersuperficies
sirve para clasificar los códigos ćıclicos y funciones casi perfectamente no lineales
[HM11], o en la decodificación de máxima verosimilitud para códigos de Reed So-
lomon [GGL06]. También la búsqueda de puntos Fq–racionales de hipersuperficies
surge de manera natural en el problema de detectar espacios de matrices no singula-
res (ver por ejemplo el trabajo de L. Lovász [Lov89] o también el trabajo [BFS99]).
Este problema está relacionado con el del “testeo de identidades polinomiales”, es
decir, determinar cuando un polinomio multivariado es idénticamente cero.

12



§1.1. Antecedentes

Otras motivaciones surgen de la búsqueda de puntos Fq–racionales de sistemas
polinomiales subdeterminados con coeficientes en Fq: existen algoritmos que reducen
la resolución de estos sistemas a encontrar puntos Fq–racionales de hipersuperficies
definidas sobre Fq (podemos citar los trabajos [HW99] o [CM06a]). Solo para mencio-
nar la técnica utilizada en el último trabajo, podemos decir que, a partir del sistema
original se obtiene una hipersuperficie birracionalmente equivalente a la variedad
original, contenida en un espacio ambiente adecuado (existe un morfismo racional
entre la variedad y la hipersuperficie, y dicho morfismo tiene inversa que resulta
también un morfismo racional). Esta hipersuperficie se obtiene como la imagen de
la variedad original por una proyección lineal genérica. Por último, se calcula un
punto Fq–racional de dicha hipersuperficie y se “levanta” a un punto de la variedad
original.

Existen familias de algoritmos que calculan puntos Fq–racionales de hipersuper-
ficies definidas sobre Fq siempre que éstas posean ciertas propiedades geométricas,
como por ejemplo la de ser absolutamente irreducible. Cabe mencionar que una hi-
persuperficie se dice absolutamente irreducible si cada polinomio de grado mı́nimo
que la define es absolutamente irreducible, es decir, es irreducible sobre Fq. De esta
información geométrica es posible obtener estimaciones sobre el número de pun-
tos Fq–racionales de dicha hipersuperficie en términos de su grado y la cantidad
de elementos del cuerpo que, a su vez, puede usarse para el diseño de algoritmos
probabiĺısticos de búsqueda de puntos Fq–racionales (ver, por ejemplo, [Mat10]).

Una familia de algoritmos de este tipo se basa en la estrategia de “búsqueda
en bandas verticales”, esto es, dado un polinomio F en Fq[X1, . . . , Xr] de grado a
lo sumo d, se trata de determinar elementos a1, . . . , ar−1 de dicho cuerpo de modo
tal que el polinomio F (a1, . . . , ar−1, Xr) tenga ráıces en Fq. Para el caso r = 2 esta
estrategia fue analizada en profundidad por J. von zur Gathen y colaboradores en
[vzGSS03]. En dicho trabajo, la determinación del elemento a1 de Fq se realiza de
manera aleatoria, aplicando, en el caso en que la curva definida por dicho polino-
mio tenga componentes absolutamente irreducibles definidas sobre Fq, la conocida
estimación de A. Weil sobre la cantidad de puntos Fq–racionales en curvas abso-
lutamente irreducibles sobre cuerpos finitos (ver [Wei48]). Estos autores proponen
un algoritmo probabiĺıstico de “búsqueda en bandas verticales” que calcula puntos
Fq–racionales de una curva plana de grado d definida sobre Fq de forma tal que cada
punto Fq–racional tenga la misma probabilidad de ser calculado (ver [vzGSS03, Al-
gorithm 2.1]). Prueban que si q ≥ 16d4, el algoritmo encuentra un punto Fq–racional
con probabilidad al menos 1/2d. De esto, se deduce que, con al menos d elecciones
aleatorias es posible encontrar un punto Fq–racional en una banda vertical con proba-
bilidad al menos 1/2. De todas formas, cabe destacar que en este trabajo se analiza
el costo del peor caso, es decir, la cantidad máxima de operaciones aritméticas en
Fq que realiza el algoritmo hasta encontrar un punto Fq–racional. Más precisamente,
los autores prueban que el algoritmo encuentra un punto Fq–racional de una curva
plana de grado d, con componentes absolutamente irreducibles definidas sobre Fq
y sin ĺıneas verticales, con O(M(d) log(dq)) operaciones aritméticas en Fq, donde
M(d) := d log d log log d es el costo de la multiplicación rápida entre dos polinomios
univariados de grado a lo sumo d con coeficientes en Fq (ver [vzGG99, Chapter 8]).

13



Introducción Caṕıtulo 1

Observamos que la notación logN indica el logaritmo de N en base 2. En el mis-
mo art́ıculo proponen un algoritmo probabiĺıstico que usa (d log q)O(1) operaciones
aritméticas en Fq y trata con el caso relativamente Fq–irreducible. Cabe mencionar
que un polinomio definido sobre Fq se dice relativamente Fq–irreducible si ninguno de
sus factores irreducibles sobre Fq es absolutamente irreducible. A su vez, una curva
plana definida sobre Fq se dice relativamente Fq–irreducible si cada polinomio de gra-
do mı́nimo con coeficientes en Fq que la define es relativamente Fq–irreducible. Este
algoritmo determina cuando el polinomio de entrada es relativamente Fq–irreducible
y, si es aśı, encuentra todos los ceros Fq–racionales del mismo.

Siguiendo estas ideas, G. Matera en [Mat10] propone un algoritmo para la
búsqueda de puntos Fq–racionales sobre curvas planas generales de grado d definidas
sobre Fq. Observa que, si la curva de entrada o alguna componente irreducible so-
bre Fq resulta absolutamente irreducible, se aplica un algoritmo similar a [vzGSS03,
Algorithm 2.1] para curvas planas absolutamente irreducibles. En tal caso, prueba
que si d ≥ 2 y q > 16d4, entonces el algoritmo calcula un cero Fq–racional con
una cantidad máxima de O(dU(d) log(dq)) operaciones aritméticas en Fq. En este
caso U(d) := M(d) log d representa la cantidad de operaciones máximas en Fq para
el cálculo del máximo común divisor entre dos polinomios de grado a lo sumo d,
utilizando la multiplicación rápida (ver, por ejemplo, [vzGG99, Chapter 11]). En
cambio, si ninguna de las componentes irreducibles sobre Fq de la curva en cues-
tión es absolutamente irreducible, se aplica el algoritmo propuesto en [vzGSS03]
para curvas relativamente Fq–irreducibles, que requiere O(dU(d2) log(dq)) operacio-
nes aritméticas en Fq. Cabe agregar que en [vzG08] se prueba que la probabilidad
de que un polinomio bivariado con coeficientes en Fq de grado d ≥ 2 sea reducible es
menor o igual que q1−d(1 + 6q−1), y la probabilidad de que un polinomio bivariado
con coeficientes en Fq de grado d sea relativamente irreducible es menor o igual que
q−d

2/4. Los resultados anteriores muestran que el número esperado de operaciones
aritméticas en Fq para calcular un cero Fq–racional de cualquier polinomio bivaria-
do con coeficientes en Fq de grado d es asintóticamente el del caso absolutamente
irreducible.

Más aún, A. Cafure y G. Matera generalizan esta estrategia de búsqueda para
el caso de polinomios absolutamente irreducibles en r variables. Más precisamente,
en [CM06a] (ver también [Mat10, Section 3]) diseñan y analizan un algoritmo pro-
babiĺıstico que calcula puntos Fq–racionales de una hipersuperficie absolutamente
irreducible de grado d definida sobre Fq. A dicho algoritmo lo llaman Algoritmo de
búsqueda en secciones planas. Para calcular un punto Fq–racional de una hipersu-
perficie definida sobre Fq reducen el problema al del cálculo de puntos Fq–racionales
de una curva plana absolutamente irreducible definida sobre dicho cuerpo. La cur-
va plana que consideran es una sección plana de la hipersuperficie en cuestión, es
decir, es la intersección de la hipersuperficie con una variedad lineal de dimensión
2. Para extender la estrategia de búsqueda en bandas verticales a hipersuperficies
necesitan utilizar estimaciones expĺıcitas del tipo Lang-Weil sobre la cantidad de
puntos Fq–racionales de hipersuperficies absolutamente irreducibles como las que se
encuentran en los trabajos [GL02a], [CM06b], [CMP15a] y [MPP16a]. Los pasos más
importantes del algoritmo propuesto son, primero, asegurar la existencia de una sec-
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ción plana absolutamente irreducible definida sobre Fq. Sobre este punto prueban
que si q > 16d4 es posible encontrar una sección plana con estas caracteŕısticas con
probabilidad al menos 7

8
. Otro punto importante es encontrar un cero Fq–racional

en una banda vertical adecuada de dicha sección plana. En tal sentido, los autores
prueban que con al menos d elecciones aleatorias es posible encontrar un cero Fq–
racional en una banda vertical con probabilidad al menos 1

2
, con un análisis inspirado

en el de [vzGSS03]. Finalmente, prueban que si F ∈ Fq[X1, . . . , Xr] es absolutamente
irreducible de grado d ≥ 2, H := {F = 0} ⊂ Frq es la hipersuperficie definida por F
y q > 16d4, entonces el algoritmo de búsqueda en secciones planas calcula un punto
Fq–racional de H con O(Ld2 + dU(d) log(dq)) operaciones aritméticas en Fq, donde
L es el número de operaciones aritméticas en Fq que se requiere para evaluar F .

Para extender la búsqueda a hipersuperficies generales definidas sobre Fq, en
[Mat10] Matera propone un algoritmo probabiĺıstico que calcula ceros Fq–racionales
de un polinomio multivariado arbitrario con coeficientes en Fq. En este algoritmo,
si el polinomio o alguno de sus factores irreducibles sobre Fq resulta absolutamente
irreducible, se utiliza el algoritmo propuesto en [CM06a] para polinomios absolu-
tamente irreducibles. Si no, se calcula el discriminante del polinomio y se aplica el
algoritmo a él o a un factor absolutamente irreducible del mismo. Si ningún factor
de dicho discriminante es absolutamente irreducible, el proceso continúa con este
discriminante. Se realiza un análisis del peor caso de este algoritmo de búsqueda
y se prueba que se comporta bien para el caso absolutamente irreducible. El peor
caso se da cuando el polinomio no es absolutamente irreducible. Por su parte, J. von
zur Gathen y colaboradores prueban en [vzGVZ13] que la probabilidad de que un
polinomio multivariado sea absolutamente irreducible es alta. Aśı, Matera observa
que la probabilidad de que el algoritmo de búsqueda en bandas verticales para hi-
persuperficies que propone necesite reducir la búsqueda a polinomios discriminantes
es baja.

Por otro lado, cabe mencionar que el número promedio N(F ) de ceros Fq–
racionales de polinomios F en Fq[X1, . . . , Xr] y de grado a lo sumo d es qr−1 (ver,
por ejemplo, [LN83, Theorem 6.16]). Además, si el polinomio en consideración es
absolutamente irreducible, entonces existen cotas superiores expĺıcitas sobre la des-
viación |N(F ) − qr−1| (ver [CM06a]). Estas ideas sugieren que se puede extender
la estrategia de búsqueda en bandas verticales al caso de polinomios en varias va-
riables sin requerir hipótesis de absoluta irreducibilidad ni reducir esta búsqueda a
curvas planas. Más precisamente, como el número esperado de ceros de F es igual
al número de elementos de Fr−1

q , dado un elemento a1 ∈ Fr−1
q , se puede tratar de

encontrar un cero de F de la forma (a1, xr), con xr ∈ Fq, o equivalentemente, un
cero Fq–racional de F (a1, Xr). Si este polinomio no tiene ceros Fq–racionales, dado
a2 ∈ Fr−1

q , se determina si el polinomio F (a2, Xr) tiene un cero en Fq, y aśı se sigue
hasta encontrar un cero de F en Frq .

El algoritmo correspondiente, que denominamos BBV (búsqueda en bandas ver-
ticales), funciona de la siguiente manera: dado un polinomio F ∈ Fq[X1, . . . , Xr] de
entrada de grado a lo sumo d, genera progresivamente una sucesión (a1, . . . ,aqr−1)
de Fr−1

q , evalúa a F sucesivamente en dichos puntos ai, busca ráıces del polino-
mio univariado F (ai, Xr), y termina cuando encuentra una ráız de alguno de esos
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polinomios. Dado que el análisis de la complejidad del peor caso es poco significa-
tivo, como se comprueba con la experimentación numérica que realizamos, vamos
a realizar un análisis de la complejidad en promedio del mismo. Este análisis se
inscribe en la tradición del análisis probabiĺıstico de algoritmos, popularizado por
D. Knuth (ver [Knu98a]), que propone definir una probabilidad sobre el conjunto
de entradas y considerar el parámetro a estimar como una variable aleatoria. En
esta dirección, consideramos la probabilidad uniforme sobre el conjunto de todos
los polinomios multivariados con coeficientes en Fq y de grado a lo sumo d y sobre
todas las posibles elecciones de bandas verticales, y estudiamos el parámetro que
determina el costo de este algoritmo de búsqueda en bandas verticales, es decir, la
variable aleatoria X que cuenta la cantidad de operaciones aritméticas en Fq que
realiza el algoritmo hasta encontrar un cero Fq–racional, para un polinomio dado y
una elección de bandas verticales. Vamos a demostrar que el costo en promedio se
relaciona fuertemente con la cantidad de polinomios univariados de grado a lo sumo
d, con d < q, y con ciertos coeficientes consecutivos prefijados, que tienen al menos
un cero Fq–racional. Cabe mencionar que esta última cantidad tiene una formula-
ción equivalente en términos del promedio del cardinal del conjunto de valores de
los polinomios univariados de grado d con ciertos coeficientes prefijados.

Asimismo, una vez que se obtiene una banda vertical con ceros Fq–racionales
del polinomio de entrada, es necesario calcular una ráız en Fq del correspondiente
polinomio univariado, para lo cual será menester obtener algún tipo de factorización
del mismo. Dado que el análisis probabiĺıstico de los algoritmos de factorización se
basa en resultados sobre la distribución de patrones de factorización, para el análisis
probabiĺıstico de esta última etapa del algoritmo necesitamos estudiar la distribución
de patrones de factorización en polinomios con coeficientes prescriptos.

1.1.2. Factorización de polinomios univariados

En lo que sigue vamos a notar con Fq[T ]d el conjunto de todos los polinomios
mónicos de grado d y con coeficientes en Fq. Comenzamos definiendo el problema:
dado un polinomio f ∈ Fq[T ]d, el objetivo es encontrar la factorización completa
f = f e11 . . . f err , donde f1, . . . , fr son polinomios mónicos, irreducibles, distintos dos
a dos y con coeficientes en Fq, y e1, . . . er son números estrictamente positivos.

La factorización de polinomios univariados sobre cuerpos finitos es un problema
fundamental, con aplicaciones, por ejemplo, en la factorización de polinomios sobre
enteros [Zas69, Col79, LLL82, Knu98a], en la criptograf́ıa [CR88, Odl85, Len91], en
la teoŕıa de números [Buc90] y en la teoŕıa de códigos [Ber68]. Se necesita factorizar
polinomios sobre cuerpos finitos, por ejemplo, en la búsqueda de descomposiciones
en fracciones parciales (ver, por ejemplo, [vzGG99, Chapter 5]), en la construcción de
códigos de redundancia ćıclica y de códigos BCH [Ber68, MS77, vL92], en el cálculo
del número de puntos sobre curvas eĺıpticas [Buc90] y en el diseño de sistemas
criptográficos de clave pública [CR88, Odl85, Len91]. En particular, la factorización
de un polinomio aleatorio sobre un cuerpo finito es necesario en el método del
cálculo del ı́ndice aleatorio para calcular logaritmos discretos sobre cuerpos finitos
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(ver [Odl85]). En nuestro caso, necesitamos la factorización de polinomios para el
análisis de la complejidad en promedio del algoritmo BBV para hipersuperficies.
Observamos que, a medida que este algoritmo genera sucesivas bandas verticales
hasta encontrar un cero Fq–racional del polinomio de entrada, se obtienen familias
de polinomios univariados con cada vez más coeficientes prefijados. Con el fin de
obtener ceros Fq–racionales de estos polinomios necesitamos una factorización parcial
de los mismos.

Existen numerosos algoritmos eficientes para factorizar polinomios sobre cuer-
pos finitos (ver, por ejemplo [vzGG99, Chapter 14], [Sho05, Chapter 21] o [Shp99,
Chapter 1]). Los trabajos pioneros se deben a E.R. Berlekamp (ver [Ber67], [Ber68]
y [Ber70]), H. Zassenhaus (ver [Zas69]), y D. G. Cantor y Zassenhaus [CZ81].

Muchos de estos algoritmos proceden en tres pasos: la eliminación de factores
repetidos (ERF), la factorización en distintos grados (DDF) y la factorización de
igual grado (EDF). Una familia de algoritmos que contienen estos tres pasos se
conoce con el nombre de algoritmo clásico de factorización.

La eliminación de factores repetidos (ERF) reemplaza el polinomio f =
f e11 . . . f err de entrada por un polinomio libre de cuadrados que contiene todos
los factores irreducibles del polinomio original f pero con exponente 1, es decir,

f −→ a :=
r∏

j=1

fj.

La factorización en distintos grados (DDF) descompone un polinomio
libre de cuadrados en polinomios cuyos factores irreducibles tienen todos el
mismo grado, es decir,

a −→ b(1) . . . b(s), donde b(k) :=
∏

deg(fj)=k

fj.

La factorización de igual grado (EDF) descompone completamente un
polinomio cuyo factores irreducibles tienen el mismo grado, es decir,

b(k) −→ b(k, 1) . . . b(k, lk), donde deg(b(k, j)) = k.

Los algoritmos para el primer y segundo paso son determińısticos, mientras que
los algoritmos más rápidos para el tercer paso son probabiĺısticos (ver, por ejemplo
[vzGG99, Chapter 14] o [Sho05, Chapter 21]). Cabe mencionar que la factorización
en grados distintos aparece en los trabajos de Zassenhaus [Zas69], H. Kempfert
[Kem69], Berlekamp [Ber70], Cantor–Zassenhaus [CZ81] y en Knuth [Knu98a], entre
otros. El primer trabajo publicado sobre este algoritmo se debe a E. Galois en el
año 1830; en dicho trabajo el autor se olvidó de decir que el máximo común divisor
debe eliminarse después del siguiente paso y que debe contemplarse la posibilidad
de que la derivada del polinomio de entrada sea cero (ver [Gal46]). Más adelante,
el libro de J. Serret del año 1866 contiene una versión correcta del algoritmo de
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Galois (ver [Ser66]). Por otra parte, el trabajo de A. Arwin en el año 1918 contiene
muchas de las ideas modernas sobre la factorización, incluyendo este algoritmo (ver
[Arw18]). En cuanto a la factorización en grados iguales, podemos citar el trabajo
de Cantor–Zassenhaus [CZ81]. Otras variantes de este último algoritmo se deben a
M. Ben-Or [BO81] y a von Zur Gathen y Shoup [vzGS92, Algorithm 3.6].

En [vzGG99, Exercise 14.27] los autores analizan el costo del peor caso del primer
paso de este algoritmo de factorización (el algoritmo ERF) y demuestran que necesita
O(U(d) + d log(q/p)) operaciones aritméticas en Fq.

El segundo paso, algoritmo DDF, se basa en un resultado que dice que para
todo cuerpo finito Fq y todo entero positivo d, el producto de todos los polinomios

mónicos, irreducibles cuyo grado divide a d es igual a T q
d − T . Aśı el máximo

común divisor g1 := gcd(T q − T, f) da los factores irreducibles de f de grado 1, si
calculamos g2 := gcd(T q

2 − T, f/g1) obtenemos todos los factores irreducibles de f
de grado 2, y sucesivos cálculos del máximo común divisor gcd(T q

k − T, f/gk−1),
con k = 1, 2, . . . , d, dan la factorización en grados distintos de f . En [vzGG99,
Algorithm 14.3] los autores prueban que el algoritmo DDF realiza O(sM(d) log(dq))
operaciones aritméticas en Fq, donde s es el máximo grado de los factores irreducibles
del polinomio de entrada.

En relación con el último paso, el algoritmo EDF, en [vzGG99, Theorem 14.11]
los autores prueban que, si el polinomio de entrada tiene s factores irreducibles de
grado k, su costo es de O((k log q + log d)M(d) log s) operaciones aritméticas en
Fq. Concluimos que el algoritmo clásico de factorización calcula un cero Fq–racional
del polinomio de entrada con O(dM(d) log(dq)) operaciones aritméticas en Fq (ver,
[vzGG99, Theorem 14.14]).

Por su parte, P. Flajolet y colaboradores, realizan en [FGP01] un análisis en
promedio de dicho algoritmo y demuestran que la distribución de patrones de fac-
torización sigue el denominado “modelo de permutaciones”, es decir, para q sufi-
cientemente grande (con d fijo) la distribución conjunta de los grados de los factores
irreducibles en un polinomio aleatorio de grado d converge a la distribución conjunta
de las longitudes de los ciclos en una permutación aleatoria de tamaño d.

En cuanto al primer paso del algoritmo, en [FGP01] se prueba que el costo en
promedio del algoritmo ERF está dominado por el costo del máximo común divisor
entre el polinomio de entrada y su derivada, es decir, el algoritmo realiza en promedio
O(U(d)) operaciones aritméticas en Fq para obtener la parte libre de cuadrados del
polinomio de entrada.

En relación al algoritmo DDF, en [FGP01, Section 3, Theorem 5] los autores
prueban que un polinomio aleatorio en Fq[T ]d tiene alta probabilidad de poseer
factores irreducibles de grados altos, y dan estimaciones asintóticas para las dis-
tribuciones conjuntas de los dos grados más altos de los factores irreducibles del
polinomio de entrada. Prueban, por ejemplo, que el grado más alto esperado tiende
al número ξ · d, donde ξ ∼ 0,62432 . . . es la constante de Golomb que representa la
longitud más grande esperada entre los ciclos de una permutación aleatoria. A partir
de estos resultados demuestran que el costo promedio del algoritmo DDF aplicado
a polinomios libre de cuadrados de grado d es del orden de 0,26689(λ(q)τ1 + τ2)d

3,
donde λ(q) ≤ 2 log q y τ1 y τ2 son constantes. Observan además que la mayoŕıa de las
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factorizaciones se completan luego de la aplicación del algoritmo DDF. Más precisa-
mente, muestran que, cuando d está fijo y q tiende a infinito, la probabilidad de que
el algoritmo DDF produzca una factorización completa de un polinomio aleatorio es
del orden de e−γ ∼ 0,5614 . . . , donde γ ∼ 0,577215664 . . . es la constante de Euler.

En relación con el algoritmo EDF, los autores combinan un proceso de refina-
miento recursivo similar al de los árboles binarios (ver [Knu98b]) junto con estima-
ciones sobre los grados de los factores irreducibles de un polinomio aleatorio (ver
[KK90a]), a fin de demostrar que el costo promedio del algoritmo EDF es compa-

rativamente pequeño, es decir, es del orden de 3
4
τ1

q2

q2−1
log q(1 + ξd)d

2 = O(d2 log q)

operaciones aritméticas en Fq, donde |ξd| ≤ 1
3
+ o(1).

Asintóticamente, el algoritmo clásico de factorización no es el más rápido que
existe hasta el momento (comparar con, por ejemplo, [Sho90], [Sho95] o [vzGP01]).
Una de las razones para estudiarlo es que es eficiente, completo y aparece en muchos
paquetes de álgebra computacional (ver [GCL92]). Asimismo, se puede obtener in-
formación importante del comportamiento del algoritmo en cada uno de sus pasos
y del estado de la factorización del polinomio de entrada al finalizar cada etapa del
mismo.

1.1.3. Problemas combinatorios

Motivados por el análisis de los algoritmos que describimos en las secciones an-
teriores, vamos a considerar dos problemas combinatorios clásicos sobre cuerpos
finitos:

El comportamiento promedio del cardinal de la imagen, o conjunto de valores,
de familias lineales de polinomios univariados sobre cuerpos finitos.

La distribución de los patrones de factorización en familias lineales de polino-
mios univariados sobre cuerpos finitos.

Conjunto de valores de polinomios. El estudio del cardinal del conjunto de
valores de familias de polinomios univariados sobre cuerpos finitos ha sido objeto de
diversas investigaciones, por sus aplicaciones a la teoŕıa de códigos, la criptograf́ıa y
a problemas de interpolación. Dado un polinomio univariado f con coeficientes en
Fq, se define el conjunto de valores de f sobre Fq como el conjunto imagen de la
función polinomial de Fq en Fq que define f . Denotamos como V(f) al cardinal de
dicho conjunto.

Para todo f ∈ Fq[T ] se verifica fácilmente que 1 ≤ V(f) ≤ q. El problema de
calcular V(f) ha sido muy estudiado (ver, por ejemplo [MP13]); sin embargo, solo se
conocen fórmulas exactas de V(f) para polinomios especiales. Por ejemplo existen
fórmulas para polinomios de grado 1, 2 y 3, para el polinomio f := T d y para los
polinomios de Dickson, entre otros; en cambio, para polinomios generales sólo se
conocen fórmulas asintóticas de V(f). En este sentido, S. Uchiyama [Uch54] prueba

que si f(x)−f(y)
x−y es absolutamente irreducible y d ≥ 4 entonces

V(f) = µdq +O(1).
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Uchiyama prueba además que con las mismas hipótesis se tiene que V(f) > q/2 para
q grande y con la caracteŕıstica de Fq mayor a d. Por otro lado, Birch y Swinnerton-
Dyer demostraron en [BS59] que, si f es un polinomio general de grado d (el grupo
de Galois Gal(f(x)−y/Fq(y)) es el grupo de permutaciones de d elementos), entonces

V(f) = µdq +O(q1/2),

donde µd :=
∑d

r=1(−1)r−1/r! y la constante que subyace en la notación O depende
sólo de d.

En los años 50, L. Carlitz y S. Uchiyama, utilizando técnicas de análisis combi-
natorio, estudiaron el comportamiento del valor promedio V(d, 0) de V(f) cuando f
recorre todos los polinomios en Fq[T ]d con f(0) = 0, suponiendo que la caracteŕıstica
de Fq es mayor que d (ver [Car55], [CU57], [Uch55a] y [Uch56]). Estos resultados
fueron mejorados por S. Cohen en [Coh73], quien para todo d y todo q demostró
que

V(d, 0) =
d∑

r=1

(−1)r−1

(
q

r

)
q1−r = µdq +O(1).

Observemos que si d ≥ q, este resultado dice que V(d, 0) = q
(
1 − (1 − 1/q)

)q
. En

[KK90b], A. Knopfmacher y J. Knopfmacher estudiaron la distribución del número
de polinomios f de grado d ≥ q tal que V(f) = n, con 1 ≤ n ≤ q.

Por otro lado, si alguno de los coeficientes de los polinomios f están fijos, los
resultados que se conocen sobre el promedio de V(f) son menos precisos. Más precisa-
mente, Uchiyama y Cohen determinaron el comportamiento asintótico del promedio
de V(f) cuando f recorre todos los polinomios en Fq[T ]d cuyos primeros s coefi-
cientes consecutivos están prefijados. En los trabajos [Uch55b], [Coh72] y [Coh73]
obtuvieron estimaciones sobre este promedio, con restricciones sobre la caracteŕısti-
ca del cuerpo Fq y para el caso en que q sea mayor que d. Más precisamente, si
V(d, s) denota tal promedio, demostraron que, si la caracteŕıstica de Fq es mayor
que d y 1 ≤ s ≤ d − 2, entonces el término principal de V(d, s) es µdq y el error
que se comete en dicha aproximación es del orden de O(q1/2), en el caso de Cohen,
o de O(qθ), donde θ depende del grado y de la cantidad de coeficientes que se fijan,
en el caso de Uchiyama. Cabe mencionar que en todos estos trabajos ni Cohen ni
Uchiyama dieron una expresión expĺıcita del término del error en sus estimaciones.

Cohen por su parte estudia el comportamiento asintótico del cardinal de conjunto
de valores promedio en familias lineales de polinomios univariados con coeficientes
en Fq. Más precisamente, en [Coh72] afirma que, para una familia lineal A ⊂ Fq[T ]d
que satisface ciertas condiciones técnicas, se tiene que si la caracteŕıstica de Fq es
mayor a d y la codimensión de A es igual a m ≤ d− 2, entonces

V(A) :=
1

|A|
∑

f∈A
V(f) = µdq +O(q1/2).

Las dificultades que presenta este resultado es que las hipótesis sobre la familia son
complicadas de verificar en casos concretos e imponen fuertes restricciones sobre
la caracteŕıstica del cuerpo, que impiden utilizar esta estimación para cuerpos de
caracteŕıstica pequeña.
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Generalmente los resultados existentes sobre el promedio del cardinal del con-
junto de valores de una familia de polinomios en Fq[T ]d se basan en dos tipos de
estrategias esencialmente distintas. Una de ellas utiliza métodos t́ıpicos de la com-
binatoria anaĺıtica, es decir, se consideran funciones generatrices cuyos coeficientes
expresan las propiedades en cuestión, como, por ejemplo, el art́ıculo [KK90b], donde
se analiza el caso en que d es mayor que q. Cuando no es posible calcular con exac-
titud tales coeficientes se recurre al análisis asintótico para obtener una estimación
de los mismos (ver [FS09]). Otro acercamiento posible es por medio de estimaciones
de series exponenciales como se hace, por ejemplo, en [Uch55a], [Uch56], [Uch55b],
[Coh72] y [Coh73], donde se estudia el problema para el caso en que q es mayor que
d. Sin embargo, cuando aparecen relaciones algebraicas entre los coeficientes de los
polinomios en consideración, y se buscan resultados sin restricciones sobre la carac-
teŕıstica del cuerpo finito, como en los problemas que nos interesan, estos métodos
no pueden utilizarse.

Patrones de factorización de polinomios. Frecuentemente el cálculo de ceros
de polinomios univariados sobre cuerpos finitos implica algún tipo de factorización
de dichos polinomios. En este sentido, existen numerosos algoritmos probabiĺısticos
que factorizan un polinomio de Fq[T ]d en tiempo polinomial en d y log q; de hecho,
es posible calcular una factorización con alrededor de d2 + d log q operaciones en Fq
(ver, por ejemplo, [vzGG99, Chapter 14]). El análisis de [FGP01] demuestra que
el estudio de la distribución de los patrones de factorización resulta fundamental a
efectos de realizar un análisis probabiĺıstico de los algoritmos de factorización. Como
ya dijimos anteriormente, la distribución de los patrones de factorización sigue el
denominado modelo de permutaciones. En dicho modelo, propiedades probabiĺısticas
de la descomposición de un polinomio en factores irreducibles sobre cuerpos finitos
se relacionan con las correspondientes propiedades de la descomposición en ciclos de
una permutación, cuando q es suficientemente grande. Por ejemplo, cuando d está
fijo y q tiende a infinito, la probabilidad de que un polinomio aleatorio en Fq[T ]d
admita factores irreducibles de grados distintos dos a dos tiende a la probabilidad
de que una permutación de longitud d tenga todos sus ciclos de longitudes distintas
dos a dos.

Si f ∈ Fq[T ]d, se dice que f tiene patrón de factorización λ := 1λ1 . . . dλd si
tiene λi factores irreducibles de grado i para 1 ≤ i ≤ d. Un trabajo fundacional
para el modelo de permutaciones es [Coh70], en donde Cohen relacionó la cantidad
de polinomios que tienen un cierto patrón de factorización con la descomposición
en ciclos de los elementos del grupo simétrico de permutaciones. Más precisamente,
demostró que si Fq[T ]d,λ es el conjunto formado por todos los polinomios de Fq[T ]d
que tienen patrón de factorización λ, para d fijo, entonces

|Fq[T ]d,λ| = T (λ)qd +O(qd−1/2),

donde T (λ) := 1∏d
i=1 i

λiλi!
es la proporción de permutaciones en el grupo simétrico

de d elementos que tienen patrón de descomposición en ciclos λ, es decir, permu-
taciones con exactamente λi ciclos de longitud i para 1 ≤ i ≤ d. Por ejemplo, la
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proporción del conjunto de permutaciones cuyo patrón es λ := 10 . . . (d−1)0d1, esto
es, permutaciones que consisten de un ciclo de longitud d, es 1

d
, y por lo tanto, la

cantidad de polinomios mónicos irreducibles en Fq[T ]d es del orden de 1
d
qd.

Para una familia lineal A de polinomios de Fq[T ]d, denotamos con |Aλ| al número
de elementos de A con patrón de factorización λ. Cohen definió en [Coh72] que una
familia A ⊂ Fq[T ]d es uniformemente distribuida si la proporción de elementos en A
con patrón de factorización λ es del orden de T (λ). A su vez, en [Coh72, Theorem
3] propuso un criterio para que una familia lineal resulte uniformemente distribuida.
Más precisamente, demostró que si la caracteŕıstica de Fq es mayor a d y A cumple
ciertas restricciones técnicas y tiene codimensión m ≤ d− 2, entonces

|Aλ| = T (λ)qd−m +O(qd−m−1/2).

Podemos observar que, al igual que la estimación de Cohen para el promedio del
cardinal V(A), este criterio se aplica con fuertes restricciones sobre la caracteŕıstica
del cuerpo finito y las hipótesis que determinan que A resulta uniformemente distri-
buida son complicadas de verificar en casos concretos. El resultado [Coh72, Theorem
3] se aplica, en particular, al conjunto As que consiste de todos los polinomios de
Fq[T ]d con los primeros s ≤ d− 2 coeficientes prescriptos (ver, [Coh72, Theorem 1]).
Otro resultado sobre esta familia se encuentra en [Ste87, Theorem 1]. En el mismo,
S. Stepanov demuestra que bajo ciertas condiciones técnicas, |As,λ|, la cantidad de
elementos de As con patrón de factorización λ := d1, se aproxima a cqd−s con un
error del orden de O(q(d−s)/2), donde c depende del conjunto de todos los posibles
patrones de factorización de la familia As y cumple que 1/d ≤ c < 1. Observemos
que ni Cohen ni Stepanov dieron cotas expĺıcitas del término de error en sus aproxi-
maciones. Por último, podemos mencionar que el problema de estudiar el número de
elementos de una familia de polinomios irreducibles con ciertos coeficientes prefija-
dos posee a su vez un interés teórico, en tanto constituye un análogo en “cuerpos de
funciones” de los resultados sobre la distribución de primos en intervalos pequeños
(ver el trabajo [BBSR15] para una discusión de dicha analoǵıa y [MP13, Section 3] o
[Pol13] para el estudio del número de polinomios irreducibles con ciertos coeficientes
prefijados).

1.2. Resultados obtenidos y organización del tra-

bajo

Sean f1, . . . , fm polinomios en Fq[X1, . . . , Xn]. Consideremos el conjunto de so-
luciones en el espacio af́ın n–dimensional An := F

n

q sobre Fq del sistema que estos
polinomios definen, es decir, V := {x ∈ An : f1(x) = · · · = fm(x) = 0}. Decimos
que V es una Fq–variedad af́ın. Cuando f1, . . . , fm son polinomios homogéneos en
Fq[X0, . . . , Xn] y se considera el conjunto de ceros comunes de ellos en el espacio
proyectivo n–dimensional Pn sobre Fq, entonces decimos que V es una Fq–variedad
proyectiva. Sea V una Fq–variedad af́ın o proyectiva. Dado x ∈ V , decimos que x
es un punto Fq–racional de V si todas sus coordenadas pertenecen a Fq. Denotamos
con V (Fq) al conjunto de puntos Fq–racionales de V .
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El Caṕıtulo 2 está dedicado a introducir los preliminares geométricos y fijar las
notaciones necesarias para el desarrollo de los demás caṕıtulos. También hacemos
una revisión de los resultados clásicos sobre estimaciones de puntos Fq–racionales de
Fq–variedades tanto afines como proyectivas.

Con el objetivo de mejorar los resultados existentes sobre los dos problemas com-
binatorios que vamos a estudiar, el cardinal del promedio del conjunto de valores y
la distribución de los patrones de factorización de familias lineales en Fq[T ]d, desa-
rrollamos un nuevo enfoque. Nuestro enfoque reduce las cuestiones combinatorias
a la estimación del número de puntos Fq–racionales de ciertas intersecciones com-
pletas singulares. Un punto importante es el análisis del lugar singular de dichas
intersecciones completas; para ello estudiamos el lugar discriminante asociado a las
familias lineales de Fq[T ]d que consideramos. Más precisamente, la familia A ⊂ Fq[T ]d
a la que nos referimos se define de la siguiente manera: sean m y r enteros posi-
tivos tales que 3 ≤ r ≤ d − m, sean Ad−1, . . . , Ar indeterminadas sobre Fq y sean
L1, . . . , Lm ∈ Fq[Ad−1, . . . , Ar] formas lineales afines linealmente independientes. Si
L := (L1, . . . , Lm), la familia lineal A := AL ⊂ Fq[T ]d se define por:

A := {T d + ad−1T
d−1 + · · ·+ a0 ∈ Fq[T ]d : L(ad−1, . . . , ar) = 0}. (1.1)

Comenzamos el Caṕıtulo 3 estudiando el lugar discriminante de la variedad li-
neal L := {L1 = · · · = Lm = 0} suponiendo que la caracteŕıstica de Fq es al menos 3.
Se define el lugar discriminante D(L) de L como el conjunto de todos los elementos
de a0 := (ad−1, . . . , a0) ∈ L tales que Dis(F (Ad−1, . . . , A0, T ))|(Ad−1,...,A0)=a0 = 0,
donde F (Ad−1 . . . , A0, T ) := T d+Ad−1T

d−1+ · · ·+A0. Referidos a este tema, encon-
tramos en la literatura el trabajo de M. Fried y J. Smith [FS84], donde se prueba
que el lugar discriminante de familias de polinomios mónicos univariados con ciertos
coeficientes prescriptos es absolutamente irreducible para cuerpos de caracteŕıstica
suficientemente grande (ver [FS84, Proposition 3.1]). Nosotros necesitamos un re-
sultado análogo sobre el lugar discriminante de la familia lineal A y sobre cuerpos
de caracteŕıstica al menos 3. Es por ello que demostramos el siguiente resultado.

Teorema 1.2.1. Sea la caracteŕıstica de Fq mayor a 2, q > d y 3 ≤ r ≤ d − m.
Entonces D(L) ⊂ Ad−m es una Fq–hipersuperficie absolutamente irreducible.

En el mismo caṕıtulo, usando la absoluta irreducibilidad del lugar discrimi-
nante D(L), estudiamos la geometŕıa de ciertas variedades de incidencia Γ∗

i ⊂
Ad+i (r + 1 ≤ i ≤ d) asociadas a la familia A definida en (1.1). Estas varie-
dades están definidas por las formas lineales L1, . . . , Lm y las diferencias dividi-
das ∆j−1F (Ad−1, . . . , A0, T1, . . . , Tj) (1 ≤ j ≤ i) de orden j − 1 del polinomio
F (Ad−1, . . . , A0, T ), es decir

∆j−1F (A0, T1, . . . , Tj) :=
∆j−2F (A0, T1, . . . , Tj−1)−∆j−2F (A0, T1, . . . , Tj−2, Tj)

(Tj−1 − Tj)
,

donde A0 := (Ad−1, . . . , A0).
Suponiendo que la caracteŕıstica de Fq es mayor a 2, probamos que estas varie-

dades resultan ser intersecciones completas definidas sobre Fq, con buen comporta-
miento en el infinito y cuyo lugar singular tiene codimensión al menos 2. Gracias a
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estas propiedades geométricas, podemos utilizar las estimaciones sobre el número de
puntos Fq–racionales de una intersección completa proyectiva normal de [CMP15a,
Theorem 1.3] a fin de obtener estimaciones sobre la cantidad de puntos Fq–racionales
|Γ∗
i (Fq)| de las variedades Γ∗

i . Más precisamente, demostramos el siguiente resultado.

Teorema 1.2.2. Sea la caracteŕıstica de Fq mayor a 2 y q > d. Sean r, d y m enteros
positivos tales que 3 ≤ r ≤ d−m y sea i un entero tal que r + 1 ≤ i ≤ d. Entonces

∣∣|Γ∗
i (Fq)| − qd−m

∣∣ ≤ (δi(Di − 2) + 2)qd−m− 1
2 + (14D2

i δ
2
i + 2i)qd−m−1,

donde Di := id− i(i+ 1)/2 y δi := d!/(d− i)!.

Proporcionamos también una estimación del número de puntos Fq–racionales
de la variedad Γ∗

i con coordenadas distintas dos a dos, cota que nos permitirá, en
los caṕıtulos siguientes, dar estimaciones expĺıcitas sobre el número promedio del
cardinal de la imagen del conjunto de valores de la familia A y, en particular, del
conjunto de elementos de Fq[T ]d con los primeros s coeficientes prescriptos, cuando
1 ≤ s ≤ d− 3 y la caracteŕıstica de Fq es mayor que 2.

En el Caṕıtulo 4 nos dedicamos al problema de estimar la cantidad de puntos Fq–
racionales de variedades definidas por polinomios invariantes bajo la acción del grupo
simétrico de permutaciones de sus coordenadas. Muchos problemas de la teoŕıa de
códigos, de la criptograf́ıa o de la combinatoria requieren el estudio del conjunto de
puntos Fq–racionales de este tipo de variedades. Por ejemplo, en la teoŕıa de códigos
encontramos que la existencia de deep holes en los códigos de Reed Solomon sobre
Fq pueden expresarse en términos de la cantidad de ceros Fq–racionales de ciertos po-
linomios simétricos (ver, por ejemplo, [CM07] o [CMP15a]). Además, el estudio del
conjunto de ceros Fq–racionales de cierta clase de polinomios simétricos es fundamen-
tal para el análisis del algoritmo de decodificación para el código de Reed Solomon
estándar sobre Fq (ver [Sid94]). En criptograf́ıa, la caracterización de los monomios
que definen un polinomio casi perfectamente no lineal o una función uniformemente
diferenciable puede reducirse a estimar el número de ceros Fq–racionales de ciertos
polinomios simétricos (ver, por ejemplo, [Rod09] o [AR10]). Nuestro interés por esta
cuestión se debe a que hemos expresado los dos problemas combinatorios que son
objeto de nuestro estudio en términos de la cantidad de puntos Fq–racionales de
ciertas variedades definidas por polinomios simétricos.

Sean s, r,m enteros positivos tales que m ≤ s ≤ r −m − 2. Sean R1, . . . , Rm ∈
Fq[X1, . . . , Xr] polinomios de la forma Ri := Si(Π1, . . . ,Πs) para 1 ≤ i ≤ m,
donde S1, . . . , Sm ∈ Fq[Y1, . . . , Ys] satisfacen ciertas hipótesis geométricas y donde
Π1, . . . ,Πs son los primeros s polinomios simétricos elementales de Fq[X1, . . . , Xr].
En la Sección 4.1 probamos que la Fq–variedad V ⊂ Ar definida por R1, . . . , Rm

es una intersección completa con buen comportamiento en el infinito y cuyo lugar
singular tiene codimensión al menos 3. Estos resultados, junto con estimaciones so-
bre el número de puntos Fq–racionales de intersecciones completas proyectivas de
[CMP15a, Corollary 8.4], nos permiten dar la siguiente estimación del número de
puntos Fq–racionales de la variedad V .

Teorema 1.2.3. Sean s, r,m enteros positivos tales que m ≤ s ≤ r −m − 2. Sean
R1, . . . , Rm ∈ Fq[X1, . . . , Xr] los polinomios simétricos definidos arriba. Denotamos
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por di := degRi para 1 ≤ i ≤ m, D :=
∑m

i=1(di − 1) y δ :=
∏m

i=1 di. Si V :=
V (R1, . . . , Rm) ⊂ Ar, entonces vale la siguiente estimación:

∣∣|V (Fq)| − qr−m
∣∣ ≤ 14D3δ2(q + 1)qr−m−2.

Al igual que antes, también damos un resultado sobre la cantidad de puntos
Fq–racionales de V con coordenadas distintas dos a dos.

Por último en la Sección 4.2 estudiamos la geometŕıa de otras variedades definidas
por polinomios simétricos asociadas a la familia lineal A definida en (1.1). Sean d, s y
m enteros positivos tales que m ≤ s ≤ d− 3. En este caso, los polinomios simétricos
que definen estas variedades son de la forma Ri := Si(Π1, . . . ,Πs) para 1 ≤ i ≤ m,
donde S1, . . . , Sm ∈ Fq[Z1, . . . , Zs] son polinomios de grado 1. Probamos que estas
variedades resultan ser intersecciones completas normales y damos una estimación
de la cantidad de puntos Fq–racionales de las mismas. Estas intersecciones completas
aparecerán en el estudio de la distribución de los patrones de factorización en familias
lineales sobre Fq.

En el Caṕıtulo 5 damos estimaciones expĺıcitas del promedio V(A) del cardinal
del conjunto de valores de la familia A definida en (1.1). Para obtener dichas estima-
ciones, traducimos este problema combinatorio en el de estimar el número de puntos
Fq–racionales con coordenadas distintas dos a dos de las familias de intersecciones
completas Γ∗

i ⊂ Ad+i definidas en la Sección 3.2 y utilizamos los resultados sobre la
cantidad de puntos Fq–racionales de variedades singulares obtenidos en dicha sección.
Probamos el siguiente resultado.

Teorema 1.2.4. Si la caracteŕıstica de Fq es mayor que 2, q > d y 3 ≤ r ≤ d−m,
entonces

|V(A)− µd q| ≤ d22d−1q1/2 + 133 dd+5e2
√
d−d.

Mejoramos aśı las estimaciones del trabajo de Cohen [Coh72], cuya validez im-
pone fuertes restricciones sobre la caracteŕıstica de Fq, proporcionando a su vez una
estimación expĺıcita del error.

Luego aplicamos esta estimación a un caso particular, al conjunto de polinomios
de Fq[T ]d que tienen los primeros s coeficientes prescriptos. Más precisamente, damos
la siguiente estimación explicita del valor promedio V(d, s) del cardinal del conjunto
de valores posibles que puede tomar un polinomio f cuando f recorre todos los
elementos de la familia en consideración.

Teorema 1.2.5. Si la caracteŕıstica de Fq mayor que 2, q > d y 1 ≤ s ≤ d − 3,
entonces

|V(d, s)− µd q| ≤ d22d−1q1/2 + 133 dd+5e2
√
d−d.

Esta estimación mejora los resultados existentes en la literatura ([Uch55b] y
[Coh72]), que no proveen una expresión expĺıcita del término de error y resultan
válidas para cuerpos de caracteŕıstica mayor que d. Cabe mencionar que este resul-
tado es un punto cŕıtico para el análisis de la complejidad en promedio del algoritmo
de búsqueda de puntos Fq–racionales en hipersuperficies (ver Sección 8.3.2).
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Por otro lado, en el Caṕıtulo 6 proporcionamos otra estimación expĺıcita del
comportamiento de V(d, s) para el caso en que 1 ≤ s ≤ d/2. De manera similar
al caṕıtulo anterior, traducimos este problema en el de determinar la cantidad de
puntos Fq–racionales con coordenadas distintas dos a dos de cierta familia de intersec-
ciones completas definidas sobre Fq. Los polinomios que definen tales intersecciones
completas son simétricos, por lo que aplicamos las estimaciones de la Sección 4.1.
Obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.2.6. Para q > d y 1 ≤ s ≤ d/2− 1, tenemos que

∣∣∣∣V(d, s)− µd q −
1

2e

∣∣∣∣ ≤
(d− 2)5e2

√
d

2d−2
+

7

q
.

Este resultado complementa el resultado del Teorema 1.2.5. En el Teorema 1.2.6
damos una estimación de V(d, s) para el caso en que 1 ≤ s ≤ d/2 − 1 sin restric-
ciones sobre la caracteŕıstica de Fq, mientras que en el Teorema 1.2.5 damos una
cota superior para este promedio para valores más grandes de s que vale cuando la
caracteŕıstica de Fq es mayor a 2.

En el Caṕıtulo 7 estudiamos la distribución de patrones de factorización en fami-
lias lineales sobre Fq. Con un enfoque similar al de los Caṕıtulos 5 y 6, traducimos el
problema original en el de determinar la cantidad de puntos Fq–racionales con coor-
denadas distintas dos a dos de ciertas intersecciones completas singulares definidas
sobre Fq. Tales intersecciones completas están definidas por polinomios simétricos,
con lo cual podemos aplicar los resultados de la Sección 4.2. Más precisamente, ob-
tenemos la siguiente estimación expĺıcita del cardinal del conjunto Aλ de elementos
de la familia lineal A definida en (1.1) con patrón de factorización λ := 1λ1 . . . dλd .

Teorema 1.2.7. Si caracteŕıstica de Fq es mayor a 2, q > d y 3 ≤ r ≤ d − m,
entonces

∣∣|Aλ| − T (λ) qd−m
∣∣ ≤ qd−m−1

(
2 T (λ)DLδLq

1
2 + 19 T (λ)D2

Lδ
2
L + d2

)
.

Para q > d y m+ 2 ≤ r ≤ d−m, tenemos que

∣∣|Aλ| − T (λ) qd−m
∣∣ ≤ qd−m−1

(
21 T (λ)D3

Lδ
2
L + T (λ) d2δL + d2

)
.

En ambos casos, δL y DL son ciertos invariantes expĺıcitos asociados con las formas
lineales afines L := (L1, . . . , Lm) que definen la familia A y T (λ) := 1∏d

i=1 i
λiλi!

.

En el Caṕıtulo 8 desarrollamos y analizamos la complejidad en promedio de un
algoritmo probabiĺıstico que calcula puntos Fq–racionales de hipersuperficies en base
a la estrategia de búsquedas en bandas verticales. Tal algoritmo se llama Algoritmo
BBV. Para el análisis de dicho algoritmo resulta clave estudiar la cantidad de bandas
verticales que deben ser generadas hasta que el algoritmo encuentra una ráız del
polinomio multivariado de entrada.

En la Sección 8.1 describimos el Algoritmo BBV. Sea F el conjunto de todas las
posibles elecciones de bandas verticales y sea Fq[X1, . . . , Xr]≤d el conjunto de todos
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los polinomios en r variables con coeficientes en Fq y de grado a lo sumo d. Para
un polinomio F ∈ Fq[X1, . . . , Xr]≤d, el Algoritmo BBV genera sucesivamente una
sucesión a := (a1,a2, . . . ,aqr−1) ∈ F, y busca ceros Fq–racionales de F en las “ban-
das verticales” {ai} × Fq para 1 ≤ i ≤ qr−1, hasta que encuentra un cero de F o se
terminan las bandas verticales. Observamos que el número de operaciones aritméti-
cas en Fq necesarias para realizar una búsqueda en una banda vertical arbitraria es
τ(d, r, q) := O∼(D + d log q), donde D :=

(
d+r
r

)
es la cantidad de coeficientes del

polinomio F y la notación O∼ ignora factores logaŕıtmicos.
En las Secciones 8.2 y 8.4 analizamos la distribución de probabilidades del núme-

ro de bandas verticales que deben ser generadas por el Algoritmo BBV hasta en-
contrar un cero Fq–racional del polinomio de entrada. Para ello, consideramos la
probabilidad uniforme P sobre el conjunto F × Fq[X1, . . . , Xr]≤d, y estudiamos la
variable aleatoria C que cuenta el número de bandas verticales que deben ser gene-
radas hasta que el Algoritmo BBV encuentra un cero Fq–racional del polinomio de
entrada.

En una primera etapa demostramos que la probabilidad P [C = 1] de que el
algoritmo de búsqueda en bandas verticales encuentre un cero Fq–racional en la
primera banda vertical coincide con la de que un polinomio univariado aleatorio con
coeficientes en Fq tenga ceros Fq–racionales.

Avanzando con el análisis de la complejidad en promedio de dicho algoritmo,
obtenemos estimaciones expĺıcitas de la probabilidad del evento [C = s] cuando s >
1. Para ello, relacionamos dicha probabilidad con el promedio V(d, s), aplicamos las
estimaciones obtenidas en los Caṕıtulos 5 y 6, y demostramos el siguiente resultado.

Teorema 1.2.8. Para s ≤
(
d/2+r−1
r−1

)
, tenemos que

P [C = s] = (1− µd)
s−1µd +O(q−1).

Por otro lado, si la caracteŕıstica de Fq es mayor a 2 y s ≤
(
d+r−3
r−1

)
, entonces

P [C = s] = (1− µd)
s−1µd +O(q−1/2).

Este resultado indica que la probabilidad de que el algoritmo encuentre un punto
Fq–racional en las dos primeras bandas verticales de la hipersuperficie en considera-
ción es del orden de µd(1 − µd) ≈ 0,8646 . . . . Esto mejora los resultados obtenidos
en el trabajo [Mat10], en donde se describe un algoritmo probabiĺıstico que aplica la
estrategia de búsqueda en bandas verticales para el cálculo de puntos Fq–racionales
de hipersuperficies y se prueba que con al menos d elecciones aleatorias es posible
encontrar un punto Fq–racional con probabilidad al menos 1/2.

Luego determinamos el comportamiento en promedio del Algoritmo BBV. Pa-
ra ello, consideramos la variable aleatoria X que cuenta el número de operaciones
aritméticas en Fq realizadas por dicho algoritmo y determinamos el comportamiento
asintótico del valor esperado de dicha variable. Utilizando el Teorema 1.2.8, demos-
tramos los siguientes resultados.

Teorema 1.2.9. Sean r > 2 y s∗ :=
(
d/2+r−1
r−1

)
. Entonces la complejidad en promedio

del algoritmo BBV está acotada de la siguiente manera:

E[X] ≤ τ(d, r, q)
(
µ−1
d + d(1− d−1)s

∗)
+O(q−1/2).
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Por otro lado, para r := 2, s∗ := d/2 + 1 y α∗ := 1 − 1/
√
s∗, tenemos la siguiente

cota superior para la complejidad en promedio del algoritmo BBV:

E[X] ≤ τ(d, r, q)

(
1

α∗2

(
1− µd
µd

+
1

(d!)2µ2
d

)
+

1

µd
+
(
1− µd√

s∗

)s∗+1
)
+O(q−1).

En ambos casos, τ(d, r, q) es el costo de la búsqueda en una banda vertical arbitraria.

Observamos que 1/µd ≈ 1,58 . . . . Este es el número de bandas verticales que
deben ser generadas en promedio.

Terminamos el caṕıtulo exhibiendo algunas simulaciones que obtuvimos ejecu-
tando una implementación del Algoritmo BBV en Maple, que confirman los resul-
tados asintóticos obtenidos.

En el Caṕıtulo 9 realizamos un análisis de la distribución de las salidas del Al-
goritmo BBV. Observamos que cada cero Fq–racional que devuelve este algoritmo
queda determinado por ciertas elecciones aleatorias que se realizan durante la eje-
cución del mismo. Cabe mencionar que, para un algoritmo ideal, las salidas están
equidistribuidas, es decir, cada cero en Frq del polinomio en consideración tiene la
misma probabilidad de resultar la salida del algoritmo. En este caṕıtulo analiza-
mos la distribución promedio de las salidas del algoritmo utilizando el concepto de
entroṕıa de Shannon. Siguiendo el trabajo de C. Beltrán y M. Pardo [BP11], de-
finimos la entroṕıa de Shannon HF asociada a una entrada F del algoritmo BBV
como HF :=

∑−Px,F log(Px,F ), donde la suma recorre todas las ráıces de F y Px,F

denota la probabilidad puntual de que el Algoritmo BBV obtenga como salida a x

para la entrada F . Esta suma representa una medida de cuán concentradas están las
salidas del algoritmo para una entrada del algoritmo. En tal sentido, analizamos la
entroṕıa promedio H del Algoritmo BBV cuando F vaŕıa entre todos los elementos
de Fq[X1, . . . , Xr]≤d y demostramos que es parecida a la del algoritmo ideal. Más
precisamente, demostramos el siguiente resultado.

Teorema 1.2.10.

H ≥ 1

2µd
log(qr−1)(1 +O(q−1)).

Observemos que 1/(2µd) ≈ 0,79 para d suficientemente grande. Teniendo en
cuenta que una cota superior de la entroṕıa promedio de un algoritmo ideal es
log(qr−1), el Teorema 1.2.10 indica que nuestro algoritmo es al menos un 79% tan
bueno como cualquier algoritmo ideal, desde el punto de vista de las distribución de
las salidas.

En el Caṕıtulo 10 analizamos la complejidad en promedio del algoritmo clásico
de factorización aplicado a la familia lineal A definida en (1.1). Para ello, seguimos
las ideas de [FGP01], reemplazando el estudio de singularidades de ciertas funciones
generatrices asociadas a la factorización de los polinomios en consideración por las
estimaciones expĺıcitas del número de elementos de A con cierto patrón de factori-
zación del Caṕıtulo 7.

En la Sección 10.2 probamos que el costo promedio del algoritmo ERF (elimina-
ción de factores repetidos) aplicado a los elementos de A es asintóticamente cercano
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a U(d), cantidad que corresponde al costo del máximo común divisor de f con su
derivada.

En la Sección 10.3 analizamos el costo promedio del algoritmo DDF (factori-
zación en distintos grados) aplicado a los elementos de A que resultan libres de
cuadrados. Para este análisis observamos que dicho algoritmo se aplica tantas veces
como el grado del factor irreducible de mayor grado que aparece en el polinomio
de entrada. Aśı, descomponemos la familia en consideración como la unión dis-
junta de los elementos de A libres de cuadrados cuyo patrón de factorización es
λ := (λ1, . . . , λi, 0 . . . , 0), con 1 ≤ i ≤ d. Utilizando los resultados del Caṕıtulo 7
sobre el número de elementos de A con patrón de factorización λ, y cotas superiores
sobre la longitud más grande esperada de los ciclos de una permutación aleatoria de
d elementos (ver [GG98]), obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.2.11. El algoritmo DDF utiliza en promedio O(U(d) log(dq)) opera-
ciones aritméticas en Fq para calcular la factorización en distintos grados de un
polinomio f ∈ A libre de cuadrados.

Demostramos también que la probabilidad de que el algoritmo DDF complete la
factorización de un polinomio aleatorio de A es del orden de e−γ + o(1), donde γ es
la constante de Euler.

Por último, en la Sección 10.4 realizamos el análisis probabiĺıstico del algoritmo
EDF (factorización en grados iguales) aplicado a los elementos de A. Utilizamos la
misma estrategia que la del art́ıculo [FGP01], que combina un proceso recursivo que
permite “aislar” los factores irreducibles del polinomio de entrada con estimacio-
nes asintóticas de la probabilidad de que un polinomio aleatorio de grado d tenga
determinados factores irreducibles de un grado dado; en vez de utilizar dichos resul-
tados asintóticos usamos nuestras estimaciones del número de elementos de A con
un determinado patrón de factorización. Demostramos el siguiente resultado.

Teorema 1.2.12. El algoritmo EDF utiliza en promedio O(M(d) log q) operaciones
aritméticas en Fq para un polinomio f ∈ A.

En resumen, a lo largo de esta tesis desarrollamos un nuevo enfoque que nos per-
mitió obtener estimaciones que mejoran significativamente los resultados existentes
sobre el cardinal promedio del conjunto de valores y la distribución de patrones
de factorización en familias de polinomios univariados sobre Fq (Caṕıtulos 5, 6 y 7).
Nuestro enfoque reduce estas cuestiones combinatorias a la estimación del número de
puntos Fq–racionales de ciertas intersecciones completas singulares. En los Caṕıtulos
3 y 4 obtenemos estimaciones sobre el número de puntos Fq–racionales de dichas in-
tersecciones completas, resultados que nos permiten obtener estimaciones expĺıcitas
de los problemas combinatorios que nos interesa. A su vez, estas estimaciones nos
permiten analizar la complejidad en promedio de dos algoritmos probabiĺısticos: el
Algoritmo BBV para hipersuperficies y el algoritmo clásico de factorización aplicado
a familias lineales de polinomios (Caṕıtulos 8, 9 y 10).
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Caṕıtulo 2

Preliminares

En este caṕıtulo damos todas las definiciones, notaciones y resultados básicos de
geometŕıa algebraica que usaremos a lo largo de esta tesis. Para la exposición de estos
resultados utilizamos principalmente los textos [Eis95], [Kun85] y [Sha94]. Además
enunciamos algunos resultados clásicos sobre la cantidad de puntos Fq–racionales de
Fq–variedades.

2.1. Definiciones y resultados básicos de geometŕıa

algebraica

Denotamos con An y Pn al espacio af́ın y proyectivo de dimensión n definido
sobre Fq respectivamente. Ambos son espacios topológicos con la topoloǵıa de
Zariski sobre Fq, según la cual los cerrados son los conjuntos de ceros comunes de
polinomios en Fq[X1, . . . , Xn], o de polinomios homogéneos en Fq[X0, . . . , Xn] en el
caso proyectivo.

Los conjuntos abiertos en la topoloǵıa de Zariski de An o Pn son densos. En tal
sentido, decimos que una propiedad sobre los elementos de An o Pn es genérica si
la satisfacen todos los puntos que pertenecen a un abierto Zariski de An o Pn.

Definición 2.1.1. Sea K := Fq o K := Fq.

i) Un subconjunto V ⊂ An es una K-variedad af́ın o una variedad af́ın de An

definida sobre K si es el conjunto de ceros comunes en An de polinomios
f1, . . . , fm ∈ K[X1, . . . , Xn]. En particular, una K-hipersuperficie af́ın es el
conjunto de ceros en An de un único polinomio f ∈ K[X1, . . . , Xn] no nulo.

ii) Un subconjunto V ⊂ Pn es una K-variedad proyectiva o una variedad proyectiva

de Pn definida sobre Ksi es el conjunto de ceros comunes en Pn de polinomios
homogéneos f1, . . . , fm ∈ K[X0, . . . , Xn]. En particular, una K-hipersuperficie

proyectiva es el conjunto de ceros en Pn de un único polinomio homogéneo
f ∈ K[X0, . . . , Xn] no nulo.

Observemos que una K-variedad af́ın (respectivamente proyectiva) resulta un
espacio topológico con la topoloǵıa inducida de An (respectivamente de Pn). Vamos
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a denotar por V (f1, . . . , fm) o {f1 = · · · = fm = 0} a la K-variedad af́ın o proyectiva
dada por el conjunto de ceros comunes de los polinomios f1, . . . , fm.

Sea V unaK-variedad en An o Pn. Denotamos por I(V ) al ideal de la variedad,
es decir el conjunto de polinomios en K[X1, . . . , Xn] o en K[X0, . . . , Xn] que se
anulan en todos los puntos de V . Se sabe que I(V ) es un ideal radical. Vamos a
denotar con K[V ] al anillo coordenado de V , o sea, K[V ] es el anillo cociente
K[X1, . . . , Xn]/I(V ) o K[X0, . . . , Xn]/I(V ).

A continuación damos una serie de definiciones y propiedades que son válidas
tanto para K-variedades afines como para K-variedades proyectivas, por tal motivo
vamos a llamarlas simplemente K-variedades.

Definición 2.1.2. Sea V una K–variedad. Entonces,

(i) V se dice irreducible si no puede escribirse como unión finita de K-variedades
propias.

(ii) V se dice absolutamente irreducible si es irreducible como Fq-variedad.

Toda K–variedad V es irreducible si y solo si su ideal I(V ) es primo. Asimismo,
V es irreducible si y solo si todo subconjunto abierto no vaćıo de V es denso en V .

Toda K-variedad V puede descomponerse como una unión irredundante de K-
variedades irreducibles, es decir, V = C1 ∪ · · · ∪ Cs donde Ci son K–variedades
irreducibles que cumplen que Ci 6⊂ Cj para todo i 6= j. A esta descomposición se
la conoce como la descomposición en componentes irreducibles y es única
salvo reordenamiento. Cada Ci se denomina una componente K-irreducible de
V . En particular, las componentes Fq–irreducibles se denominan las componentes
absolutamente irreducibles de V .

Dada una K-variedad V , definimos la dimensión r de V como la longitud de
la mayor cadena de K-variedades irreducibles no vaćıas V0  V1  · · ·  Vr ⊂ V
contenida en V . Decimos que unaK-variedad es equidimensional de dimensión r

o que tiene dimensión pura r si toda componente K-irreducible de dicha variedad
tiene dimensión r. Observemos que una K–hipersuperficie es una K–variedad de An

o Pn de dimensión pura n− 1.
Damos la siguiente propiedad básica entre K-variedades [Sha94, Chapter 1, Sec-

tion §6.1, Theorem 1]:

Teorema 2.1.3. Sean V y W K–variedades.

Si V ⊂ W entonces dimV ≤ dimW .

Si W es irreducible y V ⊂ W tal que dimV = dimW , entonces V = W .

Sean V ⊂ An yW ⊂ Am K-variedades. Una función f : V → W es unmorfismo
regular (de K–variedades) si existen polinomios f1, . . . , fm ∈ K[X1, . . . , Xn] tales
que para todo x ∈ V , f(x) = (f1(x), . . . , fm(x)). Decimos que f es un morfismo
dominante si f(V ) = W , donde f(V ) es la clausura de f(V ) con respecto a la
topoloǵıa Zariski deW . En esta situación, f induce, por composición, una extensión
de anillos K[W ] →֒ K[V ], y decimos que este morfismo es finito si dicha extensión
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es entera, es decir, cada elemento η ∈ K[V ] satisface una ecuación mónica con
coeficientes en K[W ].

En el caso en que V yW son K-variedades proyectivas, un morfismo f : V → W
se dice regular si para cada x ∈ V existen entornos afines U ⊂ V de x y U ′ ⊂ W
de f(x) tales que f : U → U ′ es regular. A su vez, definimos morfismo dominante
de manera similar a como lo hicimos al caso af́ın y f : V → W se dice finito si para
todo y ∈ W existe un abierto af́ın Wy tal que U := f−1(Wy) es af́ın y f : U → Wy

es un morfismo finito de variedades afines. A continuación damos una propiedad
importante de los morfismos finitos (ver, por ejemplo, [Dan94, §4.2, Proposition]).

Teorema 2.1.4. Sean V y W K–variedades y sea f : V → W un morfismo finito.
Si S ⊂ W es una subvariedad irreducible entonces la preimagen f−1(S) es una
variedad de dimensión pura dimS.

El siguiente resultado se conoce como el Teorema de la dimensión de la fibra [Sha94,
Chapter 1, Section §6.3, Theorem 7].

Teorema 2.1.5. Sea f : V → W un morfismo regular entre K–variedades irredu-
cibles. Supongamos que f sobreyectivo, y que dimV = n y dimW = m. Entonces
m ≤ n, y

1. dimF ≥ n−m para todo w ∈ W y para toda componente F de la fibra f−1(w);

2. Existe un subconjunto abierto no vaćıo U ⊂ W tal que dim f−1(w) = n −m
para todo w ∈ U .

Tenemos también la siguiente propiedad de morfismos regulares entreK–variedades
(ver, por ejemplo, [Kun85, Chapter §III. 2, Exercise 6]).

Teorema 2.1.6. Sea f : V → W un morfismo regular entre K–variedades. Enton-
ces:

Si Z es una subvariedad irreducible de V , entonces f(Z) es irreducible, donde
f(Z) denota la clausura de f(Z) con respecto a la topoloǵıa Zariski de W .

dim f(V ) ≤ dimV .

Sea V ⊂ An una K–variedad de dimensión pura r y sea f ∈ K[V ]. Si W :=
V ∩ {f = 0}, entonces vale una y sólo una de las siguientes afirmaciones:

W = ∅ (esto sucede cuando f es una unidad de K[V ]);

W tiene dimensión r (esto sucede cuando f es divisor de cero en K[V ]).

W tiene dimensión pura r − 1 (esto sucede cuando f no es divisor de cero ni
unidad en K[V ]).

En particular, si f1, . . . , fs son polinomios enK[X1, . . . , Xn] yW := V (f1, . . . , fs) ⊂
An, entonces o bien W = ∅ o bien dimW ≥ n− s.

En el caso proyectivo tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 2.1.7 ([Sha94, Chapter 1, Section §2.6, Corollary 2]). Sea V ⊂ Pn una
variedad proyectiva de dimensión r y sea W := V (g1, . . . , gs) una subvariedad de V .
Entonces toda componente no vaćıa irreducible de W tiene dimensión por lo menos
r − s.

Sea V ⊂ An una K-variedad af́ın, sea I(V ) ⊂ K[X1, . . . , Xn] el ideal de V y
x ∈ V . La dimensión dimx V de V en x es el máximo de las dimensiones de las
componentes K-irreducibles de V que contienen a x. Si I(V ) = (f1, . . . , fr), entonces
el espacio tangente TxV de V en x se define como el núcleo de la matriz Jacobiana
(∂fi/∂Xj)1≤i≤r,1≤j≤n(x) de f1, . . . , fr con respecto a las variables X1, . . . , Xn en x.
Se tiene que si g1, . . . , gr ∈ I(V ), entonces TxV ⊂ ker((∂gi/∂Xj)1≤i≤r,1≤j≤n(x)). Se
satisface la siguiente desigualdad (ver, por ejemplo, [Sha94, página 94]):

dimx V ≤ dim TxV.

Un punto x se dice regular si dimx V = dim TxV . En caso que dimx V < dim TxV ,
decimos que x es un punto singular de V . El conjunto de puntos singulares de
V se denomina el lugar singular de V y lo notamos con Σ; se verifica que Σ es
una K-subvariedad cerrada de V . Una K-variedad se dice no singular o regular
si el conjunto de puntos singulares es vaćıo. Para una K-variedad proyectiva, los
conceptos de espacio tangente, punto singular y regular se definen considerando un
entorno af́ın del punto en cuestión.

Sea V una K-variedad af́ın o proyectiva cuya descomposición en componentes K
irreducibles es V = ∪Ni=1Ci. Se satisface que Ci ∩ Cj ⊂ Σ para todo i 6= j y que Σ no
contiene componentes irreducibles de V . Además, si consideramos el lugar singular
Σi de cada componente irreducible Ci, se tiene que Σ =

⋃
i 6=j(Ci ∩ Cj) ∪

⋃
iΣi.

A cada K-variedad af́ın V ⊂ An podemos asociarle una K-variedad proyectiva
pcl(V ) ⊂ Pn, que llamamos la clausura proyectiva de V y definimos de la siguiente
manera. Consideramos la inmersión de An en Pn que a cada x = (x1, . . . , xn) ∈
An le asigna el punto (1 : x1 : · · · : xn) ∈ Pn. La clausura proyectiva pcl(V ) es
entonces la clausura con respecto a la topoloǵıa Zariski en Pn de la imagen de V
v́ıa esta inmersión . Aśı, por definición, pcl(V ) es la menor K-variedad proyectiva
que contiene a V . Los puntos de pcl(V ) \ V se llaman puntos de V en el infinito.
Se verifican además las siguientes propiedades [Kun85, §I.5, Proposition 5.17 and
Exercise 6; and §II.4, Proposition 4.1].

Teorema 2.1.8. Sea V ⊂ An una K–variedad af́ın y sea pcl(V ) ⊂ Pn la clausura
proyectiva de V . Entonces:

(i) V es irreducible si y sólo si pcl(V ) lo es.

(ii) Si V = V1∪V2∪· · ·∪Vr es la descomposición de V en K–variedades irreducibles
entonces pcl(V ) = pcl(V1) ∪ pcl(V2) ∪ · · · ∪ pcl(Vr) es la descomposición de
pcl(V ) en componentes K-irreducibles.

(iii) V y pcl(V ) tienen la misma dimensión.
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(iv) El ideal I(V )h de pcl(V ) es el ideal generado por la homogeneización fh ∈
K[X0, . . . , Xn] de todos los polinomios f ∈ I(V ) ⊂ K[X1, . . . , Xn]. Además,
I(V )h es radical si y sólo si I(V ) lo es.

Sea ahora V ⊂ Pn una K-variedad proyectiva. Consideramos el morfismo

θ : An+1 \ {(0, . . . , 0)} → Pn

que a un punto con coordenadas afines (a0, . . . , an) le asocia el punto proyectivo
con coordenadas homogéneas (a0 : · · · : an). Se define el cono af́ın de V como la
variedad af́ın

C(V ) = θ−1(V ) ∪ {(0, . . . , 0)}.
Se satisfacen las siguientes propiedades.

(i) dimC(V ) = dimV + 1.

(ii) V es irreducible si y sólo si C(V ) lo es.

(iii) V es no singular si y sólo si C(V ) es no singular o su único punto singular es
el origen.

2.1.1. Intersecciones completas

En esta sección vamos a considerar una familia particular de K-variedades, que
se denominan intersecciones completas.

Definición 2.1.9. Sea V una K-variedad de dimensión r.

i) Decimos que V es una intersección completa conjuntista si V es la intersección
de n− r K-hipersuperficies.

ii) Decimos que V es una intersección completa si I(V ) puede ser generado por
n− r polinomios en K[X1, . . . , Xn].

Una K-variedad V es regular en codimensión m si el lugar singular Σ de V
tiene codimensión al menos m + 1 en V , es decir si dimV − dimΣ ≥ m + 1. Una
intersección completa se dice normal si es regular en codimensión 1. Un resultado
importante para intersecciones completas proyectivas es el Teorema de Conexión de
Hartshorne (ver, por ejemplo, [Kun85, Theorem VI.4.2]), que enunciamos a conti-
nuación. Si V ⊂ Pn es una intersección completa definida sobre K y W ⊂ V es
una K-subvariedad de codimensión al menos 2, entonces V \W es conexo con la
topoloǵıa Zariski de Pn sobre K. De acuerdo a este lema, considerando W = Σ,
deducimos el siguiente resultado que utilizaremos frecuentemente.

Teorema 2.1.10. Si V ⊂ Pn es una intersección completa normal, entonces V es
absolutamente irreducible.

Cada intersección completa resulta definida por polinomios que forman una su-
cesión regular.
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Definición 2.1.11. Sean f1, . . . , fn−r ∈ K[X1, . . . , Xn]. Decimos que f1, . . . , fn−r
forman una sucesión regular si f1 no es el polinomio cero, cada fi no es divisor de cero
en el anillo K[X1, . . . , Xn]/(f1, . . . , fi−1) para 2 ≤ i ≤ n− r y V (f1, . . . , fn−r) 6= ∅.

Si f1, . . . , fn−r forman una sucesión regular en K[X1, . . . , Xn] o K[X0, . . . , Xn],
entonces la K-variedad af́ın o proyectiva que ellos definen es una intersección com-
pleta conjuntista y es de dimensión pura r. Más aún, si el ideal (f1, . . . , fn−r) es
radical entonces dicha variedad es una intersección completa.

2.1.2. El grado de una variedad

Sea V una K-variedad irreducible. Se define el grado deg(V ) de V como el
número máximo de puntos en la intersección de V con una variedad lineal L de
codimensión dimV para la cual dicha intersección es finita. Más generalmente, si
V = C1 ∪ C2 ∪ · · · ∪ Cr es la descomposición de V en componentes K-irreducibles,
definimos el grado de V como deg V :=

∑r
i=1 degCi (ver [Hei83]). El grado de una

K-hipersuperficie H es el grado de un polinomio de grado mı́nimo que define a H.
El grado de un abierto denso contenido en una K-variedad V es igual al grado de V .
A continuación enunciamos una desigualdad de Bézout que usaremos para obtener
las estimaciones (ver [Hei83, Ful84, Vog84]).

Teorema 2.1.12. Si V y W son K-variedades, entonces

deg(V ∩W ) ≤ deg V · degW. (2.1)

También usaremos el siguiente resultado.

Proposición 2.1.13 ([HS82, Proposition 2.3]). Sean V1, . . . , Vs K-variedades afines.
Supongamos que dimV1 = r y sea D el máximo de los grados de V2, . . . , Vs. Entonces
deg(V1 ∩ · · · ∩ Vs) ≤ deg V1D

r.

Damos a continuación propiedades relacionadas con la noción de grado de K–
variedades.

(i) Sean V ⊂ An, pcl(V ) ⊂ Pn su clausura proyectiva y V̂ ⊂ An+1 el cono af́ın de
pcl(V ). Se satisface (ver, por ejemplo, [CGH91, Proposition 1.11]):

deg V = deg pcl(V ) = deg V̂ .

(ii) Sea φ : V → W un morfismo regular lineal de K-variedades. Entonces [Hei83,
Lemma 2],

deg φ(V ) ≤ deg V (2.2)

donde φ(V ) es la clausura de Zariski de φ(V ) con respecto a la topoloǵıa
Zariski de W .
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Sea V ⊂ Pn unaK-variedad intersección completa de grado δ y dimensión r, y sea
f1, . . . , fn−r un conjunto de generadores homogéneos de I(V ). Los grados d1, . . . , dn−r
dependen de V y no del sistema de generadores de I(V ). Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que d1 ≥ · · · ≥ dn−r. Definimos entonces el multigrado de V como
d := (d1, . . . , dn−r). El siguiente es un resultado fundamental sobre intersecciones
completas, que se denomina el Teorema de Bézout.

Teorema 2.1.14 ([Har92, Theorem 18.3]). Sea V ⊂ Pn una intersección completa
de grado δ, dimensión r y sean f1, . . . , fn−r generadores homogéneos de I(V ) de
grados d1 ≥ · · · ≥ dn−r respectivamente. Entonces

δ =
n−r∏

i=1

di.

2.2. Puntos Fq–racionales de Fq–variedades

Sea V una Fq-variedad af́ın o proyectiva. Dado x ∈ V , decimos que x es un
punto Fq–racional de V si todas sus coordenadas pertenecen a Fq. Notamos por
V (Fq) al conjunto de puntos Fq–racionales de V . Cabe observar que el espacio af́ın
de dimensión n sobre Fq tiene cardinal |An(Fq)| = qn y el espacio proyectivo de
dimensión n sobre Fq tiene cardinal

pn := |Pn(Fq)| = qn + qn−1 + · · ·+ q + 1.

Dada una Fq-variedad V , estimar la cantidad de puntos Fq-racionales de dicha
variedad es un problema clásico de geometŕıa aritmética. Dado que se conocen pocos
resultados sobre la cantidad exacta de puntos Fq-racionales, muchas veces resulta útil
contar con estimaciones de dichos puntos. Observamos que las cotas superiores que
se conocen del número |V (Fq)| de puntos Fq–racionales de V se enuncian en términos
de la dimensión y del grado de dicha variedad.

A continuación vamos a dar algunas cotas superiores conocidas.

2.2.1. Algunas cotas superiores

Proposición 2.2.1. Sea V una variedad af́ın o proyectiva de dimensión r y grado
δ definida en el espacio de dimensión n sobre Fq. Entonces la cantidad de puntos
Fq-racionales de V satisface

(i) Si V es una variedad af́ın entonces |V (Fq)| ≤ δqr.

(ii) Si V es una variedad proyectiva entonces |V (Fq)| ≤ δpr.

En los trabajos [CM06b, Lemma 2.1] y [CM07, Proposition 3.1] los autores dan
demostraciones de estos resultados que se basan en la aplicación de la desigualdad
de Bézout (2.1). Para otras demostraciones podemos citar los trabajos [Lac96] y
[LR15]. Encontramos también en [LR15, Proposition 4.3] un resultado análogo a la
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Proposición 2.2.1 para el caso de intersecciones completas. Cabe mencionar que en
[LN83, Theorems 6.13 y 6.15] se encuentran las demostraciones clásicas para el caso
de hipersuperficies.

Podemos observar que, para el caso de variedades afines, la cota superior del Teo-
rema 2.2.1 es óptima. Por ejemplo, en el caso de una Fq–hipersuperficie H ⊂ An defi-
nida por un polinomio f ∈ Fq[X1, . . . , Xn] de grado δ, la cota superiorH(Fq) ≤ δ·qn−1

es óptima si δ ≤ q. En efecto, considerando el polinomio f = (X1− c1) · · · (X1− cδ),
siendo c1, . . . , cδ elementos distintos en Fq, la cantidad de puntos Fq-racionales de
la hipersuperficie definida por f es δqn−1. Sin embargo, la cota del Teorema 2.2.1
no es óptima para el caso de variedades proyectivas. De hecho, J. P. Serre propor-
ciona una cota más precisa para Fq–hipersuperficies proyectivas, que enunciamos a
continuación.

Proposición 2.2.2 ([Ser91]). Sea H ⊂ Pn una Fq–hipersuperficie de grado δ ≤ q+1.
Entonces tenemos que |H(Fq)| ≤ δqn−1 + pn−2.

Por último, cabe mencionar que recientemente A. Couvreur obtuvo un resultado
análogo al de Serre para el caso de variedades proyectivas equidimensionales.

Proposición 2.2.3 ([Cou16, Corollary 3.3]). Sea V ⊂ Pn una variedad proyectiva
de dimensión pura d < n y de grado δ. Entonces,

|V (Fq)| ≤ δ(pd − p2d−n) + p2d−n.

2.2.2. Estimaciones del número de puntos Fq–racionales

En esta sección comenzamos exhibiendo fórmulas sobre el número promedio y la
varianza del número de puntos Fq–racionales de hipersuperficies (ver, por ejemplo,
[LN83, Theorems 6.16 y 6.17]). Estos resultados permiten, intuir cómo estimar la
cantidad de puntos Fq-racionales de una hipersuperficie y el error que cometemos al
estimar dicho número por el valor promedio. Luego mostramos estimaciones sobre la
cantidad de puntos Fq–racionales de hipersuperficies. También damos un resultado
análogo al de hipersuperficies para el número promedio de puntos Fq–racionales
para Fq–variedades y proporcionamos estimaciones sobre la cantidad de puntos Fq–
racionales de la misma.

Sea d un entero positivo y sean X1, . . . , Xn indeterminadas sobre Fq. Sea X :=
(X1, . . . , Xn) y Fq[X] el anillo de polinomios en X con coeficientes en Fq. Denotamos
con Fq[X]≤d al conjunto de todos los polinomios en Fq[X] de grado a lo sumo d. Si
N(F ) es la cantidad de ceros Fq-racionales de F , se satisface que

1

|Fq[X]≤d|
∑

F∈Fq [X]≤d

N(F ) = qn−1. (2.3)

Con las mismas hipótesis, se tiene la siguiente fórmula para la desviación de este
promedio:

1

|Fq[X]≤d|
∑

F∈Fq [X]≤d

(N(F )− qn−1)2 = qn−1 − qn−2. (2.4)
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De aqúı se ve que un polinomio F ∈ Fq[X]≤d tiene en promedio qn−1 ceros Fq-
racionales, y el error que se comete al estimar la cantidad de ceros Fq-racionales de F

por dicho promedio es del orden de q
n−1
2 . Luego, si H es una Fq-hipersuperficie af́ın,

podemos estimar el número de puntos Fq-racionales de la misma por la cantidad qn−1.
Seŕıa de esperar entonces que, el error cometido

∣∣|H(Fq)| − qn−1
∣∣ sea del orden de

q
n−1
2 . Desafortunadamente, esto no es cierto para una hipersuperficie af́ın arbitraria;

por ejemplo, si H es relativamente irreducible se tiene el siguiente resultado.

Proposición 2.2.4 ([CM06b, Lemma 2.3]). Sea V ⊂ An una Fq-variedad relativa-
mente irreducible de dimensión r y grado δ. Entonces |V (Fq)| ≤ δ2 qr−1/4.

En el caso en que la Fq-hipersuperficie H ⊂ An es absolutamente irreducible, es
posible estimar en forma satisfactoria el error ||H(Fq)| − qn−1|, como se expresa en
el siguiente resultado.

Teorema 2.2.5 ([CM06b, Theorems 5.2 y 5.3]). Sea H ⊂ An una Fq-hipersuperficie
absolutamente irreducible de grado δ. Entonces se satisface la siguiente estimación:

∣∣|H(Fq)| − qn−1
∣∣ ≤ (δ − 1)(δ − 2) qn−3/2 + 5δ13/3 qn−2.

Si además q > 15 δ13/3, entonces

∣∣|H(Fq)| − qn−1
∣∣ ≤ (δ − 1)(δ − 2) qn−3/2 + (5δ2 + δ + 1) qn−2.

Cabe aclarar de todas maneras que la absoluta irreducibilidad no es una res-
tricción importante, dado que “casi todas” las hipersuperficies son absolutamente
irreducibles (ver [vzGVZ13, Corollary 6.8]).

Por otro lado, se tiene un resultado similar al del número promedio de ceros de
un polinomio con coeficientes en Fq para sistemas de polinomios.

Teorema 2.2.6. Sea d = (d1, . . . , dn−r) ∈ Nn−r y Ωd el conjunto de (n − r)–uplas
de polinomios

Ωd := {F := (f1, . . . , fn−r) : fi ∈ Fq[X], deg fi ≤ di para 1 ≤ i ≤ n− r} .

Se satisface entonces:
1

|Ωd|
∑

F∈Ωd

|V (F )(Fq)| = qr.

Demostración. Se tiene

∑

F∈Ωd

|V (F )(Fq)| =
∑

F∈Ωd

∑

x∈Fnq
F (x)=0

1 =
∑

x∈Fnq

∑

F∈Ωd

F (x)=0

1 =
∑

x∈Fnq

qdimΩd−(n−r) = |Ωd|qr.

El enunciado del teorema se sigue fácilmente.
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Análogamente, se puede obtener un resultado similar para la varianza, a saber:

1

|Ωd|
∑

F∈Ωd

(|V (F )(Fq)| − qr)2 = qr − qr−1.

A partir de estos resultados, al igual que en el caso de hipersuperficies, podemos
pensar en estimar la cantidad de puntos de una Fq-variedad af́ın de dimensión r por
qr y esperar que el error cometido sea del orden q

r
2 . En el caso en que la variedad en

consideración sea absolutamente irreducible, tenemos los siguientes resultados (ver
[GL02b, CM06b]).

Teorema 2.2.7 ([GL02b, Theorem 4.1]). Sea V ⊂ An una Fq-variedad absoluta-
mente irreducible de dimensión r y grado δ. Entonces

∣∣|V (Fq)| − qr
∣∣ ≤ (δ − 1)(δ − 2)qr−1/2 + 6 · 2s(sd+ 3)n+1qr−1,

donde s es el número de ecuaciones que definen a V y d es el grado máximo de las
mismas.

Teorema 2.2.8 ([CM06b, Theorem 7.1]). Sea V ⊂ An una Fq-variedad absoluta-
mente irreducible de dimensión r y grado δ. Si q > 2(r+ 1)δ2, entonces se satisface
la siguiente estimación:

∣∣|V (Fq)| − qr
∣∣ ≤ (δ − 1)(δ − 2)qr−1/2 + 5 δ13/3qr−1.

En el caso en que la variedad en consideración no es absolutamente irreducible,
no es válido estimar la cantidad de puntos por qr. Por ejemplo, en el trabajo [FHJ94,
Proposition 3.3 (b)] (ver también [LR15, Proposition 3.8]) los autores prueban que
una Fq-variedad normal que no es absolutamente irreducible no tiene puntos Fq-
racionales.

Concluimos este caṕıtulo dando estimaciones para intersecciones completas pro-
yectivas definidas sobre Fq. Un resultado conocido es la estimación de P. Deligne
para intersecciones completas no singulares. Más precisamente, sea V ⊂ Pn una
intersección completa no singular definida sobre Fq, de dimensión r y multigrado d.
Entonces se satisface la siguiente estimación:

∣∣|V (Fq)| − pr
∣∣ ≤ b′r(n,d)q

r/2, (2.5)

donde b′r(n,d) es el r-ésimo número de Betti primitivo de V (ver, por ejemplo,
[GL02a, Theorem 4.1] para una expresión expĺıcita de b′r(n,d) en términos de n, r
y d).

Por su parte, Ghorpade y Lachaud dan la siguiente estimación para intersecciones
completas arbitrarias (ver [GL02a, GL02b]).

Teorema 2.2.9. Si V ⊂ Pn es una intersección completa definida sobre Fq de dimen-
sión r y multigrado d, cuyo lugar singular tiene dimensión a lo sumo 0 ≤ s ≤ r− 2,
entonces

∣∣|V (Fq)| − pr
∣∣ ≤ b′r−s−1(n− s− 1,d)q(r+s+1)/2 + Cs(V )q(r+s)/2, (2.6)

40



§2.2. Puntos Fq–racionales de Fq–variedades

donde Cs(V ) es una constante independiente de q que se puede acotar por

Cs(V ) ≤ 9 . 2n−r((n− r)d+ 3)n+1,

siendo d := máx{d1, . . . , dn−r} si d := (d1, . . . , dn−r).

En [CMP15a, Theorem 1.3] y [CMP15a, Corollary 8.4] los autores obtienen esti-
maciones que complementan las de los teoremas anteriores cuando las variedades en
consideración son intersecciones completas proyectivas normales. Más precisamente,
se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.2.10 ([CMP15a, Theorem 1.3]). Sea V ⊂ Pn una intersección com-
pleta normal definida sobre Fq de dimensión r ≥ 2, grado δ y multigrado d :=
(d1, . . . , dn−r). Entonces

∣∣|V (Fq)| − pr
∣∣ ≤ (δ(D − 2) + 2)qr−

1
2 + 14D2δ2qr−1, (2.7)

donde D :=
∑n−r

i=1 (di − 1).

Por otro lado, el siguiente teorema muestra una estimación para intersecciones
completas proyectivas regulares en codimensión 2.

Teorema 2.2.11 ([CMP15a, Corollary 8.4]). Sea V ⊂ Pn una intersección completa
definida sobre Fq, de dimensión r y multigrado d := (d1, . . . , dn−r), la cual es regular
en codimensión 2. Entonces

∣∣|V (Fq)| − pr
∣∣ ≤ 14D3δ2qr−1. (2.8)

Para finalizar, cabe mencionar que en [MPP16a, Theorem 1.2] se muestra una
estimación expĺıcita para intersecciones completas proyectivas generales que com-
plementa la del Teorema 2.2.9. El resultado es el siguiente.

Teorema 2.2.12. Supongamos que q ≥ 2(s + 1)Dr−s−1(D + r − s)δ y sea V ⊂
Pn una intersección completa definida sobre Fq, de dimensión r, multigrado d :=
(d1, . . . , dn−r), grado δ y lugar singular de dimensión a lo sumo s con 0 ≤ s ≤ r− 2.
Entonces ∣∣|V (Fq)| − pr

∣∣ ≤
(
b′r−s−1(n− s− 1,d) + 2

√
δ + 1

)
q

r+s+1
2 .
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Caṕıtulo 3

El lugar discriminante y
variedades de incidencia asociados
a familias lineales

El objetivo de este caṕıtulo es, en primer lugar, demostrar la absoluta irredu-
cibilidad del lugar discriminante asociado a ciertas familias lineales de polinomios
univariados con coeficientes en Fq. Luego, usando este resultado, analizamos la geo-
metŕıa de ciertas intersecciones completas singulares determinadas por tales familias
y damos estimaciones de la cantidad de puntos Fq–racionales de las mismas. Dichas
estimaciones nos permitirán, más adelante, mejorar los resultados existentes sobre
los problemas combinatorios sobre cuerpos finitos que estudiaremos: el comporta-
miento promedio del cardinal del conjunto de valores, y la distribución de patrones
de factorización, en familias lineales de polinomios mónicos univariados con coefi-
cientes en Fq.

3.1. Irreducibilidad del discriminante

El lugar discriminante es un objeto de estudio clásico de la geometŕıa algebrai-
ca (ver [GKZ94, Chapter 12] para una descripción de algunas de sus propiedades
geométricas). En este caṕıtulo vamos a estudiar el lugar discriminante de las familias
de polinomios univariados asociadas a los problemas combinatorios que nos intere-
san. Esto nos permitirá obtener información importante sobre el lugar singular de
algunas variedades algebraicas subyacentes a dichos problemas combinatorios.

Comenzamos definiendo el lugar discriminante de una familia cualquiera de po-
linomios univariados con coeficientes en Fq. Sea T una indeterminada sobre Fq.
Sea d > 2 un entero positivo y sea Fq[T ]d el conjunto de todos los polinomios
mónicos en Fq[T ] de grado d. Para A ⊂ Fq[T ]d, definimos el lugar discriminan-
te D(A) de A como el conjunto de los elementos de A los cuales no son libres
de cuadrados. Con un leve abuso de notación, vamos a identificar cada elemento
fa0 := T d+ad−1T

d−1+ · · ·+a0 ∈ A con la d–upla a0 := (ad−1, . . . , a0) ∈ Ad, y consi-
deramos A como un subconjunto de Ad. Para fa0 ∈ A, sea Disc(fa0) := Res(fa0 , f

′
a0
)
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el discriminante de fa0 , esto es, la resultante de fa0 y su derivada f ′
a0
. Observemos

que fa0 ∈ D(A) si y solo si Dis(fa0) = 0. Sean Ad−1, . . . , A0 indeterminadas sobre
Fq y sea A0 := (Ad−1, . . . , A0). Consideramos el polinomio F ∈ Fq[A0, T ] definido
como

F (A0, T ) := T d + Ad−1T
d−1 + · · ·+ A0. (3.1)

Dado que fa0 tiene grado d, por una propiedad básica de las resultantes (ver, por
ejemplo, [CLO92, §3.6, Proposition 3]) obtenemos que Dis(fa0) = Dis(F (A0, T ))|A0=a0 .
Aśı, D(A) puede expresarse de la siguiente manera:

D(A) := {a0 ∈ A : Dis(F (A0, T ))|A0=a0 = 0}. (3.2)

Sea Fq[T ]d el conjunto de todos los polinomios en Fq[T ] de grado d. En este
caṕıtulo vamos a considerar las familias lineales de polinomios en Fq[T ]d que des-
cribimos a continuación. Sean m y r enteros positivos tales que 3 ≤ r ≤ d − m,
sean Ad−1, . . . , Ar indeterminadas sobre Fq y sean L1, . . . , Lm ∈ Fq[Ad−1, . . . , Ar] las
formas lineales afines definidas como sigue:

Lk := bk,d−1Ad−1 + · · ·+ bk,rAr + bk,0 (1 ≤ k ≤ m). (3.3)

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que L1, . . . , Lm son linealmente inde-
pendientes. Sea L := (L1, . . . , Lm) y sea AL ⊂ Fq[T ]d la familia lineal definida de la
siguiente manera:

AL := {T d + ad−1T
d−1 + · · ·+ a0 ∈ Fq[T ]d : L(ad−1, . . . , ar) = 0}. (3.4)

Suponemos sin pérdida de generalidad que M(L) := (bk,d−j)1≤k≤m, 1≤j≤d−r es una
matriz escalonada por filas y denotamos con 1 ≤ j1 < · · · < jm ≤ d − r a las
posiciones de las columnas de M(L) correspondientes a los pivotes. Consideramos
también L ⊂ Ad la variedad lineal definida por L1, . . . , Lm y D(L) ⊂ Ad el lugar
discriminante de L.

En relación al lugar discriminante asociado a familias lineales de polinomios
encontramos el trabajo [FS84], donde M. Fried y J. Smith demuestran el siguiente
resultado sobre el lugar discriminante asociado a una familia de polinomios mónicos
con ciertos coeficientes prescriptos.

Teorema 3.1.1 ([FS84, Proposición 3.1]). Sean j := (j1, . . . , jm) enteros no negati-
vos tales que 1 ≤ j1 < · · · < jm ≤ d y gcd(j1, . . . , jm) = 1 y sea b := (bj1 , . . . , bjm) ∈
Fmq . Sea Aj la familia lineal de polinomios de Fq[T ]d definida como

Aj := {T d + ad−1T
d−1 + · · ·+ a0 ∈ Fq[T ]d : aji = bji (1 ≤ i ≤ m)}.

Sea Lj ⊂ Ad la variedad lineal definida por Lji := Aji−bji para 1 ≤ i ≤ m. Entonces
existe n(j) ∈ N tal que D(Lj) es absolutamente irreducible si gcd(n(j), p) = 1.

Desafortunadamente, no podemos aplicar este resultado al lugar discriminante
D(L) de la variedad L definida por las formas lineales L1, . . . , Lm de (3.3), ya que,
primero, la familia lineal A asociada a él consiste del conjunto de polinomios cuyos
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coeficientes cumplen relaciones lineales (para los cuales el caso de coeficientes pres-
criptos es solo un caso particular), y segundo, necesitamos un resultado válido para
cuerpos de caracteŕıstica pequeña. Es por esto que, en esta sección, demostramos
que el lugar discriminante D(L) resulta una hipersuperficie absolutamente irreduci-
ble cuando p > 2, extendiendo aśı de forma significativa el resultado de [FS84].

Para ello, introducimos la noción de polinomios homogéneos con peso y algu-
nos resultados básicos al respecto que serán necesarios. Sea K un cuerpo cual-
quiera. Sea K[X1, . . . , Xn] el anillo de polinomios multivariados con coeficientes en
K. Dados enteros positivos a1, . . . , an, definimos el peso wt(Xα) de un monomio
Xα := Xα1

1 · · ·Xαn
n como wt(Xα) :=

∑n
i=1 ai · αi. De aqúı se deduce que el pe-

so de cada variable Xi es ai. Se define el peso wt(F ) de un elemento arbitrario
F ∈ K[X1, . . . , Xn] como el mayor de los pesos de todos los monomios con coeficien-
tes no nulos que aparecen en la representación densa de F .

Un elemento F ∈ K[X1, . . . , Xn] se dice homogéneo con peso o cuasi–homogéneo

(con respecto al peso wt definido arriba) si todos sus términos tienen el mismo
peso. Observamos que F es homogéneo con peso si y solo si F (ta1X1, . . . , t

anXn) =
twt(F )F (X1, . . . , Xn) para cada t ∈ K \ {0}. Equivalentemente, F es homogéneo con
peso si y solo si F (Xa1

1 , . . . , X
an
n ) es un polinomio homogéneo en los Xi de grado

wt(F ).
Todo polinomio F ∈ K[X1, . . . , Xn] puede escribirse de manera única como una

suma de polinomios homogéneos con peso F =
∑

i Fi, donde cada Fi es un polinomio
homogéneo con wt(Fi) = i. Los polinomios Fi se llaman las componentes homogéneas

con peso de F . En lo que sigue usaremos la propiedad que enunciamos a continuación.

Lema 3.1.2 ([HH11, Proposición 3.3.7]). Sea F ∈ K[X1, . . . , Xn] un polinomio
de grado positivo. Si la componente Fwt(F ) de mayor peso de F es irreducible en
K[X1, . . . , Xn], entonces F es irreducible en K[X1, . . . , Xn].

También usaremos los siguientes criterios de irreducibilidad para polinomios mul-
tivariados.

Lema 3.1.3. Sea F ∈ K[X1, . . . , Xn] un polinomio de grado positivo, s < n,

R := K[X1, . . . , Xs] y Q(R) := K(X1, . . . , Xs).

Si F es un polinomio primitivo de R[Xs+1, . . . , Xn] y es un elemento irreducible de
Q(R)[Xs+1, . . . , Xn], entonces F es irreducible en K[X1, . . . , Xn].

Demostración. El resultado es una consecuencia inmediata del lema de Gauss.

Lema 3.1.4 ([Gib98, Lema 3.15]). Sean F,G ∈ K[X1, . . . , Xn] polinomios ho-
mogéneos de grado d y d+1 respectivamente, sin factores comunes. Entonces F +G
es irreducible en K[X1, . . . , Xn].

Lema 3.1.5 ([LN83, Lema 6.54]). Sea f ∈ K[T ] un polinomio no constante, y
m ∈ N. Supongamos que f se factoriza en K como f(T ) = a(T −α1)

e1 . . . (T −αd)ed
con αi 6= αj si i 6= j. Entonces el polinomio Xm − f(T ) es irreducible sobre K si y
solo si gcd(m, e1, . . . , ed) = 1
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Observemos que a0 ∈ D(L) si y solo si a0 ∈ Ad es tal que Dis(F (A0, T ))|A0=a0 =
0 y Lk(A0)|A0=a0 = 0 (1 ≤ k ≤ m), donde F (A0, T ) es el polinomio definido en (3.1)
y L1, . . . , Lm son las formas lineales afines definidas en (3.3). De la forma escalonada
de las ecuaciones L1(A0) = · · · = Lm(A0) = 0 deducimos que, para 1 ≤ l ≤ m existe
un polinomio hl ∈ Fq[Ak : k ∈ J ] de grado 1 tal que Ad−jl = hl(Ak : k ∈ J ), donde
J := {d − 1, . . . , 0} \ {d − j1, . . . , d − jm} y donde 1 ≤ j1 < · · · < jm ≤ d − r.
Sea Â0 ∈ Fq[Ak : k ∈ J ]d el elemento que se obtiene de sustituir en la coordenada
Ad−jl de A0 el polinomio hl, para l = 1, . . . ,m. Concluimos que a0 ∈ D(L) si y

solo si disc(F (Â0, T ))|A0=a0 = 0, donde disc(F (Â0, T )) ∈ Fq[Ak : k ∈ J ] es el

discriminante de F (Â0, T ) ∈ Fq[Ak : k ∈ J , T ] con respecto a la variable T .
En toda esta sección vamos a considerar el peso wt en Fq[Ak : k ∈ J ] definido

por wt(Ak) := d − k con k ∈ J . Observamos que, extendiendo esta noción de peso
al anillo de polinomios Fq[Ad, . . . , A0], es decir, definiendo wt(Ak) := d − k para
1 ≤ k ≤ d, tenemos el siguiente resultado.

Lema 3.1.6 ([FS84, Lema 2.2]). El discriminante disc(F ) ∈ Fq[Ad, . . . , A0] de un
polinomio genérico F ∈ Fq[Ad, . . . , A0][T ] de grado d es un polinomio homogéneo con
peso, de peso d(d− 1).

A continuación vamos a probar el resultado más importante de esta sección, que
asegura la absoluta irreducibilidad de disc(F (Â0, T )) ∈ Fq[Ak : k ∈ J ].

Teorema 3.1.7. Sea p > 2, q > d y 3 ≤ r ≤ d−m. Entonces disc(F (Â0, T )) es un
polinomio irreducible en Fq[Ak : k ∈ J ], donde J := {d− 1, . . . , 0} \ {d− j1, . . . , d−
jm} y 1 ≤ j1 < · · · < jm ≤ d−r son las posiciones de las columnas correspondientes
a los pivotes de la matriz M(L) definida más arriba.

Demostración. Supongamos primero que p no divide a d(d−1). Sea K2 := Fq(Ak : k ∈
J1), donde J1 := {d− 1, . . . , 2} \ {d− j1, . . . , d− jm}. Consideramos disc(F (Â0, T ))
como un elemento en K2[A1, A0] y consideramos el peso w2 sobre K2[A1, A0] definido
por w2(A0) := d y w2(A1) := d − 1. Es fácil ver que la componente homogénea
de mayor peso de disc(F (Â0, T )) es ∆2 := ddAd−1

0 + (−1)d−1(d − 1)d−1Ad1. Por la
hipótesis sobre p tenemos que ninguno de los dos monomios de ∆2 se anula. Más aún,
por el Lema 3.1.5 deducimos que ∆2 es irreducible en K2[A1, A0]. Por el Lema 3.1.2
concluimos que disc(F (Â0, T )) es un elemento irreducible en K2[A1, A0]. Finalmente,
como disc(F (Â0, T )) es un polinomio primitivo de Fq

[
Ak : k ∈ J1

]
[A1, A0], el Lema

3.1.3 muestra que disc(F (Â0, T )) es irreducible en Fq[Ak : k ∈ J ].
Supongamos ahora que p divide d. Sea K3 := Fq(Ak : k ∈ J2), donde J2 :=

{d−1, . . . , 3}\{d−j1, . . . , d−jm}. Consideramos disc(F (Â0, T )) como un elemento de
K3[A2, A1, A0]. Consideramos el peso w3 sobre K3[A2, A1, A0] definido por w3(A0) =
d, w3(A1) := d− 1 y w3(A2) := d− 2.

Si G := T d+A2T
2+A1T +A0, entonces G

′ = 2A2T +A1. Por lo tanto, aplicando
la fórmula de Poisson para la resultante es fácil probar que

disc(G) = Res(G,G′, T ) = (−1)d(2A2)
dG

(−A1

2A2

)

= Ad1 + (−1)d+12d−2Ad−1
2 A2

1 + (−1)d2dAd2A0.
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Como el discriminante de un polinomio genérico de grado d es homogéneo con
peso, de peso d(d − 1), degF (Â0, T ) = degG = d y disc(G) es un término de
disc(F (Â0, T )), que resulta homogéneo con peso, de peso d(d − 1), es fácil ver que
disc(G) es la componente de mayor peso de disc(F (Â0, T )) ∈ K3[A2, A1, A0]. Más
aún, afirmamos que disc(G) es irreducible in K3[A2, A1, A0]. En efecto, si considera-
mos disc(G) como un polinomio en K3(A0)[A2, A1], vemos que disc(G) es la suma
de dos polinomios homogéneos de grados d y d+1 que no tienen factores en común,
esto es, Ad1 + (−1)d2dAd2A0 y (−1)d+12d−2Ad−1

2 A2
1 respectivamente. Entonces, por

el Lema 3.1.4 tenemos que disc(G) es irreducible in K3(A0)[A2, A1]. Como además
disc(G) es un polinomio primitivo en K3[A0][A2, A1], resulta a su vez irreducible en
K3[A2, A1, A0] por el Lema 3.1.3. Combinando este resultado con el Lema 3.1.2 de-
ducimos que Disc(F (Â0, T )) es irreducible en K3[A2, A1, A0]. Como Disc(F (Â0, T ))
es un polinomio primitivo en Fq

[
Ak : k ∈ J2

]
[A2, A1, A0], aplicando nuevamente el

Lema 3.1.3 concluimos que Disc(F (Â0, T )) es irreducible en Fq[Ak : k ∈ J ].

Finalmente, supongamos que p divide a d − 1 y consideremos disc(F (Â0, T ))
como un elemento de K3[A2, A1, A0]. Argumentando como arriba podemos concluir
que el discriminante disc(G) del polinomio G := T d + A2T

2 + A1T + A0 es la
componente homogénea de mayor peso de disc(F (Â0, T )). Observemos que G′ =
T d−1+2A2T +A1. Aśı, utilizando propiedades elementales de la resultante, tenemos
que

disc(G) =
ResT (G, TG

′−G)

ResT (G, T )
=

ResT (G,A2T
2− A0)

ResT (G, T )

=
ResT (G− (A2T

2 − A0), A2T
2− A0)

ResT (G, T )

=
ResT (T

d + A1T + 2A0, A2T
2− A0)

ResT (G, T )
.

Aplicando la fórmula de Poisson para la resultante, es fácil deducir que:

disc(G) =

{
4Ad2A0 + Ad−1

0 + 4A
d/2
0 A

d/2
2 − A2

1A
d−1
2 para d par,

−4Ad2A0 + Ad−1
0 + 2A1A

d−1
2

0 A
d−1
2

2 + A2
1A

d−1
2 para d impar.

Entonces disc(G) es irreducible en Fq[A0, A2][A1] por el criterio de Eisenstein (toman-

do como primo A0) y aśı tenemos que disc(F (Â0, T )) es irreducible en K3[A2, A1, A0]
por el Lema 3.1.2. Argumentando como arriba tenemos que disc(F (Â0, T )) es irre-
ducible en Fq[Ak : k ∈ J ], finalizando aśı la demostración del teorema.

Del teorema anterior deducimos fácilmente el siguiente resultado sobre el lugar
discriminante D(L), donde L es la variedad lineal definida por las formas lineales
afines L1, . . . , Lm de (3.3).

Corolario 3.1.8. Sean p > 2, q > d y 3 ≤ r ≤ d −m. Entonces D(L) ⊂ Ad−m es
una Fq–hipersuperficie absolutamente irreducible.
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Para terminar esta sección, sea s un entero positivo tal que 1 ≤ s ≤ d− 2. Dado
a := (ad−1, . . . , ad−s) ∈ Fsq . Consideramos la familia Aa de polinomios en Fq[T ]d con
los primeros s coeficientes fijos, es decir,

Aa := {T d + ad−1T
d−1 + · · ·+ ad−s−1T

d−s−1 + · · ·+ a0 : ad−s−1, . . . , a0 ∈ Fq}.

Observemos que esta familia es un caso particular de la familia AL. Por lo tanto,
si consideramos las formas lineales afines La

i := Ad−i − ad−i para 1 ≤ i ≤ s y la
variedad lineal La ⊂ Ad−s definida por La

1 , . . . , L
a
s , tomando r := d − s y m := s

deducimos del Corolario 3.1.8 el siguiente resultado.

Corolario 3.1.9. Sean p > 2 y q > d, y sea 1 ≤ s ≤ d− 3. Entonces D(La) ⊂ Ad−s
es una Fq–hipersuperficie absolutamente irreducible.

3.2. Estimaciones para variedades de incidencia

En esta sección presentamos estimaciones de la cantidad de puntos Fq–racionales
de ciertas variedades de incidencia definidas sobre Fq asociadas a la familia lineal AL

dada en (3.4). Estas estimaciones nos permitirán más adelante dar cotas superio-
res expĺıcitas sobre el cardinal promedio del conjunto de valores de dichas familias
lineales y el número de elementos de AL con determinado patrón de factorización.

A continuación definimos las variedades de incidencia a la que hacemos refe-
rencia. Sean m, r y d enteros positivos tales que 3 ≤ r ≤ d − m. Fijamos i con
r + 1 ≤ i ≤ d. Sean Ad−1, . . . , A0 indeterminadas sobre Fq y sean L1, . . . , Lm ∈
Fq[Ad−1, . . . , Ar] las formas lineales afines de (3.3) que definen la familia AL. Sean
A := (Ad−1, . . . , A1) y A0 := (A, A0). Sean T, T1, . . . , Ti nuevas indeterminadas
sobre Fq y denotemos T := (T1, . . . , Ti). Consideramos el polinomio F ∈ Fq[A0, T ]
definido en (3.1). Observemos que si a0 ∈ Fdq , entonces podemos escribir F (a0, T ) =
f + a0, donde f ∈ Fq[T ] es un polinomio mónico de grado d con f(0) = 0.

Consideremos la Fq–cuasi–variedad af́ın Γi ⊂ Ad+i definida por el polinomio
F (A0, T ) y las m formas lineales afines Lk(A0), es decir:

Γi := {(a0,α) ∈ Ad+i : F (a0, αj) = 0 (1 ≤ j ≤ i), αj 6= αk (1 ≤ j < k ≤ i), (3.5)

L1(a0) = · · · = Lm(a0) = 0}.

A efectos del análisis de los problemas combinatorios sobre cuerpos finitos que ya
mencionamos, como veremos más adelante, vamos a estimar la cantidad de puntos
Fq–racionales de Γi. Para ello, vamos a considerar la clausura Zariski Γi de Γi ⊂
Ad+i y obtener ecuaciones que definan dicha clausura. Para este propósito, usamos
la siguiente notación. Sean X1, . . . , Xl+1 indeterminadas sobre Fq y sea f ∈ Fq[T ]
un polinomio de grado a lo sumo l. Por conveniencia de notaciones, definimos la
diferencia dividida ∆0f ∈ Fq[X1] de orden 0 de f como ∆0f := f(X1). Para 1 ≤ j ≤ l
definimos la diferencia dividida ∆jf ∈ Fq[X1, . . . , Xj+1] de orden j de f como

∆jf(X1, . . . , Xj+1) =
∆j−1f(X1, . . . , Xj)−∆j−1f(X1, . . . , Xj−1, Xj+1)

Xj −Xj+1

. (3.6)
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Con estas notaciones, definimos la siguiente Fq–variedad Γ∗
i ⊂ Ad+i:

Γ∗
i := {(a0,α) ∈ Ad × Ai :∆j−1F (a0, α1, . . . , αj) = 0 (1 ≤ j ≤ i), (3.7)

Lk(a0) = 0 (1 ≤ k ≤ m)}

donde ∆j−1F (a0, T1, . . . , Tj) denota la diferencia dividida de orden j−1 de F (a0, T ) ∈
Fq[T ].

En las próximas secciones, suponiendo que p > 2, probamos que las variedades
de incidencia Γ∗

i resultan ser intersecciones completas definidas sobre Fq con buen
comportamiento en el infinito y cuyo lugar singular tiene codimensión al menos 2.
Esto nos permitirá aplicar las estimaciones sobre intersecciones completas proyecti-
vas normales que se encuentran en el trabajo [CMP15a] (ver Teorema 2.2.10) y dar
estimaciones sobre la cantidad de puntos Fq–racionales de Γ∗

i .

3.2.1. Aspectos geométricos

En esta sección discutimos ciertas propiedades geométricas de las variedades de
incidencia Γ∗

i ⊂ Ad+i, con r + 1 ≤ i ≤ d. El primer resultado muestra la relación
entre la cuasi–variedad Γi y la variedad Γ∗

i .

Lema 3.2.1. Sean m, r y d enteros positivos tales que 3 ≤ r ≤ d − m. Sea i un
entero tal que r + 1 ≤ i ≤ d. Entonces tenemos la siguiente identidad:

Γi = Γ∗
i ∩ {(a0,α) : αj 6= αk (1 ≤ j < k ≤ i)}. (3.8)

Demostración. Sea (a0,α) un punto arbitrario de Γi. Por la definición de la dife-
rencia dividida de F (a0, T ) es fácil concluir que (a0,α) ∈ Γ∗

i . Por otro lado, sea
(a0,α) un punto arbitrario perteneciente al conjunto del lado derecho de (3.8).
Afirmamos que F (a0, αj) = 0 para 1 ≤ j ≤ i. Observamos que F (a0, α1) =
∆0F (a0, α1) = 0. Argumentando inductivamente, supongamos que F (a0, α1) =
· · · = F (a0, αj−1) = 0. De la definición concluimos que ∆j−1F (a0, α1 · · ·αj) puede
expresarse como una combinación lineal de las diferencias F (a0, αk+1) − F (a0, αk)
con 1 ≤ k ≤ j − 1. Por lo tanto, combinando la hipótesis inductiva con el hecho de
que ∆j−1F (a0, α1, . . . , αj) = 0, es fácil concluir que F (a0, αj) = 0. Esto finaliza la
demostración de la afirmación.

Con el objetivo de estudiar la geometŕıa de Γ∗
i , mostramos primero que dicha

variedad es una intersección completa conjuntista. Luego analizamos el lugar singular
de Γ∗

i , mostrando que tiene codimensión al menos 2 en Γ∗
i .

Con este propósito recordamos que las formas lineales L := (L1, . . . , Lm) de
(3.3), que definen la familia AL, son linealmente independientes, y que (∂L/∂A) :=
(bk,d−j)1≤k≤m, 1≤j≤d−r es una matriz escalonada por filas, siendo 1 ≤ j1 < · · · < jm ≤
d− r las posiciones de las columnas de (∂L/∂A) correspondientes a los pivotes.

Lema 3.2.2. Γ∗
i es una intersección completa conjuntista de dimensión d−m.
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Demostración. Consideramos el orden lexicográfico graduado de Fq[A0,T ] con Ti >
· · · > T1 > Ad−1 > Ad−2 > · · · > A0. Es fácil ver que para cada j el polino-
mio ∆j−1F (A0, T1, . . . , Tj) tiene grado d − j + 1 en las variables T y el monomio

T d−j+1
j aparece en su representación densa con un coeficiente no nulo. Deducimos

que el término principal de ∆j−1F (A0, T1, . . . , Tj) en el orden monomial definido

arriba es T d−j+1
j para 1 ≤ j ≤ i. Por otro lado, el término principal de Lk(A0)

en este orden monomial es Ad−jk para 1 ≤ k ≤ m. Aśı, los términos principa-
les de ∆j−1F (A0, T1, . . . , Tj) (1 ≤ j ≤ i) y Lk (1 ≤ k ≤ m) son coprimos, y
por lo tanto forman una base de Gröbner del ideal J que generan (ver, por ejem-
plo, [CLO92, Section 2.9, Proposition 4]). El ideal inicial de J está generado por
T d−j+1
j (1 ≤ j ≤ i), Ad−jk (1 ≤ k ≤ m), los cuales forman una sucesión regular

en Fq[A0,T ]. Por lo tanto, por [Eis95, Proposition 15.15] tenemos que los polino-
mios que definen la variedad Γ∗

i también forman una sucesión regular en Fq[A0,T ].
Concluimos que Γ∗

i es una intersección completa conjuntista de dimensión d−m.

Ahora demostramos que el lugar singular de Γ∗
i tiene codimensión al menos 2 en

Γ∗
i . Comenzamos con el siguiente criterio de no singularidad.

Lema 3.2.3. Sea JF,L ∈ Fq[A0,T ](m+i)×(d+i) la matriz Jacobiana de los polinomios
F (A0, Tj) (1 ≤ j ≤ i) y Lk(A0) (1 ≤ k ≤ m) con respecto a A0, T , y sea (a0,α) ∈
Γ∗
i . Si JF,L(a0,α) es de rango completo, entonces (a0,α) es un punto no singular

de Γ∗
i .

Demostración. Considerando la forma de Newton del polinomio que interpola a
F (a0, T ) en α1, . . . , αi deducimos fácilmente que F (a0, αj) = 0 para 1 ≤ j ≤ i. Esto
implica que F (A0, Tj) se anula en Γ∗

i para 1 ≤ j ≤ i. Por lo tanto, todo elemento
del espacio tangente T(a0,α)Γ

∗
i de Γ∗

i en (a0,α) pertenece al núcleo de la matriz
Jacobiana JF,L(a0,α).

Por hipótesis, la matriz JF,L(a0,α) es de tamaño (m+ i)× (d+ i) y tiene rango
m + i, y aśı su núcleo tiene dimensión d − m. Por lo tanto, el espacio tangente
T(a0,α)Γ

∗
i tiene dimensión a lo sumo d −m. Como Γ∗

i es de dimensión pura d −m,
deducimos que (a0,α) es un punto no singular de Γ∗

i .

Sea (a0,α) un punto arbitrario de Γ∗
i , con α := (α1, . . . , αi), y sea fa0 :=

F (a0, T ). Entonces la matriz Jacobiana JF,L evaluada en (a0,α) tiene la siguiente
forma:

JF,L(a0,α) :=




∂L

∂A0

(a0,α) 0

∂F

∂A0

(a0,α)
∂F

∂T
(a0,α)


 .

Observemos que (∂F/∂T )(a0,α) es una matriz diagonal cuya j–ésima entrada dia-
gonal es f ′

a0
(αj). Como la matriz (∂L/∂A0)(a0,α) es de rango completo, si todas

las ráıces en Fq del polinomio fa0 son simples, la matriz JF,L(a0,α) es también de
rango completo, y por lo tanto (a0,α) es un punto regular en Γ∗

i . Aśı, para probar
que el lugar singular de Γ∗

i es una subvariedad de codimensión al menos 2 en Γ∗
i , es
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suficiente considerar el conjunto de puntos (a0,α) ∈ Γ∗
i tales que al menos una de

las coordenadas de α es una ráız múltiple de fa0 . En particular, observamos que el
polinomio fa0 debe tener ráıces múltiples.

Comenzamos considerando el caso “extremo” donde el polinomio derivado f ′
a0

es nulo; para ello, sea el morfismo de Fq–variedades definido de la siguiente manera:

Ψi : Γ∗
i → L

(a0,α) 7→ a0,
(3.9)

donde L := {L1 = 0, . . . , Lm = 0} ⊂ Ad es el conjunto de ceros comunes de las
formas lineales afines L1, . . . , Lm de (3.3).

Recordemos que 1 ≤ j1 < · · · < jm ≤ d− r representan las posiciones de las co-
lumnas correspondientes a los pivotes de la matriz escalonada por filas (∂L/∂A) :=
(bk,d−j)1≤k≤m, 1≤j≤d−r y J := {d−1, . . . , 0}\{d− j1, . . . , d− jm}. Observemos que el
anillo de coordenadas Fq[L] de L es isomorfo al anillo de polinomios Fq[Ak : k ∈ J ].
Tenemos el siguiente resultado.

Lema 3.2.4. Ψi es un morfismo finito.

Demostración. Dado que es fácil ver que Ψi es un morfismo sobreyectivo, alcanza
con mostrar que la función de coordenada tj of Fq[Γ

∗
i ] definida por Tj satisface

una ecuación mónica con coeficientes en Fq[Ak : k ∈ J ] for 1 ≤ j ≤ i. Con este
propósito, observamos que el polinomio F (A0, Tj) se anula en Γ∗

i para 1 ≤ j ≤ i
y es un elemento mónico de Fq[A0][Tj]. Teniendo en cuenta el isomorfismo entre el
anillo de coordenadas Fq[L] y Fq[Ak : k ∈ J ], es fácil concluir que existe un polinomio
G ∈ Fq[Ak : k ∈ J ][Tj] tal que F (A0, Tj) = G(Ak : k ∈ J ;Tj) en Γ∗

i para 1 ≤ j ≤ i.
Deducimos aśı la existencia de una ecuación mónica que anula a tj con coeficientes
en Fq[Ak : k ∈ J ] para 1 ≤ j ≤ i. Esto concluye la demostración del lema.

Una primera consecuencia de este lema es el siguiente resultado sobre el conjunto
de puntos (a0,α) ∈ Γ∗

i tales que f
′
a0

= 0.

Lema 3.2.5. Si 3 ≤ r ≤ d−m, entonces el conjunto W1 de puntos (a0,α) ∈ Γ∗
i tal

que f ′
a0

= 0 está contenido en una subvariedad de codimensión 2 en Γ∗
i .

Demostración. Dado que p > 2, la condición f ′
a0

= 0 implica a1 = a2 = 0. Aśı
tenemos que el conjunto de puntos (a0,α) ∈ Γ∗

i con f ′
a0

= 0 es un subconjunto
de Ψ−1

i (Z1,2), donde Z1,2 ⊂ L es la variedad de dimensión d −m − 2 definida por
las ecuaciones A1 = A2 = 0. Teniendo en cuenta que Ψi es un morfismo finito,
deducimos que Ψ−1

i (Z1,2) tiene dimensión d−m− 2 (ver Teorema 2.1.4).

En lo que sigue vamos a suponer que f ′
a0

es no nulo y que fa0 tiene ráıces
múltiples. Analizamos ahora el caso donde exactamente una de las coordenadas de
α es ráız múltiple de fa0 .

Lema 3.2.6. Supongamos que existe una única coordenada αj de α que resulta una
ráız múltiple de fa0. Entonces (a0,α) es un punto regular de Γ∗

i .
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Demostración. Supongamos sin pérdida de generalidad que α1 es la única ráız múlti-
ple de fa0 entre las coordenadas de α. De acuerdo al Lema 3.2.3, basta mostrar que
la matriz Jacobiana JF,L(a0,α) es de rango completo. Con este objetivo, conside-
ramos la submatriz (∂F/∂(A0,T ))(a0,α) de tamaño i× (i+ 1) que consiste de las
últimas i filas e i+ 1 columnas de JF,L(a0,α), es decir,

∂F

∂(A0,T )
(a0,α) :=




1 0 0 0 · · · 0
1 0 f ′

a0
(α2) 0 · · · 0

...
... 0

. . . . . .
...

...
...

...
. . . . . . 0

1 0 0 · · · 0 f ′
a0
(αi)



.

Dado que por hipótesis αj es una ráız simple de f ′
a0

para j ≥ 2, tenemos que
f ′
a0
(αj) 6= 0 para j ≥ 2, y aśı deducimos que (∂F/∂(A0,T ))(a0,α) tiene rango i.
Por otro lado, la matriz (∂L/∂A0)(a0,α) tiene rango m y sus últimas colum-

nas son nulas. Por lo tanto, denotando por (∂L/∂A)(a0,α) a la submatriz de
(∂L/∂A0)(a0,α) que se obtiene eliminando las últimas columnas, podemos rees-
cribir a JF,L(a0,α) como una matriz de bloques:

JF,L(a0,α) =




∂L

∂A
(a0,α) 0

∗ ∂F

∂(A0,T )
(a0,α)


 .

Como las matrices (∂L/∂A)(a0,α) y (∂F/∂(A0,T ))(a0,α) son de rango completo,
concluimos que JF,L(a0,α) tiene rango m+ i.

El siguiente caso a considerar es cuando aparecen dos ráıces múltiples distintas
de fa0 entre las coordenadas de α.

Lema 3.2.7. Sea W2 el conjunto de puntos de (a0,α) ∈ Γ∗
i tales que existen 1 ≤

j < k ≤ i para los cuales αj 6= αk y αj, αk son ráıces múltiples de fa0. Entonces W2

está contenido en una subvariedad de codimensión 2 de Γ∗
i .

Demostración. Sea (a0,α) un punto arbitrario de W2. Dado que, por hipótesis, fa0

tiene al menos dos ráıces múltiples distintas, el grado del máximo común divisor
entre fa0 y f ′

a0
es al menos 2. Esto implica que

Res(fa0 , f
′
a0
) = Subres(fa0 , f

′
a0
) = 0,

donde Res(fa0 , f
′
a0
) y Subres(fa0 , f

′
a0
) denotan la resultante y la subresultante de

primer orden de fa0 y f ′
a0

respectivamente.

Por otro lado, por el isomorfismo entre el anillo de coordenadas Fq[L] y el anillo de
polinomios Fq[Ak : k ∈ J ] deducimos que existen polinomios hl ∈ Fq[Ak : k ∈ J ] de

grado 1 tales que se satisface Ad−jl = hl en Γ∗
i para 1 ≤ l ≤ m. Sea Â0 ∈ Fq[Ak : k ∈

J ]d el elemento que se obtiene al sustituir el polinomio hl en la coordenada Ad−jl de
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A0, para l = 1, . . . ,m. Como el grado del polinomio fa0 es d, por propiedades básicas
de las resultantes y subresultantes (ver, por ejemplo, [CLO92, §3.6, Proposition 3]),
tenemos que

Res(fa0 , f
′
a0
) = Res(F (Â0, T ),∆

1F (Â0, T, T ), T )|Â0=a0
,

Subres(fa0 , f
′
a0
) = Subres(F (Â0, T ),∆

1F (Â0, T, T ), T ))|Â0=a0
,

donde

R := Res(F (Â0, T ),∆
1F (Â0, T, T ), T ), (3.10)

S1 := Subres(F (A0, T ),∆
1F (Â0, T, T ), T ),

son la resultante y subresultante de primer orden de F (Â0, T ) y ∆1F (Â0, T, T ) con
respecto a T . Por lo tanto, W2 ⊂ Ψ−1

i (Z2), donde Ψi es el morfismo de (3.9) y Z2

es la subvariedad de L definida por las ecuaciones

R(Â0) = S1(Â0) = 0. (3.11)

Observemos que R(Â0) es un polinomio no nulo ya que F (Â0, T ) es un elemento
separable de Fq[Ak : k ∈ J ][T ]. Como p > 2, tenemos que S1 también es un polinomio
no nulo. En efecto, si p no divide a d(d − 1), el monomio d(d − 1)d−2Ad−2

1 aparece
en la representación densa de S1. En cambio, si p divide a d(d − 1), el término
no nulo 2(−1)d(d − 2)d−2Ad−1

2 aparece en la representación densa de S1. Por otro
lado, los polinomios R(Â0) y S1(Â0) forman una sucesión regular de Fq[Ak : k ∈
J ]. En efecto, dado que p > 2, por el Teorema 3.1.7 tenemos que R(Â0) es un
elemento irreducible de Fq[Ak : k ∈ J ], y por lo tanto el anillo cociente Fq[Ak :

k ∈ J ]/(R(Â0)) es un dominio. Si S1(Â0) fuera un divisor de cero en Fq[Ak : k ∈
J ]/(R(Â0)), entonces debeŕıa ser un múltiplo de R(Â0) en Fq[Ak : k ∈ J ]. Esto

último no puede ocurrir porque máx{degA1
R(Â0), degA2

R(Â0)} = d, mientras que

máx{degA1
S1(Â0), degA2

S1(Â0)} ≤ d− 1. Aśı concluimos que dimZ2 = d−m− 2,
y por lo tanto dimΨ−1

r (Z2) = d −m − 2. Por lo tanto, W2 está contenido en una
subvariedad de Γ∗

i de codimensión 2 en Γ∗
i .

Resta considerar el caso en donde aparece una única ráız múltiple de fa0 entre
las coordenadas de α, pero en al menos dos coordenadas distintas de α. En tal
caso, tenemos que, o bien las restantes coordenadas de α resultan ser ráıces simples
de fa0 , o bien existe al menos una tercera coordenada cuyo valor es la misma ráız
múltiple. El siguiente resultado trata el primero de estos dos casos.

Lema 3.2.8. Sea (a0,α) ∈ Γ∗
i un punto que satisface las siguientes condiciones:

existen 1 ≤ j < k ≤ i tales que αj = αk y αj es una ráız múltiple de fa0;

para todo l /∈ {j, k}, αl es una ráız simple de fa0.

Entonces (a0,α) es un punto regular de Γ∗
i .
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Demostración. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que j = 1 and k = 2.
Observemos que los polinomios ∆1F (A0, T1, T2) y F (A0, Tj) (2 ≤ j ≤ i) se anulan
en Γ∗

i . Por lo tanto, el espacio tangente T(a0,α)Γ
∗
i de Γ∗

i en (a0,α) está incluido
en el núcleo de la matriz Jacobiana J∆,F,L(a0,α) de ∆1F (A0, T1, T2), F (A0, Tj)
(2 ≤ j ≤ i) y L con respecto a A0,T . Afirmamos que J∆,F,L(a0,α) tiene rango
i+m.

Ahora probamos esta afirmación. Es fácil ver que ∂∆1F
∂A0

(a0, α1, α1) = 0 y que
∂∆1F
∂Aj

(a0, α1, α1) = jαj−1
1 para j ≥ 1. Por lo tanto, podemos expresar a J∆,F,L(a0,α)

como la siguiente matriz por bloques:

J∆,F,L(a0,α) =




∂L

∂A2

(a0,α) 0

∗ ∂F

∂(A1, A0,T )
(a0,α)


 ,

donde (∂L/∂A2)(a0,α) ∈ F
m×(d−2)
q es la matriz Jacobiana de L con respecto a

Ad−1, . . . , A2 y (∂F/∂(A1, A0,T ))(a0,α) ∈ Fi×(i+2)
q está definida como

∂F

∂(A1, A0,T )
(a0,α) :=




1 0 ∗ ∗ 0 · · · 0
α2 1 0 0 0 · · · 0

α3 1 0 0 f ′
a0
(α3)

. . .
...

...
...

...
...

...
. . . 0

αi 1 0 0 0 · · · f ′
a0
(αi)



.

Como αj es una ráız simple de fa0 para j ≥ 3, se sigue que f ′
a0
(αj) 6= 0 para

j ≥ 3. Esto implica que la submatriz de (∂F/∂(A1, A0,T ))(a0,α) de tamaño i × i
que consiste de eliminar la tercera y cuarta columna de (∂F/∂(A1, A0,T ))(a0,α)
es de rango i. Aśı, concluimos que J∆,F,L(a0,α) tiene rango m + i, finalizando la
demostración de la afirmación.

Ahora, como J∆,F,L(a0,α) tiene rango m+i, el núcleo de dicha matriz Jacobiana
tiene dimensión d−m. Esto implica que dim T(a0,α)Γ

∗
i ≤ d−m, lo cual prueba que

(a0,α) es un punto regular de Γ∗
i .

Finalmente analizamos el conjunto de puntos de Γ∗
i tales que al menos tres

coordenadas distintas de α resultan ser la misma ráız múltiple de fa0 .

Lema 3.2.9. Sea W3 ⊂ Γ∗
i el conjunto de puntos (a0,α) tales que existen 1 ≤ j <

k < l ≤ i con αj = αk = αl, siendo αj una ráız múltiple de fa0. Entonces W3 está
contenido en una subvariedad de codimensión 2 en Γ∗

i .

Demostración. Sea (a0,α) un punto arbitrario de W3. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que α1 = α2 = α3 es la ráız múltiple de fa0 de la hipótesis del
lema. Teniendo en cuenta que (a0,α) satisface las ecuaciones

F (A0, T1) = ∆F (A0, T1, T2) = ∆2F (A0, T1, T2, T3) = 0,
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vemos que α1 es una ráız común de fa0 , ∆F (a0, T, T ) y ∆2F (a0, T, T, T ).
Dado que degT F (A0, T ) = degT F (a0, T ), por [CLO92, §3.6, Proposition 3]

tenemos que
Res(fa0 , f

′
a0
) = R(Â0)|Â0=a0

, (3.12)

donde R(Â0) es la resultante de (3.10) y Â0 ∈ Fq[Ak : k ∈ J ]d es el elemento que
aparece en la demostración del Lema 3.2.7.

Supongamos que ∆2F (a0, T, T, T ) = 0 y sea W ′
3 el conjunto de puntos (a0,α) ∈

Γ∗
i tales que ∆2F (a0, T, T, T ) = 0. Entonces

0 = 2∆2F (a0, T, T, T ) = d(d− 1)T d−2 + (d− 1)(d− 2)ad−1T
d−3 + · · ·+ 2a2.

Esto implica que 2a2 = 0 y, como p > 2, tenemos que a2 = 0. Como consecuencia de
esta identidad y de (3.12), el conjunto W ′

3 está contenido en Ψ−1
i (Z ′

3), donde Z ′
3 ⊂ L

es la variedad definida por las ecuaciones

A2 = 0, R(Â0) = 0.

El Teorema 3.1.7 prueba que R(Â0) es un polinomio irreducible de Fq[Ak : k ∈ J ] de

grado d− 1 en A0. Aśı, R(Â0) y A2 forman una sucesión regular en Fq[Ak : k ∈ J ].
Dado que Ψi es un morfismo finito, tenemos que Ψ−1

i (Z ′
3) tiene dimensión d−m−2.

Por lo tanto, podemos suponer que ∆2F (a0, T, T, T ) es no nulo.
Ahora supongamos que p no divide a d. Entonces fa0 y f ′

a0
son polinomios no

nulos de grado d y d − 1 respectivamente. Aśı, por [CLO92, §3.6, Proposition 3],
tenemos que

Res(fa0 , f
′
a0
) = R(Â0)|Â0=a0

,

Res(f ′
a0
,∆2fa0) = Res

(
∆1F (Â0, T, T ),∆

2F (Â0, T, T, T ), T
)∣∣

Â0=a0
.

Por lo tanto, deducimos que (W3 \ W ′
3) ∩ Γ∗

i ⊂ Ψ−1
i (Z3), donde Ψi es el morfismo

definido en (3.9) y Z3 es la subvariedad L definida por las ecuaciones

R(Â0) = 0, R′ := Res
(
∆1F (Â0, T, T ),∆

2F (Â0, T, T, T ), T
)
= 0.

Como R(Â0) es un elemento irreducible de Fq[Ak : k ∈ J ] de grado d − 1 en A0 y
el polinomio no nulo R′ tiene grado 0 en A0, concluimos que R y R′ forman una
sucesión regular en Fq[Ak : k ∈ J ]. Esto muestra que Z3 tiene codimensión 2 en L
y por lo tanto Ψ−1

i (Z3) es una subvariedad de codimensión 2 en Γ∗
i .

Por último, si p divide a d, a fin de demostrar en este caso que (W3 \ W ′
3)

está contenida en una subvariedad de codimensión 2 en Γ∗
i , vamos a considerar la

noción de grado genérico gendeg(∂F/∂T )(A0, T ) del polinomio (∂F/∂T )(A0, T ),
que definimos como

gendeg

(
∂F

∂T
(A0, T )

)
:= máx

{
deg

∂F

∂T
(a0, T ) : a0 ∈ L

}
.

Sea l ∈ {1, . . . , d − 2} el grado genérico de (∂F/∂T )(A0, T ). Es fácil ver que se
cumplen las siguientes afirmaciones:
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p no divide a l + 1,

L ⊂ {Aj = 0 : l + 2 ≤ j ≤ d− 1, p no divide j},

L ∩ {Al+1 = 0}  L.
Si l = d−2, entonces f ′

a0
y ∆1F (Â0, T, T ) tienen el mismo grado en T y el argumento

se sigue como arriba. En cambio, si l ∈ {1, . . . , d−3}, consideramos la variedad Z3 ⊂
L de dimensión d−m−2 definida por las ecuaciones R(Â0) = Al+1 = 0, concluimos
que W3 \ W ′

3 ⊂ Ψ−1
i (Z3), y en consecuencia, que W3 \ W ′

3 tiene codimensión al
menos 2 en Γ∗

i .

Ahora podemos probar el principal resultado de esta sección. De los Lemas 3.2.5,
3.2.6, 3.2.7, 3.2.8 y 3.2.9 se concluye que el conjunto de puntos singulares de Γ∗

i está
contenido en el conjunto W1 ∪W2 ∪W3, donde W1, W2 y W3 están definidos en las
afirmaciones de los Lemas 3.2.5, 3.2.7 y 3.2.9. Dado que cada Wi está contenido en
una subvariedad de codimensión 2 de Γ∗

i , obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.2.10. Sea p > 2 y q > d. Si 3 ≤ r ≤ d−m, entonces el lugar singular
de Γ∗

i tiene codimensión al menos 2 en Γ∗
i .

Finalizamos esta sección con una consecuencia importante del Teorema 3.2.10.

Corolario 3.2.11. Con las mismas hipótesis que en el Teorema 3.2.10, el ideal J ⊂
Fq[A0,T ] generado por ∆j−1F (A0, T1, . . . , Tj) (1 ≤ j ≤ i) y Lk(A0) (1 ≤ k ≤ m)
es radical. Más aún, la variedad de incidencia Γ∗

i es una intersección completa de
dimensión d−m.

Demostración. Empezamos probando que J es un ideal radical. Denotamos con
J∆,L(A0,T ) la matriz Jacobiana de ∆j−1F (A0, T1, . . . , Tj) (1 ≤ j ≤ i) y Lk(A0)
(1 ≤ k ≤ m) con respecto a A0,T . Por el Lema 3.2.2, dichos polinomios forman
una sucesión regular. Aśı, por [Eis95, Theorem 18.15], es suficiente probar que el
conjunto de puntos (a0,α) ∈ Γ∗

i tales que J∆,L(a0,α) no es de rango completo está
contenido en una subvariedad de Γ∗

i de codimensión al menos 1.
Observemos primero que en la demostración del Lema 3.2.3 mostramos que

F (A0, Tj) ∈ J para 1 ≤ j ≤ i. Esto implica que cada gradiente ∇F (a0, αj) es una
combinación lineal de los gradientes de los polinomios ∆j−1F (a0,α) (1 ≤ j ≤ i) y
Lk(A0) (1 ≤ k ≤ m). Concluimos aśı que rango JF,L(a0,α) ≤ rango J∆,L(a0,α).

Sea (a0,α) un punto arbitrario de Γ∗
i tal que J∆,L(a0,α) no es de rango completo.

Entonces JF,L(a0,α) no es de rango completo y aśı fa0 tiene ráıces múltiples.

Afirmación. El conjunto de puntos (a0,α) ∈ Γ∗
i tales que fa0 tiene ráıces múltiples

está contenido en una subvariedad de codimensión 1 en Γ∗
i .

Demostración de la afirmación. Por el Lema 3.2.5, el conjunto de puntos (a0,α) ∈
Γ∗
i tales que f

′
a0

= 0 está contenido en una subvariedad de codimensión 2 de Γ∗
i . Por

otro lado, si fa0 tiene ráıces múltiples y f ′
a0

6= 0 para algún (a0,α) ∈ Γ∗
i , entonces

(a0,α) ∈ Ψ−1
i (Z), donde Z es la subvariedad de L definida por la ecuaciónR(Â0) :=

Res(F (Â0, T ),∆
1F (Â0, T, T ), T ) = 0. Por lo tanto, Ψ−1

i (Z) tiene codimensión 1 en
Γ∗
i .
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Como consecuencia de esta afirmación se sigue que el conjunto de puntos (a0,α) ∈
Γ∗
i tales que J∆,L(a0,α) no es de rango completo está contenido en una subvariedad

de Γ∗
i de codimensión al menos 1. Aśı, J es un ideal radical, lo que implica que Γ∗

i

es una intersección completa de dimensión d−m.

3.2.2. La geometŕıa de la clausura proyectiva

En esta sección demostramos que la clausura proyectiva de la variedad de inciden-
cia Γ∗

i satisface ciertas propiedades geométricas necesarias para estimar la cantidad
de puntos Fq–racionales de Γ∗

i .

Consideramos la clausura proyectiva pcl(Γ∗
i ) ⊂ Pd+i de Γ∗

i . Recordamos que
pcl(Γ∗

i ) ⊂ Pd+i está definida por la homogeneización F h ∈ Fq[A0, T0,T ] de cada
polinomio F en el ideal J ⊂ Fq[A0,T ] generado por ∆j−1F (A0, T1, . . . , Tj) (1 ≤
j ≤ i) y Lk(A0) (1 ≤ k ≤ m). Denotamos con Jh al ideal generado por todos los
polinomios F h con F ∈ J . El Corolario 3.2.11 muestra que J es un ideal radical, por
lo que también Jh es radical (ver Teorema 2.1.8). Además, pcl(Γ∗

i ) es de dimensión
pura d−m y de grado igual a deg Γ∗

i (ver Teoremas 2.1.8 y 2.1.13).

Lema 3.2.12. Los polinomios homogeneizados ∆j−1F (A0, T0, T1, . . . , Tj)
h (1 ≤ j ≤

i) y Lhk(A0) (1 ≤ k ≤ m) generan el ideal Jh. Además, pcl(Γ∗
i ) es una intersección

completa de dimensión d−m y grado d!/(d− i)!.

Demostración. En la demostración del Lema 3.2.2 se prueba que los polinomios
∆j−1F (A0, T1, . . . , Tj) (1 ≤ j ≤ i) y Lk(A0) (1 ≤ k ≤ m) forman una base de
Gröbner del ideal J con el orden lexicográfico graduado definido por Ti > · · · >
T1 > Ad−1 > · · · > A0. Aśı, de, por ejemplo [CLO92, §8.4, Theorem 4], deducimos la
primera afirmación del lema. En particular, tenemos que pcl(Γ∗

i ) es una intersección
completa de dimensión d −m. Finalmente, el Teorema 2.1.14 prueba que el grado
de pcl(Γ∗

i ) es d!/(d− i)!.

Nuestro siguiente objetivo es estudiar el lugar singular de pcl(Γ∗
i ). Empezamos

con la siguiente caracterización de los puntos de pcl(Γ∗
i ) en el hiperplano del infinito.

Lema 3.2.13. pcl(Γ∗
i ) ∩ {T0 = 0} ⊂ Pd+i−1 es una unión finita de a lo sumo i + 1

variedades lineales de Pd+i−1 de dimensión d−m− 1.

Demostración. Afirmamos que ∆1F (A0, T0, Tj, Tk)
h ∈ Jh para 1 ≤ j < k ≤ i.

En efecto, tenemos la siguiente identidad ∆1F (A0, Tj, Tk)(Tj − Tk) = F (A0, Tj) −
F (A0, Tk). Teniendo en cuenta que los polinomios F (A0, Tl) se anulan en Γ∗

i para
1 ≤ l ≤ i, se deduce que ∆1F (A0, Tj, Tk) se anula en el subconjunto abierto denso
Zariski no vaćıo {Tj 6= Tk}∩Γ∗

i de Γ
∗
i , y por lo tanto en Γ∗

i , lo que demuestra nuestra
afirmación.

Combinando esta afirmación con el hecho de que F (A0, T0, Tj)
h ∈ Jh para 1 ≤

j ≤ i, concluimos que cualquier punto (a0,α) ∈ pcl(Γ∗
i ) ∩ {T0 = 0} satisface las
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siguientes identidades:

F (A0, Tj)
h|T0=0 = T dj + Ad−1T

d−1
j = T d−1

j (Tj + Ad−1) = 0 (1 ≤ j ≤ i),

(3.13)

∆1F (A0, T0, Tj, Tk)
h|T0=0 =

T dj − T dk
Tj − Tk

+ Ad−1

T d−1
j − T d−1

k

Tj − Tk

=
d−2∑

l=0

T lkT
d−2−l
j (Tj + Ad−1) + T d−1

k = 0 (1 ≤ j < k ≤ i).

(3.14)

De (3.13) y (3.14) deducimos que pcl(Γ∗
i ) ∩ {T0 = 0} está contenido en una unión

de Fq–variedades lineales de Pd+i−1 de dimensión d −m − 1. Más precisamente, es
fácil ver que

pcl(Γ∗
i ) ∩ {T0 = 0} ⊂

i⋃

j=0

Lj,

donde L0 es la variedad definida por Tk = 0 (1 ≤ k ≤ i) y Lk = 0 (1 ≤ k ≤ m), y
Lj es la variedad lineal definida por las siguientes ecuaciones para 1 ≤ j ≤ i:

Tj + Ad−1 = 0, Tl = 0 (1 ≤ l ≤ i, l 6= j), Lk = 0 (1 ≤ k ≤ m).

Por el Lema 3.2.12 tenemos que pcl(Γ∗
i ) es de dimensión pura d−m. Aśı, por el

Teorema 2.1.7 cada componente irreducible de pcl(Γ∗
i ) ∩ {T0 = 0} tiene dimensión

al menos d − m − 1 y está contenida en una variedad lineal Lj para algún j ∈
{0, . . . , i}. Aśı, del Teorema 2.1.3 deducimos que cada componente irreducible de
pcl(Γ∗

i ) ∩ {T0 = 0} debe ser la variedad lineal Lj. Esto finaliza la demostración del
lema.

En el siguiente resultado estudiamos la dimensión del lugar singular de pcl(Γ∗
i )

en el hiperplano del infinito.

Lema 3.2.14. El lugar singular de pcl(Γ∗
i ) en el hiperplano del infinito tiene di-

mensión a lo sumo d−m− 2.

Demostración. Por [GL02a, Lemma 1.1], el lugar singular de pcl(Γ∗
i ) en el hiperplano

del infinito está contenido en el lugar singular de pcl(Γ∗
i )∩ {T0 = 0}. Por otro lado,

el Lema 3.2.13 prueba que pcl(Γ∗
i )∩{T0 = 0} es una unión de variedades lineales de

dimensión d−m−1. Por lo tanto, su lugar singular es una unión finita de variedades
lineales de dimensión a lo sumo d−m− 2 (ver, por ejemplo, [CLO92, §9.6, Exercise
11]), lo cual implica el lema.

Finalizamos dando el principal resultado de esta sección.

Teorema 3.2.15. Sea p > 2 y q > d. Si 3 ≤ r ≤ d−m, entonces pcl(Γ∗
i ) ⊂ Pd+i es

una intersección completa normal de dimensión d−m y grado d!/(d− i)!.
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Demostración. El Lema 3.2.12 muestra que pcl(Γ∗
i ) es una intersección completa de

dimensión d − m y grado d!/(d− i)!. Por otro lado, el Teorema 3.2.10 y el Lema
3.2.14 muestran que el lugar singular de pcl(Γ∗

i ) tiene codimension al menos 2 en
pcl(Γ∗

i ). Esto implica que pcl(Γ∗
i ) es regular en codimensión 1 y, por lo tanto, una

variedad normal.

Combinando el Teorema 3.2.15 con el Teorema 2.1.10 concluimos que pcl(Γ∗
i ) es

absolutamente irreducible de dimensión d−m y grado d!/(d−i)!, y por lo tanto Γ∗
i ⊂

Ad+i resulta también absolutamente irreducible de dimensión d−m y grado d!/(d−
i)!. El Lema 3.2.1 muestra que la variedad Γi definida en (3.5) es un subconjunto
abierto Zariski no vaćıo de Γ∗

i . Como Γ∗
i es absolutamente irreducible concluimos

que la clausura Zariski de Γi es Γ
∗
i .

3.2.3. El número de puntos Fq–racionales

En esta sección damos una estimación del número de puntos Fq–racionales de la
variedad Γ∗

i ⊂ Ad+i. Para esto vamos a usar la estimación sobre el número de puntos
Fq–racionales de una intersección completa proyectiva normal del Teorema 2.2.10.

Por el Teorema 3.2.15, la variedad proyectiva pcl(Γ∗
i ) ⊂ Pd+i es una intersección

completa normal definida sobre Fq de dimensión d −m. Por lo tanto, aplicando la
estimación (2.7) del Teorema 2.2.10, obtenemos que

∣∣|pcl(Γ∗
i )(Fq)| − pd−m

∣∣ ≤ (δi(Di − 2) + 2)qd−m− 1
2 + 14D2

i δ
2
i q
d−m−1,

donde Di :=
∑i

j=1(d− j) = id− i(i+ 1)/2 y δi := d!/(d− i)!.
Por otro lado, por el Lema 3.2.13 tenemos que pcl(Γ∗

i )
∞ := pcl(Γ∗

i ) ∩ {T0 =
0} ⊂ Pd+i−1 es una unión finita de a lo sumo i+ 1 variedades lineales de dimensión
d−m−1. Deducimos que el número de puntos Fq–racionales de pcl(Γ

∗
i )

∞ es al menos
pd−m−1 y a lo sumo (i+ 1)pd−m−1. Aśı,

∣∣|Γ∗
i (Fq)| − qd−m

∣∣ =
∣∣|pcl(Γ∗

i )(Fq)| − |pcl(Γ∗
i (Fq))

∞| − pd−m + pd−m−1

∣∣
≤
∣∣|pcl(Γ∗

i )(Fq)| − pd−m
∣∣+
∣∣|pcl(Γ∗

i (Fq))
∞| − pd−m−1

∣∣

≤(δi(Di − 2) + 2)qd−m− 1
2 + 14D2

i δ
2
i q
d−m−1 + ipd−m−1

≤(δi(Di − 2) + 2)qd−m− 1
2 + (14D2

i δ
2
i + 2i)qd−m−1. (3.15)

Por lo tanto, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.2.16. Sea p > 2 y q > d. Sean r, d y m enteros positivos tales que
3 ≤ r ≤ d −m y sea i un entero positivo tal que r + 1 ≤ i ≤ d. Si Γ∗

i ⊂ Ad+i es la
Fq–variedad af́ın definida en (3.7), entonces la cantidad de puntos Fq–racionales de
Γ∗
i satisface la siguiente estimación:

∣∣|Γ∗
i (Fq)| − qd−m

∣∣ ≤ (δi(Di − 2) + 2)qd−m− 1
2 + (14D2

i δ
2
i + 2i)qd−m−1,

donde Di :=
∑i

j=1(d− j) = id− i(i+ 1)/2 y δi := d!/(d− i)!.
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familias lineales Caṕıtulo 3

A continuación estimamos el número de puntos Fq–racionales de la variedad
Γ∗
i con coordenadas distintas dos a dos. Observemos que, debido al Lema 3.2.1,

esta cantidad corresponde al número de puntos Fq–racionales de la cuasi–variedad
Γi definida en (3.5). Esta estimación la usaremos más adelante en el estudio del
problema de determinar el comportamiento del conjunto de valores y la distribución
de patrones de factorización en familias lineales.

Con este propósito, consideramos la siguiente Fq–variedad af́ın:

Γ∗,=
i := Γ∗

i

⋂ ⋃

1≤j<k≤i
{Tj = Tk}.

Observamos que Γ∗,=
i = Γ∗

i ∩ Hi, donde Hi ⊂ Ad+i es la hipersuperficie definida
por el polinomio Fi :=

∏
1≤j<k≤i(Tj − Tk). De la desigualdad de Bézout (2.1.14)

deducimos que

deg Γ∗,=
i ≤ δi

(
i

2

)
. (3.16)

Por otro lado, afirmamos que Γ∗,=
i tiene dimensión a lo sumo d−m− 1. En efecto,

sea (a0,α) un punto arbitrario de Γ∗,=
i . Sin pérdida de generalidad podemos suponer

que α1 = α2. De la definición de las diferencias divididas deducimos que f ′
a0
(α1) = 0,

lo que implica que el polinomio fa0 tiene ráıces múltiples. Por la afirmación de la
demostración del Corolario 3.2.11, el conjunto de puntos (a0,α) de Γ∗

i tales que fa0

tiene ráıces múltiples está contenido en una subvariedad de Γ∗
i de codimensión al

menos 1. Por lo tanto, deducimos nuestra afirmación.
Combinando esta afirmación con (3.16) y la Proposición 2.2.1, obtenemos que

∣∣Γ∗,=
i (Fq)

∣∣ ≤ δi

(
i

2

)
qd−m−1. (3.17)

Aśı, dado que Γi(Fq) = Γ∗
i (Fq) \ Γ∗,=

i (Fq), de (3.15) y (3.17) deducimos que

∣∣|Γi(Fq)| − qd−m
∣∣ ≤
∣∣|Γ∗

i (Fq)| − qd−m
∣∣+ |Γ∗,=

i (Fq)|
≤(δi(Di − 2) + 2)qd−m− 1

2 +
(
14D2

i δ
2
i + i(i− 1)δi/2 + 2i

)
qd−m−1.

Por consiguiente, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.2.17. Con las notaciones y las hipótesis del Teorema 3.2.16, la cantidad
de puntos Fq–racionales de la cuasi–variedad Γi ⊂ Ad+i definida en (3.5) satisface
la siguiente estimación:

∣∣|Γi(Fq)| − qd−m
∣∣ ≤ (δi(Di − 2) + 2)qd−m− 1

2 +
(
14D2

i δ
2
i + i(i− 1)δi/2 + 2i

)
qd−m−1,

donde Di := id− i(i+ 1)/2 y δi := d!/(d− i)!.
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Caṕıtulo 4

Intersecciones completas dadas
por polinomios simétricos

En este caṕıtulo estudiamos el conjunto de puntos Fq–racionales de Fq–variedades
definidas por polinomios invariantes bajo la acción del grupo simétrico de permu-
taciones de sus coordenadas. Probamos que ciertas propiedades geométricas de los
polinomios simétricos que definen estas variedades implican que las mismas son in-
tersecciones completas con buen comportamiento en el infinito, cuyo lugar singular
tiene codimensión al menos 3. Estos resultados, junto con las estimaciones para in-
tersecciones completas proyectivas definidas sobre Fq que se encuentra en la Sección
2.2.2 (ver Teoremas 2.2.10 y 2.2.11), nos permitirán estimar el número de puntos
Fq–racionales de las correspondientes intersecciones completas. Dichas estimaciones
nos servirán para estudiar, en los caṕıtulos siguientes, el valor promedio del cardinal
del conjunto de valores y la distribución de los patrones de factorización de familias
de polinomios univariados con coeficientes en Fq.

4.1. Estimaciones para intersecciones completas

simétricas

En esta sección presentamos estimaciones de la cantidad de puntos Fq–racionales
de intersecciones completas definidas por polinomios simétricos con coeficientes en
Fq. Comenzamos precisando las Fq–variedades que vamos a estudiar. Sean s, r,m
enteros positivos con m ≤ s ≤ r −m− 2. Sean Y1, . . . , Ys indeterminadas sobre Fq.
Sean S1, . . . , Sm ∈ Fq[Y1, . . . , Ys] y seaWs ⊂ As la Fq–variedad af́ın definida por ellos.
Consideramos el peso wt sobre Fq[Y1, . . . , Ys] definido por wt(Yj) := j para 1 ≤ j ≤ s
y denotamos por Swt

1 , . . . , S
wt
m las componentes de mayor peso de S1, . . . , Sm. Sean

(∂S/∂Y ) y (∂Swt/∂Y ) las matrices Jacobianas de S1, . . . , Sm y Swt
1 , . . . , S

wt
m con

respecto a Y1, . . . , Ys respectivamente. Supongamos que los polinomios S1, . . . , Sm
satisfacen las siguientes condiciones:

(H1) S1, . . . , Sm forman una sucesión regular de Fq[Y1, . . . , Ys];

(H2) (∂S/∂Y )(y) tiene rango máximo m para cada y ∈ Ws;
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(H3) S
wt
1 , . . . , S

wt
m satisfacen (H1) y (H2).

Como ya mencionamos en el caṕıtulo anterior, un polinomio F ∈ Fq[Y1, . . . , Ys] se
dice homogéneo con peso (con respecto a la graduación definida por el peso wt) si
todos los monomios que aparecen en su representación densa tienen el mismo peso.
En este sentido, Swt

1 , . . . , S
wt
m son homogéneos con peso.

A continuación demostramos que polinomios S1, . . . , Sm como los de arriba, tales
que S1, . . . , Sm y Swt

1 , . . . , S
wt
m satisfacen la hipótesis (H2), necesariamente satisfacen

las hipótesis (H1) y (H3). Sin embargo, a efectos de la exposición resulta conveniente
referirnos de forma separada a las hipótesis (H1), (H2) y (H3).

Observación 4.1.1. Si Swt
1 , . . . , S

wt
m satisfacen (H2), entonces S

wt
1 , . . . , S

wt
m forman

una sucesión regular de Fq[Y1, . . . , Ys].

Demostración. Denotamos por Wwt ⊂ As la variedad af́ın definida por Swt
1 , . . . , S

wt
m

y sea C una componente absolutamente irreducible de Wwt. Por el Teorema 2.1.7
tenemos que dim C ≥ s − m. Por otro lado, si y ∈ C, entonces el hecho de que
Swt
1 , . . . , S

wt
m satisfacen (H2) implica que el espacio tangente TyW

wt a Wwt en y

tiene dimensión a lo sumo s −m. Como además dim TyW
wt ≥ dimyW

wt ≥ dim C,
concluimos que dim TyW

wt = dim C = s−m. En otras palabras,Wwt es de dimensión
pura s − m. Finalmente, como Swt

1 , . . . , S
wt
m son homogéneos con peso, la variedad

af́ın V (Swt
1 , . . . , S

wt
j ) debe ser de dimensión pura s− j para todo 1 ≤ j ≤ m. Resulta

aśı que Swt
1 , . . . , S

wt
m forman una sucesión regular de Fq[Y1, . . . , Ys].

Observación 4.1.2. Si S1, . . . , Sm y Swt
1 , . . . , S

wt
m satisfacen (H2), entonces S1, . . . , Sm

forman una sucesión regular de Fq[Y1, . . . , Ys].

Demostración. Sea Shwtj ∈ Fq[Y0, Y1, . . . , Ys] la homogeneización de Sj con respecto

al peso wt para 1 ≤ j ≤ m. Afirmamos que la variedad af́ın V (Shwt1 , . . . , Shwtm ) ⊂ As+1

es de dimensión pura s−m+ 1.
Para mostrar esta afirmación, sea C una componente absolutamente irreducible

de V (Shwt1 , . . . , Shwtm ). Es claro que dim C ≥ s−m+1. Sea ahora y := (y0, . . . , ys) ∈ C
un punto regular de V (Shwt1 , . . . , Shwtm ). Sin pérdida de generalidad podemos supo-
ner que, o bien y0 = 1, o bien y0 = 0. Si y0 = 1, entonces y ∈ Ws, y dado
que S1, . . . , Sm satisfacen (H2), entonces rg(∂Shwt/∂Y )(y) = rg(∂S/∂Y )(y) = m.
Aśı, tenemos que dim TyV (Shwt1 , . . . , Shwtm ) ≤ s − m + 1. Por otro lado, si y0 =
0, entonces (y1, . . . , ys) ∈ Wwt y, dado que Swt

1 , . . . , S
wt
m satisfacen (H2), resulta

rg(∂Shwt/∂Y )(y) = rg(∂Swt/∂Y )(y) = m. Aśı, dim TyV (Shwt1 , . . . , Shwtm ) ≤ s−m+1.
En ambos casos, tenemos que dim TyV (Shwt1 , . . . , Shwtm ) ≤ s − m + 1. Como y ∈ C
es un punto regular de V (Shwt1 , . . . , Shwtm ), tenemos que dim TyW

wt = dimyW
wt. Aśı

concluimos que dim C = s−m+ 1, lo que finaliza la demostración de la afirmación.
Combinando la afirmación anterior con el hecho de que Shwt1 , . . . , Shwtm son ho-

mogéneos con peso concluimos que Shwt1 , . . . , Shwtm forman una sucesión regular de
Fq[Y0, . . . , Ys]. En particular, tenemos que V (Shwt1 , . . . , Shwtj ) ⊂ As+1 es de dimensión
pura s− j +1 para cada 1 ≤ j ≤ m. Por otro lado, sea W j

s := V (S1, . . . , Sj) ⊂ As y
sea pcl(W j

s )
wt ⊂ Ps la variedad definida por la homogeneización de cada elemento del

ideal (S1, . . . , Sj) con respecto a la graduación definida por el peso wt. Observemos

62



§4.1. Estimaciones para intersecciones completas simétricas

que pcl(W j
s )

wt tiene dimensión dimW j
s . Aśı, si consideramos el cono af́ın Ŵ j

s ⊂ As+1

de pcl(W j
s )

wt, observamos que tiene dimensión dimW j
s + 1 y está contenido en la

variedad af́ın V (Shwt1 , . . . , Shwtj ) definida por Shwt1 , . . . , Shwtj para cada 1 ≤ j ≤ m, por
lo que concluimos que dimW j

s = s− j para 1 ≤ j ≤ m. Esto prueba que S1, . . . , Sm
forman una sucesión regular.

Observación 4.1.3. De la hipótesis (H1) tenemos que la variedad af́ın Ws ⊂ As

definida por S1, . . . , Sm es una intersección completa conjuntista de dimensión s−m.
Además, por (H2) la subvariedad de Ws definida por el conjunto de ceros comunes
de los menores maximales de la matriz Jacobiana (∂S/∂Y ) tiene codimensión al
menos uno. Entonces [Eis95, Theorem 18.15] prueba que S1, . . . , Sm definen un ideal
radical. Por lo tanto, Ws resulta una intersección completa.

Sean X1, . . . , Xr indeterminadas sobre Fq y Π1, . . . ,Πs los primeros s polino-
mios simétricos elementales de Fq[X1, . . . , Xr]. Sean R1, . . . , Rm ∈ Fq[X1, . . . , Xr] los
polinomios definidos por

Ri := Si(Π1, . . . ,Πs) (1 ≤ i ≤ m). (4.1)

Sea di := deg(Ri) para 1 ≤ i ≤ m.

4.1.1. Aspectos geométricos

En esta sección discutimos algunas propiedades de la geometŕıa de la Fq–variedad
af́ın Vr ⊂ Ar definida por los polinomios R1, . . . , Rm de (4.1). Con este objetivo,
consideramos el siguiente morfismo sobreyectivo de Fq–variedades afines:

Πr : Ar → Ar

x 7→ (Π1(x), . . . ,Πr(x)).

Es fácil ver que Πr es un morfismo finito (ver Teorema 2.1.4).
Considerando los polinomios S1, . . . , Sm como elementos de Fq[Y1, . . . , Yr], de-

notamos por Wr := V (S1, . . . , Sm) ⊂ Ar la variedad definida por S1, . . . , Sm. Ob-
servemos que Vr = (Πr)−1(Wr). Dado que S1, . . . , Sm forman una sucesión regu-
lar de Fq[Y1, . . . , Yr], la variedad Wr tiene dimensión pura r − m. Del Teorema
2.1.4 deducimos que Vr es de dimensión pura r − m. Por otro lado, la variedad
W j
r := V (S1, . . . , Sj) ⊂ Ar definida por los polinomios S1, . . . , Sj tiene dimensión

pura r − j para cada 1 ≤ j ≤ m. Esto implica que la variedad V j
r := (Πr)−1(W j

r )
definida por R1, . . . , Rj tiene dimensión pura r − j para cada 1 ≤ j ≤ m. Aśı, los
polinomios R1, . . . , Rm forman una sucesión regular de Fq[X1, . . . , Xr] y probamos el
siguiente resultado.

Lema 4.1.4. Sea Vr ⊂ Ar la Fq–variedad af́ın definida por R1, . . . , Rm. Entonces Vr
es una intersección completa conjuntista de dimensión r −m.

A continuación estudiamos el lugar singular de Vr. Para esto, consideramos el
siguiente morfismo de Fq–variedades afines:

Π : Vr → Ws

x 7→ (Π1(x), . . . ,Πs(x)).
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Para x ∈ Vr e y := Π(x), denotamos por TxVr y TyWs los espacios tangentes a Vr
en x y a Ws en y respectivamente. Asimismo, consideramos la diferencial de Π en
x:

dxΠ : TxVr → TyWs

v 7→ A(x) · v,

donde A(x) es la siguiente matriz de tamaño s× r:

A(x) :=

(
∂Π

∂X

)
(x) :=

(
∂Πi

∂Xj

(x)

)

1≤i≤s, 1≤j≤r
. (4.2)

El principal resultado de esta sección es una cota superior de la dimensión del
lugar singular de Vr. Para probar tal cota, comenzamos con algunas observaciones
acerca de la matriz Jacobiana de los polinomios simétricos elementales. En primer
lugar, es sabido que las derivadas parciales de los polinomios simétricos elementales
Πi satisfacen las siguientes igualdades para 1 ≤ i, j ≤ r (ver, por ejemplo, [LP02]):

∂Πi

∂Xj

= Πi−1 −XjΠi−2 +X2
jΠi−3 + · · ·+ (−1)i−1X i−1

j .

En consecuencia, si Ar denota la matriz de Vandermonde de tamaño r × r

Ar := (X i−1
j )1≤i,j≤r,

entonces la matriz Jacobiana (∂Πr/∂X) de Πr := (Π1, . . . ,Πr) con respecto a
X1, . . . , Xr se puede expresar de la siguiente manera:

(
∂Πr

∂X

)
:= Br · Ar :=




1 0 0 . . . 0
Π1 −1 0

Π2 −Π1 1
. . .

...
...

...
...

. . . 0
Πr−1 −Πr−2 Πr−3 · · · (−1)r−1




· Ar. (4.3)

Observamos que Br es una matriz cuadrada y triangular inferior cuyo determinante
es igual a (−1)(r−1)r/2. Esto implica que el determinante de (Πr/∂X) es igual, salvo
el signo, al determinante de Ar, es decir,

det

(
∂Πr

∂X

)
= (−1)(r−1)r/2

∏

1≤i<j≤r
(Xj −Xi).

Denotemos por (∂R/∂X) := (∂Ri/∂Xj)1≤i≤m,1≤j≤r la matriz Jacobiana deR1, . . . , Rm

con respecto a X1, . . . , Xr.

Teorema 4.1.5. El conjunto de puntos x ∈ Vr para los cuales (∂R/∂X)(x) no es
de rango completo tiene dimensión a lo sumo s− 1. En particular, el lugar singular
Σr de Vr tiene dimensión a lo sumo s− 1.
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Demostración. Por la regla de la cadena, las derivadas parciales de los polinomios
Ri satisfacen la siguiente igualdad:

(
∂R

∂X

)
=

(
∂S

∂Y
◦Π

)
·
(
∂Π

∂X

)
.

Fijemos un punto arbitrario x ∈ Vr para el cual (∂R/∂X)(x) no es de rango com-
pleto. Sea v ∈ Am un vector no nulo en el núcleo a izquierda de (∂R/∂X)(x).
Aśı,

0 = v ·
(
∂R

∂X

)
(x) = v ·

(
∂S

∂Y

)(
Π(x)

)
· A(x),

donde A(x) es la matriz definida en (4.2). Por la hipótesis (H2) la matriz Jaco-
biana (∂S/∂Y )

(
Π(x)

)
es de rango completo; por lo tanto, el vector w := v ·

(∂S/∂Y )
(
Π(x)

)
∈ As es no nulo y w ·A(x) = 0. Aśı, todos los menores maximales

de la matriz A(x) deben ser cero.
Observemos que A(x) es la submatriz de (∂Πr/∂X)(x) de tamaño s× r que se

obtiene al considerar las primeras s filas de (∂Πr/∂X)(x). Por lo tanto, de (4.3)
concluimos que

A(x) = Bs,r(x) · Ar(x),
donde Bs,r(x) es la submatriz de Br(x) de tamaño s×r que consiste de las primeras
s filas de Br(x). Dado que las últimas r−s columnas de Bs,r(x) son nulas, podemos
reescribir la identidad anterior de la siguiente manera:

A(x) = Bs(x) · (xi−1
j )1≤i≤s, 1≤j≤r, (4.4)

donde Bs(x) es la submatriz de Br(x) de tamaño s× s que se obtiene al considerar
las primeras s filas y las primeras s columnas de Br(x).

Para 1 ≤ l1 < · · · < ls ≤ r, sea I := (l1, . . . , ls) y consideremos la submatriz
MI(x) de A(x) de tamaño s × s que se obtiene al elegir las columnas l1, . . . , ls
de A(x), es decir, MI(x) := (∂Πi/∂Xlj)1≤i,j≤s(x). De (4.3) y (4.4) deducimos que
MI(x) = Bs(x) · As,I(x), donde As,I(x) es la matriz de Vandermonde As,I(x) :=
(xi−1

lj
)1≤i,j≤s. En consecuencia, tenemos que

det
(
MI(x)

)
= (−1)

(s−1)s
2 detAs,I(x) = (−1)

(s−1)s
2

∏

1≤m<n≤s
(xln − xlm) = 0. (4.5)

Como (4.5) es válido para todo I := (l1, . . . , ls) elegido como arriba, concluimos que
x tiene a lo sumo s− 1 coordenadas distintas. En particular, el conjunto de puntos
x ∈ Vr para los cuales rg(∂R/∂X)(x) < m está contenido en una unión finita de
variedades lineales de Ar de dimensión s − 1 y por lo tanto tiene dimensión a lo
sumo s− 1.

Finalmente, sea x un punto arbitrario de Σr. Por el Lema 4.1.4 se tiene que
dim TxVr > r − m. Aśı, el rango de (∂R/∂X) (x) es menor que m, pues de otra
forma tendŕıamos que dim TxVr ≤ r−m, lo que contradiŕıa el hecho de que x es un
punto singular de Vr. Esto finaliza la demostración del teorema.
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De la demostración del Teorema 4.1.5 concluimos que el lugar singular de Vr está
contenido en una variedad simple de dimensión baja.

Observación 4.1.6. Sean las notaciones e hipótesis como en el Teorema 4.1.5. De
la demostración del Teorema 4.1.5 obtenemos la siguiente inclusión:

Σr ⊂
⋃

I
LI ,

donde I := {I1, . . . , Is−1} recorre todas las particiones de {1, . . . , r} en s−1 subcon-
juntos no vaćıos Ij ⊂ {1, . . . , r} y LI := span(vI1 , . . . ,vIs−1) es la variedad lineal

generada por los vectores vIj := (v
Ij
1 , . . . , v

Ij
r ) definidos por v

Ij
m := 1 para m ∈ Ij y

v
Ij
m := 0 para m /∈ Ij.

Del Lema 4.1.4 y del Teorema 4.1.5 se obtienen más propiedades algebraicas y
geométricas de los polinomios Ri y de la variedad af́ın Vr. De acuerdo al Teorema
4.1.5, el conjunto de puntos x ∈ Vr para los cuales la matriz (∂R/∂X)(x) no es de
rango completo, tiene dimensión a lo sumo s− 1. Como los polinomios R1, . . . , Rm

forman una sucesión regular y s ≤ r − m − 2 concluimos, por [Eis95, Theorem
18.15], que R1, . . . , Rm definen un ideal radical de Fq[X1, . . . , Xr], y aśı Vr es una
intersección completa. Finalmente, por la desigualdad de Bézout (2.1.14) se tiene
que deg Vr ≤

∏m
i=1 di. En otras palabras, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.1.7. Los polinomios R1, . . . , Rm definen un ideal radical y la variedad
Vr es una intersección completa de grado a lo sumo deg Vr ≤

∏m
i=1 di.

4.1.2. La geometŕıa de la clausura proyectiva

Vamos a utilizar los resultados obtenidos en la sección anterior sobre la geometŕıa
de la Fq–variedad Vr ⊂ Ar para estimar el número de puntos Fq–racionales de Vr.
Dado que vamos a aplicar las estimaciones para intersecciones completas proyectivas
definidas sobre Fq de la Sección 2.2.2, en esta sección consideramos la clausura pro-
yectiva pcl(Vr) ⊂ Pr de Vr. Comenzamos estudiando el comportamiento de pcl(Vr)
en el hiperplano del infinito, para luego dar algunas propiedades de la geometŕıa de
pcl(Vr).

Consideramos la descomposición de cada polinomio Ri de (4.1) en sus compo-
nentes homogéneas, es decir,

Ri = Rdi
i +Rdi−1

i + · · ·+R0
i ,

donde cada Rj
i ∈ Fq[X1, . . . , Xr] es homogéneo de grado j o cero y Rdi

i es no nulo
para 1 ≤ j ≤ m. Aśı, la homogeneización de cada Ri es el siguiente polinomio de
Fq[X0, . . . , Xr]:

Rh
i = Rdi

i +Rdi−1
i X0 + · · ·+R0

iX
di
0 . (4.6)

Se deduce que Rh
i (0, X1, . . . , Xr) = Rdi

i para 1 ≤ i ≤ m.
A fin de obtener una cota superior no trivial sobre la dimensión del lugar singular

de pcl(Vr) en el hiperplano del infinito, vamos a estudiar el conjunto de ceros comunes
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de los polinomios Rd1
1 , . . . , R

dm
m . Con este objetivo, en el siguiente lema relacionamos

cada Rdi
i con la componente Swt

i de mayor peso de Si. En efecto, sea ai1,...,isY
i1
1 · · ·Y is

s

un monomio arbitrario que aparece en la representación densa de Si. Entonces su
peso wt(ai1,...,isY

i1
1 · · ·Y is

s ) =
∑s

j=1 j · ij coincide con el grado del correspondiente

monomio ai1,...,isΠ
i1
1 · · ·Πis

s de Ri. Aśı deducimos fácilmente el siguiente resultado.

Lema 4.1.8. Sea Rdi
i la componente homogénea de mayor grado de Ri y sea Swt

i la
componente de mayor peso de Si. Entonces R

di
i = Swt

i (Π1, . . . ,Πs) para 1 ≤ i ≤ m.

Sea Σ∞
r ⊂ Pr el lugar singular de pcl(Vr) en el hiperplano del infinito, es decir el

conjunto de puntos singulares de pcl(Vr) que se encuentran en {X0 = 0}. A partir
del Lema 4.1.8 obtenemos el siguiente resultado en relación a Σ∞

r .

Lema 4.1.9. El lugar singular Σ∞
r ⊂ Pr en el hiperplano del infinito tiene dimensión

a lo sumo s− 2.

Demostración. Sea x := (0 : x1 : . . . : xr) un punto arbitrario de Σ∞
r . Dado que

los polinomios Rh
i se anulan en pcl(Vr), tenemos que Rh

i (x) = Rdi
i (x1, . . . , xr) = 0

para 1 ≤ i ≤ m. Denotamos por (∂Rd/∂X) := (∂Rdi
i /∂Xj)1≤i≤m,1≤j≤r la matriz

Jacobiana de Rd1
1 , . . . , R

dm
m con respecto a X1, . . . , Xr. Afirmamos que (∂Rd/∂X)(x)

no es de rango completo. En efecto, si el rango de dicha matriz fuera igual a m,
tendŕıamos que dim Tx(pcl(Vr)) ≤ r −m, lo cual implicaŕıa que x es un punto no
singular de pcl(Vr). Esto contradice la hipótesis sobre x.

Por otro lado, el Lema 4.1.8 asegura que Rdi
i = Swt

i (Π1, . . . ,Πs) para 1 ≤ i ≤ m.
Combinando la hipótesis (H3) con el Lema 4.1.8 deducimos que los polinomios
Rd1

1 , . . . , R
dm
m satisfacen las hipótesis del Teorema 4.1.5. Concluimos aśı que el conjun-

to de puntos xaff := (0, x1, . . . , xr) ∈ V (Rd1
1 , . . . , R

dm
m ) ⊂ Ar tal que (∂Rd/∂X)(xaff)

no es de rango completo, es un cono af́ın de Ar+1 de dimensión a lo sumo s− 1. Por
lo tanto, la variedad proyectiva Σ∞

r tiene dimensión a lo sumo s− 2.

A continuación damos un resultado sobre la variedad V (Rd1
1 , . . . , R

dm
m ) ⊂ Pr−1

que nos permitirá obtener información sobre el comportamiento de pcl(Vr) en el
hiperplano del infinito.

Lema 4.1.10. V (Rd1
1 , . . . , R

dm
m ) ⊂ Pr−1 es absolutamente irreducible de dimensión

r −m− 1, grado a lo sumo
∏m

i=1 di y lugar singular de dimensión a lo sumo s− 2.

Demostración. Por el Lema 4.1.8 tenemos que Rdi
i = Swt

i (Π1, . . . ,Πs) para 1 ≤ i ≤
m. Dado que los polinomios Swt

1 , . . . , S
wt
m satisfacen las hipótesis (H1) y (H2), por

el Lema 4.1.4, el Teorema 4.1.5 y el Corolario 4.1.7 tenemos que la Fq–variedad
af́ın de Ar definida por Rd1

1 , . . . , R
dm
m es un cono de dimensión pura r − m, grado

a lo sumo
∏m

i=1 di y lugar singular de dimensión a lo sumo s − 1. Por lo tanto, la
variedad proyectiva V (Rd1

1 , . . . , R
dm
m ) ⊂ Pr−1 tiene dimensión pura r−m− 1, grado

a lo sumo
∏m

i=1 di y lugar singular de dimensión a lo sumo s − 2. En particular,
V (Rd1

1 , . . . , R
dm
m ) ⊂ Pr−1 es una intersección completa conjuntista cuyo lugar singular

tiene codimensión al menos r−m−1−s+2 ≥ 3. El Teorema 2.1.10 asegura que ésta
resulta absolutamente irreducible, lo que completa la demostración del lema.
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En el siguiente teorema damos una caracterización completa sobre el comporta-
miento de pcl(Vr) en el hiperplano del infinito.

Teorema 4.1.11. pcl(Vr) ∩ {X0 = 0} ⊂ Pr−1 es una intersección completa de
dimensión r−m− 1 y grado

∏m
i=1 di, que es regular en codimensión r−m− s ≥ 2.

Demostración. Recordemos que pcl(Vr) tiene dimensión pura r − m. Aśı, por el
Teorema 2.1.7, cada componente irreducible de pcl(Vr) ∩ {X0 = 0} tiene dimensión
al menos r −m− 1.

De (4.6) deducimos que pcl(Vr) ∩ {X0 = 0} ⊂ V (Rd1
1 , . . . , R

dm
m ). Por el Lema

4.1.10 tenemos que V (Rd1
1 , . . . , R

dm
m ) es absolutamente irreducible de dimensión r−

m− 1. Concluimos que pcl(Vr)∩{X0 = 0} es también absolutamente irreducible de
dimensión r −m− 1, y por el Teorema 2.1.3 tenemos que

pcl(Vr) ∩ {X0 = 0} = V (Rd1
1 , . . . , R

dm
m ).

De acuerdo al Corolario 4.1.7, los polinomios Rd1
1 , . . . , R

dm
m definen un ideal radi-

cal. Aśı concluimos que V (Rd1
1 , . . . , R

dm
m ) es una intersección completa, y del Teorema

2.1.14 tenemos que

deg(pcl(Vr) ∩ {X0 = 0}) =
m∏

i=1

di.

Resta demostrar la afirmación sobre la regularidad de pcl(Vr) ∩ {X0 = 0}. Del
Lema 4.1.10 deducimos que el lugar singular de pcl(Vr)∩ {X0 = 0} tiene dimensión
a lo sumo s− 2. Por lo tanto, pcl(Vr)∩{X0 = 0} es regular en codimensión r−m−
1− (s− 2)− 1 = r −m− s.

Concluimos esta sección con un teorema que recopila todas las propiedades de
la clausura proyectiva pcl(Vr) que necesitamos.

Teorema 4.1.12. La variedad proyectiva pcl(Vr) ⊂ Pr es una intersección completa
de dimensión r −m y grado

∏m
i=1 di, que es regular en codimensión r −m− s ≥ 2.

Demostración. Observamos primeramente que pcl(Vr) es de dimensión pura r−m.
Por un lado, tenemos que el conjunto de puntos singulares de pcl(Vr) que pertenecen
al abierto {X0 6= 0} está contenido en el lugar singular de pcl(Vr) ∩ {X0 6= 0}, y el
Teorema 4.1.5 muestra que el lugar singular de pcl(Vr)∩{X0 6= 0} tiene dimensión a
lo sumo s−1. Por otro lado, por [GL02a, Lemma 1.1] tenemos que el lugar singular de
pcl(Vr) en el hiperplano en el infinito está contenido en el lugar singular de pcl(Vr)∩
{X0 = 0}, y el Teorema 4.1.11 muestra que el lugar singular de pcl(Vr) ∩ {X0 = 0}
tiene dimensión a lo sumo s − 2. Por lo tanto, el lugar singular de pcl(Vr) tiene
dimensión a lo sumo s− 1 y pcl(Vr) es regular en codimensión r−m− (s− 1)− 1 =
r −m− s.

Observemos que pcl(Vr) está contenido en la variedad proyectiva V (Rh
1 , . . . , R

h
m).

Además, tenemos las siguientes inclusiones:

V (Rh
1 , . . . , R

h
m) ∩ {X0 6= 0} ⊂ V (R1, . . . , Rm),

V (Rh
1 , . . . , R

h
m) ∩ {X0 = 0} ⊂ V (Rd1

1 , . . . , R
dm
m ).
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El Lema 4.1.10 prueba que V (Rd1
1 , . . . , R

dm
m ) ⊂ Pr−1 es absolutamente irreducible de

dimensión r −m− 1, mientras que el Lema 4.1.4 muestra que V (R1, . . . , Rm) ⊂ Ar
es de dimensión pura r −m. Por lo tanto, V (Rh

1 , . . . , R
h
m) ⊂ Pr tiene dimensión a

lo sumo r −m. Teniendo en cuenta que dicha variedad está definida por m polino-
mios, deducimos que es una intersección completa conjuntista de dimensión r −m.
Aplicando el Teorema 4.1.5 a R1, . . . , Rm, y a Rd1

1 , . . . , R
dm
m , vemos que los polino-

mios Rh
1 , . . . , R

h
m definen un ideal radical y el lugar singular de V (Rh

1 , . . . , R
h
m) tiene

codimensión r−m− (s−1) ≥ 3. Del Teorema 2.1.10 deducimos que V (Rh
1 , . . . , R

h
m)

es absolutamente irreducible.
Dado que pcl(Vr) está contenido en V (Rh

1 , . . . , R
h
m), ambas variedades proyectivas

tienen dimensión r−m y V (Rh
1 , . . . , R

h
m) es absolutamente irreducible, del Teorema

2.1.3 deducimos que
pcl(Vr) = V (Rh

1 , . . . , R
h
m). (4.7)

Finalmente, dado que los polinomios Rh
1 , . . . , R

h
m definen un ideal radical, (4.7)

y el Teorema de Bézout prueban que pcl(Vr) es una intersección completa de grado∏m
i=1 di. Esto finaliza la demostración del teorema.

4.1.3. El número de puntos Fq–racionales

En esta sección damos una estimación del número de puntos Fq–racionales de la
variedad af́ın Vr ⊂ Ar definida por los polinomios simétricos R1, . . . , Rm de (4.1).
Para esto, vamos a usar una estimación sobre el número de puntos Fq–racionales de
una intersección completa proyectiva definida sobre Fq, regular en codimensión 2,
del Teorema 2.2.11.

Consideramos la clausura proyectiva pcl(Vr) de Vr y sea Vr,∞ := pcl(Vr)∩{X0 =
0}. Combinando los Teoremas 4.1.11 y 4.1.12 con la estimación (2.8) del Teorema
2.2.11, obtenemos que

∣∣|pcl(Vr)(Fq)| − pr−m
∣∣ ≤ 14D3δ2qr−m−1,∣∣|Vr,∞(Fq)| − pr−m−1

∣∣ ≤ 14D3δ2qr−m−2,

donde D :=
∑m

i=1(di − 1) y δ :=
∏m

i=1 di. En consecuencia,
∣∣|Vr(Fq)| − qr−m

∣∣ =
∣∣|pcl(Vr)(Fq)| − |Vr,∞(Fq)| − pr−m + pr−m−1

∣∣

≤
∣∣|pcl(Vr)(Fq)| − pr−m

∣∣+
∣∣|Vr,∞(Fq)| − pr−m−1

∣∣

≤ 14D3δ2(q + 1)qr−m−2.

Por lo tanto tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.1.13. Sean s, r,m enteros positivos tales que m ≤ s ≤ r−m− 2. Sean
R1, . . . , Rm ∈ Fq[X1, . . . , Xr] los polinomios definidos como Ri := Si(Π1, . . . ,Πs)
para 1 ≤ i ≤ m, donde S1, . . . , Sm ∈ Fq[Y1, . . . , Ys] satisfacen las hipótesis (H1),
(H2) y (H3). Denotamos por di := degRi para 1 ≤ i ≤ m, D :=

∑m
i=1(di − 1) y

δ :=
∏m

i=1 di. Si Vr := V (R1, . . . , Rm) ⊂ Ar, entonces
∣∣|Vr(Fq)| − qr−m

∣∣ ≤ 14D3δ2(q + 1)qr−m−2.
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En los caṕıtulos siguientes necesitaremos no solo estimaciones del número de
puntos Fq–racionales de una intersección completa dada, sino también del número
de puntos Fq–racionales con todas las coordenadas distintas dos a dos. En el siguiente
teorema damos una cota superior de la cantidad de puntos Fq–racionales de Vr tales
que dos coordenadas toman el mismo valor y, finalmente, damos un corolario de la
cantidad de puntos Fq–racionales de Vr con coordenadas distintas dos a dos.

Teorema 4.1.14. Con las notaciones y las hipótesis del Teorema 4.1.13, dados i y
j con 1 ≤ i < j ≤ r, tenemos que Vr ∩ {Xi = Xj} es de dimensión pura r −m− 1.
En particular, vale la siguiente estimación:

|Vr(Fq) ∩ {Xi = Xj}| ≤ δqr−m−1.

Demostración. El Teorema 4.1.12 prueba que pcl(Vr) es una intersección completa
regular en codimensión r−m−s ≥ 2. Por lo tanto, por el Teorema 2.1.10 concluimos
que es absolutamente irreducible. Esto implica que Vr también es absolutamente
irreducible.

Sin pérdida de generalidad suponemos que i = r − 1 y j = r. Podemos con-
siderar a Vr−1,r := Vr ∩ {Xr−1 = Xr} como la subvariedad de Ar−1 definida por
los polinomios Ri := Si(Π

∗
1, . . . ,Π

∗
s) ∈ Fq[X1, . . . , Xr−1] para 1 ≤ i ≤ m, donde

Π∗
i := Πi(X1, . . . , Xr−1, Xr−1) es el polinomio que se obtiene al sustituir Xr por

Xr−1 en el i–ésimo polinomio simétrico elemental Πi de Fq[X1, . . . , Xr]. Observemos
que

Π∗
i = Πr−2

i + 2Xr−1 · Πr−2
i−1 +X2

r−1 · Πr−2
i−2 (4.8)

donde Πr−2
j es el j–ésimo polinomio simétrico elemental de Fq[X1, . . . , Xr−2] para

1 ≤ j ≤ s.
Sea Π∗ := (Π∗

1, . . . ,Π
∗
s) y denotemos por (∂Π∗/∂X∗) la matriz Jacobiana de

Π∗ con respecto a X1, . . . , Xr−1. Observemos también que el conjunto de puntos x
de Vr−1,r para los cuales la matriz Jacobiana

(
∂(R ◦Π∗)/∂X∗)(x) no es de rango

completo, tiene dimensión a lo sumo s. En efecto, de (4.8) concluimos que el menor
no nulo de tamaño s×s de la matriz Jacobiana (∂Π∗/∂X∗) que determina cualquier
elección i1, . . . , is de columnas con 1 ≤ i1 < i2 < · · · < is ≤ r − 2 coincide con el
correspondiente menor no nulo de (∂Πr−2

i /∂Xj)1≤i≤s,1≤j≤r−1. En particular, tal me-
nor maximal no nulo de (∂Π∗

i /∂Xj)1≤i≤s,1≤j≤r−2 es, salvo signo, un determinante de
Vandermonde que depende de s de las indeterminadas X1, . . . , Xr−2. Argumentando
como en la demostración del Teorema 4.1.5 deducimos que el conjunto de puntos x
de Vr−1,r para los cuales la matriz Jacobiana

(
∂(R ◦Π∗)/∂X∗)(x) no es de rango

completo, está incluido en una unión de variedades lineales de dimensión s (ver la
Observación 4.1.6), y aśı tiene dimensión a lo sumo s.

Sea C una componente irreducible de Vr−1,r. Entonces, por el Teorema 2.1.7, C
tiene dimensión al menos r − m − 1. Como r − m − 1 − s ≥ 1, se tiene que para
un punto genérico x ∈ C la matriz Jacobiana

(
∂(R ◦ Π∗)/∂X∗)(x) tiene rango

m. Concluimos que el espacio tangente de Vr−1,r en x tiene dimensión a lo sumo
r−m−1, lo cual implica que C tiene dimensión r−m−1. Concluimos que Vr−1,r es
de dimensión pura r−m−1, finalizando aśı la demostración de la primera afirmación
del teorema.
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familias lineales

Por otro lado, de la desigualdad de Bézout (2.1.14) se sigue que deg Vr ∩ {Xi =
Xj} ≤ deg Vr. La segunda afirmación se deduce inmediatamente del Teorema 2.2.1.

Sea I un subconjunto de {(i, j) : 1 ≤ i < j ≤ r} y sea V =
r ⊂ Ar la variedad

definida como
V =
r :=

⋃

(i,j)∈I
Vr ∩ {Xi = Xj}.

Asimismo, denotamos por V 6=
r := Vr \ V =

r . Obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.1.15. Con las notaciones y las hipótesis del Teorema 4.1.13,

∣∣|V 6=
r (Fq)| − qr−m

∣∣ ≤ 14D3δ2(q + 1)qr−m−2 + |I|δqr−m−1.

Demostración. Del Teorema 4.1.14, tenemos que

|V =
r (Fq)| ≤

∑

(i,j)∈I
δqr−m−1 = |I|δqr−m−1.

Por lo tanto, del Teorema 4.1.13 deducimos que

∣∣|V 6=
r (Fq)| − qr−m

∣∣ ≤
∣∣|Vr(Fq)| − qr−m

∣∣+ |V =
r (Fq)|

≤ 14D3δ2(q + 1)qr−m−2 + |I|δqr−m−1.

Esto finaliza la demostración del corolario.

4.2. Estimaciones para ciertas intersecciones com-

pletas asociadas a familias lineales

En esta sección estudiamos el conjunto de puntos Fq–racionales de ciertas va-
riedades definidas por polinomios simétricos asociadas a familias lineales de polino-
mios univariados. Probamos que dichas variedades resultan intersecciones completas
simétricas normales. Esto nos permite aplicar la estimación para intersecciones com-
pletas normales proyectivas del Teorema 2.2.10 y proporcionar, aśı, una estimación
de la cantidad de puntos Fq–racionales de dichas intersecciones completas. Estas
intersecciones completas normales aparecerán en el estudio de los patrones de fac-
torización en familias lineales sobre cuerpos finitos.

4.2.1. Aspectos geométricos

Sean d, s y m enteros tales que m ≤ s ≤ d− 3. Sean Z1, . . . , Zd indeterminadas
sobre Fq. Sea Z := (Z1, . . . , Zs) y sean S1, . . . , Sm ∈ Fq[Z] los polinomios definidos
de la siguiente manera:

Sk :=
s∑

j=1

(−1)jbk,d−jZj + bk,0 (1 ≤ k ≤ m). (4.9)
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Observemos que S1, . . . , Sm tienen grado 1. Podemos suponer sin pérdida de gene-
ralidad que las componentes homogéneas de grado 1 son linealmente independientes
en Fq[Z]. Aśı, la matriz Jacobiana (∂S/∂Z)(z) de S := (S1, . . . , Sm) con respecto a
Z := (Z1, . . . , Zs) tiene rango m para todo z ∈ As.

Sean Y1, . . . , Yd indeterminadas sobre Fq e Y := (Y1, . . . , Yd). Sean Π1, . . . ,Πs

los primeros s polinomios simétricos elementales de Fq[Y ] y R1, . . . , Rm ∈ Fq[Y ] los
polinomios definidos como:

Rk = Sk(Π1, . . . ,Πs) (1 ≤ k ≤ m). (4.10)

Sea Vd ⊂ Ad la Fq–variedad af́ın definida por R1, . . . , Rm ∈ Fq[Y ]. En esta sección
vamos a estudiar la geometŕıa de dicha variedad. El principal resultado que damos es
que Vd es regular en codimensión 1, de lo que concluimos que Vd es una intersección
completa normal.

Consideremos S1, . . . , Sm como elementos de Fq[Z1, . . . , Zd]. Dado que la matriz
Jacobiana (∂S/∂Z)(z) es de rango completo para todo z ∈ As, la variedad lineal
Wd ⊂ Ad definida por S1, . . . , Sm tiene dimensión d−m. Consideramos el siguiente
morfismo sobreyectivo:

Πd : Ad → Ad

y 7→ (Π1(y), . . . ,Πd(y)).

De la misma manera que en la sección anterior, es fácil demostrar que Πd es un
morfismo finito.

Observemos que la variedad lineal W j
d := V (S1, . . . , Sj) ⊂ Ad es irreducible

de dimensión d − j. Del Teorema 2.1.4 deducimos que la variedad (Πd)−1(W j
d ) =

V (R1, . . . , Rj) ⊂ Ad es de dimensión pura d−j. En consecuencia, R1, . . . , Rm forman
una sucesión regular de Fq[Y ], de donde deducimos el siguiente resultado.

Lema 4.2.1. Sea Vd ⊂ Ad la variedad definida por R1, . . . , Rm. Entonces Vd es una
intersección completa conjuntista de dimensión d−m.

A continuación analizamos la dimensión del lugar singular de Vd. Suponemos sin
pérdida de generalidad que (∂S/∂Z)(z) es una matriz escalonada por columnas.
Sean 1 ≤ i1 < · · · < im ≤ s los ı́ndices correspondientes a los pivotes. Sea I :=
{i1, . . . , im} y J := {j1, . . . , js−m} := {1, . . . , s} \ I. Entonces la matriz Jacobiana

M :=
(
∂(S1, . . . , Sm, Zj1 , . . . , Zjs−m

)/∂Z
)

(4.11)

es inversible. Sean B0, . . . , Bd−m−1 nuevas indeterminadas sobre Fq y definamos
Sm+k := Zjk + Bd−m−k (1 ≤ k ≤ s − m) y Sk := Zk + Bd−k (s + 1 ≤ k ≤ d).
Sean B := (Bd−m−1, . . . , B0), S

e := (S1, . . . , Sd) y Ze := (Z1, . . . , Zd). Observemos
que la siguiente matriz Jacobiana de tamaño d× d:

(
∂Se/∂Ze

)
:=
(
∂(S1, . . . , Sm, Zj1 , . . . , Zjs−m

, Zs+1, . . . , Zd)/∂Z
e
)
,

también es inversible. Consideremos el morfismo sobreyectivo

Π : Ad → As

y 7→ (Π1(y), . . . ,Πs(y)).
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Finalmente, introducimos la variedad V e
d ⊂ A2d−m definida de la siguiente manera:

V e
d := {(y, b) ∈ Ad × Ad−m : Sj(Π

d(y), b) = 0 (1 ≤ j ≤ d)}.

Vamos a establecer una relación entre las variedades Vd y V
e
d . Si (y, b) es un punto

de V e
d , entonces Sj(Π

d(y), b) = Sj(Π(y)) = 0 para 1 ≤ j ≤ m, lo cual implica que
y ∈ Vd. Esto muestra que el siguiente morfismo regular de variedades afines está
bien definido:

Φe
1 : V

e
d → Vd

(y, b) 7→ y.

Más aún, por la definición de V e
d es fácil ver que Φe

1 resulta ser un isomorfismo de
variedades afines, cuya inversa es el siguiente morfismo:

Ψe : Vd → V e
d

y 7→
(
y,−Πj1(y), . . . ,−Πjs−m

(y),−Πs+1(y), . . . ,−Πd(y)
)
.

Concluimos aśı que V e
d ⊂ A2d−m es una variedad af́ın de dimensión pura d − m.

Nuestro objetivo es mostrar que el lugar singular Σ de Vd tiene codimensión al
menos 2 en Vd. Para este próposito, vamos a mostrar que el lugar singular Σe de V e

d

tiene codimensión al menos 2 en V e
d .

Definimos Rm+k := Sm+k(Π
d,B) para 1 ≤ k ≤ d−m. Denotamos con (∂R/∂Y )

la matriz Jacobiana de R := (R1, . . . , Rm) con respecto a Y y con (∂Re/∂(Y ,B))
la matriz Jacobiana de Re := (R1, . . . , Rd) con respecto a Y y B. La siguiente
observación muestra la relación entre el lugar singular de Vd y el de V e

d .

Observación 4.2.2. Para y ∈ Vd, sea (y, b) := Ψe(y). Entonces (∂R/∂Y )(y) tiene
rango máximo m si y solo si

(
∂Re/∂(Y ,B)

)
(y, b) tiene rango máximo d.

Demostración. Sea y ∈ Vd. Observemos que de la definición de Re deducimos que(
∂Re/∂(Y ,B)

)
(y, b) tiene la siguiente estructura por bloques:

∂Re

∂(Y ,B)
(y, b) =

(
∂R
∂Y

(y) 0

∂(Re\R)
∂Y

(y, b) ∂(Re\R)
∂B

(y, b)

)
=

(
∂R
∂Y

(y) 0

∂(Re\R)
∂Y

(y, b) I

)
,

donde 0 denota la matriz nula de tamaño m×(d−m) e I denota la matriz identidad
de tamaño (d−m)×(d−m). Se sigue fácilmente la conclusión de la observación.

Con el objetivo de obtener una cota superior de la dimensión del lugar singular
de V e

d , consideramos la siguiente proyección:

Φe
2 : V

e
d → Ad−m

(y, b) 7→ b,

y analizamos Φe
2(Σ

e), donde Σe es el lugar singular de V e
d . Comenzamos con el

siguiente lema.
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Lema 4.2.3. Sea bi,0 = Si(0) para 1 ≤ i ≤ m y sea b0 := (b1,0, . . . , bm,0). Denotamos
con BJ := (Bd−m−1, . . . , Bd−s) y sea mj la j–ésima fila de M−1 para 1 ≤ j ≤ s,
donde M es la matriz definida en (4.11). Entonces el polinomio

Pj := Y d
j −

s∑

k=1

(−1)kmk · (b0,BJ)
tY d−k
j −

d∑

k=s+1

(−1)kBd−kY
d−k
j (4.12)

se anula en V e
d para 1 ≤ j ≤ d.

Demostración. De la definición de la matriz M, deducimos que

(R1, . . . , Rs)
t = M ·Πt + (b0,BJ)

t, (4.13)

donde Π := (Π1, . . . ,Πs). Como M es inversible, Π(y)t + M−1(b0, bJ)
t = 0 para

todo (y, b) ∈ V e. Por lo tanto,

Πk(y) +mk · (b0, bJ)t = 0 (1 ≤ k ≤ s)

para todo (y, b) ∈ V e
d .

Fijamos j con 1 ≤ j ≤ d. Por la igualdad
∏d

j=1(T−yj) = T d+
∑d

k=1(−1)kΠk(y)T
d−k,

se tiene que

(yj)
d +

d∑

k=1

(−1)k Πk(y) (yj)
d−k = 0 (1 ≤ j ≤ d). (4.14)

Combinando (4.13) y (4.14) y la definición de Se, deducimos fácilmente que el
polinomio Pj de (4.12) se anula en V e

d .

El siguiente resultado muestra que Φe
2 es un morfismo finito. Este resultado nos

permitirá estudiar el lugar singular Σe de V e
d a partir de información sobre Φe

2(Σ
e).

Lema 4.2.4. Φe
2 es un morfismo finito.

Demostración. Tenemos que demostrar que Φe
2 es dominante y que la extensión

Fq[B] →֒ Fq[V
e
d ] es entera.

Empezamos con la primera afirmación. Sea b ∈ Ad−m un punto de la imagen de
Φe

2 y sea y ∈ Vd un punto tal que (y, b) ∈ V e
d . De la definición de Pj deducimos

que el polinomio Pj(Yj, b) tiene a lo sumo d ráıces en Fq. El Lema 4.2.3 muestra
que Pj(yj, b) = 0 para cada y ∈ Vd, con 1 ≤ j ≤ d. Se deduce que, para cada j
con 1 ≤ j ≤ d, existen finitas posibles elecciones para la j–ésima coordenada de un
punto y ∈ Vd con (y, b) ∈ V e

d . En otras palabras, la fibra (Φe
2)

−1(b) tiene finitos
puntos, es decir, es de dimensión cero. El Teorema de la dimensión de la fibra (ver
Teorema 2.1.5) asegura que dimV e

d − dimΦe
2(V

e
d ) ≤ dim(Φe

2)
−1(b) = 0, es decir,

dimΦe
2(V

e
d ) ≥ d −m. Por otro lado, del Teorema 2.1.6 tenemos que dimΦe

2(V
e
d ) ≤

dimV e
d = d−m. Deducimos aśı que Φe

2 es dominante.
Veamos ahora la segunda afirmación del lema. Dado que Pj(Yj,B) = 0 en Fq[V

e
d ]

para 1 ≤ j ≤ d, la extensión Fq[B] →֒ Fq[V
e
d ] es entera. Esto implica que Φe

2 es un
morfismo finito y finaliza aśı la demostración del lema.
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La siguiente proposición da una caracterización parcial del lugar singular de
V e
d . Para ello usamos el hecho de que la variedad Vd está definida por polinomios

simétricos. La demostración sigue parte de las ideas de la demostración del Teorema
4.1.5.

Proposición 4.2.5. Sea (y, b) ∈ V e
d un punto tal que (∂Re/∂(Y ,B))(y, b) no

es de rango completo. Entonces existen i, j, k, l ∈ {1, . . . , d} con i < j, k < l y
{i, j} ∩ {k, l} = ∅ tales que yi = yj y yk = yl.

Demostración. Sea (y, b) ∈ V e
d un punto en las hipótesis de la proposición. Por la

Observación 4.2.2, la matriz Jacobiana (∂R/∂Y )(y) no es de rango completo. Como
R = S ◦Π, por la regla de la cadena vemos que

(
∂R

∂Y

)
=

(
∂S

∂Z
◦Π

)
·
(
∂Π

∂Y

)
.

Sea v ∈ Am un vector no nulo en el núcleo a izquierda de (∂R/∂Y )(y). Entonces

0 = v ·
(
∂R

∂Y

)
(y) = v ·

(
∂S

∂Z

)(
Π(y)

)
·
(
∂Π

∂Y

)
(y).

Como la matriz Jacobiana (∂S/∂Z)
(
Π(y)

)
es de rango completo, el vector w :=

v · (∂S/∂Z)
(
Π(y)

)
∈ As es no nulo, y satisface la identidad

w ·
(
∂Π

∂Y

)
(y) = 0.

Concluimos que todos los menores maximales de (∂Π/∂Y )(y) son nulos.
Como ya dijimos en la sección anterior, las derivadas parciales de los polinomios

simétricos elementales Πi sastifacen las siguientes igualdades para 1 ≤ i ≤ s y
1 ≤ j ≤ d:

∂Πi

∂Yj
= Πi−1 − YjΠi−2 + Y 2

j Πi−3 + · · ·+ (−1)i−1Y i−1
j .

En consecuencia, si V es la matriz de Vandermonde definida por V := (Y i−1
j )1≤i≤s, 1≤j≤d,

entonces la matriz Jacobiana (∂Π/∂Y ) puede factorizarse de la siguiente manera:

(
∂Π

∂Y

)
=




1 0 0 . . . 0
Π1 −1 0

Π2 −Π1 1
. . .

...
...

...
...

. . . 0
Πs−1 −Πs−2 Πs−3 · · · (−1)s−1




· V .

Dado que todos los menores maximales de (∂Π/∂Y )(y) son nulos, todos los menores
maximales de V(y) son también nulos.

Fijamos 1 ≤ k1 < · · · < ks ≤ d, sea K := (k1, . . . , ks) y sea VK(y) la matriz
de tamaño s × s formada por las columnas k1, . . . , ks de la matriz V(y), es decir,
VK(y) := (yi−1

kj
)1≤i,j≤s. Tenemos que
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det
(
VK(y)

)
=

∏

1≤j<j′≤s
(ykj − ykj′ ) = 0.

Como esta identidad vale para todo K := (k1, . . . , ks) como arriba, concluimos que
y tiene a lo sumo s − 1 ≤ d − 4 coordenadas distintas dos a dos. En particular,
existen 1 ≤ i < j ≤ d − 2 con yi = yj. Supongamos sin pérdida de generalidad
que i = 1 y j = 2. Entonces existen 3 ≤ k < l ≤ d con yk = yl. Esto finaliza la
demostración de la proposición.

En la siguiente proposición damos una cota superior de la dimensión del lugar
singular de V e

d . Para ello, observamos que, dado (y, b) ∈ V e
d , si fijamos b ∈ Ad−m,

las ráıces del polinomio Pb := Pj(Yj, b) son las coordenadas del punto y ∈ Vd. La
Proposición 4.2.5 implica que Pb tiene dos ráıces dobles o una triple, hecho que nos
permitirá controlar la dimensión del lugar singular de V e

d .

Proposición 4.2.6. Sea p > 2. El conjunto D de puntos (y, b) ∈ V e
d tales que la

matriz Jacobiana (∂Re/∂(Y ,B))(y, b) no es de rango completo, tiene codimensión
al menos 2 en V e

d . En particular, el lugar singular de V e
d tiene codimensión al menos

2 en V e
d .

Demostración. Por el Lema 4.2.3 tenemos que el polinomio

Pj := Y d
j −

s∑

k=1

(−1)kmk · (b0,BJ)
tY d−k
j −

s∑

k=s+1

(−1)kBd−kY
d−k
j

se anula en V e
d para 1 ≤ j ≤ d. Sea (y, b) un punto de D y sea Pb ∈ Fq[T ] el

polinomio definido como

Pb := T d −
s∑

k=1

(−1)kmk · (b0, bJ)tT d−k −
d∑

k=s+1

(−1)kbd−kT
d−k

= T d +
d∑

k=1

(−1)k Πk(y)T
d−k =

d∏

j=1

(T − yj).

Como las ráıces de Pb en Fq son las coordenadas del punto y ∈ Vd, por la Proposición
4.2.5 tenemos que Pb, o bien tiene dos ráıces múltiples distintas, o bien tiene una
ráız múltiple de multiplicidad al menos 3.

Observemos que si P ′
b es nulo, entonces el Lema 3.2.5 asegura que el conjunto C0

de todos los elementos b ∈ Ad−m tales que P ′
b = 0 está contenido en una subvariedad

de codimensión 2 de Ad−m. Por otro lado, por el Lema 3.2.7 deducimos que el
conjunto C1 de todos los elementos b ∈ Ad−m tales que Pb tiene dos ráıces múltiples
distintas está contenido en una subvariedad de codimensión 2 de Ad−m. Finalmente,
el Lema 3.2.9 implica que el conjunto C2 de todos los elementos b ∈ Ad−m tales que
Pb tiene una ráız de multiplicidad al menos tres está contenido en una subvariedad
de codimensión 2 de Ad−m. En consecuencia, dado que la imagen de D por Φe

2 está
contenida en C0∪C1∪C2, y cada Ci está contenida en una subvariedad de codimensión
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2 de An−m, deducimos que Φe
2(D) está contenido en una subvariedad de codimensión

2 de Ad−m.
Por otro lado, el Lema 4.2.4 muestra que Φe

2 es un morfismo finito. Por lo tanto,
del hecho de que la imagen inversa por Φe

2 de una subvariedad de Ad−m de codimen-
sión 2 es una subvariedad de V e de codimensión 2, deducimos la primera afirmación
de la proposición.

Demostramos ahora la segunda afirmación. Sea (y, b) un punto singular de V e
d y

sea TyV
e
d el espacio tangente de V e

d en y. Como V e
d = V (R1, . . . , Rd), para cualquier

punto v ∈ TyV
e
d tenemos que (∂Re/∂Y )(y, b) · v = 0. Si la matriz Jacobiana

(∂Re/∂Y )(y, b) tuviera rango máximo, entonces TyV
e
d debeŕıa tener dimensión a lo

sumo d −m, lo que contradiŕıa el hecho de que (y, b) es un punto singular de V e
d .

Esto finaliza la demostración de la segunda afirmación.

Finalizamos dando el resultado principal de esta sección, que acota superiormente
la dimensión del lugar singular de Vd.

Teorema 4.2.7. Sea p > 2. El conjunto de puntos y ∈ Vd para los cuales (∂R/∂Y )(y)
no es de rango completo, tiene codimensión al menos 2 en Vd. En particular, el lugar
singular Σ de Vd tiene codimensión al menos 2 en Vd.

Demostración. Sea D el conjunto formado por todos los puntos (y, b) ∈ V e
d para los

cuales (∂Re/∂(Y ,B))(y, b) no es de rango completo y sea E el conjunto de puntos
y ∈ Vd para los cuales (∂R/∂Y )(y) no es de rango completo. Recordemos que la
proyección Φe

1 : V
e
d → Vd definida por Φe

1(y, b) := y es un isomorfismo de variedades
afines. Más aún, la Observación 4.2.2 asegura que Φe

1(D) = E . Por otro lado, la
Proposición 4.2.6 muestra que D está contenido en una subvariedad de codimensión
2 en V e

d , lo que implica que E está contenido en una subvariedad de codimensión 2
en Vd. Esto prueba la primera afirmación.

Sea ahora y un punto de Σ. Del Lema 4.2.1 tenemos que dim TyVd > d−m. Esto
implica que rg (∂R/∂Y ) (y) < m, pues de otra manera tendŕıamos que dim TyVd ≤
d −m, lo cual contradiŕıa el hecho de que y es un punto singular de Vd. Aśı de la
primera afirmación, que ya demostramos, se sigue la segunda afirmación.

Del Lema 4.2.1 y el Teorema 4.2.7 obtenemos las siguientes propiedades de los
polinomios R1, . . . , Rm y de la variedad Vd. Por el Teorema 4.2.7, el conjunto de
puntos y ∈ Vd para los cuales la matriz Jacobiana (∂R/∂Y )(y) no es de rango
completo, tiene codimensión al menos 2 en Vd. Como los polinomios R1, . . . , Rm

forman una sucesión regular de Fq[Y ], de [Eis95, Theorem 18.15] concluimos que
R1, . . . , Rm definen un ideal radical de Fq[Y ]. Aśı, Vd es una intersección completa.

Por otro lado, recordemos que la matriz Jacobiana (∂S/∂Z) es una matriz esca-
lonada por columnas y que los ı́ndices i1, . . . , im corresponden a las posiciones de los
pivotes de (∂S/∂Z). Entonces cada polinomio Rj tiene grado ij para 1 ≤ j ≤ m.
Por la desigualdad de Bézout (2.1) tenemos que deg Vd ≤ ∏m

j=1 degRj = i1 · · · im.
En otras palabras, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.2.8. Sea p > 2. Los polinomios R1, . . . , Rm definen un ideal radical y
la variedad Vd tiene grado deg Vd ≤

∏m
j=1 degRj = i1 · · · im.
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4.2.2. La geometŕıa de la clausura proyectiva

En esta sección estudiamos la clausura proyectiva pcl(Vd) ⊂ Pd de la variedad
Vd y del conjunto de puntos de dicha clausura en el hiperplano del infinito. Estas
propiedades nos permitirán dar una estimación expĺıcita de la cantidad de puntos
Fq–racionales de Vd.

Comenzamos discutiendo el comportamiento de pcl(Vd) en el hiperplano del in-
finito. De acuerdo a (4.10), cada Rk está definido por

Rk = Sk(Π1, . . . ,Πs),

donde S1, . . . , Sm ∈ Fq[Z] están definidos en (4.9). Como antes, vamos a suponer
que la matriz Jacobiana (∂S/∂Z) está escalonada por columnas, es decir, existen
1 ≤ i1 < i2 < · · · < im ≤ s tales que

Rk = bk,0 +

ik∑

j=1

(−1)jbk,d−jΠj, (4.15)

donde bk,d−ik 6= 0 para cada 1 ≤ k ≤ m. Aśı, la homogeneización de cada Rk es el
siguiente polinomio de Fq[Y0, . . . , Yd]:

Rh
k = bk,0Y

ik
0 +

ik∑

j=1

(−1)jbk,d−jΠjY
ik−j
0 (1 ≤ k ≤ m). (4.16)

Se deduce que Rh
k(0, Y1, . . . , Yd) = bk,d−ikΠik para cada 1 ≤ k ≤ m. Observe-

mos que los polinomios Πi1 , . . . ,Πim son una posible elección para los polinomios
R1, . . . , Rm definidos en (4.10). Por lo tanto, puede aplicarse el Lema 4.2.1, el Teo-
rema 4.2.7 y el Corolario 4.2.8 a dichos polinomios.

Sea Σ∞ ⊂ Pd el lugar singular de pcl(Vd) en el hiperplano del infinito, es decir, el
conjunto de puntos singulares de pcl(Vd) en el hiperplano {Y0 = 0}. En el siguiente
lema damos una cota superior de la dimensión de Σ∞.

Lema 4.2.9. Si p > 2 y m ≤ s ≤ d − 3, entonces el lugar singular Σ∞ ⊂ Pd de
pcl(Vd) en el hiperplano del infinito tiene dimensión a lo sumo d−m− 3.

Demostración. Sea y := (0 : y1 : · · · : yd) un punto arbitrario de Σ∞. Como los
polinomios Rh

k se anulan en pcl(Vd), tenemos que Rh
k(y) = bk,d−ikΠik(y1, . . . , yd) = 0

para 1 ≤ k ≤ m. Denotemos por (∂ΠI/∂Y ) la matriz Jacobiana Πi1 , . . . ,Πimcon
respecto a Y1, . . . , Yd. Afirmamos que

rg

(
∂ΠI
∂Y

)
(y) < m. (4.17)

En efecto, si el rango de dicha matriz fuera igual a m, tendŕıamos dim Ty(pcl(Vd)) ≤
d−m, lo cual implicaŕıa que y seŕıa un punto no singular de pcl(Vd). Esto contradice
la hipótesis sobre y.

Por otro lado, observemos que los polinomios Πi1 , . . . ,Πim satisfacen las hipótesis
del Teorema 4.2.7. Deducimos aśı que el conjunto de puntos yaff := (0, y1, . . . , yd) ∈
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V (Π1, . . . ,Πim) ⊂ Ad tales que (∂ΠI/∂Y ) (yaff) no es de rango completo, resulta un
cono af́ın equidimensional de Ad+1 de dimensión a lo sumo d−m− 2. Por lo tanto,
la variedad proyectiva Σ∞ ⊂ Pd tiene dimensión a lo sumo d−m− 3.

El siguiente resultado concierne la variedad proyectiva V (Πi1 , . . . ,Πim) ⊂ Pd−1 y
nos permitirá obtener información sobre el comportamiento de pcl(Vd) en el hiper-
plano del infinito.

Lema 4.2.10. Sea p > 2. Entonces V (Πi1 , . . . ,Πim) ⊂ Pd−1 es absolutamente irre-
ducible de dimensión d −m − 1, grado i1 · · · im y lugar singular de dimensión a lo
sumo d−m− 3.

Demostración. Por (4.15) tenemos que Πi1 , . . . ,Πim se anulan en pcl(Vd)∩{Y0 = 0}.
El Lema 4.2.1 asegura que el cono af́ın de Ad definido por los polinomios Πi1 , . . . ,Πim

es una intersección completa conjuntista de dimensión d − m. Concluimos que
V (ΠI) := V (Πi1 , . . . ,Πim) ⊂ Pd−1 es una intersección completa conjuntista de di-
mensión d−m−1. Además, el Teorema 4.2.7 muestra que el lugar singular de V (ΠI)
tiene codimensión al menos 2 en V (ΠI). Tenemos entonces que V (ΠI) es regular en
codimensión 1, es decir, es una intersección completa normal. Del Teorema 2.1.10 se
sigue que V (ΠI) es absolutamente irreducible, lo que completa la demostración del
lema.

En el siguiente teorema caracterizamos el comportamiento de pcl(Vd) en el hi-
perplano del infinito.

Teorema 4.2.11. Si p > 2 y m ≤ s ≤ d − 3, entonces pcl(Vd) ∩ {Y0 = 0} ⊂ Pd−1

es una intersección completa normal de dimensión d−m− 1 y grado i1 · · · im.

Demostración. Por el Lema 4.2.1 vemos que la variedad proyectiva pcl(Vd) es de
dimensión pura d−m. Entonces cada componente irreducible de pcl(Vd)∩{Y0 = 0}
tiene dimensión al menos d−m− 1. Dado que pcl(Vd)∩ {Y0 = 0} está contenida en
la variedad proyectiva V (ΠI) y, por el Lema 4.2.10, V (ΠI) es absolutamente irre-
ducible de dimensión d−m−1, pcl(Vd)∩{Y0 = 0} resulta absolutamente irreducible
de dimensión d−m− 1. Por lo tanto,

pcl(Vd) ∩ {Y0 = 0} = V (Πi1 , . . . ,Πim).

Por otro lado, de [Eis95, Theorem 18.15] deducimos que Πi1 , . . . ,Πim definen un
ideal radical. Aśı, tenemos que pcl(Vd) ∩ {Y0 = 0} es una intersección completa de
dimensión d−m− 1, y por el Teorema 2.1.14 vemos que

deg
(
pcl(Vd) ∩ {Y0 = 0}

)
=

m∏

j=1

degΠij = i1 · · · im.

Finalmente, del Lema 4.2.10 deducimos que el lugar singular de pcl(Vd)∩{Y0 = 0}
tiene codimensión al menos 2. Concluimos que pcl(Vd)∩{Y0 = 0} es una intersección
completa normal. Esto finaliza la demostración del Teorema.
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Terminamos esta sección con un resultado sobre la clausura proyectiva pcl(Vd).

Teorema 4.2.12. Si p > 2 y m ≤ s ≤ d − 3, entonces pcl(Vd) ⊂ Pd es una
intersección completa normal de dimensión d−m y grado i1 · · · im.

Demostración. Sabemos que pcl(Vd) es de dimensión pura d − m. Por un lado, el
conjunto de puntos singulares de pcl(Vd) que pertenecen al abierto {Y0 6= 0} está
contenido en el lugar singular de pcl(Vd)∩{Y0 6= 0}, y el Teorema 4.2.7 muestra que
el lugar singular de pcl(Vd) ∩ {Y0 6= 0} tiene dimensión a lo sumo d −m − 2. Por
otro lado, por [GL02a, Lemma 1.1] tenemos que el lugar singular de pcl(Vd) en el
hiperplano en el infinito está contenido en el lugar singular de pcl(Vd) ∩ {Y0 = 0},
y el Teorema 4.2.11 muestra que el lugar singular de pcl(Vd) en el hiperplano del
infinito tiene dimensión a lo sumo d−m−3. Por lo tanto, el lugar singular de pcl(Vd)
tiene dimensión a lo sumo d−m− 2.

Por otro lado, observemos que pcl(Vd) está contenida en la variedad proyectiva
V (Rh) := V (Rh

j : 1 ≤ j ≤ m) ⊂ Pd. Además, tenemos las siguientes inclusiones:

V (Rh) ∩ {Y0 6= 0} ⊂ V (R), V (Rh) ∩ {Y0 = 0} ⊂ V (ΠI).

El Lema 4.2.10 prueba que V (ΠI) ⊂ Pd−1 es absolutamente irreducible de dimensión
pura d−m−1, mientras que el Lema 4.2.1 muestra que V (R) ⊂ Ad es de dimensión
pura d−m. Concluimos que V (Rh) ⊂ Pd tiene dimensión a lo sumo d−m. Dado que
V (Rh) está definida porm polinomios, resulta una intersección completa conjuntista
y, por ende, equidimensional de dimensión d − m. Por lo tanto, ninguna de sus
componentes irreducibles está contenida en el hiperplano del infinito. Esto implica
que la clausura proyectiva de la restricción de V (Rh) al espacio af́ın Ad coincide con
V (Rh), es decir, pcl(V (Rh) ∩ Ad) = V (Rh) (ver, por ejemplo, [Kun85, Proposition
I.5.17]). Como V (Rh) ∩ Ad es la variedad af́ın Vd = V (R), deducimos que

pcl(Vd) = V (Rh).

Como el lugar singular de V (Rh) tiene codimensión al menos 2, tenemos que
V (Rh) es una intersección completa normal. De [Eis95, Theorem 18.15] deducimos
que los polinomios Rh

1 , . . . , R
h
m definen un ideal radical. Finalmente, el Teorema

2.1.14 asegura que deg pcl(V ) =
∏m

j=1 degR
h
j = i1 · · · im.

4.2.3. El número de puntos Fq–racionales

Sea p > 2 y sean m y s enteros positivos tales que m ≤ s ≤ d − 3. En esta
sección damos una estimación de la cantidad de puntos Fq–racionales de la variedad
af́ın Vd ⊂ Ad definida por los polinomios R1, . . . , Rm de (4.10). Para esto, vamos a
utilizar el Teorema 2.2.10, que nos proporciona una estimación sobre el número de
puntos Fq–racionales de una intersección completa normal proyectiva.

Los Teoremas 4.2.11 y 4.2.12 aseguran que la clausura proyectiva pcl(Vd) ⊂ Pd de
Vd y el conjunto de puntos pcl(Vd)

∞ ⊂ Pd−1 de pcl(Vd) al infinito son Fq–variedades
proyectivas que resultan intersecciones completas normales de dimensión d−m− 1
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familias lineales

y d−m respectivamente, ambas de grado δVd := i1 · · · im. Por lo tanto, aplicando la
estimación (2.7) del Teorema 2.2.10, obtenemos que

∣∣|pcl(Vd)(Fq)| − pd−m
∣∣ ≤ (δVd(DVd − 2) + 2)qd−m− 1

2 + 14D2
Vd
δ2Vdq

d−m−1,
∣∣|pcl(Vd)∞(Fq)| − pd−m−1

∣∣ ≤ (δVd(DVd − 2) + 2)qd−m− 3
2 + 14D2

Vd
δ2Vdq

d−m−2,

donde δVd := i1 · · · im y DVd :=
∑m

j=1(ij−1). Aśı, la cantidad de puntos Fq–racionales
de Vd satisface la siguiente estimación:

∣∣|Vd(Fq)| − qd−m
∣∣ =

∣∣|pcl(Vd)(Fq)| − |pcl(Vd)∞(Fq)| − pd−m + pd−m−1

∣∣

≤
∣∣|pcl(Vd)(Fq)| − pd−m

∣∣+
∣∣|pcl(Vd)∞(Fq)| − pd−m−1

∣∣

≤ (q + 1)qd−m−2
(
(δVd(DVd − 2) + 2)q1/2 + 14D2

Vd
δ2Vd
)
. (4.18)

En consecuencia, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.2.13. Sea p > 2, sean d, s y m enteros positivos tales que m ≤ s ≤ d−3,
y sean R1, . . . , Rm ∈ Fq[Y1, . . . , Yd] los polinomios Rk = Sk(Π1, . . . ,Πs) para 1 ≤ k ≤
m, donde S1, . . . , Sm ∈ Fq[Z1, . . . , Zs] son los polinomios de grado 1 definidos en
(4.9), cuyas componentes homogéneas de grado 1 son linealmente independientes. Si
Vd := V (R1, . . . , Rm) ⊂ Ad, entonces la siguiente estimación es válida:

∣∣|Vd(Fq)| − qd−m
∣∣ ≤ (q + 1)qd−m−2

(
(δVd(DVd − 2) + 2)q1/2 + 14D2

Vd
δ2Vd
)
,

donde δVd := i1 · · · im y DVd :=
∑m

j=1(ij − 1).
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Caṕıtulo 5

Conjunto de valores en familias
lineales

Este caṕıtulo está dedicado a estudiar un problema combinatorio clásico sobre
un cuerpo finito: el comportamiento del cardinal de la imagen o “conjunto de va-
lores” en familias lineales. Más precisamente, vamos a dar estimaciones expĺıcitas
del promedio del cardinal del conjunto de valores de familias lineales de polinomios
mónicos univariados de grado d y con coeficientes en Fq. Como un caso particular,
vamos a obtener estimaciones del promedio del cardinal del conjunto de valores de
familias de polinomios univariados con ciertos coeficientes consecutivos prescriptos.
Para todas estas estimaciones consideramos el caso en que d es menor que q y ob-
tenemos tanto el comportamiento asintótico como una cota superior expĺıcita de la
desviación respecto de dicho comportamiento en términos de d y q.

Para esto, traducimos el problema en un problema geométrico: el de estimar el
número de puntos Fq–racionales con coordenadas distintas dos a dos de ciertas fami-
lias de intersecciones completas singulares definidas sobre Fq, para lo cual utilizamos
los resultados del Caṕıtulo 3.

En las últimas dos secciones de este caṕıtulo mostramos cómo el enfoque que
utilizamos nos permite abordar otros dos problemas combinatorios: el estudio del
promedio del cardinal del conjunto de valores en familias no lineales y del segundo
momento del conjunto de polinomios con ciertos coeficientes prescriptos.

5.1. El problema

Sea T una indeterminada sobre Fq. Para un polinomio f ∈ Fq[T ], definimos el
conjunto de valores de f como el conjunto imagen de la función polinomial de Fq en
Fq que define f . Denotamos por V(f) al cardinal de dicho conjunto, es decir,

V(f) := |{f(c) : c ∈ Fq}|.

En [Coh72], Cohen estudia el comportamiento asintótico del cardinal del conjun-
to de valores promedio en familias lineales de polinomios univariados con coeficientes
en Fq. Más precisamente, afirma que, para una familia lineal A ⊂ Fq[T ]d que satisface
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ciertas condiciones técnicas, si p > d y la codimensión de A es m ≤ d− 2, entonces

V(A) :=
1

|A|
∑

f∈A
V(f) = µdq +O(q1/2). (5.1)

Sin embargo, Cohen no da una expresión expĺıcita del término de error y su resultado
impone fuertes restricciones sobre la caracteŕıstica del cuerpo.

En este caṕıtulo consideramos la familia lineal que describimos a continuación.
Sean m y d enteros positivos tales que q > d y 3 ≤ r ≤ d −m, sean Ad−1, . . . , Ar
indeterminadas sobre Fq y sean L1, . . . , Lm ∈ Fq[Ad−1, . . . , Ar] las siguientes formas
lineales:

Lk := bk,d−1Ad−1 + · · ·+ bk,rAr + bk,0 (1 ≤ k ≤ m). (5.2)

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que L1, . . . , Lm son linealmente inde-
pendientes. Sea L := (L1, . . . , Lm) y sea A := AL la familia lineal definida de la
siguiente manera:

A := {T d + ad−1T
d−1 + · · ·+ a1T + a0 ∈ Fq[T ]d : L(ad−1, . . . , ar) = 0}. (5.3)

Observemos que esta familia lineal fue considerada en el Capitulo 3 (ver (3.4)).
Suponemos además que la matriz M(L) := (bk,d−j)1≤k≤m, 1≤j≤d−r está escalonada
por filas, donde 1 ≤ j1 < · · · < jm ≤ d − r denotan las posiciones de las columnas
de M(L) correspondientes a los pivotes.

En las siguientes secciones determinamos el comportamiento asintótico de V(A),
dando asimismo una cota expĺıcita de la desviación respecto de dicho comporta-
miento. Más precisamente, probamos que, si p > 2, entonces

|V(A)− µdq| ≤ d22d−1q1/2 + 133dd+5e2
√
d−d. (5.4)

Un caso particular de estas familias lineales es la familia Aa que consiste de todos
los polinomios en Fq[T ]d con los primeros s ≤ d − 2 prescriptos. Más precisamente,
sea s un entero tal que 1 ≤ s ≤ d− 2 y sea a := (ad−1, · · · , ad−s) ∈ Fsq . Denotamos
con fa := T d + ad−1T

d−s + · · · + ad−sT d−s. Entonces la familia Aa se define de la
siguiente manera:

Aa := {fb := fa + bd−s−1T
d−s−1 + · · ·+ b1T : b := (bd−s−1, . . . , b1) ∈ Fd−s−1

q }. (5.5)
En la literatura encontramos a Uchiyama [Uch55b] y Cohen [Coh72], que estudian
el problema de estimar el valor promedio V(d, s) de V(f) cuando f recorre todos los
elementos de esta familia. Más precisamente, prueban que si p > d, entonces

V(d, s) := 1

|Aa|
∑

f∈Aa

V(f) = µdq +O(q1/2), (5.6)

donde la constante que aparece en la notación O depende solamente de d y s. Cabe
mencionar que ni Uchiyama ni Cohen dan una expresión expĺıcita de dicha constante
y su resultado impone fuertes restricciones sobre la caracteŕıstica del cuerpo. La
estimación (5.4) mejora en ambos aspectos los resultados de Cohen y Uchiyama.
Dicha estimación será una herramienta fundamental en el análisis de la complejidad
en promedio de los algoritmos que calculan puntos Fq–racionales de hipersuperficies
de los Caṕıtulos 8 y 9.
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5.2. El promedio del cardinal del conjunto de va-

lores

Con el objetivo de determinar el comportamiento asintótico del promedio V(A),
en la Sección 5.2.1 damos una expresión combinatoria de dicho promedio en términos
del número SA

i de ciertos “conjuntos interpolantes” con r + 1 ≤ i ≤ d. Luego, en la
Sección 5.2.2 relacionamos el número SA

i con la cantidad de puntos Fq–racionales con
coordenadas distintas dos a dos de cierta variedad algebraica Γ∗

i para r+1 ≤ i ≤ d.

5.2.1. Una reducción combinatoria

Comenzamos mostrando cómo se puede relacionar el problema de estimar el
número V(A) con un problema de interpolación. Podemos suponer sin pérdida de
generalidad que V(A) es el valor promedio de V(f) cuando f recorre todos los
elementos de A tales que f(0) = 0, ya que, si tomamos f con estas caracteŕısticas y
a0 ∈ Fq, entonces V(f) coincide con V(f + a0). Por este motivo, vamos a considerar
que los elementos de A cumplen que f(0) = 0.

Observamos que, si f ∈ A, entonces V(f) es igual al número de elementos a0 ∈ Fq
para los cuales el polinomio f+a0 tiene al menos un cero en Fq. Sea Fq[T ]d el conjunto
de polinomios en Fq[T ] de grado d y sea N := N1,d : Fq[T ]d → Z≥0 la función que
a cada polinomio f le asigna la cantidad de ceros que éste posee en Fq. Por último,
consideramos la función caracteŕıstica 1{N>0} : Fq[T ]d → {0, 1} del conjunto de
elementos de Fq[T ]d que tiene al menos un cero en Fq. De las observaciones previas
deducimos la siguiente igualdad:

∑

f∈A
V(f) =

∑

a0∈Fq

∑

f∈A
1{N>0}(f + a0) =

∣∣{f + a0 ∈ A+ Fq : N(f + a0) > 0}
∣∣.

Dado un subconjunto X ⊂ Fq, definimos SA
X ⊂ Fq[T ] como el conjunto de polinomios

f + a0 ∈ A+ Fq que se anula en X , es decir,

SA
X := {f + a0 ∈ A+ Fq : (f + a0)(x) = 0 para cualquier x ∈ X}.

Finalmente, dado i ∈ N, notamos con Xi a un subconjunto de Fq de i elementos. El
siguiente resultado nos permitirá determinar el comportamiento asintótico de V(A).

Teorema 5.2.1. Dados r, d,m ∈ N con d < q y 3 ≤ r ≤ d − m, se satisface la
siguiente igualdad:

V(A) =
r∑

i=1

(−1)i−1

(
q

i

)
q1−i +

1

qd−m−1

d∑

i=r+1

(−1)i−1
∑

Xi⊂Fq
|SA

Xi
|.

Demostración. Dado un subconjunto Xi := {α, . . . , αi} ⊂ Fq, consideramos el con-
junto SA

Xi
definido como arriba. Es fácil ver que SA

Xi
= ∩ij=1SA

{αj} y que

|{f + a0 ∈ A+ Fq : N(f + a0) > 0} =
∣∣ ⋃

x∈Fq
SA
{x}
∣∣.
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Por lo tanto, por el principio de inclusión–exclusión obtenemos que

V(A) =
1

qd−m−1

∣∣ ⋃

x∈Fq
SA
{x}
∣∣ = 1

qd−m−1

q∑

i=1

(−1)i−1
∑

Xi⊂Fq
|SA

Xi
|. (5.7)

A continuación estimamos el número |SA
Xi
| para un conjunto Xi := {α1, . . . , αi} ⊂

Fq. Notar que si f + a0 es un elemento arbitrario de SA
Xi
, entonces (f + a0)(αj) = 0

para 1 ≤ j ≤ i y Lk(ad−1, . . . , ar) = 0 para 1 ≤ k ≤ m. Estas identidades se pueden
expresar en forma matricial de la siguiente manera:

M · AT = −ΛT ,

donde M ∈ F(m+i)×d
q es la siguiente matriz por bloques:

M :=




M(L) 0

∗ V (Xi)


 . (5.8)

Aqúı V (Xi) := (mj,k) ∈ Fi×rq es la matriz de Vandermonde definida por mj,k :=
αkj para 1 ≤ j ≤ i y 0 ≤ k ≤ r − 1, AT := (ad−1, . . . , a0) ∈ Fd×1

q y ΛT :=

(b1,0, . . . , bm,0, α
d
1, . . . , α

d
i ) ∈ F(m+i)×1

q .
Como la matriz M(L) tiene rango m y rg(V (Xi)) = min{i, r}, concluimos que

rg(M) = m+ i ≤ d para i ≤ r. Como SA
Xi

es una Fq–variedad lineal en Fdq , se sigue
que dim(SA

Xi
) = d−m− i, y aśı,

|SA
Xi
| = qd−m−i. (5.9)

Por otro lado, si i > d y f + a0 ∈ SA
Xi
, el polinomio no nulo f + a0 tiene grado d y

se anula en i > d elementos distintos de Fq. Esto último no es posible, por lo que
deducimos que SA

Xi
= ∅, y por lo tanto,

|SA
Xi
| = 0. (5.10)

Combinando (5.7), (5.9) y (5.10), obtenemos que

V(A) =
1

qd−m−1

r∑

i=1

(−1)i−1

(
q

i

)
qd−m−i +

1

qd−m−1

d∑

i=r+1

(−1)i−1
∑

Xi⊂Fq
|SA

Xi
|.

Se sigue aśı la afirmación del teorema.

5.2.2. Un enfoque geométrico

De acuerdo al Teorema 5.2.1, para determinar el comportamiento asintótico del
promedio V(A) necesitamos estimar el número

SA
i :=

∑

Xi⊂Fq
|SA

Xi
|, (5.11)
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para cada r+1 ≤ i ≤ d y 3 ≤ r ≤ d−m. Para esto, vamos a traducir este problema
en el de estimar la cantidad de puntos Fq–racionales con coordenadas distintas dos
a dos de cierta variedad de incidencia, que definimos a continuación.

Fijamos i con r + 1 ≤ i ≤ d. Sean Ad−1, . . . , A0 indeterminadas sobre Fq y
sean L1, . . . , Lm ∈ Fq[Ad−1, . . . , Ar] las formas lineales afines de (5.2). Sean A :=
(Ad−1, . . . , A1) y A0 := (A, A0). Consideramos el polinomio F ∈ Fq[A0, T ] definido
como

F (A0, T ) := T d + Ad−1T
d−1 + · · ·+ A1T + A0,

y la cuasi–Fq–variedad af́ın Γi ⊂ Ad+i definida como sigue:

Γi := {(a0,α) ∈ Ad × Ai : F (a0, αj) = 0 (1 ≤ j ≤ i), αj 6= αk (1 ≤ j < k ≤ i),

L1(a0) = · · · = Lm(a0) = 0}. (5.12)

El siguiente resultado muestra cómo se relaciona el número |Γi(Fq)| con SA
i .

Lema 5.2.2. Sean i y r enteros positivos tales que r + 1 ≤ i ≤ d. Entonces

|Γi(Fq)|
i!

= SA
i .

Demostración. Sea (a0,α) un punto de Γi(Fq) y sea σ : {1, . . . , i} → {1, . . . , i} una
permutación. Sea σ(α) la imagen deα por la función lineal que define la permutación
σ. Es claro que

(
a0, σ(α)

)
pertenece también a Γi(Fq). Además, σ(α) = α si y solo si

σ es la permutación identidad. Esto muestra que Si, el grupo simétrico de i elementos,
actúa sobre el conjunto Γi(Fq) v́ıa la acción ∗ : Si × Γi(Fq) →֒ Γi(Fq) definida por
∗(σ, (a0,α)) := (a0, σ(α)), y cada órbita bajo esta acción tiene i! elementos.

La órbita O(a0,α) de un punto arbitrario (a0,α) ∈ Γi(Fq) determina uńıvoca-
mente un polinomio F (a0, T ) = f+a0 con f ∈ A y un conjunto Xi := {α1, . . . , αi} ⊂
Fq con |Xi| = i tal que (f + a0)|Xi

≡ 0. Por lo tanto, cada órbita determina uńıvo-
camente un conjunto Xi ⊂ Fq con |Xi| = i y un elemento de SA

Xi
. Rećıprocamente,

cada elemento de SA
Xi

corresponde a una única órbita de Γi(Fq). Esto implica que

número de órbitas de Γi(Fq) =
∑

Xi⊆Fq
|SA

Xi
|. (5.13)

Por otro lado, como órbitas distintas resultan disjuntas y cada órbita O(a0,α)
tiene i! elementos, tenemos que

|Γi(Fq)| =
∑

(a0,α)

|O(a0,α)| = i! · número de órbitas de Γi(Fq).

De (5.13) y (5.2.2) concluimos la demostración del lema.

De acuerdo con el Lema 5.2.2, para dar una estimación del número SA
i basta con

estimar |Γi(Fq)|. Recordemos que estas cuasi–variedades ya fueron descriptas en la
Sección 3.2. Para estimar dicha cantidad, vamos a obtener ecuaciones expĺıcitas de
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la clausura Zariski Γi de Γi ⊂ Ad+i. Más precisamente, si Γ∗
i ⊂ Fq es la Fq–variedad

definida como

Γ∗
i := {(a0,α) ∈ Ad × Ai :∆j−1F (a0, α1, . . . , αj) = 0 (1 ≤ j ≤ i), (5.14)

Lk(a0) = 0, (1 ≤ k ≤ m)},

donde ∆j−1F (a0, T1, . . . , Tj) denota la diferencia dividida de orden j−1 de F (a0, T ) ∈
Fq[T ] definida en (3.6), vamos a ver que Γi = Γ∗

i .
Recordemos que en la Sección 3.2 estudiamos la relación que existe entre la cuasi–

variedad Γi y la variedad Γ∗
i ⊂ Ad+i. Además, suponiendo que p > 2, obtuvimos

una serie de resultados sobre las caracteŕısticas geométricas de la variedad Γ∗
i y su

clausura proyectiva pcl(Γ∗
i ) ⊂ Pd+i, que enunciamos a continuación.

Teorema 5.2.3. Sea i un entero tal que r + 1 ≤ i ≤ d. Entonces

Γi = Γ∗
i ∩ {(a0,α) : αj 6= αk (1 ≤ j < k ≤ i)}. (5.15)

Si además p > 2, entonces

(1) Γ∗
i ⊂ Ad+i es una intersección completa de dimensión d −m, cuyo lugar sin-

gular tiene codimensión al menos 2 en Γ∗
i .

(2) pcl(Γ∗
i )∩ {T0 = 0} ⊂ Pd+i−1 es una unión finita de a lo sumo i+1 variedades

lineales de Pd+i−1 de dimensión d−m− 1.

(3) pcl(Γ∗
i ) ⊂ Pd+i es una intersección completa normal de dimensión d − m y

grado d!/(d− i)!.

Demostración. La identidad (5.15) es el contenido del Lema 3.2.1. Las propiedades
de Γ∗

i se encuentran demostradas en el Teorema 3.2.10 y en el Corolario 3.2.11. Por
último, las propiedades de la clausura proyectiva pcl(Γ∗

i ) y de pcl(Γ∗
i )∩ {T0 = 0} se

encuentran demostradas en el Lema 3.2.13 y en el Teorema 3.2.15.

Combinando el ı́tem (3) del Teorema 5.2.3 con el Teorema 2.1.10 concluimos
que la clausura proyectiva pcl(Γ∗

i ) es absolutamente irreducible de dimensión d−m
y grado d!/(d − i)!. Por el Teorema 2.1.8, Γ∗

i resulta una variedad absolutamente
irreducible de dimensión d−m y grado d!/(d− i)!. De (5.15) deducimos que Γi es un
subconjunto abierto Zariski no vaćıo de Γ∗

i . Como Γ∗
i es absolutamente irreducible,

la clausura Zariski Γi de Γi es Γ
∗
i .

5.3. Una estimación del promedio

En esta sección damos una estimación del promedio del conjunto de valores V(A)
de la familia lineal A definida en (5.3). De acuerdo al Teorema 5.2.1, tenemos que

V(A) =
r∑

i=1

(−1)i−1

(
q

i

)
q1−i +

1

qd−m−1

d∑

i=r+1

(−1)i−1
∑

Xi⊂Fq
|SA

Xi
|,
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donde |SA
Xi
| denota el número de polinomios de la forma f+a0, con f ∈ A y a0 ∈ Fq,

tales que (f + a0)(αj) = 0 para 1 ≤ j ≤ i.

Sea SA
i :=

∑
Xi⊂Fq |SA

Xi
|. De acuerdo al Lema 5.2.2 y a (5.15), tenemos, para cada

r + 1 ≤ i ≤ d, que

SA
i =

|Γi(Fq)|
i!

=
1

i!

∣∣∣∣Γ∗
i (Fq) \

⋃

j 6=k
{Tj = Tk}

∣∣∣∣, (5.16)

donde Γi es la cuasi–variedad af́ın definida en (5.12) y Γ∗
i es la Fq–variedad af́ın

definida en (5.14). Como Γ∗
i y Γi cumplen las hipótesis de los Teoremas 3.2.16 y

3.2.17 respectivamente, deducimos la siguiente estimación:

∣∣|Γi(Fq)|−qd−m
∣∣ ≤ (δi(Di−2)+2)qd−m− 1

2+
(
14D2

i δ
2
i+i(i− 1)δi/2+2i

)
qd−m−1, (5.17)

donde Di := id − i(i+ 1)/2 y δi := d!/(d− i)!. De (5.16) y de (5.17) obtenemos la
siguiente estimación para SA

i .

Teorema 5.3.1. Sea p > 2 y q > d. Si 3 ≤ r ≤ d−m y r + 1 ≤ i ≤ d, entonces

∣∣∣∣SA
i − qd−m

i!

∣∣∣∣ ≤
1

i!
(δi(Di − 2) + 2)qd−m− 1

2 +
1

i!

(
14D2

i δ
2
i + i(i− 1)δi/2 + 2i

)
qd−m−1,

donde Di := id− i(i+ 1)/2 y δi := d!/(d− i)!.

Combinando los Teoremas 5.2.1 y 5.3.1 obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.3.2. Con las hipótesis y las notaciones del Teorema 5.3.1,

|V(A)− µd q| ≤ d22d−1q1/2 +
7

2
d4

d−r−1∑

k=0

(
d

k

)2

(d− k)!. (5.18)

Demostración. Por el Teorema 5.2.1, tenemos que

V(A)−µd q =
r∑

i=1

(−q)1−i
((

q

i

)
−q

i

i!

)
+

1

qd−m−1

d∑

i=r+1

(−1)i−1

(
SA
i − qd−m

i!

)
. (5.19)

Denotemos con A(d, r) el primer término en el lado derecho de (5.19). En primer
lugar, acotamos superiormente el valor absoluto de A(d, r). Para ello, dados enteros
positivos k, n con k ≤ n, denotamos como

[
n
k

]
al número de Stirling de primera

clase, es decir, el número de permutaciones de n elementos con k ciclos disjuntos.
Las siguientes son propiedades básicas de los números de Stirling (ver, por ejemplo,
[FS09, §A.8]):

[
i

i

]
= 1,

[
i

i− 1

]
=

(
i

2

)
,

i∑

k=0

[
i

k

]
= i!. (5.20)
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Teniendo en cuenta la identidad
(
q
i

)
=
∑i

k=0
(−1)i−k

i!

[
i
k

]
qk, obtenemos

A(d, r) :=
r∑

i=2

(−q)1−i
((

q

i

)
− qi

i!

)
=

r∑

i=2

q1−i
i−1∑

k=0

(−1)k+1

i!

[
i

k

]
qk

=
r−2∑

i=0

(−1)i

2i!
+

r∑

i=2

q1−i
i−2∑

k=0

(−1)k+1

i!

[
i

k

]
qk.

El segundo término del lado derecho de esta expresión se puede acotar por

i−2∑

k=0

1

i!

[
i

k

]
qk =

i−3∑

k=0

1

i!

[
i

k

]
qk+

1

i!

[
i

i−2

]
qi−2≤ qi−3+

8

i2
qi−2≤

(
1

d
+

8

i2

)
qi−2.

En consecuencia
∣∣∣∣A(d, r)−

1

2e

∣∣∣∣ ≤
1

2 · (r − 1)!
+

r∑

i=2

(
1

d
+

8

i2

)
1

q
≤ 1

2 · (r − 1)!
+

7

q
. (5.21)

Consideramos ahora el valor absoluto de la segunda suma en el lado derecho de
(5.19). Por el Teorema 5.3.1, tenemos que

B(d, r) :=
1

qd−m−1

d∑

i=r+1

∣∣∣∣SA
i − qd−m

i!

∣∣∣∣

≤ q
1
2

d∑

i=r+1

δi(Di − 2) + 2

i!
+ 14

d∑

i=r+1

D2
i δ

2
i

i!
+ 2

d∑

i=r+1

δi
2(i− 2)!

.

Ahora bien, el primer término del lado derecho de esta última desigualdad se puede
acotar de la siguiente manera:

d∑

i=r+1

δi(Di − 2) + 2

i!
≤

d∑

i=r+1

(
d

i

)
i(2d− 1− i)

2
≤ d22d−1.

Por otro lado,

d∑

i=r+1

D2
i δ

2
i

i!
=

d∑

i=r+1

(
d

i

)2
i2(2d− 1− i)2 i!

4
≤ 1

64
(2d− 1)4

d−4∑

k=0

(
d

k

)2

(d− k)!.

Finalmente consideramos la última suma:

d∑

i=r+1

δi
2(i− 2)!

=
d∑

i=r+1

(
d

i

)
i(i− 1)

2
=

d−r−1∑

k=0

(
d

k

)
(d− k)!

2 (d− k − 2)!
.

Por lo tanto, obtenemos que

B(d, r) ≤ q1/2d22d−1 +
1

2

d−r−1∑

k=0

(
d

k

)
(d− k)! +

7

32
(2d− 1)4

d−r−1∑

k=0

(
d

k

)2

(d− k)!.

Combinando las cotas superiores para |A(d, r)| y B(d, r) se deduce la afirmación
del corolario.
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Por último, analizamos el comportamiento del lado derecho de (5.18). Para ello,

fijamos k con 0 ≤ k ≤ d − r − 1 y consideramos la función h(k) :=
(
d
k

)2
(d − k)!.

Analizando el signo de las diferencias h(k + 1) − h(k) para 0 ≤ k ≤ d − r − 1,
mediante cálculos elementales deducimos la siguiente observación.

Observación 5.3.3. Sea k0 := −1/2+
√
5 + 4d/2. Entonces h es, o bien una función

creciente, o bien una función unimodal en el intervalo [0, d − r − 1], y alcanza su
máximo en ⌊k0⌋.

A partir de la Observación 5.3.3 vemos que

d−r−1∑

k=0

(
d

k

)2

(d− k)! ≤ (d− r)

(
d

⌊k0⌋

)2

(d− ⌊k0⌋)! =
(d− r) (d!)2

(d− ⌊k0⌋)! (⌊k0⌋!)2
. (5.22)

Para obtener una cota superior del lado derecho de (5.22) utilizamos la fórmula de
Stirling (ver, por ejemplo, [FS09, p. 747]): para m ∈ N, existe θ con 0 ≤ θ < 1 tal
que

m! = (m/e)m
√
2πmeθ/12m.

Aplicando esta fórmula vemos que existen θi (i = 1, 2, 3) con 0 ≤ θi < 1 tales que

C(d, r) :=
(d− r) (d!)2

(d− ⌊k0⌋)! (⌊k0⌋!)2
≤ (d− r) d2d+1e−d+⌊k0⌋e

θ1
6d

− θ2
12(d−⌊k0⌋)

− θ3
6⌊k0⌋

(
d− ⌊k0⌋

)d−⌊k0⌋√2π(d− ⌊k0⌋)⌊k0⌋2⌊k0⌋+1
.

De cálculos elementales obtenemos que

(d− ⌊k0⌋)−d+⌊k0⌋ ≤ d−d+⌊k0⌋e
⌊k0⌋(d−⌊k0⌋)

d ,

d⌊k0⌋

⌊k0⌋2⌊k0⌋
≤ e(d−⌊k0⌋2)/⌊k0⌋.

Luego,

C(d, r) ≤ (d− r) dd+1e2⌊k0⌋e
− ⌊k0⌋

2

d
+ 1

6d
+

d−⌊k0⌋
2

⌊k0⌋

√
2πed

√
d− ⌊k0⌋⌊k0⌋

.

De acuerdo a la definición de ⌊k0⌋, es fácil ver que d/⌊k0⌋
√
d− ⌊k0⌋ ≤ 5/2 y que

2⌊k0⌋ ≤ −1 +
√
5 + 4d ≤ −1/5 + 2

√
d. Por lo tanto, teniendo en cuenta que d ≥ 4,

concluimos que

C(d, r) ≤ 5

2

e
109
30 (d− r) dd e2

√
d

√
2πed

.

Combinando esta cota con el Corolario 5.3.2 obtenemos la siguiente estimación.

Teorema 5.3.4. Bajo las hipótesis del Teorema 5.3.1, tenemos que

|V(A)− µd q| ≤ d22d−1q1/2 + 133 dd+5e2
√
d−d.

Este resultado constituye una mejora de (5.1) en varios aspectos. El primero y
más importante es que las hipótesis sobre la familia lineal A que consideramos son
relativamente generales y simples de verificar. Por otro lado, nuestro resultado es
válido para p > 2, mientras que (5.1) requiere que p sea suficientemente grande.
Finalmente, damos una expresión expĺıcita para la constante que subyace en la
notación O en (5.1) con buen comportamiento.
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5.3.1. Polinomios con coeficientes prescriptos

En esta sección discutimos brevemente qué estimación obtenemos aplicando el
Teorema 5.3.4 a la familia Aa de elementos de Fq[T ]d cuyos primeros s coeficientes
consecutivos están prefijados, que definimos en (5.5). Observemos que dicha familia
es un caso particular de la familia A de (5.3), tomando para este caso r := d− s y
m := s y las formas lineales Lk := Ad−k − ad−k con 1 ≤ k ≤ s. Del Teorema 5.3.4
deducimos el siguiente resultado, que da una estimación del valor promedio V(d, s)
definido en (5.6).

Teorema 5.3.5. Sea p > 2, q > d y 1 ≤ s ≤ d− 3. Entonces

|V(d, s)− µd q| ≤ d22d−1q1/2 + 133 dd+5e2
√
d−d. (5.23)

Observemos que esta estimación mejora la de (5.6). Por un lado, nuestra es-
timación vale para p > 2, mientras que (5.6) vale para cuerpos de caracteŕıstica
más grande. Además, proporcionamos una expresión expĺıcita del error, cuestión
de importancia para el análisis de los algoritmos que estudiaremos en los últimos
caṕıtulos.

5.4. Conjunto de valores para familias no lineales

En esta sección esbozamos de qué manera las técnicas precedentes pueden ex-
tenderse a fin de abordar el estudio del comportamiento promedio del cardinal del
conjunto de valores para familias no lineales, es decir, familias de polinomios cuyos
coeficientes pertenecen a una cierta variedad algebraica. Cabe mencionar que no
existen resultados para tales familias. Dado que esta extensión nos desviaŕıa del hilo
argumental de esta tesis, no vamos a discutirla en detalle; una descripción completa
de la misma puede encontrarse en [MPP16a].

Comenzamos precisando las familias no lineales a la que nos referimos. Sean m
y d enteros no negativos tales que q > d ≥ m+2, sean Ad−1, . . . , A0 indeterminadas
sobre Fq, A0 := (Ad−1, . . . , A0) y sean G1, . . . , Gm ∈ Fq[Ad−1, . . . , A0] polinomios de
grados d1, . . . , dm respectivamente. Sea G := (G1, . . . , Gm) y consideremos la familia

AG :=

{
T d +

d−1∑

j=0

ajT
j ∈ Fq[T ] : Gi(ad−1, . . . , a0) = 0 (1 ≤ i ≤ m)

}
.

Denotamos por V(AG) el promedio del cardinal del conjunto de valores posibles
V(f) cuando f recorre todos los elementos de la familia AG, es decir,

V(AG) :=
1

|AG|
∑

f∈AG

V(f).

El objetivo es demostrar que, bajo hipótesis generales sobre G1, . . . , Gm, el compor-
tamiento asintótico del promedio V(AG) es el del caso lineal, es decir, V(AG) =
µdq +O(q1/2).
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Al igual que para familias lineales, traducimos este problema al de determinar la
cantidad de puntos Fq-racionales de una intersección completa cuyo lugar singular
tiene codimensión al menos 2. Para ello, comenzamos observando que dados m, d
enteros no negativos con q > d ≥ m+2, podemos suponer sin pérdida de generalidad
que G1, . . . , Gm son elementos de Fq[Ad−1, . . . , A1]. En efecto, sea Π : AG → Fq
definida por Π(T d + ad−1T

d−1 + · · · + a0) := a0. Denotamos con AG,a0 := Π−1(a0).
Tenemos que

1

|AG|
∑

f∈AG

V(f)− µdq =
1∑

a0∈Fq
|AG,a0 |

∑

a0∈Fq
|AG,a0 |

(
1

|AG,a0 |
∑

f∈AG,a0

V(f)− µdq

)
.

En consecuencia, si existe una constante E(d1, . . . , dm, d) tal que se satisface

∣∣∣∣∣
1

|AG,a0 |
∑

f∈AG,a0

V(f)− µdq

∣∣∣∣∣ ≤ E(d1, . . . , dm, d)q
1
2

para todo a0 ∈ Fq, entonces podemos concluir que

∣∣∣∣∣
1

|AG|
∑

f∈AG

V(f)− µdq

∣∣∣∣∣ ≤
1∑

a0∈Fq
|AG,a0 |

∑

a0∈Fq
|AG,a0 |E(d1, . . . , dm, d)q

1
2

≤ E(d1, . . . , dm, d)q
1
2 .

Además, al igual que antes, como V(f) = V(f + a0) para todo f ∈ AG, podemos
suponer sin pérdida de generalidad que f(0) = 0 para todo f ∈ AG.

Luego, obtenemos la siguiente expresión combinatoria para el valor promedio
V(AG) en términos del número SAG

i de ciertos conjuntos interpolantes con 1 ≤ i ≤ d.

Lema 5.4.1 ([MPP16a, Lemma 1.1]). Dados d,m enteros no negativos tales que
q > d ≥ m+ 2, tenemos que

V(AG) =
1

|AG|
d∑

i=1

(−1)i−1SAG

i ,

donde SAG

i :=
∣∣{(Xi, f) : Xi ⊂ Fq, f ∈ AG, f(x) = 0 para todo x ∈ Xi}

∣∣.

Demostración. La demostración sale con argumentos similares a los del Teorema
5.2.1.

Por lo tanto, para determinar el comportamiento asintótico de V(AG) basta
con estimar el número SAG

i . Para esto, traducimos este problema en el de estimar
la cantidad de puntos Fq–racionales con coordenadas distintas dos a dos de cierta
variedad de incidencia. Más precisamente, fijamos i con 1 ≤ i ≤ d, consideramos el
polinomio F ∈ Fq[A0, T ] definido como

F (A0, T ) := T d + Ad−1T
d−1 + · · ·+ A1T + A0,
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y la cuasi–Fq– variedad af́ın ΓG
i ⊂ Ad+i definida por

ΓG
i := {(a0,α) ∈ Ad × Ai : αj 6= αk (1 ≤ j < k ≤ i),

F (a0, αi) = 0 (1 ≤ i ≤ r), Gk(a0) = 0 (1 ≤ k ≤ m)}.

Al igual que en el caso de familias lineales obtenemos el siguiente resultado, que
muestra la relación que existe entre |ΓG

i (Fq)| y SAG

i .

Lema 5.4.2. Sean i tal que 1 ≤ i ≤ d. Entonces

|ΓG
i (Fq)|
i!

= SAG

i .

Demostración. La demostración sale de la misma manera que la del Lema 5.2.2.

De acuerdo a este lema, al igual que en el caso lineal, para estimar el número SAG

i

vamos a estimar |ΓG
i (Fq)|. Para ello, consideramos la clausura Zariski Γ

G

i de ΓG
i ⊂

Ad+i y damos ecuaciones expĺıcitas que definen dicha clausura. Más precisamente,
si ΓG,∗

i ⊂ Ad+i es la Fq–variedad definida como

ΓG,∗
i := {(a0,α) ∈ Ad × Ai : ∆j−1F (a0, α1, . . . , αj) = 0 (1 ≤ j ≤ i),

Gk(a0) = 0 (1 ≤ k ≤ m)},

donde ∆j−1F (a0, T1, . . . , Tj) denota la diferencia dividida de orden j − 1 del poli-

nomio F (a0, T ) ∈ Fq[T ]d que aparece en (5.14), demostramos que Γ
G

i = ΓG,∗
i . Con

este objetivo, al igual que en el caso lineal, tenemos la siguiente relación entre ΓG
i y

ΓG,∗
i .

Lema 5.4.3 ([MPP16a, Lemma 1.3]). Sea i un entero tal que 1 ≤ i ≤ d. Entonces

ΓG
i = ΓG,∗

i ∩ {(a0,α) : αj 6= αk (1 ≤ j < k ≤ i)}. (5.24)

Demostración. La demostración sale con argumentos similares a los del Lema 3.2.1.

El siguiente objetivo es dar una serie de caracteŕısticas geométricas de la variedad
ΓG,∗
i y su clausura proyectiva pcl(ΓG,∗

i ) ⊂ Pd+i. Una de las caracteŕısticas que estu-
diamos es el lugar singular de ΓG,∗

i . Para ello, consideramos la familia BG ⊂ Fq[T ]d
que consiste de todos los polinomios f := T d+ad−1T

d−1+ · · ·+a0 ∈ Fq[T ]d tales que
Gk(ad−1, . . . , a1) = 0 para 1 ≤ k ≤ m. Observamos que un punto singular de ΓG,∗

i

proviene de un punto singular de la variedad V ⊂ Ad definida por los polinomios
G1, . . . , Gm o de un polinomio f ∈ BG que no es libre de cuadrados. Las prime-
ras tres condiciones que requerimos sobre los polinomios G1, . . . , Gm garantizan que
V tiene “buen comportamiento” geométrico, es decir, se trata de una intersección
completa cuyo lugar singular tiene codimensión al menos 2:

(C1) G1, . . . , Gm forman una sucesión regular y el ideal que generan en Fq[Ad−1, . . . , A0]
es radical.
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(C2) La variedad V ⊂ Ad definida por G1, . . . , Gm es normal.

(C3) Sean Gd1
1 , . . . , G

dm
m las partes homogéneas de mayor grado de G1, . . . , Gm res-

pectivamente. Entonces Gd1
1 , . . . , G

dm
m satisfacen (C1) y(C2).

A fin de controlar la cantidad de polinomios de BG que no son libres de cuadrados,
establecemos una condición que asegura que el lugar discriminante y el lugar del
primer subdiscriminante de la familia BG, que definimos a continuación, cortan bien
a la variedad V . Identificando cada elemento fa0 := T d + ad−1T

d−1 + · · ·+ a0 ∈ BG

con la d–upla a0 := (ad−1, . . . , a0) ∈ Ad, recordamos que el lugar discriminante
D(BG) de BG es el conjunto de todos los elementos de fa0 ∈ BG para los cuales
Disc(fa0) = 0, donde Disc(fa0) := Res(fa0 , f

′
a0
) denota el discriminante de fa0 .

Como el polinomio fa0 tiene grado d, propiedades básicas de las resultantes aseguran
que Disc(fa0) = Disc(F (A0, T ))|A0=a0 = 0. Aśı, el lugar discriminante D(BG) es el
conjunto de todos los elementos de a0 ∈ BG tales que Disc(F (A0, T ))|A0=a0 = 0.

De la misma manera, definimos el lugar del primer subdiscriminante S1(BG) de
BG como el conjunto de todos los elementos fa0 ∈ BG para los cuales Subdisc(fa0) :=
Subres(fa0 , f

′
a0
) = 0, donde Subres(fa0 , f

′
a0
) denota la primera subresultante de fa0

y su derivada. Como fa0 tiene grado d, por propiedades básicas de las subresultantes
deducimos que Subdisc(fa0) := Subdisc(F (A0, T ))|A0=a0 = 0. Por lo tanto, también
podemos definir el lugar del primer subdiscriminante S1(BG) como el conjunto de
todos los elementos a0 ∈ BG tales que Subdisc(F (A0, T ))|A0=a0 = 0. En estos
términos, vamos a requerir la siguiente condición adicional:

(C4) D(BG) tiene codimensión uno en BG, y D(BG) ∩ S1(BG) tiene codimensión
dos en BG.

Estas condiciones nos permiten dar la siguiente serie de resultados sobre las
caracteŕısticas geométricas de ΓG,∗

i y su clausura proyectiva pcl(ΓG,∗
i ).

Teorema 5.4.4 ([MPP16a, Theorem 1.2, Corollary 1.2, Lemma 1.13 y Theorem
1.3]). Sea i un entero tal que 1 ≤ i ≤ d. Si q > d ≥ m+ 2, entonces

(1) ΓG,∗
i es una intersección completa de dimensión d − m, cuyo lugar singular

tiene codimensión al menos 2 en ΓG,∗
i .

(2) pcl(ΓG,∗
i ) ∩ {T0 = 0} ⊂ Pd+i−1 está contenida en una unión de i+ 1 intersec-

ciones completas normales definidas sobre Fq, cada una de dimensión d−m−1
y grado

∏m
i=1 di.

(3) pcl(ΓG,∗
i ) ⊂ Pd+i es una intersección completa normal de dimensión d −m y

grado
∏m

i=1 di · d!
(d−i)! .

Demostración. Las condiciones (C1), (C2) y (C4) y argumentos similares a los del
Teorema 3.2.10 y Corolario 3.2.11 prueban las propiedades geométricas de ΓG,∗

i . La
condición (C3) y argumentos similares a los del Lema 3.2.13 muestran las propiedades
de pcl(ΓG,∗

i ) ∩ {T0 = 0}. Por último, por argumentos similares a los del Teorema
3.2.15 deducimos las propiedades de pcl(ΓG,∗

i ).
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Combinando el ı́tem (3) del Teorema 5.4.4 con el Teorema 2.1.10 concluimos
que la clausura proyectiva pcl(ΓG,∗

i ) es absolutamente irreducible de dimensión d−
m . Por el Teorema 2.1.8, ΓG,∗

i resulta una variedad absolutamente irreducible de
dimensión d−m. De (5.24) deducimos que ΓG

i es un subconjunto abierto Zariski no

vaćıo de ΓG,∗
i . Como ΓG,∗

i es absolutamente irreducible, la clausura Zariski Γ
G

i de
ΓG
i es ΓG,∗

i .
Las condiciones (C1), (C2) y (C3), a su vez, nos permiten estimar el número de

elementos de la familia no lineal AG.

Lema 5.4.5 ([MPP16a, Lemma 1.16]). Para q > 16(DV δV +14D2
V δ

2
V q

− 1
2 )2, tenemos

1

2
qd−m−1 < |AG| ≤ qd−m−1 + 2

(
δV (DV − 2) + 2 + 14D2

V δ
2
V q

− 1
2

)
qd−m− 3

2 ,

donde δV :=
∏m

i=1 di y DV :=
∑m

i=1 di − 1.

Demostración. Las condiciones (C1), (C2) y (C3) implican que la clausura proyectiva
pcl(V ) de V y el conjunto pcl(V )∞ := pcl(V ) ∩ {T0 = 0} de puntos en el infinito
son intersecciones completas normales definidas sobre Fq, ambas de grado

∏m
i=1 di,

en Pd−1 y {T0 = 0} ∼= Pd−2 respectivamente. Por lo tanto, por (2.7) se sigue que
∣∣|AG| − qd−m−1

∣∣ =
∣∣|pcl(V )(Fq)| − |pcl(V )∞(Fq)| − pd−m−1 + pd−m−2

∣∣
≤
∣∣|pcl(V )(Fq)| − pd−m−1

∣∣+
∣∣|pcl(V (Fq))

∞| − pd−m−2

∣∣

≤ (δV (DV − 2) + 2) (q + 1)qd−m− 5
2 + 14D2

V δ
2
V (q + 1)qd−m−3

≤2
(
δV (DV − 2) + 2 + 14D2

V δ
2
V q

− 1
2

)
qd−m− 3

2 .

De la hipótesis sobre q, se sigue el lema.

Por último, por el Lema 5.4.3 deducimos que, al igual que en el caso lineal, esti-
mar |ΓG

i (Fq)| equivale a estimar la cantidad de puntos Fq–racionales con coordenadas

distintas dos a dos de ΓG,∗
i . Asimismo, las caracteŕısticas geométricas de ΓG,∗

i y de su
clausura proyectiva, que se encuentran en el Teorema 5.4.4, nos permiten aplicar la
estimación para intersecciones completas proyectivas normales del Teorema 2.2.10 a
fin de estimar la cantidad de puntos Fq–racionales de Γ

G,∗
i con coordenadas distintas

dos a dos. De los Lemas 5.4.2 y 5.4.3 obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.4.6 ([MPP16a, Theorem 1.4]). Sea q > d ≥ m + 2. Para i tal que
1 ≤ i ≤ d, tenemos que
∣∣∣∣S

AG

i − qd−m

i!

∣∣∣∣ ≤
(
δi(Di − 2) + 2

i!
q

1
2 +

(
14
D2
i δ

2
i

i!
+

(
i

2

)
δi
i!
+

4i

i!
δV

))
qd−m−1,

donde δV :=
∏m

i=1 di, DV :=
∑m

i=1(di − 1), δi := δV
d1

(d−i)! y Di := DV + id− i(i+1)
2

.

Esta última estimación junto con los Lemas 5.4.1 y 5.4.5 nos permite determinar
el comportamiento asintótico de V(AG), como afirmamos en el siguiente resultado.

Teorema 5.4.7 ([MPP16a, Theorem 1.5]). Para q > máx{d, 16(DV δV+14D2
V δ

2
V q

− 1
2 )2}

y d ≥ m+ 2,

|V(AG)− µdq| ≤ 2dδ(3DV + d2)q1/2 + 67δ2(DV + 2)2dd+5e2
√
d−d.
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5.5. El segundo momento del conjunto de valores

En esta sección mostramos cómo el enfoque que desarrollamos en este caṕıtulo
nos permite también dar una estimación expĺıcita del promedio del segundo momento
del cardinal del conjunto de valores de la familia Aa definida en (5.5).

Sea p > 2 y sean d y s enteros positivos tales que q > d y 1 ≤ s ≤ d − 3.
Fijamos a := (ad−1, . . . , ad−s) ∈ Fsq y sea fa := T d + ad−1T

d−1 + · · · + ad−sT d−s.
Recordemos que los elementos de Aa son todos los polinomios de la forma fb :=
fa + bd−s−1T

d−s−1 + · · ·+ b1T con b := (bd−s−1, . . . .b1) ∈ Fd−s−1
q .

Definimos el promedio del segundo momento de la familia Aa como

V2(d, s) := V2(Aa) :=
1

qd−s−1

∑

b∈Fd−s−1
q

V(fb)2.

En esta sección estimamos de V2(d, s) y

V2(d, 0) := q1−d
∑

b∈Fd−1
q

V(fb)2.

Esta última cantidad corresponde al promedio del segundo momento del cardinal
del conjunto de valores V(fb) cuando fb recorre todos los polinomios de Fq[T ]d tales
que f(0) = 0. Como en la sección anterior, solo vamos a esbozar el enfoque; una
descripción detallada del mismo puede verse en [MPP14].

En la literatura encontramos una expresión expĺıcita de V2(d, 0) para el caso
d ≥ q (ver [KK90b]). Por otro lado, en un trabajo de Uchiyama [Uch56] se muestra
que, suponiendo la validez de la hipótesis de Riemann para funciones L, si p > d,
entonces

V2(d, 0) :=
1

qd−1

∑
V(f)2 = µ2

dq
2 +O(q). (5.25)

Observemos que Uchiyama no da una expresión expĺıcita para la constante que
subyace en la notación O. Nosotros, en cambio, damos una expresión expĺıcita para
(5.25) que vale para cuerpos de caracteŕıstica pequeña y es independiente de la
validez de la hipótesis de Riemann mencionada.

Como en las secciones anteriores, traducimos este problema al de determinar
la cantidad de puntos Fq–racionales con coordenadas distintas dos a dos de una
intersección completa cuyo lugar singular tiene codimensión al menos 2. Empezamos
dando la siguiente expresión combinatoria para V2(d, s) en términos del número Sa

m,n

de ciertos conjuntos interpolantes con d − s + 1 ≤ m + n ≤ 2d. La demostración
sigue argumentos similares a los del Teorema 5.2.1.

Teorema 5.5.1. Bajo los supuestos de arriba, tenemos que

V2(d, s) = V(d, s) +
∑

1≤m,n≤d
2≤m+n≤d−s

(−1)m+n

(
q

m

)(
q

n

)
q2−n−m

+
1

qd−s−1

∑

1≤m,n≤d
d−s+1≤m+n≤2d

(−1)m+n
∑

Γ1,Γ2⊂Fq
|Γ1|=m,|Γ2|=n

∣∣Sa
Γ1,Γ2

∣∣ ,
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donde Sa
Γ1,Γ2

es el conjunto que consiste de los puntos (b, b0,1, b0,2) ∈ Fd−s+1
q con

b0,1 6= b0,2 tales que se verifica (fb + b0,1)
∣∣
Γ1

≡ 0 y (fb + b0,2)
∣∣
Γ2

≡ 0.

Fijamos s, d y a como en el Teorema 5.5.1. Para determinar el comportamiento
de V2(d, s) necesitamos estimar el número

Sa
m,n :=

∑

Γ1,Γ2⊂Fq
|Γ1|=m,|Γ2|=n

|Sa
Γ1,Γ2

| (5.26)

para cada par (m,n) con 1 ≤ m,n ≤ d y d − s + 1 ≤ m + n ≤ 2d. Con es-
te propósito, expresamos el número Sa

m,n en términos de la cantidad de puntos
Fq–racionales con coordenadas distintas dos a dos de una cierta variedad de in-
cidencia Γ∗

m,n ⊂ Ad−s+1+m+n. Más precisamente, fijamos enteros positivos m y n
con 1 ≤ m,n ≤ d y d − s + 1 ≤ m + n ≤ 2d. Introducimos nuevas variables
T, T1, . . . , Tm, U,U1, . . . , Un, B,Bd−s−1, . . . , B1, B0,1, B0,2 sobre Fq y denotamos con
T := (T1, . . . , Tm), U := (U1, . . . , Un), B := (Bd−s−1, . . . , B1), B1 := (B, B0,1) y
B2 := (B, B0,2). Además, consideramos el polinomio F ∈ Fq[B, B, T ] definido como

F := T d +
d−1∑

i=d−s
aiT

i +
d−s−1∑

i=1

BiT
i +B. (5.27)

Finalmente, sean Γm,n ⊂ Ad−s+1+m+n la cuasi–Fq–variedad af́ın definida como

Γm,n := {(b, b0,1, b0,2,α,β) ∈ Ad−s+1+m+n, F (b, b0,1, αj) = 0 (1 ≤ j ≤ m),

αi 6= αj (i 6=j), F (b, b0,2, βk) = 0 (1 ≤ k ≤ n), βi 6= βj (i 6= j), b0,1 6= b0,2}.

Similarmente al Lema 5.2.2, tenemos el siguiente resultado que expresa el número
Sa
m,n en términos de la cantidad de puntos Fq–racionales de Γm,n.

Lema 5.5.2. Sean m y n enteros positivos con 1 ≤ m,n ≤ d y d−s+1 ≤ m+n ≤ 2d.
Entonces

|Γm,n(Fq)|
m!n!

= Sa
m,n.

Aśı, a fin de estimar Sa
m,n vamos estimar la cantidad |Γm,n(Fq)|. Para ello, con-

sideramos la clausura Zariski Γm,n de Γm,n en Ad−s+1+m+n y determinamos ecua-
ciones que definan dicha clausura. Más precisamente, si Γ∗

m,n ⊂ Ad−s+1+m+n es la
Fq–variedad af́ın

Γ∗
m,n := {(b, b0,1, b0,2,α,β) ∈ Ad−s+1+m+n : ∆i−1F (b, b0,1, α1, . . . , αi) = 0 (1 ≤ i ≤ m),

∆j−1F (b, b0,2, β1, . . . , βj) = 0 (1 ≤ j ≤ n)},

donde ∆i−1F (b, b0,1, T1, . . . , Ti) y ∆j−1F (b, b0,2, U1, . . . , Uj) denotan las diferencias
divididas de F (b, b0,1, T ) ∈ Fq[T ] y F (b, b0,2, U) ∈ Fq[U ] respectivamente (ver la
Definición (3.6)), vamos a ver que Γm,n = Γ∗

m,n.
Al igual que en el estudio del promedio del conjunto de valores en familias linea-

les, relacionamos Γm,n y Γ
∗
m,n y establecemos una serie de resultados sobre la variedad
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af́ın Γ∗
m,n y su clausura proyectiva pcl(Γ∗

m,n) ⊂ Pd−s+1+m+n, que enunciamos a conti-
nuación. Las demostraciones de estos resultados pueden verse en [MPP14, Sections
6, 7, 8, 9 y 10].

Teorema 5.5.3. Sean m,n enteros positivos tales que 1 ≤ m,n ≤ d y d− s + 1 ≤
m+ n ≤ 2d. Entonces

Γm,n = Γ∗
m,n ∩ {αi 6= αj (1 ≤ i < j ≤ m), βi 6= βj (1 ≤ i < j ≤ n), b0,1 6= b0,2}.

(5.28)
Si p > 2 y d− s ≥ 3, entonces

la variedad Γ∗
m,n es una intersección completa de dimensión d − s + 1, cuyo

lugar tiene codimensión al menos 2 en Γ∗
m,n;

pcl(Γ∗
m,n)∩{T0 = 0} ⊂ Pd−s+m+n es una Fq–variedad lineal de dimensión d−s;

pcl(Γ∗
m,n) ⊂ Pd−s+1+m+n es una intersección completa normal de dimensión

d− s+ 1 y grado (d!)2/(d−m)!(d− n)!.

Del último ı́tem de este teorema deducimos que Γ∗
m,n ⊂ Ad−s+1+m+n es abso-

lutamente irreducible de dimensión d − s + 1. Recordemos que (5.28) muestra que
Γm,n coincide con el subconjunto de puntos de Γ∗

m,n con b0,1 6= b0,2, αi 6= αj y
βk 6= βl. Aśı, teniendo en cuenta que Γ∗

m,n es absolutamente irreducible, concluimos

que Γm,n = Γ∗
m,n.

Del Teorema 5.5.3 deducimos que estimar el número |Γm,n(Fq)| equivale a es-
timar la cantidad de puntos Fq–racionales con coordenadas distintas dos a dos de
Γ∗
m,n. Asimismo, las caracteŕısticas geométricas de Γ∗

m,n y su clausura proyectiva nos
permiten utilizar la estimación para intersecciones completas proyectivas normales
del Teorema 2.2.10 a fin de estimar la cantidad de puntos Fq–racionales de Γ

∗
m,n con

coordenadas distintas dos a dos (ver [MPP14, Section 9]). De (5.28) y el Lema 5.5.2
obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.5.4 ([MPP14, Theorem 9.1]). Sean p > 2 y d y s enteros tales que
q > d y d− s ≥ 3. Para cada par (m,n) con 1 ≤ m,n ≤ d y d− s+1 ≤ m+n ≤ 2d,
tenemos que
∣∣∣∣Sa

m,n−
qd−s+1

m!n!

∣∣∣∣ ≤
1

m!n!

(
δm,n(Dm,n−2)+2

)
qd−s+

1
2+

1

m!n!
(14D2

m,nδ
2
m,n+ξm,nδm,n)q

d−s,

donde ξm,n :=
(
m
2

)
+
(
n
2

)
+1, Dm,n := (m+n)d−

(
m+1
2

)
−
(
n+1
2

)
y δm,n := (d!)2

(d−m)!(d−n)! .

Finalmente, de los Teoremas 5.5.1 y 5.5.4, por medio de cálculos elementales del
tipo del Corolario 5.3.2, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.5.5 ([MPP14, Corollary 9.2]). Con las hipótesis del Teorema 5.5.4,
tenemos

∣∣V2(d, s)− µ2
d q

2
∣∣ ≤ d222d+1q3/2 + 14 d4

(
d−1∑

k=0

(
d

k

)2

(d− k)!

)2

q. (5.29)
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Por último, discutimos el comportamiento del lado derecho de (5.29). Argumen-
tando como en la demostración del Teorema 5.3.4, fijamos k con 0 ≤ k ≤ d − 1 y
consideramos la función h(k) :=

(
d
k

)
2(d − k)!. Similarmente a la Observación 5.3.3,

tenemos que h es una función unimodal en el intervalo [0, d−1] y alcanza su máximo
en ⌊k0⌋, donde k0 := −1/2 +

√
5 + 4d/2. En consecuencia,

d−1∑

k=0

(
d

k

)2

(d− k)! ≤ d

(
d

⌊k0⌋

)2

(d− ⌊k0⌋)! =
d (d!)2

(d− ⌊k0⌋)! (⌊k0⌋!)2
.

Argumentando como en la demostración del Teorema 5.3.4, concluimos que

(
d−1∑

k=0

(
d

k

)2

(d− k)!

)2

≤ 8 · 142d2d+2e4
√
d−2d.

Aśı, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.5.6 ([MPP14, Theorem 9.3]). Sean p > 2, q > d y 1 ≤ s ≤ d − 3.
Entonces ∣∣V2(d, s)− µ2

d q
2
∣∣ ≤ d222d+1q3/2 + 283d2d+6e4

√
d−2dq.

Finalmente, cabe mencionar que mediante un análisis similar al precedente-
reducimos el problema de estudiar el comportamiento asintótico de V2(d, 0) :=

1
qd−1

∑
b∈Fd−1

q
V(fb)2 al de estimar la cantidad de puntos Fq–racionales de ciertas

intersecciones completas regulares en codimensión 2 con coordenadas distintas dos
a dos. Aśı, la estimación para intersecciones completas proyectivas regulares en codi-
mensión 2 del Teorema 2.2.11 nos permite obtener la siguiente estimación expĺıcita
para V2(d, 0) (para una exposición detallada de los argumentos y demostraciones,
ver [MPP14, Section 10].)

Teorema 5.5.7 ([MPP14, Theorem 10.4]). Sean p > 2, q > d y d ≥ 3. Entonces

∣∣V2(d, 0)− µ2
d q

2
∣∣ ≤

(
22d−2d2 + 283d2d+8e4

√
d−2d

)
q.
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Caṕıtulo 6

Conjunto de valores de polinomios
con coeficientes prescriptos

En este caṕıtulo obtenemos una nueva estimación expĺıcita de la desviación del
comportamiento promedio “esperado” del conjunto de valores de familias de polino-
mios en Fq[T ]d con los primeros s coeficientes consecutivos prescriptos, para el caso
en que 1 ≤ s ≤ d/2 − 1, que es válida para un cuerpo finito Fq de caracteŕıstica
arbitraria. Cabe recordar que en el caṕıtulo anterior dimos una estimación de dicha
desviación para el caso en que 1 ≤ s ≤ d− 3, válida para cuerpos de caracteŕıstica
mayor que 2.

Más precisamente, sean d y s enteros positivos tales que d < q y 1 ≤ s ≤ d/2−1.
Dado a := (ad−1, . . . , ad−s) ∈ Fsq , sea fa := T d + ad−1T

d−1 + · · · + ad−sT d−s. Sea
Aa ⊂ Fq[T ]d la familia lineal definida en (5.5), es decir, el conjunto de todos los
polinomios fb := fa + bd−s−1T

d−s−1 + · · · + b1T con b := (bd−s−1, . . . , b1) ∈ Fd−s−1
q .

Sea V(d, s) el promedio definido en (5.6), esto es, el valor promedio del cardinal del
conjunto de valores de V(f) cuando f recorre todos los elementos de Aa.

En el caṕıtulo anterior probamos que si, p > 2 y 1 ≤ s ≤ d− 3, entonces

|V(d, s)− µd q| ≤ d22d−1q1/2 + 133 dd+5e2
√
d−d. (6.1)

En este caṕıtulo damos una nueva estimación de V(d, s) para un rango de valores
menos amplio de s, pero sin restricciones sobre la caracteŕıstica de Fq. Más precisa-
mente, probamos que, si 1 ≤ s ≤ d/2− 1 y d < q, entonces

∣∣∣∣V(d, s)− µd q −
e−1

2

∣∣∣∣ ≤
(d− 2)5e2

√
d

2d−2
+

7

q
. (6.2)

Observemos que este resultado muestra que V(d, s) = µdq + O(1), mientras que
(6.1) muestra que V(d, s) = µd q + O(q1/2). Obtenemos una expresión expĺıcita del
término de error con un mejor comportamiento que la de (6.1), en el sentido de
que tiende a cero cuando d tiende a infinito. De hecho, probamos que V(d, s) =
µdq +

1
2e

+O(ρ−d) +O(q−1), con 1/2 < ρ < 1.
De manera similar a lo hecho en el caṕıtulo anterior, para obtener esta nue-

va estimación traducimos este problema al de determinar la cantidad de puntos
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Fq–racionales con coordenadas distintas dos a dos de una cierta familia de intersec-
ciones completas definidas sobre Fq. En este caso, los polinomios que definen tales
intersecciones completas son simétricos; por lo tanto, podemos utilizar las estimacio-
nes para la cantidad de puntos Fq–racionales de intersecciones completas definidas
por polinomios simétricos de la Sección 4.1.

Cabe mencionar que estas estimaciones resultarán una herramienta fundamental
a fin de realizar un análisis de la complejidad en promedio del algoritmo de búsqueda
en bandas verticales para hipersuperficies de los últimos caṕıtulos.

6.1. El conjunto de valores en términos de ceros

de polinomios simétricos

De la misma manera que en el Caṕıtulo 5, expresamos el problema de estimar el
promedio V(d, s) como una serie de problemas de interpolación.

Más precisamente, del Teorema 5.2.1 con r := d − s y m := s se obtiene la
siguiente expresión combinatoria del promedio V(d, s), para 1 ≤ s ≤ d− 3:

V(d, s) =
d−s∑

i=1

(−1)i−1

(
q

i

)
q1−i +

1

qd−s−1

d∑

i=d−s+1

(−1)i−1
∑

Xi⊂Fq
|Sa

Xi
|, (6.3)

donde Sa
i :=

∑
Xi⊂Fq |Sa

Xi
| es la cantidad de subconjuntos de i elementos Xi ⊂ Fq tal

que existe g ∈ Fq[T ]≤d−s−1 para el cual (fa + g)|Xi
≡ 0. Recordemos que Fq[T ]≤d−s−1

denota el conjunto de todos los elementos de Fq[T ] de grado a lo sumo d − s − 1 y
que Sa

Xi
denota el conjunto de todos los elementos g ∈ Fq[T ]≤d−s−1 que interpolan a

−fa en todos los elementos de Xi.
Por (6.3), a fin de determinar el comportamiento de V(d, s) necesitamos estimar

el número Sa
i para d − s + 1 ≤ i ≤ d. Para esto, seguimos un enfoque geométri-

co como en el Caṕıtulo 5, es decir, expresamos a Sa
i como la cantidad de puntos

Fq–racionales con coordenadas distintas dos a dos de cierta intersección completa
definida sobre Fq. La variedad que surge en este caso es distinta de la variedad de
incidencia del Caṕıtulo 5 y está definida por polinomios invariantes bajo la acción
del grupo simétrico de permutaciones de sus coordenadas.

Dado a ∈ Fd−sq y un entero positivo i tal que d − s + 1 ≤ i ≤ d, fijamos un
conjunto Xi := {x1, . . . , xi} ⊂ Fq de i elementos y g ∈ Fq[T ]≤d−s−1. Entonces g
pertenece a Sa

Xi
si y solo si (T − x1) · · · (T − xi) divide a fa + g en Fq[T ]. Como el

grado de g es menor o igual que d − s − 1 < i, deducimos que −g es el resto de la
división de fa por (T − x1) · · · (T − xi). En otras palabras, el conjunto Sa

Xi
es no

vaćıo si y solo si el resto de la división de fa por (T − x1) · · · (T − xi) tiene grado a
lo sumo d− s− 1.

Sean X1, . . . , Xi indeterminadas sobre Fq, X := (X1, . . . , Xi) y sea

Q := (T −X1) · · · (T −Xi) ∈ Fq[X][T ].

Existe un polinomio Ra ∈ Fq[X][T ] de grado degRa ≤ i − 1 tal que satisface la
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siguiente relación:
fa ≡ Ra mód Q.

Escribimos Ra = Ra
i−1(X)T i−1 + · · · + Ra

0 (X). Entonces Ra(x1, . . . , xi, T ) ∈ Fq[T ]
es el resto de la división de fa por (T − x1) · · · (T − xi). Por lo tanto, el conjunto
Sa
Xi

es no vaćıo si y solo si se satisfacen las siguientes igualdades:

Ra
j (x1, . . . , xi) = 0 (d− s ≤ j ≤ i− 1). (6.4)

Por otro lado, si existe x := (x1, . . . , xi) ∈ Fiq con coordenadas distintas dos a
dos tal que se satisface (6.4), entonces el resto de la división de fa por Q(x, T ) =
(T − x1) · · · (T − xi) es un polinomio ra := Ra(x, T ) de grado a lo sumo d− s− 1.
Esto muestra que el conjunto Sa

Xi
es no vaćıo, donde Xi := {x1, . . . , xi}. En otras

palabras, obtenemos el siguiente resultado.

Lema 6.1.1. Sean s, d ∈ N con 1 ≤ s ≤ d − 2, sean Ra
j (d − s ≤ j ≤ i − 1)

los polinomios definidos en (6.4) y sea Xi := {x1, . . . , xi} ⊂ Fq un conjunto de i
elementos. Entonces Sa

Xi
es no vaćıo si y solo si se satisface (6.4).

Por lo tanto, el número Sa
i de conjuntos Xi ⊂ Fq de i elementos tales que Sa

Xi
es

no vaćıo coincide con el número de puntos x := (x1, . . . , xi) ∈ Fiq con coordenadas
distintas dos a dos que satisfacen (6.4), salvo permutaciones de las coordenadas.
Más precisamente, Sa

i · i! coincide con la cantidad de soluciones x ∈ Fiq del siguiente
sistema de igualdades y desigualdades:

Ra
j (X1, . . . , Xi) = 0 (d− s ≤ j ≤ i− 1),

∏

1≤j<k≤i
(Xj −Xk) 6= 0.

Fijamos i con d− s + 1 ≤ i ≤ d y suponemos que 2(s + 1) ≤ d. A continuación
mostramos cómo los polinomios Ra

j pueden expresarse en términos de los primeros
s polinomios simétricos elementales Π1, . . . ,Πs de Fq[X1, . . . , Xr]. El primer paso es
obtener una expresión para el resto de la división de T j porQ := (T−X1) · · · (T−Xi)
para i ≤ j ≤ d. Por conveniencia de notaciones, denotamos con Π0 := 1.

Lema 6.1.2. Para i ≤ j ≤ d, se satisfacen las siguientes congruencias:

T j ≡ Hi−1,jT
i−1 +Hi−2,jT

i−2 + · · ·+H0,j mód Q, (6.5)

donde cada Hk,j es igual a cero o es un elemento homogéneo de Fq[X1, . . . , Xi] de
grado j − k. Más aún, para j − k ≤ i, el polinomio Hk,j ∈ Fq[Π1, . . . ,Πj−k−1][Πj−k]
es de grado 1 en Πj−k con coeficiente principal ±1.

Demostración. Procedemos por inducción en j ≥ i. Teniendo en cuenta que

T i ≡ Π1T
i−1 − Π2T

i−2 + · · ·+ (−1)i−1Πi mód Q, (6.6)

deducimos inmediatamente (6.5) para j = i y que H0,i = (−1)i−1Πi es mónico de
grado 1 en Πi. Supongamos ahora que (6.5) vale para j con i ≤ j. Multiplicando
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ambos lados de (6.5) por T y combinando este resultado con (6.6) deducimos que

T j+1 ≡ Hi−1,jT
i +Hi−2,jT

i−1 + · · ·+H0,jT mód Q

≡ (Π1Hi−1,j +Hi−2,j)T
i−1 + · · ·+ ((−1)i−2Πi−1Hi−1,j +H0,j)T

+ (−1)i−1ΠiHi−1,j mód Q.

Definimos

Hk,j+1 := (−1)i−1−kΠi−kHi−1,j +Hk−1,j para 1 ≤ k ≤ i− 1,

H0,j+1 := (−1)i−1ΠiHi−1,j.

Entonces

T j+1 ≡ Hi−1,j+1T
i−1 +Hi−2,j+1T

i−2 + · · ·+H0,j+1 mód Q.

Resta probar que el polinomio Hk,j+1 satisface las propiedades del enunciado del
lema. Fijamos k con 1 ≤ k ≤ i−1. Entonces Hk,j+1 = (−1)i−1−kΠi−kHi−1,j+Hk−1,j.
Por la hipótesis inductiva se tiene queHi−1,j yHk−1,j son nulos u homogéneos de gra-
dos j−i+1 y j−k+1 respectivamente. Concluimos queHk,j+1 es nulo o es homogéneo
de grado j−k+1. Además, para j+1−k ≤ i, como máx{i−k, j−i+1} ≤ j−k < i,
tenemos que Πi−kHi−1,j es un elemento del anillo de polinomios Fq[Π1, . . . ,Πj−k]. Por
otro lado, Hk−1,j es un elemento Fq[Π1, . . . ,Πj−k][Πj−k+1] de grado 1 con coeficien-
te principal ±1, lo cual implica que Hk,j+1 también lo es. Finalmente, para k = 0
tenemos que H0,j+1 := (−1)i−1ΠiHi−1,j, lo que muestra que H0,j+1 es nulo o un
polinomio homogéneo de Fq[X1, . . . , Xi] de grado i+ j − i+ 1 = j + 1. Esto finaliza
la demostración del lema.

Finalmente, expresamos cada polinomio Ra
j en términos de los polinomios Hk,j.

Proposición 6.1.3. Sean s, d ∈ N con 1 ≤ s ≤ d − 2 y 2(s + 1) ≤ d. Para
d− s ≤ j ≤ i− 1, tenemos la siguiente igualdad:

Ra
j = aj +

d∑

k=i

akHj,k, (6.7)

donde los polinomios Hj,k son los definidos en el Lema 6.1.2. En particular, Ra
j es

un polinomio mónico de Fq[Π1, . . . ,Πd−1−j][Πd−j], salvo una constante no nula en
Fq, de grado d− j ≤ s para d− s ≤ j ≤ i− 1.

Demostración. Por el Lema 6.1.2, para i ≤ j ≤ d se satisface la siguiente relación:

T j ≡ Hi−1,jT
i−1 +Hi−2,jT

i−2 + · · ·+H0,j mód Q.
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Aśı, obtenemos que

fa =
d∑

j=d−s
ajT

j =
i−1∑

j=d−s
ajT

j +
d∑

j=i

ajT
j

≡
i−1∑

j=d−s
ajT

j +
d∑

j=i

aj

i−1∑

k=d−s
Hk,jT

k +O(T d−s−1) mód Q

≡
i−1∑

j=d−s

(
aj +

d∑

k=i

akHj,k

)
T j +O(T d−s−1) mód Q,

donde O(T d−s−1) representa una suma de los términos de Fq[X1, . . . , Xi][T ] de grado
a lo sumo d−s−1 en T . Esto muestra que los polinomios Ra

j satisfacen (6.7). Por otro
lado, observamos que, para cada Hj,k que aparece en la fórmula (6.7), tenemos que
k−j ≤ s ≤ d−s−2 ≤ i. Esto implica queHj,k ∈ Fq[Π1, . . . ,Πk−j−1][Πk−j] es de grado
1 en Πk−j con coeficiente principal ±1 y de grado k−j en las variables X1, . . . Xi. En
consecuencia, para cada d−s ≤ j ≤ i−1 tenemos que Ra

j es un elemento mónico del
anillo de polinomios Fq[Π1, . . . ,Πd−1−j][Πd−j] de grado d−j, mirado como polinomio
en X1, . . . , Xi. Esto finaliza la demostración de la proposición.

6.2. Una estimación para el promedio del conjun-

to de valores

Por (6.3), el comportamiento asintótico de V(d, s) está determinado por el del
número Sa

i para cada d−s+1 ≤ i ≤ d. Fijando i con d−s+1 ≤ i ≤ d, en la sección
anterior asociamos a fa ciertos polinomios Ra

j ∈ Fq[X1, . . . , Xi] con d−s ≤ j ≤ i−1
con la propiedad de que el número de ceros comunes Fq–racionales de R

a
d−s, . . . , R

a
i−1

con coordenadas distintas dos a dos es igual a i! · Sa
i , es decir,

Sa
i =

1

i!

∣∣{x ∈ Fiq : Ra
j (x) = 0 (d− s ≤ j ≤ i− 1), xk 6= xl (1 ≤ k < l ≤ i)

}∣∣ .

Por la Proposición 6.1.3, podemos expresar cada polinomio Ra
j en términos de los

polinomios simétricos elementales Π1, . . . ,Πs de Fq[X1, . . . , Xi]. Más precisamente,
si Y1, . . . , Ys son nuevas indeterminadas sobre Fq, entonces podemos escribir

Ra
j = Sa

j (Π1, . . . ,Πd−j) (d− s ≤ j ≤ i− 1),

donde cada Sa
j ∈ Fq[Y1, . . . , Yd−j] es de grado 1 en Yd−j con coeficiente principal ±1.

Consideramos el peso wt sobre Fq[Y1, . . . , Ys] definido por wt(Yj) := j para 1 ≤ j ≤ s.
Mediante un argumento recursivo es fácil ver que

Fq[Y1, . . . , Ys]/(S
a
d−s, . . . , S

a
j ) ≃ Fq[Y1, . . . , Yd−j−1] (6.8)

para d−s ≤ j ≤ i−1. Aśı, Sa
d−s, . . . , S

a
i−1 forman una sucesión regular de Fq[Y1, . . . , Ys],

es decir, estos polinomios satisfacen la hipótesis (H1) de la Sección 4.1.
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Además, teniendo en cuenta el isomorfismo (6.8) para j = i − 1, deducimos
que Sa

d−s, . . . , S
a
i−1 forman un ideal radical de Fq[Y1, . . . , Ys] y la Fq–variedad af́ın

W a
i ⊂ As definida por Sa

d−s, . . . , S
a
i−1 es isomorfa al espacio af́ın Ad−i. Concluimos

aśı queW a
i es una variedad no singular y, por lo tanto, la matriz (∂Sa/∂Y )(y) tiene

rango máximo para todo y ∈ As, es decir, Sa
d−s, . . . , S

a
i−1 satisfacen la hipótesis (H2)

de la Sección 4.1.
Finalmente, vamos a mostrar que Sa

d−s, . . . , S
a
i−1 satisfacen la hipótesis (H3) de

la Sección 4.1. Observemos que el Lema 6.1.2 y la Proposición 6.1.3 implican que
la componente homogénea de mayor grado de cada Ra

j es adHj,d para d − s ≤ j ≤
i − 1. Por otro lado, el Lema 4.1.8 muestra que adHj,d = Sa,wt

j (Π1, . . . ,Πs), donde

Sa,wt
j es la componente de mayor peso de Sa

j . Como Hj,d es un elemento mónico de

Fq[Π1, . . . ,Πd−j−1][Πd−j] de grado 1 en Πd−j, se sigue que Sa,wt
j es un elemento de

Fq[Y1, . . . , Yd−j−1][Yd−j] de grado 1 en Yd−j. Por lo tanto,

Fq[Y1, . . . , Ys]/(S
a,wt
d−s , . . . , S

a,wt
j ) ≃ Fq[Y1, . . . , Yd−j−1]

para d− s ≤ j ≤ i− 1. Argumentando como arriba concluimos que Sa,wt
d−s , . . . , S

a,wt
i−1

satisfacen las hipótesis (H1) y (H2), es decir, S
a
d−s, . . . , S

a
i−1 satisfacen (H3).

Sea V a
i ⊂ Ai la variedad af́ın definida por los polinomios Ra

d−s, . . . , R
a
i−1 ∈

Fq[X1, . . . Xi]. Como i−d+s ≤ s ≤ d−s−2 y Sa
d−s, . . . , S

a
i−1 satisfacen las hipótesis

(H1), (H2) y (H3) de la Sección 4.1, podemos aplicar el Corolario 4.1.15 en este caso.
Más precisamente, sea V a

i,= el conjunto de puntos V a
i con al menos dos coordenadas

distintas que toman el mismo valor, es decir,

V a
i,= :=

⋃

1≤j<k≤i
V a
i ∩ {Xj = Xk},

y sea V a
i, 6= := V a

i \ V a
i,=. Del Corolario 4.1.15 (tomando r := i y m := i − d + s)

deducimos que

∣∣|V a
i, 6=(Fq)| − qd−s

∣∣ ≤ 14D3
i δ

2
i (q + 1)qd−s−2 +

(
i

2

)
δi q

d−s−1, (6.9)

donde Di :=
∑s

j=d−i+1(j − 1) y δi :=
∏s

j=d−i+1 j = s!/(d − i)!. De (6.9) obtenemos
la siguiente estimación para Sa

i .

Teorema 6.2.1. Sean d, i, s enteros con 1 ≤ s ≤ d − 2 y 2(s + 1) ≤ d. Para
d− s+ 1 ≤ i ≤ d tenemos que

∣∣∣∣Sa
i − qd−s

i!

∣∣∣∣ ≤
i(i− 1)

2i!
δiq

d−s−1 +
14

i!
D3
i δ

2
i (q + 1)qd−s−2,

donde Di :=
∑s

j=d−i+1(j − 1) y δi :=
∏s

j=d−i+1 j = s!/(d− i)!.

Finalmente, combinando (6.3) con el Teorema 6.2.1 obtenemos el siguiente re-
sultado.
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Corolario 6.2.2. Con las hipótesis del Teorema 6.2.1, tenemos la siguiente estima-
ción:

∣∣∣∣V(d, s)− µd q −
1

2e

∣∣∣∣ ≤
s2 + 1

(d− s− 1)!
+

21

8

s6(s!)2

d!

s−1∑

k=0

(
d

k

)
1

k!
+

7

q
. (6.10)

Demostración. Por (6.3) obtenemos

V(d, s)− µd q =
d−s∑

i=1

(−q)1−i
((

q

i

)
− qi

i!

)
+

1

qd−s−1

d∑

i=d−s+1

(−1)i−1

(
Sa
i − qd−s

i!

)
. (6.11)

En primer lugar, acotamos superiormente el valor absoluto A2(d, s) del primer
término en el lado derecho de (6.11). Observemos que dicha suma se encuentra en
(5.21). Si reemplazamos r := d− s en la cota superior de A(d, r) de (5.21), tenemos
que

∣∣∣∣A2(d, s)−
1

2e

∣∣∣∣ ≤
1

2 · (d− s− 1)!
+

d−s∑

i=2

(
1

d
+

8

i2

)
1

q
≤ 1

2 · (d− s− 1)!
+

7

q
. (6.12)

Consideramos ahora el valor absoluto del segundo término del lado derecho de (6.11).
Por el Teorema 6.2.1 tenemos que

B2(d, s) :=
1

qd−s−1

d∑

i=d−s+1

∣∣∣∣Sa
i − qd−s

i!

∣∣∣∣

≤
d∑

i=d−s+1

i(i− 1)

2i!
δi +

d∑

i=d−s+1

14

i!
D3
i δ

2
i

(
1 +

1

q

)
.

Ahora bien, el primer término del lado derecho de esta última desigualdad se puede
acotar de la siguiente manera:

d∑

i=d−s+1

i(i− 1)

2i!
δi =

s!

2(d− 2)!

d∑

i=d−s+1

(
d− 2

i− 2

)

≤ s · s!
2(d− 2)!

(
d− 2

s− 1

)
=

s2

2(d− s− 1)!
.

Por otro lado,

d∑

i=d−s+1

14

i!
D3
i δ

2
i ≤

7

4

d∑

i=d−s+1

s3(s− 1)3(s!)2

i!((d− i)!)2
=

7

4

s−1∑

k=0

s6(s!)2

(d− k)!(k!)2
.

Finalmente, obtenemos

B2(d, s) ≤
s2

2(d− s− 1)!
+

21

8

s6(s!)2

d!

s−1∑

k=0

(
d

k

)
1

k!
.

Combinando las cotas superiores de A2(d, s) y B2(d, s) se deduce el corolario.
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Por último, analizamos el comportamiento del lado derecho de (6.10). Esto nos
permitirá mostrar que el término de error tiende a cero cuando d tiende a infinito.
Fijamos k con 0 ≤ k ≤ s−1 y consideramos la función h1(k) :=

(
d
k

)
1
k!
. Analizando el

signo de las diferencias h1(k+1)−h1(k) para 0 ≤ k ≤ s− 2, deducimos el siguiente
resultado.

Observación 6.2.3. Sea k0 := −1/2 +
√
5 + 4d/2. Entonces h1 es una función

unimodal en el intervalo de enteros [0, s− 1], que alcanza su máximo en ⌊k0⌋.
A partir de la Observación 6.2.3 vemos que

s6(s!)2

d!

s−1∑

k=0

(
d

k

)
1

k!
≤ s7(s!)2

d!

(
d

⌊k0⌋

)
1

⌊k0⌋!
=

s7(s!)2

(d− ⌊k0⌋)!(⌊k0⌋!)2
. (6.13)

Para obtener una cota superior del lado derecho de (6.13) utilizamos, como en el
Caṕıtulo 5, la fórmula de Stirling: para m ∈ N, existe θ con 0 ≤ θ < 1 tal que m! =
(m/e)m

√
2πmeθ/12m. Aplicando esta fórmula, teniendo en cuenta que 2(s+ 1) ≤ d,

vemos que existen θj (j = 1, 2, 3) con 0 ≤ θj < 1 tales que

C2(d,s) :=
s7(s!)2

(d−⌊k0⌋)!(⌊k0⌋!)2
≤ (d

2
− 1)8(d

2
− 1)d−2 e

2+⌊k0⌋+ θ1
3d−6

− θ2
12(d−⌊k0⌋)

− θ3
6⌊k0⌋

(
d− ⌊k0⌋

)d−⌊k0⌋√2π(d− ⌊k0⌋)⌊k0⌋2⌊k0⌋+1
.

De cálculos elementales se sigue que

(d− ⌊k0⌋)−d+⌊k0⌋ ≤ d−d+⌊k0⌋e⌊k0⌋(d−⌊k0⌋)/d,

d⌊k0⌋

⌊k0⌋2⌊k0⌋
≤ e(d−⌊k0⌋2)/⌊k0⌋,

(
d

2
− 1

)d−2

≤
(
d

2

)d−2

e4/d−2.

Luego,

C2(d, s) ≤
(d
2
− 1
)8 e⌊k0⌋+

1
3d−6

+ 4
d
+

⌊k0⌋
d

(d−⌊k0⌋)+ 1
⌊k0⌋

(d−⌊k0⌋2)

d22d−2
√

2π(d− ⌊k0⌋)⌊k0⌋
.

De acuerdo a la definición de ⌊k0⌋, es fácil ver que

⌊k0⌋+
⌊k0⌋
d

(d− ⌊k0⌋) ≤ 2⌊k0⌋ −
1

5
,

1

⌊k0⌋
(d− ⌊k0⌋2) ≤ 4,

(d
2
− 1)3

d2⌊k0⌋
√
d− ⌊k0⌋

≤ 3

20
.

Por lo tanto, teniendo en cuenta que d ≥ 2, concluimos que

C2(d, s) ≤
3(d

2
− 1)5e

1
3d−6

+ 4
d
− 1

5
+3+

√
5+4d

5
√
2π 2d

. (6.14)

Combinando estas cotas con el Corolario 6.2.2 obtenemos el siguiente resultado.
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Teorema 6.2.4. Para q > d y 1 ≤ s ≤ d/2− 1, tenemos que

∣∣∣∣V(d, s)− µd q −
1

2e

∣∣∣∣ ≤
(d− 2)5e2

√
d

2d−2
+

7

q
. (6.15)

Demostración. Teniendo en cuenta (6.14) y que
√
5 + 4d ≤ 4/5 + 2

√
d para d ≥ 2,

concluimos que

21

8

s6(s!)2

d!

s−1∑

k=0

(
d

k

)
1

k!
≤ 3

(d− 2)5e2
√
d

2d
.

Por otro lado, es fácil ver que

s2 + 1

2(d− s− 1)!
≤ (d− 2)5e2

√
d

2d
.

A partir de estas desigualdades se deduce el teorema.

Para finalizar, hacemos algunos comentarios sobre el comportamiento de la cota
de (6.15)

Observación 6.2.5. Consideremos la función f : Z≥4 → R definida por f(d) :=

(d− 2)5e2
√
d2−d. Se verifica que f es una función unimodal que alcanza su máximo

en d0 := 14 y f(d0) ≈ 1.08 · 105. Es fácil ver que ĺımd→+∞ f(d) = 0; de hecho, si
d ≥ 51 entonces f(d) < 1.

Una cota superior evidente para el lado izquierdo de (6.15) es |V(d, s) − µd q −
(2e)−1| ≤ (1− µd)q. De cálculos directos podemos mostrar que la cota superior del
Teorema 6.2.4 no es interesante para valores pequeños de q si d ≤ 44. Por otro lado,
para 1 ≤ s ≤ d

2
−3, podemos mejorar significativamente la cota superior del Teorema

6.2.4. Más precisamente, argumentando como en la demostración del Teorema 6.2.4
obtenemos la siguiente cota superior:

∣∣∣∣V(d, s)− µd q −
1

2e

∣∣∣∣ ≤
9(d− 6)e2

√
d

2d−2
+

7

q
. (6.16)

Sea g := Z≥7 → R definida por g(d) := 9(d − 6)e2
√
d2−d+2. Entonces g es una

función unimodal que alcanza su máximo en d1 := 9, es decir g(d1) := 85. Además,
ĺımd→+∞ g(d) = 0 y g(d) < 1 para d ≥ 24. En particular, (6.16) es no trivial para
d ≥ 19.

Terminamos este caṕıtulo con la siguiente observación en donde discutimos el
comportamiento asintótico del lado derecho de (6.10).

Observación 6.2.6. Sea

H(d, s) :=
s6(s!)2

d!

s−1∑

k=0

(
d

k

)
1

k!
.
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Sea ad(k) :=
(
d
k

)
1
k!

para 0 ≤ k ≤ d. En [LP81] se muestra que ad es una función
unimodal en el intervalo entero [0, d] que alcanza su máximo en ⌊k0⌋, donde k0 está
definido en la Observación 6.2.3. Además, para ǫ > 1/4 se prueba que

d∑

k=0

ad(k) ∼
∑

k∈(k0−dǫ,k0+dǫ)
ad(k) ∼

1

2
√
πe
d−1/4e2

√
d,

donde el śımbolo ∼ denota el mismo comportamiento asintótico. Suponemos que
s > ⌊k0⌋+ dǫ con ǫ > 1/4. Entonces, por la fórmula de Stirling, obtenemos que

H(d, s) ∼ 1√
2e

(e
d

)d (s
e

)2s
s7e2(s−

√
d)d−3/4.

Finalmente, observemos que, si s ≤ ⌊k0⌋+ dǫ con ǫ > 1/4, entonces el lado derecho
de esta expresión es una cota superior de H(d, s) para d suficientemente grande. Esto
muestra que H(d, s) converge a 0 con un radio doblemente exponencial d−(1−2λ)d para
s ≤ λd con λ ∈ [0, 1/2[.
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Caṕıtulo 7

La distribución de patrones de
factorización en familias lineales

En este caṕıtulo vamos a estudiar otro problema combinatorio clásico sobre un
cuerpo finito: la distribución de patrones de factorización en familias lineales de
polinomios univariados de grado dado y con coeficientes en Fq. Más precisamente,
vamos a dar estimaciones expĺıcitas del número de elementos de una familia lineal
de polinomios mónicos univariados de grado d con coeficientes en Fq y con un patrón
de factorización dado, en el caso que d es menor que q, en términos de parámetros
sintácticos de la familia y el patrón de factorización.

Sea T una indeterminada sobre Fq. Sean d un entero positivo y Fq[T ]d el conjunto
de polinomios mónicos en Fq[T ] de grado d. Sean λ1, . . . , λd enteros no negativos
tales que

λ1 + 2λ2 + · · ·+ dλd = d.

Denotamos por Fq[T ]d,λ el conjunto de f ∈ Fq[T ]d con patrón de factorización λ :=
1λ12λ2 · · · dλd , es decir, los polinomios f ∈ Fq[T ]d que tienen exactamente λi factores
irreducibles mónicos de grado i con coeficientes en Fq (contados con mutiplicidad)
para 1 ≤ i ≤ d. En todo este caṕıtulo usamos la notación Sλ := S ∩ Fq[T ]d,λ para
cualquier subconjunto S ⊂ Fq[T ]d.

S. Cohen muestra en [Coh70] que la proporción de elementos de Fq[T ]d,λ en
Fq[T ]d es del orden de T (λ), donde éste último número representa la cantidad de
permutaciones cuyo patrón de descomposición en ciclos en el grupo simétrico Sd de
d elementos es λ. Más precisamente, Cohen prueba que

|Fq[T ]d,λ| = T (λ) qd +O(qd−1/2),

donde la constante que subyace a la notación O depende solamente de λ. Una
permutación de Sd se dice que tiene patrón de descomposición en ciclos λ, o que es
una permutación de patrón λ, si se descompone en exactamente λi ciclos de longitud
i para 1 ≤ i ≤ d. Observemos que el número de permutaciones en Sd de patrón λ

es d!/w(λ), donde w(λ) := 1λ12λ2 . . . dλdλ1!λ2! . . . λd!. En particular, T (λ) := 1
w(λ)

.

Posteriormente, Cohen propone en [Coh72] que un subconjunto S ⊂ Fq[T ]d,λ está
uniformemente distribuido si la proporción |Sλ|/|S| es del orden de T (λ) para todo
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patrón de factorización λ. El principal resultado de este trabajo ([Coh72, Theorem
3]) provee una condición suficiente para asegurar que una familia S de polinomios de
Fq[T ]d está uniformemente distribuida en el sentido de arriba. Más precisamente, si
p > d y S es una familia lineal de elementos de Fq[T ]d que cumple ciertas restricciones
técnicas y tiene codimensión m ≤ d− 2, entonces se tiene que

|Sλ| = T (λ) qd−m +O(qd−m− 1
2 ). (7.1)

Una dificultad con la estimación (7.1) es que las condiciones para que una familia
sea uniformemente distribuida son muy técnicas y dif́ıciles de verificar en casos
concretos. Además, el resultado es válido para cuerpos de caracteŕıstica p mayor
que d, lo cual impide su aplicación a cuerpos de caracteŕıstica pequeña. Por último,
queremos mejorar el comportamiento asintótico del término de error O(qd−m−1/2) y
encontrar una estimación expĺıcita del término de error subyacente en la constante
O que aparece en (7.1).

Para esto, consideramos la familia lineal de polinomios en Fq[T ]d que describimos
a continuación. Sean m y r enteros positivos tales que q > d y 3 ≤ r ≤ d − m,
sean Ad−1, . . . , Ar indeterminadas sobre Fq y sean L1, . . . , Lm ∈ Fq[Ad−1, . . . , Ar] las
formas lineales afines definidas por

Lk := bk,d−1Ad−1 + · · ·+ bk,rAr + bk,0 (1 ≤ k ≤ m). (7.2)

Suponemos sin pérdida de generalidad que L1, . . . , Lm son linealmente independien-
tes. Sea L := (L1, . . . , Lm) y sea A := AL ⊂ Fq[T ]d la familia lineal definida como

A :=
{
T d + ad−1T

d−1 + · · ·+ a0 ∈ Fq[T ]d : L(ad−1, . . . , ar) = 0
}
. (7.3)

Observemos que esta familia lineal fue considerada en el Caṕıtulo 3 (ver (3.4)) y en
el Caṕıtulo 5 (ver (5.3)).

Suponiendo sin pérdida de generalidad que la matriz Jacobiana (∂L/∂A) es
escalonada por columnas, denotamos con 1 ≤ i1 < · · · < im ≤ d − r las posiciones
correspondientes a los pivotes.

Dado un patrón de factorización λ := 1λ1 . . . dλd , el objetivo de este caṕıtulo es
demostrar que la familia A es uniformemente distribuida en el sentido de Cohen, es
decir, |Aλ| ≈ T (λ)qd−m, dando una cota expĺıcita del error ||Aλ| − T (λ)qd−m|. De
manera similar a lo hecho en los caṕıtulos anteriores, vamos a expresar el número
|Aλ| en términos de la cantidad de puntos Fq–racionales con coordenadas distintas
dos a dos de ciertas intersecciones completas singulares definidas sobre Fq. Tales
intersecciones completas están definidas por polinomios simétricos, lo que nos va a
permitir utilizar los resultados del Caṕıtulo 4.

7.1. Patrones de factorización y ráıces

Sean A ⊂ Fq[T ]d la familia lineal de (7.3) y λ := 1λ1 . . . dλd un patrón de fac-
torización. En esta sección mostramos que la condición de que un elemento de A
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tenga patrón de factorización λ puede expresarse en términos de ciertos polinomios
simétricos elementales.

Sean f un elemento de Fq[T ]d y g ∈ Fq[T ] un factor irreducible mónico de f de
grado i. Entonces g es el polinomio minimal de una ráız α de f con Fq(α) = Fqi .
Denotemos con Gi al grupo de Galois Gal(Fqi ,Fq) de Fqi sobre Fq. Podemos expresar
al polinomio g de la siguiente manera:

g =
∏

σ∈Gi

(T − σ(α)).

Aśı, cada factor irreducible g de f está determinado uńıvocamente por una ráız
α de f (y su órbita bajo la acción del grupo de Galois de Fq sobre Fq), y por lo
tanto, sus ráıces pertenecen a una extensión de cuerpos de Fq cuyo grado es el de
g. Para f ∈ Fq[T ]d,λ, existen λ1 ráıces de f en Fq, digamos α1, . . . , αλ1 (contadas
con multiplicidad), que están asociadas con los factores irreducibles de f en Fq[T ]
de grado 1; podemos elegir λ2 ráıces de f en Fq2 \ Fq (contadas con multiplicidad),
digamos αλ1+1, . . . , αλ1+λ2 , que están asociadas con los λ2 factores irreducibles de
f de grado 2, y aśı sucesivamente. Vamos a suponer que se realiza una elección
de λ1 + · · · + λd ráıces α1, . . . , αλ1+···+λd de f en Fq de manera que cada factor
irreducible mónico de f en Fq[T ] está asociado con una y solo una de esas ráıces.
Queremos expresar la factorización de f en factores irreducibles en Fq[T ] en términos
de las coordenadas de las λ1 + · · · + λd ráıces elegidas de f en ciertas bases de
las correspondientes extensiones Fq →֒ Fqi como Fq–espacios vectoriales. Para este
propósito, expresamos la ráız asociada con cada factor irreducible de f de grado i
en una base normal Θi de la extensión de cuerpos Fq →֒ Fqi .

Sea θi ∈ Fqi un elemento normal y sea Θi la base normal de la extensión Fq →֒ Fqi
generada por θi, es decir,

Θi =
{
θi, · · · , θq

i−1

i

}
.

Observemos que el grupo de Galois Gi es ćıclico y el morfismo de Frobenius σi :
Fqi → Fqi definido por σi(x) := xq es un generador de Gi. Aśı, las coordenadas en
la base Θi de todos los elementos en la órbita de una ráız αk ∈ Fqi de un factor
irreducible de f de grado i son las permutaciones ćıclicas de las coordenadas αk en
la base Θi.

El vector que contiene todas las coordenadas de las ráıces α1, . . . , αλ1+···+λd que
hemos elegido para representar los factores irreducibles de f en las bases normales
Θ1, . . . ,Θd es un elemento de Fdq , que denotamos con x := (x1, . . . , xd). Sea

ℓi,j :=
i−1∑

k=1

kλk + (j − 1) i (7.4)

para 1 ≤ j ≤ λi y 1 ≤ i ≤ d. Observemos que el vector de coordenadas de una ráız
αλ1+···+λi−1+j ∈ Fqi es el sub–arreglo (xℓi,j+1, . . . , xℓi,j+i) de x. Con estas notaciones,
los λi factores irreducibles de f de grado i son los polinomios

gi,j =
∏

σ∈Gi

(
T −

(
xℓi,j+1σ(θi) + · · ·+ xℓi,j+iσ(θ

qi−1

i )
))

(7.5)
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para 1 ≤ j ≤ λi. En particular, tenemos que

f =
d∏

i=1

λi∏

j=1

gi,j. (7.6)

Sean X1, . . . , Xd indeterminadas sobre Fq, sea X := (X1, . . . , Xd) y consideramos
el polinomio G ∈ Fq[X, T ] definido como

G :=
d∏

i=1

λi∏

j=1

Gi,j, Gi,j :=
∏

σ∈Gi

(
T −

(
Xℓi,j+1σ(θi) + · · ·+Xℓi,j+iσ(θ

qi−1

i )
))
, (7.7)

donde los ℓi,j están definidos en (7.4). Por los argumentos anteriores deducimos que
un polinomio f ∈ Fq[T ]d tiene patrón de factorización λ si y solo si existe x ∈ Fdq tal
que f = G(x, T ).

A continuación vamos a determinar cuántos elementos x ∈ Fdq producen un
polinomio arbitrario f = G(x, T ) ∈ Fq[T ]d,λ. Para α ∈ Fqi , tenemos que Fq(α) = Fqi
si y solo si su órbita bajo la acción del grupo de Galois Gi tiene exactamente i
elementos. En particular, si α puede expresarse por su vector de coordenadas x ∈ Fiq
en la base normal Θi, entonces los vectores de coordenadas de los elementos de la
órbita de α forman un ciclo de longitud i, ya que el morfismo de Frobenius σi ∈ Gi

permuta ćıclicamente las coordenadas. En consecuencia, existe una biyección entre
los ciclos de longitud i en Fiq y los elementos α ∈ Fqi con Fq(α) = Fqi . Para hacer esta
relación más precisa, introducimos la noción de un arreglo de tipo λ.

Definición 7.1.1. Sea ℓi,j (1 ≤ i ≤ d, 1 ≤ j ≤ λi) definido como (7.4). Un
elemento x = (x1, . . . , xd) ∈ Fdq se dice tipo λ si y solo si cada sub–arreglo xi,j :=
(xℓi,j+1, . . . , xℓi,j+i) es un ciclo de longitud i.

Dado x ∈ Fdq , el siguiente resultado muestra que el tipo de cada x ∈ Fdq determina
el patrón de factorización de G(x, T ).

Lema 7.1.2. Para cualquier x = (x1, . . . , xd) ∈ Fdq , el polinomio f := G(x, T )
tiene patrón de factorización λ si y solo si x es de tipo λ. Más aún, para cada
polinomio libre de cuadrados f ∈ Fq[T ]d,λ hay w(λ) :=

∏d
i=1 i

λiλi! diferentes x ∈ Fdq
con f = G(x, T ).

Demostración. Sean Θ1, . . . ,Θd las bases normales introducidas anteriormente. Ca-
da x ∈ Fdq está asociado con una única sucesión de elementos αk (1 ≤ k ≤
λ1 + · · ·+λd) de la siguiente manera: αλ1+···+λi−1+j con 1 ≤ j ≤ λi es el elemento de
Fqi cuyo vector de coordenadas en la base Θi es el sub–arreglo (xℓi,j+1, . . . , xℓi,j+i) of
x.

Supongamos que G(x, T ) tiene patrón de factorización λ para un x ∈ Fdq dado.
Fijamos (i, j) con 1 ≤ i ≤ d y 1 ≤ j ≤ λi. Entonces G(x, T ) se factoriza como
en (7.5)–(7.6), donde cada gi,j ∈ Fq[T ] es irreducible, y aśı Fq(αλ1+···+λi−1+j) = Fqi .
Concluimos que el sub–arreglo (xℓi,j+1, . . . , xℓi,j+i) que define αλ1+···+λi−1+j es un ciclo
de longitud i. Esto prueba que x es de tipo λ. Por otro lado, dado un x ∈ Fdq de
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tipo λ, fijamos (i, j) con 1 ≤ i ≤ d y 1 ≤ j ≤ λi. Entonces Fq(αλ1+···+λi−1+j) = Fqi ,
porque el sub–arreglo (xℓi,j+1, . . . , xℓi,j+i) es un ciclo de longitud i y aśı la órbita
de αλ1+···+λi−1+j bajo la acción de Gi tiene i elementos. Esto implica que el factor
gi,j de G(x, T ) definido como en (7.5) es irreducible de grado i. Aśı deducimos que
f := G(x, T ) tiene patrón de factorización λ.

Además, para x ∈ Fdq de tipo λ, el polinomio f := G(x, T ) ∈ Fq[T ]d,λ es libre
de cuadrados si y solo si todas las ráıces αλ1+···+λi−1+j con 1 ≤ j ≤ λi son distintas
dos a dos y no son elementos conjugados de Fqi . Esto implica que ninguna permu-
tación ćıclica de un sub–arreglo (xℓi,j+1, . . . , xℓi,j+i) con 1 ≤ j ≤ λi coincide con
otra permutación ćıclica de otro sub–arreglo (xℓi,j′+1, . . . , xℓi,j′+i). Dado que las per-
mutaciones ćıclicas de cualquiera de esos sub–arreglos y las permutaciones de esos
sub–arreglos producen elementos de Fdq que están asociados al mismo polinomio f ,
hay w(λ) :=

∏n
i=1 i

λiλi! diferentes elementos x ∈ Fdq tales que f = G(x, T ).

Consideremos ahora el polinomio G de (7.7) como un elemento de Fq[X][T ].
Vamos a expresar los coeficientes de G mediante el vector de formas lineales Y :=
(Y1, . . . , Yd), donde Yi ∈ Fq[X] se define de la siguiente manera para 1 ≤ i ≤ d :

(Yℓi,j+1, . . . , Yℓi,j+i)
t := Ai · (Xℓi,j+1, . . . , Xℓi,j+i)

t (1 ≤ j ≤ λi, 1 ≤ i ≤ d), (7.8)

siendo Ai ∈ Fi×iqi
la matriz

Ai :=
(
σ(θq

h

i )
)
σ∈Gi, 0≤h≤i−1

.

Por (7.7), podemos expresar al polinomio G como

G =
d∏

i=1

λi∏

j=1

i∏

k=1

(T − Yℓi,j+k) =
d∏

k=1

(T − Yk) = T d +
d∑

k=1

(−1)k (Πk(Y ))T d−k,

donde Π1(Y ), . . . ,Πd(Y ) son los polinomios simétricos elementales de Fq[Y ]. De
acuerdo con (7.7), G pertenece al anillo de polinomios Fq[X, T ], lo cual implica
en particular que Πk(Y ) pertenece a Fq[X] para 1 ≤ k ≤ d. Combinando estos
argumentos con el Lema 7.1.2 obtenemos el siguiente resultado.

Lema 7.1.3. Un polinomio f := T d + ad−1T
d−1 + · · ·+ a0 ∈ Fq[T ]d tiene patrón de

factorización λ si y solo si existe x ∈ Fdq de tipo λ tal que

ak = (−1)d−k Πd−k(Y (x)) (0 ≤ k ≤ d− 1). (7.9)

En particular, si f es libre de cuadrados, entonces hay w(λ) elementos x tales que
se satisface (7.9).

En consecuencia, podemos expresar la condición de que un elemento de la familia
A de (7.3) tiene patrón de factorización λ en términos de los polinomios simétricos
elementales Π1, . . . ,Πd−r de Fq[Y ].
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Corolario 7.1.4. Un polinomio f := T d + ad−1T
d−1 + · · ·+ a0 ∈ A tiene patrón de

factorización λ si y solo si existe x ∈ Fdq de tipo λ tal que se satisface (7.9) y

Lk
(
− Π1(Y (x)), . . . , (−1)d−r Πd−r(Y (x))

)
= 0 (1 ≤ k ≤ m). (7.10)

En particular, si f := G(x, T ) ∈ Aλ es libre de cuadrados, entonces hay w(λ)
elementos x tales que se satisface (7.10).

7.2. El número de polinomios con patrón de fac-

torización dado

Sean d, r ym enteros positivos tales que q > d y 3 ≤ r ≤ d−m. Sean Ad−1, . . . , Ar
indeterminadas sobre Fq y L1, . . . , Lm las formas lineales de Fq[Ad−1, . . . , Ar] definidas
en (7.2). Sea A ⊂ Fq[T ]d la familia definida en (7.3). Dado un patrón de factorización
λ := 1λ1 · · · dλd , consideramos el conjunto Aλ formado por todos los elementos de la
familia A ⊂ Fq[T ]d que tienen patrón de factorización λ. En esta sección estimamos
el número de elementos de Aλ.

Para este propósito, el Corolario 7.1.4 muestra que podemos asociar los elementos
Aλ con los siguientes polinomios de Fq[X]:

Rk := Rλ
k := Lk

(
− Π1(Y (X)), . . . , (−1)d−rΠd−r(Y (X))

)
(1 ≤ k ≤ m). (7.11)

Mediante el cambio de coordenadas definido por Y := (Y1, . . . , Yd), donde Y es
el vector de formas lineales de (7.8), podemos expresar cada Rk como un poli-
nomio lineal en los primeros s polinomios simétricos elementales Π1, . . . ,Πd−r de
Fq[Y ]. Más precisamente, sean Z1, . . . , Zd−r nuevas indeterminadas sobre Fq, sea
Z := (Z1, . . . , Zd−r) y Fq[Z] el anillo de polinomios en Z1, . . . , Zd−r con coeficientes
en Fq. Entonces podemos escribir

Rk = Sk(Π1, . . . ,Πd−r) (1 ≤ k ≤ m), (7.12)

donde S1, . . . , Sm ∈ Fq[Z] están definidos por Sk := Lk(−Z1, . . . , (−1)d−rZd−r) (1 ≤
k ≤ m).

Observemos que S1, . . . , Sm son elementos de grado 1 cuyas componentes ho-
mogéneas de grado 1 son linealmente independientes en Fq[Z]. Aśı, la matriz Ja-
cobiana (∂S/∂Z)(z) de S := (S1, . . . , Sm) con respecto a Z := (Z1, . . . , Zd−r)
tiene rango máximo m para todo z ∈ Ad−r. Por otro lado, podemos suponer
que la matriz Jacobiana (∂S/∂Z) está escalonada por columnas, denotando por
1 ≤ i1 < · · · < im ≤ d− r las posiciones correspondientes a los pivotes.

Si p > 2, teniendo en cuenta las propiedades de los polinomios S1, . . . , Sm, po-
demos aplicar el Teorema 4.2.13 a R1, . . . , Rm, tomando en este caso s := d− r. En
consecuencia, observando que deg(Rk) = ik para 1 ≤ k ≤ m, tenemos el siguiente
resultado.
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Teorema 7.2.1. Sea p > 2. Sean d, r y m enteros positivos tales que 3 ≤ r ≤ d−m y
sea V := V (R1, . . . , Rm) ⊂ Ad la Fq–variedad definida por los polinomios R1, . . . , Rm

de (7.11). Entonces
∣∣|V (Fq)| − qd−m

∣∣ ≤ (q + 1)qd−m−2
(
(δL(DL − 2) + 2)q1/2 + 14D2

Lδ
2
L

)
, (7.13)

donde δL := i1 · · · , im y donde DL :=
∑m

j=1(ij − 1).

Ahora, sea V = la subvariedad af́ın de V definida por

V = :=
⋃

1≤i≤d
1≤j1<j2≤λi, 1≤k1<k2≤i

V ∩ {Yℓi,j1+k1 = Yℓi,j2+k2},

donde Yℓi,j+k son las formas lineales determinadas por (7.8), es decir,

Yℓi,j+k := Xℓi,j+1σk,i(θi) + · · ·+Xℓi,j+iσk,i(θ
qi−1

i ), (7.14)

siendo Gi := {σk,i : 1 ≤ k ≤ i} el grupo de Galois de Fqi sobre Fq. Sea V
6=(Fq) :=

V (Fq)\V =(Fq). A continuación obtenemos una cota superior para el número |V =(Fq)|.
El Teorema 4.2.12 asegura que la clausura proyectiva pcl(V ) ⊂ Pd de V es

una intersección completa normal. Por lo tanto, por el Teorema 2.1.10 concluimos
que V es absolutamente irreducible. Aśı tenemos que V ∩ {Yℓi,j1+k1 = Yℓi,j2+k2}
tiene dimensión a lo sumo d − m − 1 para todo 1 ≤ i ≤ d, 1 ≤ j1 < j2 ≤ λi y
1 ≤ k1 < k2 ≤ i. Concluimos que V = tiene dimensión a lo sumo d−m− 1. Luego,
por la desigualdad de Bézout (2.1.14), observando que deg V ≤ δL = i1 . . . im,
deducimos que

deg V = ≤ deg V
d∑

i=1

i2λ2i ≤ d2δL.

En consecuencia, la Proposición 2.2.1 implica

|V =(Fq)| ≤ deg V = qd−m−1 ≤ d2δLq
d−m−1. (7.15)

Combinando el Teorema 7.2.1 con (7.15) obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 7.2.2. Con las notaciones del Teorema 7.2.1, tenemos que
∣∣V 6=(Fq)| − qd−m

∣∣ ≤ (q + 1)qd−m−2
(
(δL(DL − 2) + 2)q1/2 + 14D2

Lδ
2
L

)
+ d2δLq

d−m−1,

donde δL := i1 . . . im y DL :=
∑m

j=1(ij − 1).

Demostración. Por (7.15),

|V =(Fq)| ≤ deg V = qd−m−1 ≤ d2δLq
d−m−1.

Por lo tanto, del Teorema 7.2.1 se sigue que
∣∣V 6=(Fq)| − qd−m

∣∣ ≤
∣∣V (Fq)− qd−m

∣∣+
∣∣V =(Fq)

∣∣
≤ (q + 1)qd−m−2

(
(δL(DL − 2) + 2)q1/2 + 14D2

Lδ
2
L

)
+ d2δLq

d−m−1.

Esto finaliza la demostración del corolario.
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Supongamos ahora que las formas lineales L1, . . . , Lm ∈ Fq[Ad−1, . . . , Ad−r] que
definen la variedad lineal A son ralas. Más precisamente, supongamos que m +
2 ≤ r ≤ d − m. Como los polinomios lineales S1, . . . , Sm ∈ Fq[Z] definidos por
Sk := Lk(−Z1, . . . , (−1)d−rZd−r) (1 ≤ k ≤ m) cumplen que la matriz Jacobiana
(∂S/∂Z)(z) tiene rango m para todo z ∈ Ad−r, tenemos que S1, . . . , Sm forman una
sucesión regular de Fq[Z]. Por lo tanto, S1, . . . , Sm cumplen las hipótesis (H1) y (H2)
de la Sección 4.1, tomando s := d−r y r := d. Si suponemos como antes que la matriz
Jacobiana (∂S/∂Z)(z) está escalonada por columnas y 1 ≤ i1 < · · · < im ≤ d − r
son las posiciones correspondientes a los pivotes, las componentes homogéneas de
mayor peso de S1, . . . , Sm son Swt

1 = c1Zi1 , . . . , S
wt
m = cmZi1 respectivamente. Aśı,

S1, . . . , Sm satisfacen la hipótesis (H3) de la Sección 4.1. Finalmente, como los enteros
m, d y r satisfacen la desigualdad m + 2 ≤ r ≤ d −m − 2, estamos en condiciones
de aplicar el Teorema 4.1.13, tomando como antes s := d − r y r := d. Como
deg(Rk) = ik para 1 ≤ k ≤ m, por las consideraciones previas y el Corolario 4.1.15
obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 7.2.3. Sean r, m y d enteros positivos tales que m + 2 ≤ r ≤ d − m
y sean R1, . . . , Rm ∈ Fq[X1, . . . , Xd] los polinomios definidos en (7.12). Si V :=
V (R1, . . . , Rm) ⊂ Ad es la Fq–variedad af́ın definida por R1, . . . , Rm,

V = :=
⋃

1≤i≤d
1≤j1<j2≤λi, 1≤k1<k2≤i

V ∩ {Yℓi,j1+k1 = Yℓi,j2+k2},

y V 6= := V \ V =, donde Yℓi,j+k son las formas lineales afines definidas en (7.8), se
tiene que

∣∣|V 6=(Fq)| − qd−m
∣∣ ≤ 14D3

Lδ
2
L(q + 1)qd−m−2 + d2δLq

d−m−1,

donde DL :=
∑m

j=1(ij − 1) y δL := i1 · · · im.

Por otro lado, el Corolario 7.1.4 relaciona el número |V (Fq)| de ceros comunes
Fq–racionales de R1, . . . , Rm con la cantidad |Aλ|. Más precisamente, sea x := (xi,j :
1 ≤ i ≤ d, 1 ≤ j ≤ λi) ∈ Fdq un cero Fq–racional de R1, . . . , Rm de tipo λ (ver la
Definición 7.1.1). Entonces asociamos a x con un elemento f ∈ Aλ tal que tiene
como ráız Fqi–racional a Yℓi,j+k(xi,j) para 1 ≤ i ≤ d, 1 ≤ j ≤ λi y 1 ≤ k ≤ i, donde
Yℓi,j+k es la forma lineal definida en (7.8).

Sea Asq
λ := {f ∈ Aλ : f es libre de cuadrados} y Ansq

λ := Aλ \ Asq
λ . El Coro-

lario 7.1.4 además asegura que todo elemento f ∈ Asq
λ está asociado con w(λ) :=∏d

i=1 i
λiλi! ceros comunes Fq–racionales de R1, . . . , Rm de tipo λ. Observemos que

x ∈ Fdq es de tipo λ si y solo si Yℓi,j+k1(x) 6= Yℓi,j+k2(x) para 1 ≤ i ≤ d, 1 ≤ j ≤ λi
y 1 ≤ k1 < k2 ≤ i. Además, un x ∈ Fdq de tipo λ está asociado con f ∈ Asq

λ si y solo
si Yℓi,j1+k1(x) 6= Yℓi,j2+k2(x) para 1 ≤ i ≤ d, 1 ≤ j1 < j2 ≤ λi y 1 ≤ k1 < k2 ≤ i. En

consecuencia, vemos que |Asq
λ | = T (λ)

∣∣V 6=(Fq)
∣∣, lo cual implica que

∣∣|Asq
λ | − T (λ) qd−m

∣∣ = T (λ)
∣∣|V 6=(Fq)| − qd−m

∣∣. (7.16)
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Si p > 2 y 3 ≤ r ≤ d−m, por el Corolario 7.2.2 concluimos que

∣∣|Asq
λ | − T (λ) qd−m

∣∣ ≤ T (λ)

(
(q + 1)qd−m−2

(
(δL(DL − 2) + 2)q1/2 + 14D2

Lδ
2
L

)
+ d2δLq

d−m−1

)

≤ qd−m−1T (λ)
(
2δLDLq

1/2 + 19D2
Lδ

2
L + d2δL

)
.

Aśı, tenemos la siguiente estimación para el número |Aλ|:
∣∣|Aλ| − T (λ) qd−m

∣∣ =
∣∣|Asq

λ |+ |Ansq
λ | − T (λ)qn−m

∣∣
≤ qd−m−1T (λ)

(
2δLDLq

1/2 + 19D2
Lδ

2
L + d2δL

)
+ |Ansq

λ |.
(7.17)

Finalmente, resta obtener una cota superior para el número |Ansq
λ |. Con este

propósito, observemos que f ∈ A no es libre de cuadrados si y solo si su discrimi-
nante es igual a cero. Sea Ansq el lugar discriminante de A, es decir, el conjunto
de elementos de la familia A cuyo discriminante es igual a cero. De [FS84] es fácil
deducir que el lugar discriminante Ansq es el conjunto de puntos Fq–racionales de
una hipersuperficie de grado a lo sumo d(d − 1) de un espacio af́ın adecuado de
dimensión d−m. De (2.2.1) deducimos que

|Ansq
λ | ≤ |Ansq| ≤ d(d− 1) qd−m−1. (7.18)

Aśı, combinando (7.17) y (7.18) concluimos que

∣∣|Aλ| − T (λ) qd−m
∣∣ ≤ qd−m−1T (λ)

(
2δLDLq

1/2 + 19D2
Lδ

2
L + d2δL

)
+ d2qd−m−1

≤ qd−m−1
(
2T (λ)DLδLq

1/2 + 19 T (λ)D2
Lδ

2
L + d2

)
.

En otras palabras, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 7.2.4. Para p > 2, q > d y 3 ≤ r ≤ d−m, tenemos que

∣∣|Asq
λ | − T (λ) qd−m

∣∣ ≤ qd−m−1T (λ)
(
2DLδLq

1
2 + 19D2

Lδ
2
L + d2δL

)
,

∣∣|Aλ| − T (λ) qd−m
∣∣ ≤ qd−m−1

(
2 T (λ)DLδLq

1
2 + 19 T (λ)D2

Lδ
2
L + d2

)
.

donde δL := i1 · · · im y DL :=
∑m

j=1(ij − 1).

Por otro lado, si suponemos que m + 2 ≤ r ≤ d − m, combinando el Teorema
7.2.3 y la estimación (7.16) deducimos que, sin restricción sobre la caracteŕıstica de
Fq,

∣∣|Asq
λ | − T (λ) qd−m

∣∣ ≤ T (λ)
(
14D3

Lδ
2
L(q + 1)qd−m−2 + d2δLq

d−m−1
)

≤ qd−m−1T (λ)
(
21D3

Lδ
2
L + d2δL

)
.

En este caso una estimación para el número |Aλ| es:
∣∣|Aλ| − T (λ) qd−m

∣∣ =
∣∣|Asq

λ |+ |Ansq
λ | − T (λ)qd−m

∣∣
≤ qd−m−1T (λ)

(
21D3

Lδ
2
L + d2δL

)
+ |Ansq

λ |. (7.19)

119



La distribución de patrones de factorización Caṕıtulo 7

Combinando (7.18) y (7.19) concluimos que
∣∣|Aλ| − T (λ) qd−m

∣∣ ≤ qd−m−1T (λ)
(
21D3

Lδ
2
L + d2δL

)
+ |Ansq

d,λ |
≤ qd−m−1

(
21 T (λ)D3

Lδ
2
L + T (λ) d2δL + d2

)
.

En otras palabras, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 7.2.5. Para q > d y m+ 2 ≤ r ≤ d−m, tenemos que
∣∣|Asq

λ | − T (λ) qd−m
∣∣ ≤ qd−m−1T (λ)

(
21D3

Lδ
2
L + d2δL

)
,∣∣|Aλ| − T (λ) qd−m

∣∣ ≤ qd−m−1
(
21 T (λ)D3

Lδ
2
L + T (λ) d2δL + d2

)
,

donde δL := i1 · · · im y DL :=
∑m

j=1(ij − 1).

Si comparamos las estimaciones de |Aλ| que obtuvimos, observamos que el Teo-
rema 7.2.5 muestra que |Aλ| = T (λ)qd−m + O(qd−m−1), mientras que el Teorema
7.2.4 muestra que |Aλ| = T (λ)qd−m + O(qd−m−1/2). Para q ≥ (11D2

LδL)
2, la cota

superior para
∣∣|Aλ| − T (λ) qd−m

∣∣ del Teorema 7.2.5 es menor que la cota superior
del Teorema 7.2.4. Observamos también que el Teorema 7.2.5 vale sin restricciones
sobre la caracteŕıstica p de Fq, mientras que el Teorema 7.2.4 vale para p > 2. Por
otro lado, el Teorema 7.2.4 es válido para un rango grande de valores de m, es decir,
1 ≤ m ≤ d− 3, mientras que el Teorema 7.2.5 requiere que 1 ≤ m ≤ d/2− 1. Pode-
mos hacer observaciones similares para el número

∣∣|Asq
λ |−T (λ) qd−m

∣∣. Resumiendo,
podemos decir que ambos resultados resultan complementarios.

7.2.1. Polinomios con coeficientes prescriptos y aplicaciones

En esta sección aplicamos los Teoremas 7.2.4 y 7.2.5 a familias de elementos
de Fq[T ]d con coeficientes prescriptos. Dados 0 < i1 < i2 < · · · < im ≤ d y b0 :=
(bi1,0, . . . , bim,0) ∈ Fmq , sea I := {i1, . . . , im} y consideremos el conjunto AI definido
de la siguiente manera:

AI :=
{
T d + a1T

d−1 + · · ·+ ad ∈ Fq[T ]d : aij = bij ,0 (1 ≤ j ≤ m)
}
. (7.20)

Además, denotamos por AI,sq el conjunto de elementos f ∈ AI que son libres
de cuadrados. Dado un patrón de factorización λ, sea G ∈ Fq[X, T ] el polinomio
definido en (7.7). Por el Lema 7.1.3, un elemento f ∈ AI tiene patrón de factorización
λ si y solo si existe x de tipo λ tal que

(−1)ijΠij(Y (x)) = bij ,0 (1 ≤ j ≤ m).

Sea δI := i1 · · · im y DI :=
∑m

j=1(ij − 1). De los Teoremas 7.2.4 y 7.2.5 deducimos
el siguiente resultado.

Corolario 7.2.6. Para p > 2, q > d y im ≤ d− 3, tenemos que
∣∣|AI,sq

λ | − T (λ) qd−m
∣∣ ≤ qd−m−1T (λ)

(
2DI δI q

1
2 + 19D2

I δ
2
I + d2δI

)
,

∣∣|AI
λ| − T (λ) qd−m

∣∣ ≤ qd−m−1
(
2 T (λ)DI δI q

1
2 + 19 T (λ)D2

I δ
2
I + d2

)
.
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Por otro lado, si q > d y im ≤ d−m− 2, entonces
∣∣|AI,sq

λ | − T (λ) qd−m
∣∣ ≤ qd−m−1T (λ)

(
21D3

I δ
2
I + d2δI

)
,∣∣|AI

λ| − T (λ) qd−m
∣∣ ≤ qd−m−1

(
21 T (λ)D3

I δ
2
I + d2

)
.

Observemos que, por simplicidad, cambiamos la enumeración de los coeficientes
de los elementos de la familia AI de (7.20) con respecto a la familia A definida en
(7.3). Por lo tanto, las condiciones 3 ≤ r ≤ d−m en el Teorema 7.2.4 y m+2 ≤ r ≤
d−m en el Teorema 7.2.5 se expresan en este caso como im ≤ d−3 y im ≤ d−m−2
respectivamente.

Terminamos esta sección aplicando nuestras estimaciones al caso de familias
de polinomios con coeficientes consecutivos prescriptos y considerando el patrón
de factorización λ∗ := 1d, es decir, consideramos los polinomios que se factorizan
en factores lineales sobre Fq. Más precisamente, para 1 ≤ m ≤ d − 3 y b0 :=
(b1,0, . . . , bm,0) ∈ Fmq , sea

Am :=
{
1 + a1T + · · ·+ adT

d ∈ Fq[T ]d : aj = bj,0 (1 ≤ j ≤ m)
}
.

Queremos obtener una estimación asintótica del número |Am
λ∗ | y dar condiciones de

existencia de un elemento en f ∈ Am
λ∗ . Este problema es importante en la teoŕıa de

códigos, por ejemplo, en la decodificación de códigos de Reed–Solomon (ver [CW10])
y en la determinación de la distancia mı́nima de un código lineal (ver [CW12]).
También tiene aplicaciones en la teoŕıa de grafos (ver [Coh94, Coh98]).

Observemos que la presentación de la familia Am difiere de la familia AI defi-
nida en (7.20), ya que ahora fijamos los primeros m + 1 coeficientes. Sin embargo,
considerando los polinomios rećıprocos de los elementos de Am podemos aplicar el
Corolario 7.2.6 a este caso.

Corolario 7.2.7. Para p > 2, q > d y m ≤ d− 3, tenemos que
∣∣∣∣|Am

λ∗ | − qd−m

d!

∣∣∣∣ ≤
m(m− 1)m!

d!
qd−m− 1

2 +

(
5
m2(m− 1)2m!2

d!
+ d2

)
qd−m−1.

Más aún, para q > 44m4m!2 + 8d2m! existe un elemento en f ∈ Am
λ . Por otro lado,

si q > d y 2m+ 2 ≤ d, entonces
∣∣∣∣|Am

λ∗ | − qd−m

d!

∣∣∣∣ ≤ qd−m−1

(
3m3(m− 1)3m!2

d!
+ d2

)
.

Más aún, para q > 3m6m!2 + d2m! existe un elemento f ∈ Am
λ∗.

Demostración. Observemos que un polinomio f ∈ Am se factoriza en factores linea-
les sobre Fq si y solo si su polinomio rećıproco T df(T−1) también lo hace. Además,
es claro que T (λ∗) = 1/d!. Por lo tanto, del Corolario 7.2.6 se deducen fácilmente
las estimaciones del corolario.

Más aún, denotamos por Am,sq el conjunto de f ∈ Am que son libres de cuadra-
dos. Si p > 2, q > d y m ≤ d− 3, entonces el Corolario 7.2.6 implica que

∣∣∣∣|A
m,sq
λ∗ | − qd−m

d!

∣∣∣∣ ≤
qd−m−1

d!

(
m(m− 1)m! q

1
2 + 5m2(m− 1)2m!2 + d2m!

)
.
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Aśı, se sigue que |Am,sq
λ∗ | > 0 cuando

q > m(m− 1)m! q
1
2 + 5m2(m− 1)2m!2 + d2m!.

Deducimos fácilmente la primera afirmación de existencia de elementos de Am
d,λ∗ .

Finalmente, para q > d y 2m+ 2 ≤ d, del Corolario 7.2.6 tenemos que

∣∣∣∣|A
m,sq
d,λ∗ | − qd−m

d!

∣∣∣∣ ≤
qd−m−1

d!

(
3m3(m− 1)3m!2 + d2m!

)
,

lo cual implica la segunda afirmación de existencia de elementos de Am
d,λ∗ .

En [Coh98], Cohen prueba que, para 1 ≤ m ≤ d−2 y q > (d2(d+2)!)2, existe un
elemento f ∈ Am

λ∗ . El Corolario 7.2.7 mejora significativamente este resultado, ya
que la dependencia de d en la condición de q se reemplaza por la dem. En particular,
si fijamos m mostramos la existencia de un elemento de Am

λ∗ para valores de q del
orden de O(d2).

Por otro lado, en [LW10] se obtiene la siguiente estimación:

∣∣∣∣|Am
λ∗ | − 1

qm

(
q

d

)∣∣∣∣ ≤
(
q/p+ (m− 1)

√
q + d− 1

d

)
. (7.21)

De la estimación (7.21) los autores concluyen que, para cualquier ε > 0 existe una
constante cε > 0 tal que, si m < εd1/2 y 4ε2 ln2 q < d ≤ cεq, existe f ∈ Am

λ∗ .
La estimación del Corolario 7.2.7 mejora (7.21) en varios casos importantes. En
particular, es válida cuando el radio q/p es grande, es decir, para cuerpos grandes
de caracteŕıstica pequeña.
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Caṕıtulo 8

Búsqueda de puntos Fq–racionales
en hipersuperficies

En este caṕıtulo comenzamos describiendo un algoritmo probabiĺıstico que cal-
cula puntos Fq–racionales de hipersuperficies, en base a la estrategia de “búsqueda
en bandas verticales”. Esta estrategia, que en el caso de curvas planas fue anali-
zada en el trabajo de J. von zur Gathen y colaboradores [vzGSS03], consiste en
reducir el problema original al de encontrar puntos Fq–racionales en la intersección
de la hipersuperficie en cuestión con rectas paralelas en una dirección dada. Luego
analizamos el algoritmo propuesto desde un punto de vista probabiĺıstico. Con este
propósito, observamos que su comportamiento está determinado por el número de
bandas verticales que deben generarse hasta hallar un punto Fq–racional de la hiper-
superficie dada. Utilizando las herramientas técnicas desarrolladas en los Caṕıtulos
5 y 6, determinamos el comportamiento asintótico de la distribución de probabili-
dad del número de búsquedas que se debe realizar. Este estudio nos permitirá, al
final del caṕıtulo, obtener una cota superior de la complejidad en promedio de dicho
algoritmo.

8.1. Algoritmo BBV para hipersuperficies

Fijamos enteros r ≥ 2 y d ≥ 2. Sean X1, . . . , Xr indeterminadas sobre Fq, sean
X := (X1, . . . , Xr) y Fq[X] el anillo de polinomios en X con coeficientes en Fq.
Consideramos el conjunto Fq[X]≤d := {F ∈ Fq[X] : deg(F ) ≤ d} y un elemento
arbitrario F de Fq[X]≤d. El propósito de esta sección es describir un algoritmo pro-
babiĺıstico que calcula un cero Fq–racional de F , es decir, un punto x ∈ Frq tal que
F (x) = 0.

Un dato fundamental para el diseño de un algoritmo para esta tarea es el estudio
del conjunto de ceros Fq–racionales de F . Al cardinal de dicho conjunto lo denotamos
con N(F ). El cardinal promedio N(F ) cuando F vaŕıa entre todos los elementos de
Fq[X]≤d es qr−1 (ver (2.3)), cantidad que coincide con el número de elementos de
Fr−1
q . Esto sugiere una estrategia para encontrar un cero Fq–racional de F ∈ Fq[X]≤d,
que extiende las ideas propuestas en los trabajos de [vzGSS03] y [Mat10] al caso de
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polinomios en varias variables. Como el número esperado de ceros de F es igual
al número de elementos de Fr−1

q , dado a1 ∈ Fr−1
q , se puede tratar de encontrar un

cero Fq–racional de F de la forma (a1, xr), con xr ∈ Fq, o equivalentemente, un
cero Fq–racional de F (a1, Xr). Si este polinomio no tiene ceros en Fq, entonces, dado
a2 ∈ Fr−1

q , se determina si el polinomio F (a2, Xr) tiene un cero en Fq. El algoritmo
procede de esta manera hasta que encuentra un cero de F en Frq .

Siguiendo la terminoloǵıa de [vzGSS03], que considera el caso r = 2, cada con-
junto {ai} × Fq se denomina una banda vertical. En consecuencia, el algoritmo co-
rrespondiente, que extiende el de [vzGSS03] al caso de polinomios en r variables,
se denomina Algoritmo de búsqueda en bandas verticales, o Algoritmo BBV, y
procede como describimos a continuación.

Algoritmo BBV.

Entrada: un polinomio F ∈ Fq[X]≤d.

Output: un cero x ∈ Frq de F , o “fracaso”.

Sea i := 1 y f := 1

Mientras 1 ≤ i ≤ qr−1 y f = 1 hacer

Elegir aleatoriamente ai ∈ Fr−1
q \ {a1, . . . ,ai−1}

Calcular f := gcd(F (ai, Xr), X
q
r −Xr)

Si f = 0, entonces elegir xr,i ∈ Fq aleatoriamente

Si f /∈ {0, 1}, entonces se calcula una ráız xr,i ∈ Fq de f
i := i+ 1

Fin mientras

Si f 6= 1 devuelve (ai, xr,i), sino devuelve “fracaso”.

Para estimar el costo de este algoritmo, es decir, la cantidad de operaciones
aritméticas en Fq que éste realiza, vamos a suponer que los polinomios están repre-
sentados por medio de su codificación densa, esto es, cada elemento de Fq[X]≤d se
representa por el vector de todos los coeficientes de F (sean éstos nulos o no) con
un orden prefijado de todos los monomios de grado a lo sumo d de Fq[X]. Dado
que un elemento de Fq[X]≤d tiene D :=

(
d+r
r

)
coeficientes, la codificación densa de

elementos de Fq[X]≤d tiene longitud D.
Sin considerar el costo de generar elementos aleatorios de Fr−1

q , en la i–ésima
iteración del Algoritmo BBV calculamos el polinomio F (ai, Xr). Si utilizamos el
método de Horner multivariado para evaluar F en ai, y tenemos en cuenta que F
tiene D coeficientes, el número de operaciones aritméticas en Fq que se necesitan
para calcular el vector de coeficientes de F (ai, Xr) es O∼(D), donde la notación O∼

ignora factores logaŕıtmicos (en los trabajos de [BE16] y [BES13] los autores dan
una cota superior de la cantidad de productos en Fq que se necesita para evaluar un
polinomio multivariado en un punto). Luego el algoritmo calcula el máximo común
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divisor f y, si f 6= 1, calcula un cero de f en Fq. Esto puede realizarse con O∼(d log q)
operaciones aritméticas en Fq (ver, por ejemplo, [vzGG99, Corolario 14.16]). Aśı,
deducimos el siguiente resultado.

Lema 8.1.1. Sean F ∈ Fq[X]≤d y a := (a1, . . . ,aqr−1) una elección de bandas ver-
ticales. El Algoritmo BBV realiza O∼(Ca(F ) · (D+d log q)

)
operaciones aritméticas

en Fq hasta encontrar un cero Fq–racional de F , donde Ca(F ) es el mı́nimo i tal que
F (ai, Xr) tiene un cero en Fq.

En tal sentido, cabe preguntarse cuántas bandas verticales se necesitan para que
el Algoritmo BBV encuentre un cero Fq–racional del polinomio en consideración.

Los algoritmos probabiĺısticos propuestos en [vzGSS03] para el caso de curvas, y
[Mat10] para el caso de hipersuperficies, dan una respuesta a dicha pregunta. Estos
algoritmos proponen como máximo d búsquedas a fin de obtener una probabilidad
de éxito mayor que 1/2. Más precisamente, tenemos el siguiente resultado.

Lema 8.1.2. Si F ∈ Fq[X]≤d es absolutamente irreducible y q > 15d13/3 se tiene
que, con a lo sumo d elecciones aleatorias, es posible encontrar un cero Fq–racional
en una banda vertical con probabilidad al menos 1/2.

Demostración. Denotamos con V (F ) ⊂ Ar a la hipersuperficie definida por F . Como
F es absolutamente irreducible y q > 15d13/3, del Teorema 2.2.5 deducimos que

|V (F )(Fq)| ≥ qr−1 − d2qr−3/2. (8.1)

Sea a ∈ Fr−1
q y sea Ca(Fq) := {x ∈ Fq : F (a, x) = 0} el conjunto de ceros Fq–

racionales de F en la banda vertical definida por a. Observemos que, para cada
a ∈ Fr−1

q , existen a lo sumo d elementos en Ca(Fq). Combinando este hecho con
(8.1) obtenemos la estimación

∣∣{a ∈ Fr−1
q : Ca(Fq) 6= ∅}

∣∣ ≥ qr−1 − d2qr−3/2

d
.

Aśı, si consideramos la probabilidad uniforme PFr−1
q

sobre Fr−1
q , por la desigualdad

anterior obtenemos la siguiente cota inferior para la probabilidad de que exista un
cero Fq–racional de F en la banda vertical determinada por un elemento a elegido
aleatoriamente:

PFr−1
q

[a ∈ Fr−1
q : Ca(Fq) 6= ∅] ≥ 1

d
(1− d2q−1/2) ≥ 1

2d
.

Se deduce aśı el lema.

A partir del Lema 8.1.2, cabe preguntarse sobre la optimalidad de la cantidad
de búsqueda en bandas aleatorias y la necesidad de la hipótesis de absoluta irredu-
cibilidad.

Para contestar esto nos proponemos analizar el Algoritmo BBV desde un punto
de vista probabiĺıstico. Para este propósito, consideramos la probabilidad uniforme
sobre Fq[X]≤d y el parámetro que determina el costo del Algoritmo BBV, esto es, el
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número de bandas verticales que deben ser generadas, como una variable aleatoria-
mente definida sobre Fq[X]≤d.

Dado F ∈ Fq[X]≤d y 1 ≤ s ≤ qr−1, los elementos a1, . . . ,as ∈ Fr−1
q que definen

las bandas verticales a considerar se eligen aleatoriamente sin repeticiones. Más
precisamente, si el algoritmo ha realizado s−1 búsquedas sobre las bandas verticales
determinadas por a1, . . . ,as−1 ∈ Fr−1

q sin tener éxito, entonces en el paso s genera
aleatoriamente un elemento as ∈ Fr−1

q \ {a1, . . . ,as−1} y busca un cero Fq–racional
del polinomio univariado F (as, Xr).

En las siguientes secciones nos ocupamos de analizar la distribución de proba-
bilidad del número de bandas verticales que deben ser generadas por el Algoritmo
BBV hasta encontrar un cero Fq–racional de F . Con este propósito, consideramos el
conjunto F de todas las posibles elecciones de bandas verticales y la variable aleato-
ria C : F×Fq[X]≤d → N∪{∞} que cuenta el número de bandas verticales que deben
ser generadas, y determinamos el comportamiento asintótico de la probabilidad de
éxito en las primeras s bandas verticales, para s ≤

(
d/2+r−1
r−1

)
y para s ≤

(
d+r−3
r−1

)
,

si p > 2. Este estudio nos permitirá, al final del caṕıtulo, contestar las cuestiones
anteriores y obtener una cota superior de la complejidad en promedio del Algoritmo
BBV. Más precisamente, vamos a mostrar que en promedio dicho algoritmo nece-
sita a lo sumo 1/µd ≈ 1,58 bandas verticales para obtener un cero Fq–racional del
polinomio de entrada.

8.2. Probabilidad de éxito en las primeras 2 ban-

das verticales

En esta sección analizamos la probabilidad de que el Algoritmo BBV encuentre
un cero Fq–racional en una o dos bandas verticales. Los resultados muestran que
existe una alta probabilidad, cercana a 0,865 . . . , de que el Algoritmo BBV encuentre
un cero Fq–racional del polinomio de partida en a lo sumo dos bandas verticales. Por
este motivo, una estimación precisa de estas probabilidades nos permitirá dar una
mejor descripción del comportamiento del algoritmo.

8.2.1. Probabilidad de éxito en la primera banda vertical

Sea F ∈ Fq[X]≤d. Queremos estimar la probabilidad de que el Algoritmo BBV
encuentre un cero Fq–racional de F en la primera banda vertical. Cada posible elec-
ción de esta primera banda está representada por un elemento de Fr−1

q . Por lo tanto,
podemos representar esta situación mediante la variable aleatoria C1 := C1,r,d :
Fr−1
q × Fq[X]≤d → {1,∞} definida como sigue:

C1(a, F ) :=

{
1 si F (a, Xr) tiene un cero Fq–racional,
∞ si no.

Como r y d están fijos, eliminamos dichos ı́ndices de las notaciones. Consideramos
la probabilidad uniforme P1 := P1,r,d sobre el conjunto F

r−1
q ×Fq[X]≤d y estudiamos
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la probabilidad del evento [C1 = 1]. En el siguiente resultado damos una fórmula
exacta de esta probabilidad.

Teorema 8.2.1. Para q > d, tenemos la siguiente identidad:

P1[C1 = 1] =
d∑

j=1

(−1)j−1

(
q

j

)
q−j + (−1)d

(
q − 1

d

)
q−d−1.

Demostración. Para F ∈ Fq[X]≤d, denotamos por V S(F ) el conjunto de las bandas
verticales donde F tiene un cero Fq–racional y por NS(F ) su cardinal, es decir,

V S(F ) := {a ∈ Fr−1
q : (∃ xr ∈ Fq) F (a, xr) = 0}, NS(F ) := |V S(F )|.

Es fácil ver que

{C1 = 1} = {(a, F ) ∈ Fr−1
q × Fq[X]≤d : C1(a, F ) = 1} =

⋃

F∈Fq [X]≤d

V S(F )× {F}.

Dado que expresamos a {C1 = 1} como una unión de subconjuntos disjuntos de
Fr−1
q × Fq[X]≤d, se sigue que

P1[C1 = 1] =
1

qr−1|Fq[X]≤d|
∑

F∈Fq [X]≤d

NS(F ). (8.2)

Fijemos F ∈ Fq[X]≤d. Observemos que

V S(F ) =
⋃

x∈Fq
{a ∈ Fr−1

q : F (a, x) = 0}.

Por el principio de inclusión-exclusión obtenemos que

NS(F ) =

∣∣∣∣∣
⋃

x∈Fq
{a ∈ Fr−1

q : F (a, x) = 0}
∣∣∣∣∣

=

q∑

j=1

(−1)j−1
∑

Xj⊂Fq

∣∣{a ∈ Fr−1
q : (∀x ∈ Xj)F (a, x) = 0}

∣∣,

donde Xj recorre todos los subconjuntos de Fq de cardinal j. Concluimos que

∑

F∈Fq [X]≤d

NS(F ) =
∑

F∈Fq [X]≤d

q∑

j=1

(−1)j−1
∑

Xj⊂Fq

∣∣{a ∈ Fr−1
q : (∀x ∈ Xj)F (a, x) = 0}

∣∣

=

q∑

j=1

(−1)j−1
∑

Xj⊂Fq

∑

F∈Fq [X]≤d

∣∣{a ∈ Fr−1
q : (∀x ∈ Xj)F (a, x) = 0}

∣∣

=

q∑

j=1

(−1)j−1
∑

Xj⊂Fq

∑

a∈Fr−1
q

∣∣{F ∈ Fq[X]≤d : (∀x ∈ Xj)F (a, x) = 0}
∣∣
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Para a ∈ Fr−1
q y un subconjunto X ⊂ Fq, denotamos con

Sa(X ) := {F ∈ Fq[X]≤d : (∀x ∈ X )F (a, x) = 0}.
Se sigue aśı que

∑

F∈Fq [X]≤d

NS(F ) =

q∑

j=1

(−1)j−1
∑

Xj⊂Fq

∑

a∈Fr−1
q

|Sa(Xj)|. (8.3)

Para cualquier j con 1 ≤ j ≤ q, denotamos por

Nj :=
1

qr−1|Fq[X]≤d|
∑

Xj⊂Fq

∑

a∈Fr−1
q

|Sa(Xj)|.

Fijemos un conjunto Xj ⊂ Fq de j elementos. Si j ≤ d y a está fijo, entonces las
igualdades F (a, x) = 0 para cada x ∈ Xj determinan un sistema de j ecuaciones
linealmente independientes, cuyas incógnitas son los coeficientes de F en el Fq–
espacio vectorial Fq[X]≤d. Aśı tenemos qdimFq [X]≤d−j soluciones de dicho sistema, o
sea |Sa(Xj)| = qdimFq [X]≤d−j. Por lo tanto,

Nj =
1

qr−1+dimFq [X]≤d

∑

Xj⊂Fq

∑

a∈Fr−1
q

|Sa(Xj)|

=
1

qr−1+dimFq [X]≤d

∑

Xj⊂Fq

∑

a∈Fr−1
q

qdimFq [X]≤d−j =

(
q

j

)
q−j. (8.4)

Por otro lado, si j > d, entonces la condición F (a, x) = 0 se satisface para todo x ∈
Xj si y solo si F (a, Xr) = 0. Por lo tanto, la condición F (a, Xr) = 0 se puede expresar
mediante d + 1 ecuaciones lineales, linealmente independientes, cuyas incógnitas
son los coeficientes de F en Fq[X]≤d. Aśı tenemos que |Sa(Xj)| = qdimFq [X]≤d−(d+1).
Concluimos que

Nj =
1

qr−1+dimFq [X]≤d

∑

Xj⊂Fq

∑

a∈Fr−1
q

|Sa(Xj)|

=
1

qr−1+dimFq [X]≤d

∑

Xj⊂Fq

∑

a∈Fr−1
q

qdimFq [X]≤d−(d+1) =

(
q

j

)
q−d−1. (8.5)

Combinando (8.4) y (8.5) obtenemos que

P1[C1 = 1] =

q∑

j=1

(−1)j−1Nj =
d∑

j=1

(−1)j−1

(
q

j

)
q−j +

q∑

j=d+1

(−1)j−1

(
q

j

)
q−d−1.

Finalmente, usando la siguiente igualdad [GKP94, §5.1]:
q∑

j=d+1

(−1)j−1

(
q

j

)
=

d∑

j=0

(−1)j
(
q

j

)
= (−1)d

(
q − 1

d

)
, (8.6)

deducimos el resultado del teorema.
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El siguiente corolario muestra el comportamiento asintótico de la probabilidad
P1[C1 = 1].

Corolario 8.2.2. Para q > d, tenemos

∣∣P1[C1 = 1]− µd
∣∣ ≤ 2

q
,

donde µd :=
∑d

j=1
(−1)j−1

j!
.

Demostración. Fijamos d ≥ 2. Veamos que

P1[C1 = 1] = µd +O(q−1).

Para mostrar esto, dado enteros positivos k, j con k ≤ j, consideramos el número de
Stirling de la primera clase

[
j
k

]
, es decir, el número de permutaciones de j elementos

con k ciclos disjuntos. Recordamos que valen las siguientes propiedades (ver (5.20)):

[
j

j

]
= 1,

[
j

j − 1

]
=

(
j

2

)
,

j∑

k=0

[
j

k

]
= j!.

Usamos también la siguiente identidad que relaciona los números combinatorios y
los números de Stirling de la primera clase (ver, por ejemplo, [GKP94, (6,13)]):

(
q

j

)
=

j∑

k=0

(−1)j−k

j!

[
j

k

]
qk. (8.7)

De acuerdo al Teorema 8.2.1 y (8.7), tenemos que

P1[C1 = 1] =
d∑

j=1

(−1)j−1

j∑

k=0

(−1)j−k

j!

[
j

k

]
qk−j + (−1)d

(
q − 1

d

)
q−d−1

=
d∑

j=1

(−1)j−1

j!

[
j

j

]
+

d∑

j=1

(−1)j

j!

[
j

j − 1

]
q−1

+
d∑

j=1

j−2∑

k=0

(−1)k−1

j!

[
j

k

]
qk−j + (−1)d

(
q − 1

d

)
q−d−1.

Se sigue que

P1[C1 = 1] = µd +
1

q

d∑

j=1

(−1)j

j!

(
j

2

)
−

d∑

j=1

j−2∑

k=0

(−1)k

j!

[
j

k

]
qk−j +

(−1)d

qd+1

(
q − 1

d

)
.

En consecuencia, para d > 2 obtenemos

|P1[C1 = 1]− µd| ≤
1

q

∣∣∣∣∣
d∑

j=1

(−1)j

j!

(
j

2

)∣∣∣∣∣+
d∑

j=1

j−2∑

k=0

1

j!

[
j

k

]
1

q2
+

1

qd+1

(
q − 1

d

)

≤ 1

4q
+
d

q2
+

1

2q
.
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Para d = 2, esta desigualdad se obtiene mediante un cálculo directo. Deducimos aśı
el resultado del corolario.

Notemos que, cuando d tiende a infinito, el número P1[C1 = 1] tiende a 1−e−1 =
0,6321 . . ., donde e denota la base del logaritmo natural. Esto explica los resultados
numéricos de la primera fila de las tablas de las simulaciones de la Sección 8.5.

Terminamos esta sección mencionando que la probabilidad P1[C1 = 1] está re-
lacionada con la probabilidad de que un polinomio univariado de grado a lo sumo
d tenga al menos una ráız en Fq. Más precisamente, sea el conjunto Fq[T ]≤d de los
polinomios univariados de grado a lo sumo d y con coeficientes en Fq. Consideremos
la probabilidad uniforme p1,d sobre Fq[T ]≤d y sea N := N1,d : Fq[T ]≤d → Z≥0 la
variable aleatoria que cuenta el número de ceros Fq–racionales de un elemento de
Fq[T ]≤d, es decir,

N(f) := |{x ∈ Fq : f(x) = 0}|.
La variable aleatoria N1,d ha sido estudiada impĺıcitamente en la literatura; por
ejemplo, en [KK90b, Theorem 3] se proporciona una fórmula expĺıcita del número
total de polinomios mónicos de grado d con coeficientes en Fq que tienen k ≤ q ceros
distintos en Fq. En [Coh73, §2] se proporciona una fórmula exacta del número de
polinomios mónicos de grado d con coeficientes en Fq que no son divisibles por un
factor lineal.

Lema 8.2.3. Para d < q,

p1,d[N > 0] = P1[C1 = 1].

Demostración. Dado un conjunto Xj := {x1, . . . , xj} ⊂ Fq con j elementos, sea

SXj
:= {f ∈ Fq[T ]≤d : f(x1) = 0, . . . , f(xj) = 0}.

Es fácil ver que SXj
=
⋂j
i=1 S{xi}. Por lo tanto, por el principio inclusión-exclusión

obtenemos que

∣∣{N > 0}
∣∣ =

∣∣∣∣
⋃

x∈Fq
S{x}

∣∣∣∣ =
q∑

j=1

(−1)j−1
∑

Xj⊂Fq

∣∣SXj

∣∣ .

Denotamos S∗
Xj

:= SXj
\ {0}. Observemos que |S∗

Xj
| = 0 para j > d. En efecto,

si f ∈ S∗
Xj
, entonces f es un polinomio no nulo de grado d con j ráıces distintas,

lo cual implica que S∗
Xj

= ∅ . Por lo tanto, podemos reescribir esta identidad de la
siguiente manera:

∣∣{N > 0}
∣∣ = 1 +

d∑

j=1

(−1)j−1
∑

Xj⊂Fq

∣∣S∗
Xj

∣∣. (8.8)

Estimamos ahora el número |S∗
Xj
| para un conjunto dado Xj := {x1, . . . , xj} ⊂ Fq

con 1 ≤ j ≤ d. Como las condiciones f(x1) = 0, . . . , f(xj) = 0 son ecuaciones
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§8.2. Probabilidad de éxito en las primeras 2 bandas verticales

lineales en los coeficientes de f que resultan linealmente independientes, concluimos
que |SXj

| = qd+1−j y |S∗
Xj
| = qd+1−j − 1. En consecuencia, por (8.8) obtenemos

∣∣{N > 0}
∣∣ = 1 +

d∑

j=1

(−1)j−1
∑

Xj⊂Fq
(qd+1−j − 1) = 1 +

d∑

j=1

(−1)j−1

(
q

j

)
(qd+1−j − 1).

Se sigue aśı inmediatamente el resultado del lema.

8.2.2. Probabilidad de éxito en la segunda banda vertical

En lo que sigue analizamos la probabilidad de que el Algoritmo BBV realice
exactamente dos búsquedas hasta encontrar un cero Fq–racional del polinomio en
consideración.

Observamos que cada posible elección de las primeras dos bandas verticales es un
elemento a := (a1,a2) ∈ Fr−1

q × Fr−1
q con a1 6= a2. Por lo tanto, denotamos con F2

el conjunto de todas las posibles elecciones para las primeras dos bandas verticales
y por N2 su cardinal, es decir,

F2 := {a := (a1,a2) ∈ Fr−1
q × Fr−1

q : a1 6= a2}, N2 = |F2| = qr−1(qr−1 − 1).

Consideramos la probabilidad uniforme P2 := P2,r,d sobre el conjunto F2 × Fq[X]≤d
y la variable aleatoria C2 := C2,r,d : F2 × Fq[X]≤d → {1, 2,∞} definida como

C2(a, F ) :=





1 si N1,d(F (a1, Xr)) > 0,

2 si N1,d(F (a1, Xr)) = 0 y N1,d(F (a2, Xr)) > 0,

∞ en otro caso.

El objetivo es analizar la probabilidad P2[C2 = 2]. Con este propósito, en el
siguiente lema expresamos la probabilidad P2[C2 = 2] en términos de las probabi-
lidades de las variables aleatorias Ca := Ca,r,d : Fq[X]≤d → {1, 2,∞} que cuentan
el número de búsquedas que deben realizarse sobre las bandas verticales definidas
por a := (a1,a2) ∈ F2 hasta que el algoritmo encuentra un cero Fq–racional del
polinomio de partida. Definimos Ca(F ) := ∞ cuando F no tiene ceros Fq–racionales
en dichas bandas. Consideramos la probabilidad uniforme pr,d sobre el conjunto
Fq[X]≤d.

Lema 8.2.4. Tenemos que

P2[C2 = 2] =
1

N2

∑

a∈F2

pr,d[Ca = 2].

Demostración. Observemos que el conjunto {C2 = 2} puede expresarse como una
unión disjunta de la siguiente manera:

{C = 2} =
⋃

a∈F2

{a} × {F ∈ Fq[X]≤d : Ca(F ) = 2}.
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Por lo tanto,

P2[C2 = 2] =
1

N2

∑

a∈F2

∣∣{F ∈ Fq[X]≤d : Ca(F ) = 2}
∣∣

|Fq[X]≤d|
=

1

N2

∑

a∈F2

pr,d[Ca = 2],

lo que demuestra el lema.

En la siguiente proposición estimamos la probabilidad pr,d[Ca = 2].

Proposición 8.2.5. Para q > d y a := (a1,a2) ∈ F2, tenemos

∣∣pr,d[Ca = 2]− µd(1− µd)
∣∣ ≤ 3

q
.

Demostración. Observemos que

{Ca = 2} = {F ∈ Fq[X]≤d : N1,d(F (a2, T )) > 0} \ {F ∈ Fq[X]≤d : N1,d(F (a1, T )) > 0}.
(8.9)

Notemos que el número de elementos de Fq[X]≤d que tiene al menos un cero Fq–
racional en la banda definida por a2 está determinado en el Teorema 8.2.1. Por lo
tanto, resta determinar el número Na de elementos de Fq[X]≤d que tienen al menos
un cero Fq–racional en las bandas definidas por a1 y a2. Tenemos que

Na =

∣∣∣∣
⋃

x∈Fq

⋃

y∈Fq
{F ∈ Fq[X]≤d : F (a1, x) = F (a2, y) = 0}

∣∣∣∣.

Dados subconjuntos X ⊂ Fq e Y ⊂ Fq, denotamos

Sa(X ,Y) := {F ∈ Fq[X]≤d : F (a1, x) = F (a2, y) = 0 para todo x ∈ X y y ∈ Y}.

Por el principio de inclusión–exclusión tenemos que

Na =

q∑

j=1

q∑

k=1

(−1)j+k
∑

Xj⊂Fq

∑

Yk⊂Fq
|Sa(Xj,Yk)| , (8.10)

donde la suma recorre todos los subconjuntos Xj ⊂ Fq e Yk ⊂ Fq de j y k elementos
respectivamente.

Afirmación.
Na

|Fq[X]≤d|
=
(
P1[C1 = 1]

)2
+ q−1

q2d+2 =
(
P1[C1 = 1]

)2
+O(q−1).

Demostración de la afirmación. Para 1 ≤ j, k ≤ q, sea

Nj,k :=
∑

Xj⊂Fq

∑

Yk⊂Fq
|Sa(Xj,Yk)|.

Calculemos Nj,k para los siguientes cuatros casos.
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Supongamos primero que j, k ≤ d. Como a1 6= a2, las igualdades F (a1, x) =
0, F (a2, y) = 0 para todo x ∈ Xj e y ∈ Yk determinan un sistema de j+k ecuaciones
linealmente independientes cuyas incógnitas son los coeficientes de F ∈ Fq[X]≤d. Por
lo tanto, |Sa(Xj,Yk)| = qdimFq [X]≤d−j−k, lo cual implica que

Nj,k =
∑

Xj⊂Fq

∑

Yk⊂Fq
qdimFq [X]≤d−j−k =

(
q

j

)(
q

k

)
qdimFq [X]≤d−j−k.

Supongamos ahora que j > d y k ≤ d. Por un lado, si j > d y Xj ⊂ Fq
es un subconjunto de cardinal j, entonces la condición F (a1, x) = 0 se satisface
para todo x ∈ Xj si y solo si F (a1, Xr) = 0, condición que se puede expresar
mediante d + 1 ecuaciones lineales en los coeficientes de F ∈ Fq[X]≤d que resultan
linealmente independientes. Por otro lado, las igualdades F (a2, y) = 0 para todo
y ∈ Yk imponen k condiciones adicionales sobre los coeficientes de F que resultan
linealmente independientes. Aśı tenemos que |Sa(Xj,Yk)| = qdimFq [X]≤d−(d+1)−k. Esto
implica que

Nj,k =
∑

Xj ,Yk⊂Fq
qdimFq [X]≤d−(d+1)−k =

(
q

j

)(
q

k

)
qdimFq [X]≤d−(d+1)−k.

El caso j ≤ d y k > d resulta completamente análogo al segundo caso. Final-
mente, cuando j > d y k > d, las condiciones F (a1, x) = 0 y F (a2, y) = 0 para todo
x ∈ Xj e y ∈ Yk implican que F (a1, Xr) = F (a2, Xr) = 0. En este caso tenemos que
|Sa(Xj,Yk)| = qdimFq [X]≤d−2d−1, por lo que concluimos que

Nj,k =

(
q

j

)(
q

k

)
qdimFq [X]≤d−2d−1.

De la expresión para Nj,k en los cuatro casos considerados, concluimos que

Na

|Fq[X]≤d|
=

1

qdimFq [X]≤d

q∑

j=1

q∑

k=1

(−1)j+kNj,k

=
d∑

j=1

d∑

k=1

(−1)j+k
(
q

j

)(
q

k

)
q−j−k + 2

d∑

j=1

q∑

k=d+1

(−1)j+k
(
q

j

)(
q

k

)
q−j−(d+1)

+

q∑

j=d+1

q∑

k=d+1

(−1)j+k
(
q

j

)(
q

k

)
q−2d−1.

Por (8.6), el Teorema 8.2.1 y cálculos elementales tenemos que

Na

|Fq[X]≤d|
=

(
d∑

j=1

(−1)j
(
q

j

)
q−j

)2

− 2

(
d∑

j=1

(−1)j
(
q

j

)
q−j

)
(−1)d

(
q − 1

d

)
q−d−1

+

(
q − 1

d

)2

q−2d−1 =
(
P1[C1 = 1]

)2
+
q − 1

q2d+2

(
q − 1

d

)2

.
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Combinando esta afirmación con (8.9), deducimos que

pr,d[Ca = 2] =
[Ca = 2]

|Fq[X]≤d|
=

[C1 = 1]

|Fq[X]≤d|
− Na

|Fq[X]≤d|

= P1[C1 = 1]−
(
P1[C1 = 1]

)2 − q − 1

q2d+2

(
q − 1

d

)2

=
(
1− P1[C1 = 1]

)
P1[C1 = 1]− q − 1

q2d+2

(
q − 1

d

)2

.

Sea f : R→ R la función definida por f(x) := (1−x)x. El Teorema del Valor Medio
muestra que existe ξ ∈ (0, 1) tal que

(
1− P1[C1 = 1]

)
P1[C1 = 1]− (1− µd)µd = f ′(ξ)

(
P1[C1 = 1]− µd

)
.

Como −1 ≤ f ′(x) ≤ 1 para todo x ∈ [0, 1], deducimos que |f ′(ξ)| ≤ 1. Por lo tanto,
del Corolario 8.2.2 se sigue que

∣∣(1− P1[C1 = 1])P1[C1 = 1]− (1− µd)µd
∣∣ ≤

∣∣P1[C1 = 1]− µd
∣∣ ≤ 2

q
.

Por otro lado, es fácil deducir que q−1
q2d+2

(
q−1
d

)2 ≤ 1
q
. Esto implica la afirmación de la

proposición.

La Proposición 8.2.5 es el paso fundamental para analizar el comportamiento de
la probabilidad P2[C2 = 2]. El siguiente resultado proporciona una estimación de
dicha probabilidad.

Corolario 8.2.6. Para q > d,

|P2[C2 = 2]− (1− µd)µd| ≤
3

q
.

Demostración. Por el Lema 8.2.4 y la Proposición 8.2.5 obtenemos que

|P2[C2 = 2]− (1− µd)µd| ≤
1

N2

∑

a∈F2

|pr,d[Ca = 2]− (1− µd)µd| ≤
3

q
,

lo que demuestra el corolario.

El análisis del Algoritmo BBV desde un punto de vista probabiĺıstico prueba
que la probabilidad de encontrar un cero Fq–racional de F en a lo sumo 2 bandas
verticales es del orden de (2 − µd)µd ≈ 0,8646 . . .. Esto mejora los resultados de
[Mat10], donde se describe una versión del Algoritmo BBV para polinomios F ∈
Fq[X]≤d absolutamente irreducibles y se demuestra que con al menos d elecciones
aleatorias es posible encontrar un cero Fq–racional de F con probabilidad al menos
1/2. Más adelante vamos a obtener una cota superior de la complejidad en promedio
del Algoritmo BBV.
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Finalizamos esta sección con un comentario sobre los espacios muestrales que
hemos considerado hasta el momento. Para el análisis de la probabilidad de que el
algoritmo termine en la primera banda vertical consideramos el espacio muestral
F1 := Fr−1

q y la variable aleatoria C1 : F1 × Fq[X]≤d → {1,∞}. En cambio, para
el análisis de la probabilidad de que el algoritmo necesite dos bandas verticales el
espacio muestral es F2×Fq[X]≤d y la variable aleatoria C2 : F2×Fq[X]≤d → {1, 2,∞}.
Para vincular ambos análisis, en el Lema 8.4.1 probaremos que

P2[C2 = 1] = P1[C1 = 1].

Esta igualdad muestra la “consistencia” de los espacios de probabilidad del Teorema
8.2.1 y del Corolario 8.2.6.

8.3. Probabilidad de éxito en más bandas verti-

cales

El paso más importante para el análisis probabiĺıstico del Algoritmo BBV es
determinar la probabilidad de que realicen búsquedas en s bandas verticales, para
una determinada elección de s bandas verticales distintas dos a dos. Los casos s = 1
y s = 2 fueron discutidos en la sección anterior. En esta sección analizamos el caso
general.

Fijamos 3 ≤ s ≤ mı́n{
(
d+r−1
r−1

)
, qr−1} y a1, . . . ,as ∈ Fr−1

q . Supongamos que ai 6=
aj para i 6= j y denotemos por a := (a1, . . . ,as). En esta sección estudiamos la
probabilidad de que el algoritmo realice s búsquedas hasta que encuentra una banda
vertical con un cero Fq–racional del polinomio de partida, suponiendo que a1, . . . ,as
son las elecciones que consideramos para las primeras s bandas verticales.

Para este propósito, consideramos la probabilidad uniforme pr,d sobre el conjunto
Fq[X]≤d y la variable aleatoria Ca := Ca,r,d : Fq[X]≤d → {1, 2, . . . , s,∞} que cuenta
el número de búsquedas que el algoritmo realiza sobre las bandas verticales determi-
nadas por a1, . . . ,as, donde Ca(F ) := ∞ significa que F ∈ Fq[X]≤d no tiene ceros
Fq–racionales sobre esas s bandas verticales.

Comenzamos con el siguiente resultado elemental.

Lema 8.3.1. Sean V y W dos espacios Fq–vectoriales de dimensión finita y sea
Φ : V→W cualquier función Fq–lineal. Consideramos las probabilidades uniformes
PV y PW sobre V y W respectivamente. Entonces, para cualquier conjunto A ⊂ W
tenemos que

PV(Φ
−1(A)) =

|A ∩ Im(Φ)|
|Im(Φ)| =

PW(A ∩ Im(Φ))

PW(Im(Φ))
=: PImΦ(A).

Demostración. Tenemos que

1

|V| |Φ
−1(A)| = 1

|V|
∑

w∈A
|Φ−1(w)| = 1

|V| |Ker(Φ)| |A ∩ Im(Φ)|.
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Por el Teorema de la dimensión y la igualdad |S| = qdim S, resulta que

1

|V| |Φ
−1(A)| = |A ∩ Im(Φ)|

|Im(Φ)| =
PW(A ∩ Im(Φ))

PW(Im(Φ))
.

Esto finaliza la demostración del lema.

Por simplicidad, vamos a reemplazar la variable Xr por una nueva indeterminada
T , y vamos a encontrar una “buena” descripción de la imagen de la proyección
lineal que describe los polinomios resultantes F (ai, T ) de las primeras s búsquedas.
Consideremos la función Fq–lineal Φ := Φa : Fq[X]≤d → Fq[T ]

s
≤d definida como

Φ(F ) :=
(
F (a1, T ), . . . , F (as, T )

)
. (8.11)

Como Im(Φ) es un espacio Fq–vectorial, aplicando el Lema 8.3.1 obtenemos que

pr,d[Ca = s] =

∣∣({N = 0}s−1 × {N > 0}) ∩ Im(Φ)
∣∣

|Im(Φ)| , (8.12)

donde N := N1,d denota la variable aleatoria que cuenta el número de ceros en Fq
de los elementos de Fq[T ]≤d. Aśı, a fin de estimar la probabilidad pr,d[Ca = s] vamos
a estimar la siguiente cantidad:

Rs :=
∣∣({N = 0}s−1 × {N > 0}

)
∩ Im(Φ)

∣∣.

En la siguiente sección obtenemos una caracterización de la imagen de Φ para una
elección general de a1, . . . ,as. Esta caracterización nos permitirá expresar Rs en
términos del promedio del cardinal del conjunto de valores de ciertas familias lineales
de polinomios univariados con coeficientes prescriptos, y utilizar aśı los resultados
de los Caṕıtulos 5 y 6.

Como explicamos más adelante, existe un único entero positivo κs ≤ d tal que
(
κs + r − 2

r − 1

)
< s ≤

(
κs + r − 1

r − 1

)
.

Vamos a pedir que los puntos a1, . . . ,as que consideramos satisfagan la condición
que enunciamos a continuación. Para 1 ≤ j ≤ κs, sea Dj :=

(
j+r−1
r−1

)
y sea Ωj :=

{ω1, . . . ,ωDj
} ⊂ (Z≥0)

r−1 el conjunto de las (r − 1)–uplas ωk := (ωk,1, . . . , ωk,r−1)
con |ωk| := ωk,1 + · · · + ωk,r−1 ≤ j. Sea a

ωk

i := a
ωk,1

i,1 · · · aωk,r−1

i,r−1 para 1 ≤ i ≤ s y sea
1 ≤ k ≤ Dj. Entonces necesitamos que la matriz de Vandermonde multivariada

Mj :=




aω1
1 · · · a

ωDj

1
...

...

aω1
s · · · a

ωDj
s


 ∈ Fs×Dj

q (8.13)

tenga rango máximo mı́n{Dj, s} para 1 ≤ j ≤ κs.
Esta condición es un requisito débil, que probablemente se cumpla para cual-

quier elección “razonable” de los elementos a1, . . . ,as ∈ Fr−1
q . Sean A1, . . . ,As
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(r − 1)–uplas de indeterminadas sobre Fq, esto es, Ai := (Ai,1, . . . , Ai,r−1) para
1 ≤ i ≤ s, y denotemos por Vj la siguiente matriz de Vandermonde de tamaño
mı́n{Dj, s} ×mı́n{Dj, s} con entradas en Fq[A1, . . . ,As]:

Vj :=




Aω1
1 · · · A

ωmı́n{Dj,s}

1
...

...

Aω1

mı́n{Dj ,s} · · · A
ωmı́n{Dj,s}

mı́n{Dj ,s}


 .

Supongamos que enumeramos los elementos de Ωj := {ω1, . . . ,ωDj
} ⊂ (Z≥0)

r−1 de
manera graduada, es decir, |ωk| ≤ |ωl| siempre que k ≤ l. En particular, ω1 =
(0, . . . , 0). Por [DT09, Teorema 1.5] se sigue que detVj es absolutamente irreducible
para 1 ≤ j ≤ κs. Sea δj el grado del polinomio detVj. Tenemos que δj ≤ jDj. Por
el Teorema 2.2.5 obtenemos que el número Nj de (r − 1)–uplas a1, . . . ,as ∈ Fr−1

q

que anulan al polinomio detVj satisface la siguiente estimación:

|Nj − qs(r−1)−1| ≤ (δj − 1)(δj − 2)qs(r−1)− 3
2 + 5δ

13
3
j q

s(r−1)−2. (8.14)

Aśı, si evitamos cualquier elección de a1, . . . ,as en esas Nj = O(qs(r−1)−1) uplas pa-
ra 1 ≤ j ≤ κs, obtenemos puntos a1, . . . ,as que cumplirán nuestros requerimientos.
Más aún, muchas “malas” elecciones a1, . . . ,as que anulan al polinomio detVj para
un j dado también funcionarán, dado que otros menores de la matriz de Vander-
monde Mj definida en (8.13) pueden ser no singulares. En particular, esta condición
se cumplirá, en el caso en que s ≤ r, si a1, . . . ,as son af́ınmente independientes en
Fr−1
q .

Resumiendo, denotemos Vs :=∏κs
j=1 detVj ∈ Fq[A1, . . . ,As] y sea

Bs := {a := (a1, . . . ,as) ∈ Fqs(r−1) : Vs(a) = 0}. (8.15)

Entonces |Bs| = O(qs(r−1)−1). Todos los resultados de esta sección son válidos siempre
que a ∈ Fqs(r−1) \ Bs.

8.3.1. Imagen de la proyección que definen s bandas verti-
cales

En esta sección caracterizamos la imagen Im(Φ) de Φ. Para este propósito, ex-
presamos cada elemento del espacio Fq–lineal Fq[X]≤d por medio de sus coordenadas
en la base monomial usual B de Fq[X]≤d, considerando el orden monomial que defi-
nimos ahora. Denotamos por Bi el conjunto de los monomios de Fq[X1, . . . , Xr−1]
de grado a lo sumo i para 0 ≤ i ≤ d, con el orden lexicográfico definido por
X1 < X2 < · · · < Xr−1. Entonces la base B se considera con el orden B =
{Xd

r , X
d−1
r B1, . . . , XrBd−1,Bd}, donde cada conjunto Xd−i

r Bi se ordena siguiendo el
orden inducido por el de Bi. En otras palabras, si expresamos cada F ∈ Fq[X]≤d de
manera única de la forma

F =
d∑

i=0

Fi(X1, . . . , Xr−1)X
i
r,
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donde cada Fi tiene grado a lo sumo d − i para 0 ≤ i ≤ d, entonces el vector de
coeficientes (F )B de F en la base B es (F )B =

(
(Fd)B0 , . . . , (F0)Bd

)
. Por otro lado,

expresamos los elementos de Fq[T ]
s
≤d en la base B′ := {T d, . . . , T, 1}s.

Sean

Di :=

(
i+ r − 1

r − 1

)
= |Bi| (0 ≤ i ≤ d), D :=

(
d+ r

r

)
= |B| =

d∑

i=0

|Bi|.

DefinimosD−1 := 0. Observemos que la sucesión (Di)i≥−1 es estrictamente creciente,
y por lo tanto, para cada i con 1 ≤ i ≤ s, existe un único κi ∈ N tal que

Dκi−1 < s ≤ Dκi .

Observemos que por definición se tiene fácilmente la siguiente observación.

Observación 8.3.2.

κi ≤ j si y solo si i ≤ Dj.

κ1 = 0, κs ≤ d.

La matriz MΦ ∈ Fs(d+1)×D
q de la función Fq– lineal Φ con respecto a las bases B

y B′ puede escribirse como una matriz de bloques, de la siguiente manera:

MΦ =




M1
...
Ms


 ,

donde Mi ∈ F(d+1)×D
q es la matriz diagonal por bloques

Mi :=




Mi,0

Mi,1

. . .

Mi,d


 , Mi,j :=

(
aα
i : |α| ≤ j

)
∈ F1×Dj

q .

En el Lema 8.3.4 determinamos la dimensión de Im(Φ). Para ello, utilizamos la
siguiente identidad combinatoria.

Observación 8.3.3. Dados enteros positivos R,K, tenemos que

K∑

j=0

j

(
j +R

R

)
= (R + 1)

(
R + 1 +K

R + 2

)
. (8.16)

Demostración. A partir de cálculos de combinatoria elemental, tenemos que

K∑

j=0

j

(
j +R

R

)
=

K∑

j=1

(j +R)!

R!(j − 1)!
= (R+1)

K−1∑

j=0

(
j +R + 1

R + 1

)
= (R+1)

(
R + 1 +K

R + 2

)
.

Esto muestra (8.16).
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Lema 8.3.4. Para s ≤ mı́n{Dd, q
r−1}, tenemos que

dim Im(Φ) =

(
κs − 1 + r

r

)
+ s(d− κs + 1) =

s∑

i=1

(d+ 1− κi).

Demostración. Sea h := (h1, . . . , hs) un elemento de Im(Φ). Entonces existe un poli-
nomio F ∈ Fq[X]≤d tal que h = Φ(F ). Si denotamos por (F )B =

(
(Fd)B0 , . . . , (F0)Bd

)

las coordenadas de F en la base monomial B, por la estructura en bloques de la ma-
triz MΦ tenemos que

Φ(F ) =
d∑

j=0




M1,j
...

Ms,j


 (Fd−j)Bj

T d−j. (8.17)

Como a ∈ Fqs(r−1) \ Bs, tenemos que

rg




M1,j
...

Ms,j


 = mı́n{Dj, s} =

{
Dj for 0 ≤ j ≤ κs−1,
s for κs ≤ j ≤ d.

Por lo tanto,

dim Im(Φ) =

κs−1∑

j=0

Dj + s(d− κs + 1) =

(
κs − 1 + r

r

)
+ s(d− κs + 1).

Esto prueba la primera afirmación del lema. Para demostrar la segunda afirmación,
vemos que

s∑

i=1

(d+ 1− κi) =
κs∑

j=0

mı́n{Dj , s}∑

i=Dj−1+1

(d+ 1− j)

=
κs−1∑

j=0

(d+ 1− j)(Dj −Dj−1) + (d+ 1− κs)(s−Dκs−1).

Observemos que

κs−1∑

j=0

(Dj −Dj−1) =

κs−1∑

j=0

(
j + r − 2

r − 2

)
= Dκs−1 .

Aśı, concluimos que

s∑

i=1

(d+ 1− κi) = −
κs−1∑

j=0

j(Dj −Dj−1) + (d+ 1− κs)s+ κsDκs−1.
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Teniendo en cuenta (8.16), obtenemos que

κs−1∑

j=0

j(Dj −Dj−1) =
κs−1∑

j=0

j

(
j + r − 2

r − 2

)
= (r − 1)

(
κs + r − 2

r

)
.

Por lo tanto,

s∑

i=1

(d+ 1− κi) = −(r − 1)

(
κs + r − 2

r

)
+ (d+ 1− κs)s+ κsDκs−1.

Por un cálculo elemental tenemos que

−(r − 1)

(
κs + r − 2

r

)
+ κsDκs−1 =

(
κs + r − 1

r

)
.

Aśı, concluimos que

s∑

i=1

(d+ 1− κi) =

(
κs + r − 1

r

)
+ (d+ 1− κs)s.

Esto finaliza la demostración del lema.

De los argumentos del Lema 8.3.4 obtenemos la siguiente observación sobre los
rangos de las matrices Mi para cada 1 ≤ i ≤ s.

Observación 8.3.5.

rg(Mi) = d+ 1− κi (1 ≤ i ≤ s). (8.18)

Sea h := (h1, . . . , hs) un elemento arbitrario de Im(Φ). Por (8.18) tenemos que
la i–ésima coordenada hi es un polinomio de grado d que tiene los últimos d+1−ki
coeficientes consecutivos libres para 1 ≤ i ≤ s. A continuación presentamos una
parametrización de Im(Φ) que nos servirá para estimar la probabilidad deseada. Sea

Φ∗ : Im(Φ) → F
dim Im(Φ)
q la función Fq–lineal definida por

Φ∗(h) := h∗,

donde h := (h1, . . . , hs), hi := (hd,i, . . . , h0,i) ∈ Fd+1
q para 1 ≤ i ≤ s y

h∗ := (h∗1, . . . , h
∗
s), h∗i := (hd−κi,i, . . . , h0,i) (1 ≤ i ≤ s). (8.19)

El Lema 8.3.4 muestra que Φ∗ está bien definida. Más aún, tenemos el siguiente
resultado.

Lema 8.3.6. Φ∗ es un isomorfismo.
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Demostración. Como Φ∗ es una transformación lineal entre espacios Fq–vectoriales
de la misma dimensión, es suficiente mostrar que Φ∗ monomorfismo. Fijemos h :=
Φ(F ) ∈ Im(Φ) con h∗ = 0. De (8.17) deducimos que




M1,j
...

Ms,j


 (Fd−j)Bj

=




hd−j,1
...

hd−j,s


 . (8.20)

Fijemos j con 0 ≤ j ≤ κs − 1. Entonces los elementos hd−j,i se encuentran incluidos
en la definición de h∗i si y solo si i ≤ Dj (ver Observación 8.3.2). Por hipótesis
tenemos que h∗ = 0; se sigue que hd−j,i = 0 para 0 ≤ i ≤ Dj. Aśı, tenemos la
siguiente identidad:




M1,j
...

MDj ,j

MDj+1,j
...

Ms,j




(Fd−j)Bj
=




0
...
0

hd−j,Dj+1
...

hd−j,s



.

Como por hipótesis a ∈ Fqs(r−1) \ Bs, la submatriz superior de tamaño Dj × Dj de
la matriz del lado izquierdo de la igualdad anterior es inversible. Concluimos que
(Fd−j)Bj

= 0. Esto implica que hd−j,Dj+1 = · · · = hd−j,s = 0. Por otro lado, para
j ≥ κs los elementos hd−j,i están incluidos en la definición de h∗i para 1 ≤ i ≤ s y
por lo tanto hd−j,i = 0 para 1 ≤ i ≤ s. Esto muestra que h = 0, y demuestra el
lema.

Denotamos por Ψ := (ψ1, . . . , ψs) : F
dim Im(Φ)
q → Im(Φ) la función inversa de Φ∗.

En el siguiente lema damos información sobre las funciones coordenadas ψi de Ψ.
Este resultado muestra que, para 1 ≤ i ≤ s, los coeficientes hd,i, . . . , hd−κi+1,i del
polinomio hi quedan uńıvocamente determinados por los coeficientes hd−κj ,j, . . . , h0,j
con 1 ≤ j ≤ i− 1 de los polinomios h1, . . . , hi−1.

Lema 8.3.7. Sea h∗i := (hd−κi,i, . . . , h0,i) ∈ Fd+1−κi
q para 1 ≤ i ≤ s. Sea h∗ :=

(h∗1, . . . , h
∗
s) ∈ Fdim Im(Φ)

q y h := Ψ(h∗). Denotamos por

hi := ψi(h
∗) := hd,i T

d + · · ·+ hd+1−κi,i T
d+1−κi + hd−κi,i T

d−κi + · · ·+ h0,i.

Entonces hd,i, . . . , hd+1−κi,i están uńıvocamente determinados por h∗1, . . . , h
∗
i−1.

Demostración. Fijemos k con 0 ≤ k ≤ κi − 1. Como h ∈ Im(Φ), tenemos que
h := Φ(F ) para algún F ∈ Fq[X]≤d. De (8.17) deducimos que




M1,k
...

MDk,k


 (Fd−k)Bk

=




hd−k,1
...

hd−k,Dk


 ,
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donde la matriz de tamaño Dk ×Dk del lado izquierdo es inversible. Los elementos
hd−k,l están incluidos en la definición de h∗l si y solo si l ≤ Dk. Además, tenemos que
k ≤ κi − 1 ≤ κi−1. Concluimos que el vector columna de la igualdad anterior está
uńıvocamente determinado por h∗1, . . . , h

∗
i−1, y (Fd−k)Bk

está también uńıvocamente
determinado por dichos elementos. Por lo tanto, la identidad




M1,k
...

Mi,k


 (Fd−k)Bk

=




hd−k,1
...

hd−k,i


 ,

muestra que los elementos hd−k,i para 1 ≤ i ≤ s están uńıvocamente determinados
por h∗1, . . . , h

∗
i−1.

Terminamos esta sección con la siguiente observación referida a los coeficientes
principales de cada coordenada hi de cualquier elemento h := (h1, . . . , hs) ∈ Im(Φ).

Observación 8.3.8. Para cada h := (h1, . . . , hs) ∈ Im(Φ), tenemos que hd,1 =
. . . = hd,s. En efecto, de (8.17) deducimos que




M1,0
...

Ms,0


 (Fd)B0 =




1
...
1


 (Fd)B0 =




hd,1
...
hd,s


 .

Esto implica que hd,1 = . . . = hd,s = (Fd)B0. En particular, el coeficiente hd,1 del
monomio T d en el polinomio h1 determina uńıvocamente los coeficientes hd,j del
monomio T d en hj para 2 ≤ j ≤ s.

8.3.2. La probabilidad de s búsquedas en términos de car-
dinales de conjuntos de valores

Sea a := (a1, . . . ,as) ∈ Fqs(r−1) \ Bs, donde Bs está definido en (8.15). El objetivo
de esta sección es estimar la probabilidad pr,d[Ca = s] del conjunto de polinomios F
de Fq[X]≤d para los cuales el Algoritmo BBV realiza s búsquedas sobre las bandas
verticales determinadas por a1, . . . ,as hasta encontrar una ráız en Fq del polinomio
F de entrada. De acuerdo con (8.12), vamos a estimar la cantidad

Rs :=
∣∣({N = 0}s−1 × {N > 0}

)
∩ Im(Φ)

∣∣.

A fin de obtener estimaciones expĺıcitas de Rs, vamos a relacionar dicha cantidad
con el promedio del cardinal del conjunto de valores de ciertas familias de polinomios
mónicos univariados de grado a lo sumo d con coeficientes prescriptos.

Por el Lema 8.3.6 tenemos que cada elemento h ∈ Im(Φ) puede expresarse de
manera única como h = Ψ(h∗), donde h∗ está definida en (8.19). Se sigue que

Rs =
∑

h∗∈Fqdim Im(Φ)

1{N=0}s−1×{N>0}
(
Ψ(h∗)

)
, (8.21)
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donde 1{N=0}s−1×{N>0} : Fq[T ]
s
≤d → {0, 1} denota la función caracteŕıstica del con-

junto {N = 0}s−1 × {N > 0}. Observemos que, por el Lema 8.3.7, la coordenada
ψi(h

∗) depende solo de h∗
i := (h∗1, . . . , h

∗
i ) para 1 ≤ i ≤ s, por lo que, con un leve

abuso de notaciones, escribiremos ψi(h
∗) como ψi(h

∗
i ) para 1 ≤ i ≤ s.

A continuación reescribimos la expresión (8.21) para Rs de una manera adecuada
para nuestros propósitos.

Lema 8.3.9. Sea h := (
∑d

j=0 hj,1T
j, . . . ,

∑d
j=0 hj,sT

j) un elemento arbitrario de

Im(Φ) y sea h∗ := Φ∗(h) := (h∗1, . . . , h
∗
s) ∈ Fdim Im(Φ)

q definido como en (8.19). Para
s ≤ mı́n{Dd, q

r−1}, vale la siguiente igualdad:

Rs =
∑

h∗1∈Fd+1
q

N(ψ1(h
∗
1))=0

· · ·
∑

h∗s−1∈F
d−κs−1+1
q

N(ψs−1(h
∗
s−1))=0

∑

h∗s∈Fd−κs+1
q

1{N>0}
(
ψs(h

∗
s)
)
.

Demostración. Podemos reescribir (8.21) de la siguiente manera:

Rs =
∑

h∗1∈Fd+1
q

· · ·
∑

h∗s∈Fd−κs+1
q

1{N=0}s−1×{N>0}
(
Ψ(h∗)

)
.

Observamos además que, como consecuencia de las observaciones antes del Lema
8.3.9, tenemos que

1{N=0}s−1×{N>0}
(
Ψ(h∗)

)
=

s−1∏

i=1

1{N=0}
(
ψi(h

∗)
)
· 1{N>0}

(
ψs(h

∗)
)

=
s−1∏

i=1

1{N=0}
(
ψi(h

∗
i )
)
· 1{N>0}

(
ψs(h

∗
s)
)
.

Por lo tanto, podemos reescribir la expresión (8.21) de Rs de la siguiente manera:

Rs =
∑

h∗1∈Fd+1
q

1{N=0}
(
ψ1(h

∗
1)
)
· · ·
∑

h∗s−1∈F
d−κs−1+1
q

1{N=0}
(
ψs−1(h

∗
s−1)

) ∑

h∗s∈Fd−κs+1
q

1{N>0}
(
ψs(h

∗
s)
)
.

Obtenemos aśı el enunciado del lema.

Para 1 ≤ i ≤ s − 1, fijamos el elemento h∗i ∈ Fd+1−κi
q . Para cada h∗s :=

(hd−κs,s, . . . , h0,s) ∈ Fd+1−κs
q , denotamos por fh∗s el polinomio univariado

fh∗s := ψs(h
∗
1, . . . , h

∗
s) := hd,sT

d + · · ·+ hd−κs+1,sT
d−κs+1 + hd−κs,sT

d−κs + · · ·+ h0,s.

Del Lema 8.3.9 vemos que, a fin de estimar Rs, alcanza con estimar la suma
∑

h∗s∈Fd−κs+1
q

1{N>0}(fh∗s). (8.22)

Para cada h∗s := (hd−κs,s, . . . , h0,s) ∈ Fd+1−κs
q , denotamos con ĥ∗s := (hd−κs,s, . . . , h1,s) ∈

Fd−κsq y fĥ∗s :=
∑d

j=1 hj,sT
j = fh∗s − fh∗s(0). Recordemos que el cardinal del conjunto
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de valores V(f) de f ∈ Fq[T ] se define como V(f) := |{f(c) : c ∈ Fq}|. Como obser-
vamos en la Sección 5.2.1, el cardinal V(fĥ∗s) del conjunto de valores de fĥ∗s es igual
al número de h0,s ∈ Fq para los cuales el polinomio fĥ∗s +h0,s tiene al menos una ráız
en Fq. Por lo tanto,

∑

h∗s∈Fd+1−κs
q

1{N>0}(fh∗s) =
∑

ĥ∗s∈Fd−κs
q

∑

h0,s∈Fq
1{N>0}(fh∗s) =

∑

ĥ∗s∈Fd−κs
q

V(fĥ∗s)

=
1

q

∑

h∗s∈Fd+1−κs
q

V(fh∗s), (8.23)

En consecuencia, podemos describir la suma (8.22) en términos de la suma del
cardinal del conjunto de valores de los elementos de la familia {fh∗s : h∗s ∈ Fd+1−κs

q }.
El Lema 8.3.7 prueba que hd,s, . . . , hd+1−κs,s están uńıvocamente determinados por
h∗
s−1 := (h∗1, . . . , h

∗
s−1). Aśı, la suma del lado derecho de (8.23) toma como argumen-

to el cardinal del conjunto de valores de todos los elementos de Fq[T ]≤d con los pri-
meros κs coeficientes (hd,s, . . . , hd+1−κs,s) prescriptos. Denotemos con ψfix

s (h∗
s−1) :=

(hd,s, . . . , hd+1−κs,s) y con Vd(κs, ψfix
s (h∗

s−1)) el valor promedio del cardinal del con-
junto de valores de la familia {fh∗s : h∗s ∈ Fd+1−κs

q }, es decir,

Vd(κs, ψfix
s (h∗

s−1)) :=
1

qd+1−κs

∑

h∗s∈Fd+1−κs
q

V(fh∗s). (8.24)

En el siguiente lema expresamos la probabilidad pr,d[Ca = s] en términos del valor
promedio Vd(κs, ψfix

s (h∗
s−1)).

Lema 8.3.10. Para s ≤ mı́n{Dd, q
r−1}, vale la siguiente identidad:

pr,d[Ca = s] =
1

q
s−1∑

i=1
(d+1−κi)

∑

h∗1∈Fd+1
q

N(ψ1(h
∗
1))=0

· · ·
∑

h∗s−1∈F
d+1−κs−1
q

N(ψs−1(h
∗
s−1))=0

Vd(κs, ψfix
s (h∗

s−1))

q
.

Demostración. Del Lema 8.3.4 tenemos que dim Im(Φ) =
∑s

i=1(d+1− κi). Combi-
nando esta identidad con (8.12) y el Lema 8.3.9, obtenemos que

pr,d[Ca = s] =

1

q
s−1∑

i=1
(d+1−κi)

∑

h∗1∈Fd+1
q

N(ψ1(h
∗
1))=0

· · ·
∑

h∗s−1∈F
d+1−κs−1
q

N(ψs−1(h
∗
s−1))=0

1

qd+1−κs

∑

h∗s∈Fd+1−κs
q

1{N>0}
(
ψs(h

∗
s)
)
.

De (8.23) y de (8.24) deducimos el enunciado del lema.

A continuación estimamos la probabilidad pr,d[Ca = s] utilizando las estimacio-
nes expĺıcitas sobre el promedio del cardinal del conjunto de valores en familias linea-
les de los Caṕıtulos 5 y 6. Más precisamente, supongamos que s ≤ min{Dd−2, q

r−1}.
Por los Teoremas 5.3.5 y 6.2.4, tenemos estimaciones expĺıcitas del promedio Vd(κs, ψfix

s (h∗
s−1))
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de (8.24) para cualquier h∗
s−1 tal que fh∗s es de grado d. Estas estimaciones, junto

con el Lema 8.3.10, permiten expresar la probabilidad pr,d[Ca = s] en términos
del promedio del cardinal del conjunto de valores de las familias de polinomios
que introducimos a continuación. Para 1 ≤ i ≤ s − 1 y 1 ≤ j ≤ i − 1, fijemos
h∗j := (hd−κj ,j, . . . , h0,j) ∈ F

d+1−κj
q . Para cada h∗i := (hd−κi,i, . . . , h0,i) ∈ Fd+1−κi

q ,
denotamos por fh∗i el polinomio

fh∗i := ψi(h
∗
1, . . . , h

∗
i ) := hd,iT

d + · · ·+ hd+1−κi,iT
d+1−κi + hd−κi,iT

d−κi + · · ·+ h0,i.

De acuerdo al Lema 8.3.7, los coeficientes hd,i, . . . , hd+1−κi,i están uńıvocamente de-
terminados por h∗

i−1 := (h∗1, . . . , h
∗
i−1). En consecuencia, consideramos ψfix

i (h∗
i−1) :=

(hd,i, . . . , hd+1−κi,i) y el promedio del cardinal V(d, κi, ψfix
i (h∗

i−1)) del conjunto de
valores de la familia {fh∗i : h∗i ∈ Fd+1−κi

q }, es decir,

Vd(κi, ψfix
i (h∗

i−1)) :=
1

qd+1−κi

∑

h∗i∈F
d+1−κi
q

V(fh∗i ). (8.25)

Nuevamente, los Teoremas 5.3.5 y 6.2.4 proveen estimaciones expĺıcitas del promedio
Vd(κi, ψfix

i (h∗
i−1)) para cualquier h∗

i−1 tal que fh∗i es de grado d, para 1 ≤ i ≤ s− 1.
Observemos que dichas estimaciones valen para familias de polinomios con ciertos
coeficientes prescriptos y término independiente nulo, y que los polinomios fh∗i que
consideramos tienen término independiente no necesariamente nulo. Sin embargo,
podemos aplicar tales resultados a estas familias. Más precisamente, de la igualdad

1

qd−κi

∑

ĥ∗i∈F
d−κi
q

V(fĥ∗i ) =
1

qd+1−κi

∑

h∗i∈F
d+1−κi
q

V(fh∗i )

y las estimaciones de los Teoremas 5.3.5 y 6.2.4 deducimos el siguiente resultado.

Observación 8.3.11. Si 1 ≤ i ≤ s y 1 ≤ κi ≤ d/2, entonces

|Vd(κi, ψfix
i (h∗

i−1))− µd q| ≤
e−1

2
+

(d− 2)5e2
√
d

2d−2
+

7

q
. (8.26)

Si p > 2, y 1 ≤ κi ≤ d− 2 para 1 ≤ i ≤ s, tenemos que

|Vd(κi, ψfix
i (h∗

i−1))− µd q| ≤ d2 2d−1q
1
2 + 133 dd+5e2

√
d−d. (8.27)

El siguiente resultado expresa la probabilidad pr,d[Ca = s] en términos del pro-
medio Vd(κi, ψfix

i (h∗
i−1)) para 1 ≤ i ≤ s.

Teorema 8.3.12. Para s ≤ mı́n{Dd, q
r−1}, tenemos

pr,d[Ca = s] = (1− µd)
s−1µd

q − 1

q
+

s∑

i=0

Ti,
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donde |T0| ≤ 1/q,

Ti :=(1−µd)s−i−1µd
q − 1

q

i−1∑

j=1
(d+1−κj)

∑

h∗1∈Fd+1
q

N(ψ1(h
∗
1))=0

hd,1=1

· · ·
∑

h∗i−1∈F
d+1−κi−1
q

N(ψi−1(h
∗
i−1))=0

(
µd −

Vd(κi, ψfix
i (h∗

i−1))

q

)

(8.28)

para 1 ≤ i ≤ s− 1, y

Ts :=
q − 1

q
s−1∑

i=1
(d+1−κi)

∑

h∗1∈Fd+1
q

N(ψ1(h
∗
1))=0

hd,1=1

· · ·
∑

h∗s−1∈F
d+1−κs−1
q

N(ψs−1(h
∗
s−1))=0

(Vd(κs, ψfix
s (h∗

s−1))

q
− µd

)
. (8.29)

Demostración. Denotemos con C := Ca. Utilizando la Observación 8.3.8, vamos a
descomponer la expresión para pr,d[C = s] de la Proposición 8.3.10 en dos sumas,
dependiendo de si hd,1 = 0 o no. Más precisamente, escribimos

pr,d[C = s] = pr,d[C = s, Fd = 0] + pr,d[C = s, Fd 6= 0],

donde

pr,d[C = s, Fd = 0] =
1

q
s−1∑

i=1
(d+1−κi)

∑

h∗1∈Fd+1
q

N(ψ1(h
∗
1))=0

hd,1=0

· · ·
∑

h∗s−1∈F
d+1−κs−1
q

N(ψs−1(h
∗
s−1))=0

Vd(κs, ψfix
s (h∗

s−1))

q
,

pr,d[C = s, Fd 6= 0] =
1

q
s−1∑

i=1
(d+1−κi)

∑

h∗1∈Fd+1
q

N(ψ1(h
∗
1))=0

hd,1 6=0

· · ·
∑

h∗s−1∈F
d+1−κs−1
q

N(ψs−1(h
∗
s−1))=0

Vd(κs, ψfix
s (h∗

s−1))

q
,

=
q − 1

q
s−1∑

i=1
(d+1−κi)

∑

h∗1∈Fd+1
q

N(ψ1(h
∗
1))=0

hd,1=1

· · ·
∑

h∗s−1∈F
d+1−κs−1
q

N(ψs−1(h
∗
s−1))=0

Vd(κs, ψfix
s (h∗

s−1))

q
.

A fin de estimar el primer término, como Im(Φ) no está contenida en Fq[T ]
s
≤d−1, la

intersección Im(Φ)∩Fq[T ]s≤d−1 tiene codimensión al menos 1 en Im(Φ). Combinando
esta observación con el Lema 8.3.1, vemos que

T0 := pr,d[C = s, Fd = 0] ≤
|Im(Φ) ∩ F s

1,d−1|
|Im(Φ)| ≤ qdim Im(Φ)−1

qdim Im(Φ)
=

1

q
.

Por otro lado, es fácil ver que la expresión para pr,d[C = s, Fd 6= 0] se puede reescribir
de la siguiente manera:

pr,d[C = s, Fd 6= 0] = µd
q − 1

q
s−1∑

i=1
(d+1−κi)

∑

h∗1∈Fd+1
q

N(ψ1(h
∗
1))=0

hd,1=1

· · ·
∑

h∗s−1∈F
d+1−κs−1
q

N(ψs−1(h
∗
s−1))=0

1 + Ts,

146
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donde Ts está definido en (8.29).
Afirmamos que, para 1 ≤ j ≤ s,

pr,d[C = s, Fd 6= 0] = (1− µd)
s−jµd

q − 1

q
j−1∑

i=1
(d+1−κi)

∑

h∗1∈Fd+1
q

N(ψ1(h
∗
1))=0

hd,1=1

· · ·
∑

h∗j−1∈F
d+1−κj−1
q

N(ψj−1(h
∗
j−1))=0

1 +
s∑

i=j

Ti,

(8.30)
donde Ti está definido en (8.28). Observemos que, si j = 1, entonces (8.30) es la
afirmación del teorema.

Demostramos (8.30) por inducción “regresiva” en j, comenzando en j = s y
terminando en j = 1. Comenzamos observando que ya demostramos anteriormente
el caso j = s. Para j < s, supongamos que (8.30) es válida para j+1; queremos ver
que es válida también para j. Tenemos que

1

qd+1−κj

∑

h∗j∈F
d+1−κj
q

N(ψj(h
∗
j ))=0

1 = 1− 1

qd+1−κj

∑

h∗j∈F
d+1−κj
q

N(ψj(h
∗
j ))>0

1 = 1− Vd(κj, ψfix
j (h∗

j−1))

q
.

Aśı, reemplazando esta identidad en la expresión para pr,d[C = s, Fd 6= 0] corres-
pondiente a la afirmación para j + 1, deducimos la afirmación (8.30) para el caso j.
Esto concluye la demostración del teorema.

En el siguiente teorema, el más importante de esta sección, exhibimos estima-
ciones expĺıcitas de la probabilidad del evento {Ca = s}.
Teorema 8.3.13. Sea a := (a1, . . . ,as) ∈ Fq

s(r−1) \ Bs, siendo Bs el conjunto de

(8.15). Para s ≤ mı́n
{(

d/2+r−1
r−1

)
, qr−1

}
, tenemos que

∣∣pr,d[Ca = s]− (1− µd)
s−1µd

∣∣ ≤
(
e−1 +

(d− 2)5e2
√
d

2d−1
+ 1

)
q−1 + 14q−2.

Por otro lado, si p > 2 y s ≤ mı́n
{(

d+r−3
r−1

)
, qr−1

}
, entonces

∣∣pr,d[Ca = s]− (1− µd)
s−1µd

∣∣ ≤ d2 2dq−
1
2 + (266 dd+5e2

√
d−d + 1)q−1.

Demostración. Si s ≤ mı́n
{(

d/2+r−1
r−1

)
, qr−1

}
, entonces κs ≤ d/2. Para 1 ≤ i ≤ s,

por la definición de κi tenemos que 1 ≤ κi ≤ κs ≤ d/2, y por lo tanto, de (8.26)
deducimos que

∣∣∣∣
Vd(κi, ψfix

i (h∗
i−1))

q
− µd

∣∣∣∣ ≤
(
e−1

2
+

(d− 2)5e2
√
d

2d−2

)
q−1 + 7q−2

para todo 1 ≤ i ≤ s. Aśı, tenemos las siguientes estimaciones para las expresiones
Ti con 1 ≤ i ≤ s de (8.28) y (8.29):

|Ti| ≤ (1− µd)
s−i−1µd

((
e−1

2
+

(d− 2)5e2
√
d

2d−2

)
q−1 + 7q−2

)
(1 ≤ i ≤ s− 1),

|Ts| ≤
(
e−1

2
+

(d− 2)5e2
√
d

2d−2

)
q−1 + 7q−2.
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Combinando estas estimaciones con el Teorema 8.3.12 obtenemos la primera parte
del teorema.

Por otro lado, si p > 2 y s ≤ mı́n
{(

d+r−3
r−1

)
, qr−1

}
, entonces κs ≤ d − 2. Para

1 ≤ i ≤ s, por la definición de κi tenemos que 1 ≤ κi ≤ κs ≤ d − 2, y de (8.27)
concluimos que

∣∣∣∣
Vd(κi, ψfix

i (h∗
i−1))

q
− µd

∣∣∣∣ ≤ d2 2d−1q−
1
2 + 133 dd+5e2

√
d−dq−1

para 1 ≤ i ≤ s. Aśı, tenemos las siguientes estimaciones para Ti:

|Ti| ≤ (1− µd)
s−i−1µd

(
d2 2d−1q−

1
2 + 133 dd+5e2

√
d−dq−1

)
(1 ≤ i ≤ s− 1),

|Ts| ≤ d2 2d−1q−
1
2 + 133 dd+5e2

√
d−dq−1.

De estas estimaciones y el Teorema 8.3.12 deducimos la segunda parte del teorema.

Para terminar esta sección, observamos que el esquema de demostración del
Teorema 8.3.13 no puede aplicarse para estimar la probabilidad de que se realicen
s > s∗ :=

(
d+r−3
r−1

)
búsquedas en bandas verticales hasta que el algoritmo encuentra

un cero Fq–racional del polinomio en consideración, ya que el comportamiento de la
función Φ := Φa : Fq[X]≤d → Fq[T ]

s
≤d de (8.11) puede cambiar significativamente

en este caso. Sin embargo, para valores grandes de s, del Teorema 8.3.13 y de la
igualdad pr,d[Ca > s∗] = 1−∑s∗

i=1 pr,d[Ca = i] se deduce el siguiente resultado.

Corolario 8.3.14. Con las notaciones del Teorema 8.3.13, para s∗ := mı́n
{( d

2
+r−1
r−1

)
, qr−1

}

tenemos

pr,d[Ca > s∗] = (1− µd)
s∗ +O(q−1).

Por otro lado, si p > 2 y s∗ := mı́n
{(

d+r−3
r−1

)
, qr−1

}
, entonces

pr,d[Ca > s∗] = (1− µd)
s∗ +O(q−1/2).

Como |1 − µd| ≤ 1/2, de la expresión para s∗ se sigue que el término principal
de esta probabilidad decrece exponencialmente con r y d.

8.4. Análisis probabiĺıstico del Algoritmo BBV

En esta sección determinamos la complejidad en promedio del Algoritmo BBV.
Para realizar dicho análisis, vamos a estudiar la distribución de probabilidades del
número de búsquedas que dicho algoritmo realiza hasta encontrar una ráız del poli-
nomio de partida.
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8.4.1. Distribución de probabilidades del número de búsque-
das

Similarmente a la sección 8.2, para s ≥ 3 denotamos por

Fs := {(a1, . . . ,as) ∈ Fr−1
q × · · · × Fr−1

q : ai 6= aj for i 6= j}, Ns := |Fs|,

y consideramos la variable aleatoria Cs := Cs,r,d : Fs × Fq[X]≤d → {1, . . . , s,∞}
definida por a := (a1, . . . ,as) ∈ Fs y F ∈ Fq[X]≤d de la siguiente manera:

Cs(a, F ) :=

{
mı́n{j : N1,d(F (aj, Xr)) > 0} si ∃j con N1,d(F (aj, Xr)) > 0,

∞ en otro caso.

Consideramos la probabilidad uniforme Ps := Ps,r,d sobre el espacio muestral Fs ×
Fq[X]≤d y analizamos la probabilidad Ps[Cs = s].

A continuación damos un resultado que vincula los espacios de probabilidad
determinados por Fs × Fq[X]≤d y Ps para todo 1 ≤ s ≤ qr−1.

Lema 8.4.1. Sea s > 1 y sea πs : Fs × Fq[X]≤d → Fs−1 × Fq[X]≤d la función
que induce la proyección Fs → Fs−1 sobre las primeras s − 1 coordenadas. Si S ⊂
Fs−1 × Fq[X]≤d, entonces Ps[π−1

s (S)] = Ps−1[S].

Demostración. Dado S ⊂ Fs−1 × Fq[X]≤d, tenemos que

π−1
s (S) =

⋃

F∈Fr,d

{(a1, . . . ,as) ∈ Fs : (a1, . . . ,as−1, F ) ∈ S} × {F}

=
⋃

F∈Fr,d

⋃

(a1,...,as−1)∈Fs−1:
(a1,...,as−1,F )∈S

{(a1, . . . ,as−1)} × (Fr−1
q \ {a1, . . . ,as−1})× {F}.

Se sigue que

Ps[π
−1
s (S)] = 1

Ns|Fq[X]≤d|
∑

F∈Fq [X]≤d

∑

a∈Fs−1:(a,F )∈S
(qr−1 − s+ 1)

=
qr−1 − s+ 1

Ns−1|Fq[X]≤d|(qr−1 − s+ 1)

∑

F∈Fq [X]≤d

∣∣{a ∈ Fs−1 : (a, F ) ∈ S}
∣∣

=
1

Ns−1|Fq[X]≤d|
∑

F∈Fq [X]≤d

∣∣{a ∈ Fs−1 : (a, F ) ∈ S}
∣∣ = Ps−1[S].

Esto prueba el lema.

Por el teorema de extensión de Kolmogorov (ver, por ejemplo, [Fel91, Chapter IV,
Section 5, Extension Theorem]), la condición de consistencia del Lema 8.4.1 implica
que las probabilidades Ps con 1 ≤ s ≤ qr−1 pueden considerarse en un marco unifica-
do. Más precisamente, definimos F := Fqr−1 y P := Pqr−1 . La medida de probabilidad
P definida sobre el espacio muestral F nos permite interpretar consistentemente los

149
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resultados de esta sección. De la misma manera, las variables Cs (1 ≤ s ≤ qr−1)
se extienden naturalmente a la variable aleatoria C : F × Fq[X]≤d → N ∪ {∞}. En
particular, las variables aleatorias C1 y C2 analizadas en la Sección 8.2 resultan la
restricción de C a F1 y F2 respectivamente. En lo que sigue eliminamos el sub́ındice
s de las notaciones de Ps y Cs.

Para el análisis de la distribución de probabilidad del número de búsquedas,
expresamos la probabilidad P [C = s] en términos de las probabilidades de los eventos
{Ca = s}, donde Ca : Fq[X]≤d → N es la variable aleatoria que cuenta el número de
búsquedas que el algoritmo realiza para una entrada F sobre las bandas verticales
que determina a ∈ Fs. El resultado correspondiente es una generalización del Lema
8.2.4.

Lema 8.4.2. Tenemos que

P [C = s] =
1

Ns

∑

a∈Fs

pr,d[Ca = s].

Demostración. El conjunto [C = s] se expresa como una unión disjunta de conjuntos
de la siguiente manera:

{C = s} =
⋃

a∈Fs

{a} × {F ∈ Fq[X]≤d : Ca(F ) = s}.

Por lo tanto,

P [C = s] =
1

Ns

∑

a∈Fs

∣∣{F ∈ Fq[X]≤d : Ca(F ) = s}
∣∣

|Fq[X]≤d|
=

1

Ns

∑

a∈Fs

pr,d[Ca = s],

Esto demuestra la afirmación del lema.

En el Teorema 8.3.13 determinamos el comportamiento asintótico de la probabi-
lidad pr,d[Ca = s] para a /∈ Bs, donde Bs es el conjunto definido en (8.15). Notemos
que Bs ⊂ Fs; aśı, el Teorema 8.3.13 se cumple para cada a ∈ Fs \ Bs. Por (8.14)
tenemos que |Bs| = O(qs(r−1)−1), donde la constante que aparece en la notación O
depende de s, d y r, pero es independiente de q.

Terminamos esta sección, dando una estimación de la probabilidad P [C = s]. El
Lema 8.4.2 implica que

P [C = s] =
1

Ns

∑

a∈Fs

pr,d[Ca = s]

=
1

Ns

∑

a∈Fs\Bs

pr,d[Ca = s] +
1

Ns

∑

a∈Bs
pr,d[Ca = s]

=
1

Ns

∑

a∈Fs\Bs

pr,d[Ca = s] +O(q−1).
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Sea a ∈ Fs \ Bs. Por el Teorema 8.3.13, si s ≤
(
d/2+r−1
r−1

)
, entonces pr,d[Ca =

s] = (1 − µd)
s−1µd + O(q−1). Por otro lado, si p > 2 y s ≤

(
d+r−3
r−1

)
, entonces

pr,d[Ca = s] = (1 − µd)
s−1µd + O(q−1/2). En consecuencia, tenemos el siguiente

resultado.

Teorema 8.4.3. Para s ≤
(
d/2+r−1
r−1

)
, tenemos que

P [C = s] = (1− µd)
s−1µd +O(q−1).

Por otro lado, si p > 2 y s ≤
(
d+r−3
r−1

)
, entonces

P [C = s] = (1− µd)
s−1µd +O(q−1/2).

8.4.2. Complejidad en promedio

En esta sección obtenemos una cota superior de la complejidad en promedio
del Algoritmo BBV. Recordemos que, dado F ∈ Fq[X]≤d, el Algoritmo BBV ge-
nera sucesivamente una sucesión a := (a1,a2, . . . ,aqr−1) ∈ Fqr−1 , y busca ceros
Fq–racionales de F en las bandas {ai} × Fq para 1 ≤ i ≤ qr−1, hasta que encuen-
tra un cero de F o se terminan las bandas verticales. En el Lema 8.1.1 probamos
que el Algoritmo BBV realiza τ(d, r, q)Ca(F ) operaciones aritméticas en Fq, donde
τ(d, r, q) := O∼(D + d log q) es el número máximo de operaciones aritméticas en Fq
necesarias para realizar una búsqueda en una banda vertical arbitraria y Ca(F ) es el
número de búsquedas que el algoritmo realiza en las bandas verticales determinadas
por a1, . . . ,aqr−1 hasta encontrar un cero Fq–racional de F .

El Algoritmo BBV tiene una rutina probabiĺıstica que busca ceros Fq–racionales
de los elementos de Fq[T ]≤d, que realiza rd elecciones aleatorias de elementos de Fq,
para un rd ∈ N adecuado. Denotamos por Ωd := Frdq el conjunto de todas esas
posibles elecciones aleatorias; consideramos a Ωd con la probabilidad uniforme, el
espacio muestral F×Fq[X]≤d con la probabilidad uniforme P definida en la Sección
8.4, y el espacio muestral F × Fq[X]≤d × Ωd con la probabilidad producto. A fin
de analizar el costo del Algoritmo BBV, consideramos la variable aleatoria X :=
Xr,d : F × Fq[X]≤d × Ωd :→ N≥0 que cuenta el número X(a, F, ω) de operaciones
aritméticas en Fq que realiza el Algoritmo BBV sobre la entrada F ∈ Fq[X]≤d,
cuando se consideran las bandas verticales determinadas por a y la elección ω para
los parámetros de la rutina que encuentra ceros en Fq de los elementos de Fq[T ]≤d.

Nuestro objetivo es determinar el comportamiento asintótico de la esperanza de
la variable aleatoria X, es decir,

E[X] :=
1

|F||Fr,d||Ωd|
∑

(a,F,ω)

X(a, F, ω) ≤ τ(d, r, q)

|F||Fr,d|
∑

F∈Fr,d

∑

a∈F
C(a, F ).

Empezamos estudiando el caso r > 2, para el cual tenemos el siguiente resultado.

Teorema 8.4.4. Sean r > 2 y s∗ :=
(
d/2+r−1
r−1

)
. Entonces la complejidad en promedio

del Algoritmo BBV está acotado superiormente de la siguiente manera:

E[X] ≤ τ(d, r, q)
(
µ−1
d + d(1− d−1)s

∗)
+O(q−1/2), (8.31)

donde τ(d, r, q) es el costo de la búsqueda en una banda vertical arbitraria.
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Demostración. Recordemos que un elemento de Fq[X]≤d se dice relativamente Fq–
irreducible si ninguno de sus factores irreducibles en Fq es absolutamente irreducible.
Consideremos los conjuntos

A := {F ∈ Fq[X]≤d : F es relativamente Fq–irreducible}, B := Fq[X]≤d \ A.
Tenemos que

∑

F∈Fq [X]≤d

∑

a∈F
C(a, F ) =

∑

F∈A

∑

a∈F
C(a, F ) +

∑

F∈B

∑

a∈F
C(a, F ). (8.32)

De [vzGVZ13, Corollary 6.7] se sigue que |A|/|Fq[X]≤d| = O
(
q

−r(r−1)
2

)
. Por lo tanto,

1

|F||Fq[X]≤d|
∑

F∈A

∑

a∈F
C(a, F ) ≤ qr−1

|Fq[X]≤d|
|A| = O

(
q

(r−1)(2−r)
2

)
= O(q−1). (8.33)

Ahora estudiamos el segundo término del lado derecho de (8.32). Tenemos

1

|F||Fq[X]≤d|
∑

F∈B

∑

a∈F
C(a, F ) =

1

|Fq[X]≤d|
∑

F∈B

qr−1∑

s=1

s
|{a ∈ F : C(a, F ) = s}|

|F| .

De las condiciones de consistencia del Lema 8.4.1 se sigue que

1

|F||Fq[X]≤d|
∑

F∈B

∑

a∈F
C(a, F ) =

|B|
|Fq[X]≤d|

qr−1∑

s=1

s
1

|B|
∑

F∈B

|{a ∈ Fs : C(a, F ) = s}|
|Fs|

=
|B|

|Fq[X]≤d|

qr−1∑

s=1

sPF×B[C = s],

donde PF×B denota la probabilidad uniforme en F× B.
Para s ≤ s∗, el Teorema 8.4.3 nos permite estimar la probabilidad del evento

[C = s]. Por lo tanto, descomponemos la última suma de la siguiente manera:

qr−1∑

s=1

sPF×B[C =s] =
s∗∑

s=1

sPF×B[C = s] + (s∗ + 1)

qr−1∑

s=s∗+1

PF×B[C = s]

+

qr−1∑

s=s∗+2

(s− s∗ − 1)PF×B[C = s]

=
s∗∑

s=1

sPF×B[C = s] + (s∗+1)PF×B[C ≥ s∗+1] +

qr−1∑

s=s∗+2

PF×B[C ≥s].

(8.34)

Primero estimamos la suma S1 de los dos primeros términos del lado derecho de
(8.34). Argumentando como en el Lema 8.4.2, vemos que

PF×B[C = s] =
1

|Fs|
∑

a∈Fs

pB[Ca = s].
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Por el Teorema 8.4.3 y el Corolario 8.3.14 tenemos que

S1 =
s∗∑

s=1

s(µd(1− µd)
s−1 +O(q−1)) + (s∗ + 1)(1− µd)

s∗ +O(q−1)

= µd

s∗∑

s=1

s(1− µd)
s−1 + (s∗ + 1)(1− µd)

s∗ +O(q−1).

Teniendo en cuenta que
∑

n≥1 nz
n−1 = 1/(1− z)2 para todo |z| ≤ 1, obtenemos

S1 =
1

µd
− µd

∑

s≥s∗+1

s(1− µd)
s−1 + (s∗ + 1)(1− µd)

s∗ +O(q−1) =
1

µd
+O(q−1),

(8.35)

donde la última igualdad se sigue de la identidad
∑

s≥s∗+1 sz
s−1 = zs

∗
(s∗ + 1 −

zs∗)/(1− z)2, que vale para todo |z| < 1 (ver, por ejemplo, [GKP94, §2.3]).
Luego, estimamos la suma S2 del lado derecho de (8.34). Observemos que

pB[Ca ≥ s] = pB[F ∈ B : N1,d(F (ai, Xr)) = 0 (1 ≤ i ≤ s− 1)].

Aśı,

S2 ≤
1

|B|

qr−1∑

s=s∗+2

1

|Fs|
∑

(a,as)∈Fs−1×Fr−1
q

|{F ∈ B : N1,d(F (ai, Xr)) = 0 (1 ≤ i ≤ s− 1)}|

≤ qr−1

|B|

qr−1∑

s=s∗+2

1

qr−1 − (s− 1)

∑

a∈Fs−1

∑

F∈B
N1,d(F (ai,Xr))=0 (1≤i≤s−1)

1

|Fs−1|

≤ qr−1

|B|

qr−1∑

s=s∗+2

1

qr−1 − (s− 1)

∑

F∈B
PFs−1 [N1,d = 0],

donde PFs−1 [N1,d = 0] := PFs−1 [{a ∈ Fs−1 : N1,d(F (ai, Xr)) = 0, 1 ≤ i ≤ s − 1}].
Como N1,d = 0 sigue una distribución hipergeométrica, podemos expresar la pro-
babilidad PFs−1 [N1,d = 0] de la siguiente manera (ver, por ejemplo, [Fel68, Chapter
6]):

PFs−1 [N1,d = 0] =

(
qr−1−NS(F )

s−1

)
(
qr−1

s−1

) .

Deducimos que

S2 ≤
1

|B|

qr−1∑

s=s∗+2

∑

F∈B

(
1− NS(F )− 1

qr−1 − 1

)s−1

. (8.36)

Fijamos F ∈ B. Luego, F tiene al menos un factor absolutamente irreducible
definido sobre Fq. Aśı, para q > d4, del Teorema 2.2.5 se sigue que NS(F ) ≥ qr−1

d
(1−
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α), donde α := d2q−1/2. Esto implica que

1− NS(F )− 1

qr−1 − 1
≤ 1− 1− α

d
+O

(
q1−r

)
.

Combinando esta desigualdad con (8.36), concluimos que

S2 ≤
1

|B|

qr−1∑

s=s∗+2

∑

F∈B

(
1− (1− α)d−1 +O(q1−r)

)s−1

=

qr−1∑

s=s∗+2

(
1− (1− α)d−1 +O(q1−r)

)s−1

=

(
1− (1− α)d−1

)s∗+1

(1− α)d−1
+O(q1−r) = d(1− d−1)s

∗+1 +O(q−1/2).

Combinando (8.32), (8.33) y (8.35) con esta desigualdad, deducimos (8.31).

Como s∗ > d2/4, el término d(1 − d−1)s
∗+1 tiende a cero a medida que d y r

crecen, y por lo tanto el lado derecho de (8.31) se comporta como µd
−1τ(d, r, q).

Esto indica que, en promedio, el Algoritmo BBV realiza a lo sumo µd
−1 ≈ 1,58 . . .

búsquedas en bandas verticales hasta encontrar un cero Fq–racional del polinomio
de entrada. Esto mejora los resultados obtenidos en [vzGSS03] (para el caso de poli-
nomios bivariados) y [CM06a] y [Mat10] (para el caso de polinomios en r variables),
en donde se demuestra que con d búsquedas es posible encontrar un cero Fq–racional
en una banda vertical con probabilidad al menos 1/2.

Resta analizar la complejidad en promedio E[X] para el caso r = 2, es decir,

E[X] :=
1

|F||Fq[X1, X2]≤d||Ωd|
∑

(a,F,ω)

X(a, F, ω) ≤ τ(d, r, q)

|F||Fq[X1, X2]≤d|
∑

F∈Fq [X1,X2]≤d

∑

a∈F
C(a, F ).

Para un número real 0 < α < 1 a determinar, consideramos los conjuntos

A := {F ∈ Fq[X1, X2]≤d : NS(F ) ≤ (1− α)NS(2, d)},
B := {F ∈ Fq[X1, X2]≤d : NS(F ) > (1− α)NS(2, d)},

donde NS(F ) es el número de bandas verticales donde F tiene un cero Fq–racional,
y NS(2, d) es el número promedio de tales bandas verticales. Tenemos que

∑

F∈Fq [X1,X2]≤d

∑

a∈F
C(a, F ) =

∑

F∈A

∑

a∈F
C(a, F ) +

∑

F∈B

∑

a∈F
C(a, F ). (8.37)

Para estimar el primer término del lado derecho de (8.37), comenzamos dando
una estimación de |A|. Para esto, necesitamos dos resultados que demostramos en
el caṕıtulo siguiente, y que dan información sobre el comportamiento asintótico
del promedio NS(2, d) y la varianza NS2(2, d) de NS(·). Más precisamente, del
Lema 9.1.1 y de la Proposición 9.1.2, que enunciamos más adelante, tenemos que
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NS(2, d) = µdq+O(1) y NS2(2, d) = ((d!)−2+µd(1−µd))q+O(1) respectivamente.
Luego, de la desigualdad de Chebychev (ver Corolario 9.1.3 del caṕıtulo siguiente)
deducimos que

|A| ≤
(

1

(αµd d!)2
+

1− µd
α2µd

)
qdimFq [X1,X2]≤d−1 +O(qdimFq [X1,X2]≤d−2).

Se sigue que

1

|F||Fq[X1, X2]≤d|
∑

F∈A

∑

a∈F
C(a, F ) ≤ |A|q

|Fq[X1, X2]≤d|
≤
(

1

(αµd d!)2
+
1− µd
α2µd

)
+O(q−1).

(8.38)
Ahora estudiamos el segundo término del lado derecho de (8.37). Argumentando

como en el caso r > 2, para s∗ := d/2 + 1 tenemos que

1

|F||Fq[X1, X2]≤d|
∑

F∈B

∑

a∈F
C(a, F ) ≤ 1

µd
+

1

|B|

q∑

s=s∗+2

∑

F∈B

(
1− NS(F )− 1

q − 1

)s−1

+O(q−1).

Fijamos F ∈ B. Por definición, NS(F ) > (1 − α)NS(2, d) y, del Lema 9.1.1 que
damos en el siguiente caṕıtulo, tenemos que NS(2, d) = µd q +O(1). Aśı,

1− NS(F )− 1

q − 1
≤ 1− (1− α)µd +O(q−1).

Por lo tanto,

1

|B|

q∑

s=s∗+2

∑

F∈B

(
1− NS(F )− 1

q − 1

)s−1

≤ (1− (1− α)µd)
s∗+1

(1− α)µd
+O(q−1).

Combinando (8.37) con (8.38) y esta desigualdad, concluimos que

E[X] ≤ τ(d, r, q)

(
1

α2

(
1− µd
µd

+
1

(d!)2µ2
d

)
+

1

µd
+
(
1− (1− α)µd

)s∗+1
)
+O(q−1).

Fijando α∗ := 1− 1/
√
s∗, obtenemos el siguiente resultado, que completa el análisis

de la complejidad en promedio del Algoritmo BBV.

Teorema 8.4.5. Sean r := 2, s∗ := d/2+1 y α∗ := 1−1/
√
s∗. Tenemos la siguiente

cota superior para la complejidad en promedio del Algoritmo BBV:

E[X] ≤ τ(d, r, q)

(
1

α∗2

(
1− µd
µd

+
1

(d!)2µ2
d

)
+

1

µd
+
(
1− µd√

s∗

)s∗+1
)
+O(q−1), (8.39)

donde τ(d, r, q) es el costo de la búsqueda en una banda vertical arbitraria.

A medida que d crece, la cantidad s∗ tiende a infinito y la expresión del lado
derecho de (8.39) tiende a (2− µd)/µd ≈ 2,16 . . .. Esto es una cota superior para el
número promedio de búsquedas en bandas verticales que deben realizarse en el caso
r = 2.
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8.5. Simulaciones sobre el número de bandas ver-

ticales

Terminamos este caṕıtulo describiendo los resultados sobre la distribución del
número de búsquedas que obtuvimos ejecutando una implementación del Algoritmo
BBV en Maple sobre una muestra aleatoria de elementos de Fq[X]≤d, para valores
de d, r y q dados. Recordamos que C : F × Fq[X]≤d 7→ N ∪ {∞} es la variable
aleatoria que cuenta el número de búsquedas que realiza el algoritmo sobre todas
las posibles elecciones de bandas verticales. El Teorema 8.4.3 muestra que P [C =
s] ≈ (1 − µd)

s−1µd. La experimentación numérica que realizamos está dirigida a
mostrar que (1− µd)

s−1µd se aproxima a la probabilidad P [C = s].
Con este fin, dada una muestra aleatoria S ⊂ Fq[X]≤d y un elemento a ∈ Fs

usamos las siguientes notaciones:

pa := pr,d[S ∩ Ca,r,d = s], p̂s := (1− µd)
s−1µd.

Tomamos una muestra de N := 30 elecciones aleatorias de a ∈ Fs y calculamos la
media muestral

ps :=
N∑

i=1

pai

N
.

Asimismo, consideramos el correspondiente error relativo:

ǫs :=
|ps − p̂s|

p̂s
.

Finalmente, comparamos el número promedio N q
r,d de bandas verticales que deben

ser consideradas hasta que el algoritmo encuentra un cero Fq–racional con la cota
superior teórica del Teorema 8.4.4, es decir, 1/µd.

Consideramos valores de s no tan grandes porque sino, la probabilidad pa es tan
pequeña que nos es imposible compararla con el estimador teórico p̂s.

La primera columna de las tablas a continuación corresponde al número de
búsquedas que realiza el Algoritmo BBV hasta encontrar un cero Fq–racional del
polinomio en consideración; la columna siguiente contiene la correspondiente media
muestral de las probabilidades pai

que se obtienen tomando una muestra de 30 elec-
ciones aleatorias de a y polinomios aleatorios de grado a lo sumo d; en la tercera
columna consignamos el estimador teórico p̂s y en la última columna incluimos el
error relativo ǫs.

Ejemplos con q := 67 y r := 2. Consideramos una muestra aleatoria de
polinomios bivariados con coeficientes en el cuerpo finito F67. En el Cuadro 8.1
consideramos una muestra aleatoria de 1000000 polinomios de F67[X1, X2] de gra-
do a lo sumo 30 y analizamos cuántas búsquedas realiza el Algoritmo BBV hasta
que encuentra un cero Fq–racional del polinomio de entrada. En este caso tenemos
que p̂s := (1 − µ30)

s−1µ30, donde µ30 := 0,6321205588 . . . . El número promedio de
búsquedas que realiza el algoritmo es N 67

2,30 = 1,574924 . . . , mientras que la cota
teórica es 1/µ30 = 1,581977 . . . .
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Cuadro 8.1: Ejemplo aleatorio con q = 67, r = 2 y d = 30.

s ps p̂s ǫs
1 0,635031 0,632121 0,004583
2 0,231664 0,232544 0,003799
3 0,084627 0,085548 0,010889
4 0,030921 0,031471 0,017789
5 0,011279 0,011578 0,026473
6 0,004101 0,004259 0,038575
7 0,001509 0,001567 0,038166
8 0,000553 0,000576 0,042349
9 0,000199 0,000212 0,067918
10 0,000076 0,000078 0,030513
11 0,000025 0,000029 0,161872
12 0,000010 0,000011 0,038441
13 0,000038 0,000003 0,022074
14 0,000011 0,000001 0,339501
15 0,000001 0,000001 0,051253
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Consideramos también otro ejemplo de 1000000 polinomios de F67[X1, X2] de
grado a lo sumo d := 5. Por lo tanto, p̂s := (1−µ5)

s−1µ5, donde µ5 := 0,6333333 . . . .
Observemos que N 67

2,5 = 1,572816 . . . , mientras que la correspondiente cota teórica
es 1/µ5 = 1,578947 . . . . Los resultados de la simulación se encuentran en el Cuadro
8.2.

Cuadro 8.2: Muestra aleatoria con q = 67, r = 2 y d = 5.

s ps p̂s ǫs
1 0,635885 0,633333 0,004012
2 0,231459 0,232222 0,003298
3 0,084318 0,085148 0,009844
4 0,030727 0,031221 0,016085
5 0,011188 0,011448 0,023224
6 0,004091 0,004197 0,025996
7 0,001481 0,001539 0,039029
8 0,000543 0,000564 0,040109
9 0,000195 0,000207 0,056976
10 0,000069 0,000076 0,085938
11 0,000029 0,000028 0,030685
12 0,000009 0,000010 0,129198
13 0,000003 0,000003 0,133380
14 0,000002 0,000001 0,085740
15 0,000001 0,000001 0,057169

Ejemplos con r = 3 y q := 11, q := 67 y q := 8. Consideramos también dos
ejemplos de 1000000 polinomios aleatorios de Fq[X1, X2, X3]. El primero contiene
polinomios de grado a lo sumo d := 5 con coeficientes en F11, mientras que el
segundo contiene polinomios de grado a lo sumo d := 5 con coeficientes en F67.
Los números promedio de búsquedas en bandas verticales que realizó el algoritmo
son N 11

3,5 = 1,539646 . . . y N 67
3,5 = 1,572975 . . . ; ambos deben ser comparados con

1/µ5 = 1,578947 . . . . Los resultados de la experimentación numérica se encuentran
en los Cuadros 8.3 y 8.4.
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Cuadro 8.3: Muestra aleatoria con q = 11, r = 3 y d = 5.

s ps p̂s ǫs
1 0,649494 0,633333 0,024881
2 0,227637 0,232222 0,020145
3 0,079769 0,085148 0,067430
4 0,027999 0,031221 0,115075
5 0,009822 0,011448 0,165519
6 0,003419 0,004198 0,227683
7 0,001213 0,001539 0,269344
8 0,000421 0,000564 0,340555
9 0,000149 0,000207 0,382851
10 0,000050 0,000076 0,504379
11 0,000017 0,000028 0,662509
12 0,000002 0,000010 0,500062
13 0,000002 0,000004 0,726225
14 0,000001 0,000001 0,523767
15 0,000000 0,000001 2,017058

Cuadro 8.4: Muestra aleatoria con q = 67, r = 3 y d = 5.

s ps p̂s ǫs
1 0,635802 0,633333 0,003883
2 0,231571 0,232222 0,002810
3 0,084285 0,085148 0,010237
4 0,030732 0,031221 0,015898
5 0,011192 0,011447 0,022809
6 0,004081 0,004197 0,028645
7 0,001482 0,001539 0,038865
8 0,000541 0,000564 0,042865
9 0,000199 0,000207 0,039628
10 0,000071 0,000076 0,062618
11 0,000027 0,000028 0,017780
12 0,000010 0,000010 0,003320
13 0,000003 0,000004 0,078891
14 0,000001 0,000001 0,111938
15 0,000000 0,000001 0,257107
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Por último, consideramos una muestra aleatoria de 100000 polinomios de grado a
lo sumo d := 3 con coeficientes en un cuerpo finito no primo, esto es, F8[X1, X2, X3].
Tenemos N 8

3,3 = 1,504509 . . . , a comparar con 1/µ3 = 1,5.

Cuadro 8.5: Muestra aleatoria con q = 8, r = 3 y d = 3.

s ps p̂s ǫs
1 0,663161 0,666666 0,005259
2 0,222801 0,222222 0,002605
3 0,075617 0,074074 0,014151
4 0,025319 0,024691 0,020831
5 0,008725 0,008230 0,060146
6 0,002859 0,002743 0,042289
7 0,000808 0,000914 0,115974
8 0,000148 0,000304 0,513158

En los Cuadros 1 − 7 observamos que, para los distintos valores de q, r, d y s con-
siderados, las medias muestrales ps se aproximan al estimador teórico p̂s. Aśı, los
ejemplos que consideramos confirman el comportamiento predicho por la estimación
asintótica de P [C = s] en el Teorema 8.4.3. Sin embargo, como el costo del Algo-
ritmo BBV crece exponencialmente con el número r de variables de los polinomios
considerados, para nuestros experimentos sólo consideramos los casos r = 2 y r = 3.
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Caṕıtulo 9

Distribución de las salidas del
Algoritmo BBV

En este caṕıtulo, continuando con el análisis del Algoritmo BBV del caṕıtulo
anterior, vamos a analizar la distribución de las salidas del mismo. Dado un polino-
mio de entrada, el algoritmo calcula un cero Fq–racional, que queda determinado por
ciertas elecciones aleatorias que se realizan durante la ejecución del Algoritmo BBV.
Un punto importante, entonces, es que la respuesta del algoritmo no sea “sesgada”,
es decir, no haya ceros que aparezcan con más frecuencia que otros como salida del
algoritmo.

Un algoritmo “ideal”, desde el punto de vista de la “calidad” de la salida, es aquel
para el cual todos los ceros Fq–racionales del polinomio en consideración tienen la
misma probabilidad de resultar la salida del algoritmo. Por esta razón, en [vzGSS03]
la estrategia de búsqueda en bandas verticales para polinomios bivariados se modifica
de manera que todos los ceros Fq–racionales del polinomio de entrada tengan la
misma probabilidad de ser calculados. Dicha modificación también puede aplicarse
al Algoritmo BBV; sin embargo, como esta modificación implica una “ralentización”
del algoritmo, nos proponemos un curso de acción diferente. En este caṕıtulo vamos
a analizar la distribución de las salidas utilizando un concepto de la teoŕıa de la
información: la entroṕıa de Shannon. Si la salida para un entrada dada tiende a estar
concentrada en pocos ceros Fq–racionales, entonces la información que obtenemos
es poca. Si, por el contrario, todos los ceros son salidas igualmente probables del
algoritmo, la información que obtenemos es mayor, ya que no existen soluciones que
no sean detectadas. El concepto de entroṕıa de Shannon permite medir los estados
intermedios entre estos dos extremos, es decir, se trata de una medida de cuán
concentradas están las salidas del Algoritmo BBV para una entrada dada.

Dado F ∈ Fq[X]≤d, denotamos Z(F ) := {x ∈ Frq : F (x) = 0} y N(F ) := |Z(F )|.
Siguiendo el trabajo de C. Beltrán y M. Pardo [BP11], definimos la entroṕıa de
Shannon HF asociada a F y al Algoritmo BBV, como

HF =
∑

x∈Z(F )

−Px,F log(Px,F ), (9.1)

donde Px,F es la probabilidad puntual de que el algoritmo BBV obtenga como salida

161



Distribución de las salidas del Algoritmo BBV Caṕıtulo 9

a x para la entrada F y, a diferencia de los demás caṕıtulos, en este caṕıtulo, log
denota el logaritmo natural.

Es sabido que HF ≤ logN(F ), y vale la igualdad si y solo si Px,F = 1/N(F ) para
todo x ∈ Z(F ). Aśı, es equivalente decir que la entroṕıa HF alcanza el valor máximo
a decir que las salidas están equidistribuidas, esto es, todos los ceros Fq–racionales
del polinomio F de entrada tienen la misma probabilidad de ser obtenidos como
salida.

En esta sección, vamos a analizar la entroṕıa promedio del Algoritmo BBV cuan-
do F recorre todos los elementos de Fq[X]≤d, es decir,

H :=
1

|Fq[X]≤d|
∑

F∈Fq [X]≤d

HF . (9.2)

Sea F ∈ Fq[X]≤d y seaAideal un algoritmo “ideal” de búsqueda de ceros Fq-racionales
de F . Desde el punto de vista de la distribución de las salidas tenemos que la
probabilidad P ideal

x,F de que x ∈ Z(F ) resulte la salida es igual a 1/N(F ). Aśı, de la
definición (9.1), tenemos que la correspondiente entroṕıa es

H ideal
F :=

∑

x∈Z(F )

−P ideal
x,F log(P ideal

x,F ) =
∑

x∈Z(F )

logN(F )

N(F )
= logN(F ).

Por la concavidad de la función x 7→ log x y (2.3) se sigue el siguiente resultado.

Observación 9.0.1. Si Aideal es un algoritmo ideal de búsqueda de ceros Fq–racionales
de F ∈ Fq[X]≤d, entonces la entroṕıa promedio para Aideal es

H ideal :=
1

|Fq[X]≤d|
∑

F∈Fq [X]≤d

H ideal
F ≤ log

(∑
F∈Fq [X]≤d

N(F )

|Fq[X]≤d|

)
= log(qr−1). (9.3)

Vamos a exhibir una cota inferior para la entroṕıa promedio H del Algoritmo
BBV, que muestra que dicha estimación se acerca a la cota superior (9.3) de la
entroṕıa promedio del algoritmo “ideal”. Esto indica que la entroṕıa promedio del
Algoritmo BBV será parecida a la del “algoritmo ideal”, o sea, las salidas estarán
“cerca” de resultar equidistribuidas.

9.1. Sobre el número de bandas verticales

Para obtener una cota inferior de la entroṕıa promedio H del Algoritmo BBV,
necesitamos analizar la distribución de probabilidades de la variable aleatoria NS :
Fq[X]≤d → Z≥0 que cuenta, para cada F ∈ Fq[X]≤d, el número de a ∈ Fr−1

q para los
cuales el polinomio F (a, Xr) tiene un cero Fq–racional.

Recordemos que, para F ∈ Fq[X]≤d, denotamos por V S(F ) el conjunto de bandas
verticales donde F tiene un cero Fq–racional y por NS(F ) su cardinal, es decir,

V S(F ) := {a ∈ Fr−1
q : (∃ xr ∈ Fq) F (a, xr) = 0}, NS(F ) := |V S(F )|.
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En esta sección vamos a estudiar el promedio y la varianza de la variable aleatoria
NS. Empezamos con el siguiente lema sobre el número promedio NS(r, d) de bandas
verticales en Fq[X]≤d, es decir,

NS(r, d) :=
1

|Fq[X]≤d|
∑

F∈Fq [X]≤d

NS(F ).

Lema 9.1.1. El número promedio NS(r, d) satisface

NS(r, d) =
d∑

k=1

(−1)k−1

(
q

k

)
qr−1−k + (−1)d

(
q − 1

d

)
qr−d−2

= µd q
r−1 +O(qr−2).

Demostración. De acuerdo a (8.2), tenemos que NS(r, d) = qr−1P [C = 1]. Por lo
tanto, la primera afirmación se sigue inmediatamente del Teorema 8.2.1. La segunda
afirmación se sigue del Corolario 8.2.2.

En la siguiente proposición estimamos la varianza NS2(r, d) de la variable alea-
toria NS, es decir,

NS2(r, d) :=
1

|Fq[X]≤d|
∑

F∈Fq [X]≤d

(
NS(F )−NS(r, d)

)2

=
1

|Fq[X]≤d|
∑

F∈Fq [X]≤d

NS(F )2 −NS(r, d)2.

Proposición 9.1.2. La varianza NS2(r, d) satisface

NS2(r, d) =
1

(d!)2
q2r−3 + µd(1− µd) q

r−1 +O(q2r−4).

Demostración. Recordemos las notaciones F2 := (Fr−1
q )2 \ {(a,a) : a ∈ Fr−1

q } y
N2 := |F2|. Dado un elemento F ∈ Fq[X]≤d fijo, tenemos que

NS(F )2 =

∣∣∣∣
⋃

x,y∈Fq
{(a1,a2) ∈ (Fr−1

q )2 : F (a1, x) = F (a2, y) = 0}
∣∣∣∣.

Por el principio de inclusión–exclusión resulta

∑

F∈Fq [X]≤d

NS(F )2 =
∑

F∈Fq [X]≤d

q∑

j=1

q∑

k=1

(−1)j+k
∑

Xj⊂Fq

∑

Yk⊂Fq
S(Xj,Yk)

=

q∑

j=1

q∑

k=1

(−1)j+k
∑

Xj⊂Fq

∑

Yk⊂Fq

∑

F∈Fq [X]≤d

S(Xj,Yk),

donde Xj e Yk recorren todos los subconjuntos de Fq de cardinal j y k respectivamente
y, para subconjuntos cualesquiera X ⊂ Fq e Y ⊂ Fq,

S(X ,Y) :=
∣∣{(a1,a2) ∈ (Fr−1

q )2 : (∀x ∈ X )(∀x ∈ Y)F (a1, x) = 0, F (a2, y) = 0}
∣∣.
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Para a := (a1,a2) ∈ (Fr−1
q )2 y subconjuntos X ⊂ Fq e Y ⊂ Fq, denotamos con

Sa(X ,Y) := {F ∈ Fq[X]≤d : (∀x ∈ X )(∀x ∈ Y)F (a1, x) = 0, F (a2, y) = 0}.

Se sigue que

∑

F∈Fr,d

NS(F )2 =

q∑

j=1

q∑

k=1

(−1)j+k
∑

Xj⊂Fq

∑

Yk⊂Fq

∑

a∈(Fr−1
q )2

|Sa(Xj,Yk)|

=
∑

a∈(Fr−1
q )2

q∑

j=1

q∑

k=1

(−1)j+k
∑

Xj⊂Fq

∑

Yk⊂Fq
|Sa(Xj,Yk)| =:

∑

a∈(Fr−1
q )2

Na,

donde la definición Na coincide con la de (8.10).
Si a ∈ F2, entonces (8.2) y la afirmación en la demostración de la Proposición

8.2.5 aseguran que

Na

|Fq[X]≤d|
=
(
P [C = 1]

)2
+
q − 1

q2d+2

(
q − 1

d

)2

. (9.4)

Por otro lado, para (a,a) ∈ (Fr−1
q )2 \ F2 tenemos que

N(a,a) :=

q∑

j, k=1

(−1)j+k
∑

Xj ,Yk⊂Fq
|S(a,a)(Xj,Yk)|

=

q∑

l=1

∑

Zl⊂Fq

( ∑

Xj ,Yk⊂Fq
Xj∪Yk=Zl

(−1)|Xj |+|Yk|
)
|Sa(Zl)|,

donde Zl ⊂ Fq recorre todos los subconjuntos de Fq de cardinal l y Sa(Z) := {F ∈
Fq[X]≤d : (∀z ∈ Z)F (a, z) = 0} para cualquier subconjunto Z ⊂ Fq.

Fijando 1 ≤ l ≤ q y un subconjunto Zl ⊂ Fq de cardinal l, hacemos la siguiente
afirmación:

Afirmación.
∑

Xj ,Yk⊂Fq
Xj∪Yk=Zl

(−1)|Xj |+|Yk| = (−1)|Zl|+1. (9.5)

Demostración. Usando la igualdad |Xj|+ |Yk| = |Zl|+ |Xj ∩ Yk|, basta probar que

Sj,k :=
∑

Xj ,Yk⊂Fq
Xj∪Yk=Zl

(−1)|Xj∩Yk| = −1. (9.6)

Expresemos Sj,k en dos sumas, dependiendo de si Xj e Yk son disjuntos o no.
Más precisamente, escribamos

Sj,k = SD
j,k + SND

j,k ,
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donde

SD
j,k :=

∑

Xj ,Yk⊂Fq Xj∩Yk=∅
Xj∪Yk=Zl

(−1)|Xj∩Yk|, SND
j,k :=

∑

Xj ,Yk⊂Fq Xj∩Yk 6=∅
Xj∪Yk=Zl

(−1)|Xj∩Yk|.

Por un cálculo de combinatoria elemental, de los 3l − 2 pares de subconjuntos
no vaćıos Xj e Yk de Zl tales que Xj ∪ Yk = Zl, hay exactamente 2l − 2 que son
disjuntos. Por lo tanto, es fácil ver que

SD
j,k = (2l − 2)(−1)0 = 2l − 2. (9.7)

Resta considerar la suma SND
j,k . Supongamos que Zl := {a1, . . . , al}; podemos

reescribir a SND
j,k de la siguiente manera:

SND
j,k =

l∑

i1=1

Ai1(−1)1 +
∑

1≤i1<i2≤l
Ai1i2(−1)2 + · · ·+

∑

1≤i1<···<il−1≤l
Ai1...il−1

(−1)l−1 + (−1)l,

(9.8)

donde Ai1...im :=
∣∣{Xj ∩ Yk : Xj ∩ Yk = {ai1 , . . . , aim}

∣∣ para 1 ≤ i1 < · · · < im ≤ l.
Fijemos 1 ≤ m ≤ l − 1. Observamos que Ai1...im = Aj1...jm para cada par de m–

uplas ordenadas (i1, . . . , im) y (j1, . . . jm). Por otro lado, hay
(
l
m

)
subconjuntos no

vaćıos de Zl formados por m elementos. Por lo tanto, a fin de obtener una expresión
expĺıcita para la suma

∑
1≤i1<···<im≤lAi1...im(−1)m, basta calcular

(
l
m

)
· A1...m. Más

precisamente, podemos reescribir la expresión de SND
j,k de (9.8) de la siguiente manera:

SND
j,k =

(
l

1

)
A1(−1)1 +

(
l

2

)
A12(−1)2 + . . .

(
l

l − 1

)
A12...l−1(−1)l−1 + (−1)l.

Notemos que el número A1...m coincide con la cantidad de pares de subconjuntos
disjuntos de Zl \ {a1, . . . , am} tales que su unión es Zl \ {a1, . . . , am} para 1 ≤ m ≤
l− 1. Dado que |Zl \ {a1, . . . , am}| = l−m, vemos que hay exactamente 2l−m pares
de subconjuntos de Zl con estas caracteŕısticas, es decir, A1...m = 2l−m para cada
1 ≤ m ≤ l − 1. Por lo tanto,

SND
j,k =

l∑

m=1

(
l

m

)
2l−m(−1)m = 1− 2l. (9.9)

Combinando (9.7) y (9.9) demostramos la afirmación (9.6), ya que Sj,k = 2l − 2 +
1− 2l = −1.

De la afirmación (9.6) obtenemos que

N(a,a) :=

q∑

j=1

q∑

k=1

(−1)j+k
∑

Xj⊂Fq

∑

Yk⊂Fq
|S(a,a)(Xj,Yk)| =

q∑

j=1

(−1)j−1
∑

Xj⊂Fq
|Sa(Xj)|.

(9.10)
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Por lo tanto, de (9.4), (9.10) y (8.3) tenemos que

1

|Fq[X]≤d|
∑

F∈Fq [X]≤d

NS(F )2 =
∑

a∈F2

Na

|Fq[X]≤d|
+

1

|Fq[X]≤d|
∑

a∈Fr−1
q

q∑

j=1

(−1)j−1
∑

Xj⊂Fq
|Sa(Xj)|

= N2

(
(q1−rNS(r, d)

)2
+
q − 1

q2d+2

(
q − 1

d

)2
)

+

∑
F∈Fq [X]≤d

NS(F )

|Fq[X]≤d|

= N2

(
q1−rNS(r, d)

)2
+NS(r, d) +N2

q − 1

q2d+2

(
q − 1

d

)2

.

Aśı vemos que

NS2(r, d) =
(
(q2(r−1) − qr−1)q2(1−r) − 1

)
NS(r, d)2 +NS(r, d) +N2

q − 1

q2d+2

(
q − 1

d

)2

= −q1−rNS(r, d)2 +NS(r, d) +
q2r−3

d!2
+O(q2d−2).

De esta igualdad y del Lema 9.1.1 se sigue fácilmente la afirmación de la proposición.

El siguiente corolario es una consecuencia de la desigualdad de Chebyshev, y
muestra una cota superior del cardinal del conjunto de elementos F ∈ Fq[X]≤d tales
que el número de bandas verticales NS(F ) en las que F tiene un cero Fq–racional
difiere en cierta proporción del valor esperado NS(r, d).

Corolario 9.1.3. Para 0 < α < 1, el número A(α) de F ∈ Fq[X]≤d tales que
NS(F ) ≤ (1− α)NS(r, d) está acotado de la siguiente manera:

A(α) ≤ 1

(αµd d!)2
qdimFq [X]≤d−1 +

1

α2

1− µd
µd

qdimFq [X]≤d−r+1 +O(qdimFq [X]≤d−2).

Demostración. Por el Lema 9.1.1 y la Proposición 9.1.2, la desigualdad de Chebyshev
implica que

pr,d (|NS(F )−NS(r, d)| ≥ αNS(r, d)) ≤ NS2(r, d)

α2NS(r, d)2
.

Teniendo en cuenta que

NS2(r, d)

α2NS(r, d)2
=

1

(αµd d!)2
q−1 +

1− µd
α2µd

q1−r +O(q−2),

obtenemos la afirmación del corolario.
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9.2. Una cota inferior para la entroṕıa

Con el objetivo de analizar la entroṕıa promedio de Shannon definida en (9.2),
vamos a determinar la probabilidad Px,F de que un elemento x := (a, x) ∈ Frq sea
la salida del Algoritmo BBV, con F ∈ Fq[X]≤d como entrada.

Dado una entrada F ∈ Fq[X]≤d y la banda vertical definida por un elemento
a ∈ Fr−1

q , el Algoritmo BBV busca un cero Fq–racional del polinomio univariado
f := gcd(F (a, T ), T q − T ). Si para realizar esta búsqueda utilizamos el algoritmo
probabiĺıstico de Cantor y Zassenhaus [CZ81], entonces todos los ceros Fq–racionales
de f tienen la misma probabilidad de salir. Este algoritmo divide al polinomio f
en dos factores; uno de ellos es gcd(T (q−1)/2 − 1, f(T + b)), para b ∈ Fq aleatorio. Si
necesitamos conseguir un factor irreducible de f podemos aplicar recursivamente este
proceso al factor de grado más pequeño. Aśı obtenemos todos los factores irreducibles
de f aplicando el algoritmo de Cantor-Zassenhaus de manera recursiva. Por lo tanto,
sin pérdida de generalidad podemos suponer que la búsqueda de ráıces en Fq de los
elementos de f ∈ Fq[T ]≤d se realiza utilizando un algoritmo probabiĺıstico del tipo de
Cantor-Zassenhaus, de tal manera que todas las ráıces tengan la misma probabilidad
de salir.

Recordamos el modelo probabiĺıstico de la Sección 8.4.2, que también vamos a
utilizar en el análisis de la distribución de las salidas. Para rd ∈ N adecuado, deno-
tamos por Ωd := Frdq al conjunto de todas las posibles elecciones aleatorias de ele-
mentos de Fq que realiza la rutina del Algoritmo BBV que busca ceros Fq–racionales
de los elementos de Fq[T ]≤d. Consideramos Ωd con la probabilidad uniforme, el es-
pacio muestral F × Fq[X]≤d con la probabilidad uniforme P , y el espacio muestral
F× Fq[X]≤d ×Ωd con la probabilidad producto P × PΩd

. Finalmente, consideramos
la variable aleatoria Cout : F × Fq[X]≤d × Ωd → Frq ∪ {∅} definida de la siguiente
manera: para un elemento (a, F, γ) ∈ F × Fq[X]≤d × Ωd, si F tiene un cero Fq–
racional sobre cualquiera de las bandas verticales definidas por a, y aj es la primera
banda vertical con esa propiedad, entonces Cout(a, F, γ) := (aj, x), donde x ∈ Fq
es el cero del polinomio univariado F (aj, T ) que calcula la rutina correspondiente
en el Algoritmo BBV determinado por la elección aleatoria γ. En caso contrario,
definimos Cvar

out(a, F, γ) := ∅. Por lo tanto, podemos expresar la probabilidad Px,F de
que un elemento x := (a, x) ∈ Frq sea la salida del Algoritmo BBV para la entrada

F ∈ Fq[X]≤d como la probabilidad condicional P × PΩd

[
Cout = x|F

]
, es decir,

Px,F := P × PΩd

[
Cout = x|F

]
:=

P × PΩd

[
{Cout = x} ∩ (F× {F} × Ωd)

]

P × PΩd

[
F× {F} × Ωd

] .

Con estas definiciones y observaciones podemos determinar la probabilidad Px,F .
Para este propósito, denotamos con Na(F ) al número de ceros Fq–racionales de F
en la banda vertical definida por a, es decir,

Na(F ) := |{x ∈ Fq : F (a, x) = 0}|.

En el siguiente lema determinamos la probabilidad Px,F de que un elemento
arbitrario x ∈ Frq resulte ser la salida del Algoritmo BBV para la entrada F .
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Lema 9.2.1. Sea F ∈ Fq[X]≤d y x := (a, x) ∈ Z(F ). Entonces

Px,F =
1

NS(F )Na(F )
.

Demostración. Si x es la salida que se produce en el paso j, entonces el Algorit-
mo BBV elige elementos a1, . . . ,aj−1 para las primeras j − 1 búsquedas tales que
Nak

(F ) = 0 para k = 1, . . . , j − 1, y el elemento a para la búsqueda j. Además, la
rutina de búsqueda de ráıces en Fq para polinomios univariados obtiene la ráız x ∈ Fq
del polinomio F (a, T ), lo cual ocurre, según nuestras observaciones y suposiciones
anteriores, con probabilidad 1/Na(F ).

Recordemos que los elementos aj ∈ Fr−1
q para la búsqueda j son elegidos alea-

toriamente entre los elementos de Fr−1
q \ {a1, . . . ,aj−1} con equiprobabilidad. Asi-

mismo, si a surge como la elección para el paso j, entonces el Algoritmo BBV debe
elegir elementos a1, . . . ,aj−1 ∈ Fr−1

q \NS(F ) distintos dos a a dos para las primeras
j − 1 búsquedas. Aśı, la probabilidad de dichas elecciones es

P (Na1(F ) = 0, . . . , Naj−1
(F ) = 0,aj = a|F ) =

j−2∏

k=0

(
1− NS(F )

qr−1 − k

)
· 1

qr−1 − j + 1

=
1

qr−1

(
qr−1−NS(F )

j−1

)
(
qr−1−1
j−1

) .

Como hay qr−1 −NS(F ) elementos b ∈ Fr−1
q tales que Nb(F ) = 0, el Algoritmo

BBV realiza a lo sumo qr−1 −NS(F ) + 1 búsquedas. Aśı, tenemos que

Px,F =

qr−1−NS(F )+1∑

j=1

P (Na1(F ) = 0, . . . , Naj−1
(F ) = 0,aj = a|F ) · 1

Na(F )

=
1

qr−1Na(F )

qr−1−NS(F )∑

j=0

(
qr−1−NS(F )

j

)
(
qr−1−1

j

) .

Utilizando, por ejemplo, [GKP94, §5.2, Problema 1], vemos que

qr−1−NS(F )∑

j=0

(
qr−1−NS(F )

j

)
(
qr−1−1

j

) =
qr−1

NS(F )
.

Concluimos que

Px,F =
1

qr−1Na(F )

qr−1

NS(F )
=

1

NS(F )Na(F )
,

lo que completa la demostración del lema.

Para F ∈ Fq[X]≤d, consideramos la entroṕıa

HF =
∑

(a,x)∈Z(F )

log
(
NS(F )Na(F )

)

NS(F )Na(F )
. (9.11)
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Nuestro objetivo es determinar el comportamiento asintótico de la entroṕıa promedio

H :=
1

|Fq[X]≤d|
∑

F∈Fq [X]≤d

HF =
1

|Fq[X]≤d|
∑

F∈Fq [X]≤d

∑

(a,x)∈Z(F )

log
(
NS(F )Na(F )

)

NS(F )Na(F )
.

Observemos que
∑

F∈Fq [X]≤d

∑

(a,x)∈Z(F )

1 =
∑

(a,x)∈Frq

|{F ∈ Fq[X]≤d : F (a, x) = 0}|

=
∑

F∈Fq [X]≤d

N(F ) = qr−1|Fq[X]≤d| = qdimFq [X]≤d+r−1. (9.12)

Por otro lado, la función f : (0,+∞) → R, f(x) := log x/x es decreciente en el
intervalo [e,+∞) y es convexa en el intervalo [e3/2,+∞). Por el Corolario 9.1.3, la
probabilidad del conjunto formado por los elementos F ∈ Fq[X]≤d que tienen hasta
e3/2 = 4,48 . . . bandas verticales es O(q−1). Por lo tanto, tenemos que

H =

∑
F∈Fq [X]≤d

∑
(a,x)∈Z(F ) 1

|Fq[X]≤d|

∑
F∈Fq [X]≤d

∑
(a,x)∈Z(F )

log(NS(F )Na(F ))
NS(F )Na(F )∑

F∈Fq [X]≤d

∑
(a,x)∈Z(F )1

≥ qr−1 f

(∑
F∈Fq [X]≤d

∑
(a,x)∈Z(F )NS(F )Na(F )∑

F∈Fq [X]≤d

∑
(a,x)∈Z(F )1

)
(1 +O(q−1)). (9.13)

Ahora analizamos el numerador

N :=
∑

F∈Fq [X]≤d

∑

(a,x)∈Z(F )

NS(F )Na(F )

del argumento de la función f en la última expresión.

Lema 9.2.2. Tenemos que N = 2µd q
2r−2+dimFq [X]≤d(1 +O(q−1)).

Demostración. Para F ∈ Fq[X]≤d y a ∈ V S(F ), tenemos que

NS(F ) =

∣∣∣∣
⋃

x∈Fq
{a ∈ Fr−1

q : F (a, x) = 0}
∣∣∣∣, Na(F ) = |{x ∈ Fq : F (a, x) = 0}| .

En consecuencia,

N =
∑

F∈Fq [X]≤d

∑

(a,x)∈Frq
F (a,x)=0

∑

y∈Fq
F (a,y)=0

∣∣∣∣
⋃

z∈Fq
{b ∈ Fr−1

q : F (b, z) = 0}
∣∣∣∣

=
∑

F∈Fq [X]≤d

∑

(a,x)∈Frq
F (a,x)=0

∑

y∈Fq
F (a,y)=0

q∑

k=1

(−1)k−1
∑

Zk⊂Fq
|Zk|=k

∣∣{b ∈ Fr−1
q : F (b, T )|Zk

≡ 0}
∣∣

=

q∑

k=1

(−1)k−1
∑

a∈Fr−1
q

∑

x∈Fq

∑

y∈Fq

∑

Zk⊂Fq
|Zk|=k

Na,x,y,Zk
,
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donde

Na,x,y,Zk
:=

∑

F∈Fq [X]≤d

F (a,x)=F (a,y)=0

∣∣{b ∈ Fr−1
q : F (b, T )|Zk

≡ 0}
∣∣

=
∑

b∈Fr−1
q

∣∣{F ∈ Fq[X]≤d : F (a, x) = 0, F (a, y) = 0, F (b, T )|Zk
≡ 0}

∣∣.

Supongamos que k ≤ d. Para el caso en que b 6= a y x 6= y, tenemos que las
igualdades F (a, x) = 0, F (a, y) = 0, F (b, T )|Zk

≡ 0 forman un sistema de k + 2
ecuaciones linealmente independientes cuyas incógnitas son los coeficientes de F en
el espacio vectorial Fq[X]≤d. Si en cambio b 6= a y x = y, entonces las igualdades
F (a, x) = 0, F (b, T )|Zk

≡ 0 forman un sistema de k + 1 ecuaciones linealmente
independientes. Finalmente, para el caso en que b = a, el número de condiciones
linealmente independientes depende del cardinal de la intersección {x, y} ∩ Zk. En
efecto, si x = y y x 6∈ Zk, entonces tenemos k + 1 condiciones linealmente indepen-
dientes; si, en cambio, x ∈ Zk, tenemos k condiciones linealmente independientes.
Por otro lado, si x 6= y, y Zk ∩ {x, y} = ∅, entonces tenemos mı́n{d+ 1, k + 2} con-
diciones linealmente independientes. En cambio, si Zk ∩ {x, y} 6= ∅, tenemos k + 1
o k condiciones linealmente independientes, dependiendo de si este cardinal es uno
o dos. Resumiendo todos estos casos, vemos que

Na,x,y,Zk
= (qr−1 − 1) qdimFq [X]≤d−k−|{x,y}| + qdimFq [X]≤d−mı́n{d+1,|{x,y}∪Zk|}.

Supongamos que x 6= y. Si Zk ∩ {x, y} = ∅, entonces tenemos
(
q−2
k

)
posibles

elecciones del conjunto Zk. Si, en cambio, |Zk ∩{x, y}| = 1, tenemos 2
(
q−2
k−1

)
posibles

elecciones de dicho conjunto; por último, si |Zk∩{x, y}| = 2, tenemos
(
q−2
k−2

)
posibles

elecciones. Aśı, por estas observaciones y cálculos elementales, obtenemos

∑

Zk⊂Fq
|Zk|=k

Na,x,y,Zk
=

(
q − 2

k

)(
(qr−1 − 1)qdimFq [X]≤d−(k+2) + qdimFq [X]≤d−mı́n{d+1,k+2}

)

+ 2

(
q − 2

k − 1

)(
(qr−1 − 1)qdimFq [X]≤d−(k+2) + qdimFq [X]≤d−(k+1)

)

+

(
q − 2

k − 2

)(
(qr−1 − 1)qdimFq [X]≤d−(k+2) + qdimFq [X]≤d−k

)

= qdimFq [X]≤d−k(qr−1 − 1)

(
q

k

)(
1

q2
+

(q − k)(q − k − 1)q−3 + k(k − 1)q−1

(q − 1)(qr−1 − 1)

+
2k(q − k)q−2

(q − 1)(qr−1 − 1)

)

= qdimFq [X]≤d−k(qr−1 − 1)

(
q

k

)( 1

q2
+O(q−1−r)

)
. (9.14)

De la misma manera, por cálculos elementales tenemos que, si x = y,
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∑

Zk⊂Fq
|Zk|=k

Na,x,x,Zk
=

(
q − 1

k

)(
(qr−1 − 1)qdimFq [X]≤d−(k+1) + qdimFq [X]≤d−(k+1)

)

+

(
q − 1

k − 1

)(
(qr−1 − 1)qdimFq [X]≤d−(k+1) + qdimFq [X]≤d−k

)

= qdimFq [X]≤d−k(qr−1 − 1)

(
q

k

)(
1

q
+

(q − k)q−1 + k

q(qr−1 − 1)

)

= (qr−1 − 1)qdimFq [X]≤d−k
(
q

k

)(1
q
+O(q−r)

)
. (9.15)

Por lo tanto, de (9.14) y (9.15) concluimos que

∑

x∈Fq

∑

y∈Fq

∑

Zk⊂Fq
|Zk|=k

Na,x,y,Zk
= (qr−1 − 1)

(
q

k

)
qdimFq [X]≤d−k

(
q2 − q

q2
+
q

q

)
(1 +O(q1−r))

=
2q − 1

q
(qr−1 − 1)

(
q

k

)
qdimFq [X]≤d−k(1 +O(q1−r)).

Supongamos ahora que k > d. Entonces la condición F (b, T )|Zk
≡ 0 es equiva-

lente a que F (b, T ) = 0, es decir hay d + 1 condiciones linealmente independiente
sobre los coeficientes de F . Con argumentos similares a los del caso anterior, tenemos
que

∑

x∈Fq

∑

y∈Fq

∑

Zk⊂Fq
|Zk|=k

Na,x,y,Zk
=

2q − 1

q
(qr−1 − 1)

(
q

k

)
qdimFq [X]≤d−(d+1)(1 +O(q1−r)).

Por estas dos últimas igualdades, el Teorema 8.2.1 y el hecho de que P [C = 1] =
µd +O(q−1), tenemos que

N =2q2r−2+dimFq [X]≤d
2q − 1

2q
(1− q1−r)

( d∑

k=1

(−1)k−1

(
q

k

)
q−k +

q∑

k=d+1

(−1)k−1

(
q

k

)
q−d−1

)
(1 +O(q1−r))

=2q2r−2+dimFq [X]≤d
2q − 1

2q
(1− q1−r)P [C = 1]

(
1 +O(q1−r)

)

=2µd q
2r−2+dimFq [X]≤d(1 +O(q−1)).

Esto finaliza la demostración del teorema.

Combinando (9.12) con (9.13) y el Lemma 9.2.2 obtenemos
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H ≥ qr−1f

(
2µd q

2r−2+dimFq [X]≤d(1 +O(q−1))

qr−1+dimFq [X]≤d

)
(1 +O(q1−r))

=
log
(
2µdq

r−1
(
1 +O(q−1)

))

2µd(1 +O(q−1))
(1 +O(q−1)).

Por lo tanto, tenemos el siguiente resultado

Teorema 9.2.3. Si H denota la entroṕıa promedio del Algoritmo BBV, entonces

H ≥ 1

2µd
log(qr−1)(1 +O(q−1)).

Recordemos que, de acuerdo a (9.3), para un algoritmo en el cual las salidas están
equidistribuidas, la entroṕıa promedio H está acotada superiormente por log(qr−1).
Observemos también que, para d grande,

1

2µd
≈ 1

2(1− e−1)
≈ 0,79.

Por lo tanto, del Teorema 9.2.3 deducimos el Algoritmo BBV, desde el punto de
vista de la distribución de las salidas, es al menos 79% tan bueno como un algoritmo
“ideal”.
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Caṕıtulo 10

Algoritmo de factorización de
polinomios univariados en familias
lineales

En los dos caṕıtulos anteriores analizamos un algoritmo probabiĺıstico de búsque-
da en bandas verticales de puntos Fq–racionales de hipersuperficies definidas sobre
Fq. En el mismo, una vez que se obtiene una banda vertical con ráıces del poli-
nomio multivariado que define la hipersuperficie de entrada, es necesario calcular
una ráız en Fq del correspondiente polinomio univariado. Aśı, si queremos calcular
ceros de polinomios univariados con coeficientes en Fq, necesitamos factorizar par-
cialmente dichos polinomios. Existen diversos algoritmos eficientes de factorización
de polinomios univariados sobre Fq. En el trabajo [FGP01] se muestra que la dis-
tribución de los patrones de factorización del conjunto de polinomios de Fq[T ] de
grado dado determina el comportamiento en promedio del método de factorización
más utilizado. Este algoritmo se basa en tres etapas fundamentales: eliminación de
factores repetidos, factorización en distintos grados y factorización en igual grado,
y se lo denomina el algoritmo clásico de factorización. Nos interesa analizar el com-
portamiento de este algoritmo de factorización aplicado a las familias lineales de
polinomios que fueron objeto de estudio a lo largo de esta tesis. Por este motivo, en
este caṕıtulo, siguiendo las ideas de [FGP01] y utilizando las estimaciones expĺıcitas
sobre la distribución de patrones de factorización en familias lineales del Caṕıtulo
7, analizamos el comportamiento en promedio del algoritmo clásico de factorización
aplicado a estas familias.

10.1. El algoritmo clásico de factorización y pre-

liminares

El algoritmo clásico de factorización funciona de la siguiente manera: dado un
polinomio f ∈ Fq[T ]d, encuentra la factorización completa f = f e11 . . . f err , don-
de f1, . . . , fr ∈ Fq[T ] son polinomios mónicos, irreducibles y distintos dos a dos y
e1, . . . er son números estrictamente positivos. Para ello, opera en tres pasos: reem-
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plaza el polinomio de entrada por un polinomio libre de cuadrados que contiene
todos los factores irreducibles del mismo pero con multiplicidad 1, descompone a
este polinomio libre de cuadrados en polinomios cuyos factores irreducibles tienen
todos el mismo grado y luego descompone completamente estos polinomios. A con-
tinuación describimos el algoritmo clásico de factorización.

Algoritmo clásico de factorización.

Entrada: Un polinomio mónico f ∈ Fq[T ]d.

Salida: La factorización completa de f en polinomios irreducibles sobre Fq.

procedimiento factor(f : f ∈ Fq[T ]d).

af := ERF (f) [af es libre de cuadrados]

bf := DDF (af ) [bf es una factorización parcial en grados distintos]

Sea F := 1

Para k desde 1 hasta s (s ≤ d) hacer

F := F · EDF (bf [k], k) [refinar la factorización en grados distintos
para polinomios de grado k]

Fin Para

c := factor(f/af )

Devolver F · c.

En [FGP01] los autores analizan la complejidad en promedio del algoritmo clási-
co de factorización. Asintóticamente, este algoritmo no es el más rápido que existe
hasta el momento (comparar con, por ejemplo, [Sho90], [Sho95], [vzGP01]). Sin em-
bargo, es importante estudiarlo ya que es eficiente, completo, y aparece en muchos
paquetes de álgebra computacional (ver [GCL92]). Asimismo, se puede obtener in-
formación importante del comportamiento del algoritmo en cada uno de sus pasos
y del estado de la factorización del polinomio de entrada al finalizar cada etapa
del algoritmo. Por ejemplo, se puede obtener la probabilidad de que el paso DDF
complete la factorización de f . En efecto, en [FGP01, Theorem 6] se prueba que
dicha probabilidad tiende a e−γ = 0,5614 . . . , donde γ es la constante de Euler,
cuando q es suficientemente grande. Asimismo, al finalizar la etapa DDF, podemos
obtener la factorización en grados distintos de f , gracias a los sucesivos cálculos de
gk := gcd(T q

k − T, f/gk−1) con k = 1, 2, . . . , donde g1 := gcd(T q − T, f) da los
factores irreducibles de f de grado 1 (usamos aqúı el resultado que dice que, para
todo cuerpo finito Fq y todo entero positivo d, el producto de todos los polinomios

mónicos e irreducibles cuyo grado divide a d es igual a T q
d − T ).

En este caṕıtulo vamos a analizar el comportamiento en promedio del algoritmo
clásico de factorización cuando las entradas son elementos de la familia lineal A ⊂
Fq[T ]d definida en la Sección 7.3 (o también en la Sección 3.1). Cabe observar que no
podemos aplicar directamente los resultados de [FGP01] para este análisis, ya que
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las entradas son elementos de una familia especial de polinomios de Fq[T ]d, es decir,
los coeficientes de los mismos cumplen relaciones lineales. Recordamos la definición
de dicha familia: sean m y r enteros positivos tales que q > d y 3 ≤ r ≤ d − m,
sean Ad−1, . . . , Ar indeterminadas sobre Fq y sean L1, . . . , Lm ∈ Fq[Ad−1, . . . , Ar] las
formas lineales afines, linealmente independientes, definidas por

Lk := bk,d−1Ad−1 + · · ·+ bk,rAr + bk,0 (1 ≤ k ≤ m). (10.1)

Sea L := (L1, . . . , Lm). Supongamos que la matriz M(L) := (bk,d−j)1≤k≤m, 1≤j≤d−r
está escalonada por filas y denotamos con 1 ≤ j1 < · · · < jm ≤ d− r a las posiciones
de las columnas de M(L) correspondientes a los pivotes. Consideramos la familia
lineal A := AL ⊂ Fq[T ]d definida como

A :=
{
T d + ad−1T

d−1 + · · ·+ a0 ∈ Fq[T ]d : L(ad−1, . . . , ar) = 0
}
.

A fin de analizar la complejidad en promedio del algoritmo clásico de factorización
aplicado a A, como ya dijimos, seguimos las ideas de [FGP01], utilizando las esti-
maciones sobre la distribución de patrones de factorización en familias lineales del
Caṕıtulo 7.

Para este propósito, consideramos la probabilidad uniforme sobre A y tomamos
como variable aleatoria la función X : A → N que cuenta para cada elemento
f ∈ A la cantidad X (f) de operaciones aritméticas en Fq que el algoritmo clásico
de factorización necesita realizar hasta lograr la factorización completa de f en Fq.
Como este algoritmo consta de cuatro etapas de factorización, podemos descomponer
a la variable aleatoria X como la suma de las variables aleatorias que cuentan el
costo de cada paso del algoritmo. Más precisamente, sea X1 : A → N la variable
aleatoria que cuenta el número de operaciones aritméticas en Fq del paso ERF, es
decir,

X1(f) := Costo(ERF(f)), con f ∈ A. (10.2)

Notemos con af := ERF (f) el polinomio libre de cuadrados que se obtiene luego de
aplicar el paso ERF al polinomio de entrada f . A su vez, X2 : A → N es la variable
aleatoria que cuenta la cantidad de operaciones aritméticas en Fq del paso DDF, es
decir,

X2(f) := Costo(DDF(af )) , con f ∈ A. (10.3)

Notemos con bf := DDF(af ) = (bf (1), . . . , bf (s)) al vector de polinomios que se ob-
tiene aplicando el paso DDF al polinomio mónico libre de cuadrados af := ERF (f)
(aqúı s es el grado del factor irreducible más grande de af ). Cada bf (k) denota el
producto de los polinomios mónicos irreducibles de grado k que dividen a f , conta-
dos con multiplicidad. Sea X3 : A → N la variable aleatoria que cuenta la cantidad
de operaciones aritméticas del paso EDF, es decir,

X3(f) :=
d∑

k=1

X3,k(f), (10.4)

donde, para cada k, la variable aleatoria X3,k(f) se define como X3,k(f):=Costo(EDF (bf (k)))
y bf (k) es la k–ésima coordenada del vector bf . Notemos que EDF aplicado a bf (k)
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factoriza dicho polinomio en factores irreducibles de grado k. Por último, denota-
mos por X4 : A → N a la variable aleatoria que cuenta la cantidad de operacio-
nes aritméticas en Fq del algoritmo clásico de factorización aplicado al polinomio
f/ERF (f).

En este caṕıtulo vamos a estudiar la esperanza de la variable aleatoria X , es
decir, el número

E[X ] :=
1

|A|
∑

f∈A
X (f) =

1

|A|
4∑

k=1

∑

f∈A
Xk(f). (10.5)

A lo largo de este caṕıtulo, como en el Caṕıtulo 8, vamos a suponer que la mul-
tiplicación de polinomios se realiza con el algoritmo de multiplicación rápida (ver
[vzGG99, Chapter 8]). Por lo tanto, la multiplicación y la división con resto de dos
polinomios de grado a lo sumo d se pueden efectuar usando a lo sumo τ1M(d) opera-
ciones aritméticas en Fq, y el cálculo del máximo común divisor entre dos polinomios
de grado a lo sumo d se puede efectuar con a lo sumo τ2U(d) operaciones aritméticas
en Fq, donde τ1 y τ2 son constantes (ver [vzGG99, §8.4 and 11.1]). Recordemos que
U(d) :=M(d) log d y M(d) := d log d log log d.

10.2. Eliminación de factores repetidos

Como hemos dicho, el primer paso del algoritmo clásico de factorización es la
eliminación de factores repetidos. Sea f := f e11 . . . f err =

∏
p|ei f

ei
i

∏
p∤ei

f eii la facto-

rización en polinomios mónicos irreducibles en Fq[T ] de un elemento f ∈ A, donde
f1, . . . , fr son distintos dos a dos, e1, . . . , er ∈ N, y p es la caracteŕıstica de Fq. Sabe-
mos que f es libre de cuadrados si y solo si el máximo común divisor gcd(f, f ′) entre
f y su derivada es igual a 1 (ver [vzGG99, Corollary 14.25]). Supongamos entonces
que f no es libre de cuadrados. Aśı tenemos que u := gcd(f, f ′) 6= 1. Si gcd(f, f ′) = f
(o sea, f ′ = 0), entonces f = gp para algún polinomio g ∈ Fq[T ]. En consecuencia,
v := f/u =

∏
p∤ei

fi es la parte libre de cuadrados del producto
∏

p∤ei
f eii (ver [Sho05,

Theorem 20.4]). Como cada ei es menor o igual que d := deg(f), tenemos que
gcd(u, vd) =

∏
p∤ei

f ei−1
i . Aśı, w := u

gcd(u,vd)
=
∏

p|ei f
ei
i es la parte de f que es una

potencia de p.
A continuación describimos el algoritmo de eliminación de factores repetidos.

Algoritmo ERF.

Entrada: f ∈ A.

Salida: Parte libre de cuadrados de f , o sea, el producto de todos los factores
irreducibles distintos de f en Fq[T ].

procedimiento ERF(f: polinomio)

Calcular u := gcd(f, f ′)
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Calcular v := f
u
[parte libre de cuadrados de

∏
p∤ei

f eii ]

Calcular w := u
gcd(u,vd)

[parte de f que es potencia de p]

Devolver v · ERF (w1/p).

En [vzGG99, Exercise 14.27] los autores demuestran que, para un polinomio
f ∈ Fq[T ]d, la cantidad de operaciones aritméticas en Fq que el algoritmo EDF debe
realizar hasta obtener la parte libre de cuadrados de f es O(M(d) log d+d log(q/p)).

En esta sección analizamos la complejidad en promedio del algoritmo ERF apli-
cado a elementos de A . Más precisamente, consideramos la variable aleatoria X1

definida en (10.2) y damos una estimación para la esperanza E[X1] de dicha variable
aleatoria sobre la familia de polinomios A, es decir,

E[X1] :=
1

|A|
∑

f∈A
X1(f). (10.6)

Observemos primeramente que, si q ≥ 2d2, la probabilidad de que un polinomio
aleatorio de A sea libre de cuadrados es al menos 1/2. En efecto, consideremos el
conjunto Asq de todos los polinomios f ∈ A que son libres de cuadrados y Ansq :=
A\Asq. La probabilidad de que un polinomio aleatorio de A sea libre de cuadrados
es

P [Asq] =
|Asq|
|A| = 1− |Ansq|

|A| .

En (7.18) dimos la siguiente cota superior del cardinal de Ansq:

|Ansq| ≤ d(d− 1)qd−m−1. (10.7)

Utilizando (10.7) y la condición sobre q, tenemos que

P [Asq] ≥ 1− d2qd−m−1

qd−m
= 1− d2

q
≥ 1

2
.

En consecuencia, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 10.2.1. Para q ≥ 2d2, la probabilidad de que un polinomio aleatorio de
A sea libre de cuadrados es mayor o igual que 1− d2/q ≥ 1/2.

Observamos que un polinomio aleatorio de Fq[T ]d con d ≥ 2 tiene probabilidad
1− 1/q de ser libre de cuadrados (ver, por ejemplo, [FS09, Theorem 2.1]).

Para estimar la esperanza (10.6) descomponemos a la familia lineal A en los
subconjuntos disjuntos Asq y Ansq. Aśı, tenemos que

E[X1] :=
1

|A|
∑

f∈A
X1(f) =

1

|A|
∑

f∈Asq

X1(f) +
1

|A|
∑

f∈Ansq

X1(f). (10.8)

El Teorema 10.2.1 sugiere que la esperanza E[X1] estará dominada por la primera
suma del lado derecho de esta última expresión.
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Empezamos dando una cota superior para la primera suma Ssq1 del lado derecho
de la suma de (10.8). Observamos que el algoritmo ERF, en este caso, realiza los
primeros tres pasos. Como u := gcd(f, f ′) = 1 y gcd(u, vd) = 1, el costo del algoritmo
en este caso está dominado por el costo de calcular u, que es de a lo sumo τ2 U(d)
operaciones aritméticas en Fq, y el costo de calcular vd, que es de a lo sumo τ1 U(d)
operaciones aritméticas en Fq. Concluimos que, si f ∈ Asq, entonces

X1(f) ≤ (τ1 + τ2) U(d).

Aśı, tenemos que

Ssq1 :=
1

|A|
∑

f∈Asq

X1(f) ≤ (τ1 + τ2) U(d)
|Asq|
|A| . (10.9)

Por otro lado, damos una cota superior para la segunda suma Snsq1 de (10.8).
Sea f ∈ Ansq. En [vzGG99, Exercise 14.27] los autores muestran que la cantidad
de operaciones aritméticas en Fq que el algoritmo necesita hasta encontrar la parte
libre de cuadrados de f está acotada por X1(f) ≤ c1

(
U(d) + d log

(
q
p

))
, donde c1 es

una constante independiente de q. Aśı, tenemos que

Snsq1 :=
1

|A|
∑

f∈Ansq

X1(f) ≤ c1
(
U(d) + d log

(q
p

)) |Ansq|
|A| . (10.10)

Combinando (10.9), (10.10) y (10.7) con (10.8) concluimos que

E[X1]leq(τ1 + τ2) U(d)
|Asq|
|A| + c1 U(d) |A

nsq|
|A| + c1d log

(q
p

) |Ansq|
|A|

≤ c2 U(d) + c1d log
(q
p

) |Ansq|
|A|

≤ c2 U(d) + c1d
3 log

(q
p

)1
q
,

donde c2 := máx{τ1 + τ2, c1}. Obtenemos aśı el siguiente resultado.

Teorema 10.2.2. El costo en promedio E[X1] del algoritmo ERF aplicado a los
elementos de A está acotado superiormente por E[X1] ≤ c2 U(d)+c1 log

(
q
p

)
d3

q
, donde

X1 es la variable aleatoria definida en (10.2) y c1 y c2 son constantes independientes
de d y q.

Observamos que el costo en promedio del algoritmo ERF aplicado a los elementos
de A es asintóticamente del orden deM(d) log d, que corresponde al costo de calcular
el máximo común divisor u := gcd(f, f ′). Esto generaliza los resultados de [FGP01,
Section 2],
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10.3. Factorización en distintos grados

El segundo paso de la factorización clásica es la factorización en distintos grados,
esto es, se tata de descomponer un polinomio libre de cuadrados en polinomios cuyos
factores irreducibles tienen el mismo grado. Esto significa expresar al polinomio
af := ERF (f) en la forma b(1) · · · b(s), donde b(k) es el producto de todos los
factores irreducibles de grado k que aparecen en af .

A continuación describimos el algoritmo de factorización en distintos grados
(algoritmo DDF). Este algoritmo utiliza la siguiente propiedad (ver, por ejemplo,
[LN83, Theorem 3.20]): Para k ≥ 1, el polinomio T q

k − T ∈ Fq[T ] es el producto
de todos los polinomios mónicos irreducibles en Fq[T ] cuyo grado divide a k. Aśı,
si calculamos el máximo común divisor g1 := gcd(T q − T, f) obtenemos todos los
factores irreducibles en Fq[T ] de f de grado 1. Si removemos todos los factores li-
neales de f y calculamos g2 := gcd(T q

2 − T, f/g1), obtenemos todos los factores
irreducibles en Fq[T ] de f de grado 2. De esta manera, calculando el máximo común

divisor gk := gcd(T q
k −T, f/gk−1) obtenemos todos los factores irreducibles en Fq[T ]

de f de grado k, para 1 ≤ k ≤ d.

Algoritmo DDF.

Entrada: un polinomio libre de cuadrados a de grado d.

Salida: El vector de polinomios b := (b(1), . . . , b(s)), donde cada b(k) es el
producto de todos los factores irreducibles de a en Fq[T ] de grado k.

Sean g := a, h := T

Mientras g 6= 1 hacer

Calcular h := hq mód g

Calcular b(k) := gcd(h− T, g) [producto de factores irreducibles de grado
k en común con g]

Calcular g := g
b(k)

[a sin factores de grado menor o igual que k]

k := k + 1

Fin Mientras

Devolver b.

El vector (b(1), . . . , b(s)) que se obtiene como salida del algoritmo DDF se deno-
mina la descomposición en grados distintos de a.

En [vzGG99, Algorithm 14.3] los autores prueban que el algoritmo DDF realiza
O(sM(d) log(dq)) operaciones aritméticas en Fq, donde s es el máximo de los factores
irreducibles del polinomio a de entrada. En esta sección analizamos la complejidad
en promedio del algoritmo DDF aplicado a los elementos de la familia lineal A. Más
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precisamente, consideramos la variable aleatoria X2 definida en (10.3) y damos una
estimación de la esperanza E[X2], es decir,

E[X2] :=
1

|A|
∑

f∈A
X2(f).

Descomponiendo el conjunto de entradas A como antes, en los subconjuntos disjun-
tos Asq (elementos de A que son libres de cuadrados) y Ansq := A \ Asq, tenemos
que

E[X2] =
1

|A|
∑

f∈Asq

X2(f) +
1

|A|
∑

f∈Ansq

X2(f). (10.11)

En primer lugar acotamos superiormente la primera suma Ssq2 de (10.11). Para
ello expresamos el conjunto Asq como una unión disjunta de la siguiente manera:

Asq =
d⋃

i=1

Asq
i ,

donde Asq
i es el conjunto de los elementos f ∈ Asq cuyo factor irreducible de mayor

grado es de grado i. Aśı, podemos reescribir a Ssq2 en la forma

Ssq2 =
1

|A|
d∑

i=1

∑

f∈Asq
i

X2(f). (10.12)

Más aún, para 1 ≤ i ≤ d podemos expresar cada Asq
i como la siguiente unión

disjunta:

Asq
i =

⋃

λ∈Pi

Asq
λ ,

donde Pi es el conjunto de todos los vectores λ := (λ1, . . . , λi, 0, . . . , 0) ∈ (Z>0)
d

tales que 1 ·λ1+ · · ·+ i ·λi = d y λi 6= 0, y Asq
λ es el conjunto de todos los elementos

f ∈ Asq
i que tienen patrón de factorización λ. Por lo tanto, podemos escribir la

suma (10.12) de la siguiente manera:

Ssq2 =
1

|A|
d∑

i=1

∑

λ∈Pi

∑

f∈Asq
λ

X2(f). (10.13)

Fijemos i con 1 ≤ i ≤ d, sean λ ∈ Pi y f ∈ Asq
λ . A fin de calcular el costo

X2(f), observamos que el algoritmo realiza i iteraciones del loop principal, ya que el
polinomio irreducible de mayor grado que aparece en f es de grado i. Fijemos l con
1 ≤ l ≤ i y consideremos la l–ésima iteración del algoritmo DDF. Notamos con λ(q)
al número de productos necesarios para calcular hq mód g. Si usamos el método
de exponenciación binaria (ver [Knu98a]), y denotamos por ν(q) el número de unos
en la representación binaria de q, entonces el número de productos necesarios para
calcular hq mód g es

λ(q) := ⌊log q⌋+ ν(q)− 1.
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Aśı, el primer paso de la iteración l del algoritmo DDF requiere a lo sumo τ1λ(q)M(dl)
operaciones aritméticas en Fq, donde dl es el grado del polinomio g (notemos que
d1 = d y dl ≤ d). El cálculo del máximo común divisor b(k) := gcd(h − t, g) re-
quiere a lo sumo τ2M(dl) log dl operaciones aritméticas en Fq. El tercer paso, o sea,
la división g/b(k), requiere a lo sumo τ1M(dl) operaciones aritméticas en Fq. Como
realizamos i iteraciones en total, vemos que X2(f) está acotado superiormente por

X2(f) ≤
i∑

l=1

(τ1λ(q) + τ2 log dl + τ1) ·M(dl).

Si a ≤ b, entoncesM(a) ≤M(b) (ver, por ejemplo, [vzGG99, §14.8]). Aśı, concluimos
que

X2(f) ≤ i · (τ1λ(q) + τ2 log d+ τ1) ·M(d).

En consecuencia, el costo del algoritmo DDF aplicado a f ∈ Asq
λ es

X2(f) ≤ i · cd,q, (10.14)

donde cd,q :=M(d)(2τ1λ(q) + τ2 log d).
Reemplazando (10.14) en la suma (10.13), obtenemos

Ssq2 :=
1

|A|
d∑

i=1

∑

λ∈Pi

∑

f∈Asq
λ

X2(f) ≤
cd,q
|A|

d∑

i=1

∑

λ∈Pi

∑

f∈Asq
λ

i =
cd,q
|A|

d∑

i=1

i
∑

λ∈Pi

|Asq
λ |. (10.15)

Más aún, tenemos el siguiente resultado.

Lema 10.3.1. La suma Ssq2 está acotada superiormente por

Ssq2 ≤ cd,q

(
1 +

ZL,d

q

)
ξ(d+ 1), (10.16)

donde, si p > 2, q > d y 3 ≤ r ≤ d−m, entonces ZL,d := 2DLδLq
1
2 +19D2

Lδ
2
L+d

2δL,
en tanto que ZL,d := 21D3

Lδ
2
L + d2δL para q > d y m + 2 ≤ r ≤ d −m. En ambos

casos, δL := j1 · · · jm y DL :=
∑m

k=1(jk − 1), donde 1 ≤ j1 < . . . , jm ≤ d− r son las
posiciones de los pivotes de la matriz M(L) de las formas lineales L1, . . . , Lm que
definen la familia lineal A. A su vez, el número T (λ) es la cantidad de permutaciones
con patrón de descomposición en ciclos λ en el grupo simétrico Sd de d elementos y
ξ ∼ 0,62432945 . . . es la constante de Golomb.

Demostración. Recordemos que los Teoremas 7.2.4 y 7.2.5 proporcionan una es-
timación del cardinal |Asq

λ | de la suma (10.15). Más precisamente, si p > 2 y
3 ≤ r ≤ d−m, entonces

|Asq
λ | ≤ qd−mT (λ)

(
1 +

ML,d

q

)
,

donde ML,d := 2DLδLq
1
2 + 19D2

Lδ
2
L + d2δL. Por otro lado, para m+ 2 ≤ r ≤ d−m

tenemos que

|Asq
λ | ≤ qd−mT (λ)

(
1 +

NL,d

q

)
,
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donde NL,d := 21D3
Lδ

2
L + d2δL. Aśı, obtenemos la siguiente cota superior para la

suma (10.15):

Ssq2 ≤ cd,q
|A|q

d−m
(
1 +

ZL,d

q

) d∑

i=1

i
∑

λ∈Pi

T (λ), (10.17)

donde la expresión de ZL,d es ML,d ó NL,d, según las hipótesis sobre p, q, d, m y r.

Ahora analizamos la suma Ed :=
∑d

i=1 i
∑

λ∈Pi
T (λ). Observemos que la suma∑

λ∈Pi
T (λ) expresa la probabilidad de que el ciclo de mayor longitud de una per-

mutación aleatoria en Sd sea i. Aśı, concluimos que Ed es la mayor longitud esperada
entre los ciclos de una permutación aleatoria en Sd. En el trabajo [GG98] los autores
prueban que Ed cumple la siguiente estimación:

Ed
d+ 1

≤ ξ, (10.18)

donde ξ ∼ 0,62432945 . . . es la constante de Golomb (ver [Fin03] o [Knu98a]). Por
lo tanto, combinando (10.18) con el hecho de que |A| = qd−m en la suma (10.17),
deducimos que

Ssq2 ≤ cd,q

(
1 +

ZL,d

q

)
ξ(d+ 1).

Aśı finaliza la demostración del lema.

Ahora determinamos una cota superior para la segunda suma Snsq2 de (10.11),
esto es,

Snsq2 :=
1

|A|
∑

f∈Ansq

X2(f). (10.19)

Dado f ∈ Ansq, al igual que antes, queremos estimar X2(f) := Costo(DDF (af )),
donde af := ERF (f) es el polinomio libre de cuadrados que resulta de aplicar el
algoritmo ERF al polinomio de entrada f . Por (10.14), tenemos que

X2(f) ≤ cN,q · sa, (10.20)

donde cN,q :=M(N)
(
2τ1λ(q) + τ2 log d

)
, N := deg(af ) y sa es el mayor grado de los

factores irreducibles de af . Como f ∈ Ansq, observamos que deg(af ) ≤ d− 1 y que
el mayor de los grados de los factores irreducibles de af se acota por d − 2; por lo
tanto, tenemos que N ≤ d − 1 y sa ≤ d − 2. Más aún, estas cotas superiores son
óptimas. En efecto, si f := f 2

1 ·fd−2, donde f1 es un polinomio irreducible de grado 1
y fd−2 es un polinomio irreducible de grado d−2, entonces N := d−1 y sa := d−2.
En consecuencia, una cota superior para (10.20) es

X2(f) ≤ cd−1,q · (d− 2). (10.21)

Combinando (10.21) y (10.7) con la suma (10.19), obtenemos que

Snsq2 ≤ cd−1,q(d− 2)
|Ansq|
|A| ≤ cd−1,q(d− 2)

d2qd−m−1

qd−m
≤ cd−1,q

d3

q
. (10.22)
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Por las cotas superiores (10.16) y (10.22) para las dos sumas en la esperanza E[X2],
concluimos que

E[X2] =
1

|A|
∑

f∈Asq

X2(f) +
1

|A|
∑

f∈Ansq

X2(f) ≤ cd,q

(
1 +

ZL,d

q

)
ξ(d+ 1) + cd−1,q

d3

q
,

(10.23)
donde cN,q :=M(N)(2τ1λ(q) + τ2 logN). Observemos que cd−1,q ≤ cd,q y estimemos
número cd,q. Notemos primeramente que λ(q) ≤ 2 log q. En efecto, el número ν(q)
cumple que 1 ≤ ν(m) ≤ 1 + logm para todo m. Aśı, ν(q) − 1 ≤ log q, de lo que
se deduce fácilmente la cota superior para λ(q). Por lo tanto, cd,q ≤ (4τ1 log q +
τ2 log d)M(d) y deducimos el siguiente resultado.

Teorema 10.3.2. El costo en promedio del algoritmo DDF aplicado a los elementos
de A está acotado superiormente por

E[X2] ≤ (4τ1 log q + τ2 log d)M(d)
(
ξ(d+ 1) + (2ξdZL,d + d3)/q

)
,

donde X2 es la variable aleatoria definida en (10.3), ξ es la constante de Golomb y
ZL,d es la constante que aparece en el Lema 10.3.1.

Observemos que en [FGP01, Section 3, Theorem 5], los autores prueban que un
polinomio aleatorio en Fq[T ]d con alta probabilidad tiene factores irreducibles de
grados altos y dan estimaciones asintóticas de las distribuciones conjuntas de los
dos grados más altos de los factores irredudibles del polinomio de entrada. Prue-
ban, por ejemplo, que el grado más grande esperado tiende al número ξ · d, donde
ξ ∼ 0,62432 . . . es la constante de Golomb (que representa la longitud más grande
esperada entre los ciclos de una permutación aleatoria). Esta información les per-
mite probar que el costo en promedio de dicho algoritmo aplicado a un polinomio
f ∈ Fq[T ]d es del orden de 0,26689(λ(q)τ1 + τ2)d

3, donde λ(q) ≤ 2 log q. Nosotros,
en cambio, observamos que el algoritmo DDF realiza tantas iteraciones en el loop
principal como el mayor grado de los factores irreducibles del polinomio de entrada
y expresamos el conjunto de todas las entradas libres de cuadrados como la unión
disjunta de todos los elementos con determinado patrón de factorización. Agrupando
estos conjuntos de acuerdo al máximo grado de los factores irreducibles en consi-
deración y utilizando las estimaciones sobre la distribución de patrones en familias
lineales del Caṕıtulo 7, probamos que el costo en promedio del algoritmo DDF apli-
cado a los elementos de A es del orden de dM(d) log(dq) operaciones aritméticas en
Fq, mejorando aśı la estimación dada en [FGP01].

El algoritmo DDF no factoriza completamente un polinomio f ∈ A que tiene
distintos factores irreducibles del mismo grado. Concluimos esta sección con un
estudio de la probablidad de que el algoritmo DDF complete la factorización de
un polinomio f ∈ A. Para ello, observamos que, para que el algoritmo clásico de
factorización termine en este paso, debe ocurrir que el patrón de factorización de f
sea λ := (λ1, . . . , λd) ∈ {0, 1}d.

En [FS09] los autores prueban que la mayoŕıa de las factorizaciones se completan
luego de la aplicación del algoritmo DDF. Más precisamente, prueban que, cuando
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d está fijo y q tiende a infinito, la probabilidad de que el algoritmo DDF produzca
una factorización completa de un polinomio aleatorio en Fq[T ]d es del orden de
e−γ ∼ 0,5614 . . . , donde γ ∼ 0,577215664 . . . es la constante de Euler (ver [FS09,
Theorem 6]). En el resultado a continuación probamos un resultado similar para la
familia A.

Teorema 10.3.3. La probabilidad de que el algoritmo DDF complete la factorización
de un polinomio aleatorio de A es del orden de e−γ + o(1), donde γ es la constante
de Euler.

Demostración. Consideremos la familia A1 que consiste de todos los elementos de
A cuyos factores irreducibles son todos de grados distintos. La probabilidad de que
el algoritmo DDF complete la factorización de un polinomio aleatorio de A coincide
con la probabilidad de que un polinomio aleatorio pertenezca a A1. A fin de estimar
la probabilidad P [A1], comenzamos observando que podemos expresar a A1 como
la unión disjunta

A1 =
⋃

λ∈Pd

A1,λ,

donde Pd es el conjunto de todos los vectores λ := (λ1, . . . , λd) ∈ {0, 1}d tales que
1 ·λ1+ · · ·+ d ·λd = d y A1,λ es el conjunto de todos los elementos de A1 que tienen
patrón de factorización λ. Aśı, la probabilidad de que el algoritmo DDF complete
la factorización de un polinomio aleatorio de A se puede expresar como la suma

P [A1] =
∑

λ∈Pd

P [A1,λ] =
1

|A|
∑

λ∈Pd

|A1,λ|. (10.24)

Si f ∈ A1, entonces f es libre de cuadrados, y los Teoremas 7.2.4 y 7.2.5 implican
que

|A1,λ| ≤ qd−mT (λ)
(
1 +

ZL,d

q

)
,

donde ZL,d son las constantes que aparecen en el Lema 10.3.1 y λ := (λ1, . . . , λd) ∈
{0, 1}d. Aśı, tenemos que

P [A1] ≤
(
1 +

ZL,d

q

) ∑

λ∈Pd

T (λ). (10.25)

Ahora bien,
∑

λ∈Pd
T (λ) expresa la probabilidad de que una permutación alea-

toria de Sd tenga ciclos de longitud distinta. En [FS09, Theorem 6] se prueba el
siguiente resultado sobre dicha probabilidad:

∑

λ∈Pd

T (λ) = e−γ + o(1).

Aśı, de (10.25) y la probabilidad anterior, deducimos que

P [A1] ≤
(
1 +

ZL,d

q

)
(e−γ + o(1)). (10.26)

Esto concluye la demostración del teorema.
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10.4. Factorización en grados iguales

Luego de los dos primeros pasos del algoritmo clásico de factorización, el pro-
blema general de factorización se reduce a factorizar una colección de polinomios
mónicos libres de cuadrados b(k), cuyos factores irreducibles tienen el mismo grado
k. Más precisamente, luego de aplicar los primeros dos pasos de dicho algoritmo
tenemos un vector bf := DDF (af ) = (bf (1), . . . , bf (s)), donde cada bf (k) es el pro-
ducto de los factores irreducibles de grado k del polinomio af y af := ERF (f) es la
parte libre de cuadrados de f . El siguiente paso en este proceso se conoce como el
algoritmo de factorización en grados iguales (algoritmo EDF), y su objetivo es fac-
torizar cada bf (k) como un producto de polinomios irreducibles bf (k, 1) . . . bf (k, l).
El algoritmo probabiĺıstico que presentamos aqúı está basado en el algoritmo de
Cantor–Zassenhaus [CZ81].

Algoritmo EDF.

Entrada: c es un polinomio libre de cuadrados cuyos factores irreducibles tienen
grado k.

Salida: La factorización completa de c.

procedimiento EDF(c: polinomio libre de cuadrados, k: entero)

Si deg c = k, entonces devolver c

Fin si

Elegir un polinomio aleatorio h := randpoly(deg(c)−1) de grado deg c−1.

Calcular g := h(q
k−1)/2 − 1 mód c

Calcular r := gcd(g, c)

Devolver EDF(r, k) · EDF(c/r, k).

El algoritmo EDF se basa en un principio que nos permitirá “aislar” los distintos
factores irreducibles del polinomio de entrada. Supongamos que el polinomio de
entrada c es un producto de j factores irreducibles f1, . . . , fj, cada uno de grado k.
El Teorema Chino del resto implica que

Fq[T ]/(c) ∼= Fq[T ]/(f1)× · · · × Fq[T ]/(fj).

Por este isomorfismo, un elemento aleatorio h de Fq[T ]/(c) está asociado con una
j–upla (h1, . . . , hj), donde cada hi es un elemento aleatorio de Fq[T ]/(fi). Como
cada fi es irreducible, tenemos que el anillo cociente Fq[T ]/(fi) es un cuerpo finito,
isomorfo a Fqk . Como el grupo multiplicativo F∗

qk
:= Fqk \ {0} es ćıclico, contiene

qk−1
2

cuadrados y qk−1
2

que no lo son (ver [vzGG99, Lemma 14.7]). Cabe recordar

que un elemento m ∈ F∗
qk

es un cuadrado si y solo si m(qk−1)/2 = 1. Por lo tanto,

chequear si h
(qk−1)/2
i = 1 discrimina los cuadrados en F∗

qk
. Aśı, eligiendo un polinomio
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h aleatoriamente y calculando g := h(q
k−1)/2−1 mód c, vemos que el máximo común

divisor gcd(g, c) “extrae” el producto de todos los factores irreducibles fi de c para
los cuales h es un cuadrado en Fq[T ]/(fi). Finalmente, el algoritmo EDF se aplica
recursivamente a los polinomios r := gcd(g, c) y c/r.

Desde un punto de vista probabiĺıstico, cada componente hi es un elemento
aleatorio de Fq[T ]/(fi), que tiene probabilidad α := 1

2
− 1

2qk
de ser un cuadrado (es

decir, de ser discriminado por el cálculo del máximo común divisor gcd(g, c)), y
probabilidad dual, β := 1

2
+ 1

2qk
, de no ser un cuadrado.

De esta manera, el algoritmo EDF calcula recursivamente los factores irredu-
cibles de cada factor c := b(k). En el trabajo de [FS09, Section 5] se analiza en
promedio este algoritmo aplicado a Fq[T ]d, para lo cual se utiliza una estimación de
la probabilidad de que existan j factores irreducibles de grado k en un polinomio
aleatorio de grado d (ver [KK90b]).

Siguiendo estas ideas, en esta sección analizamos la complejidad en promedio
del algoritmo EDF aplicado a la familia lineal A. Más precisamente, obtenemos una
cota superior para la esperanza E[X3] de la variable aleatoria X3 de (10.4), es decir,

E[X3] :=
1

|A|
∑

f∈A
X3(f).

La variable aleatoria X3 se puede descomponer en la suma de las siguientes
variables aleatorias (ver (10.4)):

X3(f) :=
d∑

k=1

X3,k(f),

donde, para cada k, la variable aleatoria X3,k(f) se define como

X3,k(f) := Costo(EDF (bf (k))),

siendo bf (k) la k–ésima coordenada del vector bf := DDF (af ) = (bf (1), . . . bf (s)).
Aśı, tenemos que

E[X3] =
1

|A|
∑

f∈A

⌈d/2⌉∑

k=1

X3,k(f) =
1

|A|

⌈d/2⌉∑

k=1

∑

f∈A
X3,k(f) =

⌈d/2⌉∑

k=1

E[X3,k]. (10.27)

Fijamos k con 1 ≤ k ≤ ⌈d/2⌉ y estimamos la esperanza E[X3,k]. Tenemos que

E[X3,k] =
1

|A|
∑

f∈A
X3,k(f) =

1

|A|
∑

f∈Asq

X3,k(f) +
1

|A|
∑

f∈Ansq

X3,k(f). (10.28)

Empezamos estimando la primera suma Ssq3,k del término de la derecha en (10.28).
Para ello, dado f ∈ Asq, nuestro propósito es dar una cota superior del costo
X3,k(f) := Costo(EDF (bf (k))) de aplicar el algoritmo EDF al polinomio bf (k).
Podemos expresar a Asq como la unión disjunta

Asq =

⌊d/k⌋⋃

j=0

Asq
j,k,
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donde Asq
j,k es el conjunto de todos los elementos f ∈ Asq que tienen j factores

irreducibles de grado k. En consecuencia,

Ssq3,k =
1

|A|

⌊d/k⌋∑

j=0

∑

f∈Asq
j,k

X3,k(f). (10.29)

El análisis del costo X3,k(f) de aplicar el algoritmo EDF a cualquier f ∈ Asq
j,k se

describe en [FS09, Section 5]. Cabe observar que el costo de una llamada recursiva
del algoritmo EDF aplicado a f está determinado por el costo de calcular h(q

k−1)/2

mód f , donde h es un elemento aleatorio de Fq[T ]/(fi), del producto de dos polino-
mios de grado a lo sumo jk y del cálculo del máximo común divisor de f con un
polinomio de grado a lo sumo jk. El número de productos necesarios para calcular
h(q

k−1)/2 mód f , usando el proceso de exponenciación binaria, es

µk := λ
(qk − 1

2

)
:=
⌊
log
(qk − 1

2

)⌋
+ ν
(qk − 1

2

)
− 1.

Aśı, la cantidad de operaciones en Fq necesarias para calcular h(q
k−1)/2 mód f es a

lo sumo τ2µkM(jk). Además, el costo del producto de dos polinomios de grado a lo
sumo jk es de a lo sumo de τ1M(jk) operaciones aritméticas en Fq, en tanto que el
costo del máximo común divisor es de a lo sumo τ2U(jk) operaciones aritméticas en
Fq. El siguiente lema proporciona una cota superior del costo X3,k(f).

Lema 10.4.1 ([FS09, Lemma 4]). El costo X3,k(f) del algoritmo EDF aplicado a
cualquier f ∈ Asq

j,k se acota por

X3,k(f) ≤
(
j(j − 1)

2αβ
+ j

∞∑

m=0

m∑

l=0

(
m

l

)
αm−lβl(1− (1− αm−lβl)j−1)

)
· (µkτ̃1 + τ̃2)k

2,

donde τ̃1 := 2 τ1M(d)
kd

, τ̃2 :=
τ2U(d)
kd

y µk := ⌊log( qk−1
2

)⌋+ ν( q
k−1
2

)− 1.

A continuación obtenemos una cota superior simple del costo X3,k(f). Aplicando
la desigualdad 1− (1− u)j−1 ≤ (j − 1)u para j ≥ 2 y 0 ≤ u ≤ 1 en el Lema 10.4.1,
vemos que

X3,k(f) ≤
(
j(j − 1)

2αβ
+ j

∞∑

m=0

m∑

l=0

(
m

l

)
(j − 1)α2(m−l)β2l

)
· (µkτ̃1 + τ̃2)k

2 (10.30)

=
j(j − 1)

αβ
· (µkτ̃1 + τ̃2)k

2,

donde la última igualdad se sigue de la identidad

∞∑

m=0

m∑

l=0

(
m

l

)
α2(m−l)β2l =

∞∑

m=0

(α2 + β2)m =
1

2αβ
.
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Aśı, por (10.30) tenemos que

Ssq3,k :=
1

|A|

⌊d/k⌋∑

j=0

∑

f∈Asq
j,k

X3,k(f) ≤
⌊d/k⌋∑

j=0

j(j − 1)

αβ
· (µkτ̃1 + τ̃2)k

2 ·
|Asq

j,k|
|A| . (10.31)

A continuación estimamos la probabilidad PA
j,k[Asq

j,k] de que un polinomio alea-
torio f ∈ A sea libre de cuadrados y tenga j factores irreducibles de grado k. En la
literatura observamos que, en [KK90b], se prueba que si q es suficientemente grande,
entonces la probabilidad de que un polinomio aleatorio f ∈ Fq[T ]d tenga j factores

irreducibles distintos de grado k se aproxima al número e−1/k k−j
j!
.

Partimos el conjunto Asq
j,k en la siguiente unión disjunta:

Asq
j,k =

⋃

λ∈Pj,k
d

Asq
j,λ,

donde Pj,k
d es el conjunto de todas las d–uplas λ := (λ1, . . . , λd) ∈ Zd≥0 tales que

1 · λ1 + · · ·+ d · λd = d y λk = j. Aśı, tenemos que

PA
j,k[Asq

j,k] =
1

|A|
∑

λ∈Pj,k
d

|Asq
j,λ|. (10.32)

De los Teoremas 7.2.4 y 7.2.5 deducimos que

|Asq
j,λ| ≤ qd−mT (λ)

(
1 +

ZL,d

q

)
, (10.33)

donde ZL,d denota alguna de las constantes que aparecen en Lema 10.3.1. En con-
secuencia, tenemos que

PA
j,k[Asq

j,k] =
1

|A|
∑

λ∈Pj,k
d

|Asq
j,λ| ≤

(
1 +

ZL,d

q

) ∑

λ∈Pj,k
d

T (λ). (10.34)

Observemos que la suma del término de la derecha en (10.34) expresa la probabi-
lidad de que una permutación aleatoria en Sd tenga exactamente j ciclos de longitud
k. En [SL66] se muestra que dicha probabilidad es

∑

λ∈Pj,k
d

T (λ) =
1

j!kj

⌊d/k−j⌋∑

i=0

(−1)i
1

i!ki
. (10.35)

Se deduce la siguiente igualdad, que corresponde al hecho de que la suma de las
probabilidades es igual a 1:

⌊d/k⌋∑

j=0

1

j!kj

⌊d/k−j⌋∑

i=0

(−1)i
1

i!ki
= 1. (10.36)
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Combinando (10.34), (10.35), (10.36) con (10.31) deducimos que

Ssq3,k ≤
⌊d/k⌋∑

j=0

j(j − 1)

αβ
· (µkτ̃1 + τ̃2)k

2 ·
(
1 +

ZL,d

q

) ∑

λj∈Pj,k
d

T (λ)

≤
⌊d/k⌋∑

j=2

j(j − 1)

αβ
· (µkτ̃1 + τ̃2)k

2 ·
(
1 +

ZL,d

q

) 1

j!kj

⌊d/k−j⌋∑

i=0

(−1)i
1

i!ki

≤ (µkτ̃1 + τ̃2)

αβ

(
1 +

ZL,d

q

) ⌊d/k⌋∑

j=2

1

(j − 2)!kj−2

⌊d/k−j⌋∑

i=0

(−1)i
1

i!ki

≤ (µkτ̃1 + τ̃2)

αβ

(
1 +

ZL,d

q

)
. (10.37)

Por otro lado, estimamos la segunda suma Snsq3,k de (10.28):

Snsq3,k :=
1

|A|
∑

f∈Ansq

X3,k(f). (10.38)

Fijemos f ∈ Ansq. El objetivo ahora es acotar superiormente el costo X3,k(f) :=
Costo(EDF (bf (k))), donde bf (k) es la k–ésima coordenada del vector bf := DDF (af ) =
(bf (1), . . . , bf (s)). Notemos que deg(af ) < deg(f).

Supongamos que deg(bf (k)) = mk. En [vzGG99, Theorem 14.11], los autores
dan la siguiente cota superior del costo X3,k(f):

X3,k(f) ≤ c · (k log q + logmk)M(mk) log
(mk

k

)
,

donde c es una constante independiente de k y q. Por esta desigualdad y la estimación
para |Ansq| de (10.7), obtenemos la siguiente cota superior:

Snsq3,k ≤ c · (k log q + logmk)M(mk) log
(mk

k

) |Ansq|
|A| (10.39)

≤ c · (k log q + logmk)M(mk) log
(mk

k

)d2
q
.

Por lo tanto, de (10.37) y (10.39) deducimos la siguiente cota superior para la espe-
ranza E[X3] de (10.27):

E[X3] =

⌈d/2⌉∑

k=1

1

|A|
∑

f∈Asq

X3,k(f) +

⌈d/2⌉∑

k=1

1

|A|
∑

f∈Ansq

X3,k(f) (10.40)

≤
(
1 +

ZL,d

q

) ⌈d/2⌉∑

k=1

(µkτ̃1 + τ̃2)

αβ
+ c

d2

q

⌈d/2⌉∑

k=1

(k log q + logmk)M(mk) log
(mk

k

)
.

Más aún, tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 10.4.2. El costo en promedio del algoritmo EDF aplicado a los elementos
de A está acotado superiormente por

E[X3] ≤ τM(d) log q(1 + log d) +
τM(d) log q(2ZL,d log d+ d3)

q
,

donde X3 es la variable aleatoria de (10.4), τes una constante independiente de q y
d y ZL,d es la constante del enunciado del Lema 10.3.1.

Demostración. A fin de estimar la esperanza E[X3], estimamos las dos sumas de
(10.40). Empecemos con la primera suma, esto es,

S1 :=

⌈d/2⌉∑

k=1

(µkτ̃1 + τ̃2)

αβ
, (10.41)

donde τ̃1 := 2 τ1M(d)
kd

y τ̃2 :=
τ2U(d)
kd

son las constantes del enunciado del Lema 10.4.1.
Como α := 1

2
− 1

2qk
y β := 1

2
+ 1

2qk
, tenemos que

1

αβ
≤ 4

q2

q2 − 1
≤ 16

3
.

A su vez, por la definición de µk := ⌊log( qk−1
2

)⌋+ ν( q
k−1
2

)− 1, vemos que

µk ≤ 2k log q.

Por lo tanto, reemplazando estas cotas superiores en (10.41) deducimos que

S1 ≤
⌈d/2⌉∑

k=1

µkτ̃1
αβ

+

⌈d/2⌉∑

k=1

τ̃2
αβ

(10.42)

≤ 64τ1
3

M(d)⌈d/2⌉ log q
d

+
16τ2
3

U(d)
d

⌈d/2⌉∑

k=1

1

k

≤ 64τ1
3
M(d) log q +

16τ2
3

log q
H(⌈d/2⌉)U(d)

d

=M(d) log q
(64τ1

3
+

16τ2
3

log d H(⌈d/2⌉)
d

)
,

donde H(⌈d/2⌉) es el número armónico de ⌈d/2⌉. Teniendo en cuenta que log(N +
1) ≤ H(N) ≤ 1 + logN (ver, por ejemplo, [GKP94, §6.3]), es fácil deducir que, si
d ≥ 2, entonces

0 ≤ log d H(⌈d/2⌉)
d

≤ 1.

Concluimos que

S1 ≤M(d) log q
(64τ1

3
+

16τ2
3

log d
)
. (10.43)
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Ahora estimamos la segunda suma de (10.40), es decir,

S2 :=

⌈d/2⌉∑

k=1

(k log q + logmk)M(mk) log
(mk

k

)
. (10.44)

Tenemos las siguientes desigualdades:

⌈d/2⌉∑

k=1

kM(mk) log
(mk

k

)
≤M(d)

⌈d/2⌉∑

k=1

mk

log
(
mk

k

)
mk

k

≤M(d)

⌈d/2⌉∑

k=1

mk ≤ dM(d),

⌈d/2⌉∑

k=1

M(mk) log(mk) log
(mk

k

)
≤M(d)

⌈d/2⌉∑

k=1

log2(mk) ≤M(d)

⌈d/2⌉∑

k=1

mk ≤ dM(d).

Aśı deducimos que

S2 ≤ 2dM(d) log q. (10.45)

Reemplazando las cotas superiores de (10.43) y (10.45) en (10.40), obtenemos la
siguiente cota superior para la esperanza E[X3]:

E[X3] ≤
(
1+

ZL,d

q

)
S1+c

d2

q
S2 ≤M(d) log q

((
1+

ZL,d

q

)(64τ1
3

+
16τ2
3

log d
)
+
2cd3

q

)
.

(10.46)
Tomando τ := máx{64τ1

3
, 16τ2

3
, 2c}, concluimos la demostración del teorema.

Observemos que, en [FS09, Theorem 9], utilizando la multiplicación clásica de
polinomios, los autores prueban que el costo promedio de algoritmo EDF en Fq[T ]d es

del orden de 3τ1
4

q2

q2−1
log q(1+ξd)d

2, donde |ξd| ≤ 1
3
+o(1), es decir, el algoritmo EDF

utiliza en promedio O(d2 log q) operaciones aritméticas en Fq. Nosotros, en cambio,
utilizamos la multiplicación rápida y los resultados sobre la distribución de patrones
de factorización en A a fin de demostrar que el algoritmo EDF aplicado a dicha
familia realiza en promedio O(M(d) log q) operaciones aritméticas en Fq.

Por otro lado, cabe destacar que este análisis mejora el del costo del peor caso de
[vzGG99, Theorem 14.11]. En dicho trabajo, los autores aseguran que el costo del
algoritmo EDF aplicado a un polinomio de grado a lo sumo d que tiene j factores
irreducibles de grado k es del orden de O((k log q + log d)M(d) log j) operaciones
aritméticas en Fq, o sea, O∼(d2 log q) operaciones aritméticas en Fq.
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10.5. Costo en promedio del algoritmo clásico

En esta sección concluimos el análisis del costo en promedio del algoritmo de
factorización en A. Para esto, comenzamos con el análisis de la complejidad en
promedio del último paso del algoritmo clásico de factorización, es decir, la esperanza
de la variable aleatoria X4 que cuenta la cantidad de operaciones aritméticas en Fq
que realiza el algoritmo clásico aplicado al polinomio f/ERF (f), cuando f recorre
los elementos de A. Más precisamente, estudiamos

E[X4] :=
1

|A|
∑

f∈A
X4(f).

Podemos reescribir la esperanza E[X4] de la siguiente manera:

E[X4] =
1

|A|
∑

f∈Asq

X4(f) +
1

|A|
∑

f∈Ansq

X4(f). (10.47)

Estimamos la primera suma Ssq4 de (10.47). Si f ∈ Asq, entonces f/ERF (f) = 1.
Por lo tanto, el costo de este paso es de a lo sumo τ1M(d) operaciones aritméticas en
Fq, esto es, el costo de dividir dos polinomios de grado a lo sumo d. En consecuencia,

Ssq4 :=
1

|A|
∑

f∈Asq

X4(f) ≤ τ1M(d). (10.48)

Por otro lado, acotamos la segunda suma Snsq4 de (10.47). Para ello, descompone-
mos el conjunto Ansq como la unión disjunta del conjunto Ansq

=2 cuyos elementos tie-
nen todos los factores irreducibles de multiplicidad a lo sumo 2 yAnsq

≥2 := AnsqrAnsq
=2 .

Aśı, si f ∈ Ansq
=2 entonces f es de la forma f =

∏
fi
∏
f 2
j . Por lo tanto, tenemos

que f/ERF (f) =
∏
fj. En consecuencia, en este caso solo se ejecutan los tres

primeros pasos del algoritmo de factorización. Por lo tanto, del análisis del peor
caso del algoritmo clásico de factorización de [vzGG99, Theorem 14.14] concluimos
que X4(f) ≤ c3dM(d) log(dq), donde c3 es una constante independiente de d y q.
En cambio, si f ∈ Ansq

≥2 , entonces, además de ejecutarse los tres primeros pasos
del algoritmo, se ejecuta el cuarto tantas veces como la máxima multiplicidad de
los factores irreducibles de f/ERF (f). Aśı, el análisis del peor caso de [vzGG99,
Theorem 14.14] implica que X4(f) ≤ c4d

2M(d) log(dq), donde c4 es una constante
independiente de d y q. De estas observaciones se sigue que

Snsq4 :=
1

|A|
∑

f∈Ansq
=2

X4(f) +
1

|A|
∑

f∈Ansq

≥2

X4(f)

≤ c3dM(d) log(dq)
|Ansq

=2 |
|A| + c4d

2M(d) log(dq)
|Ansq

≥2 |
|A| (10.49)

Dado que Ansq
=2 es una subfamilia de Ansq, por (10.7) tenemos que

|Ansq
=2 | ≤ d(d− 1)qd−m−1 ≤ d2qd−m−1. (10.50)
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Por otro lado, si f ∈ Ansq
≥2 , entonces el grado del máximo común divisor entre f y

su derivada es al menos 2. Deducimos que Res(f, f ′) = Subres(f, f ′) = 0. Por lo
tanto, la familia Ansq

≥2 está incluida en D(V (L))∩S1(V (L)), donde V (L) ⊂ Ad es la
variedad definida por las formas lineales L1, . . . , Lm de (10.1), D(V (L)) es el lugar
discriminante de V (L) y S1(V (L)) es el lugar del primer subdisciminante de V (L).
Esto implica que

|Ansq
≥2 | ≤ d(d− 1)2(d− 2)qd−m−2 ≤ d4qd−m−2. (10.51)

En consecuencia, reemplazando (10.50), (10.51) en (10.49) deducimos la siguiente
cota superior para la suma Snsq4 :

Snsq4 ≤ c3M(d) log(dq)
d3

q
+ c4M(d) log(dq)

d6

q2
. (10.52)

Combinando (10.48) y (10.52) obtenemos el siguiente resultado

Teorema 10.5.1. Sea q ≥ d4. El costo en promedio del último paso del algoritmo
clásico de factorización en A está acotado superiormente por

E[X4] ≤ τ1M(d) +
cd3M(d) log(dq)

q
,

donde c es una constante independiente de d y q.

El Teorema 10.5.1 muestra que el costo en promedio del último paso del algorit-
mo clásico de factorización aplicado a elementos de A es de O(M(d)) operaciones
aritméticas en Fq, esto es, el costo de dividir dos polinomios de grado a lo sumo d.

Para finalizar este caṕıtulo mostramos el costo en promedio del algoritmo clásico
de factorización para familias lineales de polinomios. En las secciones anteriores ana-
lizamos la complejidad en promedio de cada paso de este algoritmo. En la siguiente
tabla resumimos el costo de los tres pasos fundamentales. En la primera columna
indicamos cada etapa del algoritmo, la segunda columna describe el costo del peor
caso de la factorización de un polinomio en Fq[T ]d de acuerdo a [vzGG99], la terce-
ra columna corresponde al costo en promedio del algoritmo clásico de factorización
según el análisis de [FGP01] y la cuarta columna muestra los resultados de nuestro
análisis en promedio del algoritmo clásico de factorización restringido a la familia A
(ver Teoremas 10.2.2, 10.3.2 y 10.4.2).

Recordamos que M(d) := d log d log log d y U(d) := M(d) log d. Notamos tam-
bién que, en (1), s es el máximo grado de los factores irreducibles del polinomio de
entrada y que, en (2), los números k y j indican que el polinomio de entrada tiene
j factores irreducibles de grado k. Observando este cuadro podemos concluir que
las estimaciones del costo de los tres pasos fundamentales del algoritmo clásico de
factorización en A mejoran las de [FGP01]. También cabe mencionar que nuestras
técnicas nos permitieron dar cotas superiores expĺıcitas para los costos de cada uno
de los pasos del algoritmo. Por último, al igual que en el peor caso (ver [vzGG99,
Theorem 14.14]), el costo en promedio del algoritmo clásico de factorización aplicado
a los elementos de A es del orden de O(dM(d) log(dq)) operaciones aritméticas en
Fq, lo cual coincide con el del algoritmo DDF.
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Cuadro 10.1: Comparación del costo del peor caso y del costo en promedio para los tres pasos

fundamentales del algoritmo clásico de factorización

Pasos Peor caso Caso promedio Caso promedio
en Fq[T ]d en Fq[T ]d en A

ERF O(U(d) + d log(q/p)) O(d2) O(U(d))
DDF O(sM(d) log(dq)) (1) O(d3 log q) O(dM(d) log(dq))
EDF O((k log q + log d)M(d) log j) (2) O(d2 log q) O(M(d) log q)
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vol. 30, Univ. Genève, Geneva, 1982, 237–254.

[HW99] M.-D. Huang y Y.-C. Wong, Solvability of systems of polynomial con-
gruences modulo a large prime, Comput. Complexity 8 (1999), no. 3,
227–257.

[Kem69] H. Kempfert, On the factorization of polynomials, J. Number Theory 1
(1969), 116–120.

[KK90a] A. Knopfmacher y J. Knopfmacher, Counting polynomials with a given
number of zeros in a finite field, Linear Multilinear Algebra 26 (1990),
no. 4, 287–292.

[KK90b] A. Knopfmacher y J. Knopfmacher, The distribution of values of poly-
nomials over a finite field, Linear Algebra Appl. 134 (1990), 145–151.

[Knu98a] D. E. Knuth, The art of computer programming. Vol. 2, Addison-Wesley,
Reading, MA, 1998, Seminumerical algorithms, Third edition.

[Knu98b] , The art of computer programming. Vol. 3, Addison-Wesley,
Reading, MA, 1998, Sorting and searching, Second edition.

[Kun85] E. Kunz, Introduction to commutative algebra and algebraic geometry,
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[MPP14] G. Matera, M. Pérez y M. Privitelli, On the value set of small families
of polynomials over a finite field, II, Acta Arith. 165 (2014), no. 2,
141–179.

[MPP16a] , On the value set of small families of polynomials over a finite
field,III, Contemporary Developments in Finite Fields and Their Appli-
cations, 217–243, World Scientific Press, 2016.
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