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Resumen

Los ensayos no destructivos involucran técnicas de análisis que permiten el es-

tudio de materiales sin modificar sus propiedades y manteniendo sus características

funcionales luego del ensayo. Estas técnicas se emplean tanto en el ámbito industrial

como en el ámbito de la investigación. Existe gran interés en el desarrollo de este

tipo de herramientas, ya que permiten el ahorro de costos y tiempos en la producción

y evaluación de materiales y productos.

En el método de ultrasonido láser un pulso de luz incide sobre la superficie del

material bajo estudio y éste es parcialmente absorbido. A partir de este fenómeno se

pueden producir diversos procesos (expansión térmica, evaporación y eyección de

material, etc.) que generan una perturbación que se propaga en el medio, denomi-

nada ultrasonido. Para generar ondas de ultrasonido con un gran ancho de banda

se utilizan pulsos cortos de láser de alta potencia. Las características del ultrasonido

generado dependen de la forma y duración del pulso, de la extensión del área ilumi-

nada y de la potencia incidente. Si la potencia incidente es demasiado alta, puede

producirse la ablación de la superficie. La ablación es en la mayoría de los casos algo

que se desea evitar, ya que deteriora el material que se está estudiando. En los ensa-

yos no destructivos se emplean potencias en el régimen denominado termoelástico,

donde el material sólo se ve afectado por la expansión térmica y, por consiguiente,

su estructura no resulta afectada.

En la técnica de ultrasonido láser, las ondas de ultrasonido generadas en el mate-

rial son detectadas sobre su superficie mediante métodos ópticos de interferometría.

Esta técnica es de no contacto y por lo tanto es ideal para ensayar materiales en

situaciones donde el acoplamiento de un sensor con la muestra puede ser riesgoso

o puede degradar la exactitud de la medición. Una de las principales ventajas de la

detección interferométrica es su gran ancho de banda, a diferencia del caso de senso-

res de contacto, como por ejemplo, los transductores piezoeléctricos. No obstante, la

limitación más importante de este método de detección es su gran sensibilidad a las

diferencias de camino óptico introducidas por el ambiente, ya sea por vibraciones,

fluctuaciones térmicas, etc.
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En esta Tesis se desarrolla, en el marco de los ensayos no destructivos, una técnica

de ultrasonido láser de características robustas. Esta técnica puede ser aplicable aún

en entornos industriales, donde las técnicas interferométricas tradicionales suelen

presentar serios problemas debido a la presencia de fuertes vibraciones.

Por un lado, en este trabajo se exploran técnicas interferométricas de detección

de ondas superficiales de ultrasonido en régimen termoelástico. Se proponen méto-

dos de recuperación de fase que permiten obtener el desplazamiento medio de la

superficie bajo análisis, aún en presencia de fluctuaciones en la longitud de camino

óptico de varios órdenes de magnitud mayores a las generadas por el ultrasonido.

Por otro lado, se estudia la capacidad de la técnica de ultrasonido láser propuesta

para caracterizar diversos aspectos de la muestra bajo análisis, como son sus constan-

tes elásticas y su espesor. También se generan defectos controlados en las muestras

y se realiza la caracterización de su profundidad y localización a través del análisis,

en tiempo y frecuencia, de las señales de ultrasonido.

Para validar los resultados obtenidos experimentalmente se desarrolla un esque-

ma numérico que simula el fenómeno termoelástico de generación de ultrasonido

en materiales elásticos lineales, a partir de la incidencia de ondas electromagnéticas.

Este método numérico permite modelar, también, la propagación de las ondas de

ultrasonido en presencia de defectos en el material.

Palabras clave: Ensayos no destructivos, Ultrasonido láser, Interferometría, Si-

mulación numérica, Caracterización de materiales.
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Study on material properties

by laser ultrasonics

Abstract

Nondestructive testing involves analysis techniques that allow the study of mate-

rials without altering their properties and maintaining their functional characteristics

after testing. This methods are employed both in industrial applications and science

research. There is great interest in the development of these kind of tools, since

they allow to save costs and time in the production and evaluation of materials and

products.

In the laser ultrasonics method, a light pulse impinges on the surface of the

material under test and it is partially absorbed, after which, diverse mechanisms may

occur (such as thermal expansion, vaporization and material ejection) generating a

perturbation that propagates in the medium, called ultrasound. In order to produce

high bandwidth ultrasound waves, a short high power laser pulse is employed. The

ultrasound wavefront properties depend on the shape and temporal length of the

pulse, as well as, on the extension of the illuminated area and the laser power. If

the laser power is too high, ablation can occur. Ablation is usually undesirable since

it deteriorates the material under study. Hence, in nondestructive testing, the laser

power is kept within the thermoelastic regime where the material undergoes thermal

expansion only. Thus, maintaining its structural health.

In the laser ultrasonics technique, ultrasound detection is achieved on the sam-

ple surface by means of optical interferometric methods. Since this technique does

not involve physical contact with the sample, it is ideal for performing material tes-

ting in situations where the coupling of the sensor and the sample is risky or may

jeopardize the validity of the test. One of the main advantages of interferometric

detection, in contrast to contact sensors such as piezoelectric transducers, is its high

bandwidth. However, the major limitation of this method comes from its high sen-
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sitivity to optical path modifications introduced by vibrations, thermal fluctuations

and other undesired environmental variations.

In this Thesis we develop a nondestructive technique based in laser ultrasonics

which presents robust properties. This technique can be satisfactorily employed in

industrial environments, where traditional optical interferometric detection fails due

to the presence of strong vibrations.

On the one hand, we explore interferometric techniques to achieve detection

of surface ultrasonic waves in thermoelastic regime. We propose phase retrieval

methods which allow to recover the surface mean displacement successfully, even

under situations in which the undesired fluctuations in the optical path length are

several orders of magnitude higher than the optical path differences introduced by

the ultrasound.

On the other hand, we study the ability of the proposed laser ultrasonic techni-

que to successfully characterize several properties of the sample under test, such as,

elastic parameters and thickness. We also create controlled defects in aluminium sam-

ples and estimate experimentally its depth and position by means of time-frequency

signal analysis techniques.

In order to validate the experimental results, we also develop a numerical met-

hod that allows to simulate the thermoelastic ultrasound generation, in linear elastic

materials, from incident electromagnetic waves. This method is also capable of mo-

deling the ultrasound propagation under the presence of defects in the simulated

sample.

Keywords: Nondestructive Testing, Laser Ultrasonics, Interferometry, Numerical

Simulation, Materials Characterization.
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Capítulo 1
Introducción

1.1 Motivación

Los ensayos no destructivos involucran un grupo de técnicas de análisis

que permiten la exploración interna y externa de los materiales sin ocasio-

narles daños, es decir, sin modificar permanentemente sus propiedades y

manteniendo sus características funcionales luego del ensayo. Estas técnicas

se emplean tanto en el ámbito industrial como en el ámbito de la investi-

gación. Existe gran interés en el desarrollo de este tipo de herramientas, ya

que permiten el ahorro de costos y tiempos en la producción y evaluación de

materiales y productos.

Las técnicas empleadas en los ensayos no destructivos involucran des-

de la simple inspección visual hasta la utilización de rayos X, ultrasonido,

termografía, microscopías, penetración de líquidos, partículas magnéticas o

corrientes de Eddy, entre otras. Estas técnicas pueden utilizarse, por ejemplo,

para analizar la conformación correcta de soldaduras, caracterizar propie-

dades estructurales de materiales, detectar defectos (incrustaciones, poros o

fallas), etc. En el ámbito de la medicina, los ensayos no destructivos consti-

tuyen una rama muy importante del diagnóstico por imágenes, como son las

radiografías, tomografías computadas, resonancias magnéticas, etc.
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Los ensayos no destructivos pueden adaptarse tanto a procesos de produc-

ción automatizados como a la inspección localizada de áreas problemáticas.

La técnica ultrasónica se destaca dentro de los ensayos no destructivos

debido a la versatilidad y simplicidad de su manejo, a sus múltiples aplica-

ciones y a su rentabilidad económica. Otra fuerte ventaja es que permite la

inspección in situ de los materiales, lo que resulta de interés, sobre todo en

el ámbito industrial.

1.2 Ultrasonido

Las técnicas de ultrasonido han formado parte de los ensayos no destruc-

tivos y de los procesos de control por varias décadas. Éstas se han utilizado

exitosamente para determinar propiedades de materiales y características

estructurales [1, 2, 3]. Sin embargo, representan aún hoy un área de in-

vestigación muy activa y son ampliamente utilizadas en la inspección de

materiales, caracterización y detección de defectos [4, 5, 6, 7]. En los últimos

años han surgido aplicaciones de técnicas ultrasónicas en ensayos no destruc-

tivos, que analizan casos particulares de estructuras y modos de ondas que se

ajustan a la solución de problemas específicos. Por ejemplo, la detección de

desperfectos en caños [8, 9], rieles[10], cascos de barcos y aviones [11], la

detección de la acumulación de gas en cañerías [12] e, incluso, la detección

de hielo y la producción del deshielo en rotores y alas de aeronaves mediante

ultrasonido [13].

Las técnicas de ultrasonido convencionales utilizan transductores piezo-

eléctricos para generar y detectar ondas de ultrasonido. Estas técnicas tienen

algunas limitaciones, como por ejemplo, la necesidad de contacto entre la

muestra y el transductor, requieren el uso de un acoplador y tienen un an-

cho de banda de detección limitado [14]. Una alternativa posible es utilizar

transductores acústicos electromagnéticos (EMATs) [15]. Estos transductores

consisten de un imán y una bobina eléctrica y permiten generar y detectar

ondas acústicas en un material a través de dos interacciones: la fuerza de

Lorentz y la magnetostricción (propiedad de los materiales ferromagnéticos

de modificar su forma y/o dimensiones durante el proceso de magnetización).

Estos transductores eliminan la necesidad de utilizar un acoplador y no re-

quieren contacto físico con la muestra bajo estudio. Sin embargo, esta técnica
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todavía necesita de proximidad con la muestra y su aplicación está limitada

a muestras metálicas o magnéticas. El tamaño de los transductores EMAT es

otro factor limitante.

Todas las limitaciones mencionadas pueden eliminarse mediante la técni-

ca de ultrasonido láser [16] que se describe en la siguiente sección.

1.3 Ultrasonido Láser

El término ultrasonido láser se utiliza para denominar al conjunto de téc-

nicas que logran tanto la generación como la detección de ultrasonido en

medios sólidos, líquidos o gaseosos mediante haces láser. La generación de

ultrasonido mediante luz láser fue demostrada por primera vez por White en

1963 [17]. La radiación incidente sobre el material puede inducir ultrasonido

mediante dos mecanismos, por la ablación de parte de la muestra (régimen de

ablación), o debido a una rápida expansión térmica (régimen termoelástico).

En el método de ultrasonido láser [16, 18], un pulso láser de alta potencia

incide sobre la superficie del material bajo análisis y las ondas de volumen

y/o superficie generadas son detectadas por métodos interferométricos. La

técnica de ultrasonido láser es de no contacto y por lo tanto es ideal para

ensayar materiales en situaciones donde el acoplamiento de un sensor con la

muestra puede ser riesgoso o puede degradar la exactitud de la medición. La

mayor desventaja del ultrasonido láser es que la detección óptica es menos

sensible que la detección mediante sensores piezoeléctricos. Esto significa

que es necesario aumentar las amplitudes de las ondas de ultrasonido para

que sean detectables, lo que lleva o bien a aumentar la potencia del láser que

lo genera, o bien a enfocarlo en un área menor. Esto puede producir ablación

de la superficie. La ablación es algo que se desea evitar en el caso de los

ensayos no destructivos, ya que deteriora el material que se está estudiando.

Por ello, en los ensayos no destructivos se emplea el régimen termoelástico

de generación de ultrasonido a partir del haz láser.

Esta técnica, además de ser remota, poder aplicarse in-situ y resultar no

destructiva para potencias ópticas suficientemente bajas, presenta otras ven-

tajas importantes. Para empezar, no requiere de un acoplador (a diferencia

del caso de la detección mediante piezoeléctricos). Esto permite realizar me-

diciones absolutas del desplazamiento de la superficie debido a las ondas de
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ultrasonido. Además, el área de detección puede ajustarse fácilmente y llegar

a ser muy pequeña, de manera de poder analizar muestras con superficies

curvas y/o complejas y aumentar la resolución espacial. Por último, respecto

del ancho de banda de la técnica, se puede obtener información en un rango

muy amplio de frecuencias, partiendo desde pocas decenas de Hz hasta el

orden de los GHz. Este gran ancho de banda disponible permite analizar des-

de macroestructuras hasta películas muy delgadas. Todo esto hace que sea

una técnica muy versátil y adecuada para ser utilizada, incluso, en ambientes

hostiles.

Al ser una técnica remota, permite un aumento en la velocidad de ins-

pección respecto de las técnicas que requieren posicionar el transductor en

contacto con el material. Esta técnica resulta particularmente valiosa en la ca-

racterización de estructuras, materiales y en la detección de defectos. Cuando

una onda de ultrasonido incide en una falla (por ejemplo una grieta ó incrus-

tación), se dispersa. Este campo dispersado contiene información acerca de

la geometría de la falla. Además, la técnica ultrasónica puede inferir informa-

ción cuantitativa acerca del tamaño y localización del defecto.

Si bien diversas variantes de la técnica de ultrasonido láser se han emplea-

do en ensayos no destructivos exitosamente [19, 20, 9, 11], sus principales

limitaciones suelen ser la menor sensibilidad en la detección y su inherente

susceptibilidad a las vibraciones introducidas por el entorno.

1.4 Objetivos

Enmarcados en el desarrollo y estudio de ensayos no destructivos y de

sus aplicaciones, nuestro objetivo principal es el desarrollo y puesta a punto

de una técnica de ultrasonido láser de características robustas, de manera

de poder ser aplicable aún en entornos industriales, donde las técnicas in-

terferométricas suelen presentar serios problemas debido a la presencia de

vibraciones.

Para lograr este objetivo principal se propone realizar un diseño experi-

mental que permita efectuar la generación y detección de ultrasonido por

medio de haces láser. Se exploran técnicas de procesado de señales para

poder detectar cuantitativamente desplazamientos nanométricos de la super-

ficie bajo análisis, aún en presencia de vibraciones que generan diferencias
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de camino superiores, en varios órdenes de magnitud, a los desplazamientos

típicos de las ondas ultrasónicas.

Se propone, también, desarrollar un modelo computacional que permita

simular la generación y propagación de las ondas de ultrasonido en condicio-

nes lo más cercanas posibles a las dadas en la situación experimental. Con

esta herramienta se pretende poder predecir y analizar el comportamiento

del sistema y comparar los resultados obtenidos con los experimentales.

Finalmente, se espera poder aplicar la técnica desarrollada y explorar su

capacidad para caracterizar constantes elásticas y parámetros geométricos

del material, como así también detectar y localizar defectos presentes en él.

Además, se espera poder detectar las fortalezas y debilidades de la técnica y

evaluar posibles caminos de mejora y extensión de sus capacidades.

1.5 Organización de la Tesis

En esta sección se describe brevemente la organización de esta Tesis. Se

comienza, en el Capítulo 2, con la introducción de los contenidos teóricos

necesarios para abordar el fenómeno termoelástico desencadenado en un

medio material al ser iluminado por un haz láser. Más particularmente, en la

sección 2.1 se presentan las características del efecto fototérmico y los distin-

tos regímenes que tienen lugar, de acuerdo a la potencia del láser incidente.

Luego, en la sección 2.2, se discuten los diversos mecanismos de transmisión

de la energía térmica y su preponderancia de acuerdo al tipo de material in-

volucrado. Posteriormente, en la sección 2.3 se deriva la ecuación de difusión

del calor y se analiza su validez para el caso tratado durante este trabajo,

correspondiente a sólidos metálicos. En la sección 2.4 se modela el material

bajo estudio como un medio continuo y se derivan las leyes de conserva-

ción de la masa y del momento lineal, que permiten arribar a la ecuación de

movimiento del sistema. A continuación, en la sección 2.5, se presentan las

relaciones constitutivas necesarias para modelar el problema termoelástico y

se arriba a la ecuación de Navier que describe el campo de desplazamientos

del material sujeto a deformaciones elásticas causadas por esfuerzos tanto

de origen térmico como mecánico. Finalmente, el Capítulo 2 concluye con la

sección 2.6, donde se analizan características particulares de las soluciones

de la ecuación de Navier que surgen al aplicar condiciones de contorno de
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interfaz libre en el material termoelástico. Se analiza primeramente el caso

de un material semi-infinito con una única interfaz, donde existen soluciones

de onda que se propagan en la superficie, denominadas ondas de Rayleigh. Y

luego, se estudia el caso de una placa plana con dos interfaces libres, donde

las soluciones son ondas que se propagan por toda la placa y se conocen como

ondas de Lamb.

La solución exacta de la ecuación de Navier requiere, en general, la apli-

cación de métodos numéricos para derivarla. A lo largo del Capítulo 3 se

presenta el trabajo realizado durante esta Tesis para hallar soluciones numé-

ricas del problema termoelástico, que involucra la solución de las ecuaciones

diferenciales de Navier y de difusión del calor, derivadas en el Capítulo 2.

Para ello, se utilizan distintos esquemas numéricos (temporales y espaciales)

que permiten aproximar los operadores de diferenciación presentes en el

sistema de ecuaciones del problema termoelástico. Éstos se describen en la

sección 3.1. A continuación, en la sección 3.2 se presentan detalles de la im-

plementación de estos esquemas para la resolución de la ecuación de Navier.

En esta sección se discute, además, la modelización de interfaces libres, de

bandas absorbentes y de defectos, como así también se realiza una validación

del método numérico propuesto. Análogamente, en la sección 3.3 se presenta

la implementación numérica empleada para la resolución de la ecuación de

difusión del calor junto con su validación correspondiente.

En el Capítulo 4 se discute el diseño experimental y de análisis de datos

involucrado en la generación y detección experimental de ondas de ultra-

sonido mediante haces láser. Inicialmente, en la sección 4.1 se presenta el

trabajo realizado para la caracterización de las muestras empleadas en las

experiencias. Luego, en la sección 4.2, se discuten las técnicas interferomé-

tricas implementadas para detectar ópticamente las ondas de ultrasonido en

la superficie del material bajo estudio. En particular, en las secciones 4.2.1

y 4.2.2 se presentan variantes interferométricas heterodinas y homodinas,

respectivamente. Posteriormente, en la sección 4.3 se presenta una técnica

experimental y de análisis de datos desarrollada en este trabajo, basada en

el interferómetro homodino, que permite, mediante la introducción de un

desfasaje que varía monótonamente, recuperar el desplazamiento de la super-

ficie, aún en presencia de fuertes vibraciones y fluctuaciones de los caminos

ópticos de las ramas del interferómetro. En la sección 4.4 se muestra que es
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posible generalizar esta técnica para poder obtener el desplazamiento de la

superficie, introduciendo un desfasaje completamente aleatorio, no acotado

y desconocido. El Capítulo 4 finaliza con la sección 4.5, donde se describe el

protocolo empleado para la realización de un registro experimental mediante

la técnica interferométrica desarrollada.

El Capítulo 5 presenta los resultados obtenidos a partir de la aplicación de

la técnica desarrollada en el Capítulo 4 y los resultados encontrados median-

te el método numérico presentado en el Capítulo 3. Este capítulo comienza

con la presentación, en la sección 5.1, de las ondas de Rayleigh registradas

experimentalmente en una pieza de aluminio y su comparación con los resul-

tados numéricos. Luego, procediendo de manera análoga en la sección 5.2,

se presentan las ondas de Lamb registradas en placas delgadas del mismo

material y las simulaciones numéricas obtenidas en condiciones equivalentes

a las experimentales. A continuación, en la sección 5.3 se presentan los resul-

tados que surgen del análisis de las ondas registradas y su aplicación en la

caracterización de diversos parámetros del material bajo estudio. Por un lado,

en la sección 5.3.1 se utilizan los registros de las ondas de Rayleigh para

estimar experimentalmente las constantes elásticas del material analizado.

Por otro lado, en la sección 5.3.2 se aplica una técnica de análisis de datos

que permite estimar el espesor de la placa delgada a partir de las ondas de

Lamb registradas y simuladas.

Posteriormente, en el Capítulo 6 se presenta el trabajo realizado durante

esta Tesis acerca de la detección y caracterización de defectos presentes en

las muestras. La sección 6.1 introduce las herramientas de análisis de señales

empleadas para dicha detección, basadas en la transformada wavelet. Luego,

en la sección 6.2 se analizan con estas herramientas las ondas de Lamb (tanto

experimentales como simuladas) obtenidas para distintas profundidades del

defecto y se analizan los resultados obtenidos. Por último, en la sección 6.3

se presenta el análisis de datos realizado para poder estimar la localización

del defecto a partir de las ondas de Lamb.

Finalmente, en el Capítulo 7 se presentan las conclusiones extraídas du-

rante la realización de este trabajo y se discuten diversos caminos posibles

para mejorar y extender la técnica desarrollada en esta Tesis.
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Capítulo 2
Teoría del problema

termoelástico

En este capítulo se desarrollan los contenidos teóricos relacionados con el

proceso termoelástico de generación de ondas en un material lineal, a partir

de la absorción de calor debido a una fuente de excitación láser. Cuando un

pulso de luz incide sobre la superficie de un material, parte de la energía

absorbida se convierte en calor que se difunde a través de él. De acuerdo a

la energía del haz de luz incidente, pueden producirse distintos fenómenos.

A bajas fluencias se obtiene el régimen denominado termoelástico, donde

la respuesta del material puede considerarse puramente elástica. Para altas

fluencias, en general, se produce la evaporación o ablación localizada del ma-

terial. Para fluencias intermedias, se obtienen procesos que combinan ambos

regímenes.

Inicialmente, se plantea el problema de ondas termoelásticas en un medio

infinito. Luego, se extiende éste resultado al caso de un medio semi-infinito,

donde las condiciones de contorno en la interfaz dan origen a las ondas de

Rayleigh. Finalmente, se analiza el caso de placas planas con dos interfaces

libres, donde aparecen ondas de Lamb. A lo largo de este trabajo, salvo que

se indique lo contrario, se emplea el Sistema Internacional de unidades.
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2 Teoría del problema termoelástico

2.1 Efecto fototérmico

La progresiva disponibilidad de láseres ha permitido su uso como fuentes

de energía térmica en diversas aplicaciones, como por ejemplo, mecanizado

de materiales, cirugías láser, etc. Su utilización presenta varias ventajas res-

pecto de otras fuentes, ya que permite entregar energía en regiones reducidas

y de manera muy controlada. Esta característica facilita su empleo en pro-

cesos automatizados y permite estimar los efectos producidos en el material

debido a la energía térmica entregada con gran exactitud. Por esta razón, el

láser es una fuente versátil que puede utilizarse para desencadenar procesos

fototérmicos de manera precisa.

Cuando un material recibe radiación electromagnética, parte de la ener-

gía es absorbida y convertida en calor que puede distribuirse a lo largo de

la muestra o quedar confinado en una pequeña región, dependiendo tanto

de las características espaciales y temporales de la radiación electromagné-

tica, como del material iluminado. De acuerdo a la potencia de la radiación

electromagnética pueden desencadenarse diversos procesos [16, 21]. A ba-

jas fluencias (∼ 103 W mm−2 para metales), se produce el calentamiento del

material, la generación de ondas térmicas y elásticas. Este régimen está gober-

nado por el fenómeno de la conducción del calor en el material. En algunos

casos, como por ejemplo en materiales semiconductores, puede producirse

también la generación de corrientes eléctricas. Para mayores fluencias de la

radiación, además del aumento de temperatura, se pueden producir cambios

de fase en el material, dando lugar a la fusión (∼ 104 W mm−2), a la evapo-

ración (∼ 105 W mm−2) de parte de la superficie iluminada, e incluso, a la

formación de plasma (≳ 5 · 106 W mm−2). Además, en las cercanías de la

región ablacionada pueden ocurrir deformaciones plásticas y la aparición de

zonas dañadas con fallas o grietas. Junto a la aparición de estos fenómenos,

se producen también las ondas térmicas y elásticas que predominan en las

zonas más alejadas de la región iluminada. Todos estos procesos forman parte

del denominado efecto fototérmico.

Para fluencias suficientemente bajas, no hay ablación ni cambios de fase en

el material y los procesos fototérmicos involucrados no originan daños perma-

nentes en la superficie. Este régimen, usualmente denominado termoelástico,

resulta de especial interés para la utilización en ensayos no destructivos. En
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condiciones termoelásticas, la radiación absorbida por el material produce

un aumento local de la temperatura del material dando lugar a una rápida

expansión volumétrica de la zona iluminada. Las variaciones de temperatu-

ra en el material dan lugar a tensiones y deformaciones de origen térmico

que ocasionan la propagación de ondas elásticas en el medio. Debido a que

las frecuencias temporales de estas ondas son superiores a las del sonido,

se las denomina ondas de ultrasonido. En el caso del régimen ablativo, tam-

bién existe una expansión termoelástica del material, pero el mecanismo de

generación de las ondas de ultrasonido está dominado, en ese caso, por la

transferencia de momento debido a la eyección de material. En la Figura 2.1

se presenta un esquema de ambos regímenes.

haz láser haz láser

a) Régimen termoelástico b) Régimen ablativo

expansión 
termoelástica

expansión termoelástica 
+

transferencia de momento 

Figura 2.1. Régimen termoelástico y ablativo en el efecto fototérmico.

Al ser iluminado un material, los electrones libres absorben energía elec-

tromagnética y oscilan. Esa energía se difunde a otros electrones y a la red de

iones hasta alcanzar un equilibrio térmico en un tiempo del orden de 10 ps.

Cuando la duración del pulso electromagnético es mayor a este tiempo, co-

mo es el caso de pulsos del orden de nanosegundos, los electrones y la red

logran alcanzar el equilibrio térmico, lo que lleva a un proceso dominado por

11



2 Teoría del problema termoelástico

la difusión de calor. La longitud de penetración térmica lpt del pulso puede

estimarse a partir de:

lpt =
√
κτp (2.1)

donde κ es la difusividad térmica del material ([κ] = m2/s) y τp es la dura-

ción del pulso de luz ([τp] = s). La longitud de penetración térmica permite

estimar la zona afectada por el calor.

Como se mencionó al inicio de este capítulo, las características de las

ondas generadas en el régimen termoelástico dependen fuertemente de las

características geométricas de la zona iluminada, como también del tipo de

material. Si el material es dieléctrico o metálico tiene gran incidencia en las

características de las ondas elásticas generadas, ya que la longitud de pe-

netración de las ondas electromagnéticas determina el espesor de la región

iluminada, y por consiguiente, el espesor de la fuente termoelástica que ge-

nera las ondas de ultrasonido. A intensidades moderadas, la penetración de

la radiación en el material sigue la ley de Lambert-Beer dada por:

I(x,y, z, t) = Io(x,y, t)e−γaz (2.2)

donde Io es la intensidad del haz que llega al material e I, la intensidad al

haber penetrado una distancia z en el material. El coeficiente de absorción

del material γa ([γa] = m−1) determina la profundidad a la que penetra

un haz de fotones de cierta longitud de onda hasta que es completamente

absorbido. La longitud de penetración óptica lpo puede estimarse como la

inversa del coeficiente de absorción lpo = γ−1
a .

Para el caso de los metales, la longitud de penetración para frecuencias en

el rango óptico resulta en el orden de los nanómetros (5−15 nm). En la gran

mayoría de los metales, debido al valor que toman sus constantes elásticas,

las longitudes de onda del ultrasonido se encuentran en el rango (µm - mm),

con lo cual, la fuente termoelástica generada por un haz láser resulta muy

delgada comparada con la longitud de onda del ultrasonido. Es, entonces, una

muy buena aproximación suponer que se trata de una excitación superficial

del material.

12
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Para materiales dieléctricos, la longitud de penetración en el rango óptico

suele ser varios órdenes de magnitud mayor, por lo que la fuente termoelás-

tica tiene un espesor que comienza a ser comparable con la longitudes de

onda del ultrasonido. En este caso, se produce una excitación en volumen del

material.

Si bien en ambos casos el calor eventualmente se difunde a lo largo de

toda la muestra, las diferencias en la geometría de la fuente termoelástica dan

lugar a ondas de ultrasonido de características esencialmente distintas. En

este trabajo se estudia la generación de ultrasonido en materiales metálicos,

más específicamente, en aluminio.

2.2 Mecanismos de transmisión de la energía térmica

La energía cedida por átomos, moléculas o electrones libres de regiones

a mayor temperatura a los de menor temperatura se denomina calor. La

transmisión de calor siempre está asociada a una diferencia de temperaturas.

Existen tres fenómenos básicos mediante los cuales se produce la transmisión

de calor: conducción, convección y radiación térmica.

Conducción de energía térmica por gradiente de temperatura. Es una inter-

acción electromagnética de transmisión de calor que puede describirse,

en el caso de líquidos y gases, en base al movimiento aleatorio molecu-

lar. En los sólidos se debe a los fonones (cuasipartículas que cuantifican

las vibraciones de la red de iones), que se propagan a la velocidad

del sonido en el material (≈ 103 m/s) y, para el caso de los metales,

también contribuyen los movimientos de los electrones libres que se

propagan a una velocidad del orden de 106 m/s y su efecto resulta, en

general, predominante por sobre el de los fonones. La ley que rige la

transmisión de calor por conducción fue desarrollada a partir de datos

experimentales a principios del siglo XIX por Joseph Fourier [22] y está

dada por:

q̇ = −k∇T (2.3)

donde q̇ es el flujo de calor por unidad de área ([q̇] = W m−2), T la

temperatura ([T ] = K) y k se define como la conductividad térmica

13



2 Teoría del problema termoelástico

([k] = W m−1 K−1). Debe notarse que k es una magnitud escalar para

los medios isótropos y tensorial para medios anisótropos, en los que el

vector q̇ no resulta paralelo a ∇T .

Convección de energía térmica por flujo de masa. Consiste en la transferen-

cia de calor entre una superficie y un fluido que se desplaza sobre ella.

El movimiento puede deberse a causas externas (convección forzada) o

a convección natural, donde las partículas de fluido más calientes tien-

den a ir a zonas más frías y viceversa. En general, el problema térmico

y el dinámico están acoplados, por lo que la evolución de la transfe-

rencia de calor depende fuertemente de la solución de la ecuación de

movimiento del fluido. Normalmente se requiere de cálculo numérico

para obtener la solución. Para el caso estacionario de una superficie ar-

bitraria a temperatura T , en contacto con un fluido a temperatura Tf, se

produce la transferencia de calor caracterizada por un flujo que puede

modelarse por la relación empírica conocida como Ley de enfriamiento

de Newton:

q̇ = h∆T (2.4)

donde ∆T = T − Tf y h es el coeficiente de transferencia de calor por

convección ([h] = W m−2). Es necesario notar que esta es una ley local.

En general, h depende, no sólo de parámetros geométricos, sino tam-

bién del estado de la superficie, las temperaturas, la velocidad del fluido,

etc. y puede ser no uniforme, en cuyo caso h resulta ser un coeficiente

efectivo o promediado a lo largo de toda la superficie.

Radiación de energía electromagnética. La radiación térmica es la radiación

emitida por un cuerpo debido a su temperatura. Más particularmente,

se debe a transiciones entre niveles de energía de las moléculas, átomos

y electrones que conforman la materia. A nivel microscópico, la tem-

peratura está relacionada con la intensidad de estas transiciones y se

observa que la emisión de radiación térmica aumenta al elevarse la tem-

peratura. Toda la materia con una temperatura finita emite radiación

térmica. Los cuerpos a temperatura ambiente emiten radiación en la re-
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2.2 Mecanismos de transmisión de la energía térmica

gión infrarroja del espectro electromagnético (que abarca longitudes de

onda entre 10−7 m y 10−3 m). Cuerpos más calientes, como una lámpa-

ra incandescente, emiten también radiación térmica de mayor energía

en el espectro visible y, el Sol, debido al plasma de alta temperatura,

emite incluso en el rango ultravioleta. En general, los cuerpos irradian

y absorben energía radiante simultáneamente. El balance neto de flujo

de calor de un cuerpo cuya superficie se encuentra a temperatura Te
puede obtenerse empleando la Ley de Stefan-Boltzmann a partir de:

q̇ = σSBϵ(T
4
a − T4

e) (2.5)

donde σSB es la constante de Stefan-Boltzmann ([σSB] = W m−2 K−4),

Ta es la temperatura del ambiente en que se halla el cuerpo y ϵ es

el coeficiente de emisividad, un factor adimensional que toma valores

entre 0 y 1, que relaciona la capacidad de un objeto real para irradiar

energía térmica, respecto de la de un cuerpo negro.

En general, durante un proceso de transmisión de calor, coexisten en ma-

yor o menor medida estos tres tipos de procesos. La conducción de calor

puede producirse tanto en gases, como en líquidos y sólidos y es, en general,

el mecanismo predominante en este último caso. En cambio, la convección

depende de la movilidad de las moléculas de la sustancia, por lo tanto, sólo

ocurre cuando hay gases o líquidos en el sistema. La radiación de energía

térmica sucede en cualquier tipo de sustancia a temperatura finita y, a dife-

rencia de los otros dos casos, no requiere de contacto entre las superficies

para transmitirse.

En este trabajo se analiza el caso de sólidos metálicos (inmersos en aire

a temperatura ambiente) excitados de manera fototérmica, mediante haces

láser, en el régimen termoelástico. De esta manera, el aumento máximo local

de temperatura resulta del orden de ∼ 100 K. Para este caso, se tiene que el

mecanismo de transmisión de calor dominante resulta ser el de conducción

por sobre el de radiación y convección.

A partir de la modelización de los distintos procesos de transmisión del

calor y de la conservación de la energía, es posible obtener un modelo ma-
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2 Teoría del problema termoelástico

temático para la difusión del calor en el material, como se presenta en la

siguiente sección.

2.3 Ecuación de difusión del calor

En un material con temperatura no uniforme, el calor se transmite de las

regiones con mayor temperatura a las de menor temperatura. Para obtener la

distribución (tanto temporal como espacial) de temperatura en un material al

ser iluminado por un haz láser, es necesario plantear un modelo de transferen-

cia de calor no estacionario. Para ello, se puede ver por ejemplo el desarrollo

de Han [23]. Partiendo de un volumen arbitrario de material V ⊆ R
3, a partir

de la 1º Ley de la Termodinámica, se puede escribir la energía interna U del

sistema como:

U = Q−W (2.6)

donde Q es el calor que ingresa al sistema y W es el trabajo entregado por

él. Si se asume que el volumen V es fijo, entonces, la transferencia de trabajo

resulta nula. La aproximación de volumen fijo resulta válida para sólidos,

ya que pueden modelarse como sustancias incompresibles en un rango ade-

cuado de variaciones de temperatura. Bajo esta hipótesis, la variación de

energía interna en el volumen V del material puede escribirse directamente

en términos de la variación de calor Q̇:

∂U

∂t
= Q̇ (2.7)

Por un lado, considerando que la variación de la densidad de energía

interna e se debe a la variación de la temperatura, es posible escribir:

∂U

∂t
=

∫

V

∂e

∂t
dV =

∫

V

ρcp
∂T

∂t
dV (2.8)

donde ρ es la densidad del material ([ρ] = kg m−3); cp es el calor específico

([cp] = J kg−1 K−1), que representa la cantidad de energía necesaria para au-
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2.3 Ecuación de difusión del calor

mentar en una unidad de temperatura, una unidad de masa; y T es el campo

de temperatura.

Por otro lado, la variación de calor en el sistema puede escribirse, en

términos integrales, como:

Q̇ =

∫

V

ġdV −

∫

S

q̇ · n̂dA (2.9)

donde la primer integral está asociada a la generación de calor en volumen,

representada por una fuente de calor volumétrica g, que puede modelar di-

versos procesos como absorción y/o emisión de radiación electromagnética,

disipación por mecanismos viscosos, etc. La segunda integral tiene en cuenta

el flujo de calor a través de la frontera de V , dada por la superficie S, y n̂ es la

normal externa a dicha superficie. Utilizando el teorema de Gauss, es posible

transformar la integral de superficie en una integral de volumen:

∫

S

q̇ · n̂dA =

∫

V

∇ · q̇dV (2.10)

Reemplazando las ecuaciones (2.8) a (2.10) en la ecuación (2.7), se logra

reexpresar la conservación de la energía mediante:

∫

V

(
ρcp

∂T

∂t
+∇ · q̇− ġ

)
dV = 0 (2.11)

Ahora, esta integral debe anularse para todo volumen V arbitrario, por

lo tanto, el integrando debe ser idénticamente nulo, con lo que se obtiene la

ecuación diferencial:

ρcp
∂T

∂t
+∇ · q̇− ġ = 0 (2.12)

Para poder resolver esta ecuación es necesario agregar una relación cons-

titutiva que permita relacionar las variables T y q̇. Para ello, se emplea la

ley de Fourier que modela la conducción de calor en un sólido, dada por la

ecuación (2.3), y se arriba a una ecuación diferencial para T :

17
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ρcp
∂T

∂t
−∇ · (k∇T) − ġ = 0 (2.13)

Para el caso particular en que la conductividad térmica en el sistema sea

isótropa y homogénea, la ecuación de difusión del calor resulta:

∂T

∂t
= κ∇2T + ġ/ρcp (2.14)

donde κ = k/ρcp es la difusividad térmica, una magnitud que permite esti-

mar, dada una perturbación térmica localizada, el tiempo τD que tarda en

difundirse esa perturbación hasta una distancia r, como τD = r2/κ.

La ley de Fourier establece que la variación del flujo de calor para un gra-

diente de temperatura dado es directamente proporcional a la conductividad

térmica k del material. Es decir, la conductividad térmica es una propiedad

que describe la capacidad de conducción del flujo de calor del material. Exis-

te una gran diferencia de valores en las conductividades de distintos tipos

de materiales. Los valores más altos corresponden a los sólidos metálicos y

los valores más bajos, a los gases. En la Figura 2.2 se presentan los órdenes

de magnitud típicos que toma la conductividad térmica en diversos tipos de

materiales.

Vale la pena resaltar que, a pesar de que la ley de Fourier es un modelo

muy preciso para muchos problemas de transferencia de calor, no es un mo-

delo físicamente realista en general. Esto se debe a que la ecuación (2.14) es

una ecuación parabólica y, por lo tanto, la información de cualquier pertur-

bación térmica se propaga a una velocidad infinita en el medio1. La hipótesis

de transmisión instantánea de energía no resulta una buena aproximación

en los casos donde interesa modelar regímenes transitorios a tiempos muy

cortos (≲ 10 ps) o la propagación de ondas térmicas a temperaturas cercanas

al cero absoluto, donde la velocidad de las ondas térmicas es muy inferior a la

1 Cabe aclarar que esta velocidad de transmisión infinita, implícita en la ecuación (2.14),

no se corresponde con la velocidad vinculada a la difusión térmica, definida a partir de κ,

que sí es finita. Esta velocidad infinita significa que un cambio de temperatura en cierto

lugar produce instantáneamente una variación térmica en un lugar arbitrariamente alejado;

aunque ese cambio es extremadamente pequeño.
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Figura 2.2. Rangos típicos de la conductividad térmica k para distintos materiales.

del caso de temperaturas finitas. En estos dos casos, la velocidad finita de las

perturbaciones térmicas debe tenerse en cuenta, ya que resulta dominante,

y la ley de Fourier deja de ser un modelo válido. En este trabajo se modelan

sistemas a temperaturas ambiente y superiores, y los transitorios se analizan

en escalas temporales mayores a 1 ns, por lo tanto, es posible modelar de

manera válida la transmisión de calor empleando la ley de Fourier.

2.3.1 Condiciones de contorno

La ecuación (2.14) de difusión del calor permite modelar completamen-

te la transmisión de calor en un medio isótropo, homogéneo e infinito. Si

se desea tratar con un medio que posea interfaces, o sea finito, es necesa-

rio aplicar condiciones de contorno en las fronteras, para que el problema

quede completamente determinado. Existen diversos tipos de condiciones de

contorno para esta ecuación, que se presentan a continuación.

Las condiciones de tipo Dirichlet consisten en especificar el valor que toma

la temperatura en la superficie S del sistema a través de una función TS:
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2 Teoría del problema termoelástico

T(r, t)
∣∣∣
S
= TS(r, t) (2.15)

Las condiciones de tipo Neumann consisten en especificar el valor que

toma el flujo de calor q̇S en la superficie S del sistema, cuya normal externa

es n̂:

[−k∇T · n̂]
∣∣∣
S
= q̇S (2.16)

Un caso particular de las condiciones tipo Neumann es el de una superficie

adiabática, donde se tiene q̇S = 0.

Por último, si se desea tener en cuenta la transferencia de calor por con-

vección entre la superficie y el ambiente fluido, se tiene que:

q̇S = −h(T − Tf)
∣∣∣
S

(2.17)

donde Tf es la temperatura del fluido. Como se mencionó en la sección 2.2,

la transmisión de calor por convección dada por la ley de Newton es fenome-

nológica y el coeficiente h no depende solamente de las propiedades de la

superficie S, sino también de propiedades del fluido y de las condiciones del

contacto entre el fluido y la superficie.

De acuerdo a lo presentado en la sección 2.1, la fuente térmica constituida

por el haz láser en el caso de materiales metálicos como el aluminio, se trata

como una fuente superficial. Ésta se introduce en el modelo por medio de la

condición de contorno de tipo Neumann dada por la ecuación (2.16), donde

q̇S contiene la información de la distribución espacial y temporal de dicho

haz. La función q̇S puede escribirse, en general, como:

q̇S(r, t) = qoqr(r)qt(t) (2.18)

donde qo es el máximo flujo de calor debido a la absorción del haz láser, qr es
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la distribución espacial normalizada de dicho haz y qt define su distribución

temporal.

2.4 Leyes de conservación en medios continuos

En esta sección se presentan las leyes de conservación necesarias para

obtener el modelo físico de un sólido termoelástico al ser iluminado por un

haz láser. Estas leyes se derivan a partir de una descripción continua del

medio material.

En general, en el tratamiento de medios continuos existen dos descrip-

ciones ampliamente utilizadas, la descripción material o Lagrangeana y la

descripción espacial o Euleriana. En la primera, las magnitudes representan

propiedades de una misma partícula material, identificada a partir de una con-

figuración de referencia. Esto es, el valor de la magnitud a distintos tiempos

corresponde siempre a la misma partícula material. En la segunda descrip-

ción, las magnitudes representan propiedades de posiciones fijas del espacio,

es decir, el valor de la magnitud a distintos tiempos puede corresponder al de

distintas partículas materiales que hayan ocupado ese punto del espacio.

Para hallar la ecuación de movimiento de un medio continuo, se empleará

una descripción Euleriana del medio, donde las variables independientes son

la posición r y el tiempo t. Sea p la función de mapeo que permite obtener

la posición inicial ro de la partícula material que en el tiempo t se encuentra

en r:

ro = p(r, t) (2.19)

Es posible definir el campo de desplazamientos u como la diferencia entre

la posición instantánea y la posición de referencia ro:

u(r, t) = r− p(r, t) (2.20)

Se puede calcular el campo de velocidades instantáneas v a partir de u,

utilizando la regla de la cadena, como:

21



2 Teoría del problema termoelástico

v(r, t) = u̇(r, t) =
du

dt
(r, t) =

∂u

∂t
+ v ·∇u (2.21)

donde los elementos de (∇u)ij = ∂iuj son derivadas espaciales de las com-

ponentes del desplazamiento u. El operador d⋆
dt

= ∂⋆
∂t

+ v ·∇⋆ se denomina

derivada material y permite calcular derivadas temporales de magnitudes de

partículas materiales empleando la descripción espacial.

Para enunciar las leyes de conservación se hará uso del teorema de trans-

porte de Reynolds [24], que es la generalización a más dimensiones de la re-

gla de Leibniz. Este teorema establece que para una magnitud escalar B(r, t)

vale que:

d

dt

∫

V(t)

BdV =

∫

V(t)

[
∂B

∂t
+∇ · (Bv)

]
dV (2.22)

donde, si V(t) es un volumen material, v se corresponde con la velocidad de

las partículas del material.

2.4.1 Conservación de la masa

Teniendo en cuenta que en un volumen material, la masa que lo conforma

es siempre la misma, se puede plantear la ecuación de conservación de la

masa a partir de:

d

dt

∫

V(t)

ρdV = 0 (2.23)

donde ρ es la densidad local. Utilizando el teorema de Reynolds con B = ρ,

es posible reescribir la ecuación (2.23) de la siguiente manera:

∫

V(t)

[
∂ρ

∂t
+∇ · (ρv)

]
dV = 0 (2.24)

La ecuación (2.24) debe ser válida para cualquier volumen material den-

tro del medio continuo, por lo tanto, el integrando debe ser idénticamente

nulo y se obtiene la ecuación diferencial de continuidad, dada por:
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∂ρ

∂t
+∇ · (ρv) = 0 (2.25)

2.4.2 Conservación del momento lineal

Planteando ahora la variación temporal del momento lineal p = ρv en un

volumen material, se puede escribir:

dp

dt
=
d

dt

∫

V(t)

ρvdV (2.26)

Aplicando el teorema de Reynolds a cada una de las componentes escala-

res del momento lineal ρv en la ecuación (2.26) se obtiene:

dp

dt
=

∫

V(t)

[
∂(ρv)

∂t
+∇ · (ρvv)

]
dV (2.27)

donde (vv)ij = vivj indica el producto diádico de ambos vectores. Operando

con esta expresión, es posible reescribirla de la siguiente manera:

dp

dt
=

∫

V(t)

{

v

[
∂ρ

∂t
+∇ · (ρv)

]

︸ ︷︷ ︸

=0

+ ρ

[
∂v

∂t
+ v ·∇v

]

︸ ︷︷ ︸

=dv
dt

}

dV (2.28)

donde el primer término se anula al considerar la conservación de la masa da-

da por la ecuación (2.25). Además, el segundo término contiene la derivada

material de v.

Al aplicar la segunda ley de Newton al volumen material, es necesario

tener en cuenta que pueden existir dos tipos de fuerzas ejercidas sobre ese

volumen. Por un lado, están las fuerzas que actúan sobre cada elemento in-

terno del volumen, y por otro lado, las fuerzas de superficie o esfuerzos que

se aplican sólo sobre los elementos ubicados sobre la superficie S del volumen

V, en contacto con elementos exteriores. Se denomina f a la fuerza externa

por unidad de volumen y T al esfuerzo o fuerza de contacto por unidad de

superficie. Con estas consideraciones, el balance de momento lineal para un

volumen material V de un medio continuo queda escrito como:
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2 Teoría del problema termoelástico

∫

V(t)

ρ
dv

dt
dV =

∫

V(t)

fdV +

∫

S(t)

TdA (2.29)

Un resultado importante en la teoría de la elasticidad es que, para un

punto dado del espacio, se puede escribir el esfuerzo T que actúa sobre un

plano infinitesimal de orientación arbitraria, si se conocen los esfuerzos que

actúan en ese punto sobre tres planos ortogonales entre sí. La derivación de

esta propiedad puede verse, por ejemplo, en el libro de Slawinski [25]. Este

resultado es equivalente a decir que existe un tensor σ de segundo rango

único, denominado tensor de esfuerzos de Cauchy, tal que:

T (r, t, n̂) = σ(r, t) · n̂ (2.30)

A partir del planteo de la conservación del momento angular, se puede

demostrar que, si la conservación de masa y de momento lineal son válidas,

entonces σ debe ser un tensor simétrico [25], por lo que sólo 6 de sus 9

elementos son independientes.

Reemplazando la ecuación (2.30) en la ecuación (2.29) y empleando el

teorema de la divergencia, se obtiene que:

∫

V(t)

ρ
dv

dt
dV =

∫

V(t)

fdV +

∫

V(t)

∇ · σdV (2.31)

Por último, considerando que la ecuación (2.31) debe valer para todo vo-

lumen material V(t) del medio, se llega a la ecuación de movimiento general

para un medio continuo dada por:

ρ
dv

dt
= f+∇ · σ (2.32)

que expresa la conservación del momento lineal del sistema, en términos de

las fuerzas de volumen y del tensor de esfuerzos.
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2.5 Modelo de un sólido termoelástico

2.5 Modelo de un sólido termoelástico

La ecuación (2.32) de movimiento es válida para cualquier medio conti-

nuo. Para completar el modelo físico del sólido termoelástico, es necesario

tener en cuenta relaciones constitutivas que modelen matemáticamente el

comportamiento físico del material bajo condiciones específicas.

Todos los cuerpos se deforman bajo la aplicación de esfuerzos. Dependien-

do de las características de la deformación, el proceso puede considerarse

como elástico o anelástico. Estas características pueden depender del tipo de

material, de la magnitud de los esfuerzos aplicados, de la temperatura, etc.

Para el caso de sólidos sometidos a esfuerzos suficientemente pequeños,

tal que el comportamiento del material puede aproximarse como puramente

elástico y lineal, el tensor de esfuerzos σeij depende linealmente de la defor-

mación siguiendo la ley de Hooke generalizada [26]:

σeij = cijklekl (2.33)

donde se asume la convención de suma de Einstein en los subíndices. Los

coeficientes cijkl definen el denominado tensor de rigidez del material y ekl
es el tensor de deformaciones que se determina, en general, como la parte

simétrica del gradiente de los desplazamientos (∂iuj):

eij =
1
2
[∂jui + ∂iuj − ∂iuk∂juk] (2.34)

Considerando el caso particular de deformaciones infinitesimales, tal

que |∂iuj| ≪ 1, se puede despreciar el término de mayor orden en la ecua-

ción (2.34), obteniendo el tensor de deformaciones infinitesimales:

eij ≈
1
2
[∂jui + ∂iuj] (2.35)

El tensor de rigidez cijkl es un tensor de cuarto rango, por lo que en

principio posee 81 elementos independientes. Sin embargo, siguiendo el ra-

zonamiento de Slaughter [26], al considerar que la energía del material debe
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2 Teoría del problema termoelástico

poder escribirse como una forma cuadrática de eij y al utilizar las condicio-

nes de simetría del tensor de esfuerzos σij y del tensor de deformaciones eij,

se puede demostrar que a lo sumo existen 21 componentes independientes.

Para el caso particular de un material isótropo, de estas 21 componentes,

sólo 2 resultan independientes, pudiéndose escribir el tensor de rigidez en

coordenadas cartesianas como:

cijkl = λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk) (2.36)

donde δij es la delta de Kronecker y los coeficientes λ y µ2, que caracterizan

las propiedades elásticas del material isótropo, se denominan 1o y 2o pará-

metro de Lamé, respectivamente. Usualmente, µ se suele designar también

como módulo de elasticidad transversal. Si bien existen muchas otras defi-

niciones de parámetros que caracterizan elásticamente a un material, como

por ejemplo el módulo de Young, el coeficiente de Poisson, etc., cualquiera

de ellos puede escribirse como función de λ y µ [27].

Reemplazando la ecuación (2.36) en la ecuación (2.33), se obtiene la

relación constitutiva para el caso de materiales elásticos lineales e isótropos,

dada por:

σeij = λekkδij + 2µeij (2.37)

Para completar el modelo termoelástico, es necesario proveer también

una relación constitutiva que modele los esfuerzos en el material σTij debido

a variaciones de temperatura. Los mismos pueden describirse como [28]:

σTij = −(3λ+ 2µ)αL(T − To)δij (2.38)

donde αL corresponde al coeficiente de dilatación térmica lineal del material

([αL] = K−1) y To es una temperatura de referencia para la cual no hay

dilatación del material.

2 Las unidades de λ y µ en SI son Pa.
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2.5 Modelo de un sólido termoelástico

Finalmente, el tensor de esfuerzos completo para el modelo termoelástico

está dado por:

σij = σ
e
ij + σ

T
ij

= λ∂kukδij + µ[∂jui + ∂iuj] − αL(3λ+ 2µ)(T − To)δij
(2.39)

La ecuación (2.39) puede reemplazarse en la ecuación (2.32) de movi-

miento linealizada, donde se realiza la aproximación du
dt

≈ ∂u
∂t

en la derivada

material, asumiendo deformaciones infinitesimales (|∂iuj| ≪ 1). Esta hipó-

tesis de deformaciones infinitesimales es una muy buena aproximación en

el caso de ondas de ultrasonido ya que las fluctuaciones espaciales de los

desplazamientos, esfuerzos, deformaciones, etc. suelen tener longitudes de

onda mucho mayores (∼ µm - cm) que la amplitud de los desplazamientos

(∼ nm). Con estas consideraciones, la ecuación de movimiento para peque-

ñas vibraciones del sólido termoelástico e isótropo, en ausencia de fuerzas

externas, se escribe como:

ρ
∂2u

∂t2
= µ∇2u+ (λ+ µ)∇(∇ · u) − (3λ+ 2µ)αL∇T (2.40)

La ecuación (2.40) de movimiento escrita en función de los desplazamien-

tos se conoce usualmente como ecuación de Navier. El modelo completo de

un sólido isótropo termoelástico está dado por el sistema de ecuaciones for-

mado por la ecuación (2.14) de difusión del calor y la ecuación (2.40) de

Navier. Éste, es un modelo parcialmente desacoplado de termoelasticidad, ya

que la ecuación que gobierna la evolución del campo de temperaturas no

depende de términos elásticos. Esto es así ya que al derivar la ecuación (2.14)

se ha despreciado el trabajo debido a deformaciones del sistema, al conside-

rar un volumen fijo. Como resultado, este modelo no contempla, por ejemplo,

el calentamiento de un metal producido al deformarse. Si bien existen mode-

los termoelásticos acoplados [29, 30, 31], donde se tienen en cuenta como

fuentes térmicas términos que dependen del desplazamiento como: ∂
∂t
∇ · u;

en el caso de vibraciones ultrasónicas generadas por radiación láser, esta co-

rrección resulta despreciable, ya que la fuente térmica dada por el láser es de

una magnitud mucho mayor a la de la fuente térmica de origen elástico.

27



2 Teoría del problema termoelástico

2.5.1 Condiciones de contorno

Para poder modelar medios finitos e interfaces es necesario resolver la

ecuación (2.40) de Navier junto con condiciones de contorno. En este caso,

las condiciones de tipo Dirichlet se expresan especificando el valor que toman

los desplazamientos en la superficie. En las condiciones de tipo Neumann, en

cambio, se especifica el valor que toman los esfuerzos TS en la superficie S,

cuya normal externa es n̂:

(σ · n̂)
∣∣∣
S
= TS (2.41)

y, para el caso particular de una superficie libre de esfuerzos, se tiene que:

(σ · n̂)
∣∣∣
S
= 0 (2.42)

2.6 Ondas elásticas en medios continuos

En esta sección, se analizan las soluciones de onda más sencillas de la

ecuación (2.40) de Navier, que surgen al aplicar interfaces libres en el me-

dio elástico. Estas soluciones permiten analizar, tanto cualitativamente como

cuantitativamente, diversos aspectos de las ondas generadas en un material

al ser iluminado por un haz láser. En la sección 2.6.1 se examina el caso de un

medio semi-infinito, donde surgen ondas de Rayleigh, y en la sección 2.6.2

se analiza el caso de una placa plana, donde tienen lugar las ondas de Lamb.

Para estudiar la ecuación de Navier, es útil emplear la descomposición

de Helmholtz [32], que nos permite escribir el campo de desplazamientos u

en función de un potencial escalar ϕ y uno vectorial ψ, de divergencia nula

(∇ ·ψ = 0), como:

u = ∇ϕ+∇×ψ (2.43)

Con esta descomposición es fácil ver que la ecuación (2.40) para medios
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isótropos, en ausencia de fuentes, se reduce a las siguientes ecuaciones de

onda para los potenciales:

∇2ϕ−
1
c2
L

∂2ϕ

∂t2
= 0 (2.44)

∇2ψ−
1
c2
T

∂2ψ

∂t2
= 0 (2.45)

Mediante esta descomposición es posible interpretar que el campo de des-

plazamientos u está compuesto por una onda longitudinal (uL = ∇ϕ) que

se propaga con velocidad cL =
√
(λ+ 2µ)/ρ, y por una onda transversal

(uT = ∇ × ψ) que se propaga con velocidad cT =
√
µ/ρ. La onda longitu-

dinal también suele denominarse onda primaria y la onda transversal, onda

secundaria. Es importante destacar que para todo material elástico, vale que

cT < cL. Si bien en las ecs. (2.44) y (2.45) se observa que la onda longitu-

dinal y la transversal están desacopladas, se debe recordar que en general,

de acuerdo a la sección 2.5.1, las condiciones de contorno de cualquier tipo

acoplan ambas ondas.

2.6.1 Ondas de Rayleigh

En la sección 2.6 se mostró que la ecuación (2.40) de Navier admite so-

luciones de ondas longitudinales y transversales desacopladas en un sólido

infinito. En el caso de materiales reales, los efectos introducidos por los bor-

des suelen ser muy importantes, e incluso dominantes, en la propagación

de las ondas. Lord Rayleigh fue el primero en estudiar las ondas localizadas

que surgen en la interfaz de un medio elástico lineal semi-infinito. Partiendo

de la ecuación de movimiento del sólido elástico y aplicando la condición

de contorno de interfaz libre (2.42), Lord Rayleigh en su trabajo de 1885

[33] encuentra soluciones de ondas planas que se propagan a lo largo de la

superficie y cuya amplitud decae exponencialmente al penetrar en el interior

del material.

2.6.1.1 Propagación de ondas superficiales en un medio semi-infinito

En esta sección se derivan las características principales que presentan

las ondas de Rayleigh. Para ello, se considera el caso de una onda plana que
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2 Teoría del problema termoelástico

se propaga en la dirección x̂ en un medio elástico lineal semi-infinito que

ocupa el semiplano z ⩾ 0 (ver Figura 2.3) y que posee una interfaz libre de

esfuerzos en z = 0. Asumiendo la hipótesis de deformaciones planas, es decir,

que el desplazamiento en la dirección ŷ es despreciable, todas las magnitudes

resultan independientes de la coordenada y.

interfaz libre

ẑ

x̂

λ, µ

Figura 2.3. Esquema del medio elástico semi-infinito..

Empleando la descomposición de Helmholtz (2.43) en la aproximación

de deformaciones planas, se tiene que el desplazamiento u puede escribirse

en coordenadas cartesianas como:

u =

(
∂ϕ

∂x
+
∂ψ

∂z
, 0,

∂ϕ

∂z
−
∂ψ

∂x

)
(2.46)

donde el potencial vector está dado por: ψ = (0,−ψ, 0). Las ecs. (2.44)

y (2.45) se reducen, bajo esta aproximación, a las dos ecuaciones escalares:

∇2ϕ−
1
c2
L

∂2ϕ

∂t2
= 0

∇2ψ−
1
c2
T

∂2ψ

∂t2
= 0

(2.47)

Para hallar las ondas de Rayleigh que se propagan confinadas a lo largo de
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la superficie, se proponen como soluciones ondas armónicas en las variables

x y t de la forma:

ϕ(x, z, t) = A(z)eı(ωt−kx)

ψ(x, z, t) = B(z)eı(ωt−kx)
(2.48)

donde ı es la unidad imaginaria, ω es la frecuencia angular de la onda, k =

ω/cR es el número de onda y cR es la velocidad de propagación de la onda

en la superficie libre. Reemplazando la ecuación (2.48) en la ecuación (2.47)

se obtiene el siguiente sistema para las amplitudes A(z) y B(z):

∂2A

∂z2
− (k2 −ω2/c2

L)
︸ ︷︷ ︸

q2
L

A(z) = 0

∂2B

∂z2
− (k2 −ω2/c2

T )
︸ ︷︷ ︸

q2
T

B(z) = 0
(2.49)

cuya solución es una combinación de exponenciales reales sí y sólo si cR < cT ,

o equivalentemente, si el cuadrado de los factores de atenuación es un núme-

ro real positivo: q2
L > 0 y q2

T > 0. En ese caso:

A(z) = ae−qLz + ãeqLz

︸ ︷︷ ︸

ã=0

B(z) = be−qTz + b̃eqTz

︸ ︷︷ ︸

b̃=0

(2.50)

donde las constantes ã y b̃ deben ser nulas ya que, por conservación de la

energía, una onda cuya amplitud crece indefinidamente no es una solución

física. Por lo tanto, la ecuación (2.48) se reescribe como:

ϕ(x, z, t) = ae−qLz+ı(ωt−kx)

ψ(x, z, t) = be−qTz+ı(ωt−kx)
(2.51)
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Aplicando las condiciones de contorno de la interfaz libre (2.42), se obtie-

ne un sistema de ecuaciones lineales para las amplitudes a y b dado por:


c

2
Lq

2
L − (c2

L − 2c2
T )k

2 −2ıkc2
T

2ıkqL k2 + q2
T




a

b


 = 0 (2.52)

Bajo la condición de determinante nulo, de manera que exista solución

no trivial para el sistema, se encuentra que la solución de ondas confinadas a

propagarse en la superficie del material es posible, si se cumple la siguiente

ecuación, denominada ecuación secular de Rayleigh:

(
2 − c2

R/c
2
T

)2
= 4

√
1 − c2

R/c
2
L

√
1 − c2

R/c
2
T (2.53)

donde la velocidad de las ondas de Rayleigh cR resulta independiente de la

frecuenciaω y su valor queda determinado a partir de las constantes elásticas

del medio, por lo que cR resulta una constante del material. Vale la pena

recordar que a partir de la ecuación (2.49) debe valer que cR < cT < cL.

Si bien la ecuación (2.53) puede resolverse numéricamente, varios au-

tores han encontrado ecuaciones explícitas para la velocidad de las ondas

de Rayleigh. Primeramente, Rahman y Barber [34] han encontrado una ex-

presión válida para un rango limitado de valores del parámetro γ = c2
T/c

2
L.

Luego, Nkemzi [35] demostró la existencia y unicidad de la solución para

todo medio elástico y, mediante la aplicación de teoría de variable comple-

ja, halló una fórmula integral para la velocidad de Rayleigh en función de

γ, para todo rango. Finalmente, Vinh y Ogden [36] derivaron una fórmula

explícita, para todo rango de γ, a partir de la teoría de ecuaciones cúbicas,

cuyo cómputo resulta menos complejo que en el caso de la fórmula derivada

por Nkemzi [35]. La fórmula a la que arribaron se presenta a continuación:

c2
R = 4c2

T (1 − γ)

(
2 −

4
3
γ+

3

√
R+

√
D+

3

√
R−

√
D

)−1

(2.54)

donde se definen los parámetros adimensionales R y D como:
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R = 2(27 − 90γ+ 99γ2 − 32γ3)/27

D = 4(1 − γ2)(11 − 62γ+ 107γ2 − 64γ3)/27
(2.55)

A partir de las ecs. (2.46), (2.50) y (2.53) pueden obtenerse las compo-

nentes de los desplazamientos, dadas por:

ux = ak [e−qLz − ζe−qTz] sen (ωt− kx)

uz = ak

√
1 − c2

R/c
2
L

[
−e−qLz +

1
ζ
e−qTz

]
cos (ωt− kx)

(2.56)

donde ζ = 1
2(2 − c2

R/c
2
T ).

Cabe destacar que, a partir de la expresión (2.46) del desplazamiento en

términos de los potenciales de Helmholtz, la onda de Rayleigh (R) puede

interpretarse como la superposición de dos componentes, una longitudinal y

otra transversal. Ambas se propagan por la superficie a la misma velocidad

cR, pero tienen diferentes atenuaciones en la dirección ẑ.

Con respecto a los desplazamientos, en la ecuación (2.56) puede obser-

varse que existe un desfasaje de 90o entre el movimiento vertical y horizontal

de las partículas del material. Además, analizando las amplitudes de cada

componente, puede encontrarse que la amplitud vertical resulta mayor a la

horizontal y que un punto sobre la superficie se mueve en el sentido opuesto

al de propagación de la onda, cuando se encuentra en su desplazamiento

vertical máximo. Con todas estas consideraciones, se puede concluir que las

partículas realizan un movimiento elíptico y, de acuerdo al caso ejemplificado

en la Figura 2.4, antihorario.

Se mostró en la ecuación (2.51) que para el caso de ondas planas no

existe atenuación en la dirección de propagación de las ondas, pero sí en la

dirección normal a la superficie libre. Los factores de atenuación exponen-

ciales qL y qT , a diferencia de la velocidad de Rayleigh cR, sí dependen de

la frecuencia ω, por lo que las ondas de alta frecuencia se atenuarán más

rápidamente en profundidad que las de baja frecuencia.

Lamb, en su trabajo de 1904 [37], fue el primero en encontrar expresiones

analíticas para el caso de ondas generadas a partir de fuentes puntuales y

lineales en la superficie de un medio elástico semi-infinito. Las soluciones

completas para los desplazamientos en la superficie pueden observarse tanto
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interfaz libre

λ, µ

dirección de
propagación

Figura 2.4. Esquema del movimiento de las partículas en una onda de Rayleigh.

en el trabajo de Lamb, como en los libros de Eringen y Suhubi [38] y Kasuel

[39]. En particular, en [38], se realiza un desarrollo detallado para el caso

de una fuente lineal impulsiva, normal a la superficie (es decir, σ · n̂ ̸= 0).

En éste se puede ver que a un punto sobre la superficie, alejado de la fuente,

llega inicialmente una onda P, seguida de un frente de ondas transversales

limitado por los frentes de las ondas S y P, y por último, arriba la onda de

Rayleigh cuya velocidad cumple con la ecuación (2.53) (ver la Figura 2.5).

interfaz libre

ẑ

x̂

onda P

onda S

cLt
cTt

onda R

Figura 2.5. Diagrama de ondas elásticas en un medio semi-infinito, para una fuente

lineal en ŷ.

34



2.6 Ondas elásticas en medios continuos

Otro resultado importante que se encuentra examinando las soluciones

es que en campo lejano, debido a la atenuación de las ondas P y S (que de-

caen como ∼ r−1), la onda dominante es la de Rayleigh. Eringen y Suhubi

muestran que la forma de la onda de Rayleigh en campo lejano resulta inde-

pendiente del tiempo, evidenciando el carácter no dispersivo de estas ondas

superficiales.

Debido a esa característica poco dispersiva, es que las ondas de Rayleigh

son extremadamente útiles para detectar fallas o defectos superficiales en ma-

teriales [40, 41], resultando más eficaces que las ondas S o P. La desventaja

de estas ondas es que no permiten examinar fallas en volumen, ya que se

propagan sólo en la superficie del material, sin penetrar en el interior. Entre

otras aplicaciones, estas ondas superficiales se han utilizado para caracterizar

constantes elásticas de materiales [42, 43], ya que, como puede verse en la

ecuación (2.53), la velocidad de estas ondas es una constante del material y

depende del valor que toman estos parámetros elásticos. Recientemente, Mir-

zade [44] ha analizado la posibilidad de utilizar las ondas de Rayleigh para

detectar defectos a nivel atómico en los materiales, a partir de la diferencia

que éstos provocan en los esfuerzos superficiales del material, respecto de los

que se obtienen empleando la teoría macroscópica del medio continuo donde

no se contemplan.

2.6.2 Ondas de Lamb

Si en lugar de un medio semi-infinito se considera ahora el caso de una

placa plana infinita, es decir un medio elástico lineal infinito con dos super-

ficies libres paralelas, se tiene que al propagarse las ondas desde la fuente,

existen conversiones entre las ondas P y S en cada una de las interfaces. La

superposición de estas ondas produce modos de ondas guiadas, debido al

acoplamiento de los efectos de las interfaces, que se denominan ondas de

Lamb. Si el espesor de la placa es lo suficientemente grande, comparado con

la longitud de onda λR de las ondas de Rayleigh, las interfaces estarán desaco-

pladas y aparecerán ondas de Rayleigh en cada una de las interfaces, con las

características que se han analizado en la sección 2.6.1. Si bien se ha mostra-

do que las ondas superficiales se atenúan exponencialmente, a medida que el

espesor de la placa es menor, llega un momento en que las superficies están

lo suficientemente cerca como para que las ondas superficiales no lleguen a
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extinguirse en el interior de la placa y, por lo tanto, queden acopladas ambas

condiciones de contorno.

Varios autores han tratado la solución exacta de este problema median-

te diversos acercamientos. En este trabajo se empleará el acercamiento de

los libros de Achenbach [45] y Rose [46], que utilizan la descomposición

de Helmholtz de los desplazamientos, y que es un procedimiento análogo al

empleado en la sección previa para el caso de las ondas de Rayleigh. Como

se muestra al comienzo de la sección 2.6, la descomposición de Helmholtz

desacopla las ondas transversales y longitudinales sólo en el caso de materia-

les isótropos. Para poder tratar el caso de materiales anisótropos se utilizan

otros acercamientos, como por ejemplo el empleado por Auld [47] basado en

la técnica de superposición de ondas parciales.

2.6.2.1 Propagación de ondas en una placa plana

En esta sección se presenta la solución del problema de Navier en una

placa plana infinita de espesor 2h que puede modelarse como un medio elás-

tico lineal e isótropo con interfaces libres. En la Figura 2.6 se presenta un

esquema del sistema enunciado.

interfaz libre

ẑ

x̂

h

h

interfaz libre
λ, µ

Figura 2.6. Esquema de la placa plana infinita de espesor 2h.
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Utilizando el mismo formalismo que en la sección 2.6.1.1 para el caso

del medio semi-infinito, se emplea la descomposición de Helmholtz (2.43)

en la aproximación de deformaciones planas, donde los desplazamientos en

componentes cartesianas están dados por la ecuación (2.46) y la ecuación

de movimiento se expresa mediante la ecuación (2.47) de ondas para los

potenciales.

Para hallar las ondas de Lamb, se proponen nuevamente como soluciones

para los potenciales, ondas armónicas que se propagan en la dirección x̂ y

estacionarias en la dirección ẑ, dadas por la ecuación (2.48). Con ellas, se

obtiene el sistema:

∂2A

∂z2
− (k2 −ω2/c2

L)
︸ ︷︷ ︸

q2
L

A(z) = 0

∂2B

∂z2
− (k2 −ω2/c2

T )
︸ ︷︷ ︸

q2
T

B(z) = 0
(2.57)

que resulta, en principio, análogo al caso de la ecuación (2.49) de las ondas

de Rayleigh. Sin embargo, en el caso de las ondas de Lamb, ya no se mantiene

la hipótesis q2
L y q2

T > 0, dado que se buscan soluciones que no se extingan en

el interior de la placa. De esta manera, se asume que qL = ıpL y qT = ıpT re-

sultan puramente imaginarios y, entonces, las soluciones de la ecuación (2.57)

pueden escribirse como superposición de funciones armónicas de la siguiente

manera:

A(z) = a1 sen (pLz) + a2 cos (pLz)

B(z) = b1 sen (pTz) + b2 cos (pTz)
(2.58)

Ahora, dado que las soluciones tienen una dependencia de senos y cose-

nos en la variable z, se puede observar que los términos tienen una simetría

definida respecto del plano, con z = 0, que pasa por el centro de la placa. Es

decir, los términos que poseen un seno serán impares, y los cosenos, pares. Es-

to permite describir la solución como la superposición de un modo simétrico

(S) y otro antisimétrico (A). En la Figura 2.7 se puede observar un esquema

de los modos S y A mencionados.
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2 Teoría del problema termoelástico

a) Modo Simétrico (S)

b) Modo Antisimétrico (A)

Figura 2.7. Esquema de los modos de Lamb S y A en la placa.

Claramente, se puede ver que el modo simétrico está formado por las com-

ponentes pares de ux e impares de uz, respecto de la variable z, mientras que

en el modo antisimétrico sucede lo contrario. Realizando el análisis análogo

para los esfuerzos, es posible definir los modos S y A utilizando las ecs. (2.43),

(2.48) y (2.58). A continuación se expresan los desplazamientos y esfuerzos

de cada modo, manteniendo implícita su dependencia armónica eı(ωt−kx) en

las variables x y t:

Modo Simétrico (S):

uS
x = ıka2 cos (pLz) + pTb1 cos (pTz)

uS
z = −pTa2 sen (pLz) − ıkb1 sen (pTz)

σSxz = 2ıµkpLa2 sen (pLz) + µ(k
2 − p2

T )b1 sen (pTz)

σSzz = −[(λ+ 2µ)p2
L + λk2]a2 cos (pLz) + 2ıµkpTb1 cos (pTz)

(2.59)
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Modo Antisimétrico (A):

uA
x = ıka1 sen (pLz) − pTb2 sen (pTz)

uA
z = −pLa1 cos (pLz) − ıkb2 cos (pTz)

σAxz = −2ıµkpLa1 cos (pLz) + µ(k
2 − p2

T )b2 cos (pTz)

σAzz = −[(λ+ 2µ)p2
L + λk2]a1 sen (pLz) − 2ıµkpTb2 sen (pTz)

(2.60)

Las condiciones de contorno, dadas por la ecuación (2.42), aplicadas al

caso de la placa plana:

σzx

∣∣∣
z=±h

= 0 ⇒ (σS
zx + σ

A
zx)
∣∣∣
z=±h

= 0 (2.61)

σzz

∣∣∣
z=±h

= 0 ⇒ (σS
zz + σ

A
zz)
∣∣∣
z=±h

= 0 (2.62)

pueden reescribirse, empleando la simetría de los σS,A
ij y realizando combina-

ciones de las ecs. (2.61) y (2.62), como:

σSzx

∣∣∣
z=h

= 0, σSzz

∣∣∣
z=h

= 0 (2.63)

σAzx

∣∣∣
z=h

= 0, σAzz

∣∣∣
z=h

= 0 (2.64)

Reemplazando las ecs. (2.59) y (2.60) en las ecs. (2.63) y (2.64), se ob-

tiene un sistema de dos ecuaciones lineales para cada modo, en función de

las amplitudes a2 y b1 para el modo simétrico, y de a1 y b2 para el modo

antisimétrico:


2ıµkpL sen (pLz) µ(k2 − p2

T ) sen (pTz)

−[(λ+ 2µ)p2
L + λk2] cos (pLz) 2ıµkpT cos (pTz)




a2

b1


 = 0 (2.65)


2ıµkpL cos (pLz) µ(k2 − p2

T ) cos (pTz)

−[(λ+ 2µ)p2
L + λk2] sen (pLz) −2ıµkpT sen (pTz)




a1

b2


 = 0 (2.66)
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2 Teoría del problema termoelástico

Finalmente, bajo la condición de determinante nulo, para la existencia de

solución no trivial, se obtienen las siguientes relaciones de dispersión para

cada modo:

tan (pTh)

tan (pLh)
= −

4k2pLpT

(p2
T − k2)2

, para S (2.67)

tan (pTh)

tan (pLh)
= −

(p2
T − k2)2

4k2pLpT
, para A (2.68)

donde se recuerda que pL = ω2/c2
L − k2 y pT = ω2/c2

T − k2. Las ecs. (2.67)

y (2.68) se conocen como las ecuaciones de Rayleigh-Lamb y caracterizan las

soluciones de onda en una placa plana. Dado que no poseen una solución

analítica, estas ecuaciones deben resolverse numéricamente. Al hacerlo, se

encuentra que existen infinitos modos S y A que las satisfacen. Se puede notar

que, a diferencia del caso de las ondas de Rayleigh, donde se obtuvo una re-

lación de dispersión lineal k = ω/cR, con cR independiente de la frecuencia;

en este caso, las relaciones de dispersión resultan no lineales, por lo que las

ondas de Lamb serán dispersivas. En las Figuras 2.8 y 2.9 se presentan las

relaciones de dispersión, calculadas para una placa de aluminio, en términos

de la velocidad de fase cf y de grupo cg respectivamente, en función del

producto dado por la frecuencia angular ω y el espesor de la placa 2h. La

velocidad de fase cf de cada modo propagante está dada por cf = ω/k y su

velocidad de grupo, por cg = dω
dk

.

Al resolver las ecuaciones de Rayleigh-Lamb, se pueden encontrar solucio-

nes con números de onda k tanto reales como también complejos. De acuerdo

a las soluciones propuestas en las ecuación (2.48) de ondas armónicas en

la variable x, los valores complejos de k darán lugar a ondas que decaen

exponencialmente al propagarse en la dirección x̂, usualmente denominadas

ondas evanescentes. Entonces, las únicas soluciones que dan lugar a modos

propagantes, son las que se obtienen a partir de números de onda k reales.

En la Figura 2.8 se observa que los modos A0 y S0 no poseen una fre-

cuencia de corte. Éstos son los únicos modos presentes a bajas frecuencias.

A medida que se aumenta la frecuencia, existe la posibilidad de excitar cada

vez más modos de oscilación de la placa. También se puede ver que para

los modos A0 y S0, en el límite de altas frecuencias, sus velocidades conver-
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A0

S0

c
f
/
c
T

6

5

4

3

2

1

ω2h/cT
0 1.5 3 4.5 6

cR

frecuencias de corte

A1 S2S1 A2

Figura 2.8. Velocidad de fase para algunos modos de Lamb en una placa de aluminio.

Ambos ejes están normalizados por la velocidad de las ondas transversales cT .

gen a la velocidad de las ondas de Rayleigh cR. Esto sucede debido a que

en el límite en que la longitud de onda λL de las ondas de Lamb es mucho

menor que el espesor de la placa, es decir λL = 2π/k≫ 2h, las ecuaciones

de Rayleigh-Lamb tienden a la ecuación (2.53). En otras palabras, las ondas

de Lamb convergen a las de Rayleigh en el límite de una placa con espesor

suficientemente grande.

Se ha mostrado que las ondas de Lamb, son superposición de modos S y

A que consisten de movimientos colectivos en todo el espesor de la placa. En

otras palabras, son ondas guiadas que se propagan por todo el material. Esta

característica, a diferencia de las ondas de Rayleigh, que están confinadas

a propagarse sólo en la superficie, permite que sea posible emplearlas en
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c
g
/
c
T

2.0

1.50

1.0

0.50

ω2h/cT
0 1.5 3 4.5 6

A1

S1

A0

S0

Figura 2.9. Velocidad de grupo para algunos modos de Lamb en una placa de alu-

minio. Ambos ejes están normalizados por la velocidad de las ondas transversales

cT .

ensayos no destructivos para recoger información tanto de las superficies

como del interior de la muestra. Por esta razón resultan muy útiles a la hora

de detectar fallas, poros o defectos tanto en la superficie [48], como en el

caso de defectos internos [49, 50].
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Capítulo 3
Resolución numérica del
problema termoelástico

El problema termoelástico, al igual que muchos otros problemas de la físi-

ca, es uno de los tantos que necesitan métodos numéricos para su resolución

en condiciones arbitrarias. Existe una cantidad muy limitada de problemas

termoelásticos que poseen una solución analítica, por lo que su resolución en

condiciones generales requiere el empleo de estos métodos. En este capítulo

se exponen las técnicas y esquemas numéricos empleados en la resolución

del sistema dado por la ecuación de Navier (2.40) y la ecuación del calor

(2.14). A través de la resolución numérica de este sistema es posible simular

la respuesta termoelástica de un material, frente a la excitación de un pulso

láser de distribución temporal y espacial arbitrarias.

A continuación, en la sección 3.1 se presentan algunas consideraciones ge-

nerales a tener en cuenta para la resolución del problema termoelástico y se

introducen los esquemas numéricos, espaciales y temporales, que se emplean

en su resolución. Luego, en la sección 3.2 se presenta el método numérico im-

plementado para resolver la ecuación de Navier, junto con la descripción de

las condiciones de contorno utilizadas en los bordes. Además, se presenta la

validación del método propuesto, a partir del análisis de su estabilidad y con-

vergencia y se detalla la modelización de los defectos en el modelo numérico.
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3 Resolución numérica del problema termoelástico

Finalmente, en la sección 3.3 se desarrolla el método numérico utilizado para

la resolución de la ecuación del calor, cuya solución se utiliza como fuente en

la ecuación de Navier. En esta sección también se presentan las condiciones

de contorno aplicadas en los bordes y se realiza la correspondiente validación

del método numérico.

El código fuente en C++ del algoritmo desarrollado durante este trabajo

para la simulación de ultrasonido láser bajo la aproximación de deformacio-

nes planas (SULDEP) se encuentra disponible en un repositorio1 de acceso

libre, publicado bajo licencia GPL.

3.1 Consideraciones generales

El problema termoelástico está descripto en base a las ecs. (2.14) y (2.40),

que son ecuaciones diferenciales en derivadas parciales (EDPs, por sus siglas

en inglés) lineales. Explotando la simetría geométrica de una placa plana y

para disponer de menor costo computacional, se decidió resolver el modelo

termoelástico en la aproximación de deformaciones planas, introducido en la

sección 2.6.1.1.

Como se mencionó en la sección 2.5, el sistema de ecuaciones está par-

cialmente desacoplado, por lo que es posible hallar la evolución del campo

de temperaturas y luego utilizarlo como fuente en la ecuación (2.40) de

Navier. La aproximación de deformaciones infinitesimales que linealiza la

ecuación (2.40) de Navier, permite, a partir de la ecuación (2.25) de continui-

dad, considerar que la densidad ρ del material es constante durante toda la

evolución del sistema. También se considera que las constantes elásticas y tér-

micas del material no varían apreciablemente en los rangos de temperatura

involucrados, por lo que se utilizan valores de tabla tomados a la temperatura

de referencia To = 300K.

El caso más general de una ecuación lineal en derivadas parciales de se-

gundo orden en dos variables, con solución f(α,β), puede escribirse como

[51]:

L(f) = A∂ααf+ B∂αβf+ C∂ββf− F(α,β, f,∂αf,∂βf) = 0 (3.1)

1 ❤tt♣s✿✴✴❜✐t❜✉❝❦❡t✳♦r❣✴❧❛s❡r❴✉❧tr❛s♦♥✐❝s✴s✉❧❞❡♣
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3.1 Consideraciones generales

donde L es el operador diferencial que representa la EDP y los coeficientes

A,B,C son funciones de las variables independientes α y β. Los símbolos ∂α y

∂αα indican derivadas parciales de primer y segundo orden, respectivamente.

El comportamiento de la solución f(α,β) varía de acuerdo al valor que toma

el discriminante de la ecuación ecuación (3.1), dado por ∆ = B2−4AC. En la

Tabla 3.1 se presenta la clasificación de las EDP en distintos tipos, de acuerdo

al valor local de ∆.

∆ Tipo de EDP Ejemplo

< 0 Elíptica Ec. de Laplace: ∂xxf+ ∂yyf = 0

= 0 Parabólica Ec. de difusión: ∂tf − ∂xxf = 0

> 0 Hiperbólica Ec. de onda: ∂ttf− ∂xxf = 0

Tabla 3.1. Clasificación de EDP de acuerdo al valor del discriminante ∆.

De acuerdo a la Tabla 3.1, la ecuación (2.14) de difusión del calor es una

ecuación parabólica y la ecuación (2.40) de Navier es de tipo hiperbólica.

Para la resolución numérica de EDPs, se debe aproximar cada derivada

parcial, a través de un esquema numérico que permita realizar el cómputo de

dicha derivada. Existen diversos métodos que permiten tratar la aproximación

de derivadas espaciales y temporales, dando origen a esquemas numéricos

para la resolución de EDPs. En general, estos esquemas numéricos permiten

transformar la formulación original de EDPs, en un sistema de ecuaciones

algebraicas que puede resolverse computacionalmente. Cada método posee

ventajas y desventajas frente a un problema dado, que dependen principal-

mente del tipo de EDPs y de la naturaleza de las condiciones de contorno del

problema.

3.1.1 Esquemas espaciales

En las secciones que siguen a continuación se introducen brevemente los

métodos utilizados en este trabajo en la aproximación de derivadas espaciales

en las EDPs. Para mayor claridad, se introducen los métodos en su versión

unidimensional, siendo análoga su extensión al caso de más dimensiones.

Los métodos que se presentan son: elementos finitos, pseudoespectrales y

diferencias finitas. Mientras que los métodos de elementos finitos se ajustan

particularmente bien para resolver problemas con geometrías muy complejas,
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los métodos pseudoespectrales son capaces de proveer mayor exactitud nu-

mérica, con bajo costo computacional, en geometrías simples. Los métodos

de diferencias finitas se utilizan exitosamente en un rango intermedio de

complejidad de dominios y de precisión numérica.

A través de estos métodos es posible reemplazar los operadores diferencia-

les espaciales por expresiones algebraicas que los aproximan con un margen

de incerteza, obteniendo un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias

(EDOs) en el tiempo.

3.1.1.1 Método de diferencias finitas

Los métodos de diferencias finitas (MDF) son métodos que surgen de la

discretización, tanto del dominio de la EDP como del operador de diferencia-

ción. Los MDF consisten en el cómputo de aproximaciones de la solución en

el conjunto de puntos que forman el dominio espacial discretizado de la EDP,

usualmente denominado grilla. Una buena revisión de los métodos de dife-

rencias finitas puede encontrarse en [52]. La discretización de las derivadas

parciales en los MDF se realiza a partir de la aproximación basada en una

expansión en serie de la solución, por ejemplo, en serie de Taylor. El error

cometido en la aproximación del operador diferencial se denomina error de

truncamiento y está relacionado con la cantidad finita de términos de la serie

empleados en la aproximación. Se pueden generar esquemas de diferencias

finitas de distintos órdenes de aproximación, de acuerdo a la cantidad de tér-

minos de la expansión en serie empleados. A mayor orden de aproximación

del operador diferencial, mayor es la cantidad de puntos del dominio que in-

tervienen en su cómputo, disminuyendo en general, el error de truncamiento

a expensas del aumento del costo computacional de la operación.

De [53, 54] se puede deducir la fórmula general para un esquema de

diferencias finitas en una dimensión, basado en la expansión de Taylor, de la

r-ésima derivada a (por lo menos) orden m de aproximación, en el punto xj
de la grilla, obteniendo:

(
∂rf

∂xr

)
(xj) ≈

j+p
∑

i=j−q

dif(xi) (3.2)
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donde m ⩾ p + q + 1 − r, con m,p,q, r ∈ N0 y los coeficientes di deben

satisfacer las p+ q+ 1 ecuaciones:

j+p
∑

i=j−q

(xi − xj)
kdi = k! δkr, ∀ k ∈ N0 | 0 ⩽ k ⩽ p+ q (3.3)

Con la ecuación (3.2) se pueden aproximar las derivadas a cualquier or-

den en el punto xj, como combinación lineal del valor que toma la solución

discretizada en xj y en los puntos vecinos que van desde xj−q hasta xj+p. En

general, si p > q, los esquemas que se obtienen se denominan adelantados,

ya que utilizan más puntos indexados posteriormente al índice j, que anterio-

res. Si en cambio, p < q, se denominan atrasados. El caso en que p = q se

denomina esquema centrado.

Una vez reemplazadas las derivadas espaciales en las ecuaciones diferen-

ciales, al estar discretizadas, se transforman en un sistema semi-discretizado

de EDOs. Es decir, se obtiene un sistema discreto en el espacio y continuo en

el tiempo.

3.1.1.2 Métodos pseudo-espectrales

En la sección 3.1.1.1 se mostró que los MDF aproximan las derivadas de

una función en un punto de la grilla, empleando el valor que ésta toma en

un entorno cercano y finito de puntos. Estos métodos resultan exactos para

polinomios de bajo orden, dado que la derivada es una propiedad local de la

función. En general, los MDF son más precisos cuanto mayor sea el entorno

de puntos que participan en la aproximación, aumentando al mismo tiempo,

el costo computacional del método. En cambio, los métodos espectrales, son

métodos globales, es decir, en estos métodos, la derivada de la solución de-

pende del valor que ésta toma en todo el dominio. De manera análoga al caso

de los MDF, los métodos espectrales se basan en expandir la solución en una

base de funciones suaves [55]:

f(x) ≈ fN(x) =
N∑

k=1

akϕk(x) (3.4)
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donde los ϕk(x) pueden ser por ejemplo funciones trigonométricas. La deri-

vada de la solución puede escribirse entonces, en términos de las derivadas

exactas de las funciones de la base, como:

∂f

∂x
(x) ≈ ∂fN

∂x
(x) =

N∑

k=0

ak

∂ϕk

∂x
(x) =

N∑

k=0

bkϕk(x) (3.5)

donde se observa el carácter global mencionado, al notar que el valor de la

derivada para una posición dada, está determinado por los coeficientes de

todas las funciones de la base.

La elección de funciones de la base está directamente relacionada con

el tipo de condiciones de contorno que posee el problema. En general, la

solución de los problemas periódicos es naturalmente representable median-

te funciones trigonométricas; mientras que en problemas no periódicos, se

suelen emplear polinomios de Chebyshev o Legendre.

Para determinar los coeficientes ak de la expansión existen múltiples téc-

nicas que dan origen a diversos métodos, como el Galerkin [56], el método

espectral Tau [56] y el método pseudoespectral o de colocación [55]. En este

trabajo se emplea el método pseudoespectral (MPE), con funciones trigono-

métricas como base de funciones. En este caso, los ak se eligen de manera

que se cumpla exactamente la ecuación (3.1) en el dominio discretizado de

la EDP, dado por el conjunto discreto de puntos {xj}, es decir:

L(fN)
∣∣∣
x=xj

= 0 (3.6)

Puede mostrarse que, para funciones analíticas, los errores en éste méto-

do decaen exponencialmente al aumentar N, en lugar de polinomialmente,

como en el caso de los MDFs. Otra ventaja de este método es que permite

la utilización de grillas menos finas, disminuyendo el costo computacional

y la memoria utilizada por el algoritmo. Las principales desventajas de este

método son la dificultad de la implementación de algunas condiciones de

contorno, el tratamiento de dominios irregulares y el empleo de resolución

variable en distintas partes del dominio.

Una vez hallados los ak, es posible pasar de la representación espectral

48



3.1 Consideraciones generales

a la real a través de la transformada discreta de Fourier. Esto puede reali-

zarse mediante la utilización del algoritmo FFTW2 [58] con muy bajo costo

computacional.

A partir de la ecuación (3.5) se puede observar que las derivadas espa-

ciales se transforman en operaciones algebraicas, con lo que la EDP original,

luego de aplicar este método, es llevada a una EDO en función del tiempo.

3.1.1.3 Método de elementos finitos

Una presentación completa de los métodos de elementos finitos (MEF) y

de sus aplicaciones pueden verse en los libros de Liu y Quek [59] y de Larson

y Bengzon [60]. Los MEFs identifican a un amplio espectro de técnicas que

comparten características comunes. En la sección 3.1.1.1 se ha mostrado que

en los MDF, el dominio se discretiza en un conjunto de puntos. En los MEF, en

cambio, se divide el dominio en subdominios que usualmente se denominan

elementos finitos y que se identifican a partir de los puntos que conforman

sus vértices, denominados nodos. La ecuación del problema original es apli-

cada a cada uno de los elementos. Para ello, la solución aproximada f(e)N se

representa de manera continua dentro cada elemento finito e, mediante una

interpolación polinomial3, en función del valor que toma la solución en los

nodos de ese elemento.

La solución total fN surge de la superposición de las soluciones de ca-

da elemento f(e)N . A partir de esta representación aplicando, por ejemplo, el

método de Galerkin de residuos pesados [61], se puede formular el proble-

ma como un sistema de EDOs, para cada nodo de los elementos finitos del

dominio, de la siguiente manera:

Mf̈N +CḟN +KfN = F (3.7)

donde M se denomina matriz de masas, C es la matriz de amortiguamiento

y K, la matriz de rigidez. Los elementos de estas matrices se pueden calcular

2 FFTW es una implementación optimizada del algoritmo FFT desarrollado por Cooley y

Tukey en 1965 [57].
3 En general el orden del polinomio utilizado en la expansión es bajo, para limitar el

costo computacional del método. La mayoría de los métodos emplean polinomios lineales o

cuadráticos.
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3 Resolución numérica del problema termoelástico

en términos de constantes del problema y de la expansión polinomial en cada

elemento. fN es el vector que contiene el valor de la solución aproximada

para cada nodo y F es el vector que tiene en cuenta las interacciones externas

aplicadas sobre cada nodo.

La ecuación (3.7) es la expresión más general que puede obtenerse para

un sistema de segundo orden. Las matrices M,C y K son siempre ralas, si-

métricas y definidas positivas. Esto permite el ahorro de cómputo y memoria

a la hora de resolver el sistema algebraico.

De acuerdo al tipo de EDP, es posible que alguna de las matrices sea nula,

por ejemplo, para la ecuación (2.14) de difusión del calor, M = 0, y para

la ecuación (2.40) de Navier, C = 0. El MEF resulta extremadamente útil a

la hora de resolver problemas estáticos, dado que se reformula el problema

como el sistema lineal KfN = F. En ese caso, la solución puede obtenerse

directamente mediante la inversión numérica de la matriz rala K. En el caso

de problemas dinámicos, en cambio, es necesario resolver un sistema de ecua-

ciones diferenciales ordinarias (EDOs) en el tiempo, para un sistema que en

general es muy grande. En estos casos, usualmente, se aproxima la matriz de

masas, por una matriz diagonal, permitiendo desacoplar el problema. En el

caso de los MDF, si bien también se arriba a un sistema de EDOs, la evolución

de cada nodo, por construcción, resulta desacoplada.

El MEF suele ser muy útil para la resolución numérica de EDPs en domi-

nios geométricamente complejos, ya que permite una formulación simple del

problema discretizado, que resulta independiente de la complejidad geomé-

trica del dominio. Las características del mallado, quedan representadas en

la cantidad total de nodos y en el cálculo de los elementos de las matrices

M,C y K. En el caso de los MDF, como se ve a partir de las ecs. (3.2) y (3.3),

si bien admiten discretizaciones irregulares, la representación de los opera-

dores diferenciales, a través de los coeficientes di, depende fuertemente del

espaciamiento entre los nodos del dominio. A pesar de las diferencias apa-

rentes, los MEF están muy relacionados con los MDF. Los MEF pueden verse

como un modo conveniente de generar y administrar esquemas complejos de

diferencias finitas.

Algunos aspectos a tener en cuenta a la hora de utilizar MEFs para resol-

ver EDPs, consisten en que los MEFs proporcionan una solución aproximada

cuyo margen de error en general es desconocido. Si bien algunos tipos de
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problemas permiten acotar el error de la solución, debido a los diversos tipos

de aproximaciones que emplea el método, los problemas no lineales o depen-

dientes del tiempo, en general, no permiten acotarlo. Otro aspecto crucial

en los MEFs es que requieren el ajuste de detalles de la geometría, existien-

do frecuentemente problemas de mal condicionamiento de las mallas (por

ejemplo en esquinas o vértices que deben redondearse o suavizarse), desigual

grado de convergencia de la solución aproximada hacia la solución exacta en

el dominio espacial, etc.

3.1.2 Esquemas temporales

Al reemplazar las derivadas espaciales de la EDP mediante cualquiera de

los esquemas espaciales presentados en la sección 3.1.1 se obtiene un sistema

de EDOs. Para resolverlo, es necesario realizar la integración temporal del

sistema teniendo en cuenta las condiciones iniciales. Combinando un método

de integración temporal con un esquema espacial, se pueden obtener distintos

métodos numéricos para la resolución de EDPs.

En general, una EDO de primer orden puede escribirse como:

∂f

∂t
(t) = g(f, t) (3.8)

Realizando una discretización de la variable temporal t de la forma:

tn = t1 + (n− 1)∆t, donde t1 es el tiempo inicial, y empleando la notación

fn = f(tn) y gn = g(fn, tn); los esquemas de integración temporal pueden

escribirse, de manera general, como [52]:

fn+1 − fn−m

(m+ 1)∆t
= bgn+1 +

l∑

i=0

an−ig
n−i (3.9)

Los esquemas con b = 0 se denominan explícitos, ya que permiten despe-

jar el valor de la solución en el tiempo fn+1, en función de tiempos anteriores.

Los esquemas con b ̸= 0 se denominan implícitos. En general, los esquemas

implícitos suelen ser más costosos computacionalmente, tanto por la canti-

dad de operaciones que es necesario realizar para aplicarlos, como por la

memoria que utilizan. Si g(f, t) es lineal, los métodos implícitos dan lugar a
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sistemas lineales de ecuaciones algebraicas, que pueden resolverse hallando

la inversa de la matriz del sistema. En cambio, si g(f, t) es no lineal, pueden

aplicarse métodos iterativos o multipaso, que en diversas etapas, mediante

la aplicación de métodos explícitos, logran una mejor aproximación del valor

de gn+1.

Para el caso de una EDO de segundo orden, es posible reescribirla como

un sistema de dos EDOs de primer orden, aplicando el esquema numérico

a cada una de ellas, o también se pueden obtener esquemas numéricos de

mayor orden a partir de los esquemas de primer orden.

3.1.2.1 Método de Euler explícito

El método de Euler explícito es el esquema más simple de integración

temporal y se obtiene a partir de la ecuación (3.9) empleando b = 0, m = 0,

l = 0, an = 1:

fn+1 = fn + ∆tgn (3.10)

A partir de la condición inicial f1 se puede obtener f2 mediante la ecua-

ción (3.10). Con f2 se obtiene f3 y así sucesivamente hasta el paso final de

integración temporal. El orden de aproximación de este esquema temporal

es O(∆t).

3.1.2.2 Método explícito del punto medio

El método del punto medio, es un esquema explícito que parte de tomar

b = 0, m = 1, l = 0, an = 1 en la ecuación (3.9):

fn+1 = fn−1 + 2∆tgn (3.11)

El orden de aproximación de este esquema temporal es O(∆t2). En este

caso, el cómputo de la aproximación de fn+1 depende del valor de f en dos

tiempos anteriores. Para este método se requieren o bien dos condiciones

iniciales, o bien el cálculo de una estimación para f2 a partir de f1 mediante

algún otro método.
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3.1.2.3 Método de Heun

El método de Heun es un método iterativo de dos pasos, denominados

predictivo y correctivo. Se obtiene tomando b = 1/2,m = 0, l = 0, an = 1/2

en la ecuación (3.9) y realizando un paso predictivo f̃n+1 mediante el método

de Euler explícito:

fn+1 = fn +
∆t

2
(g̃n+1 + gn), con g̃n+1 = g(f̃n+1, tn+1) (3.12)

f̃n+1 = fn + ∆tgn (3.13)

La ecuación (3.13) corresponde al paso predictivo y la ecuación (3.12),

al paso correctivo. Este método posee un orden de aproximación de O(∆t2).

Al igual que en todos los métodos multipaso, al ser un método de dos pasos,

requiere de dos evaluaciones de la función g(f, t) que define la EDO. Para el

cálculo de fn+1, sólo se requiere el valor de fn.

3.1.2.4 Método de Runge-Kutta de orden 4

El método de Runge-Kutta de orden 4 es un método iterativo de cuatro

pasos de ∆t/2. Parte de tomar b = 1 y an = 0 en la ecuación (3.9):

fn+1 = fn +
∆t

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

k1 = g(fn, tn)

k2 = g(fn + ∆t
2 k1, tn + ∆t

2 )

k3 = g(fn + ∆t
2 k2, tn + ∆t

2 )

k4 = g(fn + ∆tk3, tn + ∆t)

(3.14)

Este método posee un orden de aproximación de O(∆t4) y es uno de los

más utilizados cuando se requiere una integración temporal con muy bajo

error de truncamiento. En este caso, se requiere de cuatro evaluaciones de la

función g(f, t) por paso temporal, lo cual puede resultar muy costoso, depen-

diendo de las características de la función. Es importante notar que la función

g(f, t) contiene la aproximación algebraica de las derivadas espaciales, con lo

cual, la cantidad de operaciones a realizar en cada evaluación de la función
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para todos los nodos del dominio puede llegar a ser limitante en la ejecución

del esquema.

3.2 Ecuación del sólido termoelástico

Para la resolución de la ecuación (2.40) de Navier, se reescribió la EDP en

términos de velocidades vi y componentes del tensor de esfuerzos σij como

variables, a partir de las ecs. (2.32) y (2.39). Mediante estos reemplazos

se obtiene el siguiente sistema de EDPs de primer orden en las derivadas

temporales:

∂tvx =
1
ρ
(∂xσxx + ∂zσxz)

∂tvz =
1
ρ
(∂xσxz + ∂zσzz)

∂tσxx = (λ+ 2µ)∂xvx + λ∂zvz − αL(3λ+ 2µ)Ṫ

∂tσzz = (λ+ 2µ)∂zvz + λ∂xvx − αL(3λ+ 2µ)Ṫ

∂tσxz = µ(∂xvz + ∂zvx)

(3.15)

En la Figura 3.1 se presenta el dominio del problema numérico a resolver

para simular la respuesta termoelástica de una placa. Las dimensiones de la

placa están dadas por un largo Lx = ∆x(Nx−1) y un espesor Lz = ∆z(Nz−1).

Las condiciones de contorno en las superficies libres z = 0 y z = Lz,

escritas a partir de la ecuación (2.42) resultan:

σzz

∣∣∣
z=0,Lz

= 0 (3.16)

σxz

∣∣∣
z=0,Lz

= 0 (3.17)

Esta reescritura de la ecuación de Navier en términos de velocidades y del

tensor de esfuerzos presenta varias ventajas, en cuanto a su resolución nu-

mérica, frente al caso de la descripción en términos de desplazamientos. Por

un lado, se puede observar que las condiciones de contorno (3.16) y (3.17),

se transforman en condiciones de tipo Dirichlet en lugar de Neumann. Esto
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ẑ

x̂

∆z

∆x

i = 1 i = Nx

j = Nz

j = 1

i

j

Figura 3.1. Esquema del dominio del problema numérico.

permite introducir menos errores en la resolución numérica, ya que es posible

satisfacerlas exactamente, sin adicionar errores de truncamiento debido a la

aproximación de derivadas. Por otro lado, el sistema (3.15) resulta de primer

orden, tanto en derivadas espaciales como temporales. Las ecuaciones para

las velocidades están definidas puramente a partir de derivadas del tensor de

esfuerzos. Análogamente, las ecuaciones de las componentes del tensor de

esfuerzos se escriben puramente en términos de derivadas de velocidades y

de derivadas de la temperatura. Este desacople parcial entre las velocidades y

el tensor de esfuerzos, permite el empleo de esquemas simples de diferencias

finitas que alcanzan gran precisión numérica [62, 63, 64, 65, 66, 67]. Se

propone utilizar un esquema que consiste en definir grillas intercaladas me-

dio paso para las velocidades y los esfuerzos, tanto en el espacio, como en el

tiempo. Una de las ventajas del empleo de grillas intercaladas consiste en que

los errores de truncamiento introducidos por el esquema de diferencias finitas

son menos propensos a originar modos espurios de oscilación denominados

modos computacionales.

En la Figura 3.2 se presenta una celda unidad donde se pueden ver las

posiciones donde están definidos los nodos de cada una de las variables del

sistema (3.15). Las componentes de los esfuerzos σxx, σzz y la temperatura T
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se definen sobre los mismos nodos, las componentes vx de la velocidad están

desplazadas medio paso en la dirección x̂, las componentes vz, medio paso en

la dirección ẑ y las componentes de los esfuerzos σxz, medio paso en ambas

direcciones.

⃝i,j △i+ 1
2 ,j

♢i,j+ 1
2

□i+ 1
2 ,j+ 1

2

⃝ : σxx,σzz, T

△ : vx

♢ : vz

□ : σxz

Figura 3.2. Celda unidad de las grillas intercaladas empleadas en la simulación.

La grilla se construye a partir de la superposición del arreglo de múltiples

celdas unidad, con índices dados por i = 1 . . .Nx y j = 1 . . .Nz. Las super-

ficies libres del dominio se ubican en j = 1 y j = Nz respectivamente. En

la Figura 3.3 se presenta una sección de las grillas espaciales intercaladas

empleadas en el esquema numérico.

⃝i,j △ ⃝i+1,j △ ⃝i+2,j

♢ □ ♢ □ ♢

⃝i,j+1 △ ⃝i+1,j+1 △ ⃝i+2,j+1

♢ □ ♢ □ ♢

⃝i,j+2 △ ⃝i+1,j+2 △ ⃝i+2,j+2

Figura 3.3. Grillas espaciales intercaladas empleadas en la simulación.

El esquema numérico utilizado emplea el método de diferencias finitas

centradas de orden 4 para discretizar las derivadas espaciales y un esquema
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de integración temporal basado en el método explícito del punto medio de

orden 2, presentado en la sección 3.1.2.2. Empleando la notación
[
v
]n
i,j

para

indicar la evaluación de la variable discretizada v, en el tiempo tn = n∆t

y en las posiciones espaciales xi = (i − 1)∆x y zj = (j − 1)∆z, las ecuacio-

nes discretizadas que se obtienen al aplicar este esquema en el sistema de

ecuaciones de primer orden (3.15) son:

[
vx

]n+ 1
2

i+ 1
2 ,j

=
[
vx

]n− 1
2

i+ 1
2 ,j

+
∆t

ρ

[
Dxσxx +Dzσxz

]n
i+ 1

2 ,j

[
vz

]n+ 1
2

i,j+ 1
2

=
[
vz

]n− 1
2

i,j+ 1
2

+
∆t

ρ

[
Dxσxz +Dzσzz

]n
i,j+ 1

2

(3.18)

[
σxx

]n+1

i,j
=
[
σxx

]n
i,j

+ ∆t
[
(λ+ 2µ)Dxvx + λDzvz − αL(3λ+ 2µ)Ṫ

]n+ 1
2

i,j

[
σzz

]n+1

i,j
=
[
σzz

]n
i,j

+ ∆t
[
(λ+ 2µ)Dzvz + λDxvx − αL(3λ+ 2µ)Ṫ

]n+ 1
2

i,j

[
σxz

]n+1

i+ 1
2 ,j+ 1

2

=
[
σxz

]n
i+ 1

2 ,j+ 1
2

+ ∆tµ
[
Dzvx +Dxvz

]n+ 1
2

i+ 1
2 ,j+ 1

2

donde los Dx y Dz corresponden a los esquemas de diferencias finitas cen-

tradas para cada variable. A continuación se detallan las discretizaciones

para las derivadas espaciales de las componentes del tensor de esfuerzos,

para el paso temporal n considerado implícitamente, obtenidos a partir de

las ecs. (3.2) y (3.3) empleando r = 1 y p = q = 3
2 :

[
Dxσxx

]
i+ 1

2 ,j
=

−
[
σxx

]
i+2,j

+ 27

[
σxx

]
i+1,j

− 27

[
σxx

]
i,j

+
[
σxx

]
i−1,j

24∆x

[
Dzσxz

]
i+ 1

2 ,j
=

−
[
σxz

]
i+ 1

2 ,j+ 3
2

+27

[
σxz

]
i+ 1

2 ,j+ 1
2

−27

[
σxz

]
i+ 1

2 ,j− 1
2

+
[
σxz

]
i+ 1

2 ,j− 3
2

24∆z

[
Dxσxz

]
i,j+ 1

2

=

−
[
σxz

]
i+ 3

2 ,j+ 1
2

+27

[
σxz

]
i+ 1

2 ,j+ 1
2

−27

[
σxz

]
i− 1

2 ,j+ 1
2

+
[
σxz

]
i− 3

2 ,j+ 1
2

24∆x

[
Dzσzz

]
i,j+ 1

2

=

−
[
σzz

]
i,j+2

+ 27

[
σzz

]
i,j+1

− 27

[
σzz

]
i,j

+
[
σzz

]
i,j−1

24∆z
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Análogamente, las diferencias finitas espaciales de las componentes de las

velocidades, están dadas por:

[
Dxvx

]
i,j

=

−
[
vx

]
i+ 3

2 ,j
+ 27

[
vx

]
i+ 1

2 ,j
− 27

[
vx

]
i− 1

2 ,j
+
[
vx

]
i− 3

2 ,j

24∆x

[
Dzvz

]
i,j

=

−
[
vz

]
i,j+ 3

2

+ 27

[
vz

]
i,j+ 1

2

− 27

[
vz

]
i,j− 1

2

+
[
vz

]
i,j− 3

2

24∆z

[
Dzvx

]
i+ 1

2 ,j+ 1
2

=

−
[
vx

]
i+ 1

2 ,j+2
+ 27

[
vx

]
i+ 1

2 ,j+1
− 27

[
vx

]
i+ 1

2 ,j
+
[
vx

]
i+ 1

2 ,j−1

24∆z

[
Dxvz

]
i+ 1

2 ,j+ 1
2

=

−
[
vz

]
i+2,j+ 1

2

+ 27

[
vz

]
i+1,j+ 1

2

− 27

[
vz

]
i,j+ 1

2

+
[
vz

]
i−1,j+ 1

2

24∆x

Como se puede ver a partir del sistema (3.18), para implementar este

esquema, sólo es necesario mantener en memoria los datos de un solo paso

temporal para cada variable. Esto es posible debido a que las velocidades no

tienen una dependencia con las derivadas espaciales de las velocidades, y lo

respectivo sucede con las componentes del tensor de esfuerzos. Entonces, al

momento de calcular, por ejemplo vn+ 1
2

x , se acumula, en el valor previo vn− 1
2

x ,

el resultado obtenido a partir de la versión discretizada de la divergencia del

último tensor de esfuerzos computado en esa componente para el tiempo tn.

Lo análogo sucede para el caso de la evolución de las componentes del tensor

de esfuerzos. Esto se puede apreciar más claramente en el diagrama temporal

presentado en la Figura 3.4.

. . .σn+1vn+ 1
2σnvn− 1

2
. . .

Figura 3.4. Dependencia temporal entre las variables del esquema numérico.

Dado que la ecuación (3.15) de Navier en la formulación de primer or-

den posee como variables a las velocidades, es necesario realizar un paso de

integración para obtener los desplazamientos a partir de éstas. Esto puede
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realizarse simplemente empleando el método de Euler de la sección 3.1.2.1,

punto a punto, partiendo de la condición inicial del material sin deformacio-

nes. Dado que el valor de los desplazamientos no se utiliza en el esquema

numérico para el cómputo de velocidades y esfuerzos posteriores, no es nece-

sario emplear un esquema temporal de mayor orden de aproximación.

3.2.1 Implementación de superficies libres

Para aplicar las condiciones de contorno en las superficies libres es nece-

sario emplear las ecs. (3.16) y (3.17). Dado que estas ecuaciones dan valores

explícitos sólo para las componentes σzz y σxz en la superficie, es necesario

derivar expresiones que permitan calcular valores compatibles con estas con-

diciones para el resto de las variables cuyo valor debe determinarse en las

cercanías de la superficie. A continuación se detalla el procedimiento emplea-

do en la superficie libre ubicada en z = 0, o equivalentemente, en el índice

j = 1.

Como se esquematiza en la Figura 3.5, se considera una fila de puntos

virtuales para las variables vz y σxz, por sobre la superficie libre, en j = 1
2 y

una fila de puntos virtuales para σzz en j = 0. Debido al intercalamiento de

las grillas de las distintas variables, sólo los nodos de σxx,σzz y vx se ubican

exactamente sobre la interfaz.

Es inmediato ver que la condición sobre σzz, representada en rojo en la

Figura 3.5, puede satisfacerse exactamente, imponiendo:

[
σzz

]
i,1

= 0, ∀ i = 1 . . .Nx (3.19)

Para imponer la condición (3.17), se aplica la condición de antisimetría

de σxz respecto de la superficie libre [63, 68]. Entonces, los puntos virtuales

de σxz sobre la superficie pueden calcularse a partir de los puntos ubicados

debajo la superficie, como:

[
σxz

]
i, 1

2

= −
[
σxz

]
i, 3

2

, ∀ i = 1 . . .Nx (3.20)

De manera análoga, los puntos virtuales de σzz en la fila con j = 0 pueden
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i,0⃝ ⃝i+1,0 ⃝i+2,0

puntos
virtuales i, 1

2
♢ □ ♢ □ ♢i+2, 1

2

superficie
libre i,1⃝ △ ⃝i+1,1 △ ⃝i+2,1

puntos
internos i, 3

2
♢ □ ♢ □ ♢i+2, 3

2

i,2⃝ △ ⃝i+1,2 △ ⃝i+2,2

Figura 3.5. Condiciones de contorno en la superficie libre j = 1 del dominio. En rojo

se representan los puntos del dominio real que se calculan aplicando la condición

exacta de esfuerzo nulo. En verde, los puntos virtuales del dominio que se calculan a

partir de condiciones de antisimetría en la superficie libre. En azul, los puntos que se

computan con MDF centradas de orden 2 en las derivadas Dz. En negro, los puntos

reales que se computan con MDF centradas de orden 4 en las derivadas Dz.

calcularse también empleando la antisimetría del tensor de esfuerzos en torno

a la superficie libre:

[
σzz

]
i,0

= −
[
σzz

]
i,2

, ∀ i = 1 . . .Nx (3.21)

Para hallar una expresión que permita calcular σxx sobre la superficie

libre, se considera la derivada temporal de las ecs. (2.39) y (3.16), de donde

se obtiene:

σ̇zz

∣∣∣
z=0

=
[
λ∂xvx + (λ+ 2µ)∂zvz − αL(3λ+ 2µ)Ṫ

]∣∣∣
z=0

= 0 (3.22)

A partir de esta expresión, se puede calcular ∂zvz en términos de ∂xvx.

Esta relación puede utilizarse para calcular los esfuerzos σxx, reemplazando
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3.2 Ecuación del sólido termoelástico

en la ecuación (3.18) el término Dzvz por:

Dzvz = −
λ

λ+ 2µ
Dxvx + αL

3λ+ 2µ
λ+ 2µ

Ṫ (3.23)

Finalmente, los nodos indicados en azul en la Figura 3.5 para las variables

vx, vz y σxz, se pueden calcular mediante la ecuación (3.18), utilizando un

esquema centrado de diferencias finitas de orden 2, en lugar de 4, para las de-

rivadas discretas Dz, de manera que intervengan sólo los vecinos inmediatos

de la grilla en su cálculo.

Para implementar las condiciones de contorno de superficie libre en la

interfaz ubicada en j = Nz, se puede realizar un procedimiento análogo.

En cuanto a las condiciones de contorno en la dirección x̂, se pueden

implementar superficies libres en i = 1 y i = Nx, si interesa simular el efecto

introducido por estos bordes. Otra opción, adoptada en este trabajo, es la

de introducir condiciones de contorno periódicas. Esto puede realizarse de

manera sencilla, modificando las expresiones de los Dx de los nodos en las

fronteras, para que sean adyacentes a los puntos de la frontera opuesta. Esta

condición de frontera tiene la ventaja de permitir utilizar diferencias finitas

centradas de orden 4 en los operadores Dx de todas las variables, en todos

los puntos de la grilla, manteniendo un orden de aproximación constante.

Para poder simular el ultrasonido generado por el haz láser en la placa

sin que interfiera el efecto introducido por los bordes laterales del dominio,

es posible simular una placa infinita en esa dirección, mediante la adición de

bandas laterales absorbentes en la implementación de las condiciones de con-

torno periódicas ya existentes. Esta alternativa se discute en la sección 3.2.3.

3.2.2 Validación

Para validar el método numérico propuesto para la resolución de la ecua-

ción de Navier se analizan distintos aspectos. Por un lado, es necesario que

el esquema resulte estable. Esto significa que dada la presencia de errores

numéricos en las variables, el esquema no propague estos errores amplificán-

dolos iteración tras iteración, sino que para que exista estabilidad es necesario

que estos errores permanezcan acotados. Cuando esto no sucede, el esque-

ma se denomina inestable. Por otro lado, otro aspecto a tener en cuenta, es
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3 Resolución numérica del problema termoelástico

la convergencia de la solución numérica a la solución exacta del problema.

En las siguientes secciones se discute cómo evaluar estas características del

esquema.

3.2.2.1 Estabilidad

Para analizar la condición de estabilidad del esquema numérico se emplea

el método de von Neumann [69], que consiste en realizar una descomposi-

ción armónica de los errores en las variables. Dado que el sistema (3.15) es

lineal, el análisis espectral de los errores permite obtener información acerca

de la estabilidad del método en condiciones generales.

Moczo et al. [70] realizan un análisis de estabilidad para el caso del proble-

ma de Navier, aplicado a sismología, con un esquema de grillas intercaladas

en términos de desplazamientos, tomando pasos espaciales iguales en todas

las direcciones. Ahora, en el problema de ultrasonido láser en placas delga-

das, no resulta razonable restringirse al caso de emplear pasos espaciales ∆x

y ∆z de igual magnitud, ya que se necesita mayor resolución en la dirección

ẑ que en x̂. Por lo tanto, se plantea un análisis de estabilidad, siguiendo el

razonamiento de Moczo et al., para el esquema (3.18) escrito en términos de

velocidades y esfuerzos, y considerando pasos espaciales independientes en

cada dirección.

Suponiendo que los errores en las variables están dados por ondas planas

de la forma:

[
e(vx)

]n
i,j

= Ax

[
E
]n
i,j[

e(vz)
]n
i,j

= Az

[
E
]n
i,j[

e(σxx)
]n
i,j

= Axx

[
E
]n
i,j[

e(σzz)
]n
i,j

= Azz

[
E
]n
i,j[

e(σxz)
]n
i,j

= Axz

[
E
]n
i,j[

E
]n
i,j

= eı(ω∆tn−kx∆xi−kz∆zj)

(3.24)

Y reemplazando la ecuación (3.24) en el esquema numérico (3.18) se
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3.2 Ecuación del sólido termoelástico

obtiene un sistema de 5x5, que tiene la forma de un problema de autovalores

y autovectores:

(M− λω1)A = 0 (3.25)

donde M es la matriz que define el sistema y su derivación puede verse en

el Apéndice A.1, λω = sen (ω∆t/2) y A = [Ax,Az,Axx,Azz,Axz] es el vector

de amplitudes de los errores. A partir del requisito de determinante nulo del

sistema:

det (M− λω1) = 0 (3.26)

se arriba a la condición de estabilidad para el esquema numérico (ver Apén-

dice A.1), dada por:

cL∆t ⩽
6
7

∆x∆z√
∆x2 + ∆z2

(3.27)

Esta condición impone un límite al valor del paso temporal, definido a

partir de la resolución de la grilla espacial y de la velocidad máxima de las

ondas que se desea simular. Es importante tener en cuenta entonces que

aumentar la resolución espacial del método, no sólo impacta en el aumento

de puntos espaciales (y por consiguiente en la cantidad de cómputo y de

memoria requerida), sino que también obliga a disminuir el paso temporal de

integración para que el método resulte estable, lo que conlleva a un aumento,

aún mayor, de la cantidad de cómputo necesario para obtener la solución

numérica de la EDP en un tiempo final dado.

Vale la pena destacar que este análisis se realizó teniendo en cuenta el

esquema numérico propuesto en el interior de la grilla. Las condiciones de

contorno empleadas, también afectan la estabilidad del método, pero, en

general, no pueden analizarse de manera analítica, sino que es necesario re-

currir a la comprobación empírica del método, analizando la estabilidad de la

solución para tiempos de simulación grandes. En este trabajo se tomó como
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3 Resolución numérica del problema termoelástico

cota superior para ∆t la condición dada por la ecuación (3.27)4 y se encontró

empíricamente que el valor límite de estabilidad es en realidad inferior5.

3.2.2.2 Convergencia

Probar la convergencia del esquema numérico consiste en demostrar que

en el límite continuo de la discretización (∆t → 0,∆x → 0,∆z → 0), la

solución numérica tiende a la solución exacta de la EDP. Courant, Friedrichs

y Levy [71], probaron que para el caso de ecuaciones hiperbólicas, una con-

dición necesaria para la convergencia del esquema, está dada por la denomi-

nada condición CFL que, en el caso unidimensional, se escribe:

cL∆t ⩽ cCFL∆x (3.28)

donde cCFL es un coeficiente que depende del esquema de diferencias finitas

empleado, y en general, cCFL < 1. Como se puede observar, esta condición

es compatible con la obtenida para la condición de estabilidad (3.27). Como

se puede ver en [72], desde un punto de vista matemático, la condición CFL

asegura que el dominio numérico de dependencia de la solución contenga,

en el límite continuo, al dominio físico de la EDP. Desde un punto de vista

físico, esta condición asegura que la velocidad de propagación de cualquier

perturbación sea siempre menor a la máxima velocidad representable numé-

ricamente, dada por ∆x/∆t.

Si bien la condición CFL es necesaria, no es suficiente para asegurar la con-

vergencia de la solución numérica. Por ello, para analizar la convergencia del

esquema se empleó el método de soluciones fabricadas (MMS por sus siglas

del inglés, Method of Manufactured Solutions) [65, 73]. Este método consiste

en escoger una función analítica conveniente y, a partir de su evaluación en la

EDP, obtener las expresiones de las fuentes que hay que incluir en el sistema,

de manera que efectivamente la función seleccionada sea solución de la EDP.

En cuanto a las condiciones de contorno se procede de manera análoga. En

el caso de las condiciones de Dirichlet, se evalúa directamente la función en

4 Para el caso del aluminio, se obtiene ∆t ⩽ 2.8 ns, para pasos espaciales dados por

∆x = 40µm,∆z = 25µm.
5 Empíricamente, se encontró estabilidad para ∆t ≲ 1.5 ns.
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3.2 Ecuación del sólido termoelástico

la frontera; en las condiciones de tipo Neumann, se evalúa la función en la

condición de contorno y se adicionan las fuentes obtenidas. De esta manera,

es posible comparar la solución numérica provista por el esquema, con una

solución analítica de la EDP.

En general, es deseable que la solución sea una función simple, de manera

que la implementación no involucre demasiados cambios en el código fuente.

Además, debe ser una función suave, pero con derivadas no nulas, de manera

que se exploren todos los términos del esquema numérico.

En nuestro caso, se seleccionaron como soluciones las expresiones en tér-

minos de los desplazamientos ux y uz, obteniendo las expresiones para las

variables vx, vz,σxx,σzz y σxz de la EDP, a partir de los desplazamientos.

Se decidió emplear como solución para ambos desplazamientos, una función

gaussiana bidimensional g(x, z, t) que se propaga con velocidad constante en

la dirección x̂, cuya expresión está dada por:

g(x, z, t) = Ae
−

(x−vt−xo)2

2s2
x

−
(z−zo)2

2s2
z

ux(x, z, t) = uz(x, z, t) = g(x, z, t)
(3.29)

donde A es una amplitud constante, v es la velocidad de propagación, xo y zo
corresponden a las coordenadas de la posición inicial del centro de la función

gaussiana y los parámetros sx y sz determinan la extensión espacial de la

gaussiana en cada dirección.

A partir de estos desplazamientos, se pueden obtener las expresiones para

las velocidades y esfuerzos. Luego, reemplazando en la ecuación de Navier

se pueden obtener las expresiones para las fuentes externas. Estos cálculos

se detallan en el Apéndice B.

Para validar el esquema numérico, se tomaron valores para los parámetros

de la solución que resultaran representativos del problema de ultrasonido

láser. Los valores de las constantes del material se corresponden con el caso

del aluminio, con λ = 58.1 GPa, µ = 26.1 GPa, ρ = 2700 kg/m3 y v = cL =

6392 m/s. El valor de sx = sz = 200 µm se seleccionó de manera que resulte

del orden de la extensión del haz láser empleado en el caso experimental y la

amplitud A = 1 nm, del orden de los desplazamientos encontrados en ondas

de ultrasonido.
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3 Resolución numérica del problema termoelástico

Se exploraron diversas combinaciones de pasos temporales y espaciales

para la discretización del esquema numérico. A modo de ejemplo, se presen-

tan los resultados obtenidos empleando ∆x = 40 µm, ∆z = 25 µm y un paso

temporal, compatible con la condición de estabilidad (3.27), ∆t = 0.5 ns.

El tiempo total de simulación es de 30 µs, lo que implica un total de 60000

pasos temporales.

En la Figura 3.6 se pueden observar los resultados del desplazamiento uz

para distintos tiempos de simulación, en el plano z = zo. De acuerdo a lo

esperado, en dicha figura se puede observar que la amplitud de la solución

permanece constante y no presenta deformaciones apreciables al propagarse,

lo que indica la baja dispersión del método numérico.
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Figura 3.6. Soluciones numéricas para distintos tiempos de simulación.

En la Figura 3.7 se presenta la comparación entre la solución numérica y

analítica para el desplazamiento uz en el tiempo final de simulación, para el

cual se espera observar las mayores diferencias entre las soluciones. Se puede

apreciar que los resultados numéricos obtenidos coinciden satisfactoriamente

con los resultados analíticos.
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Figura 3.7. Soluciones numéricas y analíticas para el tiempo final de simulación.

De la comparación cuantitativa de los resultados, se obtiene que en todos

los casos, los desplazamientos obtenidos numéricamente poseen a lo sumo

un error de 0.019 nm respecto de las soluciones analíticas, lo que implica un

error porcentual inferior al 2 %.

A partir del análisis realizado de la convergencia y la estabilididad del

método numérico, se concluye que éste resulta válido, bajo las condiciones

estudiadas, para simular la respuesta termoelástica de un material.

3.2.3 Implementación de bandas absorbentes

Como se comentó en la sección 3.2.1, en este trabajo se emplearon condi-

ciones de contorno periódicas en los bordes laterales de la placa. Esto implica

que cuando una onda arriba a la frontera lateral del dominio computacional,

en lugar de reflejarse, se transmite al lateral opuesto. Entonces, para que los

bordes laterales de la placa no introduzcan efectos en las ondas de ultraso-

nido generadas es deseable simular una placa infinita. Esto puede realizarse

empleando un dominio suficientemente grande, tal que el tiempo que tardan

las ondas en llegar a los bordes laterales y volver a la zona de interés sea

mucho mayor que el tiempo total de simulación. Ésta, en general, no es una

solución factible ya que requiere de un dominio demasiado grande como

para que el tiempo de ejecución del algoritmo sea admisible. Por lo tanto,

una solución más accesible, suele ser la de emplear un dominio de simulación

más pequeño, acotado a la región de interés, e implementar condiciones no
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3 Resolución numérica del problema termoelástico

reflectivas y/o absorbentes en los bordes, de manera que la solución numérica

en este dominio, tienda a la solución del caso de un dominio infinito.

Existen múltiples maneras de imponer condiciones no reflectivas o absor-

bentes [74, 75, 76, 77, 78]. En este trabajo se implementaron las bandas

no reflejantes de espesor finito sugeridas por Cerjan [79] para atenuar las

ondas de ultrasonido que llegan a los bordes laterales del dominio. Una de las

ventajas de este método, frente a otras variantes, es que su implementación

resulta inmediata para esquemas de primer orden con grillas intercaladas

y, además, el costo computacional que agrega al esquema numérico es muy

bajo. Vale la pena aclarar que este método no reemplaza las condiciones de

contorno, sino que se aplica sobre las condiciones ya existentes.

En la Figura 3.8 se presenta un esquema de la implementación de las

bandas absorbentes. Ésta, consiste en imponer un factor de amortiguamiento

exponencial FA(x), tanto en las velocidades como en los esfuerzos, dentro de

una banda lateral de espesor LA, o equivalentemente, deNA = LA/∆x puntos

de ancho. En otras palabras, luego de computar el valor de cada variable en

el paso temporal n, se efectúa el reemplazo:

[
v
]n
i,j

→
[
v
]n
i,j

[
FA

]
i
=
[
v
]n
i,j

[
1 − e−η(xi−xl)

2
]

, ∀ i |LA ⩾ |xi − xl| (3.30)

donde η es el coeficiente de absorción de las ondas y xl corresponde a la

posición del borde lateral, xl = 0,Lx.
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Figura 3.8. Esquema de las bandas absorbentes laterales.
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La efectividad de este método a la hora de amortiguar las ondas en los

bordes reside en la elección del valor del coeficiente de absorción η. Si este

parámetro es demasiado grande, las ondas que llegan a la banda absorbente

son amortiguadas abruptamente, y por consiguiente, son parcialmente refleja-

das en el inicio de la banda. Contrariamente, si el coeficiente de absorción es

demasiado pequeño, la reflexión al inicio de la banda será despreciable, pero

las ondas no llegan a ser completamente amortiguadas y, en consecuencia,

parte de las ondas sobreviven luego de atravesar la banda de absorción en

ambos laterales (debido a la condición de contorno periódica), volviendo a

la región de interés. Claramente, estos efectos indeseables y contrapuestos,

en un caso decrecen y en el otro crecen de manera monótona con el valor

de η. Es fácil ver que existe entonces un valor intermedio que resulta óptimo

para el coeficiente de absorción, para el cual la incidencia de estos efectos se

minimiza.

Para hallar el valor óptimo del coeficiente de absorción ηo, se realizó una

exploración empírica donde se buscó minimizar el error que introduce la

presencia de las bandas absorbentes en el esquema numérico. Para ello, se

realizó primeramente una ejecución del algoritmo en una grilla lo suficiente-

mente grande como para que las ondas no llegaran a los bordes laterales en

el tiempo total de simulación y se tomó este resultado como solución ideal.

Luego, se realizaron ejecuciones del algoritmo en una grilla menor, donde

las ondas alcanzaban los bordes en la mitad del tiempo total de simulación,

realizando un barrido de valores de η, con NA = 50. Se define el error total

Σ en una ejecución como:

Σ =
∑

i,j

∣∣∣v− vid
∣∣∣
2
=

∑

i,j

([
vx

]n
i,j

−
[
vidx

]n
i,j

)2
+
([
vz

]n
i,j

−
[
vidz

]n
i,j

)2
(3.31)

donde vx y vz son las componentes de las velocidades para el caso de la grilla

pequeña con bandas absorbentes y vidx , vidz las componentes en el caso de la

solución ideal, indexadas sobre la grilla pequeña.

Los resultados obtenidos para Σ en función del barrido en η se presentan

en la Figura 3.9, donde se puede observar que, como se esperaba, existe un

mínimo y el error crece monótonamente en ambas direcciones.
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Figura 3.9. Error normalizado introducido por la banda lateral en función del coefi-

ciente de absorción. El valor óptimo encontrado es ηo = 2.25cm−2.
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Figura 3.10. Soluciones numéricas cerca de los bordes laterales para tiempos cre-

cientes de simulación, con ηo = 2.25 cm−2. Notar el cambio de escala realizado

en los gráficos inferiores para que sea posible apreciar la amplitud de las ondas

reflejadas y transmitidas en la banda absorbente.

A modo de ejemplo, en la Figura 3.10 se presenta el caso de la deforma-
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ción gaussiana que se desplaza con velocidad constante en la dirección x̂

dada por la ecuación (3.29) introducida en la sección 3.2.2.2. A partir de esta

deformación es posible analizar la amplitud de las ondas reflejadas y transmi-

tidas por las bandas absorbentes. En dicha figura se grafican los resultados

obtenidos para uz, en el plano z = zo, para el valor óptimo ηo.

En el gráfico superior de la Figura 3.10 se puede ver la deformación gaus-

siana antes de ingresar a la región absorbente. En el gráfico central, se pueden

observar ambos efectos descriptos anteriormente: la onda reflejada por la ban-

da absorbente y la onda transmitida, a través de la condición de contorno

periódica, al lateral opuesto. En el gráfico inferior se puede apreciar que la

onda que sobrevive con mayor amplitud fuera de la banda absorbente es la

reflejada.

Para el factor ηo óptimo, la onda reflejada tiene una amplitud de 0.004 nm

y la onda transmitida al lateral opuesto, luego de atravesar ambas bandas

absorbentes, posee una amplitud de 0.02 pm. Como se puede apreciar, el

mayor error en la simulación es introducido por la onda reflejada, cuya am-

plitud relativa a la amplitud de la onda incidente representa un 0.4 %. De

acuerdo a las diferencias cuantitativas encontradas, se considera que el error

introducido por la aplicación de bandas absorbentes no tiene un impacto

directo en el resultado de la simulación, ya que éste resulta menor al error de

truncamiento introducido por el esquema numérico. Por lo tanto, se decide

emplearlo para simular el problema termoelástico en una placa infinita.

3.2.4 Modelización de defectos

Bajo la aproximación de deformaciones planas, los defectos representa-

bles mediante el modelo numérico deben poseer simetría de traslación en la

dirección ŷ. En este trabajo se simularon defectos de tipo falla o ranura que

atraviesa la placa a lo largo de la dirección de simetría, con diferentes anchos

y profundidades, como se muestra en el esquema de la Figura 3.11.

En el esquema de diferencias finitas, estos defectos pueden modelarse a

partir de la aplicación de condiciones de contorno. Estas condiciones pueden

ser de pared libre o rígida. La condición de pared libre puede implementar-

se de acuerdo a lo expuesto en la sección 3.2.1, mientras que la condición

de pared rígida implica emplear condiciones de tipo Dirichlet, imponiendo

vx = 0, vz = 0, σxx = 0, σxz = 0 y σzz = 0 en los contornos del defecto. En
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Figura 3.11. Esquema del defecto simulado numéricamente.

este trabajo se han implementado condiciones de contorno de pared rígida

en los defectos debido a su simplicidad y a que su implementación resulta en

un esquema numérico de mayor estabilidad que el que se obtiene mediante

la implementación de paredes libres.

3.3 Ecuación de difusión del calor

De acuerdo a las características disímiles de la ecuación (2.14) de difu-

sión del calor, que es parabólica y de la ecuación (2.40) de Navier, que es

hiperbólica, es conveniente plantear esquemas numéricos independientes pa-

ra resolverlas. En esta sección se presenta el esquema numérico empleado en

la resolución de la ecuación de difusión del calor.

De acuerdo a lo presentado en la sección 2.3, el modelo a resolver nu-

méricamente para una placa plana, iluminada por un haz láser, está dado

por la ecuación (2.14), junto con condiciones de contorno dadas por la ecua-

ción (2.16) en las interfaces. En la Figura 3.12 se presenta un esquema del

problema a resolver numéricamente.

Vale la pena destacar que resolver el modelo termoelástico en la aproxima-

ción de deformaciones planas, implica restringir las posibles distribuciones

espaciales del haz láser de excitación que pueden modelarse, a aquellas que

posean simetría de traslación en la dirección ŷ.

Para la resolución de la ecuación de difusión del calor se empleó un esque-
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ẑ

x̂

∆z

∆x

i = 1 i = Nx

j = Nz

j = 1
i

j

haz láser

Figura 3.12. Esquema del problema numérico.

ma numérico que consiste en un modelo pseudoespectral para la aproxima-

ción de derivadas espaciales en la variable x, basado en funciones trigonomé-

tricas, con condiciones de contorno periódicas. Las derivadas espaciales en

la variable z se aproximaron mediante un esquema de diferencias finitas cen-

tradas de orden cuatro, empleando r = 2 y p = q = 2 en la ecuación (3.2).

Para la integración temporal, se compararon los resultados obtenidos con

los métodos de Euler, Heun y Runge-Kutta de orden 4, presentados en la

sección 3.1.2.

En la implementación de la librería FFTW para la expansión de funciones

reales, se emplea la representación compleja de funciones trigonométricas,

con lo que la solución numérica para la temperatura en el espacio real se

expresa como:

[
T
]
i,j

=

Nx/2
∑

ℓ=−Nx/2

[
T
]
ℓ,j
eıkℓxi (3.32)
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3 Resolución numérica del problema termoelástico

donde
[
T
]
ℓ,j

representa a los coeficientes en el espacio transformado de Fou-

rier del campo de temperaturas y kℓ = πℓ
∆xNx

. Debido a la simetría de la

transformada de Fourier de una función real, sólo es necesario guardar la

porción positiva del espectro, lo cual significa una ventaja importante en

cuanto a los recursos necesarios para la ejecución de este esquema. Con esta

representación, la derivada espacial en la variable x puede calcularse como:

[
DxT

]
i,j

=

Nx/2
∑

ℓ=−Nx/2

ıkℓ

[
T
]
ℓ,j
eıkℓxi (3.33)

Con estas consideraciones, el esquema numérico para la resolución de

la ecuación (2.14) en un punto interior del dominio puede escribirse, en el

espacio transformado, como:

[
T
]n+1

ℓ,j
=
[
T
]n
ℓ,j

+ ∆tκ
[
D2

xT +D2
zT
]n
ℓ,j

[
D2

xT
]
ℓ,j

= −k2
ℓ

[
T
]
ℓ,j

[
D2

zT
]
ℓ,j

=

−
[
T
]
ℓ,j+2

+ 16
[
T
]
ℓ,j+1

− 30
[
T
]
ℓ,j

+ 16
[
T
]
ℓ,j−1

−
[
T
]
ℓ,j−2

12∆z2

(3.34)

donde se presenta el caso para el esquema temporal de Euler. En el Apén-

dice C se pueden ver los esquemas numéricos para el método de Heun y

Runge-Kutta de orden 4.

Como se discutió en la sección 2.1, el espesor de la fuente térmica consti-

tuida por el haz láser absorbido por el material es del orden de 10 nm ≪ ∆z,

que para la resolución de esta ecuación se tomó del orden de 0.5 µm. Por lo

tanto, se considera ġ = 0 en la ecuación (2.14) y la absorción del haz láser

se tiene en cuenta a través de las condiciones de contorno en la superficie de

la placa.
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3.3 Ecuación de difusión del calor

3.3.1 Condiciones de contorno

Para aplicar las condiciones de contorno, de manera similar al caso elásti-

co, se agrega una fila de puntos virtuales en la región externa de cada interfaz,

con índices j = 0 y j = Nz + 1, respectivamente. En la Figura 3.13 se pre-

senta un esquema de la condición de contorno sobre la superficie j = 1 del

dominio.

puntos
virtuales ℓ,0⃝ ⃝ℓ+1,0 ⃝ℓ+2,0

interfaz ℓ,1⃝ ⃝ℓ+1,1 ⃝ℓ+2,1

puntos
internos ℓ,j+2⃝ ⃝ℓ+1,j+2 ⃝ℓ+2,j+2

Figura 3.13. Condiciones de contorno sobre la interfaz en j = 1 del dominio. En

verde se representan los puntos virtuales del dominio que se calculan aplicando la

condición de contorno aproximando las ∂
∂z con diferencias finitas adelantadas de or-

den 4. En rojo, los puntos del dominio que se calculan a partir de la ecuación (3.34),

reemplazando las D2
z con diferencias finitas adelantadas de orden 4. En negro, los

puntos que se computan según la ecuación (3.34).

Los valores de la temperatura en los puntos virtuales, indicados en color

verde en la Figura 3.13, se establecen de manera que satisfagan las ecs. (2.16)

y (2.17) de contorno, utilizando diferencias finitas adelantadas y atrasadas

de orden 4 en las derivadas respecto de z, que pueden derivarse a partir del

esquema general dado por la ecuación (3.2) utilizando r = 1,p = 3,q = 1 y

r = 1,p = 1,q = 3, respectivamente. Las expresiones obtenidas son:
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[
T
]n
ℓ,0

= 4∆z
k

[
q̇
]n
ℓ,1

− h4∆z
k

[
T
]n
ℓ,1
+

1
3

(
− 10

[
T
]n
ℓ,1

+ 18
[
T
]n
ℓ,2

− 6
[
T
]n
ℓ,3

+
[
T
]n
ℓ,4

)

[
T
]n
ℓ,Nz+1

= −h4∆z
k

[
T
]n
ℓ,Nz

+

1
3

(
− 10

[
T
]n
ℓ,Nz

+ 18
[
T
]n
ℓ,Nz−1

− 6
[
T
]n
ℓ,Nz−2

+
[
T
]n
ℓ,Nz−3

)

(3.35)

donde
[
q̇
]n
ℓ,1

tiene en cuenta la radiación láser absorbida por el material y

corresponde al espectro espacial del calor absorbido por unidad de área y

tiempo, para cada punto de la grilla sobre la interfaz con j = 1.

Finalmente, los puntos sobre las interfaces con j = 1 y j = Nz, indica-

dos en color rojo en la Figura 3.13, se computan utilizando el esquema de

diferencias finitas de los puntos interiores dado por la ecuación (3.34), reem-

plazando los operadores de diferencias finitas centradas Dz, por esquemas

adelantados y atrasados que se obtienen empleando r = 2,p = 3,q = 1 y

r = 2,p = 1,q = 3 en la ecuación (3.2), respectivamente.

3.3.2 Validación

De manera análoga al caso de la ecuación de Navier, en esta sección se ana-

lizarán la estabilidad y convergencia de la solución numérica de la ecuación

del calor.

3.3.2.1 Estabilidad

Para validar la estabilidad del esquema numérico empleado para la reso-

lución de la ecuación del calor, se puede emplear nuevamente el método de

estabilidad de von Neumann. Asumiendo una dependencia armónica para

los errores de la temperatura y reemplazando en el esquema numérico de la

EDP dado por la ecuación (3.34) se obtienen las siguientes condiciones de

estabilidad para los pasos espaciales y temporales (el desarrollo se presenta

en el Apéndice A.2):
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3.3 Ecuación de difusión del calor

∆t ⩽
24∆x2∆z2

κ(64∆x2 + 3π2∆z2)

1
∆z2

⩽
3π2

∆x2Nx

(3.36)

donde se debe tener presente que el paso espacial ∆x y la cantidad de pun-

tos Nx determinan los valores mínimos y máximos del número de onda

kℓ =
πℓ

∆xNx
en la dirección x̂.

Vale la pena notar que para el caso de pasos espaciales iguales

∆x = ∆z = h, se obtiene la condición ∆t ≲ 0.2 h2/κ, que resulta equiva-

lente a pedir que ∆t ≲ 0.2 τD, donde τD es el tiempo de difusión definido

en la sección 2.3. En otras palabras, la condición de estabilidad está sujeta

a que el paso temporal sea suficientemente menor al tiempo que tarda en

difundirse el calor una distancia dada por el paso espacial.

Para el caso de las simulaciones en aluminio empleando pasos espaciales

dados por ∆x = 8µm y ∆z = 0.5µm, la condición de estabilidad impone la

cota ∆t ≲ 0.09 ns sobre el paso de integración temporal.

3.3.2.2 Convergencia

Para analizar la convergencia del esquema numérico, se empleó el resul-

tado derivado por Ready [80] a partir del teorema de Duhamel, que permite

hallar una expresión integral de la temperatura, para distribuciones simples

de haces láser.

Se supone un haz con una distribución gaussiana, tanto del perfil temporal

como del espacial, cuya intensidad está dada por:

I(r, t) = Imaxe
−ξ(x−xo)

2/d2
e−ξ(t−2τ)2/τ2

(3.37)

donde Imax es la intensidad máxima del haz, ξ = 4 ln (2), de manera que d y τ

corresponden al ancho total espacial y temporal de la distribución gaussiana

a media altura, respectivamente. Entonces, la distribución de temperatura,

puede obtenerse a partir de la siguiente expresión integral:
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T(x, z, t) =
Imaxd

2

kξ

√
κ

π

∫ t

0
e
−

(
(x−xo)2

4κt′+d2/ξ
+ z2

4κt′

)
e−ξ(t−2τ−t′)2/τ2

√
t′(4κt′ + d2/ξ)

dt′ (3.38)

A partir del cómputo numérico de la ecuación (3.38), se pueden com-

parar los resultados con los obtenidos a partir de los esquemas temporales

de Euler, Heun y Runge-Kutta de orden 4. Para ello, se simuló un haz con

d = 400 µm, τ = 5.6 ns, y las constantes térmicas del material correspon-

dientes al aluminio: k = 240 Wm−1K−1 y κ = 1.0101 · 10−4 m2/s. En los

esquemas numéricos se emplearon pasos espaciales dados por ∆x = 8 µm y

∆z = 0.5 µm. Como paso temporal se utilizó ∆t = 0.05 ns, compatible con

la condición de estabilidad de la ecuación (3.36).

El cómputo de la expresión integral (3.38) resulta costoso, en general,

debido a que el intervalo de integración crece con t y el integrando posee va-

riaciones temporales del orden de τ. Para evitar realizar aproximaciones que

afecten la calidad de los resultados numéricos, se decidió realizar el análisis

de convergencia en el intervalo reducido: [0, 0.1] µs y en una grilla espacial

pequeña con Lx = 2 mm y Lz = 50 µm. En estas condiciones, se calcularon

las diferencias entre la distribución de temperaturas obtenida mediante la ex-

presión integral y los esquemas temporales de MDF. Estos datos se presentan

en la Tabla 3.2, donde también se detallan los tiempos de ejecución de cada

método en esta grilla reducida.

Método Tiempo de ejecución [s] Error relativo máximo

Euler ∼ 1 0.015 %

Heun ∼ 2 0.012 %

Runge-Kutta O4 ∼ 3 0.010 %

Expresión integral ∼ 200 -

Tabla 3.2. Tiempos de ejecución y errores relativos para cada esquema de integración

temporal.

En la Figura 3.14 se presentan los resultados obtenidos para la temperatu-

ra en función del tiempo, en la posición x = xo, para distintas profundidades

en la coordenada z. Los resultados provistos por los distintos métodos resul-

tan indistinguibles a esta escala, por lo que se decidió graficar, a modo de

ejemplo, los resultados obtenidos mediante el método de Euler.
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Figura 3.14. Temperatura en x = xo en función del tiempo, para profundidades

crecientes en z con pasos de 0.5 µm. Método de Euler.

En la Figura 3.15 se presentan los resultados obtenidos mediante el méto-

do de Runge-Kutta de orden 4 para la temperatura en función de la coorde-

nada x, para distintos tiempos y profundidades.
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Figura 3.15. Temperatura en función de x, para distintos tiempos y profundidades

crecientes en z con pasos de 0.5 µm. Método de Runge-Kutta de orden 4.
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3 Resolución numérica del problema termoelástico

Considerando las escasas diferencias obtenidas entre los errores de los

esquemas y la magnitud de los tiempos de ejecución registrados se decidió

emplear el método de Euler, para la resolución del problema termoelástico,

por poseer suficiente precisión numérica y bajo costo computacional (tanto

en tiempo de ejecución como en memoria requerida).
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Capítulo 4
Diseño experimental

En este capítulo se presenta el desarrollo del diseño experimental que per-

mite la generación y detección de ondas de ultrasonido en placas de aluminio

mediante haces láser. Inicialmente, se presentan las propiedades de las mues-

tras que se emplean en este trabajo y se detalla su caracterización. Luego,

se discuten diversas técnicas interferométricas exploradas para la detección

de ondas superficiales de ultrasonido y se presenta el esquema experimental

definitivo. Posteriormente, se proponen y validan dos métodos de procesa-

miento de las señales interferométricas registradas experimentalmente, que

logran eliminar la información de fase proveniente de efectos no deseados del

ambiente. Finalmente, se presenta el protocolo involucrado en el desarrollo

del registro experimental.

4.1 Preparación de muestras

Durante el desarrollo de este trabajo se emplean como muestras experi-

mentales placas de aluminio 1050. Para el estudio de las ondas de Rayleigh se

utiliza un disco de aluminio de 10 cm de diámetro y 1 cm de espesor, al que

se denomina muestra R0. Para el análisis de las ondas de Lamb se utilizan

placas rectangulares de 15 cm de largo, por 5 cm de ancho y 500 µm de

espesor nominal.

81



4 Diseño experimental

Por un lado, para mejorar la terminación óptica de la superficie y aumen-

tar la intensidad del haz que llega al detector proveniente de la muestra en el

interferómetro, se pule una de las caras de cada muestra. Para ello se utilizan

lijas al agua aplicadas sucesivamente con número de grano creciente, de las

más gruesas a las más finas, lijando la superficie hasta que se eliminan los

surcos ocasionados por el tamaño de grano anterior. Una vez finalizado este

proceso, se emplean dos pastas de pulido de diferente poder abrasivo. Prime-

ro, se aplica la pasta más abrasiva por medio de un minitorno equipado con

discos de paño y, luego, de igual manera se aplica la pasta que le otorga a la

superficie el acabado final.

El pulido de la superficie no es un proceso requerido para la detección

óptica de las ondas de ultrasonido. Claramente, en el caso de ensayos no

destructivos, es condición necesaria no alterar la estructura de la muestra

bajo estudio. Como se detalla en la sección 4.2 el esquema experimental pro-

puesto es lo suficientemente robusto como para poder utilizarse en muestras

cuya superficie no posea un acabado óptico. El proceso de pulido se emplea

para aumentar la intensidad de la señal de interferencia. De esta manera, se

logra simplificar el circuito eléctrico requerido por el fotodetector evitando

la necesidad de una etapa de amplificación de alta ganancia. En el caso en

que la superficie no se encuentre pulida, la señal interferométrica puede de-

tectarse de todas maneras, empleando etapas adicionales de amplificación de

la señal entregada por el fotodetector.

Por otro lado, para la fabricación de defectos controlados sobre las mues-

tras rectangulares se emplea la técnica de ataque químico del aluminio me-

diante la aplicación de cloruro férrico con máscaras. La empresa Novax Tech-

nik S.A. gentilmente generó las máscaras y realizó el ataque químico de

manera controlada sobre las muestras para generar ranuras lineales de diver-

sas profundidades, obtenidas a partir de la utilización de distintos tiempos de

ataque. En la Figura 4.1 se presenta un esquema de las muestras preparadas.

A partir de las muestras confeccionadas, se caracteriza la rugosidad en

el interior de las ranuras mediante un rugosímetro Taylor Hobson, modelo

Surtronic 25, provisto amablemente por Elsa Hogert y el Departamento de

Ensayos No Destructivos y Estructurales (ENDE) de la Comisión Nacional

de Energía Atómica. Para caracterizar la profundidad de las ranuras se hace

uso de un microscopio óptico con cámara CCD. Para ello, se registran las
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5 cm10 cm

5
cm

a) Vista de frente

w

d

b) Vista superior

Figura 4.1. Esquema de las muestras preparadas en aluminio 1050.

posiciones donde el foco se encuentra en el plano anterior y posterior de la

ranura respectivamente (ver Figura 4.2), y a partir de la distancia entre los

focos, es posible obtener la profundidad media de la ranura.

a) b)

Figura 4.2. Imagen de microscopio óptico con foco en el plano anterior (a) y poste-

rior (b) de la ranura, respectivamente.

Con esta información se confecciona la Tabla 4.1 donde se presenta la
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profundidad y rugosidad media encontradas para los defectos fabricados en

las placas delgadas utilizadas durante este trabajo.

Muestra Prof. de la ranura: d [µm] Rugosidad: Ra [µm]

L0 (sin defecto) - 0.5 ± 0.1

L1 80 ± 5 8.4 ± 0.5

L2 100 ± 5 8.2 ± 0.5

L3 120 ± 5 8.8 ± 0.5

L4 130 ± 5 9.6 ± 0.5

L5 150 ± 5 9.0 ± 0.5

L6 210 ± 5 11.4 ± 0.5

L7 (pasante) 500 -

Tabla 4.1. Parámetros de las placas preparadas. El ancho w de la ranura en las

muestras L1 a L6 es de 4 mm. En el caso de la ranura pasante, el defecto posee un

ancho w de 1 mm y un largo de 3.5 cm.

4.2 Detección interferométrica de ondas de ultrasonido

Una revisión completa de métodos interferométricos puede encontrarse en

el libro editado por Malacara [81]. Usualmente, los métodos interferométri-

cos de detección de ondas de ultrasonido se basan en detectar el movimiento

superficial de una muestra a partir de la interferencia entre dos haces. Uno,

denominado de referencia, cuyo camino óptico permanece constante, y otro,

que se refleja en la superficie bajo análisis, cuyo camino óptico varía de acuer-

do al movimiento de ésta. La diferencia de fase entre ambas ramas da lugar

a interferogramas que contienen información acerca del desplazamiento χ(t)

de la superficie, que queda codificada en el desfasaje entre ambos haces. La

intensidad del haz que resulta de la interferencia entre la referencia y el

objeto está dada por:

I(t) = Ir + Io + 2β
√
IrIo cos (∆ϕ(t) +φ)

= Ir + Io + 2β
√
IrIo cos

(
4π
λo
χ(t) +φ

) (4.1)
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donde Io, Ir corresponden a las intensidades del haz objeto y de referencia

respectivamente, ∆ϕ(t) es la fase introducida por el movimiento de la su-

perficie, φ es una fase global, λo es la longitud de onda del haz objeto y β

es un coeficiente positivo, menor a 1, que tiene en cuenta el contraste real

del término de interferencia de acuerdo a la alineación del sistema y otros

factores.

Dado que la fase no puede medirse directamente, en general, el proce-

so para extraer la información del desfasaje ∆ϕ(t) (o equivalentemente del

desplazamiento χ(t)) a partir de los interferogramas1 es no trivial. Por consi-

guiente, suele ser muy útil para mejorar la exactitud de los resultados, poder

incluir alguna hipótesis acerca de las características del desfasaje que se quie-

re recuperar. Los métodos de recuperación de fase constituyen un área de

inverstigación muy activa [82, 83, 84].

En las siguientes secciones se presentan de manera breve algunas de las

técnicas interferométricas exploradas.

4.2.1 Interferometría heterodina

La interferometría heterodina [16, 85] se caracteriza por utilizar frecuen-

cias temporales distintas en la rama de referencia fr y en la rama objeto fo,

lo que introduce una variación temporal de fase en la señal interferométrica.

Para generar esa diferencia de frecuencias fc = fr−fo entre los haces pueden

utilizarse, por ejemplo, los órdenes de difracción que se obtienen a la salida

de un modulador acusto-óptico. En la Figura 4.3 se presenta un esquema de

la implementación usual del interferómetro heterodino, donde se emplea un

divisor de haz por amplitud (DHA) para combinar ambos haces y producir la

interferencia.

Dado que fc ≪ fr, fo2, al interferir ambos haces, se obtiene una señal con

batidos, cuya señal portadora posee una frecuencia fc y está modulada por

el movimiento de la superficie del objeto. Este movimiento, debido al efecto

Doppler, modifica la frecuencia de la rama objeto fo → fo + f(t), de manera

1 Este proceso usualmente se denomina recuperación de fase.
2 En general, los moduladores permiten generar diferencias de frecuencias en el rango

40 MHz ≲ fc ≲ 1 GHz, por lo que fc resulta mucho menor a las frecuencias fr, fo ∼ 500 THz

del rango óptico.
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Figura 4.3. Esquema usual de un interferómetro heterodino.

que la señal a la salida del interferómetro puede escribirse como una señal

modulada en frecuencia:

I(t) = Ir + Io + 2β
√
IrIo cos

[
2πfct+ 2π

∫ t

0
f(t′)dt′

]
(4.2)

Para obtener el movimiento de la superficie es necesario demodular

esta señal. Esto puede realizarse a partir de la detección de la fase(
2πfct+ 2π

∫t

0 f(t
′)dt′

)
y del cálculo de su derivada temporal para hallar

la frecuencia instantánea, la cual, luego de quitarle el corrimiento fc, descri-

be el movimiento del objeto.

A modo de ejemplo, se considera el caso de un movimiento armónico de

amplitud A, de manera que f(t) = ∆fD sen (2πfmt+ ϕm), donde fm es la

frecuencia temporal del movimiento, ϕm es la fase inicial y ∆fD es el corri-

miento Doppler de la frecuencia, dado por ∆fD = 4πAfm/λo. Para este caso,

la señal interferométrica resulta:

I(t) = Ir + Io + 2β
√
IrIo cos

[
2πfct−

4πA
λo

cos (2πfmt+ ϕm)

]
(4.3)

El espectro de la ecuación (4.3), está formado por la componente de la

portadora fc e infinitas componentes laterales en fc ± nfm, con n ∈ N, cuyas
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amplitudes pueden escribirse en términos de funciones de Bessel [86, 87].

Para desplazamientos pequeños comparados con λo, las componentes domi-

nantes resultan en fc ± fm, pudiendo despreciar el resto. Ahora, analizando

cualitativamente el caso de un movimiento general con una frecuencia media

f̃m y un ancho de banda ∆f̃, las líneas espectrales resultan ensanchadas, pero

sus componentes principales permanecen centradas en fc ± f̃m. Entonces,

el principal contenido espectral de la señal dada por (4.2) estará contenido

entre fc ± (f̃m + ∆f̃/2).

En el caso del ultrasonido, las frecuencias típicas se encuentran en el

rango 100 KHz ≲ f̃m ≲ 20 MHz. Considerando que los tiempos caracterís-

ticos del ultrasonido suelen estar en el orden de 1 a 10 µs, en general es

necesario registrar las señales interferométricas durante al menos 100 µs.

Por lo tanto, a la hora de realizar la demodulación, no suele ser factible la

digitalización de las señales interferométricas y el posterior procesamiento.

Esto requeriría muestrear adecuadamente señales con frecuencias máximas

∼ fc+ f̃m+∆f̃ ≳ 100 MHz, durante aproximadamente 100 µs, lo que implica

una alta frecuencia de muestreo y un gran volumen de datos por registro. Los

conversores A/D convencionales de propósitos generales no logran alcanzar

estas resoluciones en ventanas temporales tan largas. Por esta razón, se suele

emplear una demodulación analógica implementada mediante un circuito

eléctrico que, tomando como entrada la señal interferométrica, entrega como

salida el desplazamiento de la superficie, en tiempo real. Esta señal de salida,

al estar demodulada, tiene un ancho de banda ∆f̃ mucho menor que la señal

modulada, con lo cual puede adquirirse mediante un osciloscopio digital o

conversor A/D sin problemas.

4.2.1.1 Implementación

Inicialmente, en este trabajo se explora la posibilidad de emplear un inter-

ferómetro heterodino para la detección de las ondas de ultrasonido, debido

a que el grupo de trabajo ya contaba con el equipamiento eléctrico necesario

para la demodulación de señales requerida para este tipo de detección.

Para ello, se monta el esquema experimental descripto en la Figura 4.4,

empleando como modulador acusto-óptico una celda de Bragg que introdu-

ce una diferencia de frecuencia de 70 MHz entre los órdenes de difracción

0 y 1.
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He-Ne

Modulador
acusto-óptico

Espejo
Muestra

Ir

Io

Detector

DHP1

λ/4

L

Detector DHP2

Figura 4.4. Esquema del interferómetro heterodino.

El esquema de la Figura 4.4 presenta algunas variaciones respecto del

esquema básico presentado en la Figura 4.3. Por un lado, la utilización de

una fuente láser polarizada linealmente y un divisor de haz por polarización3

(DHP1), permite maximizar el uso de la radiación disponible, ya que toda

la luz es dirigida al detector. En cambio, en el caso de un divisor de haz

por amplitud, parte del haz se retroalimenta al láser, lo que suele afectar la

estabilidad de la intensidad del haz. Por otro lado, este esquema reduce la

sensibilidad a las vibraciones ya que, al estar enfocado el haz de la rama

objeto sobre la superficie de la muestra mediante una lente (L), la señal re-

sulta menos sensible a inclinaciones de la superficie. Además, al incidir en un

área más pequeña sobre la muestra, es posible obtener un mejor desempeño,

aún cuando la superficie de la muestra no posea un buen acabado óptico, y

obtener mayor resolución espacial.

La fuente láser de la Figura 4.4 está alineada de manera que la polariza-

ción resulta vertical. El orden 0 de difracción conforma la rama objeto del

interferómetro y, al poseer polarización vertical, es transmitido hacia la mues-

tra por el DHP1. Al incidir nuevamente sobre el DHP1, luego de reflejarse en

la muestra, su polarización ha rotado 90o debido a la lámina retardadora de

3 El divisor de haz por polarización está construido mediante dos prismas y una capa

dieléctrica muy fina que permite transmitir la componente vertical de polarización y reflejar

la componente horizontal.
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cuarto de onda (λ/4). Entonces, ahora el haz resulta reflejado por el DHP1,

hacia la salida del interferómetro. El orden 1 de difracción conforma la rama

de referencia y, al poseer polarización vertical, es simplemente transmitida

por el DHP1 a la salida del interferómetro.

Al recombinarse en el DHP1, el haz objeto y el de referencia se encuen-

tran polarizados ortogonalmente, por lo que es necesario introducir algún

elemento previo al detector, para producir la interferencia de las ramas. Para

disminuir la sensibilidad del sistema frente a fluctuaciones temporales del

haz láser, se emplea un esquema de detección mediante dos fotodiodos. Éste

consta del DHP2, ubicado de manera que su plano horizontal se encuentra a

45o respecto del plano de la mesa de trabajo para que tanto el haz de referen-

cia como el objeto posean igual magnitud de las componentes transmitidas y

reflejadas. Se ubica un fotodiodo en cada rama del DHP2, donde se obtiene,

en uno, la interferencia de las ramas objeto y referencia y, en otro, la misma

señal desfasada 180o, es decir:

I(t) = Ir + Io ± 2β
√
IrIo cos

(
2πfct+ 2π

∫ t

0
f(t′)dt′

)
(4.4)

El circuito analógico, posee una primera etapa de amplificación que, ade-

más, calcula la resta de las señales de los fotodiodos, que es la señal de

entrada de la etapa de demodulación. Esta señal de entrada resulta:

s(t) = 4β
√
IrIo cos

(
2πfct+ 2π

∫ t

0
f(t′)dt′

)
(4.5)

Como se observa en la ecuación (4.5), mediante este esquema de detec-

ción, es posible eliminar exactamente los términos de las intensidades de cada

rama Ir, Io, que pueden introducir errores en el proceso de demodulación en

el caso en que posean fluctuaciones temporales.

Una ventaja de la interferometría heterodina es que al introducir la porta-

dora fc, la fase demodulada se obtiene sin necesidad de calibrar el sistema y

resulta independiente de la alineación.
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4.2.1.2 Validación

Para evaluar el desempeño de este esquema experimental, primeramente

se utiliza como muestra un actuador piezoeléctrico que oscila armónicamente

con una frecuencia de 800 kHz. En la Figura 4.5 se presenta la señal registra-

da por el interferómetro heterodino del desplazamiento de su superficie.

0 1 2 3 4 5

−20

0

20

Tiempo [µs]

D
es

pl
az

am
ie

nt
o

[n
m

]

Figura 4.5. Detección del desplazamiento del actuador piezoeléctrico de 800 kHz

con la técnica heterodina.

Luego, se intentan registrar ondas de ultrasonido superficiales en placas

de aluminio, generadas a partir de un pulso láser de alta potencia en régimen

termoelástico. Lamentablemente, no resulta posible detectar ultrasonido me-

diante el esquema presentado. Luego de intentar identificar posibles causas

de este problema e intentar corregirlas sin éxito, se encuentra que el circuito

demodulador analógico no responde adecuadamente frente a señales con

frecuencias (≳ 1 MHz). Esto explica por qué resulta posible detectar el mo-

vimiento del actuador piezoeléctrico, pero no así las ondas superficiales en

aluminio, ya que éstas sí podían detectarse mediante sensores piezoeléctricos

de contacto. Debido a la imposibilidad de reparar el circuito analógico, se

decide explorar otras alternativas interferométricas que no dependan de un

circuito demodulador.

4.2.2 Interferometría homodina

Una alternativa a la variante del interferómetro heterodino es la detección

homodina. En este caso, ambas ramas del interferómetro tienen haces de la
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4.2 Detección interferométrica de ondas de ultrasonido

misma frecuencia temporal. La información del desplazamiento de la super-

ficie queda directamente codificada en la variación de fase de la señal de

interferencia, de acuerdo a la ecuación (4.1). En este caso, el desplazamiento

se obtiene a partir del proceso posterior de recuperación de la fase de la se-

ñal. En la Figura 4.6 se presenta el esquema experimental del interferómetro

homodino analizado.

He-Ne

Espejo

Muestra
Ir

Io

al detector

DHP

λ/4

L

λ/4

Figura 4.6. Esquema experimental del interferómetro homodino.

El interferómetro de la Figura 4.6 es un interferómetro tipo Michelson

con división de haz por polarización. En este caso, la fuente láser linealmente

polarizada se ubica de manera que el plano de polarización resulte aproxi-

madamente a 45o del plano de la mesa de trabajo, para que las intensidades

de las ramas sean aproximadamente iguales y el contraste del término de

interferencia resulte máximo. Modificando este ángulo es posible controlar

la intensidad resultante de cada rama del interferómetro, para mantener la

condición de contraste máximo, en el caso en que la superficie bajo análisis

no posea un buen acabado óptico.

El empleo del DHP, permite mantener las ventajas comentadas en la sec-

ción 4.2.1.1 acerca del aprovechamiento de la potencia total y de la mayor

estabilidad del haz láser. También se mantienen las ventajas provenientes de

la lente de enfoque del haz sobre la superficie de la muestra. A diferencia del
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caso heterodino, para dirigir ambos haces hacia el detector es necesario em-

plear láminas retardadoras de cuarto de onda (λ/4) tanto en la rama objeto,

como en la de referencia. Los haces a la salida del interferómetro resultan or-

togonales, por lo que se puede utilizar, por ejemplo, el esquema de detección

con el DHP introducido en la sección 4.2.1. Este esquema experimental se

utilizó, junto con un interferómetro de polarización basado en un cristal unia-

xial, para caracterizar satisfactoriamente la respuesta de un piezoeléctrico

tipo PZT [88].

Una de las principales desventajas de la interferometría homodina es que

suele ser necesario calibrar el sistema para poder realizar la conversión entre

la amplitud registrada por el detector y el desfasaje introducido por el despla-

zamiento de la superficie. Esta calibración es afectada por múltiples factores

como la alineación del sistema, la calidad óptica de la superficie bajo estudio,

etc.

Este interferómetro, al no contar con la señal de batido de alta frecuencia,

presenta la desventaja de tener una sensibilidad para detectar el desplaza-

miento de la muestra que depende de la fase global φ entre las ramas del

interferómetro. Cuando esta fase es cercana a 0 ó π, la sensibilidad es mí-

nima; mientras que cuando la fase se acerca a π/2 ó 3π/2, la sensibilidad

es máxima. Esto está directamente relacionado con que la derivada de la

función coseno se anula en 0,π y es máxima en π/2 y 3π/2. De esta manera,

dado que el desplazamiento normal a la superficie χ(t) debido a una onda

de ultrasonido es χ(t) ≪ λo, se tiene que la respuesta del sistema es propor-

cional a la derivada de la función coseno, en el punto de trabajo dado por la

fase global φ.

El valor de la fase global φ no permanece fijo, sino que fluctúa debido a la

presencia de diversas fuentes de ruido como, por ejemplo, vibraciones mecá-

nicas, turbulencia en el aire, fluctuaciones térmicas, etc. Todas estas fuentes

de inestabilidad de la fase global hacen que φ pueda realizar excursiones

de más de 2π de amplitud en decenas de segundos. Es importante destacar

que las variaciones temporales de φ, para el tipo de fuentes mencionadas,

resultan muy lentas en términos de tiempos ultrasónicos, ya que la frecuencia

de las inestabilidades no supera 1 kHz. Para esquematizar este efecto, en la

Figura 4.7 se presenta una señal homodina de una sucesión de pulsos cortos

de ultrasonido con una frecuencia de disparo de 10 Hz sobre un fondo de
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fluctuaciones de baja frecuencia.
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Figura 4.7. Señal homodina para pulsos de ultrasonido con una frecuencia de dispa-

ro de 10 Hz sobre un fondo de fluctuaciones de baja frecuencia.

Este efecto de fluctuación no controlada de la fase global φ ocasiona, no

sólo la pérdida de sensibilidad por momentos, sino que impide promediar dis-

tintas señales de ultrasonido registradas en distintos momentos, ya que éstas

son registradas con distintos valores de fase global. Como se observa en la

Figura 4.7, no sólo se afecta la amplitud de la señal de ultrasonido de acuerdo

al valor de φ sino que, dependiendo del cuadrante de la función coseno en el

que se encuentra la fase global φ del sistema, la señal de ultrasonido también

puede invertirse.

Es importante destacar que, en general, las fluctuaciones no deseadas pue-

den llegar a introducir diferencias en el camino óptico del orden de ∼ 1µm,

que resultan varios órdenes de magnitud mayores a las producidas por las

ondas de ultrasonido, que son del orden de ∼ 10nm.

Para solucionar este problema, se suelen emplear mecanismos para esta-

bilizar el interferómetro, es decir, mantenerlo siempre cercano a un valor de

fase global óptimo, donde la sensibilidad es máxima. Para llevar a cabo dicha

estabilización se puede emplear un circuito activo de retroalimentación de

fase en la rama de referencia que regula la fase global mediante un posicio-

nador nanométrico tipo PZT [16, 89], o un modulador acusto-óptico [90] o

un modulador electro-óptico [91]. De esta manera, es posible minimizar el

impacto en el sistema introducido por las fluctuaciones de baja frecuencia y

lograr mediciones de mayor precisión.
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En este trabajo se propone un acercamiento más simple, y de menor im-

pacto económico, ya que consiste en utilizar el interferómetro directamente

sin estabilizar y emplear las fluctuaciones no deseadas presentes en el siste-

ma, como una fuente de desfasajes aleatorios. Hao et al. [92] propusieron

una técnica para recuperar la distribución espacial de la fase en imágenes

bidimensionales que emplea la introducción de una fase que varía monótona-

mente, permitiendo saltos de fase no controlados entre los interferogramas.

En la sección 4.3 se analiza un mecanismo equivalente al de Hao et al. para

recuperar la distribución temporal de la fase de señales homodinas de ultraso-

nido, inmersas en un fondo de fluctuaciones lentas y aleatorias, introduciendo

un desfasaje monótonamente creciente. Luego, en la sección 4.4 se estudia

un mecanismo para recuperar la distribución temporal de la fase de señales

de ultrasonido, para saltos de fase completamente aleatorios.

4.3 Interferómetro homodino sin estabilización con fase

que varía monótonamente

En esta sección se presenta una técnica de medición de ondas de ultra-

sonido, mediante el interferómetro homodino sin estabilizar, que involucra

la introducción de una fase global que varía monótonamente entre las ra-

mas del interferómetro [93]. A partir del procesamiento de múltiples señales

interferométricas tomadas para distintos valores de fase global, es posible

recuperar el desplazamiento medio de la superficie en el punto de detección.

Existen numerosas maneras de introducir desfasajes entre las ramas de

un interferómetro. En el grupo de trabajo, por ejemplo, se ha estudiado y

caracterizado la fase introducida a partir de la incidencia oblicua en láminas

retardadoras [94]. Otras alternativas consisten en modificar la longitud de la

rama de referencia [95], el empleo de moduladores ópticos [96], la utiliza-

ción de máscaras [97], etc. En este trabajo, se ha empleado un compensador

de Babinet4 en la salida del interferómetro sin estabilizar para introducir

una diferencia de fase φB entre los haces objeto y referencia, polarizados

ortogonalmente.

4 El compensador de Babinet consiste de dos cuñas de cristal uniaxial (por ejemplo,

cuarzo o calcita) ubicados de manera tal que sus ejes ópticos resultan ortogonales entre sí.

Las cuñas pueden deslizarse entre sí alterando el desfasaje introducido entre las componentes

ortogonales del haz que las atraviesa [98].
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Para producir la interferencia de ambos haces a la salida del interferó-

metro, se utiliza un polarizador orientado a 45o de manera de maximizar el

contraste de la señal de interferencia. Se emplea como detector un fotodiodo

rápido de baja capacidad con un circuito amplificador de 25 MHz de ancho

de banda. El área de detección del fotodiodo es de 1 mm2. En la Figura 4.8

se presenta un esquema del interferómetro empleado para la aplicación de

este método.
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Io

Detector

DHP

λ/4

L

λ/4

Compensador
de Babinet

Polarizador lineal

Figura 4.8. Esquema experimental del interferómetro homodino sin estabilizar con

desfasaje no controlado.

La técnica consiste en registrarN ≳ 100 mediciones con valores crecientes

(o decrecientes) de desfasaje φB de manera que abarquen, por lo menos, un

intervalo de longitud 2π. De acuerdo a la ecuación (4.1), la i-ésima señal

registrada por el fotodetector está dada por:

I(t, i) = Ia + Ib cos[∆ϕ(t) +φ(t, i)] (4.6)

donde Ia = Ir + Io, Ib = 2β
√
IrIo, ∆ϕ(t) corresponde a la fase generada

por la onda de ultrasonido en la superficie de la muestra y φ(t, i) es la fase

global que tiene en cuenta el desfasaje φB monótono introducido por el com-

pensador de Babinet y también un desfasaje aleatorio φr producido por las
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diversas fuentes de ruido mencionadas en la sección 4.2.2, como vibraciones

mecánicas, fluctuaciones térmicas, etc. Se recuerda que, como estas fluctua-

ciones varían lentamente en comparación con los tiempos característicos del

ultrasonido, es una buena aproximación considerarlos constantes durante

cada medición:

φ(t, i) = φB(i) +φr(t, i) ≈ φB(i) +φr(i) = φ(i) (4.7)

En la Figura 4.9 se presentan algunas mediciones experimentales de in-

tensidad en función del tiempo para ondas de Lamb en una placa delgada de

aluminio, para distintos valores del desfasaje φB.
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Figura 4.9. Intensidad I(t, i) en función del tiempo, para distintas mediciones i. En

línea punteada se indica el tiempo to = 4 µs utilizado en la Figura 4.10.

Dado que el desplazamiento de la superficie (|χ(t)| ≲ 20 nm) generado

por las ondas de ultrasonido en régimen termoelástico es mucho menor a la

longitud de onda del láser λo = 632.8 nm, la variación de fase originada por
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el ultrasonido resulta ∆ϕ(t) ≪ 1. Como consecuencia, la señal de ultrasonido

prácticamente desaparece en las mediciones en que la fase global φ se acerca

a los valores de menor sensibilidad 0,π, 2π, . . . (señales ubicadas cerca de

los extremos superior e inferior de la Figura 4.9). Contrariamente, para los

valores de φ de mayor sensibilidad π/2, 3π/2, . . ., la señal de ultrasonido

posee amplitud máxima (señales ubicadas a altura media en la Figura 4.9).

También puede observarse en la Figura 4.9 la inversión de algunas de las

mediciones.

En la Figura 4.10 se presenta la intensidad registrada en el tiempo fijo

to = 4 µs de cada medición en función del índice i, que se corresponde con

distintos valores del desfasaje monótono φB.
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Figura 4.10. Intensidad I(to, i) en función del índice i de la medición, para tiempo

fijo to = 4µs. Las regiones 1 y 2 corresponden a los flancos que determinan el

cuadrante al que pertenece la fase global φ.

Esta técnica requiere que el desfasajeφB introducido, varíe monótonamen-

te en un intervalo de, al menos, longitud 2π. No es necesario poder controlar

ni conocer la magnitud de la variación de fase introducida en cada medición.
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Tampoco es necesario que el desfasaje varíe linealmente entre las señales de

interferencia. Dado que la longitud del intervalo es superior a 2π, se registra

la interferencia en, al menos, un periodo de la función coseno, por lo que

la intensidad alcanza máximos y mínimos en la Figura 4.10. Estos extremos

permiten definir los flancos denominados región 1 y región 2. La región 1 co-

rresponde a las mediciones tomadas entre un máximo y el mínimo siguiente

de intensidad, y representa a las mediciones tomadas en un punto de trabajo

de φ tal que el coseno se encuentra en los cuadrantes 1 y 2. La región 2, en

cambio, corresponde al flanco entre un mínimo y un máximo y representa

los puntos de trabajo tal que el coseno se encuentra en los cuadrantes 3 y

4. Debido a la simetría de la función coseno, en principio no sería posible

distinguir si se realizó una medición en la región 1 o en la región 2. Gracias a

la información adicional introducida por el desfasaje φB de crecimiento mo-

nótono, es posible distinguir estas regiones y poder recuperar correctamente

la fase a partir de las mediciones.

Por un lado, vale la pena destacar que la única función que cumple el

desfasaje φB es permitir identificar estas regiones. Por eso, en la Figura 4.10

también se puede observar que la diferencia de fase causada por el ruidoφr(i)

puede resultar mayor a la variación de fase introducida por el compensador

de Babinet, obteniéndose una fase global φ que no varía monótonamente de

manera local. Esto no afecta el proceso de recuperación de fase, siempre y

cuando se puedan seguir identificando las posiciones de los máximos y míni-

mos para definir las regiones 1 y 2. Tampoco se necesita gran precisión en la

detección de los extremos, ya que, como se discutió previamente, las señales

registradas con puntos de trabajo cercanas a los extremos no poseen infor-

mación sobre el ultrasonido o, al menos, su relación señal/ruido es muy baja

por lo que suelen ser descartadas en el proceso de recuperación de fase. Esta

gran insensibilidad frente al ruido hace que la técnica resulte muy robusta y

es una de sus principales fortalezas.

Por otro lado, si bien las mediciones registradas en extremos no aportan

información sobre ultrasonido, sí resultan extremadamente útiles porque per-

miten autocalibrar el sistema para obtener señales normalizadas, a partir de

la estimación de los valores Ia e Ib mediante:
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Ia =
1
2

[
max[I(t, i)] + min[I(t, i)]

]

Ib =
1
2

[
max[I(t, i)] − min[I(t, i)]

]

Ĩ(t, i) =
I(t, i) − Ia

Ib

(4.8)

donde se emplea la notación Ĩ para indicar la señal normalizada en el inter-

valo [−1, 1].

Una vez normalizadas las intensidades, es posible recuperar la fase Φ̃ en

el intervalo reducido [0,π] (a la que se denominará fase reducida) a partir

de:

Φ̃(t, i) = acos
[
Ĩ(t, i)

]
(4.9)

Para obtener la fase Φ en el intervalo completo [0, 2π] (a la que se deno-

minará fase extendida) es necesario emplear la información provista por las

regiones 1 y 2 de la Figura 4.10 y tomar en cada caso:

Φ(t, i) = Φ̃(t, i), ∀ i ∈ región 1

Φ(t, i) = 2π− Φ̃(t, i), ∀ i ∈ región 2
(4.10)

Vale la pena mencionar que en este trabajo, dado que las variaciones de

fase causadas por el ultrasonido son pequeñas, no es necesario aplicar nin-

gún operador para desenvolver la fase, ya que ésta no se extiende fuera del

intervalo [0, 2π]. Entonces, la fase calculada de acuerdo a la ecuación (4.10)

nos permite estimar directamente el desfasaje generado por el ultrasonido

∆ϕ(t) y el desplazamiento de la superficie χ(t) a través de:

∆ϕ(t) ≈ 1
N

N∑

i=1

Φ(t, i)

χ(t) =
λo

4π
∆ϕ(t)

(4.11)
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Es necesario aclarar que en el valor medio calculado en la ecuación (4.11)

no se suelen incluir todas las señales registradas, sino sólo aquellas que po-

seen una buena relación señal/ruido. Esta relación depende del contraste de

la señal de interferencia registrada. Se recuerda que las señales de contraste

mínimo (y menor relación señal/ruido) son las que corresponden a los ex-

tremos de las regiones 1 y 2, y las de contraste máximo, y por consiguiente,

mejor relación señal/ruido son las del centro de las regiones. Por esta razón,

sólo se seleccionan para calcular el promedio un grupo de señales, como por

ejemplo, las que están en la zona central de la Figura 4.9. Esta selección pue-

de realizarse fácilmente tomando las señales de interferencia normalizadas

que se encuentran en el rango [ε, 1 − ε]. Ajustando el valor de ε es posible

promediar menos señales con mejor relación señal/ruido o viceversa. La elec-

ción de este valor depende principalmente de las características del ruido

eléctrico y de otras fuentes que afecta la amplitud de la señal, pero no la fase.

A partir de ensayos realizados con el dispositivo experimental presentado se

encuentra que ε = 0.15 resulta ser un valor óptimo.

4.3.1 Validación

Para evaluar el desempeño de la técnica propuesta con desfasajes no con-

trolados que varían monótonamente, primeramente se analiza como muestra

el actuador piezoeléctrico, previamente utilizado, que oscila armónicamente

con una frecuencia de 800 kHz. En la Figura 4.11 se presenta la señal de des-

plazamiento obtenida mediante el interferómetro homodino sin estabilizar

y empleando la técnica con desfasajes no controlados que varían monótona-

mente.

Luego, para poder caracterizar cuantitativamente la precisión de la técnica

propuesta de desfasaje monóntono no controlado, se comparan los resultados

con los obtenidos mediante técnicas tradicionales de recuperación de fase:

el algoritmo de Carré [99] y un algoritmo WDFT (por sus siglas en inglés

Windowed Discrete Fourier Transform) de 11 pasos [100, 101]. Se decide

seleccionar estos dos métodos ya que, si bien requieren valores precisos para

los saltos de fase, poseen características favorables que hacen que sean de

uso frecuente. En las secciones siguientes se describen sus principales carac-

terísticas y se presenta brevemente la implementación de cada uno de estos

métodos al caso de señales interferométricas de ultrasonido.
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Figura 4.11. Detección del desplazamiento del actuador piezoeléctrico de 800 kHz

con la técnica homodina de desfasaje monóntono.

4.3.1.1 Algoritmo de Carré

El algoritmo de Carré es uno de los algoritmos clásicos y más destacados

de recuperación de fase. Requiere 4 interferogramas y, si bien no es necesario

conocer explícitamente el salto de fase entre ellos, éste debe ser uniforme.

Tomando interferogramas con fases globales de la forma:

I1(t) = Ia + Ib cos [∆ϕ(t) − 3α]

I2(t) = Ia + Ib cos [∆ϕ(t) − α]

I3(t) = Ia + Ib cos [∆ϕ(t) + α]

I4(t) = Ia + Ib cos [∆ϕ(t) + 3α]

(4.12)

se tiene que el salto de fase entre las sucesivas señales es de 2α. El sistema

(4.12) es un sistema de 4 ecuaciones con 4 incógnitas: Ia, Ib,∆ϕ(t),α. Re-

solviendo el sistema se encuentra que la fase ∆ϕ(t) puede obtenerse en el

intervalo [0, 2π] a partir de los interferogramas I1 . . . I4 como [102, 81]:

∆ϕ = atan
[
tan(α)

(
I1 + I2 − I3 − I4

−I1 + I2 + I3 − I4

)]
(4.13)

y el parámetro α está dado por:

101



4 Diseño experimental

tan2(α) =
3(I2 − I3) − (I1 − I4)

I1 + I2 − I3 − I4
(4.14)

En este trabajo se decidió emplear un salto de fase 2α = 110o, de acuer-

do al resultado del análisis del algoritmo de Carré realizado por Kemao et

al. [103], donde hallaron que saltos de fase cercanos a este valor resultan

óptimos ya que minimizan tanto los errores de intensidad como los de fase.

4.3.1.2 Algoritmo WDFT de 11 pasos

El algoritmo de recuperación de fase de 11 pasos pertenece a una familia

de algoritmos basados en la transformada discreta de Fourier diseñados para

ser robustos, tanto frente a deficiencias en la calibración del salto de fase,

como en la recuperación de fase de señales con gran contenido armónico.

Para este método se emplea un salto de fase α = π/3 entre cada uno de los

11 interferogramas I1, I2, . . . , I11. En este caso, se obtiene la fase ∆ϕ(t) en el

intervalo [0, 2π] a partir de:

∆ϕ = atan

[ √
3(−I1−2I2+4I4+5I5−5I7−4I8+2I10+I11)

I1−2I2−6I3−4I4+5I5+12I6+5I7−4I8−6I9−2I10+I11

]
(4.15)

4.3.1.3 Comparación entre las distintas técnicas de recuperación de fase

Para realizar la comparación de las técnicas, se analiza el desplazamiento

debido a ondas de Lamb de una placa delgada de aluminio. En la Figura 4.12

se presentan los desplazamientos medios obtenidos a partir de la técnica de

desfasaje monótono no controlado desarrollada en este trabajo, junto con los

resultados obtenidos para los algoritmos de Carré y WDFT de 11 pasos.

Los tres métodos se aplicaron al mismo conjunto de datos experimentales.

Para medir cuantitativamente la similitud entre los resultados se computó el

desvío estándar de la diferencia de los resultados de la técnica de fase mo-

nótona y cada uno de los otros métodos. Con respecto al algoritmo de Carré,

se obtuvo un desvío estándar de 0.04 nm y con el algoritmo WDFT, 0.03 nm.

Además, en ambos casos, la diferencia máxima entre los desplazamientos

resultó inferior a 0.14 nm, lo que equivale a un error porcentual menor al
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Figura 4.12. Desplazamiento medio de la superficie debido a ondas de Lamb para

las tres técnicas de recuperación de fase.

7 %. Se comprueba entonces que la técnica de fase monótona presentada

permite recuperar el deplazamiento medio de la superficie de manera exitosa

y sin la necesidad de estabilizar el interferómetro, ni de calibrar desfasajes

introducidos.

4.4 Interferómetro homodino sin estabilización con saltos

de fase aleatorios

En esta sección se presenta la técnica desarrollada para recuperar el des-

plazamiento de la superficie causado por las ondas de ultrasonido para el

caso de saltos de fase completamente aleatorios. En esta técnica se emplea

nuevamente el interferómetro homodino sin estabilización pero, a diferencia

de la técnica presentada en la sección 4.3, no se introducen desfasajes que

varían monótonamente mediante el compensador de Babinet.

La señal registrada por el detector estará dada, al igual que antes, por la

ecuación (4.6) pero en este caso la fase global φ(t, i) estará dada sólo por las

fluctuaciones no deseadas.

φ(t, i) = φr(t, i) ≈ φr(i) = φ(i) (4.16)
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Bajo las hipótesis de que el desplazamiento de la superficie χ(t) es mucho

menor que la longitud de onda λo de la rama objeto y que la fase global

φ(i) muestrea todo el intervalo [0, 2π] durante el tiempo total de registro de

N ≈ 200 señales, es posible recuperar la señal de ultrasonido para el caso

de una fase global φ(i) desconocida y que varía de manera completamente

aleatoria en función del índice i.

En la Figura 4.13 se presentan las señales registradas en función del tiem-

po, que resultan análogas al caso de la Figura 4.9.
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Figura 4.13. Intensidad I(t, i) en función del tiempo, para distintas mediciones i, en

la técnica de saltos de fase completamente aleatorios.

En la Figura 4.14 se presenta la intensidad de cada medición registrada

en un tiempo fijo to = 4 µs en función del índice i, donde se observa la

aleatoriedad de los saltos de fase.

De manera análoga al caso de la técnica de pasos que varían monótona-

mente, es posible normalizar las señales mediante la ecuación (4.8) y calcular

la fase reducida en el intervalo [0,π] a través de la ecuación (4.9).

Ahora, en el caso de esta técnica, no se tiene la información de las regiones
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Figura 4.14. Intensidad I(to, i) en función del índice i de la medición, para tiempo

fijo to = 4 µs, en la técnica de saltos de fase completamente aleatorios.

1 y 2 para calcular la fase extendida de acuerdo a la ecuación (4.10). En su

lugar, se realiza el procedimiento que se detalla a continuación.

Para comenzar, se selecciona como medición de prueba a la medición ip
cuya señal normalizada Ĩ(t, ip) posee mejor contraste. Se recuerda que esto

puede realizarse simplemente analizando los valores para tiempos iniciales

de los Ĩ(t, i). De la misma manera, es posible definir valores Φ̃o(t, i) que se

obtienen restando a la fase reducida Φ̃(t, i), el valor medio de los tiempos

iniciales de ésta, donde no hubo aún desplazamiento de la superficie.

Luego, se calcula la correlación cruzada normalizada ci para retardo tem-

poral nulo entre la fase reducida Φ̃o(t, i) de cada medición y la fase reducida

de la medición de prueba Φ̃o(t, ip):

ci =
[
Φ̃o(i)⊗ (Φ̃o(ip)

]
(0) (4.17)

105



4 Diseño experimental

Por definición, el valor de la correlación cruzada normalizada cumple que

ci ∈ [−1, 1], tomando el valor 1 en el caso en que ambas señales son exacta-

mente iguales y −1 si una está invertida respecto de la otra. En el caso en que

las señales no poseen ningún tipo de correlación, ci será nulo. Entonces, el

valor de ci posee información valiosa, no sólo para decidir si la señal i-ésima

fue tomada en la misma región que la señal de prueba, sino también para

poder descartar automáticamente señales con valores bajos de correlación.

Esto puede corresponderse con el caso de las mediciones tomadas cerca de

los bordes de las regiones 1 y 2 de mínima relación señal/ruido, pero también,

por ejemplo, con el caso de mediciones defectuosas, o con demasiado ruido

eléctrico, donde calculando el contraste de la señal o analizando el valor de

los tiempos iniciales no es posible descartarlas de manera automatizada. En

esos casos, habría que quitarlas del conjunto de mediciones manualmente.

Mediante la incorporación de la correlación cruzada, es posible construir

un algoritmo de procesamiento más robusto que descarta automáticamen-

te, y sin ningún tipo de información externa, las señales que no poseen las

características propias de las señales de ultrasonido que se están midiendo.

En este trabajo, se decidió descartar las mediciones cuya correlación cru-

zada se encontraba en el rango |ci| ⩽ (1 − εc). El valor de εc permite regular

el límite mínimo de correlación necesario para que la medición sea admi-

tida para el cálculo del desplazamiento medio. El valor óptimo encontrado

empíricamente para εc es 0.1.

Ahora, si la correlación de una medición cumple con ci > 0 significa que

la región a la que pertenece la medición i-ésima es la misma que la región a

la que pertenece la medición de prueba. En el caso en que ci < 0, significa

que pertenecen a regiones opuestas. Entonces, es posible asignar una fase

extendida, a partir del valor de la fase reducida de cada señal, de la siguiente

manera:

Φ(t, i) = Φ̃(t, i), ∀ i | ci > 0

Φ(t, i) = 2π− Φ̃(t, i), ∀ i | ci < 0
(4.18)

Con estas fases extendidas en el intervalo [0, 2π] es posible calcular el des-

fasaje generado por el ultrasonido ∆ϕ(t) y el desplazamiento de la superficie
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χ(t) a través de la ecuación (4.11), de manera análoga al caso de la técnica

de fase monótona presentada en la sección 4.3.

Vale la pena destacar que, claramente, esta técnica no permite recuperar

el desplazamiento de manera absoluta ya que se han identificado las medi-

ciones que pertenecen a la región de la medición de prueba y las mediciones

que pertenecen a la región opuesta. Pero no se ha determinado si la medición

de prueba pertenece a la región 1 o a la 2. Entonces, es posible que el des-

plazamiento obtenido a través de esta técnica esté invertido respecto del real.

En otras palabras, esta técnica no permite distinguir de manera absoluta el

sentido del movimiento de la superficie. En este trabajo, esta información no

resulta de interés, ya que por las características de las ondas de Rayleigh y

de Lamb, es posible deducirlo. Además, el interés final del trabajo es poder

extraer información acerca de defectos y características de las muestras, para

los cuales no será necesario conocer el sentido absoluto de movimiento.

Otra característica importante de mencionar es que es posible combinar

esta técnica con la presentada en la sección 4.3, si se introduce una fase que

varía monótonamente, de manera de poder tener las ventajas de los dos méto-

dos. De esta manera, es posible obtener el desplazamiento y sentido correctos

y, además, la robustez frente al ruido de la técnica de pasos aleatorios. Es

importante notar que sólo es necesario conocer la región a la que pertenece la

medición de prueba, por lo que no es necesario variar la fase monótonamente

durante el registro de todas las mediciones, sino sólo durante una cantidad

suficiente de mediciones, como para poder identificar un flanco o sección del

mismo. Tampoco es necesario que la medición de prueba sea la señal de me-

jor contraste, pero sí es importante que contenga información del ultrasonido,

por las razones que se han discutido en esta sección.

4.4.1 Validación

Para evaluar el desempeño de la técnica propuesta de saltos de fase alea-

torios, se analizó el desplazamiento del actuador piezoeléctrico que oscila

armónicamente con una frecuencia de 800 kHz. En la Figura 4.15 se presen-

ta la señal de desplazamiento obtenida mediante el interferómetro homodino

sin estabilizar y empleando la técnica con saltos de fase completamente alea-

torios.

Luego, para caracterizar cuantitativamente la precisión de la técnica de

107



4 Diseño experimental

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

−5

0

5

Tiempo [µs]

D
es

pl
az

am
ie

nt
o

[n
m

]

Figura 4.15. Detección del desplazamiento armónico del actuador piezoeléctrico

con f = 800 kHz con la técnica de desplazamientos completamente aleatorios.

saltos de fase aleatorios, se compararon los resultados con los obtenidos me-

diante el algoritmo de Carré, el algoritmo WDFT de 11 pasos y la técnica de

pasos no controlados de la sección 4.3. En la Figura 4.16 se presentan los des-

plazamientos medios obtenidos a partir de las cuatro técnicas mencionadas,

para el caso de ondas de Lamb en una placa de aluminio.
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Figura 4.16. Desplazamiento medio de la superficie debido a ondas de Lamb para

las cuatro técnicas de recuperación de fase.
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Los cuatro métodos se aplicaron al mismo conjunto de datos experimenta-

les. Al igual que en la sección 4.3.1, para medir cuantitativamente la similitud

entre los resultados se computó el desvío estándar de la diferencia de los resul-

tados de la técnica de fase aleatoria y los métodos tradicionales. Con respecto

al algoritmo de Carré, se obtuvo un desvío estándar de 0.03 nm y con el algo-

ritmo WDFT, 0.02 nm. Además, en ambos casos, la diferencia máxima entre

los desplazamientos resultó inferior a 0.11 nm, lo que equivale a un error por-

centual menor al 6 %. Recordando los resultados obtenidos en la sección 4.3.1

(donde se encontró un error porcentual máximo del 7 %), se puede ver que

la técnica de saltos de fase completamente aleatorios presenta un desempeño

comparable al de la técnica de fase monótona. La leve disminución del error

proviene de la eliminación selectiva y automatizada de las mediciones con

bajo valor del coeficiente de correlación discutido previamente.

4.5 Protocolo de medición

Para llevar a cabo un registro experimental de ondas de ultrasonido, se

coloca sobre un portaespejos la muestra en la rama objeto del interferómetro

homodino presentado en las secciones 4.3 y 4.4 y se corrige su orientación a

través del portaespejos, de manera que el haz reflejado por la muestra esté

alineado con la rama objeto del interferómetro. Luego, se posiciona la lente

de enfoque y se verifica que los haces de referencia y objeto sean coincidentes

y paralelos. Finalmente, se coloca el detector orientado de manera normal a

estos haces y se comprueba la relación de intensidades entre el haz objeto y

referencia para maximizar el contraste de la señal de interferencia.

Como fuente de generación de ultrasonido se utilizó un láser Nd:YAG

pulsado con un ancho temporal total de 5.6 ns y 15 mJ de energía máxima.

Se utilizó su frecuencia duplicada, para trabajar en el rango del espectro

visible, por lo que la longitud de onda es λe = 532 nm. El láser de detección

es un He-Ne continuo con λo = 632.8 nm.

En la Figura 4.17 se presenta el esquema experimental completo, que

permite la generación y detección de ultrasonido tanto sobre caras opuestas

de la muestra (mediante el esquema de generación G1) como sobre la misma

interfaz (mediante el esquema G2).

Debido a que las ondas de Rayleigh se propagan sólo sobre la interfaz del
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Figura 4.17. Esquema experimental utilizado para generar ultrasonido y detectarlo

sobre caras opuestas (G1) o sobre la misma cara (G2). En verde, se indica el láser de

excitación Nd:YAG y en rojo, el láser de detección He-Ne. El compensador de Babinet

sólo es necesario en la técnica de fase monótona.

material, para el caso de estudio de estas ondas, se realizó tanto la generación

como la detección del ultrasonido sobre la misma cara de la muestra, median-

te el esquema de generación G2. En el caso de las ondas de Lamb, teniendo

en cuenta que éstas se propagan por todo el material, se realizó la generación

y la detección del ultrasonido sobre caras opuestas empleando el esquema

G1. Esto es para mantener la simplicidad del montaje experimental y poseer

mayor libertad para detectar regiones cercanas al epicentro del ultrasonido.

Como se mostró en la sección 2.6.2, la única diferencia entre las ondas de

Lamb detectadas en una y otra cara de la placa, es que el desplazamiento

normal del modo S está invertido.

Debido a que el láser pulsado Nd:YAG es de alta potencia, no se utilizan

espejos convencionales en el esquema G2 ya que éstos se degradarían. En

su lugar, se emplean espejos dicroicos (ED) orientados a 45o respecto del

haz incidente. El empleo del compensador de Babinet sólo es necesario en la
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técnica de fase monótona descripta en la sección 4.3. En la implementación

de esta técnica se utilizó un motor paso a paso, controlado a través de una

computadora, que permitía aumentar de manera automatizada el desfasaje

introducido por el compensador de Babinet.

A continuación, en las Figuras 4.18 y 4.19 se presentan esquemas de las

muestras R0 y L0 a L7, respectivamente. En el esquema de la Figura 4.18 se

indican las posiciones de las regiones iluminadas por los láseres de genera-

ción y detección de ultrasonido empleadas durante la detección de las ondas

de Rayleigh con la muestra R0.

de

detección10
cm

a) Vista de frente

detección

b) Vista superior

excitación

1 cm

Figura 4.18. Esquema de la muestra de aluminio R0 empleada para el estudio de

ondas de Rayleigh. En verde, se indica el láser de excitación Nd:YAG y en rojo, el

láser de detección He-Ne.

De manera análoga, en la Figura 4.19 se presenta un esquema de las

muestras L0 a L7, donde se indican las posiciones de los defectos y de las

regiones iluminadas por los láseres de generación y detección de ultrasonido

empleadas durante las mediciones de ondas de Lamb en placas delgadas.

El protocolo de medición finaliza con el registro de las N ≈ 300 señales
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d
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Figura 4.19. Esquema de las muestras preparadas en aluminio L0 a L7. En verde, se

indica el láser de excitación Nd:YAG y en rojo, el láser de detección He-Ne.

empleadas por las técnicas de recuperación de fase de las secciones 4.3 y 4.4.

Esto se lleva a cabo de manera automatizada a través de la utilización de

un osciloscopio digital que captura las señales entregadas por el fotodetector.

El osciloscopio, conectado a una computadora personal, se controla a través

de una aplicación desarrollada en Matlab® que permite configurar la canti-

dad de mediciones a realizar y el intervalo de tiempo entre ellas, entre otras

características.

El proceso de descarga de datos del osciloscopio a la computadora demora,

para cada señal, aproximadamente 1.5 s. Por ende, un registro completo de

N ≈ 300 señales requiere aproximadamente 8 minutos.
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Capítulo 5
Comparación de

resultados y
caracterización de

materiales

A continuación, se presentan los resultados obtenidos para la detección

de ondas de Rayleigh y de Lamb en muestras sin defectos, generados a par-

tir de excitación láser. Además, se comparan los resultados experimentales

registrados mediante la técnica descripta en el Capítulo 4, con los obteni-

dos mediante el método numérico de resolución del problema termoelástico

SULDEP propuesto en el Capítulo 3.

Luego, se realiza un análisis de los resultados obtenidos, tanto experimen-

talmente como en las simulaciones, para caracterizar diversas constantes de

los materiales a partir de las ondas de Rayleigh. Finalmente, se explora la

capacidad de la técnica para estimar el espesor de una placa delgada, con

base en el análisis de las ondas de Lamb.

113



5 Comparación de resultados y caracterización de materiales

5.1 Ondas de Rayleigh

Para la generación y detección de ondas de Rayleigh mediante la técnica

de ultrasonido láser se emplea la muestra de aluminio R0, cuyas caracterís-

ticas se detallan en la sección 4.1. Las ondas de ultrasonido son generadas

a través del esquema G2 de la Figura 4.17. Posteriormente, para recuperar

el desplazamiento medio de la superficie, se emplea la técnica compuesta de

saltos de fase aleatorios de las secciones sección 4.3 y sección 4.4.

En las Figuras 5.1 y 5.2 se presentan las ondas de Rayleigh detectadas a

distancias de = 26, 28, 30, 32, 34 y 36 mm del punto de excitación, de acuer-

do a la Figura 4.18. También se grafican, a modo comparativo, los resultados

de las simulaciones obtenidas en condiciones análogas a las experimentales

para las mismas distancias de, en el caso de un medio semi-infinito.
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Figura 5.1. Ondas de Rayleigh experimentales y simuladas a distintas distancias de
del punto de excitación.
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Figura 5.2. Ondas de Rayleigh experimentales y simuladas a distintas distancias de
del punto de excitación.

Para el cómputo de las simulaciones se empleó un pulso gaussiano de

5.6 ns de extensión temporal y de 400 µm de extensión espacial. En la re-

solución de la ecuación del calor se tomaron pasos espaciales de ∆x = 8 µm

y ∆z = 0.5 µm, mientras que en la resolución de la ecuación de Navier, se

tomaron pasos espaciales de ∆x = 40 µm y ∆z = 25 µm. Se simuló una

placa con Lx = 10 cm. Ahora, simular una placa de Lz = 1 cm de espesor

resulta costoso computacionalmente empleando un paso fino de ∆z = 25 µm.

Por lo tanto, se decidió simular una placa más delgada, de Lz = 0.5mm de

espesor, para obtener un menor costo computacional. Entonces, para calcular

las ondas de Rayleigh, se implementó una banda absorbente (equivalente

a la presentada en la sección 3.2.3, pero en la dirección ẑ en lugar de x̂)

en la interfaz z = Lz, de manera de poder simular un medio semi-infinito y

desacoplar la condición de contorno de la interfaz en z = 0 de la condición
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5 Comparación de resultados y caracterización de materiales

en z = Lz.

En las Figuras 5.1 y 5.2 se puede observar la característica no dispersiva

de las ondas de Rayleigh al propagarse. En estos gráficos, también se observa

buena concordancia entre los tiempos de llegada de la onda de Rayleigh

experimental y de la onda simulada. Las diferencias observadas se atribuyen

principalmente a errores presentes en la medición de la distancia de, que

posee una incerteza de 1 mm. Respecto a las diferencias entre la forma de

la onda detectada y la simulada, se debe tener en cuenta que en el caso

experimental, las condiciones de contorno de ambas caras de la placa no se

encuentran completamente desacopladas y esto produce deformaciones en la

onda registrada.

Los resultados obtenidos se utilizan en la sección 5.3.1 para caracterizar

experimentalmente las constantes elásticas del material bajo estudio.

5.2 Ondas de Lamb

En esta sección se presentan los resultados obtenidos para la muestra L0

(muestra sin defectos, ver la Tabla 4.1) registrados empleando el esquema de

generación G1 de la Figura 4.17. Para recuperar el desplazamiento medio de

la superficie, se empleó la técnica compuesta de saltos de fase aleatorios de

las secciones sección 4.3 y sección 4.4.

En la Figura 5.3 se presentan las ondas de Lamb registradas experimen-

talmente a una distancia de = 1.5 cm del epicentro y se comparan con los

resultados obtenidos mediante el esquema numérico SULDEP y mediante el

paquete comercial Abaqus®.

En la simulación de ondas de Lamb, tanto para el método SULDEP como

para el paquete Abaqus®, se empleó un pulso gaussiano de 5.6 ns de exten-

sión temporal y de 400 µm de extensión espacial. Para la resolución de la

ecuación del calor se tomaron pasos espaciales de ∆x = 8 µm y ∆z = 0.5 µm.

En la resolución de la ecuación de Navier, se tomaron pasos espaciales de

∆x = 40 µm y ∆z = 25 µm. Se simuló una placa con Lx = 20 cm de largo

y Lz = 0.5 mm de espesor. Respecto de los tiempos totales de ejecución,

el esquema numérico SULDEP requiere de aproximadamente 35 minutos,

mientras que la simulación en Abaqus®demora aproximadamente 16 horas.

En la Figura 5.3 se observa que los tiempos de llegada de los modos S0
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Figura 5.3. Comparación de las ondas de Lamb detectadas experimentalmente y

simuladas a distancia de = 1.5 cm del epicentro.

y A0 son coincidentes entre los desplazamientos experimentales y los simu-

lados. En la simulación mediante el paquete Abaqus®se observan algunas

oscilaciones espurias. También se puede ver que para tiempos mayores a

15 µs, las señales simuladas presentan un desfasaje respecto de la señal ex-

perimental. Esta discrepancia puede estar relacionada con diferencias entre

los valores de las constantes elásticas reales y los valores empleados en las

simulaciones, que dan lugar a diferencias en la velocidad de propagación de

las ondas de ultrasonido. Esta diferencia resulta más evidente para tiempos

largos de propagación.

A continuación, en las Figuras 5.4 y 5.5 se presentan las ondas de Lamb

obtenidas en las posiciones de = 1.5, 2.5 y 3.5 a partir del esquema experi-

mental y numérico, respectivamente.

En dichas figuras se puede ver que las ondas de Lamb registradas ex-

perimentalmente y las simuladas mediante SULDEP son cualitativamente

semejantes. Se observa que la amplitud del modo S0 resulta menor en los

registros experimentales, esto puede deberse a que la relación señal/ruido de

este modo es menor a la del modo A0. Vale la pena recordar que, como puede

observarse en la Figura 4.13, en cada medición individual de un registro com-

pleto, el modo S0 no se aprecia a simple vista ya que está inmerso en el ruido

eléctrico de la señal, por lo que su relación señal/ruido es extremadamente
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Figura 5.4. Ondas de Lamb detectadas experimentalmente a distintas distancias de
del epicentro.

0 5 10 15 20 25 30
−10

−5

0

5

10

Tiempo [µs]

D
es

pl
az

am
ie

nt
o

no
rm

al
[n

m
]

de = 3.5 cm
de = 2.5 cm
de = 1.5 cm

Figura 5.5. Ondas de Lamb simuladas mediante SULDEP a distintas distancias de
del epicentro.

baja. Este modo es recobrado gracias al procedimiento de recuperación de

fase, pero es posible que su amplitud se encuentre mermada en comparación

con la del modo A0 cuya relación señal/ruido es mucho mayor.

La información contenida en los modos S0 y A0 se emplea en la sec-

ción 5.3.2 y en el Capítulo 6 para poder caracterizar el espesor de la muestra
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5.3 Caracterización de materiales

y las propiedades del defecto presente en la muestra bajo estudio.

5.3 Caracterización de materiales

En esta sección se desarrolla el análisis de las señales presentadas en las

secciones 5.1 y 5.2 que permiten realizar la caracterización del material bajo

estudio. Analizando las ondas de Rayleigh, es posible obtener una estimación

numérica de las constantes elásticas del material conociendo solamente el

espesor de la muestra. A partir del análisis de las señales de desplazamiento

medio generado por las ondas de Lamb, es posible estimar el espesor de la

placa delgada, sin la necesidad de conocer el valor de constantes elásticas ni

ninguna otra propiedad del material.

5.3.1 Caracterización de constantes elásticas

Es posible obtener un valor empírico para las constantes elásticas del ma-

terial bajo análisis a partir de la estimación de la velocidad de las ondas de

Rayleigh cR y de la velocidad longitudinal cL de las ondas en el material.

Para estimar la velocidad longitudinal cL del ultrasonido en la muestra

R0 se realiza una medición en el epicentro (de = 0) con la configuración G1

presentada en la Figura 4.17. El desplazamiento medio obtenido se presenta

en la Figura 5.6.

0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8

−1

0

1 tL = (1.57 ± 0.02) µs

Tiempo [µs]

D
es

pl
az

am
ie

nt
o

no
rm

al
[n

m
]

Figura 5.6. Onda de ultrasonido experimental detectada en el epicentro. La línea

punteada indica el tiempo tL de llegada de la onda.
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5 Comparación de resultados y caracterización de materiales

Dado que la velocidad longitudinal cL es la máxima velocidad con que

las ondas se propagan en el material, es posible calcular cL a partir del

tiempo de llegada de la onda inicial al epicentro y del espesor conocido

de la muestra, dado por Lz = 1 cm. Se identifica como tiempo de llegada

tL el flanco de bajada del mínimo de la señal. Con estos datos se obtiene

cL = Lz/tL = (6400 ± 200) m/s. Este valor coincide, dentro del error, con el

valor teórico dado por cL =
√

λ+2µ
ρ

= 6.391 m/s obtenido a partir de los

valores de tabla de las constantes elásticas del aluminio.

La velocidad de Rayleigh cR puede estimarse a partir de las de las señales

presentadas en las Figuras 5.1 y 5.2. En este caso, se toma como tiempo de

llegada tR de la onda de Rayleigh la posición temporal del mínimo de la señal

como se muestra, a modo de ejemplo, en la Figura 5.7.
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Figura 5.7. En línea punteada se indica el tiempo de llegada tR de la onda de

Rayleigh detectada en de = 26 mm.

Es conveniente utilizar como tiempo de llegada tR la posición del mínimo

en lugar del flanco inicial ya que es posible detectar el extremo con mayor

precisión que el flanco. Luego, es posible obtener la velocidad de Rayleigh

cR a partir del ajuste mediante cuadrados mínimos lineales, de la curva de

posiciones de en función del tiempo de llegada de la onda tR. Al extraer el

valor de cR de la pendiente de los datos, el hecho de haber tomado como

tiempo de llegada de la onda tR el mínimo de la señal en lugar del flanco,

no influye en el resultado, ya que esta información queda contenida en la
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5.3 Caracterización de materiales

ordenada al origen del ajuste lineal. En la Figura 5.8, se presentan los gráficos

obtenidos tanto para los resultados experimentales, como para los simulados

mediante el método SULDEP.
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Figura 5.8. Tiempo de llegada tR de la onda de Rayleigh para distintas distancias

de al punto de excitación.

A partir del ajuste de cuadrados mínimos lineales de los datos experimen-

tales, se obtiene una velocidad de Rayleigh cR = (2910 ± 30) m/s. Del ajuste

de los datos de la simulación, se tiene que cR = 2908 m/s. Y, a través de

la ecuación (2.54) explícita, se obtiene un valor teórico cR = 2918 m/s. Por

lo tanto, se observa nuevamente que los resultados encontrados coinciden,

dentro del error, con los esperados.

Ahora, con las estimaciones experimentales de las velocidades dadas por

cL = (6400 ± 200) m/s y cR = (2910 ± 30) m/s es posible calcular la veloci-

dad transversal cT resolviendo numéricamente la ecuación (2.53) secular de

Rayleigh. Al hacerlo, se obtiene el valor cT = (3120 ± 40) m/s que se ajusta

con el valor teórico esperado cT = 3109 m/s. A partir de cL, cT y el valor

de tabla de la densidad del material ρ = 2700 kg/m se obtienen las estima-

ciones de los parámetros de Lamé: λ = (57 ± 6) GPa y µ = (26.2 ± 0.6) GPa.

Ambos valores se corresponden con los valores de tabla esperados, dados por

λ = 58.1 GPa y µ = 26.1 GPa.

Se comprueba entonces la capacidad de la técnica experimental para carac-
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5 Comparación de resultados y caracterización de materiales

terizar satisfactoriamente las constantes elásticas del material, con incertezas

del 11 % y 2 % para λ y µ, respectivamente.

5.3.2 Caracterización del espesor de placas delgadas

A partir del estudio de las ondas de Lamb es posible estimar el espesor

de la placa bajo análisis. Dewhurst [104] propone una técnica para extraer

esta información a partir del cálculo de la velocidad del modo S0 a bajas

frecuencias y de la estimación de la velocidad de grupo en función de la

frecuencia para el modo A0.

A partir de las relaciones de dispersión de Rayleigh-Lamb de las Figu-

ras 2.8 y 2.9 se puede observar que, para valores bajos de frecuencia o espe-

sor (2hω≪ 1), la velocidad del modo S0 varía muy poco con ω y h. En este

caso, la longitud de onda de los modos de Lamb λL resulta mucho mayor al

espesor de la placa 2h, con lo que el modo S0 tiende a una velocidad bien

definida cs (tanto en velocidad de fase como de grupo) dada por:

c
(S0)
g ≈ c(S0)

f ≈ cs = 2cT

√

1 −
c2
T

c2
L

(5.1)

En cambio, se observa que el modo A0 crece desde cero, pudiendo aproxi-

mar la relación de dispersión cerca del origen como:

ω ≈ cs√
3
k2h (5.2)

La velocidad de grupo c(A0)
g del modo A0 puede calcularse a partir de la

ecuación (5.2) obteniendo:

c
(A0)
g =

dω

dk
≈ 2

cs√
3
kh (5.3)

Luego, el cuadrado de la velocidad de grupo puede expresarse en función

de ω, empleando la ecuación (5.2) como:
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[
c
(A0)
g

]2
≈ 4

(
cs√

3
h

)2

k2 =
2√
3
cs2hω (5.4)

De esta manera, a partir de la pendiente de la curva
[
c
(A0)
g

]2
en fun-

ción de ω es posible obtener el espesor de la placa dado por 2h. Para

evitar calcular la velocidad de grupo de las distintas componentes del mo-

do A0, Royer et al. [105] proponen un método que se basa en expresar

la frecuencia en términos de la derivada de la fase instantánea de la se-

ñal. Suponiendo que la señal de desplazamiento puede escribirse como

s(t) = A(t) cos[ϕ(t)] = A(t) cos[ω(t)t] y utilizando que en un tiempo t

cada componente del modo A0 recorre una distancia de propagación dada

por de = c
(A0)
g t, al despejar ω de la ecuación (5.4) se tiene que:

ω =
dϕ

dt
≈
(√

3
2cs

h

) [
c
(A0)
g

]2

2h
=

(√
3

2cs

d2
e

t2

)
1

2h
(5.5)

Finalmente, integrando temporalmente la ecuación (5.5) se obtiene la

expresión para la fase instantánea:

ϕ(t) ≈ ϕo −

(√
3

2cs

d2
e

2h

)
1
t

(5.6)

En la ecuación (5.6) se puede observar que ϕ(t−1) es una función lineal

cuya pendiente depende inversamente del espesor de la placa 2h, de la dis-

tancia entre el punto de excitación y detección de y de la velocidad cs del

modo S0.

La velocidad cs del modo S0 puede estimarse a partir del tiempo de su

llegada en la señal de desplazamiento y de la distancia entre el punto de

excitación y detección de. La función ϕ(t−1) puede calcularse fácilmente

a partir de las señales de los desplazamientos en los puntos ϕ = nπ, que

corresponden a extremos de la señal y en ϕ = (n+ 1/2)π, que corresponden

a los ceros de la señal. Un ejemplo de la detección de extremos y ceros del

modo A0 de Lamb y de la detección del tiempo de llegada tS del modo S0 se

puede observar en la Figura 5.9.
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Figura 5.9. Desplazamiento normal a la superficie detectado experimentalmente a

3.5 cm del epicentro. En rojo se indican los extremos y ceros del desplazamiento y

en línea punteada se indica el tiempo tS de arribo del modo S0.

Con la información de los tiempos de los extremos y ceros de ϕ es posible

construir la curva que se presenta en la Figura 5.10, donde se realiza el ajuste

lineal mediante cuadrados mínimos de los primeros 5 puntos, para obtener

la pendiente a bajas frecuencias y poder despejar el valor del espesor, de

acuerdo a la ecuación (5.6).
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Figura 5.10. Fase del modo A0 de Lamb en función de 1/t y ajuste lineal para la

medición experimental detectada a de = 3.5 cm del epicentro. Espesor de la placa

obtenido: 2h = (450 ± 50) µm.
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5.3 Caracterización de materiales

Realizando el mismo procedimiento para cada señal de desplazamiento

correspondiente a las posiciones de = 1.5 cm, 2.5 cm y 3.5 cm se obtienen

las Figuras 5.11 y 5.12 donde se presentan los resultados experimentales y

simulados, respectivamente.
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Figura 5.11. Fase del modo A0 de Lamb en función de 1/t y ajuste lineal para las

mediciones experimentales en las posiciones de = 1.5, 2.5 y 3.5 cm.
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Figura 5.12. Fase del modo A0 de Lamb en función de 1/t y ajuste lineal para las

simulaciones mediante SULDEP en las posiciones de = 1.5, 2.5 y 3.5 cm.
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5 Comparación de resultados y caracterización de materiales

Los resultados obtenidos a partir del ajuste de cuadrados mínimos linea-

les de los datos reportados en las Figuras 5.11 y 5.12 se presentan en la

Tabla 5.1.

Tipo de señal Posición de [cm] Espesor calculado [µm]

Experiencia

3.5 450 ± 50

2.5 470 ± 80

1.5 500 ± 100

Simulación

3.5 450 ± 50

2.5 460 ± 50

1.5 480 ± 50

Tabla 5.1. Espesores encontrados para la placa plana a partir del ajuste mediante

cuadrados mínimos lineales. El espesor nominal es de 500 µm.

Se observa que los valores de espesores obtenidos, si bien coinciden dentro

del error con el valor nominal, resultan en general menores al valor espera-

do. Esto se debe a que a medida que la aproximación realizada ω2h ≪ 1

comienza a perder validez, el método, por construcción, siempre subestima el

espesor de la placa. Un aspecto a tener en cuenta es que los primeros puntos

de las figuras Figuras 5.11 y 5.12 que se utilizan en esta técnica para extraer

la información del espesor, son los extremos y ceros de las componentes de

bajas frecuencias de las señales de desplazamientos, es decir, los que apare-

cen a tiempos largos. En general, en el caso de una placa real y finita, estos

puntos suelen estar afectados por vibraciones de baja frecuencia y reflejos

de las ondas en los extremos, con lo que suele ser difícil realizar un registro

preciso en estos puntos (esto puede observarse, por ejemplo, en la Figura 5.9).

En la Tabla 5.1 se puede observar que, tanto en el caso de simulaciones como

de resultados experimentales, los valores que más se acercan al nominal son

los tomados con menor distancia de. Esto está relacionado con que a medida

que aumenta la distancia, también crece la frecuencia del modo A0 para un

tiempo fijo. De esta manera, es necesario mirar tiempos cada vez más largos

para alcanzar frecuencias bajas, donde la aproximación ω2h ≪ 1 resulte

válida. Con este análisis se concluye que para realizar estimaciones experi-

mentales del espesor de placas delgadas es conveniente realizar registros a

distancias pequeñas de ≈ 1 cm del epicentro, de manera de obtener señales
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5.3 Caracterización de materiales

de baja frecuencia a tiempos relativamente cortos y sin la presencia de ondas

reflejadas en los bordes.

Considerando los resultados obtenidos en la Tabla 5.1 se concluye que la

técnica propuesta permite estimar satisfactoriamente el espesor de la placa

delgada bajo análisis, empleando únicamente la información extraída de las

ondas de Lamb detectadas y la distancia entre la posición de detección y

excitación de.
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Capítulo 6
Detección de defectos

Las señales de desplazamiento registradas en la superficie del material

contienen información de las ondas dispersadas en defectos. A partir del

análisis de estas señales es posible detectar la presencia de defectos y extraer

información acerca de sus características.

En las secciones siguientes se desarrollan las técnicas empleadas para la

detección de defectos a partir de las señales de desplazamiento, tanto experi-

mentales como simuladas.

Para el análisis de las señales de desplazamiento se utiliza la técnica cono-

cida como transformada Wavelet. Inicialmente se explora la capacidad de la

técnica para estimar la profundidad del defecto y luego se estudia la posibili-

dad de detectar su localización.

6.1 Wavelets

Las señales temporales se pueden clasificar en dos grandes grupos desde

el punto de vista del análisis de señales. Por un lado, se encuentran los pro-

blemas estacionarios o de invarianza temporal, para los cuales herramientas

matemáticas como la transformada de Fourier resultan muy valiosas ya que

permiten extraer información de la señal a partir del contenido espectral de la

misma. Por otro lado, al tratar con problemas no estacionarios o dependientes
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6 Detección de defectos

del tiempo, donde el espectro de la señal varía demasiado con el tiempo, la

transformada de Fourier no es la herramienta más propicia para el análisis,

ya que no permite discernir las características de la señal en el plano tiempo-

frecuencia. Un ejemplo clásico de este caso es la señal chirp, que es una señal

armónica cuya frecuencia crece (o decrece) linealmente con el tiempo. En

este caso, la transformada de Fourier, al emplear la información de todos los

tiempos para el cálculo de cada componente espectral, esconde la información

relacionada con la linealidad temporal de la frecuencia.

Es necesario entonces, en estos casos, la utilización de herramientas ma-

temáticas de análisis de señales que permitan reordenar la información de la

señal en el plano tiempo-frecuencia, para que resulte más inmediato detectar

propiedades y características de la señal, relacionadas con la dependencia

temporal de su frecuencia.

Una de estas herramientas de análisis de señales en el plano tiempo-

frecuencia es la transformada Wavelet. En general, se denomina wavelet a un

paquete de ondas cuya energía se encuentra localizada en el tiempo. Esta

característica, a diferencia de una señal senoidal que se encuentra completa-

mente deslocalizada, es la que permite evidenciar la dependencia temporal

de la señal. Dado que las wavelets mantienen la característica oscilatoria,

también permiten un análisis espectral de la señal y, a la vez, su localización

temporal es la que admite el análisis simultáneo, tanto de la frecuencia, co-

mo del tiempo. En la Figura 6.1 se presenta a, modo de ejemplo, la wavelet

Daubechies ψdb10 y una onda senoidal.

a) Wavelet Daubechies ψdb10 b) Onda senoidal

Figura 6.1. Wavelet Daubechies ψdb10 y onda senoidal.

De acuerdo a lo expuesto en la sección 2.6.2 y en el Capítulo 5 es claro que

las ondas de Lamb, al ser fuertemente dispersivas (especialmente el modo A),

poseen una dependencia marcada de su frecuencia con la longitud de camino
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6.1 Wavelets

recorrido. En la presencia de defectos, las ondas de Lamb se dispersan y, por

lo tanto, la señal detectada presenta componentes dispersadas que pueden

diferenciarse del resto por haber recorrido caminos de distinta longitud. Esto

se aprecia en la señal temporal a través de la presencia de componentes de

mayor frecuencia en tiempos donde la señal sin defectos presentaría una fre-

cuencia menor. Esta necesidad de distinguir las componentes de frecuencias

para distintos tiempos hace que el análisis mediante Wavlets resulte adecuado

para estas señales.

Una buena introducción a las Wavelets y sus transformadas puede en-

contrarse en los libros de Burrus y Cohen [106, 107]. Principalmente, las

transformadas Wavelet se dividen en dos grandes grupos de acuerdo al trata-

miento de la variable que representa la frecuencia de la señal. Estos son, el de

las transformadas continuas y las discretas. En las transformadas continuas,

la variable asociada a la frecuencia es un parámetro real denominado escala.

En el caso de la transformada discreta, la frecuencia está asociada a un índice

entero que representa el llamado nivel de aproximación. A diferencia del caso

de la transformada de Fourier continua, en la transformada Wavelet continua,

en condiciones generales, no existe unicidad a la hora de recomponer la señal

a partir de sus componentes transformadas. Sin embargo, esto sí es posible

en el caso de la transformada Wavelet discreta. Por este motivo se decide

emplear la transformada Wavelet discreta en este trabajo.

6.1.1 Transformada Wavelet discreta

La transformada Wavelet discreta (TWD), al igual que cualquier expansión

en serie, puede obtenerse como una descomposición lineal en funciones de la

base. Para la expansión en wavelets, se requieren dos parámetros para poder

indexar tanto el tiempo como la frecuencia. La expansión de una señal s(t)

puede expresarse como:

s(t) ≈
∑

k

aj,kϕj,k(t) +
∑

j,k

dj,kψj,k(t) (6.1)

donde j y k son los índices asociados con la frecuencia y el tiempo, respec-

tivamente, ϕj,k(t) y ψj,k(t) son las funciones de la expansión (que forman
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6 Detección de defectos

una base ortonormal) y los coeficientes de la expansión están dados por los

coeficientes de aproximación aj,k y los coeficientes de detalle dj,k.

Por un lado, las funciones de la base ψj,k(t) forman una base ortonormal y

se construyen a partir de una wavelet madre ψ(t), mediante transformaciones

de escala y traslación, de la siguiente manera:

ψj,k(t) = 2j/2ψ(2jt− k) (6.2)

Por otro lado, las funciones ϕj,k(t) también forman una base ortonormal

y se construyen a partir de una función de escala ϕ(t), de manera análoga:

ϕj,k(t) = 2j/2ϕ(2jt− k) (6.3)

La función de escala ϕ(t) se relaciona con la wavelet madre ψ(t) mediante

las siguientes ecuaciones:

ψ(t) =
∑

m

h1(m)
√

2ϕ(2t−m)

h1(m) = (−1)mh0(1 −m)

(6.4)

donde h0 son coeficientes que cumplen la relación de recurrencia:

ϕ(t) =
∑

m

h0(m)
√

2ϕ(2t−m) (6.5)

La expansión en serie de la ecuación (6.1) permite descomponer la señal

s(t) en dos términos. El primero, asociado con los aj,k, permite obtener una

aproximación a bajas frecuencias de la señal s(t). El segundo término, aso-

ciado con los dj,k, contiene componentes de alta frecuencia de la señal. Los

coeficientes aj,k y dj,k cumplen:

aj,k = ⟨s(t),ϕj,k(t)⟩
dj,k = ⟨s(t),ψj,k(t)⟩

(6.6)
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6.2 Caracterización de la profundidad del defecto

donde ⟨ , ⟩ indica el producto interno de funciones.

En [106] se muestra que los coeficientes de aproximación y detalle en el

nivel j+ 1 pueden calcularse a partir de los coeficientes de aproximación del

nivel anterior a través de los coeficientes h0 de la siguiente manera:

aj+1,k =
∑

m

h0(m− 2k)aj,m

dj+1,k =
∑

m

h1(m− 2k)aj,m

(6.7)

Analizando la ecuación (6.7) desde el punto de vista del análisis de seña-

les digitales, puede interpretarse que aj+1,k y dj+1,k resultan del filtrado de

la señal aj,m mediante la aplicación de los filtros h0 y h1, respectivamente. Es

decir, la TWD puede obtenerse a distintos niveles de aproximación a partir de

la aplicación sucesiva de filtros pasa-bajos (dado por h0) y pasa-altos (dado

por h1) de la señal s(t). En la Figura 6.2 se presenta un diagrama del proceso

de obtención de los coeficientes de detalle dj y aproximación aj a diferentes

niveles.

s

h1

h0

d1

a1

h1

h0

d2

a2

h1

h0

...

...

Figura 6.2. Diagrama de los niveles de filtrado de la señal mediante TWD.

6.2 Caracterización de la profundidad del defecto

En esta sección se presenta el método empleado para detectar defectos a

partir del análisis de las señales de desplazamientos mediante TWD.

Como se comentó en la sección anterior, es posible calcular la TWD a par-

tir de distintos tipos de wavelet madre. En este trabajo, se analizaron wavelets

pertenecientes a las familias: Daubechies(1-45), Coiflet(1-5) y Symlet(2-25),

133



6 Detección de defectos

donde se indica entre paréntesis el rango de la cantidad de ceros de las

wavelets analizadas. Posteriormente, se introduce un criterio que permite

seleccionar la wavelet madre más conveniente para el análisis.

A modo de ejemplo, en las Figuras 6.3 y 6.4 se presentan los coeficientes

de aproximación y detalle para los primeros 6 niveles para el caso de las

muestras L0 y L6 utilizando como onda madre la wavelet Symlet 4.

Debido a que en este trabajo se busca detectar la presencia de ondas de

alta frecuencia en tiempos particulares, resulta de interés realizar un aná-

lisis sobre los coeficientes de detalles dj de la TWD, dado que son los que

evidencian de manera más clara esta información.

Para establecer algún criterio que permita decidir a qué nivel de detalle

conviene analizar la señal para encontrar la información relacionada con

la llegada de ondas, se utiliza en este trabajo un criterio frecuentemente

empleado en las técnicas de análisis de la información y de señales [108]

y que ha sido exitosamente aplicado al análisis de señales de ultrasonido

mediante wavelets [109, 110]. Este criterio se basa en medir la entropía de los

coeficientes de detalle dj para cada nivel y seleccionar el nivel cuya entropía

resulte mínima. Se define la entropía Sj para el nivel j como:

Sj = −
∑

k

pj,k ln(pj,k)

pj,k = |dj,k|
2/

∑

k

|dj,k|
2

(6.8)

donde se recuerda que dj,k es el coeficiente de detalle para el nivel j en el

índice temporal k. Minimizando la entropía es posible encontrar la señal

que contiene mayor concentración de energía. Analizando casos particulares

se puede ver que, por ejemplo, la señal constante pjo,k = 1/N ∀ k, tiene

entropía máxima y menor información, ya que no contiene información de

la llegada de ninguna onda. Para el caso de una señal donde pjo,k = 1 para

algún valor de k y cero para el resto, la entropía de la señal será mínima. En

este caso, los coeficientes contienen la información de la llegada de una onda

en un único instante. Si esto es cierto, cualquier valor no nulo de pjo,k para

otro k involucraría un aumento en la entropía, y esa señal sería descartada

por el criterio. Se puede ver entonces que con este criterio se favorece la
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Figura 6.3. Coeficientes de aproximación aj y detalle dj para los niveles 1 a 6 al

aplicar la TWD con wavelet madre Symlet 4 para el desplazamiento de la muestra

L0.
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Figura 6.4. Coeficientes de aproximación aj y detalle dj para los niveles 1 a 6 al

aplicar la TWD con wavelet madre Symlet 4 para el desplazamiento de la muestra
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6.2 Caracterización de la profundidad del defecto

señal con la menor cantidad de “artefactos” o información no deseada, donde

resultará más fácil distinguir la llegada de ondas de Lamb.

Una ventaja de este criterio es que, además de utilizarse para seleccionar

el nivel de detalle a analizar, puede generalizarse fácilmente para decidir

qué tipo de wavelet resulta más adecuada para el análisis de las señales de

desplazamientos.

El procedimiento desarrollado para analizar las señales de desplazamiento

consiste en computar la entropía de los coeficientes de detalle dj,k de acuerdo

a la ecuación (6.8) para los distintos tipos de wavelets, a 14 niveles de detalle

y seleccionar la wavelet y el nivel de detalle que presentan menor entropía.

En la Figura 6.5 se presenta la entropía de algunas de las wavelets anali-

zadas en función del nivel de detalle. Entre las wavelets presentadas en dicha

figura, se puede observar la wavelet Symlet 4 cuya entropía resulta mínima

para el caso del desplazamiento experimental obtenido con la muestra sin

defectos L0 en de = 1.5 cm.
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Figura 6.5. Entropía en función del nivel de detalle para distintas wavelets utilizando

el desplazamiento experimental obtenido con la muestra L0 en de = 1.5 cm. Se

observa que la wavelet Symlet 4 es la que minimiza la entropía.

Para poder realizar una comparación fidedigna entre las mediciones rea-

lizadas con defectos de distintas profundidades, se empleó la wavelet que

minimiza la entropía de la muestra L0 (Symlet 4) en el procesamiento de las
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6 Detección de defectos

señales de todas las muestras L0 a L7. Esto permite distinguir más fácilmente

las diferencias entre la señal sin defectos y el resto. Cambiar la wavelet madre

utilizada, de señal en señal, agregaría diferencias que luego no podrían dis-

tinguirse de las diferencias introducidas por la llegada de ondas dispersadas

en defectos o inhomogeneidades de las muestras.

Entonces, el criterio de entropía se utilizó, en el caso de las muestras con

defectos L1 a L7, para decidir qué nivel de detalle examinar para detectar

la llegada de ondas de Lamb. En la Figura 6.6 se presenta la entropía en

función del nivel de detalle obtenida para las señales correspondientes a

los desplazamientos experimentales de las muestras L0 a L7 registradas en

de = 1.5 cm.
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L6: 210 µm
L5: 150 µm
L4: 130 µm
L3: 120 µm
L2: 100 µm
L1: 80 µm
L0: sin defecto

Figura 6.6. Entropía en función del nivel de detalle para los desplazamientos de las

distintas muestras L0 a L7 en de = 1.5 cm, calculada a partir de la wavelet Symlet 4.

Finalmente, para detectar la llegada de ondas se calcula la envolvente

de los coeficientes de detalle óptimos de cada señal experimental. De esta

manera es posible detectar, por ejemplo, la llegada del modo S0 y A0 en

la muestra sin defectos L0. En la Figura 6.7 se presenta el desplazamiento

experimental para la muestra L0, los coeficientes de detalle óptimos (que

para esta muestra se obtienen a nivel 3 de acuerdo a la Figura 6.6) y su

envolvente.
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Figura 6.7. Desplazamiento experimental de la muestra L0 para la posición de = 1.5

cm, coeficientes de detalle óptimos obtenidos y, en rojo, su envolvente.

En la siguiente sección se presentan los resultados obtenidos para la ca-

racterización de la profundidad del defecto, a partir del análisis de estas

envolventes de los coeficientes de detalle.

6.2.1 Comparación entre resultados experimentales y simula-

ciones

En las Figuras 5.4 y 5.5 se observa, al analizar la dependencia de las ondas

de Lamb con la distancia al epicentro de, que a mayor distancia aumenta la

frecuencia temporal de las ondas registradas. Por lo tanto, considerando que

el objetivo es poder identificar la llegada de ondas dispersadas y poder dis-

tinguirlas de las provenientes directamente de la fuente, resulta conveniente

utilizar una distancia de pequeña, de manera que la frecuencia de la señal

decrezca rápidamente y esto favorezca la detección de la llegada de ondas

dispersadas.

Con estas consideraciones, se decidió emplear una posición de detección

ubicada a de = 1.5 cm del epicentro. En la Figura 6.8 se presentan las en-

volventes de los coeficientes de detalles óptimos obtenidas a partir de los
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6 Detección de defectos

desplazamientos experimentales de cada una de las muestras L0 a L7 de la

Tabla 4.1, aplicando el procedimiento detallado en la sección 6.2.
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Figura 6.8. Envolventes de los coeficientes de detalle óptimos obtenidas para distin-

tas profundidades del defecto experimental.

Las envolventes presentadas en la Figura 6.8 se normalizaron a partir de

la amplitud del máximo correspondiente a la llegada del modo A0. Como

se puede apreciar en la Figura 6.8, para las muestras con defectos de mayor

profundidad aparecen máximos en la envolvente obtenida en zonas donde

la muestra sin defectos L0 no presenta información de llegada de ondas. Si

bien se encuentra que en múltiples zonas las envolventes de las muestras con

defectos difieren de la envolvente para el caso sin defectos, se puede ver que

en la región ubicada entre 10 µs y 20 µs se concentran las diferencias más

marcadas. Se puede apreciar que la amplitud del máximo que no corresponde

a la llegada del modo A0 resulta siempre menor a éste y crece junto con la

profundidad del defecto presente en cada muestra.

Un resultado equivalente, aunque mucho más simple de analizar, es el que

se obtiene aplicando el mismo procedimiento al caso de los desplazamientos

simulados con el método SULDEP. En este caso, es posible acceder a los des-

plazamientos en las distintas posiciones de manera mucho más exacta, sin

la introducción de errores experimentales de ningún tipo. Por lo tanto, los

resultados obtenidos para las placas con defectos de distintas profundidades
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6.2 Caracterización de la profundidad del defecto

presentan una mayor coincidencia que la encontrada en el caso experimental,

como puede observarse en la Figura 6.9.
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Figura 6.9. Envolventes de los coeficientes de detalle óptimos obtenidas para distin-

tas profundidades del defecto simulado.

En el caso de las simulaciones, al ser computadas bajo la aproximación

de deformaciones planas asumiendo simetría en la dirección ŷ, no es posible

simular una muestra con ranura pasante, ya que ésto dividiría el dominio de

simulación en dos regiones completamente disjuntas. Por lo tanto, se realiza-

ron simulaciones modelando defectos con profundidades hasta 450 µm.

Tomando el valor máximo que alcanza la envolvente luego de la llegada

del modo A0 (t ⩾ 8 µs) para cada una de las muestras experimentales y

simuladas de las Figuras 6.8 y 6.9, se confeccionó el gráfico presentado en la

Figura 6.10.

En dicha figura se puede observar que tanto los datos experimentales co-

mo los simulados presentan una dependencia lineal entre la profundidad del

defecto y la amplitud de las ondas dispersadas. Realizando un ajuste median-

te cuadrados mínimos lineales se encontró, para los datos experimentales,

una pendiente me = (465 ± 15)µm. Para el caso de los datos simulados, la

pendiente del ajuste lineal resultó ms = (446 ± 8)µm. Se pude apreciar en-

tonces que existe concordancia entre las regresiones lineales de los datos

experimentales y simulados. Estos resultados permiten confirmar que existe
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Figura 6.10. Profundidad del defecto en función de la amplitud de la onda disper-

sada para resultados experimentales y simulados. En verde se presenta el ajuste

mediante cuadrados mínimos lineales de los datos experimentales.

una dependencia entre la profundidad del defecto y la amplitud de la envol-

vente calculada a través del procedimiento detallado en la sección 6.2. Esta

dependencia puede emplearse para estimar empíricamente la profundidad

del defecto.

6.3 Caracterización de la ubicación del defecto

La información obtenida a través de la envolvente de los coeficientes de

detalles, además de ser útil para estimar la profundidad de los defectos, pue-

de emplearse también para establecer la localización del defecto detectado.

Por un lado, es posible estimar la velocidad de grupo a partir del análisis en

tiempo y frecuencia de la señales de desplazamiento [110, 111] y, junto con

el tiempo de llegada de las ondas dispersadas, calcular la distancia entre el

punto de detección y el defecto. Por otro lado, aprovechando el hecho de que

la placa bajo análisis es finita y que sus bordes reflejan las ondas de ultra-

sonido, una solución más simple resulta de estimar la distancia al defecto si

se conoce la distancia entre el punto de detección y el borde de la placa. En
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6.3 Caracterización de la ubicación del defecto

la Figura 6.11 se presenta un diagrama con las distancias involucradas en el

estudio de la placa delgada.

de = 1.5 cm

ddef

a) Vista de frente

detección

b) Vista superior excitación

d2 = 5.95 cmd1 = 9.05 cm

Figura 6.11. Diagrama de las distancias involucradas en el estudio de la placa del-

gada. De acuerdo a la ubicación de los defectos fabricados, ddef resulta de 2.45 cm.

De acuerdo al esquema de la Figura 6.11 se puede observar que las ondas

que llegan al punto de detección, provenientes directamente de la fuente

de excitación, recorren un camino de longitud de = 1.5 cm. En cambio, las

ondas dispersadas una única vez por el defecto, recorren un camino cuya lon-

gitud es (2ddef−de). Las ondas que llegan al punto de detección habiéndose

transmitido a través del defecto y reflejándose en el borde lateral derecho de

la placa recorren una distancia total (2d2 + de) = 13.4 cm. Análogamente,

las ondas reflejadas en el lateral izquierdo siguen un camino de longitud

(2d1 − de) = 16.6 cm.

En la Figura 6.12 se presenta la envolvente de los coeficientes de detalle

óptimos experimentales, obtenidos para la muestra L6 en un intervalo de

tiempo que se extiende hasta 100 µs. En este gráfico se puede apreciar la

llegada de las ondas reflejadas en los bordes laterales, además de la llegada

del modo A0 y de la onda dispersada en el defecto.

Es posible obtener una estimación de la velocidad máxima del modo A0

de Lamb a partir del tiempo de llegada de cada reflejo lateral y sus respectivas
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Figura 6.12. Envolvente de los coeficientes de detalle experimentales para la mues-

tra L6 en un intervalo de tiempo de 100 µs.

longitudes de camino involucradas. Con esta estimación para la velocidad y el

tiempo de llegada de la onda dispersada en el defecto, es posible obtener un

valor experimental para la distancia ddef del defecto al punto de detección.

En la Figura 6.13 se presentan las envolventes obtenidas para cada una de

las muestras con defectos L1 a L6.
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Figura 6.13. Envolvente de los coeficientes de detalle experimentales para las mues-

tras L1 a L6 en un intervalo de tiempo de 100 µs.
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6.3 Caracterización de la ubicación del defecto

En la Tabla 6.1 se presentan los resultados obtenidos para ddef al aplicar

el procedimiento descripto para cada una de las muestras L1 a L6.

Muestra td [µs] t1 [µs] t2 [µs] cg [m/s] ddef [cm]

L1 11.8 ± 0.1 56.6 ± 0.1 42.5 ± 0.1 3040 ± 20 2.5 ± 0.1

L2 10.5 ± 0.1 58.5 ± 0.1 42.6 ± 0.1 2990 ± 20 2.3 ± 0.1

L3 11.5 ± 0.1 58.4 ± 0.1 41.1 ± 0.1 3050 ± 20 2.5 ± 0.1

L4 11.6 ± 0.1 59.6 ± 0.1 41.7 ± 0.1 3000 ± 20 2.5 ± 0.1

L5 11.0 ± 0.1 58.3 ± 0.1 43.0 ± 0.1 2980 ± 20 2.4 ± 0.1

L6 11.5 ± 0.1 58.9 ± 0.1 42.9 ± 0.1 2970 ± 20 2.5 ± 0.1

Tabla 6.1. Posición del defecto ddef determinada experimentalmente para cada una

de las muestras. td es el tiempo de llegada de la onda dispersada en el defecto. t1, t2
son los tiempos de llegada de las ondas reflejadas por el lateral izquierdo y derecho

respectivamente.

Se puede observar en la Tabla 6.1 que los resultados obtenidos se corres-

ponden, en todos los casos, con el valor esperado ddef = 2.45 cm corres-

pondiente a la posición real de los defectos fabricados y presentan un error

porcentual inferior al 5 %. Se comprueba entonces que resulta posible la lo-

calización de los defectos asistida a través del registro de los reflejos en los

bordes de la placa.
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Capítulo 7
Conclusiones

En este trabajo se presenta una técnica perteneciente al grupo de ensayos

no destructivos que permite la generación y detección de ultrasonido median-

te haces láser. Esta técnica se emplea para caracterizar satisfactoriamente

propiedades de placas de aluminio. También se logra detectar la presencia de

defectos en las muestras y se aplican técnicas que permiten estimar su pro-

fundidad y localización de manera exitosa. Además, se desarrolla un método

numérico que permite modelar el fenómeno termoelástico de generación

de ultrasonido y se contrastan los resultados numéricos con los obtenidos

experimentalmente.

Con respecto a la detección de ondas mediante métodos interferométri-

cos, durante este trabajo se exploran variantes heterodinas y homodinas. Se

desarrollan dos técnicas de recuperación de fase con desfasajes no controla-

dos que permiten la aplicación de la técnica interferométrica homodina aún

en presencia de fluctuaciones lentas de camino óptico cuya longitud resulta

varios órdenes de magnitud mayor a la originada por el ultrasonido. Por un

lado, la técnica de desfasaje monótono permite recuperar la señal de des-

plazamiento absoluto (se conoce el sentido del desplazamiento de manera

absoluta) en condiciones donde las fluctuaciones de fase no deseadas son lo

suficientemente lentas como para permitir distinguir la fase global monótona

introducida. Por otro lado, la técnica de saltos de fase completamente alea-
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7 Conclusiones

torios permite recuperar el desplazamiento relativo (no se conoce el sentido

del desplazamiento de manera absoluta) en presencia de fluctuaciones de ca-

racterísticas completamente arbitrarias, siempre y cuando su frecuencia sea

baja comparada con la del ultrasonido y la fase global recorra un intervalo

de longitud 2π durante el registro de las distintas señales de interferencia.

Se muestra que la técnica de fase monótona puede complementarse con la

técnica de saltos de fase aleatorios para generar una técnica muy robusta

de detección de ondas de ultrasonido. Durante este trabajo se emplea esta

técnica para detectar exitosamente ondas superficiales de Rayleigh y ondas

de Lamb.

Para contrastar los registros experimentales se desarrolla el método nu-

mérico SULDEP que permite simular, bajo la aproximación de deformaciones

planas, la generación y propagación de ondas de ultrasonido en un material

elástico lineal al ser iluminado por un haz de luz con una distribución tem-

poral y espacial arbitrarias. Este esquema numérico, basado en el método

pseudoespectral y el método de diferencias finitas, se utiliza para modelar

medios semi-infinitos y placas planas mediante la aplicación de bandas absor-

bentes en los contornos correspondientes. Se encuentra buena concordancia

entre los resultados numéricos y los obtenidos experimentalmente.

A partir del análisis de las ondas de Rayleigh se analiza la capacidad de

la técnica propuesta para caracterizar las constantes elásticas del material

ensayado. Se encuentra que es posible caracterizar satisfactoriamente estos

parámetros, obteniendo para el caso de una muestra de aluminio, una incer-

teza del orden de 11 % y 2 % para las constantes λ y µ, respectivamente.

Mediante el análisis de las ondas de Lamb obtenidas experimentalmente

o a través de simulaciones, se explora la posibilidad de estimar el espesor de

la placa delgada bajo estudio. En ambos casos, se encuentra que el espesor

estimado concuerda con el valor esperado. La incerteza involucrada en la

estimación mediante este método puede alcanzar el 20 %, aunque en la ma-

yoría de los casos resultó inferior al 12 %. Durante el análisis de los datos se

concluye que para estimar espesores resulta conveniente, para mejorar la ca-

lidad de la estimación, realizar la excitación y la detección del ultrasonido en

regiones cercanas (a distancias del orden de 1 cm) entre sí y lo más alejadas

posible de los bordes de la placa.

Para estudiar la presencia de defectos se aplican técnicas de análisis a las
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señales de desplazamientos basadas en la transformada discreta de wavelets.

En este caso, se encuentra que es posible detectar el arribo de ondas de diver-

sos orígenes, como por ejemplo las generadas por la fuente, las dispersadas

en defectos y las reflejadas en los bordes de la muestra. A partir del análisis

de los coeficientes de detalle de la transformada wavelet, se obtiene un valor

cuantitativo para la intensidad de la dispersión del modo A0 en el defecto y

se encuentra una dependencia lineal entre esta intensidad y la profundidad

del defecto fabricado. El mismo comportamiento se encuentra a partir del

análisis de las ondas de Lamb simuladas en dominios con defectos. Se con-

cluye que es posible estimar la profundidad del defecto haciendo uso de esta

dependencia mediante la aplicación de la técnica propuesta.

Con respecto a la localización de los defectos, se determina que es posible

emplear la información de la llegada de las ondas reflejadas en los bordes,

para estimar la distancia entre el punto de detección y el defecto encontrado.

Además, se comprueba la capacidad de la técnica para establecer satisfacto-

riamente la localización del defecto con una incerteza inferior al 5 %.

De acuerdo a los análisis y experiencias llevados a cabo durante este tra-

bajo, se concluye que la técnica de ultrasonido láser resulta muy valiosa en el

estudio mediante ensayos no destructivos de materiales. Durante el desarrollo

de este trabajo, se han abierto posibilidades para la posterior caracterización,

el mejoramiento y la extensión de la técnica propuesta. Por un lado, resulta

de interés la generalización de las experiencias y simulaciones realizadas a

un caso tridimensional sin ninguna simetría particular, para poder analizar

el caso de defectos y distribuciones espaciales del haz láser de generación

de ultrasonido completamente arbitrarios. Por otro lado, existe la posibilidad

de mejorar la calidad de la información que se extrae de las señales de des-

plazamiento debido a ondas de Lamb, accediendo de manera selectiva a los

modos S y A. Esto puede realizarse detectando a una misma distancia de, en

una y otra cara de la muestra. De esta manera, a partir de la suma y resta

de las señales en ambas caras, debido a la simetría de los modos, es posible

recuperar una señal de desplazamiento que contiene sólo el modo S y otra

que contiene sólo al modo A. Mediante la aplicación de esta técnica se espera

poder aislar al modo S y estudiarlo mediante el análisis con wavelets para

caracterizar los defectos. El interés en la aplicación de este método reside en

que el modo S resulta menos dispersivo que el modo A, por lo que contiene
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7 Conclusiones

información de la muestra que puede extraerse más fácilmente.

Otro camino, en el que se está trabajando actualmente, lo constituye el

caso de la sintetización experimental de señales de desplazamiento. Dado que

el problema termoelástico para pequeñas deformaciones resulta lineal, esta

técnica permite calcular el desplazamiento medio de la superficie que se ob-

tendría a partir de un haz de excitación con una distribución compleja, a partir

de la superposición de los desplazamientos obtenidos mediante distribucio-

nes de haz más simples. Por ejemplo, puede sintetizarse el desplazamiento de

la superficie generado por una red de haces lineales equiespaciados a partir

de la superposición de los desplazamientos obtenidos para un haz lineal en

las posiciones correspondientes. El análisis de las señales de desplazamiento

generadas a partir de haces estructurados espacialmente posee interés debido

a que permite controlar la cantidad de modos que se excitan en el sistema,

como así también sus amplitudes relativas. Vale la pena tener en cuenta que a

medida que se distribuye la energía del haz incidente en el material en áreas

más extensas, es posible aumentar la energía total del pulso, manteniendo el

sistema en el régimen termoelástico e incrementando la respuesta mecánica

del material. Por un lado, la técnica de sintetización posee la desventaja de

requerir múltiples mediciones para sintetizar una única señal de desplaza-

miento, pero por otro lado, esta técnica tiene la ventaja de permitir sintetizar

desplazamientos que para generarlos experimentalmente requerirían un haz

láser con energía mayor a la disponible. Otro punto a tener en cuenta es

que manipular de manera arbitraria la distribución espacial de haces láser

de alta potencia no resulta simple ni económico. Por lo tanto, con la técnica

de sintetización sería posible emplear haces láser de menor energía y geome-

tría simple para sintetizar distribuciones más complejas a costa de realizar

múltiples mediciones para obtener el desplazamiento de la superficie.
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Apéndice A
Estabilidad de esquemas

MDF

A.1 Estabilidad del esquema para el problema termoelás-

tico

Suponiendo errores para las variables del sistema (3.18) de la forma

(3.24), en condiciones adiabáticas, se obtiene, por ejemplo, para la ecuación

de la evolución de vx:

2ıeıkx∆x/2 sen (ω∆t/2)Ax = 2ıeıkx∆x/2 ∆t

∆xρ
XAxx + 2ıeıkx∆x/2 ∆t

∆zρ
ZAxz

donde X y Z se definen como:

X =
9
8

sen (kx∆x/2) −
1

24
sen (3kx∆x/2)

Z =
9
8

sen (kz∆z/2) −
1
24

sen (3kz∆z/2)

Definiendo λω = sen (ω∆t/2) y realizando el mismo reemplazo en el res-
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A Estabilidad de esquemas MDF

to de las ecuaciones del sistema (3.18), se obtiene la ecuación de autovalores

y autovectores (M− λω1)A = 0:




−λω 0 ∆tX
∆xρ

0 ∆tZ
∆zρ

0 −λω 0 ∆tZ
∆zρ

∆tX
∆xρ

(λ+2µ)∆tX

∆x
λ∆tZ
∆z

−λω 0 0

λ∆tX
∆x

(λ+2µ)∆tZ

∆z
0 −λω 0

µ∆tZ
∆z

µ∆tX
∆x

0 0 −λω







Ax

Az

Axx

Azz

Axz




= 0 (A.1)

Al imponer la condición de determinante nulo del sistema, se obtiene un

polinomio de orden 5 en λω, cuyas soluciones son:

λω = 0

λω = ±7
6
cT∆t

√
∆x2 + ∆z2

∆x∆z

λω = ±7
6
cL∆t

√
∆x2 + ∆z2

∆x∆z

(A.2)

Estas soluciones corresponden a relaciones de dispersión para la propaga-

ción de los errores en el esquema numérico propuesto. Para que estos errores

permanezcan acotados y no crezcan indefinidamente, las soluciones deben

corresponderse con valores reales de ω, de manera que λω ⩽ 1. Se puede

observar que la primer solución de (A.2) no aporta una condición a la estabi-

lidad del sistema, las siguientes ecuaciones, permiten enunciar las siguientes

condiciones de estabilidad:

cT∆t ⩽
6
7

∆x∆z√
∆x2 + ∆z2

cL∆t ⩽
6
7

∆x∆z√
∆x2 + ∆z2

(A.3)

donde, considerando que cL ⩾ cT , ambas serán satisfechas cuando se cumpla

la última de ellas. A partir de las condiciones de estabilidad, se puede obser-

var que si se emplean pasos espaciales iguales: h = ∆x = ∆z, se recupera el
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A.2 Estabilidad del esquema para la ecuación del calor

resultado obtenido por Moczo et al. en [70].

A.2 Estabilidad del esquema para la ecuación del calor

Suponiendo errores para la temperatura con dependencia armónica de la

forma:

[
ε
]n
ℓ,j

= Aeı(ω∆tn−kx∆xℓ−kz∆zj) (A.4)

se obtiene, al reemplazar la ecuación (A.4) en el esquema numérico (3.34),

la siguiente expresión:

[
ε
]n+1

ℓ,j
=
[
ε
]n
ℓ,j

{

1 − ∆tκ
[
k2
xℓ

2+

1
12∆z2

(
30 + 2 cos (2kz∆z) − 32 cos (kz∆z)

)]} (A.5)

A partir de la ecuación (A.5) se puede definir el factor de amplificación

del error λε como:

λε =

∣∣∣∣∣

[
ε
]n+1

ℓ,j[
ε
]n
ℓ,j

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣1 − ∆tκ

[
k2
xℓ

2 +
1

3∆z2

(
16 sen2 (kz∆z/2) − sen2 (kz∆z)

)]
∣∣∣∣∣

(A.6)

Teniendo en cuenta que el esquema resulta estable sí y sólo sí λε ⩽ 1, y

que |1 − x| ⩽ 1 ⇔ 0 ⩽ x ⩽ 2, se tiene que:

∆tκ

[
k2
xℓ

2 +
1

3∆z2

(
16 sen2 (kz∆z/2) − sen2 (kz∆z)

)]
⩽ 2 (A.7)

∆tκ

[
k2
xℓ

2 +
1

3∆z2

(
16 sen2 (kz∆z/2) − sen2 (kz∆z)

)]
⩾ 0 (A.8)

Tomando el máximo valor para el miembro izquierdo de la ecuación (A.7),

considerando que kx = π
∆xNx

y 1 ⩽ ℓ ⩽ Nx/2, se obtiene la primer condición

de estabilidad, dada por:
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∆t ⩽
24∆x2∆z2

κ(64∆x2 + 3π2∆z2)
(A.9)

De manera análoga, tomando el mínimo valor para el miembro de la iz-

quierda de la ecuación (A.8), se obtiene la segunda condición de estabilidad:

1
∆z2

⩽
3π2

∆x2Nx

(A.10)
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Apéndice B
Cálculo de fuentes

externas para la
aplicación del MMS

A partir de los desplazamientos dados por la ecuación (3.29), se obtienen

las expresiones para las velocidades y esfuerzos:

vx = vz =
v(x− tv− xo)

σ2
x

g(x, z, t)

σxx =

[
(λ+ 2µ)

xo − x+ tv

σ2
x

− λ
z− zo

σ2
z

]
g(x, z, t)

σzz =

[
λ
xo − x+ tv

σ2
x

− (λ+ 2µ)
z− zo

σ2
z

]
g(x, z, t)

σxz = µ

[
xo − x+ tv

σ2
x

−
z− zo

σ2
z

]
g(x, z, t)

(B.1)

La ecuación de Navier, en la formulación de primer orden, con fuentes

externas está dada por:
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B Cálculo de fuentes externas para la aplicación del MMS

∂tvx =
1
ρ
(∂xσxx + ∂zσxz) + Fx

∂tvz =
1
ρ
(∂xσxz + ∂zσzz) + Fz

∂tσxx = (λ+ 2µ)∂xvx + λ∂zvz + τ̇xx

∂tσzz = (λ+ 2µ)∂zvz + λ∂xvx + τ̇zz

∂tσxz = µ(∂xvz + ∂zvx) + τ̇xz

(B.2)

donde Fx, Fz corresponden a las fuentes, a determinar, de las velocidades y

τ̇xx, τ̇zz, τ̇xz, a las fuentes de los esfuerzos. Reemplazando las variables defi-

nidas en la ecuación (B.1) en la ecuación (B.2) de Navier, se obtiene que las

fuentes deben ser de la forma:

Fx =
{

−ρv2

σ2
x

[
1 −

(xo−x+tv)2

σ2
x

]
+

λ+2µ
σ2
x

[
1 −

(xo−x+tv)2

σ2
x

]
+ λ

(xo−x+tv)

σ2
x

(z−zo)

σ2
z

+

µ
σ2
z

[
1 −

(z−zo)
2

σ2
z

+ xo−x+tv
σ2
x

(z− zo)
]}
g(x, z, t)

Fz =
{

−ρv2

σ2
x

[
1 −

(xo−x+tv)2

σ2
x

]
+

λ+2µ
σ2
z

[
1 − z−zo

σ2
z

]
+ λ

(xo−x+tv)

σ2
x

(z−zo)

σ2
z

+

µ
σ2
x

[
1 −

(xo−x+tv)2

σ2
x

+ (xo − x+ tv)z−zo
σ2
x

]}
g(x, z, t)

τ̇xx= 0

τ̇zz = 0

τ̇xz = 0

(B.3)
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Apéndice C
Esquemas numéricos

temporales para la
ecuación del calor

C.1 Método de Heun

El esquema numérico obtenido para el método de integración temporal

de Heun, presentado en la sección 3.1.2.3, está dado por los dos pasos que se

presentan a continuación. El paso predictivo, notado como
[
T̃
]n+1

ℓ,j
, se obtiene

a partir del esquema de Euler:

[
T̃
]n+1

ℓ,j
=
[
T
]n
ℓ,j

+ ∆tκ
[
D2

xT +D2
zT
]n
ℓ,j

(C.1)

y el paso correctivo está dado por:

[
T
]n+1

ℓ,j
=
[
T
]n
ℓ,j

+
∆tκ

2

([
D2

xT̃ +D2
zT̃
]n+1

ℓ,j
+
[
D2

xT +D2
zT
]n
ℓ,j

)
(C.2)
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C Esquemas numéricos temporales para la ecuación del calor

donde los operadores de diferencias finitas D2
x,D2

z son los definidos en la

ecuación (3.34).

C.2 Método de Runge-Kutta de orden 4

A continuación se presenta la implementación del método de Runge-Kutta

de orden 4, presentado en la sección 3.1.2.4, para la ecuación de difusión del

calor:

[
T
]n+1

ℓ,j
=
[
T
]n
ℓ,j

+
∆tκ

6

([
k1 + 2k2 + 2k3 + k4

]n
ℓ,j

)

[
k1

]n
ℓ,j

=
[
D2

xT +D2
zT
]n
ℓ,j

[
k2

]n
ℓ,j

=
[
k1

]n
ℓ,j

+
∆t

2

[
D2

xk1 +D
2
zk1

]n
ℓ,j

[
k3

]n
ℓ,j

=
[
k1

]n
ℓ,j

+
∆t

2

[
D2

xk2 +D
2
zk2

]n
ℓ,j

[
k4

]n
ℓ,j

=
[
k1

]n
ℓ,j

+ ∆t
[
D2

xk3 +D
2
zk3

]n
ℓ,j

(C.3)

donde los operadores de diferencias finitas D2
x,D2

z son los definidos en la

ecuación (3.34).
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