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Funciones que alcanzan su norma:
operadores lineales, multilineales y polinomios.

Resumen

A lo largo de esta tesis, estudiamos problemas relacionados con la densidad de funciones
que alcanzan la norma. Mediante técnicas de linealizacion a través de productos tensoriales,
obtenemos resultados del tipo Lindenstrauss, es decir, de densidad de funciones cuyas exten-
siones al bidual alcanzan su norma. Tratamos, ademas, estos problemas en el marco de ideales
de operadores multilineales.

Dado X un espacio de Banach cuyo dual es separable y tiene la propiedad de aproximacion,
probamos que el conjunto de polinomios homogéneos de X en un espacio dual Y’ cuya exten-
sion de Aron-Berner alcanza la norma, es denso en todo el espacio. Para ello establecemos una
férmula integral para la dualidad entre tensores y polinomios homogéneos.

Extendiendo la dualidad al espacio de polinomios de grado a lo sumo %, obtenemos una
formula integral andloga a la del caso homogéneo. Luego, bajo las mismas hipétesis que antes
sobre los espacios de salida y de llegada, probamos teoremas del tipo Lindenstrauss para el
espacio de polinomios de grado a lo sumo k y para el dlgebra de funciones holomorfas en la
bola abierta B;)( y uniformemente continuas en la bola cerrada Bx. Con las misma técnicas, ob-
tenemos un resultado andlogo para el espacio de operadores multilineales simétricos. En todos
los casos anteriores, probamos que los resultados del tipo Lindenstrauss también se satisfacen
si las funciones toman valores en cualquier espacio Z con la propiedad (/) de Lindenstrauss.

Por otro lado, mostramos que el ya conocido teorema de Lindenstrauss multilineal sobre
densidad de operadores N-lineales cuyas extensiones de Arens alcanzan la norma (aqui, sin
hipétesis adicionales sobre los espacios de salida y de llegada), se extiende a cualquier ideal
de operadores N-lineales que verifique cierta hipétesis de estabilidad. Como consecuencia de
este resultado, en el caso de operadores bilineales y de formas trilineales obtenemos el teorema
de Lindenstrauss para cualquier ideal. También, abordamos una version cuantitativa (del tipo
Bollobas) de estos resultados. Mostramos que un resultado del tipo Lindenstrauss-Bollobéds no
se satisface con total generalidad en ningin ideal de multilineales.

Haciendo uso de ciertos preduales de espacios de sucesiones de Lorentz, mostramos ejem-
plos en los cuales no se verifica un resultado del tipo Bishop-Phelps polinomial y multilineal
simétrico, pero si se verifican nuestros resultados del tipo Lindenstrauss (es decir, las funciones
que alcanzan la norma no son densas en el espacio, pero aquellas cuyas extensiones al bidual
alcanzan la norma si lo son). Estos mismos espacios son contraejemplos a resultados del tipo
Lindenstrauss-Bollobads. Mostramos también, un ejemplo para funciones holomorfas a valores
vectoriales en el cual no se verifica Bishop-Phelps pero si se verifica Lindenstrauss.

Analizamos una version fuerte de los teoremas de Lindenstrauss y Bishop-Phelps en el dlge-
bra de funciones holomorfas uniformemente continuas en By, al considerar, en este espacio, la
norma dada por || f||s = sup{||f(x)] : ||z| < s} para0 < s < 1.

Palabras clave: formula integral, funciones que alcanzan la norma, teoremas del tipo
Lindenstrauss y del tipo Bishop-Phelps, preduales de Lorentz.






Norm attaining functions:
linear and multilinear operators and polynomials.

Abstract

On this thesis, we study problems related to the density of norm-attaining functions. By
means of linearization techniques through tensor products, we obtain Lindenstrauss-type re-
sults of density of functions whose extensions to the bidual attain their norms. We also treat
these problems in the context of ideals of multilinear mappings.

Given a Banach space X whose dual is separable and has the approximation property, we
prove that the set of homogeneous polynomials from X to a dual space Y’ whose Aron-Berner
extensions attain the norm, is dense in the whole space. For this purpose we stablish an integral
formula for the duality between tensor products and homogeneous polynomials.

Extending the duality to the space of polynomials of degree less than or equal to k, we
obtain an analogous integral formula. Then, under the same hypothesis on the domain and
range spaces, we prove Lindenstrauss-type theorems for the space of polynomials of degree
less than or equal to k and for the algebra of holomorphic functions in the open unit ball B;)(
which are uniformly continuous in the closed unit ball By. Using the same techniques, we
obtain an analogous result for the space of symmetric multilinear mappings. We prove that all
these Lindenstrauss-type results also hold for functions with values in any Banach space Z with
the property (/3) of Lindenstrauss.

On the other hand, we show that the already known multilinear Lindenstrauss theorem
about density of /V-linear mappings whose Arens extensions attain the norm (here, without the
additional hypothesis on the domain and range spaces), can be extended to any ideal of /V-linear
mappings satisfying certain stability hypothesis. As a consequence of this result, we obtain the
Lindenstrauss theorem for any ideal of bilinear mappings and trilinear forms. Also, we address
a quantitative (Bollobés-type) version of these results. We show that a Lindenstrauss-Bollobas-
type theorem is not satisfied with full generality in any ideal of multilinear mappings.

Making use of preduals of Lorentz sequence spaces, we exhibit examples in which there
is no Bishop-Phelps theorem for polynomials and symmetric multilinear mappings, but our
Lindenstrauss-type theorems apply (that is, the norm-attaining functions are not dense in the
whole space, but those whose extensions to the bidual attain the norm, are dense). The same
spaces are counterexamples to Lindenstrauss-Bollobés-type results. We also show an example
for vector-valued holomorphic functions, in which there is no Bishop-Phelps theorem but the
Lindenstrauss theorem is satisfied.

We study a strong version of the Lindenstrauss and Bishop-Phelps theorems in the algebra
of holomorphic functions which are uniformly continuous in By, considering, in this space,
the norm given by || f||s = sup{||f(z)] : ||z|| < s} for0 < s < 1.

Keywords: integral formula, norm-attaining functions, Lindenstrauss and Bishop-
Phelps type-theorems, preduals of Lorentz.
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Introduccion

El estudio de la densidad de funciones que alcanzan la norma tiene sus raices en una car-
acterizacion de reflexividad de espacios de Banach, probada por James entre fines de los afios
‘50 y principios de los ‘60. En [60] James demuestra que si X es un espacio de Banach sepa-
rable, entonces X es reflexivo si y sélo si toda funcional lineal ¢ en X’ (el espacio dual de X)
alcanza la norma supremo; esto es, si para cada ¢ € X’ existe un elemento a € By tal que
lo(a)| = sup,ep, |¢(z)]. En [61], James completa este resultado demostrando que la hipétesis
de separabilidad no es necesaria. Se tiene entonces el siguiente resultado cldsico de la teoria de
espacios de Banach.

Teorema (James). Un espacio de Banach X es reflexivo si y solo si toda funcional lineal
o € X' alcanza la norma.

Teniendo en cuenta este resultado, es razonable llamar subreflexivos a aquellos espacios
normados X para los cuales las funcionales lineales que alcanzan la norma son simplemente
densas en X’. Al mismo tiempo que James probaba su primera version del teorema, Phelps se
encontraba investigando la propiedad de subreflexividad. En [73, 74] mostrd, entre otras cosas,
que existe un espacio normado incompleto que no es subreflexivo y que varios de los clésicos
ejemplos de espacios de Banach no reflexivos (cy, ¢1, C(K), etc.) son subreflexivos. En 1961,
Bishop y Phelps [21] demuestran un resultado fundamental.

Teorema (Bishop-Phelps). Dado un espacio de Banach X, el conjunto de funcionales lineales
y acotadas en X que alcanzan la norma es denso en X'. Es decir, dados p € X'y e > 0, existe
Y € X' una funcional lineal que alcanza la norma y tal que || — V|| < e.

El teorema de Bishop-Phelps dej6 en claro que la subreflexividad es una propiedad trivial,
en el sentido de que todo espacio de Banach la posee. Desde la aparicion del teorema de Bishop-
Phelps, el estudio de las funciones que alcanzan su norma desperté un gran interés. En esta
direccion, Lindenstrauss estudio en un trabajo fundamental [65], la posible validez del teorema
de Bishop-Phelps para operadores lineales, exhibiendo ejemplos de espacios en los que los
operadores que alcanzan su norma no son densos en el espacio de todos los operadores. Sin
embargo, probd que los operadores lineales continuos cuyos bitranspuestos alcanzan la norma,
si son densos. Este resultado es conocido como el teorema de Lindenstrauss para operadores
lineales.

Teorema (Lindenstrauss). Sean X, Y espacios de Banach. El conjunto de operadores lineales
en L(X;Y') cuyos bitranspuestos alcanzan la norma es denso en todo el espacio de operadores

L(X;Y).



2 INTRODUCCION

Por otro lado, Lindenstrauss comenzo un estudio sistematico acerca de la validez del teore-
ma de Bishop-Phelps en espacios de operadores a través de las siguientes preguntas.

e ,Para qué espacios X es cierto que para todo Banach Y, los operadores que alcanzan su
norma son densos en £L(X;Y)?

e ;Para qué espacios Y es cierto que para todo Banach X, los operadores que alcanzan su
norma son densos en £(X;Y)?

Desde entonces, diversos autores se han enfocado en estudiar propiedades de los espacios (de
partida y de llegada) para los cuales se verifica un teorema del tipo Bishop-Phelps y dar ejem-
plos en los que no. Otro tema de interés, ha sido el de las posibles extensiones del teorema
de Bishop-Phelps y de Lindentrauss a espacios de operadores multilineales, polinomios y fun-
ciones analiticas.

Siguiendo una de las lineas de estudio iniciadas por Lindenstrauss en [65], en 1995 Aron,
Finet y Werner [19] dieron resultados positivos sobre la densidad del conjunto de las formas
multilineales que alcanzan su norma, cuando el dominio tiene la propiedad de Radon-Nikodym,
generalizando algunos de los resultados de Bourgain en [27]. Mds resultados positivos del
tipo Bishop-Phelps para multilineales, polinomios y funciones holomorfas pueden verse en
[1, 6, 13, 14, 19, 20, 37, 38]. Cabe destacar, sin embargo, que en todos estos resultados se
establecen sobre los espacios en el dominio o los espacios de llegada de las funciones, hipotesis
suficientes para la validez del teorema . De hecho, Acosta, Aguirre y Paya [5] mostraron un
contraejemplo a la version bilineal del teorema de Bishop-Phelps: a partir de un espacio (un
predual de Lorentz) que habia sido utilizado por Gowers [53] en el contexto de operadores
que alcanzan la norma, construyeron una forma bilineal que no puede ser aproximada por
bilineales que alcanzan la norma. Este contraejemplo fue posteriormente refinado en [62] en
el marco de formas N-lineales y polinomios /N-homogéneos a valores escalares, con N > 2.
Es un hecho remarcable que, si bien Lindenstrauss [65] ya habia probado que el teorema de
Bishop-Phelps no se verifica para operadores lineales, no se deduce de ello la no validez del
mismo para espacios de operadores multilineales o polinomios. De aqui la importancia de los
contraejemplos exhibidos en [5, 62]. Mas contraejemplos al teorema de Bishop-Phelps también
fueron exhibidos en [6, 12, 36].

Ahora bien, de la misma manera que el bitranspuesto de un operador es una extension natu-
ral del mismo al bidual, para operadores multilineales 7": X; x --- x Xy — Y hay un proced-
imiento canénico que nos permite obtener N! extensiones al bidual 7: X! x --- x X7 — Y,
denominadas extensiones de Arens. Asimismo, dado un polinomio P: X — Y hay una ex-
tensién candnica al bidual P: X” — Y”, llamada extensién de Aron-Berner. Luego, tiene
sentido preguntarse sobre la validez de un resultado andlogo al de Lindenstrauss en los con-
textos multilineal y polinomial. Un resultado de Acosta del ‘98 [1], mejorado posteriormente
por Aron, Garcia y Maestre [20], muestra que el conjunto de todas las formas bilineales tales
que sus extensiones al bidual alcanzan la norma, es un conjunto denso en el espacio de todas
las formas bilineales, lo que da el caso bilineal del teorema de Lindenstrauss. Recién en 2006,
Acosta, Garcia y Maestre [11] lograron demostrar el teorema de Lindenstrauss multilineal para
cualquier grado de linealidad. En el marco de polinomios homogéneos, Aron, Garcia y Maestre
[20] probaron la densidad del conjunto de polinomios continuos 2-homogéneos a valores es-
calares, cuya extension de Aron-Berner alcanza la norma. Esto fue posteriormente extendido



por Choi, Lee y Song [38] al caso de polinomios 2-homogéneos a valores vectoriales, quedando
demostrado de esta manera un teorema de Lindenstrauss polinomial para el caso 2-homogéneo.

Uno de los objetivos principales de este trabajo es el estudio de las posibles extensiones
de un teorema de Lindenstrauss al caso polinomial homogéneo, polinomial no-homogéneo y
holomorfo. Obtenemos resultados parciales en este sentido. Probamos que si X es un espacio
de Banach cuyo dual es separable y tiene la propiedad de aproximacién e Y es un espacio de
Banach cualquiera, entonces el conjunto de polinomios N-homogéneos en P(Y X;Y”) cuya
extension de Aron-Berner alcanza la norma, es denso en P (Y X;Y”). Para demostrar este re-
sultado, establecemos una férmula integral para la dualidad entre polinomios homogéneos y

tensores simétricos,
/

POX;Y') = (@) X) @Y
Esto es, bajo las hipdtesis ya mencionadas sobre los espacios de llegada y de salida, de-
mostramos que para cada u € (®,]TV " X)®,Y existe una medida regular de Borel 1, en By x
By tal que || || < flullxy

(u, P) = / P(")(y")dpa (2", y"),
BX” XByl/

para todo P € P(NX;Y"). Extendiendo la dualidad al espacio P(X;Y") de polinomios de

. /
grado a lo sumo k, obtenemos que Py (X;Y’) = [@ﬁzo(é)i’:)( ®WY)] y probamos una férmula
integral andloga a la del caso homogéneo. De esta manera, bajo las mismas hipétesis que antes
sobre el espacio X, probamos un teorema del tipo Lindenstrauss para el espacio Pr(X;Y") y,
como consecuencia inmediata, extendemos el resultado al espacio de funciones uniformemente
continuas en la bola cerrada Bx y holomorfas en la bola abierta By, A,(X;Y"). En esta mis-
ma linea, utilizando la técnica de linealizacion a través de productos tensoriales y una féormula
integral correspondiente, probamos un resultado del tipo Lindenstrauss para operadores multi-
lineales simétricos.

En [65], con el objetivo de encontrar espacios Y tales que se verifique el teorema de Bishop-
Phelps en £(X;Y") para todo espacio X, se considera una propiedad geométrica denominada
propiedad (/3), que extiende al caso infinito-dimensional la nocién de espacio cuya bola unidad
es un poliedro. Siguiendo ideas de [37] probamos que los resultados del tipo Lindenstrauss
obtenidos para polinomios, funciones holomorfas y operadores multilineales simétricos, siguen
siendo vdlidos cuando consideramos funciones a valores en espacios con la propiedad (/3).
Dado que hay espacios con la propiedad (/) que no son duales, esto nos provee de nuevos
ejemplos de espacios para los cuales se verifica un teorema de Lindenstrauss.

Teniendo en cuenta que un resultado del tipo Bishop-Phelps implica trivialmente uno del
tipo Lindenstrauss, nos proponemos mostrar ejemplos de espacios para los cuales no se verifica
el teorema de Bishop-Phelps polinomial, holomorfo y multilineal simétrico, pero si se verifican
los resultados del tipo Lindenstrauss mencionados anteriormente. Con ese propdsito, recurri-
mos a ciertos preduales d,(w, 1) de espacios de sucesiones de Lorentz, que son los espacios
que han sido utilizados en [5, 62] para mostrar contraejemplos al teorema de Bishop-Phelps
en los casos multilineal y polinomial a valores escalares. Extendemos estos contragjemplos
al caso de funciones a valores vectoriales en espacios duales y espacios con propiedad (f3),
demostrando asi que hay espacios para los cuales se verifica el teorema de Lindenstrauss poli-
nomial y multilineal simétrico, pero no se verifica el teorema de Bishop-Phelps. Para funciones



4 INTRODUCCION

holomorfas, vemos que el mismo contraejemplo al teorema de Bishop-Phelps para operadores
lineales mostrado por Lindenstrauss en [65], funciona como contraejemplo en A, en el caso
de funciones a valores vectoriales. Al igual que antes, esto nos muestra que para funciones
holomorfas, también hay casos en los que no se verifica el teorema de Bishop-Phelps pero si se
verifica el teorema de Lindenstrauss.

Hasta donde sabemos, se desconocen contraejemplos al teorema de Bishop-Phelps para
funciones holomorfas a valores escalares en .4, (X ). En [6] se estudian ciertas versiones fuertes
de Bishop-Phelps, més especificamente, se considera en .4, (X ) la norma dada por

1flls = sup{[lf(@)[| : lz]] < s} para0 <s <1

y se prueba que existen espacios de Banach (preduales de Lorentz) para los cuales el conjunto
de funciones en A, (X) que alcanzan la || - ||s-norma para 0 < s < 1/e, no es denso (con la
norma supremo) en A, (X). Mejoramos este resultado, mostrando que vale para cualquier 0 <
s < 1; mas atin, damos contraejemplos al Bishop-Phelps fuerte en el caso vectorial A, (X; Z)
para ciertos Z espacios duales y con la propiedad (/). Ademads, probamos que en estos casos
se verifica la correspondiente version fuerte de Lindenstrauss.

En [11], en el marco de ideales de operadores multilineales, donde la topologia es méas fuerte
que la usual y por lo tanto “la densidad” es mads dificil, se demostro la validez del teorema de
Lindenstrauss para multilineales nucleares e integrales y, mas en general, para todo ideal de
operadores multilineales que sea dual a una norma tensorial asociativa. Generalizamos estos
resultados introduciendo la propiedad de estabilidad en ideales de operadores multilineales,
propiedad que poseen, entre otros, los ideales de operadores multilineales integrales, nucleares,
extendibles, multiple p-sumantes y r-dominados. Basandonos en las demostraciones de [11],
mostramos que si un ideal es estable entonces verifica el teorema de Lindenstrauss; también
notamos que si un ideal es dual a una norma tensorial asocativa entonces es estable, pero que
no vale la reciproca. En el caso bilineal y trilineal (este dltimo a valores escalares), vemos
que todo ideal es estable y en consecuencia verifica el teorema de Lindenstrauss. Por otro
lado, siguiendo lo hecho en [20, 38], donde se demuestra el teorema de Lindenstrauss para
polinomios 2-homogéneos, probamos que este tltimo se verifica para fodo ideal de polinomios
2-homogéneos.

En 1970, Bollobas [23] presenta una version cuantitativa del teorema de Bishop-Phelps,
en vistas de aplicarlo al estudio del rango numérico de operadores. La version cuantitativa del
teorema de Bishop-Phelps probada por Bollobds, afirma que si ¢ € X’ “casi” alcanza su norma
en T € By, se pueden encontrar 1) € X'y a € By tales que v alcanza su norma en a, con a
“cerca” de x y con v “cerca” de (. Especificamente:

Teorema (Bishop-Phelps-Bollobas). Dado ¢ > 0, si & € Sx y ¢ € Sx son tales que |p(Z)| >

1 — <, entonces existen a € Sx y ) € Sx tales que (a) =1, [[a — || < ey [ — o] <e

En los dltimos afios, se ha prestado una creciente atencion al estudio de resultados del
tipo Bishop-Phelps-Bollobés para operadores lineales y multilineales. Es decir, para aquellos
espacios en los cuales se verifica un teorema del tipo Bishop-Phelps, resulta de interés saber si
es posible mejorar tales resultados en un sentido cuantitativo. En [7], se demostraron resultados
del tipo Bishop-Phelps-Bollobés para operadores en £(X;Y') bajo ciertas hipétesis sobre los
espacios X e Y. A partir de este trabajo, han surgido muchos otros en los que se estudian



espacios para los cuales es posible demostrar versiones cuantitativas de Bishop-Phelps (ver [9,
17,18, 39, 63]). En la misma direccion de los resultados de Lindenstrauss probados para ideales
de operadores multilineales, siguiendo ideas de [4, 64], probamos un resultado del tipo Bishop-
Phelps cuantitativo para multilineales en espacios uniformemente convexos. Mostramos que si
X1, ..., Xy son uniformemente convexos e Y es un espacio de Banach cualquiera, se verifica
una version ligeramente mas débil del teorema de Bishop-Phelps-Bollobds en /(X7 x - -+ X
Xn;Y') para cualquier ideal I/ de operadores N-lineales.

Por otro lado, teniendo en cuenta la validez del teorema de Lindenstrauss para operadores
multilineales y, bajo ciertas hipdtesis, para polinomios homogéneos y no-homogéneos, es na-
tural preguntarse si se puede demostrar una version cuantitativa del teorema de Lindenstrauss
en cada uno de estos casos. En [7] se muestra que esto no es posible en el caso de operadores
lineales. Haciendo uso nuevamente de los preduales de Lorentz, mostramos contraejemplos al
teorema de Lindenstrauss-Bollobds en los casos multilineal y polinomial. También, teniendo
en mente la validez del teorema de Lindenstrauss en cualquier ideal estable de operadores mul-
tilineales, nos servimos de un contragjemplo de Choi y Song [39] al Bishop-Phelps-Bollobas
para formas bilineales para mostrar contraejemplos al teorema de Lindenstrauss-Bollobds en
todo ideal de multilineales.

Los resultados de esta tesis aparecen, principalmente, en [32, 33, 34]. La misma, esta or-
ganizada de la siguiente manera. En el Capitulo 1 fijamos la notacién y enunciamos algunas
definiciones y propiedades que serédn las herramientas basicas para lo que sigue; también, hace-
mos un breve repaso por los principales resultados en el tema. En el Capitulo 2 probamos los
resultados del tipo Lindenstrauss para polinomios homogéneos, no-homogéneos, funciones en
A, y operadores multilineales simétricos. Estos son los resultados principales de la tesis. En
el Capitulo 3 exhibimos los contraejemplos al teorema de Bishop-Phelps en todos los casos
para los que anteriormente demostramos el teorema de Lindenstrauss. También damos con-
traejemplos al teorema de Lindenstrauss-Bollobds en los casos multilineal y polinomial. En el
Capitulo 4 estudiamos las mencionadas versiones fuertes de Lindenstrauss y Bishop-Phelps en
A... Finalmente, en el Capitulo 5 probamos los resultados en ideales de Banach. Demostramos
el teorema de Lindenstrauss en ideales estables de multilineales, en ideales de polinomios 2-
homogéneos y abordamos también las versiones cuantitativas (del tipo Bollobds) en el contexto
de ideales.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo veremos algunas definiciones y resultados cldsicos, asi como también fi-
jaremos la notacidn, que vamos a utilizar a lo largo de toda la tesis. En 1.1 haremos un repaso
de las funciones (operadores multilineales, polinomios y funciones holomorfas) con las que
trabajaremos en los siguientes capitulos; veremos ademds en 1.1.1 las definiciones de las ex-
tensiones canonicas (de Arens y de Aron-Berner) de una funcion al bidual. En 1.2 daremos
algunas propiedades de los productos tensoriales entre espacios de Banach y en 1.3 nos enfo-
caremos en los espacios cuyo dual es separable y tiene la llamada propiedad de aproximacion.
Estas serdn herramientas de gran utilidad en los resultados que probaremos mas adelante. Fi-
nalmente, en 1.4 haremos un breve resumen sobre el estado del arte del estudio de la densidad
de funciones que alcanzan la norma.

Un poco de notacion

A lo largo de estas notas, X, Y, Z, W denotaridn espacios de Banach. Dado un espacio de
Banach X denotaremos X' a su espacio dual topoldgico. La norma de un espacio X serd de-

notada por || - ||x 6 | - ||, si se sobreentiende el espacio que se estd considerando, mientras que
Bx = {z € X : ||z|| < 1} ser4 la bola unidad cerrada, By = {z € X : ||z|| < 1} la bola
unidad abiertay Sy = {x € X : ||z|| = 1} la esfera de X. Los elementos de un espacio
X seran usualmente representados por x,a, T, . .., mientras que ', a’,2',... y 2", d", 7", ...

seran elementos en X'y X" respectivamente. Notaremos K = R o C al cuerpo de los escalares
y A1, Ag, ... serdn elementos en K.

Los operadores multilineales seran usualmente denotados con las letras ®, W cuando sean a
valores vectoriales y ¢, 1 cuando tomen valores en K; utilizaremos también las letras 7', S para
referirnos a operadores lineales y o para funcionales lineales. Los polinomios seran P, () cuan-
do tomen valores vectoriales y p, ¢ cuando tomen valores escalares. Las funciones holomorfas
serdn denotadas con f, gy h.
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1.1. Operadores multilineales, polinomios y funciones holo-
morfas

El desarrollo de la teoria de funciones holomorfas en espacios de Banach, encuentra sus
raices en el estudio de operadores multilineales y polinomios. Veamos las definiciones de estos
espacios de funciones y algunas propiedades que utilizaremos a lo largo del texto.

Funcionales lineales

Dado un espacio de Banach X, una funcional lineal en X es una funcién ¢: X — K lineal
y continua. La norma supremo de ¢ esta dada por

el = sup |o()]-
r€Bx
Recordemos que una funcional lineal ¢ es continua si y s6lo si es continua en el origen y esto
a su vez es equivalente a decir que sea acotada, es decir, ||¢|| < oo. Decimos que ¢ alcanza la
norma si existe un elemento a € By tal que

lell = le(a)l.

El espacio X', el dual topoldgico de X, es el espacio de todas las funcionales lineales en X y
resulta un espacio de Banach con la norma supremo.

Operadores lineales
Dados X e Y espacios de Banach, notamos £(X;Y") al espacio de Banach de todos los
operadores lineales y continuos 7': X — Y, con la norma supremo dada por

1T} = sup ||T(z)].

rEBx

Al igual que para funcionales lineales, un operador lineal 7: X — Y es continuo si y solo si
es acotado. Decimos que el operador 7" alcanza la norma si existe un a € By tal que ||T|| =
17 ()]

Operadores multilineales

Dados N € Ny X, ..., Xy, Y espacios de Banach, denotamos £(V X; x - - x Xy;Y) al
espacio de Banach de todos los operadores /V-lineales continuos (equivalentemente, acotados)
®: X; X -+ x Xy — Y, con lanorma supremo dada por

|®|| = sup{||®(z1,...,2n)| : x; € Bx,, 1<j< N}.

Cuando Y = K, simplemente notamos £(¥ X| x -+ x Xy) y llamamos formas N-lineales a
las funciones ¢ en este espacio. En el caso en que X; = -+ = Xy = X notamos L(V X;Y).
Cuando sea conveniente, notaremos X = X; X --- x Xy al espacio producto y £(V¥X;Y) al
espacio de operadores N-lineales de X en Y.

Decimos que ® € L(V X;Y) es un operador N-lineal simétrico si
(I)(l’o(l), e ,.I'U(N)) = CI)(.Z'l, RN ,$N)

para todo zy,...,xy € X y toda o permutacién de {1, ..., N}. Notamos £,(¥ X;Y') al espa-
cio de operadores N-lineales simétricos.
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Un operador multilineal ¢ € E(N Xp X+ x Xy;Y) alcanza la norma, si existe una N-upla
(a1,...,an) € Bx, x+--x Bx, talque ||®|| = ||®(ay, .. .,ay)||. Notamos NAL(N X; x - - - x
Xn;Y) al conjunto de operadores multilineales que alcanzan la norma (/N A por la abreviatura
en inglés de norm attaining).

Un operador multilineal ® € L(VX; x -+ x Xy;Y) es de tipo finito si existen m € N,

(%) ... (2% ) en X] paracadak =1,...,Ney,...,yn enY tales que
O(z1,...,7N) = Z($]1‘)/($1) T (fév)/(ﬁzv)yj
j=1
para cada N-upla (z1,...,7y). Notamos £;(NVX; x - -+ x Xp;Y) ala clase de operadores de
tipo finito.
Polinomios

Dados N € Ny XY espacios de Banach, una aplicaciéon P: X — Y es un polinomio
N-homogéneo si existe un operador N-lineal U: X x --- x X — Y tal que

P(z) =9(z,...,x) paratodox € X.

Dado un polinomio P, existe un unico operador N-lineal simétrico ® verificando la igualdad
anterior. Este operador puede ser obtenido a partir de P via la férmula de polarizacion:

N
1
(I)(.%h...,x]\[):m Z 81"'€NP <Z€j$]’>.
: =

Ei:il

Notamos P (¥ X;Y') al espacio de Banach de todos los polinomios N-homogéneos continuos
P: X — Y, con la norma supremo dada por
IP]l = sup |P()].
rEBx

En el caso Y = K, simplemente escribimos P (¥ X).

Un polinomio N-homogéneo P es continuo si y sélo si es acotado, es decir, ||P|| < oo.
Es sencillo ver que || P|| es la menor constante tal que ||P(x)|| < || P||||z| para todo = € X.
Como es de esperar, decimos que P alcanza la norma si existe un a € By tal que ||P| =
|P(a)|| y notamos NAP(NX;Y) al conjunto de polinomios en P(~¥ X;Y) que alcanzan la

norma. Dado un polinomio N-homogéneo P y su operador N-lineal simétrico asociado @, se
deduce de la féormula de polarizacion que

NN
I1P] < 2l < < 1P| (L.
Decimos que un polinomio P € P(Y X;Y') es de tipo finito si existenm € N, z},..., 2/ €
X' ewy,...,yn € Y tales que P(z) = Z;”Zl /(x)Ny; para todo x € X. Denotamos

P;(NX;Y) alaclase de polinomios de tipo finito.

Dado k € N, se denota P,(X;Y") al espacio de polinomios continuos de grado menor o
igual que k de X en Y, es decir, las funciones de la forma

P=Py+-++P, conP;€P(’X;Y)paracadaj=0,...,k.
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Por convencién, P(°X;Y) = Y. Se puede ver facilmente que dado un polinomio de grado a lo
sumo k, existen tnicos P; verificando la igualdad anterior. Como consecuencia de las desigual-
dades de Cauchy (ver (1.2) mas adelante) se verifica || P;|| < || P|| paratodo j = 0,..., k. Al
espacio de todos los polinomios (de cualquier grado) de X en Y lo notamos P(X;Y’). En el
caso Y = K notamos P, (X) y P(X). Los espacios Pi(X;Y) y P(X;Y) resultan espacios de
Banach con la norma
1P| = sup [|P(@)]|
TEBx

Decimos que un polinomio P alcanza la norma si existe un a € By tal que ||P|| = ||P(a)]|.
Como es usual, NAP;(X;Y') denota al conjunto de polinomios que alcanzan la norma.

Un polinomio P € P(X;Y) se dice de tipo finito si P = P, + --- + P, con P; €
Pr(NX;Y) para cada j = 0,...,k. Notamos P;.(X;Y) a la clase de polinomios de tipo
finito de grado a lo sumo k.

Funciones holomorfas

En esta parte, dado que se considerardn funciones holomorfas, todos los espacios de Banach
seran complejos, es decir, sobre el cuerpo de escalares K = C.

Sean X, Y espacios de Banach y U C X un conjunto abierto. Decimos que una funcién
f: U — Y es holomorfa en U, si para cada a € U existen polinomios P, € P(*X;Y) y un
r > ( tales que:

flz) = ZPj’f’a(fﬁ —a) paratodoz € B(a,r) C U,
=0

donde la convergencia es uniforme en B(a,r) = {x € X : ||z — al| < r}. La escritura de f
en serie de Taylor alrededor de a es tnica. Si notamos 7.(f,a) al radio de convergencia de la
serie, entonces se verifica la férmula de Cauchy-Hadamard

1
——— = limsup || P, s.0||*/"

rc(fy CL) n—00

Notamos D’ f(a) € P(’X;Y) a la derivada j-ésima de f alrededor de a, dada por %,(“) =
P; t.- Escribimos H(U; Y') para denotar el espacio de funciones holomorfas en U a valores en

Y.
Si P € P(X;Y) entonces P es una funcién holomorfa en X y para cada a € X se tiene

—~Dp
P(x) = Z , (a) (x —a) paratodox € X.
: J!
7=0
Maés atin, si P es de grado a lo sumo k& entonces D’ P(a) = 0 para todo j > k.
Las siguientes, son las conocidas desigualdades de Cauchy. El resultado puede verse, por
ejemplo, en [45, Proposicién 3.2].

Proposicion 1.1.1. Sean XY espacios de Banach y U C X abierto. Sean f € H(U;Y),
a € Uyr > 0 tales que B(a,r) C U. Supongamos ademds que f es acotada en B(a,r).
Luego

donde || f|| (a.r) = SUDzepa [ ()]l

D7 f(a)

J!

1
< o (12
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Las desigualdades de Cauchy junto con la formula de Cauchy-Hadamard nos dicen que si
f es acotada en B(a,r) entonces r.(f,a) > 7.

Enunciamos ahora el principio de médulo méximo para funciones holomorfas en espacios
de Banach. El mismo puede verse en [67, Proposicion 5.9] para el caso escalar y se extiende
facilmente a funciones a valores en un espacio estrictamente convexo. Recordemos que un
espacio de Banach Y es estrictamente convexo si para cada y;,y» € Y,

Y1+ Y2
2

1y2ll = lgall = implica  y, = v».

Equivalentemente, ||y1|| = ||y2|| = [[ty1 + (1 — t)y2|| para algin 0 < ¢ < 1 implica y; = y».

Proposicion 1.1.2. Sean X,Y espacios de Banach con Y estrictamente convexo y sea [ €
H(U;Y) donde U C X es abierto conexo. Si existe un a € U tal que || f(x)| < || f(a)| para
todo x € U, entonces f es constante en U.

Dado un conjunto abierto U de X, H>(U; Y') denota el espacio de Banach de todas las fun-
ciones holomorfas y acotadas de U en Y, con la norma supremo dada por || f|| = sup,¢y || f(2)]l-
En particular, tenemos el espacio H*°(BYy;Y") de las funciones holomorfas y acotadas en la bo-
la abierta de X. Dentro de este espacio, podemos considerar al dlgebra de Banach A, (X;Y)
de todas las funciones holomorfas en la bola abierta By a valores en Y, que son uniforme-
mente continuas en la bola cerrada By. Naturalmente, la norma en este espacio es || f|| =
Sup,ep, ||f(z)||. Es sabido y sencillo de demostrar (ver, por ejemplo, [51]) que cada f €
A, (X;Y) es limite uniforme de polinomios en P(X;Y"). Es decir, se verifica el siguiente re-
sultado.

Observacion 1.1.3. Dada f € A, (X;Y') existe una sucesion (P,),, de polinomios en P(X;Y)
tal que || f — P,|| —— 0.

El resultado anterior no implica que, si f € A,(X;Y)y P, = > 7, D jjf!(o) (x) para cada

n, entonces ||f — P,|| —— 0. La convergencia de las sumas parciales de la serie de Taylor
n—oo

puede fallar en la frontera de la bola cerrada.

Como es de esperar, decimos que [ € A,(X;Y') alcanza la norma si existe un a € B tal
que || f]| = || f(a)|| y notamos N AA,(X;Y) al conjunto de funciones que alcanzan la norma.

En el caso de H*(BY;Y), notar que si Y es estrictamente convexo 'y f € H>®(By;Y)
alcanza su norma, entonces por el principio de médulo maximo f resulta constante. Por este
motivo, los resultados sobre densidad de fuciones holomorfas que alcanzan la norma serdn de
interés en el espacio A, (X;Y) y no asi en H>®(BY;Y). De cualquier manera, en el Capitulo 4
analizaremos unas versiones fuertes de este tipo de resultados, cuando para cada 0 < s < 1

consideremos la norma
[ f1ls = sup{|f ()| : l|z]| < s}

z z 4 z . . . o
En este contexto, si nos resultard de interés considerar funciones en el espacio H*(By;Y).

1.1.1. Extensiones de Arens y Aron-Berner

Las extensiones de Arens y de Aron-Berner, son las extensiones canonicas de los operadores
multilineales, polinomios y funciones holomorfas al bidual. Antes de definirlas, comencemos
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mencionando las extensiones de funcionales y operadores lineales al bidual. En primer lugar,
recordemos que la topologia débil-+ del espacio dual de un espacio de Banach X, es la menor
topologia en X' tal que, para cada = € X, la funcional lineal 2’ — 2'(z) es continua con

. . w* . . .
respecto a esa topologia. Dada una red (z), C X', se verifica que =/, — 2’ si y sélo si

a2l () — 2/(z) paracada z € X.

«

Dada una funcional lineal ¢: X — K, hay una manera natural de extenderla al bidual ,
definiendo @: X” — K como p(z”) = 2”(p). Luego, es claro que:

e B(Jx(x)) = ¢(x) paratodo x € X, donde Jx: X — X" es la inclusion candnica. Es
decir, © es efectivamente una extension de .

o [l2ll = llell

e © es w*-continua. Es decir, p(z) — p(zg) siempre que (2), C X" sea una red w*-
convergente aun z; € X".

Si, en cambio, tenemos un operador lineal, la manera natural de extenderlo al bidual es via
el bitranspuesto. Recordemos que dado 7': X — Y, su operador transpuesto 77: Y’ — X’
esté definido por 7" (y')(z) = v/(T(x)). Luego T": X" — Y, que estd dado por 7" (z")(y') =
2" (T'(y')), es la extension candnica de 7" al bidual. Es sencillo notar que 7" (z")(y') = y' o T'(z"),
donde 3/ o T: X — K es una funcional lineal y 4/ o T es su extensién candnica al bidual.
Aqui también, se deduce facilmente que:

o T"(Jx(x)) =T(z), paratodo z € X.
o [T" =11l

o T" es w*-w*-continua. Es decir, 7" (x”) — T"(xf) siempre que (z7), C X" sea una
red w*-convergente a un x; € X".

La manera natural de extender operadores multilineales al bidual es via la llamada extension de
Arens (ver [15] y [43, 1.9]). En primer lugar, veamos cOmo se construye en el caso a valores
escalares. Dada ¢ € L(V X x -+ x Xy) y fijados z; € X; parai = 1,..., N — 1, es claro que
é(x1,...,xN-1,-) € X}y. Luego, dado 2, € X} podemos definir

2 LOVX X x X)) — LOVTIX x - x Xv)
ﬁ(fﬁ)(%l, o an) = oy (o, N, )

Tenemos ahora una forma (N — 1)-lineal y, fijando las primeras (N — 2)-coordenadas y
dado z§;_; € X}, _, podemos obtener de la misma manera que antes una forma (N — 2)-
lineal. Iterando este procedimiento, construimos la extension de Arens de ¢, que notamos
¢ LINXY x -+ x X¥) y esta dada por

(s a) = T o0 T (9). (1.3)

En la construccion anterior, elegimos un orden en el cual fuimos extendiendo las variables.
Cabe destacar que, en general, la extension depende del orden elegido. Luego, dada ¢ tenemos
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N! posibles extensiones de Arens al bidual. A menos que indiquemos lo contrario, notaremos
¢ para referirnos a alguna de esas V! posibles extensiones, sin especificar a cual de ellas.

En el caso a valores vectoriales, dada ® € £(V X, x - -+ x Xy;Y) construimos su extension
d e LVX] x -+ x Xn;Y") de la siguiente manera:

D(z),...,2%) () =y o®(a,... ,2%) paracaday €Y,

donde 3/ o ® es la extensién de 3y o ® € L(V X, x --- x Xy) dada en (1.3). Al igual que antes
tenemos N! posibles extensiones, dependiendo de la extension de ¢y’ o & que consideremos.
Notar que cuando N = 1, la extension de Arens no es otra cosa que el bitranspuesto de un
operador.

Al igual que en el caso de funcionales y operadores lineales, se verifican las siguientes
propiedades:

o O(Jx,(21),...,Jxy(xN)) = P(21,...,2x), paratodo z; € X; (1 < j < N).
o [[2] =[]

e ® es w*-w*-continua en la ultima variable en la que se extiende. Por ejemplo, si se ex-
tiende en el orden de (1.3), ¢ es w*-w™*-continua en la primer variable.

Se puede probar que dada ® € £(X;,..., Xy;Y), su extension @ : X/ x -+ x Xt — Y
estd dada por

Oy, %) =w —lm.. . m®(T10,,- - TNay) (1.4)
aq an
donde (7, )a; © X esunared w*-convergenteaz € X7, j=1,..., N.Enlo que sigue, esta

serd la forma que utilizaremos para calcular la extension de Arens de un operador multilineal.

Es fécil ver que si consideramos ® € L;(X7, ..., Xy;Y) de tipo finito, las N! extensiones
de Arens de ® coinciden.

El siguiente paso es extender polinomios al bidual. Dado un polinomio homogéneo P €
PV X;Y), consideremos ® € L(VX:;Y) el operador multilineal simétrico asociado. La re-
striccién de @ a la diagonal es independiente de la extension de Arens que consideremos, es
decir, 2" — 5(:6” ,...,x") no depende del orden en el cual se extienden las variables. Luego,
tendremos una tinica extensién canénica de P al bidual dada por P(2") = ®(2", ..., 2"). Este
polinomio P € P(NX";Y") es la llamada extension de Aron-Berner de P (ver [16]). Dados
" € X" ey €Y', severifica P(2")(y/) =y o P(2"). Davie y Gamelin probaron en [41] que
la extensién de Aron-Berner preserva la norma, esto es, || P|| = || P||. A diferencia de lo que
ocurre en el caso lineal, la extensiéon de Aron-Berner de un polinomio P no es necesariamente
w*-continua. En el caso particular en que se considera P € P;(V X;Y) un polinomio de tipo
finito, es sencillo verificar que su extensién P sf resulta w*-continua.

Para un polinomio P = Z?:o P; € Pi(X;Y), la extension de Aron-Berner estd dada por
P= Z?:o FJ

Por ultimo, veamos cOmo se construyen las extensiones de Aron-Berner para funciones
. o . . .
holomorfas. Si f € H>*(By;Y), por los comentarios hechos anteriormente sobre el radio de
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convergencia, la serie de Taylor alrededor del 0, f = Z;io %, converge en BY. Luego, la

extension de Aron-Berner de f se define como

D)
BN

Vi

la cual resulta una funcién holomorfa y acotada en By.,,. En el caso particular en que se con-
sidere f € A, (X;Y), si (P,)nen es una sucesion de polinomios convergiendo uniformemente
a f, entonces (E)%N es uniformemente de Cauchy en la bola abierta B;(,,, y en consecuencia
converge uniformemente a f. Esto significa que f puede extenderse a una funcién uniforme-
mente continua en la bola cerrada de X . Esta extensién, que seguimos llamando f, es la exten-
sion de Aron-Berner de f € A,(X;Y). Por el teorema de Davie-Gamelin, se tiene || f| = || f||.

Por otro lado, es facil ver que f(2”)(y/) = 3/ o f(2") paratodo 2" € X" ey € Y".

1.2. Productos tensoriales

El estudio de productos tensoriales en espacios de Banach estd intimamente relacionado con
el estudio de ideales normados de operadores. Esta relacion tiene sus origenes en trabajos de
Grothendieck [55, 56] a mediados de los afos ‘50. Sin embargo, las técnicas tensoriales dentro
de la teoria de ideales de operadores comienzan a tomar fuerza varios afios después. Para una
lectura precisa en el tema, ver [43, 48].

En esta seccidn, daremos una breve introduccion a los productos tensoriales. Nos intere-
san principalmente los productos tensoriales simétricos, que resultaran de gran utilidad en los
Capitulos 2 y 4.

Productos tensoriales y linealizacion de bilineales

Dados dos espacios de Banach X e Y, su producto tensorial X ® Y puede construirse como
un espacio de funcionales lineales sobre £(?X xY). Dados x € X ey € Y, el tensor elemental
T ® y esta determinado por la dualidad (x ® y, ¢) = ¢(z,y) paracada ¢ € L(*X x Y. Luego,
el producto tensorial X @ Y es el subespacio de £(*X x Y)*, el dual algebraico de L(2X x Y),
generado por estos tensores elementales. Un elemento en X ® Y es de la forma

U:Z)\jl’j(@yj dondemEN,)\jGK,xjeXeijY.

J=1

Es importante notar que la representacion de un elemento u no es Unica. La dualidad entre
u 'y las formas bilineales estd dada por (u,¢) = > 7", A\j¢(z;,y;), siendo el valor de (u, @)
independiente de la representacion del elemento w.

Las siguientes propiedades, sencillas de verificar, nos muestran que (z,y) — = ® y se
comporta como una especie de producto:

o (11 + 1) RYy=21Qy+12Y.

e xR (Y1 + 1) =2y + 2 Y.
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e \Nz®y)=(\r)y =12 (\y).
e IRy=2®0=0.

La tercer propiedad nos muestra que un elemento v € X ® Y siempre puede reescribirse de la
forma

u=Y z;@y; (1.5)
j=1

La razén principal de considerar el producto tensorial X ® Y es la de linealizar operadores
bilineales definidos en X x Y. Expliquemos brevemente a qué nos referimos con esto. Dada
¢ € LEX XY),tomemos Ly : X ® Y — K definida por u — (u, ¢), que resulta claramente
una funcional lineal sobre X ® Y. Luego, la aplicaciéon ¢ +— L, define un operador lineal
inyectivo de L(*X x Y') en (X ® Y)*. Por otro lado, se verifica facilmente que dada L una
funcional lineal en X ® Y, existe una forma bilineal ¢ tal que L = Lg4. En efecto, basta
considerar ¢(z,y) = L(x ® y). En consecuencia, tenemos que

LCXXY)=(X®Y) (1.6)

donde (X ® Y)* denota el dual algebraico de X ® Yy la igualdad anterior es un isomorfismo
entre espacios vectoriales.

En el caso de operadores bilineales a valores en un espacio de Banach Z, la misma idea de
linealizacion puede ser aplicada. En efecto, dado @ € £(2X x Y'; Z), se considera

D o Nw @y > N0, y),
p j=1

lo cual define un operador lineal de X ®Y en Z. De esta forma, se tiene L(*°X xY; Z) = L(X®
Y'; Z) donde la igualdad representa nuevamente un isomorfismo entre espacios vectoriales.

Linealizacion de multilineales

Si consideramos ahora X, . .., Xy espacios de Banach, podemos definir el producto tenso-
rial X; ®---® Xy de la siguiente manera. Dados z; € X;, 1 <17 < N, los tensores elementales
1 ® -+ ® xy estan determinados por la dualidad (71 ® -+ ® zn,¢) = ¢(xy,...,zN) para
cada ¢ € E(NXl X -+ x Xy). Luego, el producto tensorial X; ® --- ® Xy es el subespacio
de L(V X, x -+ x Xy)* generado por estos tensores elementales. Es decir que, un elemento u
en X; ® ---® Xy es de la forma

u:Z)\jx;®---®x§V conmeN,)\jEnyj-EXiparalgiSN.
j=1

Como en (1.5), siempre podemos escribir los elementos de la forma u = ZT:1 l‘]l R ® xjv .
Al igual que en el caso de formas bilineales , el producto tensorial entre /V-espacios de Banach
linealiza formas y operadores /V-lineales. Tenemos entonces

E(NX1X"'XXN):(X1®"'®XN)*



16 CAPITULO 1. PRELIMINARES

con el isomorfismo dado por ¢ +— L, donde L, (Zj ;R ® xf) = > (g, ..., x).
Anélogamente,
LOX)x - xXniY)=L(X1® - @ XN Y), (1.7)

donde, como en todos estos casos, la igualdad representa un isomorfismo entre espacios vecto-
riales.

Normas tensoriales

Hasta aqui, hemos visto que los productos tensoriales de espacios de Banach linealizan op-
eradores multilineales desde un punto de vista algebraico. Dotando a los productos tensoriales
de diversas normas, obtenemos isomorfismos isométricos entre clases (ideales) de operadores
lineales definidos en el producto tensorial e ideales de operadores multilineales.

El estudio de normas tensoriales y su relacion con la teoria de ideales de operadores comien-
za con el trabajo de Grothendieck (ver [56]) quien define las normas proyectiva e inyectiva en
el producto entre dos espacios de Banach. Mds en general, tenemos las normas proyectiva e
inyectiva para el producto de /V espacios.

Definicion 1.2.1. Sean X, ..., Xy espacios de Banach y @', X; el producto tensorial.

1) La norma tensorial proyectiva de orden N en &,_ | X;, esta dada por
(i) L jal va de orden N en @, X, estd dad
m m
lulle = tmf § M-l : meN, u="aj®- @)
J=1 j=1
11) La norma tensorial inyectiva de orden N en &, .X;, estd dada por
(i) L jal i va de orden N NX i dad,
m
||lul|c = sup Zm’l(x})x']\,(xjv) . &) € Bxy,..., oy € Bx1_ ¢,
j=1

LM N
siu=3 7,2, ® - @z,

N
a,i=1

Sia = 7 6 ¢, notamos (@Y, X;, o) 6 @Y._, X, al espacio @, X; dotado con la norma o y

~N . . .
®., ,—; X; ala completacion del espacio normado ®%,_, X;. Tanto la norma proyectiva como la
inyectiva, son normas asociativas. Esto es, si para cada n notamos «,, a la norma (proyectiva o

inyectiva) de orden n, entonces dado 1 < k£ < n se verifica
((®i’€:1Xia C(k) ® Xk+1 K- ® Xn7 Cknkarl) = (Xl K& Xk &® (®?=k+1Xi7 Oén,k) ,Ctk+1)

y ademas estos productos son iguales a (®!"_; X;, o, ). Volveremos sobre las normas asociativas
recién en el Capitulo 5.
Un hecho que utilizaremos a lo largo de toda la tesis, es que todo elemento u del espacio
~ N . .
completado ®_,_,.X; tiene una representacion de la forma u = Z;’il x]l Q- ® :pjv con
SoZillzill -+ l#}]| < ooy sunorma  estd dada por

o )
lulle = inf S b -] u= al®- @2l
j=1 j=1
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Volviendo sobre la igualdad (1.6) y, mas en general, sobre (1.7), Grothendieck demostr6 (en
el caso particular N = 2) que cuando se dota a los productos tensoriales con las normas proyec-
tiva o inyectiva, las mismas aplicaciones consideradas antes definen isomorfismos isométricos
entre los espacios de Banach de operadores multilineales y de operadores lineales definidos en
el producto tensorial. Para la norma proyectiva se verifica

LX) % x X Y) = L(@Y_ X5 Y) = L&Y

=1

X1 Y). (1.8)

ma=1<%1)

Como consecuencia, se tienen en particular

~ N

LOVX X x Xy) = (@0 X))y LX) x - x Xy YY) = (&Y

ma=1

X;®,Y). (1.9)

Las dualidades (1.9) entre tensores u y operadores lineales ®, son las que nos interesaran mas
adelante (notar que la primera es un caso particular de la segunda). Las denotaremos indis-

tintamente (u, ®) 6 Lq(u). Especificamente, si u = >°2° Az} @ -+ ® ARNS ®7]:;-:1Xi y
¢»e LVX) x -+ x Xy), tenemos

o
(u, 6) = Lo(u) = > X(aj, .., 7)),
j=1
mientras que en el caso a valores vectoriales,

(u, ®) = Lo(u) = ZAJ@@;, ) (yy)

paracadau = ), NTi®- Q) @y, € ®,]Zi:1Xi®,rY ycada® € L(V X x---x Xpn:; Y.
Cuando dotamos al producto tensorial con la norma inyectiva, tenemos

donde 7 denota al ideal de operadores integrales. Por el momento, obviamos la definicién de
ideal de operadores y de operadores integrales, que no seran de importancia en lo inmediato.
Las mismas, se veran en el Capitulo 5.

A partir de los resultados de Grothendieck, ha surgido un gran interés en el estudio de
normas tensoriales. Si bien no nos detendremos en el tema, damos la definicion de norma
tensorial.

Definicion 1.2.2. Una norma tensorial o de orden N, es una asignacion para cada N-upla de
espacios (X1, ..., Xn) de una norma || - || en el producto tensorial @, X;, tal que:

@ - lle <1 lla <l
(ii) ParacadaT; € L(X;;Y;),i=1,...,N,
N
| ®z‘N:1 T;: ®<]xv,i:1 Xi — ®<]1V,i:1Y;H < H T3],
i=1
donde @Y | T; estd definida por N | Ti(v1 ® - @ axy) = T1(21) ® -+ @ Ty (zn) (esta
es la llamada “metric mapping property”).
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Productos tensoriales simétricos

Asi como consideramos productos tensoriales para linealizar espacios de operadores multi-
lineales, el objetivo de considerar productos tensoriales simétricos serd el de linealizar espacios
de operadores multilineales simétricos y de polinomios homogéneos. Dado un espacio de Ba-

. N
nach X, notamos ®™*X al subespacio de ®¥X = X ® --- ® X formado por los tensores
simétricos, esto es, los tensores en @~ X de la forma

m
_ N
u—g IV
Jj=1

N .

donde 2} = @Va; = x;® - ®@x;,m e N, \; € Kyz; € X paracadaj = 1,...,m. A
diferencia de lo visto en (1.5), en el caso de tensores simétricos en ®™¥*X con X un espacio
real y N par, no podemos reescribir los elementos sin los \; € K. La aplicacion

1
TR QIy — mzxam@“'@%(m o permutacién de {1,..., N},

define una proyeccién de @V X en @V X.
Dado un operador multilineal simétrico ® € L,(Y X;Y), la aplicacién

m

> o) = N, ag) (1.10)
j=1

=1

define un operador lineal de ®"*X en Y. Luego, tenemos un isomorfismo L,(VX;Y) =
L(®N*X;Y) entre espacios vectoriales. Por otro lado, si P es un polinomio en P(VX;Y)

entonces . .
D e = > N P()) (1.11)
j=1 j=1

define nuevamente un operador lineal de ®"*X en Y. Esto nos muestra que también tenemos
un isomorfismo P(VX;Y) = L(®@V*X;Y) que linealiza los polinomios desde el punto de
vista algebraico.

Con el proposito de estudiar polinomios homogéneos, Ryan introdujo en su tesis [77] nor-
mas tensoriales en el producto tensorial simétrico. En analogia con la Definicion 1.2.1, se define
la norma proyectiva simétrica.

Definicion 1.2.3. Sea X un espacio de Banach y @"*X el producto tensorial simétrico. La
norma tensorial proyectiva simétrica de orden N en @~*X, estd dada por

= fnf{z|xj|||mj||N :meN, u= ijx;v}.

J=1 J=1

[[ul

Notaremos (®"*X,m,) 6 ®2*X al producto tensorial simétrico dotado con la norma

. o s ~ N,s " .
proyectiva simétrica y ®,. X a la completacion del espacio normado ®WNS *X. Todo elemen-
to u en el espacio completado tiene una representacion de la forma v = Z;; )\jxé-v con
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> e I\j||lz;]|Y < ooy su norma estd dada por

x, = nf {Z illlzs 1Y w = Z/\jl‘;'v} :
P =1

Ahora bien, cuando dotamos al producto tensorial simétrico con la norma proyectiva simétri-
ca 74, razonando igual que en (1.11) se obtiene un isomorfismo isométrico,

PNX;Y) = L(EN°X;Y)

que nos da la deseada linealizacién de polinomios homogéneos via productos tensoriales simétri
cos. Como casos particulares, obtenemos las siguientes dualidades,

!/

PX) = (@.°X) y P(NX;Y’):[@,Z’SX)@WY . (1.12)

La dualidad en el caso escalar (que es un caso particular del vectorial) estd dada por

(u, P) ZA P(x;) (1.13)

~ N . . .
paraP e PN X)yu = Z;L )\jxé\f € ®WS’SX , mientras que en el caso vectorial se tiene

(u, P) = ey Plrig) (we) (1.14)

k=1 j=1
para P € P"X;Y ) yu = D00, vk ® yp, donde (y)r C Yy () C (®,]:[S’SX), con
D D Ak ; para todo k.

P . ~ N,s . .
Por dltimo, cuando consideramos (®.. "~ X) el producto tensorial simétrico con la norma

. . . ~ N
proyectiva 7 (no la simétrica) que hereda como subespacio de (®,. X), razonando como en
(1.10) obtenemos el deseado isomorfismo isométrico entre operadores multilineales simétricos
y operadores definidos en el producto tensorial simétrico,

LNXY) =L@V X Y).
Nuevamente, como consecuencia de lo anterior tenemos
/
L,VXY) = [(@fvs){)@ry} , (1.15)

donde la dualidad viene dada por

(u, D) Z)\,” (Zhgs - Thg) (Uk) (1.16)

k=1 j=1

para cualquier ® € L,(VX;Y") yu = 32°° v @ yp, donde (yx)x C Yy (0p)e C (@1 °X),

_ " N
con vy = Y -2 ATy, ; para todo k.
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1.3. Dual separable y propiedad de aproximacion

En esta seccion, nos enfocaremos en aquellos espacios de Banach X tales que X' es separa-
ble y tiene la propiedad de aproximacién. La razon por la cual estamos interesados en espacios
verificando estas hipotesis, es que serdn aquellos para los cuales demostraremos los resultados
del tipo Lindenstrauss en los Capitulos 2 y 4. Comenzamos dando algunas definiciones y no-
ciones generales y luego enunciamos, en la Proposicion 1.3.4, la propiedad de estos espacios en
la cual estamos interesados. Todos los resultados de esta seccion, pueden encontrarse en [35].

Definicion 1.3.1. Un espacio de Banach X tiene la propiedad de aproximacion (AP para
abreviar) si para todo conjunto compacto K en X y todo ¢ > 0, existe un operador T' €
L(X; X) de rango finito tal que | Tx — x|| < € para todo x € K.

Por mucho tiempo, desde que Mazur en la década del ‘30 y més tarde (e independiente-
mente) Grothendieck en la década del ‘50 plantearon la pregunta, se mantuvo abierto el proble-
ma de la existencia de un espacio de Banach que no tuviera la propiedad de aproximacion. Este
problema fue resuelto recién en los afios ‘70 por Enflo [46], quien construy6 el primer ejemplo
de espacio sin la AP. A partir de ese momento, varios autores demostraron la existencia y con-
struyeron otros espacios sin la AP. Hay que destacar que practicamente todos estos ejemplos
provienen de construcciones muy “artificiales”. El primer espacio “conocido” sin la AP es el
espacio L(H; H) de operadores acotados en un Hilbert H de dimensién infinita. Esto fue de-
mostrado en [79]. No nos vamos a detener en ninguno de estos ejemplos, pero recalcamos que
la AP es una propiedad “natural” que comparten la gran mayoria de los espacios en los que
uno trabaja.

Un espacio X tiene la AP si y s6lo si existe una red (7,,), de operadores de rango finito
convergiendo a Idx, el operador identidad en X, uniformemente sobre compactos. Por otro
lado, cabe mencionar que si X' tiene la AP entonces X también la tiene.

La definicion de A P no pone ninguna restriccion sobre la norma de los operadores de rango
finito que aproximan a la identidad. En ese sentido, se introduce la siguiente version mas fuerte
de la propiedad de aproximacion.

Definicion 1.3.2. Sean X un espacio de Banach y 1 < \ < oc. Decimos que X tiene la )-
propiedad de aproximacion acotada (A-BAP) si para todo compacto K en X y todo ¢ > 0,
existe un operador T € L(X; X) de rango finito tal que ||T|| < Xy | Tz — x| < ¢ para todo
x € K. Se dice que X tiene la propiedad de aproximacion acotada (BAP) si tiene la \-BAP
para algiin \. Cuando \ = 1 se dice que X tiene la propiedad de aproximacion métrica (MAP).

Un espacio de Banach X tiene la BAP siy s6lo si existe una red uniformemente acotada
(T,) de operadores de rango finito en X que converge a Idx en la topologia fuerte de ope-
radores (SOT), es decir, ||T,(x) — z| — 0 para cada x € X. Mas atn, cuando el espacio
X es separable, en lugar de una red podemos considerar una sucesion uniformemente acotada
(T},). de operadores de rango finito verificando lo anterior. Estos resultados pueden verse en
[35, Teorema 3.3 y Corolario 3.4].

Como consecuencia del principio de reflexividad local, cuando consideramos un espacio
cuyo dual tiene la BAP, tenemos el siguiente resultado (ver [35, Proposicion 3.5]).

Proposicion 1.3.3. Sea X un espacio de Banach tal que X' tiene la BAP. Luego, existe una
red uniformemente acotada (1), de operadores de rango finito en X que converge a Idx en
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la topologia SOT y tal que la red de los operadores transpuestos (T",),, converge a Idx: en la
topologia SOT.

Si ademds X' es separable, en lugar de una red podemos considerar una sucesion de ope-
radores (T),) .

Por ultimo, en [35, Teorema 3.10] se prueba que si X es un espacio de Banach cuyo dual
es separable, entonces X' tiene la BAP si y sélo si tiene la AP. Luego, juntando esto con la
proposicion anterior, obtenemos el siguiente resultado.

Proposicion 1.3.4. Sea X un espacio tal que X' es separable y tiene la propiedad de aproxi-
macion. Luego existe una sucesion (1)), de operadores en X de rango finito tal que T,, —
Idx y T — Idx en la topologia fuerte de operadores. Mds ain,

sup |[T]| < oo, T, (X")CJx(X) y T,)"(2") ", 2" para todo 2" € X", (1.17)

n—oo
donde Jx : X — X" es la inclusion candnica.

Queremos destacar que de las hipdtesis que se piden sobre X en la proposicion anterior,
y que seran las mismas que pediremos para demostrar los resultados del tipo Lindenstrauss
en capitulos siguientes, la que es verdaderamente restrictiva es la de separabilidad. De hecho,
como ya mencionamos antes, la propiedad de aproximacién es una propiedad que poseen la
gran mayoria de los espacios de Banach que conocemos.

Ejemplos clédsicos de espacios de Banach satisfaciendo la propiedad de la proposicion ante-
rior, son los espacios con base de Schauder achicante. Para una lectura detallada sobre espacios
con base de Schauder ver [66]. Repasamos aqui algunas definiciones y observaciones rela-
cionadas.

Sea X un espacio de Banach sobre el cuerpo de escalares K. Decimos que (z,,),, es una base
de Schauder para X, si todo elemento z € X se escribe de manera inica como x = Zfil a;x;,
para ciertos escalares (a,,),. En tal caso, se definen las funcionales coordenadas z/, : X — K
como z},(x) = ay, y las proyecciones 7, : X — X como

n

ma(x) = in(m)xl, (1.18)
i=1
lI-llx

las cuales resultan operadores de rango finito verificando sup,, |7,|| < ooy m,(z)
n—oo

para todo x € X. La sucesion (z/,),, se denomina la sucesion bdsica dual de la base (x,),,.
Ejemplos de espacios de Banach con base de Schauder son: ¢y, £, con 1 < p < o0, los predu-
ales de espacios de sucesiones de Lorentz d,(w, 1) que estudiaremos en el Capitulo 3, C[0, 1],
L,[0,1] con 1 < p < oo. El espacio /., no tiene base puesto que no es separable.

Dada una base de Shauder (z,),, K = sup, ||m,|| se denomina la constante de la base.
Cuando K = 1 se dice que la base es mondtona. Ejemplos de espacios con base mondtona son
las bases canonicas de ¢y, £, con 1 < p < 0oy d.(w, 1). Un ejemplo de base no-mondtona es
labase {e1, €1 + €2, 9 + €3,... } de co.

Dado un espacio de Banach X con base (x,),, decimos que la base es achicante si se
verifica que la sucesion bésica dual (z7,),, es base de X'. Por ejemplo, la base candnica (e,,),
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de ¢, es una base achicante ya que su sucesion bésica dual es la base canénica de ¢;; en cambio,
la base candnica de /1 no es achicante puesto que ¢, no tiene base.

Abhora, si X es un espacio de Banach con base achicante (z,),, entonces las proyecciones

7, juegan el rol de los operadores 7}, en la Proposicion 1.3.4. De hecho, es claro que 7, Sor,

n—oo

. T
Idx por ser (m,), las proyecciones de una base y que 7/, ST, Tdy, puesto que la base
n—oo

es achicante y (), resultan las proyecciones de la sucesion basica dual. De aqui se deduce
(1.17). De hecho, un célculo sencillo nos muestra que, por un lado,

Zw NJx(z;) € Jx(X) paratodo z” € X”.
Y por otro lado, dado ' € X’ se tiene

" (Z o (z;)x) — x’)

. . w*
puesto que la base es achicante, y en consecuencia 7/ (z”) —— 2 paratodo 2" € X”.

n—oo

| (2") () — 2" (2’ < 2| I, (2) = 2| —— 0
n—oo

1.4. Antecedentes historicos

En esta seccion, haremos un breve repaso de algunos de los resultados mds importantes en
el estudio de la densidad de funciones que alcanzan la norma. En primer lugar, nos enfocaremos
en los resultados que dieron origen al estudio de estos temas y luego haremos una sintesis de
los resultados més recientes en el drea. Para una lectura mds detallada, se puede ver el survey
de Acosta [3] y la introduccién en [4].

Los pioneros: Bishop-Phelps, Lindenstrauss y Bollobas

Como mencionamos en la Introduccidn, el estudio de problemas referidos a la densidad
de funciones que alcanzan la norma tiene sus raices en una caracterizacion de reflexividad
dada por James hacia fines de los afios ‘50. La misma, afirma que un espacio de Banach es
reflexivo si y sélo si toda funcional lineal ¢ € X’ alcanza la norma. A partir de este resultado,
se llamé subreflexivos a todos aquellos espacios X para los cuales las funcionales ¢ en X’
que alcanzan la norma, son densas en X’ (densidad en la norma supremo || - || de X'). El
teorema probado en el afio ‘61 por Bishop y Phelps [21] afirma que todo espacio de Banach
es subreflexivo, y es aquel que da origen al estudio de densidad de funciones que alcanzan la
norma.

Teorema (Bishop-Phelps). Dado X un espacio de Banach, el conjunto de las funcionales li-
neales sobre X que alcanzan la norma es denso en X'. Es decir, dados ¢ > 0y ¢ € X', existe
W € X' que alcanza su norma tal que || — || < e.

También en [21], Bishop y Phelps dejaron abierta la pregunta acerca de si era posible o
no extender su resultado para operadores lineales entre dos espacios de Banach cualesquiera.
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Lindenstrauss, quien fue el primero en estudiar estos problemas en el contexto de operadores
lineales, mostrd en su trabajo [65] del afio ‘63 varios resultados positivos sobre densidad de
operadores que alcanzan la norma y exhibié el primer contragjemplo al teorema de Bishop-
Phelps para operadores lineales. A continuacion, veremos el contraejemplo de Lindenstrauss
[65, Proposicion 4] e incluiremos su demostracion puesto que es sencilla de reproducir y es la
base de gran cantidad de contraejemplos que surgieron mas adelante.

En lo que sigue, vamos a considerar Z = ¢; con la norma equivalente dada por

lellz = o + (i (?)) "

Este espacio resulta estrictamente convexo; mads atin, su bidual Z” también es estrictamente
convexo.

Proposicion 1.4.1. No se verifica el teorema de Bishop-Phelps en L(cy; Z).

Demostracion. En primer lugar veamos que si S : ¢y — Z alcanza su norma, entonces es un
operador de rango finito. Digamos que a € B, es tal que ||S(a)|| = ||.S]|. Es sencillo verificar
que fijado 0 < § < 1, existe un ny € N tal que

la + de,|| <1 paratodon > ng. (1.19)
Como consecuencia de esto, resulta claro que
|S(a =+ de,)|| = ||S(a) £ S(e,)|| < ||S]| paratodo n > ny.

Ahora bien, si llamamos 2™ = S(a+ de,) y 2~ = S(a — de,,), la desigualdad anterior nos dice

que

2t 427
2

y puesto que Z es estrictamente convexo resulta 2T = 27, o lo que es equivalente, S(e,) = 0

para todo n > ng. Esto demuestra que .S es un operador de rango finito.

12" =11z"1 = :

Ahora probemos que no se verifica Bishop-Phelps en £(cy; Z). Para ello, basta considerar
el operador identidad I : ¢g — Z y notar que no puede ser aproximado por operadores de rango
finito, ya que de lo contrario resultaria un operador compacto. Luego, no puede ser aproximado
por operadores que alcanzan la norma. ]

La propiedad (1.19) junto con la estricta convexidad del espacio de llegada son fundamen-
tales en el ejemplo anterior y son claves a la hora de obtener contraejemplos al teorema de
Bishop-Phelps. Para nosotros, seran de gran utilidad en el Capitulo 3. La propiedad (1.19)
estd referida a la ausencia de puntos extremales de la bola de cy. Recordemos que dado C' un
subconjunto convexo de un espacio de Banach X, decimos que x € C' es punto extremal de C
six =y =zcadavezquex =ty + (1 —¢)z paraalgin 0 < ¢t < 1 ey,z € C. Esto extiende
la nocidn de vértice de un poligono convexo en el plano. Por otro lado, desde un punto de vista
geométrico, la estricta convexidad de un espacio nos habla de la “redondez” de la bola unidad.

Como ya mencionamos, en su trabajo [65], Lindenstrauss demostré algunos resultados po-
sitivos del tipo Bishop-Phelps para operadores lineales. Alli defini6 las llamadas propiedades
A'y B para espacios de Banach de la siguiente manera.
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e Un espacio de Banach X tiene la propiedad A si para todo espacio de Banach Y, NAL(X;Y")

es un conjunto denso en £(X;Y).

e Un espacio de Banach Y tiene la propiedad B si para todo espacio de Banach X, NAL(X;Y)

es un conjunto denso en L(X;Y).

Uno de los principales resultados demostrados por Lindenstrauss [65, Teorema 1] es el
siguiente.

Teorema (Lindenstrauss). Sean X, Y espacios de Banach. El conjunto de operadores lineales

en L(X;Y) cuyos bitranspuestos alcanzan la norma es denso en L(X;Y'). Es decir, dados

e>0yT € L(X;Y), existe S € L(X;Y) tal que S” alcanza la norma y tal que ||T — S| < e.
Por lo tanto, todo espacio reflexivo tiene la propiedad A.

Este teorema, asi como sus extensiones al contexto multilineal y polinomial 2-homogéneo
que mencionaremos mas adelante, son los puntos de partida de esta tesis. Nuestro principal ob-
jetivo, sera extenderlos (bajo ciertas hipdtesis) al marco de polinomios, funciones holomorfas,
multilineales simétricas e ideales de multilineales. Daremos una idea de la demostracion del
teorema de Lindenstrauss. Como se verd, las técnicas de las demostraciones de los Capitulos 2
y 4 son completamente distintas, pero las del Capitulo 5 siguen esta linea.

Idea de la demostracion de Lindenstrauss. Sean T € L(X;Y), que podemos suponer de nor-
ma |T|| = 1,y 0 < € < 1/3. En primer lugar se elige una sucesion decreciente de nimeros
positivos («);, tales que

o, ¢] o0 1
220@- <e, 2 Z a; < ai y oo < 1ok para todo k£ € N. (1.20)
i=1 i=k+1

Luego, se construyen inductivamente una sucesién de operadores (7%)r C L(X;Y) y suce-
siones (ax)r C Sx ¥y (y,.)x C Sy, de forma tal que 7} = T,

T (an)| = 1Tl =z, |vi(Ti(ar)| = [ Tilan)l Y Tera () = Tu()+onyi(Til() Tr(ax).

La sucesion (7}); verifica 1 < ||Ty|| < 4/3y ||[Tk+1 — Tk|| < cu, y por la eleccion de los («;)
en (1.20) resulta ser una sucesion convergente a un operador S € £(X;Y’). Mas atn, se tiene
|T" — S|| < e. Por otro lado, se prueba que |y;(S(ax))| > ||S|| — 1/j paratodo j < ky en
consecuencia, si a” € S% es un limite débil-+ de la sucesion (ag)x, entonces

[S"(a”)(yj)| = 115"l = 1/j paratodo j € N.
Luego S” alcanza su norma en a”, lo cual demuestra el resultado. O

Algunos resultados mas del “inspirador” trabajo de Lindenstrauss son los siguientes.
e El espacio L () tiene la propiedad A si y s6lo si p es puramente atémica. En particular, ¢4
tiene la propiedad A.
e El espacio C'(K) con K compacto metrizable tiene la propiedad A si y sélo si K es un
conjunto finito.
e En relacion con la propiedad B definida anteriormente, Lindenstrauss define la siguiente
propiedad, sobre la cual volveremos de manera recurrente en los siguientes capitulos.
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Definicion 1.4.2. Un espacio de Banach Z tiene la propiedad (3) si existe un subconjunto
{(2a) 9a) : « € A} C Z x Z' satisfaciendo:

@ zall = [|9all = galza) =1
(ii) Existe A\, 0 < X\ < 1tal que |go(23)| < \ para o # 5.

(iii) Para todo z € Z,

2|l = supaen |9a(2)]-

En el caso finito-dimensional, los espacios con propiedad (/3) son aquellos cuya bola unidad
es un poliedro. En dimension infinita, ejemplos de espacios con esta propiedad son cg, /o, ¥
C(K) con K teniendo un conjunto denso de puntos aislados. Otro de los resultados de Linden-
strauss, es el siguiente: si Z es un espacio de Banach con la propiedad (3), entonces tiene la
propiedad B. En particular, ¢, /-, tienen la propiedad B.

En vistas de aplicarlo al estudio del rango numérico de operadores, Bollobéds [23] de-
mostré en el afio 70 la siguiente version cuantitativa del teorema de Bishop-Phelps.

Teorema (Bishop-Phelps-Bollobas). Sea X un espacio de Banach. Supongamos que o € Sx
y T € Sx son tales que |¢o(Z) — 1| < €2/2 para un 0 < € < 1/2. Luego, existen 1) € Sx/y
a € Sx tales que

Y(a)=1, fa—if<e+e® y lle—vll<e

Repasemos brevemente la motivacion de Bollobds en el estudio de esta version cuantitativa.
Dado un espacio de Banach X, consideremos el subconjunto de X x X’ dado por

(X) ={(z,2'): €8x, a €8x, 2'(x)=1}.
Si f: Sx — X es una funcién acotada, el rango numérico de f es el conjunto de escalares

V() ={2"(f(2): (w,2) € TI(X)}.

Resulta claro entonces, que las propiedades del conjunto II(X') juegan un rol importante en el
estudio del rango numérico. El teorema de Bishop-Phelps-Bollobds nos muestra que los pares
ordenados (z,z') € X x X' que “casi pertenecen” a I1(X), pueden ser aproximados (en la
norma producto) por elementos de I1(X). Ahora, dado un operador lineal 7" € L£(X; X), es
sencillo verificar que V' (7T") C V(T"), donde 1" es el operador transpuesto de 7". Mds aun, se
sabe que la inclusién anterior puede ser estricta. Como consecuencia de su version cuantitativa
del teorema de Bishop-Phelps, Bollobas demuestra en [23] el siguiente resultado.

Teorema 1.4.3. V(T) = V(1"), donde A denota la clausura de A C K.

Resultados mas recientes

En lo que resta, repasaremos algunos de los resultados mas importantes que surgieron a
partir de los trabajos de Bishop y Phelps, Lindenstrauss y Bollobds. Mencionaremos en primer
lugar aquellos del tipo Bishop-Phelps, es decir, de densidad de funciones que alcanzan la nor-
ma. Luego nos enfocaremos en los resultados del tipo Lindenstrauss, esto es, de densidad de
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funciones cuyas extensiones canonicas al bidual alcanzan la norma, y por dltimo veremos al-
gunos resultados cuantitativos del tipo Bishop-Phelps-Bollobds, que han surgido como un tema
de gran interés en los ultimos afios.

Resultados del tipo Bishop-Phelps

Siguiendo la linea de estudio inaugurada por Lindenstrauss, Bourgain mostré en [27] una
condicién suficiente para que un espacio posea la propiedad A, que es mds general que la
condicion de reflexividad dada por el teorema de Lindenstrauss. Especificamente, un espacio
de Banach X tiene la propiedad de Radon-Nikodym (RNp) si el teorema de Radon-Nikodym
se verifica en X. Es decir, si X es una o-dlgebra de subconjuntos de un conjunto 2y p: 3 — X
es una medida (a valores vectoriales) de variacion acotada que es absolutamente continua con
respecto a una medida finita, positiva A, entonces existe una funcién A-Bochner integrable
f:Q — X tal que

u(B) = [ sax

para todo £/ € 3. Espacios con la RNp son, entre otros, {1, espacios reflexivos y espacios
duales separables. En cambio, los espacios ¢g, L (€2), L1(£2) para §2 un conjunto abierto aco-
tado de R" 6 C'(K) para K un espacio compacto infinito, no poseen la RNp.

Volviendo al comienzo, Bourgain introdujo la propiedad de Bishop-Phelps para espacios
de Banach, la cual resulta ser, en principio, mds fuerte que la propiedad A (en esta parte, no nos
detendremos en los detalles técnicos) y probd lo siguiente.

Teorema 1.4.4. Un espacio de Banach X tiene la propiedad de Bishop-Phelps siy solo si tiene
la RNp.

Completando esta caracterizacion, se tiene el siguiente resultado de Huff [59].

Teorema 1.4.5. Sea X un espacio de Banach. Luego X tiene la RNp si 'y solo para todos 7 e
Y espacios de Banach isomorfos a X, NAL(Z;Y') es denso en L(Z;Y).

En relacion con los espacios de llegada, Schachermayer [78] fue la primera en dar un ejem-
plo de un espacio cldsico sin la propiedad B, demostrando que N AL(L,[0, 1]; C[0,1]) no es
denso en L£(L4[0,1]; C[0, 1]). Para los espacios ¢, (1 < p < 00) esta pregunta se mantuvo
abierta hasta principios de los "90. En [53], Gowers mostré que si 1 < p < oo entonces £, no
tiene la propiedad B; esto mismo fue posteriormente probado por Acosta [2] para el espacio
¢;. El espacio dominio utilizado por Gowers para mostrar que ¢, no tiene la propiedad B es
d.(w, 1), el predual del espacio de sucesiones de Lorentz d(w, 1) con w = (1/);. Volveremos
con mds detalle sobre los preduales de Lorentz en el Capitulo 3; por el momento, simplemente
aclaremos que el predual d.(w, 1) con w = (1/1);, es el espacio de todas las sucesiones (x(7));

tales que
i ()
1 =
oo W(n)
donde z* = (2*(i)); es el reordenamiento decreciente de (2(i)); y W(n) = Y., 1/i. Este

resulta un espacio de Banach con la norma dada por

> i1 ()

:O,

||z||lw := sup
n
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Una de las propiedades fundamentales de este espacio es la ausencia de puntos extremales de
su bola unidad. Esta misma propiedad también la comparte el espacio de sucesiones cy. Sin
embargo, a diferencia de este tltimo, en el caso del predual de Lorentz se tiene d.(w, 1) — ¢,
para todo 1 < p < oo. Estas dos propiedades son la clave del ejemplo de Gowers, asi como
también lo son en los contraejemplos al teorema de Bishop-Phelps multilineal y polinomial que
veremos mas adelante.

Una pregunta natural que surge en el contexto de los problemas del tipo Bishop-Phelps, es
la posible extension de ciertos resultados al marco de operadores multilineales y polinomios.
En [19], Aron, Finet y Werner estudiaron la densidad de formas /N-lineales que alcanzan la
norma. Alli, probaron el siguiente resultado, que extiende (en parte) el Teorema 1.4.4.

Teorema 1.4.6. Si X tiene la RNp, entonces NAL(Y X) es denso en LNV X).

En esta misma direccion, Choi y Kim demostraron en [37] varios resultados positivos del
tipo Bishop-Phelps para operadores multilineales y polinomios. Enunciamos algunos de ellos.

e Sea Y un espacio de Banach arbitrario. Luego, NAL(™(;;Y) es denso en £(V/;;Y) para
todo N € N. Esto mismo se verifica para la clase de operadores multilineales simétricos.
e Sean X, Y espacios de Banach y supongamos que X tiene la RNp. Luego NAP(VX;Y) es
denso en P(NVX;Y) para todo N € N.

Los resultados anteriores, extienden el obtenido en el Teorema 1.4.6. El primero de ellos,
es una extension al caso vectorial, cuando se considera X = /. El segundo, es la versién
polinomial homogénea (también a valores vectoriales).

e Un espacio de Banach X tiene la propiedad de Dunford-Pettis si para cada espacio Y, todo
operador débil compacto de X en Y es completamente continuo, es decir, manda sucesiones
débilmente convergentes en sucesiones convergentes en norma.

Si X tiene la propiedad de Dunford-Pettis y tiene base mondtona achicante, entonces
NALNX) es denso en L(N X). Un ejemplo clasico de espacio verificando las hipétesis ante-
riores es X = cg. Luego, NAL("¢y) es denso en L(M¢y).

Lo mismo se prueba para operadores multilineales simétricos y polinomios homogéneos.

e Sean X,Y espacios de Banach y supongamos que Y tiene la propiedad ((3). Luego, si
NALMX) es denso en L(V X) entonces NAL(NX;Y) es densoen L(VX;Y).
Lo mismo se verifica para operadores multilineales simétricos y polinomios homogéneos.
Este dltimo resultado serd de importancia en los capitulos que siguen. En el Capitulo 3
probaremos la reciproca, mientras que en el Capitulo 2 veremos una version andloga, en el
contexto de los teoremas del tipo Lindenstrauss.

Mediante la demostracién de una formula integral comparable con las que veremos en los
Capitulos 2 y 4, Grecu y Ryan [54] probaron el siguiente resultado positivo.

e Sean X, ..., Xy espacios de Banach tales que (al menos) N — 1 de los duales X! (1 <i <
N) tiene la propiedad de aproximacion. Supongamos también que X; ®. - - - ®. X es separable
y no contiene una copia de /. Luego, NAL(MN X| x -+ x X)) esdensoen L(VX] x - - - x X}).

Enel caso X; = --- = Xy = X, lo mismo sucede para operadores multilineales simétricos
en X'

Luego de demostrar resultados positivos del tipo Bishop-Phelps para formas multilineales
(entre ellos, el Teorema 1.4.6), en [19] se plantea la pregunta acerca de la validez (o no) con
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total generalidad, de un teorema de Bishop-Phelps en £(" X). Nos detendremos por un mo-
mento en este punto, ya que es una pregunta que puede generar cierta confusion. Teniendo en
cuenta que el teorema de Bishop-Phelps no se verfica ni siquiera para operadores lineales (ver
Proposicién 1.4.1), resulta natural pensar que no puede verificarse en espacios de operadores
multilineales y polinomios. Sin embargo, si bien esto es efectivamente asi, no es un hecho tri-
vial. Pensemos en el caso mas sencillo de todos, el de las formas bilineales. Sabemos que hay
una identificacion isométrica entre espacios de formas bilineales y de operadores lineales, dada
por

LEX XY) — L(X;Y)
Y — TQD,

donde T,,(z)(y) = ¢(x,y). Es claro que si ¢ alcanza la norma, entonces 7, también lo hace.
Esto nos dice que si existieran X e Y espacios de Banach tales que NAL(X;Y”) no es denso
en L(X;Y"), entonces NAL(*X X Y') no serfa denso en L£(*X x Y'). Por otro lado, es fécil
ver que 7}, puede alcanzar la norma pero ¢ no, lo cual nos muestra que puede haber ejemplos
en los que se verifique el teorema de Bishop-Phelps para operadores, pero no se verifique para
el espacio asociado de formas bilineales.

Ahora bien, modificando levemente el ejemplo de la Proposicién 1.4.1, se puede ver que
NAL(co; 2") no es denso en L(cp; Z”), lo que nos muestra que no se verifica el teorema de
Bishop-Phelps en L(*cy x Z’). Sin embargo, ;qué podemos decir acerca de la validez del teo-
rema de Bishop-Phelps en £(2X)? Razonando como antes, bastaria ver que existe un espacio
X tal que NAL(X; X’) no es denso en L£(X; X'). También, en virtud de las observaciones
anteriores, podria existir un X tal que NAL(X; X’) sea denso en £(X; X’), pero igualmente
no se verifique Bishop-Phelps en £(2X).

Al momento en que se planted la pregunta acerca de la validez del teorema de Bishop-
Phelps en £(V X), no se conocia ningtin espacio que responda a alguno de los problemas
anteriores. Por este motivo, determinar la validez del teorema de Bishop-Phelps para formas
bilineales en X x X result6 un problema de interés. Acosta, Aguirre y Paya [5] mostraron que
el mismo espacio predual de Lorentz utilizado por Gowers para probar que los espacios £, no
tienen la propiedad B, sirve de contragjemplo en este caso.

Teorema 1.4.7. Sea X = d,(w,1) conw = (1/i);. Luego, NAL(*X) no es denso en L(*X).

Posteriormente, Choi fue el primero en mostrar un espacio clasico que también sirve como
contraejemplo. En [36], prob6 que N AL(*L1[0, 1]) no es denso en L£(*L4[0, 1]).

En lo que respecta a los contraejemplos para operadores N-lineales (N > 2) y polinomios
homogéneos, la validez del teorema de Bishop-Phelps sigue siendo una pregunta no trivial.
En [62], Jiménez Sevilla y Paya generalizaron el contraejemplo de Acosta, Aguirre y Paya,
obteniendo una caracterizacion de aquellos preduales de Lorentz para los cuales se verifica el
teorema de Bishop-Phelps en espacios de operadores multilineales y polinomios homogéneos.
Entre otras cosas, probaron lo siguiente.

Teorema 1.4.8. Dada una sucesion admisible wy N € N, N > 2, son equivalentes:
() NAL(Nd.(w,1)) es denso en L(Nd,(w,1)).
(i) NAP(Nd,.(w,1)) es denso en P(Nd,(w, 1)).
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(iii) w ¢ Cy.

La definicion de sucesion admisible y de los espacios preduales de Lorentz d,(w, 1) se
veran en el Capitulo 3.

Por ultimo, mencionamos algunos resultados del tipo Bishop-Phelps para el espacio de
funciones holomorfas en la bola abierta y uniformemente continuas en la bola cerrada. En [6],
Acosta, Alaminos, Garcia y Maestre extienden los resultados en [19] y [37], demostrando que
si X es un espacio con la RNp, entonces para cualquier espacio de Banach Y, el conjunto
NAA,(X;Y) es denso en A,(X;Y'). También, utilizan los espacios preduales de Lorentz
para mostrar contraejemplos a ciertas versiones “fuertes” del teorema de Bishop-Phelps en A,,.
Volveremos con detalle sobre estas versiones en el Capitulo 4.

Resultados del tipo Lindenstrauss

El teorema de Lindenstrauss muestra la densidad del conjunto de operadores cuyas exten-
siones canodnicas al bidual (los bitranspuestos) alcanzan la norma. Ante la negativa acerca de la
validez del Bishop-Phelps multilineal y polinomial, este teorema se presenta como un resultado
con posibilidades de ser extendido al marco de multilineales y polinomios. Recordemos que en
estos casos, las extensiones candnicas al bidual estdn dadas por las extensiones de Arens y de
Aron-Berner.

En [1], Acosta abord6 este problema en el contexto de formas bilineales. Alli demostré el
siguiente resultado.

Teorema 1.4.9. Sean XY espacios de Banach. El conjunto de formas bilineales en L(?X xY')
tales que (una de) sus extensiones de Arens alcanzan la norma es denso en L(>?X X Y).

La demostracién de este resultado, utiliza fuertemente un principio de optimizacion es-
tudiado en [76]. La idea es “perturbar” una bilineal dada, por una que sea producto de dos
funcionales, de manera que su extension al bidual alcance la norma.

El resultado de Acosta fue posteriormente mejorado por Aron, Garcia y Maestre en [20].
Basandose en la idea de la demostracion del teorema de Lindenstrauss, probaron lo siguiente.

Teorema 1.4.10. Sean X, Y espacios de Banach. El conjunto de formas bilineales en L(*X x

Y') cuyas dos extensiones de Arens alcanzan la norma en el mismo elemento, es denso en
LEX xY).

Ademas, los autores dieron un ejemplo que muestra que el conjunto de formas bilineales
tales que sus dos extensiones de Arens alcanzan simultdneamente la norma, es un subconjunto
propio del conjunto de formas bilineales tales que s6lo una de ellas alcanza la norma. Por otro
lado, siguiendo la misma linea de demostraciéon que en el teorema anterior, probaron el teo-
rema de Lindenstrauss para polinomios 2-homogéneos a valores escalares. Este resultado fue
extendido por Choi, Lee y Song [38] para el caso a valores vectoriales. En definitiva, qued6 de-
mostrado lo siguiente.

Teorema 1.4.11. Sean X,Y espacios de Banach. El conjunto de polinomios en P(?X;Y)
cuyas extensiones de Aron-Berner alcanzan la norma es denso en P(*X;Y).
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En el contexto mas general de operadores /V-lineales, Acosta, Garcia y Maestre [11] lo-
graron extender el Teorema 1.4.10, probando con total generalidad un teorema de Lindenstrauss
multilineal.

Teorema 1.4.12. Sean X, ..., Xy, Y espacios de Banach. Luego, el conjunto de operadores
N-lineales en L(N X, x -+ x Xn;Y) cuyas extensiones de Arens alcanzan la norma si-
multdneamente en la misma N-upla, es denso en L(N X x -+ x Xpn;Y).

La demostracion de este teorema, como veremos en el Capitulo 5, es nuevamente una
adaptacion de las ideas de Lindenstrauss. También en [11], se demuestra este mismo resultado
para ciertas clases de operadores multilineales, como los operadores integrales 6 nucleares.

En [3] se plantean algunos problemas abiertos relacionados con la densidad de funciones
que alcanzan la norma. Entre ellos, la validez del Teorema 1.4.12 para la clase de operadores
multilineales simétricos y la posible extension del Teorema 1.4.11 al caso N-homogéneo con
N > 3. Estas preguntas serdn analizadas en el Capitulo 2.

Resultados del tipo Bishop-Phelps-Bollobds

Tomando como punto de partida el teorema de Bishop-Phelps-Bollobas para funcionales
lineales, se ha generado en los dltimos afios un gran interés por el estudio de problemas del tipo
Bishop-Phelps cuantitativos. Mds especificamente, supongamos que tenemos dos espacios de
Banach X e Y, para los cuales se verifica el teorema de Bishop-Phelps en £(X;Y), L(V X;Y)
6 P(NX;Y). (Es posible obtener una versién cuantitativa (del tipo Bollobés) del teorema en
alguna de estas situaciones? Los primeros resultados en este sentido se deben a Acosta, Aron,
Garcia y Maestre [7], en el contexto de operadores lineales. Alli, definieron la propiedad de
Bishop-Phelps-Bollobds para operadores lineales de la siguiente manera.

Definicion 1.4.13. Sean X e Y espacios de Banach. Decimos que L(X;Y') tiene la propiedad
de Bishop-Phelps-Bollobds (B P Bp), si para cada £ > 0 existen (), 5(g) > 0 (con 3(t) —

0) tales que: dados T € L(X;Y)yZ € Bx con ||T(Z)|| > ||T|| — n(e), existen S € L(X;Y)
vy a € Bx satisfaciendo:

IS(@[l =151, lla=z]f<Ble) vy [S=TI<e

La definicién de B P Bp se extiende de manera andloga a los casos multilineal y polinomial,
incluso en el marco de ideales. Estudiaremos esa clase de problemas en el Capitulo 5.

En [7], los autores demostraron que £(¢;Y) tiene la BPBp siy solo si Y tiene la llama-
da propiedad AH S P (por approximate hyperplane series property). Esta tltima propiedad la
satisfacen, por ejemplo, los espacios de Banach finito-dimensionales, L (1) para una medida x
o-finita, los espacios C'(K) y los espacios de Banach uniformemente convexos. En particular,
L(¢y,0) tiene la BP Bp. El resultado anterior, muestra que no siempre es posible extender un
resultado del tipo Bishop-Phelps a su correspondiente versién cuantitativa. De hecho, si Y no
tiene la AH S P entonces L({1;Y") no tiene la BP Bp, pero si se verifica en este espacio el teo-
rema de Bishop-Phelps (por un resultado de Choi y Kim [37] mencionado anteriormente). Mu-
chos otros resultados del tipo Bishop-Phelps-Bollobas surgieron a partir del trabajo de Acosta,
Aron, Garcia y Maestre. Algunos de ellos pueden verse en [4, 10, 9, 17, 18, 64].



1.4. ANTECEDENTES HISTORICOS 31

En la misma linea de investigacion, Choi y Song extendieron la pregunta al caso bilineal
en [39]; alli demostraron que, en contraste con el resultado positivo para £(¢1, (., ), las formas
bilineales en /; x {1 no verifican un teorema de Bishop-Phelps-Bollobas. Por otro lado, también
se probaron algunos resultados positivos en el marco de formas bilineales. En [9], donde se
demostraron los primeros resultados en este sentido, se caracterizaron los espacios de Banach
Y para los cuales £(*¢; x Y) tiene la BP Bp. También se prob6 un resultado positivo cuando
se consideran formas bilineales en productos de espacios uniformemente convexos. Aclaremos
que un espacio de Banach X es uniformemente convexo si dado £ > 0 existe 0 < ¢ < 1 tal que

|21 + 2]

si w1, xy € By satisfacen >1—4, entonces |z;—a5f <e.

Los espacios de Hilbert y los espacios L,(4) con 1 < p < oo son uniformemente convexos.
Por el teorema de Milman-Pettis, todo espacio uniformemente convexo es reflexivo, aunque la
reciproca no se verifica (ver [42]).

Mas en general, en [9] se demostré que si X1, ..., Xy son espacios de Banach uniforme-
mente convexos, entonces £L(M X x -+ x Xy;Y) tiene la BP Bp. Este resultado extiende uno
en [64], que afirma que si X es uniformemente convexo, entonces £(X;Y) tiene la BPBp
para todo espacio de Banach Y. Siguiendo las ideas de la demostracion expuesta en [64], en [4]
se probd la correspondiente version polinomial homogénea del resultado anterior. Esto es, si X
es uniformemente convexo entonces P (¥ X;Y) tiene la B P Bp para todo espacio de Banach Y/
y todo N € N. También en [4], se demostré que si Y es un espacio de Banach con la propiedad
(B)y LOVX, x -+ x Xy) tiene la BPBp, entonces L(V X x -+ x Xp;Y) tiene la BPBp.
Lo mismo sucede en el caso polinomial homogéneo.

La correspondiente version cuantitativa del teorema de Lindenstrauss para operadores lin-
eales fue también encarada en [7]. Mds precisamente, se planted la siguiente pregunta:

¢ Existe una funcion v : RT™ — (0,1), lim;_ov(¢t) = 0, tal que para cualquier par de
espacios de Banach (X,Y') y cualquier € > 0 se verifica lo siguiente: dados T € L(X;Y) y
T € Bx con |[T(Z)|| > ||T|| —~(g), existen S € L(X;Y)ya" € Bxn satisfaciendo

15" @) =181, lla" =l <e y [S-T[<e?

Desafortunadamente, incluso esta pregunta tiene una respuesta negativa en general, como
puede verse en el siguiente ejemplo. El mismo, sigue las lineas del contraejemplo al teorema
de Bishop-Phelps para operadores, exhibido por Lindenstrauss [65] (ver Proposiciéon 1.4.1).
Incluimos la idea de la demostracion, ya que serd la misma que aplicaremos en algunos con-
traejemplos del Capitulo 3.

Ejemplo 1.4.14 ([7, Ejemplo 6.3]). Sea Z el renormamiento de ¢, tal que Z y Z” son estric-
tamente convexos. Dado 0 < ¢ < 1, consideremos 7" = I el operador identidad en L(co; Z) y
un elemento = € B,, tal que ||T'(Z)|| > ||T"|| — v(¢) para cualquier y(¢ > 0). Supongamos que
existen S € L(X;Y)ya” € Byn satisfaciendo

IS @) =181, " =2 <e y [|9-T| <e.

Es fécil verificar que ||a” — Z|| < ¢ implica que a” satisface la condicion (1.19) y en consecuen-
cia, razonando como en la demostracién de la Proposicion 1.4.1, resulta S(e,,) = 0 para todo n



32 CAPITULO 1. PRELIMINARES

suficientemente grande. Dado que ||T'(e,,)|| > 1 para todo n € N, obtenemos la contradiccién
deseada.



Capitulo 2

Teoremas de Lindenstrauss

En este capitulo probaremos resultados del tipo Lindenstrauss para polinomios, funciones
holomorfas y operadores multilineales simétricos. En la Seccién 2.1 probaremos un teorema de
Lindenstrauss para polinomios homogéneos definidos en un espacio cuyo dual es separable y
tiene la propiedad de aproximacion y a valores en un espacio dual o un espacio con la propiedad
(B) de Lindenstrauss. La clave de la demostracién serd la férmula integral que probaremos
para la dualidad entre tensores y polinomios homogéneos. En la Seccion 2.2, adaptando las
ideas del caso polinomial homogéneo, extenderemos los resultados del tipo Lindenstrauss para
los espacios de polinomios no-homogéneos y de funciones holomorfas en .4,,. Finalmente, en
la Seccion 2.3 extenderemos la formula integral para la dualidad entre tensores y operadores
multilineales simétricos y probaremos un teorema del tipo Lindenstrauss también en este caso.

2.1. Caso polinomial homogéneo

El principal resultado de esta seccion es el Teorema 2.1.3, donde probamos el mencionado
teorema de Lindenstrauss para polinomios homogéneos. A tal fin, demostramos en el Teo-

. ) . ~ N, ~ ! .
rema 2.1.2 una férmula integral para la dualidad P(V X;Y") = [(@WSSX )®7TY] entre poli-
nomios homogéneos y productos tensoriales. En la Proposicién 2.1.5 mostramos que si se ve-
rifica el teorema de Lindenstrauss para polinomios a valores escalares entonces se verifica para

polinomios a valores en cualquier espacio con propiedad (/3). Esto nos permite extender, en el
Teorema 2.1.6, el resultado del tipo Lindenstrauss para polinomios a valores en un espacio con

propiedad (53).

Motivacion: linealizacion del problema

La idea fundamental en la demostracion de nuestro resultado del tipo Lindenstrauss, sera la
de linealizar el problema a través de la dualidad isométrica que existe entre espacios de poli-
nomios homogéneos y productos tensoriales simétricos (ver Seccion 1.2). Por simplicidad, va-
mos a exponer las ideas en el caso particular de polinomios homogéneos a valores escalares.

Dado Q € P(Y X), consideremos la funcional lineal asociada L¢ € (®WNS’5X )’ definida co-
mo en (1.13). El teorema de Bishop-Phelps nos dice que L, se puede aproximar por funcionales

33
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lineales que alcanzan la norma que, via la isometria P(¥ X)) = (®7]i’sX ), resultan ser de la for-
ma L p para ciertos P € P(V X). Ahora bien, si Lp alcanza la norma, ;esto implica que P 6 P

alcanzan la norma? Supongamos que L p alcanza la norma en un ug = zjoil ijév € (®5S’SX )
con ||ug||-, < 1y donde elegimos los \; de forma tal que z; € Bx para todo j. Luego,

ZAP% SZ x]|<HPHZIM 2.1)

j=1
Por la definicién de la norma 7, en principio se tiene que Z;’il |A;| > 1. Notemos que si fuese
> ;=1 |Aj| = 1, entonces (2.1) nos dirfa que P alcanza la norma, mds adn, que |P(z;)| = || P|
para todo j. Esto implicaria la validez de un teorema del tipo Bishop-Phelps polinomial, el cual
sabemos que no se verifica con total generalidad.

IPI] = |Lp(uo)| =

Pensando en la validez de un teorema del tipo Lindenstrauss, notando que || P|| = | P
por Davie-Gamelin [41], que P(z;) = P(z;) para todo j y considerando la medida py =
> 721 Ajor; en (Bxn, w*), podemos reescribir (2.1) de la siguiente manera:

1P = 1Lr)l = | [ Pl < [ PGl < [Pl @2

BX// BX//
La restriccién )77, |A;| = 1 se reescribe en este caso como |[|uo|| = 1. Ahora, si bien no
esperamos que se verifique ||| = 1 (de hecho, ya notamos que eso no sucede en general),

podemos preguntarnos si existe otra medida iy en (Bx», w*) tal que ||fio]| = 1y
Lp(ug) = / P(2")djfi, (2.3)
Bxl/

ya que esto nos daria un resultado del tipo Lindenstrauss polinomial. Nuestro objetivo entonces,
serd demostrar formulas integrales de la forma de (2.3).

El siguiente lema sera de utilidad para la demostracion de la férmula integral. Es aqui donde
entran en juego las hipdtesis de separabilidad y propiedad de aproximacién vistas en la Sec-
cion 1.3.

Lema 2.1.1. Sean X,Y espacios de Banach y supongamos que X' es separable y tiene la
propiedad de aproximacion. Luego, para cada polinomio P € P(N X;Y") existe una sucesion
| - [|-acotada, multi-indexada de polinomios de tipo finito

(Pnl ----- nN)(m ----- ny)eNN - Pf(NX; Y/)
tal que la extension de Aron-Berner de P estd dada por el limite iterado

P")(y") = lim ... lim P, .. (") ("), 2.4)

n1—00 n N —00
paracada z”" € X" ey” € Y.

Demostracion. Por la Proposicion 1.3.4, hay una sucesion (75,),, de operadores en X de rango
finito tales que

sup | To| < o0, T(X")C Jx(X) vy T, (2") -2 2" paratodo 2” € X". (2.5)

n—oo
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Sea ® la multilineal simétrica asociada a Py fijemos 2/ € X”. A partir de (2.5), podemos
calcular la extension de Aron-Berner de P como

P(z") = w'— lim ... lim ®(T} (z"),.... T, (z"))

ni—oo ny—00 TN
= w'— lim ... llm ®o(T,,,..., T )", ....2").
np— oo nyN—00
Luego el resultado se deduce tomando, para cada (n1, ..., ny) € NV, el polinomio homogéneo
P oy X —Y'dadopor P, .y =Po (T, ... Thy). Il

En la Seccion 1.3 observamos que si X es un espacio de Banach con base de Schauder
achicante (z,),, entonces las proyecciones (7,), verifican (2.5). Luego, en el caso en que
consideramos un espacio con base achicante, los polinomios P, ,.: X — Y’ estan dados
por Pu,.ny = P o (T, ..., Tay)s €s decir,

.....

.....

i1=1 in=1

Ahora probaremos la representacion integral para los elementos en el producto tensorial
(®Z’SX )®.Y . La misma, puede compararse con aquellas de [54, Teorema 1] y [52, Obser-
vacion 3.6]. Consideraremos By~ y By~ dotadas de la topologia débil-*, con la cual resultan
conjuntos compactos.

Teorema 2.1.2. Sean X,Y espacios de Banach y supongamos que X' es separable y tiene la
propiedad de aproximacion. Luego, para cada u € (®WNS’SX )@Y existe una medida regular de
Borel j1,, on (Bxn,w*) x (Byn,w*) tal que ||jt,|| < ||ullxy

P = [ P ") (2.6)
BXN XBYu
para todo P € P(NX;Y").

Demostracion. En primer lugar probamos la férmula integral para polinomios de tipo fini-
to. Los polinomios de tipo finito de X a Y’ pueden verse como un subespacio isométrico de
C(Bxn x Byw), identificando cada polinomio P(-) = -7 ()" (-)y; con la funcién

(IH, y//) N Z x//(x;)N y//(y;) _ F(l’”)(y”). 2.7

=1
Esto se debe a que dado un polinomio de tipo finito, su extension de Aron-Berner resulta
w*-continua. La parte de la isometria se debe a que ||P|| = ||P||. Por otro lado, la dualidad
/
PNX;Y') = ((@Z’SX)@TY) nos dice que cada u € (®Z’SX)®WY define una funcional
lineal
Au(P) = (u, P)

en el espacio P;(VX;Y”) de los polinomios de tipo finito y que ||A,| < |lull.. Dado que
P;(NX;Y’) es subespacio isométrico de C(Bx» x Byn), por el teorema de Hahn-Banach
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podemos extender A, a una funcional lineal continua en C'(Bx~ x By ) preservando la norma.
Ahora, por el teorema de representacion de Riesz, hay una medida regular de Borel u, en
(Bxrr, w*) x (Byn, w”) tal que ||| < [|ull~y

Au(f) = /B RN

para f € C(Bx» X Byr), donde seguimos notando A, a su extensién a C'(By» X By~). En
particular, considerando f = ", ()" ® y/}, via la identificaci6n (2.7) obtenemos la formula
integral (2.6) para polinomios de tipo finito.

Consideremos ahora P € P(Y X;Y”). Por el Lema 2.1.1, existe una sucesién || - ||-acotada,
multi-indexada de polinomios de tipo finito

(Pn1,...,n1v)(nl,...,nN)ENN

satisfaciendo la ecuacion (2.4). Puesto que ya probamos la férmula integral para polinomios de
tipo finito, tenemos que

(, Par.oom) = / P (@) (" )dpia(a”, ),
BX” ><By//

para todo (n1,...,ny) € NV. Dado que la sucesién (Pray,onn ) (nr,mn)eny €8 || - |[-acotada,
podemos aplicar N-veces el teorema de convergencia mayorada de forma de obtener

lim ... im (u,P,, ) = lm ... lim Proyoonn (@) (") dpun (2" y")

n1—0o0 nN—00 n1—oo nN—0O BynxByn

- / Pla") " )dpa (" o).
BX” ><By//

Sélo resta probar que (u, P) = lim,, oo ... 1My, oo (U, Py, ny)- Esto se deduce del
hecho que (-, P) y lim,,, oo ... limy, oo (-, Py, ny) son funciones lineales continuas en
(®7]rvs’sX )®.Y que coinciden en tensores elementales. U

Ahora si, estamos en condiciones de demostrar el siguiente teorema de Lindenstrauss para
polinomios homogéneos a valores en un espacio dual. Cabe destacar que el caso 2-homogéneo
fue demostrado con total generalidad en [20, Teorema 2.1] para el caso a valores escalares y
posteriormente en [38, Teorema 2.3] para el caso a valores vectoriales.

Teorema 2.1.3. Sean X, Y espacios de Banach. Supongamos que X' es separable y tiene la
propiedad de aproximacion. Luego, el conjunto de polinomios en P(N X;Y') cuya extension
de Aron-Berner alcanza la norma es denso en P(N X;Y").

Demostracion. Dado Q € P(NX;Y’) consideremos su funcional lineal continua asociada
jad S jad ! . .
Lo € ((&T X )®WY) , definida en (1.14). Por el teorema de Bishop-Phelps, dado ¢ > 0

existe una funcional L = Lp que alcanza la norma tal que ||[Ly — Lp|| < €, donde P es un
polinomio en P(¥X;Y"). Dado que || Lq — Lp|l = ||@Q — P, el teorema quedard demostrado
si vemos que P alcanza la norma.
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Tomemos u € (&) °X)&,Y tal que ||ullx = 1y [Lp(u)| = ||[Lp| = ||P|. Por el Teore-
ma 2.1.2, existe una medida regular de Borel y,, en Bx~ tal que

(u, P) =/ Pa")y")dua(@"y") y Nl < Jlull= = 1. (2.8)
BynxByn
Luego,

I1P]] = [Lp(u)l 5/ [P")(y")] dlpal (=", y") < [Pllllpall < [Pl

By X By

y en consecuencia,
IPl= [ P ) 29
B XByn

Dado que ||, || < 1y que |F(:p”)iy”)| < || P|| para todo (”,y") € Bxn X Byn, de la igualdad
(2.9) se deduce que ||iu|| = 1y |P(2")(y")| = || P|| en casi todo punto (para ). Por lo tanto,
P alcanza la norma. O

Como consecuencia inmediata, tenemos la version escalar del resultado anterior.

Corolario 2.1.4. Sea X un espacio de Banach cuyo dual es separable y tiene la propiedad
de aproximacion. Luego, el conjunto de todos los polinomios en P(N X) cuya extension de
Aron-Berner alcanza la norma es denso en P(™ X).

Es sabido [5, 62] que no se verifica con total generalidad un resultado del tipo Bishop-
Phelps para polinomios homogéneos; sin embargo, por otra parte, hay una gran cantidad de
espacios para los cuales si se verifica. En consecuencia, resulta natural preguntarse si existen
ejemplos de espacios que verifiquen las hipdtesis del Teorema 2.1.3, pero que no verifiquen
un resultado del tipo Bishop-Phelps. Como vimos en la Seccion 1.3, los espacios de Banach
con base achicante satisfacen las hipotesis del teorema anterior. Los preduales de espacios de
sucesiones de Lorentz son ejemplos de espacios de Banach no reflexivos con base achicante
y son los clasicos contragjemplos a resultados del tipo Bishop-Phelps que estudiaremos en el
Capitulo 3.

Es preciso notar que las hipdtesis del Teorema 2.1.3 sobre los espacios de salida y de llega-
da, no son hipdtesis necesarias para la validez del Lindenstrauss polinomial. En [37, Teorema
2.7] se prueba que si X tiene la propiedad de Radon-Nikodym e Y es cualquier espacio de
Banach, entonces el conjunto de polinomios en P(¥ XY que alcanzan la norma es denso
en P(VX,Y), para cualquier N € N. Como consecuencia, para polinomios homogéneos de
¢ (cuyo dual no es separable) a cualquier espacio Y (no necesariamente un espacio dual) se
satisface un resultado del tipo Bishop-Phelps y, en consecuencia, se verifica el Lindenstrauss
polinomial.

Para finalizar esta seccion, probaremos que podemos extender el teorema de Lindenstrauss
para polinomios homogéneos tomando valores en ciertos espacios Z que no sean necesaria-
mente espacios duales. Recordemos que en la Seccién 1.4, vimos la definicion de espacios de
Banach con la propiedad (/3) de Lindenstrauss (ver Definicion 1.4.2). Esta propiedad extendia,
al caso infinito-dimensional, la nocién de espacio cuya bola unidad es un poliedro. El espacio
¢p es un ejemplo clésico de espacio que posee la propiedad (3) y que no es un espacio dual.
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Siguiendo las ideas de [65, Proposicion 3], Choi y Kim probaron [37, Teorema 2.1] que si se
verifica el teorema de Bishop-Phelps en P (¥ X)), entonces se verifica en P(Y X; Z) para todo
espacio Z con propiedad (/). Con una demostracién casi idéntica probaremos un resultado
andlogo para el teorema de Lindenstrauss. Dado que hay espacios con propiedad () que no
son espacios duales, el Corolario 2.1.4 junto con la siguiente proposicion proporcionan nuevos
ejemplos de espacios verificando el teorema de Lindenstrauss.

Proposicion 2.1.5. Sea Z un espacio de Banach con propiedad ((3). Luego, si se verifica el
teorema de Lindenstrauss para P (Y X)) entonces se verifica para P(N X; 7).

Demostracion. Consideremos Q) € P(VX; Z) y e > 0. Podemos suponer [|Q| = 1 sin pérdida
de generalidad. Dado que Z tiene la propiedad (), existen {(z4,94) : @« € A} C Z x Z'y
0 <\ < 1tales que ||zo]| = |gall = 9a(za) = 1,

9a(z0)l <A (a7 0) 'y |zl =suplga(2)| paratodo € Z.
ac

Es fécil ver que 1 = ||Q|| = sup, ||g © @|| y, en consecuencia, se puede tomar « tal que
|Gag © QI > 1 — @. Por hipétesis existe p € P(NX), con [|p|| = ||ga, © Q||, tal que
|gag © @ — || < @ y D alcanza su norma, digamos, en a” € By». Sea P € P(NX; Z)

definido por P(z) = Q(z) + ((1 + €)p(z) — gay © Q(T)) 24, y NOtemos que
1Q — Pl < ellpll + llgag 0 @ = pll <€ +2(1 = A) < 2e.

Falta probar que P alcanza la norma. Para ello, probaremos primero que || P|| = ||ga, © P|-
Notemos que || P|| = sup, ||ga © P|| y que dado cualquier « se tiene

lgao Pl < |lga 0 Qll + |9a(2a0)| (llpll + I[P — gap © QI)
11— 1+
< 1+>\(5+¥> §1+M.

2

Por otro lado, dado que go, © P = (L +€)py ||pll = ||gap 0 @l > 1 — @, tenemos

e(1—=A e(14+ A
gap © Pl > (1 +¢) 1—¥ Zl—i—g
4 2
que, junto con la desigualdad anterior, nos dice que || P|| = [|ga,0P||. Notando que g, o P(z") =
P(2")(ga,) y recordando que p alcanza la norma en a”, obtenemos
1Pl = llgag o Pl = (1 +)llpll = (1 + &)[p(a”)]
= [P(a")(gao)| < IP(a")]| < [[P].

Al ser | P|| = || P||, tenemos que P alcanza la norma, que es lo que querfamos demostrar. [

Como consecuencia del Teorema 2.1.3, el Corolario 2.1.4 y la Proposicién 2.1.5 obtenemos
lo siguiente.

Teorema 2.1.6. Sean X un espacio de Banach cuyo dual es separable y tiene la propiedad
de aproximacion y Z un espacio dual o un espacio con propiedad (3). Luego, el conjunto de
todos los polinomios en P(N X; Z) cuya extension de Aron-Berner alcanza la norma es denso
enP(NX; 7).
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2.2. Caso polinomial no-homogéneo y holomorfo

Recordemos que Pi(X; Z) denota al espacio de Banach de polinomios continuos de X en
Z de grado menor o igual que k y que A,(X; Z) es el dlgebra de funciones uniformemente
continuas en la bola cerrada Bx y holomorfas en la bola abierta By . Los resultados principales
de esta seccion son los siguientes.

Teorema 2.2.1. Sean X un espacio de Banach cuyo dual es separable y tiene la propiedad
de aproximacion y Z un espacio dual o un espacio con propiedad (). Luego, el conjunto de
todos los polinomios en Py, (X; Z) cuya extension de Aron-Berner alcanza la norma es denso

en Pi(X; Z).

Teorema 2.2.2. Sean X un espacio de Banach cuyo dual es separable y tiene la propiedad
de aproximacion y Z un espacio dual o un espacio con propiedad (3). Luego, el conjunto de
todas las funciones en A, (X; Z) cuya extension de Aron-Berner alcanza la norma es denso en
A(X; Z). Mds aiin, dada g € A,(X;Z)y e > 0 existe un polinomio P tal que P alcanza la
normay ||g — P|| < e.

La demostracion del Teorema 2.2.1 estd basada en una extension al caso no-homogéneo
de la formula integral del Teorema 2.1.2 y de la Proposicién 2.1.5. Para extender la féormula
integral al caso polinomial no-homogéneo, debemos en primer lugar extender la ya conocida
dualidad entre polinomios homogéneos y productos tensoriales. Para ello consideraremos sim-
plemente la suma directa de los productos tensoriales de orden menor o igual a %k, con una
norma definida apropiadamente, de manera que la dualidad resulte isométrica.

Dualidad para polinomios no homogéneos

Como sabemos, los polinomios en P(?X;Y”) pueden pensarse como funcionales lineales
continuas en ((®erX )®ﬂY), donde la dualidad isométrica estd dada por P +— Lp = (-, P).
Consideremos .

= @ (@1 X)),
j=0
donde ®?T’SSX = K. Notando que los elementos en G, son de la forma u = Z?:o uj con

u; € (&2°X)&, Y, dotemos a este espacio con la norma

Z<Ujan>

ull, = Sup )
GBPk(X;Y’)
donde (); es la parte j-homogénea de (). Es sencillo verificar que (G, || - ||¢,) es un espacio

de Banach.
Ahora bien, dado P € P,(X;Y”), como consecuencia de las desigualdades de Cauchy (1.2)
se tiene || P;|| < ||P|| para todo 0 < j < k. Luego, si u; € (®°X)®,Y, resulta

0+ +uj+--+0llg, =  sup [(u;, Q) < sup Jluyll= Q4] < Juslx.

QEBp (x:v7) QEBp, (x;v/)

Resumiendo, hemos probado lo siguiente.
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Observacién 2.2.3. El espacio P(? X ;Y") es 1-complementado en Py,(X;Y"). También, (®Z:X )@Y
es 1-complementado en Gy,.

El siguiente lema nos muestra que Gy, linealiza polinomios de grado a lo sumo k.

Lema 2.2.4. Sean XY espacios de Banach y k € N. La aplicacion

Pe(XY) — (Gii - lla,)
P — Lp (2.10)

donde Lp(u) = (u, P) = Z?:o(ujv P;), es un isomorfismo isométrico.

Demostracion. Veamos que es una isometria. Por un lado tenemos,

k

P.
(uj, 75| < I Pllllulle,,
2 fu 1P ’

J=0

|Lp(u)] = [P

lo que implica que Lp € G con ||Lp|| < ||P||. Ahora, dado ¢ > 0 sean zy € By, yo € By
tales que | P(z0)(yo)| > || P|| — € y tomemos

k .
uozzﬂfo@-q'@xo@yo-
=0

Luego ug € Bg, y |Lp(uo)| = |P(x0)(y0)| > || P]| — €, lo cual demuestra la otra desigualdad.
‘Veamos ahora que la aplicacion (2.10) es suryectiva. Dada L € (., sea L, su restriccién a
(®1°X)®,Y, esto es,
Li=1L ..  :(&X)&Y —K
(B X)®nY s

Es claro que L; es lineal y, por la Obsevacién 2.2.3, |L(u;)| < ||L||||u;||» para cada u; €

=7, = = 3,8 = ! . . . .
(®3T’SX )®,Y. Luego L; € ((®ir’sX )®WY) Yy, €n consecuencia, existe un polinomio P; €

P(X;Y’) tal que L; = Lp,. Ahora, tomando P = Py + --- + P, € Py(X;Y”) se verifica
facilmente que L = Lp. []

Recordemos que Py (X;Y’) es el subespacio de polinomios de tipo finito de grado menor
o igual que k, es decir, aquellos de la forma P = F, + - - - + P}, donde cada P; es un polinomio
J-homogéneo de tipo finito. El siguiente resultado, es la extension al caso no-homogéneo de la
férmula integral demostrada en el Teorema 2.1.2.

Lema 2.2.5. Sean X,Y espacios de Banach y supongamos que X' es separable y tiene la
propiedad de aproximacion. Luego, para cada u € Gy, existe una medida regular de Borel i,
en (Bx», w*) x (Bynw,w*) tal que ||p,|| < [[ullc, ¥

(u, P) = / P(a")(y")dpa(z",y"), (2.11)
B X By

para todo P € Pi(X;Y").
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Demostracion. En primer lugar probamos la formula para el conjunto Py (X;Y”) de poli-
nomios de tipo finito de grado a lo sumo k. Dado u € Gy, se define

Ay Prp(X;Y') — C
Au(P) = (u, P),

que verifica ||A,| < ||u||g,. Los polinomios de tipo finito pueden verse como un subespacio
isométrico de C'(Bx» x By ), con las bolas Bx» y By~ dotadas de la topologia w*, identifi-
cando un polinomio P € P;;(X;Y”) con la funcién (z”,y") — P(z")(y"). Luego, por el teo-
rema de Hahn-Banach podemos extender A, a una funcional lineal continua en C'(Bx» X Byn)
preservando la norma. Ahora, por el teorema de representacion de Riesz, hay una medida reg-
ular de Borel 1, en (Bx», w*) x (Byn,w*) tal que ||| < ||ullc, ¥

Au(f) = /B Il )

para f € C(Bx» x Byn); notar que seguimos llamando A, a su extensién a C'(Bx» X Byn).
En particular, tomando f = P € P ;(X;Y"’) obtenemos la férmula integral para polinomios
de tipo finito.

Seaahora P = Py+---+ P, € Pp(X;Y’). Porel Lema 2.1.1, para cada P;, 0 < j < k, ex-
iste una sucesion ||-||-acotada, multi-indexada de polinomios de tipo finito (Pj.,,..n; ) (n1,....n,)eNi
tales que

Pi(a")(y") = lim ... lm Py 0, (2")(y").

ni—o00

Fijado 0 < j < k definimos Pj ., ., := Pjn,,..n; paratodo nj,y,...,np € N. Luego, para
cada 0 < j < k, las sucesiones (Pj ;. ..n, ) (ni,....n)ent €stdn indexadas en el mismo conjunto
de indices y verifican:

Pi(a")(y") = lim ... lm P, (2") ().

n1—00 N —00

ceey

la integral para polinomios de tipo finito, resulta

(, Py = / P () () dprala” o),
BX” XByl/

para todo (ny,...,ny) € NF. Como la sucesién (Pm,m,nk)(m ng)eNk €8 acotada, podemos

-----

aplicar k-veces el teorema de convergenca mayorada y asi obtener

lim ... im (u,P,, ) = lm ... lim Py (@) (") (2", y")

ni—oo N —00 n1—00 N —00 BX” XBYu
_ / F(ZL’”) (y”)d,uu ([L'N, y//)'
BX” ><Byl/

Sélo falta ver que (u, P) = lim,,, o ... 1m,, oo (u, Py, .. n,). Notar que, para cada 0 <

Jj < k, tanto (-, P;) como lim,, . ...1im,, o (-, Pjn,,. n,) son funciones lineales con-

tinuas en (®°X)®,Y que coinciden en tensores elementales. Esto demuestra que (u, P;) =
. ) k k

Mmoo - MMy oo (U, Py ooy )- Dado que Pr= 370 Py y Poyny = 3250 Piiny ey, S€

deduce lo que se queria probar. O]
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El siguiente lema es la version no-homogénea y holomorfa de la Proposicién 2.1.5. Omiti-
mos su demostracion, que es completamente andloga a la del ya mencionado resultado.

Lema 2.2.6. Sea Z un espacio de Banach con propiedad ([3). Luego, si se verifica el teorema
de Lindenstrauss para Py(X) (respectivamente A, (X)) entonces se verifica para Py(X; Z)
(respectivamente A, (X; Z)).

Ahora si, estamos en condiciones de demostrar los teoremas de tipo Lindenstrauss enunci-
ados al comienzo de la seccidn.

Demostracion de los Teoremas 2.2.1 y 2.2.2. Supongamos primero que Z es un espacio du-
al, digamos Z = Y, y probemos el resultado para el caso polinomial no-homogéneo. Dado
@ € Pr(X;Y’) consideremos su funcional lineal asociada Ly € G, definida como en el
Lema 2.2.4. El teorema de Bishop-Phelps nos dice que, dado ¢ > 0, existe una funcional
que alcanza lanorma L = Lp € G tal que |[Lg — Lp|| < ¢, donde P es un polinomio en
Pr(X;Y"). Dado que ||Lg — Lp|| = ||Q — P||, basta probar que P alcanza la norma.

Tomemos u € Gy tal que ||ul|g, = 1y |Lp(u)| = || Lp| = ||P||,y sea y, la medida regular
de Borel en Bx» x By~ dada por el Lema 2.2.5. Luego,

IP]l = |Lp(u)] < / [P")(y")] dlpal(",y") < IPllpall < 1P

Bxc11 X By

En consecuencia |P(z")(y")| = ||P|| en casi todo punto (para i), lo que nos dice que P
alcanza la norma. En particular, obtenemos el caso a valores escalares.

Ahora, el Lema 2.2.6 junto con el caso a valores escalares demuestran el resultado cuando
consideramos Z un espacio con propiedad (/3).

Por ultimo, puesto que las funciones en .4, (X; Z) son limite uniforme de polinomios (ver
Observacion 1.1.3) y dado que, por lo visto, cada uno de ellos se aproxima por polinomios
cuya extension de Aron-Berner alcanza la norma, obtenemos el teorema de Lindenstrauss para
el espacio A, (X; Z). O

2.3. Caso multilineal simétrico

En esta seccidn, extendemos los resultados del tipo Lindenstrauss probados anteriormente
para la clase de operadores multilineales simétricos. Recordar que, dados X, Y espacios de
Banach, £,(V X;Y) denota el espacio de operadores multilineales simétricos de X x «-- x X
en Y. Nuestro resultado principal de esta seccion es el siguiente.

Teorema 2.3.1. Sean X un espacio de Banach cuyo dual es separable y tiene la propiedad de
aproximacion 'y Z un espacio dual o un espacio con la propiedad (3). Luego, todo operador
multilineal simétrico en L,(N X; Z) puede aproximarse por operadores multilineales simétri-
cos cuyas extensiones de Arens alcanzan la norma en la misma N -upla.

La demostracion de este resultado se basa en dos lemas auxiliares. En el primero, probamos
una férmula integral para operadores multilineales (no necesariamente simétricos) andloga a las
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del Teorema 2.1.2 y el Lema 2.2.5. El segundo lema es la version multilineal simétrica de la
Proposicion 2.1.5.
En lo que sigue, dados X7, ..., Xy espacios de Banach, notamos X = X; x --- x Xy al

espacio producto y £(VX;Y') al espacio de operadores N-lineales continuos de X x - - - X Xy
enY.

Lema 2.3.2. Sea X = X X --- X Xy una N-upla de espacios de Banach, cada uno de los
cuales tiene dual separable y con propiedad de aproximacion, y sea Y un espacio de Banach.
Luego, para cada u € (®7]:7 =1 X )®.Y, existe una medida regular de Borel y,, en (B X1, W) X

~ X By, w”) X (Byn, w”) tal que ||| < lullx y
(u, ) = / W(, . ) (2. 2y, (2.12)
BX{’X'“XBXK,XBY”

para todo V € L(NX;Y"), donde V es cualquiera de las N! extensiones de Arens de V.

Demostracion. Dado que para cada j = 1,..., N, el espacio X; tiene dual separable con
propiedad de aproximacion, la Proposicion 1.3.4 nos dice que existe (77),, una sucesién de
operadores de rango finito verificando (2.5) para X;.

Ahora, dado ¥ € L(VX;Y”), para cada (n4,...,ny) € NV definimos el operador multi-
lineal de tipo finito

oy =Vo (T, ..., TN)

-----

y, razonando como en el Lema 2.1.1, vemos que la extension candnica de Arens de ¥ estd dada
por

V(). ., 2w = lm ... lim U, ., (@, ... 2%)"). (2.13)

ny—oo nN—00

N
m,j=1

Teniendo en cuenta la dualidad £(VX;Y”) = <(®

(®7TNJ:1X ;)®:Y define la funcional lineal

!/
X;)@xY ) definida en (1.9), cada u €

A L(YXY) — C
AU(\IJ> = <uv \IJ>’

que verifica || A,|| < [|u]|. Puesto que £;(VX;Y”) es subespacio isométrico de C (B, w*) x
“o X (Bxy, w*) x (Byn, w*)) , por el teorema de Hahn-Banach podemos extender esta funcional
aC((Bxy,w*) x -+ x (Bxy,w*) x (Byn, w*)) y aplicando el teorema de representacién de
Riesz obtenemos una medida p tal que ||u|| < ||u||, y verifica (2.12) para operadores multiline-
ales de tipo finito. Notar que 1 no depende de cudl sea la extension de Arens que se considere,
pues los operadores multilineales de tipo finito tienen una Unica extension. Luego, podemos
usar (2.13), el teorema de convergencia mayorada y la densidad de combinaciones lineales de
tensores elementales para mostrar que (2.12) se verifica para todo operador multilineal.

Notar que, cambiando el orden de los limites iterados en (2.13), obtenemos las N! exten-
siones de Arens de V. Luego, razonando de la misma manera obtenemos (2.12) para cualquiera
de estas extensiones. U
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En el siguiente lema, cabe aclarar que cuando nos referimos al teorema de Lindenstrauss
para operadores multilineales simétricos, esto significa que los operadores multilineales simétri-
cos cuyas NN! extensiones de Arens alcanzan la norma en la misma /N-upla, son densos en todo
el espacio de operadores multilineales simétricos. Omitimos la demostracion del lema, que es
completamente anédloga a la de la Proposicion 2.1.5.

Lema 2.3.3. Sea Z un espacio de Banach con propiedad ([3). Luego, si se verifica el teorema
de Lindenstrauss para LN X), entonces se verifica para L,(N X; 7).

Abhora si, estamos en condiciones de probar nuestro resultado del tipo Lindenstrauss multi-
lineal. En lo que sigue, vamos a considerar el producto tensorial simétrico ®™>*X dotado con
. . ~ N . . .
la norma proyectiva 7 que hereda como subespacio de ®.. X, es decir, la norma 7 restringida a
~ N, . . , .
® ° X. Recordemos que con esta norma (ver (1.15)), tenemos la dualidad isométrica

~ N, ~ !
LX) = (@) x%)8.Y)
entre operadores multilineales simétricos y tensores simétricos.

Demostracion del Teorema 2.3.1. Supongamos primero que Z es un espacio dual, digamos
Z =Y’ Tomemos ® € L,(VX;Y’)ye > 0,y consideremos la funcional lineal asociada
/

Lg € <(®7]:[’SX )®WY) dada en (1.16). Por el teorema de Bishop-Phelps, existe una funcional
L = Ly paraalgin ¥ € £,(NVX;Y"), que alcanza lanorma y tal que |® — V|| = ||Ls — Ly|| <

e.Seau € (R °X)®,Y con ||ul, = 1 tal que |Ly(u)| = ||Ly|| = || ¥||. Por el Lema 2.3.2,
existe una medida regular de Borel 1, satisfaciendo (2.12) y en consecuencia,

v = |L\1,(u)|§/ (W (2, ) )l (2 2 y)
By XX BxnXByn

< @l < 112

Luego, [U(z,...,2%)(y")| = ||¥| en casi todo punto (para i) y entonces ¥ alcanza su
norma. Notando que (2.12) se verifica para todas las extensiones de Arens de W, resulta que
cualquiera de ellas alcanza su norma en casi todo punto (para ). En particular, existe una
N-upla en la cual todas las extensiones de Arens de ¥ alcanzan la norma simultdneamente.
Lo que acabamos de probar, implica el teorema de Lindenstrauss en el caso a valores es-
calares. Luego, el Lema 2.3.3 nos da el resultado para Z con propiedad (/3). ]



Capitulo 3

Contraejemplos al teorema de
Bishop-Phelps

En este capitulo mostraremos ejemplos de espacios para los cuales no se verifica el teorema
de Bishop-Phelps, pero si se aplican los resultados del tipo Lindenstrauss del capitulo anterior.
Para ello trabajaremos fundamentalmente con preduales de espacios de sucesiones de Lorentz,
que son los cldsicos contraegjemplos al teorema de Bishop-Phelps en los casos multilineal y
polinomial homogéneo a valores escalares. En la Seccién 3.1 definiremos estos espacios y ver-
emos algunas propiedades de los mismos, que resultan fundamentales a la hora de exhibir los
contraejemplos. En la Seccion 3.2 mostraremos los mencionados contraejemplos y en la Sec-
cién 3.3 veremos que los preduales de Lorentz también sirven como contraejemplos a versiones
cuantitativas (del tipo Bollobas) del teorema de Lindenstrauss.

3.1. Preduales de Lorentz

Los preduales de espacios de sucesiones de Lorentz aparecen relacionados con el estudio
de la densidad de funciones que alcanzan la norma como una herramienta util a la hora de
mostrar contragjemplos a los teoremas del tipo Bishop-Phelps. Gowers, en [53], fue el primero
en considerar uno de estos preduales para mostrar que los espacios £, (1 < p < 00) no tienen
la propiedad B de Lindenstrauss (ver Seccion 1.4). Més tarde, el mismo espacio se utilizé en
[5] para mostrar que no se verifica el teorema de Bishop-Phelps para formas bilineales y poli-
nomios 2-homogéneos a valores escalares. En [62], se caracterizaron aquellos preduales de
espacios de sucesiones de Lorentz en los cuales se verifica el teorema de Bishop-Phelps para
formas multilineales y polinomios N-homogéneos a valores escalares.

Veamos la definicion y algunas propiedades elementales de estos espacios (ver [66, Sec-
cion 4.e] para una exposicion detallada de este tema). Sea w = (w;);en una sucesion decre-
ciente de nimeros reales no negativos con w; = 1, limw; =0y Zl w; = 00. Tales sucesiones
se llaman admisibles. Si fijamos 1 < s < o0, el espacio de sucesiones de Lorentz d(w, s)
asociado a la sucesion admisible w = (w;);en es el espacio vectorial de todas las sucesiones
acotadas = = (x(i)); tales que

o 1/s
1], == (Z m*(i)swi> < 00,
=1

45
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donde z* = (2*(7)); es el reordenamiento decreciente de (z(7));. Se verifica que d(w, s) es un
espacio de Banach con la norma || - ||, s y que es reflexivo siy solosi 1 < s < oo.

Para s = 1, es decir, el caso no reflexivo, el espacio dual de d(w, 1) se denota d*(w, 1) y
consiste de todas las sucesiones x tales que

toar(i
il = sup 2= LD

1 W) < 00, 3.1

donde W(n) = >, w;. El predual del espacio de Lorentz d(w, 1), denotado por d.(w, 1), es
el subespacio de d*(w, 1) de todas las sucesiones = que satisfacen

h/m Zi:lx (Z)

B ) = 0. (3.2)

Sea X cualquiera de los espacios d,(w, 1), d(w, 1), d*(w, 1). La condicién w; = 1 es equiv-
alente a pedir que ||e;|| = 1 para todo i in N, donde e¢; es el i-ésimo vector canénico de X . Para
cualquier sucesion admisible w, X estd contenido en ¢y como conjunto y en consecuencia, para
cada elemento z € X existe una aplicacion inyectiva 0: N — N tal que z* es de la forma
2t = (l2(o())i.

Siw e f.paral <r <ooy % + % = 1, una aplicacion directa de la desigualdad de
Holder nos muestra que la inclusién canénica ¢« < d(w, 1) es un operador acotado. Luego,
transponiendo y restringiendo obtenemos que los operadores naturales

d(w,1) =0y d(w1)— (3.3)

también son acotados. La geometria de la bola unidad de d,(w, 1), mds especificamente la
ausencia de puntos extremales, juega un papel crucial en la caracterizacion de aquellos espacios
d.(w, 1) para los cuales se verifica el Bishop-Phelps multilineal y polinomial homogéneo [62,
Teorema 2.6 y Teorema 3.2], y serd igual de importante en los resultados que probaremos en
las siguientes secciones. La propiedad fundamental de estos preduales (ver, por ejemplo, [62,
Lemma 2.2]) es que dado = € By, (w,1), s€ satisface lo siguiente:

dng e Ny d>0 talesque ||z + Ae,|| <1, VA <dy n > no. (APE)

Notar que esta misma propiedad la poseen los elementos de la bola unidad de ¢y, aunque en
este ultimo caso, no se verifica la inclusion (3.3) que también serd de importancia a la hora de
construir los contraegjemplos.

Por dltimo, destacamos que los preduales de espacios de sucesiones de Lorentz tienen base
achicante y en consecuencia tienen dual separable y con propiedad de aproximacion. Luego,
en vistas de los resultados obtenidos en el Capitulo 2, el teorema de Lindenstrauss se satisface
en P(Nd,(w,1); Z), Pr(d(w,1); Z), Au(de(w,1); Z) y L,(Nd,(w,1); Z) para cualquier Z
espacio dual o con la propiedad (/3).

3.2. Contraejemplos

En esta seccion mostramos los contraejemplos al teorema de Bishop-Phelps polinomial,
holomorfo y multilineal simétrico, que extienden aquellos estudiados en [5, 62]. Obtenemos
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de esta manera, ejemplos de espacios en los cuales se verifican los teoremas de Lindenstrauss
probados en el capitulo anterior, pero no se satisfacen los respectivos teoremas de Bishop-
Phelps. En la Seccién 3.2.1 nos centramos en el caso polinomial homogéneo y desarrollamos
las ideas que serdn la base de los contraejemplos de todo el capitulo. El resultado principal
de esta parte serd la Proposicion 3.2.5. También resulta de interés en si misma la Proposi-
cion 3.2.4, donde mostramos que el teorema de Bishop-Phelps se verifica para funciones a
valores escalares si y s6lo si se verifica para funciones a valores en un espacio con la propiedad
(). En la Seccién 3.2.2 mostramos los contraejemplos en el caso polinomial no-homogéneo.
Los resultados principales de esta seccién son la Proposicion 3.2.9 y la Proposicion 3.2.10. En
la Seccién 3.2.3 abordamos el caso holomorfo. Dejando de lado los preduales de Lorentz y re-
curriendo al clasico contraejemplo de Lindenstrauss al Bishop-Phelps para operadores lineales,
mostramos en la Proposicion 3.2.12 que no se verifica el teorema de Bishop-Phelps en A, en
el caso a valores vectoriales. Finalmente, en la Seccién 3.2.4 volvemos sobre los preduales
de Lorentz y mostramos los contragjemplos en el caso multilineal simétrico. Los mismos, se
enuncian en la Proposicion 3.2.14.

3.2.1. Caso polinomial homogéneo

El siguiente resultado [62, Teorema 3.2], caracteriza, en términos de la sucesion admi-
sible, aquellos preduales de Lorentz para los cuales se verifica el Bishop-Phelps polinomial
homogéneo a valores escalares. En particular nos muestra que existe un espacio de Banach
verificando el teorema de Lindenstrauss polinomial N-homogéneo a valores escalares, que no
verifica el teorema de Bishop-Phelps, para todo N > 2; en efecto, basta considerar w € /s.
Recordar que aqui, y en lo que sigue, el prefijo /N A indica el conjunto de funciones que alcanzan
la norma. Ademads, denotamos L. Y Pusc a las clases de multilineales y polinomios débil
secuencialmente continuos. Recordemos que un operador multilineal ® € L(VX; x -+ x
Xn;Y) es débil secuencialmente continuo si dadas (x%),, C X; (1 < i < N) sucesiones tales

que z! —— 27 (estoes, p(z!,) —— @(z') paratoda ¢ € X/), se tiene ®(z},... ) LN
n—oo n— n—oo
(', ..., 2"N). Por otra parte, un polinomio P € P(X;Y') es débil secuencialmente continuo

si dada una sucesion (z,,), C X tal que x,, —— , se tiene P(x,) —— P(x).
n—oo n

Teorema 3.2.1. Dada una sucesion admisible wy N € N, N > 2, son equivalentes:
() NAP(Nd.(w, 1)) es denso en P(Vd,(w,1)).
(il) w ¢ .
(iii) P(Vd.(w,1)) = Puse(Nd(w, 1)).

Nuestro préoximo objetivo serd extender estos contraejemplos al caso vectorial, cuando los
polinomios homogéneos toman valores en un espacio dual o con la propiedad (/3). Para ello,
necesitaremos tres resultados auxiliares que enunciamos a continuacién. Los primeros dos se
encuentran, esencialmente, en [62, Lema 3.1 y Teorema 3.2]. El tercero nos da la reciproca
de [37, Teorema 2.1]. Recordemos que un espacio de Banach de sucesiones es un subespacio
normado completo de la familia de todas las sucesiones (A, ), con A, € K.
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Lema 3.2.2. En el caso complejo, sea X un espacio de Banach de sucesiones e Y estrictamente
convexo. Si P € P(NX;Y) alcanza su norma en un elemento que satisface la condicién (APE)
para algiin ng € N, entonces P(e,) = 0, para todo n > n,.

Demostracion. Sea a € Bg, (1) tal que |[[P(a)|| = [[P| y sean ny € N, 6 > 0 tales que
la + Aey|| < 1 paratodo |A| < §ytodon > ng. Fijemos n > ng y consideremos la funcién
holomorfa

g:C — Y
A —  Pla+ Xey).

Dado que ¢ alcanza un méximo local en A = 0, el principio del médulo méaximo (aqui necesi-
tamos que Y sea estrictamente convexo y que los espacios sean complejos) nos dice que g es
constante. Pero entonces, si ¥ es la multilineal simétrica asociada a P, resulta

N

N , _

P(a) = Pla+Xey) = U(a, N7 a, Aep, .., Aen

(a) (a+ Xey) ;(Z) (a a, \e €n)
N-1 N

= P U(a, N7 a, ey, . 1., Aey) + AV P(e,

@+ % (V) oo ) PG

i=1
para todo A € C, de donde se deduce que P(e,) = 0. O

Como ya mencionamos, todo elemento a en la bola unidad de d,(w, 1) satisface la condi-
cion (APE). Luego, el lema anterior se aplica a cada polinomio, definido en d, (w, 1) y a valores

en un espacio estrictamente convexo, que alcance la norma. La demostracion del siguiente re-
sultado la extraemos de [62, Teorema 3.2].

Lema 3.2.3. Para el caso real, sea w una sucesion admisible en {n, N > 2, y consideremos
M el menor niimero natural tal que w € {y;. Supongamos que p € P(Nd,(w, 1)) alcanza su
norma en a € By, (1) y sea 1 la forma N-lineal simétrica asociada a p.

(i) Sip(a) >0 entonces limsup, ¥(a,...,a,e,, M. e,) <O.
(ii) Sip(a) <0 entonces liminf,Y(a,..., a,e,, M. e,) > 0.

Demostracion. Seanny € Ny o > 0 tales que ||a+ Ae,|| < 1 paratodo |A| < dytodon > no.
En primer lugar supongamos que p(a) > 0. Por un lado tenemos

N
pla+ Xe,) = Z <N>w(a, NZia, Aep, .t dey) < pla) (3.4)

- 1
=0

para todo n > ng y todo |A| < 4. Por otro lado, [62, Proposicién 2.4] nos dice que toda forma
k-lineal continua en d,(w, 1) x .-+ X d,(w, 1) es débil secuencialmente continua si k& < M.
Dado que e,, —— 0, resulta

W(a,N7F a,e,, .. e,) —— 0 paratodo k < M

n—oo
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y, en consecuencia, haciendo n — oo y dividiendo por MM en (3.4), obtenemos

N
lim sup < E ( .)AZ_M¢(a1N--Zaaaen)-%wen)) <0
i

" i=M
para todo 0 < A < 4. De aqui se deduce facilmente que

limsup¢(a,...,a,e,, M. e,) <0,
n

que es lo que se queria probar.
En el caso p(a) < 0, el resultado se obtiene aplicando el argumento anterior a —p. [l

El dltimo de los resultados auxiliares, aunque enunciado en esta seccidn, en el marco de
polinomios homogéneos, sigue siendo vélido para los espacios de polinomios no-homogéneos,
funciones holomorfas en A, y operadores multilineales simétricos, y sera también de utili-
dad en las Secciones 3.2.2 y 3.2.4. Este resultado nos muestra que vale la reciproca de [37,
Teorema 2.1], donde se prueba que si se verifica el teorema de Bishop-Phelps para funciones
(polinomios, funciones holomorfas, operadores multilineales simétricos) a valores escalares,
entonces también se verifica para funciones a valores en un espacio con propiedad ().

Proposicion 3.2.4. Sea X un espacio de Banach. El teorema de Bishop-Phelps se verifica en
P(NX) siy sélo si se verifica en P(NX; Z) para todo (o algiin) espacio de Banach Z con la
propiedad ([3).

El mismo resultado sigue siendo vdlido, si en lugar de polinomios homogéneos considera-

mos funciones en P(X), A,(X) 6 L,V X).

Demostracion. Probaremos el caso polinomial homogéneo, siendo los otros completamente
andlogos. En virtud de [37, Teorema 2.1], s6lo debemos probar una de las implicaciones. Sean
{(20y00) : @« € A} C Z x Z'y0 < X\ < 1 satisfaciendo la definicion de propiedad (/3),
A< X <1lye < A — A Consideremos ¢ € P(VX) con ||q] = 1y veamos que puede ser
aproximado por polinomios que alcanzan la norma. Fijado cualquier oy € A, tomemos

Q(z) = q()z0, € P("X; Z).

Por hipétesis, existe P € P(YX;Z) con || P|| = 1, que alcanza su norma en algin a € Bx y
tal que ||Q — P|| < €. Luego, ||gn © @ — go © P|| < € paratodo o € A y en consecuencia

lga o Pl <e+|gao @] <e+ A< A paratodo a # «p. (3.5)
Dado que
1= [[P(a)[| = sup|ga(P(a))],
a€cA
se sigue de (3.5) que |ga, © P(a)| = ||ga, © P|| = 1. Por lo tanto, g,, o P alcanza la norma y
lg — gay © P|| < ¢, lo cual demuestra el resultado. O

Ahora si, probemos los ya mencionados contragjemplos al teorema de Bishop-Phelps para
polinomios homogéneos. Por completitud, incluimos los contraejemplos a valores escalares
demostrados en [62, Teorema 3.2].
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Proposicion 3.2.5. Sea w una sucesion admisible en (, para algiin 1 < r < ooy sea Z un
espacio con propiedad ([3).

() NAP(Nd.(w, 1)) no es denso en P(Nd,(w,1)) si N > r.

(i) NAP(Nd,.(w,1); Z) no es denso en P(Nd,(w,1); Z) si N > r.

(iii) En el caso complejo, NAP(YNd.(w,1);{s) no es denso en P(Nd,(w,1);¢s) para todo

N € Nytodo s > r.

En el caso real, si M es el menor niimero natural tal que w € £y entonces N AP (N d, (w, 1); {y)
no es denso en P(Nd,(w, 1); {5;) para todo N € N.

Ademds, en todos los casos anteriores se verifica el teorema de Lindenstrauss.

Demostracion. (i) En el caso complejo, consideremos el polinomio ¢ € P(Vd,(w,1)) dado
por

e}

a@) =3 2l

i=1

el cual estd bien definido en virtud de (3.3). Dado que |g(e,,)| = 1 para todo n € N, deducimos

del Lema 3.2.2 que ||p — ¢|| > 1 para todo p € NAP(Nd,(w,1)). Luego ¢ no puede ser

aproximado por polinomios que alcanzan la norma y esto prueba (i) (caso complejo).

En el caso real, consideremos M el menor nimero natural tal que w € £, y definamos

g(a) = z()"Y Z(—l)ix(i)M

que, nuevamente por (3.3), resulta un polinomio en P (¥ d, (w, 1)). Si ¢ es la multilineal simétri-

ca asociada a ¢, se verifica ficilmente que

(ﬁ) oz, ... x e, M, e,) = (—1)"z(1)N"M

para todo = € d,(w, 1) y todo n > 2. En consecuencia,

N N
(M) h’mnsup d(x,... 2 e, M e,) =z ™M= — <M> h’mninf oz, x e, M ep).

Supongamos que ¢ puede ser aproximado por polinomios que alcanzan la norma. Dado € > 0,
seap € NAP(Vd.(w,1)) tal que ||p— q|| < e2%, de forma que si ¢ es la multilineal simétrica

asociada a p, por (1.1) se verifique ||y — ¢|| < e. Sea a € By, (1) tal que ||p|| = [p(a)|. Por el

Lema 3.2.3, si p(a) > 0 resulta

N\l
<M) la(D)VM = limsup¢(a,...,a, e, M. e,)

< limsup¥(a,...,a,e,, M. e,) +e <e¢g,
n
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mientras que si p(a) < 0

A\ !
_(M) la(H)N M = lin}linfgb(a,...,a,en,.M.,en)

> liminf¢(a,...,a,e,, M. e,) —e > —c.
n

Luego, en cualquier caso, se tiene |a(1)|¥~* < (IV)e. En consecuencia

NI N!

qll < [pll tegnw = Ip(a)l teyw
N!
< |q(a)] +2€W

IN

la()[YH Z Ja(i)[* + 2

< e <(J\]\D g;wfvf+2> .

Puesto que esta desigualdad se verifica para calquier ¢ > 0, se obtiene ||¢|| = 0, que es la
contradiccion deseada.

(i1) Se deduce de (i) y la Proposicion 3.2.4.

(iii) El caso complejo. Fijemos N € Ny s > r. Dado que w € (. y ¢, — {, consideremos
Q: d.(w,1) — {, dado por Q(z) = (x(i)");, que en virtud de (3.3), es un polinomio continuo
N-homogéneo. Puesto que ||Q(e,)|| = 1 para todo n € N, el Lema 3.2.2 nos dice que ||P —
Q|| > 1 para todo P € NAP(Md.(w,1);{,) y en consecuencia ) no puede ser aproximado
por polinomos que alcanzan la norma.

El caso real. Consideramos Q) : d.(w, 1) — ¢, el polinomio continuo definido por Q(z) =
(x(1)¥~12(7));. Supongamos que @Q se aproxima por polinomios que alcanzan la norma y
fijemos ¢ > 0. Los polinomios M-homogéneos de norma uno (en ¢;;) son uniformemente
equicontinuos. Entonces, podemos tomar P € NAP(Vd, (w, 1); {5;) suficientemente cerca de

@ tal que
qoQ—qoP| <e M (3.6)
(

NM)N]W

para todo polinomio ¢ € P(*/,,) de norma uno.
Sea a € By, (wa) tal que ||P(a)| = ||P|| y consideremos el polinomio M -homogéneo de
norma uno qp,: ¢,y — R dado por

ara(e) = Y A 2(i)",
i=1

donde \; = 1si P(a)(i) > 0y A; = —1 en otro caso. Notar que qp, © P: d(w,1) — Rees
un polinomio N M-homogéneo que alcanza su norma en a, con gp, © P(a) = || P||M. Ademds,

qpa 0 Q(z) = (1)MW1 Z)\ZM z(i)™ paratodo x € d.(w,1),
i=1
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y en consecuencia ||gp, o Q|| = ||Q||*. Ahora, sean ¢ y ¢ las formas N M-lineales simétricas
asociadas a ¢p, 0 Py qp, o (), respectivamente, y notemos que por (3.6), se tiene ||1) — ¢|| < e.
Dado que ¢p, o P(a) > 0, el Lema 3.2.3 nos dice que

limsup(a,...,a,e,, M e,) <O0. (3.7
Por otro lado,
(NN B(as ... a,en, M. e,) = A a(1)MND, (3.8)
Supongamos que M es par. Puesto que ||¢) — ¢|| < ¢, combinando (3.7) y (3.8) obtenemos
|a(1)|M(N_1) = (N]\y) lim, ¢(a, ..., a,e,, M e,) < (N]éy)s. (3.9
Luego,
|
Q1™ = llgpao @l < llapao Pl += X0

< Jgrao Qa)] + 26 AL

< JaIMYY Y a(i) M+ 2

=1
< (P w+2).
i=1

Dado que esta tltima desigualdad se verifica para todo ¢ > 0, obtenemos ||Q|| = 0, que es una
contradiccion. Esto demuestra el caso real cuando M es par.

Supongamos ahora que M es impar. Veremos la demostracion para el caso en que N es par,
siendo el otro caso andlogo. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que a(1) > 0. Notar

que gp, o P también alcanza la normaen —a 'y qp, o P(—a) = || P||*. Por el Lema 3.2.3,
limsup ¢ (—a,...,—a,e,, M. e,) <O0.
Luego liminf, ¢(a, ..., a,e,, . e,) > 0y en consecuencia, por (3.7),
lim(a,...,a,e,, M e,)=0. (3.10)

Si A, = 1 parainfinitos n’s, usando (3.8) y el limite anterior obtenemos nuevamente |a(1)|*™ -1 <

(N J\f\f ) e. Entonces, podemos proceder como antes para obtener ||| = 0, que es la contradiccion

deseada. En cambio, si A\, = 1 sélo para finitos n’s, dado que

(N]\y)(b(—% o —aye, Moe,) = —/\nMa(l)M(N_l)’
resulta
(N]Q/f) limsup ¢(—a, . .., —a,e,, M. e,) = |a(1)[MV-D,

n

NM

Junto con (3.10), esto implica que |a(1)[M®™=D < (*]

|Q|| = 0,y el resultado se sigue por contradiccion.

)5. Luego, deducimos otra vez que

Sélo resta mencionar que en todos los casos anteriores, el teorema de Lindenstrauss se
verifica como consecuencia del Teorema 2.1.6. O
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En el caso complejo, tomemos Z = ¢, con la norma equivalente dada por ||z||z = ||z|cc +

1/2
(221 (x;) > 2) , al igual que en la Proposicion 1.4.1. Este espacio, verifica que Z y Z” son
estrictamente convexos. Ahora, el polinomio Q(z) = (z(4)"); considerado en la demostracién
de (iii) estd bien definido de d.(w, 1) a Z”, sin importar si w pertenece a algin ¢,.. En conse-
cuencia, con la misma demostracién de antes, se prueba que N AP (N d,(w,1); Z") no es denso
en P(NVd,(w,1); Z") para todo N € Ny toda sucesién admisible w. Notar que en los ftems (i)
y (ii) de la proposicion anterior, si queremos un espacio para el cual no se verifique el teorema
de Bishop-Phelps para todo grado de homogeneidad, debemos considerar la sucesion admisible
w de forma tal que pertenezca a ¢5. En cambio, ahora vemos que eligiendo apropiadamente el
espacio de llegada, el teorema de Bishop-Phelps no se verifica para todo grado de homogenei-
dad, independientemente de la sucesién admisible. Por otra parte, el teorema de Lindenstrauss
si se verifica, pues d.(w, 1) tiene base achicante y Z” es un espacio dual.

También en el caso complejo, si consideramos un espacio de Banach estrictamente convexo
Y y w € {,, entonces el conjunto NAP(Nd,(w,1);Y) no es denso en P(Vd,(w,1);Y) para
N > r. De hecho, basta considerar Q(z) = (352, (:)") yo para cualquier yo € W de norma
uno, y razonar como en Proposicion 3.2.5 (i).

3.2.2. Caso polinomial no-homogéneo

Con el proposito de obtener los contraejemplos en el caso polinomial no-homogéneo, pro-
baremos en la Proposicion 3.2.9 una generalizacion del Teorema 3.2.1. Para ello, comenzamos
por extender los Lemas 3.2.2 y 3.2.3. Recordar que en la pigina 46, definimos la propiedad
(APE) relacionada con la ausencia de puntos extremales de la bola unidad.

Lema 3.2.6. En el caso complejo, sea X un espacio de Banach de sucesiones e Y estrictamente
convexo. Si un polinomio P : X — Y alcanza su norma en un elemento a € Bx que satisface
la condicion (APE) para algiin ny € N, entonces D’ P(a)(e,) = 0 para todo j > 1y todo
n > ng.

Demostracion. Fijemos n > ng. Puesto que P alcanza su norma en a, la norma de la funcién
holomorfa

{IN <o} — Y
A —  Pla+de,)

alcanza un méaximo local en el origen. Por el principio del médulo maximo, esta funcion es
constante. Ahora, consideremos la expansion en serie de P alrededor de a,

Pz)=Y" D’ P(a) (z —a).

e

Evaluando en * = a + Ae, y recordando que A — P(a + Ae,) es una funcién constante,
obtenemos

— DI P(a)
P(a) = P(a+Aey) = P(a) + j!

J=1

(en))‘j
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para todo [A\| < 4. Luego 0 = > 7%, W(en))\j para todo |A\| < J y en consecuencia

D’ P(a)(e,) = 0 para todo j > 1. O

Lema 3.2.7. Para el caso real, sea w una sucesion admisible en {y, N > 2,y sea M el menor
niimero natural tal que w € (). Supongamos que p € Pr(d.(w, 1)), k > N, alcanza su norma
ena € By, (w1

(i) Sip(a) >0 entonces limsup, D]V](f!(a)(en) <0.

(i) Sip(a) <0 entonces liminf, Dﬂf[’,( )(e,) > 0.

Demostracion. Dado que a € By, (1), consideremos ng € Ny > 0 tales que se satisface
(APE). Supongamos primero que p(a) > 0. Luego,

DJ
pla+ Aep) = +Z (e)N < p(a) (3.11)
7=1

para todo |[A| < §y n > ng. Por el Teorema 3.2.1, para j < M, el polinomio j-homogéneo
D7 p(a) '

DI
es débil secuencialmente continuo y en consecuencia lim,, . ?’,(“) (e,) = 0. Ahora,
J:

tomando limite en (3.11) y dividiendo por A\, obtenemos

D -
hmsupz f< >( DNTM <0

n—oo

(“) (en) < 0, que es lo que queriamos

paratodo 0 < A < 4. De aqui se deduce que lim supn
probar.

Sip(a) < 0, razonando de la misma manera con —p obtenemos (ii). [

En el siguiente lema auxiliar, resumimos algunos resultados conocidos en lo referido a cotas
para las derivadas de polinomios; estos resultados se pueden ver, por ejemplo, en [57, 58].

Lema 3.2.8. Sean X e Y espacios de Banach sobre el cuerpo de escalares K = R o C. Fijados
1 < j < k niimeros naturales, existe una constante Cy, ; > 0 (dependiendo sélo de j y k) tal
que

25

<aul|
para todo P € Pi(X;Y)yx € By.

Ahora si, estamos en condiciones de extender el Teorema 3.2.1 al caso polinomial no-
homogéneo.

Proposicion 3.2.9. Dada una sucesion admisible w y k > 2, son equivalentes:
(i) NAP(d.(w, 1)) es denso en Py(d.(w,1)).

(i) w ¢ 0.
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(i) Pr(di(w,1)) = Pruse(ds(w, 1)).

Demostracion. Veamos primero la implicacién (i) = (ii). Supongamos que w € /..
En el caso complejo, tomemos q € P(*d,(w, 1)) dado por

=1

que estd bien definido por (3.3). Si p € Py(d.(w, 1)) alcanza su norma en a € By, (1), €l
Lema 3.2.6 nos asegura que D*p(a)(e,) = 0 para todo n suficientemente grande. Ahora bien,

puesto que % = ¢, por el Lema 3.2.8 resulta
D*q(a) D*p(a) D¥q(a)  D*p(a)
b= |y o) = (e < = = = | = Cnalla =2l

para n suficientemente grande y, en consecuencia, ¢ no puede ser aproximado por polinomios
que alcanzan la norma.

En el caso real, sea M < k el menor nimero natural tal que w € ¢); y consideremos
q € P(*d.(w,1)) dado por

@) = (1) (D'l

Supongamos que ¢ se aproxima por polinomios en Py (d.(w, 1)) que alcanzan la norma. Fijado
e > 0, en virtud del Lema 3.2.8 podemos considerar p € N APy (d.(w, 1)) tal que
DYq(x) _ DYp(x)
MM

‘ <&, (3.12)

para todo z € By, (,1). Digamos que p alcanza la norma en a € By, (y,1). Por otro lado, se
puede ver facilmente que
DMq(a) DY g(a)

lim sup A (en) = |a(1)|*™ = — lim inf

(en)-

Luego, por (3.12) y el Lema 3.2.7, si p(a) > 0 tenemos

DM M
la(1)|" = lim sup ]\/([1'(@) (€,) < limsup ]\/][)'(a) (en) +e<e¢,
mientras que si p(a) < 0, entonces resulta
DM DM
)M = timint 229D () > i ing p'(a)( ) —e>—¢

Luego,

lall - < llpll + & = [p(a)] + & < lg(a)| + 2¢

= Ja(m)[ (Z \a(z‘)\M) t2e<e (Zme n 2) |

i=1 i=1
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Dado que ¢ > 0 era arbitrario, resulta ||¢|| = 0, que es la contradiccién deseada.

Para probar la implicacion (ii) = (iii) notemos que si w ¢ ¢}, entonces w ¢ ¢; para todo
j < k. Luego, por el Teorema 3.2.1 resulta P(?d.(w, 1)) = Pysc(?di(w, 1)) paratodo j < k'y
en consecuencia Py (d.(w, 1)) = Prwse(ds(w, 1)).

Por ultimo, probemos (iii) = (i). Por [44, Proposicion 10], (iii) implica que todo polinomio

en Py (d.(w, 1)) se aproxima por sumas finitas de polinomios de la forma ¢; (-)---¢; () con

7
i1,...,1; € Ny j <k, donde (e}); es la base candnica de d(w, 1). Veamos que, dado que la
base (e;); de d.(w, 1) es monétona, estos polinomios alcanzan la norma, lo cual demuestra (i).
En efecto, sea p un polinomio que es suma finita de polinomios de la forma €} () ---€; (-).
Luego existe un m € N tal que p(z) = p(m,(z)) para todo = € d.(w,1), donde 7, es
la proyeccién definida en (1.18) sobre el espacio [ey, ..., e,,]| generado por los primeros m
vectores candnicos. Esto nos dice que |[p|| = sup,cr,,(s,. ) ) Ip(z)| y este supremo se alcanza
ya que 7, tiene rango finito y en consecuencia 7,,(Bq, (w,1)) €s compacto. Ahora, dado que
(e;); es base monétona de d.(w, 1), resulta 7,,,(Ba, (w,1)) € Bd (w,1) Y €N consecuencia se tiene

que p alcanza la norma. Luego, queda probado (i). [

Finalmente, enunciamos los contraejemplos al teorema de Bishop-Phelps para polinomios
no-homogéneos. En el caso a valores escalares, esto nos permite extender el contraejemplo
obtenido en [6, Corolario 4.4], enunciado para sucesiones admisibles w € /5.

Proposicion 3.2.10. Sea w una sucesion admisible, w € (. para algiin 1 <r < ooy sea Z un
espacio con propiedad ([3).

(i) NAPy(d.(w,1)) no es denso en Py(d.(w,1)) si k > r.
(i) NAPy(ds(w,1); Z) no es denso en Py(d.(w,1); Z) si k > r.

(iii) En el caso complejo, N APy (d.(w, 1); {s) no es denso en Py (d.(w, 1); {s) para todo k €
Ny todo s > r.

En el caso real, si M es el menor niimero natural tal que w € (y; y M es par (suponemos
que tal M existe), entonces N APy(d.(w,1);ly) no es denso en Py(d.(w, 1);€yr) para
todo k € N.

Ademds, en todos los casos anteriores se verifica el teorema de Lindenstrauss.

Demostracion. El item (i) es consecuencia inmediata de la Proposicion 3.2.9, mientras que (ii)
se desprende de (i) y la Proposicion 3.2.4.

Para probar (iii), consideremos Q(z) = x. En el caso complejo, si P € Pn(d.(w,1); ;)
alcanza su norma en a € By, (,,1), por el Lema 3.2.6 sabemos que D' P(a)(e,,) = 0 para todo
n suficientemente grande. Por otro lado D'Q(a) = Q y en consecuencia

1= [D'Q(a)(e) ~ D'Pla)(e,)] < [|D'Qla) ~ D'P(a)]| < CraQ — P

para n suficientemente grande, donde la ultima desigualdad se debe al Lema 3.2.8. Esto nos
muestra que () no puede ser aproximado por polinomios que alcanzan la norma.
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En el caso real, supongamos que () se aproxima por polinomios en Py (d.(w, 1);¢ys) que
alcanzan su norma. Dado que los polinomios M -homogéneos de norma uno son uniformemente
equicontinuos, dado 0 < ¢ < 1 podemos tomar P € N APy (d.(w, 1); {5) tal que

lgo @ —qo Pl < eCypas (3.13)

para todo polinomio ¢ € P(M (pr) de norma uno, donde Cj s es la constante dada en el
Lema 3.2.8. Ahora bien, si a € Bq,(w,1) es tal que ||P(a)|| = ||P||, consideramos el polinomio
M-homogéneo de norma uno gp, : ¢y — R dado por gp.(z) = > oo, x(i)™. Notar que
qpa © P € Pu(d.(w, 1)) alcanza la norma y que gp, o P(a) = || P||*. Por otra parte, ¢p,, o
Q(z) = >, z(i)™ y por la desigualdad (3.13) resulta

H DM (gpa 0 Q)x) DM (gpa o P)(x)
M M!

<

Notando, por el Lema 3.2.7, que

DM(gp, o P)(a)

lim sup Vi (en) <0,
y por otro lado que
h,injogp DM(QP],C[? Q)(a) (en) = 1,
obtenemos
D¥(gpq o Q)(a) DY(qpa o P)(a)

1 = limsup (en) < limsup (en) +e<e.

Puesto que 0 < € < 1, tenemos la contradiccion deseada.

Por dltimo, en todos los ejemplos anteriores se verifica el teorema de Lindenstrauss como
consecuencia del Teorema 2.2.1. [

Aligual que observamos al final de la Proposicion 3.2.5, en el caso complejo, si tomamos Z
el renormamiento de ¢, tal que su bidual es estrictamente convexo, entonces N APy (d.(w, 1); Z”)
no es denso en Py (d.(w,1); Z") para todo k& € Ny toda sucesion admisible w, sin importar si
pertenece a algun /... También, si w € /. e Y es estrictamente convexo, entonces el conjunto
NAP(d.(w,1);Y) no es denso en Py(d,(w,1);Y) para k > r.

3.2.3. Un contraejemplo en A,

En esta seccién veremos que el teorema de Bishop-Phelps no se verifica en A, cuando
consideramos funciones a valores vectoriales. Desconocemos contraejemplos en el caso a va-
lores escalares, para el cual estudiaremos versiones fuertes de los teoremas de Lindenstrauss y
Bishop-Phelps en el Capitulo 4. En primer lugar, precisamos el siguiente lema auxiliar que es la
version holomorfa del Lema 3.2.6. Notemos que, en los resultados para funciones holomorfas,
sOlo consideramos espacios de Banach complejos.
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Lema 3.2.11. Sean X un espacio de Banach de sucesiones e Y un espacio estrictamente con-
vexo. Supongamos que a € By satisface la condicion (APE) para ciertos ng € Ny d > 0.

(i) Paratoda f € A,(X;Y) ytodon > ny, la funcion

g {IA| <d/2} — Y
A — fla+ Aey)

es holomorfa.
(ii) Si ademds f alcanza su norma en a, entonces D’ g;(0) = 0 para todo j > 1.

Demostracion. Para probar (i), tomemos una sucesion (a;),ey C Rtalque 1/2 < oy < 1y
«; /" 1. Paran > ng definimos g; : {|\| < /2} — Y por

gi(A) = flaua + Aey).

Por la eleccion de los «; y dado que a € By satisface la condicién (APE) paran > ng y
d > 0, resulta que a;a + Ae, pertenece a ; By para todo |\| < /2. Luego, puesto que f es
holomorfa en la bola abierta B;(, para cada ¢ > 1 la funcién g; es holomorfa. Veamos que g;
converge uniformemente a g;. Puesto que f es uniformemente continua, dado ¢ > 0 existe un
d > 0talque || f(z) — f(y)| < e, siempre que =,y € Bx satisfagan ||z — y|| < ¢’. Tomando ¢
suficientemente grande, tenemos 1 —a; < ¢’y en consecuencia ||(a;a+ e, ) — (a+Aey,)|| < 0.
Luego, existe i tal que

lg:(N) = g V)| = [ f (s + Aew) — fla+ Aen)|| < &,

para todo |A| < §/2y todo ¢ > ;. Esto prueba que g; es holomorfa, ya que es limite uniforme
de funciones holomorfas.

Para (ii), basta notar que g; alcanza su méaximo en 0 y como consecuencia del principio de
médulo maximo, es constante. Luego D7 g (0) = 0 para todo j > 1. [

En el siguiente contraejemplo consideramos nuevamente Z, el renormamiento de ¢ tal que
su bidual es estrictamente convexo.

Proposicion 3.2.12. El conjunto NAA,(co; Z") no es denso en A, (co; Z").
Por otro lado, si se verifica el teorema de Lindenstrauss en A, (co; Z").

Demostracion. Consideremos @) : ¢ — Z" dada por Q(z) = x. Es claro que @ € A,(co; Z2")
y que ||Q(e,)||z» > 1 paratodo n € N. Fijado 0 < 6 < 1, tomemos f € NAA,(co; 2") y sea
a € B, tal que || f(a)|| = || f||- Dado que a satisface la condicion (APE) para cierto np € Ny
el 0 fijado anteriormente, el Lema 3.2.11 nos dice que la funcién

gr {1 < §/2) — 2"
gr(N) = Fla+ Aen)

es holomorfa para un n > ny fijo y verifica D'g(0) = 0. Por otro lado, si definimos gg(\) =
Q(a + \e,) entonces gg es holomorfa y D'gg(0)(A\) = AQ(e,,). Ahora, por las desigualdades
de Cauchy (ver (1.2)) obtenemos

1 <[|DYgq(0) — D'gs(0)]| < Wl2) sup [lge(A) —gr(M)| < 21Q - £1.

IN|<5/2 d



3.2. CONTRAEJEMPLOS 59

Luego, () no puede ser aproximado por funciones en A, (co; Z”) que alcancen su norma.

Que el teorema de Lindenstrauss se verifica en este caso, es consecuencia del Teorema 2.2.2.
]

Cabe senalar que el argumento de la demostracion anterior no funciona si consideramos
funciones definidas en d, (w, 1) (en lugar de ¢) a valores en un espacio de Banach estrictamente
convexo. La razon es que, si bien todo elemento a € By, (.,,1) satisface la condicién (APE), no
podemos fijar el  independientemente del elemento. Luego,  dependeria de f (pues depende
del elemento en el cual f alcanza la norma) y podria ser arbitrariamente chico. Por lo tanto, no
podriamos deducir que () no puede ser aproximado por funciones que alcanzan la norma.

3.2.4. Caso multilineal simétrico

El siguiente lema, que puede encontrarse esencialmente en [62, Lema 2.2] y [65, Proposi-
cién 4], es la version multilineal del Lema 3.2.2. Notar que en este marco, no es necesario pedir
que los espacios sean complejos.

Lema 3.2.13. Sean X,..., Xy espacios de Banach de sucesiones y sea Y un espacio de
Banach estrictamente convexo. SiV € L(N Xy, ..., Xy;Y) alcanza su norma en un elemento
(a1,...,an) € Bx, X -+ X Bx, tal que ay, . ..,ay satisfacen la propiedad (APE), entonces
existe un ng € N tal que V(e ,...,e,,) =0, paratodony,...,ny > no.

Demostracion. Dado que a4, ..., ay satisfacen la propiedad (APE), existen np € Ny d > 0
tales que
la; + Xen|| <1 paratodo [N\ <6, n>ngyj=1,...,N.

Consideremos 1 < k < N y ng > ng y notemos que

| (a,...,an) £0V(ar,...,ax_1,€n,, Qi1 ---,aN)| =
— U (ar, ... an1, ap £ Sengs sns - an)|| < ) = [Cars ... an)].  (3.14)
Luego, si llamamos
2y = \Ij(ala"'aa'N)+5\Ij<a1a'"7ak—1aenkaak+17"'7aN)
2. = Y(ay,...,an) — 0¥ (ay,...,ak_1,€n, Qk11,---,aN),

la desigualdad (3.14) nos dice que

Z++Z_

el = ll=-1 = || =

H — .

Puesto que Y es estrictamente convexo resulta z, = z_ y en consecuencia
U(ay, ... ,ag-1,€n,, k41, --.,ay) =0 paratodo 1<k < Nyng>n. (3.15)

Ahora sean 1 < [,k < N cualesquiera (digamos [ < k) y sean n;,nx > ng. Por lo visto en
(3.15) resulta

¥ (a,...,ay)+ PW(ay, ..., a_;, Cnys A1y - oy k1, €nps Qi1 - - -5 AN)|| =

= ||\Ij(a17"'aa'l—1yal iéenzyal-i-la"'ak:—lyak iéenkaak—l—lv"'aa’N)H < ||\II||7



60 CAPITULO 3. CONTRAEJEMPLOS AL TEOREMA DE BISHOP-PHELPS

y razonando igual que antes obtenemos W (ay, ..., a1, €n;, Qg1s - -« s Qk—1, €nyy Aty - - -, AN) =
0 para todo n;, ny > ng. Inductivamente, luego de NV pasos, queda probado el resultado. ]

La siguiente proposicion nos muestra los contraejemplos al teorema de Bishop-Phelps en
el caso multilineal simétrico, que son anédlogos a los vistos en las Proposiciones 3.2.5 y 3.2.10.

Proposicion 3.2.14. Sea w una sucesion admisible tal que w € {, para algin 1 < r < ooy
sea Z un espacio de Banach con propiedad ([3).

() NAL,(Vd,.(w,1)) no es denso en L,(Nd,.(w,1)) si N > r.
() NAL,(Nd.(w,1); Z) no es denso en L,(Nd.(w,1); Z) si N > r.
(i) NAL,(Nd.(w,1);£,) no es denso en L(Nd,(w, 1); () paratodo N € Ny todo s > r.
Ademads, el teorema de Lindenstrauss se verifica en los tres casos anteriores.

Demostracion. Para probar (1), consideremos la forma /N-lineal simétrica

bz, ..., xN) = le(@') (i)

que estd bien definida en virtud de (3.3) y la desigualdad de Holder. Notar que si ¢ € L,(Vd.(w, 1))
alcanza su norma, el Lema 3.2.13 nos dice que existe un ny € N tal que ¥(e,,, ..., e,) = 0 para
todo n > ng. Luego, tomando n > n, tenemos

1= |¢(€na---7en) _w(env"'aen)‘ S ‘|¢_wH

y en consecuencia ¢ no puede ser aproximada por multilineales que alcanzan la norma. El item
(i1) es consecuencia de (i) y la Proposicién 3.2.4.

Para (iii), consideramos el operador N-lineal simétrico ®(x1,...,zx) = (z1(2) - - - xn(3));
y razonamos nuevamente como en (1).

Por dltimo, el teorema de Lindenstrauss se verifica en 1os casos anteriores como consecuen-
cia del Teorema 2.3.1. [l

Al igual que en los casos polinomiales, si consideramos Z el renormamiento de ¢y, en-
tonces NAL,(Nd,(w,1); Z") no es denso en L,(Vd,.(w,1); Z") para todo N € Ny cualquier
sucesion admisible w. Por otro lado, (i) se sigue verificando cuando consideramos multilineales
a valores en un espacio Y estrictamente convexo.

3.3. Contraejemplos al teorema de Lindenstrauss-Bollobas

Como mencionamos en la Seccion 1.4, Bollobas demostrd [23] una version cuantitativa del
teorema de Bishop-Phelps, conocida hoy en dia como el teorema de Bishop-Phelps-Bollobas.
La misma afirma, en términos generales, que para un espacio de Banach X cualquiera, dada una
funcional lineal ¢ € X'y un elemento & € By tales que ¢(Z) estd “suficientemente cerca” de
||©||, es posible encontrar una funcional lineal ¢ € X’ “cerca” de ¢ alcanzando su norma en un
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elemento a € Bx “cercano” a Z. Las correspondientes versiones cuantitativas de los teoremas
de Bishop-Phelps para operadores lineales, multilineales y polinomios han cobrado gran interés
en los dltimos afios, a partir de algunos resultados de Acosta, Aron, Garcia y Maestre [7].
Alli mismo, también se planted la pregunta acerca de la validez de una version cuantitativa
del teorema de Lindenstrauss para operadores lineales, y se mostré que no es posible dar un
resultado positivo con total generalidad (ver Ejemplo 1.4.14).

En esta seccidn, abordamos las versiones cuantitativas del teorema Lindenstrauss para
operadores multilineales, polinomios y funciones en .4, y vemos que los contragjemplos al
teorema de Bishop-Phelps exhibidos en las secciones anteriores, también nos sirven como
contraejemplos a los teoremas del tipo Lindenstrauss-Bollobas. En primer lugar, siguiendo
la misma linea de la Definicién 1.4.13 de la propiedad de Bishop-Phelps-Bollobéds (B P Bp),
definimos la propiedad de Lindenstrauss-Bollobds para operadores lineales, multilineales, poli-
nomios y funciones en A,,. En lo que sigue, dados X1, ..., X espacios de Banach, notamos
X=X; X - xXyyX = X]x--x X}.Porotro lado, Sx denota la esfera de un espacio
de Banach X y Sx = Sx, X --- X Sx, la esfera de la N-upla X considerada con la norma
supremo [ (z;), || = sup; [z,

Definicion 3.3.1. Sean X, X1,..., Xy e Y espacios de Banach.

(i) Decimos que L(X;Y') tiene la propiedad de Lindenstrauss-Bollobds (L Bp), si para cada
e > 0 existen n(e), B(e) > 0 (con B(t) — 0) tales que: dados T' € L(X;Y') de norma

—0

IT||=1yZ € Sxcon||T(z)|| > 1—n(e), existen S € L(X;Y)ya" € Sxn verificando
1S(@)I = 115" =1, [la" =& <B(e) vy [9-T|<e.

Notar que cuando consideramos ||a" —
a T como elemento del bidual.

, estamos pensando (via la inclusion canonica)

(i) Decimos que L(NX;Y) tiene la LBp, si con ¢, n(¢) y B3(¢) como antes, dados ® €
LVX;Y) de norma |®|| = 1y x = (z;)), € Sx verificando || ®(x)|| > 1 — n(e),

=1
existen Ve L(NX;Y), || =1, ya” = (a]), € Sx~ tales que,

@) =1, [la"—%[|<pBE) y [|o-¥|<e,

donde ||V (a")|| = 1 significa que todas las extensiones de Arens de V alcanzan la norma
ena’y |a" — x[| < B(e) significa que ||a} — Z;|| < B(¢) para j=1,...,N.
Cambiando LN X1, ..., Xn;Y) por LN X1, ..., Xn;Y) tenemos la definicion de L Bp
para multilineales simétricas.

(iii) Decimos que P(NX;Y) tiene la LBp, si con €,1(¢) y 3(¢) como antes, dados Q) €
PNX;Y) de norma ||Q|| = 1y & € Sy satisfaciendo |Q(Z)|| > 1 — n(e), existen
PePX;Y), ||P|=1,yd" € Sxn tales que

IP@)l =1, lla" =2l <BE) vy IIP-Ql<e

(iv) En (iii), cambiando P(NX;Y) por Pi.(X;Y) o A,(X;Y) respectivamente, obtenemos
las correspondientes definiciones para polinomios no-homogéneos y funciones holomor-

fas.
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En vistas de probar los deseados contraejemplos a la L Bp, cabe aclarar que las condiciones
IT|| = [|S]| = 1y ||z]] = ||a”]] = 1 en (i) no seran restrictivas en el siguiente sentido: si
L(X;Y) tiene la (LBp), entonces dados ¢ > 0y T' € L(X;Y) existen n(¢), f(¢) > 0 como
antes, aunque dependiendo en este caso de || 7’|, tales que si & € By satisface ||T'(Z)|| >
|T'|| — n(e), entonces existen S € L(X;Y)y a” € Bx» verificando

15" @) = 19", lla” =2l < Ble) y IS=T| <e.

Lo mismo sucede con las definiciones en (ii), (iii) y (iv). Vale la aclaracion, ya que en algunos
casos no nos preocuparemos por considerar funciones de norma igual a uno.

El siguiente lema, que es la clave para demostrar los contraejemplos que siguen, nos mues-
tra que los elementos en Bg-(,,1) que estan cerca de elementos en d.(w, 1), satisfacen la condi-
cion (APE) definida en la Seccién 3.1. Notar la analogia con el caso en que se consideran
elementos en la bola de /., cercanos a elementos en ¢y, donde la misma propiedad, que es la
clave del Ejemplo 1.4.14, se verifica facilmente.

Lema 3.3.2. Sea w una sucesion admisible. Sea z € Bg-(,,1) y Supongamos que existe x €
d.(w, 1) tal que ||z — x| < 3. Luego, = satisface la condicion (APE), es decir: existen § > 0y
no € N tales que

|z + Xen|| <1, paratodo |N <& ytodo n > ng.

Demostracion. Si z*(i) = 0 para algin ¢ € N, entonces z € d,(w,1) y no hay nada que

probar. Podemos, entonces, suponer que z*(z) > 0 para todo 7 € N. Fijemos p > 0 tal que

|z —z|| < p < 3. Dado que z € d.(w,1), recordando que la norma en d,(w, 1) estd dada

por (3.1) y que los elementos de este espacio verifican (3.2), existe n; € N tal que, para todo

n = ny,
>im (4) > i (2 — 2)(4)
Wy P T w7 o

Abhora, si 0: N — N inyectiva es tal que z* = (|z(o(7))|);, entonces

n

Z Z 20 (@) <D l=(o(D)=x(o(@)+)_ le(a(@)] < Y (=) (D)+)_ 27(0).

i=1 =1 =1 = =1
Luego, por (3.16) se tiene

n n

S ) < Z z—x) (i) + > a*(i) < 20W(n), (3.17)

=1 =1

para todo n > n;.
Sea n, el menor nimero natural tal que ny > ny y z2%(n2) < z*(ng — 1). Por (3.17) y la
eleccién de p, podemos considerar 9 > 0 tal que

Do 20 +0

2*(ng) + 6 < 2%(ng — 1) y <1, paratodon > n;.
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Recordemos que z* = (|z(c(7))]), consideremos ng > méx{o(1),...,0(n2)} y veamos que
|z 4+ Aen|| < 1 paratodo || < §ytodon > ng. Notemos que por la eleccién de ng, si n > ng
entonces |z(n)| < z*(ny) y

|z(n) + Al < |z(n)|+6 < 2%(na) + 6 < 2%(ng — 1) < 2"(ng) < --- < 2%(1).

En consecuencia, si m < ny se tiene

m m

D (24 Aen) (@) =D 2 (i) < W(m).

i=1 i=1

Por otro lado, si m > ns,

Z(z—l—/\en Zz* Z Aen)” Zz* +0 < W(m).
i=1 i=1 i=1 =1
Luego, de las dos dltimas desigualdades se deduce el resultado. ]

A continuacion, nos enfocamos en los contraejemplos a la L Bp para multilineales y poli-
nomios en preduales de espacios de Lorentz. En primer lugar, enunciamos tres resultados aux-
iliares. El primero de ellos, en la misma linea que la Proposiciéon 3.2.4, nos muestra que la
propiedad LBp se verifica para funciones a valores en ¢, (que tiene la propiedad (/3)) si y
s6lo si se verifica para funciones a valores escalares. Los dos restantes, son andlogos a los
Lemas 3.2.3 y 3.2.7, pero en este caso, para polinomios definidos en el dual de un espacio de
sucesiones de Lorentz; los mismos serdn de utilidad cuando consideremos espacios reales.

Lema 3.3.3. Sean w una sucesion admisible y N € N. Luego, P(Nd,(w, 1)) tiene la LBp si y
solo si P(Nd.(w,1); c) tiene la LBp.

Lo mismo se verifica para los espacios de polinomios no-homogéneos Py (d.(w, 1)), de o-
peradores multilineales L(V d,(w, 1)) y de operadores multilineales simétricos L,(Nd,(w,1)).

Demostracién. Suponiendo que P (Y d*(w, 1)) tiene la LBp y razonando como en la Proposi-
cién 2.1.5, obtenemos que P(Vd*(w,1); Z) tiene la LBp para cualquier espacio Z con la
propiedad (/3), en particular para Z = .

Supongamos ahora que P (Y d*(w, 1);co) tiene la LBp, sean ¢, n(¢) y 3(¢) como en la
definicién de LBp y consideremos ¢ € P(Nd*(w,1)) de norma ||g|| = 1y & € By, (u1) tales
que |¢(Z)| > 1 — n(e). Fijemos un ny € N cualquiera y consideremos

Q(z) = q(@)en, € P("d"(w,1)ico), con[|Q] =1.
Por hipdtesis existen P € P(Nd*(w,1); ¢y), de norma || P|| = 1,y a” € By«(u,1) tales que
[P =1, lla" =2l <B(e) vy IP-Qf<e.

Luego es claro que ||/, o P — ¢!, o Q|| < € para todo n € N, donde (¢€/,),, es la sucesion basica
dual de los vectores candnicos (esto es, la base candnica en ¢;). En particular,

e/, o P|| = |le o P|| < & paratodon # ng
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y dado que B B
1= |[P(a")]| = sup e, o P(a”)|

resulta |e// o P(a”)| = 1. De esta forma, probamos que
leng 0 P(a")| = lleny 0 Pl =1, [la" =& < B(e) 'y llens o P —qll <&,

y en consecuencia P(Nd*(w, 1)) tiene la L Bp.

La demostracién en los casos multilineal y polinomial no-homogéneo es completamente
andloga. [

Desconocemos si este resultado sigue siendo valido cuando cambiamos ¢y por cualquier
espacio Z con la propiedad (3).

Omitimos las demostraciones de los siguientes lemas, que son similares a las de los ya
mencionados Lemas 3.2.3y 3.2.7.

Lema 3.3.4. Para el caso real, sea w una sucesion admisible en {n, N > 2, y consideremos
M el menor niimero natural tal que w € (). Supongamos que p € P(Nd*(w, 1)) alcanza
su norma en un elemento " € By, 1) que satisface la condicion (APE) y sea 1 la forma
N-lineal simétrica asociada a p.

"

(1) Sip(a”) >0 entonces limsu a’,...,d" e, M. e,) <O0.
p Prn

(ii) Sip(a”) <0 entonces liminf,y(a”,... d" e,, M. e,) > 0.

Lema 3.3.5. Para el caso real, sea w una sucesion admisible en {y, N > 2,y sea M el menor
niimero natural tal que w € (. Supongamos que p € Py (d*(w, 1)) alcanza su norma en un
elemento a" € Bg- (1) que satisface la condicion (APE).

(i) Sip(a”) >0 entonces limsup, DA/;\Z(!“”) (e,) <0.

(i) Sip(a”) <0 entonces liminf, DM]\Z(!“”) (en) > 0.

Ahora si, estamos en condiciones de probar los contraejemplos a la L Bp. Los razonamien-
tos serdn expuestos sin mucho detalle, ya que son practicamente los mismos que los de las
Proposiciones 3.2.5, 3.2.10 y 3.2.14.

Proposicion 3.3.6. Sea w una sucesion admisible, w € (, para algiin 1 < r < oo. Los
siguientes epacios no tienen la L Bp.

(a) En el caso multilineal:

i) LVd(w,1)) si N > .
() LVd.(w,1);¢0) si N > 7.
(i) L(™Vd,(w,1);4,) paratodo N € Ny todo s > r.

(b) En el caso polinomial homogéneo:
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Q) PNVd.(w,1)) si N > 1.
() P(Vdo(w,1);¢) si N > 7.
(ili) En el caso complejo, P(Nd.(w,1); ;) paratodo N € Ny todo s > r.

En el caso real, P(Nd,.(w,1); yr) para todo N € N, donde M es el menor niimero
natural tal que w € ().

(¢c) En el caso polinomial no-homogéneo:

(1) Pr(de(w,1))sik >r.
(1) Pr(de(w,1);¢o) sik >r.
(iii) En el caso complejo, Py(d.(w, 1); {s) para todo k € Ny todo s > r.

En el caso real, Py(d.(w,1);€p) para todo k € N, donde M es el menor niimero
natural tal que w € Cy; y M es par (asumimos que tal M existe).

Por otro lado, el teorema de Lindenstrauss se verifica en todos los casos anteriores.

Demostracion. (a) (i) Fijemos N > ry consideremos ¢ € £(Vd,(w, 1)) dada por
Qb(flfl, s ,.’L'N) = le(@) o 'xN(i)v
i=1

la cual esté bien definida puesto que w € /,.. Supongamos que £(Nd,(w,1)) tiene la LBp y
tomemos 0 < € < 1, n(¢) y 5(¢) como en la definicién (ver también la observacion posterior
a la misma). Luego, si Z1,...,Zn € Bg,(w,1) son tales que |¢(Z1,...,2n)| > ||@] — n(e),
existe una multilineal ) € £("d, (w, 1)) cuyas extensiones de Arens alcanzan su norma en una
N-upla (af,...,a%) € Bae(w) X -+ X Bae(wn) y tal que

|aj —Z;]| < B(e) paratodo1 <j< N y [¢—¢|<e.

Si € es suficientemente chico, el Lema 3.3.2 nos dice que cada a;’ satisface la condicion
(APE). Luego, por el Lema 3.2.13, ¢(e,, ...,e,) = 0 para n suficientemente grande. Como
d(en,...,en) =1y [|[¢ — 1| < e, obtenemos la contradiccién deseada.

(i1) Es consecuencia de (i) y el Lema 3.3.3.

(iii) Fijemos N > 1y s > r. Dado que w € /,, el operador multilineal ® € £(Vd, (w, 1);{,)
dado por ®(xy,...,zn) = (21(i) - - - xn(7))ien, estd bien definido. Luego, el resultado se de-
duce razonando igual que en el caso anterior.

(b) (1) En el caso complejo, dado que w € /{,, para cada N > r podemos definir ¢ €
P(Md,(w,1)) dado por

e}

g(x) => x@)N.

i=1
Razonando como en el caso multilineal, si suponemos que P (¥ d,(w, 1)) tiene la LBp, existen
p € PMdi(w,1))ya” € By, tales que

[p(a”)| = [Pl = llpll, o” satisface (APE) 'y |[lp—qll <e
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para algin 0 < ¢ < 1. Luego el Lema 3.2.2 nos dice que p(e,,) = 0 para todo n suficientemente
grande. Puesto que |[p — ¢|| < €y ¢(e,) = 1 para todo n € N, obtenemos la contradiccién
deseada.

De la misma manera, en el caso real consideramos ¢ € P(Vd,(w, 1)) dada por

@) = oYY (1) (i)

donde M es el menor nimero natural tal que w € /¢;;. Suponiendo que se verifica la LBp,
tenemos p € P(Nd.(w,1)) y a” € By tales que

: N!
p(a")| = |Ip|| = |Ip||, o satisface (APE) y ||p—q| < ENF
Luego, si ¢ y ¢ son las formas N-lineales simétricas asociadas apy g, resulta ||1) — ¢|| < e.
Abhora, separando en los casos p(a”) > 0y p(a”) < 0, usando el Lema 3.3.4 y razonando
igual que en la Proposicion 3.2.5 (i), obtenemos la contradiccion deseada.
El item (i1) es consecuencia de (i) y el Lema 3.3.3.
(iii) En el caso complejo, consideramos Q(z) = (x(i)");en y razonamos combinando el
Lema 3.3.2 y la demostracion en Proposicion 3.2.5 (iii).

En el caso real, procedemos nuevamente como en la Proposicién 3.2.5 (iii), usando el
Lema 3.3.2 y el Lema 3.3.4. Damos un breve bosquejo de la demostracién. Supongamos que
se satisface la LBp y consideremos Q: d,(w,1) — ¢, el polinomio continuo definido por
Q(x) = (z(1)¥1x());. En virtud del Lema 3.3.2,dado 0 < & < 1existen P € P(Vd,.(w,1); lx)
y a" € Bg(y,1) tales que

[P(a")] = |[P|| = ||P|l, o satisface (APE) y [lgoQ —qo P|| <& iy

para todo polinomio ¢ € P(*/,,) de norma uno. Ahora, sea gpq: {3y — R el polinomio
M-homogéneo de norma uno dado por

qp, a” Z >\M

donde \; = 1si P(a”)(i) > 0y A\; = —1 en otro caso. Luego qpar o P € P("Md, (w,1)) es
tal que su extension de Aron-Berner alcanza la norma en a”, més atin gp,» o P(a”) = || P|™.
Por otro lado,

qpar 0 Q") = 2" (1)MW1 Z Mg ()M, paratodo 2" € d*(w, 1),

de forma que ||gpq o Q|| = ||Q||*. Consideremos ¢ y ¢ las formas N M-lineales simétricas
asociadas a gp.» © Py qpo o (), respectivamente, que verifican ||¢) — ¢|| < e. Puesto que
qrq © P(a”) > 0, el Lema 3.3.4 nos dice que

limsup¢(a”,...,a" e,, M. e,) <O. (3.18)
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Por otro lado,
(NN p(a”, ... a" en, M. en) = AN a" (1)L, (3.19)

A partir de aqui, la demostracion es completamente andloga a la de la Proposicion 3.2.5 (iii).

(c) En este caso, razonamos como en la Proposicién 3.2.10 (i) y (iii), en combinacién con los
Lemas 3.3.2 y 3.3.5. [

Observacion 3.3.7. (i) Enla definicion de la propiedad L Bp para operadores multilineales,
se podria pedir una condiciéon formalmente mas débil sobre V: que simplemente una de
sus extensiones de Arens alcance su norma en (af, . .., a%,). No sabemos si la definicién
correspondiente a esta condicidn, es equivalente a la dada. De cualquier manera, la de-
mostracion anterior prueba que incluso esta version débil de la L Bp no se satisface en
ciertos espacios de formas y operadores multilineales.

(i) El item (a) (iii) de la proposicién anterior nos muestra que, si w € £, la inclusiéon
candnica d,(w,1) — ¢, es un contracjemplo a la L Bp para operadores lineales. Este
nuevo ejemplo se suma al Ejemplo 1.4.14 dado en [7].

(iii) Notar que los mismos contraejemplos dados en el caso multilineal, sirven de contraejem-
plos en el caso multilineal simétrico. Se deduce entonces que los espacios L, (N d,(w, 1))
y L.(Nd.(w,1);¢c0) para N > ry L,(Vd,(w,1);(,) para N € Ny s > r, no tienen la
LBp.

(iv) Al igual que hicimos en la seccion anterior, si consideramos el espacio de Banach Z,
renormamiento de ¢y, tal que Z y Z” son estrictamente convexos, entonces para cualquier
sucesion admisible w y cualquier N € N, la demostracion de (a) (iii) sigue siendo valida
para L(Vd,(w, 1); Z). Lo mismo sucede, en el caso complejo, con las demostraciones de
(b) (iii) y (c) (iii) para P(Nd, (w,1); Z) y Pe(du(w, 1); Z).

Finalizamos la seccion con un contraejemplo a la L Bp en el caso holomorfo. Cabe destacar
que el contraejemplo es el mismo que el exhibido en el Ejemplo 1.4.14, donde se muestra que
L(co; Z) no tiene la LBp.

Proposicion 3.3.8. El espacio A, (co; Z) no tiene la LBp.

Demostracion. Supongamos que se satisface la LBp y consideremos ) € A,(cy; Z) dada por
Q(z) = x, que verifica ||Q(e,)||z > 1 para todo n € N. Como ya mencionamos anteriormente,
es facil ver que los elementos en B,__ verifican la misma propiedad demostrada en el Lema 3.3.2
para los elementos en By, 1). Luego, fijado 0 < 6 < 1, la LBp nos asegura que existen
feAc; Z2)yd € B, tales que

IF(@) = 1Ifl = Ifll, a” satistace (APE) parael § fijado y algiinn, y ||Q— f|| <€

para algin 0 < € < §/2.
Ahora, si n > ng, el Lema 3.2.11 nos dice que la funcién

g5 {IAl < 6/2} — z"

0.(\) = F(a" + Ae,)
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es holomorfa y verifica Dlg?(O) = 0. Por otro lado, si g_(A) = Q(a” + Ne,) entonces 9, s
holomorfa y D! 95(0)()\) = A\Q(e,). Entonces, por las desigualdades de Cauchy obtenemos

L 2
672 Lo g =9,V < 5@ = 11l

lo que nos da la contradiccion deseada. []

1 < |[D'g,(0) - D'g,(0)]] <



Capitulo 4

Versiones fuertes de Lindenstrauss y
Bishop-Phelps

Este capitulo puede pensarse como una especie de apéndice de los Capitulos 2 y 3. Mediante
las mismas técnicas de linealizacion a través de productos tensoriales utilizadas en el Capitu-
lo 2, en la Seccién 4.1 probaremos una version fuerte del teorema Lindenstrauss en A, (X; Z)
bajo las hipdtesis usuales de separabilidad y propiedad de aproximacidn sobre los espacios de
salida y de dualidad y propiedad (/3) sobre los de llegada. En la Seccién 4.2, volveremos sobre
los preduales de Lorentz para mostrar contraejemplos a las correspondientes versiones fuertes
de Bishop-Phelps.

En este capitulo, todos los espacios de Banach que consideremos serdn complejos.

4.1. Version fuerte de Lindenstrauss

Si bien hemos visto en la Seccién 3.2.3 un contraejemplo al teorema de Bishop-Phelps
en el caso holomorfo a valores vectoriales, hasta donde sabemos, se desconoce adn si vale
el teorema de Bishop-Phelps en A, (X), es decir, en el caso escalar. En [6], se estudia una
version levemente diferente del teorema de Bishop-Phelps en .4, (X). Especificamente, dados
0<s<l1lyfe A, (X) seconsidera

1flls = sup{[f(2)| - [l«]| < s},

lo cual define una norma en A, (X) (notar que cuando s = 1 se obtiene la usual norma supremo
|| - Luego, es natural preguntarse acerca de la densidad de funciones en .4, (X ) que alcanzan
lanorma || - || ;. Nos referiremos a este tipo de resultados (es decir, de densidad de funciones que
alcanzan la norma || - ||s) como versiones fuertes del teorema de Bishop-Phelps. En estos casos,
vamos a especificar cuidadosamente cuando consideremos la norma supremo || - || o alguna otra
norma || - ||s. La siguiente observacion nos muestra por qué a estos resultados se los denomina
versiones fuertes.

Observacion 4.1.1. Sean X, Y espacios de Banach cualesquieray sean 0 < s < sg < 1. Note-
mos que si las funciones que alcanzan la norma || - || son || - ||s,-densas en A, (X;Y) (esto es,
densas cuando se considera la norma || - ||, ), entonces se verifica el teorema de Bishop-Phelps.
De hecho, dados h € A,(X;Y) ye > 0 tomemos un polinomio ) tal que ||h — Q| <e/2y

69
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consideremos @, definido por @, (-) = Q(2-). Por hipétesis, hay una funcién f € A,(X;Y)
que alcanza la norma |- ]lsy tal (iue 1Q, — fllso < &/2. Ahora, si definimos f, € A,(X;Y)

como fy(-) = f(s-), entonces f, alcanza la norma supremo || - || y || fs|]| = || f||s. Por otro lado,
1Q — fsll = 11Q, — flls < |Q, — fllsv < €/2y en consecuencia ||h — f,|| < e. Esto nos

muestra que se verifica el teorema de Bishop-Phelps en A, (X;Y).

Volviendo a lo mencionado anteriormente, en [6, Corolario 4.5] se demuestra el siguiente
resultado, el cual mejoraremos en la Seccién 4.2. El mismo, nos muestra que los preduales
de Lorentz sirven como contragjemplo a las versiones fuertes de Bishop-Phelps en el caso
holomorfo a valores escalares.

Teorema 4.1.2. Sea w una sucesion admisible, w € (5\l1. Dado 0 < s < 1/e, el conjunto de
funciones en A, (d.(w, 1)) que alcanzan la norma || - ||s no es || - ||-denso en A, (d.(w, 1)).

Teniendo en cuenta este resultado, resulta natural preguntarse si se verifican las corres-
pondientes versiones fuertes de Lindenstrauss en A,. El objetivo de esta seccion es dar una
respuesta parcial positiva a este problema. En ese sentido, probaremos el siguiente resultado.

Teorema 4.1.3. Sean 0 < s < 1, X un espacio de Banach cuyo dual es separable y tiene la
propiedad de aproximacion 'y Z un espacio dual o un espacio de Banach con la propiedad (3).
Luego, el conjunto de polinomios de X a Z cuya extension de Aron-Berner alcanza la norma

| - |lses | - ||-denso en A,(X; Z).

Los argumentos que utilizaremos para la demostracion, son ligeras modificaciones de aque-
llos utilizados para las demostraciones de los teoremas de Lindenstrauss vistos en el Capitulo 2.
Como es de esperar, mostraremos una variante de la férmula integral probada en el Lema 2.2.5
y extenderemos el Lema 2.2.6 sobre el teorema de Lindenstrauss a valores en espacios con
propiedad (), pero para el caso de versiones fuertes.

En primer lugar, enunciamos la siguiente version mds general del conocido teorema de
Bishop-Phelps; la misma se enuncia en el comentario final de [21], el mismo articulo en el cual
Bishop y Phelps demuestran su famoso teorema (ver también [22]).

Sea X un espacio de Banach real, C' C X un conjunto acotado, cerrado y convexo y sea
C*={pe X' : ¢(a) =supp(x), paraalgina € C}.
zeC
Luego C* es denso en X'. Si ademds C es balanceado, luego para X un espacio de Banach

real o complejo C* = {p € X' : |p(a)| = sup,cc |¢(2)|, paraalgiina € C} es denso en
X'

Dados X e Y espacios de Banach, recordemos que
k .
G = @ ((@in)®ﬂY> conlanorma |jullg, = sup |{u,Q)],
=0 QEBp, (x;v/)

es el espacio predual de P, (X;Y") definido en la Seccién 2.2. Ahora, dado 0 < s < 1 consi-
deremos el subconjunto

Ck,s:{uEGk: sup |<U7Q>|§1}7
\

1Qlls<1
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que resulta ser acotado, cerrado, balanceado y convexo. Siguiendo las mismas ideas que en el
Lema 2.2.4, vemos que

sup |Lp(u)| = ||P|ls paratodo P € Pn(X;Y"), 4.1)

uGCk,S

donde Lp € G, estd dado por Lp(u) = (u, P). En efecto, puesto que u € Cj, ; tenemos

k
24
~ )

lo cual implica sup,,c¢, . |Lp(u)| < ||P||s. Por otro lado, dado € > 0, si consideramos zy € Bx
e yo € By tales que |P(szo)(yo)| > [|Plls — ey

| Lp(u)] =[Pl <Pl sup [, @) < (125,

Qlls<

k
UOZZS$0® " ® sTo @ Yo,
j=0

entonces uy € Cis ¥ |Lp(uo)| = |P(sx0)(yo)| > ||P|ls — €, lo que nos muestra la otra de-
sigualdad.

Para los elementos en Cj,, tenemos la siguiente generalizacion de la férmula integral
probada en el Lema 2.2.5, cuya demostracion es andloga a la del mencionado resultado. Nos
enfocaremos solamente en los puntos en que difiere de esta dltima.

Lema 4.1.4. Sean 0 < s < 1y X, Y espacios de Banach tales que X' es separable y tiene la
propiedad de aproximacion. Luego, para cada v € Cy, 5 existe una medida regular de Borel .,
en (sBxn,w*) x (Byn»,w*) tal que ||p,|| < 1y

(u, P) :/ P2 (") dpu (2,9, 4.2)
BX//XBy//
para todo P € Pi(X;Y").

Demostracion. Primero probamos la férmula para el conjunto Py (X;Y”) de polinomios de
tipo finito de grado a lo sumo k. Consideremos en este espacio la norma ||- ||, con la cual resulta
un espacio de Banach. Mds aun, (P, (X;Y”), | - ||s) puede verse como subespacio isométrico
de C(sBx» x Byn), con las bolas s Bx~ y By~ dotadas de la topologl’a débil-*, identificando ca-
da polinomio P € P;;,(X;Y") con la funcién (z”,y") — P(z")(y"). La isometria se chequea
ficilmente usando la igualdad | P||s = || P||s, lo cual se deduce del teorema de Davie-Gamelin
[41] y notando que si tomamos Ps(-) = P(s-) entonces (P), = P,.
Ahora, dado u € C}, ; se define

Au s (Pra(X:Y') |- [ls) — C
Au(P) = (u, P),

que verifica ||A,|| < 1. Luego, el teorema de Hahn-Banach nos permite extender A, a una
funcional lineal continua en C(sBx» X Byn) preservando la norma, y por el teorema de re-
presentacion de Riesz, hay una medida regular de Borel i, en (sBx», w*) x (By~,w*) tal que

|l < 1y
A(f) = / f@", y")dp (2", y")
BX” XBle
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para f € C'(sBx» X Byn); notar que seguimos llamando A, a su extensién a C(sBx» X Byn).
En particular, tomando f = P € Py;(X;Y”) obtenemos la férmula integral para polinomios
de tipo finito.

A partir de aqui, la demostracion sigue de la misma manera que el Lema 2.2.5. [

A continuacién, probaremos la extension del Lema 2.2.6 al contexto de versiones fuertes.
Incluimos la demostracion, que es andloga a la de aquel resultado. En la misma, se puede ver
facilmente que si cada funcién en A4, (X)) se aproxima por polinomios cuya extension de Aron-
Berner alcanza la norma || - ||s, entonces el conjunto de polinomios de X a Z cuya extension de
Aron-Berner alcanza la norma || - || es || - ||-denso en A, (X; Z).

Lema 4.1.5. Sea Z un espacio de Banach con propiedad ([3). Luego, si se verifica una version
fuerte del teorema de Lindenstrauss para A,,(X) entonces se verifica para A,(X; 7).

Demostracion. Sea 0 < s < 1 tal que el conjunto de funciones en A, (X) cuya extension de
Aron-Berner alcanza lanorma ||-|| es ||-||-denso en A, (X), y sean { (24, 9a) : @« € A} C Zx 2’
y 0 < XA < 1 como en la Definiciéon 1.4.2 de espacio con propiedad (). Sean ¢ > 0y
h € A,(X;Z) que podemos suponer, sin pérdida de generalidad, de norma ||2||; = 1. Notar
que

1= [hls= Sl;p g © Blfs.

En efecto, si consideramos hs(-) = h(s-), puesto que Z tiene la propiedad ([3), se verifica
facilmente que
1= [[hfls = [lhs] = sup [|ga © hs|| = sup [|ga o A|s.

Luego podemos tomar «y tal que ||gq, © hlls > 1 — #. Ahora bien, por hipdtesis existe
e(1-X)

fo € Au(X), que podemos suponer de norma || fo|s = [|ga 0% |5, tal que || ga,0h— fol| < ==

y fo alcanza lanorma | - ||, digamos, en a” € sBxn. Definamos f € A,(X; Z) como

f(@) = h(z) + ((1+ &) fo(x) = gag © A()) 24
y notemos que || — f|| < e||foll + |gag 0 h — fol| <e+e(l—A) < 2e.
Luego, s6lo resta ver que f alcanza la norma || - ||,. Por un lado, para todo « se tiene

lga o flls < lga o hlls + |ga(za0)| (€l folls + 1 fo = Gao © Rlls)
11— 1+
< 1+)\(5+¥) §1+M

2
y por otro lado, dado que g, © f = (1+&)fo ¥ | folls = [[gay © hls > 1 = <72, resulta
e(l—A (1 4+ X\
Hgaoost Z (1+8) (1—%) Z 1+%

Puesto que || f||s = sup, [[ga © fl|s, de las desigualdades anteriores deducimos que || f|[s =
||gay © fl|s- Recordando que fy alcanza la norma | - [|s en a” y notando que ga, o f(z") =
f(2")(gay ), Obtenemos

s = llgao © flls = (L + &)l folls = (1 + &)l fo(a”)]
= (@) (gao)| < ()] < 1 £]ls-

Esto prueba que f alcanza la norma, que es lo que queriamos demostrar. O]
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Ahora si, estamos en condiciones de probar la version fuerte del teorema de Lindenstrauss.

Demostracion del Teorema 4.1.3. Bastara ver el caso en que Z es un espacio dual, digamos
Z =Y', yaque de aqui se deduce el caso a valores escalares y por el Lema 4.1.5 se obtiene el
resultado para cualquier espacio Z con propiedad (/3).

Sean h € A,(X;Y’) ye > 0. Puesto que las funciones en .4, (X;Y”) son limite uniforme
de polinomios, existe un polinomio @) € Py(X;Y”) para algin k& € N, tal que ||h — Q|| < /2.
Consideremos su funcional lineal asociada Ly € Gj. La versién mds general del teorema de
Bishop-Phelps mencionada al principio, nos dice que existe una funcional L = Lp € G} tal
que

Lo~ Lol <5 v |Ep(mo)| = sup [Lp(u)| paraalgin u € Ci.
ucCg, s

donde P es un polinomio en Py (X;Y"). Notar que por (4.1) tenemos que ||P||s = |Lp(uo)|.
Ahora, si p,,, es la medida regular de Borel en sBx» x By~ dada por el Lema 4.1.4, resulta

1Plls = [Lp(uo)| < / [P(")(y")] dlpruo| (2", ") < [Pl ol < 1P
SBX//XBYu
En consecuencia, P alcanza lanorma || - ||, y ||h — P|| < ¢. Esto demuestra el teorema. O

Observacion 4.1.6. Si 0 < s < sy < 1, bajo las mismas hipdtesis sobre los espacios X y Z, el
teorema anterior implica trivialmente la || - ||;,-densidad en A, (X; Z) de aquellos polinomios
cuya extension de Aron-Berner alcanza la norma || - ||s. En particular, el conjunto de polinomios
cuya extension de Aron-Berner alcanza la norma || - ||s es || - ||s-denso en A, (X; Z). Esta
ultima version “fuerte” es en realidad equivalente al Lindenstrauss holomorfo probado en el
Teorema 2.2.2. En efecto, que una version fuerte implica el teorema de Lindenstrauss se deduce
razonando como en la Observacién 4.1.1. Para la reciproca, tomemos h € A, (X;Z)ye > 0,y
consideremos hy € A, (X; Z) definida por hs(-) = h(s-). Por hipdtesis existe un polinomio P

tal que ||, — P|| < ¢ y P alcanza la norma supremo || - ||. Ahora, si definimos P, (-) = P(L.),
es claro que ||P, || = ||P| y que P, alcanza la norma || - ||5. Por otro lado, es sencillo ver
que [|[h — P ||s = ||hs — P|| < &, lo cual nos muestra que se verifica la version “fuerte”

de Lindenstrauss con sq = s. Resulta clave aqui, que la funcién P que aproxima a h, es un
polinomio y no cualquier funcién en A, (X;Y"). De otra forma, no podriamos definir P, .

Notemos que si h € H®(B%;Z) y 0 < sy < 1, la funcién hy,(-) = h(sy-) pertenece a
A, (X; Z). En consecuencia, dados 0 < s < sp < 1, si X’ es separable y tiene la propiedad
de aproximacion y Z es un espacio dual o tiene la propiedad (/3), entonces el conjunto de poli-
nomios cuya extensién de Aron-Berner alcanza la norma || - ||, es || - ||s,-denso en H®(BY%; Z).
No sabemos si lo mismo sigue siendo vélido cuando sy = 1.

4.2. Contraejemplos a la version fuerte de Bishop-Phelps

Como mencionamos al comienzo de la seccidn anterior, desconocemos si vale el teorema
de Bishop-Phelps en A, en el caso a valores escalares. Sin embargo, en [6] se introdujeron las
versiones fuertes de este teorema y, recurriendo a los cldsicos preduales de espacios de Lorentz,
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se mostraron contracjemplos a algunas de ellas (ver Teorema 4.1.2). Cabe destacar que las
correspondientes versiones fuertes del teorema de Lindenstrauss probadas en el Teorema 4.1.3
si se verifican en estos casos. En esta seccidn, extenderemos los contraejemplos a las versiones
fuertes de Bishop-Phelps probados en [6]; en todos los casos, se verifican las correspondientes
versiones fuertes de Lindenstrauss.

En primer lugar, probamos el siguiente lema anédlogo a los Lemas 3.2.8 y 3.2.6. Recordemos
(ver Seccion 3.1) que dado X un espacio de Banach de sucesiones, decimos que © € By tiene
la propiedad (APE) si

dnge Ny d>0 talesque ||+ Xe,|| <1, VIA<dy n>ny.

En lo que sigue, dado 0 < s < 1, diremos que un elemento a € sBx tiene la propiedad
(s-APE) si

dnge Ny §>0 talque |[a+ Xey| <s, VA <dy n>ng. (s-APE)

Es claro que z € By satisface la propiedad (APE) si y sélo si a = sz € sBy satisface la
propiedad (s-APE). En particular, como era de esperar, todo elemento en la bola sB,, o en
sBg, (w,1) satisface la propiedad (s-APE).

Lema 4.2.1. Sea X un espacio de Banach de sucesiones e Y un espacio estrictamente convexo.
Sean 0 < s <1y f e A, (X;Y).

(i) Fijemos s < sg < 1y consideremos a € sBx. Luego

D’ f(a) 1
el e 4
J: (s0 = s)
para todo j > 1.
(ii) Supongamos que f alcanza la norma || - ||s en un elemento a € sByx que satisface la

propiedad (s-APE) para ciertos ng € Ny 6 > 0. Luego, D’ f(a)(e,) = 0 para todo
J=1lyn=mne.

., . .. 0 . .,
Demostracion. (i) Fijemos r = so — ||a]| y * € By, y consideremos la funcion holomorfa de
una variable

gr {N <1} — Y
A = fla+ drz).

Por las desigualdades de Cauchy tenemos HDJz—{(O)H < suppy<1 lgr (M < [ fls, para todo
j > 1. Ahora, notando que D?g;(0) = r/ D7 f(a)(z) deducimos

D’ f(a)(x)

r ,
!

\ < Il

y dado que =z € B;)( era arbitrario, queda probado (i).
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(#1) Fijado n > ng, dado que f alcanza la norma || - || en a, el mddulo de la funcién
holomorfa

{]A <é} — Y
A= fla+ Aep)
alcanza un maximo local en el origen. Luego, esta funcion es constante por el principio de

7 2z . o
moédulo maximo. Por otro lado, puesto que ||a|| < s < 1y f es holomorfa en By, podemos
considerar la expansion en serie de f en a,

= Dif(a ,
@) = fla+2e) = f(a) + 3 P e
=1 7
para todo [A| < 0. Luego, 0 = > %, %(en))\j para todo |A\| < 0 y en consecuencia

Dif(a)(e,) = 0 paratodo j > 1. O

La siguiente proposicion mejora el Corolario 4.5 de [6] enunciado en el Teorema 4.1.2. La
demostracion es andloga a aquella de la Proposicién 3.2.9.

Proposicion 4.2.2. Sean Y un espacio estrictamente convexo y w una sucesion admisible tal
que w € (y para algiin N > 2. Dados 0 < s < sq < 1, existe un polinomio N-homogéneo
que no puede ser aproximado en la norma || - ||s, (ni, en particular, en la norma supremo || - ||)
por elementos de A, (d.(w,1);Y) que alcanzan la norma || - ||s.

Demostracion. Fijemos un elemento de norma uno yo € Y y definamos @ : d,(w,1) — Y

como
Q(z) = (Zx(z‘)N) Yo-

=1

Luego Q € P(Md,.(w,1);Y) y su restriccién a la bola By, (1) pertenece a A, (d.(w,1);Y).
Tomemos ahora una funcién f € A,(d.(w, 1);Y) que alcanza su norma || - || en un elemento
a € $Bq, (). Por el Lema 4.2.1 (ii), existe un ng € N tal que D7 f(a)(e,) = 0 para todo j > 1

N N
y todo n > nyg. Por otro lado, tenemos DTQ!(“) = () y en consecuencia ||DTQ!(CL)(en) | = 1 para

todo n € N. Luego, si n > ng, el Lema 4.2.1 (i) nos dice que

DNQ(a) DV f(a) 1
1 g —_— n) — n S - S
H N‘ (6 ) N‘ (e ) (50 _ 3)N HQ f|| 0
y en consecuencia () no puede ser aproximado (en la norma || - ||s,) por una funcién f €

A, (d.(w,1);Y) que alcanza su norma || - ||s. O
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Como consecuencia de la proposicién anterior, tomando A, (d.(w, 1)) con w € ¢, para
algin 1 < r < oo obtenemos, en el caso a valores escalares, los ejemplos de espacios para
los cuales las versiones fuertes del teorema de Bishop-Phelps fallan, pero las correspondientes
versiones fuertes del teorema de Lindenstrauss se verifican. Notar que tanto el Lema 4.2.1
como la Proposicion 4.2.2 siguen siendo véalidos si consideramos H OO(B; (w,1)} Y') en lugar de
Ay (d(w, 1);Y).

En relacion con los resultados para funciones a valores en un espacio con la propiedad (),
tenemos la siguiente proposicion andloga a la Proposicion 3.2.4.

Proposicion 4.2.3. Sea X un espacio de Banach. Una version fuerte del teorema de Bishop-
Phelps se verifica en A,(X) si y sélo si se verifica en A,(X; Z) para todo (o algiin) espacio
de Banach Z con la propiedad ([3).

Demostracion. Supongamos primero que se verifica una version fuerte de Bishop-Phelps en
A, (X). Luego, siguiendo la demostracion del Lema 4.1.5, notando en este caso que fj alcanza
la norma (en lugar de su extensién de Aron-Berner) y en consecuencia f alcanza la norma, se
prueba que la version fuerte de Bishop-Phelps se verifica en A4, (X ; Z) para cualquier espacio
Z con la propiedad (/3).

Para la reciproca, vamos a seguir la demostracion de la Proposicion 3.2.4. Supongamos que
las funciones en A, (X; Z) que alcanzan la norma || - || son || - ||-densas en A, (X; Z) para
algin espacio Z con la propiedad (), y sean {(24,9a) : €« € A} C Zx Z'y0 < A < 1como
en la definicion de propiedad (). Consideremos A < \g < 1,6 < A\g — Ay h € A,(X) con
|h]ls = 1, y veamos que h puede ser aproximada por funciones que alcanzan la norma || - |[s.
Fijemos oy € A y tomemos

ho(z) = h(x)z4, € Au(X; 2).

Por hipétesis, existe fy € A, (X; Z) que podemos suponer de norma || fo||s = 1, que alcanza
sunorma || - ||s en algin a € sByx y tal que ||hg — fo|| < e. Luego, ||ga © ho — ga © folls <
|ga © ho — ga © fo|| < € paratodo o € A y en consecuencia

lga © folls <€+ ||gaoholls <e+ A< Ay paratodo o # . (4.3)

Ahora bien, puesto que
L= lfol@)lls = sup |ga(fo(a))].

de la desigualdad (4.3) se deduce que |ga, © fo(a@)| = ||gae © folls = 1. Porlo tanto, f = g, © fo
alcanza la norma || - || y ademds, notando que h = g,, © hyg, se tiene ||h — f|| < e. Esto
demuestra el resultado. O]

Finalmente, tenemos las siguientes equivalencias en el mismo espiritu que las de las Proposi-
ciones 3.2.1 y 3.2.9. Ver también [8, Proposicion 2.6] donde, con las mismas herramientas, se
prueba una equivalencia similar.

Corolario 4.2.4. Sean 0 < s < 1, w una sucesion admisible y Z un espacio de Banach con la
propiedad ([3). Son equivalentes.

(i) El conjunto de funciones en A, (d.(w, 1)) que alcanzan la norma || - ||5 es || - ||-denso en

Au(di(w, 1)).
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(ii) El conjunto de funciones en A, (d.(w,1); Z) que alcanzan la norma || - ||5 es || - ||-denso

en A, (d(w,1); Z).
(iii) w ¢ ly para todo N € N.

Demostracion. En virtud de la Proposicion 4.2.3, basta probar la equivalencia (1) < (iii).

La implicacién (i) = (iii) se deduce de la Proposicion 4.2.2. Para la reciproca, procediendo
como en la Proposicién 3.2.9 vemos que si w ¢ {y, entonces el conjunto de polinomios en
Py (di(w, 1)) que alcanzan la norma || - [|s es || - [|-denso en Py (d.(w, 1)). En efecto, siw ¢ {
entonces w ¢ (; para todo j < N y en consecuencia P(?d,(w,1)) = Pysc(?di(w,1)) para
todo j < N. Esto implica que Px(d,(w, 1)) = Py wse(ds(w, 1)) y, como consecuencia de [44,
Proposicién 10], todo polinomio en Py (d.(w, 1)) se aproxima por sumas finitas de polinomios
de la forma €; (-)---€; (-) con iy,...,i; € Ny j < N, donde (€;); es la base candnica de
d(w, 1). Dado que estos polinomios alcanzan la norma || - ||, esto prueba que el conjunto de

polinomios en Py (d.(w, 1)) que alcanzan la norma || - ||s es || - ||-denso en Py (d.(w, 1)).

Luego, si w ¢ {y para todo N € N, el conjunto de polinomios que alcanzan la norma
| - ||s es denso en el espacio de polinomios P(d,(w, 1)) (de cualquier grado). Entonces, dada
h € A.(d.(w,1)) y e > 0, podemos considerar un polinomio ¢ tal que ||h — q|| < /2,y
luego un polinomio p que alcanza su norma || - ||, tal que ||¢ — p|| < /2. Esto demuestra la
implicacién (iii) = (i). O
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Capitulo 5

Teoremas de Lindenstrauss y
Bishop-Phelps en ideales

En este capitulo, abordaremos resultados del tipo Lindenstrauss y Bishop-Phelps en ideales
de operadores multilineales. En la Seccion 5.1 probaremos que, bajo ciertas hipotesis natu-
rales, si un operador multilineal pertenece a un ideal de Banach entonces puede ser aproxi-
mado, en la norma del ideal, por multilineales pertenecientes al mismo ideal y tales que sus
extensiones de Arens alcanzan sus normas (supremo) en el mismo punto. En particular, ob-
tendremos teoremas de Lindenstrauss multilineal en cualquier ideal de formas trilineales y de
operadores bilineales. Esto extiende los resultados del tipo Lindenstrauss multilineal probados
en [11]. También mostraremos ejemplos de ideales de multilineales satisfaciendo las hipétesis
naturales mencionadas anteriormente y, en consecuencia, satisfaciendo el teorema de Linden-
strauss. Por ultimo, probaremos que el teorema de Lindenstrauss se satisface en cualquier ideal
de polinomios 2-homogéneos, lo cual extiende al marco de ideales el Lindenstrauss polinomial
2-homogéneo demostrado en [20, 38]. En la Seccion 5.2 estudiaremos versiones cuantitativas
(del tipo Bollobas) de los teoremas de Lindenstrauss y Bishop-Phelps en ideales de multilin-
eales. Mostraremos que las propiedades de Lindenstrauss-Bollobas (L Bp) y de Bishop-Phelps-
Bollobas (B P Bp) son equivalentes en ideales de operadores definidos en espacios de Banach
que son L-sumandos en sus biduales y veremos un contragjemplo a estas propiedades para
cualquier ideal de operadores multilineales definidos en ¢; X - - - x £;. También probaremos un
resultado del tipo Bishop-Phelps cuantitativo para ideales de operadores definidos en espacios
uniformemente convexos.

Idea detras de las demostraciones en ideales

Siguiendo la linea de la demostracion del teorema de Lindenstrauss [65, Teorema 1], varias
demostraciones relativas a resultados sobre densidad de funciones que alcanzan la norma, se
basan en considerar una funcién cualquiera en el espacio en que estemos trabajando (ya sea
de operadores lineales, multilineales o polinomios) y construir recursivamente una sucesion
de funciones que “casi” alcanzan la norma (o cuyas extensiones al bidual “casi” alcanzan la
norma) que converge a una funcion que alcanza la norma (o cuyas extensiones la alcanzan) y
aproxima a aquella dada originalmente.

Para probar resultados en ideales, nos enfocaremos en las demostraciones de este tipo y
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veremos que si tomamos una funcién cualquiera en un ideal, la sucesidon que se construye re-
sulta ser una sucesion de funciones que también pertenecen al ideal y la convergencia a la
funcién que alcanza la norma es una convergencia en la norma del ideal. Esto probard los re-
sultados deseados. Cabe destacar que cuando hablamos de resultados del tipo Lindenstrauss o
Bishop-Phelps en ideales, las funciones que son densas en el espacio son aquellas que alcan-
zan la norma supremo (como en toda esta clase de resultados), pero la densidad a la que nos
referimos es en la norma del ideal y, por ende, resulta mas dificil que la densidad en la norma
supremo ya que la topologia del ideal es mas fuerte que la usual.

5.1. Lindenstrauss multilineal en ideales

En esta seccidon, demostramos teoremas del tipo Lindenstrauss en ideales de multilineales
y polinomios. Los principales resultados serdn el Teorema 5.1.3, donde se prueba el teorema
de Lindenstrauss para ciertos ideales de formas multilineales que denominamos estables, y el
Teorema 5.1.13, donde se prueba el teorema de Lindenstrauss para cualquier ideal de poli-
nomios 2-homogéneos. También, exhibimos ejemplos que nos muestran que la estabilidad es
una propiedad natural, verificada por la gran mayoria de los ideales conocidos; en consecuen-
cia, en todos ellos se verifica el teorema de Lindenstrauss.
Comenzamos recordando un poco de notacién que utilizaremos a lo largo de todo el capitu-
lo. Dados los espacios de Banach X;,..., Xy,Y, denotamos X al espacio producto X; X
- x Xy y LIVX;Y) al espacio de operadores N-lineales continuos ®: X — Y. Tam-
bién, denotamos Bx a la bola unidad de la N-upla X dotada con la norma supremo, es decir,
Bx = Bx, x++-x Bx, y Sx = Sx, X+ x Sx, alaesfera. Por otro lado,dada ® € L(VX;Y)
recordemos que las V! extensiones de Arens (ver (1.4)) se obtienen por w*-densidad y cada
una de ellas depende del orden en el cual se extienden las variables. La extension canénica
®: X/ x - x Xl{; — Y viene dada por

B " * ‘ ;
O(2f,...,2y) =w" —lm.. . MM P(z14,,...,TNay)
a1 an
donde (zj4,)a; € X es unared (acotada) w*-convergente a 2y € X7, j=1,..., N.

A continuacion, la definicion de ideal de operadores multilineales dada por Pietsch en [75].

Definicion 5.1.1. Un ideal normado de operadores N-lineales es un par (U, || - ||u) que para
cada N-upla de espacios de Banach X = X X --- X Xy y para todo espacio de Banach'Y,
satisface:

() UX;Y) = UNLNX;Y) es un subespacio lineal de L(NX;Y) y || - || define una
norma en este espacio.

(i1) Para cada N-upla de espacios de BanachZ = Z, X --- X Zy, cada espacio de Banach
W'y operadores T; € L(Z;;X;), 1 <i < N,Se LY;W)y®eclU(X;Y), el operador
N-lineal S o ® o (T, ...,Tn): Z — W dado por

Sodo (Th s >TN)<217 s 7ZN) = S((p(Tl(Zl)? s aTN(ZN)>)
pertenece ald(Z; W) con ||So®o (T, ... Tn)|lu < ISP T -- - | Tw]|-
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(ii) (z1,...,2N) = 21 2y pertenece a U(CY; C) y tiene norma || - ||y igual a uno.

Si (UX,Y), || - |l) es completo para todos X e Y, decimos que (U, || - ||u) es un ideal de
Banach de operadores N-lineales. En el caso a valores escalares, esto es, cuando solamente
consideramos Y = W = K en (i) y (i1), decimos que U es un ideal de formas N-lineales y
simplemente notamos U (X).

Notemos que una combinacién de (ii) y (iii) nos muestra que || - | < || - ||/ para cualquier
ideal U. En efecto, con la misma notacién de antes, consideremos & € U(X;Y) y sean
(ay,...,an) € Bx tales que ||®(ay,...,an)|| > ||®| — € para un ¢ > 0 dado. Por otro
lado, paracada 1 <i < N seaT;: C — X, dado por T;(z;) = za,. Luego,

¢O(T17--',TN)<Z1,-~,ZN) :Zl"'ZN‘I)<a1,-~,aN)

y por (iii) resulta | o (71, ...,Tn) |l = ||®(a1,...,an)| > ||®|| — e. Finalmente, esto junto
con la propiedad (ii) nos dice que

[P =& < [®o(Th,. .., Tw)llu < ([Pl Tl (1 Tw ][ < [Pl

y dado que el £ > 0 era arbitrario, resulta | ®|| < ||®||,, como se queria probar. Esto nos muestra
que, como deciamos al comienzo, la densidad en la norma del ideal que queremos demostrar
en los resultados de este capitulo es mds dificil que la densidad en la norma usual.

Paracada N € Nycadaj = {ji,...,J,} subconjuntode {1,...,N}conj; < jo <--- <
Jp» definimos Pj: X — X la proyeccion dada por

xr if kej
‘Pj(x17"‘7‘rN> = (ylu'..ny)7 donde yk:{ Ok lf k%; .

Si j° denota el complemento de jen {1,..., N}, entonces P, + Pjc = Idx, la identidad en X.

Definamos a continuacion la propiedad de estabilidad para ideales de formas multilineales,
que serd suficiente para la validez de un teorema del tipo Lindenstrauss.

Definicion 5.1.2. Decimos que un ideal de formas N-lineales U es estable en X si existe una
constante K > 0 tal que para todo a = (ay,...,ay) € X ytodoj C {1,..., N}, la funcion
Via: LVX) — L(VX) definida por

Via(9)(x) = ¢(F5(x) + Pie(a)) ¢(Fi(a) + Fye(x)) (5.1)
satisface
Via(¢) € U(X) paratodop € UX) y |[Via(d)llu < Kldlgllai]l - llan].  (5:2)

Para darnos una idea de lo que significa ser estable, tomemos N = 4y j = {1,2}. En este
caso, lo que se le impone a una forma 4-lineal ¢ € U(X) es que

(.ﬂUl, Lo, X3, [L‘4) = ¢(x17 Zo,as, a4) Qs(a/l» ag, T3, $4)

también pertenezca a U/ (X) para todo (ay, . .., a4), con cierto control sobre la norma.
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El siguiente es el resultado principal de esta seccion. La demostracion esta basada en aque-
llas de [11, Teorema 2.1 y Corolario 2.5] donde se demuestran, respectivamente, los teoremas
de Lindenstrauss para formas multilineales y para el ideal de formas multilineales integrales
(ver Seccion 1.4); mas en general, la demostracion de [11, Corolario 2.5] se aplica a cualquier
ideal de formas multilineales que sea dual a una norma tensorial asociativa (ver los comentarios
previos a la Proposicion 5.1.11 para mas detalles).

Teorema 5.1.3. Si el ideal de formas N-lineales U es estable en X = X1 X - -xX X, el conjunto
de formas N-lineales en U(X) cuyas extensiones de Arens alcanzan la norma supremo en la
misma N-upla es || - ||y-denso en U(X).

Demostracion. Fijados ¢ € L(VX), |4l = 1y 0 < ¢ < 1, en la demostracién de [11,
Teorema 2.1] se construye una sucesion de formas multilineales (¢,,),, con norma ||¢,| > 1,
dadas recursivamente por

$1 =0, i1 = ¢n+ZH o Vi (00) (5.3)

donde Vj on se define como en (5.1) paratodo j C {1,..., N}, («;); es una sucesién de nimeros
positivos que satisface 272 3" «a; < e < 1y, para cada n € N, a"” € Bx puede elegirse de
forma tal que ¢,, “casi” alcanza la norma en a”. No sin esfuerzo, se pruebaen [11, Teorema 2.1]
que eligiendo cuidadosamente la sucesion («;); y cada a”, la sucesion de formas multilineales
(¢ )n converge a un elemento ¢ € L£(¥X) cuyas extensiones de Arens alcanzan la norma en la
misma N-uplay tal que |[¢—1|| < e. De esta manera, se demuestra el teorema de Lindenstrauss
multilineal.

Ahora, fijemos ¢ € U(X), ||¢] =1y 0 < e < (||¢llu + 1) 2K, donde K es la constante
dada en (5.2). La estabilidad de ¢/ implica facilmente que cada ¢,, en (5.3) pertenece a U (X).
Nuestro objetivo serd probar que la multilineal v a la que converge la sucesién (¢,,),,, también
pertenece al ideal U y que ||¢ — ¥[jy < K(||¢|lu + 1)%. Para ello, seguimos los pasos de la
demostracién de [11, Corolario 2.5]. Notar que por la construccién dada en (5.3), la desigualdad
en (5.2) y dado que ||¢,|| > 1 para todo n, tenemos

16n+1llee < Nl + 2% el Vian (dn) e < Ndnllee + 2% an K |60 llZ, 5.4

y también

De (5.4) se deduce facilmente que
Insille < N6l + 2 S K[l (5.6)
i=1

Por otro lado, razonando por induccidn, se tiene que ||¢y |l < ||¢|li + 1 para todo n € N. En
efecto, supongamos que ||¢;||y < [|¢]lu + 1 paratodo 1 < i < n. Luego, por la desigualdad
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vista en (5.6) resulta

Iénsille < Nl + 2V @K (|6l + 1)
=1

< gl + Kol +1)72V Y~ s
=1

< ol + K|l + 1)% < |l + 1, (5.7)

donde las desigualdades en (5.7) se deben a la eleccién de la sucesién («y); y del ¢ fijado al
comienzo.

Ahora bien, volviendo a (5.5) obtenemos

1¢n+1 = Pullu < 2¥an K (6]l + 1) (5.8)
y usando nuevamente que 2V2 3" «; < e, probamos que Y ;| ¢;11 — ¢; es absolutamente
convergente en (/(X), || - ||). En consecuencia, la sucesion (¢,,), es || - ||,-convergente a una

forma multilineal ¢); € U(X). Dado que ||¢)1 — ¢n|| < |1 — ¢nlls para todo n 'y que (¢py,),
converge (en norma supremo) a v, se deduce que ¢ = 1; y luego ¢ € U(X). Ademas, se
deduce de (5.8) que

1 =l < D l1gim = dillu <2V Y~ @K (0]l +1)° < K(|o]lu + 1)%.
i=1 =1

Dado que £ > 0 puede ser arbitrariamente chico, esto demuestra que ¢ puede aproximarse, en
la norma del ideal, por multilineales en /(X) cuyas extensiones de Arens alcanzan la norma
supremo en la misma N-upla. O]

Es sencillo notar que si la multilineal ¢ en la demostracidn anterior es w*-continua en la
ultima variable, entonces cada ¢,, de la sucesion construida también lo es y en consecuencia
1) es w*-continua en la ultima variable. Esto serd de gran utilidad para extender el teorema
anterior al caso de operadores multilineales a valores vectoriales.

Dada una forma (N + 1)-lineal ¢: X7 x -+ x Xy x Xy;1 — K, podemos definir el

operador N-lineal asociado ¢: X x --- x Xy — X}, de manera natural:

¢(3?1a e >~TN)(95N+1) = ¢(371, . 7$N,~TN+1)-

Notemos que, a pesar de la notacién en mindscula, ¢ es un operador a valores vectoriales.
Ahora, dado un ideal de operadores N-lineales U, se define el ideal de formas (N + 1)-lineales
U de la siguiente manera:

el siysslosi pelU y |l =lIolh (5.9)

Por otro lado, un ideal de Banach U/ se dice regularsi Jyo® € U(X;Y") implica® € U(X;Y)
con |||y = ||Jy o Py, donde Jy: Y — Y es la inclusion candnica. Mds adelante men-
cionaremos algunos ejemplos de ideales de operadores multilineales regulares y no regulares.
Para una lectura mas detallada, ver [43]. Finalmente, razonando como en [11, Teorema 2.3],
obtenemos el siguiente resultado.
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Corolario 5.1.4. Con la notacion de arriba, si U es un ideal regular y U es estable en X, x
-+ X Xy x Y/, entonces el conjunto de operadores N-lineales en U(X;Y') cuyas extensiones
de Arens alcanzan la norma supremo en la misma N-upla es || - ||y-denso en U(X;Y).

Demostracion. Sean ® € U(X;Y) y € > 0. Definamos la forma (N + 1)-lineal ¢: X; x - - X
Xy x YY" — K dada por

(b(xlu s 7xN7y/) = y/<(I)(,§C17 s ,.CUN))

Si consideramos ¢: X — Y la cual viene dada por

oz, .., an) ) = oz, ... on, YY) =¥ (P(21, ..., 2N)),

entonces resulta Jy o ® = ¢ y, por la propiedad (ii) en la Definicion 5.1.1, puesto que ¢ €
U(X;Y) setiene ¢ € U(X;Y"). Esto nos muestra que ¢ € U(X; x - -- x Xy x Y'). Ademas,
es claro que ¢ es w*-continua en la dltima variable.

Ahora, como U es estable en X 1 X -+ X Xy x Y/, porel Teorema 5.1.3 y la observacion
hecha al final del mismo, existe una forma (N + 1)-lineal ¢ € U(X; x -+ X Xy x Y’)
w*-continua en la dltima variable tal que todas sus extensiones de Arens alcanzan la norma
supremo simultdneamente y ||¢ — v||; < e. Como consecuencia de la w*-continuidad, para
cada (z1,...,zy) € X, la aplicacién

y/ = ¢<I17 T ,$N7y/)
define un elemento en Jy (Y') C Y. Identificando Jy (Y') =Y, esto nos permite definir

U: Xy x---x Xy —Y
‘I’($17-~-,$N)(yl) :w(%"" 7$N7y/)7

el cual resulta un operador multilineal en /(X; Y") puesto que ¢ € U, Y =Jyol y U es un
ideal regular. Ademas, por definicion de la norma en U, se tiene

10 =Wl = [Ty 0@ =Ty 0 Ul = [l = ¥llu = ll6 = ¥lz <e

Luego, s6lo resta ver que las extensiones de Arens de W alcanzan la norma supremo en la

misma N-upla. Consideremos la (N + 1)-upla (af,...,a%,y,") € Bx» X Byw en la que
todas las extensiones de Arens de ¢ alcanzan la norma supremo. Dada una permutacion 6 de
{1,..., N}, llamemos Wy a la extensién de Arens dada por
Uy(z),...,2%) =w" — Hm ... im (214, TNay)
agly  ag(N) ’ ’
donde (7)o, € X; es una red w*-convergente a 2§ € X7, j = 1,..., N. Para cada per-
mutacién 6 sea 7 la permutacion de {1,..., N + 1} dada por

T(k)=0(k) sil<k<N y 7(N+1)=N+1.
Luego,

1ol = 121} = [l = [eo- |l = [r(ad, ..., al, w0)] =y’ (Wolaf, - -, aly))] < [[To]

y de aqui se deduce que ||Vy(a”, ..., a%)| = ||¥|. Luego, queda demostrado el resultado. []
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Como vemos en la siguiente observacion, para obtener un teorema del tipo Lindenstrauss en
un ideal U de operadores multilineales, alcanza con pedir una hipétesis de “estabilidad” menos
restrictiva que las hipdtesis pedidas en el corolario anterior.

Observacion 5.1.5. Sea l{ un ideal de Banach de operadores N-lineales. Supongamos que para
cada ¢ € U de la forma ¢(xq,...,zn,Y) = ¢ (P(z1,...,25)) con & € U(X;Y), y para todo
JCA{l,...,N+1}yae X; x--- x Xy x Y/, se verifica

Via(®)(z1,...,2n,Y") =¥ (Pja(z1,...,2n)) paraalgin ®;, € U(X;Y) (5.10)

con |Via(o)|lu < KH¢”Z2;HG1H .-+ |lan||, donde Vj.(¢) estd dado por (5.1). En otras pala-

—_—

bras, V;a(¢) = Jy 0 @54 con || Pl < K||P||7]|ai] - - - |an]]. Luego, razonando como en la
demostracion del Teorema 5.1.3, se puede probar el teorema de Lindenstrauss en ¢/(X; Y'). En
efecto, dados ® € U(X;Y) y € > 0, consideramos ¢ € U definida como antes y, siguiendo
los pasos de la mencionada demostracién, vemos que la condicién (5.10) implica que cada ¢,
es de la forma ¢,,(x1,...,zn,y") = ¥/ (Pn(x1,...,2N)) para algin operador ®,, € U(X;Y).
De aqui se deduce que ¢ € U es de la forma vz, ..., 2N, YY) =y (Y(zq,...,2y)) para un
U € U(X;Y). En consecuencia,

1P — Wl = [l — ¥l < e

y las extensiones de ¥ alcanzan simultineamente la norma.

Es sencillo probar que si i/ es regular y U es estable (como en las hipétesis del Corolario
5.1.4), entonces se verifica (5.10). Como veremos mas adelante, hay ideales que no son regu-
lares pero que si satisfacen la condicion (5.10) y, por lo tanto, el teorema de Lindenstrauss.

En la siguiente secciéon veremos que la mayoria de los ejemplos conocidos de ideales de
formas multilineales son estables y, entonces, satisfacen el teorema de Lindenstrauss. Pero
primero, veamos que la propiedad de estabilidad es cumplida por fodo ideal de formas 3-
lineales y que la condicion (5.10) se satisface para todo ideal de operadores bilineales. Como
consecuencia, obtenemos el teorema de Lindenstrauss para ideales de formas 3-lineales y de
operadores bilineales.

Corolario 5.1.6. Sea (U, || - ||i/) un ideal de Banach de formas 3-lineales. Luego, para todo
X = Xj X Xy X X3, el conjunto de formas 3-lineales en U(X) cuyas extensiones de Arens
alcanzan la norma supremo en la misma 3-upla es || - ||y-denso en U(X).

Demostracion. Como ya mencionamos, en virtud del Teorema 5.1.3 bastara ver que U(X) es
estable en X para cualquier 3-upla de espacios. Tomemos ¢ € U(X), a = (a1, az,a3) € X
con |jag|| = 1 paral < k < 3yseaj C {1,2,3}. Mostraremos que (5.2) se satisface para
j = {1, 2}, siendo los casos restantes completamente analogos.

Consideremos el operador lineal T,,: X3 — Xj definido por T,(z3) = ¢(a1, as, x3)as.

Luego [Ty < [[4]] < (|6l y
Vi,a(¢) (X) = ¢(x17 T2, CL3)¢(CL1, asz, .173) = ¢($1’ Z2, T¢(£U3)) - ¢ © (I’ I’ T¢)(£E1’ T2, .73'3).

Dado que (U, || - ||li/) es un ideal de Banach, V;a(¢) € U(X) y |[V;a(d)|lu < ||101l7- O



86 CAPITULO 5. TEOREMAS DE LINDENSTRAUSS Y BISHOP-PHELPS EN IDEALES

Corolario 5.1.7. Sea (U, || - ||/) un ideal de Banach de operadores bilineales y sean X1, X,Y
espacios de Banach. Luego, el conjunto de operadores bilineales en U(X; x X5:Y') cuyas

extensiones de Arens alcanzan la norma supremo en la misma 2-upla es || -||y-denso en U( X X

Demostracion. En virtud de la Observacion 5.1.5, bastard ver que para cada subconjunto j C
{1,2,3} ycadaa = (ay,a9,b") € X; x Xy xY’, se satisface (5.10) con control sobre la norma.
Consideremos ¢ € U(X; x X3;Y), ¢ la forma 3-lineal asociada y veamos los casos j = {1}y
{3}, siendo los otros completamente andlogos.

Cuando j = {1} tenemos

Via(@)(z1,22,9") = ¢(x1,0a2,0") dlar, xa,y)

= V(®(x1,0a2)) y'(P(ar, z2))

= Y (2 (2(21,a2))ar, 22))
Yy (@ o (T, 1)(z1,22)),

donde T: X; — X es el operador lineal dado por T'(x1) = V'(®(x1, az))a;. Luego, tomando
Q;a = o (T,1) resulta Vja(¢)(x1,22,Y") = ¢y (Pjalz1,22)) con Pj, € U(Xy X Xo3Y) y
|®;.alle < [|®]1Z]laxlllaz|[||V']]- En el caso j = {3}, razonando de manera andloga vemos que
Via(@)(z1,22,Y") = /(S o ®(x1,22)),donde S: Y — Y estd dada por S(y) = b'(y) P (a1, az).
Luego, ®; ., = S o ® satisface lo pedido en este caso. O

Ejemplos de ideales que satisfacen el teorema de Lindenstrauss

Comencemos con los ejemplos mds sencillos de ideales que satisfacen el teorema de Lin-
denstrauss. Recordemos que Ly denota el ideal de operadores multilineales de tipo finito y
que un operador N-lineal ® pertenece a £;(VX;Y) si existenm € N, (zF),..., (2F)) en X],
(k=1,....,N)eyy,...,ynenY tales que

() (1) - (25) (2 )y

M

O(xq,...,xN8) =
1

J

La clausura (con la norma supremo) de la clase de operadores multilineales de tipo finito es
el ideal de operadores multilineales aproximables denotado por L,,,. Ahora, todo operador
multilineal de tipo finito en X = X; X --- X X tiene una unica extension de Arens, que
resulta w*-continua en cada coordenada. Luego, £;(VX;Y') puede pensarse como subespacio
isométrico de las funciones continuas en (Bxy,w*) X - -+ X (Bxy,w") a valores en Y, via la
aplicacion

(@], 2y) = Zx’l’((w})’) c (@) )y

Por el teorema de Banach-Alaoglu, esta extension alcanza la norma supremo. En consecuencia,
todo ideal de Banach U en el cual los operadores multilineales de tipo finito sean || - ||;,-densos
satisface el teorema de Lindenstrauss. Este es el caso, por ejemplo, de los ideales de mul-
tilineales aproximables y de multilineales nucleares (que definiremos mas adelante). Mas en
general, si U es un ideal minimal de operadores multilineales, entonces las multilineales de
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tipo finito son || - ||;-densas en U (ver [49, 50]) y en consecuencia se satisface el teorema de
Lindenstrauss.

Como vimos en el Teorema 5.1.3, para que un ideal de formas multilineales satisfaga el
teorema de Lindenstrauss es suficiente pedir la condicion de estabilidad sobre el mismo. En
[25, 30] (con diferentes terminologias) se estudiaron sucesiones coherentes y multiplicativas de
ideales de polinomios. Aqui, presentaremos una version multilineal de estas propiedades (ver
[26], donde se consideran propiedades similares), la cual, junto con la propiedad de simetria
que definimos a continuacion, implicard la condicion (5.2) de estabilidad.

Fijemos N € Ny X = X X -+ x Xy. Si # es una permutacién de {1, ..., N}, notamos
Xg = Xg(l) X o X XG(N)

y Xp = (xg(l), e T N)). Decimos que el ideal de operadores multilineales U/ es simétri-
co si para cada ¢ € Uy(X;Y) y cada permutacion 6 de {1,..., N}, el operador N-lineal
0d: Xy — Y,

0P (xy) = P(x)

pertenece a Uy (Xg; Y') con [|0D ||z = [|P]|ery-

Definicion 5.1.8. Sea {4 = (U,,),, una sucesion donde, para cada n € N, U,, es un ideal de
Banach de formas n-lineales. Decimos que 3\ es multiplicativa si existen constantes positivas
C'y D tales que, para cada N € Ny cada X = X; x --- X Xy

() Si¢p € Un(X)yan € X, laforma (N — 1)-lineal ¢,,, dada por

¢aN((131, e ,:L‘N,l) = ¢(l’1, R s CLN),
pertenece ally (X1 X -+ x Xy 1;Y) ¥ [[@ay luy_, < Clldlluy lan-

(i) Sip € Up(Xy X+ x Xg) vyt € Uny_p(Xpy1 X -+ X Xy), la forma N-lineal ¢ -1 dada
por

(- V) (x1,...,2n) = O(21, .., 2R)Y(Thg1, - - -, TN)
pertenece a Uy (X) and ||¢ - Yluy, < DV @leg, |9]etn -

Observacion 5.1.9. Sea 4 = (U,), una sucesion multiplicativa de ideales de formas multi-
lineales, tal que cada U,, es simétrico. Entonces, para todo n € N, el ideal U,, es estable en
cualquier producto de espacios de Banach.

Demostracion. Sean X1, ..., Xy espacios de Banach, X = X; X -+ X Xy y ¢ € U,(X).
Al igual que en la Definicién 5.1.2, consideremos a = (ay,...,ax) € X, j = {j1,...,jp} un
subconjuntode {1,..., N} conj; <--- <j,y

Via(9)(x) = ¢(Fi(x) + Pie(a))o(F5(a) + Fie(x)),

y veamos que se verifica la condicién (5.2) de estabilidad. Si llamamos ¢;(x) = ¢(P;(x) +
Pie(a)) y ¢4(x) = ¢(Pj(a) + Py(x)), dado que la sucesion 4 = (U,),, es multiplicativa,
la condicion (i) en la Definicién 5.1.8 junto con la propiedad de simetria nos dicen que ¢; €
Up(X5) y dje € Un—p(Xje), donde X = X x -+ x Xy Xje = X X --- x Xj,_ con
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i ={k1, ..., knp} k1 <--- < kn_p. Luego, por la condicién (ii) de multiplicatividad resulta
®5 - b5 € Un(X; x Xje). Ademds, como consecuencia de las acotaciones en (i), (i) y por la
propiedad de simetria, se verifican las desigualdades

195 - Dsellu, < D™ D5lleg, | Bse et
< D"C" (|9l gl - - - la, |CP (| Dlle, Nlany || - - - aw,_, |l
= D"C"||¢

o llall - - llanll.

Ahora, considerando 6 la permutacién de {1,...,n} tal que 6(j;) = iparai = 1,...,py
6(ki) = p+iparai = 1,...,n — p, nuevamente por la simetria tenemos que Vja(¢) =
0(5 - dje) € Un(X) con ||Via(d) e, < D"C™||BIZ, llar]l - - - [|an ||, lo cual nos muestra que U,
es un ideal estable. ]

La observacion anterior nos muestra que multiplicatividad y simetria son condiciones su-
ficientes para la validez del teorema de Lindenstrauss en ideales. Lo que hace al concepto de
multiplicatividad interesante en este marco, es que ya se ha probado que la mayoria de los
ideales usuales de formas multilineales son multiplicativos. En [29, 31, 70] pueden verse las
demostraciones en el caso polinomial, siendo las del caso multilineal completamente anélo-
gas. Entre otras, las sucesiones de ideales de formas nucleares, integrales, extendibles, multiple
p-sumantes (1 < p < 00) y r-dominadas son multiplicativas. Cabe destacar que todos estos
ideales resultan, ademas, simétricos. A continuacion, vemos las definiciones de los ideales men-
cionados; las mismas incluyen el caso a valores vectoriales, aunque la propiedad de multiplica-
tividad es exclusiva de los operadores a valores escalares. Como es usual, dados X, ..., Xy
espacios de Banach, notamos X = X; x --- X Xy.

n Multilineales nucleares.

Un operador multilineal ¢ : X — Y es nuclear si puede escribirse de la forma
@(I’l, c. ,QZN) = Z /\](Zlf;)/(ﬂfl) tee (l’;v)/(ZEN) *Yj, (511)
j=1

donde \; € K, (z§)" € Xy, y; € Yy 205 [N [I(2)ll - - (@) [|-llysll < oc. Elespacio
de operadores N-lineales nucleares se denota Ny (X;Y") y es un espacio de Banach con
la norma dada por

|®ly = inf {Z RV G B [CAD I }
j=1

donde el infimo se toma sobre todas las posibles representaciones de ¢ de la forma (5.11).

» Multilineales integrales.

Un operador multilineal ® : X — Y es Pietsch integral (respectivamente Grothendieck
integral) si existe una medida regular de Borel p a valores vectoriales en Y (respectiva-
mente Y"), de variacion acotada en (Bx; x - -+ x Bxy ,w”) tal que

B

) XX By
X1 XN
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para todo =, € Xj. Los espacios de operadores /N-lineales Pietsch integrales y Grothen-
dieck integrales se denotan PZy(X;Y) y GZn(X;Y') respectivamente y son espacios
de Banach con la norma definida por ||®||z = inf{||x||}, donde el infimo se toma sobre
todas las medidas ;o que satisfacen (5.12). En el caso escalar, las formas multilineales
Pietsch integrales y Grothendieck integrales coinciden y simplemente notamos Zy (X).

» Multilineales extendibles.

Un operador multilineal ® : X — Y es extendible si para cada espacio de Banach Z;
conteniendo a X, existe D e L(NZ;Y) una extension de ®. El espacio de los operadores
N-lineales extendibles se denota Ex(X;Y) y es un espacio de Banach con la norma
definida por

|®|¢ :=f{c>0: V Z; D X, existe d € L(NVZ;Y)extension de ® con ||d|| < c}.

» Multilineales miiltiple p-sumantes.

Sea 1 < p < oo. Un operador multilineal ¢ : X — Y es muiltiple p-sumante si existe
una constante X > 0 tal que para cualesquiera (7 5, )Z__1 C X;,7=1,...,N, se tiene

MYy, mN 1/
( > e, ZN)H”) <KHH )iy eally (5.13)

i1,ein=1

donde
m; 1/p
()72l =sup $ [ D [af@)P ] ) € By

ij=1

La menor constante / satisfaciendo la desigualdad (5.13) es la norma p-sumante de ¢ y
se denota 7, (®). Notamos IT)Y (X;Y") al espacio de operadores multilineales p-sumantes,
el cual resulta un espacio de Banach con la norma ,,.

m Multilineales r-dominados.

Sea r > N. Un operador multilineal ® : X — Y es r-dominado si existe una constante
K > 0 tal que para cualesquiera (27)™, C X;,j =1,..., N, se tiene

m N/r
(Z \I@(mi,..-,x%H”N) < KH [[EE Ly e (5.14)
=1

La menor constante K satisfaciendo la desigualdad (5.14) es la norma r-dominada de
® y se denota ||®||py. Notamos DX (X;Y') al espacio de operadores multilineales 7-
dominados, el cual resulta un espacio de Banach con la norma || - |[py.

Luego, el teorema de Lindenstrauss para ideales de formas multilineales probado en Teore-
ma 5.1.3 se satisface para cualquier producto de espacios X = X; X --- x X si consideramos
U = Ny,In,En, Hév o DY. También, si consideramos formas multilineales en espacios de
Hilbert, entonces la clase de formas multilineales de Hilbert-Schmidt y, més en general, las
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clases de Schatten de multilineales definidas en [40] resultan multiplicativas. En consecuencia,
dado que los espacios de Hilbert son reflexivos, estas clases satisfacen un teorema de Bishop-
Phelps multilineal.

Es sencillo ver que no toda sucesion de ideales es multiplicativa; mds ain, que existe una
sucesion de ideales que satisface la condicion (i) en la Definicién 5.1.8 pero no satisface la
condicion (ii). En efecto, siguiendo [70, Ejemplo 4.1.1], basta considerar U, = L, U, = L?y,
paratodon > 3,U,, = L7 ., el ideal de formas multilineales débil secuencialmente continuas
en 0. Luego, es claro que se verifica (i). Ahora, si consideramos ¢ € L(*(5 x {5) dada por

d(xr,22) = >, x1(1)z2(1), tenemos que ¢ € Us(ly X Lo) pero ¢ - ¢ ¢ Uy(ly x £3) y, por lo
tanto, no se verifica (i1). Sin embargo, desconocemos si existen ideales que no verifiquen la
condicién (5.2) de estabilidad.

Con respecto al teorema de Lindenstrauss para ideales de operadores a valores vectoriales,
si consideramos los ideales de operadores N-lineales Y = GZy, H;])V 0 Di\] , entonces cada uno

de ellos es regular y el ideal de formas (N + 1)-lineales U definido en (5.9), que vuelve a ser
de la misma clase, es estable en cualquier producto de (IV + 1) espacios de Banach. Luego, el
Corolario 5.1.4 nos dice que se verifica el teorema de Lindenstrauss. Si i = Ny, PZy 0 Ey
entonces U no es regular y ya no podemos razonar de la misma manera. Sin embargo, como
veremos a continuacion, en estos casos también se satisface el teorema de Lindenstrauss a
valores vectoriales. Si consideramos el ideal de operadores N-lineales nucleares Ny entonces,
como ya mencionamos en la pagina 86, los operadores multilineales de tipo finito resultan
|| - ||a-densos y de aqui se deduce la validez del teorema de Lindenstrauss. Para los ideales de
operadores Pietsch integrales y extendibles, tenemos el siguiente resultado.

Observacion 5.1.10. Sean U = PIy o En y Xi,...,Xn,Y espacios de Banach. Luego,
se verifica (5.10) y, como consecuencia de la Observacion 5.1.5, se satisface el teorema de
Lindenstrauss en U(X;Y").

Demostracion. Sean ® € UX;Y), ¢ € U(X1 X --- x Xy x Y') la forma (N + 1)-lineal dada
por ¢(xy,...,xn,Y) =y (P(x1,...,2n)), ] C{L,...,N+1}ya=(ay,...,an,b) € X1 X
-+« x Xy xY'. Por simplicidad, vamos a suponer que j = {1,...,k} paraalgin1 < k < N+1;
el caso general es completamente andlogo.

Supongamos primero que U es el ideal de los operadores N-lineales extendibles, &y .
Luego,

Vj,a((lﬁ)(wh e 7xN7yl) = y/(q)<a17 coey Oy Tht1y - - - 7'1:]\7)) bl((p(xla ey Ty A1y - - - ,CLN))
= y/(q)j,a(xla s >$N))

donde @;,(z1,...,2n) = P(a1,. ..,k Tps1, .-, oN) U (P(21, ..., Tk, Qht1, - .., an)). Aho-
ra, para cada espacio de Banach Z; que contiene a X; (1 < 57 < N) podemos definir ®;, €
L(NZ;Y) como

v

Djalz1,...,28) = Ci)(al, ey Qhy 2ty -y ZN) b/(&)(zl, ey Zhy Qg s -5 AN)),

donde & es la extensién de ®. Esto nos muestra que ®;, € En(X;Y) con ||Bjalle, <
121z, llall - - llax|[[[]]-
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Supongamos ahora que U es el ideal de operadores N-lineales Pietsch integrales, PZy. Sea
v una medida regular de Borel a valores en Y’ verificando (5.12) y notemos Bx: = Bx; X - -+ X
By, yx' = (r},-,2}y) € Bx:. Tenemos entonces,

‘/j,a<¢)<x17 R 7$N,y/) - y/(q)<a17 ey Oy Thet 1y - - 7xN))b/(q)(x17 sy Lk Ay 1,y - - - JCLN))
k N k N
=y </ Hq:;(aj) H () d,u(x’)) s (/ Ha:;(xj) H ' (ay) du(x’)) .
Bxr j=1 j=k+1 Bxs j=1 j=k+1

Ahora bien, sean A; C B X! subconjuntos de Borel cualesquiera. Por un lado, llamemos z; a
la medida regular de Borel a valores vectoriales en Y, de variacién acotada en (B X[, X X
Bx: ,w*), dada por

N

i1 Ay X - X Ay) = / I () du),

donde I}y 4 (X) = xy(a1) - @} (ar)Xa,,, (Thi1) -+ Xay (@) ¥ Xa, es la funcién carac-
teristica de A;. Por otro lado, sea y5 la medida regular de Borel a valores escalares, de variacién
acotada en (By; X - -+ X Bx;,w"), dada por

po(Ap X - x Ag) =¥ (/

donde I3, 4 (X') = xa,(#]) - - XA, (%) Tyy (@rs1) - - - 2y (an ). Luego, tomando /5, la me-
dida producto 41 X p2, obtenemos una medida regular de Borel a valores en Y tal que ||j,a]| <

el llarll- - lan16']] y

Iyt (X) du(X’)) :

Xl

Via(@)(z1,...,on,y) =y (/B (1) - wly(2y) duj,a(xl)> ;

x/

lo cual demuestra (5.10) en este caso. O

En [11] se prueba que si U/ es un ideal de formas multilineales que es dual a una nor-
ma tensorial asociativa (como las normas tensoriales inyectiva o proyectiva £ y m), entonces
U satisface el teorema de Lindenstrauss. Mas aun, de la demostracion de [11, Corolario 2.5]
se desprende que los ideales que son duales a una norma tensorial asociativa son estables.
Veremos que el ideal de las formas multiple 2-sumantes no es dual a ninguna norma tensorial
asociativa aunque, como ya sabemos, es multiplicativo y en consecuencia satisface el teorema
de Lindenstrauss. Recordemos algunas definiciones.

Decimos que un ideal U/ de formas N-lineales es dual a una norma tensorial oy de or-
den N, si para cualesquiera X7, ..., Xy espacios de Banach se tiene U (X) = (®f\L1XZ-, aN)/,
donde la igualdad es isométrica y viene dada por ¢ — Ly, con Ly(21®- - -Qxy) = ¢(21,...,TN).
Mas en general, si tenemos una aplicacién o que para cada n € N define una norma tensorial
de orden n (como las normas 7 y ¢), diremos que 4l = (U, ),, es dual a la norma tensorial « si
U,(X) = (&, X;,a) paratodon € N,
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Por otro lado, decimos que una norma tensorial 3 de orden 2 es asociativa si dados X, Y, Z
espacios de Banach, se verifica (X ®3Y)®3Z = X ®3 (Y ®3 Z). En tal caso, hay una manera
natural de definir la norma (3 de orden 3, poniendo

(XRY®ZPB)=(X@Y)@sZ=X®s(Y ®32).

Mais en general, si 3 es una aplicacidon que define, para cada n € N, una norma tensorial de
orden n, decimos que /3 es asociativa si paracadal < k < n

(B1Xi ) @ Xpn1 @ - © Xy, ) = (X1 ® -+ © Xi ® (9] X, ) . 6)

y ademds estos productos son iguales a (7, X, 3).

Como ya mencionamos en la Seccién 1.2, las normas tensoriales inyectiva y proyectiva
son ejemplos de normas verificando las definiciones anteriores. En efecto, son normas ten-
soriales asociativas y verifican L(VX) = (@), X;,7)" y Zn(X) = (@Y, X;,¢)’, para to-
do N y cualesquiera X, ..., Xy espacios de Banach. En [72, Proposition 3.1] (ver también
[68]) se probé que para cada N € N, el ideal de formas N-lineales multiple p-sumantes
IIY(X1 % --- x Xy) es el dual del producto tensorial X; ® --- ® Xy dotado con la norma
tensorial c,, donde

M
- , 1L . IN Il N
Gp(u) = inf {Z [ b e G MO [[CP Y H(a:ﬁ,img_lu;f} (5.15)
m=1

con 119 + Z% = 1y el infimo se toma sobre todas las representaciones de la forma

M IL,L Iy
_ § : § : 1 N
u - )\mzz'}nmﬂ'% xm,l}n ® T ® xm,i%'

m=141  iN=1

Veamos que & no es asociativa; mas atin, que (I15), no es dual a ninguna norma tensorial
asociativa.

Proposicion 5.1.11. La sucesion 8 = (11}),, de ideales de formas miiltiple 2-sumantes no es
dual a ninguna norma tensorial asociativa.

Demostracion. Tomemos n = 4y X; = --- = X4 = ¢y. Supongamos que [ es una norma
tensorial asociativa predual de las formas multilineales multiple 2-sumantes. Luego,

_ B 5 /
H%(CO X oo X CO) ~ <<Co®ﬁCO)®g(Co®QCO>) .

Por otro lado, por [24, Teorema 3.1] toda forma multilineal en ¢y es multiple 2-sumante. En
consecuencia, dado que

5 (co X -+ X ¢g) = (®?:lco,ﬁ)' y L("co X - X o) = (®?:1co,7r)’,

las normas tensoriales 3y m deben ser equivalentes en ¢y ® - - - ®cy. Usando este hecho, primero
para el producto tensorial ¢y ® ¢y ® cy @ ¢y 'y luego para ¢y ® ¢, tenemos

(Co®w00)®n (CO®7rCO> = (Co®ﬁ00)®ﬁ (Co®ﬁco) = (CO®71'CO)®B (Co®7r00)-
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En [28] se prueba que cy®- ¢y tiene copias uniformemente complementadas de /3. Luego,
los isomorfismos anteriores implican que

Uy @n by ~ U5 Qp L,
uniformemente en n € N. El Lema de Densidad [43, 13.4] nos dice entonces que
62 Rr 62 ~ 62 ®ﬂ 62,

lo cual implica, tomando dual, que toda forma bilineal en /5 x {5 es multiple 2-sumante. Pero
en espacios de Hilbert, formas multiple 2-sumantes y formas multilineales de Hilbert-Schmidt
coinciden, y claramente existen formas bilineales que no son de Hilbert-Schmidt. Esta con-
tradiccion completa la demostracion. ]

Lindenstrauss en ideales de polinomios 2-homogéneos

En [20, Teorema 2.1] se prueba, utilizando las mismas técnicas que en [11, Teorema 2.1], el
teorema de Lindenstrauss para polinomios 2-homogéneos a valores escalares. Con una pequefia
modificacion en la demostracidn, esto es posteriormente extendido en [38, Teorema 2.3] al caso
vectorial. Es decir, dados X e Y espacios de Banach, el conjunto de polinomios en P(QX YY)
cuya extension de Aron-Berner alcanza la norma es denso en P(>X;Y). Siguiendo la de-
mostracion de este resultado, veremos que el teorema de Lindenstrauss se satisface en cualquier
ideal de polinomios 2-homogéneos.

En primer lugar, damos la definicién de ideal de polinomios homogéneos, que es andloga a
la Definicion 5.1.1 de ideal de operadores multilineales.

Definicion 5.1.12. Un ideal normado de polinomios N-homogéneos es un par (U, || - ||/) tal
que:

) UX;Y) = UNPHX;Y) es un subespacio lineal de P(NX;Y) para todos X, Y
espacios de Banach'y || - ||/ define una norma en este espacio.

(ii) Para cada par de espacios de Banach Z y W, si T € L(Z;X), S € L(Y; W)y P €
U(X;Y), entonces So PoT pertenece ald(Z; W) con ||So PoT ||y < ISPl T

(iii) z +— 2V pertenece aU(C;C) y tiene norma || - ||y igual a uno.

Si UX,Y), | - |lu) es completo para todos X e Y, decimos que (U, || - |lu) es un ideal de
Banach de polinomios N-homogéneos.

Al igual que en el caso de operadores multilineales, dado un ideal de polinomios V-
homogéneos U, se verifica || P|| < || P||y paratodo P € U(X;Y).

Teorema 5.1.13. Sea (U, || - ||/) un ideal de Banach de polinomios 2-homogéneos y sean X,Y
espacios de Banach. Luego, el conjunto de todos los polinomios en U(X;Y') cuya extension de
Aron-Berner alcanza la norma supremo es || - ||y-denso en U(X;Y).
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Demostracion. En primer lugar, veamos un bosquejo de la demostracion de [38, Teorema
2.3] que luego adaptaremos a cualquier ideal de polinomios 2-homogéneos. Alli, dados () €
P(X;Y), |Q| =1,y 0 < & < 1/4 se considera una sucesién decreciente (c;) de ndmeros
positivos que satisfaga las siguientes condiciones:

(0.) o 1
8Z&z‘<€, 8Zai<ai, a”<W paratodon € N.
n
i=1

1=n+1

Luego, se definen inductivamente las sucesiones (Q,), en P(>X;Y), (a,)n en Sx y (¢,)n en
Sy de forma tal que

Q1=0Q, u(Qnlan) =1Qu(an) > |Qull =} y Qui1=Qn+anR,  (5.16)

con R?,, definido por
R.(7) = (¢, (®n(an, 7)))*Qn(a,) paracadazr € X, (5.17)

donde @, es el operador bilineal simétrico asociado a (),,. La sucesion (Q,,),, resulta uniforme-
mente acotada, més especificamente, ||Q,|| < 5/4 para todo n € N. Finalmente, se demuestra
que la sucesion (Q),,),, converge a un polinomio 2-homogéneo P tal que su extension de Aron-
Berner alcanza lanormay ||Q — PJ| < e.

Ahora, supongamos que @) € U(X;Y), ||Q| = 1ysea0 < ¢ < 1/4. Definiendo la
sucesion ((),,), como en (5.16), resulta (), € U(X;Y’) para todo n € N. En efecto, basta
notar que R, = S, ot 0Ty, donde T, : X — K estd dada por Ty, () = ¢, (P (an, x)),
t: C — C es el polinomio t(z) = 22y S,: C — Y viene dado por S,(z) = 2Q,(a,).
Luego, las propiedades (ii) y (iii) de la Definicién 5.1.12 nos dicen que R,, € U(X;Y) y en
consecuencia @), € U(X;Y"). Por otro lado, puesto que ||@Q,|| < 5/4 para todo n y por la
férmula de polarizacion (ver (1.1)), tenemos que

5 5 5\°
1Qn+1—Qullu = || Rulle < | Sullllelfed]| T, || < anZH%HQ < ozn14HQnH2 <a, (;J 4.

Dado que 8% .7, v < ¢, la desigualdad anterior nos muestra que » ., Q;41 — Q; es absolu-
tamente convergente en (U(X;Y), | - |l) ¥, en consecuencia, (Q,), es || - ||,-convergente a
un polinomio P, € U(X;Y). Dado que ||P, — Q,|| < ||P1 — Qi para todo n y que (Qy),
converge a P en la norma supremo, resulta P, = Py en consecuencia P € U(X;Y'). Ademas,

00 3 00 3
1P = Qllu < ) 1Qis1 — Qillu < (g) 4y o < (Z) €.
=1 i=1

Puesto que £ > 0 es arbitrariamente chico, esto nos muestra que () puede ser || - ||;,-aproximado
por polinomios cuya extensiéon de Aron-Berner alcanza la norma supremo. [

5.2. Versiones cuantitativas en ideales de multilineales

En esta seccion, volveremos al estudio de las versiones cuantitativas (del tipo Bollobas)
estudiadas en la Seccion 3.3, pero en este caso abordadas desde el punto de vista de ideales
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de operadores multilineales. Sirviéndonos del contraejemplo exhibido en [39] al teorema de
Bishop-Phelps-Bollobas para formas bilineales en ¢; x ¢, en la Proposicion 5.2.4 mostraremos
contraejemplos a la correspondiente versién cuantitativa del teorema de Lindenstrauss en todo
ideal U de operadores multilineales. Por otro lado, en el Teorema 5.2.6 probaremos un resultado
positivo del tipo Bishop-Phelps cuantitativo para ideales de operadores multilineales definidos
en espacios de Banach uniformemente convexos; esto extiende resultados en [4, 9, 64].

Para comenzar, siguiendo la linea de las Definiciones 1.4.13 y 3.3.1, definimos las propiedades
de Bishop-Phelps-Bollobas y Lindenstrauss-Bollobds para ideales de operadores multilineales.
De forma completamente andloga, se obtienen las definiciones para ideales de polinomios.
Recordemos que Sx y Sx denotan las esferas de un espacio de Banach X y de la N-upla
X = X; X -+ X Xy, donde Sx = Sx, X --- x Sx, se considera con la norma supremo.
También escribimos X' en lugar de X| x --- x X}.

Definicion 5.2.1. Sean (U, || - ||/) un ideal de Banach de operadores N-linealesy X1, ..., Xn,Y
espacios de Banach.

(i) Decimos que U(X;Y') tiene la propiedad de Bishop-Phelps-Bollobds (BP Bp) si se sa-
tisface lo siguiente: dado ¢ > 0 existen (3(c) y n(e) con lim._o+ 5() = 0 tales que, si
D e UX;Y), @] = 1yx = (;)L, € Sx verifican ||®(X)|| > 1 — n(e), entonces
existen U e UX;Y), |¥]| = 1, ya = (a;)}_, € Sx tales que

P(a)l =1, [la—x]|<p(e) y [[V—Plu<e,
donde ||a — x|| < [(3(¢) significa que ||a; — Z;|| < B(e) paratodo j =1,... N.

(it) Decimos que U(X;Y') tiene la propiedad de Lindenstrauss-Bollobds (LBp) si, con ,7
y 3 como antes, dados ® € UX;Y), |®|| = 1y x = (&;)L, € Sx verificando
[2(X)|| > 1 —n(e), existen ¥ € UX;Y), [|[W]| = 1, ya" = (af);L, € Sxn tales que

@) =1, [la"—%|<pB) v V-2l <e,

donde ||a" —x|| < B(¢) significa que ||aj—7;|| < B(¢) paratodoj =1,..., N, pensando
los T; como elementos en el bidual.

Cabe mencionar que definiciones de este tipo aparecen en el marco de operadores lineales
en [10, 17], donde las subclases consideradas son subespacios (no necesariamente cerrados)
de L, dotados con la norma supremo. Aqui, teniendo en cuenta los resultados obtenidos en la
seccion anterior, nuestra definicion requiere aproximacion de multilineales en la norma || - ||
del ideal.

Un contraejemplo

En la Proposicién 3.3.6, se probd que si w € ¢, para algin 1 < r < oo, entonces la LBp
no se verificaen £L(Vd,(w,1)) si N > r yen L(Vd,(w,1);¢,) paratodo N € N. Los contrae-
jemplos dados son operadores diagonales, que no pertenecen a cualquier ideal de multilineales;
por ejemplo, estos operadores no son nucleares, aproximables, integrales ni extendibles ya que
no son débil secuencialmente continuos. Nuestro propdsito ahora, es mostrar contraejemplos a
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la LBp en todo ideal U/ de operadores multilineales. Para ello probaremos primero que, bajo
ciertas hipotesis sobre los espacios de salida, la LBp y la BP Bp son equivalentes.

Dado un espacio de Banach X, una proyeccion lineal P;, : X” — X" es una L-proyeccion
si
I = 1 P2a”)]| + 12" ~ Po(a”)]| para todo 2" € X",

y X es un L-sumando en su bidual si es la imagen de una L-proyeccion. Ejemplos de espacios
que son L-sumandos en sus biduales son los espacios L (1), los preduales de dlgebras de von
Neumann y los espacios de sucesiones de Lorentz d(w, 1).

Lema 5.2.2. Sean X,Y espacios de Banach tales que X es un L-sumando en su bidual con

L-proyeccion Py. Sean S : X" — Y" un operador lineal con ||S|| = 1, a" € Sx»y & € Sx

verificando ||S(a")|| = 1y |[a" — Z| < B(e) < 1 para algin [((¢) — 0. Luego, para
E—>

Py (a’)
P (a")]]

a= € Sx yun f'(e) — 0 tenemos
E—>

ISl =1y lla—z] <5

Demostracion. Dado que 3(¢) > ||a” — Z|| = ||Pp(a”) — Z|| + [|({ — PL)(a”)]||, se sigue que
| PL(a") —Z|| < B(e) y porlo tanto || P(a”)|| > 1 — () > 0. Luego, tiene sentido considerar

Pr(a”)
@] < Sx. Notando que

L= [[S(@")]| = 15(Pr(a") + S((I = Pr) (@) < 1S(Pela”) +[1S((] = Pr)(@”))]

obtenemos

IS(PL@ DI = 1= IS((I = Po)(@)]l = 1~ (I - P)(a")]| = | Po(a")]

a =

y en consecuencia ||S(a)|| > 1, lo cual nos muestra que ||S(a)|| = 1. Ahora, recordando que
[PL(a”) = 2| < B(e) y [I1PL(a”)]| > 1 = ((e), resulta
o= = o] Pu(a@) ~ 122" ]
IPe(an 1" '
1
< (1Pe(a”y = 2l + ||z = 1 Pota)) 7))
[1P2(a")]
1
< I6; 1—||Pp(a”
6(5)( (€) + 1= [1Pla")]])
26(6) :
< =['(e) — 0,
[ B R T
lo cual demuestra el resultado. []
Proposicion 5.2.3. Sean (U, || - ||/) un ideal de Banach de operadores N-lineales, Y un es-
pacio de Banach cualquiera y X1, ..., Xy espacios de Banach que son L-sumandos en sus

biduales. Entonces, U(X;Y) tiene la BP Bp si y sdlo si tiene la LBp.

Demostracion. Puesto que la B P Bp implica trivialmente la L Bp, basta con probar la otra im-
plicacién. Llamemos P}, ..., P} alas L-proyecciones correspondientes a X7, ..., X . Sean g,
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n(e)y ((e) como en la Definicién 5.2.1, con ¢ suficientemente chico de forma tal que 3(¢) < 1.
Tomemos ® € U(X;Y), [|®|| = 1y % = (%)L, € Sx tales que ||®(X)|| > 1 — n(e). Por
hipétesis, existen ¥ € U(X;Y), | U] = 1,y a” = (a})X, € Sx~ verificando

@) =1, la"—x<BE) y [¥-2lu<e

Consideremos S; : X{ — Y definido por S; () = WU(z/,d}, ..., a%). Por el lema anterior

Is: () =1+ e -

para algin 3'(¢) —— 0. Ahora, tomando el operador Sy : XJ — Y” definido por Sy(z}) =

e—0

< (e

P1 a . .
v <ﬁ, xh,ah, ..., aQ’V) y aplicando nuevamente el lema anterior, obtenemos

H‘I’( Pl PHab) )H_l , H Pi(a)
) y W3y ey UN - i

1PL ()|l (| PE(a3)] 1P (a)]

Py (a7) PN(aN)

I1PL @) 1P (af)l

<fe), i=1,2.

Inductivamente, si notamos a = ( ) € Sx, obtenemos

[P@) =1 y fa—x| <@ — o0,

lo cual demuestra que U(X;Y") tiene la BP Bp. [

En vistas de la equivalencia anterior, a fin de ver que no se verifica la L Bp para multilineales
en /1 x --- X {1, alcanza con probar que no se verifica la BP Bp. Modificando ligeramente el
contraejemplo dado en [39] para formas bilineales, obtenemos multilineales de tipo finito que
sirven como contragjemplo a la L Bp en cualquier ideal. Como contrapartida, por lo visto en la
seccion anterior sabemos que el teorema de Lindenstrauss si se verifica para una gran cantidad
de ideales.

Proposicion 5.2.4. Sea (U, || - |l) un ideal de Banach de operadores N-lineales con N > 2
y sea Y un espacio de Banach cualquiera. Luego la L Bp (equivalentemente la BP Bp) no se

verificaen U(ly X -+ X £1;Y).

Demostracion. Dado que las multilineales de tipo finito pertenecen a cualquier ideal I/ de
operadores N-lineales, y puesto que siempre se verifica la desigualdad || - || < || - || entre las
normas, bastard con mostrar que existe un operador N-lineal de tipo finito que no puede ser
|| - |[-aproximado en el sentido cuantitativo de Bollobas.

Comencemos tomando n € N y definiendo el operador de tipo finito ¢: ¢; x {1 — K,

2n?
¢(x1,29) = Z x1(2)z2(7)(1 — d;5) para 6;; la delta de Kronecker.
ij=1
Luego [|¢|| = 1. Consideremos X = (Z1,%2) € Sy, X Sy, dado por (i) = Z3(i) = 5 si

1 < i <20y (i) = Z2(i) = 0 en otro caso, y notemos que ¢(x) = 1 — 5. Ahora,
supongamos que existe un operador ¢ € L(*¢; X {1), con |[2)|| = 1, que alcanza la norma y
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tal que ||¢ — ¢|| < 1. Tomemos a = (aj,as) € Sy, x Sy, tal que [¢p(a)| = 1y veamos que
|la—x|| > % Consideremos A; = sop(a;) y Ay = sop(az), donde para cada x € ¢, notamos
sop(x) = {i: x(i) # 0}. Es claro que

1= @)= Y a(a(j)(ee;)

(4,7)€EA1X Az

< D la@llas()ll(es el < Jarfllasll = 1

(Z7])€A1 XAQ

y de aqui deducimos que |/ (e;, e;)| = 1 paratodo (i, j) € A; x Ay. Esto implica que A;NA; =
(), ya que de lo contrario tendriamos |¢(e;,, €;,)| = 1 para algin ip € A; N Ay y dado que
|p(eiy, €i0)] = O se tendria |[¢ — || > 1, lo cual nos lleva a una contradiccion. Ahora, si
la; — Z1|| < 1/2 entonces es facil ver que #(sop(Z1) N A;) > n?. Como sop(&1) = sop(T2)y
A1 N Ay = D entonces #(sop(Z2) N As) < n?y en consecuencia ||as — Zo|| > n? - 555 = 1/2.
Luego [|a — x|| > 3 y esto nos permite mostrar que no se verifica la 3P Bp en ningun ideal de
formas bilineales. De hecho, suponiendo que si se verifica, si consideramos 0 < ¢ < 1 tal que
B(e) < 1/2'y comenzamos la cuenta anterior tomando n € N tal que 55 < 7(¢), concluimos
que existen ¢ de norma ||¢|| = 1y X € Sy, x Sy, tales que ¢(x) > 1 — n(e) y para todo ¢ de
norma [|¢|| = 1 que verifique ||¢ — ¢|| < € y que alcance la norma en un cierto a € S, x Sp,,
se tiene ||a — x|| > ((e).

Finalmente, fijado cualquier yo € Y con ||yo|| = 1, podemos definir el operador N-lineal
de tipo finito ® : {1 X - -+ x {1 — Y por ®(x1,...,xn) = @21, x2)e5(x3) - - - €y (T N) Yo, donde
¢ estd definida como arriba y (€});cy es la sucesion bdsica dual de los vectores candnicos.
Esto nos da el deseado contraejemplo a la BP Bp, y por lo tanto a la L Bp, para todo ideal de
operadores /N-lineales. O

Notemos que, si bien la bilineal ¢ definida en la demostracion anterior no puede ser aprox-
imada por bilineales que alcancen la norma en elementos “cercanos” a X, eso no significa que
¢ no alcance la norma; de hecho, se tiene ¢(e1,e3) = 1 = ||¢||. Por otro lado, destacamos el
hecho de que si bien la BP Bp no se verificaen U (¢; X --- X £1;Y) para ningdn ideal i, si se
verifica el teorema de Bishop-Phelps. Para £(¥/1;Y), esto fue probado por Choi y Kim en [37,
Teorema 2.4]. Con exactamente la misma demostracion, veamos que se sigue verificando el
Bishop-Phelps para cualquier ideal de operadores /V-lineales.

Observacion 5.2.5. Sea (U, || - ||) un ideal de Banach de operadores N-lineales y sea Y un
espacio de Banach cualquiera. Luego, el conjunto de operadores en Ul x --- X {1;Y) que
alcanzan la norma supremo es | - ||y-denso enU(ly X - -+ X £1;Y).

Demostracion. Sean ® € U(l1 x --- x £1;Y) y 0 < & < ||®||. Puesto que

O(xy,...,xN8) = Z 21(i1) - on (i) P(€iy, - - -5 €y ),

1< ... iy <00

se deduce que
B = sup  [[®(ei, .- eiy )l

1<4q,.. iy <00
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En consecuencia, podemos elegir jy, . .., jx y un escalar A > 1 tales que ||®(ej,, ..., ej, )| >
1P| — ey Al|®(ej,,- .. ejy)]| = ||| Ahora definamos

U(zy,..oy) =@z, on) + (A= 1)P(ejy, ... €5y )€ (21) - € (n),

que resulta un operador en U (¢ x - - - x £1;Y) dado que @ y €} (-) - - - €} _(-) pertenecen al ideal
U. Luego [ V]| = [|@f = [|U(e;,, - i)l y

[ — Wl = (A= DI D(ejy, - - ejn)ef, ()€ (Ol < A= 1)[|P(ejy, .- ejn)ll <
lo cual demuestra el resultado. ]

En relacién al teorema de Lindenstrauss para polinomios 2-homogéneos visto en el Teo-
rema 5.1.13, desconocemos si existe algin contraejemplo a la LBp en todo ideal de poli-
nomos 2-homogéneos. Los contragjemplos que conocemos en este caso, son aquellos vistos
en la Proposicion 3.3.6 (b).

Un resultado positivo (pero no tanto)

Veamos ahora un resultado positivo del tipo Bishop-Phelps cuantitativo para ideales de ope-
radores multilineales. En [64, Teorema 3.1] se demuestra que si X es uniformemente convexo
entonces £(X;Y) tiene la BP Bp para cualquier espacio de Banach Y. Resultados andlogos
fueron probados en [9, Teorema 2.2] para operadores multilineales y en [4, Teorema 3.1] para
polinomios homogéneos. Adaptando las ideas de [4, 64] mostraremos que se verifica una ver-
sion ligeramente mas débil que la B P Bp en todo ideal de operadores multilineales, siempre
que los espacios en el dominio sean uniformemente convexos.

Recordemos que un espacio de Banach X es uniformemente convexo si dado € > 0 existe
0 <0 < 1tal que

|21 + 22| -

si x1,x9 € By satisfacen 1—9, entonces |z;— 2| <e.

En tal caso, el médulo de convexidad de X esta dado por

_ o+ 2

dx(e) = inf{l 5

. T1,%9 € By, |1 — zo]| > 5} .

Ejemplos de espacios uniformemente convexos son los espacios de Hilbert o los espacios L, (1)
con 1 < p < oo. Por el teorema de Milman-Pettis, todo espacio uniformemente convexo es
reflexivo; la reciproca no se verifica, como puede verse en [42].

Sean (U, || - ||u) un ideal de Banach de operadores N-lineales y X7,..., Xx,Y espacios
de Banach. Decimos que U(X;Y) tiene la propiedad débil de Bishop-Phelps-Bollobds (w-
BPBp) siparacada ® € U(X;Y), ||®] = 1,y e > 0, existen 3(c, | @) y 7i(e, | ®|lr) que
dependen de ||P||,, satisfaciendo lo mismo que [3(g) y n(¢) en la Definicién 5.2.1 (i). Es decir,
la diferencia entre la w-BPBp y la BPBp, es que aqui 3 y 7 dependen de la norma (en el
ideal) de la multilineal que se considere, mientras que en la definicion de la B P Bp las mismas

[y n sirven para cualquier multilineal.
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Veamos que cuando consideramos operadores multilineales definidos en espacios uniforme-
mente convexos, todo ideal tiene la w-B P Bp. Notar que si U/ es un ideal cerrado (i.e., || - ||, =
| - ||), entonces la w-B P Bp es justamente la BP Bp.

Teorema 5.2.6. Sean (U, || - ||/) un ideal de Banach de operadores N-lineales, X, ..., Xy
espacios de Banach uniformemente convexos y X = X X -+ X Xy. Luego U(X;Y') tiene la
w-B P Bp para todo espacio de Banach Y .

Demostracion. Sean ® € U(X;Y), ||| = 1,0 <e < 1yd(e) = min{ox, (€),...,0x,(€)}.
Consideremos 7(¢) = 56 (§) y seax € Sx tal que

@) > 1 —=n(e).

La idea de la demostracion serd definir inductivamente una sucesién ((ag, X}, v;,, %)), tal que
O c UXSY), || k|| = 1,y con (ag, X}, y;) € Sx X Sx/ X Sy satisfaciendo algunas estima-
ciones apropiadas.
. . % _ N _ N
En primer lugar, sean ®; 1= &, a; = X = (a1,);L, y tomemos x; = (7 )L, € Sx/y
y; € Sy~ satisfaciendo

xll,j<a1,j) =1 paratodoj=1,....,N y |y (®1(ay))| >1—n(e).

Ahora supongamos que (ay, X}, ¥y, Pr) estd definida y satisface

. €
x;w(am) =1 paratodoj=1,....,.N y |y (Pr(ax))|>1—1n (F) )

Consideremos el operador multilineal auxiliar
€
Apya(x) 1= @p(x) + W%J(l’l) cemg () Br(ar)  (x = (z5), € X),
y notemos que 1 < [[Ag41|| < 1+ 55=. En efecto,

[Arill = [y (A (ar))]
= |y,(Pr(ar)) <1+ 2k+2)

> (1-9(5=)) (1 + 3m) 519
> (1-5m) (559

>

—_

?

mientras que la otra desigualdad se deduce facilmente de la definicion de Aj.;. Ademas,
Apy1 € U(X;Y) puesto que Dy (+) y 23, () - - w3, n () Pr(ar) pertenecen ald (X;Y).

Definamos &, := H?\:ﬁ y consideremos a1 € Sx Y ¥;,,, € Sy tales que
€
|Yierr (Arr (@) > 1Al = (@) : (5.19)

Multiplicando, de ser necesario, las coordenadas de aj, por escalares de modulo 1, podemos
. / _ / ‘ . . / / R
asumir que z; ;(ay11,5) = |7}, ;(ax41,7)|- Finalmente, elegimos x; , , tal que 7}, ;(ag41,5) =1
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paratodo j = 1,..., N, completando de esta manera, el (k + 1)-ésimo elemento de la sucesion
((ak’a X;cv y;cv q)k?))k

Veamos que (Py)x es una sucesion de Cauchy en U(X;Y"). En primer lugar, observemos
que [|Agrifle < [|®[le + 1 dado que [[Apiallr < [[Prll + 52 Y

1Akllee 1 Peiller + 55
<

[
AL Al

<N Praller + 57 2k+1

Luego, por un lado tenemos

A
11— (| Ay 1raalle

||q)k+1 - Ak—l—l”L{ -

]
< 1= Akl 1Akl
< s+ 1) (5.20)

y por otro

3 9
[Aisr = el = || gz ha )+ 2w O2u(an) |, < 305 < eI+ 1) G221

Combinando (5.20) con (5.21) obtenemos
€
1Prrr = Puller < NIPrss = Aiwaflur + [Awr = Piller < 57 (1@l +1).

En consecuencia, (), es una sucesion de Cauchy en U(X;Y') y converge a alguna U €
U(X;Y) que verifica [T =1y ||@ — ®|y < e(||P]|er + 1).

Ahora veamos que, como consecuencia de la convexidad uniforme de cada X, la sucesion
(ak,;)x es de Cauchy en Sy, paracadaj = 1,..., N.Por (5.19) y la definicién de Ay, tenemos

3

Ikt = (55) < [ther (M (@esn))]
3

= ‘yfm (Pr(@r+1)) + Srgtha (@re11) - Ty (@1, 8) Y (Pr(ar)

€
< 1+ W%J(akﬂ,l) c @ v (A1)
De aqui se deduce
€ 3
IAkiall < 1+ ez (@) -+ ahy (@) +0 ()
que junto con la desigualdad (5.19) nos dice que
€ €
(1 — (2k*1)> (1 * 2k+2>
€ € €
1+ 2k+2 = <2k71> = okt2l <2k71

)
1= _6 (2k> N %5 <%) - ;15 <2k8+1) < T (@) o T (@)
)

< 1’2,1(Gk+1,1) o 'IZ,N(%H,N)

A\

g £
L+ W%J(amm) e ap y(@e,N) 1 (@)
£

)

€
< 1+ Qk+2 x;al(ak-FLl) T x;c,N(a’k’-i—l,N) +n <

\)
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Dado que paracadaj =1,..., N se tiene zj, ;(ax+1,;) < 1, resulta

£
1—(5(2k) < ) i(ags1;) <1 paratodoj=1,...,N.

En consecuencia

Ak,j + Q415
2

> g Ok Tk
- k’J 2

()

> 1—5(%)
> 1 (5)

y por la convexidad uniforme esto implica ||ax41,; — ax ;|| < 57, lo cual nos muestra que (ay,;)x
es de Cauchy en Sk, y converge a un elemento a.,; € Sx; tal que ||aoe; — 14| < €.
Finalmente, tomando a,, = (as,j);2; € Sx tenemos ||a,, —X|| < € y ademds, dado que las
sucesiones (®4)r y (ax,;)r son convergentes y limy, [| @y (ay)| = 1, resulta que ||V (ay)|| = 1.
ﬁui‘g(;, U(X;Y) tiene la w-BPBp con ij(e, || ®l) = n(e/( u))y (e [[®lly) = e/(1+
P u)-. [l

Finalizamos el capitulo, haciendo un par de observaciones relacionadas con el teorema
anterior.

e Siguiendo los pasos de la demostracion anterior, podemos ver que dados & € U(X;Y') de
norma ||®|| = 1,0 < e < 1y x € Sx verificando ||®(x)|| > 1 — 56 (£), se pueden obtener
U € UX;Y) y ay verificando |la, — X|| < ey ||V — ®|| < e. Esta ultima desigualdad,
independiente de la norma del ideal, se debe a que 1 < ||[A;41|| < 1+ 55z y en consecuencia

[Pr1 — Pell < || Pryr — Appall + | Ak — Pill

Aps1 €
< 4+ —
- H Al Arst]| + g
€
= 1 =[Anlll+ 552 2k+2 < STt (5.22)
Luego, si X1, ..., Xy son uniformemente convexos e Y es un espacio de Banach cualquiera,

para cualquier ideal / de multilineales se tiene que dado 0 < ¢ < 1 existen n(¢) y () — 0
tales que si € U(X;Y), ||P]| = 1, y x € Sx satisfacen ||®(x)|| > 1 — n(e), entonces existen
U elU(X;Y)con|V| =1yay € Sx verificando:

[W(ax)l =1, [lae —x|| < B(e) y [[¥—-f <e.

La diferencia aqui con la propiedad BP Bp, es que la densidad de los operadores es con la
norma supremo y no con la norma || - ||, del ideal. Un resultado de este tipo fue probado en
[17, Corolario 2.5] en el marco de ideales de operadores lineales.

e Con una demostracion completamente andloga a la del Teorema 5.2.6, y de hecho, casi idénti-
ca a la de [4, Teorema 3.1] pero con la correspondiente modificacion en lo que respecta a la
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convergencia en el ideal, se obtiene el teorema anterior en el marco de polinomios homogéneos.
Enunciamos este resultado aunque omitimos su demostracion, asi como la definicién de la w-
B P Bp paraideales de polinomios que, de cualquier manera, se deduce facilmente por contexto.

Teorema 5.2.7. Sean (U, || - ||/) un ideal de Banach de polinomios N-homogéneos 'y X un es-
pacio de Banach uniformemente convexo. Luego U(X;Y') tiene la w-B P Bp para todo espacio
de Banach'Y .
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