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Resumen

El objetivo principal de esta Tesis estd centrado en el estudio de las fluctuaciones
cuanticas de vacio y en particular del efecto Casimir para situaciones fuera del equilibrio.
Para ello, en el presente trabajo se combinan, bésicamente, dos métodos funcionales
de gran poder: por una parte, se utiliza el formalismo de integrales de camino temporal
cerrado (6 CTP de sus siglas en inglés) para el estudio de la evolucion temporal de valores
medios cudnticos; mientras que por otro lado, se incorpora el formalismo de la funcional
de influencia de Feynman y Vernon como herramienta fundamental para el tratamiento
de la dindmica de sistemas cuénticos abiertos.

En una primera parte, se analizé una de las posibles formas de abordar el efecto Ca-
simir en medios disipativos en un régimen estacionario y de equilibrio térmico, mediante
un formalismo de cuantizacién canonica en el estado estacionario. En este punto, discu-
timos los posibles modelos fisicos de permitividad de los medios materiales, conectando
natural y necesariamente la teoria del movimiento Browniano cuantico al problema de la
fuerza de Casimir con medios materiales reales.

Luego, y como modelo mas cercano al que representa el interés de la tesis, planteamos
un problema de condiciones iniciales para un campo escalar en interacciéon con grados
de libertad que representan a las principales propiedades de la materia. En este modelo,
obtuvimos el régimen estacionario como el limite de tiempos largos, lo que nos llevd
a una formulacion conceptualmente correcta para la cuantizaciéon canodnica en el limite
estacionario.

Posteriormente, extendimos el enfoque al caso del campo electromagnético. Logramos
resolver las dificultades propias que impone un campo de gauge de tipo vectorial al
momento de cuantizar, y ganamos generalidad en los modelos de medios materiales al
poder representar materiales anisotropos (birrefringencia).

Finalmente, a partir del formalismo desarrollado y de los modelos planteados, estu-
diamos el caso del efecto Casimir en su situacion mas realista: consideramos un campo
electromagnético en interaccion con materia en un contexto fuera del equilibrio. Aborda-
mos el problema de dos placas paralelas semi-infinitas (problema de Lifshitz) de forma
completa, estudiando al mismo tiempo varios de sus aspectos termodinamicos. Obtuvimos
formulas analiticas exactas, demostrando que el estado estacionario de dicho escenario
presenta dos contribuciones para la presiéon, una asociada a las condiciones iniciales del
campo y la otra asociada a los bafios térmicos que actiian de entorno sobre el material
de las placas. Al mismo tiempo, la transferencia de calor (estudiada a través del vector

de Poynting) presenta so6lo una de las contribuciones, la asociada a los bafios térmicos.
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Physical Aspects of the Non Equilibrium Casimir Effect

Abstract

The main objective of this thesis is focused on the study of quantum vacuum fluc-
tuations, particularly the Casimir effect for non-equilibrium situations. Therefore, in this
work we basically combine two functional methods of great power: on one hand, the clo-
sed time path formalism (CTP) to study the time evolution of the quantum expectation
values; and, on the other hand, the Feynman-Vernon influence functional formalism as a
fundamental tool for the treatment of open quantum systems dynamics.

Firstly, we have analyzed one of the possible approaches to the Casimir effect in
dissipative media at a steady situation of thermal equilibrium by using a canonical quan-
tization formalism at steady states. At this point, we discussed the possible physical
models of permittivity of the material, connecting naturally and necessarily the quan-
tum Brownian motion theory to the problem of the Casimir force with real material
boundaries.

Then, as a closer model to represent the interest of the thesis, we propose an initial
conditions problem for a scalar field interacting with degrees of freedom representing the
main properties of matter. In this model, we obtained the steady state as the limit of long
times, which led to a conceptually correct formulation for the canonical quantization in
the stationary limit.

Subsequently, we extended the approach to the case of the electromagnetic field. We
were able to deal with the difficulties that impose a gauge vector-field at the moment
of quantization, and we gain generality in the models represented with achieving the
possibility of considering anisotropic material (birefringence).

Finally, from the formalism developed and the proposed models, we studied the case
of the Casimir effect in the most realistic situation: we considered an electromagnetic field
interacting with matter in a nonequilibrium context. We address the problem of two semi-
infinite parallel plates (Lifshitz problem) completely, also studying its thermodynamic
aspects. We obtained exact analytical formulas, showing that the steady state of this
scenario presents two contributions to the pressure, one associated to the initial conditions
of the field and the other one associated with the thermal baths acting as environment
over the material of the plates. At the same time, heat transfer (studied through the

Poynting vector) has only one contribution, the one associated to the thermal baths.

Keywords: non equilibrium quantum field theory - Casimir effect - quantization - open

quantum systems
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Capitulo 1

Introduccion

En los ultimos tiempos, la Fisica se ha desarrollado de forma notable en numerosas
direcciones, diferenciando los aspectos de la Naturaleza en estudio, y delimitando los dis-
tintos campos de investigacion que se observan en la actualidad. De hecho, los paradigmas
cientificos han cambiado a una velocidad vertiginosa, logrando conectar conocimientos
que, al parecer, se encontraban completamente desconectados. Es asi como se pas6 de
las teorfas de Newton a la Relatividad Especial de Einstein y la Mecanica Cuéntica,
aumentando, en gran parte, el grado de abstracciéon y dando lugar a una nueva intuiciéon
fisica para entender la Naturaleza. Claramente, luego de considerarse afianzadas en la
comunidad cientifica, se buscé combinar estas dos teorias en una tunica teoria. De esta
forma es que se arribé a la Teoria Cuéntica de Campos (QFT, de sus siglas en inglés),
que sienta las bases para el tratamiento sistemético de multiplicidad de problemas que,
siendo abordados de otra manera, no pueden ser explicados satisfactoriamente.

Dentro de dicha teorfa, el area que usualmente ha sido dada en llamarse Fisica de
Casimir (6 Casimir Physics en inglés)[l, 2, 3, 4, 5, 6], se relaciona al estudio de las
fluctuaciones cuénticas de vacio en diferentes contextos. En el marco de la Mecénica
Cuantica, la nocién de vacio cambia respecto de la vision clasica que define al vacio como
una porcion del espacio sin contenido alguno, y estd més bien relacionada a una regiéon
del espacio donde tenemos la menor energia posible. Por lo tanto, dentro de un contexto
cuantico lo que llamamos vacio del sistema esta asociado a un estado cuantico definido, en
consonancia con este nuevo punto de vista. Es asi como, a partir de esta sutil definicion,
es que podemos esperar a priori que las diferentes magnitudes fisicas de interés en este
estado dependan fuertemente del contexto en el cual se plantea un problema dado.

De esta forma, podemos imaginar facilmente que, lo que llamamos vacio para un

campo cuantico, puede depender fuertemente de si dicho campo esté libre o en interaccion
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Introduccion

[7], sobre un espacio-tiempo curvo o no [8], o en presencia de contornos o no [6]. Y de

hecho, estos son los casos.

Por ejemplo, con respecto al primer par de situaciones, no sb6lo para campos sino
también para cualquier sistema cuantico en general, podemos ver que el estado de mas
baja energia (o estado fundamental) no es el mismo si el sistema tiene una dinamica libre
(es decir, sin interacciones) o si se encuentra interactuando con otro sistema o inclusive
con autointeracciones. Esto se relaciona con que, a grandes rasgos, podemos imaginar
que en el caso general la base de estados méas apropiada para la descripcion cudntica no
es la misma haciendo que, en los casos donde existe un estado fundamental, claramente
pueda no ser el mismo en ambos casos. Numerosos ejemplos concretos de esto pueden
verse tanto en la fisica atémica como en la molecular |9], como asi también en la materia
condensada [10], donde los electrones, ya sea en sus orbitales (atémicos o moleculares)
o en la red del material (como electrones de conduccién), son considerados sistemas
cudnticos que pueden, dependiendo de los aspectos en estudio y su modelado, presentar
en su dindmica interacciones entre si (como la interaccion coulombiana) o incluso entre

las diferentes propiedades de un mismo electron (interaccion spin-orbita).

Con respecto al segundo par de situaciones, la nociéon de vacio es mas compleja y
diversa en este caso, si bien guarda alguna relaciéon con los otros dos pares de situaciones.
Para el caso de un espacio curvo, la nocién de vacio se halla inherentemente conectada
a la definicidon de particula. En un esquema de cuantizaciéon de un campo cuéntico en
un espacio-tiempo curvo general, no existe una forma univoca de definir un estado de
vacio ya que esto estd intimamente relacionado a medir particulas. Este aparentemente
hecho trivial, en realidad, depende fuertemente del proceso de medicién y, en particular,
del estado de movimiento del dispositivo de medicién en cuestion. Esto hace que cuanti-
zar, claramente dependa del sistema de coordenadas y, por ejemplo, ya en el caso de un
espacio-tiempo plano (sin curvatura), un observador acelerado mediria particulas corres-
pondientes a un espectro térmico donde la temperatura se relaciona a la aceleracion del
observador [11]. Esto es el llamado efecto Unruh [6, 12]. En un contexto general donde el
espacio-tiempo sea realmente curvo, la definiciéon de vacio también dependerd tanto del
estado de movimiento del dispositivo en cuestion como de la geometria del espacio-tiempo

y, por lo tanto, claramente no serd univoca.

El ultimo par de situaciones, se refiere a la nocién de vacio como dependiente de la
presencia de contornos en el espacio. Estos pueden estar estéticos 6 en movimiento, dando
este ultimo caso lugar a los fenomenos denominados como efecto Casimir dindmico [13]

o friccion cuantica [14]. En este trabajo nos referiremos a los problemas con contornos
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estaticos. En esta temadtica, dos trabajos fundacionales sentaron las bases de los conceptos
teoricos elementales que definen la fisica de estas situaciones. El primero de ellos, escrito
por el propio Casimir en 1948 [15], demuestra la existencia de una fuerza atractiva entre
planos paralelos conductores perfectos, que se escribe en términos de las fluctuaciones
del campo cuantico en cuestiéon en su estado de vacio. En el caso que el material de las
placas sea ideal (conductor perfecto), el problema corresponde al de un campo cuantico
confinado en una region del espacio sujeto a condiciones de contorno en los extremos
de dicha region. Dicho contexto provoca que la energia del campo en dicha porcion del
espacio y la correspondiente a la misma porciéon pero en ausencia de contornos sean
distintas, lo que resulta en la existencia de la fuerza de Casimir. Esto se interpreta como
que el vacio en la situacién con contornos es diferente al de la situacién sin contornos.
Cabe remarcar que, desde este marco, no queda claro cémo seria la situacion para el caso
donde el material que forma las placas no es ideal, sino mas bien un material imperfecto
y real. Dicha situacién corresponde al segundo de los trabajos fundacionales, escrito por
Lifshitz casi diez anos mas tarde que el primero [16]. En dicho trabajo, Lifshitz calcula la
fuerza entre dos semiespacios paralelos separados por una distancia dada. En este caso, el
campo cudntico no se encuentra confinado a una regiéon, sino més bien que se encuentra
en todo el espacio debido al caracter no ideal de los materiales de las placas que permiten
la propagacion del campo dentro de ellas. Mas atun, el hecho de que el campo en el interior
de las placas sea diferente al del caso libre, resulta en que sus fluctuaciones cuénticas en

el estado de vacio en la region entre placas cambian respecto del caso sin contornos.

Sin embargo, para el planteo de este problema, a diferencia de lo que puede hacerse
para el caso de conductores perfectos, Lifshitz se basé para el calculo cuéntico en un
formalismo general de electrodindmica estocéstica clasica estudiado por Rytov [17]. Si
bien la féormula general obtenida por Lifshitz a partir de este formalismo macroscopico
es valida para la situacion de equilibrio en cuestion, como se ha senalado en numerosos
trabajos, la conexién entre este enfoque y uno basado en un modelo completamente
cuantico no es del todo clara. Es més, algunas dudas se han planteado en torno a la
aplicabilidad del resultado de Lifshitz a materiales con pérdidas |18, 19, 20]. Al mismo
tiempo, si bien Lifshitz no se limit6 a estudiar tnicamente las fluctuaciones del campo en
el estado de vacio, sino que también extendié su formalismo a situaciones de equilibrio
térmico para luego, unos anos mas tarde, lograr un marco de QFT en el equilibrio [21]
(ver también para enfoques a problemas relacionados al respecto Refs.[22, 23, 24, 25,
26, 27]), cabe remarcar que situaciones fuera del equilibrio atun carecen de una discusion

satisfactoria y un marco tedrico bien definido. La extensiéon inmediata del formalismo
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Introduccion

de Lifshitz para este tipo de situaciones, que se basan en la teoria de fuentes, puede
encontrarse en Ref.[28]. Sin embargo, dicha extension no queda claro que sirva para todas
las configuraciones posibles de materia y contornos. De més esté decir que esto resulta de

vital importancia al momento de comparar los resultados téoricos con los experimentos.

No obstante, un planteo sobre un modelo completamente cuantico requiere de un
enfoque microscopico para los materiales, obteniendo sus propiedades de dispersion, di-
sipaciéon y absorciéon a partir de un conjunto de grados de libertad microscopicos en
interacciéon con el campo. La inclusion de estos grados de libertad cuanticos en el proble-
ma dificulta la cuantizaciéon. Si bien la cuantizacién candnica del campo pudo lograrse
en el caso de material en todo el espacio en una situaciéon de equilibrio [29], no existe un
procedimiento claro y definitivo para los problemas en el estacionario que incluyen con-
tornos de material real. De hecho, todos los procedimientos de cuantizacién se plantean
una vez alcanzada la situacion estacionaria, la cual no se deduce de ninguna dindmica
transitoria (ver por ejemplo Refs.|30, 31, 32, 33, 34]).

Es asi que el objetivo principal del presente trabajo es dar respuesta a esto y lograr
deducir las reglas bésicas para la cuantizacion de la situacion estacionaria (de equilibrio o
no) en los diferentes contextos de interés de la fisica de Casimir. Para esto, recurriremos a
técnicas combinadas para la resolucion de problemas transitorios de sistemas compuestos
que nos permitan obtener los estados estacionarios como el limite de tiempos largos de

dichos problemas.

En el capitulo 2, introducimos la teoria basica en torno al efecto Casimir con conduc-
tores perfectos. Aqui, prestamos especial atencion a los aspectos formales y limitaciones
del procedimiento de cuantizacién canénica de un campo escalar en dichos escenarios.
Luego mostramos como se obtiene el conocido resultado de Casimir para la fuerza en-
tre planos en el caso unidimensional (es decir, 1 + 1 dimensiones, una espacial y una

temporal).

En el capitulo 3 (correspondiente a los resultados obtenidos en Ref.[35]), incremen-
tamos el nivel de realismo en el estudio de la fisica de Casimir al considerar contornos
formados de materiales modelados por grados de libertad internos. Calculamos la fuerza
de Casimir entre dos placas paralelas de espesor finito en una situaciéon estacionaria de
equilibrio térmico, para un caso 1 + 1 también, de forma tal de poder comparar con la
situacion del capitulo previo. Para ello, implementamos un formalismo de cuantizacion
canoénica en el estacionario dentro del marco de la teoria de sistemas cuanticos abiertos.
Las placas, consideradas un medio disipativo, son modeladas mediante un conjunto conti-

nuo de osciladores armoénicos que, al mismo tiempo, estdn acoplados a entornos externos
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en equilibrio térmico. En este punto, mostramos que la interacciéon de Casimir presenta
dos contribuciones: una asociada al campo de vacio, que es la que también da la fuerza
en el caso ideal o sin disipacion; y otra llamada contribuciéon de Langevin asociada al
ruido inducido por la interacciéon entre los grados de libertad de las placas y los entor-
nos térmicos. Para finalizar el capitulo, se estudiaron propiedades generales del modelo
de material empleado relacionadas a los requisitos mateméticos a fin de garantizar la
propiedad de causalidad y la consistencia fisica del modelo, intimamente conectadas a la

verificacion de las relaciones de Kramers-Kronig.

El capitulo 4 lo dedicamos a presentar los conceptos bésicos del formalismo de inte-
grales de caminos que emplearemos en el resto del trabajo para resolver las evoluciones
temporales de las funciones de correlacion cuanticas de interés fisico [36]. Es aqui donde,
por un lado, introducimos los conceptos y metodologias fundamentales del formalismo de
integrales de camino temporal cerrado (CTP) para el estudio de valores de expectacion
cuéanticos. Por otro lado, con el objetivo también de estudiar la dindmica de sistemas
abiertos, mostramos como, desde el formalismo de funcionales de influencia de Feynman

y Vernon, el marco de la teoria de sistemas cuanticos abiertos es incluido.

En el capitulo 5 (correspondiente a Ref.[37]) aplicamos el formalismo CTP, dentro del
marco de sistemas cuénticos abiertos, para estudiar la evolucién temporal de los valores
de expectacion del tensor de energia-momento para un campo escalar en presencia de
materiales reales. Analizamos las fluctuaciones cuanticas (de Casimir) en un escenario
fuera del equilibrio, cuando el campo escalar interactiia con grados de libertad de pola-
rizacién de la materia presente, que son descritos como particulas Brownianas cuanticas
(osciladores armonicos acoplados a un bafio) en cada punto del espacio. Ademas, realiza-
mos un anélisis generalizado para dos tipos de acoplamiento entre el campo y los grados
de libertad de polarizaciéon. Por un lado, consideramos un acoplamiento bilineal, y por
otro lado, un acoplamiento tipo corriente en analogia al caso del campo electromagnético
(EM) interactuando con materia. Establecido el modelo, calculamos la funcional genera-
triz C'TP para el campo, luego de calcular las correspondientes funcionales de influencia
en cada integracion. Consideramos para ello y por simplicidad el limite de alta tempe-
ratura del campo, manteniendo temperaturas arbitrarias de cada uno de los elementos
de volumen del material. También, logramos una forma cerrada para el propagador de
Hadamard, el cual es el que nos permite estudiar la evolucién dindmica de los valores
de expectacion de las componentes del tensor de energia-momento a partir de un tiempo
inicial, cuando las interacciones comienzan. En este punto, mostramos que dos contribu-

ciones siempre tienen lugar en la evolucion transitoria: una asociada al material y otra
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asociada unicamente al campo. De esta forma, pudimos estudiar los aspectos transitorios
generales y deducir el limite de tiempos largos en varios casos de interés. Probamos que
para un campo en n + 1 dimensiones, el material siempre contribuye a menos que sea no
disipativo. Por el contrario, primero, probamos que la contribuciéon propia del campo se
anula a tiempos largos a menos que el material sea no disipativo. Luego, para el caso del
contorno disipativo tipo delta de Dirac en 1+1 dimensiones, mostramos que dicha contri-
bucién tampoco se anula en el régimen estacionario, resultando exactamente en la forma
empleada sin demostracion formal en el capitulo 3 para la llamada contribucién de vacio.
Es asi como en este capitulo vemos que a tiempos largos, més alla de la dimensionalidad
pero dependiendo de la configuracion, el régimen estacionario puede venir definido por
méas de una contribucion. A fin de definir reglas para un esquema de cuantizacion en el

estacionario, comprender esto resulta de vital importancia.

Siguiendo esta linea de razonamiento, el capitulo 6 (que corresponde a Ref.[38]), lo
dedicamos a extender el formalismo CTP para el caso del campo EM, el cual no resulta
trivial debido tanto a la naturaleza vectorial del campo como a la invariancia de gauge de
la teoria electromagnética. Por ende, en este capitulo, calculamos la funcional generatriz
CTP para el campo EM interactuando con materia que posee tanto propiedades de inho-
mogeneidad (al igual que en el caso escalar) como de anisotropia (propias de este caso y
que no se podian incluir en el caso escalar). Para esto, primero calculamos una expresion
general para la accion de influencia del campo EM a partir de su interacciéon con un
entorno compuesto, consistente en grados de libertad de polarizaciéon tridimensional en
cada punto del espacio, a temperaturas arbitrarias, conectados a banos térmicos. Enton-
ces, evaluamos la funcional generatriz para el campo EM en el gauge temporal mediante
la implementacion del procedimiento de Faddeev-Popov. Luego, mediante la técnica de
division de puntos, calculamos formas cerradas para la energia, el vector de Poynting y
el tensor de Maxwell en términos del propagador de Hadamard. Mostramos que todas las
cantidades tienen la misma estructura que en el caso escalar, estando conformadas por
contribuciones tanto de las condiciones iniciales del campo como también de los grados
de libertad de materia. A lo largo del capitulo también, discutimos y mostramos cémo
la invariancia de gauge debe ser tratada en el formalismo cuando un campo EM esta
interactuando con materia anisétropa e inhomogénea. Para finalizar, estudiamos la elec-
trodinamica en el gauge temporal, obteniendo la ecuacién de campo més una condicién
residual. Luego, mostramos como este procedimiento en su limite de tiempos largos re-
produce los resultados conocidos para el caso de un campo EM en presencia de material

en todo el espacio, permitiéndonos discutir en forma preliminar algunas implicancias ge-
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nerales de nuestros resultados en relacion al caso escalar analizado previamente y la fisica
de Casimir en situaciones fuera del equilibrio.

Una vez desarrollado el formalismo CTP para el campo EM, en el capitulo 7 (corres-
pondiente a Ref.[39]) lo utilizamos directamente para estudiar el problema de Lifshitz
mencionado anteriormente en un escenario fuera del equilibrio. Comenzamos mostrando
nuevamente las diferentes contribuciones a la presiéon de Casimir, con el agregado que
esta vez damos una forma cerrada en términos de la doble transformada de Laplace del
propagador de Hadamard. Vamos un paso més alld y calculamos por separado cada una
de estas contribuciones en los espacios complejos de las variables de Laplace, logran-
do expresiones cerradas para los casos generales (anisotropia e inhomogeneidad) a todo
tiempo, las que se simplifican particularizando para el problema de Lifshitz. Luego, con-
tinuamos mediante el calculo del tensor de Green retardado para este problema, dando
detalle de sus propiedades analiticas. Para finalizar, deducimos y calculamos el limite
de tiempos largos de cada una de las contribuciones, como asi también de la presiéon de
Casimir, logrando concluir una imagen general de todos los problemas estudiados.

Por dltimo, en el capitulo 8, resumimos nuestras conclusiones, mientras que en los
apéndices se concentran algunos célculos complementarios a los mostrados durante el
trabajo.

En todo el trabajo se utilizard un sistema de unidades donde h =c=kp = 1.
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Capitulo 2

Efecto Casimir en Conductores

Ideales

En este capitulo se resume parte de los principales resultados del efecto Casimir
vinculados a la problematica que abordaré la presente Tesis. En este sentido, este capitulo
estd dedicado a mostrar como se obtiene el conocido resultado de la fuerza de Casimir
para el caso de contornos ideales a través del procedimiento de cuantizacién candnica
del campo. La finalidad es dar una breve introduccién a los conceptos y procedimientos
bésicos empleados para estas situaciones, haciendo hincapié en el proceso de cuantizacion

utilizado.

2.1. Cuantizaciéon del Campo Escalar con Contornos

En esta seccion se resume el proceso de cuantizacion de un campo escalar, en principio,
masivo [7| empleado para el planteo del calculo de la fuerza de Casimir.

En este contexto, se trabajara en el interior de una cavidad tridimensional de paredes
perfectamente conductoras.

Por un lado, debe tenerse presente primero la solucién clésica del problema. La ecua-
cion de movimiento para dicho campo dentro de la cavidad corresponde a la ecuaciéon de
Klein - Gordon:

(04 m?)p = 0. (2.1)

Considerando una cavidad de volumen rectangular y dimensiones L, L,, L.; con el

origen de coordenadas en uno de sus vértices y de paredes perfectamente conductoras,
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las condiciones de contorno sobre el campo son:

¢(0’ y’ Z’ t) = ¢(:L‘7 0’ Z’ t) = ¢($, y’ 07 t) = 0’ (22)

¢(Layy, 2,t) = (@, Ly, z,t) = ¢(x,y, Lz, 1) = 0, (2.3)

es decir, condiciones de contorno tipo Dirichlet.
Un conjunto ortonormal y completo de soluciones de la ecuacion de movimiento (2.1)

que satisfacen las condiciones de contorno (2.2) y (2.3) esta dado por [6]:

1 23 Ny T Ny T N, '
un(x,t) = sin [ —z | sin [ =L~y | sin z | emnt, 24
o) = e\ oy (7 n () oo (7 24

donde

2 2 2
_ TNy TNy ™, 9 95
= () (52) () o 25
con ng, Ny, N, enteros positivos.

La ortonormalidad y completitud de las soluciones uy, estd dada en relaciéon al pro-

ducto interno de Klein - Gordon, definido como:

@O ==i [ dalug g (2.6

el cual tiene la propiedad de ser independiente del tiempo.
Ahora, para poder llevar a cabo la cuantizacion canonica de una teoria, debe ser
posible expresar la misma mediante un principio variacional. En el caso del campo escalar

masivo, esto se logra a partir de la densidad lagrangiana de campo libre:

1 2
L= 0,00"6 — ¢, (2.7)

la cual define un momento canénicamente conjugado dado por:

oL .
I=—=2¢. (2.8)
d¢
De esta manera, la densidad hamiltoniana asociada resulta:
. 1
H=1¢— L= (I1% + (V)? + m?¢?) . (2.9)
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2.1. CUANTIZACION DEL CAMPO ESCALAR CON CONTORNOS

Para concretar la cuantizacion, la prescripcién candnica para cuantizar la teorfa im-
plica reemplazar el campo clésico ¢ y su momento conjugado II por operadores en un
espacio de Hilbert, los cuales deben satisfacer las relaciones de conmutaciéon fundamen-
tales a tiempos iguales:

o~

[¢(X7t);$(xl’t)] = [ﬁ(x,t);ﬁ(xl,t)] =0, (2'10)

[b(x, 1); T1(x, )] = i6°(x — X'). (2.11)
De esta manera, en este caso, tenemos que los cuantos del campo satisfacen la esta-
distica de Bose - Einstein.

Teniendo en cuenta la ecuacion (2.9), el operador hamiltoniano se escribe:

~ 1 ~ ~
H=3 /d% <H2 + (Vo) + m2<$2) : (2.12)
Por lo tanto, la ecuaciéon de Heisenberg para el operador de campo (;AS resulta idéntica
a la ecuaciéon para el campo clasico (2.1).

Desarrollando el operador de campo en la base completa de soluciones (2.4):

sxt)= Y (anun(x,t) +a;u;;(x,t)) , (2.13)
Ny ,Ny,Nz

las relaciones de conmutacion (2.10) y (2.11) para los campos se traducen en las tipicas

relaciones para los operadores de aniquilacion y creacion (ay y 611):

~T N

[Gn; an) = [al;al,] =0 , [Gn; @1] = G- (2.14)

Estas relaciones son las que permiten construir un espacio de Fock de estados esta-
cionarios del sistema, a partir de la acciéon de ay, y 611 sobre el estado fundamental del
mismo, de manera analoga a lo que ocurre para oscilador armoénico cuantico. Esto quiere
decir que cada modo del campo funciona como un oscilador armoénico. Por ende, el estado

fundamental o estado de vacio y los excitados se definen respectivamente como:

()"
@nl0) =0 |kn1,kn2,...>:HT|0>, (2.15)

n;
ya que la accion de los operadores de aniquilacidon y creaciéon sobre los elementos del

espacio esta dada por:
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Gnlokn) = Venl(bn — 1)), @llokn) = Ven + 1(kn + 1)), (2.16)

De esta forma, el estado general en (2.15) corresponde a un estado fisico con kp,
bosones de energias wy, respectivamente.

Ahora, considerando el desarrollo del campo en modos (2.13), el hamiltoniano en
términos del operador de campo (2.12), junto con las relaciones de conmutacion (2.14), el

hamiltoniano puede reescribirse en términos de los operadores de creaciéon y aniquilacion:

. 1
H=) wy (a;an + 5) . (2.17)

De aqui es claro que su valor de expectacion respecto del estado vacio (2.15), resulta
en una energia de punto cero divergente:
~ Wn
Ey = (0|H|0) = 5 (2.18)

n

Por ende, para que la teoria cudntica esté bien definida, se requieren, ademas, métodos
capaces de eliminar este tipo de divergencias. Esto se encuentra relacionado a la nocién
de que el estado fundamental de un sistema no interactuante debe tener energia nula.
Es decir, en el espacio plano y libre de contornos esta energia carece de sentido. No
ocurre lo mismo en el caso de espacios curvos o planos con contornos. Por lo tanto,
como los observables fisicos involucran diferencias de energia, en general, se regularizan
las cantidades en cuestion redefiniendo la escala de energia, mediante la sustracciéon de
la mencionada energia de punto cero ¢ mediante la introduccién del orden normal de
Wick (por el cual, los operadores de creacion deben ubicarse a la izquierda de los de
aniquilacion) como parte de la prescripcion de trabajo en la teoria.

Ambos procedimientos son equivalentes para eliminar la energia de vacio divergente,
sin embargo, en la proxima seccién se analizard un método de regularizacién que no siem-
pre lleva a un valor nulo para dicha energia y que puede ser verficado experimentalmente

en lo que se ha dado en llamar efecto Casimir.

2.2. Fuerza de Casimir

En 1948, Casimir demostré que la mencionada energia de punto cero no es inicamente
un problema de la teoria de campos como parecia, sino que trae consigo implicancias

teoricas que pueden ser verificadas experimentalmente. Mas especificamente, lo que él
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2.2. FUERZA DE CASIMIR

mostré es que dos placas paralelas perfectamente conductoras descargadas y en vacio
sienten una fuerza atractiva [15].

Esto se debe a que dado que los campos fisicos, en general, no se encuentran libres
sino que estan en presencia de contornos (o satisfacen ciertas condiciones de contorno),
los espectros de energia resultan ser distintos con respecto al caso libre, y esto modifica
su energia de punto cero. El cambio dependera en general de la distancia entre las placas
haciendo que energéticamente sea mas favorable que las placas estén mas cerca. Por lo
tanto, resulta razonable definir la energia del estado de vacio fisico como una diferencia
entre energias de punto cero. Es decir, dado un contorno 9I', se define formalmente la

energia de Casimir como:

Ec[T] = Eo[0T] — Eol0], (2.19)

donde Ey[0T'] y Ey[0] corresponden a las energias de punto cero del campo en presencia
del contorno 0T y en el caso libre respectivamente.

Cabe remarcar que esta prescripcion generaliza la comentada en la seccién anterior
para asignar una energia nula al estado fundamental de un sistema no interactuante. Sin
embargo, en general, esta definicion debe acompanarse de un método de regularizacion
que permita definir correctamente las magnitudes (en principio divergentes) que estén
siendo restadas.

Como la finalidad de este capitulo es introducir los conceptos bésicos de la fuerza de
Casimir, haciendo hincapié en el procedimiento de cuantizacion, se comentard brevemente
el resultado para el caso de un campo escalar no masivo en 1 4+ 1 dimensiones (una
dimension temporal y otra espacial) con contornos perfectamente conductores [40], es
decir, confinado en un intervalo 0 < x < a con condiciones de contorno tipo Dirichlet.

Todos los resultados exhibidos en la secciéon anterior pueden aplicarse a este caso
reemplazando m = 0 e ignorando las dimensiones no consideradas. Para esto ultimo, se
debe reemplazar x por x, n por n en todas las expresiones, y hacer L, y L. tender a
infinito en la ecuacion (2.5), obteniendo los resultados del caso 1+1. Para los modos dados
en la expresion (2.4), s6lo debe considerarse la dependencia en z, ajustando correctamente
el factor de normalizacién al reemplazar 2% por 2. Las condiciones de contorno (2.2) y
(2.3), por lo tanto, vienen dadas al reemplazar L, por a e ignorar las dimensiones y y z.

Como se busca comparar la energia de vacio con contornos (0 < z < a) y la misma
en el caso libre (—oo < z < 400), éstas se calculan a partir del operador densidad de
energia, que viene dado por la componente 00 del tensor de energia - momento definido

como:
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Too(e1) = 3 (03 + (2:0)°) (2.20)

Teniendo en cuenta el desarrollo en modos del campo (2.13) y las relaciones (2.14),

el valor de expectacion de (2.20) para el estado de vacio (2.15) resulta:

+o0
cola] = (0Tho(x, £)]0) = 2—1a 3w, (2.21)
n=0

que corresponde a la densidad de energia de vacio y es independiente de la posicién. La
energia total de vacio entonces es la integral de esta cantidad sobre todo el intervalo que
resulta en la multiplicacion de (2.21) por la longitud del intervalo a. Dicho resultado es
una cantidad divergente. Una manera de regularizarla es introduciendo una funciéon de
amortiguamiento exponencial e *“» en la suma, forzando la convergencia de la expresion.
Luego de los célculos, la regularizacion debe ser removida mediante el limite A — 0. De
esta forma, considerando el limite de A pequeno, en total puede escribirse:

Bola: Al = —— — =+ O(A?), (2.22)

27A2  24a
discriminando las partes singular y finita de la expresion.

Para comparar este resultado con el correspondiente para el caso libre debe tenerse
en cuenta que, en lugar de los modos (2.4), se tienen soluciones de ondas planas de

frecuencias tanto positivas como negativas, siendo las primeras:

1 .
t) = —i(wgt—kx) 2.9
w,t) = e ¢, 223

con wy = |k|, donde —oo < k < 4o00.

La suma en el operador de campo (2.13) es ahora una integral de medida dk/27 y
las relaciones de conmutaciéon para los operadores de creaciéon y aniquilacién contienen
funciones delta de Dirac §(k — k') en lugar de los simbolos de Kronecker. En este caso
también puede definirse un estado de vacio en analogia con (2.15).

Realizando célculos idénticos al caso anterior, se obtiene que la densidad de energia

de vacio en el caso libre es divergente y esta dada por:

, . 1 [+
ek = O T (0 0l0sare) = o [ (224)
0

La energia entonces que habria en el intervalo (0;a) en ausencia de contornos viene

dada por la integracién de esta ultima expresion en todo el intervalo, la cual resulta
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ser una cantidad divergente. Por ende, apelando nuevamente a una funciéon de amorti-
guamiento exponencial a fin de forzar la convergencia, esta vez dentro de la integral,

obtenemos:

Libre a e —Ak a
Ey*”¢la; A] = ), ke ™" dk = 5AD (2.25)

que resulta ser la parte singular de (2.22), de forma tal que la energia de Casimir final-

mente se escribe:

™

Ecla) = Lima_y0(Eola; A] — EF"¢[a; A]) = ~ 50

(2.26)

Cabe destacar que esta expresion decrece mondtonamente a medida que los contornos
se acercan. Esto quiere decir que energéticamente los planos conductores se ven favore-
cidos a acercarse, siendo tal interaccion la denominada fuerza de Casimir:

0Ec|al 7r

= (2.27)

Fola] = Oa  24q2°

Es claro que este resultado se ha obtenido como si las placas conductoras fuesen
de espesor infinito (es decir, ocupando cada una las regiones © < 0 y > a). Sin
embargo, el mismo puede obtenerse suponiendo las placas de espesor finito (para el
caso electromagnético, véase [6]). La diferencia es que, en este caso, deben considerarse
tanto las diferencias de energias de punto cero entre las placas, como asi también las
diferencias fuera de ellas. Asimismo, sobre todo para el caso de placas de espesor finito,
también puede obtenerse el resultado alternativamente a través de la diferencia entre las
presiones de radiacion de vacio en el interior y exterior de la configuracion [6]. Esto puede
interpretarse como que las reflexiones del campo (de vacio) en las superficies externas de
la configuraciéon de placas actian acercandolas, mientras que las reflexiones en su interior
las empujan hacia afuera. En este caso, debido a las condiciones de contorno, s6lo ciertas
frecuencias estdan permitidas en el interior de la cavidad, de manera que las reflexiones
afuera generan mayor presion que los reflexiones interiores, generando un efecto neto de
atraccion entre las placas.

En el caso unidimensional, la presion de radiaciéon (componente zx del tensor de
energia - momento) coincide con la densidad de energia (componente 00), de manera que

la fuerza sobre una de las placas viene dada por:

FCasimir = <A060xt> - <A(§gt> (228)
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De hecho, esta tltima forma de célculo serd la mas utilizada a lo largo de este trabajo,
por resultar vélida también en situaciones con temperatura.

Como tltimo comentario, cabe remarcar que todo este enfoque presentado se extiende
sin mayores problemas al campo EM eligiendo, por ejemplo, el gauge de Coulomb [6].
El caso de placas paralelas conductoras ideales con cantidad de dimensiones espaciales
mayor a uno no presenta aspectos muy diferentes respecto al ejemplo presentado en el
presente capitulo, por lo que la simplicidad permite hacer hincapié en los aspectos fisicos
fundamentales y los procedimientos teoricos. De todas formas, més adelante en esta Tesis
el caso electromagnético seréd estudiado por separado debido a que cuando los materiales
no son ideales, las propiedades de anisotropia se combinan con la naturaleza vectorial del
campo EM.

Como tultimo comentario, més alld del tipo de campo considerado, es claro que el
efecto Casimir se presenta como intimamente ligado a la naturaleza cuéntica del campo,
que es descrito por la dindmica de la ecuaciéon de ondas y el estado cudntico considerado.

En el proximo capitulo se incrementard el grado de dificultad como asi también de
realismo en el problema de Casimir y comentaremos los calculos de la fuerza de Casimir

para el caso de placas de material disipativo.
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Capitulo 3

Efecto Casimir en Medios

Disipativos

Este capitulo lo dedicamos a presentar los resultados de la fuerza de Casimir para
una situaciéon mas realista. Una vez introducidos los resultados del efecto Casimir para
conductores ideales, comentado el enfoque utilizado para ellos y motivados por las limita-
ciones de estos calculos para representar situaciones mas realistas de cuerpos de material
real (no ideal), donde la disipaciéon y la absorcion juegan un rol fundamental, mostrare-
mos una de las posibles maneras de obtener la fuerza de Casimir en dichos contextos.
Para esta parte también empleamos un método de cuantizacién canédnica, sélo que aho-
ra el campo se presenta dentro de un marco de sistemas cuanticos abiertos, es decir, el
campo es un sistema en interaccién con otros grados de libertad cuanticos que modelan
la materia. En esta misma linea, asi como se calcula la fuerza, también se presenta un
anélisis detallado de las relaciones de Kramers-Kronig en este tipo de modelos sumando

elementos para los capitulos siguientes.

3.1. Antecedentes Preliminares y Motivaciéon

Dada la precisiéon alcanzada recientemente en la medicion de las fuerzas de Casimir
[1, 5], la implementacién de modelos realistas para la descripcion de los cuerpos materia-
les es un paso ineludible para la mejora de los célculos de la energia de Casimir, necesaria
para su comparacion con los datos experimentales. Mas atin, desde un punto de vista con-
ceptual, los célculos tedricos para placas con propiedades electromagnéticas arbitrarias,
incluyendo la absorcién, es un problema aun sin resolver completamente [18, 19, 20].

Dado que los efectos disipativos significan la posibilidad de intercambios de energia entre
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las diferentes partes del sistema total (que esta vez esta constituido por el campo y el
material), la teoria de los sistemas cuénticos abiertos [41] se presenta como el enfoque
natural para dilucidar el rol que juega la disipacion en la fisica del efecto Casimir. De
hecho, en este marco, la disipacion y el ruido se introducen en la teoria efectiva del grado
de libertad relevante (en este caso, el campo) luego de integrar los grados de libertad de
los materiales, formados por grados de libertad de polarizacién en interaccién con otros

grados de libertad que conforman entornos.

En general, los materiales dieléctricos son no-lineales, inhomogeneos, dispersivos y
disipativos. Estos aspectos complican la cuantizaciéon del campo cuando se quiere to-
mar en cuenta todo de manera simultdnea. Claramente, existen diversos enfoques a este
problema. Por un lado, puede emplearse una descripciéon fenomenologica basada en las
propiedades electromagnéticas macroscopicas de los materiales. La cuantizacion puede
llevarse a cabo tomando como punto de partida las ecuaciones de Maxwell para medios
materiales, balancedndolas mediante la inclusién de términos de ruidos a fin de tener en
cuenta la absorcion [42]. En este caso, un esquema de cuantizacién canoénica no es posi-
ble a menos que se acople el campo a un reservorio (véase [19]), y se siga con el camino
usual para incluir la disipacién en sistemas cuénticos simples. Otra posibilidad es la de
construir un modelo de primeros principios donde los materiales son descritos mediante
grados de libertad microscopicos acoplados al campo, representando la polarizaciéon del
material en cada punto. En estos modelos, las pérdidas son incorporadas al considerar
bafios térmicos actuando sobre cada grado de libertad microscopico, permitiendo la ab-
sorcion de energia. Existe una vasta bibliografia respecto de la cuantizaciéon de campos en
dieléctricos. En cuanto a los modelos microscopicos, la cuantizacion candnica del campo
EM en un medio dispersivo y absorbente fue llevada a cabo por Huttner y Barnett (HB)
[29]. En su modelo, el campo EM es acoplado a la materia (el campo de polarizacion),
y ésta a su vez se acopla a reservorios que describen las pérdidas en el modelo. En es-
te contexto de teoria de sistemas cuanticos abiertos, uno puede pensar al modelo HB
como un sistema compuesto donde los grados de libertad relevantes se separan en dos
subsistemas (el campo EM y la materia), y a su vez los grados de libertad de materia
se hallan en contacto con un entorno (los reservorios térmicos). El acople indirecto entre
el campo EM y los reservorios es el responsable de las pérdidas. Como comentaremos
mas adelante, esto serd nuestro punto de partida para computar la fuerza de Casimir en

contextos con materiales reales.

En cuanto a la fuerza de Casimir, la célebre formula de Lifshitz [16] describe las fuer-

zas entre dieléctricos en términos de sus propiedades electromagnéticas macroscépicas.
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La deduccion original de esta formula general se basa en un enfoque macroscopico, par-
tiendo de las ecuaciones de Maxwell estocasticas y la verificacién por parte de los campos
estocasticos de ciertas propiedades termodinamicas. Como ha sido senalado en numerosos
trabajos, la conexion entre este enfoque y uno basado en un modelo cuantizado comple-
tamente no estd totalmente clara. Mas ain, algunas dudas han sido planteadas en torno
a la aplicabilidad de la formula de Lifshitz para dieléctricos con pérdidas [18, 19, 20].

El primer calculo de la fuerza de Casimir entre dos placas de material real usando un
enfoque microscopico es, segun nuestro conocimiento, debido a Kupiszewska [32], quien
model6 los grados de libertad del dieléctrico (4&tomos) como un conjunto continuo de
osciladores armonicos acoplados a entornos a temperatura nula (7' = 0), sobre los cuales
los 4tomos podian disipar energia.

En este capitulo seguiremos un plan similar al de la Ref.[32], generalizandolo al consi-
derar un sistema cudntico abierto general bien definido. Cabe remarcar que, en todos los
casos, los planteos encontrados en torno a la fuerza de Casimir son en base a propuestas
de cuantizacion en el régimen estacionario (o inclusive de equilibrio) del sistema com-
puesto de campo mas materia. Si bien en ciertos contextos, las argumentaciones basadas
en propiedades termodindmicas resultan contundentes, no hay que dejar de lado que el
sistema en estudio sigue siendo un sistema de varias partes en interacciéon. Esto hace que
en principio, la cuantizacién en el estacionario sea parte de las hipotesis y no resulta
derivada de alguna otra parte. Como veremos méas adelante, en un escenario fuera del
equilibrio, esto se torna méas dramético y una correcta deduccién del régimen estacionario
es necesaria. De todos modos, la finalidad de este capitulo es presentar una manera de

obtener la fuerza de Casimir a partir de un modelo microscépico para el material.

3.2. El Modelo y la Separacién de Contribuciones

3.2.1. La Densidad Lagrangiana

Con el objetivo de incluir efectos de disipacién y ruido en los cédlculos de la fuerza
de Casimir, implementaremos la teoria de sistemas cuanticos abiertos, basdndonos en el
ejemplo paradigmatico del movimiento Browniano cuéntico (QBM de sus siglas en inglés)
[41].

El modelo consiste de un sistema compuesto de dos partes: un campo escalar no
masivo y las placas dieléctricas que, al mismo tiempo, son descritas a través de sus
grados de libertad internos, consistente en un continuo de osciladores armoénicos. Ambos

subsistemas conforman un sistema compuesto que estd acoplado a un segundo conjunto
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de osciladores armonicos en cada punto, que juegan el rol de un entorno externo ¢ bafno
térmico. Por simplicidad, seguiremos trabajando en 1 + 1 dimensiones. Sin embargo,
pretenderemos que nuestro modelo del campo escalar no masivo sea modelo de juguete
del campo EM en interacciéon con materia ordinaria representada por el continuo de
osciladores armonicos.

Por lo tanto, debido a que queremos que nuestro modelo se aproxime lo méas posible a
la interaccion entre el campo EM y la materia, el acoplamiento entre el campo escalar y
el continuo de osciladores de las placas serd uno tipo corriente, donde el campo se acopla
a la velocidad de los atomos (méas adelante, para el caso fuera del equilibrio, veremos
como esta discusion se vuelve mas sutil y delicada). La constante de acoplamiento en
este caso es la carga eléctrica e. También suponemos que no hay un acoplamiento directo
entre el campo y el bano térmico.

De esta forma, la densidad lagrangiana viene dada como:

L = ﬁ¢+ﬁs+ﬁ¢_s+£3+£s_3

— 1 Ot + 4 <%mr?g(t) — %mwor (t )) + dmned(x, t)r, (t)

1
+ 4777]2 ( Mug? 2(t) — Emnwgqir(t)> = 4777]2 Ann(t)rz(t),  (3.1)

donde esté claro que tanto r como ¢, llevan una etiqueta espacial debido a que en cada
punto del espacio uno de los d4tomos del continuo interactiia con un dado bano en el
mismo punto. En este modelo, hemos denotado por n a la densidad de atomos en cada
placa. Las constantes A,, son los acoplamientos entre los 4tomos y los osciladores de cada
bano. Cabe aclarar que esta implicito que (3.1) representa la densidad lagrangiana dentro
de las placas, mientras que fuera de ellas la densidad estd dada por la del campo libre.
La configuracion considerada en este caso es de dos placas de espesor d separadas de una
distancia a. Por comodidad, sera tutil considerar cinco regiones: regiéon I con z < —5 —d,
region I con —5 —d <z < —§, region [l con —§ < o < §, region [V con § <x < §+d
y region V con § +d < .

La cuantizacion de la teoria es inmediata. Cabe remarcar que el espacio de Hilbert H
del modelo, donde la cuantizaciéon se lleva a cabo, no es solamente el espacio de Hilbert
del campo Hy (como se considera en otros trabajos donde el campo es el Gnico grado de
libertad relevante), sino que ademés incluye los espacios de Hilbert de los atomos Hg y de
los osciladores de los bafios Hg, de tal manera que H = Hy ® Hs ® Hp. Consideraremos

que, como muchas veces se hace en el contexto del QBM, tomando ¢ = 0 como el tiempo
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inicial en este caso, para t < 0 las tres partes del sistema total se hayan descorrelacionadas
y sin interacciéon entre ellas. De esta manera, las condiciones iniciales para los operadores
g/zb\, 7 estan dadas en términos de operadores actuando en la respectiva parte del espacio
de Hilbert H. Las interacciones seran las que hagan que los operadores inicialmente en
cada parte, se vuelvan operadores actuantes en el espacio de Hilbert total. Por otro lado,

dada la descorrelacion inicial, la matriz densidad inicial del sistema total es de la forma:

5(0) = 55(0) © 5(0) ® B (3.2)

Para esta parte, como estamos interesados en una cuantizaciéon en el estado esta-
cionario del sistema total interactuante, asumiremos que los estados iniciales son, en
particular, de equilibrio a temperatura 7' = 1/ para cada una de las partes. Cada una
de las matrices densidad entonces es una de tipo térmico.

Vale aclarar que estos tltimos puntos son hipdtesis no triviales ya que la no correla-
cién y no interacciéon de las partes en los tiempos previos al inicial introduce la posibilidad
de elegir arbitrariamente estos estados iniciales. Sin embargo, dado que en este enfoque
no se deduce el estacionario del problema sino mas bien se propone, esta hipdtesis nos
ayudard a fin de dar con resultados conocidos. El hecho de que las ecuaciones de Hei-
senberg sean ecuaciones a condiciéon inicial hace que los métodos de cuantizacion en el
estacionario requieran cierto grado de arbitrariedad en sus hipotesis a fin de reproducir
resultados conocidos. Toda esta problemaética, sin embargo, serd estudiada y resuelta en

cierta medida en los capitulos siguientes.

3.2.2. Ecuaciones de Heisenberg y Contribuciones

A partir de la densidad lagrangiana (3.1), pueden derivarse las ecuaciones de movi-
miento que, en este caso, también coinciden con las ecuaciones de Heisenberg para los

diferentes operadores:

ﬁn,w = mné\n,x ) ]}j\n,w = —mnwqun,x + An?ra (33)

Pp=mrz+ed , D, =—mwi, + Z Annz (3.4)
n

O¢ = dmnery, (3.5)

donde los operadores p y p, son los operadores momento canonicamente conjugados

asociados a los operadores 7'y @, respectivamente.
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Sustituyendo la primera de las ecuaciones de (3.3) dentro de la segunda, puede obte-
nerse una ecuacion para los operadores ¢, donde 7 aparece como fuente. Una vez obtenida
la solucién general de dicha ecuacién inhomogénea, puede reemplazarse en la segunda de
(3.4), obteniendo una ecuacion efectiva de tipo Langevin para los grados de libertad de

las placas:

IR R d [* N
Dy = —mw%rw — mﬁ/ dry(t — 7)re (1) + Fi(t), (3.6)
0

donde el nucleo de amortiguamiento v y el operador de fuerza estocastica F son los
mismos que los definidos en la teoria del QBM (véase [41] para una completa y general

descripcion), y vienen dados por:

2 [t
~y(t) = E/o dw E:u) cos(wt), (3.7)
il An —iwnt7, iwnt7t

Cabe remarcar que by, yal son los operadores de aniquilacion y creacion asociados a g,
respectivamente, mientras que J(w) es la densidad espectral que caracteriza los entornos.
Esta funcion da el ntamero de osciladores en cada frecuencia dados ciertos valores de las

constantes de acoplamiento A :

A
Jw)y=>" 6 (w—wy). (3.9)

2Mmpwn,

Usualmente se introduce una distribucién continua de modos del bano, reemplazando
la densidad espectral por una funcién suave de la frecuencia w. Diferentes funciones
describiran diferentes tipos de entornos. Asimismo, fisicamente, el bafio térmico tiene un
numero finito de osciladores en un cierto rango de frecuencias. Por ende, una funcion
de corte debe introducirse, la cual impone una escala caracteristica de frecuencias A. De

esta forma, la densidad espectral toma la forma:

J(w) = %m’yow (%)a_lf(%> , (3.10)

donde g es la constante de relajacion del entorno, mientras que f en este caso representa
la funcién de corte en frecuencias. Los valores de « clasifican los diferentes tipos de en-
torno: a = 1 corresponde a un entorno 6hmico [donde el término disipativo de la ecuacion
de movimiento (3.6) es proportional a la velocidad de la particula Browniana|, mientras

que @ < 1y a > 1 describen entornos subohmicos y suprachmicos respectivamente [41].
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Por otro lado, en el equilibrio, el operador de fuerza estocastica (3.8) y el nicleo de
amortiguamiento (3.7) no son independientes. Las propiedades estadisticas del operador

de fuerza estocastica vienen dadas por los niicleos de disipacién y ruido, definidos como:

~

D(t —t') E¢<[ﬁ(t); (t')D — [ﬁ(t);ﬁ(t')} — 2 /O o dwJ (w) sinfw(t — )], (3.11)

~

Dl(t—t')z<{F(t);ﬁ(t’)}>: /0+oodwj(w)coth(%)cos[u}(t—t/)], (3.12)

los cuales son la generalizacion de las relaciones utilizadas en Ref.[32] desde la teoria de
sistemas cuanticos abiertos para entornos generales y temperatura arbitraria. Es claro
que, de las definiciones, D es el tinico que involucra la temperatura del entorno como

parametro. Considerando (3.7) y (3.11) es simple mostrar que:

%'y(t—T) _ —%D(t—T), (3.13)

lo que relaciona al niicleo de amortiguamiento con las propiedades estadisticas del ope-
rador de fuerza estocastica.

Volviendo a las ecuaciones de movimiento, considerando la primera de las ecuaciones
en (3.4) y (3.6), puede obtenerse una ecuacién para 7 teniendo a ¢ como fuente. Dicha

solucion generaliza la cruda aproximacion empleada en Ref.[32], y viene dada por:

Pelt) = GLO7A0) + Ga07(0) + - [ Galt =) (Rur) = b)) . (314)

donde G2 son las funciones de Green asociadas a la ecuacion del QBM, que satisfacen:

Gi(0)=1 , Gi(0)=0 , G(0)=0 , Ga(0)=1, (3.15)

para las cuales sus transformadas de Laplace vienen dadas por:

82—11

Gn(s) (3.16)

T 52 + wd + s7(s)’
donde n = 1,2 y ¥ es la transformada de Laplace del nucleo de amortiguamiento. Es
claro que, dadas estas condiciones, se puede probar que Gi(t) = Ga(t), mientras que

G2 (t) corresponde a la funcion de Green retardada para la ecuacion de QBM.
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Reemplazando esta solucion en (3.5), se obtiene la ecuacion para el operador de

campo:

~ mme? [t -~ : ;
0g 4+ 4 /0 Gi(t — T)p(z,7)dr = dmne <G1(t)?x(0)+G1(t)?x(O)

m

. Galt - 1)R() ar). 3D

la cual estd sujeta a condiciones iniciales de campo libre, que se escriben:

$(,0) = /dk (if (@e““’ +a,te‘““’> : (3.18)

Wk

1
~ 1\2 . .
¢(x,0) = /dk‘ (—) (—z’wkﬁkemz + iwkale_””) , (3.19)

Wk

donde ay y a; son los operadores de aniquilaciéon y creaciéon del campo libre, siendo

wy = |k|. Cabe mencionar que las condiciones de contorno consideradas para este campo
son las de continuidad del campo y la derivada espacial en los puntos de interfase.
Como mencionamos en el capitulo anterior, calculamos la fuerza a partir de la compo-
nente 00 del tensor de energia-impulso (2.20) y la fuerza de la diferencia de presiones de
radiacion en el exterior y el interior segin (2.28). Luego, para resolver la ecuacion puede
transformarse Laplace la ecuacion de campo (3.17) y utilizar las funciones de Green y las
condiciones iniciales. Como se estd interesado en el comportamiento de tiempos largos de
todo el problema (es decir, su régimen estacionario), los términos que involucran los ope-
radores de los grados de libertad de las placas 7'y p al tiempo inicial pueden despreciarse.
Esta aproximacion se sostiene en el hecho de que cuando t > 1/, esto implica que los
adtomos han relajado en su dindmica, produciendo ninguna contribucién al campo. De

esta forma, se obtiene:

9% ~ 9 4mne? ~ ~ A~ drne ~ | A
St =5 (14 212G (5) ) B, s) = —s(0,0) = 2. 0) ~ TG () o),

(3.20)
mientras que la solucion y su transformada de Laplace se relacionan a través de la trans-
formada de Mellin [43]:

. I'+i00 R
S, t) = /F &5 Sias) e, (3.21)

ico 2mi
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donde I' es un numero real mayor al parametro de orden de la transformada y tal que
los polos de la transformada quedan a la izquierda de la recta vertical definida por I' en
el plano complejo s.

De (3.20) es importante notar que el operador de campo solucion de dicha ecuacion,
debido a la ausencia de los operadores asociados a los grados de libertad de las placas,
actuard en Hg como el operador identidad. Al mismo tiempo, si proponemos una solu-
cion de la forma g/zb\(a:,t) = <$v(a:,t) + Q?L(a:,t), donde el primero de los términos toma
como fuente las condiciones iniciales de campo libre (que llamaremos contribucion de
vacio) mientras que el segundo toma el operador de fuerza estocastica (que llamaremos
contribucion de Langevin), puede verse que esto no resulta ser una mera separacion. De
hecho, la separacion resulta ser en los espacios de Hilbert, siendo que QASV serd un operador
actuando en Hy para todo tiempo, mientras que QASL lo hard en Hgp. Es decir, debido a la
aproximacion empleada, se produce una separaciéon de contribuciones en el operador de

operador de campo total dada por:

d(x,1) = dy(z,1) ® Is © I + Iy @ Is ® ¢y (x, 1). (3.22)

Puede concluirse que los 4tomos actian como un puente entre el campo y los banos
térmicos pero sin realizar contribuciéon alguna al campo. El problema entonces, en el

estacionario, se separa en dos partes para el enfoque y aproximaciones consideradas.

3.3. Contribuciones de Vacio y Langevin

Para empezar, observemos que la ecuacion (3.20) describe, en principio, la dinamica
de las contribuciones del campo. Sin embargo, haber despreciado la contribucién de
las condiciones iniciales de los grados de libertad de las placas hace que la solucién
buscada intente ser la solucién de tiempos largos, es decir, en el régimen estacionario.
En este punto, para calcular cada una de las contribuciones en el régimen estacionario,
es necesario obtener las soluciones partiendo de una propuesta o ansatz de cémo sera la
soluciéon una vez establecido el limite de tiempos largos. Para la contribuciéon de vacio
entonces, asumimos que la solucién a tiempos largos tendra la forma de un campo con

modos modificados:

- too 0 2 . .
¢V(x,t):[/0 + /_ H—i(i> (ak e~ fi(x) + @) ezwktf,:(a:)), (3.23)

Wk
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donde la primera de las integrales involucra los modos que viajan de izquierda a derecha,
mientras que la segunda involucra a los modos que van de derecha a izquierda.

Sobre esta propuesta, cabe remarcar dos puntos importantes. En primer lugar, dado
que las condiciones iniciales son fuentes de esta contribucién, la solucién en el estacionario
esta escrita en la misma base de operadores de creacion y aniquilacion (/d; y ar). Esto
significa que el espacio de estados puede ser descrito de la misma forma, pero ahora los
modos se han modificado tinicamente en su dependencia espacial pasando de ser simples
exponenciales a las funciones fj. De todos modos, para esta contribucién, podemos decir
que luego de la interacciéon con el material, esta parte del espacio de estados puede ser
descrita en el limite de tiempos largos por los mismos operadores que al tiempo inicial.

Asimismo y en segundo lugar, a fin de que el operador de campo sea solucion de la
ecuacion de movimiento, los modos deben satisfacer:

> 2.2
@fk(m) + win (wk)fk(at) =0, (3.24)

donde el indice de refraccion n(wy) viene dado por:

4rne? ~ w?
n2(wk) =1+ n Gao(—iwy) =1+ — 5 L (3.25)
wg — wi — w7y (—iwg)
donde w? = % es la frecuencia de plasma.

Nuevamente, cabe remarcar dos puntos en torno a lo analizado. Por un lado, (3.24)
resulta ser de la misma forma que la ecuaciéon de modos para el problema andlogo pero
de material dieléctrico sin disipacion (véase [44], aunque méas adelante en esta Tesis se
mostrard dicho limite de manera general), con la diferencia que en este caso el indice
de refraccién es dependiente de la frecuencia. Por otro lado, la definicién del indice de
refraccion pone en evidencia el hecho que para obtener (3.24) a partir de (3.20), al
emplear el ansatz (3.23), es necesario tomar la variable de Laplace s igual a +iwy para
cada integral en k en la expresion general (3.21). Esto, si bien es arbitrario por ahora y
carente de demostracion, nos lleva a considerar dependencias temporales ondulatorias,
como es fisicamente esperable para el régimen estacionario. De todos modos, mas adelante
en esta Tesis demostraremos formalmente como es que esto es cierto para la mayoria de
las configuraciones estacionarias.

La soluciones de (3.24) para los modos, luego de imponer las condiciones de contorno,
pueden ser obtenidas facilmente y estan resumidas en el el Apéndice A.

Por otro lado, para obtener la contribucién de Langevin, el ansatz para el limite de

tiempos largos a considerar serd simplemente de la forma:
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—~ +00 —~ )
Sl t) = / % o, k) ek, (3.26)

—00

Este ansatz, al comparar con la expresion general en términos de la transformada de
Laplace (3.21), a diferencia del considerado para la contribuciéon de vacio, toma s = —ik.
Esto es posible hacerlo ya que, en el régimen estacionario, los polos de la contribucion
no se ubicaran sobre el eje imaginario en el plano complejo s, de manera que I' puede
tomarse igual a 0 por ejemplo. En otras palabras, dado que los términos de la contribucion
considerados siempre son estacionarios, entonces la transformada de Laplace evaluada en
s = —tk coincide directamente con la transformada de Fourier.

Nuevamente, al igual que ocurre para el ansatz de la contribucién de vacio, més
adelante en esta Tesis, esto serd demostrado formalmente.

Sin embargo, en este enfoque, lo importante de las soluciones es que, dada la dindmica
esperada para esta contribuciéon del campo que se genera a partir de la aparicion de las
placas al tiempo inicial, son soluciones tipo radiativas (ondas salientes de las placas) en
lugar de tipo scattering como tenfamos para la contribucién de vacio.

Las soluciones explicitas para esta contribuciéon son presentadas en el Apéndice B.

Luego de analizado el método de cuantizaciéon y la separacion de contribuciones en
el régimen estacionario, resumiremos el calculo de la fuerza haciendo hincapié en los

principales aspectos relacionados a los siguientes capitulos de esta Tesis.

3.4. Fuerza de Casimir y sus Diferentes Contribuciones

3.4.1. El Tensor de Energia-Momento y la Fuerza de Casimir Total

Una vez determinadas las contribuciones al campo, la fuerza de Casimir entre las
placas puede calcularse mediante (2.28). Para ello, deben calcularse los valores de expec-
tacion de la componente 00 del tensor de energia-momento dado por (2.20).

Considerando la separacion de contribuciones (3.22), facilmente puede escribirse:

Too(z,t) = ((30(55\/ +6L))? + (8a(dv + qu))Q) =T ®Is @I + 1, @15 ® T

+ (8w$\/) ®Is® (8x$L) + (@5\/) ®Is® <8t§/b\L) ; (3.27)

DO | =

donde es claro que los términos cruzados actiian en dos partes del espacio de Hilbert
total.

Universidad de Buenos Aires 41 A. E. Rubio Loépez



Efecto Casimir en Medios Disipativos

Como estamos considerando estados iniciales térmicos para cada parte del sistema
total segin (3.2) y cada contribucion al campo en el estacionario es lineal en los opera-
dores de aniquilacion y creaciéon de cada parte, el valor de expectacién de la componente
00 del tensor de energia-momento corresponde a la densidad de energfa libre de Helm-
holtz, donde los tinicos términos que contribuyen son los cuadraticos en los operadores
de creacion y aniquilacion de una misma parte (los valores de expectacion de magnitudes

lineales en dichos operadores son nulos). De esta forma, es claro que se puede escribir:

- <f00> = Try <ﬁ¢f0‘6) ¥ Trg (ﬁBT&)) — v + fu, (3.28)

de manera que la energia libre hereda la separacion de contribuciones del campo. Clara-

mente, la fuerza de Casimir también, pudiendo escribirla como:

Fo =fr—fur = (ff +57) — (i + 1) = F& + F&. (3.29)

La fuerza de Casimir total presenta dos contribuciones, una asociada integramente a

la contribucién de vacio y la otra asociada a la de Langevin.

3.4.2. Contribucion de Vacio a la Fuerza de Casimir

Para la contribucién de vacio, ng es cuadratica en los operadores de aniquilacion
y creacion del campo libre. Por lo tanto, para el calculo se requieren los valores de
expectacion de los productos cuadraticos de estos operadores. Estos estan dados por las

conocidas expresiones:

(Grtw) = <a,ta,1,> —0, (3.30)
<aka;,> = §(k — K')(1 + N(wp)), (3.31)
<a;ak,> = 5(k — k)N (wy), (3.32)

donde N(wy) =

Considerando el ansatz (3.23), facilmente puede obtenerse que para la region [, la

)

(3.33)

eB‘*’—}c—l corresponde al nimero de ocupaciéon en un estado térmico.

densidad de energia libre de Helmholtz viene dada por:

dfy
dx

o~ 1 +o00 0 dk 1
i (x) = Try (quT:Xgl) =1 [/0 +/_OO] 5, coth <%> (Wk|fllc(x)|2 o
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la cual resulta idéntica a la expresion obtenida para el caso de un material no disipativo
(véase Ref.[44]), salvo por la aparicion del factor térmico coth(Bwy/2) relacionado a la
temperatura del campo.

Utilizando las soluciones para los modos f,i que se encuentran en el Apéndice A, la

contribucion de vacio a la fuerza de Casimir se escribe:

FE =1 —flir = %/W ;l—ffkcoth <%> [L+ [Bi* + |Tel* = 2 (ICk[* + |D&[*)]
" (3.34)
donde los coeficientes Ry, T, Ck, y Dy son los dados en el mismo Apéndice.
Cabe remarcar la aparicion del factor térmico global en la tltima expresion, el que
viene del estado térmico inicial del campo a temperatura 7T, basado en la hipotesis de

equilibrio térmico.

3.4.3. Contribucién de Langevin a la Fuerza de Casimir

De forma andloga a lo realizado para la contribucion de vacio, la contribucion de
Langevin a la fuerza puede ser evaluada a partir de los valores de expectacion del producto
de las transformadas de operadores de fuerza estocastica en frecuencias diferentes (ya sea
de transformadas de Laplace evaluadas en s = —ik o transformadas de Fourier en k).

Para todo operador hermitico dependiente del tiempo, el valor de expectacion a tiem-
pos diferentes corresponde a la funcion de correlacion del operador. Esta a su vez coincide
con un medio del valor de expectacion del anticonmutador a tiempos diferentes. Por en-
de, transformado Fourier en ambos tiempos, puede calcularse el valor de expectacion del
producto de las transformadas de Fourier del operador de fuerza estocastica a frecuencias
diferentes.

Para el caso de equilibrio térmico, el valor de expectaciéon del anticonmutador del
operador de fuerza a tiempos diferentes es proporcionado por la teoria del QBM. Facil-
mente se puede mostrar que coincide con el ntucleo de ruido Dy (t — t'), ver (3.12). Por

ende, se tiene:

<{ﬁ(k;); ﬁ(k’)}> — J(wg) coth (%) S(k + k). (3.35)
Considerando que en nuestro caso, el operador de fuerza estocéastica depende de la
posicién, suponiendo que no hay correlaciéon espacial entre los distintos puntos del con-

tinuo:
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<13w(k:)13x/ (k:’)> (-2 g‘j]’“) coth <%> S5(k + k). (3.36)

A partir de las soluciones dadas en el Apéndice B, las energias libres del Helmholtz en
las regiones I y III pueden calcularse directamente. De esta forma, finalmente se obtiene

para la contribuciéon de Langevin a la fuerza de Casimir:

212 |n|? |1 — r2ei2ka|2

> <|t|2+|Tn+rei2ka|2e—2klm[n}d+|1+Trnei2ka|2+|t|2|rn|2e—2klm[n}d

—2(1+r]?) (1 + |rn\2e_2klm[”}d> ) (3.37)

T dk k|n+ 12 8|t|*Reln Bk —9kImln
RE o= it = [ et S com () (1 o)

De este resultado, caben remarcar dos cuestiones. Por un lado, el factor global térmico
en la expresion, que coincide con el que aparece en la contribucion de vacio (3.34). Sin
embargo, esta coincidencia se debe a la hipotesis de equilibrio térmico considerada como
parte del enfoque al comienzo. En este sentido, resulta interesante saber céomo sera la
cuestién para una situacién estacionaria pero fuera del equilibrio. Eso serd uno de los
objetivos principales de esta Tesis mas adelante. Por otro lado, la apariciéon del factor
1 — ¢ 2kIm{n]d sugiere inmediatamente que, en una situaciéon donde los medios no sean
disipativos y, consecuentemente, la parte imaginaria del indice de refraccion sea nula,
este factor se anula, dando una contribuciéon de Langevin a la fuerza de Casimir también

nula, como es de esperar fisicamente.

3.4.4. Fuerza de Casimir Total

Una vez calculadas ambas contribuciones, la fuerza de Casimir total puede calcularse
de manera compacta. Debido a la hipotesis de equilibrio térmico, las contribuciones (3.34)
y (3.37) pueden sumarse facilmente. De hecho, sumando las energias libres en cada region,

obtenemos por un lado:

+00
=i it = [ gokeom (1)), 339

lo que es esperable debido a la invariancia translacional fuera de las placas. Por otra

parte, para la region III:

oo dk BEN (1—r[Y
_ ¢V L
frir = JfHI +fIH _/0 27TkC0th< 5 > m- (3.39)

De esta forma, la fuerza total puede escribirse finalmente como:
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o dk Bk L—|rf*
F = fr — = —kcoth | — 1-—
cla] = fr =i /0 o co < 9 ) < 1 _r2€z2ka|2>

1 400 ,Bk‘ T2€i2ka
= —; Re A dk k coth <7> m . (340)

Cabe remarcar que esta expresion es vélida para cualquier tipo de entorno, el cual se
caracteriza mediante la funcion 7(ik) resultante de las interacciones microscopicas, asi
como también vale a cualquier temperatura, la cual fue introducida en el formalismo de

manera natural gracias a la teorfa de sistemas cudnticos abiertos.

3.4.5. Limites y Convergencia

Por ultimo, es importante comentar que esta férmula tan simple posee las propiedades
fisicas esperadas, asi como reproduce los resultados conocidos.

Como primer punto a destacar, cabe mencionar que (3.40) como integral no requiere
de la regularization adicional para obtener un valor finito de la fuerza de Casimir. A
diferencia de lo que ocurria para el caso de contornos ideales donde, para obtener un
resultado finito, era necesaria una funciéon de corte para las altas frecuencias, basada en
que los materiales reales son transparentes en dichas frecuencias. Dicho comportamiento
ya estd incluido en el modelo gracias a los entornos, que producen disipacién y ruido
resultando en un indice de refracciéon complejo.

Facilmente puede verse que para grandes valores de k, el integrando de (3.40) se
comporta como O(k~3). De esta forma, la convergencia esté asegurada cuando k — +o00
independientemente del tipo de entornos considerado o de la temperatura.

Por otro lado, el resultado también reproduce ciertos casos limites. Por ejemplo, el
caso de medio no disipativo puede ser obtenido facilmente evaluando la constante de
relajacion igual a cero (79 = 0) en todas las expresiones. Esto, de hecho, como ya hemos
mencionado, resulta en que 1 —e™*? — 0, dando Fé = 0, es decir, anula la contribucién
de Langevin a la fuerza de Casimir, como es fisicamente esperado. Al mismo tiempo,
la contribucién de vacio permanece teniendo ahora un indice de refracciéon real para el
material y reproduciendo por si sola el resultado en tal caso hallado en Ref.[44]. De todos
modos, més adelante en esta Tesis veremos que, para este limite, poner 79 = 0 no es
suficiente, dado que un indice de refraccion real debe ser independiente de la frecuencia
a fin de satisfacer las relaciones de Kramers-Kronig y ser asi un consistente modelo fisico

causal.
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Otro caso limite de importancia que se ve contenido en el resultado (3.40) es la cono-
cida formula de Lifshitz. En su trabajo original [16], Lifshitz consider6 dos semiespacios
de material dieléctrico separados de una distancia dada. De esta forma, el caso limite a
considerar sobre el resultado obtenido deberia ser el de espesor de placa infinito, es decir,
d — +o0. En este caso se ve que r debe ser reemplazado por r,. Si, ademés, consideramos
temperatura nula (7" = 0), coth (%) — 1 y las densidades de energias libres en cada

region coinciden con las densidades de energia, entonces obtenemos para d — —+oc:

+oo
ey —>/ 1+|rn|) . ey =0, (3.41)

o0 gk ek 21—\7«\
er —>/ P wkz (L—1|ml?) 6111—>/ ( T2e2?ka|)2’ (3.42)

donde cabe remarcar que en este caso se tiene Fg = 61 y, al mismo tiempo, e}/ + e% =
f0+°° % 2wy, es decir, la energia de campo libre. Es claro que mientras en la region
III (entre medio de las placas), la densidad energia se desvanece, las densidades de la
region I cancelan entre si los términos que contienen 7,, mientras que suman los otros
para dar la expresion correcta de la fuerza total segun la prescripcion de Casimir. En
el caso de Lifshitz, la contribucion de vacio parece no aportar. Esto sigue siendo valido
para temperatura arbitraria y, més adelante en esta Tesis, veremos que esto merece otra
interpretacion dentro de un contexto mas general.

Luego de la rotacion a frecuencia imaginaria, la fuerza de Casimir total a temperatura

nula se escribe:

1 “+o00 7,2 (i8)6_2sa
Fola) == | dss—n\2¢ 4
cla] T /0 1= r2(is)e—2sa’ (3.43)

que resulta ser la formula de Lifshitz para el caso de un campo escalar en 1+ 1.

En el caso de temperatura arbitraria (T' # 0), el factor térmico coth (’B ) presenta
polos sobre el eje imaginario en las frecuencias de Matsubara 27i/5j = i€;,7 =0,1,2, ....
Entonces, el contorno de integracion complejo puede rotarse al eje imaginario al igual que
antes pero debe deformarse a fin de esquivar los polos. Este procedimiento es conocido,

de forma tal que la integral en frecuencias se convierte en una suma de Matsubara:

—2¢5a
cla =21 g T (3.44)

2 —2¢5a
7j>1 "n 26 ) !

la cual es la expresion estandar de la formula de Lifshitz a temperatura arbitraria.
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Como ya hemos mencionado anteriormente, este resultado es valido para cualquier
tipo de entorno, que se introduce a través de la funcion 7(—ik). Sin embargo, a fin
de obtener un modelo fisico consistente, esta funcién presenta ciertas restricciones. La

proxima seccion analiza como el modelo propuesto es fisicamente consistente.

3.5. Permitividad Generalizada y Causalidad

Con el objetivo de verificar como nuestro modelo es fisicamente consistente, analiza-
remos las propiedades del indice de refraccion (3.25). Considerando que la permitividad
dieléctrica del material de las placas se define como €(w) = n?(w), entonces para nuestro

modelo tenemos:

2
w
—1= P . 4
€(w) wd — w? — iwy(—iw) (3.45)

Segun Ref.|45], para un modelo dado la susceptibilidad x(7) se define como:

1 +00 ) w% +o00 e—z'(m—
_ = —De W = =£ d 4
=g [ ey -neran =3k [ e 60

donde, en principio, esta integral puede ser evaluada mediante integraciéon compleja.
Inversamente, la permitividad también puede ser expresada en términos de la suscepti-

bilidad como:

ew)=1+ /+oo x(1)e™Tdr, (3.47)

—00

la cual puede verse como una representacion de €(w) en el plano complejo w. La per-
mitividad entonces esté bien definida cuando x(7) es finita para todo 7 y se tiene que
Xx(7) — 0 para 7 — =£o0. Sus propiedades pueden ser estudiadas directamente de esta
expresion.

Es claro que todas las propiedades de la permitividad y también de la susceptibilidad
son fuertemente dependientes de la transformada de Laplace del niicleo de amortigua-
miento (ik), el cual a su vez depende de la densidad espectral del entorno. Por ende,

transformando Laplace (3.7), se obtiene:

oo w s
7(s) = %/0 d‘”%(ﬁ o) (3.48)
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Como ya hemos mencionado, una densidad espectral fisica debe incorporar una fun-
cion de corte. Podriamos, en principio, emplear una funcién de corte abrupto o, alterna-
tivamente, elegir una funcién de corte continua que se aproxime a cero rapidamente para
frecuencias mayores a la de corte A, asegurando la convergencia de la integral.

La primera opcion, aunque mas simple, resulta en una transformada 7(ik) mal de-
finida en el plano complejo. La segunda alternativa resuelve este problema y permite
el empleo del teorema de residuos para evaluar la integral. Reemplazando la densidad

espectral general (3.10) en (3.48), se obtiene:

“+o00 wa—l w
3(s) = %/0 dwmf(x). (3.49)

Con el objetivo de aplicar el teorema de residuos, el integrando debe ser holomorfo en
el semi-plano complejo superior, salvo en un ntamero finito de puntos que no se encuentran
sobre el eje real. Por ende, diferentes resultados se obtienen al considerar funciones de
corte con o sin polos en el semi-plano superior. Para un entorno 6hmico (a0 = 1), sin
funcion de corte, es facil probar que ¥(s) = 2vy.

Para el caso de funciones de corte sin polos (por ejemplo, una gaussiana), se tiene:

e(—ik) = — (k) =5 () (3.50)

donde el subindice NP denota el hecho de que la funciéon de corte no tiene polos. La
funcion resultante es real y par en la variable k.

Por otro lado, las funciones de corte usualmente consideradas en la Literatura tienen
polos en +iA (por ejemplo, si se elige una lorentziana). En estos casos, para w® impares

(con a < 4 a fin de mantener la convergencia en (3.49)), tenemos:

a—1 T k

a—1
Ap(—ik) = %JA(@ +i(-1)% <_K> J_k(A), (3.51)

donde los subindices en J denotan la ubicacion del polo. Aunque el resultado es una
funcién compleja, la segunda igualdad en (3.50) continda siendo valida.

Teniendo en cuenta las propiedades mencionadas para el ntucleo de amortiguamiento,
volvamos al andlisis de las propiedades de la permitividad y susceptibilidad. Como ejem-
plo particular, en el modelo de Drude se tiene 7(—iw) = 7. Por lo tanto, el denominador
de (3.46) tiene dos polos, ambos sobre el semi-plano complejo w inferior. Asi, como es
esperado fisicamente, la susceptibilidad tendra un comportamiento causal, ya que resulta

nula para 7 < 0. La analiticidad de la permitividad €(w) en el semi-plano complejo w
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superior habilita el uso del teorema de Cauchy, lo que resulta en las conocidas relaciones
de Kramers-Kronig para la parte real e imaginaria de la permitividad.

En nuestro caso més general, las propiedades fisicas de €(w) estan determinadas por la
transformada 7(—iw). Esta funcion esta dada por la teoria de sistemas cuanticos abiertos
a través de (3.50) y (3.51), dependiendo de la funcion de corte elegida.

Consideremos primero, por simplicidad, el caso donde la funciéon de corte no tiene
polos y viene dada por (3.50). Para una dada densidad espectral, el denominador en
(3.46) se escribe:

D&“g(w) = wE — w? — i2yw (%)a_lf(%> . (3.52)

Entonces si elegimos un entorno 6hmico (a = 1) sin funcién de corte (lo que es equi-
valente a tomar f= 1), reobtenemos el modelo de Drude (si ademés wy = 0) o el modelo
de una resonancia (cuando wy # 0) [45]. En principio, podriamos considerar otros valores
de «, manteniendo f= 1. En estos casos, w® deberia ser una funcién impar. Tomando,
por ejemplo, a = 3 resulta en configuraciones de polos mal definidas fisicamente, ya que
uno de ellos se ubica en el semi-plano superior, rompiendo la analiticidad del integrando
de (3.46), obteniendo una susceptibilidad no causal y, por ende, no fisica.

Por lo tanto, vemos que para entornos supradéhmicos la introduccién de una funcién de
corte es inevitable. Como ya comentamos, podemos utilizar una funcién de corte analitica
(como una gaussiana) ¢ una lorentziana. La primera alternativa lleva a un denominador
Dfﬁg cuyos ceros no pueden obtenerse analiticamente. La segunda de las opciones, vilida

para a < 4 a la vez que w® sea una funcién impar, resulta en el denominador:

(A2 + w2)(w8 — w?) + 2y A3 ((—1)617_1A°‘_2 - iwo‘_Q)

(a) _
Dy’ (w) = A2+ ?) ) (3.53)
la cual para oo = 3 da:
2 22,0 2 .3
Dl(gg) () = Awg —iwgw — (270 + A)w” + iw 7 (3.54)

A—iw
siendo el numerador de esta tltima expresiéon un polinomio de tercer grado.

Denotando los ceros de Dl()?’) como w; = wox; (con i = 1,2,3), puede verse que las tres
raices se ubican en el semi-plano inferior, lo que garantiza la propiedad de causalidad.
También puede verificarse facilmente que una de ellas es imaginaria pura (z; = —z] =
—i|x1|), mientras que las otras dos tienen la misma parte imaginaria (negativa) pero

partes reales opuestas, es decir, cumplen x3 = —x3. La susceptibilidad por ende resulta:
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xg)(T)=—<w—P>2

wo (1 — x2)(21 + 25) (xo — x1) (22 + %)

o —wolz1|T o —iwoT2T
(A — wolz1))e +2Re<(A iwpra)e )] (),

(3.55)
donde es claro que es una funcién real y causal y que, debido a la negatividad de la parte
imaginaria de las raices z;, se tiene que Xg) (1) — 0 para 7 — +00 como es esperado
en general (véase [45]). Al mismo tiempo, tenemos que Xg) (0) = 0 pero Xg)l(()) #0
y entonces la expresion asintética encontrada en Ref.[45] sigue siendo valida, como asi
también las relaciones de Kramers-Kronig.

Cabe remarcar que el entorno 6hmico (o = 1) también puede ser estudiado incluyendo
una funcién de corte, obteniendo resultados similares.

En conclusién, hemos mostrado que nuestro modelo es fisicamente consistente y gene-
raliza resultados previos para la permitividad de un medio absorbente, incluyendo como
caso particular el modelo de Drude. Los modelos de tipo plasma no contienen disipacion
y pueden ser obtenidos tomando vy = 0, lo que corresponde a un desacople entre el
sistema y el bafio. Sin embargo, cabe remarcar, que las permitividades dependientes de
la frecuencia y reales no verifican las relaciones de Kramers-Kronig.

Mas adelante en esta Tesis, veremos que desde un enfoque més general para los
modelos propuestos, €(w) — 1 es siempre proporcional a la transformada de una funcion
de Green retardada, cuestion que garantiza y facilita el estudio de la analiticidad de
la permitividad y las relaciones de Kramers-Kronig. Si bien en el presente caso, esto
también puede argumentarse, el objetivo de esta seccidon es més bien el de mostrar que ello
siempre puede lograrse mediante una funcién de corte adecuada, lo que nos permite usar
directamente el argumento teérico de ubicacién de los polos sin necesidad de calcularlos
explicitamente.

Como ultimo comentario, una vez estudiado el resultado de Casimir para una situa-
cion de equilibrio con materiales reales, cabe la pregunta en torno a cémo definir un
enfoque fuera del equilibrio. En el siguiente capitulo presentaremos el formalismo que

serd la piedra angular para lograr definir el buscado enfoque.
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Capitulo 4

Formalismo de Integrales de Camino

Temporal Cerrado

Este capitulo est4 dedicado a presentar el formalismo de integrales de camino tempo-
ral cerrado (CTP de sus siglas en inglés). A diferencia de otros formalismos de integrales
de caminos, éste permite el estudio de la evoluciéon de los valores de expectacion de las
magnitudes fisicas de interés. Al mismo tiempo, el enfoque de sistemas cudnticos abier-
tos puede ser incluido en el formalismo mediante el concepto de funcional (y accion) de
influencia de Feynman y Vernon. La combinacion de ambos formalismos definen las herra-
mientas para abordar el problema del efecto Casimir fuera del equilibrio en los siguientes

capitulos.

4.1. Breve Resumen y Motivaciéon

En los capitulos anteriores presentamos el problema del efecto Casimir en dos situacio-
nes diferentes con grado de realidad y dificultad también distintos. También presentamos
su abordaje a través de procedimientos de cuantizaciéon candnica en el estacionario.

El primero de los casos, el méas simple de todos, introdujo el problema de Casimir en
presencia de contornos ideales, es decir, de materiales conductores ideales. En términos
préacticos concretos, se presenté al campo confinado en una regién con condiciones de
contorno tipo Dirichlet sobre los bordes. En dicha situacion, el procedimiento de cuanti-
zacion candnica es directo y sin complicaciones, llevando facilmente al conocido resultado
de Casimir. Dada la definicién del problema, donde al campo se lo estudia confinado des-
de siempre, el método de cuantizacién no distingue estado estacionario, ya que no hay

mas dindmica que la de un campo libre limitado por contornos ideales.
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En el segundo de los casos, el problema de Casimir fue planteado en un contexto
de contornos de material real (no ideal). Para ello, se recurri6 a la teoria de sistemas
cuanticos abiertos y se modelaron los materiales de placas a través de grados de liber-
tad cuénticos (con su propio entorno) en interaccion con el campo. Esto es radicalmente
distinto al primero de los casos, donde el campo no interactuaba con otros grados de
libertad, s6lo se encontraba confinado mientras que en este caso, la interaccion es ne-
cesaria para modelar los cuerpos de material real. De esta forma, el material posee una
dindmica propia e interactia con el campo desde un momento dado definido como inicial.
Sin embargo, se pretendia la fuerza de Casimir en un estado estacionario, por lo tanto,
un método de cuantizacion en el estacionario era requerido. En el capitulo pasado, se dio
respuesta a esto mediante un formalismo basado en las ecuaciones de Heisenberg para
los operadores y ansatz fisicos para las diferentes contribuciones que se esperaban en el

régimen estacionario.

Sin embargo, en la Literatura se observan variados enfoques de cuantizacién en el
estacionario que dependen del problema que se quiere abordar. Es decir, a excepcion del
caso de conductores ideales (donde el problema es estacionario a todo tiempo ya que ca-
rece de una dindmica particular), no hay un procedimiento bien definido o correctamente
deducido que nos diga cémo encarar los diferentes escenarios en el limite de tiempos
largos de un sistema en los cuales la fuerza de Casimir tiene un papel importante y, de
hecho, esta variedad de estrategias parece estar relacionada a que hasta el momento no
hay manera concreta bien establecida de deducir el estacionario de estos problemas. Dar

luz sobre esta cuestiéon es uno de los objetivos més importantes de este trabajo.

Para esto, es que necesitamos de un método que permita resolver las evoluciones de
las magnitudes de interés a todo tiempo y que, tomando su limite de tiempos largos, nos
permita obtener el estado estacionario del problema y alli poder encontrar la forma de

definir los principios para un procedimiento de cuantizacién en el estacionario.

Una manera de avanzar en esta direccion es teniendo en cuenta, al igual en el capi-
tulo anterior, que la cuantizaciéon si puede concretarse a partir de estudiar la dinédmica
de un problema cuantizado en el tiempo inicial a través del procedimiento de cuantiza-
cion canoénica y deduciendo las ecuaciones de Heisenberg para los operadores. Entonces,
resolviendo estas ultimas en forma completa (en lugar de empleando el ansatz) y luego

tomando el limite de tiempos largos, deberfamos poder dar respuesta al problema.

Otra forma, es la de cuantizar a través de integrales funcionales. En este caso, a dife-
rencia de los métodos funcionales que se encuentran en general en la Literatura para el

estudio de problemas de scattering caracterizados por una amplitud de transicién entre
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estados conocidos de entrada y de salida, necesitamos de un formalismo funcional que
nos permita estudiar los valores de expectacion de una variable fisica respecto de un
dado estado de entrada. Dicho formalismo se denomina de Camino Temporal Cerrado o
Schwinger-Keldysh (ya que se basa en los trabajos originales Schwinger [46] y Keldysh
[47]). Lo poderoso y general de este enfoque, més su relativa simpleza al momento de
potenciales expansiones perturbativas, lo vuelve el método ideal para intentar dar res-
puesta a la cuestion de la determinaciéon del estado estacionario. De hecho, este mismo
método permite el estudio de la evolucién de sistemas cudnticos abiertos mediante la
introduccion del concepto de funcional (o accion) de influencia de Feynman y Vernon, a
fin de tener en cuenta el accionar de una de las partes del sistema total sobre la parte de
interés.

Los principios bésicos (y mucho mas) pueden encontrarse en Ref.[36]. El presente
capitulo se dedica a comentarlos y resumirlos a fin de dar las herramientas fundamentales

que se empleardn en los capitulos siguientes.

4.2. Mecanica Cuantica e Integrales de Caminos

Considérese un sistema cuantico de un unico grado de libertad z.

Los estados |a) del sistema son vectores de un espacio de Hilbert H, mientras que los
observables son representados por operadores lineales hermiticos en dicho espacio.

Existen distintos esquemas para estudiar la dindmica, definidas consistentemente con
el hecho de que los valores de expectacion de los observables coincidan en todas ellas. Una
de ellas es la de Schrodinger, donde se considera a los observables como independientes
del tiempo, mientras que la evoluciéon temporal se da a través de la evoluciéon de los

estados segun la ecuacion de Schrodinger:

.0 ~
z§|a> = H|a), (4.1)

donde H es el operador hamiltoniano que se asocia al observable energia. Considerando
que la evolucién del estado puede pensarse a partir de un operador de evolucién temporal

U, solucién de la ecuacion, se escribe:

la(t)) = U(t; to)|alto)), (4.2)

con

O=1 [e_iﬁo i (t')] . (4.3)
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donde T implica orden temporal.
En el caso de hamiltonianos independientes del tiempo, es claro que U = e—tH(t=t0)

Otro esquema posible es la de Heisenberg, donde los estados no evolucionan, mientras

que los observables si lo hacen segun la regla:

A(t) = U () AU (). (4.4)

La evolucion de los operadores se resume en la ecuaciéon de Heisenberg:

% —i [ﬁ; X} . (4.5)

Cabe destacar, sin embargo, que esta descripcion de los estados de un sistema a través
de kets no es completa ya que hay estados que no pueden representarse de esta forma en
el espacio de Hilbert. Esto se debe a que el estado del sistema puede pertenecer a una
cierta clase de estados |a;) a los que tnicamente puede asociarseles probabilidades de
ocurrencia p;. Estas situaciones son descritas por matrices densidad p = )", piay) (i,
siendo |a;) ortonormales. Por conservacion de la probabilidad siempre se tiene T'r(p) = 1.
Kets en el espacio de Hilbert corresponden a matrices densidad que satisfacen Tr(p?) = 1,
mientras que en el caso general se tiene Tr(p?) < 1.

En el esquema de Schrodinger, p es independiente del tiempo y su evolucién viene

dada por la ecuaciéon de Liouville - von Neumann:

% =—1 [ﬁ, p} , (4.6)

que no es la ecuacion de Heisenberg para p.

Suponiendo que la variable X es continua e ilimitada, y los estados |x) donde esta
variable esta bien definida forman una base, los operadores de traslacion I1, estan dados
por (z|Ily|a) = (z + ala), los cuales son unitarios y tienen asociados un generador

hermitico P tal que TI, = €' La accion del generador viene descrita por:

(z|Pla) = —i%ma). (4.7)

teniendo P autoestados |p) de la forma:

ez

(z[p) = Wi

A partir de esto, puede mostrarse que los observables momento P y posicién X tienen

(4.8)

relaciones de conmutacion del tipo []3, X } =—i L
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Ahora, consideremos un hamiltoniano de la forma H = K(P) + V(X),K(P) =
p2 /2M . Dado que tK y tV no conmutan, el operador de evolucién no puede escribirse
como un producto de exponenciales de P y X. Sin embargo, como el conmutador es de

orden t?, cuando t es pequefio, la factorizacion es una buena aproximacion, teniendo:

it _ [e—iTKe—iTV]N'H (N +11=tN = occ. (4.9)

De esta forma, el operador de evolucién puede escribirse en forma de integral de

caminos segun:

77 —irK _—irVN+1
(eni|U@)zo) = (zna|[e7 e V] |ag)

N ] N . .

_ / H da; H(xj+1|e—z7—K|:L,j>e—ZTV(Zj)
Li=1 J 7=0
rN T N+1 irp2 2y 4

= / H dz; [H ] H eZpJ+1(xJ+1 IJ) 337 e_”'v(xj)
Le=1 i =1
- _ M zM(z —z; .
Li=1

de forma tal que cuando N — 00, se escribe:

(2|U ()| 0) = / Dz €. (4.11)
z(t)=z¢,2(0)=z0

Hasta aqui, mostramos como las integrales de caminos se introducen en el desarrollo
de la mecdnica cuantica. En la proxima secciéon comentaremos como estas integrales
permiten el estudio de la evolucion de la matriz densidad y el calculo de ciertos valores

de expectacion de interés.

4.3. Integrales de Camino Temporal Cerrado

Ahora volvamos a considerar un sistema cerrado de grado de libertad z, descrito por
una accién S. Recordando que los estados evolucionan de acuerdo a (4.2) y haciendo
uso de los elementos de matriz (4.11) para el operador de evolucion, obtenemos para la

funciéon de onda ¢ en la representacion de coordenadas:

(o t) = / dz(0)0 (, 2(0), ) (x(0), 0) = / oD €5 6(2(0), 0). (4.12)
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Por linealidad, la matriz densidad claramente evoluciona segun:

P(ﬂf,aj/’t) = <$|ﬁ(t)p[7T(t)|:1;/>
= /(t)_ e ,Da:Da:/ ei(S[r]—S[x/])p(x(O)’:L,/(O)70)' (413)

Cabe remarcar que la expresion como integral de caminos para la matriz densidad
involucra dos historias, en lugar de una tunica como en el caso de la funcion de onda
(4.12). Esto es el punto de partida para el llamado formalismo de camino temporal
cerrado. Para investigar més a fondo el significado de este tipo de doble integral de

caminos, consideremos la siguiente expresion:

GM(r,7) = / N Da Dz’ S5 p(2(0),2/(0),0) 2(7) x(7). (4.14)

El limite superior es libre, mientras que sea el mismo para ambas historias. Se des-
cribird entonces a esta integral sobre una tnicae historia como definida en un camino
temporal cerrado (CTP). Este camino temporal tiene una primera rama que va desde 0
hasta ¢, donde la historia toma los valores z(t), y una segunda rama desde ¢ hasta 0,
donde la historia toma los valores 2/(¢). La condicién de contorno CTP (z(t) = 2/(t))
implica que la historia es continua como una funcién en el camino temporal.

Para entender por qué se decribe a la segunda rama como yendo hacia atras en
el tiempo, obsérvese G!1(7,7') en el lenguaje canénico. Para esto, asumamos 7 > 7/, y

hagamos explicitos los valores de las historias en estos dos tiempos, de manera de escribir:

GH(r, ") = / dx(0)dz’ (0)dz(7")dz(7)dz(t) p(x(0),2'(0),0) [ /0 D eisuq

<t<t’!

x z(7") {/ Dz eiS[x]} x(T) [/ Dz eiS[x]} / Dz e S (4.15)
T<t<r <<t o (t)=a(t)

Identificando cada corchete como un elemento de matriz para algin operador de

evolucion, se obtiene en el esquema de Schrodinger:

GH(r,7) = /dm(O)dm’(O)daz(T’)daz(T)dm(t) (x(t)|[7(t,7-)\x(7-)> x(7)

x ((r)|U(r, 7)a(r)) (') (@)U, 0)[2(0)) (x(0)]pl2’(0))

- Tr (ﬁ(t,f))?ﬁ(T, XU (), O)p(())ﬁ(o,t)) , (4.16)
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o0, equivalentemente, en el esquema de Heisenberg:

G(r,7) =Tr (X)X (7)p) = (X(1)X (). (4.17)

Cabe aclarar que, si no se ha especificado la relacion entre 7 y 7/, entonces la integral
de caminos automaticamente ubicaré el tiempo maés largo a la izquierda. Esto expresa el
llamado ordenamiento temporal entre dos operadores de Heisenberg, de manera que se
puede generalizar el resultado a G (r,7") = (T [X' (X (7 )]), donde T implica orden
temporal.

Considerando ahora la expresion:

G (7,7') = / N DaDa’ /5D p(2(0),2/(0),0) 2(7) 2/(7), (4.18)

las correspondientes expresiones canoénicas en los esquemas de Schrodinger y Heisenberg

respectivamente son:

G'2(r, ') = Tr (00, 7)XU( 00 (6,1 X0(7,0)p(0)) = (X(F)X (7). (4.19)

En este caso, el operador de Heisenberg primado se ubica a la izquierda, dado que
su tiempo es mayor. Esto debe pensarse como un ordenamiento de caminos en lugar de

como un ordenamiento temporal. Finalmente, de la misma manera:

G2(r, ) = / DaDa' "S5 p(2(0), 2/(0), 0) {2 (7)2/ (')}
(D=2 (1)
= (T[XX)), (4.20)

donde T implica el anti-ordenamiento temporal, es decir, el tiempo més largo a la derecha.
Esto justifica el hecho de poder identificar a la segunda de las ramas como yendo hacia
atras con respecto a la primera.
Por otro lado, existe una manera formal alternativa de obtener estas cantidades sim-
plemente considerando cierto tipo de funcionales y haciendo derivadas funcionales.
Consideremos para ello la accion CTP modificada basada en la accion S en presen-
cia de dos fuentes externas distintas J(¢) y J'(t). Esta claro que en este caso se tiene

andlogamente:

Scrplz, Jy 2!, J'] = S[z] — S[2'] + /0 t AT (\)z()\) — /0 t AT (V)2 (V). (4.21)
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Entonces, se construye lo que se denomina Funcional Generatriz, que es una funcional
de las fuentes externas J y J' y que en su representaciéon de integrales de caminos se

escribe:

Z|J,J'] = / DaDz' ¢Serelz T3 2 I 5 2(0), 2/(0), 0). (4.22)
(t)=2'(t)

Teniendo en cuenta esta definicion, las funciones de 2 puntos de las ecs. (4.14), (4.18)

y (4.20), pueden escribirse en términos de esta funcional como:

CGu(r7) = (% 6J(§T)> (% 5J((ST’)> 21,7 J=J'=0’ (4.23)
Cra(7, ') = G - Ji7)> <—%M,L(T/)> 27| (4.24)
o, 7) = (-%%) (-%ﬁ%) 20| (4.25)

donde es claro que la derivacion respecto de J' difiere de la de J en un signo debido a la
diferencia de signo que aparece en la evolucién hacia atras respecto de la primera.

Cabe remarcar que la accién efectiva CTP se presenta a primera vista como una
accion con dos grados de libertad CTP en interacciéon, uno sin primar y otro primado que
parecen independientes salvo por la condiciéon de contorno que los relaciona. La cuestién
es si, a partir de esta accion, puede obtenerse alguna de las ecuaciones de movimiento
relevantes del problema. Resulta que si uno varia la acciéon con respecto a uno de dichos
grados de libertad, se obtienen las ecuaciones para sus valores medios como si fuesen
grados de libertad independientes. Para obtener entonces las ecuaciones de movimiento
asociadas al valor medio del grado de libertad real (no CTP), la prescripcion indica que
a la ecuacion de movimiento obtenida para alguno de los grados de libertad CTP, es

necesario imponerle la condicién adicional de x =2’ y J = J' =0 [48]:

!
SScrelma]) (4.26)
ox =z’

Cabe destacar que esta ecuacion, sin embargo, corresponde a la de los valores medios

de los grados de libertad y no siempre corresponde a la ecuaciéon de Heisenberg para el
operador asociado a dicho grado. Muchas veces, cuando se consideran sistemas cudnticos
abiertos (como se verd més adelante), esta ecuacion corresponde a un promedio sobre
todas las posibles realizaciones del ruido, es decir, incluye disipacién pero no ruido. Por

ende, para evitar esto y obtener una ecuacién tipo Langevin que explicitamente presente
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el ruido, se reescribe la parte imaginaria de la accion efectiva de manera que, a través
de una identidad funcional, se incorpore una fuente de ruido estocastico en la accidon
obteniendo de esa forma una ecuacién de movimiento sin haber promediado en el ruido
[49].

De esta manera, la mecdnica cudntica incorpora a las integrales de caminos para
estudiar la evolucién de sistemas cerrados. Sin embargo, la motivacién inicial era estudiar
sistemas en contacto con otros sistemas o entornos (sistemas abiertos) y estudiar de
qué manera los primeros se ven afectados por los ultimos. La proxima secciéon muestra
cémo dichos problemas pueden ser abordados a través de un formalismo de integrales de

caminos.

4.4. La Funcional de Influencia

El sistema a estudiar estd compuesto por : un sistema S representado por un grado
de libertad x que interactia con un entorno E descrito por grados de libertad ¢ = {g,}.
La accion clasica toma entonces la forma S|z, ¢] = Ss[z] + Sg[g] + Sint[2, ¢]. De la misma
forma, el hamiltoniano es H= ﬁs + ﬁE + fAIint, donde:

~ 1. - -~ o
HS = 5]72 + V(fl’) 5 Hint = Vint(ma Q)~ (427)

El estado cuantico del sistema total viene dado por la matriz densidad p(zq,2'q,t)
que depende tanto de las variables del sistema como de las variables del entorno. Su
evolucion es unitaria bajo H desde una matriz densidad inicial p(0) a t = 0 hasta
p(t) = it p(0) ¢t o un tiempo finito ¢. Explicitamente, empleando completitud,

en la representacion de integral de caminos se escribe:

plz q,2'q,t) = (x q,t|pla’q,t)
_ / daidg: / daldd(x g, tigi, 0) (wigi, Olpllal, O) ('l Ola’q, 1)

T q .
/da:idqz‘/d:rgdq;/ Dz [ Dq els[x’q}P(fEin‘,x;qgvo)
T qi

z’ q
></ Da;’/ Dq' e8]
z; 4
= /dmidqi/dxédqé J(z q,2'q, t|lziqi, ©iq;, 0) p(zigi, ziq;,0), (4.28)

donde J se presenta como un operador de evolucién para el sistema mas el entorno.
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Como se estd interesado en el comportamiento del sistema mas que en el del entorno,
no resulta necesario seguir los detalles de la dindmica del entorno. En particular, lo que
se busca calcular son valores medios de observables del sistema tnicamente, es decir,
valores de expectaciéon de operadores que, en el espacio de Hilbert total, se escriben
A® I, donde A es un operador en el espacio de Hilbert del sistema y I es el operador
identidad en el espacio de Hilbert del entorno. Dichos valores de expectaciéon también,
pueden ser calculados a través de la matriz densidad reducida p,. Esta se obtiene a partir
de la matriz densidad total realizando una traza parcial sobre los grados de libertad del

entorno, escribiéndose p, = T'ry(p). Explicitamente:

+00
pr(x, 2’ t) =/ dg p(x q,2'q,1). (4.29)

—00
Asumamos ademés que, a t = 0, el sistema y el entorno se hallan descorrelacionados,

de manera que se puede escribir:

p(@iqi, 7;q;,0) = ps(zi, 25, 0)pr (g, ¢}, 0). (4.30)

De esta forma, se estan poniendo en interaccion el sistema y el entorno con todo el
cuidado necesario para evitar las complicaciones asociadas con el repentino encendido de

la interaccion. Teniendo en cuenta esto, la matriz densidad reducida puede reescribirse:

pr(z, 2’ t) = /dazidmé Jo(x, 2! t|wy, 2}, 0) ps(i, 2}, 0), (4.31)

donde el operador de evoluciéon para la matriz densidad reducida viene dado por:

Jo(z, 2 t|z;, 2}, 0) E/ D:L‘/ Da' ¢ CEI=SED Py o), (4.32)

mientras que Flx,2'] es la llamada funcional de Influencia de Feynman y Vernon:

Flz,2'] = Sz’ (4.33)

= [ dudaidd puaid0) [ D eSSz [* pyeiidls St

qi q

donde St se denomina acciéon de influencia. La ecuacion (4.31) tiene la forma de ser
la evolucién de la matriz densidad para un sistema cerrado; sin embargo, contiene un
término no local Sip, que induce una interacciéon entre las dos historias en el CTP. Toda

la influencia del entorno sobre el sistema se encuentra en dicha acciéon de influencia Stp.
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También se puede escribir la funcional de influencia en una forma que sea indepen-
diente de la base. Teniendo en cuenta a los operadores de evolucion U(t),U’(t) para
Sglq] + Sint[z,q] ¥ Sklq] + Sint[2’, q], respectivamente, las integrales de caminos pueden

expresarse:

Fla, 2] = /dquiqu,' pE(ai, ¢}, 0){alU (t)|a:) (1T () |q). (4.34)

Por lo tanto, integrando en ¢ y ¢;, reescribiendo como una traza, se obtiene:

Flz,2') = Tr (ﬁ(t)pE(O)ﬁ’T(t)) . (4.35)

Hasta el momento, se estudiaron formalismos de integrales de caminos de manera
general incorporando el tratamiento de sistemas cuanticos abiertos. Estos métodos com-
binados permiten el estudio de la evolucion de diferentes sistemas fuera del equilibrio. De
hecho, este tipo de formalismos permiten la obtencion y estudio de diferentes ecuaciones
de tipo Langevin, que incorporan el ruido y la disipacién en la dindmica de los sistemas.
Numerosas areas de la fisica moderna hacen uso de estas técnicas, como por ejemplo
la cosmologia, para el estudio de la creacion de particulas en los inicios del Universo;
en Teoria Cuéntica de Campos (QFT) y materia condensada, ya que el modelado de
interacciones en sistemas compuestos lleva a considerar ruido y disipacién como partes
del problema.

En la siguiente seccién, se considerard el caso de acoplamientos lineales a modo de

ejemplo, estudio que resultara 1til mas adelante en el trabajo.

4.4.1. Acoplamientos Lineales

Para seguir adelante, es importante comentar los resultados generales que se obtienen
para el caso de acoplamientos lineales. Consideremos entonces que la acciéon del entorno
es cuadratica en las variable ¢. Por simplicidad en la notaciéon de las expresiones que
siguen se considerard al entorno como un tinico grado de libertad, pero esta claro que si
el entorno estd formado por muchos grados de libertad idénticos en su dindmica salvo
por algin parametro (como puede ser la frecuencia de oscilacion natural), debe sumarse
las expresiones sobre todos los grados existentes pesando con las diferentes constantes de
acoplamiento. En la version continua esto lleva a la integracion sobre todas las frecuencias
de los osciladores del entorno pesado a través de la densidad espectral. Consideremos
también que la matriz densidad inicial de dicho entorno es de tipo gaussiana, mientras

que el término de interaccion es bilineal de la forma Sy = [ dt 2%(t) Qulq(t)] (en esta
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seccion la notacion de indices repetidos es de suma sobre los indices CTP), donde las
()’s son combinaciones lineales de las ¢’s. Con estas suposiciones, la accién de influencia
debe ser cuadratica en x y 2/, ya que en este caso la funcional de influencia (4.34) puede
interpretarse como la transformada de Fourier funcional de una complicada funcional
gaussiana de las historias Q(t) y Q'(t), la que tiene como resultado otra gaussiana. De
esta forma, se escribe Sip = (1/2) [ dtdt’ x@(t)Mgp(t,t')2°(¢), donde:

52 4 a
M N — ZSIF[:C ,T] 4.
ab(t’t ) Zhéxa(t)émb(t’)e w‘l:O’ ( 36)

siendo T en este caso el tiempo final.

Una variaciéon directa de (4.34) resulta en:

52 eiSIF [w‘l,T}
Sz (t)6xb (1)

r?=0 N

= —/ Dq" 211Q, (1) Qu (') pr(q'(0),4%(0),0),  (4.37)
¢ (T)=q2(T)

de manera que se tiene:

[ (Temaw) - {awaw)
Pt amaw) (Tlamaw)

donde los valores de expectaciéon se toman sin considerar la interaccién con el sistema.

La accion de influencia en términos de las variables del sistema entonces se escribe:

Siw = [t [(TIROQUN)a)a(t) - (QEIQWO) a()a' (1)
-(QBQW)) o' B2(t) + (TIRMOAE))) ' (' (1)] , (4.39)

la que, empleando las relaciones entre las funciones de Green CTP, puede reescribirse en

términos de las suma y resta de las variables (z + 2’ y x — 2’) segun:

S = / dtdt’ [(w _ YWD )@ + 7)) + %(az _ ) ON ) (@ — x’)(t’)} - (4.39)

donde se identifican los llamados nucleos de disipacién D y ruido N:

Dt 1) = 5 (R0, Q) ) 6t ), (4.40)

5 (1am,awn). (.41)
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Los corchetes y las llaves implican el conmutador y anticonmutador respectivamen-
te. Obsérvese que el nucleo de disipacidon resulta ser causal, y también que, como los
operadores @’s son hermiticos, ambos nucleos son reales.

En el préximo capitulo, se implementaré todo este conjunto de herramientas a nuestro

problema de interés en QFT.
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Capitulo 5

CTP para el Campo Escalar en
Medios Reales

Una vez introducidos los conceptos bésicos del formalismo CTP de integrales funcio-
nales, en este capitulo comenzamos a aplicarlo al problema de Casimir. Como ya hemos
mencionado, el estudio de las fuerzas de Casimir en el marco de los sistemas cuanticos
abiertos es la posibilidad de analizar la fisica fuera del equilibrio de las interacciones
entre objetos a diferentes temperaturas [28], las transferencia de calor entre ellos [50] y
la inclusion de evoluciones temporales hasta alcanzar el régimen estacionario. Asimismo,
la conocida formula de Lifshitz [16] que describe las fuerzas entre dieléctricos en una si-
tuacion estacionaria en términos de sus propiedades electromagnéticas macroscopicas, no
ha sido derivada desde un marco cuintico de primeros principios. La deduccion original
se basa en las ecuaciones de Maxwell estocasticas y el empleo de propiedades termo-
dinamicas asociadas a los campos estocésticos. De todos modos, como se ha senalado
en numerosos papers, la conexién entre este enfoque y uno netamente cuantico no esté
totalmente entendida. Es mas, ciertas dudas han aparecido en relacion a la aplicabilidad
de la formula de Lifshitz al caso de dieléctricos con pérdidas [18, 19, 20].

Con este objetivo, en el capitulo anterior, presentamos el formalismo CTP o de
Schwinger-Keldysh, el cual es de particular utilidad en la teorfa cuantica de campos
fuera del equilibrio (ver [51, 52, 53|). En este esquema, mostramos que los sistemas cuan-
ticos abiertos son incluidos mediante el concepto de accidon de influencia, resultante de la
traza parcial sobre los grados de libertad del entorno.

En este capitulo mostraremos cémo en el caso més simple, de un campo escalar en
interaccién con materia, el formalismo puede ser utilizado para el estudio de un problema,

de Casimir tanto del régimen transitorio como de la situacion estacionaria a partir del
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limite de tiempos largos de la anterior.

5.1. Acoplamiento Bilineal

En el Capitulo 3, presentamos un esquema de cuantizacion en el régimen estacionario
basado en los trabajos previos [32, 35|, donde el problema de Casimir con materiales reales
era abordado desde un marco de sistemas cudnticos abiertos. En el presente capitulo,
trabajaremos con dos modelos anélogos al de HB, asumiendo en ambos casos que los
dieléctricos se hallan representados por continuos de particulas Brownianas cuanticas,
sujetas a fluctuaciones (ruido) y disipacion debido a su acoplamiento a entornos térmicos.

La diferencia entre los dos modelos se basa en los acoplamientos con el campo. El
primero de ellos, que llamaremos modelo bilineal, consiste en un acoplamiento directo
entre el campo y el grado de libertad de polarizacion del dieléctrico en cada punto del
espacio. Al segundo lo llamamos modelo tipo corriente y consiste en un acoplamiento entre
la derivada temporal del campo y el grado de libertad de polarizacion. Comenzaremos
con el primero de ellos dado que permite un desarrollo més directo de los calculos,
mientras que el segundo, més cercano a la realidad de la interacciéon entre el campo EM
y la materia, serd abordado una vez realizadas las integraciones para el modelo bilineal
aprovechéndolas para continuar los cédlculos en forma general y unificada para ambos
modelos a la vez.

Por lo tanto, consideremos un sistema compuesto de dos partes: el campo, el cual
consideraremos un campo escalar real no masivo, y el material real, a su vez modelado
por un continuo de particulas Brownianas localizadas en ciertas regiones del espacio. Con
esto, estamos tomando la polarizaciéon como el grado de libertad relevante en cada punto
del espacio ocupado por el material. Los mismos se hallan acoplados al campo en cada
punto. El sistema compuesto (campos méas grados de libertad de polarizacion) estan, a la
vez, acoplados a entornos externos constituidos por osciladores armoénicos que interactiian
solo con los grados de libertad de polarizacién y toman el rol de banos térmicos.

Luego, la accion total del sistema completo viene dada por:

S[p,7,qn] = Sold] + Solr] + Y _ Solgn] + Sintld,7] + Y Sintlr, qnl, (5.1)

donde cada término se escribe:

te

Solo] = /dx dr % Oug 0", (5.2)

to
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123
sub =[x [ dr amn g0 5 (7200~ 7300 (5.3
to
mnx .
olar] / x [ ar ane o) 2 (@) - Balr), 5
to
[0, 7] / dx / dr 47 9(x) Do S(x,7) Tx(7), (5.5)
to
I, /dx/d4 X) Xy o () (5.6)
1n n T 4TT)x Y Tx\T) qn x\7), .
t q " T, g \/m q s

donde esta vez los subindices estan también sobre todas las propiedades que caracterizan
al material (y sus grados de libertad). Es decir, cada grado de libertad de polarizacién
puede tener sus propiedades particulares (masa my, frecuencia wx y acoplamiento Ao x),
permitiendo al material ser inhomogéneo (estando caracterizado por las densidades 7).
Las mismas libertades se le dan a cada bafio térmico en interacciéon con cada grado de
libertad de polarizacién en cada punto del espacio.

Por otro lado, la distribucién de materia g(x) define las regiones ocupadas por mate-
rial, teniendo g = 1 para ellas y g = 0 fuera de ellas.

Cabe remarcar que, en este caso, el campo escalar parece ser andlogo a una de las
componentes del campo EM en interaccién; sin embargo, en este modelo estamos consi-
derando por simplicidad un acoplamiento bilineal entre el campo y el grado de libertad
de polarizacion, lo que imposibilita tal correspondencia.

Por tltimo y al igual que en capitulos pasados, estamos asumiendo que el sistema total
estd inicialmente descorrelacionado y, por ende, su matriz densidad inicial se escribe como
un producto de la correspondiente para cada parte en cada punto, las que suponemos
inicialmente en equilibrio térmico a una temperatura arbitraria propia (8¢, fr., 8B x),

permitiendo al material ser térmicamente inhomogéneo.
pto) = Pyp(to) ® Pry (to) @ Plgn .} (to)- (5.7)

5.2. Funcionales de Influencia y Generatriz

Como primer objetivo de esta parte, queremos calcular el valor de expectacion de las
funciones de correlacién cuénticas para el campo. A partir del formalismo CTP podemos
escribir la funcional generatriz del campo luego de haber sido integrados los grados de

libertad de polarizaciéon, tomando la generalizaciéon del proceso que se encuentra en las
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Refs.[36, 54] (mas adelante en esta Tesis daremos una rigurosa demostraciéon para un

caso més complicado como es el del campo EM en interaccion con materia):

) ) o(x,te) =0 (x) @' (x,t5)=0¢ (%) , ,
Z[0,0) - / dy / déo ddh / Dé D poldo, Sy, to)
d(x,t0)=00(x) @' (x,t0)=b( (%)

x GSldI=50l0) F(g gf] i dxfig drIem) dlen)=T(em) $xm) (5 gy

donde la funcional del campo F es la funcional de influencia relacionada a la acciéon de
influencia del campo Sip[¢, ¢'] generada por los grados de libertad del material més sus
respectivos banos. Cabe destacar que, respecto del capitulo anterior, estamos teniendo
una notacion mas explicita a fin de no perder de vista las dependencias espaciales y los
limites de las integraciones funcionales.

Como el material estd siendo modelado como un continuo de osciladores no interac-
tuantes entre si pero si con su propio bafno en el mismo punto espacial, la funcional de

influencia se escribe como factorizada espacialmente, teniendo:

. / 7‘X(tf):rf,x T;c(tf):Tf,x
Flo, ¢'] = o] = H/drﬁx/d?“o,xd?"f),x/ Drx/ Drl (5.9)

x(to)=r0,x i (to)=r{ «

X pr (7’0 xﬂ”éx,to) 41 g (%) (So[rs] = So[ri]+Sapm(rse,r] ) i4mnxg(x) (Sint [6,7x] = Sine[¢',7%])

donde:

te tg
SqeM[Tx, T = / dr dr’ Arx(7)< —2 Dapmx(T — 7') Sre(7')
¢

0 to

+ % Naom (T — T/)ATX(T/)), (5.10)

es la conocida accion de influencia de la teoria del QBM [55, 56|, que representa la influen-
cia del bano en x (dado un conjunto {¢,x}) sobre el grado de libertad de polarizacion
rx en el mismo punto del espacio. Cabe senalar que en esta expresion, los campos ¢ y ¢’
aparecen como fuentes externas adicionales, asi como J y J' lo son para el campo. Tam-
bién cabe remarcar que en esta expresion tomamos Ary =1y —rx y Xrx = (rx +7%) /2
y que la accion del influencia del QBM es claramente el resultado andlogo a la expresion
CTP para la funcional de influencia del campo (5.9), donde la traza es sobre los grados
de libertad del bano {g, x} considerados en un estado térmico.

Los nicleos Nomx ¥ DoBM,x en Sqm no son més que los nicleos de ruido y

disipacion del QBM respectivamente [36, 56]. Es claro que la expresion de la accion
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de influencia es general y aplica a todo tipo de banos como los del Capitulo 3 [41, 56],
caracterizados por una temperatura particular. De la misma forma, es claro que el nucleo
de ruido Ngpwm,x corresponde a la suma de los propagadores de Hadamard de cada
oscilador del bano en el punto x, mientras que el nicleo de disipacion Dgpwm,x corresponde
a la suma de los retardados en el mismo punto, los cuales poseen un comportamiento

causal (Dqm x(7,7") o< ©(17 — 7).

5.2.1. Funcional de Influencia del Campo

Para comenzar, el primer paso es calcular la funcional de influencia para el campo
(5.9). Para esto, es necesario evaluar cada uno de los factores de la productoria. El resul-
tado de cada una de esas integrales CTP puede encontrarse en [54]. La implementacion
de tal resultado es inmediata debido a que los grados de libertad de polarizaciéon no in-
teractiian entre si y son un continuo, al mismo tiempo que hay que tener en cuenta que

la distribucion de materia satisface g?(x) = g(x). De este modo, se obtiene:

Flo,¢] = H <e—i47r17xg(x) X [if dr Ag(x,r) Ro,x(7)>
’ x 70,x,P0,x
% e~ 4m7xg(x ftf dr ftf dr’ A¢(x,7) N x(T,7") Ap(x,77)
% —idmnxg(x ftf de dr’ Ap(x,7) 2 Dx(1,7") Tp(x,7") (5 11)

)\2
donde Ap = ¢/ — ¢, Bp = (p+ ¢')/2 y Dx(7,7") = Dx(7 —7') = 5= GRetx(T — ')
es el nucleo de disipacion actuante sobre el campo, siendo GRetx la funcion de Green
retardada y Ro x la solucion con condiciones iniciales {rg x, po x } asociada a la ecuacion de

movimiento semiclésica, que resulta ser, ni més ni menos, que la ecuacién de movimiento

homogénea:
5‘SCTP [TX7 r;] o 5‘SCTP [A""X7 er] -0
57“x Tx=T% o 5A’I"x Arx=0 - ’
) t
e + w2 ry — — [ dr Doumx(t —7) (1) = 0, (5.12)
mx Ji,
donde Scrp(rx, ] = Solrx) — So[ri] + SqBMm[rx, 7], mientras que:
RO,X(T) =T0,x GRet,x(T ) + & GRet,x(T — to). (513)

X
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Por otro lado, el nicleo N x es la parte del nicleo de ruido asociada a los bafios que
actia sobre el campo (hay otra parte asociada al primer factor del miembro derecho de
(5.11)), y esta dado por:

Npx(7,7") / dS/ ds' GRretx(T — 5) Nabux (5 = 8') Gretx(7' =), (5.14)
to to

Finalmente, el primer factor del miembro derecho de (5.11) se escribe (ver Ref.|54]):

<€—i47r17xg(x) A0,x fttof dr A¢p(x,T) Ro,x(7)> o (515)

70,x,P0,x

. te
N /dro,x/dpo,x Wrx (r07X7p07X7t0) € HmTg(x) Aosx fto dr Aglar) ROYX(T)a

donde W, (rox,Pox,to) es la funcional de Wigner asociada a la matriz densidad de los
grados de libertad de polarizacion p,, (tg). Esta funcional puede ser escrita generalizando

la expresion encontrada en Ref.[54]:

L e i47nxg(x) po,xI’ r r
Wy (70.x, Dox, to) = o dr e P | Tox = 5o Tox 57?50 . (5.16)

Considerando estados térmicos iniciales para cada parte del sistema compuesto total,
tomamos las matrices densidad para los grados de libertad de polarizacién como funciones
gaussianas. De este modo, (5.16) resulta una integral gaussiana debido a que la funcion
de Wigner es una gaussiana en 7o x y po x- De esta forma, considerando (5.13), facilmente

podemos calcular el primer factor del miembro derecho de (5.11) como:

<e—i47r17xg(x) Xox [y dr Ad(x,7) Rox(7) > _ 1 (5.17)
T0.P0x Ay g(x) 2sinh (6“‘“")

—= 4m7xg(x ftf dr ftf dr’ Ap(x,7) Npx(7,7") Ap(x,7")

X e
con:
Noslror) = 205 ooy ((Brsin [Cretx(T = o) Cretx (7' = )
X 2mxwx 2 Ret,x 0 Ret,x 0
+ w2 Greux(T = 10) Greux(r — )|, (5.18)
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que corresponde a la otra parte mencionada del nicleo de ruido que actiia sobre el
campo. Este se asocia a la influencia generada por los grados de libertad de polarizacion
y lleva consigo un factor térmico global con la temperatura de los grados de libertad de
polarizacion en cada punto 3, .

Por lo tanto, luego del normalizar Z[J, J'], (5.11) finalmente se escribe:

f[qb, qb/] _ eiSIF[‘b"bl]’ (5'19)

con:

Sirle, ¢’ ] = /dx/t d’T/t dr’ dmnx g(x) Ad(x,7) [-2 Dx(7 — 7') Té(x,7")
+% Nu(r,7") A¢(X,T’):| (5.20)
= /d4aj/d4a:' Ag(x) [—2 D(z,2') Lp(a') + % N(z,2") Ap(x)

donde en la ultima igualdad D(z,2’) = 4mnxg(x) d(x — xX') Dx(T — 7') y N(z,2') =
4mneg(x) 6(x — x') Nx(7,7") (con Nx(7,7") = Ny x(7,7') + Npx(7,7")) para los nicleos
de disipacién y ruido respectivamente.

Como es esperado para acoplamientos lineales, la accidon de influencia para el campo
tiene la misma forma que Sqpwm (obtenida luego de la integracién sobre los bafios) pero
para un campo 3+ 1 en todo el espacio. Esto no es tinicamente valido para acoplamientos
bilineales entre grados de libertad. Como veremos mas adelante, esto también vale para
acoplamientos entre grados de libertad y momentos canénicamente conjugados, con la

salvedad de que los respectivos nicleos cambian.

5.2.2. Funcional Generatriz CTP

Hasta aqui hemos logrado un resultado exacto para la funcional de influencia vy,
consecuentemente, para la accion de influencia. Volviendo entonces a (5.8), podemos
notar que la integral CTP resultante es de la forma de (5.11), s6lo que reemplazando
el grado de libertad por un campo escalar. En este caso, la generalizacion del resultado
que se encuentra en Ref.[54] para campos escalares es inmediata (no asi para campos de
gauge, cuestion que serd abordada en los capitulos siguientes de esta Tesis), pudiendo

escribir:
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Z[J, J/] _ <e—ifd4w Ja () <I>0(r)> e—ifd4rfd4y Ia(x) Gret(z,y) Je(y)
do(x),Io(x)
« e d'z[dtal [y [d'y Ja(z) Gret(z,2') N(z'y") Gree(y,y') JA(Z/)’ (5.21)

donde ¢p(x) = o(x,t0) v Hp(x) = ¢(x,tp) son las condiciones iniciales para el campo,
mientras que Ja =J' —Jy Jy = (J+J)/2.

Analogamente a la integracion realizada en la ultima seccion, Gret es la funcion de
Green retardada, esta vez asociada a la ecuacion de campo semiclasica resultante de la

ecuacion de movimiento homogénea para la accion efectiva CTP del campo Scrp[é, ¢'] =

So[¢] — Sol¢'] + Srr[o, ¢'):

dScrelo, ¢']‘ _ 0ScTp[Ad, X¢] _ 0
5 b=¢/ SAP Ap=0
00" — 2 / d's’ D(z,2') ¢(z') = 0. (5.22)

Del mismo modo, ®(x) es la solucion de esta ultima ecuacion que satisface las con-

diciones iniciales {¢g(x),p(x)}, es decir:

Oy(z) = /dx' Gret (X, X', t — 1) do(x') + /dx’ ORet (%, X', t — tg) Tp(x). (5.23)

Ahora, para calcular el primer factor que involucra el promedio sobre las condiciones

iniciales, usamos que:

—i [ d*z Ja(z) Po(z) _ , , , .
<€ : >¢0(x),H0(x) /D%(X)/DHO(X) W [¢o(x'), o (x'), to]

X e_ifdx,fd‘lr JA(x)[g.Ret(xvxlﬂ—_tO) ¢0(x,)+gRet(x7x,77—_t0) HO(XI)]7 (524)

donde Wy [¢o(x"), IIg(x), to] juega el mismo rol que la funcional de Wigner estudiada en
Ref.[58].

5.2.2.1. Contribucion del Estado Inicial del Campo

Una vez calculada la funcional de Wigner para el campo en un estado térmico, po-
demos volver a (5.24) para finalmente obtener el primer factor en el miembro derecho
de (5.21). El célculo de la funcional esté descrito en el Apéndice C, estando el resultado

final expresado en Eq.(C.11).
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Para valores arbitrarios de la temperatura del campo, el factor, que en principio
consta de integrales funcionales sobre el campo ¢y(x) y su momento asociado IIp(x), se
divide en cada una de las integraciones, ya que el exponente también puede ser separado

en cada variable. Por ende:

<e—z‘fd4r JA(I)‘PO(I)> — (525)
¢0(x),Io(x)

= / D%(X)e—%‘ﬁ Jdx [dx" D, (x=x")Vo(x) Vo (x) B [ dx Ty(x)do(x)
" /Dﬂo(x) o2 [ dx [ X Ag, x0T g, [ dx Tu(x)To(x)

donde:

Js(x) = _,8%, /d4x’ IA (") GRret (x',x,t' — to), (5.26)

Jn(x) = _ﬁiqb /d4a:/ Ia(@") Gret (X', x,t" — to) . (5.27)

Ambas integrales funcionales definen la contribucién del primer factor a la funcional
generatriz (5.21). De hecho, definen la contribucion del estado inicial del campo a la

evolucion dindmica, la relajacién y la situaciéon estacionaria del sistema.

5.2.2.2. Limite de Alta Temperatura

Para continuar el calculo, exploramos el limite de alta temperatura del campo, que es
mas simple al momento de resolver las integrales funcionales (5.26) (méas adelante en esta
Tesis, para un caso més general que involucra el campo EM, mostraremos cémo el célculo
puede ser realizado a temperatura arbitraria). La aproximacion de alta temperatura esta
dada por introducir /8457‘[)' << 1 en la funcién de peso térmico expresada en el espacio de
momentos (Eq.(C.10)). Luego, tanh (ﬁchIM) R~ ’B¢T‘p|, y la funcién de peso térmico en el
espacio de momentos es aproximadamente igual a 1. Por ende, en el espacio coordenado:

dp i (x —x!"
Ag,(x' —x") ~ / @ny? e~ P( ) =6 (x' -x"). (5.28)

En esta aproximacion, (5.26) se simplifica porque una de las integrales en los expo-

nentes puede ser evaluada inmediatamente. En este limite
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/ DITy(x) e 5 J dx o) To(x) o8 f dxc Tun(x) To(x) _

B e—ﬁfd‘lyfd‘lyl JA(y)de GRet (y,%,7—t0) QRet(y/,x,r’_to)]JA(y’)’ (5'29)

donde y = (1,y),y = (7/,y’) y estamos descartando toda constante de normalizacion
que eventualmente se ird, al final, al normalizar la funcional generatriz.

En este punto, es interesante remarcar que la aproximaciéon de alta temperatura parece
borrar todas las diferencias entre los resultados obtenidos para un mismo problema pero
con diferente numero de dimensiones espaciales. Esto puede asumirse basado en el hecho
de que la funciéon de peso térmico, en este limite, resulta ser una de delta de Dirac en
todas las coordenadas, independientemente de la dimensionalidad espacial, y entonces
todas las posibles diferencias debido a las diferentes formas funcionales de la funcién de
peso térmico para un dado numero de dimensiones parecen desaparecer. Sin embargo,
la dimensionalidad se introduce nuevamente para hacer diferencia cuando la integral
funcional sobre ¢o(x) tiene que resolverse. Esa integral funcional es gaussiana también.
Luego, podemos integrar por partes el exponente involucrando los gradientes y descartar
los términos que se desvanecen debido al decaimiento asintético del campo en infinito
(¢o(z; = +00) — 0). Por lo tanto, la integral funcional sobre ¢(x), en el limite de alta
temperatura, es una simple integral funcional gaussiana, de manera que finalmente se

obtiene:

2
/ Depo ()¢ S BX[E V003 Va0 (0 +Tu(x)0(0] o 5 [ [ dx' Tyl K (xx)To(x')
— s Sy [ dY Ja@W)[[ dx [ dx Gret(y.x,7—t0) K(x—x) g.Ret(ylyxlﬂ'l_tO)]JA(yl)’ (5.30)

donde K(x,x') = (—,8¢V2)_1 es la inversa del laplaciano, es decir, es la funcién de Green

definida como:

By V2K (x,X') = §(x — X). (5.31)

Es claro que este nticleo tiene que depender de la diferencia x — x’.
Como la ecuaciéon es anédloga a la correspondiente para la funcion de Green de una
carga puntual en el espacio libre (aunque el factor térmico aparece como una permitividad

constante), esta ecuacion puede resolverse transformando Fourier:

K(x—x)= / (;f)g e P (X)), (5.32)
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donde:

1
Bs IPI*
Cabe remarcar que el nucleo K(x — x’) depende fuertemente de la dimensionalidad

K(p) (5.33)

del problema, de manera que el nimero de dimensiones en el problema puede modificar
el resultado final.
Finalmente, el primer factor de la funcional generatriz para el limite de alta tempe-

ratura se escribe:

<e—ifd4fc Ja(x) <I>o(ff)> = ez /Y JAWAWY)TBEYIIAW) (5 34)
¢o(x),Mo(x)

donde los niicleos vienen dados por:

1
A(y’ y/) = 5_¢ /dX gRet (y,xv T — tO) gRet (y/7 X, 7—/ - tO) B (535)

Bly,y') = /dx/dx’ QRet(y,x,T —t9) K(x —x/) QRet(y’,x’,T/ —to). (5.36)

Es claro que los nticleos son simétricos, es decir, A(y,y) = Ay, y) v B(y,y') =
B(y',y) y cada uno de ellos depende linealmente con la temperatura inicial del campo,
como es esperado para una aproximacion de alta temperatura. La presencia de estos
nucleos es uno de los resultados de esta Tesis. Mas adelante mostraremos el papel que
juegan en la densidad de energia de Casimir y su contribucion a ella en el régimen de
tiempos largos.

Podemos finalmente escribir la funcional generatriz normalizada para el campo en el

limite de alta temperatura al reemplazar (5.34) en (5.21):

Z[5,J] = o5 Jdy [d% Ja@)[Alyy)+Byy)+[ d'a [ d*e’ Gree(y,x) N(2.a") Gree(y',2')]Jaly’)

x et J dy [ d'y Ja() Gre(yy) Jnl) (5.37)

donde cabe senalar que el primer factor en el miembro derecho estd acompanado por dos
Ja, mientras que el segundo estd acompanado de una Ja y una Jy. La diferencia hace
que el primero contribuya a la energia mientras que el segundo no.

Finalmente, hemos calculado la funcional generatriz del campo en un escenario dina-
mico completo para el limite de alta temperatura del campo. Esto lo realizamos permi-

tiendo a los grados de libertad de polarizacién y sus banos, tener sus propias propiedades
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y temperaturas localmente. Sin embargo, el modelo contiene una interacciéon bilineal en-
tre el campo y la materia. En la proxima seccidén, mostraremos cémo, a partir de este
resultado, obtener el mismo para el caso de un modelo mas realista, es decir, para el otro

de los modelos, la interaccién tipo corriente.

5.3. Acoplamiento Tipo Corriente

Hasta aqui, hemos calculado la funcional generatriz para un campo escalar no masivo
en interaccién con materia representada como particulas Brownianas. Es claro que en
el cédlculo realizado en las secciones anteriores, el campo y los grados de libertad de
polarizacion estaban acoplados linealmente, es decir, el acoplamiento era directamente
entre los grados de libertad cuanticos. Por lo tanto, el modelo no es una versién escalar
para una de las componentes del campo EM, ya que la interaccién no es una tipo corriente.

Entonces, comenzamos reemplazando la accion de interaccion Siy[¢, 7] entre el campo

y la materia dada en (5.5) por un término de interaccion tipo corriente:

Sinelo 7] / dx / dr dmne 9(%) Do S, 7) T(7) = Simel, 7], (5.38)

donde Ao x efectivamente toma el papel de la carga eléctrica del modelo electromagnético.
Cabe senalar, también, que escribimos la derivada temporal actuando sobre el campo,
en lugar de actuando sobre el grado de libertad de polarizacion. Ambas elecciones llevan
a las mismas ecuaciones de movimiento para el sistema compuesto, de manera que son
fisicamente equivalentes. De hecho, los calculos para obtener la acciéon de influencia del
campo son formalmente los mismos y podemos, en principio, obtenerlos simplemente
reemplazando ¢ por ¢. Por ende, la accion de influencia para el campo, en este caso, se

escribe:

Siel, '] = Sield, ¢ (5.39)
153
= / dx / dr / dr' 4y g(x) Ad(x,7) | =2 Dy(T — ') Th(x,7)
to to

5 Nalrr) Adlx, )
_ / it / i’ Ad(z) [_2 Dl ') (') + 5 Nz,a') Ad(x')

Ahora, para continuar el calculo como en la dltima seccién, y para identificar los

nicleos de ruido y disipacién correspondientes a este modelo, integramos por partes en
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ambas variables temporales para obtener una acciéon de influencia que dependa de la
suma y diferencia de los campos, en lugar de las de su derivada. De esta forma, como en
Ref.[59], obtenemos:

Sip[o, '] / dx /t dr /t dr'dmneg(x) Ag(x,7) [-202, Dx(1 — 7')Sé(x, ')
+5 02 Ny (T, T')AQS(X,T’)] . (5.40)

Como el nucleo de disipacion D involucra el producto de dos distribuciones (ya que
D(1 — 7') contiene O(7 — 7’) multiplicada por una funciéon acompanante que depende de
la diferencia de los tiempos), el niicleo no esta bien definido [59]. Derivando dos veces el

nicleo, primero respecto de 7'y luego respecto de 7, resulta en:

02 Dy(r—7) = =6(r — 1) Dx(T — 7') = Dy(1 — 7'), (5.41)

donde los puntos sobre los nucleos representan la derivada temporal tinicamente sobre
la funcién acompanante, evitando diferenciar sobre la funciéon de Heaviside contenida
en el nicleo. Cabe senalar que en el primero de los términos, la funcién delta de Dirac
viene de la derivacion de la funciéon de Heaviside, pero la notaciéon hace que la funciéon
de Heaviside contenida en Dy sea superflua y poco significativa. También es claro que
hemos explotado el hecho de que el niicleo de disipacion D depende de la diferencia de
los tiempos 7 — 7/, lo que da 9D = —3,D = —D. Por otra parte, esto es innecesario
para el nicleo de ruido N.

Introduciendo (5.41) dentro de la acciéon de influencia (5.40), de considerar que de su

definicion Dy (0F) = A§ x/2 para el primer término de (5.41), claramente obtenemos:

Swloo) = [ ax /t dr 4mi Ny 9(x) Ad(x,7) To(x,7)
4 / dx / dr / " e g(x) Ad(x,r) [2 Po(r — 71) So(x, )
to to
b3 BNl ) Aot 1) (5.4

donde el primer término es una renormalizacion (finita e independiente de la posicion)
de la masa del campo escalar, la cual mostraremos més adelante que no tiene injeren-
cia en la determinacion de la funciéon de Green. Estos términos de renormalizacién de

masa también aparecen en la teoria del QBM, pero en general son términos divergentes
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debido al hecho de que el bano es un conjunto infinito de osciladores armoénicos, cada
uno contribuyendo a la renormalizaciéon de la masa. En nuestro caso, el campo esta aco-
plado en cada punto del espacio x a un unico oscilador armoénico representado por el
grado de libertad de polarizacién ubicado también en x, de forma tal que el término de

renormalizacién es tnico y, por ende, finito.

Cabe senalar que del segundo término, llamamos niicleo de disipacion tipo corriente
y de ruido tipo corriente a las derivadas de los nucleos de disipacién y ruido del modelo
bilineal, es decir, el niicleo de disipaciéon tipo corriente es — Dy mientras que el nacleo de
ruido tipo corriente viene dado por 837,/\/',(. De aqui en més, a fin de evitar confusiones,
usaremos la terminacion ’tipo corriente’ para referirnos a los nucleos del modelo tipo
corriente, guardando los términos nucleos de disipacion y ruido solamente para Dy y Nx

respectivamente.

Considerando todo, y teniendo escrita la accién de influencia (5.42) formalmente
como un término de renormalizacién de masa mas otro no local (idéntico a (5.21) pero
con nucleos diferentes), podemos volver y retomar el procedimiento realizado para el

acoplamiento bilineal.

A pesar del término de renormalizacion de la masa, la integral funcional CTP sobre
las variables de campo puede ser calculada como para el otro modelo. Por lo tanto, la
funcional generatriz resulta formalmente idéntica a (5.37). Sin embargo, en el presente
caso, los nucleos tipo corriente son diferentes, de manera que el de ruido contribuira a
definir la contribucién debido a las fluctuaciones de materia, mientras que el de disipa-
cion contribuird a la definiciéon de la funcién de Green retardada al introducirse en la
ecuacion de movimiento semiclésica del campo obtenida a partir de la acciéon efectiva
CTP para el modelo tipo corriente. Esta ecuaciéon puede ser facilmente derivada como
(5.22), obteniendo:

t .o

00" ¢ + 4777],{)\3’,c g(x) o(x,t) + 8mnx g(x)/ dr Dx(t —7) ¢(x,7) =0, (5.43)

to

donde el campo escalar posee una masa dependiente de la posicion, positiva y bien
definida 2,/77x |Xox| en cada punto x donde haya material (donde g(x) = 1), mientras
que es no masivo en las regiones libres. Por ultimo, cabe sefialar que esta tltima ecuaciéon
concuerda (integracién por partes de por medio) con la obtenida en un esquema de

cuantizacion canodnica en el capitulo 3 [vease (3.17)] y, de hecho, es su generalizacion.
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5.4. El Tensor de Energia-Momento y la Correlacién del

Campo

Hasta aqui, obtuvimos la funcional generatriz CTP del campo para ambos modelos
de acoplamiento luego de trazar sobre todos los grados de libertad del material (polari-
zacién més banos térmicos). Por ende, nos interesa evaluar los valores de expectacion del
operador tensor de energia-momento simétrico (CFW>, que nos da la densidad de energia

y la presion de radiacion asociada al campo y esté definido como [7, 57]:

~

Ty (1) =~ 5 0,8(00) 076(e1) +0,5(r1) D), (5.44)

donde 7, es la métrica de Minskowski (109 = —7;; = 1 para los elementos no nulos).
Mediante la técnica de division de puntos o point-splitting, haciendo uso de la funcion

de correlacion del campo, podemos escribir:

<ﬁw(;p1)> — lim (—mw % 0,07 + amay2> <¢?(a:1)$(az2)>, (5.45)

To—T
donde la notacién significa 05,07 = 0,0y, — V1 - Vo y andlogamente para 0,0y, .

Por lo tanto, necesitamos de la funciéon de correlacién del campo para conocer los
valores de expectacion de cada una de las componentes del tensor de energia-momento.
De hecho, necesitamos que la correlacion sea finita, de manera que debemos introducir
una expresion regularizada de ella. A partir de la funcional generatriz (5.37), esto es
inmediato segun lo estudiado en el capitulo 4. Evaluaremos entonces la correlaciéon del
campo en dos puntos diferentes x1 y x2 segun la generalizacion inmediata de (4.24) (sin

relacion especifica entre los puntos ya que estan en ramas CTP diferentes):

—~ —~ 2
(3a0)d(2)) = M5—Z (5.46)

x1)0J (x2) li=0'=0"
Como la funcional generatriz tiene una forma simple (5.37), podemos facilmente eva-
luar sus derivadas funcionales, aprovechando las propiedades de simetria de los ntcleos,

obteniendo:

<$(a:1)q?5(:£2)> = A(xry,x2) +B(a:1,:132)+/d4a:/d4a:'gRet(:131,:E)N(:E,:E’)QRet(:rg,x’)

1
+ 5 gJordan($1,$2)a (547)

donde Gjyordan (1, 22) = @ (GRret (22, 1) — Gret (21, 22)) es el propagador de Jordan [36].
Es claro que los nucleos son (5.21), (5.35) y (5.36) para el caso del modelo bilineal, siendo
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la funcion de Green retardada definida por la ecuacion de movimiento semiclasica (5.22).
Por otra parte, para obtener el resultado para el caso del modelo tipo corriente hay que
tener en cuenta que la funciéon de Green retardada estd definida por la correspondiente
ecuacion de movimiento semiclasica para el campo en este modelo, dada en (5.43), pero
sin cambiar la expresion formal de los nucleos A y B. Para finalizar, hay que reemplazar
el nicleo de ruido A de (5.47) por el nicleo de ruido tipo corriente 92, N asociado
a la accion de influencia para este modelo (5.42). Considerando todo, podemos lograr
una notacién compacta al incluir un parametro o abarcando ambos modelos, pudiendo

escribir el nacleo de ruido generalizado como 924N, con o« = 0, 1 para el modelo bilineal

77!
y tipo corriente respectivamente.

Cabe destacar que la funcion de correlacion (5.47) corresponde a la funcion de Whight-
man para el campo en este sistema abierto. De hecho, considerando que Ggret es real, como
esté escrita la correlacion es claro que es una cantidad compleja, y que su parte imagina-
ria estd dada por Gjordan; mientras que la parte real estd conformada por los otros tres
términos. Si correspondemos la funciéon de Whightman con las tipicas relaciones entre

los propagadores, el propagador de Hadamard resulta dado por:

Gu(r1, 1) = Z[A(ml,xg) + B(x1,22) + /d4z/d4m/ ORet (1, 1) 0% (N(a:,x’))
x gRet(xz,x’)]. (5.48)

Por otro lado, recordemos que queremos calcular los valores de expectacion del tensor
de energia-momento, de forma tal que el resultado debe ser real. Esto parece no ser el caso
dado que la funcion de correlacion es compleja y su parte imaginaria estéd dada por Gyordan -
Sin embargo, para calcular los valores de expectacion, necesitamos derivar de forma
simétrica en ambas coordenadas x1 2 para luego calcular el limite de coincidencia o — 1.
Debido a la definicién del propagador de Jordan, esta operacion (derivar simétricamente
més el limite de coincidencia) hace que su contribucién se desvanezca. Por ende, los
valores de expectacion resultan ser efectivamente ntimeros reales, como esperamos.

Finalmente, el valor de expectacion del tensor de energia-momento se escribe:

~ 1 1
<TW(9;1)> — = lim <—n,w 5 O+ amaW) Gu (1, 22), (5.49)

2 wa—mwy

donde el propagador de Hadamard debe ser un propagador bien definido (no divergente).
Es importante notar que toda la dindmica fuera del equilibrio, tanto la evolucién

temporal como el no equilibrio termodinamico, estd contenida en este resultado.
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Debido a la estructura del nacleo de ruido 9?% N para cada modelo, el término aso-

77!
ciado concentra la influencia generada por el material (grados de libertad de polarizacion
més banos térmicos), desde el tiempo inicial cuando la interaccion con el campo comien-
za, describiendo el proceso de relajacion del material que forma los contornos. Ambas
partes, grados de libertad de polarizacion y banos térmicos, pueden tener diferentes tem-
peraturas iniciales, estableciendo el no equilibrio térmico. De hecho, cada elemento de

volumen en el material puede tener sus propiedades especificas.

Por otra parte, hay dos términos proporcionales a la temperatura inicial del cam-
po, dados por los nucleos A y B (y sus respectivas derivadas en la contribucién de los
valores de expectacion). Esos términos concentran la evolucion dindmica y modificacion
del campo en presencia de los contornos materiales. Por ende, esos términos deben estar
integramente relacionados y, a su vez, generalizando los modos modificados que eran ne-
cesarios en un esquema de cuantizaciéon canoénica en el estacionario para la contribucion

de vacio (3.23) del capitulo 3 (ver también Refs.|32, 35]).

En la siguiente seccién mostraremos cémo estos resultados generales se aplican a di-
versas situaciones particulares para reproducir los resultados conocidos y entender mejor

la fisica de estos sistemas compuestos.

5.5. Descripciéon Fuera del Equilibrio para Diferentes Con-

figuraciones del Sistema Compuesto

5.5.1. Campo 0+ 1

Como primer ejemplo, consideramos el caso de un campo escalar 0 + 1, es decir,
tomamos el campo ¢ como un oscilador armoénico cuéntico de masa unitaria. Por lo
tanto, para adaptar nuestros resultados a esta situacion, se necesitan algunos cambios.
En este caso la nocién de espacio esta borrada, y el concepto de elemento de volumen no
tiene sentido, de manera que el sistema compuesto es un oscilador arménico acoplado a
otro (el grado de libertad de polarizacion), el cual al mismo tiempo se halla acoplado a

un conjunto de osciladores armonicos (bano térmico).

La etiqueta espacial x es innecesaria y el grado de libertad cudntico estard caracte-
rizado por una frecuencia € (que juega el rol de la derivada espacial en el caso de un
campo n+ 1, con n > 0). La accion inicial para este campo (5.2) la reemplazamos por la

expresion:
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£ 2
/dx/t dT ~ 0,0 O — tt dr % [(%) —Q? ¢2(¢)] . (5.50)

Las ecuaciones (5.3) - (5.6) también podemos adaptarlas facilmente descartando las
integrales espaciales, las etiquetas, la densidad 7 (junto con el factor 4r) y la distribucion
de materia g en todas las acciones. Todas las integraciones y trazas pueden ser realizadas
de la misma forma hasta la integraciéon funcional sobre el campo. La accién de influen-
cia (5.21) sigue siendo valida. De esta forma, la funcional generatriz de (5.8) a (5.21)
es formalmente la misma. Sin embargo, en este caso, el calculo del primer factor, que
involucra el estado inicial del campo 0+ 1, ¢(¢), implica una funciéon de Wigner que no
es una funcional, de manera que el factor resulta del mismo célculo formal hecho para el
grado de libertad de polarizacion r en (5.18), pero los nucleos obtenidos claramente son

diferentes. Por lo tanto, para ambos modelos (o = 0, 1) tenemos:

Z[J, J/] _ ftdeftfds JA(T)[A(T,8)+B(T,5)] Ja(S) —zftdeftfds NG QRet(T s) JIs(s)

« e b hldr iar [ifds [ifds Ia(r) G (r.T)0%, IN(7IGR. (5.8") a6 (5.51)

donde la suma de los niicleos A y B resultan de la integracion ordinaria sobre los valores
iniciales del campo ¢9 = ¢(to), lIp = II(ty) y es de la forma de (5.18) (de hecho, el
limite de alta temperatura de esta expresion tiene exactamente la forma de (5.18) luego

de descartar los aspectos espaciales):

A(r,s) + B(1,s) = % coth (@) [92 G (T — o) Gt (s — to)

+ GRet (T — t0) Giter (s —t0) |, (5.52)

donde Qget es la funcion de Green retardada (que es una funcion de la diferencia de tiem-
po, es decir Qget (t,s) = Qget (t—s), como podemos inferir de la ecuacion de movimiento),

asociada a las ecuaciones (5.22) y (5.43), las que podemos escribir en simultaneo como:

a2

ol +( @ +a Af) ¢t) — (-1)* 2 [ dr O [D(t —7)] é(r) =0, (5.53)

to

donde en este caso, el término finito de masa se presenta como un término de renorma-

lizacion de la frecuencia, y 02° [D(t — 7)] es el nicleo de disipacién generalizado.
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Por lo tanto, la contraparte 0 + 1 del propagador de Hadamard (5.48) se escribe:

1 Q
gg(tl,tg) = 5 coth (%) [92 Qget(tl — to) Qget(tg — to) (5.54)

+ Gt (t1 — to) GRey(t2 — to)]

t ¢
+ Z/t f dr t f dr’ gget(tl —7) 832‘, [N(T, 7")] gget(za -7,
0 0
donde el nicleo de ruido se separa en dos contribuciones N (7,7") = Ng(7, ) + N, (1, 7'),
dadas en (5.14) y (5.18), y caracterizadas por su propia temperatura (3, g respectivamente.
De hecho, podemos corresponder las temperaturas de cada término con la contribucion
de esa parte del sistema total. Es decir, los términos con la temperatura del campo [
estan asociados a la propia contribucion del sistema abierto, mientras que cada parte del
nticleo de ruido N se corresponden al grado de libertad de polarizacion (denotado en que
contiene la temperatura (,) y al bafio (denotado en que contiene la temperatura 5g).
Es claro ahora que el tensor de energia-momento corresponde a la energia del campo
0+1, donde la evolucién del valor de expectacion puede ser facilmente escrita en términos

del propagador de Hadamard, como ocurre en (5.49):

1 o 0 2\ -0
<E(t1)> =5 Jm <8_tlé)_t2 + € > G (11, t2). (5.55)

Finalmente, hemos escrito el valor medio de la energia como una funcién del tiempo,
desde las condiciones iniciales del sistema compuesto. Es claro que la dinamica depende
de las funciones de Green retardadas gget, GRet [donde GRet) esté contenida en el nicleo
de ruido de cada modelo segin (5.14) and (5.18)] de cada parte del sistema y del nuacleo
de ruido del QBM, Nggm (que depende del tipo de bafo que consideremos).

Por lo tanto, su comportamiento transitorio del valor de expectacién de la energia
y su relajacion hasta estado estacionario, dependera de las fluctuaciones de cada parte
del entorno total, a través de sus nicleos de ruido; y cémo el sistema evoluciona hacia
la situacion estacionaria dependera también de su propia funciéon de Green, gget, como
esta claro de (5.54).

Luego, para el limite de tiempos largos (t9p — —o0), necesitamos saber como es
el comportamiento de tiempos largos de cada funcion de Green gget,GRet. Debemos
enfocarnos en las funciones de Green especificas que tiene nuestro sistema, las cuales
vienen determinadas por cada ecuaciéon de movimiento que obtuvimos en cada paso del

trazado.
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La funciéon de Green retardada para el grado de libertad de polarizacion r estd de-
terminada por la ecuaciéon de movimiento (5.12). La ecuacion asociada para la funcion
de Green GRret podemos resolverla transformando Laplace la ecuacion sujeta a las con-
diciones iniciales Gret(0) = 0, GRet (0) =1 (es decir, en el lenguaje del capitulo 3, Gret
corresponde a la funcion G como se mencioné en su momento). Asi, probamos direc-
tamente que, para cualquier tipo de bano, la transformada de Laplace de la funcién de
Green puede escribirse segun (3.16) con n = 2 6 bien a partir de (5.12), lo que resulta

€Il

1
<z2 +w? -2 EQBM(Z))

Gret(2) = : (5.56)
donde EQBM es la transformada de Laplace del nicleo de disipacion del QBM contenido
en SqpMm (ver también [55, 56]).

Las propiedades analiticas de la transformada C?Ret y la ubicaciéon de sus polos define
la evolucion temporal y el comportamiento asintotico de la funcion de Green Gret. De
lo que concluimos en la tltima seccion del capitulo 3, sabemos que para mantener la
propiedad de causalidad de estas funciones, del teorema de Cauchy se desprende que los
polos de C:‘Ret se hallan en el semiplano izquierdo del plano complejo z, es decir, las partes
reales de los polos son negativas o cero. Asumiendo que w # 0 y que el bano modelado
incluye una funciéon de corte en frecuencias, segin la discusion dada en la seccion 3.5 (o
Ref.[35]), los polos son simples y tienen parte real negativa. Mediante la formula de Mellin
(3.21) y el teorema de residuos, podemos antitransformar [43] para obtener, formalmente,

que la funciéon de Green se escribe:

Greu(t) = O(1) Y Res [ém(z), z]} et (5.57)
J

Como Re[zj] < 0, es claro que en el limite de tiempos largos (cuando ty — —o0),
tenemos GRret(t —tg) — 0 y lo mismo para sus derivadas temporales. Cabe remarcar que
en las derivadas estamos omitiendo derivar sobre la funcién de Heaviside ya que, en este
punto, genera funciones delta de Dirac relacionadas al inicio abrupto de la interaccion,
términos que descartamos por no tener realidad fisica alguna (mas adelante comentaremos
més al respecto).

En definitiva, este comportamiento asintotico define la contribuciéon de tiempos largos
del grado de libertad de polarizacion a la densidad de energia de la situacién estacionaria.
Como la funcién de Green va a cero, tenemos también que la parte del nicleo de ruido

directamente asociada al grado de libertad de polarizacion N,., va a cero. Esto significa
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que el grado de libertad de polarizaciéon en el estado térmico no contribuye a la energia
en la situacién estacionaria para ninguno de los modelos de acoplamiento. Aunque la
dependencia en la temperatura [, es borrada en el régimen de tiempos largos debido al
decaimiento asintético de la funcion de Green retardada, ésta ultima vuelve a aparecer en
la contribucion del bafio Mg, el cual esté caracterizado, por supuesto, por la temperatura
del bano Og.

Considerando todo, en el limite de tiempos largos (f9 — —o0) tenemos que para
la contribucion del nucleo de ruido generalizado (grado de libertad de polarizacién mas

bafio) resulta:

/ dT/ dr’ QRet t1—7) 83?, [N(T, T')] Qget(tg -7 —
to to

te te
— / dr / dr' G2 (ty — 1) 8% [N(r,™)] GRults — ), (5.58)

donde el nicleo de ruido del QBM no depende de tg lo que hace que la contribuciéon del
bano no se desvanezca en el estacionario.

Finalmente, tenemos que analizar el comportamiento de la contribucién asociada
al propio campo como sistema. Hay que analizar la funciéon de Green retardada gget.
Procedemos al igual que hicimos para el grado de libertad de polarizacién, considerando
las mismas condiciones iniciales que para GRre (Gfe (0) = 0,GR.,(0) = —1). A partir de
la ecuacién de movimiento para la funcién de Green gget, asociada al campo en cada
modelo segun (5.53), podemos obtener facilmente una expresion para la transformada de

Laplace andloga a la del grado de libertad de polarizacion:

Gl (z) = -1 - : 5.59
el (2492 = 22 (~22)2 Gra(2)) 559

donde cabe senalar que esta expresion compacta se debe a que el término de renormali-

zacion de la frecuencia se cancela con un término proveniente de la derivada del nucleo
de disipacion D al momento inicial.

Las propiedades analiticas de esta transformada de Laplace definen el comportamien-
to asintotico de la propia contribucion del campo. Para A\g, Q2,w # 0 y bafo 6éhmico, es
facil mostrar que la transformada de Laplace para ambos tipos de acoplamiento tiene
cuatro polos simples con parte real negativa, verificando el requerimiento para respetar
causalidad. Asumimos que en el caso general resulta con las mismas caracteristicas, sien-
do los polos simples y teniendo parte real negativa. En el dominio temporal, podemos

escribir:
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GRa(t) = O(1) Y Res | Gf(2), 2] . (5.60)
l

Por lo tanto, como Re[z] < 0, claramente tenemos que en el limite de tiempos largos
(to — —00) Giei(t —to) — 0 y de manera anéloga para sus derivadas.
Entonces, el limite de tiempos largos del propagador de Hadamard gg viene dado

Unicamente por la contribuciéon de tiempos largos del bano:

tg tg

G2 (t1,t2) — 2 / dr [ dr G2 (t — 1) Na(r, 7)) Ghulta— '), (5.61)

—00 —00
correspondiendo a la situacién estacionaria de las fluctuaciones del bano a temperatura
BB.

Finalmente, resumiendo esta seccion, para un campo en 0 + 1 dimensiones con cual-
quiera de los dos tipos de acoplamiento, la densidad de energia en la situaciéon estacionaria
tiene sélo la contribuciéon del bano, mientras que las contribuciones del grado de libertad
de polarizacion y el propio campo van a cero debido a la evolucién temporal.

Ahora, veamos como los calculos aplican en el caso de un campo n + 1 interactuando

con un material homogéneo en todo el espacio.

5.5.2. Campo en Material Homogéneo e Infinito

Consideremos ahora un campo escalar n + 1 (with n # 0) sin contornos, es decir, el
caso de un material homogéneo que aparece en todo el espacio a cierto tiempo inicial Zg.
En esta situacion, g(x) = 1 para todo x y descartamos las etiquetas espaciales debido a la
homogeneidad del material. Luego, (5.22) y (5.43) pueden ser escritas simultaneamente

Ccomao:

t
0,0"¢ + 47r77)\% a¢— (=18 | dr 8t2ta [D(t—1)] ¢(x,7) = 0, (5.62)

to
la cual es, basicamente, una ecuacién de ondas en un medio disipativo.
La ecuacion asociada a la funcion de Green retardada Gret es inmediata y esta sujeta

a las tipicas condciones iniciales:

gRet(Xa X/, 0) =0 ) gRet(Xa X/’ 0) = _5(X - X/)' (563)

Debido a la invariancia traslacional del problema, Gret(x,x’,t) = Gret(x — X', 1), de

manera tal que su transformada de Fourier satisface:
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t
02GRet + (k2 + 4mnA\2a)GRet (k, ) — (—1)%87 / dr 2% [D(t — 7)) Gret(k, 7) = 0, (5.64)
0

donde, como en la tltima seccién, D(t — 7) = A3 Gret(t — 7), k = |k| y las condiciones

iniciales resultan:

Oret(k,0) =0 .  Greo(k,0) = —1. (5.65)

Es claro que (5.64) y (5.65) son equivalentes a la ecuaciéon de campo y condiciones
iniciales para la funcién de Green retardada para un campo en 0 + 1 dimensiones. Es
decir, cada modo del campo se comporta como un campo 0 + 1 de frecuencia natural
k, de manera que sus dinamicas son las mismas. Por ende, la transformada de Fourier
de la funciéon de Green retardada estd estrechamente relacionada a la funcién de Green

retardada del apartado pasado. De hecho, tenemos:

Gret (K, 1) = Gpeer (1), (5.66)

donde Qﬁet es la funcién retardada de un campo 0+ 1 de frecuencia k.

Entonces, escribimos:

dk 4 /
GRret(x — X', t) = / on)? e~k gk (#). (5.67)

A fin de estudiar el comportamiento de las contribuciones al valor de expectacion del
tensor de energia-momento <ﬁw> segtn (5.49), consideremos primero la contribucion de
los grados de libertad de polarizaciéon y los banos térmicos en cada punto del espacio
x en el ultimo término de (5.48). Como estamos considerando un material homogéneo,
con todos los grados de libertad de polarizaciéon teniendo la misma temperatura g, y la
misma para los banos en cada punto g (es claro que de todos modos, el no equilibrio
térmico puede seguir existiendo si 8, # (g ya que cada parte puede tener su propia
temperatura), de forma tal que en este caso N(z,z") = 4mn §(x — x') N (7, 7).

Si usamos la representacion de Fourier de Gret para escribir el dltimo término de

(5.48), llegamos a que:

/ iz / 042’ Grer(21,2) 022 [N (2, 2')] Gros (a2, ') = (5.68)

k . _
= 47”7/ d 3 e_Zk'(X1_X2) / dT/ dT gRet T) 872'3/ [N(Tv 7_/)] gllf{et (tQ - 7_/)7
(2m) to to
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donde cabe remarcar que ambas integrales sobre 7 y 7/ junto con el integrando son
exactamente 1/2 del altimo término en (5.54), que es la contribucion de los grados de
libertad de polarizacién y el bano en el apartado pasado. Esto es esperable ya que, como
inferimos de la ecuacién de movimiento para la transformada de Fourier de la funcién de
Green, cada modo k del campo se corresponde con un campo 0+ 1 de frecuencia k = |k|.

Por lo tanto, tenemos para cada modo del campo la misma evolucién temporal que
para un campo 0 4+ 1 de frecuencia k en cualquiera de los modelos de acoplamiento.
Considerando el anélisis del apartado anterior sobre GRret, podemos facilmente concluir

que en régimen de tiempos largos (tg — —o0) de esta contribuciéon, tenemos:

/d4:13/d4:13’ GRet (21, ) 0% (N(z,2")] Gret(w2,2") — (5.69)
dk —ik-(x1 —x f f Vel a
— 47T77/ —(2ﬂ)3e ke (1 —x2) /_OO dr /_OO dr’ gﬁet(tl —7) GZT, [NB(T, 7'/)]

=k
X gRet(tQ - Tl)?

donde, como antes, tenemos que los grados de libertad de polarizacién no contribuyen a
la situacion estacionaria de un campo n + 1 en un material homogéneo.
Por otro lado, para la contribucion propia del campo, contenida en los nicleos A y B

dados en (5.35) y (5.36) respectivamente, podemos nuevamente explotar la representacion

de Fourier:
dk —1k-(x1—x2 L= '
A(xy,20) + B(x1,22) = /W ekl ) [@ e (t1 — 10) Grreq (t2 — to)
_ —~k ~k
FR(K) Cpec(t1 — fo) G (b2 — toﬂ | (5.70)

Considerando el andlisis realizado en el apartado anterior para la funcién de Green
retardada gget, tenemos entonces que en el limite de tiempos largos la transformada de
Fourier de la funcién de Green retardada se desvanece, es decir, ?ﬁet(t —ty) — 0, lo
que hace que la contribucién propia del campo también se desvanezca en la situacién
estacionaria.

Considerando todo, como en el caso del campo 0 4 1, tenemos que el régimen de
tiempos largos estd definido por la contribucién del bano al propagador de Hadamard,

teniendo para ambos modelos que:

A. E. Rubio Loépez 88 Tesis de Doctorado en Ciencias Fisicas



5.5. DESCRIPCION FUERA DEL EQUILIBRIO PARA DIFERENTES CONFIGURACIONES
DEL SISTEMA COMPUESTO

4 te 153 —
e‘lk'("l_m)/ dT/ dT/g];{et(tl —7)02% [NB(1,7)] x

X Gretlta— 7). (5.71)

dk
Gu(r1,72) — 87”7/(277)3

Finalmente, la densidad de energia en el estado estacionario también dependeréd de
las fluctuaciones del bano en el régimen de tiempos largos para cualquier modelo de
acoplamiento. Esta conclusion no es necesariamente cierta si el material no es homogéneo
o si hay gradientes de temperatura, ya sea entre los grados de libertad de polarizaciéon
o entre los banos. De hecho, en el proximo apartado analizaremos que la conclusion
puede ser diferente si, por un lado, consideramos medios no disipativos (con permitividad
dieléctrica constante) o, por otro lado, hay regiones donde el campo fluctua libremente,
es decir, regiones donde no hay material (g(x) = 0) y el campo esta sujeto a la presencia

de contornos.

5.5.3. Limite de Permitividad Dieléctrica Constante

En las secciones anteriores analizamos dos situaciones (un campo en 041 y uno en n+1
dimensiones en presencia de un material infinito) donde mostramos que, més alla de la
evolucién temporal transitoria del sistema, el régimen estacionario est& descrito solamente
por las fluctuaciones de los banos térmicos que estan en contacto con los grados de libertad
de polarizacién del material. Podemos leer este resultado de la dependencia final en la
temperatura del bano fp del propagador de Hadamard. Por otra parte, mostramos que
los niicleos A y B, asociados a la contribucion propia del campo, y la contribucion de los
grados de libertad de polarizacion no estéan presentes en la situacion estacionaria (debido
a la dindmica disipativa del campo en todo punto del espacio y la de los grados de libertad
de polarizacion al ser particulas Brownianas).

Es claro que estas conclusiones, fisicamente hablando, las debemos a la dindmica
disipativa del campo en contacto con reservorios que conforman el material real, y que
genera el amortiguamiento y la absorcién dominando el estado estacionario a través de
sus fluctuaciones.

Asumamos ahora que el material es dieléctrico sin disipacion, es decir, un material
de permitividad dieléctrica constante que no presenta absorcién y tampoco es dispersivo
ya que la permitividad en el espacio complejo de frecuencias es real y no es una funciéon
suave sobre el eje imaginario. Cabe senalar que esto verifica las relaciones de Kramers-

Kronig. De hecho, estas relaciones no se satisfacen para una permitividad real para todo
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valor real de frecuencia. Por ende, nuestros célculos deben incluir este escenario como
caso limite.

Como primer paso, si apagamos la disipaciéon proporcionada por los banos en ca-
da punto del material, tenemos que fijar Doy = 0. Segtn la relacién de fluctuacion-
disipacién para el bano, esto hace que tengamos Nggm = 0. Por lo tanto, esto directa-
mente implica que el nicleo de ruido generalizado se anule, es decir, N x = 0. De esta
forma, estamos borrando la contribucién del bano del resultado.

Sin embargo, esto no es suficiente porque deja al material formado por osciladores
armoénicos sin amortiguamiento, es decir, que no relajan a una situacién estacionaria.
Podemos ver esto desde la transformada de Laplace de la funciéon de Green retardada de
los grados de libertad de polarizacién que, segiun (5.56), resulta éRet’x(z) =1/(22 +w2).
Esta funciéon presenta polos imaginarios puros ubicados en z = Ziwy, con lo cual la
funcion de Green retardada en el dominio del tiempo estard conformada por funciones
sinusoidales. Esto hace que, en principio, la contribucién asociada a los grados de libertad

de polarizacion no se desvanezca, es decir, N, x no es necesariamente nulo.
2

No obstante, como el niicleo de disipaciéon viene dado por Dy = )\OT"‘ GRet,x, €l nicleo
generalizado 92 [Dx(t — 7)] que acttia sobre el campo y forma la permitividad (a través
de su transformada de Laplace), dara una permitividad real y dispersiva para frecuen-
cias imaginarias puras. Por ende, las relaciones de Kramers-Kronig no se satisfacen. En
otras palabras, anular la disipacién del bafio no es suficiente para obtener el limite de
permitividad dieléctrica constante y, de hecho, resulta no ser un modelo fisico consistente.

Para tener una idea sobre como este limite puede ser tomado, podemos hacer uso de
la ecuacién de movimiento para el campo en presencia de contornos materiales de forma

arbitraria, que para ambos modelos de acoplamiento simultaneamente se escribe:

t

00" ) + 4G g (X)a ¢ — (=1)*8mnxg(x) | dr G [Dx(t = 7)) $(x,7) = 0. (5.72)
to

Transformando Laplace la ecuacion asociada para la funcion de Green e imponiendo

las mismas condiciones iniciales (5.63), facilmente obtenemos:

Z2(a—1) .

V2GRet — 2% |1 — (1) 4 A3 9(x) EEw) Gret = 6(x — x'). (5.73)

Si, por otro lado, consideramos la ecuaciéon de movimiento para la funcion de Green

retardada correspondiente al caso de un campo con las mismas condiciones iniciales y
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con una permitividad dieléctrica constante desde el comienzo en cada punto y definiendo

los contornos, obtenemos:

V2GRet — 2° €(X) Gret = 6(x — x'). (5.74)

que resulta andlogo a lo que se obtiene a través de un esquema de cuantizacién canodnica
en el estacionario para un campo en presencia de contornos de permitividad dieléctrica
constante |44].

Comparando las ultimas dos ecuaciones, es claro que en nuestro caso debemos hacer
que la permitividad (dada por la expresion entre corchetes en (5.73)) no dependa de z,
es decir, que resulte una constante. Entonces, podemos intentarlo al reemplazarla por su
orden cero en z = 0. Por un lado, vemos que esto no es posible de hacer para el modelo
bilineal (« = 0) ya que diverge en z = 0. Por otro lado, para el modelo tipo corriente

(a = 1) resulta finito, permitiéndonos encontrar un reemplazo factible, obteniendo:

~ 4 A2 ~
v2gRet - Z2 1+ 7207 g(X) gRet = 5(X - X/)’ (575)

X

47”7x>\3,x

donde es claro que la permitividad resultante es ¢(x) = 1+ g(x), lo que satisface

wi
correctamente las relaciones de Kramers-Kronig y resulta constante en el tiempo.

De hecho, con este reemplazo desde el comienzo estamos removiendo toda la dindmica
de los grados de libertad de polarizacién y estableciendo el régimen estacionario mediante
la evaluacion en z = 0, teniendo entonces que Gret = 0. Considerando todo, esto nos
da que los términos correspondientes a la contribuciéon del material se desvanece ya que
N = 0. Cabe destacar que esto coincide con lo que obtuvimos como caso limite para
la fuerza de Casimir entre dos placas en 1 4+ 1 en la seccion 3.4.5, donde la llamada
contribucién de Langevin se hacia cero a disipacion nula (la de los grados de libertad de
las placas era eliminada desde el comienzo de antemano).

Por lo tanto, el propagador de Hadamard (5.48) depende de los nicleos A y B, que en
este caso no se desvanecen. De hecho, mientras exista fuerza de Casimir entre contornos
de permitividad dieléctrica constante debido a la modificacién de los modos de vacio,
estos nucleos no desapareceran en la situacion estacionaria. Esto coincide completamente
con numerosos resultados que pueden ser encontrados para contornos de material no
disipativo, obtenidos a partir de esquemas de cuantizacién canénica en el estacionario (ver
por ejemplo Ref. [44]), donde la cuantizacion se lleva a cabo s6lo considerando un espacio

de Hilbert asociado al campo (como en el capitulo 2), y desarrollando el método candénico
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de operadores de Heisenberg en términos de operadores de creacién y aniquilaciéon de
modos del campo. De esta forma, en el limite de tiempos largos (t9 — —oo) podemos

escribir:

Gu (21, 22) —> 2<A(331,:1:2) + B(:El,:rg)). (5.76)

Cabe senalar que, como se desprende de los esquemas de cuantizaciéon en el esta-
cionario, el estado del campo debemos tomarlo como uno tipo térmico, siendo esto un
requerimiento adicional de consistencia, que resulta en el factor global térmico correcto
para la correlacion y las funciones de Green en el estacionario. Sin embargo, nuestro
enfoque naturalmente da la dependencia térmica correcta al menos para un estado de
alta temperatura del campo, lo que coincide con el limite de alta temperatura en los
esquemas de cuantizacion canonica o formalismo funcional in-out [35].

Finalmente, mostramos un primer ejemplo simple donde los nucleos A y B no desapa-
recen en la situacion estacionaria y, de hecho, en este caso son los que definen el régimen
de tiempos largos. Sin embargo, esto no es totalmente nuevo ya que claramente sabemos
de la existencia de la fuerza de Casimir entre contornos de permitividad constante debido
a los modos modificados de vacio, como mencionamos anteriormente. De cualquier forma,
probamos que nuestro enfoque reproduce correctamente la situacion en ese caso limite.
En el proximo apartado, estudiaremos otra situacién donde estos términos también son

relevantes para el andlisis del régimen de tiempos largos.

5.5.4. Campo con Contornos Materiales Reales

En esta seccion, estudiaremos una situaciéon particular de presencia de contornos.
Hasta el momento, vimos que para el caso de un campo en n+ 1 dimensiones (con n > 0)
interactuando con un material homogéneo, el régimen de tiempos largos estd definido
por la contribucién del bano, mientras que las contribuciones del grado de libertad de
polarizacion y la propia del campo se desvanecen en la situacion estacionaria.

Sin embargo, aunque estuvimos tentados de asumir que este resultado era general y
siempre valido, presentamos un caso limite donde lo contrario era cierto y la anulaciéon
de la disipacion hacia que los nicleos A y B sean los responsables del régimen de tiempos
largos de la fuerza de Casimir entre contornos de material no disipativo.

Como senalamos anteriormente, este no es el tnico caso donde dichos nicleos contri-
buyen a la situaciéon estacionaria. Si el material es inhomogéneo o existen regiones sin

material (es decir, regiones de vacio que definen los contornos materiales) lo mismo puede
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ser cierto. Por lo tanto, este apartado lo dedicamos a dar un simple ejemplo de presencia

de contornos y el andlisis de la situacion estacionaria.

5.5.4.1. La Funcién de Green Retardada

Volviendo a la ecuaciéon de campo para contornos en general (5.72) para cualquiera
de los modelos de acoplamiento, nuevamente podemos transformar Laplace la ecuacién
asociada a la funcion de Green retardada (sujeta a las condiciones iniciales (5.63)), para

obtener:

V2GRt — 22 [1 — (=1~ 4777],{)\(2)7,( 9(x) Z2e-1) éRet’x(z)] CRet = S(x—x"), (5.77)

donde Gret resulta ser la inversa del operador diferencial V2—22 [1—(-1)~ 47177,()\3x 9(x)
PRICY C:‘Ret’x(z)] , es decir, es directamente la funcion de Green (o propagador de Feyn-
man) asociada a dicho operador.

En el Apéndice D, mostramos el célculo, a partir de esta ultima ecuacién, de la
correspondiente transformada de Laplace de la funciéon de Green retardada para el caso
de una placa delta de Dirac para ambos modelos de acoplamiento (g(x) = d(z1)).

Por simplicidad en los calculos de esta seccién, continuamos con la versiéon unidimen-
sional del problema, es decir, el caso de un campo en 1+ 1 dimensiones donde la tnica
dimensiéon de interés es la asociada a la coordenada perpendicular =, que ahora llama-
remos x. Por lo tanto, para obtener los resultados de este caso, tenemos que descartar
todo lo relacionado a las dimensiones paralelas. Podemos hacer esto evaluando kj = 0 en
todos los resultados. Esto simplifica todas las expresiones y la transformada de Laplace

de la funcion de Green retardada (D.9) se escribe:

e (e7# 41 27); ¥ <x<0
~ 1 / /
Gret(z,7,2) = ~5, (e‘m +re* > e*; rx<az' <0 (5.78)
z
t ex(z=a"), r<0<d

donde los coeficientes de reflexion y transmision ahora vienen dados por:

~ 1
r=—(=1)*2mA5 2 Gret(2) t , t= . (5.79)

(1 + (—1)> 2mnA3 2201 éRet(z))

Aqui, podemos antitransformar, mediante la formula de Mellin (3.21) y el teorema

de residuos [43], asumiendo que los polos de la transformada de Laplace de la funcion
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de Green retardada tienen partes reales no positivas. Es importante remarcar que, si-
guiendo la discusion dada en la seccion 3.5 (Ref.[35]), para ambos modelos, esto siempre
se garantiza mediante la introduccién de una funciéon de corte apropiada en la transfor-
mada de Laplace del nucleo de disipacién 5QBM (de hecho, cualquier densidad espectral
que caracteriza el entorno tiene una funcion de corte fisica). Es mas, asumiendo que la
disipacion (representada por Dqpwm), la frecuencia w y la constante de acoplamiento Ag
no son cero, el inico polo con parte real nula es el ubicado en z = 0, que aparece (para
cada acoplamiento) en diferentes términos de la transformada de Laplace de la funcion de
Green retardada, resultando en diferentes comportamientos para la funcién en el dominio
temporal. Esto puede verse trabajando la tltima expresion del coeficiente de reflexion r
en cada modelo. Sin embargo, este polo no cambia las conclusiones del presente apartado,
de manera que continuaremos el andlisis sin perder generalidad.

Por ende, la funcién de Green puede ser formalmente escrita como:

O —z+t)+O0(x+2'+1t) |a— 1+2Rjezf($+r/+t) <z <0
1 /

GRet = ~3 Oz —a' +1)+ 0@ +a' +1t) |a— 1+ Rjes@H+) | 4 <2/ <0

O(x —a’' +1t) [a + ZRjeZJ’(I_I'*t)] ; r<0<a
(5.80)
donde las sumas son sobre los polos z; que son los polos de r con parte real negativa, es
decir, el polo en z = 0 es explicitamente calculado en cada modelo. Para los otros polos,
tenemos R; = Res [g,zj] = Res [é,zj]. Dado que la funcién de Green retardada debe
ser real, sus polos vienen en pares (es decir, si z; es un polo, entonces su conjugado z;

es un polo también) a menos que z; sea real.

Esta expresion, sin embargo, puede ser trabajada reordenando los términos y combi-
nando sus funciones de Heaviside para obtener una forma cerrada més adecuada para la

funcién de Green retardada en cada modelo para un punto campo x < 0O:

(1;700 O(—z) O(x+ a2 +t) O(x —2' +t)  (5.81)

—33‘) o zj(att) |z o / —za / o
> ;R]e [e O(—a) Oz + 2’ +1) + e%% O(z') Oz x+t)],

gRet(aj’x/’t) = gl(:){et(wvxlat) +
O(

donde GY . (z,2',t) = —@ Oz’ —x+1t) O(x — 2’ +1) es la funcion de Green retardada
del caso libre para un punto campo x < 0.
Cabe senalar que, por un lado, el segundo término es un término extra soélo para

modelo bilineal debido a la presencia de la placa pero independiente de las propiedades del
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material. Por otro lado, el tercero de los términos esta directa y enteramente relacionado
a la presencia de la placa y contiene toda la informacién sobre la contribucion del material
a la evolucion transitoria (es decir, relajacion) y la nueva situacion estacionaria a la que
el campo llega. Es claro que depende implicitamente del modelo de acoplamiento ya que
los polos z; dependen de ello.

A partir de (5.81) puede probarse facilmente, mirando cuidadosamente los productos
de las distribuciones, que la derivada temporal de la funciéon de Green retardada tiene

una forma simple dada por:

O(=x)

gRet(wvxlvt) = g?{et(wvwlvt)_ 2

sz R; S [ezﬂ, O(—2") O(z + a2’ +1)
25
+ e Oz') Oz — 2 + t)} , (5.82)

donde en esta expresion la unica diferencia entre los modelos de acoplamiento estd en los

polos z;.

5.5.4.2. Régimen de Tiempos Largos

Una vez calculada la funciéon de Green retardada para el presente problema, podemos
estudiar algunos aspectos dindmicos y caracteristicas de la situacion estacionaria.

Como obtuvimos en otros apartados de la seccion, estamos interesados en el propa-
gador de Hadamard (5.48), que podemos utilizar para calcular el valor de expectacion
de las componentes del tensor de energia-momento segin (5.49). Dicho propagador tiene
varias contribuciones que pueden separarse en dos, una que viene del campo generado por
todos los componentes del material (grados de libertad de polarizacion y bafios) que se
hayan representados por el niicleo de ruido NV, y otro que viene del campo generado por
las fluctuaciones de vacio sujetas a las nuevas condiciones de contorno (impuestas por el
material), que estan representadas por los nucleos A y B y que implican la modificacion
de los modos del campo a través de la evolucién transitoria desde las condiciones iniciales
de campo libre hasta el nuevo campo estacionario.

Comencemos estudiando la contribucién del material. Como probamos en el apartado
5.5.2, cuando el material es modelado por particulas Brownianas en interacciéon con el
campo para ambos modelos, la contribucién del material a la situacion estacionaria sélo
tiene contribuciones provenientes de los banos, mientras que las particulas s6lo actiian
como un puente entre el campo y los banos, pero sin tener contribucién al régimen de

tiempos largos debido a la dindmica disipativa del QBM. Esto esta basicamente contenido
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en el hecho de que en el limite de tiempos largos (tg — —o0), tenemos N — Np. En el
presente caso, aunque hay regiones sin material, el resultado sigue siendo valido. Es claro
que en este caso, la funcion de Green viene dada por (5.81) pero la expresion formal es la
misma. De hecho, cabe senalar también que la distribucién de materia g define el rango

de integracion, habiendo ninguna contribucién de los puntos externos al material.

Por otro lado, tenemos la contribucién al campo generada por las fluctuaciones de
vacio representadas por A y B. En este punto, estamos tentados a asumir que, al igual
de lo que ocurre en el apartado 5.5.2, estas contribuciones desaparecen en la situacion
estacionaria dando tinicamente un comportamiento transitorio. Sin embargo, como sena-
lamos anteriormente, esto puede no ser cierto cuando existen regiones de vacio donde el

campo fluctua libremente.

Por lo tanto, considerando el nicleo A en (5.35) y la expresion para la funcion de
Green retardada dada en (5.81), es claro que el producto Gret (21, x, t1 —to) Gret (T2, X, ta—
to) ‘tiene como mucho nueve términos (dependiendo del modelo de acoplamiento consi-
derado) debido a todas las posibles combinaciones de los tres términos de la funcion de
Green, y que luego deben ser integrados en x. Usando la simetria del nucleo, el ntimero
de integrales a calcular es como méximo seis. La complicaciéon del célculo completo es
debida al hecho de que cada integral involucra productos de distribuciones teniendo la
variable de integracion y ambos puntos campo (z1,t1) y (x2,%2), lo que hace que los

resultados dependan de miltiples relaciones entre las coordenadas de los puntos.

Por otro lado, el calculo completo del nucleo B es tan complicado como el anterior.

En el caso unidimensional, es facil calcular el nicleo K de (5.32) mediante el teorema de
_Jz—a’|

284
Entonces, el nucleo B implica una doble integracion (sobre z y z’) del triple producto

residuos, obteniendo K(z — ') = , el cual puede ser escrito como dos términos.
Gret (21, 2, t1—to) K (x—a') Gret (2, &', ta—10). A partir de (5.82), es claro que la derivada
de la funciéon de Green retardada tiene dos términos, de manera que para obtener B el
numero de integrales a realizar en principio es ocho. Debido a la simetria del ntcleo, el

numero final de integrales dobles se reduce a seis, como para el otro de los ntcleos.

Como estamos interesados en las caracteristicas generales de la evolucion temporal
transitoria y la situacion estacionaria, no haremos un calculo completo de estos términos,
pero mostraremos que existen términos estacionarios asociados a la contribucién de estos

nucleos.

Notemos que los términos en los niicleos A y B asociados a los productos de fun-

ciones de Green retardadas de campo libre Q%et y sus derivadas (es decir, los términos

gl%et (:Ela €, tq _tO) g]?{et(x% z, t2_t0) en A y gl%et (:Elv z, tq _tO) K(aj‘—.’L‘/) gl%et (:L‘Qv :Elv t2_t0)
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en B) son los que serdan eliminados por la eventual prescripcion de Casimir, de manera
que no tenemos que calcularlos.

Debemos notar también que los términos cruzados (es decir, términos que combinan
diferentes términos de la funcion de Green) seran transitorios ya que esas integraciones
generaran términos constantes que desapareceran entre las derivadas y el limite necesarios
para calcular los valores de expectacion del tensor de energia-momento, o términos que
decaen exponencialmente en el limite de tiempos largos, o términos divergentes que deben
ser sustraidos a fin de definir correctamente un propagador de Hadamard no divergente.
Como ahora estamos interesados en la situaciéon estacionaria, no es necesario que los
calculemos.

Independientemente de qué modelo de acoplamiento estamos considerando, para es-
tudiar el régimen de tiempos largos, los productos que involucran dos sumas sobre polos
son los que daran contribuciones estacionarias. Partiendo de las expresiones generales
para los nucleos, agrupamos términos y realizamos las integraciones espaciales, que se
muestran en los calculos complementarios del Apéndice E.1. Alli, demostramos que la

contribucién propia del campo al propagador de Hadamard podemos escribirla:

Az, z2,t1,t2) + B(x1, 22,11, t2) = (Campo Libre) 4+ (Cruzados) + (Transitorios)

O(—x1) O(—x2) < zj) R Ry i(T1+ti—to) Lz(z2tta—to)
+ 12 eZi(@itti—to) pzi(za+ta—to
2,8q5 ; 2] (Zj + Zl) [

X <@(x1 — o+t — tQ) @(xg +to — to) + @(1‘2 —x1 + 1ty — tl) @(1‘1 +t — to))

— O(x1 — @ +t1 — ta) O(wg + tg — tg) %@ T2tti—t2)
— O(as — a1 +ta—t1) O(z1 +t1 — to) ezm—rl“rtl)] (5.83)

Los tltimos dos términos entre corchetes presentan exponenciales cuyos exponentes
no dependen del tiempo inicial ¢g. Por lo tanto, esos términos no se desvaneceran en
el limite de tiempos largos (g — —o0). Esto muestra que parte de la contribucion
propia del campo tiene no solo términos transitorios sino que también presenta términos
estacionarios que contribuyen al régimen de tiempos largos. De hecho, estos términos
del propagador de Hadamard son los que resultan en términos constantes en el valor
de expectacion de las componentes del tensor de energia-momento (5.49) luego de las
derivaciones y el célculo del limite de coincidencia.

Es maés, podemos trabajar estos términos y escribirlos de una forma mas familiar
conectada a lo que vimos en el capitulo 3. Notemos que en el primero de los términos

(asociado a e (@1=72+01—12)) 15 suma sobre I podemos trabajarla mediante el teorema,
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de residuos, mientras que en el segundo término (asociado a ezl(m_wﬁt?_tl)) podemos
trabajar la suma sobre j. Esto es lo que mostramos en los célculos complementarios del
Apéndice E.2.

Por lo tanto, considerando los términos no divergentes de (E.10) y (E.11), podemos

escribir la contribuciéon propia del campo como:

A(xy,x2,t1,t2) + B(x1,x2,t1,t2) = (Campo Libre) 4+ (Cruzados) 4 (Transitorios)
O(—z1) O(—x r(—z;
_ ( 1/)8¢ (—22) Z R; 7( - ]) [@(:L’l —x9 +t1 — ta) O(xg + to — 1) (5.84)
J

X ¢TI 4 @y — 3y 4ty — 1) Oay + by — o) I

En este punto, podemos explotar una vez mas el teorema de residuos para obtener
una forma cerrada final para estos términos. Es facil mostrar que la primera suma sobre
j (al igual que hicimos para las otras sumas y teniendo en cuenta los requisitos de
convergencia) puede ser escrita como una integral en el plano complejo sobre una curva
CT =C/UR" donde C; es un semicirculo infinito que encierra la mitad izquierda del
plano complejo y R™ es un camino recto sobre el eje imaginario de abajo hacia arriba.
Por lo tanto, como la funcién del integrando % e*(m1—r2th—12) g6 desvanece para
|z| — oo con Re(z) < 0, la integral sobre C; es nula y la integral es directamente sobre

el eje imaginario, que puede ser parametrizado como z = —if2, obteniendo finalmente:

_ZR' r(=2) pri(@1—zatti—ta)  _ / dz M e#(T1—z2tti—t2) (5.85)
; J Zj c+t 2mi (_ZQ)

[ R e
o 2T (?) 7

donde utilizamos que r(i€2) = r*(—if2) para 2 real.

Finalmente, escribimos la contribucién propia del campo como:

A(xy,x2,t1,t2) + B(x1,x2,t1,t2) = (Campo Libre) 4+ (Cruzados) 4 (Transitorios)
(O Oa) [ 9 i)
B oo 2T 02

X e_iﬂ(rl_rﬂ_tl —t2) + @(1‘2 —x1+ 1ty — tl) @(33‘1 + 1t — to) 6iQ(wl_w2+tl_t2)] ,(5.86)

[@(1‘1 —x9 + 11 — tg) @(1‘2 +to — to)

donde cabe remarcar el hecho de que tiene exactamente la misma forma que las contri-

buciones obtenidas a partir del ansatz (3.23) y sus modos modificados para la llamada
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contribucion de vacio del capitulo 3 (6 Refs. [32, 35]) dentro de un esquema de cuanti-
zacion canodnica en el estacionario para el caso de la fuerza de Casimir entre dos placas.
En otras palabras, si hubiésemos utilizado el ansatz y el método del capitulo 3 para el
presente problema de una placa delta de Dirac, hubiésemos obtenido que la contribucion
de vacio a la correlacion del campo estaria dada por (5.86). Entonces, la contribucion de

vacio del capitulo 3 se corresponde con la contribucién propia del campo de este capitulo.

Considerando todo, mostramos que el limite de tiempos largos de una delta de Dirac
de material real presenta contribuciones tanto del bafno como del propio campo. Como
venimos sugiriendo, el resultado claramente puede ser extendido a otras configuraciones
en una dimension (1 + 1) pero los célculos son mas complicados. La conclusion enton-
ces parece ser general, es decir, mostramos que una situacién incluyendo contornos o,
anélogamente, incluyendo regiones de vacio, no sélo presentard en el régimen de tiempos
largos la contribuciéon de los banos sino que también la del propio campo modificado.
Por lo tanto, esta situaciéon presenta un nuevo tipo de escenario, donde el régimen de
tiempos largos es estacionario pero tiene contribuciones de dos partes del sistema com-
puesto. Cabe destacar que el comportamiento y la situacion estacionaria en el caso con
regiones de vacio es radicalmente diferente del caso de material en todo el espacio. Sin
embargo, la contribucién del material, considerada por su lado, se comporta de la mis-
ma forma, es decir, la contribuciéon asociada a los grados de libertad de polarizacion es
transitoria y se desvanece en el estacionario, mientras que la de los banos sobrevive y
forma parte del régimen de tiempos largos. La gran diferencia al incluir contornos es que
no es la dnica que sobrevive. Esto se debe al hecho de que mientras el campo tiende
a desaparecer dentro del material debido a la disipaciéon, afuera fluctiia libremente sin
atenuarse. Esto hace que las fluctuaciones de afuera se propaguen hacia adentro del ma-
terial hasta que finalmente se alcanza la situacion estacionaria como régimen de tiempos
largos, cuando el material ha relajado y las dindmicas son reducidas a las estacionarias,
permitiendo describir la contribuciéon del propio campo de forma efectiva mediante los
modos modificados de vacio que aparecen en el ansatz (3.23) del capitulo 3 (y empleado
en las Refs.[32, 35]).

Por lo tanto, podemos concluir que todo procedimiento de cuantizaciéon en el régimen
de tiempos largos, al menos para este modelo en 1 + 1, debe considerar la contribucion

propia del campo para obtener los resultados correctos.

Si bien no presentamos los calculos para el caso de n + 1 dimensiones en este escena-
rio incluyendo regiones de vacio, de comparar los coeficientes de reflexion y transmision
(D.8) y (5.79), y la transformada de Laplace de la funcién de Green retardada (D.9) y
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(5.78) para ambos casos, podemos notar que para problemas de dimensionalidad mayor
tenemos ramas cortadas (branch cuts en inglés) /2% + k) involucrando las coordenadas
paralelas del momento k| en lugar de una simple 2. Por lo tanto, las propiedades ana-
liticas de la transformada de Laplace son distintas y el comportamiento temporal de la
funciéon de Green retardada cambiard criticamente. Si bien basados en estas diferencias,
podria esperarse que la contribucién propia del campo se anulara en el caso de mayor
dimensionalidad, la continuidad entre el presente caso de material real y el resultado
obtenido para el caso n + 1 (con n > 1) de permitividad dieléctrica constante para con-
tornos arbitrarios del apartado 5.5.3 nos sugiere que esto no ocurre, y que el resultado
de este apartado es general incluso para el caso de mayor dimensionalidad.

Como comentario final, cabe sefialar que dos cuestiones atin quedan pendientes. Una
de ellas continia en la linea de lo que estamos comentando y tiene que ver con el hecho de
que, estrictamente hablando, lo que mostramos prueba que para situaciones que incluyen
regiones de vacio (o regiones donde el campo fluctia libremente), la contribucion propia
del campo debe considerarse. Sin embargo, atin no aclara si es necesario que la region
donde el campo no disipa sea de extension infinita (como ocurre en el caso de la delta
de Dirac para la coordenada perpendicular donde no hay invariancia de traslacion). Este
punto tan sutil no ha sido abordado en el presente capitulo; sin embargo, més adelante
en esta Tesis volveremos a esto en un caso més complejo aun, cerrando completamente el
cuadro de la fisica de estos sistemas fuera del equilibrio. La otra cuestiéon tiene que ver con
el hecho de que todo lo realizado en este capitulo es para el campo escalar. Sin embargo,
una situacion realista en general involucraria el campo EM, que presenta diferencias y
complicaciones en la cuantizacion debido a su naturaleza vectorial y simetria de gauge,
lo que es particularmente dificultoso de tratar en los métodos funcionales. La extension

al campo EM sera parte del objetivo del préoximo capitulo.
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Capitulo 6

Electrodinamica Cuantica de

Medios Inhomogéneos y Anisétropos

Luego de mostrar como implementar el formalismo CTP en el caso de un campo es-
calar en interaccién con modelos de material real, este capitulo lo dedicamos a extender
el método al caso del campo EM A¥. Si bien esto parece trivial a primera vista, tanto la
naturaleza vectorial del campo EM como la libertad de gauge de la teoria electromagné-
tica vuelven el proceso de cuantizacion (ya sea canodnica [7] o por integrales funcionales
[57]) mucho més complicado.

Por un lado, la naturaleza vectorial del campo repercute en cuanto a su interaccion
con los materiales, ya que enriquece su fisica al permitir el modelado de materiales con
propiedades direccionales, es decir, con el campo EM cobra sentido fisico el concepto de
materiales anisétropos, cuestion dificil de lograr en el caso escalar.

Por otro lado, la libertad de gauge es un reflejo de una simetria interna de la teoria
electromagnética. El electromagnetismo descrito por las ecuaciones de Maxwell describe
el campo A" (de cuatro componentes) de tal forma que una transformacion de gauge
AP — AP + OMA (siendo A una funciéon arbitraria) deja invariantes las ecuaciones de
movimiento. Es decir, las ecuaciones poseen simetria de gauge. Esto hace que las acciones
empleadas para obtener el electromagnetismo y sus interacciones a partir de un principio
variacional deban ser también invariantes frente a una transformacion de gauge. Més
aun, la simetria de gauge en realidad nos estd diciendo que el campo A* posee dos
componentes independientes o, de otra manera, puede ser descrito en algin gauge por
dos de sus cuatro componentes. Este hecho es lo que dificulta la cuantizaciéon basada
en el campo A* ya que un planteo por integrales funcionales sobre las componentes (al

estilo de lo que se hace en el caso escalar) resulta en integraciones redundantes debido
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a la simetria de gauge. Sin embargo, esto puede solucionarse en el caso del formalismo
in-out mediante la implementaciéon del método de Faddeev-Popov.

Ahora, para el formalismo CTP que utilizamos en el capitulo anterior la solucién no
es tan inmediata. La clave para el desarrollo del caso escalar se encontraba en que, para
calcular las integrales funcionales sobre los grados de libertad del material primero y
sobre el campo después, extendimos directamente el resultado hallado en Ref.[54] para
cierto tipo de integrales CTP, aprovechando el tipo de interaccién entre el campo escalar
y la materia modelada. Sin embargo, tanto el resultado de la integracion CTP sobre los
grados de libertad del material interactuando con un campo EM, como el resultado de
la integracion CTP sobre el campo EM luego, no se encuentran en la literatura. Por lo
tanto, el objetivo de este capitulo es lograr extender dichos resultados en un contexto de

interacciéon campo-materia completamente realista.

6.1. Integracion CTP de la Interacciébn Materia - Campo
EM

El primer objetivo del capitulo es el célculo de la funcional generatriz a partir de
las integraciones sucesivas de, primero, los grados de libertad del material y luego del
campo EM, siguiendo el espiritu del capitulo anterior. Por lo tanto, el primer paso en
esta direccion es calcular la accion de influencia para el campo.

Al igual que antes, describimos la materia ordinaria polarizable a través de grados de
libertad cuénticos (no relativistas) asociados esta vez al vector de polarizacion P de cada
elemento de volumen del cuerpo polarizable. Cada uno de estos estd sujeto a un bano
independiente que genera una accion de influencia como en la teoria del QBM [41], es
decir, como la de un oscilador armonico cuantico interactuando linealmente con un bamno
térmico que consiste en un conjunto de osciladores armoénicos cudnticos.

Por otro lado, el campo EM lo describimos como un campo vectorial de gauge A"
no masivo. El término de interaccién podemos tomarlo como un acoplamiento entre
el campo y la corriente generada en la materia polarizable o, equivalentemente, como
una interaccién dipolar entre los dipolos de polarizacién y el campo eléctrico. En otras
palabras, la interaccién podemos considerarla de dos maneras, dependiendo de qué grado
de libertad estd derivado. Sin embargo, como tenemos grados de libertad de materia
no relativistas acoplados al campo de gauge, el cual es, desde el comienzo, un sistema
relativista, la derivacion no es solamente una derivada temporal, como pasa para el campo

escalar del capitulo anterior (o en Ref.[37]).
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Por lo tanto, los términos de acoplamiento pueden ser proporcionales a [ d*z PJ(x)
EJ(x), acoplando el vector de polarizacion al momento canénico del campo (o sea, el
campo eléctrico) en una interaccién tipo dipolar; o, analogamente, [ d*z J,(z) A*(x),
acoplando el cuadrivector corriente de la materia polarizable (no relativista) al campo
EM (relativista). De ahora en més, nuestra notaciéon de suma serd la de Einstein para los
subindices y supraindices griegos (un subindice suma con un supraindice), pero los indices
latinos suman sin necesidad de ser opuestos (el caracter covariante o contravariante de
las coordenadas espaciales serd ajustado al introducir un signo menos cuando se pase de
un subindice a un supraindice o viceversa).

Como el campo eléctrico viene definido por EJ = —8jA0—80Aj , es claro que el término
de interacciéon es invariante de gauge, mientras que de la segunda forma es claro que el
término es un escalar de Lorentz. Con el objetivo de mantener la invariancia de gauge y
considerando que la corriente .J,, debe ser una corriente conservada (su cuadri-divergencia
debe anularse), podemos escribir el cuadrivector corriente como J, = (V - P, —P).

Luego de la integracion sobre P, eventualmente querremos integrar sobre el campo
EM. Por ende, consideraremos la segunda de las formas para el término de interaccion
[dz J,(z) AH(z) = [d*z (@Pj AY — pi Aj) y dejamos una discusiéon mas extensa
para la proxima seccidén. Sin embargo, como primero vamos a integrar en P integramos
por partes en las coordenadas espaciales correspondientes a cada derivada del término
que involucra la divergencia. Por lo tanto, considerando que los caminos de los campos
se desvanecen en infinito para toda direccién, el término de interaccién lo escribimos
proporcional a — [ dlz (8jAO Pi 4+ Pi Al )

Considerando todo, el modelo para el sistema total viene descrito por la accién inicial
total:

S[A“, Px, qn,x] = SO [A'u]“‘SO [Px]+z SO [qn,x]+SCurr [A,u’ Px]“‘z Sint [Px, qn,x], (61)

donde Sp[A*], So[Px], Soldn x| son las acciones libres para el campo EM, el vector de
polarizacion y los grados de libertad de los banos térmicos que afectan los vectores de
polarizaciéon en cada punto del espacio. Las etiquetas espaciales denotan el hecho de que
las propiedades cambian con la posicién mientras que el grado de libertad no presenta
derivacion espacial en su dinadmica, es decir, dichos los grados de libertad son conjuntos
continuos de campos en 0+ 1 dimensiones. Las dos tiltimas acciones son las de interaccion
entre el campo EM y los vectores de polarizacion (como discutimos recientemente) y entre
estos mismos vectores y los bafios térmicos en cada punto (que son acoplamientos lineales

como en el QBM y los capitulos pasados).
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Por lo tanto, el primer paso seria la integracion CTP sobre los bafios térmicos ({gn x })-
Sin embargo, de la teoria del QBM, sabemos que esto ya estd hecho ya que, como mencio-
namos anteriormente, resulta en que los vectores de polarizacion bajo la influencia de los
banos térmicos se comportan en forma efectiva como particulas Brownianas. Entonces,
para cada componente j en cada punto del espacio, el vector de polarizacién tendra una

evolucion unitaria modificada por la acciéon de influencia del QBM:

Sip[P,P'] = /dx /tf dt/tf dt’ API(t) [—2 Dy (t,t') SPL(t) +% Ny(t, t') APL()|,

o (6.2)
donde Dy y Ny son los nucleos de disipacion y ruido del QBM respectivamente (a di-
ferencia de lo notado en el capitulo anterior, omitiremos QBM como subindice de estos
ntcleos), mientras que XP = (P+ P')/2 y AP = P’ — P son las llamadas variables suma
y diferencia.

Ahora, estamos interesados en calcular la integral funcional CTP asociada al célculo
de la accion de influencia que actiia sobre el campo EM debido a la interaccién con mate-
ria. Por ende, considerando una constante de acoplamiento Ay entre el campo y los grados
de libertad de polarizacion, la integral que define la accion de influencia Sip[AH, A™] se

escribe:

. , P(t;)=Ps P/ (tr)=Ps
SRl AT / dP; / dP; dPj / DP / DP’ pp (P, P, t;)
P(t;)=P; P/(t;)=P;

% et [dx g(x)(VAO~P+A-P—VA’0~P’—A’~P’)ei(SO[P}—So[P’HSIF[P,P’])7 (6.3)
donde A-B = ftif dt A(t) B(t) y, por simplicidad, los productos entre vectores y matrices
los omitiremos en la forma vectorial, y entonces por ejemplo A - B = ftif dt Al(t) BI(t)
y consiguientemente. Como en capitulos pasados, la distribucion de materia g (que toma
valores binarios (1 6 0) si hay 6 no materia en cada punto x) la introducimos para denotar
el hecho de que este calculo toma lugar en todo punto del espacio que contiene material
polarizable. Por lo tanto, la accién de influencia que actta sobre el campo EM viene
definida por la distribucién de materia g que, al igual que antes, define en qué puntos la
accion de influencia no es nula.

Como estamos tratando con un problema tridimensional, los vectores de polarizacion
P descritos como osciladores armonicos tridimensionales pueden descomponerse en sus
componentes cartesianas, cada una sufriendo la accién de diferentes banos. Por ende,
trivialmente tenemos que Sp[P] = Z?:l So[P7] y Sip[P,P'] = Z?zl Sip[P7, PY].
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Considerando, ademés, un estado inicial separable para el vector de polarizacion, la
matriz densidad inicial es un producto de matrices densidad para cada componente del
vector de polarizacion, es decir, pp (P;, P!, i) = H?Zl Ppi (Pij,Pi/j,ti). Entonces, si no-
tamos finalmente que el término de interaccién también se separa en cada componente,
la integral CTP podemos escribirla como el producto de tres integrales para cada compo-
nente o direccién. Podemos dar un paso més aprovechando el hecho de que el material lo
concebimos como un continuo de grados de libertad independientes (no hay interacciones
entre ellos), dando lugar a la division de la grilla espacial en elementos de volumen Ax y
escribiendo las integrales para cada componente como un producto sobre los puntos del
espacio ([[,) de una integral CTP genérica con etiqueta espacial x.

Una vez discutido esto, escribimos las acciones en términos de las variables suma
y diferencia. Con este propésito, consideramos que en cada punto del espacio, para la

interaccién tenemos:
8;A° . PI —9;A°. P = ;2 A" APY — 9;AA" . %P7, (6.4)

153

Al Pl AT. P = _x A API| — AAT ©PI Tt SAT . API 4+ AAT -SSP (6.5)

153

ti

y para las acciones libres podemos escribir:

So[P?] — Sp[P] = —/dx M, P APJ zf + /dx/ttf dt My AP <5—; + Qi) $PI,
1 ‘ (6.6)
donde dejamos que cada grado de libertad, en cada punto x, tenga sus propiedades
particulares (masa y frecuencia natural).

Las integraciones funcionales sobre AP7 son gaussianas en cada punto del espacio,
y podemos realizarlas directamente considerando los nicleos de ruido en cada direcciéon
y punto, y definiendo las fuentes lineales como R’(t) = Ax ftff dt'" L(t,t') SPI(t') +
AX Aoy (EAj(t) - ajzAO(t)), con el nicleo L(t,#') = My (difg + Qi) S(t—t')+Dxl(t,t').

En este punto, la restante integracion funcional es sobre X P’ en cada punto del
espacio. Sin embargo, podemos escribir cualquier camino P/ en términos de una solucion
homogénea Pg (t) satisfaciendo las condiciones iniciales y una solucion particular Pg (t)
que describe el apartamiento de los caminos respecto del homogéneo, es decir, escribimos
YPI(t) = Pg (t) + Pg (t). Considerando eso y que de las acciones iniciales, el momento
canobnico asociado a P’ estd dado por M P7 + \gA7, las soluciones pueden ser escritas

como:
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P (t) = My SP] Creu(t = ) + (T = Mo $47) Groix(t = 1), (67)

Pl(t) = /t ds Gretx(t = 5) £1(s). (6.8)

donde Hij =M EPij + Ao EAij, siendo GRet x(t —t’) la funcion de Green retardada para
el operador lineal integro-diferencial asociado al niicleo L del grado de libertad en x.
Por lo tanto, podemos reemplazar la integracion funcional sobre P’ con limites de
integracion, por la integracion funcional sobre £ sin ellos, mas una integracion ordinaria
sobre todos los posibles valores del momento canénico inicial Hij .
Entonces, luego de efectuar los reemplazos resulta que la integracion funcional sobre £
es inmediata y, omitiendo por simplicidad las etiquetas espaciales, obtenemos para cada

integral en cada punto del espacio:

S I / ISP/ dsP] / AAPIS(API )T id%00(A4-0;54) 7}
Jj X
X Wps <2Pijaﬂij7ti> GAXNAAISP! —idx(M SPl+x0 $A])AP]

« e—Ax*—f(AAJ‘—a]-AAO).GRet.N-[(AAj—ajAAO)-GRet]T

x 6 (ZPI(tr) = TR ) eox MAA=A0) Gro (34754 (6. 9)

donde introdujimos una funcién delta para tener en cuenta la restriccion sobre los extre-
mos finales, y la funciéon de Wigner para la componente j del vector de polarizaciéon en
el punto x definidas como en (5.16) (Refs.|54, 37]) segun:

1 [teo , A A
Wa(X,p,t) = %/ dA DX PA § <X -5 X+ 5,1&) , (6.10)

donde en la exponencial, a diferencia de (5.16), no necesitamos la densidad ya que como
estd definido aqui el grado de libertad, dicha magnitud esta incluida.

Ahora, por un lado, notemos que la solucion homogénea podemos escribirla como
Pg (t) = POS’j(t) — Ao x ZAij GRetx(t — t;), donde POS’j es la solucion homogénea para el
acoplamiento bilineal (donde el momento canénico se haya relacionado tnicamente a la
derivada temporal del grado de libertad, como en el capitulo 5). Por otro lado, podemos
tomar el exponente del ultimo factor e integrar por partes en la segunda variable de

tiempo, obteniendo:

A. E. Rubio Loépez 106 Tesis de Doctorado en Ciencias Fisicas



6.1. INTEGRACION CTP DE LA INTERACCION MATERIA - CAMPO EM

GRetx - DAT = /tf dt' Grerx(t — ') SAT (') = —Gretx(t — t;) LA) — 0y Gretx - LA,
" (6.11)
donde utilizamos que GRet x(t — tr) = 0 ya que su comportamiento causal involucra una
funcién de Heaviside en el argumento.

Considerando todo y reemplazandolo en la integral CTP, encontramos que un factor
constituido por el segundo término de la tltima expresion de Pg en (6.7) se cancela con
el primer término del miembro derecho de la ultima ecuacion.

Como ultimo paso para cancelar factores involucrando condiciones iniciales, debemos
considerar el primer término en el exponente del primer factor de (6.9). Nuevamente,
integrando por partes y usando la condicion CTP (de uniéon de ramas en el punto final)

para el campo EM, tenemos:

AAT. PP = _AA SPT - AAT B, (6.12)

Entonces, el primer término de esta expresion se cancela con otro que contiene con-
diciones iniciales.

Finalmente, integrar sobre APfj resulta inmediato al usar la funcién delta. Luego,
también es facil evaluar la integral sobre EPfj usando la otra funcién delta. Considerando
que el resultado es para la componente j del vector de polarizaciéon en el punto x, entonces
obtenemos el producto sobre todas posiciones donde hay material. Agrupando cada factor
y tomando el limite continuo para el grilla espacial, los exponentes vuelven a ser integrales

limitadas por la distribucion de materia g(x):

eiSIF[A'uyAl'u] _ H <e—ifdx g(x) )\O,X(AAJP(SS’]+8]AAOP6SVJ)>
J
. . .. T
% e—%fdxg(x)(AAJ—8jAA0)~)\3}xGRet,x~Nx-[(AAJ—ajAAO)-GRet,x]

P I (6.13)

et f dx 9N ( (AAT—8;AA°)- (8,1 GRet,x BAT +GRet,x 05 5A°)

)

donde (...)Zpijﬂij = fodEPi{xdeij’x e Wpj (Zng,Hi{X,ti) y dejamos que cada pro-
piedad del material (carga, nicleo de ruido y funcién de Green) dependa de la posicion
mediante la introducciéon de un indice x como etiqueta, permitiendo asi que el material
sea inhomogéneo.

Ahora, tengamos en cuenta que esta ultima expresion es para la componente j del

vector de polarizacion. La expresion final para la accion de influencia del campo (6.3)

Universidad de Buenos Aires 107 A. E. Rubio Loépez



Electrodinamica Cuantica de Medios Inhomogéneos y Anisétropos

resulta del producto de esta expresion para cada componente. En este punto, como an-
ticipamos anteriormente, podemos dotar al material de otra propiedad, que es la de la
anisotropia (material birrefringente). Cada direccion j del vector de polarizacion puede
corresponderse con cada uno de los tres ejes principales del elipsoide de Fresnel en cada
punto del material (damos una discusion méas extensa de esto en la seccion 6.4.1). Por lo
tanto, cada componente tiene diferentes propiedades (excepto por la carga), y mediante
la introducciéon de funciones delta en el espacio para los ultimos dos factores, podemos

escribir en forma mas compacta:

6.14
XP; I, ( )

(iSE[Ar,AH] <e—lfdx 9(%) Ao x (AA-P§’U]+VAAO-P§’M)>
% (AA-VAA®)iNp+(AA-VAA®) _i2(AA-VAA®)+(8y DS A+D+VEA)

_1
e 2

9

donde el producto A * B = [ d*z A(x,t) B(x,t), mientras que:

N o
(D)5 (@,2') = 8 3(x = %) g(x) 5= GRln(t = 1), (6.15)
. T
(N)j(,2) = 3 0 = %) g() My GRuene- M- [GRLL] . (616)

son el nacleo-matriz de disipacion asociado a un modelo bilineal (en el sentido del ca-
pitulo 5) de la interacciéon campo EM-materia y el nucleo-matriz de ruido inicamente
asociado a los bafios (como ocurria en el capitulo pasado). Los supraindices [j] denotan
la dependencia con la direcciéon (material anisétropo).

Para dar una expresién cerrada de la acciéon de influencia, para empezar tenemos
que mover las derivadas (tanto temporales como espaciales) sobre las componentes del
campo a los niicleo-matrices bilineales con la finalidad de definir correctamente los niicleo-
matrices tipo corriente (en el sentido del capitulo pasado) que acttan sobre el campo
EM. Esto realmente es muy facil gracias al comportamiento causal de la funcion de
Green, la condicién CTP sobre las componentes del campo EM y la convergencia de cada
camino del campo EM cuando cualquiera de las coordenadas espaciales va a infinito.
Entonces, integrando por partes, podemos escribir una forma covariante para los dos

altimos factores:

&
3P, IT;

—i2AAF%«D x5 AY (6 17)

GiSw[Ar A [ =i dx g(x) Ao (AA'Pg’[j]+VAAO'P§'[j])> —1 AARANB xAAY

X e
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con el nicleo (covariante) de disipacion EM, D, y el ntucleo (también covariante) de

ruido EM, N, 5/ asociado a la contribucién de los banos dados por:

D,y (z,2') =T 7% Dy, (6.18)

N;ﬁ(.’L‘,.’L‘/) = F;w ik NjBka (6.19)

donde el operador 'y, ik = 5u0 5,0 a;k, - 5u0 5,k szt, — 5#j 5,0 8t2k, + 5;/ 5,k 8t2t,
con la prima denotando derivaciéon en las respectivas coordenadas del punto z’ y la
delta covariante la introdujimos segtn la notaciéon de Einstein, a diferencia de todas las
deltas en notacién matricial empleadas hasta el momento con subindices y supraindices
espaciales.

Por otro lado, al igual que lo que ocurria para el caso escalar en el capitulo 5, es
claro que el primer factor del miembro derecho de (6.17) esté enteramente relacionado al
estado inicial de los grados de libertad de polarizacién. Sin embargo, con el objetivo de
obtener una expresion para la funcional de influencia del campo, tenemos que calcular el
factor para el estado inicial elegido. Esto podemos hacerlo facilmente en caso de que el
estado inicial sea uno térmico para cada direccién de polarizaciéon en cada elemento de
volumen. Por lo tanto, considerando valores de temperatura (8 pj bara cada direccion en
cada punto, las integrales sobre EPij y Hij (en cada punto del espacio) son gaussianas,

obteniendo luego de descartar el factor de normalizacion:

— 6_% AA“*NfV*AA”7 (620)

<e—ifdx 90 Mo (AABTVI v aA0PSD) >
TP I

donde el nucleo de ruido EM asociado a los grados de libertad de polarizacién estd dado

por:
N};(.’L‘,.’L‘/) = F;w ik kaa (6.21)
Comn:
x)AZ . MY g0\ o N
N (z,2') = 66(x — X'>7g( )2;;’[’;} c P [Gget,x(t — )G ()
+ Qgp G][?J{'}et,x(t - ti)G][FJ{'}et,x(t/ - tl)] N (622)

Por lo tanto, la accion de influencia del campo EM:
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St[A", AM] — / e / A’ AAH(z) [—2 Dy, /) SA ) + & NW(:E,:E’)AA”(a:’)] ,
(6.23)
con N, = Nfl, + NE,, que satisface Ny, (z,2") = Ny, (2, ).

Primero, cabe senalar que tiene la forma de (6.2). Esto en principio no es sorprendente,
sin embargo la presente acciéon de influencia para el campo EM es el resultado de dos
integraciones CTP ya que el sistema es uno compuesto de tres partes, y el hecho de que
tenga esta forma cerrada es un mérito de la eleccion de un estado térmico inicial para
los grados de libertad de polarizaciéon. Para un estado inicial no térmico, esta forma no
puede lograrse. Mas aun, mientras que los nicleos en la teoria del QBM dependen de la
diferencia de los argumentos, los presentes nicleos EM no.

Cabe destacar también que esta tltima expresion es andloga a la encontrada para el
caso del campo escalar para cada modelo de interaccion en (5.21) y (5.39) respectivamen-
te. Sin embargo, como en este caso estamos tratando con un campo de gauge abeliano
(ver Ref.[57]), todos los nucleos contienen el operador diferencial Fuyj * el cual bésica-
mente garantiza que la accion de influencia sea invariante de gauge. De hecho, podemos
ver facilmente que 8“I‘w,j L Fu,,j b= 0, lo que hace que la cuadri-divergencia de
todos los nucleos se anule, es decir, 0*D,,, = O*N,,, = al”DW = 8,”NW = 0. Esta es la
propiedad necesaria para asegurar la invariancia de gauge, de manera que es el requisito
fisico para toda accion de influencia del campo EM de la forma de (6.23) para ser inva-
riante de gauge. En otras palabras, cualquier acciéon de influencia cuadrética debe tener
nucleos EM de disipacion y ruido con cuadri-divergencias nulas en ambos indices.

No obstante, esto es verdaderamente un requisito matematico esperado que viene del
hecho fisico de que los nucleos son béasicamente funciones de correlacion del cuadrivector
corriente J,, (definido en el término de interaccién), la cual es una corriente conservada
gracias a la invariancia de gauge de la teoria electromagnética. Si rompemos la invariancia
de gauge, la corriente no es conservada necesariamente como pasa para el campo de Proca
(ver Ref.[7]), de manera que todas propiedades que obtuvimos son claramente esperadas

como requisitos a satisfacer por una teoria electromagnética fisicamente consistente.

6.2. Funcional Generatriz CTP para el Campo EM

En esta seccidon calcularemos la funcional generatriz CTP para un campo de gauge.
Claramente, el resultado obtenido en la ultima seccién para la funcional de influencia del

campo EM serd nuestro punto de partida. En este caso, a diferencia del capitulo pasado,
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estamos tratando con un campo de gauge abeliano de espin 1 A* = (A% A) (siendo
A% y A los potenciales eléctrico y vector respectivamente) bajo la influencia de grados
de libertad de materia, modelados a través de los nicleos de disipacién y ruido EM en
la accion de influencia obtenidos en la ultima seccion. Aunque usaremos el resultado
principal (6.23), resumiremos brevemente algunos puntos de la discusion previa en torno
a los términos de interaccion.

La simetria de gauge de la teoria electromagnética exige que los términos de inter-
acciéon deben ser invariantes de gauge. Por ende, los modelos de acoplamiento bilineales
(como el que consideramos en el capitulo pasado) se ven excluidos desde el comienzo
debido a que un término de interaccion del estilo en las acciones iniciales no es invariante
de gauge.

Sin embargo, el acoplamiento tipo corriente presenta una sutil variacién conceptual.
Este tipo de acoplamiento no puede ser en la derivada temporal del campo, como pasa
para el campo escalar en el capitulo 5 ya que eso también rompe la simetria de gauge.
Entonces, el término de interaccién debe ser dado en términos de los campos eléctrico y
magnético a fin de mantener la invariancia de gauge de toda la teoria. La regla general
que esté detras de todas estas elecciones (tanto en este caso como en el escalar) es que la
interaccién para un acoplamiento tipo corriente debe ser en el momento candénicamente
conjugado. En la teoria clasica del campo EM libre, el momento canénico se define como
" = FO% = §i' E* (donde F"* es el tensor de campo EM).

Desde un punto de vista conceptual, es bien sabido que II° = 0 y, consecuentemente,
el momento canoénico de la componente temporal de A* no esté bien definido, implicando
que un procedimiento de cuantizacion no serd inmediato (a diferencia del caso escalar).
Sin embargo, no necesitamos todavia concentrarnos en eso, aunque ya veremos cOmo
tratamos ese problema con nuestro enfoque.

Considerando la linealidad de los términos de interacciéon, podemos escribir directa-

mente la funcional generatriz CTP del campo de gauge como integral CTP-Feynman:

! Arlo=ar Ann=A¢ i Y ey
ZCTP[J#’ J/] = dA? dAfdAH DAH 'DA’”eZ(‘]“* —J] % )
M i 1 A“(ti):Aiu A’“(ti):Agu
x /SO SolAD giSlA A iy (AF, AP 1), (6.24)

Decimos integral CTP-Feynman ya que las integraciones funcionales son en los cam-
pos tnicamente. Asumimos, gracias a la simpleza de las interacciones, que las integracio-
nes en los momentos, en este caso, no son necesarias (ver por ejemplo Refs.[57, 61| para

el caso analogo en el formalismo in-out usual).
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Cabe recordar que la invariancia frente a transformaciones de gauge (donde una solu-
cién se conecta a infinitas otras de la misma clase de gauge que contienen y representan la
misma fisica) hace que este tipo de integrales involucren integraciones redundantes sobre
caminos contenidos en la misma clase de gauge. Por lo tando, para extraer estas sumas
redudantes podemos comenzar implementando el procedimiento de Faddeev-Popov (ver
Refs.|57, 61]). Dependiendo de la eleccion de gauge representada por la condicion de
gauge F[A*] = 0 (que tomaremos lineal), el procedimiento introduce deltas de fijado
de gauge (una por cada campo) y determinantes que luego resultan en los términos de
fantasmas en el lagrangiano que, en nuestro caso, pueden ser descartados ya que los fan-
tasmas no acoplan al campo EM para cualquier condiciéon de gauge lineal debido a la
naturaleza abeliana del campo.

Ahora, las deltas funcionales podemos reescribirlas como términos de fijado de gauge
en la exponencial que contiene las acciones libres del campo. Para esto, continuando
con el procedimiento tipico de Faddeev-Popov, cambiamos la condiciéon de gauge en
ambas deltas funcionales a F[A*] = C(z) y F[A"] = C'(z) respectivamente, donde C
y C’ son funciones arbitrarias de las coordenadas (los determinantes relacionados a los

fantasmas no cambian de todos modos). Como la funcional generatriz es independiente de

C y C’, podemos multiplicarla por una distribucién tipo CTP e~ 2 (C+C—C"*C) (

con un
tnico parametro de fijado de gauge a para ambos campos) e integrar sobre las funciones
arbitrarias. Como queremos mantener la igualdad con (6.24), debemos considerar el gauge
de Landau para una dada eleccién de la condiciéon de gauge, donde a — 0, y efectivamente
reobtenemos las deltas funcionales a partir de las exponenciales de fijado de gauge [8].

Asi, tenemos:

A“(tf)=AZ,f A'“(tf)=AZ,f
ZerelJy, J)) = lim [ dAY [ dA% dA, DAF DA
H a—0 a, a,i a,i A“(ti)ZAZ,i A'“(ti):A;’ii

ot (Jur Al —J] % A'M) ei(§o[A“}—§o[A’“}+SIF[A”,A’”]) pEn (A AM t), (6.25)

i “ i

X

con So[AH] = Sy[AM] — = F[A"] x F[A"] siendo la nueva accién para el campo EM,
incluyendo el tipico término de fijado de gauge, que rompe la invariancia de gauge para
todo «, pero nos permite tratar las componentes del campo como variables independien-
tes. Es claro que resulta crucial que el pardametro de fijado de gauge sea tnico, lo cual
es ciertamente muy natural ya que ambos campos en el formalismo CTP son necesarios
para describir un tnico campo cuantico, de manera que la accion efectiva debe depender
de un tnico pardmetro. Por otro lado, podemos decir también que « debe ser dnico ya

que la integral CTP siempre podemos escribirla en términos de un dnico campo CTP al
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parametrizar las ambas ramas del contorno CTP. Por lo tanto, aplicando el método de
Faddeev-Popov en este punto, es claro que a debe ser el mismo para ambas ramas.

Cabe senalar que incluimos apropiadamente subindices « para tener en cuenta que
cuando tomamos el gauge de Landau (mediante el limite « — 0), las configuraciones
inicial y final del campo deben satisfacer la condicion de gauge, ya que en este limite,
el resultado debe ser el mismo que el que hubiesemos obtenido evaluando las deltas en
las condiciones de gauge desde el comienzo. En realidad, tenemos que tener cuidado con
esto sblo para los puntos inicial y final, y no introdujimos subindices en las integraciones
funcionales ya que, como veremos més abajo, el resultado correcto estd naturalmente
garantizado al tomar el limite en la funcion de Green asociada a la accion efectiva CTP
incluyendo los términos de fijado de gauge. El limite o« — 0 6 gauge de Landau impone
la condicion de gauge nula (selecciona la funcion arbitraria C' igual a 0), es decir, tomar
el limite implica que, para cada punto, el campo satisface la condicién de gauge nula.

Ahora, cambiamos variables a AA#* = A'* — At y S A* = (A* + A'*)/2, 1o que nos
permite tratar cada componente como una variable independiente gracias a los términos
de fijado de gauge que rompen dicha invariancia. Para continuar el calculo, tenemos que
integrar por partes las acciones libres, incluyendo los términos de fijado de gauge. Para
esto, tenemos que elegir una condicién de gauge.

En este punto, como estamos considerando condiciones lineales, el hecho que la condi-
cion de gauge en realidad contenga o no derivadas del campo, genera diferencias cruciales.
Si tomamos el gauge temporal o axial, la condicién de gauge podemos escribirla en gene-
ral para ambos casos como F[A!] =t, A" dejando que t, sea un cuadrivector temporal
o espacial en cada caso. Por ahora, mantenemos la generalidad en este cuadrivector sin
elegir alguna de las condiciones en especifico. De esta forma, no necesitamos integrar por

partes ya que directamente tenemos:

o (FIA"] « FLA) — PLA™]« FLAY]) = LFIAAY] « FISAY) = = AAY 1, 1, SA”

2cy « «
(6.26)

Para las acciones libres, tenemos:

SolAM] — SolAM] = / dxA AP, S

te
t.

1
— / d*rAA" [nwagaa — 0,0, — Et#t,,] YA
(6.27)
Finalmente, considerando que J,, x A¥ — J) % A" = —%J, x AA* — AJ, * NAH, 1a

integracion funcional sobre AAH la realizamos facilmente tomando R, = [ d*z’ £, (z,2")

i
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YAV (') =X Ju(z) = L*XA”—XJ,, andlogamente a lo que hicimos en la pasada seccion,
con el operador Ly, (z,2") = (—nu O + 8,0, + 1 4,t))8(x —2') — 2D, (z,2"). De esta
forma, definiendo la funcional de Wigner para el campo EM como la extension natural

de (6.10) (ver Ref.|58] para el ejemplo escalar), obtenemos:

EAgyf
) / DI A" (6.28)

Zore[S, AJy] = lim [ dAl; dsAl / anal o (Al
2 sAL

)

% oIS ATAR i [ dx AAL mu SFQG Wit [ZAZ,iv —UWZFS,?,G} e-%Ru*(Nfl)w*Ry’
donde cabe senalar que la funcional de Wigner para el caso EM resulta ser un objeto
dependiente del gauge.

El proximo paso, al igual que en la seccion anterior, es escribir los caminos A en
términos de sus condiciones iniciales y la funcién de Green retardada asociada al operador
L. La ecuacién de movimiento para el campo EM asociada a la accién efectiva CTP

viene dada por:

(77“1, 0—-0,0, — % t“tl,> AY(z) + 2/d4x’ D,y (z,2") AY(2") =0, (6.29)

de manera que la funcion de Green retardada (o mejor dicho, el tensor de Green retar-

dado) para t > t' viene definida por:

1
Et,gt,,) gﬁé‘t’a(x, x’,t—t’)+2/d4a;"DW(a;,x”)gﬁéma(x”,x’,t”—t’) =0,

(6.30)

sujeta a las condiciones iniciales G&), ,(x,%/,0) = 0y G§\ (%, x',0) = " §(x — X').

(7],“,!] — 0,0, —

Cabe remarcar el hecho de que el tensor de Green retardado depende tanto del para-
metro de gauge a como de la diferencia de los tiempos.
Por ende, las soluciones para cada componente de XA, separadas en las soluciones

homogénea A, y particular Ag » podemos escribirlas como:

SAN() = Al (2) + AL, () (6.31)
- / dx G, (%, Xt — 1)y SAT ()

+ /dxl gﬁgt,a(xa X't — ti)nuazAg,i(X/) + /d4x/ gﬁgt,a(xﬂ X't — )6, (2),
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donde claramente notamos que ambas condiciones iniciales dependen del pardmetro de
gauge, mientras que la cuadri-funcion &, no, ya que representa el corrimiento de los cami-
nos respecto de los homogéneos y, por lo tanto, cada componente se trata por separado

y sin dependencia en .

Sin embargo, el paso a realizar es muy sutil ya que consiste en el reemplazo de la
integracion funcional sobre los posibles caminos por dos integraciones ordinarias sobre las
configuraciones de campo y momento iniciales (involucrando a la soluciéon homogénea),

y una integracion funcional sobre £, que involucra la soluciéon particular.

En el presente caso, este reemplazo no es tan facil ya que los momentos candnicos
no son proporcionales a las derivadas temporales de las componentes del campo, como
ocurria tanto en la seccidon pasada como en el capitulo anterior. Més atn, la elecciéon de
la condicién de gauge es un punto crucial para la realizacion de los reemplazos. Como
mencionamos al comienzo de esta seccién, es bien sabido que el momento canénico de la
componente temporal A% no esta bien definido ya que II° = 0. Esto esta intimamente
relacionado a lo problemético de la teorfa electromagnética para ser cuantizada, dado
que el procedimiento de cuantizaciéon canoénica no puede desarrollarse en forma directa
(ver por ejemplo Refs.[7, 61]). Lo mismo ocurre para una cuantizacion por integrales
de camino (no CTP), aunque el método de Faddeev-Popov muestra ser eficiente en ese

contexto ofreciendo ninguna restriccion sobre los valores del parametro de gauge « [57].

En este punto, mostramos que el método de Faddeev-Popov permite el tratamiento
de esta situacion también, pero restringiendo la teoria con el término de fijado gauge
al gauge de Landau. Ahora veremos que tomando este limite cuidadosamente, estamos
imponiendo consistentemente la condicion de gauge en el formalismo CTP, salvando de

problemas formales a este enfoque.

Eligiendo el gauge temporal, el cuadrivector ¢, lo tomamos como uno tipo tiempo,
siendo nuestra eleccion particular la mas simple, ¢, = (1,0,0,0). La condiciéon de gauge
resulta F[AV] = A% Notemos que de todas las posibles elecciones de las funciones C, que
serdn iguales a la condicion de gauge, el gauge de Landau implica la condiciéon C' = 0.
En otras palabras, el campo satisface el gauge de Landau para la condicion de gauge
temporal (nula). Esto significa que las soluciones y tensores de Green obtenidos para
un valor arbitrario del pardmetro de gauge o deben tomarse satisfaciendo el gauge de
Landau. En este limite, como podemos ver de la ecuacion para el tensor de Green (6.30),

g?{et w0 Tesulta idénticamente nulo.

Por otra parte, como mencionamos antes, en la teoria electromagnética usual sabemos

que los momentos canénicos estan dados por IT* = FO* = 5”]- E’. En el gauge temporal
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en particular, el campo eléctrico estd dado por £V = —0y A7, de manera que los momentos
canoénicos se escriben IT#* = —5“]- AJ. Pero en nuestra teoria con términos de fijado de
gauge (sin imponer condicion de gauge alguna), el momento canénico viene dado como

siempre por [I#* = (5’; <8j A0 — AJ > Esto hace que la derivada temporal inicial de cada

componente del campo podamos escribirla como ZA;’ =0% ZA? + 6% (8jEA? — EH?),
donde la componente temporal de la derivada es la tnica que no puede reescribirse

en términos del momento canoénico y derivadas espaciales de dicha componente. Por lo

I
0,7

los momentos canodnicos y, luego de integrar por partes los términos asociados a GJZA?

tanto, reemplazando esto en la solucion homogénea Ay | la reescribimos en términos de

(y descartar los términos de borde por convergencia), dicha solucion resulta:

Al (z) = / ' (G0, e, — 1) = DG4, (X1 — 1)) BAY, (%)

+ / d GO, (Xt — 1) SAD (x) (6.32)

/dx' gl’{ima(x,x',t —t) ZAi’i(x') — /dx' gﬁit@(x, X', t — ;) T 05(x').

Entonces, los reemplazos en las integraciones podemos realizarlos eficientemente pa-
ra luego integrar facilmente en AAZf, seguido de ZAgf gracias a las deltas, y luego

funcionalmente en &, obteniendo:

i n
ZorelS0, AT, = lim [ dn Al / dSTL 0 e AT A0 Wiy [ZAgi,—ZHj,a,i,ti
v o T v
% 6_%AJM*gf{et,a*NVB*<ngt,a) *AJy e_iAJM*gﬁet,a*ZJV‘ (6.33)

Finalmente, tomamos el gauge de Landau (o — 0), que resulta en g{{gw — 5“]- 0"
Qf—imLG sobre el tensor de Green retardado asi como también restringe las integraciones ya
que EAZ’i — YA and ZAii — ¥II; = —XA;. No obstante, cabe remarcar que este punto
implica la imposicion (indirecta) del gauge temporal sobre el campo a todo tiempo. Es
mas, si consideramos que el campo es libre para los tiempos anteriores al inicial, imponer
AY = 0 en las ecuaciones de campo, se traduce en tres ecuaciones para el potencial vector
A; mas una condicién residual (resultante de la ecuacion para AY) dada por V - II; =
0. Esto define completamente al campo, sus componentes y momentos para tiempos
anteriores al inicial, e implica que el campo tiene dos componentes independientes. Por
lo tanto, tomando el limite o« — 0 debe incluir, particularmente, que las condiciones

iniciales verifican AY = 0y V-II; = 0 (siendo las componentes del campo transversales a
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la direccion de propagacion de cada modo del campo). Entonces, naturalmente podemos

escribir:

Zorp[2d,AT] = / dSA; / dSTI; e AT A0 Ty [ A, ST, t] (6.34)

s <~ . =4
x e—%AJ* g Ret,LG*(aft/N)* g get,LG*AJ e_ZAJ* 9 Ret,LG*

> —
= < e—iAJ*AO> 6_%AJ* g RethG*(atQt'N)* G Ret,LG*AT
YACIL

e
% e—zAJ* [4 Ret,LG*EJ’

donde »A; y XII; son tomados como condiciones iniciales de campo libre en el gauge
temporal (y consecuentemente perpendiculares a los vectores de onda de cada modo),

teniendo:

Al (x) = — / dx' GIY, 1o (Xt — 1) SAF (X)) + / dx’ Gl (Xt — 1) STIF (%),
(6.35)
la cual es la soluciéon homogénea para la ecuacién de campo luego de imponer el gauge
temporal.

Cabe senalar que esto es la extension natural (y esperada) del resultado obtenido para
el campo escalar en el capitulo anterior. No es una obviedad ni una casualidad si no que
es un mérito del procedimiento adoptado y el gauge elegido. No obstante, la naturaleza
del campo EM como campo de gauge hace que tengamos que elegir una condicién de
gauge con el objetivo de desarrollar los calculos. Habiendo elegido el gauge temporal,
vemos que el primer factor de (6.34), involucrando las condiciones iniciales, impone el

calculo mediante la introduccién de las condiciones iniciales en el gauge elegido.

6.3. Energia, Vector de Poynting y Tensor de Maxwell

Al igual que en el capitulo anterior, una vez que calculamos la funcional generatriz
CTP para el campo EM, procedemos a calcular la correlacion del campo como derivadas
funcionales de la funcional generatriz. Inicialmente, introdujimos cuadrivectores como
fuentes clasicas CTP J,,, JL. En el gauge temporal la funcional generatriz depende fun-
cionalmente de las coordenadas espaciales de los cuadrivectores fuentes J,, J,’N es decir,
la funcional generatriz depende de J,J’. Por lo tanto, las funciones de correlacion que
involucran la coordenada temporal del campo, que se construyen a partir de las deri-

vadas funcionales de la funcional generatriz con respecto a la coordenada temporal de

Universidad de Buenos Aires 117 A. E. Rubio Loépez



Electrodinamica Cuantica de Medios Inhomogéneos y Anisétropos

los cuadrivectores fuentes J,,, J ZL, resultan nulas. Esto es claramente esperado ya que he-
mos elegido el gauge temporal, donde A% = 0. De esta forma, la correlacién de campo

podemos escribirla:

(A (20) 37 (w3) ) = o 8% (A (1) A" (3) ) = 6" & o lerr (6.36)

R 5.3 (21)0J% (29) l3=3'=0'

Como en el capitulo pasado, dado que la funcional generatriz tiene la forma simple
(6.34), independientemente del estado inicial del campo, podemos calcular facilmente
las derivadas funcionales. Aprovechando las propiedades de simetria del nicleo de ruido,

obtenemos:

</A19(x1)gk(332)> = <A6(331)A]5($2)>

> — Tk
+ { G Ret,1LG * O N x ( g Ret,LG) ] (w1, 22)

YA; S I

1 .
+§ gglgrdan,LG(‘,El?‘T?)' (637)

donde ngrdan’LG(ﬂvl, x9) =1 (QRJ%LG(Q:Q, x1) — gﬁet,LG(:z:l, :1:2)) es el propagador de Jor-
dan (ver Ref.[36]) y A} es la solucion homogénea (6.35).

Como en el capitulo pasado, esta funcion de correlaciéon corresponde a la funcién de
Whightman para el campo como sistema abierto y es la generalizacion electromagnética
de los resultados de Ref.|54] para un grado de libertad cuéntico y el capitulo 5 para
un campo escalar. De hecho, dado que el tensor de Green retardado g{{; Lo ©s real,
la correlacion es una cantidad compleja cuya parte imaginaria es g}’;rdanm, mientras
que la parte real se forma de los otros dos términos. Usando las tipicas relaciones entre

propagadores, el propagador de Hadamard podemos escribirlo:

T 7k
+ [?Ret,LG * (8t2t,N) * <<§>Ret,LG) r (z1,72),
(6.38)

donde, a diferencia del capitulo pasado, esta expresion es valida para todo estado inicial

QIJfLG(a:l,atg) = <A6(x1)A§(m2)>2A' -

del campo (no solo para un estado térmico), y es claro que este propagador depende del
gauge elegido. De manera anéloga al caso escalar, el propagador de Hadamard tiene dos
contribuciones separadas. Una asociada a los grados de libertad del material representa-
dos en el nacleo de ruido N, el cual se divide en dos contribuciones debido a la naturaleza

compuesta del material (grados de libertad de polarizacion més bano en cada punto del
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espacio). La otra contribucion esté enteramente relacionada a la dinamica efectiva del
campo y su estado inicial (que a diferencia del capitulo anterior, es arbitrario).

Con la correlacién del campo, podemos calcular las cantidades fisicas de interés.
Comenzamos dando una expresion formal para el vector Poynting ya que su definicién
carece de ambigiiedad [45, 62]. Considerando que el material real en cuestién es no
magnético, podemos definir el vector de Poynting como:

S (a1) = % 8 BF (1) B (21), (6.39)
donde €/*! es el simbolo de Levi-Civita y cabe sefialar que el vector de Poynting es una
cantidad invariante de gauge, debido a que los campos eléctrico y magnético lo son.

Al igual que en el capitulo 5 (ver también Ref.[8]), y empleando la técnica de division

de puntos, el valor de expectaciéon del vector de Poynting lo escribimos:

. 1 . N N
J I, P Jkl Imn k n
<5 (m1)> = - lim Ve 8t18m2<A (21)A (x2)> (6.40)
1 e
= o= im0, (ki — 950 ) (A5 (@1) A" (22) ),

donde 0y, denota la derivada temporal en el punto x; y anédlogamente para las otras
derivadas.

Es importante tener en cuenta que para usar la técnica de divisiéon de puntos, la
funciéon de correlacion debe ser una cantidad regularizada a fin de obtener resultados
finitos. Es mas, todos los valores de expectacion de interés esperamos que sean cantidades
reales, como particularmente esperamos del vector de Poynting. Sin embargo, como en
el capitulo anterior, a pesar de que esto no parece ser el caso ya que la correlaciéon es
compleja, el limite de coincidencia combinado con la definicién simétrica del propagador
de Jordan, hace que la contribucién imaginaria desaparezca al final del cdlculo. Entonces,
el valor de expectacion del vector de Poynting puede escribirse en términos del propagador
(regularizado) de Hadamard (6.38):

~. 1
<S](33‘1)> = — lim 8t1 <8k2 5]'” — 8j2 5kn) gI]%?LG(.’El,:L‘g). (6.41)

47 zo—x1

Esta ultima ecuacion nos da la evolucion temporal completa del vector de Poynting,
el cual hereda las dos contribuciones del propagador de Hadamard.
Una vez que logramos una expresion para el vector de Poynting en términos del

propagador de Hadamard, haremos lo mismo con la energia electromagnética y el tensor
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de Maxwell (o de esfuerzos). Sin embargo, esto no es tan directo ya que para el campo
EM, estas cantidades no tienen una tnica definiciéon en materiales reales. Esto se relaciona
a la libertad sobre las definiciones de las contribuciones mecanicas y electromagnéticas
cuando la materia esté acoplada al campo EM (ver por ejemplo la discusion para la teoria
clasica dada en Ref.[45] para un medio lineal isotropico, y el enfoque general en Ref.[62])
debido a la no coincidencia entre los campos de desplazamiento y eléctrico dentro del
material macroscopico.

Sin embargo, dado que la densidad de energia y el tensor de Maxwell estan definidos
localmente en cada punto del espacio, podemos evitar esta discusion calculdndolos en
regiones de vacio, independientemente de si hay cuerpos materiales en otros puntos del
espacio, es decir, si hay o no contornos materiales. Como en esas regiones no hay distinciéon
entre los campos eléctrico y de desplazamiento, las definiciones de la densidad de energia
y el tensor de Maxwell son tnicas. Por lo tanto, las definiciones cuénticas de ambas

cantidades vienen dadas por (ver [45, 62]):

~ 1
Hem(z1) = B

(E%;l) n 1§2(;p1)) , (6.42)

~

Raowen (1) = = | B (21) BX(21) + B/ (a1) BY(a1) = 5 0 <E2(a:1) + B2(x1))
(6.43)
Ahora, aplicando nuevamente la técnica de division de puntos, facilmente obtenemos

que los valores de expectacion para ambas cantidades son:

~ 1
<HEM(9;1)> = o lim [(atlah + O, Ony) Ot — amlah]gﬁ"}m(xl,mg), (6.44)

T T2—T1

s3] 1 ; ilm _krs 1
<TI€/[kaxwell(‘T1)> = E z%l—IBcl latl atz 5jm5ks + elm ek al1a7“2 - 5 5jk (8t1 atg
+ 04,045 )0ms — 88181712]] gIT{n,iG(xla T2), (6.45)

donde es claro que ambas cantidades también heredan la separacion en dos contribuciones
del propagador de Hadamard.
Cabe remarcar que esta expresion es la cantidad clave para estudiar la fuerza de

Casimir entre cuerpos separados por regiones de vacio en una situacién completamente
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fuera del equilibrio para un campo EM, generalizando los resultados para el campo escalar
del capitulo anterior.

Como comentario final, notemos que, en una formulaciéon covariante, estas tres can-
tidades (vector de Poynting, densidad de energia y tensor de Maxwell) son parte del
tensor (covariante) de energia-momento para el campo EM [62]. Sin embargo, restringi-
mos nuestros calculos para regiones sin material, evitando la discusion sobre la definicion
de cada cantidad dentro del material. El punto crucial aqui es que, independientemente
de la definicién considerada, podemos siempre escribir el valor de expectacion en térmi-
nos del propagador de Hadamard al hacer uso de la técnica de divisiéon de puntos. Por
lo tanto, todas las cantidades tendran la estructura de contribuciones del propagador
de Hadamard (6.38). En una situacion fuera del equilibrio, la dinamica transitoria del
campo EM tiene contribuciones de cada parte del sistema compuesto. Por otro lado, el
régimen de tiempos largos (t9 — —o0o) esperamos que esté definida como mucho por las
contribuciones de los banos y el estado inicial, teniendo diferentes situaciones estacio-
narias dependiendo del estado inicial elegido, como ocurria para el campo escalar en el
capitulo 5.

En la proxima seccion, estudiaremos més en detalle la teoria electromagnética en
gauge temporal y daremos una implementacién concreta de todos los resultados generales

obtenidos.

6.4. Electrodinamica Abierta en el Gauge Temporal

Hasta aqui, desarrollamos completamente el formalismo CTP para el campo EM
interactuando con un material lineal, anisétropo y homogéneo en un contexto general.
En la dltima seccién, escribimos todas las cantidades fisicas en términos del propagador
de Hadamard.

En esta seccién, estudiaremos un ejemplo simple para obtener una aplicaciéon directa
del formalismo desarrollado. Comenzaremos examinando las ecuaciones de movimiento
electromagnéticas, para luego concentrarnos en los aspectos dindmicos del campo EM en

un material infinito, homogéneo e isétropo.

6.4.1. Ecuacién para el Campo EM en el Gauge Temporal

De la discusion dada en al final de la seccion 6.2, sabemos que el tensor de Green
retardado viene definido por las ecuaciones de movimiento (6.29) luego de imponer el

gauge temporal (AO = 0). Es importante que notemos que estas ecuaciones incluyen
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el término de fijado de gauge para el gauge temporal, correspondiente al término que
contiene el pardmetro de fijado de gauge a. La Unica que contiene este término es la

ecuacion para la coordenada temporal (p = 0):

0AY — 9y0, A" — éAO +2 / d'z’ Do, (z,2") A”(z') = 0. (6.46)

Ahora, tomando el gauge de Landau, cuando v — 0, esto implica naturalmente que
A% = 0 de manera de tener términos divergentes. Entonces, el gauge temporal (nulo) es
introducido naturalmente por la eleccién del gauge de Landau. La ecuacién en este caso

resulta:

OO AT+ 2 / 2 Do (z,2') A™(2/) = 0. (6.47)

La ecuacion dinamica para al componente temporal A° en la condiciéon de gauge nula
resulta en condicion residual para las componentes restantes A™. A partir de la definicion
del nucleo de disipacion EM (6.18), Dy, puede ser calculado facilmente y la condicion

la escribimos:

¢
O |D0A™ (x, 1) — A2 g(x) / dt' Gpel (t— 1) A™(x,t)| =0, (6.48)
t;
donde consideramos que G[P?Z}t’x(t — t') es una funciéon de t — ¢’ mas una distribucion
O(t —t'), a fin de escribir su derivada, y que GKZ)LX(O) =0.

Escribiendo el primer término como una integral:

BoA™(x, 1) = — / _t dt’ 9y (5(# —t)) A™(x, ), (6.49)

123

entonces, como para toda funcion f tenemos que O, f(t — t') = =0y f(t — t') y dado
que la derivada de una funcién delta de Dirac es una funcién par, la condiciéon podemos

escribirla en general en su forma vectorial como:

v. [ / _t at' 0,(F(t—1.%)  Alx. t’)} ~0, (6.50)

t;
donde el tensor de permitividad para un material inhomogéneo y anisoétropo se define

COImo:

(?(t - t’,x))
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Cabe senalar que como en esta base el tensor es diagonal, esto nos dice que esta siendo
expresado en la base de los ejes principales de Fresnel. De hecho, podemos inferir que para
todo punto del espacio teniendo material, estamos usando la misma base de Fresnel. Esto
es porque, desde el comienzo, consideramos las mismas tres direcciones de oscilaciéon para
cada grado de libertad de polarizacion. Particularmente, esto lo estamos considerando
también para cuerpos disjuntos, aunque en general esta claro que es posible tener cuerpos
con bases de Fresnel diferentes. Estos casos podemos considerarlos introduciendo cambios
de base que relacionen las diferentes bases de Fresnel. Sin embargo, con el objetivo de
mantener la simplicidad en las expresiones, estas complicaciones las omitiremos.

Por otra parte, continuando, la condicion residual (6.50) es, para el caso de un ma-
terial inhomogéneo y anisétropo, muy cercana a otras condiciones consideradas en la
literatura. Por ejemplo, por un lado, es cercana a la considerada en Ref.[63| (para mate-
riales iso6tropos disipativos) como una condiciéon complementaria al gauge temporal, pero
para el caso de materiales anisétropos.

Por otro lado, la condicién en este caso es también cercana a la condicién de gauge
de Coulomb generalizada utilizada en Ref.[64]. Para el caso de medios isotropicos no
disipativos ni dispersivos, es decir, para una permitividad constante, podemos obtener
una condiciéon cercana. Primero, considerando isotropia se impone el hecho de que los
supraindices [m] son omitidos. Ahora, para un tipo de bafio arbitrario, la teoria del QBM
aplicada al material claramente nos da una expresion analoga a (5.56) pero dependiente

de la posicion:

1
(32 1022 Dx(s)) '

Entonces, al igual que hicimos en la secciéon 5.5.3, el caso de permitividad dieléctrica

GRetx(s) = (6.52)

constante lo obtenemos poniendo s = 0 en la transformada de Laplace:

1
Gretx(5) = Gretx(0) = g7 = GRerx- (6.53)

X
Segun la transformada de Mellin (3.21), la funcién de Green retardada asociada re-

sulta:
ND / T ds ¢y AND 1 /
GRet,X(t - t) - / o - es( B ) GRet,X - @ (5(t —1 ) (654)
a—100 2mi X

Considerando todo, la condicion residual (6.50) la escribimos:

V- [e(x) E(x, )] = 0, (6.55)
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donde la (funcion) permitividad resulta e(x) = 1 + E—Qx g(x), que claramente esta ga-
rantizada al tomar la condicion de gauge de Coulom,i) generalizado de Ref.[64] (V -
[e(x) A(x,t)] = 0) para el caso de materiales inhomogéneos, ya que en el gauge tem-
poral E = —0yA. Es claro que en este caso, sin disipacion, la funcién permitividad en
el plano complejo s es real dentro del material. Por lo tanto, el indice de refraccion
nx = /€(x) es real en cada punto. Debido a la isotropia, la representacion pictorica
segun el elipsoide de Fresnel en cada punto es trivial y corresponde a una esfera dado
que todos los ejes de los elipsoides son iguales.

Sin embargo, si no asumimos isotropia, podemos obtener de todos modos una con-
diciéon similar para materiales anisdtropos. Es inmediato que para este caso, hubiésemos
obtenido la misma condicion (6.55) pero reemplazando la funciéon permitividad e(x) por el
tensor de permitividad ‘€ (x) = I <1 + % g(x)> (dependiente del punto del espacio).
Como en el ultimo caso, dado que el matgrial es no disipativo, el tensor de permitividad
dentro del material en el plano complejo s es real. Por lo tanto, los indices de refraccion
en cada direcciéon son n@ = \/m , donde no hay suma implicita en [jj]. Entonces,
en cada punto, podemos definir el elipsoide de Fresnel de manera pictorica.

Podemos concluir que, para el gauge temporal, la ecuaciéon de movimiento para p = 0
se reduce a la condicion residual dada, para el caso general, por (6.50). Por otro lado, si
tomamos las ecuaciones de movimiento restantes (u = m), imponiendo el gauge temporal,

claramente tenemos:

—OA™ — 8,0, A' + 2 / d*a’ Dyy(z,2') Al(z') = 0. (6.56)

En este caso, considerando las componentes del nicleo de disipacion EM en (6.18),

es inmediato que las ecuaciones se escriben:

t
—0A™ — 0,04 + N} . 9(x) / dt’ 9%, (G@t’x(t - t’)) A™(x, 1) = 0. (6.57)
t;

Teniendo en cuenta la doble derivada de un producto de una funcién y una distribu-
[m]

Ret.xs inalmente obtenemos:

ciéon, sumado a las condiciones iniciales para G

82A 2 2 i /ﬁ / /
VX (VX A)+ M (%) Al ) + M 9(x) [t G raalt = 1) - Alx,#) =0,
t;
(6.58)
donde (ﬁRet,x) = Ok GKZLX. Nuevamente, como hicimos anteriormente en este

m
capitulo, del hecho de que pudimos escribir este tensor en forma diagonal y asociado a
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las funciones de Green retardadas, es claro que la base que elegimos es la de los ejes
principales de Fresnel (en general, el tensor seria no diagonal). Cabe sefialar también que
la aparicién del tercer término de la taltima ecuacion, constituye el analogo del término de
renormalizacion de la masa (dependiente de la posicion) para el campo EM que también

encontramos en el caso escalar del capitulo 5.

De hecho, (6.58), en cierto sentido, podemos considerarlo como la generalizacion elec-
tromagnética (o vectorial) de la ecuacion de movimiento para el campo escalar del capi-
tulo pasado, incluyendo todas las propiedades relacionadas tanto a la disipaciéon e inho-
mogeneidad como la anisotropia, la cual es una propiedad enteramente relacionada a la
naturaleza vectorial del campo EM. Sin embargo, las ecuaciones no son formalmente las
mismas, ya que en el caso escalar el segundo de los términos en (6.58) es un laplaciano,

mientras que en este caso hay un término mas relacionado a la divergencia del campo A.

En Ref.[65], un modelo similar para la interaccion entre la materia y el campo EM fue
considerado. Por simplicidad, un problema unidimensional fue tomado con un campo EM
en el gauge de Coulomb desde el comienzo. La ecuacion de campo fue deducida a partir
de resolver las ecuaciones de movimiento de Heisenberg para los grados de libertad de
materia y un laplaciano fue obtenido en lugar del segundo término del miembro izquierdo
de (6.58) debido a la condicion de gauge de Coulomb. Esto es comentado al comienzo
con el objetivo de explicar el contexto en el cual estéd inspirado este modelo simplificado,
aunque ningin tratamiento formal acerca de la invariancia de gauge es llevado a cabo. De
esta forma, la ecuacién de campo tiene obviamente la misma forma que la que obtuvimos
para el campo escalar en el capitulo 5. Sin embargo, el punto crucial aqui es que el gauge
de Coulomb, a diferencia de lo que pasa para el caso del campo libre, no implica que
AY = 0. De hecho, en este gauge, las cuatro componentes del campo EM contintian atn
acopladas debido al término que involucra el ntcleo de disipacion EM, y la componente
temporal A° no puede ser descartada como en Ref.[65]. Por otro lado, tomando el gauge
temporal, (6.50) resulta ser la condicion residual que debe satisfacerse, que no coincide
necesariamente con la condicion de Coulomb para este caso donde hay variaciones en
el material (ver la proxima seccidén para el caso homogéneo) y entonces, la ecuacion de
movimiento (6.58) difiere de la considerada en Ref.[65]. Considerando todo, podemos decir
que el modelo simplificado de Ref.[65] muestra no representar a una de las componentes
del campo EM en el contexto comentado (con variaciones espaciales de las propiedades
del material) y es més cercana al modelo de campo escalar que estudiamos en el capitulo

pasado, con el que coincide completamente en el caso unidimensional.

No obstante, el gauge temporal muestra ser adecuado para la interaccién con la
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materia ya que desacopla las componentes del campo EM. De hecho, en el presente

modelo, un campo EM realista (con propiedades vectoriales y de gauge) interactuando

con materia debe satisfacer tanto (6.58) como la condicion residual dada por (6.50).
Dada la ecuacion de movimiento, el tensor de Green retardado en el gauge temporal

<~
G Ret(x,%/,t) podemos definirlo segin:

32?3@ < 2 el / /
T + VX <V X gRet> +)‘0,x g(x) gRet(X,X,t—t)

t .

<~

+OA (%) / " G ot — ") T . X " — ) =0, (6.59)
t;

donde omitimos los subindices LG denotando el gauge de Landau (y lo haremos de aqui

en adelante) ya que son innecesarios debido a que el gauge temporal ya fue introducido.

El mismo tensor de Green se haya sujeto, en este gauge, a condiciones iniciales:

GIr (x,%x/,0) = 0 , GIF (x,%,0) = — 7% §(x — X). (6.60)

Una vez estudiadas las ecuaciones de movimiento del campo EM en el gauge temporal,
podemos efectuar una inmediata aplicacién al estudio del problema de estado estacionario

del campo EM en un material infinito, isétropo y homogéneo.

6.4.2. Estado Estacionario del Campo EM en Material Infinito Isétro-
po y Homogéneo

Habiendo analizado la dindmica del campo EM en el gauge temporal, podemos direc-
tamente estudiar la situaciéon del estado estacionario del campo EM en material infinito,
homogéneo e isétropo. En este caso, como anticipamos en el ultimo apartado, algunas
simplificaciones adicionales pueden efectuarse en los resultados recientemente obtenidos.
Por un lado, homogeneidad e isotropia implica que todas las etiquetas x y [j] sean des-
cartadas. Mas aun, dado que el material es infinito, g = 1 para todo punto. La ecuacion

de movimiento para el campo EM (6.58) y la condicién residual (6.50) las escribimos:

2A t .
88? +Vx (VXA + X\ Ax,t)+ A%/ dt’ Gre(t —t')A(x,t') =0, (6.61)
t;

V- [/t dt' de(t —t') A(x, t’)} =0, (6.62)

t;
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donde el tensor de permitividad es proporcional a la identidad de forma tal que la con-
diciéon residual se simplifica.

Es mas, dado que la permitividad ahora es independiente de la posicion, entonces la
ultima condicién la garantizamos teniendo V - A = 0.

Por lo tanto, para el caso de un material infinito, homogéneo e isdtropo, la condicion
de gauge de Coulomb es el requisito natural que obtenemos de la condicién residual para
todo tiempo en todo punto del espacio. Esto implica que la ecuacién de movimiento del
campo EM (6.61) también se simplifica un poco més y se reduce a:

0?A

t
e VZA + 23 A(x,t) + N /t | dt’ Gre(t —t') A(x,t') =0, (6.63)

donde el segundo término (discutido en la ultima seccion donde relacionamos a Ref.[65])
resulta en el laplaciano.
Como siempre, ahora podemos definir directamente el tensor de Green retardado

Rpd ,
G Ret(x,%',t) para este caso como:

82°G nes — — b =
~V2G Ret + 08 G Ret(x, % t—1t')+ N2 / dt" Gret(t—t") G pet(x,x',t"—t') = 0.

T g
(6.64)

Sin embargo, podemos tomar un poco més de ventaja de la invariancia traslacional
provista por la uniformidad del material al ser infinito, homogéneo e isétropo. Podemos
transformar Fourier en las variables espaciales y escribir la ecuacion de movimiento para
la transformada de Fourier del campo EM A(k,t):

”A 2 2 o 1 / /

2 T (K* + X5) Ak, t) + A5 /t dt' Gret(t —t') Ak, t') =0, (6.65)
donde k = |k|, mientras que la condicion de Coulomb se reduce a k - A(k,¢) = 0 (ondas
transversales). Es claro entonces que dos de las componentes de la transformada de
Fourier del campo son independientes. Entonces, eligiendo dos de ellas y sus ecuaciones
de movimiento asociadas, la tercera de las ecuaciones para la componente restante se
satisface autométicamente.

Miés alla de la eleccién, el punto clave es que cada componente satisface una ecuacion
homogénea de QBM para un oscilador Browniano de frecuencia \/m y nicleo de
amortiguamiento A2 GRret(t —t') (ver por ejemplo el capitulo 3 y las Refs.[41, 36, 35]).

Es mas, debido a la invariancia traslacional, el tensor de Green retardado dependerd

de x—x’ y por lo tanto su transformada de Fourier la definimos facilmente por la ecuacion:
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255 t )
% +(K* + A3) ?Ret(k, t—t") +>\§/ dt" Gret(t—1t") ?Ret(k, t"—t') =0, (6.66)
t;

sujeta esta vez a las condiciones iniciales (6.60) transfomadas Fourier:

Gl (k,0) =0 : Gl (k,0) = — 7. (6.67)

Considerando todo, podemos mostrar facilmente, transformando Laplace esta ultima
ecuacion, que el tensor de Green retardado es diagonal y cada componente no nula
corresponde a una funcion de Green retardada del QBM con el respectivo nucleo de
amortiguamiento. Con respecto al nicleo de amortiguamiento, la propiedad de causalidad
(tal cual discutimos en la seccion 3.5) implica que los polos de la transformada de Laplace
de estas funciones de Green se ubican en el semiplano izquierdo del plano complejo y
entonces, sus dindmicas hardn que se desvanezcan en el limite de tiempos largos. Por
ende, gRet( — t;) es un tensor que va a cero cuando t; — —00.

Con todo este anélisis del tensor de Green retardado, podemos estudiar la evolucién
temporal del propagador de Hadamard (6.38) (es claro que para estudiar la energia,
el vector de Poynting o el tensor de Maxwell en este caso, deberiamos considerar sus
expresiones dentro del material, cuestion que fue evitada especificamente en la seccién
6.3 debido a la arbitrariedad en sus definiciones en esas regiones). Para el primero de
los términos del propagador de Hadamard, introduciendo la transformada de Fourier
del tensor de Green retardado dentro de las soluciones homogéneas, podemos escribir

facilmente:

] m dk dk2 —i(ky-x X ] m
<Ag(x1)A0 (x2)> :/ ekt 2><Ag(k1,t1)A0 (kg,t2)>

A, ST, (2m)3 (27) SA;XIL

(6.68)

donde Ag)(k, t) por construccion directa esta dado por:

Ak, t) = — Gl (k,t — ;) / dx' e nALx) + 6oL (k,t — ;) / dx’ ™ I (),
(6.69)
donde explicitamente escribimos las integrales sobre x” ya que <"'>EA1-,21‘IZ- implica inte-
graciones funcionales sobre ¥ A;(x), XII;(x).
El punto clave aqui es que, més alla del estado inicial elegido para el campo EM, en

el limite de tiempos largos (t; — —o0) tenemos que gget(k,t —t;) = 0 y por lo tanto
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<A6(a:1) A6”(x2)>EAi’EHi — 0. En otras palabras, el término asociado a las condiciones
iniciales no contribuye al régimen estacionario.

Por otra parte, el segundo término de (6.38), asociado a la contribucion del material
presenta un comportamiento més simple independiente de las propiedades del tensor de
Green retardado. En este caso, el tiempo inicial ¢; no aparece en los tensores de Green
retardados contenidos en el término, pero si lo hace en una de las partes del nucleo de
ruido EM, dado en este gauge por 8t2t,N. Como tenemos N = NZ 4 N donde cada
término esta dado por (6.16) y (6.22) respectivamente, el primero no contiene ¢; mientras
que el segundo si. De hecho, de su definicion podemos ver facilmente que sélo N¥ va a
cero en el limite de tiempos largos (¢; — —oo). Entonces, en dicho limite N — N?, con lo
que demostramos que el propagador de Hadamard en el régimen estacionario se reduce

a la contribucion de los banos:

. Tk
G (w1,03) — [ Trer (OB NZ) 5 (i) | (1,20, (6.70)

que es el resultado analogo al obtenido para el caso escalar en el apartado 5.5.2, y que
también coincide con el resultado del enfoque funcional en el estacionario utilizado en
Ref.|66].

Este resultado es, de hecho, fisicamente esperado debido a la dindmica disipativa
del campo EM en todo punto del espacio. También, podemos mostrar facilmente (como
ocurre para el caso escalar en el capitulo 5) que si el material es no disipativo, toda la
dindmica del material es borrada poniendo N = 0 y el propagador de Hadamard esta
definido tinicamente por el término de condiciones iniciales, que en este caso no tiende a
cero. Es més, como es mencionado en Ref.[66] y es mostrado para el caso unidimensional
del caso escalar en el apartado 5.5.4, cierta precauciéon debe guardarse en torno a los
escenarios que presenten regiones de vacio (o al menos, regiones donde el campo no
disipe), donde puede ocurrir que mas de una de las contribuciones al propagador de
Hadamard definan el estado estacionario. Esto serd el objetivo del proximo capitulo, que
involucrara la implementacion de todo este enfoque al problema de Lifshitz, permitiendo

un estudio mas detallado cudndo aparecen otras contribuciones en el estacionario.
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Capitulo 7

Problema de Lifshitz

Hasta aqui, desarrollamos un formalismo para lograr deducir los estacionarios de la
interacciéon materia-campo (ya sea escalar o EM). Mediante una cuantizacion por integra-
les de camino para estudiar evoluciones temporales de valores de expectacion, pudimos
dar expresiones generales a todo tiempo para las cantidades fisicas de relevancia. Tam-
bién encontramos que dichas cantidades presentan diferentes contribuciones relacionadas
a cada parte del sistema total (campo, grados de libertad de polarizacion y banos), que
todas toman parte en el régimen transitorio, pero que sélo algunas de ellas, dependiendo
de la distribucion del material en cuestion, contribuyen al limite de tiempos largos (o
régimen estacionario).

En cuanto al campo escalar, los problemas analizados fueron el caso de dimensiona-
lidad 0 + 1, el material infinito, homogéneo e isdétropo en n + 1 dimensiones, el material
sin disipaciéon en n + 1 y un contorno delta de Dirac de material en 1+ 1. Por otro lado,
para el campo EM analizamos los casos de material infinito, homogéneo e isétropo en
3 + 1 dimensiones, comentando el caso sin disipacion.

Para los casos escalar 0 4+ 1, y material infinito, homogéneo e isétropo, demostra-
mos que el régimen de tiempos largos estd definido por la contribucion correspondiente
a los banos tnicamente, siendo que la dindmica disipativa de las otras partes genera la
desaparicion de sus contribuciones a tiempos largos. Por otro lado, en el caso de con-
tornos sin disipaciéon para ambos campos, el régimen estacionario estd determinado por
la contribucién propia del campo, debido a que tener un material no disipativo suprime
la dindmica de los grados de libertad internos del material, eliminando su contribucion
desde el comienzo.

Por dltimo, el caso del contorno delta de Dirac de material en 1 + 1 para el campo

escalar mostro ser un caso interesante y diferente del resto, dado que logramos demostrar
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que su régimen de tiempos largos esta determinado por dos de las tres contribuciones del
sistema total. Tanto la contribuciéon de los banos como la propia del campo sobreviven
en los tiempos largos. De hecho, también demostramos que la contribucién propia del
campo tiene exactamente la forma que se obtiene al implementar un procedimiento de
cuantizacion canonica en el estacionario como el del capitulo 3, el cual basa su desarrollo
en la propuesta de ansatz para el limite de tiempos largos. Es decir, demostramos que
dicho ansatz estacionario en realidad es el resultado de la dindmica transitoria de este

tipo de modelos para escenarios que presenten regiones donde el campo no disipa.

No obstante, el punto que atn no queda claro es si cualquier tipo de distribucion de
materia que presente regiones donde el campo no disipe, resulta en que su estacionario
estéd definido por las contribuciones de los banios y la propia del campo. En el caso de la
delta de Dirac, la contribuciéon propia del campo a tiempos largos la atribuimos a que
la libre fluctuacién del campo en las regiones donde no disipa genera modos modificados
que se propagan dentro del material y que logran un estacionario. Sin embargo, esto no
queda claro que pase para todas las distribuciones de materia. Es decir, si tan sé6lo una
region donde el campo no disipe es suficiente para que la contribucién propia del campo
sobreviva. De hecho, en Ref.|28], se analiza el problema de Lifshitz de dos semiespacios
de material separados por una distancia finita, implementando un formalismo de cuan-
tizacion en el estacionario basado en la teoria de fuentes (ver Ref.[6]), donde la fuerza
resulta de la interaccion de dipolos fluctuantes de los grados de libertad microscopicos
de los materiales, omitiendo alguna contribucién del campo de vacio. Este formalismo
para el problema de Lifshitz coincide en el equilibrio térmico con la interpretacién en
términos de fuerza resultante de las fluctuaciones de vacio. Es por ello que en Ref.[28|
lo extienden a situaciones fuera del equilibrio térmico pero estacionarias. Sin embargo,
por como estan dadas las bases del formalismo, a pesar de la existencia de una region
donde el campo no disipa, la fuerza estd siempre dada sélo por la contribucién que en
nuestro modelo asociamos a los bafios ¢ entornos. Dado que el formalismo de Ref.[2§]
no deduce el estacionario a partir de un transitorio, pareciera haber cierta contradiccion
entre nuestro enfoque y el de dicho trabajo en cuanto a qué contribuciones son las que

determinan el estacionario de un sistema compuesto de campo y materia.

Este capitulo entonces lo dedicamos al andlisis del problema de Lifshitz desde el
formalismo desarrollado a lo largo de esta Tesis, que nos permite deducir estacionarios
a partir de resolver el transitorio. De esta forma, completaremos el cuadro de la fisica

compleja que encierran estos sistemas.
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7.1. Presiones Transitoria y Estacionaria

En el capitulo pasado desarrollamos el formalismo CTP para el campo EM en inter-
accion con materia. Con ello, pudimos escribir todos los valores de expectacion cuanticos
para las cantidades de relevancia fisica en términos del propagador de Hadamard (6.38).
En este capitulo queremos abordar el problema de Lifshitz, dos semiespacios planos de
material real separados por una distancia finita. Para ello, tenemos que calcular la pre-
sion en un punto cualquiera del espacio vacio entre ambos semiespacios. Dicha presion,
coincide con el valor de expectacion del elemento diagonal del tensor de energia-momento
correspondiente a la direccion perpendicular a las superficies de los semiespacios. Si bien
esta cantidad podemos escribirla a partir de la expresion general (6.45), donde expresa-
mos dicha magnitud en términos de un limite de coincidencia de un operador diferencial
aplicado sobre el propagador de Hadamard, podemos lograr también una expresion mas
simple y adecuada para el tratamiento matematico que sigue (como asi también para
comparar con trabajos previos).

Considerando la simetria de la configuracion, la fuerza entre los cuerpos viene dada
solo por la presion en la direccion perpendicular a las superficies, es decir, a lo largo de
la direccion paralela a la distancia de separacion [, que llamaremos eje z. Por lo tanto,
para el problema de Lifshitz, la presion viene dada por la componente zz del tensor de
Maxwell que, para un punto campo x1 dentro del espacio entre placas, podemos escribir
como en Ref.[28]:

~ AW A, ~. ~. ~.
T%(a1) = — = |E'(e1) B/ (@) + Bi(a1) B(an)] (7.1)
T
donde, en el gauge temporal, el campo eléctrico viene dado por E! = —9y A7, mientras que
el campo magnético es B = (V x A)i, y A es la matriz diagonal A1 = A??2 =1 = —A33,

Como siempre, a través de la técnica de divisiéon de puntos como en el capitulo
anterior (ver también Ref.[38]) y las tipicas relaciones entre los diferentes propagadores
(ver Ref.[36]), el valor de expectacion de la componente zz, correspondiente a la presion
de Casimir, podemos escribirlo facilmente en términos del propagador de Hadamard de

la manera alternativa:

Tzz AY . is sjm irs _jlm sm
Pouslwr) = (T7(@1)) = =2 lim [6" 5™ 0,00, + 7™ 0,0, | Gif" (21, 2).
(7.2)

donde el propagador de Hadarmard esta regularizado previamente.
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Cabe senalar que, a diferencia de lo que encontramos en Ref.[28] que se propone como
correspondiente a una situacién estacionaria, la ultima expresion en realidad es la presion
de Casimir que aparece al tiempo inicial ¢; debido al comienzo de la interaccion entre las
diferentes partes del sistema total. Por lo tanto, comprende toda la dindmica transitoria
de la presién en su camino hasta alcanzar su valor final en la situacion estacionaria.
Considerando todo, la presion puede depender del tiempo y también del espacio durante
la etapa transitoria, hasta alcanzar la situacion estacionaria, donde su valor resulta ser

tanto independiente del tiempo como del espacio:

Peas(z1) — P&, (7.3)

Por otra parte, al mismo tiempo, dada la separaciéon de contribuciones del propagador
de Hadamard (6.38) y también que N = N” + NZ (dependientes de cada una de sus
propias temperaturas), es claro que la presion total podemos escribirla en términos de

tres contribuciones:

Pcas(x1) = Pic(z1) + Poors(x1, Bpy) + Pe(x1, OB x)- (7.4)

Entonces, cada parte del sistema total contribuird a la presion de Casimir para un
dado tiempo y punto del espacio. Sin embargo, qué contribuciones sobreviven en la si-
tuacion estacionaria al tomar el limite de tiempos largos (t; — —o0) serd tema de las
proximas secciones.

Como estamos tratando con un problema de condiciones iniciales, cada variable tem-
poral esta definida en el intervalo [t;, +00). Por lo tanto, podemos transformar Laplace en
cada variable temporal t1,%2 dentro del limite de coincidencia en (7.2). Introduciendo la
formula de Mellin (3.21) para cada variable, el segundo de los términos en (7.2) podemos
escribirlo facilmente en términos de la doble transformada de Laplace del propagador de

Hadamard ya que las derivadas son en las coordenadas espaciales:

. . a1-+100 g +100
iy o a0 = [T [T (o

Ta—T1 L—ico 2Th Joy—ico 270

s irs _jlm sm .
Xxgl—lgq [e "™ 0y, 01, Gf (xl,sl,xQ,82)],

donde en el miembro izquierdo, el limite de coincidencia fue tomado para las variables
temporales y donde o o definen rectas verticales en los planos complejos s1 2 de forma
tal que todos los polos de los integrandos tomados como funciones de s1 y so se ubican

a la izquierda de estas lineas.
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Por otra parte, el primer término en (7.2) no es tan simple debido a la presencia de
las derivadas temporales. Escribiendo (consecutivamente en cada variable temporal) para

el primer término en (7.2) en términos de transformadas de Laplace, es claro que:

a1+100 dSl

O, 04, G " (21, 72) :/

a1 —100

57 estthi=t) g, [@1 O G171 (1, ~’E2)]

S
:/ L gsii=t) {818t29ﬁm(><1,81;332) —8t29ﬁm(><1,ti;w2)]
[0

| —ico 2T
a1+1i00 @ +100
— / ﬁ / di2'681(t1—ti)652(t2—ti) |:8122 (atggﬁm(xl) 81; $2))
a1 —100 2mi Q2 —100 2mi
- 22<3t2gﬁm(xl,tz‘;ﬂi2))] (7.6)
a1+100 o +1i00
— / @/ di?esl(tl—ti)es2(t2—ti) |:8182 gﬁm(xl,sl;x2,52)
a1 —100 2mi g —100 2mi

— 51 O (X1, 515X, t) — s2 Gy (X1, ti; X2, 52) + Gif ' (X1, iy X2, 6) | -

Cabe senalar que en la dltima de las igualdades, el segundo término entre corchetes
no depende de s5. Por lo tanto, para ese término, la integral sobre so tiene un integrando
e2(t2=t) ¢ cual es analitico en todo el plano complejo so, de manera que la integral
sobre cualquier curva se anula para t3 > ¢;. Lo mismo ocurre para el tercer y tultimo
término entre corchetes. Considerando todo, probamos que el primer término de (7.2)

podemos escribirlo:

4 ' a1 +1i00 d a2 +100 d .
lm g §im 8t18t2gﬁm($17$2) _ / ﬂ/ ﬁ e($1+82)(t1—ti) 5189 6i55IM
el a

T2—T1 1 —ioco 271 9—1i00 271
x lim Gy (x1, $1;X2, S2). (7.7)
X2—X1

Finalmente, la presion de Casimir podemos reescribirla como:

1 ai+ico g agtico g
PCas(:L'l) = / 51 / E 6(31+S2)(t1—ti)
@ «

8T Joy—ico 2T Joy—ico 270

X lfm {@sm(Sl,SQ) gﬁm(X1781;X2732)}7 (7.8)

X2—X1

donde el operador ©5™(sy, s9) = AY (5152 §is §Im 4 ¢irseglm 8T1812).
Vale la pena remarcar el hecho de que esta expresion para la presion de Casimir
parece formalmente la misma que encontrada en Ref.[28], aunque hay sutiles diferencias

relacionadas al planteo de ese problema y el nuestro. En primer lugar, nuestra expresion
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contiene el tiempo inicial ¢; donde las interacciones comienzan, mientras que en el otro
caso, estando deducido de un formalismo estacionario, no aparece. En segundo lugar y
relacionado a esto, (7.8) no es una expresion estacionaria (como pasa en Ref.[28]), sino que
también comprende toda la informacién sobre la evolucién transitoria de la componente
zz y describe como se va construyendo la presion de Casimir en el régimen de tiempos
largos. De hecho, en Ref.[28], la presion es calculada a partir de la correlacion para el
campo eléctrico, que resulta proporcional a una delta de Dirac en la diferencia de las
frecuencias, cuestion garantizada por el formalismo estacionario basado en el teorema de
fluctuacion-disipacion como los principios de la electrodindmica estocéstica (SED, de sus
siglas en inglés). Asi, la doble integracion es automdticamente reducida a una a partir
de la correlacion de las fuentes. Aqui, calculamos la presion a partir del propagador de
Hadamard, que se relaciona a la correlaciéon cuantica del campo EM y, como veremos
mas adelante, durante la evolucién transitoria no es necesariamente proporcional a una
funcién delta de Dirac. Finalmente, todos estos puntos se reflejan también en la definiciéon
del operador ©. En Ref.|28], so6lo depende de una variable de frecuencia que aparece como
un denominador debido al hecho de que la presiéon se calcula a partir de la correlacion
del campo eléctrico. Por otro lado, nuestro operador andlogo es un operador que depende
de dos variables de Laplace que aparecen como factores multiplicativos ya que estamos
calculando la evoluciéon temporal completa de la presion a partir de la correlacion del

campo EM.

En las proximas secciones, calcularemos todas las contribuciones a la presion y estu-

diaremos su evolucién temporal hacia la situacion estacionaria, partiendo de la expresion

(7.8).

7.2. Contribuciones a la Presion

Una vez lograda una expresion formal para la presion de Casimir (7.8) en términos
de la doble transformada de Laplace del propagador de Hadamard, a partir de (6.38)
es claro que tiene dos contribuciones separadas, una asociada a las condiciones iniciales
del campo EM (el primer término) y la otra asociada al material (el segundo término).
De hecho, los niicleos de ruido también se separan en dos partes (N = N + N?), una
asociada a los grados de libertad de polarizacion (N¥') y la otra asociada a los bafios (N5).

Entonces, la doble transformada de Laplace del propagador de Hadamard la escribimos:
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ik . Y k
Gy (X1,813%2,82) = <A0(X1’SI)AO(X2’82)>zAi,2ni (7.9)

ik
+ £12 [(gRet % (07/N) * (gRet)T)] (331,962)} (x1, 815 %X2, 52)-

A continuacién, analizaremos cada contribuciéon por separado.

7.2.1. Contribucion de Condiciones Iniciales

Dado que la solucion homogénea viene dada por (6.35) y las condiciones iniciales para
el tensor de Green retardado estan dadas por (6.60), la transformada de Laplace de la

soluciéon homogénea resulta:

A (x,s) = / dx' GIL (x,%',s) (znf(x’) s zA{(x')), (7.10)

donde g{{et(x, x', s) es la transformada de Laplace del tensor de Green retardado (al igual
que en el final del capitulo pasado, omitimos cualquier subindice en alusién innecesaria
ahora a la condicion de gauge).

Por ende, escribimos el primer término de la doble transformada de Laplace del

propagador de Hadamard (7.10) como:

<A6(X1,81)A8(X2,82 /dx /dx" gRet(xl,x s1) gﬁg@(x%x”,@)
x<(zng(x') — s DALY )) (zngﬂ(x ) — sy DA™(x' ))>2Ai7m. (7.11)
Es claro que el calculo de los promedios sobre las configuraciones iniciales introduce
el estado inicial del campo EM a través de su funcional de Wigner. Por lo tanto, esta
contribucion depende claramente del estado inicial elegido para el campo EM. Sin em-
bargo, en lugar de proceder directamente al clculo de los promedios, es méas conveniente
calcularlos como valores de expectacion cuanticos. Como al tiempo inicial ¢;, el campo
es libre, por ende los valores de expectacién cudnticos usando el formalismo operatorial
y estos promedios usando la solucién homogénea estédn relacionados. De hecho, como un
caso particular de la teoria desarrollada en el capitulo pasado, es facil mostrar que una

teoria libre (sin interacciones) verifica:

<(zn§(x') — 5 zAﬁ(x')) (zngﬂ(x') — sy DAM(x )>EA”EH (7.12)

%<{ﬁg(x)—31Al( I (x) = sp Al (x )}>
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donde el miembro derecho corresponde al valor de expectacion cuantico del anticonmuta-
dor armado con operadores cudnticos de campo EM libre en el gauge temporal y al tiempo
inicial. Cabe senalar que, en el caso del campo EM libre, el gauge temporal implica el
gauge de Coulomb (V- A = 0) como condicion residual sobre las componentes restantes.
Por lo tanto, los operadores de campo EM podemos escribirlos como operadores en el

gauge de Coulomb:

Sk, A) [ et Gl itk (7 13)

N dk
Ax) = | ——==
7,( ) / 2&)1{(27{-)3 A:]%;TM

Z Z.wk Ej(k, )\) [ak,)\ e_i(wkti—k-x) N a;[(

~ dk
I (x) = / . ,
\/ 2wk(27r)3 NTBTM A

donde ay, ,\,EL\L , son los operados de aniquilacién y creacion del campo EM libre, el (k, \)
es la componente j de los vectores de polarizacion y wy = |k|.
Considerando las relaciones de completitud de los vectores de polarizacion:

l1.m
> k) (kN =8 - i ”“2 , (7.15)

w
A\=TE,TM k

y un estado térmico inicial para el campo EM, los valores de expectacién de productos

de operadores de aniquilaciéon y creaciéon vienen dados por:

<ak,A aL,A,> — Sy Ok —K)(1+ N(w) <a;A ak,,x> — dyy Ok — K) N(w),
(7.16)
(e o ) = (al ) =0, (7.17)

donde N (wk) = m es el numero de ocupacion de fotones para el estado inicial de
temperatura Sgy. Entonces, luego de un cambio de variables, (7.13) podemos escribirla

COmo:

<(zn{(x') . zA{(x')) (znim(x') . zA;ﬂ(x”)) >2Ai’m - (7.18)

dk 1 k’lk'm /BEM k- (x! —x'") 2
— m h ik-(x'—x )
/QWk(Qﬂ)3 <5 W12< > cot < 5 Wk e (8182 +wk)
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Por lo tanto, para el promedio (7.11) sobre las condiciones iniciales tenemos:

: dk o kEm B
(Afocr s Ab(xas2)) = / T @ <5l - ) th( 5w k> (7.19)

k

X (5152 + wip) </ dx' GI (x1,%/, 51) e“”") (/ dx" GE™ (x9,%" 59) e—ik-x”) '

Teniendo esta expresion, es facil obtener una expresion para la contribucion de las

condiciones iniciales a la presion de Casimir. Reemplazando Gi{™ en (7.8) por la contri-

bucién de condiciones iniciales <A0(x1, 51) Ak (xa, 82)> , tenemos directamente:
Pic(z1, Bem) = - L / _ e oim — KE" coth Pru /a1+i00 dsy
IOWL PEM) = Ty 2wy (27)3 wi g Wk a1 —ico 2M0

24100 d .
></ ﬁ elsitsz)(ti—ti) (5152+w12() lim [©7%(s1,s5)  (7.20)

op—ico 2T0 X2—X1

x (/ dx’ gRet(XhX 51) > </ dx" GE™ (x9,%", 59) —ik~x">

Cabe senalar que esta expresion es bien general. De hecho, comprende la evolucion
temporal completa de la contribucién de condiciones iniciales a la presion de Casimir a
todo momento para todo punto del espacio en la regiéon de vacio, debido a la aparicion
de los contornos al tiempo inicial ¢; y comienza a relajar. Es fisicamente esperado que
la contribuciéon dependa no sélo del tiempo sino también del espacio hasta alcanzar la
situacion estacionaria. La informacion especifica sobre la evolucion temporal del problema
estd contenida en las propiedades analiticas del integrando como funcion de s; y s9, es
decir, en los polos y cortes presentes, como veremos en las proximas secciones.

Es mas, cabe senalar que esta expresion es valida para cualquier geometria de los
contornos incluyendo como minimo una region de vacio (donde calculamos la presion).
La informacion sobre los contornos aparece contenida en las transformadas del tensor de
Green retardado, las que deben calcularse para una situaciéon especifica a fin de obtener
un resultado completo. En las proximas secciones, mostraremos cémo hacer este trabajo

para el problema de Lifshitz deduciendo el limite de tiempos largos de esta contribucion.

7.2.2. Contribucion del Material

Por otro lado, consideremos el segundo término del miembro derecho de (7.10), co-

rrespondiente a la contribucion del material. Debido a que N = N* +NZ | 1a contribucién
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se separa en dos contribuciones al igual que siempre, una asociada a los grados de li-
bertad de polarizaciéon y la otra asociada a los banos. Sin embargo, el primer paso en
transformar Laplace la contribucién es el mismo. Como la contribucion la escribimos
L2 [(gRet * (8t2t,N) * (gRet)T)Jk(.’L‘l,:L‘Q)] (x1, 81; X2, 82) y el tensor de Green retardado
depende de la diferencia de los tiempos (es decir, g;{et(x, ') = g;’g’et (x,x',t—1")), entonces
los productos * involucran convoluciones en las variables de tiempo entre el nicleo de
ruido 8t2t,N y uno de los tensores de Green retardados. Transformar Laplace por ende es

inmediato:

ik
L2 [(gRet x (07/N) * (gRet)T)] }(X1,81;X2,82) = (7.21)

= /dx/dx/ g%fet(xl,x, s1) £1,2 [8t2t’Nlm] (x,51;%, 52) gﬁﬁ(x%xl,@).

Podemos realizar algunas simplificaciones considerando que, a partir de (6.16) y
(6.22), los niicleos de ruido satisfacen 62, Ny, (2, 2") = 8, 0(x —x') g(x) 8t2t,NK] (t,t), por

ende al emplear las deltas:

ik
£12 KQRet x (0Z/N) % (gRet)T>] ](X1751§x2752) = (7.22)

= / dx g(x) Gl (x1,%,51) £12 [aft,N@} (s1,59) GhLy (x2, %, 52),

donde la presencia de g denota el hecho de que esta contribucién proviene de las regiones
con material exclusivamente.

Considerando que N = NP +N? y sus definiciones (6.16) y (6.22), transformar Laplace
el nicleo de ruido EM en ambas variables, teniendo en cuenta que NE{B(ti,ti) =0=

NE],B(SM t;) = NK],B(U, s9) debido a la causalidad de G[Pl{]ehx, resulta en:

L£1,2 [8@1\1@} (s1,82) = 8182 Nz]’P(Sl,SQ) — 81 NEQP(sl,ti) — 89 NEQP(ti,sQ)

+ NEQP(ti, t;) + s152 NEQB(SL S2), (7.23)

donde cada transformada de Laplace viene dada por:

ATE s SRR - Bl (3132+Q£Q2) Gl (51) Gl ((s2), (7.24)
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)\2 M[l] ,3 . Q[l]
(1] _ N (4 _ Zox7x P X [1]
Ny p(sn,ti) = N p(ti, sn) = - coth 5 Sn GRet x(n), (7.25)
A2 MY ol
Nt 1) = 20X 7 coth or, , (7.26)
’ 20 2
NE],B(SLS2) = A%,X Gget,x(sl) N>[Cl] (81’82) G][?l{]et,x(82)' (727)

Cabe senalar que el ultimo término en el miembro derecho de (7.23) es el unico
asociado a los bafios. Es més, es importante notar que el segundo y el tercer término sé6lo
dependen de una de las variables de Laplace, mientras que el cuarto es independiente de
ellas.

Como ya hicimos en el capitulo 5, es claro que aqui también con el objetivo de
continuar explicitamente el calculo, tenemos que definir qué tipo de banos estamos con-
siderando en cada direccién en cada punto del espacio del problema en cuestiéon. Sin
embargo, sin perder generalidad en el calculo, podemos dar un paso més. A partir de la
teoria de QBM, es claro que para cualquier tipo de bano, el nicleo de ruido del QBM
depende de las diferencias de tiempo, es decir, en el dominio temporal tenemos que
N (t,t') = N (t —t'). Por lo tanto, aunque cada variable temporal esta definida en el
intervalo [t;, +00), su diferencia resulta definida en (—oo, +00). Suponiendo que el nuicleo
verifica los requisitos de convergencia (esto podemos lograrlo facilmente al introducir una
funcion de corte dentro del nicleo de ruido QBM), podemos escribirlo en términos de su

transformada de Fourier:

+oo . N —
N — 1) = / Z—i e=iwt=t) Jl () (7.28)

—00

[

~ =l . .
donde cabe senalar que N x} (w) contiene las dependencias en las temperaturas de los
banos 4B x-

Tomando esta forma general para los nucleos de ruido QBM, sus transformadas de

Laplace son inmediatas dando para (7.27):

“+o0 dw N[l] w
N (51, 82) = M Gib, (1) G, (52) / x (<) (7.29)

oo 27 (514 iw)(sg —iw)
Una vez calculado cada término de (7.23), podemos insertarla en (7.23) y, mediante
(7.8), dar expresiones para cada contribucion de la presion de Casimir (7.4). Por lo tanto,

podemos escribir:
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1 a1+100 d81 4100 d32 . )
Ppors - L 22 (sits2)(ti—ti) ¢ jk
bor (beBP)l() 8 /al—ioo 2mi /az—ioo 27i ‘ XQI_I}}‘l © (817 82)
/BP}(QEQ A(%,XJW)[(Z] 2 Al
X /dx g(x) coth ( 5 20 [ (81 GRetx(51) — 1)

X (83 G[fl{]et,x(@) - 1) T Qgp 5152 G[Pl{]et,x(sl) Ggi]etvx(@)]

X glj{et (X17 X, 51) gl]%let (X27 X, 52)] ) (730)

Pg(x1, BBx)

1 +00 g, [ortice dsq Qg+i00 dsy 189 6(81+52)(t1_ti)
S8t ) o %/a /OQ_Z.OO 2mi (51 + iw)(s2 — iw)

X lim [@jk(81,82)/dx g(x) gg{let(xl,x, 1) )\%7,{ G%]emx(sl)

1—i00 211

X2 —X1
X Gl (52) N () Gy (x2, %, 52)] (7:31)

donde esta tltima expresion presenta una integral més sobre las frecuencias de Fourier.

Cabe senalar que estas ultimas expresiones se mantienen en el més general de los
casos, correspondiente al de un material inhomogéneo y también anisdétropo teniendo una
temperatura inicial en cada punto. Sin embargo, podemos hacer una gran simplificaciéon
en estas expresiones considerando la interaccion entre n cuerpos diferentes de volumen
y de materiales homogéneos e isétropos con una tnica temperatura cada uno. En este
caso, todos los subindices espaciales x (denotando inhomogeneidad) y los supraindices
[[] (denotando anisotropia) tienen que ser reemplazados por un indice n denotando el
cuerpo correspondiente. Por ende, la integral sobre el espacio se separa en una suma de

integrales sobre cada volumen V,,. Por lo tanto, ambas expresiones las escribimos:

L~ MM (B Q) [ sy [ day
P _ - 5 th _-n - - - -
bors (21, O, ) 8w - 2Q, 0 ( 2 > /011—1'00 2mi /OAQ—iOO 2mi
x bttt [ (57 GRetn(s1) = 1) (53 GRet.n(s2) — 1)
+ Q2 s189 GRet,n(sl)GRehn(s?)] (7.32)
z 1 ‘l
X X;gnxl @]k(sl, 52)/ dx gﬁet(xl,x, 51) gﬁgt(x?’x’ 82)] )
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+00 dw o a1 +1i00 d81 g +100 d82
Pg(z1,58,n) ———Z On/ (W)/ , 2—7”/ o

a1 —100 g —100

189 els1ts2)(t1—t)

Gretn(51) Greun(s2) 1 [07(s1,52) | dx Ghiy(xi,x,
(51 + 0] (5 — ) Rt (51) GRet, (82)x;l>“3<1 (s1,52) v X Get (X1,%, 51)

X gﬁlet(x% X, 82)] ) (7.33)

En este caso, las cantidades limy, x, [@jk(sl, 59) an dx g{{et (x1,%,81) gf{let (x2,x, 52)]
aparecen como comunes a ambas contribuciones. Sin embargo, las integrales tipo Mellin
son las que definen la evolucion temporal y el estado estacionario de estas contribuciones,
las cuales son muy distintas debido a las propiedades analiticas de cada integrando (sus

polos y cortes).

Maés aun, como mencionamos anteriormente, es importante tener presente que en
estas expresiones, estd implicito que en todo punto de los cuerpos materiales, la base de
ejes principales de Fresnel de los cuerpos es la misma. Cada punto define un elipsoide
de Fresnel teniendo sus ejes a lo largo de las direcciones en la que cada componente de
los vectores de polarizacion fluctian. Esto es, en principio, una limitacién al modelo,
aunque podemos arreglarlo facilmente al considerar diferentes bases para cada cuerpo (o
inclusive para cada punto del espacio) relacionadas mediante tipicos cambios de base,
como mencionamos en el capitulo pasado. Con el objetivo de simplificar los calculos pero
sin perder las propiedades de anisotropia, consideraremos una tnica base para todos los
puntos de material. Cabe remarcar que esta limitacion desaparece al considerar materiales

isotrépos, como en el problema de Lifshitz que analizamos en este capitulo.

No obstante, es importante tener cuidado en que la representacién mediante elipsoi-
des es valida para indices de refraccién reales. En nuestro caso, como veremos, debido
a la disipacion presente en el problema, los tres indices de refraccion en cada direccion
son complejos, aunque de todos modos el elipsoide de Fresnel resulta ser atil como he-

rramienta practica de visualizacion.

Como comentarios finales, por un lado, cabe senalar que considerar este caso no
simplifica formalmente la contribucién de condiciones iniciales (7.21) ya que los modos
iniciales del campo y las integrales espaciales son sobre todo el espacio (g(x) no aparece en
estas integrales). Por otro lado, es importante tener en cuenta que todas las expresiones
dentro del limite de coincidencia deben estar regularizadas previamente para calcular

este limite. Para el problema de Lifshitz, esto lo haremos luego de integrar en el espacio.
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7.3. El Tensor de Green Retardado

Habiendo calculado en (7.21), (7.32) y (7.33) expresiones generales para cada contri-
buciéon a la presion de Casimir en una region de vacio generada por diferentes cuerpos
de materiales isotropos y homogéneos a diferentes temperaturas, podemos estudiar el
conocido problema de Lifshitz consistente en dos semiespacios al permitir que n sea L 6
R para las placas izquierda y derecha respectivamente.

Es claro de estas expresiones que la evoluciéon temporal y el estado estacionario de
cada contribucion esta gobernada por las propiedades analiticas de los integrandos como
funciones de las variables de Laplace si, so. Por lo tanto, para un dado problema es fun-
damental que conozcamos las propiedades analiticas de ambas transformadas de Laplace,
tanto de la funcion de Green del QBM GRetn(s) como del tensor de Green retardado
gliget (x,%, ).

Como los grados de libertad de polarizacion los consideramos particulas Brownianas
cudnticas, mas alla del tipo de entorno considerado, la transformada de Laplace de la

funcion de Green retardada viene dada por una expresion anédloga a (6.52):

1
(52 +02 -2 Dn(s)>

GRetn(8) = ) (7.34)
donde anéalogamente al capitulo anterior, D, (s) es la transformada de Laplace del nacleo
de disipacion del QBM para la placa n.

Es claro que, dada una densidad espectral para los banos, la ubicacién de los polos
define la evoluciéon temporal y el comportamiento asintético de la funcion de Green
retardada. No obstante, causalidad implica, a través del teorema de Cauchy, que los
polos de GRRet,n se ubican en el semiplano izquierdo del plano complejo s. De hecho, dado
que €, # 0 y que los bafios incluyen funciones de corte en frecuencias, las partes reales
de los polos son negativas (al igual que en la seccion 3.5).

Por otra parte, el tensor de Green retardado se define por las ecuaciones de movi-
miento obtenidas a partir de la accion CTP para el campo EM (6.29) luego de imponer
el gauge temporal (A% = 0).

Como mostramos en el capitulo pasado, al tomar el gauge de Landau, donde o« — 0,
naturalmente tenemos que A% = 0 de manera de no tener términos divergentes. Trabajan-
do la ecuaciéon para la componente temporal, luego de imponer la condicién de gauge, la
condicion residual sobre las restantes componentes del campo EM viene dada por (6.50),
donde el tensor de permitividad estd dado por (6.51).

Como probamos en el capitulo pasado, para el caso general, las ecuaciones de mo-
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vimiento para las componentes espaciales del campo EM en el gauge temporal vienen
dadas por (6.58). A ésta se le suma la condicion residual (6.50) resultante de imponer el
gauge temporal en la ecuaciéon de movimiento de la componente temporal.

Es asi como mostramos que el gauge temporal es adecuado para la interaccién con
materia ya que desacopla las componentes del campo EM.

Dada la ecuacion de movimiento, el tensor de Green retardado <§>Ret(x, x',t) se define
segun (6.59), sujeta a las condiciones iniciales (6.60).

Transformando Laplace dicha ecuacién, obtenemos facilmente:

V x (V X ?Ret) + 52 (s, x) - <§>Ret(x, x',s)=—1d0(x—x), (7.35)

donde aparece la transformada de Laplace del tensor de permitividad (6.51):

D 5,%) =T+ 72, g(%) G reox(s). (7.36)

Es claro que al incluir la disipacién, en el dominio temporal no podemos definir indices
de refraccion. Sin embargo, como la transformada de Laplace del tensor de permitividad
resulta ser diagonal en la base elegida (correspondiente a los ejes principales de Fresnel
como mencionamos en el capitulo pasado), los indices de refraccion si podemos definirlos
en el dominio de las variables de Laplace. En cada direcciéon j, podemos definir los indices
de refraccion complejos ndl? = 1+)\(2)7x g(x) G[P{et’x (s), de tal manera que la representacion
en términos del elipsoide de Fresnel resulta ttil como forma pictorica para considerar la
anisotropia del material (birrefringencia).

Como anticipamos anteriormente, es importante notar que el término de renormaliza-
cion de masa se cancela con otro proveniente de la convolucién, y por ende dicho término
no participa de la definicién del tensor de Green retardado, aunque es claramente necesa-
rio para cancelar el otro término resultante de la convolucién que involucra la condicién
inicial de las funciones de Green.

A partir de (7.35), cabe senalar que la transformada de Laplace del tensor de Green
retardado resulta ser el tensor de Green de Feynman asociado al operador diferencial
V x V x + s2 & (s,x)-, y por lo tanto satiface g;{et(x, x',s) = g%fet(x’,x, s). Cabe
remarcar también que como el tensor de Green retardado es real en el dominio temporal,
es necesario que entonces se satisfaga que gget(x, x' s) = g;{g(x, x', ).

En el caso general con inhomogeneidad y anisotropia, resolviendo (7.35) para un
dado tensor de permitividad definiendo los contornos de los cuerpos materiales, podemos

obtener la transformada de Laplace del tensor de Green retardado y calcular la presion
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de Casimir mediante (7.21), (7.30) y (7.31). No obstante, la soluciéon en estos casos es
muy complicada de obtener.

Por el contrario, el problema de Lifshitz, consistente en dos semiespacios plano-
paralelos de materiales diferentes pero isoétropos y homogéneos que se encuentran se-
parados de una distancia [ en la direccion z (cuyo origen se ubica en el medio del espacio
entre ellos), si bien es un caso mas simple es al mismo tiempo resoluble analiticamente
y de interés principalmente tedrico desde el trabajo fundacional del propio Lifshitz [16].
En este caso, cada contribucion de la presion de Casimir tenemos que evaluarla a par-
tir de (7.21), (7.32) y (7.33), donde las ultimas dos son versiones simplificadas del caso
general inhomogéneo y anisoétropo, aunque la expresion formal para la primera resulta
sin cambios. En estos casos, como mencionamos anteriormente, el elipsoide de Fresnel
resulta una esfera y el tensor de permitividad puede ser descrito por el producto entre
una funcién y la matriz identidad, lo que permite describir los cuerpos materiales por la
misma y unica base arbitraria que se elija. Por lo tanto, como anticipamos antes, omi-
timos los supraindices [j] y reemplazamos los subindices x por L, R relacionados a cada

cuerpo. Considerando todo, (7.35) se simplifica a:

(V XV x4 s E(S,Z)) ?Ret(xy x,8)=—14(x—x'), (7.37)

donde el indice de refraccion solo depende de z y estd dado por n?(s,z) = £(s,2) =
L+ A%,L © (_é - Z) G%{et(s) + )‘(2),R © (Z - %) Gget(s)'

Cabe senalar que esta ecuacion y la resuelta en Ref.[28] son béasicamente la misma
(ver también Ref.[25]). Sin embargo, entre ellas hay dos diferencias claras: por un lado, la
ecuacion es formalmente la misma reemplazando la variable de Fourier en las soluciones
dadas en Ref.|28] por is; por otro lado, luego de este reemplazo, el miembro derecho de
la ecuacion que define el tensor de Green en Ref.[28] es el miembro derecho de (7.37)
multiplicado por 47s?, factor que compensa la diferencia en las definiciones del operador
O®" en la expresion para la presion (7.8), como fue comentado al final de la seccion
7.1. Como la variable de Laplace aparece como un parametro en la ecuaciéon, podemos
facilmente obtener la transformada de Laplace del tensor de Green retardado dividiendo
el tensor dado en Ref.|28] por 47s?. Por tltimo, debido a la invariancia traslacional en las
coordenadas paralelas, la solucion viene dada en términos de la transformada de Fourier
en dichas coordenadas:

gget (X7 xla 5) = / (57(3)2 eiQ' (XH_Xil) get (Z’ Z/’ Q’ S)’ (738)

donde Q = (Qg, Qy,0), siendo &,y las direcciones paralelas.
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Entonces, para un punto campo dentro del espacio vacio (—é <z < %), la transfor-

mada, del tensor de Green retardado depende del valor del punto fuente z’. Para 2z’ < —é,

tenemos:
ij / 1 t —q:(2—3) Hetz(7=3) g=2a:l
gRet(Z’Z’st) = _2 (1) Z D_ [eﬂ,i(+) e ? +eﬂ,i(_) ra€ 2’e
4z u=TE,TM —~H
1 (D1
x el (+) e (F73), (7.39)
y para 2’ > L:
ij / 1 th a-(2—3) ioeas(3=3)
Ret(2,2,Q,8) = _W Z D, [ew(_) € 2 +epi(+) e ’ ]
4z " =TE,TM ~H
(2) /&
% 6(2)(_) e_QZl e_QZ2 (Z _%l)’ (740)

/’Lh?

mientras que para un punto fuente dentro del espacio vacio —é <z < é el tensor se
divide en contribuciones de volumen (bulk, en inglés) y dispersada (scattered en inglés),

. ij i ] .
es decir, (TRt = GRet.Bu T TRet s )"

gFget,Bu(z’ Z/v Q’ S) = - 82] 5(2 — Z/)
1 —qz(z—2'
P [eu,i(ﬂeu,j(ﬂe =E0(2 = ) + epi(—)epi(-)
4= u=TE,TM
x e — z)] (7.41)
ij -1 1 e
Iressel® 2, Qo) = 5 - 2. Do [eu,i(+)eu7j(+)7"il7“ge =2 4o (e (—)

Z u=TE,TM —H
x e =D e (<) i (g e ETT e i(<)e(-)
X ri‘ré‘eqz(z_zl_zl)]. (7.42)

Aqui, estamos considerando la notacion dada en Ref.[28] pero adaptada a nuestro

caso. Por lo tanto, el vector de onda (complejo) en el medio n viene dado por:

q"(x) =Q+iq™ z, (7.43)

con n = L, R correspondiendo a cada placa (a la vez que omitimos indices para la region

de vacio) y donde el signo + (—) corresponde a una onda viajando hacia arriba (hacia
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abajo). El vectro Q es un vector real y aparece como la proyeccion del vector de onda

q(")(:lz) sobre la interfase, mientras que la componente z viene dada por:

¢ = Ven(s) 2+ Q2 (7.44)

Teniendo que el vector de onda q(™ (£) se encuentra en el plano de incidencia (definido

por Q y z), podemos introducir los vectores transverso eléctrico (TE) y magnético (TM):

el (+) = Q x 2, (7.45)
. . (n) A
i) = o) ) = TS (7.46)

Los coeficientes de Fresnel de reflexion (r) y transmision (t) para cada superficie y

componentes vienen dados por:

(n) (n)

TE _ 49> — 4z ™ _ &n 4z — 4z
L O E L R Y (7.47)
qZ —"_ qz ETL qZ —"_ qZ
B 2 " (v _ 2V/En(s) e -4
n 7(71) ) n - —(n)’ ( . )
qr + qz En 4z + 4z

mientras que las multiples reflexiones (que no entran en la parte de volumen) son descritas

por el denominador:

I R (7.49)

Mis alla de las aparentemente complicadas expresiones de la transformada de Laplace
del tensor de Green retardado, sus propiedades analiticas podemos analizarlas relativa-
mente facil. Cada expresion presenta numerosos polos y cortes. Los polos béasicamente
son las rafces de D, y uno ubicado en el origen s = 0.

Por un lado, los polos provenientes de D, deberfamos calcularlos a fin de calcular
completamente la evolucion temporal del sistema. Sin embargo, la propiedad de causali-
dad del tensor (al igual que en la seccion 3.5) implica que todos los polos se ubican en
el semiplano izquierdo del plano complejo s de manera de dar una contribucién conver-
gente en la evolucidon. Puede pasarnos que algunos polos tengan parte real nula, es decir,
sea un polo imaginario puro. Por lo tanto, estos polos contribuirian al comportamiento
de tiempos largos del tensor de Green retardado (y por ende a la presion), aunque si

ponemos s = ¢ Im(s) (con Im(s) # 0) es facil mostrar que no hay polos de este tipo.
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No obstante, por un lado, el polo en el origen aparece explicitamente en el primer
término de (7.41), pero también lo hace en el otro término y en (7.39), (7.40) y (7.42),
para los términos con p = TM tnicamente, ya que en cualquier regiéon los vectores de
polarizacion TM proporcionan el polo a través de sus denominadores, como es claro a
partir de (7.46).

Ademas de los polos, las transformadas de Laplace en cada regiéon presentan numero-
sos cortes, que aportan a la evolucion temporal transitoria del tensor de Green retardado.
En nuestro caso, es claro que los cortes vienen dados por las raices cuadradas , /s2 + k:ﬁ y

en(s) 82+ kﬁ El corte \/m que aparece en las expresiones del coeficiente de trans-
mision para los términos TM en (7.48) no debe ser considerado ya que se cancela con
la raiz cuadrada \/m contenida en el denominador de los vectores de polarizacién
e(Tnl\)/[(:lz) en (7.46) que entra en el mismo término de las transformadas.

Considerando todo, las propiedades analiticas de la transformada de Laplace del
tensor de Green retardado son muy simple, més alla de las complicadas expresiones. Estas
propiedades son importantes al momento de computar la evolucion temporal completa del
problema, y determinar el limite de tiempos largos de las diferentes cantidades fisicas de
interés. Tener estas propiedades en mente seré el punto crucial de las proximas secciones

y el andlisis de la situacién estacionaria.

7.4. Estado Estacionario del Problema de Lifshitz

Una vez conocidas las transformadas de Laplace-Fourier del tensor de Green retardado
(7.39)-(7.42) para un punto campo dentro del espacio vacio del problema de Lifshitz,
podemos calcular la correspondiente presion de Casimir en el estado estacionario a partir
de las expresiones generales para cada contribucién y las propiedades analiticas del tensor.

Para las tres contribuciones (7.21), (7.32) y (7.33), es claro que con el objetivo de
resolver completamente sus evoluciones temporales, debemos antitransformar Laplace
mediante el teorema de residuos (para los polos) y calculando integrales asociadas a los
cortes presentes en la transformada.

Sin embargo, a fin de determinar el limite de tiempos largos de las contribuciones,
el trabajo es bastante méas simple y se relaciona a una cuestién sutil en torno a los
regimenes de tiempos largos y las situaciones estacionarias. Es claro que el carédcter
estacionario de las cantidades fisicas como la presion o la energia estd relacionado con
hecho de que no dependen del tiempo en el régimen de tiempos largos. En otras palabras,

usualmente para los sistemas de interés, debido a razones (o intuiciones) fisicas, se espera
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(o se asume) que el sistema completo estara en una situacion estacionaria en el limite
de tiempos largos. En muchos casos, esto nos permite encarar y estudiar directamente
el régimen estacionario, prescindiendo de su rigurosa (e innecesaria en muchos casos)
derivacion a partir de un problema dinamico completo. En el presente caso, estamos en
la situacion inversa. Resolvimos el problema dinamico completo en términos de una doble
antitransformada de Laplace, la cual debemos calcular mediante el teorema de residuos
cerrando el contorno complejo hacia la izquierda, cuestién que no podemos lograr debido a
la imposibilidad técnica de calcular de manera analitica todos los polos de los integrandos
en el plano complejo (s6lo conocemos algunas propiedades relacionadas a la causalidad

del tensor de Green retardado).

No obstante, obtener el limite de tiempos largos de cantidades en términos de do-

ble antitransformadas de Laplace, dependientes de e(s1152)(t1—%) o5 relativamente més

sencillo.

Como la evolucion temporal depende de la configuracion de polos y cortes que el inte-
grando presenta, tenemos que distinguir qué propiedades analiticas contribuyen al estado
estacionario de las cantidades. Como puede encontrarse en Ref.[45]|, podemos mostrar que
los tipicos cortes que aparecen en la transformada de Laplace del tensor de Green retar-
dado no contribuyen al régimen de tiempos largos. Entonces, la situacién estacionaria
debe estar definida por algunos de los polos, que siempre resultan en comportamientos
temporales exponenciales dependiendo del valor del polo en cuestion. Si, por ejemplo,
un dado polo tiene parte real distinta de cero, por la propiedad de causalidad (ver sec-
cion 3.5) tenemos, de hecho, que su valor es negativo. Por lo tanto, el comportamiento
resultante asociado a ese polo serd de decaimiento exponencial en el tiempo. Por otra
parte, si un dado polo tiene parte real nula (es decir, es imaginario puro), el comporta-
miento resultante serd oscilatorio en el tiempo con una frecuencia relacionada a la parte
imaginaria del polo. Como tltimo caso, si el polo se encuentra en 0, el comportamiento

resultante en el tiempo serd de una constante.

No obstante, en nuestro caso de una doble antitranformada para cada contribucién,
este ultimo caso del polo en 0 no es la tnica forma de obtener un comportamiento cons-
tante en el tiempo para las cantidades que nos interesan. La presencia de e(s1+52)(t1—ti) opy
el integrando de dos variables hace que los polos asociados a la variable s; se combinen
con los polos asociados a la variable ss a fin de determinar la evolucion temporal de la
cantidad. En otras palabras, si resolvemos ambas integrales de Laplace, cada término
de la evolucion temporal completa serd la combinacién de dos polos, uno asociado a la

antitransformada de Laplace sobre s; (llamemosle por ejemplo 51 € C) y otro asociado a
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2 (s2). Entonces, si los polos son tales que 1 = —s9, no tendremos exponencial asociada
a ese término en la evolucion temporal, obteniendo una constante (independiente del
tiempo). En particular, es claro que el caso en que ambos polos sean iguales a 0 satisface
dicha condicién, resultando en un término independiente del tiempo. Sin embargo, si
tomamos un polo con parte real negativa (por ejemplo s; tal que Re[s1] < 0) la condicion
exige que para obtener un término independiente del tiempo, este polo debe combinarse
con otro polo s5 en la variable de Laplace sg tal que so = —s1, lo que implica Re[ss] > 0,
lo que estd garantizado que no ocurre debido a la propiedad de causalidad. Por lo tanto,
para todas estas cantidades fisicas que construimos a partir de cantidades causales, to-
dos los polos con parte real negativa no pueden ser combinados para obtener un término
independiente del tiempo.

Como ultimo caso, podemos considerar el caso donde los polos tiene parte real nula.
En estos casos, considerando un polo is1 tal que 51 € R, podemos satifacer la condicion
requerida con un polo iss = —is; de tal forma que ambas evoluciones oscilatorias se
cancelan entre si en la exponencial dando un término independiente del tiempo.

Cabe senialar que, siguiendo el hilo del razonamiento, los términos independientes del
tiempo seran asi desde el comienzo. La situacion estacionaria surge cuando los términos
transitorios se desvanecen, es decir, cuando todos los términos dependientes del tiempo
resultantes de la combinaciéon de polos que no se cancelan y de los cortes van a cero.
Asi, el tiempo de relajacion del sistema viene dado por el ultimo término transitorio en
desvanecerse. Es més, dicho tiempo serd igual a la parte real no nula mas grande (es decir,
menos negativa) entre todas las posibles combinaciones de polos y los posibles puntos de
ramificacion (en inglés, branch points, que corresponden a los extremos donde nacen los
cortes) en cada una de las contribuciones.

En conclusion, el trabajo en cada contribucién a fin de determinar sus estados esta-

cionarios girard en torno al estudio de las combinaciones de los polos en ambas variables

S1Y S2-

7.4.1. Limite de Tiempos Largos de la Contribucién de los Grados de
Libertad de Polarizacion

Podemos comenzar por considerar una de las partes de la contribuciéon del material a
la presion de Casimir para el problema de Lifshitz, que es la asociada a los grados de liber-
tad de polarizacion (7.32) donde, como anticipamos anteriormente, en este cason = L, R.
Por otra parte, la cantidad limy,_,x, [@jk(81,82) an dx gf,-‘{l;t(xl,x,sl) gﬁgt(x%x, 52)],

que estd presente tanto en esta contribucién como en la de los banos, podemos simpli-
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ficarla para este caso ya que en la ultima seccion dimos la transformada de Laplace del

tensor de Green retardado para el problema de Lifshitz y sus propiedades analiticas.
Tomando en cuenta que para este problema las coordenadas paralelas pueden ser

transformadas Fourier como en (7.38), las integraciones sobre las coordenadas paralelas

x| podemos resolverlas facilmente, obteniendo:

/ dx Gl (x1,%, 51) Gy (%2, %, 82) = (7.50)

n

d . .
:/% QZQ.(XIH_XQ“) /Vn dz g}]i{bet(zl’z)stl) gf{i}et('z%zv _Q782)7

donde en el miembro derecho la integracion sobre V,, implica la integraciéon sobre cada

(="

semiespacio. Entonces, podemos escribir an dz = (-1)" [ ( °dz donde asociamos

nl
n = L (n = R) en el miembro izquierdo con n = 1 (n = 2) ;1 el miembro derecho de
esta igualdad.

Considerando (7.39) and (7.40), es claro que la restante integracién sobre z es so-
bre funciones exponenciales en el segundo argumento, que son facilmente resolubles, de

manera que obtenemos:

/ dx Gl (x1,%, 51) Gy (X2, %, 82) = (7.51)
:/ﬂ 1Q (%1 =2 ) Gher (21, (=1)"1/2,Q, 51) gﬁgt(@’(—l)"l/Q,—Q,Sz).
(8 (4 (51.Q) + 4 (52.Q))

Por lo tanto, a partir de (7.32), finalmente obtenemos para la evolucion temporal

completa de la contribuciéon a la presion de Casimir:

1 )‘% nMn Bp, dQ o1 +i00 dsq
P s\, > - T : h : .
DOFs (21, 5P, ;1) 87 2Q,, cot ( 2 > / (2m)? /al—z'oo 2wt

n=L,R

@ +100 d
X / ﬂ |: (S%GRet,n(Sl) - 1) (SgGRet,n(52) - ]-) (752)

9—ic0 271
e(s1ts2)(t1—t:)

d (51,Q) + 4 (2, Q))

+ QEL 3132GRet,n(51) GRet,n(52)] (

X lim @jk(Sl, 82) eiQ~(x1||—X2H) g%{it(zl’ (_1)nl/27 Q) 51)

X2—X1

X gll?{?et(z% (_1)nl/2’ _Q) 52)] 5
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donde dejamos claro el hecho de que la contribucién a la presiéon depende de la separacion

entre placas [.

Ahora, con el objetivo de determinar el comportamiento de tiempos largos de esta
expresion, tenemos que analizar las propiedades analiticas del integrando en términos de
las variables s; y sg simultdneamente. Para un dado n, es claro que todos los términos
no contribuirdn necesariamente. Teniendo en cuenta las propiedades analiticas de las
funciones de Green retardadas GRet,n ¥ €l tensor de Green retardado ?Ret (que se separa
en términos TE y TM) comentadas en la ultima seccién, por inspeccion vemos que los
tinicos polos de todo el integrando de dos variables de Laplace que resultan en un término
independiente del tiempo son los que se ubican en el origen para ambas variables. En otras
palabras y més especificamente, los términos con los polos ubicados en el origen de ambas
variables de Laplace (s = 0 = s3) que se asocian productos TM x TM resultantes de
gg;t(zl, (=1)"1/2,Q, s1) GRb (29, (—1)"1/2, —Q, s2) son los que aportan al estacionario.
Sin embargo, esto no es tan directo ya que estos productos estan multiplicados tanto
por [(s7 GRetn(s1) — 1) (3 GRetin(s2) — 1) 4+ Q2 5152 GRetn(51) GRetn(s2)] como por
©7%(s1, s9) que contienen factores lineales s1 y sy que pueden eventualmente evitar que
s1 = 06 s9 = 0 sean efectivamente polos en un dado término. En definitiva, dependiendo

de qué combinaciones consideremos, tendremos polos de primer ¢ segundo orden.

Como mencionamos anteriormente, los polos en el origen estan relacionados a los tér-
minos asociados a los vectores de polarizacion TM (7.46). Por lo tanto, a partir de (7.39)
and (7.40), podemos ver que el término TM x TM del producto Qg{’et(zl, (=1)"1/2,Q, 1)
GRb (29, (—1)"1/2,—Q, s2) contiene 1/s? y 1/s3 como factores.

Por ejemplo, los términos asociados a combinaciones que llevan s? GRet,n(s1) (o
$2 GRetn(s2)) cancelan los denominadores 1/s? (o 1/s3) y por lo tanto esos términos

no tendran polo en s; = 0 (s2 = 0). Dichos términos sélo contribuyen al transitorio.

Por otra parte, el término resultante de combinar los términos de [(3% GRet,n(51) — 1)
(5% GRetn(52) — 1) + Q2 5159 GRet,n(51) GRetn(s2)] que contienen (—1) dard polos de
primer orden para ambas variables de Laplace a través de su combinacién con el primer
término de ©7%(s1, s9) (asociado a la contribucion del campo eléctrico), y polos de segun-
do orden para ambas variables en la combinacion con el segundo término de ©7%(sy, s5)
(asociado a la contribuciéon del campo magnético).

Finalmente, el término Q2 s1so GRet,n(51) GRet.n(s2) solo presentara polos de primer
orden cuando se combina con el segundo término de ©7%(sy, s9) (la combinacion con el

primero no da polos en el origen).

De esta forma, la contribucién a la presion (7.52) podemos escribirla de manera
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resumida agrupando los términos segtn el orden de sus polos en 0 en ambas variables:

Ppors(z1,8p,,1) = (Términos con polos de segundo orden en 0)
+ (Términos con polos de primer orden en 0)

+ (Términos sin polos en 0). (7.53)

En primer lugar, es claro que el ultimo de los términos no tendra ninguna contribucion
al estacionario y que son términos participantes tnicamente de la evolucién transitoria.

En segundo lugar, es facil mostrar analiticamente que los polos de segundo orden en
0 resultan en términos divergentes o términos nulos en el limite de tiempos largos. Esto
se debe a que en el cédlculo de los residuos de los polos de segundo orden, es necesario
derivar el integrando respecto de la variable de Laplace en cuestion (ya sea s 0 s9 segin
el caso). Cabe senalar aqui que los residuos en cada término de estos pueden analizarse

de forma separada en cada variable y los integrandos tienen la forma e*(t—t) por una

funcion que depende de v/s2 4+ Q2 y \/en(s) s2 + Q2. Por ende, cuando se deriva por la
regla del producto, la derivada de la exponencial resulta en (¢; — ti)es(tl_ti) por la misma
funcién que luego de evaluar en s = 0, resultando en el mencionado término divergente
en el limite de tiempos largos (¢; — —o0). Estos términos entonces son descartados con

el objetivo de tener una contribucién finita. Por otro lado, cuando se deriva la funcion

de /52 + Q2 y \/en(s) s2 + Q2, dejando la exponencial sin derivar, la regla de la cadena
hace que los términos que aparecen estén multiplicados o por s/1/s2 + Q2 o por [eh,(s) s+
2e,,(8)]s/2/en(s) s + Q?, que al evaluarse en s = 0, resultan nulos.

En definitiva, los términos con polos de segundo orden en 0 tampoco contribuyen al
estacionario.

Por dltimo restan los términos con polos de primer orden en 0. Estos términos en
principio deben ser considerados segun el calculo matemético riguroso, sin embargo, en
el espacio de coordenadas espaciales y temporales, estdn asociados a derivar respecto del
tiempo alguna de las funciones de Heaviside O(¢ — ¢;) que se encuentran dentro de la
definicion de las funciones de Green retardadas o el mismo tensor de Green retardado
debido a su caracter causal. Mateméaticamente, derivar una funciéon de Heaviside, resulta
en una funciéon delta de Dirac y esto hace que lo restante en la expresion se evalte en
el argumento de la delta. Sin embargo, esto se debe que el comienzo de la interaccion es
subito. Fisicamente, esto es una aproximaciéon a que el inicio de la interacciéon ocurre en
un muy corto tiempo. Si en cambio, uno reemplazase la funcién de Heaviside por una

funcion suave que va de 0 a casi 1 en un tiempo finito y que se acerca asintoticamente a
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dicho valor, no tendriamos la evaluacién de lo restante en la expresion en el argumento, lo
que mantendria el comportamiento convergente de toda la expresion para tiempos largos.
En otras palabras, los polos de primer orden en 0 son resultado de derivadas funciones
de Heaviside que representan el encendido sibito de la interacciéon y que, por lo tanto,
no son fisicos. Por lo tanto, no tendran contribucién en los tiempos largos. Esto coincide
con como tomamos el limite para esta contribucién tanto en el capitulo 5 como en el
ultimo, donde las mismas contribuciones en el espacio coordenado las descartamos por
los mismos motivos.

Finalmente, probamos que para la contribuciéon a la presion de los grados de libertad

de polarizacion, tenemos que en el limite de tiempos largos (t; — —o0):

PDOFs(fEl,ﬁPn, l) — PB%FS(,BPH,Z) =0. (7.54)

7.4.2. Limite de Tiempos Largos de la Contribucién de los Banos

Una vez que mostramos que la contribuciéon de los grados de libertad de polarizacion
a la presion en el estado estacionario es nula, analizamos la correspondiente a los banos.

Retomamos la expresion general (7.33) para la contribucion de los bafios a la presion
en un escenario de cuerpos isétropos y homogéneos, considerando para el problema de
Lifshitz, al igual que en la seccion pasada, n = L, R.

Como pasa para la contribuciéon de los grados de libertad de polarizacion, la presion
en este caso también contiene la expresion an dx gg{l)et(xl,x, 1) gﬁit(x%x, s9). Enton-
ces, para el caso de dos semiespacios paralelos, podemos usar (7.52) para simplificar la

expresion de manera que la presion resulta:

| oo gy 4Q [ dsy (et ds,
P W) = —— A — Nn s o 3
B(ZL‘l,,BB, ) S Z 0,n /_Oo o (w)/ (271_)2/(1 27ri/a 2

n=L,R 1—100 2 —100
t1—1;
5152 e(sl+82)( 1=4) GRet,n(Sl) GRet,n(52)

(s1 + iw)(s2 — iw) (qﬁ”)(sl, Q)+ q,gn)(82, Q))

x  lim |:@jk(8]_,82) eiQ'(xl“_xQ”) gﬂit(zl,(—l)"l/Q,Q,sl)

X2—X1

(7.55)

X Gl (e, (<1)"1/2,-Qu52)]

A pesar de los cortes, como siempre, con el objetivo de determinar el comportamiento
de tiempos largos de esta contribucion, tenemos que considerar nuevamente las combina-

ciones de los polos en las variables de Laplace s y so de tal forma de obtener un término

Universidad de Buenos Aires 155 A. E. Rubio Loépez



Problema de Lifshitz

independiente del tiempo (anulando el exponente de e(s1+52)(ti—t) e ¢ calculo de los
residuos para cada variable).

Como primer paso, como en la contribucion de la seccidon pasada, tenemos que analizar
los polos en s; = 0 = sy provenientes de los términos TM x TM. Sin embargo, debido a
la presencia del factor s; s en el integrando, el tnico término de ©7%(s1, s9) que puede
tener una contribucion mediante este polo es el segundo AP™ P"Jemk g 9), (asociado
al campo magnético), dando polos de primer orden para ambas variables de Laplace.
Por otro lado, el primer término de ©7%(s1, s5) (asociado al campo eléctrico) contiene un
factor adicional s1 so que finalmente cancela los denominadores de los términos TM x TM
que proveen los polos en s; = 0 = s9, dando ningtun polo para dicho término.

No obstante, el célculo del polo implica la suma sobre los indices. Si hacemos en forma,
explicita todas las sumas de indices y las derivadas junto con el limite de coincidencia,
podemos ver que en realidad el numerador también se hace nulo para s; = 0 = so.
De manera que cuando se anula el denominador, también parece hacerlo el numerador.
Esto claramente es un limite indeterminado, pero al aplicar la regla de L’Hopital para su
resoluciéon, vemos que el limite da un valor finito. Esto significa que lo que suponiamos
que era un polo en s; = 0 = s9, en realidad no lo era ya que no diverge el integrando en
esos puntos. Por lo tanto, s; = 0 = s no son polos para estos términos. De forma tal
que no contribuyen al estado estacionario de la presién generada por los banos.

Por otra parte, ademés de los puntos s; = 0 = s9, por inspeccién es claro que esta
contribucién también presenta otra combinaciéon de polos en s; y sy tal que resulta en
un término independiente del tiempo. Debido al hecho de que el nucleo de ruido QBM
depende de la diferencia de los tiempos y por lo tanto podemos escribirlo en términos
de su transformada de Fourier, los denominadores (s +iw) y (s2 —iw) aparecen en esta
contribucién denotando la dindmica no amortiguada (o no disipativa) de los banos. Por
lo tanto, el polo en s; = —iw combinado con el polo en sy = iw resultan en un término
independiente del tiempo.

Considerando todo, la contribucién de tiempos largos de los banos a la presion de

Casimir podemos escribirla como:

oo

-1 T duw o— dQ GRet.n(—iw) GRet.n(iw)
P (Bpn,l) = — b —w?’N,, : :
5"(fon, 1) g /_ 2 (w)/ Cm? (8 (—iw, @) + ¢ (i, Q))

8 R
x lim [@Jk —iw, iw) X CNT) G (2 (~1)"1/2, Q, —iw)

X2—X1

n=L,

Xl (2, (<1)"1/2, Qi) . (7.56)
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Esto resulta ser la contribucion de los banos a la presién de Casimir en un contexto
general fuera del equilibrio. No obstante, podemos establecer una conexién importante
con trabajos previos al emplear sobre el resultado relaciones de fluctuacion-disipacion. Es
decir, planteando dicha relacion entre los nicleos de disipacion y ruido del QBM (D,, y N,
respectivamente), es decir, los nucleos generados por los bafnios en cada punto del espacio
que acttan sobre los grados de libertad de polarizacion. Por lo tanto, podemos escribir,
para las transformadas de Fourier de los ntcleos, la relaciéon de fluctuacion-disipacion:

/BBn

N, () _coth< w) Im D (w)] . (757)

donde D,,(w) es la transformada de Fourier del nicleo de disipacion del QBM.

A partir de la definicion del tensor de permitividad (6.51), podemos probar que, para
el presente caso, la transformada de Fourier de la funcién permitividad estd dada por
Zplw) = 1+ )\(2)7,1 GRetn(w), teniendo que Gretn(—w) = é*Ret,n(w) para garantizar la
realidad de la funcién de Green del QBM. Por otra parte, dado que la transformada de
Laplace de dicha funcién (6.52) se supone, por causalidad a partir de la secciéon 3.5, que
tiene polos con partes reales negativas, entonces se verifica que GRretn(—iw) = éRet’n(w)
y lo mismo pasa para los nicleos de disipacion del QBM D,,(—iw) = D,(w) (de hecho,
la conexion entre estas transformadas de Laplace y Fourier aplica a todas las funciones
causales que tome el valor cero para el valor nulo de su variable). Por lo tanto, podemos

facilmente escribir:

Imz,(w)] = Im[Dp(@)] [Gretn(w)|’
= Im [ﬁn(w)] GRet,n(—iw) GRet,n(iw). (7.58)

Entonces, introduciendo (7.57) en (7.56) y usando (7.58), obtenemos:

. B +00 g, Q w coth( w) Im 2, (w)]
Pg*(Ben,l) = _LR/_ / S )(ZW’Q)) (7.59)

% lim [@jk(—iw,z’w) eZQ(xlu—xZu) Gi¥ (21, (=1)"1/2,Q, —iw)

X2—X1

X g]l;{lét(227 (_1)”[/27 _Q7 ZOJ)] .

En este punto, podemos usar (7.52) nuevamente para volver a la integral espacial

teniendo s; = —iw y Ss2 = iw. Entonces, podemos, primero, emplear la propiedad de
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realidad del tensor de Green retardado en el dominio temporal para el ultimo de los
factores G, (x,x,iw) = G2 (x, %/, —iw), para luego continuar con la aplicacion de la
propiedad relacionada a que la transformada de Laplace de dicho tensor es un propagador
de Feynman g;‘;g't (x,x/, —iw) = g;{; (x',x, —iw). Finalmente, para ambas transformadas
de Laplace del tensor de Green retardado podemos usar la conexiéon entre dichas trans-
formadas y las de Fourier garantizada por el comportamiento causal, de manera de que

podemos escribir:

+00
P (BBn,l) = —% Z / (21—: w? coth (% w> Im &, (w)] (7.60)

n=L,R”

X X;i_rgq [@jk(w)/ dx ?ﬁet(xl,x,w) ?gﬁ(x, Xo,w) |,
el cual resulta ser exactamente el resultado obtenido en Ref.|28| como la presion total
para el problema de Casimir, y donde hemos puesto ©7%(w) = ©7%(—iw,iw) a partir de
su definicion.

De esta forma, probamos que la contribucién de los banos en el régimen de tiempos
largos da exactamente el resultado hallado en Ref.|28] para una situacion estacionaria del
problema de Lifshitz. Sin embargo, por medio de nuestro procedimiento, podemos ir un
paso mas alld y extender el resultado al caso de materiales anisétropos e inhomogéneos
ya que ambos polos imaginarios puros siempre estian presentes, como podemos ver de la
expresion general (7.31). La principal dificultad en la mayoria de estos casos, como men-
cionamos al comienzo de esta seccion, sigue siendo el hecho de calcular la transformada
de Laplace del tensor de Green retardado para un dado problema. De todos modos, de

forma general podemos escribir:

—1 [T dw

—w? 1lfm [@jk(w)/dx g9(x) g{éet(xl,x,w) coth (5}3,;: w)

P5°(PBx)

8T J_ o 27  xe—x1

x Im [Ey (w)] Gk (x, x2,w)], (7.61)

el cual es la generalizacion del resultado estacionario de Ref.[28] al caso de materiales
aniso6tropos e inhomogéneos.

Una vez calculada completamente la contribuciéon del material al estado estacionario
de la presion de Casimir, nos resta analizar la contribucién de las condiciones iniciales al

régimen de tiempos largos.
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7.4.3. Limite de Tiempos Largos de la Contribucién de Condiciones
Iniciales

Luego de determinar la contribucion del material (consistente de dos partes) a la
presion de Casimir, la contribucion restante es la asociada a las condiciones iniciales del
campo EM, es decir, a su dindmica efectiva y estado inicial.

Volviendo a (7.21), como ya mencionamos, cabe senalar que a diferencia de las otras
contribuciones, ésta no se simplifica formalmente si consideramos cuerpos isétropos y
homogéneos. De hecho, no depende directamente de las propiedades de los materiales y
los contornos como ocurre en el caso de la contribucién del material que si lo hace debido
a la presencia de los nucleos del material. La dependencia en los contornos y los materiales
estd codificada en el tensor de Green retardado pero no hay ninguna dependencia explicita
adicional.

No obstante, para el caso particular del problema de Lifshitz, si podemos transformar
Fourier en las coordenadas paralelas a través de (7.38) para luego integrar facilmente en

ellas, de manera de que obtenemos:

__ 1 dk bm _ KUK™ Bem a1tice g,
Pre(@1, ey 1) = — o 5o (@n)? (5 - )coth <T Wi /a R

k 1—100
o +1i00 ds
2 —t , ; ey - (%1 —
« . e(s1te)(t—t) (515 1 w2) lim | ©7F(sy, s9) eI Car—an)
Qg —ioco 271 X2—X1
1 ~jb / ik2' 1"~k " —iky 2"
x/dz Gl (21, 2 Kk, 51) €** /dz ORet (22,2, =k, 52) e~ "7 ], (7.62)

que es una simplificaciéon que claramente puede llevarse a cabo siempre que haya contor-
nos con superficies paralelas.

Es claro que escribir la contribucion implica calcular las integrales sobre 2’ y 2| las
cuales son sobre todo el eje (—oo, +00). Entonces, como el tensor de Green retardado viene
dado por (7.39)-(7.42) para cada region, la integracion se separa en cuatro integrales. Por

ejemplo, para la primera de las integrales tenemos:

—1/2
d / jb / k ikzzl _ / d / jb / k ’ik’zzl
z gRet(Zlaza ||781) € - z gRet(Z17Z7 ||751) €
—0o0
v o .
! ~] / ok I ] / ik
+/ 2’ Greypul21, 2, Ky, 51) €75 +/ dz" Gpeygo(21, 2, K|y 81) €77
—1/2 —1/2
“+oo
! ~jb / k2
+/l/ dz gf{et(zl,z,k”,sl) ez (7.63)
2
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donde el primero y ultimo término son las integraciones teniendo el punto fuente en la
placa, mientras que las otras dos son integraciones con puntos fuente dentro del espacio
vacio.

Como la transformada del tensor de Green retardado estd dada en términos de ex-
ponenciales, la integraciéon es inmediata, y su resultado podemos escribirlo de manera

compacta como:

" / ko _ 053 063 k.
/dz Qﬁet(zl,z ,k”,Sl) a— —T e'r=F
1

2
PP {Zqz (- —i-((—li)"_lz'k:z) [6’” (5" epp (=) 1) e e

n=1p=TE,TM

n— , " 1
X (e((_l) Yaatikz )z _ e(—az+(=1) Zkz)%) + e, ((_)n—l) Tg
n— 2 ((— Ly n L ((— nflz_ _1\n
X (eu,j ((_) 1) rh e ((=1)"z1-21) +eu (—)™) ol (-1 1—l+(—1) 21))
x (e(qz+(—1)”—1ikz)§ _ e—(qz+(—1)”_1ikz)é>]

e((_l)nikz_[(_l)n’i‘l}%)% tp’ n (n)
o n e(—1) qz le(”) (_)n—l e - (_)n—l
2qgn) <qgn) N (—1)”_1ikz) DM ,b ( ) < 122%} ( )

> e(—l)nqz(m—%) + e ((_)n) rét_n e(_l)n—lqz(m—é) e((—l)n_l)qu) }’ (7.64)

donde la primera linea del miembro derecho més el primer término entre corchetes
[ ] acompanando el denominador g, (qz + (—1)”_1ikz) corresponden a la integracion de
Qﬁbet pys Mmientras que el segundo es la integracion de gﬁl;t g v finalmente los términos

que acompanan el denominador q§”) (gﬁ”) + (—1)”_12'k:z) corresponden a las integracio-

nes de g{{’et en las regiones de las placas, teniendo n = 1 (n = 2) para la placa izquierda
(derecha).
Es claro que para obtener el resultado de la otra integral [ dz” gﬁ’e’}:(z% 2", =k, 52)

e—ikzz”

, tenemos que hacer los reemplazos z1 — 22, $1 = s2, j = k, b = m, k| — =k
y k, = —k, en (7.64).

Por lo tanto, estudiar la estructura analitica (polos y cortes) de los resultados de
ambas integrales nos da la evoluciéon transitoria y también el régimen estacionario de la
contribucién de condiciones iniciales a la presion de Casimir. No obstante, los cortes pre-
sentes en los integrandos pueden agruparse de a pares y las regiones donde los integrandos

en cada variable son multivaluados pueden reducirse a segmentos verticales en el plano
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complejo descritos por valores de parte real negativos o cero. De (7.64) podemos ver que
el segmento de parte real nula corresponde a la recta s =i Im(s) con Im(s) € (—k|, k),
aunque no aportan al estacionario, pero como veremos mas abajo es importante saber

que siempre es un region acotada.

Luego, como para las contribuciones del material, el punto clave para determinar el
régimen de tiempos largos de la presente contribucién es combinar los polos en ambas va-
riables de tal modo que e*1+52)(t1—%) 1 de dependencia temporal. Por lo tanto, debemos

tomar polos tal que uno sea el negativo del otro.

A primera vista, como ocurre para las otras contribuciones debido a la estructura ana-
litica del tensor de Green retardado, el polo en el origen para ambas variables claramente

satisface el requisito para obtener un término estacionario.

Ahora, para ver qué términos presentan este polo en el origen para ambas variables,
tenemos que considerar en este caso las combinaciones de los términos ©7%(sy,s9) y
(s182 + wi). Como pasaba anteriormente, los términos TM x TM en el producto de las
integrales espaciales en (7.62) son los que aportan los denominadores con la raices en
los origenes de cada variable de Laplace. Las posibles combinaciones entre ©7%(sq, s5)
y (s182 + wi), entonces, dan términos sin polos en el origen, y términos con polos de

primero y segundo orden para ambas variables en el origen.

Como pasaba para las contribuciones del material, los términos sin polos claramente
no contribuyen al calculo de los residuos, mientras que los términos con polos de segundo
orden en el origen resultan divergentes en el limite de tiempos largos (que son descartados)

o nulos (que no contribuyen) al derivar para el célculo del residuo.

Por otra parte, como también pasaba en los apartados pasados, los polos de primer
orden corresponden, en el dominio temporal, a derivar funciones de Heaviside que resultan
en funciones delta de Dirac. Esto se asocia al encendido abrupto de la interaccién y
entonces, estos términos no dan resultados fisicos si no mas bien son producto de la
matematica utilizada para describir el inicio de la interaccién. Por lo tanto, los polos de

primer orden tampoco contribuyen.

Es decir, el polo en el origen para ambas variables no aporta a la contribuciéon de

condiciones iniciales.

No obstante, en este caso, este polo no sera el tinico, ya que la integracion espacial so-
bre z proporciona dos polos adicionales que no aparecen en la contribuciéon del material y
que son aquellos que se encuentran directamente relacionados a los modos modificados de
los capitulos 3 y 5 pero en su versién electromagnética y en 341 dimensiones. En nuestro

caso, a partir de (7.64) es claro que la integracion sobre z resulta en denominadores adi-
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cionales ¢, + (—1)""lik, y q§"> + (=1)""lik, dependiendo si la integracion la realizamos

dentro del espacio vacio o en las regiones ocupadas por las placas respectivamente.

De hecho, para los términos asociados a integraciones sobre las regiones ocupadas por
las placas materiales, si miramos las raices proporcionadas por q§”) + (=1)"" ik, como
denominador, la presencia de &,(s) dentro de q,gn) hace que las raices obtenidas tengan
parte real negativa, en acuerdo con la propiedad de causalidad y el hecho de que el campo
disipa en el material en dichas regiones. Esto hace que, en el caso que estas raices ademas
sean polos del integrando (cuestion que puede no pasarnos como veremos mas abajo), al
calcular sus residuos asociados, la evolucion temporal serd de exponencial decreciente, de

manera que en el limite de tiempos largos, la contribuciéon de estos polos se desvanece.

Por otra parte, inmediatamente podemos ver que para los términos asociados a inte-
graciones sobre el espacio vacio, si miramos las raices proporcionadas por g, +(—1)""tik,
como denominador, obtenemos que s = +iwy son raices paran = 1y k, < 0 6 para
n =2y k, > 0, teniendo parte real nulas debido a la propagacion libre del campo en
esa regiéon. Esto muestra que s = *iwy son polos en el general de los casos ya que la
region multivaluada del integrando, como dijimos antes, es el segmento s = i Im(s) con
Im(s) € (=k|,k)), y estos polos siempre caen fuera de ese intervalo ya que siempre ocurre
que wg > k| para todo k. Estos polos son los que se asocian a los modos modificados del
campo en este caso EM, asi como pasaba para el campo escalar en el capitulo 3 a partir
de un formalismo de cuantizacién canodnica en el estacionario y el empleo de un ansatz

para esta contribucién, y como probamos en el capitulo 5 a través del formalismo CTP.

No obstante, hasta aqui lo que realmente mostramos es que s = +iwy son ceros del
denominador de ciertos términos, y también comentamos que en el caso general definen
la contribucién de condiciones iniciales en el estacionario. Ahora, en el presente caso del
problema de Lifshitz, la forma particular del tensor de Green retardado hace que s =
+iwy también sean raices del denominador en los mismos casos comentados (paran =1y
k. < 0oparan =2yk, > 0). Porlo tanto, los limites de los integrandos en cada variable
cuando la variable tiende a +iwy son indeterminaciones cero sobre cero. Aplicando la regla
de L’Hopital en el caso complejo para eliminar dichas indeterminaciones, vemos que el
resultado del limite es en cuestion finito. Esto significa que, para el problema de Lifshitz,
aunque s = +iwy son raices del denominador, no son polos ya que la funcién no diverge
en el limite. Por lo tanto, no hay residuos asociados en este caso y no existe contribucién

ni en el estacionario ni tampoco en el transitorio para s = +iwy.

En definitiva, considerando todo el analisis comentado, lo que estamos probando es

que para el problema de Lifshitz, la contribucién de condiciones iniciales a la presion de
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Casimir es nula en el estacionario (¢; — +00):

Pic(r1, Bem, 1) — PG (Bem, 1) = 0. (7.65)

7.4.4. Presion Total de Casimir Fuera del Equilibrio

Finalmente, luego del célculo de todas las contribuciones (7.54), (7.60) y (7.65), po-

demos escribir la presion de Casimir en el estacionario (¢; = —o0) como:

PCas(ml) — ngs - Pgo(/BB,na l), (766)

es decir, la contribucién del bano en el estacionario define la presion total de Casimir del
sistema compuesto.

Cabe senalar que lo que estamos demostrando finalmente como resultado es que, ha-
biendo resuelto el problema de Lifshitz desde un problema definido a condiciones iniciales
y logrado expresiones para las tres contribuciones a la presion total a todo tiempo (una
asociada a cada parte del sistema total), el estado estacionario (calculado a partir del
limite de tiempos largos t; — —o0) solo viene definido por la contribucion del bano,
que es la unica considerada en Ref.|28] mediante el enfoque a partir de ecuaciones de
Maxwell macroscopicas y la teoria de fuentes. De hecho, este tipo de enfoque es anélo-
go a un enfoque de electrodinamica estocastica (SED, ver Ref.[6]), donde se consideran
fuentes fluctuantes del campo EM y se resuelven las ecuaciones de Maxwell asumiendo
el estacionario y sin considerar de ningin modo las condiciones iniciales. Esto es claro a
partir del formalismo planteado ya que asume que las condiciones iniciales del problema,
cualesquiera hayan sido, desaparecen debido a la dindmica disipativa del campo EM. En
este caso, mostramos que a partir de un formalismo cuéntico de primeros principios y a
condiciones iniciales, el resultado en Ref.|28] se corresponde con el régimen estacionario
y las condiciones iniciales no aportan, tal como ocurria tanto para el campo escalar en el
capitulo 5 para los casos 0+ 1y n+ 1 con material homogéneo en todo el espacio, como
para el campo EM en el capitulo 6 en el caso 3 + 1 con material is6tropo y homogéneo
en todo el espacio, todos estudiados a partir del formalismo funcional CTP.

Sin embargo, si bien esto, a primera vista, luce absolutamente natural, cabe remarcar
que parece no corresponderse con los resultados obtenidos tanto en el capitulo 3 para el
caso escalar 1+ 1 de dos placas de espesor finito mediante un formalismo de cuantizacion
canodnica en el estacionario, como en el capitulo 5 también para el caso escalar 1+ 1 pero
para un contorno material delta de Dirac y analizado a partir del formalismo funcional

CTP. En ambos casos, demostramos que tanto la contribucién de los banos como la de
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condiciones iniciales aportan a la situacion estacionaria y, de hecho, ésta altima verifica
el ansatz de modos modificados del campo (3.23). Esto, anteriormente lo atribuimos al
hecho de la existencia de regiones en el problema donde el campo no disipa y entonces
fluctia libremente. Esta fluctuacion libre en las regiones sin disipacion hace que ondas
que se generan en dichas regiones y se propagan en las regiones materiales alcanzando

un estacionario en el limite de tiempos largos definan los modos modificados del campo.

Siguiendo este razonamiento, para el problema de Lifshitz este deberia ser el caso,
debido a la existencia del espacio vacio entre las placas, y entonces deberiamos tener
una contribuciéon de condiciones iniciales. Sin embargo, si recordamos el comportamiento
de las contribuciones para el limite de espesor infinito en la configuracion de placas de
espesor finito 1+ 1 para el campo escalar del capitulo 3, dadas en (3.41) y (3.42), vemos
que las densidades de energia de las dos contribuciones que tenemos en la region fuera
de las placas (que en el limite de espesor infinito desaparece), suman a la de campo libre.
Por otro lado, para las densidades de cada contribucién en la regiéon entre las placas,
tenemos que la asociada a las condiciones iniciales (que en ese momento llamamos de
vacio) se anula, mientras que la asociada a los banos (que en ese momento llamamos
de Langevin) es la que da la fuerza, en este caso, del problema de Lifshitz en 1 + 1y

equilibrio termodinamico.

Por lo tanto, en el caso de este apartado, que corresponde al problema de Lifshitz en
3 + 1 fuera del equilibrio, probamos que ocurre exactamente lo mismo. La contribucion
de condiciones iniciales se anula y la que da la fuerza es la de los banos inicamente. Con

lo cual, los resultados que aparentemente no se correspondian en realidad si lo hacen.

Mirado desde este punto y retrospectivamente, el cuadro completo de situaciones se
logra en forma acabada. Si bien inicialmente asociamos la aparicién de una contribucion
de condiciones iniciales a tiempos largos a la existencia de regiones donde el campo en
cuestion no disipa, ahora podemos concluir que dicha apariciéon realmente se relaciona
a la existencia de regiones de extension infinita donde el campo no disipa. Es decir,
fisicamente la situacion se aclara al tomar cuenta que en los casos que existe una region
extension infinita donde el campo disipa, las fluctuaciones libres en las regiones donde
no disipa se ven amortiguadas a tal punto de desvanecerse y anular la contribucion de
condiciones iniciales, como pasa en el problema de Lifshitz. De forma inversa, en los
casos donde no haya regiones infinitas donde el campo disipa y las regiones de libre
fluctuacion sean infinitas, podemos interpretar que la libre fluctuacién del campo se ve
atenuada en las regiones finitas donde disipa pero no lo desvanece completamente y, por

lo tanto, se forman los modos modificados. Como comentamos para este caso a modo
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de anticipo, pero ocurre realmente tanto para la delta de Dirac como para las placas de
espesor finito 1+ 1, estos modos se asocian a polos +iwy resultantes de las integraciones
espaciales sobre z, para el caso de que las coordenadas cartesianas sean las apropiadas
para describir el problema. En el problema de Lifshitz como dijimos, no obstante, +iwy
no son polos debido a que la forma particular del tensor de Green retardado hace que el

numerador también se anule para dichos valores, evitando los polos.
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Capitulo 8

Conclusiones

La motivacion principal de la presente Tesis fue avanzar en la discusion sobre la cuan-
tizacion de teorias de campos en presencia de contornos, cuestiéon de suma importancia
en los problemas de la Fisica de Casimir. Como dijimos al inicio de este trabajo, existe
ain una discusién abierta en torno a cémo definir un procedimiento de cuantizaciéon en
el estado estacionario que permita plantear consistentemente los diferentes escenarios en
los que el efecto Casimir tiene lugar. Lograr esto y definir asi un método vilido en un
contexto general y realista, que incorpore las distintas propiedades de los materiales de
una manera concreta y natural, es un tema aun en discusion. La inclusiéon de las propie-
dades de disipacion y ruido (junto con dispersion) asi como la temperatura en situaciones
estacionarias pero fuera del equilibrio es un desafio pendiente a fin de obtener resultados
para comparar con los experimentos.

En el presente trabajo presentamos una forma de abordar esta discusion y dar una
respuesta concreta, implementando el formalismo CTP para resolver la dindmica com-
pleta del campo en interaccién con materiales modelados microscopicamente. De esta
forma, fuimos capaces de deducir los estados estacionarios de diversas situaciones, en-
tendiendo cémo los estados estacionarios resultan de la evoluciéon dindmica transitoria.
Esto, primero, nos permitié comprender la fisica encerrada en estos sistemas, para luego
ganar intuicion y poder predictivo sobre potenciales situaciones de interés.

Para ello, en los primeros capitulos mostramos los resultados bésicos del efecto Ca-
simir en 1 + 1 dimensiones, tanto para conductores ideales como para materiales reales
modelados microscopicamente como particulas Brownianas. En ambos casos, hicimos
hincapié en el procedimiento de cuantizacién en el estado estacionario. Para el caso de
conductores ideales, mostramos que la cuantizacién es inmediata debido al hecho de que

los contornos carecen de dindmica interna ya que se introducen simplemente como con-
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diciones de Dirichlet para el campo. De hecho, aqui no hay separacién entre régimen
transitorio y estacionario debido a que éste siempre es un problema estacionario y el
calculo de la fuerza es muy simple. Muy por el contrario, para el caso de materiales
reales disipativos, el modelado microscopico de los contornos mediante grados de liber-
tad de polarizacion introduce una dindmica transitoria en el planteo del problema. Sin
embargo, el cilculo de la fuerza de Casimir siempre se realiza en el estado estacionario,
de forma tal que a dicho modelo lo cuantizamos implementando en el procedimiento al-
gunas aproximaciones y ansatz para las contribuciones de cada parte del sistema total,
pudiendo calcular la fuerza de Casimir entre placas de espesor finito como también de
espesor infinito (problema de Lifshitz) en el equilibrio. También realizamos un anélisis
del modelo fisico implementado a partir de las relaciones de Kramers-Kronig, mostrando
como nuestros modelos (dependientes de la densidad espectral elegida para el entorno y
su funcion de corte) resultan ser modelos fisicamente consistentes garantizando la propie-
dad de causalidad. Sin embargo, esto fue asumido sin demostracion alguna y el rol de la
llamada contribucién de vacio no estaba claro. Es mas, su extension directa a situaciones

fuera del equilibrio era dudosa.

Por todo esto, nos propusimos dar respuesta a estas cuestiones a partir de deducir los
estados estacionarios (ya sean en equilibrio o no) de la dinamica completa de un sistema
consistente en un campo cuantico (inicialmente libre) que comienza su interaccion a
un tiempo inicial dado con grados de libertad del material de los contornos o cuerpos
materiales. Es asi como, en el capitulo 4, introdujimos el formalismo CTP que permite
el estudio de la evolucion de valores de expectacion cudnticos. Mediante la introduccion
del concepto de accion de influencia de Feynman y Vernon, tratamos este campo dentro

del marco de sistemas cudnticos abiertos.

En el capitulo 5, implementamos completamente el formalismo CTP al caso de un
campo escalar. Logramos calcular la funcional generatriz del campo a partir de las su-
cesivas integraciones funcionales, primero sobre los grados de libertad del material en
un estado térmico arbitrario y luego sobre el campo en su limite de alta temperatura.
Logramos asi una expresion formal para el propagador de Hadamard en términos de la
funcion de Green retardada para el campo, y el nicleo de ruido generado por el mate-
rial, para dos tipos de modelos de acoplamiento entre el campo y el material (bilineal o
tipo corriente). En este punto, mostramos que el propagador de Hadamard presenta a
todo tiempo contribuciones de cada parte del sistema compuesto, es decir, una asociada
a los banos, otra asociada a los grados de libertad de polarizaciéon de las placas y otra

integramente relacionada al estado inicial del campo con su dindmica efectiva durante la
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interaccion. Con dicho propagador, mediante la técnica de division de puntos, logramos
escribir expresiones generales para todas las componentes del tensor de energia-impulso
del campo, el cual hereda la estructura de contribuciones del propagador. Finalmente en
este capitulo, analizamos diferentes escenarios fuera del equilibrio para distintas configu-
raciones del sistema compuesto. Para el campo escalar en 0+ 1 dimensiones recalculamos
la funcional generatriz prescindiendo del limite de alta temperatura del campo. En este
caso, a partir de las propiedades analiticas de las diferentes funciones de Green, probamos
que el estado estacionario esta definido inicamente por la contribucion del bafio sea cual
fuere el modelo de acoplamiento. Luego, para el caso de un campo en n + 1 dimensiones
interactuando con un material homogéneo en todo el espacio, probamos que cada modo
del campo tiene la misma dindmica que la del campo escalar en 0 + 1 dimensiones, de
forma tal que el estado estacionario también esta definido solamente por la contribuciéon
del bano para ambos modelos de acoplamiento. El tercer caso analizado correspondi6 a
un campo escalar en n + 1 dimensiones con contornos arbitrarios pero en el limite de
material no disipativo. En ese caso, mostramos que dicho limite corresponde a borrar la
dinamica asociada al material (lo que implica anular el nicleo de ruido del material) y
que s0lo es posible para el modelo de acoplamiento tipo corriente. De esta forma es que
el estado estacionario para dicho modelo de acoplamiento solamente resulta determinado
por la contribucién asociada al propio campo y su estado inicial, lo cual es fisicamente
esperable ya que la fuerza de Casimir existe entre contornos de material no disipativo.
Finalmente, estudiamos el caso de un contorno de material real. En este caso, elegimos
hacerlo para un campo escalar en 1+ 1 dimensiones tomando el contorno delta de Dirac
(representando una tnica placa de espesor infinitesimal). Calculamos la funcion de Green
retardada del campo en el espacio coordenado en términos de los polos directamente re-
lacionados a los modelos de material y acoplamiento elegidos. En este caso, probamos
que el estado estacionario esté definido tanto por la contribucion del bano (que toma
la forma usual) como por la del propio campo, que demostramos que es de la misma
forma que el ansatz considerado en el capitulo 3. Esto lo atribuimos a la existencia en el

problema de regiones donde el campo no disipa.

A fin de incrementar el grado de realismo, en el capitulo 6 extendimos el formalismo
CTP al caso de un campo EM. Para ello, fue necesario mostrar céomo realizar las inte-
graciones funcionales, primero sobre los grados de libertad del material y luego sobre un
campo vectorial de gauge. La primera de ellas nos permitié discutir el acoplamiento tipo
corriente para el caso de un campo vectorial incorporando la anisotropia a las posibles

propiedades del material, y como la invariancia de gauge esta contenida en la accion efec-

Universidad de Buenos Aires 169 A. E. Rubio Loépez



Conclusiones

tiva CTP para el campo EM. A continuaciéon, mostramos como implementar el método
de Faddeev-Popov para la integracion CTP sobre el campo, obteniendo una expresion
para la funcional generatriz en el gauge temporal. Con ésta obtuvimos la expresiéon pa-
ra el propagador de Hadamard del campo EM en el gauge temporal, el cual también
presentaba una estructura de tres contribuciones tal como en el caso escalar. Asimismo,
obtuvimos expresiones generales para la densidad de energia, el vector de Poynting y las
componentes del tensor de Maxwell para regiones de vacio en términos del propagador de
Hadamard. Finalmente, por un lado, estudiamos las ecuaciones de movimiento resultan-
tes en el gauge temporal, probando que la ecuaciéon para las componentes espaciales del
campo viene acompanada de una condicién residual que generaliza las implementadas en
trabajos previos. Por otro lado, resolvimos estas ecuaciones para el caso de un campo
EM en 3 4 1 dimensiones en presencia de un material is6tropo y homogéneo en todo el
espacio. En este caso, al igual que en el caso escalar, probamos que el estado estacionario

estd definido solamente por la contribucién del bafo.

Sin embargo, hasta aqui, no quedaba claro si la mera existencia de regiones donde
el campo no disipa es suficiente para que la contribucién asociada al estado inicial del
campo contribuya al estado estacionario del problema en cuestion, o si es que esto de-
pende de como es la region donde el campo no disipa. Para esto, el dltimo capitulo lo
dedicamos a estudiar el problema de Lifshitz para el campo EM. En este caso, a partir
de las propiedades analiticas del tensor de Green retardado y las funciones de Green
del material, probamos que nuevamente el estado estacionario viene determinado por la
contribucién del bano tnicamente y que, de hecho, reproduce exactamente la obtenida
en otros trabajos a partir de un enfoque basado en la teoria de fuentes. No obstante,
aunque probamos que en este caso la contribuciéon asociada al estado inicial del campo
se anula en el limite de tiempos largos, notamos que esto estd enteramente relacionado
a que en este problema la region donde el campo no disipa es de extension finita en una
de sus coordenadas, mientras que las regiones donde disipa son infinitas en esa misma
coordenada. Eso hace que, fisicamente, la disipaciéon en éstas tltimas gane por sobre la
region donde no disipa. Si fuese a la inversa, y la region de extension finita fuese donde
el campo disipa, mientras que las regiones donde el campo no disipa fuesen infinitas,
entonces la contribucion asociada al estado inicial del campo no se anularia en el limite

de tiempos largos.

Esto nos permitié6 completar el cuadro general de la dindmica de estos sistemas Yy,
como dijimos al comienzo de este capitulo, nos permite saber qué contribuciones son

necesarias de considerar en la cuantizacion de cada escenario en el estado estacionario.
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De esta forma, logramos definir reglas de cuantizacion en el estacionario para cualquier

tipo de situaciones con contornos reales, en el equilibrio o fuera de él.
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Apéndice A

Condiciones de Contorno y
Soluciones para la Contribucion de

Vacio

En el presente Apéndice, presentamos las soluciones explicitas de (3.24). Teniendo
en cuenta de que la configuracion analizada es de dos placas centradas de espesor d
separadas por una distancia a, el problema puede ser separado en cinco regiones: region
[conx < -5 —d,region [[ con —§ —d < x < —3,
IV con § <z < g+dyregion V con 5§+ d < z. En cada region, las soluciones vienen

region III con —5 < o < g, region

dadas por las soluciones de tipo scattering de ondas incidiendo desde cada lado de la

configuracion, obteniendo para k > 0 (ondas incidentes desde la izquierda):

fi(x) = €™ + Rpe™ ™, (A1)
() = Age’™ + Bre= ", (A2)
i (x) = Cre’™ + Dre™™, (A.3)
1V () = Epe™ + Fre ™", (A4)
Y (x) = Tpe™™. (A.5)

Los coeficientes pueden obtenerse imponiendo las condiciones de contorno de conti-

nuidad para los modos y sus derivadas en los puntos de interfaz, resultando:

(A.6)

, 2y pi2ka
Ry = e e <7° + > ,

(1 — r2eizka)
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a t(l + Tn'l"eiQka)

A, — o k5 gikng N2 T TnlC ) AT
k=E¢€ € to(1 — r2ei2ka)’ (A7)
e ipma L + rei?ke)
B, — o ik§ pikng "\n T7TC ) A8
k=¢€ € to(1 — r2ei2ka)’ (A8)
t
Cv = G 2ckay (4.9)
tretka
Dr= G agmray: (A.10)
t2 a . a ;
E, = me’kﬁe’kde_mfe_m"d, (All)
n
t*ry, kS ikd jikn% iknd
e ey TR e
n
12
T, = (A.13)

(1 — r2eiZka)’
mientras que para k < 0 (ondas incidentes desde la derecha) el orden de las soluciones
debe ser revertido y el indice de refraccion y los coeficientes conjugados. Los coeficientes

Tn(eiand_l t An eiknde—ikd d 1 ﬁ . t d ﬂ .y
r = W y = (n+1)2 (l—r%e”k”d) corresponden a loS coelicientes de refiexion y

transmision para una unica placa centrada de espesor d, mientras que 7, = Z—H vty =
f—fl son los correspondientes a una interfaz. Claramente los coeficientes Ry y T} pueden
interpretarse como los coeficientes de reflexion y transmision para toda la configuracion
de dos placas centradas de espesor d separadas por una distancia a. Sin embargo, debido a
que el material es absorbente, cabe remarcar el hecho de que |r|?+[t|? # 1y |Rg|?+|Tw|? #

1, a diferencia de lo que ocurre para materiales no disipativos.
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Apéndice B

Condiciones de Contorno y
Soluciones para la Contribucion de

Langevin

En este Apéndice presentamos las soluciones correspondientes a la contribucién de
Langevin del operador de campo ggL. Estas resultan de (3.20) tomando como fuente al
operador de fuerza estocastica. Por ende, considerando lo comentado en cuanto al tipo
de soluciones buscadas, para las regiones I, III y V mencionadas en el Apéndice A, la

ecuacion a resolver es:

2 o~ o~
%m(a;,k) + K¢ (z, k) =0, (B.1)

que resulta ser una ecuaciéon de ondas homogénea, mientras que para las regiones donde

hay material (regiones I y IV), la ecuacion a resolver es:

2

%@(x, k) + k2n2(k)or (z, k) = — Amne ik P

m (kg — k2 — iky(—ik)) Falk), (B2)

la cual resulta ser una ecuacion de ondas inhomogénea, es decir, en presencia de fuentes.

Debido a esto, las soluciones en las regiones II y IV presentan dos partes, ya que
ademas de la soluciones homogéneas, es necesario agregar las soluciones particulares. En
total, en cada region, teniendo en cuenta de que se buscan soluciones de tipo radiativas,

las soluciones se escriben en términos del operador de fuerza estocéstica, teniendo:

O (x, k) = Wi (ke (B.3)
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oLl (. k) = Uy (k)e™™ + Uy(k)e ™ + Ay (z, k)e™ ™ + Ay(x, k)e *ne, (B.4)
ST (3, k) = Wa(k)e™™ + Wa(k)e **, (B.5)

O (2, k) = Vi(k)e™® 4+ Va(k)e ™ 4+ B (x, k)™ 4 By(z, k)e ™", (B.6)
o (., k) = Wy(k)e™, (B.7)

donde cada uno de los coeficientes se escribe:

~ 1 [ 4 —
Ai(z, k) = —/ G(a', k)e * e dg, (B.8)
2n —d—%
~ 1 [ ——
Ap(w, k) = =~ . Gz, k)e* da! | (B.9)
i)
N 1 (% < I
Bi(xz, k) = %/ G, k)e =" dy! (B.10)
3
N 1 (%~ I
By(x, k) :_%/Z G2, k)e " qy!, (B.11)
2
4dmne ﬁ'z(k)

donde, por simplicidad, escribimos é(az, k) ==E CEE=T=m)
TR ikA(—
Los operadores-coeficientes W;(k), Uy(k) y Vi(k) se obtienen de imponer las condicio-

nes de contorno apropiadas al problema, resultando en:

/Wl(k) _ Qn(k)eiknde—ik(a-i-d) (_f( (1 i rrnema> 7 (Tn 4 T,ei2k:a) 1 Mitethdgik(a—nd)

+ f\?tmeikdeik(“"d)), (B.12)
Wg(k) = W(k) (I?rnei%"d + L+ Mree + ]Vrrneik(a”"d)) , (B.13)
/Wg(k) = W(k) (I?rrneik(a”"d) + Trethe + M + ]Vrnei%"d) , (B.14)
U, = :—”eik(”“)(%”)Wl, (B.15)

Uy = %eik(l—”ﬂ%”)Wl, (B.16)

Vi = ieik(l—")%(% + e Ry, (B.17)

Vo = ieik(”_l)% (rneik“ﬁ\/g + Wg), (B.18)

n
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—

Wy =

donde:

(k)

1.
weZkE

~ o (1 — r2ei2ka)’

con w =

(B.19)

(B.20)

(B.21)

(B.22)

(B.23)

(n+1) (1 — r2ei2knd)’

(B.24)

Cabe remarcar que dado que el operador de fuerza estocastica (3.8) depende lineal-

mente de los operadores de aniquilacién y creaciéon del bano, lo que estamos haciendo con

estas soluciones es escribir la contribucién al campo ¢y, en términos de dichos operadores

también.
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Apéndice C

Funcional de Wigner para el Campo

Escalar

Este apéndice lo dedicamos al calculo de la funcional de Wigner para el campo escalar
en un estado térmico arbitrario.

De acuerdo a Ref.[58], la funcional de Wigner para el campo puede ser definida como:

W [do(x), IIo(x), to] = /DSO(X)G_ide HO(X)“D(X)<¢0(X) + @‘%(to)‘%(x) - @>
(C.1)

Cabe senalar que a veces parece mas fécil calcular la funcional de Wigner en el
espacio de momentos. Sin embargo, no es tan facil. A pesar de que el campo ¢(x) es
real, su transformada de Fourier ¢(p) es compleja pero sus partes real e imaginaria
no son independientes, ya que para tener un campo real, debe ocurrir que ¢(—p) =
¢*(p). Como en Ref.[58], para la transformada de Fourier, trataremos las partes real e
imaginaria de ¢(p) como variables independientes, pero considerando p; € (0,+00) para
cada componente de momento en lugar de p; € (—oo,+00). De esta forma, la funcional

de Wigner en el espacio de momentos se define como:

_ 1
Wy [¢o(p), o /DSO ¢o( )+ o(p ‘% to ‘¢0 ~3 o(p )>
e~ Jo ™ dp [5(p) (p)+Ho(p) # (P)] (C.2)

donde las integraciones funcionales son sobre las componentes real e imaginaria de ¢(p)

[58]. El pasaje de (C.11) a (C.2) implica un jacobiano no trivial det [%EB], el cual
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Funcional de Wigner para el Campo Escalar

no depende de los campos ya que la transformacion de Fourier es un mapeo lineal vy,
consecuentemente, aparece meramente como un nuevo factor de normalizacién de la
funcional de Wigner.

Ahora, consideramos que el campo escalar estd inicialmente en un equilibrio termo-

dinamico. Por ende, su operador matriz densidad pg(to) viene dado por:

~ 1 37
Polto) = eI, (C.3)

donde Z es la funcién de particion asociada al hamiltoniano del campo inicial ﬁo, el cual

puede ser escrito como:

o= [ i ((p) ip) + 7 1(9) B(9) (€

que puede identificarse con el hamiltoniano de una suma de hamiltonianos de dos os-
ciladores armonicos para cada componente a un dado p. Por ende, tomando p como
una etiqueta para cada par de osciladores, podemos introducir un conjunto completo
de autoestados de energia de osciladores (isotropos) bidimensionales |n1,nsy), escribiendo
Eq.(C.2) como:

W¢[¢0(P),H0(P),to] = Z DSO(P)e_fo+°°dP[i(H3(P) (p)+TT0(p) ©*(P))+5s|p]

ni,n2

x(0(p) + o0} |m1,m2) (s, mlgu(p) ~ Se(p)). (C5)

Las autofunciones para osciladores armonicos (isotropos) bidimensionales vienen da-

dos por:

o? V2 — o (9242)
<<1>R,q>,(n1,n2> = (sommrmmy)  Hu (e @) Hoy (o @) o2 (0009 (0)

donde ®p s es la parte real 6 imaginaria del campo respectivamente, y H,, son los poli-

1/2
nomios de Hermite, siendo oo = (@) )
Reemplazando esto en la ultima expresion de la funcional de Wigner en el espacio de

momentos y usando la siguiente identidad para los polinomios de Hermite:

©© n 1 4azy74a2(r2+y2)

a Zazy—2a \T TY )
= Hy(z) Hy(y) = ——u —? :
) Haly) = e (7

n
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la cual vale para a < 1/2, condicion satisfecha en nuestro caso ya que a = 6_5¢‘p|/2;

encontrando que:

Wy [é0(p), o(p). to] = /Dgo(p) e dp(T15(p) #(p)+110(p) " (P)—i% ©*(p) (p))

% elo T dp(e” ¢5(p) do(p)+Bslpl)

m[4<1_66¢p) 95() do(p)—(1+¢ 4Pl & (p) w(p)]
X H 2/3¢\P|)
+oo a2 tan %‘P‘ oo a? co ¢\p\
. efo dp o t h( ) do(p /D fo dp th( )eo (P) ¢(p)
% e~ Jo" dp(T5(p) w(p)+Tlo(p) ©* (C.8)

donde en el coeficiente C' hemos incluido todos los términos que no son funcionales de
los campos y su momento.

Integrando trivial sobre las componentes real e imaginaria de ¢(p), llegamos a la
generalizacion tridimensional de la funcional de Wigner en el espacio de momentos de la

Ref.[58] para el caso unidimensional:

ﬁ@) [bo(p), o (p), to] = C e—% Jdp Ap, (Ip)[I(p) Mo(p)+IpI* ¢5(P) do(P)] (C.9)

donde la funcion de peso térmico viene dada por:

. P
Ag,(Ipl) = m tanh <5¢T|p|> . (C.10)

Esto es una funcion par del moédulo del momento, de manera que en (C.9) las integrales
sobre las componentes del momento son extendidas a todos los valores reales.

Finalmente, sabiendo la funcional de Wigner en el espacio de momentos, podemos
facilmente calcular la funcional de Wigner en el espacio de coordenadas escribiendo todas
las funciones del momento como transformadas de Fourier de la funcién en el espacio

coordenado. De esta forma, podemos escribir una extensién del resultado hallado en
Ref.[58]:

Wi [0(x), o (x), to] = C ¢~ B 1 [ dx' Hixx), (C.11)

donde C’ es la constante de normalizacion en el espacio de coordenadas y el integrando

‘H viene dado por:
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H(x,x") = 5 Ag,(x —x') [To(x) To(x') + Vo(x) - Vo (x')], (C.12)

N =

donde la funcién de peso térmico en el espacio de coordenadas se escribe:

Balx—x) = [ (ST")?, e~ %) K, (|p). (C.13)

Cabe senalar que, debido a la simetria de intercambio del integrando, la funcion de
peso térmico en el espacio de coordenadas debe ser simétrica, es decir, Ag, (x' —x) =
/
Ag, (x —x').
Es remarcable que aunque la expresion de la funcién de peso térmico en el espacio de
momentos no cambia formalmente con el nimero de dimensiones, estamos viendo, por

otro lado, que la funcién de peso térmico en el espacio de coordenadas si lo hace.
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Apéndice D

Transformada de Laplace de la
Funcion de Green Retardada para

una Placa Delta de Dirac

En este apéndice mostramos el calculo completo de la transformada de Laplace de
la funciéon de Green retardada para el caso de un contorno delta de Dirac, es decir,
mostramos como se obtiene el resultado (5.78).

Para ello, partimos de (5.77). Como mencionamos en la secciéon 5.5.4, como contorno
consideremos el caso de una tunica placa homogénea delta de Dirac ubicada en z; = 0
(z L, X son las coordenadas ortogonal y paralela al plato de un punto del espacio x),
la cual podemos describir por la distribucion de materia g(x) = d(x1 ). De esta forma,
(5.77) resulta:

V2GRet — 22 |1 — (—1)® 472 6(z, ) 22D éRet(z)] Gret = 0(x — X). (D.1)

Es claro que la ultima ecuacién presenta invariancia traslacional en las coordena-
das paralelas x|, de manera que la funcién de Green depende de x — xh. Por ende,

transformando Fourier en dichas coordenadas:

0 2 gRet
aa:i

— (22 + k) Gret + (=1)* 4m0AG 8(21) 2°* Gret(2) Gret = 6z —2'). (D.2)

donde k:” = |k||| y gRet = gRet($L7$lak||,Z)-
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Transformada de Laplace de la Funciéon de Green Retardada para una Placa Delta de Dirac

Cabe senalar que la ultima ecuacion resulta ser una ecuacién de Sturm-Liouville para
la funcion de Green, de forma tal que puede calcularse por la técnica descrita en Ref.[60],

donde es construida segin:

o5 (z<) (") (z>)
W) ’

gRet(zJ_7$/J_7k||7Z) = (DS)

donde x< () es la menor (mayor) entre x| y 2/, , W (z) = ) (x) dq;(;) = %;L) o) (1)
es el wronskiano (el cual tiene que ser una funcién constante) de las soluciones {®(5), d(F)},

que son dos soluciones homogéneas que satisfacen la ecuacion dada por:

9P

o7 (2% + k) @+ (—1)* 4mnA§ d(21) 2 Gret(2) @ = 0. (D.4)
1

y las condiciones de contorno en uno de los extremos del rango de valores, es decir, ®F
(@) satisface la condicion de contorno en el extremo izquierdo (derecho) del intervalo de
valores. En nuestro caso, esa condiciéon de contorno corresponde a tener ondas salientes
en la respectiva region que incluye el extremo.

La presencia de la funcion delta de Dirac en uno de los términos de la ecuacion hace
que, por un lado, separemos el problema en dos regiones, cada una con coordenada x|
positiva y negativa respectivamente. Por otro lado, resulta en una condicién de contorno
de salto de la derivada, que podemos obtener de la misma ecuaciéon de movimiento inte-
grando sobre un intervalo que contenga el cero del argumento de la delta, cuya longitud

luego se lleva a cero, obteniendo claramente que:

0P o0d

Oy |z =0+ Oy |z —0- (—1)™ 4mnA 2** Gret(2) (0), (D.5)

lo que complementa la condicién de contorno de continuidad de la solucién.
Por lo tanto, en cada regién, las soluciones son ondas planas que, luego de imponer

las condiciones de contorno, forman las soluciones buscadas segin:

224k x
I .
q)(L)(ng_) _ te 5 x| < 0 (DG)

224k — /224K x
e ™ +re e 0<uzy

—/22+k2 x 224k x

e ™ tre [ x, <0
— Z2+k2$

te V [ 0<uxy
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donde 7 y t son los coeficientes de reflexiéon y transmision de una tnica placa de este tipo

respectivamente, y vienen dados por:

5 Z2a ™ 1
r=—(—1)2mA\; ———= GRet(2)t , t= ,

2 _|_ k.2 20 —
o I (1 + (=1)™ 2mnA3 z22+k2 GRet(2)>
V Il
(D.8)

donde es claro que t = 1 + r. Cabe senalar que seguimos usando 7 y ¢ para los coefi-

cientes de una tnica placa pero es importante tener en cuenta que no coinciden con los
considerados en el capitulo 2, correspondientes a una tnica placa de espesor d.
Luego, la transformada de Laplace-Fourier de la funciéon de Green retardada para un

punto campo x; < 0 resulta:

)22k — /22 4Kz | NS T
e L(e "= +re I ;o <z <0

~ 1 _ 2./ 2./ 2

ORet = ——F—— e V kil +r e\/ZQJrk“xl e\/Z2+k““; z, <2 <0 (D.9)
2,/2%2 + kﬁ +

‘el /z2+kﬁ(zL—x/J_).

La version unidimensional del problema, es decir, el caso donde la tnica dimension

r) <0<a|.

de interés es la asociada a la coordenada perpendicular x|, que ahora llamaremos x.
Por lo tanto, para obtener los resultados de este caso, tenemos que descartar todo lo
relacionado a las dimensiones paralelas. Podemos hacer esto evaluando k) = 0 en todos
los resultados. Esto simplifica todas las expresiones y la transformada de Laplace de la

funcion de Green retardada (D.9) se escribe:

e (e7 41 27); ¥ <x<0

~ 1 / /

Gret(z,2, 2) = ~3; (e‘” +re*® ) e < <0 (D.10)
t e2l@—2), r<0<d

donde los coeficientes de reflexion y transmision ahora vienen dados por:

~ 1
r=—(=1)*2m\; 2 Grat(2) t , t= . (D.11)

(1 + (1)~ 27r17)\(2) z2a-1 éRet(z))

De esta forma, demostramos finalmente el resultado (5.78).
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Apéndice E

Calculo de la Contribucién Propia
del Campo para una Placa Delta de

Dirac

Este Apéndice lo dedicamos a los calculos complementarios del apartado 5.5.4.2 sobre
los nucleos de la contribuciéon propia del campo. Primero, mostramos los resultados de
las integraciones espaciales para cada uno de los nicleos y luego utilizamos el teorema

de residuos para simplificar las expresiones.

E.1. Integraciones Espaciales

En esta seccion, mostramos céomo a partir de las expresiones generales para los ni-
cleos A y B en el caso unidimensional llegamos, luego de las integraciones espaciales, al
resultado (5.83).

Independientemente de qué modelo de acoplamiento estamos considerando, para es-
tudiar el régimen de tiempos largos, los productos que involucran dos sumas sobre polos
son los que daran contribuciones estacionarias. Como primer caso, consideremos el co-

rrespondiente término del nicleo A para puntos campo x1 2 < 0:
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Calculo de la Contribucién Propia del Campo para una Placa Delta de Dirac

A(x1,29,t1,t2) = (Campo Libre) + (Cruzados) + O(zz1) O(=22) Z R; R
15, .

+o0o
x e%il@tti—to) ezl(xﬁt?_tO)/ dx [ezjr O(—x) O(x1 +x +t1 —to)

— 00

+ e T Ox) Oz —x +t — to)} [em O(—1) O(az + 2+ t2 — to)
+ e 7 O(x) O(xg —x +tg — to)]. (E.1)
Considerando que O(z) O(—z) = 0 y O(£x) O(xz) = O(+x), hay integrales que

desaparecen en la expresion. Entonces, haciendo una sustitucion x — —x en uno de los

dos términos, todas las integrales resultan ser la misma, de manera que obtenemos:

@(—xl)@(—l’g)

A(x1,x9,t1,t2) = (Campo Libre) + (Cruzados) + 53
@
+o0o
x ZRJ Ry e#i(@itti—to) ezl(“”z_to)/ dz FiH20T 9 (1)
Jil -
X @(33‘1 +x+ 14 —to) @(.’L‘Q + x4+ to —to). (EQ)

Considerando que O(z1 +xz+1t; —tg) O(za+x+ta—tg) = O(x1 —x2+1t1 —t2) O(x2+
x+ta —tg) + O(xg — 1 +to — t1) O(x1 + x + t1 — to), podemos calcular facilmente la
ultima integral:

O(—x1) O(—x2)
204

R] Rl Zj(r1+t1—t0) zl(r2+t2—t0)
— — t1 — 1 to — 1
X ]El &) [e e (@(ml xo +t1 —to) O(xe +ty —tg)

+ O(xe —x1+ta—t1) Ox; + 11 — to)) — O(z1 —xg + 11 —t2) O(za +t2 —tp)

A(x1,x9,t1,t2) = (Campo Libre) + (Cruzados) +

% ezj(r1—r2+t1—t2) — @(:L’2 — T+t — tl) @(Il’l + i1 — tO) ezl(acg—gc1+t2—t1)] . (ES)

Por otra parte, el nucleo BB presenta una estructura méas complicada ya que involucra
dos integraciones (una sobre x y otra sobre z’) y un nicleo adicional K (z—z") que acopla
las integraciones impidiendo su calculo por separado. Siguiendo la metodologia empleada
recientemente, nos concentramos en los términos que involucran dos sumas sobre polos.

Por ende, el nucleo B se escribe:
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O(—x1) O(—x2)
804

+o0o +o0o
X E zj 21 Ry Ry % (T1tti—to) ezl(xﬁt?_to)/ da:/ d' |z — 2|
il —00 —00

B(z1,x2,t1,t2) = (Campo Libre) + (Cruzados) — (E.4)

X [eW’ O(—a") O(xg + 7' + s —to) + e 4% O(r) O(xa — ' +ts — to)}
x [e%" O(—z) Oz +x +t1 —to) +e 77 O(z) Oz —x +t; —to)] .

La integracion sobre z’ pueden realizarse escribiendo |z — 2| = ©O(x — /) (z —
2') 4+ O(z' — x) (2’ — ). Trabajando la integral, obtenemos que el resultado puede ser
separado nuevamente en términos que contribuyen al transitorio y desaparecen en el
régimen de tiempos largos, y términos que dan un resultados estacionarios. De hecho,

podemos escribir la integral como:

+o0
/ de’ |z — 2| [ezl’” O(—2")O(zo + 2’ +ta —to) + e 7 O(2")O(xg — 2’ + 1o — to)}

—0o0

2
= Z_l2 [@(_x) @(IL’2 +x+iy — to) AT 4 @(x) @(xg oty — tO) e—zlac]

+ (Transitorios). (E.5)

Por lo tanto, el nacleo B lo escribimos:

B(xy,x9,t1,t2) = (Campo Libre) + (Cruzados) + (Transitorios) (E.6)
O(—w1) O(—=2) Zi R, R, e7i(@1tti=to) pz(w2+t2—to) /+Oo dr
418(;5 il 2l ! -0

X

(€97 ©(=2) Ox1 + 2 + 11— to) + ¢ O(x) O(z1 — x + 11 —to)]
% [6(=2) Oz + 7 +t2 —to) €7 +O(x) Olwa — + 1 — tg) € 7],

donde cabe senialar que la integral resultante es la misma que la que obtuvimos para el
nicleo A en (E.1).

Por ende, el resultado es el mismo y el niicleo lo podemos escribir como:
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B(x1,x9,t1,t2) = (Campo Libre) + (Cruzados) + (Transitorios)

@(—.’L‘l) @(—1‘2) Zj Rj Rl
- - ——1(0 - t1 —1t2) © to — &
2B ; z (2 + 21) K (1= @2 401 = f2) Blw + 12— o)

+ @($2 — a1y — tl) @(1.1 Tty — tO)) ez]'(z1+t1—to) ezl(:cz-i-tz—to)
— @(:L‘l —x9 + 11 — tg) @(332 +to — to) ezj(xl_x2+tl_t2)
— @(xg —x1 + 12 — tl) @(IL’l + 11 — to) 6zl(x2_x1+t2_t1) . (E7)

Esta ultima ecuacion junto con (E.3) resultan finalmente en el resultado (5.83).

E.2. Sumas Dobles Sobre Polos

En esta seccion mostramos como las sumas dobles sobre polos en los ultimos dos
términos de (5.83) pueden llevarse a una tnica suma, dando como resultado la expresion
(5.84).

Entonces, tomamos como punto de partida los dos tltimos términos de (5.83). Tome-
mos primero la suma sobre j para el ultimo de ellos. Considerando que todos los polos

son simples y que R; = Res [2, zj], escribimos:

;g;ﬁ ]—ZRe [HZl zj]. (E.8)

A partir de (5.79) y dado que Re(z;) < 0 para todos los polos z; (de manera que

(z1i=2)r
(z+2) 2

(independientemente de la direccion en el plano complejo), y su conjunto de polos esta

21+ zj # 0), podemos mostrar que la funcién compleja va a 0 cuando |z| — 400
dado por todos los polos z;, el polo —z (que depende del término de la suma sobre [
que estemos considerando) y el polo en 0 sé6lo en caso del modelo bilineal. Por lo tanto,
a través del teorema de residuos, para un circulo CE de radio R en el plano complejo

conteniendo todos los polos, cuando R — +o0o, tenemos:

O:/c ﬁ (Zl_z)zzzj:Res [(Zl_z)z,zj}—2r(—zl)+a—1, (E.9)

L2m (24 2) 2 (z4+2) 2

donde los ultimos dos términos son los resultados de calcular explicitamente los polos en
—z; yen 0.

Por ende, todo el término asociado a e#(#2=#1+2=11) |5 egeribimos:
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E.2. SUMAS DOBLES SOBRE POLOS

2\ By Ry extremanttety) R a(wa—ar+ta—t1)
-3 =S 2 (2r(—z) + 1 — a)enl@mtt-t) (g
Z( ) o Eljzl(m 2)+1-a)e (E.10)

Podemos hacer lo propio con el otro término (asociado a e (“"1_“’52”142)), al empezar
(2—2j)
(z+25)
excepcion de que el polo en z = 0 es simple para el modelo tipo corriente, mientras que

con la suma sobre [. El calculo es igual pero sobre la funciéon compleja

— y con la

es doble para el bilineal. Luego, finalmente tenemos:

Z <1 _ ﬁ) R] Rl ezj(wl—rg-i-tl—tg) _ ZR_] ZT(_ZJ) + 27‘”7)\%0[ + (1 - a)w2
— 2 ) (z+2) 7 zj w? 2T AG
x efi@1—zatti=ta) (E.11)

donde la diferencia en unidades entre los dos ultimos términos entre paréntesis se debe
al hecho de que la constante de acoplamiento A\g cambia sus unidades dependiendo del
modelo de acoplamiento.

Los dltimos términos en (E.10) y (E.11) involucran diferencias entre ambos modelos
de acoplamiento. Puede mostrarse que dichos términos son divergentes en el limite de
coincidencia, de manera que los descartamos a fin de lograr una expresion regularizada.

De esta manera, considerando todo, llegamos finalmente a (5.84).

Universidad de Buenos Aires 191 A. E. Rubio Loépez



Calculo de la Contribucién Propia del Campo para una Placa Delta de Dirac

A. E. Rubio Loépez 192 Tesis de Doctorado en Ciencias Fisicas



Bibliografia

[1] K. A.Milton, The Casimir Effect: Physical Manifestations of the Zero-Point Energy
(World Scientific, Singapore, 2001).

[2] S. Reynaud, A. Lambrecht, C. Genet and M. T. Jaekel, C. R. Acad. Sci. Paris IV-2,
1287 (2001).

3] K. A. Milton, J. Phys. A: Math. Gen. 37, R209 (2004).
[4] S. K. Lamoreaux, Rep. Prog. Phys. 68, 201 (2005).

[5] M. Bordag, G. L. Klimchitskaya, U. Mohideen, and V. M. Mostepanenko, Advances
i the Castmir Effect, Oxford University Press, Oxford, 2009.

[6] P. W. Milonni, The Quantum Vacuum: An Introduction to Quantum Electrodyna-

mics, Academic Press, San Diego, 1994.
[7] W. Greiner and J. Reinhardt, Field Quantization (Springer-Verlag, Berlin, 1996).

[8] N. D. Birrell and P. C. W. Davies, Quantum Fields in Curved Space, 2nd Edition
(Cambridge University Press, New York, USA, 1994).

[9] P. W. Atkins and R. S. Friedman, Molecular Quantum Mechanics, 3rd Edition
(Oxford University Press, New York, USA, 2005).

[10] H. Bruus and K. Flensberg, Many-Body Quantum Theory in Condensed Matter
Physics: An Introduction, Oxford University Press , New York, USA (2004).

[11] S. A. Fulling, Phys. Rev. D 7, 10, 2850 (1973).
[12] W. G. Unruh, Phys. Rev. D 14, 870-892 (1976).

[13] C.D. Fosco, F. C. Lombardo and F. D. Mazzitelli, Phys. Rev. D 84, 025011 (2011).

Universidad de Buenos Aires 193 A. E. Rubio Loépez



BIBLIOGRAFIA

[14]

[15]
[16]

[17]

[18]
[19]
[20]

[21]

[22]

[23]
[24]
[25]

[26]

[27]

28]

[29]

[30]

[31]

M. B. Farias, C. D. Fosco, F. C. Lombardo, F. D. Mazzitelli and A. E. Rubio Lopez,
submitted to Phys. Rev. D (Dec 2014).

H. B. G. Casimir, Proc. K. Ned. Akad. Wet. 51, 793 (1948).
E. M. Lifshitz, Sov. Phys. JETP 2, 73 (1956).

S. M. Rytov, Theory of Electrical Fluctuations and Thermal Radiation, Publishing
House, Academic of Sciences, USSR, 1953.

G. Barton, New J. Phys. 12, 113045 (2010).
T. G. Philbin, New J. Phys. 12, 123008 (2010).
F.S.S. Rosa, D. A. R. Dalvit and P. W. Milonni, Phys. Rev. A81, 033812 (2010).

[. E. Dzyaloshingkii, E. M. Lifshitz and L. P. Pitaevskii, 646; Adv. Phys. 10 165
(1961).

R. Esquivel-Sirvent, C. Villarreal, W.L. Moschéan and G.H. Cocoletzi, Phys. Status
Solidi B230, 409 (2002).

M. T. Jaekel and S. Reynaud, J. Phys. I 1, 1395 (1991).
A. Lambrecht, M. T. Jaekel and S. Reynaud, Phys. Lett. A 224, 188 (1997).
M. S. Tomas, Phys. Rev. A 66, 05103 (2002).

C. Ccappa Ttira, C. D. Fosco and F. D. Mazzitelli, arXiv:1107.2357 , submitted to
J. Phys. A.

C. D. Fosco, F. C. Lombardo and F. D. Mazzitelli, Phys. Lett. B 669, 371 (2008)
[arXiv:0807.3539 |[hep-th]].

M. Antezza, L. P. Pitaevskii, S. Stringari and V. B. Svetovoy, Phys. Rev. A 77,
022901 (2008).

B. Huttner and S. M. Barnett, Phys. Rev. A 46, 4306 (1992).

F. S.S. Rosa, D. A. R. Dalvit and P. W. Milonni, arXiv:0912.0279v1 and in Doing
Physics. A Festshcrift for Thomas Erber, ed. by P. W. Johnson, Illinois Institute
of Technology Press, Chicago, IL., 2010.

F.S.S. Rosa, D. A. R. Dalvit, and P. W. Milonni, Phys. Rev. A 84, 053813 (2011).

A. E. Rubio Loépez 194 Tesis de Doctorado en Ciencias Fisicas



BIBLIOGRAFIA

[32] D. Kupiszewska, Phys. Rev. A 46, 2286 (1992)
[33] R. Matloob, A. Keshavarz, and D. Sedighi, Phys. Rev. A 60, 3410 (1999).
[34] T. Gruner and D. G. Welsch, Phys. Rev. A 53, 1818 (1996).

[35] F. C. Lombardo, F. D. Mazzitelli, A. E. Rubio Lopez, Phys. Rev. A 84, 052517
(2011).

[36] E. A. Calzetta and B. L. Hu, Nonequilibrium Quantum Field Theory (Cambridge
University Press, Cambridge, 2008).

[37] A. E. Rubio Lopez and F. C. Lombardo, Phys. Rev. D 89, 105026 (2014).
[38] A. E. Rubio Lopez and F. C. Lombardo, accepted Euro Phys. Jour. C (Feb 2015).

[39] F. C. Lombardo, F. D. Mazzitelli, A. E. Rubio Lopez and G. J. Turiaci, in prepa-

ration.
[40] M. Bordag, U. Mohideen and V. M. Mostepanenko, Phys. Rep. 353, 1 (2001).

[41] H. P. Breuer and F. Petruccione, The theory of open quantum systems, Oxford
University Press, Clarendon Press, Oxford, UK (2006).

[42] S. Y. Buhmann and D. G. Welsch, Progress in Quantum Electronics 31, 51 (2007).

[43] J. L. Schiff, The Laplace Transform: Theory and Applications (Springer-Verlag,
New York, USA, 1999).

[44] D. Kupiszewska and J. Mostowski, Phys. Rev. A 41, 4636 (1990).
[45] J. D. Jackson, Classical Electrodynamics, Wiley, New York, 2nd Edition (1975).
[46] J. S. Schwinger, J. Math. Phys. 2, 407 (1961).

[47] L. V. Keldysh, Zh. Eksp. Teor. Fiz. 47 (1964) 1515 [Sov. Phys. JETP 20 (1965)
1018].

[48] F. C. Lombardo, Transicién Cudntico - Cldsica en Teoria de Campos, tesis doctoral,
1998.

[49] R.P. Feynman and A. R. Hibbs, Quantum Mechanics and Path Integrals, Emended
Edition, McGraw - Hill, New York, 2010.

Universidad de Buenos Aires 195 A. E. Rubio Loépez



BIBLIOGRAFIA

[50]
[51]
[52]
[53]
[54]
[53]
[56]
[57]
[58]

[59]

[60]

[61]

[62]
[63]
[64]
[65]

[66]

G. Bimonte, Phys. Rev. A 80, 042102 (2009).

K. c. Chou, Z. b. Su, B. 1. Hao and L. Yu, Phys. Rept. 118, 1 (1985).

R. D. Jordan, Phys. Rev. D 33, 444 (1986).

S. Weinberg, Phys. Rev. D 72, 043514 (2005).

E. A. Calzetta, A. Roura and E. Verdaguer, Physica 319A, 188-212 (2003).
A. O. Caldeira and A. J. Leggett, Physica 121A, 587-616 (1983).

B. L. Hu, J. P. Paz and Y. Zhang, Phys. Rev. D 45, 2843 (1992).

P. Ramond, Field Theory: A Modern Primer (Westview Press, 1990).

S. Mréwezynski and B. Miiller, Phys. Rev. D 50, 12, 7542-7552 (1994).

D. Arteaga Barriel, Particle Propagation in Non-trivial Backgrounds: A Quantum
Field Theory Approach, Phd. Thesis, arXiv:0707.3899 (2007).

R. E. Collins, Field Theory of Guided Waves, 2nd Edition (IEEE Press, New York,
USA, 1990).

L. H. Ryder, Quantum Field Theory, 2nd Edition (Cambridge University Press,
United Kingdom, 1996).

W. Pauli, Theory of Relativity, Pergamon Press, Bristol (1958).

R. O. Behunin and B. L. Hu, Phys. Rev. A 84, 012902 (2011).

C. Eberlein and D. Robaschik, Phys. Rev. D 73, 025009 (2006).

L. Knoll and U. Leonhardt, Jour. Mod. Opt. 39:6, 1253-1264 (1992).

A. Bechler, Jour. Mod. Opt. 46:5, 901-921 (1999).

A. E.

Rubio Loépez 196 Tesis de Doctorado en Ciencias Fisicas



	Portada
	Resumen
	Abstrat
	Agradecimientos
	Indice
	1. Introducción
	2. Efecto Casimir en conductores ideales
	3. Efecto Casimir en medios disipativos
	4. Formalismo de integrales de camino temporal cerrado
	5. CTP para el campo escalar en medios reales
	6. Eletrodinámica cuántica de medios inhomogéneos y anisótropos
	7. Problema de Lifshitz
	8. Conlcusiones
	Apéndice A: Condiciones de contorno y soluciones para la contribución de vacío
	Apéndice B: Condiciones de contorno y soluciones para la contribución de Langevin
	Apéndice C: Funcional de Wigner para el campo escalar
	Apéndice D: Transformada de Laplace de la función de Green retardada parauna placa delta de Dirac
	Apéndice E: Cálculo de la contribución propia del campo para una placa delta de Dirac
	Bibliografía

