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Resumen

El objetivo prin
ipal de esta Tesis está 
entrado en el estudio de las �u
tua
iones


uánti
as de va
ío y en parti
ular del efe
to Casimir para situa
iones fuera del equilibrio.

Para ello, en el presente trabajo se 
ombinan, bási
amente, dos métodos fun
ionales

de gran poder: por una parte, se utiliza el formalismo de integrales de 
amino temporal


errado (ó CTP de sus siglas en inglés) para el estudio de la evolu
ión temporal de valores

medios 
uánti
os; mientras que por otro lado, se in
orpora el formalismo de la fun
ional

de in�uen
ia de Feynman y Vernon 
omo herramienta fundamental para el tratamiento

de la dinámi
a de sistemas 
uánti
os abiertos.

En una primera parte, se analizó una de las posibles formas de abordar el efe
to Ca-

simir en medios disipativos en un régimen esta
ionario y de equilibrio térmi
o, mediante

un formalismo de 
uantiza
ión 
anóni
a en el estado esta
ionario. En este punto, dis
u-

timos los posibles modelos físi
os de permitividad de los medios materiales, 
one
tando

natural y ne
esariamente la teoría del movimiento Browniano 
uánti
o al problema de la

fuerza de Casimir 
on medios materiales reales.

Luego, y 
omo modelo más 
er
ano al que representa el interés de la tesis, planteamos

un problema de 
ondi
iones ini
iales para un 
ampo es
alar en intera

ión 
on grados

de libertad que representan a las prin
ipales propiedades de la materia. En este modelo,

obtuvimos el régimen esta
ionario 
omo el límite de tiempos largos, lo que nos llevó

a una formula
ión 
on
eptualmente 
orre
ta para la 
uantiza
ión 
anóni
a en el límite

esta
ionario.

Posteriormente, extendimos el enfoque al 
aso del 
ampo ele
tromagnéti
o. Logramos

resolver las di�
ultades propias que impone un 
ampo de gauge de tipo ve
torial al

momento de 
uantizar, y ganamos generalidad en los modelos de medios materiales al

poder representar materiales anisótropos (birrefringen
ia).

Finalmente, a partir del formalismo desarrollado y de los modelos planteados, estu-

diamos el 
aso del efe
to Casimir en su situa
ión más realista: 
onsideramos un 
ampo

ele
tromagnéti
o en intera

ión 
on materia en un 
ontexto fuera del equilibrio. Aborda-

mos el problema de dos pla
as paralelas semi-in�nitas (problema de Lifshitz) de forma


ompleta, estudiando al mismo tiempo varios de sus aspe
tos termodinámi
os. Obtuvimos

fórmulas analíti
as exa
tas, demostrando que el estado esta
ionario de di
ho es
enario

presenta dos 
ontribu
iones para la presión, una aso
iada a las 
ondi
iones ini
iales del


ampo y la otra aso
iada a los baños térmi
os que a
túan de entorno sobre el material

de las pla
as. Al mismo tiempo, la transferen
ia de 
alor (estudiada a través del ve
tor

de Poynting) presenta sólo una de las 
ontribu
iones, la aso
iada a los baños térmi
os.
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Physi
al Aspe
ts of the Non Equilibrium Casimir E�e
t

Abstra
t

The main obje
tive of this thesis is fo
used on the study of quantum va
uum �u
-

tuations, parti
ularly the Casimir e�e
t for non-equilibrium situations. Therefore, in this

work we basi
ally 
ombine two fun
tional methods of great power: on one hand, the 
lo-

sed time path formalism (CTP) to study the time evolution of the quantum expe
tation

values; and, on the other hand, the Feynman-Vernon in�uen
e fun
tional formalism as a

fundamental tool for the treatment of open quantum systems dynami
s.

Firstly, we have analyzed one of the possible approa
hes to the Casimir e�e
t in

dissipative media at a steady situation of thermal equilibrium by using a 
anoni
al quan-

tization formalism at steady states. At this point, we dis
ussed the possible physi
al

models of permittivity of the material, 
onne
ting naturally and ne
essarily the quan-

tum Brownian motion theory to the problem of the Casimir for
e with real material

boundaries.

Then, as a 
loser model to represent the interest of the thesis, we propose an initial


onditions problem for a s
alar �eld intera
ting with degrees of freedom representing the

main properties of matter. In this model, we obtained the steady state as the limit of long

times, whi
h led to a 
on
eptually 
orre
t formulation for the 
anoni
al quantization in

the stationary limit.

Subsequently, we extended the approa
h to the 
ase of the ele
tromagneti
 �eld. We

were able to deal with the di�
ulties that impose a gauge ve
tor-�eld at the moment

of quantization, and we gain generality in the models represented with a
hieving the

possibility of 
onsidering anisotropi
 material (birefringen
e).

Finally, from the formalism developed and the proposed models, we studied the 
ase

of the Casimir e�e
t in the most realisti
 situation: we 
onsidered an ele
tromagneti
 �eld

intera
ting with matter in a nonequilibrium 
ontext. We address the problem of two semi-

in�nite parallel plates (Lifshitz problem) 
ompletely, also studying its thermodynami


aspe
ts. We obtained exa
t analyti
al formulas, showing that the steady state of this

s
enario presents two 
ontributions to the pressure, one asso
iated to the initial 
onditions

of the �eld and the other one asso
iated with the thermal baths a
ting as environment

over the material of the plates. At the same time, heat transfer (studied through the

Poynting ve
tor) has only one 
ontribution, the one asso
iated to the thermal baths.

Keywords: non equilibrium quantum �eld theory - Casimir e�e
t - quantization - open

quantum systems
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Capítulo 1

Introdu

ión

En los últimos tiempos, la Físi
a se ha desarrollado de forma notable en numerosas

dire

iones, diferen
iando los aspe
tos de la Naturaleza en estudio, y delimitando los dis-

tintos 
ampos de investiga
ión que se observan en la a
tualidad. De he
ho, los paradigmas


ientí�
os han 
ambiado a una velo
idad vertiginosa, logrando 
one
tar 
ono
imientos

que, al pare
er, se en
ontraban 
ompletamente des
one
tados. Es así 
omo se pasó de

las teorías de Newton a la Relatividad Espe
ial de Einstein y la Me
áni
a Cuánti
a,

aumentando, en gran parte, el grado de abstra

ión y dando lugar a una nueva intui
ión

físi
a para entender la Naturaleza. Claramente, luego de 
onsiderarse a�anzadas en la


omunidad 
ientí�
a, se bus
ó 
ombinar estas dos teorías en una úni
a teoría. De esta

forma es que se arribó a la Teoría Cuánti
a de Campos (QFT, de sus siglas en inglés),

que sienta las bases para el tratamiento sistemáti
o de multipli
idad de problemas que,

siendo abordados de otra manera, no pueden ser expli
ados satisfa
toriamente.

Dentro de di
ha teoría, el área que usualmente ha sido dada en llamarse Físi
a de

Casimir (ó Casimir Physi
s en inglés)[1, 2, 3, 4, 5, 6℄, se rela
iona al estudio de las

�u
tua
iones 
uánti
as de va
ío en diferentes 
ontextos. En el mar
o de la Me
áni
a

Cuánti
a, la no
ión de va
ío 
ambia respe
to de la visión 
lási
a que de�ne al va
ío 
omo

una por
ión del espa
io sin 
ontenido alguno, y está más bien rela
ionada a una región

del espa
io donde tenemos la menor energía posible. Por lo tanto, dentro de un 
ontexto


uánti
o lo que llamamos va
ío del sistema está aso
iado a un estado 
uánti
o de�nido, en


onsonan
ia 
on este nuevo punto de vista. Es así 
omo, a partir de esta sutil de�ni
ión,

es que podemos esperar a priori que las diferentes magnitudes físi
as de interés en este

estado dependan fuertemente del 
ontexto en el 
ual se plantea un problema dado.

De esta forma, podemos imaginar fá
ilmente que, lo que llamamos va
ío para un


ampo 
uánti
o, puede depender fuertemente de si di
ho 
ampo está libre o en intera

ión

Universidad de Buenos Aires 15 A. E. Rubio López



Introdu

ión

[7℄, sobre un espa
io-tiempo 
urvo o no [8℄, o en presen
ia de 
ontornos o no [6℄. Y de

he
ho, estos son los 
asos.

Por ejemplo, 
on respe
to al primer par de situa
iones, no sólo para 
ampos sino

también para 
ualquier sistema 
uánti
o en general, podemos ver que el estado de más

baja energía (o estado fundamental) no es el mismo si el sistema tiene una dinámi
a libre

(es de
ir, sin intera

iones) o si se en
uentra intera
tuando 
on otro sistema o in
lusive


on autointera

iones. Esto se rela
iona 
on que, a grandes rasgos, podemos imaginar

que en el 
aso general la base de estados más apropiada para la des
rip
ión 
uánti
a no

es la misma ha
iendo que, en los 
asos donde existe un estado fundamental, 
laramente

pueda no ser el mismo en ambos 
asos. Numerosos ejemplos 
on
retos de esto pueden

verse tanto en la físi
a atómi
a 
omo en la mole
ular [9℄, 
omo así también en la materia


ondensada [10℄, donde los ele
trones, ya sea en sus orbitales (atómi
os o mole
ulares)

o en la red del material (
omo ele
trones de 
ondu

ión), son 
onsiderados sistemas


uánti
os que pueden, dependiendo de los aspe
tos en estudio y su modelado, presentar

en su dinámi
a intera

iones entre sí (
omo la intera

ión 
oulombiana) o in
luso entre

las diferentes propiedades de un mismo ele
trón (intera

ión spin-órbita).

Con respe
to al segundo par de situa
iones, la no
ión de va
ío es más 
ompleja y

diversa en este 
aso, si bien guarda alguna rela
ión 
on los otros dos pares de situa
iones.

Para el 
aso de un espa
io 
urvo, la no
ión de va
ío se halla inherentemente 
one
tada

a la de�ni
ión de partí
ula. En un esquema de 
uantiza
ión de un 
ampo 
uánti
o en

un espa
io-tiempo 
urvo general, no existe una forma unívo
a de de�nir un estado de

va
ío ya que esto está íntimamente rela
ionado a medir partí
ulas. Este aparentemente

he
ho trivial, en realidad, depende fuertemente del pro
eso de medi
ión y, en parti
ular,

del estado de movimiento del dispositivo de medi
ión en 
uestión. Esto ha
e que 
uanti-

zar, 
laramente dependa del sistema de 
oordenadas y, por ejemplo, ya en el 
aso de un

espa
io-tiempo plano (sin 
urvatura), un observador a
elerado mediría partí
ulas 
orres-

pondientes a un espe
tro térmi
o donde la temperatura se rela
iona a la a
elera
ión del

observador [11℄. Esto es el llamado efe
to Unruh [6, 12℄. En un 
ontexto general donde el

espa
io-tiempo sea realmente 
urvo, la de�ni
ión de va
ío también dependerá tanto del

estado de movimiento del dispositivo en 
uestión 
omo de la geometría del espa
io-tiempo

y, por lo tanto, 
laramente no será unívo
a.

El último par de situa
iones, se re�ere a la no
ión de va
ío 
omo dependiente de la

presen
ia de 
ontornos en el espa
io. Estos pueden estar estáti
os ó en movimiento, dando

este último 
aso lugar a los fenómenos denominados 
omo efe
to Casimir dinámi
o [13℄

o fri

ión 
uánti
a [14℄. En este trabajo nos referiremos a los problemas 
on 
ontornos
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estáti
os. En esta temáti
a, dos trabajos funda
ionales sentaron las bases de los 
on
eptos

teóri
os elementales que de�nen la físi
a de estas situa
iones. El primero de ellos, es
rito

por el propio Casimir en 1948 [15℄, demuestra la existen
ia de una fuerza atra
tiva entre

planos paralelos 
ondu
tores perfe
tos, que se es
ribe en términos de las �u
tua
iones

del 
ampo 
uánti
o en 
uestión en su estado de va
ío. En el 
aso que el material de las

pla
as sea ideal (
ondu
tor perfe
to), el problema 
orresponde al de un 
ampo 
uánti
o


on�nado en una región del espa
io sujeto a 
ondi
iones de 
ontorno en los extremos

de di
ha región. Di
ho 
ontexto provo
a que la energía del 
ampo en di
ha por
ión del

espa
io y la 
orrespondiente a la misma por
ión pero en ausen
ia de 
ontornos sean

distintas, lo que resulta en la existen
ia de la fuerza de Casimir. Esto se interpreta 
omo

que el va
ío en la situa
ión 
on 
ontornos es diferente al de la situa
ión sin 
ontornos.

Cabe remar
ar que, desde este mar
o, no queda 
laro 
ómo sería la situa
ión para el 
aso

donde el material que forma las pla
as no es ideal, sino más bien un material imperfe
to

y real. Di
ha situa
ión 
orresponde al segundo de los trabajos funda
ionales, es
rito por

Lifshitz 
asi diez años más tarde que el primero [16℄. En di
ho trabajo, Lifshitz 
al
ula la

fuerza entre dos semiespa
ios paralelos separados por una distan
ia dada. En este 
aso, el


ampo 
uánti
o no se en
uentra 
on�nado a una región, sino más bien que se en
uentra

en todo el espa
io debido al 
ará
ter no ideal de los materiales de las pla
as que permiten

la propaga
ión del 
ampo dentro de ellas. Más aún, el he
ho de que el 
ampo en el interior

de las pla
as sea diferente al del 
aso libre, resulta en que sus �u
tua
iones 
uánti
as en

el estado de va
ío en la región entre pla
as 
ambian respe
to del 
aso sin 
ontornos.

Sin embargo, para el planteo de este problema, a diferen
ia de lo que puede ha
erse

para el 
aso de 
ondu
tores perfe
tos, Lifshitz se basó para el 
ál
ulo 
uánti
o en un

formalismo general de ele
trodinámi
a esto
ásti
a 
lási
a estudiado por Rytov [17℄. Si

bien la fórmula general obtenida por Lifshitz a partir de este formalismo ma
ros
ópi
o

es válida para la situa
ión de equilibrio en 
uestión, 
omo se ha señalado en numerosos

trabajos, la 
onexión entre este enfoque y uno basado en un modelo 
ompletamente


uánti
o no es del todo 
lara. Es más, algunas dudas se han planteado en torno a la

apli
abilidad del resultado de Lifshitz a materiales 
on pérdidas [18, 19, 20℄. Al mismo

tiempo, si bien Lifshitz no se limitó a estudiar úni
amente las �u
tua
iones del 
ampo en

el estado de va
ío, sino que también extendió su formalismo a situa
iones de equilibrio

térmi
o para luego, unos años más tarde, lograr un mar
o de QFT en el equilibrio [21℄

(ver también para enfoques a problemas rela
ionados al respe
to Refs.[22, 23, 24, 25,

26, 27℄), 
abe remar
ar que situa
iones fuera del equilibrio aún 
are
en de una dis
usión

satisfa
toria y un mar
o teóri
o bien de�nido. La extensión inmediata del formalismo
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de Lifshitz para este tipo de situa
iones, que se basan en la teoría de fuentes, puede

en
ontrarse en Ref.[28℄. Sin embargo, di
ha extensión no queda 
laro que sirva para todas

las 
on�gura
iones posibles de materia y 
ontornos. De más está de
ir que esto resulta de

vital importan
ia al momento de 
omparar los resultados téóri
os 
on los experimentos.

No obstante, un planteo sobre un modelo 
ompletamente 
uánti
o requiere de un

enfoque mi
ros
ópi
o para los materiales, obteniendo sus propiedades de dispersión, di-

sipa
ión y absor
ión a partir de un 
onjunto de grados de libertad mi
ros
ópi
os en

intera

ión 
on el 
ampo. La in
lusión de estos grados de libertad 
uánti
os en el proble-

ma di�
ulta la 
uantiza
ión. Si bien la 
uantiza
ión 
anóni
a del 
ampo pudo lograrse

en el 
aso de material en todo el espa
io en una situa
ión de equilibrio [29℄, no existe un

pro
edimiento 
laro y de�nitivo para los problemas en el esta
ionario que in
luyen 
on-

tornos de material real. De he
ho, todos los pro
edimientos de 
uantiza
ión se plantean

una vez al
anzada la situa
ión esta
ionaria, la 
ual no se dedu
e de ninguna dinámi
a

transitoria (ver por ejemplo Refs.[30, 31, 32, 33, 34℄).

Es así que el objetivo prin
ipal del presente trabajo es dar respuesta a esto y lograr

dedu
ir las reglas bási
as para la 
uantiza
ión de la situa
ión esta
ionaria (de equilibrio o

no) en los diferentes 
ontextos de interés de la físi
a de Casimir. Para esto, re
urriremos a

té
ni
as 
ombinadas para la resolu
ión de problemas transitorios de sistemas 
ompuestos

que nos permitan obtener los estados esta
ionarios 
omo el límite de tiempos largos de

di
hos problemas.

En el 
apítulo 2, introdu
imos la teoría bási
a en torno al efe
to Casimir 
on 
ondu
-

tores perfe
tos. Aquí, prestamos espe
ial aten
ión a los aspe
tos formales y limita
iones

del pro
edimiento de 
uantiza
ión 
anóni
a de un 
ampo es
alar en di
hos es
enarios.

Luego mostramos 
ómo se obtiene el 
ono
ido resultado de Casimir para la fuerza en-

tre planos en el 
aso unidimensional (es de
ir, 1 + 1 dimensiones, una espa
ial y una

temporal).

En el 
apítulo 3 (
orrespondiente a los resultados obtenidos en Ref.[35℄), in
remen-

tamos el nivel de realismo en el estudio de la físi
a de Casimir al 
onsiderar 
ontornos

formados de materiales modelados por grados de libertad internos. Cal
ulamos la fuerza

de Casimir entre dos pla
as paralelas de espesor �nito en una situa
ión esta
ionaria de

equilibrio térmi
o, para un 
aso 1 + 1 también, de forma tal de poder 
omparar 
on la

situa
ión del 
apítulo previo. Para ello, implementamos un formalismo de 
uantiza
ión


anóni
a en el esta
ionario dentro del mar
o de la teoría de sistemas 
uánti
os abiertos.

Las pla
as, 
onsideradas un medio disipativo, son modeladas mediante un 
onjunto 
ontí-

nuo de os
iladores armóni
os que, al mismo tiempo, están a
oplados a entornos externos
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en equilibrio térmi
o. En este punto, mostramos que la intera

ión de Casimir presenta

dos 
ontribu
iones: una aso
iada al 
ampo de va
ío, que es la que también da la fuerza

en el 
aso ideal o sin disipa
ión; y otra llamada 
ontribu
ión de Langevin aso
iada al

ruido indu
ido por la intera

ión entre los grados de libertad de las pla
as y los entor-

nos térmi
os. Para �nalizar el 
apítulo, se estudiaron propiedades generales del modelo

de material empleado rela
ionadas a los requisitos matemáti
os a �n de garantizar la

propiedad de 
ausalidad y la 
onsisten
ia físi
a del modelo, íntimamente 
one
tadas a la

veri�
a
ión de las rela
iones de Kramers-Kronig.

El 
apítulo 4 lo dedi
amos a presentar los 
on
eptos bási
os del formalismo de inte-

grales de 
aminos que emplearemos en el resto del trabajo para resolver las evolu
iones

temporales de las fun
iones de 
orrela
ión 
uánti
as de interés físi
o [36℄. Es aquí donde,

por un lado, introdu
imos los 
on
eptos y metodologías fundamentales del formalismo de

integrales de 
amino temporal 
errado (CTP) para el estudio de valores de expe
ta
ión


uánti
os. Por otro lado, 
on el objetivo también de estudiar la dinámi
a de sistemas

abiertos, mostramos 
ómo, desde el formalismo de fun
ionales de in�uen
ia de Feynman

y Vernon, el mar
o de la teoría de sistemas 
uánti
os abiertos es in
luido.

En el 
apítulo 5 (
orrespondiente a Ref.[37℄) apli
amos el formalismo CTP, dentro del

mar
o de sistemas 
uánti
os abiertos, para estudiar la evolu
ión temporal de los valores

de expe
ta
ión del tensor de energía-momento para un 
ampo es
alar en presen
ia de

materiales reales. Analizamos las �u
tua
iones 
uánti
as (de Casimir) en un es
enario

fuera del equilibrio, 
uando el 
ampo es
alar intera
túa 
on grados de libertad de pola-

riza
ión de la materia presente, que son des
ritos 
omo partí
ulas Brownianas 
uánti
as

(os
iladores armóni
os a
oplados a un baño) en 
ada punto del espa
io. Además, realiza-

mos un análisis generalizado para dos tipos de a
oplamiento entre el 
ampo y los grados

de libertad de polariza
ión. Por un lado, 
onsideramos un a
oplamiento bilineal, y por

otro lado, un a
oplamiento tipo 
orriente en analogía al 
aso del 
ampo ele
tromagnéti
o

(EM) intera
tuando 
on materia. Estable
ido el modelo, 
al
ulamos la fun
ional genera-

triz CTP para el 
ampo, luego de 
al
ular las 
orrespondientes fun
ionales de in�uen
ia

en 
ada integra
ión. Consideramos para ello y por simpli
idad el límite de alta tempe-

ratura del 
ampo, manteniendo temperaturas arbitrarias de 
ada uno de los elementos

de volumen del material. También, logramos una forma 
errada para el propagador de

Hadamard, el 
ual es el que nos permite estudiar la evolu
ión dinámi
a de los valores

de expe
ta
ión de las 
omponentes del tensor de energía-momento a partir de un tiempo

ini
ial, 
uando las intera

iones 
omienzan. En este punto, mostramos que dos 
ontribu-


iones siempre tienen lugar en la evolu
ión transitoria: una aso
iada al material y otra
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aso
iada úni
amente al 
ampo. De esta forma, pudimos estudiar los aspe
tos transitorios

generales y dedu
ir el límite de tiempos largos en varios 
asos de interés. Probamos que

para un 
ampo en n+1 dimensiones, el material siempre 
ontribuye a menos que sea no

disipativo. Por el 
ontrario, primero, probamos que la 
ontribu
ión propia del 
ampo se

anula a tiempos largos a menos que el material sea no disipativo. Luego, para el 
aso del


ontorno disipativo tipo delta de Dira
 en 1+1 dimensiones, mostramos que di
ha 
ontri-

bu
ión tampo
o se anula en el régimen esta
ionario, resultando exa
tamente en la forma

empleada sin demostra
ión formal en el 
apítulo 3 para la llamada 
ontribu
ión de va
ío.

Es así 
omo en este 
apítulo vemos que a tiempos largos, más allá de la dimensionalidad

pero dependiendo de la 
on�gura
ión, el régimen esta
ionario puede venir de�nido por

más de una 
ontribu
ión. A �n de de�nir reglas para un esquema de 
uantiza
ión en el

esta
ionario, 
omprender esto resulta de vital importan
ia.

Siguiendo esta línea de razonamiento, el 
apítulo 6 (que 
orresponde a Ref.[38℄), lo

dedi
amos a extender el formalismo CTP para el 
aso del 
ampo EM, el 
ual no resulta

trivial debido tanto a la naturaleza ve
torial del 
ampo 
omo a la invarian
ia de gauge de

la teoría ele
tromagnéti
a. Por ende, en este 
apítulo, 
al
ulamos la fun
ional generatriz

CTP para el 
ampo EM intera
tuando 
on materia que posee tanto propiedades de inho-

mogeneidad (al igual que en el 
aso es
alar) 
omo de anisotropía (propias de este 
aso y

que no se podían in
luir en el 
aso es
alar). Para esto, primero 
al
ulamos una expresión

general para la a

ión de in�uen
ia del 
ampo EM a partir de su intera

ión 
on un

entorno 
ompuesto, 
onsistente en grados de libertad de polariza
ión tridimensional en


ada punto del espa
io, a temperaturas arbitrarias, 
one
tados a baños térmi
os. Enton-


es, evaluamos la fun
ional generatriz para el 
ampo EM en el gauge temporal mediante

la implementa
ión del pro
edimiento de Faddeev-Popov. Luego, mediante la té
ni
a de

división de puntos, 
al
ulamos formas 
erradas para la energía, el ve
tor de Poynting y

el tensor de Maxwell en términos del propagador de Hadamard. Mostramos que todas las


antidades tienen la misma estru
tura que en el 
aso es
alar, estando 
onformadas por


ontribu
iones tanto de las 
ondi
iones ini
iales del 
ampo 
omo también de los grados

de libertad de materia. A lo largo del 
apítulo también, dis
utimos y mostramos 
ómo

la invarian
ia de gauge debe ser tratada en el formalismo 
uando un 
ampo EM está

intera
tuando 
on materia anisótropa e inhomogénea. Para �nalizar, estudiamos la ele
-

trodinámi
a en el gauge temporal, obteniendo la e
ua
ión de 
ampo más una 
ondi
ión

residual. Luego, mostramos 
ómo este pro
edimiento en su límite de tiempos largos re-

produ
e los resultados 
ono
idos para el 
aso de un 
ampo EM en presen
ia de material

en todo el espa
io, permitiéndonos dis
utir en forma preliminar algunas impli
an
ias ge-
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nerales de nuestros resultados en rela
ión al 
aso es
alar analizado previamente y la físi
a

de Casimir en situa
iones fuera del equilibrio.

Una vez desarrollado el formalismo CTP para el 
ampo EM, en el 
apítulo 7 (
orres-

pondiente a Ref.[39℄) lo utilizamos dire
tamente para estudiar el problema de Lifshitz

men
ionado anteriormente en un es
enario fuera del equilibrio. Comenzamos mostrando

nuevamente las diferentes 
ontribu
iones a la presión de Casimir, 
on el agregado que

esta vez damos una forma 
errada en términos de la doble transformada de Lapla
e del

propagador de Hadamard. Vamos un paso más allá y 
al
ulamos por separado 
ada una

de estas 
ontribu
iones en los espa
ios 
omplejos de las variables de Lapla
e, logran-

do expresiones 
erradas para los 
asos generales (anisotropía e inhomogeneidad) a todo

tiempo, las que se simpli�
an parti
ularizando para el problema de Lifshitz. Luego, 
on-

tinuamos mediante el 
ál
ulo del tensor de Green retardado para este problema, dando

detalle de sus propiedades analíti
as. Para �nalizar, dedu
imos y 
al
ulamos el límite

de tiempos largos de 
ada una de las 
ontribu
iones, 
omo así también de la presión de

Casimir, logrando 
on
luir una imagen general de todos los problemas estudiados.

Por último, en el 
apítulo 8, resumimos nuestras 
on
lusiones, mientras que en los

apéndi
es se 
on
entran algunos 
ál
ulos 
omplementarios a los mostrados durante el

trabajo.

En todo el trabajo se utilizará un sistema de unidades donde ~ = c = kB = 1.
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Capítulo 2

Efe
to Casimir en Condu
tores

Ideales

En este 
apítulo se resume parte de los prin
ipales resultados del efe
to Casimir

vin
ulados a la problemáti
a que abordará la presente Tesis. En este sentido, este 
apítulo

está dedi
ado a mostrar 
ómo se obtiene el 
ono
ido resultado de la fuerza de Casimir

para el 
aso de 
ontornos ideales a través del pro
edimiento de 
uantiza
ión 
anóni
a

del 
ampo. La �nalidad es dar una breve introdu

ión a los 
on
eptos y pro
edimientos

bási
os empleados para estas situa
iones, ha
iendo hin
apié en el pro
eso de 
uantiza
ión

utilizado.

2.1. Cuantiza
ión del Campo Es
alar 
on Contornos

En esta se

ión se resume el pro
eso de 
uantiza
ión de un 
ampo es
alar, en prin
ipio,

masivo [7℄ empleado para el planteo del 
ál
ulo de la fuerza de Casimir.

En este 
ontexto, se trabajará en el interior de una 
avidad tridimensional de paredes

perfe
tamente 
ondu
toras.

Por un lado, debe tenerse presente primero la solu
ión 
lási
a del problema. La e
ua-


ión de movimiento para di
ho 
ampo dentro de la 
avidad 
orresponde a la e
ua
ión de

Klein - Gordon:

(�+m2)φ = 0. (2.1)

Considerando una 
avidad de volumen re
tangular y dimensiones Lx, Ly, Lz; 
on el

origen de 
oordenadas en uno de sus vérti
es y de paredes perfe
tamente 
ondu
toras,
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las 
ondi
iones de 
ontorno sobre el 
ampo son:

φ(0, y, z, t) = φ(x, 0, z, t) = φ(x, y, 0, t) = 0, (2.2)

φ(Lx, y, z, t) = φ(x,Ly, z, t) = φ(x, y, Lz , t) = 0, (2.3)

es de
ir, 
ondi
iones de 
ontorno tipo Diri
hlet.

Un 
onjunto ortonormal y 
ompleto de solu
iones de la e
ua
ión de movimiento (2.1)

que satisfa
en las 
ondi
iones de 
ontorno (2.2) y (2.3) está dado por [6℄:

un(x, t) =
1√
2ωn

√
23

LxLyLz
sin

(
nxπ

Lx
x

)
sin

(
nyπ

Ly
y

)
sin

(
nzπ

Lz
z

)
e−iωnt, (2.4)

donde

ωn =

√(
πnx
Lx

)2

+

(
πny
Ly

)2

+

(
πnz
Lz

)2

+m2, (2.5)


on nx, ny, nz enteros positivos.

La ortonormalidad y 
ompletitud de las solu
iones un está dada en rela
ión al pro-

du
to interno de Klein - Gordon, de�nido 
omo:

(ψ, ξ) = −i
∫

cavidad
d3x(ψξ̇∗ − ψ̇ξ∗), (2.6)

el 
ual tiene la propiedad de ser independiente del tiempo.

Ahora, para poder llevar a 
abo la 
uantiza
ión 
anóni
a de una teoría, debe ser

posible expresar la misma mediante un prin
ipio varia
ional. En el 
aso del 
ampo es
alar

masivo, esto se logra a partir de la densidad lagrangiana de 
ampo libre:

L =
1

2
∂µφ∂

µφ− m
2

2
φ2, (2.7)

la 
ual de�ne un momento 
anóni
amente 
onjugado dado por:

Π =
∂L
∂φ̇

= φ̇. (2.8)

De esta manera, la densidad hamiltoniana aso
iada resulta:

H = Πφ̇−L =
1

2

(
Π2 + (∇φ)2 +m2φ2

)
. (2.9)
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2.1. CUANTIZACIÓN DEL CAMPO ESCALAR CON CONTORNOS

Para 
on
retar la 
uantiza
ión, la pres
rip
ión 
anóni
a para 
uantizar la teoría im-

pli
a reemplazar el 
ampo 
lási
o φ y su momento 
onjugado Π por operadores en un

espa
io de Hilbert, los 
uales deben satisfa
er las rela
iones de 
onmuta
ión fundamen-

tales a tiempos iguales:

[φ̂(x, t); φ̂(x′, t)] = [Π̂(x, t); Π̂(x′, t)] = 0, (2.10)

[φ̂(x, t); Π̂(x′, t)] = iδ3(x− x′). (2.11)

De esta manera, en este 
aso, tenemos que los 
uantos del 
ampo satisfa
en la esta-

dísti
a de Bose - Einstein.

Teniendo en 
uenta la e
ua
ión (2.9), el operador hamiltoniano se es
ribe:

Ĥ =
1

2

∫
d3x

(
Π̂2 + (∇φ̂)2 +m2φ̂2

)
. (2.12)

Por lo tanto, la e
ua
ión de Heisenberg para el operador de 
ampo φ̂ resulta idénti
a

a la e
ua
ión para el 
ampo 
lási
o (2.1).

Desarrollando el operador de 
ampo en la base 
ompleta de solu
iones (2.4):

φ̂(x, t) =
∑

nx,ny,nz

(
ânun(x, t) + â†nu

∗
n(x, t)

)
, (2.13)

las rela
iones de 
onmuta
ión (2.10) y (2.11) para los 
ampos se tradu
en en las típi
as

rela
iones para los operadores de aniquila
ión y 
rea
ión (ân y â†n):

[ân; ân′ ] = [â†n; â
†
n′ ] = 0 , [ân; â

†
n′ ] = δnn′ . (2.14)

Estas rela
iones son las que permiten 
onstruir un espa
io de Fo
k de estados esta-


ionarios del sistema, a partir de la a

ión de ân y â†n sobre el estado fundamental del

mismo, de manera análoga a lo que o
urre para os
ilador armóni
o 
uánti
o. Esto quiere

de
ir que 
ada modo del 
ampo fun
iona 
omo un os
ilador armóni
o. Por ende, el estado

fundamental o estado de va
ío y los ex
itados se de�nen respe
tivamente 
omo:

ân|0〉 = 0 , |kn1
, kn2

, ...〉 =
∏

ni

(
â†ni

)ni

√
kni

!
|0〉, (2.15)

ya que la a

ión de los operadores de aniquila
ión y 
rea
ión sobre los elementos del

espa
io está dada por:
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ân|...kn...〉 =
√
kn|...(kn − 1)...〉 , â†n|...kn...〉 =

√
kn + 1|...(kn + 1)...〉. (2.16)

De esta forma, el estado general en (2.15) 
orresponde a un estado físi
o 
on kni

bosones de energías ωni
respe
tivamente.

Ahora, 
onsiderando el desarrollo del 
ampo en modos (2.13), el hamiltoniano en

términos del operador de 
ampo (2.12), junto 
on las rela
iones de 
onmuta
ión (2.14), el

hamiltoniano puede rees
ribirse en términos de los operadores de 
rea
ión y aniquila
ión:

Ĥ =
∑

n

ωn

(
â†nân +

1

2

)
. (2.17)

De aquí es 
laro que su valor de expe
ta
ión respe
to del estado va
ío (2.15), resulta

en una energía de punto 
ero divergente:

E0 = 〈0|Ĥ |0〉 =
∑

n

ωn

2
. (2.18)

Por ende, para que la teoría 
uánti
a esté bien de�nida, se requieren, además, métodos


apa
es de eliminar este tipo de divergen
ias. Esto se en
uentra rela
ionado a la no
ión

de que el estado fundamental de un sistema no intera
tuante debe tener energía nula.

Es de
ir, en el espa
io plano y libre de 
ontornos esta energía 
are
e de sentido. No

o
urre lo mismo en el 
aso de espa
ios 
urvos o planos 
on 
ontornos. Por lo tanto,


omo los observables físi
os involu
ran diferen
ias de energía, en general, se regularizan

las 
antidades en 
uestión rede�niendo la es
ala de energía, mediante la sustra

ión de

la men
ionada energía de punto 
ero ó mediante la introdu

ión del orden normal de

Wi
k (por el 
ual, los operadores de 
rea
ión deben ubi
arse a la izquierda de los de

aniquila
ión) 
omo parte de la pres
rip
ión de trabajo en la teoría.

Ambos pro
edimientos son equivalentes para eliminar la energía de va
ío divergente,

sin embargo, en la próxima se

ión se analizará un método de regulariza
ión que no siem-

pre lleva a un valor nulo para di
ha energía y que puede ser ver�
ado experimentalmente

en lo que se ha dado en llamar efe
to Casimir.

2.2. Fuerza de Casimir

En 1948, Casimir demostró que la men
ionada energía de punto 
ero no es úni
amente

un problema de la teoría de 
ampos 
omo pare
ía, sino que trae 
onsigo impli
an
ias

teóri
as que pueden ser veri�
adas experimentalmente. Más espe
í�
amente, lo que él
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mostró es que dos pla
as paralelas perfe
tamente 
ondu
toras des
argadas y en va
ío

sienten una fuerza atra
tiva [15℄.

Esto se debe a que dado que los 
ampos físi
os, en general, no se en
uentran libres

sino que están en presen
ia de 
ontornos (o satisfa
en 
iertas 
ondi
iones de 
ontorno),

los espe
tros de energía resultan ser distintos 
on respe
to al 
aso libre, y esto modi�
a

su energía de punto 
ero. El 
ambio dependerá en general de la distan
ia entre las pla
as

ha
iendo que energéti
amente sea más favorable que las pla
as estén más 
er
a. Por lo

tanto, resulta razonable de�nir la energía del estado de va
ío físi
o 
omo una diferen
ia

entre energías de punto 
ero. Es de
ir, dado un 
ontorno ∂Γ, se de�ne formalmente la

energía de Casimir 
omo:

EC[∂Γ] = E0[∂Γ]− E0[0], (2.19)

donde E0[∂Γ] y E0[0] 
orresponden a las energías de punto 
ero del 
ampo en presen
ia

del 
ontorno ∂Γ y en el 
aso libre respe
tivamente.

Cabe remar
ar que esta pres
rip
ión generaliza la 
omentada en la se

ión anterior

para asignar una energía nula al estado fundamental de un sistema no intera
tuante. Sin

embargo, en general, esta de�ni
ión debe a
ompañarse de un método de regulariza
ión

que permita de�nir 
orre
tamente las magnitudes (en prin
ipio divergentes) que están

siendo restadas.

Como la �nalidad de este 
apítulo es introdu
ir los 
on
eptos bási
os de la fuerza de

Casimir, ha
iendo hin
apié en el pro
edimiento de 
uantiza
ión, se 
omentará brevemente

el resultado para el 
aso de un 
ampo es
alar no masivo en 1 + 1 dimensiones (una

dimensión temporal y otra espa
ial) 
on 
ontornos perfe
tamente 
ondu
tores [40℄, es

de
ir, 
on�nado en un intervalo 0 < x < a 
on 
ondi
iones de 
ontorno tipo Diri
hlet.

Todos los resultados exhibidos en la se

ión anterior pueden apli
arse a este 
aso

reemplazando m = 0 e ignorando las dimensiones no 
onsideradas. Para esto último, se

debe reemplazar x por x, n por n en todas las expresiones, y ha
er Ly y Lz tender a

in�nito en la e
ua
ión (2.5), obteniendo los resultados del 
aso 1+1. Para los modos dados

en la expresión (2.4), sólo debe 
onsiderarse la dependen
ia en x, ajustando 
orre
tamente

el fa
tor de normaliza
ión al reemplazar 23 por 2. Las 
ondi
iones de 
ontorno (2.2) y

(2.3), por lo tanto, vienen dadas al reemplazar Lx por a e ignorar las dimensiones y y z.

Como se bus
a 
omparar la energía de va
ío 
on 
ontornos (0 < x < a) y la misma

en el 
aso libre (−∞ < x < +∞), éstas se 
al
ulan a partir del operador densidad de

energía, que viene dado por la 
omponente 00 del tensor de energía - momento de�nido


omo:
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T̂00(x, t) =
1

2

(
(∂0φ̂)

2 + (∂xφ̂)
2
)
. (2.20)

Teniendo en 
uenta el desarrollo en modos del 
ampo (2.13) y las rela
iones (2.14),

el valor de expe
ta
ión de (2.20) para el estado de va
ío (2.15) resulta:

e0[a] = 〈0|T̂00(x, t)|0〉 =
1

2a

+∞∑

n=0

ωn, (2.21)

que 
orresponde a la densidad de energía de va
ío y es independiente de la posi
ión. La

energía total de va
ío enton
es es la integral de esta 
antidad sobre todo el intervalo que

resulta en la multipli
a
ión de (2.21) por la longitud del intervalo a. Di
ho resultado es

una 
antidad divergente. Una manera de regularizarla es introdu
iendo una fun
ión de

amortiguamiento exponen
ial e−Λωn
en la suma, forzando la 
onvergen
ia de la expresión.

Luego de los 
ál
ulos, la regulariza
ión debe ser removida mediante el límite Λ→ 0. De

esta forma, 
onsiderando el límite de Λ pequeño, en total puede es
ribirse:

E0[a; Λ] =
a

2πΛ2
− π

24a
+O(Λ2), (2.22)

dis
riminando las partes singular y �nita de la expresión.

Para 
omparar este resultado 
on el 
orrespondiente para el 
aso libre debe tenerse

en 
uenta que, en lugar de los modos (2.4), se tienen solu
iones de ondas planas de

fre
uen
ias tanto positivas 
omo negativas, siendo las primeras:

uk(x, t) =
1√
4πωk

e−i(ωkt−kx), (2.23)


on ωk = |k|, donde −∞ < k < +∞.

La suma en el operador de 
ampo (2.13) es ahora una integral de medida dk/2π y

las rela
iones de 
onmuta
ión para los operadores de 
rea
ión y aniquila
ión 
ontienen

fun
iones delta de Dira
 δ(k − k′) en lugar de los símbolos de Krone
ker. En este 
aso

también puede de�nirse un estado de va
ío en analogía 
on (2.15).

Realizando 
ál
ulos idénti
os al 
aso anterior, se obtiene que la densidad de energía

de va
ío en el 
aso libre es divergente y está dada por:

eLibre0 = 〈0Libre|T̂Libre
00 (x, t)|0Libre〉 =

1

2π

∫ +∞

0
ωkdk. (2.24)

La energía enton
es que habría en el intervalo (0; a) en ausen
ia de 
ontornos viene

dada por la integra
ión de esta última expresión en todo el intervalo, la 
ual resulta
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ser una 
antidad divergente. Por ende, apelando nuevamente a una fun
ión de amorti-

guamiento exponen
ial a �n de forzar la 
onvergen
ia, esta vez dentro de la integral,

obtenemos:

ELibre
0 [a; Λ] =

a

2π

∫ +∞

0
ke−Λkdk =

a

2πΛ2
, (2.25)

que resulta ser la parte singular de (2.22), de forma tal que la energía de Casimir �nal-

mente se es
ribe:

EC[a] = LimΛ→0(E0[a; Λ]− ELibre
0 [a; Λ]) = − π

24a
. (2.26)

Cabe desta
ar que esta expresión de
re
e monótonamente a medida que los 
ontornos

se a
er
an. Esto quiere de
ir que energéti
amente los planos 
ondu
tores se ven favore-


idos a a
er
arse, siendo tal intera

ión la denominada fuerza de Casimir :

FC[a] = −
∂EC[a]

∂a
= − π

24a2
. (2.27)

Es 
laro que este resultado se ha obtenido 
omo si las pla
as 
ondu
toras fuesen

de espesor in�nito (es de
ir, o
upando 
ada una las regiones x < 0 y x > a). Sin

embargo, el mismo puede obtenerse suponiendo las pla
as de espesor �nito (para el


aso ele
tromagnéti
o, véase [6℄). La diferen
ia es que, en este 
aso, deben 
onsiderarse

tanto las diferen
ias de energías de punto 
ero entre las pla
as, 
omo así también las

diferen
ias fuera de ellas. Asimismo, sobre todo para el 
aso de pla
as de espesor �nito,

también puede obtenerse el resultado alternativamente a través de la diferen
ia entre las

presiones de radia
ión de va
ío en el interior y exterior de la 
on�gura
ión [6℄. Esto puede

interpretarse 
omo que las re�exiones del 
ampo (de va
ío) en las super�
ies externas de

la 
on�gura
ión de pla
as a
túan a
er
ándolas, mientras que las re�exiones en su interior

las empujan ha
ia afuera. En este 
aso, debido a las 
ondi
iones de 
ontorno, sólo 
iertas

fre
uen
ias están permitidas en el interior de la 
avidad, de manera que las re�exiones

afuera generan mayor presión que los re�exiones interiores, generando un efe
to neto de

atra

ión entre las pla
as.

En el 
aso unidimensional, la presión de radia
ión (
omponente xx del tensor de

energía - momento) 
oin
ide 
on la densidad de energía (
omponente 00), de manera que

la fuerza sobre una de las pla
as viene dada por:

FCasimir = 〈T̂ ext
00 〉 − 〈T̂ int

00 〉. (2.28)

Universidad de Buenos Aires 29 A. E. Rubio López



Efe
to Casimir en Condu
tores Ideales

De he
ho, esta última forma de 
ál
ulo será la más utilizada a lo largo de este trabajo,

por resultar válida también en situa
iones 
on temperatura.

Como último 
omentario, 
abe remar
ar que todo este enfoque presentado se extiende

sin mayores problemas al 
ampo EM eligiendo, por ejemplo, el gauge de Coulomb [6℄.

El 
aso de pla
as paralelas 
ondu
toras ideales 
on 
antidad de dimensiones espa
iales

mayor a uno no presenta aspe
tos muy diferentes respe
to al ejemplo presentado en el

presente 
apítulo, por lo que la simpli
idad permite ha
er hin
apié en los aspe
tos físi
os

fundamentales y los pro
edimientos teóri
os. De todas formas, más adelante en esta Tesis

el 
aso ele
tromagnéti
o será estudiado por separado debido a que 
uando los materiales

no son ideales, las propiedades de anisotropía se 
ombinan 
on la naturaleza ve
torial del


ampo EM.

Como último 
omentario, más allá del tipo de 
ampo 
onsiderado, es 
laro que el

efe
to Casimir se presenta 
omo íntimamente ligado a la naturaleza 
uánti
a del 
ampo,

que es des
rito por la dinámi
a de la e
ua
ión de ondas y el estado 
uánti
o 
onsiderado.

En el próximo 
apítulo se in
rementará el grado de di�
ultad 
omo así también de

realismo en el problema de Casimir y 
omentaremos los 
ál
ulos de la fuerza de Casimir

para el 
aso de pla
as de material disipativo.
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Capítulo 3

Efe
to Casimir en Medios

Disipativos

Este 
apítulo lo dedi
amos a presentar los resultados de la fuerza de Casimir para

una situa
ión más realista. Una vez introdu
idos los resultados del efe
to Casimir para


ondu
tores ideales, 
omentado el enfoque utilizado para ellos y motivados por las limita-


iones de estos 
ál
ulos para representar situa
iones más realistas de 
uerpos de material

real (no ideal), donde la disipa
ión y la absor
ión juegan un rol fundamental, mostrare-

mos una de las posibles maneras de obtener la fuerza de Casimir en di
hos 
ontextos.

Para esta parte también empleamos un método de 
uantiza
ión 
anóni
a, sólo que aho-

ra el 
ampo se presenta dentro de un mar
o de sistemas 
uánti
os abiertos, es de
ir, el


ampo es un sistema en intera

ión 
on otros grados de libertad 
uánti
os que modelan

la materia. En esta misma línea, así 
omo se 
al
ula la fuerza, también se presenta un

análisis detallado de las rela
iones de Kramers-Kronig en este tipo de modelos sumando

elementos para los 
apítulos siguientes.

3.1. Ante
edentes Preliminares y Motiva
ión

Dada la pre
isión al
anzada re
ientemente en la medi
ión de las fuerzas de Casimir

[1, 5℄, la implementa
ión de modelos realistas para la des
rip
ión de los 
uerpos materia-

les es un paso ineludible para la mejora de los 
ál
ulos de la energía de Casimir, ne
esaria

para su 
ompara
ión 
on los datos experimentales. Más aún, desde un punto de vista 
on-


eptual, los 
ál
ulos teóri
os para pla
as 
on propiedades ele
tromagnéti
as arbitrarias,

in
luyendo la absor
ión, es un problema aún sin resolver 
ompletamente [18, 19, 20℄.

Dado que los efe
tos disipativos signi�
an la posibilidad de inter
ambios de energía entre
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las diferentes partes del sistema total (que esta vez está 
onstituido por el 
ampo y el

material), la teoría de los sistemas 
uánti
os abiertos [41℄ se presenta 
omo el enfoque

natural para dilu
idar el rol que juega la disipa
ión en la físi
a del efe
to Casimir. De

he
ho, en este mar
o, la disipa
ión y el ruido se introdu
en en la teoría efe
tiva del grado

de libertad relevante (en este 
aso, el 
ampo) luego de integrar los grados de libertad de

los materiales, formados por grados de libertad de polariza
ión en intera

ión 
on otros

grados de libertad que 
onforman entornos.

En general, los materiales dielé
tri
os son no-lineales, inhomogeneos, dispersivos y

disipativos. Estos aspe
tos 
ompli
an la 
uantiza
ión del 
ampo 
uando se quiere to-

mar en 
uenta todo de manera simultánea. Claramente, existen diversos enfoques a este

problema. Por un lado, puede emplearse una des
rip
ión fenomenológi
a basada en las

propiedades ele
tromagnéti
as ma
ros
ópi
as de los materiales. La 
uantiza
ión puede

llevarse a 
abo tomando 
omo punto de partida las e
ua
iones de Maxwell para medios

materiales, balan
eándolas mediante la in
lusión de términos de ruidos a �n de tener en


uenta la absor
ión [42℄. En este 
aso, un esquema de 
uantiza
ión 
anóni
a no es posi-

ble a menos que se a
ople el 
ampo a un reservorio (véase [19℄), y se siga 
on el 
amino

usual para in
luir la disipa
ión en sistemas 
uánti
os simples. Otra posibilidad es la de


onstruir un modelo de primeros prin
ipios donde los materiales son des
ritos mediante

grados de libertad mi
ros
ópi
os a
oplados al 
ampo, representando la polariza
ión del

material en 
ada punto. En estos modelos, las pérdidas son in
orporadas al 
onsiderar

baños térmi
os a
tuando sobre 
ada grado de libertad mi
ros
ópi
o, permitiendo la ab-

sor
ión de energía. Existe una vasta bibliografía respe
to de la 
uantiza
ión de 
ampos en

dielé
tri
os. En 
uanto a los modelos mi
ros
ópi
os, la 
uantiza
ión 
anóni
a del 
ampo

EM en un medio dispersivo y absorbente fue llevada a 
abo por Huttner y Barnett (HB)

[29℄. En su modelo, el 
ampo EM es a
oplado a la materia (el 
ampo de polariza
ión),

y ésta a su vez se a
opla a reservorios que des
riben las pérdidas en el modelo. En es-

te 
ontexto de teoría de sistemas 
uánti
os abiertos, uno puede pensar al modelo HB


omo un sistema 
ompuesto donde los grados de libertad relevantes se separan en dos

subsistemas (el 
ampo EM y la materia), y a su vez los grados de libertad de materia

se hallan en 
onta
to 
on un entorno (los reservorios térmi
os). El a
ople indire
to entre

el 
ampo EM y los reservorios es el responsable de las pérdidas. Como 
omentaremos

más adelante, esto será nuestro punto de partida para 
omputar la fuerza de Casimir en


ontextos 
on materiales reales.

En 
uanto a la fuerza de Casimir, la 
élebre fórmula de Lifshitz [16℄ des
ribe las fuer-

zas entre dielé
tri
os en términos de sus propiedades ele
tromagnéti
as ma
ros
ópi
as.
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La dedu

ión original de esta fórmula general se basa en un enfoque ma
ros
ópi
o, par-

tiendo de las e
ua
iones de Maxwell esto
ásti
as y la veri�
a
ión por parte de los 
ampos

esto
ásti
os de 
iertas propiedades termodinámi
as. Como ha sido señalado en numerosos

trabajos, la 
onexión entre este enfoque y uno basado en un modelo 
uantizado 
omple-

tamente no está totalmente 
lara. Más aún, algunas dudas han sido planteadas en torno

a la apli
abilidad de la fórmula de Lifshitz para dielé
tri
os 
on pérdidas [18, 19, 20℄.

El primer 
ál
ulo de la fuerza de Casimir entre dos pla
as de material real usando un

enfoque mi
ros
ópi
o es, según nuestro 
ono
imiento, debido a Kupiszewska [32℄, quien

modeló los grados de libertad del dielé
tri
o (átomos) 
omo un 
onjunto 
ontinuo de

os
iladores armóni
os a
oplados a entornos a temperatura nula (T = 0), sobre los 
uales

los átomos podían disipar energía.

En este 
apítulo seguiremos un plan similar al de la Ref.[32℄, generalizándolo al 
onsi-

derar un sistema 
uánti
o abierto general bien de�nido. Cabe remar
ar que, en todos los


asos, los planteos en
ontrados en torno a la fuerza de Casimir son en base a propuestas

de 
uantiza
ión en el régimen esta
ionario (o in
lusive de equilibrio) del sistema 
om-

puesto de 
ampo más materia. Si bien en 
iertos 
ontextos, las argumenta
iones basadas

en propiedades termodinámi
as resultan 
ontundentes, no hay que dejar de lado que el

sistema en estudio sigue siendo un sistema de varias partes en intera

ión. Esto ha
e que

en prin
ipio, la 
uantiza
ión en el esta
ionario sea parte de las hipótesis y no resulta

derivada de alguna otra parte. Como veremos más adelante, en un es
enario fuera del

equilibrio, esto se torna más dramáti
o y una 
orre
ta dedu

ión del régimen esta
ionario

es ne
esaria. De todos modos, la �nalidad de este 
apítulo es presentar una manera de

obtener la fuerza de Casimir a partir de un modelo mi
ros
ópi
o para el material.

3.2. El Modelo y la Separa
ión de Contribu
iones

3.2.1. La Densidad Lagrangiana

Con el objetivo de in
luir efe
tos de disipa
ión y ruido en los 
ál
ulos de la fuerza

de Casimir, implementaremos la teoría de sistemas 
uánti
os abiertos, basándonos en el

ejemplo paradigmáti
o del movimiento Browniano 
uánti
o (QBM de sus siglas en inglés)

[41℄.

El modelo 
onsiste de un sistema 
ompuesto de dos partes: un 
ampo es
alar no

masivo y las pla
as dielé
tri
as que, al mismo tiempo, son des
ritas a través de sus

grados de libertad internos, 
onsistente en un 
ontinuo de os
iladores armóni
os. Ambos

subsistemas 
onforman un sistema 
ompuesto que está a
oplado a un segundo 
onjunto
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de os
iladores armóni
os en 
ada punto, que juegan el rol de un entorno externo ó baño

térmi
o. Por simpli
idad, seguiremos trabajando en 1 + 1 dimensiones. Sin embargo,

pretenderemos que nuestro modelo del 
ampo es
alar no masivo sea modelo de juguete

del 
ampo EM en intera

ión 
on materia ordinaria representada por el 
ontinuo de

os
iladores armóni
os.

Por lo tanto, debido a que queremos que nuestro modelo se aproxime lo más posible a

la intera

ión entre el 
ampo EM y la materia, el a
oplamiento entre el 
ampo es
alar y

el 
ontinuo de os
iladores de las pla
as será uno tipo 
orriente, donde el 
ampo se a
opla

a la velo
idad de los átomos (más adelante, para el 
aso fuera del equilibrio, veremos


ómo esta dis
usión se vuelve más sútil y deli
ada). La 
onstante de a
oplamiento en

este 
aso es la 
arga elé
tri
a e. También suponemos que no hay un a
oplamiento dire
to

entre el 
ampo y el baño térmi
o.

De esta forma, la densidad lagrangiana viene dada 
omo:

L = Lφ + LS + Lφ−S + LB + LS−B

=
1

2
∂µφ∂

µφ+ 4πη

(
1

2
mṙ2x(t)−

1

2
mω2

0r
2
x(t)

)
+ 4πηeφ(x, t)ṙx(t)

+ 4πη
∑

n

(
1

2
mnq̇

2
n,x(t)−

1

2
mnω

2
nq

2
n,x(t)

)
− 4πη

∑

n

λnqn,x(t)rx(t), (3.1)

donde está 
laro que tanto r 
omo qn llevan una etiqueta espa
ial debido a que en 
ada

punto del espa
io uno de los átomos del 
ontinuo intera
túa 
on un dado baño en el

mismo punto. En este modelo, hemos denotado por η a la densidad de átomos en 
ada

pla
a. Las 
onstantes λn son los a
oplamientos entre los átomos y los os
iladores de 
ada

baño. Cabe a
larar que está implí
ito que (3.1) representa la densidad lagrangiana dentro

de las pla
as, mientras que fuera de ellas la densidad está dada por la del 
ampo libre.

La 
on�gura
ión 
onsiderada en este 
aso es de dos pla
as de espesor d separadas de una

distan
ia a. Por 
omodidad, será útil 
onsiderar 
in
o regiones: región I 
on x < −a
2 − d,

región II 
on −a
2 −d < x < −a

2 , región III 
on −a
2 < x < a

2 , región IV 
on

a
2 < x < a

2 +d

y región V 
on

a
2 + d < x.

La 
uantiza
ión de la teoría es inmediata. Cabe remar
ar que el espa
io de Hilbert H

del modelo, donde la 
uantiza
ión se lleva a 
abo, no es solamente el espa
io de Hilbert

del 
ampo Hφ (
omo se 
onsidera en otros trabajos donde el 
ampo es el úni
o grado de

libertad relevante), sino que además in
luye los espa
ios de Hilbert de los átomos HS y de

los os
iladores de los baños HB, de tal manera que H = Hφ⊗HS⊗HB. Consideraremos

que, 
omo mu
has ve
es se ha
e en el 
ontexto del QBM, tomando t = 0 
omo el tiempo
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ini
ial en este 
aso, para t < 0 las tres partes del sistema total se hayan des
orrela
ionadas

y sin intera

ión entre ellas. De esta manera, las 
ondi
iones ini
iales para los operadores

φ̂, r̂ están dadas en términos de operadores a
tuando en la respe
tiva parte del espa
io

de Hilbert H. Las intera

iones serán las que hagan que los operadores ini
ialmente en


ada parte, se vuelvan operadores a
tuantes en el espa
io de Hilbert total. Por otro lado,

dada la des
orrela
ión ini
ial, la matriz densidad ini
ial del sistema total es de la forma:

ρ̂(0) = ρ̂φ(0)⊗ ρ̂S(0) ⊗ ρ̂B. (3.2)

Para esta parte, 
omo estamos interesados en una 
uantiza
ión en el estado esta-


ionario del sistema total intera
tuante, asumiremos que los estados ini
iales son, en

parti
ular, de equilibrio a temperatura T = 1/β para 
ada una de las partes. Cada una

de las matri
es densidad enton
es es una de tipo térmi
o.

Vale a
larar que estos últimos puntos son hipótesis no triviales ya que la no 
orrela-


ión y no intera

ión de las partes en los tiempos previos al ini
ial introdu
e la posibilidad

de elegir arbitrariamente estos estados ini
iales. Sin embargo, dado que en este enfoque

no se dedu
e el esta
ionario del problema sino más bien se propone, esta hipótesis nos

ayudará a �n de dar 
on resultados 
ono
idos. El he
ho de que las e
ua
iones de Hei-

senberg sean e
ua
iones a 
ondi
ión ini
ial ha
e que los métodos de 
uantiza
ión en el

esta
ionario requieran 
ierto grado de arbitrariedad en sus hipótesis a �n de reprodu
ir

resultados 
ono
idos. Toda esta problemáti
a, sin embargo, será estudiada y resuelta en


ierta medida en los 
apítulos siguientes.

3.2.2. E
ua
iones de Heisenberg y Contribu
iones

A partir de la densidad lagrangiana (3.1), pueden derivarse las e
ua
iones de movi-

miento que, en este 
aso, también 
oin
iden 
on las e
ua
iones de Heisenberg para los

diferentes operadores:

p̂n,x = mn
˙̂qn,x , ˙̂pn,x = −mnω

2
nq̂n,x + λnr̂x, (3.3)

p̂x = m ˙̂rx+ eφ̂ , ˙̂px = −mω2
0r̂x +

∑

n

λnq̂n,x, (3.4)

�φ̂ = 4πηe ˙̂rx, (3.5)

donde los operadores p̂ y p̂n son los operadores momento 
anóni
amente 
onjugados

aso
iados a los operadores r̂ y q̂n respe
tivamente.
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Sustituyendo la primera de las e
ua
iones de (3.3) dentro de la segunda, puede obte-

nerse una e
ua
ión para los operadores q̂n donde r̂ apare
e 
omo fuente. Una vez obtenida

la solu
ión general de di
ha e
ua
ión inhomogénea, puede reemplazarse en la segunda de

(3.4), obteniendo una e
ua
ión efe
tiva de tipo Langevin para los grados de libertad de

las pla
as:

˙̂px = −mω2
0 r̂x −m

d

dt

∫ t

0
dτγ(t− τ)r̂x(τ) + F̂x(t), (3.6)

donde el nú
leo de amortiguamiento γ y el operador de fuerza esto
ásti
a F̂ son los

mismos que los de�nidos en la teoría del QBM (véase [41℄ para una 
ompleta y general

des
rip
ión), y vienen dados por:

γ(t) =
2

m

∫ +∞

0
dω
J(ω)

ω
cos(ωt), (3.7)

F̂ (t) =
∑

n

λn√
2mnωn

(
e−iωntb̂n + eiωntb̂†n

)
. (3.8)

Cabe remar
ar que b̂n y b̂†n son los operadores de aniquila
ión y 
rea
ión aso
iados a q̂n

respe
tivamente, mientras que J(ω) es la densidad espe
tral que 
ara
teriza los entornos.

Esta fun
ión da el número de os
iladores en 
ada fre
uen
ia dados 
iertos valores de las


onstantes de a
oplamiento λn:

J(ω) =
∑

n

λ2n
2mnωn

δ (ω − ωn) . (3.9)

Usualmente se introdu
e una distribu
ión 
ontinua de modos del baño, reemplazando

la densidad espe
tral por una fun
ión suave de la fre
uen
ia ω. Diferentes fun
iones

des
ribirán diferentes tipos de entornos. Asimismo, físi
amente, el baño térmi
o tiene un

número �nito de os
iladores en un 
ierto rango de fre
uen
ias. Por ende, una fun
ión

de 
orte debe introdu
irse, la 
ual impone una es
ala 
ara
terísti
a de fre
uen
ias Λ. De

esta forma, la densidad espe
tral toma la forma:

J(ω) =
2

π
mγ0ω

(ω
Λ

)α−1
f

(ω
Λ

)
, (3.10)

donde γ0 es la 
onstante de relaja
ión del entorno, mientras que f en este 
aso representa

la fun
ión de 
orte en fre
uen
ias. Los valores de α 
lasi�
an los diferentes tipos de en-

torno: α = 1 
orresponde a un entorno óhmi
o [donde el término disipativo de la e
ua
ión

de movimiento (3.6) es proportional a la velo
idad de la partí
ula Browniana℄, mientras

que α < 1 y α > 1 des
riben entornos subóhmi
os y supraóhmi
os respe
tivamente [41℄.
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Por otro lado, en el equilibrio, el operador de fuerza esto
ásti
a (3.8) y el nú
leo de

amortiguamiento (3.7) no son independientes. Las propiedades estadísti
as del operador

de fuerza esto
ásti
a vienen dadas por los nú
leos de disipa
ión y ruido, de�nidos 
omo:

D(t− t′) ≡ i
〈[
F̂ (t); F̂ (t′)

]〉
= i
[
F̂ (t); F̂ (t′)

]
= −2

∫ +∞

0
dωJ(ω) sin[ω(t− t′)], (3.11)

D1(t− t′) ≡
〈{
F̂ (t); F̂ (t′)

}〉
= 2

∫ +∞

0
dωJ(ω) coth

( ω
2T

)
cos[ω(t− t′)], (3.12)

los 
uales son la generaliza
ión de las rela
iones utilizadas en Ref.[32℄ desde la teoría de

sistemas 
uánti
os abiertos para entornos generales y temperatura arbitraria. Es 
laro

que, de las de�ni
iones, D1 es el úni
o que involu
ra la temperatura del entorno 
omo

parámetro. Considerando (3.7) y (3.11) es simple mostrar que:

d

dt
γ(t− τ) = − 1

m
D(t− τ), (3.13)

lo que rela
iona al nú
leo de amortiguamiento 
on las propiedades estadísti
as del ope-

rador de fuerza esto
ásti
a.

Volviendo a las e
ua
iones de movimiento, 
onsiderando la primera de las e
ua
iones

en (3.4) y (3.6), puede obtenerse una e
ua
ión para r̂ teniendo a φ̂ 
omo fuente. Di
ha

solu
ión generaliza la 
ruda aproxima
ión empleada en Ref.[32℄, y viene dada por:

r̂x(t) = G1(t)r̂x(0) +G2(t) ˙̂rx(0) +
1

m

∫ t

0
dτ G2(t− τ)

(
F̂x(τ)− e ˙̂φ(x, τ)

)
, (3.14)

donde G1,2 son las fun
iones de Green aso
iadas a la e
ua
ión del QBM, que satisfa
en:

G1(0) = 1 , Ġ1(0) = 0 , G2(0) = 0 , Ġ2(0) = 1, (3.15)

para las 
uales sus transformadas de Lapla
e vienen dadas por:

G̃n(s) =
s2−n

s2 + ω2
0 + sγ̃(s)

, (3.16)

donde n = 1, 2 y γ̃ es la transformada de Lapla
e del nú
leo de amortiguamiento. Es


laro que, dadas estas 
ondi
iones, se puede probar que G1(t) = Ġ2(t), mientras que

G2(t) 
orresponde a la fun
ión de Green retardada para la e
ua
ión de QBM.
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Reemplazando esta solu
ión en (3.5), se obtiene la e
ua
ión para el operador de


ampo:

�φ̂+
4πηe2

m

∫ t

0
G1(t− τ) ˙̂φ(x, τ)dτ = 4πηe

(
Ġ1(t)r̂x(0) +G1(t) ˙̂rx(0)

+
1

m

∫ t

0
G1(t− τ)F̂x(τ) dτ

)
, (3.17)

la 
ual está sujeta a 
ondi
iones ini
iales de 
ampo libre, que se es
riben:

φ̂(x, 0) =

∫
dk

(
1

ωk

) 1
2 (
âke

ikx + â†ke
−ikx

)
, (3.18)

˙̂
φ(x, 0) =

∫
dk

(
1

ωk

) 1
2 (
−iωkâke

ikx + iωkâ
†
ke
−ikx

)
, (3.19)

donde âk y â†k son los operadores de aniquila
ión y 
rea
ión del 
ampo libre, siendo

ωk = |k|. Cabe men
ionar que las 
ondi
iones de 
ontorno 
onsideradas para este 
ampo

son las de 
ontinuidad del 
ampo y la derivada espa
ial en los puntos de interfase.

Como men
ionamos en el 
apítulo anterior, 
al
ulamos la fuerza a partir de la 
ompo-

nente 00 del tensor de energía-impulso (2.20) y la fuerza de la diferen
ia de presiones de

radia
ión en el exterior y el interior según (2.28). Luego, para resolver la e
ua
ión puede

transformarse Lapla
e la e
ua
ión de 
ampo (3.17) y utilizar las fun
iones de Green y las


ondi
iones ini
iales. Como se está interesado en el 
omportamiento de tiempos largos de

todo el problema (es de
ir, su régimen esta
ionario), los términos que involu
ran los ope-

radores de los grados de libertad de las pla
as r̂ y p̂ al tiempo ini
ial pueden despre
iarse.

Esta aproxima
ión se sostiene en el he
ho de que 
uando t≫ 1/γ0, esto impli
a que los

átomos han relajado en su dinámi
a, produ
iendo ninguna 
ontribu
ión al 
ampo. De

esta forma, se obtiene:

∂2

∂x2
φ̂(x, s)− s2

(
1 +

4πηe2

m
G̃2(s)

)
φ̂(x, s) = −sφ̂(x, 0)− ˙̂

φ(x, 0)− 4πηe

m
G̃1(s)F̂x(s),

(3.20)

mientras que la solu
ión y su transformada de Lapla
e se rela
ionan a través de la trans-

formada de Mellin [43℄:

φ̂(x, t) =

∫ Γ+i∞

Γ−i∞

ds

2πi
φ̂(x, s) est, (3.21)
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donde Γ es un número real mayor al parámetro de orden de la transformada y tal que

los polos de la transformada quedan a la izquierda de la re
ta verti
al de�nida por Γ en

el plano 
omplejo s.

De (3.20) es importante notar que el operador de 
ampo solu
ión de di
ha e
ua
ión,

debido a la ausen
ia de los operadores aso
iados a los grados de libertad de las pla
as,

a
tuará en HS 
omo el operador identidad. Al mismo tiempo, si proponemos una solu-


ión de la forma φ̂(x, t) = φ̂V(x, t) + φ̂L(x, t), donde el primero de los términos toma


omo fuente las 
ondi
iones ini
iales de 
ampo libre (que llamaremos 
ontribu
ión de

va
ío) mientras que el segundo toma el operador de fuerza esto
ásti
a (que llamaremos


ontribu
ión de Langevin), puede verse que esto no resulta ser una mera separa
ión. De

he
ho, la separa
ión resulta ser en los espa
ios de Hilbert, siendo que φ̂V será un operador

a
tuando en Hφ para todo tiempo, mientras que φ̂L lo hará en HB. Es de
ir, debido a la

aproxima
ión empleada, se produ
e una separa
ión de 
ontribu
iones en el operador de

operador de 
ampo total dada por:

φ̂(x, t) = φ̂V(x, t)⊗ IS ⊗ IB + Iφ ⊗ IS ⊗ φ̂L(x, t). (3.22)

Puede 
on
luirse que los átomos a
túan 
omo un puente entre el 
ampo y los baños

térmi
os pero sin realizar 
ontribu
ión alguna al 
ampo. El problema enton
es, en el

esta
ionario, se separa en dos partes para el enfoque y aproxima
iones 
onsideradas.

3.3. Contribu
iones de Va
ío y Langevin

Para empezar, observemos que la e
ua
ión (3.20) des
ribe, en prin
ipio, la dinámi
a

de las 
ontribu
iones del 
ampo. Sin embargo, haber despre
iado la 
ontribu
ión de

las 
ondi
iones ini
iales de los grados de libertad de las pla
as ha
e que la solu
ión

bus
ada intente ser la solu
ión de tiempos largos, es de
ir, en el régimen esta
ionario.

En este punto, para 
al
ular 
ada una de las 
ontribu
iones en el régimen esta
ionario,

es ne
esario obtener las solu
iones partiendo de una propuesta o ansatz de 
ómo será la

solu
ión una vez estable
ido el límite de tiempos largos. Para la 
ontribu
ión de va
ío

enton
es, asumimos que la solu
ión a tiempos largos tendrá la forma de un 
ampo 
on

modos modi�
ados:

φ̂V(x, t) =

[∫ +∞

0
+

∫ 0

−∞

]
dk

2π

(
π

ωk

) 1
2 (
âk e

−iωktfk(x) + â†k e
iωktf∗k (x)

)
, (3.23)
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donde la primera de las integrales involu
ra los modos que viajan de izquierda a dere
ha,

mientras que la segunda involu
ra a los modos que van de dere
ha a izquierda.

Sobre esta propuesta, 
abe remar
ar dos puntos importantes. En primer lugar, dado

que las 
ondi
iones ini
iales son fuentes de esta 
ontribu
ión, la solu
ión en el esta
ionario

está es
rita en la misma base de operadores de 
rea
ión y aniquila
ión (â†k y âk). Esto

signi�
a que el espa
io de estados puede ser des
rito de la misma forma, pero ahora los

modos se han modi�
ado úni
amente en su dependen
ia espa
ial pasando de ser simples

exponen
iales a las fun
iones fk. De todos modos, para esta 
ontribu
ión, podemos de
ir

que luego de la intera

ión 
on el material, esta parte del espa
io de estados puede ser

des
rita en el límite de tiempos largos por los mismos operadores que al tiempo ini
ial.

Asimismo y en segundo lugar, a �n de que el operador de 
ampo sea solu
ión de la

e
ua
ión de movimiento, los modos deben satisfa
er:

d2

dx2
fk(x) + ω2

kn
2(ωk)fk(x) = 0, (3.24)

donde el índi
e de refra

ión n(ωk) viene dado por:

n2(ωk) = 1 +
4πηe2

m
G̃2(−iωk) = 1 +

ω2
P

ω2
0 − ω2

k − iωkγ̃(−iωk)
, (3.25)

donde ω2
P = 4πηe2

m es la fre
uen
ia de plasma.

Nuevamente, 
abe remar
ar dos puntos en torno a lo analizado. Por un lado, (3.24)

resulta ser de la misma forma que la e
ua
ión de modos para el problema análogo pero

de material dielé
tri
o sin disipa
ión (véase [44℄, aunque más adelante en esta Tesis se

mostrará di
ho límite de manera general), 
on la diferen
ia que en este 
aso el índi
e

de refra

ión es dependiente de la fre
uen
ia. Por otro lado, la de�ni
ión del índi
e de

refra

ión pone en eviden
ia el he
ho que para obtener (3.24) a partir de (3.20), al

emplear el ansatz (3.23), es ne
esario tomar la variable de Lapla
e s igual a ±iωk para


ada integral en k en la expresión general (3.21). Esto, si bien es arbitrario por ahora y


arente de demostra
ión, nos lleva a 
onsiderar dependen
ias temporales ondulatorias,


omo es físi
amente esperable para el régimen esta
ionario. De todos modos, más adelante

en esta Tesis demostraremos formalmente 
ómo es que esto es 
ierto para la mayoría de

las 
on�gura
iones esta
ionarias.

La solu
iones de (3.24) para los modos, luego de imponer las 
ondi
iones de 
ontorno,

pueden ser obtenidas fá
ilmente y están resumidas en el el Apéndi
e A.

Por otro lado, para obtener la 
ontribu
ión de Langevin, el ansatz para el límite de

tiempos largos a 
onsiderar será simplemente de la forma:
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φ̂L(x, t) =

∫ +∞

−∞

dk

2π
φ̂L(x, k) e

−ikt. (3.26)

Este ansatz, al 
omparar 
on la expresión general en términos de la transformada de

Lapla
e (3.21), a diferen
ia del 
onsiderado para la 
ontribu
ión de va
ío, toma s = −ik.
Esto es posible ha
erlo ya que, en el régimen esta
ionario, los polos de la 
ontribu
ión

no se ubi
arán sobre el eje imaginario en el plano 
omplejo s, de manera que Γ puede

tomarse igual a 0 por ejemplo. En otras palabras, dado que los términos de la 
ontribu
ión


onsiderados siempre son esta
ionarios, enton
es la transformada de Lapla
e evaluada en

s = −ik 
oin
ide dire
tamente 
on la transformada de Fourier.

Nuevamente, al igual que o
urre para el ansatz de la 
ontribu
ión de va
ío, más

adelante en esta Tesis, esto será demostrado formalmente.

Sin embargo, en este enfoque, lo importante de las solu
iones es que, dada la dinámi
a

esperada para esta 
ontribu
ión del 
ampo que se genera a partir de la apari
ión de las

pla
as al tiempo ini
ial, son solu
iones tipo radiativas (ondas salientes de las pla
as) en

lugar de tipo s
attering 
omo teníamos para la 
ontribu
ión de va
ío.

Las solu
iones explí
itas para esta 
ontribu
ión son presentadas en el Apéndi
e B.

Luego de analizado el método de 
uantiza
ión y la separa
ión de 
ontribu
iones en

el régimen esta
ionario, resumiremos el 
ál
ulo de la fuerza ha
iendo hin
apié en los

prin
ipales aspe
tos rela
ionados a los siguientes 
apítulos de esta Tesis.

3.4. Fuerza de Casimir y sus Diferentes Contribu
iones

3.4.1. El Tensor de Energía-Momento y la Fuerza de Casimir Total

Una vez determinadas las 
ontribu
iones al 
ampo, la fuerza de Casimir entre las

pla
as puede 
al
ularse mediante (2.28). Para ello, deben 
al
ularse los valores de expe
-

ta
ión de la 
omponente 00 del tensor de energía-momento dado por (2.20).

Considerando la separa
ión de 
ontribu
iones (3.22), fá
ilmente puede es
ribirse:

T̂00(x, t) =
1

2

(
(∂0(φ̂V + φ̂L))

2 + (∂x(φ̂V + φ̂L))
2
)
= T̂ V

00 ⊗ IS ⊗ IB + Iφ ⊗ IS ⊗ T̂L
00

+
(
∂xφ̂V

)
⊗ IS ⊗

(
∂xφ̂L

)
+
(
∂tφ̂V

)
⊗ IS ⊗

(
∂tφ̂L

)
, (3.27)

donde es 
laro que los términos 
ruzados a
túan en dos partes del espa
io de Hilbert

total.
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Como estamos 
onsiderando estados ini
iales térmi
os para 
ada parte del sistema

total según (3.2) y 
ada 
ontribu
ión al 
ampo en el esta
ionario es lineal en los opera-

dores de aniquila
ión y 
rea
ión de 
ada parte, el valor de expe
ta
ión de la 
omponente

00 del tensor de energía-momento 
orresponde a la densidad de energía libre de Helm-

holtz, donde los úni
os términos que 
ontribuyen son los 
uadráti
os en los operadores

de 
rea
ión y aniquila
ión de una misma parte (los valores de expe
ta
ión de magnitudes

lineales en di
hos operadores son nulos). De esta forma, es 
laro que se puede es
ribir:

f =
〈
T̂00

〉
= Trφ

(
ρ̂φT̂

V
00

)
+ TrB

(
ρ̂BT̂

L
00

)
= fV + fL, (3.28)

de manera que la energía libre hereda la separa
ión de 
ontribu
iones del 
ampo. Clara-

mente, la fuerza de Casimir también, pudiendo es
ribirla 
omo:

FC = fI − fIII =
(
fVI + fLI

)
−
(
fVIII + fLIII

)
= F V

C + FL
C . (3.29)

La fuerza de Casimir total presenta dos 
ontribu
iones, una aso
iada íntegramente a

la 
ontribu
ión de va
ío y la otra aso
iada a la de Langevin.

3.4.2. Contribu
ión de Va
ío a la Fuerza de Casimir

Para la 
ontribu
ión de va
ío, T̂ V
00 es 
uadráti
a en los operadores de aniquila
ión

y 
rea
ión del 
ampo libre. Por lo tanto, para el 
ál
ulo se requieren los valores de

expe
ta
ión de los produ
tos 
uadráti
os de estos operadores. Éstos están dados por las


ono
idas expresiones:

〈âkâk′〉 =
〈
â†kâ
†
k′

〉
= 0, (3.30)

〈
âkâ
†
k′

〉
= δ(k − k′)(1 +N(ωk)), (3.31)

〈
â†kâk′

〉
= δ(k − k′)N(ωk), (3.32)

donde N(ωk) =
1

eβωk−1

orresponde al número de o
upa
ión en un estado térmi
o.

Considerando el ansatz (3.23), fá
ilmente puede obtenerse que para la región l, la

densidad de energía libre de Helmholtz viene dada por:

fVl (x) = Trφ

(
ρ̂φT̂

V,l
xx

)
=

1

4

[∫ +∞

0
+

∫ 0

−∞

]
dk

2π
coth

(
βωk

2

)(
ωk|f lk(x)|2 +

1

ωk

∣∣∣∣
df lk
dx

∣∣∣∣
2
)
,

(3.33)

A. E. Rubio López 42 Tesis de Do
torado en Cien
ias Físi
as



3.4. FUERZA DE CASIMIR Y SUS DIFERENTES CONTRIBUCIONES

la 
ual resulta idénti
a a la expresión obtenida para el 
aso de un material no disipativo

(véase Ref.[44℄), salvo por la apari
ión del fa
tor térmi
o coth(βωk/2) rela
ionado a la

temperatura del 
ampo.

Utilizando las solu
iones para los modos f lk que se en
uentran en el Apéndi
e A, la


ontribu
ión de va
ío a la fuerza de Casimir se es
ribe:

F V
C = fVI − fVIII =

1

2

∫ +∞

0

dk

2π
k coth

(
βωk

2

) [
1 + |Rk|2 + |Tk|2 − 2

(
|Ck|2 + |Dk|2

)]
,

(3.34)

donde los 
oe�
ientes Rk, Tk, Ck, y Dk son los dados en el mismo Apéndi
e.

Cabe remar
ar la apari
ión del fa
tor térmi
o global en la última expresión, el que

viene del estado térmi
o ini
ial del 
ampo a temperatura T , basado en la hipótesis de

equilibrio térmi
o.

3.4.3. Contribu
ión de Langevin a la Fuerza de Casimir

De forma análoga a lo realizado para la 
ontribu
ión de va
ío, la 
ontribu
ión de

Langevin a la fuerza puede ser evaluada a partir de los valores de expe
ta
ión del produ
to

de las transformadas de operadores de fuerza esto
ásti
a en fre
uen
ias diferentes (ya sea

de transformadas de Lapla
e evaluadas en s = −ik o transformadas de Fourier en k).

Para todo operador hermíti
o dependiente del tiempo, el valor de expe
ta
ión a tiem-

pos diferentes 
orresponde a la fun
ión de 
orrela
ión del operador. Ésta a su vez 
oin
ide


on un medio del valor de expe
ta
ión del anti
onmutador a tiempos diferentes. Por en-

de, transformado Fourier en ambos tiempos, puede 
al
ularse el valor de expe
ta
ión del

produ
to de las transformadas de Fourier del operador de fuerza esto
ásti
a a fre
uen
ias

diferentes.

Para el 
aso de equilibrio térmi
o, el valor de expe
ta
ión del anti
onmutador del

operador de fuerza a tiempos diferentes es propor
ionado por la teoría del QBM. Fá
il-

mente se puede mostrar que 
oin
ide 
on el nú
leo de ruido D1(t − t′), ver (3.12). Por

ende, se tiene:

〈{
F̂ (k); F̂ (k′)

}〉
= J(ωk) coth

(
βωk

2

)
δ(k + k′). (3.35)

Considerando que en nuestro 
aso, el operador de fuerza esto
ásti
a depende de la

posi
ión, suponiendo que no hay 
orrela
ión espa
ial entre los distintos puntos del 
on-

tinuo:
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〈
F̂x(k)F̂x′(k′)

〉
= δ(x − x′)J(ωk)

2η
coth

(
βωk

2

)
δ(k + k′). (3.36)

A partir de las solu
iones dadas en el Apéndi
e B, las energías libres del Helmholtz en

las regiones I y III pueden 
al
ularse dire
tamente. De esta forma, �nalmente se obtiene

para la 
ontribu
ión de Langevin a la fuerza de Casimir:

FL
C = fLI − fLIII =

∫ +∞

0

dk

2π

k

2

|n+ 1|2
|n|2

8|t|2Re[n]
|1− r2ei2ka|2 coth

(
βk

2

)(
1− e−2kIm[n]d

)

×
(
|t|2 + |rn + rei2ka|2e−2kIm[n]d + |1 + rrne

i2ka|2 + |t|2|rn|2e−2kIm[n]d

−2
(
1 + |r|2

) (
1 + |rn|2e−2kIm[n]d

))
. (3.37)

De este resultado, 
aben remar
ar dos 
uestiones. Por un lado, el fa
tor global térmi
o

en la expresión, que 
oin
ide 
on el que apare
e en la 
ontribu
ión de va
ío (3.34). Sin

embargo, esta 
oin
iden
ia se debe a la hipótesis de equilibrio térmi
o 
onsiderada 
omo

parte del enfoque al 
omienzo. En este sentido, resulta interesante saber 
ómo será la


uestión para una situa
ión esta
ionaria pero fuera del equilibrio. Eso será uno de los

objetivos prin
ipales de esta Tesis más adelante. Por otro lado, la apari
ión del fa
tor

1 − e−2kIm[n]d
sugiere inmediatamente que, en una situa
ión donde los medios no sean

disipativos y, 
onse
uentemente, la parte imaginaria del índi
e de refra

ión sea nula,

este fa
tor se anula, dando una 
ontribu
ión de Langevin a la fuerza de Casimir también

nula, 
omo es de esperar físi
amente.

3.4.4. Fuerza de Casimir Total

Una vez 
al
uladas ambas 
ontribu
iones, la fuerza de Casimir total puede 
al
ularse

de manera 
ompa
ta. Debido a la hipótesis de equilibrio térmi
o, las 
ontribu
iones (3.34)

y (3.37) pueden sumarse fá
ilmente. De he
ho, sumando las energías libres en 
ada región,

obtenemos por un lado:

fI = fVI + fLI =

∫ +∞

0

dk

2π
k coth

(
βk

2

)
, (3.38)

lo que es esperable debido a la invarian
ia transla
ional fuera de las pla
as. Por otra

parte, para la región III:

fIII = fVIII + fLIII =

∫ +∞

0

dk

2π
k coth

(
βk

2

)
(1− |r|4)
|1− r2ei2ka|2 . (3.39)

De esta forma, la fuerza total puede es
ribirse �nalmente 
omo:
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FC[a] = fI − fIII =

∫ +∞

0

dk

2π
k coth

(
βk

2

)(
1− 1− |r|4
|1− r2ei2ka|2

)

= − 1

π
Re

[∫ +∞

0
dk k coth

(
βk

2

)
r2ei2ka

1− r2ei2ka

]
. (3.40)

Cabe remar
ar que esta expresión es válida para 
ualquier tipo de entorno, el 
ual se


ara
teriza mediante la fun
ión γ̃(ik) resultante de las intera

iones mi
ros
ópi
as, así


omo también vale a 
ualquier temperatura, la 
ual fue introdu
ida en el formalismo de

manera natural gra
ias a la teoría de sistemas 
uánti
os abiertos.

3.4.5. Limites y Convergen
ia

Por último, es importante 
omentar que esta fórmula tan simple posee las propiedades

físi
as esperadas, así 
omo reprodu
e los resultados 
ono
idos.

Como primer punto a desta
ar, 
abe men
ionar que (3.40) 
omo integral no requiere

de la regularization adi
ional para obtener un valor �nito de la fuerza de Casimir. A

diferen
ia de lo que o
urría para el 
aso de 
ontornos ideales donde, para obtener un

resultado �nito, era ne
esaria una fun
ión de 
orte para las altas fre
uen
ias, basada en

que los materiales reales son transparentes en di
has fre
uen
ias. Di
ho 
omportamiento

ya está in
luído en el modelo gra
ias a los entornos, que produ
en disipa
ión y ruido

resultando en un índi
e de refra

ión 
omplejo.

Fá
ilmente puede verse que para grandes valores de k, el integrando de (3.40) se


omporta 
omo O(k−3). De esta forma, la 
onvergen
ia está asegurada 
uando k → +∞
independientemente del tipo de entornos 
onsiderado o de la temperatura.

Por otro lado, el resultado también reprodu
e 
iertos 
asos límites. Por ejemplo, el


aso de medio no disipativo puede ser obtenido fá
ilmente evaluando la 
onstante de

relaja
ión igual a 
ero (γ0 = 0) en todas las expresiones. Esto, de he
ho, 
omo ya hemos

men
ionado, resulta en que 1− e−z2 → 0, dando FL
C ≡ 0, es de
ir, anula la 
ontribu
ión

de Langevin a la fuerza de Casimir, 
omo es físi
amente esperado. Al mismo tiempo,

la 
ontribu
ión de va
ío permane
e teniendo ahora un índi
e de refra

ión real para el

material y reprodu
iendo por sí sola el resultado en tal 
aso hallado en Ref.[44℄. De todos

modos, más adelante en esta Tesis veremos que, para este límite, poner γ0 = 0 no es

su�
iente, dado que un índi
e de refra

ión real debe ser independiente de la fre
uen
ia

a �n de satisfa
er las rela
iones de Kramers-Kronig y ser así un 
onsistente modelo físi
o


ausal.
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Otro 
aso límite de importan
ia que se ve 
ontenido en el resultado (3.40) es la 
ono-


ida fórmula de Lifshitz. En su trabajo original [16℄, Lifshitz 
onsideró dos semiespa
ios

de material dielé
tri
o separados de una distan
ia dada. De esta forma, el 
aso límite a


onsiderar sobre el resultado obtenido debería ser el de espesor de pla
a in�nito, es de
ir,

d→ +∞. En este 
aso se ve que r debe ser reemplazado por rn. Si, además, 
onsideramos

temperatura nula (T = 0), coth
(
βk
2

)
→ 1 y las densidades de energías libres en 
ada

región 
oin
iden 
on las densidades de energía, enton
es obtenemos para d→ +∞:

eVI →
∫ +∞

0

dk

2π
ωk

(
1 + |rn|2

)
, eVIII → 0, (3.41)

eLI →
∫ +∞

0

dk

2π
ωk

(
1− |rn|2

)
, eLIII →

∫ +∞

0

dk

2π
ωk

2
(
1− |rn|4

)

|1− r2ne2ika|2
, (3.42)

donde 
abe remar
ar que en este 
aso se tiene F V
C ≡ eVI y, al mismo tiempo, eVI + eLI =∫ +∞

0
dk
2π 2ωk, es de
ir, la energía de 
ampo libre. Es 
laro que mientras en la región

III (entre medio de las pla
as), la densidad energía se desvane
e, las densidades de la

región I 
an
elan entre sí los términos que 
ontienen rn, mientras que suman los otros

para dar la expresión 
orre
ta de la fuerza total según la pres
rip
ión de Casimir. En

el 
aso de Lifshitz, la 
ontribu
ión de va
ío pare
e no aportar. Esto sigue siendo válido

para temperatura arbitraria y, más adelante en esta Tesis, veremos que esto mere
e otra

interpreta
ión dentro de un 
ontexto más general.

Luego de la rota
ión a fre
uen
ia imaginaria, la fuerza de Casimir total a temperatura

nula se es
ribe:

FC[a] =
1

π

∫ +∞

0
dss

r2n(is)e
−2sa

1− r2n(is)e−2sa
, (3.43)

que resulta ser la fórmula de Lifshitz para el 
aso de un 
ampo es
alar en 1 + 1.

En el 
aso de temperatura arbitraria (T 6= 0), el fa
tor térmi
o coth
(
βk
2

)
presenta

polos sobre el eje imaginario en las fre
uen
ias de Matsubara 2πi/βj = iξj, j = 0, 1, 2, ....

Enton
es, el 
ontorno de integra
ión 
omplejo puede rotarse al eje imaginario al igual que

antes pero debe deformarse a �n de esquivar los polos. Este pro
edimiento es 
ono
ido,

de forma tal que la integral en fre
uen
ias se 
onvierte en una suma de Matsubara:

FC[a] = 2T
∑

j≥1

ξj
r2n(iξj)e

−2ξja

1− r2n(iξj)e−2ξja
, (3.44)

la 
ual es la expresión estándar de la fórmula de Lifshitz a temperatura arbitraria.
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Como ya hemos men
ionado anteriormente, este resultado es válido para 
ualquier

tipo de entorno, que se introdu
e a través de la fun
ión γ̃(−ik). Sin embargo, a �n

de obtener un modelo físi
o 
onsistente, esta fun
ión presenta 
iertas restri

iones. La

próxima se

ión analiza 
ómo el modelo propuesto es físi
amente 
onsistente.

3.5. Permitividad Generalizada y Causalidad

Con el objetivo de veri�
ar 
ómo nuestro modelo es físi
amente 
onsistente, analiza-

remos las propiedades del índi
e de refra

ión (3.25). Considerando que la permitividad

dielé
tri
a del material de las pla
as se de�ne 
omo ǫ(ω) = n2(ω), enton
es para nuestro

modelo tenemos:

ǫ(ω)− 1 =
ω2
P

ω2
0 − ω2 − iωγ̃(−iω) . (3.45)

Según Ref.[45℄, para un modelo dado la sus
eptibilidad χ(τ) se de�ne 
omo:

χ(τ) =
1

2π

∫ +∞

−∞
(ǫ(ω)− 1)e−iωτdω =

ω2
P

2π

∫ +∞

−∞

e−iωτ

ω2
0 − ω2 − iωγ̃(−iω)dω, (3.46)

donde, en prin
ipio, esta integral puede ser evaluada mediante integra
ión 
ompleja.

Inversamente, la permitividad también puede ser expresada en términos de la sus
epti-

bilidad 
omo:

ǫ(ω) = 1 +

∫ +∞

−∞
χ(τ)eiωτdτ, (3.47)

la 
ual puede verse 
omo una representa
ión de ǫ(ω) en el plano 
omplejo ω. La per-

mitividad enton
es está bien de�nida 
uando χ(τ) es �nita para todo τ y se tiene que

χ(τ) → 0 para τ → ±∞. Sus propiedades pueden ser estudiadas dire
tamente de esta

expresión.

Es 
laro que todas las propiedades de la permitividad y también de la sus
eptibilidad

son fuertemente dependientes de la transformada de Lapla
e del nú
leo de amortigua-

miento γ̃(ik), el 
ual a su vez depende de la densidad espe
tral del entorno. Por ende,

transformando Lapla
e (3.7), se obtiene:

γ̃(s) =
2

m

∫ +∞

0
dω
J(ω)

ω

s

(s2 + ω2)
. (3.48)
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Como ya hemos men
ionado, una densidad espe
tral físi
a debe in
orporar una fun-


ión de 
orte. Podríamos, en prin
ipio, emplear una fun
ión de 
orte abrupto o, alterna-

tivamente, elegir una fun
ión de 
orte 
ontinua que se aproxime a 
ero rápidamente para

fre
uen
ias mayores a la de 
orte Λ, asegurando la 
onvergen
ia de la integral.

La primera op
ión, aunque más simple, resulta en una transformada γ̃(ik) mal de-

�nida en el plano 
omplejo. La segunda alternativa resuelve este problema y permite

el empleo del teorema de residuos para evaluar la integral. Reemplazando la densidad

espe
tral general (3.10) en (3.48), se obtiene:

γ̃(s) =
4γ0s

πΛα−1

∫ +∞

0
dω

ωα−1

(s2 + ω2)
f

(ω
Λ

)
. (3.49)

Con el objetivo de apli
ar el teorema de residuos, el integrando debe ser holomorfo en

el semi-plano 
omplejo superior, salvo en un número �nito de puntos que no se en
uentran

sobre el eje real. Por ende, diferentes resultados se obtienen al 
onsiderar fun
iones de


orte 
on o sin polos en el semi-plano superior. Para un entorno óhmi
o (α = 1), sin

fun
ión de 
orte, es fá
il probar que γ̃(s) = 2γ0.

Para el 
aso de fun
iones de 
orte sin polos (por ejemplo, una gaussiana), se tiene:

γ̃NP(−ik) =
π

mk
J(k) ≡ γ̃1(k), (3.50)

donde el subíndi
e NP denota el he
ho de que la fun
ión de 
orte no tiene polos. La

fun
ión resultante es real y par en la variable k.

Por otro lado, las fun
iones de 
orte usualmente 
onsideradas en la Literatura tienen

polos en ±iΛ (por ejemplo, si se elige una lorentziana). En estos 
asos, para ωα
impares

(
on α < 4 a �n de mantener la 
onvergen
ia en (3.49)), tenemos:

γ̃P(−ik) =
π

mk
JΛ(k) + i(−1)α−1

2
π

mk

(
− k
Λ

)α−1

J−k(Λ), (3.51)

donde los subíndi
es en J denotan la ubi
a
ión del polo. Aunque el resultado es una

fun
ión 
ompleja, la segunda igualdad en (3.50) 
ontinúa siendo válida.

Teniendo en 
uenta las propiedades men
ionadas para el nú
leo de amortiguamiento,

volvamos al análisis de las propiedades de la permitividad y sus
eptibilidad. Como ejem-

plo parti
ular, en el modelo de Drude se tiene γ̃(−iω) ≡ γ0. Por lo tanto, el denominador

de (3.46) tiene dos polos, ambos sobre el semi-plano 
omplejo ω inferior. Así, 
omo es

esperado físi
amente, la sus
eptibilidad tendrá un 
omportamiento 
ausal, ya que resulta

nula para τ < 0. La analiti
idad de la permitividad ǫ(ω) en el semi-plano 
omplejo ω
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superior habilita el uso del teorema de Cau
hy, lo que resulta en las 
ono
idas rela
iones

de Kramers-Kronig para la parte real e imaginaria de la permitividad.

En nuestro 
aso más general, las propiedades físi
as de ǫ(ω) están determinadas por la

transformada γ̃(−iω). Esta fun
ión está dada por la teoría de sistemas 
uánti
os abiertos

a través de (3.50) y (3.51), dependiendo de la fun
ión de 
orte elegida.

Consideremos primero, por simpli
idad, el 
aso donde la fun
ión de 
orte no tiene

polos y viene dada por (3.50). Para una dada densidad espe
tral, el denominador en

(3.46) se es
ribe:

D
(α)
NP(ω) = ω2

0 − ω2 − i2γ0ω
(ω
Λ

)α−1
f

(ω
Λ

)
. (3.52)

Enton
es si elegimos un entorno óhmi
o (α = 1) sin fun
ión de 
orte (lo que es equi-

valente a tomar f ≡ 1), reobtenemos el modelo de Drude (si además ω0 = 0) o el modelo

de una resonan
ia (
uando ω0 6= 0) [45℄. En prin
ipio, podríamos 
onsiderar otros valores

de α, manteniendo f ≡ 1. En estos 
asos, ωα
debería ser una fun
ión impar. Tomando,

por ejemplo, α = 3 resulta en 
on�gura
iones de polos mal de�nidas físi
amente, ya que

uno de ellos se ubi
a en el semi-plano superior, rompiendo la analiti
idad del integrando

de (3.46), obteniendo una sus
eptibilidad no 
ausal y, por ende, no físi
a.

Por lo tanto, vemos que para entornos supraóhmi
os la introdu

ión de una fun
ión de


orte es inevitable. Como ya 
omentamos, podemos utilizar una fun
ión de 
orte analíti
a

(
omo una gaussiana) ó una lorentziana. La primera alternativa lleva a un denominador

D
(α)
NP 
uyos 
eros no pueden obtenerse analíti
amente. La segunda de las op
iones, válida

para α < 4 a la vez que ωα
sea una fun
ión impar, resulta en el denominador:

D
(α)
P (ω) =

(Λ2 + ω2)(ω2
0 − ω2) + 2γ0Λ

3−αω2
(
(−1)α−1

2 Λα−2 − iωα−2
)

(Λ2 + ω2)
, (3.53)

la 
ual para α = 3 da:

D
(3)
P (ω) =

Λω2
0 − iω2

0ω − (2γ0 + Λ)ω2 + iω3

Λ− iω , (3.54)

siendo el numerador de esta última expresión un polinomio de ter
er grado.

Denotando los 
eros de D
(3)
P 
omo ωi = ω0xi (
on i = 1, 2, 3), puede verse que las tres

raí
es se ubi
an en el semi-plano inferior, lo que garantiza la propiedad de 
ausalidad.

También puede veri�
arse fá
ilmente que una de ellas es imaginaria pura (x1 = −x∗1 =

−i|x1|), mientras que las otras dos tienen la misma parte imaginaria (negativa) pero

partes reales opuestas, es de
ir, 
umplen x3 = −x∗2. La sus
eptibilidad por ende resulta:
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to Casimir en Medios Disipativos

χ
(3)
P (τ) = −

(
ωP

ω0

)2
[
(Λ− ω0|x1|)e−ω0|x1|τ

(x1 − x2)(x1 + x∗2)
+ 2Re

(
(Λ− iω0x2)e

−iω0x2τ

(x2 − x1)(x2 + x∗2)

)]
θ(τ),

(3.55)

donde es 
laro que es una fun
ión real y 
ausal y que, debido a la negatividad de la parte

imaginaria de las raí
es xi, se tiene que χ
(3)
P (τ) → 0 para τ → +∞ 
omo es esperado

en general (véase [45℄). Al mismo tiempo, tenemos que χ
(3)
P (0) = 0 pero χ

(3)′

P (0) 6= 0

y enton
es la expresión asintóti
a en
ontrada en Ref.[45℄ sigue siendo válida, 
omo así

también las rela
iones de Kramers-Kronig.

Cabe remar
ar que el entorno óhmi
o (α = 1) también puede ser estudiado in
luyendo

una fun
ión de 
orte, obteniendo resultados similares.

En 
on
lusión, hemos mostrado que nuestro modelo es físi
amente 
onsistente y gene-

raliza resultados previos para la permitividad de un medio absorbente, in
luyendo 
omo


aso parti
ular el modelo de Drude. Los modelos de tipo plasma no 
ontienen disipa
ión

y pueden ser obtenidos tomando γ0 = 0, lo que 
orresponde a un desa
ople entre el

sistema y el baño. Sin embargo, 
abe remar
ar, que las permitividades dependientes de

la fre
uen
ia y reales no veri�
an las rela
iones de Kramers-Kronig.

Más adelante en esta Tesis, veremos que desde un enfoque más general para los

modelos propuestos, ǫ(ω)− 1 es siempre propor
ional a la transformada de una fun
ión

de Green retardada, 
uestión que garantiza y fa
ilita el estudio de la analiti
idad de

la permitividad y las rela
iones de Kramers-Kronig. Si bien en el presente 
aso, esto

también puede argumentarse, el objetivo de esta se

ión es más bien el de mostrar que ello

siempre puede lograrse mediante una fun
ión de 
orte ade
uada, lo que nos permite usar

dire
tamente el argumento teóri
o de ubi
a
ión de los polos sin ne
esidad de 
al
ularlos

explí
itamente.

Como último 
omentario, una vez estudiado el resultado de Casimir para una situa-


ión de equilibrio 
on materiales reales, 
abe la pregunta en torno a 
ómo de�nir un

enfoque fuera del equilibrio. En el siguiente 
apítulo presentaremos el formalismo que

será la piedra angular para lograr de�nir el bus
ado enfoque.
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Capítulo 4

Formalismo de Integrales de Camino

Temporal Cerrado

Este 
apítulo está dedi
ado a presentar el formalismo de integrales de 
amino tempo-

ral 
errado (CTP de sus siglas en inglés). A diferen
ia de otros formalismos de integrales

de 
aminos, éste permite el estudio de la evolu
ión de los valores de expe
ta
ión de las

magnitudes físi
as de interés. Al mismo tiempo, el enfoque de sistemas 
uánti
os abier-

tos puede ser in
luido en el formalismo mediante el 
on
epto de fun
ional (y a

ión) de

in�uen
ia de Feynman y Vernon. La 
ombina
ión de ambos formalismos de�nen las herra-

mientas para abordar el problema del efe
to Casimir fuera del equilibrio en los siguientes


apítulos.

4.1. Breve Resumen y Motiva
ión

En los 
apítulos anteriores presentamos el problema del efe
to Casimir en dos situa
io-

nes diferentes 
on grado de realidad y di�
ultad también distintos. También presentamos

su abordaje a través de pro
edimientos de 
uantiza
ión 
anóni
a en el esta
ionario.

El primero de los 
asos, el más simple de todos, introdujo el problema de Casimir en

presen
ia de 
ontornos ideales, es de
ir, de materiales 
ondu
tores ideales. En términos

prá
ti
os 
on
retos, se presentó al 
ampo 
on�nado en una región 
on 
ondi
iones de


ontorno tipo Diri
hlet sobre los bordes. En di
ha situa
ión, el pro
edimiento de 
uanti-

za
ión 
anóni
a es dire
to y sin 
ompli
a
iones, llevando fá
ilmente al 
ono
ido resultado

de Casimir. Dada la de�ni
ión del problema, donde al 
ampo se lo estudia 
on�nado des-

de siempre, el método de 
uantiza
ión no distingue estado esta
ionario, ya que no hay

más dinámi
a que la de un 
ampo libre limitado por 
ontornos ideales.
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En el segundo de los 
asos, el problema de Casimir fue planteado en un 
ontexto

de 
ontornos de material real (no ideal). Para ello, se re
urrió a la teoría de sistemas


uánti
os abiertos y se modelaron los materiales de pla
as a través de grados de liber-

tad 
uánti
os (
on su propio entorno) en intera

ión 
on el 
ampo. Esto es radi
almente

distinto al primero de los 
asos, donde el 
ampo no intera
tuaba 
on otros grados de

libertad, sólo se en
ontraba 
on�nado mientras que en este 
aso, la intera

ión es ne-


esaria para modelar los 
uerpos de material real. De esta forma, el material posee una

dinámi
a propia e intera
túa 
on el 
ampo desde un momento dado de�nido 
omo ini
ial.

Sin embargo, se pretendía la fuerza de Casimir en un estado esta
ionario, por lo tanto,

un método de 
uantiza
ión en el esta
ionario era requerido. En el 
apítulo pasado, se dio

respuesta a esto mediante un formalismo basado en las e
ua
iones de Heisenberg para

los operadores y ansatz físi
os para las diferentes 
ontribu
iones que se esperaban en el

régimen esta
ionario.

Sin embargo, en la Literatura se observan variados enfoques de 
uantiza
ión en el

esta
ionario que dependen del problema que se quiere abordar. Es de
ir, a ex
ep
ión del


aso de 
ondu
tores ideales (donde el problema es esta
ionario a todo tiempo ya que 
a-

re
e de una dinámi
a parti
ular), no hay un pro
edimiento bien de�nido o 
orre
tamente

dedu
ido que nos diga 
ómo en
arar los diferentes es
enarios en el límite de tiempos

largos de un sistema en los 
uales la fuerza de Casimir tiene un papel importante y, de

he
ho, esta variedad de estrategias pare
e estar rela
ionada a que hasta el momento no

hay manera 
on
reta bien estable
ida de dedu
ir el esta
ionario de estos problemas. Dar

luz sobre esta 
uestión es uno de los objetivos más importantes de este trabajo.

Para esto, es que ne
esitamos de un método que permita resolver las evolu
iones de

las magnitudes de interés a todo tiempo y que, tomando su límite de tiempos largos, nos

permita obtener el estado esta
ionario del problema y allí poder en
ontrar la forma de

de�nir los prin
ipios para un pro
edimiento de 
uantiza
ión en el esta
ionario.

Una manera de avanzar en esta dire

ión es teniendo en 
uenta, al igual en el 
apí-

tulo anterior, que la 
uantiza
ión sí puede 
on
retarse a partir de estudiar la dinámi
a

de un problema 
uantizado en el tiempo ini
ial a través del pro
edimiento de 
uantiza-


ión 
anóni
a y dedu
iendo las e
ua
iones de Heisenberg para los operadores. Enton
es,

resolviendo estas últimas en forma 
ompleta (en lugar de empleando el ansatz) y luego

tomando el límite de tiempos largos, deberíamos poder dar respuesta al problema.

Otra forma, es la de 
uantizar a través de integrales fun
ionales. En este 
aso, a dife-

ren
ia de los métodos fun
ionales que se en
uentran en general en la Literatura para el

estudio de problemas de s
attering 
ara
terizados por una amplitud de transi
ión entre
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estados 
ono
idos de entrada y de salida, ne
esitamos de un formalismo fun
ional que

nos permita estudiar los valores de expe
ta
ión de una variable físi
a respe
to de un

dado estado de entrada. Di
ho formalismo se denomina de Camino Temporal Cerrado o

S
hwinger-Keldysh (ya que se basa en los trabajos originales S
hwinger [46℄ y Keldysh

[47℄). Lo poderoso y general de este enfoque, más su relativa simpleza al momento de

poten
iales expansiones perturbativas, lo vuelve el método ideal para intentar dar res-

puesta a la 
uestión de la determina
ión del estado esta
ionario. De he
ho, este mismo

método permite el estudio de la evolu
ión de sistemas 
uánti
os abiertos mediante la

introdu

ión del 
on
epto de fun
ional (o a

ión) de in�uen
ia de Feynman y Vernon, a

�n de tener en 
uenta el a

ionar de una de las partes del sistema total sobre la parte de

interés.

Los prin
ipios bási
os (y mu
ho más) pueden en
ontrarse en Ref.[36℄. El presente


apítulo se dedi
a a 
omentarlos y resumirlos a �n de dar las herramientas fundamentales

que se emplearán en los 
apítulos siguientes.

4.2. Me
áni
a Cuánti
a e Integrales de Caminos

Considérese un sistema 
uánti
o de un úni
o grado de libertad x.

Los estados |α〉 del sistema son ve
tores de un espa
io de Hilbert H, mientras que los

observables son representados por operadores lineales hermíti
os en di
ho espa
io.

Existen distintos esquemas para estudiar la dinámi
a, de�nidas 
onsistentemente 
on

el he
ho de que los valores de expe
ta
ión de los observables 
oin
idan en todas ellas. Una

de ellas es la de S
hrödinger, donde se 
onsidera a los observables 
omo independientes

del tiempo, mientras que la evolu
ión temporal se dá a través de la evolu
ión de los

estados según la e
ua
ión de S
hrödinger:

i
∂

∂t
|α〉 = Ĥ|α〉, (4.1)

donde Ĥ es el operador hamiltoniano que se aso
ia al observable energía. Considerando

que la evolu
ión del estado puede pensarse a partir de un operador de evolu
ión temporal

Û , solu
ión de la e
ua
ión, se es
ribe:

|α(t)〉 = Û(t; t0)|α(t0)〉, (4.2)


on

Û = T

[
e
−i

∫ t
t0

dt′Ĥ(t′)
]
. (4.3)
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donde T impli
a orden temporal.

En el 
aso de hamiltonianos independientes del tiempo, es 
laro que Û = e−iĤ(t−t0)
.

Otro esquema posible es la de Heisenberg, donde los estados no evolu
ionan, mientras

que los observables sí lo ha
en según la regla:

Â(t) = Û †(t)ÂÛ(t). (4.4)

La evolu
ión de los operadores se resume en la e
ua
ión de Heisenberg:

dÂ

dt
= i
[
Ĥ; Â

]
. (4.5)

Cabe desta
ar, sin embargo, que esta des
rip
ión de los estados de un sistema a través

de kets no es 
ompleta ya que hay estados que no pueden representarse de esta forma en

el espa
io de Hilbert. Esto se debe a que el estado del sistema puede pertene
er a una


ierta 
lase de estados |αi〉 a los que úni
amente puede aso
iarseles probabilidades de

o
urren
ia ρi. Estas situa
iones son des
ritas por matri
es densidad ρ =
∑

i ρi|αi〉〈αi|,
siendo |αi〉 ortonormales. Por 
onserva
ión de la probabilidad siempre se tiene Tr(ρ) = 1.

Kets en el espa
io de Hilbert 
orresponden a matri
es densidad que satisfa
en Tr(ρ2) = 1,

mientras que en el 
aso general se tiene Tr(ρ2) ≤ 1.

En el esquema de S
hrödinger, ρ es independiente del tiempo y su evolu
ión viene

dada por la e
ua
ión de Liouville - von Neumann:

dρ

dt
= −i

[
Ĥ; ρ

]
, (4.6)

que no es la e
ua
ión de Heisenberg para ρ.

Suponiendo que la variable X es 
ontinua e ilimitada, y los estados |x〉 donde esta

variable está bien de�nida forman una base, los operadores de trasla
ión Πa están dados

por 〈x|Πa|α〉 = 〈x + a|α〉, los 
uales son unitarios y tienen aso
iados un generador

hermíti
o P̂ tal que Πa = eiaP̂ . La a

ión del generador viene des
rita por:

〈x|P̂ |α〉 = −i ∂
∂x
〈x|α〉. (4.7)

teniendo P̂ autoestados |p〉 de la forma:

〈x|p〉 = eipx√
2π
. (4.8)

A partir de esto, puede mostrarse que los observables momento P̂ y posi
ión X̂ tienen

rela
iones de 
onmuta
ión del tipo

[
P̂ , X̂

]
= −i I.
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Ahora, 
onsideremos un hamiltoniano de la forma Ĥ = K(P̂ ) + V (X̂),K(P̂ ) =

P̂ 2/2M . Dado que tK y tV no 
onmutan, el operador de evolu
ión no puede es
ribirse


omo un produ
to de exponen
iales de P̂ y X̂. Sin embargo, 
omo el 
onmutador es de

orden t2, 
uando t es pequeño, la fa
toriza
ión es una buena aproxima
ión, teniendo:

e−itĤ =
[
e−iτKe−iτV

]N+1
, (N + 1)τ = t,N →∞. (4.9)

De esta forma, el operador de evolu
ión puede es
ribirse en forma de integral de


aminos según:

〈xN+1|Û (t)|x0〉 = 〈xN+1|
[
e−iτKe−iτV

]N+1 |x0〉

=

∫ [ N∏

i=1

dxi

]


N∏

j=0

〈xj+1|e−iτK |xj〉e−iτV (xj)




=

∫ [ N∏

i=1

dxi

][
N+1∏

i=1

dpi
2π

]


N∏

j=0

eipj+1(xj+1−xj)e−
iτp2j+1

2M e−iτV (xj)




=

∫ [ N∏

i=1

√
−iM
2πτ

dxi

]


N∏

j=0

e
iM(xj+1−xj)

2

2τ e−iτV (xj)


 , (4.10)

de forma tal que 
uando N →∞, se es
ribe:

〈xt|Û (t)|x0〉 =
∫

x(t)=xt,x(0)=x0

Dx eiS . (4.11)

Hasta aquí, mostramos 
ómo las integrales de 
aminos se introdu
en en el desarrollo

de la me
áni
a 
uánti
a. En la próxima se

ión 
omentaremos 
ómo estas integrales

permiten el estudio de la evolu
ión de la matriz densidad y el 
ál
ulo de 
iertos valores

de expe
ta
ión de interés.

4.3. Integrales de Camino Temporal Cerrado

Ahora volvamos a 
onsiderar un sistema 
errado de grado de libertad x, des
rito por

una a

ión S. Re
ordando que los estados evolu
ionan de a
uerdo a (4.2) y ha
iendo

uso de los elementos de matriz (4.11) para el operador de evolu
ión, obtenemos para la

fun
ión de onda φ en la representa
ión de 
oordenadas:

φ(x, t) =

∫
dx(0)Û (x, x(0), t)φ(x(0), 0) =

∫

x(t)=x
Dx eiSφ(x(0), 0). (4.12)
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Por linealidad, la matriz densidad 
laramente evolu
iona según:

ρ(x, x′, t) = 〈x|Û (t)ρÛ †(t)|x′〉

=

∫

x(t)=x,x′(t)=x′

DxDx′ ei(S[x]−S[x
′])ρ(x(0), x′(0), 0). (4.13)

Cabe remar
ar que la expresión 
omo integral de 
aminos para la matriz densidad

involu
ra dos historias, en lugar de una úni
a 
omo en el 
aso de la fun
ión de onda

(4.12). Esto es el punto de partida para el llamado formalismo de 
amino temporal


errado. Para investigar más a fondo el signi�
ado de este tipo de doble integral de


aminos, 
onsideremos la siguiente expresión:

G11(τ, τ ′) =

∫

x(t)=x′(t)
DxDx′ ei(S[x]−S[x

′])ρ(x(0), x′(0), 0) x(τ) x(τ ′). (4.14)

El límite superior es libre, mientras que sea el mismo para ambas historias. Se des-


ribirá enton
es a esta integral sobre una úni
a historia 
omo de�nida en un 
amino

temporal 
errado (CTP). Este 
amino temporal tiene una primera rama que va desde 0

hasta t, donde la historia toma los valores x(t), y una segunda rama desde t hasta 0,

donde la historia toma los valores x′(t). La 
ondi
ión de 
ontorno CTP (x(t) = x′(t))

impli
a que la historia es 
ontinua 
omo una fun
ión en el 
amino temporal.

Para entender por qué se de
ribe a la segunda rama 
omo yendo ha
ia atrás en

el tiempo, obsérvese G11(τ, τ ′) en el lenguaje 
anóni
o. Para esto, asumamos τ > τ ′, y

hagamos explí
itos los valores de las historias en estos dos tiempos, de manera de es
ribir:

G11(τ, τ ′) =

∫
dx(0)dx′(0)dx(τ ′)dx(τ)dx(t) ρ(x(0), x′(0), 0)

[∫

0≤t≤τ ′
Dx eiS[x]

]

× x(τ ′)

[∫

τ ′≤t≤τ
Dx eiS[x]

]
x(τ)

[∫

τ≤t≤t
Dx eiS[x]

][∫

x′(t)=x(t)
Dx e−iS[x

′]

]
. (4.15)

Identi�
ando 
ada 
or
hete 
omo un elemento de matriz para algún operador de

evolu
ión, se obtiene en el esquema de S
hrödinger:

G11(τ, τ ′) =

∫
dx(0)dx′(0)dx(τ ′)dx(τ)dx(t) 〈x(t)|Û (t, τ)|x(τ)〉 x(τ)

× 〈x(τ)|Û (τ, τ ′)|x(τ ′)〉 x(τ ′) 〈x(τ ′)|Û(τ ′, 0)|x(0)〉 〈x(0)|ρ|x′(0)〉
× 〈x′(0)|Û (0, t)|x(t)〉

= Tr
(
Û(t, τ)X̂Û(τ, τ ′)X̂Û(τ ′, 0)ρ(0)Û (0, t)

)
, (4.16)

A. E. Rubio López 56 Tesis de Do
torado en Cien
ias Físi
as



4.3. INTEGRALES DE CAMINO TEMPORAL CERRADO

o, equivalentemente, en el esquema de Heisenberg:

G11(τ, τ ′) = Tr
(
X̂(τ)X̂(τ ′)ρ

)
≡ 〈X̂(τ)X̂(τ ′)〉. (4.17)

Cabe a
larar que, si no se ha espe
i�
ado la rela
ión entre τ y τ ′, enton
es la integral

de 
aminos automáti
amente ubi
ará el tiempo más largo a la izquierda. Esto expresa el

llamado ordenamiento temporal entre dos operadores de Heisenberg, de manera que se

puede generalizar el resultado a G11(τ, τ ′) ≡ 〈T
[
X̂(τ)X̂(τ ′)

]
〉, donde T impli
a orden

temporal.

Considerando ahora la expresión:

G12(τ, τ ′) =

∫

x(t)=x′(t)
DxDx′ ei(S[x]−S[x

′])ρ(x(0), x′(0), 0) x(τ) x′(τ ′), (4.18)

las 
orrespondientes expresiones 
anóni
as en los esquemas de S
hrödinger y Heisenberg

respe
tivamente son:

G12(τ, τ ′) = Tr
(
Û(0, τ ′)X̂Û(τ ′, t)Û (t, τ)X̂Û(τ, 0)ρ(0)

)
= 〈X̂(τ ′)X̂(τ)〉. (4.19)

En este 
aso, el operador de Heisenberg primado se ubi
a a la izquierda, dado que

su tiempo es mayor. Esto debe pensarse 
omo un ordenamiento de 
aminos en lugar de


omo un ordenamiento temporal. Finalmente, de la misma manera:

G22(τ, τ ′) =

∫

x(t)=x′(t)
DxDx′ ei(S[x]−S[x

′])ρ(x(0), x′(0), 0){x′(τ)x′(τ ′)}

≡ 〈T̃
[
X̂(τ)X̂(τ ′)

]
〉, (4.20)

donde T̃ impli
a el anti-ordenamiento temporal, es de
ir, el tiempo más largo a la dere
ha.

Esto justi�
a el he
ho de poder identi�
ar a la segunda de las ramas 
omo yendo ha
ia

atrás 
on respe
to a la primera.

Por otro lado, existe una manera formal alternativa de obtener estas 
antidades sim-

plemente 
onsiderando 
ierto tipo de fun
ionales y ha
iendo derivadas fun
ionales.

Consideremos para ello la a

ión CTP modi�
ada basada en la a

ión S en presen-


ia de dos fuentes externas distintas J(t) y J ′(t). Está 
laro que en este 
aso se tiene

análogamente:

SCTP[x, J ;x
′, J ′] = S[x]− S[x′] +

∫ t

0
dλJ(λ)x(λ) −

∫ t

0
dλJ ′(λ)x′(λ). (4.21)
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Enton
es, se 
onstruye lo que se denomina Fun
ional Generatriz, que es una fun
ional

de las fuentes externas J y J ′ y que en su representa
ión de integrales de 
aminos se

es
ribe:

Z[J, J ′] =

∫

x(t)=x′(t)
DxDx′ eiSCTP[x, J ; x

′, J ′]ρ(x(0), x′(0), 0). (4.22)

Teniendo en 
uenta esta de�ni
ión, las fun
iones de 2 puntos de las e
s. (4.14), (4.18)

y (4.20), pueden es
ribirse en términos de esta fun
ional 
omo:

G11(τ, τ
′) =

(
1

i

δ

δJ(τ)

)(
1

i

δ

δJ(τ ′)

)
Z[J, J ′]

∣∣∣
J=J ′=0

, (4.23)

G12(τ, τ
′) =

(
1

i

δ

δJ(τ)

)(
−1

i

δ

δJ ′(τ ′)

)
Z[J, J ′]

∣∣∣
J=J ′=0

, (4.24)

G22(τ, τ
′) =

(
−1

i

δ

δJ ′(τ)

)(
−1

i

δ

δJ ′(τ ′)

)
Z[J, J ′]

∣∣∣
J=J ′=0

, (4.25)

donde es 
laro que la deriva
ión respe
to de J ′ di�ere de la de J en un signo debido a la

diferen
ia de signo que apare
e en la evolu
ión ha
ia atrás respe
to de la primera.

Cabe remar
ar que la a

ión efe
tiva CTP se presenta a primera vista 
omo una

a

ión 
on dos grados de libertad CTP en intera

ión, uno sin primar y otro primado que

pare
en independientes salvo por la 
ondi
ión de 
ontorno que los rela
iona. La 
uestión

es si, a partir de esta a

ión, puede obtenerse alguna de las e
ua
iones de movimiento

relevantes del problema. Resulta que si uno varía la a

ión 
on respe
to a uno de di
hos

grados de libertad, se obtienen las e
ua
iones para sus valores medios 
omo si fuesen

grados de libertad independientes. Para obtener enton
es las e
ua
iones de movimiento

aso
iadas al valor medio del grado de libertad real (no CTP), la pres
rip
ión indi
a que

a la e
ua
ión de movimiento obtenida para alguno de los grados de libertad CTP, es

ne
esario imponerle la 
ondi
ión adi
ional de x = x′ y J = J ′ = 0 [48℄:

δSCTP[x;x
′]

δx

∣∣∣
x=x′

= 0. (4.26)

Cabe desta
ar que esta e
ua
ión, sin embargo, 
orresponde a la de los valores medios

de los grados de libertad y no siempre 
orresponde a la e
ua
ión de Heisenberg para el

operador aso
iado a di
ho grado. Mu
has ve
es, 
uando se 
onsideran sistemas 
uánti
os

abiertos (
omo se verá más adelante), esta e
ua
ión 
orresponde a un promedio sobre

todas las posibles realiza
iones del ruido, es de
ir, in
luye disipa
ión pero no ruido. Por

ende, para evitar esto y obtener una e
ua
ión tipo Langevin que explí
itamente presente

A. E. Rubio López 58 Tesis de Do
torado en Cien
ias Físi
as



4.4. LA FUNCIONAL DE INFLUENCIA

el ruido, se rees
ribe la parte imaginaria de la a

ión efe
tiva de manera que, a través

de una identidad fun
ional, se in
orpore una fuente de ruido esto
ásti
o en la a

ión

obteniendo de esa forma una e
ua
ión de movimiento sin haber promediado en el ruido

[49℄.

De esta manera, la me
áni
a 
uánti
a in
orpora a las integrales de 
aminos para

estudiar la evolu
ión de sistemas 
errados. Sin embargo, la motiva
ión ini
ial era estudiar

sistemas en 
onta
to 
on otros sistemas o entornos (sistemas abiertos) y estudiar de

qué manera los primeros se ven afe
tados por los últimos. La próxima se

ión muestra


ómo di
hos problemas pueden ser abordados a través de un formalismo de integrales de


aminos.

4.4. La Fun
ional de In�uen
ia

El sistema a estudiar está 
ompuesto por : un sistema S representado por un grado

de libertad x que intera
túa 
on un entorno E des
rito por grados de libertad q = {qn}.
La a

ión 
lási
a toma enton
es la forma S[x, q] = SS[x]+SE[q]+Sint[x, q]. De la misma

forma, el hamiltoniano es Ĥ = ĤS + ĤE + Ĥint, donde:

ĤS =
1

2
p̂2 + V (x̂) ; Ĥint = Vint(x̂, q̂). (4.27)

El estado 
uánti
o del sistema total viene dado por la matriz densidad ρ(xq, x′q′, t)

que depende tanto de las variables del sistema 
omo de las variables del entorno. Su

evolu
ión es unitaria bajo Ĥ desde una matriz densidad ini
ial ρ(0) a t = 0 hasta

ρ(t) = e−itĤρ(0) eitĤ a un tiempo �nito t. Explí
itamente, empleando 
ompletitud,

en la representa
ión de integral de 
aminos se es
ribe:

ρ(x q, x′q, t) = 〈x q, t|ρ|x′q, t〉

=

∫
dxidqi

∫
dx′idq

′
i〈x q, t|xiqi, 0〉〈xiqi, 0|ρ|x′iq′i, 0〉〈x′iq′i, 0|x′q, t〉

=

∫
dxidqi

∫
dx′idq

′
i

∫ x

xi

Dx

∫ q

qi

Dq eiS[x,q]ρ(xiqi, x
′
iq
′
i, 0)

×
∫ x′

x′
i

Dx′
∫ q

q′i

Dq′ e−iS[x
′,q′]

≡
∫
dxidqi

∫
dx′idq

′
i J(x q, x

′q, t|xiqi, x′iq′i, 0) ρ(xiqi, x′iq′i, 0), (4.28)

donde J se presenta 
omo un operador de evolu
ión para el sistema más el entorno.
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Como se está interesado en el 
omportamiento del sistema más que en el del entorno,

no resulta ne
esario seguir los detalles de la dinámi
a del entorno. En parti
ular, lo que

se bus
a 
al
ular son valores medios de observables del sistema úni
amente, es de
ir,

valores de expe
ta
ión de operadores que, en el espa
io de Hilbert total, se es
riben

Â ⊗ I, donde Â es un operador en el espa
io de Hilbert del sistema y I es el operador

identidad en el espa
io de Hilbert del entorno. Di
hos valores de expe
ta
ión también,

pueden ser 
al
ulados a través de la matriz densidad redu
ida ρr. Ésta se obtiene a partir

de la matriz densidad total realizando una traza par
ial sobre los grados de libertad del

entorno, es
ribiéndose ρr = Trq(ρ). Explí
itamente:

ρr(x, x
′, t) =

∫ +∞

−∞
dq ρ(x q, x′q, t). (4.29)

Asumamos además que, a t = 0, el sistema y el entorno se hallan des
orrela
ionados,

de manera que se puede es
ribir:

ρ(xiqi, x
′
iqi, 0) = ρS(xi, x

′
i, 0)ρE(qi, q

′
i, 0). (4.30)

De esta forma, se están poniendo en intera

ión el sistema y el entorno 
on todo el


uidado ne
esario para evitar las 
ompli
a
iones aso
iadas 
on el repentino en
endido de

la intera

ión. Teniendo en 
uenta esto, la matriz densidad redu
ida puede rees
ribirse:

ρr(x, x
′, t) =

∫
dxidx

′
i Jr(x, x

′, t|xi, x′i, 0) ρS(xi, x′i, 0), (4.31)

donde el operador de evolu
ión para la matriz densidad redu
ida viene dado por:

Jr(x, x
′, t|xi, x′i, 0) ≡

∫ x

xi

Dx

∫ x′

x′
i

Dx′ ei(S[x]−S[x
′])F [x, x′], (4.32)

mientras que F [x, x′] es la llamada fun
ional de In�uen
ia de Feynman y Vernon:

F [x, x′] ≡ eiSIF[x,x
′,t]

(4.33)

=

∫
dqdqidq

′
i ρE(qi, q

′
i, 0)

∫ q

qi

Dq ei(SE[q]+Sint[x,q])

∫ q

q′i

Dq′e−i(SE[q
′]+Sint[x

′,q′]).

donde SIF se denomina a

ión de in�uen
ia. La e
ua
ión (4.31) tiene la forma de ser

la evolu
ión de la matriz densidad para un sistema 
errado; sin embargo, 
ontiene un

término no lo
al SIF, que indu
e una intera

ión entre las dos historias en el CTP. Toda

la in�uen
ia del entorno sobre el sistema se en
uentra en di
ha a

ión de in�uen
ia SIF.
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También se puede es
ribir la fun
ional de in�uen
ia en una forma que sea indepen-

diente de la base. Teniendo en 
uenta a los operadores de evolu
ión Û(t), Û ′(t) para

SE[q] + Sint[x, q] y SE[q] + Sint[x
′, q], respe
tivamente, las integrales de 
aminos pueden

expresarse:

F [x, x′] =

∫
dqdqidq

′
i ρE(qi, q

′
i, 0)〈q|Û (t)|qi〉〈q′i|Û ′†(t)|q〉. (4.34)

Por lo tanto, integrando en q y qi, rees
ribiendo 
omo una traza, se obtiene:

F [x, x′] = Tr
(
Û(t)ρE(0)Û

′†(t)
)
. (4.35)

Hasta el momento, se estudiaron formalismos de integrales de 
aminos de manera

general in
orporando el tratamiento de sistemas 
uánti
os abiertos. Estos métodos 
om-

binados permiten el estudio de la evolu
ión de diferentes sistemas fuera del equilibrio. De

he
ho, este tipo de formalismos permiten la obten
ión y estudio de diferentes e
ua
iones

de tipo Langevin, que in
orporan el ruido y la disipa
ión en la dinámi
a de los sistemas.

Numerosas áreas de la físi
a moderna ha
en uso de estas té
ni
as, 
omo por ejemplo

la 
osmología, para el estudio de la 
rea
ión de partí
ulas en los ini
ios del Universo;

en Teoría Cuánti
a de Campos (QFT) y materia 
ondensada, ya que el modelado de

intera

iones en sistemas 
ompuestos lleva a 
onsiderar ruido y disipa
ión 
omo partes

del problema.

En la siguiente se

ión, se 
onsiderará el 
aso de a
oplamientos lineales a modo de

ejemplo, estudio que resultará útil más adelante en el trabajo.

4.4.1. A
oplamientos Lineales

Para seguir adelante, es importante 
omentar los resultados generales que se obtienen

para el 
aso de a
oplamientos lineales. Consideremos enton
es que la a

ión del entorno

es 
uadráti
a en las variable q. Por simpli
idad en la nota
ión de las expresiones que

siguen se 
onsiderará al entorno 
omo un úni
o grado de libertad, pero está 
laro que si

el entorno está formado por mu
hos grados de libertad idénti
os en su dinámi
a salvo

por algún parámetro (
omo puede ser la fre
uen
ia de os
ila
ión natural), debe sumarse

las expresiones sobre todos los grados existentes pesando 
on las diferentes 
onstantes de

a
oplamiento. En la versión 
ontinua esto lleva a la integra
ión sobre todas las fre
uen
ias

de los os
iladores del entorno pesado a través de la densidad espe
tral. Consideremos

también que la matriz densidad ini
ial de di
ho entorno es de tipo gaussiana, mientras

que el término de intera

ión es bilineal de la forma Sint =
∫
dt xa(t) Qa[q(t)] (en esta
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se

ión la nota
ión de índi
es repetidos es de suma sobre los índi
es CTP), donde las

Q's son 
ombina
iones lineales de las q's. Con estas suposi
iones, la a

ión de in�uen
ia

debe ser 
uadráti
a en x y x′, ya que en este 
aso la fun
ional de in�uen
ia (4.34) puede

interpretarse 
omo la transformada de Fourier fun
ional de una 
ompli
ada fun
ional

gaussiana de las historias Q(t) y Q′(t), la que tiene 
omo resultado otra gaussiana. De

esta forma, se es
ribe SIF = (1/2)
∫
dtdt′ xa(t)Mab(t, t

′)xb(t), donde:

Mab(t, t
′) = −i~ δ2

δxa(t)δxb(t′)
eiSIF[x

a,T ]
∣∣∣
xa=0

, (4.36)

siendo T en este 
aso el tiempo �nal.

Una varia
ión dire
ta de (4.34) resulta en:

δ2eiSIF[x
a,T ]

δxa(t)δxb(t′)

∣∣∣
xa=0

= −
∫

q1(T )=q2(T )
Dqa eiSE[q

a]Qa(t)Qb(t
′) ρE(q

1(0), q2(0), 0), (4.37)

de manera que se tiene:

Mab(t, t
′) = i



〈
T [Q̂(t)Q̂(t′)]

〉
−
〈
Q̂(t′)Q̂(t)

〉

−
〈
Q̂(t)Q̂(t′)

〉 〈
T̃ [Q̂(t)Q̂(t′)]

〉

 ,

donde los valores de expe
ta
ión se toman sin 
onsiderar la intera

ión 
on el sistema.

La a

ión de in�uen
ia en términos de las variables del sistema enton
es se es
ribe:

SIF =
i

2

∫
dtdt′

[〈
T [Q̂(t)Q̂(t′)]

〉
x(t)x(t′)−

〈
Q̂(t′)Q̂(t)

〉
x(t)x′(t′)

−
〈
Q̂(t)Q̂(t′)

〉
x′(t)x(t′) +

〈
T̃ [Q̂(t)Q̂(t′)]

〉
x′(t)x′(t′)

]
, (4.38)

la que, empleando las rela
iones entre las fun
iones de Green CTP, puede rees
ribirse en

términos de las suma y resta de las variables (x+ x′ y x− x′) según:

SIF =

∫
dtdt′

[
(x− x′)(t)D(t, t′)(x+ x′)(t′) +

i

2
(x− x′)(t)N(t, t′)(x− x′)(t′)

]
, (4.39)

donde se identi�
an los llamados nú
leos de disipa
ión D y ruido N :

D(t, t′) =
i

2

〈
[Q̂(t), Q̂(t′)]

〉
θ(t− t′), (4.40)

N(t, t′) =
1

2

〈
{Q̂(t), Q̂(t′)}

〉
. (4.41)
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Los 
or
hetes y las llaves impli
an el 
onmutador y anti
onmutador respe
tivamen-

te. Obsérvese que el nú
leo de disipa
ión resulta ser 
ausal, y también que, 
omo los

operadores Q̂'s son hermíti
os, ambos nú
leos son reales.

En el próximo 
apítulo, se implementará todo este 
onjunto de herramientas a nuestro

problema de interés en QFT.
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Capítulo 5

CTP para el Campo Es
alar en

Medios Reales

Una vez introdu
idos los 
on
eptos bási
os del formalismo CTP de integrales fun
io-

nales, en este 
apítulo 
omenzamos a apli
arlo al problema de Casimir. Como ya hemos

men
ionado, el estudio de las fuerzas de Casimir en el mar
o de los sistemas 
uánti
os

abiertos es la posibilidad de analizar la físi
a fuera del equilibrio de las intera

iones

entre objetos a diferentes temperaturas [28℄, las transferen
ia de 
alor entre ellos [50℄ y

la in
lusión de evolu
iones temporales hasta al
anzar el régimen esta
ionario. Asimismo,

la 
ono
ida fórmula de Lifshitz [16℄ que des
ribe las fuerzas entre dielé
tri
os en una si-

tua
ión esta
ionaria en términos de sus propiedades ele
tromagnéti
as ma
ros
ópi
as, no

ha sido derivada desde un mar
o 
uánti
o de primeros prin
ipios. La dedu

ión original

se basa en las e
ua
iones de Maxwell esto
ásti
as y el empleo de propiedades termo-

dinámi
as aso
iadas a los 
ampos esto
ásti
os. De todos modos, 
omo se ha señalado

en numerosos papers, la 
onexión entre este enfoque y uno netamente 
uánti
o no está

totalmente entendida. Es más, 
iertas dudas han apare
ido en rela
ión a la apli
abilidad

de la fórmula de Lifshitz al 
aso de dielé
tri
os 
on pérdidas [18, 19, 20℄.

Con este objetivo, en el 
apítulo anterior, presentamos el formalismo CTP o de

S
hwinger-Keldysh, el 
ual es de parti
ular utilidad en la teoría 
uánti
a de 
ampos

fuera del equilibrio (ver [51, 52, 53℄). En este esquema, mostramos que los sistemas 
uán-

ti
os abiertos son in
luídos mediante el 
on
epto de a

ión de in�uen
ia, resultante de la

traza par
ial sobre los grados de libertad del entorno.

En este 
apítulo mostraremos 
ómo en el 
aso más simple, de un 
ampo es
alar en

intera

ión 
on materia, el formalismo puede ser utilizado para el estudio de un problema

de Casimir tanto del régimen transitorio 
omo de la situa
ión esta
ionaria a partir del
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límite de tiempos largos de la anterior.

5.1. A
oplamiento Bilineal

En el Capítulo 3, presentamos un esquema de 
uantiza
ión en el régimen esta
ionario

basado en los trabajos previos [32, 35℄, donde el problema de Casimir 
on materiales reales

era abordado desde un mar
o de sistemas 
uánti
os abiertos. En el presente 
apítulo,

trabajaremos 
on dos modelos análogos al de HB, asumiendo en ambos 
asos que los

dielé
tri
os se hallan representados por 
ontinuos de partí
ulas Brownianas 
uánti
as,

sujetas a �u
tua
iones (ruido) y disipa
ión debido a su a
oplamiento a entornos térmi
os.

La diferen
ia entre los dos modelos se basa en los a
oplamientos 
on el 
ampo. El

primero de ellos, que llamaremos modelo bilineal, 
onsiste en un a
oplamiento dire
to

entre el 
ampo y el grado de libertad de polariza
ión del dielé
tri
o en 
ada punto del

espa
io. Al segundo lo llamamos modelo tipo 
orriente y 
onsiste en un a
oplamiento entre

la derivada temporal del 
ampo y el grado de libertad de polariza
ión. Comenzaremos


on el primero de ellos dado que permite un desarrollo más dire
to de los 
ál
ulos,

mientras que el segundo, más 
er
ano a la realidad de la intera

ión entre el 
ampo EM

y la materia, será abordado una vez realizadas las integra
iones para el modelo bilineal

aprove
hándolas para 
ontinuar los 
ál
ulos en forma general y uni�
ada para ambos

modelos a la vez.

Por lo tanto, 
onsideremos un sistema 
ompuesto de dos partes: el 
ampo, el 
ual


onsideraremos un 
ampo es
alar real no masivo, y el material real, a su vez modelado

por un 
ontinuo de partí
ulas Brownianas lo
alizadas en 
iertas regiones del espa
io. Con

esto, estamos tomando la polariza
ión 
omo el grado de libertad relevante en 
ada punto

del espa
io o
upado por el material. Los mismos se hallan a
oplados al 
ampo en 
ada

punto. El sistema 
ompuesto (
ampos más grados de libertad de polariza
ión) están, a la

vez, a
oplados a entornos externos 
onstituidos por os
iladores armóni
os que intera
túan

sólo 
on los grados de libertad de polariza
ión y toman el rol de baños térmi
os.

Luego, la a

ión total del sistema 
ompleto viene dada por:

S[φ, r, qn] = S0[φ] + S0[r] +
∑

n

S0[qn] + Sint[φ, r] +
∑

n

Sint[r, qn], (5.1)

donde 
ada término se es
ribe:

S0[φ] =

∫
dx

∫ tf

t0

dτ
1

2
∂µφ ∂

µφ, (5.2)
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S0[r] =

∫
dx

∫ tf

t0

dτ 4πηx g(x)
mx

2

(
ṙ2x(τ)− ω2

x r
2
x(τ)

)
, (5.3)

S0[qn] =

∫
dx

∫ tf

t0

dτ 4πηx g(x)
mn,x

2

(
q̇2n,x(τ)− ω2

n,x q
2
n,x(τ)

)
, (5.4)

Sint[φ, r] =

∫
dx

∫ tf

t0

dτ 4πηx g(x) λ0,x φ(x, τ) rx(τ), (5.5)

Sint[r, qn] =

∫
dx

∫ tf

t0

dτ 4πηx g(x)
λn,x√

2mn,x ωn,x
rx(τ) qn,x(τ), (5.6)

donde esta vez los subíndi
es están también sobre todas las propiedades que 
ara
terizan

al material (y sus grados de libertad). Es de
ir, 
ada grado de libertad de polariza
ión

puede tener sus propiedades parti
ulares (masa mx, fre
uen
ia ωx y a
oplamiento λ0,x),

permitiendo al material ser inhomogéneo (estando 
ara
terizado por las densidades ηx).

Las mismas libertades se le dan a 
ada baño térmi
o en intera

ión 
on 
ada grado de

libertad de polariza
ión en 
ada punto del espa
io.

Por otro lado, la distribu
ión de materia g(x) de�ne las regiones o
upadas por mate-

rial, teniendo g = 1 para ellas y g = 0 fuera de ellas.

Cabe remar
ar que, en este 
aso, el 
ampo es
alar pare
e ser análogo a una de las


omponentes del 
ampo EM en intera

ión; sin embargo, en este modelo estamos 
onsi-

derando por simpli
idad un a
oplamiento bilineal entre el 
ampo y el grado de libertad

de polariza
ión, lo que imposibilita tal 
orresponden
ia.

Por último y al igual que en 
apítulos pasados, estamos asumiendo que el sistema total

está ini
ialmente des
orrela
ionado y, por ende, su matriz densidad ini
ial se es
ribe 
omo

un produ
to de la 
orrespondiente para 
ada parte en 
ada punto, las que suponemos

ini
ialmente en equilibrio térmi
o a una temperatura arbitraria propia (βφ, βrx , βB,x),

permitiendo al material ser térmi
amente inhomogéneo.

ρ̂(t0) = ρ̂φ(t0)⊗ ρ̂rx(t0)⊗ ρ̂{qn,x}(t0). (5.7)

5.2. Fun
ionales de In�uen
ia y Generatriz

Como primer objetivo de esta parte, queremos 
al
ular el valor de expe
ta
ión de las

fun
iones de 
orrela
ión 
uánti
as para el 
ampo. A partir del formalismo CTP podemos

es
ribir la fun
ional generatriz del 
ampo luego de haber sido integrados los grados de

libertad de polariza
ión, tomando la generaliza
ión del pro
eso que se en
uentra en las
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Refs.[36, 54℄ (más adelante en esta Tesis daremos una rigurosa demostra
ión para un


aso más 
ompli
ado 
omo es el del 
ampo EM en intera

ión 
on materia):

Z[J, J ′] =

∫
dφf

∫
dφ0 dφ

′
0

∫ φ(x,tf )=φf (x)

φ(x,t0)=φ0(x)
Dφ
∫ φ′(x,tf )=φf(x)

φ′(x,t0)=φ′
0(x)
Dφ′ρφ(φ0, φ′0, t0)

× ei(S0[φ]−S0[φ′]) F [φ, φ′] ei
∫
dx

∫ tf
t0

dτ(J(x,τ) φ(x,τ)−J ′(x,τ) φ′(x,τ)), (5.8)

donde la fun
ional del 
ampo F es la fun
ional de in�uen
ia rela
ionada a la a

ión de

in�uen
ia del 
ampo SIF[φ, φ
′] generada por los grados de libertad del material más sus

respe
tivos baños. Cabe desta
ar que, respe
to del 
apítulo anterior, estamos teniendo

una nota
ión más explí
ita a �n de no perder de vista las dependen
ias espa
iales y los

límites de las integra
iones fun
ionales.

Como el material está siendo modelado 
omo un 
ontinuo de os
iladores no intera
-

tuantes entre sí pero sí 
on su propio baño en el mismo punto espa
ial, la fun
ional de

in�uen
ia se es
ribe 
omo fa
torizada espa
ialmente, teniendo:

F [φ, φ′] = eiSIF[φ,φ
′] =

∏

x

∫
drf,x

∫
dr0,xdr

′
0,x

∫ rx(tf )=rf,x

rx(t0)=r0,x

Drx
∫ r′x(tf )=rf,x

r′x(t0)=r′0,x

Dr′x(5.9)

×ρrx
(
r0,x, r

′
0,x, t0

)
ei4πηxg(x)(S0[rx]−S0[r′x]+SQBM[rx,r′x]) ei4πηxg(x)(Sint[φ,rx]−Sint[φ

′,r′x]).

donde:

SQBM[rx, r
′
x] =

∫ tf

t0

dτ

∫ tf

t0

dτ ′ ∆rx(τ)
(
− 2 DQBM,x(τ − τ ′) Σrx(τ ′)

+
i

2
NQBM,x(τ − τ ′)∆rx(τ ′)

)
, (5.10)

es la 
ono
ida a

ión de in�uen
ia de la teoría del QBM [55, 56℄, que representa la in�uen-


ia del baño en x (dado un 
onjunto {qn,x}) sobre el grado de libertad de polariza
ión

rx en el mismo punto del espa
io. Cabe señalar que en esta expresión, los 
ampos φ y φ′

apare
en 
omo fuentes externas adi
ionales, así 
omo J y J ′ lo son para el 
ampo. Tam-

bién 
abe remar
ar que en esta expresión tomamos ∆rx = r′x − rx y Σrx = (rx + r′x) /2

y que la a

ión del in�uen
ia del QBM es 
laramente el resultado análogo a la expresión

CTP para la fun
ional de in�uen
ia del 
ampo (5.9), donde la traza es sobre los grados

de libertad del baño {qn,x} 
onsiderados en un estado térmi
o.

Los nú
leos NQBM,x y DQBM,x en SQBM no son más que los nú
leos de ruido y

disipa
ión del QBM respe
tivamente [36, 56℄. Es 
laro que la expresión de la a

ión
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de in�uen
ia es general y apli
a a todo tipo de baños 
omo los del Capítulo 3 [41, 56℄,


ara
terizados por una temperatura parti
ular. De la misma forma, es 
laro que el nú
leo

de ruido NQBM,x 
orresponde a la suma de los propagadores de Hadamard de 
ada

os
ilador del baño en el punto x, mientras que el nú
leo de disipa
ión DQBM,x 
orresponde

a la suma de los retardados en el mismo punto, los 
uales poseen un 
omportamiento


ausal (DQBM,x(τ, τ
′) ∝ Θ(τ − τ ′)).

5.2.1. Fun
ional de In�uen
ia del Campo

Para 
omenzar, el primer paso es 
al
ular la fun
ional de in�uen
ia para el 
ampo

(5.9). Para esto, es ne
esario evaluar 
ada uno de los fa
tores de la produ
toria. El resul-

tado de 
ada una de esas integrales CTP puede en
ontrarse en [54℄. La implementa
ión

de tal resultado es inmediata debido a que los grados de libertad de polariza
ión no in-

tera
túan entre sí y son un 
ontinuo, al mismo tiempo que hay que tener en 
uenta que

la distribu
ión de materia satisfa
e g2(x) = g(x). De este modo, se obtiene:

F [φ, φ′] =
∏

x

〈
e−i4πηxg(x) λ0,x

∫ tf
t0

dτ ∆φ(x,τ) R0,x(τ)
〉
r0,x,p0,x

× e−
1
2

4πηxg(x)
∫ tf
t0

dτ
∫ tf
t0

dτ ′ ∆φ(x,τ) NB,x(τ,τ
′) ∆φ(x,τ ′)

× e−i4πηxg(x)
∫ tf
t0

dτ
∫ tf
t0

dτ ′ ∆φ(x,τ) 2 Dx(τ,τ ′) Σφ(x,τ ′), (5.11)

donde ∆φ = φ′ − φ, Σφ = (φ + φ′)/2 y Dx(τ, τ
′) ≡ Dx(τ − τ ′) =

λ2
0,x

2 GRet,x(τ − τ ′)
es el nú
leo de disipa
ión a
tuante sobre el 
ampo, siendo GRet,x la fun
ión de Green

retardada yR0,x la solu
ión 
on 
ondi
iones ini
iales {r0,x, p0,x} aso
iada a la e
ua
ión de

movimiento semi
lási
a, que resulta ser, ni más ni menos, que la e
ua
ión de movimiento

homogénea:

δSCTP[rx, r
′
x]

δrx

∣∣∣
rx=r′x

=
δSCTP[∆rx,Σrx]

δ∆rx

∣∣∣
∆rx=0

= 0,

r̈x + ω2
x rx −

2

mx

∫ t

t0

dτ DQBM,x(t− τ) rx(τ) = 0, (5.12)

donde SCTP[rx, r
′
x] = S0[rx]− S0[r′x] + SQBM[rx, r

′
x], mientras que:

R0,x(τ) = r0,x ĠRet,x(τ − t0) +
p0,x
mx

GRet,x(τ − t0). (5.13)
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Por otro lado, el nú
leo NB,x es la parte del nú
leo de ruido aso
iada a los baños que

a
túa sobre el 
ampo (hay otra parte aso
iada al primer fa
tor del miembro dere
ho de

(5.11)), y está dado por:

NB,x(τ, τ
′) = λ20,x

∫ tf

t0

ds

∫ tf

t0

ds′ GRet,x(τ − s) NQBM,x

(
s− s′

)
GRet,x(τ

′ − s′). (5.14)

Finalmente, el primer fa
tor del miembro dere
ho de (5.11) se es
ribe (ver Ref.[54℄):

〈
e−i4πηxg(x) λ0,x

∫ tf
t0

dτ ∆φ(x,τ) R0,x(τ)
〉
r0,x,p0,x

= (5.15)

=

∫
dr0,x

∫
dp0,x Wrx (r0,x, p0,x, t0) e

−i4πηxg(x) λ0,x
∫ tf
t0

dτ ∆φ(x,τ) R0,x(τ),

donde Wrx (r0,x, p0,x, t0) es la fun
ional de Wigner aso
iada a la matriz densidad de los

grados de libertad de polariza
ión ρ̂rx(t0). Esta fun
ional puede ser es
rita generalizando

la expresión en
ontrada en Ref.[54℄:

Wrx (r0,x, p0,x, t0) =
1

2π

∫ +∞

−∞
dΓ ei4πηxg(x) p0,xΓ ρrx

(
r0,x −

Γ

2
, r0,x +

Γ

2
, t0

)
. (5.16)

Considerando estados térmi
os ini
iales para 
ada parte del sistema 
ompuesto total,

tomamos las matri
es densidad para los grados de libertad de polariza
ión 
omo fun
iones

gaussianas. De este modo, (5.16) resulta una integral gaussiana debido a que la fun
ión

de Wigner es una gaussiana en r0,x y p0,x. De esta forma, 
onsiderando (5.13), fá
ilmente

podemos 
al
ular el primer fa
tor del miembro dere
ho de (5.11) 
omo:

〈
e−i4πηxg(x) λ0,x

∫ tf
t0

dτ ∆φ(x,τ) R0,x(τ)
〉
r0,x,p0,x

=
1

4πηxg(x) 2 sinh
(
βrxωx

2

)
(5.17)

× e−
1
2

4πηxg(x)
∫ tf
t0

dτ
∫ tf
t0

dτ ′ ∆φ(x,τ) Nr,x(τ,τ ′) ∆φ(x,τ ′),


on:

Nr,x(τ, τ
′) =

λ20,x
2mxωx

coth

(
βrxωx

2

)[
ĠRet,x(τ − t0) ĠRet,x(τ

′ − t0)

+ ω2
x GRet,x(τ − t0) GRet,x(τ

′ − t0)
]
, (5.18)
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que 
orresponde a la otra parte men
ionada del nú
leo de ruido que a
túa sobre el


ampo. Éste se aso
ia a la in�uen
ia generada por los grados de libertad de polariza
ión

y lleva 
onsigo un fa
tor térmi
o global 
on la temperatura de los grados de libertad de

polariza
ión en 
ada punto βrx .

Por lo tanto, luego del normalizar Z[J, J ′], (5.11) �nalmente se es
ribe:

F [φ, φ′] = eiSIF[φ,φ
′], (5.19)


on:

SIF[φ, φ
′] =

∫
dx

∫ tf

t0

dτ

∫ tf

t0

dτ ′ 4πηx g(x) ∆φ(x, τ)
[
−2 Dx(τ − τ ′) Σφ(x, τ ′)

+
i

2
Nx(τ, τ

′) ∆φ(x, τ ′)

]
(5.20)

=

∫
d4x

∫
d4x′ ∆φ(x)

[
−2 D(x, x′) Σφ(x′) + i

2
N (x, x′) ∆φ(x′)

]
,

donde en la última igualdad D(x, x′) ≡ 4πηxg(x) δ(x − x′) Dx(τ − τ ′) y N (x, x′) ≡
4πηxg(x) δ(x − x′) Nx(τ, τ

′) (
on Nx(τ, τ
′) = Nr,x(τ, τ

′) +NB,x(τ, τ
′)) para los nú
leos

de disipa
ión y ruido respe
tivamente.

Como es esperado para a
oplamientos lineales, la a

ión de in�uen
ia para el 
ampo

tiene la misma forma que SQBM (obtenida luego de la integra
ión sobre los baños) pero

para un 
ampo 3+1 en todo el espa
io. Esto no es úni
amente válido para a
oplamientos

bilineales entre grados de libertad. Como veremos más adelante, esto también vale para

a
oplamientos entre grados de libertad y momentos 
anóni
amente 
onjugados, 
on la

salvedad de que los respe
tivos nú
leos 
ambian.

5.2.2. Fun
ional Generatriz CTP

Hasta aquí hemos logrado un resultado exa
to para la fun
ional de in�uen
ia y,


onse
uentemente, para la a

ión de in�uen
ia. Volviendo enton
es a (5.8), podemos

notar que la integral CTP resultante es de la forma de (5.11), sólo que reemplazando

el grado de libertad por un 
ampo es
alar. En este 
aso, la generaliza
ión del resultado

que se en
uentra en Ref.[54℄ para 
ampos es
alares es inmediata (no así para 
ampos de

gauge, 
uestión que será abordada en los 
apítulos siguientes de esta Tesis), pudiendo

es
ribir:
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Z[J, J ′] =
〈
e−i

∫
d4x J∆(x) Φ0(x)

〉
φ0(x),Π0(x)

e−i
∫
d4x

∫
d4y J∆(x) GRet(x,y) JΣ(y)

× e−
1
2

∫
d4x

∫
d4x′

∫
d4y′

∫
d4y J∆(x) GRet(x,x

′) N (x′,y′) GRet(y,y
′) J∆(y), (5.21)

donde φ0(x) = φ(x, t0) y Π0(x) = φ̇(x, t0) son las 
ondi
iones ini
iales para el 
ampo,

mientras que J∆ = J ′ − J y JΣ = (J + J ′)/2.

Análogamente a la integra
ión realizada en la última se

ión, GRet es la fun
ión de

Green retardada, esta vez aso
iada a la e
ua
ión de 
ampo semi
lási
a resultante de la

e
ua
ión de movimiento homogénea para la a

ión efe
tiva CTP del 
ampo SCTP[φ, φ
′] =

S0[φ]− S0[φ′] + SIF [φ, φ
′]:

δSCTP[φ, φ
′]

δφ

∣∣∣
φ=φ′

=
δSCTP[∆φ,Σφ]

δ∆φ

∣∣∣
∆φ=0

= 0,

∂µ∂
µφ− 2

∫
d4x′ D(x, x′) φ(x′) = 0. (5.22)

Del mismo modo, Φ0(x) es la solu
ión de esta última e
ua
ión que satisfa
e las 
on-

di
iones ini
iales {φ0(x),Π0(x)}, es de
ir:

Φ0(x) =

∫
dx′ ĠRet(x,x

′, t− t0) φ0(x′) +
∫
dx′ GRet(x,x

′, t− t0) Π0(x
′). (5.23)

Ahora, para 
al
ular el primer fa
tor que involu
ra el promedio sobre las 
ondi
iones

ini
iales, usamos que:

〈
e−i

∫
d4x J∆(x) Φ0(x)

〉
φ0(x),Π0(x)

=

∫
Dφ0(x′)

∫
DΠ0(x

′) Wφ

[
φ0(x

′),Π0(x
′), t0

]

× e−i
∫
dx′

∫
d4x J∆(x)[ĠRet(x,x

′,τ−t0) φ0(x′)+GRet(x,x
′,τ−t0) Π0(x′)], (5.24)

donde Wφ [φ0(x
′),Π0(x

′), t0] juega el mismo rol que la fun
ional de Wigner estudiada en

Ref.[58℄.

5.2.2.1. Contribu
ión del Estado Ini
ial del Campo

Una vez 
al
ulada la fun
ional de Wigner para el 
ampo en un estado térmi
o, po-

demos volver a (5.24) para �nalmente obtener el primer fa
tor en el miembro dere
ho

de (5.21). El 
ál
ulo de la fun
ional está des
rito en el Apéndi
e C, estando el resultado

�nal expresado en Eq.(C.11).
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Para valores arbitrarios de la temperatura del 
ampo, el fa
tor, que en prin
ipio


onsta de integrales fun
ionales sobre el 
ampo φ0(x) y su momento aso
iado Π0(x), se

divide en 
ada una de las integra
iones, ya que el exponente también puede ser separado

en 
ada variable. Por ende:

〈
e−i

∫
d4x J∆(x)Φ0(x)

〉
φ0(x),Π0(x)

= (5.25)

=

∫
Dφ0(x)e−

βφ
2

∫
dx

∫
dx′ ∆βφ

(x−x′)∇φ0(x)·∇φ0(x′)
eβφ

∫
dx Jφ(x)φ0(x)

×
∫
DΠ0(x) e

−
βφ
2

∫
dx

∫
dx′ ∆βφ

(x−x′)Π0(x)Π0(x′)
eβφ

∫
dx JΠ(x)Π0(x),

donde:

Jφ(x) ≡ −
i

βφ

∫
d4x′ J∆(x

′) ĠRet

(
x′,x, t′ − t0

)
, (5.26)

JΠ(x) ≡ −
i

βφ

∫
d4x′ J∆(x

′) GRet

(
x′,x, t′ − t0

)
. (5.27)

Ambas integrales fun
ionales de�nen la 
ontribu
ión del primer fa
tor a la fun
ional

generatriz (5.21). De he
ho, de�nen la 
ontribu
ión del estado ini
ial del 
ampo a la

evolu
ión dinámi
a, la relaja
ión y la situa
ión esta
ionaria del sistema.

5.2.2.2. Límite de Alta Temperatura

Para 
ontinuar el 
ál
ulo, exploramos el límite de alta temperatura del 
ampo, que es

más simple al momento de resolver las integrales fun
ionales (5.26) (más adelante en esta

Tesis, para un 
aso más general que involu
ra el 
ampo EM, mostraremos 
ómo el 
ál
ulo

puede ser realizado a temperatura arbitraria). La aproxima
ión de alta temperatura está

dada por introdu
ir

βφ|p|
2 << 1 en la fun
ión de peso térmi
o expresada en el espa
io de

momentos (Eq.(C.10)). Luego, tanh
(
βφ|p|
2

)
≈ βφ|p|

2 , y la fun
ión de peso térmi
o en el

espa
io de momentos es aproximadamente igual a 1. Por ende, en el espa
io 
oordenado:

∆βφ
(x′ − x′′) ≈

∫
dp

(2π)3
e−ip·(x

′−x′′) ≡ δ
(
x′ − x′′

)
. (5.28)

En esta aproxima
ión, (5.26) se simpli�
a porque una de las integrales en los expo-

nentes puede ser evaluada inmediatamente. En este límite
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∫
DΠ0(x) e

−
βφ
2

∫
dx Π0(x) Π0(x) eβφ

∫
dx JΠ(x) Π0(x) =

= e
− 1

2βφ

∫
d4y

∫
d4y′ J∆(y)[

∫
dx GRet(y,x,τ−t0) GRet(y

′,x,τ ′−t0)]J∆(y′)
, (5.29)

donde y = (τ,y), y′ = (τ ′,y′) y estamos des
artando toda 
onstante de normaliza
ión

que eventualmente se irá, al �nal, al normalizar la fun
ional generatriz.

En este punto, es interesante remar
ar que la aproxima
ión de alta temperatura pare
e

borrar todas las diferen
ias entre los resultados obtenidos para un mismo problema pero


on diferente número de dimensiones espa
iales. Esto puede asumirse basado en el he
ho

de que la fun
ión de peso térmi
o, en este límite, resulta ser una de delta de Dira
 en

todas las 
oordenadas, independientemente de la dimensionalidad espa
ial, y enton
es

todas las posibles diferen
ias debido a las diferentes formas fun
ionales de la fun
ión de

peso térmi
o para un dado número de dimensiones pare
en desapare
er. Sin embargo,

la dimensionalidad se introdu
e nuevamente para ha
er diferen
ia 
uando la integral

fun
ional sobre φ0(x) tiene que resolverse. Esa integral fun
ional es gaussiana también.

Luego, podemos integrar por partes el exponente involu
rando los gradientes y des
artar

los términos que se desvane
en debido al de
aimiento asintóti
o del 
ampo en in�nito

(φ0(xi = ±∞) → 0). Por lo tanto, la integral fun
ional sobre φ0(x), en el límite de alta

temperatura, es una simple integral fun
ional gaussiana, de manera que �nalmente se

obtiene:

∫
Dφ0(x)eβφ

∫
dx[− 1

2
∇φ0(x)·∇φ0(x)+Jφ(x)φ0(x)] ∝ e

β2
φ
2

∫
dx

∫
dx′ Jφ(x

′)K(x,x′)Jφ(x
′) =

= e−
1
2

∫
d4y

∫
d4y′ J∆(y)[

∫
dx

∫
dx′ ĠRet(y,x,τ−t0) K(x−x′) ĠRet(y

′,x′,τ ′−t0)]J∆(y′), (5.30)

donde K(x,x′) =
(
−βφ∇2

)−1
es la inversa del lapla
iano, es de
ir, es la fun
ión de Green

de�nida 
omo:

−βφ ∇2K(x,x′) = δ(x − x′). (5.31)

Es 
laro que este nú
leo tiene que depender de la diferen
ia x− x′.

Como la e
ua
ión es análoga a la 
orrespondiente para la fun
ión de Green de una


arga puntual en el espa
io libre (aunque el fa
tor térmi
o apare
e 
omo una permitividad


onstante), esta e
ua
ión puede resolverse transformando Fourier:

K(x− x′) =

∫
dp

(2π)3
e−ip·(x−x

′) K(p), (5.32)
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donde:

K(p) =
1

βφ |p|2
. (5.33)

Cabe remar
ar que el nú
leo K(x − x′) depende fuertemente de la dimensionalidad

del problema, de manera que el número de dimensiones en el problema puede modi�
ar

el resultado �nal.

Finalmente, el primer fa
tor de la fun
ional generatriz para el límite de alta tempe-

ratura se es
ribe:

〈
e−i

∫
d4x J∆(x) Φ0(x)

〉
φ0(x),Π0(x)

= e−
1
2

∫
d4y

∫
d4y′ J∆(y)[A(y,y′)+B(y,y′)]J∆(y′), (5.34)

donde los nú
leos vienen dados por:

A(y, y′) ≡ 1

βφ

∫
dx GRet (y,x, τ − t0) GRet

(
y′,x, τ ′ − t0

)
, (5.35)

B(y, y′) ≡
∫
dx

∫
dx′ ĠRet(y,x, τ − t0) K(x− x′) ĠRet(y

′,x′, τ ′ − t0). (5.36)

Es 
laro que los nú
leos son simétri
os, es de
ir, A(y, y′) = A(y′, y) y B(y, y′) =

B(y′, y) y 
ada uno de ellos depende linealmente 
on la temperatura ini
ial del 
ampo,


omo es esperado para una aproxima
ión de alta temperatura. La presen
ia de estos

nú
leos es uno de los resultados de esta Tesis. Más adelante mostraremos el papel que

juegan en la densidad de energía de Casimir y su 
ontribu
ión a ella en el régimen de

tiempos largos.

Podemos �nalmente es
ribir la fun
ional generatriz normalizada para el 
ampo en el

límite de alta temperatura al reemplazar (5.34) en (5.21):

Z[J, J ′] = e−
1
2

∫
d4y

∫
d4y′ J∆(y)[A(y,y′)+B(y,y′)+

∫
d4x

∫
d4x′ GRet(y,x) N (x,x′) GRet(y

′,x′)]J∆(y′)

× e−i
∫
d4y

∫
d4y′ J∆(y) GRet(y,y

′) JΣ(y
′), (5.37)

donde 
abe señalar que el primer fa
tor en el miembro dere
ho está a
ompañado por dos

J∆, mientras que el segundo está a
ompañado de una J∆ y una JΣ. La diferen
ia ha
e

que el primero 
ontribuya a la energía mientras que el segundo no.

Finalmente, hemos 
al
ulado la fun
ional generatriz del 
ampo en un es
enario diná-

mi
o 
ompleto para el límite de alta temperatura del 
ampo. Esto lo realizamos permi-

tiendo a los grados de libertad de polariza
ión y sus baños, tener sus propias propiedades
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y temperaturas lo
almente. Sin embargo, el modelo 
ontiene una intera

ión bilineal en-

tre el 
ampo y la materia. En la próxima se

ión, mostraremos 
ómo, a partir de este

resultado, obtener el mismo para el 
aso de un modelo más realista, es de
ir, para el otro

de los modelos, la intera

ión tipo 
orriente.

5.3. A
oplamiento Tipo Corriente

Hasta aquí, hemos 
al
ulado la fun
ional generatriz para un 
ampo es
alar no masivo

en intera

ión 
on materia representada 
omo partí
ulas Brownianas. Es 
laro que en

el 
ál
ulo realizado en las se

iones anteriores, el 
ampo y los grados de libertad de

polariza
ión estaban a
oplados linealmente, es de
ir, el a
oplamiento era dire
tamente

entre los grados de libertad 
uánti
os. Por lo tanto, el modelo no es una versión es
alar

para una de las 
omponentes del 
ampo EM, ya que la intera

ión no es una tipo 
orriente.

Enton
es, 
omenzamos reemplazando la a

ión de intera

ión Sint[φ, r] entre el 
ampo

y la materia dada en (5.5) por un término de intera

ión tipo 
orriente:

S̃int[φ, r] =

∫
dx

∫ tf

t0

dτ 4πηx g(x) λ0,x φ̇(x, τ) rx(τ) ≡ Sint[φ̇, r], (5.38)

donde λ0,x efe
tivamente toma el papel de la 
arga elé
tri
a del modelo ele
tromagnéti
o.

Cabe señalar, también, que es
ribimos la derivada temporal a
tuando sobre el 
ampo,

en lugar de a
tuando sobre el grado de libertad de polariza
ión. Ambas ele

iones llevan

a las mismas e
ua
iones de movimiento para el sistema 
ompuesto, de manera que son

físi
amente equivalentes. De he
ho, los 
ál
ulos para obtener la a

ión de in�uen
ia del


ampo son formalmente los mismos y podemos, en prin
ipio, obtenerlos simplemente

reemplazando φ por φ̇. Por ende, la a

ión de in�uen
ia para el 
ampo, en este 
aso, se

es
ribe:

S̃IF[φ, φ
′] ≡ SIF[φ̇, φ̇

′] (5.39)

=

∫
dx

∫ tf

t0

dτ

∫ tf

t0

dτ ′ 4πηx g(x) ∆φ̇(x, τ)
[
−2 Dx(τ − τ ′) Σφ̇(x, τ ′)

+
i

2
Nx(τ, τ

′) ∆φ̇(x, τ ′)

]

=

∫
d4x

∫
d4x′ ∆φ̇(x)

[
−2 D(x, x′) Σφ̇(x′) + i

2
N (x, x′) ∆φ̇(x′)

]
.

Ahora, para 
ontinuar el 
ál
ulo 
omo en la última se

ión, y para identi�
ar los

nú
leos de ruido y disipa
ión 
orrespondientes a este modelo, integramos por partes en
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ambas variables temporales para obtener una a

ión de in�uen
ia que dependa de la

suma y diferen
ia de los 
ampos, en lugar de las de su derivada. De esta forma, 
omo en

Ref.[59℄, obtenemos:

S̃IF[φ, φ
′] =

∫
dx

∫ tf

t0

dτ

∫ tf

t0

dτ ′4πηxg(x) ∆φ(x, τ)
[
−2∂2ττ ′Dx(τ − τ ′)Σφ(x, τ ′)

+
i

2
∂2ττ ′Nx(τ, τ

′)∆φ(x, τ ′)

]
. (5.40)

Como el nú
leo de disipa
ión D involu
ra el produ
to de dos distribu
iones (ya que

D(τ − τ ′) 
ontiene Θ(τ − τ ′) multipli
ada por una fun
ión a
ompañante que depende de

la diferen
ia de los tiempos), el nú
leo no está bien de�nido [59℄. Derivando dos ve
es el

nú
leo, primero respe
to de τ ′ y luego respe
to de τ , resulta en:

∂2ττ ′Dx(τ − τ ′) = −δ(τ − τ ′) Ḋx(τ − τ ′)− D̈x(τ − τ ′), (5.41)

donde los puntos sobre los nú
leos representan la derivada temporal úni
amente sobre

la fun
ión a
ompañante, evitando diferen
iar sobre la fun
ión de Heaviside 
ontenida

en el nú
leo. Cabe señalar que en el primero de los términos, la fun
ión delta de Dira


viene de la deriva
ión de la fun
ión de Heaviside, pero la nota
ión ha
e que la fun
ión

de Heaviside 
ontenida en Ḋx sea super�ua y po
o signi�
ativa. También es 
laro que

hemos explotado el he
ho de que el nú
leo de disipa
ión D depende de la diferen
ia de

los tiempos τ − τ ′, lo que da ∂τ ′D = −∂τD = −Ḋ. Por otra parte, esto es inne
esario

para el nú
leo de ruido Nx.

Introdu
iendo (5.41) dentro de la a

ión de in�uen
ia (5.40), de 
onsiderar que de su

de�ni
ión Ḋx(0
+) = λ20,x/2 para el primer término de (5.41), 
laramente obtenemos:

S̃IF[φ, φ
′] =

∫
dx

∫ tf

t0

dτ 4πηxλ
2
0,x g(x) ∆φ(x, τ) Σφ(x, τ)

+

∫
dx

∫ tf

t0

dτ

∫ tf

t0

dτ ′ 4πηx g(x) ∆φ(x, τ)
[
2 D̈x(τ − τ ′) Σφ(x, τ ′)

+
i

2
∂2ττ ′Nx(τ, τ

′) ∆φ(x, τ ′)

]
(5.42)

donde el primer término es una renormaliza
ión (�nita e independiente de la posi
ión)

de la masa del 
ampo es
alar, la 
ual mostraremos más adelante que no tiene injeren-


ia en la determina
ión de la fun
ión de Green. Estos términos de renormaliza
ión de

masa también apare
en en la teoría del QBM, pero en general son términos divergentes
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debido al he
ho de que el baño es un 
onjunto in�nito de os
iladores armóni
os, 
ada

uno 
ontribuyendo a la renormaliza
ión de la masa. En nuestro 
aso, el 
ampo está a
o-

plado en 
ada punto del espa
io x a un úni
o os
ilador armóni
o representado por el

grado de libertad de polariza
ión ubi
ado también en x, de forma tal que el término de

renormaliza
ión es úni
o y, por ende, �nito.

Cabe señalar que del segundo término, llamamos nú
leo de disipa
ión tipo 
orriente

y de ruido tipo 
orriente a las derivadas de los nú
leos de disipa
ión y ruido del modelo

bilineal, es de
ir, el nú
leo de disipa
ión tipo 
orriente es −D̈x mientras que el nú
leo de

ruido tipo 
orriente viene dado por ∂2ττ ′Nx. De aquí en más, a �n de evitar 
onfusiones,

usaremos la termina
ión 'tipo 
orriente' para referirnos a los nú
leos del modelo tipo


orriente, guardando los términos nú
leos de disipa
ión y ruido solamente para Dx y Nx

respe
tivamente.

Considerando todo, y teniendo es
rita la a

ión de in�uen
ia (5.42) formalmente


omo un término de renormaliza
ión de masa más otro no lo
al (idénti
o a (5.21) pero


on nú
leos diferentes), podemos volver y retomar el pro
edimiento realizado para el

a
oplamiento bilineal.

A pesar del término de renormaliza
ión de la masa, la integral fun
ional CTP sobre

las variables de 
ampo puede ser 
al
ulada 
omo para el otro modelo. Por lo tanto, la

fun
ional generatriz resulta formalmente idénti
a a (5.37). Sin embargo, en el presente


aso, los nú
leos tipo 
orriente son diferentes, de manera que el de ruido 
ontribuirá a

de�nir la 
ontribu
ión debido a las �u
tua
iones de materia, mientras que el de disipa-


ión 
ontribuirá a la de�ni
ión de la fun
ión de Green retardada al introdu
irse en la

e
ua
ión de movimiento semi
lási
a del 
ampo obtenida a partir de la a

ión efe
tiva

CTP para el modelo tipo 
orriente. Esta e
ua
ión puede ser fá
ilmente derivada 
omo

(5.22), obteniendo:

∂µ∂
µφ+ 4πηxλ

2
0,x g(x) φ(x, t) + 8πηx g(x)

∫ t

t0

dτ D̈x(t− τ) φ(x, τ) = 0, (5.43)

donde el 
ampo es
alar posee una masa dependiente de la posi
ión, positiva y bien

de�nida 2
√
πηx |λ0,x| en 
ada punto x donde haya material (donde g(x) = 1), mientras

que es no masivo en las regiones libres. Por último, 
abe señalar que esta última e
ua
ión


on
uerda (integra
ión por partes de por medio) 
on la obtenida en un esquema de


uantiza
ión 
anóni
a en el 
apítulo 3 [veáse (3.17)℄ y, de he
ho, es su generaliza
ión.
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5.4. El Tensor de Energía-Momento y la Correla
ión del

Campo

Hasta aquí, obtuvimos la fun
ional generatriz CTP del 
ampo para ambos modelos

de a
oplamiento luego de trazar sobre todos los grados de libertad del material (polari-

za
ión más baños térmi
os). Por ende, nos interesa evaluar los valores de expe
ta
ión del

operador tensor de energía-momento simétri
o 〈T̂µν〉, que nos da la densidad de energía

y la presión de radia
ión aso
iada al 
ampo y está de�nido 
omo [7, 57℄:

T̂µν(x1) ≡ −ηµν
1

2
∂γ φ̂(x1) ∂

γ φ̂(x1) + ∂µφ̂(x1) ∂ν φ̂(x1), (5.44)

donde ηµν es la métri
a de Minskowski (η00 = −ηii = 1 para los elementos no nulos).

Mediante la té
ni
a de división de puntos o point-splitting, ha
iendo uso de la fun
ión

de 
orrela
ión del 
ampo, podemos es
ribir:

〈
T̂µν(x1)

〉
= ĺım

x2→x1

(
−ηµν

1

2
∂γ1∂

γ2 + ∂µ1∂ν2

)〈
φ̂(x1)φ̂(x2)

〉
, (5.45)

donde la nota
ión signi�
a ∂γ1∂
γ2 ≡ ∂t1∂t2 −∇1 · ∇2 y análogamente para ∂µ1∂ν2 .

Por lo tanto, ne
esitamos de la fun
ión de 
orrela
ión del 
ampo para 
ono
er los

valores de expe
ta
ión de 
ada una de las 
omponentes del tensor de energía-momento.

De he
ho, ne
esitamos que la 
orrela
ión sea �nita, de manera que debemos introdu
ir

una expresión regularizada de ella. A partir de la fun
ional generatriz (5.37), esto es

inmediato según lo estudiado en el 
apítulo 4. Evaluaremos enton
es la 
orrela
ión del


ampo en dos puntos diferentes x1 y x2 según la generaliza
ión inmediata de (4.24) (sin

rela
ión espe
í�
a entre los puntos ya que están en ramas CTP diferentes):

〈
φ̂(x1)φ̂(x2)

〉
=

δ2Z

δJ ′(x1)δJ(x2)

∣∣∣
J=J ′=0

. (5.46)

Como la fun
ional generatriz tiene una forma simple (5.37), podemos fá
ilmente eva-

luar sus derivadas fun
ionales, aprove
hando las propiedades de simetría de los nú
leos,

obteniendo:

〈
φ̂(x1)φ̂(x2)

〉
= A(x1, x2) + B(x1, x2) +

∫
d4x

∫
d4x′GRet(x1, x)N (x, x′)GRet(x2, x

′)

+
1

2
GJordan(x1, x2), (5.47)

donde GJordan(x1, x2) ≡ i (GRet(x2, x1)− GRet(x1, x2)) es el propagador de Jordan [36℄.

Es 
laro que los nú
leos son (5.21), (5.35) y (5.36) para el 
aso del modelo bilineal, siendo
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la fun
ión de Green retardada de�nida por la e
ua
ión de movimiento semi
lási
a (5.22).

Por otra parte, para obtener el resultado para el 
aso del modelo tipo 
orriente hay que

tener en 
uenta que la fun
ión de Green retardada está de�nida por la 
orrespondiente

e
ua
ión de movimiento semi
lási
a para el 
ampo en este modelo, dada en (5.43), pero

sin 
ambiar la expresión formal de los nú
leos A y B. Para �nalizar, hay que reemplazar

el nú
leo de ruido N de (5.47) por el nú
leo de ruido tipo 
orriente ∂2ττ ′N aso
iado

a la a

ión de in�uen
ia para este modelo (5.42). Considerando todo, podemos lograr

una nota
ión 
ompa
ta al in
luir un parámetro α abar
ando ambos modelos, pudiendo

es
ribir el nú
leo de ruido generalizado 
omo ∂2αττ ′N , 
on α = 0, 1 para el modelo bilineal

y tipo 
orriente respe
tivamente.

Cabe desta
ar que la fun
ión de 
orrela
ión (5.47) 
orresponde a la fun
ión de Whight-

man para el 
ampo en este sistema abierto. De he
ho, 
onsiderando que GRet es real, 
omo

está es
rita la 
orrela
ión es 
laro que es una 
antidad 
ompleja, y que su parte imagina-

ria está dada por GJordan; mientras que la parte real está 
onformada por los otros tres

términos. Si 
orrespondemos la fun
ión de Whightman 
on las típi
as rela
iones entre

los propagadores, el propagador de Hadamard resulta dado por:

GH(x1, x2) ≡ 2
[
A(x1, x2) + B(x1, x2) +

∫
d4x

∫
d4x′ GRet(x1, x) ∂

2α
ττ ′
(
N (x, x′)

)

× GRet(x2, x
′)
]
. (5.48)

Por otro lado, re
ordemos que queremos 
al
ular los valores de expe
ta
ión del tensor

de energía-momento, de forma tal que el resultado debe ser real. Esto pare
e no ser el 
aso

dado que la fun
ión de 
orrela
ión es 
ompleja y su parte imaginaria está dada por GJordan.
Sin embargo, para 
al
ular los valores de expe
ta
ión, ne
esitamos derivar de forma

simétri
a en ambas 
oordenadas x1,2 para luego 
al
ular el límite de 
oin
iden
ia x2 → x1.

Debido a la de�ni
ión del propagador de Jordan, esta opera
ión (derivar simétri
amente

más el límite de 
oin
iden
ia) ha
e que su 
ontribu
ión se desvanez
a. Por ende, los

valores de expe
ta
ión resultan ser efe
tivamente números reales, 
omo esperamos.

Finalmente, el valor de expe
ta
ión del tensor de energía-momento se es
ribe:

〈
T̂µν(x1)

〉
=

1

2
ĺım

x2→x1

(
−ηµν

1

2
∂γ1∂

γ2 + ∂µ1∂ν2

)
GH(x1, x2), (5.49)

donde el propagador de Hadamard debe ser un propagador bien de�nido (no divergente).

Es importante notar que toda la dinámi
a fuera del equilibrio, tanto la evolu
ión

temporal 
omo el no equilibrio termodinámi
o, está 
ontenida en este resultado.
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DEL SISTEMA COMPUESTO

Debido a la estru
tura del nú
leo de ruido ∂2αττ ′N para 
ada modelo, el término aso-


iado 
on
entra la in�uen
ia generada por el material (grados de libertad de polariza
ión

más baños térmi
os), desde el tiempo ini
ial 
uando la intera

ión 
on el 
ampo 
omien-

za, des
ribiendo el pro
eso de relaja
ión del material que forma los 
ontornos. Ambas

partes, grados de libertad de polariza
ión y baños térmi
os, pueden tener diferentes tem-

peraturas ini
iales, estable
iendo el no equilibrio térmi
o. De he
ho, 
ada elemento de

volumen en el material puede tener sus propiedades espe
í�
as.

Por otra parte, hay dos términos propor
ionales a la temperatura ini
ial del 
am-

po, dados por los nú
leos A y B (y sus respe
tivas derivadas en la 
ontribu
ión de los

valores de expe
ta
ión). Esos términos 
on
entran la evolu
ión dinámi
a y modi�
a
ión

del 
ampo en presen
ia de los 
ontornos materiales. Por ende, esos términos deben estar

íntegramente rela
ionados y, a su vez, generalizando los modos modi�
ados que eran ne-


esarios en un esquema de 
uantiza
ión 
anóni
a en el esta
ionario para la 
ontribu
ión

de va
ío (3.23) del 
apítulo 3 (ver también Refs.[32, 35℄).

En la siguiente se

ión mostraremos 
ómo estos resultados generales se apli
an a di-

versas situa
iones parti
ulares para reprodu
ir los resultados 
ono
idos y entender mejor

la físi
a de estos sistemas 
ompuestos.

5.5. Des
rip
ión Fuera del Equilibrio para Diferentes Con-

�gura
iones del Sistema Compuesto

5.5.1. Campo 0 + 1

Como primer ejemplo, 
onsideramos el 
aso de un 
ampo es
alar 0 + 1, es de
ir,

tomamos el 
ampo φ 
omo un os
ilador armóni
o 
uánti
o de masa unitaria. Por lo

tanto, para adaptar nuestros resultados a esta situa
ión, se ne
esitan algunos 
ambios.

En este 
aso la no
ión de espa
io está borrada, y el 
on
epto de elemento de volumen no

tiene sentido, de manera que el sistema 
ompuesto es un os
ilador armóni
o a
oplado a

otro (el grado de libertad de polariza
ión), el 
ual al mismo tiempo se halla a
oplado a

un 
onjunto de os
iladores armóni
os (baño térmi
o).

La etiqueta espa
ial x es inne
esaria y el grado de libertad 
uánti
o estará 
ara
te-

rizado por una fre
uen
ia Ω (que juega el rol de la derivada espa
ial en el 
aso de un


ampo n+1, 
on n > 0). La a

ión ini
ial para este 
ampo (5.2) la reemplazamos por la

expresión:
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S0[φ] =

∫
dx

∫ tf

t0

dτ
1

2
∂µφ ∂

µφ −→
∫ tf

t0

dτ
1

2

[(
dφ

dτ

)2

− Ω2 φ2(τ)

]
. (5.50)

Las e
ua
iones (5.3) - (5.6) también podemos adaptarlas fá
ilmente des
artando las

integrales espa
iales, las etiquetas, la densidad η (junto 
on el fa
tor 4π) y la distribu
ión

de materia g en todas las a

iones. Todas las integra
iones y trazas pueden ser realizadas

de la misma forma hasta la integra
ión fun
ional sobre el 
ampo. La a

ión de in�uen-


ia (5.21) sigue siendo válida. De esta forma, la fun
ional generatriz de (5.8) a (5.21)

es formalmente la misma. Sin embargo, en este 
aso, el 
ál
ulo del primer fa
tor, que

involu
ra el estado ini
ial del 
ampo 0 + 1, φ(t), impli
a una fun
ión de Wigner que no

es una fun
ional, de manera que el fa
tor resulta del mismo 
ál
ulo formal he
ho para el

grado de libertad de polariza
ión r en (5.18), pero los nú
leos obtenidos 
laramente son

diferentes. Por lo tanto, para ambos modelos (α = 0, 1) tenemos:

Z[J, J ′] = e−
1
2

∫ tf
t0

dτ
∫ tf
t0

ds J∆(τ)[A(τ,s)+B(τ,s)]J∆(s) e−i
∫ tf
t0

dτ
∫ tf
t0

ds J∆(τ) GΩRet(τ,s) JΣ(s)

× e−
1
2

∫ tf
t0

dτ
∫ tf
t0

dτ ′
∫ tf
t0

ds′
∫ tf
t0

ds J∆(τ) GΩRet(τ,τ
′)∂2α

τ ′s′
[N (τ ′,s′)]GΩRet(s,s

′) J∆(s), (5.51)

donde la suma de los nú
leos A y B resultan de la integra
ión ordinaria sobre los valores

ini
iales del 
ampo φ0 ≡ φ(t0), Π0 ≡ Π(t0) y es de la forma de (5.18) (de he
ho, el

límite de alta temperatura de esta expresión tiene exa
tamente la forma de (5.18) luego

de des
artar los aspe
tos espa
iales):

A(τ, s) + B(τ, s) ≡ 1

2Ω
coth

(
βφΩ

2

)[
Ω2 GΩRet(τ − t0) GΩRet(s− t0)

+ ĠΩRet(τ − t0) ĠΩRet(s− t0)
]
, (5.52)

donde GΩRet es la fun
ión de Green retardada (que es una fun
ión de la diferen
ia de tiem-

po, es de
ir GΩRet(t, s) ≡ GΩRet(t−s), 
omo podemos inferir de la e
ua
ión de movimiento),

aso
iada a las e
ua
iones (5.22) y (5.43), las que podemos es
ribir en simultáneo 
omo:

d2φ

dt2
+ (Ω2 + α λ20) φ(t)− (−1)α 2

∫ t

t0

dτ ∂2αtt [D(t− τ)] φ(τ) = 0, (5.53)

donde en este 
aso, el término �nito de masa se presenta 
omo un término de renorma-

liza
ión de la fre
uen
ia, y ∂2αtt [D(t− τ)] es el nú
leo de disipa
ión generalizado.
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Por lo tanto, la 
ontraparte 0 + 1 del propagador de Hadamard (5.48) se es
ribe:

GΩH(t1, t2) ≡
1

Ω
coth

(
βφΩ

2

)[
Ω2 GΩRet(t1 − t0) GΩRet(t2 − t0) (5.54)

+ ĠΩRet(t1 − t0) ĠΩRet(t2 − t0)
]

+ 2

∫ tf

t0

dτ

∫ tf

t0

dτ ′ GΩRet(t1 − τ) ∂2αττ ′
[
N (τ, τ ′)

]
GΩRet(t2 − τ ′),

donde el nú
leo de ruido se separa en dos 
ontribu
iones N (τ, τ ′) = NB(τ, τ
′)+Nr(τ, τ

′),

dadas en (5.14) y (5.18), y 
ara
terizadas por su propia temperatura βr,B respe
tivamente.

De he
ho, podemos 
orresponder las temperaturas de 
ada término 
on la 
ontribu
ión

de esa parte del sistema total. Es de
ir, los términos 
on la temperatura del 
ampo βφ

están aso
iados a la propia 
ontribu
ión del sistema abierto, mientras que 
ada parte del

nú
leo de ruido N se 
orresponden al grado de libertad de polariza
ión (denotado en que


ontiene la temperatura βr) y al baño (denotado en que 
ontiene la temperatura βB).

Es 
laro ahora que el tensor de energía-momento 
orresponde a la energía del 
ampo

0+1, donde la evolu
ión del valor de expe
ta
ión puede ser fá
ilmente es
rita en términos

del propagador de Hadamard, 
omo o
urre en (5.49):

〈
E(t1)

〉
≡ 1

2
ĺım
t2→t1

(
∂

∂t1

∂

∂t2
+Ω2

)
GΩH(t1, t2). (5.55)

Finalmente, hemos es
rito el valor medio de la energía 
omo una fun
ión del tiempo,

desde las 
ondi
iones ini
iales del sistema 
ompuesto. Es 
laro que la dinámi
a depende

de las fun
iones de Green retardadas GΩRet, GRet [donde GRet) está 
ontenida en el nú
leo

de ruido de 
ada modelo según (5.14) and (5.18)℄ de 
ada parte del sistema y del nú
leo

de ruido del QBM, NQBM (que depende del tipo de baño que 
onsideremos).

Por lo tanto, su 
omportamiento transitorio del valor de expe
ta
ión de la energía

y su relaja
ión hasta estado esta
ionario, dependerá de las �u
tua
iones de 
ada parte

del entorno total, a través de sus nú
leos de ruido; y 
ómo el sistema evolu
iona ha
ia

la situa
ión esta
ionaria dependerá también de su propia fun
ión de Green, GΩRet, 
omo

está 
laro de (5.54).

Luego, para el límite de tiempos largos (t0 → −∞), ne
esitamos saber 
ómo es

el 
omportamiento de tiempos largos de 
ada fun
ión de Green GΩRet, GRet. Debemos

enfo
arnos en las fun
iones de Green espe
í�
as que tiene nuestro sistema, las 
uales

vienen determinadas por 
ada e
ua
ión de movimiento que obtuvimos en 
ada paso del

trazado.
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La fun
ión de Green retardada para el grado de libertad de polariza
ión r está de-

terminada por la e
ua
ión de movimiento (5.12). La e
ua
ión aso
iada para la fun
ión

de Green GRet podemos resolverla transformando Lapla
e la e
ua
ión sujeta a las 
on-

di
iones ini
iales GRet(0) = 0, ĠRet(0) = 1 (es de
ir, en el lenguaje del 
apítulo 3, GRet


orresponde a la fun
ión G2 
omo se men
ionó en su momento). Así, probamos dire
-

tamente que, para 
ualquier tipo de baño, la transformada de Lapla
e de la fun
ión de

Green puede es
ribirse según (3.16) 
on n = 2 ó bien a partir de (5.12), lo que resulta

en:

G̃Ret(z) =
1(

z2 + ω2 − 2 D̃QBM(z)
) , (5.56)

donde D̃QBM es la transformada de Lapla
e del nú
leo de disipa
ión del QBM 
ontenido

en SQBM (ver también [55, 56℄).

Las propiedades analíti
as de la transformada G̃Ret y la ubi
a
ión de sus polos de�ne

la evolu
ión temporal y el 
omportamiento asintóti
o de la fun
ión de Green GRet. De

lo que 
on
luimos en la última se

ión del 
apítulo 3, sabemos que para mantener la

propiedad de 
ausalidad de estas fun
iones, del teorema de Cau
hy se desprende que los

polos de G̃Ret se hallan en el semiplano izquierdo del plano 
omplejo z, es de
ir, las partes

reales de los polos son negativas o 
ero. Asumiendo que ω 6= 0 y que el baño modelado

in
luye una fun
ión de 
orte en fre
uen
ias, según la dis
usión dada en la se

ión 3.5 (o

Ref.[35℄), los polos son simples y tienen parte real negativa. Mediante la fórmula de Mellin

(3.21) y el teorema de residuos, podemos antitransformar [43℄ para obtener, formalmente,

que la fun
ión de Green se es
ribe:

GRet(t) = Θ(t)
∑

j

Res
[
G̃Ret(z), zj

]
ezjt. (5.57)

Como Re[zj ] < 0, es 
laro que en el límite de tiempos largos (
uando t0 → −∞),

tenemos GRet(t− t0)→ 0 y lo mismo para sus derivadas temporales. Cabe remar
ar que

en las derivadas estamos omitiendo derivar sobre la fun
ión de Heaviside ya que, en este

punto, genera fun
iones delta de Dira
 rela
ionadas al ini
io abrupto de la intera

ión,

términos que des
artamos por no tener realidad físi
a alguna (más adelante 
omentaremos

más al respe
to).

En de�nitiva, este 
omportamiento asintóti
o de�ne la 
ontribu
ión de tiempos largos

del grado de libertad de polariza
ión a la densidad de energía de la situa
ión esta
ionaria.

Como la fun
ión de Green va a 
ero, tenemos también que la parte del nú
leo de ruido

dire
tamente aso
iada al grado de libertad de polariza
ión Nr, va a 
ero. Esto signi�
a
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que el grado de libertad de polariza
ión en el estado térmi
o no 
ontribuye a la energía

en la situa
ión esta
ionaria para ninguno de los modelos de a
oplamiento. Aunque la

dependen
ia en la temperatura βr es borrada en el régimen de tiempos largos debido al

de
aimiento asintóti
o de la fun
ión de Green retardada, ésta última vuelve a apare
er en

la 
ontribu
ión del baño NB, el 
ual está 
ara
terizado, por supuesto, por la temperatura

del baño βB.

Considerando todo, en el límite de tiempos largos (t0 → −∞) tenemos que para

la 
ontribu
ión del nú
leo de ruido generalizado (grado de libertad de polariza
ión más

baño) resulta:

∫ tf

t0

dτ

∫ tf

t0

dτ ′ GΩRet(t1 − τ) ∂2αττ ′
[
N (τ, τ ′)

]
GΩRet(t2 − τ ′) −→

−→
∫ tf

−∞
dτ

∫ tf

−∞
dτ ′ GΩRet(t1 − τ) ∂2αττ ′

[
NB(τ, τ

′)
]
GΩRet(t2 − τ ′), (5.58)

donde el nú
leo de ruido del QBM no depende de t0 lo que ha
e que la 
ontribu
ión del

baño no se desvanez
a en el esta
ionario.

Finalmente, tenemos que analizar el 
omportamiento de la 
ontribu
ión aso
iada

al propio 
ampo 
omo sistema. Hay que analizar la fun
ión de Green retardada GΩRet.

Pro
edemos al igual que hi
imos para el grado de libertad de polariza
ión, 
onsiderando

las mismas 
ondi
iones ini
iales que para GRet (GΩRet(0) = 0, ĠΩRet(0) = −1). A partir de

la e
ua
ión de movimiento para la fun
ión de Green GΩRet, aso
iada al 
ampo en 
ada

modelo según (5.53), podemos obtener fá
ilmente una expresión para la transformada de

Lapla
e análoga a la del grado de libertad de polariza
ión:

G̃ΩRet(z) =
−1(

z2 +Ω2 − λ20 (−z2)α G̃Ret(z)
) , (5.59)

donde 
abe señalar que esta expresión 
ompa
ta se debe a que el término de renormali-

za
ión de la fre
uen
ia se 
an
ela 
on un término proveniente de la derivada del nú
leo

de disipa
ión D al momento ini
ial.

Las propiedades analíti
as de esta transformada de Lapla
e de�nen el 
omportamien-

to asintóti
o de la propia 
ontribu
ión del 
ampo. Para λ0,Ω, ω 6= 0 y baño óhmi
o, es

fá
il mostrar que la transformada de Lapla
e para ambos tipos de a
oplamiento tiene


uatro polos simples 
on parte real negativa, veri�
ando el requerimiento para respetar


ausalidad. Asumimos que en el 
aso general resulta 
on las mismas 
ara
terísti
as, sien-

do los polos simples y teniendo parte real negativa. En el dominio temporal, podemos

es
ribir:

Universidad de Buenos Aires 85 A. E. Rubio López



CTP para el Campo Es
alar en Medios Reales

GΩRet(t) = Θ(t)
∑

l

Res
[
G̃ΩRet(z), zl

]
ezlt. (5.60)

Por lo tanto, 
omo Re[zl] < 0, 
laramente tenemos que en el límite de tiempos largos

(t0 → −∞) GΩRet(t− t0)→ 0 y de manera análoga para sus derivadas.

Enton
es, el límite de tiempos largos del propagador de Hadamard GΩH viene dado

úni
amente por la 
ontribu
ión de tiempos largos del baño:

GΩH(t1, t2) −→ 2

∫ tf

−∞
dτ

∫ tf

−∞
dτ ′ GΩRet(t1 − τ) NB(τ, τ

′) GΩRet(t2 − τ ′), (5.61)


orrespondiendo a la situa
ión esta
ionaria de las �u
tua
iones del baño a temperatura

βB .

Finalmente, resumiendo esta se

ión, para un 
ampo en 0 + 1 dimensiones 
on 
ual-

quiera de los dos tipos de a
oplamiento, la densidad de energía en la situa
ión esta
ionaria

tiene sólo la 
ontribu
ión del baño, mientras que las 
ontribu
iones del grado de libertad

de polariza
ión y el propio 
ampo van a 
ero debido a la evolu
ión temporal.

Ahora, veamos 
ómo los 
ál
ulos apli
an en el 
aso de un 
ampo n+1 intera
tuando


on un material homogéneo en todo el espa
io.

5.5.2. Campo en Material Homogéneo e In�nito

Consideremos ahora un 
ampo es
alar n + 1 (with n 6= 0) sin 
ontornos, es de
ir, el


aso de un material homogéneo que apare
e en todo el espa
io a 
ierto tiempo ini
ial t0.

En esta situa
ión, g(x) ≡ 1 para todo x y des
artamos las etiquetas espa
iales debido a la

homogeneidad del material. Luego, (5.22) y (5.43) pueden ser es
ritas simultáneamente


omo:

∂µ∂
µφ+ 4πηλ20 α φ− (−1)α8πη

∫ t

t0

dτ ∂2αtt [D(t− τ)] φ(x, τ) = 0, (5.62)

la 
ual es, bási
amente, una e
ua
ión de ondas en un medio disipativo.

La e
ua
ión aso
iada a la fun
ión de Green retardada GRet es inmediata y está sujeta

a las típi
as 
ond
iones ini
iales:

GRet(x,x
′, 0) = 0 , ĠRet(x,x

′, 0) = −δ(x − x′). (5.63)

Debido a la invarian
ia trasla
ional del problema, GRet(x,x
′, t) = GRet(x − x′, t), de

manera tal que su transformada de Fourier satisfa
e:
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∂2ttGRet + (k2 + 4πηλ20α)GRet(k, t)− (−1)α8πη
∫ t

0
dτ ∂2αtt [D(t− τ)]GRet(k, τ) = 0, (5.64)

donde, 
omo en la última se

ión, D(t− τ) = λ20 GRet(t − τ), k ≡ |k| y las 
ondi
iones

ini
iales resultan:

GRet(k, 0) = 0 , ĠRet(k, 0) = −1. (5.65)

Es 
laro que (5.64) y (5.65) son equivalentes a la e
ua
ión de 
ampo y 
ondi
iones

ini
iales para la fun
ión de Green retardada para un 
ampo en 0 + 1 dimensiones. Es

de
ir, 
ada modo del 
ampo se 
omporta 
omo un 
ampo 0 + 1 de fre
uen
ia natural

k, de manera que sus dinámi
as son las mismas. Por ende, la transformada de Fourier

de la fun
ión de Green retardada está estre
hamente rela
ionada a la fun
ión de Green

retardada del apartado pasado. De he
ho, tenemos:

GRet(k, t) ≡ GkRet(t), (5.66)

donde GkRet es la fun
ión retardada de un 
ampo 0 + 1 de fre
uen
ia k.

Enton
es, es
ribimos:

GRet(x− x′, t) =

∫
dk

(2π)3
e−ik·(x−x

′) GkRet(t). (5.67)

A �n de estudiar el 
omportamiento de las 
ontribu
iones al valor de expe
ta
ión del

tensor de energía-momento 〈T̂µν〉 según (5.49), 
onsideremos primero la 
ontribu
ión de

los grados de libertad de polariza
ión y los baños térmi
os en 
ada punto del espa
io

x en el último término de (5.48). Como estamos 
onsiderando un material homogéneo,


on todos los grados de libertad de polariza
ión teniendo la misma temperatura βr y la

misma para los baños en 
ada punto βB (es 
laro que de todos modos, el no equilibrio

térmi
o puede seguir existiendo si βr 6= βB ya que 
ada parte puede tener su propia

temperatura), de forma tal que en este 
aso N (x, x′) = 4πη δ(x − x′) N (τ, τ ′).

Si usamos la representa
ión de Fourier de GRet para es
ribir el último término de

(5.48), llegamos a que:

∫
d4x

∫
d4x′ GRet(x1, x) ∂

2α
ττ ′
[
N (x, x′)

]
GRet(x2, x

′) = (5.68)

= 4πη

∫
dk

(2π)3
e−ik·(x1−x2)

∫ tf

t0

dτ

∫ tf

t0

dτ ′ GkRet(t1 − τ) ∂2αττ ′
[
N (τ, τ ′)

]
GkRet(t2 − τ ′),
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donde 
abe remar
ar que ambas integrales sobre τ y τ ′ junto 
on el integrando son

exa
tamente 1/2 del último término en (5.54), que es la 
ontribu
ión de los grados de

libertad de polariza
ión y el baño en el apartado pasado. Esto es esperable ya que, 
omo

inferimos de la e
ua
ión de movimiento para la transformada de Fourier de la fun
ión de

Green, 
ada modo k del 
ampo se 
orresponde 
on un 
ampo 0+1 de fre
uen
ia k = |k|.
Por lo tanto, tenemos para 
ada modo del 
ampo la misma evolu
ión temporal que

para un 
ampo 0 + 1 de fre
uen
ia k en 
ualquiera de los modelos de a
oplamiento.

Considerando el análisis del apartado anterior sobre GRet, podemos fá
ilmente 
on
luir

que en régimen de tiempos largos (t0 → −∞) de esta 
ontribu
ión, tenemos:

∫
d4x

∫
d4x′ GRet(x1, x) ∂

2α
ττ ′
[
N (x, x′)

]
GRet(x2, x

′) −→ (5.69)

−→ 4πη

∫
dk

(2π)3
e−ik·(x1−x2)

∫ tf

−∞
dτ

∫ tf

−∞
dτ ′ GkRet(t1 − τ) ∂2αττ ′

[
NB(τ, τ

′)
]

× GkRet(t2 − τ ′),

donde, 
omo antes, tenemos que los grados de libertad de polariza
ión no 
ontribuyen a

la situa
ión esta
ionaria de un 
ampo n+ 1 en un material homogéneo.

Por otro lado, para la 
ontribu
ión propia del 
ampo, 
ontenida en los nú
leos A y B
dados en (5.35) y (5.36) respe
tivamente, podemos nuevamente explotar la representa
ión

de Fourier:

A(x1, x2) + B(x1, x2) =

∫
dk

(2π)3
e−ik·(x1−x2)

[
1

βφ
GkRet(t1 − t0) G

k
Ret(t2 − t0)

+K(k) Ġ
k

Ret(t1 − t0) Ġ
k

Ret(t2 − t0)
]
. (5.70)

Considerando el análisis realizado en el apartado anterior para la fun
ión de Green

retardada GΩRet, tenemos enton
es que en el límite de tiempos largos la transformada de

Fourier de la fun
ión de Green retardada se desvane
e, es de
ir, GkRet(t − t0) → 0, lo

que ha
e que la 
ontribu
ión propia del 
ampo también se desvanez
a en la situa
ión

esta
ionaria.

Considerando todo, 
omo en el 
aso del 
ampo 0 + 1, tenemos que el régimen de

tiempos largos está de�nido por la 
ontribu
ión del baño al propagador de Hadamard,

teniendo para ambos modelos que:
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GH(x1, x2) → 8πη

∫
dk

(2π)3
e−ik·(x1−x2)

∫ tf

−∞
dτ

∫ tf

−∞
dτ ′GkRet(t1 − τ)∂2αττ ′

[
NB(τ, τ

′)
]
×

× GkRet(t2 − τ ′). (5.71)

Finalmente, la densidad de energía en el estado esta
ionario también dependerá de

las �u
tua
iones del baño en el régimen de tiempos largos para 
ualquier modelo de

a
oplamiento. Esta 
on
lusión no es ne
esariamente 
ierta si el material no es homogéneo

o si hay gradientes de temperatura, ya sea entre los grados de libertad de polariza
ión

o entre los baños. De he
ho, en el próximo apartado analizaremos que la 
on
lusión

puede ser diferente si, por un lado, 
onsideramos medios no disipativos (
on permitividad

dielé
tri
a 
onstante) o, por otro lado, hay regiones donde el 
ampo �u
túa libremente,

es de
ir, regiones donde no hay material (g(x) = 0) y el 
ampo está sujeto a la presen
ia

de 
ontornos.

5.5.3. Límite de Permitividad Dielé
tri
a Constante

En las se

iones anteriores analizamos dos situa
iones (un 
ampo en 0+1 y uno en n+1

dimensiones en presen
ia de un material in�nito) donde mostramos que, más allá de la

evolu
ión temporal transitoria del sistema, el régimen esta
ionario está des
rito solamente

por las �u
tua
iones de los baños térmi
os que están en 
onta
to 
on los grados de libertad

de polariza
ión del material. Podemos leer este resultado de la dependen
ia �nal en la

temperatura del baño βB del propagador de Hadamard. Por otra parte, mostramos que

los nú
leos A y B, aso
iados a la 
ontribu
ión propia del 
ampo, y la 
ontribu
ión de los

grados de libertad de polariza
ión no están presentes en la situa
ión esta
ionaria (debido

a la dinámi
a disipativa del 
ampo en todo punto del espa
io y la de los grados de libertad

de polariza
ión al ser partí
ulas Brownianas).

Es 
laro que estas 
on
lusiones, físi
amente hablando, las debemos a la dinámi
a

disipativa del 
ampo en 
onta
to 
on reservorios que 
onforman el material real, y que

genera el amortiguamiento y la absor
ión dominando el estado esta
ionario a través de

sus �u
tua
iones.

Asumamos ahora que el material es dielé
tri
o sin disipa
ión, es de
ir, un material

de permitividad dielé
tri
a 
onstante que no presenta absor
ión y tampo
o es dispersivo

ya que la permitividad en el espa
io 
omplejo de fre
uen
ias es real y no es una fun
ión

suave sobre el eje imaginario. Cabe señalar que esto veri�
a las rela
iones de Kramers-

Kronig. De he
ho, estas rela
iones no se satisfa
en para una permitividad real para todo
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valor real de fre
uen
ia. Por ende, nuestros 
ál
ulos deben in
luir este es
enario 
omo


aso límite.

Como primer paso, si apagamos la disipa
ión propor
ionada por los baños en 
a-

da punto del material, tenemos que �jar DQBM ≡ 0. Según la rela
ión de �u
tua
ión-

disipa
ión para el baño, esto ha
e que tengamos NQBM ≡ 0. Por lo tanto, esto dire
ta-

mente impli
a que el nú
leo de ruido generalizado se anule, es de
ir, NB,x ≡ 0. De esta

forma, estamos borrando la 
ontribu
ión del baño del resultado.

Sin embargo, esto no es su�
iente porque deja al material formado por os
iladores

armóni
os sin amortiguamiento, es de
ir, que no relajan a una situa
ión esta
ionaria.

Podemos ver esto desde la transformada de Lapla
e de la fun
ión de Green retardada de

los grados de libertad de polariza
ión que, según (5.56), resulta G̃Ret,x(z) = 1/(z2 +ω2
x).

Esta fun
ión presenta polos imaginarios puros ubi
ados en z = ±iωx, 
on lo 
ual la

fun
ión de Green retardada en el dominio del tiempo estará 
onformada por fun
iones

sinusoidales. Esto ha
e que, en prin
ipio, la 
ontribu
ión aso
iada a los grados de libertad

de polariza
ión no se desvanez
a, es de
ir, Nr,x no es ne
esariamente nulo.

No obstante, 
omo el nú
leo de disipa
ión viene dado por Dx =
λ2
0,x

2 GRet,x, el nú
leo

generalizado ∂2αtt [Dx(t− τ)] que a
túa sobre el 
ampo y forma la permitividad (a través

de su transformada de Lapla
e), dará una permitividad real y dispersiva para fre
uen-


ias imaginarias puras. Por ende, las rela
iones de Kramers-Kronig no se satisfa
en. En

otras palabras, anular la disipa
ión del baño no es su�
iente para obtener el límite de

permitividad dielé
tri
a 
onstante y, de he
ho, resulta no ser un modelo físi
o 
onsistente.

Para tener una idea sobre 
ómo este límite puede ser tomado, podemos ha
er uso de

la e
ua
ión de movimiento para el 
ampo en presen
ia de 
ontornos materiales de forma

arbitraria, que para ambos modelos de a
oplamiento simultáneamente se es
ribe:

∂µ∂
µφ+ 4πηxλ

2
0,xg(x)α φ− (−1)α8πηxg(x)

∫ t

t0

dτ ∂2αtt [Dx(t− τ)]φ(x, τ) = 0. (5.72)

Transformando Lapla
e la e
ua
ión aso
iada para la fun
ión de Green e imponiendo

las mismas 
ondi
iones ini
iales (5.63), fá
ilmente obtenemos:

∇2G̃Ret − z2
[
1− (−1)α 4πηxλ

2
0,x g(x)

z2(α−1)

(z2 + ω2
x)

]
G̃Ret = δ(x− x′). (5.73)

Si, por otro lado, 
onsideramos la e
ua
ión de movimiento para la fun
ión de Green

retardada 
orrespondiente al 
aso de un 
ampo 
on las mismas 
ondi
iones ini
iales y
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on una permitividad dielé
tri
a 
onstante desde el 
omienzo en 
ada punto y de�niendo

los 
ontornos, obtenemos:

∇2G̃Ret − z2 ǫ(x) G̃Ret = δ(x− x′). (5.74)

que resulta análogo a lo que se obtiene a través de un esquema de 
uantiza
ión 
anóni
a

en el esta
ionario para un 
ampo en presen
ia de 
ontornos de permitividad dielé
tri
a


onstante [44℄.

Comparando las últimas dos e
ua
iones, es 
laro que en nuestro 
aso debemos ha
er

que la permitividad (dada por la expresión entre 
or
hetes en (5.73)) no dependa de z,

es de
ir, que resulte una 
onstante. Enton
es, podemos intentarlo al reemplazarla por su

orden 
ero en z = 0. Por un lado, vemos que esto no es posible de ha
er para el modelo

bilineal (α = 0) ya que diverge en z = 0. Por otro lado, para el modelo tipo 
orriente

(α = 1) resulta �nito, permitiéndonos en
ontrar un reemplazo fa
tible, obteniendo:

∇2G̃Ret − z2
[
1 +

4πηxλ
2
0,x

ω2
x

g(x)

]
G̃Ret = δ(x− x′), (5.75)

donde es 
laro que la permitividad resultante es ǫ(x) ≡ 1+
4πηxλ2

0,x

ω2
x

g(x), lo que satisfa
e


orre
tamente las rela
iones de Kramers-Kronig y resulta 
onstante en el tiempo.

De he
ho, 
on este reemplazo desde el 
omienzo estamos removiendo toda la dinámi
a

de los grados de libertad de polariza
ión y estable
iendo el régimen esta
ionario mediante

la evalua
ión en z = 0, teniendo enton
es que GRet ≡ 0. Considerando todo, esto nos

da que los términos 
orrespondientes a la 
ontribu
ión del material se desvane
e ya que

N ≡ 0. Cabe desta
ar que esto 
oin
ide 
on lo que obtuvimos 
omo 
aso límite para

la fuerza de Casimir entre dos pla
as en 1 + 1 en la se

ión 3.4.5, donde la llamada


ontribu
ión de Langevin se ha
ía 
ero a disipa
ión nula (la de los grados de libertad de

las pla
as era eliminada desde el 
omienzo de antemano).

Por lo tanto, el propagador de Hadamard (5.48) depende de los nú
leos A y B, que en
este 
aso no se desvane
en. De he
ho, mientras exista fuerza de Casimir entre 
ontornos

de permitividad dielé
tri
a 
onstante debido a la modi�
a
ión de los modos de va
ío,

estos nú
leos no desapare
erán en la situa
ión esta
ionaria. Esto 
oin
ide 
ompletamente


on numerosos resultados que pueden ser en
ontrados para 
ontornos de material no

disipativo, obtenidos a partir de esquemas de 
uantiza
ión 
anóni
a en el esta
ionario (ver

por ejemplo Ref. [44℄), donde la 
uantiza
ión se lleva a 
abo sólo 
onsiderando un espa
io

de Hilbert aso
iado al 
ampo (
omo en el 
apítulo 2), y desarrollando el método 
anóni
o
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de operadores de Heisenberg en términos de operadores de 
rea
ión y aniquila
ión de

modos del 
ampo. De esta forma, en el límite de tiempos largos (t0 → −∞) podemos

es
ribir:

GH(x1, x2) −→ 2
(
A(x1, x2) + B(x1, x2)

)
. (5.76)

Cabe señalar que, 
omo se desprende de los esquemas de 
uantiza
ión en el esta-


ionario, el estado del 
ampo debemos tomarlo 
omo uno tipo térmi
o, siendo esto un

requerimiento adi
ional de 
onsisten
ia, que resulta en el fa
tor global térmi
o 
orre
to

para la 
orrela
ión y las fun
iones de Green en el esta
ionario. Sin embargo, nuestro

enfoque naturalmente da la dependen
ia térmi
a 
orre
ta al menos para un estado de

alta temperatura del 
ampo, lo que 
oin
ide 
on el límite de alta temperatura en los

esquemas de 
uantiza
ión 
anóni
a o formalismo fun
ional in-out [35℄.

Finalmente, mostramos un primer ejemplo simple donde los nú
leos A y B no desapa-

re
en en la situa
ión esta
ionaria y, de he
ho, en este 
aso son los que de�nen el régimen

de tiempos largos. Sin embargo, esto no es totalmente nuevo ya que 
laramente sabemos

de la existen
ia de la fuerza de Casimir entre 
ontornos de permitividad 
onstante debido

a los modos modi�
ados de va
ío, 
omo men
ionamos anteriormente. De 
ualquier forma,

probamos que nuestro enfoque reprodu
e 
orre
tamente la situa
ión en ese 
aso límite.

En el próximo apartado, estudiaremos otra situa
ión donde estos términos también son

relevantes para el análisis del régimen de tiempos largos.

5.5.4. Campo 
on Contornos Materiales Reales

En esta se

ión, estudiaremos una situa
ión parti
ular de presen
ia de 
ontornos.

Hasta el momento, vimos que para el 
aso de un 
ampo en n+1 dimensiones (
on n ≥ 0)

intera
tuando 
on un material homogéneo, el régimen de tiempos largos está de�nido

por la 
ontribu
ión del baño, mientras que las 
ontribu
iones del grado de libertad de

polariza
ión y la propia del 
ampo se desvane
en en la situa
ión esta
ionaria.

Sin embargo, aunque estuvimos tentados de asumir que este resultado era general y

siempre válido, presentamos un 
aso límite donde lo 
ontrario era 
ierto y la anula
ión

de la disipa
ión ha
ía que los nú
leos A y B sean los responsables del régimen de tiempos

largos de la fuerza de Casimir entre 
ontornos de material no disipativo.

Como señalamos anteriormente, este no es el úni
o 
aso donde di
hos nú
leos 
ontri-

buyen a la situa
ión esta
ionaria. Si el material es inhomogéneo o existen regiones sin

material (es de
ir, regiones de va
ío que de�nen los 
ontornos materiales) lo mismo puede
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ser 
ierto. Por lo tanto, este apartado lo dedi
amos a dar un simple ejemplo de presen
ia

de 
ontornos y el análisis de la situa
ión esta
ionaria.

5.5.4.1. La Fun
ión de Green Retardada

Volviendo a la e
ua
ión de 
ampo para 
ontornos en general (5.72) para 
ualquiera

de los modelos de a
oplamiento, nuevamente podemos transformar Lapla
e la e
ua
ión

aso
iada a la fun
ión de Green retardada (sujeta a las 
ondi
iones ini
iales (5.63)), para

obtener:

∇2G̃Ret − z2
[
1− (−1)α 4πηxλ

2
0,x g(x) z

2(α−1) G̃Ret,x(z)
]
G̃Ret = δ(x− x′), (5.77)

donde G̃Ret resulta ser la inversa del operador diferen
ial∇2−z2
[
1− (−1)α 4πηxλ

2
0,x g(x)

z2(α−1) G̃Ret,x(z)
]
, es de
ir, es dire
tamente la fun
ión de Green (o propagador de Feyn-

man) aso
iada a di
ho operador.

En el Apéndi
e D, mostramos el 
ál
ulo, a partir de esta última e
ua
ión, de la


orrespondiente transformada de Lapla
e de la fun
ión de Green retardada para el 
aso

de una pla
a delta de Dira
 para ambos modelos de a
oplamiento (g(x) ≡ δ(x⊥)).
Por simpli
idad en los 
ál
ulos de esta se

ión, 
ontinuamos 
on la versión unidimen-

sional del problema, es de
ir, el 
aso de un 
ampo en 1 + 1 dimensiones donde la úni
a

dimensión de interés es la aso
iada a la 
oordenada perpendi
ular x⊥, que ahora llama-

remos x. Por lo tanto, para obtener los resultados de este 
aso, tenemos que des
artar

todo lo rela
ionado a las dimensiones paralelas. Podemos ha
er esto evaluando k‖ = 0 en

todos los resultados. Esto simpli�
a todas las expresiones y la transformada de Lapla
e

de la fun
ión de Green retardada (D.9) se es
ribe:

G̃Ret(x, x
′, z) = − 1

2z





ezx
′
(e−zx + r ezx) ; x′ < x < 0(

e−zx
′
+ r ezx

′
)
ezx; x < x′ < 0

t ez(x−x
′); x < 0 < x′

(5.78)

donde los 
oe�
ientes de re�exión y transmisión ahora vienen dados por:

r = −(−1)α 2πηλ20 z
2α−1 G̃Ret(z) t , t =

1(
1 + (−1)α 2πηλ20 z

2α−1 G̃Ret(z)
) . (5.79)

Aquí, podemos antitransformar, mediante la fórmula de Mellin (3.21) y el teorema

de residuos [43℄, asumiendo que los polos de la transformada de Lapla
e de la fun
ión
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de Green retardada tienen partes reales no positivas. Es importante remar
ar que, si-

guiendo la dis
usión dada en la se

ión 3.5 (Ref.[35℄), para ambos modelos, esto siempre

se garantiza mediante la introdu

ión de una fun
ión de 
orte apropiada en la transfor-

mada de Lapla
e del nú
leo de disipa
ión D̃QBM (de he
ho, 
ualquier densidad espe
tral

que 
ara
teriza el entorno tiene una fun
ión de 
orte físi
a). Es más, asumiendo que la

disipa
ión (representada por DQBM), la fre
uen
ia ω y la 
onstante de a
oplamiento λ0

no son 
ero, el úni
o polo 
on parte real nula es el ubi
ado en z = 0, que apare
e (para


ada a
oplamiento) en diferentes términos de la transformada de Lapla
e de la fun
ión de

Green retardada, resultando en diferentes 
omportamientos para la fun
ión en el dominio

temporal. Esto puede verse trabajando la última expresión del 
oe�
iente de re�exión r

en 
ada modelo. Sin embargo, este polo no 
ambia las 
on
lusiones del presente apartado,

de manera que 
ontinuaremos el análisis sin perder generalidad.

Por ende, la fun
ión de Green puede ser formalmente es
rita 
omo:

GRet = −
1

2





Θ(x′ − x+ t) + Θ(x+ x′ + t)
[
α− 1 +

∑
Rje

zj(x+x′+t)
]
; x′ < x < 0

Θ(x− x′ + t) + Θ(x+ x′ + t)
[
α− 1 +

∑
Rje

zj(x+x′+t)
]
; x < x′ < 0

Θ(x− x′ + t)
[
α+

∑
Rje

zj(x−x′+t)
]
; x < 0 < x′

(5.80)

donde las sumas son sobre los polos zj que son los polos de r 
on parte real negativa, es

de
ir, el polo en z = 0 es explí
itamente 
al
ulado en 
ada modelo. Para los otros polos,

tenemos Rj ≡ Res
[
r
z , zj

]
= Res

[
t
z , zj

]
. Dado que la fun
ión de Green retardada debe

ser real, sus polos vienen en pares (es de
ir, si zj es un polo, enton
es su 
onjugado z∗j
es un polo también) a menos que zj sea real.

Esta expresión, sin embargo, puede ser trabajada reordenando los términos y 
ombi-

nando sus fun
iones de Heaviside para obtener una forma 
errada más ade
uada para la

fun
ión de Green retardada en 
ada modelo para un punto 
ampo x < 0:

GRet(x, x
′, t) = G0Ret(x, x

′, t) +
(1− α)

2
Θ(−x) Θ(x+ x′ + t) Θ(x− x′ + t) (5.81)

−Θ(−x)
2

∑

zj

Rj e
zj(x+t)

[
ezjx

′
Θ(−x′) Θ(x+ x′ + t) + e−zjx

′
Θ(x′) Θ(x− x′ + t)

]
,

donde G0Ret(x, x
′, t) ≡ −Θ(−x)

2 Θ(x′−x+ t) Θ(x−x′+ t) es la fun
ión de Green retardada

del 
aso libre para un punto 
ampo x < 0.

Cabe señalar que, por un lado, el segundo término es un término extra sólo para

modelo bilineal debido a la presen
ia de la pla
a pero independiente de las propiedades del
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material. Por otro lado, el ter
ero de los términos está dire
ta y enteramente rela
ionado

a la presen
ia de la pla
a y 
ontiene toda la informa
ión sobre la 
ontribu
ión del material

a la evolu
ión transitoria (es de
ir, relaja
ión) y la nueva situa
ión esta
ionaria a la que

el 
ampo llega. Es 
laro que depende implí
itamente del modelo de a
oplamiento ya que

los polos zj dependen de ello.

A partir de (5.81) puede probarse fá
ilmente, mirando 
uidadosamente los produ
tos

de las distribu
iones, que la derivada temporal de la fun
ión de Green retardada tiene

una forma simple dada por:

ĠRet(x, x
′, t) = Ġ0Ret(x, x

′, t)− Θ(−x)
2

∑

zj

zj Rj e
zj(x+t)

[
ezjx

′
Θ(−x′) Θ(x+ x′ + t)

+ e−zjx
′
Θ(x′) Θ(x− x′ + t)

]
, (5.82)

donde en esta expresión la úni
a diferen
ia entre los modelos de a
oplamiento está en los

polos zj .

5.5.4.2. Régimen de Tiempos Largos

Una vez 
al
ulada la fun
ión de Green retardada para el presente problema, podemos

estudiar algunos aspe
tos dinámi
os y 
ara
terísti
as de la situa
ión esta
ionaria.

Como obtuvimos en otros apartados de la se

ión, estamos interesados en el propa-

gador de Hadamard (5.48), que podemos utilizar para 
al
ular el valor de expe
ta
ión

de las 
omponentes del tensor de energía-momento según (5.49). Di
ho propagador tiene

varias 
ontribu
iones que pueden separarse en dos, una que viene del 
ampo generado por

todos los 
omponentes del material (grados de libertad de polariza
ión y baños) que se

hayan representados por el nú
leo de ruido N , y otro que viene del 
ampo generado por

las �u
tua
iones de va
ío sujetas a las nuevas 
ondi
iones de 
ontorno (impuestas por el

material), que están representadas por los nú
leos A y B y que impli
an la modi�
a
ión

de los modos del 
ampo a través de la evolu
ión transitoria desde las 
ondi
iones ini
iales

de 
ampo libre hasta el nuevo 
ampo esta
ionario.

Comen
emos estudiando la 
ontribu
ión del material. Como probamos en el apartado

5.5.2, 
uando el material es modelado por partí
ulas Brownianas en intera

ión 
on el


ampo para ambos modelos, la 
ontribu
ión del material a la situa
ión esta
ionaria sólo

tiene 
ontribu
iones provenientes de los baños, mientras que las partí
ulas sólo a
túan


omo un puente entre el 
ampo y los baños, pero sin tener 
ontribu
ión al régimen de

tiempos largos debido a la dinámi
a disipativa del QBM. Esto está bási
amente 
ontenido
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en el he
ho de que en el límite de tiempos largos (t0 → −∞), tenemos N → NB. En el

presente 
aso, aunque hay regiones sin material, el resultado sigue siendo válido. Es 
laro

que en este 
aso, la fun
ión de Green viene dada por (5.81) pero la expresión formal es la

misma. De he
ho, 
abe señalar también que la distribu
ión de materia g de�ne el rango

de integra
ión, habiendo ninguna 
ontribu
ión de los puntos externos al material.

Por otro lado, tenemos la 
ontribu
ión al 
ampo generada por las �u
tua
iones de

va
ío representadas por A y B. En este punto, estamos tentados a asumir que, al igual

de lo que o
urre en el apartado 5.5.2, estas 
ontribu
iones desapare
en en la situa
ión

esta
ionaria dando úni
amente un 
omportamiento transitorio. Sin embargo, 
omo seña-

lamos anteriormente, esto puede no ser 
ierto 
uando existen regiones de va
ío donde el


ampo �u
túa libremente.

Por lo tanto, 
onsiderando el nú
leo A en (5.35) y la expresión para la fun
ión de

Green retardada dada en (5.81), es 
laro que el produ
to GRet(x1, x, t1−t0) GRet(x2, x, t2−
t0)�tiene 
omo mu
ho nueve términos (dependiendo del modelo de a
oplamiento 
onsi-

derado) debido a todas las posibles 
ombina
iones de los tres términos de la fun
ión de

Green, y que luego deben ser integrados en x. Usando la simetría del nú
leo, el número

de integrales a 
al
ular es 
omo máximo seis. La 
ompli
a
ión del 
ál
ulo 
ompleto es

debida al he
ho de que 
ada integral involu
ra produ
tos de distribu
iones teniendo la

variable de integra
ión y ambos puntos 
ampo (x1, t1) y (x2, t2), lo que ha
e que los

resultados dependan de múltiples rela
iones entre las 
oordenadas de los puntos.

Por otro lado, el 
ál
ulo 
ompleto del nú
leo B es tan 
ompli
ado 
omo el anterior.

En el 
aso unidimensional, es fá
il 
al
ular el nú
leo K de (5.32) mediante el teorema de

residuos, obteniendo K(x − x′) = − |x−x′|
2βφ

, el 
ual puede ser es
rito 
omo dos términos.

Enton
es, el nú
leo B impli
a una doble integra
ión (sobre x y x′) del triple produ
to

ĠRet(x1, x, t1−t0)K(x−x′) ĠRet(x2, x
′, t2−t0). A partir de (5.82), es 
laro que la derivada

de la fun
ión de Green retardada tiene dos términos, de manera que para obtener B el

número de integrales a realizar en prin
ipio es o
ho. Debido a la simetría del nú
leo, el

número �nal de integrales dobles se redu
e a seis, 
omo para el otro de los nú
leos.

Como estamos interesados en las 
ara
terísti
as generales de la evolu
ión temporal

transitoria y la situa
ión esta
ionaria, no haremos un 
ál
ulo 
ompleto de estos términos,

pero mostraremos que existen términos esta
ionarios aso
iados a la 
ontribu
ión de estos

nú
leos.

Notemos que los términos en los nú
leos A y B aso
iados a los produ
tos de fun-


iones de Green retardadas de 
ampo libre G0Ret y sus derivadas (es de
ir, los términos

G0Ret(x1, x, t1−t0) G0Ret(x2, x, t2−t0) enA y Ġ0Ret(x1, x, t1−t0)K(x−x′) Ġ0Ret(x2, x
′, t2−t0)
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en B) son los que serán eliminados por la eventual pres
rip
ión de Casimir, de manera

que no tenemos que 
al
ularlos.

Debemos notar también que los términos 
ruzados (es de
ir, términos que 
ombinan

diferentes términos de la fun
ión de Green) serán transitorios ya que esas integra
iones

generarán términos 
onstantes que desapare
erán entre las derivadas y el límite ne
esarios

para 
al
ular los valores de expe
ta
ión del tensor de energía-momento, o términos que

de
aen exponen
ialmente en el límite de tiempos largos, o términos divergentes que deben

ser sustraídos a �n de de�nir 
orre
tamente un propagador de Hadamard no divergente.

Como ahora estamos interesados en la situa
ión esta
ionaria, no es ne
esario que los


al
ulemos.

Independientemente de qué modelo de a
oplamiento estamos 
onsiderando, para es-

tudiar el régimen de tiempos largos, los produ
tos que involu
ran dos sumas sobre polos

son los que darán 
ontribu
iones esta
ionarias. Partiendo de las expresiones generales

para los nú
leos, agrupamos términos y realizamos las integra
iones espa
iales, que se

muestran en los 
ál
ulos 
omplementarios del Apéndi
e E.1. Allí, demostramos que la


ontribu
ión propia del 
ampo al propagador de Hadamard podemos es
ribirla:

A(x1, x2, t1, t2) + B(x1, x2, t1, t2) = (Campo Libre) + (Cruzados) + (Transitorios)

+
Θ(−x1) Θ(−x2)

2βφ

∑

j,l

(
1− zj

zl

)
Rj Rl

(zj + zl)

[
ezj(x1+t1−t0) ezl(x2+t2−t0)

×
(
Θ(x1 − x2 + t1 − t2) Θ(x2 + t2 − t0) + Θ(x2 − x1 + t2 − t1) Θ(x1 + t1 − t0)

)

− Θ(x1 − x2 + t1 − t2) Θ(x2 + t2 − t0) ezj(x1−x2+t1−t2)

− Θ(x2 − x1 + t2 − t1) Θ(x1 + t1 − t0) ezl(x2−x1+t2−t1)
]
. (5.83)

Los últimos dos términos entre 
or
hetes presentan exponen
iales 
uyos exponentes

no dependen del tiempo ini
ial t0. Por lo tanto, esos términos no se desvane
erán en

el límite de tiempos largos (t0 → −∞). Esto muestra que parte de la 
ontribu
ión

propia del 
ampo tiene no sólo términos transitorios sino que también presenta términos

esta
ionarios que 
ontribuyen al régimen de tiempos largos. De he
ho, estos términos

del propagador de Hadamard son los que resultan en términos 
onstantes en el valor

de expe
ta
ión de las 
omponentes del tensor de energía-momento (5.49) luego de las

deriva
iones y el 
ál
ulo del límite de 
oin
iden
ia.

Es más, podemos trabajar estos términos y es
ribirlos de una forma más familiar


one
tada a lo que vimos en el 
apítulo 3. Notemos que en el primero de los términos

(aso
iado a ezj(x1−x2+t1−t2)
) la suma sobre l podemos trabajarla mediante el teorema
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de residuos, mientras que en el segundo término (aso
iado a ezl(x2−x1+t2−t1)
) podemos

trabajar la suma sobre j. Esto es lo que mostramos en los 
ál
ulos 
omplementarios del

Apéndi
e E.2.

Por lo tanto, 
onsiderando los términos no divergentes de (E.10) y (E.11), podemos

es
ribir la 
ontribu
ión propia del 
ampo 
omo:

A(x1, x2, t1, t2) + B(x1, x2, t1, t2) = (Campo Libre) + (Cruzados) + (Transitorios)

−Θ(−x1) Θ(−x2)
βφ

∑

j

Rj
r(−zj)
zj

[Θ(x1 − x2 + t1 − t2) Θ(x2 + t2 − t0) (5.84)

× ezj(x1−x2+t1−t2) + Θ(x2 − x1 + t2 − t1) Θ(x1 + t1 − t0) e−zj(x1−x2+t1−t2)
]
.

En este punto, podemos explotar una vez más el teorema de residuos para obtener

una forma 
errada �nal para estos términos. Es fá
il mostrar que la primera suma sobre

j (al igual que hi
imos para las otras sumas y teniendo en 
uenta los requisitos de


onvergen
ia) puede ser es
rita 
omo una integral en el plano 
omplejo sobre una 
urva

C+ = C+L
⋃R+

donde C+L es un semi
ír
ulo in�nito que en
ierra la mitad izquierda del

plano 
omplejo y R+
es un 
amino re
to sobre el eje imaginario de abajo ha
ia arriba.

Por lo tanto, 
omo la fun
ión del integrando

r(z) r(−z)
(−z2) ez(x1−x2+t1−t2)

se desvane
e para

|z| → ∞ 
on Re(z) < 0, la integral sobre C+L es nula y la integral es dire
tamente sobre

el eje imaginario, que puede ser parametrizado 
omo z = −iΩ, obteniendo �nalmente:

−
∑

j

Rj
r(−zj)
zj

ezj(x1−x2+t1−t2) =

∫

C+

dz

2πi

r(z) r(−z)
(−z2) ez(x1−x2+t1−t2)

(5.85)

=

∫ +∞

−∞

dΩ

2π

|r(−iΩ)|2
(Ω2)

e−iΩ(x1−x2+t1−t2),

donde utilizamos que r(iΩ) = r∗(−iΩ) para Ω real.

Finalmente, es
ribimos la 
ontribu
ión propia del 
ampo 
omo:

A(x1, x2, t1, t2) + B(x1, x2, t1, t2) = (Campo Libre) + (Cruzados) + (Transitorios)

+
Θ(−x1) Θ(−x2)

βφ

∫ +∞

−∞

dΩ

2π

|r(−iΩ)|2
Ω2

[
Θ(x1 − x2 + t1 − t2) Θ(x2 + t2 − t0)

× e−iΩ(x1−x2+t1−t2) +Θ(x2 − x1 + t2 − t1) Θ(x1 + t1 − t0) eiΩ(x1−x2+t1−t2)
]
,(5.86)

donde 
abe remar
ar el he
ho de que tiene exa
tamente la misma forma que las 
ontri-

bu
iones obtenidas a partir del ansatz (3.23) y sus modos modi�
ados para la llamada

A. E. Rubio López 98 Tesis de Do
torado en Cien
ias Físi
as



5.5. DESCRIPCIÓN FUERA DEL EQUILIBRIO PARA DIFERENTES CONFIGURACIONES

DEL SISTEMA COMPUESTO


ontribu
ión de va
ío del 
apítulo 3 (ó Refs. [32, 35℄) dentro de un esquema de 
uanti-

za
ión 
anóni
a en el esta
ionario para el 
aso de la fuerza de Casimir entre dos pla
as.

En otras palabras, si hubiésemos utilizado el ansatz y el método del 
apitulo 3 para el

presente problema de una pla
a delta de Dira
, hubiésemos obtenido que la 
ontribu
ión

de va
ío a la 
orrela
ión del 
ampo estaría dada por (5.86). Enton
es, la 
ontribu
ión de

va
ío del 
apítulo 3 se 
orresponde 
on la 
ontribu
ión propia del 
ampo de este 
apítulo.

Considerando todo, mostramos que el límite de tiempos largos de una delta de Dira


de material real presenta 
ontribu
iones tanto del baño 
omo del propio 
ampo. Como

venimos sugiriendo, el resultado 
laramente puede ser extendido a otras 
on�gura
iones

en una dimensión (1 + 1) pero los 
ál
ulos son más 
ompli
ados. La 
on
lusión enton-


es pare
e ser general, es de
ir, mostramos que una situa
ión in
luyendo 
ontornos o,

análogamente, in
luyendo regiones de va
ío, no sólo presentará en el régimen de tiempos

largos la 
ontribu
ión de los baños sino que también la del propio 
ampo modi�
ado.

Por lo tanto, esta situa
ión presenta un nuevo tipo de es
enario, donde el régimen de

tiempos largos es esta
ionario pero tiene 
ontribu
iones de dos partes del sistema 
om-

puesto. Cabe desta
ar que el 
omportamiento y la situa
ión esta
ionaria en el 
aso 
on

regiones de va
ío es radi
almente diferente del 
aso de material en todo el espa
io. Sin

embargo, la 
ontribu
ión del material, 
onsiderada por su lado, se 
omporta de la mis-

ma forma, es de
ir, la 
ontribu
ión aso
iada a los grados de libertad de polariza
ión es

transitoria y se desvane
e en el esta
ionario, mientras que la de los baños sobrevive y

forma parte del régimen de tiempos largos. La gran diferen
ia al in
luir 
ontornos es que

no es la úni
a que sobrevive. Esto se debe al he
ho de que mientras el 
ampo tiende

a desapare
er dentro del material debido a la disipa
ión, afuera �u
túa libremente sin

atenuarse. Esto ha
e que las �u
tua
iones de afuera se propaguen ha
ia adentro del ma-

terial hasta que �nalmente se al
anza la situa
ión esta
ionaria 
omo régimen de tiempos

largos, 
uando el material ha relajado y las dinámi
as son redu
idas a las esta
ionarias,

permitiendo des
ribir la 
ontribu
ión del propio 
ampo de forma efe
tiva mediante los

modos modi�
ados de va
ío que apare
en en el ansatz (3.23) del 
apítulo 3 (y empleado

en las Refs.[32, 35℄).

Por lo tanto, podemos 
on
luir que todo pro
edimiento de 
uantiza
ión en el régimen

de tiempos largos, al menos para este modelo en 1 + 1, debe 
onsiderar la 
ontribu
ión

propia del 
ampo para obtener los resultados 
orre
tos.

Si bien no presentamos los 
ál
ulos para el 
aso de n+1 dimensiones en este es
ena-

rio in
luyendo regiones de va
ío, de 
omparar los 
oe�
ientes de re�exión y transmisión

(D.8) y (5.79), y la transformada de Lapla
e de la fun
ión de Green retardada (D.9) y
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(5.78) para ambos 
asos, podemos notar que para problemas de dimensionalidad mayor

tenemos ramas 
ortadas (bran
h 
uts en inglés)

√
z2 + k‖ involu
rando las 
oordenadas

paralelas del momento k‖ en lugar de una simple z. Por lo tanto, las propiedades ana-

líti
as de la transformada de Lapla
e son distintas y el 
omportamiento temporal de la

fun
ión de Green retardada 
ambiará 
ríti
amente. Si bien basados en estas diferen
ias,

podría esperarse que la 
ontribu
ión propia del 
ampo se anulara en el 
aso de mayor

dimensionalidad, la 
ontinuidad entre el presente 
aso de material real y el resultado

obtenido para el 
aso n+ 1 (
on n ≥ 1) de permitividad dielé
tri
a 
onstante para 
on-

tornos arbitrarios del apartado 5.5.3 nos sugiere que esto no o
urre, y que el resultado

de este apartado es general in
luso para el 
aso de mayor dimensionalidad.

Como 
omentario �nal, 
abe señalar que dos 
uestiones aún quedan pendientes. Una

de ellas 
ontinúa en la línea de lo que estamos 
omentando y tiene que ver 
on el he
ho de

que, estri
tamente hablando, lo que mostramos prueba que para situa
iones que in
luyen

regiones de va
ío (o regiones donde el 
ampo �u
túa libremente), la 
ontribu
ión propia

del 
ampo debe 
onsiderarse. Sin embargo, aún no a
lara si es ne
esario que la región

donde el 
ampo no disipa sea de extensión in�nita (
omo o
urre en el 
aso de la delta

de Dira
 para la 
oordenada perpendi
ular donde no hay invarian
ia de trasla
ión). Este

punto tan sútil no ha sido abordado en el presente 
apítulo; sin embargo, más adelante

en esta Tesis volveremos a esto en un 
aso más 
omplejo aún, 
errando 
ompletamente el


uadro de la físi
a de estos sistemas fuera del equilibrio. La otra 
uestión tiene que ver 
on

el he
ho de que todo lo realizado en este 
apítulo es para el 
ampo es
alar. Sin embargo,

una situa
ión realista en general involu
raría el 
ampo EM, que presenta diferen
ias y


ompli
a
iones en la 
uantiza
ión debido a su naturaleza ve
torial y simetría de gauge,

lo que es parti
ularmente di�
ultoso de tratar en los métodos fun
ionales. La extensión

al 
ampo EM será parte del objetivo del próximo 
apítulo.
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Capítulo 6

Ele
trodinámi
a Cuánti
a de

Medios Inhomogéneos y Anisótropos

Luego de mostrar 
ómo implementar el formalismo CTP en el 
aso de un 
ampo es-


alar en intera

ión 
on modelos de material real, este 
apítulo lo dedi
amos a extender

el método al 
aso del 
ampo EM Aµ
. Si bien esto pare
e trivial a primera vista, tanto la

naturaleza ve
torial del 
ampo EM 
omo la libertad de gauge de la teoría ele
tromagné-

ti
a vuelven el pro
eso de 
uantiza
ión (ya sea 
anóni
a [7℄ o por integrales fun
ionales

[57℄) mu
ho más 
ompli
ado.

Por un lado, la naturaleza ve
torial del 
ampo reper
ute en 
uanto a su intera

ión


on los materiales, ya que enrique
e su físi
a al permitir el modelado de materiales 
on

propiedades dire

ionales, es de
ir, 
on el 
ampo EM 
obra sentido físi
o el 
on
epto de

materiales anisótropos, 
uestión difí
il de lograr en el 
aso es
alar.

Por otro lado, la libertad de gauge es un re�ejo de una simetría interna de la teoría

ele
tromagnéti
a. El ele
tromagnetismo des
rito por las e
ua
iones de Maxwell des
ribe

el 
ampo Aµ
(de 
uatro 
omponentes) de tal forma que una transforma
ión de gauge

Aµ → Aµ + ∂µΛ (siendo Λ una fun
ión arbitraria) deja invariantes las e
ua
iones de

movimiento. Es de
ir, las e
ua
iones poseen simetría de gauge. Esto ha
e que las a

iones

empleadas para obtener el ele
tromagnetismo y sus intera

iones a partir de un prin
ipio

varia
ional deban ser también invariantes frente a una transforma
ión de gauge. Más

aún, la simetría de gauge en realidad nos está di
iendo que el 
ampo Aµ
posee dos


omponentes independientes o, de otra manera, puede ser des
rito en algún gauge por

dos de sus 
uatro 
omponentes. Este he
ho es lo que di�
ulta la 
uantiza
ión basada

en el 
ampo Aµ
ya que un planteo por integrales fun
ionales sobre las 
omponentes (al

estilo de lo que se ha
e en el 
aso es
alar) resulta en integra
iones redundantes debido
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a la simetría de gauge. Sin embargo, esto puede solu
ionarse en el 
aso del formalismo

in-out mediante la implementa
ión del método de Faddeev-Popov.

Ahora, para el formalismo CTP que utilizamos en el 
apítulo anterior la solu
ión no

es tan inmediata. La 
lave para el desarrollo del 
aso es
alar se en
ontraba en que, para


al
ular las integrales fun
ionales sobre los grados de libertad del material primero y

sobre el 
ampo después, extendimos dire
tamente el resultado hallado en Ref.[54℄ para


ierto tipo de integrales CTP, aprove
hando el tipo de intera

ión entre el 
ampo es
alar

y la materia modelada. Sin embargo, tanto el resultado de la integra
ión CTP sobre los

grados de libertad del material intera
tuando 
on un 
ampo EM, 
omo el resultado de

la integra
ión CTP sobre el 
ampo EM luego, no se en
uentran en la literatura. Por lo

tanto, el objetivo de este 
apítulo es lograr extender di
hos resultados en un 
ontexto de

intera

ión 
ampo-materia 
ompletamente realista.

6.1. Integra
ión CTP de la Intera

ión Materia - Campo

EM

El primer objetivo del 
apítulo es el 
ál
ulo de la fun
ional generatriz a partir de

las integra
iones su
esivas de, primero, los grados de libertad del material y luego del


ampo EM, siguiendo el espíritu del 
apítulo anterior. Por lo tanto, el primer paso en

esta dire

ión es 
al
ular la a

ión de in�uen
ia para el 
ampo.

Al igual que antes, des
ribimos la materia ordinaria polarizable a través de grados de

libertad 
uánti
os (no relativistas) aso
iados esta vez al ve
tor de polariza
ión P de 
ada

elemento de volumen del 
uerpo polarizable. Cada uno de estos está sujeto a un baño

independiente que genera una a

ión de in�uen
ia 
omo en la teoría del QBM [41℄, es

de
ir, 
omo la de un os
ilador armóni
o 
uánti
o intera
tuando linealmente 
on un baño

térmi
o que 
onsiste en un 
onjunto de os
iladores armóni
os 
uánti
os.

Por otro lado, el 
ampo EM lo des
ribimos 
omo un 
ampo ve
torial de gauge Aµ

no masivo. El término de intera

ión podemos tomarlo 
omo un a
oplamiento entre

el 
ampo y la 
orriente generada en la materia polarizable o, equivalentemente, 
omo

una intera

ión dipolar entre los dipolos de polariza
ión y el 
ampo elé
tri
o. En otras

palabras, la intera

ión podemos 
onsiderarla de dos maneras, dependiendo de qué grado

de libertad está derivado. Sin embargo, 
omo tenemos grados de libertad de materia

no relativistas a
oplados al 
ampo de gauge, el 
ual es, desde el 
omienzo, un sistema

relativista, la deriva
ión no es solamente una derivada temporal, 
omo pasa para el 
ampo

es
alar del 
apítulo anterior (o en Ref.[37℄).
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6.1. INTEGRACIÓN CTP DE LA INTERACCIÓN MATERIA - CAMPO EM

Por lo tanto, los términos de a
oplamiento pueden ser propor
ionales a

∫
d4x P j(x)

Ej(x), a
oplando el ve
tor de polariza
ión al momento 
anóni
o del 
ampo (o sea, el


ampo elé
tri
o) en una intera

ión tipo dipolar; o, analogamente,

∫
d4x Jµ(x) A

µ(x),

a
oplando el 
uadrive
tor 
orriente de la materia polarizable (no relativista) al 
ampo

EM (relativista). De ahora en más, nuestra nota
ión de suma será la de Einstein para los

subíndi
es y supraíndi
es griegos (un subíndi
e suma 
on un supraíndi
e), pero los índi
es

latinos suman sin ne
esidad de ser opuestos (el 
ara
ter 
ovariante o 
ontravariante de

las 
oordenadas espa
iales será ajustado al introdu
ir un signo menos 
uando se pase de

un subíndi
e a un supraíndi
e o vi
eversa).

Como el 
ampo elé
tri
o viene de�nido por Ej = −∂jA0−∂0Aj
, es 
laro que el término

de intera

ión es invariante de gauge, mientras que de la segunda forma es 
laro que el

término es un es
alar de Lorentz. Con el objetivo de mantener la invarian
ia de gauge y


onsiderando que la 
orriente Jµ debe ser una 
orriente 
onservada (su 
uadri-divergen
ia

debe anularse), podemos es
ribir el 
uadrive
tor 
orriente 
omo Jµ =
(
∇ ·P,−Ṗ

)
.

Luego de la integra
ión sobre P, eventualmente querremos integrar sobre el 
ampo

EM. Por ende, 
onsideraremos la segunda de las formas para el término de intera

ión∫
d4x Jµ(x) A

µ(x) =
∫
d4x

(
∂jP

j A0 − Ṗ j Aj
)

y dejamos una dis
usión más extensa

para la próxima se

ión. Sin embargo, 
omo primero vamos a integrar en P, integramos

por partes en las 
oordenadas espa
iales 
orrespondientes a 
ada derivada del término

que involu
ra la divergen
ia. Por lo tanto, 
onsiderando que los 
aminos de los 
ampos

se desvane
en en in�nito para toda dire

ión, el término de intera

ión lo es
ribimos

propor
ional a −
∫
d4x

(
∂jA

0 P j + Ṗ j Aj
)
.

Considerando todo, el modelo para el sistema total viene des
rito por la a

ión ini
ial

total:

S[Aµ,Px,qn,x] = S0[A
µ]+S0[Px]+

∑

n

S0[qn,x]+SCurr[A
µ,Px]+

∑

n

Sint[Px,qn,x], (6.1)

donde S0[A
µ], S0[Px], S0[qn,x] son las a

iones libres para el 
ampo EM, el ve
tor de

polariza
ión y los grados de libertad de los baños térmi
os que afe
tan los ve
tores de

polariza
ión en 
ada punto del espa
io. Las etiquetas espa
iales denotan el he
ho de que

las propiedades 
ambian 
on la posi
ión mientras que el grado de libertad no presenta

deriva
ión espa
ial en su dinámi
a, es de
ir, di
hos los grados de libertad son 
onjuntos


ontinuos de 
ampos en 0+1 dimensiones. Las dos últimas a

iones son las de intera

ión

entre el 
ampo EM y los ve
tores de polariza
ión (
omo dis
utimos re
ientemente) y entre

estos mismos ve
tores y los baños térmi
os en 
ada punto (que son a
oplamientos lineales


omo en el QBM y los 
apítulos pasados).
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Por lo tanto, el primer paso sería la integra
ión CTP sobre los baños térmi
os ({qn,x}).
Sin embargo, de la teoría del QBM, sabemos que esto ya está he
ho ya que, 
omo men
io-

namos anteriormente, resulta en que los ve
tores de polariza
ión bajo la in�uen
ia de los

baños térmi
os se 
omportan en forma efe
tiva 
omo partí
ulas Brownianas. Enton
es,

para 
ada 
omponente j en 
ada punto del espa
io, el ve
tor de polariza
ión tendrá una

evolu
ión unitaria modi�
ada por la a

ión de in�uen
ia del QBM:

SIF[P,P
′
] =

∫
dx

∫ tf

ti

dt

∫ tf

ti

dt′ ∆P j
x(t)

[
−2 Dx(t, t

′) ΣP j
x(t
′) +

i

2
Nx(t, t

′) ∆P j
x(t
′)

]
,

(6.2)

donde Dx y Nx son los nú
leos de disipa
ión y ruido del QBM respe
tivamente (a di-

feren
ia de lo notado en el 
apítulo anterior, omitiremos QBM 
omo subíndi
e de estos

nú
leos), mientras que ΣP = (P +P ′)/2 y ∆P = P ′−P son las llamadas variables suma

y diferen
ia.

Ahora, estamos interesados en 
al
ular la integral fun
ional CTP aso
iada al 
ál
ulo

de la a

ión de in�uen
ia que a
túa sobre el 
ampo EM debido a la intera

ión 
on mate-

ria. Por ende, 
onsiderando una 
onstante de a
oplamiento λ0 entre el 
ampo y los grados

de libertad de polariza
ión, la integral que de�ne la a

ión de in�uen
ia SIF[A
µ, A′µ] se

es
ribe:

eiSIF[A
µ,A′µ] =

∫
dPf

∫
dPi dP

′
i

∫ P(tf )=Pf

P(ti)=Pi

DP
∫ P′(tf )=Pf

P′(ti)=P′
i

DP′ ρP
(
Pi,P

′
i, ti
)

× eiλ0
∫
dx g(x)(∇A0·P+A·Ṗ−∇A′0·P′−A′·Ṗ′)ei(S0[P]−S0[P′]+SIF[P,P′]), (6.3)

donde A ·B ≡
∫ tf
ti
dt A(t) B(t) y, por simpli
idad, los produ
tos entre ve
tores y matri
es

los omitiremos en la forma ve
torial, y enton
es por ejemplo A ·B =
∫ tf
ti
dt Aj(t) Bj(t)

y 
onsiguientemente. Como en 
apítulos pasados, la distribu
ión de materia g (que toma

valores binarios (1 ó 0) si hay ó no materia en 
ada punto x) la introdu
imos para denotar

el he
ho de que este 
ál
ulo toma lugar en todo punto del espa
io que 
ontiene material

polarizable. Por lo tanto, la a

ión de in�uen
ia que a
túa sobre el 
ampo EM viene

de�nida por la distribu
ión de materia g que, al igual que antes, de�ne en qué puntos la

a

ión de in�uen
ia no es nula.

Como estamos tratando 
on un problema tridimensional, los ve
tores de polariza
ión

P des
ritos 
omo os
iladores armóni
os tridimensionales pueden des
omponerse en sus


omponentes 
artesianas, 
ada una sufriendo la a

ión de diferentes baños. Por ende,

trivialmente tenemos que S0[P] =
∑3

j=1 S0[P
j ] y SIF[P,P

′] =
∑3

j=1 SIF[P
j , P ′j ].
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Considerando, además, un estado ini
ial separable para el ve
tor de polariza
ión, la

matriz densidad ini
ial es un produ
to de matri
es densidad para 
ada 
omponente del

ve
tor de polariza
ión, es de
ir, ρP (Pi,P
′
i, ti) =

∏3
j=1 ρP j

(
P j
i , P

′j
i , ti

)
. Enton
es, si no-

tamos �nalmente que el término de intera

ión también se separa en 
ada 
omponente,

la integral CTP podemos es
ribirla 
omo el produ
to de tres integrales para 
ada 
ompo-

nente o dire

ión. Podemos dar un paso más aprove
hando el he
ho de que el material lo


on
ebimos 
omo un 
ontinuo de grados de libertad independientes (no hay intera

iones

entre ellos), dando lugar a la división de la grilla espa
ial en elementos de volumen ∆x y

es
ribiendo las integrales para 
ada 
omponente 
omo un produ
to sobre los puntos del

espa
io (

∏
x) de una integral CTP genéri
a 
on etiqueta espa
ial x.

Una vez dis
utido esto, es
ribimos las a

iones en términos de las variables suma

y diferen
ia. Con este propósito, 
onsideramos que en 
ada punto del espa
io, para la

intera

ión tenemos:

∂jA
0 · P j − ∂jA

′0 · P ′j = −∂jΣA0 ·∆P j − ∂j∆A0 · ΣP j, (6.4)

Aj · Ṗ j −A′j · Ṗ ′j = −ΣAj ∆P j
∣∣∣
tf

ti
−∆Aj ΣP j

∣∣∣
tf

ti
+ΣȦj ·∆P j +∆Ȧj · ΣP j, (6.5)

y para las a

iones libres podemos es
ribir:

S0[P
j ]− S0[P

′j] = −
∫
dx Mx ΣṖ j

x ∆P j
x

∣∣∣
tf

ti
+

∫
dx

∫ tf

ti

dt Mx ∆P j
x

(
d2

dt2
+Ω2

x

)
ΣP j

x,

(6.6)

donde dejamos que 
ada grado de libertad, en 
ada punto x, tenga sus propiedades

parti
ulares (masa y fre
uen
ia natural).

Las integra
iones fun
ionales sobre ∆P j
son gaussianas en 
ada punto del espa
io,

y podemos realizarlas dire
tamente 
onsiderando los nú
leos de ruido en 
ada dire

ión

y punto, y de�niendo las fuentes lineales 
omo Rj(t) = ∆x
∫ tf
ti
dt′ L̃(t, t′) ΣP j(t′) +

∆x λ0,x

(
ΣȦj(t)− ∂jΣA0(t)

)
, 
on el nú
leo L̃(t, t′) ≡Mx

(
d2

dt′2
+Ω2

x

)
δ(t−t′)+Dx(t, t

′).

En este punto, la restante integra
ión fun
ional es sobre ΣP j
en 
ada punto del

espa
io. Sin embargo, podemos es
ribir 
ualquier 
amino ΣP j
en términos de una solu
ión

homogénea P j
0 (t) satisfa
iendo las 
ondi
iones ini
iales y una solu
ión parti
ular P j

ξ (t)

que des
ribe el apartamiento de los 
aminos respe
to del homogéneo, es de
ir, es
ribimos

ΣP j(t) = P j
0 (t) + P j

ξ (t). Considerando eso y que de las a

iones ini
iales, el momento


anóni
o aso
iado a P j
está dado por MṖ j + λ0A

j
, las solu
iones pueden ser es
ritas


omo:
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P j
0 (t) =Mx ΣP j

i ĠRet,x(t− ti) +
(
Πj

i − λ0,x ΣAj
i

)
GRet,x(t− ti), (6.7)

P j
ξ (t) =

∫ t

ti

ds GRet,x(t− s) ξj(s). (6.8)

donde Πj
i =M ΣṖ j

i + λ0 ΣAj
i , siendo GRet,x(t− t′) la fun
ión de Green retardada para

el operador lineal integro-diferen
ial aso
iado al nú
leo L̃ del grado de libertad en x.

Por lo tanto, podemos reemplazar la integra
ión fun
ional sobre ΣP j

on límites de

integra
ión, por la integra
ión fun
ional sobre ξ sin ellos, más una integra
ión ordinaria

sobre todos los posibles valores del momento 
anóni
o ini
ial Πj
i .

Enton
es, luego de efe
tuar los reemplazos resulta que la integra
ión fun
ional sobre ξ

es inmediata y, omitiendo por simpli
idad las etiquetas espa
iales, obtenemos para 
ada

integral en 
ada punto del espa
io:

eiSIF[A
µ,A′µ] =

∏

j

∏

x

∫
dΣP j

i dΣP
j
f

∫
d∆P j

f δ(∆P
j
f )dΠ

j
i e

i∆xλ0(∆Ȧj−∂j∆A0)·P j
0

× WP j

(
ΣP j

i ,Π
j
i , ti

)
ei∆xλ0∆Aj

iΣP j
i e−i∆x(M ΣṖ j

f +λ0 ΣAj
f )∆P j

f

× e−∆x
λ20
2 (∆Ȧj−∂j∆A0)·GRet·N ·[(∆Ȧj−∂j∆A0)·GRet]

T

× δ
(
ΣP j(tf)− ΣP j

f

)
ei∆x λ2

0(∆Ȧj−∂j∆A0)·GRet·(∂jΣA0−ΣȦj), (6.9)

donde introdujimos una fun
ión delta para tener en 
uenta la restri

ión sobre los extre-

mos �nales, y la fun
ión de Wigner para la 
omponente j del ve
tor de polariza
ión en

el punto x de�nidas 
omo en (5.16) (Refs.[54, 37℄) según:

Wx(X, p, t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
d∆ ei∆x p∆ ρx

(
X − ∆

2
,X +

∆

2
, t

)
, (6.10)

donde en la exponen
ial, a diferen
ia de (5.16), no ne
esitamos la densidad ya que 
omo

está de�nido aquí el grado de libertad, di
ha magnitud está in
luída.

Ahora, por un lado, notemos que la solu
ión homogénea podemos es
ribirla 
omo

P j
0 (t) = PS,j

0 (t) − λ0,x ΣAj
i GRet,x(t − ti), donde PS,j

0 es la solu
ión homogénea para el

a
oplamiento bilineal (donde el momento 
anóni
o se haya rela
ionado úni
amente a la

derivada temporal del grado de libertad, 
omo en el 
apítulo 5). Por otro lado, podemos

tomar el exponente del último fa
tor e integrar por partes en la segunda variable de

tiempo, obteniendo:
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GRet,x · ΣȦj =

∫ tf

ti

dt′ GRet,x(t− t′) ΣȦj(t′) = −GRet,x(t− ti) ΣAj
i − ∂t′GRet,x · ΣAj ,

(6.11)

donde utilizamos que GRet,x(t− tf) = 0 ya que su 
omportamiento 
ausal involu
ra una

fun
ión de Heaviside en el argumento.

Considerando todo y reemplazándolo en la integral CTP, en
ontramos que un fa
tor


onstituído por el segundo término de la última expresión de P j
0 en (6.7) se 
an
ela 
on

el primer término del miembro dere
ho de la última e
ua
ión.

Como último paso para 
an
elar fa
tores involu
rando 
ondi
iones ini
iales, debemos


onsiderar el primer término en el exponente del primer fa
tor de (6.9). Nuevamente,

integrando por partes y usando la 
ondi
ión CTP (de unión de ramas en el punto �nal)

para el 
ampo EM, tenemos:

∆Ȧj · PS,j
0 = −∆Aj

i ΣP j
i −∆Aj · ṖS,j

0 . (6.12)

Enton
es, el primer término de esta expresión se 
an
ela 
on otro que 
ontiene 
on-

di
iones ini
iales.

Finalmente, integrar sobre ∆P j
f resulta inmediato al usar la fun
ión delta. Luego,

también es fá
il evaluar la integral sobre ΣP j
f usando la otra fun
ión delta. Considerando

que el resultado es para la 
omponente j del ve
tor de polariza
ión en el punto x, enton
es

obtenemos el produ
to sobre todas posi
iones donde hay material. Agrupando 
ada fa
tor

y tomando el límite 
ontinuo para el grilla espa
ial, los exponentes vuelven a ser integrales

limitadas por la distribu
ión de materia g(x):

eiSIF[A
µ,A′µ] =

∏

j

〈
e−i

∫
dx g(x) λ0,x(∆Aj ·ṖS,j

0 +∂j∆A0·PS,j
0 )
〉
ΣP j

i ,Π
j
i

(6.13)

× e−
1
2

∫
dxg(x)(∆Ȧj−∂j∆A0)·λ2

0,xGRet,x·Nx·[(∆Ȧj−∂j∆A0)·GRet,x]
T

× ei
∫
dx g(x)λ2

0,x(∆Ȧj−∂j∆A0)·(∂t′GRet,x·ΣAj+GRet,x·∂jΣA0),

donde 〈...〉
ΣP j

i ,Π
j
i
=
∏

x

∫
dΣP j

i,x

∫
dΠj

i,x ... WP j

(
ΣP j

i,x,Π
j
i,x, ti

)
y dejamos que 
ada pro-

piedad del material (
arga, nú
leo de ruido y fun
ión de Green) dependa de la posi
ión

mediante la introdu

ión de un índi
e x 
omo etiqueta, permitiendo así que el material

sea inhomogéneo.

Ahora, tengamos en 
uenta que esta última expresión es para la 
omponente j del

ve
tor de polariza
ión. La expresión �nal para la a

ión de in�uen
ia del 
ampo (6.3)

Universidad de Buenos Aires 107 A. E. Rubio López



Ele
trodinámi
a Cuánti
a de Medios Inhomogéneos y Anisótropos

resulta del produ
to de esta expresión para 
ada 
omponente. En este punto, 
omo an-

ti
ipamos anteriormente, podemos dotar al material de otra propiedad, que es la de la

anisotropía (material birrefringente). Cada dire

ión j del ve
tor de polariza
ión puede


orresponderse 
on 
ada uno de los tres ejes prin
ipales del elipsoide de Fresnel en 
ada

punto del material (damos una dis
usión más extensa de esto en la se

ión 6.4.1). Por lo

tanto, 
ada 
omponente tiene diferentes propiedades (ex
epto por la 
arga), y mediante

la introdu

ión de fun
iones delta en el espa
io para los últimos dos fa
tores, podemos

es
ribir en forma más 
ompa
ta:

eiSIF[A
µ,A

′µ] =
〈
e
−i

∫
dx g(x) λ0,x

(
∆A·Ṗ

S,[j]
0 +∇∆A0·P

S,[j]
0

)〉
ΣPi,Πi

(6.14)

× e−
1
2(∆Ȧ−∇∆A0)∗NB∗(∆Ȧ−∇∆A0) ei2(∆Ȧ−∇∆A0)∗(∂t′D∗ΣA+D∗∇ΣA0),

donde el produ
to A ∗B ≡
∫
d4x A(x, t) B(x, t), mientras que:

(D)jk (x, x
′) = δjk δ(x − x′) g(x)

λ20,x
2

G
[j]
Ret,x(t− t′), (6.15)

(NB)jk(x, x
′) = δjk δ(x − x′) g(x) λ20,x G

[j]
Ret,x ·N

[j]
x ·

[
G

[j]
Ret,x

]T
, (6.16)

son el nú
leo-matriz de disipa
ión aso
iado a un modelo bilineal (en el sentido del 
a-

pítulo 5) de la intera

ión 
ampo EM-materia y el nú
leo-matriz de ruido úni
amente

aso
iado a los baños (
omo o
urría en el 
apítulo pasado). Los supraíndi
es [j] denotan

la dependen
ia 
on la dire

ión (material anisótropo).

Para dar una expresión 
errada de la a

ión de in�uen
ia, para empezar tenemos

que mover las derivadas (tanto temporales 
omo espa
iales) sobre las 
omponentes del


ampo a los nú
leo-matri
es bilineales 
on la �nalidad de de�nir 
orre
tamente los nú
leo-

matri
es tipo 
orriente (en el sentido del 
apítulo pasado) que a
túan sobre el 
ampo

EM. Esto realmente es muy fá
il gra
ias al 
omportamiento 
ausal de la fun
ión de

Green, la 
ondi
ión CTP sobre las 
omponentes del 
ampo EM y la 
onvergen
ia de 
ada


amino del 
ampo EM 
uando 
ualquiera de las 
oordenadas espa
iales va a in�nito.

Enton
es, integrando por partes, podemos es
ribir una forma 
ovariante para los dos

últimos fa
tores:

eiSIF[A
µ,A

′µ] =
〈
e
−i

∫
dx g(x) λ0,x

(
∆A·Ṗ

S,[j]
0 +∇∆A0·P

S,[j]
0

)〉
ΣPi,Πi

e−
1
2

∆Aµ∗NB
µν∗∆Aν

× e−i2∆Aµ∗Dµν∗ΣAν

, (6.17)
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on el nú
leo (
ovariante) de disipa
ión EM, Dµν y el nú
leo (también 
ovariante) de

ruido EM, NB
µν aso
iado a la 
ontribu
ión de los baños dados por:

Dµν(x, x
′) = Γµν

jk
Djk, (6.18)

NB
µν(x, x

′) = Γµν
jk

N
B
jk, (6.19)

donde el operador Γµν
jk ≡ δµ

0 δν
0 ∂2jk′ − δµ 0 δν

k ∂2jt′ − δµ j δν
0 ∂2tk′ + δµ

j δν
k ∂2tt′


on la prima denotando deriva
ión en las respe
tivas 
oordenadas del punto x′ y la

delta 
ovariante la introdujimos según la nota
ión de Einstein, a diferen
ia de todas las

deltas en nota
ión matri
ial empleadas hasta el momento 
on subíndi
es y supraíndi
es

espa
iales.

Por otro lado, al igual que lo que o
urría para el 
aso es
alar en el 
apítulo 5, es


laro que el primer fa
tor del miembro dere
ho de (6.17) está enteramente rela
ionado al

estado ini
ial de los grados de libertad de polariza
ión. Sin embargo, 
on el objetivo de

obtener una expresión para la fun
ional de in�uen
ia del 
ampo, tenemos que 
al
ular el

fa
tor para el estado ini
ial elegido. Esto podemos ha
erlo fá
ilmente en 
aso de que el

estado ini
ial sea uno térmi
o para 
ada dire

ión de polariza
ión en 
ada elemento de

volumen. Por lo tanto, 
onsiderando valores de temperatura β
P j
x
para 
ada dire

ión en


ada punto, las integrales sobre ΣP j
i y Πj

i (en 
ada punto del espa
io) son gaussianas,

obteniendo luego de des
artar el fa
tor de normaliza
ión:

〈
e
−i

∫
dx g(x) λ0,x

(
∆A·Ṗ

S,[j]
0 +∇∆A0·P

S,[j]
0

)〉
ΣPi,Πi

= e−
1
2

∆Aµ∗NP
µν∗∆Aν

, (6.20)

donde el nú
leo de ruido EM aso
iado a los grados de libertad de polariza
ión está dado

por:

NP
µν(x, x

′) = Γµν
jk

N
P
jk, (6.21)


on:

N
P
jk(x, x

′) = δjkδ(x− x′)
g(x)λ20,xM

[j]
x

2Ω
[j]
x

coth


βP j

x
Ω
[j]
x

2



[
Ġ

[j]
Ret,x(t− ti)Ġ

[j]
Ret,x(t

′ − ti)

+ Ω
[j]2
x G

[j]
Ret,x(t− ti)G

[j]
Ret,x(t

′ − ti)
]
. (6.22)

Por lo tanto, la a

ión de in�uen
ia del 
ampo EM:
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SIF[A
µ, A′µ] =

∫
d4x

∫
d4x′ ∆Aµ(x)

[
−2 Dµν(x, x

′)ΣAν(x′) +
i

2
Nµν(x, x

′)∆Aν(x′)

]
,

(6.23)


on Nµν ≡ NP
µν +NB

µν , que satisfa
e Nµν(x, x
′) = Nνµ(x

′, x).

Primero, 
abe señalar que tiene la forma de (6.2). Esto en prin
ipio no es sorprendente,

sin embargo la presente a

ión de in�uen
ia para el 
ampo EM es el resultado de dos

integra
iones CTP ya que el sistema es uno 
ompuesto de tres partes, y el he
ho de que

tenga esta forma 
errada es un mérito de la ele

ión de un estado térmi
o ini
ial para

los grados de libertad de polariza
ión. Para un estado ini
ial no térmi
o, esta forma no

puede lograrse. Más aún, mientras que los nú
leos en la teoría del QBM dependen de la

diferen
ia de los argumentos, los presentes nú
leos EM no.

Cabe desta
ar también que esta última expresión es análoga a la en
ontrada para el


aso del 
ampo es
alar para 
ada modelo de intera

ión en (5.21) y (5.39) respe
tivamen-

te. Sin embargo, 
omo en este 
aso estamos tratando 
on un 
ampo de gauge abeliano

(ver Ref.[57℄), todos los nú
leos 
ontienen el operador diferen
ial Γ jk
µν , el 
ual bási
a-

mente garantiza que la a

ión de in�uen
ia sea invariante de gauge. De he
ho, podemos

ver fá
ilmente que ∂µΓ jk
µν = ∂

′νΓ jk
µν ≡ 0, lo que ha
e que la 
uadri-divergen
ia de

todos los nú
leos se anule, es de
ir, ∂µDµν = ∂µNµν = ∂
′νDµν = ∂

′νNµν = 0. Ésta es la

propiedad ne
esaria para asegurar la invarian
ia de gauge, de manera que es el requisito

físi
o para toda a

ión de in�uen
ia del 
ampo EM de la forma de (6.23) para ser inva-

riante de gauge. En otras palabras, 
ualquier a

ión de in�uen
ia 
uadráti
a debe tener

nú
leos EM de disipa
ión y ruido 
on 
uadri-divergen
ias nulas en ambos índi
es.

No obstante, esto es verdaderamente un requisito matemáti
o esperado que viene del

he
ho físi
o de que los nú
leos son bási
amente fun
iones de 
orrela
ión del 
uadrive
tor


orriente Jµ (de�nido en el término de intera

ión), la 
ual es una 
orriente 
onservada

gra
ias a la invarian
ia de gauge de la teoría ele
tromagnéti
a. Si rompemos la invarian
ia

de gauge, la 
orriente no es 
onservada ne
esariamente 
omo pasa para el 
ampo de Pro
a

(ver Ref.[7℄), de manera que todas propiedades que obtuvimos son 
laramente esperadas


omo requisitos a satisfa
er por una teoría ele
tromagnéti
a físi
amente 
onsistente.

6.2. Fun
ional Generatriz CTP para el Campo EM

En esta se

ión 
al
ularemos la fun
ional generatriz CTP para un 
ampo de gauge.

Claramente, el resultado obtenido en la última se

ión para la fun
ional de in�uen
ia del


ampo EM será nuestro punto de partida. En este 
aso, a diferen
ia del 
apítulo pasado,
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estamos tratando 
on un 
ampo de gauge abeliano de espín 1 Aµ = (A0,A) (siendo

A0
y A los poten
iales elé
tri
o y ve
tor respe
tivamente) bajo la in�uen
ia de grados

de libertad de materia, modelados a través de los nú
leos de disipa
ión y ruido EM en

la a

ión de in�uen
ia obtenidos en la última se

ión. Aunque usaremos el resultado

prin
ipal (6.23), resumiremos brevemente algunos puntos de la dis
usión previa en torno

a los términos de intera

ión.

La simetría de gauge de la teoría ele
tromagnéti
a exige que los términos de inter-

a

ión deben ser invariantes de gauge. Por ende, los modelos de a
oplamiento bilineales

(
omo el que 
onsideramos en el 
apítulo pasado) se ven ex
luídos desde el 
omienzo

debido a que un término de intera

ión del estilo en las a

iones ini
iales no es invariante

de gauge.

Sin embargo, el a
oplamiento tipo 
orriente presenta una sutil varia
ión 
on
eptual.

Este tipo de a
oplamiento no puede ser en la derivada temporal del 
ampo, 
omo pasa

para el 
ampo es
alar en el 
apítulo 5 ya que eso también rompe la simetría de gauge.

Enton
es, el término de intera

ión debe ser dado en términos de los 
ampos elé
tri
o y

magnéti
o a �n de mantener la invarian
ia de gauge de toda la teoría. La regla general

que está detrás de todas estas ele

iones (tanto en este 
aso 
omo en el es
alar) es que la

intera

ión para un a
oplamiento tipo 
orriente debe ser en el momento 
anóni
amente


onjugado. En la teoría 
lási
a del 
ampo EM libre, el momento 
anóni
o se de�ne 
omo

Πµ ≡ F 0µ = δµi E
i
(donde F νµ

es el tensor de 
ampo EM).

Desde un punto de vista 
on
eptual, es bien sabido que Π0 ≡ 0 y, 
onse
uentemente,

el momento 
anóni
o de la 
omponente temporal de Aµ
no está bien de�nido, impli
ando

que un pro
edimiento de 
uantiza
ión no será inmediato (a diferen
ia del 
aso es
alar).

Sin embargo, no ne
esitamos todavía 
on
entrarnos en eso, aunque ya veremos 
ómo

tratamos ese problema 
on nuestro enfoque.

Considerando la linealidad de los términos de intera

ión, podemos es
ribir dire
ta-

mente la fun
ional generatriz CTP del 
ampo de gauge 
omo integral CTP-Feynman:

ZCTP[Jµ, J
′
µ] =

∫
dAµ

f

∫
dAµ

i dA
′µ
i

∫ Aµ(tf )=Aµ
f

Aµ(ti)=Aµ
i

DAµ

∫ A′µ(tf )=Aµ
f

A′µ(ti)=A′µ
i

DA′µei(Jµ∗Aµ−J ′
µ∗A

′µ)

× ei(S0[Aµ]−S0[A′µ]) eiSIF[A
µ,A′µ] ρEM(Aµ

i , A
′µ
i , ti). (6.24)

De
imos integral CTP-Feynman ya que las integra
iones fun
ionales son en los 
am-

pos úni
amente. Asumimos, gra
ias a la simpleza de las intera

iones, que las integra
io-

nes en los momentos, en este 
aso, no son ne
esarias (ver por ejemplo Refs.[57, 61℄ para

el 
aso análogo en el formalismo in-out usual).
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Cabe re
ordar que la invarian
ia frente a transforma
iones de gauge (donde una solu-


ión se 
one
ta a in�nitas otras de la misma 
lase de gauge que 
ontienen y representan la

misma físi
a) ha
e que este tipo de integrales involu
ren integra
iones redundantes sobre


aminos 
ontenidos en la misma 
lase de gauge. Por lo tando, para extraer estas sumas

redudantes podemos 
omenzar implementando el pro
edimiento de Faddeev-Popov (ver

Refs.[57, 61℄). Dependiendo de la ele

ión de gauge representada por la 
ondi
ión de

gauge F [Aµ] = 0 (que tomaremos lineal), el pro
edimiento introdu
e deltas de �jado

de gauge (una por 
ada 
ampo) y determinantes que luego resultan en los términos de

fantasmas en el lagrangiano que, en nuestro 
aso, pueden ser des
artados ya que los fan-

tasmas no a
oplan al 
ampo EM para 
ualquier 
ondi
ión de gauge lineal debido a la

naturaleza abeliana del 
ampo.

Ahora, las deltas fun
ionales podemos rees
ribirlas 
omo términos de �jado de gauge

en la exponen
ial que 
ontiene las a

iones libres del 
ampo. Para esto, 
ontinuando


on el pro
edimiento típi
o de Faddeev-Popov, 
ambiamos la 
ondi
ión de gauge en

ambas deltas fun
ionales a F [Aµ] = C(x) y F [A
′µ] = C ′(x) respe
tivamente, donde C

y C ′ son fun
iones arbitrarias de las 
oordenadas (los determinantes rela
ionados a los

fantasmas no 
ambian de todos modos). Como la fun
ional generatriz es independiente de

C y C ′, podemos multipli
arla por una distribu
ión tipo CTP e−
i

2α
(C∗C−C′∗C′)

(
on un

úni
o parámetro de �jado de gauge α para ambos 
ampos) e integrar sobre las fun
iones

arbitrarias. Como queremos mantener la igualdad 
on (6.24), debemos 
onsiderar el gauge

de Landau para una dada ele

ión de la 
ondi
ión de gauge, donde α→ 0, y efe
tivamente

reobtenemos las deltas fun
ionales a partir de las exponen
iales de �jado de gauge [8℄.

Así, tenemos:

ZCTP[Jµ, J
′
µ] = ĺım

α→0

∫
dAµ

α,f

∫
dAµ

α,i dA
′µ
α,i

∫ Aµ(tf )=Aµ
α,f

Aµ(ti)=Aµ
α,i

DAµ

∫ A′µ(tf )=Aµ
α,f

A′µ(ti)=A′µ
α,i

DA′µ

× ei(Jµ∗A
µ−J ′

µ∗A
′µ) ei(S̃0[Aµ]−S̃0[A′µ]+SIF[A

µ,A′µ]) ρEM(Aµ
α,i, A

′µ
α,i, ti), (6.25)


on S̃0[A
µ] = S0[A

µ] − 1
2α F [Aµ] ∗ F [Aµ] siendo la nueva a

ión para el 
ampo EM,

in
luyendo el típi
o término de �jado de gauge, que rompe la invarian
ia de gauge para

todo α, pero nos permite tratar las 
omponentes del 
ampo 
omo variables independien-

tes. Es 
laro que resulta 
ru
ial que el parámetro de �jado de gauge sea úni
o, lo 
ual

es 
iertamente muy natural ya que ambos 
ampos en el formalismo CTP son ne
esarios

para des
ribir un úni
o 
ampo 
uánti
o, de manera que la a

ión efe
tiva debe depender

de un úni
o parámetro. Por otro lado, podemos de
ir también que α debe ser úni
o ya

que la integral CTP siempre podemos es
ribirla en términos de un úni
o 
ampo CTP al
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parametrizar las ambas ramas del 
ontorno CTP. Por lo tanto, apli
ando el método de

Faddeev-Popov en este punto, es 
laro que α debe ser el mismo para ambas ramas.

Cabe señalar que in
luimos apropiadamente subíndi
es α para tener en 
uenta que


uando tomamos el gauge de Landau (mediante el límite α → 0), las 
on�gura
iones

ini
ial y �nal del 
ampo deben satisfa
er la 
ondi
ión de gauge, ya que en este límite,

el resultado debe ser el mismo que el que hubiesemos obtenido evaluando las deltas en

las 
ondi
iones de gauge desde el 
omienzo. En realidad, tenemos que tener 
uidado 
on

esto sólo para los puntos ini
ial y �nal, y no introdujimos subíndi
es en las integra
iones

fun
ionales ya que, 
omo veremos más abajo, el resultado 
orre
to está naturalmente

garantizado al tomar el límite en la fun
ión de Green aso
iada a la a

ión efe
tiva CTP

in
luyendo los términos de �jado de gauge. El límite α → 0 ó gauge de Landau impone

la 
ondi
ión de gauge nula (sele

iona la fun
ión arbitraria C igual a 0), es de
ir, tomar

el límite impli
a que, para 
ada punto, el 
ampo satisfa
e la 
ondi
ión de gauge nula.

Ahora, 
ambiamos variables a ∆Aµ = A
′µ − Aµ

y ΣAµ = (Aµ + A
′µ)/2, lo que nos

permite tratar 
ada 
omponente 
omo una variable independiente gra
ias a los términos

de �jado de gauge que rompen di
ha invarian
ia. Para 
ontinuar el 
ál
ulo, tenemos que

integrar por partes las a

iones libres, in
luyendo los términos de �jado de gauge. Para

esto, tenemos que elegir una 
ondi
ión de gauge.

En este punto, 
omo estamos 
onsiderando 
ondi
iones lineales, el he
ho que la 
ondi-


ión de gauge en realidad 
ontenga o no derivadas del 
ampo, genera diferen
ias 
ru
iales.

Si tomamos el gauge temporal o axial, la 
ondi
ión de gauge podemos es
ribirla en gene-

ral para ambos 
asos 
omo F [Aµ] = tµ A
µ
, dejando que tµ sea un 
uadrive
tor temporal

o espa
ial en 
ada 
aso. Por ahora, mantenemos la generalidad en este 
uadrive
tor sin

elegir alguna de las 
ondi
iones en espe
í�
o. De esta forma, no ne
esitamos integrar por

partes ya que dire
tamente tenemos:

− 1

2α

(
F [Aµ] ∗ F [Aµ]− F [A′µ] ∗ F [A′µ]

)
=

1

α
F [∆Aµ] ∗ F [ΣAµ] =

1

α
∆Aν ∗ tν tµ ΣAν .

(6.26)

Para las a

iones libres, tenemos:

S̃0[A
µ]− S̃0[A

′µ] =

∫
dx∆AµηµνΣF

0ν
∣∣∣
tf

ti
−
∫
d4x∆Aµ

[
ηµν∂σ∂

σ − ∂µ∂ν −
1

α
tµtν

]
ΣAν .

(6.27)

Finalmente, 
onsiderando que Jµ ∗ Aµ − J ′µ ∗ A′µ = −ΣJµ ∗∆Aµ −∆Jµ ∗ ΣAµ
, la

integra
ión fun
ional sobre∆Aµ
la realizamos fá
ilmente tomando Rµ =

∫
d4x′ Lµν(x, x′)
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ΣAν(x′)−ΣJµ(x) = Lµν∗ΣAν−ΣJµ, análogamente a lo que hi
imos en la pasada se

ión,


on el operador Lµν(x, x′) ≡
(
−ηµν �

′ + ∂′µ∂
′
ν +

1
α tµtν

)
δ(x− x′)− 2Dµν(x, x

′). De esta

forma, de�niendo la fun
ional de Wigner para el 
ampo EM 
omo la extensión natural

de (6.10) (ver Ref.[58℄ para el ejemplo es
alar), obtenemos:

ZCTP[ΣJµ,∆Jµ] = ĺım
α→0

∫
dΣAµ

α,i dΣA
µ
α,f

∫
d∆Aµ

α,f δ
(
∆Aµ

α,f

)∫ ΣAµ
α,f

ΣAµ
α,i

DΣAµ
(6.28)

× e−i∆Jµ∗ΣAµ

ei
∫
dx ∆Aµ

α,fηµνΣF 0ν
α,f WEM

[
ΣAµ

α,i,−ηµνΣF 0ν
α,i, ti

]
e−

1
2
Rµ∗(N−1)µν∗Rν ,

donde 
abe señalar que la fun
ional de Wigner para el 
aso EM resulta ser un objeto

dependiente del gauge.

El próximo paso, al igual que en la se

ión anterior, es es
ribir los 
aminos ΣAµ
en

términos de sus 
ondi
iones ini
iales y la fun
ión de Green retardada aso
iada al operador

Lµν . La e
ua
ión de movimiento para el 
ampo EM aso
iada a la a

ión efe
tiva CTP

viene dada por:

(
ηµν �− ∂µ∂ν −

1

α
tµtν

)
Aν(x) + 2

∫
d4x′ Dµν(x, x

′) Aν(x′) = 0, (6.29)

de manera que la fun
ión de Green retardada (o mejor di
ho, el tensor de Green retar-

dado) para t > t′ viene de�nida por:

(
ηµν�− ∂µ∂ν −

1

α
tµtν

)
GνλRet,α(x,x

′, t−t′)+2

∫
d4x′′Dµν(x, x

′′)GνλRet,α(x
′′,x′, t′′−t′) = 0,

(6.30)

sujeta a las 
ondi
iones ini
iales GνλRet,α(x,x
′, 0) = 0 y ĠνλRet,α(x,x

′, 0) = ηνλ δ(x− x′).

Cabe remar
ar el he
ho de que el tensor de Green retardado depende tanto del pará-

metro de gauge α 
omo de la diferen
ia de los tiempos.

Por ende, las solu
iones para 
ada 
omponente de ΣAµ
, separadas en las solu
iones

homogénea Aµ
0,α y parti
ular Aµ

ξ,α, podemos es
ribirlas 
omo:

ΣAµ(x) = Aµ
0,α(x) +Aµ

ξ,α(x) (6.31)

=

∫
dx′ ĠµνRet,α(x,x

′, t− ti)ηνσΣAσ
α,i(x

′)

+

∫
dx′ GµνRet,α(x,x

′, t− ti)ηνσΣȦσ
α,i(x

′) +

∫
d4x′ GµνRet,α(x,x

′, t− t′)ξν(x′),
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donde 
laramente notamos que ambas 
ondi
iones ini
iales dependen del parámetro de

gauge, mientras que la 
uadri-fun
ión ξν no, ya que representa el 
orrimiento de los 
ami-

nos respe
to de los homogéneos y, por lo tanto, 
ada 
omponente se trata por separado

y sin dependen
ia en α.

Sin embargo, el paso a realizar es muy sutil ya que 
onsiste en el reemplazo de la

integra
ión fun
ional sobre los posibles 
aminos por dos integra
iones ordinarias sobre las


on�gura
iones de 
ampo y momento ini
iales (involu
rando a la solu
ión homogénea),

y una integra
ión fun
ional sobre ξµ, que involu
ra la solu
ión parti
ular.

En el presente 
aso, este reemplazo no es tan fá
il ya que los momentos 
anóni
os

no son propor
ionales a las derivadas temporales de las 
omponentes del 
ampo, 
omo

o
urría tanto en la se

ión pasada 
omo en el 
apítulo anterior. Más aún, la ele

ión de

la 
ondi
ión de gauge es un punto 
ru
ial para la realiza
ión de los reemplazos. Como

men
ionamos al 
omienzo de esta se

ión, es bien sabido que el momento 
anóni
o de la


omponente temporal A0
no está bien de�nido ya que Π0 ≡ 0. Esto está íntimamente

rela
ionado a lo problemáti
o de la teoría ele
tromagnéti
a para ser 
uantizada, dado

que el pro
edimiento de 
uantiza
ión 
anóni
a no puede desarrollarse en forma dire
ta

(ver por ejemplo Refs.[7, 61℄). Lo mismo o
urre para una 
uantiza
ión por integrales

de 
amino (no CTP), aunque el método de Faddeev-Popov muestra ser e�
iente en ese


ontexto ofre
iendo ninguna restri

ión sobre los valores del parámetro de gauge α [57℄.

En este punto, mostramos que el método de Faddeev-Popov permite el tratamiento

de esta situa
ión también, pero restringiendo la teoría 
on el término de �jado gauge

al gauge de Landau. Ahora veremos que tomando este límite 
uidadosamente, estamos

imponiendo 
onsistentemente la 
ondi
ión de gauge en el formalismo CTP, salvando de

problemas formales a este enfoque.

Eligiendo el gauge temporal, el 
uadrive
tor tµ lo tomamos 
omo uno tipo tiempo,

siendo nuestra ele

ión parti
ular la más simple, tµ = (1, 0, 0, 0). La 
ondi
ión de gauge

resulta F [Aµ] = A0
. Notemos que de todas las posibles ele

iones de las fun
iones C, que

serán iguales a la 
ondi
ión de gauge, el gauge de Landau impli
a la 
ondi
ión C = 0.

En otras palabras, el 
ampo satisfa
e el gauge de Landau para la 
ondi
ión de gauge

temporal (nula). Esto signi�
a que las solu
iones y tensores de Green obtenidos para

un valor arbitrario del parámetro de gauge α deben tomarse satisfa
iendo el gauge de

Landau. En este límite, 
omo podemos ver de la e
ua
ión para el tensor de Green (6.30),

G0νRet,α→0 resulta idénti
amente nulo.

Por otra parte, 
omo men
ionamos antes, en la teoría ele
tromagnéti
a usual sabemos

que los momentos 
anóni
os están dados por Πµ ≡ F 0µ = δµj E
j
. En el gauge temporal
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en parti
ular, el 
ampo elé
tri
o está dado por Ej = −∂0Aj
, de manera que los momentos


anóni
os se es
riben Πµ = −δµj Ȧj
. Pero en nuestra teoría 
on términos de �jado de

gauge (sin imponer 
ondi
ión de gauge alguna), el momento 
anóni
o viene dado 
omo

siempre por Πµ = δµj

(
∂jA0 − Ȧj

)
. Esto ha
e que la derivada temporal ini
ial de 
ada


omponente del 
ampo podamos es
ribirla 
omo ΣȦσ
i = δσ0 ΣȦ0

i + δσj

(
∂jΣA0

i − ΣΠj
i

)
,

donde la 
omponente temporal de la derivada es la úni
a que no puede rees
ribirse

en términos del momento 
anóni
o y derivadas espa
iales de di
ha 
omponente. Por lo

tanto, reemplazando esto en la solu
ión homogénea Aµ
0,α, la rees
ribimos en términos de

los momentos 
anóni
os y, luego de integrar por partes los términos aso
iados a ∂jΣA0
i

(y des
artar los términos de borde por 
onvergen
ia), di
ha solu
ión resulta:

Aµ
0,α(x) =

∫
dx′
(
Ġµ0Ret,α(x,x

′, t− ti)− ∂′jGµjRet,α(x,x
′, t− ti)

)
ΣA0

α,i(x
′)

+

∫
dx′ Gµ0Ret,α(x,x

′, t− ti) ΣȦ0
α,i(x

′) (6.32)

−
∫
dx′ ĠµjRet,α(x,x

′, t− ti) ΣAj
α,i(x

′)−
∫
dx′ GµjRet,α(x,x

′, t− ti) ΣΠj,α,i(x
′).

Enton
es, los reemplazos en las integra
iones podemos realizarlos e�
ientemente pa-

ra luego integrar fá
ilmente en ∆Aµ
α,f , seguido de ΣAµ

α,f gra
ias a las deltas, y luego

fun
ionalmente en ξµ, obteniendo:

ZCTP[ΣJµ,∆Jµ] = ĺım
α→0

∫
dΣAµ

α,i

∫
dΣΠj,α,i e

−i∆Jµ∗A
µ
0,α WEM

[
ΣAµ

α,i,−ΣΠj,α,i, ti

]

× e
− 1

2
∆Jµ∗G

µν
Ret,α∗Nνβ∗

(
Gσβ
Ret,α

)T
∗∆Jσ e−i∆Jµ∗G

µν
Ret,α∗ΣJν . (6.33)

Finalmente, tomamos el gauge de Landau (α → 0), que resulta en GµνRet,α → δµj δ
ν
k

GjkRet,LG sobre el tensor de Green retardado así 
omo también restringe las integra
iones ya

que ΣAµ
α,i → ΣAi and ΣȦµ

α,i → ΣΠi = −ΣȦi. No obstante, 
abe remar
ar que este punto

impli
a la imposi
ión (indire
ta) del gauge temporal sobre el 
ampo a todo tiempo. Es

más, si 
onsideramos que el 
ampo es libre para los tiempos anteriores al ini
ial, imponer

A0 = 0 en las e
ua
iones de 
ampo, se tradu
e en tres e
ua
iones para el poten
ial ve
tor

Ai más una 
ondi
ión residual (resultante de la e
ua
ión para A0
) dada por ∇ ·Πi =

0. Esto de�ne 
ompletamente al 
ampo, sus 
omponentes y momentos para tiempos

anteriores al ini
ial, e impli
a que el 
ampo tiene dos 
omponentes independientes. Por

lo tanto, tomando el límite α → 0 debe in
luir, parti
ularmente, que las 
ondi
iones

ini
iales veri�
an A0
i = 0 y ∇·Πi = 0 (siendo las 
omponentes del 
ampo transversales a
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la dire

ión de propaga
ión de 
ada modo del 
ampo). Enton
es, naturalmente podemos

es
ribir:

ZCTP[ΣJ,∆J] =

∫
dΣAi

∫
dΣΠi e

−i∆J∗A0 WEM [ΣAi,ΣΠi, ti] (6.34)

× e−
1
2
∆J∗
←→
G Ret,LG∗(∂2

tt′
N)∗
←→
G T

Ret,LG∗∆J e−i∆J∗
←→
G Ret,LG∗ΣJ

=
〈
e−i∆J∗A0

〉
ΣAi,ΣΠi

e−
1
2
∆J∗
←→
G Ret,LG∗(∂2

tt′
N)∗
←→
G T

Ret,LG∗∆J

× e−i∆J∗
←→
G Ret,LG∗ΣJ,

donde ΣAi y ΣΠi son tomados 
omo 
ondi
iones ini
iales de 
ampo libre en el gauge

temporal (y 
onse
uentemente perpendi
ulares a los ve
tores de onda de 
ada modo),

teniendo:

Aj
0(x) = −

∫
dx′ ĠjkRet,LG(x,x

′, t− ti)ΣAk
i (x
′) +

∫
dx′ GjkRet,LG(x,x

′, t− ti)ΣΠk
i (x
′),

(6.35)

la 
ual es la solu
ión homogénea para la e
ua
ión de 
ampo luego de imponer el gauge

temporal.

Cabe señalar que esto es la extensión natural (y esperada) del resultado obtenido para

el 
ampo es
alar en el 
apítulo anterior. No es una obviedad ni una 
asualidad si no que

es un mérito del pro
edimiento adoptado y el gauge elegido. No obstante, la naturaleza

del 
ampo EM 
omo 
ampo de gauge ha
e que tengamos que elegir una 
ondi
ión de

gauge 
on el objetivo de desarrollar los 
ál
ulos. Habiendo elegido el gauge temporal,

vemos que el primer fa
tor de (6.34), involu
rando las 
ondi
iones ini
iales, impone el


ál
ulo mediante la introdu

ión de las 
ondi
iones ini
iales en el gauge elegido.

6.3. Energía, Ve
tor de Poynting y Tensor de Maxwell

Al igual que en el 
apítulo anterior, una vez que 
al
ulamos la fun
ional generatriz

CTP para el 
ampo EM, pro
edemos a 
al
ular la 
orrela
ión del 
ampo 
omo derivadas

fun
ionales de la fun
ional generatriz. Ini
ialmente, introdujimos 
uadrive
tores 
omo

fuentes 
lási
as CTP Jµ, J
′
µ. En el gauge temporal la fun
ional generatriz depende fun-


ionalmente de las 
oordenadas espa
iales de los 
uadrive
tores fuentes Jµ, J
′
µ, es de
ir,

la fun
ional generatriz depende de J,J′. Por lo tanto, las fun
iones de 
orrela
ión que

involu
ran la 
oordenada temporal del 
ampo, que se 
onstruyen a partir de las deri-

vadas fun
ionales de la fun
ional generatriz 
on respe
to a la 
oordenada temporal de
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los 
uadrive
tores fuentes Jµ, J
′
µ, resultan nulas. Esto es 
laramente esperado ya que he-

mos elegido el gauge temporal, donde A0 ≡ 0. De esta forma, la 
orrela
ión de 
ampo

podemos es
ribirla:

〈
Âµ(x1)Â

ν(x2)
〉
= δµj δ

ν
k

〈
Âj(x1)Â

k(x2)
〉
= δµj δ

ν
k

δ2ZCTP

δJ ′j(x1)δJk(x2)

∣∣∣
J=J′=0

. (6.36)

Como en el 
apítulo pasado, dado que la fun
ional generatriz tiene la forma simple

(6.34), independientemente del estado ini
ial del 
ampo, podemos 
al
ular fá
ilmente

las derivadas fun
ionales. Aprove
hando las propiedades de simetría del nú
leo de ruido,

obtenemos:

〈
Âj(x1)Â

k(x2)
〉

=
〈
Aj

0(x1)A
k
0(x2)

〉
ΣAi,ΣΠi

+
[←→G Ret,LG ∗ ∂2tt′N ∗

(←→G Ret,LG

)T ]jk
(x1, x2)

+
1

2
GjkJordan,LG(x1, x2). (6.37)

donde GjkJordan,LG(x1, x2) ≡ i
(
GkjRet,LG(x2, x1)− G

jk
Ret,LG(x1, x2)

)
es el propagador de Jor-

dan (ver Ref.[36℄) y Aj
0 es la solu
ión homogénea (6.35).

Como en el 
apítulo pasado, esta fun
ión de 
orrela
ión 
orresponde a la fun
ión de

Whightman para el 
ampo 
omo sistema abierto y es la generaliza
ión ele
tromagnéti
a

de los resultados de Ref.[54℄ para un grado de libertad 
uánti
o y el 
apítulo 5 para

un 
ampo es
alar. De he
ho, dado que el tensor de Green retardado GjkRet,LG es real,

la 
orrela
ión es una 
antidad 
ompleja 
uya parte imaginaria es GjkJordan,LG, mientras

que la parte real se forma de los otros dos términos. Usando las típi
as rela
iones entre

propagadores, el propagador de Hadamard podemos es
ribirlo:

GjkH,LG(x1, x2) ≡
〈
Aj

0(x1)A
k
0(x2)

〉
ΣAi,ΣΠi

+
[←→G Ret,LG ∗

(
∂2tt′N

)
∗
(←→G Ret,LG

)T ]jk
(x1, x2),

(6.38)

donde, a diferen
ia del 
apítulo pasado, esta expresión es válida para todo estado ini
ial

del 
ampo (no sólo para un estado térmi
o), y es 
laro que este propagador depende del

gauge elegido. De manera análoga al 
aso es
alar, el propagador de Hadamard tiene dos


ontribu
iones separadas. Una aso
iada a los grados de libertad del material representa-

dos en el nú
leo de ruido N, el 
ual se divide en dos 
ontribu
iones debido a la naturaleza


ompuesta del material (grados de libertad de polariza
ión más baño en 
ada punto del
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espa
io). La otra 
ontribu
ión está enteramente rela
ionada a la dinámi
a efe
tiva del


ampo y su estado ini
ial (que a diferen
ia del 
apítulo anterior, es arbitrario).

Con la 
orrela
ión del 
ampo, podemos 
al
ular las 
antidades físi
as de interés.

Comenzamos dando una expresión formal para el ve
tor Poynting ya que su de�ni
ión


are
e de ambigüedad [45, 62℄. Considerando que el material real en 
uestión es no

magnéti
o, podemos de�nir el ve
tor de Poynting 
omo:

Ŝj(x1) =
1

4π
ǫjkl Êk(x1)B̂

l(x1), (6.39)

donde ǫjkl es el símbolo de Levi-Civita y 
abe señalar que el ve
tor de Poynting es una


antidad invariante de gauge, debido a que los 
ampos elé
tri
o y magnéti
o lo son.

Al igual que en el 
apítulo 5 (ver también Ref.[8℄), y empleando la té
ni
a de división

de puntos, el valor de expe
ta
ión del ve
tor de Poynting lo es
ribimos:

〈
Ŝj(x1)

〉
= − 1

4π
ĺım

x2→x1

ǫjklǫlmn ∂t1∂m2

〈
Âk(x1)Â

n(x2)
〉

(6.40)

=
1

4π
ĺım

x2→x1

∂t1

(
∂k2δjn − ∂j2δkn

)〈
Âk(x1)Â

n(x2)
〉
,

donde ∂t1 denota la derivada temporal en el punto x1 y análogamente para las otras

derivadas.

Es importante tener en 
uenta que para usar la té
ni
a de división de puntos, la

fun
ión de 
orrela
ión debe ser una 
antidad regularizada a �n de obtener resultados

�nitos. Es más, todos los valores de expe
ta
ión de interés esperamos que sean 
antidades

reales, 
omo parti
ularmente esperamos del ve
tor de Poynting. Sin embargo, 
omo en

el 
apítulo anterior, a pesar de que esto no pare
e ser el 
aso ya que la 
orrela
ión es


ompleja, el límite de 
oin
iden
ia 
ombinado 
on la de�ni
ión simétri
a del propagador

de Jordan, ha
e que la 
ontribu
ión imaginaria desaparez
a al �nal del 
ál
ulo. Enton
es,

el valor de expe
ta
ión del ve
tor de Poynting puede es
ribirse en términos del propagador

(regularizado) de Hadamard (6.38):

〈
Ŝj(x1)

〉
=

1

4π
ĺım

x2→x1

∂t1

(
∂k2 δjn − ∂j2 δkn

)
GknH,LG(x1, x2). (6.41)

Esta última e
ua
ión nos da la evolu
ión temporal 
ompleta del ve
tor de Poynting,

el 
ual hereda las dos 
ontribu
iones del propagador de Hadamard.

Una vez que logramos una expresión para el ve
tor de Poynting en términos del

propagador de Hadamard, haremos lo mismo 
on la energía ele
tromagnéti
a y el tensor
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de Maxwell (o de esfuerzos). Sin embargo, esto no es tan dire
to ya que para el 
ampo

EM, estas 
antidades no tienen una úni
a de�ni
ión en materiales reales. Esto se rela
iona

a la libertad sobre las de�ni
iones de las 
ontribu
iones me
áni
as y ele
tromagnéti
as


uando la materia está a
oplada al 
ampo EM (ver por ejemplo la dis
usión para la teoría


lási
a dada en Ref.[45℄ para un medio lineal isotrópi
o, y el enfoque general en Ref.[62℄)

debido a la no 
oin
iden
ia entre los 
ampos de desplazamiento y elé
tri
o dentro del

material ma
ros
ópi
o.

Sin embargo, dado que la densidad de energía y el tensor de Maxwell están de�nidos

lo
almente en 
ada punto del espa
io, podemos evitar esta dis
usión 
al
ulándolos en

regiones de va
ío, independientemente de si hay 
uerpos materiales en otros puntos del

espa
io, es de
ir, si hay o no 
ontornos materiales. Como en esas regiones no hay distin
ión

entre los 
ampos elé
tri
o y de desplazamiento, las de�ni
iones de la densidad de energía

y el tensor de Maxwell son úni
as. Por lo tanto, las de�ni
iones 
uánti
as de ambas


antidades vienen dadas por (ver [45, 62℄):

ĤEM(x1) =
1

8π

(
Ê2(x1) + B̂2(x1)

)
, (6.42)

T̂ jk
Maxwell(x1) =

1

4π

[
Êj(x1) Ê

k(x1) + B̂j(x1) B̂
k(x1)−

1

2
δjk

(
Ê2(x1) + B̂2(x1)

)]
.

(6.43)

Ahora, apli
ando nuevamente la té
ni
a de división de puntos, fá
ilmente obtenemos

que los valores de expe
ta
ión para ambas 
antidades son:

〈
ĤEM(x1)

〉
=

1

8π
ĺım

x2→x1

[
(∂t1∂t2 + ∂k1∂k2) δlm − ∂m1∂l2

]
GlmH,LG(x1, x2), (6.44)

〈
T̂ jk
Maxwell(x1)

〉
=

1

4π
ĺım

x2→x1

[
∂t1∂t2 δjmδks + ǫjlmǫkrs ∂l1∂r2 −

1

2
δjk

[
(∂t1∂t2

+ ∂q1∂q2)δms − ∂s1∂m2

]]
Gms
H,LG(x1, x2), (6.45)

donde es 
laro que ambas 
antidades también heredan la separa
ión en dos 
ontribu
iones

del propagador de Hadamard.

Cabe remar
ar que esta expresión es la 
antidad 
lave para estudiar la fuerza de

Casimir entre 
uerpos separados por regiones de va
ío en una situa
ión 
ompletamente
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fuera del equilibrio para un 
ampo EM, generalizando los resultados para el 
ampo es
alar

del 
apítulo anterior.

Como 
omentario �nal, notemos que, en una formula
ión 
ovariante, estas tres 
an-

tidades (ve
tor de Poynting, densidad de energía y tensor de Maxwell) son parte del

tensor (
ovariante) de energía-momento para el 
ampo EM [62℄. Sin embargo, restringi-

mos nuestros 
ál
ulos para regiones sin material, evitando la dis
usión sobre la de�ni
ión

de 
ada 
antidad dentro del material. El punto 
ru
ial aquí es que, independientemente

de la de�ni
ión 
onsiderada, podemos siempre es
ribir el valor de expe
ta
ión en térmi-

nos del propagador de Hadamard al ha
er uso de la té
ni
a de división de puntos. Por

lo tanto, todas las 
antidades tendrán la estru
tura de 
ontribu
iones del propagador

de Hadamard (6.38). En una situa
ión fuera del equilibrio, la dinámi
a transitoria del


ampo EM tiene 
ontribu
iones de 
ada parte del sistema 
ompuesto. Por otro lado, el

régimen de tiempos largos (t0 → −∞) esperamos que esté de�nida 
omo mu
ho por las


ontribu
iones de los baños y el estado ini
ial, teniendo diferentes situa
iones esta
io-

narias dependiendo del estado ini
ial elegido, 
omo o
urría para el 
ampo es
alar en el


apítulo 5.

En la próxima se

ión, estudiaremos más en detalle la teoría ele
tromagnéti
a en

gauge temporal y daremos una implementa
ión 
on
reta de todos los resultados generales

obtenidos.

6.4. Ele
trodinámi
a Abierta en el Gauge Temporal

Hasta aquí, desarrollamos 
ompletamente el formalismo CTP para el 
ampo EM

intera
tuando 
on un material lineal, anisótropo y homogéneo en un 
ontexto general.

En la última se

ión, es
ribimos todas las 
antidades físi
as en términos del propagador

de Hadamard.

En esta se

ión, estudiaremos un ejemplo simple para obtener una apli
a
ión dire
ta

del formalismo desarrollado. Comenzaremos examinando las e
ua
iones de movimiento

ele
tromagnéti
as, para luego 
on
entrarnos en los aspe
tos dinámi
os del 
ampo EM en

un material in�nito, homogéneo e isótropo.

6.4.1. E
ua
ión para el Campo EM en el Gauge Temporal

De la dis
usión dada en al �nal de la se

ión 6.2, sabemos que el tensor de Green

retardado viene de�nido por las e
ua
iones de movimiento (6.29) luego de imponer el

gauge temporal (A0 ≡ 0). Es importante que notemos que estas e
ua
iones in
luyen
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el término de �jado de gauge para el gauge temporal, 
orrespondiente al término que


ontiene el parámetro de �jado de gauge α. La úni
a que 
ontiene este término es la

e
ua
ión para la 
oordenada temporal (µ = 0):

�A0 − ∂0∂νAν − 1

α
A0 + 2

∫
d4x′ D0ν(x, x

′) Aν(x′) = 0. (6.46)

Ahora, tomando el gauge de Landau, 
uando α → 0, esto impli
a naturalmente que

A0 ≡ 0 de manera de tener términos divergentes. Enton
es, el gauge temporal (nulo) es

introdu
ido naturalmente por la ele

ión del gauge de Landau. La e
ua
ión en este 
aso

resulta:

−∂0∂mAm + 2

∫
d4x′ D0m(x, x′) Am(x′) = 0. (6.47)

La e
ua
ión dinámi
a para al 
omponente temporal A0
en la 
ondi
ión de gauge nula

resulta en 
ondi
ión residual para las 
omponentes restantes Am
. A partir de la de�ni
ión

del nú
leo de disipa
ión EM (6.18), D0m puede ser 
al
ulado fá
ilmente y la 
ondi
ión

la es
ribimos:

∂m

[
∂0A

m(x, t) − λ20,x g(x)
∫ t

ti

dt′ Ġ
[m]
Ret,x(t− t′) Am(x, t′)

]
= 0, (6.48)

donde 
onsideramos que G
[m]
Ret,x(t − t′) es una fun
ión de t − t′ más una distribu
ión

Θ(t− t′), a �n de es
ribir su derivada, y que G
[m]
Ret,x(0) = 0.

Es
ribiendo el primer término 
omo una integral:

∂0A
m(x, t) = −

∫ t

ti

dt′ ∂t′
(
δ(t′ − t)

)
Am(x, t′), (6.49)

enton
es, 
omo para toda fun
ión f tenemos que ∂tf(t − t′) = −∂t′f(t − t′) y dado

que la derivada de una fun
ión delta de Dira
 es una fun
ión par, la 
ondi
ión podemos

es
ribirla en general en su forma ve
torial 
omo:

∇ ·
[∫ t

ti

dt′ ∂t

(←→ε (t− t′,x)
)
·A(x, t′)

]
= 0, (6.50)

donde el tensor de permitividad para un material inhomogéneo y anisótropo se de�ne


omo:

(←→ε (t− t′,x)
)
mr
≡ δmr

(
δ(t− t′) + λ20,x g(x) G

[m]
Ret,x(t− t′)

)
. (6.51)
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Cabe señalar que 
omo en esta base el tensor es diagonal, esto nos di
e que está siendo

expresado en la base de los ejes prin
ipales de Fresnel. De he
ho, podemos inferir que para

todo punto del espa
io teniendo material, estamos usando la misma base de Fresnel. Esto

es porque, desde el 
omienzo, 
onsideramos las mismas tres dire

iones de os
ila
ión para


ada grado de libertad de polariza
ión. Parti
ularmente, esto lo estamos 
onsiderando

también para 
uerpos disjuntos, aunque en general está 
laro que es posible tener 
uerpos


on bases de Fresnel diferentes. Estos 
asos podemos 
onsiderarlos introdu
iendo 
ambios

de base que rela
ionen las diferentes bases de Fresnel. Sin embargo, 
on el objetivo de

mantener la simpli
idad en las expresiones, estas 
ompli
a
iones las omitiremos.

Por otra parte, 
ontinuando, la 
ondi
ión residual (6.50) es, para el 
aso de un ma-

terial inhomogéneo y anisótropo, muy 
er
ana a otras 
ondi
iones 
onsideradas en la

literatura. Por ejemplo, por un lado, es 
er
ana a la 
onsiderada en Ref.[63℄ (para mate-

riales isótropos disipativos) 
omo una 
ondi
ión 
omplementaria al gauge temporal, pero

para el 
aso de materiales anisótropos.

Por otro lado, la 
ondi
ión en este 
aso es también 
er
ana a la 
ondi
ión de gauge

de Coulomb generalizada utilizada en Ref.[64℄. Para el 
aso de medios isotrópi
os no

disipativos ni dispersivos, es de
ir, para una permitividad 
onstante, podemos obtener

una 
ondi
ión 
er
ana. Primero, 
onsiderando isotropía se impone el he
ho de que los

supraíndi
es [m] son omitidos. Ahora, para un tipo de baño arbitrario, la teoría del QBM

apli
ada al material 
laramente nos da una expresión análoga a (5.56) pero dependiente

de la posi
ión:

GRet,x(s) =
1(

s2 +Ω2
x − 2 Dx(s)

) . (6.52)

Enton
es, al igual que hi
imos en la se

ión 5.5.3, el 
aso de permitividad dielé
tri
a


onstante lo obtenemos poniendo s = 0 en la transformada de Lapla
e:

GRet,x(s)→ GRet,x(0) =
1

Ω2
x

≡ GND
Ret,x. (6.53)

Según la transformada de Mellin (3.21), la fun
ión de Green retardada aso
iada re-

sulta:

GND
Ret,x(t− t′) =

∫ α+i∞

α−i∞

ds

2πi
es(t−t

′) GND
Ret,x =

1

Ω2
x

δ(t − t′). (6.54)

Considerando todo, la 
ondi
ión residual (6.50) la es
ribimos:

∇ · [ε(x) E(x, t)] = 0, (6.55)
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donde la (fun
ión) permitividad resulta ε(x) = 1 +
λ2
0,x

Ω2
x
g(x), que 
laramente está ga-

rantizada al tomar la 
ondi
ión de gauge de Coulomb generalizado de Ref.[64℄ (∇ ·
[ε(x) A(x, t)] = 0) para el 
aso de materiales inhomogéneos, ya que en el gauge tem-

poral E = −∂0A. Es 
laro que en este 
aso, sin disipa
ión, la fun
ión permitividad en

el plano 
omplejo s es real dentro del material. Por lo tanto, el índi
e de refra

ión

nx =
√
ε(x) es real en 
ada punto. Debido a la isotropía, la representa
ión pi
tóri
a

según el elipsoide de Fresnel en 
ada punto es trivial y 
orresponde a una esfera dado

que todos los ejes de los elipsoides son iguales.

Sin embargo, si no asumimos isotropía, podemos obtener de todos modos una 
on-

di
ión similar para materiales anisótropos. Es inmediato que para este 
aso, hubiésemos

obtenido la misma 
ondi
ión (6.55) pero reemplazando la fun
ión permitividad ε(x) por el

tensor de permitividad

←→ε (x) = I

(
1 +

λ2
0,x

Ω
[j]2
x

g(x)

)
(dependiente del punto del espa
io).

Como en el último 
aso, dado que el material es no disipativo, el tensor de permitividad

dentro del material en el plano 
omplejo s es real. Por lo tanto, los índi
es de refra

ión

en 
ada dire

ión son n
[j]
x =

√
ε[jj](x), donde no hay suma implí
ita en [jj]. Enton
es,

en 
ada punto, podemos de�nir el elipsoide de Fresnel de manera pi
tóri
a.

Podemos 
on
luir que, para el gauge temporal, la e
ua
ión de movimiento para µ = 0

se redu
e a la 
ondi
ión residual dada, para el 
aso general, por (6.50). Por otro lado, si

tomamos las e
ua
iones de movimiento restantes (µ = m), imponiendo el gauge temporal,


laramente tenemos:

−�Am − ∂m∂lAl + 2

∫
d4x′ Dml(x, x

′) Al(x′) = 0. (6.56)

En este 
aso, 
onsiderando las 
omponentes del nú
leo de disipa
ión EM en (6.18),

es inmediato que las e
ua
iones se es
riben:

−�Am − ∂m∂lAl + λ20,x g(x)

∫ t

ti

dt′ ∂2tt′
(
G

[m]
Ret,x(t− t′)

)
Am(x, t′) = 0. (6.57)

Teniendo en 
uenta la doble derivada de un produ
to de una fun
ión y una distribu-


ión, sumado a las 
ondi
iones ini
iales para G
[m]
Ret,x, �nalmente obtenemos:

∂2A

∂t2
+∇× (∇×A) + λ20,x g(x) A(x, t) + λ20,x g(x)

∫ t

ti

dt′
←̈→
GRet,x(t− t′) ·A(x, t′) = 0,

(6.58)

donde

(←→
GRet,x

)
mk

= δmk G
[m]
Ret,x. Nuevamente, 
omo hi
imos anteriormente en este


apítulo, del he
ho de que pudimos es
ribir este tensor en forma diagonal y aso
iado a
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las fun
iones de Green retardadas, es 
laro que la base que elegimos es la de los ejes

prin
ipales de Fresnel (en general, el tensor sería no diagonal). Cabe señalar también que

la apari
ión del ter
er término de la última e
ua
ión, 
onstituye el análogo del término de

renormaliza
ión de la masa (dependiente de la posi
ión) para el 
ampo EM que también

en
ontramos en el 
aso es
alar del 
apítulo 5.

De he
ho, (6.58), en 
ierto sentido, podemos 
onsiderarlo 
omo la generaliza
ión ele
-

tromagnéti
a (o ve
torial) de la e
ua
ión de movimiento para el 
ampo es
alar del 
apí-

tulo pasado, in
luyendo todas las propiedades rela
ionadas tanto a la disipa
ión e inho-

mogeneidad 
omo la anisotropía, la 
ual es una propiedad enteramente rela
ionada a la

naturaleza ve
torial del 
ampo EM. Sin embargo, las e
ua
iones no son formalmente las

mismas, ya que en el 
aso es
alar el segundo de los términos en (6.58) es un lapla
iano,

mientras que en este 
aso hay un término más rela
ionado a la divergen
ia del 
ampo A.

En Ref.[65℄, un modelo similar para la intera

ión entre la materia y el 
ampo EM fue


onsiderado. Por simpli
idad, un problema unidimensional fue tomado 
on un 
ampo EM

en el gauge de Coulomb desde el 
omienzo. La e
ua
ión de 
ampo fue dedu
ida a partir

de resolver las e
ua
iones de movimiento de Heisenberg para los grados de libertad de

materia y un lapla
iano fue obtenido en lugar del segundo término del miembro izquierdo

de (6.58) debido a la 
ondi
ión de gauge de Coulomb. Esto es 
omentado al 
omienzo


on el objetivo de expli
ar el 
ontexto en el 
ual está inspirado este modelo simpli�
ado,

aunque ningún tratamiento formal a
er
a de la invarian
ia de gauge es llevado a 
abo. De

esta forma, la e
ua
ión de 
ampo tiene obviamente la misma forma que la que obtuvimos

para el 
ampo es
alar en el 
apítulo 5. Sin embargo, el punto 
ru
ial aquí es que el gauge

de Coulomb, a diferen
ia de lo que pasa para el 
aso del 
ampo libre, no impli
a que

A0 = 0. De he
ho, en este gauge, las 
uatro 
omponentes del 
ampo EM 
ontinúan aún

a
opladas debido al término que involu
ra el nú
leo de disipa
ión EM, y la 
omponente

temporal A0
no puede ser des
artada 
omo en Ref.[65℄. Por otro lado, tomando el gauge

temporal, (6.50) resulta ser la 
ondi
ión residual que debe satisfa
erse, que no 
oin
ide

ne
esariamente 
on la 
ondi
ión de Coulomb para este 
aso donde hay varia
iones en

el material (ver la próxima se

ión para el 
aso homogéneo) y enton
es, la e
ua
ión de

movimiento (6.58) di�ere de la 
onsiderada en Ref.[65℄. Considerando todo, podemos de
ir

que el modelo simpli�
ado de Ref.[65℄ muestra no representar a una de las 
omponentes

del 
ampo EM en el 
ontexto 
omentado (
on varia
iones espa
iales de las propiedades

del material) y es más 
er
ana al modelo de 
ampo es
alar que estudiamos en el 
apítulo

pasado, 
on el que 
oin
ide 
ompletamente en el 
aso unidimensional.

No obstante, el gauge temporal muestra ser ade
uado para la intera

ión 
on la
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materia ya que desa
opla las 
omponentes del 
ampo EM. De he
ho, en el presente

modelo, un 
ampo EM realista (
on propiedades ve
toriales y de gauge) intera
tuando


on materia debe satisfa
er tanto (6.58) 
omo la 
ondi
ión residual dada por (6.50).

Dada la e
ua
ión de movimiento, el tensor de Green retardado en el gauge temporal

←→G Ret(x,x
′, t) podemos de�nirlo según:

∂2
←→G Ret

∂t2
+ ∇×

(
∇×←→G Ret

)
+ λ20,x g(x)

←→G Ret(x,x
′, t− t′)

+ λ20,x g(x)

∫ t

ti

dt′′
←̈→
GRet,x(t− t′′) ·

←→G Ret(x,x
′, t′′ − t′) = 0, (6.59)

donde omitimos los subíndi
es LG denotando el gauge de Landau (y lo haremos de aquí

en adelante) ya que son inne
esarios debido a que el gauge temporal ya fue introdu
ido.

El mismo tensor de Green se haya sujeto, en este gauge, a 
ondi
iones ini
iales:

GjkRet(x,x
′, 0) = 0 , ĠjkRet(x,x

′, 0) = − δjk δ(x − x′). (6.60)

Una vez estudiadas las e
ua
iones de movimiento del 
ampo EM en el gauge temporal,

podemos efe
tuar una inmediata apli
a
ión al estudio del problema de estado esta
ionario

del 
ampo EM en un material in�nito, isótropo y homogéneo.

6.4.2. Estado Esta
ionario del Campo EM en Material In�nito Isótro-

po y Homogéneo

Habiendo analizado la dinámi
a del 
ampo EM en el gauge temporal, podemos dire
-

tamente estudiar la situa
ión del estado esta
ionario del 
ampo EM en material in�nito,

homogéneo e isótropo. En este 
aso, 
omo anti
ipamos en el último apartado, algunas

simpli�
a
iones adi
ionales pueden efe
tuarse en los resultados re
ientemente obtenidos.

Por un lado, homogeneidad e isotropía impli
a que todas las etiquetas x y [j] sean des-


artadas. Más aún, dado que el material es in�nito, g ≡ 1 para todo punto. La e
ua
ión

de movimiento para el 
ampo EM (6.58) y la 
ondi
ión residual (6.50) las es
ribimos:

∂2A

∂t2
+∇× (∇×A) + λ20 A(x, t) + λ20

∫ t

ti

dt′ G̈Ret(t− t′)A(x, t′) = 0, (6.61)

∇ ·
[∫ t

ti

dt′ ∂tε(t− t′) A(x, t′)

]
= 0, (6.62)
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donde el tensor de permitividad es propor
ional a la identidad de forma tal que la 
on-

di
ión residual se simpli�
a.

Es más, dado que la permitividad ahora es independiente de la posi
ión, enton
es la

última 
ondi
ión la garantizamos teniendo ∇ ·A = 0.

Por lo tanto, para el 
aso de un material in�nito, homogéneo e isótropo, la 
ondi
ión

de gauge de Coulomb es el requisito natural que obtenemos de la 
ondi
ión residual para

todo tiempo en todo punto del espa
io. Esto impli
a que la e
ua
ión de movimiento del


ampo EM (6.61) también se simpli�
a un po
o más y se redu
e a:

∂2A

∂t2
−∇2A+ λ20 A(x, t) + λ20

∫ t

ti

dt′ G̈Ret(t− t′) A(x, t′) = 0, (6.63)

donde el segundo término (dis
utido en la última se

ión donde rela
ionamos a Ref.[65℄)

resulta en el lapla
iano.

Como siempre, ahora podemos de�nir dire
tamente el tensor de Green retardado

←→G Ret(x,x
′, t) para este 
aso 
omo:

∂2
←→G Ret

∂t2
−∇2←→G Ret+λ

2
0

←→G Ret(x,x
′, t−t′)+λ20

∫ t

ti

dt′′ G̈Ret(t−t′′)
←→G Ret(x,x

′, t′′−t′) = 0.

(6.64)

Sin embargo, podemos tomar un po
o más de ventaja de la invarian
ia trasla
ional

provista por la uniformidad del material al ser in�nito, homogéneo e isótropo. Podemos

transformar Fourier en las variables espa
iales y es
ribir la e
ua
ión de movimiento para

la transformada de Fourier del 
ampo EM A(k, t):

∂2A

∂t2
+
(
k2 + λ20

)
A(k, t) + λ20

∫ t

ti

dt′ G̈Ret(t− t′) A(k, t′) = 0, (6.65)

donde k = |k|, mientras que la 
ondi
ión de Coulomb se redu
e a k ·A(k, t) = 0 (ondas

transversales). Es 
laro enton
es que dos de las 
omponentes de la transformada de

Fourier del 
ampo son independientes. Enton
es, eligiendo dos de ellas y sus e
ua
iones

de movimiento aso
iadas, la ter
era de las e
ua
iones para la 
omponente restante se

satisfa
e automáti
amente.

Más allá de la ele

ión, el punto 
lave es que 
ada 
omponente satisfa
e una e
ua
ión

homogénea de QBM para un os
ilador Browniano de fre
uen
ia

√
k2 + λ20 y nú
leo de

amortiguamiento λ20 G̈Ret(t− t′) (ver por ejemplo el 
apítulo 3 y las Refs.[41, 36, 35℄).

Es más, debido a la invarian
ia trasla
ional, el tensor de Green retardado dependerá

de x−x′ y por lo tanto su transformada de Fourier la de�nimos fá
ilmente por la e
ua
ión:
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∂2
←→G Ret

∂t2
+
(
k2 + λ20

)←→G Ret(k, t−t′)+λ20
∫ t

ti

dt′′ G̈Ret(t−t′′)
←→G Ret(k, t

′′−t′) = 0, (6.66)

sujeta esta vez a las 
ondi
iones ini
iales (6.60) transfomadas Fourier:

GjlRet(k, 0) = 0 , ĠjlRet(k, 0) = − δjl. (6.67)

Considerando todo, podemos mostrar fá
ilmente, transformando Lapla
e esta última

e
ua
ión, que el tensor de Green retardado es diagonal y 
ada 
omponente no nula


orresponde a una fun
ión de Green retardada del QBM 
on el respe
tivo nú
leo de

amortiguamiento. Con respe
to al nú
leo de amortiguamiento, la propiedad de 
ausalidad

(tal 
ual dis
utimos en la se

ión 3.5) impli
a que los polos de la transformada de Lapla
e

de estas fun
iones de Green se ubi
an en el semiplano izquierdo del plano 
omplejo y

enton
es, sus dinámi
as harán que se desvanez
an en el límite de tiempos largos. Por

ende, GjlRet(k, t− ti) es un tensor que va a 
ero 
uando ti → −∞.

Con todo este análisis del tensor de Green retardado, podemos estudiar la evolu
ión

temporal del propagador de Hadamard (6.38) (es 
laro que para estudiar la energía,

el ve
tor de Poynting o el tensor de Maxwell en este 
aso, deberíamos 
onsiderar sus

expresiones dentro del material, 
uestión que fue evitada espe
í�
amente en la se

ión

6.3 debido a la arbitrariedad en sus de�ni
iones en esas regiones). Para el primero de

los términos del propagador de Hadamard, introdu
iendo la transformada de Fourier

del tensor de Green retardado dentro de las solu
iones homogéneas, podemos es
ribir

fá
ilmente:

〈
Aj

0(x1)A
m
0 (x2)

〉
ΣAi,ΣΠi

=

∫
dk1

(2π)3
dk2

(2π)3
e−i(k1·x1+k2·x2)

〈
Aj

0(k1, t1)A
m
0 (k2, t2)

〉
ΣAi,ΣΠi

,

(6.68)

donde Aj
0(k, t) por 
onstru

ión dire
ta está dado por:

Aj
0(k, t) = − ĠjlRet(k, t− ti)

∫
dx′ eik·x

′
ΣAl

i(x
′) + GjlRet(k, t− ti)

∫
dx′ eik·x

′
ΣΠl

i(x
′),

(6.69)

donde explí
itamente es
ribimos las integrales sobre x′ ya que

〈
...
〉
ΣAi,ΣΠi

impli
a inte-

gra
iones fun
ionales sobre ΣAi(x),ΣΠi(x).

El punto 
lave aquí es que, más allá del estado ini
ial elegido para el 
ampo EM, en

el límite de tiempos largos (ti → −∞) tenemos que GjlRet(k, t − ti) → 0 y por lo tanto
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〈
Aj

0(x1) A
m
0 (x2)

〉
ΣAi,ΣΠi

−→ 0. En otras palabras, el término aso
iado a las 
ondi
iones

ini
iales no 
ontribuye al régimen esta
ionario.

Por otra parte, el segundo término de (6.38), aso
iado a la 
ontribu
ión del material

presenta un 
omportamiento más simple independiente de las propiedades del tensor de

Green retardado. En este 
aso, el tiempo ini
ial ti no apare
e en los tensores de Green

retardados 
ontenidos en el término, pero sí lo ha
e en una de las partes del nú
leo de

ruido EM, dado en este gauge por ∂2tt′N. Como tenemos N = N
B + N

P
, donde 
ada

término está dado por (6.16) y (6.22) respe
tivamente, el primero no 
ontiene ti mientras

que el segundo sí. De he
ho, de su de�ni
ión podemos ver fá
ilmente que sólo N
P

va a


ero en el límite de tiempos largos (ti → −∞). Enton
es, en di
ho límite N→ N
B
, 
on lo

que demostramos que el propagador de Hadamard en el régimen esta
ionario se redu
e

a la 
ontribu
ión de los baños:

GjkH (x1, x2) −→
[←→G Ret ∗

(
∂2tt′N

B
)
∗
(←→G Ret

)T ]jk
(x1, x2), (6.70)

que es el resultado análogo al obtenido para el 
aso es
alar en el apartado 5.5.2, y que

también 
oin
ide 
on el resultado del enfoque fun
ional en el esta
ionario utilizado en

Ref.[66℄.

Este resultado es, de he
ho, físi
amente esperado debido a la dinámi
a disipativa

del 
ampo EM en todo punto del espa
io. También, podemos mostrar fá
ilmente (
omo

o
urre para el 
aso es
alar en el 
apítulo 5) que si el material es no disipativo, toda la

dinámi
a del material es borrada poniendo N ≡ 0 y el propagador de Hadamard está

de�nido úni
amente por el término de 
ondi
iones ini
iales, que en este 
aso no tiende a


ero. Es más, 
omo es men
ionado en Ref.[66℄ y es mostrado para el 
aso unidimensional

del 
aso es
alar en el apartado 5.5.4, 
ierta pre
au
ión debe guardarse en torno a los

es
enarios que presenten regiones de va
ío (o al menos, regiones donde el 
ampo no

disipe), donde puede o
urrir que más de una de las 
ontribu
iones al propagador de

Hadamard de�nan el estado esta
ionario. Esto será el objetivo del próximo 
apítulo, que

involu
rará la implementa
ión de todo este enfoque al problema de Lifshitz, permitiendo

un estudio más detallado 
uándo apare
en otras 
ontribu
iones en el esta
ionario.
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Capítulo 7

Problema de Lifshitz

Hasta aquí, desarrollamos un formalismo para lograr dedu
ir los esta
ionarios de la

intera

ión materia-
ampo (ya sea es
alar o EM). Mediante una 
uantiza
ión por integra-

les de 
amino para estudiar evolu
iones temporales de valores de expe
ta
ión, pudimos

dar expresiones generales a todo tiempo para las 
antidades físi
as de relevan
ia. Tam-

bién en
ontramos que di
has 
antidades presentan diferentes 
ontribu
iones rela
ionadas

a 
ada parte del sistema total (
ampo, grados de libertad de polariza
ión y baños), que

todas toman parte en el régimen transitorio, pero que sólo algunas de ellas, dependiendo

de la distribu
ión del material en 
uestión, 
ontribuyen al límite de tiempos largos (o

régimen esta
ionario).

En 
uanto al 
ampo es
alar, los problemas analizados fueron el 
aso de dimensiona-

lidad 0 + 1, el material in�nito, homogéneo e isótropo en n+ 1 dimensiones, el material

sin disipa
ión en n+ 1 y un 
ontorno delta de Dira
 de material en 1 + 1. Por otro lado,

para el 
ampo EM analizamos los 
asos de material in�nito, homogéneo e isótropo en

3 + 1 dimensiones, 
omentando el 
aso sin disipa
ión.

Para los 
asos es
alar 0 + 1, y material in�nito, homogéneo e isótropo, demostra-

mos que el régimen de tiempos largos está de�nido por la 
ontribu
ión 
orrespondiente

a los baños úni
amente, siendo que la dinámi
a disipativa de las otras partes genera la

desapari
ión de sus 
ontribu
iones a tiempos largos. Por otro lado, en el 
aso de 
on-

tornos sin disipa
ión para ambos 
ampos, el régimen esta
ionario está determinado por

la 
ontribu
ión propia del 
ampo, debido a que tener un material no disipativo suprime

la dinámi
a de los grados de libertad internos del material, eliminando su 
ontribu
ión

desde el 
omienzo.

Por último, el 
aso del 
ontorno delta de Dira
 de material en 1 + 1 para el 
ampo

es
alar mostró ser un 
aso interesante y diferente del resto, dado que logramos demostrar
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que su régimen de tiempos largos está determinado por dos de las tres 
ontribu
iones del

sistema total. Tanto la 
ontribu
ión de los baños 
omo la propia del 
ampo sobreviven

en los tiempos largos. De he
ho, también demostramos que la 
ontribu
ión propia del


ampo tiene exa
tamente la forma que se obtiene al implementar un pro
edimiento de


uantiza
ión 
anóni
a en el esta
ionario 
omo el del 
apítulo 3, el 
ual basa su desarrollo

en la propuesta de ansatz para el límite de tiempos largos. Es de
ir, demostramos que

di
ho ansatz esta
ionario en realidad es el resultado de la dinámi
a transitoria de este

tipo de modelos para es
enarios que presenten regiones donde el 
ampo no disipa.

No obstante, el punto que aún no queda 
laro es si 
ualquier tipo de distribu
ión de

materia que presente regiones donde el 
ampo no disipe, resulta en que su esta
ionario

está de�nido por las 
ontribu
iones de los baños y la propia del 
ampo. En el 
aso de la

delta de Dira
, la 
ontribu
ión propia del 
ampo a tiempos largos la atribuimos a que

la libre �u
tua
ión del 
ampo en las regiones donde no disipa genera modos modi�
ados

que se propagan dentro del material y que logran un esta
ionario. Sin embargo, esto no

queda 
laro que pase para todas las distribu
iones de materia. Es de
ir, si tan sólo una

región donde el 
ampo no disipe es su�
iente para que la 
ontribu
ión propia del 
ampo

sobreviva. De he
ho, en Ref.[28℄, se analiza el problema de Lifshitz de dos semiespa
ios

de material separados por una distan
ia �nita, implementando un formalismo de 
uan-

tiza
ión en el esta
ionario basado en la teoría de fuentes (ver Ref.[6℄), donde la fuerza

resulta de la intera

ión de dipolos �u
tuantes de los grados de libertad mi
ros
ópi
os

de los materiales, omitiendo alguna 
ontribu
ión del 
ampo de va
ío. Este formalismo

para el problema de Lifshitz 
oin
ide en el equilibrio térmi
o 
on la interpreta
ión en

términos de fuerza resultante de las �u
tua
iones de va
ío. Es por ello que en Ref.[28℄

lo extienden a situa
iones fuera del equilibrio térmi
o pero esta
ionarias. Sin embargo,

por 
ómo están dadas las bases del formalismo, a pesar de la existen
ia de una región

donde el 
ampo no disipa, la fuerza está siempre dada sólo por la 
ontribu
ión que en

nuestro modelo aso
iamos a los baños ó entornos. Dado que el formalismo de Ref.[28℄

no dedu
e el esta
ionario a partir de un transitorio, pare
iera haber 
ierta 
ontradi

ión

entre nuestro enfoque y el de di
ho trabajo en 
uanto a qué 
ontribu
iones son las que

determinan el esta
ionario de un sistema 
ompuesto de 
ampo y materia.

Este 
apítulo enton
es lo dedi
amos al análisis del problema de Lifshitz desde el

formalismo desarrollado a lo largo de esta Tesis, que nos permite dedu
ir esta
ionarios

a partir de resolver el transitorio. De esta forma, 
ompletaremos el 
uadro de la físi
a


ompleja que en
ierran estos sistemas.
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7.1. Presiones Transitoria y Esta
ionaria

En el 
apítulo pasado desarrollamos el formalismo CTP para el 
ampo EM en inter-

a

ión 
on materia. Con ello, pudimos es
ribir todos los valores de expe
ta
ión 
uánti
os

para las 
antidades de relevan
ia físi
a en términos del propagador de Hadamard (6.38).

En este 
apítulo queremos abordar el problema de Lifshitz, dos semiespa
ios planos de

material real separados por una distan
ia �nita. Para ello, tenemos que 
al
ular la pre-

sión en un punto 
ualquiera del espa
io va
ío entre ambos semiespa
ios. Di
ha presión,


oin
ide 
on el valor de expe
ta
ión del elemento diagonal del tensor de energía-momento


orrespondiente a la dire

ión perpendi
ular a las super�
ies de los semiespa
ios. Si bien

esta 
antidad podemos es
ribirla a partir de la expresión general (6.45), donde expresa-

mos di
ha magnitud en términos de un límite de 
oin
iden
ia de un operador diferen
ial

apli
ado sobre el propagador de Hadamard, podemos lograr también una expresión más

simple y ade
uada para el tratamiento matemáti
o que sigue (
omo así también para


omparar 
on trabajos previos).

Considerando la simetría de la 
on�gura
ión, la fuerza entre los 
uerpos viene dada

sólo por la presión en la dire

ión perpendi
ular a las super�
ies, es de
ir, a lo largo de

la dire

ión paralela a la distan
ia de separa
ión l, que llamaremos eje z. Por lo tanto,

para el problema de Lifshitz, la presión viene dada por la 
omponente zz del tensor de

Maxwell que, para un punto 
ampo x1 dentro del espa
io entre pla
as, podemos es
ribir


omo en Ref.[28℄:

T̂ zz(x1) = −
Λij

8π

[
Êi(x1) Ê

j(x1) + B̂i(x1) B̂
j(x1)

]
, (7.1)

donde, en el gauge temporal, el 
ampo elé
tri
o viene dado por Ei = −∂0Aj
, mientras que

el 
ampo magnéti
o es Bi = (∇×A)i, y Λij
es la matriz diagonal Λ11 = Λ22 = 1 = −Λ33

.

Como siempre, a través de la té
ni
a de división de puntos 
omo en el 
apítulo

anterior (ver también Ref.[38℄) y las típi
as rela
iones entre los diferentes propagadores

(ver Ref.[36℄), el valor de expe
ta
ión de la 
omponente zz, 
orrespondiente a la presión

de Casimir, podemos es
ribirlo fá
ilmente en términos del propagador de Hadamard de

la manera alternativa:

PCas(x1) ≡
〈
T̂ zz(x1)

〉
= −Λij

8π
ĺım

x2→x1

[
δis δjm ∂t1∂t2 + ǫirsǫjlm ∂r1∂l2

]
GsmH (x1, x2),

(7.2)

donde el propagador de Hadarmard está regularizado previamente.
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Cabe señalar que, a diferen
ia de lo que en
ontramos en Ref.[28℄ que se propone 
omo


orrespondiente a una situa
ión esta
ionaria, la última expresión en realidad es la presión

de Casimir que apare
e al tiempo ini
ial ti debido al 
omienzo de la intera

ión entre las

diferentes partes del sistema total. Por lo tanto, 
omprende toda la dinámi
a transitoria

de la presión en su 
amino hasta al
anzar su valor �nal en la situa
ión esta
ionaria.

Considerando todo, la presión puede depender del tiempo y también del espa
io durante

la etapa transitoria, hasta al
anzar la situa
ión esta
ionaria, donde su valor resulta ser

tanto independiente del tiempo 
omo del espa
io:

PCas(x1)→ P∞Cas. (7.3)

Por otra parte, al mismo tiempo, dada la separa
ión de 
ontribu
iones del propagador

de Hadamard (6.38) y también que N = N
P + N

B
(dependientes de 
ada una de sus

propias temperaturas), es 
laro que la presión total podemos es
ribirla en términos de

tres 
ontribu
iones:

PCas(x1) = PIC(x1) + PDOFs(x1, βPx) + PB(x1, βB,x). (7.4)

Enton
es, 
ada parte del sistema total 
ontribuirá a la presión de Casimir para un

dado tiempo y punto del espa
io. Sin embargo, qué 
ontribu
iones sobreviven en la si-

tua
ión esta
ionaria al tomar el límite de tiempos largos (ti → −∞) será tema de las

próximas se

iones.

Como estamos tratando 
on un problema de 
ondi
iones ini
iales, 
ada variable tem-

poral está de�nida en el intervalo [ti,+∞). Por lo tanto, podemos transformar Lapla
e en


ada variable temporal t1, t2 dentro del límite de 
oin
iden
ia en (7.2). Introdu
iendo la

fórmula de Mellin (3.21) para 
ada variable, el segundo de los términos en (7.2) podemos

es
ribirlo fá
ilmente en términos de la doble transformada de Lapla
e del propagador de

Hadamard ya que las derivadas son en las 
oordenadas espa
iales:

ĺım
x2→x1

ǫirsǫjlm ∂r1∂l2GsmH (x1, x2) =

∫ α1+i∞

α1−i∞

ds1
2πi

∫ α2+i∞

α2−i∞

ds2
2πi

e(s1+s2)(t1−ti)
(7.5)

× ĺım
x2→x1

[
ǫirsǫjlm ∂r1∂l2GsmH (x1, s1;x2, s2)

]
,

donde en el miembro izquierdo, el límite de 
oin
iden
ia fue tomado para las variables

temporales y donde α1,2 de�nen re
tas verti
ales en los planos 
omplejos s1,2 de forma

tal que todos los polos de los integrandos tomados 
omo fun
iones de s1 y s2 se ubi
an

a la izquierda de estas líneas.
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Por otra parte, el primer término en (7.2) no es tan simple debido a la presen
ia de

las derivadas temporales. Es
ribiendo (
onse
utivamente en 
ada variable temporal) para

el primer término en (7.2) en términos de transformadas de Lapla
e, es 
laro que:

∂t1∂t2GsmH (x1, x2) =

∫ α1+i∞

α1−i∞

ds1
2πi

es1(t1−ti) L1

[
∂t1∂t2GsmH (x1, x2)

]

=

∫ α1+i∞

α1−i∞

ds1
2πi

es1(t1−ti)
[
s1∂t2GsmH (x1, s1;x2)− ∂t2GsmH (x1, ti;x2)

]

=

∫ α1+i∞

α1−i∞

ds1
2πi

∫ α2+i∞

α2−i∞

ds2
2πi

es1(t1−ti)es2(t2−ti)
[
s1L2

(
∂t2GsmH (x1, s1;x2)

)

− L2

(
∂t2GsmH (x1, ti;x2)

)]
(7.6)

=

∫ α1+i∞

α1−i∞

ds1
2πi

∫ α2+i∞

α2−i∞

ds2
2πi

es1(t1−ti)es2(t2−ti)
[
s1s2 GsmH (x1, s1;x2, s2)

− s1 GsmH (x1, s1;x2, ti)− s2 GsmH (x1, ti;x2, s2) + GsmH (x1, ti;x2, ti)
]
.

Cabe señalar que en la última de las igualdades, el segundo término entre 
or
hetes

no depende de s2. Por lo tanto, para ese término, la integral sobre s2 tiene un integrando

es2(t2−ti), el 
ual es analíti
o en todo el plano 
omplejo s2, de manera que la integral

sobre 
ualquier 
urva se anula para t2 > ti. Lo mismo o
urre para el ter
er y último

término entre 
or
hetes. Considerando todo, probamos que el primer término de (7.2)

podemos es
ribirlo:

ĺım
x2→x1

δis δjm ∂t1∂t2GsmH (x1, x2) =

∫ α1+i∞

α1−i∞

ds1
2πi

∫ α2+i∞

α2−i∞

ds2
2πi

e(s1+s2)(t1−ti) s1s2 δ
isδjm

× ĺım
x2→x1

GsmH (x1, s1;x2, s2). (7.7)

Finalmente, la presión de Casimir podemos rees
ribirla 
omo:

PCas(x1) = − 1

8π

∫ α1+i∞

α1−i∞

ds1
2πi

∫ α2+i∞

α2−i∞

ds2
2πi

e(s1+s2)(t1−ti)

× ĺım
x2→x1

[
Θsm(s1, s2) GsmH (x1, s1;x2, s2)

]
, (7.8)

donde el operador Θsm(s1, s2) ≡ Λij
(
s1s2 δ

is δjm + ǫirsǫjlm ∂r1∂l2
)
.

Vale la pena remar
ar el he
ho de que esta expresión para la presión de Casimir

pare
e formalmente la misma que en
ontrada en Ref.[28℄, aunque hay sutiles diferen
ias

rela
ionadas al planteo de ese problema y el nuestro. En primer lugar, nuestra expresión
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ontiene el tiempo ini
ial ti donde las intera

iones 
omienzan, mientras que en el otro


aso, estando dedu
ido de un formalismo esta
ionario, no apare
e. En segundo lugar y

rela
ionado a esto, (7.8) no es una expresión esta
ionaria (
omo pasa en Ref.[28℄), sino que

también 
omprende toda la informa
ión sobre la evolu
ión transitoria de la 
omponente

zz y des
ribe 
ómo se va 
onstruyendo la presión de Casimir en el régimen de tiempos

largos. De he
ho, en Ref.[28℄, la presión es 
al
ulada a partir de la 
orrela
ión para el


ampo elé
tri
o, que resulta propor
ional a una delta de Dira
 en la diferen
ia de las

fre
uen
ias, 
uestión garantizada por el formalismo esta
ionario basado en el teorema de

�u
tua
ión-disipa
ión 
omo los prin
ipios de la ele
trodinámi
a esto
ásti
a (SED, de sus

siglas en inglés). Así, la doble integra
ión es automáti
amente redu
ida a una a partir

de la 
orrela
ión de las fuentes. Aquí, 
al
ulamos la presión a partir del propagador de

Hadamard, que se rela
iona a la 
orrela
ión 
uánti
a del 
ampo EM y, 
omo veremos

más adelante, durante la evolu
ión transitoria no es ne
esariamente propor
ional a una

fun
ión delta de Dira
. Finalmente, todos estos puntos se re�ejan también en la de�ni
ión

del operador Θ. En Ref.[28℄, sólo depende de una variable de fre
uen
ia que apare
e 
omo

un denominador debido al he
ho de que la presión se 
al
ula a partir de la 
orrela
ión

del 
ampo elé
tri
o. Por otro lado, nuestro operador análogo es un operador que depende

de dos variables de Lapla
e que apare
en 
omo fa
tores multipli
ativos ya que estamos


al
ulando la evolu
ión temporal 
ompleta de la presión a partir de la 
orrela
ión del


ampo EM.

En las próximas se

iones, 
al
ularemos todas las 
ontribu
iones a la presión y estu-

diaremos su evolu
ión temporal ha
ia la situa
ión esta
ionaria, partiendo de la expresión

(7.8).

7.2. Contribu
iones a la Presión

Una vez lograda una expresión formal para la presión de Casimir (7.8) en términos

de la doble transformada de Lapla
e del propagador de Hadamard, a partir de (6.38)

es 
laro que tiene dos 
ontribu
iones separadas, una aso
iada a las 
ondi
iones ini
iales

del 
ampo EM (el primer término) y la otra aso
iada al material (el segundo término).

De he
ho, los nú
leos de ruido también se separan en dos partes (N = N
P + N

B
), una

aso
iada a los grados de libertad de polariza
ión (N
P
) y la otra aso
iada a los baños (N

B
).

Enton
es, la doble transformada de Lapla
e del propagador de Hadamard la es
ribimos:
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GjkH (x1, s1;x2, s2) ≡
〈
Aj

0(x1, s1)A
k
0(x2, s2)

〉
ΣAi,ΣΠi

(7.9)

+ L1,2

[(
GRet ∗

(
∂2tt′N

)
∗ (GRet)

T
)jk

(x1, x2)
]
(x1, s1;x2, s2).

A 
ontinua
ión, analizaremos 
ada 
ontribu
ión por separado.

7.2.1. Contribu
ión de Condi
iones Ini
iales

Dado que la solu
ión homogénea viene dada por (6.35) y las 
ondi
iones ini
iales para

el tensor de Green retardado están dadas por (6.60), la transformada de Lapla
e de la

solu
ión homogénea resulta:

Aj
0(x, s) =

∫
dx′ GjlRet(x,x

′, s)
(
ΣΠl

i(x
′)− s ΣAl

i(x
′)
)
, (7.10)

donde GjlRet(x,x
′, s) es la transformada de Lapla
e del tensor de Green retardado (al igual

que en el �nal del 
apítulo pasado, omitimos 
ualquier subíndi
e en alusión inne
esaria

ahora a la 
ondi
ión de gauge).

Por ende, es
ribimos el primer término de la doble transformada de Lapla
e del

propagador de Hadamard (7.10) 
omo:

〈
Aj

0(x1, s1)A
k
0(x2, s2)

〉
ΣAi,ΣΠi

=

∫
dx′
∫
dx′′ GjlRet(x1,x

′, s1) GkmRet(x2,x
′′, s2)

×
〈(

ΣΠl
i(x
′)− s1 ΣAl

i(x
′)
)(

ΣΠm
i (x′)− s2 ΣAm

i (x′′)
)〉

ΣAi,ΣΠi

. (7.11)

Es 
laro que el 
ál
ulo de los promedios sobre las 
on�gura
iones ini
iales introdu
e

el estado ini
ial del 
ampo EM a través de su fun
ional de Wigner. Por lo tanto, esta


ontribu
ión depende 
laramente del estado ini
ial elegido para el 
ampo EM. Sin em-

bargo, en lugar de pro
eder dire
tamente al 
ál
ulo de los promedios, es más 
onveniente


al
ularlos 
omo valores de expe
ta
ión 
uánti
os. Como al tiempo ini
ial ti, el 
ampo

es libre, por ende los valores de expe
ta
ión 
uánti
os usando el formalismo operatorial

y estos promedios usando la solu
ión homogénea están rela
ionados. De he
ho, 
omo un


aso parti
ular de la teoría desarrollada en el 
apítulo pasado, es fá
il mostrar que una

teoría libre (sin intera

iones) veri�
a:

〈(
ΣΠl

i(x
′)− s1 ΣAl

i(x
′)
) (

ΣΠm
i (x′)− s2 ΣAm

i (x′′)
)〉

ΣAi,ΣΠi

≡ (7.12)

≡ 1

2

〈{
Π̂l

i(x
′)− s1 Âl

i(x
′); Π̂m

i (x′)− s2 Âm
i (x′′)

}〉
,
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donde el miembro dere
ho 
orresponde al valor de expe
ta
ión 
uánti
o del anti
onmuta-

dor armado 
on operadores 
uánti
os de 
ampo EM libre en el gauge temporal y al tiempo

ini
ial. Cabe señalar que, en el 
aso del 
ampo EM libre, el gauge temporal impli
a el

gauge de Coulomb (∇ ·A = 0) 
omo 
ondi
ión residual sobre las 
omponentes restantes.

Por lo tanto, los operadores de 
ampo EM podemos es
ribirlos 
omo operadores en el

gauge de Coulomb:

Âj
i (x) =

∫
dk√

2ωk(2π)3

∑

λ=TE,TM

εj(k, λ)
[
âk,λ e

−i(ωkti−k·x) + â†k,λ e
i(ωkti−k·x)

]
, (7.13)

Π̂j
i (x) =

∫
dk√

2ωk(2π)3

∑

λ=TE,TM

iωk ε
j(k, λ)

[
âk,λ e

−i(ωkti−k·x) − â†k,λ ei(ωkti−k·x)
]
,

(7.14)

donde âk,λ, â
†
k,λ son los operados de aniquila
ión y 
rea
ión del 
ampo EM libre, εj(k, λ)

es la 
omponente j de los ve
tores de polariza
ión y ωk = |k|.
Considerando las rela
iones de 
ompletitud de los ve
tores de polariza
ión:

∑

λ=TE,TM

εl(k, λ) εm(k, λ) = δlm − klkm

ω2
k

, (7.15)

y un estado térmi
o ini
ial para el 
ampo EM, los valores de expe
ta
ión de produ
tos

de operadores de aniquila
ión y 
rea
ión vienen dados por:

〈
âk,λ â

†
k′,λ′

〉
= δλλ′ δ(k − k′) (1 +N(ωk)) ,

〈
â†
k,λ âk′,λ′

〉
= δλλ′ δ(k− k′) N(ωk),

(7.16)

〈
âk,λ âk′,λ′

〉
=
〈
â†
k,λ â

†
k′,λ′

〉
= 0, (7.17)

donde N(ωk) =
1

(eβEMωk−1)
es el número de o
upa
ión de fotones para el estado ini
ial de

temperatura βEM. Enton
es, luego de un 
ambio de variables, (7.13) podemos es
ribirla


omo:

〈(
ΣΠl

i(x
′)− s1 ΣAl

i(x
′)
)(

ΣΠm
i (x′)− s2 ΣAm

i (x′′)
)〉

ΣAi,ΣΠi

= (7.18)

=

∫
dk

2ωk(2π)3

(
δlm − klkm

ω2
k

)
coth

(
βEM
2

ωk

)
eik·(x

′−x′′)
(
s1s2 + ω2

k

)
.
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Por lo tanto, para el promedio (7.11) sobre las 
ondi
iones ini
iales tenemos:

〈
Aj

0(x1, s1)A
k
0(x2, s2)

〉
ΣAi,ΣΠi

=

∫
dk

2ωk(2π)3

(
δlm − klkm

ω2
k

)
coth

(
βEM
2

ωk

)
(7.19)

×
(
s1s2 + ω2

k

)(∫
dx′ GjlRet(x1,x

′, s1) e
ik·x′

)(∫
dx′′ GkmRet(x2,x

′′, s2) e
−ik·x′′

)
.

Teniendo esta expresión, es fá
il obtener una expresión para la 
ontribu
ión de las


ondi
iones ini
iales a la presión de Casimir. Reemplazando GsmH en (7.8) por la 
ontri-

bu
ión de 
ondi
iones ini
iales

〈
Aj

0(x1, s1)A
k
0(x2, s2)

〉
ΣAi,ΣΠi

, tenemos dire
tamente:

PIC(x1, βEM) = − 1

8π

∫
dk

2ωk(2π)3

(
δlm − klkm

ω2
k

)
coth

(
βEM
2

ωk

)∫ α1+i∞

α1−i∞

ds1
2πi

×
∫ α2+i∞

α2−i∞

ds2
2πi

e(s1+s2)(t1−ti)
(
s1s2 + ω2

k

)
ĺım

x2→x1

[
Θjk(s1, s2) (7.20)

×
(∫

dx′ GjlRet(x1,x
′, s1) e

ik·x′

)(∫
dx′′ GkmRet(x2,x

′′, s2) e
−ik·x′′

)]
.

Cabe señalar que esta expresión es bien general. De he
ho, 
omprende la evolu
ión

temporal 
ompleta de la 
ontribu
ión de 
ondi
iones ini
iales a la presión de Casimir a

todo momento para todo punto del espa
io en la región de va
ío, debido a la apari
ión

de los 
ontornos al tiempo ini
ial ti y 
omienza a relajar. Es físi
amente esperado que

la 
ontribu
ión dependa no sólo del tiempo sino también del espa
io hasta al
anzar la

situa
ión esta
ionaria. La informa
ión espe
í�
a sobre la evolu
ión temporal del problema

está 
ontenida en las propiedades analíti
as del integrando 
omo fun
ión de s1 y s2, es

de
ir, en los polos y 
ortes presentes, 
omo veremos en las próximas se

iones.

Es más, 
abe señalar que esta expresión es válida para 
ualquier geometría de los


ontornos in
luyendo 
omo mínimo una región de va
ío (donde 
al
ulamos la presión).

La informa
ión sobre los 
ontornos apare
e 
ontenida en las transformadas del tensor de

Green retardado, las que deben 
al
ularse para una situa
ión espe
í�
a a �n de obtener

un resultado 
ompleto. En las próximas se

iones, mostraremos 
ómo ha
er este trabajo

para el problema de Lifshitz dedu
iendo el límite de tiempos largos de esta 
ontribu
ión.

7.2.2. Contribu
ión del Material

Por otro lado, 
onsideremos el segundo término del miembro dere
ho de (7.10), 
o-

rrespondiente a la 
ontribu
ión del material. Debido a que N = N
P +N

B
, la 
ontribu
ión
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se separa en dos 
ontribu
iones al igual que siempre, una aso
iada a los grados de li-

bertad de polariza
ión y la otra aso
iada a los baños. Sin embargo, el primer paso en

transformar Lapla
e la 
ontribu
ión es el mismo. Como la 
ontribu
ión la es
ribimos

L1,2

[(
GRet ∗

(
∂2tt′N

)
∗ (GRet)

T
)jk

(x1, x2)
]
(x1, s1;x2, s2) y el tensor de Green retardado

depende de la diferen
ia de los tiempos (es de
ir, GijRet(x, x
′) = GijRet(x,x

′, t−t′)), enton
es
los produ
tos ∗ involu
ran 
onvolu
iones en las variables de tiempo entre el nú
leo de

ruido ∂2tt′N y uno de los tensores de Green retardados. Transformar Lapla
e por ende es

inmediato:

L1,2

[(
GRet ∗

(
∂2tt′N

)
∗ (GRet)

T
)jk]

(x1, s1;x2, s2) = (7.21)

=

∫
dx

∫
dx′ GjlRet(x1,x, s1) L1,2

[
∂2tt′Nlm

]
(x, s1;x

′, s2) GkmRet(x2,x
′, s2).

Podemos realizar algunas simpli�
a
iones 
onsiderando que, a partir de (6.16) y

(6.22), los nú
leos de ruido satisfa
en ∂2tt′Nlm(x, x′) = δlm δ(x−x′) g(x) ∂2tt′N
[l]
x (t, t

′), por

ende al emplear las deltas:

L1,2

[(
GRet ∗

(
∂2tt′N

)
∗ (GRet)

T
)jk]

(x1, s1;x2, s2) = (7.22)

=

∫
dx g(x) GjlRet(x1,x, s1) L1,2

[
∂2tt′N

[l]
x

]
(s1, s2) GklRet(x2,x, s2),

donde la presen
ia de g denota el he
ho de que esta 
ontribu
ión proviene de las regiones


on material ex
lusivamente.

Considerando que N = N
P+N

B
y sus de�ni
iones (6.16) y (6.22), transformar Lapla
e

el nú
leo de ruido EM en ambas variables, teniendo en 
uenta que N
[l]
x,B(ti, ti) = 0 =

N
[l]
x,B(s1, ti) = N

[l]
x,B(ti, s2) debido a la 
ausalidad de G

[l]
Ret,x, resulta en:

L1,2

[
∂2tt′N

[l]
x

]
(s1, s2) = s1s2 N

[l]
x,P(s1, s2)− s1 N

[l]
x,P(s1, ti)− s2 N

[l]
x,P(ti, s2)

+ N
[l]
x,P(ti, ti) + s1s2 N

[l]
x,B(s1, s2), (7.23)

donde 
ada transformada de Lapla
e viene dada por:

N
[l]
x,P(s1, s2) =

λ20,xM
[j]
x

2Ω
[j]
x

coth


βP j

x
Ω
[j]
x

2



(
s1s2 +Ω

[l]2
x

)
G

[l]
Ret,x(s1) G

[l]
Ret,x(s2), (7.24)
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N
[l]
x,P(sn, ti) = N

[l]
x,P(ti, sn) =

λ20,xM
[l]
x

2Ω
[l]
x

coth

(
βP l

x
Ω
[l]
x

2

)
sn G

[l]
Ret,x(sn), (7.25)

N
[l]
x,P(ti, ti) =

λ20,xM
[l]
x

2Ω
[l]
x

coth

(
βP l

x
Ω
[l]
x

2

)
, (7.26)

N
[l]
x,B(s1, s2) = λ20,x G

[l]
Ret,x(s1) N

[l]
x (s1, s2) G

[l]
Ret,x(s2). (7.27)

Cabe señalar que el último término en el miembro dere
ho de (7.23) es el úni
o

aso
iado a los baños. Es más, es importante notar que el segundo y el ter
er término sólo

dependen de una de las variables de Lapla
e, mientras que el 
uarto es independiente de

ellas.

Como ya hi
imos en el 
apítulo 5, es 
laro que aquí también 
on el objetivo de


ontinuar explí
itamente el 
ál
ulo, tenemos que de�nir qué tipo de baños estamos 
on-

siderando en 
ada dire

ión en 
ada punto del espa
io del problema en 
uestión. Sin

embargo, sin perder generalidad en el 
ál
ulo, podemos dar un paso más. A partir de la

teoría de QBM, es 
laro que para 
ualquier tipo de baño, el nú
leo de ruido del QBM

depende de las diferen
ias de tiempo, es de
ir, en el dominio temporal tenemos que

N
[l]
x (t, t′) = N

[l]
x (t − t′). Por lo tanto, aunque 
ada variable temporal está de�nida en el

intervalo [ti,+∞), su diferen
ia resulta de�nida en (−∞,+∞). Suponiendo que el nú
leo

veri�
a los requisitos de 
onvergen
ia (esto podemos lograrlo fá
ilmente al introdu
ir una

fun
ión de 
orte dentro del nú
leo de ruido QBM), podemos es
ribirlo en términos de su

transformada de Fourier:

N
[l]
x (t− t′) =

∫ +∞

−∞

dω

2π
e−iω(t−t

′) N
[l]
x (ω), (7.28)

donde 
abe señalar que N
[l]
x (ω) 
ontiene las dependen
ias en las temperaturas de los

baños βB,x.

Tomando esta forma general para los nú
leos de ruido QBM, sus transformadas de

Lapla
e son inmediatas dando para (7.27):

N
[l]
x,B(s1, s2) = λ20,x G

[l]
Ret,x(s1) G

[l]
Ret,x(s2)

∫ +∞

−∞

dω

2π

N
[l]
x (ω)

(s1 + iω)(s2 − iω)
. (7.29)

Una vez 
al
ulado 
ada término de (7.23), podemos insertarla en (7.23) y, mediante

(7.8), dar expresiones para 
ada 
ontribu
ión de la presión de Casimir (7.4). Por lo tanto,

podemos es
ribir:
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PDOFs(x1, βP l
x
) = − 1

8π

∫ α1+i∞

α1−i∞

ds1
2πi

∫ α2+i∞

α2−i∞

ds2
2πi

e(s1+s2)(t1−ti) ĺım
x2→x1

[
Θjk(s1, s2)

×
∫
dx g(x) coth

(
βP l

x
Ω
[l]
x

2

)
λ20,xM

[l]
x

2Ω
[l]
x

[ (
s21 G

[l]
Ret,x(s1)− 1

)

×
(
s22 G

[l]
Ret,x(s2)− 1

)
+Ω

[l]2
x s1s2 G

[l]
Ret,x(s1) G

[l]
Ret,x(s2)

]

× GjlRet(x1,x, s1) GklRet(x2,x, s2)

]
, (7.30)

PB(x1, βB,x) = − 1

8π

∫ +∞

−∞

dω

2π

∫ α1+i∞

α1−i∞

ds1
2πi

∫ α2+i∞

α2−i∞

ds2
2πi

s1s2 e
(s1+s2)(t1−ti)

(s1 + iω)(s2 − iω)

× ĺım
x2→x1

[
Θjk(s1, s2)

∫
dx g(x) GjlRet(x1,x, s1) λ

2
0,x G

[l]
Ret,x(s1)

× G
[l]
Ret,x(s2) N

[l]
x (ω) GklRet(x2,x, s2)

]
, (7.31)

donde esta última expresión presenta una integral más sobre las fre
uen
ias de Fourier.

Cabe señalar que estas últimas expresiones se mantienen en el más general de los


asos, 
orrespondiente al de un material inhomogéneo y también anisótropo teniendo una

temperatura ini
ial en 
ada punto. Sin embargo, podemos ha
er una gran simpli�
a
ión

en estas expresiones 
onsiderando la intera

ión entre n 
uerpos diferentes de volumen

y de materiales homogéneos e isótropos 
on una úni
a temperatura 
ada uno. En este


aso, todos los subíndi
es espa
iales x (denotando inhomogeneidad) y los supraíndi
es

[l] (denotando anisotropía) tienen que ser reemplazados por un índi
e n denotando el


uerpo 
orrespondiente. Por ende, la integral sobre el espa
io se separa en una suma de

integrales sobre 
ada volumen Vn. Por lo tanto, ambas expresiones las es
ribimos:

PDOFs(x1, βPn) = − 1

8π

∑

n

λ20,nMn

2Ωn
coth

(
βPn Ωn

2

)∫ α1+i∞

α1−i∞

ds1
2πi

∫ α2+i∞

α2−i∞

ds2
2πi

× e(s1+s2)(t1−ti)
[ (
s21 GRet,n(s1)− 1

) (
s22 GRet,n(s2)− 1

)

+ Ω2
n s1s2 GRet,n(s1)GRet,n(s2)

]
(7.32)

× ĺım
x2→x1

[
Θjk(s1, s2)

∫

Vn

dx GjlRet(x1,x, s1) GklRet(x2,x, s2)

]
,
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PB(x1, βB,n) = −
1

8π

∑

n

λ20,n

∫ +∞

−∞

dω

2π
Nn(ω)

∫ α1+i∞

α1−i∞

ds1
2πi

∫ α2+i∞

α2−i∞

ds2
2πi

× s1s2 e
(s1+s2)(t1−ti)

(s1 + iω)(s2 − iω)
GRet,n(s1) GRet,n(s2) ĺım

x2→x1

[
Θjk(s1, s2)

∫

Vn

dx GjlRet(x1,x, s1)

× GklRet(x2,x, s2)
]
. (7.33)

En este 
aso, las 
antidades ĺımx2→x1

[
Θjk(s1, s2)

∫
Vn
dx GjlRet(x1,x, s1) GklRet(x2,x, s2)

]

apare
en 
omo 
omunes a ambas 
ontribu
iones. Sin embargo, las integrales tipo Mellin

son las que de�nen la evolu
ión temporal y el estado esta
ionario de estas 
ontribu
iones,

las 
uales son muy distintas debido a las propiedades analíti
as de 
ada integrando (sus

polos y 
ortes).

Más aún, 
omo men
ionamos anteriormente, es importante tener presente que en

estas expresiones, está implí
ito que en todo punto de los 
uerpos materiales, la base de

ejes prin
ipales de Fresnel de los 
uerpos es la misma. Cada punto de�ne un elipsoide

de Fresnel teniendo sus ejes a lo largo de las dire

iones en la que 
ada 
omponente de

los ve
tores de polariza
ión �u
túan. Esto es, en prin
ipio, una limita
ión al modelo,

aunque podemos arreglarlo fá
ilmente al 
onsiderar diferentes bases para 
ada 
uerpo (o

in
lusive para 
ada punto del espa
io) rela
ionadas mediante típi
os 
ambios de base,


omo men
ionamos en el 
apítulo pasado. Con el objetivo de simpli�
ar los 
ál
ulos pero

sin perder las propiedades de anisotropía, 
onsideraremos una úni
a base para todos los

puntos de material. Cabe remar
ar que esta limita
ión desapare
e al 
onsiderar materiales

isotrópos, 
omo en el problema de Lifshitz que analizamos en este 
apítulo.

No obstante, es importante tener 
uidado en que la representa
ión mediante elipsoi-

des es válida para índi
es de refra

ión reales. En nuestro 
aso, 
omo veremos, debido

a la disipa
ión presente en el problema, los tres índi
es de refra

ión en 
ada dire

ión

son 
omplejos, aunque de todos modos el elipsoide de Fresnel resulta ser útil 
omo he-

rramienta prá
ti
a de visualiza
ión.

Como 
omentarios �nales, por un lado, 
abe señalar que 
onsiderar este 
aso no

simpli�
a formalmente la 
ontribu
ión de 
ondi
iones ini
iales (7.21) ya que los modos

ini
iales del 
ampo y las integrales espa
iales son sobre todo el espa
io (g(x) no apare
e en

estas integrales). Por otro lado, es importante tener en 
uenta que todas las expresiones

dentro del límite de 
oin
iden
ia deben estar regularizadas previamente para 
al
ular

este límite. Para el problema de Lifshitz, esto lo haremos luego de integrar en el espa
io.
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7.3. El Tensor de Green Retardado

Habiendo 
al
ulado en (7.21), (7.32) y (7.33) expresiones generales para 
ada 
ontri-

bu
ión a la presión de Casimir en una región de va
ío generada por diferentes 
uerpos

de materiales isótropos y homogéneos a diferentes temperaturas, podemos estudiar el


ono
ido problema de Lifshitz 
onsistente en dos semiespa
ios al permitir que n sea L ó

R para las pla
as izquierda y dere
ha respe
tivamente.

Es 
laro de estas expresiones que la evolu
ión temporal y el estado esta
ionario de


ada 
ontribu
ión está gobernada por las propiedades analíti
as de los integrandos 
omo

fun
iones de las variables de Lapla
e s1, s2. Por lo tanto, para un dado problema es fun-

damental que 
onoz
amos las propiedades analíti
as de ambas transformadas de Lapla
e,

tanto de la fun
ión de Green del QBM GRet,n(s) 
omo del tensor de Green retardado

GijRet(x,x
′, s).

Como los grados de libertad de polariza
ión los 
onsideramos partí
ulas Brownianas


uánti
as, más allá del tipo de entorno 
onsiderado, la transformada de Lapla
e de la

fun
ión de Green retardada viene dada por una expresión análoga a (6.52):

GRet,n(s) =
1(

s2 +Ω2
n − 2 Dn(s)

) , (7.34)

donde análogamente al 
apítulo anterior, Dn(s) es la transformada de Lapla
e del nú
leo

de disipa
ión del QBM para la pla
a n.

Es 
laro que, dada una densidad espe
tral para los baños, la ubi
a
ión de los polos

de�ne la evolu
ión temporal y el 
omportamiento asintóti
o de la fun
ión de Green

retardada. No obstante, 
ausalidad impli
a, a través del teorema de Cau
hy, que los

polos de GRet,n se ubi
an en el semiplano izquierdo del plano 
omplejo s. De he
ho, dado

que Ωn 6= 0 y que los baños in
luyen fun
iones de 
orte en fre
uen
ias, las partes reales

de los polos son negativas (al igual que en la se

ión 3.5).

Por otra parte, el tensor de Green retardado se de�ne por las e
ua
iones de movi-

miento obtenidas a partir de la a

ión CTP para el 
ampo EM (6.29) luego de imponer

el gauge temporal (A0 ≡ 0).

Como mostramos en el 
apítulo pasado, al tomar el gauge de Landau, donde α→ 0,

naturalmente tenemos que A0 ≡ 0 de manera de no tener términos divergentes. Trabajan-

do la e
ua
ión para la 
omponente temporal, luego de imponer la 
ondi
ión de gauge, la


ondi
ión residual sobre las restantes 
omponentes del 
ampo EM viene dada por (6.50),

donde el tensor de permitividad está dado por (6.51).

Como probamos en el 
apítulo pasado, para el 
aso general, las e
ua
iones de mo-
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vimiento para las 
omponentes espa
iales del 
ampo EM en el gauge temporal vienen

dadas por (6.58). A ésta se le suma la 
ondi
ión residual (6.50) resultante de imponer el

gauge temporal en la e
ua
ión de movimiento de la 
omponente temporal.

Es así 
omo mostramos que el gauge temporal es ade
uado para la intera

ión 
on

materia ya que desa
opla las 
omponentes del 
ampo EM.

Dada la e
ua
ión de movimiento, el tensor de Green retardado

←→G Ret(x,x
′, t) se de�ne

según (6.59), sujeta a las 
ondi
iones ini
iales (6.60).

Transformando Lapla
e di
ha e
ua
ión, obtenemos fá
ilmente:

∇×
(
∇×←→G Ret

)
+ s2 ←→ε (s,x) · ←→G Ret(x,x

′, s) = − I δ(x− x′), (7.35)

donde apare
e la transformada de Lapla
e del tensor de permitividad (6.51):

←→ε (s,x) = I+ λ20,x g(x)
←→
GRet,x(s). (7.36)

Es 
laro que al in
luir la disipa
ión, en el dominio temporal no podemos de�nir índi
es

de refra

ión. Sin embargo, 
omo la transformada de Lapla
e del tensor de permitividad

resulta ser diagonal en la base elegida (
orrespondiente a los ejes prin
ipales de Fresnel


omo men
ionamos en el 
apítulo pasado), los índi
es de refra

ión sí podemos de�nirlos

en el dominio de las variables de Lapla
e. En 
ada dire

ión j, podemos de�nir los índi
es

de refra

ión 
omplejos n
[j]2
x = 1+λ20,x g(x) G

[j]
Ret,x(s), de tal manera que la representa
ión

en términos del elipsoide de Fresnel resulta útil 
omo forma pi
tóri
a para 
onsiderar la

anisotropía del material (birrefringen
ia).

Como anti
ipamos anteriormente, es importante notar que el término de renormaliza-


ión de masa se 
an
ela 
on otro proveniente de la 
onvolu
ión, y por ende di
ho término

no parti
ipa de la de�ni
ión del tensor de Green retardado, aunque es 
laramente ne
esa-

rio para 
an
elar el otro término resultante de la 
onvolu
ión que involu
ra la 
ondi
ión

ini
ial de las fun
iones de Green.

A partir de (7.35), 
abe señalar que la transformada de Lapla
e del tensor de Green

retardado resulta ser el tensor de Green de Feynman aso
iado al operador diferen
ial

∇ × ∇ × + s2 ←→ε (s,x)·, y por lo tanto satifa
e GijRet(x,x
′, s) = GjiRet(x

′,x, s). Cabe

remar
ar también que 
omo el tensor de Green retardado es real en el dominio temporal,

es ne
esario que enton
es se satisfaga que GijRet(x,x
′, s) = G∗ijRet(x,x

′, s∗).

En el 
aso general 
on inhomogeneidad y anisotropía, resolviendo (7.35) para un

dado tensor de permitividad de�niendo los 
ontornos de los 
uerpos materiales, podemos

obtener la transformada de Lapla
e del tensor de Green retardado y 
al
ular la presión
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de Casimir mediante (7.21), (7.30) y (7.31). No obstante, la solu
ión en estos 
asos es

muy 
ompli
ada de obtener.

Por el 
ontrario, el problema de Lifshitz, 
onsistente en dos semiespa
ios plano-

paralelos de materiales diferentes pero isótropos y homogéneos que se en
uentran se-

parados de una distan
ia l en la dire

ión z (
uyo origen se ubi
a en el medio del espa
io

entre ellos), si bien es un 
aso más simple es al mismo tiempo resoluble analíti
amente

y de interés prin
ipalmente teóri
o desde el trabajo funda
ional del propio Lifshitz [16℄.

En este 
aso, 
ada 
ontribu
ión de la presión de Casimir tenemos que evaluarla a par-

tir de (7.21), (7.32) y (7.33), donde las últimas dos son versiones simpli�
adas del 
aso

general inhomogéneo y anisótropo, aunque la expresión formal para la primera resulta

sin 
ambios. En estos 
asos, 
omo men
ionamos anteriormente, el elipsoide de Fresnel

resulta una esfera y el tensor de permitividad puede ser des
rito por el produ
to entre

una fun
ión y la matriz identidad, lo que permite des
ribir los 
uerpos materiales por la

misma y úni
a base arbitraria que se elija. Por lo tanto, 
omo anti
ipamos antes, omi-

timos los supraíndi
es [j] y reemplazamos los subíndi
es x por L,R rela
ionados a 
ada


uerpo. Considerando todo, (7.35) se simpli�
a a:

(
∇×∇×+ s2 ε(s, z)

)←→G Ret(x,x
′, s) = − I δ(x − x′), (7.37)

donde el índi
e de refra

ión sólo depende de z y está dado por n2(s, z) = ε(s, z) =

1 + λ20,L Θ
(
− l

2 − z
)
GL

Ret(s) + λ20,R Θ
(
z − l

2

)
GR

Ret(s).

Cabe señalar que esta e
ua
ión y la resuelta en Ref.[28℄ son bási
amente la misma

(ver también Ref.[25℄). Sin embargo, entre ellas hay dos diferen
ias 
laras: por un lado, la

e
ua
ión es formalmente la misma reemplazando la variable de Fourier en las solu
iones

dadas en Ref.[28℄ por is; por otro lado, luego de este reemplazo, el miembro dere
ho de

la e
ua
ión que de�ne el tensor de Green en Ref.[28℄ es el miembro dere
ho de (7.37)

multipli
ado por 4πs2, fa
tor que 
ompensa la diferen
ia en las de�ni
iones del operador

Θsm
en la expresión para la presión (7.8), 
omo fue 
omentado al �nal de la se

ión

7.1. Como la variable de Lapla
e apare
e 
omo un parámetro en la e
ua
ión, podemos

fá
ilmente obtener la transformada de Lapla
e del tensor de Green retardado dividiendo

el tensor dado en Ref.[28℄ por 4πs2. Por último, debido a la invarian
ia trasla
ional en las


oordenadas paralelas, la solu
ión viene dada en términos de la transformada de Fourier

en di
has 
oordenadas:

GijRet(x,x
′, s) =

∫
dQ

(2π)2
e
iQ·

(
x‖−x

′
‖

)

GijRet(z, z
′,Q, s), (7.38)

donde Q = (Qx, Qy, 0), siendo x̌, y̌ las dire

iones paralelas.
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Enton
es, para un punto 
ampo dentro del espa
io va
ío (− l
2 < z < l

2), la transfor-

mada del tensor de Green retardado depende del valor del punto fuente z′. Para z′ < − l
2 ,

tenemos:

GijRet(z, z
′,Q, s) = − 1

2q
(1)
z

∑

µ=TE,TM

tµ1
Dµ

[
eµ,i(+) e−qz(z−

l
2) + eµ,i(−) rµ2 eqz(z−

l
2)e−2qzl

]

× e
(1)
µ,j(+) eq

(1)
z (z′− l

2), (7.39)

y para z′ > l
2 :

GijRet(z, z
′,Q, s) = − 1

2q
(2)
z

∑

µ=TE,TM

tµ2
Dµ

[
eµ,i(−) eqz(z−

l
2) + eµ,i(+) rµ1 e

−qz(z− l
2)
]

× e
(2)
µ,j(−) e−qzl e−q

(2)
z (z′− 3

2
l), (7.40)

mientras que para un punto fuente dentro del espa
io va
ío − l
2 < z′ < l

2 el tensor se

divide en 
ontribu
iones de volumen (bulk, en inglés) y dispersada (s
attered en inglés),

es de
ir, (GijRet = G
ij
Ret,Bu + G

ij
Ret,Sc):

GijRet,Bu(z, z
′,Q, s) = −δiz δjz

s2
δ(z − z′)

− 1

2qz

∑

µ=TE,TM

[
eµ,i(+)eµ,j(+)e−qz(z−z

′)Θ(z − z′) + eµ,i(−)eµ,j(−)

× eqz(z−z
′)Θ(z′ − z)

]
, (7.41)

GijRet,Sc(z, z
′,Q, s) =

−1
2qz

∑

µ=TE,TM

1

Dµ

[
eµ,i(+)eµ,j(+)rµ1 r

µ
2 e
−qz(z−z′+2l) + eµ,i(+)eµ,j(−)

× rµ1 e
−qz(z+z′−l) + eµ,i(−)eµ,j(+)rµ2 e

qz(z+z′−3l) + eµ,i(−)eµ,j(−)
× rµ1 r

µ
2 e

qz(z−z′−2l)
]
. (7.42)

Aquí, estamos 
onsiderando la nota
ión dada en Ref.[28℄ pero adaptada a nuestro


aso. Por lo tanto, el ve
tor de onda (
omplejo) en el medio n viene dado por:

q(n)(±) = Q± i q(n)z ž, (7.43)


on n = L,R 
orrespondiendo a 
ada pla
a (a la vez que omitimos índi
es para la región

de va
ío) y donde el signo + (−) 
orresponde a una onda viajando ha
ia arriba (ha
ia
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abajo). El ve
tro Q es un ve
tor real y apare
e 
omo la proye

ión del ve
tor de onda

q(n)(±) sobre la interfase, mientras que la 
omponente z viene dada por:

q(n)z =
√
εn(s) s2 +Q2. (7.44)

Teniendo que el ve
tor de onda q(n)(±) se en
uentra en el plano de in
iden
ia (de�nido

por Q̌ y ž), podemos introdu
ir los ve
tores transverso elé
tri
o (TE) y magnéti
o (TM):

e
(n)
TE(±) = Q̌× ž, (7.45)

e
(n)
TM(±) = e

(n)
TE(±)× q̌(n)(±) = Q ž∓ i q

(n)
z Q̌√

εn(s) is
. (7.46)

Los 
oe�
ientes de Fresnel de re�exión (r) y transmisión (t) para 
ada super�
ie y


omponentes vienen dados por:

rTE
n =

qz − q(n)z

qz + q
(n)
z

, rTM
n =

εn qz − q(n)z

εn qz + q
(n)
z

, (7.47)

tTE
n =

2 q
(n)
z

qz + q
(n)
z

, tTM
n =

2
√
εn(s) q

(n)
z

εn qz + q
(n)
z

, (7.48)

mientras que las múltiples re�exiones (que no entran en la parte de volumen) son des
ritas

por el denominador:

Dµ = 1− rµ1 rµ2 e−2qzl. (7.49)

Más allá de las aparentemente 
ompli
adas expresiones de la transformada de Lapla
e

del tensor de Green retardado, sus propiedades analíti
as podemos analizarlas relativa-

mente fá
il. Cada expresión presenta numerosos polos y 
ortes. Los polos bási
amente

son las raí
es de Dµ y uno ubi
ado en el origen s = 0.

Por un lado, los polos provenientes de Dµ deberíamos 
al
ularlos a �n de 
al
ular


ompletamente la evolu
ión temporal del sistema. Sin embargo, la propiedad de 
ausali-

dad del tensor (al igual que en la se

ión 3.5) impli
a que todos los polos se ubi
an en

el semiplano izquierdo del plano 
omplejo s de manera de dar una 
ontribu
ión 
onver-

gente en la evolu
ión. Puede pasarnos que algunos polos tengan parte real nula, es de
ir,

sea un polo imaginario puro. Por lo tanto, estos polos 
ontribuirían al 
omportamiento

de tiempos largos del tensor de Green retardado (y por ende a la presión), aunque si

ponemos s = i Im(s) (
on Im(s) 6= 0) es fá
il mostrar que no hay polos de este tipo.
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No obstante, por un lado, el polo en el origen apare
e explí
itamente en el primer

término de (7.41), pero también lo ha
e en el otro término y en (7.39), (7.40) y (7.42),

para los términos 
on µ = TM úni
amente, ya que en 
ualquier región los ve
tores de

polariza
ión TM propor
ionan el polo a través de sus denominadores, 
omo es 
laro a

partir de (7.46).

Además de los polos, las transformadas de Lapla
e en 
ada región presentan numero-

sos 
ortes, que aportan a la evolu
ión temporal transitoria del tensor de Green retardado.

En nuestro 
aso, es 
laro que los 
ortes vienen dados por las raí
es 
uadradas

√
s2 + k2‖ y√

εn(s) s2 + k2‖ . El 
orte
√
εn(s) que apare
e en las expresiones del 
oe�
iente de trans-

misión para los términos TM en (7.48) no debe ser 
onsiderado ya que se 
an
ela 
on

la raíz 
uadrada

√
εn(s) 
ontenida en el denominador de los ve
tores de polariza
ión

e
(n)
TM(±) en (7.46) que entra en el mismo término de las transformadas.

Considerando todo, las propiedades analíti
as de la transformada de Lapla
e del

tensor de Green retardado son muy simple, más allá de las 
ompli
adas expresiones. Estas

propiedades son importantes al momento de 
omputar la evolu
ión temporal 
ompleta del

problema y determinar el límite de tiempos largos de las diferentes 
antidades físi
as de

interés. Tener estas propiedades en mente será el punto 
ru
ial de las próximas se

iones

y el análisis de la situa
ión esta
ionaria.

7.4. Estado Esta
ionario del Problema de Lifshitz

Una vez 
ono
idas las transformadas de Lapla
e-Fourier del tensor de Green retardado

(7.39)-(7.42) para un punto 
ampo dentro del espa
io va
ío del problema de Lifshitz,

podemos 
al
ular la 
orrespondiente presión de Casimir en el estado esta
ionario a partir

de las expresiones generales para 
ada 
ontribu
ión y las propiedades analíti
as del tensor.

Para las tres 
ontribu
iones (7.21), (7.32) y (7.33), es 
laro que 
on el objetivo de

resolver 
ompletamente sus evolu
iones temporales, debemos antitransformar Lapla
e

mediante el teorema de residuos (para los polos) y 
al
ulando integrales aso
iadas a los


ortes presentes en la transformada.

Sin embargo, a �n de determinar el límite de tiempos largos de las 
ontribu
iones,

el trabajo es bastante más simple y se rela
iona a una 
uestión sutil en torno a los

regímenes de tiempos largos y las situa
iones esta
ionarias. Es 
laro que el 
ará
ter

esta
ionario de las 
antidades físi
as 
omo la presión o la energía está rela
ionado 
on

he
ho de que no dependen del tiempo en el régimen de tiempos largos. En otras palabras,

usualmente para los sistemas de interés, debido a razones (o intui
iones) físi
as, se espera
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(o se asume) que el sistema 
ompleto estará en una situa
ión esta
ionaria en el límite

de tiempos largos. En mu
hos 
asos, esto nos permite en
arar y estudiar dire
tamente

el régimen esta
ionario, pres
indiendo de su rigurosa (e inne
esaria en mu
hos 
asos)

deriva
ión a partir de un problema dinámi
o 
ompleto. En el presente 
aso, estamos en

la situa
ión inversa. Resolvimos el problema dinámi
o 
ompleto en términos de una doble

antitransformada de Lapla
e, la 
ual debemos 
al
ular mediante el teorema de residuos


errando el 
ontorno 
omplejo ha
ia la izquierda, 
uestión que no podemos lograr debido a

la imposibilidad té
ni
a de 
al
ular de manera analíti
a todos los polos de los integrandos

en el plano 
omplejo (sólo 
ono
emos algunas propiedades rela
ionadas a la 
ausalidad

del tensor de Green retardado).

No obstante, obtener el límite de tiempos largos de 
antidades en términos de do-

ble antitransformadas de Lapla
e, dependientes de e(s1+s2)(t1−ti)
, es relativamente más

sen
illo.

Como la evolu
ión temporal depende de la 
on�gura
ión de polos y 
ortes que el inte-

grando presenta, tenemos que distinguir qué propiedades analíti
as 
ontribuyen al estado

esta
ionario de las 
antidades. Como puede en
ontrarse en Ref.[45℄, podemos mostrar que

los típi
os 
ortes que apare
en en la transformada de Lapla
e del tensor de Green retar-

dado no 
ontribuyen al régimen de tiempos largos. Enton
es, la situa
ión esta
ionaria

debe estar de�nida por algunos de los polos, que siempre resultan en 
omportamientos

temporales exponen
iales dependiendo del valor del polo en 
uestión. Si, por ejemplo,

un dado polo tiene parte real distinta de 
ero, por la propiedad de 
ausalidad (ver se
-


ión 3.5) tenemos, de he
ho, que su valor es negativo. Por lo tanto, el 
omportamiento

resultante aso
iado a ese polo será de de
aimiento exponen
ial en el tiempo. Por otra

parte, si un dado polo tiene parte real nula (es de
ir, es imaginario puro), el 
omporta-

miento resultante será os
ilatorio en el tiempo 
on una fre
uen
ia rela
ionada a la parte

imaginaria del polo. Como último 
aso, si el polo se en
uentra en 0, el 
omportamiento

resultante en el tiempo será de una 
onstante.

No obstante, en nuestro 
aso de una doble antitranformada para 
ada 
ontribu
ión,

este último 
aso del polo en 0 no es la úni
a forma de obtener un 
omportamiento 
ons-

tante en el tiempo para las 
antidades que nos interesan. La presen
ia de e(s1+s2)(t1−ti)
en

el integrando de dos variables ha
e que los polos aso
iados a la variable s1 se 
ombinen


on los polos aso
iados a la variable s2 a �n de determinar la evolu
ión temporal de la


antidad. En otras palabras, si resolvemos ambas integrales de Lapla
e, 
ada término

de la evolu
ión temporal 
ompleta será la 
ombina
ión de dos polos, uno aso
iado a la

antitransformada de Lapla
e sobre s1 (llamemosle por ejemplo s1 ∈ C) y otro aso
iado a
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s2 (s2). Enton
es, si los polos son tales que s1 = −s2, no tendremos exponen
ial aso
iada

a ese término en la evolu
ión temporal, obteniendo una 
onstante (independiente del

tiempo). En parti
ular, es 
laro que el 
aso en que ambos polos sean iguales a 0 satisfa
e

di
ha 
ondi
ión, resultando en un término independiente del tiempo. Sin embargo, si

tomamos un polo 
on parte real negativa (por ejemplo s1 tal que Re[s1] < 0) la 
ondi
ión

exige que para obtener un término independiente del tiempo, este polo debe 
ombinarse


on otro polo s2 en la variable de Lapla
e s2 tal que s2 = −s1, lo que impli
a Re[s2] > 0,

lo que está garantizado que no o
urre debido a la propiedad de 
ausalidad. Por lo tanto,

para todas estas 
antidades físi
as que 
onstruimos a partir de 
antidades 
ausales, to-

dos los polos 
on parte real negativa no pueden ser 
ombinados para obtener un término

independiente del tiempo.

Como último 
aso, podemos 
onsiderar el 
aso donde los polos tiene parte real nula.

En estos 
asos, 
onsiderando un polo is1 tal que s1 ∈ R, podemos satifa
er la 
ondi
ión

requerida 
on un polo is2 = −is1 de tal forma que ambas evolu
iones os
ilatorias se


an
elan entre sí en la exponen
ial dando un término independiente del tiempo.

Cabe señalar que, siguiendo el hilo del razonamiento, los términos independientes del

tiempo serán así desde el 
omienzo. La situa
ión esta
ionaria surge 
uando los términos

transitorios se desvane
en, es de
ir, 
uando todos los términos dependientes del tiempo

resultantes de la 
ombina
ión de polos que no se 
an
elan y de los 
ortes van a 
ero.

Así, el tiempo de relaja
ión del sistema viene dado por el último término transitorio en

desvane
erse. Es más, di
ho tiempo será igual a la parte real no nula más grande (es de
ir,

menos negativa) entre todas las posibles 
ombina
iones de polos y los posibles puntos de

rami�
a
ión (en inglés, bran
h points, que 
orresponden a los extremos donde na
en los


ortes) en 
ada una de las 
ontribu
iones.

En 
on
lusión, el trabajo en 
ada 
ontribu
ión a �n de determinar sus estados esta-


ionarios girará en torno al estudio de las 
ombina
iones de los polos en ambas variables

s1 y s2.

7.4.1. Límite de Tiempos Largos de la Contribu
ión de los Grados de

Libertad de Polariza
ión

Podemos 
omenzar por 
onsiderar una de las partes de la 
ontribu
ión del material a

la presión de Casimir para el problema de Lifshitz, que es la aso
iada a los grados de liber-

tad de polariza
ión (7.32) donde, 
omo anti
ipamos anteriormente, en este 
aso n = L,R.

Por otra parte, la 
antidad ĺımx2→x1

[
Θjk(s1, s2)

∫
Vn
dx GjbRet(x1,x, s1) GkbRet(x2,x, s2)

]
,

que está presente tanto en esta 
ontribu
ión 
omo en la de los baños, podemos simpli-
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�
arla para este 
aso ya que en la última se

ión dimos la transformada de Lapla
e del

tensor de Green retardado para el problema de Lifshitz y sus propiedades analíti
as.

Tomando en 
uenta que para este problema las 
oordenadas paralelas pueden ser

transformadas Fourier 
omo en (7.38), las integra
iones sobre las 
oordenadas paralelas

x‖ podemos resolverlas fá
ilmente, obteniendo:

∫

Vn

dx GjbRet(x1,x, s1) GkbRet(x2,x, s2) = (7.50)

=

∫
dQ

(2π)2
eiQ·(x1‖−x2‖)

∫

Vn

dz GjbRet(z1, z,Q, s1) GkbRet(z2, z,−Q, s2),

donde en el miembro dere
ho la integra
ión sobre Vn impli
a la integra
ión sobre 
ada

semiespa
io. Enton
es, podemos es
ribir

∫
Vn
dz = (−1)n

∫ (−1)n∞

(−1)n l
2

dz donde aso
iamos

n = L (n = R) en el miembro izquierdo 
on n = 1 (n = 2) en el miembro dere
ho de

esta igualdad.

Considerando (7.39) and (7.40), es 
laro que la restante integra
ión sobre z es so-

bre fun
iones exponen
iales en el segundo argumento, que son fá
ilmente resolubles, de

manera que obtenemos:

∫

Vn

dx GjbRet(x1,x, s1) GkbRet(x2,x, s2) = (7.51)

=

∫
dQ

(2π)2
eiQ·(x1‖−x2‖) G

jb
Ret(z1, (−1)nl/2,Q, s1) GkbRet(z2, (−1)nl/2,−Q, s2)(

q
(n)
z (s1, Q) + q

(n)
z (s2, Q)

) .

Por lo tanto, a partir de (7.32), �nalmente obtenemos para la evolu
ión temporal


ompleta de la 
ontribu
ión a la presión de Casimir:

PDOFs(x1, βPn , l) = − 1

8π

∑

n=L,R

λ20,nMn

2Ωn
coth

(
βPnΩn

2

)∫
dQ

(2π)2

∫ α1+i∞

α1−i∞

ds1
2πi

×
∫ α2+i∞

α2−i∞

ds2
2πi

[ (
s21GRet,n(s1)− 1

) (
s22GRet,n(s2)− 1

)
(7.52)

+ Ω2
n s1s2GRet,n(s1) GRet,n(s2)

] e(s1+s2)(t1−ti)

(
q
(n)
z (s1, Q) + q

(n)
z (s2, Q)

)

× ĺım
x2→x1

[
Θjk(s1, s2) e

iQ·(x1‖−x2‖) GjbRet(z1, (−1)nl/2,Q, s1)

× GkbRet(z2, (−1)nl/2,−Q, s2)
]
,

A. E. Rubio López 152 Tesis de Do
torado en Cien
ias Físi
as



7.4. ESTADO ESTACIONARIO DEL PROBLEMA DE LIFSHITZ

donde dejamos 
laro el he
ho de que la 
ontribu
ión a la presión depende de la separa
ión

entre pla
as l.

Ahora, 
on el objetivo de determinar el 
omportamiento de tiempos largos de esta

expresión, tenemos que analizar las propiedades analíti
as del integrando en términos de

las variables s1 y s2 simultáneamente. Para un dado n, es 
laro que todos los términos

no 
ontribuirán ne
esariamente. Teniendo en 
uenta las propiedades analíti
as de las

fun
iones de Green retardadas GRet,n y el tensor de Green retardado

←→G Ret (que se separa

en términos TE y TM) 
omentadas en la última se

ión, por inspe

ión vemos que los

úni
os polos de todo el integrando de dos variables de Lapla
e que resultan en un término

independiente del tiempo son los que se ubi
an en el origen para ambas variables. En otras

palabras y más espe
í�
amente, los términos 
on los polos ubi
ados en el origen de ambas

variables de Lapla
e (s1 = 0 = s2) que se aso
ian produ
tos TM × TM resultantes de

GjbRet(z1, (−1)nl/2,Q, s1) GkbRet(z2, (−1)nl/2,−Q, s2) son los que aportan al esta
ionario.

Sin embargo, esto no es tan dire
to ya que estos produ
tos están multipli
ados tanto

por

[(
s21 GRet,n(s1)− 1

) (
s22 GRet,n(s2)− 1

)
+Ω2

n s1s2 GRet,n(s1) GRet,n(s2)
]

omo por

Θjk(s1, s2) que 
ontienen fa
tores lineales s1 y s2 que pueden eventualmente evitar que

s1 = 0 ó s2 = 0 sean efe
tivamente polos en un dado término. En de�nitiva, dependiendo

de qué 
ombina
iones 
onsideremos, tendremos polos de primer ó segundo orden.

Como men
ionamos anteriormente, los polos en el origen están rela
ionados a los tér-

minos aso
iados a los ve
tores de polariza
ión TM (7.46). Por lo tanto, a partir de (7.39)

and (7.40), podemos ver que el término TM×TM del produ
to GjbRet(z1, (−1)nl/2,Q, s1)
GkbRet(z2, (−1)nl/2,−Q, s2) 
ontiene 1/s21 y 1/s22 
omo fa
tores.

Por ejemplo, los términos aso
iados a 
ombina
iones que llevan s21 GRet,n(s1) (o

s22 GRet,n(s2)) 
an
elan los denominadores 1/s21 (o 1/s22) y por lo tanto esos términos

no tendrán polo en s1 = 0 (s2 = 0). Di
hos términos sólo 
ontribuyen al transitorio.

Por otra parte, el término resultante de 
ombinar los términos de [
(
s21 GRet,n(s1)− 1

)
(
s22 GRet,n(s2)− 1

)
+ Ω2

n s1s2 GRet,n(s1) GRet,n(s2)] que 
ontienen (−1) dará polos de

primer orden para ambas variables de Lapla
e a través de su 
ombina
ión 
on el primer

término de Θjk(s1, s2) (aso
iado a la 
ontribu
ión del 
ampo elé
tri
o), y polos de segun-

do orden para ambas variables en la 
ombina
ión 
on el segundo término de Θjk(s1, s2)

(aso
iado a la 
ontribu
ión del 
ampo magnéti
o).

Finalmente, el término Ω2
n s1s2 GRet,n(s1) GRet,n(s2) sólo presentará polos de primer

orden 
uando se 
ombina 
on el segundo término de Θjk(s1, s2) (la 
ombina
ión 
on el

primero no da polos en el origen).

De esta forma, la 
ontribu
ión a la presión (7.52) podemos es
ribirla de manera
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resumida agrupando los términos según el orden de sus polos en 0 en ambas variables:

PDOFs(x1, βPn , l) = (Términos 
on polos de segundo orden en 0)

+ (Términos 
on polos de primer orden en 0)

+ (Términos sin polos en 0). (7.53)

En primer lugar, es 
laro que el último de los términos no tendrá ninguna 
ontribu
ión

al esta
ionario y que son términos parti
ipantes úni
amente de la evolu
ión transitoria.

En segundo lugar, es fá
il mostrar analíti
amente que los polos de segundo orden en

0 resultan en términos divergentes o términos nulos en el límite de tiempos largos. Esto

se debe a que en el 
ál
ulo de los residuos de los polos de segundo orden, es ne
esario

derivar el integrando respe
to de la variable de Lapla
e en 
uestión (ya sea s1 o s2 según

el 
aso). Cabe señalar aquí que los residuos en 
ada término de estos pueden analizarse

de forma separada en 
ada variable y los integrandos tienen la forma es(t1−ti) por una

fun
ión que depende de

√
s2 +Q2

y

√
εn(s) s2 +Q2

. Por ende, 
uando se deriva por la

regla del produ
to, la derivada de la exponen
ial resulta en (t1− ti)es(t1−ti) por la misma

fun
ión que luego de evaluar en s = 0, resultando en el men
ionado término divergente

en el límite de tiempos largos (ti → −∞). Estos términos enton
es son des
artados 
on

el objetivo de tener una 
ontribu
ión �nita. Por otro lado, 
uando se deriva la fun
ión

de

√
s2 +Q2

y

√
εn(s) s2 +Q2

, dejando la exponen
ial sin derivar, la regla de la 
adena

ha
e que los términos que apare
en estén multipli
ados o por s/
√
s2 +Q2

o por [ε′n(s) s+

2εn(s)]s/2
√
εn(s) s2 +Q2

, que al evaluarse en s = 0, resultan nulos.

En de�nitiva, los términos 
on polos de segundo orden en 0 tampo
o 
ontribuyen al

esta
ionario.

Por último restan los términos 
on polos de primer orden en 0. Estos términos en

prin
ipio deben ser 
onsiderados según el 
ál
ulo matemáti
o riguroso, sin embargo, en

el espa
io de 
oordenadas espa
iales y temporales, están aso
iados a derivar respe
to del

tiempo alguna de las fun
iones de Heaviside Θ(t − ti) que se en
uentran dentro de la

de�ni
ión de las fun
iones de Green retardadas o el mismo tensor de Green retardado

debido a su 
ará
ter 
ausal. Matemáti
amente, derivar una fun
ión de Heaviside, resulta

en una fun
ión delta de Dira
 y esto ha
e que lo restante en la expresión se evalúe en

el argumento de la delta. Sin embargo, esto se debe que el 
omienzo de la intera

ión es

súbito. Físi
amente, esto es una aproxima
ión a que el ini
io de la intera

ión o
urre en

un muy 
orto tiempo. Si en 
ambio, uno reemplazase la fun
ión de Heaviside por una

fun
ión suave que va de 0 a 
asi 1 en un tiempo �nito y que se a
er
a asintóti
amente a
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di
ho valor, no tendríamos la evalua
ión de lo restante en la expresión en el argumento, lo

que mantendría el 
omportamiento 
onvergente de toda la expresión para tiempos largos.

En otras palabras, los polos de primer orden en 0 son resultado de derivadas fun
iones

de Heaviside que representan el en
endido súbito de la intera

ión y que, por lo tanto,

no son físi
os. Por lo tanto, no tendrán 
ontribu
ión en los tiempos largos. Esto 
oin
ide


on 
ómo tomamos el límite para esta 
ontribu
ión tanto en el 
apítulo 5 
omo en el

último, donde las mismas 
ontribu
iones en el espa
io 
oordenado las des
artamos por

los mismos motivos.

Finalmente, probamos que para la 
ontribu
ión a la presión de los grados de libertad

de polariza
ión, tenemos que en el límite de tiempos largos (ti → −∞):

PDOFs(x1, βPn , l) −→ P∞DOFs(βPn , l) = 0. (7.54)

7.4.2. Límite de Tiempos Largos de la Contribu
ión de los Baños

Una vez que mostramos que la 
ontribu
ión de los grados de libertad de polariza
ión

a la presión en el estado esta
ionario es nula, analizamos la 
orrespondiente a los baños.

Retomamos la expresión general (7.33) para la 
ontribu
ión de los baños a la presión

en un es
enario de 
uerpos isótropos y homogéneos, 
onsiderando para el problema de

Lifshitz, al igual que en la se

ión pasada, n = L,R.

Como pasa para la 
ontribu
ión de los grados de libertad de polariza
ión, la presión

en este 
aso también 
ontiene la expresión

∫
Vn
dx GjbRet(x1,x, s1) GkbRet(x2,x, s2). Enton-


es, para el 
aso de dos semiespa
ios paralelos, podemos usar (7.52) para simpli�
ar la

expresión de manera que la presión resulta:

PB(x1, βB,n, l) = − 1

8π

∑

n=L,R

λ20,n

∫ +∞

−∞

dω

2π
Nn(ω)

∫
dQ

(2π)2

∫ α1+i∞

α1−i∞

ds1
2πi

∫ α2+i∞

α2−i∞

ds2
2πi

× s1s2 e
(s1+s2)(t1−ti)

(s1 + iω)(s2 − iω)
GRet,n(s1) GRet,n(s2)(
q
(n)
z (s1, Q) + q

(n)
z (s2, Q)

)
(7.55)

× ĺım
x2→x1

[
Θjk(s1, s2) e

iQ·(x1‖−x2‖) GjbRet(z1, (−1)nl/2,Q, s1)

× GkbRet(z2, (−1)nl/2,−Q, s2)
]
.

A pesar de los 
ortes, 
omo siempre, 
on el objetivo de determinar el 
omportamiento

de tiempos largos de esta 
ontribu
ión, tenemos que 
onsiderar nuevamente las 
ombina-


iones de los polos en las variables de Lapla
e s1 y s2 de tal forma de obtener un término
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independiente del tiempo (anulando el exponente de e(s1+s2)(t1−ti)
en el 
ál
ulo de los

residuos para 
ada variable).

Como primer paso, 
omo en la 
ontribu
ión de la se

ión pasada, tenemos que analizar

los polos en s1 = 0 = s2 provenientes de los términos TM× TM. Sin embargo, debido a

la presen
ia del fa
tor s1 s2 en el integrando, el úni
o término de Θjk(s1, s2) que puede

tener una 
ontribu
ión mediante este polo es el segundo Λpm ǫprjǫmlk ∂r1∂l2 (aso
iado

al 
ampo magnéti
o), dando polos de primer orden para ambas variables de Lapla
e.

Por otro lado, el primer término de Θjk(s1, s2) (aso
iado al 
ampo elé
tri
o) 
ontiene un

fa
tor adi
ional s1 s2 que �nalmente 
an
ela los denominadores de los términos TM×TM
que proveen los polos en s1 = 0 = s2, dando ningún polo para di
ho término.

No obstante, el 
ál
ulo del polo impli
a la suma sobre los índi
es. Si ha
emos en forma

explí
ita todas las sumas de índi
es y las derivadas junto 
on el límite de 
oin
iden
ia,

podemos ver que en realidad el numerador también se ha
e nulo para s1 = 0 = s2.

De manera que 
uando se anula el denominador, también pare
e ha
erlo el numerador.

Esto 
laramente es un límite indeterminado, pero al apli
ar la regla de L'Hopital para su

resolu
ión, vemos que el límite da un valor �nito. Esto signi�
a que lo que suponíamos

que era un polo en s1 = 0 = s2, en realidad no lo era ya que no diverge el integrando en

esos puntos. Por lo tanto, s1 = 0 = s2 no son polos para estos términos. De forma tal

que no 
ontribuyen al estado esta
ionario de la presión generada por los baños.

Por otra parte, además de los puntos s1 = 0 = s2, por inspe

ión es 
laro que esta


ontribu
ión también presenta otra 
ombina
ión de polos en s1 y s2 tal que resulta en

un término independiente del tiempo. Debido al he
ho de que el nú
leo de ruido QBM

depende de la diferen
ia de los tiempos y por lo tanto podemos es
ribirlo en términos

de su transformada de Fourier, los denominadores (s1 + iω) y (s2− iω) apare
en en esta


ontribu
ión denotando la dinámi
a no amortiguada (o no disipativa) de los baños. Por

lo tanto, el polo en s1 = −iω 
ombinado 
on el polo en s2 = iω resultan en un término

independiente del tiempo.

Considerando todo, la 
ontribu
ión de tiempos largos de los baños a la presión de

Casimir podemos es
ribirla 
omo:

P∞B (βB,n, l) =
−1
8π

∑

n=L,R

λ20,n

∫ +∞

−∞

dω

2π
ω2Nn(ω)

∫
dQ

(2π)2
GRet,n(−iω) GRet,n(iω)(
q
(n)
z (−iω,Q) + q

(n)
z (iω,Q)

)

× ĺım
x2→x1

[
Θjk(−iω, iω) eiQ·(x1‖−x2‖) GjbRet(z1, (−1)nl/2,Q,−iω)

×GkbRet(z2, (−1)nl/2,−Q, iω)
]
. (7.56)
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Esto resulta ser la 
ontribu
ión de los baños a la presión de Casimir en un 
ontexto

general fuera del equilibrio. No obstante, podemos estable
er una 
onexión importante


on trabajos previos al emplear sobre el resultado rela
iones de �u
tua
ión-disipa
ión. Es

de
ir, planteando di
ha rela
ión entre los nú
leos de disipa
ión y ruido del QBM (Dn yNn

respe
tivamente), es de
ir, los nú
leos generados por los baños en 
ada punto del espa
io

que a
túan sobre los grados de libertad de polariza
ión. Por lo tanto, podemos es
ribir,

para las transformadas de Fourier de los nú
leos, la rela
ión de �u
tua
ión-disipa
ión:

Nn(ω) = coth

(
βB,n

2
ω

)
Im
[
Dn(ω)

]
, (7.57)

donde Dn(ω) es la transformada de Fourier del nú
leo de disipa
ión del QBM.

A partir de la de�ni
ión del tensor de permitividad (6.51), podemos probar que, para

el presente 
aso, la transformada de Fourier de la fun
ión permitividad está dada por

εn(ω) = 1 + λ20,n GRet,n(ω), teniendo que GRet,n(−ω) = G
∗
Ret,n(ω) para garantizar la

realidad de la fun
ión de Green del QBM. Por otra parte, dado que la transformada de

Lapla
e de di
ha fun
ión (6.52) se supone, por 
ausalidad a partir de la se

ión 3.5, que

tiene polos 
on partes reales negativas, enton
es se veri�
a que GRet,n(−iω) = GRet,n(ω)

y lo mismo pasa para los nú
leos de disipa
ión del QBM Dn(−iω) = Dn(ω) (de he
ho,

la 
onexión entre estas transformadas de Lapla
e y Fourier apli
a a todas las fun
iones


ausales que tome el valor 
ero para el valor nulo de su variable). Por lo tanto, podemos

fá
ilmente es
ribir:

Im [εn(ω)] = Im
[
Dn(ω)

] ∣∣GRet,n(ω)
∣∣2

= Im
[
Dn(ω)

]
GRet,n(−iω) GRet,n(iω). (7.58)

Enton
es, introdu
iendo (7.57) en (7.56) y usando (7.58), obtenemos:

P∞B (βB,n, l) =
−1
8π

∑

n=L,R

∫ +∞

−∞

dω

2π

∫
dQ

(2π)2

ω2 coth
(
βB,n

2 ω
)

Im [εn(ω)]
(
q
(n)
z (−iω,Q) + q

(n)
z (iω,Q)

)
(7.59)

× ĺım
x2→x1

[
Θjk(−iω, iω) eiQ·(x1‖−x2‖) GjbRet(z1, (−1)nl/2,Q,−iω)

× GkbRet(z2, (−1)nl/2,−Q, iω)
]
.

En este punto, podemos usar (7.52) nuevamente para volver a la integral espa
ial

teniendo s1 = −iω y s2 = iω. Enton
es, podemos, primero, emplear la propiedad de
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realidad del tensor de Green retardado en el dominio temporal para el último de los

fa
tores GijRet(x,x
′, iω) = G∗ijRet(x,x

′,−iω), para luego 
ontinuar 
on la apli
a
ión de la

propiedad rela
ionada a que la transformada de Lapla
e de di
ho tensor es un propagador

de Feynman G∗ijRet(x,x
′,−iω) = G∗jiRet(x

′,x,−iω). Finalmente, para ambas transformadas

de Lapla
e del tensor de Green retardado podemos usar la 
onexión entre di
has trans-

formadas y las de Fourier garantizada por el 
omportamiento 
ausal, de manera de que

podemos es
ribir:

P∞B (βB,n, l) = − 1

8π

∑

n=L,R

∫ +∞

−∞

dω

2π
ω2 coth

(
βB,n

2
ω

)
Im [εn(ω)] (7.60)

× ĺım
x2→x1

[
Θjk(ω)

∫

Vn

dx GjbRet(x1,x, ω) G∗bkRet(x,x2, ω)
]
,

el 
ual resulta ser exa
tamente el resultado obtenido en Ref.[28℄ 
omo la presión total

para el problema de Casimir, y donde hemos puesto Θjk(ω) ≡ Θjk(−iω, iω) a partir de

su de�ni
ión.

De esta forma, probamos que la 
ontribu
ión de los baños en el régimen de tiempos

largos da exa
tamente el resultado hallado en Ref.[28℄ para una situa
ión esta
ionaria del

problema de Lifshitz. Sin embargo, por medio de nuestro pro
edimiento, podemos ir un

paso más allá y extender el resultado al 
aso de materiales anisótropos e inhomogéneos

ya que ambos polos imaginarios puros siempre están presentes, 
omo podemos ver de la

expresión general (7.31). La prin
ipal di�
ultad en la mayoría de estos 
asos, 
omo men-


ionamos al 
omienzo de esta se

ión, sigue siendo el he
ho de 
al
ular la transformada

de Lapla
e del tensor de Green retardado para un dado problema. De todos modos, de

forma general podemos es
ribir:

P∞B (βB,x) =
−1
8π

∫ +∞

−∞

dω

2π
ω2 ĺım

x2→x1

[
Θjk(ω)

∫
dx g(x) GjlRet(x1,x, ω) coth

(
βB,x

2
ω

)

× Im
[
ε
[ll]
x (ω)

]
G∗lkRet(x,x2, ω)

]
, (7.61)

el 
ual es la generaliza
ión del resultado esta
ionario de Ref.[28℄ al 
aso de materiales

anisótropos e inhomogéneos.

Una vez 
al
ulada 
ompletamente la 
ontribu
ión del material al estado esta
ionario

de la presión de Casimir, nos resta analizar la 
ontribu
ión de las 
ondi
iones ini
iales al

régimen de tiempos largos.
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7.4.3. Límite de Tiempos Largos de la Contribu
ión de Condi
iones

Ini
iales

Luego de determinar la 
ontribu
ión del material (
onsistente de dos partes) a la

presión de Casimir, la 
ontribu
ión restante es la aso
iada a las 
ondi
iones ini
iales del


ampo EM, es de
ir, a su dinámi
a efe
tiva y estado ini
ial.

Volviendo a (7.21), 
omo ya men
ionamos, 
abe señalar que a diferen
ia de las otras


ontribu
iones, ésta no se simpli�
a formalmente si 
onsideramos 
uerpos isótropos y

homogéneos. De he
ho, no depende dire
tamente de las propiedades de los materiales y

los 
ontornos 
omo o
urre en el 
aso de la 
ontribu
ión del material que sí lo ha
e debido

a la presen
ia de los nú
leos del material. La dependen
ia en los 
ontornos y los materiales

está 
odi�
ada en el tensor de Green retardado pero no hay ninguna dependen
ia explí
ita

adi
ional.

No obstante, para el 
aso parti
ular del problema de Lifshitz, sí podemos transformar

Fourier en las 
oordenadas paralelas a través de (7.38) para luego integrar fá
ilmente en

ellas, de manera de que obtenemos:

PIC(x1, βEM, l) = −
1

8π

∫
dk

2ωk(2π)3

(
δbm − kbkm

ω2
k

)
coth

(
βEM

2
ωk

)∫ α1+i∞

α1−i∞

ds1
2πi

×
∫ α2+i∞

α2−i∞

ds2
2πi

e(s1+s2)(t1−ti)
(
s1s2 + ω2

k

)
ĺım

x2→x1

[
Θjk(s1, s2) e

ik‖·(x1‖−x2‖)

×
∫
dz′ GjbRet(z1, z

′,k‖, s1) e
ikzz′

∫
dz′′ GkmRet(z2, z

′′,−k‖, s2) e−ikzz
′′

]
, (7.62)

que es una simpli�
a
ión que 
laramente puede llevarse a 
abo siempre que haya 
ontor-

nos 
on super�
ies paralelas.

Es 
laro que es
ribir la 
ontribu
ión impli
a 
al
ular las integrales sobre z′ y z′′, las


uales son sobre todo el eje (−∞,+∞). Enton
es, 
omo el tensor de Green retardado viene

dado por (7.39)-(7.42) para 
ada región, la integra
ión se separa en 
uatro integrales. Por

ejemplo, para la primera de las integrales tenemos:

∫
dz′ GjbRet(z1, z

′,k‖, s1) e
ikzz′ =

∫ −l/2

−∞
dz′ GjbRet(z1, z

′,k‖, s1) e
ikzz′

+

∫ l/2

−l/2
dz′ GjbRet,Bu(z1, z

′,k‖, s1) e
ikzz′ +

∫ l/2

−l/2
dz′ GjbRet,Sc(z1, z

′,k‖, s1) e
ikzz′

+

∫ +∞

l/2
dz′ GjbRet(z1, z

′,k‖, s1) e
ikzz′ , (7.63)
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donde el primero y último término son las integra
iones teniendo el punto fuente en la

pla
a, mientras que las otras dos son integra
iones 
on puntos fuente dentro del espa
io

va
ío.

Como la transformada del tensor de Green retardado está dada en términos de ex-

ponen
iales, la integra
ión es inmediata, y su resultado podemos es
ribirlo de manera


ompa
ta 
omo:

∫
dz′ GjbRet(z1, z

′,k‖, s1) e
ikzz′ = −δj3 δb3

s21
eikzz1

+

2∑

n=1

∑

µ=TE,TM

{
(−1)

2qz (qz + (−1)n−1ikz)

[
eµ,j

(
(−)n−1

)
eµ,b

(
(−)n−1

)
e(−1)

nqzz1

×
(
e((−1)

n−1qz+ikz)z1 − e(−qz+(−1)nikz)
l
2

)
+

1

Dµ
eµ,b

(
(−)n−1

)
rµ3−n

×
(
eµ,j

(
(−)n−1

)
rµn e

qz((−1)nz1−2l) + eµ,j ((−)n) eqz((−1)
n−1z1−l+(−1)n2l)

)

×
(
e(qz+(−1)n−1ikz) l

2 − e−(qz+(−1)n−1ikz) l
2

)]

− e((−1)
nikz−[(−1)n+1]qz)

l
2

2q
(n)
z

(
q
(n)
z + (−1)n−1ikz

) tµn
Dµ

e(−1)
nq

(n)
z l e

(n)
µ,b

(
(−)n−1

) (
eµ,j

(
(−)n−1

)

× e(−1)
nqz(z1− l

2) + eµ,j ((−)n) rµ3−n e(−1)
n−1qz(z1− l

2) e((−1)
n−1)qzl

)}
, (7.64)

donde la primera línea del miembro dere
ho más el primer término entre 
or
hetes

[ ] a
ompañando el denominador qz
(
qz + (−1)n−1ikz

)

orresponden a la integra
ión de

GjbRet,Bu, mientras que el segundo es la integra
ión de GjbRet,Sc y �nalmente los términos

que a
ompañan el denominador q
(n)
z

(
q
(n)
z + (−1)n−1ikz

)

orresponden a las integra
io-

nes de GjbRet en las regiones de las pla
as, teniendo n = 1 (n = 2) para la pla
a izquierda

(dere
ha).

Es 
laro que para obtener el resultado de la otra integral

∫
dz′′ GkmRet(z2, z

′′,−k‖, s2)
e−ikzz

′′
, tenemos que ha
er los reemplazos z1 → z2, s1 → s2, j → k, b → m, k‖ → −k‖

y kz → −kz en (7.64).

Por lo tanto, estudiar la estru
tura analíti
a (polos y 
ortes) de los resultados de

ambas integrales nos da la evolu
ión transitoria y también el régimen esta
ionario de la


ontribu
ión de 
ondi
iones ini
iales a la presión de Casimir. No obstante, los 
ortes pre-

sentes en los integrandos pueden agruparse de a pares y las regiones donde los integrandos

en 
ada variable son multivaluados pueden redu
irse a segmentos verti
ales en el plano
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omplejo des
ritos por valores de parte real negativos o 
ero. De (7.64) podemos ver que

el segmento de parte real nula 
orresponde a la re
ta s = i Im(s) 
on Im(s) ∈ (−k‖, k‖),
aunque no aportan al esta
ionario, pero 
omo veremos más abajo es importante saber

que siempre es un región a
otada.

Luego, 
omo para las 
ontribu
iones del material, el punto 
lave para determinar el

régimen de tiempos largos de la presente 
ontribu
ión es 
ombinar los polos en ambas va-

riables de tal modo que e(s1+s2)(t1−ti)
no de dependen
ia temporal. Por lo tanto, debemos

tomar polos tal que uno sea el negativo del otro.

A primera vista, 
omo o
urre para las otras 
ontribu
iones debido a la estru
tura ana-

líti
a del tensor de Green retardado, el polo en el origen para ambas variables 
laramente

satisfa
e el requisito para obtener un término esta
ionario.

Ahora, para ver qué términos presentan este polo en el origen para ambas variables,

tenemos que 
onsiderar en este 
aso las 
ombina
iones de los términos Θjk(s1, s2) y

(s1s2 + ω2
k). Como pasaba anteriormente, los términos TM × TM en el produ
to de las

integrales espa
iales en (7.62) son los que aportan los denominadores 
on la raí
es en

los origenes de 
ada variable de Lapla
e. Las posibles 
ombina
iones entre Θjk(s1, s2)

y (s1s2 + ω2
k), enton
es, dan términos sin polos en el origen, y términos 
on polos de

primero y segundo orden para ambas variables en el origen.

Como pasaba para las 
ontribu
iones del material, los términos sin polos 
laramente

no 
ontribuyen al 
ál
ulo de los residuos, mientras que los términos 
on polos de segundo

orden en el origen resultan divergentes en el límite de tiempos largos (que son des
artados)

o nulos (que no 
ontribuyen) al derivar para el 
ál
ulo del residuo.

Por otra parte, 
omo también pasaba en los apartados pasados, los polos de primer

orden 
orresponden, en el dominio temporal, a derivar fun
iones de Heaviside que resultan

en fun
iones delta de Dira
. Esto se aso
ia al en
endido abrupto de la intera

ión y

enton
es, estos términos no dan resultados físi
os si no más bien son produ
to de la

matemáti
a utilizada para des
ribir el ini
io de la intera

ión. Por lo tanto, los polos de

primer orden tampo
o 
ontribuyen.

Es de
ir, el polo en el origen para ambas variables no aporta a la 
ontribu
ión de


ondi
iones ini
iales.

No obstante, en este 
aso, este polo no será el úni
o, ya que la integra
ión espa
ial so-

bre z propor
iona dos polos adi
ionales que no apare
en en la 
ontribu
ión del material y

que son aquellos que se en
uentran dire
tamente rela
ionados a los modos modi�
ados de

los 
apítulos 3 y 5 pero en su versión ele
tromagnéti
a y en 3+1 dimensiones. En nuestro


aso, a partir de (7.64) es 
laro que la integra
ión sobre z resulta en denominadores adi-
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ionales qz + (−1)n−1ikz y q
(n)
z + (−1)n−1ikz dependiendo si la integra
ión la realizamos

dentro del espa
io va
ío o en las regiones o
upadas por las pla
as respe
tivamente.

De he
ho, para los términos aso
iados a integra
iones sobre las regiones o
upadas por

las pla
as materiales, si miramos las raí
es propor
ionadas por q
(n)
z + (−1)n−1ikz 
omo

denominador, la presen
ia de εn(s) dentro de q
(n)
z ha
e que las raí
es obtenidas tengan

parte real negativa, en a
uerdo 
on la propiedad de 
ausalidad y el he
ho de que el 
ampo

disipa en el material en di
has regiones. Esto ha
e que, en el 
aso que estas raí
es además

sean polos del integrando (
uestión que puede no pasarnos 
omo veremos más abajo), al


al
ular sus residuos aso
iados, la evolu
ión temporal será de exponen
ial de
re
iente, de

manera que en el límite de tiempos largos, la 
ontribu
ión de estos polos se desvane
e.

Por otra parte, inmediatamente podemos ver que para los términos aso
iados a inte-

gra
iones sobre el espa
io va
ío, si miramos las raí
es propor
ionadas por qz+(−1)n−1ikz

omo denominador, obtenemos que s = ±iωk son raí
es para n = 1 y kz < 0 ó para

n = 2 y kz > 0, teniendo parte real nulas debido a la propaga
ión libre del 
ampo en

esa región. Esto muestra que s = ±iωk son polos en el general de los 
asos ya que la

región multivaluada del integrando, 
omo dijimos antes, es el segmento s = i Im(s) 
on

Im(s) ∈ (−k‖, k‖), y estos polos siempre 
aen fuera de ese intervalo ya que siempre o
urre

que ωk > k‖ para todo k. Estos polos son los que se aso
ian a los modos modi�
ados del


ampo en este 
aso EM, así 
omo pasaba para el 
ampo es
alar en el 
apítulo 3 a partir

de un formalismo de 
uantiza
ión 
anóni
a en el esta
ionario y el empleo de un ansatz

para esta 
ontribu
ión, y 
omo probamos en el 
apítulo 5 a través del formalismo CTP.

No obstante, hasta aquí lo que realmente mostramos es que s = ±iωk son 
eros del

denominador de 
iertos términos, y también 
omentamos que en el 
aso general de�nen

la 
ontribu
ión de 
ondi
iones ini
iales en el esta
ionario. Ahora, en el presente 
aso del

problema de Lifshitz, la forma parti
ular del tensor de Green retardado ha
e que s =

±iωk también sean raí
es del denominador en los mismos 
asos 
omentados (para n = 1 y

kz < 0 o para n = 2 y kz > 0). Por lo tanto, los límites de los integrandos en 
ada variable


uando la variable tiende a±iωk son indetermina
iones 
ero sobre 
ero. Apli
ando la regla

de L'Hopital en el 
aso 
omplejo para eliminar di
has indetermina
iones, vemos que el

resultado del límite es en 
uestión �nito. Esto signi�
a que, para el problema de Lifshitz,

aunque s = ±iωk son raí
es del denominador, no son polos ya que la fun
ión no diverge

en el límite. Por lo tanto, no hay residuos aso
iados en este 
aso y no existe 
ontribu
ión

ni en el esta
ionario ni tampo
o en el transitorio para s = ±iωk.

En de�nitiva, 
onsiderando todo el análisis 
omentado, lo que estamos probando es

que para el problema de Lifshitz, la 
ontribu
ión de 
ondi
iones ini
iales a la presión de
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Casimir es nula en el esta
ionario (ti → +∞):

PIC(x1, βEM, l) −→ P∞IC (βEM, l) = 0. (7.65)

7.4.4. Presión Total de Casimir Fuera del Equilibrio

Finalmente, luego del 
ál
ulo de todas las 
ontribu
iones (7.54), (7.60) y (7.65), po-

demos es
ribir la presión de Casimir en el esta
ionario (ti → −∞) 
omo:

PCas(x1) −→ P∞Cas = P∞B (βB,n, l), (7.66)

es de
ir, la 
ontribu
ión del baño en el esta
ionario de�ne la presión total de Casimir del

sistema 
ompuesto.

Cabe señalar que lo que estamos demostrando �nalmente 
omo resultado es que, ha-

biendo resuelto el problema de Lifshitz desde un problema de�nido a 
ondi
iones ini
iales

y logrado expresiones para las tres 
ontribu
iones a la presión total a todo tiempo (una

aso
iada a 
ada parte del sistema total), el estado esta
ionario (
al
ulado a partir del

límite de tiempos largos ti → −∞) sólo viene de�nido por la 
ontribu
ión del baño,

que es la úni
a 
onsiderada en Ref.[28℄ mediante el enfoque a partir de e
ua
iones de

Maxwell ma
ros
ópi
as y la teoría de fuentes. De he
ho, este tipo de enfoque es análo-

go a un enfoque de ele
trodinámi
a esto
ásti
a (SED, ver Ref.[6℄), donde se 
onsideran

fuentes �u
tuantes del 
ampo EM y se resuelven las e
ua
iones de Maxwell asumiendo

el esta
ionario y sin 
onsiderar de ningún modo las 
ondi
iones ini
iales. Esto es 
laro a

partir del formalismo planteado ya que asume que las 
ondi
iones ini
iales del problema,


ualesquiera hayan sido, desapare
en debido a la dinámi
a disipativa del 
ampo EM. En

este 
aso, mostramos que a partir de un formalismo 
uánti
o de primeros prin
ipios y a


ondi
iones ini
iales, el resultado en Ref.[28℄ se 
orresponde 
on el régimen esta
ionario

y las 
ondi
iones ini
iales no aportan, tal 
omo o
urría tanto para el 
ampo es
alar en el


apítulo 5 para los 
asos 0 + 1 y n+ 1 
on material homogéneo en todo el espa
io, 
omo

para el 
ampo EM en el 
apítulo 6 en el 
aso 3 + 1 
on material isótropo y homogéneo

en todo el espa
io, todos estudiados a partir del formalismo fun
ional CTP.

Sin embargo, si bien esto, a primera vista, lu
e absolutamente natural, 
abe remar
ar

que pare
e no 
orresponderse 
on los resultados obtenidos tanto en el 
apítulo 3 para el


aso es
alar 1+1 de dos pla
as de espesor �nito mediante un formalismo de 
uantiza
ión


anóni
a en el esta
ionario, 
omo en el 
apítulo 5 también para el 
aso es
alar 1+1 pero

para un 
ontorno material delta de Dira
 y analizado a partir del formalismo fun
ional

CTP. En ambos 
asos, demostramos que tanto la 
ontribu
ión de los baños 
omo la de
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ondi
iones ini
iales aportan a la situa
ión esta
ionaria y, de he
ho, ésta última veri�
a

el ansatz de modos modi�
ados del 
ampo (3.23). Esto, anteriormente lo atribuimos al

he
ho de la existen
ia de regiones en el problema donde el 
ampo no disipa y enton
es

�u
túa libremente. Esta �u
tua
ión libre en las regiones sin disipa
ión ha
e que ondas

que se generan en di
has regiones y se propagan en las regiones materiales al
anzando

un esta
ionario en el límite de tiempos largos de�nan los modos modi�
ados del 
ampo.

Siguiendo este razonamiento, para el problema de Lifshitz este debería ser el 
aso,

debido a la existen
ia del espa
io va
ío entre las pla
as, y enton
es deberíamos tener

una 
ontribu
ión de 
ondi
iones ini
iales. Sin embargo, si re
ordamos el 
omportamiento

de las 
ontribu
iones para el límite de espesor in�nito en la 
on�gura
ión de pla
as de

espesor �nito 1+ 1 para el 
ampo es
alar del 
apítulo 3, dadas en (3.41) y (3.42), vemos

que las densidades de energía de las dos 
ontribu
iones que tenemos en la región fuera

de las pla
as (que en el límite de espesor in�nito desapare
e), suman a la de 
ampo libre.

Por otro lado, para las densidades de 
ada 
ontribu
ión en la región entre las pla
as,

tenemos que la aso
iada a las 
ondi
iones ini
iales (que en ese momento llamamos de

va
ío) se anula, mientras que la aso
iada a los baños (que en ese momento llamamos

de Langevin) es la que da la fuerza, en este 
aso, del problema de Lifshitz en 1 + 1 y

equilibrio termodinámi
o.

Por lo tanto, en el 
aso de este apartado, que 
orresponde al problema de Lifshitz en

3 + 1 fuera del equilibrio, probamos que o
urre exa
tamente lo mismo. La 
ontribu
ión

de 
ondi
iones ini
iales se anula y la que da la fuerza es la de los baños úni
amente. Con

lo 
ual, los resultados que aparentemente no se 
orrespondían en realidad sí lo ha
en.

Mirado desde este punto y retrospe
tivamente, el 
uadro 
ompleto de situa
iones se

logra en forma a
abada. Si bien ini
ialmente aso
iamos la apari
ión de una 
ontribu
ión

de 
ondi
iones ini
iales a tiempos largos a la existen
ia de regiones donde el 
ampo en


uestión no disipa, ahora podemos 
on
luir que di
ha apari
ión realmente se rela
iona

a la existen
ia de regiones de extensión in�nita donde el 
ampo no disipa. Es de
ir,

físi
amente la situa
ión se a
lara al tomar 
uenta que en los 
asos que existe una región

extensión in�nita donde el 
ampo disipa, las �u
tua
iones libres en las regiones donde

no disipa se ven amortiguadas a tal punto de desvane
erse y anular la 
ontribu
ión de


ondi
iones ini
iales, 
omo pasa en el problema de Lifshitz. De forma inversa, en los


asos donde no haya regiones in�nitas donde el 
ampo disipa y las regiones de libre

�u
tua
ión sean in�nitas, podemos interpretar que la libre �u
tua
ión del 
ampo se ve

atenuada en las regiones �nitas donde disipa pero no lo desvane
e 
ompletamente y, por

lo tanto, se forman los modos modi�
ados. Como 
omentamos para este 
aso a modo
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7.4. ESTADO ESTACIONARIO DEL PROBLEMA DE LIFSHITZ

de anti
ipo, pero o
urre realmente tanto para la delta de Dira
 
omo para las pla
as de

espesor �nito 1+ 1, estos modos se aso
ian a polos ±iωk resultantes de las integra
iones

espa
iales sobre z, para el 
aso de que las 
oordenadas 
artesianas sean las apropiadas

para des
ribir el problema. En el problema de Lifshitz 
omo dijimos, no obstante, ±iωk

no son polos debido a que la forma parti
ular del tensor de Green retardado ha
e que el

numerador también se anule para di
hos valores, evitando los polos.
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Capítulo 8

Con
lusiones

La motiva
ión prin
ipal de la presente Tesis fue avanzar en la dis
usión sobre la 
uan-

tiza
ión de teorías de 
ampos en presen
ia de 
ontornos, 
uestión de suma importan
ia

en los problemas de la Físi
a de Casimir. Como dijimos al ini
io de este trabajo, existe

aún una dis
usión abierta en torno a 
ómo de�nir un pro
edimiento de 
uantiza
ión en

el estado esta
ionario que permita plantear 
onsistentemente los diferentes es
enarios en

los que el efe
to Casimir tiene lugar. Lograr esto y de�nir así un método válido en un


ontexto general y realista, que in
orpore las distintas propiedades de los materiales de

una manera 
on
reta y natural, es un tema aún en dis
usión. La in
lusión de las propie-

dades de disipa
ión y ruido (junto 
on dispersión) así 
omo la temperatura en situa
iones

esta
ionarias pero fuera del equilibrio es un desafío pendiente a �n de obtener resultados

para 
omparar 
on los experimentos.

En el presente trabajo presentamos una forma de abordar esta dis
usión y dar una

respuesta 
on
reta, implementando el formalismo CTP para resolver la dinámi
a 
om-

pleta del 
ampo en intera

ión 
on materiales modelados mi
ros
ópi
amente. De esta

forma, fuimos 
apa
es de dedu
ir los estados esta
ionarios de diversas situa
iones, en-

tendiendo 
ómo los estados esta
ionarios resultan de la evolu
ión dinámi
a transitoria.

Esto, primero, nos permitió 
omprender la físi
a en
errada en estos sistemas, para luego

ganar intui
ión y poder predi
tivo sobre poten
iales situa
iones de interés.

Para ello, en los primeros 
apítulos mostramos los resultados bási
os del efe
to Ca-

simir en 1 + 1 dimensiones, tanto para 
ondu
tores ideales 
omo para materiales reales

modelados mi
ros
ópi
amente 
omo partí
ulas Brownianas. En ambos 
asos, hi
imos

hin
apié en el pro
edimiento de 
uantiza
ión en el estado esta
ionario. Para el 
aso de


ondu
tores ideales, mostramos que la 
uantiza
ión es inmediata debido al he
ho de que

los 
ontornos 
are
en de dinámi
a interna ya que se introdu
en simplemente 
omo 
on-
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di
iones de Diri
hlet para el 
ampo. De he
ho, aquí no hay separa
ión entre régimen

transitorio y esta
ionario debido a que éste siempre es un problema esta
ionario y el


ál
ulo de la fuerza es muy simple. Muy por el 
ontrario, para el 
aso de materiales

reales disipativos, el modelado mi
ros
ópi
o de los 
ontornos mediante grados de liber-

tad de polariza
ión introdu
e una dinámi
a transitoria en el planteo del problema. Sin

embargo, el 
ál
ulo de la fuerza de Casimir siempre se realiza en el estado esta
ionario,

de forma tal que a di
ho modelo lo 
uantizamos implementando en el pro
edimiento al-

gunas aproxima
iones y ansatz para las 
ontribu
iones de 
ada parte del sistema total,

pudiendo 
al
ular la fuerza de Casimir entre pla
as de espesor �nito 
omo también de

espesor in�nito (problema de Lifshitz) en el equilibrio. También realizamos un análisis

del modelo físi
o implementado a partir de las rela
iones de Kramers-Kronig, mostrando


ómo nuestros modelos (dependientes de la densidad espe
tral elegida para el entorno y

su fun
ión de 
orte) resultan ser modelos físi
amente 
onsistentes garantizando la propie-

dad de 
ausalidad. Sin embargo, esto fue asumido sin demostra
ión alguna y el rol de la

llamada 
ontribu
ión de va
ío no estaba 
laro. Es más, su extensión dire
ta a situa
iones

fuera del equilibrio era dudosa.

Por todo esto, nos propusimos dar respuesta a estas 
uestiones a partir de dedu
ir los

estados esta
ionarios (ya sean en equilibrio o no) de la dinámi
a 
ompleta de un sistema


onsistente en un 
ampo 
uánti
o (ini
ialmente libre) que 
omienza su intera

ión a

un tiempo ini
ial dado 
on grados de libertad del material de los 
ontornos o 
uerpos

materiales. Es así 
ómo, en el 
apítulo 4, introdujimos el formalismo CTP que permite

el estudio de la evolu
ión de valores de expe
ta
ión 
uánti
os. Mediante la introdu

ión

del 
on
epto de a

ión de in�uen
ia de Feynman y Vernon, tratamos este 
ampo dentro

del mar
o de sistemas 
uánti
os abiertos.

En el 
apítulo 5, implementamos 
ompletamente el formalismo CTP al 
aso de un


ampo es
alar. Logramos 
al
ular la fun
ional generatriz del 
ampo a partir de las su-


esivas integra
iones fun
ionales, primero sobre los grados de libertad del material en

un estado térmi
o arbitrario y luego sobre el 
ampo en su límite de alta temperatura.

Logramos así una expresión formal para el propagador de Hadamard en términos de la

fun
ión de Green retardada para el 
ampo, y el nú
leo de ruido generado por el mate-

rial, para dos tipos de modelos de a
oplamiento entre el 
ampo y el material (bilineal o

tipo 
orriente). En este punto, mostramos que el propagador de Hadamard presenta a

todo tiempo 
ontribu
iones de 
ada parte del sistema 
ompuesto, es de
ir, una aso
iada

a los baños, otra aso
iada a los grados de libertad de polariza
ión de las pla
as y otra

íntegramente rela
ionada al estado ini
ial del 
ampo 
on su dinámi
a efe
tiva durante la
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intera

ión. Con di
ho propagador, mediante la té
ni
a de división de puntos, logramos

es
ribir expresiones generales para todas las 
omponentes del tensor de energía-impulso

del 
ampo, el 
ual hereda la estru
tura de 
ontribu
iones del propagador. Finalmente en

este 
apítulo, analizamos diferentes es
enarios fuera del equilibrio para distintas 
on�gu-

ra
iones del sistema 
ompuesto. Para el 
ampo es
alar en 0+1 dimensiones re
al
ulamos

la fun
ional generatriz pres
indiendo del límite de alta temperatura del 
ampo. En este


aso, a partir de las propiedades analíti
as de las diferentes fun
iones de Green, probamos

que el estado esta
ionario está de�nido úni
amente por la 
ontribu
ión del baño sea 
ual

fuere el modelo de a
oplamiento. Luego, para el 
aso de un 
ampo en n+1 dimensiones

intera
tuando 
on un material homogéneo en todo el espa
io, probamos que 
ada modo

del 
ampo tiene la misma dinámi
a que la del 
ampo es
alar en 0 + 1 dimensiones, de

forma tal que el estado esta
ionario también está de�nido solamente por la 
ontribu
ión

del baño para ambos modelos de a
oplamiento. El ter
er 
aso analizado 
orrespondió a

un 
ampo es
alar en n + 1 dimensiones 
on 
ontornos arbitrarios pero en el límite de

material no disipativo. En ese 
aso, mostramos que di
ho límite 
orresponde a borrar la

dinámi
a aso
iada al material (lo que impli
a anular el nú
leo de ruido del material) y

que sólo es posible para el modelo de a
oplamiento tipo 
orriente. De esta forma es que

el estado esta
ionario para di
ho modelo de a
oplamiento solamente resulta determinado

por la 
ontribu
ión aso
iada al propio 
ampo y su estado ini
ial, lo 
ual es físi
amente

esperable ya que la fuerza de Casimir existe entre 
ontornos de material no disipativo.

Finalmente, estudiamos el 
aso de un 
ontorno de material real. En este 
aso, elegimos

ha
erlo para un 
ampo es
alar en 1 + 1 dimensiones tomando el 
ontorno delta de Dira


(representando una úni
a pla
a de espesor in�nitesimal). Cal
ulamos la fun
ión de Green

retardada del 
ampo en el espa
io 
oordenado en términos de los polos dire
tamente re-

la
ionados a los modelos de material y a
oplamiento elegidos. En este 
aso, probamos

que el estado esta
ionario está de�nido tanto por la 
ontribu
ión del baño (que toma

la forma usual) 
omo por la del propio 
ampo, que demostramos que es de la misma

forma que el ansatz 
onsiderado en el 
apítulo 3. Esto lo atribuimos a la existen
ia en el

problema de regiones donde el 
ampo no disipa.

A �n de in
rementar el grado de realismo, en el 
apítulo 6 extendimos el formalismo

CTP al 
aso de un 
ampo EM. Para ello, fue ne
esario mostrar 
ómo realizar las inte-

gra
iones fun
ionales, primero sobre los grados de libertad del material y luego sobre un


ampo ve
torial de gauge. La primera de ellas nos permitió dis
utir el a
oplamiento tipo


orriente para el 
aso de un 
ampo ve
torial in
orporando la anisotropía a las posibles

propiedades del material, y 
ómo la invarian
ia de gauge está 
ontenida en la a

ión efe
-
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tiva CTP para el 
ampo EM. A 
ontinua
ión, mostramos 
ómo implementar el método

de Faddeev-Popov para la integra
ión CTP sobre el 
ampo, obteniendo una expresión

para la fun
ional generatriz en el gauge temporal. Con ésta obtuvimos la expresión pa-

ra el propagador de Hadamard del 
ampo EM en el gauge temporal, el 
ual también

presentaba una estru
tura de tres 
ontribu
iones tal 
omo en el 
aso es
alar. Asimismo,

obtuvimos expresiones generales para la densidad de energía, el ve
tor de Poynting y las


omponentes del tensor de Maxwell para regiones de va
ío en términos del propagador de

Hadamard. Finalmente, por un lado, estudiamos las e
ua
iones de movimiento resultan-

tes en el gauge temporal, probando que la e
ua
ión para las 
omponentes espa
iales del


ampo viene a
ompañada de una 
ondi
ión residual que generaliza las implementadas en

trabajos previos. Por otro lado, resolvimos estas e
ua
iones para el 
aso de un 
ampo

EM en 3 + 1 dimensiones en presen
ia de un material isótropo y homogéneo en todo el

espa
io. En este 
aso, al igual que en el 
aso es
alar, probamos que el estado esta
ionario

está de�nido solamente por la 
ontribu
ión del baño.

Sin embargo, hasta aquí, no quedaba 
laro si la mera existen
ia de regiones donde

el 
ampo no disipa es su�
iente para que la 
ontribu
ión aso
iada al estado ini
ial del


ampo 
ontribuya al estado esta
ionario del problema en 
uestión, o si es que esto de-

pende de 
ómo es la región donde el 
ampo no disipa. Para esto, el último 
apítulo lo

dedi
amos a estudiar el problema de Lifshitz para el 
ampo EM. En este 
aso, a partir

de las propiedades analíti
as del tensor de Green retardado y las fun
iones de Green

del material, probamos que nuevamente el estado esta
ionario viene determinado por la


ontribu
ión del baño úni
amente y que, de he
ho, reprodu
e exa
tamente la obtenida

en otros trabajos a partir de un enfoque basado en la teoría de fuentes. No obstante,

aunque probamos que en este 
aso la 
ontribu
ión aso
iada al estado ini
ial del 
ampo

se anula en el límite de tiempos largos, notamos que esto está enteramente rela
ionado

a que en este problema la región donde el 
ampo no disipa es de extensión �nita en una

de sus 
oordenadas, mientras que las regiones donde disipa son in�nitas en esa misma


oordenada. Eso ha
e que, físi
amente, la disipa
ión en éstas últimas gane por sobre la

región donde no disipa. Si fuese a la inversa, y la región de extensión �nita fuese donde

el 
ampo disipa, mientras que las regiones donde el 
ampo no disipa fuesen in�nitas,

enton
es la 
ontribu
ión aso
iada al estado ini
ial del 
ampo no se anularía en el límite

de tiempos largos.

Esto nos permitió 
ompletar el 
uadro general de la dinámi
a de estos sistemas y,


omo dijimos al 
omienzo de este 
apítulo, nos permite saber qué 
ontribu
iones son

ne
esarias de 
onsiderar en la 
uantiza
ión de 
ada es
enario en el estado esta
ionario.
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De esta forma, logramos de�nir reglas de 
uantiza
ión en el esta
ionario para 
ualquier

tipo de situa
iones 
on 
ontornos reales, en el equilibrio o fuera de él.
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Apéndi
e A

Condi
iones de Contorno y

Solu
iones para la Contribu
ión de

Va
ío

En el presente Apéndi
e, presentamos las solu
iones explí
itas de (3.24). Teniendo

en 
uenta de que la 
on�gura
ión analizada es de dos pla
as 
entradas de espesor d

separadas por una distan
ia a, el problema puede ser separado en 
in
o regiones: región

I 
on x < −a
2 − d, región II 
on −a

2 − d < x < −a
2 , región III 
on −a

2 < x < a
2 , región

IV 
on

a
2 < x < a

2 + d y región V 
on

a
2 + d < x. En 
ada región, las solu
iones vienen

dadas por las solu
iones de tipo s
attering de ondas in
idiendo desde 
ada lado de la


on�gura
ión, obteniendo para k > 0 (ondas in
identes desde la izquierda):

f Ik (x) = eikx +Rke
−ikx, (A.1)

f IIk (x) = Ake
iknx +Bke

−iknx, (A.2)

f IIIk (x) = Cke
ikx +Dke

−ikx, (A.3)

f IVk (x) = Eke
iknx + Fke

−iknx, (A.4)

fVk (x) = Tke
ikx. (A.5)

Los 
oe�
ientes pueden obtenerse imponiendo las 
ondi
iones de 
ontorno de 
onti-

nuidad para los modos y sus derivadas en los puntos de interfaz, resultando:

Rk = e−ika
(
r +

t2rei2ka

(1− r2ei2ka)

)
, (A.6)
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iones de Contorno y Solu
iones para la Contribu
ión de Va
ío

Ak = e−ik
a
2 eikn

a
2
t(1 + rnre

i2ka)

tn(1− r2ei2ka)
, (A.7)

Bk = e−ik
a
2 eikn

a
2
t(rn + rei2ka)

tn(1− r2ei2ka)
, (A.8)

Ck =
t

(1− r2ei2ka) , (A.9)

Dk =
treika

(1− r2ei2ka) , (A.10)

Ek =
t2

tn(1− r2ei2ka)
eik

a
2 eikde−ikn

a
2 e−iknd, (A.11)

Fk =
t2rn

tn(1− r2ei2ka)
eik

a
2 eikdeikn

a
2 eiknd, (A.12)

Tk =
t2

(1− r2ei2ka) , (A.13)

mientras que para k < 0 (ondas in
identes desde la dere
ha) el orden de las solu
iones

debe ser revertido y el índi
e de refra

ión y los 
oe�
ientes 
onjugados. Los 
oe�
ientes

r = rn(ei2knd−1)
(1−r2ne

i2knd)
y t = 4n

(n+1)2
eiknde−ikd

(1−r2ne
i2knd)


orresponden a los 
oe�
ientes de re�exión y

transmisión para una úni
a pla
a 
entrada de espesor d, mientras que rn = n−1
n+1 y tn =

2n
n+1 son los 
orrespondientes a una interfaz. Claramente los 
oe�
ientes Rk y Tk pueden

interpretarse 
omo los 
oe�
ientes de re�exión y transmisión para toda la 
on�gura
ión

de dos pla
as 
entradas de espesor d separadas por una distan
ia a. Sin embargo, debido a

que el material es absorbente, 
abe remar
ar el he
ho de que |r|2+|t|2 6= 1 y |Rk|2+|Tk|2 6=
1, a diferen
ia de lo que o
urre para materiales no disipativos.
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Apéndi
e B

Condi
iones de Contorno y

Solu
iones para la Contribu
ión de

Langevin

En este Apéndi
e presentamos las solu
iones 
orrespondientes a la 
ontribu
ión de

Langevin del operador de 
ampo φ̂L. Estas resultan de (3.20) tomando 
omo fuente al

operador de fuerza esto
ásti
a. Por ende, 
onsiderando lo 
omentado en 
uanto al tipo

de solu
iones bus
adas, para las regiones I, III y V men
ionadas en el Apéndi
e A, la

e
ua
ión a resolver es:

∂2

∂x2
φ̂L(x, k) + k2φ̂L(x, k) = 0, (B.1)

que resulta ser una e
ua
ión de ondas homogénea, mientras que para las regiones donde

hay material (regiones II y IV), la e
ua
ión a resolver es:

∂2

∂x2
φ̂L(x, k) + k2n2(k)φ̂L(x, k) = −

4πηe

m

ik(
k20 − k2 − ikγ̃(−ik)

) F̂x(k), (B.2)

la 
ual resulta ser una e
ua
ión de ondas inhomogénea, es de
ir, en presen
ia de fuentes.

Debido a esto, las solu
iones en las regiones II y IV presentan dos partes, ya que

además de la solu
iones homogéneas, es ne
esario agregar las solu
iones parti
ulares. En

total, en 
ada región, teniendo en 
uenta de que se bus
an solu
iones de tipo radiativas,

las solu
iones se es
riben en términos del operador de fuerza esto
ásti
a, teniendo:

φ̂IL(x, k) = Ŵ1(k)e
−ikx, (B.3)
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φ̂IIL (x, k) = Û1(k)e
iknx + Û2(k)e

−iknx + Â1(x, k)e
iknx + Â2(x, k)e

−iknx, (B.4)

φ̂IIIL (x, k) = Ŵ2(k)e
ikx + Ŵ3(k)e

−ikx, (B.5)

φ̂IVL (x, k) = V̂1(k)e
iknx + V̂2(k)e

−iknx + B̂1(x, k)e
iknx + B̂2(x, k)e

−iknx, (B.6)

φ̂VL (x, k) = Ŵ4(k)e
ikx, (B.7)

donde 
ada uno de los 
oe�
ientes se es
ribe:

Â1(x, k) =
1

2n

∫ x

−d− a
2

Ĝ(x′, k)e−iknx
′
dx′, (B.8)

Â2(x, k) = −
1

2n

∫ x

−d− a
2

Ĝ(x′, k)eiknx
′
dx′, (B.9)

B̂1(x, k) =
1

2n

∫ x

a
2

Ĝ(x′, k)e−iknx
′
dx′, (B.10)

B̂2(x, k) = −
1

2n

∫ x

a
2

Ĝ(x′, k)e−iknx
′
dx′, (B.11)

donde, por simpli
idad, es
ribimos Ĝ(x, k) = 4πηe
m

F̂x(k)

(k20−k2−ikγ̃(−ik))
.

Los operadores-
oe�
ientes Ŵl(k), Ûl(k) y V̂l(k) se obtienen de imponer las 
ondi
io-

nes de 
ontorno apropiadas al problema, resultando en:

Ŵ1(k) = W(k)eiknde−ik(a+d)
(
K̂
(
1 + rrne

i2ka
)
+ L̂

(
rn + rei2ka

)
+ M̂teikdeik(a−nd)

+ N̂trne
ikdeik(a+nd)

)
, (B.12)

Ŵ2(k) = W(k)
(
K̂rne

i2knd + L̂+ M̂reika + N̂rrne
ik(a+2nd)

)
, (B.13)

Ŵ3(k) = W(k)
(
K̂rrne

ik(a+2nd) + L̂reika + M̂ + N̂rne
i2knd

)
, (B.14)

Û1 =
rn
tn
eik(n+1)(a

2
+d)Ŵ1, (B.15)

Û2 =
1

tn
eik(1−n)(

a
2
+d)Ŵ1, (B.16)

V̂1 =
1

tn
eik(1−n)

a
2 (Ŵ2 + rne

−ikaŴ3), (B.17)

V̂2 =
1

tn
eik(n−1)

a
2 (rne

ikaŴ2 + Ŵ3), (B.18)
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Ŵ4 = eik(n−1)d(Ŵ2 + rne
−ikaŴ3 +

e−ik
a
2

(n+ 1)
N̂), (B.19)

donde:

K̂ = eikn
a
2

∫ − a
2

−d− a
2

Ĝ(x, k)eiknxdx, (B.20)

L̂ = e−ikn
a
2

∫ − a
2

−d− a
2

Ĝ(x, k)e−iknxdx, (B.21)

M̂ = e−ikn
a
2

∫ d+ a
2

a
2

Ĝ(x, k)eiknxdx, (B.22)

N̂ = eikn
a
2

∫ d+ a
2

a
2

Ĝ(x, k)e−iknxdx, (B.23)

W(k) =
weik

a
2

2n (1− r2ei2ka) , 
on w =
2n

(n+ 1) (1− r2nei2knd)
. (B.24)

Cabe remar
ar que dado que el operador de fuerza esto
ásti
a (3.8) depende lineal-

mente de los operadores de aniquila
ión y 
rea
ión del baño, lo que estamos ha
iendo 
on

estas solu
iones es es
ribir la 
ontribu
ión al 
ampo φ̂L en términos de di
hos operadores

también.
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Apéndi
e C

Fun
ional de Wigner para el Campo

Es
alar

Este apéndi
e lo dedi
amos al 
ál
ulo de la fun
ional de Wigner para el 
ampo es
alar

en un estado térmi
o arbitrario.

De a
uerdo a Ref.[58℄, la fun
ional de Wigner para el 
ampo puede ser de�nida 
omo:

Wφ [φ0(x),Π0(x), t0] =

∫
Dϕ(x)e−i

∫
dx Π0(x)ϕ(x)

〈
φ0(x) +

ϕ(x)

2

∣∣∣ρ̂φ(t0)
∣∣∣φ0(x)−

ϕ(x)

2

〉
.

(C.1)

Cabe señalar que a ve
es pare
e más fá
il 
al
ular la fun
ional de Wigner en el

espa
io de momentos. Sin embargo, no es tan fá
il. A pesar de que el 
ampo φ(x) es

real, su transformada de Fourier φ(p) es 
ompleja pero sus partes real e imaginaria

no son independientes, ya que para tener un 
ampo real, debe o
urrir que φ(−p) =

φ∗(p). Como en Ref.[58℄, para la transformada de Fourier, trataremos las partes real e

imaginaria de φ(p) 
omo variables independientes, pero 
onsiderando pi ∈ (0,+∞) para


ada 
omponente de momento en lugar de pi ∈ (−∞,+∞). De esta forma, la fun
ional

de Wigner en el espa
io de momentos se de�ne 
omo:

W̃φ [φ0(p),Π0(p), t0] =

∫
Dϕ(p)

〈
φ0(p) +

1

2
ϕ(p)

∣∣∣ρ̂φ(t0)
∣∣∣φ0(p)−

1

2
ϕ(p)

〉

× e−i
∫+∞
0 dp [Π∗

0(p) ϕ(p)+Π0(p) ϕ∗(p)], (C.2)

donde las integra
iones fun
ionales son sobre las 
omponentes real e imaginaria de φ(p)

[58℄. El pasaje de (C.11) a (C.2) impli
a un ja
obiano no trivial det
[
δϕ(x)
δϕ(p)

]
, el 
ual
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no depende de los 
ampos ya que la transforma
ión de Fourier es un mapeo lineal y,


onse
uentemente, apare
e meramente 
omo un nuevo fa
tor de normaliza
ión de la

fun
ional de Wigner.

Ahora, 
onsideramos que el 
ampo es
alar está ini
ialmente en un equilibrio termo-

dinámi
o. Por ende, su operador matriz densidad ρ̂φ(t0) viene dado por:

ρ̂φ(t0) =
1

Z
e−βφĤ0 , (C.3)

donde Z es la fun
ión de parti
ión aso
iada al hamiltoniano del 
ampo ini
ial Ĥ0, el 
ual

puede ser es
rito 
omo:

Ĥ0 =

∫ +∞

0
dp
(
Π̂†(p) Π̂(p) + p2 Φ̂†(p) Φ̂(p)

)
. (C.4)

que puede identi�
arse 
on el hamiltoniano de una suma de hamiltonianos de dos os-


iladores armóni
os para 
ada 
omponente a un dado p. Por ende, tomando p 
omo

una etiqueta para 
ada par de os
iladores, podemos introdu
ir un 
onjunto 
ompleto

de autoestados de energía de os
iladores (isótropos) bidimensionales |n1, n2〉, es
ribiendo
Eq.(C.2) 
omo:

W̃φ [φ0(p),Π0(p), t0] =
∑

n1,n2

∫
Dϕ(p)e−

∫+∞
0 dp[i(Π∗

0(p) ϕ(p)+Π0(p) ϕ∗(p))+βφ|p|]

×
〈
φ0(p) +

1

2
ϕ(p)

∣∣∣n1, n2
〉 〈

n2, n1

∣∣∣φ0(p)−
1

2
ϕ(p)

〉
. (C.5)

Las autofun
iones para os
iladores armóni
os (isótropos) bidimensionales vienen da-

dos por:

〈
ΦR,ΦI

∣∣∣n1, n2
〉
=

(
α2

π 2n1 n1! 2n2 n2!

)1/2

Hn1 (α ΦR) Hn2 (α ΦI) e
−α2

2 (Φ
2
R
+Φ2

I),(C.6)

donde ΦR,I es la parte real ó imaginaria del 
ampo respe
tivamente, y Hn son los poli-

nomios de Hermite, siendo α ≡
(
|p|
2

)1/2
.

Reemplazando esto en la última expresión de la fun
ional de Wigner en el espa
io de

momentos y usando la siguiente identidad para los polinomios de Hermite:

∞∑

n

an

n!
Hn(x) Hn(y) =

1√
1− 4a2

e
4axy−4a2(x2+y2)

1−4a2 , (C.7)
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la 
ual vale para a < 1/2, 
ondi
ión satisfe
ha en nuestro 
aso ya que a = e−βφ|p|/2;

en
ontrando que:

W̃φ [φ0(p),Π0(p), t0] =

∫
Dϕ(p) e−i

∫+∞
0 dp

(
Π∗

0(p) ϕ(p)+Π0(p) ϕ∗(p)−iα
2

4
ϕ∗(p) ϕ(p)

)

× e
∫+∞
0 dp(α2 φ∗

0(p) φ0(p)+βφ|p|)

×
∏

p

α2

π
(
1− e−2βφ|p|

) e
α2 e

−βφ|p|

2

(

1−e
−2βφ|p|

)

[
4
(
1−e−βφ|p|

)
φ∗
0(p) φ0(p)−

(
1+e

−βφ|p|
)

ϕ∗(p) ϕ(p)
]

= C e

∫+∞
0

dp α2 tanh

(
βφ|p|

2

)
φ∗
0(p) φ0(p)

∫
Dϕ(p) e

∫+∞
0

dp α2

4
coth

(
βφ|p|

2

)
ϕ∗(p) ϕ(p)

× e−i
∫+∞
0 dp(Π∗

0(p) ϕ(p)+Π0(p) ϕ∗(p)). (C.8)

donde en el 
oe�
iente C hemos in
luido todos los términos que no son fun
ionales de

los 
ampos y su momento.

Integrando trivial sobre las 
omponentes real e imaginaria de ϕ(p), llegamos a la

generaliza
ión tridimensional de la fun
ional de Wigner en el espa
io de momentos de la

Ref.[58℄ para el 
aso unidimensional:

W̃φ [φ0(p),Π0(p), t0] = C e
−

βφ
2

∫
dp ∆̃βφ

(|p|)[Π∗
0(p) Π0(p)+|p|2 φ∗

0(p) φ0(p)], (C.9)

donde la fun
ión de peso térmi
o viene dada por:

∆̃βφ
(|p|) = 2

βφ|p|
tanh

(
βφ|p|
2

)
. (C.10)

Esto es una fun
ión par del módulo del momento, de manera que en (C.9) las integrales

sobre las 
omponentes del momento son extendidas a todos los valores reales.

Finalmente, sabiendo la fun
ional de Wigner en el espa
io de momentos, podemos

fá
ilmente 
al
ular la fun
ional de Wigner en el espa
io de 
oordenadas es
ribiendo todas

las fun
iones del momento 
omo transformadas de Fourier de la fun
ión en el espa
io


oordenado. De esta forma, podemos es
ribir una extensión del resultado hallado en

Ref.[58℄:

Wφ [φ0(x),Π0(x), t0] = C ′ e−β
∫
dx

∫
dx′ H(x,x′), (C.11)

donde C ′ es la 
onstante de normaliza
ión en el espa
io de 
oordenadas y el integrando

H viene dado por:

Universidad de Buenos Aires 181 A. E. Rubio López



Fun
ional de Wigner para el Campo Es
alar

H(x,x′) ≡ 1

2
∆βφ

(x− x′)
[
Π0(x) Π0(x

′) +∇φ0(x) · ∇φ0(x′)
]
, (C.12)

donde la fun
ión de peso térmi
o en el espa
io de 
oordenadas se es
ribe:

∆βφ
(x− x′) =

∫
dp

(2π)3
e−ip·(x−x

′) ∆̃βφ
(|p|) . (C.13)

Cabe señalar que, debido a la simetría de inter
ambio del integrando, la fun
ión de

peso térmi
o en el espa
io de 
oordenadas debe ser simétri
a, es de
ir, ∆βφ
(x′ − x) =

∆βφ
(x− x′).

Es remar
able que aunque la expresión de la fun
ión de peso térmi
o en el espa
io de

momentos no 
ambia formalmente 
on el número de dimensiones, estamos viendo, por

otro lado, que la fun
ión de peso térmi
o en el espa
io de 
oordenadas sí lo ha
e.
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Apéndi
e D

Transformada de Lapla
e de la

Fun
ión de Green Retardada para

una Pla
a Delta de Dira


En este apéndi
e mostramos el 
ál
ulo 
ompleto de la transformada de Lapla
e de

la fun
ión de Green retardada para el 
aso de un 
ontorno delta de Dira
, es de
ir,

mostramos 
ómo se obtiene el resultado (5.78).

Para ello, partimos de (5.77). Como men
ionamos en la se

ión 5.5.4, 
omo 
ontorno


onsideremos el 
aso de una úni
a pla
a homogénea delta de Dira
 ubi
ada en x⊥ = 0

(x⊥,x‖ son las 
oordenadas ortogonal y paralela al plato de un punto del espa
io x),

la 
ual podemos des
ribir por la distribu
ión de materia g(x) ≡ δ(x⊥). De esta forma,

(5.77) resulta:

∇2G̃Ret − z2
[
1− (−1)α 4πηλ20 δ(x⊥) z

2(α−1) G̃Ret(z)
]
G̃Ret = δ(x − x′). (D.1)

Es 
laro que la última e
ua
ión presenta invarian
ia trasla
ional en las 
oordena-

das paralelas x‖, de manera que la fun
ión de Green depende de x‖ − x′‖. Por ende,

transformando Fourier en di
has 
oordenadas:

∂2G̃Ret

∂x2⊥
− (z2 + k2‖) G̃Ret + (−1)α 4πηλ20 δ(x⊥) z

2α G̃Ret(z) G̃Ret = δ(x⊥ − x′⊥). (D.2)

donde k‖ = |k‖| y G̃Ret ≡ G̃Ret(x⊥, x
′
⊥, k‖, z).
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Cabe señalar que la última e
ua
ión resulta ser una e
ua
ión de Sturm-Liouville para

la fun
ión de Green, de forma tal que puede 
al
ularse por la té
ni
a des
rita en Ref.[60℄,

donde es 
onstruída según:

G̃Ret(x⊥, x
′
⊥, k‖, z) =

Φ(L)(x<) Φ
(R)(x>)

W (x′⊥)
, (D.3)

donde x< (x>) es la menor (mayor) entre x⊥ y x′⊥,W (x) = Φ(L)(x) dΦ(R)

dx − dΦ(L)

dx Φ(R)(x)

es el wronskiano (el 
ual tiene que ser una fun
ión 
onstante) de las solu
iones {Φ(L),Φ(R)},
que son dos solu
iones homogéneas que satisfa
en la e
ua
ión dada por:

∂2Φ

∂x2⊥
− (z2 + k2‖) Φ + (−1)α 4πηλ20 δ(x⊥) z

2α G̃Ret(z) Φ = 0. (D.4)

y las 
ondi
iones de 
ontorno en uno de los extremos del rango de valores, es de
ir, ΦL

(ΦR
) satisfa
e la 
ondi
ión de 
ontorno en el extremo izquierdo (dere
ho) del intervalo de

valores. En nuestro 
aso, esa 
ondi
ión de 
ontorno 
orresponde a tener ondas salientes

en la respe
tiva región que in
luye el extremo.

La presen
ia de la fun
ión delta de Dira
 en uno de los términos de la e
ua
ión ha
e

que, por un lado, separemos el problema en dos regiones, 
ada una 
on 
oordenada x⊥

positiva y negativa respe
tivamente. Por otro lado, resulta en una 
ondi
ión de 
ontorno

de salto de la derivada, que podemos obtener de la misma e
ua
ión de movimiento inte-

grando sobre un intervalo que 
ontenga el 
ero del argumento de la delta, 
uya longitud

luego se lleva a 
ero, obteniendo 
laramente que:

∂Φ

∂x⊥

∣∣∣
x⊥=0+

− ∂Φ

∂x⊥

∣∣∣
x⊥=0−

= (−1)α 4πηλ20 z
2α G̃Ret(z) Φ(0), (D.5)

lo que 
omplementa la 
ondi
ión de 
ontorno de 
ontinuidad de la solu
ión.

Por lo tanto, en 
ada región, las solu
iones son ondas planas que, luego de imponer

las 
ondi
iones de 
ontorno, forman las solu
iones bus
adas según:

Φ(L)(x⊥) =





t e

√
z2+k2

‖
x⊥

; x⊥ < 0

e

√
z2+k2

‖
x⊥

+ r e
−
√

z2+k2
‖
x⊥

; 0 < x⊥

(D.6)

Φ(R)(x⊥) =





e
−
√

z2+k2
‖
x⊥

+ r e

√
z2+k2

‖
x⊥

; x⊥ < 0

t e
−
√

z2+k2
‖
x⊥

; 0 < x⊥

(D.7)
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donde r y t son los 
oe�
ientes de re�exión y transmisión de una úni
a pla
a de este tipo

respe
tivamente, y vienen dados por:

r = −(−1)α 2πηλ20
z2α√
z2 + k2‖

G̃Ret(z) t , t =
1(

1 + (−1)α 2πηλ20
z2α√
z2+k2

‖

G̃Ret(z)

) ,

(D.8)

donde es 
laro que t = 1 + r. Cabe señalar que seguimos usando r y t para los 
oe�-


ientes de una úni
a pla
a pero es importante tener en 
uenta que no 
oin
iden 
on los


onsiderados en el 
apítulo 2, 
orrespondientes a una úni
a pla
a de espesor d.

Luego, la transformada de Lapla
e-Fourier de la fun
ión de Green retardada para un

punto 
ampo x⊥ < 0 resulta:

G̃Ret = −
1

2
√
z2 + k2‖





e

√
z2+k2

‖
x′
⊥

(
e
−
√

z2+k2
‖
x⊥

+ r e

√
z2+k2

‖
x⊥

)
; x′⊥ < x⊥ < 0

(
e
−
√

z2+k2
‖
x′
⊥ + r e

√
z2+k2

‖
x′
⊥

)
e

√
z2+k2

‖
x⊥

; x⊥ < x′⊥ < 0

t e

√
z2+k2

‖
(x⊥−x

′
⊥)
; x⊥ < 0 < x′⊥.

(D.9)

La versión unidimensional del problema, es de
ir, el 
aso donde la úni
a dimensión

de interés es la aso
iada a la 
oordenada perpendi
ular x⊥, que ahora llamaremos x.

Por lo tanto, para obtener los resultados de este 
aso, tenemos que des
artar todo lo

rela
ionado a las dimensiones paralelas. Podemos ha
er esto evaluando k‖ = 0 en todos

los resultados. Esto simpli�
a todas las expresiones y la transformada de Lapla
e de la

fun
ión de Green retardada (D.9) se es
ribe:

G̃Ret(x, x
′, z) = − 1

2z





ezx
′
(e−zx + r ezx) ; x′ < x < 0(

e−zx
′
+ r ezx

′
)
ezx; x < x′ < 0

t ez(x−x
′); x < 0 < x′

(D.10)

donde los 
oe�
ientes de re�exión y transmisión ahora vienen dados por:

r = −(−1)α 2πηλ20 z
2α−1 G̃Ret(z) t , t =

1(
1 + (−1)α 2πηλ20 z

2α−1 G̃Ret(z)
) . (D.11)

De esta forma, demostramos �nalmente el resultado (5.78).
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Apéndi
e E

Cál
ulo de la Contribu
ión Propia

del Campo para una Pla
a Delta de

Dira


Este Apéndi
e lo dedi
amos a los 
ál
ulos 
omplementarios del apartado 5.5.4.2 sobre

los nú
leos de la 
ontribu
ión propia del 
ampo. Primero, mostramos los resultados de

las integra
iones espa
iales para 
ada uno de los nú
leos y luego utilizamos el teorema

de residuos para simpli�
ar las expresiones.

E.1. Integra
iones Espa
iales

En esta se

ión, mostramos 
ómo a partir de las expresiones generales para los nú-


leos A y B en el 
aso unidimensional llegamos, luego de las integra
iones espa
iales, al

resultado (5.83).

Independientemente de qué modelo de a
oplamiento estamos 
onsiderando, para es-

tudiar el régimen de tiempos largos, los produ
tos que involu
ran dos sumas sobre polos

son los que darán 
ontribu
iones esta
ionarias. Como primer 
aso, 
onsideremos el 
o-

rrespondiente término del nú
leo A para puntos 
ampo x1,2 < 0:
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A(x1, x2, t1, t2) = (Campo Libre) + (Cruzados) +
Θ(−x1) Θ(−x2)

4βφ

∑

j,l

Rj Rl

× ezj(x1+t1−t0) ezl(x2+t2−t0)

∫ +∞

−∞
dx
[
ezjx Θ(−x) Θ(x1 + x+ t1 − t0)

+ e−zjx Θ(x) Θ(x1 − x+ t1 − t0)
][
ezlx Θ(−x) Θ(x2 + x+ t2 − t0)

+ e−zlx Θ(x) Θ(x2 − x+ t2 − t0)
]
. (E.1)

Considerando que Θ(x) Θ(−x) ≡ 0 y Θ(±x) Θ(±x) ≡ Θ(±x), hay integrales que

desapare
en en la expresión. Enton
es, ha
iendo una sustitu
ión x → −x en uno de los

dos términos, todas las integrales resultan ser la misma, de manera que obtenemos:

A(x1, x2, t1, t2) = (Campo Libre) + (Cruzados) +
Θ(−x1)Θ(−x2)

2βφ

×
∑

j,l

Rj Rl e
zj(x1+t1−t0) ezl(x2+t2−t0)

∫ +∞

−∞
dx e(zj+zl)x Θ(−x)

× Θ(x1 + x+ t1 − t0) Θ(x2 + x+ t2 − t0). (E.2)

Considerando que Θ(x1+x+ t1− t0) Θ(x2+x+ t2− t0) = Θ(x1−x2+ t1− t2) Θ(x2+

x + t2 − t0) + Θ(x2 − x1 + t2 − t1) Θ(x1 + x+ t1 − t0), podemos 
al
ular fá
ilmente la

última integral:

A(x1, x2, t1, t2) = (Campo Libre) + (Cruzados) +
Θ(−x1) Θ(−x2)

2βφ

×
∑

j,l

Rj Rl

(zj + zl)

[
ezj(x1+t1−t0) ezl(x2+t2−t0)

(
Θ(x1 − x2 + t1 − t2) Θ(x2 + t2 − t0)

+ Θ(x2 − x1 + t2 − t1) Θ(x1 + t1 − t0)
)
−Θ(x1 − x2 + t1 − t2) Θ(x2 + t2 − t0)

× ezj(x1−x2+t1−t2) −Θ(x2 − x1 + t2 − t1) Θ(x1 + t1 − t0) ezl(x2−x1+t2−t1)
]
. (E.3)

Por otra parte, el nú
leo B presenta una estru
tura más 
ompli
ada ya que involu
ra

dos integra
iones (una sobre x y otra sobre x′) y un nú
leo adi
ional K(x−x′) que a
opla
las integra
iones impidiendo su 
ál
ulo por separado. Siguiendo la metodología empleada

re
ientemente, nos 
on
entramos en los términos que involu
ran dos sumas sobre polos.

Por ende, el nú
leo B se es
ribe:
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B(x1, x2, t1, t2) = (Campo Libre) + (Cruzados)− Θ(−x1) Θ(−x2)
8βφ

(E.4)

×
∑

j,l

zj zl Rj Rl e
zj(x1+t1−t0) ezl(x2+t2−t0)

∫ +∞

−∞
dx

∫ +∞

−∞
dx′ |x− x′|

×
[
ezlx

′
Θ(−x′) Θ(x2 + x′ + t2 − t0) + e−zlx

′
Θ(x′) Θ(x2 − x′ + t2 − t0)

]

×
[
ezjx Θ(−x) Θ(x1 + x+ t1 − t0) + e−zjx Θ(x) Θ(x1 − x+ t1 − t0)

]
.

La integra
ión sobre x′ pueden realizarse es
ribiendo |x − x′| = Θ(x − x′) (x −
x′) + Θ(x′ − x) (x′ − x). Trabajando la integral, obtenemos que el resultado puede ser

separado nuevamente en términos que 
ontribuyen al transitorio y desapare
en en el

régimen de tiempos largos, y términos que dan un resultados esta
ionarios. De he
ho,

podemos es
ribir la integral 
omo:

∫ +∞

−∞
dx′ |x− x′|

[
ezlx

′
Θ(−x′)Θ(x2 + x′ + t2 − t0) + e−zlx

′
Θ(x′)Θ(x2 − x′ + t2 − t0)

]

=
2

z2l

[
Θ(−x) Θ(x2 + x+ t2 − t0) ezlx +Θ(x) Θ(x2 − x+ t2 − t0) e−zlx

]

+ (Transitorios). (E.5)

Por lo tanto, el nú
leo B lo es
ribimos:

B(x1, x2, t1, t2) = (Campo Libre) + (Cruzados) + (Transitorios) (E.6)

− Θ(−x1) Θ(−x2)
4βφ

∑

j,l

zj
zl
Rj Rl e

zj(x1+t1−t0) ezl(x2+t2−t0)

∫ +∞

−∞
dx

×
[
ezjx Θ(−x) Θ(x1 + x+ t1 − t0) + e−zjx Θ(x) Θ(x1 − x+ t1 − t0)

]

×
[
Θ(−x) Θ(x2 + x+ t2 − t0) ezlx +Θ(x) Θ(x2 − x+ t2 − t0) e−zlx

]
,

donde 
abe señalar que la integral resultante es la misma que la que obtuvimos para el

nú
leo A en (E.1).

Por ende, el resultado es el mismo y el nú
leo lo podemos es
ribir 
omo:
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B(x1, x2, t1, t2) = (Campo Libre) + (Cruzados) + (Transitorios)

−Θ(−x1) Θ(−x2)
2βφ

∑

j,l

zj
zl

Rj Rl

(zj + zl)

[(
Θ(x1 − x2 + t1 − t2) Θ(x2 + t2 − t0)

+ Θ(x2 − x1 + t2 − t1) Θ(x1 + t1 − t0)
)
ezj(x1+t1−t0) ezl(x2+t2−t0)

− Θ(x1 − x2 + t1 − t2) Θ(x2 + t2 − t0) ezj(x1−x2+t1−t2)

− Θ(x2 − x1 + t2 − t1) Θ(x1 + t1 − t0) ezl(x2−x1+t2−t1)
]
. (E.7)

Esta última e
ua
ión junto 
on (E.3) resultan �nalmente en el resultado (5.83).

E.2. Sumas Dobles Sobre Polos

En esta se

ión mostramos 
ómo las sumas dobles sobre polos en los últimos dos

términos de (5.83) pueden llevarse a una úni
a suma, dando 
omo resultado la expresión

(5.84).

Enton
es, tomamos 
omo punto de partida los dos últimos términos de (5.83). Tome-

mos primero la suma sobre j para el último de ellos. Considerando que todos los polos

son simples y que Rj ≡ Res
[
r
z , zj

]
, es
ribimos:

∑

j

(zl − zj)
(zj + zl)

Rj =
∑

j

Res

[
(zl − z)
(z + zl)

r

z
, zj

]
. (E.8)

A partir de (5.79) y dado que Re(zl) < 0 para todos los polos zl (de manera que

zl + zj 6= 0), podemos mostrar que la fun
ión 
ompleja

(zl−z)
(z+zl)

r
z va a 0 
uando |z| → +∞

(independientemente de la dire

ión en el plano 
omplejo), y su 
onjunto de polos está

dado por todos los polos zj , el polo −zl (que depende del término de la suma sobre l

que estemos 
onsiderando) y el polo en 0 sólo en 
aso del modelo bilineal. Por lo tanto,

a través del teorema de residuos, para un 
ír
ulo C+R de radio R en el plano 
omplejo


onteniendo todos los polos, 
uando R→ +∞, tenemos:

0 =

∫

C∞

dz

2πi

(zl − z)
(z + zl)

r

z
=
∑

j

Res

[
(zl − z)
(z + zl)

r

z
, zj

]
− 2 r(−zl) + α− 1, (E.9)

donde los últimos dos términos son los resultados de 
al
ular explí
itamente los polos en

−zl y en 0.

Por ende, todo el término aso
iado a ezl(x2−x1+t2−t1)
lo es
ribimos:
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∑

j,l

(
1− zj

zl

)
Rj Rl e

zl(x2−x1+t2−t1)

(zj + zl)
=
∑

l

Rl

zl

(
2r(−zl) + 1− α

)
ezl(x2−x1+t2−t1).(E.10)

Podemos ha
er lo propio 
on el otro término (aso
iado a ezj(x1−x2+t1−t2)
), al empezar


on la suma sobre l. El 
ál
ulo es igual pero sobre la fun
ión 
ompleja

(z−zj)
(z+zj)

r
z2

y 
on la

ex
ep
ión de que el polo en z = 0 es simple para el modelo tipo 
orriente, mientras que

es doble para el bilineal. Luego, �nalmente tenemos:

∑

j,l

(
1− zj

zl

)
Rj Rl

(zj + zl)
ezj(x1−x2+t1−t2) =

∑

j

Rj

(
2r(−zj)
zj

+
2πηλ20α

ω2
+

(1− α)ω2

2πηλ20

)

× ezj(x1−x2+t1−t2)
(E.11)

donde la diferen
ia en unidades entre los dos últimos términos entre paréntesis se debe

al he
ho de que la 
onstante de a
oplamiento λ0 
ambia sus unidades dependiendo del

modelo de a
oplamiento.

Los últimos términos en (E.10) y (E.11) involu
ran diferen
ias entre ambos modelos

de a
oplamiento. Puede mostrarse que di
hos términos son divergentes en el límite de


oin
iden
ia, de manera que los des
artamos a �n de lograr una expresión regularizada.

De esta manera, 
onsiderando todo, llegamos �nalmente a (5.84).
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