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Inferencia en Modelos Aditivos

La inferencia estadistica cominmente utiliza modelos paramétricos y el supuesto es que las
observaciones de la muestra pertenecen a una familia paramétrica conocida. En este caso, el pro-
blema consiste en estimar o hacer inferencia sobre los pardametros desconocidos, permitiendo llegar
a conclusiones precisas cuando el modelo supuesto es cierto pero llevando posiblemente a conclu-
siones equivocadas cuando se aplica a un modelo ligeramente perturbado. Por esta razén, se han
desarrollado modelos noparamétricos y semiparamétricos para analizar los datos. Recientemente,
los modelos noparamétricos han ganado una importante atencion en el estudio de fenémenos natu-
rales con comportamiento de complejidad no lineal. Si bien estos modelos tienen menor precisién,
estan asociados con una alta estabilidad. En esta tesis nos enfocaremos en los modelos de regresién
noparamétricos.

Para los modelos de regresion noparamétricos multivariados, los estimadores de la funcién de
regresion multivariada, tales como el estimador de Nadaraya—Watson, sufren de la bien conocida
maldicién de la dimensién, debido a que en entornos de radio fijo la cantidad de observaciones
disminuye exponencialmente. Para evitar este problema, se introdujeron los modelos aditivos, que
generalizan los modelos lineales, son de facil interpretacién y ademas resuelven la maldicién de la
dimension. La mayoria de los procedimientos para estimar las componentes de un modelo aditivo
se basan en promedios o polinomios locales usando ajustes por minimos cuadrados. Por esta razon,
tienen la desventaja de ser muy sensibles a la presencia de datos atipicos. Por otro lado, en muchas
situaciones, sobre todo en estudios biomédicos, puede haber un conjunto de puntos del disefio con
respuestas faltantes.

En esta tesis, introducimos estimadores robustos basados en polinomios locales para resolver
tanto la maldicién de la dimension, como la presencia de datos atipicos y asi como también la
existencia de respuestas faltantes. Estos estimadores estan basados en un procedimiento de in-
tegracion marginal adaptado a la situacién de datos faltantes. Dichas propuestas resultaron ser
consistentes y asintéticamente normalmente distribuidas bajo condiciones de regularidad. Ademas,
se consider6 una familia de estimadores robustos basados en el procedimiento de backfitting cuando
no hay observaciones faltantes. Finalmente, se realizé un estudio de simulacién para comparar el
procedimiento de las propuestas bajo diferentes escenarios.

Palabras Claves: Backfitting; Datos Faltantes; Integracién Marginal; Modelos Aditivos; Pesos
basados en Nicleos; Polinomios locales; Regresiéon noparamétrica; Robustez



Inference in Additive Models

Most commonly used models in statistical inference are parametric and the assumption is
that the observations in the sample belong to a known parametric family. In this case, the
problem consists in estimating or making inference on the unkown parameters, leading to
accurate conclusions when the model is correct, but they can lead to wrong conclusions when they
are applied to a slightly disturbed models. For this reason, nonparametric and semiparametric
models have been developed for data analysis. Recently, nonparametric regression models have
gain importance when studying natural phenomenons with non lineal complexity behaviour. Even
though these models are less accurate, they are associated with high stability. In this thesis, we
will focus on nonparametric regression models.

For the nonparamatric multivariate regression models, estimators of the multivariate regression
function, such as the Nadaraya—Watson estimator, suffer from the well-known curse of dimensio-
nality, due to in fixed-radius neiborhoods the amount of observations decreases exponentially. To
overcome this drawback, additive regression models have been introduced. They generalize linear
models, are easily interpretable, and they also solve the problem of the curse of the dimensionality.
Most methods to estimate the components under an additive model are based on local averages
or local polynomials, being sensitive to outliers. On the other hand, in many applied statistical
analysis, for example in many biological experiments, it can be part of the design points on which
the responses are missing.

In this thesis, we introduce robust estimators based on local polynomials to solve either the
curse of dimensionality, the sensitivity to atypical observations and also the existence of missing
responses. The estimators are based on marginal integration adapted to the missing situation. The
proposed estimators turn out to be consistent and asymptotically normally distributed under mild
assumptions. Besides, a family of robust estimators based on backfitting is also considered for the
situation where no missing responses arise. A simulation study allows to compare the behaviour of
our procedures, under different scenarios.

Keywords: Additive models; Backfitting; Kernel weights; Local polynomials; Nonparametric
regression; Marginal integration; Missing Data; Robustness Data
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 El modelo aditivo

La inferencia estadistica cominmente se focaliza sobre funciones de distribucion que son puramente
paramétricas o puramente noparamétricas. Un modelo paramétrico razonable produce inferencias
precisas, pero un modelo paramétrico erréneo posiblemente conducird a conclusiones equivocadas.
Paralelamente, los modelos noparamétricos, si bien estan asociados con alta estabilidad, tienen
menor precisién. Recientemente, los modelos noparamétricos han ganado una importante atencién
en el estudio de fenémenos naturales con comportamiento de complejidad no lineal. El caso mas
general de estos modelos consiste en suponer que se tienen (X7,Y;)" observaciones independientes
idénticamente distribuidas (i.i.d) tales que Y; € R, X; € R? y que se satisface

Y = Q(Xz) + O‘(Xi)Ei 1< <n.

donde los errores ¢; son independientes e independientes de X;, v ¢ : R¢ — R es la funcién a ser
estimada.

El anélisis de este modelo requiere técnicas de suavizado multivariadas para la funcién g y, por
lo tanto, encuentra en aplicaciones la dificultad conocida como la “maldiciéon de la dimensién”,
que estd asociada al hecho de que al aumentar la dimensién, los entornos de un punto x se hacen
cada vez mas ralos. Es decir, se necesita un nimero exponencialmente mayor de datos para que
dichos entornos contengan observaciones de la muestra. Por ejemplo, si tenemos observaciones
X; ~U([-1,1]%), 1 < i < n, independientes, o sea, X;; ~ U([—1,1]) son variables independientes
e idénticamente distribuidas, el ntimero esperado de observaciones que yacen en [—0.1,0.1]d es
igual a n/10%. Este fenémeno se traduce en la tasa de convergencia de los estimadores que no es
/n como en el caso paramétrico sino que, por ejemplo, para el caso de estimadores basados en
nucleos es de orden (nhg)% siendo h,, la ventana o pardmetro de suavizado utilizado en el computo
del estimador. En los iltimos anos, para resolver este problema, diversos autores han tratado el
problema de reduccion de la dimensién de las covariables en modelos de regresion noparamétrica.
Hastie y Tibshirani (1990) introdujeron los modelos aditivos que generalizan los modelos lineales,
resuelven el problema de “la maldicién de la dimension”y ademas son de facil interpretacién. Este
nuevo planteo combina la flexibilidad de los modelos noparamétricos con la simple interpretacién
del modelo lineal estandar. En el mismo, se supone que g(x) = Z;lzl gj(z;) donde las funciones
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o componentes aditivas g; : R — R son las incégnitas. Es decir, el modelo que consideraremos en
esta tesis puede escribirse como

d
Y = g(X) +0(X)e = p+ 3 g;(X,) + o(X)e (1.1)
j=1

Para estimar las componentes g; existen dos métodos comtinmente usados, uno basado en el pro-
cedimiento de integracion marginal y otro basado en el método iterativo backfitting.

Por ejemplo, Harrison y Rubinfeld (1978) analizaron el precio de las casas en Boston. Para
ello, consideraron 506 observaciones obtenidas por el censo realizado en el area metropolitana de
Boston, y 13 variables explicativas para modelar los precios medianos de los hogares ocupados por
sus duenos (medidos en 1.000 U$S), que llamaremos Y. Mds adelante, en Hérdle et. al (2004) se
seleccionaron 10 de las variables explicativas, agrupadas en X, y supusieron el siguiente modelo
aditivo E(Y|X = x) = M+Z]1'0:1 gj(log(x;)). Para estimar las componentes g; (para j = 1,--- ,10),
utilizaremos el método de backfitting y elegiremos las ventanas para cada dimension j proporcional
a su desviacién estdndar (h; = 0.50;) como fue hecho en Hardle et. al (2004). Algunas de las
estimaciones obtenidas se pueden ver en la Figura 1.1.
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Figura 1.1: Gréficos de los ajustes obtenidos para las componentes g1, g2, g4 ¥ gio (de izquierda a derecha y de

arriba a abajo) mediante el procedimiento de backfitting, y sus respectivos residuos parciales.

Por otro lado, en muchas situaciones, sobre todo en estudios biomédicos, puede haber un con-
junto de los puntos del diseno con respuestas faltantes. La inferencia bésica en estos modelos
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considera una muestra aleatoria (X;F, Y:,0:)", 1 <14 < n donde la covariable X; es observada, mien-
tras que la variable respuesta Y; no es completamente observada. Aun cuando en muchas ocasiones,
tanto las respuestas como la variables explicativas son faltantes, en esta tesis nos concentraremos
en el caso en que los datos faltantes ocurren sélo en las respuestas. Esta situacion ocurre en muchos
estudios bioldgicos, cuando las covariables pueden ser controladas.

1.2 ;Por qué usar estimadores robustos?

La mayoria de los procedimientos estadisticos clasicos estan basados en modelos con hipotesis
rigidas, tales como errores normales, observaciones equidistribuidas, etc. Sin embargo, estos métodos
son muy sensibles al incumplimiento de las hipdtesis que los generaron, tales como la presencia en
la muestra de observaciones atipicas. En efecto, pequenas desviaciones a la normalidad mani-
festadas por unas pocas desviaciones atipicas pueden invalidar las conclusiones basadas en estos
procedimientos.

Un ejemplo de esto lo podemos observar en la Figura 1.2 que presenta el ajuste obtenido para
el mismo conjunto de datos que el descripto en la seccién anterior, pero en el que hemos modificado
las respuestas de s6lo un 2% de las observaciones.

300
1
o
o

0 100 300
1 1 1
o
200
1
oo

-100

° o
Q =} o
S 3 o
® o o ®
o
8
° o
=3
S - s
S ° <
o
[} o o

0

1
0
1

-100
-100

Figura 1.2: Gréficos de los ajustes obtenidos para las componentes g1, g2, g2 ¥ gio (de izquierda a derecha y de

arriba a abajo) mediante el procedimiento de backfitting, y sus respectivos residuos parciales, con datos contaminados.
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Los procedimientos estadisticos robustos tienen como objetivo permitir inferencias validas cuando
el modelo no se cumple exactamente y al mismo tiempo ser altamente eficientes bajo el modelo.

1.3 Propésito de la tesis

En el presente trabajo, se unificaran los aspectos antes mencionados. Consideraremos observaciones
(X7, Y;)" que satisfacen un modelo aditivo, donde algunas de las respuestas pueden no haber sido
observadas, y en base a los datos disponibles estimaremos las componentes aditivas de dicho modelo.
Sin embargo, con el objetivo de obtener resistencia frente a la posible presencia de datos atipicos
en las respuestas, propondremos alternativas robustas.

Uno de los aportes de esta tesis es dar un marco de trabajo unificado al problema de estimacién
robusta de las componentes aditivas en un contexto en el que puede o no haber respuestas faltantes,
sin necesidad de hacer supuestos relacionados con la casi independencia de las componentes del
vector X. Cabe aclarar que ademads de incluir respuestas faltantes, en esta tesis se mejoran las
siguientes propuestas presentes en la literatura: a) los estimadores clasicos definidos en Severance—
Lossin y Sperlich (1999) pues permitimos cambiar la pérdida cuadrética por una pérdida general;
b) los estimadores considerados por Bianco y Boente (1998), que son una versiéon robusta de los
definidos por Baek y Wehrly (1993), pues no requerimos para obtener consistencia que Y — go(X4)
sea independiente de X, y c) los estimadores definidos por Li, Zheng y Zheng (2012) ya que
no necesitamos que la dimensién d de la covariables sea menor que 4 para tener distribucién
asintética normal de las componentes aditivas, es decir, resolvemos el problema de la maldicion de la
dimensién. Para mostrar que las propuestas consideradas aproximan efectivamente las componentes
aditivas, se prueba la consistencia fuerte de las alternativas consideradas, asi como la consistencia
uniforme sobre compactos. Por otra parte, se obtienen resultados de distribucién asintotica para
la familia de estimadores locales basados en polinomios de orden ¢ que definiremos y que permiten
resolver el problema de la alta dimension en las covariables. Mediante un estudio de Monte Carlo, se
muestra para muestras de tamano moderado, el buen comportamiento de los estimadores robustos
ante la presencia de distintos tipos de contaminacién.

Por otro lado, hemos modificado el algoritmo de backfitting de modo a introducir una versién
robusta del mismo y para dicha propuesta hemos obtenido resultados sobre su convergencia.

Por 1ltimo, en esta tesis se desarrollé en R un algoritmo eficiente para el calculo de los es-
timadores propuestos. La complejidad numérica que involucra el calculo del estimador inicial
combinada con el problema de tener que evaluarlo en una grilla de puntos conveniente de modo a
poder aproximar la integral involucrada en el proceso de integracién marginal que los define, era
un desafio, en particular, en dimensién d > 2. Para resolverlo, se desarrollaron rutinas en C que se
procesan en R de modo a acelerar el cdlculo de los estimadores. Para el estimador robusto basado
en backfitting también se desarrollé un algoritmo eficiente.

1.4 Estructura de la tesis

Esta tesis se organiza de la siguiente forma.

En el Capitulo 2, recordaremos los principales métodos de estimacién en los modelos adi-
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tivos basados en el método de integracion marginal. En este mismo capitulo se describen diversos
procedimientos para estimar la funcién de regresion en los modelos noparamétricos cuando hay
respuestas faltantes, y se describen los 1ltimos procedimientos existentes para la estimacién de los
efectos marginales en los modelos aditivos en presencia de respuestas faltantes. Finalmente, se dan
las propuestas robustas de esta tesis.

En el Capitulo 3, se prueban resultados de consistencia puntual y uniforme para los M —esti-
madores locales robustos propuestos, mientras que en el Capitulo 4, se presentan resultados sobre
su distribucién asintotica.

En el Capitulo 5, se describen los procedimientos clasicos de estimacion basados en backfitting
y se introduce el estimador robusto basado en el procedimiento de backfitting. En este capitulo
se supondrd que se cuenta con todas la respuestas, o sea, no se considerara el caso de respuestas
faltantes.

Finalmente, en el Capitulo 6, se presentan los resultados de un estudio de simulacién con el
objetivo de analizar el comportamiento de las propuestas robustas respecto de sus versiones clasicas.
Consideramos tanto datos sin contaminar como distintos tipos de contaminaciones que producen
datos atipicos aislados o aglutinados.



Capitulo 2

Estimadores para los modelos aditivos
con respuestas faltantes

2.1 Introduccion

Sea Y la variable dependiente y X un vector d-dimensional de variables explicativas. Conside-
remos la estimacién de la funcién de regresién g(X) = E(Y|X). Cuando d = 1 y la funcién de
regresion tiene segunda derivada continua, la tasa del error cuadréatico medio asintético es de orden
n*/5. Para el caso multidimensional, Stone (1985) mostré que la tasa de convergencia 6ptima para
estimar ¢ es n/(25td) con g el indice de suavidad de g. Por lo tanto, altos valores de d llevan a
una tasa de convergencia més lenta. Este hecho estd asociado al fenémeno de entornos cada vez
mas ralos al aumentar la dimensién. Como hemos mencionado, para resolver este problema, se
introdujeron los modelos aditivos (1.1). Stone (1985) mostré que bajo un modelo aditivo la tasa
6ptima para estimar g es la tasa uno—dimensional n*/(25+1) Hablamos entonces de una reduccién
de la dimension. Los modelos aditivos combinan la flexibilidad de los modelos noparamétricos con
la simple interpretacion del modelo lineal estandar.

Buja, Hastie y Tibshirani (1989) y Hastie y Tibshirani (1990) propusieron un procedimiento ite-
rativo denominado backfitting para estimar las componentes aditivas. Més recientemente, Tjgstheim
y Auestad (1994) y Linton y Nielsen (1995) introdujeron un método no iterativo para estimar los
efectos marginales que definimos como la esperanza de Y respecto del error aleatorio € y de todas
las covariables excepto X, que se deja fija. El efecto marginal dice como varia Y en promedio al
variar X,. Notemos que los efectos marginales coinciden con las componentes aditivas g,, excepto
por la constante p, si la verdadera funcién de regresion g es efectivamente aditiva. La idea de este
método consiste en primero estimar el funcional multidimensional g y luego usar el procedimiento
denominado integracion marginal que describiremos mas abajo para obtener los efectos marginales.

Consideraremos el problema de estimar, basados en la muestra aleatoria {(X;,Y;)"}", la
esperanza condicional de Y dado X = x, o sea, la funcién g(x) que supondremos satisface el
modelo aditivo (1.1). Las funciones componentes g,(-) de (1.1) explican el impacto especifico de
la componente particular X, en la respuesta Y. Para que el modelo sea identificable, necesitamos
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agregar alguna restriccién. Supongamos, por ejemplo, que
Ego(Xa) =0 Va=1,---,d. (2.1)

De donde, E(Y') = u. La constante p puede ser facilmente estimada con un orden de convergencia
v/ mediante el estimador o = Y = (1/n)>." Y, por lo que en cuanto al comportamiento
asintotico de los estimadores de g, no hay pérdida de generalidad al suponer que p = 0.

El procedimiento de integraciéon marginal busca estimar los efectos marginales de las variables
regresoras X,. Indiquemos por X, al vector de todas las variables explicativas menos la X,, es
decir, X, = (X1,..., Xa-1, Xat1,---,Xa)" y por fo su densidad conjunta que suponemos existe.
El efecto marginal de una variable explicativa dice cémo cambia Y en promedio si esa variable
varia. En otras palabras, el efecto marginal representa la esperanza “condicional” que indicaremos
E. x,(Y|X4), donde la esperanza no es sélo respecto del error de distribucién sino también de
todas las variables regresoras excepto X, que permanece fija y de allf la notacién. Observemos
que hasta este momento no habiamos indicado respecto de que variables tomabamos esperanza
en las esperanzas condicionales, éste es el inico caso donde necesitamos mencionar explicitamente
respecto de cual distribucién estamos calculando la esperanza. De ahora en mas sélo lo indicaremos
cuando sea preciso, para evitar confusion.

Como ya lo hemos mencionado, cuando se cumple el modelo aditivo (1.1), los efectos marginales
corresponden a las funciones componentes aditivas g, + p. El estimador clasico estd basado en la
idea de integracién, proveniente de la siguiente observacion. Notemos por f, la densidad marginal
de X,. Por (2.1) tenemos que E{go(Xa)} = [ga(t)fa(t)dt = 0, para todo 1 < o < d. Si ahora

g(X) cumple el modelo aditivo g(x) = p + Z;-lzl gj(x;), tenemos que

/g(X)fa(Xa) I dXk =Bx. Qi+ ga(Xa) + > gr(Xp) p = 1+ ga(Xa) - (2.2)
k#a k#o

Notemos que la expresién anterior coincide con E, x_ (Y[X,).

Para estimar simultaneamente las funciones y sus derivadas se combina el procedimiento de
integracion marginal con aproximaciones localmente polinomiales. Una aproximacién basada en
polinomios de orden 0, o sea, ajustando localmente una constante, es posible si sélo interesa esti-
mar la funcién de regresién y no las derivadas de cada componente, esta aproximacion es la que
presentaremos en la Seccion 2.1.1. Estimadores en presencia de respuestas faltantes se describen
en la Seccién 2.1.2.

2.1.1 Estimacion de los efectos marginales

A fin de estimar el efecto marginal g, (z), la ecuacién (2.2) sugiere el siguiente procedimiento. En
primer lugar, estimar la funcién g con un suavizador multidimensional g y luego integrar sobre todas
las variables salvo X, respecto de un estimador de la densidad f,. En la estimacién, el procedi-
miento de integracién puede ser reemplazado por un promedio tomado en todas las componentes
que no son la de interés, es decir, sobre X,. El estimador resulta ser entonces

— 1

{9a(z) + p} = o Zg(%xig),
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donde por simplicidad de notacién, indicamos por (z, X;4) al vector que tiene la componente « igual
a x y todas las demads iguales a X;;, j # a. Notemos que para obtener los efectos marginales, sélo
integramos g sobre todas las otras direcciones a. En caso de aditividad, estos efectos marginales
son las funciones componentes aditivas g, maés la constante u que, como ya hemos mencionado,
puede ser estimada consistentemente con tasa \/n. Por lo tanto, un posible estimador para g, es

Golw) =+ > 5(r, Xia) — 7, (2.3)

X)) =0+ gjla;) - (2.4)

El estimador obtenido centrando las marginales, es decir, si definimos el estimador de g, como

Ba(®) = {90l + 1} = 5 > {0a(Fia) + k= D50, Kia) = D 2D 7(Xiar Xe)
1 i=1 =1 (=1

1=
tiene el mismo comportamiento asintético que el obtenido centrando usando fi.

Nos queda por discutir cémo obtener un estimador razonable g(x.,X,). En principio, éste
podria ser cualquier estimador noparamétrico multivariado. En particular, si usamos el estimador
de ntcleos

n
Z K, (Xia — x)Edel (Xig —Xa)Yi
=1

gn(T,%a) =

)

Z K, (Xja —2)La, , (Xja — Xa)
j=1

donde K : R — R es una funcién niicleo, Kj,(u) = K(u/h)/h, Hg_; € REDX(@=1) o5 yna matriz
no singular y £: R4"1 — R es tal que [L£(u)du=1y Lx(u) = (det(H)) 'L(H u), obtenemos

l o Z;L::l Khn (X'La - ':U)‘CHd—l (X"LQ - XZQ)YL o ?
n /=1 Z?:l Khn (XJOZ - x)EHd_1 (ng - ng)

Ja(z) =

Otra familia de estimadores se obtiene considerando una medida producto @ sobre R%. Sean
Qa(xa) = QR, x4)dxq, gdx = dQ(X), ¢adxs = dQ4(X4s). En este caso, en lugar de identificar las
componentes en (1.1) mediante la condicién E(g(Xa)) = 0, se las identifica pidiendo que

/ga(ac) Go(x)dz =0. (2.5)

Los estimadores se definen entonces como

o~

Bala) = / G0 U)o (10) i — 1 (2.6)
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Estimadores basado en polinomios locales pueden verse en Hérdle, Miiller, Sperlich y Werwatz
(2004).

Para el caso bivariado, Linton y Nielsen (1995) mostraron que integrar el estimador de Nadaraya-
Watson produce estimadores de las componentes marginales que son asintéticamente normales
con tasa de convergencia 6ptima. Algunos desarrollos heuristicos, basados en la consistencia del
estimador piloto, sugieren que el estimador no convergeria con tasa de convergencia 6ptima en
presencia de mds de cuatro covariables. Para resolver este problema, Hengartner y Sperlich (2005)
propusieron un estimador inicial g de la funcién de regresién internamente corregido tal que la
integracién marginal aplicada a este estimador da como resultado estimadores de las componentes
marginales con tasa éptima. La demostracion dada por dichos autores revela que el estimador
piloto sobresuavizara las variables a ser integradas y que el estimador resultante es en si mismo
un suavizador de regresién de menor dimensién. Por otra parte, Severance—Lossin y Sperlich
(1999) propusieron un estimador basado en polinomios locales adaptivo a la componente a estimar,
de modo a obtener tasas uniparamétricas 6ptimas. Si nos interesa estimar g,, el procedimiento
propuesto por estos autores considera el desarrollo sélo de la funcién g, es decir, el polinomio local
estd basado en un polinomio de grado ¢ en (X;, — x4) y utiliza nicleos de orden mayor a 2 en las
componentes X;; con j # . Una versién robusta de este estimador se discute en la Seccién 2.4.

2.1.2 Estimadores cuando hay respuestas faltantes

Los estimadores anteriores suponen que se observan todas las respuestas. Como se menciond
en la Introduccién en algunas situaciones, en algunas situaciones las respuestas no se observan
completamente, ya sea por disefio, como en el caso de estudio en dos etapas, o por azar. El
simple patrén de datos faltantes considerado tipicamente se asocia con el esquema de muestra
doble propuesto por Neyman (1938) para componer la falta de informacién de la respuesta Y
considerando més (y posiblemente menos costosas) observaciones en las covariables X. En la
practica, estos datos faltantes usualmente ocurren en forma de no-respuestas en muestras basadas
en encuestas. En otros casos, los entrevistados se niegan a responder, por ejemplo sobre temas
privados, o las respuestas pueden ser muy caras de obtener. En otros casos, la falta de datos
puede ser causada por una falta de informacién debido a factores no controlables o por fallas en
la recoleccion de los datos. Nosotros nos concentraremos en el caso en que existen observaciones
faltantes entre las respuestas, pero las covariables se observan completamente.

Consideraremos, por lo tanto, una muestra aleatoria (X7,Y;,d;)", 1 < i < n. Aqui las cova-
riables X; son observadas, mientras que la variable respuesta Y; no es completamente observada.
Para indicar la presencia o ausencia de respuesta introdujimos la variable indicadora §; que toma
el valor 1 si Y; se observa mientras que si Y; estd faltante ; = 0, para 1 < i < n. Supondremos que
(X7,Y;,0;)" para 1 < i < n tiene la misma distribucién que (X*,Y,d)" donde (X', Y)" satisface
el modelo aditivo (1.1).

Un tema de fundamental interés es estudiar el impacto de las observaciones faltantes en el
funcionamiento de los estimadores de las componentes aditivas.

En esta tesis, supondremos que los datos son faltantes al azar (MAR). Con una aproxima-
ciéon puramente noparamétrica para discutir los datos faltantes, la suposicién de MAR requiere la
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existencia de un mecanismo de aleatoridad, denotado por p(X), tal que
P(o=1X,Y) =P =1X) =pX) (2.7)

vale casi seguramente. Por otro lado, MCAR demandaria que 0 sea independiente tanto de X como
de Y, es decir, p(X) es idénticamente igual a una constante p entre 0 y 1.

En Boente y Martinez (2013) mostraron que aplicar el procedimiento descripto en la Seccién
2.1.1 a la submuestra de datos completos {(X], YZ)E 61-:1}} introduce un sesgo en la estimacién de
las componentes aditivas. Para corregirlo, utilizan todas las covariables X; y no solo aquellas en
las que la respuesta estd presente. Estos autores propusieron dos familias de estimadores para los
modelos aditivos con respuestas faltantes. Ambas propuestas se basan en aplicar el procedmiento
de integracién marginal a dos distintos estimadores preliminares de la funcién de regresién multi-

variada g. El primero, denotado por f]él), usa pesos con nucleos multiplicados por la indicadora de

respuestas faltantes, mientras que el segundo, denotado por 552), esta relacionado con el estimador

internamente corregido considerado en Hengartner y Sperlich (2005). Es decir, los estimadores §§1)

y 552) son los siguientes

-1

n n n (< w x -
600 = 3w, (0 Y | 3w, (0 ,§§2><x>=Z“W<ZﬁH‘“>  @8)
i=1 j=1

i=1 f(Xz) k=1 f(Xk)
donde w; w1, (x) = Ku,(x — X;)d;, f(x) = (1/n) 3% Kn, (x — X;) es el estimador de densidad
basado en nicleos y la matriz Hy = diag(hq, ..., hq) es la matriz de ventanas.

Una vez elegido el estimador de regresiéon preliminar §§1) o} 552), mediante el procedimiento de

(1)

integracién marginal se obtienen los estimadores de las componentes aditivas go 5 (o =1,--- ,d) o
Aﬁf’g (e =1,---,d) segun corresponda y, finalmente, sumando los estimadores de las componentes

aditivas se obtiene el estimador de la funcién de regresién final §§1) 0 Z]ég), como en (2.4), segun

qué estimador de la funcién de regresién preliminar se haya usado. Por estar basados en promedios
pesados, estos estimadores son muy sensibles a datos atipicos en las variables respuestas y de alli
surge la necesidad de introducir procedimientos menos sensibles a este tipo de datos.

En el caso de datos completos, o sea, cuando no hay datos faltantes, una propuesta robusta
para modelos aditivos fue dada por Bianco y Boente (1998). Los estimadores considerados en
Bianco y Boente (1998) son una versién robusta de los definidos por Back y Wehrly (1993) y se
obtienen sumando M —estimadores locales calculados condicionando solamente a la componente
a de X. La desventaja de este procedimiento es que para obtener consistencia, requiere que
Y — go(Xa) sea independiente de X, lo que restringe su aplicacién debido al sesgo que introduce.
Recientemente, Li, Zheng y Zheng (2012) dieron una propuesta robusta basada en polinomios locales
de orden uno tomando el mismo nicleo K para todas las coordenadas y aplicando luego integracién
marginal. La propuesta de estos autores no resulta equivariante por escala y no considera el caso de
observaciones faltantes. Como discutiremos més adelante, al considerar el mismo nicleo para todas
las componentes surgen dos problemas. El primero y menos grave es que el sesgo de g, depende
de todas las componentes de g. El segundo es que para que el sesgo no vaya a infinito es necesario
pedir tasas no unidimensionales.

Cuando hay respuestas faltantes, estimadores robustos para la funcién de regresién g(x) basados
en un M —estimador local, fueron considerados por Boente, Gonzalez—Manteiga y Pérez—Gonzélez
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(2009). El M —estimador simplificado definido por Boente, Gonzalez—Manteiga y Pérez—Gonzalez
(2009) usa la informacién accesible, es decir, el subconjunto de datos completos, y no supone un
modelo aditivo. Indiquemos por F(y|X = x) la distribucién empirica condicional que se define
como

-1

FX=x) = Y wix)_wy¥) | D wix) ]| . (2.9)
i=1 j=1

donde w;(x) son los pesos basados en nicleos tomando la misma ventana para todas las componentes

wi(x) = K (th; x) 5;. (2.10)

F(y|X = x) provee un estimador de la distribucién de Y|X = x que indicaremos por F(y|X = x)
y fue estudiado por Cheng y Chu (1996). Como en (2.8), los pesos basados en ntcleos fueron
modificados multiplicAndolos por el indicador de la variabe faltante para adaptarlos a la muestra
completa y evitar sesgo. Entre otros estimadores, Boente, Gonzalez—Manteiga y Pérez—Gonzalez
(2009) consideraron la mediana local calculada como la mediana de F(y|X = x). Un hecho in-
teresante de la mediana local es que, a diferencia de otros estimadores robustos, no necesita un
estimador consistente de escala cuando la funcién de escala o(x) es desconocida. Por otra parte, el
M —estimador local gy(x) se define como el M —estimador de posicién asociado a F\(y\X = X), es
decir, es la solucién de

donde los pesos w;(x) estdan dados en (2.10), 9 es una funcién impar, acotada y continua y 5(x)
es un estimador de escala robusto. Elecciones posibles de la funciéon de escores ¢ son la funcién
de Huber o la funcién bicuadrada de Tukey, mientras que la escala 5(x) puede tomarse como la
mediana local de los desvios absolutos respecto de la mediana local (MAD local), es decir, la MAD
(Huber (1981)) respecto de la distribucién F (y|X = x) definida en (2.9). Observemos que la
mediana local corresponde a elegir 1(t) = sg(t). Este estimador, si bien estd adaptado al hecho de
tener observaciones faltantes, sufre el problema de la maldicion de la dimensién. Por esta razon,
en la Seccién 2.2 describiremos cémo construir estimadores robustos para modelos aditivos basados
en constantes locales, extenderemos esta definicion al caso de polinomios locales en la Seccion 2.4.
En la Seccion 2.3 consideraremos una extension de los estimadores definidos por Li, Zheng y Zheng
(2012) que resulta equivariante por escala y resuelve el problema del sesgo asintético.

2.2 M —estimadores basados en polinomios locales de orden 0

Como antes, el pardmetro p puede estimarse con tasa 1/n, por ejemplo, mediante g = % Yo gu(X5)
o fi = [ gu(x)q(x)dx segin la condicién de identificabilidad impuesta, donde gy es un estimador
robusto inicial. Por esta razén, supondremos, de ahora en adelante, que g = 0. Tengamos en cuenta
que si p # 0 en las expresiones de los estimadores de las componentes marginales que daremos en
esta seccién y las siguientes, se debe restar 1 para obtener consistencia.
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Para generalizar el estimador dado en (2.11), sea §; = {(X;) = 9;/t(X;) donde la funcién ¢(x)
se determinard mds adelante. Sea S(x) un estimador preliminar de escala robusto cuando o(x) es
desconocido. Si la funcién de varianza es conocida tomamos S(x) = o(x). Sea p : R — R una
funcién p como se define en Maronna, Martin y Yohai (2006, Capitulo 2), es decir, una funcién p
tal que p(z) es nodecreciente en |z|, p(0) = 0, p(x) es creciente para x > 0 cuando p(x) < ||p|co-
Cuando p es acotada, supondremos que [|p[/o = 1.

Definamos el M —estimador inicial gy, (x) basado en polinomios locales de orden 0, donde M
indica que es un M —estimador local y el subindice 0 el orden del polinomio, como la solucién del
siguiente problema

n
I (X) = argmian <Yi a) Ka,(X; —x)& , (2.12)
“ A s(x)

con Kp, (X; —x) = (det(Hy)) "' K(H; ' (X; —x)) y £ : R - R es una funcién niicleo producto de
dimension d, es decir, £(x) = H;'l:1 Kj(x;) con K; : R — R ntcleos univariados. Por otra parte,
H, = diag(hy, ha, ..., hg) € R¥9 es una matriz de ventanas. Cabe mencionar que la matriz de
ventanas se tomard en forma diferente segiin la componente a estimar. Asf, si nos interesa estimar
la componente «, el elemento diagonal o de Hy serd igual a h, y los demads seran iguales a h,,.
Como se menciona en Hérdle, Miiller, Sperlich y Werwatz (2004), la ventana %n corresponde a las
direcciones que pueden considerarse como perturbadoras en la estimacién.

Luego, si p : R — R es derivable con derivada 1 : R — R, gy, (x) es el cero de la siguiente

ecuacion
DAL=

Como en Boente, Gonzzileszantelga y Pérez—Gonzalez (2009) el estimador gy, (x) corresponde al
M —estimador de posicién asociado a

) /CHd( X)& =0. (2.13)

Z’CHd gz (Yz)
FyX =x)==—
Z Ka, (Xi —x)&
=1

Observemos que cuando ¢(X;) =1y h1 = ha = ..., hg = h, gu,(x) = gu(x) definido en (2.11). Por
otra parte, la eleccion ¢(X;) = p(X;) adapta al estimador al hecho de tener datos faltantes, si bien
ambas elecciones de t proveen estimadores consistentes de g(x).

El estimador gy,(x) puede calcularse iterativamente usando ponderaciones iteradas, como se
describe para posicién en el Capitulo 2 de Maronna, Martin and Yohai (2006). El estimador inicial
puede tomarse como la mediana local. En el paso (£ + 1) y dado §(¥)(x), los pesos involucrados en
el algoritmo de ponderacién iterada se calculan como K, (X; —x)& W (Vi — g (x)) /5(x)), con
W(t) =(t)/t for t # 0y W(0) =1'(0). Luego, en el paso (¢ + 1) obtenemos

Yi-gYx))
Zicﬂd x)& W ( ot ) Y,

Y - 59(x)
ZicHd x)& W < =5 )

g(f-‘—l) ( ) _
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e iteramos hasta convergencia.

También podemos utilizar un algoritmo de Newton—Raphson para resolver (2.13), pero ambos
procedimientos involucran un costo computacional elevado para cada punto x. Para reducir el
costo computacional, se puede utilizar un estimador de un paso de Newton. Especificamente, dado
un estimador inicial gini(x), que podria ser la mediana local gygp(x), el estimador de un paso,
indicado con el subindice 0S por one-step, se define como

gOS,MO (X) = §INI(X) - erlq/n(gml(x»

con

Wy, = W, (gma(x)) = _/S\(lx) Zwl <YZ;\(§$I(X)> Ko, (Xi = x)&i -
=1

Con el objetivo de obtener estimadores de las componentes del modelo aditivo, usaremos el método
de integraciéon marginal. Como antes, indiquemos por X, al vector de todas las variables explica-
tivas menos la X,, es decir, Xy = (X1,..., Xo—1, X(aq1)s--- , Xa)T y por (z,X;,) al vector que
tiene la componente « igual a = y todas las demés iguales a X;;, j # . Como en la Seccién 2.1.1,
sean () una medida producto sobre R? con Q,(x,) = Q(R,x4)dX,, qdx = dQ y qudx, = dQy.
Supongamos que las componentes en (1.1) cumplen (2.5).

El estimador robusto de g,(z,) basado en polinomios locales de orden 0 se define como

Fonnto () = / o (T ) (1) g (2.14)

Con el objetivo de reducir el costo computacional, podemos introducir el estimador robusto basado
en el M—estimador local de un paso gos,(x). El estimador resultante de g, (z4), indicado por
Jo08M0 (Ta), estd dado por

Goosao (Ta) = / os st (Fors U)o (1) iy - (2.15)

2.3 M—estimadores basados en polinomios locales de orden 1 en
todas las coordenadas de X

El problema de minimizacién dado en (2.12) utiliza polinomios locales de orden 0 para apro-
ximar la respuesta en el modelo de regresién robusto, utilizaremos ahora polinomios locales de
orden 1 que suelen tener menos efecto de frontera. Sea a(x) = (g(x), V' g(x))" donde Vg(x) =
(g1 (x1)s ..., g4(zq))" es el gradiente de g(x) y $(x) un estimador preliminar de escala robusto
cuando o(x) es desconocido, si la funcién de varianza es conocida tomamos s(x) = o(x). Como en
Li, Zheng y Zheng (2010), consideramos el problema de minimizacién

A(x) = (d0(x), &1 (x)")" = argmin
(a07aT)T 1=

= <Yi — [ag + af (X; —
p
1

x)] e
) ) K, (X )i (2.16)

con a; € R? y donde las funciones p, K y la matriz Hy son como en la Seccién 2.2. Luego,
el estimador tipo M —estimador local basado en polinomios de orden 1 con respuestas faltantes
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de a(x) = (g9(x),VTg(x))" es a(x). En particular, gy, (x) = ap(x) es un estimador de g(x).
Equivalentemente, cuando p tiene derivada 1, a(x) satisface las siguientes ecuaciones

‘I]n(a(x)v ng(x)) = 0d+1 5 (217)

con 05 € R® un vector con sus componentes igualesa 0y ¥, (a,x,0) = (¥,0(a,x,0),..., ¥4(a,x,0))"
esta definida por

ool x,0) = Z¢( ~lao oy (s ‘X”>/cﬂd<xz-—x>§i,

g

n

Voe(a,x,0) = Z¢< —lao +ai (X - )])ICHd( x)&(Xie—x), 1<0<d.

o

Como en la Seccion 2.2, podemos considerar un estimador de un paso. Para ello, dado un estimador
inicial de a(x), es decir de g y de su gradiente, que indicaremos por am(x), el estimador de un
paso de a(x) se define como

Aos(x) = A (x) — W, 1, (A (%), %, 5(x)), (2.18)

donde W,, = (wg,,) € R(@FD*(d+1) o5 ]a matriz Hessiana evaluada en el estimador inicial, es decir,
con elementos dados por

oV,k(a,x,5(x))

<k <d.
Oam, 0<kms

Wgm =
a=ayNj(x)
Como antes, la primera componente, Gg os(x), de aos(x) es un estimador de g(x) que indicaremos
por gosml (x)

Como en la Seccién 2.2, el estimador robusto de g, (x,) basado en polinomios locales de orden
1 se define como

Gorprs (10) = /’gN[l(xa,ua)qa(ua)dua: / €T A0, 1) a(U) du (2.19)

donde e; € R es el vector con su j—ésima coordenada igual a 1 y las restantes iguales a 0.
Mientras que el estimador robusto basado en el M —estimador local de un paso gos(x) estd dado
por

Forosan () = / Fosan (o, Ua)ga(Ua) dug = / €Taos(T0, Un)ga (1) du . (2.20)

2.4 M —estimadores de regresiéon usando polinomios locales de or-
den ¢

Una mejora en el ajuste se puede obtener usando polinomios de orden superior en todas las coor-
denadas salvo la correspondiente a la componente a estimar. Para ello, como en Severance-Lossin
y Sperlich (1999), haremos uso de un tipo especial de estimadores locales adaptandolos al hecho de
tener respuestas faltantes y proveyendo una version robusta de la propuesta dada por esos autores.
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Supongamos que nos interesa estimar la componente «, es decir, g,(z). El estimador a definir
trata en forma diferente las covariables correspondientes a esa componente y calcula un polinomio

(@)

local de orden ¢ en esa direccién. Para ser mds precisos, sea 3(x) = (9(x), ¢, (za), - 9o (a)/q))*
donde ggj) (z4) es la derivada de orden v de la componente g, de g(x) y sea $(x) un estimador
preliminar de escala robusto cuando o(x) es desconocido.

El estimador preliminar gy, ,(x) se obtendra a partir del problema de minimizacién
—~ - |:/BO + Z?:l /Bj (Xia - xa)j
B(x) = argmin Z p —

(Bo,B1,-Bq) $3 s(x)

donde B(x) = (Bo(x), (%), - - -, By(¥)T, Ka,(X; — x) = (det(Hy)) 'LH; X, — %)), K(x) =

H?:l Kj(z;) con K; : R — R ntcleos univariados. Por otra parte, Hy es una matriz diagonal de

Ka,(X; —x)& (2.21)

ventanas.

Cuando p tiene derivada 1, B(x) satisface las siguientes ecuaciones

W0 (B(x),%,3(x)) = 0441, (2.22)
donde ¥y, o(8,%,0) = (Vp 0,0(8,%,0), ...,V 0q(8,%,0))" estd definida por

n L _\\¥¢ . . j
\I/nQO 187X U Zlﬁ (Y; BO Zj:l /BJ(XZO‘ SUQ)]) ’CHd(Xl - X)EM

o

n 3.\ (Y. _ j
Uy, 00(8,%,0) = Zd](n o = 2o il Nie y)icﬂd( X)&i(Xia — 70)', 1 <0< d.

o

De esta forma, obtenemos que el estimador inicial de g(x) estd dado por gy, ,(x) = Bo(x), donde
M indica que es un M —estimador local y el subindice ¢ el orden del polinomio usando sobre la
coordenada o de x. Observemos que si ¢ = 1, este estimador no coincide con el estimador gy, (x)
definido en la Seccion 2.3, ya que este ultimo utiliza todas las coordenadas de X; — x al utilizar
la aproximacion lineal de la funcién g, mientras que gy, ,(x) s6lo desarrolla en la direccién de la
coordenada de interés permitiendo de esta forma, al utilizar el modelo aditivo, obtener estimadores
para ¢, y sus derivadas. El estimador robusto de la componente « se obtiene como en (2.19), es
decir,

§a7Mq,o¢ (Ta) = /qu,a (Tay Ua)qa(uy) duy = /e? B(xow Uy )Ga(uy) duy (2.23)

donde e; € R es el vector con su j—ésima coordenada igual a 1 y las restantes iguales a 0. Mds
aun, el estimador de la derivada de orden v, 1 < v < ¢ de g, esta dado por

/g\gjlzqq,a (1q) = V! /Bu(xaa Uy )qa(ug) duy = V! /e3+1 B(fvm Uy )qa(Ua) du, -

Para calcular la distribucién asintética de estos estimadores, supondremos que Hy es una matriz
diagonal de ventanas tal que el elemento diagonal « es igual a h, y los demas son iguales a h. Mas
aun, al estimar la componente o tomaremos un nucleo K positivo, acotado, simétrico para esa
componente, o sea, K, = K mientras que para las restantes tomaremos K; = L, j # «, donde L
es un nicleo de orden ¢ mayor a 2, es decir, [ L(u)du =1, [uw*L(u)du =0, paras=1,....,0—1y
[ u*L(u)du # 0.



Capitulo 3

Consistencia de los M —estimadores

En este capitulo, probaremos la consistencia de los estimadores robustos definidos en las secciones
2.2 a 2.4. Como en esas secciones, supondremos que ) es una medida producto con densidad g(x).
Indicaremos por g, (z)dz = dQ.(z) donde @, es la a-ésima marginal de la medida ). Por otra
parte, como mencionamos en la Seccién 2.2, el pardmetro p puede estimarse con tasa /n, por lo
tanto, de ahora en adelante, supondremos que p = 0.

Consideraremos una muestra aleatoria (X7,Y;,d;)", 1 < ¢ < n con la misma distribucién

que (XT,Y,6)T, donde el mecanismo de pérdida de datos es independiente de las respuestas Y
condicional a las covariables X, o sea, se cumple (2.7). Por otra parte, (X*,Y)" cumplen el modelo
aditivo

d
Y=Y g;(X))+0(X)e, (3.1)
j=1
donde Y € R es la variable respuesta, X; (j = 1,--- ,d) es la j-ésima componente del vector aleatorio

X € R?, ¢ es una variable aleatoria no observable independiente de X con distribucién simétrica F,
y o : R? — R.g es la funcién de varianza desconocida. Para identificar las componentes aditivas
supondremos que

/ga(x)qa(x) dr=0 a=1,...,d (3.2)

3.1 Consistencia de los M —estimadores basados en polinomios lo-
cales de orden 0

Como hemos mencionado, cuando h; = hy = --- = hg = h y t(x) = 1, el estimador g, coincide
con el estimador gy introducido en Boente, Gonzédlez—Manteiga y Pérez—Gonzalez (2009). Estos
autores mostraron bajo condiciones de regularidad, la convergencia uniforme sobre compactos. El
resultado que daremos en esta seccién, generaliza el dado por estos autores.

Como mencionamos en la Seccién 2.2, el nicleo K y las ventanas h; deben adaptarse a la
componentes a estimar. Para darle un marco mas general probaremos consistencia uniforme de
gy, cuando las ventanas y los ntcleos son diferentes. Observemos que bajo (3.1), la funcién de

16
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distribucién F(y|X = x) de Y|X = x cumple

d o
FlylX = x) = Fy (y_ 21 93 ”) |

o(x)

con lo que resulta simétrica alrededor de g(x) = Z;-lzl gj(z;) si Fy es simétrica. De ahora en méds
indicaremos por 7(x) = p(x)/t(x).

Consideraremos los siguientes supuestos donde C es un conjunto compacto.

A0 La medida producto @ tiene soporte compacto Sgp contenido en el soporte de fx, Sy. Indi-
caremos por C, el soporte de q,.

Al (X],Y;,6;)", 1 <i < mnson iid. cumplen (2.7) y (XI,Y;)" cumple el modelo aditivo (3.1)
con ¢; independiente de X; con distribucién Fy simétrica alrededor de 0 y Lipschitz continua.
Las componentes g, verifican (3.2).

A2 1 : R — R es una funcion impar, estrictamente creciente, acotada y de variacién acotada.

A3 La funcién de densidad de X, fx(x), y las funciones ¢(x) y p (x) son funciones no—negativas
y acotadas en el compacto C C Sy. Mds atin, t(x) > 0 para todo x € Sy y las funciones p y
t son funciones continuas en un entorno de C . Ademds, se cumple que i(p) = ing p(x) > 0,

xXE

i(t) = inf ¢ ' = inf .
i(t) inf (x) >0y i(fx) inf fx(x) >0
A4 o(x)y g(x) son funciones continuas de x en un entorno de C. Mds atn, i(c) > 0.

A5 El niicleo K : R? — R es una funcién acotada, no-negativa tal que 0 < JK(u)du < oo,
[u]K(u) du < oo, |[ul|¢K(u) — 0 cuando |lu| — oo y cumple una condicién de Lipschitz de
orden 1.

A6 La sucesiéon de ventanas hj = h;, > 0 es tal que h;, — 0y nH;lzl hjn/logn — co.

A7 El estimador robusto de escala cumple A < s(x) < B, para todo x € C y para n > ng casi
seguramente.

Observacion 3.1.1. La hipdtesis A1 dice que el modelo considerado es un modelo aditivo y
asegura que las componentes aditivas g; son identificables. Las hipétesis A3 y A4 establecen
condiciones de regularidad en la densidad marginal de X y en la funcién de distribucién condicional.
Observemos que A3 implica que algunas variables respuestas son observadas para todo x € C y
que 7(x) = p(x)/t(x) es continua en un entorno de C y por lo tanto, acotada en C. Por otra
parte, como t es acotada en C resulta que i(r) = )1(1(6112 r(x) > 0. La continuidad de g y la hipdtesis

A5 son supuestos muy usados para suavizados basados en nicleos. A5 incluye el caso en que
K(u) = H?zl K(u;) donde los ntcleos K tienen todos soporte compacto como en las secciones
siguientes. La hipdtesis A1 y A2 implican que E[¢(g)] = 0. Por ultimo, alguna relacién entre las
ventanas y el tamafio de muestra es siempre necesario.

El siguiente resultado se obtiene usando argumentos andlogos a los considerados en la de-
mostracién de la Proposicién 3.2.1 de Boente, Gonzélez—Manteiga y Pérez—Gonzélez (2009) definiendo
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r(y,x) = p(x) F(y|X = x)/t(x), F(y|X = x) = 7y, x)/7(x) donde 7y, x) = 31 Wi (%)l (—o0,y) (V2),
?(X) = ?:1 VI/’L7TL(X)£’L y

-1

n
Win(x) = Kar, (Xi = %) Y K, (X — x) , (3.3)
j=1
y probando que
supsup |7(y, x) — 7(y,x)| =30 y sup [F(x) — r(x)] <5 0. (3.4)
yeR xeC xeC

Proposicion 3.1.1. Supongamos que se cumplen A1 a A6 entonces

a) sup,cp supxee | F(yX = x) — F(yX = x)| 250,
b) Si ademds vale A7, entonces supycc |gu, (x) — g(x)| 2500,
c) Sea gurp(x) la mediana de ﬁ(y|X — x). Si Fy tiene una tnica mediana en 0 entonces,

SUPxec @MED(X) - Q(X)’ 2% 0.

__ El supuesto A7, se cumple por ejemplo si consideramos la MAD respecto de la distribucion
F(y|X = x) como se deduce del Lema 3.1 de Boente y Fraiman (1991) y de la Proposicién 3.1.1 a).

El siguiente resultado muestra la consistencia del estimador de la componente g, definido por
(2.14). En particular, en A6 podemos tomar, hay, = hy ¥ hjn = hy, al estimar g,. Omitimos la
demostracion ya que es inmediata y se sigue como en la demostracion del Teorema 3.2.3 en Boente
y Martinez (2013).

Teorema 3.1.1. Supongamos que se cumplen A0 a A7 con C = S, entonces
a) SUPgzec, |§Q7MO (33‘) - ga(m)l E) 07
—~ .S, —~ d ~
b) supyee [Gu (%) — g(x)| =% 0, donde Gui (x) = Zj:l i (25)-

Finalmente, el siguiente resultado muestra la consistencia del estimador de un paso de la com-
ponente g, definido por (2.15).

Teorema 3.1.2. Supongamos que gini(x) es un estimador tal que se cumplen sup,cc [gini(x) —
g(x)| =% 0 y que se cumplen AQ a A7 con C = Sg. Si ademds 1 es derivable con derivada v/’
acotada, Lipschitz, de variacién acotada y tal que E(¢'(¢)) # 0, entonces

a) supyec [Goso (%) — 9(x)] 250
b) SUDPgzec, |§Oé7OS7MO (x) - ga(az)| & 07

¢) SuPxec [Gosy (X) — g(x)] =% 0, donde oo (X) = Z?:l Gj,08M0 (25)-
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DEMOSTRACION. Basta probar a) pues b) y ¢) se deducen en forma inmediata. Para probar a)
definamos

An(Xa a, U) = Z Wz,n(x)gzw (Y; — a)
1=1

(o)

Ain(x,0,0) = Y Win(x)&y' <Y — “)
=1

2

donde W ,,(x) estdn definidos en (3.3). Observemos que

An(x7 §INI (X)7 §<X)>
Al,n(Xv §INI (X)7 ‘/S\(X» ‘

Luego, como supyee [ginv (%) — g(x)| =2 0, E¢/(¢) # 0, i(r) > 0y A < 5(x) < B basta con probar
que

W, W (G (x)) = —3(x)

sup |An (36, G (), 3())| =30 (3.5)
sup [A1,,(x, givi(x), 5(x)) = r(x)E(¥'(e))] == 0 . (3.6)

xeC

Como en la demostracién del Teorema 3.3 de Boente y Fraiman (1991), tenemos que para todo a

sup [An (x, a,5(x)) — A(x, a,5(x))| < [[¢[|v sup sup [y, x) — r(y, x)],
xeC yeR xeC

A(x,a,0) = r(x)E {¢ <Y; “) X = x} = r(x)E {¢ (U(X)E (%) = a) } .

g

donde

Observemos que como 1 es derivable con derivada acotada, |A(x,gmi(x),0) — A(x, g(x),0)]
||| co (%) |gini(x) — g(x)| /o. Luego, (3.5) se obtiene de (3.4) y del hecho que A(x, g(x),0) =
para todo o y que infxee S(x) > A. La demostracién de (3.6) se obtiene en forma andloga. [

<
0

3.2 Consistencia de los M —estimadores locales basados en poli-
nomios locales de orden 1

Para obtener la consistencia de los M —estimadores locales basados en polinomios locales de orden
1 necesitaremos algunos supuestos adicionales e introduciremos en la proxima seccion notaciéon que
nos resultard de utilidad.

3.2.1 Notacién y Supuestos

Ademads de algunos de los supuestos dados en la seccién 3.1 necesitaremos las siguientes hipdtesis.

C1 Para todo j = 1,--- ,d, la componente marginal g; es dos veces continuamente diferenciable
en un entorno del soporte, §;, de la densidad de X; y ademds gé-’ es acotada en S;.
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C2 La funcién de niicleos K : R? — R es tal que K(x) = H;-lzl Kj(z;), donde K; : R — R son
funciones pares, acotadas, con soporte acotado, digamos [—1, 1]. Supondremos sin pérdida de
generalidad que [ Kj(u)du =1y sea 0<s; = [u? K;(u)du < oc.

C3 a) La funcién p es una funcién par, dos veces continuamente diferenciable con derivada
primera 1 acotada y tal que la derivada segunda, 1)’ es acotada y cumple E(¢)'(g)) > 0
y ¢(u) = u)'(u) es acotada.

b) Para algiin 0 < v < 1, la funcién v’ satisface

E| sup suply(cat ) — v (ca) |] — o),
la—1|<y [t|<6
E [ sup sup ¢ (ea +t) — 1 (ea) — (aa)t|] = 0(6) cuando d — 0.
la—1|<7y [t|<8

¢) La funcién ¢ satisface

E

sup |¢ (ea) — 9’ () \] = 0(0) cuando § — 0.
ja—1]<6

C4 La sucesion de ventanas hj = hj, > 0 es tal que h;, -0y nH;-lzl hjpn — oo.

C5 La funcién fx es una funcién continua en un entorno del compacto C.

Observemos que C3b) y ¢) se cumplen si existe ¢ es dos veces diferenciable y si su derivada
segunda 1" es acotada y tal que ui)”(u) es acotada. La hipétesis de continuidad de i)’ en C3b) se
puede debilitar a que 1) exista y sea continua salvo en un ntimero finito de puntos si, por ejemplo,
¢ tiene densidad.

Sea sij = [ uu;K(u)du 0 < 4,5 < d, donde ugp = 1 and u = (uy,...,uq)". Observemos que
bajo C2, tenemos que s;; = 0sii # j, so0 = 1y 555 = 55 = qu Kj(u) duparal < j < d, con lo cual
la matriz S = (s;5) € RE+FD*(d+1) o5 una matriz diagonal definida positiva, S = diag(1,s1, -, Sq).

Sea U; = 0(X;)ei, luego, Y; = g(X;)+U;. Definamos R(X;) = g(Xi)—g(X)—Z?:1 95 (25)(Xi =),

)v(i = (1, (X’L',l — :L'l)/hl, (Xi,Z — 1132)/]12, cee (Xi,d _ $d)/hd)T ’
H = diag(1, hy, ho, -+ , hg) € RETDX(dH1)

La hipétesis C2 asegura que la matriz S es no singular ya que [ u? K j(u)du > 0. Esta hipétesis se
utiliza para obtener la consistencia de los estimadores y por lo tanto, no permite utilizar ntcleos
de orden superior en las coordenadas j # « cuando estimo ¢,.

Proposicién 3.2.1. Sea x un punto del interior de Sy y Coy la clausura de un entorno de x
para el que se cumple A3 con C = Cy. Supongamos que se cumplen A1, A4, A7 y C1 a CS5.
Entonces, si 5(x) - o(x) existe una solucién a(x) de (2.17), mds ain, H{a(x) — a(x)} —= 0
donde a(x) = (g(x), Vig(x))T.
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Demostracién. Sear = (ag, hiai, haaa, - -+ , hqaq)" yro = (9(x), h1 ¢} (z1), ho gh(x2), - -+, ha gy(xa))".
1
Recordemos que Kg,(u) = (H;-lzl hj> H?Zl K;(uj/hj). Notemos por

ey = Ly (e

n-

- Zp( B I K, (05

Sea V;(rg) = {r : ||r — ro|| = 7} la esfera de centro rg y de radio 7. Basta ver que dado v > 0,
existe 0 < 7, < 1 suficientemente pequeno, tal que para cualquier 0 < 7 < 7, si n > ng,

”) Ker, (X; — x)6; (3.7)

P( inf L(r)> lo(rg) ) >1—v. (3.8)
( )

reV,(ro)

Efectivamente, en el conjunto {infyey (r,) €n(r) > £y(ro)} se tiene que la funcién £, (r) tiene un
minimo local en el interior de B-(rg) = {r : ||r — ro|]| < 7}. Por ser minimo local y estar en el
interior de B, es una solucién de (2.17), es decir, con probabilidad mayor que 1 — v, existe una
solucién de (2.17) en el interior de B;. De donde, dado v > 0, y 7 suficientemente pequenio, si
n > ny

P([Hla(x) —aX)][| <7) >1-v,
lo que implica que ||H[a(x) — a(x)]| == 0.

Para mostrar (3.8), observemos que Y; —r'x; = U; + ¢(X;) —r'x; = U; + R(X;) + r{%; —r'x;
de donde tenemos que

Ly (r) — £y (ro) n;’cHd(X )& [P( 3(x) > ’0< 5(x) >]
= %Z’CHd(Xi - x)&; [P (Z - 3i> -Pp <Z>} ;
i=1

donde Z; = (U; + R(X;))/3(x) y A; = (r—r()"%;/3(x). Luego, usando que p(b f ¥(u)du,
obtenemos que

1 n Zi—N;
En(r) - gn(rO) = ﬁ Z ICHd (Xz - X)&/ ¢( ) dt = nl + Kn? + Kn3 ) (39)
=1

con
1 n z_ﬁi /\
K = -3 Ku(Xi — )6 /Z Vot
=1 i

1 n 115> >
K, - n;’CHd(Xi_x)fi /Z WVt - Vit

1 n
K,z = g ZlKHd(XZ - X)fz/,\
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donde V; = U;/3(x) = 0(X;)ei/3(x) v r € Vx(xo).
Sea V; = Vi(x) = Ui/o(x) = 0(Xi)ei/o(x), luego V; = V;@(x) con Gg(x) = o(x)/3(x). Defi-

namos

ZICHd X)&it (‘7(0}((}() ) : Z )i (Vi a) %; (3.10)
Observemos que
K =~z mo)" chﬂd )G (V)% = (= 10)" T (23 (0)

Por A1 y C3 tenemos que E(¢(V; a)|X;) = 0, para todo a > 0 de donde EJ,(x,a) = 0. Por otra
parte,

tr (VAR(Jp(x,0))) = %tr (VAR(Kn, (X1 — x)19 (Via) X1)) = %E(K%d(xl —x)&7P* (Via) [%1]1?) -

Luego, tenemos

(VARG a))) < [l 3B Ok, (0~ sl < o2 18 (K, -0 B3 sl
1 . o7(X1) B 1
< ol B (KR -0l ) = Wi B
donde
%) = 1 d le Zj d le (Xl)
Al = (H;’ll h; jI;[lK] ( h; ) [1+Z t(X1)

Es fécil ver que C2 y A3 implican que A,(x) < C para n > ng. Luego, tr (VAR(J,(x,a))) =

~1
0] <{n H;-lzl hj} >, con lo cual como EJ,(x,1) = 0 se tiene que la desigualdad de Chebishev

_1
implica J,(x,1) = Op ({n H?:l hj} 2)'

Por el Lema 3.4.3

De esta manera, como §(x) — o(x) y \/nHJ 1 hidn(x,1) = Oy(1), resulta que

n d
n [T 5y (In(x,80(x)) = In(x, 1)) = g(lx) [fwx) + (5(x) = o(x)) | n ] [ i, 1)} 0.
j=1 J=1
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1

Por otra parte, como J,(x,1) = Op ({n Hd_ hj} 2), el hecho que r € V;(rg) implica que

7=1
-1
(r—ro)"Ju(x,1) =70p ({\/RH?ZJL hj} >, de donde
Knl =T ! Y (3'11)

76[ Tl,n )
\/ nHj:l h;

donde ’TLn = Op (1) no depende de r y por lo tanto, de 7. Recordemos que Z; = V; + R(X;)5(x) !
y A; = (r —r9)'x;/5(x). Por el teorema del valor medio integral,

n Vit R(X;)8(x) " -4, . N ~
K = %Z/cﬂdog - / [ (t) — (W) — v (W)t~ V)] dt
=1

Vi+R(X)300) !

= —(r—ro)"

x)6 [ (Vi +6:) = w(V) — 0/ (V)8 %

donde 6; es un punto intermedio entre R(Xz)/é;(x) y {R(X;) — (r —rg)"%x;}/5(x). Por simplicidad,
sit e {i: Ku,(X; —x) = 0}, redefinamos #; = 0 ya que no cambia el resultado de la suma.
Observando que | X; ; —z;| < hjparai=1,--- ,nyj=1,---,d, cuando K, (X; — x) # 0 resulta

MAX;: Ky (X;—x)#£0 |R(X;)| = maxi<j<dSupyes, |95 (1)) (Z] 1 ]> /2=A Z] 1 hj, de donde como
se cumple A7
~ (d+1)T+A9(E] 1hj2)<(d+1)T+Ag<Zj 1h?

<
jmax 16| (%) = A

) < A T+Zh2 ,

j=1
donde Ay = max((d+ 1), A4,)/A.

Sea 6,, = (61,...,0,)" y para cualquier n > 0 dado, definamos D, = {6, : |6;| < n,Vi < n}.
Llamemos

V(6,,0) Z K, (X & [ (Via + 0;) — 4 (Via) — o' (Via) ;] %
Luego

P [V(6n,a)| < ~ ZSUP ¥ (Via +0;) — ¢ (Via) = ¢ (Via) 03] ||%]| |Kar, (Xi = x)] & -
i=1 Dy
Observemos que aV; = ¢;i(x)e; donde ¢;(x) = ao(X;)/o(x). Como o es una funcién continua y
| X — x| < hjsiKa,(X; —x) # 0, pues K tiene soporte en [—1, 1], tenemos que |o(X;) —o(x)| <
i(0)y/4, paratodoi =1,...,n tal que Kg,(X; —x) # 0 y n suficientemente grande. Por lo tanto, si
n es suficientemente grande y |a — 1| < «/2, se cumple que |¢;(x) — 1| < 5. Es decir, si |[a — 1| < /2
por C3b) tenemos que, para todo i = 1,...,n tal que K, (X; —x) # 0,

E (S}l)lp ¥ (Via + 6;) — ¢ (Via) — ¢ (Via) 0] IXz‘> < E ( sup  sup [¢) (cg +0) — ¢ (cg) — ¢’ (ce) 9!)

le=1|<y [0]<n
= nbn s
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donde b, es una sucesién de ntimeros positivos que tiende a cero cuando n — 0. Por lo tanto,
tomando n = 24,7 y usando que r(x) es continua y acotada en C obtenemos

E sup  sup |]V(0n,a)H

< E (|11 [Ka, (X1 —x)|7(X1)] nb; < 0By,
la—1]<7/2 Dy

con B, = Cb, para alguna constante C' > 0 independiente de 1 y de n. Por lo tanto, para todo
>0

la—1]<~/2 Dy ¢

B
P( sup sup ||V (0n,a)| > ¢77> <=,
Como maxi<i<p ]@] < A (7’ + Z;l:l h?) y se cumple C4, podemos elegir n, tal que si n > n,
Z;l:l h? < 7, de donde maxj<;<p |@| < 1. Como 5(x) - o(x) se sigue que para todo ¢ > 0
2~ ~ v
P (IIV@n x> ¢n) < P(lasx)~1/>2)+P ( sup sup [V (6, 0)]| > ¢n>

2 la—1|<v/2 Dy,

< P(]&U(x)—1\>;>+?,

con iy (x) = 0(x)/3(x) y On = (61, . .,0,)". De estamanera, como K3 = —(r—10) "V (6,,, Gy (x))/3(x)

y 5(x) > A tenemos que

¢77 ~ Y Bn
P sup | K. D) <P x) — — )+ =1 )
<rse£| n3| > T < (]ag( )—1| > 2) , (3.12)

Usando que Z; = V; + R(X;)35(x) " y A; = (r — r9)"%;/3(x) obtenemos que

Z;

1 & Z;—A, - -
Koo = o> Ku(Xi-x6 [ (0~ T)
i=1

1 1 =
== QST(X)ﬁ Z 1[)/(‘/;) [I';[‘I‘i — QR(XZ)I‘Q] ’CHd(Xi — X)fl
=1

—~

- 2§21(x) ((r —10) M1 (r — o) — 2(r — rg)Ti\/Ing) ,

donde r; = (r — 19)"%;, V; = 0(X;)e;/3(x). Definamos

1 < ..
M1 = — > Ku,(Xi — )&y (Vx| .
i=1

n “—

Usando el Lema 3.4.1 (con s(x) = o(x) y n; = 0 para todo i = 1,---,n) y recordando que
E(&1|x1 = u) = r(u) = p(u)/t(u) tenemos que

M1 = E(¢'(e)) fx (%) r(x) S(L + 0p(1)) .
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Por otra parte, como 1’ y g;-’ son acotadas, r(u) es acotada en un entorno de x y K tiene soporte
compacto [—1, 1] implican que

d
M, = — Z/cnd x)E (V) R(Xi)% = Op | Y _ b3
j=1

De esta manera, usando la consistencia de s(x) y el hecho que ﬁn,l —M,,1 = op(1) (ver Lema
3.4.2) obtenemos que

d
(r—r0)"S(r —10)(1+Co) +7 > h3 Top,
7j=1

O xE

donde (,, = op(1) y Tg,n = Op (1) no dependen de r y por lo tanto, de 7. Como S es una matriz
diagonal definida positiva, llamemos A al menor elemento diagonal de S. Luego, como E(¢'(¢)) > 0
para cualquier r € V; se cumple

1 A

25200 BV DX )70 = xo)'S(r —xo) 2 57

Q(r) = E(y' () fx (x)r(x)7? = M(x)7° > 0.

Luego, como ?gyn = Op (1), se tiene que existe Ay y ny tal que sin > m

~ ~ v 1 v
P(’Tz,n\§A1)>1—§ <\Cn\<2>>1—8

91 h? < 7min{M(x)/(44,),1}. Por lo tanto, como Kz > Q(r)(1 —

|En|) T ZJ 1 5 |T2n| si n > ny , = max(n,,n;) tenemos que

Sea n, tal que si n > n,, Z

M(x)
P <r1€nfT Kpo > — 7 > > 1 1 (3.13)

Recordemos que por (3.11) K1 = 7{n H;-lzl hj}1/2 len de donde, usando que nH?Zl hj — oo se
deduce que si n > no -,

1 <7_M(X)

VAL H?:l h;j 84,

de donde usando (3.13), obtenemos que si n > max(n -, na )

donde 112 es tal que P <\T1n\ < gg) >1-— % ,

M(x) , v
P f K, — 1——. .14
(:&( ot Ko) > 0 ) S (3.14)
Recordemos que por (3.12) como n = 24,7,
20 A . B
P (sup [Kos] > 2 2220) <P (fag(x) 1> 1) + 2,
reV; A 2 ¢
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donde lim,,_,o B;, = 0. Luego, si tomamos ¢ = M (x)A/(32 A1) > 0 obtenemos que

M(x) , . 07 324,
A < _ A oot
P<rs€u£\Kn3]> 16 7'> _]P’(\ag(x) 1 > 2)+B77M(X)A’

Como 3(x) - o(x) tenemos que si n > ng,

P (|a(,(x) —1] > %) <!

Por otra parte, como lim,_0 B, =0,si 0 < 7 < 7, 32B, A;/(M(x)A) < v/4. Luego, para todo
0 <7 <Ty,sln>max(ngr,ng -, n3), se cumple

M (x) 2) v
P(sup |Kp3| < ——7°)>1—=
(I'EVT‘ TL3’ 16 2

de donde usando (3.9) y (3.14) deducimos (3.8). [

Observemos que la Proposicion 3.2.1 permite mostrar que el estimador inicial gy, de g es
consistente. Por otra parte, muestra que hj(as;(x) — gj(x;)) %, 0. Para obtener resultados
de consistencia sobre go i, () necesitaremos mostrar resultados de convergencia uniforme sobre
compactos para gy,. Necesitaremos las siguiente condiciones adicionales sobre la funcién de escala
o(+), su estimador §(-) y sobre la funcién de escores 1.

C6 El estimador de escala 3(-) satisface que supycc [3(x) — o(x)| <3 0.

C7 La funcién v es dos veces continuamente diferenciable con derivada ¢’ tal que E(¢'(¢)) > 0
y C(u) = u)’(u) es acotada. Més atin, la derivada segunda 1" es acotada y tal que (a(u) =
u)” (u) es acotada.

C8 Las funciones K : [—1,1] — R cumplen una condicién de Lipschitz de orden 1.

Observacion 3.2.1. Esta claro que C6 y A4 implican que A7 se cumple, es decir, existen
constantes A y B tales que

P (3 np tal que para todo n > ng y paratodo x € C A <35(x) < B)=1. (3.15)
Efectivamente, basta tomar A = infyxcc 0(x)/2 y B = (3/2) supyec 0(%).

Por otra parte, si a,(x) = 0(x)/5(x) y valen A4 y C6, entonces

SléIC) G, (x) — 1] 2% 0, (3.16)
ya que
o) — 1] = 17— Supec |7(x) ~ 300) Supree |7(x) ~3(x)|
7 369~ o () + 00|~ 000~ supsec [860) — o ()] (o) ~ suprec [7(x) 3]

De ahora en mads, indicaremos por A, = 1/mini<j<qh; y para reforzar la dependencia en x
indicaremos por R(X,;,x) = ¢(X;) — g(x) — Z;l:l 95(x5)(Xij — x5).
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Proposicién 3.2.2. Sea C C Sy un conjunto compacto para el que cumple A3. Supongamos que
se cumplen A1, A4, A6, C1 a C3a) y C5 a C8. Entonces, existe una solucién a(x) de (2.17) tal
que supyc |H{A(x) —a(x)}| =3 0 donde a(x) = (g(x), V' g(x))".

Demostracién. La demostracion sigue pasos analogos a los dados en la Proposicién 3.2.1, pero
tratando de obtener resultados uniformes.

Sear = (ag, hiai, haag, -+, hgaq)™ y ro(x) = (9(x), h1 g} (21), ha gh(2), -+ , ha g (za))". Recorde-

-1
mos que K, (u) = <H§l:1 hj> H?:l Kj(uj/hj) y sea £,(r) definida en (3.7). Sea V., = {r: [|r| =
7} la esfera de centro 0 y de radio 7. Basta ver que existe N tal que P(NV) = 0 y tal que para
todo w ¢ N se cumple que dado v > 0, existe 0 < 7, < 1 suficientemente pequetio, tal que para

cualquier 0 < 7 < 7, si n > ng,

inf inf {¢,,(r + ro(x)) — ln(ro(x))} > 0. (3.17)

reV; xeC
Efectivamente, en el conjunto {infycy_infxce [0n(r + ro(x)) — £, (ro(x))] > 0} se tiene que para
todo x € C, la funcién Ly, (r) = £, (r+ro(x)) — £, (ro(x)) tiene un minimo local r(x) en el interior de
V; pues infyep, £p(r +1ro(x)) > £, (ro(x)). Observemos que entonces, para todo x € C, ¥(x) +ro(x)
es minimo local de £, (r) y T(x) + ro(x) esta en el interior de B;(rp(x)) = {r : [|[r — ro(x)| < 7},
con lo cual a(x) = r(x) + ro(x) es una solucién de (2.17). Es decir, con probabilidad 1, para todo
x € C, existe una solucién a(x) de (2.17) en el interior de B;(ro(x)). De donde, para w ¢ N, dado
v > 0, y 7 suficientemente pequeno, si n > ng

sup [H[a(x) —aX)]| <7,
xeC
lo que implica que supycc [|[H[A(x) — a(x)]|| <3 0.

Para mostrar (3.17), observemos que Y; — (r + ro(x))"'x; = U; + ¢(X;) —v'x; —rj%; = U; +
R(X;,x)x; — r'x;, por lo tanto, tenemos que

Un(r +10(X)) — ln(ro(x)) = iéchd(Xi —x)&; [p (Ui + R(éé;:;) - rTicZ) —p (W)]

= Ly K, (-6 [ (260 - A0 — 5 (Z:00)]
=1

donde Zi(x) = Vi(x) + R(X;,%)3(x) " con Vi(x) = Ui/3(x) = 0(X;)e:/3(x) y Ai(x) = r%;/3(x).

Luego, usando que p(b) — p(a) = ff¢(u)du, obtenemos que p(Zi(x) — Ai(x)) — p(Zi(x)) =

fZi((;))_Ai(x) ¥ (t) dt. Por lo tanto, como en la Proposicién 3.2.1, tenemos que para todo r € V;

U (r +10(x)) — £p(ro(x)) = Kp1(x) + Kpa(x) + Kps(x), (3.18)
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donde

<>

n i(x)-Ai(x)
Kl = 3 K, (Xi %6 / Vi)t = ZicHd x)E6 (Vi (3))%;
=1
n Zi(x)— Ay (x) R R
Kon(x) = ;Z/cﬂdoci - )6 / VT~ Vi) de
= Z’CHd x)&iy (Vi(x)) [(rTii)2 - 2R(Xi,x)rT>ch} ’

Knp3(x) = %ZKHd(Xi - X)&/Z
=1

Supongamos haber probado que

logn =
sup sup [|[Kp (x)]| = 7| — 10, (3.19)
reV, xel n Hj:l hj

d
Koo(x) = —o E(/(2)) fx (0)r(x) ©'Se(L+ ) + 7 Y h2 T, (3.20)

202 (x) ot

2

d
sup sup ||[Kps(x)|| = 7|7+ Z h? T3, . (3.21)
reV, xeC -

con Tlm = Oa.co.(1), ?3,11 = Oa.co.(1) v ademads len y ngn no dependen de 7 y donde ademaés
Cn = 0a.co.(1) ¥y T2, = Oa.co. (1) no dependen de x € C ni de r y por lo tanto, de 7. Veremos que
esto permite obtener (3.17).

Efectivamente, como S es una matriz diagonal definida positiva, sea A > 0 el menor elemento
de S. Luego, como E¢’'(e) > 0, i(fx) > 0, i(r) > 0 y o estd acotada sobre x € C, si M =
AEY (€)i(fx)i(r)/(2supgee 0%(x)) tenemos que para todox € Cy r € Vr,

Qr,x) = %i(x)w(e)fx(x)r(w rSr >

203<x> Ey/(e) fx (x)r(x)72 > M72 > 0.

Como ’ng = Oaco. (1) y En = 0a.co.(1), dado v > 0 existe A tal que
ZP(!?M >Al) < ZP<|@| >1> <0
n>1 n>1 2

Sea n, tal que sin > ny, 3%, h2 < rmin{M/(44,),1}. Por lo tanto, existe N; tal que P(N;) =

J=1""j
y para todo w ¢ N7, existe ny € N tal que para todo n > ny
~ ~ ~ 1
Ton| < A Gl < 5

Como Kpa(x) > Q(r,x)(1 — ]Zn]) T EJ s \Tgn\ siw ¢ Ny yn>nyr =max(n,,n) tenemos
que

inf inf Kp2(x) > %72 . (3.22)

reV, xelC
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Por (3.19) y dado que nH;l:l hj/logn — oo se deduce que existe Ay y No tal que P(NV,) =0y
para todo w ¢ N5 existe ng r tal que sin > ng ;,

o~ ~ 1 M
T1n] < A y (ZgnSTmin{N,l} ,
nHj:1 hj 8A2

de donde usando (3.22), obtenemos que si w ¢ N; UN y n > max(n -, n2 ;)

M
inf inf (K K > 7. 3.23
), L2 () Ko () > g (3.23)
Por otra parte, K,3 cumple (3.21) con ?3771 = Oa.co.(1), luego existe As v Ns tal que PN3) =0y
para todo w ¢ N3 existe ng tal que si n > ng, |T3,| < As. Ademds si n > ngr, Z;.lzl h? <, de
donde se tiene que para todo w ¢ N3 y n > nyr = max{ns -, n3}, sup.cy_supycc [Kn3(x)| < As73.
Tomando 7, < min{1, M /(16 A3)}, obtenemos que si 7 < 7, w & N3 y n > ny,

M
sup sup | K,3(x)| < —72. (3.24)
reV; xeC 16

Luego, para todo 0 < 7 < 7, < 1, si w ¢ N3 y n > max(ny,,na-,n4+), se cumplen (3.24) y (3.23),
de donde conjuntamente con (3.18), deducimos (3.17).

Por lo tanto, la demostracién estarda completa si probamos (3.19), (3.20) y (3.21).

e Comenzaremos probando (3.19). Sea Vi(x) = U; /o(x) = 0(X;)ei/o(x), luego Vi(x) = Vi(x) a(x)
con a,(x) = o(x)/s(x). Definamos J,,(x,a) como en (3.10) y observemos que

Ko(x)= — I‘TJn(X,ZL\U(X)) .

Por (3.15) tenemos que

P (Elno tal que Vn > ng sup sup || Kp1(x)]| < L

s 13,068, G) ) = 1.
reV, xeC xeC

Por el Lema 3.4.7, para la j—ésima coordenada, J, ;(x,as(x)), de J,(x,as(x)) se tiene que

. 1/2 .
SUPxec g (%, (X))| = Oas.(0n) con 0, = (logn/(n[T{_ ;) " y porlo tanto supyce 19 (x, s (x))]| =
Oas.(0y). Luego, hemos probado (3.19).
e Probaremos ahora (3.21). Recordemos que Z;(x) = Vj(x)+ R(X;, x)5(x) ' v Ai(x) = r"%, /3(x).
Por el teorema del valor medio integral,

1 Vi(30)+R(Xi,x)8(x) ' = Ai (%) . - .
Koao) = 3K, (X =06 /V e (PO =906 — v TGN - Vi) d
= s D K (%= 08 1 (V60 + 8109)) — 0(Ti60) = (7i00)8 ) .

@
I
—



CAPITULO 3: CONSISTENCIA 30

donde 6;(x) es un punto intermedio entre R(Xi,x)/3(x) y {R(X;,x) —r'%;}/5(x). Por simplicidad,
siie {i: Ku,(X; —x) = 0}, redefinamos 6;(x) = 0 ya que no cambia el resultado de la suma.
Observando que |X;; — ;| < hj parai¢ = 1,---,ny j =1,---,d, cuando Kg,(X; —x) # 0
y utilizando que g; es dos veces continuamente diferenciable y que g” es acotada en §;, resulta

MAX;: Ky (X;—x)£0 |R(Xi,x)| = maxi<j<q SUpPyes, |97 (u)] (Z] 1 ]) /2=A Z] 1 h? Por lo tanto,

d
sup max R(X;,x)| < A h?, 3.25
sup L mexIROK ) ; ; (3.25)

de donde si A < 5(x) y A1 = max((d+ 1), Ay)/A tenemos que

s 0 < (@+1)r+ A, (X4, 12) < (@+ D)7+ Ay (L4 12

1<i<n /S\(X) - A

d

) < A4 T+Zh2-

J

=1

Es decir, de (3.15) deducimos que

P | 3ng tal que Vn > ng i‘é@f?%w)‘gm T—i—;h? =1.

Por la Observacién 3.4.1, si K*(u) = [K(u)|/ [ |K(u)|du el estimador de la densidad basado en K*,
f(x) = (1/n) 370 K, (x — X;), converge a fx uniformemente en casi todo punto (ver (3.60)).
Por lo tanto, por A3 obtenemos que supyce f(x) = Oas.(1), de donde, usando que " esta acotada

y que cada coordenada de X; es menor o igual que 1 cuando Ky, (X; — x) # 0, se deduce que si
A < 5(x) para todo x € C, entonces

Kol < el |21§j|ch x)
" - Ai(t) 12i2n a
19" || oo
sup sup ||[Kps(x)|| < 77— sup max ]9 ] sup — E IKa, (X —x)| .

reV; xeC Ai(t) xec1<i<n xeC M

Por lo tanto, de (3.15) deducimos que

2

1
P [ Ing tal que Yn > ng  sup sup ||Kp3(x)]| < Hw HOOAl T+ ZhQ. inl =1
reV; xeC Ait) ’

donde T3n = supyee(1/n) Y0 K, (Xi — x)| = Oas.(1) no depende de 7, lo que concluye la
demostracién de (3.21).

e Por dltimo, probaremos (3.20). Tenemos que

1 1< ~
Kl = gmcgy 3 K, (Xi — )& (Vi(x)) [(r%)2 —2R(X;, x)rT%;
=1
= 2/8\21()() (rTﬁnlr— QI'TM\n2> . (326)
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ParaxeCyae€Zs=[1—0,1+0] (con 0< 9 < 1), definamos

Z/cHd )& (Vi(x)a)%i%;
y M(x a) = IEz//(ea)fx( )r(x)S, donde S = diag(1,s1,...,84) ¥ 85 = [u?Kj(u)du. Luego,
M(x, Ey/(e) fx (x)r(x)S. Queremos mostrar que
sup [Mi (x) = E¢/(2) fx (x)r(oS]| - = oas.(1) (3.27)

sup [[ My (x)]|
xeC

d
don| . (3.28)
j=1

Efectivamente, si (3.27) y (3.28) valen, usando (3.15) y que supycc |3(x) — o (x)] <3 0, o es acotada
en C, i(o) > 0 y reemplazando (3.27) y (3.28) en (3.26) obtenemos que

d
2Uzl(x)IE(z//(s))fX(x)r(x) r'Sr(1+4 ) + 7 Z h? ?2,71 7

j=1

Kng (X) =

donde En =0as.(1) y ’/fgm = Oas. (1) no dependen de r y por lo tanto, de 7, ni de x € C pues las
convergencias son uniformes sobre x, lo que prueba (3.20).

Comenzaremos probando (3.27). Para 1 < j, k < d + 1, llamemos ]\//Tnl,jk(x), My jk(x,a) y

M (x,a) a la componente (j,k) de las matrices My1(x), My1(x,a) y M(x,a), respectivamente.
Luego, para probar (3.27) bastara mostrar que

Sulg |Mn1,jk(x) - Mjk(x7 1)| = Oa.s.(l) . (329)
pdS

Como a,(x) = o(x)/5(x), nl,]k( x) = My jik(%,d(x)). Por lo tanto, como
Sup | Mgk (x) = M (x, 1) < Sup | M,k (X, 00 (x)) = Mjr(x, a6(x))] + Sup | M (x, a6 (x)) — Mji(x, 1),
xXE bS] X<

sup | M1,k (%, a) — Mj(x, a)| < sup [Mpi ji(x, a) — EMpy,ji(x, a)| + sup [EMpq ik (%, a) — Mjk(x,a)l

xeC xeC xeC

para probar (3.29) probaremos que

() S0P StPacr, M 15, = B ,0)] = O, (ogn/ (T 1) ).
(ii) SUPxec SUPqeT; ‘EMnij(X, CL) - Mjk(X7 a)| = 0(1)
() supec [ Mot i (%, (X)) — Mye (0, ()| = 0. (1)

(iv) supxec [Mji(x, Go (%)) = Mjk(x, 1)| = 0as.(1)-
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(i) se deduce inmediamente del Lema 3.4.6 y de la Observacién 3.4.1. Basta considerar la
sucesién de variables aleatorias independientes W;(a) = ¢’ (0(X;)e;a/0(x)) &, observar que |W;(a)| <
11 ||00/i(t) para todo a y que |Wi(a1) — Wi(az2)| < ||(2llco]ar — az| y tomar m =m = 1.

Para probar (ii), sea Cy indica el entorno compacto de C de las hip6tesis C5, A3 y A4. Luego,
fx, 7y o son uniformemente continuas en Cy. Llamemos

G(X1)€1
t)=FE (¢ [ ——~— Xi=t].
reatt) =2 (o (75 pa =)
Como los errores ¢; son independientes de las covariables, resulta que
t
o (5e) e

donde 6 es un valor intermedio entre o(t)/o(x) y 1. Luego, tenemos que

!

de donde usando que (2(u) = u)”(u) es acotada obtenemos que
1 1
Z((}t()) - 1‘ max{l, Z((f))} = ||¢2]loo |0 (t) — a(x)|max{g(x), a(t)} .

Usando que infyec, o(t) > 0, supgee, 0(t) < oo, se tiene que existe ¢; tal que para todo x € Cy
t ey

=E|[C(e1a0)| ‘U(t) - 1‘;

|’Yx,a(t)_E1/},(€la)| < E O'(X)

xa(t) — B’ (e10)] < |Gl

[x,a(t) — B’ (e1a)] < 1 |o(t) — o(x)] - (3.30)

Observemos que

EMpjk(x,0) = ERm, (X1 —x)r(X1)vx,a(X1)X1,;%1k

— / K, (1 — %)7 (1), (1) [“j‘lhj_fj‘l] [“’f‘zk__‘f’“‘l] fx(u) du

donde si j = 1, definimos (uj—1 —xj—1)/hj—1 =1y si k =1, (up—1 — xp—1)/hx—1 = 1. Haciendo
cambio de variables con y = H ' (u — x), se tiene que

EMy1,,(x,a) — Mjp(x,a) = /T(de + %) ¥x,a(Hay + %) fx (Hay + x)yj—1y,-1K(y) dy
~E(¥'(e10)) fx (x)7(x) S ,

donde S = (Sj;) con Sji, = [yj—1yx—1K(y)dy, donde entendemos que yo = 1. Por lo tanto, si
Jj#kSjp=0yS; =sj_1;-1. Luego, obtenemos que

EMp1 jk(x,a) — Mji(x,a) = /r(de + X)7x,a(Hay + x) fx (Hay + x)yj—1y,—1K(y) dy
CE@ (e10)) fx (x)r(x) / yj1ye1 K (y)dy

- / [r(Hay + %) (Hay + %) fx (Hay +x) — @/ (e10)) fx (x)r(x) }

><yj—1yk—1’C(Y) dy .
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Como fx, o y r son uniformemente continuas en Cy, dado € > 0 existe n > 0 tal que para
todo x € C, u € (Cp si ||lu— x|| < n entonces |fx(u)r(u) — fx(x)r(x)| < ey |o(u) — o(x)| <
e. Como K tiene soporte compacto [—1,1], si K(y) # 0 entonces |y| < Vd. Luego, como
maxi<j<qhjn — 0, existe ng tal que si n > ng, |[Hgy|| < 7 para todo y tal que K(y) # 0y
ademds, Hyy + x € Cy. Por lo tanto, si n > ng para todo x € C y para todo y tal que K(y) # 0,
tenemos que |fx(Hgy + x)r(Hgy + x) — fx(x)r(x)] < € y |[c(Hgy + x) — 0(x)| < ¢, de donde,
como Yx q(x) = E(¢'(£1a)), usando (3.30) y que |yx,q(x)| < ||1’||cc Obtenemos que para todo x € C,
a€Zsey tal que K(y) #0

[r(Hay + x)yx.o(Hay + x) fx (Hay +x) —E(¢'(e10)) fx (x)r(x)]

< r(Hay +x)fx(Hay + %) [7x,a(Hay + %) = 1x,0(%)|
+75,a ()| [r(Hay + %) fx (Hay +x) — fx(x)r(x)]
< o sup r(u) fx(u) lo(Hgy +x) — o(x)|
9 loo Ir(Hay + x) fx (Hay + %) — fx (x)r(x)|
< <01 sup r(u) fx(u) + \\¢'|]oo> €E=cye.

ueCoy
Luego, si n > ng tenemos que
sup sup [EMy ju(x,0) ~ Mis(x. )l < cae [ Kiy)dy = .
xeC a€ls
lo que concluye la demostracion de (ii).

De esta manera, por (i) y (ii) resulta que

logn

sup sup | Mo s (x, @) — Mg (x, )| = Oas, ( _logn
n Hj:l h;

x€C a€Zls

) +0(1) = oas.(1). (3.31)

En particular,

logn
SUp | M1 (%, 1) = Myp(x, 1) = Ops. | | ——m— | + 0(1) = 0as.(1). (3.32)
xeC nszl hj

Probemos ahora (iii). Por (3.16) y (3.31), dado n > 0, existe A/ tal que P(N') = 0 y para todo
w & N, existe ny tal que para todo n > ni, [Gy(x) — 1| < 1/2 y supyee supez, | M1 k(X a) —
M;(x,a)] <n, con 6 =1/2. Luego, para todo w ¢ Ny n > n; tenemos que

sup [ Mp1,jk (X, 4o (X)) — Mji (X, 4o (x))| < sup sup [ My jk(x, a) — Mjg(x,a)| <n,
xeC xeC a€Zls

con lo que queda demostrado (iii).

Para demostrar (iv), observemos que como S = diag(1,s1,...,5q), Mji(x,a) = 0 si j # k.
Es decir, basta probar (iv) cuando j = k. Usando que fx y 7 estdn acotadas en C, si ¢4 =
Supycc fx (x)r(x) max(1,s1,...,sq) tenemos que

sup [ M;(x, a5 (x)) = Mjj(x, 1)] < s sup B¢’ (€0 (x)) — E¢'(e)] -
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Mediante un razonamiento andlogo al realizado para acotar <, en (ii), si llamamos Aj(a) =
Ev'(ea). Como 9 es continua, resulta que \; es continua y ademds se cumple

/ / iz 1
M(a) = (1)) = [E [¢/(ea) = ¢/(e)]| = [E¢"(e0)e(a — 1)] < [|Gllwga—1),
donde 6 es un punto intermedio entre a y 1, es decir,
Mafa) = M) < o lloe(a = 1) max(1, 7).

de donde,

~ N 1
sup [Mj; (x, @ (x)) — Mj;(, 1)] < eaCalloo sup [ (x) — 1] sup (1 += ) .
xeC xeC xeC aa(x)

(iv) se deduce ahora del hecho que supyce |do(x) — 1] <% 0. Es decir, hemos concluido la de-
mostracién de (3.27).

Por (3.25) y usando que v estd acotada y que i(t) > 0, se tiene que

A d/ oo
SLquHMn 2(x)| < I ” Zh2 sup — ZVCHd —x)| .

xeCc 1

Como antes, por la Observacién 3.4.1, f(x) = (1/n) > =1 Kz, (x — X;), converge a fx uniforme-

mente. Por lo tanto, usando A3 obtenemos que supycc F(x) = Oas.(1) lo que concluye la de-
mostracién de (3.28) y por lo tanto, la de la Proposicién. [

De la Proposiciéon 3.2.2 obtenemos en forma inmediata el siguiente Teorema que muestra la
consistencia del estimador de integraciéon marginal basado en polinomios de orden 1.

Teorema 3.2.1. Supongamos que se cumple AQ y supongamos que se cumplen A3, A4 y C5 con
C =8¢ C 8¢ . Siademas valen A1, , A6, C1 a C3a), C6 y C7, entonces

a) SUDPzec, |/g\Oé,M1 (I) - ga(l’)| % O’

b) supxec |G (%) — 9(x)| “% 0, donde Gy, (x) = 325_; Gj ().

3.3 Consistencia de los M —estimadores locales basados en poli-
nomios locales de orden ¢

Para obtener la consistencia de los M —estimadores locales basados en polinomios locales de orden
q necesitaremos reemplazar los supuestos C1 y C2. Recordemos que el M —estimador local basado
en polinomios locales de orden g inicial gy, ,(x) se adapta a la componente « es estimar. Por eso en
esta seccién fijaremos aw = 1,...,d. Para darle mayor generalidad permitiremos que las ventanas de
las distintas componentes sean distintas, es decir, no nos restingiremos al caso hq , = hy, mientras

que hj, = B si j# a.
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C1’' Para todo j = 1,---,d, la componente marginal g; es continuamente diferenciable en un

(1)

entorno del soporte, §;, de la densidad de X; con derivada g’- =9, acotada. Ademas, g,

es continuamente diferenciable hasta el orden ¢ 4+ 1 y la derivada de orden ¢ + 1, g(qﬂ)7 es

acotada en S,,.

C2’ La funcién de nicleos K : R? — R es tal que K(x) = H;l 1 Kj(x;), donde K; : R — R son
funciones pares y acotadas con soporte acotado, digamos [—1,1] y tales que f Kj(u)du = 1.
El nticleo K, cumple que 0 < [|ul! Ko(u)du < oo para j =1,...,2q y [u! Kqf )du > 0 si
j es par. Mas atin, la matriz S = ([ w7 K, (u)du)o<i j<q €5 deﬁnida positiva.

Sea s =/ ubH K (u) du = [ u Ky (u)du, 0 <i,j < g, donde u = (uq,...,uy)". Observemos
que bajo C2’7 tenemos que 35]0-‘) =0si7+ 7 esimpary sgg) =1, con lo cual S(® = (ng)) Como

antes sea U’L = J(Xi)5i> luego, Y; - g(Xz) + Uz Deﬁnamos Ra(Xi,a) = ga(Xi,a) — ga(xa) _
?:1 géj)(xa)(Xi,a — )7 /§! y sea R(X;) = Z#a {9;(Xi;) — gi(2))} + Ra(Xia),
| Ko =20 Kia—2a) (Ko —2a)")
9 ha 3 ha geeey hgé ,
H, = diag(l,ha,h2,... hi) e RETD*@HD

%
Xi,a =

Proposicién 3.3.1. Sea x un punto del interior de Sy y Co la clausura de un entorno de x para
el que se cumple A3 con C = Cy. Supongamos que se cumplen Al, A4, AT y C1, C2, C3
a C5. Entonces, si §(x) — o(x) existe una solucién B(x) de ¥, ,(3,x,5(x)) = 0,11 donde
¥, .(8,%,0) = (Yna0B8,%,0),..., Y 0q(8,%, o))" estd definida en (2.22). Méds ain, Ho{3(x) —

B(x)} " 0, donde B(x) = (9(x), g5 (wa), - 95" (@) /)" ¥ 9 = gl
Demostraciéon. La demostracién es andloga a la de la Proposicién 3.2.1.

Sea r = (Bo, haB1, h2Ba, -+ h&B)T ¥ 1o = (9(%), ha 98 (), 2 95 (xa)., . .., W g (20))T. Defi-

namos
n . _ Zq . L i
la(r) = %ZP (Y Ao Zm 4 xa)]) K, (Xi — %)%

5(x)
_ —Z ( it X““) K, (Xi — x)&; . (3.33)

Sea V. ={r: |r —ro|| = 7'} la esfera de centro rg y de radio 7. Como en la Proposicién 3.2.1,
basta mostrar que dado v > 0, existe 0 < 7, < 1 suficientemente pequeno, tal que para cualquier
0<7<Tysin>ng,
P ( inf ¢,(r) > En(r0)> >1—-v. (3.34)
reV-
Observemos que Y; —r'x; o = U; + (X)) — 1'% o = U; + R(X;) + (ro — r)"%; o de donde, como en
la Proposicién 3.2.1, si Z; = (U; + R(X;))/3(x) y A; = (r — ro)"X; /5(x) tenemos que

1< Zi—A;
(n(r) = bn(xo) = — > Ka,(Xi - x)& /A Y (t) dt = Ky + Ko + K3, (3.35)
=1

Z;
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con
1 n Zi—N; N
S S JAAT
1 n Zz_ﬁi JEN
Kp = nZ/cHd(Xi—x)&/ WO -
=1
1 Zi—A; N - R
Koo = o> KXo [ [0l = o0 - (T~ 7] de.
i=1

donde V; = U;/3(x) = 0(X;)e:/3(x) y r € V.

Como en la Proposicién 3.2.1, sea V; = Vj(x) = U;/o(x) = 0(X;)e;/o(x), luego V; = V; Gy (x)
con ay(x) = o(x)/s(x). Entonces Kp1 = —(1/5(x))(r — ro)"Jpn.a(x,a5(x)), donde J;, o(x,a) estd
definido por

(X5)ei "

1 & 1 @
Inal(x,a) = — ; K, (Xi — )& (aa(x) ) Xio =~ ; Ko, (X; — x)&0 (Via) %iq . (3.36)

Como en la Proposicién 3.2.1, A1 y C3 implican EJ,, (x,a) = 0q41. Por otra parte,

b (VAR 005, ) = -t (VAR (K, (X1 — )60 (Vi) %1.0)) = + B(K, (X1 -x)00? (Via) [%1.])

Luego, tenemos

T(Xl) . 2 1 <
5y ) = Il e ),

j=1

r(x1)

t(Xy) |

Es fécil ver que C2' y A3 implican que A4, (x) < C para n > ng. Luego, tr (VAR(J,,(x,a))) =
4 1

O <{TLHj1 h]} >

Como en la Proposicién 3.2.1, \/nH;-lzl hj (Tna(X,80 (X)) = Jna(x,1)) = 0 pues 5(x) —
o(x). Por otra parte, como r € V;, (r —rg)"J, (%, 0(x)) = Op ({ nH?Zl hj}1> 7, de donde

1 y
tr (VARJpa(x,0))) < [0 B </C%{d(X1 —x)||%1al?

donde ahora
d

x) = 1 2 le—xj 1 (Xla—a?a)j
A”()E<Hd hHKJ< hy )!H; h

j=1"7 j=1

1 N
Tin, (3.37)

\V ”H?:l h; |

Kai=1
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donde Tlm = Op (1) que no depende de r. Recordemos que Z; = V; + R(X;)5(x) ' y A; =
(r — ro)"Xi o /S(x). Por el teorema del valor medio integral,

/‘7%+R(Xi)§(X) oA

1 n
Kpz = =) Ku,(X; —x)§&
n ; ol ) Vi+R(X;)3(x)

= ) S K, (X, 296 [0 (Vi 83) = 0(T5) — 0/(F)8] %
i=1

donde 6; es un punto intermedio entre R(X;)/5(x) y {R(X;)—(r—r0)"%;,0}/S(x). Por simplicidad, si

~

i€ {i: Ku,(X;—x) = 0}, redefinamos §; = 0 ya que no cambia el resultado de la suma. Observando
que |X;; —x;| < hj para j =1,--- ,d, si K, (X; —x) # 0, resulta MAX;: [y (X, —x) 20 |IR(X;)| <

A,y (Z#a hj + hgfl), donde A, es una constante que depende solamente de Hg](-l) loo Para j # ay

q+1)||oo‘

de || gé Luego, como se cumple A7

@D+ Ay (s by + R
max |0;| < g< ra? )

< q+1 .
1<i<n A <Ay | TR B

iZa
Sea 6,, = (61,...,0,)" y para cualquier n > 0 dado, definamos D, = {6, : |6;| < n,Vi < n}.
Llamemos
1< .
V(00) = = 3 K, (X~ x)6 [ (Via +00) 3 (Via) — o (Via) ] %
i=1
Luego

1 — 5
Sup V(0n,a)| < - ngp [V (Via + 0;) — ¢ (Via) — " (Via) 03] [|%i o || [Kr, (Xi — x)[ & -
n i=1 "

Observemos que aV; = ¢;(x)e; donde ¢;(x) = ao(X;)/o(x). Como o es una funcién continua y
| Xij — x| < hjsiKa,(X; —x) # 0, pues K tiene soporte en [—1, 1], tenemos que |o(X;) —o(x)| <
i(0)v/4, paratodoi =1,...,n tal que Kg,(X; —x) # 0 y n suficientemente grande. Por lo tanto, si
n es suficientemente grande y |a — 1] < /2, se cumple que |¢;(x) — 1] < 7. Es decir, si |a — 1| < /2
por C3b) tenemos que, para todo i = 1,...,n tal que Ky, (X; —x) # 0,

le=1]<v0|<n

n

E (Sup ¥ (Via +0;) — ¥ (Via) — ' (Via) 0;] |Xz'> < E ( sup  sup |1 (ce +0) — ¥ (ce) — 1’ (ce) 9!)

:nbnv

donde b, es una sucesién de ntimeros positivos que tiende a cero cuando n — 0. Por lo tanto,
tomando n = 2A;7 y usando que r(x) es continua y acotada en un entorno del punto x obtenemos

E

sup sup [[V(On,a)ll| < bR [[I%1a K, (X1 = x)[r(X1)]n
la—1|<v/2 Dy

< nB,,
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con B, = Cb, para alguna constante C' > 0 independiente de 1 y de n. Por lo tanto, como en
la Proposicién 3.2.1 como maxj<i<y, \@\ = A (T + AT+ Zﬁéa h]-) y se cumple C4, podemos
elegir n, tal que para n > n,, se verifica RET 4 Z#a h; <7, de donde maxi<j<p ]@] < 7. Como

5(x) 25 o(x) se sigue que para todo ¢ > 0

B (IV (8 ds()| > ¢n) < P(rag<x>—1|>7)+1@< sup supuvwn,a)n)

2 la—1|<v/2 Dy

~ v By
< — - L
< ]P’(]a(,(x) = 2>+ 5’
con g (x) = 0(x)/3(x) y 0, = (61, . ..,0,)T. De esta manera, como K3 = —(r—r0)"V (8,,, Gy (x))/3(x)
y s(x) > A tenemos que
¢ -~ 7\ . Bn
RS < — - L
P (feu]g |Kp3| > 7 T P (]ag(x) 1] > 2> + 5’ (3.38)

Usando que Z; = V; + R(X;)5(x)" 'y A; = (r — ro)'X; o /S(x) obtenemos que

1 Zi—N; -
Ko = 23 K (Xi=x)6 [ w(@)e-T)

= 2§21(X) % Z wl(‘/}z) [TZQ - 2R(Xz)r2] KHd (Xl - X)fl
i=1
— 2321()() ((r —ro) Myi(r—rg) —2(r —ro) Mng) ,

donde r; = (r — 1) X q, Vi = o(X;)e;/5(x). Definamos
1 n
My = — Zlicndoci =)&) (Vi)¥iaXia -

Argumentos anélogos a los el Lema 3.4.1 (con s(x) = o(x) y 1; = 0 para todo i) permiten mostrar
que

M, = E@'(¢)) fx(x) r(x) S (1 + op(1)).

Como en la Proposicién 3.2.1, por la acotacién de ¢', de g7 y de r en un entorno de C es inmediato
que

—~ 1 <& N } d
Mp2 = — D K, (X = x)&0 (Vi) R(Xi)%i0 = O | BET + 3 by
i=1 jAa
Usando la consistencia de s(x) y el hecho que argumentos andlogos a los del Lema 3.4.2 permiten
mostrar que M,, 1 — M, 1 = op(1) nos permiten deducir que

E(4()) fx (%) r(x) (r = 10)"S'® (r = 10) (1 + 0p(1)) + Op ( hGT + > by | 7. (3.39)
ita
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Como S es una matriz simétrica definida positiva, llamemos A > 0 al menor autovalor S(®.
Luego, como E(¢/(¢)) > 0 para cualquier r € V; se cumple

A

za<x)E(¢/(5)>fX(X)T(X) >0, (3.40)

E(¢/(£)) fx () () (r = 10) 'S (x — ) >

20 (x)

La demostracién concluye como en la Proposicién 3.2.1 usando C4, que lim, ,o B, = 0 y combi-
nando (3.35) a (3.40). O

Como en la seccién anterior, la Proposicién 3.3.1 permite mostrar que el estimador inicial gy,

de g es consistente. Por otra parte, muestra que h,(8,,(x) — g((f) (24)) = 0. Para obtener resul-
tados de consistencia sobre g v qya(m) necesitaremos mostrar resultados de convergencia uniforme
sobre compactos para gu,,a-

Para reforzar la dependencia en z,, indicaremos por

q
Ra(Xia: Ta) = ga(Xia) — ga(Ta) — Zgg)(xa)(Xi,a — Za )
i=1

y por R(Xi,x) = 32;,{9;(Xij) — 95(25)} + Ra(Xia, 7a).

Proposicién 3.3.2. Sea C C Sy un conjunto compacto para el que cumple A3. Supongamos que
se cumplen A1, A4, A6, C1', C2, C3a) y C5 a C8. Entonces, existe una solucién 3(x) de (2.22)

tal que supycc [|Ha{B(x) — B(x)}|| <3 0 donde B(x) = (9(x), g5 (a)s - - 952 (@) ¥ 65 = gl

Demostracién. La demostracion sigue pasos analogos a los dados en la Proposicién 3.2.2 adaptandolos
a nuestro contexto como en la Proposicion 3.3.1.

T
Sea t = (Bo, has h2Ba,+  hB)T ¥ 1o(x) = (%), hagt (@a), . hgl (wa)) . Recorde-

-1
mos que K, (u) = (H;lzl hj> H;lzl K;(uj/hj) v sea £,(r) definida en (3.33). Sea V. = {r :
|r|| = 7} la esfera de centro 0 y de radio 7. Como en la Proposicién 3.2.2, basta ver que existe
N tal que P(N) = 0 y tal que para todo w ¢ N se cumple que dado v > 0, existe 0 < 7, < 1

suficientemente pequeno, tal que para cualquier 0 < 7 < 7, si n > ny,

inf inf {4, (r + ro(x)) — ln(ro(x))} > 0. (3.41)

reV, xeC
Observemos que Y; — (r + ro(x))™%i0 = Ui + 9(X;) — "X — r{%Xi0 = U; + R(X;,X)Xi 0 —
r™%; . Llamemos Z;(x) = (U; + R(X;,x)/3(x) = Vi(x) + R(X;,x)3(x) " con Vi(x) = U;/3(x) =
o(X;)ei/5(x) y Ai(x) = r'%;/5(x). Luego, como en la Proposicién 3.2.2, tenemos que para todo
reV;

lp(r +ro(x)) — ly(ro(x)) = Kpi(x) + Kpa(x) + Kp3(x), (3.42)
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con

SI>

K = 23 K- [ e = z/cHd )6 (V) i
=1

n ZCIRNICINN ~
Kin() = = K, (X~ x)6 / VT = Vi) de
i=1

n Zi(x)~Ai(x) _ _ _
Kl = 3 Km,(Xi - %6 / [ 1) — (Vi) — (Vi) ¢ — Vi)
i=1

Supongamos haber probado que

logn <
sup sup ||Kn1(x)|| = 7 +T1,n , (3.43)
reV: xeC n Hj:l hj

1 ~ ~
() = 5oang B0/ ) 0r(x) eSO 4G 47 (W 430y | Ton, (344
j#a
2
sup sup [Kps(x)| = 7| 7+h+> by | Tsn. (3.45)
reV, xeC j#a

con Tlm = Oa.co.(1), ’/fgm = Oa.co.(1) v ademads len y ngn no dependen de 7 y donde ademaés
En = Oa.co.(1) y Tg,n = Oa.co. (1) no dependen de x € C ni de r y por lo tanto, de 7. Luego,
como S es una matriz simétrica definida positiva, llamando A > 0 al menor autovalor de S(®,
el resultado se obtiene utilizando argumentos andlogos a los dados en la Proposiciéon 3.2.2 pero
usando una acotacién como en (3.40).

Luego, la demostracién estard completa si probamos (3.43), (3.44) y (3.45).

e Comenzaremos probando (3.43). Definamos J,, o(x,a) como en (3.36) y observemos que

Knl (X) = —

r' Y, 0 (%, 0, (x))
Nuevamente, por (3.15) tenemos que

T ~
P (3 tal e i > o sup sup () < s a0 ) =
reV, xeC xeC

Dado que el Lema 3.4.7, vale también para la j—ésima coordenada de J,, o(x,a, (X)) se tiene que
supyec [[In,a(X, s (x))|| = Oas.(0n). Luego, hemos probado (3.43).



CAPITULO 3: CONSISTENCIA 41

Il
<>
_|_
=
s
X
ga\>
<
P
5
|
—
2
Q
~
=)

e Probaremos ahora (3.45). Recordemos que Z;(x)
Por el teorema del valor medio integral,

1 Vi (x)+R(X4,%)8(x) " = A4 (x)
Kns(x) = £ZICHd(X ; /

Vi (x)+R(X;,x)8(x) "1

=36 1 (Vi) + 8,0 ) = (Vi) = ¥/ (V)0 K

donde 6;(x) es un punto intermedio entre R(X;,x)/3(x) y {R(X;, x) — r'X; o }/5(x). Por simplici-
dad, sii € {i: Kg,(X; —x) = 0}, redefinamos 60;(x) = 0 ya que no cambia el resultado de la suma.
Observando que | X; ; —z;| < hjparai=1,--- ,nyj=1,---,d, cuando K, (X; — x) # 0 resulta
que

sup max R(X;,x)| < Ay h; +hZt ] 3.46
xeci:KHd(xi—x)¢o| (X, ) J; (3.46)

donde A, es una contante que depende solamente de Hg( )Hoo para j # ay Hga (g1 )Hoo

se cumple (3.15),

Luego, como

+1 ,
112512%\0( x)| <A [ 7+ —i—;h]
jFa

y se deduce que

P | Ing tal que Vn > ng supmax]ﬁ()]§A1 T+hg+1+2hj =1.
xec 1<i<n iza

Como en la Proposicién 3.2.2, tenemos que f(x) = (1/n) > 11 Kz, (x — X;) converge a fx uni-

formemente en casi todo punto (ver (3.60)) y por A3 obtenemos que sup,cc f(x) = Oas.(1), de
donde, usando que 9" estd acotada y que cada coordenada de X; , es menor o igual que 1 cuando
K, (X; —x) # 0, se deduce que si A < 5(x) para todo x € C, entonces

||¢”||oo
sup sup [|[Cpns(x)|| < sup max 0 Zsup — K, ( .
rev, xeC ens GOl < Ai(t) xec e 6 xeC N Z' ol )

Por lo tanto, de (3.15) deducimos que
2

!
P [ 3ng tal que Vn > ng  sup sup ||Kus(x)|| < ”1/} HOOAl T+ hit 4 Zhj ial =1
reV, xeC (t) i#a ’

donde ?g,n = supycc(1/n) 7 |Ku,(Xi — x)| = Oas.(1) no depende de 7, lo que concluye la
demostracién de (3.45).
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e Por tltimo, probaremos (3.44). Tenemos que

Kus(x) = Z/cnd )& (Vi(3)) [ (17%10) — 200K, %)r" %10

1
= = (rTMnlr - 2rTMn2) . (3.47)

ParaxeCya€Zs=[1—-0,1+6] (con 0 < < 1), definamos
ZKHd X)&t (Vi(x)a)%i.aX]

y M(x,a) = E¢/(ca) fx (x)r(x)S(®). Luego, M(x,1) = E¢/(¢) fx (x)r(x)S(®). Queremos mostrar
que

Sugirﬁm(x)—Ewe)fx(x)r(x)s(a)u = 0as.(1) (3.48)
xXE
SUPHMM(X)H = Oas. hg—H—FE hj | . (3.49)
xeC X
JFo

Efectivamente, si (3.48) y (3.49) valen, usando (3.15) y que supyce |5(x) — o(x)| <5 0, o es acotada
en C, i(0) > 0y reemplazando (3.48) y (3.49) en (3.47) obtenemos que

Kpa(x) = 2le(x)IE(l/J’(eS))fX(x)r(x) rTS(a)r(l + Zn) +7 | RZT 4 Z h; Tgm,

donde En =0as.(1) y Tgm = Oas. (1) no dependen de r y por lo tanto, de 7, ni de x € C pues las
convergencias son uniformes sobre x, lo que prueba (3.44).

Como en la Proposicién 3.2.2, para probar (3.48) basta ver que para todo 1 < j,k <d+1

SUIC> | M1k (x) — Mji(x,1)| = 0as.(1), (3.50)
xXe

donde llamamos M\nij(x), M1 jk(x,a) y Mji(x,a) ala componente (j, k) de las matrices ﬁnl (x,a),
M, (x,a) y M(x,a), respectivamente

Como a,(x) = 0(x)/5(x), M, M, ik(x) = My ji(x,a5(x)). Por lo tanto, como

sup [Mn1,jk (%) — Mjr(x, 1)| < sup [Mp ji(x, @0 (x)) — Mji(x, @0 (x))| + sup | M (x, G5 (x)) — Mjr(x, 1),
xeC xeC xeC

sup | My jk (%, a) — Mjg(x, a)| < sup [Mn1jk(x, a) — EMpy1 ji(x, a)| + sup [EM1 i (%, a) — Mjg(x, a)l ,
xeC xeC xeC

para probar (3.50) basta ver que

(i) supyec SUPaez; [Mn1,jk(x, a) — EMyi jk(x, a)| = Oass. <\/log n/(n H] 1 hj)>'
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(i) supxec supger; [EMn1 gk (x, a) — Mjr(x, a)| = o(1)
(iii) supxec [Mn1,j5 (X, G0 (x)) = Mji(X, @6 (x))| = 0as.(1)

(iv) supxec |Mjk(x, 00 (x)) — M1 (x,1)] = 0as.(1).

(1), (ii), (iii) y (iv) se demuestran utilizando argumentos analogos a los del Lema 3.4.6, la Obser-
vacion 3.4.1 y a los utilizados en la Proposiciéon 3.2.2.

Por (3.46) y usando que v estd acotada y que i(t) > 0, se tiene que

19" lloo
i(t)

— 1 &
sup [[Mia(x)]| < Ag [ REF Y hy | sup— > |Kn, (Xi —x)| -
xeC . xec N

Como antes, por la Observacién 3.4.1, f(x) = (1/n) >, Ky, (x — X;) converge a fx uniforme-

mente. Por lo tanto, usando A3 obtenemos que supycc f(x) = Oas.(1) lo que concluye la de-
mostracién de (3.28) y por lo tanto, la de la Proposicién. [

De la Proposiciéon 3.3.2 obtenemos en forma inmediata el siguiente Teorema que muestra la
consistencia del estimador de integracion marginal basado en polinomios de orden q.

Teorema 3.2.1. Supongamos que se cumple AQ y supongamos que se cumplen A3, A4 y C5 con
C=38g C Sy . Si ademas valen A1, , A6, C1 a C3a), C6 a C8, entonces
a) sup,cc, [Gantyq (€) = galz)| =5 0,
~ .S. ~ d ~
b) supxec ‘qu (x) — g(x)| e 0, donde Imy (x) = Zj:l gijq,a<xj)7

¢) supxee M [0, . () — g8 (x)] “5 0.

3.4 Apéndice

En esta Seccion incluimos tres Lemas cuyas conclusiones se utilizaron para probar la Proposicién
3.2.1.

Lema 3.4.1. Sea x un punto del interior de Sy y Co la clausura de un entorno de x para el que
se cumple A3 con C = Cy. Sean {n;}!'_,, variables aleatorias tales que maxi<;<n [1;| = op(1) y sea
V; = Vi(x) = s(X;)e;/5(x) donde s : RY — R es una funcién positiva, continua en un entorno de Cy
v sea i(s) = infyec, s(u) > 0. Supongamos que se cumplen A1, A4y C2, C3a) y b), C4 y C5,
entonces

% DU Vid m)Ka, (X —x)6xix] = E(¢(e1)) fx(x)r(x) S(L+ 0p(1)), (3.51)
i=1

DY+ ) RS, (X = X065 = 5B (1(0)) S r() Bx) 1+ 06(1))  (352)
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donde r(x) = p(x)/t(x) y b(x) = >7_, ¢ (x;) h? [u2 K(u)(1,u")T du.

Observemos que si se cumple C2, los niicleos K; son simétricos y por lo tanto, [ u? K(u)(1,u™)" du =
(54,0,...,0)" con lo cual b(x) = (Z?:l g; () h?sj, 0,...,0).

DEMOSTRACION. Sélo probaremos (3.51) porque (3.52) puede ser demostrada usando los mismos
argumentos. Sea m = 0,1 y fijemos 1 < j, k < d, entonces

ZW(VQ + 1) K, (Xi — x)§; ((Xij - xj)‘;Xik — l’k)>m

=1

B S (oS LN

+ Z (V) = VK (X, = 06 (24
- (Lnl + Ln2) .

Observemos que Lp1 — E(Ly1) L0, luego basta calcular E(L,1) y mostrar que Ly 0.

o= (120) ) o (5.

luego vx(x) = E¢'(e1). Como & = 6;/t(X;) v d; y & son condicionalmente independientes dado
X, resulta que

Sea

EL, =

o [S5vtmns (Ha=ta=0) ]
_ K [E {z//(vl)/cﬂd(xl - x)é <(le T m)m XIH

I
B p(X1) (X1j = 25) (Xug — o)\
=[x - (B )

B Drle oo (i) —m)\™

[y v =) (L ) Fx(v)d
d

— /fyx(Hdu—i—x) (Hju+x) fx(Hyu+x)u H o(up)

Usando que fx, 1y 7x son funciones continuas y que [ K;(u)du = 1, obtenemos que

Bl = 30 700 fx(0) [ o) du1 +0p(1)) = B (e1) o) ()l (1 +o(1)

donde VJ(-Z) =spo=1y Vj(}g) = sjk = [ujuy [ K(u)du. Luego,

= B¢/ (1) r(x) fx (v (1 + op(1)) .
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Falta ver que
Ly =o0p(1) . (3.53)

Para cualquier > 0, sea 6,, = (01,...,0,)" y D, = {0, : |6;| <n,Vi < n},

V(0.) = = 3 [0/ (Vi + 6:) — o/ (Vi)] €K, (X — %) <(Xij - xj}(Xik - u))m

n
=1

Luego, usando que K tiene soporte en [—1, 1], obtenemos que [K, (X; —x)(Xi5 — 25) (X — 21)| <
hjhg|Ka,(X; —x)| de donde

SBPIV n)| < = Zsup "Vi+6:) = ' (Vi)] 1Ka,(Xi = x)[ & -
n

Observemos que V; = a;(x)e; donde a;(x) = s(X;)/s(x). Como s es una funcién continua y
| Xij —xj] < hjsi K, (X; —x) # 0, pues K tiene soporte en [—1, 1], tenemos que [s(X;) — s(x)| <
i(0)7, para todo i = 1,...,n tal que K, (X; —x) # 0 y n suficientemente grande. Por lo tanto, si
n es suficientemente grande, se cumple que |a;(x) — 1| < 7. Por lo tanto, usando la hipdtesis C3b),
tenemos que si n es suficientemente grande

E [sup |V (6,)]

n

< 0B [Kp, (Xy — x)| 7(Xq) < Aby

donde A = 2 r(x x) [ |[K(u)|du y b, es una sucesién de nimeros positivos que converge a cero
cuando 7 — 0.

Dado que maxi<;<p [7:| = op(1), se sigue que Ly = V(n,,) = op(1) con n,, = (n1,...,m,)" de
donde se obtiene (3.53). [

Lema 3.4.2. Sea x un punto del interior de Sy y Cy la clausura de un entorno de x para el que se
cumple A3 con C = Cy. Sea V; = Vi(x) = 0(Xi)ei/o(x), V; = 0(X;)e:/3(x), donde 5(x) -2 o(x).
Supongamos que se cumplen A1, A4 y C2 a C4, entonces

n

> W (Vi) K, (Xi — x)&%%] — Zw DK, (X — x)&%i%] = op(1) . (3.54)

=1

1
n
DEMOSTRACION. Sea m = 0,1 y fijemos 1 < j,k < d y definamos

e 1<, - Xij — x5)(Xig — "
M g1 = nz¢(W)KHd(Xi_x)5i(( ’ x;bjglkk xk)>

_ ((Xij = 2) (X — o) \ ™
Mka - Zw ’CHd X)gz < ! ;L]hk: >

/ Xij — x5) (X — "
Epmjr = n;¢(5i)/CHd(Xi_x)§i<( ’ xfjbjglkk xk))
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Usando el Lema 3.4.1 con s(x) = o(x) y s(x) = 1 obtenemos que M,, ji — Ep, jk 25 0. Por lo
tanto, basta probar que M, jr. — En, jk L50.

~

—~ . . . T .
Observemos que M, ji — En ji. = Vo(0(x)) donde 8(x) = (01 (x),...,Hn(x)> con 0;(x) =
o(Xi)/5(x) y

Vo(0) = Z [V (0;:) — ¥ ()] Ky (Xi — x)&; <(Xij - xéjgjfk - xk)>
=1

Dado 7 > 0, consideremos como en el Lema 3.4.1, el conjunto D, = {6,, : |6;| < n,Vi < n}, donde

0, = (91, ...,0,)". Luego, usando que K tiene soporte en [—1,1], obtenemos que |Kg,(X; —
x)(Xij — xj) (X — xp)| < hjhg| K, (X; —x)| con lo cual
sup|V Zsup "(0;6) — V' (e3)] |Kn, (X — x)[& -

Por lo tanto, usando la hipétesis C3c), tenemos que si n es suficientemente grande

E [sup |V (6,)]

n

< byE [Ku, (X1 — x)r(Xy)] < By,

donde B, = Ab, con A una constante independiente de 1 y de n y b, es una sucesiéon de nimeros
positivos que tiende a cero cuando n — 0. Por lo tanto, para todo v > 0 se cumple que

B
P (sup|V(9n)| > 1/) < 7” .

n

A

Observemos que @(x) = ai(x)0o(x)/s(x) donde a;(x) = o(X;)/o(x). Como o es una funcién
continua y |X;; — x| < hj si Kup,(X; —x) # 0, pues K tiene soporte en [—1,1], tenemos que
lo(X;) — o(x)| < i(o)n/4, para todo i = 1,...,n tal que Kg,(X; — x) # 0 y n suficientemente
grande. Por lo tanto, si n es suficientemente grande, se cumple que |a;(x) — 1| < n/4. Por otra
parte, 0(x)/5(x) = 1, con lo cual, para todo 0 < 7 < 1/2 se cumple que

JLHQOP< ‘;((;‘)) - 1) > 727) =0 (3.55)

de donde
i P00 £ D) = i P (e )11 27) =o.

Sean 0 < v < 1/2 y sea 0 < 7, una sucesién que converge a 0, entonces tenemos que para todo
k>1,

P <|V(§n(x))| > y) < P (Sup V(0,)| > ,,) +P (Igax 10:(x) — 1] > m)

Dy,

B ~
< 27k (%) — :
2 o +P <1r£1iagxn\91(x) 1| > 77k>
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Usando (3.55) obtenemos que

lim sup P <|V(§n(x))| > V) < %7

n—00 v

de donde se obtiene que V(an(x)) 25 0 pues ay, — 0 cuando k — oo. [J

Lema 3.4.3. Sea x un punto del interior de Sy y Cy la clausura de un entorno de x para el que se
cumple A3 con C = Cy. Sean V; = Vi(x) = 0(X;)ei/0(X), G (x) = 0(x)/3(x) donde 5(x) = o(x).
Supongamos que se cumplen A1, A4y C2, C3a)y C4, entonces

d
n [ hi {50 Tn(x,85(x)) — 0(x)Tn(x,1)} = 0. (3.56)
j=1

DEMOSTRACION. La demostracién sigue argumentos andlogos a los considerados por Boente y
Fraiman (1990). Sea U; = o(X;)e; y definamos ,(t) = ap(t/a). Luego como V; = U;/o(x) y
Via,(x) = U;/5(x) tenemos que

5(x)In(x,80(x)) — o(x)In(x,1) = % DK, (Xi =308 (560 (Ui) = Yo (Uh)) Xi
i=1

de donde

R d 7% n d Xz o
D,(x)= [n]] > I <thx]) &i (V30 (Ui) — Vo) (Ui)] X -
j=1

i=1 | j=1

Probaremos que cada componente de f)n(x) converge a 0 en probabilidad. Indiquemos por X; =
(Zi,...,&qg+1)". Observemos que si Ku,(X; — x) # 0, [Zim| < 1 pues Kj tienen soporte en
[—1,1].

Sea 1 <m < d+1 fijo, e indiquemos por ]Snm(x) a la componente m de ]A)n(x) Mostraremos
que f)mm(x) 250.

Para todo A > 0, definamos H)\(U) = wa(x)-&-)\(u) - wa(x) (u)a I)\(U) = wo(x)—k(u) - Q,Z)J(x) (’LL),

d
1 X5 — )
JEN) = —m—m Z HKj <h]j> Hy(Us)&Zim
1 d Xij —
) = == > {1l % (th> L(UiEim -
n[li_ hji=1 (=1 J

Observemos que E(J;F(A\)) = E(J,; (A)) = 0 pues vale (2.7) y E¢(g;a) = 0 para todo a.

n
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Observemos que si A(x) = 3(x) — o(x) > 0, entonces f)nm(x) = JF(\(x)), mientras que si
X(x) =35(x) —o(x) <0, Dp(x) =J,; (/):(x)) Luego, como /):(x) -2, 0, basta probar que

lim lim P ( sup || JF (N > 5) = (3.57)
n—00 d—0 0<A<d
lim lim P ( sup ||J, (A)|| > 6) =0 (3.58)
n—00 d—0 0<A<d

Probaremos solamente (3.57) pues (3.58) se obtiene en forma analoga.

Para probar (3.57) basta con ver que, la sucesién de variables aleatorias en el espacio C([0, 1]),
JF(N) es ajustada.

De acuerdo al Teorema 12.3 de Billingsley (1968) es suficiente probar que

a) La sucesién {J;7(0)} es ajustada.

b) Existen constantes v > 0y « > 1 y una funcién no decreciente F en [0, 1] tal que

[0}

E (| () = i O0)[") < (FO) = F(\))
para todo 0 < A\ < Ay y n suficientemente grande.
a) vale pues J,7(0) = 0.
b) Observemos que como 1,(t) = a(t/a) y ((t) = u)'(u)

W =9 <o(x;L+A> ~le@+AY <a(x7;+ A) (U(x)u+ v <U(X;L+ A> h <"(X§LH

por lo tanto, si 0 < A\ < Ag y si X es un punto intermedio entre A\; y Ag

|H)\2 (u) - H>\1 (u)| = |¢U(x)+)\2 (u) - 77b¢7()()—|—/\1 (u)|
N awo(x)-i-)\ (’LL) ‘
B O\ A=A

([#lloo + [I¢]lo0) (A2 — A1) = F(A2) — F(Ay)

(A2 — A1)

IN

donde F(A) = ([¢/loo + [1¢lloc) A-

Denotemos por
: Xig — @
Ai = T (50 (11, (0 3, (U)o
=1 he

Como |Z; m| < 1si Ku,(X;—x) # 0. Por otra parte, sin > ng, tenemos que {u : |uj—z;| < h;} C Cy
por lo tanto, si K, (X; —x) # 0y n > ng, X; € Cp de donde & < 1/t(X;) < 1/i(t). Por lo tanto,
como K es acotada, si llamamos C' = (1/i(t)) H;lzl | K¢ oo

[Ain| < C(F(X2) = F(\)) -
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Por otra parte, como

[HK ( e—xe)] th/ﬁKg(ug)fx(x—l—Hdu)du

(=1

=x+Hgu € Cy sin>ng, fx es acotada en Cy y [ Kj(u)du =1 tenemos que

E(42,) < (ﬁ(AQ)—ﬁ(A1)>2E HKg (th;f”f) 35&?4
/=1
< @mg—ﬂnﬁii]ﬁMMMEhﬁm(&gfﬁl
/=1
< Cl( (A2) — > th

donde Cy = (1/4%(t)) H‘Z:l | K¢l oo SUPyec, fx (1) para todo n > ng.

Finalmente, como E(A4;,) = 0, por la independencia tenemos que

1 ~ ~ 2
E (J(\2) — () = T VAR ) = ”Hz -2 ZE ) <1 (FOo) = Fn))

para n > ng, lo que concluye la demostracién b) como queriamos. [J

Fl siguiente Lema corresponde a la desigualdad exponencial para variables acotadas y puede
verse por ejemplo en el Corolario A.9 de Ferraty y Vieu (2006) y sera necesaria para probar el Lema
3.4.5 que es un paso previo en la demostracién del Lema 3.4.7.

Lema 3.4.4. Sea {Z;};>1 una sucesién de variables aleatorias independientes, EZ; = 0. Si existe
M < oo tal que |Z1| < M y si 0? = EZ?, entonces para todo £ > 0 se tiene que

52n
IP) >€7’L <2ex _——— .
( )‘ p{ 207 (1+ )

Dado un conjunto compacto C C R?, indicaremos por N,(C) el minimo ntimero de bolas de radio
\ P p

n

>

=1

p necesarias para cubrir a C, es decir, C € [J,*; No(©) B(xy, p)donde B(xy, p) = {y € R?: |y —xi|| < p}
indica la bola de centro xj y radio p. Es sabldo que N,(C) < Ay/p? donde la constante A; no
depende de p.

Lema 3.4.5. Sea C C R%un conjunto compacto de interior no vacio. Sea W; = f(Y;, X;, ;) una
sucesion de variables aleatorias tales que |W;| < M, para todo i. Definamos para cada x € Rd
Sn(x) = (1/n) 3211, (Gi(x) — EG;(x)) donde, para cada 1 <i <n, Gi(x) = Ku,(X; — x)W;z] 27,
conm,m=0,1y1<j¢<d+1 fijosy=x; = (&i1,...,%4+1)". Entonces, bajo A3, A6, C2y CS8
se tiene que

a) Existen by > 0 y by > 0 tal que para todon >0

2 d
U”H':lhj
sup P (S, (x)] > < 2ex = e
sup P (1, ()] > 1) p{ b b
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b) Sean 6, y p = p, sucesiones numéricas no negativas que tienden a cero, tales que 0, ' Ayp <

My, para todon > 1y p, {H?Zl hj}
Cy > 0 tales que para toda C > Cy y para todo n > ng,

1
— 0. Luego, existen b3 > 0 y by > 0 y una constante

~ C202n 1%, hy
P61 su Sk(x)| > C| <2exp{ — n =17
< xGB(ku,)p)ﬂC ‘ k( )‘ ) P { b3A%p2 + b4CQnAh,O

donde Sy(x) = (1/n) Y1, Gi(x) — EGi(x) — Gi(xz) + EGi(xy)

c) Sean @, y p = p, sucesiones numéricas no negativas que tienden a cero, tales que 0, ' App < My

Y Pn {H?:1 hj} — 0. Luego, existen by, bs,bs y by constantes positivas y una constante
Cy > 0 tales que para toda C > Cy y para todo n > ng,

C202n 1%, hy C202n 1%, h;
P —1 - <9N . n g=1"" . n J=1""]
(9” Sup |Sn ()| > C) S 2N,(0) {eXp { 1by + 20500, (P T a3 A2 1 204 CO, Anp

d) Sea 0, = \/log n/(n[1;_; hj). Luego, existe C' tal que
ZIP’ <9;1 sup | Sy, (x)| > C> < 00,
n>1 xeC

es decir, supyce |Sn(x)| = Oa.co. (On).

Demostracién. a) Usando que los nicleos K tienen soporte en el intervalo [—1, 1] resulta que
—1 -1

1G(x)] < MK (Hle hj) , de donde [EG;(x)| < M||K]s (Hﬁ-lzl hj) . Més atn, tenemos

que [EGi(x)] < M|| fxl|oo [ |K(u)|du. Luego,

2M K]

i .
Hj:l h;

Observemos que Z; = G;(x) — EG;(x) son tales que EZ; =0y

|Gi(x) — EGi(x)| <

M2
VAR(Zi) < EG3(x) < ———
[T5=1 7y
con ¢1 = || fx||oo [ |K?(u)|du. Luego, usando el Lema 3.2.1. tenemos que
1| n’n

P E Z [GZ(X) _EGZ(X)] > < 2€Xp _2 1 M2 9 2M [[K||oo

i=1 T - T AN

j=1" j=1"

IN

2n 1%, h;
Zexp{_n HJ_1 J

b1 + bam
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con by = 2c; M? y by = AM||K||0o-

b) Sea xi, = (1,(Xs1 — xk1)/h1,...,(Xig — 2k,4)/ha)" y para 1 < j,¢ < d + 1 definamos
KU (n) = K(u)uﬁluﬁl donde ug = 1. Luego, tenemos que Kg,, (X; — x)Z}}& ;”E = IC(]Z)( - X)
y Ka, (X — xk)izzrfji’gz = IC%? (X; —xy,). Por lo tanto, usando que los nicleos K tienen soporte
en [—1, 1] obtenemos

s 1| 1
ISkx) < ;(Gz’(x)—G X +n;\EGz‘(Xk)—EGz‘(X)!

M & ¢ 1

S ; Z {)IC%)(XZ — X) — ]ng)()(Z — Xk)‘
i=1
" "
+ B I8 (Xi — %) — ) (X3 = x0)| } L mose m (X6)
con h = (hy,...,hg)" v B(x,h) = {y € R? : |y; — 24| < hjparal < j < d}. Como K; son

Lipschitz de orden uno, tenemos que Ing) es Lipschitz pues si K(u) # 0 entonces ’Uj—1uz_1’ <1
Si ¢ indica la constante de Lipschitz de Kgi) y si Ap, = 1/mini<j<qh; tenemos que
—1
[H, (x — x5 Anp
i <ermgo.
Hj:l h; Hj:l h;

il il
IC;_JId) (Xz — X) — /C%_jld) (Xz — Xk)‘ S C2
Luego, si llamamos h+p = (h1 +p,...,hg+ p)*

[S1()]

IN

A
oM oyl Z B(xs,h)UB(x,h) (Xi)
Hy 1 J

< ey np 1 zn:]l (X,)
S =g — B(xyhtp) (Xi) -
H?:l hj N e

Dado que esta cota no depende de x, tenemos que

b’ sup ISkl < Op s 3 Tngenin) (Xi).-
x€B(xk,p)NC " H;‘l:1 hj n ; (x,h+p) i
Como P/H;'Ll hj — 0, existe nq tal que para todo n > nq, H?:l(hj +p) < H;'lzl hy + cap

21_[?:1 hj. Observemos que como para n suficientemente grande h; < 1 para todo j, App

IN A

p/l_[?:1 hj — 0. Por otra parte, también tenemos por hipédtesis que App < M6, — 0.

Sea Z; = Ip(x, h+p)(Xi) AhP/ngl hj. Luego, como Elg(, hip)(Xi) < ¢35 H;l=1(hj + p) donde
cs = || fx||oo tenemos que para n > nq,

d
Ap
EZ; < 5 [[(hy + p) =P — < 25 4np — 0.
j=1 J 7=1 j:lhj

App
Zi| £ ———

Por lo tanto, |Z; — EZ;| <2 App/T1—y by ¥

2
A A2 2
VAR(Z )<EZQ<C5Hh + p) <hp> §265dhip.
=1 H] 1hj Hj:lhj
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Con lo cual,

Z (Z; —EZ;)

+ 265Ahp (359)

Anp (Z B ) ZZ<

H] 1 =1 =1
Como por hipétesis 0, ' Ayp < My, para cualquier C' > Cy = 4¢3z c5 Mo se tiene que
~ 1| Co
P07l su ‘Skx}>0 <P~ |S(z-Ez)| >
( ! xeB()gwp) ) n ;( Z J 2c3
Finalmente, por el Lema 3.2.1, para todo n > nj tenemos que
~ - Co
P(6,' sup Sk(x)’ >C| < P Z(ZZ —EZ)| > —"n
xeB(xg,p)NC im1 2c3
0292
< 2exp{ — =,
2 Chn Anp
8cs (2051_[J T + s 2H?:1 hj>
<

2exp d — 02972171 Hj:l J
bgAiPQ + b4C9nAhp
con by = 160%65 y by = 4es, concluyendo la demostracién de b).

¢) Recordemos que podemos cubrir al compacto C como C C Uivi (IC) B(xg, p). Luego, dadox € C

existe k tal que x € B(xg,p). Luego, si x € B(xy, p), tenemos que |Sy,(x)| < [Sn(xx)| + ‘gk(x)

por lo que
sup |[Sp(x)| = max sup  |Sp(x)] < max [Sy(xx)|+ max sup ’Sk ‘
xeC ’ n( )‘ 1<k<N,(C) x€B(xk,p)NC " 1<k<N,(C) L<k<N,(C )xEB(xk,p nc

de donde P (6, " supyec [Sn(x)| > C) < By + 75 donde

Bn = IP’( max  |Sy(xx) 029”) < N,(C)supP <]Sn(x)] > Ca”)
xeC

1<k<N,(C) ?
o,
Yo = P max sup ’Sk ‘
1<ESN,(C) xeBoy o) C 2

Por a), tenemos que
202, T4
C?02n[Tj_, by }

<IN _
Bn < 2Np(C) eXp{ by + 2b,C,,

Usando b), resulta que para todo C' > 2Cy > 0 y para todo n > ng

~ co 0292”1_[@71 h;
") <2N, — t = :
S’“(X)‘ ~ 7 ) < 2N,(€) exp{ Ab3 A2 % + 2by CO, App

Y <N, (C) max P sup
ol )1§k§Np(C) x€B(xp,p)NC
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De esta manera, para toda C' > 2Cy > 0 y para todo n > ng se tiene que

CQGZHHCL B C?6%n Hd, hj
( n RISl C) = 2o { By 1 20,00, [ NP\ T 00, €O, A

lo que concluye la demostracién de c).

d) Observemos que, por A6, 0, — 0. Tomemos p = logn/n y veamos que se cumplen las

condiciones de c). Es claro que p — 0 y ademds por A6, p, {H?Zl hj} = 02 — 0. Por otra

2
d
1 1 nli_ hj 1
= (o Lo PIERY
mini<j<q {h;j} n logn n Hj:1 h;j

por lo que 0,1 App < 1 si n es suficientemente grande. Observando que 62n H?:l h; = log(n) y que

parte,

existe A; tal que N,(C) < Ay p~?, tenemos que c) implica que

od | o _C2agnng?:1hj Cewd C202n 17 hy
1P P T 46, 1 20000, PY 4554202 + 20, CO, App

_ C?log(n) C?%log(n)
24,p7¢ i -\ _
1P [exp { 4Dy + 2b,C0,, } +exp { 4b3 A2 p2 + 2by CO, App
Por dultimo, como 60, — 0y App — 0 existe ny tal que para todo n > ny, 200C6O, < 4by y
463A%p2 + 204 CO, App < 8b1, luego

IN

P (@f sup |Sn(x))] > c)
xeC

IN

2] 1 \% o el
P <9n1 sup |Sp(x))| > C’) < 4A1p%exp {_Cog(n)} =44 (> n?TE <44, 0%
x€C 8by log(n)
Por lo tanto, tenemos que >, -, P (6, supyee |9n(x))| > C) < cosi C > C = max{Cp, v/8b1d + 3},
lo cual concluye la demostraciéon. [

Observacion 3.4.1.

a) En el caso en que W; = W;(a) dependiera de un pardmetro a, si |Wj(a)| < M y |[W;(a1) —
Wi(a2)| < Cla; — ag| donde M no depende de a y C' no depende de i, entonces la cota
hallada en (3.59) seguird valiendo atin tomando supremo sobre a en el lado izquierdo de esta
desigualdad. De esta manera, todos los resultados obtenidos en el Lema seguiran valiendo
aun si tomamos supremo sobre a € Zs = [1 — 0,1 + 6] dentro de las probabilidades que se
acotan cambiando N,(C) por N,(C)N,(Zs) como veremos en el Lema 3.4.6.

b) Si consideramos tomamos m =m = 0y W; = 1, de d) tenemos la convergencia uniforme para
el estimador de ntcleos de la densidad, es decir, obtenemos que

n

1
Sug ﬁ Z(KHd (XZ - X) - EICHd (XZ - X)) - Oa.co.(en) )
Xe i=1
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y si W; =Y, obtenemos una generalizacién del resultado dado por Mack y Silverman (1982).

Como supyce | fx(x)| < 0o, K tiene soporte compacto y fx es uniformemente continua en C,

ZE/CHd -x) — fx(x)

sup |—
xeC

= sup
xeC

//c (fx (HLu+ %) — fx(x))| =0

se tiene que

l Z ICHd (X, - X) - fX(X) = Oa.s.(l) (3.60)

Lema 3.4.6. Sea C C R% un conjunto compacto de interior no vacio, C C Ug:”(lc) B(xk, p) y para

d<1/2seaZs =[1—0,140] C U ) T, conT, = las—p,as+p]. SeaW; = W(a) = f(Vi, X, 04, a)
una sucesion de variables aleatorlas tales que |W;| < M, para todo i y |W;(a1) — Wi(az)| <
Milay — az|. Definamos para cada x € R? S, (x,a) = - (1/n) >0, (Gi(x,a) — EGi(x,a)) donde,
para cada 1 <i <n, Gi(x,a) = Ku,(X; —x)W;(a)z]" xgconm m =0, 1y1<],€<d—|—1ﬁjosy
%X; = (Zi1, ..., &441)" . Supongamos que se cumplen ademas A3, A6, C2y CS8.

a) Sean 0,, y p = p, sucesiones numéricas no negativas que tienden a cero, tales que 0, ' A,p <

-1
Moy, para todon > 1y p, {H?Zl hj} — 0. Luego, existen by > 0 y by > 0 y una constante
Cy > 0 tales que para toda C > Cy y para todo n > ng,

P 0;1 sup sup
x€B(xk,p)NC a€LsNLs

g C202n 1%, h;
Sk,s (X, a)‘ > C) < 4exp{— nnH]J J }

b AZ p? + byCO, App

donde §k,s(x, a) = Sp(x,a) — Sp(xg, as).

b) Sean®,, y p = p, sucesiones numéricas no negativas que tienden a cero, tales que 0, ' App < Mo

Y Pn {H?Zl hj} — 0. Luego, existen by,bs,bs y by constantes positivas y una constante
Cy > 0 tales que para toda C > Cy y para todo n > ng,

_ 44, C202n 17, by C202n 15, h
P | 6, sup |S, Cl=—m I 20,00, . :
n SUp [Sn(x, a)| > €' ) < G {exp{ Ibs + 264C0, [ TP

a€ls

c) Sea 0, = \/log n/(n[1}_; h;). Luego, existe C' tal que

ZP ((9;1 sup sup |Sp(x,a)| > C) < 0o

n>1 xeC a€Zs

es decir, SUpycc SUPez, |Sn (X, a)| = Oa.co. ().

4[)114%,02 + 2by CO, App

/)
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Demostracién. a) Como en Lema 3.4.5, sea Xi, = (1, (X1 — zx1)/h1, ..., (Xia — Tka)/ha)” y

para 1 < j,£ < d + 1 definamos KU%(u) = /C(u)u?_luzﬁ_l donde up = 1. Luego, tenemos que
Ka, (X; — x)2737 IC(JZ)( -x)y K, (X = IC%?(Xi — xi). Por lo tanto,

L om MM
ijLie = i X)IT I,
usando que los nicleos K tienen soporte en [—1, 1] obtenemos

~ 1< 1 ¢
[Sks(x,0) < ;(Gi(x,a)—Gi(xk,as)) +n;]EGi(xk,as)—EGi(x,a)|
S gk(x7a) + gk,s(xlma)
donde
~ 1|
Se(x.a) = 2_;<Gi<x,a>—e X 0 ZIEG X, a) ~ EGi(x, a)
() it
< —Z{]/cf —x) = kG (Xi = x|
+ |[ECYY (X, — x) - EKYO (X, — I (X;)
Hd( i —X) Hd( i — Xg) B(x,h)UB(x},h) (A
~ 1|
Sks(Xpa) = — Z;(Gi(xkaa)_G X, s)) Z!EG X, as) — EGi(xg, a)l
con h = (hy,...,hq)" vy B(x,h) = {y € R?: |y; — ;| < h; para 1 < j < d}. Luego, como en el

Lema 3.4.5, tenemos que
n

n 5 - App 1 3
-1 sup sup |Sk(x,a)] <6 Leg 1 Ly s (Xi) = Ak |

con lo cual, para todo n > ny si C' > Cp 1 tenemos que existen by y b2

= C ~ C C202n 115, hy
Pl6o,' su Sp(x,a)| > — §P<9;1A >)§2ex - it s 3.61
LSS T PV nAz 2+ Gt A | OOV
a€ZsNZLs
Por otra parte, de |W;(a1) — Wi(az)| < Mi|a; — az] y del hecho que |a — as| < p se deduce que
1 1
|Gi(x1, @)~ Gi(xy, a5)| < Mip Ky )(X —xx) < M1 p——Ipx, n)(Xi) < M1 p——Ipx, hip)(Xi)
Hj 1y Hj:l h;
Luego, si n > ny tenemos que

~ 1 & ~
Sks(Xk,a) < 2Mip— E 1 [B(xhtp) (Xi) < Ak
Z:

pues Aj, — oco. Por lo tanto, si n > max{ni,na}

= C ~ c 0292n]_[d_1 hy
P|o;t S >— | <P(6,'4;,> =) <2 - o
woswp o [Ske(xa)l > 5| < ( n Ak, 2> = exp{ b1AZp? + byCO, App [

x€B(xy,p)NC
a€lsNLs
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lo que conjuntamente con (3.61) concluye la demostracién de a).

b) Recordemos que C C |J,.*; No(©) 3 B(x,p) con N,(C) < Ay/ply Is =[1—5,1+4] C UN”( %) 7, con
N,(Zs) < 2/p. Luego, dado x € C y a € s existen k, s tales que x € B(xy,p), a € Z. Luego, si

x € B(xg, p), tenemos que |Sy,(x,a)| < |Sp(Xp, as)| + ’gk,s(x, a)), por lo que

sup sup |Sp(x,a)| < max |Sp(xk,as)| + max sup Skﬁ(x,a)’
x€C a€ls 1<E<SNp(C) L1SESNp(C) xeB(x,p)NC
1<s<Ny(Z5) 1<s<Ny(Z5) a€Z,NZLs

de donde P (6, ' supyce |Sn(x)| > C) < Bn + 7, donde

co co
B, = P max  |S,(xp,as)| > —— | < N,(C) N,(Zs) sup P { |Sn(x,a) L
1<k<Np(C) 2 xeC 2
1<s<N,(Zs) a€ls
~ co
Yo = P max sup Sks(x,a)| > n
1<k<Np(C) xeB(xy,p)NC 2

1<s<N,(Zs5) a€cZ,NZLs

Por el Lema 3.4.5 a), tenemos que

d d
C*0;n [T5=1 7 <9 A B C*0on [Tj=1
4bs + 204C0,, | — 4bs + 2b4,C,,

Bn < 2N,(C)N,(ZLs) exp {—

Usando a), resulta que para todo C' > 2Cy > 0 y para todo n > ng

_ C202n 1%, hy
Sk,s(x,a)‘ C20n <4 A exp{— Lz 7y }

n < Ny(C)N,(Z5)P
T < Np(C)N,(Zs) sup P+l b1 A7 p2 + 2by CO, App

x€B(xy,p)NC
a€lsMLs

De esta manera, para toda C' > 2Cy > 0 y para todo n > ng se tiene que

Ay C?07n Hc'lzl h; C20rn Hdzl hj
P|ot Sh C| <4——~ —_— = - — J
- i;%) |Sh(x,a)| > <4 {eXP { 4b3 + 2b4,C0,, +exp 4b1A%p2 + 2bo CO, App
a€Zls

lo que concluye la demostracién de b).

c) Se obtiene en forma andloga a la demostracién de Lema 3.4.5 d) usando b). [

Lema 3.4.7. Supongamos que se cumplen A1, A4, A6, C1 a C3a) y C5 a C8 entonces

SUP | (X, 8o (%)) = Oas. (0n)

xeC

con 0, = \/log n/( nH] 1 hj), donde j =1,...,d+ 1y J,; es la componente j-ésima del vector
Jn-
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Demostracién. Por (3.16), tomando § = 1/2, tenemos que existe N, P(N) = 0 tal que si w ¢ N,
existe n; € N tal que para todo n > n; supycc |as(x) — 1| < 0. De esta manera, siw ¢ Ny n > ny
tenemos que

sup | Jn j (X, g (x))] <sup  sup | Jn;(x,a)|
xeC x€C a€[1—-6,1+4]

por lo que bastard ver que supyce SUPaei—s,144] |, (X, @)| = Oas.(0r). Recordemos que

o(Xi)

(%)

Jn(x,a) = %Z’CHd (X —x)& ( & a> X; = %Z’CHd(Xi - x)§ (Via)x; .
i1 i1

luego,
1« }
In,j(x,a) = - Z Ku,(Xi —=x)& (Via) Zi -
i=1

Por lo tanto, la conclusién se deduce del Lema 3.4.6 ¢) tomandom =1, m =0y W;(a) = & (V; a)
y observando que [Wi(a)| < [[¢loc/i(t) y [Wilar) = Wiaz)| < ([[Clloc/i(£)) la1 — azl. O



Capitulo 4

Distribucion asintotica de los
M —estimadores

4.1 Introduccién

En esta seccién deduciremos la distribucién asintética de los estimadores iniciales gu, (X) ¥ a0 (X)
y de los estimadores de las componentes aditivas obtenidos a partir de ellos. Vale mencionar
que el estimador gy,(x) es un caso particular del estimador gy, ,(x) cuando ¢ = 0. Sin embargo,
presentaremos primero la demostracién de su distribucién asintética en la Seccion 4.2 ya que permite
entender las ideas que subyacen en la misma.

En primer lugar, explicaremos porqué no daremos la distribucién del estimador gy, (x) y de las
componentes basadas en él. Como dijimos en la Seccion 2.1.2 este estimador tiene problemas cuando
la dimensién es mayor a 4. Efectivamente, supongamos que o(x) es conocida y no depende de x, o
sea, o(x) = o, mds aun supongamos que o = 1. En este caso, el estimador gy, (x) coincide con el
introducido por Li, Zheng y Zheng (2012) si K; = K para todo j. Consideremos por simplicidad
el problema de estimar g; y supongamos como en Li, Zheng y Zheng (2012) que K; = K, para
todo j, hiy = hn y hjn = En Esta restriccion no cambia los comentarios que haremos ya que
si utilizamos distintos nicleos K; es necesario de todas formas que [ u?K j(w)du > 0 ya que la
demostracién de estos autores, involucra invertir la matriz S = diag(1, s1,...,s4). En este caso,
estos autores mostraron que, bajo condiciones de regularidad que incluyen las hipotesis C1, C2 y
C3 y la condicién de identificabilidad (3.2), si hy, — 0, nh,h®t = oo, nhdt* — oo, h, — 0y
nh, — 0o entonces

Vil G (2) = g1(2) = Bi(2)] 2 N (0, %1 (x))
donde

pi(z) = 3 /u2K(u)du ) + 2 Z/ w)du | (14 op(1))
_ E¢(e)
Yi(z) = E e )) / u)du /f X1 ) dx .

58
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Por lo tanto, el término by (z) = v/nh,B1(x) representa el sesgo asintético. Observemos que

1

by(z) = 2/u2K(u)du (nh5)291( )+ (nhnht) Z/ u)du | (1+op(1))

El primer sumando puede mantenerse acotado si nh? — 3, de hecho, Li, Zheng y Zheng (2012)

piden en una de sus hipétesis que hy, = ﬁni%. Sin embargo, para que el segundo sumando no
vaya a infinito serfa necesario que nhnhﬁ — (8 > 0 lo que contradice la hipétesis nhnhf{f1 — 00
si d > 4. Es decir, estos estimadores sufren en problema de la dimensiéon descripto por varios
autores. Entre otros, Hengartner and Sperlich (2005) y Kong, Linton y Xia (2010) mencionan que
para evitar el problema antes mencionado es necesario que el orden ¢ del polinomio utilizado crezca
con la dimensién de las covariables X ya que seria necesario que 3d < 2q + 5, lo que aumenta la
complejidad numérica al crecer la dimension.

Por estas razones, consideraremos solamente el caso de los estimadores robustos gu, () ¥
Gang.o(x). En este caso, las condiciones sobre las ventanas dependerdn solamente del orden del
polinomio y del orden £ > 2 del nicleo L que se considera para suavizar las componentes j # a. Por
ejemplo, si elegimos un polinomio de orden ¢ = 1 para estimar g, entonces, eligiendo h,, = fns y
I = Bn~" con 2/(50) < v < 2/(5(d—1)) se cumplen las condiciones que garantizan la distribucién
asintotica. En particular, eso dice que el orden ¢ del niicleo L debe adaptarse a la dimensiéon de las
covariables ya que es necesario que £ > d.

4.2 Distribucién asintoética de los M-estimadores basados en poli-
nomios locales de orden 0

El siguiente resultado generaliza la Proposicién 3.3.1 de Boente, Gonzédlez-Manteiga y Pérez-
Gonzalez (2009) al caso en que los nicleos no son iguales y g; es dos veces diferenciable como
se Supuso en C1. Si suponemos solamente que g;, 7(u) = p(u)/t(u) y o(u) son diferenciables y
que n H =1l Z =1 hj 2 — 8, una demostracién analoga permite ver que el sesgo asintético es 0 ya
que [tK;(t)dt = 0.

Teorema 4.2.1. Sea x un punto del interior de Sy tal que se cumple A3 en un entorno compacto
de x. Supongamos que se cumplen A1, A4, C1, C2, C7 y que ademds 1" es Lipschitz. Mas atin,
supongamos que fx(u) es continuamente diferenciable y que r(u) = p(u)/t(u) y o(u) son dos veces
diferenciables. Entonces, si $(x) == o(x) y nH;lzl hjhj — Be, 1 <€ < d, tenemos que

d

n [T 1y @Guo () = 9(x) = N (bo(x), vo(x))

J=1
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donde
bo(x) Z 55 se9¢ ()
2 Fa
S B [87« )P0+ et (o)
( )fX( )1<€<d ¢ 8 u=x a'LLg u=x
E 2
") = G e | O

DEMOSTRACION. La demostracién sigue argumentos andlogos a los considerados por Boente,
Gonzdalez-Manteiga y Pérez-Gonzdlez (2009). Recordemos que gy, (x) es solucién de ¥, (a) = 0
donde ¥, (a) esta definida en (2.13). Usando un desarrollo de Taylor de orden uno, obtenemos que

Guio (%) — g(x) = 8(x) Ag 5. (%) A1y (x, 5(x))
donde

Agn(x) = AOln( ) + Ao2,n (%)

Apin(x) = *ZKHd x) &t (YZ g(x )

Al = 55 >(9M° %Z’Cm x) €t <Y:<>§>(X)>
i=1

donde g(x) es un punto intermedio entre gy, (x) y g(x). Sea Ap(¢)) = E(¢)'(¢)). Bastard probar que

b) Da(x) = (nTT=s hy)* (5(x) A a(x,5(x)) = 0(x) A1 (x,5(x))) 5 0
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_ () fx () Ao(¥) _, \r(x) fx(x)Ao(¥)
ap = bO( ) O'(X)t(x) —bo( ) U(x)
- %AO( X Z 54/ se gy ()
1<4<d
9 0
+Ao (¥ a‘( lg;dﬁg s go(xe) [8/( ‘uzxfx(x) + aWfx(u))uxr(x)] (4.1)
71 = p();{))(())() //C2(u)duE(1j}2(5)). (4.2)

a) Como 9" es acotada, x es tal que se cumple A3 en un entorno compacto C de x y Kj
tiene soporte compacto, tenemos que si n es suficientemente grande, si Ky, (X; — x) # 0 entonces
X, € C. Por lo tanto, tenemos que

IW’Hoo ~ 1
|A02,7’L( )| = ( ) ’L(t)| MO | ZVCHd |’

de donde usando la consistencia de gy, (x) y el hecho que > ", |[Kn, (Xi; —x)|/n es acotado en
probabilidad se deduce que Agg ,(x) == 0.

Por otra parte, si llamamos como antes V; = o(X;)e;/3(x) usando que Y; = g(X;) + o(Xy)e; y
utilizando nuevamente un desarrollo de Taylor de orden uno obtenemos que

AOl,n(X) = 7Z]CHd gzd] ( g()(lg)(x)g(X)>

- LS (7) + g o K 0% -t (7 +5)
= Bl,n( )+B27n( )

donde 7;(x) es un punto intermedio entre 0 y (g(X;) — g(x))/5(x). Observemos que como g; es
continuamente diferenciable en S;, es Lipschitz, de donde |g(X;) — g(x)| < CZ?ZI | Xi; — 4] <
C’Z?Zl hj si Ku, (X; —x) # 0. Por lo tanto,

W"Hoo 11
| Ba n(x !<Czh TEZ’ICHCI x) |,

y el hecho que h; — 0 implica que By, (x) L250.

Por otra parte, los Lemas 3.4.1 y 3.4.2 implican que By ,(x) 2, r(x) fx(x)Ao(¥), lo que
concluye la demostracién de a).

b) La demostracién de b) sigue los mismos pasos que la del Lema 3 de Boente y Fraiman (1990).
Efectivamente, como en el Lema 3.4.3, definamos 1, (t) = ay)(t/a) y sea Y x = Y; — g(x), luego

D (x) = 3(x) A1 n(%,5(x)) — 0(x) Apn(x, o (x Z K, (Xi — %)& (Va0 (Yix) — Yo (Yix)) -
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Para todo s > 0, definamos HA(U) = wa(x)—i-)\(u) - wa(x) (u)7 I/\(u) = wa(x)—)\(u) - Qba(x) (u)a

1 d <X” — CL‘j)
Kj|—— ) Fa(Yix)&,
\/ ”H;‘lzl h; Zz; Jl_[l ’ hi '

TN = () = E(J, (V)

n

J-(\) = J N =E(J;(\).

n n

Observemos que si A(x) = $(x) — o(x) > 0, entonces Dy (x) = J,j(/)\\(x)), mientras que si X(x) =
5(x) — 0(x) <0, Dp(x) = J; (A(x)). Luego, como A(x) — 0, basta probar que

lim lim P | sup |J(\)|>e] =0 4.3
Jim_ lim <092d‘ () ) (43)
lim lim sup E(J,7(A\)) =0 (4.4)

y un resultado andlogo para J;, (A) en lugar de J,7 (\). Probaremos solamente (4.3) y (4.4) ya que
el resultado para J,, () es andlogo.

Usando que % es continua y acotada, por el Teorema de convergencia mayorada obtenemos que
limg_,0 supg<r<q E(J,f (X)) = 0 para todo n, de donde vale (4.4).

Para probar (4.3), como en el Lema 3.4.3, basta con ver que la sucesién de variables aleatorias,
J7(X), en el espacio C([0, 1]) es ajustada.

De acuerdo al Teorema 12.3 de Billingsley (1968) es suficiente probar que
i) La sucesién {jﬁ{ (0)} es ajustada.
ii) Existen constantes v > 0y « > 1 y una funcién no decreciente F en [0,1] tal que

E(

para todo 0 < A\; < Ao y n suficientemente grande.

TE00) = Trow|) < (Fow) - Fow)”

i) vale pues J(0) = 0.

ii) Sea 0 < A1 < A2, usando que ¥,(t) = ayp(t/a) y ((t) = u)/(u), como en el Lema 3.4.3
obtenemos que

[Hoo (u) = Hy ()] < ([9llos + [I€lloc) Az = A1) = F(A2) = F(A)

donde F(A) = ([[¢lloo + 1¢lloc)
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Denotemos por
zn—HK < >€ (H>\2(Y ) H)\l(}/i,x)) .

Como K es acotada, si llamamos C' = (1/i(t)) H(Zzl | K¢|loo argumentos analogos a los del Lema
3.4.3 permiten mostrar que
’Mz n| < C(F (/\2) FO‘I)) :

Por otra parte, como

[HK< ,g—m)] th/HKg ug) fx (x + Hyu)du

y =x+HgueCysin>ng, fx esacotada en Cy y [ Kj(u)du =1 tenemos que
d
Xip—x
2 il 4 2
HKZ <m>§z’]
~ a Xie — xy
< (Fow) - Fow) g Hnmnw [Hm (h)]
) i =1 ¢
9 d
< CI( (A2 ) H

donde C1 = (1/i%(t)) [10—, || Kelloo suPyec, fx (1) para todo n > ny.

E(MZ) < (Fw) - FOw)'E

~ ~ ~ 2 ~ ~
Finalmente, como E(J+())) = 0, E (J;(Az) - J;(Al)) — VAR (J;(Az) - J;(Al)), de donde

por la independencia tenemos que

Tt _ T+ 2 _ 1 = = 2
E(Jn (o) — J7 ()\1)) —nHEl:lhEVAR( in) < ”Hz WZE ) <y (F()\g) F(m)

para n > ng, lo que concluye la demostracién ii) y por lo tanto la de b) como querfamos.

c¢) Observemos que

o Bl () () (58]

Por lo tanto,

st = gt (452 o (252) - (55

J=1

IN
—
[
—
am
S
7N\
i
k}; Ql.
&
N—————
e
=
(o
®
———
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donde

won = o[ () - () o]

- sl o ()]

Luego, como ®(x,x) = 0, obtenemos facilmente que VAR(Cy(x)) — 0. Por lo tanto para probar
que Cp(x) -2 ay bastara ver que E(Cp(x)) — a;.

Como E¢ (Y1 — g(X1))/o(x)) = Ey (V1) =0, donde V; = 0(X1)e1/0(x) tenemos que

E(Cu(x)) = nr}ld:hE {HK () (Yla@g)(){))}
it )
dondi(u,x) . {¢ <0<X1)61 f,?ffl) - g(X)> X, = u} = {w (o(u)al Jﬁg) - g(X))]

es tal que A\(x,x) =0 y A(u,x) es diferenciable respecto de u. Mas ain, como

o (TR Zabd) () Ly (TR ) - g

o(x) o(x) (x o(x)
1 1 " U(u>51 u) — alx 2
o (T ) taw) = o)
1 1

59769 [zp” <‘7{§‘(1351 +9(u)) —y” (ﬁl(l});l)} (9(w) — g(x))?,

donde 6(u) es un punto intermedio entre 0 y (g(u) — g(x))/o(x), y como 1" es impar pues 1 lo es,
tenemos que

Mux) = W -96p, <a<u>el>+1<g<u>—g<x>>2E[ w,,<o<u>sl+9(u))_ y (U(u)ﬂ

o(x) o(x) 2 o?(x) o(x) o(x)
u) —g(x u) — g(x))?
9 L(x)g( )\ (u,XH;(y( 22(5)( ) Mo, %)

donde \i(x,x) = Ag(¥) y [A2(u,x)| < Cl(u)] < Clg(u) — g(x)|/o(x) pues 1" es Lipschitz.
Por lo tanto, tenemos que E(Cj,(x)) = Cy n/0(x) + Cap/o%(x) donde

d
Crp = E{HKJ X”‘“’J p(X1) [g<xl>g<x>m<xhx>}

t(X1)

d
Con = E HKJ Xl] ) x]> t((;cl))(g(xl)g(X))z)‘Z(XlaX)}
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Como g; es diferenciable, |g(X) — g(x)| < 2?21 hj < dmaxi<j<qhj si Kg, (X1 —x) # 0 de donde,
usando que [A\2(u,x)| < Clg(u) — g(x)|/o(x) , p(u) <1, t(u) >i(t) y fx es acotada por digamos
Ay, en un entorno compacto de x, obtenemos que

d
Gl < S B

2 \/”H?ﬂ hi | j=1
Cd3 1 n 3 H
2 i(t)o(x) I 1,y 'S5 o b

ArCd® 1
< . :
= T2 i ox) "Uhﬂ Z_ 2 1”<"1f<xdh /H|K wj)|du.

IN

(X =2\ | p(X) lg(Xa) — g(x))?
K < h; >‘ t(X1) o(x)

IN
=
IS
"
>
=

Por lo tanto, usando que h; — 0y n H] 1 hy Z L I 4 — B deducimos que Cs,, — 0.

j=
Por otra parte, recordemos que r(u) = p(u)/t(u)

Cin = n H h; / H K (uj) r(uHg + x) [g(uHg + x) — g(x)] M (uHg + x, x) fx (uHg + x)du

d d
= thj/HKj (uj) m(uHg + x)v(uHy + x)du
j=1 j=1

donde m(u ) g(u) —g(x) y v(u) = r(u) fx(u)Ai(u,x) y por lo tanto, m(x) = 0. M4as ain, como
A (x,x) = Ao(¢) y B¢ (ae) = 0 tenemos que v(x) = r(x)fx (x)Ao(¥) ¥
vt = A |Gt e+ el o]

de donde como m(uHy + x) = Z;lzl gp(ze)uehy + (1/2) Z‘Z:l g7 (&)uzh? donde & es un punto
intermedio entre xy y ¢ + ughy, obtenemos que

ugushghs

u=x

d
0
m(uHy + x)v(uHy +x) = v(x) Z gp(we)ughy + Z gé(xg)%v(u)
=1 1<0,5<d 8

—u(u) ] wpshohg

u=x

d d
5000 D gttt + 5060 S [of(@) — o (me)] wih?

=1 =1
1 0
5 Z 92(&)87 ( )’ E(l)uzushihm
1<l,s<d

con E(l) un punto intermedio entre x y uHy + x. Por lo tanto, si escribimos a C1,, = Z?:l Cijn
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con

Cian =

Cisn = ;U(X)\th Zhe/HK uj) (g7 (&) — g7 (z0)] ujdu

Jj=1 =

1
Ci6n = iv(x) n H h; Z hih /H K (uj) gy (€ v(u)’ 76(1)u%usdu
\ j=1 1<f,s<d Us "

con 5(1) un punto intermedio entre x y uH +x. Luego, como [ K;(¢)tdt = 0 tenemos que Ciq,, = 0.

Ademas, como n H?Zl hj hé} — B, hs — 0y v es diferenciable y g; es dos veces diferenciable tenemos
que Ci5, — 0y Cign — 0. Por otra parte, tenemos que si Cy = maxi<¢<q |g;(z¢)| tenemos la cota

iv(u)

|ugus| du

u:€<1) B aus

1
d 2 d
oImnt ) [T @l 3
j=1 j=1

1<,5<d

de donde como 5(1) es un punto intermedio entre x y uHy+x y n H;lzl hj h;} — [y, obtenemos que
Clg,n — 0.

Usando que fH;l:l K (uj)usugdu=0sis# Ly fH?Zl K (uj) usugdu = sp si s = £ obten-

emos que

u=x

de donde obtenemos que E(C,(x)) — a1, lo que concluye la demostracién de c).

Y; — g9(X;)

Para probar d) indiquemos por Z; = &9 E(Z1|X1) = 0. Luego, el resultado se

sigue usando la distribucién asintética del estimador clasico de Nadaraya—Watson para variables
acotadas aplicado a (X, Z;). [J
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Teorema 4.2.2. Sea x un punto del interior de Sy tal que se cumple A3 en un entorno compacto

de x. Supongamos que el estimador inicial gini(x) es tal que gini(x) — g(x) = Op (2?21 h?). Mas
ain, supongamos que fx(u), r(u) = p(u)/t(u) y o(u) son diferenciables. Luego bajo A1, A4, C1,

C2 y C7, si ademés " es Lipschitz, $(x) == o(x) y nH?Zl hj h} — B¢ tenemos que

d
n T 7 Goswno () = 9(x)) 2 N (bo(x), v (x))
j=1

donde by(x) y vo(x) estan dados en el Teorema 4.2.1.

DEMOSTRACION. Observemos que

d

n H hj (Goso (X) — g(x)) =

J=1

d
n [ 7i%n Gn(x)) -

J=1

Por lo tanto, bastara probar que
a) W, 5 —r(x) fx (%) Ao () /o (%),

b) \/nHE.lzl hiW, (gini(x)) N N(ay,01) donde a1 y o1 estan definidas en (4.1) y (4.2), respec-

tivamente
c) \/ nH?ﬂ hj (gmi(x) — g(x)) 0,

Como g (x) — g(x) = Op (Z?:1 h;*), ¢) es inmediato. Por otra parte, a) y b) se deducen usando

argumentos analogos a los considerados en la demostraciéon del Teorema 4.2.1. [

Para obtener la distribucién asintética del estimador de la componente marginal, supondremos
un modelo homocedéstico, o sea, que o(x) = 0, y que tenemos un estimador robusto de escala s
de o con tasa n/2. En el caso de observaciones completas, ejemplos de estimadores que cumplen
esta condicién son los M —estimadores de escala robustos de los residuos Y; — g(X;), donde g(X;)
es un estimador robusto preliminar consistente de g. También, como en el caso d = 1, podemos
considerar un M —estimador de escala robusto de las diferencias Y; — Y 1) donde Y; ;) indica la
respuesta asociada a la covariable X; mas cercana a X;, o sea, || X; — X || = min;; [|[X; — Xj||.
En el caso de tener respuestas faltantes, como en el caso en que se desea estimar el parametro de
posicién u, se debera trabajar con un estimador basado en la muestra observada corregido por el

propensity score, o sea, pesando a cada observacién con §; = 1 con el inverso de un estimador de
la probabilidad p(X;).

Teorema 4.2.3. Sea x un punto del interior de Sy. Supongamos que o(x) = 0, Supyes,, |G (X) —

g(x)| =% 0 y se cumplen A0, A1, C1, C2, C7y C8 y que ¢ es Lipschitz. Mds atin, supongamos
que g1(u) es continua, fx(u) y r(u) = p(u)/t(u) son diferenciables y que supycs, [9(x)| < oo



CAPITULO 4: DISTRIBUCION ASINTOTICA 68

Y SUPxes, fx(x) < o0, infxee fx(x) > 0, infyect(x) > 0 y infxee p(x) > 0 para algin entorno
compacto, C C Sy, de Sg. Si ademds, \/n(s — o) = Op(1), h1 = Bn=Y/5, hj = h para j # 1 es tal
que h = o(h1) y logn/(n*°h* 1) — 0, entonces

Vil (G (1) — g1(21)] > N (bo(21), 03 (a1))

donde
boi(z1) = B°2s [gi(ﬂfl)/r,(}();x(x) 8?“”(‘1) B QL(X;)dX;JF%g/f(ﬂ?l)
2 _ 2E(¢2(5)) 20 du 1 2 (x4 )dx
o) = LT [ Kb [ S
x) = (22,...,24)" yv(u) =r(u)fx(u).

T, para que h= o(h1), es necesario que 7 > 1/5

Observaciéon 4.2.1. En el caso en que h= yn~
yva que hy = Bn~Y/5. Por otra parte, la condicién v/nhy (nhlﬁd_l/log n) e — 0 es equivalente a
log(n)/n%3h?=1 = 0, luego se cumplird si 2/5 — 7(d — 1) > 0. Por lo tanto, debemos tener
berc 2
5 5(d—1)

de donde, d < 2.

DEMOSTRACION. Como en el Teorema 4.2.1, gy, (x) es solucién de ¥, (a) = 0 donde ¥, (a) estd
definida en (2.13) vimos que gy, (x). Para reforzar la dependencia en el estimador de escala sea

U, (a,s) = lzn:¢ (Y - “) K, (X; — x)&; .

Luego, ¥, (g, (x),5) = 0. Usando que ¢ es Lispchitz y que ((u) = uy)’(u) es acotada, es fécil ver que
Dy = supyes, Sup, [8¥n(a,s) — o¥y(a,0)| = Op(1//n), por lo tanto, ¥(gy,(x), ) = Op(1/v/n).

Definamos g(x) como la solucién de ¥,,(a,0) = 0 (es decir, cuando suponemos la escala cono-
cida). Por la Proposicién 3.1.1, supyee |9(x) — g(x)| = op(1). Luego, tenemos que

Dy = sup |Gu,(x) — §(x)| = Op(1/v/n). (4.5)
x€Sg

Efectivamente, para probar (4.5) observemos que un desarrollo de Taylo/r\ de orden uno y el hecho
que U, (g(x),0) = 0 permite obtener W, (gy,(x),0) = ¥, (4(x),0) + D1n(x) (0, (%) — (%)) =
D1n (%) (9uo (%) — g(x)) donde

~ oV, (a,o)

Dinx) = da

g

g )Q —Sn
2—171LZT//< 05 )’CHd(Xz‘—X)&
i=1

a=E&n
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con &, = &n(x) un punto intermedio entre gy, (x) y g(x). Observemos que como supycs, [9(x) —

9(x)| = 0p(1) ¥ supxesg [y (%) — 9(X)| = op(1) entonces, supycs, [€n(x) — g(x)| = op(1). Sea

Do( ) = —Ao()r(x)fx(x)/o. Observando que i(|Do(x)]) > 0, ¥(guy(x),0) = Op(1/y/n) y
U (G (%), 0) = D1 (%) (G (X) — §(x)) para obtener (4.5) bastard mostrar que

sup |l317n(x) — Do(x)| = op(1). (4.6)
xXESQ

Tenemos que ﬁLn(x) = (1/0) (ﬁnm(x) + 1312 n(x)+ Dis nl( ) donde

Diin(x) = iizn;,CHd(Xi—x)fz[ ( ) ¢/<Y 5n>}
)

Dian(x) = ;inﬂdm_%[ o (BaXD) _y (Yima)]

5 Yi — 9(Xi)

Digpn(x) = —— ZICHd x)&0) <ZUZ .
Usando que ¢’ es Lipschitz, que supycs,, [§n(x) —g(x)| = op(1), supyes,, (1/n) 353 [Kn, (Xi—x)| =
Op(1) y infxec t(x) > 0, con C un entorno de Sg deducimos que supycs,, |D11,n(x)| = op(1). Por
otra parte, COmo SUp|cy  (x,-x)}£0 l9(X;) — g(x)] < CZ?:I hj, tenemos que Supyes,, [Di2,n(X)| =

op(1). Por tltimo, usando el Lema 3.4.6, resulta que supycs, |ﬁ15n(x) — Dy(x)| = op(1), con-
cluyendo la demostracién de (4.6).

Integrando respecto de todas las variables menos la 1, se tiene que
‘vnhl@,mo (x) — \/nhl/ )] a1(x1) dxq
~ ~ NP
= 'vnhl /[QMO (x) — g(x) — (9(x) — 9(x))] q1(x1) dx1| < V' hiv/nDy — 0, (4.7)

de donde, si g1(z1) f g(x)q1(x1) dx1, bastara hallar la distribucién asintética de

Vnhi[gi(z1) — g1(x1)] \/nh1/ x)] qu(x1) dxq

es decir, nos hemos reducido a probar el resultado en el caso en que la escala es conocida.

Como en el Teorema 4.2.1, usando un desarrollo de Taylor de orden uno, obtenemos que

9(x) — g(x) = 0 Ag 4 (%) A1 (x)
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ot = 1S (B
Aovalx) = ;ZKJHd (X — ) &' <Y‘Ug<x)>

Apal®) = 5-(@) ZicHd e (Y—fa(x))
Aip(x) = fz;cHd )€t (—Jg<x>>

donde 6; (x) y é\g(x) son puntos intermedios entre g(x) y g(x). Sea Ao(v) = E(¥'(¢)), Ao(u) =
v(u)Aop(¢)) donde v(u) = r(u)fx(u). Como supycs, [Aon(x) — Ao(x)| = op(1), empezaremos
estudiando el comportamiento de

~

B,, = \/nhio /Aal(x)glﬁn(x)ql(xl) dxy .

Observemos que En =DB,1+ Emg donde

Bur = ov/nhi [ A7t GBUAL () (xi)dxs
Bny = U\/nhl/Ao (x) Al,n(x)—E(Al,n(X)) q1(x1)dxy

)

Veremos que
a) Bn,l — b071(w1)

b) Bno -2 N(0,0%(z1)).

Empezaremos calculando EA; ,,(x) ya que la usaremos en los pasos a seguir.

Definamos A\(u, x) como

TR Y LT P e TR |

g

Tenemos que

)\(U,X):g(u);g( ) ( )

5 L (g(w) — g()) Aol )

con Ag(u,x) = E¢''(e + 6(u)) — E¢)''(¢) con 6(u) un punto intermedio entre 0 y (g(u) — g(x))/o.
Como en el Teorema 4.2.1 tenemos que [A2(u,x)| < C|0(u)| < Clg(u)—g(x)|/o pues ¢ es Lipschitz.
Por 1o tanto, A1, (x) = E [Kit, (X1 —x)0 (Vi — 9(x))/0) €1] = E (K, (X1 — x)r(X1)AGK1, )
puede escribirse como

~ A 1
EA; ,(x) = 70(w)A11,n + -5 A12n
o 20
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donde
1 Xi, — X d X Xy
Anp = B o (Kt )1:]K< b X))~ ()
d
= /HKj(uj)v(x+Hdu)m(x+Hdu)du
1 i, T
Ay = o | (R )HK< ) 36 00X - 90X %)

d
/ H K (uj)v(x + Hgu)m?(x + Hqu) A2 (x + Hyu, x)du

con m(u) = g(u) — g(x), luego, A1, = Z?Zl A11jn donde

At = de ze)h /H j(ug)ug du

d
0
At2n = Z gy(z¢) aTLSU(u) B hehs /H (uj)ugus du
1<(,5<d u=x =1
a ) )
Az = > gilae)hehs / HKJ(UJ)[ ausv(u)‘ _ew W] ]uwsdu
1<t,5<d 7=1 u= u=x
1 d d
Ajan = §U(X) Zg@’(acg)h? /HKJ'WJ')U% du {de z0)hi Se}
(=1 j=1
1 d
Az = iv(x h? /HK uj) gf (&) — g7 (.Tg)] uf du
=1
A _ ! Z hZh ( ) uug du
nen = 3 v e MeUs
1<4,s<d u=

con 5(1) un punto intermedio entre x y x + Hgu. Luego, como [K;(t)tdt = 0 tenemos que
Aq11,, = 0. Usando que fH?Zl K;(uj)usugdu=0sil # sy esigual a s; si £ = j obtenemos que

h%Sg.

d
0
Atien = E gy(xe) afwv(‘ﬂ
=1

u=x
Por otra parte, como gg’ es acotada y uniformemente continua en Sy y fx y r son continuamente

diferenciables, tenemos que (dv(u)/ 8u8)\u: g e acotada de donde

sup [Arisa] = (B3 +h%)o(1)  sup |A1ien] = O(h? + h3h + hih® + h?) (4.8)
x€SQ XESQ
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Por otra parte, como tenemos que (Ov(u)/0us)|u es uniformemente continua y K tienen soporte
n [—1, 1], de modo tal que x + Hju pertenece a un entorno de radio max; h; de x, tenemos que

0 1o}
— =o(1
R e R el B Rl
con lo cual ~
sup ‘A113,n| = (hl + h)2 0(1) . (4.9)

x€8q

Por otra parte, como [A2(u,x)| < Cl0(u)| < Clg(u) — g(x)|/o = Cm(u)/o y g; y v son acotadas

d
sup /H]Kj|(uj)v(x+Hdu)m2(x+Hdu)|/\2(x—|—Hdu,x)\du

sup |A2,(x)| <
x€SQ X€SQ
o d c & -
< — sup / | K| (u))v(x + Hgu)m?(x + Hgu)du < ;(Z hj)® < Cy(hy + h)?
x€8q j=1 7=1
Resumiendo, tenemos que, como h; — 0y h— 0, (4.8) y 4.9) implican que
~ A 1
EA,(x) = 0(¢)A11,n + 55 A2
o 20
d d
A 0 1
= Oéw) {Zg}(w) %U(u) hZ sy + §U(X) [Z g7 (ze)h3 s¢ } +vp(x), (4.10)
=1 u=x =1

donde supyes,, [vn(x)| = (1 +h)2o(1).
e Probaremos ahora a). Por (4.10) y usando que Ap(u) = v(u)Ap(1)) tenemos que

Bn,1 = oynh / X)EA; ,(x)q1(x1) dx1 = By + Bian
Bii, = nh /U {ZQ@ (2¢) 3W v(u)
Biap = nhl/ x)q1(x1) dxy

d
h se+ %U(X) [Z g7 (zo)hi Se] } q1(x1) dx1

(=1

u=x

Como supyes,, [Vn(x)| = (M +h)20(1), hy = Bn~Y/5 y h = o(hy) tenemos que By — 0.
Por otra parte, Bi1,, = Bi11,n + B112,» donde

0
Biiin = \/nhth/ {91(1‘1) aulv(“)

u=x

= \/nhihis /{v x)gy(x1) 8ilv(u) B + ;gi’(fcl)} q1(x1) dx1
d 9 o 1 d
Biion = +/nhih? /v_l(x) {Zgé(xg) 8—W'U(u) S0+ §v(x) [Z g7 (xy) Sg] } q1(x1) dxy
=2 u=x =2
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Como h = o(hy), \/nhlﬁ2 — 0 de donde Byy2,, — 0. Por otra parte, como hy = Bn=1/5, Vnhih} =
35/2 de donde Biyy, = bo1(x1).

e Probaremos ahora b).

Llamemos Sy, (x) = (1/n) > i1, Ka,(Xi — x)&itp(e;) v sea Vi = ¢ ((Y; — g(x)) /o) — (Vi —

9(X;))/o), tenemos que
}ILn(Xva) ‘Sln X U EE:KhId &iVi.

Supongamos ahora que hemos probado los dos siguientes resultados

V/nhy sup Z/cHd x)§i Vi — E[Ku,(Xi —x)& Vil| = op(1) (4.11)

XESQ

o /Aal(x)SLn(x,o)ql(xl)dx1 Dy N(0,02(21)).  (4.12)

Como E [¢ ((V; — 9(X;)) /o) |Xi] = 0, (4.11) es equivalente a

v/ nhy sup ’glﬂn(x,a) - Eglm(x, o) — Slm(x,a)‘ =op(1),
x€Sq

de donde resulta que

nhy (Em(x, 0) —EA; ,(x,0) — S1a(x, 0’))} q1(x1) dxy

La desigualdad anterior y (4.12) permiten obtener que
Buy = oVl / A5 ) [ Ay (%) = B(A1 (%)) | a1 (1)
_ . / A (x) {\/nhl (Arnx0) ~ EAuu(x,0) — S1a(x.0)) b au(x) da

+ nhlo/A x)S1n(x,0) q1(x1) dx1

L5 N(0,02(z1))

dando por probado b).

e Probaremos ahora (4.11). Observemos que |V;| < C1|g(X;) — g(x)|/o, luego como g es Lipschitz,

hj = hsij#1yh= o(hy) tenemos que |W;| < Cy donde W; = &V, Hdzl Lo, —xi1<n; /M. Por
otra parte, como K tienen soporte compacto en [—1,1] resulta que > ', Ku,(X; — x)§V; =
hi >0 Ka,(Xi — x) Wi, Por lo tanto, aplicando el Lema 3.4.5 a (1/n) > " | K, (Xi — x) W; se

obtiene que
logn )1/2
=h | ——=—— Op(1
: (nhlhd—l (L)

sup |~ Z Ka,(Xi —x)& Vi — E[Ka,(X; — x)&; Vi
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de donde

nh1 sup ZICHd x)& Vi — E [Kar, (X

XESQ hd 1

1/2
<\/nh1h1< logn ) Op(1)

y el resultado se obtiene del hecho que logn/(n?5he1) — 0.

e Por tltimo, probaremos (4.12). Basta mostrar que

N / X)S1n (5, 0)q1(x1) dxy 25 N(0, 0% (1))

donde

i) = Bwe) [ Kiudu [ aia)isa.

Tenemos que

/ v ) Sin(x,0) (k1) dxs = o / oM @1, %1) 1 (@1, X1, 0) g1 dxy

i1 —T1 i z;\ qu(x1)
nh1hd 1 Z& viEE ( ) /HK ( ) v(r1,X1) 1
! e — 1 ql i1 +Hg_ju)
_nihl ZZ gzw(fz)K < > /H K U] :L'l, Xz’l T Hdilu) du

1 X,L 1 — T
=— > K (== —)Z
nhl - 1 ( h,l ) Z,Hd,1

donde Z; 11, , = &(ei) f]_[;l:Q Kj(uj)v(z1, X1+ Hg_ju)du, Hy_; = diag(?z, . ,%) es la subma-
triz de Hy de dimensién (d — 1) x (d — 1), X;1 = (X2, ... X,d) v(zi,u) = qi(u)/v(zy,u). Sea
Win=Ki(Xi1 —21)/h1) Zim,_,/vVnhi, luego vnhy [v71(x)S10(x,0)q1(x1) dx1 = Y0y Win.

Observemos que por ser t, ¢ y g1 acotadas y como Hlfxec fx(x) > 0, infyxect(x) > 0y

infxcep(x) > 0, |Z;u, ,| < C para todo i y h. Por otra parte, la continuidad de ¢; y v im-
plican que fH?:z K;(uj)v(z1, X1 + Hyg_ju)du — v(x1,X;1). Luego, como € es independiente
de X, tenemos que E(Z; i1, ,|X1) =0 de donde EW; ,, =0y

qi(u)
p(z1,u) fx (71, )
3

du = a%l (x1)

VAR() Win) = nE(WT,) = E(4*(e)) / K2 (u)du /

i=1
Xi1— 1
(nh1 )3/2 ‘Kl < y > Z1Hy

> ElWinl
i=1
1 X11—1‘1 1
< Ky | ———— || <A——
- (nhl)l/% ‘ 1< h1 >‘_ (nhy)/2

IN

pues la densidad fx, es continua. Por lo tanto, el resultado se obtiene aplicando la versién de
Lyapunov del Teorema Central del Limite, lo que concluye la demostracién de b).
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Falta mostrar que v/nhi[g1(x1) — g1(z1)] — B, 0.

Observemos que g(x)—g(x)—o Aal(x)gljn(x) =0 (Ay L (%)= Ay (%)) A1 n(x) = Dy(x)+ Da(x)

con

Probaremos que

V/nhy sup |Di(x)] 250 (4.13)
x€Sq

V/nhy sup |Dy(x)| 250 (4.14)
XESQ

ya que entonces

Vil 1) = gr(en)] = By = Vi [ (D0 + Da(x)) axxr)dza 50
lo que concluye la demostracion.
Para probar (4.13), observemos que usando (4.10) y que h = o(hy) obtenemos que

sup [Di(x)] < o sup |Agh(x) = A (x)| O,
XESQ XESQ

donde el término O(h?) no depende de x. Por lo tanto, como SUPxes, ‘A\ai(x) — AyH(x) 250 ya

que infyes, Ao(x) > 0y v/nhihi = 5/2 obtenemos que v/nhy SUDxes, \ﬁl(x)\ 250.

Probaremos ahora (4.14). El Lema 3.4.5 con 0,, = \/log n/(nhih4=1), implica que

~ ~ logn 1/2
sup A1 n(x) —EAq n(x)| = Op () )

xeSg nhlﬁd_l
Por otra parte, usando (4.10) y que h= o(h1) obtenemos que

sup )mlvn@c)\ = o).
XESQ

Por lo tanto, como sup A x)— A7 (x)| 25 0 y infxes, |Ao(x)] > 0 deducimos que
xeSg 0,n 0 Q

SUPxes, ‘A\ai(x)‘ = Op(1) de donde

_ . 1 1/2
sup [5(x) — g(x)] < O2(1) sup |A1,(x)| < Op(h3) + Op < ogn ) _ (4.15)
x€Sg x€Sq nhlhd—l
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Tenemos que

~ Sup, A n(x) — Ao(x ~ ~
vnhy sup |Da(x)| < +/nhio GSQ‘ 0 () o)l sup [A1,(x) —EA; ,(x)

€84 infxes, [A0(x)| infxes, [Aon(x)] xeSq
~ logn 1/2
< sup |Aon(x) — Ap(x)|Op | | = (4.16)
XESQ hd—1
Definamos

A, (x.a) = % 2:; K, (X — %) &0 <Y_gix)_a>

y sea A1(t) = E¢)/(e; +t). Luego, \1(0) = Ap(¢)) v

Al»n(xv CL) = Egn(xa a) = ]EICHd (Xl — X) T(Xl))\l (g(Xl) - g(x) - a)

g

st Ba) ) =),

o

d
— /HK]'(U]')T(X"FHdu)fX(X+Hdu))\1(
i=1

Argumentos anédlogos a los considerados en el Lema 3.4.6 con §,, = \/ logn/ (nhlﬁd_l) implican que

N N 1 1/2
sup sup | A (x, ) — EA,(x, )| = Op ((g”) ) |

xX€Sq |a|<1 nhlfﬁdfl
Luego, como 6;(x) es un punto intermedio entre §(x) y g(x), SUPyes,, [9(%) — g9(x)| = op(1) (ver
4.15)) tenemos que supycs, [a(x)| = op(1) donde a(x) = b, (x) — g(x). Usando que A\o’n(x) =

Ap(x,a(x)) tenemos que

-~ ogn \?
sup | Ao (%) = An(x, @(x))| = Os <<lg> ) . (4.17)

x€Sq nhy hd—1

Luego (4.16) y (4.17) y el hecho que logn/(n2/?h%1) — 0 implican que

~ ~ logn 1/2
Vvnhy sup [Da(x)] < sup |Aon(x) — Ain(x,a(x))|Op <( > )

x€Sq x€Sq hd—1
. logn 1/2
+ sup | A n(x,a(x)) — Ao(x)|0p | | =—
xX€SQ hd_l
1 logn . log 1 1/2
< Op|———= =—— A.n(x, —A O =
< or (o 75 + g Pt —isyon (25
. logn 1/2
< op(1)+ sup |Ain(x,a(x)) —Ag(x)|Op | | =— (4.18)

x€Sq hd_l
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Sea A, (x) fHJ 1 Kj(uj)r(x +Hgu) fx (x + Hgu) du. Como fx y v’/ son acotadas A\
es Lipschitz de donde usando (4. 15) obtenemos

A (x,a(x)) — Ap(x,0)] < Cila(x)] < Crlg(x) — g(x)]
logn 1/2
< Op(h}) + Op <<~) ) , (4.19)

nhlhd_l

Finalmente, como como fx y r son funciones Lipschitz y acotadas, entonces v(x) = fx(x)r(x)
también es una funcién Lipschitz, y por lo tanto como g; es continuamente diferenciable y h = o(h1)

d
Mnlo0)) = An)] < € [ Tl + o) felox + o)Ly + o) = g(60)] du
=1

< CQ max{hl,%} < C2h1 (4 20)
sup |An(x) — Ao(x)] = [Ao(y)| sup /IC (x +Hgu) — v(x)] du| < Cg/ |C(u)||Hgu| du
XGSQ XESQ

S C4 max{hl, h} S C4h1 . (4.21)

Las cotas dadas en (4.19) a (4.21) y el hecho que hy = Bn~/° permiten obtener

N logn 1/2 logn 1/2
xseu‘%MLn(x,a(X))—AO(X)|OP (Tzdl) < hiOp (ﬁd1>
logn 1/2 logn 1/2
2

(oo von () ) oo (s
logn 1/2 ( 1 logn>

O - =~ O -~

F <<n2/5hd—l> +Or Vnhy pd-1

1o que junto con (4.18) y el hecho que logn/(n?/3h9=1) — 0 concluyen la demostracién de (4.14) y
del Teorema. O

IN

4.3 Distribucion asintotica de los M-estimadores basados en poli-
nomios locales de orden ¢ en la direccion de interés «

En esta seccion estudiaremos el comportamiento de los estimadores definidos en la Seccién 2.4 como
la solucién de (2.22). Para ello, recordemos que hemos definido R (Xia) = ga(Xia) — ga(2a) —

1 09 (wa)(Xia — 7a)? /3 R(Xi) = 500 {95 (Xi) — 0(2))} + Ra(Xia) ¥

o . 1 Xi,a — Lo (Xi,a - xa)z (Xi,a - xa)q B
) B > 72 Yo hgé )

[0}

H, = diag(l,ha,h3,...,hd) e REFDx(@+D)

Miés aun, sea V, = (vﬁfﬁ? con v{%) = Justm 2 K2 (u)du.

>1§s,m§q+1
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Teorema 4.3.1 Sea x un punto del interior de Sy tal que se cumple A3 en un entorno compacto
C de x. Supongamos que se cumplen A1, A4, C1', C2', C4, C5, C7 y C8 y que ademds fx es
continua, ¢'' es Lipschitz y §(x) — o(x). Sea B(X) una solucién de ¥,, (3, x,5(x)) = 0441 tal que
H,{B(x) — B(x)} 2+ 0, donde W, ,(8,%,0) = (¥,0.0(8,%,0),. ., Vpaq(B,x,0)" estd definida
en (2.22), B(x) = (g(x),gg})(ma),... (q)(xa)/q) y g((ll) = g,,. Luego, si nH;-lzl hjh? — B¢ para
(+ay nH;.lzl h; hi(qﬂ) — Ba, se tiene que

d
n I s [HalBx) = B(X) = bay(x)] 2> N (0, B g(x))
j=1

2(e o?(x
ba4(x) = H;l(s(a))—lb(a) (x) Yoq(x) = (IIE?((z’((a)))))Z = X()p)(x) (S(a))—lva(s(a))—l.

donde

con b (x) = (0 (x),....,b\%) (x)) donde b\ (x) = h&™ s\ gV (24) /(g + 1)) paral < j < g+1.
(5@ 5@

Con lo cual, si sq = S1g 2 Sqt1 g

) tenemos que

d - (1),
n ] #He [B) - 8] 2 N(51/2W<s<a>>—1sq,za,q<x>> |
i=1

Demostracién. Como R(X;) = >, {9;(Xij) — gj(zj)} + Ra(Xia), por C1’ tenemos que

~ 1
= g0 (Xij —x5) + 0+ 1);9&(’“)(92«1)(&@ — 10), (4.22)
j#a
donde 6; = (gil, e gid)T es un punto intermedio entre X; y x.

Llamemos 7; = R(X;) — iZaHa[ﬁ(x) — B(x)]. Luego, las ecuaciones (2.22) pueden reescribirse
como

1 n N AZ 5
- E (4 <V2 + ??x)) Ka,(Xi = x)&iXia = 041, (4.23)
i=1

donde V; = 0(X;)ei/3(x) = Vio(x)/3(x). Luego haciendo un desarrollo de Taylor de orden dos
obtenemos Og41 = Jy.0(X, @x(x)) +1, 1 —|—In2 H, (B( ) — B(X)) +Tn’3 donde a,(x) = o(x)/5(x) y

/fn,l 1 ! Z 1/1 ,CHd )fz ( ))v(i,a s

I, = —s(—X—Zzz} D), (X = X)&i XiaXig
~ 1 -~ PO
Li = 78k Zw”v K, (Xi — X)&M; Xia
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con min(0, 7;/3(x)) < fi < max(0,7;/3(x)). Por otra parte, s = Lyt — Lnz Ha (B(x) ~ B(x))
donde

1
Ln,l

25(x Zd/l Vit KHd(
Z w//

( )57, R2( ) }uci,a )
1
25(x) n

2% 0:)Kr, (X = x)&i (7 + R(X))) XiaX] -

(Tos + Lot + (T2~ L) Ha (B0 - 80)))
j=1

(4.24)
E()'(c(u)ea/o(x))) y

Duile) = =3 % > (9 (Via) = M (X)) Kty (X

)57, ( ) ii,a )
i=1
1 1< .
D, 2(a) n (V' (Via) — M(Xi, a)) Ka, (Xi — %)& XiaX; o -
i=1
Sean ademas
1 1<
I,1 N ; K, (X — x)A(Xy, a0 (x))& R(X) X0,
1 1< R
Lo = _g(x)n;’CHd(Xi — x)\ (X4, G ())& iaXo o,

Luego, Dy ¢(4(x)) = Le — Le.

Queremos ver que \/n]_[?zl hj (Dye(as(x)) — Dy e(1)) 24 0 para £ = 1,2. Probaremos esto

para cada coordenada j del vector D,, ; y para cada coordenada (j, k) de la matriz D,, 5. Para cada
0<mmm<1,1<j,k<qg+1y1<a<denteros definamos

D, (a) = %Z(W(Véa) = M(Xg, ) K, (Xi = x)&R(Xq) ™2 o 27
i—1

Observemos que la coordenada j del vector Dy, 1(a) es 1/5(x)

3(x)D,(a) tomando m =m =1y m
mientras que la coordenada (j, k) de la matriz D, 2(a) es —1/5(x)
Por el Lema 4.4.1 tenemos que

0,
D,(a) coom=0ym=m=1
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Luego, como §(x) = o(x) con x € C y ademds \/nH?ﬂDn,g(l) = Op(1) para ¢ = 1,2, resulta
1

que, tomando m = m =

d d
. 1|~ .
n [ (Dny, (@6 (%) = Dp; (1) = 5w Cn(x) + (5(x) — a(x)) | n [ [ BiDna,(1)| 0
j=1 j=1
y tomandom =0y m=m=1
d 1 R d
n 17 (Dns,(G0(x) = Dns, (1) = i Co(x) + (3(x) = 0(x)), | n [ [ AjDng, (1) | =0
j=1 j=1
Por otra parte, usando que
max |R(X)| < Ag [ > hj+hEH | (4.25)

ZICHd (Xl—x)fo ]#OL

donde A, es una constante que depende solamente de || gj(-l) lloo Para j # ay de || g&qﬂ) || oo, se puede

ver que W”H?:l hiDy1(1) =5 0 ya que nH?Zl h;VAR(5(x)Dy, 1(1)) — 0. Por lo tanto, tenemos
que \/nH?:1 h; (Tnl — In,l) L5 0. Por lo tanto,
1
d 2
—|n]]ni| 3
j=1

1
2

na(X,ds(x) = [ n f[ hj [Iml + Lo+ (Tm - Ln,z) H, (B(x) - ﬁ(x)ﬂ +op(1)

Jj=1

Sea A, =1,2—L,2=1,2—L,2+D,2(a,(x)). Como \/nH;l:l hj (D o(@(x)) — Dye(1)) 250
para ¢ = 1,2, tenemos en particular que (D, 2(d,(x)) — Dy2(1)) == 0. De donde usando que
E [W(V; a) — M (X, a)’XZ-] = 0 implica Dy, 5(1) -2+ 0 se deduce que D,, »(d,(x)) —= 0. Por otra
parte, como HQ{B(X) - B(x)} 250, g;, j# ay ggfl son acotadas, tenemos que Ly, o )
Por lo tanto, tenemos que A, = I3 + op(1). Observemos que si Ai(a) = Ev/(ag) entonces
A1(u,a) = Ai(ao(u)/o(x)), por lo que

LIy ox (o(X) R
In,2 - /S\(X) n ZZ;ICHUZ (Xz x)>\1 < O'(X) aa(x)> 6@ xz,axi,a

Argumentos andlogos a los del Lema 3.4.2, permiten mostrar que I,o — 1,21 25 0 donde

1 1< ~ (o(X;) L ur
Lo1= —A——E Xi—x)A\1 | —— ) & XiaX;
2 s(x)n &= Fom, A ( o(x) ) o

de donde se deduce facilmente que A, L5 A donde

A = —Ey/(¢) fXS‘())S(X) s(@)
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Por lo tanto, tenemos que

d 2 d 2
~A (T | Fnaxasx) = (n]Ths | {He (Beo = B60) + AT Loy + L) pon(1)
j=1 Jj=1
(4.26)

Hemos visto que w/n]_[?zl hj (Ina(X,85(x)) — In,a(x,1)) 25 0 pues §(x) - o(x). Luego, tene-

mos que {/n H?Zl h;jJn,q(X, a0(x)) tiene la misma distribucién asintética que y/n H;l:l hj Ina(x,1)

cuyo comportamiento asintético se deduce de los resultados sobre la distribucién asintética del es-
timador de nicleos clasico, o sea, como por Al y C3, EJ,, (x,a) = 0441, tenemos que

d
D
n ] 7y Inalx,1) = N(0g41, Ba(x))
7j=1

con Xo(x) = E(J%(e)) (p(x)fx(x)/1*(x)) Va = E(¥?(e)) (r(x)fx (x)/t(x)) Va, de donde

1
2

d
A ]| Jna(xs(x) 25 N(0gi1, A7 Sa(x)A ™)
j=1

y como

-1 <AL — E()*(e)  o*(x) (a)y—1 (@)y—1
AT Ba(x)A _(Ez/;’(el))Qp(X)fx(x)(S TV

tenemos que

2

d
A ][R ] Tealxde(x) 2 N(Ogs1, Sag(x)) -
j=1

Por lo tanto, la demostracién quedara terminada si mostramos que

1
d 2
n H hi | {Tni+Lni+AHub,,(x)} 0.
j=1

Observemos que Ly, 1 = (Ly,1,1 + Ly 12 + Ly 1.3)/5(x) donde

Loia % ; W (Vi) Kr, (Xi — x)& RA(Xi) X0
1 N
Loio = — 3 [¢/(0) = ¢/()] Ku,(Xi = %) R2(X) %0
i=1
Lois = 30 [0/ +8) — 0"(%)] K, (K — 206 B(X0) %1
i=1

d

1
i1 hj>2 Lni11 —= 0 pues se cumple (4.25).

Es fécil ver que como E¢”(V;) = 0 entonces (nH

Por otra parte, como E¢”(aV;) = 0 para todo a, argumentos andlogos a los utilizados Lema 3.4.3
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d
j=1

Ki, (X —x) # 0, min(0,7;/5(x)) < 6; < max(0,7;/3(x)), con 7; = R(X;) — %], Ha[B(x) — B(x)]
y se cumple (4.25), tenemos que

1
permiten ver que (nH hj>2 Lyi2 L5 0. Finalmente, como " es Lipschitz, |Z; ;| < 1 si

2

1 1 @&
| Lp,1,3] < A2 C’Wi(w o n(Hg, B(x)) [ D by + hlet) - > Kk, (Xi — %)
J#a =

donde v, (B B30)) = Ay (50 s + 1™ )+ (041 [Ha [B(x) B0 . Liuego, como T, [Kar, (X
x)|/n = Op(1), nH;lzl hjh} — 0paral#ayn H?Zl h; pilath ( pues nH;l:l hj h? — 3, para

l#ay nH;.lzl h; pat) Ba) ¥ vn(Hg, B(x)) = 0, tenemos que (n H?Zl hj> * L1z 0.

Como Ai(u,1) = Xl(a(u) /o(x)). Para concluir la demostracién, bastara mostrar que
a) (n H? 1 ) {Ing—In1} 25 0 donde

ZKHd 06k (20 ) R i

b) My, = (M1, My gi1)" = (nnj . ) {Lo11 + AHub,(x)} 2+ 0.

a) se deduce del Lema 4.4.1.

Por otro lado, como vale (4.25) y ¢’ es acotada, tenemos que VAR(M,, ;) = VAR(I,1,1,;) — 0,
para 1 < j < g+ 1. Por lo tanto, para probar b) bastard mostrar que EM,, — 0. Observemos que

m(x) = A Hoba(x) — —Eo/(e) X0 e )

(%)

por lo que

fx(x)r(x) hE 5 gla+1) (5
o(x) (¢+ 1) %

de donde como n]_[‘gi:l hy hi(qﬂ) — By concluimos que

m;(x) = —Ey/(e) o),

1/

J 1/2
(nel:[ hg) m;(X) — pj = —E4/(e) fX(U()X (x) e gz)g&qﬂ)( W) -

Calculemos ahora E(I,, 11 < j < q+ 1. Observemos que

) 1
E(l11,) = (1;2:: (ICHd i — )X1<U;§3)>R(Xz‘) <Xz‘,ah;33a>j—1>

- /iCHd u— x)q( E ;>R( )r(u)(ual;xOl)jlfx(U)du

= /IC < x —Z })Idv)> R(x 4+ Hyv)r(x + Hyv)vl ! fx (x + Hyv) dv
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Por (4.22) obtenemos que si 6; = (01, . .., 0;4) es un punto intermedio entre x y x + Hyv

E(,11,) = a(lx) Z he /IC(V) vl ok <U(Xa—z)f)ldv)> q; (0;¢) r(x + Hyv) fx (x + Hgv) dv
=

q+1 g+i 5. (O +Hav) (a+1) (.
+ CEE he /IC(V) I\ < ) G I (in)r(x + Hyv) fx(x + Hgv) dv .
Por lo tanto, usando que g} (j # ), g((fH), Xl, r y fx son continuas, ”ngl hy h? — (3; para

j#a n]_[gzl Y, hi(qﬂ) — Bay [ Kj(u)udu = 0, el Teorema de Convergencia Mayorada, implica
que

d 3 )
(nHW) E(I,1,1,5) — L531531#/(5)7”(7()&(X)
=1

(%)

1
(¢+1)

lg&qﬂ)(:ca) /Ka(v)vq+j dv. (4.27)

Finalmente, como [ K (v)v?™ dv = 55-3) el miembro derecho de (4.27) es igual a —p; lo que concluye
la demostracién de b). [

Corolario 4.3.1 Sea x un punto del interior de Sy tal que se cumple A3 en un entorno compacto
C de x. Supongamos que se cumplen A1, A4, C1', C2, C4, C5, C7 y C8 y que ademds fx es
continua, ¢'' es Lipschitz y §(x) — o(x). Sea B(X) una solucién de ¥, (3, x,5(x)) = 0441 tal que
H.{3(x) — B(x)} =0, donde ¥, »(8,%,0) = (V.0.0(8,%,0),..., Unaq(B,x,0))" estd definida
en (2.22), Bx) = (9(x), 96 (wa), -, 98 (xa) /a)" ¥ 98 = gh. Luego, si nT]}_, h;h? — B; para
(+ay nH;»lzl h; hi(qﬂ) — Ba, se tiene que

2 ~ D 1 zg(gﬁl) (7a)
n]1_11 h; (qu’a(x) - g(x)) — N (50/ Wul, Ua,q(x)>

donde uy es la primer coordenada del vector S(*)~!s, con s, = (sgz), . .,séi)l q) Taq(x) es el

elemento (1,1) de la matriz X, 4(x), o sea, €] Xq 4(x)e;.

Para obtener la distribucién asintética de las componentes aditivas del M-estimador local basado
en polinomios locales de orden ¢ en la direccion de interés «, como en el Teorema 4.2.3, supondremos
un modelo homocedastico, o(x) = o, y que tenemos un estimador robusto de escala 5 de o, con
tasa n'/2. Por otra parte, en lugar de los supuestos C1’ y C2’ usaremos las hipétesis N1 y N2,
respectivamente, que se dan a continuacion

N1 Paratodo j =1,...,dy j # a, la componente marginal g; es £ veces continuamente diferen-
ciable en un entorno del soporte S; de la densidad de X; y gj(.e) es acotada. Ademds, g, es
continuamente diferenciable hasta el orden ¢+ 1 y la derivada g+ 1, g((xq“), es acotada en S,.

N2 a) La funcién de niicleos K : R? — R es tal que K(x) = H;l:l K;(x;) donde K; : R — R son

funciones pares, acotadas con soporte compacto, digamos [—1, 1], Lipschitz continuas y
tales que [Kj(u)du = 1.
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b) El nicleo K, cumple que 0 < f|u]]K (u)du < coparal <j<2¢+1y [u/K,(u)du >
0 si j es par. Més atin, la matriz S(@ ( [ubt Ko (u )du) o<iics © definida positiva.
<i,j<q
c) Paratodo1<j<dyj#a, Kj =L con L una funcién de nicleos de orden ¢, es decir,
[L(u)du=1, [WL(u)du=0si1<j<(l—1y [u'L(u)du#0.

Por simplicidad de notacién, indicaremos por (x4,X4) al vector que tiene la componente « igual
a T, y todas las demds iguales a x;, j # . Sea ademds A(a) = E¢(e1 +a) y Ai(a) = E¢/(e1 + a).
Dada una matriz simétrica A € R™*™ indicaremos por v1(A) < --- < v, (A) los autovalores de A.

Teorema 4.3.2. Sea x un punto del interior de Sy. Supongamos que 0(X) = 0 y que s es un
estimador consistente de o tal que \/n(5 — o) - 0. Sea B(X) una solucion de (2.22) tal que
> 1 1
Supses, [HalB(x) — BX)]| = 0 donde B(x) = (9(x), g5 (@a), .96 (wa) /a)" ¥ g = gl
Supongamos que se cumplen A0, A1, C4, C5, C7, N1 y N2 y que la funcién \(a) tiene derivadas
hasta el orden ¢ — 1 Lipschitz en un entorno de 0. Mads aiin, supongamos que qo(u) es continua,
fx(u) y r(u) = p(u)/t(u) son ¢ veces continuamente diferenciables y que supycs, |9(x)| < oo
Y SUPxes, fx(x) < oo, infxec fx(x) > 0, infxect(x) > 0 y infxec p(x) > 0 para algin entorno
compacto C C 8y, de S8g. Si ademds, hy = Bn~1/(2a+3) hj = =h Vj # «, y tal que h satisface
h=o (n~ (q+1)/(€(2q+3))) y nlatD/ Qa3 pd=1 /100y —5 00 se tiene que

Viha[Gop,.o (%a) = ga(2a)] =2 N (bga(@a), 02 o (24))

donde
2¢+3 1 -1
— pg5=_ - (gt]) T (Q(a) (a)
bq,a(xa) - fB 2 ( _|_1)|gozq ( )el S ) Sq
g) s s
02’0‘(%) - Eq// /fx (Ta, Xa0)P(Tar, Xa) Brael (31) 71V a(81) ey

consé) (((]1)"_'75((10;)+) cons IK tQ+jdtparaj:1,...,q+1,Va:(U£%>1§87m§q+1

con v%) = Justm=2 K2 (u)du.

Observacion 4.3.1. Observemos que como el nicleo L es par su orden £ es un niimero par.

Supongamos que el pardmetro de suavizado en las direcciones que no son de interés sea tal que
h = yn~". Luego, la hipétesis h = o (n~(+1D/({24+3))) se cumple si y s6lo si 7 > (g+1)/(£(2+3)).
Por otro parte, la condicién n(4+1)/ a3 pd=1 /1601 — o0 se cumplird si 7 < (g+1)/((2¢+3)(d—1)).
Por lo tanto, el orden de la ventana h debers ser tal que

q+1 cre q+1
0(2q + 3) (2¢+3)(d—1)"

Para que esta condicién se verifique el orden ¢ del ntcleo en la direccién de no interés debe ser
mayor o igual que la dimensién, es decir, £ > d.
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Demostracién. La demostracion sigue argumentos analogos a los utilizados para probar el Teo-
rema 4.2.3.

Recordemos que ,@(X) es solucion de (2.22), luego ¥}, ,(8,%,5) = 0411, donde ¥}, (B,%,s) =
(\Ij;,a,o(ﬁa X, S): R \Ij;,a,q(ﬁv X, 3)) con

N Ln , (Yi—bo— 20 by Xia — 20)™ .
‘I’n,oz(b7 X, 5) = ﬁ Z 1/} ( 0 Zmls ( ,Q ) ) ICHd (){Z N X)gixi,a
=1

I & (Yio K, Hb v
= = > f K, (X — x)&iXi -

n -
=1

Usando que v es Lipschitz y que ((u) = u)’(u) es acotada, es facil ver que para j =0, ...,q, lA)nJ =
SUPxes,, SUP ]§\If§7a,j(b,x,§) - J\IJ;a,j(b,x, o)| = Op(1/y/n). Por lo tanto, ¥y ,(8(x),x,0)

Op(1/4/n), para todo j =1,...,q+ 1.

Definamos ,B(X) como la solucién de W7 (b, x,0) = 0441 (es decir, cuando suponemos que la

escala es conocida). Luego, por la Proposicién 3.3.2, sup,cc |Ha[B(x) — Bx)]|| = op(1). Luego,
para 1 < j < g+ 1 tenemos que

Dy = sup |Ha1Bx) = B[ = 02 (1/v/m) (4.28)
x€8q

Efectivamente, para probar (4.28) observemos que un desarrollo de Taylor de orden uno y el hecho
que \Ilzya(ﬁ(x), x,0) = 0 permite obtener ‘Pfl’a(ﬁ(x),x, o) = \Il;a(,@(x), x,0)+D1,(x)Ho(B(x)—

B(x)) = ﬁl,n(X)Ha(B(X) — B(X)) donde

. 11 & Y, —x!I H,¢
Dy, (x) = - W (’Zvo‘a”
i=1

g

) K:Hd (Xz - X)giii,ai;{‘a

con §,, = &,,(x) un punto intermedio entre ,E'}(x) y B(x). Observemos que como SUPyes,, [[Ha [B(X) —

B = 0p(1) ¥ supyes, [HalB(x) = Bx)]I| = 0r(1), entonces, supxes,, [[Hal¢, (x) = B(x)]|| =
op(1). Sea

Do(x) = — — Ao()r(x) x ().

Luego, como S(® es no singular, infyce fx(x) > 0, infxec7(x) > 0y Ag(¢)) # 0 obtenemos que
infxec A1(Do(x)) > 0. Por lo tanto, como ¥y (8(x),x,0) = Op(1/y/n) y ¥, ,(B(x),x,0) =
f)l,n(x)Ha(B(x) — B(x)) para obtener (4.28) bastar4 mostrar que

sup ||D1,,(x) — Do(x)| = op(1). (4.29)
XESQ

Como en la demostracién del Teorema 4.2.3, tenemos que af)lm(x) = f)nm(x)—l—f)lg,n(x)—i—f)lg,n(x)
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( (X>> N w/ <Y; - ii,aHa£n>] ii,a)v(;ra
o )
( <xz->> L (Y - H<>>]
o )

oB(Xi)\
! xmxza

Usando que " es Lipschitz, supyes,, [[Ha[€,(x) — B(X)]|| = op(1), supyee D07 [Kn, (X —x)|/n =
Op(1), SUD gy, (X; )| £0 |Xio| < 1y que infyeet(x) > 0 deducimos que, para 1 < j,m < ¢+ 1,

ﬁll,n(x) — Z ’CHd 5@

~ 1 &
D12,n (X) = Z ICHd( {Z
=1

n “—

Dis,(x) = _*ZICHd

SUPyes, ]ﬁll,n’j,m(x)] = op(1), donde ﬁll,n%m(x) es el elemento (j,m) de la matriz ﬁll,n(x).

Por otra parte, como Sup|ICHd(Xi—x)|7é0‘iEaHa(B(Xi) - Bx))| < C(h + h&tY), para 1 <
Jym < g+ 1 tenemos que supycs, [Di2n,jm(x)| = op(1). Por tltimo, usando el Lema 3.4.6,
para 1 < j,m < g+ 1 resulta que supycs, |D13n,j,m(X) = ED13n,jm(x)| = op(1), de donde como
SUPxes, [ED13,n,5,m(X) — Do,jm(x)| = op(1) concluimos la demostracién de (4.29).

Observemos que como

/g\Olqu,a(xa) = /ef B’(ﬂ”aa Uy)Ga(Uy) duy = /ef Ha/@(ﬂfa’ Uy )0 (Ua) duy

tenemos que

VG ) = ) = v/ [ LB B
= [Vt [[e180[B0) ~ Blan xa) | < VoD, 250,

Por lo tanto, si llamamos g, (z4) f e H,((x)qq(x4) dX,, bastard hallar la distribucién asintética

de
Ve [a(2a) — go(20)] = v/ / eI HLa[B(x)  B(0))ta (xa) dxe
es decir, nos hemos reducido a probar el resultado en el caso en que la escala es conocida.

Haciendo un desarrollo de Taylor de orden uno alrededor de (3(x), obtenemos que

H,[3(x) — B(x)] = aﬁ(;;(x) Al (x) (4.30)
donde
. n Y; — %' 6 e
AO,n(X) = % Z ’CHd (Xz - X)fﬂb' (D;(X)> X3 aX¢ «
=1

A Y — 'ozHOé o
R = =3 Ku, (X —x)fﬂﬂ( %ol (X)> %10
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donde g(x) es un punto intermedio entre HoB8(x) v HaB(x). Sea Ap(u) = U(B)Ao(w)S(o‘) donde

v(u) = r(u)fx(u) y Ao(¢) = E(¢'(¢)) como antes. Es facil ver que supycs, [Aon(x) — Ao(x)] =
op(1), luego empezaremos estudiando el comportamiento de

B, — nha/A (%) ga(Xa) d%e

Para destacar la dependencia en x definamos

q
Ra(Xi,aaxa) = ga(Xza goc $a Z zoc - xa)j
j:l
R(X;,x) = Z{gy i) — 9i(%5)} + Ra(Xia, za)
JFo

Luego, Y; — x; JH.B(x) = €¢; + R(X;,x)/0. Por otra parte, N1 y el hecho que h; = h si jFay
R(x,x) = 0 implican que

: ")) ()
R(x + Hyu, x) ZZhs j + i Z%ug

|
jF#oa s=1 jFo e
(g+1) (g+1) (a+1)
+1 Yo (za) +1 +1 Ya (§a) — 9o (za) +1
g g T Wl (4.31)

Definamos
R(X;,x)\ .
Al n Z’CHd ( z))\ <()) Xi,a .

g

Observemos que ]§n =B,1+ Bn’g donde

By = ovnhe /A %) A1 (x) o (%) dxa
n2 = o0y/nhg /A Aln() AJl,n(x) Ga(Xq) dXq -

s}

Para concluir la demostracién del Teorema deberemos mostrar que

~

a) Bn1 - bya(ta) con bya(wa) = B23/2/((q + 1)) (2a)(S@) 15

Eay D
b) Bn72 — Nq+1(0, Eq,a(xa)) con

ra) = o2 B ) a(Xa) X0 (S~ (@))~1
o) =75 | Fetugnt) a8 Vel

) Vihalfa(ta) — ga(2a)] — Bn — 0 donde B, = eI'B,

Luego, para obtener el resultado deseado bastard con multiplicar a izquierda por ej.
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Observemos que IE;&L”(X) = EKLH(X). Empezaremos calculando E;‘;Ln(x) ya que la usaremos
en los pasos a seguir.

Como X es £ — 1 veces diferenciable y A1) es Lipschitz, haciendo un desarrollo de Taylor de
orden £ — 1 y usando que A(0) = 0, X' (0) = E¢)'(e1) = Ag(¢)) resulta que

) (R(u,X)) VS Lx®0) <R(u,x))k+ . _11)! Do) - A0 <R(u,x)>€—1

7 k=1 7 o
B R(u,x) G NG R(u,x)\" 1~ wx R(u,x)\"*
= A¥) o +kZ:2k!)\ (0)< o ) +(€—1)!)\( ’ )< o )

donde A(u,x) = A D(9(u)) — A1 (0) con f(u) un punto intermedio entre 0 y R(u,x)/o. Ob-

servemos ademds que |A\(u,x)| < C|0(u)| < C|R(u,x)|/o pues A1) es Lipschitz. Luego, tenemos
que
~ R(X1,x) .
E (Al,n(X)> - E [ICHd(Xl —x)r(X1)A (( - )> xw}
—1
Ao(¥) A®(0) 1
= A A n A n
o n+ ; Klgh R + (=1l o171
donde
1 d X T
_ 1,s — &s o
A117n = ho;}vld—lE LE[ Ks <h3 >T(X1)R(X1,X)X1,a]
= /K(u)v(x + Hyu)R(x + Hyu, x)u, du
1 [ X1 €T
= — Zhs — Fs k %
Aipn = hoﬁdflE Sl;[le < I > r(X1)R (Xl,X)XLa]
= /K(u)v(x—|—Hdu)Rk(X—|—Hdu,X)ﬁa du k=2,...,0—1
1 [ X1 €T
_ s~ Ts 5y 01 g
Ay, = hoﬁdflE 5—1_11 K, ( I > (X)X, x)R (Xl,X)Xl,a]
= /K(u)v(x + Hyu)A(x + Hyu, x) R (x + Hyu, x) i1, du
donde 1, = (1,uq,...,ud)" € RITL Mediante un desarrollo de Taylor ¢ de v alrededor de x

obtenemos que

v(x+Hpu) =v(x)+ > DMu(x)h™u™+ » %[Dmv(g(l))—Dmv(x) h™u™  (4.32)

0<|m|<¢ |m|=¢
donde hemos utilizado la notacién de Bourbaki para el desarrollo, h = diag(hy,...,hg), m =
d
(mi,...,mq) con m; € N, [m| = 375 my, u™ = (w",...,uz"), m! = mi!l...mg! y D™v =

omly /ouy™ ... oul)e.
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Utilizando (4.31) y

Ai11n = 0(x)
j#a
A () —
= V(X
11,2,77, (q+ 1)'9(1

(g+1)

(4.32) en Ay, k=1

t=1

" d
> gi(zih / [T Kelue)ujtta du

d
(24)hIH? / H Ki(ug)udt i, du

A113n—z Z 7Dm Zgj ZL'J hh /HKt Ut u]u uadu

k= 1|m| k

A114n—z Z

k=1 |m|= k

J#a

(q+1
g+ 1%

(za) thhm /H Ki(uy) uqJrl 1, du

Ansn = Z —.Dm Zgj ;) ) hh™ /H Ky (ug)uju™a, du

Anizn= > Y dilx; hhm/[Dmv(g(l)) —Dmv(x)}

A1 gn =

A1 9n=

Ait100 = v(x

A0 =v(x) {

|m|=¢

|m|={ j#a

lm|=¢

JjFa
1
m (a+1)
(%) TEn

1

1
2 m! (¢ + 1)

ZZ

JjFam= 2

i#o

1

[Ja

L (o

q+1

(g+ 1)

A2, = Z Z fDm

k=1 |m|= k

(g+1)

d

(zq)hdHh™ /H Ki(ug)uda™a, du

t=1

d
a:])?Lm /H Ki(ug)u U, du
t=1

t=1

d
)R /H Kt(ut)uﬁﬁa du

=t
=

d
() HTH R / [D™o(e) — D™o()| T Kou)us”!
t=1

/[ (éa) ga (Ta) } ﬁKt (ug)u la, du}

ZZ

jFam= 2

t=1

a:] hmhm /H Ky (uy) ui'u™u, du

/—1
A=Y Y LDmu(x) Y R / 1990(¢;) - 00 ()]

k=1 |m|=k

JFa

Ai1an = Z lehth /Dm

|m|=¢

JFa

[97(6) = 0" )]

::]&

t

1

—E

t

1

Kt(ut)ugumua du

Kt(ut)uﬁumua du

89

18
., £ obtenemos que Ay, = ijl A1, donde
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Kt(ut)ugﬂumﬁa du

—E

A0 = Z Z ol q i 1)!hg¢+1hm / [g (g, - &qﬂ)(xa)}

k=1|m|=k

1
Ai1160 = Z — hItTh™ /Dm q+1)(€a) - géqﬂ)(l?a)}

e m! (q

1

Ki(ug)ul™ u™, du

—~ 7

I
—

t

Aiirn= Y aDm (%)) Z ) (z;) ™™ /H Ky(u)ua™ i, du

|m|=¢ jram=2""
d
Ai1,180 = Z &Z Z L g]( )(x])hmhm/[Dm (5(1) D™y( }H (g ugnumua du ,

con 5(1) un punto intermedio entre x y x + Hyu. Como ij(t)t dt = 0 tenemos que Aq11, = 0.
Como Kj = L es un nicleo de orden ¢, si j # «, entonces [K(u)uju™iy,du =0 si jm| < ¢ —2
o bien si j[m| = ¢ — 1 pero cuando m # (£ — 1)e;j, y [K(u) yumud ™, du = 0 para todo m con al

menos una coordenada j # o distinta de 0. Luego, Aq19, = 0.

Por otra parte, tenemos que

A = hiu(x) (q+ 1)19((;?+1 Ta) /Ka(ua)ugflﬁa dug,
— hg+lv(x)mgéq+1)( q)s) .
Como D™v(u) con lm| = k y g(q+ ) son continuas y acotadas, y g; es £ veces derivable, con

derivadas acotadas para todo j # a, resulta que

Sup 1A 115.0]l = BO(1), Sup [A1anll = BE20(1) v sup [Ariioal = RfO(1),
XES Q XES Q xES Q

. d o
De la misma manera se puede ver que como ¢ es par, []i_; K¢(ut)u;u™u, du = 0 salvo cuando
m tenga un 1 en la posicion correspondiente a g, ¢ en la posicién j y 0 en las demas, de donde

1 d'v(u) ~y »
Ayisn = Zg] Z 1) gul 0w h"hea /K(u)ujua du
JFa J Y lu=x
1 v ~
_{_Zg.; JI] ( ) h£+1 ’C(u) E-‘rlua du
/) Bu j
JFa =
1 1 (9 u( .
Atgn = o 1)'ganrl T hQHZ he /IC(u)ugfrlufuCY du
J#a =
1 1 8£v(u)
(g+1) g+1 - YO ¢ PAR NN
TS ST v M /’C(u)u“ t 1

con lo cual

sup [|Aq15,0]| = 2“(h + ha)O(1) sup |[A116,] = LR+ RE)O(1).
XESQ XESQ
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Por otra parte, como tenemos que D™v(u) con |m| =k < ¢, k < £, es uniformemente continua K

tienen soporte en [—1
tenemos que

sup Dmv(E(l))

XESQ
con lo cual

sup [|Aq1,7.0]] = ho(1),
XES, Q XESQ

O

De la misma manera, como 9;

gj(-g) ()] = o(1) y por lo tanto

sup [|A11110]l = hEo(1)

x€Sg
sup [|A11,13,0]| = 2“(h + ha)o(1)
XES Q
sup [|A11,15n] = hLo(1)
XESQ
Sup [Av117.0] = RO(1)
xES Q

sup [|[A11g,ll =hEo(1) y

, 1], de modo tal que x + Hju pertenece a un entorno de radio max; h; de x,

— D™u(x)| = o(1)

sup [Arsall = RO(1).
XESQ

es uniformemente continua y acotada, se tiene que supyes,, | gj(-é) (&5)—

sup [|A11,12,0]| = R°O(1)

x€8q

sup [|A11,14,0]| = hfo(1)
XES Q

sup [|A11,16n] = hE M o(1)
XESQ

sup 1A 1118.0]l = Rfo(1).
XES Q

Mediante un razonamiento similar, usando (4.31), que K; es un ntcleo de orden ¢ si j # o y que
ht = 0(h$+1), obtenemos que para todo k =2,...,¢—1

sup [|Agnll = hE (1) .
x€Sq

Sea Ay s indica la coordenada s de Ay ,. Usando que A(u,x)| < C|R(u,x)| /o, K tiene soporte
n [—1,1], que v es acotada y (4.31), tenemos que para s =1,...q+ 1

sup [Aigns| < sup /|K(u)||U(X+Hdu)|X(X+Hdu»x>| |R(x + Hgu, x)|u[*~" du
XGSQ XESQ

< /uc J[o(x + Hau)| |R(x + Hyu, x)|* du < es(h + he) = o (h2H)

de donde

sup [|Aign |l = hio(1) .
x€S Q

Resumiendo, tenemos que, como hy, — 0y h— 0,

-1
~ ~ Ao( A& (0 1
EAI»”(X) = ]EAL”(X) = OO(_ )Allvn + Z kl (k)Alkvn (€ _ 1)' /—1 Umn
k=2
Ao(¥), 441 L @) (o)
= - he v(x)mga (Ta)sy™ + vn(x) (4.33)

donde sup,cs,, [[vn(x)] = h*O(1) + h& o(1) = h& o(1).
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e Probaremos ahora a). Para ver que ﬁn,1 NN by, basta ver que Eﬁn,l — bga ¥y que para
todo1l <j <qg+1, VAR(Eij) — 0. Por (4.33) y usando que Ag(u) = v(u)Ao(¥)S™ y que
VnhohETh = B(24+3)/2 tenemos que

Eﬁn,l = ov/nhy /Ao(X)_lE;&Ln(X)qa(XQ) ng = Bll,n + B12,n

By, = pB@at3/2_- (q+1) (@)y—1g(e)
11, B q—l—l (za)(S*) Sq

Biow = e / AG () (X)da(Xa) dXa

Como SUPyes, |lvn(x)]| = hg+10(1) y Vnhghdtt = B24+3)/2 tenemos que B2, — 0y por lo tanto
EBl n — bq a(xa)
Veamos ahora que VAR( n1,j) — 0, para 1 < L J < g+l Como S, ¢y Ag(d)) son constantes, bas-

tard con probar que la varianza de B donde B es la coordenada j—ésima de B = A (@Z))S(O‘)ﬁml /o
tiende a 0. Observemos primero que como Ao( ) = v(u)Ag(1))S(® entonces

Ej = \/Nh/ 1n,] Qa(xa)dxoz

i,a — Lo Xioc_xa -1
= § Ko [ 222 =00) (X)) ¢C(Hyq, X Zha ” T
a3 (B2 et X (S522)

con
_ — T R(Xivx)
C(Hd—lvxiaxa) - hd 1 /1;;[ ( ) qQ(Xg))\ (0_> ng
R Xia o Xz «a Hy o
— /H K us qa(Xza 4 Hd 1ua)A ( ( (I’ Ny + d lu))> dug
sF#a g
donde Hy_; = diag(ﬁ, . ,ﬁ) e R@-1x(d=1)  Tyego, como 9 es acotada, ga €s continua y acotada

tenemos que [((Hg_1,X;,2,)| < C, para todo i. Usando que 7 es acotada y que | X1 o — 2q| < hq
si Ko ((X1,0 — ®a)/ha) # 0 obtenemos que

~ 1 X a Lo X a T ta -
VAR(B;) = thAR (Ka <1hx) r(Xi)C(Hg—1, X, 24) <1hx> >
X — X — 2(j_1)
B 2 [ Ala — La ) 9.~ 2 , Zlha ™ Yo
haE K ( I > r (Xz)C (Hd—laszxa) ( he, ) )

S <h‘x> C(Fy 1, v, 70) fx(v) dV

< /Kg(UQ)CZ(Hd_l, (51304 + haua’ Vg); xa)fX(xa + hauom Vg) duadvg

1

IN

Luego, como si n — oo, Hy — 0y como (%(04_1, (Ta, Va), Ta) pues A(0) = 0, usando el Teorema
de la Convergencia Mayorada resulta que VAR(B;) — 0 dando por concluido a).



CAPITULO 4: DISTRIBUCION ASINTOTICA 93

e Probaremos ahora b). Observemos primero que bastara probar que

Bn,2 - 1400(_1/})8((1)]/—5)71,2 i} Nq+1(0, 211(33()())
donde ( .
4o\ Xa
Y11 (zq) = Eg?( dxoVa
ll(x ) w /fX «Tou a)p(xocaxg) o
Llamemos

Ve Ha Xiox) = G (0 10 )

e (H2).

(2

Es claro que

;&1, ( ) Aln ZICHd i — X XZ QV(€i7HdaXi7X)7
de donde
Buo = Viha 1760 [Rra() = A1) da(xa) dxa
1 - Xi,a —Ta \ o
= nh,a ;Ka <ha> Xi,aV(eiaHd—laXiaxQ) 9
con

— X
’Y(thd—laXiaxa) = hd 1/ HK < J j) qg(xg)v(ﬁiaHdaxh(:UCHXQ)) ng

1
- K (1) g0 (Xi o + Ha1ua)V (€6, Hy, Xi, (0, Xi 0 + Hy_juy)) d
/ v(aza,Xm—i—Hdlua)JQ (1) (Xia + Ha_1ua)V (61, Hi, Xi, (20, Xi o + Ho_11a)) dug,
Sea
1 Xi,a*xa 9]
Win=—=Ko| ——F— | Xiav(e, Hp—1, X, 20) .
nhe he

Tenemos que By o =Y | W, .
Para probar que B, » =N Ng+1(0,%11(zy)), bastard mostrar que para todo ¢ € Rt ¢ #£ 0 se
tiene que ¢"B, 2 =) 1" c"W; L, N(0,c" 211 (z0)cC).

Sea ¢ € R?™ ¢ #£ 0. Como E(V (¢;, Hy, X;,x)|X;) = 0 para todo x tenemos que EW;,, = 0

de donde Ec*W, , = 0. Ademds, como 9, p y r son acotadas y || < 1/i(t), |V (e, Hg, X, x)| < C
con lo cual para alguna constante genérica C'y > 0

xa) ' fxo(u) du

= T 13 za_wa
;E!c Wil < Cin W - ‘K (ha )

3

=C01——— [ |K}
lvnhaha»/‘ a(

A
&2
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Por lo tanto, la demostracién de b) quedard concluida si mostramos que lim,, oo VAR(c" D" | W, ;) =
c¢"311(za)c ya que basta aplicar la versién de Lyapunov del Teorema Central del Limite a las vari-
ables ¢c"W,,, que forman un sistema triangular de variables independientes pues Wi ,,,..., W, ,
son independientes para cada n fijo.

Calculemos VAR(c" > | W, ), indiquemos por VAR(W,,,) la matriz de covarianza de W, ,,
luego sélo basta ver que limy, o0 VAR(D " | Wi ;) = 311(2q). Como Wi, ..., W, , son indepen-
dientes, VAR(> 1 Wi ,,) = > | VAR(W, ;) = nVAR(W1,,). Por otra parte, como EW; , = 0,
VAR(W1,,) =E (WanITn) Calcularemos entonces, paral < s,m < g+1, Eg,, = nE (W1 5, sWi 1.m)
donde Wy ;, , es la coordenada m de Wy,

X _ X _ s+m72
K2 (19«“) (e Hy 1 Xy, ) (13«“)

1
Eg,==—EFE
h ha

ha
1 o — o — Ta s+m—2
= /Kgé <u > ?(e1, Hy1,u,24) [ X1 = u (u 3 ° > [x(tq,uy) du

«

/K2 ua Ser 2E ['72 617 H,; 17 uah + Zq, ua) J:oa)|X1 (uaha + zq, ug)]
X fx (uaha + Ta,uq) du . (4.34)
Calculemos

MHq_1,X1,20) = E[+*(e1,Ha1, X1, 70)| X1]

_ 1 // 1 1 HK XL]'—SL‘]' K. XLJ'—Z]'
32(d-1) (T, Xq) V(Tq, Zq) o J h J h

X qg(x@)qg(zg)E [V(El, Hd, Xl, (ma, X&))V(el, Hd, Xl, (:L‘O“ Zg))|X1] ngdZg (435)

Es facil ver que

E [V(er,Ha, X1, (%0, %a))V(e1, Hy, X1, (24,20)) | X1] = g(éll)) A(R(X1, (Za, Xa)), R(X1, (%a, Za)))
— r*(X1)A (R(Xl’ f“’X“») A (R(Xl’ (:“’Z“))> (4.36)

donde A(a,b) = E[¢(e1 +a/o)(e; +b/o)]. Luego, reeemplazando (4.36) en (4.35) y haciendo
cambio de variables queda

1 1
MMH,_1,Xq,24) = K:(v)K;(z;
(Hg—1,X1,2q) //U(xa,Xl,a+Hd—1va)v($a,xl,a+Hd—1za)g i(vj) J(Zj)

Xqa(X1,a + Hi-1Va)qa(X1,a + Ha-124)

x |:£((§11)))‘(R(X17 (xom Xl,g + Hd—lvg))7 R(Xl, ($a, XLQ + Hd—lzg)))

R(X1, (T, Xia + Hd1Voz))> A <R(X1’ (za, Xia + Hdlzo‘))ﬂ dvydz

g g

r2(X1)A <

Por tltimo, (4.34) puede escribirse como

B, = /Kg(ua)uzJ“m_zM(Hdl, (Uaha + TasUa), Ta) X (Uaha + o, u,) du. (4.37)
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Tomando limite en (4.37) y usando el Teorema de la Convergencia Mayorada, se tiene que

lim E,, = /K2 U )U ”m 2M( (2o, 0), o) fX(Ta, ug) du.

n—oo

Sea Ay(a) = E¢2(c + a) y observemos que A(a,a) = Xa(a) y X2(0) = Etp2(¢). Luego usando que
R(x,x) =0y A(0) = 0 deducimos que

2
qg(ug) p(xaal%l)ﬁ
M, (@a; o), 7a) = v2(Tq, Ug) tQ(xa,ug)AQ(R((xmua (e o) /EXK N dva/]l;!lK ) dee

_ Q§(ug) p(fL‘a, ug) Ew2(€) '

V% (Zq, ug) t2(za, ug)

Es decir, hemos mostrado que

0a(a) r*(zq,uq)

UZ(xom ug) p($aa ug)

lim E,, = lim ZVAR Win),, = / K2 (ua)ul ™ fx (20, ua)

n—o00 n—00 ~ $,m
i=

Ey®(e)

q (ua)
Eop?( / < duavgﬁg
w fX Lo, U, a)p(-rouug) -
(@)

donde vgp, es el elemento (s,m) de la matriz V, lo que concluye la demostracién de b).

e Probaremos ahora c).

Queremos ver que \/nha@a(xa) — ga(/:\na)] — En o0 dAonde En = efﬁn. AObservemos que
H,[B(x) — B(x)] — 0A; (x)A1n(x) = o(Ay" (x) — Ay (x))A1u(x) = Di(x) + Da(x) con
Di(x) = o(Agh(x)—A
Do(x) = o(Agh(x)— AF (%) (A1a(x) ~ EA (X)) .

Probaremos que, para todo 1 < j <qg—+1

v/ nhg sup |]31,j(x)| 250 (4.38)
xeSg

vV nhg sup |ZA?2,]-(X)| 25 0, (4.39)
XGSQ

donde B&j (x) es la coordenada j de Dy(x), £ = 1,2. Efectivamente, si se cumplen (4.38) y (4.39)
tenemos que

Viha [3a() = ()] = 1By = Vb [f (D1()+ Dax)) ga(xa) s 2+ 0

lo que concluiria la demostracion.
Sea 1 < j < g+ 1. Para probar (4.38), observemos que como k! = o(h%™), usando (4.33) y la
desigualdad de Cauchy-Schwartz, se obtiene que

sup | D1 j(x)| < o sup H AEI)H o(hg+l),
xXESQ x€SqQ
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donde le término o(h?fl) no depende de x. Por otra parte, como S(® es no singular, infxes, [v(x)| >
0, Ag(¥) # 0y supyes, HAom(x) - AQ(X)H 25 0 tenemos que SUPxes,, HA&IL(X) — Aal(x)’ 250.

Por lo tanto, como /nhgahd™ = g24+3)/2 gbtenemos que v/nhe SUPyes, |D1;(x)] %5 0 para todo
1 <j<gq+1,lo que concluye la demostracién de (4.38).

Probaremos ahora (4.39). El Lema 3.4.6 con 6,, = \/log n/(nhohd=1) aplicado a cada coorde-
nada del vector Alvn(x) = (ﬁlm,l(x), . ,E17n7q+1(x))T, implica que, para 1 < j <q+1,

~ ~ logn 1/2
sup |A1y,j(x _EA177‘X‘:OIP; <~ > '
xESq g (%) i (%) nhohd=1

Por otra parte, usando (4.33) y que Kt = o(hcqfl) obtenemos que

sup [EAL i (x)| = o(hs™).
x€ESQ

Por lo tanto, como supycs,, Hgai(x) — Aal(X)H 2.0y infxes, v1(Ao(x)) > 0 deducimos que
SUPyes, I/q+1<121\a7711(x)) = Op(1), de donde usando (4.30) obtenemos que
~ G+1 logn 1/2
sup HHa[ﬁ(x) - 5(X)]H <op(hd™y + Op | [ 281 . (4.40)
x€Sq nhghd=1

Usando nuevamente Cauchy-Schwartz, tenemos que

Viha sup |Daj(x)] < 0C/nha sup €} (Ao a(x) — Ag(x))] sup HAM EAl,n(x)H

xeSg x€Sg x€Sq
logn 1/2
< Csup |lej (Agn( ) —Ao(x)||Op | | = (4.41)
x€8q hdil

Definamos A,, como

S ()
Recordemos que A1 (t) = E¢/'(e; +t) y A\1(0) = Ap(¢)). Llamemos
R(Xl,x)—i;{aa) o ]

Ai,(x,a) = EA,(x,a)=E

a

ICHd(Xl — X)’I“(Xl))\l (

Tdu.

u,u,

o

_ //C(u)’u(x—i—Hdu))\l <R(X+Hdu,x) —ﬁaa> "

Sea Zn,j,m (x,a) el elemento (j,m) de la matriz A,. Argumentos andlogos a los considerados en el

Lema 3.4.6. con 6,, = \/log n/(nhojzdfl) implican que, para 1 < j,m <gq+1

~ ~ logn 1/2
sup sup ‘Am im(x,a) —EA, jm(x,a ‘ =0 <~> .
xeSg Jaf<1 |7 (x.2) (%, 2) : nhehd=1
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Recordemos que /é(X) era un punto intermedio entre Ha,é(x) y HaB(x), luego, usando que
SUPxes, [[HalB(x) — B(x)][| = op(1) (ver (4.40)) tenemos que supyes, [|6(x) — HaB(x)|| = op(1).
Sea a(x) = a(x) — HafB(x), luego tenemos que supycs, [[a(x)|| = op(1). Usando que Kom(x) =
An(x,ﬁ(x)), tenemos que, para todo 1 < j,ym < g+ 1

~ logn 1/2
sup |Aon,jm(X) — A njm(x,a(x ‘ = Op —_— , (4.42)

x€SQ nhahd_l

donde A5, jm(x,a) es el elemento (j,m) de la matriz Ay, (x,a). Luego (4.41) y (4.42) y el hecho
que logn/(n(atD/(2a+3)pd=1) 5 (0 implican que

V/nhe sup ]ﬁz,j(X)! < sup He]T-(Ko,n( ) — A1 n(x,a(x HOP <<1~Ogn>1/2>

x€SQ x€SQ hd-1
(A 0 logn 1/2
+f§§;He 1n(%,8(x) ~ A0(0)| Op | ( =5

IN

1 logn log )/

ogn\ "/
< op(1) + sup |le] (A1n(x,a(x)) — Ag(x))|| Op ((Lg > > . (4.43)

x€SQ hdil

Sea A, ( ¥) [K(u)v(x + Hgu)u,u} du y llamamemos A, j ,(x) su elemento (j,m). Como
vy W’ son acotadas A1 es Llpschltz y K tiene soporte en [—1,1], usando (4.40) obtenemos, para
I<jm<q+1

A n,jm (X, (X)) — A1nj.m (X, 0)]

IN

Oy )] < O ||HafBx) - 560)|

logn 1/2
q+1
Op(ha ) + Op ((nhaﬁd 1> . (4.44)

Finalmente, como A1 es Lipschitz y |R(x + Hqu,x)| < C (%Z + hg“) pues g; ¥y g((f) son continua-

IN

mente diferenciables, obtenemos para 1 < j,m < qg+1

sup [A1n,jm(x,0) = Apjm(x)| < C sup /IIC(U)HU(XJeru)IR(X+Hdu,X)|du
XESQ XGSQ

e (W + hgjl) < O5hat! (4.45)

Por otra parte, como Ag(u) = v(u)Ag(1))S®, v(u) = fx(u)r(u) es £ veces diferenciable y hf =
o(h%™), por (4.32) se tiene para

sup |An jm(x) — Aojm(x)| = [Ao()| sup /IC (x + Hgu) — v(x )]uzv_lu?_l du

XGSQ XGSQ

Cy (hf + hgfl) < Oshdt! (4.46)

IN
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La cotas obtenidas en (4.44) a (4.46) nos permiten deducir que, para 1 < j,m < ¢+ 1,

N logn 1/2 G+ logn 1/2
fg% [ALmgm (%, A(%)) — Ao jm (x)[Op = < hgT Op T
logn 1/2 logn 1/2
q+1
(o or((mi) ™)) or (G

1/2
L0 logn / L0 1 logn
P hEQ(q—H)ﬁd—l P Vnhe, hd—1

lo que junto con (4.43) y el hecho que logn/(n(at1)/ (2+3) pd—- 1) — 0 concluyen la demostracién de
(4.39) y del Teorema. []

Corolario 4.3.2 Sea x un punto del interior de Sy. Supongamos que o(X) = 0 y que 5 es un
estimador consistente de o tal que \/n(S — o) - 0. Sea ,@(X) una solucién de (2.22) tal que
SWDxes, [Ho |B(x) — B()] | 2 0 donde B(x) = (9(x), 98 (za), ..o (@a) /a)" ¥ & = gl
Supongamos que se cumplen A0, A1, C4, C5, C7, N1 y N2 y que la funcién \(a) tiene derivadas
hasta el orden ¢ — 1 Lipschitz en un entorno de 0. Mads aiin, supongamos que qo(u) es continua,
fx(u) y r(u) = p(u)/t(u) son ¢ veces continuamente diferenciables y que supycs, |9(x)| < oo
Y SUPxes, fx(x) < oo, infxec fx(x) > 0, infxect(x) > 0 y infxec p(x) > 0 para algin entorno
compacto, C C 8y, de Sg. Si ademds, hy = Bn~1/(2a+3) hj = =h Vj # «, y tal que I satisface
h=o (n~ (‘“1)/([(2‘1*3))) v n(q+1)/(2q+3)hd 1 /logn — oo se tiene que parav =1,...,q

v~V v D
ka5, o (@a) = 980 (2a)] 25 N (B2(@a), 02 g0(a) )

donde
v 29+3 1 o -1 o
bt(l,o)z(x&) = vip E ngﬁl)( )erur+1 (S( )) Sé )
a xa a)y— a)y—

()

con sy ' como en el Teorema 4.3.2.

Demostraciéon. La demostracion sigue argumentos analogos a los utilizados en el Teorema 4.3.2,
observando que

o~

/g\g/l)\lq o(Ta) — g((xy) (o) = V! /934_1 [B(xaa W) — B(Za, ug)} do(uq) dug

= vlh" /eE+1 H, [B(Ia’ u,) — B(za, ug)} da(uq) duy

pero multiplicando por vle) 41 en lugar de e] en los items a) a ¢). O
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4.4 Apéndice

En esta Seccién incluimos los Lemas cuyas conclusiones se utilizaron para probar el Teorema 4.3.1.
Lema 4.4.1. Sea x un punto del interior de Sy y supongamos que se cumplen las hipdtesis
C1, C2, C3 a Cs5, C7y C8. Sean V; = Vi(x) = o(X;)ei/o(x), Mi(u,a) = E(¢/(c(u)e/o(x))),

R(X;) = 3020 19i(Xij) — 9j(7j)} + Ra(Xia) ¥ Go(x) = o(x)/5(x) donde s(x) 25 6(x). Para
0<m,m,m<1, 1<j,k<qy1§a§denterosdeﬁnamos

n

Dy (a) = — > (¢ (Via) = \i(Xi, @)K, (Xi = )& RK) ™ #7508 o -

i=1

Luego, se tiene que

a) Cu(x) = \/nIIj_; hj(3(x)Dy(@s(x)) — o(x)Dn(1)) = 0,

b) /nIliy hiFn(x) - 0 donde

~ 1 « 1 1 -
Fo(x) =~ > [ 550X 80 (%) = ——= (X, 1) ) K, (Xi = )& RX)™ #5375 o
n§(3<x> ' o(x)" ) " :

DEMOSTRACION. La siguiente demostracién sigue argumentos analogos a los utilizados en Boente
y Fraiman (1990) y en el Lema 3.4.3. Sea U; = 0(X;)e;, definamos ¢ 4(t) = ay’(t/a) y Ai,4(t) =
aE(¢)'(o(t)e1/a)). Luego como V; = U;/o(x) y Via,(x) = U;/S(x) tenemos que a) se deduce de man-
era analoga a la demostraciéon del Lema 3.4.3 pero usando ademds que MAX;iKgy (X,—x) |R(X;)| <

Ay (Z#a hj + hg+1> < 2A, si n es suficientemente grande y acotando (X;o — 20)7 /R, por 1.

b) Definamos ahora definamos 91 ,(t) = (1/a){'(t/a) y Mo(t) = (1/a)E({'(o(t)e1/a)). Para
todo s > 0, sea Hs(u) = )‘1,a(x)+s(u> - Al,a(x) (u)a Is(u) = Al,zf(x)fs(u) - A1,17()()(11)7

\/nH hj i=1 | j=1

- 1 d Xij—a;j e
I = e ST () RGBT

/ d ° 5
nszl h] =1 j=1

JH(s) = Jo (8) —EJF(s) v J(s) = J (s) —EJ (s). Observemos que si sp(x) = 8(x) — o(x) >0,
entonces Fy,(x) = J,F (s, (x)), mientras que si s, x) =35(x)—o(x) <0, F n(x) =J,
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como sy, (x) 240, basta probar que

. . P ~+

Probaremos sélo (4.47) y (4.49) ya que (4.48) y (4.50) se obtienen en forma andloga.

Para ver (4.47) observemos que

1
d 2
EJF(s) = {n]]h //cHd (t) Hy(x 4+ Hgt)r(x + Hgt) R(x + Hgt)t7" 7 fx (x + Hgt) dt
j=1

y que
S

1 1
o(x)o(x)+s |[o(x)
si 0 < s < d, donde la constante Cx, depende de o(x) > 0 y de . Acotando la integral
anterior con la cota hallada, tenemos que el Teorema de Convergencia Mayorada implica que

Esupg<s<q |y (s)] = 0 si d = 0, por lo que limg_,gsupgcg<yBJ, (s) = 0, de donde se deduce
(4.47).

|Hs(x + Hgt)| <

[ lloo + 14" lloo | < Cxpdd

Para probar (4.49) basta con ver que la sucesién de variables aleatorias J,7(s) en el espacio
C([0,1]) es ajustada. De acuerdo al Teorema 12.3 de Billingsley (1968) es suficiente probar que

a) La sucesion {J;F(0)} es ajustada.

b) Existen constantes ¥ > 0y a > 1 y una funcién no decreciente F' en [0, 1] tal que
E (175 (s2) = T (s)]7) < (F(s2) = F(s1))°

para todo 0 < sy < s9 y n suficientemente grande.
a) vale pues J.(0) = 0.
b) Observemos que como A 4(u) = (1/a)Ey’(o(u)e/a), (2(t) =ty (t) y vale C7,

W = E(W(JZSIES))_ (X)1+ < (?)SIZL&J (X())S)2>
o (e ) e )
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Por lo tanto, si 0 < s; < s2 y § es un punto intermedio entre s; y so

OM o (x)4s(1)

Hat) -~ ()] = |

(52— 1)

S=S8§

(19'lloc + lIG2lloo) (52 = 51) = F(s2) = F(s1)

<

1
o?(x)
donde ﬁ(s) =0 2(x)(|¥]l o + l1¢2]loc)s-

Denotemos por

d
it — Xy mym  vm
-11% ( )<H32<Xz->—Hsl<Xz->>siR<Xz-> T

Recordemos que 7% 27} , < 1 si Kg ,(X; —x) # 0. Por otro lado, si n > ng, tenemos que

{u : |u; —z4| < h} C C, por lo tanto, si K, (X; —x) # 0y n > ng, X; € C, de donde
& < 1/6(X5) < 1/i(t). Siademds n > ny, max;cy (x,—x) [R(Xi)| < 4y (Z#a h; + hg+1) < 24,.
Por lo tanto, como K es acotada, si llamamos C' = 24, /i(t) Hzlzl | K¢ oo

|[Ain| < C(F(s2) = F(s1)).

Por otra parte, como

HK5< ze—ﬂfz)] th/HKg ug) fx (x + Hqu) du,,

(=1

donde y = x + Hyu € C si n > ny, usando que fx es acotada en C y [K;(u)du =1 tenemos que

E(42,) < (F(s) - F(s1) B f[ K? <thgw> ng(Xl)zm;ﬁ%ﬁ”ga]
< (P~ Fs)’ 4A2H|\Keuoo HK (X”‘“>]
<

O (Fso) - ﬁ(sl))2 H h
=1

donde Cy = 4A2/i2(t) [T_, | Kollo Supyee fx () para todo n > max{ng,n1} = na.
Finalmente, por la independencia de los A; ,,, tenemos que

n

E(J} (s2) — I (51))? = ¥VAR(Z Ain) = nl_[ ZVARAM

d
nHle i=1 ]1]11

ZEAzn = ( 2) — ﬁ(sl))Q

nH]l]zl

para n > ng, con lo cual tomando F(s) = /C1F(s) queda demostrado b). [J
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4.5 Comentarios Generales

Ademads de que este trabajo complementa trabajos existentes cuando no hay datos faltantes, en el
caso de datos faltantes, el método de integracion marginal, a diferencia del método que promedia
sobre las covariables el estimador inicial, estd asociado al Principio de Transferencia descripto en
Koul et al. (2012).

Consideremos entonces el estimador que, en lugar de considerar la integral respecto de una
medida ¢, considera los promedios. Queremos saber si al ignorar los vectores cuyas respuestas
son faltantes, es decir, al quedarnos con la submuestra completa, seguimos obteniendo estimadores
consistentes de los efectos marginales. Llamemos {Z;,,...,Z;,} = { (XzT,Y;,)E 5i:1}} donde N =
>, 9. Usando estas observaciones, los estimadores de las componentes aditivas basados en el
procedimiento de promediar el estimador inicial sobre las covariables estan dados por

cha xa = E gCM Loy az])_ c: E 61901\1 $a7 ocz)_,ufc
10i 4
i=1

’L

donde i, = (1/N) Z] 19en(Xi;) = (1/3202100) 2211 0iGe(Xi) ¥ e es el estimador que usa sélo
la muestra completa para calcular el estimador 1n1(:1a1 y, por lo tanto, corresponde a cualquiera
de los estimadores robustos propuestos en el Capitulo 2. Hemos indicado con un subindice ¢ al
hecho de usar sélo la muestra completa para calcular el estimador. Observemos ademés que para
el célculo de estimador preliminar gy s6lo hemos usado los datos completos, por lo que gen = Gu-

Tal como ya lo hemos mencionado, bajo condiciones de regularidad hemos probado que gy (x) =5
g(x), es decir, que los estimadores de la funcién de regresién basados sélo en las observaciones de
la muestra completa son fuertemente consistentes. Mdas atin, hemos probado también que todas las
propuestas de estimadores preliminares g, son uniformemente fuertemente consistentes. Luego,
como la funcién g satisface el modelo aditivo (1.1), se puede ver que

72901\4 xa7xa7,j)—>ﬂ+goz JIa Z E{p )}7

Jj=1 J 1j#a

con p = Ep(X). Por otro lado, como fie <% p~'E{p(X)g(x)} = pu+ p~' 7, E{p(X)g;(X;)},
tenemos que

gc,M,a(xa) i) ga(xa) - ;E {p(X)ga(Xa)} )

por lo que los estimadores son asintéticamente sesgados. Por lo tanto, el Principio de Transferencia
no puede ser utilizado para estimar los efectos marginales a través del procedimiento basado en
promediar el estimador preliminar.

Observemos que los resultados del Capitulo 3 muestran que el procedimiento de integracion
marginal utilizando la funcién g, en lugar de usar el promedio sobre las direcciones de no interés
X, resuelve el problema aunque los funcionales que utilizamos no son lineales. Para ser mas
precisos y suponiendo p conocido e igual a cero por simplicidad, los estimadores introducidos en
esta tesis pueden escribirse como [ gen(Za,Ua)da(ta)du, si tomardmos ¢, = fx, que es des-
conocida obtenemos que los resultados obtenidos permiten obtener la consistencia y distribucién
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asint6tica del estimador [ geu(Za,uq)fx,(Ua)du,. Ahora bien, como fx, es desconocida esta
tiltima integral no se puede calcular, pero podemos aproximarla por (1 /n)iz?zl Gen(Za, Xq,i) 1o
que explica porqué es necesario promediar sobre todas las covariables para tener estimadores con-
sistentes y no solo sobre las covariables correspondientes a las respuestas existentes. La consis-
tencia del estimador (1/n) """ | Gen(Za,Xa,i) se deduce en forma inmediata de los resultados de
convergencia uniforme dados en el Capitulo 3, mientras que argumentos andlogos a los considera-
dos en este Capitulo permiten obtener su distribucién asintética que coincide con la del estimador
[ Geni(®a,ua) fx, (Ug)du,. Por estarazén, todos los resultados se presentan en el caso de respuestas
faltantes y no solamente en el de observaciones sin presencia de datos ausentes.



Capitulo 5

Estimadores robustos basados en
backfitting

5.1 Introduccion

El procedimiento de backfitting fue originalmente propuesto por Buja, Hastie y Tibshirani (1989)
y Hastie y Tibshirani (1990) y es ampliamente aceptado para estimar los modelos aditivos por su
inmediata implementaciéon y su intuitiva definiciéon. Si bien tanto en estudios de simulacién como
con datos reales tiene un muy buen comportamiento, debido a la naturaleza del procedimiento
iterativo que lo subyace, sus propiedades estadisticas tedricas son muy dificiles de analizar. Debido a
este inconviente es que los procedimientos de integracién marginal han sido mas prometedores y han
atraido la atencién de los investigadores. Hoy en dia, es sabido que el procedimiento de backfitting
y el de integracion marginal estiman diferentes cosas cuando el modelo no es exactamente el aditivo.
Mientras que el procedimiento de backfitting busca el ajuste éptimo en el espacio de los modelos
aditivos, el procedimiento de integracién marginal estima los efectos marginales, ver, por ejemplo,
Sperlich, Linton y Héardle (1999) y Sperlich, Tjgstheim y Yang (2002).

El algoritmo de backfitting considera el problema de hallar la proyeccién de g en el subespacio
de las funciones aditivas en Lo. En términos muestrales, este algoritmo requiere resolver un sis-
tema de ecuaciones normales de dimensién nd x nd, y para ello se usa el algoritmo de backfitting
o Gauss—Seidel. Este algoritmo converge muy rapido pero tiene, en comparacién con la solucién
directa de un sistema de ecuaciones lineales grande, la pequena desventaja de que tiene una ma-
triz estimada mas complicada. Respecto a las propiedades teéricas del algoritmo de backfitting,
Opsomer y Ruppert (1997) presentaron resultados sobre el sesgo y varianza condicional para la
versién 2-dimensional con nicleos de este estimador que fue extendida al caso d > 2 por Opsomer
(2000). Estos autores observaron que el estimador de backfitting clasico no alcanza la cota de la
eficiencia oracle, es decir, las componentes aditivas no son estimadas con la misma precisién que si
las otras componentes fueran conocidas, o sea, el sesgo depende fuertemente de las otras direcciones
y el estimador se rompe en el sentido de perder la tasa de convergencia univariada, en presencia de
correlaciones moderadas entre las covariables. Esto es una consecuencia del hecho de que el com-
portamiento asintético de una componente estimada con el procedimiento de backfitting depende
tanto de las otras componentes como del diseno de las variables dependientes involucradas. Mas
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aun, el procedimiento de backfitting clasico requiere de condiciones bastante fuertes, entre ellas, la
correlacién limitada entre las variables regresoras. Esta es una de las principales desventajas del
método de backfitting que sin embargo, continua siendo ampliamente utilizado.

En un extenso estudio de simulacién Sperlich, Linton y Hardle (1999) muestran que el estimador
de la integracién marginal sufre mas que el basado en backfitting frente al esparcimiento de las
observaciones. El método de backfitting parece funcionar en ese estudio mejor en los puntos de
frontera y, a pesar de los resultados de Opsomer (2000), cuando existe una alta correlacién entre
las covariables. Por otra parte, el método de integracién marginal funciona mejor en la mayoria de
los demaés casos y, especialmente, en la estimacién de las componentes aditivas en oposicién a la
propia funcién de regresién.

Tal como ocurre en el caso de modelos de regresion lineal, es facil ver que aquellos estimadores de
las componentes aditivas que estan basados en la funcién de pérdida cuadratica se ven severamente
afectados por una pequena proporcion de outliers. En este capitulo propondremos estimadores
robustos para los modelos aditivos basados en el algoritmo de backfitting cuando no hay respuestas
faltantes.

5.2 El funcional de Backfitting

Supongamos que tenemos (X', V)T~ PconY e Ry X = (X1,..., Xy)" que satisfacen el modelo
de regresién aditivo (1.1) con la condicién de identificabilidad (2.1), es decir,

d
Y:g(x)+U=,u+Zgj(Xj)+a(X)s Eg;j(X;) =0 1<j<d, (5.1)
j=1

donde el error ¢ independiente de las covariables X J’-s, € Rparal < j<d gj: R— R son
funciones suaves que cumple (2.1) como se indica.

Cuando o(X) = o, el funcional asociado a los estimadores clésicos de backfitting para el modelo
aditivo (5.1), bajo las condiciones de identificabilidad consideradas en (2.1) resuelve el siguiente
problema de minimizacion

2
d
i ElY—-—v-— (X 5.2
o2 0= S o

donde m(x) = Z?:l m;(x;),

d
H =S m(x) =Y myj(a;),m; € Hy p CH={r(x):E(r(X)) =0y E(r*X)) < oo},
j=1

con H; el espacio de Hilbert de las funciones medibles f(X;) con media cero y segundo momento
finito, o sea, tales que Ef(X;) = 0y Ef?(X;) < oo. Es f4cil ver que la solucién a este problema
estd caracterizada por residuos Y — pu — g(X) que son ortogonales al espacio de ajuste, o sea, como
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H estd generado por H; se satisface

E(Y = n- S0 0(X)) =0,
E(Y-p-Xi0(X)|X) =0, 1<e<d.

Luego, tenemos que p = E(Y) y ademads, para 1 < j < d, se cumple que gy(X;) = E(Y — p —
> j209i(X;)|[Xe). El algoritmo de backfitting cldsico encuentra estimadores para la solucién del
sistema de ecuaciones anterior, reemplazando la esperanza condicional por un suavizado basado en
polinomios locales.

Tal como ya hemos mencionado a la hora de hallar estimadores robustos basados en el proce-
dimiento de integracién marginal, para obtener estimadores robustos de p y de las funciones g; en
(5.1) proponemos reemplazar la funcién cuadrética en (5.2) por una p—funcién que penalice aquellos
residuos grandes. M4ds especificamente, dada m € M con M = {m(x) = Z;lzl mj(z;), m; € M;}
y M, es el conjunto de las funciones medibles f(X;) con Ef(X;) = 0, definamos

Y —-v-— d_ mi(X;
T(V,m)zEp( E(:;C_)l i j)> )

Consideraremos estimadores del funcional (p(P), g(P)) definido como la solucién del siguiente prob-
lema de optimizacién

Y—v-Y1, mj(Xj)> _ (5.3)

(n(P),9(P)) = (V%ﬁifM Ep ( 2 (X)

5.2.1 Fisher—consistencia y descripcion del algoritmo

Para obtener los resultados de Fisher consistencia del funcional definido por (5.3) y encontrar un
sistema de ecuaciones funcional analogo al que permite definir los estimadores de backfitting clasicos
para el enfoque de backfitting robusto, deberemos suponer la siguiente hipotesis adicional sobre los
errores que ya fue considerada, por ejemplo, en Maronna, Martin y Yohai (2006) para asegurar la
Fisher—consistencia del funcional de posicién.

B1 La variable aleatoria € tiene funcién de densidad fp que es par, nocreciente en |t| y estricta-
mente decreciente en |¢| en un entorno del 0.

Ademss, la funcién p : R — R es una funciéon p como se define en Maronna, Martin y Yohai
(2006, Capitulo 2), es decir, p satisface:

B2 p es continua, p(0) =0, p(u) = p(—u), 0 < u < v < ¢ = argsup, p(t) implica que p(u) < p(v).

Por otra parte, necesitamos la siguiente condicién sobre las covariables que permite escribir la
representacién (5.3) en forma tunica
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B3 Dadas funciones r; € M, si P(Z?Zl r;(X;) = 0) = 1 entonces, para todo 1 < j < d, se tiene
P(rj(X;) =0) =1

El siguiente teorema muestra que bajo las condiciones mencionadas anteriormente, la Unica
solucién de (5.3) estd dada por p y 2?21 gj, en (5.1). A esta propiedad se la denomina Fisher—
consistencia.

Teorema 5.2.1. Supongamos que el vector aleatorio (X*,Y)T € R cumple el modelo (5.1) y
es tal que (XT, V)T ~ P.

a) Si se satisfacen B1 y B2, se cumple que Y (v, m) alcanza su tinico minimo en (v,m) € R x M
d
cuando v = p y P(m(X) = 35, 9;(X;)) = 1.

b) Si ademds se cumple B3, el iinico minimo se alcanza cuandov = p y P(m;(X;) = ¢;(X;)) = 1,
1 <j <d, es decir, P((n(P),g(P)(X)) = (1,8(X))) = 1 donde g(P) = (g1(P), ..., ga(P))"
yg= (gl7"'7gd>T'

DEMOSTRACION. Sea (v,m) € R x M tal que v # u o P(Z?Zl m;(X;) # Z?Zl gj(X;)) > 0. Luego

Y —ros m) (oo v = X my(X5) = (X))
’ o(X) ’ o(X)

= ExE{p(e - a(X)) X},
donde a(x) = b(x)/o(x) con b(x) =v — pu+ Z?Zl(mj (zj) — g;j(x;)). Como ¢ es independiente de
X, E{pe—a(X))|X=x} =Eg, {p(ec —a(x))}. Por lo tanto, alcanza con probar que

Epp(e) < Egple —a) Va#0. (5.4)
Pbh(X)=0)<1, (5.5)
donde Fy indica la funcién de distribucién de e.
Para mostrar (5.5), observemos que si P(b(X) = 0) = 1 entonces Eb(X) = 0 implica que v = p
pues Em;(X;) = 0 para todo j y g; cumple (2.1).
Por lo tanto, la condicién P(b(X) = 0) = 1 es equivalente a IP’(Z?ZI rj(X;) = 0) = 1 donde
rj =m; — g; € Mj, lo que contradice nuestra hipétesis.
Para probar b), supongamos que P(Z?Zl m;(X;) # Z;-lzl gj(X;)) > 0 para algin 1 < j < d.
Observemos que como la condicién P(b(X) = 0) = 1 es equivalente a P(Z?Zl ri(X;) =0) =1,

donde r; = mj—g; € M, usando B3 obtenemos que P(m;(X;) = ¢;(X;)) = 1 paratodo 1 < j < d.
Por lo tanto, si v # p o si P(m;(X;) # ¢;(X;)) > 0, para algin 1 < j < d se cumple (5.5).

Para ver (5.4), alcanza con ver que g(A) = Eg, p(¢ — ) tiene un tnico minimo en A = 0. Esto se
obtiene gracias a las hip6tesis B1 y B2, usando el Lema 3.1 de Yohai (1985). Més especificamente,
observemos que, para cualquier A # 0, la funcién de distribucién F) de ) = |¢ — \| satisface:

i. Fi(u) < Fy(u) para toda u > 0, es decir, eg <5 €y, ¥y
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ii. existe § > 0 tal que F)\(u) < Fy(u) para 0 < u <4,

donde la notacién U <; V significa que la variable aleatoria U es estocasticamente menor que V.
Luego, se obtiene la desigualdad en (5.4) porque p es nodecreciente en |u| y escrictamente creciente
en un entorno del 0.

Finalmente, usando (5.5) y (5.4) y si indicamos por Ay = {X : a(X) = 0}, tenemos que

E Y — =0 gi(X5)
’ o(X)

= / Eryp (e —a(x)) dFx(x) + / Erp (e — a(x)) dFx(x)
Ao Ag

> [ Buple)dPx) + [ Eryple)dFx(x) = ExEqxple) = Ep(e),
Ao o

Aj

y la demostracién finaliza observando que Ep(e) = Ep ((Y —pu— Z?:l gj(Xj))/a(X)>. O

Observacién 5.2.1. Claramente la condicién B3 se cumple si las componentes del vector X son
independientes. Efectivamente, indiquemos por (x,X,) al vector con la coordenada « igual a x y
las demés coordenadas iguales a X, j # « y por r(x) = Z;lzl rj(x;). Luego, si fijado 1 < a < d,
integramos respecto de la funcién de distribucién conjunta de X, dejando fija la coordenada o
igual al valor z, tenemos que el hecho que Er;(X;) = 0 para todo j, implican que

/r(xa,ua)dea(u) =ro(Ta) —i—/er(uj)dea(u) = ro(Ta)
J#a

Por otra parte, la condicién P(r(X) = 0) = 1 implica que para casi todo x4, P(r(zq, Xs) = 0| Xq =
xq) = 1. Luego como las componentes de X son independientes, tenemos que P(r(zq,X,) =0) =1
con lo cual, [7(zq,ua)dFx,(u) =0 de donde rq(z4) = 0, para casi todo 2, como querfamos.

En situaciones de dependencia de la componentes de X, la condicién P(r(zq,X,) = 0|/ Xy =
Zo) = 1 no implica [ r(zq,us)dFx,(u) = 0. Esta situacién es andloga al comentario realizado
en Hastie y Tibshirani (1986) (ver también, Hastie y Tibshirani, 1990, pdg. 103) en el el caso
de pérdida cuadratica. Efectivamente, estos autores mencionan que el espacio H es cerrado en
H bajo ciertos supuestos. Sin embargo, a pesar de que el minimo de E(Y — r(x))? sobre H%
existe y es tnico, las funciones individuales r;(z;) pueden no estar univocamente determinadas
va que la dependencia entre las covariables pueden llevar a mdas de una representacién para la
misma superficie (ver también Breiman y Friedman, 1985). De hecho la condicién B3 es anédlogo
al supuesto 5.1 de Breiman y Friedman (1985). El algoritmo de backfitting clsico identifica esas
componentes a través de la condicién go(Xo) =E(Y —p— 32, 9;(X;)|Xa), el Teorema 5.2.2 da
una identificiacién andloga para el funcional robusto cuando o(X) = o.

Vale la pena mencionar que Stone (1985) da condiciones para que B3 valga. Efectivamente, el
Lema 1 en Stone (1985) permite deducir la siguiente Proposicién que da condiciones débiles para
que la representacion sea tnica y por lo tanto, para que el funcional g;(P) sea Fisher-consistente.

Proposicién 5.2.1. Supongamos que X tiene soporte compacto Sy, que por simplicidad supon-
dremos Sy = |0, 1], Mds atin, supongamos que X tiene densidad fx acotada en Sy y tal que
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infxes, fx(x) > 0. Luego, si Vj = r;(X;) son variables aleatorias tales que ]P’(Z?Zl Vi=0)=1y
E(V;) = 0 entonces P(V; = 0) = 1.

Aunque no pidamos la condicién B1, es siempre posible encontrar un minimizador (u(P), g(P))
de (5.3) si la funcién p es estrictamente convexa. Si ademds se cumple B3, el minimizador tendra
una unica representacién. El siguiente teorema muestra que podemos elegir la solucién g(P) de
(5.3) de modo que sus componentes g; = g;(P) satisfagan el sistema de ecuaciones

L (u,g(P),x) =0 (5.6)

donde g(P) = (¢1(P),...,94(P))* y T'(v,m,x) = (I'o(v,m),T'1(v,m,x1),...,Tq(v,m,x4))" con

m = (mqy,...,mg)"
w<Y—V—§ﬁﬂmﬂxﬁ>]

g

Y —p— Zj;,ee 9;(X;) — me(Xy)

FQ(V, m) = E

rivme) = |0 )'XFW] 1<r<d.

Teorema 5.2.2. Sea p una funcién derivable que satisface B2 y tal que su derivada p' = 1 es
estrictamente creciente, acotada y continua con lim;_, 4 ¥ (t) > 0 y lim;_,_~ 9(t) < 0, de manera
tal que, para cualquier distribucién F'y V ~ F, existe un tnico t € R tal que Epy(V —t) = 0.
Supongamos que o(X) = o y que se cumple B3. Supongamos que existe una solucién de (5.3), o
sea, llamaremos p(P) € R, g(P) = Z;l:l gj(P) € M a los minimizadores de Y (v, m) sobre R x M,
es decir, los mejores aproximantes aditivos robustos de la respuesta Y. Luego, si (5.6) tiene una
solucién notada mp = (myr,...,myr) tal que Em;p(X;) = 0, podemos elegir g;(P) de modo tal
que g(P) = (¢1(P),...,g4(P))" satisfaga (5.6).

DEMOSTRACION. Por simplicidad de notacién, sea 1 = pu(P) y g; = g;(P). Observemos que como
T (1, 9) < Y(v,m) también se cumple que Y(u,g) < Y(v,g). Més atn, como p es estrictamente
convexa, si v # u la desigualdad es estricta. Luego, estamos resolviendo en este caso

: . . Y —v—9g(X)
L(v) = T = Ep|l ———— .
g £0) = pig T00) = migp (T 220

por lo que diferenciando con respecto a p, obtenemos la primera de las ecuaciones en (5.6).

Fijado 1 < j < d, consideremos el problema de minimizar Y (u,m) con respecto a m; cuando
todas las componentes del vector m = (mg,...,my) excepto la j se mantienen fijas e iguales a
uno de los representantes del valor minimo, esto es, minimizaremos sélo cuando m(x) = m;(X;) +

L 94(Xs). Sea

d
con m(x)=m;(X;)+ ng(Xs)
S#]

Y iy (X)) — s gs(Xs
Eomy) = V() =B (R s L)

(o)

Nuevamente, como L;(gj) < Lj(m;), p es convexa y se cumple B3 tenemos que si P(g;(X;) #
m;(X;)) > 0 entonces la desigualdad es estricta.
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La condicién de estacionaridad dada en (5.6), se obtendra tras igualar a cero la diferencial de
Gateaux calculada sobre una direccién arbitraria n; € M, que indicamos dL;(g;;n;). Veamos que

OL;(gj5m;) = —éE [¢ (W) Uj(Xj)] : (5.7)

donde R; =Y —p— 37, . gp(Xy) es el residuo para g;.

Sea n € M; fijay v,(t) = L;(gj + tn). Observemos que dL;(g;;n) = v,(0)

V/(0) = lim Lj(gi +tn) = Li(g5) _ . 1g [p<Rj —9;(X)) —tn(Xj)> ., <Rj —gj(Xj)ﬂ .

t—00 t t—oo t o O'(X)

Luego, usando el Teorema de la Convergencia Dominada y el hecho de que para todo ¢ > 0

;{p (Rj _gj<? —m(@)} —y (Rj _gj(i) —tn(a?)> (_775:6))
se tiene que

i) = B {p (Rj — i (X)) —tn(Xj)>} _ & [1\1, (Rj —gj(Xg) —“709)) U(Xj)] ,

K ot o o

por lo que evaluando en 0, se concluye la demostracién de (5.7). Observemos que esto muestra que

la funcién v, : R — R es creciente y por lo tanto, v, (t) = 0 tiene a lo sumo una solucién.

Como g; = argmin,, ¢, Lj(m;) tenemos que 0L;(g;;n;) = 0 para toda funcién n; € M;, es
decir, vy (0) =0

Y — =D i 96(Xk) — 95(X5) R —gi(X;
E[d)( = — >77j(Xj)] ZE[¢ <] 0]( j)>7lj(Xj)} =0 VnjeM;
(5.8)
Por otra parte, como v es creciente, acotada y continua con limy_, ;o () > 0y limy—, o ¥ (t) < 0,

aplicando el Teorema 2.1 de Boente and Fraiman (1989) con Y =Y —pu—37, . gx(Xk) vy X = X,
deducimos que existe una tnica solucién medible g;(x) de A(z,a) = 0 donde

)\(xja):E{w<Y_ﬂ_2k¢jgk(Xk)_a)‘Xj:x} '

o

Como supusimos que el sistema (5.6) tiene una solucién en M, tenemos que g; € M;. Sea entonces
n; = g;(X;)—9;(X;) € M;. Supongamos que P(n;(X;) # 0) > 0. Como A\(Xj;,g;(X;)) = 0 tenemos
que

Y — = 3 0e(Xk) — g5(X;) +77j(Xj)> U'(X‘)}
; ,

g

0= E[AX;, g;(X;)n(X5)] = E [\P (

o sea, g; es tal que v, (1) = 0 lo cual es un absurdo, por lo que P(n;(X;) # 0) = 0, o sea, g; = gj,
es decir, es solucién de (5.6). [
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Observacién 5.2.2. Vale la pena mencionar que si (X", Y)" cumple (5.1) con o(X) = o para todo
X, ¢ es impar y los errores ¢ tiene distribucion simétrica, el sistema (5.6) tiene una solucién m; tal
que Em;(X;) = 0. Efectivamente, ;o y g; satisfacen el sistema (5.6) ya que I'o(p,8) = Etp(e) =0y

F(u,g,x)zla[w(y i 2pe 95%5) - ngf)'Xe—x} Ey(e) =

g

Mis atn, en el caso heterocedastico, es ficil ver que como € es independiente de X, p y g; cumplen
el sistema

Y — =30 9(X))
E; ( )U(X) ] -
1 Y = =300 95(X;) — 9e(Xo)
el o(X) )5 =0 rsesa

que provee una forma de generalizar el algoritmo al caso de modelos de funciéon de escala no
constante.

Observacién 5.2.3. En el caso de tener respuestas faltantes, o sea, cuando tenemos una muestra
(X7,Y;,6:)", 1 <i <n donde se cumple (2.7), definamos

Y —v =% ma(X; Y —v =% mi(X;
T(;(V,m) _ E(Sp( Oz-(:;(—; J( J)) :Ep(X)p< Oz-(:;g—)l J( J)) (59)

(w(P),g(P)) = argmin Ys(v,m). (5.10)
(v;m)eRXM

Argumentos andlogos a los utilizados para probar el Teorema 5.2.1, permiten mostrar que, si
(XTY)T € R cumple el modelo (5.1), se satisfacen B1 y B2, entonces Ys(v, m) alcanza su
unico minimo en (v,m) € R x M cuando v = p y P(m(X) = Z] 1 95(X5) Por otra

) =
parte, si ademds se cumple B3, el tnico minimo (u(P),g(P)(X) = Z] 19;(P)(X )) cumple
), -

P((u(P), g(P)(X)) = (1,8(X))) = 1, con g = (g1,..-,94)" y 8(P) = (91(P), --7gd( )Y, es
decir, tenemos Fisher—consistencia.

Por otra parte, la demostracion del Teorema 5.2.2 también puede extenderse al caso de respues-
tas faltantes ya que como p(X) > 0, es posible mostrar que existe una tinica solucién medible g;(z)
de As(z,a) = 0 donde

M(r.a) — E{5w<Yu >ty Ik (Xk) a)‘X _w}

g

_ E{p(X)@b(Y 1= > iz 9k (Xk) _a>‘X _x}.

g
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Para ser mds precisos, sea I's(v,m,x) = (Do s(v,m),T'1 s(v,m,z1),...,Tgs5(v,m,z4))" con m =
(my,...,mg)" y

[ Y —v =% mi(X; Y —v - mi(X

FO’(;(IAm) _ ]E (S’lﬂ( ngl J( ]))] :Elp(X)TZJ( Z‘jfl .7( ]))]
o o
Y =, 9i(XG) — me(X
Tos(v,maz) = E 5¢< 1 2y 95(K5) =l 0) Xg:xg} 1<t<d
o
[ Vo= = 30520 95(X5) — me(Xe)

g

= Ep(X)qp( >‘Xg:x4 1<t<d.

Utilizando argumentos anélogos a los considerados en la demostracién del Teorema 5.2.2, es posible
mostrar que si existe una solucién u(P) € R, g(P) = Z?:l gj(P) € Mde (5.10) ysiT's(r,m,x) =0
tiene una solucién mp = (my 1, ..., myr)" tal que Em; p(X;) = 0, entonces podemos elegir g;(P)
de modo tal que satisfagan I's(u, g(P),x) = 0.

5.2.2 Convergencia del algoritmo de Backfitting robusto si ¢(X) = o

En particular, si el modelo es homoceddstico, o sea, si o(x) = o para todo x tenemos que el
funcional robusto (u(P),g(P)) resuelve el sistema

E zp(y—“‘zlegj(Xj) iy
E{w<Y—M_Zj#gj(Xj)>‘Xe} o ierea (5.11)

Para resolverlo, proponemos el siguiente algoritmo de backfitting robusto

e Paso 0: Elija g(®© = (ggo), . ,g((io))T e M, por ejemplo, g© = 0, (¥ un funcional robusto
preliminar de p, y 0¢ un estimador preliminar de o.

e Paso /: En la /—ésima iteracién resolvemos el siguiente sistema de ecuaciones

d (=1)/y. ¢
E\II<Y_Zj=1gj (XJ)—M()> o

00

¢ d (=) gy _ (0 1
& W<Y—M()—2j=29j (X)) — g (Xl)) x| = o
o0
Y — 1@ — gO(x) -5 D x o Ox 1
E @( P9 (X) = sy (K9m0 2)) X = 0 (5.12)
o0
Y ® st Oy y Oy .
EW( p =319, (X)) — g4 (Xa) x| — o
00
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e [tere el Paso ¢ hasta que la convergencia es alcanzada.

Observemos que la primera ecuacién en la {—ésima iteracién del algoritmo es equivalente a

encontrar o
1 — argminEp <Ro—ﬂ>

HER o]

donde R(()e) =Y — Z?:l gj(.z_l)(Xj).

Por otra parte, en la (k + 1)—ésima ecuacién de la —ésima iteracién encontramos la solucién
a = gk(Xk) € M, de

— YA /—
(Y 1 - g (X)) - S g (X - )‘ X ] 0
k i

E|V

a0

lo que corresponde a encontrar un M —funcional condicional de posicion de los residuos parciales

()
R, —mp (X
(o1)

¢ -1 (¢ &=
donde Ry =Y — pu® — 351 g9 (x) -1, ol (x).

gg) (X)) = argminE
myEM,

Es decir, el sistema de ecuaciones en (5.12) para la /—ésima iteracién es equivalente al siguiente

sistema de ecuaciones
R(f) _
u(z) = argminEp (M

neER oo
I o _ X 7
d(X1) = argminE |p By —ma(X1) ’Xl
m1EMy i o) |
RO x :
) = v p(W) X (5.13)
m2 2

mgEMy

| I () .
— X
gc(le)(Xd) = argminkE |p (Rdmd(d)> ‘Xd

Por lo tanto, la sucesién de funciones (u, g® = ,u(e), g(é), el g(z) produce una sucesién
K 1 ! ¢ )1

de valores no crecientes de la funcién objetivo (5.3).

Efectivamente,

Consideremos la iteracién ¢=1. Primero obtenemos (1) usando la primera ecuacién en (5.13),
es decir,

1
M(l) = argminEp (RO'U> = arg min ¢ (u,g(o)) .
neER g0 HER
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Entonces, para cualquier 1 € R tenemos que
o (u(”,g(o)) <o (u,g(o)) :
En particular, vale para 1 = u(9 con lo cual ® (,u(l), g(o)) <o (,u(o), g(o)).
El segundo paso de la primera iteracién es estimar la primera componente aditiva, esto es,

(1) _ X
9%1)()(1) = argminEp <le1(1)> = argmin @ ('“(1)7 mhggm’ e ,gz(7l0)> '
miEMy 70 miEMy

Luego, para cualquier funcién m; € M; obtenemos que
@ (u(”,ggl),géo),--.,gfio)> ( ‘”,ml,géo),--.,géo)) :

En particular, param; = ggo) obtenemos ® (u(l),gg),géo), e ,ggo)) <o (u( ),gg ),ggo), .. ,gc(lo)) =
) (M(l)’g(o)) .

El tercer paso de la primer iteracién estima la segunda componente aditiva gs, esto es,

E?—m%Qn (1) 0) 0)

:argminq)</i(l)791 yM2,93 "5+, 94 ) :

g0 maEMa

gél)(Xl) = argminEp
moEMa

Luego, para cualquier funcién mo € My tenemos que
® (u( ) g g gf ),--.,gflo)) < <I>( @, gt ),mz,géo),.--7g(§0)) :

En particular, para mo = ggo) obtenemos ¢ (M(l),g§1),g§ ),gi())o) e ,g((io)> <o ( a ),9§ )’géo), .. ,gc(lo)) .

En general, para el (k + 1)—ésimo paso de la primer iteracién obtenemos

q) (M(l)vgg)w"?gl(gl)’gl(pzl . (0)> S <I> (N(l)’gg)a"wg](gl)lvg](g)a"wgg))) . (514)

Luego, para k = d + 1 obtenemos

@ (uV,g) =@ (uM,g",. ) <@ (V0. g0l

Finalmente, cuando la primera iteracién termina, usando (5.14) sucesivamente, obtenemos que

o (Hu),g(l)) <o (Hw)’g(m) _

Consideremos la iteracion /. Usando los mismos argumentos que en la primera iteracion, en el
(k + 1)—ésimo paso tenemos que

<I><u(),g§€),---,g;(f)vg,(gﬂ),---,gf_l)) S<I><u(),g§£),---,gg)pgg Dogo e 1)) , (5.15)



CAPITULO 5: BACKFITTING 115

y al final de esta iteracién y usando iterativamete (5.15), tenemos que

¢<ngw)§@(M#ngw&g_

Argumentos estdndares muestran que el algoritmo converge y que el limite satisface (5.6).
La convexidad de la funcién objetivo implica que éste es el minimo de Y(rv,m) = ®(v,m) =

Ep ((Y —v— Z?Zl m; (Xj)) /O‘) sobre v y las funciones m(x) = Z?Zl m;(x;) tales que m; € M;.

5.3 Estimadores de las componentes aditivas por el algoritmo de
Backfitting robusto si 0(X) = o

En la prictica, dada una muestra aleatoria (X!,Y;)" 1 < i < n que cumple el modelo aditivo
(5.1) aplicamos el algoritmo (5.12) reemplazando esperanzas por medias muestrales y estimamos
las esperanzas condicionales usando suavizadores univariados, es decir, usamos M —estimadores
locales. Sea K : R — R una funcién nucleo. Posibles elecciones de los estimadores es considerar
estimadores basados en niicleos o en polinomios locales de orden ¢. En este 1ltimo caso, la versién
muestral de (5.12) es

e Paso 0: Sean un estimador inicial de las componentes aditivas g(©) = (A§0)7 . ,§(0))T eEM,
por ejemplo, g = 0, ﬁ(o) un estimador robusto preliminar de p y g es un estimador preliminar
de o.

e Paso (: Sea Z;;, = (1, X, — x,...,(X;r —2)?)T. En la iteracién ¢ resolvemos el siguiente
sistema de ecuaciones

00

n - SOy )
1 Y; Z?:1 9; (Xw) H
a2 Y G
1=1

~ ~(0— s
(m — 19 = 31,5 V() = S Boa(Xip — 2) ) -

00

1 n
E Z Kh(Xi,l — (L‘)\Il
=1

luego §§€) (x) = Boa
n (¢t (-1 s
1 <Yz — 1 =57 (Xi1) - T3,V (Xiy) = Ty Bep(Xin — 2) ) z
— 02

=Y Kn(Xig— )V
n

ag
i=1 0

luego @ée) () = Poz

= Z;q
a0

n -~ —1 ~£ s
’ S Kn(Xiq —a)¥ <YZ - A = 39719 (Xiy) = Yy BeaXia — @)
n "

i=1

lego  g5)(x) = Boa
(5.16)

=0

=0



CAPITULO 5: BACKFITTING 116

e Repita el Paso ¢ hasta convergencia o hasta un niimero maximo de iteraciones.

En particular, si consideramos M —estimadores locales obtenemos el sistema

n ~(L— —~
(Y WY 1(X¢,j)—ﬂ([)>

fz\p

n Yi—()— q; (El)Xil—
lth(Xi,l_x)\IJ< H Z]*QAQJ (Xij) — Boa _

00

o0

lego i (2) = o
1 @ Y (Yz — a0 — 39 (X;) — Z?::z, §§e_1)(Xi,j) - 50,2)

00

liego 95 (x) = Boa

= Y, — a0 — 5150
. > Kn(Xig—2)¥ ( K ZJ—AI 9; (Xij) = Boa) _ .
n

i=1

00
liego  g4)(x) = Boa

Es decir, definiendo W(k)( ) = Kn(Xix — )/ >0 Kn(Xjk — x), tenemos que por ser ¢ cre-

ciente, (A9, g (z)), con g (z)) = (’g\§£)( )y ,gc(f)( )", es solucién del siguiente problema de
minimizacién

Y — Xii)—
ﬁ(g) — argmin— Z p ( Z] 19 ( ) N)

perR N a0
k—1 ~(0) d ~(0—1)
39 = argmlnz Vo0 =8y (K) = Fken 8y (i) 1<k<d
g aeR = 0 -
donde si k =1, E] 11/}“ (X;,;) = 0 mientras que si k = d, Z] 1 g](é 1)(Xi,j) = 0. Por lo tanto,

usando que Ej:l WT(LI?( ) = 1, se obtiene que en cada paso de la iteracién se reduce la funcién

objetivo
1 Z”: Yi —v =30 my(Xiy)
o i1 0 a0

con lo que, como en la Seccién 5.2.2, se obtiene que el algoritmo converge al valor minimo de
®(v, m).

Observaciéon 5.3.1. Este enfoque también puede ser motivado de otra manera. Si bien tomando
p(t) = t? en (5.2) el algoritmo (5.12) se reduce al algoritmo de backfitting estdndar, el procedimiento
dado en (5.12) se puede motivar observando que, si la muestra (X},Y;)", 1 < i < n satisface (5.1),
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entonces para 1 < k < d tenemos que

Yok =Yi—p— Z 95(Xij) = gre(Xig) + oe; .
J=13#k

Por lo tanto, la muestra (X, Yix)r, satisface un modelo de regresién noparamétrico univariado
en el que si existen momentos

E (f’zlem) = gr(Xig) - (5.17)

Luego, nuestro enfoque puede también ser pensado como la utilizacién de suavizadores robustos
para estimar las esperanzas condicionales (5.17) o més generalmente el funcional definido en Boente
y Fraiman (1989).

Observacién 5.3.2. Una posible eleccion del estimador preliminar de escala oy se obtiene calcu-
lando la MAD de los residuos obtenidos estimando con medianas locales, es decir,

0o = madi<i<p {Yz — ?Z}

where Y; = median {Y; : | Xz — X; x| < hpVk =1,...,d}.

5.4 Ejemplo

En esta Seccién, estudiaremos el Ejemplo de los precios de las casas en Boston que ya hemos
mencionado en la Seccién 1.2 de la Introducciéon. Habiamos visto que el estimador de backfitting
clésico varia drasticamente su comportamiento cuando un pequeno porcentaje de las observaciones
es modificado. Para ver con mas detalle las diferencias en el comportamiento del estimador de
backfitting clasico antes y después de contaminar las observaciones, en la Figura 5.1 podemos ver
los ajustes obtenidos por este estimador al aplicarse a los datos originales (en lineas punteadas) y
a los datos contaminados (en lineas enteras).

En este Capitulo, hemos introducido el estimador de backfitting robusto para obtener esti-
madores menos sensibles a la presencia de observaciones atipicas. En la Figura 5.2 podemos ver los
ajustes obtenidos con este estimador cuando los datos han sido contaminados artificialmente en sus
respuestas. Mientras que el estimador clasico ajusta de manera erratica al conjunto de datos con
observaciones contaminadas, los residuos del estimador robusto permiten detectar sin problemas
cudles son las observaciones contaminadas.

La Figura 5.3 muestra los ajustes obtenidos con ambos estimadores para los datos contaminados
artificialmente. Las lineas punteadas en azul corresponden al estimador de backfitting clasico
mientras que las lineas rojas al estimador de backfitting robusto. En este grafico se ve claramente
las diferencias de los ajustes obtenidos por ambos procedimientos.

Por tdltimo, la Figura 5.4 presenta los ajustes obtenidos por el estimador robusto para el conjunto
de datos original (en lineas punteadas) y para el conjunto de datos con respuestas contaminadas
(en lineas enteras). Se observa la estabilidad del procedimiento ante un porcentaje de respuestas
atipicas ya que el estimador robusto produce ajustes similares en ambos casos.
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Figura 5.1: Gréficos de los ajustes obtenidos para las componentes g1, g2, g4 y g10 (de izquierda a derecha y
de arriba a abajo), por el estimador de backfitting cldsico con los datos originales (en lineas punteadas) y cuando

introducimos artificialmente respuestas contaminadas.
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Figura 5.2: Gréficos de los ajustes obtenidos para las componentes g1, g2, g4 ¥ gio (de izquierda a derecha y de

arriba a abajo), por el estimador de backfitting robusto cuando hay contaminacién en las respuestas.
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Figura 5.3: Gréficos de los estimadores las componentes g1, g2, g4 ¥ gio (de izquierda a derecha y de arriba a

abajo) por el estimador cldsico (en lineas punteadas azules) y por el estimador robusto (en lineas enteras rojas)

cuando introducimos artificialmente respuestas contaminadas.
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Figura 5.4: Gréficos de los estimadores de las componentes g1, g2, g4 y gio (de izquierda a derecha y de arriba
a abajo) utilizando el estimador de backfitting robusto para el conjunto de datos originales (en lineas punteadas) y

contaminadas.



Capitulo 6

Estudio Monte Carlo

6.1 Condiciones de la simulacion

En este Capitulo, se describen los resultados de un estudio de simulacion cuyo objetivo es comparar
el comportamiento de los estimadores propuestos en el Capitulo 2 entre ellos y versus sus versiones
clasicas, cuando se utilizan dintintos mecanismos de pérdida de datos y diferentes modelos de
contaminacion.
En un primer estudio de simulacion se realizaron 500 replicaciones en las que se generaron mues-
n

tras aleatorias independientes {(X},Y;,d;)};_; de tamano n = 100. Para ello, primero generamos
observaciones (X}, Z;) tales que

Zi = m(X;) + €4, 1<i<mn,
donde X; = (X;1, Xi2) ~ U([0,1] x [0,1]), &; = o U;, U; ~ N(0,1), 0 = 0.5, g : R? = R es una

funcién aditiva de la forma

1\ 2
g(z1,22) =24 (xl - 2) + 2msin(mxa) — 6 . (6.1)

v X; v U; son independientes entre si.

Los modelos para generar las respuestas faltantes pueden describirse como siguen. Definimos
Y; = Z; si §; = 1y faltante en otro caso, donde {d;}!'_; se generaron segiin un mecanismo de pérdida
de observaciones ignorable, MAR, es decir, P (&; = 1]Y;,X;) = P (6; = 1|X;) = p(X;) con p alguna
de las siguientes funciones

e p1(x) = 1 que corresponde a la situacién de muestras completas,

e po(x) = 0.4+ 0.5(cos(z1 + 0.2))2.

La probabilidad p;(x) permite comparar los estimadores propuestos, simplificados y completos,
con el estimador de regresién que podria ser evaluado si contaramos con el conjunto total de datos.
Observemos que este estimador, al que nos referiremos como estimador de datos completos, no

120
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puede calcularse en la practica. El objetivo es detectar qué estimador, simplificado o completo, da
errores cuadraticos mas cercanos a los obtenidos si no hubiese respuestas faltantes.

Con el mecanismo de pérdida ps se pierde aproximadamente un 31.5% de las respuestas.

Para identificar las funciones componentes marginales debemos tener en cuenta que, por Al,
J 9a(2)ga(x) dz = 0. En esta oportunidad hemos considerado g, () = I 1y(x), para todo 1 < o <
d. Luego, para el modelo (6.1), tenemos que ¢ = 0 y las componentes aditivas son

1\ 2
g1(z1) =24 <£L’1 - 2) -2 g2(x2) = 2msin(mwag) — 4 .

Respecto del procedimiento de suavizado, hemos utilizado el nticleo de Epanechnikov producto.
Recordemos que esta funcién niicleo es de la forma K(x) = K(z1)K(z2) donde K(u) = 3(1 —

U2)I[—1,1](U)-
El comportamiento de un estimador g de g se midié utilizando una aproximacién del error
cuadratico medio integrado y calculado para cada una de las replicaciones como

V4 V4
1SE(3) = %2 SS (g (wy) — G (W)
s=1 j=1

donde u;s = (j/¢,s/¢), 1 < j,s < ¢, £ = 50. Una aproximacién del MISE se obtuvo promediando
sobre las 500 replicaciones del 1SE. Medidas similares se utilizaron para comparar los estimadores
de las componentes aditivas g,.

En una primera etapa de simulacién, se han fijado las ventanas h; = 0.10 para j = 1,2.

Los estimadores que hemos considerado son los siguientes.

e gy: Estimador de Nadaraya-Watson adaptado a respuestas faltantes, definido en (2.8),

® gis,: Estimador preliminar clasico de la funcién de regresién g basado en polinomios locales
de orden 1 en todas las coordenadas de X,

® Gv,: M— estimador preliminar basado en polinomios locales de orden 0 definido en (2.12)
considerando t(x) = 1 y con funcién p la funcién de Huber con constante ¢ = 1.345,

® gy, M— estimador preliminar basado en polinomios locales de orden 1 en todas las coorde-
nadas de X, definido como la primera coordenada de la solucién en (2.16), y considerando
t(x) = 1y con funcién p la funcién de Huber con constante ¢ = 1.345,

e gs: Estimador basado en integracién marginal que utiliza como estimador preliminar gs,

e s, Estimador clasico que utiliza el procedimiento de integracién marginal aplicado sobre el
estimador de regresion preliminar g, ,

® Gis,.: Estimador que utiliza el procedimiento de integracién marginal sobre el estimador
clasico basado en polinomios locales de orden ¢ = 1 en la direccién de interés «,

e gsc: Estimador de backfitting clasico adaptado a respuestas faltantes, definido en el Capitulo
5,
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® Gy, Estimador robusto basado en polinomios locales de orden 0, definido en (2.14), que
utiliza como estimador preliminar gy,

e gy,: Estimador robusto basado en polinomios locales de orden 1 en todas las coordenadas X,
definido en (2.19), que utiliza como estimador preliminar gy,

® G, Estimador robusto basado en polinomios locales de orden ¢ = 1 en la direccién de
interés «, definido en (2.23), y considerando t(x) = 1 y con funcién p la funcién de Huber
con constante ¢ = 1.345,

e gur: Estimador backfitting robusto, definido en el Capitulo 5.

Vale la pena notar que los estimadores clasicos gs, gus, ¥ Gis, . corresponden a elegir t(x) = 1y
como funcién p la pérdida cuadratica en (2.12), (2.16) y (2.21), respectivamente.

En las tablas y graficos se reportan los resultados de los MISE promediando sobre las NREP = 500
replicaciones y considerando muestras de tamatio n = 500.

Notemos por D, = [0.2,0.2 4+ 7] x [0.2,0.2 4+ n]. En las tablas y gréficos indicaremos por Cy a
las muestras sin contaminar. Por otra parte, se consideraron cuatro mecanismos de contaminacién
diferentes que se aplicaron a cada muestra simplificada generada, es decir, tomando solamente
los datos completos {(X7],Y;)"}5,=1 cuando se utiliza un mecanismo de pérdida de datos. Las
contaminaciones indicadas U, j = 1,...4, se generaron de la siguiente forma

e (1: es un modelos de errores groseros ya que se generaron los errores con distribucion e; ~
(1 —-v)N(0,0%) + vN(15,0.01%) con v = 0.15.

e (5: es un modelo de contaminacion en el que se concentran los datos atipicos en la region
D,), con n = 0.3, més precisamente se tomé ¢; ~ N(15,0.01) para todo ¢ tal que X; € Dy 3,

e (3: es un modelo de contaminacién concentrada en la regiéon Dy, con n = 0.09, es decir,
g; ~ N(10,0.01) para todo i tal que X; € Dy g9,

e (C4: en este caso, se considera un modelo de errores groseros con un alto porcentaje pero en
D,;, con ) = 0.3, més precisamente, &; ~ (1 — v)N(0,0?) + vN(15,0.01), con v = 0.30, para
todo 7 tal que X; € Dy 3.

La situacién Cy en que no hay datos contaminados nos permitira analizar el balance entre el efecto de
las contaminaciones sobre los distintos estimadores estudiados y su eficiencia. La contaminacion Cy
corresponde a un modelo de errores groseros. Este es un caso de contaminacién esparcida de manera
homogénea entre todas las respuestas de la muestra. Cs corresponde a un caso de contaminacién
patoldgica, en el que para todos los puntos pertenecientes al cuadrado [0.2,0.5] x [0.2,0.5], las
respuestas son contaminadas. La contaminacién Cs es similar a la contaminacién Cy pero para los
puntos pertenecientes al cuadrado [0.2,0.29] x [0.2,0.29]. La diferencia més importante entre estas
dos contaminaciones es que el primero de los cuadrados (Dg 3) tiene lado de longitud 0.3, mayor al
tamano de ventana considerada (h; = 0.10 para j = 1,2), mientras que el segundo (Dgg9) es de
0.09. Este es un caso de contaminacién concentrada y por lo tanto, se espera que resulte perjudicial
aun para el estimador g,. Por tltimo, la contaminacién Cy corresponde al caso en que sélo el 30%
de los puntos que yacen en el cuadrado Dy 3 son contaminados.
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A modo de ejemplo, en la Figura 6.1, se grafican en azul los pares (z1,x2) cuyas respuestas y
han sido contaminadas, para las contaminaciones C5, C3 y Cy, considerando una de las muestras
de tamano 500.
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Figura 6.1: Gréficos que indican cuéles son los pares (z1,22) cuyas respuestas y han sido contaminadas, para los

ultimos tres mecanismos de contaminacion.

6.1.1 Seleccién preliminar de g,

En el Capitulo 3, vimos que el estimador gy, es un estimador uniformemente consistente para toda
funcién ¢ continua tal que i(¢) > 0. Luego, en una primera instancia de estudio es posible elegir
entre los siguientes dos estimadores, definidos como en 2.14,
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® Jono: estimador que considera t(x) = 1,

® Jonp2: estimador que toma t(x) = p(x), es decir, que la funcién ¢(-) es igual al mecanismo
de pérdida utilizado y que en realidad, es desconocido.

Observemos que para el caso en el que p = p1, es decir, cuando no hay pérdida de datos, ambos
estimadores coinciden.

Las Tablas 6.1 y 6.2 se obtuvieron mediante un estudio de simulacién preliminar en el que
se arrojaron NREP= 100 muestras de tamano n = 500 siguiendo el procedimiento descripto en la
Seccién 6.1 y con el mecanismo de pérdida po.

§M0,2 < §MO [ §1,MO,2 < §1,Mo [ §2,MO,2 < EQ,MD
Co 47.4% 50.2% 48.4%
4 52.4% 50.4% 55.2%
Cy 44.0% 47.6% 42.4%
Cs 47.8% 53.4% 48.0%
Cy 52.0% 53.4% 52.0%

Tabla 6.1: Porcentaje de veces, entre las 100 replicaciones, que los estimadores que utilizan ¢ = p tienen
menores ISE que aquellos estimadores que usan ¢t = 1. La columna de la izquierda corresponde al estimador de
la funcion de regresion mientras que las otras dos columnas corresponden a los estimadores de las componentes
aditivas g1 y go-

Mo Mg .2 JiMo  GiMo2 | G2My  G2.Mg.2
Co | 0.3785 0.3797 | 0.2622 0.2615 | 0.2407  0.2446
C1 | 16.5560 16.5336 | 4.9844 4.9737 | 4.9543  4.9470
C> | 16.0584 16.1461 | 5.5624 5.5883 | 6.2723  6.3139
Cs | 0.5967 0.5970 | 0.3553 0.3534 | 0.3372  0.3402
Cy | 2.3138 2.3069 | 1.0285 1.0229 | 1.0676 1.0680

Tabla 6.2: MISE de los estimadores bajo distintos tipos de contaminacién. La columna de la izquierda
corresponde a los MISE obtenidos al estimar la funcién de regresion, mientras que las dos columnas restantes
corresponden a los MISE obtenidos al estimar las componentes aditivas g1 y ¢2.

En la Tabla 6.1 podemos ver que la cantidad de veces que un estimador es superior al otro en
términos de ISE es la misma. Mientras que para estimar la primera componente aditiva g; pareciera
ser mejor el estimador gj 2, para estimar la segunda componente aditiva go el estimador ga
tiene menores ISE. Si miramos sélo los estimadores de la funcion de regresiéon g, mientras que la
Tabla 6.1 refleja que en tres de los cinco mecanismos de contaminacién el estimador Gy, 2 tiene
menores ISE, en la columna de la izquierda de la Tabla 6.2 se puede ver que el promedio de los ISE,
es decir los MISE, son menores cuando se utiliza el estimador gy9. En las otras dos columnas de
la Tabla 6.2 se puede ver que el comportamiento de ambos estimadores en términos de los MISE es
similar.

De esta manera, para el resto del estudio de simulacién elegimos quedarnos con el representante
91,m, de los estimadores robustos basados en integracién marginal definidos en 2.14, dado que en
el estudio preliminar realizado se pudo ver que ambas propuestas se comportan de manera similar,
pero el estimador que considera el verdadero mecanismo de pérdida de datos p puede considerarse
como un estimador més artificial que aquel que no usa esta informacion.
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6.2 Resultados

A modo de ejemplo y dado que los estimadores cldsicos se comportan de manera similar entre si,
asi como también los M — estimadores robustos se comportan de manera similar entre si, en las
Figuras 6.2, 6.3 y 6.4, los colores corresponden a los ajustes dados por algunos de los estimadores
estudiados sobre la muestra considerada en la Figura 6.1,

e cn rosa, el estimador gs,

e en rojo, el estimador g,

e en marron, el estimador gge,
e en azul, el estimador gy, y

e cn verde, el estimador gpp.

Las Figuras 6.2, 6.3 y 6.4 muestran el comportamiento de estos estimadores sobre la variable
respuesta y y sobre las componentes del modelo aditivo, g1 y g2, para cada uno de estos estimadores y
para cada uno de los diferentes mecanismos de contaminacién, cuando no hay datos faltantes. Como
se puede observar, cuando no hay contaminacién los estimadores tienen un comportamiento similar
y ajustan adecuadamente las funciones g : 1y g2. Respecto de los estimadores robustos el estimador
de Backfitting robusto parece ser el més estable en todas las contaminaciones consideradas.

Las Tablas 6.3, 6.4 y 6.5 presentan los MISE para los 12 estimadores estudiados bajo los distintos
esquemas de pérdida de datos y para los diferentes mecanismos de contaminacién utilizados, al
estimar la funcién de regresion, la funcién aditiva g7 y la funcién aditiva gs, respectivamente.
Todos los siguientes estimadores se calcularon usando el niicleo de Epanechnikov.

P1 (X) =1

Js gLs, M, gM, gs gus, LSy .0 gBC 9, gM, My o JBR
Co 0.0976 0.0306 0.1062 0.0318 0.0738 0.0100 0.0109 0.0704 0.0790 0.0107 0.0113 0.0706
(o 7.8772 8.8536 0.6083 2.2497 6.1693 6.3800 6.2519 6.1410 0.2526 0.9682 0.8573 0.1532
Cy | 14.4716  14.4008 | 17.6840 15.0068 8.3862  8.2827 8.3343 8.4660 | 12.0867 8.3349 &8.3339 0.2488
Cs 0.3614 0.2938 0.2321 0.2149 0.1573 0.0899 0.0939 0.1576 0.1096 0.0588 0.0511 0.0731
Cy 1.6789 1.6546 0.3986 0.7569 0.9003 0.8459 0.8459 0.9044 0.2090 0.2773 0.2431 0.0782

p2(x) =0.4+0.5 cos2(x1 +0.2)

Js gLs; IM, oM, Js gus, LSy 0 gBC M, 9, My o UBR
Co 0.1380 0.0708 0.1317 0.0741 0.0860 0.0260 0.0281 0.0785 0.0930 0.0261 0.0283 0.0806
(&1 9.2740 11.1653 2.2914 5.2306 6.5290 6.9394 6.7483 6.4416 0.8896 2.1564 1.7846 0.1681
Co | 14.6767 14.6164 | 17.9347 15.2247 8.4855 8.3481 8.4418 8.6032 | 13.5514 8.4196 &8.3339 0.2832
Cs 0.4089 0.3432 0.2999 0.2724 0.1739 0.1075 0.1142 0.1678 0.1366 0.0785 0.0731 0.0831
Cy 1.8306 1.8436 0.6199 1.0114 0.9596 0.9060 0.9086 0.9472 0.3175 0.3829 0.3326  0.0880

Tabla 6.3: MISE de los estimadores de la funcién de regresién bajo distintos esquemas de pérdida de datos
y distintos tipos de contaminacion.

Para analizar los resultados de las simulaciones realizadas, comenzaremos por el caso en que el
esquema de pérdida de datos utilizado es p1, es decir, cuando no hay datos faltantes. Cuando no hay
datos contaminados, los estimadores que utilizan el procedimiento de integracion marginal tienen
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Figura 6.2: Gréficos de los valores predichos obtenidos para los diferentes estimadores, bajo los diferentes meca-
nismos de contaminacién. En el eje horizontalse encuentran los valores y dados en la muestra, mientras que en el eje
vertical se encuentran los valores obtenidos por los diferentes estimadores. Los puntos en negro corresponden a los

puntos que han sido contaminados.
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Figura 6.3: Graficos de los ajustes obtenidos por los distintos estimadores para las dos componentes aditivas g1 y

g2 cuando no hay datos contaminados.

P1 (X) =1
gis g1,181  GL18¢a  G1,BC | GiMy  GiMy  GiMg.  G1BR
Co | 0.0466 0.0109 0.0146  0.0445 | 0.0513 0.0112 0.0158  0.0445
Ci | 0.5099 0.5503 0.5034 0.4896 | 0.1860 0.2534 0.2148 0.0503
Cy | 34949 3.2939  3.3179  3.5207 | 4.6340 3.3658 3.3736  0.1309
C3 | 0.0953 0.0480 0.0531  0.0943 | 0.0702 0.0339 0.0344  0.0468
Cy | 0.4333 0.3544 0.3589 0.4319 | 0.1220 0.1301 0.1193 0.0514
p2(x) = 0.4 + 0.5 cos®(x1 + 0.2)
gis giLs;  gulSe.  G1BC | 1My GiMy  GiMg.  JIBR
Co | 0.0533 0.0209 0.0245 0.0508 | 0.0601 0.0207 0.0253 0.0519
C1 | 0.6873 0.8114 0.7330 0.6570 | 0.3533 0.5663 0.4604 0.0619
Cy | 3.5645 3.3625 3.4136  3.6193 | 4.6978 3.4343  3.3736  0.1447
C3 | 0.1056 0.0605 0.0673  0.1023 | 0.0834 0.0463 0.0478  0.0543
Cy | 0.4715 0.3986  0.4049  0.4625 | 0.1661 0.1866 0.1676  0.0592

Tabla 6.4: MISE de los estimadores de la funcién de la componente aditiva g; bajo distintos esquemas de
pérdida de datos y distintos tipos de contaminacion.

MISE menores que sus versiones preliminares, previas al procedimiento de integracién (ver Tabla
6.3). Podemos observar también que los estimadores basados en polinomios locales de orden 1 en
todas las coordenadas y de orden 1 en la direccién de interés tienen un mejor comportamiento que
sus respectivas versiones basadas en polinomios locales de grado 0. El MISE del estimador gis, es
menor a los MISE de los restantes estimadores, seguido por su versién robusta gy, y por el estimador
clsico basado en polinomios locales de orden 1 en la direccién de interés gis, ,. Ademads, se puede
observar que los MISE de los dos estimadores basados en backfitting son ligeramente inferiores a los
de los estimadores de la funcion de regresion basados en polinomios locales de orden 0 que utilizan el
procedimiento de integracién marginal. Por otra parte, como es de esperar los estimadores robustos
han perdido eficiencia, medida en términos de los MISE, comparados con sus versiones clasicas, o
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p(x)=1
gis g1,L81  G118qa  G1BC | 1My GiMy  GiMg.  JLBR
Co | 0.0422 0.0117 0.0158 0.0405 | 0.0464 0.0120 0.0172 0.0406
Cp | 0.5316 0.6405 0.6023  0.5174 | 0.2209 0.3317 0.2663 0.0494
Cy | 3.0783 3.1853  3.2032  3.1294 | 4.3202 3.2565 3.2718  0.0903
Cs | 0.0690 0.0461 0.0517 0.0688 | 0.0583 0.0387 0.0349 0.0403
Cy | 03157 0.3349 0.3374  0.3181 | 0.0991 0.1244 0.1147 0.0391
p2(x) = 0.4 + 0.5 cos®(x1 + 0.2)
gis giLs;  gulSg.  G1BC | 1My GiMy  GiMg.  J1BR
Co | 0.0473 0.0177 0.0213  0.0469 | 0.0562 0.0179 0.0223 0.0483
Cy | 07093 0.9188  0.8472  0.6727 | 0.3798 0.6698 0.5371  0.0610
Cs | 3.1084 3.1897 3.2142  3.2261 | 5.3807 3.2655 3.2718 0.1185
Cs | 0.0756 0.0519 0.0568 0.0778 | 0.0770 0.0403 0.0412 0.0482
Cs | 0.3344 0.3502 0.3512  0.3440 | 0.1568 0.1617 0.1452  0.0471

Tabla 6.5: MISE de los estimadores de la funcién de la componente aditiva go bajo distintos esquemas de
pérdida de datos y distintos tipos de contaminacion.

lineales.

Las Tablas 6.4 y 6.5 permiten concluir que los MISE de los estimadores de las componentes
aditivas g1 y g2 basados en polinomios locales de orden 1, tanto en todas las coordenadas como
en la de interés, son los menores. También podemos ver que los estimadores robustos han perdido
eficiencia respecto de sus versiones clasicas. FEn la Figura 6.2 se grafica en el eje horizontal los
valores obtenidos en una de las 500 muestras generadas y en el eje vertical los valores predichos
obtenidos por cada uno de los 5 estimadores mencionados al principio de esta Seccién. En la Figura
6.3 se pueden ver las curvas correspondientes a las estimaciones realizadas por estos 5 estimadores
para las componentes aditivas g1 y go. En ambas figuras, correspondientes a Cj, los puntos y
curvas quedaron superpuestas. Esto se debe a que, en este caso, todos estimadores se comportan
de manera similar.

Para el caso de contaminacién Cj los estimadores clasicos de la funcién de regresion g, gs,
Gs1s 95> Gusi> Jisga Y Jne, tiemen valores de MISE hasta mds de 24 veces mayores que los de sus
versiones robustas. Para las estimaciones de las componentes aditivas, esta diferencia sigue siendo
importante, pero se reduce a casi 3 veces mas. Se puede sospechar que la falta de robustez de
los estimadores de posicion utilizados en los estimadores clasicos tiene un importante efecto sobre
los altos MISE obtenidos en estos estimadores. Entre los estimadores robustos estudiados, tanto
para estimar la funcién de regresién g como para estimar sus componentes aditivas g1 y go, el
estimador robusto basado en backfitting posee menores errores MISE que los estimadores basados
en integracion marginal, seguido por el M —estimador basado en polinomios locales de grado 0 que
utiliza el procedimiento de integracion.

Para el caso de la muestra considerada, las Figuras 6.2 y 6.4 permiten clarificar los resultados
obtenidos en la Tablas, observando el comportamiento de algunos de los estimadores utilizados.
En azul y verde tenemos los estimadores robustos gy, y gsr, respectivamente. Para el caso de
contaminacion C'; se puede apreciar que los puntos y curvas de estos dos colores se encuentran
mas cercanas a la recta identidad en la Figura 6.2 y més cercana a las curvas g; y g2 en la Figura
6.4. Un andlisis similar se puede hacer para las contaminaciones C3 y C4. En ambos casos, la
Tabla 6.3 refleja que los estimadores robustos arrojaron valores de MISE menores que sus versiones
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clasicas, manteniendo los errores cercanos a los obtenidos bajo Cy y que los estimadores que no
hacen uso de que el modelo es aditivo tienen errores mayores que los restantes estimadores que si
hacen uso de esta informacién. Las Figuras 6.2 y 6.4 muestran un comportamiento similar para
los 5 estimadores graficados que lo estudiado para el caso ;. Para el caso de contaminacion Cy
se puede ver que tanto los estimadores clasicos como los M —estimadores robustos tienen valores
de MISE mayores que el estimador de backfitting robusto. Lo mismo se puede observar en los MISE
de las componentes aditivas. En la Figura 6.2 se puede ver que, para el caso de una muestra, para
este tipo de contaminacién, el estimador robusto gy, (en azul) se alejé notoriamente de la recta
identidad, y en la Figura 6.4 se puede ver que este mismo comportamiento errado lo tuvo también a
la hora de estimar las componentes aditivas, dirigiéndose la curva, en ambos casos, hacia los puntos
que habian sido contaminados.

En conclusién, cuando no hay datos faltantes, bajo los mecanismos de contaminacion Cy, C3 y
CYy, los estimadores robustos tienen valores menores de MISE que sus versiones clasicas. Entre los
estimadores robustos, el estimador gy tiene menor MISE que los estimadores basados en integracién
marginal. Esto muestra la sensibilidad de los estimadores clasicos a la presencia de datos atipicos,
y que los menores errores del estimador robusto basado en backfitting pueden deberse a que este
estimador utiliza iteraciones de estimadores robustos unidimensionales. Por otro lado, en el caso de
la contaminacién patoldgica Cs, los M —estimadores no son “resistentes” ante el efecto de esta con-
taminacion. Esto ocurre porque todas las respuestas correspondientes a covariables en el cuadrado
de lado 0.30 estdn contaminadas y, por lo tanto, que el procedimiento de integracién marginal
no resuelve los valores grandes arrojados por los M —estimadores preliminares que utilizan como
ventana h = 0.10. Respecto al comportamiento de los estimadores sobre las componentes aditivas
g1y g2, se puede realizar un analisis similar para los cuatro tipo de contaminacién considerados.

Para el caso en que hay datos faltantes, se puede hacer el mismo analisis que el realizado para
el caso en que no hay datos faltantes para comparar a los distintos estimadores y, por lo tanto, no
lo repetiremos para este caso. Si bien el estimador de backfitting robusto se introdujo en el caso de
datos completos, en este caso, como se menciona en la Observacion 5.2.3 el estimador simplificado
que se obtiene utilizando solamente las respuestas observadas continiia siendo Fisher—consistente
y por ello, se incluyé en esta comparacién. Por otra parte, es de interés comparar los errores
obtenidos para estos estimadores cuando no hay respuestas faltantes, es decir, cuando p = p; y
cuando hay respuestas faltantes, en este caso, cuando usamos el mecanismo de pérdida p,. Las
Tablas 6.3, 6.4 y 6.5 permiten observar que los estimadores tienen mayores de MISE que cuando
p = p1 = 1 indicando pérdida de eficiencia debido a las observaciones faltantes. Por otra parte, los
estimadores Gy, Guy, ¥ ZI\Mq’a han aumentado en mayor medida su MISE que los demds estimadores,
es decir, han tenido una mayor pérdida de eficiencia, mientras que el estimador que ha aumentado
en menor medida sus errores es gpc. Esto mismo se puede observar cuando se analizan los errores
obtenidos al estimar las componentes aditivas en las Tablas 6.4 y 6.5.
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Figura 6.4: Gréficos de los ajustes obtenidos bajo los diferentes tipos de contaminacién. Los cuatro gréificos
superiores corresponden a las estimaciones obtenidas para la primera componente aditiva gi, mientras que los cuatro

graficos inferiores corresponden a las estimaciones obtenidas para la segunda componente aditiva go.
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