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ABSTRACT

Singular behaviour of scattering amplitudes in the collinear limit

Modern particle accelerators allow to obtain highly-accurate experimental results. As the

summit example, we can consider the LHC, which recently allowed to discover a new particle

whose properties are compatible with Higgs boson. In order to better understand the origin of

this particle as well as many other phenomena in high-energy physics, a huge effort is being

done to improve experimental measures. For this reason, theoretical predictions have to be done

with a compatible accuracy level, since that is relevant to perform a comparison among available

models and experimental data.

Working from the theoretical point of view, the main motivation of this thesis is the study

of methods to perform accurate computations in the context of perturbation theory applied to

the standard model. In particular, we restrict ourselves to the analysis of the collinear limit of

scattering amplitudes in gauge theories, up to next-to-leading order (NLO). The factorization

theorems assert that, in some general kinematic configurations, it is possible to obtain a univer-

sal description of the divergent behaviour of scattering amplitudes in the collinear limit. This

behaviour is controlled by the so-called splitting functions or splitting amplitudes, which are the

main objects studied in this work.

When higher-order corrections are considered, it is mandatory to take into account contribu-

tions that involve virtual states or loops, which are associated with Feynman integrals. So, in the

first part of this work, this objects were studied and we explored some computational techniques.

After describing standard procedures, we centered the discussion in the study of integration by

parts identities (IBP) and the differential equations method. These techniques allow to rewrite

Feynman integrals in terms of a coupled system of first-order differential equations. Under cer-

tain circumstances, it is easy to work out boundary conditions and to solve the system, which

constitutes a powerful tool for treating this problem. On the other hand, we also studied tensor

integrals and reduction techniques in order to express them using only scalar integrals.

The following step was studying the collinear limit of scattering amplitudes through the

computation of NLO splitting functions. Due to the existence of singularities when treating the-

se limits, it is mandatory to complement the theory with a regularization method. Moreover, the



particular implementation of a regularization technique defines a scheme. Using dimensional re-

gularization (DREG), we started with the analysis of the scheme dependence in the computation

of splitting functions in the double-collinear limit. This led us to deepen into the definitions and

conventions of DREG, besides of introducing some artificial particles (i.e. scalar gluons) with the

objetive of connecting different schemes through physical arguments.

After investigating the double-collinear limit, we treated the computation of NLO corrections

to splitting functions when three particles become collinear. These results are crucial to carry on

the computation of hadronic cross sections at higher orders. In fact, many computational techni-

ques and simulators take advantage of collinear factorization properties to obtain approximations

of some experimentally relevant observables. In particular, in this work we limited ourselves to

calculate splitting functions for processes involving at least one photon. Applying tensorial re-

duction techniques analyzed in the first part, we were able to calculate polarized Altarelli-Parisi

kernels, which are essential to give a complete description of the collinear limit of processes with

intermediate vector particles.

All the results provided in this thesis have practical applications in the context of hadron

colliders phenomenology, since they point to improve theoretical accuracy. The knowledge of

higher-order splitting functions is crucial in order to move forward on the description of multi-

particle processes at next-to-next-to-next-to-leading order (NNNLO) or even higher accuracy.

Keywords: perturbative QCD, NLO computations, Feynman integrals, IR divergencies, colli-

near limits.



RESUMEN

Actualmente los grandes aceleradores de partículas permiten obtener resultados experimen-

tales muy certeros. Como máximo ejemplo tenemos el LHC, que recientemente descubrió una

nueva partícula con propiedades compatibles con las correspondientes al bosón de Higgs. Para

poder comprender mejor la naturaleza de dicha partícula, así como también otros fenómenos en

el área de física de altas energías, se está realizando un gran esfuerzo para mejorar las mediciones

experimentales. Es por ello que las predicciones teóricas deben tener una precisión acorde, de

forma tal de poder realizar una comparación relevante entre los modelos disponibles y los datos

experimentales.

Trabajando desde la perspectiva teórica, la principal motivación de esta tesis fue el estudio

de métodos que permitan efectuar cálculos precisos en el contexto de teoría de perturbaciones

aplicada al modelo estándar. En particular, nos restringimos al análisis de los límites colineales

de amplitudes de scattering en teorías de gauge a next-to-leading order (NLO). Los teoremas

de factorización establecen que, en ciertas configuraciones cinemáticas generales, es posible ca-

racterizar de forma universal el comportamiento divergente de las amplitudes de scattering en

el límite colineal. Este comportamiento es regido por las llamadas splitting functions o splitting

amplitudes, que son los objetos de estudio centrales en este trabajo.

Cuando se consideran correcciones a órdenes superiores es necesario tener en cuenta las contri-

buciones que involucran estados virtuales o loops, las cuales se asocian a integrales de Feynman.

Por lo tanto, en la primer parte del trabajo, se estudiaron estos objetos y se exploraron algunos

métodos de cálculo. Tras comentar los procedimientos estándar, nos centramos en el estudio de las

identidades de integración por partes (IBP, por sus siglas en inglés) y en el método de ecuaciones

diferenciales. Esta técnica permite reescribir las integrales de Feynman en términos de ecuaciones

diferenciales acopladas de primer orden. Bajo ciertas circunstancias, es sencillo determinar las

condiciones de contorno y resolver el sistema, lo que nos provee de un poderosa herramienta para

tratar este problema. Por otro lado, también se analizaron las integrales tensoriales y técnicas de

reducción que permiten expresarlas utilizando únicamente integrales escalares.

El próximo paso consistió en estudiar los límites colineales de amplitudes de scattering me-

diante el cálculo de las funciones de splitting a NLO. Debido a que hay ciertas singularidades



al momento de considerar estos límites, es necesario complementar la teoría con un método de

regularización. A su vez, la implementación concreta de un método de regularización permite

definir un esquema de regularización. Usando regularización dimensional (DREG), empezamos

analizando como se manifiesta la dependencia con el esquema elegido al momento de calcular las

funciones de splitting en el límite doble colineal. Ello nos llevó a adentrarnos en las definiciones y

convenciones de DREG, así como también a introducir partículas artificiales (esto es, los gluones

escalares) para conectar los diversos esquemas usando argumentos físicos.

Tras investigar el límite doble colineal, procedimos al cálculo de las funciones de splitting a

NLO para el caso en el cual tres partículas se vuelven colineales. Se trata de resultados que son

cruciales para llevar a cabo cálculos de secciones eficaces hadrónicas a órdenes superiores. De he-

cho, muchos métodos de cálculo y simuladores aprovechan las propiedades del límite colineal para

dar resultados aproximados de observables de interés experimental. En concreto, en este trabajo

nos limitaremos a presentar las funciones de splitting para procesos que involucren al menos la

presencia de un fotón. Apelando a las técnicas de reducción tensorial estudiadas en la primer

parte, se pudieron calcular los núcleos de Altarelli-Parisi polarizados, los cuales son esenciales

para caracterizar el límite colineal cuando el estado intermedio es una partícula vectorial.

Todos los resultados provistos en este trabajo revisten interés práctico en el contexto de

la fenomenología de colisionadores hadrónicos, puesto que apuntan al fin último de mejorar la

precisión de los cálculos teóricos. El conocimiento de las funciones de splitting colineal de orden

superior es crucial para avanzar en la descripción de procesos multipartícula con niveles de

precisión next-to-next-to-next-to-leading order (NNNLO) o incluso superior.

Palabras clave: cromodinámica cuántica perturbativa, cálculos de orden superior, integrales

de Feynman, divergencias infrarrojas, límites colineales.
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1. INTRODUCCIÓN AL MODELO TEÓRICO

En este capítulo se describen generalidades del formalismo teórico que se utiliza actualmente

para explicar la física de partículas elementales. Tras motivar la importancia del modelo de QCD

con fotones y describir su lagrangiano, se muestra una forma de cuantizar una teoría de gauge

general. Con el formalismo de integrales de camino, se derivan las reglas de Feynman y se explica

el fijado de gauge, haciendo hincapié en los llamados gauges físicos. Finalmente se muestra como

calcular secciones eficaces de scattering partiendo de las funciones de Green de n-puntos y usando

la fórmula de Lehmann-Symanzik-Zimmermann (LSZ).

1. Descripción lagrangiana de QCD

Actualmente, la física de partículas elementales estándar se entiende en términos de las teorías

de campos cuánticos (QFT). En particular un cierto grupo de estas teorías, conocidas como

teorías de calibre o gauge, explica las interacciones fundamentales entre partículas suponiendo la

existencia de simetrías asociadas a cargas conservadas. Debido a que expone de forma explícita

dichas simetrías, el formalismo lagrangiano es uno de los más adecuados para analizar estos

modelos.

Comencemos motivando la definición física de una teoría de gauge con un ejemplo básico.

Considérese un campo de Dirac Ψ(x) de masa M cuya densidad lagrangiana asociada es

LDirac = Ψ̄(ı∂µγ
µ −M)Ψ , (1.1.1)

con γµ matrices de Dirac, las cuales satisfacen la relación de anticonmutación

{γµ, γν} = 2ηµνI , (1.1.2)

en donde η es la métrica de Minkowski 4-dimensional y I es la matriz identidad en el espacio de

matrices de Dirac. Esta relación define el álgebra de Dirac, que es un tipo particular de álgebra

de Clifford en la cual se está usando el producto interno inducido por la métrica lorentziana del

espacio-tiempo. Es importante remarcar que este modelo puede ser extendido a otros espacios.



En particular, en el Capítulo 4, discutiremos el tratamiento del álgebra de Dirac en espacios

planos de dimensión D.

Volviendo al tópico central, puede apreciarse que LDirac es invariante frente a transformaciones

de Lorentz y cambios de fase globales en Ψ. Sin embargo, si se propone una transformación de

fase local dada por

Ψ(x) → Ψ′(x′) = eıα(x)Ψ(x) , (1.1.3)

Ψ̄(x) → Ψ̄′(x′) = e−ıα(x)Ψ̄(x) , (1.1.4)

siendo α(x) una función que toma valores reales, deja de ser cierto que L = L′. Pero es sencillo

apreciar que puede restaurarse la invariancia frente a este tipo de transformaciones modificando

la derivada según

∂µ → Dµ = ∂µ + ıeBµ , (1.1.5)

con Bµ campo que transforma de acuerdo a la regla

Bµ → B′
µ = Bµ − (1/e)∂µ(α(x)) . (1.1.6)

Siguiendo el principio de Landau1, el lagrangiano puede escribirse como

LQED = Ψ̄(ı∂µγ
µ −M)Ψ− eBµΨ̄γµΨ− 1

4
FµνF

µν , (1.1.7)

siendo Fµν = ∂µBν − ∂νBµ. Este es el lagrangiano de la electrodinámica cuántica (QED), que

es una teoría de gauge U(1), pues el grupo de simetría solo posee un generador. El campo Bµ

representa a los mediadores de fuerza de esta teoría, los fotones, y el último término de LQED

describe las interacciones entre estos campos2.

La cromodinámica cuántica (QCD) es otra teoría de gauge, notablemente más compleja que

QED, que busca describir las interacciones de color. Estas son las que permiten explicar el

espectro hadrónico y las interacciones nucleares. A diferencia de QED, el grupo de simetría de

QCD es SU(3), lo que la convierte en una teoría no Abeliana. Debido a que el grupo SU(3) tiene

1 Este principio es una herramienta básica en la construcción de teorías y se relaciona con una formulación
general de las mismas. La idea es que, una vez fijadas las simetrías del problema que quiere describirse, deben
incluirse en el lagrangiano todos los términos que sean compatibles con ellas. Esto se debe a que se considera a
la operación de simetría como elemento principal en la definición de la teoría. En consecuencia, si se eliminan
términos compatibles con la simetría es necesario modificar la definición de la teoría original agregando más
información.

2 La noción de teoría de gauge puede ser formulada también utilizando conceptos de geometría diferencial. En
ese caso, el campo de gauge pasa a ser una conexión en un fibrado vectorial. Dicho enfoque permite entender
de forma rigurosa los requisitos de simetría impuestos al lagrangiano. Sin embargo, para los fines que queremos
alcanzar en este trabajo, no es necesario recurrir a ese nivel de formalismo.
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8 generadores que no conmutan, resulta que la transformación de gauge más general que puede

escribirse es

Ψ(x) → Ψ′(x′) = eıαa(x)T
a

Ψ(x) , (1.1.8)

Ψ̄(x) → Ψ̄′(x′) = Ψ̄(x)e−ıαa(x)T
a

, (1.1.9)

en donde T a son los generadores y αa son coeficientes (elementos en algún cuerpo, como por

ejemplo los números reales). Obsérvese que en este caso, Ψ debe ser un objeto que pertenezca

a la representación fundamental de SU(3). Trabajando en la representación más sencilla, en la

cual los 8 generadores son las matrices 3× 3 de Gell-Mann, resulta que Ψ es un vector de 3 filas

y Ψ̄ es uno de 3 columnas (representación antifundamental). Además, los generadores satisfacen[
T a,T b

]
= ıfabcT c con fabc constantes de estructura del grupo. Estas relaciones son las que

definen el álgebra de color, que discutiremos con más detalle en el Capítulo 2.

Continuando con las diferencias respecto de QED, el cambio en el grupo de simetría implica

la necesidad de modificar el lagrangiano para preservar la invariancia de gauge. En primer lugar,

la derivada covariante debe ser

∂µ → Dµ = ∂µ + ıgSA
a
µT

a , (1.1.10)

con Aa
µ campos de gauge y gS acoplamiento fuerte (o coupling asociado a QCD). En el contexto

de un modelo fenomenológico, cada uno de estos 8 campos representa un mediador de fuerza y

se asocian con unas partículas conocidas como gluones. Por otra parte, estos campos de gauge

se modifican al aplicar las transformaciones definidas en (1.1.8) y (1.1.9) según

Aa
µ → A′a

µ = Aa
µ + fabcαb(x)A

c
µ − (1/gS)∂µ(αa(x)) , (1.1.11)

suponiendo que los parámetros de la transformación son infinitesimalmente pequeños, de manera

que se pueda considerar eıαaT
a

≈ 1 + ıαa(x)T
a.

En segundo lugar, el término de autointeracción de los campos es

Lgauge = −(1/4)Gµν
a Ga

µν , (1.1.12)

con

Ga
µν = ∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ + ıgSf

abcAb
µA

c
ν , (1.1.13)

que es el análogo a Fµν en QED3. Aquí se puede apreciar la presencia de un término extra, que

surge debido a que los generadores no conmutan y cumplen el álgebra asociada al grupo SU(3).

3 En términos geométricos, Ga
µν es una derivada de Lie sobre la variedad asociada al grupo SU(3), lo que

convierte al tensor de campo en una 2-forma. De hecho, en una teoría de gauge puro, las ecuaciones de movimiento
coinciden con el requisito de que la derivada exterior del tensor de campo sea nula. Así, es fácil trazar un
paralelismo entre estas teorías y la relatividad general, en la cual el aspecto geométrico de la formulación es
mucho más manifiesto.



Cabe señalar que una teoría en la cual el lagrangiano es Lgauge se conoce como teoría de gauge

puro y tiene muchas propiedades adicionales que permiten simplificar los cálculos.

Por otra parte, entendiendo a QCD dentro del modelo estándar (SM), debe tenerse en cuenta

que existen 6 sabores de quarks (up, down, strange, charm, bottom y top) cada uno de los cuales

puede tener 3 colores (rojo, verde y azul). Además, debido a que el grupo de simetría de SM

es SU(2)L ⊗ U(1)Y ⊗ SU(3)C , los términos de masa como aparecen en el lagrangiano de QED

son dependientes del gauge. De esta manera no pueden estar en el lagrangiano total de SM y, en

particular, su presencia queda vedada del lagrangiano de QCD. También debe tenerse en cuenta

que los quarks interaccionan débilmente, con lo cual se organizan en multipletes de SU(2), y con

el bosón de Higgs para obtener su masa. Sin embargo, en este trabajo no se tendrán en cuenta

este tipo de interacciones. La razón fundamental es que, a las energías que se exploran en los

experimentos actuales, QCD constituye la fuente más importante de correcciones a los resultados

teóricos. Siendo un poco más precisos respecto al significado de la frase anterior, podemos afirmar

que gS es al menos un orden de magnitud mayor al resto de los acoplamientos cuando la escala

de energía de los procesos es del orden de 1TeV. En consecuencia, para aumentar la precisión

teórica es crucial comprender los efectos asociados a QCD en el régimen de altas energías.

De esta manera, siguiendo los lineamientos expuestos en los párrafos anteriores, se tiene que

el lagrangiano de QCD pura4 con fermiones no masivos es

LQCD =
∑

j

(
Ψ̄jγ

µ(ı∂µ − gSA
a
µT

a)Ψj

)
− 1

4
Ga

µνG
µν
a , (1.1.14)

en donde j es un índice que designa a los distintos sabores de quarks. En esta ecuación, se

omitieron los índices de color y de Dirac para simplificar la notación. Si se agrega a (1.1.14) la

interacción electromagnética, teniendo en cuenta que el quark de sabor j tiene una carga eléctrica

eje, se llega a

L =
∑

j

(
Ψ̄jγ

µ(ı∂µ − gSA
a
µT

a − ejeBµ)Ψj

)
− 1

4
Ga

µνG
µν
a − 1

4
FµνF

µν , (1.1.15)

que es el lagrangiano que permitirá caracterizar los procesos estudiados en este trabajo. Obser-

vemos que, si bien los fotones se acoplan a los quarks, el acoplamiento electromagnético difiere

del de QCD. Además los fotones no interaccionan directamente con los gluones (pues no existe

tal acoplamiento a nivel lagrangiano), aunque si lo hacen a través del acople de los quarks con

los gluones. El hecho de que la interacción gluon-fotón esté mediada por quarks hace que se

encuentre suprimida en comparación con las restantes posibles en QCD.

4 En este texto utilizamos el término QCD pura para designar al modelo que solo tiene en cuenta a los quarks
y gluones, junto con sus interacciones.
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Antes de ahondar en la discusión de este modelo es necesario hacer algunos comentarios

importantes. En primer lugar, el estudio de fenómenos que involucran fotones es sumamente

relevante desde el punto de vista experimental, puesto que estas partículas proveen señales que

son más fáciles de interpretar en los detectores. El hecho de que los experimentos actuales se

lleven a cabo en colisionadores hadrónicos implica la presencia de una gran cantidad de partículas

fuertemente interactuantes en el estado final. Sin embargo, como la interacción fotón-gluón está

suprimida, los fotones pueden atravesar la materia hadrónica sin alteraciones importantes. De

esta forma resulta más sencillo reconstruir su trayectoria y reducir el error en la medición de sus

propiedades.

Por otra parte, como el fotón no está cargado ante el grupo SU(3), su presencia en un proceso

de scattering en QCD implica una simplificación en las estructuras de color involucradas. Más

aún, es posible utilizar la forma del lagrangiano (1.1.15) para obtener identidades útiles en teorías

de gauge no Abelianas. Volveremos a este punto en el Capítulo 2.

2. Cuantización de la teoría y reglas de Feynman

En QFT existen diversos procedimientos para cuantizar una teoría partiendo de un lagran-

giano clásico. En el caso de las teorías de gauge, y en vistas de una posterior aplicación de

técnicas de cálculo perturbativo, el formalismo de integrales de camino resulta muy útil. Para

ello es necesario construir la funcional generatriz de la teoría.

Comenzando con la densidad lagrangiana L dada en (1.1.15) se tiene que

Z [χj, χ̄j, J
µ, Jµ

a , η
a, η̄a] = N

∫
DB

∫
Dc̄Dc

∫
DAa

∫
DΨ̄DΨexp

[
− ı

2α1

∫
d4xG2

1 [Bµ]

]

exp

[
ı

∫
d4x

(
c̄aηa + η̄aca + Aa

µJ
µ
a +BµJ

µ + χ̄jΨj + Ψ̄jχj

)]

exp

[
− ı

2α2

∫
d4xG2

2

[
Aa

µ

]]
exp

[
ı

∫
d4x

(
c̄aMGabc

b + L
)]

, (1.2.1)

es la funcional generatriz asociada, en la cual fue necesario agregar corrientes para tener en cuenta

la presencia de los ghosts de Faddeev-Popov, representados por los campos fermiónicos c y c̄. La

matriz MG se relaciona con la función de selección de gauge de acuerdo con

MG(x, y)ab =
dG
[
Aa

µ
(Λ)(x)

]

dΛb(y)
, (1.2.2)

det (MG(x, y)ab) =

∫
Dc̄Dc exp

[
ı

∫
d4x

∫
d4yc̄(x)MG(x, y)c(y)

]
, (1.2.3)



lo que justifica la presencia de los ghosts, pues se utilizan para escribir el determinante de MG en

términos de una exponencial. En general, dado que MG involucra a los campos de gauge, los ghosts

interaccionan con los gluones y su término cinético corresponde al de un campo escalar no masivo.

Además, nótese que la teoría resultante tiene un lagrangiano efectivo que incluye términos de

fijado de gauge. El procedimiento de fijado de gauge es necesario para eliminar la redundancia en

las integrales funcionales, puesto que se está sumando sobre muchas configuraciones de campos

que son equivalentes. De esta forma, al aplicar el método de Fadeev-Popov, la integración se

efectúa sobre un conjunto de representantes de los campos de gauge, esto es aquellos que satisfacen

las relaciones

G2
1 [Bµ] = 0 , (1.2.4)

G2
2

[
Aa

µ

]
= 0 , (1.2.5)

con Gi funciones suaves. Este truco permite reabsorber el volumen del grupo de gauge en la

normalización de la funcional generatriz5.

Una vez obtenida la funcional generatriz de la teoría, sabemos que es posible relacionarla

con la función de Green de n-puntos en el espacio de coordenadas. Por definición, dados campos

fermiónicos Ψ̄j, Ψj y de gauge Aa
µ asociados a corrientes χj, χ̄j y Jµ

a , la función de Green de

n-puntos viene dada por

Gn (x1, . . . , xn) =
〈
0
∣∣∣T
(
Ψ̂j(x1) . . .

ˆ̄Ψk(xr1) . . . Â
a
µ(xr2) . . .

)∣∣∣ 0
〉
, (1.2.6)

siendo |0〉 el estado de vacío de la teoría y T el operador de ordenamiento temporal. Por otro

lado, se puede demostrar que vale

〈
0
∣∣∣T
(
Ψ̂j(x1) . . .

ˆ̄Ψk(xr1) . . . Â
a
µ(xr2) . . .

)∣∣∣ 0
〉

=
−ıd

dχ̄j(x1)
. . .

−ıd

dχj(xr1)
. . .

−ıd

dJµ
a (xr2)

. . .

Z [χj, χ̄j, J
µ
a ]χ=0,χ̄=0,J=0 , (1.2.7)

o sea que la función de Green en el espacio de coordenadas está relacionada con las derivadas

funcionales de la generatriz Z respecto de las corrientes. Sin embargo, debe tenerse en cuenta

que los únicos elementos fácilmente calculables de forma exacta en la teoría son los propagadores

libres, que son las soluciones fundamentales de las ecuaciones de Euler-Lagrange para los campos

libres. Por ende, si se quiere calcular una función de Green para el lagrangiano (1.1.15) es nece-

sario realizar un desarrollo perturbativo. La idea fundamental de ese procedimiento es suponer

5 Usando un lenguaje más estricto, el procedimiento de Fadeev-Popov muestra como efectuar la integración
sobre el espacio cociente de campos de gauge. La relación que define dicho cociente es A ≡ B si y solo si existe T

transformación de gauge tal que A = T [B]. Alternativamente, los elementos del espacio cociente quedan definidos
como soluciones de las ecuaciones (1.2.4) y (1.2.5).
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que el acoplamiento gS es pequeño, de forma tal de poder expandir en serie alrededor de gS = 0.

Estrictamente hablando hay muchas sutilezas matemáticas entorno a este punto, principalmente

relacionadas con la noción de convergencia y con el parámetro de expansión. Respecto al primer

ítem, puede mostrarse que la expansión presenta convergencia asintótica debido a que el acopla-

miento no es una constante numérica, sino que tiene una dependencia funcional que proviene del

truncamiento del desarrollo perturbativo. Acerca de la elección del parámetro de expansión en

teorías con varios acoplamientos independientes (como es el caso de QCD con fotones), en este

trabajo nos restringimos a considerar correcciones de QCD, por lo cual el parámetro natural de

expansión será gS.

Para formalizar la idea del desarrollo perturbativo, se comienza escribiendo el lagrangiano

como LEff = L0 + LInt, es decir una parte libre y otra de interacción. Esta última se cancela

en el límite en el cual los acoplamientos de la teoría tienden a cero. Supongamos además que

G[Aµ] = dµAµ, con lo cual la parte asociada a los campos libres puede expresarse como

L0 = −1

4
Gµν

a Ga
µν −

G2
2

[
Aa

µ

]

2α2

− 1

4
F µνFµν −

G2
1 [Bµ]

2α1

+ c̄a∂µ∂
µδabc

b + ıΨ̄jγ
µ∂µΨj , (1.2.8)

con Ga
µν y Fµν tensores de campo para los gluones y fotones, respectivamente. Por otro lado, el

término de interacción es

LInt = −gSΨ̄jγ
µAa

µT
aΨj − ejeΨ̄jγ

µBµΨj − gSfabcc̄
a∂µA

µ
c c

b

− ı

2
gSf

abcAb
µA

c
ν (∂

µAν
a − ∂νAµ

a) +
g2S
4
fabcfadeA

b
µA

c
νA

µ
dA

ν
e , (1.2.9)

en donde j se encuentra sumado sobre los diversos sabores de quarks. El próximo paso es emplear

la identidad

F

[
d

ıdη

] ∫
DA exp

[
ı

∫
d4xA(x)η(x)

]
=

∫
DA F [A] exp

[
ı

∫
d4xA(x)η(x)

]
, (1.2.10)

que permite reemplazar cada campo en LInt por la derivada funcional respecto a la corriente

asociada. De esta forma, escribiendo las funcionales exponenciales como series de potencias,

corrigiendo los signos debido a la conmutación de campos de Grassman y considerando que las

constantes de acople e y gS son pequeñas, se llega a un desarrollo perturbativo para la funcional

generatriz dado por

Z [χj, χ̄j, J
µ, Jµ

a , η
a, η̄a] =

∞∑

p1=0

(−ıgS)
p1

p1!

∫
dz1

[ −ıd

dJµ
a (z1)

ıd

dχk(z1)
γµT a −ıd

dχ̄k(z1)

]
. . .



×
∞∑

p2=0

(−ıgS)
p2

p2!

∫
dz′1

[
fabc

(
∂µ

−ıd

dJµ
c (z′1)

)
ıd

dηa(z′1)

−ıd

dη̄b(z′1)

]
. . .

×
∞∑

p3=0

(−ıgS)
p3

p3!

∫
dz′′1

fabc
2

−ıd

dJµ
b (z

′′
1)

−ıd

dJν
c (z

′′
1)

×
(
ı∂µ −ıd

dJa
ν (z

′′
1)

− ı∂ν −ıd

dJa
µ(z

′′
1)

)
. . .

×
∞∑

p4=0

(ıg2S)
p4

p4!

∫
dy1

[
fabcfade

4

−ıd

dJµ
b (y1)

−ıd

dJν
c (y1)

−ıd

dJd
µ(y1)

−ıd

dJ c
ν(y1)

]
. . .

×
∑

j

∞∑

p5=0

(−ıeje)
p5

p5!

∫
dx1

[ −ıd

dJµ(x1)

ıd

dχj(x1)
γµ −ıd

dχ̄j(x1)

]
. . .

Z0 [χj, χ̄j, J
µ, Jµ

a , η
a, η̄a] , (1.2.11)

en donde la funcional generatriz de la teoría libre es

Z0 [χj, χ̄j, J
µ, Jµ

a , η
a, η̄a] = N

∫
DBDc̄DcDAaDΨ̄DΨ exp

[
ı

∫
d4xL0

]

exp

[
ı

∫
d4x

(
Aa

µJ
µ
a +BµJ

µ + χ̄jΨj

)]

exp

[
ı

∫
d4x

(
Ψ̄jχj + c̄aηa + η̄aca

)]
. (1.2.12)

Con todo esto, recurriendo a las expresiones (1.2.7) y (1.2.9), también se tiene un desarrollo

perturbativo para la función de Green de n-puntos en el espacio de coordenadas. Obsérvese que

la función de Green finalmente puede ser expresada como sumas de productos de propagadores

para los diversos campos, integrados sobre los puntos intermedios, con un factor de peso que

depende de los vértices de interacción que se están incluyendo. Cada término no trivial, con

asociaciones de derivadas no equivalentes, constituye un diagrama de Feynman distinto, el cual

debe ir acompañado por un factor de conteo que tiene en cuenta la multiplicidad.

El siguiente paso consiste en hallar un desarrollo perturbativo para la función de Green

de n-puntos en el espacio de momentos, las cuales pueden obtenerse partiendo de las derivadas

funcionales de la generatriz Z y realizando una transformada de Fourier en las variables espaciales.

Debido a que la teoría debe respetar el grupo de isometrías de R
4, la invariancia traslacional

es conservada y ello implica la conservación de momentos. En consecuencia, los vértices irán

acompañados por un factor 2π4δ(4) (
∑

i pi) (siendo pi los momentos ingresantes en el vértice). De

este modo, se obtienen las reglas de Feynman para la teoría cuyo lagrangiano clásico es (1.1.15),

las cuales se encuentran resumidas en las figuras 1.1 (propagadores en un gauge covariante) y
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Fig. 1.1: Propagadores en el espacio de momentos para los campos intervinientes en el modelo de QCD

con fotones, utilizando un gauge covariante genérico.

1.2 (vértices, sin el factor mencionado en este párrafo), junto con su representación pictórica

habitual.

Una vez introducidos formalmente los diagramas de Feynman es posible clasificarlos de acuer-

do a su topología. Trabajando en el espacio de momentos, cada línea del diagrama se asocia

unívocamente a un momento. Las líneas externas (esto es, aquellas que tienen un extremo libre)

se asocian con los momentos externos, que son las variables físicas de las cuales puede depen-

der la función de Green bajo consideración. Por otro lado, las líneas internas (es decir, las que

tienen ambos extremos conectados a un vértice) transportan momentos internos. Diremos que

un diagrama tiene nivel árbol o tree level si todos los momentos internos quedan unívocamente

definidos por los momentos externos. Por el contrario, un diagrama con l lazos o loops implica la

presencia de l momentos internos libres (esto es, que no están definidos aún fijando los momentos

externos). Debido a que estos momentos se asocian con partículas virtuales no observables, es

necesario integrarlos. Así, por cada loop se introduce una integral
∫

d4k
(2π)4

. A su vez, cada integral

va acompañada por un factor −1 si se trata de un loop de fermiones o 1 si se trata de un loop de

bosones o de ghosts. También si un loop contiene m bosones idénticos en su interior es necesario

introducir un factor de simetría (m!)−1.

Como comentario final, debe tenerse en cuenta que las reglas de Feynman encontradas son

válidas en un espacio-tiempo 4-dimensional. Al trabajar en un espacio D dimensional se deben

efectuar algunas correcciones. Las mismas se relacionan con un cambio en la métrica y la necesi-

dad de incluir factores adecuados para mantener las constantes de acoplamiento sin dimensiones6.

6 La adimensionalidad de las constantes de acoplamiento de una teoría se relaciona con la posibilidad de
renormalizarlas y absorber las divergencias ultravioletas. Mencionaremos brevemente este punto en el Capítulo 3.



Fig. 1.2: Vértices de interacción para la teoría QCD con acoples electromagnéticos. No se incluye el

factor de conservación de momento. Estas reglas permiten reconstruir la función de Green de

n-puntos en el espacio de momentos. Los índices i y j denotan los colores de los quarks (i,

j corren de 1 a 3), no sus sabores. Apréciese que la teoría empleada no contiene vértices que

mezclen sabores de quarks. Se utiliza la convención de momentos salientes y S representa el

simetrizador.

2.1. Elección de gauge

Las teorías que estamos considerando son invariantes ante transformaciones de gauge. Sin

embargo, al momento de efectuar cálculos concretos generalmente es necesario elegir algún gauge

en particular. Dependiendo de la elección realizada, el contenido de partículas, el tipo de diagra-

mas de Feynman posibles y la forma de escribir los propagadores de los campos de gauge puede

ser diferente (1; 2; 3).

Para ver los cambios introducimos por el gauge elegido, consideremos el lagrangiano de gluones

libres con el término de fijado de gauge y ghosts, esto es

LQCD+GF+ghost = −1

4
Gµν

a Ga
µν −

G2
2

[
Aa

µ

]

2α2

+ c̄a∂µ∂
µδabc

b , (1.2.13)

y también

LInt = c̄a (MGab − ∂µ∂
µδab) c

b, (1.2.14)
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que es el término de interacción gluon-ghost. Como mencionamos previamente, el propagador de

un campo se obtiene resolviendo las correspondientes ecuaciones de movimiento con una fuente

puntual, por lo que éste incluye una dependencia explícita en la función G2

[
Aa

µ

]
introducida

en el procedimiento de Fadeev-Popov. Por otro lado, si miramos el término de interacción nos

damos cuenta que las restricciones que impongamos sobre Aa
µ repercuten en el acoplamiento

gluon-ghost. Debido a que los ghosts son objetos introducidos artificialmente en la teoría, no

tienen existencia física. En consecuencia, si se desacoplan de los gluones pueden ser eliminados

de la teoría ya que no interactuarán con ninguna entidad observable del modelo.

En consecuencia, elegir la funcional G2 corresponde a seleccionar un gauge específico. Hay

dos elecciones que se suelen utilizar frecuentemente en QCD:

el gauge covariante

G2

[
Aa

µ

]
= ∂µAa

µ , (1.2.15)

que se uso para particularizar la funcional generatriz en la discusión previa;

y los gauges axiales o físicos,

G2

[
Aa

µ

]
= nµAa

µ , (1.2.16)

en donde n es un vector arbitrario.

Cada elección tiene sus ventajas y desventajas. Para empezar, el propagador en un gauge cova-

riante viene dado por

Dcovariante
G (k)µν =

ı

k2 + ıǫ

(
−ηµν + (1− ξ)

kµkν
k2

)
, (1.2.17)

en donde ξ es un parámetro arbitrario; el caso ξ = 1 se conoce como gauge de Feynman. Por

otro lado, para un gauge físico se tiene

Daxial
G (k)µν =

ı

k2 + ıǫ

(
−ηµν +

kµnν + nµkν
n · k − n2 + ξk2

(n · k)2 kµkν

)
, (1.2.18)

que es una expresión más complicada que la definida en (1.2.17). La principal desventaja de

(1.2.18) radica en la presencia de denominadores de la forma n · k que pueden introducir di-

vergencias espurias en los cálculos. Es importante señalar la presencia del término +ıǫ en el

denominador, que define una prescripción (en este caso, si ǫ > 0 se conoce como descripción de

Feynman) y permite resolver unívocamente la ecuación de movimiento para calcular DG. Volve-

remos a este tema cuando hablemos de integrales de Feynman, y en particular cuando tengamos

que lidiar con las correspondientes expresiones en gauges físicos.



Por otro lado, analizando el término de interacción se encuentra que

Lcovariante
Int = ∂µc̄a∂µc

b δab − gSfabc∂
µc̄aAb

µc
c, (1.2.19)

en un gauge covariante, mientras que en los gauges físicos se tiene

Laxial
Int = −c̄anµ∂µc

b, (1.2.20)

en donde se puede apreciar el desacople gluon-ghost. La forma clásica de interpretar estos resul-

tados es que en los gauges covariantes los ghosts se acoplan a grados de libertad no-físicos de

los gluones, mientras que en los gauges axiales solo sobreviven las polarizaciones físicas de los

bosones vectoriales.

Para finalizar esta sección es importante mencionar un tipo de gauge físico que tendrá especial

relevancia en este trabajo. Estableciendo ξ = 0 y n2 = 0 (el vector introducido es tipo luz o

light-like) se tiene el denominado light-cone gauge o LCG. Como veremos en el Capítulo 6, las

propiedades de factorización se pueden escribir de forma más simple en el LCG.

3. Amplitudes de scattering

En la sección anterior se motivó el cálculo perturbativo de la función de Green de n-puntos en

el espacio de momentos para la teoría QCD con acople electromagnético y fermiones no masivos.

Sin embargo, las funciones de Green, por sí mismas, no son observables físicos. La cantidad que

suele medirse en los colisionadores de partículas es la sección eficaz de dispersión o scattering (u

otras directamente vinculadas con ella). Para poder relacionar la sección eficaz con las funciones

de Green, es útil comenzar con una descripción de la matriz S.

Considérese un estado inicial |Pi1 , . . . , PiN ,−T 〉, en el marco de una teoría libre en el instante

−T . Dicho estado describe un conjunto de partículas con impulsos bien definidos (o sea, es auto-

estado del operador momento). Entre los instantes −t y t (con t ≤ T ) se activa una interacción,

que hace evolucionar al estado mediante un operador U . Aplicando este operador U al estado

|Pi1 , . . . , PiN ,−T 〉, se puede calcular el estado evolucionado al instante T .

Recordando las nociones clásicas de los procesos de scattering, se busca cuantificar la pro-

babilidad de que partículas con momento Pi1 , . . . , PiN en −T tengan momento Pf1 , . . . , PfM en

T . Por ende, al pasar a QFT, esto se traduce en calcular la probabilidad de transición entre los

estados |Pi1 , . . . , PiN , T 〉 y |Pf1 , . . . , PfM , T 〉. A partir de aquí, usando el operador evolución U se

define la matriz S (S-matrix o matriz de scattering) como

SFI = 〈Pf1 , . . . , PfM , T | Pi1 , . . . , PiN , T 〉

= 〈Pf1 , . . . , PfM , T |U(−T, T )|Pi1 , . . . , PiN ,−T 〉 , (1.3.1)
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Fig. 1.3: Reglas de Feynman para los factores que deben agregarse en las patas externas al calcular la

matriz S, en reemplazo de los propagadores asociados. Estas reglas se complementan con las

exhibidas en las figuras 1.1 y 1.2, para los propagadores y los vértices de interacción, respecti-

vamente. Los índices griegos son de Lorentz, i corre sobre los colores de los quarks y a sobre

los distintos gluones. s indica el spin y λ indica la polarización de los bosones de gauge.

en el límite t → ∞, con F y I designando las configuraciones de momentos iniciales y finales,

respectivamente. De este modo, la matriz S cuantifica la superposición entre el estado inicial

disponible y un estado final buscado. Además, suele definirse una matriz adicional, T , que se

obtiene a partir de la matriz de scattering restando la identidad. O sea SFI = Id + TFI . Con-

ceptualmente, la matriz T corresponde a la amplitud de probabilidad de efectuar una transición

entre estados con configuraciones de momentos estrictamente distintas. La conservación de la

probabilidad se traduce en la unitariedad de la matriz S, lo que lleva a la condición

SS† = Id ⇔ 2Im (T ) = T T † , (1.3.2)

que es la base del teorema óptico (ver Capítulo 7 de Ref. (1)).

El próximo paso es vincular la matriz S (o, equivalentemente, la matriz T ) con la función de

Green en el espacio de momentos. Para esto se emplea la fórmula de reducción LSZ (4). Dicha

fórmula (cuya demostración para casos sencillos puede encontrarse en la mayoría de los libros de

QFT, por ejemplo en Ref. (1)) establece que la matriz S para el scattering de N partículas en M

puede obtenerse a partir de la función de Green conexa y amputada de N+M -puntos en el espacio

de momentos. De esta manera, al trabajar en el régimen perturbativo de la teoría, se hereda una

descomposición en diagramas de Feynman conexos y amputados para la matriz de scattering. Por

ende, existen también reglas de Feynman para la matriz S, las cuales contienen a las asociadas a

la función de Green de n-puntos en el espacio de momentos y se adicionan reglas para identificar

las partículas de los estados inicial y final. Estos factores adicionales aparecen al amputar los

diagramas y se exhiben, para el modelo descripto por la densidad lagrangiana (1.1.15), en la

figura 1.3.

Nótese que cuando aparecen fermiones en las patas externas deben sustituirse los propa-

gadores por espinores; al aparecer gluones o fotones los propagadores se reemplazan por los



correspondientes vectores de polarización. Para el caso de partículas escalares, como el bosón de

Higgs, no deben agregarse factores adicionales.

Por otro lado, varias teorías de campos cuánticos, incluida QCD con acoples electromagné-

ticos, respetan la invariancia de Poincaré 4-dimensional. Esto se traduce en la aparición de una

delta de Dirac en la matriz S que fuerza la conservación del impulso en las patas externas. Por

convención suele definirse un nuevo elemento de matriz, A, como

TFI (Pi1 , . . . , Pin ;Pf1 , . . . , Pfm) = ı(2π)4δ(4)

(
n∑

j=1

Pij −
m∑

j=1

Pfj

)

AFI (Pi1 , . . . , Pin ;Pf1 , . . . , Pfm) , (1.3.3)

de forma tal de separar la conservación de momentos del resto del proceso de interacción. La

cantidad A se conoce como amplitud de scattering y es uno de los objetos fundamentales para

efectuar cálculos en QFT. Estrechamente relacionada con A, es posible definir lo que se conoce

como amplitud de scattering amputada, Aamp, que se calcula utilizando las mismas reglas de

Feynman pero no se colocan factores adicionales acompañando a las patas externas de los dia-

gramas. En este trabajo utilizaremos fuertemente estos objetos, en particular, las amplitudes con

la pata inicial amputada (ver Capítulo 6 para más detalles).

3.1. Secciones eficaces

Hasta el momento, todas las definiciones efectuadas corresponden a objetos de interés teórico.

Sin embargo, debe tenerse en cuenta que detrás de estos formalismos matemáticos se encuentra un

modelo físico para explicar el comportamiento de los constituyentes fundamentales de la materia.

Por ende es necesario contrastar la teoría con la realidad, definiendo cantidades que puedan ser

medidas experimentalmente. Dado que la principal fuente de datos experimentales proviene de

colisionadores de partículas, resulta de gran utilidad calcular secciones eficaces de scattering.

El concepto de sección eficaz aparece en varias áreas de la física, y se relaciona con la capacidad

de obtener información acerca de un objeto a través de patrones de dispersión. Centrándonos

en el contexto de física de partículas, es posible efectuar colisiones contra un blanco fijo o bien

entre ellas. La relación entre el número de partículas dispersadas e incidentes permite definir la

sección eficaz del proceso en cuestión.

Teniendo la definición de T , a través de la matriz A, es posible obtener una expresión para

la sección eficaz de scattering. Por empezar la probabilidad de transición por unidad de tiempo

en términos de la matriz T se puede escribir

Ṗ =
|TFI |2
NT

, (1.3.4)
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en donde N es un factor de normalización dado por

N = 〈Pi1 , . . . , Pin | Pi1 , . . . , Pin〉 〈Pf1 , . . . , Pfm | Pf1 , . . . , Pfm〉 . (1.3.5)

Por convención, en este trabajo se adoptará la normalización 〈p | q〉 = 2E(2π)3δ(3) (~p− ~q) para

estados de una partícula. De esta manera, suponiendo que la región espacial considerada tiene

un volumen V finito, vale δ(4)(0) = V T
(2π)4

y con ello la ecuación (1.3.4) toma la forma, para el

caso de colisiones 2 → n

Ṗ =
(2π)4|AFI |2
4EAEBV

δ(4)

(
PA + PB −

n∑

j=1

Pj

)
n∏

i=1

1

2EiV
, (1.3.6)

en donde PA y PB son los cuadrimomentos de las partículas entrantes y Pi (con i = 1, . . . , n) los

momentos asociados a las partículas presentes en el estado final. Adviértase que (1.3.6) muestra

que, con esta definición, la probabilidad de transición por unidad de tiempo es constante (vista

como función de T ).

El próximo paso es normalizar Ṗ y sumar sobre los estados finales deseados. Es así que se

define la sección eficaz de scattering como

∆σ =
∑

Pj∈Ω

Ṗ

φ
, (1.3.7)

siendo φ el flujo de partículas incidentes y Ω una región en el espacio de momentos del estado

final. Para el caso de colisiones binarias, suele elegirse φ = V −1 |~vA − ~vB|. Luego, considerando

el límite V → ∞ se puede definir la sección eficaz diferencial de scattering como

dσ =
(2π)4|AFI |2

4EAEB |~vA − ~vB|
δ(4)

(
PA + PB −

n∑

j=1

Pj

)
n∏

i=1

d3~pi

2Ei(2π)
3 , (1.3.8)

en donde la productoria que involucra los diferenciales de los momentos de las partículas se

conoce como diferencial de espacio de fase. La energía Ei de las partículas presentes en el estado

final se relaciona con sus momentos ~pi a través de la relación de dispersión correspondiente. En

el caso de partículas no masivas, vale |~pi| = Ei. Por otro lado, es posible reescribir el espacio

de fases utilizando notación estrictamente covariante. Para ser más estrictos, el espacio de fases

asociado a n partículas se puede escribir como

dPS2→n =
n∏

i=1

d3~pi

2Ei(2π)
3 =

n∏

i=1

d4Pi

(2π)4
δ+
(
P 2
i

)
, (1.3.9)

en donde utilizamos la distribución δ+ (P 2
i ) para exigir que solo se consideren aquellos estados con

P 2
i = 0 (partículas no masivas) y Ei > 0 (energía positiva). Más adelante veremos que existe una



relación muy estrecha entre integrales de espacio de fases e integrales de loop (también llamadas

integrales de Feynman).

Cabe señalar que es posible simplificar la expresión (1.3.8), integrando sobre las variables que

quedan definidas por la conservación del impulso y eligiendo un sistema de referencia adecuado.

Por ejemplo, para colisiones 2 → 2 trabajando en el sistema centro de masa (CM) se tiene

dσ

dΩ
=

MFI

64π2ECM
2

|~pf |
|~pi|

, (1.3.10)

en donde se utiliza MFI = |AFI |2 para identificar al elemento de matriz al cuadrado, Ω mide

el ángulo sólido desde una de las partículas incidentes y |~pi|, |~pf | designan el módulo del vec-

tor momento de las partículas iniciales y finales, respectivamente. Nótese que si las partículas

involucradas tienen igual masa, la expresión se torna aún más compacta pues |~pi| = |~pf |.



2. NOCIONES ACTUALES DE QCD

En este capítulo se describen técnicas modernas para el cálculo de amplitudes de scattering

en QCD. La primera de ellas, conocida como método de descomposición de color, permite iden-

tificar estructuras a nivel amplitud y reducir notablemente el número de diagramas de Feynman

involucrados en los cálculos. Por otro lado, el método de helicidad explota las propiedades de los

vectores de gauge y de los espinores para simplificar las contribuciones a una dada amplitud de

scattering. Para concluir, se describe el espacio de color+espín y se definen los cargas de color.

1. Motivaciones técnicas

El modelo estándar fue planteado hace más de cuatro décadas. Desde entonces, se han realiza-

do una gran cantidad de cálculos de secciones eficaces de scattering y otros observables relevantes

experimentalmente. Gran parte del trabajo teórico fue desarrollado en el contexto de teoría de

perturbaciones, usando la expansión en diagramas de Feynman como una de las principales he-

rramientas. Sin embargo este enfoque comenzó a resultar poco eficiente conforme los procesos

estudiados involucraban más partículas y requerían mayor precisión.

Hace poco más de una década, no había demasiados observables de QCD calculados con

precisión de next-to-next-to-leading order (NNLO o tercer orden en teoría de perturbaciones)

y la gran mayoría de ellos eran totalmente inclusivos (esto es, el cálculo de la sección eficaz

completa integrando sobre todo el espacio de fases de las partículas salientes). Asimismo, los

cálculos con precisión NLO (segundo orden en teoría de perturbaciones o next-to-leading order)

solo estaban disponibles para procesos con cuatro o menos partículas en estado final.

Sin embargo, para llevar a cabo el proceso de contrastación teórica del modelo estándar

o buscar nueva física, es necesario utilizar observables cada vez más complejos (esto es, con

más partículas en estado final) y ser capaz de calcularlos con mayor precisión (es decir, a órdenes

superiores en teoría de perturbaciones). De hecho, se sabe que las correcciones de QCD a procesos

generados en colisionadores hadrónicos son tan grandes que los cálculos efectuados a primer

orden solo pueden considerarse como estimaciones cualitativas. Para tornar la situación aún más

compleja, existe una estrecha relación entre aumento de precisión e incremento del número de



partículas en los procesos. Esto se debe a que muchos métodos de cálculo a nivel hadrónico (por

ejemplo, el método de sustracción (7; 8)) requieren emplear elementos de matriz con partículas

extra para combinarlos con las correcciones que involucran loops y obtener un resultado finito

mensurable experimentalmente.

En consecuencia, desde el punto de vista teórico, aumentar la precisión exige considerar más

partículas en estado final y lidiar con más loops. Pero en el enfoque de diagramas de Feynman

clásico estos requisitos se traducen en una proliferación exponencial de diagramas, los cuales a

su vez son cada vez más difíciles de resolver.

Para resolver diagramas que involucran muchos loops se han desarrollado técnicas que permi-

ten atacar el problema desde dos enfoques distintos. Por un lado, como veremos en el Capítulo 5,

en los últimos años se realizó un gran progreso en técnicas de cálculo de integrales de Feynman.

Por otro lado, los métodos de unitariedad explotaron ciertas propiedades de los elementos de

matriz para reducir las expresiones involucradas. Estos métodos fueron muy utilizados a 1-loop

(ver (9)) y en la actualidad se está trabajando para extenderlo a 2-loops (ver (10)).

Aún a tree-level es posible encontrar serias dificultades cuando el número de partículas en

estado final aumenta. Por esta razón, el enfoque de diagramas de Feynman debe ser comple-

mentado con técnicas que permitan efectuar los cálculos de forma más eficiente. Siguiendo esta

perspectiva, en las siguientes secciones explicaremos el formalismo de descomposición de color

y el método de helicidad. La combinación de ambas estrategias es crucial para avanzar en la

barrera multi-partícula y multi-loop.

2. Descomposición de color

Antes de adentrarnos en la descripción del formalismo de descomposición de color, realicemos

una breve digresión informal sobre el rol del grupo en una teoría de gauge1. Un grupo G es un

conjunto de elementos, dotado de una aplicación binaria µ : G × G → G que posee elemento

identidad y cuyos elementos son todos inversibles. El elemento inverso se suele denotar a−1

(aunque formalmente corresponde escribir b = a−1 tal que µ(a, b) = Id = µ(b, a)). Cuando la

operación es conmutativa, se habla de grupos Abelianos; en caso contrario se dice que son no

Abelianos. Los generadores del grupo son elementos del mismo que permiten obtener cualquier

otro elemento usando la operación µ. Por ejemplo, (Zn,+) es un grupo cíclico generado por 1

mientras que (SU(NC), .) es un grupo no Abeliano infinito formado por matrices de tamaño

NC ×NC unitarias con determinante 1, que es infinitamente generado.

1 Para el lector interesado, puede encontrarse una discusión más detallada en Ref. (11) y las referencias allí
indicadas.
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Dado un grupo es posible construir un grupo de Lie, que es el que define una teoría de gauge.

Un grupo de Lie es una variedad diferencial definida por un grupo G y operaciones µ : G×G → G

(producto) e i : G → G (inversa), que son diferenciables. Por otro lado, el álgebra de Lie g se

obtiene como el álgebra de grupo de G sobre un cuerpo K (en nuestro caso de interés, el cuerpo

podrá ser R o bien, más en general, C). Un elemento del álgebra se expresa como
∑

λg g con

g ∈ G y λg ∈ K. Debido a que tiene estructura de espacio vectorial, el álgebra de Lie admite

generadores T a. Más aún, apelando al mapeo exponencial, es posible relacionar un grupo de Lie

con su correspondiente álgebra: es decir, todo elemento de G se puede obtener a través de la

exponenciación de un elemento del álgebra de grupo. El álgebra es isomorfa al espacio tangente

del elemento identidad del grupo y los generadores T a corresponden a una base de TIdG. Por

ende, los elementos del álgebra se pueden tratar como campos y se compatibilizan las nociones de

derivadas de Lie (sobre campos) con corchetes de Lie (sobre elementos del álgebra). Lo importante

aquí es observar que g queda definida por

[
T a,T b

]
= ıfabc

√
2T c , (2.2.1)

en donde fabc son las constantes de estructura. Desde el punto de vista algebraico, los elementos

que satisfacen (2.2.1) son generadores de una representación del álgebra g. Así, se puede definir

una representación fundamental y una representación adjunta, en la cual los elementos T a se

identifican con aplicaciones lineales.

Por otro lado es importante señalar que los generadores de un álgebra de Lie verifican

[[
T a,T b

]
,T c

]
+
[
[T c,T a] ,T b

]
+
[[
T b,T c

]
,T a

]
= 0 , (2.2.2)

que se conoce como identidad de Jacobi. Consecuencia del carácter antisimétrico de los corchetes

de Lie, esta identidad es relevante para llevar a cabo demostraciones de otras propiedades que

resultan útiles en los cálculos físicos. También tienen importancia física los invariantes de Casimir,

que son elementos pertenecientes al centro del álgebra (esto es, que conmutan con todos los

otros elementos) y, en particular, los correspondientes invariantes inducidos sobre las posibles

representaciones.

Volviendo a la discusión física, vamos a centrarnos en una teoría de gauge asociada al grupo

SU(NC), en donde NC es el correspondiente número de colores del modelo. En QCD (o QCD con

acoples electromagnéticos) debemos especificar NC = 3, aunque es posible llevar a cabo la discu-

sión de forma completamente genérica. Así, en el resto de esta sección, el término gluón se usará

para designar a un vector de gauge de SU(NC) que pertenece a la representación adjunta de dicho

grupo, por lo que lleva etiquetas con índices de color a = 1 . . . N2
C − 1. Por su parte, los quarks y

antiquarks son elementos de la representaciones fundamental y antifundamental, respectivamen-

te, llevando etiquetas de color i, j̄ = 1 . . . NC . Los generadores de la representación fundamental



SU(NC) son matrices NC ×NC hermíticas y sin traza, T a = (T a)j̄i , cuya normalización se fija de

acuerdo a la relación

Tr(T aT b) = TF δab , (2.2.3)

considerando, usualmente, TF = 1. Cabe señalar que la normalización de los generadores puede

elegirse arbitrariamente. Los resultados físicos son independientes de esta elección, aunque pueden

ocurrir cambios en pasos intermedios de los cálculos. En particular, esta convención resulta útil

para evitar que aparezcan factores
√
2 en la definición de las amplitudes primitivas, aunque será

necesario compensarlos en la definición de las reglas de Feynman sin color.

En la literatura, las matrices T a para el caso NC = 2 se llaman matrices de Pauli, mientras que

para el caso NC = 3 son conocidas como matrices de Gell-Mann. Por otro lado, la representación

adjunta puede obtenerse a partir de las constantes de estructura, definiendo sus generadores

como

T a(A) = ıfabc , (2.2.4)

dado que satisfacen la relación (2.2.1). Respecto de la normalización, se fija de acuerdo a

Tr(T a(A)T b(A)) = TA δab , (2.2.5)

con TA = NC .

Teniendo los generadores de forma explícita es posible verificar que

T a.T a = CF IdC , (2.2.6)

T a(A).T a(A) = CAId(A) , (2.2.7)

en donde CA y CF son los invariantes de Casimir asociados a la representaciones adjunta y

fundamental, respectivamente. IdC se usa para denotar el elemento identidad en la representación

fundamental, mientras que Id(A) es la identidad en la adjunta. Además, se puede demostrar que

CA = TA = NC , (2.2.8)

CF =
N2

C − 1

2NC

, (2.2.9)

usando para ello una de las identidades de Fierz,

(T a)j̄i (T
a)j̄

′

i′ = δj̄
′

i δ
j̄
i′ −

1

NC

δj̄i δ
j̄′

i′ , (2.2.10)

que resulta muy útil para reinterpretar las interacciones en teorías SU(NC) en términos de flujo

de color, como se esquematiza en la figura 2.1. También es posible pensar en esta identidad como
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Fig. 2.1: Interpretación pictórica de las identidades (2.2.10) y (2.2.11). Si los índices de la representación

fundamental (antifundamental) se identifican con líneas entrantes (salientes), luego los gluones

corresponden a líneas dobles. El flujo disconexo de color está suprimido por un factor 1/NC ,

de acuerdo a la identidad de Fierz. El vértice triple puede pensarse como la resta de dos lazos

de color que fluyen con sentidos opuestos.

una consecuencia directa de que los generadores de SU(NC) tengan traza nula, siendo el término

proporcional a 1/NC el responsable de implementar dicha condición.

El formalismo de descomposición de color consiste en expresar la estructura de color que

acompaña a cualquier diagrama utilizando únicamente matrices T a (esto es, generadores de la

representación fundamental). Para ello apréciese que

fabc = − ı

TF

[
Tr
(
T aT bT c

)
− Tr

(
T aT cT b

)]
, (2.2.11)

en donde se utilizaron (2.2.1) y (2.2.5). Teniendo en mente las reglas de Feynman expresadas en

el Capítulo 1 (ver figura 1.2) notemos que todos los vértices de interacción pueden ser escritos

en términos T a (o bien, T a). Para la interacción quark-gluón es trivialmente válido. Si definimos

la función

V3g (p
µ
1 , p

ν
2, p

ρ
3) = (p1 − p2)

ρηµν + (p2 − p3)
µηνρ + (p3 − p1)

µηρµ , (2.2.12)

luego el vértice de tres gluones se puede escribir como

ı gS
[
Tr
(
T aT bT c

)
− Tr

(
T aT cT b

)]
V3g (p

µ
1 , p

ν
2, p

ρ
3) . (2.2.13)

La posibilidad restante, el vértice de cuatro gluones, involucra términos multiplicados por el

factor fabefcde, que puede ser reescrito como

fabefcde = −1

2

[
Tr
(
T aT bT cT d

)
− Tr

(
T aT bT dT c

)



− Tr
(
T aT cT dT b

)
+ Tr

(
T aT dT cT b

)]
, (2.2.14)

en donde usamos las relaciones (2.2.10) y (2.2.11). Nótese que las contribuciones proporcionales

a 1/NC introducidas por la identidad de Fierz no aportan al resultado final, con lo cual siempre

se obtiene una única traza con todas las posibles permutaciones de elementos en su interior.

Consecuencia de las relaciones mostradas, todos los diagramas podrán escribirse de forma

genérica como combinaciones lineales de estructuras de color (productos o trazas de matrices

T a) por factores cinemáticos. Por ejemplo, generalizando la identidad dada en (2.2.14), es posible

demostrar que la amplitud de scattering de n gluones a nivel árbol se puede escribir como

A(0)
n ({pi, hi, ai}) = gn−2

S

∑

σ∈Sn/Zn

Tr (T aσ(1) . . .T aσ(n)) A(0)
n

(
σ(1h1), . . . , σ(nhn)

)
,(2.2.15)

en donde {pi, hi, ai} son los momentos, helicidades y colores de los gluones, Sn/Zn es el grupo

de permutaciones no-cíclicas de n elementos (es decir, identificando las que dejan invariante la

traza de n matrices) y las cantidades A(0) se conocen como amplitudes parciales. Las amplitudes

parciales solo contienen información cinemática y dependen del ordenamiento de las partículas en

cuestión. Más aún, se dice que las amplitudes parciales son color-ordered, pues solo reciben con-

tribuciones de ciertas estructuras de color. De esta forma, el cálculo de las mismas es más sencillo

que el de las amplitudes completas. Estos objetos poseen algunas propiedades interesantes:

1. son invariantes frente a reordenamiento cíclico;

2. cumplen la identidad de reversión, esto es,

A(0)
n

(
1h1 , . . . , nhn

)
= (−1)nA(0)

n

(
nhn , . . . , 1h1

)
; (2.2.16)

3. las singularidades solo pueden ocurrir cuando dos partículas adyacentes se vuelven paralelas

o cuando alguna es emitida con energía nula.

Además es posible usar operaciones de paridad y conjugación de carga para calcular otras ampli-

tudes parciales, lo cual indica que muchas de ellas no son independientes. En particular, existe

una relación no-trivial que permite agregar nuevas restricciones a estos objetos. Dicha relación

se conoce como identidad de desacople U(1) y se puede derivar extendiendo el grupo de gauge a

U(NC). Como U(NC) ≡ SU(NC)×U(1), será necesario agregar un nuevo generador proporcional

a la identidad. En términos físicos, esta extensión sería compatible con agregar un fotón B de

QCD a la teoría. Nótese que esto no es lo mismo que trabajar en QCD+QED (modelo definido

en el Capítulo 1), pues dicha teoría posee constantes de acoplamiento distintas para gluones y

fotones. Sin embargo, como la identidad conmuta con cualquier generador de SU(NC), fIdbc = 0
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para todos b, c, lo cual implica que no existen vértices de interacción que mezclen gluones y

fotones. Consecuencia de esto, resulta que An g+A = 0. Pero, es interesante notar que, desde el

punto de vista puramente cinemático, no hay diferencias entre fotones y gluones. De esta forma,

las amplitudes primitivas no distinguen entre estas dos partículas. Así, se obtiene que

0 = A(0)
n (1, 2, . . . , n− 1, n) + A(0)

n (2, 1, . . . , n− 1, n) + . . . (2.2.17)

+ A(0)
n (2, 3, . . . , 1, n) ,

relación que puede demostrarse fácilmente con las ideas discutidas en este párrafo. Cabe señalar

que también se puede probar esta expresión usando técnicas supersimétricas, por lo cual suele

ser conocida como identidad de Ward supersimétrica.

Usando amplitudes primitivas se pueden escribir todas las amplitudes a nivel árbol de QCD,

factorizando en todos los casos las estructuras de color. Para algunos procesos, como el scattering

de gluones, es posible obtener fórmulas válidas para cualquier número de partículas. La presencia

de quarks complica las expresiones, pues en ese caso quedan índices libres. De este modo es

posible tener contribuciones que involucren trazas y productos de matrices T a, también con

índices libres. Para procesos con un par qq̄ y n− 2 gluones se tiene,

A(0)
n ({pi, hi, ai}) = gn−2

S

∑

σ∈Sn−2

(T aσ(3) . . . . .T aσ(n))j̄1i1

× A(0)
n

(
1h1
q̄ , 2h2

q , σ(3h3), . . . , σ(nhn)
)
, (2.2.18)

en donde se indican explícitamente los fermiones colocando un subíndice. Para procesos con

más pares qq̄ aparecen más cadenas de productos de matrices, y el número de estructuras crece

notablemente.

Por otra parte, este formalismo es adecuado para tratar amplitudes con loops. Por supuesto,

incrementar el número de loops o incluir líneas fermiónicas dificulta la obtención de fórmulas

generales. Para el scattering de n gluones a 1-loop se puede escribir

A(1)
n ({pi, hi, ai}) = gnS



∑

σ∈Sn/Zn

NCTr (T
aσ(1) , . . . ,T aσ(n)) A

(1)
n;1

(
σ(11n), . . . , σ(nhn)

)

+

[n/2]+1∑

c=2

∑

σ∈Sn/Sn;c

Tr (T aσ(1) , . . . ,T aσ(c−1)) Tr (T aσ(c) , . . . ,T aσ(n))

× A(1)
n;c

(
σ(11n), . . . , σ(nhn)

)]
, (2.2.19)

en donde A
(1)
n;c son amplitudes parciales a 1-loop, Sn;c es el conjunto de las permutaciones de n

elementos exceptuando aquellas que dejan invariantes ambas trazas separadamente y [x] es el



Fig. 2.2: Reglas de Feynman color stripped, para la obtención de amplitudes primitivas en el formalismo

de descomposición de color. Se muestran las reglas para: a)- vértice qq̄g, b)- vértice q̄qg, c)-

tres gluones, y d)- cuatro gluones. Se utiliza siempre la convención de momentos salientes y el

ordenamiento en el etiquetado sigue el sentido horario.

mayor entero menor o igual a x. Las amplitudes parciales A(1)
n;c pueden ser expresadas en términos

de las amplitudes primitivas, A(1)
n;1, las cuales tienen la ventaja de ser color-ordered.

Con respecto a la aplicación de estas técnicas a cálculos de secciones eficaces, recordemos que

es necesario obtener el elemento de matriz al cuadrado, sumando sobre los colores entrantes y

salientes puesto que el color no es físicamente observable. Al momento de llevar a cabo dichas

sumas será muy útil emplear la identidad de Fierz para combinar productos de matrices T a.

Más aún, el empleo de estas técnicas permite obtener, de forma completamente natural, un

ordenamiento en potencias de 1/NC . Como en QCD es NC = 3, dos órdenes de diferencia en tal

expansión involucran una supresión del orden del 10% en las correspondientes contribuciones. Por

ende, al tratar procesos muy complicados (sobre todo con varios loops o muchas partículas), es

frecuente truncar el desarrollo y retener contribuciones dominantes en NC . Es más, al considerar

el límite NC → ∞, solo contribuye la potencia más alta en NC y el manejo de la estructura de

color se torna notablemente más sencillo.

Por último, podemos introducir las denominadas reglas de Feynman sin color o color stripped,

las cuales se obtienen a partir de las reglas convencionales para SU(NC) pero seleccionando sola-

mente aquellos términos que tienen un ordenamiento específico de las partículas de acuerdo a su
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estructura de color y dejando únicamente la contribución cinemática2. En el caso de la interac-

ción quark-gluón, solo se factoriza la matriz T a. Sin embargo, dado que importa el ordenamiento

de las partículas, tendremos que distinguir dos casos. Como se muestra en la figura 2.2, para el

ordenamiento qq̄g (en sentido horario) el vértice quedará − ı√
2
γµ. En cambio, se tiene ı√

2
γµ para

q̄qg. Para el triple vértice, fijamos el ordenamiento de las patas externas en sentido horario y

tomamos la estructura proporcional a Tr
(
T aT bT c

)
, lo que lleva a que se pueda escribir

ı√
2
V3g (p

µ
1 , p

ν
2, p

ρ
3) , (2.2.20)

apelando a la función V3g definida anteriormente. Finalmente, aplicando reiteradamente la fór-

mula dada en (2.2.14) y seleccionando la estructura proporcional a Tr
(
T aT bT cT d

)
, se tiene

que
ı

2
(2ηµρηνσ − ηµνηρσ − ηµσηνρ) , (2.2.21)

es el vértice correspondiente a la interacción de cuatro gluones. Con estas reglas es posible escribir

cualquier amplitud parcial a nivel árbol; las mismas se encuentran resumidas en la figura 2.2.

Por construcción, la validez de estas reglas se restringe al caso en el cual el ordenamiento de

las partículas está fijo (lo que se conoce como amplitudes color-ordered). En amplitudes que

involucran loops, las amplitudes parciales podrían no ser color-ordered, por lo cual habrá que

descomponerlas en amplitudes primitivas y calcular estas últimas usando las reglas de Feynman

sin color.

3. Formalismo de helicidad

La idea del formalismo de helicidad consiste en trabajar a nivel amplitud y tratar de forma

separada cada configuración de helicidades: el resultado total se obtendrá sumando los cuadrados

de cada amplitud separadamente. Entonces, comencemos discutiendo un poco sobre espinores y

su utilidad para escribir amplitudes de scattering.

Las teorías de gauge usualmente consideradas respetan la invariancia de Poincarè del espacio-

tiempo 4-dimensional. Desde el punto de vista geométrico, podemos pensar que el espacio-tiempo

corresponde a la variedad pseudo-Riemanniana (R4, η) con η la métrica de Minkowski habitual3.

El correspondiente grupo de isometrías es el grupo de Poincarè, que tiene como subgrupos las

2 Si bien el formalismo no lo exige, es útil factorizar también la constante de acoplamiento gS. Esta es la
convención seguida usualmente en la literatura (ver Ref. (12), por ejemplo) y presenta la ventaja de permitir
expresar las amplitudes parciales usando únicamente información cinemática.

3 Respecto de la signatura, en este trabajo utilizamos (+,−,−,−) para dimensión 4. La extensión a D dimen-
siones se llevará a cabo agregando más direcciones espaciales.



translaciones espacio-temporales y a las transformaciones de Lorentz. Las transformaciones de

Lorentz se asocian al grupo O(1, 3). En particular, la componente conexa que contiene a la iden-

tidad se denomina SO+(1, 3) y se asocia a las transformaciones de Lorentz restringidas (esto es,

las que preservan la orientación temporal y espacial). Más aún, SO+(1, 3) es localmente isomorfo

a SL(2) × SL(2)4. En consecuencia resulta de interés estudiar las posibles representaciones de

SL(2) × SL(2), puesto que permitirán obtener los bloques fundamentales para armar objetos

invariantes en la teoría de gauge.

Las representaciones de dimensión finita de SL(2) × SL(2) se clasifican como (p, q) con p, q

números semienteros. Las representaciones fundamentales son (1/2, 0) y (0, 1/2) y describen los

espinores de helicidad positiva y negativa, respectivamente. Siguiendo la notación presentada

en Ref. (13), los espinores de helicidad positiva se escribirán λa, mientras que los de helicidad

negativa λ̃ȧ. Los índices a = 1, 2 se contraen con el tensor de Levi-Civita de 2-dimensiones, ǫab o

su inverso ǫab, los cuales verifican que ǫabǫbc = δac . Análogamente, para la representación (0, 1/2)

se tienen las mismas propiedades pero usando índices ȧ. Si se contraen los espinores utilizando ǫ

se tienen los invariantes de Lorentz

〈λ1, λ2〉 = ǫab(λ1)a(λ2)b , (2.3.1)
[
λ̃1, λ̃2

]
= ǫȧḃ(λ̃1)ȧ(λ̃2)ḃ , (2.3.2)

que resultan antisimétricos frente al intercambio 1 ↔ 2. Por otra parte, los vectores pertenecen

a la representación (1/2, 1/2), lo cual sugiere la posibilidad de reconstruirlos usando espinores de

ambas helicidades. Sean pµ un vector y los objetos

σµ
aȧ = (I, ~σ)aȧ (2.3.3)

σ̄µ
aȧ = (−I, ~σ)aȧ (2.3.4)

formados a partir de las matrices σ de Pauli. Definamos

paȧ = σµ
aȧp

ν ηµν =

(
p0 p0 + ~p · ~σ

−p0 + ~p · ~σ p0

)
, (2.3.5)

con η la métrica de Minkowski 4-dimensional. Nótese que Det (paȧ) = p2 y que paȧ puede pensarse

como una matriz de 2× 2 expandida de forma genérica de acuerdo a

paȧ = λaλ̃ȧ + µaµ̃ȧ , (2.3.6)

4 En realidad, SL(2,C) es el revestimiento universal de SO+(1, 3). Por tener fibra 2, puede armarse el isomor-
fismo local con el producto directo SL(2)× SL(2). Esta construcción es muy relevante pues está relacionada con
la teoría de espinores. De hecho, SL(2,C) es un grupo de espín, y estos grupos se construyen a partir del centro
de un álgebra de Clifford (como, por ejemplo, el álgebra de Dirac).
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ya que los espinores λ, λ̃,µ, µ̃ admiten ser expresados como vectores de dos componentes. Cuando

p2 = 0, el determinante del biespinor paȧ se anula y vale que paȧ = λaλ̃ȧ
5. Más aún, si se quiere

que paȧ sea real puede elegirse λ̃ = ±λ̄, en donde el signo elegido determina el signo de p0.

Con todo esto, el mapeo dado en (2.3.5) permite construir de forma unívoca un vector tipo

luz (o nulo) a partir de dos espinores λ y λ̄. Sin embargo, el mapeo inverso no es posible pues

uλ y u−1λ̃ se asocian al mismo vector p (real y tipo luz) para cualquier u ∈ S
1. De todos modos,

notemos que fijado p construimos paȧ y si p2 = 0 entonces vale

paȧλ
a = 0 = paȧλ̃

ȧ , (2.3.7)

que son las ecuaciones de Dirac quirales (en términos de espinores). Lo que es importante apreciar

es que dado un vector nulo p existen espinores que nos permiten armar paȧ. Esta observación

motiva la introducción de la notación alternativa

∣∣p+
〉

≡ λa(p) , (2.3.8)
∣∣p−
〉

≡ λ̃ȧ(p) , (2.3.9)

para espinores λ(p), λ̃(p) asociados a p. Por otro lado, usando la tradicional notación de Dirac,

podemos escribir los correspondientes elementos duales como

〈
p−
∣∣ ≡ λa(p) , (2.3.10)

〈
p+
∣∣ ≡ λ̃ȧ(p) , (2.3.11)

y así reinterpretar los productos escalares

〈λ(p)λ(k)〉 =
〈
p− | k+

〉
= 〈pk〉 , (2.3.12)

[
λ̃(p)λ̃(k)

]
=

[
p+ | k−] = [pk] , (2.3.13)

que es la notación estándar usada en la literatura.

Por la forma en que fueron definidos 〈ij〉 y [ij], resultan antisimétricos y, usando alguna

representación particular para los espinores, pueden escribirse de forma explícita en términos de

invariantes cinemáticos. Algunas propiedades útiles son:

〈ij〉 [ji] = sij en donde sij = (pi + pj)
2;

la identidad de Gordon

〈i± |γµ| j±〉 = 2pµi ; (2.3.14)

5 Esta propiedad es consecuencia de que el producto exterior de dos vectores de dimensión n siempre origina
una matriz n× n de rango 1.



la posibilidad de escribir los operaciones de proyección sobre espacios de quiralidad definida,

esto es,

∣∣i±〉〈i±
∣∣ =

1

2
(I± γ5) /pi , (2.3.15)

en donde γ5 = ıγ0γ1γ2γ3;

la identidad de Fierz

〈i+ |γµ| j+〉〈k+ |γµ| l+〉 = 2 [ik] 〈lj〉 , (2.3.16)

la cual resulta muy útil para unificar cadenas de espinores;

la invariancia frente a conjugación de carga

〈i+ |γµ| j+〉 = 〈j− |γµ| i−〉 ; (2.3.17)

y la identidad de Schouten

〈ij〉 〈kl〉 = 〈ik〉 〈jl〉+ 〈il〉 〈kj〉 , (2.3.18)

que también se aplica a corchetes y es consecuencia de la total antisimetría de estos objetos.

Esta última relación es el análogo a la identidad de Jacobi, pero aplicada a productos de

espinores.

También puede demostrarse que, ante la aplicación del operador de paridad, vale la trans-

formación 〈ij〉 → − [ij]. En particular, esto es muy útil para expresar amplitudes de helicidad

conectadas por paridad.

El mapeo vector-espinor también puede utilizarse para escribir vectores de polarización aso-

ciados a bosones de gauge no masivos, en particular aquellos correspondientes a polarizaciones

físicas. Sabemos que los vectores de gauge no masivos en 4 dimensiones tienen 2 grados de liber-

tad, correspondientes a las polarizaciones + y −. Los vectores de polarización asociados deben

satisfacer las condiciones físicas

ǫ±(p) · p = 0 , (2.3.19)

ǫ±(p) · n = 0 , (2.3.20)

en donde n es un vector nulo arbitrario tal que n · p 6= 0. Este vector es el que se utiliza en un

gauge axial (en el LCG, por ejemplo) para definir una dirección privilegiada en el espacio-tiempo
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y eliminar los grados de libertad espurios. Por otro lado, sabemos que la conjugación compleja

invierte la helicidad de los bosones vectoriales, o sea (ǫ±)∗ = ǫ∓. En consecuencia, se verifica que

ǫ+(p) · ǫ+(p) = 0 = ǫ+(p) ·
(
ǫ−(p)

)∗
, (2.3.21)

ǫ+(p) · ǫ−(p) = −1 = ǫ+(p) ·
(
ǫ+(p)

)∗
, (2.3.22)

en donde la última ecuación se relaciona con el fijado de la normalización. Entonces, eligiendo

como vector de referencia a n, puede definirse

ǫ±µ (p, n) = ± 〈p± |γµ|n±〉√
2〈n∓ | p±〉

, (2.3.23)

y corroborarse que esta expresión es compatible con todos los requisitos mencionados anterior-

mente. Es importante apreciar que el vector de referencia n puede ser elegido de forma inde-

pendiente para cada vector de polarización presente en el proceso. Por otra parte, expresar los

vectores de polarización físicos usando (2.3.23) pone explícitamente de manifiesto otras propie-

dades relevantes:

Ante un cambio en el vector de referencia n (equivalente a cambiar el gauge, manteniéndose

en el conjunto de LCG),

ǫ±µ (p, n) → ǫ±µ (p, n
′) = ǫ±µ (p, n) + f(n, n′, p) pµ , (2.3.24)

en donde f(n, n′, p) es una función escalar que depende de ángulos/corchetes. Combina-

da con las identidades de Ward, este resultado garantiza la invariancia de gauge de las

amplitudes de scattering físicas.

Se verifica la relación de completitud
∑

h=±
ǫhµ(p, n)

(
ǫhν(p, n)

)∗
= −ηµν +

nµpν + pµnν

n · p , (2.3.25)

que se asemeja al tensor de polarización en LCG.

Vale que

/ǫ±(pi, pj)
∣∣j±〉 = 0 = 〈j∓

∣∣ /ǫ±(pi, pj) , (2.3.26)

que puede demostrarse fácilmente empleando las identidades anteriormente exhibidas para

los productos espinoriales.

Como comentario final, es de vital importancia recordar que todas las propiedades y definicio-

nes realizadas en esta sección son válidas trabajando sobre un espacio-tiempo de 4 dimensiones

y métrica de Minkowski. Cambiar el número de dimensiones o deformar el espacio-tiempo (por

cambios en la métrica) induce cambios en el grupo de isometrías, y varias de las identidades aquí

mencionadas dejarían de ser válidas. Un caso particular, que analizaremos en más detalle en los

Capítulos 4 y 7, es el de la identidad de Fierz para cadenas de espinores.



3.1. Amplitudes MHV

En el contexto de amplitudes primitivas es posible utilizar la notación e identidades del

método de helicidad para calcular soluciones generales. Partiendo de las reglas de Feynman

color-stripped, se pueden escribir los diagramas de Feynman y luego fijar las helicidades de las

partículas intervinientes. La presencia de gluones externos simplifica mucho los cálculos a nivel

árbol, pues es posible cancelar un gran número de diagramas eligiendo los vectores de referencia

de forma adecuada. De hecho, se puede probar que

A(0)
n

(
1+, . . . , n+

)
= 0 , (2.3.27)

eligiendo un vector nulo de referencia genérico. Seleccionando n1 = p2 y ni = p1 para las partículas

restantes, se puede ver que

A(0)
n

(
1−, 2+, 3+, . . . , n+

)
= 0 , (2.3.28)

con lo cual existe una gran cantidad de amplitudes primitivas que son nulas apelando a argu-

mentos de helicidad. Más aún, es posible generalizar trivialmente el resultado de (2.3.27) si se

introduce un par quark-antiquark.

Las primeras configuraciones de helicidad que dan resultados no trivialmente nulos permiten

definir las amplitudes de máxima violación de helicidad o MHV (maximally helicity violating).

Para el caso del scattering de n gluones, la correspondiente amplitud MHV a nivel árbol es

A(0)
n

(
1−, 2−, 3+, . . . , n+

)
=

ı 〈12〉4∏
i=1,...,n 〈i, i+ 1〉 , (2.3.29)

que se conoce como fórmula de Parke-Taylor (ver Refs. (14) y (15)). Es sencillo probar este

resultado utilizando el método BCFW (Brito-Cachazo-Feng-Witten, expuesto en Refs. (16) y

(17)). Es más, usando dicho método se puede demostrar una generalización para el caso de

amplitudes con un par quark-antiquark. Concretamente, se obtiene

A(0)
n

(
1−q̄ , 2

+
q , 3

−, 4+, . . . , n+
)

=
ı 〈13〉3 〈23〉∏

i=1,...,n 〈i, i+ 1〉 , (2.3.30)

en donde q y q̄ son las etiquetas que indican al quark y antiquark, respectivamente. Es interesante

señalar que las ecuaciones (2.3.29) y (2.3.30) pueden ser empleadas para definir las subamplitudes

básicas de tres partículas, que son elementos clave en el método de recursión BCFW. Por otro

lado, aplicando el operador de paridad (que revierte la helicidad de todas las partículas) se

obtienen las amplitudes MHV.
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Fig. 2.3: Diagramas de Feynman asociados al proceso 0 → 5g que contribuyen a la amplitud primitiva

A
(0)
5 (1, 2, 3, 4, 5). Consideramos todos los momentos salientes, y ordenamos las partículas (con

sus correspondientes índices de color, vectores de polarización y momentos) en sentido horario.

Apréciese la importante reducción de diagramas respecto del enfoque habitual.

4. Ejemplo de aplicación: 0 → 5g

Consideremos la teoría de QCD con acoples electromagnéticos. Supongamos que queremos

calcular algún proceso de scattering a nivel árbol, como por ejemplo 0 → 5g6. El primer paso

consiste en dibujar todos los posibles diagramas de Feynman no equivalentes y utilizar las reglas

correspondientes para escribir las contribuciones al elemento de matriz. En este caso tenemos 25

posibles diagramas, pero utilizando el formalismo de descomposición de color podemos reducir

notablemente el trabajo. De hecho, sabemos que es suficiente con calcular una amplitud primitiva:

el resto de los términos se recuperarán usando (2.2.15). Entonces de los 25 diagramas originales,

solo tendremos que utilizar 10, que son los únicos que contribuirán al termino que acompaña a

la estructura de color Tr(T 1T 2T 3T 4T 5). Más aún, mirando la figura 2.3 nos damos cuenta de

que solo hay dos topologías involucradas y los diagramas requeridos son generados realizando

permutaciones cíclicas en las patas externas.

Por otra parte, podemos utilizar el formalismo de helicidad. Obviando los índices de las

partículas cuando corresponden al ordenamiento estándar, sabemos que

A
(0)
5 (+,+,+,+,+) = 0 = A

(0)
5 (+,+,+,+,−) , (2.4.1)

6 Estrictamente hablando, este proceso por si solo carece de significado físico, puesto que el confinamiento de
QCD hace que los gluones no puedan existir en estado libre y, por ende, que puedan ser medidos experimental-
mente. El ente físico que puede ser medido en los detectores es lo que se conoce como jet. Un jet es literalmente
un haz de partículas que satisface ciertos requisitos (los cuales pueden variar de acuerdo con el experimento), y
que está compuesto principalmente por mesones y hadrones. Desde el punto de vista teórico, y en el contexto
del llamado modelo de partones, un jet es originado por un quark o gluón. De esta forma, no tiene sentido físico
pensar en gluones como partículas observables directamente. Por tal motivo, en esta sección nos restringiremos a
los aspectos computacionales solamente.



y la primer combinación no-nula es

A
(0)
5 (−,−,+,+,+) =

ı 〈12〉4
〈12〉 〈23〉 〈34〉 〈45〉 〈51〉 , (2.4.2)

por tratarse de una amplitud MHV. De esta manera, por la propiedad cíclica de las amplitudes

primitivas y la aplicación de paridad, solo falta calcular A
(0)
5 (−,+,−,+,+). Sin embargo, de

acuerdo a la identidad de desacople, esta amplitud viene dada por

A
(0)
5 (−,+,−,+,+) = −A

(0)
5 (1−, 3−, 2+, 4+, 5+)− A

(0)
5 (1−, 3−, 4+, 2+, 5+)

− A
(0)
5 (1−, 3−, 4+, 5+, 2+)

=
−ı 〈13〉3

〈23〉 〈34〉 〈45〉 〈51〉

(〈43〉
〈24〉 +

〈23〉 〈45〉
〈42〉 〈25〉 +

〈23〉 〈51〉
〈52〉 〈21〉

)
, (2.4.3)

con lo cual no es necesario efectuar cálculos explícitos con diagramas y reglas de Feynman. Si

aplicamos la identidad de Schouten repetidamente, junto con la antisimetría de los ángulos,

llegamos a

A
(0)
5 (−,+,−,+,+) =

ı 〈13〉4
〈12〉 〈23〉 〈34〉 〈45〉 〈51〉 , (2.4.4)

lo cual era completamente esperable por tratarse de una amplitud MHV. Este ejemplo muestra

el poder de las técnicas basadas en descomposición de color, junto con el método de helicidad.

En particular, la estrategia resulta muy útil en procesos que solo involucran gluones.

5. Espacio de color+espín

En el contexto de QCD (o QCD con acoples electromagnéticos), el color y el espín son los

números cuánticos relevantes para describir los posibles estados de la teoría y sus interacciones.

Por ende, debemos establecer algunas convenciones para poder expresar amplitudes de scattering

exponiendo de forma explícita tal información.

En este trabajo los elementos de matriz son considerados como vectores en un espacio de

color+espín, siguiendo los lineamientos introducidos en Refs. (7; 18). Es importante señalar que

aquí no se pretende caracterizar de forma global la estructura de las amplitudes de scattering,

sino solamente establecer una notación adecuada para analizar sus propiedades de transformación

bajo la acción de operadores de color y de espín. En tal caso, el elemento de matriz asociado a

un proceso de n partículas puede ser escrito de forma general como

Ac1,c2,...,cn;s1,s2,...,sn
a1,a2,...,an

(p1, p2, . . . , pn) , (2.5.1)
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en donde {c1, c2, . . . , cn}, {s1, s2, . . . , sn} y {a1, a2, . . . , an} son índices de color, espín y sabor,

respectivamente. Cuando la partícula i es un quark (antiquark), ci ∈ {1, . . . , NC} corresponde

a un índice de la representación fundamental (antifundamental). En cambio, si i corresponde

a un gluón, ci ∈ {1, . . . , N2
C − 1} está asociado a la representación adjunta. Los momentos de

las partículas intervinientes son denotados como {p1, p2, . . . , pn}. Para expandir el espacio de

color+espín (ket’s) es necesario introducir una base ortonormal, dada por

{|c1, c2, . . . , cn〉 ⊗ |s1, s2, . . . , sn〉} , (2.5.2)

que junto a su base dual (esto es, la base del espacio dual o bra’s en el lenguaje de Dirac)

posibilita escribir las amplitudes de scattering como

Ac1,...,cn;s1,...,sn
a1,...,an

(p1, . . . , pn) = (〈c1, . . . , cn| ⊗ 〈s1, . . . , sn|) |Aa1,...,an (p1, . . . , pn)〉 , (2.5.3)

en donde |Aa1,...,an (p1, p2, . . . , pn)〉 es un vector en el espacio de color+espín. Es importante

remarcar que todas las amplitudes de dispersión consideradas tienen sus momentos externos on-

shell. Más aún, restringiéndonos al caso de QCD con acoples electromagnéticos, asumimos que

todas las partículas externas son no masivas, con lo cual p2i = 0.

Por otra parte es útil introducir una notación especial para los operadores de color asociados

a las interacciones de QCD. En particular, nos interesa caracterizar los procesos de emisión de

gluones. Para ello, empecemos considerando el espacio de una partícula. Tomando un gluón con

índice de color a y usando las reglas de Feynman para QCD obtenidas en el Capítulo 1 se tienen

dos situaciones posibles:

el gluón es emitido por un quark con color entrante j′ y saliente j, y la interacción es

proporcional a T a
ji;

o bien, es emitido por otro gluón con color entrante c y saliente b, siendo la interacción

proporcional a ıfcab,

con a, b, c ∈ {1, . . . , N2
C − 1} (adjunta) y j′, j ∈ {1, . . . , N2

C − 1} (fundamental). Esto motiva la

definición de las cargas de color T i como el operador asociado a la emisión de un gluón por parte

de una partícula i. Con ello, T i ≡ T a
i es un vector respecto al índice a y una matriz respecto a

i. Explícitamente,

〈j |T i| j′〉 ≡ T a
jj′ cuando i es un quark saliente;

〈j |T i| j′〉 ≡ −T a
j′j cuando i es un antiquark saliente;

y, 〈b |T i| c〉 ≡ ıfabc cuando i es gluón.



Debido a que la simetría de crossing implica que un quark (antiquark) saliente corresponde a un

antiquark (quark) entrante, la extensión para contemplar emisión de radiación de gluones desde

patas entrantes es directa. Además, las cargas de color se pueden definir como operadores en el

espacio de n partículas efectuando la extensión por la identidad.

Para concluir esta discusión, debemos mencionar que los procesos de scattering físico en QCD

conservan color. En consecuencia las amplitudes son singletes bajo SU(3), lo que implica

∑

i

T i |Aa1,...,an (p1, . . . , pn)〉 = 0 , (2.5.4)

con i corriendo sobre todas las partículas del proceso. Además resulta útil introducir la notación

T i · T j ≡
∑

a

T a
iT

a
j , (2.5.5)

que simboliza el flujo de color entre una partícula i de estado inicial y otra j en estado final,

mediado por el intercambio de gluones. Este tipo de productos aparece al considerar interferencias

entre amplitudes de scattering, lo que justifica que se realice la suma sobre el color del gluón

mediador. Además, la definición (2.5.5) es conmutativa y esto permite simplificar el manejo

algebraico de estas expresiones.



3. DIVERGENCIAS EN CORRECCIONES RADIATIVAS

Generalmente, los cálculos a órdenes superiores en el contexto de teorías de gauge conllevan la

presencia de objetos mal definidos, con potenciales singularidades. En este capítulo describimos

los distintos tipos de divergencias físicas que pueden aparecer tanto en las amplitudes como en las

secciones eficaces de scattering. Comentaremos algunos métodos para regularizar las expresiones

involucradas, haciendo especial hincapié en regularización dimensional. Para concluir, nos cen-

tramos en las divergencias infrarrojas en QCD y describimos algunos resultados que garantizan

la posibilidad de computar observables finitos en dicha teoría.

1. Tipos de divergencias

La realización de cálculos en el contexto de teoría de perturbaciones aplicada a QFT involucra,

en pasos intermedios, el tratamiento de expresiones con problemas de definición. Estos problemas

se traducen en la posibilidad de hallar singularidades que admiten una interpretación física, y

que pueden ser de dos tipos diferentes: ultravioletas (UV) o infrarrojas (IR). También existen

otros problemas de definición, asociados a singularidades espurias o no físicas, las cuales se

relacionan con las técnicas aplicadas a ciertos cálculos particulares. Por ejemplo, al utilizar gauges

axiales se introducen factores adicionales con singularidades asociadas al vector de cuantización

n. Mencionaremos con un poco más de detalle este punto al discutir las integrales de Feynman

en LCG, en el Capítulo 5.

Fig. 3.1: Diagrama responsable de la corrección a la autoenergía de un quark a 1-loop en QCD. Se indica

de forma explícita la convención de momentos y etiquetado de índices de color.

Las divergencias ultravioletas se asocian con el límite de altas energías de las teorías consi-



deradas. En particular, aparecen al computar diagramas con loops ya que los mismos involucran

sumas sobre estados virtuales de energía arbitrariamente elevada. Pensando en el espacio de mo-

mentos, sabemos que explorar dichas regiones corresponde a analizar el comportamiento puntual

de las teorías. Y, por la forma en que están definidas las QFT habituales, el límite de coinciden-

cia (esto es, interacción en un punto del espacio tiempo) es siempre singular. Para ejemplificar

la situación, usemos las reglas de Feynman de QCD (expuestas en el Capítulo 1) para escribir

las correcciones a 1-loop del propagador fermiónico mostradas en la figura 3.11. Suponiendo un

quark no masivo con cuadrimomento p, la amplitud asociada es

A = g2SCF ū(p)γ
µ

(
−ı

∫
d4q

(2π)4
dµν(q)

/q − /p

q2(q − p)2

)
γνu(p) , (3.1.1)

en donde podemos utilizar un gauge covariante sin necesidad de incluir ghosts ya que los mismos

no se acoplan a los quarks. En consecuencia, efectuamos el reemplazo dµν = −ηµν , usamos algunas

propiedades básicas del álgebra de Dirac y obtenemos

A = g2SCF (DDirac − 2)

(
−ı

∫
d4q

(2π)4
qµ

q2(q − p)2

)
ū(p)γνu(p) , (3.1.2)

con el momento q, asociado al loop, careciendo de restricciones cinemáticas y DDirac dimensión

del álgebra de Dirac. Si se realiza un cambio de variables en la integral y se pasa a coordena-

das polares, se puede apreciar que el integrando se comporta como |q|D, con D = 1 grado de

divergencia superficial del diagrama considerado. En consecuencia, el objeto bajo consideración

está mal definido debido a problemas en la región de alta energía: esto es lo que se conoce como

divergencia UV.

En las teorías de campos de interés físico2 es posible implementar un procedimiento sistemáti-

co, conocido como renormalización, que permite absorber las divergencias UV en la normalización

de los campos y parámetros de la teoría. En las siguientes secciones describiremos brevemente este

procedimiento, haciendo hincapié en la definición de las ecuaciones de grupo de renormalización

y la evolución del acoplamiento de la teoría.

Por otra parte existen las denominadas divergencias infrarrojas (IR), que ocurren cuando el

proceso estudiado involucra partículas o estados virtuales de muy baja energía o degenerados.

Por ejemplo, si consideramos el proceso de scattering 0 → ggggg (descripto en la última sección

1 Volveremos a analizar este proceso en el Capítulo 6, llevando a cabo el cálculo de forma más detallada.
2 Actualmente hay un creciente interés por las denominadas teorías efectivas, que suelen incluir términos en

el lagrangiano que involucran operadores no renormalizables. En consecuencia, los modelos inducidos carecen de
sentido en el límite UV. De todas formas, el uso de dichas teorías puede considerarse aceptable para modelar
algunos fenómenos particulares y utilizar los resultados obtenidos como punto de partida de una teoría válida a
altas energías.
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del Capítulo 2), vemos que el elemento de matriz se torna divergente si alguna de las partículas

tiene momento nulo o si hay partículas que sean paralelas. Para ser más explícitos, al elevar al

cuadrado (2.4.2) se obtiene
s312

s23s34s45s51
, (3.1.3)

que es uno de los posibles términos que contribuyen al elemento de matriz. Si el gluón 3 se emite

con energía nula, entonces

s3j = (p3 + pj)
2 → p2j = 0 , (3.1.4)

ya que p2j = 0 por tratarse de partículas no masivas on-shell. Esta situación se conoce como

divergencia soft. También podría ocurrir que s3j → 0 debido a que las partículas 3 y j son

emitidas en la misma dirección. Por estar trabajando con partículas no masivas, la relación de

dispersión implica pµj = (|~p| , ~p) con ~p un vector en R
3 que describe la dirección de propagación.

Entonces, si 3 y j son paralelas existe λ ∈ R tal que pµj = λpµ3 . En consecuencia,

s3j = (1 + λ)2p23 = 0 , (3.1.5)

lo cual origina una divergencia en (3.1.3): esto es lo que se conoce como singularidad colineal.

Notemos que tanto las divergencias colineales como las soft se producen cuando la partícula

emitida no tiene masa. Cualquier teoría con bosones no masivos tiene divergencias soft, aunque

es necesario que existan autointeracciones entre ellos o acoples con otras partículas sin masa para

que puedan originarse singularidades colineales.

Es importante apreciar que las divergencias infrarrojas se producen debido a que alguna

escala de energía involucrada en el problema se vuelve muy pequeña. Sin embargo, más allá

de constituir un problema, en configuraciones cinemáticas asociadas a divergencias IR existen

ciertas propiedades que permiten simplificar notablemente los cálculos. Tal comportamiento es

el tema de estudio central de este trabajo, y lo discutiremos extensivamente a partir del Capítulo

6.

2. Métodos de regularización

La noción de regularización se asocia a dotar de significado a alguna expresión definida

formalmente. En el contexto de QFT, la aplicación de las reglas de Feynman provee un proceso

algorítmico para generar diagramas y asignarles una escritura simbólica. La existencia de un

algoritmo constituye una noción de definición: siguiendo una serie de pasos lógicos se obtiene

un conjunto de grafos y a cada uno se le asigna una expresión simbólica. Como vimos en el

Capítulo 1, las amplitudes de scattering pueden interpretarse en términos probabilísticos y usarse



para calcular cantidades físicas. En consecuencia, podemos expresar una amplitud A utilizando

funciones que dependen de parámetros del problema considerado. De esta forma, se intenta dar

una representación en términos de funciones a una expansión diagramática, lo cual dota de

significado a los diagramas de Feynman. Con ello, suele pensarse en las amplitudes de scattering

como diagramas de Feynman. Sin embargo, la presencia de singularidades UV e IR hace que esta

identificación naive resulte insuficiente. Es tales circunstancias debe complementarse la definición

de las reglas de Feynman con un procedimiento para dar algún sentido a las expresiones singulares.

Dicho procedimiento es lo que se conoce como método de regularización.

Actualmente, existen diversas estrategias para llevar a cabo la regularización de teorías de

campos. El procedimiento de regularización depende, en general, del tipo de divergencia que se

quiera tratar. En el caso de las divergencias UV, puede utilizarse el método del cut-off. El mismo

consiste en imponer un límite de integración en el loop y restringir la cinemática de los estados

virtuales en su interior. Para ello se introduce una escala arbitraria Λ y se limita el volumen de

integración a la región {q0 ≤ Λ}.
Una alternativa al método del cut-off es la regularización de Pauli-Villars. Este tratamiento

se basa en suponer la existencia de partículas muy masivas (con masas del orden de una energía

Λ muy superior a cualquier escala presente en el proceso físico estudiado), lo que conduce a

modificaciones en la forma de escribir los propagadores. De este modo, se logra disminuir el

grado superficial de divergencia de los diagramas y se obtiene un resultado finito, dependiente

de Λ.

En los dos métodos anteriores, las singularidades UV quedan expuestas en contribuciones que

divergen en el límite Λ → ∞. Por lo tanto, en etapas intermedias de los cálculos, debe preservarse

Λ finito. Si la cantidad que se está computando tiene sentido físico, toda dependencia en Λ debe

cancelarse en el resultado final. En caso contrario, el problema no estaría en la teoría sino en el

objeto que se está computando3.

Procedimientos análogos pueden ser implementados para solucionar las divergencias IR. De-

bido a que las mismas solo pueden estar presentes en teorías con partículas no masivas, una

forma natural de llevar a cabo la regularización es introducir una masa mg muy pequeña para

los gluones (comparada con el resto de las escalas involucradas en el problema). Así, todas las

divergencias IR aparecerán asociadas a contribuciones singulares en el límite mg → 0. Al igual

3 Al llegar a este punto de la discusión es donde se pone de manifiesto que la necesidad de utilizar métodos
de regularización es inducida por la forma en que llevamos a cabo los cálculos. En otras palabras, si la cantidad
que estamos computando es finita (por ejemplo, un número concreto) sería esperable que existiera una forma
algorítmica de llegar a ese resultado sin tener que lidiar con singularidades. El enfoque de diagramas de Feynman
posee muchas ventajas interpretativas, pero aquí vemos de forma explícita que al dividir el problema original en
partes más pequeñas, existe el riesgo de forzar la introducción de elementos adicionales a la definición de la teoría.
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que en el caso UV, si las cantidades computadas están bien definidas, toda dependencia singular

en mg debe cancelarse en el resultado final. De forma genérica, esta observación constituye una

manera de clasificar como observables bien definidos a aquellos cuyas contribuciones finitas no

dependen del regulador.

En el contexto de teorías de gauge, los métodos de regularización aquí descriptos pueden

no resultar completamente adecuados. Esto se debe a que violan simetrías fundamentales de

la teoría, pudiendo originar complicaciones de cálculo adicionales. Por ejemplo, es sabido que

la aplicación del método de cut-off a ciertos procesos de QED conduce a la violación de la

identidad de Ward-Takahashi 4. Además, los métodos mencionados tratan de forma separada

las singularidades UV y las IR, forzando la introducción de varios reguladores en los cálculos

intermedios.

A continuación describimos en detalle la regularización dimensional, que provee una alterna-

tiva superadora a los procedimientos descriptos anteriormente.

2.1. Regularización dimensional

El método de regularización dimensional (DREG) es uno de los más utilizados en la comuni-

dad de física de altas energías. Fue introducido en la década de 1970, de forma independiente por

Giambiagi y Bollini (19), t’Hooft y Veltman (20), Cicuta y Montaldi (21), y Ashmore (22). La

idea principal detrás del mismo es cambiar el espacio sobre el cual se lleva a cabo la integración,

ya sea a nivel loop o espacio de fases. Más aún, el tratamiento de ambas situaciones es comple-

tamente análogo, exceptuando ciertas sutilezas relacionadas con la definición de los esquemas de

regularización (ver Capítulo 4).

Antes de entrar en los detalles técnicos propios del método, consideremos un ejemplo mate-

mático básico. Sea R
d y la función f (~x) = |~x|−1, que claramente no es integrable globalmente

aunque si puede ser integrada sobre subespacios compactos de
(
R

d
)∗

. Supongamos que queremos

dar sentido al objeto ∫

Rd

d~x f (~x) , (3.2.1)

entonces, podemos asumir formalmente que se trata de una integral ordinaria y efectuar un

cambio de variables a coordenadas polares. De esta forma se tiene

Id = Cd

∫ ∞

0

drrd−2 , (3.2.2)

en donde Cd es el volumen de la esfera unitaria en d dimensiones. Aquí podemos apreciar que el

integrando tiene un polo en r = 0 (para d < 2) y que no es integrable en infinito si d ≥ 1. Por

4 Ver, por ejemplo, (1), Capítulo 7.



lo tanto, modificando el valor de d se puede obtener una integral bien definida: esta es la idea

central de DREG. Siguiendo con el razonamiento, se considera como definición de (3.2.1) a (3.2.2)

permitiendo d ∈ C, y se separa el problema en dos regiones: B̄(0, R) ∈ R y su complemento. En

otras palabras, asumimos bien definida Id y escribimos

Id = Cd

∫ R

0

drrd−2 + Cd

∫ ∞

R

drrd−2 ,

= I1d + I2d , (3.2.3)

tratando independientemente cada integral. Cabe señalar que, hasta este punto, todas las ope-

raciones son formales, es decir que no tienen sentido matemático estricto. Sin embargo, como

estamos usando d arbitrario, podemos asumir que Re (d) > 1 para I1d y que Re (d) < 1 para I2d .

De esta forma, I1d e I2d pasan a ser integrales matemáticamente definidas, dadas por

I1d = Cd
Rd−1

d− 1
, (3.2.4)

I2d = −Cd
Rd−1

d− 1
, (3.2.5)

que tienen igual forma pero involucran distintos valores de d. El último paso es efectuar I1d + I2d
y asumir d en ambas contribuciones, lo cual conduce a la definición

∫

Rd

d~x f (~x) ≡ 0 , (3.2.6)

que se sigue como consecuencia de las identificaciones dadas en (3.2.3), (3.2.4) y (3.2.5).

A pesar de conducir a un resultado trivial, el anterior ejemplo es muy útil para interpretar

regularización dimensional. Como puede apreciarse, tras introducir coordenadas polares, d se

utilizó como un parámetro regulador. Sin embargo, originalmente d era la dimensión del espacio

en el cual estaba definida la función f . Por ende, si se planea aplicar este método a teorías

físicas definidas sobre un espacio-tiempo DST-dimensional, será necesario efectuar modificaciones

adicionales para lograr consistencia en los diversos pasos intermedios. Esto se relaciona con la

definición de los esquemas de regularización, que son el tópico principal del Capítulo 4.

Tras haber motivado el método de DREG, pasemos a realizar una descripción rigurosa de

sus propiedades. En primer lugar, la noción de integral en un espacio d-dimensional, con d ∈ C,

puede introducirse a través de un operador Od [F ] que suele notarse

Od [F ] =

∫
ddxF (x) , (3.2.7)

con x vector en un espacio d-dimensional. Este operador debe satisfacer tres postulados básicos

(23):
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1. linealidad, o sea para cualquier par de funciones integrables G y F , y números complejos

a y b
∫

ddx (aF (x) + bG(x)) = a

∫
ddxF (x) + b

∫
ddxG(x) , (3.2.8)

2. escaleo, esto es
∫

ddxF (sx) = s−d

∫
ddxF (x) , (3.2.9)

debe valer para cualquier función F y cualquier escalar complejo s,

3. invariancia frente a translaciones,
∫

ddxF (x + y) =

∫
ddxF (x) . (3.2.10)

Cabe señalar que es importante que la integral en d-dimensiones satisfaga los tres postulados

mencionados para poder ser aplicada al cálculo de diagramas de Feynman. Por otro lado, puede

demostrarse la existencia de tal operador y su unicidad, a menos de un factor de normalización

global.

Por el contexto en el cual será aplicado el método, se puede asumir que las funciones que

serán integradas son invariantes ante rotaciones y que dependen de un número finito de vectores,

p y q1 hasta qN . Luego, se define explícitamente
∫

ddpF (p) =

∫
dp1 · · · dpJ

∫
dd−JpTF (p) , (3.2.11)

como la integral d-dimensional de una función escalar F . Aquí, se está separando en una integral

ordinaria en J-dimensiones sobre el espacio paralelo (esto es, el espacio en el cuál se encuentran

los vectores qi) y otra sobre el espacio transverso d − J-dimensional. Para considerar funciones

tensoriales, basta aplicar esta definición a cada componente. Respecto de la integral en el espacio

transverso, apréciese que no depende de la dirección y, con ello
∫

dd−JpTF (p) = Cd−J

∫ ∞

0

dpT pd−J−1
T F (p) , (3.2.12)

siendo

Cd−J =
2π(d−J)/2

Γ ((d− J)/2)
, (3.2.13)

el volumen de una hiperesfera en d−J-dimensiones. Esto puede obtenerse integrando una gaussia-

na en un espacio de d ∈ N dimensiones, continuando analíticamente el resultado para contemplar

d ∈ C y luego reemplazando d → d− J .

A partir de la definición dada en (3.2.11), es posible verificar que el operador Od satisface

varias propiedades adicionales. Algunas de ellas son:



1. dados α, β y M complejos

∫
ddp

(p2)
α

(p2 +M2)β
= πd/2Md+2α−2βΓ (α + d/2) Γ (β − α− d/2)

Γ (d/2) Γ (β)
. (3.2.14)

Esta propiedad tiene consecuencias muy importantes para la realización de cálculos con-

cretos en el contexto de DREG. En particular, vemos que si M = 0 (esto es, la integral no

involucra escalas externas), la regularización conduce a un resultado trivialmente nulo.

2. si F depende de la variable q

∂

∂q

∫
ddpF (p,q) =

∫
ddp

∂

∂q
F (p,q) , (3.2.15)

que es equivalente a establecer que, en el contexto de DREG, integrales y derivadas con-

mutan. Este es el sustento matemático del método de integración por partes, que será

comentado en el Capítulo 5.

3. si existe (y está matemáticamente definida) la integral
∫
dnxF (x) con n natural, entonces

∫
ddxF (x) →

∫
dnxF (x) , (3.2.16)

o sea, que para d natural el operador definido coincide con la integral habitual. Nótese

que para que valga la propiedad debe ser posible extender el dominio de definición de F a

d-dimensiones. Ello se logra agregando un espacio d−n-dimensional transverso y exigiendo

que F (x) → F (x) en el límite d → n.

4. las integrales sobre distintas variables en el espacio d-dimensional conmutan, esto es
∫

ddx

∫
ddyF (x,y) =

∫
ddy

∫
ddxF (x,y) , (3.2.17)

Por otro lado, puede demostrarse que es posible extender la definición de forma consistente en

el caso d → 0. Para ver más propiedades de este operador, consultar Ref. (23).

Como comentario final, es importante señalar que el valor de d empleado en DREG es com-

pletamente arbitrario. Sin embargo, por cuestiones de convención, es muy frecuente adoptar la

elección d = 4− 2ǫ, con ǫ ∈ C. El principal motivo es que muchas de las expresiones calculadas

tienen problemas de definición en d = 4, que, además, es la dimensionalidad del espacio-tiempo

físico usual. De esta manera, la aplicación de DREG exhibe las divergencias UV e IR en forma

de polos en ǫ.
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3. Divergencias UV: renormalización

La idea central de la renormalización es absorber las divergencias UV dentro del lagrangiano

de la teoría. Para ello, se realiza una distinción entre cantidades desnudas y finitas, siendo

las primeras infinitas. De esta forma es posible pensar que los parámetros que aparecen en el

lagrangiano de una teoría son cantidades finitas que admiten ser expresadas en términos de las

desnudas.

A modo de motivación introductoria, analicemos el procedimiento de renormalización aplicado

a QED. Trabajando en 4−2ǫ-dimensiones con el método de regularización dimensional, se puede

definir el lagrangiano desnudo como

L0 = Ψ̄0

(
ı∂µγ

µ − e0µ
2ǫAµ0γ

µ −m0

)
Ψ0 −

1

4
Fµν0F

µν
0 −

1

2

(
∂µAµ0

)2
, (3.3.1)

en donde Ψ0, e0, (Aµ)0 y m0 son las cantidades desnudas, y µ es una escala de energía arbitraria

que se introduce para mantener la constante de acoplamiento adimensional. Cabe señalar que

esto es crucial para que la teoría pueda renormalizarse. Si no fuera así, el grado superficial de

divergencia empeoraría conforme más vértices de interacción se agreguen a cada diagrama, lo

cual provocaría que toda la expansión perturbativa esté mal definida.

El próximo paso es introducir contratérminos adecuados, para lo cual se define

LCnt = Ψ̄
(
ıK2∂µγ

µ − eK1µ
2ǫAµγ

µ −mKm

)
Ψ− 1

4
K3FµνF

µν − 1

2
Kα

(
∂µAµ0

)2
, (3.3.2)

de forma tal que se cumpla L = L0 + LCnt para recuperar el modelo originalmente propuesto.

Así, es posible vincular las cantidades desnudas con las físicas a través de factores K, que deben

ser divergentes. Explícitamente se tiene que

Aµ
0 =

√
1 +K3A

µ , (3.3.3)

Ψ0 =
√
1 +K2Ψ , (3.3.4)

m0 =
1 +Km

(1 +K2)
2m, (3.3.5)

e0 =
1 +K1

(1 +K2)
2 (1 +K3)

µǫe , (3.3.6)

siendo la última expresión la que permite analizar el comportamiento de la constante de acopla-

miento en función de la escala de energía del proceso. Debe tenerse en cuenta que las identidades

de Ward-Takahashi conducen a ciertas relaciones entre estos factores. Así se tiene que

K1 = K2 , (3.3.7)

K3 = −Kα , (3.3.8)



con lo cual solo es necesario calcular K1, Km y K3. Además es posible obtener sus valores compu-

tando los diagramas que contienen correcciones al vértice de interacción (aporta a K1), aquellos

con correcciones al propagador fermiónico (aporta a Km) y los que modifican el propagador fo-

tónico (aporta a K3). La aplicación de esta estrategia a una teoría constituye un programa de

renormalización, puesto que los contratérminos se obtienen tras computar todas las correcciones

anteriores, a un orden perturbativo fijo. Respecto de las relaciones entre los factores de renorma-

lización, cabe señalar que las mismas adoptan una forma más complicada en el caso de teorías

no Abelianas (en particular, en QCD).

Sin embargo, las funciones K no están unívocamente definidas. En principio, deben incluir los

términos divergentes en el límite ǫ → 0. Pero también es posible agregar otros términos finitos.

La elección de los mismos define un esquema de renormalización y, en principio, los resultados

físicos finales deben ser independientes de dicha elección. Sin embargo, esto es estrictamente

cierto en el caso de cálculos que incluyan todos los términos de la serie perturbativa. Por otro

lado, los diversos esquemas pueden ser conectados a través de una renormalización finita.

El esquema más sencillo se conoce como MS (minimal subtraction). Introducido indepen-

dientemente por t’Hooft (24) y Weinberg (25) en 1973, en MS solo se extraen de la función de

Green los términos que contienen polos en ǫ. Si bien las constantes de renormalización toman

formas sencillas en este caso, no ocurre lo mismo con las funciones de Green (ver Ref. (26)).

Una variación de este esquema, conocida como MS (modified minimal subtraction, introducido

en Ref. (27)), acompaña los polos en ǫ con la constante de Euler-Mascheroni, γE = 0,57721566,

y log(4π). De hecho, se define
1

ǭ
=

1

ǫ
− γE + log (4π) , (3.3.9)

y se extraen todos los polos en ǭ. Más aún, nótese que

(4π)ǫ

Γ(1− ǫ)
=

1

ǫ
− γE + log (4π) +O(ǫ) , (3.3.10)

vale al orden más bajo en un desarrollo alrededor de ǫ = 0. Este factor aparece reiteradamente

en el desarrollo de cálculos a NLO ya que proviene de haber efectuado la integración sobre el

espacio de fases de una partícula en 4− 2ǫ-dimensiones.

Finalmente, es posible deducir como se comportan las constantes de acoplamiento físicas de la

teoría en función de la escala µ. Nótese que e0 no depende de µ, con lo cual su derivada respecto

a µ es nula. Por otra parte, de acuerdo a la relación dada en (3.3.6), es posible vincular e0 con

e. Suponiendo que e depende de µ y que existe Z(µ) tal que e0 = Z(µ)e se tiene

0 =
de0
dµ

⇐⇒ e(µ)
dZ

dµ
+

de

dµ
Z(µ) = 0 , (3.3.11)



3. Divergencias en correcciones radiativas 57

que define una de las ecuaciones del grupo de renormalización. Apréciese que estas ecuaciones

dependen del esquema en el cual se está trabajando. De forma genérica, puede introducirse una

función β que dependa de la carga física e de forma tal que

de

d (log (µ))
= β(e) , (3.3.12)

dicte la evolución de e al variar la escala de energía µ. La función β admite un desarrollo en

potencias de e y puede obtenerse cada término de su desarrollo perturbativo calculando las

correcciones con loops a los vértices y propagadores de la teoría. Trabajando a primer orden en

ambas constantes de acoplamiento, se tiene

de

d (log (µ))
=

e3

12π2
+O

(
e4
)
, (3.3.13)

dgS
d (log (µ))

= − g3S
12π2

(
11− 2

3
Nf

)
+O

(
g4S
)
, (3.3.14)

las cuales son las ecuaciones de evolución a 1-loop para las constantes de acoplamiento en QED

y QCD, respectivamente. Puede apreciarse que, con Nf = 6 (cantidad aceptada actualmente de

sabores de quarks en el modelo estándar), β es negativa para QCD mientras que para QED es

positiva. Este resultado fue obtenido de forma independiente por Gross y Wilczek (28), y Politzer

(29), en 1973. Nótese que el signo negativo en la función β para QCD implica las propiedades de

confinamiento y libertad asintótica características de esta teoría.

Por otro lado, obsérvese que, a primer orden, estas ecuaciones reproducen la evolución de

las constantes de acoplamiento en el modelo de quarks no masivos con interacciones de color y

electromagnéticas. Más aún, es posible resolver (3.3.13) y (3.3.14) para obtener

αS(µ) =
αS(µ0)

1 + αS(µ0)
33−2Nf

12π
log
(

µ2

µ0
2

) , (3.3.15)

α(µ) =
α(µ0)

1− α(µ0)
3π

log
(

µ2

µ0
2

) , (3.3.16)

en donde vale αS =
g2S
4π

, α = e2

4π
, µ0 es una escala de energía de referencia y µ es la escala de

energía propia del proceso estudiado. Estas expresiones muestran explícitamente la dependencia

de las constantes de acoplamiento respecto de la escala de energía µR, y justifica el hecho de que

se las denomine running couplings.



4. Divergencias IR en QCD: introducción

La absorción de divergencias UV puede llevarse a cabo, de forma completamente sistemática,

orden a orden en teoría de perturbaciones. Sin embargo, las divergencias IR requieren un trata-

miento distinto. A diferencia del caso UV, no es posible absorberlas a través de la introducción

de contratérminos a nivel lagrangiano. Sin embargo, existen procedimientos bien definidos que

permiten calcular observables físicos finitos en teorías con singularidades IR.

En esta sección comenzaremos describiendo el ejemplo clásico de las correcciones NLO al

decaimiento de un fotón virtual en un par quark-antiquark. Luego, describiremos los teoremas

de Kinoshita que garantizan la posibilidad de cancelar las divergencias IR. Finalmente, haremos

una breve discusión sobre observables infrared safe (esto es, carentes de singularidades IR) y su

implementación en cálculos concretos a través de las funciones de medida.

4.1. Teoremas de Kinoshita

Considérese un proceso en el cual un par de leptones colisiona para originar jets de partículas

en el estado final. Supongamos que queremos calcular las correspondientes correcciones NLO

en QCD. Debido a que los gluones y quarks no interaccionan directamente con leptones, sino

que lo hacen a través de fotones, podemos considerar simplemente el proceso γ∗ → qq̄. 5 En

otras palabras, suponemos un fotón off-shell decayendo en un par quark-antiquark. Debido a

que el orden más bajo es proporcional a α, las correcciones NLO en QCD son de orden ααS.

Explícitamente, el proceso 1 → 2 queda

A1→2 = |A0|2 + 2Re (AVA
∗
0 +BVA

∗
0 + CVA

∗
0) +O

(
ααS

2
)
, (3.4.1)

descartando los términos |AV |2, |BV |2 y |CV |2 por ser de orden ααS
2. Los diagramas que aportan

a estos términos se muestran en la figura 3.2. Trabajando con DREG en d = 4− 2ǫ dimensiones

se encuentra que la contribución correspondiente a la sección eficaz viene dada por

σVirtual =
2αS

3π
σ0

[
− 8

ǫ2
+

1

ǫ

(
−4log

(
Q2

4πµ2

)
− 4γE + 6

)
− log2

(
Q2

4πµ2

)

− (2γE − 3) log

(
Q2

4πµ2

)
− γ2

E + 3γE +
7π2

6
− 8

]
, (3.4.2)

en donde σ0 representa la sección eficaz a LO, µ es una escala arbitraria de energía (introducida

para mantener adimensional la constante de acoplamiento) y Q es la virtualidad del fotón. En

este caso particular, no hay divergencias UV pues el proceso a nivel árbol es O(g0S). Notemos que

5 Ver (3), para más detalles acerca de los cálculos relacionados.
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este resultado aún contiene polos en ǫ, divergentes en el límite ǫ → 0. Por lo tanto, es necesario

agregar contribuciones adicionales para poder obtener un resultado finito.

Fig. 3.2: Diagramas que contribuyen al proceso γ∗ → qq̄ a NLO. Se muestran los diagramas: (a) leading

order, (b) con correcciones por emisión de un gluón real y (c) con correcciones a 1-loop.

Los polos que aparecen en (3.4.2) corresponden a divergencias IR presentes en las integrales de

loop. Al principio de este capítulo describimos las divergencias IR tomando como ejemplo ciertas

configuraciones cinemáticas asociadas con partículas externas. Sin embargo, podemos interpretar

al loop como una partícula virtual y analizar las mismas situaciones cinemáticas que originan

las divergencias IR para partículas externas. En otras palabras, podría ocurrir que la partícula

virtual sea soft (q0 = 0) o colineal con alguna partícula externa (en cuyo caso vale q2 = 0 y algún

otro propagador se vuelve nulo).

Si queremos obtener un resultado finito para la corrección a γ∗ → qq̄, tenemos que eliminar

los polos en ǫ. Para esto, hay que tener en cuenta que estamos calculando una sección eficaz de



scattering. Pensando en términos experimentales, ello corresponde a contar eventos en los cuales

se observan dos jets con un cierto impulso. Sin embargo, podría ocurrir que observar dos jets se

corresponda con un proceso en el cual se emiten tres partículas. De hecho, como los detectores

tienen resolución angular finita, dos partículas muy próximas entre sí son consideradas como una

única partícula. Asimismo, existe una limitación en la detección de estados con energía muy baja.

Esto es lo que se conoce como configuraciones degeneradas. Por lo tanto, al calcular la sección

eficaz física debemos tener en cuenta la contribución del proceso γ∗ → qq̄g e integrar sobre el

espacio de fases del gluón adicional. De esta forma, observando la figura 3.2 tenemos

A1→3 = |AR|2 + ARB
∗
R + A∗

RBR + |BR|2 +O
(
ααS

2
)
, (3.4.3)

que es lo que origina las denominadas correcciones reales. Usando DREG para integrar sobre el

espacio de fases de la partícula extra, se encuentra que el aporte correspondiente a la sección

eficaz es

σReal =
2αS

3π
σ0

[
8

ǫ2
+

1

ǫ

(
4log

(
Q2

4πµ2

)
+ 4γE − 6

)
+ log2

(
Q2

4πµ2

)

+ (2γE − 3) log

(
Q2

4πµ2

)
+ γ2

E − 3γE − 7π2

6
+

57

6

]
, (3.4.4)

en donde aparecen polos que cancelan exactamente aquellos presentes en (3.4.2). Sumando ambas

contribuciones se tiene

σ = σ0

(
1 +

αS

π
+O

(
α2

S

))
, (3.4.5)

que presenta una corrección NLO claramente finita.

Como se puede apreciar, utilizando DREG para regularizar la teoría a NLO, aparecen polos

simples y dobles en ǫ = 0. Estos polos contienen información acerca del tipo de proceso que

los está originando. Los términos proporcionales a 1/ǫ2 se asocian a divergencias soft/colineales

simultáneamente, mientras que los polos simples surgen cuando se manifiestan de forma separada.

Cabe señalar que las divergencias UV aparecen como polos simples a este orden perturbativo.

Sin embargo, aquí estamos suponiendo que las mismas fueron absorbidas previamente mediante

el uso de contratérminos para calcular las correcciones virtuales al proceso.

Las cancelaciones exhibidas en el ejemplo anterior motivan un procedimiento para obtener

resultados carentes de singularidades IR. En el caso de QED, el teorema de Bloch-Nordsieck

(30) muestra que si se suman las divergencias originadas por emisión de fotones soft reales más

los diagramas con loops asociados se obtiene un resultado final finito, a todo orden en teoría

de perturbaciones. Adviértase que, en QED, las divergencias colineales solo son posibles si los

fermiones son no masivos. Esta situación cambia notablemente en QCD: la presencia de vértices
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no Abelianos de tres y cuatro gluones permite que ocurran estas singularidades aún cuando los

fermiones sean masivos. Una complicación adicional de las teorías no Abelianas es la necesidad

de incluir las correspondientes contribuciones con ghosts. Así, también es necesario tener en

cuenta la emisión de ghosts soft o colineales en este tipo de teorías. Una alternativa para evitar

lidiar estos estados es utilizar gauges físicos. De esta forma, tanto los gluones externos como los

virtuales deben tener polarizaciones físicas.

Finalmente, debe mencionarse que existe un marco teórico que permite justificar la posibi-

lidad de obtener secciones eficaces libres de singularidades IR, a cualquier orden en teoría de

perturbaciones. Para ello, considérense los siguientes teoremas (26; 31; 32)

Teorema de Kinoshita-Poggio-Quinn: Las funciones de Green propias 1PI (irreduci-

bles) que contienen momentos externos Euclídeos no excepcionales están libres de divergen-

cias infrarrojas, en teorías de campos no masivas renormalizables.

Teorema de Kinoshita-Lee-Nauenberg: En una teoría con campos no masivos, las

amplitudes de transición están libres de singularidades IR si se lleva a cabo una suma sobre

todos los estados iniciales y finales degenerados.

De esta manera, por el segundo teorema, se entiende por qué deben considerarse los procesos

reales (o sea, aquellos que contienen más partículas en el estado final) al momento de calcular

correcciones radiativas.

4.2. Observables en QCD y funciones de medida

La cancelación de divergencias IR es posible solamente cuando se están computando ciertos

observables. Esto es muy fácil de apreciar utilizando el ejemplo de las correcciones NLO a γ∗ → qq̄.

Aunque no entramos en detalles específicos relacionados con la definición de un jet, se puede

apreciar que dichos objetos deben ser lo suficientemente inclusivos como para permitir que los

procesos de emisión real sean incluidos en configuraciones soft y colineales. En otras palabras,

si en vez de γ∗ → j + j (j denota genéricamente un jet), hubiéramos considerado estrictamente

γ∗ → qq̄ como observable físico, en el resultado final a NLO habrían quedado polos en ǫ sin

cancelar. De este modo, la definición de un jet como un único partón da lugar a un observable

con singularidades IR.

La forma en que usualmente se definen observables es a través de la introducción de una

función de medida S. La función de medida Sn (p
µ
1 , . . . , p

µ
n) impone restricciones sobre el espacio

de fases de n partículas, permitiendo seleccionar solo aquellos eventos que satisfacen ciertos



requisitos. En términos generales, dado un proceso con n partículas en el estado final puede

pensarse como
∫

Ω

dPSn =

∫
dPSn Sn (p

µ
1 , . . . , p

µ
n) , (3.4.6)

es decir que S cumple el rol de función característica del conjunto de eventos que quieren obser-

varse.

Debido a que los cálculos de secciones eficaces suelen efectuarse empleando métodos de inte-

gración tipo Monte Carlo, el uso de funciones de medida facilita la implementación numérica de

los mismos. Esto se debe a que la selección de observables e imposición de cortes experimentales

puede realizarse modificando rutinas aisladas dentro del código general. Sin embargo, para obte-

ner un resultado numéricamente confiable es necesario que S sea una función suave respecto de

los momentos de las partículas intervinientes.

Por otro lado, es crucial que S defina eventos libres de singularidades infrarrojas o infrared

safe. Esto quiere decir que el resultado final obtenido, asociado a una cantidad física mensurable,

debe ser el mismo independientemente de que ocurran procesos de emisión de partículas soft o

colineales entre si. Puesto que los observables considerados están diseñados para analizar física

de alta energía (o distancias cortas), la función de medida tiene que ser insensible a los detalles

de la hadronización u otros procesos de baja energía.

Considérese un proceso cuyo orden dominante involucra n partículas en el estado final. Las

correcciones reales a NLO agregan una partícula adicional6. Con ello, es posible definir dos funcio-

nes de medida: Sn (p
µ
1 , . . . , p

µ
n) para la contribución LO y Sn+1

(
pµ1 , . . . , p

µ
n+1

)
para la contribución

NLO real. De acuerdo a lo mencionado al comienzo del capítulo, las divergencias IR son origi-

nadas por configuraciones con partículas soft o paralelas entre sí. Entonces, hay tres situaciones

que conducen a la aparición de divergencias IR en la contribución real a NLO:

1. la partícula i del estado final se vuelve soft, o sea p0i → 0;

2. las partículas i y j del estado final se vuelven colineales, esto es

pµi = λξµ , pµj = (1− λ)ξµ , (3.4.7)

con λ ∈ [0, 1] y ξµ momento total de las partículas involucradas;

6 Al considerar correcciones de orden superior en QCD deben tenerse en cuenta todos los posibles procesos de
emisión real compatibles con el orden perturbativo analizado. Por ejemplo, a NLO solo contribuyen procesos con
emisión de una partícula real. A NNLO, se pueden tener dos emisiones reales, una emisión real junto con un loop
o procesos virtuales a 2-loops (sin partículas adicionales en estado final).
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3. la partícula i del estado final se vuelve colineal con la partícula a del estado inicial, o sea

pµi = λpµa , (3.4.8)

con λ ∈ [0, 1].

Luego, para que los observables sean infrared safe debe ocurrir que

1. si la partícula i del estado final se vuelve soft,

Sn+1

(
pµ1 , . . . , p

µ
i , . . . , p

µ
n+1

)
= Sn

(
pµ1 , . . . , p

µ
n+1

)
, (3.4.9)

esto es, se elimina su presencia del estado final;

2. si las partículas i y j del estado final se vuelven colineales,

Sn+1

(
pµ1 , . . . , λξ

µ, . . . , (1− λ)ξµ, . . . , pµn+1

)
= Sn

(
pµ1 , . . . , ξ

µ, . . . , pµn+1

)
, (3.4.10)

o sea, se reemplazan las partículas i y j por una que tenga el momento total llevado por

ambas;

3. y, si la partícula i del estado final se vuelve colineal con la partícula a del estado inicial

Sn+1

(
pµ1 , . . . , λp

µ
a , . . . , p

µ
n+1

)
= Sn

(
pµ1 , . . . , p

µ
n+1

)
, (3.4.11)

es decir, se elimina su presencia del estado final.

Cabe señalar que de esta forma se asegura la cancelación de divergencias entre las contribuciones

reales y virtuales. Además, el comportamiento impuesto a S es consistente con las limitaciones

experimentales. Dado que los detectores solo pueden contar partículas con energía superior a

cierto valor Emı́n y pueden diferenciarlas únicamente cuando la separación angular entre ellas es

mayor que ∆φmı́n, es razonable que estados de n+1 partículas en las situaciones expuestas sean

considerados como procesos de n partículas en el estado final. Por otra parte, estas propiedades

pueden utilizarse para definir funciones de medida válidas para llevar a cabo cálculos a NNLO u

órdenes superiores.





4. ESQUEMAS DE REGULARIZACIÓN

Tras profundizar en el entendimiento de DREG, en este capítulo discutimos la noción de

esquema de regularización, explicando el origen de cada configuración. Para ello se introducen

parámetros que permiten controlar la dimensión del álgebra de Dirac y del espacio-tiempo, así

como también el número de grados de libertad de las diferentes partículas involucradas. Al final,

comentamos la relación entre los diversos esquemas y formas de conectar cálculos efectuados con

diferentes convenciones, utilizando reglas de Feynman efectivas.

1. Definición de esquemas

Partamos de una teoría cuántica de campos genérica en 4-dimensiones espacio-temporales.

Debido a que en este trabajo trataremos correcciones a 1-loop en QCD, en el resto de esta

discusión nos restringiremos a ese orden perturbativo. Entonces, sabemos que es posible escribir

cualquier amplitud de scattering a 1-loop como

A(1) =
∑

k

A
µ1...µnk

k

∫
d4q

(2π)4
qµ1 . . . qµnk

D
α(k,1)
σ(k,1) . . . D

α(k,n′

k
)

σ(k,n′

k
)

, (4.1.1)

en donde q es el momento del loop y Ak son coeficientes que dependen de los momentos externos,

la configuración de color y el tipo de partículas que participan en el proceso, tanto aquellas que son

observables físicamente (externas) como las que circulan dentro del loop (virtuales). Trabajando

con el integrando, toda la estructura tensorial asociada al proceso se encuentra codificada en

estos coeficientes.

Por su parte, las cantidades Di son los denominadores introducidos por los distintos tipos de

propagadores presentes en la teoría y en el proceso. Se sabe que a 1-loop es posible encontrar

un conjunto de denominadores que permite escribir cualquier producto escalar que involucre al

momento q como combinación lineal única de los mismos. Al momento de expresar explícitamente

las diversas contribuciones a A(1), pueden tener lugar contracciones entre momentos externos y q.

En consecuencia, los factores Di pueden aparecer en el numerador de una integral de Feynman.

Así, la notación utilizada tiene por objetivo enfatizar no solo la posible presencia de Di en el



numerador, sino también expresar términos que solo requieran un subconjunto de dicha base de

denominadores.

La presencia de divergencias en (4.1.1) fuerza el empleo de un método de regularización. Por

las razones mencionadas en el Capítulo 3, el método de regularización dimensional es una de

las opciones más utilizadas para explicitar singularidades en el contexto de teorías de gauge.

Entonces, debemos efectuar la transformación

∫
d4q

(2π)4
→

∫
dDSTq

(2π)DST
≡ ı

∫

q

, (4.1.2)

en donde se introdujo el parámetro DST para denotar la dimensión del espacio asociado al mo-

mento de loop. Es importante considerar DST 6= 4 para evitar las divergencias, aunque el método

no fuerza ninguna elección en particular. Por cuestiones de convención, nos restringiremos a

DST = 4− 2ǫ con ǫ un número complejo arbitrario.

El próximo paso es utilizar alguna técnica de reducción tensorial para obtener expresiones

que solo dependan de integrales escalares, es decir
∫

q

qµ1qµ2 . . . qµm

Dα1
1 Dα2

2 . . . Dαn
n

=
∑

A

F µ1...µm

A ({pi} , {αi} , ηDST)IscalarA ({pi · pj} , DST) , (4.1.3)

en donde {pi} denota el conjunto de posibles vectores físicos externos, los cuales están definidos

en la teoría 4-dimensional. Notemos que los coeficientes que acompañan a las diversas integrales

escalares dependen de DST y, en particular, involucran a ηDST . Esto se debe a que cuando reali-

zamos la reducción tensorial, se propone una estructura para la integral y si el rango es superior

a 2, hay contribuciones que necesariamente requieren utilizar la métrica del espacio-tiempo. De-

bido a que en estos pasos intermedios hay divergencias que deben ser regularizadas, no podemos

tomar el límite ǫ → 0 mientras se están computando las integrales. Por lo tanto, no es consistente

realizar el reemplazo ηDST → η4 en las integrales tensoriales hasta finalizar el cálculo completo.

Por otro lado, exceptuando las contribuciones que provienen de las integrales tensoriales,

DREG tampoco impone ningún tratamiento específico para el resto de los objetos que partici-

pan en el cálculo de los coeficientes Ak. Para ser más explícitos, los coeficientes dependen de

la dimensión del álgebra de Dirac, del número de polarizaciones fermiónicas y bosónicas, y de

la forma en que se tratan los vectores externos. En consecuencia, podemos elegir de forma ar-

bitraria el tratamiento de dichas cantidades, lo cual constituye la definición de un esquema de

regularización. En el contexto de QCD no masiva o de QCD con fotones, podemos introducir los

siguientes parámetros:

ng: número de polarizaciones de los gluones externos,
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hg: número de polarizaciones de los gluones internos,

nq: número de polarizaciones de los quarks externos,

hq: número de polarizaciones de los quarks internos, y

DDirac: dimensión del álgebra de Dirac.

Llegado este punto, es necesario remarcar una sutileza relacionada con los momentos externos.

En el contexto de correcciones virtuales, DREG demanda la extensión del momento de loop a

DST dimensiones para lograr la regularización de las integrales. Sin embargo, tal requisito no es

impuesto sobre los momentos externos, que naturalmente son 4-dimensionales puesto que están

asociados a partículas observables físicamente. La situación cambia completamente al considerar

DREG aplicada a correcciones reales e integrales de espacio de fases, como fue mencionado en

el cálculo de γ∗ → qq̄ a NLO. En tal caso se requiere integrar sobre todo el espacio de fases de

la partícula adicional, con lo cual es imprescindible regularizar las regiones singulares. De esta

manera, aplicar DREG a integrales de espacio de fases impone la necesidad de continuar a DST

dimensiones el momento de partículas externas a nivel amplitud. A pesar de esto, para mantener

la generalidad de la discusión, se permitirá aquí que la dimensionalidad de los momentos externos

sea considerada como un parámetro libre.

Siguiendo con el análisis de los esquemas en DREG, es posible estudiar como relacionar los

parámetros introducidos con la forma en que se llevan a cabo los cálculos. Aquí es necesario retor-

nar a la discusión presentada en el Capítulo 3 e interpretar el regulador d como la dimensión de

un espacio sobre el cuál está definida la teoría física. En consecuencia, suponemos que los objetos

definidos en el contexto de DREG pertenecen a un espacio-tiempo DST-dimensional. Más aún,

se considera que este espacio admite ser expresado en términos del producto directo del espacio-

tiempo usual 4-dimensional y un espacio transverso DST − 4-dimensional. Consecuentemente, si

se define una métrica sobre tal espacio, ηDST
µν , resulta posible emplear la descomposición

ηDST
µν = η4µν ⊕ ηDST−4

µν , (4.1.4)

con η4µν la métrica de Minkowski usual del espacio-tiempo 4-dimensional plano. En particular,

vale que ηDST
µν

(
ηDST−4

)µν
= DST − 4, independientemente de la representación concreta que se le

asigne a la métrica transversa ηDST−4
µν = ηǫµν .



1.1. Álgebra de Dirac y fermiones

Por otro lado, en el espacio DST-dimensional se pueden definir vectores y espinores1. Comen-

cemos escribiendo la dimensión del álgebra de Dirac como

DDirac = 4− 2δǫ , (4.1.5)

en donde δ es un parámetro que nos permite elegir trabajar con un álgebra 4 (δ = 0) o DST-

dimensional (δ = 1). Los espinores se definen partiendo de una representación R de dicha álgebra.

Esto es, consideramos un conjunto de objetos {γµk}k∈Ω ∈ R que verifican

{γµ, γν} = 2(ηDDirac)µνI , (4.1.6)

en donde I corresponde al elemento identidad del espacio en el cual la representación R está

definida. Además, los objetos γ deben ser hermíticos. En el caso DDirac = 4 puede utilizarse el

espacio de las matrices de Dirac usuales: la extensión para DDirac ∈ N es directa. De hecho, se

puede mostrar que cuando DDirac = 2ω con ω ∈ N existe una representación con matrices de

tamaño 2ω. Para el caso DDirac = 2ω + 1, es suficiente con agregar la matriz γ2ω dada por

γ2ω = ıγ0 . . . γ2ω−1 , (4.1.7)

que es la generalización de γ5. Nótese que este último resultado justifica la necesidad de recurrir a

técnicas de orbifolding para introducir proyectores de quiralidad en espacios de dimensión impar,

situación comúnmente encontrada en modelos de extra-dimensiones.

En cambio, al considerar DDirac = 4−2ǫ (con ǫ genérico) es necesario llevar a cabo un proceso

distinto para construir una representación R, debido a que esta resulta de dimensión infinita. En

Ref. (23) se exhibe una construcción recursiva explícita que emplea matrices de tamaño 2ω (con

2ω = DDirac). De esta forma se prueba la existencia de una extensión del álgebra para el caso

DDirac genérico.

Para poder llevar adelante el tratamiento algebraico de los elementos de R tiene que extenderse

el operador traza Tr : R → C sobre dicha representación. En abstracto, dados elementos A,B ∈ R

y escalares a, b ∈ C, el operador Tr debe verificar

1 En el contexto de variedades diferenciales, los campos de vectores se definen como secciones del fibrado
tangente y los espinores surgen naturalmente a partir de las representaciones de álgebras de Clifford inducidas
por la métrica en el espacio tangente. Por ende, existe una conexión entre la dimensión del álgebra de Dirac DDirac

y la dimensión del espacio de partida DST. Estrictamente, si DST ∈ N, luego ambas dimensiones son iguales. Sin
embargo, en el contexto de DREG es admisible tratar DDirac como un parámetro libre, puesto que la teoría física
original está definida sobre un espacio 4-dimensional. Por ende, en el límite ǫ → 0 cualquier definición razonable
de un esquema de regularización debe conducir a DDirac = DST = 4.
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1. Tr(aA+ bB) = aTr(A) + bTr(B) (linealidad),

2. Tr(AB) = Tr(BA) (propiedad cíclica).

Utilizando la existencia de la representación matricial es posible probar la existencia del operador

Tr. Sin embargo, su definición no es unívoca puesto que existe la libertad de establecer el valor

de Tr (I). La elección más general es

Tr (I) = f(DDirac) , (4.1.8)

puesto que DDirac es el único parámetro natural asociado al problema. A pesar de que no hay

restricciones sobre la función f , usualmente se elige f(DDirac) = DDirac. Como veremos explícita-

mente en los cálculos de los próximos capítulos, la dependencia en f se factoriza siempre que se

tengan cadenas cerradas de espinores (loops fermiónicos).

Utilizando las propiedades del operador traza y (4.1.6) se pueden demostrar varias identidades

útiles para el manejo del álgebra de Dirac con DDirac arbitrario. En particular, vale que

γµγµ = DDirac I , (4.1.9)

γµγνγµ = (2−DDirac) γ
ν , (4.1.10)

Tr (γµγν) = f(DDirac) (η
DDirac)µν , (4.1.11)

Tr (γµ) = 0 , (4.1.12)

pudiéndose apreciar que siempre se recuperan los resultados 4-dimensionales habituales al consi-

derar el límite DDirac → 4. De hecho, puede probarse fácilmente que la traza de un número impar

de matrices gamma es siempre nula.

Finalmente, dado que los fermiones son descriptos a través de espinores, es posible establecer

una relación entre el número de polarizaciones de un fermión no masivo y Tr(I). Siguiendo las

convenciones elegidas en Ref. (33), se define

TrExt(I) = 2nq , (4.1.13)

TrInt(I) = 2hq , (4.1.14)

en donde TrExt y TrInt denotan la traza efectuada sobre cadenas espinoriales con fermiones exter-

nos e internos (loops en correcciones virtuales), respectivamente. La razón para considerar una

distinción explícita es que esto permite tratar de forma separada partículas externas e internas,

con el fin de realizar un análisis exhaustivo de la dependencia de los resultados respecto del



esquema empleado. Además, se introducen los parámetros β y βR que verifican

nq = 2− 2βRǫ → TrExt(I) = 4− 4βRǫ , (4.1.15)

hq = 2− 2βǫ → TrInt(I) = 4− 4βǫ , (4.1.16)

y cuya función radica en controlar el número de polarizaciones fermiónicas mientras se realizan

los cálculos.

1.2. Vectores de gauge

Ahora pasemos a analizar el parámetro hg, que está relacionado con el propagador gluónico.

Si trabajamos en LCG, es posible escribir la suma sobre polarizaciones gluónicas internas de

acuerdo a

dµν(p, n) = −
(
η4µν + αRη

DDirac−4
µν

)
+

pµnν + nµpν
p · n , (4.1.17)

en donde n es el vector de cuantización, que verifica n2 = 0 (por ser un vector nulo o tipo luz) y

n · p 6= 0. Para tener en cuenta el número de polarizaciones de los gluones internos se introduce

el parámetro αR. En particular, se sabe que

hg = dµν(p, n)(η
DST)µν , (4.1.18)

en donde la contracción tiene que ser efectuada con la métrica DST-dimensional. Esto se debe

a que siempre estamos asumiendo que el espacio 4-dimensional usual es un subespacio de su

extensión DST-dimensional2. Empleando (4.1.17), se aprecia que si αR = 0 entonces hg = 2

independientemente del valor de DDirac. Es interesante destacar que esta conclusión depende

fuertemente de que n sea la extensión nula DST-dimensional de un vector 4-dimensional y que el

tensor métrico sea diagonal también en DST-dimensiones. Por otro lado, es posible apreciar que

si se elige δ = 0 (lo cual corresponde a tomar DDirac = 4), entonces se elimina la dependencia

respecto de αR en (4.1.17).

Cabe destacar que expresamos dµν(p, n) en términos de ηDDirac por cuestiones relacionadas con

la implementación de los cálculos (ver Capítulo 7). De todas formas, esta elección solo modifica

la forma en que se eligen los parámetros para definir esquemas específicos. En consecuencia,

el estudio de las diversas configuraciones se podría haber llevado a cabo de forma similar si

ηDDirac → ηDST .

2 Dicha observación tiene sentido en el contexto de DREG puesto que podemos evitar valores de DST ∈ N

menores a 4. Además, un espacio con DST ∈ C suele interpretarse en términos de un espacio de dimensión
infinita. Para más detalles, se sugiere seguir los comentarios presentes en Ref. (23).
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Por otra parte, es posible controlar el número de polarizaciones de los gluones externos defi-

niendo

dExtµν (p,Q) =
∑

phys.pol.

ǫ∗µ(p)ǫν(p) = −
(
η4µν + αηDST−4

µν

)
+

pµQν +Qµpν
p ·Q , (4.1.19)

en donde Q es un vector tipo luz arbitrario que verifica Q2 = 0 y Q · p 6= 0. Cuando llevemos a

cabo los cálculos de forma explícita, utilizaremos la elección Q = n con el objetivo de simplificar

los pasos intermedios. Por otro lado, si apelamos a (4.1.19) y contraemos el tensor de polarización

con la métrica espacio-temporal, encontramos que

ng = dExtµν (p, n)(ηDST)µν = 2− 2αǫ , (4.1.20)

con lo cual el número de polarizaciones externas queda expresado de forma explícita en términos

del parámetro α.

Para concluir esta discusión sobre los tensores de polarización gluónicos, analicemos algunas

de sus propiedades. Debido a que se está trabajando en un gauge axial, estos objetos deben

verificar

ortogonalidad respecto al vector de cuantización o de referencia

dµν(p, n)n
µ = 0 = dExtµν (p, n)nµ , (4.1.21)

ortogonalidad respecto al momento externo

dExtµν (p, n)pµ = 0 , (4.1.22)

dµν(p, n)p
µ ∝ p2.

Estos requisitos están directamente relacionados con restricciones físicas. La primer condición se

debe a la elección de gauge, ya que n es el vector de referencia para llevar a cabo el fijado de un

gauge físico y eliminar las polarizaciones espurias (ver Capítulo 1). El segundo requerimiento se

vincula con el hecho de que los gluones externos son partículas no masivas y que se encuentran en

su capa de masa (o sea, que cumplen la relación de dispersión). Explícitamente, se trata de una

consecuencia directa de ǫ(p) · p = 0. El último requisito permite recuperar la ortogonalidad con

el momento transportado cuando se efectúa un corte en el loop. Esta condición es sumamente

importante en el contexto de los métodos de unitariedad, puesto que permite establecer que los

gluones internos (virtuales) se comportan del mismo modo que las partículas externas cuando

vale q2 = 0. Cabe señalar que este enfoque provee una interpretación alternativa de la cancelación



de divergencias IR, y además justifica la necesidad de contar con esquemas de regularización que

traten del mismo modo a las partículas internas y externas.

Continuando con el análisis de las propiedades de dµν y dExtµν , podemos emplear las ecuaciones

(4.1.17) y (4.1.19) para mostrar que se verifica

dµν(p, n)n
µ = −nν +

(p · n)nν + n2 pν
p · n = 0 = dExtµν (p, n)nµ , (4.1.23)

en donde se uso fuertemente que n es un cuadrivector nulo y que nµηDDirac−4
µν = 0. Un resultado

similar se obtiene cuando se consideran a los momentos externos como la extensión nula de

cuadrivectores tipo luz, o sea que cumplen p = p(4) ⊕~0. En tal caso, se obtiene

dExtµν pµ = −pν +
p2 nν + (p · n) pν

p · n = 0 , (4.1.24)

lo que demuestra que todos los requisitos exigidos anteriormente son cumplidos por el tensor de

polarización de los gluones externos, al estar estos asociados a partículas observables.

Sin embargo, DREG fuerza a que los momentos internos sean expresados de la forma p =

p(4)⊕p(DST−4), en donde la componente en el espacio transverso es completamente arbitraria. Por

lo tanto, cuando se efectúa la contracción del momento con el tensor de polarización se obtiene

dµν(p, n)p
µ = −

(
p(4)ν + δαRp

(DST−4)
ν

)
+

p2 nν + (p · n) pν
p · n

= p2
nν

p · n + (1− δαR)p
(DST−4)
ν , (4.1.25)

lo cual indica la posibilidad de que, para ciertas combinaciones de parámetros, los propagadores

no cumplan todos los requisitos de consistencia física. En este trabajo exploramos estas circuns-

tancias en el contexto del cálculo de amplitudes de splitting a NLO, donde mostramos de forma

explícita que la violación de estas imposiciones puede alterar la estructura de polos IR de los

resultados (ver Capítulo 7).

Finalmente, un breve comentario sobre los momentos externos en el cálculo de correcciones

reales. Al aplicar DREG para regularizar las divergencias IR de partículas externas, el momento

de las mismas es extendido a DST dimensiones y adquiere una componente no trivial en la

dirección transversa. Por ende, volviendo a la segunda condición del listado previo, tenemos que

dExtµν (p, n)pµ = −
(
p(4)ν + αp(DST−4)

ν

)
+

p2 nν + (p · n) pν
p · n

= p2
nν

p · n + (1− α)p(DST−4)
ν , (4.1.26)

en donde empleamos (4.1.19). Sin embargo, las partículas externas están on-shell, lo que implica

que cumplen la relación de dispersión. De acuerdo a la forma en que se realiza la extensión de esta
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relación a DST dimensiones, tener partículas reales on-shell podría significar
(
p(4)
)2

= 0 o bien

p2 = pµpνηDST
µν = 0. Notemos que no es admisible imponer ambos requisitos simultáneamente,

puesto que

0 = p2 =
(
p(4)
)2

+
(
p(DST−4)

)2
=
(
p(DST−4)

)2
. (4.1.27)

Dado que la restricción de la métrica diagonal DST-dimensional al espacio transverso es rieman-

niana, se tiene un producto interno definido positivo y con ello

(
p(DST−4)

)2
= 0 =⇒ p(DST−4)

µ = 0 , (4.1.28)

lo cual impide el uso de DREG al forzar que los momentos externos sean estrictamente 4-

dimensionales. En consecuencia, es posible reescribir (4.1.26) como

dExtµν (p, n)pµ = ξ
(
p(DST−4)

)2 nν

p · n + (1− α)p(DST−4)
ν , (4.1.29)

en donde se introdujo el parámetro ξ que permite elegir entre la condición de capa de masa

en 4 (ξ = 1) o DST (ξ = 0) dimensiones. De esta manera, se puede apreciar que una elección

patológica de parámetros podría conducir a resultados inconsistentes a nivel de secciones eficaces

(elementos de matriz al cuadrado).

1.3. Definición de esquemas

Tras haber introducido un conjunto de parámetros que podemos modificar en el contexto

de DREG, es necesario explicar como recuperar algunos de los esquemas más frecuentemente

utilizados en la comunidad de física de altas energías. Comencemos analizando el esquema de

regularización dimensional convencional o CDR (por sus siglas en inglés) (19; 20; 34). En el

mismo, las partículas externas e internas son tratadas de la misma forma. Explícitamente, todos

los momentos son extendidos a DST dimensiones, los gluones tienen 2 − 2ǫ polarizaciones y

los fermiones no masivos tienen 2 grados de libertad. En otras palabras, en CDR se utiliza

ng = hg = 2−2ǫ y hq = nq = 2, con DDirac = 4−2ǫ. De acuerdo a los parámetros antes definidos,

utilizar este esquema es equivalente a establecer α = 1, αR = 1 y δ = 1. Además debe fijarse

β = 0 = βR, que es una elección que se adopta en todos los esquemas tradicionales.

Por otro lado, se tiene el esquema de t’Hooft-Veltman (HV), que fue introducido en Ref. (20) y

se considera como la formulación original del método. En el mismo, los momentos de las partículas

internas son continuados a DST dimensiones, pero los externos se mantienen en 4 dimensiones.

Como se señala en Ref. (35), cuando los estados externos dan lugar a una configuración cinemática

con divergencias IR es necesario llevar a cabo la regularización extendiendo los momentos a DST

dimensiones. Esto lleva a introducir una diferenciación entre estados externos observables (es



decir, aquellos asociados a cantidades mensurables experimentalmente) y no observables (como

los que aparecen al considerar correcciones por emisión real). La continuación de los momentos

externos solo se lleva a cabo en este último caso. Más allá de estas cuestiones, HV se distingue

de CDR por la forma en que se tratan los grados de libertad bosónicos. A pesar de que todos los

fermiones no masivos cuentan con 2 polarizaciones, solo los gluones internos poseen 2−2ǫ grados

de libertad ya que los externos tienen 2 polarizaciones físicas. Explícitamente, en HV se utiliza

ng = 2 = nq = hq y hg = 2 − 2ǫ. Con los parámetros introducidos en este trabajo, emplear HV

es equivalente a elegir δ = 1 = αR, α = 0 y αR = 1.

A veces es preferible tratar a todas las partículas como objetos 4-dimensionales, a pesar

de que los momentos internos sean extendidos a un espacio DST-dimensional. En el esquema

de helicidades 4-dimensionales (FDH) (36; 37), los fermiones no masivos y los gluones tienen

solamente 2 grados de libertad físicos, tanto si se trata de estados externos como internos. Esto

quiere decir que FDH se define estableciendo ng = hg = 2, nq = hq = 2 y DDirac = 4, o

δ = 0 = α = αR con nuestra convención de parámetros. Los momentos externos son mantenidos

en 4 dimensiones, exceptuando procesos en los cuales existan singularidades IR. La principal

ventaja de este esquema radica en la posibilidad de utilizar las técnicas de helicidad (ver Capítulo

2) para obtener resultados compactos. Siendo más específicos, fijar 2 grados de libertad físicos

para los gluones permite que los mismos sean representados con vectores de polarización ǫµ

en 4 dimensiones. Además, este esquema puede ser aplicado en el contexto de los métodos de

unitariedad para reconstruir amplitudes a 1-loop.

Finalmente, existe otra elección posible conocida como reducción dimensional (DRED) (37;

38). Al igual que en FDH, todas las partículas no masivas tienen 2 grados de libertad físicos

(ng = hg = 2, nq = hq = 2 y DDirac = 4). Sin embargo, en este caso todos los momentos

intervinientes son continuados a DST dimensiones. Este hecho fuerza la introducción de nuevos

estados, conocidos como gluones escalares, para poder mantener la consistencia teórica. De hecho,

este esquema deriva de haber efectuado la reducción dimensional de un lagrangiano en DST

dimensiones, compactificando las direcciones adicionales y manteniendo un espacio-tiempo 4-

dimensional.

Más allá de las sutilezas relacionadas con los momentos externos, tanto DRED como FDH

poseen la ventaja de involucrar el mismo número de grados de libertad fermiónicos y bosó-

nicos (exceptuando a los gluones escalares). De esta manera, permiten ser aplicados a teorías

supersimétricas sin alterar sus propiedades (como, por ejemplo, las identidades de Ward supersi-

métricas). Una discusión muy detallada acerca de la implementación de ambos esquemas puede

ser encontrada en Ref. (36). En la misma, el autor agrupa DRED y FDH en la categoría de esque-

mas de reducción dimensional y señala que los mismos no son equivalentes, pudiendo conducir a
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Esquema ng hg δ αR α βR β

TSC 2− 2ǫ 2− 2ǫ 1 1 1 1 1

CDR 2− 2ǫ 2− 2ǫ 1 1 1 0 0

HV 2 2− 2ǫ 1 1 0 0 0

FDH 2 2 0 1 0 0 0

HSA 2− 2ǫ 2 1 0 1 0 0

HSB 2 2 1 0 0 0 0

Tab. 4.1: Tabla con las configuraciones de parámetros empleadas en este trabajo. Con la excepción del

esquema TSC, en los casos restantes se establece el número de polarizaciones fermiónicas, tanto

internas como externas, igual a 2 (esto es β = 0 = βR).

resultados distintos.

Por otra parte, es necesario remarcar que CDR, HV y DRED respetan la unitariedad de la

matriz de scattering, al menos hasta N3LO en el contexto de QCD (35). Más aún, como es de

esperar, los resultados obtenidos son equivalentes. Esto conduce a que los observables físicos sean

independientes de la elección de esquema. Sin embargo, FDH viola unitariedad cuando es aplicado

a teorías no supersimétricas más allá de NLO. El principal inconveniente radica en la presencia

de un número desigual de grados de libertad. En concreto, el problema es originado porque el

momento de los gluones internos es continuado a DST dimensiones pero solo se consideran 2

grados de libertad físicos. Los grados de libertad transversos o evanescentes relacionados con los

gluones escalares que se introducen en DRED resultan cruciales para lograr la consistencia. Cabe

señalar que CDR y HV carecen de este inconveniente pues imponen un tratamiento consistente

de los grados de libertad de las estados internos que se están regularizando.

Más allá de estos esquemas conocidos, si se cambian los parámetros αR, α, δ y el valor de Tr(I)

es posible construir nuevas configuraciones. Algunas variaciones de CDR, HV y FDH/DRED

con Tr(I) = 4 − 4ǫ fueron estudiadas en Ref. (33) en el contexto de funciones de splitting a

LO. En particular, los autores analizaron las consecuencias de elegir esos modelos alternativos

(toy models) cuando se lleva a cabo un cálculo NLO completo, en el contexto del método de

sustracción. Más aún, definieron un nuevo esquema (al que aquí llamamos TSC) en el cual

ng = nq = 2 − 2ǫ = hq = hg y se extienden todos los momentos a DST dimensiones. En

este trabajo, decidimos explorar esas configuraciones pero aplicadas al estudio de amplitudes y

funciones de splitting a NLO en QCD (39). De hecho, como se muestra en el Capítulo 8, TSC

preserva las relación de Ward supersimétrica a 1-loop en el contexto de una teoría de Yang-Mills

con N = 1. Así, resulta que esta configuración de parámetros es equivalente a una extensión del

esquema CDR compatible con supersimetría.



Por otra parte, además de permitir diferentes valores de hq y nq, en el trabajo también dis-

cutimos acerca de los denominados esquemas híbridos. Debido a que llevamos a cabo todos los

cálculos manteniendo todos parámetros libres (esto es, sin establecer valores específicos en los

pasos intermedios), pudimos explorar las consecuencias de realizar diversas elecciones no con-

vencionales. En particular, fijando DDirac = 4 − 2ǫ (δ = 1) y hg = 2 (αR = 0) podemos elegir el

número de polarizaciones de los gluones externos. En consecuencia, definimos el esquema HSA

cuando ng = 2−2ǫ (α = 1) y HSB para ng = 2 (α = 0). En el Capítulo 7 estudiamos exhaustiva-

mente la consistencia de los mismos, tomando como caso de aplicación la amplitud de splitting

q → gq a NLO. Allí mostramos que el empleo de estos esquemas conduce a incompatibilidades

en la estructura de las divergencias IR. Las razones que conducen al mencionado conflicto son

similares a las que originan la inconsistencia de FDH en cálculos a órdenes superiores.

Para concluir y facilitar la interpretación de los resultados, un resumen de todos los esquemas

considerados se muestra en la table 4.1.

2. Reglas de Feynman en DREG

Es interesante estudiar la aparición de nuevos objetos escalares cuando se aplican ciertos

esquemas de DREG en un espacio D-dimensional. Esto se debe a que es posible descompo-

ner vectores en D dimensiones como vectores 4-dimensionales junto a D− 4 partículas escalares

(38), como suele efectuarse en el contexto de reducción dimensional. En otras palabras, una teoría

originalmente formulada en 4 dimensiones puede ser extendida a D dimensiones y, tras compac-

tificar las direcciones adicionales, volver a 4 dimensiones. La extensión y posterior reducción en

la dimensionalidad de los objetos intervinientes (campos) es la que conduce a la aparición de los

grados de libertad adicionales, interpretados como partículas. Por supuesto, introducir nuevas

partículas nos fuerza a obtener nuevas reglas de Feynman para escribir los diagramas que las

involucren.

Antes de abordar el problema concreto de los gluones escalares en DREG, notemos que la

situación que estamos analizando aquí es distinta a la que usualmente se encuentra en teorías

de extra-dimensiones. En las mismas, se pasa de una teoría originalmente definida en 4 a su

extensión a D ∈ N dimensiones, con lo cual el nuevo espacio sigue admitiendo una interpretación

en términos de variedades diferenciales. En consecuencia, el proceso de compactificar D − 4

dimensiones puede llevarse a cabo simplemente identificando cada nueva dirección con un círculo3.

3 Es posible compactificar un espacio de varias formas distintas y no existe una manera genérica de efectuar
el procedimiento. La elección aquí expuesta es una de las más empleadas en el contexto de teorías de extra-
dimensiones. Sin embargo, desde el punto de vista matemático, podría emplearse la compactificación tipo Alexan-
droff (compactificación en un punto) o construcciones más abstractas, como la compactificación de Stone-Čech.
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Al disponer de direcciones compactas, es posible efectuar una descomposición en modos normales

e identificar las excitaciones de los campos proyectados sobre las dimensiones adicionales en

términos de partículas, que son los conocidos como modos de Kaluza-Klein.

Sin embargo, en DREG, D no es necesariamente un número natural. Por ende, el enfoque de

reducción dimensional tradicional no puede ser utilizado de la misma manera. La estrategia que

se sigue aquí consistirá en efectuar una descomposición forzada de todos los objetos de la teoría

en términos de contribuciones 4 y D−4-dimensionales. Entonces, partamos del lagrangiano usual

de QCD no masiva en 4-dimensiones definido en (1.1.14). Sabiendo que los términos cinéticos se

asocian con los propagadores, comencemos expandiendo los términos de interacción, que pueden

escribirse como

LInt
QCD = Lf̄gf

QCD + L3g
QCD + L4g

QCD , (4.2.1)

en donde

Lf̄gf
QCD = −

∑

f

gSµ
ǫT a

ij Ψ̄
i
fγ

µΨj
f A

a
µ , (4.2.2)

L3g
QCD =

gSµ
ǫfabc
2

(
∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ

)
Ab µAc ν , (4.2.3)

L4g
QCD = −g2Sµ

2ǫ

4
fabcfadeA

b
µA

c
νA

dµAe ν , (4.2.4)

son las contribuciones relacionadas con el vértice fermión-gluón, y las interacciones de tres y

cuatro gluones, respectivamente. Notemos que aquí se incluye la escala µ para mantener el aco-

plamiento sin dimensiones y hemos especificado D = 4− 2ǫ como la dimensión del espacio sobre

el cual se extiende la teoría.

Ahora consideremos que la métrica del espacio-tiempo, ηD, es diagonal y que puede ser

expresada en términos de un producto directo. Luego podemos efectuar la descomposición

Aa
µ = Âa

µ + Ãa
µ , (4.2.5)

γµ = γ̂µ + γ̃µ , (4.2.6)

en donde Â, γ̂ son cantidades asociadas al espacio 4-dimensional, mientras que Ã, γ̃ se asocian

a las componentes en el espacio transverso D − 4-dimensional. También se tiene que

{γ̃µ, γ̂ν} = 0 , (4.2.7)

ηDµν Ã
µÂν = 0 , (4.2.8)

El método elegido depende de las propiedades que quieran preservarse del espacio original.



debido a la ortogonalidad de los subespacios 4 y D − 4-dimensional. Nótese que esto es lo que

permite efectuar una extensión diagonal de la métrica al espacio de D dimensiones. Además, las

descomposiciones efectuadas hasta este punto son completamente generales (esto es, valen para

cualquier D, aún cuando no sea un número natural).

Sin embargo, existe una sutileza relacionada con las simetrías asociadas a la teoría extendida.

Sabemos que la teoría original en 4 dimensiones respeta la invariancia de Poincarè. Sin embargo,

al pasar a un espacio D-dimensional no está establecido de forma unívoca el grupo de simetrías

espacio-temporales. El único requisito que debe verificarse es que se recupere la invariancia 4-

dimensional en el límite D → 4. En consecuencia, hay dos elecciones naturales. Por un lado,

podemos retener solamente las simetrías 4-dimensionales, en cuyo caso se tiene que Ã se comporta

como un 4-vector mientras que Â no transforma ante el grupo de Poincarè 4-dimensional. Es

este hecho el que motiva la denominación de gluón escalar para el campo Â. Cabe señalar que

esta elección es la que se emplea en el contexto de las teorías de extra-dimensiones usuales,

en particular para justificar el empleo de reducción dimensional. Pero, por otro lado, se podría

extender el grupo de simetría a D dimensiones. Más allá de las dificultades técnicas para definir

rigurosamente la noción de invariancia de Poincarè D-dimensional, en tal caso una transformación

de Lorentz general combinaría las componentes Ã y Â, aunque A transforme como un vector con

D componentes.

Antes de continuar con la discusión central, es útil realizar una reinterpretación del significado

de las dimensiones transversas y las polarizaciones adicionales de los gluones. Cuando se retiene

solamente la invariancia de Poincaré 4-dimensional, tenemos gluones representados por 4-vectores

y un conjunto de D − 4 grados de libertad que transforman como escalares. En consecuencia,

podemos pensar que los grados de libertad adicionales se convierten en distintos sabores de

partículas escalares. Esto es algo completamente análogo a la aparición de modos de Kaluza-

Kelin en teorías de extra-dimensiones, con la diferencia de que aquí no podemos efectuar la

compactificación de las direcciones transversas.

Volviendo al análisis de los gluones escalares, usando las expresiones para los términos de

interacción en el lagrangiano (1.1.14) se obtiene

Lf̄gf
QCD = −µǫgST

a
ij

∑

f

(
Ψ̄i

f γ̂
µΨj

f Â
a
µ + Ψ̄i

f γ̃
µΨj

f Ã
a
µ

)
, (4.2.9)

L3g
QCD = µǫgSfabc

[
(∂µÂ

a
ν)Â

b µÂc ν + (∂µÂ
a
ν)Ã

b µÂc ν + (∂µÃ
a
ν)Â

b µÃc ν

+ (∂µÃ
a
ν)Ã

b µÃc ν
]
, (4.2.10)

L4g
QCD = −µ2ǫg2S

4
fabcfade

[
Âb

µÂ
c
νÂ

dµÂe ν + 2Âb
µÃ

c
νÂ

dµÃe ν + Ãb
µÃ

c
νÃ

dµÃe ν
]
, (4.2.11)
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en donde debe tenerse en cuenta que algunos de los índices se relacionan con el espacio físico

4-dimensional, mientras que otros etiquetan componentes en las direcciones transversas. En la

figura 4.1 se muestran los posibles vértices de interacción que involucran gluones escalares. Puede

apreciarse que hay seis tipos distintos de interacciones: fermión-escalar (ff̄s), gluón-gluón-escalar

(ggs), gluón-escalar-escalar (gss), triple vértice escalar (sss), gluón-gluón-escalar-escalar (ggss)

y vértice cuádruple de escalares (ssss).

Fig. 4.1: Vértices de interacción disponibles que involucran gluones escalares. Tras expandir el lagran-

giano de QCD en D dimensiones se encuentran las siguientes posibilidades: A fermión-escalar-

fermión, B gluón-escalar-gluón, C triple vértice escalar, D escalar-gluón-escalar, E dos escalares

y dos gluones, y F vértice cuádruple escalar. Apréciese que se está empleando la convención de

momentos salientes para todas las partículas intervinientes.

Luego de identificar los términos en el lagrangiano que originan las posibles interacciones de

los gluones escalares, estamos en condiciones de deducir las correspondientes reglas de Feynman.

Utilizando la función V3g (p
µ
1 , p

ν
2, p

σ
3 ) definida en (2.2.12) e introduciendo

V4g(p
µ
1 , p

ν
2, p

ρ
3, p

σ
4 , a, b, c, d) = fabefcde

(
ηDST
µρ ηDST

νσ − ηDST
µσ ηDST

νρ

)

+ facefbde
(
ηDST
µν ηDST

ρσ − ηDST
µσ ηDST

νρ

)

+ fadefcbe
(
ηDST
µν ηDST

ρσ − ηDST
µρ ηDST

νσ

)
, (4.2.12)

las reglas de Feynman usuales para QCD 4-dimensional se expresan como:

vértice fermión-gluón-fermión −ıgST
aγ̂µ,



vértice de tres gluones gSfabcV3g(p
µ1

1 , pν12 , pσ1
3 )η4µ1µ

η4ν1νη
4
σ1σ

,

y cuádruple vértice de gluones −ıg2SV4g(p
µ1

1 , pν12 , pρ13 , pσ1
4 , a, b, c, d)η4µ1µ

η4ν1νη
4
ρ1ρ

η4σ1σ
,

en donde se está llevando a cabo de forma explícita la proyección de los índices de Lorentz sobre

el espacio 4-dimensional a través de la contracción con η4. Notemos que estas reglas habían sido

presentadas en el Capítulo 1 (ver figura 1.2), aunque aquí las reescribimos para efectuar una

distinción explícita entre las contribuciones 4 dimensionales y aquellas que provienen del espacio

transverso. A partir de las mismas, es posible conseguir el siguiente conjunto de reglas para

interacciones que involucran gluones escalares:

ff̄s: −ıgscalarS µǫT aγ̃µ,

ggs: gscalarS µǫfabcV3g(p
µ1

1 , pν12 , pσ1
3 )ηǫµ1µ

η4ν1νη
4
σ1σ

,

gss: gscalarS µǫfabcV3g(p
µ1

1 , pν12 , pσ1
3 )η4µ1µ

ηǫν1νη
ǫ
σ1σ

,

sss: gscalarS µǫfabcV3g(p
µ1

1 , pν12 , pσ1
3 )ηǫµ1µ

ηǫν1νη
ǫ
σ1σ

,

ggss: −2ı
(
gscalarS

)2
µ2ǫV4g(p

µ1

1 , pν12 , pρ13 , pσ1
4 , a, b, c, d)ηǫµ1µ

ηǫν1νη
4
ρ1ρ

η4σ1σ
,

y sss −ı
(
gscalarS

)2
µ2ǫV4g(p

µ1

1 , pν12 , pρ13 , pσ1
4 , a, b, c, d)ηǫµ1µ

ηǫν1νη
ǫ
ρ1ρ

ηǫσ1σ
,

en donde fueron empleadas las etiquetas introducidas en la figura 4.1 y las convenciones mostradas

en 1.2. El factor 2 adicional presente en el vértice ggss proviene de la expansión del lagrangiano

dada en (4.2.11).

Como observación final, nótese que cuando se consideran interacciones en las que intervienen

los gluones escalares es necesario efectuar el reemplazo gS → gscalarS . La razón del mismo yace en

que estas partículas tienen que ser consideradas como nuevos objetos en el modelo, los cuales

presentan un comportamiento independiente de los gluones vectoriales. Por ende, siguiendo el

principio de Landau, es necesario escribir el lagrangiano más general posible, que sea compatible

con las simetrías del problema. Pero cuando se impone solamente la invariancia frente al grupo

de Poincaré 4-dimensional, existe la libertad de tratar los acoplamientos vectoriales y escalares

de forma independiente, lo cual justifica el reemplazo efectuado. Cabe señalar que, a pesar de

que gS = gscalarS al orden más bajo en gS, estos acoplamientos evolucionan de forma distinta (esto

es, sus ecuaciones de grupo de renormalización no son iguales). Ello implica que pueden diferir

al considerar la teoría a órdenes superiores, como se discute detalladamente en Refs. (40; 41).
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2.1. Propagadores escalares y reglas efectivas

Como se puede apreciar de lo discutido antes, emplear gluones escalares en los cálculos implica

tener en cuenta ciertos detalles técnicos. Por ello, para poder escribir amplitudes de scattering

que incluyan estas partículas es necesario utilizar reglas de Feynman efectivas.

Comencemos analizando los propagadores. Como vimos en el Capítulo 1, el propagador gluó-

nico en LCG se escribe

DG (p, µ, ν) = ı
dµν(p, n)

p2
, (4.2.13)

con dµν(p, n) dado por (4.1.17). Es importante señalar que aquí estamos omitiendo la prescrip-

ción involucrada para definir los propagadores, en particular en LCG (ver Capítulo 5), aunque

asumimos que siempre está presente. Por otro lado, como se mostró previamente, el número

de polarizaciones gluónicas puede modificarse cambiando el valor de los parámetros αR y δ. Si

trabajamos en un espacio-tiempo DST-dimensional, los gluones pueden ser tratados como DST-

vectores estableciendo η = ηDST en la definición del tensor de polarización (o, en términos de la

parametrización empleada, fijando αR = 1 y δ = 1), en cuyo caso vale que

hg = dµν(p, n)(η
DST)

µν
= DST − 2 . (4.2.14)

También es posible descomponer el campo de gluones en términos de un vector 4-dimensional

junto con DST − 4 escalares, eligiendo η = η4 en DG y usando el propagador

DS (p, µ, ν) = −ı
ηǫµν
p2

, (4.2.15)

para los gluones escalares. Realizando un conteo de grados de libertad bosónicos, se encuentra

en este caso que los gluones vectoriales aportan

d4µν(p, n)(η
DST)

µν
= 2 (4.2.16)

polarizaciones físicas mientras que los gluones escalares contribuyen con

ηǫµν(η
DST)

µν
= DST − 4 (4.2.17)

grados de libertad. Es por esta razón que las partículas escalares tienen que ser incluidas cuando

se fuerza a que el número de polarizaciones internas sea 2−2ǫ mientras se trabaja con un álgebra

de Dirac 4-dimensional. En otras palabras, los resultados en el esquema HV se podrían recuperar

agregando la correspondiente contribución de los gluones escalares al cálculo efectuado en FDH.

Es importante destacar que el mismo análisis puede efectuarse cuando se consideran gluones

externos. Trabajando sobre la teoría en DST dimensiones, podemos descomponerlos en 4-vectores



más un conjunto de DST − 4 partículas escalares. Apréciese que esto implica que los gluones

escalares pueden intervenir como patas externas de diagramas de scattering para compensar

el número total de grados de libertad gluónicos al trabajar con DDirac = 4. Explícitamente, si

tomamos el tensor de polarización para gluones externos y tenemos en cuenta la presencia de

partículas escalares, es posible escribir

∑

pol.∈DST

ǫ∗µ(p)ǫν(p) =

(
−η4µν +

pµQν +Qµpν

p ·Q

)
+
(
−ηǫµν

)
(4.2.18)

=
∑

pol.∈4D
ǫ∗µ(p)ǫν(p) + ǫ̂∗µ̂(p)ǫ̂ν̂(p) , (4.2.19)

en donde estamos empleando la extensión diagonal de la métrica espacio-temporal e interpretamos

{µ̂, ν̂} ∈ (DST − 4) como un número complejo.

Cabe señalar que la descomposición vector-escalar es realizada con el objetivo de poder usar

ciertas propiedades del álgebra de Dirac que solo son válidas cuando DDirac ∈ N (o, incluso, sola-

mente cuando DDirac = 4). Más aún, puede decirse que nos permite dejar de lado las componentes

transversas ǫ-dimensionales que son artificialmente introducidas por el método de regularización.

Pero, cuando elegimos retener solamente la invariancia de Poincaré en 4 dimensiones, debemos

usar DDirac = 4 y considerar a los fermiones como entidades 4-dimensionales. Esto permite sim-

plificar significativamente el tratamiento de cadenas de espinores, las cuales suelen aparecer de

forma explícita en cálculos a nivel amplitud de scattering.

Tomando como punto de partida las definiciones de V3g y V4g, junto con las reglas de Feynman

para los vértices de gluones escalares inducidas a nivel lagrangiano, es posible obtener algunas

nuevas reglas efectivas para trabajar de forma simplificada con estas partículas. Para obtenerlas,

debemos modificar las expresiones anteriores utilizando fuertemente el hecho de que ηDST es

diagonal, lo cual equivale a decir que la métrica no mezcla contribuciones del espacio físico con

aquellas presentes en el espacio transverso. Comenzando con las interacciones de tres partículas,

se tiene:

gscalarS µǫfabcη
4
νσ(p3 − p2)µ̂ para el vértice ggs;

gscalarS µǫfabcη
ǫ
ν̂σ̂(p2 − p3)µ para la interacción gss;

y gscalarS µǫfabcV3g(p
µ̂
1 , p

ν̂
2, p

ρ̂
3) para sss.

Nótese que estas reglas concuerdan con la forma usual de las reglas de Feynman para interacciones

vector-escalar. Además, aquí puede interpretarse ηǫρσ como una función delta de Kronecker cuyo

valor es 1 si las partículas escalares tienen el mismo índice y 0 en caso contrario. Siguiendo las
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mismas ideas, es posible simplificar las interacciones cuádruples y obtener las siguientes reglas

efectivas:

−2ı
(
gscalarS

)2
µ2ǫ(facefbde + fadefbce)η

4
σρη

ǫ
µν para la interacción ggss;

y −ı
(
gscalarS

)2
µ2ǫV4g(µ̂, ν̂, σ̂, ρ̂, a, b, c, d) para el vértice ssss;

en donde, nuevamente, se puede apreciar el acuerdo entre estas expresiones y las reglas de Feyn-

man para partículas escalares.

Para concluir este capítulo, hagamos un breve comentario acerca de la interacción fermión-

escalar. Este es el único vértice que involucra la presencia de matrices γ̂. Debido a que al trabajar

con gluones escalares se establece DDirac = 4 y los fermiones son objetos pertenecientes a un

espacio 4-dimensional, estas matrices de Dirac extra-dimensionales actúan de forma trivial sobre

los espinores. En consecuencia, no es necesario incluirlas dentro de las cadenas espinoriales, lo

cual conduce a la existencia de interacciones que violan la conservación de helicidad. Mas aún,

si se tienen dos matrices γ̂ dentro de una cadena espinorial, usando el hecho de que {γ̂µ, γ̃ν} = 0

junto con {γ̂µ, γ̂ν} = 2ηǫµν I, es posible eliminar los indices que corren sobre las componentes del

espacio transverso. En el Capítulo 7, al analizar las distintas contribuciones a la amplitud de

splitting q → gq a NLO, mostraremos de forma explícita la validez de estas afirmaciones y su

utilidad para simplificar notablemente los cálculos.





5. INTEGRALES DE FEYNMAN

Las integrales de Feynman son objetos que naturalmente aparecen en cálculos perturbativos.

En este capítulo, nos centramos en las propiedades de las mismas en el contexto de DREG.

Discutimos los métodos usuales de cálculo (parametrizaciones de Schwinger-Feynman y la re-

ducción de Passarino-Veltman). Además, se describe el método de integración por partes (IBP),

que constituye una herramienta muy poderosa para simplificar cómputos multi-partícula. En la

parte final del capítulo se describen las integrales de Feynman en el contexto del light-cone gauge

(LCG).

1. Definiciones previas

Comencemos con una teoría de campos regularizada con DREG en DST = 4−2ǫ dimensiones.

Siguiendo el procedimiento de cuantización esbozado en el Capítulo 1 y su posterior expansión

perturbativa, vemos que los órdenes superiores involucran sumas sobre estados intermedios vir-

tuales. Expresados con diagramas de Feynman, tales términos corresponden a grafos con lazos

cerrados o, equivalentemente, momentos libres. Estas contribuciones se conocen como loops (o

diagramas con loops). Trabajando en el espacio de momentos, la presencia de un estado virtual

implica una suma sobre todas las posibles configuraciones cinemáticas. Debido a que existe un

continuo de momentos, cada loop se asocia a una integral sobre el momento libre correspondiente.

De tal forma, una amplitud de scattering con l-loops se puede escribir genéricamente como

A(l) = −ı

∫ l∏

j=1

∑

n

dDSTqj
(2π)DST

An(pi, qi, DST)∏
Dk(qi, pi,mi)

, (5.1.1)

en donde qi representan los momentos libres, pi refiere a momentos externos y D(qi, pi,mi)

denota de forma genérica algún conjunto de denominadores presentes en los propagadores, los

cuales dependen de combinaciones de qi, pj y, en general, las masas mi de los estados intermedios.

Nótese que la normalización (2π)DST se utiliza para enfatizar que estamos trabajando en DREG;

la dependencia en el esquema elegido se encuentra codificada en los numeradores A de (5.1.1).

En este trabajo nos centramos en el estudio de correcciones a 1-loop, con lo cual restringimos el

ulterior análisis del caso l = 1.



De todas las posibles integrales de Feynman, comenzamos analizando las denominadas inte-

grales escalares. Estos objetos se comportan como escalares ante transformaciones de Lorentz en

4 o DST dimensiones. Es posible demostrar que las integrales tensoriales siempre pueden redu-

cirse a combinaciones lineales de vectores y tensores métricos, por lo que el principal problema

de cálculo consiste en obtener analíticamente las integrales escalares. Trataremos este tópico en

la siguiente sección.

Siguiendo los comentarios efectuados en párrafos previos, resulta útil introducir notación ade-

cuada para estudiar integrales escalares a 1-loop. Consideremos entonces un proceso de scattering

0 → n+1 a 1-loop en QCD (o QCD+QED) no masiva. Los momentos externos vienen designados

por pµi (con i = 1, . . . , n + 1) y la conservación del impulso implica la presencia de n momen-

tos independientes1. Por otro lado, es posible contraer el momento del loop, q, con los vectores

externos. En consecuencia, todos las posibles cantidades escalares involucradas en el proceso son:

n(n−1)/2 productos escalares en los que solo intervienen momentos externos, sij = 2 pi ·pj;

y n+ 1 cantidades que contienen al momento del loop, esto es, q2 = q · q, y q · pi;

en donde se está imponiendo la restricción p2i = 0 ∀i = 1, . . . , n + 1 (partones no masivos en su

capa de masa). Con el objetivo de unificar la notación, definimos p0 = q; de este modo se puede

escribir q2 = s00/2 y s0j = 2 q · pj.
Por otra parte, en los diagramas con loops existe una relación entre la cantidad de líneas

internas, I, y el número de partículas externas n+1: para 1-loop es trivial notar que I = n+1.2

Cada línea interna es descrita utilizando un propagador, que involucra una expresión genérica de

la forma D−1
i . En consecuencia, fijado un diagrama arbitrario, hay n+1 propagadores distintos. A

su vez, como estos propagadores son funciones que dependen del momento que fluye por la línea

asociada, como máximo habrá n + 1 propagadores que dependen del momento q. Al utilizar un

gauge covariante en QCD no masiva (o QCD+QED), Di es siempre cuadrático en q.3 Más aún,

1 Existe una sutileza en esta afirmación, pues los momentos físicos en un espacio 4-dimensional son vectores en
R

4. Más aún, por estar trabajando con partículas no masivas, los correspondientes momentos son vectores nulos
y siempre pueden escribirse en la forma λ(1, r̂), r̂ ∈ S

2. En consecuencia, no es posible tener más de 4 vectores
que sean linealmente independientes. Así, la noción de momentos independientes a la que hacemos referencia en
el texto corresponde a que están asociados a partículas distintas, arbitrarias.

2 Cabe señalar que podría ocurrir que haya más productos escalares que denominadores irreducibles para un
dado proceso. La condición para que ello ocurra es l ≥ max (2, 5− 2n), con lo cual para l ≥ 2 la afirmación
planteada en el texto no puede aplicarse.

3 En otros modelos, como soft collinear efective theory (SCET) o QCD no relativista (NRQCD), los propaga-
dores tienen una forma funcional diferente. En particular, al trabajar en el LCG aparece un denominador lineal,
n · q, que tiene efectos importantes pero no afecta el desarrollo de la discusión aquí llevada a cabo.
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a 1-loop resulta posible escribir cualquier producto escalar que involucre al vector q utilizando

una base completa de denominadores irreducibles Di extraída de un diagrama maximal (esto es,

uno en el cual todas las líneas internas formen parte del loop). Para apreciar esto, notemos que

vale la descomposición

Di =
n∑

j=0

Aijs0j +m2
i , (5.1.2)

en donde m2
i es una contribución que no depende de q y Aij es una matriz real de dimensión

(n+ 1)× (n+ 1). En consecuencia podemos invertir la relación, obteniendo

s0j =
n∑

i=0

A−1
ij

(
Di −m2

i

)
, (5.1.3)

lo que nos muestra que todos los productos escalares se pueden escribir introduciendo una base de

denominadores irreducibles. Este hecho es muy importante para caracterizar la forma de las inte-

grales de Feynman que pueden contribuir a una dada amplitud de scattering a 1-loop. Volviendo

a (5.1.1), vemos que los numeradores A se reducen a polinomios en Di. Consecuentemente, al

ser expandidos se producen cancelaciones con los propagadores dependientes de q y A(1) resulta

una combinación lineal de integrales de la forma

I (a1, . . . , an) =

∫

q

1

Da1
1 . . . Dan

n

, (5.1.4)

con ai ∈ Z. La notación está orientada a enfatizar la posibilidad de que los numeradores incluyan

una dependencia no trivial en el momento de integración (cuando ai < 0).

Por otra parte, el número de partículas externas involucradas en una integral permite introdu-

cir una nomenclatura específica que describe la topología de sus correspondientes representaciones

gráficas. De este modo, trabajando a 1-loop, tenemos los tadpoles (n = 0), burbujas (n = 1),

triángulos (n = 2), boxes o cajas (n = 3), pentágonos (n = 4) y así siguiendo. En la figura 5.1

se ilustran los grafos asociados a distintos tipos de integrales. Para 2 o más loops, la descripción

de los diagramas es menos trivial puesto que es necesario indicar como se conectan las líneas

internas.

En el resto de este capítulo trataremos los objetos I (a1, . . . , an), describiendo sus caracterís-

ticas relevantes para simplificar las expresiones finales. La discusión aquí expuesta es meramente

introductoria, y está basada principalmente en Refs. (42; 43).

1.1. Identidades de integración por partes (IBP)

En el contexto de análisis matemático, las conocidas como identidades de integración por par-

tes o IBPs se basan en el teorema fundamental del cálculo y la acción del operador diferenciación



Fig. 5.1: Esquemas de las diversas topologías correspondientes a integrales de 1-loop. Debido a que en

este trabajo se analizan procesos con hasta n+ 1 = 4 partículas externas, solo graficamos: (a)

tadpoles, (b) burbujas, (c) triángulos, y (d) boxes.

d sobre funciones suaves integrables. En el área de física de altas energías, el concepto asociado

es diferente. Originalmente introducidas por Chetyrkin y Tkachov en Ref. (44), las IBPs se rela-

cionan con integrales sobre una variedad sin borde de derivadas totales. En concreto, utilizando

la notación establecida antes, dada una función f que depende solamente de variables escalares

se propone
∫

dDSTq

(2π)DST

d

dqµ
(
pµj f (sik)

)
= 0 para todo j ∈ {0, . . . , n} , (5.1.5)

en donde se asume que la aplicación de DREG hace que f sea integrable y que f → 0 cuando

evalúa sobre una hiperesfera de radio R → ∞. Si bien estas son las ecuaciones que se emplean

para implementar los algoritmos de reducción y simplificación, resulta interesante buscar una

derivación alternativa de las mismas. La motivación de esto yace en la posibilidad de obtener más

información relativa a las estructuras matemáticas que se encuentran vinculadas a las integrales

de Feynman.

Para comenzar, definamos el operador I actuando en el espacio de funciones Γ (integrables

en el contexto de DREG) como

I[f ] =
∫

q

f(q) ∈ C , (5.1.6)

en donde la integración se efectúa sobre todo el espacio asociado a q. Apelando a una generali-

zación del teorema de cambio de variables, sabemos que cualquier integral es invariante frente a

reparametrizaciones del momento de loop. Sin embargo, realizar un cambio en q induce un cam-

bio en el integrando. Por otra parte, I es C-lineal y podemos caracterizar su núcleo Nu(I) ⊂ Γ.

En tal contexto, resulta interesante estudiar el espacio de transformaciones afines del momento
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q y su acción sobre el integrando f . Concretamente, un reemplazo de la forma

q → q′ = Aq +Bjpj , (5.1.7)

con A 6= 0 y pj momentos externos, no modifica el valor de I de acuerdo a (5.1.4). Debido a la

invariancia translacional (consecuencia de estar integrando sobre todo el espacio), la componente

inhomogénea de q′ puede ser reabsorbida simplemente mediante un shift del momento cuando

A = 1. En términos de la acción sobre el integrando, ello es equivalente al cambio f(q) → f̃(q) =

f(q + Bjpj). Sin embargo, cuando |A| 6= 1, el jacobiano de la transformación no es igual a la

identidad y

f(q) → f̃(q) = J · f(Aq +Bjpj) , (5.1.8)

es la forma en que se modifica el argumento de I. La situación se torna más relevante al considerar

solamente transformaciones infinitesimales del momento q. En tal caso, es posible encontrar una

estructura algebraica detrás de la invariancia frente a reparametrizaciones, que permite derivar

las IBPs (45). Para esto, se propone la expansión

q → q′ = q + αpj , (5.1.9)

en donde α es un parámetro pequeño. Cabe señalar que el caso p0 = q permite tener en cuenta

homotecias infinitesimalmente apartadas de la identidad. Entonces, realizando el desarrollo de

Taylor a primer orden para la función f se obtiene

f(q) → J · (f(q) + α pj · df(q)) , (5.1.10)

con J = (1 + αDSTδ0j). Expandiendo a primer orden en α y aplicando el operador I, tenemos

I [DSTδ0jf + pj · df ] = 0 , (5.1.11)

en donde usamos que α es arbitrario. De esta forma, se encuentran n+1 ecuaciones algebraicas que

imponen restricciones al integrando. Esto es equivalente a decir que, apelando a estas identidades,

es posible establecer relaciones puramente algebraicas entre diversas integrales de Feynman.

Más aún, como se desarrolla en Ref. (45), existe una estructura de álgebra de Lie asociada

con las identidades mostradas en Eq. (5.1.11). Los generadores de la misma pueden expresarse

como

Oj = DSTδj0 + pµj ·
d

dqµ
, (5.1.12)

que satisfacen las relaciones

[Oj, Oj′ ] = δ0j′Oj − δ0jOj′ , (5.1.13)

I [Oj(f)] = 0 . (5.1.14)



Nótese que Oj admite ser representado como un operador diferencial actuando a nivel integrando,

hecho que justifica la comparación de estas identidades con las clásicas IBPs. Por otra parte,

es posible relacionar d
dq

con derivar respecto a los productos escalares sij. Usando la notación

introducida en la primera parte de este capítulo,

dsij
dqµ

= 2δi0p
µ
j + 2δj0p

µ
i , (5.1.15)

y con ello

pµj
ds0i
dqµ

= (1 + δi0)sij = Mij , (5.1.16)

que define una matriz de tamaño n+1, denotada M . Entonces se puede escribir de forma general

Oj = DSTδj0 +
n∑

i=0

Mji
d

ds0i
, (5.1.17)

con lo cual el operador O actúa naturalmente sobre las variables escalares. Pero, (5.1.2) permite

conectar s0i con una base de denominadores irreducibles Da y, en consecuencia, O también

puede escribirse empleando derivadas respecto a Da. Para el caso particular de integrales con

líneas internas no masivas,

d

ds0i
=

n∑

k=0

dDk

ds0i

d

dDk

=
n∑

k=0

Aki
d

dDk

, (5.1.18)

lo que conduce a

Oj = DSTδj0 +
n∑

k=0

(A ·M)kj
d

dDk

, (5.1.19)

que para j > 0 involucra contribuciones únicamente proporcionales a derivadas de los denomina-

dores irreducibles. Debido a que las integrales escalares se escriben de forma genérica indicando

la potencia ai de cada elemento de la base {Di}i=1,...,n, la acción de d
dDi

y la multiplicación por

Di producen modificaciones en ai. Concretamente, como se cumple que

d

dDj

D−ai
i = −aiδijD

−(ai+1)
i , (5.1.20)

si definimos el operador número ni a través de

niI (a1, . . . , an) = aiI (a1, . . . , an)

= Di

(
− d

dDi

)
I (a1, . . . , an) , (5.1.21)
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es posible introducir

b+I (a1, . . . , ab, . . . , an) = I (a1, . . . , ab + 1, . . . , an) , (5.1.22)

b−I (a1, . . . , ab, . . . , an) = I (a1, . . . , ab − 1, . . . , an) , (5.1.23)

que actúan como operadores de subida y bajada sobre el espacio de los índices ai. Dejando de

lado la normalización, es sencillo apreciar la existencia del mapeo a+ → − d
dDa

y a− → Da, junto

con

[
b±,nj

]
= ±δbjb

± , (5.1.24)

lo que equivale a la no conmutatividad de estos objetos con na. Estas observaciones son de vital

importancia para expresar los generadores del álgebra utilizando solamente estos operadores.

En resumen, las identidades IBP son una consecuencia de la estructura de álgebra de Lie

subyacente a las integrales de Feynman, la cual posibilita la escritura de ecuaciones puramente

algebraicas en términos de operadores en el espacio de los índices ai.

1.2. Otras identidades útiles

Además de las IBPs, existen otras identidades verificadas por las integrales de Feynman

escalares. Una transformación de Lorentz aplicada sobre los momentos externos pi (con i > 0) no

cambia el valor de la integral I (a1, . . . , an), aunque modifica la forma explícita del integrando. Si

consideramos una transformación infinitesimal Λ, los momentos externos cambiarán de acuerdo

a

pµi → Λpµi = pµi + δpµi = pµi + δǫµνp
ν
i , (5.1.25)

siendo δǫµν un tensor antisimétrico que genera la transformación y δpµi una variación infinitesimal.

Debido a que I (a1, . . . , an) = I depende de los momentos pi, podemos efectuar una expansión a

primer orden respecto de las variaciones δpµi , obteniendo

ΛI = I + δp1 ·
d

dp1
I + . . .+ δpn ·

d

dpn
I = I , (5.1.26)

en donde estamos usando que ΛI ≡ I por tratarse de una integral escalar. Sacando factor común

y reemplazando los generadores se tiene

δǫµν

(
p1 ·

d

dp1
+ . . .+ pn ·

d

dpn

)
I (a1, . . . , an) = 0 . (5.1.27)



Debido a que δǫ es arbitrario, la ecuación anterior debe cumplirse para cualquier posible elección.

Ello implica
(
pµ1

d

dpν1
− pν1

d

dpµ1
+ . . .+ pµn

d

dpνn
− pνn

d

dpµn

)
I (a1, . . . , an) = 0 , (5.1.28)

en donde se está teniendo en cuenta la antisimetría de los generadores de Λ. De esta forma,

si A (pi, pj)µν representa un producto antisimetrizado de momentos externos, luego podemos

contraerlo con Eq. (5.1.28) para obtener un conjunto de ecuaciones que debe cumplir la integral

de Feynman I. Más aún, como solo se utilizan momentos externos, estas identidades se trasladan

al integrando f , y así se imponen restricciones antes de efectuar la integración. Nótese que, al

trabajar en 4 dimensiones, un tensor antisimétrico tiene 6 componentes independientes, razón

por la cual se podrán hallar 6 ecuaciones independientes, como máximo. Es posible demostrar

que las identidades derivadas a partir de Eq. (5.1.28) son combinaciones lineales de IBPs (43).

Por último, en el caso de integrales que solamente involucren propagadores cuadráticos, I

tiene un comportamiento bien definido ante un reescaleo de las magnitudes dimensionales del

problema. Específicamente, si efectuamos una dilatación simultánea de todos los momentos ex-

ternos involucrados de acuerdo a

pµi → λpµi , (5.1.29)

con λ 6= 0, entonces Di → λ2Di al considerar q → λq. Adaptando la notación expuesta en

Eq. (5.1.4) para mostrar de forma explícita la dependencia en los momentos, se tiene que

I (ai, λpi) = λDST−2
∑

aiI (ai, pi) . (5.1.30)

Derivando respecto a λ mediante la regla de la cadena, se llega a

d

dλ
I (ai, λpi) =

n∑

j=1

pj ·
d

dpj
I (ai, λpi) , (5.1.31)

pero, usando Eq. (5.1.30) y estableciendo λ = 1, obtenemos
(
DST − 2

∑
ai −

n∑

j=1

pj ·
d

dpj

)
I (ai, pi) = 0 , (5.1.32)

que se conoce como identidad de homogeneidad o reescaleo (scaling, en inglés). Es importante

señalar que Eq. (5.1.32) puede extenderse directamente al caso multiloop y también cuando los

propagadores involucrados corresponden a partículas masivas. Esto se debe a que la identidad es

consecuencia de la naturaleza cuadrática de todos los propagadores involucrados.

Al igual que en el tratamiento de las identidades de Lorentz, las identidades de scaling se

trasladan al integrando, asumiendo que el mismo tiene grado de homogeneidad −2
∑

ai. En tal
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caso, la ecuación Eq. (5.1.32) puede expresarse como
(
q · d

dq
+DST

)
f =

d

dq
· q f , (5.1.33)

que resulta ser una combinación lineal de IBPs. De esta manera, la estructura descripta en la

sección anterior es suficiente para caracterizar todas las identidades algebraicas de las integrales

de Feynman, al menos a nivel integrando.

1.3. Reducción por IBPs: algoritmo de Laporta

La ventaja de contar con las identidades descriptas en las secciones previas consiste en es-

tablecer relaciones entre integrales de Feynman con distintos valores de ai. Esto constituye un

problema computacionalmente interesante, pues cuando se estudian amplitudes de scattering vir-

tuales es frecuente encontrar una estructura no trivial en los numeradores que origina integrales

con valores de ai 6= 1, 0. Por ende, disponer de identidades algebraicas entre estos objetos permite

efectuar una descripción simplificada de la amplitud completa mediante la introducción de un

conjunto reducido de integrales maestras o master integrals (MI). A continuación describimos el

conocido como algoritmo de Laporta (46), que permite sistematizar el proceso de reducción de

integrales.

Como primer paso, es necesario fijar una base de denominadores irreducibles {Di}i=1,...,n.

Luego consideremos una integral genérica I (a1, . . . , an), con ai índices arbitrarios. Como dis-

cutimos anteriormente, estos objetos satisfacen identidades algebraicas, que pueden expresarse

empleando los operadores Oj que definen las IBPs. A su vez, Oj siempre puede escribirse em-

pleando únicamente operadores de subida/bajada (a±), la identidad y operadores número, ni.

En consecuencia, Eq. (5.1.14) origina ecuaciones de la forma

∑

k

Ck(sij, DST) I
(
ak1, . . . , a

k
n

)
= 0 , (5.1.34)

en donde Ck son funciones que solamente dependen de los momentos externos y la dimensión del

espacio-tiempo, y ak denota un conjunto de índices asociado a la base de denominadores. Más

aún,
∣∣aki − ai

∣∣ ≤ 1 puesto que la expansión de los operadores Oj es lineal4. Con esto, aplicando

distintos Oj y variando el conjunto de índices, se encuentran diferentes ecuaciones que establecen

vínculos puramente algebraicos entre distintas I.

La idea del algoritmo de Laporta es utilizar las IBPs para generar un sistema de ecuaciones

sobredeterminado, que permita expresar integrales en términos de algún conjunto elegido. Es

4 Puede encontrarse la representación explícita de estos objetos en Ref. (43).



importante destacar este último punto por dos motivos. En primer lugar porque la sola apli-

cación de identidades algebraicas no suele ser suficiente para determinar funcionalmente una

integral de Feynman genérica. De hecho, las IBPs originan un sistema homogéneo y solamente

pueden expresarse integrales como combinaciones lineales de otras. Por otro lado, la definición

del conjunto de MIs requiere la introducción de un ordenamiento en los índices
{
aki
}
i=1,...,n

. Por

lo general el ordenamiento tiene relación con la complejidad de las integrales; concretamente,

suelen despejarse primero aquellas integrales con mayor cantidad de denominadores. Cabe desta-

car que, además, elegir un ordenamiento adecuado permite que la implementación del algoritmo

sea computacionalmente más eficiente.5

El procedimiento discutido anteriormente se encuentra implementado en varias rutinas compu-

tacionales, como por ejemplo en el paquete para Mathematica llamado Fire (47; 48).

2. Métodos de cálculo

Antes de adentrarnos en el método de ecuaciones diferenciales, es útil efectuar un breve repaso

de algunas técnicas tradicionales para el cómputo de integrales de Feynman. En particular, la

parametrización de Feynman-Schwinger resulta adecuada para definir formalmente estos objetos

en el contexto de una teoría regularizada mediante DREG. Por otro lado, también discutimos

la reducción de integrales tensoriales empleando el método de Passarino-Veltman, que resulta

importante para obtener expresiones que únicamente involucran integrales escalares.

2.1. Representación α y parámetros de Feynman

La idea central de la parametrización alfa o de Schwinger consiste en escribir los propagadores

utilizando una representación integral. Dejando de lado las estructuras que pueden aparecer en

los numeradores, cualquier propagador puede expresarse de forma general como

Prop(q) =
1

A(q)b
, (5.2.1)

con A un denominador irreducible de alguna base. Tomemos el resultado conocido

1

Γ(b)

∫ ∞

0

dααb−1 exp (−Aα) =
1

Ab
, (5.2.2)

para Re(b),Re(A) > 0. Ahora, consideremos

A(q) = q2 −m2 + ı0 , (5.2.3)

5 Para más detalles acerca del algoritmo de reducción y su implementación, consultar la Sección 2 de Ref. (46).
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que corresponde al denominador presente en el propagador de una partícula de masa m y mo-

mento q. Debido a que los estados virtuales se encuentran fuera de su capa de masa, q2 es un

número real arbitrario y podría verificarse que Re(A) < 0. Esto imposibilita utilizar exactamente

la representación propuesta en Eq. (5.2.2), pues la integral no converge en la situación analizada.

Sin embargo, podemos explotar la prescripción +ı0 para trabajar en una región convergente,

mediante el cambio a → −ıa. De esta forma, el argumento de la exponencial en Eq. (5.2.2) es

siempre negativo y la integral converge en el sentido usual6. Con esto, la fórmula a utilizar será

1

ab
=

(−ı)b

Γ(b)

∫ ∞

0

dααb−1 exp (ıaα) , (5.2.4)

para reemplazar denominadores en términos de exponenciales en el interior de una integral de

Feynman. La ventaja del procedimiento es que la función exponencial permite agrupar productos

de denominadores en forma de sumas en su argumento. De esta forma, por cada propagador

presente en la integral original se introduce un parámetro αl: una integral con L-denominadores

irreducibles queda expresada genéricamente como

∫

q

1

Aal
l

=
(−ı)

∑
al

∏
Γ(al)

∫

RL
+

dα1 . . . dαL

∫

q

∏

l

αal−1
l exp

(
ı
∑

Alαl

)
, (5.2.5)

lo que es equivalente a una integral sobre R
L
+ × Q, con Q el espacio en el cual vive el momento

del loop (que, en DST ∈ N es simplemente Q = R
DST)7.

Por otra parte, es posible extender la definición de una integral gaussiana al contexto de

DREG. Específicamente, consideremos la integral
∫

ddq exp
(
ı(αq2 − 2q · k)

)
= exp

(
ı(2− d)

π

4

)
πd/2α−d/2 exp

(
−ı

k2

α

)
, (5.2.6)

con α un escalar y k un vector. Esta expresión está bien definida al trabajar con d ∈ N ya que

pueden aplicarse el teorema de Fubini y una expansión del exponente para descomponer (5.2.6)

en términos de un producto de integrales gaussianas en una variable. La idea para extender la

definición a d ∈ C consiste en tomar el lado derecho de Eq. (5.2.6) y prolongar d al espacio

complejo. De este modo, se tiene una definición formal de la integral de una gaussiana en DREG.

Esta identidad es muy importante para dotar de sentido matemático a una integral de Feynman

6 La transformación propuesta es equivalente a efectuar una rotación de Wick. El problema de la falta de
convergencia surge a raíz de que q2 = ηµνq

µqν no sea definido positivo por estar trabajando en una variedad
pseudo-Riemanniana. Cuando se efectúa una prolongación al espacio Euclídeo, mediante la transformación p0 →
ıp0, se verifica q2E ≥ 0. En términos de los polos de los propagadores, la extensión al espacio complejo de la
variable temporal permite evitarlos y apelar al teorema de residuos para calcular la integral asociada.

7 Aquí estamos empleando la notación R+ = [0 , ∞). Nótese que las integrales corresponden a formas diferen-
ciales sobre variedades con esquinas.



en el contexto de DREG con d = DST genérico, puesto que al combinarse con la parametrización α

permite efectuar una reducción a integrales complejas ordinarias sobre regiones de un hipercubo.

Tomando la representación α como punto de partida, pueden definirse los parámetros de

Feynman efectuando el cambio de variables

αl = ξlξT , (5.2.7)

con las restricciones

∑
ξl = 1 , (5.2.8)

ξT =
∑

αl > 0 . (5.2.9)

Es un punto crucial exigir que ξl ∈ I = [0, 1], puesto que la combinación con el requisito (5.2.8)

permite expresar cualquier producto de denominadores en términos de integrales iteradas. Más

aún, dichas integrales poseen una estructura algebraica subyacente que puede ser explotada para

simplificar las expresiones obtenidas. Concretamente, esa estructura corresponde a un álgebra

de shuffle (49; 50) que permite la introducción de unos objetos conocidos como symbols (51).

Los symbols son muy útiles para identificar propiedades de los elementos de matriz, así como

también posibilitan la obtención de identidades no triviales entre funciones transcendentales.

Volviendo a los parámetros de Feynman, tras aplicar el cambio de variables sugerido en

Eq. (5.2.7) e integrar sobre ξT , la expresión Eq. (5.2.5) se transforma en

L∏

l=1

1

Dal
l

=
Γ (
∑

al)∏
Γ (al)

∫

IL
dξ1 . . . dξL

∏

l

ξal−1
l

1

(
∑

Dlξl)
∑

al
δ
(∑

ξl − 1
)
, (5.2.10)

donde L denota el número de propagadores presentes en la integral considerada. Esta es la

fórmula general asociada a la parametrización de Feynman, y resulta aplicable a cualquier tipo

de integral, independientemente de la naturaleza de los propagadores Di involucrados. Nótese

que el denominador del integrando queda expresado en términos de una combinación lineal de

denominadores irreducibles, con lo cual puede reescribirse como

(∑
Dlξl

)∑ al
= A

∑
al

∆

(
(q − k)2 −m2

∆ + ı0
)∑ al , (5.2.11)

en donde estamos asumiendo que Dl es a lo sumo cuadrático en el momento q y que todos los

propagadores hacen uso de la prescripción +ı0. En la ecuación anterior, las cantidades A∆, m∆ y

k dependen de los parámetros ξl. Cabe destacar que k es irrelevante debido a que la integración

sobre q es invariante ante translaciones; sin embargo, la presencia de k en Eq. (5.2.11) es necesaria

para garantizar la igualdad estricta a nivel integrando. Por otra parte, como este resultado es
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completamente general vemos que la caracterización de integrales a 1-loop puede efectuarse

dejando de lado la dependencia del integrando en q. En otra palabras, basta calcular la integral

f(a,m∆, DST) =

∫

q

1

(q2 −m2
∆ + ı0)

a , (5.2.12)

con m y a genéricos. Nótese que f corresponde a una integral tipo tadpole con una partícula de

masa m∆ cuando a = 1. Por lo explicado en el Capítulo 4, la aplicación de DREG hace que este

tipo de expresiones se anule cuando adolecen de escalas características. Es decir, los argumentos

dimensionales fuerzan la dependencia

f(a,m∆, ǫ) = SΓ(a)
(
m2

∆ − ı0
)2−ǫ−a

, (5.2.13)

donde fijamos DST = 4− 2ǫ y la función SΓ(a) puede determinarse mediante el cálculo explícito.

De hecho, aplicando una rotación de Wick en Eq. (5.2.12) para evitar los polos del integrando y

usando el teorema de residuos puede computarse de forma exacta f , lo que conduce a

SΓ(a) = (−1)a
Γ(a− 2 + ǫ)

(4π)2−ǫΓ(a)
. (5.2.14)

Cabe destacar que, por cuestiones de normalización, es usual definir

cΓ =
Γ(1 + ǫ)Γ2(1− ǫ)

(4π)2−ǫΓ(1− 2ǫ)
, (5.2.15)

que corresponde al factor de volumen DST-dimensional para integrales de 1-loop. De este modo,

todas las integrales escalares pueden expresarse en términos de cΓ, al menos realizando una

expansión en ǫ y reteniendo los términos finitos.

Para finalizar esta sección, notemos que combinando las ecuaciones (5.2.10) y (5.2.11) pode-

mos escribir

I (ai) =
Γ (
∑

al)∏
Γ (al)

∫

IL
dξ1 . . . dξL SΓ

(∑
ξl

)
δ
(∑

ξl − 1
)

×
∏

l

ξal−1
l

(m2
∆ − ı0)

2−ǫ−
∑

al

A
∑

al
∆

, (5.2.16)

que constituye una definición matemática de la noción de integral de Feynman en el contexto

de DREG. De hecho, esta expresión involucra únicamente integrales iteradas de una función

compleja.

2.2. Reducción de Passarino-Veltman

Además de encontrar integrales escalares, el cálculo de ciertos objetos físicos requiere conocer

expresiones de la forma

Iµ1...µk
(a1, . . . , an) =

∫

q

qµ1 . . . qµk

Da1
1 . . . Dan

n

, (5.2.17)



denominadas integrales tensoriales de rango k. Como se anticipó al comienzo del capítulo, estos

objetos pueden ser reducidos a integrales escalares apelando a algoritmos puramente algebraicos.

En ese contexto, el método de Passarino-Veltman consiste en expandir Iµ1...µk
sobre una base

de estructuras tensoriales de rango k, formadas empleando solamente combinaciones de vectores

físicos pi junto con la métrica espacio-temporal ηDST
µν para el caso k ≥ 2. Este procedimiento es

completamente razonable, pues una integral solo puede depender de las variables externas.

De forma general, expresando los elementos de la base como

B =
{
f i
µ1...µk

}
i=1,...,∆

, (5.2.18)

es posible efectuar la expansión

Iµ1...µk
(a1, . . . , an) =

∆∑

i=1

bif
i
µ1...µk

, (5.2.19)

en donde bi son coeficientes escalares. Entonces, contrayendo con f j se obtiene el vector

Bj =
(
f j
)µ1...µk Iµ1...µk

(a1, . . . , an) =
∆∑

i=1

biMij , (5.2.20)

con la matriz Mij = (f j · f i). Cabe destacar que esta matriz es invertible solamente si los

vectores pi son linealmente independientes, o bien si se trabaja en DST = 4 − 2ǫ dimensiones.

Concretamente, en el Capítulo 10 se calcula M para procesos con 4 partículas en un espacio de

tensores de rango 2, y allí se puede observar que el determinante resulta proporcional a ǫ.

Volviendo al cálculo de Eq. (5.2.17), podemos invertir el sistema y despejar los coeficientes

bi. Explícitamente, vale que

bi =
∆∑

j=1

M−1
ij Bj =

∆∑

j=1

Iµ1...µk
(a1, . . . , an)

(
f j
)µ1...µk M−1

ij , (5.2.21)

en donde vemos que el lado derecho de esta igualdad involucra únicamente integrales escalares.

Por lo tanto, llegado este punto, es posible utilizar las identidades IBPs para efectuar simplifica-

ciones, lo que posibilita expresar los coeficientes bi como combinaciones lineales de MIs.

Es interesante señalar que existe una expresión general para expresar Iµ1...µk
en términos de

integrales escalares. La misma se conoce como fórmula de Davydychev (52), y se escribe

Iµ1...µk
(a1, . . . , an; d) =

∑

r,κ1,...,κn∈Υ

(−1)r

2r
{[η]r[p1]κ1 . . . [pn]

κn}µ1...µk

×
(

n∏

i=1

(ai)κi

)
I (a1 + κ1, . . . , an + κn; d+ 2(k − r)) , (5.2.22)
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en donde {[η]r[p1]κ1 . . . [pn]
κn}µ1...µk

es un producto simetrizado del tensor de rango k formado

por r copias de la métrica y κi repeticiones del momento pi. Además, Υ designa el conjunto de

índices {ki, r} tales que

2r +
∑

i

κi = k , (5.2.23)

en donde r aparece multiplicado por dos ya que la métrica aporta siempre dos índices de Lorentz.

Cabe destacar que para obtener esta expresión es necesario combinar las IBPs con identidades de

cambio de dimensión o dimensional shift. Respecto a este último punto, a partir de Eq. (5.2.16)

puede apreciarse que efectuar un cambio en DST se relaciona con llevar a cabo una translación

en los índices ai.

2.3. Método de ecuaciones diferenciales

Las identidades IBPs no solamente son importantes para establecer relaciones algebraicas

entre integrales de Feynman, sino que también dan lugar a un método para calcularlas analíti-

camente. El método de las ecuaciones diferenciales (53; 54) consiste en derivar respecto de los

momentos externos a nivel integrando y luego armar un sistema de ecuaciones diferenciales en

las variables escalares, apelando a fórmulas similares a las expuestas en Eq. (5.1.16).

Consideremos un conjunto de denominadores irreducibles {Di}i=0,...,n, y supongamos que

pueden escribirse como

D0 = q2 , (5.2.24)

Di = (q − ki)
2 , (5.2.25)

con ki una combinación lineal de momentos externos. Notemos que elegimos estos vectores de

forma tal que sean independientes; esto es, que cualquier momento externo pueda escribirse como

una combinación lineal única de ki. Sea la integral I ≡ I(1, . . . , 1) y consideremos la derivada

respecto a kj. Como solamente Dj depende de kj, vale

∂

∂kµ
j

1

Dj

=
2(q − kj)µ

D2
j

, (5.2.26)

con lo cual, tras contraer con otro vector ki se obtiene
(
ki ·

∂

∂kj

)
I =

∫

q

2(q − kj) · ki
D0 . . . D2

j . . . Dn

. (5.2.27)

Es importante apreciar que el numerador puede expresarse en términos de los denominadores

irreducibles y productos escalares de momentos externos. Concretamente, se tiene que

2(q − kj) · ki = −Di +D0 + (ki − kj)
2 − k2

j , (5.2.28)



y con ello se obtiene
(
ki ·

∂

∂kj

)
I = −

∫

q

1

D0 . . . D0
i . . . D

2
j . . . Dn

+

∫

q

1

D1 . . . D2
j . . . Dn

(5.2.29)

+

∫

q

(ki − kj)
2 − k2

j

D0 . . . D2
j . . . Dn

=
(
i−j+ − 0−j+ + (ki − kj)

2 − k2
j

)
I , (5.2.30)

en donde utilizamos la notación de operadores para reducir las expresiones y marcar el punto

de contacto con las IBPs. Nótese que cuando i = j, el primer término de Eq. (5.2.30) resulta

proporcional a la integral original. Esto es algo importante ya que condiciona la forma final de

las ecuaciones diferenciales que se pueden obtener.

Apréciese que es posible construir, en principio, n2 ecuaciones diferenciales distintas. Sin

embargo, la existencia de las IBPs junto con las simetrías propias de cada problema hacen que

solo algunas de todas las ecuaciones obtenidas sean independientes. Entonces, el próximo paso

consiste en armar un conjunto de operadores ∆k utilizando combinaciones lineales de
(
ki · ∂

∂kj

)

que originen ecuaciones independientes. Más aún, como estamos tratando integrales escalares,

sabemos que las mismas solo pueden depender de productos escalares skl formados a partir de

la contracción de momentos externos. Por ende, habrá tantos operadores ∆k como productos skl
independientes. Utilizando un razonamiento análogo al empleado en Eq. (5.1.18) para relacionar

derivadas en los momentos con aquellas respecto a denominadores irreducibles, es posible escribir

∆r =
∑

ρ

λr
ρ

(
kσρ,r(1) ·

∂

∂kσρ,r(2)

)
=
∑

l

Nlr
d

dyl
, (5.2.31)

en donde ρ es una etiqueta para las posibles colecciones de dos índices σ = (i, j) y yl designa a

los productos escalares skl independientes elegidos.

Continuando con la descripción del método, invirtiendo Eq. (5.2.31) y usando Eq. (5.2.30),

se llega al sistema de ecuaciones diferenciales definido por

d

dyl
I =

∑

r

∑

ρ

(
a−
σρ,r(1)a

+
σρ,r(2) − 0−a+

σρ,r(2) +
(
kσρ,r(1) − kσρ,r(2)

)2 − k2
σρ,r(2)

)

× (N−1)rl λ
r
ρ I , (5.2.32)

en donde es posible apreciar la presencia de contribuciones que son proporcionales a I, mientras

que otros términos involucran variantes con índices ai cambiados (a lo sumo en una unidad). En

términos generales, esta fórmula admite ser expresada como

d

dyl
I = fl (yk) I + gl (yk) , (5.2.33)
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en donde la forma explícita de las funciones fl y gl, que solo dependen de las variables yk y

de la dimensión espacio-temporal, puede obtenerse descomponiendo Eq. (5.2.31). Usualmente,

aplicando las identidades IBP, la función gl se reduce a combinaciones lineales de integrales con

una complejidad inferior a la de I. Por ejemplo, si I corresponde a un box, luego gl admite ser

escrita empleando triángulos, boxes y tadpoles solamente. Con ello, este procedimiento involucra

una construcción recursiva del sistema de ecuaciones.

El último punto a tener en cuenta para calcular analíticamente I consiste en obtener una

condición de contorno (CC) adecuada. Para ello es necesario conocer el valor de I en alguna

configuración cinemática que sea fácilmente calculable empleando otros métodos. Además, la CC

elegida debe pertenecer al rango de validez del sistema definido en Eq. (5.2.33). Este es un detalle

de crucial importancia, ya que las funciones fl y gl son racionales y poseen polos: por ende la CC

debe excluir esos puntos divergentes. Por otro lado, como I = I(y1, . . . , yp) (p es la cantidad de

variables escalares independientes en el problema estudiado), el sistema permite ser resuelto de

forma iterativa. Específicamente, en el espacio p-dimensional donde se encuentra el dominio de

I, se fija un punto p0 y se obtiene I0 = I(p0). Utilizando alguna de las ecuaciones presentes en

(5.2.33), se resuelve en la variable yl y el resultado se toma como CC de la siguiente ecuación.

De esta forma, el método de ecuaciones diferenciales permite obtener I a través de una sucesiva

evolución en las diversas variables cinemáticas.

Como comentario final, es útil destacar que el método también puede ser aplicado a integrales

con denominadores lineales, como los presentes en LCG.

3. Integrales en LCG

Hasta el momento, los métodos discutidos se centraron en integrales de Feynman genéricas.

Sin embargo, en este trabajo fue necesario emplear una elección de gauge particular que fuerza la

aparición de denominadores lineales en los propagadores. Definido en el Capítulo 1, el light-cone

gauge (LCG) tiene asociado el propagador

DLCG
G (q)µν =

ı

q2 + ı0

(
−ηµν +

qµnν + nµqν
n · q

)
, (5.3.1)

que introduce un vector adicional en el problema, junto con el denominador irreducible Dm+1 =

n · q. De esta forma, un proceso de m + 1 partículas a 1-loop involucra m + 2 denominadores

irreducibles e incluye m nuevos productos escalares de la forma n · pi. En otras palabras, realizar

cálculos en LCG presenta un grado de dificultad equivalente a un proceso con una partícula

extra, cuyo momento es n.



La presencia de un denominador lineal introduce la necesidad de regularizar nuevas diver-

gencias. Notemos que un propagador cuadrático de la forma Di = (q− p)2 presenta divergencias

cuando:

1. (q − p)µ = 0 (coincidencia vectorial);

2. o bien, q2 − 2p · q = −p2, lo que equivale a decir que (q − p)µ es un vector tipo luz.

La primera región se asocia a divergencias soft, mientras que la segunda incluye las configura-

ciones colineales. Además, en el primer caso la región singular es un punto pero la segunda se

encuentra extendida sobre toda una hipersuperficie: un cono de luz centrado en el vector p. Sin

embargo, en ambas situaciones, la utilización de la prescripción de Feynman +ı0 es suficiente

para permitir desplazar los polos del eje real y llevar a cabo las integrales, aplicando una rotación

de Wick. De hecho, las raíces de Di = q2 −m2 + ı0 son

q±0 = ±
√
~q2 +m2 − ı0 , (5.3.2)

con lo cual una solución se encuentra debajo del eje real y la otra por encima. Con ello, la

transformación q0 → −ıq0 implica una deformación del contorno de integración que en ningún

momento cruza los polos.

Sin embargo, cuando se tiene un denominador de la forma n · q con n2 = 0, las divergencias

solo se manifiestan si q2 = 0 y q ‖ n. En otras palabras, el lugar geométrico corresponde en este

caso a una recta que contiene a n. Explícitamente, trabajando en un espacio 4-dimensional

n · q = n0q0(1− cos(θ)) , (5.3.3)

siendo θ el ángulo formado en R
3 por las componentes espaciales de n y q. Entonces, usando la

prescripción de valor principal (PV) con ıµ, esto es

1

n · q → 1

2
ĺım
µ→0

[
1

n · q + ıµ
+

1

n · q − ıµ

]
, (5.3.4)

se encuentra que las raíces son

q±0 =
~q · ~n± ıµ

n0

. (5.3.5)

El problema radica en que los puntos q±0 yacen en una línea paralela al eje imaginario, lo que

imposibilita efectuar la rotación de Wick y pasar al espacio Euclídeo. De esta forma, es necesario

apelar a un método de integración distinto o bien cambiar la prescripción. Cabe señalar que este

problema es originado por utilizar un vector de cuantización tipo luz (55). En un gauge axial
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genérico, con n2 6= 0, el término adicional presente en la definición de Daxial
G (q) (dada en (1.2.18))

evita la presencia de tales singularidades. De hecho, como se explica en Ref. (55), la posibilidad de

cancelar las divergencias espurias en LCG mediante términos de sustracción local es equivalente

a la cancelación global de términos dependientes de n2 6= 0 en el cómputo de cantidades que sean

invariantes de gauge.

Para solucionar estos inconvenientes, podemos utilizar la conocida como prescripción de

Mandelstam-Leibbrandt (56; 57). La misma consiste en efectuar el reemplazo

1

n · q → n0q0 + ~n · ~q
n2
0q

2
0 − (~n · ~q)2 + ıµ

, (5.3.6)

y luego considerar el límite µ → 0. De esta forma, se introduce una dependencia cuadrática en

q0 en el denominador y los polos se separan del eje real permitiendo efectuar una rotación de

Wick. Sin embargo, las expresiones involucradas en los pasos intermedios de los cálculos se tornan

más complicadas. Por otra parte, también existen técnicas para realizar cómputos en LCG sin

necesidad de incluir prescripción alguna (58).

Para finalizar la discusión es útil señalar que los métodos descriptos en la sección ante-

rior pueden ser utilizados también para calcular integrales en LCG. Las parametrizaciones de

Schwinger-Feynman o el método de ecuaciones diferenciales permiten realizar un manejo de las

expresiones que no involucra efectuar una integración explícita en el momento de loop. De todos

modos, es posible obtener resultados formalmente válidos para las integrales con la prescripción

+ı0, aunque debe tenerse precaución al computar cantidades físicas.





6. LÍMITE COLINEAL DE AMPLITUDES DE SCATTERING

Tras realizar una motivación histórica, en este capítulo describimos las propiedades de fac-

torización colineal e introducimos las amplitudes de splitting. Comenzando con una discusión

breve sobre procesos de scattering inelástico profundo (DIS), se explica la evolución del modelo

de partones y el enfoque probabilístico de la violación de scaling. Se definen las funciones de

Altarelli-Parisi en términos de las amplitudes y matrices de splitting, además de discutir la fac-

torización a órdenes superiores en teoría de perturbaciones. Finalmente, describimos la fórmula

de Catani para la estructura infrarroja a 1-loop y discutimos sus implicaciones sobre la validez

del teorema de factorización colineal.

1. Motivación histórica

El estudio de las teorías de gauge se remonta a la década de 1930, con el desarrollo de la

electrodinámica cuántica (QED). En etapas tempranas de su formulación, estas teorías fueron

consideradas con poco entusiasmo por la comunidad. Uno de sus principales inconvenientes era

la presencia de divergencias (tanto UV como IR), aunque las técnicas de renormalización y la

definición de observables IR-safe permitieron resolver los problemas computacionales en el con-

texto de teoría de perturbaciones. Sin embargo, las interpretaciones no resultaban completamente

naturales y se buscaron mejores alternativas en otros modelos. Fue recién en la década de 1960

cuando se comenzó a prestar más interés al comportamiento de las teorías de gauge no-Abelianas,

y en particular a QCD.

En aquel momento, uno de los principales objetivos teóricos radicaba en el estudio de proce-

sos de DIS. Una gran cantidad de partículas estaba siendo producida en los aceleradores y todas

parecían ser igualmente fundamentales. Progresivamente, los resultados experimentales comen-

zaron a señalar la existencia de una subestructura hadrónica, aunque se desconocía con certeza

cual era el modelo subyacente. A diferencia de lo ocurrido a principios de 1900 con la estructura

atómica, en los experimentos no podían generarse los constituyentes de los hadrones de forma

aislada. Parecía ser que los mismos solo existían formando estados ligados, confinados en el in-

terior de los mismos. En tal contexto, las propiedades de confinamiento y libertad asintótica de



QCD, junto con sus simetrías, convirtieron a esta teoría en uno de los candidatos más firmes a

explicar las interacciones fuertes. Sin embargo, las dificultades técnicas para obtener resultados

concretos eran notables debido a las interacciones no-Abelianas y la falta de soluciones exactas

para describir los estados ligados.

Con el objetivo de llevar a cabo una descripción ordenada, se organiza esta sección de la

forma siguiente. En primer lugar, describimos brevemente los procesos de scattering, tanto para

el caso elástico como inelástico. Después de establecer las variables cinemáticas adecuadas, se

introducen las funciones de estructura Fi. A través del modelo de partones se explica como

conectar estas funciones Fi con las funciones de distribución de partones (PDFs) y se comentan

las relaciones de scaling. Luego, se procede a la introducción del modelo de partones mejorado,

basando la discusión en la Ref. (59). Allí se definen las funciones de Altarelli-Parisi, explicando

sus propiedades y su conexión con las PDFs. Por último, se destacan algunas cuestiones técnicas

relacionada con la factorización colineal y se motiva la importancia de usar LCG para exhibir de

forma manifiesta tales propiedades.

1.1. Scattering elástico y DIS

Considérese el proceso eH → X, en donde X representa un estado final arbitrario. Debido

a que el proyectil es un electrón, la interacción dominante será de origen electromagnético. Más

aún, pensando en términos diagramáticos, el proceso estará mediado por un fotón virtual al

orden más bajo en teoría de perturbaciones. Por conveniencia, suele definirse la virtualidad del

proceso como

Q2 = −q2 , (6.1.1)

con q el momento del fotón intercambiado.

Cuando la virtualidad es baja, el proceso puede modelarse usando scattering elástico. En este

caso, el estado final contiene las mismas partículas que se encontraban inicialmente, con lo cual

la reacción es eH → eH. El proceso se encuentra esquematizado en la figura 6.1, en donde k,

p son los impulsos del estado inicial y k′, p′ los del estado final, para el electrón y el hadrón,

respectivamente. La situación planteada es similar a una colisión de partículas puntuales, con la

diferencia de que el hadrón no es una partícula elemental. Debido a que se desconoce la función

de onda del hadrón H en términos de campos elementales, se puede definir el elemento de matriz

A como

A = −ı

∫
d4x jµ(x)

(
1

Q2

)
Jµ(x) , (6.1.2)

en donde jµ es la corriente electromagnética y Jµ la hadrónica. La corriente electromagnética se
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Fig. 6.1: Esquema de un proceso de scattering elástico. Se considera la reacción e(k) +H(p) → e(k′) +

H(p′), con H blanco fijo en el sistema de laboratorio. El cuadrimomento del fotón virtual

intercambiado es q = k − k′.

escribe

jµ(x) = −eū(k′)γµu(k) exp [ı(k
′ − k) · x] , (6.1.3)

en donde se utilizan las reglas de Feynman para QED. La extensión al caso hadrónico se efectúa

armando una combinación de cuadrivectores dada por

Jµ(x) = eū(p′)
{
F̃1(Q)γµ +

κ

2M
F̃2(Q) ıσµνqν

}
u(p) exp [ı(p′ − p) · x] , (6.1.4)

en donde F̃1(Q) y F̃2(Q) se conocen como factores de forma del hadrón, κ es el momento magné-

tico anómalo, σµν = ı/2 [γµ, γν ] y M es la masa del hadrón. La forma propuesta para la corriente

hadrónica se basa en la inclusión de todos los términos permitidos por la invariancia de Lorentz

y cuya única dependencia funcional se asocia a la cantidad escalar Q. No se consideran factores

proporcionales a γ5 pues la interacción electromagnética conserva paridad. En el contexto de la

teoría de scattering, el enfoque de corrientes interactuantes es lo suficientemente general como

para tratar situaciones en las cuales se desconoce la naturaleza exacta de uno de los objetos

involucrados.

Como explicamos en el Capítulo 1, el conocimiento de |A|2 permite computar la sección eficaz

de scattering. Debido a que dσ ∼ |A|2, se pueden definir los tensores Lµν y Hµν de forma tal que

dσ ∼ LµνH
µν . En concreto, usando (1.3.8) junto con (6.1.2) para expandir A, se llega a

Hµν =
1

4πM

(
1

2

∑

s,s′

)∫
d3p′

(2π)3 2p′0

〈
p, s
∣∣J†

µ

∣∣p′, s′
〉
〈p′, s′|Jν |p, s〉 , (6.1.5)



que es lo que se conoce como tensor hadrónico. Cabe señalar que se está considerando el caso

no polarizado, pues se suma y promedia sobre los espines de todas las partículas. La expresión

se generaliza al caso polarizado quitando los factores de promedio y eliminando la suma sobre

espines del estado inicial. Así, el scattering elástico que involucra hadrones puede modelarse

codificando la información en Hµν .

Al aumentar la virtualidad del fotón, el proceso se aparta cada vez más del caso puntual. En

cierto rango de energías, el fotón virtual excita modos internos del hadrón. Esto puede provocar

un incremento abrupto de la sección eficaz ya que es posible encontrar resonancias. Si se continúa

incrementando la energía del proceso, el poder resolvente del fotón intercambiado aumenta y las

interacciones con los constituyentes del hadrón se tornan más relevantes. Esto puede hacer que el

hadrón se desintegre, originando haces de muchos otros estados ligados. Es decir, en este caso se

tendría un proceso de la forma eH → X, donde X designa el conjunto de fragmentos obtenidos

en el estado final. Esto es lo que se conoce como scattering inelástico profundo (DIS, por sus

siglas en inglés). La figura (6.2) muestra un esquema de la reacción, indicando los momentos de

las partículas intervinientes: k y k′ para el electrón en el estado inicial y final, respectivamente, y

p para el hadrón en el estado inicial. La caracterización del momento de los fragmentos en estado

final se logra a través de la introducción de la variable

W =

(
N∑

n=1

pi

)2

, (6.1.6)

en donde se está efectuando una suma sobre todas las partículas producidas. W se conoce como

la masa invariante del estado final, pues se trata de una cantidad escalar que caracteriza dicho

estado en cualquier sistema de referencia considerado. Se puede apreciar que W 2 = (p+ q)2 como

consecuencia de la conservación de momento.

La descripción realizada para el caso elástico no puede aplicarse directamente a esta situación.

La razón principal de este impedimento es que, al definir Jµ, se consideró explícitamente al

hadrón como un estado de una sola partícula. Por lo mencionado antes, el estado final en DIS

está compuesto por múltiples partículas. De todos modos es posible adaptar el formalismo y

lograr una descripción de DIS en términos de funciones de estructura. Modificando (1.3.8) para

tener en cuenta el estado final X, se tiene

dσ =
1

4EM |v|
d3k′

(2π)3 2E ′

n∏

i=1

(
d3pi

(2π)3 2E ′
0i

)
|Ai|2(2π)4δ(4)

(
p+ q −

n∑

i=1

pi

)
, (6.1.7)

en donde

Ai =
e2

q2
ū(k′, λ′)γµu(k, λ)

〈
i
∣∣Jem

µ (0)
∣∣p, σ

〉
, (6.1.8)
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Fig. 6.2: Esquema de un proceso DIS típico. Se considera la reacción e(k) + H(p) → e(k′) + X(pn),

con pn suma de momentos de todos los fragmentos generados. El momento del fotón virtual

intercambiado es q = k − k′.

es el elemento de matriz de transición a la partícula i en términos de la corriente hadrónica

electromagnética Jem
µ (0), con λ, λ′ y σ estados de polarización del electrón en el estado inicial,

en el estado final y del hadrón inicial, respectivamente. Al analizar procesos no polarizados,

debe sumarse y promediarse sobre los espines de las partículas del estado inicial. Siguiendo el

razonamiento expuesto para el scattering elástico, se puede aislar la dependencia en la estructura

hadrónica dentro del tensor

Wµν =
1

4M

∑

s,i

∫ n∏

i=1

(
d3pi

(2π)3 2E ′
0i

) 〈
p, s
∣∣Jem

µ (0)
∣∣i
〉
〈i|Jem

ν (0)|p, s〉 (2π)4δ(4)
(
p+ q −

n∑

i=1

pi

)

=
1

8πM

∑

σ

∫
d4x

〈
p, s
∣∣Jem

µ (x) Jem
ν (0)

∣∣p, s
〉
, (6.1.9)

que generaliza la definición de Hµν para DIS, en el caso no polarizado. Para considerar colisiones

polarizadas debe quitarse el promedio sobre espines de (6.1.9).

Debido a que la forma explícita de las corrientes hadrónicas es desconocida, para poder

calcular una sección eficaz en DIS es necesario parametrizar Wµν . La forma tensorial propuesta

para dicha parametrización debe ser compatible con la invariancia de Lorentz del problema, razón

por la cual solo pueden usarse combinaciones lineales de la métrica ηµν y de los vectores pµ, qµ,

sµ. En el caso no polarizado, el tensor resultante no puede depender del espín del hadrón (se

está promediando sobre polarizaciones) y debe conservar la corriente hadrónica en la interacción.

Esto último es equivalente a decir que Wµν debe verificar la identidad de Ward, que viene dada



por

W µνqµ = W µνqν = 0 , (6.1.10)

con q el momento del fotón intercambiado. Este requisito impone restricciones sobre las posibles

combinaciones de tensores que pueden expandir (6.1.9). En el caso particular de procesos que

involucren solamente interacciones electromagnéticas no polarizadas puede escribirse

W µν = W1

(
−ηµν +

qµqν

q2

)
+

W2

M2

(
pµ − p · q

q2
qµ
)(

pν − p · q
q2

qν
)

, (6.1.11)

en donde W1 y W2 son funciones de estructura que dependen de variables escalares. A diferencia

de lo ocurrido en el caso de scattering elástico, aquí hay dos variables escalares independientes.

Por cuestiones de convención, la virtualidad del fotón Q2 y el cambio de energía del electrón ν,

definido como

ν = E ′ − E =
p · q
M

, (6.1.12)

son las que suelen emplearse. Es importante remarcar que se trabaja en el sistema de laboratorio,

en el cual

pµ = (M,~0) , (6.1.13)

kµ = (E,~k) , (6.1.14)

k′µ = (E ′, ~k′) , (6.1.15)

son los 4-vectores que definen los momentos de las partículas involucradas en el proceso. Por otro

lado, apréciese que se incluyen en Wµν únicamente los términos que conservan paridad, para que

la descripción sea compatible con las interacciones electromagnéticas.

Para finalizar esta discusión, es interesante destacar que pueden definirse funciones de estruc-

tura para tener en cuenta procesos que involucren interacciones electrodébiles. Si se agrega la

posibilidad de intercambiar bosones W y Z, debe quitarse la restricción de incluir únicamente

términos compatibles con conservación de paridad. De este modo se agrega la función W3 a W µν

y se obtiene

W µν = W1(ν,Q
2)

(
−ηµν +

qµqν

q2

)
+

W2(ν,Q
2)

M2

(
pµ − p · q

q2
qµ
)(

pν − p · q
q2

qν
)

− ı

2M2
ǫµνρηpρqηW3(ν,Q

2) , (6.1.16)

en donde se indica que las funciones Wi dependen de las variables cinemáticas escalares ν y Q2.

Respecto de la dependencia funcional, es útil introducir las variables

x =
Q2

2Mν
, (6.1.17)

y =
p · q
p · k , (6.1.18)
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en donde x se conoce como variable de Bjorken. Además de verificar x, y ∈ [0, 1], estas variables

son relevantes para mostrar las propiedades de invariancia de escala aproximada de las funciones

de estructura.

1.2. Modelo de partones naive

A principios de 1970, Feynman propuso un modelo para explicar la estructura interna de

los hadrones basado en la existencia de partículas más fundamentales, llamadas genéricamente

partones (60). Al momento de su introducción, el modelo de partones no implicaba conexión

alguna entre los objetos puntuales y los campos predichos por QCD (es decir, quarks y gluones).

Esto se debe a que los cálculos de secciones eficaces y funciones de estructura solo implicaban

conocer ciertas propiedades de los partones, como su carga eléctrica y distribución interna en

los hadrones, caracterizada por las funciones de distribución partónicas (PDFs). Fue tras una

comparación exhaustiva entre los resultados experimentales y las predicciones de QCD que se

pudo concluir que los partones estaban asociados con quarks y gluones.1 Veamos a continuación

algunas propiedades del modelo de partones.

Considérese el caso de colisiones elásticas mediadas por un fotón virtual. Siguiendo lo expuesto

en Ref. (61) se puede mostrar que

W elastico
1 = G2(Q2)

Q2

4M2
δ

(
ν − Q2

2Mν

)
, (6.1.19)

W elastico
2 = G2(Q2)δ

(
ν − Q2

2Mν

)
, (6.1.20)

lo que motiva la definición de las funciones adimensionales

F1(x,Q
2) = MW1(x,Q

2) , (6.1.21)

F2(x,Q
2) = νW2(x,Q

2) . (6.1.22)

A pesar de que involucran explícitamente a x y Q, en este caso la dependencia funcional en Q

se factoriza en el factor de forma G. Por ende, si se estudian colisiones elásticas entre objetos

puntuales se encuentra que F es solo función de x. Cuando la virtualidad del fotón es lo sufi-

cientemente elevada como para resolver la estructura interna del hadrón e interactuar con sus

1 Es necesario señalar aquí que existen extensiones del modelo en las cuales se consideran a los fotones como
posibles partones. Desde el punto de vista de teoría de campos, debido a que el vacío es dinámico, es posible
encontrar fotones dentro de los hadrones. Dichos fotones se podrían originar en procesos de aniquilación qq̄

virtuales. También es importante apreciar que la noción de presencia de una partícula en el interior de un hadrón
se relaciona siempre a procesos virtuales, pues inferimos la existencia de un objeto a partir de sus interacciones
con alguna otra entidad que podemos detectar.



constituyentes fundamentales puntuales, se verifica que Fi(x,Q
2) ≈ Fi(x). Propuesta en 1967,

esta aproximación se conoce como scaling de Bjorken y es una de las implicaciones más impor-

tantes del modelo de partones naive. Si se desea considerar procesos de DIS con intercambio de

bosones electrodébiles, se propone

MW1(x,Q
2) → F1(x) , (6.1.23)

νW2(x,Q
2) → F2(x) , (6.1.24)

νW3(x,Q
2) → F3(x) , (6.1.25)

para Q suficientemente grande. Es interesante apreciar que esta predicción teórica fue observada

en los experimentos efectuados durante la década de 1970. Cabe señalar que el éxito de la con-

trastación fue debido, en parte, a las limitaciones para explorar un rango de Q lo suficientemente

amplio.

El desarrollo del modelo de partones requiere emplear aproximaciones cinemáticas adecuadas.

Supongamos que, en cierto marco de referencia, el momento de un hadrón de masa M es p y

solo tiene componente longitudinal. Introduciendo las fracciones de momento ξ resulta que el

momento de un partón puede escribirse como ξp, despreciando las componentes transversales.

Sin embargo, si el partón tiene masa m, no es posible que sea emitido por el hadrón sin ad-

quirir momento transverso. La forma de solucionar este inconveniente es emplear un sistema de

referencia en el cual se verifique |~p| ≫ m,M . De este modo, las masas de todas las partículas

intervinientes pueden ser despreciadas y la emisión colineal es una buena aproximación. Dicho

marco de referencia se conoce como sistema de momento infinito (infinite momentum frame o

IMF) y supone que el impulso del hadrón es muy elevado (en comparación con cualquier otra

escala involucrada).

Otra de las ventajas de utilizar el IMF es que permite introducir de forma natural una

factorización de escalas. Como el momento del hadrón es muy elevado2, se produce una dilatación

temporal en un marco de referencia solidario a él. Por ende, las interacciones entre los partones

ocurren en una escala de tiempo típica τsoft mucho mayor que la escala de tiempo τhard asociada

a la interacción fotón-hadrón. De esta manera, el fotón incidente percibe al hadrón como un

conjunto de partones puntuales no interactuantes, situación que puede ser modelada empleando

una distribución estática. Tales distribuciones se conocen como PDFs (por sus siglas en inglés,

parton distribution functions) y codifican la información no perturbativa que rige la composición

hadrónica. Formalmente, definimos fh
a (ξ) de forma tal que fh

a (ξ)dξ es la cantidad de partones

de tipo a con fracción de impulso entre ξ y ξ + dξ dentro de un hadrón h. Consecuentemente, el

2 Es más, en IMF se considera el límite |~p| → ∞.
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tensor hadrónico admite ser expresado como

W em
µν =

∑

a

∫ 1

0

dξfh
a (ξ)K

a
µν(ξ) , (6.1.26)

en donde la suma se efectúa sobre los diversos sabores de partones y Ka
µν es un tensor que

individualiza la contribución de los partones de clase a con fracción de impulso ξ. Si solo se

posibilitan interacciones proyectil-blanco de tipo electromagnéticas, siguiendo lo expuesto en

Ref. (62), se tiene para el caso no polarizado

Ka
µν(ξ) =

e2a
4ξM

∑

λ,λ′

ū(ξp)γµu(p
′)ū(p′)γνu(ξp)

δ (p′0 − ξp0 − q0)

2p′0
, (6.1.27)

en donde ea es la carga eléctrica del partón de tipo a. Desarrollando esta expresión y despreciando

los términos proporcionales a la masa del partón se llega a

Ka
µν(ξ) = e2aδ(ξ − x)

(
ξ

ν

pµpν
M2

− 1

2M
ηµν

)
, (6.1.28)

en donde x es la variable de Bjorken. Nótese que esta expresión indica que la fracción de impulso

ξ asociada a un partón coincide con la variable de Bjorken correspondiente. De este modo, usando

la ecuación (6.1.26) se llega a

W em
µν =

∑

a

e2a
x fh

a (x)

ν

pµpν
M2

−
∑

a

e2a
fh
a (x)

2M
ηµν , (6.1.29)

y comparando con la expansión conocida en términos de las funciones de estructura se obtiene

F1(x) =
∑

a

e2a
2
fh
a (x) , (6.1.30)

F2(x) =
∑

a

xe2af
h
a (x) . (6.1.31)

Por lo tanto, se puede apreciar que las funciones de estructura Fi cumplen la hipótesis de escaleo

(independencia de Q2) y que pueden ser expresadas en términos de la carga eléctrica y las

distribuciones fh
a . Más aún, se cumple

2xF1(x) = F2(x) , (6.1.32)

que se conoce como relación de Callan-Gross. Es útil señalar que existen relaciones similares

entre las funciones de estructura gi y las distribuciones de partones dependientes de espín (o

PDFs polarizadas).



Fig. 6.3: Esquema general de un proceso DIS, asumiendo válido el teorema de factorización. Es así como

puede pensarse que el electrón interacciona, a través de un fotón virtual, con un partón libre a.

El peso de dicho proceso partónico está dado por el valor de la correspondiente PDF.

A partir del estudio de las funciones de estructura y su comparación con los datos experimen-

tales, pudo concluirse que el modelo de partones era compatible con QCD. En otras palabras, los

objetos puntuales que componen a los hadrones se asocian principalmente a los quarks y gluones

predichos por QCD.

Antes de mencionar las consecuencias del modelo de partones en la factorización de secciones

eficaces, comentemos algunas propiedades de las PDFs. Considérese un hadrón h en el límite

ultrarrelativista, es decir con E ≫ m. En el contexto del modelo de partones naive, fh
a (x) indica

cual es la densidad de probabilidad de hallar un partón de tipo a con fracción de impulso x dentro

de un hadrón h. Debido a que todo el momento de los hadrones es aportado por los partones,

debe verificarse ∑

a=q,q̄,g

∫
dx xfh

a (x) = 1 , (6.1.33)

en donde la suma se efectúa sobre el gluón y todos los posibles sabores de quarks y antiquarks.

Por otra parte, pueden imponerse requisitos adicionales sobre las PDFs apelando al modelo de

quarks de valencia.

Dicho modelo fue uno de los primeros intentos para entender la composición de los hadrones

en términos de objetos fundamentales. La idea era estudiar ciertas propiedades globales de los

hadrones, como por ejemplo el isospín o la extrañeza. Para el caso del isospín, se suponía que había

dos constituyentes fundamentales, u y d, con isospín total I = 1/2 e IZ = ±1/2 respectivamente.

De esta forma, se podían explicar las semejanzas entre protones y neutrones en términos de una

simetría SU(2) aproximada. En otras palabras, un protón era entendido como un estado uud
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mientras que el neutrón era udd. El descubrimiento de nuevas partículas condujo a la necesidad

de considerar más números cuánticos y extender la cantidad de constituyentes. Sin embargo, este

modelo consideraba a los hadrones como formados por una cantidad fija de quarks de distintos

sabores, adoptando un enfoque análogo al del modelo atómico. Por lo tanto, usando el modelo

de partones naive debe cumplirse
∫

dx [f p
u(x,Q)− f p

ū(x,Q)] = 2 , (6.1.34)

∫
dx
[
f p
d (x,Q)− f p

d̄
(x,Q)

]
= 1 , (6.1.35)

∫
dx [f p

s (x,Q)− f p
s̄ (x,Q)] = 0 , (6.1.36)

para el caso de un protón, lo que permite, a su vez, definir las distribuciones de quarks de valencia

V h
a (x) = fh

a (x)− fh
ā (x). Así, las ecuaciones (6.1.34) y (6.1.35) muestran que, aproximadamente,

puede pensarse en el protón como dos quarks u y uno d en la capa de valencia. Respecto

de (6.1.36), indica que la extrañeza del protón es nula. Las distribuciones de valencia para los

restantes sabores de quarks son nulas para el protón, dentro del modelo naive.

Fig. 6.4: Relación esquemática entre la composición interna de un hadrón y la forma funcional de las

PDFs. Se muestran tres estructuras diferentes para el hadrón: (a) tiene tres quarks de valencia;

(c) tiene tres quarks de valencia débilmente ligados; y, (d) tiene tres quarks de valencia ligados

y se permite correcciones radiativas soft. Imagen adaptada de Ref. (62).



La dependencia de las PDF respecto de la fracción de momento brinda mucha información

acerca de la estructura interna del hadrón. Si el hadrón fuera una partícula puntual, luego

fh
a (x) = δahδ(1− x) pues el momento estaría concentrado en una única partícula. Sin embargo,

se sabe que los hadrones no son puntuales. Por ende, deben considerarse otros escenarios. En la

figura (6.4) se muestran tres situaciones posibles: quarks de valencia, quarks de valencia ligados

y quarks de valencia con emisión soft.

Suponiendo una estructura de tres quarks de valencia libres, se obtendría una distribución

tipo delta centrada en x = 1/3, pues cada quark lleva una fracción idéntica del momento total.

La situación se torna más compleja si se permiten interacciones entre los quarks de valencia,

siempre que las mismas sean lo suficientemente débiles como para permitir la validez del modelo

de partones. De todos modos es esperable que las distribuciones estén concentradas en torno a x =

1/3, pero que muestren una dispersión asociada a la presencia de ligaduras. En el tercer escenario

se contempla la posibilidad de que haya emisión de partones de baja energía (soft), lo cual es

compatible con la introducción de correcciones radiativas en estos modelos. La consecuencia más

distintiva de esta situación es un incremento notable de la densidad de probabilidad de hallar

partones con x bajo.

A modo de resumen, el modelo de partones naive implica una factorización de interacciones

que permite separar el régimen de baja energía (soft) del proceso de scattering de alta ener-

gía (conocido como proceso hard o hard scattering). El régimen soft se asocia a la dinámica

no perturbativa de las interacciones fuertes en el interior de los hadrones, y su descripción se

encuentra codificada en las PDFs. Por el contrario, el proceso hard es calculable en el contexto

de teoría de perturbaciones. Relajando parcialmente la condición |~p| → ∞ impuesta por IMF,

la factorización puede lograrse introduciendo una escala típica ΛQCD relacionada con el límite

de validez del régimen perturbativo. De forma cualitativa, puede afirmarse que esta escala de-

be ser del orden de magnitud de las masas de los hadrones, motivo por el cual suele elegirse

ΛQCD ≈ 200MeV. Usando argumentos heurísticos, es posible relacionar la energía típica de un

proceso con la duración del mismo. En consecuencia, si ∆t ≈ 1/∆E, las diferencias entre escalas

de energía se traducen en diferencias de tiempo. Por ende, si Q ≫ ΛQCD se cumplirá la condición

τsoft ≫ τhard que permite usar las aproximaciones del modelo de partones. Como consecuencia

de esta separación, la sección eficaz de un proceso hadrónico se obtiene sumando las secciones

eficaces partónicas dσ̂ convolucionadas con las PDFs correspondientes. Por ejemplo, en el caso

de DIS se puede escribir

dσeh→eX =
∑

a

∫ 1

0

dx fh
a (x)dσ̂ea→eX , (6.1.37)

que es válida al orden más bajo en una expansión en potencias de ΛQCD/Q. Esto es lo que se

conoce como teorema de factorización para DIS.
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1.3. Modelo de partones mejorado: ruptura de scaling y ecuaciones DGLAP

Sin embargo, la conexión entre la factorización colineal y el lenguaje de partones fue estable-

cida tiempo después, en un famoso trabajo de Altarelli y Parisi (59). El empleo del lenguaje del

modelo de partones posibilitó obtener una interpretación probabilística de la violación del scaling

de Bjorken, que fue observada en los experimentos al considerar colisiones con mayor energía. A

continuación, motivamos las ecuaciones de evolución DGLAP y la definición de los núcleos de

Altarelli-Parisi, siguiendo el enfoque original propuesto por los autores de Ref. (59).

Considérese un proceso de DIS mediado por interacciones electromagnéticas. Supongamos

que la partícula intercambiada tiene una virtualidad muy grande, con lo cual su poder resolvente

le permite adentrarse en la estructura del hadrón. En el contexto del modelo de quarks de

valencia con emisión soft, puede ocurrir que el fotón de prueba interactúe con dicha radiación.

En consecuencia, la forma en que el fotón percibe la estructura interna del hadrón es diferente

de la inducida por las PDFs estáticas.

Esta situación sugiere la necesidad de modificar el enfoque naive del modelo de partones

original, permitiendo la evolución de las PDFs. Entonces, motivemos las correcciones a fh
q (x)

introducidas por la dependencia en la escala de energía Q. La contribución más intuitiva es la

densidad de probabilidad de encontrar un quark q con fracción de impulso x dentro del hadrón

h. Sin embargo, sabemos que la radiación de gluones de baja energía y su posterior decaimiento

en un par qq̄ es un fenómeno dinámicamente posible. Por ende, el fotón podría ser sensible a la

distribución de gluones cuando interactúa con un quark originado en el proceso g → qq̄ o bien

q → qg. Así, se logra una modificación efectiva en fh
q (x) que depende de la escala Q.

Las interacciones partón-partón no solo introducen una dependencia de escala en las PDFs,

sino que también proveen un marco probabilístico para encontrar las ecuaciones de evolución.

Para motivar la obtención de dichas ecuaciones, considérese la función de estructura F1(x) en el

marco de un experimento de DIS mediado por fotones virtuales3. Dentro del modelo naive puede

escribirse

2F1(x) =
∑

a

∫
dy

y
fh
a (x)σ̃a

(
x

y

)
, (6.1.38)

en donde se están usando las funciones de distribución estáticas y σ̃ es la sección eficaz de

interacción puntual normalizada, que viene dada por

σ̃a

(
x

y

)
= e2aδ

(
x

y
− 1

)
. (6.1.39)

3 La discusión presentada aquí se basa en la expuesta en Ref. (63)



Nótese que (6.1.38) es válida a primer orden en ΛQCD

Q
, de acuerdo al teorema de factorización

para DIS. Debido a que los términos que aparecen en la suma de (6.1.38) son proporcionales a la

carga eléctrica al cuadrado, puede dejarse de lado la contribución gluónica. Al orden más bajo,

σ̃ se obtiene quitando los factores dimensionales de la sección eficaz del proceso γ∗q → q. Puede

verse que el único acople interviniente en ese caso es de origen electromagnético, lo que explica

la dependencia en la carga eléctrica del quark.

El próximo paso es estudiar el proceso γ∗q → q a orden g2S (NLO), cuyo tratamiento es similar

al realizado para γ∗ → qq̄ (ver Capítulo 3). En particular, en las contribuciones finitas aparecen

términos proporcionales a t = log
(

Q2

µ2

)
en donde Q es la virtualidad del fotón mediador y µ es una

escala de energía arbitraria introducida en el procedimiento de regularización/renormalización.

De este modo, la sección eficaz corregida σ̃a viene dada por

σ̃a (x,Q) = e2a

[
δ (x− 1) +

αS

2π
(tPa(x) + fa(x))

]
, (6.1.40)

en donde fa contiene términos asociados con la regularización de divergencias IR a una escala

de energía arbitraria µ y Pa contiene la parte finita de la sección eficaz corregida γ∗q → q, a

menos de un factor de normalización. De esta manera, volviendo a (6.1.38) e introduciendo las

correcciones NLO se tiene

2F1(x,Q) =
∑

q

∫ 1

x

dy

y
fh
q (x)e

2
q

[
δ

(
x

y
− 1

)
+

αS

2π

(
tPq

(
x

y

)
+ fq

(
x

y

))]
, (6.1.41)

que muestra una violación logarítmica al scaling de Bjorken (asociada a los términos propor-

cionales a t). Cabe destacar que la suma involucrada en (6.1.41) debe realizarse sobre todos los

posibles sabores de quarks y antiquarks. Es importante remarcar que la naturaleza logarítmica de

las correcciones fue responsable de la observación, en primera instancia, de un comportamiento

compatible con el scaling puesto que la tendencia de las desviaciones solo es apreciable sobre un

rango de Q2 suficientemente amplio.

Siguiendo con el estudio de (6.1.41), nótese que podemos definir

δfh
q (x,Q) =

αS

2π

∫ 1

x

dy

y
fh
q (x)Pq

(
x

y

)
t , (6.1.42)

con lo cual F1 se escribe

2F1(x,Q) =
∑

q

∫ 1

x

dy

y
fh
q (y,Q)

[
δ

(
x

y
− 1

)
+

αS

2π
fq

(
x

y

)]
. (6.1.43)

De esta manera puede pensarse que las correcciones introducidas por el proceso γ∗q → q a orden

g2S inducen correcciones de orden g2S, dependientes de la escala Q, en fh
q (x). Luego, se tiene

fh
q (x,Q) = fh

q (x) + δfh
q (x,Q) , (6.1.44)
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que son las funciones de distribución partónicas corregidas a primer orden en αS, en el modelo

de partones mejorado. Derivando respecto a t, introduciendo de forma explícita las dependencias

respecto de Q y realizando el reemplazo fh
q (x) → fh

q (x,Q) en el integrando, se llega a

dfh
q (x,Q)

dt
=

αS(Q)

2π

∫ 1

x

dy

y
fh
q (y,Q)Pq(x/y) +O(α2

S
) , (6.1.45)

que es una ecuación integro-diferencial responsable de la evolución de las distribuciones de quarks,

a primer orden en αS.

El procedimiento efectuado aquí puede generalizarse para contemplar la presencia de gluones.

En tal caso, deben tenerse en cuenta no solo los acoplamiento quark-gluón sino también gluón-

gluón, lo que permite obtener

dfh
q (x,Q)

dt
=

αS(Q)

2π

∫ 1

x

dy

y
fh
g (y,Q)Pqg(x/y)

+
αS(Q)

2π

∫ 1

x

dy

y
fh
q (y,Q)Pqq(x/y) +O(α2

S
) , (6.1.46)

dfh
g (x,Q)

dt
=

αS(Q)

2π

∫ 1

x

dy

y
fh
g (y,Q)Pgg(x/y)

+
αS(Q)

2π

∑

q

∫ 1

x

dy

y
fh
q (y,Q)Pgq(x/y) +O(α2

S
) , (6.1.47)

que forman un conjunto cerrado de ecuaciones integro-diferenciales acopladas, conocidas como

ecuaciones de evolución de Altarelli-Parisi o DGLAP (por Dokshitzer-Gribov-Lipatov-Altarelli-

Parisi).

En las ecuaciones DGLAP aparecen involucrados los objetos Pba(x) que se conocen como

núcleos de Altarelli-Parisi o funciones de splitting. Debido a que son uno de los temas centrales

de estudio de este trabajo, expliquemos su significado en el contexto del modelo de partones.

Para esto es importante tener en cuenta que se entiende la cinemática de los procesos partónicos

en el IMF, razón por la cual los procesos estudiados corresponden a analizar el límite colineal de

las respectivas configuraciones4.

Puesto que los partones son objetos sometidos a la dinámica de QCD (o QCD con acoples

electromagnéticos), estos pueden decaer o recombinarse para originar otras partículas. Al motivar

las ecuaciones DGLAP, un partón de tipo a decaía en un par de partones, uno de los cuales era

de tipo b y llevaba una fracción de impulso x del partón padre. La probabilidad de que tal

4 Cuando el sistema de referencia está muy boosteado en una dirección existe una supresión de las componentes
transversales o, equivalentemente, los procesos se tornan colineales.



proceso de división o splitting ocurra es denotada como Πba(x,Q), en donde se indica de forma

explícita la dependencia en Q. Asumiendo que los partones son partículas no masivas de QCD, si

Q ≫ ΛQCD luego el acoplamiento αS(Q) es pequeña y puede aplicarse teoría de perturbaciones.

En consecuencia, las probabilidades de splitting son calculables en el marco de QCD perturbativa.

Así, es posible realizar una expansión en potencias de αS(Q), resultando

Πba(x,Q) = δabδ(1− x) +
αS(Q)

2π
Π1

ba(x,Q) +O(α2
S
) , (6.1.48)

en donde el término de orden cero concuerda con la interpretación naive de partones puntuales

no interactuantes entre sí. Sin embargo, las restantes contribuciones al desarrollo dependen de

forma explícita de la escala de energía. En particular, vale que

Π1
ba(x,Q) = tPba(x) , (6.1.49)

con Pba(x) núcleo o kernel de Altarelli-Parisi, definido de acuerdo a

Pba(x) =
x (1− x)

2

∑

c

|Va→b+c|2
k2
T

, (6.1.50)

en donde Vba es la amplitud del diagrama que contiene el vértice de interacción a → b + c

(quitando la normalización αS

2π
), kT es el impulso transversal del partón b y se promedia sobre

colores y espines. Nótese que esta expresión es válida solamente para x < 1, razón por la cual

suele emplearse la notación P<
ba(x).

Cuando x = 1, el partón b lleva todo el impulso de a. En el contexto de las configuraciones

divergentes analizadas en el Capítulo 3, esto corresponde a un proceso a → b + c con c soft.

Sin embargo, cuando a = b debe existir una compensación con la contribución diagonal (esto es,

aquella proporcional a δ(1−x) en (6.1.48)) de forma tal que se preserve la integrabilidad en [0, 1].

Explícitamente, las reglas de suma definidas por (6.1.33), (6.1.34) y (6.1.35) deben cumplirse para

cualquier valor de Q. Así, derivando respecto a t y usando la relación entre PDFs y núcleos de

Altarelli-Parisi se llega a
∫ 1

0

dxPqq(x) = 0 , (6.1.51)

∫ 1

0

dx [Pqq(x) + Pgq(x)] = 0 , (6.1.52)

∫ 1

0

dx [2NFPqg(x) + Pgg(x)] = 0 , (6.1.53)

que son las relaciones que definen el comportamiento de Pab en x = 1. Más aún, es posible

introducir los núcleos regularizados de Altarelli-Parisi usando que

Paa(x) =

(
P<
aa(x)−

2Ca

1− x

)
+

2Ca

(1− x)+
+ γaδ (1− x) , (6.1.54)
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en donde Ca es la carga de color correspondiente al partón a y

γq = γq̄ =
3CF

2
, (6.1.55)

γg =
β0

2
, (6.1.56)

son constantes que permiten emplear la distribución + para regularizar (6.1.54)5. Es importante

señalar que el valor de γa se relaciona con las contribuciones virtuales en las correcciones NLO.

Además Ca = 0 = γa cuando a no es un partón de QCD (por ejemplo, cuando a es un fotón).

Para concluir esta discusión, es importante señalar que aquí hemos empleado la notación

y las convenciones de normalización introducidas en Ref. (59). Más adelante mostramos como

compatibilizarla con la que se utiliza en la literatura actual.

1.4. Sobre factorización y LCG

Las propiedades de factorización de QCD pueden ser analizadas en el contexto de varios

métodos. En DIS, la factorización de las singularidades de masa puede ser demostrada empleando

la expansión en productos de operadores (OPE) aplicada en teoría de perturbaciones. Para

procesos de aniquilación, también es posible probar la factorización de logaritmos colineales de

la forma log (Q2/p2) (con Q momento transferido y p momento del jet o hadrón producido) en

el límite Q2 → ∞. La diferencia crucial entre ambas configuraciones radica en la cinemática

del proceso: en DIS las partículas intercambiadas son tipo espaciales (Q2 < 0) mientras que la

aniquilación produce estados virtuales tipo temporales (Q2 > 0)6. Además de las técnicas de

OPE, las demostraciones de factorización emplean elecciones de gauge específicas. En particular,

la elección más empleada es el LCG (que definimos en el Capítulo 1).

Desde el punto de vista computacional, la forma de escribir los propagadores gluónicos en

LCG permite establecer una jerarquía de las diversas contribuciones a las funciones de estructura.

El uso de un gauge covariante hace que todos los diagramas sean igualmente relevantes para el

cálculo de las funciones de estructura, aún en la aproximación de logaritmos dominantes (LLA)

(64). En particular, dicha situación ocurre con los conocidos como escaleras o ladders. Los mismos

5 La distribución + se define como
∫ 1

0

dz
f(z)

(1− z)+
=

∫ 1

0

dz
f(z)− f(1)

1− z
, (6.1.57)

para una función f suave.
6 Cabe señalar que el signo de la virtualidad del momento intercambiado depende de la signatura de la métrica.

Recuérdese que en este trabajo se emplea (+−−−) para la métrica 4-dimensional y que todas las extensiones de
la misma se obtienen agregando componentes espaciales.



se obtienen insertando partículas en una pata del proceso, en forma secuencial. Sin embargo,

como en el cálculo de las funciones de estructura se emplean elementos de matriz al cuadrado, es

posible que la emisión de partículas adicionales provenga tanto del estado final como del estado

inicial. Esto posibilita la distinción de distintos tipos de contribuciones. Por un lado se tienen

aquellos en los cuales hay interferencia entre la emisión de estado inicial (final) y una partícula

de estado final (inicial), conocidos como escaleras cruzadas. Por el otro, existen diagramas con

correcciones únicamente en estado inicial o final. Estos últimos admiten una interpretación física

en términos de desintegraciones o emisiones secuenciales y son las contribuciones dominantes

cuando se emplea LCG en el contexto de LLA.

En la sección siguiente mostraremos de forma explícita la utilidad de LCG, al derivar las

fórmulas de factorización colineal a todo orden perturbativo y definir las amplitudes de splitting.

A diferencia del enfoque basado en OPE, se emplearán técnicas diagramáticas para llevar a cabo

la demostración.

2. Propiedades de factorización

Con el objetivo de analizar el límite colineal, en esta sección comenzamos describiendo la

parametrización de Sudakov aplicada a procesos en los cuales dos partículas son emitidas en

direcciones casi paralelas. Tras discutir las ventajas de dichas variables en el caso doble colineal, se

procede a su extensión para considerar configuraciones con múltiples partones emitidos de forma

casi paralela. Por otra parte, trabajando en el espacio de color+espín se motivan las fórmulas

maestras que utilizamos para calcular las matrices de splitting. Para concluir la sección, se procede

a definir las funciones de splitting colineal en el contexto del formalismo de descomposición de

color, estableciendo una relación con las matrices de splitting (en el espacio de color) y los núcleos

de Altarelli-Parisi.

2.1. Parametrización de momentos

Para llevar a cabo el estudio del límite colineal de las amplitudes de scattering es necesario

identificar las variables cinemáticas relevantes. Consideremos en primer lugar un proceso 1 → 2

donde pµ1 , p
µ
2 son los momentos de las partículas salientes. Aquí es importante notar que µ es un

índice de Lorentz que corre sobre las diversas componentes del espacio-tiempo DST-dimensional.

Debido a que nos interesa efectuar el análisis a nivel amplitud, asumimos que los momentos

asociados a partículas externas son extensiones nulas de cuadrivectores (esto es, las componentes

en las dimensiones extra son nulas). El momento del partón entrante es obtenido a través de

la conservación de momento en los vértices de interacción, con lo cual pµ12 = (pµ1 + pµ2), y su
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virtualidad viene dada por

s12 = pµ12p
ν
12η

DST
µν = pµ12p

ν
12η

4
µν . (6.2.1)

Por otro lado, consideramos que las partículas restantes tienen momento saliente y que están

on-shell. En concreto, se verifica que p21 = 0 = p22 y p212 > 0. Esta última condición se asocia a la

denominada cinemática tipo temporal (TL), que garantiza la validez de la factorización colineal

estricta (incluso en el límite múltiple colineal).

La descripción del límite colineal requiere la introducción de un vector adicional nµ que,

además de ser tipo luz (n2 = 0), verifica n ·p12 6= 0. Más aún, en este trabajo consideraremos que

se trata de la extensión nula DST-dimensional de un cuadrivector y que coincide con el vector de

cuantización empleado en la definición de LCG. Es importante señalar que n define una dirección

privilegiada en el espacio-tiempo que permite eliminar los grados de libertad espurios e indica

la forma en que se produce la aproximación a la configuración colineal. Siendo más específicos,

usando este vector es posible definir

P̃ µ = pµ12 −
s12

2n · P̃
nµ , (6.2.2)

que se trata de un vector nulo asociado a la dirección colineal. En otras palabras, se cumple que

pµ12 → P̃ µ cuando s12 → 0. Nótese que P̃ cumple P̃ 2 = 0 y n · P̃ 6= 0, lo que nos permite escribir

n · P̃ = n · p12.
Por otro lado, utilizando las direcciones colineal P̃ y el vector n es posible introducir las

variables escalares

zi =
n · pi
n · P̃

i ∈ {1, 2} , (6.2.3)

que se encuentran sujetas a la restricción z1 + z2 = 1, la cual es consecuencia directa de la

conservación de momento. En términos del lenguaje introducido en Ref. (59), zi representa una

fracción de momento en un marco de referencia boosteado en la dirección definida por P̃ . Notemos

que zi es invariante frente a la transformación nµ → λnµ, lo cual es consistente con la invariancia

presente en el propagador LCG. Además, para tener en cuenta la componente transversa de los

momentos asociados a las partículas 1 y 2 es requerido un vector adicional, que denotamos kµ
⊥ y

que cumple

n · k⊥ = 0 = k⊥ · P̃ , (6.2.4)

es decir, que se trata de un vector ortogonal a los anteriores. De esta forma, la cinemática del

problema se reduce a considerar los vectores P̃ , n y k⊥, junto con las variables escalares zi y s12.

Los momentos originales pueden expresarse como (65)

pµ1 = z1 P̃
µ + kµ

⊥ − k⊥
2

2z1n · P̃
nµ , (6.2.5)



pµ2 = (1− z1) P̃
µ − kµ

⊥ − k⊥
2

2(1− z1)n · P̃
nµ , (6.2.6)

de donde es posible deducir que k⊥
2 = −z1(1− z1)s12. Esta es la conocida como parametrización

de Sudakov y hace que sea evidente la interpretación de zi en términos de fracciones de momento

en el límite colineal.

Para adaptar estas definiciones al caso múltiple colineal, comencemos estableciendo algunas

notaciones básicas. En primer lugar, suponemos que en un proceso de n partículas hay m que

son simultáneamente colineales. Las mismas son denotadas como i ∈ C = {1, 2, . . . ,m}, siendo

pµi el cuadrimomento asociado a i. Por otra parte, en tal configuración es posible definir múltiples

escalas de energía. En el caso doble colineal teníamos solamente s12 como escala característica

del proceso colineal. Sin embargo, en esta situación podemos definir

sij = (pi + pj)
2 = 2pi · pj , (6.2.7)

con i, j ∈ C y también

s1,m =

(
∑

i∈C
pi

)2

= p21...m =
1

2

∑

i,j∈C
sij , (6.2.8)

en donde se usa siempre que p2i = 0. Más aún, es posible introducir otras escalas como si,j =

(pi + pi+1 + . . .+ pj)
2 = p2i,j (cuando i < j), que siempre se reducen a combinaciones de sij. La

presencia de múltiples escalas es el mayor problema que tenemos que afrontar para caracterizar el

límite colineal y extraer las funciones de splitting. Para simplificar la situación es posible centrarse

en la configuración TL, en la cual todas las partículas colineales se encuentran en el estado final.

De esta forma, sij > 0 ∀i, j y por (6.2.8) se cumple que sij < s1,m, con s1,m → 0 en el límite

colineal. Así, podemos afirmar que en el límite múltiple colineal todas las subescalas tienden a

0 del mismo modo, siendo s1,m una cota superior en el caso TL. Ello motiva la introducción del

vector nulo

P̃ µ = pµ1,m − s1,m

2 n · P̃
nµ , (6.2.9)

que verifica n · P̃ = n · p1,m y constituye una generalización de (6.2.2). Además, permite definir

las variables zi dadas en (6.2.3) sujetas a la restricción z1 + . . . + zm = 1. En el Capítulo 9 se

analizará más en detalle la parametrización de momentos en el caso m = 3.

Para concluir es necesario señalar que se pueden definir aún más escalas de energía si se

consideran las interacciones de las partículas colineales y aquellas que no lo son. En otros tér-

minos, si tenemos los conjuntos C (colineales) y NC = CC (no colineales o el complemento de

C) no hay impedimentos para introducir las variables sij con i ∈ C y j ∈ NC. En vistas de la

factorización motivada en el comienzo del capítulo, tales dependencias deben quedar relegadas a
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contribuciones subdominantes en el límite colineal. Sin embargo, como explicaremos brevemente

más adelante, en configuraciones cinemáticas múltiple colineales SL es posible que la factorización

no sea completa y que requiera hacer uso de estas variables.

2.2. Factorización en el espacio de color

Consideremos un proceso de scattering con n partículas y estudiemos una configuración cine-

mática colineal. La idea de esta discusión es motivar la factorización en el límite doble colineal,

basándonos en una descripción física de la situación. Supongamos que dos partículas, etiquetadas

como 1 y 2, son emitidas de forma casi paralela. En el análisis del límite colineal solo nos interesa

retener los términos que presentan el mayor grado de divergencia, lo cual es análogo al procedi-

miento que se lleva a cabo cuando se estudia el OPE. Por otro lado, los cálculos se realizan en el

LCG para exhibir de forma más sencilla la factorización de singularidades de masa.

Fig. 6.5: Contribución típica al término más divergente de una amplitud de scattering de n partículas

en el límite doble colineal. El estado intermedio asociado a P̃ se vuelve exactamente on-shell en

el límite colineal, lo que justifica las propiedades de factorización en términos diagramáticos.

Con base en el esquema mostrado en la figura 6.5 y usando la cinemática descrita anterior-

mente, es posible escribir la contribución dominante en el límite colineal como

Ac1,c2...;s1,s2...
a1,a2...

(p1, p2, . . .) ≈ −ı
∑

P

(Aamp)
cP ′ ,c1,c2;s1,s2
P ;a1,a2

(p1, p2;−p12) Prop(P ; p12)cP cP ′

× (Aamp)
cP ,c3...;s3...
P ;a3...

(p12, p3, . . .) , (6.2.10)

en donde se han introducido las amplitudes amputadas Aamp y un propagador genérico Prop, que

depende de la cinemática y del tipo de partículas involucradas en el proceso. El estado intermedio

P corresponde, en principio, a una partícula off-shell cuya virtualidad es s12. En consecuencia,

P pasa a describir una partícula on-shell cuando la configuración se vuelve exactamente colineal.



Sin embargo, trabajar con la contribución dominante no es equivalente a tomar el límite s12,

razón por la cual debemos mantener s12 6= 0 en todos los pasos intermedios.

Debe apreciarse que se está sumando sobre todos los posibles sabores y polarizaciones físicas

de P compatibles con el estado final observado. El requisito de que P tenga una polarización

física deriva de estar trabajando en un gauge axial (en LCG, en particular) pues en el mismo,

los gluones (internos o externos) se asocian con grados de libertad estrictamente físicos.

En el contexto de QCD no masiva, P puede ser un gluón o bien un quark. Cuando P

es un gluón, por conservación de sabor pueden tenerse las configuraciones {a1 = g, a2 = g} o

{a1 = q, a2 = q̄}; si P es un quark (o antiquark) luego solo se permite {a1 = q, a2 = g} o vicever-

sa. Más adelante en el trabajo consideramos la posibilidad de tener procesos de splitting colineal

iniciados por fotones. En tal caso, las fórmulas maestras obtenidas en esta sección seguirán siendo

válidas, aunque es necesario reinterpretar su significado en el contexto del cálculo de correcciones

a orden superior en QCD.

Estudiemos como se expresa A en el límite colineal para cada posible elección de P . Cuando

P es un quark, se puede escribir de forma explícita el propagador interno como

Prop ≡ ıδij

/p12
, (6.2.11)

en donde δij se introduce para forzar la conservación de color. Usando (6.2.2), se reescribe p12 en

términos de P̃ y obtenemos

ıδij

/p12
=

ıδij
s12

(
/̃P +

s12

2n · P̃ /n

)
=

ıδij /̃P

s12
+O(s012) , (6.2.12)

en donde se está conservando solo la parte más divergente en el límite s12 → 0. Más aún, debido

a que P̃ es un vector nulo es posible expresarlo en términos de espinores (ver Capítulo 2).

Explícitamente, apelando a la relación de completitud (ver (2.3.7) y (2.3.7)), se tiene que

/̃P =
∑

λ phys.pol.

uλ(P̃ )ūλ(P̃ ) =
∑

λ phys.pol.

vλ(P̃ )v̄λ(P̃ ) , (6.2.13)

siendo λ una etiqueta que designa las posibles polarizaciones físicas del par quark-antiquark

en el estado intermedio. En otras palabras, lo que estamos haciendo aquí es descomponer un

propagador usando sumas sobre polarizaciones físicas 4-dimensionales de un par quark-antiquark.

Esto puede interpretarse como cortar el diagrama a través del propagador que se torna singular

en el límite colineal. Juntando consideraciones es posible reescribir (6.2.12) como

ıδij

/p12
=

∑

λ phys.pol.

δij
ıuλ(P̃ )

s12
ūλ(P̃ ) +O(s012) . (6.2.14)
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Volviendo a (6.2.10) se obtiene

Ac1,c2...;s1,s2...
a1,a2...

(p1, p2, . . .) ≈
∑

λ phys.pol.

1

s12
(Aamp)

cP ,c1,c2;s1,s2
P ;a1,a2

(p1, p2;−p12) uλ(P̃ )

×
(
ūλ(P̃ )(Aamp)

cP ,c3...;s3...
P ;a3...

(p12, p3, . . .)
)

≡
∑

λ phys.pol.

(
1

s12
(Aamp)

cP ,c1,c2;s1,s2
P ;a1,a2

(p1, p2;−p12) uλ(P̃ )

)

× AcP ,c3...;λ,s3...
P,a3...

(
P̃ , p3, . . .

)
, (6.2.15)

donde, en la última línea, se reacomodaron los factores intervinientes en la expresión para mostrar

la presencia del elemento de matriz reducido de n− 1 patas externas. Dicho elemento de matriz

se obtiene reemplazando las partículas 1 y 2 de la amplitud original por una pata con momento

P̃ . Es crucial apreciar que la partícula asociada a P̃ corresponde a un estado no masivo on-shell

y que AcP ,c3...;λ,s3... es una amplitud on-shell física. Esto se debe a que puede tomarse el límite

s12 → 0 en (Aamp)
cP ,c3...;s3...
P ;a3...

(p12, p3, . . .) ya que es finita en la configuración estrictamente colineal.

Cabe señalar que, en este caso, todos los pasos del argumento son independientes del gauge en

el que se trabaja.

Ahora, analicemos la situación en la cual la partícula intermedia corresponde a un gluón.

Como estamos trabajando en LCG, el propagador gluónico se expresa

ıdµν(p12, n)

s12
=

ı

s12

(
−ηµν +

p12µnν + p12νnµ

n · p12

)
, (6.2.16)

en donde η es un tensor métrico, que puede estar asociado a un espacio 4 o DST-dimensional

dependiendo del esquema de regularización empleado. Por simplicidad, supondremos aquí que

η = η4 puesto que nos interesa tener en cuenta únicamente los grados de libertad físicos. Además,

Como hicimos para el caso P = q, podemos usar la definición de P̃ y efectuar la expansión

dµν(p12, n) = −ηµν +
P̃µnν + P̃νnµ

n · P̃
+ s12

nµnν

(n · P̃ )
2 ≈ −ηµν +

P̃µnν + P̃νnµ

n · P̃

= dµν(P̃ , n) , (6.2.17)

que, junto con la relación de completitud

dµν(P̃ , n) =
∑

λ phys.pol.

ǫ∗µ(P̃ , λ)ǫν(P̃ , λ) , (6.2.18)

nos permiten escribir

ıdµν(p12, n)

s12
≈

∑

λ phys.pol.

ǫµ(P̃ , λ)

s12
ǫ∗ν(P̃ , λ) +O(s012) , (6.2.19)



que resulta una aproximación válida en el límite colineal (considerando solo los términos más

divergentes). Aplicando estos resultados a (6.2.10), se obtiene

Ac1,c2...;s1,s2...
a1,a2...

(p1, p2, . . .) ≈
∑

λ phys.pol.

1

s12
(Aamp)

cP ,c1,c2;s1,s2;µ
P ;a1,a2

(p1, p2;−p12) ǫµ(P̃ , λ)

×
(
ǫ∗ν(P̃ , λ)(Aamp)

cP ,c3...;s3...;ν
P ;a3...

(p12, p3, . . .)
)

≡
∑

λ phys.pol.

(
1

s12
(Aamp)

cP ,c1,c2;s1,s2;µ
P ;a1,a2

(p1, p2;−p12) ǫµ(P̃ , λ)

)

× AcP ,c3...;λ,s3...
P,a3...

(
P̃ , p3, . . .

)
, (6.2.20)

en donde, al igual que en el caso P = q, se procedió a reacomodar la expresión de forma tal

que el primer factor contenga todas las contribuciones divergentes cuando s12 → 0 y el segundo

término corresponda a un elemento de matriz reducido de n − 1 partículas, no masivas y on-

shell. A diferencia del caso previo, aquí resultó crucial utilizar LCG pues la deducción efectuada

se basa en la posibilidad de escribir el propagador gluónico como (6.2.16). A su vez, esto se

vincula fuertemente con el hecho de que los gluones internos solo tienen polarizaciones físicas

y con las condiciones de consistencia teórica mencionadas en el Capítulo 4. En particular, uno

de los requisitos establecía que el tensor de polarización de los gluones virtuales debía satisfacer

dµνp
µ ≈ p2. Por ende, si p2 es la virtualidad de la línea interna asociada a P , en el límite colineal

p2 = s12 → 0 y los gluones internos se comportan del mismo modo que los externos, lo que

justifica la posibilidad de efectuar un corte en el diagrama7.

Utilizando las ecuaciones (6.2.15) y (6.2.20) es posible motivar la definición de las conocidas

como matrices de splitting. Por ejemplo, en el caso doble colineal mediado por un quark, se define

Spq→a1a2 =
1

s12

∣∣∣(Aamp)q,a1,a2 (p1, p2;−p12)
〉
u(P̃ ) , (6.2.21)

en donde a1 y a2 son un gluón y un quark, respectivamente. También en el límite doble colineal,

cuando el partón padre es un gluón se introduce

Spg→a1a2 =
1

s12

∣∣∣(Aamp)
µ
g,a1,a2

(p1, p2;−p12)
〉
ǫµ(P̃ ) , (6.2.22)

con a1 y a2 un par qq̄ o un par de gluones. En ambos casos,
∣∣∣(Aamp)P,a1,a2 (p1, p2;−p12)

〉
corres-

ponde a la amplitud amputada asociada al proceso P → a1a2, sin efectuar la proyección sobre

7 Sin entrar en detalles técnicos, nótese que la noción de cortar un diagrama en estas configuraciones es equi-
valente a la idea de forzar a las partículas virtuales en el interior de un loop a cumplir la condición de capa de
masa, interpretando los resultados en términos de un proceso de scattering. Este tipo de razonamiento es el que
motiva una descripción unificada de las contribuciones reales y virtuales a las correcciones radiativas, y también
se vincula con la similitud entre integrales de loop y de espacio de fases.
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el espacio de color+espín. También es importante apreciar que en estas expresiones se emplea

p12 como el momento asociado al partón incidente P . Esto se debe a que la cinemática debe

mantenerse off-shell (esto es, con s12 6= 0) puesto que Sp es divergente en el límite colineal.

De esta manera, a pesar de efectuar la proyección sobre un espinor o vector de polarización

asociado a P̃ (y en consecuencia, asociado a una partícula no-masiva on-shell), debe calcularse∣∣∣(Aamp)P,a1,a2 (p1, p2;−p12)
〉

forzando la conservación estricta de momento y manteniendo s12 6= 0.

Las matrices de splitting permiten describir la factorización colineal de amplitudes de scatteri-

ng. En particular, usando las definiciones dadas en (6.2.21) y (6.2.22) y siguiendo los argumentos

esbozados anteriormente, se tiene

|A(0) (p1, . . . , pn)〉 ≃ Sp(0)(p1, p2; P̃ ) |A(0)(P̃ , p3, . . . , pn)〉 , (6.2.23)

que es una identidad válida manteniendo los términos más divergentes en el límite s12 → 0.

El supraíndice (0) se incluye para indicar que estamos considerando amplitudes a nivel árbol.

Además, por estar trabajando en el espacio de color+espín, el producto matricial involucra una

suma implícita sobre las polarizaciones y colores de los estados intermedios asociados a P . Es

útil señalar que, a este orden perturbativo, la extensión de (6.2.23) al caso múltiple colineal es

directa. Explícitamente, si {1, . . . ,m} se vuelven colineales en un proceso de n partículas, se tiene

|A(0) (p1, . . . , pn)〉 ≃ Sp(0)(p1 . . . pm; P̃ ) |A(0)(P̃ , pm+1, . . . , pn)〉 , (6.2.24)

en donde se retienen las contribuciones dominantes en el límite s1,m → 0.

Para concluir este estudio, debemos mencionar que las propiedades de factorización colineal

también se extienden a órdenes perturbativos superiores. Debido a que en este trabajo solo

analizamos las correcciones NLO en QCD, nos limitamos describir el límite colineal de amplitudes

a 1-loop. Comenzando con el caso doble colineal, vemos que es posible que las correcciones

virtuales se factoricen en la amplitud reducida o en la matriz de splitting. Es decir, de todos

los posible diagramas se consideran aquellos que incluyen una línea interna cuyo propagador se

anula en el límite s12 → 0. Como estamos trabajando con amplitudes a 1-loop, tales diagramas

solo pueden tener el loop a la izquierda o a la derecha del corte, como se muestra en la figura 6.6.

Sin embargo, existen otros diagramas en los cuales no es posible encontrar un propagador interno

que se anule cuando s12 → 0. Tal circunstancia solo es posible si las partículas colineales forman

parte de un loop y en consecuencia debe analizarse el límite de una integral de loop cuando

dos momentos externos se vuelven paralelos8. Estos diagramas pueden introducir correlaciones

entre partículas colineales y aquellas que no lo son, conduciendo a la violación de factorización.

8 Puede encontrarse una discusión detallada en Ref. (67), en donde los autores consideran estos límites para
integrales box.



Fig. 6.6: Contribuciones posibles a una amplitud de n partículas a 1-loop. Suponiendo que los momentos

1 y 2 se tornan colineales, se clasifican los términos en tres posibles categorías: a)- el loop está

asociado a la amplitud reducida; b)- el loop está contenido en la función de splitting; o c)-

las partículas colineales forman parte del loop. En las dos primeras contribuciones se efectúa

un corte en la pata intermedia para explicitar la factorización. Los restantes diagramas están

suprimidos por la cinemática (en el caso TL) y la elección del gauge (LCG).

Trabajando en la región TL (esto es, con sij > 0 para todas las partículas colineales) y en LCG es

posible demostrar (71) que tales contribuciones son subdominantes, aún para el límite múltiple

colineal. De este modo, se tiene

|A(1) (p1, . . . , pn)〉 ≃ Sp(1)(p1 . . . pm; P̃ ) |A(0)(P̃ , pm+1, . . . , pn)〉

+ Sp(0)(p1 . . . pm; P̃ ) |A(1)(P̃ , pm+1, . . . , pn)〉 , (6.2.25)

en el contexto de la factorización estricta. Como es de esperar, en tal caso, las amplitudes de

splitting solo dependen de las patas colineales y la dependencia en las partículas remanentes

se encuentra en los elementos de matriz reducidos. Al final del capítulo discutiremos las con-

secuencias de trabajar en configuraciones SL y formas alternativas de expresar la factorización

colineal.

2.3. Funciones de splitting y núcleos de Altarelli-Parisi

Los procesos de splitting colineal también han sido estudiados en el contexto del formalismo

de descomposición de color (66; 67; 68). Debido a que el uso de amplitudes primitivas provee
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un ordenamiento fijo para las partículas externas, resulta más intuitivo aislar las contribuciones

divergentes cuando las patas externas se vuelven paralelas. De hecho, como mencionamos en

el Capítulo 2, estos objetos solo presentan singularidades IR cuando dos (o más) partículas

adyacentes son colineales o cuando hay momentos que se vuelven soft. En el caso doble colineal

a NLO, la fórmula de factorización para el caso 1 ‖ 2 se escribe como (68; 69)

A(1)
n

(
1λ1 , 2λ2 , . . . , n− 1, n

)
→

∑

σphys.pol.

[
Split

(0)
−σ

(
1λ1 , 2λ2

)
A

(1)
n−1 ((1 + 2)σ, . . . , n− 1, n)

+ Split
(1)
−σ

(
1λ1 , 2λ2

)
A

(0)
n−1 ((1 + 2)σ, . . . , n− 1, n)

]
, (6.2.26)

en donde los objetos Split se suelen llamar funciones de splitting o amplitudes de splitting,

y la suma se efectúa unicamente sobre las polarizaciones físicas del estado intermedio. Cabe

destacar que Split solo depende de la cinemática y la configuración de helicidad del proceso

estudiado. Usando las ideas y las fórmulas de descomposición provistas en el Capítulo 2, se

puede probar que Split puede recuperarse a partir de la matriz de splitting Sp proyectando

sobre las posible estructuras de color y factorizándolas. Para el caso doble colineal, existe una

relación de proporcionalidad entre ambos splittings. Para procesos que involucran más de tres

partículas con carga de color, se pueden vincular ambas expresiones efectuando combinaciones

lineales. Una generalización de (6.2.26) para procesos con más loops para las contribuciones

dominantes de color puede hallarse en Ref. (70).

Las matrices de splitting aquí definidas pueden vincularse con los núcleos de Altarelli-Parisi

introducidos en Ref. (59). Para ello es necesario escribir las fórmulas de factorización colineal

a nivel de elementos de matriz al cuadrado. Por ejemplo, trabajando a nivel árbol en el límite

múltiple colineal, tomamos (6.2.24) y calculamos el elemento de matriz al cuadrado 9, obteniendo

|A(0)
n (p1 . . . pn)|2 →

(
2 µ2ǫ

s1,m

)m−1 [
〈P̂ (0)

a→a1···am〉 |A
(0)
n−m+1(P̃ , pm+1 . . . pn)|2

+ ∆(a1 . . . an; p1 . . . pn)
]
, (6.2.27)

en donde se introdujo

〈P̂ (0)
a→a1···am〉 =

(
s1,m
2 µ2ǫ

)m−1

|Sp(0)
a→a1...am

|2 , (6.2.28)

9 Sumamos sobre polarizaciones físicas y colores de todas las partículas involucradas siempre, y se realiza el
promedio sobre los mismos en el caso que se hayan definido los elementos de matriz físicos. Nótese que estamos
usando todos los momentos salientes con el objetivo de explorar las propiedades de factorización en la región TL.
En la ecuación (6.2.28) se introduce el promedio sobre el color y espín del partón padre, aunque solamente por
una cuestión de normalización.



y aparece una contribución adicional proporcional a ∆(p1 . . . pn) que depende de todas las

partículas presentes en el proceso. Este término es originado por correlaciones de espín aso-

ciadas al estado intermedio P . De hecho, (6.2.24) es una ecuación matricial y al computar

(Sp(0)
a→a1...am

)†Sp(0)
a→a1...am

pueden aparecer contribuciones que no sean proporcionales a la ma-

triz identidad en el espacio de color+espín10. Sin embargo, ∆ se anula en ciertas circunstancias

y no contribuye al efectuar integrales sobre las variables azimutales, con lo cual puede afirmarse

con cierta generalidad que 〈P̂ (0)
a→a1···am〉 controla el comportamiento del elemento de matriz de n

partículas en el límite colineal. Si nos restringimos al caso doble colineal y comparamos con la

ecuación (6.1.50) vemos que

〈P̂ (0)
a→a1a2

〉 = g2SP
<
a1a

(z) , (6.2.29)

en la región z < 1 y ǫ → 0. De esta forma, se tiene una generalización de los núcleos de Altarelli-

Parisi para el caso múltiple colineal apelando a (6.2.28).

También es útil definir los núcleos de Altarelli-Parisi en el espacio de helicidades, esto es,

sin efectuar la suma sobre las polarizaciones del partón padre. Comencemos efectuando una

motivación de las fórmulas a utilizar, considarando un proceso de n-partículas a nivel árbol en el

cual m se vuelven colineales. Usando las propiedades de factorización colineal dadas en (6.2.24)

y calculando el elemento de matriz al cuadrado se tiene

〈A(0) (p1, . . . , pn)| Id |A(0) (p1, . . . , pn)〉 ≃
∑

λ,λ′

〈A(0)(P̃−λ, pm+1, . . . , pn)|

× (ǫµ(P̃ , λ))∗
(
Sp(0)

µ (p1 . . . pm; P̃ )
)†

Sp(0)
ν (p1 . . . pm; P̃ )ǫν(P̃ , λ′)

× |A(0)(P̃−λ′

, pm+1, . . . , pn)〉 , (6.2.30)

en donde se está efectuando una suma sobre las polarizaciones de los estados intermedios y se

utilizan los splittings amputados Spµ (esto es, aquellos obtenidos tras remover el vector de pola-

rización correspondiente al partón inicial). Si se reescribe esta ecuación en términos matriciales

es posible definir

P
(0)
a→a1...am

=

(
s1,m
2 µ2ǫ

)m−1 (
Sp(0)(p1 . . . pm; P̃ )

)†
Sp(0)(p1 . . . pm; P̃ ) ,

que constituye una generalización de las matrices de splitting en el espacio de espín, a nivel

amplitud al cuadrado. Cabe destacar que en la expresión anterior se está efectuando una suma

sobre las polarizaciones y los colores de todas las partículas colineales, pero solo se promedia

10 En el Apéndice B de Ref. (6) se computa de forma explícita la función ∆. Cabe destacar que hay un factor 2

entre nuestras convenciones y las allí empleadas, que se relaciona con la normalización de los elementos de matriz
al cuadrado.
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sobre el color del partón padre, preservando la información concerniente a su helicidad. En otras

palabras, Pa→a1...am es un operador en el espacio de espín del partón inicial y

〈µ
∣∣∣P(0)

a→a1...am

∣∣∣ ν〉 =

(
s1,m
2 µ2ǫ

)m−1 (
Sp(0)

µ (p1 . . . pm; P̃ )
)†

Sp(0)
ν (p1 . . . pm; P̃ ) (6.2.31)

= P (0), µν
a→a1...am

, (6.2.32)

son sus elementos de matriz, obtenidos tras remover los vectores de polarización ǫ(P̃ ) asociados

al partón padre.

Si bien la definición dada en (6.2.32) es completamente general, es necesario tener en cuenta

que solo es relevante cuando los estados intermedios tienen polarizaciones físicas. En otras pa-

labras, las propiedades de factorización colineal utilizan fuertemente que las partículas virtuales

pueden originar únicamente estados físicos cuando están en su capa de masa. Por ende, podemos

proyectar (6.2.32) sobre estados de polarización definida e introducir

P(0)
a→a1...am

(λ, λ′) = (ǫµ(P̃ , λ))∗〈µ
∣∣∣P(0)

a→a1...am

∣∣∣ ν〉ǫν(P̃ , λ′) , (6.2.33)

que verifica

|A(0)
n (p1 . . . pn)|2 →

(
2 µ2ǫ

s1,m

)m−1 ∑

λ,λ′

〈A(0)
n−m+1(P̃

−λ, pm+1, . . . , pn)|

× P(0)
a→a1...am

(λ, λ′)|A(0)
n−m+1(P̃

−λ′

, pm+1, . . . , pn)〉 , (6.2.34)

y que permite recuperar la fórmula (6.2.27), dando una descripción completa del límite colineal

de elementos de matriz al cuadrado. Notemos que (6.2.33) implica la contracción de P µν con

vectores de polarización físicos que satisfacen

ǫ(P̃ , n) · P̃ = 0 = ǫ(P̃ , n) · n . (6.2.35)

Estas dos condiciones se traducen en la presencia de términos irrelevantes en la expansión de

P µν . Concretamente, toda contribución proporcional a na o P̃ a (con a = {µ, ν}) se anula al ser

contraída con ǫ(P̃ , n). Por ende, en el cálculo de P µν podemos simplificar los pasos intermedios

tomando los límites

na → 0 , (6.2.36)

P̃ a → 0 , (6.2.37)

siempre que a sea igual a µ o ν (índices libres originados al amputar los vectores de polarización

del partón padre). Más aún, apelando a la definición de P̃ vemos que (6.2.37) es equivalente a

establecer el reemplazo

pam → −pa1 − . . .− pam−1 , (6.2.38)



y eliminar el vector pam de la expansión de P µν . Estas observaciones son de crucial importancia

para computar los splittings polarizados en el límite triple colineal, como veremos en detalle en

el Capítulo 10.

Las fórmulas obtenidas para las funciones de splitting polarizado pueden ser extendidas a

cualquier orden perturbativo, apelando a la extensión de las propiedades de factorización. En

particular,

P µν
a→a1...am

=

(
s1,m
2 µ2ǫ

)m−1 [(
Sp(0)

µ (p1 . . . pm; P̃ )
)†

Sp(0)
ν (p1 . . . pm; P̃ ) (6.2.39)

+2Re

((
Sp(0)

µ (p1 . . . pm; P̃ )
)†

Sp(1)
ν (p1 . . . pm; P̃ )

)]
+O(α3

s) , (6.2.40)

que es la correspondiente expansión a NLO en QCD. Nótese que estos objetos son simétricos en

los índices µ, ν, que es otra propiedad que explotaremos para simplificar las expresiones.

Tras haber introducido los núcleos de Altarelli-Parisi polarizados, debemos mencionar que

para recuperar las funciones de splitting análogas a (6.2.28) se debe promediar sobre las polari-

zaciones del partón padre. Explícitamente, se cumple que

〈P̂a→a1···am〉 =
dµν(P̃ , n)

N 〈µ |Pa→a1...am | ν〉 , (6.2.41)

en donde N es un factor de promedio relacionado con el número de polarizaciones de la partícula

vectorial que inicia el splitting11.

A modo de comentario final, vale destacar que en este trabajo utilizaremos el término fun-

ciones de splitting de forma genérica para referirnos tanto a las amplitudes/matrices de splitting

como a los núcleos de Altarelli-Parisi generalizados.

3. Propiedades de las funciones de splitting a órdenes superiores

Como enfatizamos antes, la factorización colineal puede ser extendida a órdenes perturbativos

superiores. En consecuencia, tiene sentido definir funciones de splitting a NLO y estudiar sus

propiedades. En particular, para calcular las correcciones NLO es necesario realizar cómputos

con integrales de loop. Las mismas aportan una estructura de divergencias (tanto IR como UV)

que puede ser predicha empleando la fórmula de Catani (18; 71). De hecho, esta fórmula se puede

11 Existe una sutileza relacionada con esta definición cuando se trabaja en DREG. En 4 dimensiones, el promedio
sobre polarizaciones coincide con el promedio azimutal. Sin embargo, en DREG estas definiciones pueden ser
diferentes dependiendo de la forma en que se extienden los momentos y el número de polarizaciones asignadas a
cada partícula. Para más detalles, consultar Ref. (33).
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extender al caso múltiple colineal y a configuraciones cinemáticas arbitrarias (SL o TL), e incluso

a más de 1-loop.

Por otro lado, también analizamos el comportamiento de las correcciones a la autoenergía

de los partones a 1-loop, en el contexto de LCG. Específicamente, encontramos que su aporte a

las funciones de splitting puede ser calculado de forma universal, lo que permite simplificar el

tratamiento de splittings que involucren muchas partículas.

3.1. Estructura de polos IR: la fórmula de Catani

El estudio de la estructura divergente de las correcciones virtuales es importante para ga-

rantizar la posibilidad de definir observables IR-safe. Por ejemplo, para desarrollar el método

de sustracción de forma general se usa fuertemente que todos los polos IR de las correcciones

virtuales se obtienen a partir de ciertos coeficientes de color y son siempre proporcionales a la

contribución LO (7; 8). Al complementar esos resultados con el conocimiento de las propiedades

de factorización a nivel árbol (tanto en el caso colineal como soft) se demuestra que todos los

polos IR se cancelan entre las diversas contribuciones, conduciendo a un resultado final finito.

Siguiendo lo expuesto en Ref. (71), comencemos observando las propiedades de las matrices

de splitting en el límite doble colineal. Debido a que en este trabajo analizamos QCD con acoples

electromagnéticos, debemos considerar configuraciones en las cuales haya fotones colineales con

quarks. A 1-loop, los splittings pueden ser escritos como

Sp(1)
(
p1, p2; P̃

)
= Sp

(1)
H

(
p1, p2; P̃

)
+ I

(1)
(
p1, p2; P̃

)
Sp(0)

(
p1, p2; P̃

)
, (6.3.1)

en donde Sp
(1)
H contiene únicamente funciones racionales de las variables escalares (z1, s12 y el

parámetro ǫ), mientras que

I
(1)
(
p1, p2; P̃

)
= cΓg

2
S

(−s12 − ı0

µ2

)−ǫ

×
{

1

ǫ2
(CP − C1 − C2) +

1

ǫ

(
γP − γ1 − γ2 +

m− 1

2
β0

)

− 1

ǫ
[(CP + C1 − C2) f(ǫ, z1) + (CP + C2 − C1) f(ǫ, 1− z1)]

}
, (6.3.2)

es un operador en el espacio de color+espín que contiene todas las contribuciones divergentes

y aquellas asociadas a funciones transcendentales. En estas expresiones, Ci son los factores de

Casimir asociados al partón de tipo ai, γi las constantes definidas en (6.1.54), m es el número de

partones colineales de QCD y cΓ es el factor de volumen asociado a las integrales de 1-loop en



D dimensiones. Por otra parte la función f(ǫ, z) está dada por

f(ǫ, z) =
1

ǫ

(
2F1

(
1,−ǫ, 1− ǫ, 1− 1

z

)
− 1

)
, (6.3.3)

y se relaciona con el límite colineal de las integrales de 1-loop involucradas en cualquier splitting

doble. Es importante apreciar que f(ǫ, z) posee discontinuidades esenciales y un salto de rama

cuando z cambia de signo. Explícitamente, si se efectúa la expansión en potencias de ǫ se obtiene

f(ǫ, z) = −log (z)−
∑

n=1

Lin+1

(
z − 1

z

)
ǫn , (6.3.4)

siendo el primer término un logaritmo que introduce un branch-cut en {z < 0}.
La otra configuración cinemática estudiada en este trabajo fue el límite triple colineal (ver

Capítulos 9 y 10). En tal caso, existe una separación de las distintas contribuciones a Sp(1)

análoga a (6.3.1) y es posible extender (6.3.2) para configuraciones TL definiendo (72)

I
(1)
P→a1...am

(
p1, . . . , pm; P̃

)
= cΓ g

2
S

(−s1,m − ı0

µ2

)−ǫ {
1

ǫ2

m̄∑

i,j=1(i 6=j)

T i · T j

( −sij − ı0

−s1,m − ı0

)−ǫ

+
1

ǫ2

m̄∑

i,j=1

T i · T j

(
2− (zi)

−ǫ − (zj)
−ǫ) (6.3.5)

− 1

ǫ

(
m̄∑

i=1

(γi − ǫγ̃R.S.

i )− (γa − ǫγ̃R.S.

a )− m̃− 2

2

(
β0 − ǫβ̃R.S.

0

))}
,

en donde denotamos el operador de color asociado a la partícula con momento pi como T i, m̄

cuenta el número de partones de QCD colineales, mientras que m̃ se refiere al número total

de partones de QCD involucrados en el proceso de splitting. En el caso doble colineal no era

necesario definir m̃ pues las dos situaciones posibles (1 o 2 partones de QCD colineales) podían

ser tenidas en consideración con el parámetro m. Sin embargo, aquí vale m̃ = m̄ en los procesos

de división que son iniciados por fotones. Por otra parte, las partículas colineales son ordenadas

de forma tal que {1 . . . m̄} pertenecen a QCD y las remanentes son fotones. Cabe destacar que

la conservación de color implica que la carga del partón padre viene dada por
∑

i

T i Sp
(0) = Sp(0) T a . (6.3.6)

Es importante apreciar que cuando m̃ ≤ 3, Eq. (6.3.6) implica que todos los productos de

operadores de color involucrados en la definición de I
(1) son proporcionales a la matriz unidad

en este espacio. De esta forma, podemos escribir

I
(1)
P→a1...am

→ I
(1)
P→a1...am

IdC , (6.3.7)
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en donde I
(1)
a1...am es solamente un número.

Algo interesante de remarcar en (6.3.6) es que dicha fórmula predice correctamente la de-

pendencia en el esquema de regularización hasta O(ǫ0), estando controlada la misma por los

coeficientes de ajuste γ̃R.S.
i y β̃R.S.

0 . Explícitamente, se tiene

γ̃CDR

i = β̃CDR

0 = 0 , (6.3.8)

para el esquema CDR, mientras que

γ̃DRED

q = γ̃DRED

q̄ = CF/2 , (6.3.9)

γ̃DRED

g = β̃DRED

0 /2 = CA/6 , (6.3.10)

cuando se aplica HV o alguna versión de DRED.

Como sabemos, las correcciones a 1-loop poseen tanto divergencias UV como IR. En las

expresiones anteriores se mantuvieron los polos UV, es decir que se utilizaron cantidades no-

renormalizadas. Los términos que acompañan a β0 en (6.3.2) o a β0 − ǫβ̃R.S.
0 en (6.3.6) son de

origen ultravioleta y deben removerse de tales expresiones cuando se trabaja con funciones de

splitting renormalizadas.

3.2. Correcciones al partón inicial

Al computar las matrices y funciones de splitting a NLO es necesario trabajar en el LCG.

Desde el punto de vista operacional, esto representa una dificultad adicional puesto que las

integrales incluyen un denominador lineal adicional (ver Capítulo 5). Sin embargo, es posible

explotar ciertas propiedades que nos permiten simplificar el cálculo de las funciones de splitting.

Comencemos computando la corrección a 1-loop a la autoenergía gluónica. Usando el enfoque

de diagramas de Feynman en LCG, vemos que hay dos posibles diagramas que aportan a Πµν ,

los cuales se muestran en la figura 6.7. Así, definimos

Πµν(p) = Πµν
A (p) + Πµν

B (p) , (6.3.11)

en donde

Πµν
A (p) =

(
g2Sµ

2ǫNfTr
[
T aT b

]) ∫

q

Tr
[
γν/qγµ(/q − /p)

]

q2(q − p)2
, (6.3.12)

Πµν
B (p) =

g2Sµ
2ǫfadcfdbc
2

∫

q

dσσ′(q)dρρ′(p− q)

q2(q − p)2

× V3g(−pµ, qσ, (p− q)ρ)V3g(−qσ
′

, pν , (q − p)ρ
′

) , (6.3.13)



en donde se está usando p como momento del gluón, con p2 = s. Apréciese que solo tiene sentido

considerar el caso s 6= 0, pues de lo contrario las integrales involucradas son trivialmente nulas

(s es la única escala del problema).

Fig. 6.7: Diagramas que contribuyen a las correcciones de autoenergía gluónica Πµν a NLO. Se indica de

forma explícita la convención de momentos y de etiquetado de índices de Lorentz y de color.

Tras reemplazar las integrales de loop e introducir np = n · p, se llega a

Πµν
A (p) =

2f2g
2
S(ǫ− 1)ǫNf (1− βRǫ)δab (sη

µν − pµpν)

4(ǫ− 2)ǫ+ 3

(−s− ı0

µ2

)−ǫ

, (6.3.14)

Πµν
B (p) =

f2g
2
SCAδab

2np2(4(ǫ− 2)ǫ+ 3)

(−s− ı0

µ2

)−ǫ [
np2s

(
−(D + 38)ǫ+ 16ǫ2 + 24

)
ηµν

+ np pµ − ((D − 2)np ǫ pν − 8s(ǫ− 1)(2ǫ− 3)nν)

+ 8s(ǫ− 1)(2ǫ− 3)nµ (snν − np pν)] , (6.3.15)

en donde estamos usando f2 = −cΓ/ǫ
2 y dejamos sin especificar la dimensión del álgebra de Dirac

D. Más aún, el cálculo es efectuado contemplando la posibilidad de usar esquemas en los cuales

Tr(I) = 4 − 4ǫ. A modo de introducción a lo que discutirá en el siguiente capítulo, analicemos

el origen de los términos proporcionales a D. Para ello, se coloca un parámetro arbitrario (flag)

multiplicando al tensor métrico en el interior de dµν . Realizando el cálculo explícito se puede

corroborar que D proviene de términos que involucran la contracción dµνη
µν y con ello siempre

se relaciona con el número de polarizaciones de los gluones internos. Así, escribimos D → 4−2δǫ,

con δ = 0 en FDH y δ = 1 en HV/CDR (ver Capítulo 4). De este modo se obtiene

Πµν(p) = f2g
2
S

(−s− ı0

µ2

)−ǫ

δab

[
CA(ǫ((δ + 8)ǫ− 21) + 12) + 2(ǫ− 1)ǫNf (1− βRǫ)

4(ǫ− 2)ǫ+ 3

× (sηµν − pµpν) +
4s(ǫ− 1)CA

2ǫ− 1

(
pµpν

s
− nµpν + nνpµ

np
+

s

np2
nµnν

)]
. (6.3.16)

Notemos que Πµν verifica ciertas propiedades relevantes. En primer lugar, satisface la conserva-

ción de la corriente (identidad de Ward), esto es

pµΠ
µν(p) = 0 = pνΠ

µν(p) . (6.3.17)
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Por otra parte, si definimos la función

Π(p2) = −f2g
2
S

(−s− ı0

µ2

)−ǫ

× CA(ǫ((δ + 8)ǫ− 21) + 12) + 2(ǫ− 1)ǫNf (1− βRǫ)

4(ǫ− 2)ǫ+ 3
, (6.3.18)

y contraemos Πµν(p) con dos propagadores gluónicos, se obtiene

ıdµ′µ(p)

s
(−ıΠµν(p))

ıdνν′(p)

s
= ıδab

[
Π(p2)

(
−ην′µ′ +

pν′nµ′ + nν′pµ′

np

)

+ g2sf2

(−s− ı0

µ2

)−ǫ
4(ǫ− 1)CAnν′nµ′

np2(2ǫ− 1)

]
, (6.3.19)

que en el límite s → 0 se reduce a

ıdµ′µ(p)

s
(−ıΠµν(p))

ıdνν′(p)

s
≈ Π(p2)δab

ıdµ′ν′(p)

s
, (6.3.20)

y es proporcional a dµ′ν′(p). Esta situación corresponde a colocar una corrección de autoenergía

en un gluón virtual y luego tomar el límite colineal. En tal caso, se recupera la proporcionalidad

al propagador, o equivalentemente, la corrección factoriza como el coeficiente global Π(p2) por el

diagrama analizado. Una situación más interesante tiene lugar cuando se contrae Πµν(p) con un

propagador y un vector de polarización asociado a

P̃ µ = pµ − s

2np
nµ . (6.3.21)

En concreto, se obtiene

ıdµ′µ(p)

s
(−ıΠµν(p)) ǫν(P̃ ) = Π(p2) ǫµ′(P̃ ) , (6.3.22)

en donde se uso que p·ǫ(P̃ ) = 0 = n·ǫν . En este caso se encuentra que la corrección es exactamente

proporcional al vector de polarización y el factor multiplicativo es nuevamente Π(p2).

Pasemos a considerar las corrección a la autoenergía de un quark, a 1-loop. De acuerdo a lo

exhibido en la figura 3.1 solo hay un diagrama de Feynman relevante y se puede escribir

Σij(p) = g2sµ
2ǫ(T aT a)ij

∫

q

γν(/p− /q)γµ

q2(q − p)2
dµν(q) , (6.3.23)

en donde i, j son índices asociados a la representación fundamental de SU(3).

Tras efectuar la integral sobre el momento de loop, se obtiene

Σ(p) = −f2g
2
Sµ

2ǫCF ((D − 2)npǫ/p + 4s(ǫ− 1)/n)

2np(2ǫ− 1)

(−s− ı0

µ2

)−ǫ

, (6.3.24)



en donde también aparecen contribuciones que dependen de D. Al igual que en el caso gluónico,

D proviene de la contracción de dµν con un tensor métrico. La diferencia radica en que, en este

caso, ηµν es originado en la conmutación de matrices de Dirac, con lo que se vincula de forma

directa con la cantidad DDirac definida en el Capítulo 4. Para ser más específicos, reescribiendo

la cadena espinorial presente en (6.3.24) se tiene

γν(/p− /q)γ
µ = −γνγµ(/p− /q) + 2(p− q)µγν , (6.3.25)

que junto con la simetría de dµν = dνµ permite escribir

γνγµ(/p− /q) dµν(q) = γµγν(/p− /q) dµν(q) (6.3.26)

=
1

2
{γµ, γν} (/p− /q) dµν(q)

= −(/p− /q) (2− 2ǫδ) ,

en donde se uso ηµνdµν(q) = −(2− 2ǫδ). De esta manera, se llega al resultado

Σij(p) = −f2g
2
S

(−s− ı0

µ2

)−ǫ

CF

(
ǫ(δǫ− 1)

1− 2ǫ
/p−

2s(ǫ− 1)

np(1− 2ǫ)
/n

)
. (6.3.27)

Notemos que al contraer Σ(p) con dos propagadores de quarks se obtiene

ı/p

s
(−ıΣ(p))

ı/p

s
= ıg2SCFf2

(−s− ı0

µ2

)−ǫ(
(ǫ(δǫ− 5) + 4)

s(2ǫ− 1)
/p+

2(ǫ− 1)

np(2ǫ− 1)
/n

)
, (6.3.28)

cuya contribución dominante en el límite s → 0 es

ı/p

s
(−ıΣ(p))

ı/p

s
≈

(
g2Sf2CF

(−s− ı0

µ2

)−ǫ
ǫ(5− δǫ)− 4

1− 2ǫ

)
ı/p

s
, (6.3.29)

y que resulta proporcional al propagador de un quark. Esto motiva la siguiente definición

Σ(p2) = g2Sf2CF

(−s− ı0

µ2

)−ǫ
ǫ(5− δǫ)− 4

1− 2ǫ
, (6.3.30)

que es el factor numérico involucrado en (6.3.29). Por otra parte, se puede contraer Σ(p) con un

propagador de quark y un espinor no masivo u(P̃ ), lo que da lugar a

ı/p

s
(−ıΣ(p)) u(P̃ ) = Σ(p2) u(P̃ ) , (6.3.31)

que resulta ser el factor numérico Σ(p2) por u(P̃ ).

Tras haber analizado las propiedades de los propagadores a 1-loop de todos los posibles

partones de QCD, estamos en condiciones de aplicar estos resultados al cálculo de funciones de
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splitting. En particular, notemos que para obtener los splittings es necesario calcular la amplitud

amputada para el proceso P → a1 . . . am en donde la virtualidad del partón padre es s1,m 6= 0. Por

ende, deben tenerse en cuenta las correcciones de autoenergía al partón entrante P al momento de

utilizar las ecuaciones (6.2.21) y (6.2.22). Sin embargo, a partir de (6.3.22) y (6.3.31) se concluye

que dichas correcciones deben ser proporcionales al splitting a LO. Concretamente, si P = g vale

Sp(1)
g→p1...pm

|autoenergia = Π(s1,m)Sp
(0)
g→p1...pm

, (6.3.32)

mientras que si P = q se tiene

Sp(1)
q→p1...pm

|autoenergia = Σ(s1,m)Sp
(0)
q→p1...pm

, (6.3.33)

lo que permite evitar el cómputo de estas contribuciones. Además, los diagramas restantes se

encuentran en correspondencia biyectiva con los necesarios para calcular el proceso P → a1 . . . am

con todas las partículas on-shell.

4. Validez de la factorización colineal

Como se discutió extensivamente en este capítulo, las propiedades de factorización son muy

relevantes en el estudio de QCD, resultando de vital importancia para computar observables

a órdenes superiores. En forma estricta, la noción de factorización colineal implica que, en tal

límite cinemático, es posible separar las interacciones de las partículas colineales de aquellas que

no las involucran. Dicho en otros términos, ocurre un desacople en la amplitud de scattering y

toda la información del proceso colineal queda aislada en un factor universal, que no depende de

las partículas no colineales. Ese factor es el que definimos como función de splitting (en todas sus

posibles versiones). A nivel árbol esta situación es válida, independientemente de la configuración

cinemática estudiada.

Al considerar la factorización a órdenes superiores, motivamos la demostración indicando la

necesidad de trabajar en un gauge específico (LCG) y exigimos que sij > 0 para todas i, j ∈ C. En

tales condiciones, se puede asegurar que aquellos diagramas en los cuales las partículas colineales

forman parte de un loop con elementos de NC están suprimidos. Sin embargo, un análisis riguroso

muestra que en configuraciones tipo SL tal factorización estricta puede no cumplirse. El potencial

problema se relaciona con la presencia de funciones transcendentales en las integrales de Feynman,

que introducen branch-cuts sensibles a la forma en que se efectúan los límites. Por ejemplo, si

tomamos f : C → C como f(z) = log (z) se aprecia fácilmente que f(z + ıδ) − f(z − ıδ) → 2πı

en el límite δ ≈ 0 para cualquier z ∈ R<0.

La extensión de las propiedades de factorización colineal a la región SL es abordada minu-

ciosamente en Ref. (71). En dicho trabajo los autores muestran que, en su forma más general a



1-loop, vale

|A(1) (p1, . . . , pn)〉 ≃ Sp(1)(p1 . . . pm; P̃ ; pm+1 . . . pn) |A(0)(P̃ , pm+1, . . . , pn)〉

+ Sp(0)(p1 . . . pm; P̃ ) |A(1)(P̃ , pm+1, . . . , pn)〉 , (6.4.1)

en donde C = {1, . . . ,m} es el conjunto de partones colineales y NC = {m+ 1, . . . , n} aquellos

que no lo son. Más aún, los splittings a 1-loop se escriben como

Sp(1)(p1 . . . pm; P̃ ; pm+1 . . . pn) = Sp
(1)
H

(
p1 . . . pm; P̃

)

+ I
(1)
(
p1 . . . pm; P̃ ; pm+1 . . . pn

)
Sp(0)

(
p1, p2; P̃

)
,(6.4.2)

en donde se indica que la dependencia en las patas no colineales proviene únicamente de I . Nótese

que la parte racional de las funciones de splitting sigue siendo estrictamente universal pues solo

depende de i ∈ C. Sin embargo, a través de la función f(ǫ, z) dada en (6.3.3), se introducen

modificaciones en el operador I . Explícitamente, en el caso doble colineal, se tiene

I
(1)
(
p1, p2; P̃

)
= cΓg

2
S

(−s12 − ı0

µ2

)−ǫ

×
{

1

ǫ2
(CP − C1 − C2) +

1

ǫ

(
γP − γ1 − γ2 +

m− 1

2
β0

)

− 1

ǫ
(CP + C1 − C2) f(ǫ, z1) + δ(p1, p2; p3, . . . , pn)

}
, (6.4.3)

con

δ(p1, p2; p3, . . . , pn) =
2

ǫ

∑

j∈NC

T 2 · T j f(ǫ, z2 − ı0s2j) . (6.4.4)

Para escribir estas expresiones se usa que z1 + z2 = 1 y que siempre puede elegirse z1 > 0,

eliminando la necesidad de usar una prescripción en f(ǫ, z1). Nótese que en el caso m = 1

podemos asumir que 2 no es un partón de QCD y, en consecuencia T 2 = 0, lo que impide la

violación de factorización en ese tipo de procesos. Además, si nos encontramos en la región TL,

s2j > 0 ∀j ∈ NC y

∑

j∈NC

T 2 · T j f(ǫ, z2 − ı0s2j) = T 2 ·
(
∑

j∈NC

T j

)
f(ǫ, z2 − ı0)

= − (CP + C2 − C1) f(ǫ, z2 − ı0) , (6.4.5)

usando conservación de color en el proceso de n partículas y T P = −T 1−T 2, pues los splittings

a nivel árbol son singletes. Sin embargo, en el caso genérico con cinemática SL, no se puede
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efectuar la suma como en (6.4.5) pues existen j, j′ ∈ NC tales que s2j < 0 y s2j′ > 0. Más aún,

en tal configuración vale z2 < 0. Entonces, debe mantenerse la prescripción ±ı0 de f pues esta

función posee un branch-cut en z < 0.

En otras palabras, la combinación de las correlaciones de color y la presencia de branch-cuts es

la responsable de la dependencia en la cinemática de los partones no colineales, y la consecuente

violación de la factorización estricta.





7. LÍMITE DOBLE COLINEAL: DEPENDENCIA EN ESQUEMA

En este capítulo discutimos la dependencia en esquema de las funciones de splitting en el límite

doble colineal, tanto a nivel amplitud como para los núcleos de Altarelli-Parisi. Tras comentar

los resultados disponibles en la literatura, procedemos a analizar el comportamiento de q → gq

a NLO en diversos esquemas. Apelando a la introducción de gluones escalares, mostramos como

interpretar las diferencias y conectar los resultados. Por último, se describen reglas de transición

efectivas válidas a O(ǫ0).

1. Motivación

En el Capítulo 4 se introdujeron parámetros que permiten definir diversos esquemas de regula-

rización. La imposición de ciertas restricciones físicas sobre los tensores de polarización gluónicos

mostraba la posibilidad de que algunas combinaciones de parámetros condujeran a inconsistencias

teóricas. Por ende, es útil estudiar como dependen los resultados del esquema utilizado.

Los observables físicos bien definidos deben ser independientes de la elección del esquema de

regularización. Sin embargo, las funciones de splitting son objetos involucrados en pasos interme-

dios de los cálculos, razón por la cual no está vedada su dependencia respecto del esquema. Este

tema fue analizado con anterioridad en Ref. (33), en donde se plantea un estudio de los núcleos de

Altarelli-Parisi al orden más bajo en teoría de perturbaciones. Además de analizar las diferencias

entre las elecciones tradicionales (CDR, HV y variaciones de DRED), en el mencionado trabajo

se estudian las consecuencias de establecer β = βR = 1, permitiendo que existan 2 − 2ǫ grados

de libertad fermiónicos. Dicho análisis es efectuado en el contexto del cálculo de correcciones

NLO a colisiones hadrónicas, con lo cual se establecen criterios de consistencia exigiendo que

cualquier dependencia en el esquema se cancele entre las contribuciones virtuales, reales y los

términos de sustracción. Las contribuciones virtuales incluyen polos IR provenientes del loop,

mientras que las correcciones reales aportan polos dobles de naturaleza soft (asociados a los

factores eikonales) y simples de origen colineal (relacionados con los núcleos de Altarelli-Parisi).

Los términos de sustracción solo aportan polos simples colineales (proporcionales a funciones de

splitting) que provienen de reabsorber divergencias IR en la definición de las PDFs. En el caso de



las divergencias colineales, la dependencia en esquema no solo se introduce a través de la forma

de regularizar las integrales de espacio de fases, sino también por los cambios en las funciones de

splitting. De esta manera, la exigencia de que las correcciones a la sección eficaz hadrónica sean

independientes de la regularización permite inferir cómo cambian los núcleos de Altarelli-Parisi

con el esquema empleado. Más aún, esto posibilita la deducción de reglas de transición efectivas,

válidas a O(ǫ0), para conectar funciones de splitting en diversos esquemas.

El trabajo descripto en este capítulo se basa principalmente en los resultados publicados en

Ref. (39) y puede considerarse como una extensión de Ref. (33) al orden siguiente en teoría de

perturbaciones, contemplando más libertades en la definición de esquemas. Específicamente, nos

interesa explorar la consistencia teórica de los esquemas a nivel amplitud. Para ello, se estudia

la estructura de los splittings y se comparan los términos divergentes con la forma prevista por

las fórmulas de Catani (ver Capítulo 6). Por otro lado, en vez de buscar reglas efectivas para

conectar resultados en diversos esquemas, aquí nos centramos en el rol de los gluones escalares

(ver Capítulo 4) y su importancia para interpretar las diferencias en términos físicos.

1.1. Implementación de los cálculos

Antes me mostrar resultados físicos es importante mencionar algunos detalles técnicos de

la implementación. Para manejar el álgebra de Dirac se utilizó el paquete FeynCalc (73), en

su versión 8.2. El mismo nos permite trabajar de forma independiente con las contribuciones 4

y D-dimensionales, lo cual resultó crucial para poder analizar la dependencia en esquema. En

particular, D es un parámetro libre en FeynCalc que puede ser modificado por el usuario.

En nuestros cálculos realizamos la identificación D → DDirac. Esto justifica la expansión del

propagador gluónico en (4.1.17) en términos de ηDDirac , pues las amplitudes de splitting fueron

tratadas con este paquete.

Por otra parte, las integrales de Feynman fueron reducidas empleando el paquete FIRE

(47; 48), versión 4.0. El mismo implementa el algoritmo de Laporta, junto con otras técnicas

de tratamiento de integrales tensoriales, para efectuar la reducción a un conjunto de integra-

les maestras. Estas últimas fueron extraídas de la bibliografía disponible o, en algunos casos

particulares, calculadas con los métodos explicados en el Capítulo 5. Cabe destacar que FIRE

permite controlar la dimensión del espacio-tiempo mediante un parámetro interno, que pudimos

modificar independientemente del valor de D usado por FeynCalc.
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2. Caso de estudio: q → gq a NLO

Cuando se utiliza LCG, la presencia de líneas internas gluónicas introduce dificultades adi-

cionales al momento de efectuar cálculos explícitos. Por lo tanto, para estudiar la dependencia en

esquema de las funciones de splitting dobles, vamos a centrarnos en el proceso q → gq explicando

los cambios introducidos al modificar los parámetros definidos en el Capítulo 4.

Comencemos expandiendo la matriz de splitting a NLO como

Spq→gq = Sp(0)
q→gq + Sp(1)

q→gq , (7.2.1)

en donde la contribución de nivel árbol (correspondiente al LO en este caso) es

Sp(0)
q→gq =

gSµ
ǫ

s12
T aū(p2)/ǫ(p1)u(P̃ ) . (7.2.2)

Siguiendo los lineamientos expuestos en el Capítulo 4, incluso a LO, es posible efectuar la des-

composición γµ = γ̃µ + γ̂µ al considerar DDirac = 4− 2ǫ. Esto conduce a la expresión

Sp(0)
q→gq =

gSµ
ǫ

s12
T a
[
ū(p2)γ̃

µu(P̃ ) + ū(p2)γ̂
µu(P̃ )

]
ǫµ(p1) , (7.2.3)

que incluye una contribución que viola la conservación de helicidad, solo presente al usar los

esquemas CDR y HSA. Sin embargo, debido a que los gluones son tratados como objetos

D-dimensionales en CDR, no es necesario efectuar la separación explícita de la contribución

escalar. La situación es diferente en HSA, puesto que la presencia de tensores métricos 4 y

DST-dimensionales conduce a un comportamiento distinto de los términos proporcionales a

ū(p2)γ̂
µu(P̃ ) de aquellos que multiplican a ū(p2)γ̃

µu(P̃ ).

Para comenzar con el cálculo de las correcciones NLO, debemos obtener la amplitud amputada

asociada al proceso q(p12) → g(p1)q(p2). Apréciese que el partón padre tiene cinemática off-shell,

lo cual justifica que las contribuciones a la autoenergía deban ser incluidas. En otras palabras,

las contribuciones NLO a Spq→gq se obtienen a partir de todos los diagramas que se muestran

en la figura 7.1. Sin embargo, también es necesario tener en cuenta otro tipo de contribuciones

para explorar los diversos esquemas. Como discutimos en el Capítulo 4, cuando tratamos QCD

en el contexto de DREG, los gluones DST-dimensionales pueden ser expresados en términos de

vectores 4-dimensionales y un conjunto de DST−4 partículas escalares. De este modo, usando las

correspondientes reglas de Feynman para cada tipo de partícula, podemos diferenciar tres tipos

de diagramas:

contribuciones de QCD estándar (STD);



Fig. 7.1: Diagramas de Feynman asociados con q(P̃ ) → g(p1)q(p2) a NLO, incluyendo las correcciones

de autoenergía al partón inicial. Solo se muestran las contribuciones de QCD estándar hasta

O(g3S) inclusive.

procesos que preservan la helicidad de las partículas salientes mediados por gluones escalares

(SCA-nHV);

e interacciones que violan helicidad (SCA-HV).

Para calcular las contribuciones STD, comenzamos desde el lagrangiano 4-dimensional de

QCD y dibujamos los diagramas de Feynman correspondientes, usando solo gluones vectoriales

y quarks. Por otra parte, las correcciones tipo SCA incluyen gluones escalares como partículas

externas o internas. En el caso de SCA-nHV, solo se permiten gluones escalares en líneas internas

pues las configuraciones de helicidad externas admitidas son únicamente aquellas compatibles con

QCD usual. Para ser más explícitos, consideremos el caso concreto del proceso q → gq. Debido a

que los vértices de QCD son vectoriales1, tanto el quark entrante (partón padre) como el saliente

deben tener la misma helicidad. En contraste, las configuraciones que aportan a los términos

SCA-HV son aquellas que están prohibidas en QCD 4-dimensional estándar.

Tras haber aclarado cuales son los posibles aportes a Sp(1,STD)
q→gq , se expresan tales contribu-

ciones como

Sp(1,STD)
q→gq = Sp(1,A)

q→gq + Sp(1,B)
q→gq + Sp(1,C)

q→gq , (7.2.4)

1 Una interacción vectorial es caracterizada a nivel lagrangiano por un término de la forma Ψ̄γµΨAµ, mientras
que los vértices axiales, o pseudovectoriales, se asocian a estructuras de la forma Ψ̄γµγ5ΨAµ. Para más detalles,
consultar Ref. (1), Capítulo 3.
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en donde Sp(1,i)
q→gq se refiere al diagrama i ∈ {A,B,C}, como se muestra en la figura 7.1. Escri-

biendo cada término por separado se tiene que

Sp(1,A)
q→gq = −g3Sµ

3ǫCF

s212
T a ū(p2)/ǫ(p1)/p12γ

νγαγρu(P̃ )

×
∫

q

(p12 − q)αdρν (q, n)

q2t12q
, (7.2.5)

Sp(1,B)
q→gq = −g3Sµ

3ǫ(2CF − CA)

2s12
T a ū(p2)γ

ργα/ǫ(p1)γ
βγνu(P̃ )

×
∫

q

(p12 − q)β(p2 − q)αdρν (q, n)

q2t2qt12q
, (7.2.6)

Sp(1,C)
q→gq = −g3Sµ

3ǫCA

2s12
T a ǫµ(p1)ū(p2)γ

νγαγβu(P̃ )

×
∫

q

(p2 − q)αV3g (p
µ
1 , q

ν1 ,−(p1 + q)µ1) dβµ1 (p1 + q, n) dνν1 (q, n)

q2s1qt2q
, (7.2.7)

en donde no estamos efectuando ninguna distinción entre gluones 4 y DST-dimensionales. En

particular, en el contexto del esquema HSA (con α = αR = 0), puede utilizarse la expansión

/ǫ(p1) = γ̃µǫµ(p1) + γ̂µǫ̂µ(p1) , (7.2.8)

puesto que hay 2 − 2ǫ grados de libertad gluónicos pero los gluones vectoriales solo tienen 2

polarizaciones físicas, mientras las polarizaciones remanentes se asocian con los gluones escalares.

También es útil apreciar que Sp(1,A)
q→gq viene dado por

Sp(1,A)
q→gq = Σ(p212)Sp

(0)
q→gq , (7.2.9)

en donde Σ(p212) es la corrección a la autoenergía de los quarks a NLO, como se explicó en el

Capítulo 6. Con la excepción del diagrama A, todos los restantes son exactamente iguales a los

que deben considerarse cuando todas las partículas están on-shell.

Ahora pasemos a estudiar las distintas contribuciones que involucran gluones escalares. Co-

mencemos estudiando aquellas en las cuales los diagramas considerados son compatibles con las

configuraciones de helicidad permitidas por QCD en 4 dimensiones. Debido a que estos térmi-

nos están asociados a interacciones con gluones escalares únicamente en las patas internas, los

diagramas no nulos aparecen recién NLO. Como se puede apreciar en la figura 7.2, se tienen co-

rrecciones a los tres diagramas de QCD estándar. Explícitamente, las correcciones vienen dadas

por

Sp(1,SCA−nHV)
q→gq = Sp(1,A′)

q→gq + Sp(1,B′)
q→gq + Sp(1,C′)

q→gq , (7.2.10)



Fig. 7.2: Diagramas de Feynman asociados con la contribución de interacciones mediadas por gluones

escalares al proceso q(P̃ ) → g(p1)q(p2) a NLO. Solo se muestran las configuraciones SCA-nHV

(esto es, aquellas que conservan la helicidad de las partículas externas).

con

Sp(1,A′)
q→gq = −gS

(
gscalarS

)2
µ3ǫCF

s212
T a ū(p2)/ǫ(p1)/p12γ̂

νγαγ̂ρu(P̃ )

×
∫

q

(p12 − q)α
(
−ηǫνρ

)

q2t12q
, (7.2.11)

Sp(1,B′)
q→gq = −gS

(
gscalarS

)2
µ3ǫ(2CF − CA)

2s12
T a ū(p2)γ̂

ργα/ǫ(p1)γ
βγ̂νu(P̃ )

×
∫

q

(p12 − q)β(p2 − q)α
(
−ηǫνρ

)

q2t2qt12q
, (7.2.12)

Sp(1,C′)
q→gq = −

(
gscalarS

)3
µ3ǫCA

2s12
T a ǫµ(p1)ū(p2)γ̂

νγαγ̂βu(P̃ )

×
∫

q

(p2 − q)αV3g (p
µ
1 , q

ν1 ,−(p1 + q)µ1) ηǫνν1η
ǫ
βµ1

q2s1qt2q
, (7.2.13)

en donde usamos las reglas de Feynman obtenidas a nivel lagrangiano.

El próximo paso es mostrar que las contribuciones SCA-nHV pueden ser simplificadas uti-

lizando propiedades de las matrices de Dirac en DST dimensiones. Concretamente, se quiere

demostrar que es posible aplicar las reglas de Feynman efectivas para gluones escalares mencio-

nadas en el Capítulo 4. Si nos centramos en Sp(1,A′)
q→gq , notamos que dicha contribución depende

de

IntA
′

=

∫

q

ηǫνρ γ̂
ν
(
/p12 − /q

)
γ̂ρ

q2t12q
,

=

∫

q

1

q2t12q
γ̂ρ/p12γ̂

ρ +

∫

q

qα
q2t12q

γ̂ργ
αγ̂ρ . (7.2.14)
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Sin embargo, debido a que p12 es un momento físico, luego /p12 = (p12)σγ̃
σ. Usando el hecho de

que {γ̃α, γ̂σ} = 0 y γ̂ργ̂ρ = −2ǫI, se llega a

IntA
′

=

∫

q

1

q2t12q

(
2ǫ /p12

)
+ (A(s12) (p12)α) (γ̂

ργαγ̂ρ) , (7.2.15)

en donde apelamos a una descomposición tipo Passarino-Veltman (PV) para escribir la integral

tensorial del segundo término de forma general. Debido a que las integrales tensoriales solo

dependen de momentos físicos, puede repetirse en procedimiento con el término restante y se

obtiene

IntA
′

=

∫

q

1

q2t12q

(
2ǫ /p12

)
+

∫

q

qα
q2t12q

(2ǫγ̃α)

= 2ǫ

∫

q

(
/p12 − /q

)

q2t12q
. (7.2.16)

Este resultado nos dice que podríamos haber llegado a las mismas expresiones para Sp(1,A′)
q→gq si

hubiéramos empleado las reglas efectivas. Es importante señalar que tras contraer los índices

asociados al espacio transverso se toma el límite DDirac → 4, ya que los gluones escalares se

originan formalmente en un proceso de reducción dimensional.

La situación es completamente análoga cuando consideramos Sp(1,C′)
q→gq , pero sutilezas adicio-

nales surgen al tratar Sp(1,B′)
q→gq . Tal contribución involucra el término

IntB
′

=

∫

q

γ̂ρ(/p2 − /q)γµ(/p12 − /q)γ̂νηǫνρ

q2t2qt12q

=

∫

q

1

q2t2qt12q
γ̂ρ
/p2γ

µ
/p12γ̂ρ −

∫

q

qα
q2t2qt12q

γ̂ρ
(
/p2γ

µγα + γαγµ
/p12

)
γ̂ρ

+

∫

q

qαqβ
q2t2qt12q

γ̂ργαγµγβγ̂ρ , (7.2.17)

en donde {ρ, ν} son índices asociados a las coordenadas transversas. Dependiendo del número

de polarizaciones de los gluones externos, µ puede ser 4 o DST-dimensional cuando ng = 2

o ng = 2 − 2ǫ, respectivamente. Aplicando nuevamente las descomposición PV, las integrales

tensoriales pueden ser expandidas de acuerdo a
∫

q

qα
q2t2qt12q

=
∑

i

Ai(s12)(pi)α , (7.2.18)

∫

q

qαqβ
q2t2qt12q

=
∑

i,j

Aij(s12)(pi)α(pj)β +B(s12)η
DST
αβ , (7.2.19)



con la inclusión de un término proporcional al tensor métrico DST-dimensional. Reemplazando

estas expansiones en la ecuación (7.2.17) y usando que p12 y p2 son 4-vectores, se obtiene

IntB
′

= A0(s12)/p2γ̂
ργµγ̂ρ/p12 −

∑

i

Ai(s12)
(
/p2γ̂

ργµγ̂ρ/pi + /piγ̂
ργµγ̂ρ/p12

)

+
∑

i,j

Aij(s12) /piγ̂
ργµγ̂ρ/pj +B(s12) γ̂

ργαγµγαγ̂ρ , (7.2.20)

puesto que γ̂ρ/pi = −/piγ̂
ρ y vale que Aij = Aji recurriendo a propiedades de simetría. Por otro

lado,

γαγµγα = (2−DDirac)γ
µ , (7.2.21)

γ̂ργ̂ρ = (DST − 4)I , (7.2.22)

γ̂ργµγ̂ρ = (4−DST)γ
µ + 2γ̂µ , (7.2.23)

en donde se está usando que la cantidad de matrices de gamma disponibles coincide con la

dimensión del álgebra de Dirac. Así, luego de aplicar estas propiedades, junto al hecho de que

γ̂ργαγµγαγ̂ρ = γαγ̂ργµγ̂ργα + 2 (γµγ̂ργ̂ρ − γ̂ργ̂ργ
µ) = γαγ̂ργµγ̂ργα , (7.2.24)

es posible reescribir IntB
′

como

IntB
′

= (4−DST)

[
A0(s12)/p2γ

µ
/p12 −

∑

i

Ai(s12)
(
/p2γ

µ
/pi + /piγ

µ
/p12

)

+
∑

i,j

Aij(s12) /piγ
µ
/pj +B(s12) γ

αγµγα

]

+ 2

[
A0(s12)/p2γ̂

µ
/p12 −

∑

i

Ai(s12)
(
/p2γ̂

µ
/pi + /piγ̂

µ
/p12

)

+
∑

i,j

Aij(s12) /piγ̂
µ
/pj +B(s12) γ

αγ̂µγα

]
, (7.2.25)

en donde siempre se verifica que 4 − DST = ηǫρν(−(ηǫ)ρν). Nótese que el tensor métrico que se

encuentra dentro del paréntesis proviene de conmutar y simetrizar el producto γ̂ργ̂ν . Además,

los términos que involucran una matriz γ̂µ en la cadena fermiónica violan la conservación de

helicidad. De este modo, imponiendo la restricción de que las partículas externas se encuentran en

configuraciones de helicidad permitidas en QCD estándar, es posible eliminar tales contribuciones.

Resumiendo todas estas observaciones, se puede concluir que el reemplazo

−ηǫρν γ̂
ργαγµγβ γ̂ν → (−2ǫ)γαγµγβ , (7.2.26)
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es válido. De esta forma, se muestra que las reglas de Feynman efectivas para gluones escalares

introducidas en el Capítulo 4 pueden ser aplicadas en el cálculo de funciones de splitting. Por otro

lado, es útil recordar que en los esquemas usuales, al introducir gluones escalares debe establecerse

DDirac = 4. Pero este límite debe ser tomado luego de haber reemplazado las integrales de

Feynman, incluso aquellas tensoriales. En otras palabras, al aplicar directamente las reglas a

nivel lagrangiano, es posible que haya términos que no pueden recuperarse utilizando las reglas

efectivas. Sin embargo, los mismos siempre resultan proporcionales a integrales que desaparecen

al considerar el límite DDirac → 4. Esta situación ocurre, por ejemplo, en Sp(1,B′)
q→gq puesto que hay

un término proporcional a γαγµγα = −2(1− ǫ)γµ (ver la ecuación (7.2.25)).

Por lo tanto, tras haber discutido la validez de las reglas de Feynman efectivas, podemos

reescribir las contribuciones SCA-nHV como

Sp(1,A′)
q→gq =

2 g3Sµ
3ǫǫCF

s212
T a ū(p2)/ǫ(p1)/p12γ

αu(P̃ )

∫

q

(p12 − q)α
q2t12q

, (7.2.27)

Sp(1,B′)
q→gq =

g3Sµ
3ǫǫ(2CF − CA)

s12
T a ū(p2)γ

α/ǫ(p1)γ
βu(P̃ )

∫

q

(p12 − q)β(p2 − q)α
q2t2qt12q

, (7.2.28)

Sp(1,C′)
q→gq =

g3Sµ
3ǫǫCA

s12
T a ǫµ(p1)ū(p2)γ

αu(P̃ )

∫

q

(p2 − q)α(2q + p1)
µ

q2s1qt2q
, (7.2.29)

donde, además, se está utilizando que gscalarS ≈ gS a NLO.

Finalmente, es relevante hacer el siguiente comentario acerca de los diagramas SCA-HV.

Cuando se trabaja en los esquemas HSA o HSB, es posible que las contribuciones STD mezclen

estructuras que violan helicidad con otras que la conservan. El origen de tales términos proviene

de la contracción de tensores métricos 4-dimensionales (incluidos en los propagadores gluónicos)

con estructuras DST-dimensionales. Este punto será discutido en las secciones siguientes, usando

siempre Spq→gq como caso de análisis.

2.1. Matriz de splitting genérica

Continuando con el estudio de la amplitud de splitting para q → gq, procedemos a efectuar

el cálculo sin especificar las helicidades de las partículas externas involucradas. Esto implica

tener cadenas espinoriales e integrales tensoriales más complicadas. Sin embargo, contar con las

matrices de splitting en el espacio de color+helicidad simplifica el cómputo de los núcleos de

Altarelli-Parisi, especialmente si se desean mantener las correlaciones de espín.

Para empezar, consideremos las contribuciones NLO de tipo STD. Después de escribir ex-

plícitamente los diagramas de Feynman y reemplazar las integrales de loop involucradas2, se

2 La lista completa de integrales empleadas para el análisis del límite doble colineal puede encontrarse en el



obtiene

Sp(1,STD)
q→gq =

cΓg
3
Sµ

ǫ

2s12ǫ2

(−s12 − ı0

µ2

)−ǫ

T a

[
C(STD,1)

q→gq ū(p2)/ǫ(p1)u(P̃ ) (7.2.30)

+ C(STD,2)
q→gq

1

nP
ū(p2)/nu(P̃ )p2 · ǫ(p1) + δα,1 C

(STD,3)
q→gq ū(p2)γ̂

µu(P̃ )ǫ̂µ(p1)

]
,

con los coeficientes C
(STD,i)
q→gq dados por

C(STD,1)
q→gq = 2(CA − 2CF )2F1

(
1,−ǫ, 1− ǫ,

z1
z1 − 1

)
− 2CA2F1

(
1,−ǫ, 1− ǫ,

z1 − 1

z1

)

− 2
CA (ǫ(δǫ2 + ǫ− 3) + 1)− CF (δǫ3 + 3ǫ2 − 6ǫ+ 2)

(ǫ− 1)(2ǫ− 1)

+ (1− αR)δǫ
2CA (2ǫ+ 1 + αR)− 2CF ǫ

(ǫ− 1)(2ǫ− 1)
, (7.2.31)

C(STD,2)
q→gq =

2ǫ2(CA − CF )(δǫ− 1)

(ǫ− 1)(2ǫ− 1)
+

δ(1− αR)ǫ

2(1− z1)2(ǫ− 1)(2ǫ− 1)

[
CA

(
(z21 − 4z1 + 2)ǫ+ z1

)

+ CA(1− z1)
2ǫ 2F1

(
1, 1− ǫ, 2− 2ǫ,

1

z1

)
+ CAz1(ǫ− 1)2F1

(
1,−ǫ, 1− ǫ,

z1 − 1

z1

)

+ 2(1− z1)
2ǫ2 (2CF − CA(αR + 2))

]
, (7.2.32)

C(STD,3)
q→gq = 2(1− αR)CA

[
2F1

(
1,−ǫ, 1− ǫ,

z1 − 1

z1

)
+

(1− z1)ǫ

z1(2ǫ− 1)2
2F1

(
1, 1− ǫ, 2− 2ǫ,

1

z1

)]

+
(1− αR) [2CF (1− 2ǫ)ǫ− CA (ǫ((1 + ǫδ)(1− αR)− 6ǫ+ 7)− 4)]

(ǫ− 1)(2ǫ− 1)
, (7.2.33)

en donde δ controla la dimensión del álgebra de Dirac y dejamos αR como parámetro libre. Nótese

que hay un término que involucra una interacción escalar-fermión, lo cual viola la conservación

de helicidad. Dicha contribución es proporcional a 1−αR y solamente aporta al resultado cuando

se trabaja en el esquema HSA (con α = 1) ya que los gluones externos deben tener 2− 2ǫ grados

de libertad. Además, vale la pena notar que modificar el valor de αR solo introduce cambios de

orden O(ǫ2) en los coeficientes C(STD,1)
q→gq y C

(STD,2)
q→gq . Sin embargo, cuando se realiza una expansión

en potencias de ǫ para C
(STD,3)
q→gq se encuentra que

C(STD,3)
q→gq = 6(1− αR)CA +O(ǫ) , (7.2.34)

lo cual implica que Sp(1,STD)
q→gq adquiere una contribución adicional al polo doble y que la misma

es proporcional a δα1(1− αR).

Apéndice A.
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Si queremos efectuar un chequeo de nuestros cálculos, podemos fijar αR = 1 para recuperar

los resultados en esquemas convencionales como FDH (δ = 0) o bien en CDR/HV (δ = 1). En

dichas configuraciones, los splittings dobles fueron calculados a NLO por varios autores y los

resultados son bien conocidos (68; 69). En particular, cuando se utiliza CDR es necesario asumir

que ǫµ(p1) es un vector DST-dimensional, mientras que en los otros esquemas pertenece a un

espacio 4-dimensional pues los gluones externos tienen 2 polarizaciones. También es importante

apreciar que en todos los pasos intermedios se emplearon las propiedades ǫ(p1) ·n = 0 (condición

de gauge) y ǫ(p1) · p1 = 0 (puesto que los gluones salientes son partículas físicas no masivas,

on-shell, con polarización transversa) para simplificar los cálculos.

Continuando con el estudio de las diferentes contribuciones, computamos Sp(1,SCA−nHV). Tras

el reemplazo de las integrales correspondientes se llega a

Sp(1,SCA−nHV)
q→gq = cΓ

(−s12 − ı0

µ2

)−ǫ

T a g
3
Sµ

ǫ

s12

ǫ (CF − CA)

(ǫ− 1)(2ǫ− 1)

[
ū(p2)/ǫ(p1)u(P̃ )

− 1

nP
ū(p2)/nu(P̃ ) p2 · ǫ(p1)

]
, (7.2.35)

en donde se está considerando que el álgebra de Dirac es 4-dimensional. Puede observarse que

esta expresión es notablemente más compacta que la correspondiente a las contribuciones STD.

Esto se debe, principalmente, a la ausencia de dos matrices de Dirac en las cadenas espinoriales.

Las mismas fueron reemplazadas por el tensor métrico transverso, usando las propiedades de

anticonmutación esbozadas en (7.2.21), (7.2.22) y (7.2.23). Además, los gluones escalares tienen

propagadores proporcionales a ηǫ, que no solo es una forma más sencilla que la del propaga-

dor gluónico en LCG sino que además actúa como un proyector sobre los índices del espacio

transverso.

Por otro lado, apréciese que las contribuciones SCA-nHV son finitas en el límite ǫ → 0, con

lo cual pueden ser sumadas a las anteriores sin alterar la estructura de polos infrarrojos. Esto

posibilita usar Sp(1,SCA−nHV) para definir y conectar distintos esquemas de DREG. Más aún,

observando las ecuaciones (7.2.30) y (7.2.35) se obtiene la relación

Sp(1,STD),HV

q→gq = Sp(1,STD),FDH

q→gq + Sp(1,SCA−nHV)
q→gq , (7.2.36)

la cual establece que los resultados en el esquema HV pueden recuperarse a partir de los calculados

en FDH añadiendo las contribuciones SCA-nHV. Esta es una propiedad interesante debido a que

hay veces en las que resulta más fácil efectuar los cómputos con DDirac = 4. Además (7.2.36)

sigue siendo válida al restringir las polarizaciones externas a un espacio 4-dimensional. En dicha

situación, es posible emplear el esquema FDH y aplicar un amplio rango de técnicas modernas,

tales como el método de helicidad o unitariedad. Dependiendo del proceso estudiado, efectuar el



cálculo en FDH podría resultar conveniente en términos computacionales. Por ende, establecer

conexiones entre los esquemas FDH y HV/CDR mediante las contribuciones tipo SCA-nHV

puede simplificar el tratamiento de algunos splittings.

2.2. Dependencia de esquema y estudio de divergencias

Tras haber obtenido resultados explícitos para Sp(1,STD) es posible estudiar la estructura

de divergencias infrarrojas y analizar que ocurre al usar distintos esquemas. Para ello, usamos

la descomposición sugerida en la ecuación (6.3.1). Como primer paso, asumimos que α = 0 y

solo usamos los diagramas STD; esto es equivalente a ignorar el esquema HSA. Si expandimos

los resultados entorno a ǫ = 0 y se ordenan las contribuciones que acompañan a los polos, se

encuentra que

Sp(1,STD)
q→gq = Sp

(1)
H,q→gq + I

(1)
q→gq

(
p1, p2; P̃

)
Sp(0)

q→gq , (7.2.37)

con

I
(1)
q→gq

(
p1, p2; P̃

)
=

cΓg
2
S

ǫ2

(−s12 − ı0

µ2

)−ǫ [
(CA − 2CF )

(
2F1

(
1,−ǫ; 1− ǫ;

z1
z1 − 1

)
− 1

)

− CA 2F1

(
1,−ǫ; 1− ǫ;

z1 − 1

z1

)]
, (7.2.38)

Sp
(1)
H,q→gq = cΓ

(−s12 − ı0

µ2

)−ǫ

T a g
3
Sµ

ǫ

s12

[(
CA

2(1− δǫ) + δ(1− αR)(1 + 2ǫ+ αR)

2(ǫ− 1)(2ǫ− 1)

− CF
1− αRδǫ

(2ǫ− 1)(ǫ− 1)

)
ū(p2)/ǫ(p1)u(P̃ )

+
C

(STD,2)
q→gq

2ǫ2
1

nP
ū(p2)/nu(P̃ ) p2 · ǫ(p1)

]
, (7.2.39)

en donde δ y αR son tratados como parámetros libres. La estructura de I
(1)
q→gq coincide de forma

exacta con el comportamiento singular previsto para las amplitudes de splitting no renormali-

zadas. Más aún, es sencillo notar en (7.2.38) la presencia de la función f(ǫ, z) introducida en

el Capítulo 6 para definir el operador I . Además, los términos que acompañan a los polos son

independientes de αR y δ.

Sin embargo, el remanente finito exhibe una dependencia no trivial en el esquema empleado

y conlleva a algunas discrepancias teóricas. De acuerdo a lo establecido en Ref. (71), Sp(1)
H solo

puede contener funciones racionales de la variable z y de ǫ. Esto se verifica cuando αR = 1,

puesto que

C(STD,2)
q→gq (αR = 1) = 2ǫ2

(CA − CF )(δǫ− 1)

(ǫ− 1)(2ǫ− 1)
, (7.2.40)
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con lo que el remanente finito se escribe

Sp
(1)
H,q→gq(αR = 1) = cΓ

(−s12 − ı0

µ2

)−ǫ

T a g
3
Sµ

ǫ

s12

(CF − CA)(δǫ− 1)

(ǫ− 1)(2ǫ− 1)

[
ū(p2)/ǫ(p1)u(P̃ )

− 1

nP
ū(p2)/nu(P̃ ) p2 · ǫ(p1)

]
. (7.2.41)

Sin embargo, al establecer αR = 0 este término contiene una combinación de funciones hiper-

geométricas que no puede ser expresada en términos de funciones racionales. En consecuencia,

cuando trabajamos en el esquema HSB (α = αR = 0) Sp
(1)
H no es una función racional, lo

cual comienza a mostrar que los esquemas HS presentan problemas de consistencia. Una com-

plicación adicional puede detectarse tras expandir en series una de las funciones que aparece en

C
(STD,2)
q→gq (αR = 0). Concretamente, se tiene que

1

z1
2F1

(
1, 1− ǫ, 2− 2ǫ,

1

z1

)
= (2ǫ− 1)log

(
z1 − 1

z1

)

+
ǫ

2

(
4Li2

(
1

z1

)
+ log2

(
z1 − 1

z1

))
+O(ǫ2) , (7.2.42)

lo que introduce un logaritmo con un brach-cut invertido, que se encuentra en la región {z > 0}.
Cuando en el Capítulo 9 discutamos los resultados de los splittings en el límite triple colineal,

motivaremos criterios de consistencia que definen los posibles saltos de rama permitidos. Cabe

señalar que esa función hipergeométrica puede ser introducida por alguna integral de la forma
∫

q

q2ǫ
q2s1qt2qnq

, (7.2.43)

que se origina al mezclar métricas 4 y DST-dimensionales, situación posible en el contexto de los

esquemas HS.

La situación se torna peor si se trabaja en HSA, estableciendo α = 1 pero αR = 0. En tal

caso, la estructura divergente difiere de la predicha por la fórmula de Catani, resultando imposible

reescribir Sp(1,STD) como en (7.2.37). Los términos singulares están dados por

Sp(1,STD),HSA
q→gq = cΓg

2
S

(−s12 − ı0

µ2

)−ǫ

[(
−CA

ǫ2
+

CAlog (z1) + (2CF − CA)log (1− z1)

ǫ

)
Sp(0)

q→gq

+

(
3CA

ǫ2
+

2(2CA + CF )− CA(1− z1)log (z1 − 1)− CA(1 + z1)log (z1)

2ǫ

)

× T agSµ
ǫ

s12
ū(p2)γ̂

µu(P̃ )ǫ̂µ(p1) +O(ǫ0)

]
, (7.2.44)



que introduce polos adicionales, los cuales no pueden ser absorbidos en términos proporcionales

al splitting a nivel árbol. Esto indica que debe agregarse alguna contribución adicional para

poder cancelar los polos remanentes cuando se trabaja en el esquema HSA. Desde otro punto

de vista, esto es equivalente a decir que es necesario modificar la definición de HSA y agregar

contribuciones adicionales. En concreto, puede probarse que este problema de consistencia es

originado por haber excluido las contribuciones que involucran gluones escalares, tanto aquellas

asociadas a SCA-nHV como los diagramas tipo SCA-HV. Para entender mejor la situación,

recordemos que los esquemas HS consideran DDirac = 4 − 2ǫ = DST (esto es δ = 1). Debido

a que los campos de gluones se obtienen tras resolver las ecuaciones de Euler-Lagrange (EL)

en un espacio DDirac-dimensional se tienen DDirac − 2 grados de libertad provenientes de estas

partículas. Esto quiere decir que al usar DDirac = DST hay 2−2ǫ polarizaciones gluónicas. Pero en

los esquemas HS, efectuamos una descomposición vector-escalar que conduce a tener 2 grados de

libertad en gluones 4-vectoriales y las polarizaciones remanentes se transforman en −2ǫ sabores

de gluones escalares. En consecuencia, si DDirac = DST hay que incluir diagramas con ambos

tipos de partículas, pues en caso contrario se estarían omitiendo soluciones de las ecuaciones EL.

En el caso del esquema HSB (α = 0 = αR), los gluones externos son siempre 4-dimensionales,

pero deben incluirse diagramas con escalares virtuales. Debido a que los acoplamientos son los

mismos cuando se trabaja a NLO, para tener en cuenta ambas contribuciones basta con sumar

los propagadores, lo que conduce a

D
(αR=0)
G (k, µ, ν) +DS(k, µ, ν) =

ı

k2 + ı0

((
−η4µν +

nµkν + nνkµ
n · k

)
+
(
−ηǫµν

))

= ı
dDST
µν (k, n)

k2 + ı0
= D

(αR=1)
G (k, µ, ν) . (7.2.45)

Esta relación nos dice que la versión consistente de HSB es el esquema HV (δ = 1 y α = 0), pues

se consideran los gluones virtuales como vectores de DST-dimensiones y 2− 2ǫ polarizaciones.

Por otro lado, en el esquema HSA debe permitirse la presencia de escalares como estados ex-

ternos. Nuevamente, esto es equivalente a agregar diagramas idénticos a los de las contribuciones

STD, pero escribiendo el vector de polarización externo como ǫµ = ǫ̃µ + ǫ̂µ. En otras palabras,

si se agregan todas las contribuciones necesarias para arreglar las inconsistencias de HSA se re-

cupera la definición del esquema CDR (δ = 1 y α = 1). En la sección siguiente se discute más

detalladamente este punto, en el contexto del cálculo de los núcleos de Altarelli-Parisi.

En resumen, luego de analizar la dependencia en esquema de los resultados para el splitting

q → gq y efectuar la comparación con la fórmula de Catani, se concluye que los esquemas HSA

y HSB no son consistentes. Por lo tanto, al momento de presentar resultados para los procesos

restantes en el límite doble colineal, solo usaremos CDR, HV y FDH, con la libertad adicional

de modificar el número de grados de libertad fermiónicos (cambiando los parámetros β y βR).
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2.3. Correcciones al núcleo de Altarelli-Parisi

Habiendo efectuado el cálculo explícito de la matriz de splitting, es posible obtener las co-

rrecciones a los núcleos de Altarelli-Parisi para q → gq a NLO. En particular, dado que se conoce

Spq→gq para configuraciones de helicidad genéricas, es posible retener las correlaciones de espín

completas mediante la matriz Pq→gq definida en el Capítulo 6. Para simplificar la nomenclatura,

definimos los núcleos AP polarizados como los elementos de matriz de Pq→gq, sumados sobre las

polarizaciones de las partículas colineales,

〈s |Pa→a1...am | s′〉 =
[
∑

color

∑

si∈phys.pol.

(
Spa→a1...am

)†
Spa→a1...am

]

s,s′

, (7.2.46)

mientras que las funciones de Altarelli-Parisi no polarizadas se recuperan tras promediar sobre

la polarización del partón padre. Explícitamente,

〈P̂a→a1...am〉 =
1

ω(a)

∑

s∈phys.pol.
〈s |Pa→a1...am | s〉 , (7.2.47)

con ω(a) = na número de polarizaciones del partón de tipo a ∈ {q, g}. Nótese que cada vez que se

suma o promedia sobre polarizaciones, se pierde información relativa a las correlaciones de espín.

Pero, por otro lado, las expresiones obtenidas son más compactas y fáciles de implementar.

Antes de mostrar los resultados explícitos, hagamos un breve comentario sobre la dependencia

en esquema a nivel amplitud al cuadrado. Como sabemos, tanto la suma como el promedio sobre

polarizaciones depende del esquema de regularización. Si se consideran configuraciones con α = 0,

como HV o FDH/DRED, los gluones externos tienen 2 polarizaciones físicas. Pero, cuando α = 1

(en CDR, por ejemplo), los gluones se asocian a vectores DST-dimensionales. Entonces, en tal

circunstancia, un gluón escalar puede ser considerado como un estado externo, lo que nos conduce

a incluir contribuciones que violen conservación de helicidad a nivel amplitud. Computando los

diagramas STD a Spq→gq se obtienen los núcleos AP en cualquier esquema tradicional. Es útil

notar que cuando se usa CDR, las interacciones que violan helicidad están escondidas dentro

de la definición de los vectores de polarización DST-dimensionales, como se ve en (7.2.3). Por lo

tanto, en tal esquema no es necesario llevar a cabo la separación entre parte escalar y vectorial

de forma explícita, sino que pueden tratarse de forma unificada. De todas formas, apelaremos a

tal descomposición con el fin de interpretar físicamente cada contribución.

Volviendo a los cálculos, se tiene que a nivel árbol, los núcleos AP vienen dados por

〈s
∣∣∣P(0)

q→gq

∣∣∣ s′〉 = CF δs,s′
g2S
z1

(
1 + (1− z1)

2 − αδǫz21
)
, (7.2.48)

〈P̂ (0)
q→gq〉 = CF

g2S
z1

(
1 + (1− z1)

2 − αδǫz21
)
, (7.2.49)



para el caso polarizado y no polarizado, respectivamente. Nótese que cuando se suma sobre las

polarizaciones de los fermiones externos aparece un factor global Tr(I) = 4− 4ǫβ multiplicando

los resultados. Pero dicho factor se cancela cuando se promedia sobre el espín del quark padre. De

este modo el núcleo AP para q → gq es independiente del número de polarizaciones fermiónicas.

También se puede probar que

〈s |Pq→gq| s′〉 = δs,s′〈P̂q→gq〉 , (7.2.50)

debido a que los procesos que involucran una línea fermiónica son diagonales en el espacio de

helicidad, como consecuencia de la conservación de la misma. Por tal razón, solo presentamos las

corrección NLO al núcleo no polarizado, la cual viene dada por

〈P̂ (1)
q→gq〉 =

cΓg
2
S

ǫ2

(−s12 − ı0

µ2

)−ǫ [
〈P̂ (0)

q→gq〉
(
(CF − CA) (ǫ(δǫ

2 + ǫ− 3) + 1)

(ǫ− 1)(2ǫ− 1)

+ (CA − 2CF ) 2F1

(
1,−ǫ; 1− ǫ;

z1
z1 − 1

)
− CA 2F1

(
1,−ǫ; 1− ǫ;

z1 − 1

z1

)
+ CF

)

+
g2SCF

z1

(z1 − 2)(z1 − 1)ǫ2(δǫ− 1) (CA − CF )

(ǫ− 1)(2ǫ− 1)

]
+ c.c. , (7.2.51)

en donde α = 1 en CDR y α = 0 en los esquemas HV y FDH/DRED. Como se esperaba, las

correcciones NLO también son independientes de βR y β.

Fig. 7.3: Diagramas de Feynman asociados a las contribuciones de gluones escalares externos, en el

proceso q(P̃ ) → φ(p1)q(p2) a NLO.

Como conclusión de esta sección, es interesante analizar el rol de los gluones escalares cuando

se llevan a cabo cálculos en el esquema CDR. Para ello, podemos computar las contribuciones

que incluyen escalares como estados externos. A nivel árbol, usando (7.2.3), se tiene que el núcleo

AP no polarizado está dado por

〈P̂ (0)
q→φq〉 =

g2SCF

4(1− βǫ)
Tr
(
/p2γ̂

µ /̃P γ̂ν
)( ∑

escalares

ǫ̂µ(p1)ǫ̂
∗
ν(p1)

)

= −g2SǫCF δz1 , (7.2.52)
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en donde φ denota a los gluones escalares y se utilizó el reemplazo indicado en la ecuación (4.2.19).

Para obtener las correcciones NLO a este proceso, es necesario tener en cuenta los diagramas

SCA-HV y computar la matriz de splitting asociada. Debido a que estamos descomponiendo los

gluones externos en una parte 4-dimensional más los escalares φ, los términos requeridos pueden

recuperarse a partir de Sp(1,STD) simplemente mediante el reemplazo ǫµ(p1) → ǫ̂µ(p1). Por ende,

podemos escribir

Sp
(1,SCA−HV)
q→φq =

(
Sp(1,A)

q→gq + Sp(1,B)
q→gq + Sp(1,C)

q→gq

)
ǫ→ǫ̂,δ→1,αR→1

=
cΓg

3
sµ

ǫ

2s12ǫ2

(−s12 − ı0

µ2

)−ǫ

T a

× C(STD,1)
q→gq (αR = 1, δ = 1) ū(p2)γ̂

µu(P̃ )ǫ̂µ(p1) , (7.2.53)

estando los correspondientes diagramas de Feynman expuestos en la figura 7.3. Luego de sumar

sobre las polarizaciones de las partículas externas y promediar sobre las del partón entrante, se

llega a

〈P̂ (1)
q→φq〉 =

cΓg
4
Sz1CF

ǫ

(−s12 − ı0

µ2

)−ǫ [
CA 2F1

(
1,−ǫ; 1− ǫ;

z1 − 1

z1

)
− CF

− (CA − 2CF ) 2F1

(
1,−ǫ; 1− ǫ;

z1
z1 − 1

)
+

(ǫ(ǫ+ 2)− 1) (CA − CF )

2ǫ− 1

]

+ c.c. . (7.2.54)

Así, se puede apreciar que vale la relación

〈P̂ CDR

q→gq〉 = 〈P̂ HV

q→gq〉+ 〈P̂q→φq〉 , (7.2.55)

la cual refleja el hecho de que las polarizaciones gluónicas adicionales pueden ser interpretadas

en términos de grados de libertad escalares. En consecuencia, es posible recuperar los resultados

en el esquema CDR calculando las contribuciones con gluones 4-dimensionales externos y luego

sumando los términos originados al producir partículas escalares. Cabe señalar que este trata-

miento debe efectuarse con cada gluón externo presente en el proceso, lo cual puede hacer que

el pasaje de un esquema a otro resulte complicado en procesos más generales.

3. Dependencia del esquema en splittings

El estudio aquí realizado mostró que es posible vincular las amplitudes de splitting en diversos

esquemas a través de la introducción de gluones escalares. A pesar de que esto implica computar



más diagramas, la presencia de interacciones escalares simplifica el álgebra requerida en los

cálculos y permite establecer la conexión a todo orden en ǫ. Debido a que los núcleos de Altarelli-

Parisi son objetos cruciales en el cálculo de observables a NLO o incluso órdenes superiores,

retener información acerca de la dependencia en ǫ puede ser relevante para la obtención de

contribuciones finitas en el límite ǫ → 0.

A pesar de tales motivaciones para usar expresiones válidas a todo orden en ǫ, existen cir-

cunstancias en las cuales solo interesa conocer como varían los resultados en distintos esquemas

hasta O(ǫ0). Por ejemplo, en Ref. (33), los autores estudian la dependencia en esquema de los

núcleos de Altarelli-Parisi (a nivel árbol), en el contexto de cálculos de secciones eficaces hadróni-

cas utilizando el método de sustracción dipolar. Tras realizar cálculos explícitos a LO, muestran

que es posible escribir los núcleos no polarizados como

〈P̂ (0),R.S.
a→bc (z, ǫ)〉 = 〈P̂ (0)

a→bc(z, ǫ)〉+ 2ǫPR.S.

a→bc(z) +O
(
ǫ2
)
, (7.3.1)

tomando como esquema de partida a CDR (o sea, 〈P̂ (0)
a→bc(z, ǫ)〉 = 〈P̂ (0),CDR

a→bc (z, ǫ)〉) e introduciendo

las funciones de transición PR.S.
a→bc para conectar los diversos esquemas. Para los esquemas CDR

y HV, PCDR
a→bc = 0 y PHV

a→bc = 0 para cualquier proceso. Para FDH/DRED, se tiene

PFDH

g→gg(z) = CA z(1− z) , (7.3.2)

PFDH

q→qg(z) = PFDH

q→gq(1− z) = CF
1− z

2
, (7.3.3)

mientras que en el esquema TSC (que usa βR = β = 1)

PTSC

g→qq̄(z) = −TR
z2 + (1− z)2

2
, (7.3.4)

son las únicas contribuciones no nulas.

Tras haber caracterizado la forma en que cambian las funciones de splitting con la elección

de esquema, es posible imponer criterios de consistencia exigiendo una cancelación total de dicha

dependencia en los observables físicos. Siguiendo los lineamientos de Ref. (33), la sección eficaz

completa a NLO de un proceso con n partones se escribe como

σNLO =

∫

n

dσV +

∫

n+1

dσR , (7.3.5)

con dσV y dσR correcciones virtuales y reales3, respectivamente. Dado que existe una cancelación

cruzada de divergencias infrarrojas, es posible definir un término de sustracción para quitar las

3 Es importante señalar que se están reabsorbiendo los contratérminos asociados a la redefinición de las PDFs
en la parte asociada al proceso 2 → n.
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singularidades de ambas contribuciones. Así, se define el términos dipolar como (7)

dσA =
∑

dipolos

dσ
(0)
R.S. ⊗ dV R.S.

dipolo , (7.3.6)

con dσ
(0)
R.S. sección eficaz LO y dV R.S.

dipolo denota las contribuciones dipolares. Nótese que la etiqueta

R.S. indica que estos objetos dependen del esquema empleado. Además, ⊗ se utiliza para indicar

la presencia de correlaciones de color y espín introducidas por los dipolos. La conexión con los

núcleos de Altarelli-Parisi se obtiene introduciendo las constantes Ki usando

−1

2

∑

b

∫ 1

0

dz (z(1− z))−ǫ 〈P̂ (0)
a→bc〉 =

2Ca

ǫ
+ γa +

(
Ka −

π2

6
Ca

)
ǫ+O

(
ǫ2
)
, (7.3.7)

que se emplean en la definición del operador de inserción

I
R.S.({p} , ǫ) = −αS

2π

1

Γ(1− ǫ)

∑

I

VI(ǫ)

T 2
I

∑

J 6=I

T I .T J

(
4πµ2

2 pI · pj

)ǫ

, (7.3.8)

con

VI(ǫ) = T 2
I

(
1

ǫ2
− π2

3

)
+

γI
ǫ
+ γI +KI +O(ǫ) , (7.3.9)

función que incluye los polos simples y dobles. De esta forma, la dependencia en esquema de

los núcleos de Altarelli-Parisi se traslada a la definición de los términos de sustracción dipolar.

Específicamente, usando (7.3.1) es posible obtener constantes γ̃R.S.
a y K̃R.S.

a tales que

γR.S.

a = γCDR

a + γ̃R.S.

a , (7.3.10)

KR.S.

a = KCDR

a + K̃R.S.

a , (7.3.11)

con lo que resulta posible escribir el operador I
R.S. en distintos esquemas. En particular, estas

relaciones justifican la forma de los términos singulares de las matrices de splittings resumidas

en la ecuación (6.3.6).





8. LÍMITE DOBLE COLINEAL: RESULTADOS

Anteriormente, se mostró como calcular las correcciones NLO al splitting q → gq. En este

capítulo se compilan los resultados para todas las funciones de splitting a NLO en el límite doble

colineal. Primero, se exhiben las correcciones a g → qq̄ y g → gg, analizando las diferencias entre

los distintos esquemas y explicando las comprobaciones de consistencia realizados. En particular,

mostramos que es posible extender la identidad de Ward supersimétrica a NLO usando esquemas

DREG específicos. Finalmente, se presentan resultados para los splittings que involucran fotones.

1. Introducción: historia y estado actual

El límite doble colineal de las amplitudes de scattering fue estudiado en detalle desde 1970,

principalmente tras el trabajo de Altarelli y Parisi. Sin embargo, el análisis efectuado en un primer

momento se centraba en el estudio de las funciones de splitting a nivel del elemento de matriz al

cuadrado. Como explicamos en el Capítulo 6, las propiedades de factorización colineal se expresan

de forma manifiesta al nivel de amplitudes. Sin embargo, la introducción de las amplitudes de

splittings tuvo lugar a mediados de 1980 (74; 66). Los primeros cálculos fueron efectuados en el

formalismo de descomposición de color a nivel árbol, lo cual permitía obtener expresiones muy

compactas tras fijar las helicidades de las partículas involucradas. Desde entonces, las funciones

de splitting en el límite doble colineal fueron estudiadas a 1-loop (67; 68; 69; 75; 76; 77) y a 2-

loops (78; 79). A pesar de que existen estudios relacionados con las propiedades de estos objetos

a órdenes superiores (70), actualmente solo se dispone de cálculos NNLO completos.

Existe interés teórico en computar las funciones de splitting con precisión por varios motivos.

Por un lado, como se desprende de las ecuaciones DGLAP, tanto las PDFs como las funciones

de fragmentación (FFs) son controladas por los núcleos de Altarelli-Parisi. En consecuencia, el

conocimiento de las correcciones a órdenes superiores a 〈P̂a→bc〉 se traduce en la posibilidad de

calcular con más precisión las PDFs y FFs. A su vez esto mejora la confiabilidad de los cálculos de

observables en colisionadores hadrónicos, pues toda la información de la dinámica no perturbativa

se encuentra en las PDFs y FFs.

Por otra parte, las funciones de splitting son empleadas en la definición de los contratérminos



en el contexto del método de sustracción. Cuando se efectúan cálculos de secciones eficaces hadró-

nicas, es necesario llevar a cabo la cancelación de divergencias IR antes de tratar las correcciones

finitas. En el método de sustracción1 esto se logra exhibiendo de forma explícita las divergencias,

tanto de la parte virtual como de las correcciones reales. Los polos IR de los términos virtuales

son predichos por las fórmulas de Catani, mientras que las singularidades de las contribuciones

reales provienen de las configuraciones que involucran radiación soft o colineal. En particular, en

la región colineal se apela a fórmulas similares a (6.2.27) que utilizan los núcleos AP. Cuando el

método se aplica a NLO, solo deben usarse núcleos AP a nivel árbol. Para cálculos NNLO, se

necesitan las correcciones NLO a las funciones de splitting doble y los splitting triples a LO. De

esta forma, aumentar la precisión de observables hadrónicos requiere calcular las funciones de

splitting a órdenes superiores, tanto en loops como en cantidad de partículas colineales.

Para concluir, las funciones de splitting son útiles para simular procesos de lluvia de partones

o parton shower. La idea de estos métodos es generar estados finales multipartículas permitiendo

el decaimiento partónico secuencial. Debido a que la emisión de partículas es muy favorecida en la

región de baja energía, los núcleos de Altarelli-Parisi son empleados para modelar el decaimiento

casi colineal. Volveremos a mencionar este tema en el Capítulo 9.

2. Funciones de splitting doble en QCD: resultados color-stripped

Partiendo de las propiedades de factorización colineal exhibidas anteriormente, es posible

recuperar las funciones de splitting tomando los límites cinemáticos correspondientes a determi-

nadas amplitudes de scattering físicas. Esta es una alternativa al uso de las fórmulas maestras

(6.2.21) y (6.2.22), y permite corroborar la factorización colineal de forma explícita.

Por cuestiones de simplicidad, es útil efectuar los cálculos en el contexto del formalismo de

descomposición de color y utilizando amplitudes parciales en ciertas configuraciones específicas

de helicidad. Esto se debe a que las amplitudes parciales solo presentan singularidades IR cuando

dos partículas adyacentes se vuelven colineales, o bien cuando hay partículas soft. De esta forma,

es más sencillo identificar las amplitudes de splitting comparando con la fórmula (6.2.26).

Comencemos con la amplitud MHV de 5 gluones exhibida en (2.4.2),

A
(0)
5 (1−, 2−, 3+, 4+, 5+) =

ı 〈12〉4
〈12〉 〈23〉 〈34〉 〈45〉 〈51〉 , (8.2.1)

en la cual cambiamos levemente la notación con el fin de explicitar el momento asociado a cada

pata externa. Supongamos que las patas 1 y 2 se vuelven paralelas. En tal caso, usando el vector

1 Una exposición introductoria de este método puede encontrarse en el Capítulo 5 de Ref. (80).
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P̃ definido en (6.2.2) junto con las fracciones de momento zi es posible aproximar los momentos

en el límite colineal como

pi → ziP̃ +O (s12) . (8.2.2)

Sin embargo, es necesario expresar las propiedades de transformación de los productos biespino-

riales 〈ij〉 y [ij] cuando involucran alguna partícula colineal. Para ello usamos la conexión entre

espinores y momentos esbozada en (2.3.5), y proponemos

〈ir〉 → √
zi

〈
P̃ r
〉
+O

(√
sij
)
, (8.2.3)

[jr] → √
zj

[
P̃ r
]
+O

(√
sij
)
, (8.2.4)

en donde i ‖ j y r es otro momento, no colineal con los anteriores. En particular, se tiene que

〈ij〉 → 0 y [ij] → 0 cuando se mantienen solamente las contribuciones más divergentes en el

límite colineal2. Por lo tanto, en el límite 1 ‖ 2 se tiene

A
(0)
5 (1−, 2−, 3+, 4+, 5+) = 0 , (8.2.5)

pues A
(0)
5 (1−, 2−, 3+, 4+, 5+) ≈ 〈12〉3 → 0. Este límite colineal no nos permite deducir ningún

splitting, pero es compatible con (6.2.26). De hecho, el resultado podía intuirse de tal fórmula

puesto que, a nivel árbol, se tiene

A
(0)
5 (1−, 2−, 3+, 4+, 5+) →

∑

σphys.pol.

Split
(0)
−σ

(
1−, 2−

)
A

(0)
4

(
P̃ σ, 3+, 4+, 5+

)
,

con A
(0)
4 (±,+,+,+) = 0 por restricciones de helicidad. Entonces, considérese el límite 2 ‖ 3, lo

que conduce a

A
(0)
5 (1−, 2−, 3+, 4+, 5+) → z22√

(1− z2)z2 〈23〉
× ı 〈1P 〉4

〈1P 〉 〈P4〉 〈45〉 〈51〉 , (8.2.6)

en donde puede identificarse A
(0)
4 (1−, P̃−, 4+, 5+) junto con

Split
(0)
+ (a−, b+) =

z2√
(1− z)z 〈ab〉

, (8.2.7)

2 Esta condición parece completamente razonable en vistas de que 〈ij〉 [ji] = sij y sij → 0 cuando i ‖ j.
Sin embargo, en el contexto de las relaciones BCFW, sij = 0 no implica que necesariamente ambos productos
espinoriales sean nulos. Esto se debe a que en tal formalismo, los momentos se extienden al espacio complejo y se
introducen corrimientos en los espinores, lo cual permite definir [ij] 6= 0 o 〈ij〉 6= 0, aunque alguno de ellos debe
ser nulo. Cabe señalar que este detalle es crucial para la definición de las subamplitudes primitivas no-nulas, que
constituyen los bloques fundamentales de cualquier amplitud a nivel árbol en el contexto de la recursión BCFW.



que es el splitting doble asociado a g(+) → g(−)g(+). Aplicando la transformación z → 1− z y

paridad es posible recuperar

Split
(0)
+ (a+, b−) =

(1− z)2√
(1− z)z 〈ab〉

, (8.2.8)

Split
(0)
− (a+, b−) = − z2√

(1− z)z [ab]
, (8.2.9)

Split
(0)
− (a−, b+) = − (1− z)2√

(1− z)z [ab]
, (8.2.10)

aunque para las restantes configuraciones de helicidad es necesario tomar otros límites colineales.

Considerando 4 ‖ 5 en A
(0)
5 (1−, 2−, 3+, 4+, 5+) se recupera

Split
(0)
− (a+, b+) =

1√
(1− z)z 〈ab〉

, (8.2.11)

Split
(0)
+ (a−, b−) = − 1√

(1− z)z [ab]
, (8.2.12)

en donde se aplicó paridad para recuperar el resultado de la segunda línea. Respecto de las

configuraciones restantes, es posible mostrar que

Split
(0)
+ (a+, b+) = Split

(0)
− (a−, b−) = 0 . (8.2.13)

Para ello, debe utilizarse A
(0)
6 (1−, 2−, 3+, 4+, 5+, 6+) y tomar el límite 5 ‖ 6, que conduce a

A
(0)
5 (1−, 2−, 3+, 4+, 5+, 6+) → 1√

(1− z5)z5 〈56〉
× ı 〈12〉4

〈12〉 〈23〉 〈34〉 〈4P 〉 〈P1〉 , (8.2.14)

lo que implica Split
(0)
+ (a+, b+) = 0 pues A

(0)
5 (1−, 2−, 3+, 4+, P̃−) es una amplitud MHV (y, por

ende, no es nula).

Exactamente el mismo procedimiento puede ser aplicado para recuperar las funciones de

splitting que involucran quarks. Sin embargo, en este caso, será necesario recurrir a amplitudes

NMHV para obtener todas las posibles configuraciones de helicidad. Para el proceso g → qq̄ se

tiene (67)

Split
(0)
+ (a+q , b

−
q̄ ) = − (1− z)3/2z1/2√

(1− z)z 〈ab〉
, (8.2.15)

Split
(0)
+ (a−q , b

+
q̄ ) = − (1− z)1/2z3/2√

(1− z)z 〈ab〉
, (8.2.16)
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Split
(0)
− (a+q , b

−
q̄ ) = − (1− z)1/2z3/2√

(1− z)z [ab]
, (8.2.17)

Split
(0)
− (a−q , b

+
q̄ ) = − (1− z)3/2z1/2√

(1− z)z [ab]
, (8.2.18)

mientras que

Split
(0)
− (a+q , b

+) =
z1/2√

(1− z)z 〈ab〉
, (8.2.19)

Split
(0)
− (a+q , b

−) = − z3/2√
(1− z)z [ab]

, (8.2.20)

Split
(0)
+ (a−q , b

+) =
z3/2√

(1− z)z 〈ab〉
, (8.2.21)

Split
(0)
+ (a−q , b

−) = − z1/2√
(1− z)z [ab]

, (8.2.22)

son las funciones de splitting correspondientes para q → qg. Es importante observar que los

resultados pueden ser conectados a través de la acción del operador de paridad o bien apelando

al intercambio 1 ↔ 2. En este último caso, es necesario tener en cuenta que se está trabajando

con amplitudes primitivas lo que introduce un signo menos adicional al efectuar el cambio q ↔ q̄

(recordar la discusión sobre las reglas de Feynman efectivas en el formalismo de descomposición

de color, en el Capítulo 2).

Como comentario final, es crucial indicar que las cálculos aquí efectuados son válidos sola-

mente en 4 dimensiones. Esto se debe a que la escritura de los productos espinoriales, como

fue definida en el Capítulo 2, usa fuertemente las propiedades de trabajar en un espacio-tiempo

4-dimensional plano.

3. Funciones de splitting doble en QCD: resultados generales

En esta sección se presentan las correcciones a orden g3S para las amplitudes de splitting y

núcleos de Altarelli-Parisi asociados a los procesos g → qq̄ y g → gg. Comenzamos escribiendo

las matrices de splitting mediante el uso de las fórmulas (6.2.21) y (6.2.22), tanto para las

contribuciones de QCD estándar como para diagramas mediados por gluones escalares. Para

continuar con el estudio de la dependencia en el esquema de regularización, todos los cálculos

son efectuados manteniendo δ, α, βR y β como parámetros libres. Por lo discutido en el capítulo

precedente establecemos αR = 1 para evitar el uso de los esquemas HSA y HSB, puesto que solo

nos interesa estudiar como varían los resultados en esquemas bien definidos.



En ambos casos, se implementan verificaciones basadas en argumentos de simetría y en el

análisis de la estructura de polos infrarrojos de los splittings, efectuando la comparación con la

fórmula de Catani. Más aún, al final de la sección se discute la validez de las identidades de Ward

supersimétricas más allá del nivel árbol. En concreto, mostramos que los esquemas FDH/DRED

y TSC son compatibles con tales identidades, lo cual provee una comprobación adicional de los

resultados obtenidos.

3.1. g → qq̄

En el capítulo previo tratamos en gran detalle el cálculo de la matriz de splitting asociada a

q → gq. En esta sección nos centramos en el proceso g → qq̄, haciendo hincapié en las diferencias

respecto del caso previo. En particular, podemos anticipar que el hecho de que el partón padre

sea un gluón posibilitará obtener resultados más compactos.

Como punto de partida, comencemos expandiendo la matriz de splitting como

Spg→qq̄ = Sp
(0)
g→qq̄ + Sp

(1)
g→qq̄ , (8.3.1)

en donde la contribución a nivel árbol viene dada por

Sp
(0)
g→qq̄ =

gSµ
ǫ

s12
T aū(p1)/ǫ(P̃ )v(p2) , (8.3.2)

con pi el momento físico de la partícula i y ǫ(P̃ ) vector de polarización asociado al gluón padre.

Nótese que se está empleando la fórmula (6.2.22), lo que justifica que se evalúe el vector de

polarización en P̃ aunque el momento del partón padre sea p12 con p212 = s12 6= 0.

La contribución asociada a los términos de QCD estándar se expande como

Sp
(1,STD)
g→qq̄ = Sp

(1,A)
g→qq̄ + Sp

(1,B)
g→qq̄ + Sp

(1,C)
g→qq̄ + Sp

(1,D)
g→qq̄ , (8.3.3)

en donde Sp
(1,i)
g→qq̄ se refiere al diagrama i ∈ {A,B,C,D}, como se muestra en la figura 8.1, y

Sp
(1,A)
g→qq̄ = −g3Sµ

3ǫ

2s212
CAT

a ǫµ(P̃ )ū(p1)γ
νv(p2) dνν1 (p12, n) (8.3.4)

×
∫

q

dρρ1 (q, n) dσσ1 (p12 − q, n)V3g (−pµ12, q
ρ, (p12 − q)σ)

q2t12q

× V3g (−qρ1 , pν112, (q − p12)
σ1) ,

Sp
(1,B)
g→qq̄ = −g3Sµ

3ǫ

2s12
CAT

a ǫµ(P̃ )ū(p1)γ
ρ1γαγσ1v(p2) (8.3.5)

×
∫

q

(p1 − q)αdσσ1 (p12 − q, n) dρρ1 (q, n)V3g (−pµ12, q
ρ, (p12 − q)σ)

q2t1qt12q
,
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Fig. 8.1: Diagramas de Feynman asociados con g(P̃ ) → q(p1)q̄(p2) a NLO. Aquí el gluón entrante (partón

padre) se encuentra fuera de la capa de masa y su virtualidad viene dada por (p12)
2 = s12. Solo

se muestran las contribuciones STD (asociadas a procesos compatibles con QCD 4-dimensional).

Sp
(1,C)
g→qq̄ =

g3Sµ
3ǫ

2s12
(CA − 2CF )T

aū(p1)γ
ργα/ǫ(P̃ )γβγσv(p2) (8.3.6)

×
∫

q

qα(q − p12)βdσρ (q − p1, n)

q2t1qt12q
,

Sp
(1,D)
g→qq̄ =

g3Sµ
3ǫNf

2s212
T a ū(p1)γ

νv(p2) dνν1 (p12, n)

∫

q

Tr
(
γν1/q/ǫ(P̃ )(/q − /p12)

)

q2t12q
. (8.3.7)

Apréciese que los diagramas A y D se asocian con las correcciones de autoenergía al gluón entrante

(con virtualidad s12 6= 0). Por tal motivo, podemos escribir

Sp
(1,A)
g→qq̄ + Sp

(1,D)
g→qq̄ = Π(p212)Sp

(0)
g→qq̄ , (8.3.8)

apelando a la discusión presentada en el Capítulo 6.

Para este proceso, hay cuatro posibles diagramas SCA-nHV que contribuyen a la amplitud

de splitting. Siguiendo lo exhibido en la figura 8.2 se puede expandir esta contribución como

Sp
(1,SCA−nHV)
g→qq̄ = Sp

(1,A′)
g→qq̄ + Sp

(1,A′′)
g→qq̄ + Sp

(1,B′)
g→qq̄ + Sp

(1,C′)
g→qq̄ , (8.3.9)

con

Sp
(1,A′)
g→qq̄ = −g3Sµ

3ǫ

s212
CAT

a ǫµ(P̃ )ū(p1)γ
νv(p2) dνν1 (p12, n) (8.3.10)

×
∫

q

(
−ηǫρρ1

)
dσσ1 (p12 − q, n)V3g (−pµ12, q

ρ, (p12 − q)σ)

q2t12q



× V3g (−qρ1 , pν112, (q − p12)
σ1) ,

Sp
(1,A′′)
g→qq̄ = −g3Sµ

3ǫ

2s212
CAT

a ǫµ(P̃ )ū(p1)γ
νv(p2) dνν1 (p12, n) (8.3.11)

×
∫

q

ηǫρρ1η
ǫ
σσ1

V3g (−pµ12, q
ρ, (p12 − q)σ)

q2t12q
V3g (−qρ1 , pν112, (q − p12)

σ1) ,

Sp
(1,B′)
g→qq̄ = −g3Sµ

3ǫ

2s12
CAT

a ǫµ(P̃ )ū(p1)γ̂
ρ1γαγ̂σ1v(p2) η

ǫ
ρ1ρ

ηǫσ1σ
(8.3.12)

×
∫

q

(p1 − q)αV3g (−pµ12, q
ρ, (p12 − q)σ)

q2t1qt12q
,

Sp
(1,C′)
g→qq̄ =

g3Sµ
3ǫ

2s12
(CA − 2CF )T

aū(p1)γ̂
ργα/ǫ(P̃ )γβ γ̂σv(p2) (8.3.13)

×
∫

q

qα(q − p12)β
(
−ηǫρσ

)

q2t1qt12q
,

en donde se usaron las reglas de Feynman a nivel lagrangiano para escribir cada diagrama con

gluones escalares.

Cuando se discutió la estructura de las contribuciones a la amplitud de splitting q → gq, se

mencionó la posibilidad de encontrar integrales que involucren a q2ǫ . En este proceso encontramos

este tipo de términos al analizar Sp
(1,A′)
g→qq̄ . En efecto, tras expandir el vértice de tres gluones se

tiene

Sp
(1,A′)
g→qq̄ =

g3Sµ
3ǫ

s212
CAT

a ǫµ(P̃ )ū(p1)γ
νv(p2) dνσ1 (p12, n) η

ǫ
ρρ1

×
∫

q

qρqρ1 dµσ1 (p12 − q, n)

q2t12q
. (8.3.14)

Debido a que la contribución escalar debe calcularse estableciendo DDirac = 4, es posible escribir

la integral requerida como

IntA
′′

=

∫

q

qρqρ1 dµσ1 (p12 − q, n)

q2t12q
= F1(ki · kj)η4ρρ1η4µσ1

+
∑

P

F2(ki · kj, P )η4a1a2(ki)a3(kj)a4

+
∑

P,Q

F3(ki · kj, P,Q)(ki1)a1(ki2)a2(ki3)a3(ki4)a4 , (8.3.15)

en donde P es una permutación del conjunto de índices de Lorentz {ρ, ρ1, µ, σ}, ki ∈ {p12, n}
y Q es un ordenamiento particular de los elementos del conjunto {ki}. El hecho importan-

te de remarcar aquí es que IntA
′′

solo tiene componentes 4-dimensionales, lo cual implica que

η4αβ(η
ǫ)αβ = 0. Esta es una observación muy sutil, pues tal reemplazo solo puede llevarse a ca-

bo cuando DDirac = 4, ya que esto eliminará las componentes transversas que acompañan a la
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estructura tensorial de IntA
′′

. De este modo, vale que

Sp
(1,A′)
g→qq̄ = 0 , (8.3.16)

cuando se usan las convenciones estándar para calcular los diagramas con gluones escalares. Los

términos remanentes de la amplitud de splitting vienen dados por

Sp
(1,A′′)
g→qq̄ =

g3Sµ
3ǫ

s212
ǫ CAT

a ǫµ(P̃ )ū(p1)γ
νv(p2) dνν1 (p12, n) (8.3.17)

×
∫

q

(2q − p12)µ(2q − p12)ν1
q2t12q

,

Sp
(1,B′)
g→qq̄ = −g3Sµ

3ǫ

s12
ǫ CAT

a ǫµ(P̃ )ū(p1)γ
αv(p2)

∫

q

(p1 − q)α(p12 − q)µ
q2t1qt12q

, (8.3.18)

Sp
(1,C′)
g→qq̄ = −g3Sµ

3ǫ

s12
ǫ (CA − 2CF )T

aū(p1)γ
α/ǫ(P̃ )γβv(p2)

∫

q

qα(q − p12)β
q2t1qt12q

, (8.3.19)

en donde usamos los mismos argumentos que en el Capítulo 7 para efectuar los reemplazos

γ̂aγcγ̂b → −(ηǫ)abγc y γ̂aγcγdγeγ̂b → −(ηǫ)abγcγdγe.

En relación con las contribuciones que involucran gluones escalares, aquí puede apreciarse un

hecho importante. Aunque se pueden construir muchos diagramas empleando las reglas efectivas,

algunos de ellos resultan nulos por ser proporcionales a q2ǫ . Estas estructuras aparecen cuando

índices del espacio transverso ǫ-dimensional se contraen con el momento del loop. De esta forma,

para evitar tal situación, los índices del espacio transverso deben contraerse entre sí, formando

cadenas cerradas. Es decir, las contribuciones no nulas son aquellas que involucran objetos de la

forma

(ηǫ)a1a2(η
ǫ)a2a3 . . . (ηǫ)ana1 = (ηǫ)a1a1 , (8.3.20)

lo cual es equivalente a decir que cada cadena debe ser proporcional a la traza del tensor métrico

transverso, Tr (ηǫ) = −2ǫ = (ηǫ)µµ.

Antes de mostrar resultados explícitos para la matriz de splitting de g → qq̄, analicemos las

posibles estructuras espinoriales que pueden emplearse para expandir Sp
(1)
g→qq̄. En primer lugar,

la contribución LO es proporcional a ū(p1)/ǫ(P̃ )v(p2), con lo cual Sp(1)
g→qq̄ incluye esta estructura.

Por otra parte, debido a la simetría de intercambio p1 ↔ p2, junto a las propiedades

ū(p1)/p12v(p2) = 0 , (8.3.21)

p12 · ǫ(P̃ ) = n · ǫ(P̃ ) = P̃ · ǫ(P̃ ) = 0 , (8.3.22)

y la existencia de solamente cuatro vectores físicos (p1, p2, ǫ(P̃ ) y n), es posible construir también

la cadena espinorial ū(p1)/nv(p2). Cabe destacar que, a 1-loop, pueden encontrarse contribuciones



Fig. 8.2: Diagramas de Feynman asociados con las contribuciones SCA-nHV al proceso g(P̃ ) →
q(p1)q̄(p2), a NLO.

con hasta cinco matrices gamma en su interior. Sin embargo, las propiedades mencionadas antes,

junto con las restricciones impuestas por el álgebra de Dirac, permiten reducirlas a combinaciones

de ū(p1)/ǫ(P̃ )v(p2) y ū(p1)/nv(p2)p1 · ǫ(P̃ ). Por tales razones, tras reemplazar las integrales de

Feynman en las expresiones para Sp
(1,i)
g→qq̄, se obtiene

Sp
(1,STD)
g→qq̄ =

cΓg
3
Sµ

ǫT a

ǫ2s12

(−s12 − ı0

µ2

)−ǫ [
C

(STD,1)
g→qq̄ ū(p1)/ǫ(P̃ )v(p2)

+ C
(STD,2)
g→qq̄

1

nP
ū(p1)/nv(p2)p1 · ǫ(P̃ )

]
, (8.3.23)

para la contribución STD, en donde los coeficientes C
(STD,i)
g→qq̄ están dados por

C
(STD,1)
g→qq̄ = Nf

2(ǫ− 1)ǫ(1− βRǫ)

4(ǫ− 2)ǫ− 3
+ CF

ǫ (3− (2 + δ)ǫ+ 2δǫ2)− 2

(ǫ− 1)(2ǫ− 1)

+ CA

(
3 + ǫ2(2(ǫ− 2) + δ(1 + 2(ǫ− 2)ǫ))

(ǫ− 1)(3− 2ǫ)(2ǫ− 1)
− 2F1

(
1,−ǫ; 1− ǫ;

z1 − 1

z1

)

− 2F1

(
1,−ǫ; 1− ǫ;

z1
z1 − 1

)
+ 2

)
, (8.3.24)

C
(STD,2)
g→qq̄ = 0 ,

con αR = 1 puesto que estamos descartando los esquemas HSA/HSB. Es interesante señalar que

la corrección a NLO completa resulta proporcional a Sp
(0)
g→qq̄, trabajando en cualquiera de los

esquemas convencionales. Además, a modo de verificación, se corrobora que C
(STD,1)
g→qq̄ es simétrico
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ante el intercambio 1 ↔ 2. Al igual que con q → gq, cuando se emplea α = 1 es necesario

considerar que µ es un índice DST-dimensional, mientras que en los esquemas restantes se asocia

a una cantidad 4-dimensional.

Por otro lado, es posible rescribir Sp
(1)
g→qq̄ como

Sp
(1)
g→qq̄ = Sp

(1)
H,g→qq̄ + I

(1)
g→qq̄

(
p1, p2; P̃

)
Sp

(0)
g→qq̄ , (8.3.25)

haciendo uso de las expresiones

I
(1)
g→qq̄

(
p1, p2; P̃

)
=

cΓg
2
S

ǫ2

(−s12 − ı0

µ2

)−ǫ [
3CA − (3ǫ+ 2)CF + 2ǫβ0 (8.3.26)

− CA

(
2F1

(
1,−ǫ; 1− ǫ;

z1 − 1

z1

)
+ 2F1

(
1,−ǫ; 1− ǫ;

z1
z1 − 1

))]
,

Sp
(1)
H,g→qq̄ = cΓg

2
S

(−s12 − ı0

µ2

)−ǫ [
CA

(
2− 3δ

6(3− 2ǫ)
+

1− δ

ǫ− 1
+

δ − 18

2(2ǫ− 1)

)

+ CF

(
δ − 1

ǫ− 1
+

8

2ǫ− 1

)
+Nf

6βR(1− ǫ) + 8ǫ− 10

3(4(ǫ− 2)ǫ+ 3)

]
Sp

(0)
g→qq̄ , (8.3.27)

lo que está de acuerdo con las ecuaciones (6.3.1) y (6.3.2). A diferencia de lo ocurrido con el

splitting q → gq, Sp(1)
g→qq̄ depende explícitamente de βR. Sin embargo podemos apreciar que,

independientemente del valor de βR, la estructura divergente es compatible con la fórmula de

Catani y el remanente finito Sp
(1)
H,g→qq̄ solo involucra funciones racionales de z y ǫ.

Analizando las contribuciones SCA-nHV, se tiene que

Sp
(1,SCA−nHV)
g→qq̄ = cΓg

2
S

(−s12 − ı0

µ2

)−ǫ

(8.3.28)

× (2(2− ǫ)ǫ− 1)CA + (4(ǫ− 2)ǫ+ 3)CF

(ǫ− 1)(2ǫ− 3)(2ǫ− 1)
Sp

(0)
g→qq̄ ,

y es posible recuperar la relación

Sp
(1,STD,HV)
g→qq̄ = Sp

(1,STD,FDH)
g→qq̄ + Sp

(1,SCA−nHV)
g→qq̄ , (8.3.29)

que establece que la diferencia entre los resultados en FDH y HV es simplemente la contribución

de los diagramas SCA-nHV.

Para concluir, procedemos a mostrar los resultados para los núcleos de Altarelli-Parisi. Para

las contribuciones a nivel árbol se tiene

〈µ
∣∣∣P(0)

g→qq̄

∣∣∣ ν〉 = −g2S(1− βǫ)

2

(
(ηDDirac)µν +

4(z1 − 1)z1
k2
⊥

kµ
⊥k

ν
⊥

)
, (8.3.30)

〈P̂ (0)
g→qq̄〉 =

g2S(1− βǫ)

2(1− αǫ)
((1− z1)

2 + z21 − αδǫ) , (8.3.31)



en donde se puede apreciar la dependencia explícita en β, es decir, en el número de polarizaciones

fermiónicas externas. Esto se debe a que al sumar sobre las polarizaciones fermiónicas se forma

una traza, que resulta proporcional a 2 − 2β. Sin embargo, este factor no se cancela al efectuar

el promedio sobre polarizaciones entrantes, puesto que el partón padre es un gluón. Pasando a

las correcciones NLO, debido a que a nivel amplitud resultan proporcionales al LO, se tiene que

〈P̂ (1)
g→qq̄〉 =

cΓ
ǫ2
g2S

(−s12 − ı0

µ2

)−ǫ

CSTD,1
g→qq̄ 〈P̂ (0)

g→qq̄〉 + c.c. , (8.3.32)

en donde solo se está manteniendo la parte real del lado derecho de la ecuación. Puede apreciarse

que, en este caso, también se introduce una dependencia en β y que no es posible cancelarla fijando

β = βR. Sin embargo, es interesante notar que los factores adicionales en (8.3.31) desaparecen al

trabajar en el esquema TSC (ver Capítulo 4).

3.2. g → gg

Por último, analicemos la matriz de splitting g → gg. En este caso será necesario aplicar varias

propiedades de los vectores de polarización para poder obtener resultados compactos. Además, el

hecho de no tener que utilizar cadenas espinoriales permite que todos las expresiones puedan ser

escritas en términos de productos escalares, los cuales están bien definidos en cualquier esquema

de DREG.

Como primer paso, descomponemos la matriz de splitting como

Spg→gg = Sp(0)
g→gg + Sp(1)

g→gg , (8.3.33)

en donde la contribución a nivel árbol viene dada por

Sp(0)
g→gg =

2gSµ
ǫ

s12
T a(A)

(
p1 · ǫ(P̃ ) ǫ(p1) · ǫ(p2)− p1 · ǫ(p2) ǫ(p1) · ǫ(P̃ )

+ p2 · ǫ(p1) ǫ(p2) · ǫ(P̃ )
)

, (8.3.34)

con pi el momento físico de la partícula i y (T a(A))bc = ıfabc los generadores de la representación

adjunta de SU(3).

La contribución NLO estándar puede expandirse como

Sp(1,STD)
g→gg = Sp(1,A)

g→gg + Sp(1,B)
g→gg + Sp(1,C)

g→gg + Sp(1,D)
g→gg + Sp(1,E)

g→gg , (8.3.35)

con Sp(1,i)
g→gg asociado con el diagrama i ∈ {A,B,C,D,E}, como se muestra en a figura 8.3, y

Sp(1,A)
g→gg =

g3Sµ
3ǫ

2s212
CAT

a(A) ǫµ(P̃ )ǫν(p1)ǫρ(p2)V3g (−pα1
12 , p

ν
1, p

ρ
2) dαα1 (p12, n)
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Fig. 8.3: Diagramas de Feynman asociados con g(P̃ ) → g(p1)g(p2) a NLO. Aquí el gluón entrante (partón

padre) se encuentra fuera de la capa de masa y su virtualidad viene dada por (p12)
2 = s12. Solo

se muestran las contribuciones STD (asociadas a procesos compatibles con QCD 4-dimensional).

×
∫

q

dρρ1 (q, n) dλλ1 (p12 − q, n) V3g

(
−pµ12, q

σ, (p12 − q)λ
)

q2t12q

× V3g

(
−qσ1 , pα12, (q − p12)

λ1
)
, (8.3.36)

Sp(1,B)
g→gg = −g3Sµ

3ǫNf

2s212
T a(A) ǫν(p1)ǫρ(p2)V3g (−pα1

12 , p
ν
1, p

ρ
2) dαα1 (p12, n)

×
∫

q

Tr
(
γν1/q/ǫ(P̃ )(/q − /p12)

)

q2t12q
, (8.3.37)

Sp(1,C)
g→gg =

g3Sµ
3ǫ

2s12
NfT

a(A)

∫

q

Tr
(
/ǫ(P̃ )/q/ǫ(p1)(/q − /p1)/ǫ(p2)(/q − /p12)

)

q2t1qt12q
, (8.3.38)

Sp(1,D)
g→gg =

g3Sµ
3ǫ

4s12
CAT

a(A) ǫµ(P̃ )ǫν(p1)ǫρ(p2)

∫

q

dσσ1 (q, n) dηη1 (q − p12, n)

q2t12q

× V3g (−pµ12, q
σ, (p12 − q)η) (8.3.39)

×
[
dλλ1 (q − p1, n)

t1q
V3g

(
(p1 − q)λ1 , pρ2, (q − p12)

η1
)
V3g

(
−qσ1 , pν1, (q − p1)

λ
)

− dλλ1 (q − p2, n)

t2q
V3g

(
(p2 − q)λ1 , pν1, (q − p12)

η1
)
V3g

(
−qσ1 , pρ2, (q − p2)

λ
)]

,

Sp(1,E)
g→gg =

g3Sµ
3ǫ

2s12
CAT

a(A) ǫµ(P̃ )ǫν(p1)ǫρ(p2)V
Cin
4g (σ1, ν, ρ, λ1)



×
∫

q

dσσ1 (q, n) dλλ1 (p12 − q, n)

q2t12q
V3g

(
−pµ12, q

σ, (p12 − q)λ
)
, (8.3.40)

en donde se utilizó la función

V Cin
4g (µ, ν, ρ, σ) =

3

2

(
ηDST
µν ηDST

ρσ − ηDST
µρ ηDST

νσ

)
, (8.3.41)

que es una versión puramente cinemática del vértice de cuatro gluones. La misma proviene de la

contracción de la estructura de color de los vértices de tres y cuatro gluones, respectivamente. Es

necesario señalar que, debido a las propiedades de simetría, los diagramas C y D solo describen

la topología asociada, con lo cual Sp(1,C) y Sp(1,D) incluyen la suma sobre todos los posibles

reordenamientos de las partículas externas.

Por otra parte, los diagramas A y B expanden las correcciones de autoenergía para el gluón

entrante. De esta forma, la contribución correspondiente se expresa simplemente como

Sp(1,A)
g→gg + Sp(1,B)

g→gg = Π(p212)Sp
(0)
g→gg . (8.3.42)

Fig. 8.4: Diagramas de Feynman asociados con los términos con gluones escalares en el proceso g(P̃ ) →
g(p1)g(p2) a NLO. Solo se muestran los diagramas que contribuyen no trivialmente a la amplitud

de splitting.

En este proceso, cuando se trabaja con las contribuciones asociadas a gluones escalares se

encuentra una gran cantidad de diagramas. Sin embargo, como se mostró mientras se calculaba

Sp
(1)
g→qq̄), los únicos términos no triviales son aquellos que involucran cadenas cerradas de índices

asociados al espacio transverso y resultan proporcionales a Tr (ηǫ). Cualquier otra configuración

involucra la presencia de integrandos proporcionales a q2ǫ , los cuales dan lugar a integrales nulas

en el límite DDirac = 4. Por ende, empleando los diagramas mostrados en la figura 8.4 y usando

las reglas efectivas para gluones escalares, las contribuciones SCA-nHV pueden expresarse como

Sp(1,SCA−nHV)
g→gg = Sp(1,A′)

g→gg + Sp(1,D′)
g→gg + Sp(1,E′)

g→gg , (8.3.43)

con

Sp(1,A′)
g→gg = −g3Sµ

3ǫǫ

s212
CAT

a(A) ǫµ(P̃ )ǫν(p1)ǫρ(p2) dαα1 (p12, n) V3g (−pα1
12 , p

ν
1, p

ρ
2)
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×
∫

q

(2q − p12)µ (2q − p12)α
q2t12q

, (8.3.44)

Sp(1,D′)
g→gg = −g3Sµ

3ǫǫ

2s12
CAT

a(A) ǫµ(P̃ )ǫν(p1)ǫρ(p2)

∫

q

(2q − p12)µ
q2t12q

×
[
(2q − p1)ν (2q − 2p1 − p2)ρ

t1q
−

(2q − p2)ρ (2q − 2p2 − p1)ν
t2q

]
, (8.3.45)

Sp(1,E′)
g→gg = 0 . (8.3.46)

Es importante apreciar que Sp(1,E′)
g→gg se anula debido a propiedades del álgebra de color. En

concreto, se tiene

fade (fbexfcdx + fbdxfcex) = 0 , (8.3.47)

en donde se efectuó la contracción del vértice efectivo ssgg con un factor fade proveniente del

vértice de tres gluones.

Tras haber detallado las posibles contribuciones a Sp(1)
g→gg, podemos discutir la estructura

de los resultados. En primer lugar, sabemos que hay tres momentos físicos involucrados: p1,

p2 y P̃ , aunque este último puede reemplazarse por n. Además, se dispone de tres vectores de

polarización físicos. Debido a que las patas externas se asocian con estados no masivos y on-shell,

debe verificarse que

P̃ · ǫ(P̃ ) = 0 = n · ǫ(P̃ ) ⇒ p12 · (P̃ ) = 0 , (8.3.48)

pi · ǫ(pi) = 0 = n · ǫ(pi) , i ∈ {1, 2} , (8.3.49)

en donde se impuso que todos los vectores de polarización se anulen al ser contraídos con el

vector n. De esta forma, solo se tiene el siguiente conjunto de productos escalares no-nulos
{
p1 · ǫ(p2) , p2 · ǫ(p1) , (p1 − p2) · ǫ(P̃ )

}
, (8.3.50)

y {
ǫ(p1) · ǫ(p2) , ǫ(p1) · ǫ(P̃ ) , ǫ(p2) · ǫ(P̃ )

}
, (8.3.51)

para lo cual usamos p1 ·ǫ(P̃ ) = −p2 ·ǫ(P̃ ). Luego de listar todos los posibles productos escalares, es

necesario agruparlos para formar combinaciones que involucren a los tres vectores de polarización

y que sean compatibles con la simetría de intercambio 1 ↔ 2. Así, se obtiene

E1 = ǫ(p1) · ǫ(p2) p1 · ǫ(P̃ ) , (8.3.52)

E±
2 = p2 · ǫ(p1) ǫ(p2) · ǫ(P̃ )± p1 · ǫ(p2) ǫ(p1) · ǫ(P̃ ) , (8.3.53)

E3 = p1 · ǫ(p2) p2 · ǫ(p1) p1 · ǫ(P̃ ) , (8.3.54)



y puede apreciarse que E+
2 es simétrico mientras que E1,E

−
2 ,E3 son combinaciones antisimétricas.

Después de reemplazar las integrales de Feynman en las expresiones para Sp(1,i)
g→gg y sumar

sobre todas las contribuciones, se observa que solo dos estructuras aportan al resultado final:

E1+E−
2 (que es el término proporcional a Sp(0)

g→gg) y E1− 2
s12

E3. De esta manera, la contribución

de los diagramas de QCD estándar (STD) pueden escribirse como

Sp(1,STD)
g→gg =

cΓg
3
Sµ

ǫT a(A)

ǫ2s12

(−s12 − ı0

µ2

)−ǫ

×
[
C(STD,1)

g→gg

(
ǫ(p1) · ǫ(p2) p1 · ǫ(P̃ ) + p2 · ǫ(p1) ǫ(p2) · ǫ(P̃ )− p1 · ǫ(p2) ǫ(p1) · ǫ(P̃ )

)

+ C(STD,2)
g→gg p1 · ǫ(P̃ )

(
ǫ(p1) · ǫ(p2)−

2

s12
p1 · ǫ(p2) p2 · ǫ(p1)

)]
, (8.3.55)

con los coeficientes C
(STD,i)
g→gg dados por

C(STD,1)
g→gg = 2CA

[
1− 2F1

(
1,−ǫ; 1− ǫ;

z1
z1 − 1

)
− 2F1

(
1,−ǫ; 1− ǫ;

z1 − 1

z1

)]
,(8.3.56)

C(STD,2)
g→gg =

2ǫ2 ((δǫ− 1)CA +Nf (1− βRǫ))

(ǫ− 1)(2ǫ− 1)(2ǫ− 3)
, (8.3.57)

en donde se fijó αR = 1 para evitar el uso de los esquemas HSA/HSB.

Siguiendo lo expresado en la ecuación (6.3.1), Sp(1)
g→gg puede ser reescrito en la forma

Sp(1)
g→gg = Sp

(1)
H,g→gg + I

(1)
g→gg

(
p1, p2; P̃

)
Sp(0)

g→gg , (8.3.58)

con

I
(1)
g→gg

(
p1, p2; P̃

)
=

cΓg
2
S

ǫ2

(−s12 − ı0

µ2

)−ǫ

CA

(
1− 2F1

(
1,−ǫ; 1− ǫ;

z1 − 1

z1

)

− 2F1

(
1,−ǫ; 1− ǫ;

z1
z1 − 1

))
, (8.3.59)

Sp
(1)
H,g→gg =

2cΓg
3
Sµ

ǫ

s12

(−s12 − ı0

µ2

)−ǫ

T a(A)
CA(δǫ− 1) +Nf (1− βRǫ)

(ǫ− 1)(2ǫ− 3)(2ǫ− 1)

× p1 · ǫ(P̃ )

(
ǫ(p1) · ǫ(p2)−

2

s12
p1 · ǫ(p2) p2 · ǫ(p1)

)
, (8.3.60)

que concuerda con el comportamiento esperado. Pasando a las contribuciones SCA-nHV, se

obtiene

Sp(1,SCA−nHV)
g→gg =

cΓg
3
Sµ

ǫǫCAT
a(A)

s12(ǫ− 1)(2ǫ− 3)(2ǫ− 1)

(−s12 − ı0

µ2

)−ǫ

p1 · ǫ(P̃ )

×
(
ǫ(p1) · ǫ(p2)−

2

s12
p1 · ǫ(p2) p2 · ǫ(p1)

)
, (8.3.61)
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y comparando con las contribuciones STD en distintos esquemas se llega a

Sp(1,STD,HV)
g→gg = Sp(1,STD,FDH)

g→gg + Sp(1,SCA−nHV)
g→gg , (8.3.62)

que es la misma relación encontrada en los procesos q → gq y g → qq̄.

Para concluir esta discusión, podemos calcular las correcciones a los núcleos de Altarelli-Parisi.

A nivel árbol se tiene

〈µ
∣∣∣P(0)

g→gg

∣∣∣ ν〉 = − 2g2SCA

z1(1− z1)

[
(1− 2(1− z1)z1)

(
(1− α)(η4)µν + α(ηDST)µν

)

+ 2
(1− z1)

2z21
k2
⊥

kµ
⊥k

ν
⊥ (1− αδǫ)

]
, (8.3.63)

〈P̂ (0)
g→gg〉 =

2g2S(1− (1− z1)z1)
2CA (1− αδǫ)

(1− z1)z1(1− αǫ)
, (8.3.64)

para los casos polarizado y no polarizado, respectivamente. Nótese que cuando se emplea la

elección α = 1, los estados externos tienen 2 − 2ǫ polarizaciones y son tratados como vectores

DST-dimensionales. Por ende, en tal caso, debe utilizarse δ = 1, lo cual nos perite cancelar la

dependencia en α de la función de splitting no polarizada. Pasando a las correcciones NLO se

obtiene

〈µ
∣∣∣P(1)

g→gg

∣∣∣ ν〉 = cΓg
2
S

(−s12 − ı0

µ2

)−ǫ [
CA

ǫ2

(
1− 2F1

(
1,−ǫ; 1− ǫ;

z1 − 1

z1

)

− 2F1

(
1,−ǫ; 1− ǫ;

z1
z1 − 1

))
〈µ
∣∣∣P(0)

g→gg

∣∣∣ ν〉

+
2g2SCA (1− 2αδ(1− z1)z1ǫ) (CA(δǫ− 1) +Nf (1− βRǫ))

s12(1− z1)z1(ǫ− 1)(2ǫ− 3)(2ǫ− 1)
kµ
⊥k

ν
⊥

]

+ c.c. , (8.3.65)

para la contribución polarizada, mientras que la función de splitting no polarizada es

〈P̂ (1)
g→gg〉 = cΓg

2
S

(−s12 − ı0

µ2

)−ǫ
CA

ǫ2

[
g2sǫ

2 (1− 2αδǫz1(1− z1)) (CA(δǫ− 1) +Nf (1− βRǫ))

(1− αǫ)(ǫ− 1)(2ǫ− 3)(2ǫ− 1)

+

(
1− 2F1

(
1,−ǫ; 1− ǫ;

z1 − 1

z1

)
− 2F1

(
1,−ǫ; 1− ǫ;

z1
z1 − 1

))
〈P̂ (0)

g→gg〉
]

+ c.c. , (8.3.66)

en donde se utiliza α = 1 para CDR/TSC o bien α = 0 en los esquemas HV/FDH/DRED. Es

útil señalar que los núcleos de Altarelli-Parisi polarizados contienen términos proporcionales a

P̃ µ y nµ, pero debido a las relaciones

P̃ · ǫ(P̃ ) = n · ǫ(P̃ ) = 0 , (8.3.67)



es posible ignorarlos, obteniendo así expresiones más compactas.

3.3. Consistencia y supersimetría

Tras haber calculado las correcciones NLO a todos los posibles procesos de QCD en el límite

doble colineal, podemos extraer algunas conclusiones generales. En primer lugar, vemos que la

fórmula de Catani predice correctamente la estructura infrarroja en todos los casos. Más aún, la

parte divergente de los splittings es la misma para cualquier elección de parámetros (exceptuando

el caso αR = 0) y siempre es proporcional al resultado a nivel árbol. Además, la parte remanente

no solo es finita sino que solo involucra funciones racionales de z y ǫ.

Por otra parte, podemos analizar el límite supersimétrico de QCD y sus implicaciones sobre

las funciones de splitting. A nivel árbol, QCD es compatible con una teoría de Yang-Mills super-

simétrica con una sola carga (esto es, N = 1 SYM). Para lograr tal identificación, basta pensar

en los quarks como los compañeros supersimétricos de los gluones, denominados gluinos. Nótese

que esto no es estrictamente cierto, puesto que los quarks pertenecen a la representación funda-

mental de SU(3) mientras que los gluones están en la adjunta. Sin embargo, en el contexto del

formalismo de descomposición de color, QCD es efectivamente supersimétrica a nivel árbol3. De

este modo es posible recuperar las amplitudes primitivas de N = 1 SYM reemplazando quarks

por gluinos si se toma el límite CA = CF = Nf = 1, al menos a nivel árbol. Por supuesto,

también es válido utilizar la relación en el sentido inverso; esto es, partir de amplitudes en N = 1

SYM y recuperar las de QCD en el límite mencionado. Esta idea tiene la ventaja de permitir

trasladar propiedades de supersimetría a los resultados de QCD e imponer condiciones de consis-

tencia adicionales. Por ejemplo, sabemos que los gluones g y los gluinos g̃ decaen con la misma

probabilidad en g y g̃. Debido a que los núcleos AP miden tales probabilidades de transición se

tiene

〈P̂ (0)
g→gg(z)〉+ 〈P̂ (0)

g→g̃g̃(z)〉 = 〈P̂ (0)
g̃→g̃g(z)〉+ 〈P̂ (0)

g̃→g̃g̃(z)〉 , (8.3.68)

con la dependencia en la fracción de momento z (dada por a → b(z) + c(1 − z)) indicada de

forma explícita. Sin embargo, cuando consideramos CA = CF = Nf = 1 se tiene

〈P̂ (0)
g→g̃g̃(z)〉 ≈ 〈P̂ (0)

g→qq̄(z)〉 , (8.3.69)

〈P̂ (0)
g̃→gg̃(z)〉 ≈ 〈P̂ (0)

q→gq(z)〉 , (8.3.70)

en donde ≈ se emplea para señalar que la igualdad solo vale en el límite antes mencionado. De

esta forma, (8.3.68) se traduce en

〈P̂ (0)
g→gg(z)〉+ 〈P̂ (0)

g→qq̄(z)〉 = 〈P̂ (0)
q→gq(z)〉+ 〈P̂ (0)

q→gq(1− z)〉 , (8.3.71)

3 Para más detalles, consultar la Sección 3 de Ref. (12).
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usando 〈P̂ (0)
q→qg(z)〉 = 〈P̂ (0)

q→gq(1− z)〉. A partir de nuestros resultados se puede verificar que esta

relación se cumple en los esquemas FDH/DRED y en TSC, como fue observado anteriormente

en Ref. (33). El uso de los esquemas HV y CDR conduce a una incompatibilidad con este tipo

de identidades, puesto que no contienen el mismo número de grados de libertad bosónicos y

fermiónicos al extender la teoría a D dimensiones. Concretamente,

ng = nq = hq = 2 pero hg = 2(1− ǫ) en HV (diferencia en los gluones);

y ng = hg = 2(1− ǫ) pero nq = hq = 2 en CDR (diferencia en los fermiones).

En otras palabras, CDR (HV) trata a los fermiones (bosones) internos y externos de formas

distintas, rompiendo de forma explícita la simetría fermión-bosón propia de cualquier modelo

supersimétrico. Por su parte,

ng = nq = hq = hg = 2 en FDH/DRED;

y ng = nq = hq = hg = 2(1− ǫ) en TSC,

pudiéndose esta última elección considerarse como una extensión de CDR compatible con super-

simetría. De algún modo, TSC trata de la misma manera a fermiones y bosones, tanto virtuales

como reales.

Para concluir esta sección, debemos mencionar que la relación (8.3.71) sigue siendo válida a

NLO cuando se emplean los esquemas FDH/DRED o TSC.

3.4. Sobre las propiedades de crossing

Existen propiedades de simetría que simplifican el cálculo de amplitudes de scattering que

involucran partículas físicas. Si la teoría es invariante frente a transformaciones de Poincarè, es

posible vincular elementos de matriz cruzando partículas entrantes y salientes4. Por ejemplo,

usando la convención de momentos salientes se puede calcular A (0 → g(p1)g(p2)g(p3)g(p4)) y

luego obtener A (g(k1)g(k2) → g(p3)g(p4)) efectuando la identificación pi → −ki con i = 1, 2.

Concretamente, vale que

A (g(k1)g(k2) → g(p3)g(p4)) = A (0 → g(−k1)g(−k2)g(p3)g(p4)) . (8.3.72)

Una transformación en la cual se intercambian partículas entre estado inicial y final se conoce

como relación de crossing. La forma clásica de comprender su origen es apelando a la interpreta-

ción de Stueckelberg, según la cual una antipartícula corresponde a una partícula que se mueve

4 Para más detalles, consultar el Capítulo 5.4 de Ref. (1).



atrás en el tiempo. De este modo, producir una partícula en estado final es análogo a considerar

una antipartícula en el estado inicial. Es importante señalar que la simetría de crossing es válida

a todo orden perturbativo, pues deriva de propiedades generales de la teoría5.

Al momento de calcular funciones de splitting la posibilidad de emplear este tipo de relacio-

nes se vuelve menos evidente. Por empezar, cuando calculamos estos objetos debemos emplear

amplitudes amputadas con cinemática off-shell. En consecuencia, el partón inicial corresponde a

una partícula off-shell mientras que las restantes están en su capa de masa.

En el límite colineal, a nivel árbol existe una relación similar al crossing entre q → gq y

g → q̄q. Trabajando con los correspondientes núcleos de Altarelli-Parisi se tiene que

wq 〈P̂ (0)
q→gq(z1)〉 = wg z1〈P̂ (0)

g→q̄q

(
1

z1

)
〉 , (8.3.73)

con

wq = wq̄ = 2(1− βǫ)CA , (8.3.74)

wg = 4(1− αǫ)CA CF , (8.3.75)

factores de promedio sobre color y espín del partón padre. La transformación f(z1) → z1 f(z
−1
1 )

puede entenderse en términos físicos. Trabajando en IMF en el límite colineal, el gluón en q → gq

tiene momento P̃g = z1P̃q y el quark padre P̃q. Al realizar el intercambio, se tiene que normalizar

respecto de P̃g y el quark en estado final pasa a tener una fracción de momento z̃1 = z−1
1 . Nótese

que esto es estrictamente válido en el límite s12 → 0, que corresponde a trabajar con amplitudes

on-shell. Además, es necesario remover los factores de promedio sobre color y espín para no

introducir una distinción explícita entre las partículas intercambiadas.

Tras haber calculado las correcciones NLO a los núcleos AP, podemos analizar la validez de

(8.3.73) a 1-loop. Usando los resultados mostrados en (7.2.51) y (8.3.32) se prueba explícitamente

que tal relación deja de cumplirse a 1-loop. Desde el punto de vista computacional, vemos que

q → gq y g → q̄q difieren en su expansión en términos de diagramas de Feynman. En consecuencia,

podemos definir

J (1)
g→a1...am

= 〈P̂ (1)
g→a1...am

〉 − (Π(s1,m) + Π∗(s1,m)) 〈P̂ (1)
g→a1...am

〉 , (8.3.76)

J (1)
q→a1...am

= 〈P̂ (1)
q→a1...am

〉 − (Σ(s1,m) + Σ∗(s1,m)) 〈P̂ (1)
q→a1...am

〉 , (8.3.77)

que involucran los mismos diagramas de Feynman. Es importante señalar que aquí estamos

usando las expresiones (6.3.32) y (6.3.33) que establecen que las correcciones de autoenergía

5 Existen algunas sutilezas relacionadas con la transformación p → −k, puesto que las soluciones físicas son
aquellas con energía positiva, o sea p0 > 0. En consecuencia, no es posible satisfacer simultáneamente k0 > 0 y
p0 > 0 lo que fuerza a realizar una continuación analítica de las amplitudes de scattering.
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al partón padre son proporcionales a las funciones de splitting a nivel árbol. Calculando las

funciones J en el límite doble colineal, se comprueba que no están vinculadas por una relación

como (8.3.73). En conclusión, no es posible extender las propiedades de crossing del partón padre

más allá del nivel árbol. Podemos justificar este resultado recordando que la transformación

f(z1) → z1 f(z
−1
1 ) era válida cuando s12 → 0. Pero las correcciones NLO son proporcionales a(

s12
µ2

)−ǫ

, con lo cual se tiene una identidad trivial de la forma 0 = 0 al considerar el mencionado

límite.

4. Funciones de splitting con fotones a NLO

Para concluir este capítulo, estudiamos el límite doble colineal de amplitudes de scattering

que involucran fotones. En particular, computamos las correcciones NLO en QCD a los procesos

q → γq y γ → qq̄, y calculamos las correspondientes funciones de splitting. Además, analizamos

la dependencia en el esquema de regularización y efectuamos una comparación de la estructura

divergentes de las mismas empleando la fórmula de Catani.

Es importante señalar que los splittings con fotones son relevantes, tanto desde el punto

de vista teórico como fenomenológico. Por un lado, al involucrar partículas sin carga de color

son más sencillos que los análogos en QCD, lo que permite estudiar mejor su estructura para

poder atacar más eficientemente los procesos con más partículas coloreadas. De hecho, esa es la

estrategia que seguimos en el Capítulo 9 para analizar el límite triple colineal.

Por otro lado, 〈P̂q→γq〉 controla la evolución de las funciones de fragmentación a fotones y

es un ingrediente clave para el cálculo de secciones eficaces hadrónicas que involucren fotones.

Este tema es analizado en Ref. (80), en el contexto del cálculo de correcciones NLO al proceso

p+ p → γ + h en colisiones polarizadas (81).

4.1. q → qγ

Este proceso puede considerarse como la versión puramente Abeliana de q → gq, puesto que

no se tiene ninguna corrección que involucre vértices con autointeracciones de gluones. Por lo

tanto, después de haber efectuado el cálculo explícito de q → gq podemos extraer resultados

importantes para q → γq sin necesidad de repetir el procedimiento.

Para comenzar, la lista de todos los diagramas de Feynman que contribuyen al proceso hasta

O (α2
s) se muestra en la figura 8.5. Nótese que son esencialmente los mismos que se utilizaron

para q → gq (ver figuras 7.1 y 7.2), exceptuando aquellos diagramas que tienen el vértice triple



Fig. 8.5: Diagramas de Feynman asociados con q(P̃ ) → γ(p1)q(p2), hasta O
(
g2S
)
. También se muestran

las contribuciones SCA-nHV.

de gluones. Entonces, a nivel árbol se tiene

Sp(0)
q→γq =

eeqµ
ǫ

s12
IdC ū(p2)/ǫ(p1)u(P̃ ) , (8.4.1)

mientras que las correcciones NLO a las contribuciones STD pueden escribirse como

Sp(1,STD)
q→γq = cΓg

2
S

(−s12 − ı0

µ2

)−ǫ

IdC
eeqµ

ǫCF

s12ǫ2

[
C(STD,1)

q→γq ū(p2)/ǫ(p1)u(P̃ )

+ C(STD,2)
q→γq

1

nP
ū(p2)/nu(P̃ )p2 · ǫ(p1)

]
, (8.4.2)

con los coeficientes C
(STD,i)
q→γq dados por

C(STD,1)
q→γq =

ǫ2(δǫ− 1)

(ǫ− 1)(2ǫ− 1)
+ 2− 2 2F1

(
1,−ǫ; 1− ǫ;

z1
z1 − 1

)
, (8.4.3)

C(STD,2)
q→γq =

1− δǫ

(ǫ− 1)(2ǫ− 1)
. (8.4.4)

De forma análoga, las contribuciones SCA-nHV están dadas por

Sp(1,SCA−nHV)
q→γq = cΓg

2
S

(−s12 − ı0

µ2

)−ǫ

IdC
ǫeeqµ

ǫ CF

s12(2ǫ− 1)(ǫ− 1)

[
ū(p2)/ǫ(p1)u(P̃ )

− 1

nP
ū(p2)/nu(P̃ )p2 · ǫ(p1)

]
, (8.4.5)
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y es trivial notar que se cumple

Sp(1,STD,HV)
q→γq = Sp(1,STD,FDH)

q→γq + Sp(1,SCA−nHV)
q→γq , (8.4.6)

lo cual muestra que la cancelación de los grados de libertad asociados a los gluones escalares se

compensan independientemente en la parte Abeliana y en la no Abeliana.

A modo de chequeo de consistencia y siguiendo la ecuación (6.3.1), puede reescribirse Sp(1)
q→γq

como

Sp(1)
q→γq = Sp

(1)
H,q→γq + I

(1)
q→γq

(
p1, p2; P̃

)
Sp(0)

q→γq , (8.4.7)

con

I
(1)
q→γq = cΓg

2
S

(−s12 − ı0

µ2

)−ǫ
2CF

ǫ2

(
1− 2F1

(
1,−ǫ; 1− ǫ;

z1
z1 − 1

))
, (8.4.8)

Sp
(1)
H,q→γq = cΓg

2
S

(−s12 − ı0

µ2

)−ǫ

IdC
eeqµ

ǫCF (δǫ− 1)

s12(2ǫ− 1)(ǫ− 1)

[
ū(p2)/ǫ(p1)u(P̃ )

− 1

nP
ū(p2)/nu(P̃ )p2 · ǫ(p1)

]
, (8.4.9)

en donde se puede comprobar que todos los términos divergentes (que contienen polos en ǫ = 0 y

funciones con branch-cuts) están aislados en el operador I , mientras que las contribuciones que

forman parte de Sp(1)
H solo involucran funciones racionales y es finita en el límite ǫ → 0. Más aún,

apréciese que las correcciones NLO involucran una nueva estructura espinorial, que se encuentra

enteramente contenida en Sp
(1)
H , posibilitando que los términos divergentes sean proporcionales

a Sp(0)
q→γq.

Por último, pasando a los núcleos de Altarelli-Parisi se verifica que

〈s |Pq→γq| s′〉 = δs,s′〈P̂q→γq〉 , (8.4.10)

por tratarse de un proceso iniciado por un quark en el contexto de un modelo que solo permite

interacciones que conservan helicidad. De esta manera, la función de splitting a LO es

〈P̂ (0)
q→γq〉 = e2e2q

1 + (1− z1)
2 − αδǫz1

z1
, (8.4.11)

en donde podemos apreciar que el resultado es independiente del número de polarizaciones fer-

miones. Por otro lado, a NLO se tiene

〈P̂ (1)
q→γq〉 = cΓg

2
S

(−s12 − ı0

µ2

)−ǫ
CF

ǫ2

[(
2 + ǫ(ǫ(3 + δǫ)− 6)

(ǫ− 1)(2ǫ− 1)
− 2 2F1

(
1,−ǫ; 1− ǫ;

z1
z1 − 1

))

× 〈P̂ (0)
q→γq〉+

e2e2qǫ
2(z1 − 1)(z1 − 2)(1− δǫ)

z1(2ǫ− 1)(ǫ− 1)

]
+ c.c. , (8.4.12)



recordando que α nos permite elegir entre los esquemas CDR/TSC (α = 1) y HV/FDH/DRED

(α = 0).

4.2. γ → qq̄

Para concluir con el estudio del límite doble colineal, presentamos los resultados para Spγ→qq̄.

Los mismos pueden recuperarse partiendo del proceso g → qq̄ y reemplazando la pata inicial por

un fotón. Esto nos conduce a ignorar las correcciones de autoenergía al partón inicial, pues son

términos de orden superior en e, y también aquellas que involucren vértices de tres gluones.

Efectuando estos reemplazos en los diagramas mostrados en la figura 8.1 se concluye que solo es

necesario usar un único proceso para cada contribución, como se muestra en la figura 8.6.

La matriz de splitting a nivel árbol está dada por

Sp
(0)
γ→qq̄ =

eeqµ
ǫ

s12
IdC ū(p1)/ǫ(P̃ )v(p2) , (8.4.13)

mientras que las correcciones NLO a los diagramas STD es

Sp
(1,STD)
γ→qq̄ = cΓg

2
S

(−s12 − ı0

µ2

)−ǫ

IdC
eeqµ

ǫ

ǫ2s12

[
C

(STD,1)
γ→qq̄ ū(p1)/ǫ(P̃ )v(p2)

+ C
(STD,2)
γ→qq̄

1

nP
ū(p1)/nv(p2)p1 · ǫ(P̃ )

]
, (8.4.14)

con los coeficientes

C
(STD,1)
γ→qq̄ = CF

ǫ(3− ǫ(2− δ(2ǫ− 1)))− 2

(ǫ− 1)(2ǫ− 1)
, (8.4.15)

C
(STD,2)
γ→qq̄ = 0 . (8.4.16)

Apréciese que las contribuciones NLO son proporcionales a Sp
(0)
γ→qq̄, al igual que en el proceso

g → qq̄. Como discutiremos más en detalle en el próximo capítulo, esto se debe a que el proceso

es iniciado por una partícula vectorial, lo cual impone más restricciones a la forma del splitting.

Por otra parte, para las correcciones NLO asociadas al diagrama SCA-nHV se tiene

Sp
(1,SCA−nHV)
γ→qq̄ = cΓg

2
S

(−s12 − ı0

µ2

)−ǫ
CF

ǫ− 1
Sp

(0)
γ→qq̄ , (8.4.17)

y nuevamente se encuentra la relación

Sp
(1,STD,HV)
γ→qq̄ = Sp

(1,STD,FDH)
γ→qq̄ + Sp

(1,SCA−nHV)
γ→qq̄ , (8.4.18)
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que permite establecer una conexión entre los resultados en HV y FDH/DRED. Como hemos

verificado de forma explícita, esta relación es válida para todas las funciones de splitting doble

en el contexto de QCD con fotones.

Analizando la estructura divergente de Sp
(1)
γ→qq̄, podemos efectuar la separación

Sp
(1)
γ→qq̄ = Sp

(1)
H,γ→qq̄ + I

(1)
γ→qq̄

(
p1, p2; P̃

)
Sp

(0)
γ→qq̄ , (8.4.19)

con

I
(1)
γ→qq̄ = cΓg

2
S

(−s12 − ı0

µ2

)−ǫ

CF

(
− 2

ǫ2
− 3

ǫ

)
, (8.4.20)

Sp
(1)
H,γ→qq̄ = cΓg

2
S

(−s12 − ı0

µ2

)−ǫ

CF
2(3 + δ)ǫ− 7− δ

(ǫ− 1)(2ǫ− 1)
Sp

(0)
γ→qq̄ , (8.4.21)

que concuerda con lo expuesto en las fórmulas (6.3.1) y (6.3.2).

Fig. 8.6: Diagramas de Feynman asociados con γ(P̃ ) → q(p1)q̄(p2), hasta O
(
g2S
)
. También se muestran

las contribuciones SCA-nHV.

Respecto de las correcciones a los núcleos de Altarelli-Parisi, se tiene

〈µ
∣∣∣P(0)

γ→qq̄

∣∣∣ ν〉 = −e2e2qCA(1− βǫ)

(
(ηDDirac)µν +

4(z1 − 1)z1
k2
⊥

kµ
⊥k

ν
⊥

)
, (8.4.22)

〈P̂ (0)
γ→qq̄〉 =

e2e2qCA(1− 2(1− z1)z1 − αδǫ)(1− βǫ)

1− αǫ
, (8.4.23)

para el término a nivel árbol y

〈P̂ (1)
γ→qq̄〉 = cΓg

2
S

(−s12 − ı0

µ2

)−ǫ
CF

ǫ2
ǫ (2δǫ2 − (δ + 2)ǫ+ 3)− 2

(ǫ− 1)(2ǫ− 1)
〈P̂ (0)

γ→qq̄〉 + c.c. , (8.4.24)

para las correcciones NLO no polarizadas. Por su parte, el núcleo AP polarizado se expresa como

〈µ
∣∣∣P(1)

γ→qq̄

∣∣∣ ν〉 =
〈P̂ (1)

γ→qq̄〉
〈P̂ (0)

γ→qq̄〉
〈µ
∣∣∣P(0)

γ→qq̄

∣∣∣ ν〉 , (8.4.25)

debido a que Sp
(1)
γ→qq̄ es proporcional a Sp

(1)
γ→qq̄.





9. LÍMITE TRIPLE COLINEAL CON FOTONES I

En este capítulo presentamos resultados explícitos para los núcleos de Altarelli-Parisi en el

límite triple colineal a 1-loop. Solo se consideran aquellos que involucran al menos un fotón,

tanto en el estado final como iniciando el proceso de división. Al final, comentamos algunas

simplificaciones adicionales que tienen lugar cuando el partón inicial es un fotón y estudiamos

transformaciones de crossing para vincular los distintos procesos.

1. Introducción general

El estudio del límite múltiple colineal es muy importante por diversas razones. En primer

lugar, el cálculo de secciones eficaces hadrónicas con precisión NNLO o superior requiere la

utilización de los núcleos de Altarelli-Parisi con tres o más partículas colineales. Ello responde

a la necesidad de incluir contribuciones reales con dos o más partículas adicionales. Debido a

que la radiación real debe ser integrada sobre todo el espacio de fases correspondiente, en tales

circunstancias es posible encontrar regiones con tres o más partículas colineales, lo que fuerza a

comprender la estructura de divergencias IR de esos procesos.

En el contexto del estudio de las singularidades infrarrojas en procesos de emisión doble real,

los primeros cálculos de funciones de splitting triple colineales fueron efectuados por Campbell y

Glover en Ref. (82). En el mencionado trabajo los autores analizan todas las posibles regiones con

divergencias IR en el espacio de fases de las partículas adicionales. Además de las regiones con

dos pares de partículas soft/colineales o combinaciones de tales límites, también tienen en cuenta

procesos en los cuales tres partones se vuelven simultáneamente colineales. Los cálculos son efec-

tuados en el formalismo de descomposición de color, utilizando el proceso e+e− → a1 . . . a5 (con

ai partones de QCD) como ejemplo. De forma general, concluyen que las únicas contribuciones

divergentes son aquellas que involucran partones con una conexión de color. Tal afirmación se

relaciona con la estructura de las amplitudes primitivas, las cuales solo presentan polos colineales

si hay al menos un par de patas adyacentes emitidas de forma paralela.

A modo de generalización de Ref. (82), Catani y Grazzini computaron los núcleos polarizados

de Altarelli-Parisi en Ref. (83). La ventaja de los mismos es que preservan las correlaciones de



espín y, en consecuencia, permiten recuperar el término ∆ presente en (6.2.27). Más aún, como

señalan los autores en la introducción del mencionado trabajo, el método de sustracción se basa

en la construcción de contratérminos locales que requieren mantener las posibles correlaciones de

espín. Es importante señalar que todos los cálculos allí efectuados son a nivel árbol e involucran

únicamente partones de QCD.

Las funciones de splitting triple colineal a 1-loop comenzaron a ser estudiadas en el contexto

de la evolución de PDFs. Concretamente, las ecuaciones DGLAP se pueden extender a órdenes

superiores. Esto involucra tener en cuenta no solamente las correcciones virtuales a los núcleos de

Altarelli-Parisi dobles sino también las funciones de splitting con múltiples partones colineales,

incluso con loops. En particular, el conocimiento de las correcciones a 1-loop al proceso de

splitting q → qQ̄Q es relevante para comprender las contribuciones perturbativas a la asimetría

strange-antistrange como se explica en Ref. (84).

Actualmente se conocen las funciones de splitting múltiple colineal a nivel árbol (82; 83;

65; 85; 86; 87), aunque solamente hay resultados parciales para las contribuciones a 1-loop.

Específicamente, en Ref. (72) se presentan las correcciones NLO a la parte antisimétrica del

splitting q → qQ̄Q.

En este trabajo, se calcularon todas las funciones de splitting en el límite triple colineal que

incluyen al menos un fotón, a 1-loop en QCD. La discusión que presentamos a continuación se

basa en Ref. (88). Tras describir los detalles técnicos del cálculo, en las remanentes secciones

presentamos los resultados para los procesos q → qγγ, q → qgγ y g → qq̄γ. Para concluir el capí-

tulo, se presentan los splittings iniciados por fotones y se discute su estructura. Adicionalmente,

mostramos la imposibilidad de efectuar crossings que involucren al partón padre para relacionar

los distintos splittings.

2. Detalles del cálculo

Para calcular las funciones de splitting en el límite triple colineal partimos de las ecuaciones

(6.2.21) y (6.2.22). En particular, nos centramos en la obtención de las correcciones NLO a los

núcleos de Altarelli-Parisi no polarizados para los procesos iniciados por quarks: solamente g →
qq̄γ fue analizado en el caso polarizado. Debido a la complejidad de las expresiones encontradas

fue necesario organizar los resultados quitando las contribuciones singulares y agrupando los

términos finitos de acuerdo al tipo de funciones transcendentales involucradas.

Concretamente, usando

Sp(1)
(
p1, p2, p3; P̃

)
= Sp

(1)
H

(
p1, p2, p3; P̃

)
(9.2.1)
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+ I
(1)
(
p1, p2, p3; P̃

)
Sp(0)

(
p1, p2, p3; P̃

)
,

presentamos la corrección NLO en la forma

〈P̂ (1)
a→a1···a3〉 =

(
s123
2 µ2ǫ

)2 (
Sp(1)

a→a1...a3

(
Sp(0)

a→a1...a3

)†
+ c.c.

)

= 2Re
(
I
(1)
a→a1···a3(p1, . . . , p3; P̃ )

)
〈P̂ (0)

a→a1···a3〉

+
(
〈P̂ (1) fin.

a→a1···a3〉+ c.c.
)

, (9.2.2)

con I
(1) dada por (6.3.6) en el caso m = 3. Luego, trabajando con la parte finita, se lleva

a cabo una clasificación de los distintos términos de acuerdo a la transcendentalidad de los

mismos. La noción de peso transcendental está relacionada con la cantidad de integrales iteradas

de funciones racionales necesarias para definir alguna expresión específica. De esta forma, las

funciones racionales (incluyendo las constantes), tienen peso 0; log(x) y π tienen peso 1; y, Lin(x)

y ζn tienen peso n. Debido a que se trata de una cantidad multiplicativa, f(x)g(y) tiene peso

n+m, siendo f y g funciones de peso n y m, respectivamente. Además de estos, es útil señalar que

se sabe que todas las amplitudes de scattering a 1-loop en QCD pueden ser expandidas utilizando

funciones de peso 2 (inclusive) cuando se consideran solamente contribuciones de orden ǫ0 (como

máximo). Tras estas aclaraciones, podemos escribir

〈P̂ (1) fin.
a→a1···a3〉 = ca→a1···am

[
C(0) +

2∑

i=1

∑

j

C
(i)
j F

(i)
j ({srl, zk}) +O(ǫ)

]
, (9.2.3)

en donde F
(i)
j denota una base del espacio de funciones de peso transcendental i (requerido para

expandir el resultado) y C
(i)
j son los correspondientes coeficientes. Aquí ca→a1···am es un factor de

normalización que depende del proceso y que incluye los acoplamientos. Resulta muy importante

notar que solo se están manteniendo los términos relevantes en el límite ǫ → 0.

Respecto de la representación de los momentos de las partículas, se utilizó la parametrización

de Sudakov definida en el Capítulo 6. En particular, especificando m = 3, se introdujo la dirección

colineal P̃ de acuerdo a (6.2.9) y

pµi = ziP̃
µ + (k⊥)

µ
i −

(k⊥)
2
i

zi

nµ

2n · P̃
, (9.2.4)

con (k⊥)i componente transversa de la partícula i. Las fracciones de momento se generalizan de

forma directa a partir de la definición dada en (6.2.3), mientras que los vectores (k⊥)i verifican

(k⊥)i · P̃ = 0 = (k⊥)i · n , (9.2.5)



junto con la restricción
3∑

i=1

(k⊥)
µ
i = 0 , (9.2.6)

que equivale a imponer la condición de conservación de momento en el plano transverso. Sabiendo

que P̃ y n son vectores tipo luz, y que los partones salientes son estados no masivos on-shell, es

posible escribir

sij = 2 pi · pj =
−1

zizj
(zi(k⊥)j + zj(k⊥)i)

2 , (9.2.7)

s123 = −
∑

i

(k⊥)
2
i

zi
, (9.2.8)

lo que exhibe la conexión entre las variables sij y (k⊥)
2
i .

Por otro lado, los cálculos fueron realizados utilizando el esquema CDR y considerando que

todos los invariantes cinemáticos son positivos (sij > 0 con i, j ∈ C). Esta última elección está

motivada en la discusión referida a la validez de la factorización colineal estricta, la cual solo

tiene lugar en configuraciones TL (71).

3. Procesos iniciados por partones de QCD

Centrándonos en el límite triple colineal y usando la notación introducida anteriormente, se

tiene m = 3 (número de partículas colineales). Sin embargo, el valor de m̄ (número de partículas

colineales de QCD) depende del proceso estudiado. Como estamos interesados en correcciones

de QCD, todos los procesos involucran al menos un partón de QCD. Más aún, en esta sección se

consideran aquellos iniciados por quarks y gluones exclusivamente. Entonces, para m̄ = 1 solo se

tiene a → aγγ con a un quark o gluón. Pero como Sp(0)
g→gγγ = 0, la única configuración relevante

con m̄ = 1 es 〈P̂ (0)
q→qγγ〉.

Cuando m̄ = 2 hay más posibilidades. El proceso puede ser escrito de forma genérica como

P (a, b) → abγ, en donde P (a, b) denota el partón padre perteneciente a QCD. Si P (a, b) = q luego

a = q, b = g o viceversa. Pero cuando P (a, b) = g puede ocurrir que a = q, b = q̄ (y viceversa) o

bien a = b = g. Las únicas funciones de splitting relevantes serán 〈P̂q→qgγ〉 y 〈P̂g→qq̄γ〉, debido a

que Sp(0)
g→ggγ = 0.

Como se mencionó al comienzo del capítulo, los cálculos fueron realizados en el contexto

de DREG, empleando el esquema CDR. Esta elección estuvo motivada por cuestiones técnicas

relacionadas con la implementación del cálculo. En particular, CDR trata de la misma forma a

los gluones internos y externos, lo que nos permitió utilizar las mismas rutinas computacionales
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en ambos casos. De todos modos, es posible recuperar los resultados en otros esquemas apelando

al cálculo de contribuciones con gluones escalares, como mostramos en el Capítulo 7. Más aún, en

este caso particular solo nos interesan las correcciones O(ǫ0), razón por la cual podemos explotar

(6.3.6) reemplazando los coeficientes de sabor y β̃R.S.
0 por los valores adecuados según el esquema.

A continuación, se muestran los resultado para el splitting q → qγγ a NLO. Luego calculamos

q → qgγ y finalmente Sp
(0)
g→qq̄γ. El orden elegido responde a la posibilidad de usar información

de los procesos previos para simplificar los splittings más complejos. Haremos especial hincapié

en ese detalle durante la exposición de los resultados.

3.1. q → qγγ

Comencemos estudiando el proceso q → qγγ. En términos de la estructura de color se trata

de la configuración más sencilla, pues es proporcional a la matriz identidad IdC . A nivel árbol,

la amplitud de splitting correspondiente viene dada por

Sp(0)(a1;a)
q→q1γ2γ3

=
e2e2q µ

2ǫ IdC
a1a

s123 s13
ū(p1)

(
/ǫ(p3)/p3 + 2 p1 · ǫ(p3)

)
/ǫ(p2) u(P̃ )

+ (2 ↔ 3) , (9.3.1)

en donde hacemos uso de la evidente simetría de intercambio 2 ↔ 3.

Fig. 9.1: Diagramas que contribuyen al proceso de splitting q → qγγ a NLO. Debido a la simetría de

intercambio solo se muestran algunos diagramas; los restantes pueden ser recuperados inter-

cambiando las partículas 2 y 3.

Con el objetivo de reducir las expresiones obtenidas y mostrar de forma explícita que los



núcleos de Altarelli-Parisi son cantidades sin dimensiones, se introduce la notación

xi =
−sjk − ı0

−s123 − ı0
, (9.3.2)

en donde (i, j, k) es un reordenamiento de los índices {1, 2, 3} y se define el caso especial x0 ≡ 1.

Es importante apreciar estas cantidades dependen de la configuración cinemática empleada a

través del signo de la prescripción ı0. Cuando las variables xi son parte del argumento de una

función racional, es posible eliminar la dependencia en ı0. Para ser más específicos, como ı0

tiende a cero vale

xi ≈ sjk
s123

− ı0
sjk − s123

s2123
. (9.3.3)

Luego si f función racional continua,

f(xi) ≈ f

(
sjk
s123

)
+O(ı0) , (9.3.4)

aunque el requisito de continuidad puede relajarse a la región de parámetros {xi} físicos. Sin

embargo, en la expansión de las distintas contribuciones a la corrección NLO aparecen funciones

transcendentales, las cuales tienen branch-cuts y son sensibles a la prescripción empleada. En

consecuencia, es necesario mantener la definición (9.3.2) en tales funciones. De todos modos, los

coeficientes que multiplican a las funciones transcendentales son racionales, con lo cual allí puede

efectuarse el reemplazo xi → sjk/s123.

Por otro lado también resulta conveniente definir

∆i,j
i′,j′ ≡ xizj + xi′(zj′ − 1) , (9.3.5)

∆̄i,j
i′,j′ ≡ xizj − xi′(zj′ − 1) , (9.3.6)

en donde los índices representan partículas colineales y se elije z0 ≡ 1. Empleando esta notación

podemos reescribir el núcleo de Altarelli-Parisi no polarizado a nivel árbol como

〈P̂ (0)
q→q1γ2γ3

〉 =
e4e4q
x2

(
〈P (0)

q1γ2〉
z2

(
1 +

(1 + x2)z1
x3

)
+ (∆− 1)

(
∆

(
x1 −

z1(x1 + 1)

1− x1

+
z1
2x3

)

+ x3 + z1 − z2 + 2

))
+ (2 ↔ 3) , (9.3.7)

en donde ∆ = αǫ y α es el parámetro que controla la cantidad de grados de libertad de los

gluones externos, y nos permite elegir entre los esquemas FDH/HV (α = 0) y CDR (α = 1). En

(9.3.7) se introdujo la notación

〈P (0)
q1γ2

〉 =
〈P̂ (0)

q→q1γ2〉
e2e2q

, (9.3.8)
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para identificar las contribuciones que involucran a los procesos de splitting con fotones en el

límite doble colineal.

Pasando a las correcciones NLO, utilizamos fuertemente la descomposición sugerida en las

ecuaciones (9.2.2) y (9.2.3). El operador que controla las divergencias infrarrojas viene dado por

I
(1)
q→q1γ2γ3

(p1, p2, p3; P̃ ) = 2cΓ g
2
S CF

(−s123 − ı0

µ2

)−ǫ
1− z−ǫ

1

ǫ2
, (9.3.9)

y concuerda con la expresión hallada mediante el cálculo explícito.

Por otro lado, el coeficiente racional es

C(0) =
〈P (0)

q1γ2〉(z1 − 1)(x1(x2 − 1) + (x3 − 1)z2)

x2
1x2(x3 − 1)z2

+
(x1 − 1)(∆1,0

0,1 − 3)

x1x2z2
+

3x2
1∆̄

3,0
0,2 − z2

x2
1(1− x2)x2

+
(∆1,0

0,1)
2 + 2x1z2 + 2(1− x1)

2

x2
1x2

+
∆1,2

0,1 − x1z3

x2
1(1− x2)

+
z1 (x

2
1 + 2(x1 + 1)x3)

x2
1(x3 − 1)x3z2

+
1

x2
1z2

(
x3
1

1− x2

+
2z1
x2

)
− 3(1− x2)z1

x1x2x3z2
+

4(z1 − 1)

x1z2
+ (2 ↔ 3) , (9.3.10)

y el factor global viene dado por

cq→qγγ = e4e4qg
2
SCF . (9.3.11)

A modo de observación adicional, nótese que en esta expresión efectuamos la aproximación

〈P (0)
q1γ2

〉 → 1 + z21
1− z1

, (9.3.12)

pues solamente se retienen las contribuciones O(ǫ0). La misma será aplicada en los restantes

términos, con el objetivo de simplificar la notación y de mostrar la conexión en el proceso de

splitting doble.

Respecto a las componentes de peso transcendental 1, se encuentra que la base de funciones

asociada es

F
(1)
1 = log (x1) , (9.3.13)

F
(1)
2 = log (x3) . (9.3.14)

Es importante apreciar que estos logaritmos dependen solamente de cocientes de variables cine-

máticas, lo cual permite asegurar la integrabilidad de estas contribuciones. Teniendo en mente el

método de sustracción, estos términos forman parte de las contribuciones necesarias para compu-

tar observables con precisión N3LO. Por otro lado, la simetría del proceso analizado nos permiten



representar los resultados como

〈P̂ (1) fin.
q→q1γ2γ3

〉 |w=1 = cq→qγγ

[
2∑

i=1

C
(1)
i F

(1)
i + (2 ↔ 3)

]
, (9.3.15)

en donde

C
(1)
1 =

2∆0,1
2,3((z3 − 1)∆0,1

2,3 + x3(z1 + z3(2z2 + z3 − 2) + 1))

(1− x1)x2
3z2z3

+
4x2∆̄

3,0
0,3

x3(1− x1)

+
2z2z3(x1 + z1) + (z1 + 1)z1

(x1 − 1)z2z3
, (9.3.16)

C
(1)
2 =

∆1,0
0,1

1− x3

(
2(∆1,0

0,1 − z1 + 1)

x1x2(1− z1)z2
+

∆1,0
0,1 + 2z1

x1x3z3
+

1

x1z2
− x2(1− z1)− (1− x3)(5z1 − 2)

x2(1− x3)(1− z1)z2

− ∆1,0
0,1

(1− z1)z2

(
z1(3x1 + 4x2) + x1 − z1 + 1

x1x2(1− x3)
+

2

x2
2

)
− 4

)

+
1

1− x3

(
2∆2,0

0,2 −
3x2

1∆
1,0
0,3 + x1(z2 − z3) + z2 + 2z3

x2
1(1− x3)

+
1

z2

(
3(1− z1)z1

x1

− 2∆1,1
0,1

x1(1− x3)

)

+
x1 (x

2
1(z1 − z2 + 2)− x1(z3 + 1) + 4z1 + z2 − 2)− 2z1 − z2 + 2

x2
1x2

+
x1

(1− x3)z3

+
x1z

2
1(2x1z1 + x2(z1 − 2))

x2
2(z1 − 1)z3

− (x1 + 3)z21 − 4z1 + 1

x1z3
− 2

)

+
1− x1

1− x3

(
2(x1 + z1)− z2 − ∆̄1,3

0,1

x1x3

− 2(∆1,1
0,1 − ∆̄1,2

0,2 + 2x1)

x2
2

)
. (9.3.17)

Al analizar los términos de transcendentalidad 2, podemos explotar la simetría de intercambio

2 ↔ 3 para minimizar el tamaño de la base funciones. En particular, se tiene

〈P̂ (1) fin.
q→q1γ2γ3

〉 |w=2 = cq→qγγ

[
7∑

i=1

C
(2)
i F

(2)
i + (2 ↔ 3)

]
, (9.3.18)

con la base

F
(2)
1 = log2 (z1) , (9.3.19)

F
(2)
2 =

π2

6
− Li2 (1− x1) , (9.3.20)

F
(2)
3 = log(x1) log(z1) , (9.3.21)

F
(2)
4 = Li2 (1− x2) + log(x1) log(x2) , (9.3.22)
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F
(2)
5 = R (x1, x2) + 2Li2 (1− x2) + 2 log(x1) log(x2) , (9.3.23)

F
(2)
6 = Li2

(
∆2,0

0,2

z2 − 1

)
− Li2 (1− x2)− Li2

(
−z3
z1

)
− Li2

(
z2

z2 − 1

)

− log(x2) log

(
1− z2
z1

)
, (9.3.24)

F
(2)
7 = Li2 (z2) + log

(
1− z2
z1

)
log

(
x1(1− z2)

x2

)
+ log(x1) log(z1) , (9.3.25)

en donde ∆2,0
0,2 = x2+z2−1 apelando a la notación definida en (9.3.5). Las primeras componentes

de la base son simétricas, mientras que las restantes no poseen propiedades de simetría bien

definidas ante el intercambio 2 ↔ 3. Por otro lado, es útil definir la función

R (x1, x2) =
π2

6
− log(x1) log(x2)− Li2 (1− x1)− Li2 (1− x2) , (9.3.26)

que no solamente nos permite reescribir F
(2)
5 , sino que también aparecerá en todos los procesos

de splitting estudiados. Al final de este capítulo motivaremos el origen de R (x1, x2) al analizar la

estructura de los splittings triples iniciados por fotones. Notemos que R (x1, x2) = 0 en el límite

x3 → 0 puesto que x1 + x2 = 1 y la identidad de Euler establece

π2

6
− log(x1) log(1− x1) = Li2 (1− x1) + Li2 (x1) , (9.3.27)

que es equivalente a R (x1, x2) = 0.

Siguiendo con la presentación de los resultados, los coeficientes asociados a la base de peso 2

vienen dados por

C
(2)
1 =

2z1 (z2z3 + (1− z2)
2)

x2x3z2z3
, (9.3.28)

C
(2)
2 =

4(1− z2)(∆̄
0,3
1,2)

2

x3
2z2z3

− 16x1(1− z2)
2

x3
2z2

− 2(1− x1)
2 (3x1z2z3 + z1 (z

2
1 + 1))

x1x2x3z2z3

+
4z1(2(1− z2)z3 − ∆̄0,3

1,2)

x2
2z2z3

+
4 (z2(x1 − 2z1 − z3) + (1− z3)

2)

x3z2

+
4(1− z3)

2

x2z2
, (9.3.29)

C
(2)
3 =

4 (z1(1− z2) + (1− z3)
3)

x3z2z3
− 4x2

x3

, (9.3.30)

para la parte que involucra funciones simétricas, mientras que

C
(2)
4 = −2(x3z1 −∆2,0

0,2 − x1z3)
(
(z21 + 1)∆2,2

3,2 − x1z2z3(2x2 + x3)
)

x1x2x3z2z3∆
2,0
0,2

, (9.3.31)



C
(2)
5 = −2〈P (0)

q1γ2〉(x2z2∆̄
1,0
0,1 + x3(z1 − 1)(x1(z2 − 1) + z1 − z2 + 1))

x1x2x3z2z3
+

2∆1,0
0,1(∆

1,0
0,1 − x3z1)

x3
3(z1 − 1)z3

− 2x2
1z

3
1 − 2x1x3z

2
1 + 2x2

3(z1 + 1)z1
x3
3(1− z1)z2

+
4(1− x1)(2x2 + x3)

x2x3

− 2(1− x1)(x1(2z1 + z2 + 1)− z2 − 1)

x3
3

+
4z1
x2
3

+
2

x3z3
− 4 , (9.3.32)

C
(2)
6 = −2〈P (0)

q1γ2〉(1− z1)((z1 − 1)∆3,0
0,3 + x1(z1 − z2)− z1z3)

x1x2x3z2z3
, (9.3.33)

C
(2)
7 =

2〈P (0)
q1γ2〉

x2x3∆
2,0
0,2

(
x2∆

1,0
0,1 + x2x3(1− z1) + 2x3z

2
1

z3
+

x1x2z1 + x2x3(z1 − 1) + 2x3

z2

)

− 2 (x1(z2 − 1) + 2z21 + z1(3− 2z2) + 2z22 − 7z2 + 7)

x2∆
2,0
0,2

+
4∆0,2

1,3

x3∆
2,0
0,2

+
2(z1 − 2z2 + 3)

∆2,0
0,2

, (9.3.34)

son los que expanden las restantes contribuciones.

3.2. q → qgγ

Siguiendo en orden ascendente de complejidad, el próximo paso consiste en reemplazar un

fotón por un gluón. Esto da lugar a expresiones más complicadas, aunque es posible establecer

relaciones con los resultados para el proceso q → qγγ. Con el fin de encontrar tales relaciones,

observemos los diagramas de Feynman que se muestran en la figura 9.2. A nivel árbol, se tiene

Sp(0)(a1,α2;a)
q→q1g2γ3

=
e eq µ

2ǫT α2
a1a

s123
ū(p1)

[(
/ǫ(p3)/p3 + 2 p1 · ǫ(p3)

) /ǫ(p2)

s13
+ (2 ↔ 3)

]
u(P̃ )

= T α2
a1a

gS
eeq

Sp(0)(i1;i)
q→q1γ2γ3

, (9.3.35)

como consecuencia de que ambos procesos comparten la misma estructura cinemática. Tal ob-

servación resulta evidente en el contexto del formalismo de descomposición de color, ya que este

Sp(0)
q→q1g2γ3

tiene una estructura trivial (pues es proporcional a T a
ij) y los vértices con gluones son

iguales a aquellos con fotones. Por ende, también se verifica que

〈P̂ (0)
q→q1g2γ3

〉 = CF
g2S
e2e2q

〈P̂ (0)
q→q1γ2γ3

〉 , (9.3.36)

para el núcleo de Altarelli-Parisi no polarizado.
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También es útil señalar que el proceso q → qgγ no tiene una simetría de intercambio bien

definida. Si bien es cierto que la estructura cinemática a nivel árbol es simétrica ante 2 ↔ 3, la

presencia de una estructura de color no trivial conduce a correlaciones que rompen tal simetría.

Fig. 9.2: Diagramas que contribuyen al proceso de splitting q → qgγ. Solamente se muestran algunos

diagramas: los restantes pueden recuperarse intercambiando las partículas 2 y 3. Tales contri-

buciones se asocian a los términos abelianos y tienen la misma estructura cinemática que los

presentes en q → qγγ. Los diagramas con la etiqueta NA deben ser contados solo una vez,

puesto que provienen de las interacciones no abelianas.

Para obtener las correcciones a NLO, se usa nuevamente la descomposición sugerida en las

ecuaciones (9.2.2) y (9.2.3). La estructura del operador de inserción I
(1) está dada por

I
(1)
q→q1g2γ3

(p1, p2, p3; P̃ ) =
cΓg

2
S

ǫ2

(−s123 − ı0

µ2

)−ǫ [
2CF − CA

(
x−ǫ
3 + z−ǫ

2

)
−DAz

−ǫ
1

]

=
DA

2CF

I
(1)
q→q1γ2γ3

(
p1, p2, p3; P̃

)

+
cΓg

2
S

ǫ2

(−s123 − ı0

µ2

)−ǫ

CA

(
1− x−ǫ

3 − z−ǫ
2

)
, (9.3.37)

en donde se utilizó DA = 2CF −CA. Es importante señalar que encontramos un completo acuerdo

entre la estructura de polos infrarrojos de nuestros resultados y aquellos predichos por (6.3.6).

Más aún, como vemos en (9.3.37), q → qγγ y q → qgγ comparten parcialmente sus términos

divergentes.



Antes de presentar de forma explícita los resultados, es útil efectuar un análisis de los diagra-

mas de Feynman que definen las correcciones NLO. Si solo miramos la topología, puede apreciarse

que muchos de ellos estaban presentes en la expansión de Sp(1)
q→q1γ2γ3

(ver figura 9.1). Debido a

que un fotón fue reemplazo por un gluón, el proceso involucra una matriz de color adicional.

Pero, en estos diagramas, la estructura cinemática permanece inalterada y solo algunos factores

de color tienen que ser corregidos. A nivel de la amplitud, en q → qγγ había un factor de color

global
(
T bT b

)
i1i

= CF IdCi1i originado por la presencia de un loop con un gluón en su interior.

Sin embargo, en q → qgγ se tiene otra matriz de color T a que se encuentra asociada con el gluón

externo. La falta de conmutatividad de los generadores de SU(3) conduce a dos configuraciones

posibles:

(
T bT bT a

)
i1i

= DA+CA

2
T a

i1i
cuando el gluón externo interacciona con el fermión virtual

contenido en el loop;

o bien,
(
T bT aT b

)
i1i

= DA

2
T a

i1i
si el gluón externo se acopla con un quark también externo

(esto es, una línea fermiónica que no está enteramente contenida en un loop).

Es importante apreciar que ambas configuraciones incluyen una contribución proporcional a CF .

Por otra parte, hay algunos diagramas que incluyen un vértice triple de gluones. Denotamos a

tales diagramas F1-NA, F2-NA y G-NA, como se presenta en la figura 9.2, y sus correspondientes

factores de color son CAT
a
i1i

. En particular, estos términos tienen una topología que difiere de

aquellos presentes en el proceso q → qγγ.

Tras esta breve discusión, se concluye que el núcleo de Altarelli-Parisi asociado a q → qgγ

admite ser expresado en términos de 〈P̂q→q1γ2γ3〉. En concreto, para las correcciones a NLO se

puede escribir

〈P̂ (1)
q→q1g2γ3

〉 = DA〈P̂ (1,DA)
q→q1g2γ3

〉+ CA〈P̂ (1,CA)
q→q1g2γ3

〉 + c.c. , (9.3.38)

con

〈P̂ (1,DA)
q→q1g2γ3

〉 =
1

2CF

[
I
(1)
q→q1γ2γ3

(
p1, p2, p3; P̃

)
〈P̂ (0)

q→q1g2γ3
〉+ 〈P̂ (1) fin.

q→q1γ2γ3
〉
]
, (9.3.39)

〈P̂ (1,CA)
q→q1g2γ3

〉 =
cΓg

2
S

ǫ2

(−s123 − ı0

µ2

)−ǫ (
1− x−ǫ

3 − z−ǫ
2

)
〈P̂ (0)

q→q1g2γ3
〉

+ 〈P̂ (1,CA) fin.
q→q1g2γ3

〉 , (9.3.40)

en donde el factor de normalización global viene dado por

cq→qgγ = e2e2qg
4
SCF . (9.3.41)
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Por lo tanto, para describir por completo 〈P̂ (1)
q→q1g2γ3〉 solo es necesario calcular 〈P̂ (1,CA) fin.

q→q1g2γ3 〉, que se

obtiene extrayendo la parte O(ǫ0) de los términos proporcionales a CA. Específicamente, usando

la descomposición dada en (9.2.3) se puede escribir

〈P̂ (1,CA) fin.
q→q1g2γ3

〉 = cq→qgγ

[
C

(0,CA)
0 +

2∑

i=1

∑

j

C
(i,CA)
j F

(i,CA)
j ({xl, zk}) +O(ǫ)

]
, (9.3.42)

en donde se separan las distintas contribuciones de acuerdo al tipo de funciones involucradas. El

término racional es

C(0,CA) =
x1(z2(∆

3,0
0,3 + 4(1− x2z3)) + 3x3z3) + x2z3(3z2 − 4x3)

2x1(x2 − 1)x2z3
+

(2− x1)x
2
1 + x2(x3 − 1)z2

2x1(x2 − 1)x2x3z
−1
2 z3

− (1− x3)(4(1− x2)− x1(3x1 + x3))− x1(x1 + 1)x3

2(x2 − 1)x2(x3 − 1)x3z2
− (2 ↔ 3) , (9.3.43)

que resulta totalmente antisimétrico ante el intercambio de las partículas 2 y 3. Esto es un hecho

interesante pues los diagramas que aportan a la parte proporcional a CA no tienen, en principio,

ninguna simetría ante el intercambio 2 ↔ 3. En concreto, hay tres contribuciones distintas que

aportan a C(0,CA):

los diagramas del tipo NA, esto es, aquellos que incluyen vértices de tres gluones;

los diagramas que son proporcionales a CF (pues 2CF = DA + CA), es decir, A,C,D y los

conjugados mediante el intercambio 2 ↔ 3, Ā, B̄, C̄;

y los términos que provienen de la parte finita de 2Re
(
I
(1)
q→q1γ2γ3

)
〈P̂ (0)

q→q1γ2γ3〉.

Debido a que la última parte es simétrica ante el intercambio 2 ↔ 3 (por ser proporcional a la

función de splitting a nivel árbol), se tiene que la parte racional de la suma de los diagramas NA

y aquellos proporcionales a CF también lo es. En consecuencia, como ninguna contribución es

nula, la cancelación de las componentes simétricas de C(0,CA) es una propiedad global de la suma

de los diagramas. Expresado en otras palabras, no puede asociarse la antisimetría de C(0,CA) a

un conjunto específico de diagramas.

Analizando las contribuciones de peso transcendental 1, vemos que pueden ser expandidas

empleando únicamente la función

F (1,CA) = log (x3) , (9.3.44)

que solo depende de cocientes de variables cinemáticas. Forzando la descomposición en contri-

buciones de simetría bien definida, podemos reescribir la parte de peso 1 como

〈P̂ (1,CA) fin.
q→q1g2γ3

〉 |w=1 = cq→qgγ
[(
C(1,CA)

sym F (1,CA) + (2 ↔ 3)
)

+
(
C(1,CA)

asym F (1,CA) − (2 ↔ 3)
)]

, (9.3.45)



en donde se introdujeron los coeficientes

C(1,CA)
sym =

3(x1(1−∆1,0
0,1 − ∆̄1,1

1,2 − z2) + z1)

2x1x2(1− x3)
+

3
(
z3∆

1,1
3,1

(
∆1,0

0,1 − z21 + 1
)
+ x2

1z
3
1z2
)

2x1x2(x3 − 1)(z1 − 1)z2z3

+
3z1(∆

1,0
0,1 − x3∆

1,1
0,1)

2x1(1− x3)x3z3
+

3(2∆2,0
0,2 − z1 − 1)

2(1− x3)
+

3(1− x1)z1
2x1(1− x3)x3

, (9.3.46)

C(1,CA)
asym =

〈P (0)
q1γ2〉(z1 − 1)

x2
1x3z3

(
x2

1− x3

− x2 − 1

)
+

(2x1 − 3)(∆0,2
1,3 + 2∆1,0

0,1)

2x2
1x2(1− x3)

− x1(3x1∆
1,0
0,3 + z2 − z3) + z2 + 2z3

2x2
1(1− x3)2

+
(1− z1)(2(∆̄

1,0
3,1 − z1 + 1)− 5x1)

2x2
1(1− x3)z2

+
(x1 − 1) (x2

1(z3 − 2)− x1(2z1 + z2 + 1)− 2z1 + 2z2 + 2)

2x2
1(1− x3)x3

+
x1(z1 − 1)(2x3z1 + x3 − 3)− 4z1(x2x3 + x3 − 1)

2x2
1(x3 − 1)x3z3

− x2∆
1,1
0,1∆̄

1,0
0,1 + (2x1 − 3)(1− x3)(1− z1)∆

1,0
0,1

2x2
1x2(1− x3)2z2

+
x1 + (x3 − 1)(x3(z1 − 1)z3 − z1)

2(x3 − 1)2x3z3
. (9.3.47)

A diferencia de lo ocurrido con la parte racional, aquí tiene lugar una mezcla entre términos

simétricos y antisimétricos. Tal comportamiento es razonable teniendo en cuenta que al aumentar

el orden transcendental de las contribuciones se exploran los efectos de potencias superiores del

desarrollo en ǫ.

Finalmente, los términos de peso transcendental 2 pueden ser expandidos como

〈P̂ (1,CA) fin.
q→q1g2γ3

〉 |w=2 = cq→qgγ

7∑

i=1

C
(2,CA)
i F

(2,CA)
i , (9.3.48)

usando las funciones de base

F
(2,CA)
1 = Li2 (z3) + log(1− z3) log

(
x2(1− z3)

z2

)
+ log(x3) log

(
z2

1− z3

)
, (9.3.49)

F
(2,CA)
2 =

π2

6
− Li2 (1− x2) , (9.3.50)

F
(2,CA)
3 = Li2 (1− x3)− Li2 (z3) + log

(
1− z3
x3

)
log

(
z2

x2(1− z3)

)
, (9.3.51)

F
(2,CA)
4 =

π2

6
− Li2 (1− x2)− Li2 (1− z2) + log(x2) log(z2) , (9.3.52)
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F
(2,CA)
5 = 2

[
Li2 (1− x3) + Li2

(
−z1
z2

)
− Li2

(
− ∆3,0

0,3

1− z3

)]
− Li2 (z3)

+ log(x2) log(1− z3) + log

(
x3

z2

)
log

(
1− z3
z2

)
, (9.3.53)

F
(2,CA)
6 =

π2

6
− Li2 (1− x2)− Li2 (1− z2) , (9.3.54)

F
(2,CA)
7 = R (x2, x3) , (9.3.55)

cuyos coeficientes vienen dados por

C
(2,CA)
1 =

〈P (0)
q1γ2〉

1− x1

(
(x1 − 3)z1

x3z2
− 1− x1 + 2z1

x2z2
− (1− x1)z1 + 2

x2z3
+

x1 − 3

x3z3

)

+
4

x2

+
2(4− z2 − 2z3)

x3

, (9.3.56)

C
(2,CA)
2 =

〈P (0)
q1γ2〉

1− x1

(
3x1 + z1 − 3

x2z2
+

(3x1 − 4)z1 + 2

x2z3
+

(3x1 − 2)z1
x3z2

+
3x1 − z1 − 1

x3z3

)

+
2(2(1− x1 + z1) + z2)

x3

− 4(x1 − z1 + z2 − 2)

x2

− 8 , (9.3.57)

C
(2,CA)
3 =

〈P (0)
q1γ2〉

(1− x1)∆
3,0
0,3

(
z1∆

1,0
0,1

x2z2
+

∆̄1,0
1,1

x2z3
+

∆̄1,0
0,1

x3z3
− (1− x2

1) (1− z1)

x2x3

+
x1z

2
1

x3z2

)

− 2(x1(z2 + 1)− z3)

x2∆
3,0
0,3

− x1(1− z3) + z2

x3∆
3,0
0,3

− 1− z1

∆3,0
0,3

, (9.3.58)

C
(2,CA)
4 =

〈P (0)
q1γ2〉

z2z3∆
2,0
0,2

(
(1− z1)(z3 − z2)−

z2∆
1,0
0,1 + x1z1z3

x3

)
+

x1(z2 − 1) + z3

x2∆
2,0
0,2

− 2 ((1− x1)(2− x1 − z3)− z1 + (1− z3)
2)

x3∆
2,0
0,2

+
2(2x2 + 3z2)− 3(1− z1)

∆2,0
0,2

, (9.3.59)

C
(2,CA)
5 =

z1 (z
2
1 + 1)

2x2x3z2z3
+ (2 ↔ 3) , (9.3.60)

C
(2,CA)
6 = −2〈P (0)

q1γ2〉
x2∆

2,0
0,2

(
z21
z3

+
1

z2

)
+

2 ((1− x1)
2 + (1− z3)

2)

x3∆
2,0
0,2

− 4∆̄2,0
0,3

∆2,0
0,2

+
2 (z1(4− 3z2)− z2 + z23 + 2)

x2∆
2,0
0,2

, (9.3.61)

C
(2,CA)
7 =

〈P (0)
q1γ2〉

x3
1x3

(
x3
1(x2z1 + x3) + x3

3(1− z1)

x2z2
+

∆1,0
0,1 + x3

1(z1 − x1) + 2x1

z3(1− x1)

)



− 〈P (0)
q1γ2〉
z3

(
∆1,1

0,1 +∆1,1
2,1 + x1

x3
1

− ∆2,1
0,1 +∆3,1

0,1

(1− x1)x2

)
+

2z1
(
∆1,1

0,1 +∆1,1
2,1 + x1

)

x3
1z3(1− z1)

− (1− x1)
2∆̄0,3

0,1 + 2x3
1(x3 + z1 − z2)

x3
1x2

+
(1− x1)(z2 −∆1,0

0,1 − ∆̄1,1
1,3) + 2x3

1(1− x2)

x3
1x3

+
x2
1 − 2x2

3z1
x3
1x2z2

− x3
1(z1 + 1)− 4x2

1 + 6x1z1(z1 − 1)−1 + 2z1
(x1 − 1)x3

1x3z3
. (9.3.62)

Apréciese que, al igual que en la parte de peso 1, aquí se mezclan las contribuciones simétricas

y antisimétricas. También, como se anticipó en la sección previa, la función R está involucrada

en la expansión de las correcciones NLO a esta función de Altarelli-Parisi.

3.3. g → qq̄γ: caso no polarizado

Para concluir con el tratamiento de los procesos de splitting colineal iniciados por partones

de QCD, consideremos g → qq̄γ. Comenzando con la contribución a nivel árbol, se tiene que la

amplitud de splitting es

Sp
(0)(a1,a2;α)
g→q1q̄2γ3 =

e eqgSµ
2ǫT α

a1a2

s123
ū(p1)

(
/ǫ(p3)/p13/ǫ(P̃ )

s13
−

/ǫ(P̃ )/p23/ǫ(p3)

s23

)
v(p2) , (9.3.63)

mientras que el núcleo de Altarelli-Parisi no polarizado viene dado por

〈P̂ (0)
g→q1q̄2γ3〉 =

e2e2qg
2
S

2x1x2

[
(
∆1,0

0,1

)2
+ z21 −∆

(
2z2(∆

1,0
0,1 + 1) + ∆3,0

0,3

1−∆
+

(1− x3)
2

2

)]

+ (1 ↔ 2) , (9.3.64)

con ∆ = αǫ, como definimos para los anteriores procesos. Nótese que esta expresión es totalmente

simétrica frente al intercambio 1 ↔ 2. Sin embargo, a nivel amplitud, aparece un signo menos

adicional relacionado con la carga eq → eq̄ = −eq. Por otra parte, es útil definir

〈P (0)
q1q̄2γ3〉 |ǫ0 =

(∆1,0
0,1)

2 + z21
2x1x2

+ (1 ↔ 2) =
〈P̂ (0)

g→q1q̄2γ3〉
e2e2qg

2
S

∣∣∣∣∣
ǫ=0

, (9.3.65)

debido a que esta expresión nos permitirá simplificar los resultados de las correcciones NLO.

Antes de estudiar las correcciones NLO a las funciones de splitting, es relevante comparar este

proceso con q → qgγ. El contenido de partículas es el mismo, aunque difieren en el partón padre.

Para este proceso en particular, los diagramas de Feynman correspondientes se muestran en la

figura 9.3. Excluyendo las correcciones de autoenergía al partón padre, los remanentes diagramas

se encuentran en correspondencia biunívoca. Más aún, ambos conjuntos pueden relacionarse,
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Fig. 9.3: Diagramas de Feynman que contribuyen a la amplitud de splitting g → qq̄γ. Solo se muestran

algunos diagramas: los restantes pueden ser obtenidos a través del intercambio de las partículas

1 y 2. Excepto por los diagramas que incluyen correcciones de autoenergía en el partón padre,

el resto se encuentra en correspondencia biyectiva con los que aparecen en la expansión de

q → qgγ.

pictóricamente, a través del intercambio P ↔ 2. Debido a que el partón inicial se encuentra

off-shell la cinemática del proceso no resulta compatible con la posibilidad de efectuar crossings.

Es más, como podemos ver en las ecuaciones (9.3.36) y (9.3.64), los núcleos de Altarelli-Parisi

en el límite triple colineal exhiben una dependencia no trivial en las variables xi, asociadas a

subescalas de energía. Por ende, en caso de existir una transformación que vincule 〈P̂q→q1g2γ3〉 con

〈P̂q→q1g2γ3〉, la misma tendrá que conectar tanto las variables zi como las fracciones de energía xi

en ambas configuraciones. Más adelante en el texto volveremos a esta discusión, analizando más

en detalle las transformaciones de crossing en el límite múltiple colineal.

Volviendo al estudio de las correcciones NLO, encontramos que el operador de inserción viene

dado por

I
(1)
g→q1q̄2γ3(p1, p2, p3; P̃ ) =

cΓg
2
S

ǫ2

(−s123 − ı0

µ2

)−ǫ [
CA

(
2− z−ǫ

1 − z−ǫ
2 + x−ǫ

3

)

− 2CF x−ǫ
3 − ǫ

(
2γq − γg −

β0

2

)]
, (9.3.66)



y los términos divergentes hallados en nuestros cálculos concuerdan con el comportamiento predi-

cho por la fórmula de Catani. Por otra parte, para expresar los resultados de una forma compacta,

efectuamos una descomposición de acuerdo a los coeficientes de color que acompañan a cada con-

tribución. De esta forma, las correcciones NLO al núcleo de Altarelli-Parisi no polarizado pueden

expandirse como

〈P̂ (1) fin.
g→q1q̄2γ3〉 = cg→qq̄γ

[
Nf〈P̂ (1,Nf ) fin.

g→q1q̄2γ3 〉+DA〈P̂ (1,DA) fin.
g→q1q̄2γ3 〉+ CA〈P̂ (1,CA) fin.

g→q1q̄2γ3 〉
]

+ (1 ↔ 2) , (9.3.67)

empleando el factor de normalización global

cg→qq̄γ =
e2e2qg

4
S

4(1− ǫ)
, (9.3.68)

junto con las componentes

〈P̂ (1,Nf ) fin.
g→q1q̄2γ3 〉 = C(0,Nf ) , (9.3.69)

〈P̂ (1,DA) fin.
g→q1q̄2γ3 〉 = C(0,DA) +

2∑

i=1

C
(1,DA)
i F

(1)
i + C

(2,DA)
1 F

(2,DA)
1 , (9.3.70)

〈P̂ (1,CA) fin.
g→q1q̄2γ3 〉 = C(0,CA) + C

(1,CA)
1 F

(1)
1 +

9∑

j=1

C
(2,CA)
j F

(2,CA)
j , (9.3.71)

en donde se clasificaron las distintas contribuciones de acuerdo a su transcendentalidad. Puede

apreciarse que la parte proporcional a Nf es puramente racional. Debido a que es originada

por aquellos diagramas que contienen loops fermiónicos, esta contribución recibe únicamente el

aporte de burbujas escalares sin denominadores LCG. La estructura divergente de tales integrales

contiene polos simples en ǫ, que son absorbidos en I
(1)
g→q1q̄2γ3 . Más aún, haciendo uso de la figura

9.3 y de la ecuación (6.3.32), vemos que

〈P̂ (1,Nf ) fin.
g→q1q̄2γ3 〉 = 2Re

(
Π(s123)− I

(1)
g→q1q̄2γ3(p1, p2, p3; P̃ )

)∣∣∣
Nf

〈P̂ (0)
g→q1q̄2γ3〉 , (9.3.72)

siendo
[
Π(s123)− I

(1)
g→q1q̄2γ3

]∣∣∣
Nf

= 2cΓg
2
S

(−s123 − ı0

µ2

)−ǫ
4ǫ− 5

3(1− 2ǫ)(3− 2ǫ)
(9.3.73)

= g2S

(
−10

9
− 56ǫ

27
+O(ǫ2)

)
, (9.3.74)

lo que justifica la estructura hallada1.
1 Para ser rigurosos, debe tenerse en cuenta que I es un operador en el espacio de color+espín. Sin embargo,

al trabajar a nivel de elementos de matriz al cuadrado en estos procesos, los operadores de color dan lugar a
contribuciones proporcionales a la identidad. De esta forma, se abusa de la notación e identificamos I con un
escalar. Para más detalles sobre esta observación, se sugiere repasar la discusión presentada en el Capítulo 6.



9. Límite triple colineal con fotones I 209

Continuando con la presentación de resultados, los términos racionales vienen dados por

C(0,Nf ) = −20

9
〈P (0)

q1q̄2γ3〉 |ǫ0 , (9.3.75)

C(0,CA) =
71

9
〈P (0)

q1q̄2γ3〉 |ǫ0 +
z1
x3

(
x3(1− 2z3) + z1

x1 − 1
+

(x3 + 1)(x3 − z1)

x2(x3 − 1)

)

+
x3 (z

2
1 − z1 + 1) (x3 − 2x1 + 1)

(1− x1)x1(1− x3)
, (9.3.76)

C(0,DA) = (x1x2 − z1z2 −∆1,0
0,1∆

2,0
0,2)

(
2− 2x1(x2 + 1)

x1x2(1− x3)
− 1

1− x1

)

− 2z1∆
1,0
0,1

x1x2

(
(x2 + 1)(1− x2)

2

(1− x1)(1− x3)
+

x3 − x1x2

1− x3

+
(3− x2)x2 − x1(x2 + 1)

2(1− x1)
+ 8

)

− 8(1− x1)
2

x1x2

− 1− x1

x1

, (9.3.77)

en donde vemos que el C(0,Nf ) queda definido a partir del resultado de (9.3.74): el factor 2 que

conecta ambas expresiones se absorbe en la normalización global de los coeficientes. Por otra

parte, la contribución de peso transcendental 1 puede expandirse empleando las funciones

F
(1)
1 = log (x1) , (9.3.78)

F
(1)
2 = log (x3) , (9.3.79)

junto con los coeficientes

C
(1,DA)
1 =

x1x2 − z1z2 −∆1,0
0,1∆

2,0
0,2

(1− x1)x1

(
x2 + 2x3

x2
2

− x1x2 + 2x3

(1− x1)x2

− 1 + x1

1− x1

)
− z2(2x3 − x2)∆

2,0
0,2

x1x2
2

− (1− x2)
2z1(2(1− x1) + x2)∆

1,0
0,1

(1− x1)2x1x2
2

+
(1− x2)(x2 − 2x3)

(1− x1)x2

, (9.3.80)

C
(1,DA)
2 =

2
(
2x1(z2 − 1−∆2,0

0,2(x1x2 + 1))− (∆0,3
1,2)

2 − 2x2(z1 + 2z2 − 3)(x1x2 + 2z3)− x2z3

)

x2
2(1− x3)2

− 2 (x2
1(2z1(z2 − 3) + (4z2 − 13)z2 + 7) + 2z23)

x1x2(1− x3)2

− 2(2x1x2 + (z1 − 15)z1 + 7)

(1− x3)2
, (9.3.81)

para la parte Abeliana y

C
(1,CA)
1 =

z2(2(x2 − 2)z1 − 9x2 + 10) + (x2 − 1)(2x2(z1 − 2)− 3z1 + 4)− 6z22
(1− x1)2x2



+
x2
1

(
3(∆2,0

0,2)
2 −∆0,0

2,2 + ∆̄0,2
2,2

)
+∆0,3

2,1(∆
0,3
2,1 −∆2,0

0,2 − z2)

(1− x1)2x1x2

, (9.3.82)

para aquellos términos proporcionales a CA. Finalmente, si consideramos la parte de transcen-

dentalidad 2, puede expresarse el término proporcional a DA usando

F
(2,DA)
1 = R (x1, x3) , (9.3.83)

C
(2,DA)
1 =

2
(
x2

(
x3∆

0,1
3,2 +∆3,0

0,3(∆
0,1
2,3 + z1) + x3

2 + 2x2x3z1
)
+ (∆0,1

3,2)
2
)

x1x3
2

− 4∆1,0
0,1(x3 − z1)

x1x2

, (9.3.84)

mientras que la componente proporcional a CA requiere introducir las funciones

F
(2,CA)
1 =

π2

6
− 2Li2

(
1− x1

1− z1

)
− 2Li2

(
1− z2

1− z1

)
+ 2Li2 (1− z1)

+ 2 log(x2) log(1− z1) + (1 ↔ 2) , (9.3.85)

F
(2,CA)
2 = log(x1) log(x2) , (9.3.86)

F
(2,CA)
3 = R (x1, x2)− log(x1) log(z1)− log(x2) log(z2) +

π2

3
, (9.3.87)

F
(2,CA)
4 =

π2

4
− Li2 (1− x1)− log(x1) log(z1) + (1 ↔ 2) , (9.3.88)

F
(2,CA)
5 = log

(
x1

1− z1

)
log

(
1− z1
z1z2

)
− log(x2) log(1− z1) , (9.3.89)

y los coeficientes

C
(2,CA)
1 =

z21
x1x2

, (9.3.90)

C
(2,CA)
2 =

z2 − x1∆
2,0
0,2 − x1

x1∆
1,0
0,1

+
7− 3x2

x1

− 2

x1x2

, (9.3.91)

C
(2,CA)
3 = −2 (x2

1 − 3x1 + 1)

x1x2

, (9.3.92)

C
(2,CA)
4 =

4(1− z1)z1
x1x2

− 2(2z1 + 1)

x2

, (9.3.93)

C
(2,CA)
5 =

(1− 2(1− z2)z2)∆
2,2
1,2

x1x2z3
+

z2 − x1(∆
2,0
0,2 + 1)

x1∆
1,0
0,1

+
x2 + 2 (2z22 + z2 − 1)

x1

+
z3(3(x2 + 2)z2 − 4− x1(1− z2))

x1x2

+
3− 2(x1 + 3)(1− z2)z2

x1x2
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+
(x2 + 3)z23

x1x2

, (9.3.94)

en donde hacemos uso de la notación introducida en (9.3.5) y (9.3.6) para expresar de forma

más compacta los resultados. De todas maneras, puede apreciarse que las expresiones obtenidas

son más sencillas que las correspondientes a procesos iniciados por quarks. En cierto modo,

este comportamiento es razonable puesto que los espinores solo satisfacen la ecuación de Dirac,

mientras que los vectores de polarización físicos quedan determinados por las condiciones de

transversalidad e invariancia de gauge. Explícitamente, para calcular funciones de splitting se

utilizan amplitudes amputadas con cinemática off-shell y luego se realiza una proyección sobre

un estado on-shell. Dicho estado queda representado por un espinor u(P̃ ) cuando el partón inicial

es un quark o por un vector de polarización físico ǫ(P̃ ) si el proceso es iniciado por un gluón (o

un fotón). Los espinores verifican
/̃Pu(P̃ ) = 0 , (9.3.95)

mientras que un vector de polarización on-shell no masivo cumple

P̃ · ǫ(P̃ ) = 0 , (9.3.96)

n · ǫ(P̃ ) = 0 , (9.3.97)

en donde n es un vector tipo luz que define el gauge. Recordando que las amplitudes de splitting

quedan definidas por las ecuaciones (6.2.21) y (6.2.22), puede apreciarse que los procesos iniciados

por partículas vectoriales quedan sujetos a dos restricciones, mientras que solo una condición se

impone en aquellos que involucran un fermión en estado inicial.

4. Procesos iniciados por fotones

Continuando con el estudio del límite triple colineal, consideramos las correcciones de QCD

a aquellos procesos que son iniciados por un fotón. Las funciones de splitting correspondientes

resultan relevantes para llevar a cabo el análisis de decaimientos de fotones virtuales en tres

partículas no masivas on-shell. Puede apreciarse que existen solamente dos procesos iniciados

por fotones que deben tenerse en cuenta en el límite triple colineal: γ → qq̄γ y γ → qq̄g. Esto se

debe a que, la amplitud a nivel árbol asociada a γ → ng es nula para todo n ∈ N. Tal resultado es

consecuencia de las identidades de desacople e implica que γ → ng es finito a órdenes superiores.

Más allá de presentar resultados explícitos, nos centramos en el análisis de los mismos aprove-

chando su simplicidad para extraer conclusiones acerca de las estructuras funcionales involucradas

en los splittings.



4.1. γ → qq̄γ

Si escribimos la amplitud de splitting a nivel árbol, encontramos

Sp
(0)(a1,a2)
γ→q1q̄2γ3 =

e2e2qµ
2ǫIdCa1a2

s123
ū(p1)

(
/ǫ(p3)/p13/ǫ(P̃ )

s13
−

/ǫ(P̃ )/p23/ǫ(p3)

s23

)
v(p2) , (9.4.1)

en donde es posible apreciar que corresponde a la contribución color-stripped asociada al proceso

Sp
(0)
γ→q1q̄2γ3 . Concretamente, la relación entre ambos procesos puede expresarse como

Sp
(0)(a1,a2;α)
γ→q1q̄2γ3 =

gS
e eq

T α
a1a2

Sp
(0)(a1,a2)
g→q1q̄2γ3 , (9.4.2)

que implica de forma trivial que la función de splitting no polarizada sea

〈P̂ (0)
γ→q1q̄2γ3〉 =

CAe
2e2q

CFg2S
〈P̂ (0)

g→q1q̄2γ3〉. (9.4.3)

Nótese que las expresiones heredan la simetría frente al intercambio 1 ↔ 2, presente en el proceso

g → qq̄γ.

Fig. 9.4: Diagramas que contribuyen al proceso de splitting γ → qq̄γ. Ignoramos las correcciones a

la autoenergía del fotón padre por tratarse de aportes a órdenes superiores en QED. Solo

se muestra la mitad de los diagramas: el resto puede recuperarse apelando a la simetría de

intercambio 1 ↔ 2.

Cuando estudiamos el proceso g → qq̄γ en la sección anterior, las diferentes contribuciones

a la función de splitting a NLO fueron ordenadas con el objetivo de distinguir los términos
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Abelianos y no Abelianos. Vimos que los términos puramente Abelianos originaban expresiones

muy sencillas y que las mismas podían ser escritas empleando logaritmos y solamente una función

de peso transcendental 2. Debido a que γ → qq̄γ es proporcional a la contribución Abeliana de

g → qq̄γ, la función de splitting asociada es también compacta. En la figura 9.4 se muestran

todos los diagramas de Feynman requeridos para efectuar el cálculo de las correcciones NLO a

este proceso. Cabe señalar que no se están teniendo en cuenta las correcciones a la autoenergía

del fotón padre, pues las mismas son de orden superior en QED.

Aplicando el mismo procedimiento que para los otros procesos, podemos estudiar la estructura

de divergencias infrarrojas. De acuerdo a la fórmula de Catani, el operador de inserción viene

dado por

I
(1)
γ→q1q̄2γ3(p1, p2, p3; P̃ ) =

cΓg
2
S

ǫ2

(−s123 − ı0

µ2

)−ǫ [
−2CFx

−ǫ
3 − 2ǫγq

]
, (9.4.4)

y tras la comparación con los resultados del cálculo explícito encontramos un completo acuerdo.

Por otra parte, el núcleo no polarizado a NLO puede ser expresado como

〈P̂ (1) fin.
γ→q1q̄2γ3〉 = 2CF cγ→qq̄γ

[
〈P̂ (1,DA) fin.

g→q1q̄2γ3 〉+ (1 ↔ 2)
]
, (9.4.5)

como se esperaba tras efectuar una comparación en base a diagramas de Feynman entre ambos

procesos. Aquí estamos utilizando el factor global

cγ→qq̄γ =
CAe

4e4qg
2
S

2(1− ǫ)
, (9.4.6)

para reabsorber constantes y simplificar la notación.

Para concluir esta sección hagamos algunos comentarios relacionados con las identidades de

crossing para funciones de splitting. Anteriormente se presentaron los resultados explícitos para

el proceso q → qγγ. En particular, la componente de peso transcendental 2 en las correcciones

NLO a 〈P̂ (1)
q→q1γ2γ3〉 involucraba un conjunto de 7 funciones. Expresando dichas funciones mediante

la notación de símbolos se puede probar que son independientes; esto es, no es posible relacionar-

las mediante combinaciones lineales con coeficientes racionales. Sin embargo, 〈P̂ (1) fin.
γ→q1q̄2γ3〉 |w=2 es

directamente proporcional a una única función transcendental, en particular a R(x1, x2). Debido

a que cualquier relación de crossing involucra transformacionales racionales de variables cine-

máticas, no es posible alterar la dimensionalidad del subespacio de funciones que expanden las

contribuciones de peso transcendental 2. De esta manera, estamos en condiciones de afirmar que

no es posible generalizar las relaciones de crossing para el partón padre a órdenes perturbativos

superiores.



4.2. γ → qq̄g

Por último, llegamos al último proceso no trivial iniciado por fotones: γ → qq̄g. En este caso

no es posible recuperar los resultados partiendo de los splittings exhibidos anteriormente. Esto se

debe a que las contribuciones aquí presentes forman parte del splitting Spqq̄g. Como se muestra

en la figura 9.5, con excepción de las correcciones de autoenergía al partón inicial, los diagramas

de Feynman remanentes se encuentran en correspondencia biunívoca con los que aparecen en la

expansión del proceso g → qq̄γ.

Fig. 9.5: Diagramas que contribuyen al proceso γ → qq̄g. Con la excepción de las correcciones de auto-

energía al partón padre, los restantes diagramas de Feynman son los mismos que se emplearon

para obtener el splitting g → qq̄γ (intercambiando las partículas P y 3). E1-NA y F -NA son

los únicos términos que involucran interacciones no Abelianas. Además, exceptuando la contri-

bución de F -NA, es necesario tener en cuenta el intercambio 1 ↔ 2 para todos los diagramas

mostrados.

La función de splitting a nivel amplitud, al orden más bajo, viene dada por

Sp
(0)(a1,a2,α3)
γ→q1q̄2g3 =

eeqgSµ
2ǫT α3

a1a2

s123
ū(p1)

(
/ǫ(p3)/p13/ǫ(P̃ )

s13
−

/ǫ(P̃ )/p23/ǫ(p3)

s23

)
v(p2)

=
gS
eeq

T α3
a1a2

Sp
(0)(a1,a2)
γ→q1q̄2γ3 , (9.4.7)

en donde se emplearon resultados previos para obtener la expresión en la última línea. De hecho,

utilizando la relación con el proceso de splitting γ → qq̄γ, se obtiene el correspondiente núcleo

de Altarelli-Parisi no polarizado a nivel árbol,

〈P̂ (0)
γ→q1q̄2g3〉 =

g2SCF

e2e2q
〈P̂ (0)

γ→q1q̄2γ3〉 = 2CACF 〈P̂ (0)
g→q1q̄2γ3〉 , (9.4.8)



9. Límite triple colineal con fotones I 215

que puede relacionarse con otros núcleos intercambiando fotones y gluones. Es importante señalar

que solamente estamos cambiando la estructura de color, pero las configuraciones cinemáticas

subyacentes son las mismas.

Con el objetivo de expresar los resultados para las correcciones NLO, se sigue la misma

estrategia empleada para estudiar el proceso g → qq̄γ. Debido a la presencia de contribuciones

proporcionales tanto a CA como a DA = 2CF −CA, cada una fue tratada de forma independiente.

La contribución proporcional a DA proviene de 〈P̂ (1)
γ→q1q̄2γ3〉 (con un factor 2 de diferencia asociado

con la definición de DA). Para corroborar la estructura divergente, los polos en ǫ fueron extraídos

y comparados con las expresiones provistas por la fórmula de Catani; esto es,

I
(1)
γ→q1q̄2g3(p1, p2, p3; P̃ ) =

cΓg
2
S

ǫ2

(−s123 − ı0

µ2

)−ǫ [(
−2CFx

−ǫ
3 − 2ǫγq

)
+ CA

(
x−ǫ
3 − x−ǫ

1 − x−ǫ
2

)]

=
cΓg

2
SCA

ǫ2

(−s123 − ı0

µ2

)−ǫ (
x−ǫ
3 − x−ǫ

1 − x−ǫ
2

)

+ I
(1)
γ→q1q̄2γ3(p1, p2, p3; P̃ ) , (9.4.9)

encontrando un acuerdo completo. Nótese que se utilizó el operador I
(1)
γ→q1q̄2γ3 con el objetivo de

simplificar los resultados. Más aún, siguiendo esta idea se reescribió el núcleo de Altarelli-Parisi

a NLO como

〈P̂ (1)
γ→q1q̄2g3〉 = DA〈P̂ (1,DA)

γ→q1q̄2γ3〉+ CA〈P̂ (1,CA)
γ→q1q̄2g3〉 + h.c. , (9.4.10)

con

〈P̂ (1,DA)
γ→q1q̄2g3〉 =

1

2CF

I
(1)
γ→q1q̄2γ3

(
p1, p2, p3; P̃

)
〈P̂ (0)

γ→q1q̄2g3〉+
cγ→qq̄g

2CF cγ→qq̄γ
〈P̂ (1) fin.

γ→q1q̄2γ3〉

=
g2S

2e2e2q

[
I
(1)
γ→q1q̄2γ3

(
p1, p2, p3; P̃

)
〈P̂ (0)

γ→q1q̄2γ3〉+ 〈P̂ (1) fin.
γ→q1q̄2γ3〉

]
, (9.4.11)

en donde se introdujo el factor de normalización global

cγ→qq̄g =
CACF e2e2qg

4
S

2(1− ǫ)
. (9.4.12)

Para tratar la contribución finita, podemos expresarla como

〈P̂ (1) fin.
γ→q1q̄2g3〉 = cγ→qq̄g

[
DA〈P̂ (1,DA) fin.

γ→q1q̄2g3 〉+ CA〈P̂ (1,CA) fin.
γ→q1q̄2g3 〉

]
, (9.4.13)

en donde los términos Abelianos vienen dados por

〈P̂ (1,DA) fin.
γ→q1q̄2g3 〉 =

g2S
2e2qg

2
e

〈P̂ (1) fin.
γ→q1q̄2γ3〉 . (9.4.14)



El aporte de los términos no Abelianos se encuentra contenido en 〈P̂ (1,CA) fin.
γ→q1q̄2g3 〉. Clasificando tales

términos de acuerdo a su transcendentalidad, obtenemos

〈P̂ (1,CA) fin.
γ→q1q̄2g3 〉 = C(0,CA) + C(1,CA)F (1) + C(2,CA)F (2,CA) + (1 ↔ 2) , (9.4.15)

en donde los términos racionales están dados por

C(0,CA) =
16− 7x2 − 2z1z2 + (1− z1)

2 − 15z2
x1

− z21
(1− x1)x2

− 8
z21 + (1− z1)

2

x1x2

+
2z1(1− z3)− x2(1− z1)

2 − (x2 + 1)z1
(1− x1)x1

, (9.4.16)

y

F (1) = log (x1) , (9.4.17)

F (2,CA) = R (x1, x2) , (9.4.18)

son las funciones que expanden los espacios de transcendentalidad 1 y 2, respectivamente. Es

importante apreciar que F (2,CA) es la misma función que aparece involucrada en el proceso γ →
qq̄γ (a menos de una permutación de las variables cinemáticas). Al final del capítulo discutiremos

detalladamente el origen de estas contribuciones. Por último, para describir completamente las

correcciones a NLO para el splitting γ → qq̄g presentamos los coeficientes definidos en la ecuación

(9.4.15), los cuales vienen dados por

C(1,CA) =
z2(x2(4x1z1 + x1 − 1) + 2x3z1) + x2(x1((x2 − 1)z1 + x2 − 3)− 2x2 + 3)

(x1 − 1)2x1x2

+
3x2

2 + 5x2(z2 − 1) + 3z2
2 − 4z2 + 1

x1x2

− (1− x2)
2z1

2

(1− x1)2x1x2

, (9.4.19)

C(2,CA) = 〈P (0)
q1q̄2γ3〉 |ǫ0 . (9.4.20)

Nuevamente, cabe señalar que este splitting no puede ser relacionado de forma sencilla con

g → qq̄γ. En particular, anteriormente se mostró que se requieren 7 funciones para expandir las

contribuciones de peso transcendental 2 a 〈P̂ (1) fin.
g→q1q̄2γ3〉. Sin embargo, este proceso solo requiere

hacer uso de R (x1, x2).

5. Comentarios sobre la estructura de los resultados

Tras haber presentado las funciones de splitting iniciadas por fotones, es interesante anali-

zar su estructura y dependencias funcionales. En particular, explotando la simplicidad de estos

resultados, podemos estudiar el origen de las distintas contribuciones.
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Comencemos con el proceso γ → qq̄γ. Si llevamos a cabo un cálculo directo sin efectuar la

expansión en ǫ, la corrección NLO al núcleo de Altarelli-Parisi no polarizado puede expresarse

como

〈P̂ (1)
γ→q1q̄2γ3〉 = A

(4)
1 (zj, xk; ǫ) I

(4)
1

+
3∑

i=1

A
(2)
i (zj, xk; ǫ) I

(2)
i + (1 ↔ 2) , (9.5.1)

en donde los acoplamientos y los factores de color son absorbidos en la definición de los coeficientes

A. Aquí A(4)
i y A

(2)
i son funciones racionales de las variables cinemáticas {xi, zj} y dependen

explícitamente de ǫ. Sin embargo, las expresiones también involucran funciones transcendentales

que introducen branch-cuts. En particular, se puede verificar que tales funciones provienen de

las integrales de Feynman I
(4)
1 (box) y I

(2)
i (burbuja). Más aún, utilizando D = 4 − 2ǫ, el box

viene dado por

I
(4)
1 =

∫

q

µ2ǫ

q2(q + p1)2(q − p2)2(q − p23)2
=

2cΓ
ǫ2 x1x3s2123

(−s123 − ı0

µ2

)−ǫ

×
[
x−ǫ
1 2F1

(
1,−ǫ; 1− ǫ;−x2

x3

)
+ x−ǫ

3 2F1

(
1,−ǫ; 1− ǫ;−x2

x1

)

− 2F1

(
1,−ǫ; 1− ǫ;− x2

x1x3

)]
, (9.5.2)

mientras que

I
(2)
1 =

∫

q

µ2ǫ

q2(q − p123)2
=

cΓ
ǫ(1− 2ǫ)

(−s123 − ı0

µ2

)−ǫ

, (9.5.3)

I
(2)
2 =

∫

q

µ2ǫ

q2(q − p23)2
=

cΓx
−ǫ
1

ǫ(1− 2ǫ)

(−s123 − ı0

µ2

)−ǫ

, (9.5.4)

I
(2)
3 =

∫

q

µ2ǫ

q2(q − p12)2
=

cΓx
−ǫ
3

ǫ(1− 2ǫ)

(−s123 − ı0

µ2

)−ǫ

, (9.5.5)

son todas las burbujas involucradas. Cabe señalar que estas integrales se conocen a todo orden en

ǫ, lo cual permite calcular 〈P̂ (1)
γ→q1q̄2γ3〉 de forma exacta. Sin embargo, los coeficientes A presentan

una estructura muy compleja y no es posible llevar a cabo una simplificación eficiente de los

mismos.

Si estudiamos las integrales involucradas en las correcciones NLO al proceso γ → qq̄g, se apre-

cia que tienen lugar una situación similar. En otras palabras, es posible escribir tales correcciones



como

〈P̂ (1)
γ→q1q̄2g3〉 = A

(4)
1 (zj, xk; ǫ) I

(4)
1 + A

(4)
2 (zj, xk; ǫ) I

(4)
2 +

3∑

i=1

A
(2)
i (zj, xk; ǫ) I

(2)
i

+ (1 ↔ 2) , (9.5.6)

en donde

I
(4)
2 =

∫

q

µ2ǫ

q2(q + p2)2(q − p3)2(q − p13)2
=

2cΓ
ǫ2 x1x2s2123

(−s123 − ı0

µ2

)−ǫ

×
[
x−ǫ
2 2F1

(
1,−ǫ; 1− ǫ;−x3

x1

)
+ x−ǫ

1 2F1

(
1,−ǫ; 1− ǫ;−x3

x2

)

− 2F1

(
1,−ǫ; 1− ǫ;− x3

x1x2

)]
, (9.5.7)

es una integral de box con una única masa externa. Nuevamente, los correspondientes coeficientes

se calculan a todo orden en ǫ, pero no se encontró una forma compacta de escribirlos.

Luego de motivar las expresiones explícitas para 〈P̂ (1)
γ→q1q̄2γ3〉 y 〈P̂ (1)

γ→q1q̄2g3〉, es interesante

apreciar que la integral de box escalar tiene la siguiente expansión en potencias de ǫ:

I
(4)
1 =

2cΓ
x1x3s2123

(−s123 − ı0

µ2

)−ǫ [
1

ǫ2
− log(x1x3)

ǫ
+

log2 (x1) + log2 (x3)

2

− R (x1, x3)

]
, (9.5.8)

lo cual explica el origen de la función R en los cálculos anteriores. En otras palabras, esta contri-

bución proviene de la expansión de las funciones hipergeométricas involucradas en las integrales

de box escalares que no incluyen propagadores lineales. Pero lo que resulta más interesante es el

hecho de que R aparece en todas las funciones de splitting triple-colineales a 1-loop. Más aún,

revisando las expresiones correspondientes a la parte antisimétrica del núcleo de Altarelli-Parisi

para el proceso 〈P̂ (1)

q→q1Q̄2Q3
〉 (calculada en Ref. (72)) vemos que también se requiere de la función

R. Por lo tanto, su presencia es inherente a la cinemática del proceso de emisión triple colineal

a 1-loop.

Otro hecho que merece ser destacado es que los procesos iniciados por fotones pueden ser

descritos empleando únicamente boxes y burbujas. Los boxes se asocian a las topologías más

complejas, mientras las burbujas corresponden a las contribuciones más sencillas no triviales:

todas los términos que involucran integrales triangulares se cancelan.

Para concluir esta discusión, analicemos la diferencia entre procesos de splitting iniciados por

gluones y fotones. Estos últimos involucran expresiones muy sencillas y pueden ser expresados
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utilizando únicamente integrales escalares estándar (esto es, sin denominadores lineales prove-

nientes de la elección del LCG). Si se efectúa una comparación de los diagramas de Feynman

requeridos para γ → qq̄γ con aquellos empleados en el cálculo de g → qq̄γ, se aprecia que las

interacciones de origen no Abeliano están ausentes en el primer proceso. Más aún, cambiando el

acoplamiento y removiendo el factor de color global, las correcciones NLO de QCD para γ → qq̄γ

son exactamente las mismas que se encuentran a 1-loop en QED. Debido a que QED es una teo-

ría Abeliana, es posible emplear un gauge covariante par efectuar el cálculo de las correcciones

virtuales y los resultados coinciden con los hallados en LCG. Este argumento nos permite com-

prender la simplicidad de γ → qq̄γ, y en particular la ausencia de integrales con denominadores

lineales.

Sin embargo, al analizar el proceso γ → qq̄g se encuentran contribuciones no triviales aso-

ciadas a diagramas con vértices no Abelianos. Por ende, el argumento anterior no es aplicable

de forma directa, aunque la idea central de la simplicidad del resultado también se relaciona

con la invariancia de gauge. Notemos que las amplitudes y funciones de splitting se calculan

empleando un gauge físico fijo (el light-cone gauge) y amplitudes de scattering amputadas, con

la partícula inicial off-shell pero proyectando sobre un estado on-shell. Cuando el partón inicial

es una partícula de QCD, existe un flujo de color no trivial a través del mismo. Pero, si se trata

de un fotón, se verifica que
m̄∑

i=1

T i = 0 , (9.5.9)

debido a que los fotones son singletes de color. Esto implica que podemos acoplar la amplitud

amputada a un par de fermiones sin color (por ejemplo, a un par electrón-positrón) y reconstruir

la corrección completa de QCD a NLO para una amplitud de scattering on-shell física. Debido a

que tales objetos son invariantes frente a transformaciones de gauge, podemos utilizar un gauge

covariante y solamente estarán involucradas integrales con denominadores cuadráticos. En otros

términos, podemos escribir

A(1)

e−e+→a1a2a3
(k1, k2; p1, p2, p3) |LCG = v̄(k2) (−ıgeγ

ν) u(k1)
−ı ηµν
s123

A(1,µ)
(amp,γ) |LCG (9.5.10)

= −ge Cpol

[
1

s123

v̄(k2)γµu(k1)

Cpol

A(1,µ)
(amp,γ) |LCG

]
,

en donde estamos utilizando los momentos físicos para el proceso e−e+ → a1a2a3 con ai cualquier

partón, lo que implica que k2
i = 0 (por tratarse de fermiones no masivos en su capa de masa) y

k1 + k2 = p1 + p2 + p3 (conservación del momento). Apelando a la invariancia de gauge,

A(1)

e−e+→a1a2a3
(k1, k2; p1, p2, p3) = A(1)

e−e+→a1a2a3
(k1, k2; p1, p2, p3) |LCG , (9.5.11)



lo que conduce a

v̄(k2)γµu(k1)

Cpol

A(1,µ)
(amp,γ) |LCG =

v̄(k2)γµu(k1)

Cpol

A(1,µ)
(amp,γ) . (9.5.12)

Pero esta relación es válida para cualquier valor de ki que verifique las condiciones físicas. En

particular podríamos emplear

kµ
1 = P̃ µ , kµ

2 =
s123
2nP

nµ , (9.5.13)

o en el orden inverso. Si se consideran únicamente estados externos físicos se obtiene

v̄(k2)γµu(k1)

Cpol

= ǫ±µ

(
P̃ , n

)
, (9.5.14)

en donde estamos aplicando las propiedades del mapeo de vectores de polarización en cadenas

de espinores, definido en el Capítulo 2. En consecuencia, apelando a (6.2.22) junto a estas ob-

servaciones, se concluye que es posible utilizar el gauge covariante para calcular los diagramas

con loops correspondientes a un proceso de splitting iniciado por un fotón. En el caso del límite

triple colineal, este hecho implica directamente que podemos efectuar la sustitución

dµν(q, n) → −ηµν , (9.5.15)

dentro en los diagramas con loops presentes en las figuras 9.4 (γ → qq̄γ) y 9.5 (γ → qq̄g).

Esta discusión puede ser generalizada para tratar funciones de splitting con más partículas

con color, siempre que se encuentren en el estado final. Más aún, la demostración es válida en

teorías de gauge cuyo grupo G pueda ser expresado en términos de un producto directo.

5.1. Sobre las relaciones de crossing

Al comienzo de este capítulo presentamos una generalización de las variables de Sudakov para

parametrizar los momentos en el límite triple colineal. Volviendo a escribir la descomposición

indicada en (9.2.4) tenemos

pµi = ziP̃
µ + (k⊥)

µ
i −

(k⊥)
2
i

zi

nµ

2n · P̃
, (9.5.16)

de donde es posible derivar una relación explícita entre sij y la virtualidad de los momentos

transversales (k⊥)
2
i . Contrayendo con los momentos pi y el vector n, armando un sistema de

ecuaciones para las variables (k⊥)
2
i e invirtiéndolo, se obtiene

(k⊥)
2
i = s123zi (xi + zi − 1) , (9.5.17)
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con lo cual (9.5.16) se puede expresar como

pµi = ziP̃
µ + (k⊥)

µ
i −∆i,0

0,i

s123 n
µ

2n · P̃
, (9.5.18)

haciendo uso de las variables ∆i,j
k,l definidas en (9.3.5). Notemos que esto justifica la presencia

de ∆i,0
0,i en los resultados exhibidos en esta sección, puesto que (k⊥)

2
i es una variable natural del

problema. También podemos apreciar que

2P̃µp
µ
i = −s123∆

i,0
0,i , (9.5.19)

es decir que ∆i,0
0,i es proporcional al invariante cinemático surgido de la contracción del vector P̃

con el momento de la partícula i. Esta observación resulta muy interesante puesto que permite

escribir los argumentos de todas las funciones transcendentales como productos de momentos

físicos.

Volviendo a las relaciones de crossing, podemos intentar generalizar el procedimiento emplea-

do en el Capítulo 8 para contemplar el límite triple colineal. Supongamos que intercambiamos el

partón padre P con la partícula 1. Tanto P̃ como pi son vectores nulos, con lo cual podemos em-

plear (9.5.18) y escribir los momentos
{
P̃ , p2, p3

}
en términos de p1, n y vectores transversales.

En particular, contrayendo con el vector nulo n (que es transversal a (k⊥)i) se tiene

n · p1 = z1n · P , (9.5.20)

con P = p123 momento del partón padre. Entonces, usando la definición de las fracciones de

momento expresada en (6.2.3) junto con el intercambio simbólico P ↔ −p1 tenemos que

zi → z′i = − zi
z1

,

z1 → z′1 =
1

z1
, (9.5.21)

lo que nos indica como transforman las variables zi. Notemos que
∑

z′i = 1 , (9.5.22)

aunque algunas de estas variables son negativas o mayores que 1.

Respecto de la transformación de los productos escalares sij debemos efectuar un análisis más

riguroso. En primer lugar, intercambiar el partón padre P y la partícula 1 implica cambiar un

estado off-shell con uno on-shell no masivo, y viceversa. En otras palabras, el momento asociado

a P cumple P 2 = s123 6= 0 pero p21 = 0. Utilizando el vector auxiliar n podemos definir

P ′µ = −pµ1 +
s123
2nP

nµ , (9.5.23)

p′
µ
1 = −P̃ µ , (9.5.24)



Fig. 9.6: Esquema de las transformaciones necesarias para efectuar el crossing P ↔ 1 en un splitting

triple colineal. Se indican los momentos de cada partícula, así como también su correspondiente

fracción de impulso zi.

que verifican P ′2 = −z1 s123, p′
2
1 = 0, junto con la conservación de momento

P ′ +
3∑

i=1

p′i = 0 , (9.5.25)

en el proceso completo, como se puede apreciar en la figura 9.6. La idea detrás de estas definiciones

es extraer la estructura cinemática del splitting colineal y compatibilizarla con una transformación

de crossing. De esta forma, el intercambio P ↔ 1 es equivalente a pasar del proceso P (P, P̃ ) →
a(p1)b(p2)c(p3) a a(P ′,−p1) → P (p′1)b(p2)c(p3), en donde se indica explícitamente la dirección

colineal nula en cada caso. Luego, los invariantes sij verifican

s1j = 2p1 · pj → 2p′1 · pj = s123 (xj + zj − 1) ,

s123 = P 2 → P ′2 = −z1s123 , (9.5.26)

con lo cual tenemos el conjunto completo de transformaciones. Cabe señalar que (9.5.21) y

(9.5.26) son complementarias y consistentes entre sí. Concretamente, si transformamos s12 usando

(9.5.26) llegamos a

s12 → s123 (x2 + z2 − 1) = s13 + s123(z2 − 1) , (9.5.27)

y al aplicar (9.5.21) para invertir la relación se tiene

s13 + s123(z2 − 1) → s12 + s123(z3 − 1)− z1s123

(
−z2
z1

− 1

)
= s13 , (9.5.28)

con lo cual se prueba la consistencia del sistema propuesto. Para terminar de definir el crossing,

cabe señalar que es necesario cambiar la normalización global del splitting. Esto se debe a la
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presencia de un propagador entre la función de splitting y el elemento de matriz reducido2, que

transforma de acuerdo a

1

P 2
=

1

s123
→ −1

z1s123
, (9.5.29)

con lo que el splitting transformado debe ser multiplicado por −z1. Nótese que este factor es

igual al que aparece en el límite doble colineal, discutido en el Capítulo 8.

Fig. 9.7: Análisis de la transformación de crossing para los procesos γ → qq̄γ y q → qγγ, a nivel árbol.

Se muestra como cambian los propagadores en cada diagrama por separado. Mientras que el

diagrama a) preserva el propagador, no ocurre lo mismo con b). La presencia de un término

proporcional a s123 en el denominador invalida el crossing en ese diagrama.

Contando con las transformaciones de crossing para el límite triple colineal, podemos explorar

sus efectos sobre las funciones de splitting a nivel árbol. Consideremos los procesos γ → qq̄γ y

q → qγγ, vinculados por el intercambio P ↔ 2. Usando las expresiones dadas en (9.3.7) y (9.4.3),

vemos que no es posible establecer la conexión entre ambos resultados. En particular, puede

apreciarse que los denominadores cambian de forma incompatible. Explícitamente, transformando

2 Ver discusión presentada en el Capítulo 6, cuando se motivaron las propiedades de factorización colineal.



〈P (0)
γ→q1q̄2γ3〉 vale

〈P (0)
γ→q1q̄2γ3〉 → N(sij, zi)

s13(s12 + s123(z3 − 1))
, (9.5.30)

donde N(sij, zi) denota al numerador de la función obtenida tras el crossing. Pero según (9.3.7)

debe cumplirse

〈P (0)
q→q1γ2γ3

〉 → N ′(sij, zi)

s13s12
, (9.5.31)

con lo cual nunca puede verificarse la igualdad3. Este problema puede comprenderse mejor ana-

lizando los diagramas a nivel árbol en ambos casos. Como se observa en la figura 9.7, el segundo

diagrama involucra un propagador que no cambia de la forma correcta. Esto es una consecuen-

cia directa de la presencia de partículas off-shell en el proceso. El crossing intercambia toda la

información asociada con cada partícula, incluso su virtualidad. En consecuencia, solo cuando

s123 = 0 es posible relacionar ambos procesos.

3 Es importante apreciar que las fórmulas dadas en (9.3.7) y (9.4.3) están escritas de forma simplificada, lo
cual hace que puedan aparecer algunos denominadores espurios como zi o 1− xi.
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En este capítulo se presentan las funciones de splitting polarizadas para procesos que invo-

lucran al menos un fotón, a NLO en el acoplamiento fuerte. En primer lugar se efectúa una

detallada discusión de las técnicas de cálculo empleadas, haciendo hincapié en el procedimiento

de reducción tensorial. Luego se presentan los splittings polarizados para procesos iniciados por

fotones, γ → qq̄γ y γ → qq̄g. Finalmente, se analiza el caso γ → qq̄γ y se describen las pruebas

de consistencia efectuadas.

1. Generalidades y técnicas de cálculo

El estudio de las correlaciones de espín es importante pues permite efectuar una descripción

completa del comportamiento de los elementos de matriz al cuadrado en el límite colineal. Cuan-

do analizamos los procesos iniciados por quarks, presentamos los núcleos de Altarelli-Parisi no

polarizados únicamente. En tal caso, la conservación de helicidad en las interacciones vectoriales

fuerza a que las matrices de splitting sean diagonales en el espacio de espín. Concretamente,

〈s |Pq→a1...am | s′〉 = δs,s′〈P̂q→a1...am〉 , (10.1.1)

con lo cual basta conocer las funciones de splitting no polarizadas. Sin embargo, cuando el partón

padre es una partícula vectorial las correlaciones de espín no son triviales. En otras palabras, un

gluón permite el flujo de información concerniente a la helicidad de las partículas interactuantes.

Por ende, para el proceso g → qq̄γ es relevante calcular las proyecciones de P sobre el espacio de

espín del gluón padre. Por supuesto, una situación análoga ocurre cuando el proceso de división

colineal es iniciado por un fotón. En tal caso, veremos que las expresiones resultantes son muy

compactas, en concordancia con el comportamiento observado en el caso no polarizado (Capítulo

9).

Desde el punto de vista computacional, la complejidad de los cálculos involucrados es nota-

blemente superior a la enfrentada en el caso doble colineal. Esto se debe a la presencia de una

partícula adicional, que introduce un vector independiente y 2 nuevas variables escalares. De

esta manera, no solamente se complican las dependencias funcionales sino que las expansiones



tensoriales involucran más términos. En particular, esto conlleva a la aparición de integrales de

Feynman con hasta 3 índices libres y 5 propagadores (boxes LCG de rango 3). Las expresiones

explícitas para tales integrales son muy extensas y, al efectuar un reemplazo naive en los cálculos,

se obtienen resultados inmanejables con un ordenador estándar. En otras palabras, la estrategia

utilizada para atacar los splittings polarizados en el límite doble colineal no puede ser extendida

directamente al caso con múltiples partículas. De esta forma fue necesario combinar una serie de

herramientas para llevar a cabo la reducción tensorial a nivel splitting en vez de hacerlo en cada

integral individualmente.

La discusión que se presenta a continuación está basada en Ref. (89), que constituye una

extensión de Ref. (88) al caso polarizado.

1.1. Reducción tensorial combinada

Tomemos como punto de partida las definiciones efectuadas en el Capítulo 6, en particular

la ecuación (6.2.40). Para efectuar una adecuada expansión de P µν , se requiere una base para

el espacio de todas las posibles estructuras tensoriales que pueden intervenir en su construcción.

Al considerar un proceso de n-partículas en el cual m se vuelven colineales, hay m vectores

asociados con los momentos externos y un vector tipo luz, nµ, introducido para eliminar los

grados de libertad no físicos de los gluones y describir la manera en que se llega al límite colineal.

Debido a que P µν es un tensor de rango 2 que solamente depende de {pµi }i∈C y nµ, 1 luego puede

introducirse la base de estructuras tensoriales:

fµν
0 =

(
ηDST

)µν
, (10.1.2)

fµν
i = p̃µνσ1(i),σ2(i)

i ∈ {1, . . . ,∆1} , (10.1.3)

fµν
i+∆1

= p̄µνρ1(i),ρ2(i) i ∈ {1, . . . ,∆2} , (10.1.4)

fµν
j+∆1+∆2

= p̃µνj,m+1 j ∈ {1, . . . ,m} , (10.1.5)

fµν
j+∆1+∆2+m = p̄µνj,m+1 j ∈ {1, . . . ,m} , (10.1.6)

fµν
1+∆1+∆2+2m = p̃µνm+1,m+1 , (10.1.7)

en donde se está empleando la notación

p̃µνi,j = pµi p
ν
j + pµj p

ν
i , (10.1.8)

1 La validez de esta afirmación se encuentra restringida configuraciones cinemáticas TL. En el caso más general
(configuraciones SL), los potenciales efectos de violación de factorización estricta descriptos Refs. (71; 90) podrían
introducir una dependencia no trivial en las partículas no colineales. Sin embargo, de acuerdo a lo expresado en
los mencionados trabajos, se espera que los términos que violan factorización modifiquen solamente la parte
divergente de las funciones de splitting.
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p̄µνi,j = pµi p
ν
j − pµj p

ν
i , (10.1.9)

∆1 =
m(m+ 1)

2
, (10.1.10)

∆2 =
m(m− 1)

2
, (10.1.11)

y pµm+1 = nµ. En la lista previa, σ es una permutación de los pares de momentos externos (con-

templa la inclusión de elementos repetidos) y contribuye a la parte simétrica ante el intercambio

µ ↔ ν; en cambio, ρ es una permutación que excluye elementos repetidos. Por otra parte, es

importante apreciar que f0 es el tensor métrico DST-dimensional. En principio, como discutimos

en el Capítulo 4, la métrica puede elegirse libremente, definiendo en cada caso un esquema de

regularización diferente. Debido a que trabajamos en CDR, la opción elegida es la que garantiza

la consistencia en los cálculos.

Al motivar la definición de las funciones de splitting polarizadas (ver Capítulo 6), menciona-

mos la posibilidad de cancelar ciertas contribuciones debido a que, al analizar el límite colineal,

P µν debe contraerse con vectores de polarización físicos asociados al partón padre. En particular,

partiendo de (6.2.36) y (6.2.37), vimos que era posible efectuar las sustituciones

pam → −pa1 − . . .− pam−1 , (10.1.12)

na → 0 , (10.1.13)

siempre que a estuviera asociado al partón que origina el proceso de splitting. Sin embargo,

cuando el índice a está asociado al momento de loop q, estos reemplazos no pueden ser efectuados

antes de calcular las correspondientes integrales tensoriales. Esto se debe, como se explicó en el

Capítulo 5, a que las técnicas de reducción tensorial requieren proyectar sobre una base completa

del espacio de estructuras de rango 2 formadas combinando los vectores físicos del problema y la

métrica ηDST .

Tras efectuar estas aclaraciones, describamos el procedimiento empleado para calcular los

splittings polarizados. En primer lugar, se escriben los correspondientes diagramas de Feynman

y se llevan a cabo todas las simplificaciones posibles, a nivel integrando. El próximo paso consiste

en realizar la descomposición

P µν
a→a1...am

=

1+m+∆1∑

j=0

(∫

q

A(0)(q)

)
fµν
j |Sµ∪Sν

+
m+1∑

j=1

(∫

q

A(1)(q)qν
)
pµj |Sµ

+
m+1∑

j=1

(∫

q

A(2)(q)qµ
)
pνj |Sν

+

∫

q

A(3)(q)qµqν , (10.1.14)



en donde A(l)(q) es una función escalar que depende del momento del loop q y Sa es un operador

que implementa formalmente las cancelaciones dadas en (10.1.12) y (10.1.13). Cabe señalar que el

enfoque utilizado aquí es diferente de la reducción de Passarino-Veltman tradicional, puesto que

no se están tratando las integrales de Feynman de forma aislada. Por el contrario, la reducción

tensorial se efectúa a nivel amplitud de scattering, combinando todas las integrales y tratándolas

simultáneamente. Este método resulta más eficiente puesto que explota las simetrías asociadas

con los elementos de matriz. En concreto, al sumar las diversas integrales y sus correspondien-

tes expansiones se producen muchas cancelaciones cruzadas, con lo cual efectuar la reducción

considerando el splitting completo evita calcular contribuciones innecesarias.

Siguiendo con la descripción del cálculo, el próximo paso consiste en reescribir Eq. (10.1.14),

proyectando P µν sobre los υ = ((m + 1)2 + 1) elementos de la base tensorial. De esta forma, se

obtiene

P µν
a→a1...am

=
υ−1∑

j=0

Ajf
µν
j , (10.1.15)

en donde se define el vector ~B como

Bj =
υ−1∑

i=1

Aif
µν
i (fj)µν = (M · A)j , (10.1.16)

con la matriz cinemática (M)ij = fµν
i (fj)µν . Esta matriz υ-dimensional contiene toda la infor-

mación cinemática relacionada con los productos escalares entre los momentos de las partículas

colineales y la métrica DST-dimensional. La forma explícita de M depende, obviamente, de la

base particular que se haya elegido para describir el problema. Sin embargo, si D = 4 los vec-

tores asociados a los momentos de las partículas dejan de ser linealmente independientes y M

es singular. En otras palabras, sabemos que det(M) = O(ǫ) cuando D = 4 − 2ǫ. Teniendo en

cuenta la expansión realizada en Eq. (10.1.15), el problema se reduce a obtener los coeficientes

Aj para todos aquellos términos que contribuyan al splitting. Por supuesto, ello requiere invertir

el sistema definido por M y calcular M−1.

Centrándonos en el caso particular del límite triple colineal, decidimos aplicar la regla de

Cramer para recuperar los coeficientes involucrados en la expansión definida por (10.1.15). Esto

se debe a que la aplicación de los reemplazos dados en (10.1.12) y (10.1.13) posibilita ignorar

muchas contribuciones a P µν , las cuales se cancelan tras la contracción con ǫ∗µ(P̃ , n)ǫν(P̃ , n). Por

otra parte, al momento de escribir la base tensorial podemos explotar la simetría µ ↔ ν (asociada

al hecho de que estamos calculando la parte real del producto Sp(1)(Sp(0))†) junto con 1 ↔ 2.

En particular, cuando m = 3 existe una relación estrecha entre ambas propiedades. Sabiendo

que (10.1.13) implica que pa123 → 0 (que deriva, a su vez, de P̃ a → 0), podemos escribir la base
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tensorial de acuerdo a

fµν
1 =

(
ηDST

)µν
, (10.1.17)

fµν
2 = 2

pµ1p
ν
1

s123
, (10.1.18)

fµν
3 =

pµ1p
ν
2 + pν1p

µ
2

s123
, (10.1.19)

fµν
4 = 2

pµ2p
ν
2

s123
, (10.1.20)

fµν
5 =

pµ1p
ν
123 + pν1p

µ
123

s123
, (10.1.21)

fµν
6 =

pµ2p
ν
123 + pν2p

µ
123

s123
, (10.1.22)

fµν
7 = 2

pµ123p
ν
123

s123
, (10.1.23)

fµν
8 =

pµ1n
ν + pν1n

µ

nP
, (10.1.24)

fµν
9 =

pµ2n
ν + pν2n

µ

nP
, (10.1.25)

fµν
10 =

pµ123n
ν + pν123n

µ

nP
, (10.1.26)

fµν
11 = s123

nµnν

nP 2
, (10.1.27)

que son las posibles estructuras simétricas ante µ ↔ ν y

fµν
12 =

pµ1p
ν
2 − pν1p

µ
2

s123
, (10.1.28)

fµν
13 =

pµ1p
ν
123 − pν1p

µ
123

s123
, (10.1.29)

fµν
14 =

pµ2p
ν
123 − pν2p

µ
123

s123
, (10.1.30)

fµν
15 =

pµ1n
ν − pν1n

µ

nP
, (10.1.31)

fµν
16 =

pµ2n
ν − pν2n

µ

nP
, (10.1.32)

fµν
17 =

pµ123n
ν − pν123n

µ

nP
, (10.1.33)



los elementos antisimétricos. Nótese que elegimos normalizar los elementos para que sean canti-

dades adimensionales en todos los casos. Debido a que los espacios simétricos y antisimétricos

son ortogonales2, la matriz cinemática M puede escribirse en la forma

M =

(
Msym 0

0 Masym

)
, (10.1.34)

en donde Msym tiene dimensión 11×11 mientras que Masym es una matriz de 7×7. El hecho de que

M sea una matriz por bloques nos permite tratar las contribuciones simétricas y antisimétricas

de forma independiente. Además de ello, si computamos sus determinantes encontramos que

det(M) = det (Msym)× det (Masym) , (10.1.35)

det (Masym) = Ω3 , (10.1.36)

det (Msym) = −8ǫΩ5 , (10.1.37)

en donde se introdujo la función

Ω =
3∑

i=1

xizi

(
xizi −

∑

j 6=i

xjzj

)
, (10.1.38)

que resulta ser independiente de ǫ e invariante ante reordenamientos cíclicos de las partículas

colineales. Nótese que el determinante de la parte simétrica, Msym es explícitamente proporcional

a ǫ, lo que se relaciona con la singularidad de M al trabajar en D = 4 con más de tres vectores.

Tras discutir la construcción de la base, es necesario obtener el vector Bj definido en la

ecuación Eq. (10.1.16). Debido a (10.1.12) y (10.1.13), solamente son necesarios 4 coeficientes

de la parte simétrica y 1 que acompaña a la estructura antisimétrica. Explícitamente, resulta

posible expandir las funciones de splitting polarizadas en el límite triple colineal utilizando

P µν
a→a1a2a3

=
4∑

j=1

Asym
j fµν

j + Aasymfµν
12 , (10.1.39)

que se obtiene de Eq. (10.1.15) tras ignorar los términos proporcionales a na y pa123; este hecho

permite apreciar la ventaja de haber elegido la base que estamos empleando. Con el objetivo de

calcular Asym
j y Aasym, podemos realizar una implementación de la regla de Cramer a través de

la introducción de las matrices

(
MCramer

sym

)
ij

= −det M̄ (i,j)

8ǫΩ8
i ∈ {1, . . . , 4} , (10.1.40)

(
MCramer

asym

)
j

= −det M̄ (12,j)

8ǫΩ8
, (10.1.41)

2 Utilizamos la noción de ortogonalidad inducida por la contracción mediada por ηDST

µ′ν′ como producto interno.
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en donde M̄ (i,j) denota una matriz obtenida a partir de M mediante el reemplazo de la columna

i-ésima por el vector unidad canónico êj. Así, MCramer
sym es una matriz de tamaño 4× 17 mientras

que MCramer
asym es 1× 17-dimensional. Cabe señalar que estos objetos nos permiten recuperar úni-

camente los coeficientes relevantes, haciendo que el procedimiento sea computacionalmente más

eficiente comparado con la inversión completa del sistema. Además, las fórmulas Eq. (10.1.40) y

Eq. (10.1.41) se expresan en términos de la función Ω, lo que permite escribirlas de una forma

más compacta. De esta forma, se tiene que

Asym
j =

(
MCramer

sym · ~B
)
j

j ∈ {1, . . . , 4} , (10.1.42)

Aasym =
(
MCramer

asym · ~B
)
, (10.1.43)

son las ecuaciones que conducen a la obtención de los coeficientes buscados.

Por último, es útil efectuar algunos comentarios acerca del tratamiento del vector ~B. Debido a

que cada componente de este vector es un escalar de Lorentz, se puede simplificar el cálculo de las

integrales de Feynman allí involucradas. En particular, pueden aplicarse técnicas de simplificación

para reducir las expresiones y obtener resultados más compactos. La estrategia consiste, llegado

este punto, en agrupar las diferentes contribuciones de acuerdo al conjunto de denominadores

irreducibles que involucren. Armando una base para cada uno, se pueden aplicar las identidades

IBP a través de alguna rutina automatizada (como FIRE (48)) y expresar el resultado en términos

de unas pocas integrales maestras (MI).

1.2. Presentación de resultados

Al igual que en el caso no polarizado, para presentar los resultados explotaremos fuertemente

el conocimiento de la estructura de polos de las amplitudes de splitting. Partiendo de la fórmula

maestra dada en (6.2.40) y aplicando la descomposición sugerida en (6.3.1) para el caso múltiple

colineal, se obtiene

P (1),µν
a→a1...am

≡
(

s1,m
2 µ2ǫ

)m−1 (
Sp(0),µ

a→a1...am

)† (
Sp(1) div.,ν

a→a1...am
+ Sp(1) fin.,ν

a→a1...am

)
+ c.c. ,

= 2Re
(
I
(1)
a→a1···am(p1, . . . , pm; P̃ )

)
P (0),µν
a→a1...am

+
(
P (1) fin.,µν
a→a1...am

+ c.c.
)
,(10.1.44)

siendo

P (1) fin.,µν
a→a1...am

=

(
s1,m
2 µ2ǫ

)m−1 (
Sp(0),µ

a→a1...am

)†
Sp(1) fin.,ν

a→a1...am
, (10.1.45)

el remanente finito en el límite ǫ → 0. Al escribir estas expresiones debemos recordar que se

está sumando sobre los colores y polarizaciones físicas de las partículas colineales, pero solo



se promedia sobre los colores del partón padre. Si nos centramos en el límite triple colineal,

Eq. (10.1.39) puede ser reescrita como

P (1) fin.,µν
a→a1a2a3

= c̃a→a1a2a3

[
4∑

j=1

A
(1) fin.
j fµν

j + A
(1) fin.
5 fµν

12

]
, (10.1.46)

en donde c̃a→a1a2a3 es un factor de normalización que depende del proceso. La convención aquí

utilizada se relaciona con el factor introducido en el Capítulo 9 de acuerdo a

c̃a→a1a2a3 = 2(1− ǫ)ca→a1a2a3 , (10.1.47)

es decir que solo difieren en un factor 2 al considerar el límite ǫ → 0.

Por otra parte, todos los procesos estudiados en este capítulo son de la forma V ′ → q1q̄2V3,

razón por la cual las funciones de splitting correspondientes son simétricas ante el intercambio

1 ↔ 2. Además de eso, como mencionamos al comienzo de la sección, los elementos de la base

tensorial tienen propiedades de simetría bien definidas bajo la acción del operador de intercambio

S1↔2. Explícitamente, se tiene

S1↔2 (fj) = fj para j ∈ {1, 3} , (10.1.48)

S1↔2 (f12) = −f12 , (10.1.49)

S1↔2 (f2) = f4 , (10.1.50)

lo que nos permite inferir el comportamiento de los coeficientes asociados en la expansión

(10.1.46). Más aún, al momento de presentar los resultados podemos ignorar A
(1) fin.
4 puesto

que es posible recuperar el término correspondiente aplicando el operador de simetría S1↔2 a

A
(1) fin.
2 ). Es útil señalar que, sin embargo, al llevar a cabo los cálculos explícitos no se efectuó

ninguna presunción acerca de la simetría de los resultados, de forma tal de poder utilizar este

conocimiento como test de consistencia al finalizar el cálculo.

El último paso en la organización de los resultados consiste en clasificar los distintos términos

involucrados de acuerdo a su peso transcendental, como se hizo en el capítulo precedente. De

esta forma, imponiendo además los criterios de simetría, es posible expresar los coeficientes Aj

de acuerdo a

A
(1) fin.
j =

2∑

i=0

C(i)
j + (1 ↔ 2) para j ∈ {1, 3} , (10.1.51)

A
(1) fin.
2 =

2∑

i=0

C(i)
2 , (10.1.52)

A
(1) fin.
5 =

2∑

i=0

C(i)
5 − (1 ↔ 2) , (10.1.53)
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en donde C(i)
j solo incluye funciones de peso transcendental i.

2. Procesos iniciados por fotones

En esta sección presentamos los resultados correspondientes a los procesos que son iniciados

por fotones. A diferencia del camino seguido en el caso no polarizado, comenzamos analizando

la estructura de los splittings más sencillos para luego considerar el caso iniciado por gluones.

Analizamos primero γ → qq̄γ (m̄ = 1) y luego γ → qq̄g (m̄ = 2).

Tras la presentación de las correcciones NLO, se realiza una discusión genérica sobre la es-

tructura de los resultados. En particular, hacemos hincapié en las dependencias funcionales y

establecemos un nexo con las observaciones efectuadas en el Capítulo 9.

2.1. γ → qq̄γ

Comencemos con el proceso γ → qq̄γ. La correspondiente función de splitting polarizada a

nivel árbol puede escribirse como

P
(0),µν
γ→q1q̄2γ3 = e4qg

4
eCA Pµν

(
p1, p2, p3; P̃

)
, (10.2.1)

en donde hemos introducido una función puramente cinemática dada por

Pµν
(
p1, p2, p3; P̃

)
=

1

x1x2

(
ηµν
(
ǫx1(1− x3)− (1− x1)

2
)
+ 2(ǫ− 1)p̃µν1,1 + 2ǫp̃µν1,2

)

+ (1 ↔ 2) . (10.2.2)

Nótese que esta expresión es totalmente simétrica frente al intercambio 1 ↔ 2, y que solamente

involucra elementos simétricos de la base tensorial. Por otro lado, es útil señalar que Pµν describe

completamente los procesos de splitting polarizados con fotones a LO. Esto es una consecuencia

de la factorización de las estructuras de color en tales procesos.

Pasemos ahora a las correcciones a NLO. En primer lugar, el factor de normalización viene

dado por

c̃γ→qq̄γ = CA e4qg
4
eg

2
S , (10.2.3)

y los términos puramente racionales son

C(0)
1 =

8CF (1− x1)
2

x1x2

+
CF (1− x1)

x1

, (10.2.4)



C(0)
2 =

2CF ((x2
1 − 1) x2 + (1− x1)

2 + (x2 + 1)(1− x2)
2)

(1− x1)x1x2(1− x3)
+

16CF

x1x2

+
CF ((3− x2)x2 − x1(x2 + 1))

(1− x1)x1x2

, (10.2.5)

C(0)
3 = −4CF (x1(x2 + 1)− 1)

x1x2(1− x3)
− 2CF

1− x1

, (10.2.6)

C(0)
5 = − 2CF (x1x2 + x2

3)

(1− x1)(1− x2)x2(1− x3)
− 2CF

x2(1− x3)
, (10.2.7)

mientras que

C(1)
1 =

CF (x2 − 1)

x2

(
log(x1)(x2 − 2x3)

1− x1

− 2x3 log(x3)

1− x3

)
, (10.2.8)

C(1)
2 =

CF (1− x2)
2(−2x1 + x2 + 2) log(x1)

(1− x1)2x1x2
2

+
CF (2x3 − x1) log(x2)

x2
1x2

+
2CF log(x3)

(1− x3)2

(
(1− x2)

2 (2(1− x1)x1x2 + (1− x3)
2)

x2
1x

2
2

+ 2(x2 − 2)

)
, (10.2.9)

C(1)
3 =

2CF log(x1) (−(x1 + 1)x2
2 − x2(x1x2 + 2x3) + (1− x1)(x2 + 2x3))

(x1 − 1)2x1x2
2

(10.2.10)

+
4CF (x2

1(x2 − 1) + x1(1− 6x2) + 2x2) log(x3)

x1x2
2(1− x3)2

, (10.2.11)

C(1)
5 =

2CF ((x1 − 2)x2 + 2(1− x1)
2) log(x1)

(1− x1)2x1x2

− 4CF log(x3)

x2(1− x3)2
, (10.2.12)

corresponden a las contribuciones de peso 1.

Finalmente, para los términos de peso 2 tenemos

C(2)
1 = −2CFF1

(
1− x1

x2
2

+
2x1 − 5

x2

+
x2 − 2

x1

+
2

x1x2

+ 2

)
, (10.2.13)

C(2)
2 = −2CFF1 (2x

2
2 + (1− x2)

2)

x1x3
2

− 2CFF2 (2x
2
1 + 2x1(x2 − 1) + (1− x2)

2)

x3
1x2

,(10.2.14)

C(2)
3 = −4CFF1 ((1− x2)

2 − x1)

x1x3
2

, (10.2.15)

C(2)
5 = −4CFF1x3

x1x2
2

, (10.2.16)

en donde

Fi = R (xi, x3) , (10.2.17)
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utilizando la función R definida en Eq. (9.3.26). Nótese que la expansión en diagramas de Feyn-

man de este proceso involucra burbujas y triángulos, los cuales pueden originar términos propor-

cionales a log2(xi). Sin embargo, tales contribuciones se cancelan con las presentes en los boxes

escalares y las originadas en los términos de sustracción, a través de I(1)(p1, p2, p3; P̃ ); así, las

contribuciones remanentes de peso 2 admiten ser expresadas empleando únicamente R.

2.2. γ → qq̄g

El siguiente proceso es γ → qq̄g, que incluye tres partones de QCD. En este caso, la estructura

de color presenta complicaciones pero aún se mantiene al mismo nivel de complejidad que en el

caso de los procesos doble colineales en QCD pura. Por otro lado, como los tres partones con

carga de color se encuentran en el estado final y están en su capa de masa, se espera que la

función de splitting asociada pueda ser expresada de una forma compacta. Comenzando con la

presentación de resultados, el splitting polarizado a nivel árbol viene dado por

P
(0),µν
γ→q1q̄2g3 = e2qg

2
eg

2
SCACF Pµν

(
p1, p2, p3; P̃

)
. (10.2.18)

Al tratar las correcciones NLO, tenemos que el factor de normalización es

c̃γ→qq̄g = CACF e2qg
2
eg

4
S . (10.2.19)

Por su parte, los términos racionales vienen dados por

C(0)
1 =

(1− x1)(CF − CA)

x1

+
8CF (1− x1)

2

x1x2

, (10.2.20)

C(0)
2 = −(CA − 2CF ) ((x

2
1 − 1) x2 + (1− x1)

2 + (1− x2)
2(x2 + 1))

(1− x1)x1x2(x1 + x2)

+
(CF − CA)((3− x2)x2 − x1(x2 + 1))

(1− x1)x1x2

+
16CF

x1x2

, (10.2.21)

C(0)
3 =

2(CA − 2CF )(x1(x2 + 1)− 1)

x1x2(x1 + x2)
− 2CF

1− x1

, (10.2.22)

C(0)
5 = −2(CF − CA)

x2(1− x3)
− 2CF (x1x2 + x2

3)

(1− x1)(1− x2)x2(1− x3)
, (10.2.23)

mientras que

C(1)
1 =

CA(x2 − 1)((1− x3) log(x1) + x3 log(x3))

x2(1− x3)

+
CF (x2 − 1)

x2

(
log(x1)(x2 − 2x3)

1− x1

− 2x3 log(x3)

1− x3

)
, (10.2.24)



C(1)
2 = −(CA − 2CF ) log(x3)

(1− x3)2

(
(1− x2)

2 (2(1− x1)x1x2 + (1− x3)
2)

x2
1x

2
2

+ 2(x2 − 2)

)

+
(1− x2)

2 log(x1)((1− x1)(2CF − CA) + CFx2)

(1− x1)2x1x2
2

+
log(x2)(CF (2x3 − x1)− CA(1− x2))

x2
1x2

, (10.2.25)

C(1)
3 = −2(CA − 2CF ) (x

2
1(x2 − 1) + x1(1− 6x2) + 2x2) log(x3)

x1x2
2(1− x3)2

− 2CAx3 log(x1)

(1− x1)x1x2
2

+
2CF log(x1) (2x

2
3 − x2(2x1x2 − x3))

(1− x1)2x1x2
2

, (10.2.26)

C(1)
5 = log(x1)

(
2CA

(1− x1)x2

+
2CF (2(1− x1)x3 − x1x2)

(1− x1)2x1x2

)

− 2(2CF − CA) log(x3)

x2(1− x3)2
, (10.2.27)

son las correcciones de peso 1. Las contribuciones de peso transcendental 2 están dadas por

C(2)
1 =

F1(CA − 2CF ) (x
2
1(2x2 − 1) + x1 (2(1− x2)

2 − 1) + x2 (1− x1 + (1− x2)
2))

x1x2
2

− CAF3(1− x1)
2

x1x2

, (10.2.28)

C(2)
2 = F1(CA − 2CF )

(
x2
3

x1x3
2

+
(1− x3)

2 − 2x1(x2 − x3)

x1x3
2

+
1

x1x2

)

+ F2(CA − 2CF )

(
x2
3

x3
1x2

+
1

x1x2

)
− 2CAF3

x1x2

, (10.2.29)

C(2)
3 = −2F1(CA − 2CF ) (x1 − (1− x2)

2)

x1x3
2

, (10.2.30)

C(2)
5 =

2F1x3(CA − 2CF )

x1x2
2

, (10.2.31)

en donde utilizamos las mismas funciones transcendentales introducidas en la escritura de γ →
qq̄γ, junto con

F3 = R (x1, x2) , (10.2.32)

que es la última función R disponible en la expansión de las integrales de box escalares sin

denominadores LCG, compatible con la simetría del problema.

Debido a que los procesos γ → qq̄γ y γ → qq̄g comparten algunos diagramas de Feynman

en sus correspondientes expansiones perturbativas, existe la posibilidad de relacionar ciertos



10. Límite triple colineal con fotones II 237

términos involucrados en sus correcciones a NLO. Esto constituye un chequeo de consistencia de

nuestros resultados, debido a que los cálculos para cada proceso fueron implementados de forma

independiente (utilizando códigos distintos). De forma explícita, tenemos la relación

P µν
γ→q1q̄2γ3 =

e2qg
2
e

CFg2S

(
P µν
γ→q1q̄2g3

∣∣
CA→0

)
, (10.2.33)

que es equivalente a cancelar todos los diagramas con interacciones no Abelianas presentes en γ →
qq̄g y corregir el factor global de normalización. Efectivamente, los resultados aquí presentados

verifican (10.2.33).

2.3. Comentarios sobre la estructura de los resultados

Es interesante observar que los coeficientes C(i)
j requeridos en la expansión de las funciones de

splitting polarizadas son independientes de las fracciones de momento longitudinal zi. Esto ocurre

tanto para P
(1) fin.,µν
γ→q1q̄2γ3 como con P

(1) fin.,µν
γ→q1q̄2g3 . Sin embargo, al computar los splittings no polarizados,

podía apreciarse una dependencia no trivial en tales variables. Concretamente, para γ → qq̄γ

obtuvimos

〈P̂ (1) fin.
γ→q1q̄2γ3〉 =

CFCA

2
e4qg

4
eg

2
S

[
C(0,A) + C

(1,A)
1 log(x1) + C

(1,A)
2 log(x3)

+ C(2,A)R (x1, x3) + (1 ↔ 2)
]
, (10.2.34)

con

C(0,A) = (x1x2 − z1z2 −∆1,0
0,1∆

2,0
0,2)

(
2− 2x1(x2 + 1)

x1x2(1− x3)
− 1

1− x1

)

− 2z1∆
1,0
0,1

x1x2

(
(x2 + 1)(1− x2)

2

(1− x1)(1− x3)
+

x3 − x1x2

1− x3

+
(3− x2)x2 − x1(x2 + 1)

2(1− x1)
+ 8

)

− 8(1− x1)
2

x1x2

− 1− x1

x1

, (10.2.35)

C
(1,A)
1 =

x1x2 − z1z2 −∆1,0
0,1∆

2,0
0,2

(1− x1)x1

(
x2 + 2x3

x2
2

− x1x2 + 2x3

(1− x1)x2

− 1 + x1

1− x1

)
− z2(2x3 − x2)∆

2,0
0,2

x1x2
2

− (1− x2)
2z1(2(1− x1) + x2)∆

1,0
0,1

(1− x1)2x1x2
2

+
(1− x2)(x2 − 2x3)

(1− x1)x2

, (10.2.36)

C
(1,A)
2 =

2
(
2x1(z2 − 1−∆2,0

0,2(x1x2 + 1))− (∆0,3
1,2)

2 − 2x2(z1 + 2z2 − 3)(x1x2 + 2z3)− x2z3

)

x2
2(1− x3)2

− 2 (x2
1(2z1(z2 − 3) + (4z2 − 13)z2 + 7) + 2z23)

x1x2(1− x3)2



− 2(2x1x2 + (z1 − 15)z1 + 7)

(1− x3)2
, (10.2.37)

C(2,A) =
2
(
x2

(
x3∆

0,1
3,2 +∆3,0

0,3(∆
0,1
2,3 + z1) + x3

2 + 2x2x3z1
)
+ (∆0,1

3,2)
2
)

x1x3
2

− 4∆1,0
0,1(x3 − z1)

x1x2

, (10.2.38)

mientras que

〈P̂ (1) fin.
γ→q1q̄2g3〉 =

(2CF − CA)g
2
S

2e2qg
2
e

〈P̂ (1) fin.
γ→q1q̄2γ3〉+

C2
ACF

2
e2qg

2
eg

4
S

[
C(0,B) + C

(1,B)
1 log(x1)

+ 〈P (0)
q1q̄2γ3〉 |ǫ0 R (x1, x2) + (1 ↔ 2)

]
, (10.2.39)

con

C(0,B) =
16− 7x2 − 2z1z2 + (1− z1)

2 − 15z2
x1

− z21
(1− x1)x2

− 8
z21 + (1− z1)

2

x1x2

+
2z1(1− z3)− x2(1− z1)

2 − (x2 + 1)z1
(1− x1)x1

, (10.2.40)

C(1,B) =
z2(x2(4x1z1 + x1 − 1) + 2x3z1) + x2(x1((x2 − 1)z1 + x2 − 3)− 2x2 + 3)

(x1 − 1)2x1x2

+
3x2

2 + 5x2(z2 − 1) + 3z2
2 − 4z2 + 1

x1x2

− (1− x2)
2z1

2

(1− x1)2x1x2

, (10.2.41)

corresponde a las correcciones NLO al núcleo AP no polarizado para el proceso γ → qq̄g.3 Como

consecuencia de la relación (6.2.41), las funciones no polarizadas se obtienen multiplicando los

coeficientes Cj por el resultado de contraer las estructuras tensoriales asociadas con el tensor de

polarización del partón padre, dµν(P̃ , n). Explícitamente, como vale

dµν(P̃ , n)fµν
1 = −2(1− ǫ) , (10.2.42)

dµν(P̃ , n)fµν
2 = −2z1∆

1,0
0,1 , (10.2.43)

dµν(P̃ , n)fµν
3 = x1x2 − z1z2 −∆1,0

0,1∆
2,0
0,2 , (10.2.44)

dµν(P̃ , n)fµν
12 = 0 , (10.2.45)

luego es posible escribir los splittings no polarizados como

〈P̂ (1) fin.
γ→q1q̄2V3

〉 = cγ→q1q̄2V3

2∑

i=0

[
(−2) C(i)

1 + (−2z1∆
1,0
0,1) C(i)

2

3 Si bien estos resultados fueron presentados en el Capítulo 9, decidimos expresarlos de una forma más compacta
en esta sección con el objetivo de exhibir explícitamente las diferencias con el caso polarizado.
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+ (x1x2 − z1z2 −∆1,0
0,1∆

2,0
0,2) C(i)

3 + (1 ↔ 2)
]
, (10.2.46)

lo que justifica no solamente la aparición de términos proporcionales a zi, sino también de las fun-

ciones ∆i,0
0,i. Nótese que C5 no contribuye debido a que es proporcional a fµν

12 , que es antisimétrica

ante el intercambio de índices µ ↔ ν.

De esta forma podemos apreciar que la dependencia en zi asociada a los splittings iniciados

por fotones se debe exclusivamente a la descripción de los vectores de polarización del partón

padre, que involucra al vector de referencia n. Las amplitudes amputadas que se requieren para

obtener las correcciones a P µν son independientes de n, apelando a la invariancia de gauge de los

procesos iniciados por singletes de color. Como explicamos en el Capítulo 9, esta propiedad nos

permite cancelar todas las contribuciones proporcionales a integrales con denominadores LCG.

Más aún, podemos generalizar este argumento y afirmar que los coeficientes C(i)
j que intervienen

en la expansión de los splittings polarizados asociados a γ → a1 . . . am son independientes de zi

y nP .

3. g → qq̄γ: caso polarizado

Finalmente, estamos en condiciones de describir el proceso de splitting iniciado por gluones

g → qq̄γ. En el contexto de la factorización colineal, esta función de splitting es requerida para

caracterizar procesos de scattering que pueden cortarse a través de un gluón. Por ende, no es

posible remover todas las integrales que dependen de n, ya que la carga de color asociada al

partón padre no permite cambiar el gauge al computar las correcciones virtuales al proceso.

A nivel árbol, la función de splitting polarizada viene dada por

P
(0),µν
g→q1q̄2γ3 =

e2qg
2
eg

2
S

2
Pµν

(
p1, p2, p3; P̃

)
. (10.3.1)

Respecto de las correcciones NLO, se tiene que el factor de normalización es

c̃g→qq̄γ =
e2qg

2
eg

4
S

2
. (10.3.2)

Por otra parte, recordando la forma del factor de inserción I
(1) dada en Eq. (9.3.66), puede apre-

ciarse que la expansión del contratérmino de sustracción de divergencias involucra la presencia

de logj(zi) (i, j = 1, 2). Esto implica, a su vez, que es posible que los coeficientes C(i)
j exhiban

alguna dependencia en zi.

Continuando con la presentación de resultados, los términos puramente racionales son

C(0)
1 =

2(1− x1)
2(36CF + 5Nf − 38CA)

9x1x2

+
CF (1− x1)

x1

, (10.3.3)



C(0)
2 =

4(36CF + 5Nf − 38CA)

9x1x2

− (CA − 2CF ) ((x
2
1 − 1) x2 + (1− x1)

2 + (1− x2)
2(x2 + 1))

(1− x1)x1x2(1− x3)

+
CF ((3− x2)x2 − x1(x2 + 1))

(1− x1)x1x2

, (10.3.4)

C(0)
3 =

2(CA − 2CF )(x1(x2 + 1)− 1)

x1x2(1− x3)
+

2(CA − CF )

1− x1

, (10.3.5)

C(0)
5 =

2(CA − CF ) (x1x2 + x2
3)

(1− x1)(1− x2)x2(1− x3)
− 2CF

x2(1− x3)
, (10.3.6)

mientras que

C(1)
1 =

CA(x2 − 1)((1− x3) log(x1) + x3 log(x3))

x2(1− x3)

+
CF (x2 − 1)

x2

(
log(x1)(x2 − 2x3)

1− x1

− 2x3 log(x3)

1− x3

)
, (10.3.7)

C(1)
2 = −(CA − 2CF ) log(x3)

(1− x3)2

(
(1− x2)

2 (2(1− x1)x1x2 + (1− x3)
2)

x2
1x

2
2

+ 2(x2 − 2)

)

+
(1− x2)

2 log(x1)((1− x1)(2CF − CA) + x2(CF − CA))

(1− x1)2x1x2
2

+
log(x2)(CF (2x3 − x1)− CA(1− x2))

x2
1x2

, (10.3.8)

C(1)
3 =

log(x1) ((2CF − CA) ((1− x1)(x2 + 2x3)− (x1 + 1)x2
2)− 2CFx2(x1x2 + 2x3))

(x1 − 1)2x1x2
2

− 2(CA − 2CF ) (x
2
1(x2 − 1) + x1(1− 6x2) + 2x2) log(x3)

x1x2
2(1− x3)2

, (10.3.9)

C(1)
5 = log(x1)

(2CF − CA) ((x1 − 2)x2 + 2(1− x1)
2) + CA(2x1x2 + x3)

(1− x1)2x1x2

− 2(2CF − CA) log(x3)

x2(1− x3)2
, (10.3.10)

son las contribuciones de peso 1. Estos coeficientes son independientes de zi puesto que toda

la dependencia racional y logarítmica es absorbida en el factor I
(1)
g→qq̄γ P

(0),µν
g→qq̄γ (contratérmino de

sustracción). La situación se torna diferente al analizar los términos de peso 2, que resultan no-

tablemente más complicados que lo involucrados en los splittings anteriores. En consecuencia,

fue necesario adoptar un procedimiento de simplificación más sofisticado. El primer paso consis-

tió en definir una base de funciones optimizada para reducir la complejidad de los coeficientes
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involucrados. Tal base viene dada por

F1 = 2Li2

(
−z3
z1

)
− 2Li2 (z1)− 2Li2

(
− ∆1,0

0,1

1− z1

)
+ 2 log(x1) log

(
1− z1
z2

)

+ log2(1− z1) + log2(z2) +
π2

2
+ (1 ↔ 2) , (10.3.11)

F2 =
1

2
log(x1) log(x2) + log(x1) log

(
1− z1

(1− z2)z2

)

+ log(1− z1) log(z1z2) + (1 ↔ 2) , (10.3.12)

F3 = log(1− z2) log(z1z2) + log2(1− z1)− log

(
x1

x2

)
log

(
1− z2
z1

)
, (10.3.13)

F4 = F3|1↔2 , (10.3.14)

F5 =
π2

3
−R(x1, x3)− 2Li2 (1− x3) , (10.3.15)

F6 = F5|1↔2 , (10.3.16)

F7 =
π2

6
− Li2 (1− x3) , (10.3.17)

F8 = 2R
(
x1,

1− z1
z2

)
+ 2Li2

(
− ∆1,0

0,1

1− z1

)
− 2Li2 (1− z1)

+ log2
(
1− z1
z1

)
− 2 log2(z1) + (1 ↔ 2) , (10.3.18)

mientras que los coeficientes asociados son

C(2)
1 =

CAF1 (2(1− x1)
2 − 1)

4x1x2

+ CAF2

(
x3 ((2− z1)z2 + (1− z1)

2)− x2
3(1− z1)− z2(2z2 + z3)

2x1∆
1,0
0,1∆

2,0
0,2

+
x2
1 + x1(z1 − z2) + z21

∆1,0
0,1∆

2,0
0,2

)
+

CAF3

z3∆
1,0
0,1

(
x2
3(1− z1)z3 − (1− x3)z

2
2

2x1(1− x3)
− z3(z3 − 2x1 + 2z2)

− (1− z2) (x
2
3 − x3 + z1) + x3 (z2z3 − (1− z2)

2 + z23)

2x2(1− x3)
+

x2
3 (2x3z3 − 3(1− z2)z3 + 2z23)

2x2(1− x3)

+
1− z3

2

)
− F6(CA − 2CF ) (x

3
1 − 2x2

1(1− x2) + x1 (2x
2
2 − 5x2 + 2) + (1− x2)x2)

x2
1x2

+
2F7(CA − 2CF ) (x

2
1(3x1x2 − x1 − 7x2 + 1) + 2x1x2(x1x2 + 1))

x2
1x

2
2

+
CA(1− x1)

2F8

2x1x2

, (10.3.19)



C(2)
2 =

CAF1

2x1x2

(
1− 2z2∆

2,0
0,2((x1 − 1)z1 + (x2 − 1)z2 + 1)

Ω

)
+

CAF2

Ωx1x2

(
x2
1

(
(1− z2)

2 − x2
2 − x2z2

)

+

(
x2
1x2 − x1z2∆

2,0
0,2 + x2z

2
2

)
(x1(x2 + z2)− z2)

∆1,0
0,1

+ x2z2(x2(2z2 + z3) + z1 − 1)

+ x1

(
x2

(
z1(z2 − 2) + 2z22 − 3z2 + 2

)
− (1− z1)(1− z2)− x2

2z3
)
)

+
CAF3

Ω

(
z2 ((1− z1)

2 − (z1 + 1)z2)− x2 (z
2
1(z2 + 1)− z1 (z

2
2 + z2 + 2) + 2z32 + z22 + 1)

x1

− x2
1(1− z2)

2 + x1(1− z2)(3z1z2 − z3) + z2 (z
2
1 + z1 (z

2
2 + z2 − 2) + (1− z2)

2)

x1x2

+
(z1z2 − x2(1− z1)) (z

2
2(x2 + z1 − 1) + (1− x2)(1− z1)z2 + x2(1− z1)

2)

x1x2∆
1,0
0,1

+
2(1− z2)z

2
2(x2z2 − x1(1− z2))

x1z3
+ z1(z2 + 1)(z2 + 2)− (1− z2)

(
2− z22

))

+
CAF4

Ω

(
(1− z2)(z2 −∆1,0

0,1)(x1(1− z2)− z3)

x1x2

− 2(1− z2)z
2
2(x1(z2 − 1) + x2z2)

x1z3

− (1− z1)
(
2− z22 + z2

)
+
(
(1− z2)

2 + 2
)
z2 −

z22(z1 + 2− x2(1− z1))

x1

− (1− z1)z2((x2 − 2)z1 + 1) + (x2 − 2)(1− z1)
2 − (2x2 + 1)z32

x1

)

+
F5(CA − 2CF ) (2x2 − 3x2

2 − 1)

x1x3
2

− F6(CA − 2CF ) (x
2
1 + x2

3)

x3
1x2

+
2F7(CA − 2CF ) (x

2
1 (4x

2
2 − 2x2 + 1) + x2

2x
2
3)

x3
1x

3
2

+
CAF8

x1x2

, (10.3.20)

C(2)
3 =

CAF1

Ωx1x2

(
(1− z1)z1(2z2 − x1x2)− x1z2(z2 − 2z1) + (1− z1)

2(2x1z2 − x1 + 1)

− x2
2(1− z1)z2 −

1

2

)
− CAF2

Ω

(
z21z

2
2

x1x2

+
(1− z1)(z2(1− 2x2 − z1)− z1 + 1)− 2z22

x1

+
(1− z1)(x2(1− z1)− z1z2)

2

x1x2(x1 + z1 − 1)
− 2(1− z1)z1

)
− CAF3

Ω

(
2(1− z2)z2 (x

2
1(1− z2)

2 − x2
2z

2
2)

x1x2z3

+
x2
2(z2 − z1) ((1− z1)

2 + 2z22) + 2x2 (z
2
2 − (1− z1)

3)− (z21 + z1 + 1) z22 + (1− z1)
3 + z32

x1x2
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+
z1(1− z2)((1− x1)z2 − x1 + 3)− (1− z2)

2((x1 + 2)z2 + 1) + 2z21(2z2 − 1)

x2

− (1− z1)(z1z2 − x2(1− z1))
2

x1x2∆
1,0
0,1

+
((4− 3z1)z1 − 1)z2

x1x2

− 2(1− z1)z1 + 2(1− z2)z2

)

+
2F5(CA − 2CF ) (x1 − (1− x2)

2)

x1x3
2

+
4F7(CA − 2CF )

x1x2
2

(
1− x1

x2

+ x2 − 2

)
, (10.3.21)

C(2)
5 =

CAF2

x2∆
2,0
0,2

− CAF4

x1x2

(
x1

∆2,0
0,2

+
(1− z1)

2 + (1− z2)
2

z3

)

− 2(CA − 2CF )(F5x3 − 2F7(1− x1))

x1x2
2

. (10.3.22)

Puede apreciarse que estas contribuciones involucran una dependencia explícita en zi y ∆i,0
0,i, no

solamente en los coeficientes racionales, sino también en la definición de los elementos de la base

de funciones transcendentales. Esto es una consecuencia de la presencia de integrales de Feynman

tipo LCG, que se relacionan con la presencia de interacciones no Abelianas con el gluón inicial. De

hecho, es fácil apreciar que la dependencia en zi está relacionada a contribuciones proporcionales

a CA.

3.1. Verificación de los resultados

Debido a que los cálculos efectuados son puramente analíticos, es muy importante la imple-

mentación de rutinas de control para evitar errores. Al igual que para las funciones de splitting

no polarizadas, el primer test consistió en comparar la estructura de divergencias infrarrojas con

el comportamiento predicho por la fórmula de Catani (ver Eq. (6.3.6)). Por supuesto, en todos

los casos se encontró que P (1) fin.,µν
a→a1a2a3 era finito en el límite ǫ → 0, lo que indica que los polos IR/UV

fueron sustraídos completamente.

También se corroboró la simetría de los resultados ante el intercambio 1 ↔ 2. Es importante

recordar que, en ningún punto de la implementación de los cálculos, se hizo alguna presunción

sobre la simetría. Por ende, esta verificación constituye un test genuino de las expresiones mos-

tradas en este trabajo.

Por otra parte, se estudió el límite Abeliano mencionado anteriormente. Como se puede

apreciar en las figuras 9.4 y 9.3, existen diagramas que son formalmente iguales cuando se remueve

la estructura de color. Concretamente, tomando el límite CA, Nf → 0, se obtiene la relación

P µν
γ→q1q̄2γ3 =

2CAe
2
qg

2
e

g2S

(
P µν
g→q1q̄2γ3

∣∣
CA→0,Nf→0

)
, (10.3.23)



que fue verificada con éxito. Cabe señalar que debe establecerse Nf → 0 para eliminar la contri-

bución de autoenergía del gluón, puesto que estamos ignorando correcciones de orden superior

en ge y, por ende, no se contemplan las correcciones de autoenergía para el fotón inicial.

Para concluir esta discusión debemos destacar que efectuamos la contracción de P
(1) fin.,µν
γ→qq̄γ con

dµν(P̃ , n) para recuperar las correcciones NLO asociadas al núcleo de Altarelli-Parisi no polari-

zado. Las expresiones mostradas en esta sección son consistentes con los resultados mostrados

en el Capítulo 9.

3.2. Verificación de integrales involucradas

La fórmula de Catani predice la estructura de polos de amplitudes virtuales y funciones de

splitting a 1-loop4, aunque es posible extraer aún más información. De hecho puede apreciarse

que el polo doble es proporcional a funciones racionales y el polo simple involucra funciones de

peso 1 como máximo. En otras palabras, el peso transcendental de las funciones que multiplican

al polo ǫ−l en I
(1) es como máximo 2 − l. Por lo tanto podemos utilizar esta información para

establecer un chequeo de las integrales de Feynman involucradas.

Como se puede apreciar en la lista presentada en el Apéndice A, hay integrales que no son

conocidas a todo orden en ǫ. Los polos pueden ser calculados más fácilmente que las contribu-

ciones finitas, pues son originados por las regiones divergentes del integrando. Por otra parte,

los términos de orden ǫ0 de las integrales triangulares y boxes con denominadores LCG incluyen

funciones de peso transcendental 2. La idea del test implementado consiste en incluir marcadores

(flags) en la expansión de dichas integrales y luego forzar la cancelación de las divergencias infra-

rrojas en el splitting polarizado g → qq̄γ. Esto se debe a que al calcular los coeficientes A
(1) fin.
j ,

es necesario multiplicar por la matriz MCramer, cuyos elementos tienen polos simples en ǫ. Por lo

tanto, como resultado de esa operación, las partes finitas de las integrales (de peso 2) podrían

contribuir a la estructura de polos IR, multiplicando a ǫ−1.

El proceso de splitting g → qq̄γ involucra la integral de box LCG sin masas dada por

I25 = −ı

∫
ddq

(2π)d
1

q2(q − p2)2(q − p23)2(q − p123)2 (n · q) , (10.3.24)

cuya expansión es conocida hasta orden ǫ0. Luego, podemos efectuar una expansión genérica en

potencias de ǫ, obteniendo

I25 = cΓ g
2
S

(−s123 − i0

µ2

)−ǫ (
B0

ǫ2
+

B1

ǫ
+B2

)
, (10.3.25)

4 Existen generalizaciones de esta fórmula para órdenes superiores, aunque esto se aparta del tópico central del
trabajo aquí considerado. Para más información, se sugiere consultar Refs. (18; 91; 92).
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en donde B0 solo contiene funciones racionales y Bi incluye funciones de peso transcendental i.

El próximo paso consistió en reemplazar B0 y B1 por sus valores correspondientes, y colocar flags

acompañando a las contribuciones finitas de las restantes integrales. Tras sustraer las divergencias

incluidas en la definición de I
(1)
g→q1q̄2γ3 y forzar la cancelación de los polos simples en el resultado

final, se obtiene la siguiente ecuación

1

ǫ

[
B2 + S1↔2 (B2)

2
+D(xi, zi)

]
= 0 , (10.3.26)

en donde D(xi, zi) es una combinación racional de funciones transcendentales de peso 2. Más

aún, como podemos identificar cuál es la integral que contribuye a cada término en la expansión

de D(xi, zi), es posible escribir dicha función en términos de integrales de Feynman con menos

propagadores (triángulos y burbujas). De esta forma, Eq. (10.3.26) admite dos usos diferentes.

Por un lado, podemos reemplazar la expresión conocida para B2 y verificar que la estructura de

divergencias es compatible con la fórmula de Catani. Pero por otro, es interesante la posibilidad de

utilizar esta fórmula para calcular la parte simétrica de B2, asumiendo que el splitting polarizado

fue correctamente calculado. En otras palabras, este procedimiento constituye una verificación

cruzada (cross-check) de los splittings y las integrales de Feynman empleadas que podría permitir

imponer restricciones en la parte finita de ciertas integrales, recursivamente.





11. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

En este trabajo discutimos detalladamente el comportamiento singular de las amplitudes

de scattering en la teoría QCD+QED en el límite colineal. Nos centramos en el cálculo de las

denominadas funciones de splitting, las cuales son factores universales que controlan la estructura

divergente de las amplitudes, en ciertas configuraciones cinemáticas generales (esto es, la región

TL con sij > 0 para cualquier i, j ∈ C). En particular, se analizaron las funciones de splitting

que involucran hasta tres partones simultáneamente colineales, a NLO en el contexto de QCD

perturbativa. Sin embargo, para llegar a esos resultados fue imprescindible realizar un análisis

segmentado del problema original.

Por lo discutido en el Capítulo 3, el cálculo de correcciones perturbativas en QCD conlleva la

presencia de divergencias. Consecuentemente, los métodos de regularización son fundamentales

para dotar de sentido a las expresiones obtenidas formalmente. Específicamente, en este trabajo

nos centramos en la regularización dimensional o DREG. La idea central del método consiste en

extender la dimensionalidad del espacio-tiempo, realizando una prolongación analítica de los re-

sultados para DST genérica. Sin embargo, la aplicación de DREG permite ciertas arbitrariedades,

como por ejemplo el tratamiento del álgebra de Dirac o los grados de libertad de las partículas

escalares. La elección de un conjunto de parámetros dados define un esquema de regularización.

En el Capítulo 4 estudiamos en detalle las diversas definiciones posibles, haciendo hincapié en

los parámetros involucrados y su interpretación física.

El próximo paso consistió en comprender las herramientas de cálculo estándar para lidiar con

integrales de Feynman a 1-loop. Este tópico, desarrollado en el Capítulo 5, involucra el estudio de

identidades puramente algebraicas, conocidas como identidades de integración por partes o IBPs.

Dichas relaciones permiten transformar el conjunto original de integrales en uno más pequeño,

cuyos elementos se conocen como master integrals o MIs.

Sin embargo, la obtención de expresiones analíticas para las MIs requiere emplear otras téc-

nicas. Las más tradicionales son la representación α y la parametrización de Feynman. Si bien

ambas se encuentran vinculadas a través de un cambio de variables, la parametrización de Feyn-

man resulta particularmente adecuada para tratar integrales con denominadores cuadráticos de

forma estandarizada. Por su parte, los parámetros de Schwinger son útiles con más generalidad y



permiten obtener la estructura de polos, aplicando un procedimiento de sustracción y posterior

expansión en ǫ. Una alternativa más moderna es el conocido como método de ecuaciones dife-

renciales. El mismo consiste en emplear operadores diferenciales, junto con IBPs, para armar un

sistema de ecuaciones diferenciales en las variables escalares externas. Sin embargo, debe señalar-

se que la determinación de la condición de contorno del mencionado sistema debe ser efectuada

empleando otro método.

Por otro lado, en este trabajo también fue necesario resolver integrales tensoriales, esto es,

aquellas con índices de Lorentz que no se encuentran contraídos. La técnica de reducción de

Passarino-Veltman fue suficiente para nuestros propósitos iniciales, aunque en el cálculo de las

funciones de splitting polarizadas P
(1),µν
a→a1a2a3 fue necesario apelar a una variante más sofisticada.

Tras contar con todas las integrales de Feynman necesarias procedimos a estudiar las funcio-

nes de splitting a NLO. Primero, llevamos a cabo un exhaustivo análisis del comportamiento de

las mismas ante cambios de esquema, en el caso doble colineal. Como mostramos en el Capítulo

7 a través del estudio del proceso q → gq a NLO, los grados de libertad asociados a las polari-

zaciones ǫ-dimensionales pueden ser absorbidos mediante la introducción de partículas escalares,

los gluones escalares. De este modo, computando diagramas que involucren gluones escalares se

puede obtener la diferencia entre los resultados en los esquemas HV y FDH, o bien entre CDR

y HV. Es importante recordar que estas contribuciones son racionales (en el caso doble colineal)

y finitas, lo cual está en completo acuerdo con la predicción efectuada por la fórmula de Catani

(ver Eq. (6.3.6), para el caso m = 2). Además, cabe señalar que calcular diagramas con partícu-

las escalares es computacionalmente más sencillo que hacerlo cuando hay partículas vectoriales,

debido a la transferencia de información de espín.

Por completitud, en el Capítulo 8 se presentan los resultados correspondientes a todas las

funciones de splitting doble en QCD+QED, a NLO en el acoplamiento fuerte. Las expresiones

encontradas, a nivel amplitud y para los núcleos de Altarelli-Parisi (polarizados y no polarizados),

concuerdan con las disponibles en la literatura cuando elegimos los esquemas convencionales. Al

dejar como parámetro libre el número de grados de libertad fermiónicos, fue posible explorar el

comportamiento de los splittings en el esquema TSC. De esta manera, se efectúo una extensión

a NLO del análisis presentado en Ref. (33). A raíz de este estudio, se concluyó que el esquema

TSC permite preservar las identidades de Ward supersimétricas, al mismo tiempo que extiende

todos los objetos intervinientes a DST = 4− 2ǫ dimensiones.

En la última parte del trabajo se estudiaron las funciones de splitting triple colineal para

procesos que involucran al menos un fotón, a NLO en el acoplamiento fuerte. En el Capítulo

9 nos centramos en el estudio de los procesos no polarizados, mientras que en el Capítulo 10

se mantuvieron las correlaciones de espín en los procesos iniciados por partículas vectoriales
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(tanto fotones como gluones). Para esto último fue necesario adoptar una variante del método

de Passarino-Veltman, combinada con las identidades IBPs, al nivel de las funciones de splitting

completas. De esta forma, muchas cancelaciones entre diversas contribuciones ocurren antes de

efectuar el reemplazo de las integrales tensoriales, lo cual se traduce en una significativa mejora

del rendimiento computacional de la implementación realizada.

Más allá de presentar los resultados explícitos, se prestó especial atención a la implemen-

tación de chequeos de consistencia y se efectuó un análisis de la estructura de las expresiones

obtenidas. Apelando a la fórmula de Catani, se verificaron los términos divergentes de todas las

funciones de splitting y se encontró un acuerdo completo con el comportamiento esperado. Por

otro lado, se encontró que la dependencia funcional en los procesos que son iniciados por fotones

es notablemente más sencilla que en aquellos iniciados por gluones. Este hecho está vinculado

con la invariancia de gauge de las subamplitudes obtenidas a partir del corte de una línea por

la cual no circula color (como en el caso del fotón). Por ende, es posible efectuar el cálculo de

las correcciones virtuales a γ → a1 . . . am trabajando en el gauge covariante, lo que elimina las

integrales con propagadores LCG. Consecuentemente, los resultados solo pueden depender de las

variables xi. Es más, encontramos que la parte que involucra funciones de peso transcendental 2

puede ser descripta empleando únicamente la función

R (xi, xj) =
π2

6
− log(xi) log(xj)− Li2 (1− xi)− Li2 (1− xj) . (11.0.1)

Dicha función está involucrada en los desarrollos de todos los splittings analizados en este trabajo,

e incluso en la parte antisimétrica de 〈P (1)

q→qQ̄Q
〉. Su origen se relaciona con la expansión en ǫ del

box escalar con una pata off-shell y partículas no masivas, que corresponde a la topología maximal

permitida en cualquier proceso 1 → 3. Como explicamos en el Capítulo 9, tras la aplicación de

IBPs, los resultados obtenidos admiten ser expresados empleando solo burbujas y un box escalar.

Más aún, una combinación particular de estas integrales da lugar a la función R.

Por otro lado, en los Capítulos 8 y 9 se puso especial énfasis en la posibilidad de aplicar

identidades de crossing para vincular resultados con el mismo contenido de partículas pero que

difieren en el sabor del partón padre. Notamos que para el caso doble colineal a LO es posible

encontrar una fórmula de crossing, pero que la misma deja de ser válida a NLO y que no es

posible realizar una generalización naive al caso múltiple colineal. La imposibilidad para efectuar

tal extensión guarda estrecha relación con la presencia de nuevas escalas en el problema, las

cuales permiten distinguir cinemáticamente al partón inicial de los restantes. En consecuencia,

las transformaciones propuestas son estrictamente válidas cuando s1,m = 0; esto es, cuando el

partón padre está on-shell. Tal situación resulta comprensible pues, en el límite colineal exacto,

los splittings son proporcionales a elementos de matriz on-shell, compatibles con la simetría de

crossing.



Cabe señalar que los resultados obtenidos a lo largo de este trabajo fueron publicados en

Ref. (39) para el caso doble colineal y en las Refs. (88) y (89) para el límite triple colineal, no

polarizado y polarizado, respectivamente.

Tras discutir el material presente en esta tesis, resulta de especial interés remarcar algunas

direcciones futuras para ampliar estos tópicos. En primer lugar, vimos que los resultados finales

presentan una estructura funcional muy sencilla, a pesar de que los pasos intermedios conllevan

a expresiones muy complicadas. Por lo tanto, este comportamiento sugiere la posibilidad de

establecer un anszatz (o solución tentativa de un problema) y evitar el enfoque tradicional. Si bien

es posible establecer algunas restricciones a las dependencias de las funciones transcendentales

involucradas, aún no se conoce como hacer lo mismo para los coeficientes racionales que las

acompañan. El conocimiento de formas eficientes de computar tales coeficientes constituiría un

gran avance, no solo para el cálculo de funciones de splitting, sino también para la obtención de

elementos de matriz físicos con muchas partículas o con varios loops.

Por otro lado, la caracterización completa de las correcciones a NLO de los splittings en el

límite triple colineal de QCD pura constituye el próximo paso a seguir. Actualmente solo se

conocen contribuciones aisladas a tales correcciones, como en el caso de la parte antisimétrica

de 〈P (1)

q→qQ̄Q
〉 (72). Utilizando los códigos desarrollados en este proyecto es posible calcular tales

contribuciones efectuando una clasificación de acuerdo a las estructuras de color involucradas. De

todas formas, el tratamiento analítico de los resultados reviste un grado de dificultad notablemen-

te superior al de los mostrados en este trabajo, pues hay más estructuras de color independientes

al considerar 4 partículas con carga bajo SU(3)C .

Para concluir este trabajo, es necesario remarcar que el estudio de los límites colineales de

los elementos de matriz es una pieza clave en la comprensión del comportamiento general de los

mismos. El descubrimiento de las estructuras matemáticas subyacentes implicaría la posibilidad

de obtener resultados exactos en el contexto de las teorías de gauge, lo que constituye un problema

actualmente abierto de crucial importancia para mejorar el entendimiento de las teorías más

fundamentales de la física moderna.

Buenos Aires, Agosto de 2014



Apéndice A

INTEGRALES DE FEYNMAN UTILIZADAS

Para llevar a cabo los cálculos mostrados en los Capítulos 7-10 utilizamos un conjunto de

integrales escalares y tensoriales básicas. En este Apéndice colectamos todos los resultados em-

pleados, mostrando primero aquellos requeridos en el análisis del límite doble colineal a nivel

amplitud. Luego, presentamos las integrales escalares maestras involucradas en el estudio de las

funciones de splitting para el caso triple colineal.

1. Caso doble colineal

En primer lugar, seguimos la presentación sugerida en Ref. (69). Para ello se introducen las

funciones auxiliares

f1(z) =
2cΓ
ǫ2

(
−Γ(1− ǫ)Γ(1 + ǫ)z−1−ǫ(1− z)ǫ − 1

z
+

(1− z)ǫ

z
2F1(ǫ, ǫ; 1 + ǫ; z)

)

= −2cΓ
ǫ2z

2F1

(
1,−ǫ; 1− ǫ;

z − 1

z

)
, (1.1.1)

f2 = −cΓ
ǫ2

, (1.1.2)

en donde z ∈ [0, 1], por tratarse de la fracción de momento partónica. Nótese que, empleando

identidades relativas a las funciones hipergeométricas, f1(z) involucra el mismo comportamiento

presente en el operador de inserción I , definido en (6.3.2).

Debido a que el análisis del límite doble colineal se asocia a procesos 1 → 2, únicamente

podemos encontrar burbujas y triángulos a 1-loop. Comencemos estudiando las integrales esca-

lares. La presencia de denominadores lineales aportados por los propagadores en LCG origina

tres tipos distintos de burbujas:

I1 =

∫

q

1

q2(q − p12)2
=

f2ǫ(−s12 − ı0)−ǫ

2ǫ− 1
, (1.1.3)



I2 =

∫

q

1

q2(q − p12)2nq
=

f2(−s12 − ı0)−ǫ

nP
, (1.1.4)

I3 =

∫

q

1

q2(q − p12)2n · (q − p1)
=

cΓ(−s12 − ı0)−ǫ

nPz1(1− 2ǫ)ǫ
2F1

(
1, 1− ǫ; 2− 2ǫ;

1

z1

)
, (1.1.5)

y tres integrales triangulares diferentes:

I4 =

∫

q

1

q2(q − p1)2(q − p12)2
= − f2

s12
(−s12 − ı0)−ǫ , (1.1.6)

I5 =

∫

q

1

q2(q − p1)2(q − p12)2nq
=

f1(z1)(−s12 − ı0)−ǫ

s12nP
, (1.1.7)

I6 =

∫

q

1

q2(q + p1)2(q − p2)2nq
=

(z1(2− 4ǫ) + 2ǫ− 1) I1 + ǫnP I3
nPs12(z1 − 1)z1(2ǫ+ 1)

, (1.1.8)

en donde estamos manteniendo de forma explícita la prescripción +ı0 acompañando al invariante

s12. Aquí pi denota el cuadrimomento asociado con las partículas colineales no masivas y on-

shell. Cabe destacar que, en este caso, únicamente podemos encontrar integrales con una sola

escala de energía (s12); sin embargo, la dependencia en z1 es no trivial. Además, las integrales

I3 e I6 presentan un comportamiento patológico pues introducen funciones transcendentales que

dependen de 1 − 1
z1

. Como vimos en el Capítulo 7, utilizando esquemas consistentes se evita la

presencia de tales integrales.

Debido a que en pasos intermedios fue necesario mantener índices de Lorentz sin contraer,

también se emplearon integrales tensoriales de rango 2 como máximo. Para calcularlas, utilizamos

la descomposición de Passarino-Veltman y el paquete FIRE (47; 48) para efectuar la reducción

a integrales maestras aplicando el método IBP. Las integrales tipo burbujas requeridas son:

I7(µ) =

∫

q

qµ

q2(q − p12)2
= −f2(−s12 − ı0)−ǫ

2(1− 2ǫ)
pµ12 , (1.1.9)

I8(µ, ν) =

∫

q

qµqν

q2(q − p12)2
=

2− ǫ

2(3− 2ǫ)
I1

(
pµ12p

ν
12 −

s12
4− 2ǫ

ηµν
)

, (1.1.10)

I9(µ) =

∫

q

qµ

q2(q − p12)2nq
=

ǫf2(−s12 − ı0)−ǫ

nP (2ǫ− 1)

(
pµ12 −

s12
2nPǫ

nµ
)
, (1.1.11)

I10(µ, ν) =

∫

q

qµqν

q2(q − p12)2nq
=

ǫf2(−s12 − ı0)−ǫ

4nP (ǫ− 1)(2ǫ− 1)

(
s12η

µν + pµ12

(
2(ǫ− 1)pν12 −

s12
nP

nν
)

+
s12
nP

nµ
( s12
ǫnP

nν − pν12

))
, (1.1.12)

I11(µ) =

∫

q

qµ

(q + p1)2(q − p2)2nq
=

1

2nP 2
[s12n

µ (I3nP (1− 2z1)− 2I1)
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+ 2nPpµ12 (I1 + I3nP (1− z1)) + 2I3nP
2pµ2
]
, (1.1.13)

I12(µ, ν) =

∫

q

qµqν

(q + p1)2(q − p2)2nq
= s12η

µν (1− 2z1)I1 + 2I3nP (1− z1)z1
4nP (ǫ− 1)

+
pµ2p

ν
2

2nP

(
(2z1 + 1)I1 + 2I3nPz21

)
+

pµ1p
ν
1

2nP

(
(2z1 − 3)I1 + 2I3nP (1− z1)

2
)

+
s212n

µnν

4nP 3(ǫ− 1)
((2z1 − 1)(2ǫ− 3)I1 + I3nP (2(z1 − 1)z1(2ǫ− 3) + ǫ− 1))

+
s12 (p

ν
2n

µ + pµ2n
ν) ((z1(6− 4ǫ)− 1)I1 + 2I3nPz1(z1(3− 2ǫ) + ǫ− 2))

4nP (ǫ− 1)

+
s12 (p

ν
1n

µ + pµ1n
ν) ((z1(6− 4ǫ) + 4ǫ− 5)I1 − 2I3nP (z1 − 1)(z1(2ǫ− 3)− ǫ+ 1))

4nP (ǫ− 1)

+
pµ2p

ν
1 + pµ1p

ν
2

2nP
((2z1 − 1)I1 + 2I3nP (z1 − 1)z1) . (1.1.14)

Por otro lado, los triángulos tensoriales que se emplearon en este trabajo fueron:

I13(µ) =

∫

q

qµ

q2(q − p1)2(q − p12)2
= −f2(−s12 − ı0)−ǫ ((ǫ− 1)pµ1 + ǫpµ2)

(2ǫ− 1)s12
, (1.1.15)

I14(µ, ν) =

∫

q

qµqν

q2(q − p1)2(q − p12)2
=

f2(−s12 − ı0)−ǫ

4(1− ǫ)(2ǫ− 1)

(
2ǫ

s12
pµ2 ((ǫ− 2)pν1 + (ǫ− 1)pν2)

+
2(ǫ− 2)

s12
pµ1 ((ǫ− 1)pν1 + ǫpν2) + ǫηµν

)
, (1.1.16)

I15(µ, ν, ρ) =

∫

q

qµqνqρ

q2(q − p1)2(q − p12)2
=

f2(−s12 − ı0)−ǫ

4(1− ǫ)(2ǫ− 3)(2ǫ− 1)

×
[
ǫ

(
pρ1(ǫ− 2)

(
ηµν + 2

(ǫ− 1)(ǫ− 3)

s12(ǫ− 2)
pµ2p

ν
2

)

+ pν1(ǫ− 2)

(
ηµρ + 2

(ǫ− 3)

s12
pµ2p

ρ
1 + 2

(ǫ− 1)(ǫ− 3)

s12(ǫ− 2)
pµ2p

ρ
2

)

+ (ǫ− 1)

(
(pρ2η

µν + pν2η
µρ) + pµ2

(
ηνρ + 2

(ǫ− 2)

s12
pν2p

ρ
2

)))

+ pµ1(ǫ− 2)

(
ǫ

(
ηνρ + 2

(ǫ− 3)

s12
pν2p

ρ
1 + 2

(ǫ− 1)(ǫ− 3)

s12(ǫ− 2)
pν2p

ρ
2

)

+ 2
(ǫ− 3)

s12
pν1 ((ǫ− 1)pρ1 + ǫpρ2)

)]
, (1.1.17)

I16(µ) =

∫

q

qµ

q2(q − p1)2(q − p12)2nq
=

(−s12 − ı0)−ǫ

2nPs12(1− z1)

(
pµ2

z1f1(z1)− 2f2
1− z1



− f1(z1)p
µ
1 −

s12(f1(z1)− 2f2)

2nP (1− z1)
nµ

)
, (1.1.18)

I17(µ, ν) =

∫

q

qµqν

q2(q − p1)2(q − p12)2nq
= −(−s12 − ı0)−ǫ

s12nP

[
f5,aa(z1)p

µ
1p

ν
1

+ f5,ab(z1)
pµ1p

ν
2 + pµ2p

ν
1

2
+ f5,bb(z1)p

µ
2p

ν
2 +

( s12
2nP

)2
f5,qq(z1)n

µnν

+ s12f5,aq(z1)
pµ1n

ν + nµpν1
2nP

+ s12f5,bq(z1)
pµ2n

ν + nµpν2
2nP

+ s12f5,gη
µν

]
, (1.1.19)

I18(µ) =

∫

q

qµ

q2(q + p1)2(q − p2)2nq
=

(1− 2ǫ)I1
2nPs12(1− z1)z1ǫ

(
(1− z1)p

µ
1 + z1p

µ
2 −

s12
2nP

nµ
)

+
I3

2s12(1− z1)z1

(
(1− z1)p

µ
1 − z1p

µ
2 +

s12(1− 2z1)

2nP
nµ

)
, (1.1.20)

I19(µ, ν) =

∫

q

qµqν

q2(q + p1)2(q − p2)2nq
=

1

4nP s12z1(1− z1)

[
f19,aa(z1, s12, nP )pµ1p

ν
1

+ f19,ab(z1, s12, nP )
pµ1p

ν
2 + pµ2p

ν
1

2
+ f19,bb(z1, s12, nP )pµ2p

ν
2

+ f19,qq(z1, s12, nP )nµnν + f19,aq(z1, s12, nP )
pµ1n

ν + nµpν1
2

+ f19,bq(z1, s12, nP )
pµ2n

ν + nµpν2
2

+ f19,g(z1, s12, nP )ηµν
]
, (1.1.21)

en donde los coeficientes {f5,ij, f5,g} están disponibles en Ref. (69) y

f19,aa(z1, s12, nP ) =
1− z1

z1(2ǫ− 1)

[
I1nP (2z1ǫ+ ǫ− 1) + Ī13s12(ǫ− 1) + nPz1(2I3nP (z1 − 1)ǫ

+ I4s12(ǫ− 1))] , (1.1.22)

f19,ab(z1, s12, nP ) =
2ǫ(nP (−2I1z1 + I1 + z1(I4s12 − 2I3nP (z1 − 1))) + Ī13s12)

2ǫ− 1
, (1.1.23)

f19,bb(z1, s12, nP ) =
z1

(1− z1)(2ǫ− 1)

[
I1nP ((2z1 − 3)ǫ+ 1) + Ī13s12(ǫ− 1)

+ nPz1(2I3nP (z1 − 1)ǫ+ I4s12(ǫ− 1))] , (1.1.24)

f19,qq(z1, s12, nP ) =
s212

4nP 2(1− z1)z1(2ǫ− 1)
[I1nP (2z1 − 1)(2(z1 − 1)z1(2ǫ− 1)− ǫ+ 1)

+ s12(ǫ− 1)(Ī13 + I4nPz1) + 2I3nP
2(z1 − 1)z1 (2(z1 − 1)

× z1(2ǫ− 1) + ǫ)] , (1.1.25)

f19,aq(z1, s12, nP ) = − s12
nPz1(2ǫ− 1)

[I1nP (2z1(z1 − 2z1ǫ+ ǫ) + ǫ− 1) (1.1.26)
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+ s12(ǫ− 1)(Ī13 + I4nPz1) + 2I3nP
2(z1 − 1)z1(z1 − 2z1ǫ+ ǫ)

]
,

f19,bq(z1, s12, nP ) =
s12

nP (z1 − 1)(2ǫ− 1)
[I1nP (2z1(z1(2ǫ− 1)− 3ǫ+ 2) + ǫ− 1)

+ Ī13s12(ǫ− 1) + nPz1(2I3nP (z1 − 1)(2z1ǫ− z1 − ǫ+ 1)

+ I4s12(ǫ− 1))] , (1.1.27)

f19,g(z1, s12, nP ) =
s12(nP (−2I1z1 + I1 + z1(I4s12 − 2I3nP (z1 − 1))) + Ī13s12)

2(2ǫ− 1)
, (1.1.28)

en donde se introdujo la notación Ī13 = I13(α)n
α para simplificar las expresiones.

Para finalizar, es necesario efectuar un comentario sobre las integrales que involucran a q2ǫ .

Recordemos que este tipo de expresiones se origina al escribir los tensores de polarización de los

gluones internos utilizando una métrica 4-dimensional. Tal situación solo tiene lugar al considerar

las configuraciones HSA/HSB, como se analizó en el Capítulo 7. Para calcularlas, se requiere

conocer las correspondientes integrales tensoriales de rango superior a 2 y luego efectuar la

contracción con la métrica del espacio trasverso, ηǫ. Así, las integrales escalares necesarias son

Iǫ1 =

∫

q

q2ǫ
q2(q − p1)2(q − p12)2

=
(4−DST)f2ǫ

4(ǫ− 1)(2ǫ− 1)
(−s12 − ı0)−ǫ , (1.1.29)

Iǫ2 =

∫

q

q2ǫ
q2(q − p1)2(q − p12)2nq

=
(4−DST)f5,g(z1)

nP
(−s12 − ı0)−ǫ , (1.1.30)

Iǫ3 =

∫

q

q2ǫ
q2(q + p1)2(q − p2)2nq

=
(DST − 4)

4nP (1− z1)z1(1− 2ǫ)2
[I1(2z1 − 1)(2ǫ− 1)

+ I2 nP (ǫ− z1) + z1(2ǫ− 1)(2I3 nP (z1 − 1) + I4s12)] , (1.1.31)

y las tensoriales

Iǫ4(µ) =

∫

q

qµq2ǫ
q2(q + p1)2(q − p2)2n · (q + p1)

=
DST − 4

8(1− z1)(2ǫ− 1)

[
(2I2 − s12z1I5)p

µ
1

+

(
2(1− 2z1)I2 + s12z

2
1I5

z1 − 1
+

2I2
1− ǫ

)
pµ2

+

(
z1(2I2 − s12I5)

z1 − 1
+

2I2
ǫ− 1

)
s12n

µ

2nP

]
, (1.1.32)

Iǫ5(µ) =

∫

q

qµq2ǫ
q2(q + p1)2(q − p2)2nq

=
DST − 4

8(2ǫ− 1)(ǫ− 1)

[
2 ((1− z1)(2ǫ− 1)I3 − ǫI2) p

µ
1

+ 2 (z1(1− 2ǫ)I3 − ǫI2) p
µ
2 + (2ǫI2 + (2z1 − 1)(2ǫ− 1)I3)

s12n
µ

nP

]
. (1.1.33)



2. Caso triple colineal: integrales maestras

Para estudiar el límite triple colineal es necesario incluir nuevas integrales de Feynman. Pues-

to que siempre trabajamos con integrales escalares, en este caso ningún método de reducción

tensorial fue requerido. Así, solamente fue necesario contar con algunas integrales maestras.

Además de las utilizadas en el cálculo de los splittings dobles, la descripción de los procesos

1 → 3 implicó integrales de triángulo con dos escalas y boxes con una pata off-shell. Por ende,

comencemos describiendo estos nuevos objetos.

En primer lugar, se tiene un triángulo con dos escalas sin denominador LCG

I20 =

∫

q

1

q2(q − p1)2(q − p23)
=

cΓ
(s23 − s123)

[(
s23
µ2

)−ǫ

−
(
s123
µ2

)−ǫ
]
, (1.2.1)

que puede calcularse fácilmente usando técnicas estándar (ver discusión en Capítulo 5). Por otro

lado, es necesario introducir los triángulos modificados con propagador LCG usando la notación

C0,n(k1, k2; k3) =

∫

q

1

q2(q + k1)2(q + k1 + k2)2n · (q + k3)
, (1.2.2)

con ki momentos genéricos. Sin embargo, en el límite triple colineal solo hay tres nuevos casos

que pueden manifestarse:

Caso I: C0,n(k1, k2; k1) con (k1 + k2)
2 = 0;

I21 =

∫

q

1

q2(q − p23)2(q − p123)2nq
=

2cΓ

nPǫ2s123∆
1,0
0,1

(
−s123

µ2

)−ǫ

(1.2.3)

×
(
x−ǫ
1 2F1

(
1,−ǫ; 1− ǫ;

x1z1

∆1,0
0,1

)
− 2F1

(
1,−ǫ; 1− ǫ;

z1

∆1,0
0,1

))
,

Caso II: C0,n(k1, k2; 0) con k2
1 = 0;

I22 =

∫

q

1

q2(q − p2)2(q − p123)2nq
=

cΓz
−ǫ−1
2

nPs123

(
−s123

µ2

)−ǫ

xǫ
2

×
(
1

ǫ2
+ 2Li2

(
1− 1

x2

)
+

π2

3

)
, (1.2.4)

Caso III: C0,n(−k1,−k2; k3) con k2
i = 0;

I23 =

∫

q

1

(q − p2)2(q − p23)2(q − p123)2nq
=

cΓz
−ǫ
2 x−1−ǫ

2

nPs123(1− z1)

(
−s123

µ2

)−ǫ(
1− z1
z2

)−2ǫ

×
(
1

ǫ2
+ 2Li2 (z1) + 2Li2

(
−z3
z2

))
. (1.2.5)
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Todas estas integrales pueden ser relacionadas con límites de configuraciones particulares de

boxes escalares con propagadores cuadráticos. En particular, el caso I corresponde al límite de

un box fácil pues tiene dos patas externas masivas no adyacentes. Para los casos II y III deben

considerarse boxes con patas masivas adyacentes, los cuales son conocidos como boxes difíciles

y sus expresiones analíticas solo son conocidas hasta orden ǫ0. Cabe destacar que, además de

las integrales I20 a I23, deben tenerse en cuenta aquellas obtenidas mediante el intercambio de

partículas externas junto con otras expresiones equivalentes aplicando cambios de variables.

Para concluir, la topología maximal en las funciones de splitting triple colineal corresponde

a un box. Específicamente, aquí solo se necesitan el box escalar con propagadores cuadráticos

I24 =

∫

q

1

q2(q − p2)2(q − p23)2(q − p123)2
=

−2cΓ
x2x3s2123ǫ

2

(
−s123

µ2

)−ǫ(
2F1

(
1,−ǫ; 1− ǫ;− x1

x2x3

)

− x−ǫ
3 2F1

(
1,−ǫ; 1− ǫ;−x1

x2

)
− x−ǫ

2 2F1

(
1,−ǫ; 1− ǫ;−x1

x3

))
, (1.2.6)

y una versión particular de un box con denominador LCG,

I25 =

∫

q

1

q2(q − p2)2(q − p23)2(q − p123)2nq
=

cΓ
x1x2s2123nPǫ

(
−s123

µ2

)−ǫ

×
(
1

ǫ

(
1 + x2

z2
+

1

1− z1

)
+

log (x1) (x3(z2 + 1)− z1 + x2(2− z1 + z2))

z2∆
1,0
0,1

− x1 log (1− z1) (z1z2 + x2(1− z1))

(1− z1)z2∆
1,0
0,1

+ log

(
1− z1
z2

)
z3 + x1(1− z1)

(1− z1)z2

− log (x2) (z2 + (1− x2)(1− z1))

(1− z1)z2
+ ǫB0

)
, (1.2.7)

en donde se define

B0 =
x1(1− z2) + x2(1− z1)− z3

∆1,0
0,1z2

Li2

(
− ∆1,0

0,1

1− z1

)
+

2x1z1Li2 (z1)

∆1,0
0,1(1− z1)

− 2(1− x1)Li2 (1− x1)

∆1,0
0,1

− ∆1,0
0,1 − x2z3 + x3z2

∆1,0
0,1z2

(
log(x1) log

(
1− z1
z2

)
+ log(1− z1) log(z2)

)

+
log2(x1x2)(∆

1,0
0,1 + x2z3 − x3z2)

2∆1,0
0,1z2

− log2(x2(1− z1)) (x2(1− z1)
2 − 2x1z1z2)

2∆1,0
0,1(1− z1)z2

+
∆1,0

0,1 + (1− x1)z2

2∆1,0
0,1z2

log2
(
1− z1
x2

)
− x2(1− z1) log

2(x1)

∆1,0
0,1z2



− log2(x2)(∆
1,0
0,1(x2 + 1) + (1− x1)z2)

∆1,0
0,1z2

+
2(1− x2)

z2

(
Li2 (1− x2)−

π2

6

)

+
x2(1− z1) + z3
2(1− z1)z2

log2
(
x2

z2

)
+

2z3
(1− z1)z2

(
Li2

(
z3

1− z1

)
+ log(x2) log(z2)

)
, (1.2.8)

En todos los casos, las partículas externas son no masivas y se encuentran on-shell (p2i = 0). La

integral I24 puede ser calculada utilizada parámetros de Feynman o bien mediante la técnicas

de ecuaciones diferenciales, como se muestra en Ref. (93). Respecto de I28, Catani y Rodrigo

obtuvieron una expresión válida a orden ǫ0 aplicando identidades de shift dimensional, junto con

la conocida reducción a una base de boxes, triángulos y burbujas en 4-dimensiones (94).
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