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ABSTRACT

Singular behaviour of scattering amplitudes in the collinear limit

Modern particle accelerators allow to obtain highly-accurate experimental results. As the
summit example, we can consider the LHC, which recently allowed to discover a new particle
whose properties are compatible with Higgs boson. In order to better understand the origin of
this particle as well as many other phenomena in high-energy physics, a huge effort is being
done to improve experimental measures. For this reason, theoretical predictions have to be done
with a compatible accuracy level, since that is relevant to perform a comparison among available

models and experimental data.

Working from the theoretical point of view, the main motivation of this thesis is the study
of methods to perform accurate computations in the context of perturbation theory applied to
the standard model. In particular, we restrict ourselves to the analysis of the collinear limit of
scattering amplitudes in gauge theories, up to next-to-leading order (NLO). The factorization
theorems assert that, in some general kinematic configurations, it is possible to obtain a univer-
sal description of the divergent behaviour of scattering amplitudes in the collinear limit. This
behaviour is controlled by the so-called splitting functions or splitting amplitudes, which are the

main objects studied in this work.

When higher-order corrections are considered, it is mandatory to take into account contribu-
tions that involve virtual states or loops, which are associated with Feynman integrals. So, in the
first part of this work, this objects were studied and we explored some computational techniques.
After describing standard procedures, we centered the discussion in the study of integration by
parts identities (IBP) and the differential equations method. These techniques allow to rewrite
Feynman integrals in terms of a coupled system of first-order differential equations. Under cer-
tain circumstances, it is easy to work out boundary conditions and to solve the system, which
constitutes a powerful tool for treating this problem. On the other hand, we also studied tensor

integrals and reduction techniques in order to express them using only scalar integrals.

The following step was studying the collinear limit of scattering amplitudes through the
computation of NLO splitting functions. Due to the existence of singularities when treating the-

se limits, it is mandatory to complement the theory with a regularization method. Moreover, the



particular implementation of a regularization technique defines a scheme. Using dimensional re-
gularization (DREG), we started with the analysis of the scheme dependence in the computation
of splitting functions in the double-collinear limit. This led us to deepen into the definitions and
conventions of DREG, besides of introducing some artificial particles (i.e. scalar gluons) with the

objetive of connecting different schemes through physical arguments.

After investigating the double-collinear limit, we treated the computation of NLO corrections
to splitting functions when three particles become collinear. These results are crucial to carry on
the computation of hadronic cross sections at higher orders. In fact, many computational techni-
ques and simulators take advantage of collinear factorization properties to obtain approximations
of some experimentally relevant observables. In particular, in this work we limited ourselves to
calculate splitting functions for processes involving at least one photon. Applying tensorial re-
duction techniques analyzed in the first part, we were able to calculate polarized Altarelli-Parisi
kernels, which are essential to give a complete description of the collinear limit of processes with
intermediate vector particles.

All the results provided in this thesis have practical applications in the context of hadron
colliders phenomenology, since they point to improve theoretical accuracy. The knowledge of
higher-order splitting functions is crucial in order to move forward on the description of multi-

particle processes at nezt-to-next-to-next-to-leading order (NNNLO) or even higher accuracy.

Keywords: perturbative QCD, NLO computations, Feynman integrals, IR divergencies, colli-
near limits.



RESUMEN

Actualmente los grandes aceleradores de particulas permiten obtener resultados experimen-
tales muy certeros. Como méaximo ejemplo tenemos el LHC, que recientemente descubrié una
nueva particula con propiedades compatibles con las correspondientes al boson de Higgs. Para
poder comprender mejor la naturaleza de dicha particula, asi como también otros fenémenos en
el drea de fisica de altas energias, se esta realizando un gran esfuerzo para mejorar las mediciones
experimentales. Es por ello que las predicciones tedricas deben tener una precision acorde, de
forma tal de poder realizar una comparacion relevante entre los modelos disponibles y los datos

experimentales.

Trabajando desde la perspectiva teodrica, la principal motivacion de esta tesis fue el estudio
de métodos que permitan efectuar calculos precisos en el contexto de teoria de perturbaciones
aplicada al modelo estdndar. En particular, nos restringimos al anélisis de los limites colineales
de amplitudes de scattering en teorias de gauge a next-to-leading order (NLO). Los teoremas
de factorizacion establecen que, en ciertas configuraciones cinemaéticas generales, es posible ca-
racterizar de forma universal el comportamiento divergente de las amplitudes de scattering en
el limite colineal. Este comportamiento es regido por las llamadas splitting functions o splitting

amplitudes, que son los objetos de estudio centrales en este trabajo.

Cuando se consideran correcciones a 6rdenes superiores es necesario tener en cuenta las contri-
buciones que involucran estados virtuales o loops, las cuales se asocian a integrales de Feynman.
Por lo tanto, en la primer parte del trabajo, se estudiaron estos objetos y se exploraron algunos
métodos de calculo. Tras comentar los procedimientos estandar, nos centramos en el estudio de las
identidades de integracion por partes (IBP, por sus siglas en inglés) y en el método de ecuaciones
diferenciales. Esta técnica permite reescribir las integrales de Feynman en términos de ecuaciones
diferenciales acopladas de primer orden. Bajo ciertas circunstancias, es sencillo determinar las
condiciones de contorno y resolver el sistema, lo que nos provee de un poderosa herramienta para
tratar este problema. Por otro lado, también se analizaron las integrales tensoriales y técnicas de

reducciéon que permiten expresarlas utilizando tinicamente integrales escalares.

El proximo paso consistié en estudiar los limites colineales de amplitudes de scattering me-

diante el célculo de las funciones de splitting a NLO. Debido a que hay ciertas singularidades



al momento de considerar estos limites, es necesario complementar la teoria con un método de
regularizacion. A su vez, la implementacion concreta de un método de regularizaciéon permite
definir un esquema de regularizacion. Usando regularizacion dimensional (DREG), empezamos
analizando como se manifiesta la dependencia con el esquema elegido al momento de calcular las
funciones de splitting en el limite doble colineal. Ello nos llevé a adentrarnos en las definiciones y
convenciones de DREG, asi como también a introducir particulas artificiales (esto es, los gluones

escalares) para conectar los diversos esquemas usando argumentos fisicos.

Tras investigar el limite doble colineal, procedimos al calculo de las funciones de splitting a
NLO para el caso en el cual tres particulas se vuelven colineales. Se trata de resultados que son
cruciales para llevar a cabo calculos de secciones eficaces hadronicas a 6rdenes superiores. De he-
cho, muchos métodos de calculo y simuladores aprovechan las propiedades del limite colineal para
dar resultados aproximados de observables de interés experimental. En concreto, en este trabajo
nos limitaremos a presentar las funciones de splitting para procesos que involucren al menos la
presencia de un fotén. Apelando a las técnicas de reduccion tensorial estudiadas en la primer
parte, se pudieron calcular los nucleos de Altarelli-Parisi polarizados, los cuales son esenciales

para caracterizar el limite colineal cuando el estado intermedio es una particula vectorial.

Todos los resultados provistos en este trabajo revisten interés practico en el contexto de
la fenomenologia de colisionadores hadrénicos, puesto que apuntan al fin tltimo de mejorar la
precision de los calculos teodricos. El conocimiento de las funciones de splitting colineal de orden
superior es crucial para avanzar en la descripciéon de procesos multiparticula con niveles de

precision nezt-to-next-to-nest-to-leading order (NNNLO) o incluso superior.

Palabras clave: cromodindmica cudntica perturbativa, cdlculos de orden superior, integrales

de Feynman, divergencias infrarrojas, limites colineales.
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1. INTRODUCCION AL MODELO TEORICO

En este capitulo se describen generalidades del formalismo tedrico que se utiliza actualmente
para explicar la fisica de particulas elementales. Tras motivar la importancia del modelo de QCD
con fotones y describir su lagrangiano, se muestra una forma de cuantizar una teoria de gauge
general. Con el formalismo de integrales de camino, se derivan las reglas de Feynman y se explica
el fijado de gauge, haciendo hincapié en los llamados gauges fisicos. Finalmente se muestra como
calcular secciones eficaces de scattering partiendo de las funciones de Green de n-puntos y usando
la formula de Lehmann-Symanzik-Zimmermann (LSZ).

1. Descripcién lagrangiana de QCD

Actualmente, la fisica de particulas elementales estandar se entiende en términos de las teorias
de campos cuanticos (QFT). En particular un cierto grupo de estas teorias, conocidas como
teorias de calibre o gauge, explica las interacciones fundamentales entre particulas suponiendo la
existencia de simetrias asociadas a cargas conservadas. Debido a que expone de forma explicita
dichas simetrias, el formalismo lagrangiano es uno de los més adecuados para analizar estos

modelos.

Comencemos motivando la definiciéon fisica de una teoria de gauge con un ejemplo basico.

Considérese un campo de Dirac ¥(x) de masa M cuya densidad lagrangiana asociada es
Lpirac = V(I,/"* — M)V, (1.1.1)
con y* matrices de Dirac, las cuales satisfacen la relacién de anticonmutacion

{v", 7"} =2n"1, (1.1.2)

en donde 7 es la métrica de Minkowski 4-dimensional y I es la matriz identidad en el espacio de
matrices de Dirac. Esta relacion define el dlgebra de Dirac, que es un tipo particular de algebra
de Clifford en la cual se esta usando el producto interno inducido por la métrica lorentziana del

espacio-tiempo. Es importante remarcar que este modelo puede ser extendido a otros espacios.



En particular, en el Capitulo 4, discutiremos el tratamiento del algebra de Dirac en espacios

planos de dimensién D.

Volviendo al tépico central, puede apreciarse que L p;q. €s invariante frente a transformaciones
de Lorentz y cambios de fase globales en W. Sin embargo, si se propone una transformacion de

fase local dada por

U(z) = V'(z') = e @W(x), (1.1.3)
() — V(2) = e @P(z), (1.1.4)
siendo «a(x) una funciéon que toma valores reales, deja de ser cierto que £ = L’. Pero es sencillo
apreciar que puede restaurarse la invariancia frente a este tipo de transformaciones modificando

la derivada segun
0, — D, =0,+1.B,, (1.1.5)

con B,, campo que transforma de acuerdo a la regla
B, — B, =B, —(1/e)d,(a(x)) . (1.1.6)
Siguiendo el principio de Landau', el lagrangiano puede escribirse como
Loep = V(I — M)V — eB, Uy — iFWFW, (1.1.7)

siendo F,, = 0,B, — 0,B,,. Este es el lagrangiano de la electrodinamica cuantica (QED), que
es una teoria de gauge U(1), pues el grupo de simetria solo posee un generador. El campo B,
representa a los mediadores de fuerza de esta teoria, los fotones, y el tltimo término de Lggp

describe las interacciones entre estos campos?.

La cromodinamica cuantica (QCD) es otra teoria de gauge, notablemente mas compleja que
QED, que busca describir las interacciones de color. Estas son las que permiten explicar el
espectro hadrénico y las interacciones nucleares. A diferencia de QED, el grupo de simetria de

QCD es SU(3), lo que la convierte en una teoria no Abeliana. Debido a que el grupo SU(3) tiene

I Este principio es una herramienta bésica en la construccién de teorias y se relaciona con una formulacién
general de las mismas. La idea es que, una vez fijadas las simetrias del problema que quiere describirse, deben
incluirse en el lagrangiano todos los términos que sean compatibles con ellas. Esto se debe a que se considera a
la operacion de simetria como elemento principal en la definicién de la teoria. En consecuencia, si se eliminan
términos compatibles con la simetria es necesario modificar la definicién de la teoria original agregando mas

informacion.
2 La nocién de teorfa de gauge puede ser formulada también utilizando conceptos de geometria diferencial. En

ese caso, el campo de gauge pasa a ser una conexiéon en un fibrado vectorial. Dicho enfoque permite entender
de forma rigurosa los requisitos de simetria impuestos al lagrangiano. Sin embargo, para los fines que queremos

alcanzar en este trabajo, no es necesario recurrir a ese nivel de formalismo.
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8 generadores que no conmutan, resulta que la transformacién de gauge més general que puede

escribirse es
U(z) — V() =ew@T g, (1.1.8)
T(z) — V(') = F(z)e @I (1.1.9)

en donde T son los generadores y «, son coeficientes (elementos en algin cuerpo, como por
ejemplo los ntimeros reales). Obsérvese que en este caso, ¥ debe ser un objeto que pertenezca
a la representacion fundamental de SU(3). Trabajando en la representacion maés sencilla, en la
cual los 8 generadores son las matrices 3 x 3 de Gell-Mann, resulta que ¥ es un vector de 3 filas
v ¥ es uno de 3 columnas (representacion antifundamental). Ademas, los generadores satisfacen
[T“,Tb} = 1f%T° con f® constantes de estructura del grupo. Estas relaciones son las que

definen el algebra de color, que discutiremos con més detalle en el Capitulo 2.

Continuando con las diferencias respecto de QED, el cambio en el grupo de simetria implica
la necesidad de modificar el lagrangiano para preservar la invariancia de gauge. En primer lugar,
la derivada covariante debe ser

Op = Dy = 0y +19sA; T, (1.1.10)

con A}, campos de gauge y gs acoplamiento fuerte (o coupling asociado a QCD). En el contexto
de un modelo fenomenolégico, cada uno de estos 8 campos representa un mediador de fuerza y
se asocian con unas particulas conocidas como gluones. Por otra parte, estos campos de gauge

se modifican al aplicar las transformaciones definidas en (1.1.8) y (1.1.9) segtn
A — AT = AT+ fabcozb(x)AZ —(1/gs)0u((2)), (1.1.11)

suponiendo que los parametros de la transformacién son infinitesimalmente pequenos, de manera

que se pueda considerar eoal” 1 4 100, ()T

En segundo lugar, el término de autointeraccién de los campos es

Loge = —(1/4)GHG2,, (1.1.12)
con
Gy, = Ou Ay — 0,A% +1gs f7*° AL A (1.1.13)

que es el andlogo a F),, en QED?. Aqui se puede apreciar la presencia de un término extra, que

surge debido a que los generadores no conmutan y cumplen el dlgebra asociada al grupo SU(3).

3 En términos geométricos, G, es una derivada de Lie sobre la variedad asociada al grupo SU (3), lo que
convierte al tensor de campo en una 2-forma. De hecho, en una teoria de gauge puro, las ecuaciones de movimiento
coinciden con el requisito de que la derivada exterior del tensor de campo sea nula. Asi, es facil trazar un
paralelismo entre estas teorias y la relatividad general, en la cual el aspecto geométrico de la formulaciéon es
mucho mas manifiesto.



Cabe senalar que una teorfa en la cual el lagrangiano es Lgage s€ conoce como teoria de gauge

puro y tiene muchas propiedades adicionales que permiten simplificar los calculos.

Por otra parte, entendiendo a QCD dentro del modelo estandar (SM), debe tenerse en cuenta
que existen 6 sabores de quarks (up, down, strange, charm, bottom y top) cada uno de los cuales
puede tener 3 colores (rojo, verde y azul). Ademas, debido a que el grupo de simetria de SM
es SU(2), ® U(1)y ® SU(3). , los términos de masa como aparecen en el lagrangiano de QED
son dependientes del gauge. De esta manera no pueden estar en el lagrangiano total de SM y, en
particular, su presencia queda vedada del lagrangiano de QQCD. También debe tenerse en cuenta
que los quarks interaccionan débilmente, con lo cual se organizan en multipletes de SU(2), y con
el boson de Higgs para obtener su masa. Sin embargo, en este trabajo no se tendran en cuenta
este tipo de interacciones. La razon fundamental es que, a las energias que se exploran en los
experimentos actuales, QCD constituye la fuente mas importante de correcciones a los resultados
teodricos. Siendo un poco mas precisos respecto al significado de la frase anterior, podemos afirmar
que gs es al menos un orden de magnitud mayor al resto de los acoplamientos cuando la escala
de energia de los procesos es del orden de 1TeV. En consecuencia, para aumentar la precision

teodrica es crucial comprender los efectos asociados a QCD en el régimen de altas energias.

De esta manera, siguiendo los lineamientos expuestos en los péarrafos anteriores, se tiene que

el lagrangiano de QCD pura?* con fermiones no masivos es

Locp = Y ("0, — gsALT®) ;) — ZGZVG‘“’ (1.1.14)

j
en donde j es un indice que designa a los distintos sabores de quarks. En esta ecuacion, se
omitieron los indices de color y de Dirac para simplificar la notacion. Si se agrega a (1.1.14) la
interaccion electromagnética, teniendo en cuenta que el quark de sabor j tiene una carga eléctrica

eje, se llega a

L = Z (U7 (10, — gs AT — e;eB,)V;) — 4GZVGW — iF Fr (1.1.15)

J
que es el lagrangiano que permitira caracterizar los procesos estudiados en este trabajo. Obser-
vemos que, si bien los fotones se acoplan a los quarks, el acoplamiento electromagnético difiere
del de QCD. Ademas los fotones no interaccionan directamente con los gluones (pues no existe
tal acoplamiento a nivel lagrangiano), aunque si lo hacen a través del acople de los quarks con
los gluones. El hecho de que la interacciéon gluon-foton esté mediada por quarks hace que se

encuentre suprimida en comparaciéon con las restantes posibles en QCD.

4 En este texto utilizamos el término QCD pura para designar al modelo que solo tiene en cuenta a los quarks
y gluones, junto con sus interacciones.
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Antes de ahondar en la discusién de este modelo es necesario hacer algunos comentarios
importantes. En primer lugar, el estudio de fenémenos que involucran fotones es sumamente
relevante desde el punto de vista experimental, puesto que estas particulas proveen senales que
son mas faciles de interpretar en los detectores. El hecho de que los experimentos actuales se
lleven a cabo en colisionadores hadrénicos implica la presencia de una gran cantidad de particulas
fuertemente interactuantes en el estado final. Sin embargo, como la interacciéon foton-gluon esta
suprimida, los fotones pueden atravesar la materia hadronica sin alteraciones importantes. De
esta forma resulta més sencillo reconstruir su trayectoria y reducir el error en la medicién de sus

propiedades.

Por otra parte, como el foton no esta cargado ante el grupo SU(3), su presencia en un proceso
de scattering en QCD implica una simplificacién en las estructuras de color involucradas. Mas
atn, es posible utilizar la forma del lagrangiano (1.1.15) para obtener identidades ttiles en teorias

de gauge no Abelianas. Volveremos a este punto en el Capitulo 2

2. Cuantizacion de la teoria y reglas de Feynman

En QFT existen diversos procedimientos para cuantizar una teoria partiendo de un lagran-
giano clasico. En el caso de las teorias de gauge, y en vistas de una posterior aplicaciéon de
técnicas de calculo perturbativo, el formalismo de integrales de camino resulta muy tutil. Para

ello es necesario construir la funcional generatriz de la teoria.

Comenzando con la densidad lagrangiana £ dada en (1.1.15) se tiene que

Z X X U T 0] = N/DB/DCDC/DA“/D\I/D\IIeXp[ Yo /d4xG2[ ]]

exp{ San /d4xG2 [Aa]] exp [z/d‘*:c (E“Mgabcb+£)1, (1.2.1)

es la funcional generatriz asociada, en la cual fue necesario agregar corrientes para tener en cuenta

la presencia de los ghosts de Faddeev-Popov, representados por los campos fermiénicos ¢ y ¢. La
matriz Mg se relaciona con la funciéon de seleccion de gauge de acuerdo con

a(A) ()]

e [Au ()

Mo(z,9)a = W, (1.2.2)

det (Mg(z,9)w) = /DEDceXp _z/d4x/d4y5(x)Mg(a;,y)c(y) , (1.2.3)




lo que justifica la presencia de los ghosts, pues se utilizan para escribir el determinante de Mg en
términos de una exponencial. En general, dado que M involucra a los campos de gauge, los ghosts
interaccionan con los gluones y su término cinético corresponde al de un campo escalar no masivo.
Ademas, notese que la teoria resultante tiene un lagrangiano efectivo que incluye términos de
fijado de gauge. El procedimiento de fijado de gauge es necesario para eliminar la redundancia en
las integrales funcionales, puesto que se esta sumando sobre muchas configuraciones de campos
que son equivalentes. De esta forma, al aplicar el método de Fadeev-Popov, la integracion se
efecttia sobre un conjunto de representantes de los campos de gauge, esto es aquellos que satisfacen

las relaciones
GiB) = 0, (1.2.4)
Gy A = 0, (1.2.5)
con G; funciones suaves. Este truco permite reabsorber el volumen del grupo de gauge en la

normalizacién de la funcional generatriz®.

Una vez obtenida la funcional generatriz de la teoria, sabemos que es posible relacionarla

con la funcién de Green de n-puntos en el espacio de coordenadas. Por definicién, dados campos
«, . T a . . — .,

fermi6nicos W, W; y de gauge Aj asociados a corrientes x;, x; v JA, la funcion de Green de

n-puntos viene dada por

G (21, ... an) = <0 ‘T (\ifj(xl) () Az, ) ‘ 0> , (1.2.6)

siendo |0) el estado de vacio de la teoria y T el operador de ordenamiento temporal. Por otro

lado, se puede demostrar que vale

- 2 A —d —ad —d
O‘T Vo). (). .. A%ar,) .. ‘o -
< (JW b ) ALr) ) > dx;(@1) " dxg () AT (2yy)
Z [Xj’ X Jg]XZO’X:O’J:O ) (1.2.7)

o sea que la funcién de Green en el espacio de coordenadas esta relacionada con las derivadas
funcionales de la generatriz Z respecto de las corrientes. Sin embargo, debe tenerse en cuenta
que los tnicos elementos facilmente calculables de forma exacta en la teorfa son los propagadores
libres, que son las soluciones fundamentales de las ecuaciones de Euler-Lagrange para los campos
libres. Por ende, si se quiere calcular una funcion de Green para el lagrangiano (1.1.15) es nece-

sario realizar un desarrollo perturbativo. La idea fundamental de ese procedimiento es suponer

® Usando un lenguaje mas estricto, el procedimiento de Fadeev-Popov muestra como efectuar la integracion
sobre el espacio cociente de campos de gauge. La relacion que define dicho cociente es A = B si y solo si existe T’
transformacion de gauge tal que A = T[B]. Alternativamente, los elementos del espacio cociente quedan definidos

como soluciones de las ecuaciones (1.2.4) y (1.2.5).
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que el acoplamiento gs es pequeno, de forma tal de poder expandir en serie alrededor de gs = 0.
Estrictamente hablando hay muchas sutilezas matematicas entorno a este punto, principalmente
relacionadas con la nocién de convergencia y con el pardmetro de expansion. Respecto al primer
item, puede mostrarse que la expansién presenta convergencia asintética debido a que el acopla-
miento no es una constante numeérica, sino que tiene una dependencia funcional que proviene del
truncamiento del desarrollo perturbativo. Acerca de la eleccion del pardmetro de expansion en
teorias con varios acoplamientos independientes (como es el caso de QCD con fotones), en este
trabajo nos restringimos a considerar correcciones de QCD, por lo cual el paradmetro natural de

expansion sera gs.

Para formalizar la idea del desarrollo perturbativo, se comienza escribiendo el lagrangiano
como Lgss = Lo+ Ly, es decir una parte libre y otra de interaccion. Esta ultima se cancela
en el limite en el cual los acoplamientos de la teoria tienden a cero. Supongamos ademas que

G[A,] = d*A,, con lo cual la parte asociada a los campos libres puede expresarse como

1 Gy lAn] 1 G3[B,)
— _ (v a _—M__F;WFU_ 1 1%
Lo 100 G 209 4 " 20,
+ 80,0 0apc” + 2V 470,V (1.2.8)

con G, y F,, tensores de campo para los gluones y fotones, respectivamente. Por otro lado, el

término de interaccién es

Lrne = —gsUy" AT V) — €Wy B — gs fanet"Ou ALl

2
—%gsf“bcAfLA,‘j (O*AY — 0" AY) + %Sf“bcfadeAZAiAgAg : (1.2.9)

en donde j se encuentra sumado sobre los diversos sabores de quarks. El proximo paso es emplear
la identidad

F [%} / DAexp {z / d%A(x)n(x)} = / DA F [A] exp [z / d4xA(x)n(x)] , (1.2.10)

que permite reemplazar cada campo en L,; por la derivada funcional respecto a la corriente
asociada. De esta forma, escribiendo las funcionales exponenciales como series de potencias,
corrigiendo los signos debido a la conmutacion de campos de Grassman y considerando que las
constantes de acople e y gs son pequenas, se llega a un desarrollo perturbativo para la funcional

generatriz dado por

_ _ = (—ugg)™ / [ —ad 1d —ud
Z j s ‘7JM7‘]57 av “ = - 0 dz mre —
[X] X n,n ] I;) p1| 1 dJ(l;(Zl) ka(Zl)’y ka;(Zl)




00 (_ng>p2 / ) —d 1d —ud
Z p2| dz 1 fabc audj#(zll) dna<z/1) dﬁb(2/1>

X
p2=0
- (_ng)ps/ // fabc —ud —1d
~ 22 [ dz
X 2_: N 2 dJf(2) dJr(2")
p3=0 ¢
—ud —ud
oM — 10"
) ( ass(zn) dJs<z~1>)
" io: zgs |:fabcfade —ud —ud —ud —ud }
— dJy (y1) dJ¢(yr) A3 (y1) AT (yr)
@ej / { d i —ud ]
X
;ps)zo dJ“ 1‘1 d}@(l’l) d)zj(xl)
Zo x5, X5, I T8 0 0] (1.2.11)

en donde la funcional generatriz de la teoria libre es

Zo x5, X5, I T 0% = N / DBD¢ DcDA“DY DV exp [2 / d‘{wo]
exp [z/d% (ATt + B, J" —I—)_(j\Ilj)]

exp [z/d4sc (\I/jxj +*nt + fr‘;ac“)] . (1.2.12)

Con todo esto, recurriendo a las expresiones (1.2.7) y (1.2.9), también se tiene un desarrollo
perturbativo para la funcién de Green de n-puntos en el espacio de coordenadas. Obsérvese que
la funcion de Green finalmente puede ser expresada como sumas de productos de propagadores
para los diversos campos, integrados sobre los puntos intermedios, con un factor de peso que
depende de los vértices de interaccion que se estan incluyendo. Cada término no trivial, con
asociaciones de derivadas no equivalentes, constituye un diagrama de Feynman distinto, el cual

debe ir acompanado por un factor de conteo que tiene en cuenta la multiplicidad.

El siguiente paso consiste en hallar un desarrollo perturbativo para la funcién de Green
de n-puntos en el espacio de momentos, las cuales pueden obtenerse partiendo de las derivadas
funcionales de la generatriz Z y realizando una transformada de Fourier en las variables espaciales.
Debido a que la teoria debe respetar el grupo de isometrias de R*, la invariancia traslacional
es conservada y ello implica la conservacion de momentos. En consecuencia, los vértices iran
acompaiiados por un factor 2764 (3. p;) (siendo p; los momentos ingresantes en el vértice). De
este modo, se obtienen las reglas de Feynman para la teoria cuyo lagrangiano cléasico es (1.1.15),

las cuales se encuentran resumidas en las figuras 1.1 (propagadores en un gauge covariante) y
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Fig. 1.1: Propagadores en el espacio de momentos para los campos intervinientes en el modelo de QCD

con fotones, utilizando un gauge covariante genérico.

1.2 (vértices, sin el factor mencionado en este parrafo), junto con su representacion pictorica
habitual.

Una vez introducidos formalmente los diagramas de Feynman es posible clasificarlos de acuer-
do a su topologia. Trabajando en el espacio de momentos, cada linea del diagrama se asocia
univocamente a un momento. Las lineas externas (esto es, aquellas que tienen un extremo libre)
se asocian con los momentos externos, que son las variables fisicas de las cuales puede depen-
der la funciéon de Green bajo consideracion. Por otro lado, las lineas internas (es decir, las que
tienen ambos extremos conectados a un vértice) transportan momentos internos. Diremos que
un diagrama tiene nivel arbol o tree level si todos los momentos internos quedan univocamente
definidos por los momentos externos. Por el contrario, un diagrama con [ lazos o loops implica la
presencia de [ momentos internos libres (esto es, que no estan definidos atn fijando los momentos
externos). Debido a que estos momentos se asocian con particulas virtuales no observables, es
necesario integrarlos. Asi, por cada loop se introduce una integral f %. A su vez, cada integral
va acompanada por un factor —1 si se trata de un loop de fermiones o 1 si se trata de un loop de
bosones o de ghosts. También si un loop contiene m bosones idénticos en su interior es necesario

introducir un factor de simetrfa (m!)=1.

Como comentario final, debe tenerse en cuenta que las reglas de Feynman encontradas son
véalidas en un espacio-tiempo 4-dimensional. Al trabajar en un espacio D dimensional se deben
efectuar algunas correcciones. Las mismas se relacionan con un cambio en la métrica y la necesi-

dad de incluir factores adecuados para mantener las constantes de acoplamiento sin dimensiones®.

6 La adimensionalidad de las constantes de acoplamiento de una teorfa se relaciona con la posibilidad de

renormalizarlas y absorber las divergencias ultravioletas. Mencionaremos brevemente este punto en el Capitulo 3.
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Fig. 1.2: Vértices de interaccién para la teorfa QCD con acoples electromagnéticos. No se incluye el
factor de conservacion de momento. Estas reglas permiten reconstruir la funciéon de Green de
n-puntos en el espacio de momentos. Los indices i y j denotan los colores de los quarks (3,
j corren de 1 a 3), no sus sabores. Apréciese que la teoria empleada no contiene vértices que
mezclen sabores de quarks. Se utiliza la convencién de momentos salientes y S representa el

simetrizador.

2.1. Elecciéon de gauge

Las teorias que estamos considerando son invariantes ante transformaciones de gauge. Sin
embargo, al momento de efectuar calculos concretos generalmente es necesario elegir algin gauge
en particular. Dependiendo de la eleccion realizada, el contenido de particulas, el tipo de diagra-
mas de Feynman posibles y la forma de escribir los propagadores de los campos de gauge puede
ser diferente (1; 2; 3).

Para ver los cambios introducimos por el gauge elegido, consideremos el lagrangiano de gluones

libres con el término de fijado de gauge y ghosts, esto es

1 G2 a
LOCD+GF+ghost = —ZGZ”GZV - % +E%9,0"SapC” (1.2.13)
&%)

y también

Lt = & (Mga — 0,0"6m) ", (1.2.14)
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que es el término de interaccion gluon-ghost. Como mencionamos previamente, el propagador de
un campo se obtiene resolviendo las correspondientes ecuaciones de movimiento con una fuente
puntual, por lo que éste incluye una dependencia explicita en la funcion Go [A;‘ﬂ introducida
en el procedimiento de Fadeev-Popov. Por otro lado, si miramos el término de interacciéon nos
damos cuenta que las restricciones que impongamos sobre Aj repercuten en el acoplamiento
gluon-ghost. Debido a que los ghosts son objetos introducidos artificialmente en la teoria, no
tienen existencia fisica. En consecuencia, si se desacoplan de los gluones pueden ser eliminados

de la teoria ya que no interactuaran con ninguna entidad observable del modelo.

En consecuencia, elegir la funcional GG, corresponde a seleccionar un gauge especifico. Hay

dos elecciones que se suelen utilizar frecuentemente en QCD:
= ¢l gauge covariante
Gy [Al] = 9" A, (1.2.15)
que se uso para particularizar la funcional generatriz en la discusion previa;

= v los gauges axiales o fisicos,
Gy [Al] = nt AL (1.2.16)

en donde n es un vector arbitrario.
Cada eleccion tiene sus ventajas y desventajas. Para empezar, el propagador en un gauge cova-
riante viene dado por

. 1 k,k,
Dg)varlante (k,)w/ _ <—77,w + (1 _g) H ) , (1217)

k2 + 1€ k2

en donde £ es un parametro arbitrario; el caso & = 1 se conoce como gauge de Feynman. Por

otro lado, para un gauge fisico se tiene

Dgxial (k’)

2 2
kuny‘i_nﬂku . n +£k k‘uky> : (1218)

v
weo k2+26(_77uv+ n-k (n-k)?

que es una expresion mas complicada que la definida en (1.2.17). La principal desventaja de
(1.2.18) radica en la presencia de denominadores de la forma n - k£ que pueden introducir di-
vergencias espurias en los célculos. Es importante senalar la presencia del término +ue en el
denominador, que define una prescripcion (en este caso, si € > 0 se conoce como descripcion de
Feynman) y permite resolver univocamente la ecuacion de movimiento para calcular Dg. Volve-
remos a este tema cuando hablemos de integrales de Feynman, y en particular cuando tengamos

que lidiar con las correspondientes expresiones en gauges fisicos.



Por otro lado, analizando el término de interaccién se encuentra que
fopente = 9FE 0" Gap — gs fapeO" T AL, (1.2.19)
en un gauge covariante, mientras que en los gauges fisicos se tiene
Ly = —e"nt9,c, (1.2.20)

en donde se puede apreciar el desacople gluon-ghost. La forma clasica de interpretar estos resul-
tados es que en los gauges covariantes los ghosts se acoplan a grados de libertad no-fisicos de
los gluones, mientras que en los gauges axiales solo sobreviven las polarizaciones fisicas de los

bosones vectoriales.

Para finalizar esta seccién es importante mencionar un tipo de gauge fisico que tendra especial
relevancia en este trabajo. Estableciendo £ = 0 y n? = 0 (el vector introducido es tipo luz o
light-like) se tiene el denominado light-cone gauge o LCG. Como veremos en el Capitulo 6, las

propiedades de factorizacion se pueden escribir de forma més simple en el LCG.

3. Amplitudes de scattering

En la seccion anterior se motivo el calculo perturbativo de la funcién de Green de n-puntos en
el espacio de momentos para la teoria QCD con acople electromagnético y fermiones no masivos.
Sin embargo, las funciones de Green, por si mismas, no son observables fisicos. La cantidad que
suele medirse en los colisionadores de particulas es la seccion eficaz de dispersion o scattering (u
otras directamente vinculadas con ella). Para poder relacionar la seccion eficaz con las funciones

de Green, es 1til comenzar con una descripcion de la matriz S.

Considérese un estado inicial |P;,, ..., P,

—T), en el marco de una teoria libre en el instante
—T'. Dicho estado describe un conjunto de particulas con impulsos bien definidos (o sea, es auto-
estado del operador momento). Entre los instantes —t y ¢ (con t < T') se activa una interaccion,

que hace evolucionar al estado mediante un operador U. Aplicando este operador U al estado

|Pyy, ..., Py, —T), se puede calcular el estado evolucionado al instante 7.
Recordando las nociones clasicas de los procesos de scattering, se busca cuantificar la pro-
babilidad de que particulas con momento F; ,..., P, en =T tengan momento Py ,..., P, en

T. Por ende, al pasar a QFT, esto se traduce en calcular la probabilidad de transicién entre los
estados |P;,, ..., P\, T) y | Py, ..., P, T). A partir de aqui, usando el operador evolucién U se
define la matriz S (S-matriz o matriz de scattering) como

Spr = (P, Pry, TPy, Py, T)

N

= (Py,...,Pp, . T|UT,T)|Py,..., Py, —T) , (1.3.1)
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Fig. 1.3: Reglas de Feynman para los factores que deben agregarse en las patas externas al calcular la
matriz S, en reemplazo de los propagadores asociados. Estas reglas se complementan con las
exhibidas en las figuras 1.1 y 1.2, para los propagadores y los vértices de interaccién, respecti-
vamente. Los indices griegos son de Lorentz, i corre sobre los colores de los quarks y a sobre

los distintos gluones. s indica el spin y A indica la polarizacién de los bosones de gauge.

en el limite ¢ — oo, con F' y I designando las configuraciones de momentos iniciales y finales,
respectivamente. De este modo, la matriz S cuantifica la superposiciéon entre el estado inicial
disponible y un estado final buscado. Ademas, suele definirse una matriz adicional, 7, que se
obtiene a partir de la matriz de scattering restando la identidad. O sea Sgp; = Id + Tg;. Con-
ceptualmente, la matriz T corresponde a la amplitud de probabilidad de efectuar una transicién
entre estados con configuraciones de momentos estrictamente distintas. La conservacion de la

probabilidad se traduce en la unitariedad de la matriz S, lo que lleva a la condicién
SST=1d & 2Im(T)=TT", (1.3.2)
que es la base del teorema 6ptico (ver Capitulo 7 de Ref. (1)).

El proximo paso es vincular la matriz S (o, equivalentemente, la matriz 7°) con la funcién de
Green en el espacio de momentos. Para esto se emplea la formula de reduccion LSZ (4). Dicha
formula (cuya demostracion para casos sencillos puede encontrarse en la mayoria de los libros de
QFT, por ejemplo en Ref. (1)) establece que la matriz S para el scattering de N particulas en M
puede obtenerse a partir de la funcién de Green conexa y amputada de N+ M-puntos en el espacio
de momentos. De esta manera, al trabajar en el régimen perturbativo de la teoria, se hereda una
descomposicion en diagramas de Feynman conexos y amputados para la matriz de scattering. Por
ende, existen también reglas de Feynman para la matriz S, las cuales contienen a las asociadas a
la funciéon de Green de n-puntos en el espacio de momentos y se adicionan reglas para identificar
las particulas de los estados inicial y final. Estos factores adicionales aparecen al amputar los
diagramas y se exhiben, para el modelo descripto por la densidad lagrangiana (1.1.15), en la

figura 1.3.

Notese que cuando aparecen fermiones en las patas externas deben sustituirse los propa-

gadores por espinores; al aparecer gluones o fotones los propagadores se reemplazan por los



correspondientes vectores de polarizacion. Para el caso de particulas escalares, como el boson de

Higgs, no deben agregarse factores adicionales.

Por otro lado, varias teorfas de campos cuanticos, incluida QCD con acoples electromagné-
ticos, respetan la invariancia de Poincaré 4-dimensional. Esto se traduce en la apariciéon de una
delta de Dirac en la matriz S que fuerza la conservacion del impulso en las patas externas. Por

convencion suele definirse un nuevo elemento de matriz, A, como

7—FI(‘P’517"’7 in;Pf17"'7me) = 2(277-)45(4) (ZPZ'J'_ZPff)
j=1 j=1

AFI(Pz’l’”'; in;Pflv"'7me> 3 (133)

de forma tal de separar la conservaciéon de momentos del resto del proceso de interaccion. La
cantidad A se conoce como amplitud de scattering y es uno de los objetos fundamentales para
efectuar calculos en QFT. Estrechamente relacionada con A, es posible definir lo que se conoce
como amplitud de scattering amputada, A,mp, que se calcula utilizando las mismas reglas de
Feynman pero no se colocan factores adicionales acompanando a las patas externas de los dia-
gramas. En este trabajo utilizaremos fuertemente estos objetos, en particular, las amplitudes con

la pata inicial amputada (ver Capitulo 6 para méas detalles).

3.1. Secciones eficaces

Hasta el momento, todas las definiciones efectuadas corresponden a objetos de interés teorico.
Sin embargo, debe tenerse en cuenta que detras de estos formalismos matemaéticos se encuentra un
modelo fisico para explicar el comportamiento de los constituyentes fundamentales de la materia.
Por ende es necesario contrastar la teoria con la realidad, definiendo cantidades que puedan ser
medidas experimentalmente. Dado que la principal fuente de datos experimentales proviene de

colisionadores de particulas, resulta de gran utilidad calcular secciones eficaces de scattering.

El concepto de seccion eficaz aparece en varias areas de la fisica, y se relaciona con la capacidad
de obtener informaciéon acerca de un objeto a través de patrones de dispersion. Centrandonos
en el contexto de fisica de particulas, es posible efectuar colisiones contra un blanco fijo o bien
entre ellas. La relacion entre el niimero de particulas dispersadas e incidentes permite definir la

seccion eficaz del proceso en cuestion.

Teniendo la definicién de T, a través de la matriz A, es posible obtener una expresion para
la seccion eficaz de scattering. Por empezar la probabilidad de transiciéon por unidad de tiempo

en términos de la matriz 7 se puede escribir

2
P = %IT' : (1.3.4)
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en donde N es un factor de normalizacion dado por
N = (B,....,0, | Py,....0P,)(Pp,.... P, | Pr,,-.., Py,,) (1.3.5)

Por convencion, en este trabajo se adoptara la normalizacion (p| ¢) = 2E(21)°0® (5 — §) para

estados de una particula. De esta manera, suponiendo que la regiéon espacial considerada tiene

un volumen V finito, vale 6™ (0) = (;FT)4 y con ello la ecuacion (1.3.4) toma la forma, para el
caso de colisiones 2 — n
: (2m)" | Apr [ - S|
P = S WP+ Pp-) P — 1.3.6
AELERV AT lE jzl 7 HQEZ-V’ (1.3.6)
en donde P4 y Pg son los cuadrimomentos de las particulas entrantes y P; (con i =1,...,n) los

momentos asociados a las particulas presentes en el estado final. Adviértase que (1.3.6) muestra
que, con esta definicion, la probabilidad de transicién por unidad de tiempo es constante (vista

como funcion de T).

El préoximo paso es normalizar P y sumar sobre los estados finales deseados. Es asi que se
define la seccién eficaz de scattering como

Ao = Zg (1.3.7)

P]' €N

siendo ¢ el flujo de particulas incidentes y 2 una regién en el espacio de momentos del estado
final. Para el caso de colisiones binarias, suele elegirse ¢ = V|4 — U5|. Luego, considerando

el limite V' — oo se puede definir la seccion eficaz diferencial de scattering como

Jr - (27r)4|AF1|2 W [ Py + Py — ip, ﬁﬂ (1.3.8)
AE,Ep |04 — Ug] 1) 2B (2n)

j=1 i=1

en donde la productoria que involucra los diferenciales de los momentos de las particulas se
conoce como diferencial de espacio de fase. La energia F; de las particulas presentes en el estado
final se relaciona con sus momentos p; a través de la relacién de dispersion correspondiente. En
el caso de particulas no masivas, vale |p;| = E;. Por otro lado, es posible reescribir el espacio
de fases utilizando notacion estrictamente covariante. Para ser més estrictos, el espacio de fases

asociado a n particulas se puede escribir como

n

n d*p; ~r d'P;
=1 v =1

en donde utilizamos la distribucion 6, (P?) para exigir que solo se consideren aquellos estados con

P? = 0 (particulas no masivas) y F; > 0 (energia positiva). Mas adelante veremos que existe una



relacion muy estrecha entre integrales de espacio de fases e integrales de loop (también llamadas

integrales de Feynman).

Cabe senalar que es posible simplificar la expresion (1.3.8), integrando sobre las variables que
quedan definidas por la conservacion del impulso y eligiendo un sistema de referencia adecuado.

Por ejemplo, para colisiones 2 — 2 trabajando en el sistema centro de masa (CM) se tiene

do_ Mpr |p] (13.10)
dQ 6472 Ecn’ pi] o

en donde se utiliza Mp; = |./4F1|2 para identificar al elemento de matriz al cuadrado, 2 mide
el angulo solido desde una de las particulas incidentes y [p;l, |pf| designan el moédulo del vec-
tor momento de las particulas iniciales y finales, respectivamente. Notese que si las particulas

involucradas tienen igual masa, la expresion se torna atin mas compacta pues |p;| = |py|.



2. NOCIONES ACTUALES DE QCD

En este capitulo se describen técnicas modernas para el célculo de amplitudes de scattering
en QCD. La primera de ellas, conocida como método de descomposicion de color, permite iden-
tificar estructuras a nivel amplitud y reducir notablemente el ntimero de diagramas de Feynman
involucrados en los calculos. Por otro lado, el método de helicidad explota las propiedades de los
vectores de gauge y de los espinores para simplificar las contribuciones a una dada amplitud de

scattering. Para concluir, se describe el espacio de color+espin y se definen los cargas de color.

1. Motivaciones técnicas

El modelo estandar fue planteado hace mas de cuatro décadas. Desde entonces, se han realiza-
do una gran cantidad de calculos de secciones eficaces de scattering y otros observables relevantes
experimentalmente. Gran parte del trabajo teodrico fue desarrollado en el contexto de teoria de
perturbaciones, usando la expansion en diagramas de Feynman como una de las principales he-
rramientas. Sin embargo este enfoque comenzé a resultar poco eficiente conforme los procesos

estudiados involucraban més particulas y requerian mayor precision.

Hace poco mas de una década, no habia demasiados observables de QCD calculados con
precision de next-to-next-to-leading order (NNLO o tercer orden en teoria de perturbaciones)
y la gran mayoria de ellos eran totalmente inclusivos (esto es, el calculo de la seccion eficaz
completa integrando sobre todo el espacio de fases de las particulas salientes). Asimismo, los
célculos con precision NLO (segundo orden en teoria de perturbaciones o next-to-leading order)

solo estaban disponibles para procesos con cuatro o menos particulas en estado final.

Sin embargo, para llevar a cabo el proceso de contrastacion teédrica del modelo estandar
o buscar nueva fisica, es necesario utilizar observables cada vez més complejos (esto es, con
més particulas en estado final) y ser capaz de calcularlos con mayor precision (es decir, a érdenes
superiores en teoria de perturbaciones). De hecho, se sabe que las correcciones de QCD a procesos
generados en colisionadores hadronicos son tan grandes que los céalculos efectuados a primer
orden solo pueden considerarse como estimaciones cualitativas. Para tornar la situacion ain més

compleja, existe una estrecha relacion entre aumento de precision e incremento del nimero de



particulas en los procesos. Esto se debe a que muchos métodos de calculo a nivel hadrénico (por
ejemplo, el método de sustraccion (7; 8)) requieren emplear elementos de matriz con particulas
extra para combinarlos con las correcciones que involucran loops y obtener un resultado finito

mensurable experimentalmente.

En consecuencia, desde el punto de vista teérico, aumentar la precision exige considerar mas
particulas en estado final y lidiar con mas loops. Pero en el enfoque de diagramas de Feynman
clasico estos requisitos se traducen en una proliferaciéon exponencial de diagramas, los cuales a

su vez son cada vez mas dificiles de resolver.

Para resolver diagramas que involucran muchos loops se han desarrollado técnicas que permi-
ten atacar el problema desde dos enfoques distintos. Por un lado, como veremos en el Capitulo 5,
en los dltimos anos se realizo un gran progreso en técnicas de calculo de integrales de Feynman.
Por otro lado, los métodos de unitariedad explotaron ciertas propiedades de los elementos de
matriz para reducir las expresiones involucradas. Estos métodos fueron muy utilizados a 1-loop

(ver (9)) y en la actualidad se esta trabajando para extenderlo a 2-loops (ver (10)).

Aun a tree-level es posible encontrar serias dificultades cuando el nimero de particulas en
estado final aumenta. Por esta razon, el enfoque de diagramas de Feynman debe ser comple-
mentado con técnicas que permitan efectuar los calculos de forma més eficiente. Siguiendo esta
perspectiva, en las siguientes secciones explicaremos el formalismo de descomposiciéon de color
y el método de helicidad. La combinacion de ambas estrategias es crucial para avanzar en la

barrera multi-particula y multi-loop.

2. Descomposicion de color

Antes de adentrarnos en la descripcion del formalismo de descomposicion de color, realicemos
una breve digresién informal sobre el rol del grupo en una teoria de gauge!. Un grupo G es un
conjunto de elementos, dotado de una aplicacién binaria p : G X G — G que posee elemento
identidad y cuyos elementos son todos inversibles. El elemento inverso se suele denotar a~*
(aunque formalmente corresponde escribir b = a™! tal que u(a,b) = Id = p(b,a)). Cuando la
operacion es conmutativa, se habla de grupos Abelianos; en caso contrario se dice que son no
Abelianos. Los generadores del grupo son elementos del mismo que permiten obtener cualquier
otro elemento usando la operacion p. Por ejemplo, (Z,,+) es un grupo ciclico generado por 1
mientras que (SU(N¢),.) es un grupo no Abeliano infinito formado por matrices de tamano

N¢ x N¢ unitarias con determinante 1, que es infinitamente generado.

! Para el lector interesado, puede encontrarse una discusién més detallada en Ref. (11) y las referencias alli
indicadas.
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Dado un grupo es posible construir un grupo de Lie, que es el que define una teoria de gauge.
Un grupo de Lie es una variedad diferencial definida por un grupo G y operaciones i : GXG — G
(producto) e i : G — G (inversa), que son diferenciables. Por otro lado, el algebra de Lie g se
obtiene como el algebra de grupo de G sobre un cuerpo K (en nuestro caso de interés, el cuerpo
podra ser R o bien, méas en general, C). Un elemento del algebra se expresa como ) A, g con
g € Gy A, € K. Debido a que tiene estructura de espacio vectorial, el algebra de Lie admite
generadores T. Mas atn, apelando al mapeo exponencial, es posible relacionar un grupo de Lie
con su correspondiente algebra: es decir, todo elemento de G se puede obtener a través de la
exponenciacion de un elemento del algebra de grupo. El algebra es isomorfa al espacio tangente
del elemento identidad del grupo y los generadores T corresponden a una base de TiuG. Por
ende, los elementos del dlgebra se pueden tratar como campos y se compatibilizan las nociones de
derivadas de Lie (sobre campos) con corchetes de Lie (sobre elementos del algebra). Lo importante

aqui es observar que g queda definida por
[T, T"] = 1fue V2T", (2.2.1)

en donde f,;. son las constantes de estructura. Desde el punto de vista algebraico, los elementos
que satisfacen (2.2.1) son generadores de una representacion del algebra g. Asi, se puede definir
una representacion fundamental y una representacion adjunta, en la cual los elementos T se

identifican con aplicaciones lineales.

Por otro lado es importante sefialar que los generadores de un algebra de Lie verifican
[[T°, 7], T°] + [[T°, 1], T°] + [[T°,T] ., T*] = O, (2.2.2)

que se conoce como identidad de Jacobi. Consecuencia del caracter antisimétrico de los corchetes
de Lie, esta identidad es relevante para llevar a cabo demostraciones de otras propiedades que
resultan tutiles en los célculos fisicos. También tienen importancia fisica los invariantes de Casimir,
que son elementos pertenecientes al centro del algebra (esto es, que conmutan con todos los
otros elementos) y, en particular, los correspondientes invariantes inducidos sobre las posibles

representaciones.

Volviendo a la discusion fisica, vamos a centrarnos en una teoria de gauge asociada al grupo
SU(N¢), en donde N¢ es el correspondiente nimero de colores del modelo. En QCD (o QCD con
acoples electromagnéticos) debemos especificar No = 3, aunque es posible llevar a cabo la discu-
sion de forma completamente genérica. Asi, en el resto de esta seccion, el término gludn se usara
para designar a un vector de gauge de SU(N¢) que pertenece a la representacion adjunta de dicho
grupo, por lo que lleva etiquetas con indices de color a = 1... NZ — 1. Por su parte, los quarks y
antiquarks son elementos de la representaciones fundamental y antifundamental, respectivamen-

te, llevando etiquetas de color 7,7 = 1... N¢. Los generadores de la representacién fundamental



SU(N¢) son matrices No X N¢ hermiticas y sin traza, T = (T®)], cuya normalizacion se fija de
acuerdo a la relaciéon
Te(T°T") = Tr 6, (2.2.3)

considerando, usualmente, Tr = 1. Cabe senalar que la normalizacion de los generadores puede
elegirse arbitrariamente. Los resultados fisicos son independientes de esta eleccion, aunque pueden
ocurrir cambios en pasos intermedios de los célculos. En particular, esta convencion resulta ttil
para evitar que aparezcan factores v/2 en la definicion de las amplitudes primitivas, aunque seré

necesario compensarlos en la definicion de las reglas de Feynman sin color.

En la literatura, las matrices T para el caso No = 2 se llaman matrices de Pauli, mientras que
para el caso N¢o = 3 son conocidas como matrices de Gell-Mann. Por otro lado, la representacion
adjunta puede obtenerse a partir de las constantes de estructura, definiendo sus generadores

como

T(A) = tfape, (2.2.4)
dado que satisfacen la relacion (2.2.1). Respecto de la normalizacion, se fija de acuerdo a
Tr(T*(A)T"(A)) = Ta 6, (2.2.5)

con Ty = N¢.
Teniendo los generadores de forma explicita es posible verificar que
T°T* = Crlde, (2.2.6)
T (A).T*(A) = Cyuld(A), (2.2.7)
en donde C'y y CF son los invariantes de Casimir asociados a la representaciones adjunta y

fundamental, respectivamente. Id¢ se usa para denotar el elemento identidad en la representacion

fundamental, mientras que Id(A) es la identidad en la adjunta. Ademas, se puede demostrar que

Ca = Ta=Ne, (2.2.8)
NZ -1
= 2.2.
CF 2NC ) ( 9)

usando para ello una de las identidades de Fierz,

i 57 (2.2.10)

3 X 51 1
TY(TY, = &6, — —567
( )7,( )'L [} NC )

que resulta muy util para reinterpretar las interacciones en teorias SU(N¢) en términos de flujo

de color, como se esquematiza en la figura 2.1. También es posible pensar en esta identidad como
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Fig. 2.1: Interpretacion pictorica de las identidades (2.2.10) y (2.2.11). Si los indices de la representacion
fundamental (antifundamental) se identifican con lineas entrantes (salientes), luego los gluones
corresponden a lineas dobles. El flujo disconexo de color esta suprimido por un factor 1/N¢,
de acuerdo a la identidad de Fierz. El vértice triple puede pensarse como la resta de dos lazos

de color que fluyen con sentidos opuestos.

una consecuencia directa de que los generadores de SU(N¢) tengan traza nula, siendo el término

proporcional a 1/N¢ el responsable de implementar dicha condicion.

El formalismo de descomposicion de color consiste en expresar la estructura de color que
acompana a cualquier diagrama utilizando tnicamente matrices T (esto es, generadores de la

representacion fundamental). Para ello apréciese que

Fare = —Ti [Tr (T°T"T°) — Ty (T*T°T")] , (2.2.11)
F

en donde se utilizaron (2.2.1) y (2.2.5). Teniendo en mente las reglas de Feynman expresadas en
el Capitulo 1 (ver figura 1.2) notemos que todos los vértices de interaccion pueden ser escritos
en términos T (o bien, T%). Para la interaccion quark-gluon es trivialmente valido. Si definimos

la funcion
Vag (07, 95,05) = (p1—p2)’n™ + (p2 — p3)"n"” + (ps — p1)"n™, (2.2.12)
luego el vértice de tres gluones se puede escribir como
vgs [Tr (TT°T¢) — Tr (T“TT")] Vs, (P, 05, 15) - (2.2.13)

La posibilidad restante, el vértice de cuatro gluones, involucra términos multiplicados por el

factor fupefede, que puede ser reescrito como

fabefcde = _% [TI‘ (TaTbTCTd) —Tr (TaTdeTc)



— Tr (T*T°T'T) + Tr (T°T'T°T")] , (2.2.14)

en donde usamos las relaciones (2.2.10) y (2.2.11). Notese que las contribuciones proporcionales
a 1/N¢ introducidas por la identidad de Fierz no aportan al resultado final, con lo cual siempre

se obtiene una tnica traza con todas las posibles permutaciones de elementos en su interior.

Consecuencia de las relaciones mostradas, todos los diagramas podran escribirse de forma
genérica como combinaciones lineales de estructuras de color (productos o trazas de matrices
T) por factores cineméticos. Por ejemplo, generalizando la identidad dada en (2.2.14), es posible

demostrar que la amplitud de scattering de n gluones a nivel arbol se puede escribir como

AY ({pishiyai}) = g872 Y Te(Tw ... T%0) AD (o(1M),... o(n")) ,(2.2.15)

n
0ESn/ln

en donde {p;, h;,a;} son los momentos, helicidades y colores de los gluones, S,/Z, es el grupo
de permutaciones no-ciclicas de n elementos (es decir, identificando las que dejan invariante la
traza de n matrices) y las cantidades A(®) se conocen como amplitudes parciales. Las amplitudes
parciales solo contienen informaciéon cinematica y dependen del ordenamiento de las particulas en
cuestion. Mas atin, se dice que las amplitudes parciales son color-ordered, pues solo reciben con-
tribuciones de ciertas estructuras de color. De esta forma, el calculo de las mismas es més sencillo

que el de las amplitudes completas. Estos objetos poseen algunas propiedades interesantes:

1. son invariantes frente a reordenamiento ciclico;

2. cumplen la identidad de reversion, esto es,

AW (1P k) = (=) AW (nfn L 1) (2.2.16)
3. las singularidades solo pueden ocurrir cuando dos particulas adyacentes se vuelven paralelas

o cuando alguna es emitida con energia nula.

Ademas es posible usar operaciones de paridad y conjugacion de carga para calcular otras ampli-
tudes parciales, lo cual indica que muchas de ellas no son independientes. En particular, existe
una relacion no-trivial que permite agregar nuevas restricciones a estos objetos. Dicha relacion
se conoce como identidad de desacople U(1) y se puede derivar extendiendo el grupo de gauge a
U(N¢). Como U(N¢) = SU(N¢) x U(1), sera necesario agregar un nuevo generador proporcional
a la identidad. En términos fisicos, esta extension seria compatible con agregar un fotén B de
QCD a la teoria. Notese que esto no es lo mismo que trabajar en QCD+QED (modelo definido
en el Capitulo 1), pues dicha teoria posee constantes de acoplamiento distintas para gluones y

fotones. Sin embargo, como la identidad conmuta con cualquier generador de SU(N¢), fiape = 0
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para todos b,c, lo cual implica que no existen vértices de interaccion que mezclen gluones y
fotones. Consecuencia de esto, resulta que A, ;.4 = 0. Pero, es interesante notar que, desde el
punto de vista puramente cinematico, no hay diferencias entre fotones y gluones. De esta forma,

las amplitudes primitivas no distinguen entre estas dos particulas. Asi, se obtiene que

0 = A9 1,2,....n—1,n)+A9D2,1,....n—1,n)+... (2.2.17)

+
o

2
S
w
—
2

n

relacion que puede demostrarse facilmente con las ideas discutidas en este parrafo. Cabe senalar
que también se puede probar esta expresiéon usando técnicas supersimétricas, por lo cual suele

ser conocida como identidad de Ward supersimétrica.

Usando amplitudes primitivas se pueden escribir todas las amplitudes a nivel arbol de QCD,
factorizando en todos los casos las estructuras de color. Para algunos procesos, como el scattering
de gluones, es posible obtener férmulas validas para cualquier nimero de particulas. La presencia
de quarks complica las expresiones, pues en ese caso quedan indices libres. De este modo es
posible tener contribuciones que involucren trazas y productos de matrices T, también con

indices libres. Para procesos con un par gg y n — 2 gluones se tiene,

AY ({pi hivai}) = g™ Y (Tow. . To)]

O'eSn72

x A (1202 0(3"), ..., a(n") | (2.2.18)

»“q

en donde se indican explicitamente los fermiones colocando un subindice. Para procesos con
més pares qq aparecen mas cadenas de productos de matrices, y el niimero de estructuras crece
notablemente.

Por otra parte, este formalismo es adecuado para tratar amplitudes con loops. Por supuesto,
incrementar el nimero de loops o incluir lineas fermidnicas dificulta la obtencion de féormulas

generales. Para el scattering de n gluones a 1-loop se puede escribir

AW ({ps, hiyai}) = g2 Z NeTr (T ... T%m) AS% (o(1™),... ,U(nh”))

c€Sy /L

[n/2)+1
+ Y Y T, T ) Ty (T, T

c=2 UESn/Sn;c

AS?; (c(1'),...,o(n"))], (2.2.19)

X

en donde AS& son amplitudes parciales a 1-loop, S,.. es el conjunto de las permutaciones de n

elementos exceptuando aquellas que dejan invariantes ambas trazas separadamente y [z] es el
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Fig. 2.2: Reglas de Feynman color stripped, para la obtencién de amplitudes primitivas en el formalismo
de descomposicion de color. Se muestran las reglas para: a)- vértice qgg, b)- vértice gqg, c)-
tres gluones, y d)- cuatro gluones. Se utiliza siempre la convencién de momentos salientes y el

ordenamiento en el etiquetado sigue el sentido horario.

. . . 1 P
mayor entero menor o igual a x. Las amplitudes parciales A%;Z pueden ser expresadas en términos
(1)

de las amplitudes primitivas, A, ;, las cuales tienen la ventaja de ser color-ordered.

Con respecto a la aplicacion de estas técnicas a calculos de secciones eficaces, recordemos que
es necesario obtener el elemento de matriz al cuadrado, sumando sobre los colores entrantes y
salientes puesto que el color no es fisicamente observable. Al momento de llevar a cabo dichas
sumas serda muy util emplear la identidad de Fierz para combinar productos de matrices 7.
Maéas atn, el empleo de estas técnicas permite obtener, de forma completamente natural, un
ordenamiento en potencias de 1/Ng. Como en QCD es N¢ = 3, dos dérdenes de diferencia en tal
expansion involucran una supresion del orden del 10 % en las correspondientes contribuciones. Por
ende, al tratar procesos muy complicados (sobre todo con varios loops o muchas particulas), es
frecuente truncar el desarrollo y retener contribuciones dominantes en N¢. Es més, al considerar
el limite No — o0, solo contribuye la potencia mas alta en Ng y el manejo de la estructura de

color se torna notablemente més sencillo.

Por ultimo, podemos introducir las denominadas reglas de Feynman sin color o color stripped,
las cuales se obtienen a partir de las reglas convencionales para SU(N¢) pero seleccionando sola-

mente aquellos términos que tienen un ordenamiento especifico de las particulas de acuerdo a su
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estructura de color y dejando tinicamente la contribucion cinematica?. En el caso de la interac-
cion quark-gluon, solo se factoriza la matriz T*. Sin embargo, dado que importa el ordenamiento
de las particulas, tendremos que distinguir dos casos. Como se muestra en la figura 2.2, para el
ordenamiento ¢gg (en sentido horario) el vértice quedara —\/Lﬁfy“. En cambio, se tiene \/Lify“ para
dqg- Para el triple vértice, fijamos el ordenamiento de las patas externas en sentido horario y
tomamos la estructura proporcional a Tr (T“TbTC), lo que lleva a que se pueda escribir
1

E VSg (p/fapg7p§) ) (2'2'20>
apelando a la funciéon Vs, definida anteriormente. Finalmente, aplicando reiteradamente la for-
mula dada en (2.2.14) y seleccionando la estructura proporcional a Tr (T“TbTCTd), se tiene

que
?
2
es el vértice correspondiente a la interaccion de cuatro gluones. Con estas reglas es posible escribir

(277,up77uo — NuwTpo — 77;wﬁup) ) (2221)

cualquier amplitud parcial a nivel arbol; las mismas se encuentran resumidas en la figura 2.2.
Por construccion, la validez de estas reglas se restringe al caso en el cual el ordenamiento de
las particulas esta fijo (lo que se conoce como amplitudes color-ordered). En amplitudes que
involucran loops, las amplitudes parciales podrian no ser color-ordered, por lo cual habra que
descomponerlas en amplitudes primitivas y calcular estas tltimas usando las reglas de Feynman

sin color.

3. Formalismo de helicidad

La idea del formalismo de helicidad consiste en trabajar a nivel amplitud y tratar de forma
separada cada configuracion de helicidades: el resultado total se obtendra sumando los cuadrados
de cada amplitud separadamente. Entonces, comencemos discutiendo un poco sobre espinores y

su utilidad para escribir amplitudes de scattering.

Las teorias de gauge usualmente consideradas respetan la invariancia de Poincaré del espacio-
tiempo 4-dimensional. Desde el punto de vista geométrico, podemos pensar que el espacio-tiempo
corresponde a la variedad pseudo-Riemanniana (R*,7) con 7 la métrica de Minkowski habitual.

El correspondiente grupo de isometrias es el grupo de Poincaré, que tiene como subgrupos las

2'Si bien el formalismo no lo exige, es ttil factorizar también la constante de acoplamiento gg. Esta es la
convencion seguida usualmente en la literatura (ver Ref. (12), por ejemplo) y presenta la ventaja de permitir

expresar las amplitudes parciales usando tnicamente informacién cinemética.
3 Respecto de la signatura, en este trabajo utilizamos (+, —, —, —) para dimension 4. La extensién a D dimen-

siones se llevara a cabo agregando més direcciones espaciales.



translaciones espacio-temporales y a las transformaciones de Lorentz. Las transformaciones de
Lorentz se asocian al grupo O(1,3). En particular, la componente conexa que contiene a la iden-
tidad se denomina SO7(1,3) y se asocia a las transformaciones de Lorentz restringidas (esto es,
las que preservan la orientacion temporal y espacial). Mas atn, SO*(1, 3) es localmente isomorfo
a SL(2) x SL(2)*. En consecuencia resulta de interés estudiar las posibles representaciones de
SL(2) x SL(2), puesto que permitiran obtener los bloques fundamentales para armar objetos

invariantes en la teoria de gauge.

Las representaciones de dimension finita de SL(2) x SL(2) se clasifican como (p,q) con p,q
niameros semienteros. Las representaciones fundamentales son (1/2,0) y (0,1/2) y describen los
espinores de helicidad positiva y negativa, respectivamente. Siguiendo la notaciéon presentada
en Ref. (13), los espinores de helicidad positiva se escribiran A,, mientras que los de helicidad
negativa :\a~ Los indices a = 1, 2 se contraen con el tensor de Levi-Civita de 2-dimensiones, €4, 0
su inverso €, los cuales verifican que €¢,. = §%. Andlogamente, para la representacion (0,1/2)
se tienen las mismas propiedades pero usando indices a. Si se contraen los espinores utilizando e

se tienen los invariantes de Lorentz
(A de) = € (M)a(Aa)s (2.3.1)
[xl, xg] = e(3)a(a); s (2.3.2)
que resultan antisimétricos frente al intercambio 1 <+ 2. Por otra parte, los vectores pertenecen

a la representacion (1/2,1/2), lo cual sugiere la posibilidad de reconstruirlos usando espinores de

ambas helicidades. Sean p, un vector y los objetos
ot = (I,d),, (2.3.3)

55& = (_]1’6:)

(2.3.4)

aa

formados a partir de las matrices o de Pauli. Definamos

W, v

Paa = OgoP M = < (235)

con 7 la métrica de Minkowski 4-dimensional. Notese que Det (p.) = p? ¥ que paq puede pensarse

como una matriz de 2 x 2 expandida de forma genérica de acuerdo a

Paa = )\a:\a + /J/a,ad s (236)

4 En realidad, SL(2,C) es el revestimiento universal de SO*(1,3). Por tener fibra 2, puede armarse el isomor-
fismo local con el producto directo SL(2) x SL(2). Esta construccion es muy relevante pues esté relacionada con
la teoria de espinores. De hecho, SL(2,C) es un grupo de espin, y estos grupos se construyen a partir del centro
de un algebra de Clifford (como, por ejemplo, el algebra de Dirac).
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ya que los espinores A, 5\,,u, it admiten ser expresados como vectores de dos componentes. Cuando
p? = 0, el determinante del biespinor py, se anula y vale que pys = /\aj\a‘r’. Maés atn, si se quiere

que pas sea real puede elegirse A = £\, en donde el signo elegido determina el signo de po.

Con todo esto, el mapeo dado en (2.3.5) permite construir de forma univoca un vector tipo
luz (o nulo) a partir de dos espinores A y A. Sin embargo, el mapeo inverso no es posible pues
Uy u~\ se asocian al mismo vector p (real y tipo luz) para cualquier v € S'. De todos modos,

notemos que fijado p construimos pyq v si p?> = 0 entonces vale
PaaX® = 0 = paa?, (2.3.7)

que son las ecuaciones de Dirac quirales (en términos de espinores). Lo que es importante apreciar
es que dado un vector nulo p existen espinores que nos permiten armar p,,. Esta observacion

motiva la introducciéon de la notacion alternativa

") = M), (2.3.8)
p™) = X(p), (2.3.9)

para espinores A(p), /N\(p) asociados a p. Por otro lado, usando la tradicional notacién de Dirac,

podemos escribir los correspondientes elementos duales como

7| = Xlp), (2.3.10)
@ = A, (2.3.11)

y asi reinterpretar los productos escalares

A@)AK) = (" | k") = (k) , (2.3.12)

[A(p)ﬂ(k)} = [p" k] = [k, (2.3.13)
que es la notaciéon estandar usada en la literatura.

Por la forma en que fueron definidos (ij) y [ij], resultan antisimétricos y, usando alguna
representacion particular para los espinores, pueden escribirse de forma explicita en términos de

invariantes cinematicos. Algunas propiedades tutiles son:

» (ij) [ji] = si; en donde s;; = (p; + p;)?;

» ]a identidad de Gordon
(i WM 5%) = 2 (2.3.14)

5 Esta propiedad es consecuencia de que el producto exterior de dos vectores de dimensiéon n siempre origina

una matriz n X n de rango 1.



= la posibilidad de escribir los operaciones de proyeccion sobre espacios de quiralidad definida,

esto es,
)| = % (T+75)p,, (2.3.15)
en donde v5 = 17y
» la identidad de Fierz
@ Iy VKT |yl 17) = 2[ik] (15) (2.3.16)

la cual resulta muy ttil para unificar cadenas de espinores;

= la invariancia frente a conjugacion de carga
(@57 =G i) (2.3.17)
= y la identidad de Schouten

(ig) (k1) = (ik) (jt) + (il) (kj) (2.3.18)

que también se aplica a corchetes y es consecuencia de la total antisimetria de estos objetos.
Esta tltima relacion es el analogo a la identidad de Jacobi, pero aplicada a productos de

espinores.

También puede demostrarse que, ante la aplicaciéon del operador de paridad, vale la trans-
formacion (ij) — — [ij]. En particular, esto es muy ttil para expresar amplitudes de helicidad

conectadas por paridad.

El mapeo vector-espinor también puede utilizarse para escribir vectores de polarizacién aso-
ciados a bosones de gauge no masivos, en particular aquellos correspondientes a polarizaciones
fisicas. Sabemos que los vectores de gauge no masivos en 4 dimensiones tienen 2 grados de liber-
tad, correspondientes a las polarizaciones + y —. Los vectores de polarizaciéon asociados deben

satisfacer las condiciones fisicas
e(p)-p = 0, (2.3.19)
e(p)-n = 0, (2.3.20)

en donde n es un vector nulo arbitrario tal que n - p # 0. Este vector es el que se utiliza en un

gauge axial (en el LCG, por ejemplo) para definir una direccion privilegiada en el espacio-tiempo
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y eliminar los grados de libertad espurios. Por otro lado, sabemos que la conjugacién compleja

invierte la helicidad de los bosones vectoriales, o sea (e¥)* = ¢F. En consecuencia, se verifica que
e"(p)-et(p) = 0=€"(p)- (e (p)", (2.3.21)

ef(p)-e(p) = —1=€"(p)- (e+(p))* , (2.3.22)
en donde la tdltima ecuacion se relaciona con el fijado de la normalizacion. Entonces, eligiendo
como vector de referencia a n, puede definirse
(™ [yl ™)
V2(n¥ | pE)

y corroborarse que esta expresion es compatible con todos los requisitos mencionados anterior-

¢ (p,n) (2.3.23)

mente. Es importante apreciar que el vector de referencia n puede ser elegido de forma inde-
pendiente para cada vector de polarizacién presente en el proceso. Por otra parte, expresar los
vectores de polarizacion fisicos usando (2.3.23) pone explicitamente de manifiesto otras propie-
dades relevantes:

= Ante un cambio en el vector de referencia n (equivalente a cambiar el gauge, manteniéndose
en el conjunto de LCG),

€, (0,n) = €, (p,n') = €, (p,n) + f(n,7',p) Py, (2.3.24)
en donde f(n,n’,p) es una funcion escalar que depende de angulos/corchetes. Combina-

da con las identidades de Ward, este resultado garantiza la invariancia de gauge de las

amplitudes de scattering fisicas.

= Se verifica la relacion de completitud
* NPy + Puly
Z EZ(p, n) (Eﬁ(p, n)) = —Nw + # , (2.3.25)
h=+

que se asemeja al tensor de polarizacion en LCG.

= Vale que
que puede demostrarse facilmente empleando las identidades anteriormente exhibidas para

los productos espinoriales.

Como comentario final, es de vital importancia recordar que todas las propiedades y definicio-
nes realizadas en esta secciéon son validas trabajando sobre un espacio-tiempo de 4 dimensiones
y métrica de Minkowski. Cambiar el nimero de dimensiones o deformar el espacio-tiempo (por
cambios en la métrica) induce cambios en el grupo de isometrias, y varias de las identidades aqui
mencionadas dejarian de ser validas. Un caso particular, que analizaremos en mas detalle en los

Capitulos 4 y 7, es el de la identidad de Fierz para cadenas de espinores.



3.1. Amplitudes MHV

En el contexto de amplitudes primitivas es posible utilizar la notacién e identidades del
método de helicidad para calcular soluciones generales. Partiendo de las reglas de Feynman
color-stripped, se pueden escribir los diagramas de Feynman y luego fijar las helicidades de las
particulas intervinientes. La presencia de gluones externos simplifica mucho los calculos a nivel
arbol, pues es posible cancelar un gran ntimero de diagramas eligiendo los vectores de referencia

de forma adecuada. De hecho, se puede probar que
AP (1t ety = o0, (2.3.27)

eligiendo un vector nulo de referencia genérico. Seleccionando ny = ps y n; = p; para las particulas

restantes, se puede ver que
A (17,27,37,....nT) = 0, (2.3.28)

con lo cual existe una gran cantidad de amplitudes primitivas que son nulas apelando a argu-
mentos de helicidad. Mas aun, es posible generalizar trivialmente el resultado de (2.3.27) si se

introduce un par quark-antiquark.

Las primeras configuraciones de helicidad que dan resultados no trivialmente nulos permiten
definir las amplitudes de maxima violacion de helicidad o MHV (mazimally helicity violating).

Para el caso del scattering de n gluones, la correspondiente amplitud MHV a nivel arbol es
2 (12)*
[y o (it 1)
que se conoce como formula de Parke-Taylor (ver Refs. (14) y (15)). Es sencillo probar este

resultado utilizando el método BCFW (Brito-Cachazo-Feng-Witten, expuesto en Refs. (16) y

(17)). Es mas, usando dicho método se puede demostrar una generalizacion para el caso de

AD(17,27,3,....n%) = (2.3.29)

amplitudes con un par quark-antiquark. Concretamente, se obtiene

2 (13)° (23)
Il 0 (it 1)

en donde ¢q y ¢ son las etiquetas que indican al quark y antiquark, respectivamente. Es interesante

AD (17,2F,37,4% .0 %) =

q’7q”

(2.3.30)

sefialar que las ecuaciones (2.3.29) y (2.3.30) pueden ser empleadas para definir las subamplitudes
bésicas de tres particulas, que son elementos clave en el método de recursion BCFW. Por otro
lado, aplicando el operador de paridad (que revierte la helicidad de todas las particulas) se
obtienen las amplitudes MHV.
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+ permutaciones ciclicas

Fig. 2.3: Diagramas de Feynman asociados al proceso 0 — 5g que contribuyen a la amplitud primitiva
Aéo)(l, 2,3,4,5). Consideramos todos los momentos salientes, y ordenamos las particulas (con
sus correspondientes indices de color, vectores de polarizacién y momentos) en sentido horario.

Apréciese la importante reducciéon de diagramas respecto del enfoque habitual.
4. Ejemplo de aplicaciéon: 0 — 5g

Consideremos la teoria de QCD con acoples electromagnéticos. Supongamos que queremos
calcular algin proceso de scattering a nivel drbol, como por ejemplo 0 — 5¢°. El primer paso
consiste en dibujar todos los posibles diagramas de Feynman no equivalentes y utilizar las reglas
correspondientes para escribir las contribuciones al elemento de matriz. En este caso tenemos 25
posibles diagramas, pero utilizando el formalismo de descomposiciéon de color podemos reducir
notablemente el trabajo. De hecho, sabemos que es suficiente con calcular una amplitud primitiva:
el resto de los términos se recuperaran usando (2.2.15). Entonces de los 25 diagramas originales,
solo tendremos que utilizar 10, que son los Ginicos que contribuiran al termino que acompana a
la estructura de color Tr(T'T?*T*T*T?). Mas atin, mirando la figura 2.3 nos damos cuenta de
que solo hay dos topologias involucradas y los diagramas requeridos son generados realizando

permutaciones ciclicas en las patas externas.

Por otra parte, podemos utilizar el formalismo de helicidad. Obviando los indices de las

particulas cuando corresponden al ordenamiento estdndar, sabemos que

AP ) = 0= AP (), (24.1)

6 Estrictamente hablando, este proceso por si solo carece de significado fisico, puesto que el confinamiento de
QCD hace que los gluones no puedan existir en estado libre y, por ende, que puedan ser medidos experimental-
mente. El ente fisico que puede ser medido en los detectores es lo que se conoce como jet. Un jet es literalmente
un haz de particulas que satisface ciertos requisitos (los cuales pueden variar de acuerdo con el experimento), y
que estd compuesto principalmente por mesones y hadrones. Desde el punto de vista teorico, y en el contexto
del llamado modelo de partones, un jet es originado por un quark o gluén. De esta forma, no tiene sentido fisico
pensar en gluones como particulas observables directamente. Por tal motivo, en esta seccién nos restringiremos a

los aspectos computacionales solamente.



y la primer combinacién no-nula es

0 (12)°

AP (= =) = (12) (23) (34) (45) (51}’

(2.4.2)

por tratarse de una amplitud MHV. De esta manera, por la propiedad ciclica de las amplitudes
primitivas y la aplicaciéon de paridad, solo falta calcular Aéo)(—, +,—,+,+). Sin embargo, de
acuerdo a la identidad de desacople, esta amplitud viene dada por
AV (— 4+ — +,4) = =AY ,37, 27, 4% 5%) — AD(17, 37 47 2% 5F)
- Aé0)<177 377 4+7 5+7 2+)

= —1(13)° (43) | (23)(45) | (23)(51)
(23)(34) (45) 31) (<24>+<42> 25) " (52) <21>), (2.4.3)

con lo cual no es necesario efectuar céalculos explicitos con diagramas y reglas de Feynman. Si
aplicamos la identidad de Schouten repetidamente, junto con la antisimetria de los angulos,

llegamos a

(13)*

AP (- o) = (12) (23) (34) (45) (51) ’

(2.4.4)

lo cual era completamente esperable por tratarse de una amplitud MHV. Este ejemplo muestra
el poder de las técnicas basadas en descomposiciéon de color, junto con el método de helicidad.

En particular, la estrategia resulta muy tutil en procesos que solo involucran gluones.

5. Espacio de color+espin

En el contexto de QCD (o QCD con acoples electromagnéticos), el color y el espin son los
ntmeros cuanticos relevantes para describir los posibles estados de la teoria y sus interacciones.
Por ende, debemos establecer algunas convenciones para poder expresar amplitudes de scattering

exponiendo de forma explicita tal informacion.

En este trabajo los elementos de matriz son considerados como vectores en un espacio de
color+espin, siguiendo los lineamientos introducidos en Refs. (7; 18). Es importante sefialar que
aqui no se pretende caracterizar de forma global la estructura de las amplitudes de scattering,
sino solamente establecer una notacion adecuada para analizar sus propiedades de transformacion
bajo la acciéon de operadores de color y de espin. En tal caso, el elemento de matriz asociado a

un proceso de n particulas puede ser escrito de forma general como

C1,C2,-.-,Cn;81,52;-.,5n

Aal,ag,...,an <p17p27 S )pn) ) (251>
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en donde {cy,¢2,...,¢n}, {S1,52,--., 8.} y {ai1,as,...,a,} son indices de color, espin y sabor,
respectivamente. Cuando la particula ¢ es un quark (antiquark), ¢; € {1,..., N¢} corresponde
a un indice de la representacion fundamental (antifundamental). En cambio, si i corresponde
a un gluon, ¢; € {1,..., N2 — 1} esta asociado a la representacion adjunta. Los momentos de
las particulas intervinientes son denotados como {pi,ps,...,p,}. Para expandir el espacio de

color+espin (ket’s) es necesario introducir una base ortonormal, dada por

{le1, ey oo ycn) @ 81,82, .25 80) )}, (2.5.2)

que junto a su base dual (esto es, la base del espacio dual o bra’s en el lenguaje de Dirac)

posibilita escribir las amplitudes de scattering como

At (pry e pn) = ((e1s - el @ (5155 8nl) Maran (P15 5P0)) (2.5.3)

en donde | Ay, a4, (P1,P2,...,Pn)) es un vector en el espacio de color+espin. Es importante
remarcar que todas las amplitudes de dispersion consideradas tienen sus momentos externos on-
shell. Mas atn, restringiéndonos al caso de QCD con acoples electromagnéticos, asumimos que

todas las particulas externas son no masivas, con lo cual p? = 0.

Por otra parte es ttil introducir una notacién especial para los operadores de color asociados
a las interacciones de QCD. En particular, nos interesa caracterizar los procesos de emision de
gluones. Para ello, empecemos considerando el espacio de una particula. Tomando un gluén con
indice de color a y usando las reglas de Feynman para QCD obtenidas en el Capitulo 1 se tienen

dos situaciones posibles:

= el gluén es emitido por un quark con color entrante j' y saliente j, y la interacciéon es
proporcional a T7;
= 0 bien, es emitido por otro gluén con color entrante ¢ y saliente b, siendo la interaccion

proporcional a 1 feqp,

con a,b,c € {1,...,N& — 1} (adjunta) y j',j € {1,..., N3 — 1} (fundamental). Esto motiva la
definicion de las cargas de color T'; como el operador asociado a la emision de un gluén por parte
de una particula i. Con ello, T'; = T'{ es un vector respecto al indice a y una matriz respecto a

1. Explicitamente,
= (j|Ti|j') = T} cuando i es un quark saliente;
= (j|Ti|j') = —Tj; cuando i es un antiquark saliente;

v vy, (b|T;|c) = 1fup cuando i es gluon.



Debido a que la simetria de crossing implica que un quark (antiquark) saliente corresponde a un
antiquark (quark) entrante, la extension para contemplar emision de radiacion de gluones desde
patas entrantes es directa. Ademés, las cargas de color se pueden definir como operadores en el

espacio de n particulas efectuando la extension por la identidad.

Para concluir esta discusion, debemos mencionar que los procesos de scattering fisico en QCD

conservan color. En consecuencia las amplitudes son singletes bajo SU(3), lo que implica
> TilAa..an 1y 1)) = 0, (2.5.4)

con i corriendo sobre todas las particulas del proceso. Ademaés resulta ttil introducir la notacion

T, -T;=)» TT, (2.5.5)

que simboliza el flujo de color entre una particula ¢+ de estado inicial y otra j en estado final,
mediado por el intercambio de gluones. Este tipo de productos aparece al considerar interferencias
entre amplitudes de scattering, lo que justifica que se realice la suma sobre el color del gluéon
mediador. Ademaés, la definicién (2.5.5) es conmutativa y esto permite simplificar el manejo

algebraico de estas expresiones.



3. DIVERGENCIAS EN CORRECCIONES RADIATIVAS

Generalmente, los célculos a 6rdenes superiores en el contexto de teorias de gauge conllevan la
presencia de objetos mal definidos, con potenciales singularidades. En este capitulo describimos
los distintos tipos de divergencias fisicas que pueden aparecer tanto en las amplitudes como en las
secciones eficaces de scattering. Comentaremos algunos métodos para regularizar las expresiones
involucradas, haciendo especial hincapié en regularizaciéon dimensional. Para concluir, nos cen-
tramos en las divergencias infrarrojas en QCD y describimos algunos resultados que garantizan

la posibilidad de computar observables finitos en dicha teoria.

1. Tipos de divergencias

La realizacion de calculos en el contexto de teoria de perturbaciones aplicada a QFT involucra,
en pasos intermedios, el tratamiento de expresiones con problemas de definicion. Estos problemas
se traducen en la posibilidad de hallar singularidades que admiten una interpretacion fisica, y
que pueden ser de dos tipos diferentes: ultravioletas (UV) o infrarrojas (IR). También existen
otros problemas de definicion, asociados a singularidades espurias o no fisicas, las cuales se
relacionan con las técnicas aplicadas a ciertos calculos particulares. Por ejemplo, al utilizar gauges
axiales se introducen factores adicionales con singularidades asociadas al vector de cuantizacioén
n. Mencionaremos con un poco mas de detalle este punto al discutir las integrales de Feynman
en LCG, en el Capitulo 5.

q

p p

pP—q
1L v

Fig. 3.1: Diagrama responsable de la correccion a la autoenergia de un quark a 1-loop en QCD. Se indica

de forma explicita la convenciéon de momentos y etiquetado de indices de color.

Las divergencias ultravioletas se asocian con el limite de altas energias de las teorfas consi-



deradas. En particular, aparecen al computar diagramas con loops ya que los mismos involucran
sumas sobre estados virtuales de energia arbitrariamente elevada. Pensando en el espacio de mo-
mentos, sabemos que explorar dichas regiones corresponde a analizar el comportamiento puntual
de las teorias. Y, por la forma en que estan definidas las QFT habituales, el limite de coinciden-
cia (esto es, interaccion en un punto del espacio tiempo) es siempre singular. Para ejemplificar
la situacion, usemos las reglas de Feynman de QCD (expuestas en el Capitulo 1) para escribir
las correcciones a 1-loop del propagador fermiénico mostradas en la figura 3.1'. Suponiendo un
quark no masivo con cuadrimomento p, la amplitud asociada es
4 _
A = gCru(p)y" (—z / % duy(Q)ﬂi—_@)g> 7 u(p), (3.1.1)
en donde podemos utilizar un gauge covariante sin necesidad de incluir ghosts ya que los mismos
no se acoplan a los quarks. En consecuencia, efectuamos el reemplazo d,,, = —1,,,, usamos algunas

propiedades basicas del algebra de Dirac y obtenemos

d'q q*
2m)* ¢%(q — p)

con el momento ¢, asociado al loop, careciendo de restricciones cinematicas y Dpiae dimension

A = ¢3Cp(Dpirac — 2) <—2/ ( 2) u(p)vou(p), (3.1.2)

del algebra de Dirac. Si se realiza un cambio de variables en la integral y se pasa a coordena-
das polares, se puede apreciar que el integrando se comporta como |q|D, con D =1 grado de
divergencia superficial del diagrama considerado. En consecuencia, el objeto bajo consideracion
estd mal definido debido a problemas en la region de alta energia: esto es lo que se conoce como

divergencia UV.

En las teorias de campos de interés fisico? es posible implementar un procedimiento sistemati-
co, conocido como renormalizacion, que permite absorber las divergencias UV en la normalizacion
de los campos y parametros de la teoria. En las siguientes secciones describiremos brevemente este
procedimiento, haciendo hincapié en la definiciéon de las ecuaciones de grupo de renormalizacion

y la evolucion del acoplamiento de la teoria.

Por otra parte existen las denominadas divergencias infrarrojas (IR), que ocurren cuando el
proceso estudiado involucra particulas o estados virtuales de muy baja energia o degenerados.

Por ejemplo, si consideramos el proceso de scattering 0 — ggggg (descripto en la tltima seccion

I Volveremos a analizar este proceso en el Capitulo 6, llevando a cabo el célculo de forma méas detallada.
2 Actualmente hay un creciente interés por las denominadas teorias efectivas, que suelen incluir términos en

el lagrangiano que involucran operadores no renormalizables. En consecuencia, los modelos inducidos carecen de
sentido en el limite UV. De todas formas, el uso de dichas teorias puede considerarse aceptable para modelar
algunos fenémenos particulares y utilizar los resultados obtenidos como punto de partida de una teoria valida a

altas energias.
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del Capitulo 2), vemos que el elemento de matriz se torna divergente si alguna de las particulas
tiene momento nulo o si hay particulas que sean paralelas. Para ser mas explicitos, al elevar al

cuadrado (2.4.2) se obtiene
3

S
—2 (3.1.3)
523534545551

que es uno de los posibles términos que contribuyen al elemento de matriz. Si el gluén 3 se emite
con energia nula, entonces
83 = (pg —|-pj)2 — p]2 =0, (314)

ya que p? = 0 por tratarse de particulas no masivas on-shell. Esta situacién se conoce como

divergencia soft. También podria ocurrir que s3; — 0 debido a que las particulas 3 y j son
3j

emitidas en la misma direccion. Por estar trabajando con particulas no masivas, la relacion de

dispersion implica p} = (|p],p) con p’un vector en R? que describe la direccién de propagacion.

Entonces, si 3 y j son paralelas existe A € R tal que p; = Aps. En consecuencia,
s3;= (14 A3 =0, (3.15)

lo cual origina una divergencia en (3.1.3): esto es lo que se conoce como singularidad colineal.
Notemos que tanto las divergencias colineales como las soft se producen cuando la particula
emitida no tiene masa. Cualquier teoria con bosones no masivos tiene divergencias soft, aunque
es necesario que existan autointeracciones entre ellos o acoples con otras particulas sin masa para

que puedan originarse singularidades colineales.

Es importante apreciar que las divergencias infrarrojas se producen debido a que alguna
escala de energia involucrada en el problema se vuelve muy pequena. Sin embargo, méas alla
de constituir un problema, en configuraciones cinematicas asociadas a divergencias IR existen
ciertas propiedades que permiten simplificar notablemente los calculos. Tal comportamiento es
el tema de estudio central de este trabajo, y lo discutiremos extensivamente a partir del Capitulo
6.

2. Meétodos de regularizaciéon

La nocién de regularizacion se asocia a dotar de significado a alguna expresion definida
formalmente. En el contexto de QFT, la aplicacion de las reglas de Feynman provee un proceso
algoritmico para generar diagramas y asignarles una escritura simbolica. La existencia de un
algoritmo constituye una nocién de definicion: siguiendo una serie de pasos logicos se obtiene
un conjunto de grafos y a cada uno se le asigna una expresion simboélica. Como vimos en el

Capitulo 1, las amplitudes de scattering pueden interpretarse en términos probabilisticos y usarse



para calcular cantidades fisicas. En consecuencia, podemos expresar una amplitud A utilizando
funciones que dependen de parametros del problema considerado. De esta forma, se intenta dar
una representacion en términos de funciones a una expansion diagramatica, lo cual dota de
significado a los diagramas de Feynman. Con ello, suele pensarse en las amplitudes de scattering
como diagramas de Feynman. Sin embargo, la presencia de singularidades UV e IR hace que esta
identificacion naive resulte insuficiente. Es tales circunstancias debe complementarse la definicion
de las reglas de Feynman con un procedimiento para dar algtin sentido a las expresiones singulares.

Dicho procedimiento es lo que se conoce como método de regularizacion.

Actualmente, existen diversas estrategias para llevar a cabo la regularizacion de teorias de
campos. El procedimiento de regularizacion depende, en general, del tipo de divergencia que se
quiera tratar. En el caso de las divergencias UV, puede utilizarse el método del cut-off. El mismo
consiste en imponer un limite de integracion en el loop y restringir la cinematica de los estados
virtuales en su interior. Para ello se introduce una escala arbitraria A y se limita el volumen de

integracion a la region {¢° < A}.

Una alternativa al método del cut-off es la regularizacion de Pauli-Villars. Este tratamiento
se basa en suponer la existencia de particulas muy masivas (con masas del orden de una energia
A muy superior a cualquier escala presente en el proceso fisico estudiado), lo que conduce a
modificaciones en la forma de escribir los propagadores. De este modo, se logra disminuir el

grado superficial de divergencia de los diagramas y se obtiene un resultado finito, dependiente
de A.

En los dos métodos anteriores, las singularidades UV quedan expuestas en contribuciones que
divergen en el limite A — oco. Por lo tanto, en etapas intermedias de los célculos, debe preservarse
A finito. Si la cantidad que se estd computando tiene sentido fisico, toda dependencia en A debe
cancelarse en el resultado final. En caso contrario, el problema no estaria en la teoria sino en el

objeto que se estd computando?.

Procedimientos analogos pueden ser implementados para solucionar las divergencias IR. De-
bido a que las mismas solo pueden estar presentes en teorias con particulas no masivas, una
forma natural de llevar a cabo la regularizacion es introducir una masa m, muy pequeiia para
los gluones (comparada con el resto de las escalas involucradas en el problema). Asi, todas las

divergencias IR apareceran asociadas a contribuciones singulares en el limite my — 0. Al igual

3 Al llegar a este punto de la discusion es donde se pone de manifiesto que la necesidad de utilizar métodos
de regularizacion es inducida por la forma en que llevamos a cabo los calculos. En otras palabras, si la cantidad
que estamos computando es finita (por ejemplo, un nimero concreto) serfa esperable que existiera una forma
algoritmica de llegar a ese resultado sin tener que lidiar con singularidades. El enfoque de diagramas de Feynman
posee muchas ventajas interpretativas, pero aqui vemos de forma explicita que al dividir el problema original en

partes més pequenas, existe el riesgo de forzar la introducciéon de elementos adicionales a la definiciéon de la teoria.
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que en el caso UV, si las cantidades computadas estan bien definidas, toda dependencia singular
en m, debe cancelarse en el resultado final. De forma genérica, esta observacién constituye una
manera de clasificar como observables bien definidos a aquellos cuyas contribuciones finitas no

dependen del regulador.

En el contexto de teorias de gauge, los métodos de regularizaciéon aqui descriptos pueden
no resultar completamente adecuados. Esto se debe a que violan simetrias fundamentales de
la teorfa, pudiendo originar complicaciones de calculo adicionales. Por ejemplo, es sabido que
la aplicacion del método de cut-off a ciertos procesos de QED conduce a la violacion de la
identidad de Ward-Takahashi *. Ademas, los métodos mencionados tratan de forma separada,
las singularidades UV y las IR, forzando la introducciéon de varios reguladores en los célculos

intermedios.

A continuacién describimos en detalle la regularizacion dimensional, que provee una alterna-

tiva superadora a los procedimientos descriptos anteriormente.

2.1. Regularizacién dimensional

El método de regularizacion dimensional (DREG) es uno de los més utilizados en la comuni-
dad de fisica de altas energias. Fue introducido en la década de 1970, de forma independiente por
Giambiagi y Bollini (19), t'Hooft y Veltman (20), Cicuta y Montaldi (21), y Ashmore (22). La
idea principal detras del mismo es cambiar el espacio sobre el cual se lleva a cabo la integracion,
ya sea a nivel loop o espacio de fases. Mas aun, el tratamiento de ambas situaciones es comple-
tamente analogo, exceptuando ciertas sutilezas relacionadas con la definicion de los esquemas de

regularizacion (ver Capitulo 4).

Antes de entrar en los detalles técnicos propios del método, consideremos un ejemplo mate-
matico basico. Sea R? y la funcion f (%) = |#|~', que claramente no es integrable globalmente
aunque si puede ser integrada sobre subespacios compactos de (Rd)*. Supongamos que queremos

dar sentido al objeto
/ az f (7) , (3.2.1)
Rd

entonces, podemos asumir formalmente que se trata de una integral ordinaria y efectuar un

cambio de variables a coordenadas polares. De esta forma se tiene
I, = Cd/ drr®2, (3.2.2)
0

en donde Cj es el volumen de la esfera unitaria en d dimensiones. Aqui podemos apreciar que el

integrando tiene un polo en r = 0 (para d < 2) y que no es integrable en infinito si d > 1. Por

4 Ver, por ejemplo, (1), Capitulo 7.



lo tanto, modificando el valor de d se puede obtener una integral bien definida: esta es la idea
central de DREG. Siguiendo con el razonamiento, se considera como definicion de (3.2.1) a (3.2.2)
permitiendo d € C, y se separa el problema en dos regiones: B(0, R) € R y su complemento. En

otras palabras, asumimos bien definida I; y escribimos

R o)
h::@/(M“+@/(WH,
0

R
= I;+17, (3.2.3)

tratando independientemente cada integral. Cabe senalar que, hasta este punto, todas las ope-
raciones son formales, es decir que no tienen sentido matemético estricto. Sin embargo, como
estamos usando d arbitrario, podemos asumir que Re (d) > 1 para I} y que Re(d) < 1 para I3.

De esta forma, I e I2 pasan a ser integrales matemdticamente definidas, dadas por

Rdfl
I = Cag—, (3.2.4)
Rd—l

que tienen igual forma pero involucran distintos valores de d. El tltimo paso es efectuar I} + I3

y asumir d en ambas contribuciones, lo cual conduce a la definicién

Aﬁﬁﬂ@EO, (3.2.6)

que se sigue como consecuencia de las identificaciones dadas en (3.2.3), (3.2.4) y (3.2.5).

A pesar de conducir a un resultado trivial, el anterior ejemplo es muy tutil para interpretar
regularizacion dimensional. Como puede apreciarse, tras introducir coordenadas polares, d se
utiliz6 como un parametro regulador. Sin embargo, originalmente d era la dimensién del espacio
en el cual estaba definida la funciéon f. Por ende, si se planea aplicar este método a teorias
fisicas definidas sobre un espacio-tiempo Dgr-dimensional, serd necesario efectuar modificaciones
adicionales para lograr consistencia en los diversos pasos intermedios. Esto se relaciona con la

definicion de los esquemas de regularizacion, que son el topico principal del Capitulo 4.

Tras haber motivado el método de DREG, pasemos a realizar una descripcion rigurosa de
sus propiedades. En primer lugar, la nocién de integral en un espacio d-dimensional, con d € C,

puede introducirse a través de un operador Oy [F] que suele notarse

@m::ﬁmnm, (3.2.7)

con X vector en un espacio d-dimensional. Este operador debe satisfacer tres postulados béasicos
(23):
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1. linealidad, o sea para cualquier par de funciones integrables GG y F', y numeros complejos

ayb
/ d'x (aF(x) +bG(x) = a / dix F(x) + b / dix G(x), (3.2.8)
2. escaleo, esto es

/ddxF(sx) = sd/ddxF(x), (3.2.9)
debe valer para cualquier funciéon F' y cualquier escalar complejo s,

3. invariancia frente a translaciones,
/ddxF(x+y) = /ddxF(x). (3.2.10)

Cabe senalar que es importante que la integral en d-dimensiones satisfaga los tres postulados
mencionados para poder ser aplicada al calculo de diagramas de Feynman. Por otro lado, puede
demostrarse la existencia de tal operador y su unicidad, a menos de un factor de normalizacion

global.

Por el contexto en el cual sera aplicado el método, se puede asumir que las funciones que
seran integradas son invariantes ante rotaciones y que dependen de un ntmero finito de vectores,

Py qp hasta qy. Luego, se define explicitamente

/ddpF(p) = /dpl'--dp"/depTF(p), (3.2.11)

como la integral d-dimensional de una funcién escalar F. Aqui, se esta separando en una integral
ordinaria en J-dimensiones sobre el espacio paralelo (esto es, el espacio en el cuél se encuentran
los vectores ¢;) y otra sobre el espacio transverso d — J-dimensional. Para considerar funciones
tensoriales, basta aplicar esta definiciéon a cada componente. Respecto de la integral en el espacio

transverso, apréciese que no depende de la direccion y, con ello

/ dpyF(p) = Cuy / dpr p3 ' ' F(p), (3.2.12)
0
siendo
9p(d=0)/2
B T 21
K e 219

el volumen de una hiperesfera en d—.J-dimensiones. Esto puede obtenerse integrando una gaussia-
na en un espacio de d € N dimensiones, continuando analiticamente el resultado para contemplar

d € C y luego reemplazando d — d — J.

A partir de la definicion dada en (3.2.11), es posible verificar que el operador O, satisface

varias propiedades adicionales. Algunas de ellas son:



1. dados «, f y M complejos

/ddp (p*)" _ 7Taz/zjwauﬂmzﬁr (a+d/2)T (B —a—d/2)

TEERYoL C(d/2)T () (3.2.14)

Esta propiedad tiene consecuencias muy importantes para la realizaciéon de célculos con-
cretos en el contexto de DREG. En particular, vemos que si M = 0 (esto es, la integral no

involucra escalas externas), la regularizacion conduce a un resultado trivialmente nulo.

2. si F' depende de la variable ¢

o [ 4 B L0
a4 d’pF(p,q) = /dpaqF(p,q), (3.2.15)

que es equivalente a establecer que, en el contexto de DREG, integrales y derivadas con-
mutan. Este es el sustento matemaéatico del método de integracion por partes, que serd

comentado en el Capitulo 5.

3. si existe (y estd matematicamente definida) la integral [ d"zF(z) con n natural, entonces

/ dxF(x) — / e F(z), (3.2.16)

o sea, que para d natural el operador definido coincide con la integral habitual. Notese
que para que valga la propiedad debe ser posible extender el dominio de definiciéon de F' a
d-dimensiones. Ello se logra agregando un espacio d —n-dimensional transverso y exigiendo
que F(x) — F(z) en el limite d — n.

4. las integrales sobre distintas variables en el espacio d-dimensional conmutan, esto es

/ddx/ddyF(x, y) = /ddy/ddxF(x, y), (3.2.17)

Por otro lado, puede demostrarse que es posible extender la definicién de forma consistente en

el caso d — 0. Para ver més propiedades de este operador, consultar Ref. (23).

Como comentario final, es importante senalar que el valor de d empleado en DREG es com-
pletamente arbitrario. Sin embargo, por cuestiones de convencion, es muy frecuente adoptar la
eleccion d = 4 — 2¢, con € € C. El principal motivo es que muchas de las expresiones calculadas
tienen problemas de definicién en d = 4, que, ademas, es la dimensionalidad del espacio-tiempo
fisico usual. De esta manera, la aplicacion de DREG exhibe las divergencias UV e IR en forma

de polos en e.
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3. Divergencias UV: renormalizacién

La idea central de la renormalizacién es absorber las divergencias UV dentro del lagrangiano
de la teoria. Para ello, se realiza una distinciéon entre cantidades desnudas y finitas, siendo
las primeras infinitas. De esta forma es posible pensar que los pardmetros que aparecen en el
lagrangiano de una teoria son cantidades finitas que admiten ser expresadas en términos de las

desnudas.

A modo de motivacién introductoria, analicemos el procedimiento de renormalizacion aplicado

a QED. Trabajando en 4 — 2e-dimensiones con el método de regularizacion dimensional, se puede
definir el lagrangiano desnudo como

ry 2e 1 v 1 2

ﬁg = \1[0 (Zaﬂ’}/# — €t Auo’}/u - mo) \I/() - ZF:“VOF# 0 — 5(8“14#0) 5 (331)

en donde Wy, eq, (A,), y mo son las cantidades desnudas, y ; es una escala de energia arbitraria

que se introduce para mantener la constante de acoplamiento adimensional. Cabe senalar que

esto es crucial para que la teorfa pueda renormalizarse. Si no fuera asi, el grado superficial de

divergencia empeoraria conforme més vértices de interaccion se agreguen a cada diagrama, lo

cual provocaria que toda la expansion perturbativa esté mal definida.

El préximo paso es introducir contratérminos adecuados, para lo cual se define
_ 1 1
Low = W (20,0 = eKip* A = mEo) W = 1K Fu F* = S K, (0,4,,)%, (3.3.2)

de forma tal que se cumpla £ = Ly + Lo, para recuperar el modelo originalmente propuesto.
Asi, es posible vincular las cantidades desnudas con las fisicas a través de factores K, que deben

ser divergentes. Explicitamente se tiene que
Al = 1+ K3A*, (3.3.3)
Uy = 1+ Ky, (3.3.4)

14+ K,
my = +—2m (3.3.5)
(14 Ks)
1+ K
e = +2 ! pe, (3.3.6)
(1+ K5)" (14 K3)

siendo la ultima expresion la que permite analizar el comportamiento de la constante de acopla-

miento en funcién de la escala de energia del proceso. Debe tenerse en cuenta que las identidades

de Ward-Takahashi conducen a ciertas relaciones entre estos factores. Asi se tiene que
Kl == KQ y (337)

K = —K., (3.3.8)



con lo cual solo es necesario calcular K7, K,, y K3. Ademas es posible obtener sus valores compu-
tando los diagramas que contienen correcciones al vértice de interaccion (aporta a K7), aquellos
con correcciones al propagador fermiénico (aporta a K,,) y los que modifican el propagador fo-
tonico (aporta a K3). La aplicacion de esta estrategia a una teoria constituye un programa de
renormalizacion, puesto que los contratérminos se obtienen tras computar todas las correcciones
anteriores, a un orden perturbativo fijo. Respecto de las relaciones entre los factores de renorma-
lizacion, cabe senalar que las mismas adoptan una forma méas complicada en el caso de teorias

no Abelianas (en particular, en QCD).

Sin embargo, las funciones K no estan univocamente definidas. En principio, deben incluir los
términos divergentes en el limite ¢ — 0. Pero también es posible agregar otros términos finitos.
La eleccion de los mismos define un esquema de renormalizacion y, en principio, los resultados
fisicos finales deben ser independientes de dicha eleccidon. Sin embargo, esto es estrictamente
cierto en el caso de céalculos que incluyan todos los términos de la serie perturbativa. Por otro

lado, los diversos esquemas pueden ser conectados a través de una renormalizacion finita.

El esquema més sencillo se conoce como MS (minimal subtraction). Introducido indepen-
dientemente por t’Hooft (24) y Weinberg (25) en 1973, en MS solo se extraen de la funcion de
Green los términos que contienen polos en €. Si bien las constantes de renormalizaciéon toman
formas sencillas en este caso, no ocurre lo mismo con las funciones de Green (ver Ref. (26)).
Una variacion de este esquema, conocida como MS (modified minimal subtraction, introducido
en Ref. (27)), acompana los polos en € con la constante de Euler-Mascheroni, v5 = 0,57721566,

y log(4m). De hecho, se define

1 1
= e + log (47) , (3.3.9)

y se extraen todos los polos en €. Mas atin, nétese que

s = ¢ e+ log4m) + 000, (33.10)

vale al orden méas bajo en un desarrollo alrededor de € = 0. Este factor aparece reiteradamente
en el desarrollo de calculos a NLO ya que proviene de haber efectuado la integracion sobre el

espacio de fases de una particula en 4 — 2e-dimensiones.

Finalmente, es posible deducir como se comportan las constantes de acoplamiento fisicas de la
teoria en funcion de la escala . Notese que eg no depende de u, con lo cual su derivada respecto
a f es nula. Por otra parte, de acuerdo a la relacion dada en (3.3.6), es posible vincular ey con

e. Suponiendo que e depende de p y que existe Z(u) tal que eg = Z(u)e se tiene

_ deg dz  de

O_W = e(u)@—f—@

Z(p) =0, (3.3.11)
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que define una de las ecuaciones del grupo de renormalizacion. Apréciese que estas ecuaciones
dependen del esquema en el cual se esta trabajando. De forma genérica, puede introducirse una

funcién 5 que dependa de la carga fisica e de forma tal que

de
d (log (1))

dicte la evolucion de e al variar la escala de energia p. La funciéon § admite un desarrollo en

= B(e), (3.3.12)

potencias de e y puede obtenerse cada término de su desarrollo perturbativo calculando las
correcciones con loops a los vértices y propagadores de la teoria. Trabajando a primer orden en

ambas constantes de acoplamiento, se tiene

de e3 A
d(log(p) 1277 +O(e) (3.3.13)
ﬁ B _% (11 - §Nf> +0(g3) (3.3.14)

las cuales son las ecuaciones de evoluciéon a 1-loop para las constantes de acoplamiento en QED
y QCD, respectivamente. Puede apreciarse que, con Ny = 6 (cantidad aceptada actualmente de
sabores de quarks en el modelo estandar), S es negativa para QCD mientras que para QED es
positiva. Este resultado fue obtenido de forma independiente por Gross y Wilczek (28), y Politzer
(29), en 1973. Notese que el signo negativo en la funcion g para QCD implica las propiedades de

confinamiento y libertad asintotica caracteristicas de esta teoria.

Por otro lado, obsérvese que, a primer orden, estas ecuaciones reproducen la evoluciéon de
las constantes de acoplamiento en el modelo de quarks no masivos con interacciones de color y

electromagnéticas. Més atn, es posible resolver (3.3.13) y (3.3.14) para obtener

a
as(p) = 353(5% o (3.3.15)
1+ as(po) 55" log <W)
a(p) = (&5“0) —, (3.3.16)
(Mo
1 — = *log (#)
en donde vale ag = %, a = §7 (o es una escala de energia de referencia y p es la escala de

energia propia del proceso estudiado. Estas expresiones muestran explicitamente la dependencia
de las constantes de acoplamiento respecto de la escala de energia ji, y justifica el hecho de que

se las denomine running couplings.



4. Divergencias IR en QCD: introduccién

La absorcién de divergencias UV puede llevarse a cabo, de forma completamente sistemética,
orden a orden en teorfa de perturbaciones. Sin embargo, las divergencias IR requieren un trata-
miento distinto. A diferencia del caso UV, no es posible absorberlas a través de la introduccion
de contratérminos a nivel lagrangiano. Sin embargo, existen procedimientos bien definidos que

permiten calcular observables fisicos finitos en teorias con singularidades IR.

En esta seccion comenzaremos describiendo el ejemplo clasico de las correcciones NLO al
decaimiento de un fotén virtual en un par quark-antiquark. Luego, describiremos los teoremas
de Kinoshita que garantizan la posibilidad de cancelar las divergencias IR. Finalmente, haremos
una breve discusion sobre observables infrared safe (esto es, carentes de singularidades IR) y su

implementacion en calculos concretos a través de las funciones de medida.

4.1. Teoremas de Kinoshita

Considérese un proceso en el cual un par de leptones colisiona para originar jets de particulas
en el estado final. Supongamos que queremos calcular las correspondientes correcciones NLO
en QCD. Debido a que los gluones y quarks no interaccionan directamente con leptones, sino
que lo hacen a través de fotones, podemos considerar simplemente el proceso v* — ¢g. ° En
otras palabras, suponemos un fotén off-shell decayendo en un par quark-antiquark. Debido a
que el orden més bajo es proporcional a «, las correcciones NLO en QCD son de orden aas.

Explicitamente, el proceso 1 — 2 queda
Aisz = |Ag|* + 2Re (Ay A} + By Ay + Cv A3) + O (aas?) | (3.4.1)

descartando los términos |Ay|?, |By|” v |Cy|* por ser de orden aag?. Los diagramas que aportan
a estos términos se muestran en la figura 3.2. Trabajando con DREG en d = 4 — 2¢ dimensiones

se encuentra que la contribucién correspondiente a la seccién eficaz viene dada por

. 2a 8 1 Q? Q?
Virtual S 2
- S 4y +6) —1
7 3 UO{ 2 ( o (47w2> e ) o (47w2

2

47 p?

T2
> — Ve + 3y + - 8} : (3.4.2)
en donde o representa la seccion eficaz a LO, p es una escala arbitraria de energia (introducida
para mantener adimensional la constante de acoplamiento) y @ es la virtualidad del foton. En

este caso particular, no hay divergencias UV pues el proceso a nivel drbol es O(g3). Notemos que

® Ver (3), para mas detalles acerca de los calculos relacionados.
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este resultado atin contiene polos en ¢, divergentes en el limite ¢ — 0. Por lo tanto, es necesario

agregar contribuciones adicionales para poder obtener un resultado finito.

Fig. 3.2: Diagramas que contribuyen al proceso v* — ¢¢ a NLO. Se muestran los diagramas: (a) leading

order, (b) con correcciones por emision de un gluén real y (c) con correcciones a 1-loop.

Los polos que aparecen en (3.4.2) corresponden a divergencias IR presentes en las integrales de
loop. Al principio de este capitulo describimos las divergencias IR tomando como ejemplo ciertas
configuraciones cineméticas asociadas con particulas externas. Sin embargo, podemos interpretar
al loop como una particula virtual y analizar las mismas situaciones cinemaéticas que originan
las divergencias IR para particulas externas. En otras palabras, podria ocurrir que la particula
virtual sea soft (go = 0) o colineal con alguna particula externa (en cuyo caso vale ¢> = 0 y algin

otro propagador se vuelve nulo).

Si queremos obtener un resultado finito para la correcciéon a v* — qg, tenemos que eliminar

los polos en €. Para esto, hay que tener en cuenta que estamos calculando una seccion eficaz de



scattering. Pensando en términos experimentales, ello corresponde a contar eventos en los cuales
se observan dos jets con un cierto impulso. Sin embargo, podria ocurrir que observar dos jets se
corresponda con un proceso en el cual se emiten tres particulas. De hecho, como los detectores
tienen resolucion angular finita, dos particulas muy proximas entre si son consideradas como una
tnica particula. Asimismo, existe una limitacion en la deteccion de estados con energia muy baja.
Esto es lo que se conoce como configuraciones degeneradas. Por lo tanto, al calcular la seccion
eficaz fisica debemos tener en cuenta la contribucién del proceso v* — ¢gg e integrar sobre el

espacio de fases del gluén adicional. De esta forma, observando la figura 3.2 tenemos
./41%3 = ’AR|2+ARB;{+A*RBR+ ‘BR‘z—i-O(OdOéSQ) s (343)

que es lo que origina las denominadas correcciones reales. Usando DREG para integrar sobre el

espacio de fases de la particula extra, se encuentra que el aporte correspondiente a la seccién

eficaz es
20 8 1 Q? Q?
Real S 2
= — 4+ = (4] dvg — 6 |
’ 3 o0 L2 " € ( o8 (47TM2) e ) o (47W2
2 72 BT
2vp — 3)1 2 _3yp— — + — 3.4.4
+ (2ve )Og(4m2)+wg TE +6}, (3.4.4)

en donde aparecen polos que cancelan exactamente aquellos presentes en (3.4.2). Sumando ambas

contribuciones se tiene
o = o(1+=+0(ad)). (3.4.5)

que presenta una correccion NLO claramente finita.

Como se puede apreciar, utilizando DREG para regularizar la teoria a NLO, aparecen polos
simples y dobles en € = 0. Estos polos contienen informaciéon acerca del tipo de proceso que
los esta originando. Los términos proporcionales a 1/€? se asocian a divergencias soft/colineales
simultaneamente, mientras que los polos simples surgen cuando se manifiestan de forma separada.
Cabe senalar que las divergencias UV aparecen como polos simples a este orden perturbativo.
Sin embargo, aqui estamos suponiendo que las mismas fueron absorbidas previamente mediante

el uso de contratérminos para calcular las correcciones virtuales al proceso.

Las cancelaciones exhibidas en el ejemplo anterior motivan un procedimiento para obtener
resultados carentes de singularidades IR. En el caso de QED, el teorema de Bloch-Nordsieck
(30) muestra que si se suman las divergencias originadas por emision de fotones soft reales més
los diagramas con loops asociados se obtiene un resultado final finito, a todo orden en teoria
de perturbaciones. Adviértase que, en QED, las divergencias colineales solo son posibles si los

fermiones son no masivos. Esta situacion cambia notablemente en QCD: la presencia de vértices
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no Abelianos de tres y cuatro gluones permite que ocurran estas singularidades atin cuando los
fermiones sean masivos. Una complicacion adicional de las teorias no Abelianas es la necesidad
de incluir las correspondientes contribuciones con ghosts. Asi, también es necesario tener en
cuenta la emision de ghosts soft o colineales en este tipo de teorias. Una alternativa para evitar
lidiar estos estados es utilizar gauges fisicos. De esta forma, tanto los gluones externos como los

virtuales deben tener polarizaciones fisicas.

Finalmente, debe mencionarse que existe un marco teérico que permite justificar la posibi-
lidad de obtener secciones eficaces libres de singularidades IR, a cualquier orden en teoria de

perturbaciones. Para ello, considérense los siguientes teoremas (26; 31; 32)

» Teorema de Kinoshita-Poggio-Quinn: Las funciones de Green propias 1PI (irreduci-
bles) que contienen momentos externos Fuclideos no excepcionales estdn libres de divergen-

cias infrarrojas, en teorias de campos no masivas renormalizables.

= Teorema de Kinoshita-Lee-Nauenberg: En una teoria con campos mo masivos, las
amplitudes de transicion estdan libres de singularidades IR si se lleva a cabo una suma sobre
todos los estados iniciales y finales degenerados.

De esta manera, por el segundo teorema, se entiende por qué deben considerarse los procesos
reales (o sea, aquellos que contienen mas particulas en el estado final) al momento de calcular

correcciones radiativas.

4.2.  Observables en QCD y funciones de medida

La cancelacion de divergencias IR es posible solamente cuando se estan computando ciertos
observables. Esto es muy facil de apreciar utilizando el ejemplo de las correcciones NLO a~v* — ¢q.
Aunque no entramos en detalles especificos relacionados con la definiciéon de un jet, se puede
apreciar que dichos objetos deben ser lo suficientemente inclusivos como para permitir que los
procesos de emision real sean incluidos en configuraciones soft y colineales. En otras palabras,
si en vez de v* — j + j (j denota genéricamente un jet), hubiéramos considerado estrictamente
v* — gq como observable fisico, en el resultado final a NLO habrian quedado polos en € sin
cancelar. De este modo, la definiciéon de un jet como un tnico partéon da lugar a un observable

con singularidades IR.

La forma en que usualmente se definen observables es a través de la introduccion de una
funcion de medida S. La funcion de medida S, (pY, ..., p") impone restricciones sobre el espacio

de fases de n particulas, permitiendo seleccionar solo aquellos eventos que satisfacen ciertos



requisitos. En términos generales, dado un proceso con n particulas en el estado final puede

pensarse como

/ dPS" = /dPS" S, (P, Pk, (3.4.6)
Q

es decir que S cumple el rol de funcion caracteristica del conjunto de eventos que quieren obser-

varse.

Debido a que los calculos de secciones eficaces suelen efectuarse empleando métodos de inte-
gracion tipo Monte Carlo, el uso de funciones de medida facilita la implementaciéon numérica de
los mismos. Esto se debe a que la seleccion de observables e imposicion de cortes experimentales
puede realizarse modificando rutinas aisladas dentro del codigo general. Sin embargo, para obte-
ner un resultado numéricamente confiable es necesario que S sea una funcién suave respecto de

los momentos de las particulas intervinientes.

Por otro lado, es crucial que & defina eventos libres de singularidades infrarrojas o infrared
safe. Esto quiere decir que el resultado final obtenido, asociado a una cantidad fisica mensurable,
debe ser el mismo independientemente de que ocurran procesos de emision de particulas soft o
colineales entre si. Puesto que los observables considerados estan disenados para analizar fisica
de alta energia (o distancias cortas), la funciéon de medida tiene que ser insensible a los detalles

de la hadronizacion u otros procesos de baja energia.

Considérese un proceso cuyo orden dominante involucra n particulas en el estado final. Las
correcciones reales a NLO agregan una particula adicional®. Con ello, es posible definir dos funcio-
nes de medida: S, (pf, ..., p%) para la contribucion LO y S,41 (pY, ..., ph,) para la contribucion
NLO real. De acuerdo a lo mencionado al comienzo del capitulo, las divergencias IR son origi-
nadas por configuraciones con particulas soft o paralelas entre si. Entonces, hay tres situaciones

que conducen a la aparicion de divergencias IR en la contribucion real a NLO:

1. la particula 4 del estado final se vuelve soft, o sea p? — 0;

2. las particulas i y j del estado final se vuelven colineales, esto es
pi = A" pf = (1= A)Er, (3.4.7)

con A € [0,1] y £ momento total de las particulas involucradas;

6 Al considerar correcciones de orden superior en QCD deben tenerse en cuenta todos los posibles procesos de
emision real compatibles con el orden perturbativo analizado. Por ejemplo, a NLO solo contribuyen procesos con
emision de una particula real. A NNLO, se pueden tener dos emisiones reales, una emision real junto con un loop

o procesos virtuales a 2-loops (sin particulas adicionales en estado final).
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3. la particula 7 del estado final se vuelve colineal con la particula a del estado inicial, o sea
P =l (3.4.8)

con A € [0,1].
Luego, para que los observables sean infrared safe debe ocurrir que

1. si la particula i del estado final se vuelve soft,

Spt1 (p‘f, R A 7pﬁjﬂ) = S, (p‘f,...,pﬁﬂ) ; (3.4.9)
esto es, se elimina su presencia del estado final;

2. si las particulas ¢ y j del estado final se vuelven colineales,

St (P A =N k) = Sa (€ ph) L (34.10)

o sea, se reemplazan las particulas ¢ y j por una que tenga el momento total llevado por

ambas;

3. v, si la particula 7 del estado final se vuelve colineal con la particula a del estado inicial

St (P AP D) = Sa (Pl P) (3.4.11)

es decir, se elimina su presencia del estado final.

Cabe senalar que de esta forma se asegura la cancelacion de divergencias entre las contribuciones
reales y virtuales. Ademas, el comportamiento impuesto a S es consistente con las limitaciones
experimentales. Dado que los detectores solo pueden contar particulas con energia superior a
cierto valor E™® y pueden diferenciarlas tinicamente cuando la separacién angular entre ellas es
mayor que A¢™®, es razonable que estados de n + 1 particulas en las situaciones expuestas sean
considerados como procesos de n particulas en el estado final. Por otra parte, estas propiedades
pueden utilizarse para definir funciones de medida vélidas para llevar a cabo calculos a NNLO u

ordenes superiores.






4. ESQUEMAS DE REGULARIZACION

Tras profundizar en el entendimiento de DREG, en este capitulo discutimos la nocién de
esquema de regularizacion, explicando el origen de cada configuracion. Para ello se introducen
pardmetros que permiten controlar la dimension del algebra de Dirac y del espacio-tiempo, asi
como también el nimero de grados de libertad de las diferentes particulas involucradas. Al final,
comentamos la relacion entre los diversos esquemas y formas de conectar calculos efectuados con

diferentes convenciones, utilizando reglas de Feynman efectivas.

1. Definicién de esquemas

Partamos de una teoria cuéntica de campos genérica en 4-dimensiones espacio-temporales.
Debido a que en este trabajo trataremos correcciones a 1-loop en QCD, en el resto de esta
discusion nos restringiremos a ese orden perturbativo. Entonces, sabemos que es posible escribir

cualquier amplitud de scattering a 1-loop como

diq Qs -+ - Qu
AW = A “"k/ " (4.1.1)
om)4 polk1) a(kny) ’
; @m)* Dl Do

en donde ¢ es el momento del loop y A son coeficientes que dependen de los momentos externos,
la configuracion de color y el tipo de particulas que participan en el proceso, tanto aquellas que son
observables fisicamente (externas) como las que circulan dentro del loop (virtuales). Trabajando
con el integrando, toda la estructura tensorial asociada al proceso se encuentra codificada en
estos coeficientes.

Por su parte, las cantidades D; son los denominadores introducidos por los distintos tipos de
propagadores presentes en la teoria y en el proceso. Se sabe que a 1-loop es posible encontrar
un conjunto de denominadores que permite escribir cualquier producto escalar que involucre al
momento ¢ como combinacion lineal tinica de los mismos. Al momento de expresar explicitamente
las diversas contribuciones a A, pueden tener lugar contracciones entre momentos externos y q.
En consecuencia, los factores D; pueden aparecer en el numerador de una integral de Feynman.

Asi, la notacién utilizada tiene por objetivo enfatizar no solo la posible presencia de D; en el



numerador, sino también expresar términos que solo requieran un subconjunto de dicha base de

denominadores.

La presencia de divergencias en (4.1.1) fuerza el empleo de un método de regularizacion. Por
las razones mencionadas en el Capitulo 3, el método de regularizaciéon dimensional es una de
las opciones més utilizadas para explicitar singularidades en el contexto de teorias de gauge.

Entonces, debemos efectuar la transformacion

/% - /(2{:%5@/1’ (4.1.2)

en donde se introdujo el pardmetro Dgr para denotar la dimension del espacio asociado al mo-
mento de loop. Es importante considerar Dgr # 4 para evitar las divergencias, aunque el método
no fuerza ninguna eleccién en particular. Por cuestiones de convenciéon, nos restringiremos a

Dgt = 4 — 2¢ con € un numero complejo arbitrario.

El proximo paso es utilizar alguna técnica de reduccion tensorial para obtener expresiones

que solo dependan de integrales escalares, es decir

¢ge. g Z Fremm () Lok qPSt) E ({py - pi} ) Der) (4.1.3)
g Di'D3* ... Dgn ~ A R A Pi*Pjy s 2ST) s o
en donde {p;} denota el conjunto de posibles vectores fisicos externos, los cuales estan definidos
en la teoria 4-dimensional. Notemos que los coeficientes que acompanan a las diversas integrales
escalares dependen de Dgr v, en particular, involucran a n”sT. Esto se debe a que cuando reali-
zamos la reduccion tensorial, se propone una estructura para la integral y si el rango es superior
a 2, hay contribuciones que necesariamente requieren utilizar la métrica del espacio-tiempo. De-
bido a que en estos pasos intermedios hay divergencias que deben ser regularizadas, no podemos
tomar el limite ¢ — 0 mientras se estan computando las integrales. Por lo tanto, no es consistente

Dgr

realizar el reemplazo n”sT — n* en las integrales tensoriales hasta finalizar el célculo completo.

Por otro lado, exceptuando las contribuciones que provienen de las integrales tensoriales,
DREG tampoco impone ningiin tratamiento especifico para el resto de los objetos que partici-
pan en el calculo de los coeficientes A,. Para ser mas explicitos, los coeficientes dependen de
la dimensiéon del algebra de Dirac, del nimero de polarizaciones fermiénicas y bosonicas, y de
la forma en que se tratan los vectores externos. En consecuencia, podemos elegir de forma ar-
bitraria el tratamiento de dichas cantidades, lo cual constituye la definicién de un esquema de
reqularizacion. En el contexto de QCD no masiva o de QCD con fotones, podemos introducir los

siguientes parametros:

= n,: numero de polarizaciones de los gluones externos,
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» N, nimero de polarizaciones de los gluones internos,

= n,: nimero de polarizaciones de los quarks externos,

hg: nimero de polarizaciones de los quarks internos, y

= Dpirac: dimension del algebra de Dirac.

Llegado este punto, es necesario remarcar una sutileza relacionada con los momentos externos.
En el contexto de correcciones virtuales, DREG demanda la extensiéon del momento de loop a
Dgr dimensiones para lograr la regularizacion de las integrales. Sin embargo, tal requisito no es
impuesto sobre los momentos externos, que naturalmente son 4-dimensionales puesto que estéan
asociados a particulas observables fisicamente. La situacion cambia completamente al considerar
DREG aplicada a correcciones reales e integrales de espacio de fases, como fue mencionado en
el calculo de v* — g a NLO. En tal caso se requiere integrar sobre todo el espacio de fases de
la particula adicional, con lo cual es imprescindible regularizar las regiones singulares. De esta
manera, aplicar DREG a integrales de espacio de fases impone la necesidad de continuar a Dgr
dimensiones el momento de particulas externas a nivel amplitud. A pesar de esto, para mantener
la generalidad de la discusion, se permitiré aqui que la dimensionalidad de los momentos externos

sea considerada como un parametro libre.

Siguiendo con el analisis de los esquemas en DREG, es posible estudiar como relacionar los
parametros introducidos con la forma en que se llevan a cabo los calculos. Aqui es necesario retor-
nar a la discusion presentada en el Capitulo 3 e interpretar el regulador d como la dimensiéon de
un espacio sobre el cuél esta definida la teoria fisica. En consecuencia, suponemos que los objetos
definidos en el contexto de DREG pertenecen a un espacio-tiempo Dgp-dimensional. Mas atn,
se considera que este espacio admite ser expresado en términos del producto directo del espacio-
tiempo usual 4-dimensional y un espacio transverso Dgr — 4-dimensional. Consecuentemente, si

se define una métrica sobre tal espacio, nf,f'T, resulta posible emplear la descomposicién

Mo =, ST, (4.1.4)

con nﬁ,j la métrica de Minkowski usual del espacio-tiempo 4-dimensional plano. En particular,

Dgr

vale que 7,5 (nDST_A‘)W = Dg1 — 4, independientemente de la representacion concreta que se le

asigne a la métrica transversa anST*‘l = -



1.1. Algebra de Dirac y fermiones

Por otro lado, en el espacio Dgp-dimensional se pueden definir vectores y espinores!. Comen-

cemos escribiendo la dimension del algebra de Dirac como
DDirac =4 - 256, (415)

en donde ¢ es un parametro que nos permite elegir trabajar con un élgebra 4 (6 = 0) o Dgr-
dimensional (6 = 1). Los espinores se definen partiendo de una representacion R de dicha algebra.

Esto es, consideramos un conjunto de objetos {y**},_, € R que verifican

{fy#’,yu} — 2<nDDirac>:u'V]I’ (416)

en donde I corresponde al elemento identidad del espacio en el cual la representacion R estéa
definida. Ademas, los objetos v deben ser hermiticos. En el caso Dpi.c = 4 puede utilizarse el
espacio de las matrices de Dirac usuales: la extension para Dpia. € N es directa. De hecho, se
puede mostrar que cuando Dpi.c = 2w con w € N existe una representaciéon con matrices de

tamano 2“. Para el caso Dpi..c = 2w + 1, es suficiente con agregar la matriz ~,,, dada por
Yo = 0. %L (4.1.7)

que es la generalizacion de 5. Notese que este tltimo resultado justifica la necesidad de recurrir a
técnicas de orbifolding para introducir proyectores de quiralidad en espacios de dimensién impar,

situacion comunmente encontrada en modelos de extra-dimensiones.

En cambio, al considerar Dpj,. = 4 — 2¢ (con € genérico) es necesario llevar a cabo un proceso
distinto para construir una representacion R, debido a que esta resulta de dimensién infinita. En
Ref. (23) se exhibe una construccion recursiva explicita que emplea matrices de tamano 2 (con
2w = Dpjrac)- De esta forma se prueba la existencia de una extension del algebra para el caso

Dpirac genérico.

Para poder llevar adelante el tratamiento algebraico de los elementos de R tiene que extenderse
el operador traza Tr : R — C sobre dicha representacion. En abstracto, dados elementos A, B € R

y escalares a,b € C, el operador Tr debe verificar

L En el contexto de variedades diferenciales, los campos de vectores se definen como secciones del fibrado
tangente y los espinores surgen naturalmente a partir de las representaciones de algebras de Clifford inducidas
por la métrica en el espacio tangente. Por ende, existe una conexién entre la dimension del algebra de Dirac Dpiyac
y la dimensién del espacio de partida Dgt. Estrictamente, si Dgr € N, luego ambas dimensiones son iguales. Sin
embargo, en el contexto de DREG es admisible tratar Dp;ja como un pardmetro libre, puesto que la teoria fisica
original esta definida sobre un espacio 4-dimensional. Por ende, en el limite ¢ — 0 cualquier definicién razonable

de un esquema de regularizacién debe conducir a Dpipac = DsT = 4.
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1. Tr(aA +bB) = aTr(A) + bTr(B) (linealidad),

2. Tr(AB) = Tr(BA) (propiedad ciclica).

Utilizando la existencia de la representacion matricial es posible probar la existencia del operador
Tr. Sin embargo, su definicién no es univoca puesto que existe la libertad de establecer el valor

de Tr (I). La eleccién més general es

Tr (I) = f(Dpirac) ; (4.1.8)

puesto que Dpiae €s el tinico pardametro natural asociado al problema. A pesar de que no hay
restricciones sobre la funciéon f, usualmente se elige f(Dpirac) = Dpirac- Como veremos explicita-
mente en los calculos de los proximos capitulos, la dependencia en f se factoriza siempre que se

tengan cadenas cerradas de espinores (loops fermiénicos).

Utilizando las propiedades del operador traza y (4.1.6) se pueden demostrar varias identidades

utiles para el manejo del algebra de Dirac con Dp;.,. arbitrario. En particular, vale que

VY = Dbiracl, (4.1.9)
Y9 = (2 = Dpirac) 7", (4.1.10)
Tr (v"9") = f(Dpirac) (n"Pe)" (4.1.11)
Tr(v*) = 0, (4.1.12)

pudiéndose apreciar que siempre se recuperan los resultados 4-dimensionales habituales al consi-
derar el limite Dpiac — 4. De hecho, puede probarse facilmente que la traza de un nimero impar

de matrices gamma es siempre nula.

Finalmente, dado que los fermiones son descriptos a través de espinores, es posible establecer
una relacion entre el nimero de polarizaciones de un fermién no masivo y Tr(I). Siguiendo las

convenciones elegidas en Ref. (33), se define

™ 1) = 2n,, (4.1.13)
T (I) = 2h,, (4.1.14)

en donde Tr™*

y Tr'™ denotan la traza efectuada sobre cadenas espinoriales con fermiones exter-
nos e internos (loops en correcciones virtuales), respectivamente. La razon para considerar una
distincion explicita es que esto permite tratar de forma separada particulas externas e internas,

con el fin de realizar un anélisis exhaustivo de la dependencia de los resultados respecto del



esquema empleado. Ademas, se introducen los parametros gy Sr que verifican

ng = 2—20fre — Tr™(I) =4 — 4Bge, (4.1.15)

hy = 2—2Be — Tr™(I) =4 — 48k, (4.1.16)

y cuya funcién radica en controlar el niimero de polarizaciones fermiénicas mientras se realizan

los calculos.

1.2. Vectores de gauge

Ahora pasemos a analizar el parametro hgy, que estéa relacionado con el propagador gluénico.
Si trabajamos en LCG, es posible escribir la suma sobre polarizaciones gluénicas internas de

acuerdo a

o Puny + NP

d,w(l% n) = - (Wﬁy + CVRU,?VD“&C 4) + % ) (4.1.17)
en donde n es el vector de cuantizacion, que verifica n> = 0 (por ser un vector nulo o tipo luz) y
n - p # 0. Para tener en cuenta el nimero de polarizaciones de los gluones internos se introduce

el parametro ai. En particular, se sabe que
hg = dy,(p,n)(n"sT)" (4.1.18)

en donde la contraccion tiene que ser efectuada con la métrica Dgp-dimensional. Esto se debe
a que siempre estamos asumiendo que el espacio 4-dimensional usual es un subespacio de su
extension Dgr-dimensional®. Empleando (4.1.17), se aprecia que si agp = 0 entonces h, = 2
independientemente del valor de Dpi... Es interesante destacar que esta conclusion depende
fuertemente de que n sea la extension nula Dgp-dimensional de un vector 4-dimensional y que el
tensor métrico sea diagonal también en Dgp-dimensiones. Por otro lado, es posible apreciar que
si se elige 6 = 0 (lo cual corresponde a tomar Dp;.. = 4), entonces se elimina la dependencia

respecto de ag en (4.1.17).

Cabe destacar que expresamos d,,, (p, n) en términos de nPpirac por cuestiones relacionadas con
la implementacion de los calculos (ver Capitulo 7). De todas formas, esta eleccion solo modifica
la forma en que se eligen los pardmetros para definir esquemas especificos. En consecuencia,
el estudio de las diversas configuraciones se podria haber llevado a cabo de forma similar si

/r/DDirac - nDST )

2 Dicha observacion tiene sentido en el contexto de DREG puesto que podemos evitar valores de Dgt € N
menores a 4. Ademas, un espacio con Dgr € C suele interpretarse en términos de un espacio de dimension

infinita. Para mas detalles, se sugiere seguir los comentarios presentes en Ref. (23).
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Por otra parte, es posible controlar el nimero de polarizaciones de los gluones externos defi-

niendo

PuQv + Qupy

PO (4.1.19)

A (p, Q) = Z e(pev(p) = — (mh, + ans™) +

phys.pol.

en donde @ es un vector tipo luz arbitrario que verifica Q* =0y @ - p # 0. Cuando llevemos a
cabo los calculos de forma explicita, utilizaremos la eleccion () = n con el objetivo de simplificar
los pasos intermedios. Por otro lado, si apelamos a (4.1.19) y contraemos el tensor de polarizacion

con la métrica espacio-temporal, encontramos que
ng = d/]f;‘t(p, n)(nPsTy™ =2 — 2ae, (4.1.20)

con lo cual el nimero de polarizaciones externas queda expresado de forma explicita en términos

del parametro a.

Para concluir esta discusion sobre los tensores de polarizacion gluénicos, analicemos algunas
de sus propiedades. Debido a que se esta trabajando en un gauge axial, estos objetos deben

verificar

= ortogonalidad respecto al vector de cuantizaciéon o de referencia

dy (p, )t = 0 = d5* (p, n)nt (4.1.21)

= ortogonalidad respecto al momento externo

Ext _
dyy' (p,n)p" =0, (4.1.22)
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Estos requisitos estan directamente relacionados con restricciones fisicas. La primer condicién se
debe a la eleccion de gauge, ya que n es el vector de referencia para llevar a cabo el fijado de un
gauge fisico y eliminar las polarizaciones espurias (ver Capitulo 1). El segundo requerimiento se
vincula con el hecho de que los gluones externos son particulas no masivas y que se encuentran en
su capa de masa (o sea, que cumplen la relacion de dispersion). Explicitamente, se trata de una
consecuencia directa de ¢(p) - p = 0. El ultimo requisito permite recuperar la ortogonalidad con
el momento transportado cuando se efectiia un corte en el loop. Esta condicién es sumamente
importante en el contexto de los métodos de unitariedad, puesto que permite establecer que los
gluones internos (virtuales) se comportan del mismo modo que las particulas externas cuando

vale ¢?> = 0. Cabe sefialar que este enfoque provee una interpretacion alternativa de la cancelacion



de divergencias IR, y ademés justifica la necesidad de contar con esquemas de regularizacion que
traten del mismo modo a las particulas internas y externas.

Ext

Continuando con el anélisis de las propiedades de d,,, y d ",

podemos emplear las ecuaciones

(4.1.17) y (4.1.19) para mostrar que se verifica
(p-n)n, +n’p,

du(p, )t = —n, + v =0=dx(p,n)n", (4.1.23)

en donde se uso fuertemente que n es un cuadrivector nulo y que n“?]l’?,j“m_‘1 = 0. Un resultado
similar se obtiene cuando se consideran a los momentos externos como la extensiéon nula de

cuadrivectores tipo luz, o sea que cumplen p = p® & 0. En tal caso, se obtiene

2 .
p-n

lo que demuestra que todos los requisitos exigidos anteriormente son cumplidos por el tensor de

polarizacion de los gluones externos, al estar estos asociados a particulas observables.

Sin embargo, DREG fuerza a que los momentos internos sean expresados de la forma p =
p(4) ® p(DST_4), en donde la componente en el espacio transverso es completamente arbitraria. Por

lo tanto, cuando se efectiia la contraccion del momento con el tensor de polarizaciéon se obtiene

2
— Py +(p-n)py
d,uu<p7 n)p# = - (p1(/4) + 6aRp1(/DST 4)) + P <n )

v Y

_ p2 2% + (1 _ 5aR)p(DST_4) (4.1.25)
p-n

lo cual indica la posibilidad de que, para ciertas combinaciones de parametros, los propagadores
no cumplan todos los requisitos de consistencia fisica. En este trabajo exploramos estas circuns-
tancias en el contexto del calculo de amplitudes de splitting a NLO, donde mostramos de forma
explicita que la violacién de estas imposiciones puede alterar la estructura de polos IR de los
resultados (ver Capitulo 7).

Finalmente, un breve comentario sobre los momentos externos en el célculo de correcciones
reales. Al aplicar DREG para regularizar las divergencias IR de particulas externas, el momento
de las mismas es extendido a Dgr dimensiones y adquiere una componente no trivial en la

direccion transversa. Por ende, volviendo a la segunda condiciéon del listado previo, tenemos que

P>, + (p-n)p,
p-n

A= p,n)pt = — (p + apPst) 4

= P (1)) (4.1.26)
p-n

en donde empleamos (4.1.19). Sin embargo, las particulas externas estan on-shell, lo que implica

que cumplen la relacion de dispersion. De acuerdo a la forma en que se realiza la extension de esta
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relacion a Dgr dimensiones, tener particulas reales on-shell podria significar (p(4))2 = 0 o bien
p* = p'p
puesto que

”n/?VST = 0. Notemos que no es admisible imponer ambos requisitos simultaneamente,

0=p? = (p<4))2 4 (p(DST—4))2 _ (p(DST—4))2 ‘ (4.1.27)

Dado que la restriccion de la métrica diagonal Dgr-dimensional al espacio transverso es rieman-

niana, se tiene un producto interno definido positivo y con ello
(p(DST—4))2 =0 = pLDST_4) =0, (4.1.28)

lo cual impide el uso de DREG al forzar que los momentos externos sean estrictamente 4-

dimensionales. En consecuencia, es posible reescribir (4.1.26) como

2 N,

st (p,n)pt = € (pPsY) + (1 — a)pPsr= (4.1.29)

p-n

en donde se introdujo el pardmetro £ que permite elegir entre la condiciéon de capa de masa
en4 (£ =1) o Dgr (£ = 0) dimensiones. De esta manera, se puede apreciar que una eleccion
patologica de parametros podria conducir a resultados inconsistentes a nivel de secciones eficaces

(elementos de matriz al cuadrado).

1.3. Definicién de esquemas

Tras haber introducido un conjunto de parametros que podemos modificar en el contexto
de DREG, es necesario explicar como recuperar algunos de los esquemas mas frecuentemente
utilizados en la comunidad de fisica de altas energias. Comencemos analizando el esquema de
regularizacion dimensional convencional o CDR (por sus siglas en inglés) (19; 20; 34). En el
mismo, las particulas externas e internas son tratadas de la misma forma. Explicitamente, todos
los momentos son extendidos a Dgr dimensiones, los gluones tienen 2 — 2¢ polarizaciones y
los fermiones no masivos tienen 2 grados de libertad. En otras palabras, en CDR se utiliza
ng =hy =2—2ey hy = ny = 2, con Dpjrac = 4 —2¢. De acuerdo a los parametros antes definidos,
utilizar este esquema es equivalente a establecer « = 1, ag = 1y 6 = 1. Ademés debe fijarse

B =0 = [Bg, que es una eleccién que se adopta en todos los esquemas tradicionales.

Por otro lado, se tiene el esquema de t’Hooft-Veltman (HV), que fue introducido en Ref. (20) y
se considera como la formulaciéon original del método. En el mismo, los momentos de las particulas
internas son continuados a Dgr dimensiones, pero los externos se mantienen en 4 dimensiones.
Como se senala en Ref. (35), cuando los estados externos dan lugar a una configuracion cinemética
con divergencias IR es necesario llevar a cabo la regularizaciéon extendiendo los momentos a Dgr

dimensiones. Esto lleva a introducir una diferenciacion entre estados externos observables (es



decir, aquellos asociados a cantidades mensurables experimentalmente) y no observables (como
los que aparecen al considerar correcciones por emision real). La continuacion de los momentos
externos solo se lleva a cabo en este ultimo caso. Mas alla de estas cuestiones, HV se distingue
de CDR por la forma en que se tratan los grados de libertad bosonicos. A pesar de que todos los
fermiones no masivos cuentan con 2 polarizaciones, solo los gluones internos poseen 2 — 2¢ grados
de libertad ya que los externos tienen 2 polarizaciones fisicas. Explicitamente, en HV se utiliza
ng=2=mny,=hyy hy =2 — 2¢. Con los parametros introducidos en este trabajo, emplear HV

es equivalente a elegir 6 =1 =ag, a =0y ag = 1.

A veces es preferible tratar a todas las particulas como objetos 4-dimensionales, a pesar
de que los momentos internos sean extendidos a un espacio Dgp-dimensional. En el esquema
de helicidades 4-dimensionales (FDH) (36; 37), los fermiones no masivos y los gluones tienen
solamente 2 grados de libertad fisicos, tanto si se trata de estados externos como internos. Esto
quiere decir que FDH se define estableciendo n, = hy = 2, n; = hy = 2y Dpirac = 4, 0
0 = 0 = a = ap con nuestra convenciéon de parametros. Los momentos externos son mantenidos
en 4 dimensiones, exceptuando procesos en los cuales existan singularidades IR. La principal
ventaja de este esquema radica en la posibilidad de utilizar las técnicas de helicidad (ver Capitulo
2) para obtener resultados compactos. Siendo més especificos, fijar 2 grados de libertad fisicos
para los gluones permite que los mismos sean representados con vectores de polarizacion e,
en 4 dimensiones. Ademés, este esquema puede ser aplicado en el contexto de los métodos de

unitariedad para reconstruir amplitudes a 1-loop.

Finalmente, existe otra eleccion posible conocida como reduccion dimensional (DRED) (37;
38). Al igual que en FDH, todas las particulas no masivas tienen 2 grados de libertad fisicos
(ng = hy = 2, ng = hy = 2y Dpirac = 4). Sin embargo, en este caso todos los momentos
intervinientes son continuados a Dgt dimensiones. Este hecho fuerza la introduccién de nuevos
estados, conocidos como gluones escalares, para poder mantener la consistencia tedrica. De hecho,
este esquema deriva de haber efectuado la reduccion dimensional de un lagrangiano en Dgr
dimensiones, compactificando las direcciones adicionales y manteniendo un espacio-tiempo 4-

dimensional.

Mas alla de las sutilezas relacionadas con los momentos externos, tanto DRED como FDH
poseen la ventaja de involucrar el mismo nimero de grados de libertad fermidnicos y boso-
nicos (exceptuando a los gluones escalares). De esta manera, permiten ser aplicados a teorias
supersimétricas sin alterar sus propiedades (como, por ejemplo, las identidades de Ward supersi-
métricas). Una discusion muy detallada acerca de la implementacion de ambos esquemas puede
ser encontrada en Ref. (36). En la misma, el autor agrupa DRED y FDH en la categoria de esque-

mas de reduccion dimensional y senala que los mismos no son equivalentes, pudiendo conducir a
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Esquema Ng hyg ) QR « Br 6]
TSC 2—2 | 2—2¢ 1 1 1 1 1
CDR 2—2 | 2—2¢ 1 1 1 0 0
HV 2 2 — 2 1 1 0 0 0
FDH 2 2 0 1 0 0 0
HSA 2 — 2 2 1 0 1 0 0
HSB 2 2 1 0 0 0 0

Tab. 4.1: Tabla con las configuraciones de parametros empleadas en este trabajo. Con la excepciéon del
esquema TSC, en los casos restantes se establece el niimero de polarizaciones fermionicas, tanto

internas como externas, igual a 2 (esto es § =0 = [g).

resultados distintos.

Por otra parte, es necesario remarcar que CDR, HV y DRED respetan la unitariedad de la
matriz de scattering, al menos hasta N3LO en el contexto de QCD (35). Més atn, como es de
esperar, los resultados obtenidos son equivalentes. Esto conduce a que los observables fisicos sean
independientes de la eleccion de esquema. Sin embargo, FDH viola unitariedad cuando es aplicado
a teorias no supersimétricas mas alla de NLO. El principal inconveniente radica en la presencia
de un numero desigual de grados de libertad. En concreto, el problema es originado porque el
momento de los gluones internos es continuado a Dgr dimensiones pero solo se consideran 2
grados de libertad fisicos. Los grados de libertad transversos o evanescentes relacionados con los
gluones escalares que se introducen en DRED resultan cruciales para lograr la consistencia. Cabe
senalar que CDR y HV carecen de este inconveniente pues imponen un tratamiento consistente

de los grados de libertad de las estados internos que se estan regularizando.

Mas alla de estos esquemas conocidos, si se cambian los parametros ag, «, ¢ y el valor de Tr(I)
es posible construir nuevas configuraciones. Algunas variaciones de CDR, HV y FDH/DRED
con Tr(I) = 4 — 4e fueron estudiadas en Ref. (33) en el contexto de funciones de splitting a
LO. En particular, los autores analizaron las consecuencias de elegir esos modelos alternativos
(toy models) cuando se lleva a cabo un calculo NLO completo, en el contexto del método de
sustraccion. Mas atn, definieron un nuevo esquema (al que aqui llamamos TSC) en el cual
ng = ng = 2— 2 = hy = hy y se extienden todos los momentos a Dgr dimensiones. En
este trabajo, decidimos explorar esas configuraciones pero aplicadas al estudio de amplitudes y
funciones de splitting a NLO en QCD (39). De hecho, como se muestra en el Capitulo 8, TSC
preserva las relacion de Ward supersimétrica a 1-loop en el contexto de una teoria de Yang-Mills
con N = 1. Asi, resulta que esta configuracion de parametros es equivalente a una extension del

esquema CDR compatible con supersimetria.



Por otra parte, ademéas de permitir diferentes valores de h, y n,, en el trabajo también dis-
cutimos acerca de los denominados esquemas hibridos. Debido a que llevamos a cabo todos los
célculos manteniendo todos parametros libres (esto es, sin establecer valores especificos en los
pasos intermedios), pudimos explorar las consecuencias de realizar diversas elecciones no con-
vencionales. En particular, fijando Dpjae =4 —2¢ (§ =1) y hy = 2 (g = 0) podemos elegir el
numero de polarizaciones de los gluones externos. En consecuencia, definimos el esquema HSA
cuando ny, = 2—2¢ (a = 1) y HSB para ny = 2 (o = 0). En el Capitulo 7 estudiamos exhaustiva-
mente la consistencia de los mismos, tomando como caso de aplicaciéon la amplitud de splitting
q — gq a NLO. Alli mostramos que el empleo de estos esquemas conduce a incompatibilidades
en la estructura de las divergencias IR. Las razones que conducen al mencionado conflicto son

similares a las que originan la inconsistencia de FDH en calculos a 6rdenes superiores.

Para concluir y facilitar la interpretacion de los resultados, un resumen de todos los esquemas

considerados se muestra en la table 4.1.

2. Reglas de Feynman en DREG

Es interesante estudiar la aparicion de nuevos objetos escalares cuando se aplican ciertos
esquemas de DREG en un espacio D-dimensional. Esto se debe a que es posible descompo-
ner vectores en D dimensiones como vectores 4-dimensionales junto a D — 4 particulas escalares
(38), como suele efectuarse en el contexto de reduccion dimensional. En otras palabras, una teoria
originalmente formulada en 4 dimensiones puede ser extendida a D dimensiones y, tras compac-
tificar las direcciones adicionales, volver a 4 dimensiones. La extension y posterior reducciéon en
la dimensionalidad de los objetos intervinientes (campos) es la que conduce a la aparicion de los
grados de libertad adicionales, interpretados como particulas. Por supuesto, introducir nuevas
particulas nos fuerza a obtener nuevas reglas de Feynman para escribir los diagramas que las

involucren.

Antes de abordar el problema concreto de los gluones escalares en DREG, notemos que la
situacion que estamos analizando aqui es distinta a la que usualmente se encuentra en teorias
de extra-dimensiones. En las mismas, se pasa de una teorfa originalmente definida en 4 a su
extension a D € N dimensiones, con lo cual el nuevo espacio sigue admitiendo una interpretacion
en términos de variedades diferenciales. En consecuencia, el proceso de compactificar D — 4

dimensiones puede llevarse a cabo simplemente identificando cada nueva direccién con un circulo?.

3 Es posible compactificar un espacio de varias formas distintas y no existe una manera genérica de efectuar
el procedimiento. La eleccién aqui expuesta es una de las méas empleadas en el contexto de teorias de extra-
dimensiones. Sin embargo, desde el punto de vista matemético, podria emplearse la compactificacion tipo Alexan-

droff (compactificacién en un punto) o construcciones mas abstractas, como la compactificacion de Stone-Cech.
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Al disponer de direcciones compactas, es posible efectuar una descomposicion en modos normales
e identificar las excitaciones de los campos proyectados sobre las dimensiones adicionales en

términos de particulas, que son los conocidos como modos de Kaluza-Klein.

Sin embargo, en DREG, D no es necesariamente un niimero natural. Por ende, el enfoque de
reduccion dimensional tradicional no puede ser utilizado de la misma manera. La estrategia que
se sigue aqui consistira en efectuar una descomposicion forzada de todos los objetos de la teoria
en términos de contribuciones 4 y D —4-dimensionales. Entonces, partamos del lagrangiano usual
de QCD no masiva en 4-dimensiones definido en (1.1.14). Sabiendo que los términos cinéticos se
asocian con los propagadores, comencemos expandiendo los términos de interaccion, que pueden

escribirse como

n fgof 4
Loy = Lo + Lo + Lo » (4.2.1)
en donde
fof erqra Tt I Aa
Lo = =) gsp Tl Uiy W A2 (4.2.2)
f
3 gSMEfabc a a cv
Loop = 5 (0,47 — B, AL) APHASY (4.2.3)
L = ~ B o fuac A A AT A (1.2.4)
QCDh — 4 abeJ ade4 1y y L.

son las contribuciones relacionadas con el vértice fermion-gluén, y las interacciones de tres y
cuatro gluones, respectivamente. Notemos que aqui se incluye la escala p para mantener el aco-
plamiento sin dimensiones y hemos especificado D = 4 — 2¢ como la dimension del espacio sobre

el cual se extiende la teoria.

Ahora consideremos que la métrica del espacio-tiempo, n”, es diagonal y que puede ser

expresada en términos de un producto directo. Luego podemos efectuar la descomposicion
AL = AL+ AL, (4.2.5)
A= AR (4.2.6)

en donde A, 4 son cantidades asociadas al espacio 4-dimensional, mientras que A, 7 se asocian

a las componentes en el espacio transverso D — 4-dimensional. También se tiene que

{4t = 0, (4.2.7)

nh ArAY = 0, (4.2.8)

El método elegido depende de las propiedades que quieran preservarse del espacio original.



debido a la ortogonalidad de los subespacios 4 y D — 4-dimensional. Notese que esto es lo que
permite efectuar una extensioén diagonal de la métrica al espacio de D dimensiones. Ademas, las
descomposiciones efectuadas hasta este punto son completamente generales (esto es, valen para

cualquier D, atun cuando no sea un nimero natural).

Sin embargo, existe una sutileza relacionada con las simetrias asociadas a la teoria extendida.
Sabemos que la teoria original en 4 dimensiones respeta la invariancia de Poincaré. Sin embargo,
al pasar a un espacio D-dimensional no esta establecido de forma univoca el grupo de simetrias
espacio-temporales. El tinico requisito que debe verificarse es que se recupere la invariancia 4-
dimensional en el limite D — 4. En consecuencia, hay dos elecciones naturales. Por un lado,
podemos retener solamente las simetrias 4-dimensionales, en cuyo caso se tiene que A se comporta
como un 4-vector mientras que A no transforma ante el grupo de Poincaré 4-dimensional. Es
este hecho el que motiva la denominacion de gluon escalar para el campo A. Cabe sefialar que
esta eleccion es la que se emplea en el contexto de las teorias de extra-dimensiones usuales,
en particular para justificar el empleo de reducciéon dimensional. Pero, por otro lado, se podria
extender el grupo de simetria a D dimensiones. Mas alla de las dificultades técnicas para definir
rigurosamente la nociéon de invariancia de Poincaré D-dimensional, en tal caso una transformacion
de Lorentz general combinaria las componentes A y A, aunque A transforme como un vector con

D componentes.

Antes de continuar con la discusion central, es ttil realizar una reinterpretacion del significado
de las dimensiones transversas y las polarizaciones adicionales de los gluones. Cuando se retiene
solamente la invariancia de Poincaré 4-dimensional, tenemos gluones representados por 4-vectores
y un conjunto de D — 4 grados de libertad que transforman como escalares. En consecuencia,
podemos pensar que los grados de libertad adicionales se convierten en distintos sabores de
particulas escalares. Esto es algo completamente anédlogo a la aparicion de modos de Kaluza-
Kelin en teorias de extra-dimensiones, con la diferencia de que aqui no podemos efectuar la

compactificacion de las direcciones transversas.

Volviendo al anélisis de los gluones escalares, usando las expresiones para los términos de

interaccion en el lagrangiano (1.1.14) se obtiene
faf € a TS i Aa TR | Aa
LSep = —ngsTy Z (va“\lfif A+ WA Au) : (4.2.9)
f
‘C?()QgCD = 1°gs fabe [(auAg)AbMACV + (auAZ)Ab“Aw + (aMAg)AbMACV

+ (auAg)AbHAw] , (4.2.10)

2€ 2
wg Ab Ac A Aev Ab Ac A Aev Ab Ac A Aev
Lép = — 4Sfabcfade {A’;AVAWA + 240 AC AT AT + AP AC A A ] (4.2.11)
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en donde debe tenerse en cuenta que algunos de los indices se relacionan con el espacio fisico
4-dimensional, mientras que otros etiquetan componentes en las direcciones transversas. En la
figura 4.1 se muestran los posibles vértices de interaccién que involucran gluones escalares. Puede
apreciarse que hay seis tipos distintos de interacciones: fermion-escalar (f fs), gluén-gluon-escalar
(g9gs), gluon-escalar-escalar (gss), triple vértice escalar (sss), gluon-gluon-escalar-escalar (ggss)
y vértice cuadruple de escalares (ssss).

|
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Fig. 4.1: Vértices de interacciéon disponibles que involucran gluones escalares. Tras expandir el lagran-
giano de QCD en D dimensiones se encuentran las siguientes posibilidades: A fermién-escalar-
fermion, B gluon-escalar-gluén, C triple vértice escalar, D escalar-gluén-escalar, E dos escalares
y dos gluones, y F vértice cuadruple escalar. Apréciese que se esta empleando la convencion de

momentos salientes para todas las particulas intervinientes.

Luego de identificar los términos en el lagrangiano que originan las posibles interacciones de
los gluones escalares, estamos en condiciones de deducir las correspondientes reglas de Feynman.

Utilizando la funcion Vi, (pY, ph, p7) definida en (2.2.12) e introduciendo

‘/élg<pét7pga p§7 pZ? CL, b7 C? d) = fabefcde (Ufff’Tni?;ST T];?;Tnl?pST)
+ facefbde (anSTT/g;ST - nf(,sTnfi,ST)
+ fadefcbe (anSTnpl?TST nfpSTT],ELST) y (4212)

las reglas de Feynman usuales para QCD 4-dimensional se expresan como:

= vértice fermién-gluon-fermion —igsTA#,



= vértice de tres gluones gs fapeVag (D1, 05", 03" )11, Tl s

= y cuadruple vértice de gluones —1g2Vi, (pi", ps*, pi', pt, a, b, ¢, d>7731u7731u77§1p77§1w

en donde se esta llevando a cabo de forma explicita la proyecciéon de los indices de Lorentz sobre
el espacio 4-dimensional a través de la contraccién con n*. Notemos que estas reglas habian sido
presentadas en el Capitulo 1 (ver figura 1.2), aunque aqui las reescribimos para efectuar una
distincion explicita entre las contribuciones 4 dimensionales y aquellas que provienen del espacio
transverso. A partir de las mismas, es posible conseguir el siguiente conjunto de reglas para

interacciones que involucran gluones escalares:

ff_53 _ZggcalarlueTa;?u,

995: gE™ 1 faveVag (D), D5 DS )N kT o
= gsst gEMTLE fane Vag (DY 05 D5 ) w16 M0

. ,scalar, e M1, V1 01\ ,,€ € €
m 5881 gg 2 fabc%g(pl yP2 5 D3 )nlu,l‘unz/lyno'lcﬂ

T 2 € v o € €
ggSSZ _22 (ggcala ) /1’2 ‘/49(1)111«1 ) p21 ) p§17p417 CL, b7 C7 d)nulunulynﬁlpnﬁla7
scalar 2 € v (3 € € € €
=y 58S _Z(gs ! ) ,u2 ‘/;lg(pl1“7p2l7p§17p41a CL, ba C, d)nuwmlynplp%lm

en donde fueron empleadas las etiquetas introducidas en la figura 4.1 y las convenciones mostradas

en 1.2. El factor 2 adicional presente en el vértice ggss proviene de la expansion del lagrangiano
dada en (4.2.11).

Como observacion final, nétese que cuando se consideran interacciones en las que intervienen
los gluones escalares es necesario efectuar el reemplazo gs — g5!%. La razon del mismo yace en
que estas particulas tienen que ser consideradas como nuevos objetos en el modelo, los cuales
presentan un comportamiento independiente de los gluones vectoriales. Por ende, siguiendo el
principio de Landau, es necesario escribir el lagrangiano més general posible, que sea compatible
con las simetrias del problema. Pero cuando se impone solamente la invariancia frente al grupo
de Poincaré 4-dimensional, existe la libertad de tratar los acoplamientos vectoriales y escalares
de forma independiente, lo cual justifica el reemplazo efectuado. Cabe senalar que, a pesar de
que gs = g&% al orden més bajo en gs, estos acoplamientos evolucionan de forma distinta (esto
es, sus ecuaciones de grupo de renormalizacién no son iguales). Ello implica que pueden diferir

al considerar la teorfa a 6rdenes superiores, como se discute detalladamente en Refs. (40; 41).
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2.1. Propagadores escalares y reglas efectivas

Como se puede apreciar de lo discutido antes, emplear gluones escalares en los calculos implica
tener en cuenta ciertos detalles técnicos. Por ello, para poder escribir amplitudes de scattering

que incluyan estas particulas es necesario utilizar reglas de Feynman efectivas.

Comencemos analizando los propagadores. Como vimos en el Capitulo 1, el propagador glué-
nico en LCG se escribe

dul/(pa n)

~ (4.2.13)
p

DG(paluuy) = 1

con d,,(p,n) dado por (4.1.17). Es importante senalar que aqui estamos omitiendo la prescrip-
cion involucrada para definir los propagadores, en particular en LCG (ver Capitulo 5), aunque
asumimos que siempre estd presente. Por otro lado, como se mostré previamente, el nimero
de polarizaciones gluoénicas puede modificarse cambiando el valor de los parametros ar y 4. Si
trabajamos en un espacio-tiempo Dgp-dimensional, los gluones pueden ser tratados como Dgrp-

Dgr

vectores estableciendo n =7 en la definicion del tensor de polarizacion (o, en términos de la

parametrizacion empleada, fijando ag =1y § = 1), en cuyo caso vale que
hy = du(p,n)(ns™)" = Dgr — 2. (4.2.14)

También es posible descomponer el campo de gluones en términos de un vector 4-dimensional

junto con Dgr — 4 escalares, eligiendo n = n* en Dg y usando el propagador

M
DS(pnuaV) = _21327 (4215>

para los gluones escalares. Realizando un conteo de grados de libertad bosénicos, se encuentra

en este caso que los gluones vectoriales aportan

dy,(p,n)(n”s7)" =2 (4.2.16)
polarizaciones fisicas mientras que los gluones escalares contribuyen con

15, (N5 = Dgr — 4 (4.2.17)

grados de libertad. Es por esta razon que las particulas escalares tienen que ser incluidas cuando
se fuerza a que el niimero de polarizaciones internas sea 2 — 2¢ mientras se trabaja con un algebra
de Dirac 4-dimensional. En otras palabras, los resultados en el esquema HV se podrian recuperar

agregando la correspondiente contribucion de los gluones escalares al calculo efectuado en FDH.

Es importante destacar que el mismo analisis puede efectuarse cuando se consideran gluones

externos. Trabajando sobre la teoria en Dgt dimensiones, podemos descomponerlos en 4-vectores



mas un conjunto de Dgr — 4 particulas escalares. Apréciese que esto implica que los gluones
escalares pueden intervenir como patas externas de diagramas de scattering para compensar
el niimero total de grados de libertad gludnicos al trabajar con Dpy... = 4. Explicitamente, si
tomamos el tensor de polarizacién para gluones externos y tenemos en cuenta la presencia de

particulas escalares, es posible escribir

Y e = (—n@+%>+(—mﬁy) (1.2.18)

pol.€eDgr

= Y a®ea®) +&mam), (4.2.19)

pol.e4D

en donde estamos empleando la extension diagonal de la métrica espacio-temporal e interpretamos

{f1,0} € (Dst — 4) como un ntmero complejo.

Cabe senalar que la descomposicion vector-escalar es realizada con el objetivo de poder usar
ciertas propiedades del dlgebra de Dirac que solo son validas cuando Dpj. € N (0, incluso, sola-
mente cuando Dpj.c = 4). Més atn, puede decirse que nos permite dejar de lado las componentes
transversas e-dimensionales que son artificialmente introducidas por el método de regularizacion.
Pero, cuando elegimos retener solamente la invariancia de Poincaré en 4 dimensiones, debemos
usar Dpi.c = 4 y considerar a los fermiones como entidades 4-dimensionales. Esto permite sim-
plificar significativamente el tratamiento de cadenas de espinores, las cuales suelen aparecer de
forma explicita en calculos a nivel amplitud de scattering.

Tomando como punto de partida las definiciones de V3, y Vi, junto con las reglas de Feynman
para los vértices de gluones escalares inducidas a nivel lagrangiano, es posible obtener algunas
nuevas reglas efectivas para trabajar de forma simplificada con estas particulas. Para obtenerlas,
debemos modificar las expresiones anteriores utilizando fuertemente el hecho de que n”sT es
diagonal, lo cual equivale a decir que la métrica no mezcla contribuciones del espacio fisico con
aquellas presentes en el espacio transverso. Comenzando con las interacciones de tres particulas,

se tiene:

- ggcalarluefabcnég(pg — p2)ﬂ para el vértice ggs,
- ggcalaruﬁ fabeNis (D2 — p3), para la interaccion gss;

n y gL foneVag (DY D5, ) para sss.

Notese que estas reglas concuerdan con la forma usual de las reglas de Feynman para interacciones
vector-escalar. Ademés, aqui puede interpretarse 7;, como una funcién delta de Kronecker cuyo

valor es 1 si las particulas escalares tienen el mismo indice y 0 en caso contrario. Siguiendo las
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mismas ideas, es posible simplificar las interacciones cuadruples y obtener las siguientes reglas

efectivas:

= _22 (g%calar) 2N2€(facefbde + fadefbce)nﬁpn;y para la interacci()n ggss;

"y —z(ggcalar)Q,LLQEwg(ﬂ, U,0,p,a,b,c,d) para el vértice ssss;

en donde, nuevamente, se puede apreciar el acuerdo entre estas expresiones y las reglas de Feyn-

man para particulas escalares.

Para concluir este capitulo, hagamos un breve comentario acerca de la interaccion fermion-
escalar. Este es el inico vértice que involucra la presencia de matrices 4. Debido a que al trabajar
con gluones escalares se establece Dpi.c = 4 v los fermiones son objetos pertenecientes a un
espacio 4-dimensional, estas matrices de Dirac extra-dimensionales actiian de forma trivial sobre
los espinores. En consecuencia, no es necesario incluirlas dentro de las cadenas espinoriales, lo
cual conduce a la existencia de interacciones que violan la conservacion de helicidad. Mas atn,
si se tienen dos matrices 4 dentro de una cadena espinorial, usando el hecho de que {4*,35"} =0
junto con {9,,9.} = 21, I, es posible eliminar los indices que corren sobre las componentes del
espacio transverso. En el Capitulo 7, al analizar las distintas contribuciones a la amplitud de
splitting ¢ — gq a NLO, mostraremos de forma explicita la validez de estas afirmaciones y su

utilidad para simplificar notablemente los calculos.






5. INTEGRALES DE FEYNMAN

Las integrales de Feynman son objetos que naturalmente aparecen en célculos perturbativos.
En este capitulo, nos centramos en las propiedades de las mismas en el contexto de DREG.
Discutimos los métodos usuales de célculo (parametrizaciones de Schwinger-Feynman y la re-
duccion de Passarino-Veltman). Ademas, se describe el método de integracion por partes (IBP),
que constituye una herramienta muy poderosa para simplificar computos multi-particula. En la

parte final del capitulo se describen las integrales de Feynman en el contexto del light-cone gauge

(LCG).

1. Definiciones previas

Comencemos con una teoria de campos regularizada con DREG en Dgt = 4 —2¢ dimensiones.
Siguiendo el procedimiento de cuantizacion esbozado en el Capitulo 1 y su posterior expansion
perturbativa, vemos que los 6rdenes superiores involucran sumas sobre estados intermedios vir-
tuales. Expresados con diagramas de Feynman, tales términos corresponden a grafos con lazos
cerrados o, equivalentemente, momentos libres. Estas contribuciones se conocen como loops (o
diagramas con loops). Trabajando en el espacio de momentos, la presencia de un estado virtual
implica una suma sobre todas las posibles configuraciones cineméticas. Debido a que existe un
continuo de momentos, cada loop se asocia a una integral sobre el momento libre correspondiente.
De tal forma, una amplitud de scattering con [-loops se puede escribir genéricamente como

A(l) — /HZ d STQ] (pla QiaDST) (5 1 1)
277 Dst HDk(szpumz) o

j=1 n

en donde ¢; representan los momentos libres, p; refiere a momentos externos y D(q;, p;, m;)
denota de forma genérica algiin conjunto de denominadores presentes en los propagadores, los
cuales dependen de combinaciones de ¢;, p; y, en general, las masas m,; de los estados intermedios.
Notese que la normalizacion (27)PsT se utiliza para enfatizar que estamos trabajando en DREG;
la dependencia en el esquema elegido se encuentra codificada en los numeradores A de (5.1.1).
En este trabajo nos centramos en el estudio de correcciones a 1-loop, con lo cual restringimos el

ulterior anélisis del caso [ = 1.



De todas las posibles integrales de Feynman, comenzamos analizando las denominadas inte-
grales escalares. Estos objetos se comportan como escalares ante transformaciones de Lorentz en
4 o Dgr dimensiones. Es posible demostrar que las integrales tensoriales siempre pueden redu-
cirse a combinaciones lineales de vectores y tensores métricos, por lo que el principal problema
de calculo consiste en obtener analiticamente las integrales escalares. Trataremos este topico en

la siguiente seccion.

Siguiendo los comentarios efectuados en parrafos previos, resulta tutil introducir notacién ade-
cuada para estudiar integrales escalares a 1-loop. Consideremos entonces un proceso de scattering
0 — n+1a l-loop en QCD (o QCD+QED) no masiva. Los momentos externos vienen designados
por pt (con i = 1,...,n+ 1) y la conservacion del impulso implica la presencia de n momen-
tos independientes!. Por otro lado, es posible contraer el momento del loop, ¢, con los vectores

externos. En consecuencia, todos las posibles cantidades escalares involucradas en el proceso son:

» n(n—1)/2 productos escalares en los que solo intervienen momentos externos, s;; = 2p;-p;;

» v n+ 1 cantidades que contienen al momento del loop, esto es, ¢> =q-q, y q - p;;

en donde se esta imponiendo la restriccion p? =0 Vi =1,...,n + 1 (partones no masivos en su
capa de masa). Con el objetivo de unificar la notacion, definimos py = ¢; de este modo se puede

escribir ¢ = s00/2 y So; = 2q - pj.

Por otra parte, en los diagramas con loops existe una relaciéon entre la cantidad de lineas
internas, I, y el nimero de particulas externas n + 1: para 1-loop es trivial notar que I = n 4 1.2
Cada linea interna es descrita utilizando un propagador, que involucra una expresion genérica de
la forma D; . En consecuencia, fijado un diagrama arbitrario, hay n+ 1 propagadores distintos. A
su vez, como estos propagadores son funciones que dependen del momento que fluye por la linea
asociada, como maximo habra n + 1 propagadores que dependen del momento ¢. Al utilizar un

gauge covariante en QCD no masiva (o0 QCD+QED), D; es siempre cuadratico en ¢.> Més atin,

I Existe una sutileza en esta afirmacién, pues los momentos fisicos en un espacio 4-dimensional son vectores en
R*. Més atin, por estar trabajando con particulas no masivas, los correspondientes momentos son vectores nulos
y siempre pueden escribirse en la forma A(1,7), # € S2. En consecuencia, no es posible tener mas de 4 vectores
que sean linealmente independientes. Asi, la nociéon de momentos independientes a la que hacemos referencia en

el texto corresponde a que estdn asociados a particulas distintas, arbitrarias.
2 Cabe sefialar que podria ocurrir que haya més productos escalares que denominadores irreducibles para un

dado proceso. La condicion para que ello ocurra es | > max (2,5 — 2n), con lo cual para | > 2 la afirmacion

planteada en el texto no puede aplicarse.
3 En otros modelos, como soft collinear efective theory (SCET) o QCD no relativista (NRQCD), los propaga-

dores tienen una forma funcional diferente. En particular, al trabajar en el LCG aparece un denominador lineal,

n - q, que tiene efectos importantes pero no afecta el desarrollo de la discusion aqui llevada a cabo.
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a 1-loop resulta posible escribir cualquier producto escalar que involucre al vector ¢ utilizando
una base completa de denominadores irreducibles D; extraida de un diagrama maximal (esto es,
uno en el cual todas las lineas internas formen parte del loop). Para apreciar esto, notemos que

vale la descomposicion
Di = ZAijSOj -+ m?, (512)
§=0

en donde m? es una contribucién que no depende de ¢ y A;; es una matriz real de dimension

(n+1) x (n+ 1). En consecuencia podemos invertir la relacion, obteniendo
sy = Y ATy (Di—mi), (5.1.3)
=0

lo que nos muestra que todos los productos escalares se pueden escribir introduciendo una base de
denominadores irreducibles. Este hecho es muy importante para caracterizar la forma de las inte-
grales de Feynman que pueden contribuir a una dada amplitud de scattering a 1-loop. Volviendo
a (5.1.1), vemos que los numeradores A se reducen a polinomios en D;. Consecuentemente, al
ser expandidos se producen cancelaciones con los propagadores dependientes de ¢ y A resulta

una combinacion lineal de integrales de la forma

1
I(a,...,ay) = /— (5.1.4)
,Di . Din

con a; € Z. La notacion esta orientada a enfatizar la posibilidad de que los numeradores incluyan

una dependencia no trivial en el momento de integracion (cuando a; < 0).

Por otra parte, el nimero de particulas externas involucradas en una integral permite introdu-
cir una nomenclatura especifica que describe la topologia de sus correspondientes representaciones
graficas. De este modo, trabajando a 1-loop, tenemos los tadpoles (n = 0), burbujas (n = 1),
triangulos (n = 2), bozes o cajas (n = 3), pentagonos (n = 4) y asi siguiendo. En la figura 5.1
se ilustran los grafos asociados a distintos tipos de integrales. Para 2 o mas loops, la descripcion
de los diagramas es menos trivial puesto que es necesario indicar como se conectan las lineas

internas.

En el resto de este capitulo trataremos los objetos I (ay,...,a,), describiendo sus caracteris-
ticas relevantes para simplificar las expresiones finales. La discusion aqui expuesta es meramente

introductoria, y esta basada principalmente en Refs. (42; 43).

1.1. Identidades de integracion por partes (IBP)

En el contexto de analisis matematico, las conocidas como identidades de integracion por par-

tes o IBPs se basan en el teorema fundamental del calculo y la acciéon del operador diferenciacion



(c)

Fig. 5.1: Esquemas de las diversas topologias correspondientes a integrales de 1-loop. Debido a que en
este trabajo se analizan procesos con hasta n 4+ 1 = 4 particulas externas, solo graficamos: (a)

tadpoles, (b) burbujas, (c) triangulos, y (d) boxes.

d sobre funciones suaves integrables. En el area de fisica de altas energias, el concepto asociado
es diferente. Originalmente introducidas por Chetyrkin y Tkachov en Ref. (44), las IBPs se rela-
cionan con integrales sobre una variedad sin borde de derivadas totales. En concreto, utilizando
la notacion establecida antes, dada una funcién f que depende solamente de variables escalares

se propone

dlrq d '
/ (27?)TDST g W5 (sw)) = Oparatodoj€{0,....n}, (5.1.5)

en donde se asume que la aplicacion de DREG hace que f sea integrable y que f — 0 cuando
evaltia sobre una hiperesfera de radio R — oo. Si bien estas son las ecuaciones que se emplean
para implementar los algoritmos de reduccion y simplificacion, resulta interesante buscar una
derivacion alternativa de las mismas. La motivacion de esto yace en la posibilidad de obtener mas
informacion relativa a las estructuras matemaéticas que se encuentran vinculadas a las integrales

de Feynman.

Para comenzar, definamos el operador Z actuando en el espacio de funciones I' (integrables
en el contexto de DREG) como

If] = /f(q) €C, (5.1.6)

en donde la integracion se efectiia sobre todo el espacio asociado a g. Apelando a una generali-
zacion del teorema de cambio de variables, sabemos que cualquier integral es invariante frente a
reparametrizaciones del momento de loop. Sin embargo, realizar un cambio en ¢ induce un cam-
bio en el integrando. Por otra parte, Z es C-lineal y podemos caracterizar su nucleo Nu(Z) C T

En tal contexto, resulta interesante estudiar el espacio de transformaciones afines del momento
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q v su accion sobre el integrando f. Concretamente, un reemplazo de la forma
q— ¢ = Aq+ Bjpj, (5.1.7)

con A # 0 y p; momentos externos, no modifica el valor de I de acuerdo a (5.1.4). Debido a la
invariancia translacional (consecuencia de estar integrando sobre todo el espacio), la componente
inhomogénea de ¢’ puede ser reabsorbida simplemente mediante un shift del momento cuando
A = 1. En términos de la accion sobre el integrando, ello es equivalente al cambio f(q) — f(q) =
f(q + Bjpj). Sin embargo, cuando |A| # 1, el jacobiano de la transformacion no es igual a la
identidad y

fla) = fla) = T - f(Aq + Bjp;) (5.1.8)
es la forma en que se modifica el argumento de Z. La situacion se torna mas relevante al considerar
solamente transformaciones infinitesimales del momento ¢. En tal caso, es posible encontrar una
estructura algebraica detras de la invariancia frente a reparametrizaciones, que permite derivar

las IBPs (45). Para esto, se propone la expansion
q—4q =q+ap;, (5.1.9)

en donde « es un parametro pequeno. Cabe senalar que el caso pg = ¢ permite tener en cuenta
homotecias infinitesimalmente apartadas de la identidad. Entonces, realizando el desarrollo de

Taylor a primer orden para la funcién f se obtiene

flg) = T (f(q) +ap;-df(q)) , (5.1.10)

con J = (14 aDgrdy;). Expandiendo a primer orden en « y aplicando el operador Z, tenemos
I [Dsrdo; f +p;-df] = 0, (5.1.11)

en donde usamos que « es arbitrario. De esta forma, se encuentran n+1 ecuaciones algebraicas que
imponen restricciones al integrando. Esto es equivalente a decir que, apelando a estas identidades,

es posible establecer relaciones puramente algebraicas entre diversas integrales de Feynman.

Maés atn, como se desarrolla en Ref. (45), existe una estructura de algebra de Lie asociada

con las identidades mostradas en Eq. (5.1.11). Los generadores de la misma pueden expresarse

como
0. = Degotop. @ 5.1.12
i = Dsrojotpy- 50 (5.1.12)

que satisfacen las relaciones
[Oj, Oj/] - 50]'/Oj - 50j0j' 5 (5113)

Z[0;(f)] = 0. (5.1.14)



Notese que O; admite ser representado como un operador diferencial actuando a nivel integrando,

hecho que justifica la comparacion de estas identidades con las clasicas IBPs. Por otra parte,

es posible relacionar diq con derivar respecto a los productos escalares s;;. Usando la notacion

introducida en la primera parte de este capitulo,

ds;;
% = 20i0p] + 20007 (5.1.15)
%
y con ello
udSOi
P; dg (14 di0)si; = My , (5.1.16)

que define una matriz de tamano n+ 1, denotada M. Entonces se puede escribir de forma general

- d
i (5.1.17)

con lo cual el operador O actia naturalmente sobre las variables escalares. Pero, (5.1.2) permite
conectar sgp; con una base de denominadores irreducibles D, y, en consecuencia, O también
puede escribirse empleando derivadas respecto a D,. Para el caso particular de integrales con

lineas internas no masivas,

d " dD; d " d
_ _ Ay — | 5.1.18
dSOi =0 dSOi de 0 F de ( )
lo que conduce a
- d
0; = DST5JO+Z(A'M)kjd—Dka (5.1.19)

k=0

que para j > 0 involucra contribuciones tinicamente proporcionales a derivadas de los denomina-

dores irreducibles. Debido a que las integrales escalares se escriben de forma genérica indicando

la potencia a; de cada elemento de la base {Di}i:L_”’n, la accion de diDl_ y la multiplicacién por
D; producen modificaciones en a;. Concretamente, como se cumple que
4 pai_ g prlath) (5.1.20)
dDj 1 171" ’ e

si definimos el operador ntimero n; a través de
n;/ (ay,...,a,) = a;l(ay,...,a,)

d
= DZ (_d_DZ> [(Gl, c. ,an) y (5121)
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es posible introducir

b*tl(ay,...,ap ...,a,) =1(a1,...,ap+1,...,a,), (5.1.22)

b I (a,...,ap, ... a,) =1(ay,...,ap—1,...,a,), (5.1.23)

que actiian como operadores de subida y bajada sobre el espacio de los indices a;. Dejando de
lado la normalizacion, es sencillo apreciar la existencia del mapeo at — —d% ya~ — D,, junto

con
[b*,n;] = £4,b*, (5.1.24)

lo que equivale a la no conmutatividad de estos objetos con n,. Estas observaciones son de vital

importancia para expresar los generadores del dlgebra utilizando solamente estos operadores.

En resumen, las identidades IBP son una consecuencia de la estructura de algebra de Lie
subyacente a las integrales de Feynman, la cual posibilita la escritura de ecuaciones puramente

algebraicas en términos de operadores en el espacio de los indices a;.

1.2. Otras identidades ttiles

Ademés de las IBPs, existen otras identidades verificadas por las integrales de Feynman
escalares. Una transformacion de Lorentz aplicada sobre los momentos externos p; (con i > 0) no
cambia el valor de la integral I (aq, ..., a,), aunque modifica la forma explicita del integrando. Si
consideramos una transformacién infinitesimal A, los momentos externos cambiaran de acuerdo

a
o = Apl = pl +opl =l + delp] (5.1.25)

siendo e un tensor antisimétrico que genera la transformacion y dp! una variacion infinitesimal.
Debido a que I (aq,...,a,) = I depende de los momentos p;, podemos efectuar una expansion a

primer orden respecto de las variaciones 0p!', obteniendo

d d
Al = I+0p-—1+...+p,-—1=1, (5.1.26)
dpl dpn

en donde estamos usando que AI = I por tratarse de una integral escalar. Sacando factor comin

y reemplazando los generadores se tiene

d d
565(p1-d_p1—|—...—|—pn-@>](al,...,an) = 0. (5.1.27)



Debido a que d¢ es arbitrario, la ecuacién anterior debe cumplirse para cualquier posible eleccion.

Ello implica

d

d d d
Pt — — ' — ) I(ar,...,an) = O, 5.1.28
(pldp’f Pty p"dpz) (815 20) (5.1.28)

en donde se estd teniendo en cuenta la antisimetria de los generadores de A. De esta forma,
si A(pi,pj)/w representa un producto antisimetrizado de momentos externos, luego podemos
contraerlo con Eq. (5.1.28) para obtener un conjunto de ecuaciones que debe cumplir la integral
de Feynman /. Méas atin, como solo se utilizan momentos externos, estas identidades se trasladan
al integrando f, y asi se imponen restricciones antes de efectuar la integracion. Notese que, al
trabajar en 4 dimensiones, un tensor antisimétrico tiene 6 componentes independientes, razéon
por la cual se podran hallar 6 ecuaciones independientes, como méaximo. Es posible demostrar

que las identidades derivadas a partir de Eq. (5.1.28) son combinaciones lineales de IBPs (43).

Por ultimo, en el caso de integrales que solamente involucren propagadores cuadraticos,
tiene un comportamiento bien definido ante un reescaleo de las magnitudes dimensionales del
problema. Especificamente, si efectuamos una dilataciéon simultanea de todos los momentos ex-
ternos involucrados de acuerdo a

pit— A\l (5.1.29)

con A\ # 0, entonces D; — A\2D; al considerar ¢ — \g. Adaptando la notacién expuesta en
Eq. (5.1.4) para mostrar de forma explicita la dependencia en los momentos, se tiene que

](az,)\pz) = )\DST_zZaiI(CLZ‘,pl‘) . (5130)
Derivando respecto a A mediante la regla de la cadena, se llega a

d - d
—1I (a;, \p;) = pi - —1 (a;, \p;) , 5.1.31
! (0000) = Yo gt o) (51.31)

pero, usando Eq. (5.1.30) y estableciendo A\ = 1, obtenemos

- d
j=1

que se conoce como identidad de homogeneidad o reescaleo (scaling, en inglés). Es importante
senialar que Eq. (5.1.32) puede extenderse directamente al caso multiloop y también cuando los
propagadores involucrados corresponden a particulas masivas. Esto se debe a que la identidad es

consecuencia de la naturaleza cuadratica de todos los propagadores involucrados.

Al igual que en el tratamiento de las identidades de Lorentz, las identidades de scaling se

trasladan al integrando, asumiendo que el mismo tiene grado de homogeneidad —2 " a;. En tal
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caso, la ecuacion Eq. (5.1.32) puede expresarse como

d d
(Q'd—q+DST) [ = d—q'Qf, (5.1.33)

que resulta ser una combinacion lineal de IBPs. De esta manera, la estructura descripta en la
seccion anterior es suficiente para caracterizar todas las identidades algebraicas de las integrales

de Feynman, al menos a nivel integrando.

1.3.  Reduccién por IBPs: algoritmo de Laporta

La ventaja de contar con las identidades descriptas en las secciones previas consiste en es-
tablecer relaciones entre integrales de Feynman con distintos valores de a;. Esto constituye un
problema computacionalmente interesante, pues cuando se estudian amplitudes de scattering vir-
tuales es frecuente encontrar una estructura no trivial en los numeradores que origina integrales
con valores de a; # 1, 0. Por ende, disponer de identidades algebraicas entre estos objetos permite
efectuar una descripcion simplificada de la amplitud completa mediante la introducciéon de un
conjunto reducido de integrales maestras o master integrals (MI). A continuacion describimos el
conocido como algoritmo de Laporta (46), que permite sistematizar el proceso de reduccion de

integrales.

Como primer paso, es necesario fijar una base de denominadores irreducibles {Di}z‘:l,...,n'
Luego consideremos una integral genérica I (ay,...,a,), con a; indices arbitrarios. Como dis-
cutimos anteriormente, estos objetos satisfacen identidades algebraicas, que pueden expresarse
empleando los operadores O; que definen las IBPs. A su vez, O; siempre puede escribirse em-
pleando tnicamente operadores de subida/bajada (a*), la identidad y operadores niimero, n,.

En consecuencia, Eq. (5.1.14) origina ecuaciones de la forma
> Culsij, Dst) I (... ak) = 0, (5.1.34)
k

en donde C}, son funciones que solamente dependen de los momentos externos y la dimension del

espacio-tiempo, v a* denota un conjunto de indices asociado a la base de denominadores. Mas
k

i J—

aun, |a ai‘ < 1 puesto que la expansion de los operadores O; es lineal*. Con esto, aplicando
distintos O; y variando el conjunto de indices, se encuentran diferentes ecuaciones que establecen

vinculos puramente algebraicos entre distintas I.

La idea del algoritmo de Laporta es utilizar las IBPs para generar un sistema de ecuaciones

sobredeterminado, que permita expresar integrales en términos de algin conjunto elegido. Es

4 Puede encontrarse la representacion explicita de estos objetos en Ref. (43).



importante destacar este tltimo punto por dos motivos. En primer lugar porque la sola apli-
cacion de identidades algebraicas no suele ser suficiente para determinar funcionalmente una
integral de Feynman genérica. De hecho, las IBPs originan un sistema homogéneo y solamente
pueden expresarse integrales como combinaciones lineales de otras. Por otro lado, la definiciéon
del conjunto de MIs requiere la introduccién de un ordenamiento en los indices {af}izl,...,n' Por
lo general el ordenamiento tiene relacién con la complejidad de las integrales; concretamente,
suelen despejarse primero aquellas integrales con mayor cantidad de denominadores. Cabe desta-
car que, ademas, elegir un ordenamiento adecuado permite que la implementacion del algoritmo

sea computacionalmente mas eficiente.’

El procedimiento discutido anteriormente se encuentra implementado en varias rutinas compu-

tacionales, como por ejemplo en el paquete para MATHEMATICA llamado FIRE (47; 48).

2. Meétodos de calculo

Antes de adentrarnos en el método de ecuaciones diferenciales, es ttil efectuar un breve repaso
de algunas técnicas tradicionales para el computo de integrales de Feynman. En particular, la
parametrizacion de Feynman-Schwinger resulta adecuada para definir formalmente estos objetos
en el contexto de una teorfa regularizada mediante DREG. Por otro lado, también discutimos
la reduccion de integrales tensoriales empleando el método de Passarino-Veltman, que resulta

importante para obtener expresiones que Unicamente involucran integrales escalares.

2.1. Representacion « y parametros de Feynman

La idea central de la parametrizacion alfa o de Schwinger consiste en escribir los propagadores
utilizando una representacion integral. Dejando de lado las estructuras que pueden aparecer en

los numeradores, cualquier propagador puede expresarse de forma general como

Prop(q) = A(lq)b : (5.2.1)
con A un denominador irreducible de alguna base. Tomemos el resultado conocido
L /00 da o’ exp (—Aa) = i, (5.2.2)
L) Jo AP
para Re(b), Re(A) > 0. Ahora, consideremos
Ag) = ¢* —m? +10, (5.2.3)

5 Para mas detalles acerca del algoritmo de reduccién y su implementacion, consultar la Seccion 2 de Ref. (46).
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que corresponde al denominador presente en el propagador de una particula de masa m y mo-
mento g. Debido a que los estados virtuales se encuentran fuera de su capa de masa, ¢° es un
nimero real arbitrario y podria verificarse que Re(A) < 0. Esto imposibilita utilizar exactamente
la representacion propuesta en Eq. (5.2.2), pues la integral no converge en la situacion analizada.
Sin embargo, podemos explotar la prescripciéon +:0 para trabajar en una regién convergente,
mediante el cambio a — —1a. De esta forma, el argumento de la exponencial en Eq. (5.2.2) es

siempre negativo y la integral converge en el sentido usual®. Con esto, la formula a utilizar serd

1 (=)

ab  T(b)

/ da o’ exp (1aq) | (5.2.4)
0

para reemplazar denominadores en términos de exponenciales en el interior de una integral de
Feynman. La ventaja del procedimiento es que la funcién exponencial permite agrupar productos
de denominadores en forma de sumas en su argumento. De esta forma, por cada propagador
presente en la integral original se introduce un parametro «;: una integral con L-denominadores

irreducibles queda expresada genéricamente como

/qA%” = %/Rﬁ do ...doy /ql:[oz;”_lexp (zZAmq) , (5.2.5)

lo que es equivalente a una integral sobre Ri X (@, con () el espacio en el cual vive el momento

del loop (que, en Dgr € N es simplemente ) = RPst)7.

Por otra parte, es posible extender la definicién de una integral gaussiana al contexto de

DREG. Especificamente, consideremos la integral

2

/ddq exp (1(ag® —2¢-k)) = exp <2(2 — d)%) 72072 exp (—zk—> : (5.2.6)

«

con « un escalar y k un vector. Esta expresion esté bien definida al trabajar con d € N ya que
pueden aplicarse el teorema de Fubini y una expansion del exponente para descomponer (5.2.6)
en términos de un producto de integrales gaussianas en una variable. La idea para extender la
definicién a d € C consiste en tomar el lado derecho de Eq. (5.2.6) y prolongar d al espacio
complejo. De este modo, se tiene una definicion formal de la integral de una gaussiana en DREG.

Esta identidad es muy importante para dotar de sentido matematico a una integral de Feynman

6 La transformaciéon propuesta es equivalente a efectuar una rotacion de Wick. El problema de la falta de
convergencia surge a raiz de que ¢°> = Nuvq*q” no sea definido positivo por estar trabajando en una variedad
pseudo-Riemanniana. Cuando se efecttia una prolongacion al espacio Euclideo, mediante la transformacion p® —
1p°, se verifica q% > 0. En términos de los polos de los propagadores, la extension al espacio complejo de la

variable temporal permite evitarlos y apelar al teorema de residuos para calcular la integral asociada.
7 Aqui estamos empleando la notacién R = [0, 0o0). Nétese que las integrales corresponden a formas diferen-

ciales sobre variedades con esquinas.



en el contexto de DREG con d = Dgr genérico, puesto que al combinarse con la parametrizacion «

permite efectuar una reduccion a integrales complejas ordinarias sobre regiones de un hipercubo.

Tomando la representacién « como punto de partida, pueden definirse los parametros de

Feynman efectuando el cambio de variables

a = &ér, (5.2.7)

con las restricciones

Y& =1, (5.2.8)
&r = ) a>0. (5.2.9)

Es un punto crucial exigir que & € I = [0, 1], puesto que la combinacién con el requisito (5.2.8)
permite expresar cualquier producto de denominadores en términos de integrales iteradas. Més
aun, dichas integrales poseen una estructura algebraica subyacente que puede ser explotada para
simplificar las expresiones obtenidas. Concretamente, esa estructura corresponde a un algebra
de shuffle (49; 50) que permite la introduccién de unos objetos conocidos como symbols (51).
Los symbols son muy tutiles para identificar propiedades de los elementos de matriz, asi como

también posibilitan la obtencién de identidades no triviales entre funciones transcendentales.

Volviendo a los pardmetros de Feynman, tras aplicar el cambio de variables sugerido en

Eq. (5.2.7) e integrar sobre &7, la expresion Eq. (5.2.5) se transforma en

- = Zal) a;—1
1:[ Daz - HF (al) /[L dfl d& H S Z Df Zal <Z 6[ - 1) (5.2.10)

donde L denota el nimero de propagadores presentes en la integral considerada. Esta es la

formula general asociada a la parametrizacion de Feynman, y resulta aplicable a cualquier tipo
de integral, independientemente de la naturaleza de los propagadores D; involucrados. Notese
que el denominador del integrando queda expresado en términos de una combinacién lineal de

denominadores irreducibles, con lo cual puede reescribirse como

(Z Dz&)xal — AX (g — k) —mA +10)=" (5.2.11)

en donde estamos asumiendo que D; es a lo sumo cuadratico en el momento ¢ y que todos los
propagadores hacen uso de la prescripcion +20. En la ecuacién anterior, las cantidades Aax, ma y
k dependen de los parametros &;. Cabe destacar que k es irrelevante debido a que la integracion
sobre ¢ es invariante ante translaciones; sin embargo, la presencia de k en Eq. (5.2.11) es necesaria

para garantizar la igualdad estricta a nivel integrando. Por otra parte, como este resultado es
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completamente general vemos que la caracterizaciéon de integrales a 1-loop puede efectuarse

dejando de lado la dependencia del integrando en ¢q. En otra palabras, basta calcular la integral

1
Dgr) = . 5.2.12
flams Do) = [ (5212

con m y a genéricos. Notese que f corresponde a una integral tipo tadpole con una particula de
masa ma cuando a = 1. Por lo explicado en el Capitulo 4, la aplicacion de DREG hace que este
tipo de expresiones se anule cuando adolecen de escalas caracteristicas. Es decir, los argumentos

dimensionales fuerzan la dependencia
fla,ma,e) = Sr(a) (mi — ZO)Q_E_Q : (5.2.13)

donde fijamos Dgr = 4 — 2¢ y la funcién Sr(a) puede determinarse mediante el calculo explicito.
De hecho, aplicando una rotacion de Wick en Eq. (5.2.12) para evitar los polos del integrando y

usando el teorema de residuos puede computarse de forma exacta f, lo que conduce a

['(a—2+¢)
S = (-1)'————. 5.2.14
F(a> ( ) (47T)2_€F(CL) ( )
Cabe destacar que, por cuestiones de normalizacion, es usual definir
I (1 -
cr U+l (1-¢ (5.2.15)

(4m)2=<T'(1 — 2¢) ’
que corresponde al factor de volumen Dgp-dimensional para integrales de 1-loop. De este modo,
todas las integrales escalares pueden expresarse en términos de cr, al menos realizando una

expansion en € y reteniendo los términos finitos.

Para finalizar esta seccion, notemos que combinando las ecuaciones (5.2.10) y (5.2.11) pode-

() = %Ld&...d&sr(zgl)6(2&—1)
2—e—Sa

mos escribir

2
a;—1 (mA _ ZO)
X H é.ll AZal
l A

que constituye una definiciéon matemaética de la nocién de integral de Feynman en el contexto

: (5.2.16)

de DREG. De hecho, esta expresiéon involucra tinicamente integrales iteradas de una funcion
compleja.
2.2.  Reduccién de Passarino-Veltman

Ademas de encontrar integrales escalares, el célculo de ciertos objetos fisicos requiere conocer

expresiones de la forma

Qi - - - Gy
Ly o (ar, ..o a,) = /al—, (5.2.17)
S . DIt ... Dan



denominadas integrales tensoriales de rango k. Como se anticip6 al comienzo del capitulo, estos
objetos pueden ser reducidos a integrales escalares apelando a algoritmos puramente algebraicos.

En ese contexto, el método de Passarino-Veltman consiste en expandir [ sobre una base

[
de estructuras tensoriales de rango k, formadas empleando solamente combinaciones de vectores

Dgr

fisicos p; junto con la métrica espacio-temporal 7,57 para el caso k > 2. Este procedimiento es

completamente razonable, pues una integral solo puede depender de las variables externas.

De forma general, expresando los elementos de la base como

B = {futicron (5.2.18)
es posible efectuar la expansion
A
Ly (01, an) = Z bi fy i » (5.2.19)
i=1

en donde b; son coeficientes escalares. Entonces, contrayendo con f7 se obtiene el vector

A
Bj = (fj):“l'“/‘k [M1~~~uk (ala s 7an> = Z szz] 5 (5.2.20)
i=1
con la matriz M;; = (f7 - f'). Cabe destacar que esta matriz es invertible solamente si los

vectores p; son linealmente independientes, o bien si se trabaja en Dgy = 4 — 2¢ dimensiones.
Concretamente, en el Capitulo 10 se calcula M para procesos con 4 particulas en un espacio de

tensores de rango 2, y alli se puede observar que el determinante resulta proporcional a e.

Volviendo al célculo de Eq. (5.2.17), podemos invertir el sistema y despejar los coeficientes

b;. Explicitamente, vale que
A A
bi = Z MzngJ = Z Iul..-,uk (ala B 70Jn) (f])#l--u“k M;l ) (5221>
j=1 j=1

en donde vemos que el lado derecho de esta igualdad involucra tinicamente integrales escalares.
Por lo tanto, llegado este punto, es posible utilizar las identidades IBPs para efectuar simplifica-

ciones, lo que posibilita expresar los coeficientes b; como combinaciones lineales de MIs.

Es interesante sefialar que existe una expresion general para expresar I, ,, en términos de

integrales escalares. La misma se conoce como formula de Davydychev (52), y se escribe

b (o azd) =S e,

TyK1yeerskn €T

X (ﬁ(a,)ﬁ) I(ay + K1, yan + Kn;d+2(k—1)), (5.2.22)

i=1
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en donde {[n]"[p1]™* ... [pn]""},, ,, es un producto simetrizado del tensor de rango k formado
por 7 copias de la métrica y k; repeticiones del momento p;. Ademas, T designa el conjunto de
indices {k;,r} tales que

2+ ki=k, (5.2.23)

en donde r aparece multiplicado por dos ya que la métrica aporta siempre dos indices de Lorentz.
Cabe destacar que para obtener esta expresion es necesario combinar las IBPs con identidades de
cambio de dimension o dimensional shift. Respecto a este ultimo punto, a partir de Eq. (5.2.16)
puede apreciarse que efectuar un cambio en Dgr se relaciona con llevar a cabo una translacion

en los indices a;.

2.3. Método de ecuaciones diferenciales

Las identidades IBPs no solamente son importantes para establecer relaciones algebraicas
entre integrales de Feynman, sino que también dan lugar a un método para calcularlas analiti-
camente. El método de las ecuaciones diferenciales (53; 54) consiste en derivar respecto de los
momentos externos a nivel integrando y luego armar un sistema de ecuaciones diferenciales en

las variables escalares, apelando a formulas similares a las expuestas en Eq. (5.1.16).

Consideremos un conjunto de denominadores irreducibles {D;},_, ., v supongamos que

pueden escribirse como
Dy = ¢, (5.2.24)
D; = (q— k)%, (5.2.25)
con k; una combinaciéon lineal de momentos externos. Notemos que elegimos estos vectores de
forma tal que sean independientes; esto es, que cualquier momento externo pueda escribirse como

una combinacion lineal tnica de k;. Sea la integral I = I(1,...,1) y consideremos la derivada

respecto a k;. Como solamente D, depende de k;, vale

o 1 o Q(Q_kj>u

= = 2k (5.2.26)
Ok’ D, D?

con lo cual, tras contraer con otro vector k; se obtiene

LT = J ) 2.2
(k’ akj) /qDO...DJZ....Dn (52.27)

Es importante apreciar que el numerador puede expresarse en términos de los denominadores

irreducibles y productos escalares de momentos externos. Concretamente, se tiene que

20q—kj)-ki = —Di+ Do+ (ki — k;)> — k7, (5.2.28)



y con ello se obtiene

0 1
ki | I = 5.2.29
( 3kj) /Do DY D2 .Dn+/qD1...D§...Dn (5.2.29)
(ki — kj)2 — k2
+
, Do...D*._.D,
= (T3 =07+ (ki = ky)* —KJ) I, (5.2.30)

en donde utilizamos la notaciéon de operadores para reducir las expresiones y marcar el punto
de contacto con las IBPs. Notese que cuando i = j, el primer término de Eq. (5.2.30) resulta
proporcional a la integral original. Esto es algo importante ya que condiciona la forma final de

las ecuaciones diferenciales que se pueden obtener.

Apréciese que es posible construir, en principio, n? ecuaciones diferenciales distintas. Sin
embargo, la existencia de las IBPs junto con las simetrias propias de cada problema hacen que
solo algunas de todas las ecuaciones obtenidas sean independientes. Entonces, el proximo paso
consiste en armar un conjunto de operadores Ay utilizando combinaciones lineales de <kl . %
que originen ecuaciones independientes. Més ain, como estamos tratando integrales escalares,
sabemos que las mismas solo pueden depender de productos escalares sj; formados a partir de
la contraccion de momentos externos. Por ende, habra tantos operadores A como productos sy,
independientes. Utilizando un razonamiento anélogo al empleado en Eq. (5.1.18) para relacionar

derivadas en los momentos con aquellas respecto a denominadores irreducibles, es posible escribir

) d
N ko) - = | = > Np— 5.2.31
; p( or(1) akgp,r(g)) zl: " ( )

en donde p es una etiqueta para las posibles colecciones de dos indices o = (i,7) y y; designa a

los productos escalares s;; independientes elegidos.

Continuando con la descripcion del método, invirtiendo Eq. (5.2.31) y usando Eq. (5.2.30),

se llega al sistema de ecuaciones diferenciales definido por

dyl Z Z ( o)) = 078 o) + (Konr ) = hovrz)” = kim))

x (NTHNT, (5.2.32)

en donde es posible apreciar la presencia de contribuciones que son proporcionales a I, mientras
que otros términos involucran variantes con indices a; cambiados (a lo sumo en una unidad). En

términos generales, esta formula admite ser expresada como

dyl] = filur) I+ (yk) (5.2.33)
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en donde la forma explicita de las funciones f; y ¢;, que solo dependen de las variables y; y
de la dimensién espacio-temporal, puede obtenerse descomponiendo Eq. (5.2.31). Usualmente,
aplicando las identidades IBP, la funcién g; se reduce a combinaciones lineales de integrales con
una complejidad inferior a la de I. Por ejemplo, si I corresponde a un box, luego ¢g; admite ser
escrita empleando tridngulos, boxes y tadpoles solamente. Con ello, este procedimiento involucra

una construccion recursiva del sistema de ecuaciones.

El ultimo punto a tener en cuenta para calcular analiticamente I consiste en obtener una
condicion de contorno (CC) adecuada. Para ello es necesario conocer el valor de I en alguna
configuracion cinematica que sea facilmente calculable empleando otros métodos. Ademas, la CC
elegida debe pertenecer al rango de validez del sistema definido en Eq. (5.2.33). Este es un detalle
de crucial importancia, ya que las funciones f; y ¢; son racionales y poseen polos: por ende la CC
debe excluir esos puntos divergentes. Por otro lado, como I = I(yy,...,y,) (p es la cantidad de
variables escalares independientes en el problema estudiado), el sistema permite ser resuelto de
forma iterativa. Especificamente, en el espacio p-dimensional donde se encuentra el dominio de
I, se fija un punto py y se obtiene Iy = I(py). Utilizando alguna de las ecuaciones presentes en
(5.2.33), se resuelve en la variable y; y el resultado se toma como CC de la siguiente ecuacion.
De esta forma, el método de ecuaciones diferenciales permite obtener I a través de una sucesiva

evolucion en las diversas variables cineméaticas.

Como comentario final, es 1til destacar que el método también puede ser aplicado a integrales

con denominadores lineales, como los presentes en LCG.

3. Integrales en LCG

Hasta el momento, los métodos discutidos se centraron en integrales de Feynman genéricas.
Sin embargo, en este trabajo fue necesario emplear una elecciéon de gauge particular que fuerza la
aparicion de denominadores lineales en los propagadores. Definido en el Capitulo 1, el light-cone

gauge (LCQG) tiene asociado el propagador

) q.ny + 1,4,
D&% (q),, = 20 <—mw+—” n'q’ ) : (5.3.1)

que introduce un vector adicional en el problema, junto con el denominador irreducible D, =
n - ¢q. De esta forma, un proceso de m + 1 particulas a 1-loop involucra m + 2 denominadores
irreducibles e incluye m nuevos productos escalares de la forma n - p;. En otras palabras, realizar
calculos en LCG presenta un grado de dificultad equivalente a un proceso con una particula

extra, cuyo momento es n.



La presencia de un denominador lineal introduce la necesidad de regularizar nuevas diver-
gencias. Notemos que un propagador cuadratico de la forma D; = (q — p)? presenta divergencias

cuando:

1. (¢ —p), = 0 (coincidencia vectorial);

2. o bien, ¢*> — 2p - ¢ = —p?, lo que equivale a decir que (¢ — p)* es un vector tipo luz.

La primera regién se asocia a divergencias soft, mientras que la segunda incluye las configura-
ciones colineales. Ademés, en el primer caso la region singular es un punto pero la segunda se
encuentra extendida sobre toda una hipersuperficie: un cono de luz centrado en el vector p. Sin
embargo, en ambas situaciones, la utilizacion de la prescripcion de Feynman +10 es suficiente
para permitir desplazar los polos del eje real y llevar a cabo las integrales, aplicando una rotacion
de Wick. De hecho, las raices de D; = ¢*> — m? + 10 son

@ = V@R +m?—10, (5.3.2)

con lo cual una solucion se encuentra debajo del eje real y la otra por encima. Con ello, la
transformacion qo — —1qp implica una deformacion del contorno de integracién que en ningtn

momento cruza los polos.

Sin embargo, cuando se tiene un denominador de la forma n - ¢ con n? = 0, las divergencias
solo se manifiestan si ¢*> = 0 y ¢ || n. En otras palabras, el lugar geométrico corresponde en este

caso a una recta que contiene a n. Explicitamente, trabajando en un espacio 4-dimensional

n-q=noqo(l — cos(6)), (5.3.3)
siendo 6 el angulo formado en R? por las componentes espaciales de n y ¢. Entonces, usando la
prescripcion de valor principal (PV) con w1, esto es

1 1 1 1
— — =lim + , (5.3.4)
n-q 2020 n-qg4+wp n-q—u

se encuentra que las raices son

+ q-mEp

9 = (5.3.5)

No
El problema radica en que los puntos q(:)t yacen en una linea paralela al eje imaginario, lo que
imposibilita efectuar la rotacion de Wick y pasar al espacio Euclideo. De esta forma, es necesario
apelar a un método de integracion distinto o bien cambiar la prescripcion. Cabe senalar que este

problema es originado por utilizar un vector de cuantizacion tipo luz (55). En un gauge axial
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axial

genérico, con n? # 0, el término adicional presente en la definicion de D& () (dada en (1.2.18))
evita la presencia de tales singularidades. De hecho, como se explica en Ref. (55), la posibilidad de
cancelar las divergencias espurias en LCG mediante términos de sustracciéon local es equivalente
a la cancelacion global de términos dependientes de n? # 0 en el computo de cantidades que sean
invariantes de gauge.

Para solucionar estos inconvenientes, podemos utilizar la conocida como prescripcion de

Mandelstam-Leibbrandt (56; 57). La misma consiste en efectuar el reemplazo

1 nogo + 1 - ¢
— o g (5.3.6)
n-q nogy — (- @) + o

y luego considerar el limite 1 — 0. De esta forma, se introduce una dependencia cuadratica en
qo en el denominador y los polos se separan del eje real permitiendo efectuar una rotaciéon de
Wick. Sin embargo, las expresiones involucradas en los pasos intermedios de los calculos se tornan
mas complicadas. Por otra parte, también existen técnicas para realizar computos en LCG sin

necesidad de incluir prescripcion alguna (58).

Para finalizar la discusion es ttil senalar que los métodos descriptos en la seccién ante-
rior pueden ser utilizados también para calcular integrales en LCG. Las parametrizaciones de
Schwinger-Feynman o el método de ecuaciones diferenciales permiten realizar un manejo de las
expresiones que no involucra efectuar una integracion explicita en el momento de loop. De todos
modos, es posible obtener resultados formalmente validos para las integrales con la prescripcion

+10, aunque debe tenerse precaucion al computar cantidades fisicas.






6. LIMITE COLINEAL DE AMPLITUDES DE SCATTERING

Tras realizar una motivacion histérica, en este capitulo describimos las propiedades de fac-
torizacion colineal e introducimos las amplitudes de splitting. Comenzando con una discusion
breve sobre procesos de scattering inelastico profundo (DIS), se explica la evolucion del modelo
de partones y el enfoque probabilistico de la violacién de scaling. Se definen las funciones de
Altarelli-Parisi en términos de las amplitudes y matrices de splitting, ademés de discutir la fac-
torizacion a ordenes superiores en teoria de perturbaciones. Finalmente, describimos la férmula
de Catani para la estructura infrarroja a 1-loop y discutimos sus implicaciones sobre la validez
del teorema de factorizacién colineal.

1. Motivacion historica

El estudio de las teorias de gauge se remonta a la década de 1930, con el desarrollo de la
electrodindmica cuéantica (QED). En etapas tempranas de su formulacion, estas teorias fueron
consideradas con poco entusiasmo por la comunidad. Uno de sus principales inconvenientes era
la presencia de divergencias (tanto UV como IR), aunque las técnicas de renormalizacion y la
definicion de observables IR-safe permitieron resolver los problemas computacionales en el con-
texto de teorfa de perturbaciones. Sin embargo, las interpretaciones no resultaban completamente
naturales y se buscaron mejores alternativas en otros modelos. Fue recién en la década de 1960
cuando se comenzod a prestar mas interés al comportamiento de las teorias de gauge no-Abelianas,

y en particular a QCD.

En aquel momento, uno de los principales objetivos teéricos radicaba en el estudio de proce-
sos de DIS. Una gran cantidad de particulas estaba siendo producida en los aceleradores y todas
parecian ser igualmente fundamentales. Progresivamente, los resultados experimentales comen-
zaron a senalar la existencia de una subestructura hadronica, aunque se desconocia con certeza
cual era el modelo subyacente. A diferencia de lo ocurrido a principios de 1900 con la estructura
atomica, en los experimentos no podian generarse los constituyentes de los hadrones de forma
aislada. Parecia ser que los mismos solo existian formando estados ligados, confinados en el in-

terior de los mismos. En tal contexto, las propiedades de confinamiento y libertad asintotica de



QCD, junto con sus simetrias, convirtieron a esta teorfa en uno de los candidatos mas firmes a
explicar las interacciones fuertes. Sin embargo, las dificultades técnicas para obtener resultados
concretos eran notables debido a las interacciones no-Abelianas y la falta de soluciones exactas

para describir los estados ligados.

Con el objetivo de llevar a cabo una descripcion ordenada, se organiza esta seccion de la
forma siguiente. En primer lugar, describimos brevemente los procesos de scattering, tanto para
el caso elastico como ineléstico. Después de establecer las variables cinematicas adecuadas, se
introducen las funciones de estructura F;. A través del modelo de partones se explica como
conectar estas funciones F; con las funciones de distribucion de partones (PDFs) y se comentan
las relaciones de scaling. Luego, se procede a la introducciéon del modelo de partones mejorado,
basando la discusion en la Ref. (59). Alli se definen las funciones de Altarelli-Parisi, explicando
sus propiedades y su conexion con las PDFs. Por ultimo, se destacan algunas cuestiones técnicas
relacionada con la factorizaciéon colineal y se motiva la importancia de usar LCG para exhibir de

forma manifiesta tales propiedades.

1.1.  Scattering elastico y DIS

Considérese el proceso eH — X, en donde X representa un estado final arbitrario. Debido
a que el proyectil es un electron, la interaccion dominante sera de origen electromagnético. Mas
ain, pensando en términos diagramaticos, el proceso estard mediado por un fotén virtual al
orden més bajo en teoria de perturbaciones. Por conveniencia, suele definirse la virtualidad del

proceso como
Q*=—¢, (6.1.1)
con g el momento del fotéon intercambiado.

Cuando la virtualidad es baja, el proceso puede modelarse usando scattering elastico. En este
caso, el estado final contiene las mismas particulas que se encontraban inicialmente, con lo cual
la reaccion es eH — eH. El proceso se encuentra esquematizado en la figura 6.1, en donde £k,
p son los impulsos del estado inicial y &', p’ los del estado final, para el electréon y el hadroén,
respectivamente. La situacién planteada es similar a una colisién de particulas puntuales, con la
diferencia de que el hadrén no es una particula elemental. Debido a que se desconoce la funcion
de onda del hadrén H en términos de campos elementales, se puede definir el elemento de matriz

A como

Q2

en donde j, es la corriente electromagnética y J#* la hadrénica. La corriente electromagnética se

A = —z/d%ju(a:) (i> T (x), (6.1.2)
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Fig. 6.1: Esquema de un proceso de scattering elastico. Se considera la reaccion e(k) + H(p) — e(k') +
H(p'), con H blanco fijo en el sistema de laboratorio. El cuadrimomento del foton virtual

intercambiado es ¢ = k — k'.

escribe
Jule) = —eu(k)yuk) exph(k — k) -a] (6.1.3)

en donde se utilizan las reglas de Feynman para QED. La extension al caso hadronico se efectiia
armando una combinacién de cuadrivectores dada por

JH(x) = eu(p’) {Fl(Q)v” + ﬁﬁz(@ w’”qy} u(p) exp [u(p" —p) - 2], (6.1.4)

en donde Fy(Q) y F5(Q) se conocen como factores de forma del hadrén, x es el momento magné-
tico andmalo, o = 1/2 [v* v¥] y M es la masa del hadron. La forma propuesta para la corriente
hadroénica se basa en la inclusion de todos los términos permitidos por la invariancia de Lorentz
y cuya unica dependencia funcional se asocia a la cantidad escalar (). No se consideran factores
proporcionales a v° pues la interaccion electromagnética conserva paridad. En el contexto de la
teoria de scattering, el enfoque de corrientes interactuantes es lo suficientemente general como
para tratar situaciones en las cuales se desconoce la naturaleza exacta de uno de los objetos

involucrados.

Como explicamos en el Capitulo 1, el conocimiento de |A\2 permite computar la seccién eficaz
de scattering. Debido a que do ~ \A|2, se pueden definir los tensores L, y H,, de forma tal que

do ~ L, H" . En concreto, usando (1.3.8) junto con (6.1.2) para expandir A, se llega a

1 (1 &y
HV - 2 ’ JT /’ ' /) ,‘]V 9 ) 6.1.5
8 ArM (2 ;)/(%)32]9,0 (p.s|Ji|ps") (05 Julp, ) (6.1.5)

)



que es lo que se conoce como tensor hadronico. Cabe senalar que se estid considerando el caso
no polarizado, pues se suma y promedia sobre los espines de todas las particulas. La expresion
se generaliza al caso polarizado quitando los factores de promedio y eliminando la suma sobre
espines del estado inicial. Asi, el scattering elastico que involucra hadrones puede modelarse

codificando la informacion en H,,,.

Al aumentar la virtualidad del foton, el proceso se aparta cada vez més del caso puntual. En
cierto rango de energias, el foton virtual excita modos internos del hadrén. Esto puede provocar
un incremento abrupto de la seccion eficaz ya que es posible encontrar resonancias. Si se contintia
incrementando la energia del proceso, el poder resolvente del foton intercambiado aumenta y las
interacciones con los constituyentes del hadréon se tornan més relevantes. Esto puede hacer que el
hadrén se desintegre, originando haces de muchos otros estados ligados. Es decir, en este caso se
tendria un proceso de la forma eH — X, donde X designa el conjunto de fragmentos obtenidos
en el estado final. Esto es lo que se conoce como scattering ineldstico profundo (DIS, por sus
siglas en inglés). La figura (6.2) muestra un esquema de la reaccion, indicando los momentos de
las particulas intervinientes: k y &’ para el electron en el estado inicial y final, respectivamente, y
p para el hadron en el estado inicial. La caracterizacion del momento de los fragmentos en estado

final se logra a través de la introduccion de la variable

W = (ipl) , (6.1.6)

en donde se esta efectuando una suma sobre todas las particulas producidas. W se conoce como

la masa invariante del estado final, pues se trata de una cantidad escalar que caracteriza dicho
. . . . . 2

estado en cualquier sistema de referencia considerado. Se puede apreciar que W2 = (p + ¢q)” como

consecuencia de la conservacién de momento.

La descripcion realizada para el caso elastico no puede aplicarse directamente a esta situacion.
La razon principal de este impedimento es que, al definir J#, se consideré explicitamente al
hadréon como un estado de una sola particula. Por lo mencionado antes, el estado final en DIS
estd compuesto por miltiples particulas. De todos modos es posible adaptar el formalismo y
lograr una descripciéon de DIS en términos de funciones de estructura. Modificando (1.3.8) para

tener en cuenta el estado final X, se tiene

do — 1 A3k ﬁ( d3p; )|A»|2(27r)45(4) p+q—ip' (6.1.7)
AEM |v| (27)° 2B (27)* 2E,; ) il A

=1

en donde

A = Z—zu(k’,A’)wu(k,A) (i|Js™(0)|p, o) , (6.1.8)
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Fig. 6.2: Esquema de un proceso DIS tipico. Se considera la reaccion e(k) + H(p) — e(k') + X (pn),
con p, suma de momentos de todos los fragmentos generados. El momento del fotén virtual

intercambiado es ¢ = k — k.

es el elemento de matriz de transiciéon a la particula ¢ en términos de la corriente hadroénica
electromagnética J;™(0), con A, X' y o estados de polarizacion del electrén en el estado inicial,
en el estado final y del hadrén inicial, respectivamente. Al analizar procesos no polarizados,
debe sumarse y promediarse sobre los espines de las particulas del estado inicial. Siguiendo el
razonamiento expuesto para el scattering elastico, se puede aislar la dependencia en la estructura

hadroénica dentro del tensor

d 7 em . .| Tem 4¢(4 -
W“V - Z/H( 271' ];E, )<p7S|J;L (0)|Z> <Z|‘]u (0)|p,8>(2ﬂ') 5()<p+q_izlpi>

- 87rMZ/d4 (p:s| T () I (0) |, 5) (6.1.9)

que generaliza la definicién de H,, para DIS, en el caso no polarizado. Para considerar colisiones

polarizadas debe quitarse el promedio sobre espines de (6.1.9).

Debido a que la forma explicita de las corrientes hadrénicas es desconocida, para poder
calcular una seccion eficaz en DIS es necesario parametrizar W,,,. La forma tensorial propuesta
para dicha parametrizacion debe ser compatible con la invariancia de Lorentz del problema, razéon
por la cual solo pueden usarse combinaciones lineales de la métrica n** y de los vectores p*, ¢*,
s*. En el caso no polarizado, el tensor resultante no puede depender del espin del hadron (se
esta promediando sobre polarizaciones) y debe conservar la corriente hadrénica en la interaccion.

Esto ultimo es equivalente a decir que W, debe verificar la identidad de Ward, que viene dada



por
Whrg, =WHgq, =0, (6.1.10)

con ¢ el momento del fotén intercambiado. Este requisito impone restricciones sobre las posibles
combinaciones de tensores que pueden expandir (6.1.9). En el caso particular de procesos que

involucren solamente interacciones electromagnéticas no polarizadas puede escribirse
q"q" Wy P-q P-q
ww = W (—77“” + —) + (p“ - — “) (p” - —q”) : (6.1.11)
e M2 e e
en donde Wy y W5 son funciones de estructura que dependen de variables escalares. A diferencia
de lo ocurrido en el caso de scattering elastico, aqui hay dos variables escalares independientes.

Por cuestiones de convencion, la virtualidad del fotén Q? y el cambio de energfa del electron v,

definido como
b-q

=F —F=— 6.1.12
v = (6.1.12)
son las que suelen emplearse. Es importante remarcar que se trabaja en el sistema de laboratorio,
en el cual
P = (M,0), (6.1.13)
ko= (E,k), (6.1.14)
K= (B K, (6.1.15)

son los 4-vectores que definen los momentos de las particulas involucradas en el proceso. Por otro
lado, apréciese que se incluyen en W, tinicamente los términos que conservan paridad, para que

la descripcion sea compatible con las interacciones electromagnéticas.

Para finalizar esta discusion, es interesante destacar que pueden definirse funciones de estruc-
tura para tener en cuenta procesos que involucren interacciones electrodébiles. Si se agrega la
posibilidad de intercambiar bosones W y Z, debe quitarse la restricciéon de incluir tnicamente
términos compatibles con conservacion de paridad. De este modo se agrega la funcion Wy a WH
y se obtiene

v 2 y 4" | We(r, @) p-q , P q,
W = Wﬂ%@)(—n“ + = )+T pu_?qu p —?q

1
— WGM”P’?pl)qnt(y’ QZ) s (6116)

en donde se indica que las funciones W; dependen de las variables cinematicas escalares v y (2.

Respecto de la dependencia funcional, es ttil introducir las variables

QQ
_ 6.1.17
STV (6.1.17)
y = 24 (6.1.18)

p-k’
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en donde x se conoce como variable de Bjorken. Ademas de verificar z,y € [0, 1], estas variables
son relevantes para mostrar las propiedades de invariancia de escala aproximada de las funciones

de estructura.

1.2.  Modelo de partones naive

A principios de 1970, Feynman propuso un modelo para explicar la estructura interna de
los hadrones basado en la existencia de particulas mas fundamentales, llamadas genéricamente
partones (60). Al momento de su introduccién, el modelo de partones no implicaba conexion
alguna entre los objetos puntuales y los campos predichos por QCD (es decir, quarks y gluones).
Esto se debe a que los célculos de secciones eficaces y funciones de estructura solo implicaban
conocer ciertas propiedades de los partones, como su carga eléctrica y distribucion interna en
los hadrones, caracterizada por las funciones de distribucion partonicas (PDFs). Fue tras una
comparacion exhaustiva entre los resultados experimentales y las predicciones de QCD que se
pudo concluir que los partones estaban asociados con quarks y gluones.! Veamos a continuacién

algunas propiedades del modelo de partones.

Considérese el caso de colisiones elasticas mediadas por un fotén virtual. Siguiendo lo expuesto

en Ref. (61) se puede mostrar que

pyclastico G2(Q2)ﬁ6 (V_ 261\241) 7 (6.1.19)
st _ G205 (,/ % ) (6.1.20)
2Mv )’
lo que motiva la definicién de las funciones adimensionales
Fi(z,Q*) = MWi(z,Q?), (6.1.21)
Fy(r, Q%) = vWy(x,Q?). (6.1.22)

A pesar de que involucran explicitamente a x y @), en este caso la dependencia funcional en @)
se factoriza en el factor de forma G. Por ende, si se estudian colisiones elasticas entre objetos
puntuales se encuentra que F' es solo funciéon de x. Cuando la virtualidad del fotéon es lo sufi-

cientemente elevada como para resolver la estructura interna del hadrén e interactuar con sus

1 Es necesario sefialar aqui que existen extensiones del modelo en las cuales se consideran a los fotones como
posibles partones. Desde el punto de vista de teoria de campos, debido a que el vacio es dinamico, es posible
encontrar fotones dentro de los hadrones. Dichos fotones se podrian originar en procesos de aniquilacion qq
virtuales. También es importante apreciar que la nocién de presencia de una particula en el interior de un hadrén
se relaciona siempre a procesos virtuales, pues inferimos la existencia de un objeto a partir de sus interacciones

con alguna otra entidad que podemos detectar.



constituyentes fundamentales puntuales, se verifica que Fj(z,Q?) ~ Fj(x). Propuesta en 1967,
esta aproximacion se conoce como scaling de Bjorken y es una de las implicaciones méas impor-
tantes del modelo de partones naive. Si se desea considerar procesos de DIS con intercambio de

bosones electrodébiles, se propone

MW (z,Q*) — Fi(x), (6.1.23)
vWa(z, Q%) — Fy(x), (6.1.24)
vWs(z, Q%) — Fy(x), (6.1.25)

para () suficientemente grande. Es interesante apreciar que esta predicciéon tedrica fue observada
en los experimentos efectuados durante la década de 1970. Cabe senalar que el éxito de la con-
trastacion fue debido, en parte, a las limitaciones para explorar un rango de () lo suficientemente

amplio.

El desarrollo del modelo de partones requiere emplear aproximaciones cinematicas adecuadas.
Supongamos que, en cierto marco de referencia, el momento de un hadréon de masa M es py
solo tiene componente longitudinal. Introduciendo las fracciones de momento £ resulta que el
momento de un partéon puede escribirse como £p, despreciando las componentes transversales.
Sin embargo, si el parton tiene masa m, no es posible que sea emitido por el hadrén sin ad-
quirir momento transverso. La forma de solucionar este inconveniente es emplear un sistema de
referencia en el cual se verifique |p] > m, M. De este modo, las masas de todas las particulas
intervinientes pueden ser despreciadas y la emision colineal es una buena aproximacion. Dicho
marco de referencia se conoce como sistema de momento infinito (infinite momentum frame o
IMF) y supone que el impulso del hadréon es muy elevado (en comparacion con cualquier otra

escala involucrada).

Otra de las ventajas de utilizar el IMF es que permite introducir de forma natural una
factorizacion de escalas. Como el momento del hadrén es muy elevado?, se produce una dilatacion
temporal en un marco de referencia solidario a él. Por ende, las interacciones entre los partones
ocurren en una escala de tiempo tipica 74,7 mucho mayor que la escala de tiempo 7j4-q asociada
a la interaccion foton-hadréon. De esta manera, el foton incidente percibe al hadrén como un
conjunto de partones puntuales no interactuantes, situaciéon que puede ser modelada empleando
una distribucion estatica. Tales distribuciones se conocen como PDFs (por sus siglas en inglés,
parton distribution functions) y codifican la informacioén no perturbativa que rige la composicion
hadrénica. Formalmente, definimos f?(¢) de forma tal que f?(£)d¢ es la cantidad de partones

de tipo a con fraccion de impulso entre £ y £ + d¢ dentro de un hadréon h. Consecuentemente, el

2 Es mas, en IMF se considera el limite |p] — oo.
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tensor hadrénico admite ser expresado como
1
wer — / AEFH(E)K,(€) (6.1.26)

en donde la suma se efectia sobre los diversos sabores de partones y K, es un tensor que
individualiza la contribuciéon de los partones de clase a con fracciéon de impulso £. Si solo se
posibilitan interacciones proyectil-blanco de tipo electromagnéticas, siguiendo lo expuesto en

Ref. (62), se tiene para el caso no polarizado

5 (py — Epo —
Ko = 4£MZ (Ep el u(ep) PO SRR (6 97)
AN Po

en donde e, es la carga eléctrica del parton de tipo a. Desarrollando esta expresion y despreciando

los términos proporcionales a la masa del parton se llega a

Ki,(6) = eld(§—x) (%p]ff; 2]1\4n,w>, (6.1.28)

en donde x es la variable de Bjorken. Notese que esta expresion indica que la fraccion de impulso
¢ asociada a un parton coincide con la variable de Bjorken correspondiente. De este modo, usando

la ecuacion (6.1.26) se llega a

wen = Z 2“”:/ Luby Z e? 2M (6.1.29)

y comparando con la expansion conocida en términos de las funciones de estructura se obtiene

Fi(z) = Z%fo(w), (6.1.30)
Fyz) = > welfi(z). (6.1.31)

Por lo tanto, se puede apreciar que las funciones de estructura F; cumplen la hipotesis de escaleo
(independencia de Q%) y que pueden ser expresadas en términos de la carga eléctrica y las

distribuciones f". Mas atin, se cumple
20 Fi(x) = Fy(z), (6.1.32)

que se conoce como relacién de Callan-Gross. Es tutil senalar que existen relaciones similares
entre las funciones de estructura g; y las distribuciones de partones dependientes de espin (o
PDFs polarizadas).
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Fig. 6.3: Esquema general de un proceso DIS; asumiendo vélido el teorema de factorizacion. Es asi como
puede pensarse que el electron interacciona, a través de un fotén virtual, con un parton libre a.

El peso de dicho proceso parténico estd dado por el valor de la correspondiente PDF.

A partir del estudio de las funciones de estructura y su comparacion con los datos experimen-
tales, pudo concluirse que el modelo de partones era compatible con QCD. En otras palabras, los

objetos puntuales que componen a los hadrones se asocian principalmente a los quarks y gluones
predichos por QCD.

Antes de mencionar las consecuencias del modelo de partones en la factorizacion de secciones
eficaces, comentemos algunas propiedades de las PDFs. Considérese un hadron A en el limite
ultrarrelativista, es decir con E > m. En el contexto del modelo de partones naive, f(x) indica
cual es la densidad de probabilidad de hallar un partén de tipo a con fracciéon de impulso x dentro
de un hadron h. Debido a que todo el momento de los hadrones es aportado por los partones,
debe verificarse

> /dmfj(x) =1, (6.1.33)
a=q,4,9
en donde la suma se efecttia sobre el gluén y todos los posibles sabores de quarks y antiquarks.
Por otra parte, pueden imponerse requisitos adicionales sobre las PDFs apelando al modelo de
quarks de valencia.

Dicho modelo fue uno de los primeros intentos para entender la composicion de los hadrones
en términos de objetos fundamentales. La idea era estudiar ciertas propiedades globales de los
hadrones, como por ejemplo el isospin o la extraneza. Para el caso del isospin, se suponia que habia
dos constituyentes fundamentales, w y d, con isospin total I = 1/2 e I; = +1/2 respectivamente.
De esta forma, se podian explicar las semejanzas entre protones y neutrones en términos de una

simetria SU(2) aproximada. En otras palabras, un protén era entendido como un estado uud
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mientras que el neutréon era udd. El descubrimiento de nuevas particulas condujo a la necesidad
de considerar mas numeros cuanticos y extender la cantidad de constituyentes. Sin embargo, este
modelo consideraba a los hadrones como formados por una cantidad fija de quarks de distintos
sabores, adoptando un enfoque analogo al del modelo atéomico. Por lo tanto, usando el modelo

de partones naive debe cumplirse

[ delize.Q) - sitw. @) =2 (6.1.34)
/ de [f2(2,Q) — 2z, Q)] =1, (6.1.35)
[ dsr2(0.0) - fzQ) =0, (6.1.36)

para el caso de un protén, lo que permite, a su vez, definir las distribuciones de quarks de valencia
Vh(x) = fi(z) — fi(x). Asi, las ecuaciones (6.1.34) y (6.1.35) muestran que, aproximadamente,
puede pensarse en el proton como dos quarks w y uno d en la capa de valencia. Respecto
de (6.1.36), indica que la extraneza del proton es nula. Las distribuciones de valencia para los

restantes sabores de quarks son nulas para el protéon, dentro del modelo naive.

a)

b)

Fig. 6.4: Relaciéon esquemética entre la composicion interna de un hadrén y la forma funcional de las
PDFs. Se muestran tres estructuras diferentes para el hadron: (a) tiene tres quarks de valencia;
(c) tiene tres quarks de valencia débilmente ligados; y, (d) tiene tres quarks de valencia ligados

y se permite correcciones radiativas soft. Imagen adaptada de Ref. (62).



La dependencia de las PDF respecto de la fracciéon de momento brinda mucha informaciéon
acerca de la estructura interna del hadréon. Si el hadron fuera una particula puntual, luego
fM(x) = 6,4(1 — z) pues el momento estaria concentrado en una tinica particula. Sin embargo,
se sabe que los hadrones no son puntuales. Por ende, deben considerarse otros escenarios. En la
figura (6.4) se muestran tres situaciones posibles: quarks de valencia, quarks de valencia ligados

y quarks de valencia con emision soft.

Suponiendo una estructura de tres quarks de valencia libres, se obtendria una distribucion
tipo delta centrada en z = 1/3, pues cada quark lleva una fracciéon idéntica del momento total.
La situacion se torna mas compleja si se permiten interacciones entre los quarks de valencia,
siempre que las mismas sean lo suficientemente débiles como para permitir la validez del modelo
de partones. De todos modos es esperable que las distribuciones estén concentradas en torno a x =
1/3, pero que muestren una dispersion asociada a la presencia de ligaduras. En el tercer escenario
se contempla la posibilidad de que haya emision de partones de baja energia (soft), lo cual es
compatible con la introduccion de correcciones radiativas en estos modelos. La consecuencia mas
distintiva de esta situacién es un incremento notable de la densidad de probabilidad de hallar

partones con x bajo.

A modo de resumen, el modelo de partones naive implica una factorizaciéon de interacciones
que permite separar el régimen de baja energia (soft) del proceso de scattering de alta ener-
gia (conocido como proceso hard o hard scattering). El régimen soft se asocia a la dindmica
no perturbativa de las interacciones fuertes en el interior de los hadrones, y su descripcion se
encuentra codificada en las PDFs. Por el contrario, el proceso hard es calculable en el contexto
de teoria de perturbaciones. Relajando parcialmente la condiciéon [p] — oo impuesta por IMF,
la factorizacion puede lograrse introduciendo una escala tipica Aqcp relacionada con el limite
de validez del régimen perturbativo. De forma cualitativa, puede afirmarse que esta escala de-
be ser del orden de magnitud de las masas de los hadrones, motivo por el cual suele elegirse
Aqep =~ 200MeV. Usando argumentos heuristicos, es posible relacionar la energia tipica de un
proceso con la duracion del mismo. En consecuencia, si At ~ 1/AF, las diferencias entre escalas
de energia se traducen en diferencias de tiempo. Por ende, si @) > Aqcp se cumpliré la condicion
Tsoft > Thara que permite usar las aproximaciones del modelo de partones. Como consecuencia
de esta separacion, la seccion eficaz de un proceso hadronico se obtiene sumando las secciones
eficaces partonicas do convolucionadas con las PDFs correspondientes. Por ejemplo, en el caso

de DIS se puede escribir
1
do*' 7% =y / dr f2(2)dbeamsex | (6.1.37)
—Jo

que es valida al orden mas bajo en una expansion en potencias de Aqep/@. Esto es lo que se

conoce como teorema de factorizacion para DIS.
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1.3.  Modelo de partones mejorado: ruptura de scaling y ecuaciones DGLAP

Sin embargo, la conexion entre la factorizacion colineal y el lenguaje de partones fue estable-
cida tiempo después, en un famoso trabajo de Altarelli y Parisi (59). El empleo del lenguaje del
modelo de partones posibilitd obtener una interpretacion probabilistica de la violacion del scaling
de Bjorken, que fue observada en los experimentos al considerar colisiones con mayor energia. A
continuacion, motivamos las ecuaciones de evolucion DGLAP y la definicion de los nicleos de

Altarelli-Parisi, siguiendo el enfoque original propuesto por los autores de Ref. (59).

Considérese un proceso de DIS mediado por interacciones electromagnéticas. Supongamos
que la particula intercambiada tiene una virtualidad muy grande, con lo cual su poder resolvente
le permite adentrarse en la estructura del hadron. En el contexto del modelo de quarks de
valencia con emision soft, puede ocurrir que el fotéon de prueba interactie con dicha radiacion.
En consecuencia, la forma en que el fotén percibe la estructura interna del hadrén es diferente

de la inducida por las PDFs estéticas.

Esta situacion sugiere la necesidad de modificar el enfoque naive del modelo de partones
original, permitiendo la evolucion de las PDFs. Entonces, motivemos las correcciones a fq'f(x)
introducidas por la dependencia en la escala de energia (). La contribuciéon mas intuitiva es la
densidad de probabilidad de encontrar un quark ¢ con fracciéon de impulso x dentro del hadron
h. Sin embargo, sabemos que la radiacién de gluones de baja energia y su posterior decaimiento
en un par ¢q es un fenémeno dindmicamente posible. Por ende, el foton podria ser sensible a la
distribuciéon de gluones cuando interactiia con un quark originado en el proceso g — qq o bien

q — qg. Asi, se logra una modificacién efectiva en f;(x) que depende de la escala Q.

Las interacciones partén-partén no solo introducen una dependencia de escala en las PDFs,
sino que también proveen un marco probabilistico para encontrar las ecuaciones de evolucién.
Para motivar la obtencion de dichas ecuaciones, considérese la funcion de estructura F(x) en el
marco de un experimento de DIS mediado por fotones virtuales®. Dentro del modelo naive puede

escribirse

2R\ (z) = Z / %y ()5 (f> , (6.1.38)

Y

en donde se estan usando las funciones de distribucién estaticas y ¢ es la seccion eficaz de

interaccion puntual normalizada, que viene dada por

Ga G) = % (g - 1) . (6.1.39)

3 La discusion presentada aqui se basa en la expuesta en Ref. (63)




Notese que (6.1.38) AQQCD,

para DIS. Debido a que los términos que aparecen en la suma de (6.1.38) son proporcionales a la
carga eléctrica al cuadrado, puede dejarse de lado la contribucién gluénica. Al orden méas bajo,
o se obtiene quitando los factores dimensionales de la seccion eficaz del proceso v*q — ¢. Puede
verse que el nico acople interviniente en ese caso es de origen electromagnético, lo que explica

la dependencia en la carga eléctrica del quark.

El préximo paso es estudiar el proceso v*q — ¢ a orden g3 (NLO), cuyo tratamiento es similar
al realizado para v* — ¢g (ver Capitulo 3). En particular, en las contribuciones finitas aparecen
términos proporcionales a t = log ( ) en donde () es la virtualidad del fotén mediador y ¢ es una
escala de energia arbitraria introducida en el procedimiento de regularizacion/renormalizacion.

De este modo, la secciéon eficaz corregida &, viene dada por
Go(1,Q) = ¢ {5 (x—1)+ g‘—ﬁ (tPy(z) + fula))] | (6.1.40)

en donde f, contiene términos asociados con la regularizacion de divergencias IR a una escala
de energia arbitraria p y P, contiene la parte finita de la secciéon eficaz corregida v*q — ¢, a
menos de un factor de normalizacién. De esta manera, volviendo a (6.1.38) e introduciendo las

correcciones NLO se tiene

s - 5[ 001 (50) (2 G) )] oo

que muestra una violaciéon logaritmica al scaling de Bjorken (asociada a los términos propor-
cionales a t). Cabe destacar que la suma involucrada en (6.1.41) debe realizarse sobre todos los
posibles sabores de quarks y antiquarks. Es importante remarcar que la naturaleza logaritmica de
las correcciones fue responsable de la observacion, en primera instancia, de un comportamiento
compatible con el scaling puesto que la tendencia de las desviaciones solo es apreciable sobre un

rango de Q? suficientemente amplio.

Siguiendo con el estudio de (6.1.41), notese que podemos definir

g
M, Q) = % yy ()P, G)t (6.1.42)

con lo cual Fj se escribe

26 (z, Q) Z/ Y iy, Q [5 <§ - 1) n ;‘:_fq (g)] . (6.1.43)

De esta manera puede pensarse que las correcciones introducidas por el proceso v*¢ — ¢ a orden

g% inducen correcciones de orden g2, dependientes de la escala @, en f;‘(m) Luego, se tiene

fo(@,Q) = fi(z)+3f(x,Q), (6.1.44)



6. Limite colineal de amplitudes de scattering 119

que son las funciones de distribucién partonicas corregidas a primer orden en ag, en el modelo
de partones mejorado. Derivando respecto a ¢, introduciendo de forma explicita las dependencias

respecto de @) y realizando el reemplazo f;(x) — f(?(x, Q) en el integrando, se llega a

dfh(x Qs 1 ,
fq(dt,Q) - Qfg)/m d_yyf;(y,@pq(x/y”@(%), (6.1.45)

que es una ecuacion integro-diferencial responsable de la evolucion de las distribuciones de quarks,

a primer orden en ag.

El procedimiento efectuado aqui puede generalizarse para contemplar la presencia de gluones.
En tal caso, deben tenerse en cuenta no solo los acoplamiento quark-gluén sino también gluén-
gluén, lo que permite obtener

4o (+.Q) - _ O‘S(Q)/ %fg"(y,Q)qu(!E/y)

dt 2m
b D g, Q) + O, (6.1.46)
BQ _ D [ pey
+ GOT [ VAR o, (6.147

que forman un conjunto cerrado de ecuaciones integro-diferenciales acopladas, conocidas como
ecuaciones de evolucion de Altarelli-Parisi o DGLAP (por Dokshitzer-Gribov-Lipatov-Altarelli-
Parisi).

En las ecuaciones DGLAP aparecen involucrados los objetos Py, (x) que se conocen como
nucleos de Altarelli-Parisi o funciones de splitting. Debido a que son uno de los temas centrales
de estudio de este trabajo, expliquemos su significado en el contexto del modelo de partones.
Para esto es importante tener en cuenta que se entiende la cinemética de los procesos parténicos
en el IMF, razoén por la cual los procesos estudiados corresponden a analizar el limite colineal de

las respectivas configuraciones?.

Puesto que los partones son objetos sometidos a la dindmica de QCD (o QCD con acoples
electromagnéticos), estos pueden decaer o recombinarse para originar otras particulas. Al motivar
las ecuaciones DGLAP, un partén de tipo a decaia en un par de partones, uno de los cuales era

de tipo b y llevaba una fraccién de impulso x del partéon padre. La probabilidad de que tal

4 Cuando el sistema de referencia est4 muy boosteado en una direccién existe una supresion de las componentes

transversales o, equivalentemente, los procesos se tornan colineales.



proceso de division o splitting ocurra es denotada como Il,,(x, @), en donde se indica de forma
explicita la dependencia en (). Asumiendo que los partones son particulas no masivas de QCD, si
@ > Aqcp luego el acoplamiento as((Q)) es pequeia y puede aplicarse teoria de perturbaciones.
En consecuencia, las probabilidades de splitting son calculables en el marco de QCD perturbativa.
Asi, es posible realizar una expansion en potencias de ag(Q), resultando

as(Q)

™

Mo(2,Q) = 6u46(1 —2) + I}, (7, Q) + O(a?), (6.1.48)

en donde el término de orden cero concuerda con la interpretacion naive de partones puntuales
no interactuantes entre si. Sin embargo, las restantes contribuciones al desarrollo dependen de

forma explicita de la escala de energia. En particular, vale que
Mo (7,Q) = tPu(z), (6.1.49)

con Py, (z) nicleo o kernel de Altarelli-Parisi, definido de acuerdo a

r(l—=x Vissbre
Pt = P g e,

‘ 2

1.
2 (6.1.50)

en donde Vp, es la amplitud del diagrama que contiene el vértice de interaccion a — b+ ¢
(quitando la normalizacion 52), kr es el impulso transversal del partéon b y se promedia sobre
colores y espines. Notese que esta expresion es valida solamente para x < 1, razén por la cual

suele emplearse la notacion Py ().

Cuando x = 1, el parton b lleva todo el impulso de a. En el contexto de las configuraciones
divergentes analizadas en el Capitulo 3, esto corresponde a un proceso a — b+ ¢ con c¢ soft.
Sin embargo, cuando a = b debe existir una compensacion con la contribucion diagonal (esto es,
aquella proporcional a §(1—x) en (6.1.48)) de forma tal que se preserve la integrabilidad en [0, 1].
Explicitamente, las reglas de suma definidas por (6.1.33), (6.1.34) y (6.1.35) deben cumplirse para
cualquier valor de (). Asi, derivando respecto a t y usando la relacién entre PDFs y nucleos de

Altarelli-Parisi se llega a

/1 dx Pyy(xz) =0, (6.1.51)
/ i [Po() + Pyy(2)] = 0, (6.1.52)
/ i PNRPy (1) + Poy(a)] = 0. (6.1.53)

que son las relaciones que definen el comportamiento de P, en x = 1. Mas atun, es posible

introducir los nucleos regularizados de Altarelli-Parisi usando que

P(x) = (P;(x) _ 12?;) + a Z_C;)Jr + 7.0 (1 —2), (6.1.54)
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en donde C, es la carga de color correspondiente al partén a y

3C

N=% = (6.1.55)
b

vy = -§, (6.1.56)

son constantes que permiten emplear la distribuciéon + para regularizar (6.1.54)°. Es importante
senalar que el valor de 7, se relaciona con las contribuciones virtuales en las correcciones NLO.

Ademas C, = 0 = 7, cuando a no es un partéon de QCD (por ejemplo, cuando a es un fotéon).

Para concluir esta discusion, es importante senalar que aqui hemos empleado la notacion
y las convenciones de normalizacion introducidas en Ref. (59). Més adelante mostramos como

compatibilizarla con la que se utiliza en la literatura actual.

1.4. Sobre factorizacion y LCG

Las propiedades de factorizacion de QCD pueden ser analizadas en el contexto de varios
métodos. En DIS, la factorizacion de las singularidades de masa puede ser demostrada empleando
la expansion en productos de operadores (OPE) aplicada en teoria de perturbaciones. Para
procesos de aniquilacién, también es posible probar la factorizacion de logaritmos colineales de
la forma log (Q?*/p*) (con @ momento transferido y p momento del jet o hadrén producido) en
el limite Q?> — oo. La diferencia crucial entre ambas configuraciones radica en la cinematica
del proceso: en DIS las particulas intercambiadas son tipo espaciales (Q* < 0) mientras que la
aniquilaciéon produce estados virtuales tipo temporales (Q* > 0)°. Ademéas de las técnicas de
OPE;, las demostraciones de factorizaciéon emplean elecciones de gauge especificas. En particular,

la eleccion mas empleada es el LCG (que definimos en el Capitulo 1).

Desde el punto de vista computacional, la forma de escribir los propagadores gluénicos en
LCG permite establecer una jerarquia de las diversas contribuciones a las funciones de estructura.
El uso de un gauge covariante hace que todos los diagramas sean igualmente relevantes para el
célculo de las funciones de estructura, atn en la aproximacion de logaritmos dominantes (LLA)

(64). En particular, dicha situacion ocurre con los conocidos como escaleras o ladders. Los mismos

5 La distribucién + se define como

/’d 1_Z / iz 1_Z HOLFION (6.1.57)
para una funcion f suave.

6 Cabe sefialar que el signo de la virtualidad del momento intercambiado depende de la signatura de la métrica.
Recuérdese que en este trabajo se emplea (+ — ——) para la métrica 4-dimensional y que todas las extensiones de

la misma se obtienen agregando componentes espaciales.



se obtienen insertando particulas en una pata del proceso, en forma secuencial. Sin embargo,
como en el calculo de las funciones de estructura se emplean elementos de matriz al cuadrado, es
posible que la emisién de particulas adicionales provenga tanto del estado final como del estado
inicial. Esto posibilita la distinciéon de distintos tipos de contribuciones. Por un lado se tienen
aquellos en los cuales hay interferencia entre la emision de estado inicial (final) y una particula
de estado final (inicial), conocidos como escaleras cruzadas. Por el otro, existen diagramas con
correcciones tinicamente en estado inicial o final. Estos ultimos admiten una interpretacion fisica
en términos de desintegraciones o emisiones secuenciales y son las contribuciones dominantes

cuando se emplea LCG en el contexto de LLA.

En la secciéon siguiente mostraremos de forma explicita la utilidad de LCG, al derivar las
formulas de factorizacion colineal a todo orden perturbativo y definir las amplitudes de splitting.
A diferencia del enfoque basado en OPE, se emplearan técnicas diagraméticas para llevar a cabo

la demostracion.

2. Propiedades de factorizacion

Con el objetivo de analizar el limite colineal, en esta seccién comenzamos describiendo la
parametrizacién de Sudakov aplicada a procesos en los cuales dos particulas son emitidas en
direcciones casi paralelas. Tras discutir las ventajas de dichas variables en el caso doble colineal, se
procede a su extension para considerar configuraciones con miltiples partones emitidos de forma
casi paralela. Por otra parte, trabajando en el espacio de color+espin se motivan las formulas
maestras que utilizamos para calcular las matrices de splitting. Para concluir la seccién, se procede
a definir las funciones de splitting colineal en el contexto del formalismo de descomposicion de
color, estableciendo una relacion con las matrices de splitting (en el espacio de color) y los nicleos
de Altarelli-Parisi.

2.1. Parametrizacién de momentos

Para llevar a cabo el estudio del limite colineal de las amplitudes de scattering es necesario
identificar las variables cinematicas relevantes. Consideremos en primer lugar un proceso 1 — 2
donde pf, ph son los momentos de las particulas salientes. Aqui es importante notar que p es un
indice de Lorentz que corre sobre las diversas componentes del espacio-tiempo Dgp-dimensional.
Debido a que nos interesa efectuar el analisis a nivel amplitud, asumimos que los momentos
asociados a particulas externas son extensiones nulas de cuadrivectores (esto es, las componentes
en las dimensiones extra son nulas). El momento del parton entrante es obtenido a través de

la conservacion de momento en los vértices de interaccion, con lo cual pf, = (pf +ph), v su
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virtualidad viene dada por

S12. = p’ﬁpﬁnlﬂ“ = p’fap?znﬁy . (6.2.1)

Por otro lado, consideramos que las particulas restantes tienen momento saliente y que estéan
on-shell. En concreto, se verifica que p? = 0 = p3 y p3, > 0. Esta tltima condicion se asocia a la
denominada cinematica tipo temporal (TL), que garantiza la validez de la factorizacion colineal
estricta (incluso en el limite multiple colineal).

La descripcion del limite colineal requiere la introduccién de un vector adicional n* que,
ademas de ser tipo luz (n? = 0), verifica n- pyy # 0. Mas aiin, en este trabajo consideraremos que
se trata de la extension nula Dgp-dimensional de un cuadrivector y que coincide con el vector de
cuantizacion empleado en la definicion de LCG. Es importante senalar que n define una direccién
privilegiada en el espacio-tiempo que permite eliminar los grados de libertad espurios e indica
la forma en que se produce la aproximacion a la configuracién colineal. Siendo mas especificos,
usando este vector es posible definir

D 7 512w
Pr = phy— =n' (6.2.2)
2n - P

que se trata de un vector nulo asociado a la direcciéon colineal. En otras palabras, se cumple que

Py — P cuando s15 — 0. Nétese que P cumple P2 =0y n- P # 0, lo que nos permite escribir
n- ]5 ="nN-pPi2.

Por otro lado, utilizando las direcciones colineal P y el vector n es posible introducir las
variables escalares

5y o= D e o), (6.2.3)
n-P

que se encuentran sujetas a la restriccién z; + zo = 1, la cual es consecuencia directa de la
conservacion de momento. En términos del lenguaje introducido en Ref. (59), z; representa una
fraccién de momento en un marco de referencia boosteado en la direccion definida por P. Notemos
que z; es invariante frente a la transformacion n* — An*, lo cual es consistente con la invariancia
presente en el propagador LCG. Ademas, para tener en cuenta la componente transversa de los
momentos asociados a las particulas 1 y 2 es requerido un vector adicional, que denotamos k' y
que cumple

nok,=0=k -P, (6.2.4)

es decir, que se trata de un vector ortogonal a los anteriores. De esta forma, la cinematica del
problema se reduce a considerar los vectores P, n y k, junto con las variables escalares z; y s12.

Los momentos originales pueden expresarse como (65)

AR LNy o —" 6.2.5
Y4 1 1 2n- P ( )



. k2
noo_ oo gk 1
py = (1—z)P' -k ——=n 6.2.6
= ) P (6:2:6)
de donde es posible deducir que k 2= —21(1 — 21)s12. Esta es la conocida como parametrizacion
de Sudakov y hace que sea evidente la interpretacion de z; en términos de fracciones de momento

en el limite colineal.

Para adaptar estas definiciones al caso miltiple colineal, comencemos estableciendo algunas
notaciones basicas. En primer lugar, suponemos que en un proceso de n particulas hay m que
son simultdneamente colineales. Las mismas son denotadas como i € C' = {1,2,...,m}, siendo
pi el cuadrimomento asociado a i. Por otra parte, en tal configuracion es posible definir multiples
escalas de energia. En el caso doble colineal tenfamos solamente s15 como escala caracteristica

del proceso colineal. Sin embargo, en esta situaciéon podemos definir

siy = (0 + ;)" = 2pi -y, (6.2.7)

con 7,7 € C'y también

2
Stm = (ZPz) =Pl = % Z Sij 5 (6.2.8)

icC ijeC

en donde se usa siempre que p7 = 0. Méas atn, es posible introducir otras escalas como s;; =
(pi + pig1 + ...+ pj)2 = p?yj (cuando i < j), que siempre se reducen a combinaciones de s;;. La
presencia de multiples escalas es el mayor problema que tenemos que afrontar para caracterizar el
limite colineal y extraer las funciones de splitting. Para simplificar la situacion es posible centrarse
en la configuracion TL, en la cual todas las particulas colineales se encuentran en el estado final.
De esta forma, s;; > 0Vi,j y por (6.2.8) se cumple que s;; < S1,,, con s1,, — 0 en el limite
colineal. Asi, podemos afirmar que en el limite miltiple colineal todas las subescalas tienden a
0 del mismo modo, siendo s; ,,, una cota superior en el caso TL. Ello motiva la introducciéon del

vector nulo

Pr=ph, - Q?”ﬁnﬂ , (6.2.9)

que verifica n - P=n- P1m ¥ constituye una generalizacion de (6.2.2). Ademaés, permite definir

las variables z; dadas en (6.2.3) sujetas a la restriccion z; + ... + 2z, = 1. En el Capitulo 9 se

analizard més en detalle la parametrizacion de momentos en el caso m = 3.

Para concluir es necesario senalar que se pueden definir atin mas escalas de energia si se
consideran las interacciones de las particulas colineales y aquellas que no lo son. En otros tér-
minos, si tenemos los conjuntos C' (colineales) y NC' = C¢ (no colineales o el complemento de
C') no hay impedimentos para introducir las variables s;; con i € C'y j € NC. En vistas de la

factorizacion motivada en el comienzo del capitulo, tales dependencias deben quedar relegadas a



6. Limite colineal de amplitudes de scattering 125

contribuciones subdominantes en el limite colineal. Sin embargo, como explicaremos brevemente
més adelante, en configuraciones cineméticas multiple colineales SL es posible que la factorizacion

no sea completa y que requiera hacer uso de estas variables.

2.2.  Factorizacion en el espacio de color

Consideremos un proceso de scattering con n particulas y estudiemos una configuracion cine-
mética colineal. La idea de esta discusion es motivar la factorizaciéon en el limite doble colineal,
basandonos en una descripcion fisica de la situacion. Supongamos que dos particulas, etiquetadas
como 1y 2, son emitidas de forma casi paralela. En el analisis del limite colineal solo nos interesa
retener los términos que presentan el mayor grado de divergencia, lo cual es analogo al procedi-
miento que se lleva a cabo cuando se estudia el OPE. Por otro lado, los célculos se realizan en el

LCG para exhibir de forma més sencilla la factorizacion de singularidades de masa.

Fig. 6.5: Contribucién tipica al término mas divergente de una amplitud de scattering de n particulas
en el limite doble colineal. El estado intermedio asociado a P se vuelve exactamente on-shell en

el limite colineal, lo que justifica las propiedades de factorizaciéon en términos diagramaéticos.

Con base en el esquema mostrado en la figura 6.5 y usando la cinematica descrita anterior-

mente, es posible escribir la contribucién dominante en el limite colineal como
C1,C2...;81,52... ~ Cp’,C1,C2351,52 . .
Aal,ag... (p17p27 o ) ~ E :(Aamp)P;al,az (p17p27 _p12) PTOP(P;pn)cpcp/
P

X (Aamp)(lzﬁ(fj’% (p127p3a - ) ) (6210)

en donde se han introducido las amplitudes amputadas A,u,p ¥ un propagador genérico Prop, que
depende de la cinematica y del tipo de particulas involucradas en el proceso. El estado intermedio
P corresponde, en principio, a una particula off-shell cuya virtualidad es sj5. En consecuencia,

P pasa a describir una particula on-shell cuando la configuracion se vuelve exactamente colineal.



Sin embargo, trabajar con la contribuciéon dominante no es equivalente a tomar el limite sis,

razon por la cual debemos mantener si5 # 0 en todos los pasos intermedios.

Debe apreciarse que se estd sumando sobre todos los posibles sabores y polarizaciones fisicas
de P compatibles con el estado final observado. El requisito de que P tenga una polarizacién
fisica deriva de estar trabajando en un gauge axial (en LCG, en particular) pues en el mismo,

los gluones (internos o externos) se asocian con grados de libertad estrictamente fisicos.

En el contexto de QCD no masiva, P puede ser un gluén o bien un quark. Cuando P
es un gluon, por conservacion de sabor pueden tenerse las configuraciones {a; = g,as = g} o
{a1 = q,a3 = q}; si P es un quark (o antiquark) luego solo se permite {a; = ¢, as = g} o vicever-
sa. Méas adelante en el trabajo consideramos la posibilidad de tener procesos de splitting colineal
iniciados por fotones. En tal caso, las formulas maestras obtenidas en esta secciéon seguiran siendo
véalidas, aunque es necesario reinterpretar su significado en el contexto del célculo de correcciones

a orden superior en QCD.

Estudiemos como se expresa A en el limite colineal para cada posible eleccién de P. Cuando
P es un quark, se puede escribir de forma explicita el propagador interno como
105
Prop = —2, (6.2.11)
12

en donde 0;; se introduce para forzar la conservacion de color. Usando (6.2.2), se reescribe ps en

términos de P y obtenemos

10;; 1044 s 10, P
e (ﬁ * 12~¢> = ——+0(sy), (6.2.12)

Py S12 2n - P 512

en donde se esté conservando solo la parte méas divergente en el limite s;5 — 0. Mas atun, debido

a que P es un vector nulo es posible expresarlo en términos de espinores (ver Capitulo 2).

Explicitamente, apelando a la relacion de completitud (ver (2.3.7) y (2.3.7)), se tiene que

P = > w@uP)= > uP)u(P), (6.2.13)

A phys.pol. A phys.pol.
siendo A una etiqueta que designa las posibles polarizaciones fisicas del par quark-antiquark
en el estado intermedio. En otras palabras, lo que estamos haciendo aqui es descomponer un
propagador usando sumas sobre polarizaciones fisicas 4-dimensionales de un par quark-antiquark.
Esto puede interpretarse como cortar el diagrama a través del propagador que se torna singular

en el limite colineal. Juntando consideraciones es posible reescribir (6.2.12) como

105 _ Z %W;(f)%(p)JrO(S?Q)_ (6.2.14)

pl? A phys.pol.
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Volviendo a (6.2.10) se obtiene

1 cp,C1,2;51,8 D
_(Aamp)pi;ll’;;’ b (plap2; _p12) UA<P)

S
A phys.pol. 12

X <ﬂ)\(p) (Aamp)gjt;?::';ssm (p127p37 . ))

Q

C1,C2...;81,82...
Aall,aQQ... b2 (p17p27 <. )

1 C C1,C2;81,S
S (a0 i) ()

S12

A phys.pol.

X AR <P>p3,~') : (6.2.15)

donde, en la ultima linea, se reacomodaron los factores intervinientes en la expresion para mostrar
la presencia del elemento de matriz reducido de n — 1 patas externas. Dicho elemento de matriz
se obtiene reemplazando las particulas 1 y 2 de la amplitud original por una pata con momento
P. Es crucial apreciar que la particula asociada a P corresponde a un estado no masivo on-shell

A8 eg una amplitud on-shell fisica. Esto se debe a que puede tomarse el limite

y que ACP,C3~--;
s19 — O en (Aamp);’fc’t‘;?f::';s‘""" (p12,P3, - - -) ya que es finita en la configuracion estrictamente colineal.
Cabe senalar que, en este caso, todos los pasos del argumento son independientes del gauge en

el que se trabaja.

Ahora, analicemos la situacién en la cual la particula intermedia corresponde a un gluén.
Como estamos trabajando en LCG, el propagador gluénico se expresa
Zdul/(pl% n) 7 plQ#nV + p12yn,u
- = — _T]l,l,l/ + )l
n-Pi2

en donde 7 es un tensor métrico, que puede estar asociado a un espacio 4 o Dgr-dimensional

(6.2.16)

512 512

dependiendo del esquema de regularizacion empleado. Por simplicidad, supondremos aqui que
n = n* puesto que nos interesa tener en cuenta tinicamente los grados de libertad fisicos. Ademaés,

Como hicimos para el caso P = ¢, podemos usar la definiciéon de P y efectuar la expansion

P.n + Pn n,n P.n + Pn
A (pro,n) = —1 4+ 22TV W~ plty T Lyl
(P12, M) Ty ) lg(n-P)Q U P
dyu (P,m), (6.2.17)
que, junto con la relacién de completitud
duw(Pn)= Y (P Ne(P)), (6.2.18)
A phys.pol.
nos permiten escribir
Zdlﬂ/ (pl?v n) G,U»(Pv /\) B 0
— =~ ——————=€ (P, \) + O(s1y) , 6.2.19
O TLNVER I (6:2.19)

A phys.pol.



que resulta una aproximacion valida en el limite colineal (considerando solo los términos mas

divergentes). Aplicando estos resultados a (6.2.10), se obtiene

. 1 o1 go: ~
Ageezoioz (prpy ) R Y () e S (py, pa; —p1a) €u(P, N

S
A phys.pol. 12

5 (PN A )2 (12, s, )

1 C Cc1,C2;81,52; D
Z (_(-Aamp)Pljt;ll,;zzz7 et (plvp?; _p12) EH(P’ >\>>

S
A phys.pol. 12

D (6220

en donde, al igual que en el caso P = ¢, se procedi6 a reacomodar la expresion de forma tal
que el primer factor contenga todas las contribuciones divergentes cuando s15 — 0 y el segundo
término corresponda a un elemento de matriz reducido de n — 1 particulas, no masivas y on-
shell. A diferencia del caso previo, aqui result6 crucial utilizar LCG pues la deduccién efectuada
se basa en la posibilidad de escribir el propagador gluénico como (6.2.16). A su vez, esto se
vincula fuertemente con el hecho de que los gluones internos solo tienen polarizaciones fisicas
y con las condiciones de consistencia teérica mencionadas en el Capitulo 4. En particular, uno
de los requisitos establecia que el tensor de polarizacion de los gluones virtuales debia satisfacer
d,wp" = p*. Por ende, si p? es la virtualidad de la linea interna asociada a P, en el limite colineal

p?> = s19 — 0 y los gluones internos se comportan del mismo modo que los externos, lo que

justifica la posibilidad de efectuar un corte en el diagrama’.

Utilizando las ecuaciones (6.2.15) y (6.2.20) es posible motivar la definicion de las conocidas
como matrices de splitting. Por ejemplo, en el caso doble colineal mediado por un quark, se define

1

Sp(]—ﬂll!m =
512

(Aamp>q,a1,a2 (p1, p2; —p12)> u(P), (6.2.21)

en donde a; y as son un gluén y un quark, respectivamente. También en el limite doble colineal,
cuando el parton padre es un gluén se introduce
1 ~

Spg%alaz - 5 (-’Llex1ﬁ7f11;>);(;bl,a2 (p1, p2; —p12)> en(P), (6.2.22)

con a; y ap un par ¢g o un par de gluones. En ambos casos, )(-Aamp)Pal oy (D1, D2; —p12)> corres-

ponde a la amplitud amputada asociada al proceso P — ajasq, sin efectuar la proyeccion sobre

7 Sin entrar en detalles técnicos, notese que la nociéon de cortar un diagrama en estas configuraciones es equi-
valente a la idea de forzar a las particulas virtuales en el interior de un loop a cumplir la condiciéon de capa de
masa, interpretando los resultados en términos de un proceso de scattering. Este tipo de razonamiento es el que
motiva una descripcién unificada de las contribuciones reales y virtuales a las correcciones radiativas, y también

se vincula con la similitud entre integrales de loop y de espacio de fases.
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el espacio de color+espin. También es importante apreciar que en estas expresiones se emplea
p12 como el momento asociado al partéon incidente P. Esto se debe a que la cinemética debe
mantenerse off-shell (esto es, con s;o # 0) puesto que Sp es divergente en el limite colineal.
De esta manera, a pesar de efectuar la proyecciéon sobre un espinor o vector de polarizacion
asociado a P (y en consecuencia, asociado a una particula no-masiva on-shell), debe calcularse

(Aamp) p o1 (p1,p2; —p12) ) forzando la conservacion estricta de momento y manteniendo s15 # 0.

Las matrices de splitting permiten describir la factorizacion colineal de amplitudes de scatteri-
ng. En particular, usando las definiciones dadas en (6.2.21) y (6.2.22) y siguiendo los argumentos

esbozados anteriormente, se tiene

IA® (pr, .. pa)) = SO (py,po; PY A (P, ps, . ... pa)) (6.2.23)

que es una identidad valida manteniendo los términos més divergentes en el limite s15 — 0.
El supraindice (0) se incluye para indicar que estamos considerando amplitudes a nivel arbol.
Ademas, por estar trabajando en el espacio de color+espin, el producto matricial involucra una
suma implicita sobre las polarizaciones y colores de los estados intermedios asociados a P. Es
util senalar que, a este orden perturbativo, la extension de (6.2.23) al caso multiple colineal es

directa. Explicitamente, si {1, ..., m} se vuelven colineales en un proceso de n particulas, se tiene

A (pr, . p)) =~ SPO(pr. . P) AP, prasts - 00)) (6.2.24)

en donde se retienen las contribuciones dominantes en el limite s; ,, — 0.

Para concluir este estudio, debemos mencionar que las propiedades de factorizaciéon colineal
también se extienden a o6rdenes perturbativos superiores. Debido a que en este trabajo solo
analizamos las correcciones NLO en QCD, nos limitamos describir el limite colineal de amplitudes
a 1-loop. Comenzando con el caso doble colineal, vemos que es posible que las correcciones
virtuales se factoricen en la amplitud reducida o en la matriz de splitting. Es decir, de todos
los posible diagramas se consideran aquellos que incluyen una linea interna cuyo propagador se
anula en el limite s — 0. Como estamos trabajando con amplitudes a 1-loop, tales diagramas
solo pueden tener el loop a la izquierda o a la derecha del corte, como se muestra en la figura 6.6.
Sin embargo, existen otros diagramas en los cuales no es posible encontrar un propagador interno
que se anule cuando s19 — 0. Tal circunstancia solo es posible si las particulas colineales forman
parte de un loop y en consecuencia debe analizarse el limite de una integral de loop cuando
dos momentos externos se vuelven paralelos®. Estos diagramas pueden introducir correlaciones

entre particulas colineales y aquellas que no lo son, conduciendo a la violacién de factorizacion.

8 Puede encontrarse una discusion detallada en Ref. (67), en donde los autores consideran estos limites para

integrales box.



Fig. 6.6: Contribuciones posibles a una amplitud de n particulas a 1-loop. Suponiendo que los momentos
1 y 2 se tornan colineales, se clasifican los términos en tres posibles categorias: a)- el loop esta
asociado a la amplitud reducida; b)- el loop esté contenido en la funcion de splitting; o ¢)-
las particulas colineales forman parte del loop. En las dos primeras contribuciones se efectua
un corte en la pata intermedia para explicitar la factorizacion. Los restantes diagramas estan

suprimidos por la cinematica (en el caso TL) y la eleccion del gauge (LCG).

Trabajando en la region TL (esto es, con s;; > 0 para todas las particulas colineales) y en LCG es
posible demostrar (71) que tales contribuciones son subdominantes, atn para el limite multiple

colineal. De este modo, se tiene

AD (p1, . pa)) = SPD(pr. .. pwi P) AP, prsrs - - pa))

+ SPO D1 P PYAY (P, prusrs -, pa)) (6.2.25)

en el contexto de la factorizacion estricta. Como es de esperar, en tal caso, las amplitudes de
splitting solo dependen de las patas colineales y la dependencia en las particulas remanentes
se encuentra en los elementos de matriz reducidos. Al final del capitulo discutiremos las con-
secuencias de trabajar en configuraciones SL y formas alternativas de expresar la factorizacion

colineal.

2.3.  Funciones de splitting y niicleos de Altarelli-Parisi

Los procesos de splitting colineal también han sido estudiados en el contexto del formalismo

de descomposicion de color (66; 67; 68). Debido a que el uso de amplitudes primitivas provee
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un ordenamiento fijo para las particulas externas, resulta més intuitivo aislar las contribuciones
divergentes cuando las patas externas se vuelven paralelas. De hecho, como mencionamos en
el Capitulo 2, estos objetos solo presentan singularidades IR cuando dos (o méas) particulas
adyacentes son colineales o cuando hay momentos que se vuelven soft. En el caso doble colineal

a NLO, la formula de factorizacion para el caso 1 || 2 se escribe como (68; 69)

—0

APV M 22 n—1n) - Y [Split(o)(1A1,2A2)A,(11,)1((1—|—2)“,...,n—1,n)

ophys.pol.

+osplit™ (14,22 A9 (1427, n— 1,n)] . (6.2.26)

en donde los objetos Split se suelen llamar funciones de splitting o amplitudes de splitting,
y la suma se efecttia unicamente sobre las polarizaciones fisicas del estado intermedio. Cabe
destacar que Split solo depende de la cinematica y la configuracion de helicidad del proceso
estudiado. Usando las ideas y las férmulas de descomposicion provistas en el Capitulo 2, se
puede probar que Split puede recuperarse a partir de la matriz de splitting Sp proyectando
sobre las posible estructuras de color y factorizandolas. Para el caso doble colineal, existe una
relacion de proporcionalidad entre ambos splittings. Para procesos que involucran mas de tres
particulas con carga de color, se pueden vincular ambas expresiones efectuando combinaciones
lineales. Una generalizacion de (6.2.26) para procesos con més loops para las contribuciones
dominantes de color puede hallarse en Ref. (70).

Las matrices de splitting aqui definidas pueden vincularse con los niicleos de Altarelli-Parisi
introducidos en Ref. (59). Para ello es necesario escribir las formulas de factorizacion colineal
a nivel de elementos de matriz al cuadrado. Por ejemplo, trabajando a nivel arbol en el limite

multiple colineal, tomamos (6.2.24) y calculamos el elemento de matriz al cuadrado ?, obteniendo

) M2€ m—1 R 0 ~
|A£LO)<p1 .- pn)|2 - ( ) [<P¢§O—)>a1~--a7n> |A£z—)m+1(P’pm+1 o pn)|2

S1,m
+ Alar...anpr .. .pn)] , (6.2.27)
en donde se introdujo )
(P = (22) 180 (6:2:29

9 Sumamos sobre polarizaciones fisicas y colores de todas las particulas involucradas siempre, y se realiza el
promedio sobre los mismos en el caso que se hayan definido los elementos de matriz fisicos. Notese que estamos
usando todos los momentos salientes con el objetivo de explorar las propiedades de factorizacion en la region TL.
En la ecuacion (6.2.28) se introduce el promedio sobre el color y espin del partéon padre, aunque solamente por
una cuestiéon de normalizacion.



y aparece una contribucion adicional proporcional a A(p;...p,) que depende de todas las
particulas presentes en el proceso. Este término es originado por correlaciones de espin aso-
ciadas al estado intermedio P. De hecho, (6.2.24) es una ecuacion matricial y al computar
(Spgialmam)TSpg)lalmam pueden aparecer contribuciones que no sean proporcionales a la ma-
triz identidad en el espacio de color+espin'’. Sin embargo, A se anula en ciertas circunstancias
y no contribuye al efectuar integrales sobre las variables azimutales, con lo cual puede afirmarse
con cierta generalidad que ( Aél)al...am> controla el comportamiento del elemento de matriz de n
particulas en el limite colineal. Si nos restringimos al caso doble colineal y comparamos con la
ecuacion (6.1.50) vemos que

(PO V= g2Ps (), (6.2.29)

a—a1a2 aja

en la region z < 1y € — 0. De esta forma, se tiene una generalizacion de los ntcleos de Altarelli-

Parisi para el caso multiple colineal apelando a (6.2.28).

También es ttil definir los nicleos de Altarelli-Parisi en el espacio de helicidades, esto es,
sin efectuar la suma sobre las polarizaciones del partéon padre. Comencemos efectuando una
motivaciéon de las férmulas a utilizar, considarando un proceso de n-particulas a nivel arbol en el
cual m se vuelven colineales. Usando las propiedades de factorizacion colineal dadas en (6.2.24)

y calculando el elemento de matriz al cuadrado se tiene

<"4(0) (p177pn)| Id |A(O) (plv7pn)>:Z<A(O)(P_>\7pm+1a7pn)|

AN

~ N ~ _
X (PN (SPO w1 .pmi P)) SP (b pi P)e’ (P, N)

x  JAP prit, . on) (6.2.30)

en donde se esta efectuando una suma sobre las polarizaciones de los estados intermedios y se
utilizan los splittings amputados Sp, (esto es, aquellos obtenidos tras remover el vector de pola-
rizacion correspondiente al parton inicial). Si se reescribe esta ecuacion en términos matriciales

es posible definir

m—1
51,m ~\ T
Pl = (w) (5P (pr--pni P)) SPO(pr .. pui P).

que constituye una generalizacion de las matrices de splitting en el espacio de espin, a nivel
amplitud al cuadrado. Cabe destacar que en la expresion anterior se esté efectuando una suma

sobre las polarizaciones y los colores de todas las particulas colineales, pero solo se promedia

10 En el Apéndice B de Ref. (6) se computa de forma explicita la funcion A. Cabe destacar que hay un factor 2
entre nuestras convenciones y las alli empleadas, que se relaciona con la normalizaciéon de los elementos de matriz

al cuadrado.
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sobre el color del parton padre, preservando la informaciéon concerniente a su helicidad. En otras

palabras, P, _4,. 4, €s un operador en el espacio de espin del parton inicial y

PO

<HJ ‘ a—aj...am

m—1
S1m o N

_ pl0), (6.2.32)

a—ai...am

son sus elementos de matriz, obtenidos tras remover los vectores de polarizacion e(P) asociados

al partéon padre.

Si bien la definicién dada en (6.2.32) es completamente general, es necesario tener en cuenta
que solo es relevante cuando los estados intermedios tienen polarizaciones fisicas. En otras pa-
labras, las propiedades de factorizacion colineal utilizan fuertemente que las particulas virtuales
pueden originar inicamente estados fisicos cuando estan en su capa de masa. Por ende, podemos

proyectar (6.2.32) sobre estados de polarizacion definida e introducir

PO, 0 W) = (PN (| P

a—ai...am a—ai...am

Ve (P, N), (6.2.33)

que verifica

2”26 m—1 ~
A0 2R > (RE) A (P )

s
1,m AN

X P(O) ()\7 /\/)|A1(10—)m+1 (ﬁ_)\,apm-‘rl; s 7pn)> ) (6234>

a—ai...am

y que permite recuperar la formula (6.2.27), dando una descripcion completa del limite colineal
de elementos de matriz al cuadrado. Notemos que (6.2.33) implica la contraccion de P*” con

vectores de polarizacion fisicos que satisfacen

¢(P,n)-P=0=¢(P,n)-n. (6.2.35)

Estas dos condiciones se traducen en la presencia de términos irrelevantes en la expansion de
P, Concretamente, toda contribucién proporcional a n* o P* (con a = {u,v}) se anula al ser
contraida con €(P,n). Por ende, en el calculo de P* podemos simplificar los pasos intermedios

tomando los limites
n® — 0, (6.2.36)
P* = 0, (6.2.37)

siempre que a sea igual a p o v (indices libres originados al amputar los vectores de polarizacion
del parton padre). Mas atn, apelando a la definicion de P vemos que (6.2.37) es equivalente a

establecer el reemplazo

Pm = DY~ — Pt (6.2.38)



y eliminar el vector p$ de la expansiéon de P*”. Estas observaciones son de crucial importancia
para computar los splittings polarizados en el limite triple colineal, como veremos en detalle en
el Capitulo 10.

Las féormulas obtenidas para las funciones de splitting polarizado pueden ser extendidas a
cualquier orden perturbativo, apelando a la extensién de las propiedades de factorizacion. En

particular,

m—1
v S1,m D f
P = (22) (86001 0msP)) S600rcpmsP) (6239

~\T
vre (0000 pi ) 8800 .0iP) )| + 001, (6240

que es la correspondiente expansion a NLO en QCD. Notese que estos objetos son simétricos en

los indices p, v, que es otra propiedad que explotaremos para simplificar las expresiones.

Tras haber introducido los niuicleos de Altarelli-Parisi polarizados, debemos mencionar que
para recuperar las funciones de splitting analogas a (6.2.28) se debe promediar sobre las polari-
zaciones del parton padre. Explicitamente, se cumple que

- d, (P, n)
<Pa—>a1~~-am> = MT <M ‘Pa—>a1---am| V) ) (6'2-41>

en donde N es un factor de promedio relacionado con el niimero de polarizaciones de la particula

vectorial que inicia el splitting!®.

A modo de comentario final, vale destacar que en este trabajo utilizaremos el término fun-
ciones de splitting de forma genérica para referirnos tanto a las amplitudes/matrices de splitting

como a los niicleos de Altarelli-Parisi generalizados.

3. Propiedades de las funciones de splitting a 6rdenes superiores

Como enfatizamos antes, la factorizacion colineal puede ser extendida a érdenes perturbativos
superiores. En consecuencia, tiene sentido definir funciones de splitting a NLO y estudiar sus
propiedades. En particular, para calcular las correcciones NLO es necesario realizar computos
con integrales de loop. Las mismas aportan una estructura de divergencias (tanto IR como UV)

que puede ser predicha empleando la formula de Catani (18; 71). De hecho, esta formula se puede

I Existe una sutileza relacionada con esta definicién cuando se trabaja en DREG. En 4 dimensiones, el promedio
sobre polarizaciones coincide con el promedio azimutal. Sin embargo, en DREG estas definiciones pueden ser
diferentes dependiendo de la forma en que se extienden los momentos y el ntimero de polarizaciones asignadas a

cada particula. Para mas detalles, consultar Ref. (33).
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extender al caso multiple colineal y a configuraciones cinematicas arbitrarias (SL o TL), e incluso

a mas de 1-loop.

Por otro lado, también analizamos el comportamiento de las correcciones a la autoenergia
de los partones a 1-loop, en el contexto de LCG. Especificamente, encontramos que su aporte a
las funciones de splitting puede ser calculado de forma universal, lo que permite simplificar el

tratamiento de splittings que involucren muchas particulas.

3.1. Estructura de polos IR: la férmula de Catani

El estudio de la estructura divergente de las correcciones virtuales es importante para ga-
rantizar la posibilidad de definir observables IR-safe. Por ejemplo, para desarrollar el método
de sustraccion de forma general se usa fuertemente que todos los polos IR de las correcciones
virtuales se obtienen a partir de ciertos coeficientes de color y son siempre proporcionales a la
contribucion LO (7; 8). Al complementar esos resultados con el conocimiento de las propiedades
de factorizacion a nivel arbol (tanto en el caso colineal como soft) se demuestra que todos los

polos IR se cancelan entre las diversas contribuciones, conduciendo a un resultado final finito.

Siguiendo lo expuesto en Ref. (71), comencemos observando las propiedades de las matrices
de splitting en el limite doble colineal. Debido a que en este trabajo analizamos QCD con acoples
electromagnéticos, debemos considerar configuraciones en las cuales haya fotones colineales con

quarks. A 1-loop, los splittings pueden ser escritos como
Sp" (pl,pz;P> = Spy/ (pl,pzsf’) + 1V (pl,pz;f’> Sp" (pl,pz;ﬁ) , (63.1)

1 . L . . .
en donde Spfq) contiene tnicamente funciones racionales de las variables escalares (z1, s12 y el

parametro €), mientras que

. —519 — 10\ €
v (plva;P> = crgs <—122 )
L

€

X {é(CP_Ol_Cﬂ‘i‘l<7P—71—72+m_150)
- % [(Cp+Cy — Cy) f(e,21) + (Cp + Cy — C) fle, 1 — zl)]} , (6.3.2)

es un operador en el espacio de color+espin que contiene todas las contribuciones divergentes
y aquellas asociadas a funciones transcendentales. En estas expresiones, C; son los factores de
Casimir asociados al partén de tipo a;, ; las constantes definidas en (6.1.54), m es el nimero de

partones colineales de QCD y cr es el factor de volumen asociado a las integrales de 1-loop en



D dimensiones. Por otra parte la funcion f(e, z) esta dada por

fle,2) = % (2F1 (1, —6,1—¢€1— %) — 1) , (6.3.3)

y se relaciona con el limite colineal de las integrales de 1-loop involucradas en cualquier splitting
doble. Es importante apreciar que f(e, z) posee discontinuidades esenciales y un salto de rama

cuando z cambia de signo. Explicitamente, si se efecttia la expansion en potencias de € se obtiene

fle,z) = —log(z Z Lini1 (Z - 1) € (6.3.4)

siendo el primer término un logaritmo que introduce un branch-cut en {z < 0}.

La otra configuracion cinemética estudiada en este trabajo fue el limite triple colineal (ver
Capitulos 9 y 10). En tal caso, existe una separacion de las distintas contribuciones a Spt)
anéloga a (6.3.1) y es posible extender (6.3.2) para configuraciones TL definiendo (72)

~ —S1m —20\ € 20
I%)ﬁay..am (pla---apm;P) = CFQ%( 1’M2 ) { Z T;- T <_51 —7,0)

1,j=1(i#5)

S TeT 2 ()~ () (6.3.5)

- %(iw—@f% (o —e&;‘ﬂ—?(ﬁ“ﬁgs))}’

en donde denotamos el operador de color asociado a la particula con momento p; como T';, m
cuenta el nimero de partones de QCD colineales, mientras que m se refiere al nimero total
de partones de QCD involucrados en el proceso de splitting. En el caso doble colineal no era
necesario definir m pues las dos situaciones posibles (1 o 2 partones de QCD colineales) podian
ser tenidas en consideracion con el pardmetro m. Sin embargo, aqui vale m = m en los procesos
de division que son iniciados por fotones. Por otra parte, las particulas colineales son ordenadas
de forma tal que {1...m} pertenecen a QCD y las remanentes son fotones. Cabe destacar que

la conservacion de color implica que la carga del partéon padre viene dada por

> 1 Sp¥ =SpT,. (6.3.6)

Es importante apreciar que cuando m < 3, Eq. (6.3.6) implica que todos los productos de
operadores de color involucrados en la definicion de T M) son proporcionales a la matriz unidad

en este espacio. De esta forma, podemos escribir

19 o = I8 Tde, (6.3.7)
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1 )
en donde Lgl?,,am es solamente un nimero.

Algo interesante de remarcar en (6.3.6) es que dicha férmula predice correctamente la de-
pendencia en el esquema de regularizacion hasta O(e°), estando controlada la misma por los

coeficientes de ajuste 1% y B{}S. Explicitamente, se tiene

= Bt =0, (6.3.8)

para el esquema CDR, mientras que
;5/(]13RED — ,7(11_3RED — CF/Q , (6.3.9)
APRED - —  BERED /2 = (4 /6, (6.3.10)

cuando se aplica HV o alguna version de DRED.

Como sabemos, las correcciones a 1-loop poseen tanto divergencias UV como IR. En las
expresiones anteriores se mantuvieron los polos UV, es decir que se utilizaron cantidades no-
renormalizadas. Los términos que acompaiian a f, en (6.3.2) 0 a 8y — €65 en (6.3.6) son de
origen ultravioleta y deben removerse de tales expresiones cuando se trabaja con funciones de

splitting renormalizadas.

3.2.  Correcciones al parton inicial

Al computar las matrices y funciones de splitting a NLO es necesario trabajar en el LCG.
Desde el punto de vista operacional, esto representa una dificultad adicional puesto que las
integrales incluyen un denominador lineal adicional (ver Capitulo 5). Sin embargo, es posible

explotar ciertas propiedades que nos permiten simplificar el calculo de las funciones de splitting.

Comencemos computando la correccion a 1-loop a la autoenergia gluénica. Usando el enfoque
de diagramas de Feynman en LCG, vemos que hay dos posibles diagramas que aportan a II*,

los cuales se muestran en la figura 6.7. Asi, definimos

" (p) = I (p) + 1% (p), (6.3.11)
en donde
I (p) = (g™ N/Tr [T°T")) / & [ngg M_(f,); il : (6.3.12)
" G fadefave [ oo (Q)dpy (p — q)
s ») 2 /q ¢*(q — p)?

/

X Vag(=p".¢", (p — )" )Vag(—q" 1", (g — p)") (6.3.13)



en donde se esta usando p como momento del gluén, con p? = s. Apréciese que solo tiene sentido
considerar el caso s # 0, pues de lo contrario las integrales involucradas son trivialmente nulas

(s es la tunica escala del problema).

pP—4q

Fig. 6.7: Diagramas que contribuyen a las correcciones de autoenergia gluénica IT1#” a NLO. Se indica de

forma explicita la convencién de momentos y de etiquetado de indices de Lorentz y de color.

Tras reemplazar las integrales de loop e introducir np = n - p, se llega a

Iy (p) = 2f293(e — 1)eN(1 — Bre)day (s — pp”) (—s—10\
AW 4(e —2)e+3 112 ,

(6.3.14)

) = gty () b e o2y
+ npp* — (D —2)npep” — 8s(e — 1)(2¢ — 3)n")
+ 8s(e —1)(2¢ — 3)n" (sn” —npp")] , (6.3.15)
en donde estamos usando f, = —cp/e? y dejamos sin especificar la dimension del algebra de Dirac

D. Més atn, el calculo es efectuado contemplando la posibilidad de usar esquemas en los cuales
Tr(I) = 4 — 4e. A modo de introduccion a lo que discutird en el siguiente capitulo, analicemos
el origen de los términos proporcionales a D. Para ello, se coloca un parametro arbitrario (flag)
multiplicando al tensor métrico en el interior de d,,. Realizando el calculo explicito se puede
corroborar que D proviene de términos que involucran la contraccion d,,n*" y con ello siempre
se relaciona con el niimero de polarizaciones de los gluones internos. Asi, escribimos D — 4 — 2Je,
cond =0en FDH y § =1 en HV/CDR (ver Capitulo 4). De este modo se obtiene

() = fogd (—su; ZO)E 50 |:OA(€<((5 + 8)e — 21) + 12) + 2(e — 1)eN;(1 — Bre)

4(e —2)e+3
4s(e — 1)C rp Fp¥ + npH
(s — iy 4 BV (P Tt s V] (6.3.06)
2¢ — 1 s np np?

Notemos que II* verifica ciertas propiedades relevantes. En primer lugar, satisface la conserva-

cion de la corriente (identidad de Ward), esto es

pu 1" (p) = 0 = p, 11" (p) . (6.3.17)
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Por otra parte, si definimos la funcion

H(PQ) = —f29§ <%§ZO>_

. Cale((6 +8)e — 21i<ji22);f(§ — DeNy (1~ Bre) (6.3.18)

y contraemos I1**(p) con dos propagadores gluénicos, se obtiene

d ! V/ V/ / Vl /
) o) )5 112) (e P
s s np

—s5—10\ “4(e —1)Cyny,mn,,
4 g?fQ : ( 5 ) M
ft np*(2¢ — 1)

] ., (6.3.19)

que en el limite s — 0 se reduce a

Zdu’u(p) (=D (p)) 1y, () ~ H(p2)5abld“/yl(p) ’ (6.3.20)
s s s
y es proporcional a d,s,(p). Esta situacién corresponde a colocar una correcciéon de autoenergia
en un gluoén virtual y luego tomar el limite colineal. En tal caso, se recupera la proporcionalidad
al propagador, o equivalentemente, la correccién factoriza como el coeficiente global I1(p?) por el
diagrama analizado. Una situacion maés interesante tiene lugar cuando se contrae II*(p) con un
propagador y un vector de polarizacion asociado a
. S

En concreto, se obtiene

—Zd“/;‘(p) (=" (p)) €,(P) = M%) ewn(P), (6.3.22)

en donde se uso que p-¢(P) = 0 = n-¢,. En este caso se encuentra que la correccion es exactamente

proporcional al vector de polarizacion y el factor multiplicativo es nuevamente II(p?).

Pasemos a considerar las correcciéon a la autoenergia de un quark, a 1-loop. De acuerdo a lo

exhibido en la figura 3.1 solo hay un diagrama de Feynman relevante y se puede escribir

V(P — D
Si(p) = g (T T il/—d (q), 6.3.23
]() ( )J . qg(q_p)g M() ( )
en donde 4, j son indices asociados a la representacion fundamental de SU(3).

Tras efectuar la integral sobre el momento de loop, se obtiene

_ 2931 Cr((D — 2)npep + 4s(e — L) (_S - o)
2np(2e — 1) 2

S(p) = , (6.3.24)



en donde también aparecen contribuciones que dependen de D. Al igual que en el caso gludnico,
D proviene de la contraccion de d,,, con un tensor métrico. La diferencia radica en que, en este
caso, " es originado en la conmutacién de matrices de Dirac, con lo que se vincula de forma
directa con la cantidad Dp;... definida en el Capitulo 4. Para ser mas especificos, reescribiendo

la cadena espinorial presente en (6.3.24) se tiene
VP =P - )+ 20— )M (6.3.25)
que junto con la simetria de d,, = d,, permite escribir
VAP —d)duwle) = "¢ —¢) duwlq) (6.3.26)
= L0 Dl
= —(p—¢)(2—2e0),

en donde se uso n""d,,(q¢) = —(2 — 2¢d). De esta manera, se llega al resultado

so) = —nt (Z0) en (WS- 2 ) s

1—2¢ 7 np(1l—2e)

Notemos que al contraer 3(p) con dos propagadores de quarks se obtiene

L (—zE(p))% = 163Cr f2 (%) ((6((;2_6 i);; 4 P+ nz292626_—1>1) ¢) , (6.3.28)

S

cuya contribucién dominante en el limite s — 0 es

%)(—Z 2(19))%) ~ (9§f20F (_SM; ZO)_E <699 - 4) 2 (6.3.29)

1— 2e¢ S

y que resulta proporcional al propagador de un quark. Esto motiva la siguiente definicion

s zo) (5 —de) —4 (6.3.30)

b 2 — 2
(p7) 95/2Cr ( 02 19 )

que es el factor numérico involucrado en (6.3.29). Por otra parte, se puede contraer ¥(p) con un

propagador de quark y un espinor no masivo u(P), lo que da lugar a

P me)uP) = S u(P), (6:331)

S

que resulta ser el factor numérico ¥(p?) por u(P).

Tras haber analizado las propiedades de los propagadores a 1-loop de todos los posibles

partones de QCD, estamos en condiciones de aplicar estos resultados al calculo de funciones de
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splitting. En particular, notemos que para obtener los splittings es necesario calcular la amplitud
amputada para el proceso P — a; . . . a,, en donde la virtualidad del partén padre es sy ,,, # 0. Por
ende, deben tenerse en cuenta las correcciones de autoenergia al parton entrante P al momento de
utilizar las ecuaciones (6.2.21) y (6.2.22). Sin embargo, a partir de (6.3.22) y (6.3.31) se concluye

que dichas correcciones deben ser proporcionales al splitting a LO. Concretamente, si P = g vale

Spgl—)ml---pm |autoenergia = H(SLm)Spg(]O—)ml...pm ) (6332)
mientras que si P = ¢ se tiene
Spc(ll—)>l)1~..pm |autoenergia = Z(Slym)spt(y(gpl...pm ) (6333>

lo que permite evitar el computo de estas contribuciones. Ademés, los diagramas restantes se
encuentran en correspondencia biyectiva con los necesarios para calcular el proceso P — ay ... ay,

con todas las particulas on-shell.

4. Validez de la factorizacion colineal

Como se discutié extensivamente en este capitulo, las propiedades de factorizacion son muy
relevantes en el estudio de QCD, resultando de vital importancia para computar observables
a oOrdenes superiores. En forma estricta, la nocién de factorizacion colineal implica que, en tal
limite cinematico, es posible separar las interacciones de las particulas colineales de aquellas que
no las involucran. Dicho en otros términos, ocurre un desacople en la amplitud de scattering y
toda la informaciéon del proceso colineal queda aislada en un factor universal, que no depende de
las particulas no colineales. Ese factor es el que definimos como funcion de splitting (en todas sus
posibles versiones). A nivel arbol esta situacion es valida, independientemente de la configuracion

cinematica estudiada.

Al considerar la factorizacion a érdenes superiores, motivamos la demostracion indicando la
necesidad de trabajar en un gauge especifico (LCG) y exigimos que s;; > 0 para todas 4, j € C. En
tales condiciones, se puede asegurar que aquellos diagramas en los cuales las particulas colineales
forman parte de un loop con elementos de NC' estan suprimidos. Sin embargo, un analisis riguroso
muestra que en configuraciones tipo SL tal factorizacion estricta puede no cumplirse. El potencial
problema se relaciona con la presencia de funciones transcendentales en las integrales de Feynman,
que introducen branch-cuts sensibles a la forma en que se efecttian los limites. Por ejemplo, si
tomamos f : C — C como f(z) = log(2) se aprecia facilmente que f(z + ) — f(z — 1) — 2m

en el limite 0 &~ 0 para cualquier z € R_.

La extension de las propiedades de factorizacion colineal a la region SL es abordada minu-

ciosamente en Ref. (71). En dicho trabajo los autores muestran que, en su forma mas general a



1-loop, vale

|A(1) (ph s 7pn)> = Sp(l)(pl <o Pm; P;pm-‘rl .. -pn) |A(O)(Papm+17 oo 7pn)>

+ Sp(0)<p1 <o Pm; ﬁ) |A(1)(ﬁupm+17 s 7pn)> ) (641>

en donde C' = {1,...,m} es el conjunto de partones colineales y NC = {m + 1,...,n} aquellos

que no lo son. Mas atin, los splittings a 1-loop se escriben como
- ) ~
SPV (1. i PiDms1 - -pa) = SpYy (p1 D P)

+ I(l) (p1 N ﬁ;pm+1 .. .pn) Sp(o) (p1,p2§ P) ,(642)

en donde se indica que la dependencia en las patas no colineales proviene inicamente de I. Notese
que la parte racional de las funciones de splitting sigue siendo estrictamente universal pues solo
depende de i € C. Sin embargo, a través de la funcion f(e, z) dada en (6.3.3), se introducen

modificaciones en el operador I. Explicitamente, en el caso doble colineal, se tiene

. —519 — 20\ ©
v <p1,p2;P> = 0pg§ (—122 )
u

1 1 -1
X {E—Q(CP—Cl—CQ)-f- ('YP_’VI_'72+m 50)

€ 2
— (Ot O O) fle )+ 801 pips, ,pn)} L (643)
con
O(p1,p2; D3y -y Pn) = % Z T, -T; f(e, 20 —10s;) . (6.4.4)
jeNC

Para escribir estas expresiones se usa que z; + 29 = 1 y que siempre puede elegirse z; > 0,
eliminando la necesidad de usar una prescripcion en f(e,z1). Notese que en el caso m = 1
podemos asumir que 2 no es un partéon de QCD vy, en consecuencia Ty = 0, lo que impide la

violacién de factorizacion en ese tipo de procesos. Ademas, si nos encontramos en la region TL,
Soj > 0Vje NCy

Z TQ . Tj f(G, 29 — ZOSQJ') = T2 . < Z TJ> f(G, 9 — ZO)

jeNC JENC
= —(Cp+Cy—CY) f(e,29 —10), (6.4.5)
usando conservacion de color en el proceso de n particulas y T'p = —T'y —T'5, pues los splittings

a nivel arbol son singletes. Sin embargo, en el caso genérico con cinemética SL, no se puede
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efectuar la suma como en (6.4.5) pues existen j, ;' € NC tales que s3; < 0y s957 > 0. Més atn,
en tal configuracion vale zo < 0. Entonces, debe mantenerse la prescripcion +:0 de f pues esta

funcién posee un branch-cut en z < 0.

En otras palabras, la combinacion de las correlaciones de color y la presencia de branch-cuts es
la responsable de la dependencia en la cinematica de los partones no colineales, y la consecuente

violacion de la factorizacion estricta.






7. LIMITE DOBLE COLINEAL: DEPENDENCIA EN ESQUEMA

En este capitulo discutimos la dependencia en esquema de las funciones de splitting en el limite
doble colineal, tanto a nivel amplitud como para los nicleos de Altarelli-Parisi. Tras comentar
los resultados disponibles en la literatura, procedemos a analizar el comportamiento de ¢ — gq
a NLO en diversos esquemas. Apelando a la introduccién de gluones escalares, mostramos como
interpretar las diferencias y conectar los resultados. Por tltimo, se describen reglas de transicion

efectivas validas a O(€?).

1. Motivacion

En el Capitulo 4 se introdujeron parametros que permiten definir diversos esquemas de regula-
rizacion. La imposicion de ciertas restricciones fisicas sobre los tensores de polarizacion gluénicos
mostraba la posibilidad de que algunas combinaciones de parametros condujeran a inconsistencias

tedricas. Por ende, es ttil estudiar como dependen los resultados del esquema utilizado.

Los observables fisicos bien definidos deben ser independientes de la eleccién del esquema de
regularizacion. Sin embargo, las funciones de splitting son objetos involucrados en pasos interme-
dios de los célculos, razén por la cual no estéd vedada su dependencia respecto del esquema. Este
tema fue analizado con anterioridad en Ref. (33), en donde se plantea un estudio de los nticleos de
Altarelli-Parisi al orden mas bajo en teoria de perturbaciones. Ademas de analizar las diferencias
entre las elecciones tradicionales (CDR, HV y variaciones de DRED), en el mencionado trabajo
se estudian las consecuencias de establecer f = Sz = 1, permitiendo que existan 2 — 2¢ grados
de libertad fermidnicos. Dicho analisis es efectuado en el contexto del calculo de correcciones
NLO a colisiones hadroénicas, con lo cual se establecen criterios de consistencia exigiendo que
cualquier dependencia en el esquema se cancele entre las contribuciones virtuales, reales y los
términos de sustraccion. Las contribuciones virtuales incluyen polos IR provenientes del loop,
mientras que las correcciones reales aportan polos dobles de naturaleza soft (asociados a los
factores eikonales) y simples de origen colineal (relacionados con los nicleos de Altarelli-Parisi).
Los términos de sustraccion solo aportan polos simples colineales (proporcionales a funciones de

splitting) que provienen de reabsorber divergencias IR en la definicion de las PDFs. En el caso de



las divergencias colineales, la dependencia en esquema no solo se introduce a través de la forma
de regularizar las integrales de espacio de fases, sino también por los cambios en las funciones de
splitting. De esta manera, la exigencia de que las correcciones a la seccion eficaz hadronica sean
independientes de la regularizaciéon permite inferir como cambian los niicleos de Altarelli-Parisi
con el esquema empleado. Mas atin, esto posibilita la deduccion de reglas de transicion efectivas,

véalidas a O(e%), para conectar funciones de splitting en diversos esquemas.

El trabajo descripto en este capitulo se basa principalmente en los resultados publicados en
Ref. (39) y puede considerarse como una extension de Ref. (33) al orden siguiente en teoria de
perturbaciones, contemplando més libertades en la definiciéon de esquemas. Especificamente, nos
interesa explorar la consistencia teoérica de los esquemas a nivel amplitud. Para ello, se estudia
la estructura de los splittings y se comparan los términos divergentes con la forma prevista por
las formulas de Catani (ver Capitulo 6). Por otro lado, en vez de buscar reglas efectivas para
conectar resultados en diversos esquemas, aqui nos centramos en el rol de los gluones escalares

(ver Capitulo 4) y su importancia para interpretar las diferencias en términos fisicos.

1.1. Implementacion de los calculos

Antes me mostrar resultados fisicos es importante mencionar algunos detalles técnicos de
la implementacion. Para manejar el algebra de Dirac se utilizo el paquete FEYNCALC (73), en
su version 8.2. El mismo nos permite trabajar de forma independiente con las contribuciones 4
y D-dimensionales, lo cual resulté crucial para poder analizar la dependencia en esquema. En
particular, D es un parametro libre en FEYNCALC que puede ser modificado por el usuario.
En nuestros célculos realizamos la identificacion D — Dpi.c. Esto justifica la expansion del
propagador gluénico en (4.1.17) en términos de nPPirac pues las amplitudes de splitting fueron

tratadas con este paquete.

Por otra parte, las integrales de Feynman fueron reducidas empleando el paquete FIRE
(47; 48), version 4.0. El mismo implementa el algoritmo de Laporta, junto con otras técnicas
de tratamiento de integrales tensoriales, para efectuar la reducciéon a un conjunto de integra-
les maestras. Estas tltimas fueron extraidas de la bibliografia disponible o, en algunos casos
particulares, calculadas con los métodos explicados en el Capitulo 5. Cabe destacar que FIRE
permite controlar la dimensién del espacio-tiempo mediante un parametro interno, que pudimos

modificar independientemente del valor de D usado por FEYNCALC.
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2. Caso de estudio: ¢ — gq a NLO

Cuando se utiliza LCG, la presencia de lineas internas gludnicas introduce dificultades adi-
cionales al momento de efectuar célculos explicitos. Por lo tanto, para estudiar la dependencia en
esquema de las funciones de splitting dobles, vamos a centrarnos en el proceso ¢ — gq explicando

los cambios introducidos al modificar los parametros definidos en el Capitulo 4.

Comencemos expandiendo la matriz de splitting a NLO como

Spq_ﬁqq = Spt(](igq + Spt(ll—))gq ) (721)

en donde la contribucion de nivel arbol (correspondiente al LO en este caso) es

ISHS e —
Sp®,, = j—wT a(pa) ¢ (pr)u(P) . (7.2.2)

Siguiendo los lineamientos expuestos en el Capitulo 4, incluso a LO, es posible efectuar la des-

composicion y* = y* 4+ A" al considerar Dpi.c = 4 — 2¢. Esto conduce a la expresion

gspt© a |- ~ D - 2 >
SpP = T [a(p) 7 u(P) + (23 u(P)| 6u(p) (7.2.3)

que incluye una contribuciéon que viola la conservacion de helicidad, solo presente al usar los
esquemas CDR y HSA. Sin embargo, debido a que los gluones son tratados como objetos
D-dimensionales en CDR, no es necesario efectuar la separacion explicita de la contribucion
escalar. La situacion es diferente en HSA, puesto que la presencia de tensores métricos 4 y
Dgr-dimensionales conduce a un comportamiento distinto de los términos proporcionales a

u(p2)y*u(P) de aquellos que multiplican a @(p2)3*u(P).

Para comenzar con el calculo de las correcciones NLLO, debemos obtener la amplitud amputada
asociada al proceso q(p12) — g(p1)q(p2). Apréciese que el partéon padre tiene cinematica off-shell,
lo cual justifica que las contribuciones a la autoenergia deban ser incluidas. En otras palabras,
las contribuciones NLO a Sp,_,,, se obtienen a partir de todos los diagramas que se muestran
en la figura 7.1. Sin embargo, también es necesario tener en cuenta otro tipo de contribuciones
para explorar los diversos esquemas. Como discutimos en el Capitulo 4, cuando tratamos QCD
en el contexto de DREG, los gluones Dgr-dimensionales pueden ser expresados en términos de
vectores 4-dimensionales y un conjunto de Dgt — 4 particulas escalares. De este modo, usando las
correspondientes reglas de Feynman para cada tipo de particula, podemos diferenciar tres tipos

de diagramas:

» contribuciones de QCD estandar (STD);



LO B

Fig. 7.1: Diagramas de Feynman asociados con ¢(P) — ¢g(p1)q(p2) a NLO, incluyendo las correcciones
de autoenergia al parton inicial. Solo se muestran las contribuciones de QCD estdndar hasta

O(g2) inclusive.

= procesos que preservan la helicidad de las particulas salientes mediados por gluones escalares
(SCA-nHV);

= e interacciones que violan helicidad (SCA-HV).

Para calcular las contribuciones STD, comenzamos desde el lagrangiano 4-dimensional de
QCD y dibujamos los diagramas de Feynman correspondientes, usando solo gluones vectoriales
y quarks. Por otra parte, las correcciones tipo SCA incluyen gluones escalares como particulas
externas o internas. En el caso de SCA-nHV, solo se permiten gluones escalares en lineas internas
pues las configuraciones de helicidad externas admitidas son tinicamente aquellas compatibles con
QCD usual. Para ser mas explicitos, consideremos el caso concreto del proceso ¢ — gq. Debido a
que los vértices de QCD son vectoriales!, tanto el quark entrante (partén padre) como el saliente
deben tener la misma helicidad. En contraste, las configuraciones que aportan a los términos
SCA-HV son aquellas que estéan prohibidas en QCD 4-dimensional estandar.

1,STD)

“igq » S€ expresan tales contribu-

Tras haber aclarado cuales son los posibles aportes a Spg

clones como

9—99 q9—99 —9q q—99"’

! Una interaccion vectorial es caracterizada a nivel lagrangiano por un término de la forma W~y A,,, mientras
que los vértices axiales, o pseudovectoriales, se asocian a estructuras de la forma Wy*~°W A,. Para mas detalles,
consultar Ref. (1), Capitulo 3.
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en donde Spq g S€ refiere al diagrama i € {A, B,C}, como se muestra en la figura 7.1. Escri-

biendo cada término por separado se tiene que

(1,4)  __ 9§M3€CF a = VO P (D
SPytgy = &2 T u(p2)¢(p1)¢127 Yy u(P)
12
« / <p12 - Q)adpzz (Q7 n) (725)
q qPtizg 7
3,,3¢
gsh 2Cp - C a — o v D
Spilg = & (2;2 4) 0 5Py f )y u(P)
/ <p12 - q)ﬂ(pQ - q)adpl’ <Q7 n) (7 92 6)
q qtagtizg ’ o
3,,3¢
951" Ca g v
Spit) = —828—12AT eu(p1)t(p2)7"7*7 u(P)
(P2 — @), Vag (P1, ¢, —(p1 + @)") dpy, (p1 + q,n) duw,y (g, )
« (7.2.7)
q q281qt2q 7

en donde no estamos efectuando ninguna distincion entre gluones 4 y Dgp-dimensionales. En

particular, en el contexto del esquema HSA (con o = ag = 0), puede utilizarse la expansion

fp1) = eu(pr) + 4" €u(pr), (7.2.8)

puesto que hay 2 — 2¢ grados de libertad gluénicos pero los gluones vectoriales solo tienen 2
polarizaciones fisicas, mientras las polarizaciones remanentes se asocian con los gluones escalares.

También es 1til apreciar que S pgl_’ﬁ])q

Splh = S(pl,) Sp,, . (7.2.9)

viene dado por

en donde X(p?,) es la correccion a la autoenergia de los quarks a NLO, como se explico en el
Capitulo 6. Con la excepcion del diagrama A, todos los restantes son exactamente iguales a los

que deben considerarse cuando todas las particulas estan on-shell.

Ahora pasemos a estudiar las distintas contribuciones que involucran gluones escalares. Co-
mencemos estudiando aquellas en las cuales los diagramas considerados son compatibles con las
configuraciones de helicidad permitidas por QCD en 4 dimensiones. Debido a que estos térmi-
nos estan asociados a interacciones con gluones escalares inicamente en las patas internas, los
diagramas no nulos aparecen recién NLO. Como se puede apreciar en la figura 7.2, se tienen co-
rrecciones a los tres diagramas de QCD estandar. Explicitamente, las correcciones vienen dadas

por

1,SCA—nHV _ 1,C")
Sp((z—mq ) - Spq_m) + Spq—>gq + Sp((]_mq ) (7210)
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Fig. 7.2: Diagramas de Feynman asociados con la contribucién de interacciones mediadas por gluones

escalares al proceso ¢(P) — ¢(p1)gq(p2) a NLO. Solo se muestran las configuraciones SCA-nHV

(esto es, aquellas que conservan la helicidad de las particulas externas).

con
2
, gs(95™™) 1w Cr Sy (
soi) = PO e g,
12
) / (pr2 — q2)a (=) (7.2.11)
q q“t12q
scalar\ 2 3e
, gslg o] (QCF—CA) a — ~ ~vU D
Spih) = — ) 2519 T a(pa) ¥y ¢ (0173 u( P)
) / (p12 — q)ﬁipz — ) () (7.2.12)
. q“lagti2q
scalar) 3, 3e
: g pCa g 2 (109) 3~ 4B (
Spi-C) g3 2212 T €.(p1)a(p2)y" "3 u(P)
/ (P2 — @)aVao (P, 0™, = (P1 + O™ 150, T, (7.2.13)
q q*S14t2g 7

en donde usamos las reglas de Feynman obtenidas a nivel lagrangiano.

El proximo paso es mostrar que las contribuciones SCA-nHV pueden ser simplificadas uti-
lizando propiedades de las matrices de Dirac en Dgr dimensiones. Concretamente, se quiere

demostrar que es posible aplicar las reglas de Feynman efectivas para gluones escalares mencio-
1,4")

gq» DOtamos que dicha contribucién depende

nadas en el Capitulo 4. Si nos centramos en Spg
de

A /nle/pﬁy (pu_%) g
n =
q

¢tiag

L Qo . oz
S yp+/— azp 7.2.14
/qq2t12q gt ¢ Ptizg Yer ( )
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Sin embargo, debido a que p;» es un momento fisico, luego P, = (p12)s7°. Usando el hecho de

que {7%,97} = 0 y 474, = —2€l, se llega a
/ 1 o
et = [ (2p,,) + (Alsw) (i) (979 (7215)
q 4 L124

en donde apelamos a una descomposicion tipo Passarino-Veltman (PV) para escribir la integral
tensorial del segundo término de forma general. Debido a que las integrales tensoriales solo
dependen de momentos fisicos, puede repetirse en procedimiento con el término restante y se

obtiene

’ 1 q
Intd = / <2€ ) +/ 2 (2e7%
¢ PPti2g Py ¢ PPti2g (265

)

= 2 - 7.2.16
/q ¢Ptiag ( )

(LA")
a—gq
hubiéramos empleado las reglas efectivas. Es importante senialar que tras contraer los indices

Este resultado nos dice que podriamos haber llegado a las mismas expresiones para Sp si

asociados al espacio transverso se toma el limite Dpj.c — 4, ya que los gluones escalares se

originan formalmente en un proceso de reducciéon dimensional.

(1,C")

La situacion es completamente analoga cuando consideramos Sp, -/,

(1,8

pero sutilezas adicio-

nales surgen al tratar Sp{tZ). Tal contribucion involucra el término

9—9q -
nt? = / APy = D" Py — DV,
q qPtagtiog
= /;ﬁp}b 7“}7) A _/q—afyp (p 7M7a+7aVuﬁ )7
¢ Clatizg 20 Tzl ¢ Plagtizg 2 12) Tp
_ 9098 sp oo nBr .
+ \/q\ q2t2qt12q Y 7/)7 ( 2. )

en donde {p,v} son indices asociados a las coordenadas transversas. Dependiendo del nimero
de polarizaciones de los gluones externos, p puede ser 4 o Dgp-dimensional cuando n, = 2
0 ng = 2 — 2¢, respectivamente. Aplicando nuevamente las descomposiciéon PV, las integrales

tensoriales pueden ser expandidas de acuerdo a

/q—“ — ZAi(slz)(pi)a, (7.2.18)

P*togtiag

[ — S Ag(sin) el + Blownl (7:2.19)

2t9,t
q=t2ql12q v



con la inclusiéon de un término proporcional al tensor métrico Dgp-dimensional. Reemplazando

estas expansiones en la ecuacion (7.2.17) y usando que pa v po son 4-vectores, se obtiene

Int” = Ag(s12)p, 3"V Aoy, — D Ai(s12) <}7jﬂp7“%¢i +pﬂp7“%p12>

+ ZAU(SH)]M”V“%% + B(512) Y777 Yp » (7.2.20)
1,
puesto que Yp. = —p.4” y vale que A;; = Aj; recurriendo a propiedades de simetria. Por otro
lado,
Y*Y*Ya = (2= Dpirac)?" (7.2.21)
Y4, = (Dst—4)L, (7.2.22)
Y, = (4= Dsp)y" + 24", (7.2.23)

en donde se estd usando que la cantidad de matrices de gamma disponibles coincide con la

dimension del algebra de Dirac. Asi, luego de aplicar estas propiedades, junto al hecho de que
Y%V = YA VYa + 2 (Y — A7) = YV Ve (7.2.24)

. . . 4
es posible reescribir Int? como

Int? = (4 - Dgr)

Ao(s12)p "B = D Adosw) (", +99,,)

+ ) Ay(siz) prp, + Blsi) VQV“%«]

ihj

+ 2

Ao(s12)p, VP, — Z Ai(512) <¢2:7Mp¢ +pﬁup12>

+ ZAij(Slz)Pﬁ”pj + 3(512)7%“%] : (7.2.25)
Z7.]

en donde siempre se verifica que 4 — Dgr = 15, (—(n)?"). Nétese que el tensor métrico que se
encuentra dentro del paréntesis proviene de conmutar y simetrizar el producto 4°4”. Ademas,
los términos que involucran una matriz 4* en la cadena fermionica violan la conservacion de
helicidad. De este modo, imponiendo la restricciéon de que las particulas externas se encuentran en

configuraciones de helicidad permitidas en QCD estandar, es posible eliminar tales contribuciones.

Resumiendo todas estas observaciones, se puede concluir que el reemplazo

—15, APV VYR = (—2€)7% 97 (7.2.26)
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es valido. De esta forma, se muestra que las reglas de Feynman efectivas para gluones escalares
introducidas en el Capitulo 4 pueden ser aplicadas en el célculo de funciones de splitting. Por otro
lado, es 1til recordar que en los esquemas usuales, al introducir gluones escalares debe establecerse
Dpirac = 4. Pero este limite debe ser tomado luego de haber reemplazado las integrales de
Feynman, incluso aquellas tensoriales. En otras palabras, al aplicar directamente las reglas a
nivel lagrangiano, es posible que haya términos que no pueden recuperarse utilizando las reglas
efectivas. Sin embargo, los mismos siempre resultan proporcionales a integrales que desaparecen
al considerar el limite Dp;... — 4. Esta situacion ocurre, por ejemplo, en Spq 2 gq) puesto que hay
un término proporcional a y*y#7y, = —2(1 — €)y* (ver la ecuacion (7.2.25)).

Por lo tanto, tras haber discutido la validez de las reglas de Feynman efectivas, podemos

reescribir las contribuciones SCA-nHV como

3 g2 3660 o 7 (P12 — q),,
N 313e(20y — C P - [ (P12 —q)s(p2 —q),
spihp) — I (2Cr = Ca) T @(ps)y* ¢ (pr )7 u(P) / 7 , (7.2.28)
512 q q“taqt124
) g eCa ., ey [ (2 = @), (2¢ +p1)”
SpG) = B poaru(P) [ P , (7.2.20)
S12 q q*S1qt2q

donde, ademas, se esta utilizando que g5 ~ gg a NLO.

Finalmente, es relevante hacer el siguiente comentario acerca de los diagramas SCA-HV.
Cuando se trabaja en los esquemas HSA o HSB, es posible que las contribuciones STD mezclen
estructuras que violan helicidad con otras que la conservan. El origen de tales términos proviene
de la contraccion de tensores métricos 4-dimensionales (incluidos en los propagadores gluénicos)
con estructuras Dgr-dimensionales. Este punto sera discutido en las secciones siguientes, usando

siempre Sp,_,,, como caso de anélisis.

2.1. Matriz de splitting genérica

Continuando con el estudio de la amplitud de splitting para ¢ — gq, procedemos a efectuar
el célculo sin especificar las helicidades de las particulas externas involucradas. Esto implica
tener cadenas espinoriales e integrales tensoriales mas complicadas. Sin embargo, contar con las
matrices de splitting en el espacio de color+helicidad simplifica el computo de los nicleos de

Altarelli-Parisi, especialmente si se desean mantener las correlaciones de espin.

Para empezar, consideremos las contribuciones NLO de tipo STD. Después de escribir ex-

plicitamente los diagramas de Feynman y reemplazar las integrales de loop involucradas?, se

2 La lista completa de integrales empleadas para el analisis del limite doble colineal puede encontrarse en el



obtiene

2519€? 1%

3, € —€
crgsps [ —s12 — 20 . B -
SplliiD) = 8 ( = ) T [Céigg’l)u(pg)f(pl)u(P) (7.2.30)

1 _

bR Salu(Ppa ) + 001 CEIRY )Pl

. STD,i
con los coeficientes Cé%gqﬂ) dados por

21

-1
C(STD’I) = 2(CA — 2OF)2F1 (1, —€, 1— €, 1> - 2OA2F1 (17 —€, 11— €, L )
zZ1 — 21

a—99

Ca(e(0e* +€e—3)+1) — Cp (06® + 3€* — 6e + 2)

- 2

(e—1)(2¢ —1)
Ca(2¢ + 14 ag) — 2Cre
_ 2
(L a)dd = (7.2.31)
2¢2(Cy — Cr)(de — 1) (1 — ag)e
(STD,2) _ 2
Cran (- De-1) 202X~ D2 1) [ (6 =421+ 2)e 1)
+ Ol — 2% F) (1, 1—¢€2— 2, l) + Cazi(e — 1)oFy (1, —€,1 — ¢, S 1)
21 21
201 - 2)% (208 — Calag + 2))] , (7.2.32)
(STD,;3) _ _ R (1—z)e _ o L
Cq%gq 2(1 OzR>CA |:2F1 (1, €, 1 €, 7 > + 21(26 — 1)22F1 1, 1 6,2 26, )
N (1 —agr)2Cr(1 —2€)e — Cx (e((1 +€6)(1 —agr) —6e+7) —4)] | (7.2.33)
(e—1)(2e —1)

en donde d controla la dimension del algebra de Dirac y dejamos ag como parametro libre. Notese
que hay un término que involucra una interaccion escalar-fermion, lo cual viola la conservacion
de helicidad. Dicha contribucion es proporcional a 1 —ag vy solamente aporta al resultado cuando
se trabaja en el esquema HSA (con av = 1) ya que los gluones externos deben tener 2 — 2¢ grados

de libertad. Ademas, vale la pena notar que modificar el valor de ag solo introduce cambios de

: STD,1 STD,2) q. : >
orden O(€?) en los coeficientes Cé_mq ) C’é_mq ). Sin embargo, cuando se realiza una expansion

D,3)

tencias d CSTD, t
en potencias de € para Cg—,4" se encuentra que

CSID3) — 6(1 — ag)Ca + Ofe), (7.2.34)

9—99

1,STD
—gq

es proporcional a d,1(1 — ag).

lo cual implica que Spg ) adquiere una contribucion adicional al polo doble y que la misma

Apéndice A.
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Si queremos efectuar un chequeo de nuestros calculos, podemos fijar ag = 1 para recuperar
los resultados en esquemas convencionales como FDH (6 = 0) o bien en CDR/HV (§ = 1). En
dichas configuraciones, los splittings dobles fueron calculados a NLO por varios autores y los
resultados son bien conocidos (68; 69). En particular, cuando se utiliza CDR es necesario asumir
que €,(p1) es un vector Dgr-dimensional, mientras que en los otros esquemas pertenece a un
espacio 4-dimensional pues los gluones externos tienen 2 polarizaciones. También es importante
apreciar que en todos los pasos intermedios se emplearon las propiedades €(p;) -n = 0 (condicion
de gauge) v €(p1) - p1 = 0 (puesto que los gluones salientes son particulas fisicas no masivas,

on-shell, con polarizacion transversa) para simplificar los célculos.

Continuando con el estudio de las diferentes contribuciones, computamos SptSCAHY) Trag

el reemplazo de las integrales correspondientes se llega a

SCA—n —s12 =10\ . 9ut €(Cr—Ca) [ ~
S — (220 e B OO a gy

- P )] (7.235)

en donde se esta considerando que el algebra de Dirac es 4-dimensional. Puede observarse que
esta expresion es notablemente mas compacta que la correspondiente a las contribuciones STD.
Esto se debe, principalmente, a la ausencia de dos matrices de Dirac en las cadenas espinoriales.
Las mismas fueron reemplazadas por el tensor métrico transverso, usando las propiedades de
anticonmutacion esbozadas en (7.2.21), (7.2.22) y (7.2.23). Ademaés, los gluones escalares tienen
propagadores proporcionales a 7, que no solo es una forma maéas sencilla que la del propaga-
dor gludnico en LCG sino que ademés actiia como un proyector sobre los indices del espacio

transverso.

Por otro lado, apréciese que las contribuciones SCA-nHV son finitas en el limite e — 0, con
lo cual pueden ser sumadas a las anteriores sin alterar la estructura de polos infrarrojos. Esto

(1,SCA—nHV)

posibilita usar Sp para definir y conectar distintos esquemas de DREG. Més aun,

observando las ecuaciones (7.2.30) y (7.2.35) se obtiene la relacion

Sp(l,STD),HV _ Spél,STD),FDH + Spél’SCA_nHV), (7236)

9—99 —99 —99

la cual establece que los resultados en el esquema HV pueden recuperarse a partir de los calculados
en FDH anadiendo las contribuciones SCA-nHV. Esta es una propiedad interesante debido a que
hay veces en las que resulta mas facil efectuar los computos con Dpjac = 4. Ademas (7.2.36)
sigue siendo valida al restringir las polarizaciones externas a un espacio 4-dimensional. En dicha
situacion, es posible emplear el esquema FDH y aplicar un amplio rango de técnicas modernas,

tales como el método de helicidad o unitariedad. Dependiendo del proceso estudiado, efectuar el



calculo en FDH podria resultar conveniente en términos computacionales. Por ende, establecer
conexiones entre los esquemas FDH y HV/CDR mediante las contribuciones tipo SCA-nHV

puede simplificar el tratamiento de algunos splittings.

2.2.  Dependencia de esquema y estudio de divergencias

LSTD) o5 posible estudiar la estructura

Tras haber obtenido resultados explicitos para Sp'
de divergencias infrarrojas y analizar que ocurre al usar distintos esquemas. Para ello, usamos
la descomposicion sugerida en la ecuacion (6.3.1). Como primer paso, asumimos que o = 0y
solo usamos los diagramas STD; esto es equivalente a ignorar el esquema HSA. Si expandimos
los resultados entorno a ¢ = 0 y se ordenan las contribuciones que acompanan a los polos, se

encuentra que

con
2 —€
D crgs [ —S12 — 10 2
I((11~)>gq <p17p2;P) = EQS ( ,u2 ) |:(OA_20F) <2F1 (1,—6;1—6; Zl_]_) —1)
-1
— CA 2F1 <1, —€; 1-— €, le )1 s (7238)
1
1) —s12 — 10\ ., GopC 2(1 —0¢e) + (1 — ar)(l + 2¢+ ag)
— g )T
SpH’quq CF( p? ) S12 {(CA 2(e —1)(2e — 1)
1-— OéR(SE _ ~
P
Cr g ) ale)fp)utP)
999 _ =
t —oa  pu)u(P)p2-e(pr) | (7.2.39)

en donde § y ap son tratados como pardmetros libres. La estructura de I gll g coincide de forma
exacta con el comportamiento singular previsto para las amplitudes de splitting no renormali-
zadas. Més aun, es sencillo notar en (7.2.38) la presencia de la funcion f(e, z) introducida en
el Capitulo 6 para definir el operador I. Ademas, los términos que acompanan a los polos son

independientes de ag y 6.

Sin embargo, el remanente finito exhibe una dependencia no trivial en el esquema empleado
y conlleva a algunas discrepancias teoricas. De acuerdo a lo establecido en Ref. (71), Spg«) solo
puede contener funciones racionales de la variable z y de e. Esto se verifica cuando ar = 1,
puesto que
(Ca = C)(3e = 1)

(STD,Q) :1 _ 2
Coge™ (ar = 1) CTle—DEe—1)

a—99

(7.2.40)
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con lo que el remanente finito se escribe

S R ) i = e L
_ nipﬂ(pg)ﬂu(p)pg-e(pl)}. (7.2.41)

Sin embargo, al establecer ap = 0 este término contiene una combinacion de funciones hiper-
geométricas que no puede ser expresada en términos de funciones racionales. En consecuencia,
cuando trabajamos en el esquema HSB (o = ar = 0) Sp%) no es una funcién racional, lo
cual comienza a mostrar que los esquemas HS presentan problemas de consistencia. Una com-
plicacién adicional puede detectarse tras expandir en series una de las funciones que aparece en

058_?93’2)((13 = 0). Concretamente, se tiene que

1 1 1
o) (1,1—6,2—26, —) — (26— 1)log <Zl )
21 21 21

+ %<4L12 (%) + log? <le: 1>> +0(?), (7.2.42)

lo que introduce un logaritmo con un brach-cut invertido, que se encuentra en la region {z > 0}.

Cuando en el Capitulo 9 discutamos los resultados de los splittings en el limite triple colineal,
motivaremos criterios de consistencia que definen los posibles saltos de rama permitidos. Cabe

senalar que esa funciéon hipergeométrica puede ser introducida por alguna integral de la forma

q2
q q Slq Qqnq

que se origina al mezclar métricas 4 y Dgp-dimensionales, situacion posible en el contexto de los

esquemas HS.

La situacion se torna peor si se trabaja en HSA, estableciendo o« = 1 pero ar = 0. En tal

caso, la estructura divergente difiere de la predicha por la féormula de Catani, resultando imposible

1,STD)

reescribir S’p( como en (7.2.37). Los términos singulares estan dados por

1,STD),HSA 9 [ —S12 — 0 -
Spr(z—>gq : - crgs( 2 )

—
€2 € 999

(_% N Calog (z1) + (2CF — Cy)log (1 — zl)) SpO)

N <3§A N 2(2C4 4+ Cp) — Ca(1 — 21)1056(21 —1) — Ca(l + z)log (zl)>

€

T gsp
512

u(p2)i"u(P)é,(p1) + O(eo)] : (7.2.44)



que introduce polos adicionales, los cuales no pueden ser absorbidos en términos proporcionales
al splitting a nivel arbol. Esto indica que debe agregarse alguna contribucién adicional para
poder cancelar los polos remanentes cuando se trabaja en el esquema HSA. Desde otro punto
de vista, esto es equivalente a decir que es necesario modificar la definicion de HSA y agregar
contribuciones adicionales. En concreto, puede probarse que este problema de consistencia es
originado por haber excluido las contribuciones que involucran gluones escalares, tanto aquellas
asociadas a SCA-nHV como los diagramas tipo SCA-HV. Para entender mejor la situacion,
recordemos que los esquemas HS consideran Dpy.. = 4 — 2¢ = Dgr (esto es 6 = 1). Debido
a que los campos de gluones se obtienen tras resolver las ecuaciones de Euler-Lagrange (EL)
en un espacio Dpjac.-dimensional se tienen Dpi... — 2 grados de libertad provenientes de estas
particulas. Esto quiere decir que al usar Dp;ac = Dgt hay 2—2¢ polarizaciones gluénicas. Pero en
los esquemas HS, efectuamos una descomposicion vector-escalar que conduce a tener 2 grados de
libertad en gluones 4-vectoriales y las polarizaciones remanentes se transforman en —2e sabores
de gluones escalares. En consecuencia, si Dpiac = Dst hay que incluir diagramas con ambos
tipos de particulas, pues en caso contrario se estarian omitiendo soluciones de las ecuaciones EL.
En el caso del esquema HSB (o = 0 = apg), los gluones externos son siempre 4-dimensionales,
pero deben incluirse diagramas con escalares virtuales. Debido a que los acoplamientos son los
mismos cuando se trabaja a NLO, para tener en cuenta ambas contribuciones basta con sumar

los propagadores, lo que conduce a

(ar=0) B ) 4 n,k, + n,k .
DGR (k,p,v) + Ds(k, p,v) = m (<—77W + W + (—T]W)
dPst(k,n) _
e 20— pler=h (g . 7.2.45
k2 440 G ( s V) ( )

Esta relacion nos dice que la version consistente de HSB es el esquema HV (§ =1y a = 0), pues

se consideran los gluones virtuales como vectores de Dgp-dimensiones y 2 — 2¢ polarizaciones.

Por otro lado, en el esquema HSA debe permitirse la presencia de escalares como estados ex-
ternos. Nuevamente, esto es equivalente a agregar diagramas idénticos a los de las contribuciones
STD, pero escribiendo el vector de polarizaciéon externo como €, = €, + €,. En otras palabras,
si se agregan todas las contribuciones necesarias para arreglar las inconsistencias de HSA se re-
cupera la definicion del esquema CDR (0 = 1y o = 1). En la seccién siguiente se discute mas

detalladamente este punto, en el contexto del célculo de los niicleos de Altarelli-Parisi.

En resumen, luego de analizar la dependencia en esquema de los resultados para el splitting
g — gq vy efectuar la comparaciéon con la formula de Catani, se concluye que los esquemas HSA
y HSB no son consistentes. Por lo tanto, al momento de presentar resultados para los procesos
restantes en el limite doble colineal, solo usaremos CDR, HV y FDH, con la libertad adicional

de modificar el nimero de grados de libertad fermionicos (cambiando los parametros 8y Sg).
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2.3. Correcciones al niicleo de Altarelli-Parisi

Habiendo efectuado el célculo explicito de la matriz de splitting, es posible obtener las co-
rrecciones a los niicleos de Altarelli-Parisi para ¢ — gg a NLO. En particular, dado que se conoce
Sp,_,,, para configuraciones de helicidad genéricas, es posible retener las correlaciones de espin
completas mediante la matriz P,_, 4, definida en el Capitulo 6. Para simplificar la nomenclatura,
definimos los nticleos AP polarizados como los elementos de matriz de P,_,4,, sumados sobre las

polarizaciones de las particulas colineales,

<S |Pa—>a1...am| S,> = Z Z (Spa—ml...am)T Spa—)al...am ) (7246)

color s;Ephys.pol. s.s!
b

mientras que las funciones de Altarelli-Parisi no polarizadas se recuperan tras promediar sobre

la polarizacién del partéon padre. Explicitamente,

<Paﬁa1...am>=ﬁ > (5|Pusaranl 8) (7.2.47)

con w(a) = n, namero de polarizaciones del parton de tipo a € {q, g}. Notese que cada vez que se

sephys.pol.

suma o promedia sobre polarizaciones, se pierde informacion relativa a las correlaciones de espin.

Pero, por otro lado, las expresiones obtenidas son més compactas y faciles de implementar.

Antes de mostrar los resultados explicitos, hagamos un breve comentario sobre la dependencia
en esquema a nivel amplitud al cuadrado. Como sabemos, tanto la suma como el promedio sobre
polarizaciones depende del esquema de regularizacion. Si se consideran configuraciones con v = 0,
como HV o FDH/DRED, los gluones externos tienen 2 polarizaciones fisicas. Pero, cuando ao = 1
(en CDR, por ejemplo), los gluones se asocian a vectores Dgp-dimensionales. Entonces, en tal
circunstancia, un gluén escalar puede ser considerado como un estado externo, lo que nos conduce
a incluir contribuciones que violen conservaciéon de helicidad a nivel amplitud. Computando los
diagramas STD a Sp,_,,, se obtienen los niicleos AP en cualquier esquema tradicional. Es til
notar que cuando se usa CDR, las interacciones que violan helicidad estdn escondidas dentro
de la definicion de los vectores de polarizacion Dgr-dimensionales, como se ve en (7.2.3). Por lo
tanto, en tal esquema no es necesario llevar a cabo la separaciéon entre parte escalar y vectorial
de forma explicita, sino que pueden tratarse de forma unificada. De todas formas, apelaremos a

tal descomposicion con el fin de interpretar fisicamente cada contribucion.

Volviendo a los célculos, se tiene que a nivel arbol, los ntacleos AP vienen dados por

2

)Pq(ggq No= Ops, B 2402 —ated) (7.2.48)
2
(B0 = % (14 (1-2)?—ade?) (7.2.49)
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para el caso polarizado y no polarizado, respectivamente. Notese que cuando se suma sobre las
polarizaciones de los fermiones externos aparece un factor global Tr(I) = 4 — 4¢( multiplicando
los resultados. Pero dicho factor se cancela cuando se promedia sobre el espin del quark padre. De
este modo el nucleo AP para ¢ — gq es independiente del niimero de polarizaciones fermidnicas.
También se puede probar que

(s |Pq—>gq| S/> = 5s,s’<pq—>gq> ) (7.2.50)

debido a que los procesos que involucran una linea fermidénica son diagonales en el espacio de
helicidad, como consecuencia de la conservacion de la misma. Por tal razon, solo presentamos las
correccion NLO al ntcleo no polarizado, la cual viene dada por

(P ) = crgs (—812 —ZO)G {<15(°) ) ((CF O (6t e—3)+ 1)

a—99 62 Iu2 9—99 (E _ 1)(26 _ 1)

—1
+ (Ca—2CF) oF; (1,—6;1—6; i >_CA2F1 (1,—6;1—6;21 >+C’F)

z1—1 21

G2CF (21 — 2)(z1 — 1)é*(de — 1) (Cy — CF)
2 (e—1)(2¢e — 1)

en donde @« = 1 en CDR y a = 0 en los esquemas HV y FDH/DRED. Como se esperaba, las

correcciones NLO también son independientes de S y [.

+

} + e, (7.2.51)

, NLO (SCA-HV) ,’

Fig. 7.3: Diagramas de Feynman asociados a las contribuciones de gluones escalares externos, en el

proceso ¢(P) = ¢(p1)a(pz) a NLO.

Como conclusion de esta seccion, es interesante analizar el rol de los gluones escalares cuando
se llevan a cabo calculos en el esquema CDR. Para ello, podemos computar las contribuciones
que incluyen escalares como estados externos. A nivel arbol, usando (7.2.3), se tiene que el nicleo

AP no polarizado esta dado por

() = i (m%”)( > éu<p1>éz<pl>)

escalares

= —gieCrdz , (7.2.52)
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en donde ¢ denota a los gluones escalares y se utilizo el reemplazo indicado en la ecuacion (4.2.19).
Para obtener las correcciones NLO a este proceso, es necesario tener en cuenta los diagramas
SCA-HV y computar la matriz de splitting asociada. Debido a que estamos descomponiendo los
gluones externos en una parte 4-dimensional més los escalares ¢, los términos requeridos pueden

1,STD)

recuperarse a partir de Sp' simplemente mediante el reemplazo €, (p;) — €,(p1). Por ende,

podemos escribir

(1,SCA—-HV) (1,A) (1,B) (1,0)
Spq—><z>q - (Spq_wq t Sp‘ng + Spq*gq>e_>e,5—>1,aR—>1
_crggpt (—s12— 0 _ETa
2519€> w2
< CETPD (0 = 1,6 = 1) alpa) 3 u(P)ep(pr) (7.253)

estando los correspondientes diagramas de Feynman expuestos en la figura 7.3. Luego de sumar

sobre las polarizaciones de las particulas externas y promediar sobre las del partén entrante, se

llega a
4 —€
(1 ~crgsz1Cp (=812 —10 ‘ 2z —1
<Pq—>¢q> - € ( ,LL2 ) |:OA 2F1 <]-7 —€, 1-— €, 2 - C’F
2)—1)(Cy—C
— (Ca—2Cp) sF1 (1,61 —¢ o + (le+2) — 1) (Ca r)
z1—1 2e — 1

+ c.c.. (7.2.54)

Asi, se puede apreciar que vale la relaciéon
(PERR Y = (P )+ (Pyrge) (7.2.55)

la cual refleja el hecho de que las polarizaciones gluénicas adicionales pueden ser interpretadas
en términos de grados de libertad escalares. En consecuencia, es posible recuperar los resultados
en el esquema CDR calculando las contribuciones con gluones 4-dimensionales externos y luego
sumando los términos originados al producir particulas escalares. Cabe sefialar que este trata-
miento debe efectuarse con cada gluén externo presente en el proceso, lo cual puede hacer que

el pasaje de un esquema a otro resulte complicado en procesos mas generales.

3. Dependencia del esquema en splittings

El estudio aqui realizado mostr6 que es posible vincular las amplitudes de splitting en diversos

esquemas a través de la introduccion de gluones escalares. A pesar de que esto implica computar



mas diagramas, la presencia de interacciones escalares simplifica el algebra requerida en los
calculos y permite establecer la conexién a todo orden en €. Debido a que los nucleos de Altarelli-
Parisi son objetos cruciales en el calculo de observables a NLO o incluso 6rdenes superiores,
retener informacion acerca de la dependencia en e puede ser relevante para la obtencion de
contribuciones finitas en el limite € — 0.

A pesar de tales motivaciones para usar expresiones validas a todo orden en €, existen cir-
cunstancias en las cuales solo interesa conocer como varian los resultados en distintos esquemas
hasta O(e°). Por ejemplo, en Ref. (33), los autores estudian la dependencia en esquema de los
nicleos de Altarelli-Parisi (a nivel arbol), en el contexto de calculos de secciones eficaces hadroni-
cas utilizando el método de sustraccion dipolar. Tras realizar calculos explicitos a LO, muestran

que es posible escribir los ntcleos no polarizados como

a

(PO (2, 0)) = (B9, (2,0) +2ePES, (2) + O () | (7.3.1)

tomando como esquema de partida a CDR (o sea, <}5(0) (z,€)) = ( Aéo_);beR

> be (z,€))) e introduciendo

las funciones de transiciéon Pr%,  para conectar los diversos esquemas. Para los esquemas CDR

y HV, PSR =0y PV,. = 0 para cualquier proceso. Para FDH/DRED, se tiene
Pylys(2) = Caz(l—2), (7.3.2)

1—-2
P () =P (- 2) = Cpor (73.3)
mientras que en el esquema TSC (que usa fgr = =1)
224+ (1-2)?

raa(?) = —Tr —(2 s (7.3.4)

son las tnicas contribuciones no nulas.

Tras haber caracterizado la forma en que cambian las funciones de splitting con la eleccion
de esquema, es posible imponer criterios de consistencia exigiendo una cancelaciéon total de dicha
dependencia en los observables fisicos. Siguiendo los lineamientos de Ref. (33), la seccion eficaz

completa a NLO de un proceso con n partones se escribe como

oNLO - — /dav+/ do’?, (7.3.5)
n n+1

con do" y dof® correcciones virtuales y reales®, respectivamente. Dado que existe una cancelacién

cruzada de divergencias infrarrojas, es posible definir un término de sustraccién para quitar las

3 Es importante seflalar que se estan reabsorbiendo los contratérminos asociados a la redefinicién de las PDFs

en la parte asociada al proceso 2 — n.
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singularidades de ambas contribuciones. Asi, se define el términos dipolar como (7)

Z dURS ® dv; d1polo= (736>

dipolos

con daf(fs) seccion eficaz LO y d denota las contribuciones dipolares. Notese que la etiqueta

dlpolo
rs indica que estos objetos dependen del esquema empleado. Ademas, ® se utiliza para indicar
la presencia de correlaciones de color y espin introducidas por los dipolos. La conexién con los

nucleos de Altarelli-Parisi se obtiene introduciendo las constantes K; usando

2

—%Z [ - @ = 2 (K- ero@) . man

que se emplean en la definiciéon del operador de insercion

Ik = ~3 Z ZTITJ(2if’ijj), (7.3.8)

JAI

con
2 1 2 V1
Vi(e) = T2 6—2—5 + o F o+ K+ 0(e), (7.3.9)

funciéon que incluye los polos simples y dobles. De esta forma, la dependencia en esquema de
los nicleos de Altarelli-Parisi se traslada a la definicién de los términos de sustracciéon dipolar.

Especificamente, usando (7.3.1) es posible obtener constantes 45 y f(;‘s tales que

Yoo = Yo e (7.3.10)
KRS = K% 4 K7 (7.3.11)

con lo que resulta posible escribir el operador I'"® en distintos esquemas. En particular, estas
relaciones justifican la forma de los términos singulares de las matrices de splittings resumidas

en la ecuacion (6.3.6).






8. LIMITE DOBLE COLINEAL: RESULTADOS

Anteriormente, se mostré6 como calcular las correcciones NLO al splitting ¢ — ¢gq. En este
capitulo se compilan los resultados para todas las funciones de splitting a NLO en el limite doble
colineal. Primero, se exhiben las correcciones a ¢ — qq y g — gg, analizando las diferencias entre
los distintos esquemas y explicando las comprobaciones de consistencia realizados. En particular,
mostramos que es posible extender la identidad de Ward supersimétrica a NLO usando esquemas

DREG especificos. Finalmente, se presentan resultados para los splittings que involucran fotones.

1. Introduccién: historia y estado actual

El limite doble colineal de las amplitudes de scattering fue estudiado en detalle desde 1970,
principalmente tras el trabajo de Altarelli y Parisi. Sin embargo, el anélisis efectuado en un primer
momento se centraba en el estudio de las funciones de splitting a nivel del elemento de matriz al
cuadrado. Como explicamos en el Capitulo 6, las propiedades de factorizacion colineal se expresan
de forma manifiesta al nivel de amplitudes. Sin embargo, la introduccién de las amplitudes de
splittings tuvo lugar a mediados de 1980 (74; 66). Los primeros calculos fueron efectuados en el
formalismo de descomposicién de color a nivel arbol, lo cual permitia obtener expresiones muy
compactas tras fijar las helicidades de las particulas involucradas. Desde entonces, las funciones
de splitting en el limite doble colineal fueron estudiadas a 1-loop (67; 68; 69; 75; 76; 77) y a 2-
loops (78; 79). A pesar de que existen estudios relacionados con las propiedades de estos objetos

a ordenes superiores (70), actualmente solo se dispone de calculos NNLO completos.

Existe interés tedrico en computar las funciones de splitting con precisiéon por varios motivos.
Por un lado, como se desprende de las ecuaciones DGLAP, tanto las PDFs como las funciones
de fragmentacion (FFs) son controladas por los niicleos de Altarelli-Parisi. En consecuencia, el
conocimiento de las correcciones a érdenes superiores a <Pa_>bc> se traduce en la posibilidad de
calcular con mas precision las PDFs y FFs. A su vez esto mejora la confiabilidad de los calculos de
observables en colisionadores hadrénicos, pues toda la informacion de la dinamica no perturbativa

se encuentra en las PDFs y FFs.

Por otra parte, las funciones de splitting son empleadas en la definicién de los contratérminos



en el contexto del método de sustraccion. Cuando se efectiian calculos de secciones eficaces hadro-
nicas, es necesario llevar a cabo la cancelacion de divergencias IR antes de tratar las correcciones
finitas. En el método de sustraccion! esto se logra exhibiendo de forma explicita las divergencias,
tanto de la parte virtual como de las correcciones reales. Los polos IR de los términos virtuales
son predichos por las formulas de Catani, mientras que las singularidades de las contribuciones
reales provienen de las configuraciones que involucran radiacion soft o colineal. En particular, en
la region colineal se apela a formulas similares a (6.2.27) que utilizan los nicleos AP. Cuando el
método se aplica a NLO, solo deben usarse niicleos AP a nivel arbol. Para célculos NNLO, se
necesitan las correcciones NLO a las funciones de splitting doble y los splitting triples a LO. De
esta forma, aumentar la precision de observables hadrénicos requiere calcular las funciones de

splitting a 6rdenes superiores, tanto en loops como en cantidad de particulas colineales.

Para concluir, las funciones de splitting son ttiles para simular procesos de lluvia de partones
o parton shower. La idea de estos métodos es generar estados finales multiparticulas permitiendo
el decaimiento partonico secuencial. Debido a que la emision de particulas es muy favorecida en la
region de baja energia, los nicleos de Altarelli-Parisi son empleados para modelar el decaimiento

casi colineal. Volveremos a mencionar este tema en el Capitulo 9.

2. Funciones de splitting doble en QCD: resultados color-stripped

Partiendo de las propiedades de factorizacion colineal exhibidas anteriormente, es posible
recuperar las funciones de splitting tomando los limites cinematicos correspondientes a determi-
nadas amplitudes de scattering fisicas. Esta es una alternativa al uso de las formulas maestras

(6.2.21) y (6.2.22), y permite corroborar la factorizacion colineal de forma explicita.

Por cuestiones de simplicidad, es ttil efectuar los calculos en el contexto del formalismo de
descomposicion de color y utilizando amplitudes parciales en ciertas configuraciones especificas
de helicidad. Esto se debe a que las amplitudes parciales solo presentan singularidades IR cuando
dos particulas adyacentes se vuelven colineales, o bien cuando hay particulas soft. De esta forma,

es mas sencillo identificar las amplitudes de splitting comparando con la formula (6.2.26).

Comencemos con la amplitud MHV de 5 gluones exhibida en (2.4.2),

0) e N B 2 (12)°
AD(17 27 37 4t 5%) = 13 (23 (33 (45) 6T (8.2.1)

en la cual cambiamos levemente la notacién con el fin de explicitar el momento asociado a cada

pata externa. Supongamos que las patas 1 y 2 se vuelven paralelas. En tal caso, usando el vector

! Una exposicion introductoria de este método puede encontrarse en el Capitulo 5 de Ref. (80).
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P definido en (6.2.2) junto con las fracciones de momento z; es posible aproximar los momentos

en el limite colineal como
pi — %P+ O (s12) . (8.2.2)

Sin embargo, es necesario expresar las propiedades de transformacion de los productos biespino-
riales (ij) y [ij] cuando involucran alguna particula colineal. Para ello usamos la conexion entre

espinores y momentos esbozada en (2.3.5), y proponemos
(ry - \/z_i<15r> +0(/55) . (8.2.3)
irl = JE [ﬁr} +0(/55) (8.2.4)

en donde ¢ || 7 y  es otro momento, no colineal con los anteriores. En particular, se tiene que
(ij) — 0y [ij] = 0 cuando se mantienen solamente las contribuciones mas divergentes en el

limite colineal?. Por lo tanto, en el limite 1 || 2 se tiene
AP (17 27 3% 4t 5%) = 0, (8.2.5)

pues A§°>(1*,2*,3+,4+, 5t) ~ (12)° — 0. Este limite colineal no nos permite deducir ningtn
splitting, pero es compatible con (6.2.26). De hecho, el resultado podia intuirse de tal formula

puesto que, a nivel arbol, se tiene

AV 2737405 0 > split”) (17,27) AP (130,3+,4+,5+),

con Aio)(i, +,+,4) = 0 por restricciones de helicidad. Entonces, considérese el limite 2 || 3, lo

que conduce a

AV (17,27,3% 4% 5%) - & X (1P} (8.2.6)
A (1—22)z(23)  (1P)(P4)(45) (51)
en donde puede identificarse Aio)(l_, P-4+, 5%) junto con
) 2
Split}”’ (a™,b%) = ESHTE (8.2.7)
2 Esta condicion parece completamente razonable en vistas de que (i) [ji] = si; v si; — 0 cuando i | j.

Sin embargo, en el contexto de las relaciones BCFW, s;; = 0 no implica que necesariamente ambos productos
espinoriales sean nulos. Esto se debe a que en tal formalismo, los momentos se extienden al espacio complejo y se
introducen corrimientos en los espinores, lo cual permite definir [ij] # 0 o (ij) # 0, aunque alguno de ellos debe
ser nulo. Cabe senalar que este detalle es crucial para la definicién de las subamplitudes primitivas no-nulas, que

constituyen los bloques fundamentales de cualquier amplitud a nivel arbol en el contexto de la recursion BCFW.



que es el splitting doble asociado a g(+) — g(—)g(+). Aplicando la transformacion z -+ 1 —z y

paridad es posible recuperar

(1- 2

0+ -y

Splity’(a™,b7) = 00z (8.2.8)
O+ oy 22

Split=’(a™,b7) = T oslal (8.2.9)
L0 g (1—2)?

Split™’(a™,b") = T (ab , (8.2.10)

aunque para las restantes configuraciones de helicidad es necesario tomar otros limites colineales.
Considerando 4 || 5 en Aéo)(lf, 27,3%,47,5%) se recupera

1

Split'” (o™, b)) = NETHTS (8.2.11)
split'”(a=,b7) = — i _Z)Z[ab]? (8.2.12)

en donde se aplico paridad para recuperar el resultado de la segunda linea. Respecto de las

configuraciones restantes, es posible mostrar que
Split'” (at,67) = SplitY(a",67) =0. (8.2.13)
Para ello, debe utilizarse Aéo)(l_, 27,3747 5% 67) y tomar el limite 5 || 6, que conduce a

1 y 0 (12)*
V(1= 25)25 (56)  (12) (23) (34) (4P) (P1)

lo que implica Splitf)(aﬂb*) = 0 pues Aéo)(lf, 27,3%7,4%, 15*) es una amplitud MHV (y, por
ende, no es nula).

AP(17,27,3%, 4% 5% ,6%) -

. (8.2.14)

Exactamente el mismo procedimiento puede ser aplicado para recuperar las funciones de
splitting que involucran quarks. Sin embargo, en este caso, serd necesario recurrir a amplitudes
NMHYV para obtener todas las posibles configuraciones de helicidad. Para el proceso g — ¢q se
tiene (67)

(1 _ Z)3/22’1/2

WOPTE

Splity’(a),b7) = — T (8.2.15)
1 — -)\1/2.3/2

Split (ag, b)) = — (1272 (8.2.16)

(1—2)z(ab)’



8. Limite doble colineal: resultados 169

(1— z)1/2z3/2

splitV(af,07) = — et (8.2.17)
) 3 1—2 3/221/2

Split” (a;,bF) = — ( q _)Z)Z[ab], (8.2.18)

mientras que
1/2
Split® (af, b*) = 5 : = (8.2.19)
— 2z (Q

) B 23/2

SplitV(af,b7) = — Nk (8.2.20)
) B 23/2

Split{ (a, ,b") = (1—z)z(ab)’ (5221
) o 21/2

S e ) =~ (8222

son las funciones de splitting correspondientes para ¢ — ¢g. Es importante observar que los
resultados pueden ser conectados a través de la accion del operador de paridad o bien apelando
al intercambio 1 <> 2. En este altimo caso, es necesario tener en cuenta que se esta trabajando
con amplitudes primitivas lo que introduce un signo menos adicional al efectuar el cambio g <> ¢
(recordar la discusion sobre las reglas de Feynman efectivas en el formalismo de descomposicion
de color, en el Capitulo 2).

Como comentario final, es crucial indicar que las célculos aqui efectuados son validos sola-
mente en 4 dimensiones. Esto se debe a que la escritura de los productos espinoriales, como
fue definida en el Capitulo 2, usa fuertemente las propiedades de trabajar en un espacio-tiempo

4-dimensional plano.

3. Funciones de splitting doble en QCD: resultados generales

En esta seccion se presentan las correcciones a orden gi para las amplitudes de splitting y
nucleos de Altarelli-Parisi asociados a los procesos g — q7 y g — gg. Comenzamos escribiendo
las matrices de splitting mediante el uso de las formulas (6.2.21) y (6.2.22), tanto para las
contribuciones de QCD estandar como para diagramas mediados por gluones escalares. Para
continuar con el estudio de la dependencia en el esquema de regularizacion, todos los célculos
son efectuados manteniendo 0, «, g y B como parametros libres. Por lo discutido en el capitulo
precedente establecemos aug = 1 para evitar el uso de los esquemas HSA y HSB, puesto que solo

nos interesa estudiar como varian los resultados en esquemas bien definidos.



En ambos casos, se implementan verificaciones basadas en argumentos de simetria y en el
analisis de la estructura de polos infrarrojos de los splittings, efectuando la comparaciéon con la
formula de Catani. Mas atin, al final de la secciéon se discute la validez de las identidades de Ward
supersimétricas méas alla del nivel arbol. En concreto, mostramos que los esquemas FDH/DRED
y TSC son compatibles con tales identidades, lo cual provee una comprobacion adicional de los

resultados obtenidos.

3.1. g—qq

En el capitulo previo tratamos en gran detalle el célculo de la matriz de splitting asociada a
q — gq. En esta seccion nos centramos en el proceso g — q@q, haciendo hincapié en las diferencias
respecto del caso previo. En particular, podemos anticipar que el hecho de que el partén padre

sea un gluéon posibilitaréd obtener resultados mas compactos.

Como punto de partida, comencemos expandiendo la matriz de splitting como

0 1
SPyaq = SPPes + P s (8.3.1)

en donde la contribucién a nivel arbol viene dada por

Pl = STl (Pholr) 832)

con p; el momento fisico de la particula i y €(P) vector de polarizacion asociado al gluon padre.
Notese que se esta empleando la formula (6.2.22), lo que justifica que se evalte el vector de

polarizacion en P aunque el momento del partén padre sea pio con pi, = s19 # 0.

La contribucién asociada a los términos de QCD estandar se expande como

SpliSTD) — gpltd) | gp(LB) 4 gp(1C) | gp(LD) (8.3.3)

9—qq 9—qq 9—qq >

en donde Spél_’f)qq se refiere al diagrama i € {A, B,C, D}, como se muestra en la figura 8.1, y

3,,3¢ _
St =~ CaT" eu(P)a(p0) 0(p2) dov, (p12,1) (8.3.4)

/ dPPl (qa 77,) d0'01 (]912 —q, TL) ‘/E’)g (_plf27 qp’ (p12 - Q)U)
q q*tizg

X

X Vg (=™, 013, (@ — p12)™) ,

3,,3¢€
1.B gam o B o
Sply = - 28512 CaT" e, (P)a(p1)y" vy v(p2) (8.3.5)

X

Y

/ (pl - Q)adaal (p12 —q, n) d,om (q> TL) Vég (_pTQa qp, (p12 - Q)a)
g q*tigtizg
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LO

Fig. 8.1: Diagramas de Feynman asociados con g(P) — ¢q(p1)q(p2) a NLO. Aqui el gluon entrante (parton

padre) se encuentra fuera de la capa de masa y su virtualidad viene dada por (p12)? = s12. Solo

se muestran las contribuciones STD (asociadas a procesos compatibles con QCD 4-dimensional).

3,,3€ N

S = B (= 2T ) PP el (8:3.6)

/ a(q — P12) 3dop (¢ — P1, 1)
q qzthtmq ’
3 5 Te (1 g¢(P)(d — pf>))
D gsh N a — v <
Spg(yl—>q()j = 828—%2ch u<p1)fy U(pQ) dl/I/1 (p127n) / q2t12q : (837>
q

Apréciese que los diagramas A y D se asocian con las correcciones de autoenergia al glu6n entrante

(con virtualidad sj5 # 0). Por tal motivo, podemos escribir

1,A 1,D 0
Spé—m)q + Spé_m[); = II(p,) Spé—)n]q» (8.3.8)

apelando a la discusion presentada en el Capitulo 6.

Para este proceso, hay cuatro posibles diagramas SCA-nHV que contribuyen a la amplitud

de splitting. Siguiendo lo exhibido en la figura 8.2 se puede expandir esta contribucién como

SCA—nHV LA AV B’ Nel
Spy M = Spya) + 8Py + Spyad + 5P (8.3.9)
con
(1.4 géu* -
SPytaq = —7 5 CaT" eu(P)ulp)y v(p2) sy (P12, 1) (8.3.10)

X

/ (=15p1) ooy (P12 — ;1) Vag (=Phy, 67, (P12 — ¢)7)

q q*ti2g



X ‘/39 <_qp17plféa (q - p12)01> 3

3,,3¢
VA gsp a D\ — v
Splba) = — 2832 CAT® €,(P)ti(p )7 0(p2) duw, (p12,7) (8.3.11)
12
7]6 7720 ‘/3 (_p.“ Jqp7 (p12 - Q>J) v -
X / e L 212 VE’;g (_qp17p1§7 (q - p12) 1) 9
q q“t124
(1,B') gou’ -
SPyta =~ CaT e, (P)u(p) 7" v* 37 v(p2) 05,y 0 (8.3.12)
(01 — ), Vag (—Ph5: 0", (12 — q)7)
X
q q2t1qt12q ’
(1,c") g -
SPy g = D51y (Ca— QCF)T“ﬁ(pl)?y”’yayf(P)fyﬁ?y"v(pg) (8.3.13)
/ Qa(q - p12)5 (_7];0)
q P*tigtizg ’

en donde se usaron las reglas de Feynman a nivel lagrangiano para escribir cada diagrama con

gluones escalares.

Cuando se discutio la estructura de las contribuciones a la amplitud de splitting ¢ — gq, se

mencion6 la posibilidad de encontrar integrales que involucren a 2. En este proceso encontramos

este tipo de términos al analizar Spél_’flg. En efecto, tras expandir el vértice de tres gluones se

tiene
(1,47 gip’e -
SPylgq = $2 CaT* e, (P)u(pr)y v(p2) dye, (P12, 1) Nops
12
4plp, d,ual <p12 —q, n)
/ > . (8.3.14)
q q~l124¢

Debido a que la contribucion escalar debe calcularse estableciendo Dp;.. = 4, es posible escribir

la integral requerida como

" qq1d0'1<p12_q7n)
Int?" = / PEr “thm = Fi(ki k) he, + Z Ey(ki - kj, P, oy (Ki)ay (Kj)ay
q q P

D Bk g P Q) (i )y (Kig)a (Kiag (Ki)as - (8:3.15)

PQ
en donde P es una permutacion del conjunto de indices de Lorentz {p, p1, 0}, ki € {p12,n}
y @ es un ordenamiento particular de los elementos del conjunto {k;}. El hecho importan-
te de remarcar aqui es que Int*" solo tiene componentes 4-dimensionales, lo cual implica que
niﬁ(nﬁ)"‘ﬁ = 0. Esta es una observacion muy sutil, pues tal reemplazo solo puede llevarse a ca-

bo cuando Dpi.c = 4, ya que esto eliminara las componentes transversas que acompanan a la
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estructura tensorial de Int?". De este modo, vale que

SplhA) — ¢, (8.3.16)

9—q99q

cuando se usan las convenciones estandar para calcular los diagramas con gluones escalares. Los

términos remanentes de la amplitud de splitting vienen dados por

3,,3¢
, 1" g o ~ y
Spyi = il; e CaT* e, (P)u(p1)y"v(p2) duy (P12,1) (8.3.17)
12
/ (2q_l)l2>p(2q—1012)1,1
q Q2t12q ’
3,,3¢ _ _
B g o N (P1 = @) (P12 —q)
spih) = B ccure e (P)alp)ryo(p) / ) =5 (8.3.18)
512 q q thtlgq
(1,¢" ggﬂge a— a1l DYAB Qa(q - p12)5
Spylgq = —— —€(Ca=20p)Tu(p V" ¢(P)y v(p2) [ —5——, (83.19)
512 q q thtlgq

en donde usamos los mismos argumentos que en el Capitulo 7 para efectuar los reemplazos

2AnCAdaelb aba,cAdn e

FA = =)y Uy = =) eyt

En relaciéon con las contribuciones que involucran gluones escalares, aqui puede apreciarse un
hecho importante. Aunque se pueden construir muchos diagramas empleando las reglas efectivas,
algunos de ellos resultan nulos por ser proporcionales a ¢*. Estas estructuras aparecen cuando
indices del espacio transverso e-dimensional se contraen con el momento del loop. De esta forma,
para evitar tal situacion, los indices del espacio transverso deben contraerse entre si, formando
cadenas cerradas. Es decir, las contribuciones no nulas son aquellas que involucran objetos de la

forma
(7Varas ()% . ()™ = (n)al (8.3.20)

lo cual es equivalente a decir que cada cadena debe ser proporcional a la traza del tensor métrico

€\ __ _ €\M
transverso, Tr () = —2¢ = (n°)},.
Antes de mostrar resultados explicitos para la matriz de splitting de ¢ — g, analicemos las

(1)

9—qq
la contribucion LO es proporcional a u(p;)¢(P)v(p2), con lo cual Spgl_),qq incluye esta estructura.

posibles estructuras espinoriales que pueden emplearse para expandir Sp En primer lugar,

Por otra parte, debido a la simetria de intercambio p; <> po, junto a las propiedades

ﬂ(ﬁl)lﬂlgv(pﬁ = 0, (8.3.21)

pra-€(P)=n-e(P)=P-¢P) = 0, (8.3.22)

y la existencia de solamente cuatro vectores fisicos (p1, pa, €(P) y n), es posible construir también

la cadena espinorial u(p; )stv(p2). Cabe destacar que, a 1-loop, pueden encontrarse contribuciones



NLO (SCA-nHV)

Fig. 8.2: Diagramas de Feynman asociados con las contribuciones SCA-nHV al proceso ¢g(P) —
q(p1)q(p2), a NLO.

con hasta cinco matrices gamma en su interior. Sin embargo, las propiedades mencionadas antes,
junto con las restricciones impuestas por el dlgebra de Dirac, permiten reducirlas a combinaciones

de a(p1)¢(P)v(p2) y a(pr)hv(p2)p:r - €(P). Por tales razones, tras reemplazar las integrales de

. 1i .
Feynman en las expresiones para Sp;_gq, se obtiene

3,,eqa —€
1,8TD crgspT [ —sio — 10 STD,1) — ~
s = S (2 ) Y )P

€°S12 2
1 .
bR S ()] (8:3.29
para la contribuciéon STD, en donde los coeficientes C’éiTq]Z—’i) estan dados por

CBTDY) 2(e — 1)e(1 — Bre) Lot (3— (2 + 8)e + 26¢%) — 2
g—qq - f 4(e —2)e—3 F D1
34+ €2(2(e — 2) +6(1 4 2(e — 2)e)) | i
+ Cy ( (e—1)(3—2¢)(2¢ — 1) —oF1 ([ 1,—€61 —¢ .
— oF <1, —e; 1 —¢; Z1 ) +2) 7 (8.3'24>
Z1 — 1
O™

9—aqq

con ag = 1 puesto que estamos descartando los esquemas HSA /HSB. Es interesante sefialar que

la correccion a NLO completa resulta proporcional a Spéoqu, trabajando en cualquiera de los
STD1)

9—qq €S slmétrico

esquemas convencionales. Ademas, a modo de verificacion, se corrobora que
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ante el intercambio 1 <> 2. Al igual que con ¢ — g¢q, cuando se emplea o = 1 es necesario
considerar que p es un indice Dgp-dimensional, mientras que en los esquemas restantes se asocia

a una cantidad 4-dimensional.

Por otro lado, es posible rescribir S pélqu como

Spégq@ - Spg,)g%qq + Iél—)ﬂﬁ (pl,p% P) Spgzqcﬂ (8.3.25)

haciendo uso de las expresiones

(1) 5 o 0rg§ —s12 — 20 " °
v <p1, Pa: P) - = - 304 — (3¢ + 2)Cp + 266, (8.3.26)

—1
- CA(2F1 (1,—631—6;21 )+2F1 (17_631_53 & ))}7
21 21—1
—519 — 20\ ¢ 2—30 1—-6 0 — 18
gp) 2 (TS12 — W C
PH,g-qq crgs 112 A 6(3—26)+e—1+2(26—1)

-1 8 68r(1— )+ 8 —10] (o
C N Sp®©,
* F(e_1+26_1>+ F T 3d(e—2)et3) | TP

lo que esta de acuerdo con las ecuaciones (6.3.1) y (6.3.2). A diferencia de lo ocurrido con el

(8.3.27)

splitting ¢ — g¢q, Spf]gqq depende explicitamente de Sr. Sin embargo podemos apreciar que,
independientemente del valor de fg, la estructura divergente es compatible con la féormula de

. . 1 . . .
Catani y el remanente finito S p%)g _,4g SOlo Involucra funciones racionales de z y .

Analizando las contribuciones SCA-nHV, se tiene que

SCA—n —s519 — 20\ ¢
Spyty Y = ergd (u—> (8.3.28)
« (2(2 — 6)6 — 1)CA + (4(6 — 2)6 + 3)01: Sp(o) i
(e —1)(2¢e — 3)(2¢ — 1) gaar
y es posible recuperar la relacion
Spél_,)Sql;D,Hv) _ Sp;l_,)sq’gD,FDH) + ‘S,pgl_,>SquA—nHV)7 (8329)

que establece que la diferencia entre los resultados en FDH y HV es simplemente la contribucion
de los diagramas SCA-nHV.

Para concluir, procedemos a mostrar los resultados para los nucleos de Altarelli-Parisi. Para

las contribuciones a nivel arbol se tiene

2
g3(1 — Be) RV |l O L
[P = BT (e SRR ) (8330
2
R 1 —
(PO = M((l—zl)2+zf—a5e), (8.3.31)

2(1 — ae)



en donde se puede apreciar la dependencia explicita en /3, es decir, en el nimero de polarizaciones
fermionicas externas. Esto se debe a que al sumar sobre las polarizaciones fermionicas se forma
una traza, que resulta proporcional a 2 — 2. Sin embargo, este factor no se cancela al efectuar
el promedio sobre polarizaciones entrantes, puesto que el partén padre es un gluén. Pasando a
las correcciones NLO, debido a que a nivel amplitud resultan proporcionales al LO, se tiene que

. —519—10\ "¢ .
(PUy = L2 <M) ST PO Yt e, (8.3.32)

- e o
628 M2 9—qq \* g—qq

en donde solo se esta manteniendo la parte real del lado derecho de la ecuaciéon. Puede apreciarse
que, en este caso, también se introduce una dependencia en /3 y que no es posible cancelarla fijando
B = Br. Sin embargo, es interesante notar que los factores adicionales en (8.3.31) desaparecen al

trabajar en el esquema TSC (ver Capitulo 4).

3.2. g—gg

Por ultimo, analicemos la matriz de splitting g — gg. En este caso sera necesario aplicar varias
propiedades de los vectores de polarizacion para poder obtener resultados compactos. Ademas, el
hecho de no tener que utilizar cadenas espinoriales permite que todos las expresiones puedan ser

escritas en términos de productos escalares, los cuales estan bien definidos en cualquier esquema
de DREG.

Como primer paso, descomponemos la matriz de splitting como
SPyrgg = Spgigg + Spél—)>gg ) (8.3.33)

en donde la contribucién a nivel arbol viene dada por

SPgy = BT ) (g (P elpr) - eln) = 1)) - (P
+ p2-e(pr)e(p) - 6(15)> ; (8.3.34)

con p; el momento fisico de la particula i y (T“(A)),, = ¢ fabe los generadores de la representacion
adjunta de SU(3).

La contribucion NLO estandar puede expandirse como

SpSTD)  — gpAd) | gp(B) | gR(1.0) | gp(D) | gp(LE) (8.3.35)

9—99 g—9g9 9g—99 g—9g9 9g—99 9—99°’

con Spél_’fz]g asociado con el diagrama i € {A, B,C, D, E}, como se muestra en a figura 8.3, y

3,,3¢
gsH a D (el v
Py = g CaT"(A) eu(P)eu(pr)en(pa) Vag (=13, 11, 15) docy (a2, )
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Fig. 8.3: Diagramas de Feynman asociados con g(P) — g(p1)g(p2) a NLO. Aqui el gluén entrante (parton
padre) se encuentra fuera de la capa de masa y su virtualidad viene dada por (p12)2 = $19. Solo

se muestran las contribuciones STD (asociadas a procesos compatibles con QCD 4-dimensional).

/ dppl ( )d)&q (pl? —q,n ) ‘/E%g (_pﬁlt27q07 <p12 - q))\)
q

X
¢tiag
X Vg (=47 0, (g = p12)™) (8.3.36)
1,B G Ny
Spyy = — g T (A) ew(pr)en(p) Vag (=053, 1Y, 15) daa (P12, )
12
Tr (1 4¢(P)(d — pf2))
« / : , (8.3.37)
q q 2(:12(1
Tr (¢(P)d¢(p1)(d — 1) (p2) (4 — pf)
Spl) = gsi” N;T*(A) / ( ) : (8.3.38)
I 2512 q tigtiag
daa (CZan)d (q_p12 TL)
S (1,D) _ gS:u a . / 1 nn )
pgﬁgg 4812 C T (A) (P)E (pl)Ep(p2> ] q2t12q
X Vg (=112, 4°, (P12 — q)") (8.3.39)
dy, (¢ —p1,n) ) ) o
X [ - e Vs (01— ™, 15, (@ — pr2)™) Vag (—¢” 1Y (2 — 1))
da, (g — p2,n) Mo ” o b \
— o Vag ((p2 — )™, 0Y, (¢ — p12)™) Vag (=474, 5, (@ — p2)?) |
q
g a in
SPLE, = B 0o (4) eu(Bles (1 )enlpa) VER (01,40, M0)

2812



daol ,n)d 1 —4qn o
o / (¢:n) da (P12 — ¢ )Vgg (1l ¢, (12 — 0)) (8.3.40)
q

¢tiag

en donde se utilizo la funcion

in 3
Vig" (mv,p0) = 5 (™ me™ = g s (8.3.41)

que es una version puramente cinematica del vértice de cuatro gluones. La misma proviene de la
contraccion de la estructura de color de los vértices de tres y cuatro gluones, respectivamente. Es
necesario senalar que, debido a las propiedades de simetria, los diagramas C y D solo describen

170)

la topologia asociada, con lo cual Sp y Spt-P) incluyen la suma sobre todos los posibles

reordenamientos de las particulas externas.

Por otra parte, los diagramas A y B expanden las correcciones de autoenergia para el gluén

entrante. De esta forma, la contribucién correspondiente se expresa simplemente como

Spiy + SP, = T(pl) SpP,, - (8.3.42)
NLO ('SCA—nH\M
- i \ il - h Ji/ B ﬁv\
(a0 0O000! J 0000Y,

5 1 \ / N
A’ I T B’

Fig. 8.4: Diagramas de Feynman asociados con los términos con gluones escalares en el proceso g(P) —
9(p1)g(p2) a NLO. Solo se muestran los diagramas que contribuyen no trivialmente a la amplitud

de splitting.

En este proceso, cuando se trabaja con las contribuciones asociadas a gluones escalares se
encuentra una gran cantidad de diagramas. Sin embargo, como se mostré mientras se calculaba
S pgl_))qq), los tinicos términos no triviales son aquellos que involucran cadenas cerradas de indices
asociados al espacio transverso y resultan proporcionales a Tr (n¢). Cualquier otra configuracion
involucra la presencia de integrandos proporcionales a g2, los cuales dan lugar a integrales nulas
en el limite Dpjac = 4. Por ende, empleando los diagramas mostrados en la figura 8.4 y usando

las reglas efectivas para gluones escalares, las contribuciones SCA-nHV pueden expresarse como

1,SCA—nHV) __ 1,A") 1,D’ 1,E’
con
1,A gS/f”Ee ~
Spé—;gg) = —=5— OaT"(A) eu(P)ey(p1)ep(p2) daa, (Pr2,1) Vag (=15, D7, 15)

512
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2q — 2q —
/ (29 plz);( q plz)a’ (8.3.44)
q q“l12q
/ 3 3¢¢ . - (2q—p12)
spih) = B ) aPatpen) [ o
2519 q q tl?q
. {(261 “p), (0= o), (072, Ca 2 e ] gy
th t2q
SplE) — o, (8.3.46)

(LE)

grgg S€¢ anula debido a propiedades del algebra de color. En

Es importante apreciar que Sp

concreto, se tiene

fade (fbeacfcda: + fbdxfceac) = 0 s (8347)

en donde se efectud la contraccion del vértice efectivo ssgg con un factor f,4. proveniente del

vértice de tres gluones.

Tras haber detallado las posibles contribuciones a Spéllgg, podemos discutir la estructura
de los resultados. En primer lugar, sabemos que hay tres momentos fisicos involucrados: py,
P2y ﬁ, aunque este ultimo puede reemplazarse por n. Ademas, se dispone de tres vectores de
polarizacion fisicos. Debido a que las patas externas se asocian con estados no masivos y on-shell,

debe verificarse que

P-e(P) = 0=n-¢(P)=p2-(P)=0, (8.3.48)
pi-€(p;) = 0=n-e(p;) ,i€{1,2} , (8.3.49)

en donde se impuso que todos los vectores de polarizaciéon se anulen al ser contraidos con el

vector n. De esta forma, solo se tiene el siguiente conjunto de productos escalares no-nulos

{p1 ~€(p2) ,p2 - €(p1) , (1 — p2) - e(P)} : (8.3.50)
y ~ ~

{ew) - etp2) elm) - e(P) epa) - (D)} (8.3.51)
para lo cual usamos p; e(ﬁ) = —pQ-e(p). Luego de listar todos los posibles productos escalares, es

necesario agruparlos para formar combinaciones que involucren a los tres vectores de polarizacion

y que sean compatibles con la simetria de intercambio 1 <> 2. Asi, se obtiene

Er = e(p1)-e(pa)pr-e(P), (8.3.52)

By = pa-e(pr)e(ps) - e(P) £ p1-e(p2) e(pr) - e(P), (8.3.53)

Es = pi-e(pa)p2-e(p1)p1-€(P), (8.3.54)



y puede apreciarse que F, es simétrico mientras que Ey,E; ,E3 son combinaciones antisimétricas.

Después de reemplazar las integrales de Feynman en las expresiones para Spg ygg Y Sumar
sobre todas las contribuciones, se observa que solo dos estructuras aportan al resultado final:
E1+ E5 (que es el término proporcional a Spgﬁ> 90) Y E1— %Eg. De esta manera, la contribucion
de los diagramas de QCD estandar (STD) pueden escribirse como

Sp (1,STD) _ CFgg,ueTa(A) (—312 — ZO) -

g—g9 2 2
€°S512 2

X [Cfgs—g; Y (6(1’1) ~€(p2) p1 - E(P) + po - €(p1) €(p2) - G(P) —p1-€(pa) €(py) - e(ﬁ))

+ O pr - e(P) (6(291)-6(192)—Sipl-e(pz)pmdpl)ﬂ : (8.3.55)

12

(STD,
con los coeficientes C’g_,gg " dados por

-1
CéS_)Tglz’l) = 20y {1 — oI (1,—6; 1—€ a 1) — o] (17_63 1 —¢ ? )] ,(8.3.56)

21— 21

C(STD2)  _ 2¢? ((6e = 1)Ca + Ny(1 — Bre))
9799 (e —1)(2¢ — 1)(2¢ — 3) ’

en donde se fij6 ag = 1 para evitar el uso de los esquemas HSA /HSB.

(8.3.57)

Siguiendo lo expresado en la ecuacion (6.3.1), S pgl_)> 4o Duede ser reescrito en la forma

1
Spgﬁgg = Spg-[’)gagg + Igllgg <p17p27 ) Spgﬁgg, (8358)

2 —€
(1) p) - s (12— 0 N o, ooa—l
Ig—>gg (p17p27 P> - 62 ( ,u2 OA 1 2F1 1, € 1 €, P

— S (1, —€6;1—¢; 2121 1)) 7 (8.3.59)

con

2crgeps (—s1a —10\ ¢ Ca(0e — 1) + N¢(1 — Bre)
S T(A
Pi.g-rag 512 p? ) (e—1)(2¢ —3)(2e — 1)
~ 2
X p1-e(P) (6(p1)-6(p2) - S—wpl-e(pz)pz-e(pl)) : (8.3.60)
que concuerda con el comportamiento esperado. Pasando a las contribuciones SCA-nHV, se
obtiene
3ue C Ta(A) —S12 —10 ¢ ~
Sp(LSCA—nHV) Crgsp €L A (P
Posos sale— =32~ \ 42 p-eP)

9 (e<p1) elp2) i el e(pn) , (8.3.61)

12
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y comparando con las contribuciones STD en distintos esquemas se llega a

Sp(l,STD,HV) — Sp(l,STD,FDH) + Sp(l,SCA—nHV) (8362)

g—99 9—99 9—99 )
que es la misma relacién encontrada en los procesos ¢ — gq v g — qq.

Para concluir esta discusion, podemos calcular las correcciones a los ntcleos de Altarelli-Parisi.
A nivel arbol se tiene

(| PO, |v) = —ijs—f';) {(1—2<1—zl>zl) (1= a) ()™ + a(n™sm)y)
+ 2%1@1@1 (1— a(se)] , (8.3.63)
US(O) - 202(1 — (1 — 21)21)%Ca (1 — ade) (8.3.64)

(1 —21)z1(1 — ) ’
para los casos polarizado y no polarizado, respectivamente. Notese que cuando se emplea la
eleccion a = 1, los estados externos tienen 2 — 2¢ polarizaciones y son tratados como vectores
Dgr-dimensionales. Por ende, en tal caso, debe utilizarse 6 = 1, lo cual nos perite cancelar la

dependencia en « de la funcién de splitting no polarizada. Pasando a las correcciones NLO se

obtiene
B o [(—s12— 10\ [Ca ‘ Tz —1
v) = crgs (T) [6—2 (1 —oF (1, —6l—¢ o

21
- 2F1 (17_6;]—_6;2 1>) <M’Pg£gg V>

29304 (1 = 2a8(1 — z1)z1€) (Ca(de — 1) + Np(1 — BRG))kuku}
s12(1 — 21)z1(e — 1)(2€ — 3)(2¢ — 1) i

+ ce., (8.3.65)

(u )P“)

9—99

para la contribucién polarizada, mientras que la funciéon de splitting no polarizada es

A1 B o (=512 — 10\ Cy [g2€* (1 — 2adez(1 — 21)) (Ca(de — 1) + Ny (1 — Bre))
(Fitaa) = g( 7 ) ; [ (1= e = Do —H)Ee=1)

: -l . ! 5(0)
+ (]- — o (17_€a1 - g 2 ) — 2 (17_67]- - 67m>) <Pg—>gg>

+ cc., (8.3.66)
en donde se utiliza a = 1 para CDR/TSC o bien a = 0 en los esquemas HV/FDH/DRED. Es

util senalar que los nucleos de Altarelli-Parisi polarizados contienen términos proporcionales a
P* y n* pero debido a las relaciones

€2

P-e(P)=n-¢e/P)=0, (8.3.67)



es posible ignorarlos, obteniendo asi expresiones mas compactas.

3.3.  Consistencia y supersimetria

Tras haber calculado las correcciones NLO a todos los posibles procesos de QCD en el limite
doble colineal, podemos extraer algunas conclusiones generales. En primer lugar, vemos que la
formula de Catani predice correctamente la estructura infrarroja en todos los casos. Mas aun, la
parte divergente de los splittings es la misma para cualquier eleccion de pardametros (exceptuando
el caso ar = 0) y siempre es proporcional al resultado a nivel arbol. Ademas, la parte remanente

no solo es finita sino que solo involucra funciones racionales de z y €.

Por otra parte, podemos analizar el limite supersimétrico de QCD y sus implicaciones sobre
las funciones de splitting. A nivel drbol, QCD es compatible con una teoria de Yang-Mills super-
simétrica con una sola carga (esto es, NV =1 SYM). Para lograr tal identificacion, basta pensar
en los quarks como los compaineros supersimétricos de los gluones, denominados gluinos. Notese
que esto no es estrictamente cierto, puesto que los quarks pertenecen a la representacion funda-
mental de SU(3) mientras que los gluones estén en la adjunta. Sin embargo, en el contexto del
formalismo de descomposicién de color, QCD es efectivamente supersimétrica a nivel arbol®. De
este modo es posible recuperar las amplitudes primitivas de A" = 1 SYM reemplazando quarks
por gluinos si se toma el limite Cy = Cr = Ny = 1, al menos a nivel arbol. Por supuesto,
también es valido utilizar la relacién en el sentido inverso; esto es, partir de amplitudes en N' = 1
SYM y recuperar las de QCD en el limite mencionado. Esta idea tiene la ventaja de permitir
trasladar propiedades de supersimetria a los resultados de QCD e imponer condiciones de consis-
tencia adicionales. Por ejemplo, sabemos que los gluones g y los gluinos g decaen con la misma
probabilidad en g y g. Debido a que los niicleos AP miden tales probabilidades de transicion se
tiene

(B0 () + (B35(2)) = (B3 (2)) + (B55(2)) (8.3.68)
con la dependencia en la fraccion de momento z (dada por a — b(2) + ¢(1 — z)) indicada de

forma explicita. Sin embargo, cuando consideramos Cy = Cr = Ny = 1 se tiene

(PO ~ (B2, (8.3.69)
(P05(2)) = (PO(2)), (8.3.70)

en donde ~ se emplea para senalar que la igualdad solo vale en el limite antes mencionado. De

esta forma, (8.3.68) se traduce en

(Py(2)) + (P2

g—9gg g—qq

(z)) = (PO (2)) + (PO (1—2)), (8.3.71)

9—99 a—499

3 Para mas detalles, consultar la Seccién 3 de Ref. (12).
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usando (pq@)qg(z» = (P9, (1 - z)). A partir de nuestros resultados se puede verificar que esta
relacion se cumple en los esquemas FDH/DRED y en TSC, como fue observado anteriormente
en Ref. (33). El uso de los esquemas HV y CDR conduce a una incompatibilidad con este tipo
de identidades, puesto que no contienen el mismo nimero de grados de libertad bosonicos y

fermionicos al extender la teoria a D dimensiones. Concretamente,

" ng =n, = hy =2 pero hy = 2(1 — €) en HV (diferencia en los gluones);

» yny=h, =2(1—¢€) pero n, = h, =2 en CDR (diferencia en los fermiones).

En otras palabras, CDR (HV) trata a los fermiones (bosones) internos y externos de formas
distintas, rompiendo de forma explicita la simetria fermioén-bosén propia de cualquier modelo

supersimétrico. Por su parte,
» ny, =n, =hy =h, =2en FDH/DRED;

» yng=n,=h,=nh,; =2(1—¢)en TSC,

pudiéndose esta ultima eleccion considerarse como una extension de CDR compatible con super-
simetria. De algiin modo, TSC trata de la misma manera a fermiones y bosones, tanto virtuales

como reales.

Para concluir esta seccion, debemos mencionar que la relacion (8.3.71) sigue siendo valida a
NLO cuando se emplean los esquemas FDH/DRED o TSC.

3.4.  Sobre las propiedades de crossing

Existen propiedades de simetria que simplifican el calculo de amplitudes de scattering que
involucran particulas fisicas. Si la teoria es invariante frente a transformaciones de Poincare, es
posible vincular elementos de matriz cruzando particulas entrantes y salientes?. Por ejemplo,
usando la convencion de momentos salientes se puede calcular A (0 — g(p1)g(p2)g(p3)g(ps)) v
luego obtener A (g(k1)g(k2) — g(p3)g(ps)) efectuando la identificacion p; — —k; con ¢ = 1,2.

Concretamente, vale que

A(g(k1)g(k2) = g(p3)g(ps)) = A0 — g(—k1)g(—k2)g(p3)g(ps)) - (8.3.72)

Una transformacion en la cual se intercambian particulas entre estado inicial y final se conoce
como relacion de crossing. La forma clasica de comprender su origen es apelando a la interpreta-

cion de Stueckelberg, segiin la cual una antiparticula corresponde a una particula que se mueve

4 Para mas detalles, consultar el Capitulo 5.4 de Ref. (1).



atras en el tiempo. De este modo, producir una particula en estado final es anélogo a considerar
una antiparticula en el estado inicial. Es importante senalar que la simetria de crossing es valida

a todo orden perturbativo, pues deriva de propiedades generales de la teoria’.

Al momento de calcular funciones de splitting la posibilidad de emplear este tipo de relacio-
nes se vuelve menos evidente. Por empezar, cuando calculamos estos objetos debemos emplear
amplitudes amputadas con cinematica off-shell. En consecuencia, el parton inicial corresponde a

una particula off-shell mientras que las restantes estdn en su capa de masa.

En el limite colineal, a nivel arbol existe una relacion similar al crossing entre ¢ — gq vy

g — qq. Trabajando con los correspondientes niicleos de Altarelli-Parisi se tiene que

w (POe)) = wynlP (1)) 5373

con
wg=w; = 2(1—pFe)Cy, (8.3.74)
wy = 4(1—ae)CsCFr, (8.3.75)

factores de promedio sobre color y espin del partén padre. La transformacion f(z1) — 2, f(z; )
puede entenderse en términos fisicos. Trabajando en IMF en el limite colineal, el gluén en ¢ — gq
tiene momento ﬁg =2z ﬁq y el quark padre ]Sq. Al realizar el intercambio, se tiene que normalizar
respecto de ﬁg y el quark en estado final pasa a tener una fraccién de momento 3, = z; . Notese
que esto es estrictamente valido en el limite s15 — 0, que corresponde a trabajar con amplitudes
on-shell. Ademas, es necesario remover los factores de promedio sobre color y espin para no

introducir una distincién explicita entre las particulas intercambiadas.

Tras haber calculado las correcciones NLO a los niicleos AP, podemos analizar la validez de
(8.3.73) a 1-loop. Usando los resultados mostrados en (7.2.51) y (8.3.32) se prueba explicitamente
que tal relacion deja de cumplirse a 1-loop. Desde el punto de vista computacional, vemos que
q — 9qy g — qq difieren en su expansion en términos de diagramas de Feynman. En consecuencia,

podemos definir

j;Bal...am = <Pg§2a1...am> - (H<817m) + H*(817m)) <pg;(2a1...am> ) (8376>
jq(izal...am = <pq(i)>a1...am> - (Z(Sl,WT) + ¥ (817771)) <Pq(i)>a1...am> ) (8377)

que involucran los mismos diagramas de Feynman. Es importante senalar que aqui estamos

usando las expresiones (6.3.32) y (6.3.33) que establecen que las correcciones de autoenergia

5 Existen algunas sutilezas relacionadas con la transformaciéon p — —k, puesto que las soluciones fisicas son
aquellas con energia positiva, o sea p° > 0. En consecuencia, no es posible satisfacer simultdneamente k° > 0 y

p° > 0 lo que fuerza a realizar una continuacién analitica de las amplitudes de scattering.
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al parton padre son proporcionales a las funciones de splitting a nivel arbol. Calculando las
funciones J en el limite doble colineal, se comprueba que no estan vinculadas por una relacion
como (8.3.73). En conclusion, no es posible extender las propiedades de crossing del partéon padre
més alld del nivel arbol. Podemos justificar este resultado recordando que la transformacion

f(z1) = 21 f(27!) era valida cuando s15 — 0. Pero las correcciones NLO son proporcionales a
—€

(‘%2) , con lo cual se tiene una identidad trivial de la forma 0 = 0 al considerar el mencionado

limite.

4. Funciones de splitting con fotones a NLO

Para concluir este capitulo, estudiamos el limite doble colineal de amplitudes de scattering
que involucran fotones. En particular, computamos las correcciones NLO en QCD a los procesos
qg— Y9y Y — qq,y calculamos las correspondientes funciones de splitting. Ademés, analizamos
la dependencia en el esquema de regularizacion y efectuamos una comparacion de la estructura

divergentes de las mismas empleando la féormula de Catani.

Es importante senalar que los splittings con fotones son relevantes, tanto desde el punto
de vista tedrico como fenomenoldgico. Por un lado, al involucrar particulas sin carga de color
son mas sencillos que los analogos en QCD, lo que permite estudiar mejor su estructura para
poder atacar mas eficientemente los procesos con mas particulas coloreadas. De hecho, esa es la

estrategia que seguimos en el Capitulo 9 para analizar el limite triple colineal.

Por otro lado, (pq_wq> controla la evolucion de las funciones de fragmentacion a fotones y
es un ingrediente clave para el calculo de secciones eficaces hadronicas que involucren fotones.
Este tema es analizado en Ref. (80), en el contexto del célculo de correcciones NLO al proceso

p+p — v+ h en colisiones polarizadas (81).

4.1. q—qy

Este proceso puede considerarse como la version puramente Abeliana de ¢ — gq, puesto que
no se tiene ninguna correcciéon que involucre vértices con autointeracciones de gluones. Por lo
tanto, después de haber efectuado el calculo explicito de ¢ — gq podemos extraer resultados

importantes para ¢ — g sin necesidad de repetir el procedimiento.

Para comenzar, la lista de todos los diagramas de Feynman que contribuyen al proceso hasta

O (a?) se muestra en la figura 8.5. Notese que son esencialmente los mismos que se utilizaron

para ¢ — gq (ver figuras 7.1 y 7.2), exceptuando aquellos diagramas que tienen el vértice triple
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Fig. 8.5: Diagramas de Feynman asociados con ¢(P) — ~(p1)q(p2), hasta O (¢3). También se muestran
las contribuciones SCA-nHV.

de gluones. Entonces, a nivel arbol se tiene

eeq i’ -
Sp, = e a(p)¢(p)u(P) (8.4.1)
mientras que las correcciones NLO a las contribuciones STD pueden escribirse como

—S12 — 20 - ee ,LLgCF D
Spy) = cmﬁ(T) lde—""5~ {Cq(irv?zl) i(p2)f (pr)u(P)

1
bOPIE alu(Plps )] (8.42)
con los coeficientes C’(ﬁyq dados por
2(6e — 1) z
cemy 2 2,F (1,61 — ¢ — 8.4.3
479 RN R G e (8.4:3)
1 —de
CSIDY) : 8.4.4
i (- D@ 1) (8.44)

De forma anéloga, las contribuciones SCA-nHV estan dadas por

. —s19—10\ ¢ eee i€ Cr _
S = et (S0 e ST i)

- P (8.45)

n
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y es trivial notar que se cumple

Sp(l,STD,HV) _ Spt(zl,STD,FDH) + Spql ,SCA— nHV) (846)

qa—7q -9 -9

lo cual muestra que la cancelacion de los grados de libertad asociados a los gluones escalares se

compensan independientemente en la parte Abeliana y en la no Abeliana.

A modo de chequeo de consistencia y siguiendo la ecuacion (6.3.1), puede reescribirse Spgllvq

como
Spq_)wq = Spg,)q—wq + Igl—)>’yq <p17p27 p) Sp((l(i'yq7 (847)
con
1 _ o [ —s12 =0\ " 2Cp ' -t
I = gl < 2 ) 2 (1mef(L-al-a_—7)), (8.4.8)
(1) _ o [(—s12 — 10\ ¢ o eeuCr(de — 1) [_ 5
PHg—vq rgs ( 112 ) 0812(26 “D(e—1) u(p2)¢ (p1)u(P)

_ iu(mmu( )pg-e(pl)], (8.4.9)

en donde se puede comprobar que todos los términos divergentes (que contienen polos en € = 0y
funciones con branch-cuts) estén aislados en el operador I, mientras que las contribuciones que

1 . . . . .. 4 .
forman parte de Spfq) solo involucran funciones racionales y es finita en el limite ¢ — 0. Mas atn,
apréciese que las correcciones NLO involucran una nueva estructura espinorial, que se encuentra

. 1 1 e1e , . . .
enteramente contenida en Spgq), posibilitando que los términos divergentes sean proporcionales

(0)
& 5Py g
Por ultimo, pasando a los ntcleos de Altarelli-Parisi se verifica que
. .
(8|Pyorql 8) = 85,9 (Pyosna) » (8.4.10)

por tratarse de un proceso iniciado por un quark en el contexto de un modelo que solo permite

interacciones que conservan helicidad. De esta manera, la funciéon de splitting a LO es

. 1+ (1—2)% — ad
(PO ) = e Fd=a) - aden (8.4.11)

z21

en donde podemos apreciar que el resultado es independiente del niimero de polarizaciones fer-

miones. Por otro lado, a NLO se tiene

5 (1) _ o [ —S12 — 20 76% 2+ €(e(3+de) —6) A
(Fyhg) crgs (_ 12 ) 2 (e—1)(2¢ — 1) 2201 (1, -6 1 €’z1_1

R e’eze®(z — 1) (21 — 2)(1 — de)
z1(2¢e —1)(e — 1)

X
—~
gs)
C
~—

} +ec., (8.4.12)



recordando que « nos permite elegir entre los esquemas CDR/TSC (o = 1) y HV/FDH/DRED
(a=0).

4.2. v —=qq

Para concluir con el estudio del limite doble colineal, presentamos los resultados para Sp.,_, ..
Los mismos pueden recuperarse partiendo del proceso g — qq y reemplazando la pata inicial por
un fotén. Esto nos conduce a ignorar las correcciones de autoenergia al parton inicial, pues son
términos de orden superior en e, y también aquellas que involucren vértices de tres gluones.
Efectuando estos reemplazos en los diagramas mostrados en la figura 8.1 se concluye que solo es

necesario usar un unico proceso para cada contribucién, como se muestra en la figura 8.6.

La matriz de splitting a nivel arbol esta dada por

eeq B ~
Sp\leg = Lo u(pi)¢(P)o(ps) (8.4.13)

mientras que las correcciones NLO a los diagramas STD es

s —s12 — 0\ | eequf STD,1) _ ~
Pl = g(T) Mg, {Cﬁfq%l)u(pl)ﬂmv(pz)

1 -
bOSTE Sy yiolpa)p e<P>} | (5.4.14)

con los coeficientes

€3—€2—-0(2—1)))—2

cED - — ¢ 8.4.15
fs T (e-1)(2¢ - 1) ’ (8.4.15)
cEEA = 0. (8.4.16)

Apréciese que las contribuciones NLO son proporcionales a Spgoqu, al igual que en el proceso
g — qq. Como discutiremos mas en detalle en el préoximo capitulo, esto se debe a que el proceso

es iniciado por una particula vectorial, lo cual impone mas restricciones a la forma del splitting.

Por otra parte, para las correcciones NLO asociadas al diagrama SCA-nHV se tiene

1,SCA—nHV —s12—0\ ° Cr 0
Spi )= engd (T) = 1SP§l>qq, (8.4.17)
y nuevamente se encuentra la relacion
1,8TD, 1,8TD, 1,SCA—nHV
S Ev%qri "= Sp'(yﬁqq o + Spsy%qti )’ (8.4.18)
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que permite establecer una conexion entre los resultados en HV y FDH/DRED. Como hemos
verificado de forma explicita, esta relacion es valida para todas las funciones de splitting doble

en el contexto de QCD con fotones.

Analizando la estructura divergente de S pgliqq, podemos efectuar la separacion

SPWss = SPU g+ g (9192 PSP,y (8.4.19)
con
—s12— 10 ¢ 2 3
W - () o (129), sim

1
Spgi,)v%qri - CFgg(

—312—20)_60 2(3—|—5)6—7—5 (0)

> P o) P (8.4.21)

que concuerda con lo expuesto en las formulas (6.3.1) y (6.3.2).

LO NLO (STD)

NLO (SCA-nHV)

Fig. 8.6: Diagramas de Feynman asociados con v(P) — q(p1)d(p2), hasta O (g%) También se muestran
las contribuciones SCA-nHV.

Respecto de las correcciones a los niicleos de Altarelli-Parisi, se tiene

v M —1)2 y
<M]P$iqq v) = —e22C04(1 - Be) ((nDDwac)“ +%kﬁk¢> : (8.4.22)
1
2,2
~ (0 e’ezCa(l —2(1 — z1)z1 — ade)(1 — Pe)
(PO o) a - : (8.4.23)

para el término a nivel arbol y

1) o =s12—10\ " Cpe(20€ — (0 4+2)e+3) =2 -
(Py2gq) = crgs (T) = e 12— 1) (P)5qq) +cc., (8.4.24)
para las correcciones NLO no polarizadas. Por su parte, el nicleo AP polarizado se expresa como
H(1)
| () heq) 0
(| Pog | 1) = 5 ([P, | ), (8.4.25)
<P'y—>qzj>

debido a que Sp(vlqu es proporcional a Spglqu.






9. LIMITE TRIPLE COLINEAL CON FOTONES I

En este capitulo presentamos resultados explicitos para los nucleos de Altarelli-Parisi en el
limite triple colineal a 1-loop. Solo se consideran aquellos que involucran al menos un foton,
tanto en el estado final como iniciando el proceso de division. Al final, comentamos algunas
simplificaciones adicionales que tienen lugar cuando el partén inicial es un fotén y estudiamos

transformaciones de crossing para vincular los distintos procesos.

1. Introducciéon general

El estudio del limite miltiple colineal es muy importante por diversas razones. En primer
lugar, el calculo de secciones eficaces hadronicas con precision NNLO o superior requiere la
utilizacion de los nicleos de Altarelli-Parisi con tres o més particulas colineales. Ello responde
a la necesidad de incluir contribuciones reales con dos o mas particulas adicionales. Debido a
que la radiacion real debe ser integrada sobre todo el espacio de fases correspondiente, en tales
circunstancias es posible encontrar regiones con tres o mas particulas colineales, lo que fuerza a

comprender la estructura de divergencias IR de esos procesos.

En el contexto del estudio de las singularidades infrarrojas en procesos de emisiéon doble real,
los primeros calculos de funciones de splitting triple colineales fueron efectuados por Campbell y
Glover en Ref. (82). En el mencionado trabajo los autores analizan todas las posibles regiones con
divergencias IR en el espacio de fases de las particulas adicionales. Ademas de las regiones con
dos pares de particulas soft /colineales o combinaciones de tales limites, también tienen en cuenta
procesos en los cuales tres partones se vuelven simultdneamente colineales. Los célculos son efec-
tuados en el formalismo de descomposicion de color, utilizando el proceso ete™ — ap ... a5 (con
a; partones de QCD) como ejemplo. De forma general, concluyen que las tnicas contribuciones
divergentes son aquellas que involucran partones con una conexiéon de color. Tal afirmacion se
relaciona con la estructura de las amplitudes primitivas, las cuales solo presentan polos colineales

si hay al menos un par de patas adyacentes emitidas de forma paralela.

A modo de generalizacion de Ref. (82), Catani y Grazzini computaron los nucleos polarizados

de Altarelli-Parisi en Ref. (83). La ventaja de los mismos es que preservan las correlaciones de



espin y, en consecuencia, permiten recuperar el término A presente en (6.2.27). Mas atn, como
senalan los autores en la introduccion del mencionado trabajo, el método de sustraccion se basa
en la construccion de contratérminos locales que requieren mantener las posibles correlaciones de
espin. Es importante senalar que todos los calculos alli efectuados son a nivel drbol e involucran

unicamente partones de QCD.

Las funciones de splitting triple colineal a 1-loop comenzaron a ser estudiadas en el contexto
de la evolucion de PDFs. Concretamente, las ecuaciones DGLAP se pueden extender a érdenes
superiores. Esto involucra tener en cuenta no solamente las correcciones virtuales a los ntcleos de
Altarelli-Parisi dobles sino también las funciones de splitting con multiples partones colineales,
incluso con loops. En particular, el conocimiento de las correcciones a 1-loop al proceso de
splitting ¢ — ¢QQ es relevante para comprender las contribuciones perturbativas a la asimetria

strange-antistrange como se explica en Ref. (84).

Actualmente se conocen las funciones de splitting multiple colineal a nivel arbol (82; 83;
65; 85; 86; 87), aunque solamente hay resultados parciales para las contribuciones a 1-loop.
Especificamente, en Ref. (72) se presentan las correcciones NLO a la parte antisimétrica del
splitting ¢ — ¢QQ.

En este trabajo, se calcularon todas las funciones de splitting en el limite triple colineal que
incluyen al menos un foton, a 1-loop en QCD. La discusiéon que presentamos a continuacion se
basa en Ref. (88). Tras describir los detalles técnicos del célculo, en las remanentes secciones
presentamos los resultados para los procesos ¢ — ¢y, ¢ = q97y g — qq7. Para concluir el capi-
tulo, se presentan los splittings iniciados por fotones y se discute su estructura. Adicionalmente,
mostramos la imposibilidad de efectuar crossings que involucren al partén padre para relacionar

los distintos splittings.

2. Detalles del calculo

Para calcular las funciones de splitting en el limite triple colineal partimos de las ecuaciones
(6.2.21) y (6.2.22). En particular, nos centramos en la obtencion de las correcciones NLO a los
nucleos de Altarelli-Parisi no polarizados para los procesos iniciados por quarks: solamente g —
qq~ fue analizado en el caso polarizado. Debido a la complejidad de las expresiones encontradas
fue necesario organizar los resultados quitando las contribuciones singulares y agrupando los

términos finitos de acuerdo al tipo de funciones transcendentales involucradas.

Concretamente, usando

Sp) (pl,pa,pg;P> — Spiy (pl,pg,ps;P) (9.2.1)
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_I_ I(l) (pl’p2’p3;p> SP(O) <p17p27p3;p> )

presentamos la correccion NLO en la forma

2
~ S123 t
o = (22) (8920 (55%0,0) )

= 2Re (I 1,00 P)) (P, )

+ (PO ) +ec) (9.2.2)

con IW dada por (6.3.6) en el caso m = 3. Luego, trabajando con la parte finita, se lleva
a cabo una clasificacion de los distintos términos de acuerdo a la transcendentalidad de los
mismos. La nocién de peso transcendental esta relacionada con la cantidad de integrales iteradas
de funciones racionales necesarias para definir alguna expresion especifica. De esta forma, las
funciones racionales (incluyendo las constantes), tienen peso 0; log(z) y 7 tienen peso 1;y, Li, (z)
y (, tienen peso n. Debido a que se trata de una cantidad multiplicativa, f(z)g(y) tiene peso
n+m, siendo f y g funciones de peso n y m, respectivamente. Ademas de estos, es util senalar que
se sabe que todas las amplitudes de scattering a 1-loop en QCD pueden ser expandidas utilizando
funciones de peso 2 (inclusive) cuando se consideran solamente contribuciones de orden €® (como

méaximo). Tras estas aclaraciones, podemos escribir
2 . .
(B ) = e |60 4 3SR (s m) +0)| L (923)
i=1 j

en donde F' j(i) denota una base del espacio de funciones de peso transcendental i (requerido para
expandir el resultado) y Cj@ son los correspondientes coeficientes. Aqui ¢* 7% eg un factor de
normalizaciéon que depende del proceso y que incluye los acoplamientos. Resulta muy importante

notar que solo se estan manteniendo los términos relevantes en el limite € — 0.

Respecto de la representacion de los momentos de las particulas, se utilizo la parametrizacion
de Sudakov definida en el Capitulo 6. En particular, especificando m = 3, se introdujo la direccion
colineal P de acuerdo a (6.2.9) y

(k)7 n#

con (k, ); componente transversa de la particula i. Las fracciones de momento se generalizan de

forma directa a partir de la definicion dada en (6.2.3), mientras que los vectores (k, ); verifican



junto con la restriccion

(k)i =0, (9.2.6)

3
=1

K2
que equivale a imponer la condicién de conservaciéon de momento en el plano transverso. Sabiendo
que P y n son vectores tipo luz, y que los partones salientes son estados no masivos on-shell, es

posible escribir

(zi(ky); + 2(kL))? (9.2.7)

Sij = 2Di-pj =

(g}

S1238 = — Z M ; (9.2.8)

- Zi
(]

lo que exhibe la conexion entre las variables s;; y (k1 )?.

Por otro lado, los calculos fueron realizados utilizando el esquema CDR y considerando que
todos los invariantes cinematicos son positivos (s;; > 0 con i,j € C). Esta tltima eleccion esta
motivada en la discusion referida a la validez de la factorizacidén colineal estricta, la cual solo
tiene lugar en configuraciones TL (71).

3. Procesos iniciados por partones de QCD

Centrandonos en el limite triple colineal y usando la notacién introducida anteriormente, se
tiene m = 3 (nimero de particulas colineales). Sin embargo, el valor de m (nimero de particulas
colineales de QQCD) depende del proceso estudiado. Como estamos interesados en correcciones
de QCD, todos los procesos involucran al menos un partéon de QCD. Mas atn, en esta seccion se
consideran aquellos iniciados por quarks y gluones exclusivamente. Entonces, para m = 1 solo se
tiene a — a7y con a un quark o gluén. Pero como Spga> s~ = 0, la tinica configuracion relevante

conm =1es (P\%,).

Cuando m = 2 hay mas posibilidades. El proceso puede ser escrito de forma genérica como
P(a,b) — abvy, en donde P(a,b) denota el parton padre perteneciente a QCD. Si P(a, b) = ¢ luego
a = q,b = g o viceversa. Pero cuando P(a,b) = g puede ocurrir que a = q,b = ¢ (y viceversa) o

bien a = b = ¢. Las tnicas funciones de splitting relevantes seran (Fy_,44v) ¥ (Py—qqy), debido a

que Spé(igW =0.

Como se mencion6 al comienzo del capitulo, los céalculos fueron realizados en el contexto
de DREG, empleando el esquema CDR. Esta eleccién estuvo motivada por cuestiones técnicas
relacionadas con la implementacion del calculo. En particular, CDR trata de la misma forma a

los gluones internos y externos, lo que nos permitié utilizar las mismas rutinas computacionales
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en ambos casos. De todos modos, es posible recuperar los resultados en otros esquemas apelando
al calculo de contribuciones con gluones escalares, como mostramos en el Capitulo 7. Méas atin, en
este caso particular solo nos interesan las correcciones O(e°), razoén por la cual podemos explotar

(6.3.6) reemplazando los coeficientes de sabor y B(‘)‘S por los valores adecuados segiin el esquema.

A continuacion, se muestran los resultado para el splitting ¢ — ¢yy a NLO. Luego calculamos
q — qgv y finalmente Spgzq(ﬁ. El orden elegido responde a la posibilidad de usar informacién
de los procesos previos para simplificar los splittings més complejos. Haremos especial hincapié

en ese detalle durante la exposicion de los resultados.

3.1. q—qvyy

Comencemos estudiando el proceso ¢ — ¢y7v. En términos de la estructura de color se trata
de la configuracion mas sencilla, pues es proporcional a la matriz identidad Ids. A nivel arbol,

la amplitud de splitting correspondiente viene dada por

- 6262 ,u2e Idcala ~ -~
SN, = () (#o)p, + 2 elps)) ¢pa) u(P)
+ (23), (9.3.1)

en donde hacemos uso de la evidente simetria de intercambio 2 < 3.

SO N
T, e,
s

& o™ o™

Fig. 9.1: Diagramas que contribuyen al proceso de splitting ¢ — gvy a NLO. Debido a la simetria de

intercambio solo se muestran algunos diagramas; los restantes pueden ser recuperados inter-

cambiando las particulas 2 y 3.

Con el objetivo de reducir las expresiones obtenidas y mostrar de forma explicita que los



nucleos de Altarelli-Parisi son cantidades sin dimensiones, se introduce la notacion

o = —=0 (9.3.2)

—S123 — 20
en donde (7, j, k) es un reordenamiento de los indices {1,2,3} y se define el caso especial 2o = 1.
Es importante apreciar estas cantidades dependen de la configuraciéon cineméatica empleada a
través del signo de la prescripcion 0. Cuando las variables x; son parte del argumento de una
funciéon racional, es posible eliminar la dependencia en :0. Para ser mas especificos, como 20

tiende a cero vale

Sjik Sjk — 5123
T o~ == — 0 : (9.3.3)
S123 S123

Luego si f funciéon racional continua,

flay) ~ f(ﬁ>+0(m), (9.3.4)

5123

aunque el requisito de continuidad puede relajarse a la region de parametros {z;} fisicos. Sin
embargo, en la expansion de las distintas contribuciones a la correccion NLO aparecen funciones
transcendentales, las cuales tienen branch-cuts y son sensibles a la prescripcion empleada. En
consecuencia, es necesario mantener la definicion (9.3.2) en tales funciones. De todos modos, los
coeficientes que multiplican a las funciones transcendentales son racionales, con lo cual alli puede

efectuarse el reemplazo x; — S;i/5123.

Por otro lado también resulta conveniente definir
AZ;{]" = Tz + .Ii/(Zj/ — 1) , (935)
AL, = mizj— iz — 1), (9.3.6)

en donde los indices representan particulas colineales y se elije zg = 1. Empleando esta notacion

podemos reescribir el nucleo de Altarelli-Parisi no polarizado a nivel arbol como

(Pgins) = 64—ef;(&(wmyr@—m (A(gcl_—zl(xl*l)Jri)

q—q17273 T 29 T3 1 — i) 2%3

+ ZL’3+21—22+2)>+(2<—)3), (937)

en donde A = ae y « es el pardmetro que controla la cantidad de grados de libertad de los
gluones externos, y nos permite elegir entre los esquemas FDH/HV (a = 0) y CDR (a = 1). En

(9.3.7) se introdujo la notacion

(0
<7)(0) > <P¢I(—)>¢I1V2>
e?e?

q172

(9.3.8)
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para identificar las contribuciones que involucran a los procesos de splitting con fotones en el

limite doble colineal.

Pasando a las correcciones NLO, utilizamos fuertemente la descomposicion sugerida en las

ecuaciones (9.2.2) y (9.2.3). El operador que controla las divergencias infrarrojas viene dado por

~ —S123 — 20 ¢ 1—27°¢
Iéllmm(pl,pz,ps;P) = 2cr g3Cr ( e ) = L (9.3.9)

y concuerda con la expresion hallada mediante el calculo explicito.

Por otro lado, el coeficiente racional es

(Pive) (21 = D@1 (w2 = 1) + (w3 = D)za) | (01 = D(Aay =3) | 30880, — 2

c0 —
2229(w3 — 1) 29 T1T9%9 22(1 — x9) 22
(A(l)’(l))z -+ 2;6122 -+ 2(1 — $1)2 Aé’? — X123 21 (J}% —+ 2(.1‘1 + 1)$3)
+ ’ 2 T3 + 2
iy 3 (1 — x9) x3(r3 — 1)x329
1 3 2 3(1 — 4(zy — 1
—— (L I ﬁ) _ 30— m)a + 1= 1) +(2 ¢ 3), (9.3.10)
riz2 \1 — 29 Ty T1X9T3%9 L1129
y el factor global viene dado por
7 = etegiCr . (9.3.11)

A modo de observacion adicional, notese que en esta expresion efectuamos la aproximacion

1+ 22
1—21’

<73(0)

QI'Y2>

(9.3.12)

pues solamente se retienen las contribuciones O(e”). La misma sera aplicada en los restantes
términos, con el objetivo de simplificar la notaciéon y de mostrar la conexiéon en el proceso de

splitting doble.
Respecto a las componentes de peso transcendental 1, se encuentra que la base de funciones
asociada es
FY = 1o
o= log(z1), (9.3.13)
FY = log(x3) . (9.3.14)
Es importante apreciar que estos logaritmos dependen solamente de cocientes de variables cine-
maticas, lo cual permite asegurar la integrabilidad de estas contribuciones. Teniendo en mente el

método de sustraccién, estos términos forman parte de las contribuciones necesarias para compu-

tar observables con precision N3LO. Por otro lado, la simetria del proceso analizado nos permiten



representar los resultados como

N

(PO Vo = ¢ D CVEY 4+ (24 3) (9.3.15)
=1
en donde
! (1 — x1)xdz023 r3(1 — 1)
2 1
N 2oz3(x1 4+ 21) + (21 + 1)z | (9.3.16)
(1‘1 — 1)2’223
o A (20— a ) AR 2 1wl z) — (1 —ay) (5~ 2)
2 1—x3 \ z122(1 — 21) 29 T1T3%3 122 o1 — x3)(1 — 21) 22
B A(I):(l] (21(3$1+4ZL‘2)+$1—21+1 +3) _4
(1 —21)2 r122(1 — x3) x3
1 oo BTN+ a2 — )tz +22 1 (3(1—2)x 2A
+ 2A072 - ’ 2 + - - .
1— a3 3 (1 — x3) 29 1 x1(1 — z3)
N 7 (2321 — 20+ 2) —wi(z3 + 1) + 421 + 20 — 2) — 221 — 20+ 2 N T
229 (1 —x3)z3
N 1127 2u1z +wa(21 —2)) (@ +3)2f —dn+1 5
l‘%(Zl — 1)23 T123

1— 2, <2(a:1 +2) -2 — g7 2(Agy — Ags A+ 2901)) ‘ (9.3.17)

1—2 1T x2
3 3 2

Al analizar los términos de transcendentalidad 2, podemos explotar la simetria de intercambio

2 <> 3 para minimizar el tamano de la base funciones. En particular, se tiene

7
POM) L = e |3 CPFY +<2<+3>], (9.3.18)
i=1
con la base

(2 _ 2

F7 = log”(z1) , (9.3.19)

B = Ty

2 T T ip(1—a1), (9.3.20)

FP = log(z1)log(z), (9.3.21)

F® = Liy(1— ) + log(z1) log() (9.3.22)
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FY? = R (x1,72) + 2Lz (1 — x2) + 2log(21) log(x2) , (9.3.23)
AYY z z
F® = Li (@—321> — Liy (1 — 2) — Liy (—Z—i’) — Liy (22 = 1)
1— 29
— log(x9) log . , (9.3.24)
1
2 ) 1— 2 xl(l - 22)
F;” = Lig(22) + log . log — )+ log(z1)log(z1) , (9.3.25)
1 2

2,0 . . .
en donde Ay, = x5+ 25 — 1 apelando a la notacion definida en (9.3.5). Las primeras componentes
de la base son simétricas, mientras que las restantes no poseen propiedades de simetria bien

definidas ante el intercambio 2 <+ 3. Por otro lado, es 1til definir la funcion

2
7r : .
R(x1,29) = i log(x1) log(zs) — Lis (1 — x1) — Lig (1 — x2) (9.3.26)

que no solamente nos permite reescribir FESQ), sino que también aparecera en todos los procesos
de splitting estudiados. Al final de este capitulo motivaremos el origen de R (z1, z2) al analizar la
estructura de los splittings triples iniciados por fotones. Notemos que R (x1,22) = 0 en el limite

r3 — 0 puesto que x1 + x5 = 1 y la identidad de Euler establece

2
% —log(z1)log(l — 1) = Lis(1 — 1) + Lis (21) | (9.3.27)

que es equivalente a R (z1,x2) = 0.

Siguiendo con la presentacion de los resultados, los coeficientes asociados a la base de peso 2

vienen dados por

221 (2223 -+ (1 — 22>2)

o , (9.3.28)
Tol32223
c® _ A(1 — 2)(A]3)? 1621 (1= 2)*  2(1—21)® Buizez + 21 (2 + 1))
2 32923 329 T1ToT32923
421(2(1 — 29)23 — A?Z’) N 4 (29(y — 221 — 23) + (1 — 23)?)
32923 329
4(1 — z3)?
L M Z=) (9.3.29)
ToZ9
4 1-— 1—23)3 4
P - (211 — 22) + (L — 25)°) e (9.3.30)
T32923 T3

para la parte que involucra funciones simétricas, mientras que
2,0 2 2,2
2(w321 — Ay — m123) ((21 + 1) ASS — 212223222 + 3))

(2 _
C’4 - A2’0
T1T2X322230 2

: (9.3.31)




o _2<73q(%2>(932225(1)3(1) +x3(21 — D(z1(22 — 1) + 21 — 22 + 1)) N 2061 (AG] — 2321)
> T1ToT32223 x3(21 — 1)23
22323 — 2wyw32d + 223(2 + 1) N 4(1 — 1) (222 + 3)
3(1 — 21) 2 ToT3
2(1 — 2 1) —2—1 4 2
B ( x1)(21(22 +3Z2 +1) — 2 ) 4 i; 4 4, (9.3.32)
Ty T3 T3z23
o _ 2P (= 2)((z1 = DAGS +21(21 — 20) — 212)
T1X9T32223
(2) 2<7Dt§?’)y2> 552A%):(1) + xow3(1 — 21) + 22327 @792 + 2073(21 — 1) + 273
7 o= 2,0 +

2(w(20 — 1) +222 4+ 21(3 — 229) + 222 — T20 + 7) 4A(1]j§

2,0 2,0

2(21 — 222 + 3)

2,0
Ao,z

: (9.3.34)

son los que expanden las restantes contribuciones.

3.2. q—qg9y

Siguiendo en orden ascendente de complejidad, el proximo paso consiste en reemplazar un
foton por un gluon. Esto da lugar a expresiones mas complicadas, aunque es posible establecer
relaciones con los resultados para el proceso ¢ — ¢yy. Con el fin de encontrar tales relaciones,

observemos los diagramas de Feynman que se muestran en la figura 9.2. A nivel arbol, se tiene

2era
a1,02;a €Cq Ta a — P ~
SpiPlenaze)  — A y(p,) (%(pg)pg +2p; - 6(p3)> ) (24 3) | u(P)
S123 813
[e% gs 0)(2132
= Tor = SP s (9.3.35)
q

como consecuencia de que ambos procesos comparten la misma estructura cinematica. Tal ob-

servacion resulta evidente en el contexto del formalismo de descomposicion de color, ya que este
(0) . .. . a L.

Spq Sqigays UlENE UNA estructura trivial (pues es proporcional a Tij) y los vértices con gluones son

iguales a aquellos con fotones. Por ende, también se verifica que

2
(PO Ny = o B pO) (9.3.36)

q—q19273 2.2 q—q17273
e eq

para el nucleo de Altarelli-Parisi no polarizado.
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También es 1util senalar que el proceso ¢ — gg7vy no tiene una simetria de intercambio bien
definida. Si bien es cierto que la estructura cinematica a nivel arbol es simétrica ante 2 <» 3, la

presencia de una estructura de color no trivial conduce a correlaciones que rompen tal simetria.

w S o & L

M
;1% Fo-NA ‘,L% G_NA%

Fig. 9.2: Diagramas que contribuyen al proceso de splitting ¢ — gg7y. Solamente se muestran algunos

diagramas: los restantes pueden recuperarse intercambiando las particulas 2 y 3. Tales contri-
buciones se asocian a los términos abelianos y tienen la misma estructura cinematica que los
presentes en ¢ — ¢7yv. Los diagramas con la etiqueta NA deben ser contados solo una vez,

puesto que provienen de las interacciones no abelianas.

Para obtener las correcciones a NLO, se usa nuevamente la descomposicion sugerida en las

ecuaciones (9.2.2) y (9.2.3). La estructura del operador de insercion I'") esta dada por

) > crgd (—s123 —10\ " e, .
L gons (D1, 2,33 P) - = 2 12 [QCF —Ca ($3 + 25 ) — Daz; ]

Da 2a ~
- 20 Ifﬁ)qmvs <p17p27p3; P)
crgd [ —si23 — 10\ ° B .
T 2 Ca(1—a3°—2°) (9.3.37)

en donde se utiliz6 Dy = 2Cr—CYy. Es importante senalar que encontramos un completo acuerdo
entre la estructura de polos infrarrojos de nuestros resultados y aquellos predichos por (6.3.6).

Mas atn, como vemos en (9.3.37), ¢ — ¢yy y ¢ — qg7y comparten parcialmente sus términos
divergentes.



Antes de presentar de forma explicita los resultados, es util efectuar un analisis de los diagra-
mas de Feynman que definen las correcciones NLO. Si solo miramos la topologia, puede apreciarse
que muchos de ellos estaban presentes en la expansion de ,S’pél_))qﬂ273 (ver figura 9.1). Debido a
que un fotén fue reemplazo por un gludn, el proceso involucra una matriz de color adicional.
Pero, en estos diagramas, la estructura cinemética permanece inalterada y solo algunos factores
de color tienen que ser corregidos. A nivel de la amplitud, en ¢ — g+ habia un factor de color
global (T"T")

Sin embargo, en ¢ — gg7y se tiene otra matriz de color T que se encuentra asociada con el gluén

i = CrId¢;,; originado por la presencia de un loop con un gluén en su interior.

externo. La falta de conmutatividad de los generadores de SU(3) conduce a dos configuraciones

posibles:

. (TbTbTa). — Datlapa  cyando el gluon externo interacciona con el fermién virtual

117 2 11%

contenido en el loop;

= % T3, si el gluén externo se acopla con un quark también externo

= o bien, (T*T°T"), .

(esto es, una linea fermiénica que no esté enteramente contenida en un loop).

Es importante apreciar que ambas configuraciones incluyen una contribucién proporcional a CF.
Por otra parte, hay algunos diagramas que incluyen un vértice triple de gluones. Denotamos a

tales diagramas F1-NA, F5-NA y G-NA, como se presenta en la figura 9.2, y sus correspondientes

a

i En particular, estos términos tienen una topologia que difiere de

factores de color son C,T

aquellos presentes en el proceso g — ¢v7.

Tras esta breve discusion, se concluye que el nicleo de Altarelli-Parisi asociado a ¢ — qgy

A

admite ser expresado en términos de (FP,_q,+,7). En concreto, para las correcciones a NLO se

puede escribir

H(1 H(1,D »(1,C
<pq(—2q19273> - DA<pq(—>qu;’Ys> + CA<Pq(—>q;§q)2'yg> + c.c ) (9338>
con
A 1 ~ ~ ~
1,D _ 1 . 0 1) fin.
<Pq(—>q1?7;73> - 2CF |:I((1—)>q172'y3 <p17p27p3a P> <Pq(—)>q1g2’y3> + <Pq(—)>q17273>:| s (9339)
2 —€
51,0 _crgs [ —Si23 — 0 e —e\ /DO
<Pq(—>qﬁ1)273> - €2 ( 2 ) (1 — T3 T A ) <Pq(—)>q1g273>
+ (PG (9.3.40)

en donde el factor de normalizaciéon global viene dado por

79 = elgiCr . (9.3.41)
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Por lo tanto, para describir por completo (Pq‘ﬂql g2v3) S0lo es necesario calcular <1A3q(i>%‘§,)2§,§>, que se

obtiene extrayendo la parte O(e") de los términos proporcionales a C 4. Especificamente, usando
la descomposicion dada en (9.2.3) se puede escribir

2
(Bgey) = e |G+ 30 O (fa a)) +0() |, (9.342)

q4—q19273
=1 3

en donde se separan las distintas contribuciones de acuerdo al tipo de funciones involucradas. El

término racional es

xl(ZQ(Agzg -+ 4(1 — %223)) + 3%323) + 1'223<322 — 4:6'3) n (2 — ZEI)I% + [EQ(l’g — 1)22
2x1(xy — 1)wo23 271 (29 — 1)mow325 ' 23

(1 — Z‘g)(4(1 — Z’Q) — 231(31’1 + 1'3)) — 1'1(.771 + 1)1‘3

- s — Va3 — 137 —(243), (9.3.43)

C(O7CA)

que resulta totalmente antisimétrico ante el intercambio de las particulas 2 y 3. Esto es un hecho
interesante pues los diagramas que aportan a la parte proporcional a C4 no tienen, en principio,
ninguna simetria ante el intercambio 2 <+ 3. En concreto, hay tres contribuciones distintas que

aportan a C(0:C4).
= los diagramas del tipo NA, esto es, aquellos que incluyen vértices de tres gluones;

» los diagramas que son proporcionales a Cr (pues 2Cr = Dy + Cy), es decir, A,C, D y los

conjugados mediante el intercambio 2 <+ 3, A, B, C;

» y los términos que provienen de la parte finita de 2Re (I g;)mm) <]5q(92qwﬂg).

Debido a que la ultima parte es simétrica ante el intercambio 2 <+ 3 (por ser proporcional a la
funcion de splitting a nivel arbol), se tiene que la parte racional de la suma de los diagramas NA
y aquellos proporcionales a C'r también lo es. En consecuencia, como ninguna contribucién es

0.C4) es una propiedad global de la suma

nula, la cancelacion de las componentes simétricas de C(
de los diagramas. Expresado en otras palabras, no puede asociarse la antisimetria de C(®¢4) a

un conjunto especifico de diagramas.

Analizando las contribuciones de peso transcendental 1, vemos que pueden ser expandidas

empleando tnicamente la funcién

FUED = og (x3) , (9.3.44)
que solo depende de cocientes de variables cineméticas. Forzando la descomposicion en contri-
buciones de simetria bien definida, podemos reescribir la parte de peso 1 como

<p(1,CA) fin.

q—q19273 > |w=1

9997 [(Cs(;fA)F(LCA) + (2 o 3))

+ (C(LCA)F(LCA) — 26 3))} , (9.3.45)

asym



en donde se introdujeron los coeficientes

1,C
Cs(ym A) -
+
1,C _
Ca(symA) -
_l_
_l_
_l_

3(z1(1 — A(l):(l) — A}:; —29)+2) 3 (@,Aéﬁ (Aé:? — 22+ 1) + x%zi”@)

2$1$2(1 — .733) 2.113133'2(173 — 1)(21 — 1)2’223

321(AgY — 230¢7)  3(2AF5—z1—1) 31—z (9.3.46)
21’1(1 — .1'3)1'323 2(1 — .73'3) 2.1'1(1 — .%'3).1'3 ’ e
(Pia) (21— 1) (s (201 — 3)(AT + 2A57)
2 —r2— 1)+ 2
xriT32s 1 — x5 2xiwo(1l — x3)

ZEl(SZL‘lAé:g + 29 — 23) + 29 + 223 I (1 - Zl)(Q(Azl)):(l) — 21+ 1) - 51‘1)

223(1 — x3)? 202(1 — 3) 29
(w1 — 1) (22(23 — 2) — 21(221 + 20 + 1) — 221 + 225 + 2)

2.23'%(1 — 513'3).273
x1(z1 — 1)(2x321 + 23 — 3) — 421 (w93 + x5 — 1)
223 (23 — 1)x323
2201 8¢T + (201 — 3)(1 — 23)(1 — 21)Ap)
21‘%.%2(1 — 333)222

T + (33'3 — 1)(1’3(21 — 1)23 — Zl) (9 3 47)

2(1‘3 — 1)2117323

A diferencia de lo ocurrido con la parte racional, aqui tiene lugar una mezcla entre términos

simétricos y antisimétricos. Tal comportamiento es razonable teniendo en cuenta que al aumentar

el orden transcendental de las contribuciones se exploran los efectos de potencias superiores del

desarrollo en e.

Finalmente, los términos de peso transcendental 2 pueden ser expandidos como

7
(PALCAEny | e ZCZ,(?’CA)FZ,(Q’CA) 7 (9.3.48)

q—q19273
i=1

usando las funciones de base

Fl(Q,CA)

F2(2,CA)

F?EQ,CA)

FiZ’CA)

= Ly (23) + log(1 — z3)log (M) + log(z3) log (1 i ) . (9.3.49)

29 —z3

7.‘,2

= — —Lip(1—m), (9.3.50)

6

— Lis(1— 3) — Lis (23) + log (1 . Z3> log (ﬁ) : (9.3.51)

3 1—2,'3)

2

= T Liy(1— ) — Lia (1 — 25) + log(ws) log(2s) , (9.3.52)

6
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A3,0
FPO0 = 9 [L12 (1 —a3) + Liy (—ﬁ) — Liy <— 03 ) — Li, (23)
Z9 1— z3
1—
+ log(z2)log(1l — 23) + log <ﬁ> log ( ZS) : (9.3.53)
Z9 Z9
@cy) _ T
Fﬁ A = F — L12 (1 - IQ) - LIQ (1 — ZQ) y (9354)
FPO = R (2y,15) (9.3.55)
cuyos coeficientes vienen dados por
oo _ <73¢§%2) (r1=3)zs1 1-m+2n (1—m)zn +2 i 3
! 1-— I T329 ToZ9 T9oz3 T323
4 204 — 29— 2
LA A s 2) , (9.3.56)
) T3
C(27CA) _ <Pq(?»)}/2> le +z1 — 3 i (31‘1 - 4)21 + 2 i (31’1 - 2)21 i 3ZL'1 — Z1 — 1
2 1-— I T2 ToZ3 T329 T323
2(2(1 — 4(xq — -2
4 ( ( x|+ 21) -+ 22) _ (l’l 21+ 29 ) _ 8, (9357)
T3 T2
cecy _ (Pan)  (AAR AR A (1-ap)(1-2) |, med
’ (1-— xl)Agjg ToZy  T223 X323 T3 T322
2(x1(z0+1) —23) a(l—23)+20 1—2
B 3,0 - 3,0 — T 30 ¢ (9.3.58)
xZAo,g :L’3A073 AD,S
(2,Ca) <P(§?‘)72> Z2Aé’(1) + x12123 x1(ze — 1) + 23
04’ 4 = 20 (1—21)(23—22)— ’ -+ 2.0
2230’y x3 YA
2 ((]_ — xl)(2 — T — 23) — 21 + (]. — 23>2) 2(21’2 + 322) — 3(1 — Zl>
- 2,0 + 2.0 y (9359)
$3A0,2 A0,2
2
+1)
ceon _ AaEED g g 9.3.60
5 AT 26, (9.3.60)
ooy _ 2P (2 1) 20
6 nggzg z3 22 nggzg
AAYS  2(z(4—32) — 249
T It O e ke R (9.3.61)

2,0 2,0
A0,2 $2A0,2

3 To2Z9 23(1 — ZL’l)

1,0
02.Ca) (PY,) <l‘§($2zl + x3) + 23(1 — 21) n Agy +2i(21 — 1) + 2351)
7



3 - (1 —z1)xy x323(1 — 21)

(P (Aé:} +A+m A+ Aéﬁ) 221 (g + Az +71)
<3

(1 —21)2A07 + 223 (23 + 21 — 20) N (1— 1) (20 — Ag — Ar) +223(1 — 2)

ZL’?J]Q Z)’J?J]g

af =223z wi(s +1) —dai +6mzm(n — 1) + 22

+
3 3
T3T29 (1 — 1)afrszs

(9.3.62)

Apréciese que, al igual que en la parte de peso 1, aqui se mezclan las contribuciones simétricas
y antisimétricas. También, como se anticip6 en la secciéon previa, la funcion R esta involucrada

en la expansion de las correcciones NLO a esta funcion de Altarelli-Parisi.

3.3. g — qqv: caso no polarizado

Para concluir con el tratamiento de los procesos de splitting colineal iniciados por partones
de QCD, consideremos g — qg7y. Comenzando con la contribucién a nivel arbol, se tiene que la
amplitud de splitting es

(0)(a1,az2;c) € quS:U’ZGTa <¢(p3)p13¢(P) %(P)p23¢<p3)

SPgmaas = o a(p) — >v(p2) , (9.3.63)
123 513 523

mientras que el nicleo de Altarelli-Parisi no polarizado viene dado por

2.2 9 1,0 3,0 9
(0) €608 1,02 2z2(A0,1 +1) + A0,3 (1—x3)
<Pg—>q1(1273> - 2Ifx2 (Ao,l) + Z% - A ( 1 . A + 2
+ (1+2), (9.3.64)

con A = «ae, como definimos para los anteriores procesos. Notese que esta expresion es totalmente
simétrica frente al intercambio 1 <> 2. Sin embargo, a nivel amplitud, aparece un signo menos

adicional relacionado con la carga e, — e; = —e,. Por otra parte, es 1til definir

(8g7)% + 21

] ) f! 9—q19273

(0)
(Porgars) leo gy : (9.3.65)

e=0

debido a que esta expresion nos permitira simplificar los resultados de las correcciones NLO.

Antes de estudiar las correcciones NLO a las funciones de splitting, es relevante comparar este
proceso con ¢ — qg~y. El contenido de particulas es el mismo, aunque difieren en el partéon padre.
Para este proceso en particular, los diagramas de Feynman correspondientes se muestran en la
figura 9.3. Excluyendo las correcciones de autoenergia al parton padre, los remanentes diagramas

se encuentran en correspondencia biunivoca. Més atn, ambos conjuntos pueden relacionarse,
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Fig. 9.3: Diagramas de Feynman que contribuyen a la amplitud de splitting g — ¢g7y. Solo se muestran
algunos diagramas: los restantes pueden ser obtenidos a través del intercambio de las particulas
1y 2. Excepto por los diagramas que incluyen correcciones de autoenergia en el partén padre,

el resto se encuentra en correspondencia biyectiva con los que aparecen en la expansiéon de

q—4q97-

pictoricamente, a través del intercambio P <> 2. Debido a que el partén inicial se encuentra
off-shell la cinemaética del proceso no resulta compatible con la posibilidad de efectuar crossings.
Es mas, como podemos ver en las ecuaciones (9.3.36) y (9.3.64), los niicleos de Altarelli-Parisi
en el limite triple colineal exhiben una dependencia no trivial en las variables x;, asociadas a
subescalas de energia. Por ende, en caso de existir una transformacion que vincule (Pq_>q1 gays) COLL
(P e, g27s)» 1a misma tendra que conectar tanto las variables z; como las fracciones de energfa ;
en ambas configuraciones. Més adelante en el texto volveremos a esta discusion, analizando mas

en detalle las transformaciones de crossing en el limite miltiple colineal.

Volviendo al estudio de las correcciones NLO, encontramos que el operador de inserciéon viene

dado por

2 —€
! ) crgs [ —Si2s — 10 e
I_E]—)ﬂllljz’m (p17p27p3; P) - 628 ( ,U,2 ) [CA (2 — 2z —Zy + T )

— 20px3;“—¢ (2% — Vg — @>] : (9.3.66)



y los términos divergentes hallados en nuestros célculos concuerdan con el comportamiento predi-
cho por la formula de Catani. Por otra parte, para expresar los resultados de una forma compacta,
efectuamos una descomposicion de acuerdo a los coeficientes de color que acompanan a cada con-
tribucion. De esta forma, las correcciones NLO al niicleo de Altarelli-Parisi no polarizado pueden

expandirse como

<P(1) fin. > — Cgﬁqu’)/ |:Nf<ﬁ(1,Nf)ﬁH> + DA< > (I,DA)ﬁn‘> + CA<P(1,CA)ﬁn.>]

9—q1G273 9—q1G273 9—q1G4273 9914273
+ (1+2), (9.3.67)
empleando el factor de normalizaciéon global
. e2e2gh
gy = 4T 9.3.68
¢ A1—¢) (9.3.68)
junto con las componentes
~(1,Ny) fin.
<Pg—>q1ft?)273 > = C(O’Nf) ) (9.3.69)
2
(Pl ) = COPO LY CPIED 4 o PU R (9.3.70)
i=1
9
~(1,C4) fin. C C C
(PG = CO0n 4 oW D 4 37 PO pow, (9.3.71)

j=1

en donde se clasificaron las distintas contribuciones de acuerdo a su transcendentalidad. Puede
apreciarse que la parte proporcional a Ny es puramente racional. Debido a que es originada
por aquellos diagramas que contienen loops fermiénicos, esta contribuciéon recibe tnicamente el

aporte de burbujas escalares sin denominadores LCG. La estructura divergente de tales integrales
¢9)

contiene polos simples en €, que son absorbidos en 1,2, 7 .-

Mas atin, haciendo uso de la figura
9.3 y de la ecuacion (6.3.32), vemos que

~(1,N¢) fin. 1 D H(0
<Pg(_>q1fq)2,y3 > 2Re (H(8123) - IE}—)>q1§2’Y3 (p17p27p3; P)) ‘Nf < ;—)NH@’Y:;) ) (9372>
siendo
_ —0\ ¢ de — 5
H _ g ] _ e [ W 9.3.73
(5123) 9—q13273 N, ‘rgs 2 3(1 — 2¢)(3 — 2¢) ( )
10  56e¢
2 2
_ T .3.74
gs( : 27+o<e>), (9.3.74)

lo que justifica la estructura halladal.

! Para ser rigurosos, debe tenerse en cuenta que I es un operador en el espacio de color+espin. Sin embargo,
al trabajar a nivel de elementos de matriz al cuadrado en estos procesos, los operadores de color dan lugar a
contribuciones proporcionales a la identidad. De esta forma, se abusa de la notaciéon e identificamos I con un

escalar. Para méas detalles sobre esta observacion, se sugiere repasar la discusion presentada en el Capitulo 6.
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Continuando con la presentacion de resultados, los términos racionales vienen dados por

20
CONp) _§<73€§?C)Im> o (9.3.75)
71 2 (w3(1 —223) + 21 (x3+1)(23 — 21)
c0Ca) — 2 pO) Il et
9 <7Dq1q2'y3> ‘EO + T3 Ty —1 + l’2(l‘3 - ]-)
w3 (2) — 21+ 1) (w3 — 221 + 1)
+ , 9.3.76
(1 — 561).7}1(1 — 333) ( )
2 —2x1(x9 + 1) 1
C0.Da)  _ (561332 — 2122 — Aé:(l)Ag:g) < x1x2(1 — Ig) C1— $1>
B QZlA(l):(l) ((q;Q +1)(1—29)* 53— 120 (3 —22)T0 — 2122+ 1) I 8)
1T (1 —1'1)(1 —512'3) 1 — X3 2(1 —l'1>
8(1—x1)? 1-—
B (1—24) B xy 7 (9.3.77)
1T T

en donde vemos que el C®Nr) queda definido a partir del resultado de (9.3.74): el factor 2 que
conecta ambas expresiones se absorbe en la normalizacion global de los coeficientes. Por otra

parte, la contribucion de peso transcendental 1 puede expandirse empleando las funciones

FY' = log(z1) (9.3.78)
FY = log(x3) (9.3.79)
junto con los coeficientes
ALOA20 A20
c(LDa) T1T2 — 2122 — B¢ 1802 (22 + 223 | Ty + 213 B 142 _ 22(223 — T2) 0.2
L (1—x1)2y x3 (1—x)xe 1—14 T3
(1 — 132)221(2(1 - 5(31) + ZEQ)A%Z? (1 — 1‘2)(232 — 21‘3)
- 2. 2 + s (9.3.80)
(1 —x1)%x 125 (1 —x1)xs
2
0(1 D) 2 (2271(2’2 —1- Ag:g(l‘ll‘g + 1)) — (A(l)zg) — 21‘2(21 + 222 — 3) (1'11'2 + 223) — 27223)
2 pu—

23(1 — w5)?
2 (23(221(20 — 3) + (42 — 13) 25 + 7) + 223)
r129(1 — x3)?
2(2z129 + (21 — 15)21 + 7)

_ e , (9.3.81)

para la parte Abeliana y

29(2(xo — 2)21 — 979 + 10) + (22 — 1)(2w2(21 — 2) — 321 +4) — 622
(1 — .271)2.CC2

C(:E].,CA)



2,042 0,0 20,2 0,3/ A 0,3 2,0
x% (3(A0,2) - A2,2 + A2,2) + A2,1(A2,1 - A0,2 — )

+ (1 — $1)2ZE1£L'2

b

(9.3.82)

para aquellos términos proporcionales a C4. Finalmente, si consideramos la parte de transcen-

dentalidad 2, puede expresarse el término proporcional a D4 usando

FI(Q’DA) = R(!L’l,lﬁg),

2 (xg (x3Ag:; + Ag:g(Agjé +21) + 23+ 2$2$32’1) + (Agé)Q)

3

(2,Da)
Ch

4A(1):(1] (ZL’3 — Zl)

)

T1T2
mientras que la componente proporcional a C'4 requiere introducir las funciones
2
™ ) T . 22 .
FPO9 — 2 _9Liy (1— —92Liy (1 — +2Liy (1— 2
! 6 2 1-— 21 2 1 — 21 2 ( 1)

+ 2log(xg)log(l — z1) + (1 + 2),

F2(2,C’A) — ]0g($1)10g(x2)’

2
T
F?SZCA) = R(x1,x2) — log(z1)log(z1) — log(xs) log(2s) + 3

2
FAC % — Liy (1 — 21) — log(a1) log(z1) + (1 < 2) |

1 —
F5(2,CA) = log (1 1 ) log ( Zl) — log(w2)log(1 — 21),

— 2 21%2

y los coeficientes

C(ZCA) _ Z%
' T1T2 ,
ey _ mmmM—n T, 2
: xlAéﬁ Ty L1y
C(ZCA) _ _2 (I% —3x1 + 1)
s T1T9 ’
C(ZCA) _ 4<1 - 31)21 B 2(221 + 1)
! T1X2 ) ’
clFea) = (1—2(1 - 2)25) A7 27 1(Ags +1) L T2t (223 + 20 — 1)

5 = 1,0
T1T223 71407 T

23(3(1'2 + 2)22 —4 — 331(1 — ZQ)) 4 3 — 2(1’1 -+ 3)(1 — 22)22
T1T2 T1Z2

(9.3.83)

(9.3.84)

(9.3.85)

(9.3.86)

(9.3.87)
(9.3.88)

(9.3.89)

(9.3.90)

(9.3.91)

(9.3.92)

(9.3.93)
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(3 + 3)22
1Ty

(9.3.94)

en donde hacemos uso de la notacion introducida en (9.3.5) y (9.3.6) para expresar de forma
méas compacta los resultados. De todas maneras, puede apreciarse que las expresiones obtenidas
son mas sencillas que las correspondientes a procesos iniciados por quarks. En cierto modo,
este comportamiento es razonable puesto que los espinores solo satisfacen la ecuacion de Dirac,
mientras que los vectores de polarizacion fisicos quedan determinados por las condiciones de
transversalidad e invariancia de gauge. Explicitamente, para calcular funciones de splitting se
utilizan amplitudes amputadas con cinemaética off-shell y luego se realiza una proyecciéon sobre

un estado on-shell. Dicho estado queda representado por un espinor u(P) cuando el parton inicial
es un quark o por un vector de polarizacion fisico €(P) si el proceso es iniciado por un gluén (o
un foton). Los espinores verifican

Pu(P)=0, (9.3.95)

mientras que un vector de polarizaciéon on-shell no masivo cumple

P-e(P)=0, (9.3.96)

n-e(P)=0, (9.3.97)

en donde n es un vector tipo luz que define el gauge. Recordando que las amplitudes de splitting
quedan definidas por las ecuaciones (6.2.21) y (6.2.22), puede apreciarse que los procesos iniciados
por particulas vectoriales quedan sujetos a dos restricciones, mientras que solo una condicién se

impone en aquellos que involucran un fermién en estado inicial.

4. Procesos iniciados por fotones

Continuando con el estudio del limite triple colineal, consideramos las correcciones de QCD
a aquellos procesos que son iniciados por un fotén. Las funciones de splitting correspondientes
resultan relevantes para llevar a cabo el anéalisis de decaimientos de fotones virtuales en tres
particulas no masivas on-shell. Puede apreciarse que existen solamente dos procesos iniciados
por fotones que deben tenerse en cuenta en el limite triple colineal: v — qqv v 7 — qqg. Esto se
debe a que, la amplitud a nivel arbol asociada a v — ng es nula para todo n € N. Tal resultado es

consecuencia de las identidades de desacople e implica que v — ng es finito a 6rdenes superiores.

Mas alla de presentar resultados explicitos, nos centramos en el analisis de los mismos aprove-
chando su simplicidad para extraer conclusiones acerca de las estructuras funcionales involucradas

en los splittings.



4.1. v — qqy
Si escribimos la amplitud de splitting a nivel arbol, encontramos

Sp’(y(i(;%;zyg _ %ﬂ(pl) (#(p?))pwff(P) B ¢(P)p23¢(p3)) o), (9.4.1)

5123 513 523

en donde es posible apreciar que corresponde a la contribucion color-stripped asociada al proceso

0 .,
Spg_)mqm. Concretamente, la relacion entre ambos procesos puede expresarse como
(0)(a1,a2;0) 9SS (0)(a1,a2)
S Y—41G273 - ee Ta1a2 Spg—)qlqg’yg, ) (942)
q

que implica de forma trivial que la funcién de splitting no polarizada sea

. Caee? .
(P©) = A up® . (9.4.3)

'Yﬁqu?ﬂs) C 2 9—91G273
F33

Notese que las expresiones heredan la simetria frente al intercambio 1 <+ 2, presente en el proceso

g —qqy-

LO

C D

Fig. 9.4: Diagramas que contribuyen al proceso de splitting v — g¢gv. Ignoramos las correcciones a
la autoenergia del foton padre por tratarse de aportes a 6rdenes superiores en QED. Solo
se muestra la mitad de los diagramas: el resto puede recuperarse apelando a la simetria de

intercambio 1 < 2.

Cuando estudiamos el proceso g — q@y en la secciéon anterior, las diferentes contribuciones

a la funcion de splitting a NLO fueron ordenadas con el objetivo de distinguir los términos
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Abelianos y no Abelianos. Vimos que los términos puramente Abelianos originaban expresiones
muy sencillas y que las mismas podian ser escritas empleando logaritmos y solamente una funcion
de peso transcendental 2. Debido a que v — g¢7v es proporcional a la contribucion Abeliana de
g — qq7, la funciéon de splitting asociada es también compacta. En la figura 9.4 se muestran
todos los diagramas de Feynman requeridos para efectuar el calculo de las correcciones NLO a
este proceso. Cabe senalar que no se estan teniendo en cuenta las correcciones a la autoenergia

del foton padre, pues las mismas son de orden superior en QED.

Aplicando el mismo procedimiento que para los otros procesos, podemos estudiar la estructura
de divergencias infrarrojas. De acuerdo a la féormula de Catani, el operador de insercién viene

dado por

P
~ crgs (—3123 —10

I, s (01, 02,933 P) = 2 2 ) [—2Cpz3° — 2ev,] | (9.4.4)

y tras la comparaciéon con los resultados del calculo explicito encontramos un completo acuerdo.
Por otra parte, el nucleo no polarizado a NLO puede ser expresado como

<]5(1)ﬁn. > _ QOFC'y—>q(j'y |:<p(1,DA)ﬁn.>_|_ (1 o 2):| , (945)

Y—41G273 9—q1G273

como se esperaba tras efectuar una comparacion en base a diagramas de Feynman entre ambos
procesos. Aqui estamos utilizando el factor global

4.4 2
Cae’e, g3

2(1—¢)’

C’Y—“I‘IV

(9.4.6)

para reabsorber constantes y simplificar la notacion.

Para concluir esta seccion hagamos algunos comentarios relacionados con las identidades de
crossing para funciones de splitting. Anteriormente se presentaron los resultados explicitos para
el proceso ¢ — gvv. En particular, la componente de peso transcendental 2 en las correcciones
NLO a (P,l(gqmﬂ,g) involucraba un conjunto de 7 funciones. Expresando dichas funciones mediante

la notaciéon de simbolos se puede probar que son independientes; esto es, no es posible relacionar-
p(l) fin.

las mediante combinaciones lineales con coeficientes racionales. Sin embargo, (P,2,7,4) |4_o €8

directamente proporcional a una tnica funciéon transcendental, en particular a R(x1, zs). Debido
a que cualquier relaciéon de crossing involucra transformacionales racionales de variables cine-
méticas, no es posible alterar la dimensionalidad del subespacio de funciones que expanden las
contribuciones de peso transcendental 2. De esta manera, estamos en condiciones de afirmar que
no es posible generalizar las relaciones de crossing para el partén padre a 6rdenes perturbativos

superiores.



4.2. v —=qqg

Por ultimo, llegamos al dltimo proceso no trivial iniciado por fotones: v — ggg. En este caso
no es posible recuperar los resultados partiendo de los splittings exhibidos anteriormente. Esto se
debe a que las contribuciones aqui presentes forman parte del splitting Sp,;,. Como se muestra
en la figura 9.5, con excepcién de las correcciones de autoenergia al parton inicial, los diagramas

de Feynman remanentes se encuentran en correspondencia biunivoca con los que aparecen en la
%M% M?N\é

Fig. 9.5: Diagramas que contribuyen al proceso v — ¢gg. Con la excepciéon de las correcciones de auto-

expansion del proceso g — qq7.

LO

energia al partén padre, los restantes diagramas de Feynman son los mismos que se emplearon
para obtener el splitting ¢ — ¢¢7y (intercambiando las particulas Py 3). E1-NA y F-NA son
los dnicos términos que involucran interacciones no Abelianas. Ademaés, exceptuando la contri-
bucion de F-NA, es necesario tener en cuenta el intercambio 1 <+ 2 para todos los diagramas

mostrados.

La funcién de splitting a nivel amplitud, al orden mas bajo, viene dada por

2eras3 D D
0)(a1,az,x €€qgsi Ta as — ¢(p3)p ¢(P) ¢(P>1¢ #(p3)
Spg—)fmltb;s V= : 123 = u(pl) ( 5115 - Szz v(pZ)
9S ma 0)(a1,a
= ;Tafag Sp’(}’l((hl@’zk)’) ) (947)
q

en donde se emplearon resultados previos para obtener la expresion en la tltima linea. De hecho,
utilizando la relaciéon con el proceso de splitting v — qg7, se obtiene el correspondiente nicleo

de Altarelli-Parisi no polarizado a nivel arbol,

- 205 - R
P i) = S (P ) = 2CaCr (P ) (9.48)

—q1q —q1q
Y—q14293 6263 Y—q14273
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que puede relacionarse con otros nucleos intercambiando fotones y gluones. Es importante senalar
que solamente estamos cambiando la estructura de color, pero las configuraciones cinematicas

subyacentes son las mismas.

Con el objetivo de expresar los resultados para las correcciones NLO, se sigue la misma
estrategia empleada para estudiar el proceso g — qg7y. Debido a la presencia de contribuciones
proporcionales tanto a C'4 como a Dy = 2Cr — (4, cada una fue tratada de forma independiente.
La contribuciéon proporcional a D4 proviene de (157(2(11@2%) (con un factor 2 de diferencia asociado
con la definicién de D). Para corroborar la estructura divergente, los polos en € fueron extraidos

y comparados con las expresiones provistas por la féormula de Catani; esto es,

) By _ Crgs (—sis— 0\ " e P
Iv%qlézgs(plap%pi%P) T T2 3 [(_QOF% _2€7q)+CA (x3 — Ty T Ty )}

i
6rg§CA —5S123 — 20 o ( — - ,ﬁ)
2 12 T3 Ly Ly
+ I, (91 12, P31 ). (9.4.9)

(1)

Y—q14273
simplificar los resultados. Mas atn, siguiendo esta idea se reescribi6 el nucleo de Altarelli-Parisi

a NLO como

encontrando un acuerdo completo. Nétese que se utilizé el operador 1 con el objetivo de

A1 ~(1,D (1,0
<P'§—)>q16293> = DA<P'§—><11%)273> + CA<P'5—>q?¢i)2g3> + h.c., (9'4'1())
con
5104 \ _ L .5/ pO T (1) fin,
<P'y—>q1%293> o 2CFr IW—>Q1Q273 (p17p27p37 P) <P7—>q1l?293> + m P7—>q1¢?2"/3>
2
9s (1) . D) /po) (1) fin.
- 2¢2e2 [I’Y—NIUIQ% <p17p27p37 P) <P7—>q1<i2’y3> + <P’Y—>q1¢iﬂ3>] ) (9‘4'11>
q

en donde se introdujo el factor de normalizacién global

2.2 4
CusCre €, 95

Ty = 178 9.4.12
‘ 2(1— ¢) (94.12)
Para tratar la contribucién finita, podemos expresarla como
(1) fin. g 5(1,D 4) fin. S(1,C ) fin.
(P e) = @1 [ DaCPELGRI) + CalPG) | | (9.4.13)
en donde los términos Abelianos vienen dados por
2
~(1,D4) fin. g A1) fin.
<Pv(—>q1%)293 ) = 3 <Pﬂs—)>q1t1273> : (9.4.14)

262 g2



p(l,CA) fin.

El aporte de los términos no Abelianos se encuentra contenido en (P, /5 .

). Clasificando tales
términos de acuerdo a su transcendentalidad, obtenemos

<]5(1,CA)ﬁn-> = 0Ca) 4 oG p() 4 (204) p(2.Ca) (1 2), (9.4.15)

Y—q14293

en donde los términos racionales estan dados por

C(O’CA) . 16 — Txo — 22120 + (]. — 21)2 — 1529 B Z% _ 82% + (]_ _ 21)2
1 (1 —@1)xo T1%2
n 221(1 — 2z3) — 2o(1 — z1)2 —(ze + 1)y (9.4.16)
(1 —21)z1 ’
y
FO = log (1) , (9.4.17)
F(Q,CA) = R (ng’ x2) , (9418)

son las funciones que expanden los espacios de transcendentalidad 1 y 2, respectivamente. Es
importante apreciar que F(*>¢4) es la misma funciéon que aparece involucrada en el proceso v —
qqvy (a menos de una permutacion de las variables cinematicas). Al final del capitulo discutiremos
detalladamente el origen de estas contribuciones. Por tltimo, para describir completamente las
correcciones a NLO para el splitting v — ggg presentamos los coeficientes definidos en la ecuacion
(9.4.15), los cuales vienen dados por

zo(wa(dxy21 + 21 — 1) + 22321) + @o(21((2 — 1)21 + 29 — 3) — 229 + 3)

C(LCA)
(1 — 1)2x129
3192 + 51'2(22 - 1) +329% — 4z + 1 _ (1 - 562)2212 7 (9‘4‘19)
1T (1 —x1)%x129
0
02Ca) <7;(§1()7273> o - (9.4.20)

Nuevamente, cabe senalar que este splitting no puede ser relacionado de forma sencilla con

g — qq7v. En particular, anteriormente se mostré que se requieren 7 funciones para expandir las
p(l) fin.

contribuciones de peso transcendental 2 a (P, 7 .,

). Sin embargo, este proceso solo requiere

hacer uso de R (21, x2).

5. Comentarios sobre la estructura de los resultados

Tras haber presentado las funciones de splitting iniciadas por fotones, es interesante anali-
zar su estructura y dependencias funcionales. En particular, explotando la simplicidad de estos

resultados, podemos estudiar el origen de las distintas contribuciones.
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Comencemos con el proceso v — ¢gv. Si llevamos a cabo un calculo directo sin efectuar la

expansion en €, la correccion NLO al nucleo de Altarelli-Parisi no polarizado puede expresarse

Ccomo
<p“$2fhf72’¥3> = A§4) (Zj, T E) 11(4)
3
+ ZAEZ) (2, Tk €) [52) +(1+2), (9.5.1)
=1

en donde los acoplamientos y los factores de color son absorbidos en la definicion de los coeficientes
A. Aqui AZ(»4) y AZ@) son funciones racionales de las variables cinematicas {z;, z;} y dependen
explicitamente de €. Sin embargo, las expresiones también involucran funciones transcendentales
que introducen branch-cuts. En particular, se puede verificar que tales funciones provienen de
las integrales de Feynman IV (box) y I® (burbuja). Mas atin, utilizando D = 4 — 2¢, el box
viene dado por

[(4) — / :u26 _ 2cr <—8123 — ZO) -
! o Clg+p1)2(q—p2)2(q—pas)?  Ea173575 It

|:£L’1_62F1 (1, —e 1 —¢; _ﬂ) + x5 2 F1 (1, —e 1 —¢; _ﬂ)
x3 T

R (1,—6;1—e;— 2 )] , (9.5.2)

X

X123

mientras que

2e _ —10 —¢
o _ / a __a ( o123 Z) : 9.5.3
1 Pld—pm)? =29\ 2 (9.5.3)
2e —€ . - 0 —€
@ _ / P __ah ( o123 Z) : 9.5.4
2 o 2@ —ps)?* el —2€) 2 (9:54)
2e —€ . o 0 —€
7@ _ / K __rts ( 5123 Z) , 9.5.5
; CPa—pa) 2\ e (9:5.5)

son todas las burbujas involucradas. Cabe senalar que estas integrales se conocen a todo orden en

€, lo cual permite calcular <R§3q1 Bavs

una estructura muy compleja y no es posible llevar a cabo una simplificacion eficiente de los

) de forma exacta. Sin embargo, los coeficientes A presentan

mismos.

Si estudiamos las integrales involucradas en las correcciones NLO al proceso v — qqg, se apre-

cia que tienen lugar una situacion similar. En otras palabras, es posible escribir tales correcciones



Ccomo
(1 4 4 4 4 2 2
P ms) = AV () IV + A (2, ) 180+ 3 AP (2, 145 ) 117

+ (1+2)), (9.5.6)

en donde

](4) _ / ,u26 _ 2cp (—8123 — ZO) ¢
2 ¢ Pq+12)2(q—p3)2(q—p13)? € a1ma83y, 12

|:$2_62F1 (1, —e;1—¢; —ﬂ) + a1 2 (1, —e;1—¢; —E)
1 X2

— LF (1,—6;1—6;— 3 >} , (9.5.7)

T1T2

X

es una integral de box con una tnica masa externa. Nuevamente, los correspondientes coeficientes

se calculan a todo orden en €, pero no se encontré una forma compacta de escribirlos.

Luego de motivar las expresiones explicitas para (}A’él_))qlqﬂQ N (]37(1_)>q1(12g3>, es interesante

apreciar que la integral de box escalar tiene la siguiente expansion en potencias de e:

@ _ 2cr —8193 — 20 ° 1 log(zixs) N log? (1) + log? (z3)
! T1235%0; w2 €2 € 2
- R(l’l,%z’))] 5 (9.5.8)

lo cual explica el origen de la funcién R en los calculos anteriores. En otras palabras, esta contri-
bucién proviene de la expansion de las funciones hipergeométricas involucradas en las integrales
de box escalares que no incluyen propagadores lineales. Pero lo que resulta mas interesante es el
hecho de que R aparece en todas las funciones de splitting triple-colineales a 1-loop. Mas atin,
revisando las expresiones correspondientes a la parte antisimétrica del nicleo de Altarelli-Parisi
para el proceso (15(1)

=01 Q2Q3
R. Por lo tanto, su presencia es inherente a la cinemética del proceso de emision triple colineal

) (calculada en Ref. (72)) vemos que también se requiere de la funcion

a 1-loop.

Otro hecho que merece ser destacado es que los procesos iniciados por fotones pueden ser
descritos empleando tnicamente boxes y burbujas. Los boxes se asocian a las topologias mas
complejas, mientras las burbujas corresponden a las contribuciones mas sencillas no triviales:

todas los términos que involucran integrales triangulares se cancelan.

Para concluir esta discusion, analicemos la diferencia entre procesos de splitting iniciados por

gluones y fotones. Estos tltimos involucran expresiones muy sencillas y pueden ser expresados
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utilizando tnicamente integrales escalares estandar (esto es, sin denominadores lineales prove-
nientes de la eleccion del LCG). Si se efecttia una comparacion de los diagramas de Feynman
requeridos para v — q@vy con aquellos empleados en el célculo de g — ¢gv, se aprecia que las
interacciones de origen no Abeliano estan ausentes en el primer proceso. Mas aun, cambiando el
acoplamiento y removiendo el factor de color global, las correcciones NLO de QCD para v — qgvy
son exactamente las mismas que se encuentran a 1-loop en QED. Debido a que QED es una teo-
ria Abeliana, es posible emplear un gauge covariante par efectuar el calculo de las correcciones
virtuales y los resultados coinciden con los hallados en LCG. Este argumento nos permite com-
prender la simplicidad de v — q@7, y en particular la ausencia de integrales con denominadores

lineales.

Sin embargo, al analizar el proceso v — ¢gg se encuentran contribuciones no triviales aso-
ciadas a diagramas con vértices no Abelianos. Por ende, el argumento anterior no es aplicable
de forma directa, aunque la idea central de la simplicidad del resultado también se relaciona
con la invariancia de gauge. Notemos que las amplitudes y funciones de splitting se calculan
empleando un gauge fisico fijo (el light-cone gauge) y amplitudes de scattering amputadas, con
la particula inicial off-shell pero proyectando sobre un estado on-shell. Cuando el partén inicial
es una particula de QCD, existe un flujo de color no trivial a través del mismo. Pero, si se trata

de un fotén, se verifica que )
d T =0, (9.5.9)
i=1

debido a que los fotones son singletes de color. Esto implica que podemos acoplar la amplitud
amputada a un par de fermiones sin color (por ejemplo, a un par electron-positron) y reconstruir
la correccion completa de QCD a NLO para una amplitud de scattering on-shell fisica. Debido a
que tales objetos son invariantes frente a transformaciones de gauge, podemos utilizar un gauge
covariante y solamente estaran involucradas integrales con denominadores cuadréticos. En otros

términos, podemos escribir

— v A my s
Ae(zlf)ﬁ—mlazag, (k1 ki propa,ps) [Lea = 0(k2) (—1ge7") u(ks) —“Aéiﬁg,w lLee  (9-5.10)

5123
1 1_)(]{?2)’}/ U(k’l) (1,1)
= - eC o . A " )
Ge Upol S$193 Cpol (amp,y) ’LCG

en donde estamos utilizando los momentos fisicos para el proceso e”e™ — ajasa;3 con a; cualquier
partén, lo que implica que k? = 0 (por tratarse de fermiones no masivos en su capa de masa) y

k1 4 ko = p1 + p2 + ps (conservacion del momento). Apelando a la invariancia de gauge,

1 1
A£)e+_>a1a2a3 (k’h k2§p1,p2,p3) = A(e—)e+_m1a2a3 (lﬁ, k?;pl>p2>p3) |Lcc; ) (9-5-11)



lo que conduce a

77%2)7#“(/?1) A(l,u) |
C (amp,y) ILCG
pol

k) yulkn) o (9.5.12)

Chol (amp,y) *

Pero esta relacion es valida para cualquier valor de k; que verifique las condiciones fisicas. En

particular podriamos emplear

=~ 5123
k' = PH kb = # 9.5.13
1 ) 27’LP n ) ( )

o en el orden inverso. Si se consideran tnicamente estados externos fisicos se obtiene

kb)) _ e (15, n) , (9.5.14)
Cpol g

en donde estamos aplicando las propiedades del mapeo de vectores de polarizacion en cadenas

de espinores, definido en el Capitulo 2. En consecuencia, apelando a (6.2.22) junto a estas ob-

servaciones, se concluye que es posible utilizar el gauge covariante para calcular los diagramas

con loops correspondientes a un proceso de splitting iniciado por un fotén. En el caso del limite

triple colineal, este hecho implica directamente que podemos efectuar la sustitucion
d;w(qa n) — _n,uz/ ) (9515)

dentro en los diagramas con loops presentes en las figuras 9.4 (v — ¢qv) v 9.5 (v — ¢qg).

Esta discusién puede ser generalizada para tratar funciones de splitting con mas particulas
con color, siempre que se encuentren en el estado final. Mas atin, la demostracion es vélida en

teorias de gauge cuyo grupo GG pueda ser expresado en términos de un producto directo.

5.1. Sobre las relaciones de crossing

Al comienzo de este capitulo presentamos una generalizacion de las variables de Sudakov para
parametrizar los momentos en el limite triple colineal. Volviendo a escribir la descomposicion

indicada en (9.2.4) tenemos

(k)7 n*
Zi 2n- ﬁ 7

pio= P (k) - (9.5.16)

de donde es posible derivar una relaciéon explicita entre s;; y la virtualidad de los momentos
transversales (k,)?. Contrayendo con los momentos p; y el vector n, armando un sistema de

ecuaciones para las variables (k1 )? e invirtiéndolo, se obtiene

(k1)? = swszi(zi+z—1), (9.5.17)
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con lo cual (9.5.16) se puede expresar como

0 S123 Nt

b D I3 i,
P = Pt 4 (kL) — Ay =,
(k) 0 2n- P

(9.5.18)

haciendo uso de las variables Azjl definidas en (9.3.5). Notemos que esto justifica la presencia
de Aé’g en los resultados exhibidos en esta seccion, puesto que (k1 )? es una variable natural del

problema. También podemos apreciar que
2P,p! = —3123A837 (9.5.19)

. i.0 . . . . L. . ., =
es decir que Ay; es proporcional al invariante cinematico surgido de la contraccion del vector P
con el momento de la particula i. Esta observacion resulta muy interesante puesto que permite
escribir los argumentos de todas las funciones transcendentales como productos de momentos

fisicos.

Volviendo a las relaciones de crossing, podemos intentar generalizar el procedimiento emplea-
do en el Capitulo 8 para contemplar el limite triple colineal. Supongamos que intercambiamos el
parton padre P con la particula 1. Tanto P como p; son vectores nulos, con lo cual podemos em-
plear (9.5.18) y escribir los momentos {f’, Do, pg} en términos de p;, n y vectores transversales.

En particular, contrayendo con el vector nulo n (que es transversal a (k| );) se tiene
n-pp = zZin- P, (9520)

con P = pjo3 momento del partéon padre. Entonces, usando la definiciéon de las fracciones de
momento expresada en (6.2.3) junto con el intercambio simbolico P <+ —p; tenemos que
/ Zj
Zi — Zi=——),
21
, 1
21 — 1=, (9521)
21

lo que nos indica como transforman las variables z;. Notemos que

d =1, (9.5.22)
aunque algunas de estas variables son negativas o mayores que 1.

Respecto de la transformacion de los productos escalares s;; debemos efectuar un analisis mas
riguroso. En primer lugar, intercambiar el parton padre P y la particula 1 implica cambiar un
estado off-shell con uno on-shell no masivo, y viceversa. En otras palabras, el momento asociado

a P cumple P? = s153 # 0 pero p? = 0. Utilizando el vector auxiliar n podemos definir

P = —pf+;i;n#, (9.5.23)

vy o= P, (9.5.24)
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triple colineal. Se indican los momentos de cada particula, asi como también su correspondiente

fraccién de impulso z;.

que verifican P’ = S123, P f = 0, junto con la conservaciéon de momento
3
P> =0, (9.5.25)
i=1

en el proceso completo, como se puede apreciar en la figura 9.6. La idea detras de estas definiciones
es extraer la estructura cinemética del splitting colineal y compatibilizarla con una transformacion
de crossing. De esta forma, el intercambio P <> 1 es equivalente a pasar del proceso P(P, ﬁ) —
a(p1)b(p2)c(ps) a a(P',—p1) — P(p';)b(p2)c(ps), en donde se indica explicitamente la direccion

colineal nula en cada caso. Luego, los invariantes s;; verifican

sy =2p1-p; — 20y pj=sws(rj+z—1),
S123 = P2 — Pl2 = —Z1851923, (9526)
con lo cual tenemos el conjunto completo de transformaciones. Cabe senalar que (9.5.21) y

(9.5.26) son complementarias y consistentes entre si. Concretamente, si transformamos s15 usando
(9.5.26) llegamos a

S12 — S1923 (:EQ + 29 — 1) = S13 + 8123(22 — 1) , (9.5.27)

y al aplicar (9.5.21) para invertir la relacion se tiene

z
513 —+ 8123(22 — 1) — S12 + 8123(23 — 1) — 215123 (—2—2 — 1) = S13, (9528)
1

con lo cual se prueba la consistencia del sistema propuesto. Para terminar de definir el crossing,

cabe senalar que es necesario cambiar la normalizacién global del splitting. Esto se debe a la
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presencia de un propagador entre la funcién de splitting y el elemento de matriz reducido?, que
transforma de acuerdo a
1 1 -1
P2 S123 215123

(9.5.29)

con lo que el splitting transformado debe ser multiplicado por —z;. Noétese que este factor es

igual al que aparece en el limite doble colineal, discutido en el Capitulo 8.

{ P { y 21

513

I
Pa

Py

12 + s123(23 — 1)

Fig. 9.7: Analisis de la transformacién de crossing para los procesos v — qGv y ¢ — ¢y, a nivel arbol.
Se muestra como cambian los propagadores en cada diagrama por separado. Mientras que el
diagrama a) preserva el propagador, no ocurre lo mismo con b). La presencia de un término

proporcional a sj23 en el denominador invalida el crossing en ese diagrama.

Contando con las transformaciones de crossing para el limite triple colineal, podemos explorar
sus efectos sobre las funciones de splitting a nivel arbol. Consideremos los procesos v — qgv v
q — qv7, vinculados por el intercambio P <+ 2. Usando las expresiones dadas en (9.3.7) y (9.4.3),
vemos que no es posible establecer la conexiéon entre ambos resultados. En particular, puede

apreciarse que los denominadores cambian de forma incompatible. Explicitamente, transformando

2 Ver discusion presentada en el Capitulo 6, cuando se motivaron las propiedades de factorizacion colineal.



(P(O) ) vale

Y—q1G273
N(Sij, Zz)

s13(812 + S123(23 — 1))’

(P(O) ) —

Y—q1G273

(9.5.30)

donde N(s;;, z;) denota al numerador de la funcién obtenida tras el crossing. Pero segin (9.3.7)
debe cumplirse

N/(Sij, Zz)

PO —
< > 513512

a—q17273

(9.5.31)

con lo cual nunca puede verificarse la igualdad®. Este problema puede comprenderse mejor ana-
lizando los diagramas a nivel arbol en ambos casos. Como se observa en la figura 9.7, el segundo
diagrama involucra un propagador que no cambia de la forma correcta. Esto es una consecuen-
cia directa de la presencia de particulas off-shell en el proceso. El crossing intercambia toda la
informacion asociada con cada particula, incluso su virtualidad. En consecuencia, solo cuando

s123 = 0 es posible relacionar ambos procesos.

3 Es importante apreciar que las formulas dadas en (9.3.7) y (9.4.3) estan escritas de forma simplificada, lo

cual hace que puedan aparecer algunos denominadores espurios como z; o 1 — x;.
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En este capitulo se presentan las funciones de splitting polarizadas para procesos que invo-
lucran al menos un fotén, a NLO en el acoplamiento fuerte. En primer lugar se efectiia una
detallada discusion de las técnicas de calculo empleadas, haciendo hincapié en el procedimiento
de reduccion tensorial. Luego se presentan los splittings polarizados para procesos iniciados por
fotones, v — q@v v 7 — qdg. Finalmente, se analiza el caso v — qg7y y se describen las pruebas

de consistencia efectuadas.

1. Generalidades y técnicas de calculo

El estudio de las correlaciones de espin es importante pues permite efectuar una descripciéon
completa del comportamiento de los elementos de matriz al cuadrado en el limite colineal. Cuan-
do analizamos los procesos iniciados por quarks, presentamos los nucleos de Altarelli-Parisi no
polarizados inicamente. En tal caso, la conservacion de helicidad en las interacciones vectoriales

fuerza a que las matrices de splitting sean diagonales en el espacio de espin. Concretamente,

~

s = s (Pysay.am) (10.1.1)

<S | Pq_ﬂll <Gm

con lo cual basta conocer las funciones de splitting no polarizadas. Sin embargo, cuando el parton
padre es una particula vectorial las correlaciones de espin no son triviales. En otras palabras, un
gluén permite el flujo de informacion concerniente a la helicidad de las particulas interactuantes.
Por ende, para el proceso g — qq7 es relevante calcular las proyecciones de P sobre el espacio de
espin del gluon padre. Por supuesto, una situacion analoga ocurre cuando el proceso de division
colineal es iniciado por un fotén. En tal caso, veremos que las expresiones resultantes son muy

compactas, en concordancia con el comportamiento observado en el caso no polarizado (Capitulo
9).

Desde el punto de vista computacional, la complejidad de los calculos involucrados es nota-
blemente superior a la enfrentada en el caso doble colineal. Esto se debe a la presencia de una
particula adicional, que introduce un vector independiente y 2 nuevas variables escalares. De

esta manera, no solamente se complican las dependencias funcionales sino que las expansiones



tensoriales involucran mas términos. En particular, esto conlleva a la aparicion de integrales de
Feynman con hasta 3 indices libres y 5 propagadores (boxes LCG de rango 3). Las expresiones
explicitas para tales integrales son muy extensas y, al efectuar un reemplazo naive en los calculos,
se obtienen resultados inmanejables con un ordenador estandar. En otras palabras, la estrategia
utilizada para atacar los splittings polarizados en el limite doble colineal no puede ser extendida
directamente al caso con multiples particulas. De esta forma fue necesario combinar una serie de
herramientas para llevar a cabo la reduccion tensorial a nivel splitting en vez de hacerlo en cada

integral individualmente.

La discusién que se presenta a continuacion estéd basada en Ref. (89), que constituye una

extension de Ref. (88) al caso polarizado.

1.1. Reduccién tensorial combinada

Tomemos como punto de partida las definiciones efectuadas en el Capitulo 6, en particular
la ecuacion (6.2.40). Para efectuar una adecuada expansion de P*, se requiere una base para
el espacio de todas las posibles estructuras tensoriales que pueden intervenir en su construccion.
Al considerar un proceso de n-particulas en el cual m se vuelven colineales, hay m vectores
asociados con los momentos externos y un vector tipo luz, n#, introducido para eliminar los
grados de libertad no fisicos de los gluones y describir la manera en que se llega al limite colineal.
Debido a que P*” es un tensor de rango 2 que solamente depende de {p/'}, . vy n*, ! Tuego puede

introducirse la base de estructuras tensoriales:

o= (pPm)™, (10.1.2)
= ﬁgl”(im(i) ie{l,...., A}, (10.1.3)
N Phriy a1 E AL Do}y (10.1.4)
W oiny = Dimen J€{l,...,m}, (10.1.5)
S5 as20em = Phimi jefl,....m}, (10.1.6)
ff:A1+A2+2m ﬁl;zl}+17m+1 ; (10.1.7)
en donde se estd empleando la notacion
Py = iy il (10.1.8)

! La validez de esta afirmacion se encuentra restringida configuraciones cinematicas TL. En el caso més general
(configuraciones SL), los potenciales efectos de violacion de factorizacion estricta descriptos Refs. (71; 90) podrian
introducir una dependencia no trivial en las particulas no colineales. Sin embargo, de acuerdo a lo expresado en
los mencionados trabajos, se espera que los términos que violan factorizacién modifiquen solamente la parte

divergente de las funciones de splitting.
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Py = pipy —pipy, (10.1.9)
1

A = % (10.1.10)
—1

Ay = % (10.1.11)

Y Phq = nt. En la lista previa, o es una permutacion de los pares de momentos externos (con-
templa la inclusion de elementos repetidos) y contribuye a la parte simétrica ante el intercambio
i <> v; en cambio, p es una permutacion que excluye elementos repetidos. Por otra parte, es
importante apreciar que fy es el tensor métrico Dgp-dimensional. En principio, como discutimos
en el Capitulo 4, la métrica puede elegirse libremente, definiendo en cada caso un esquema de
regularizacion diferente. Debido a que trabajamos en CDR, la opcion elegida es la que garantiza

la consistencia en los calculos.

Al motivar la definiciéon de las funciones de splitting polarizadas (ver Capitulo 6), menciona-
mos la posibilidad de cancelar ciertas contribuciones debido a que, al analizar el limite colineal,
P* debe contraerse con vectores de polarizacion fisicos asociados al parton padre. En particular,

partiendo de (6.2.36) y (6.2.37), vimos que era posible efectuar las sustituciones

pr = =Pl — .. =P, (10.1.12)
n® — 0, (10.1.13)
siempre que a estuviera asociado al partén que origina el proceso de splitting. Sin embargo,
cuando el indice a esta asociado al momento de loop ¢, estos reemplazos no pueden ser efectuados
antes de calcular las correspondientes integrales tensoriales. Esto se debe, como se explico en el
Capitulo 5, a que las técnicas de reduccion tensorial requieren proyectar sobre una base completa
del espacio de estructuras de rango 2 formadas combinando los vectores fisicos del problema y la

métrica nPsT,

Tras efectuar estas aclaraciones, describamos el procedimiento empleado para calcular los
splittings polarizados. En primer lugar, se escriben los correspondientes diagramas de Feynman
y se llevan a cabo todas las simplificaciones posibles, a nivel integrando. El préximo paso consiste

en realizar la descomposicion

O o ( / A<0><q>) iz |3#USV+Z( / A<l><q>qv) P s,
=0 q j=1 \Va

m+1

+ D ( /q A(Q)(Q)Q“) P ls, + / A®(q)g"q", (10.1.14)

j=1 a



en donde A®(q) es una funcién escalar que depende del momento del loop ¢ y S, es un operador
que implementa formalmente las cancelaciones dadas en (10.1.12) y (10.1.13). Cabe senalar que el
enfoque utilizado aqui es diferente de la reduccién de Passarino-Veltman tradicional, puesto que
no se estan tratando las integrales de Feynman de forma aislada. Por el contrario, la reduccion
tensorial se efectiia a nivel amplitud de scattering, combinando todas las integrales y tratdandolas
simultaneamente. Este método resulta més eficiente puesto que explota las simetrias asociadas
con los elementos de matriz. En concreto, al sumar las diversas integrales y sus correspondien-
tes expansiones se producen muchas cancelaciones cruzadas, con lo cual efectuar la reducciéon

considerando el splitting completo evita calcular contribuciones innecesarias.

Siguiendo con la descripcion del calculo, el proximo paso consiste en reescribir Eq. (10.1.14),
proyectando P*” sobre los v = ((m + 1)® + 1) elementos de la base tensorial. De esta forma, se

obtiene
v—1
P(;Lial...am = Z Ajf]l'tya (10115)
=0
en donde se define el vector B como
v—1
Bj = Y Af(f),, = (M- A); (10.1.16)
i=1

con la matriz cinematica (M);; = f{"(f;),,,- Esta matriz v-dimensional contiene toda la infor-
macioén cinematica relacionada con los productos escalares entre los momentos de las particulas
colineales y la métrica Dgp-dimensional. La forma explicita de M depende, obviamente, de la
base particular que se haya elegido para describir el problema. Sin embargo, si D = 4 los vec-
tores asociados a los momentos de las particulas dejan de ser linealmente independientes y M
es singular. En otras palabras, sabemos que det(M) = O(e) cuando D = 4 — 2¢. Teniendo en
cuenta la expansion realizada en Eq. (10.1.15), el problema se reduce a obtener los coeficientes
A, para todos aquellos términos que contribuyan al splitting. Por supuesto, ello requiere invertir

el sistema definido por M y calcular M 1.

Centrandonos en el caso particular del limite triple colineal, decidimos aplicar la regla de
Cramer para recuperar los coeficientes involucrados en la expansion definida por (10.1.15). Esto
se debe a que la aplicacion de los reemplazos dados en (10.1.12) y (10.1.13) posibilita ignorar
muchas contribuciones a P*, las cuales se cancelan tras la contraccion con eZ(ﬁ, n)ey(ﬁ, n). Por
otra parte, al momento de escribir la base tensorial podemos explotar la simetria p <+ v (asociada
al hecho de que estamos calculando la parte real del producto Sp(l)(Sp(O))T) junto con 1 < 2.
En particular, cuando m = 3 existe una relaciéon estrecha entre ambas propiedades. Sabiendo

que (10.1.13) implica que pfy3 — 0 (que deriva, a su vez, de P — 0), podemos escribir la base
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tensorial de acuerdo a
{u/ (nDST)MV , (10117)
Mo v
;V 2p1p1 , (10118)
5123
Hn, v VoM
o plpzsi flp2 7 (10.1.19)
Mo v
iz oP2P> ’ (10.1.20)
5123
M, v Voo
1w p1p123S:3p1p123 , (10.1.21)
Hov VoM
o pzpms;wm ’ (10.1.22)
(TN
v oP123P123 7 (10.1.23)
5123
o v Vol
v pin” t+pin 10.1.24
; — 7 (10.1.24)
o v Vool
nv pZn +p2n 10125
9 nP ’ [10:1:29)
T Voo
1 P123M 7;%23" : (10.1.26)
n
v g (10.1.27)
11 123 np2’ o
que son las posibles estructuras simétricas ante p <> vy
Hov VoM
v p1p28123plp2 ’ (10.1.28)
o, v Vot
1 p1P1238123p1p123 7 (10.1.29)
Hov VM
1 P2P1238123P2P123 ’ (10.1.30)
oV _ pVml
Qv nn pin 10.1.31
s — : (10.1.31)
KoV Vi
v byn ban 10.1.32
16 — : (10.1.32)
iu71/ péll23ny — p’stnN (10133)

nP ’



los elementos antisimétricos. Notese que elegimos normalizar los elementos para que sean canti-
dades adimensionales en todos los casos. Debido a que los espacios simétricos y antisimétricos

son ortogonales?, la matriz cineméatica M puede escribirse en la forma

Mgy 0
M = Y , (10.1.34)
0 Masym

en donde My, tiene dimension 11 x 11 mientras que Mugym €s una matriz de 7x 7. El hecho de que
M sea una matriz por bloques nos permite tratar las contribuciones simétricas y antisimétricas

de forma independiente. Ademés de ello, si computamos sus determinantes encontramos que

det(M) = det (Msym) X det (Masym) » (10.1.35)
det (Masym) = Q°, (10.1.36)
det (Mym) = —8eQ°, (10.1.37)

en donde se introdujo la funcién

3
Q = Z:cizi <£I§'Z'Z,L' — Z:cjzj> s (10138)
i=1 J#i

que resulta ser independiente de € e invariante ante reordenamientos ciclicos de las particulas

colineales. Notese que el determinante de la parte simétrica, Mgy, es explicitamente proporcional

a €, lo que se relaciona con la singularidad de M al trabajar en D = 4 con mas de tres vectores.

Tras discutir la construcciéon de la base, es necesario obtener el vector B; definido en la
ecuacion Eq. (10.1.16). Debido a (10.1.12) y (10.1.13), solamente son necesarios 4 coeficientes
de la parte simétrica y 1 que acompana a la estructura antisimétrica. Explicitamente, resulta
posible expandir las funciones de splitting polarizadas en el limite triple colineal utilizando

4

P = ) AFmp oAy (10.1.39)

a—aija2a3
j=1
que se obtiene de Eq. (10.1.15) tras ignorar los términos proporcionales a n® y piy,; este hecho
permite apreciar la ventaja de haber elegido la base que estamos empleando. Con el objetivo de
calcular Aj-ym y A*Y™ podemos realizar una implementacion de la regla de Cramer a través de

la introduccién de las matrices

ramer det M(Z,J) .

(M), = e~ PE{L4), (10.1.40)
ramer det M(127-])

(Mo )j =TT (10.1.41)

ST
!

2 Utilizamos la nocién de ortogonalidad inducida por la contraccién mediada por 775, como producto interno.
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en donde M) denota una matriz obtenida a partir de M mediante el reemplazo de la columna
i-ésima por el vector unidad canénico é;. Asf, Mscyrrfl“mer es una matriz de tamano 4 x 17 mientras

que Mag;?;ner es 1 x 17-dimensional. Cabe senalar que estos objetos nos permiten recuperar tni-
camente los coeficientes relevantes, haciendo que el procedimiento sea computacionalmente mas
eficiente comparado con la inversion completa del sistema. Ademas, las formulas Eq. (10.1.40) y
Eq. (10.1.41) se expresan en términos de la funcion 2, lo que permite escribirlas de una forma

més compacta. De esta forma, se tiene que

Aj'ym _ (Msgrl;ﬁmer'B>j JE {17,4} , (10142)
asym  __ Cramer 1
posym ( MCramer . B) 7 (10.1.43)

son las ecuaciones que conducen a la obtencion de los coeficientes buscados.

Por dltimo, es util efectuar algunos comentarios acerca del tratamiento del vector B. Debido a
que cada componente de este vector es un escalar de Lorentz, se puede simplificar el calculo de las
integrales de Feynman alli involucradas. En particular, pueden aplicarse técnicas de simplificacion
para reducir las expresiones y obtener resultados mas compactos. La estrategia consiste, llegado
este punto, en agrupar las diferentes contribuciones de acuerdo al conjunto de denominadores
irreducibles que involucren. Armando una base para cada uno, se pueden aplicar las identidades
IBP a través de alguna rutina automatizada (como FIRE (48)) y expresar el resultado en términos

de unas pocas integrales maestras (MI).

1.2.  Presentacién de resultados

Al igual que en el caso no polarizado, para presentar los resultados explotaremos fuertemente
el conocimiento de la estructura de polos de las amplitudes de splitting. Partiendo de la férmula
maestra dada en (6.2.40) y aplicando la descomposicion sugerida en (6.3.1) para el caso multiple

colineal, se obtiene

m—1
v Sl,m f iv.,v n.,v
P, = (3) (sp) (Seli, 4 spime, ) + co

— 2Re (I<1> (pl,...,pm;ﬁ)> PO (PO ) (10.1.44)

a—ai-am a—ai...am a—ai...am
siendo
s m—1 1
1) fin,ur M 0), 1) fin.,
ch—)ml...gm - (2—#26) (Sp(g—)>51...am> Sp((z—)ml;..{/ama (10145)
el remanente finito en el limite ¢ — 0. Al escribir estas expresiones debemos recordar que se

esta sumando sobre los colores y polarizaciones fisicas de las particulas colineales, pero solo



se promedia sobre los colores del parton padre. Si nos centramos en el limite triple colineal,

Eq. (10.1.39) puede ser reescrita como

a—a1a2a3

4
n.,uv ~a—a1a2a fin. puv fin. puv
pfinmy — gommazes |\ AR gy g (DR ) (10.1.46)
j=1

en donde ¢*7%1%% eg un factor de normalizacion que depende del proceso. La convencién aqui

utilizada se relaciona con el factor introducido en el Capitulo 9 de acuerdo a
o283 — (1 — )M (10.1.47)
es decir que solo difieren en un factor 2 al considerar el limite € — 0.

Por otra parte, todos los procesos estudiados en este capitulo son de la forma V' — ¢4 V3,
razon por la cual las funciones de splitting correspondientes son simétricas ante el intercambio
1 <+ 2. Ademés de eso, como mencionamos al comienzo de la seccion, los elementos de la base
tensorial tienen propiedades de simetria bien definidas bajo la acciéon del operador de intercambio

S149. Explicitamente, se tiene

Si149 (f]) = fj para j € {1,3} , (10148)
Si2 (fi2) = —fi2, (10.1.49)
Si2(f2) = fa, (10.1.50)

lo que nos permite inferir el comportamiento de los coeficientes asociados en la expansion
(10.1.46). Mas atun, al momento de presentar los resultados podemos ignorar Ail)ﬁn’ puesto
que es posible recuperar el término correspondiente aplicando el operador de simetria S;o a
Agl)ﬁn'). Es 1til senalar que, sin embargo, al llevar a cabo los célculos explicitos no se efectud
ninguna presuncion acerca de la simetria de los resultados, de forma tal de poder utilizar este

conocimiento como test de consistencia al finalizar el calculo.

El dltimo paso en la organizacion de los resultados consiste en clasificar los distintos términos
involucrados de acuerdo a su peso transcendental, como se hizo en el capitulo precedente. De
esta forma, imponiendo ademas los criterios de simetria, es posible expresar los coeficientes A;

de acuerdo a

AR ch@ + (14 2) para j € {1,3}, (10.1.51)
=0
2 .

AP = N el (10.1.52)
1=0

2
Aél)ﬁn' _ Zcél) _ (1 o 2)’ (10.1.53)
1=0
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en donde C](.i) solo incluye funciones de peso transcendental i.

2. Procesos iniciados por fotones

En esta seccion presentamos los resultados correspondientes a los procesos que son iniciados
por fotones. A diferencia del camino seguido en el caso no polarizado, comenzamos analizando
la estructura de los splittings mas sencillos para luego considerar el caso iniciado por gluones.

Analizamos primero v — qgvy (m = 1) y luego v — qgqg (m = 2).

Tras la presentacion de las correcciones NLO, se realiza una discusion genérica sobre la es-
tructura de los resultados. En particular, hacemos hincapié en las dependencias funcionales y

establecemos un nexo con las observaciones efectuadas en el Capitulo 9.

2.1. v —qqy

Comencemos con el proceso v — ¢qg¢7v. La correspondiente funcién de splitting polarizada a

nivel arbol puede escribirse como
0),uv u ~
P s = €49:CaP" <p1,pz,p3; P) : (10.2.1)

en donde hemos introducido una funciéon puramente cinematica dada por

~ 1 ~UV ~jv
P (pl,pz,ps; P) = — (" (ex1(1 — 23) — (1 — 21)?) + 2(e — )] + 2ept)
142

+ 142). (10.2.2)

Notese que esta expresion es totalmente simétrica frente al intercambio 1 <+ 2, y que solamente
involucra elementos simétricos de la base tensorial. Por otro lado, es 1util senalar que P*” describe
completamente los procesos de splitting polarizados con fotones a LO. Esto es una consecuencia

de la factorizacion de las estructuras de color en tales procesos.

Pasemos ahora a las correcciones a NLO. En primer lugar, el factor de normalizacion viene

dado por
O = Caeggeds (10.2.3)

y los términos puramente racionales son

80}:‘(1 — 1’1)2 1 OF(l — 1’1)

¢ =
T1X2 X

: (10.2.4)



5 = +
(1 —21)z122(1 — 23) 1T
L Cr(B =)z — (@2 + 1) 7 (10.2.5)
(1 — $1)£L‘1172
co _ACp(zy(z2+1) - 1) 20k 7 (10.2.6)
r129(1 — x3) 1—x
2
2
Céo) _ QCF (331372 -+ 333) . CF : (1027)
(1 — ZL‘l)(l — .3132)1'2(1 — .733) .1'2(1 — .3133)
mientras que
—-1) /1 -2 2251
v~ Crlaa—1) (log(w)(ws —2rs)  2aslog(s)\ (10.2.8)
) 1—x 1 — a3
C(l) _ CF(l — 1'2)2(—21'1 + o + 2) 10g<l'1) 4 CF(2I'3 — IL‘l) 10g<1'2)
2 (1 — xq)2x123 229
— 19)? (2(1 — 1 —x3)?
N 2CF log(xs) (1 — xq)” (2( x;)§1x2+( 3)°) +2(z,—2) ), (10.2.9)
(1 —3)° L1L5
o _ 2CF log(w1) (= (w1 + 1)a5 — za(2179 + 223) + (1 — 21) (w9 + 223)) (10.2.10)
3 (v — 1)22,23
L ACk (2= 1) + :21(1 = Ozz) + 23) log(ws) (10.2.11)
r1r5(1l — x3)?
Cél) _ 20§ (w1 = 2)wg +2(1 — 21)?) log(z1)  4Cp log(;) 7 (10.2.12)
(]_ — Il)Ql'll'g x2<1 - IL‘3)2
corresponden a las contribuciones de peso 1.
Finalmente, para los términos de peso 2 tenemos
1— 21— 5 -2 2
c? = —20pF ( St S L e S 2) , (10.2.13)
T5 Ta 1 L1T2
2 — )2 242 — 1)+ (1 — x9)?
co 2CpF (275 +3(1 x2)?)  2CpF, (221 + xl(g% )+ (1 —x2)%) (10.2.14)
T125 L1T2
_ 2 _
co _ACpF ((1 3@) 1) ’ (10.2.15)
X1y
c® _40F_F;9:3, (10.2.16)
1’11‘2

en donde

Fi = R(w,w3), (10.2.17)
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utilizando la funcion R definida en Eq. (9.3.26). Notese que la expansion en diagramas de Feyn-
man de este proceso involucra burbujas y tridngulos, los cuales pueden originar términos propor-
cionales a log?(z;). Sin embargo, tales contribuciones se cancelan con las presentes en los boxes
escalares y las originadas en los términos de sustraccion, a través de 1M (py, pa, ps; ﬁ), asi, las

contribuciones remanentes de peso 2 admiten ser expresadas empleando Gnicamente R.

2.2, v —=qqgq

El siguiente proceso es v — qgg, que incluye tres partones de QCD. En este caso, la estructura
de color presenta complicaciones pero ain se mantiene al mismo nivel de complejidad que en el
caso de los procesos doble colineales en QCD pura. Por otro lado, como los tres partones con
carga de color se encuentran en el estado final y estan en su capa de masa, se espera que la
funcién de splitting asociada pueda ser expresada de una forma compacta. Comenzando con la

presentacion de resultados, el splitting polarizado a nivel drbol viene dado por

P = €2g2g3CACH P™ (pl,pz,pg;ﬁ>- (10.2.18)

Y—414293

Al tratar las correcciones NLO, tenemos que el factor de normalizacion es
ady 2 2 4
¢ = CaCre,g.9s - (10.2.19)

Por su parte, los términos racionales vienen dados por

(1 —21)(Cr—Cy)  8Cp(1 —x1)?

0 _
O = . e (10.2.20)
o0 _ (Ca—=2Cr)((af —Vas+ (1 —21)* + (1 = 73)*(w2 + 1))

2 (1 — z1)z122(21 + 22)

4 (Cr = CA)(B —za)as — mi(wp +1)) | 160k , (10.2.21)
(1 — .1'1)1'1%2 T1T2
e — 2(Ca = 2Cp)(ma(z2 +1) = 1) 20k ’ (10.2.22)
T172(71 + T2) L=z

Céo) _ _Q(CF —Chy) _ 2CF (2122 + x%) (10.2.23)

zo(1 — x3) (1 —21)(1 — 29)w2(1 —23)
mientras que
Ca(za — 1)((1 — z3)log(x1) + x3log(xs))
xo(1 — x3)

L COrlwa—1) (log(fcl)(xz —2wy) 2wy 10g(553)) 7 (10.2.24)

eV =

i) 1-%’1 1—LU3



e o (Ca —2CF) log(x3) ((1 — x9)% (2(1 — w1) w19 + (1 — 13)?)
? (1 —3)2 z35
(1 — 1‘2)2 10g(1'1)((1 — I’l)(QCF — OA) + CFJIQ)
(1 — z1)%x123

log(xg)(C’F(2$3 — 1'1) — CA(l — ZL’Q))

+ 2y — 2))

- 7 (10.2.25)
o _ 204 =2Cp) (at(ws — 1) + 21(1 = 62y) + 2u5) log(wy)  2Cawglog(w)
3 2123(1 — a3)? (1 — a1)z123
2 _ —
2Ck log(z1) (243 152(22551902 z3)) 7 (10.2.26)
(1 —x1)%x125
Wo_ 204 20F(2(1 — 21)z3 — 3122
Cs og(1) ((1 — T1)Ts (1 —21)%m129
_ 2(2Cp — C4)log(xs) ’ (10.2.27)

ZEQ(]_ — IL‘3)2
son las correcciones de peso 1. Las contribuciones de peso transcendental 2 estan dadas por

Fi(Ca —2CF) (23222 — 1) + 21 (2(1 —29)? = 1) + 29 (1 — 21 + (1 — 22)?))

C(2) _
' 123
1 — 2
- Ghloan) (10.2.28)
1T
C§2) = Fi(Cy—2CF) ( x33 + (1= s) ﬁl(@ 7s) + )
13 T1T3 T1T2
2 1 2C
+ fg(CA—ch)( 3 4 )— 473 (10.2.29)
TiT2  T1T2 T1T2
2 —9 — (1 - 2p)?
cp - Al - Qo)) (10.2.30)
T1T9
2 -2
¢ = mlCa—20r) (10.2.31)

en donde utilizamos las mismas funciones transcendentales introducidas en la escritura de v —
qq, junto con

F3 = R(z1,22), (10.2.32)

que es la ultima funciéon R disponible en la expansion de las integrales de box escalares sin

denominadores LCG, compatible con la simetria del problema.

Debido a que los procesos v — q@v v v — qdg comparten algunos diagramas de Feynman

en sus correspondientes expansiones perturbativas, existe la posibilidad de relacionar ciertos
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términos involucrados en sus correcciones a NLO. Esto constituye un chequeo de consistencia de

nuestros resultados, debido a que los calculos para cada proceso fueron implementados de forma
independiente (utilizando codigos distintos). De forma explicita, tenemos la relacion

2 2

€9

P = (P

Y—q1G273 CF92 Y—q1G4293 ‘CA—>0> )
S

(10.2.33)

que es equivalente a cancelar todos los diagramas con interacciones no Abelianas presentes en v —
qqqg vy corregir el factor global de normalizaciéon. Efectivamente, los resultados aqui presentados
verifican (10.2.33).

2.3. Comentarios sobre la estructura de los resultados

Es interesante observar que los coeficientes CJ@ requeridos en la expansion de las funciones de
splitting polarizadas son independientes de las fracciones de momento longitudinal z;. Esto ocurre

(1) fin.,puv (1) fin.,uv
PW—NJUEW:; como con PW—NJU?QQ:;'

podia apreciarse una dependencia no trivial en tales variables. Concretamente, para v — qqvy

tanto para Sin embargo, al computar los splittings no polarizados,

obtuvimos
p) fin. ~ CpCa 4 4 5 0.4 L4 oA
< 7—>q1«1273> = 5 €49 9s + 0 og(xl)—i— 2 og(xg)
+ CPAIR (21, 23) + (14 2)} , (10.2.34)
con

2-2 1 1
CON = (2125 — 2122 — AGIAGS) ( nilret ) )

ZElIQ(l — ZE3) B 1-— X1

B QZlA(l):? ((IQ -+ 1)(1 — $2)2 T3 — X1T2 (3 — IQ).IQ — Il(l’g + 1) I 8)

T1T9 (1 —LCl)(l —.’,U3> 1 — X3 2(1 —.’]71)
8(1 — 21—
_ 8= lom (10.2.35)
T1T2 T
C’(l’A) _ T1Ty — 2129 — Aé:%é;g To + 213 _ T1Ty + 215 _ 14 24 B 29(223 — CUQ)A(%:g
! (1—x1)xy x3 (1—x)z 1—m 123
1—29)221(2(1 — 21) + 29) ALY 1— -2
B ( 2) 1( ( 1)2 2) 0,1 i ( 96’2)(332 1753)7 (10‘2‘3&
(1 — x1)%x123 (1 —x)zo

2
C(l A) 2 <2$1(22 —1 - A(Q):g(.l?llg + 1)) — (A?:g) — 2.232(2’1 + 229 — 3)(23’1.T2 + 22’3) — ,1’223)
2 B 23(1 — x3)?

2 (23 (221(22 — 3) + (420 — 13) 25 + 7) + 223)
r122(1 — x3)?




2(2x129 + (21 — 15)21 + 7)

_ 0 , (10.2.37)
T
AN (24 — 2
TG ) , (10.2.38)

T1T2

mientras que

~ (1) fin. (2Cr — Ca)g3 , A1) fin. C3Cr 1.B
<P’§/4)>q16293> TQQS@QmMJ + A2 €29295 [C(O’B) + OB log(a)
qJe
+ (P o R (@1, 22) + (1 2)] : (10.2.39)
con
0(073) . 16 — 71‘2 - 22122 + (1 - 21)2 - 1522 _ Z% _ 82% + (1 - 21)2
T (1 — .Tl)SL'Q T1T2
2z1(1 — — 1—2)%— 1
2l —nl-zn) — @+ Da (10.2.40)
(1 — $1)I‘1
OB _ 2o(wo(dx121 + 21 — 1) + 22321) + 2o(21 (22 — 1)21 + 72 — 3) — 222+ 3)
(.131 — 1)21‘11’2
n 31’22 + 51’2(22 — 1) + 3222 — 422 +1 _ (1 — .172)2212 (10241>

T1T9 (]_ — .T1)2[E1I2 ’
corresponde a las correcciones NLO al niicleo AP no polarizado para el proceso v — ¢gg.> Como
consecuencia de la relacion (6.2.41), las funciones no polarizadas se obtienen multiplicando los
coeficientes C; por el resultado de contraer las estructuras tensoriales asociadas con el tensor de

polarizaciéon del partén padre, d,w(ﬁ, n). Explicitamente, como vale

d (P,0)f1 = —2(1—¢), (10.2.42)
du(P,n) f5 = 221407, (10.2.43)
A (P,0) fi¥ = a1m9 — 2120 — AGUAYY, (10.2.44)
du(P,0)fly = 0, (10.2.45)

luego es posible escribir los splittings no polarizados como
2

<p(l)ﬁn. ) = N N@Va Z [(_2) cf") + (—2z1Aéjg)C§i)

Y—q1q2V3
=0

3 Si bien estos resultados fueron presentados en el Capitulo 9, decidimos expresarlos de una forma més compacta
en esta seccion con el objetivo de exhibir explicitamente las diferencias con el caso polarizado.
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+ (112 — m12 — AYIAZD CP 4 (1 4 2)] , (10.2.46)

lo que justifica no solamente la aparicién de términos proporcionales a z;, sino también de las fun-
. i,0 . . . . C e
ciones Ay ;. Notese que Cs no contribuye debido a que es proporcional a fl5, que es antisimétrica

ante el intercambio de indices p <> v.

De esta forma podemos apreciar que la dependencia en z; asociada a los splittings iniciados
por fotones se debe exclusivamente a la descripcion de los vectores de polarizacion del partéon
padre, que involucra al vector de referencia n. Las amplitudes amputadas que se requieren para
obtener las correcciones a P*” son independientes de n, apelando a la invariancia de gauge de los
procesos iniciados por singletes de color. Como explicamos en el Capitulo 9, esta propiedad nos
permite cancelar todas las contribuciones proporcionales a integrales con denominadores LCG.
Mas atin, podemos generalizar este argumento y afirmar que los coeficientes C](-i) que intervienen
en la expansion de los splittings polarizados asociados a v — a; ... a,, son independientes de z;

y nP.

3. g — qq7: caso polarizado

Finalmente, estamos en condiciones de describir el proceso de splitting iniciado por gluones
g — qqv. En el contexto de la factorizacion colineal, esta funcion de splitting es requerida para
caracterizar procesos de scattering que pueden cortarse a través de un gluén. Por ende, no es
posible remover todas las integrales que dependen de n, ya que la carga de color asociada al

parton padre no permite cambiar el gauge al computar las correcciones virtuales al proceso.

A nivel arbol, la funcién de splitting polarizada viene dada por

(0),uv eggzgg v ~
Pgﬁ;h(b“/s = T P <p17p27p3; P> . (1031)
Respecto de las correcciones NLO, se tiene que el factor de normalizacion es
2.2 4
_ e
I _qg;gs . (10.3.2)

Por otra parte, recordando la forma del factor de insercion I 1) dada en Eq. (9.3.66), puede apre-
ciarse que la expansion del contratérmino de sustraccion de divergencias involucra la presencia
de logj(zi) (1,7 = 1,2). Esto implica, a su vez, que es posible que los coeficientes CJ(-Z) exhiban

alguna dependencia en z;.
Continuando con la presentaciéon de resultados, los términos puramente racionales son

2(1 = m)*(36Ck +5N; = 38C4) | Cp(l— 1)

c _
1 9.’13'11’2 T

: (10.3.3)




C(o) _ 4(360}7 + 5Nf — 380,4) B (CA — QCF) ((l’% — 1) To + (1 — .’1;'1)2 + (1 — :1:2)2(:1;2 + 1))
2 97179 (1 —xz)z22(1 — 23)
CF((3 — 33‘2)$2 — .1'1(%’2 -+ 1))
+ e , (10.3.4)
O — 2(Ca — i?;j((fl_@;g;r H-1 Q(Cer__$1CF) ’ (10.3.5)
0 2(0,4 — CF) (33'11’2 + 33%) _ 2CF
G o= (1 —21)(1 —x9)xo(1 —23)  @9(1 —23)" (10.3.6)
mientras que
o — Calwa = D((1 = 23)log(x:) + 25 log(2s))
1 Ig(l — .Ig)
+ CF(wsz— 1) <log(x11)(_wzl— 203) Qxi 13%96(‘:3)) | (10.3.7)
@ _ (Ca—2Cp)log(xs) (1 —x2)* (2(1 — xy)xy20 + (1 — 23)?)
o = G #2e-2)
(1 — 29)%log(z1)((1 — 21)(2Cr — Cn) + 22(Cp — Ca))
+ (1 — xy)2x123
N log(z9)(Cr (23 ;2?) — Cx(1 —x9)) ’ (10.3.8)
o log(z1) ((2CF — Ca) (1 — 1) (2 + 223) — (1 + 1)23) — 2Crxo(T129 + 223))
3 (v — 1)2x123
B 2(Cy —2CF) (23(xg — 1) + 21(1 — 622) + 229) log(x3) (103.9)
r123(1 — 13)? ’ s
C(l) _ log(x >(2CF — CA) ((1‘1 — 2)1’2 + 2(1 — $1)2) + CA(2$1IL’2 + 3:3)
5 ! (1 —zq)2%21229
_ 22Cr — Ca)log(zy) (10.3.10)

552(1 — .’13‘3)2

son las contribuciones de peso 1. Estos coeficientes son independientes de z; puesto que toda
I(l) P(O)vl“’

9—49qy © 9—qqv
sustraccion). La situacion se torna diferente al analizar los términos de peso 2, que resultan no-

la dependencia racional y logaritmica es absorbida en el factor (contratérmino de
tablemente méas complicados que lo involucrados en los splittings anteriores. En consecuencia,
fue necesario adoptar un procedimiento de simplificacion mas sofisticado. El primer paso consis-

ti6 en definir una base de funciones optimizada para reducir la complejidad de los coeficientes
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involucrados. Tal base viene dada por

23 Ag l—2z
Fl = 2L12 (—-) — 2L12 (Zl) — 2L12 — 1 : + 210g([l§'1> log ( )

21 — 2 &%)
2
+ log*(1 — z1) +log®(2z) + 5+ (1+2), (10.3.11)
1 11—z
Fy = 3 log(z1) log(z2) + log(z1) log <m)
+ log(1l — z1)log(z122) + (1 < 2), (10.3.12)
1—
Fs = log(1 — z)log(z122) + log?(1 — 21) — log (%) log ( . 22) , (10.3.13)
2 1
Fi = Filioe, (10.3.14)
2
f5 = E - R(ZL’l, 5(,’3) - 2L12 (1 - 5(73) s (10315)
Fo = Fslieo (10.3.16)
2
Fr = o Liy (1 — z3) | (10.3.17)
1_ ALO
Fs = 2R <x1, Zl) + 2Li, (— ol ) — 2Ly (1 — 2)
Z9 1-— 21
1—
+ log? < - Zl) — 2log?(z) + (1 < 2), (10.3.18)
1

mientras que los coeficientes asociados son

(2) CA.Fl (2(1 — 3?1)2 — 1) T3 ((2 — 21)22 + (1 — 2’1)2) — J??)’(l — 21) — 2’2(222 + 2’3)
412 2210071405
2 2 2 2
2+ x1(21 — 22) + 23 CuFs (x3(1 —2z1)z3 — (1 — x3)23
+ — z3(23 — 221 + 2%
Aé:?Ag:g Z3A(1):(1) 2x1(1 — x3) 3(23 1 2)
(=) (@f — w3+ 21) + a3 (e — (1= 2)* + 25) N 23 (2w323 — 3(1 — 29)23 + 222)
21’2(1 — 1'3) 2%2(1 — 563)
1— 25 F6(Ca —20F) (23 — 222(1 — 29) + 21 (223 — 59 + 2) + (1 — 29) )
+ 2 B x2x
142
2F7(Cy —2CF) (23(3x129 — 11 — Twy + 1) + 22129 (2125 + 1))
+ 2.2
LTy
Ca(l — 1) F,
;. Gall—a) s (10.3.19)

21’1332



Q Q[L’lilfg

CaFr [ 223005 ((21 = D)za + (22 — D)z + 1) 4 Gala
21129

(m% (1= 22)% — 23 — 220)

(232 — a:leAg:g + 2223) (1 (22 + 22) — 22)

1,0
A0,1

+ x222(x2<222 + Z3) + 21— 1)

21 (22 (71(22 = 2) + 225 =322+ 2) — (1 — 2)(1 — 22) — x%zg))

Q
221 — 29)2 + 21 (1 — 22) (32120 — 23) + 22 (27 + 21 (22 4+ 20 — 2) + (1 — 29)?)
19

(2120 — 22(1 — 21)) (Z3(wa + 21 — 1) + (1 — o) (1 — 21) 22 + @2 (1 — 21)?)

1,0

CaFs (22 (1=21)? = (21 + 1)2z) — w0 (22(20+ 1) — 21 (22 + 20+ 2) + 225 + 22 + 1)
T

2(1 — z)23 (2220 — 21(1 — 2))

T123

+21(z + 1)(22 +2) — (1 — 22) (2 - z%))

Q

129 T1z3

CaF, ((1 — 29) (22 — Aé:?)(%(l — 29) — 23) B 2(1 — z9)25(x1 (22 — 1) + @929)

22(21 + 2 — xo(1 — 21))
T

(I—21) (2= 254+ 22) + (1 — 22)* +2) 20 —

(1 —21)2((x2 —2)z1 + 1) + (2 — 2)(1 — 21)% — (222 + 1)23)

./_"5<CA — 2CF) (23?2 — 3!17% — 1) _ .FG(CA — 2CF) (Z’% + x%)
3 3

X1y T1T2
2F7(Cy —2C 2 (422 — 2 1 202 CyF:
7(Ca — 2CF) (z] (3$§ nt )tz | Cafs (10.3.20)
TITy L1X2
CyF
AL ((1 — 21)21(222 — 1111’2) — 1'12’2(22 — 22’1) + (1 — 21)2(21‘122 — T + 1)
9331.272

1 C s F- 2,2 1-— 1—2xy — — 1) — 222
P21 = 2y)m — 1) = Gaf2 (212 (1= 21)(22(1 = 229 — 1) — 21 + 1) — 223
2 Q T1T2 1

(1 — 21)(wo(1 — 21) — 2122)? CaFz (2(1 — 29)29 (23(1 — 22)% — 2323)
1711‘2([)’)1 + z1 — ].) B 2<1 B Zl)Zl) B Q (

23z —2) (L —21)? +220) + 225 (B — (L —2))) — (sl + 2+ Df + (L —21)° + 23
T1T2

T1T223
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21(1 = 2)((1 — )20 — 21 +3) — (1 — 22)%((w1 + 2) 20 + 1) + 222(229 — 1)

+
X2

- —aa(1— 1)) (A—32)zn — 1

(= z) (12 516%( %)) +(( 21)21 )22—2(1—z1)zl+2(1—z2)22>
.IlIQAO:l L122

2F5(Cy — 2C — (1 —2)?)  AF(Ca—2CF) (1—

4 MelCaz20n) (@ = (1=a0)?) | 4F(Ca— F>< w1+x2_2>7 (10.3.21)
17y 1175 T2

@ _ CaFr CaFy [ = n (1—21)*+ (1 —2)?
a:QA(Q):g T1T2 Ag:g 23
Q(CA — 20F)<.F5.T3 — 2?7(1 - Il))

- . 10.3.22
" ( )

Puede apreciarse que estas contribuciones involucran una dependencia explicita en z; y Aé’g, no
solamente en los coeficientes racionales, sino también en la definicion de los elementos de la base
de funciones transcendentales. Esto es una consecuencia de la presencia de integrales de Feynman
tipo LCG, que se relacionan con la presencia de interacciones no Abelianas con el gluon inicial. De
hecho, es facil apreciar que la dependencia en z; esta relacionada a contribuciones proporcionales
aC A-

3.1. Verificacion de los resultados

Debido a que los célculos efectuados son puramente analiticos, es muy importante la imple-
mentacion de rutinas de control para evitar errores. Al igual que para las funciones de splitting
no polarizadas, el primer test consistié en comparar la estructura de divergencias infrarrojas con
el comportamiento predicho por la formula de Catani (ver Eq. (6.3.6)). Por supuesto, en todos

P(l) fin.,pv

los casos se encontrd que Ppsq,45a5 €ra finito en el limite e — 0, lo que indica que los polos IR/ UV

fueron sustraidos completamente.

También se corroboré la simetria de los resultados ante el intercambio 1 <+ 2. Es importante
recordar que, en ningin punto de la implementacién de los calculos, se hizo alguna presunciéon
sobre la simetria. Por ende, esta verificacion constituye un test genuino de las expresiones mos-

tradas en este trabajo.

Por otra parte, se estudio el limite Abeliano mencionado anteriormente. Como se puede
apreciar en las figuras 9.4 y 9.3, existen diagramas que son formalmente iguales cuando se remueve

la estructura de color. Concretamente, tomando el limite C'4, Ny — 0, se obtiene la relacion

2.2
P“V . . 2C’A€¢].ge PMV ~ ‘
Y—q1G273 T 2 97023 1Cp—0,N;—0 )

10.3.23
e ( )



que fue verificada con éxito. Cabe senalar que debe establecerse Ny — 0 para eliminar la contri-
bucién de autoenergia del gluén, puesto que estamos ignorando correcciones de orden superior
en g. y, por ende, no se contemplan las correcciones de autoenergia para el fotén inicial.

(1) fin.,pv
Py aay

dw(ﬁ, n) para recuperar las correcciones NLO asociadas al nicleo de Altarelli-Parisi no polari-

Para concluir esta discusion debemos destacar que efectuamos la contraccion de con
zado. Las expresiones mostradas en esta secciéon son consistentes con los resultados mostrados

en el Capitulo 9.

3.2. Verificacion de integrales involucradas

La formula de Catani predice la estructura de polos de amplitudes virtuales y funciones de
splitting a 1-loop?*, aunque es posible extraer atin més informacion. De hecho puede apreciarse
que el polo doble es proporcional a funciones racionales y el polo simple involucra funciones de
peso 1 como maximo. En otras palabras, el peso transcendental de las funciones que multiplican
al polo €' en I es como maximo 2 — I. Por lo tanto podemos utilizar esta informacién para

establecer un chequeo de las integrales de Feynman involucradas.

Como se puede apreciar en la lista presentada en el Apéndice A, hay integrales que no son
conocidas a todo orden en €. Los polos pueden ser calculados mas facilmente que las contribu-
ciones finitas, pues son originados por las regiones divergentes del integrando. Por otra parte,
los términos de orden € de las integrales triangulares y boxes con denominadores LCG incluyen
funciones de peso transcendental 2. La idea del test implementado consiste en incluir marcadores
(flags) en la expansion de dichas integrales y luego forzar la cancelacion de las divergencias infra-
rrojas en el splitting polarizado g — qg7. Esto se debe a que al calcular los coeficientes Agl)ﬁn',
es necesario multiplicar por la matriz M ™™ cuyos elementos tienen polos simples en e. Por lo
tanto, como resultado de esa operacion, las partes finitas de las integrales (de peso 2) podrian

contribuir a la estructura de polos IR, multiplicando a e *.

El proceso de splitting ¢ — ¢gv involucra la integral de box LCG sin masas dada por

-, d’q 1
Iy = / 21)% 2(q — p2)2(q — p3)2(q — pr2a)2 (- q) (10.3.24)

cuya expansion es conocida hasta orden €”. Luego, podemos efectuar una expansion genérica en

potencias de €, obteniendo

— 133 —i0\ ¢ (By B
Is = crgt (%) (—20 + 24 Bz> : (10.3.25)
1 € €

4 Existen generalizaciones de esta férmula para 6rdenes superiores, aunque esto se aparta del topico central del

trabajo aqui considerado. Para méas informacion, se sugiere consultar Refs. (18; 91; 92).
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en donde By solo contiene funciones racionales y B; incluye funciones de peso transcendental 1.
El proximo paso consistio en reemplazar By y By por sus valores correspondientes, y colocar flags

acompanando a las contribuciones finitas de las restantes integrales. Tras sustraer las divergencias
[(1)

9—q14273
final, se obtiene la siguiente ecuacién

incluidas en la definicion de y forzar la cancelacion de los polos simples en el resultado

1 [By + Sis2 (B
1B, + 1;2( 2)+D(:ci,zl-) ~ 0, (10.3.26)
€

en donde D(x;, z;) es una combinacion racional de funciones transcendentales de peso 2. Mas
aun, como podemos identificar cuél es la integral que contribuye a cada término en la expansion
de D(x;, 2z;), es posible escribir dicha funcién en términos de integrales de Feynman con menos
propagadores (tridngulos y burbujas). De esta forma, Eq. (10.3.26) admite dos usos diferentes.
Por un lado, podemos reemplazar la expresion conocida para By y verificar que la estructura de
divergencias es compatible con la férmula de Catani. Pero por otro, es interesante la posibilidad de
utilizar esta formula para calcular la parte simétrica de Bs, asumiendo que el splitting polarizado
fue correctamente calculado. En otras palabras, este procedimiento constituye una verificacién
cruzada (cross-check) de los splittings y las integrales de Feynman empleadas que podria permitir

imponer restricciones en la parte finita de ciertas integrales, recursivamente.






11. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

En este trabajo discutimos detalladamente el comportamiento singular de las amplitudes
de scattering en la teoria QCD+QED en el limite colineal. Nos centramos en el calculo de las
denominadas funciones de splitting, las cuales son factores universales que controlan la estructura
divergente de las amplitudes, en ciertas configuraciones cinematicas generales (esto es, la region
TL con s;; > 0 para cualquier ¢,j € C). En particular, se analizaron las funciones de splitting
que involucran hasta tres partones simultaneamente colineales, a NLO en el contexto de QCD
perturbativa. Sin embargo, para llegar a esos resultados fue imprescindible realizar un anélisis

segmentado del problema original.

Por lo discutido en el Capitulo 3, el calculo de correcciones perturbativas en QCD conlleva la
presencia de divergencias. Consecuentemente, los métodos de regularizacion son fundamentales
para dotar de sentido a las expresiones obtenidas formalmente. Especificamente, en este trabajo
nos centramos en la regularizacion dimensional o DREG. La idea central del método consiste en
extender la dimensionalidad del espacio-tiempo, realizando una prolongacién analitica de los re-
sultados para Dgr genérica. Sin embargo, la aplicacion de DREG permite ciertas arbitrariedades,
como por ejemplo el tratamiento del dlgebra de Dirac o los grados de libertad de las particulas
escalares. La eleccion de un conjunto de pardmetros dados define un esquema de regularizacion.
En el Capitulo 4 estudiamos en detalle las diversas definiciones posibles, haciendo hincapié en

los parametros involucrados y su interpretacion fisica.

El préximo paso consistié en comprender las herramientas de calculo estandar para lidiar con
integrales de Feynman a 1-loop. Este topico, desarrollado en el Capitulo 5, involucra el estudio de
identidades puramente algebraicas, conocidas como identidades de integraciéon por partes o IBPs.
Dichas relaciones permiten transformar el conjunto original de integrales en uno més pequeno,

cuyos elementos se conocen como master integrals o MIs.

Sin embargo, la obtencién de expresiones analiticas para las MIs requiere emplear otras téc-
nicas. Las méas tradicionales son la representaciéon a y la parametrizacion de Feynman. Si bien
ambas se encuentran vinculadas a través de un cambio de variables, la parametrizacion de Feyn-
man resulta particularmente adecuada para tratar integrales con denominadores cuadraticos de

forma estandarizada. Por su parte, los pardmetros de Schwinger son ttiles con mas generalidad y



permiten obtener la estructura de polos, aplicando un procedimiento de sustracciéon y posterior
expansion en €. Una alternativa mas moderna es el conocido como método de ecuaciones dife-
renciales. El mismo consiste en emplear operadores diferenciales, junto con IBPs, para armar un
sistema de ecuaciones diferenciales en las variables escalares externas. Sin embargo, debe senalar-
se que la determinacién de la condicién de contorno del mencionado sistema debe ser efectuada

empleando otro método.

Por otro lado, en este trabajo también fue necesario resolver integrales tensoriales, esto es,
aquellas con indices de Lorentz que no se encuentran contraidos. La técnica de reduccion de
Passarino-Veltman fue suficiente para nuestros propositos iniciales, aunque en el célculo de las

P(l)v/»“/

funciones de splitting polarizadas P,254,4,05 fue necesario apelar a una variante més sofisticada.

Tras contar con todas las integrales de Feynman necesarias procedimos a estudiar las funcio-
nes de splitting a NLO. Primero, llevamos a cabo un exhaustivo analisis del comportamiento de
las mismas ante cambios de esquema, en el caso doble colineal. Como mostramos en el Capitulo
7 a través del estudio del proceso ¢ — gq a NLO, los grados de libertad asociados a las polari-
zaciones e-dimensionales pueden ser absorbidos mediante la introduccién de particulas escalares,
los gluones escalares. De este modo, computando diagramas que involucren gluones escalares se
puede obtener la diferencia entre los resultados en los esquemas HV y FDH, o bien entre CDR
y HV. Es importante recordar que estas contribuciones son racionales (en el caso doble colineal)
y finitas, lo cual estd en completo acuerdo con la prediccion efectuada por la férmula de Catani
(ver Eq. (6.3.6), para el caso m = 2). Ademés, cabe senalar que calcular diagramas con particu-
las escalares es computacionalmente més sencillo que hacerlo cuando hay particulas vectoriales,

debido a la transferencia de informacion de espin.

Por completitud, en el Capitulo 8 se presentan los resultados correspondientes a todas las
funciones de splitting doble en QCD+QED, a NLO en el acoplamiento fuerte. Las expresiones
encontradas, a nivel amplitud y para los nicleos de Altarelli-Parisi (polarizados y no polarizados),
concuerdan con las disponibles en la literatura cuando elegimos los esquemas convencionales. Al
dejar como parametro libre el nimero de grados de libertad fermidnicos, fue posible explorar el
comportamiento de los splittings en el esquema TSC. De esta manera, se efecttio una extension
a NLO del analisis presentado en Ref. (33). A raiz de este estudio, se concluydé que el esquema
TSC permite preservar las identidades de Ward supersimétricas, al mismo tiempo que extiende

todos los objetos intervinientes a Dgt = 4 — 2¢ dimensiones.

En la ultima parte del trabajo se estudiaron las funciones de splitting triple colineal para
procesos que involucran al menos un fotén, a NLO en el acoplamiento fuerte. En el Capitulo
9 nos centramos en el estudio de los procesos no polarizados, mientras que en el Capitulo 10

se mantuvieron las correlaciones de espin en los procesos iniciados por particulas vectoriales



11. Conclusiones y perspectivas 249

(tanto fotones como gluones). Para esto ultimo fue necesario adoptar una variante del método
de Passarino-Veltman, combinada con las identidades IBPs, al nivel de las funciones de splitting
completas. De esta forma, muchas cancelaciones entre diversas contribuciones ocurren antes de
efectuar el reemplazo de las integrales tensoriales, lo cual se traduce en una significativa mejora

del rendimiento computacional de la implementacion realizada.

Mas alld de presentar los resultados explicitos, se presté especial atencion a la implemen-
tacion de chequeos de consistencia y se efectué un analisis de la estructura de las expresiones
obtenidas. Apelando a la férmula de Catani, se verificaron los términos divergentes de todas las
funciones de splitting y se encontré un acuerdo completo con el comportamiento esperado. Por
otro lado, se encontr6 que la dependencia funcional en los procesos que son iniciados por fotones
es notablemente més sencilla que en aquellos iniciados por gluones. Este hecho esta vinculado
con la invariancia de gauge de las subamplitudes obtenidas a partir del corte de una linea por
la cual no circula color (como en el caso del fotén). Por ende, es posible efectuar el calculo de
las correcciones virtuales a v — a; ... a,, trabajando en el gauge covariante, lo que elimina las
integrales con propagadores LCG. Consecuentemente, los resultados solo pueden depender de las
variables x;. Es més, encontramos que la parte que involucra funciones de peso transcendental 2
puede ser descripta empleando tinicamente la funcion

R (x;,x;) = %2 — log(x;) log(z;) — Liy (1 — x;) — Lis (1 — z) . (11.0.1)

Dicha funcién esté involucrada en los desarrollos de todos los splittings analizados en este trabajo,

. .. . 1 . . 2
e incluso en la parte antisimétrica de <P( ) ). Su origen se relaciona con la expansion en € del

—4¢QQ
box escalar con una pata off-shell y particulas no masivas, que corresponde a la topologia maximal
permitida en cualquier proceso 1 — 3. Como explicamos en el Capitulo 9, tras la aplicacion de
IBPs, los resultados obtenidos admiten ser expresados empleando solo burbujas y un box escalar.

Mas atn, una combinaciéon particular de estas integrales da lugar a la funcion R.

Por otro lado, en los Capitulos 8 y 9 se puso especial énfasis en la posibilidad de aplicar
identidades de crossing para vincular resultados con el mismo contenido de particulas pero que
difieren en el sabor del partéon padre. Notamos que para el caso doble colineal a LO es posible
encontrar una formula de crossing, pero que la misma deja de ser valida a NLO y que no es
posible realizar una generalizacion naive al caso miltiple colineal. La imposibilidad para efectuar
tal extension guarda estrecha relacion con la presencia de nuevas escalas en el problema, las
cuales permiten distinguir cinematicamente al partén inicial de los restantes. En consecuencia,
las transformaciones propuestas son estrictamente vélidas cuando s, = 0; esto es, cuando el
parton padre esta on-shell. Tal situacion resulta comprensible pues, en el limite colineal exacto,
los splittings son proporcionales a elementos de matriz on-shell, compatibles con la simetria de

crossing.



Cabe senalar que los resultados obtenidos a lo largo de este trabajo fueron publicados en
Ref. (39) para el caso doble colineal y en las Refs. (88) y (89) para el limite triple colineal, no

polarizado y polarizado, respectivamente.

Tras discutir el material presente en esta tesis, resulta de especial interés remarcar algunas
direcciones futuras para ampliar estos topicos. En primer lugar, vimos que los resultados finales
presentan una estructura funcional muy sencilla, a pesar de que los pasos intermedios conllevan
a expresiones muy complicadas. Por lo tanto, este comportamiento sugiere la posibilidad de
establecer un anszatz (o solucion tentativa de un problema) y evitar el enfoque tradicional. Si bien
es posible establecer algunas restricciones a las dependencias de las funciones transcendentales
involucradas, atin no se conoce como hacer lo mismo para los coeficientes racionales que las
acompanan. El conocimiento de formas eficientes de computar tales coeficientes constituiria un
gran avance, no solo para el calculo de funciones de splitting, sino también para la obtencién de

elementos de matriz fisicos con muchas particulas o con varios loops.

Por otro lado, la caracterizaciéon completa de las correcciones a NLO de los splittings en el
limite triple colineal de QCD pura constituye el proximo paso a seguir. Actualmente solo se
conocen contribuciones aisladas a tales correcciones, como en el caso de la parte antisimétrica

1)

de (PY _
< q—qQQ
contribuciones efectuando una clasificacién de acuerdo a las estructuras de color involucradas. De

) (72). Utilizando los codigos desarrollados en este proyecto es posible calcular tales

todas formas, el tratamiento analitico de los resultados reviste un grado de dificultad notablemen-
te superior al de los mostrados en este trabajo, pues hay mas estructuras de color independientes

al considerar 4 particulas con carga bajo SU(3)c¢.

Para concluir este trabajo, es necesario remarcar que el estudio de los limites colineales de
los elementos de matriz es una pieza clave en la comprension del comportamiento general de los
mismos. El descubrimiento de las estructuras mateméticas subyacentes implicaria la posibilidad
de obtener resultados exactos en el contexto de las teorias de gauge, lo que constituye un problema
actualmente abierto de crucial importancia para mejorar el entendimiento de las teorias mas

fundamentales de la fisica moderna.

Buenos Aires, Agosto de 2014



Apéndice A

INTEGRALES DE FEYNMAN UTILIZADAS

Para llevar a cabo los calculos mostrados en los Capitulos 7-10 utilizamos un conjunto de
integrales escalares y tensoriales bésicas. En este Apéndice colectamos todos los resultados em-
pleados, mostrando primero aquellos requeridos en el anélisis del limite doble colineal a nivel
amplitud. Luego, presentamos las integrales escalares maestras involucradas en el estudio de las

funciones de splitting para el caso triple colineal.

1. Caso doble colineal

En primer lugar, seguimos la presentacion sugerida en Ref. (69). Para ello se introducen las

funciones auxiliares

filz) = 26% <—F(1 —Ol(1+e€)z7 71 — 2)" — 2 + @

oF1(e, 61+ ¢ Z))
p 1
- TR (1,—6;1—6;2 > , (1.1.1)

fy = _C_F’ (1.1.2)

en donde z € [0, 1], por tratarse de la fraccion de momento partonica. Notese que, empleando
identidades relativas a las funciones hipergeométricas, fi(z) involucra el mismo comportamiento

presente en el operador de insercion I, definido en (6.3.2).

Debido a que el anélisis del limite doble colineal se asocia a procesos 1 — 2, tinicamente
podemos encontrar burbujas y tridngulos a 1-loop. Comencemos estudiando las integrales esca-
lares. La presencia de denominadores lineales aportados por los propagadores en LCG origina

tres tipos distintos de burbujas:

1 fge(—slg — 20)76
I — _ , 1.1.3
' /qC]Q(C] — P12)? 2e—1 ( )




1 fg(—Slg — ’LO)iE
I, = / = , 1.1.4
? ¢ (@ — p12)*ng npP (1.1.4)

1 CF(—Slg — 20)76 ( 1 )
I3 = / = Fl1,1—¢2—2—), (1.1.5
’ q ¢*(q — p12)*n - (¢ — 1) nPz (1 — 2¢)e . Z1 ( )

y tres integrales triangulares diferentes:

1 f2 _
= = (=512 —20)7, 1.1.6
! /qq2(q_p1)2(q_p12)2 812( 12 ) ( )
1 _ a0 €
I = / 2 2 2, fl@)(=si — ) , (1.1.7)
¢ ©*(q — p1)*(q — p12)*ng s1on P
1 (21(2 — 4€) + 26 — 1) I; + enP I
ls = 2 2 g , (1.1.8)
¢ @(q+p1)%(q — p2)*ng nPsio(z1 — 1)21(2¢ + 1)

en donde estamos manteniendo de forma explicita la prescripcién +20 acompanando al invariante
s12. Aqui p; denota el cuadrimomento asociado con las particulas colineales no masivas y on-
shell. Cabe destacar que, en este caso, inicamente podemos encontrar integrales con una sola
escala de energia (s12); sin embargo, la dependencia en z; es no trivial. Ademaés, las integrales
I3 e I presentan un comportamiento patologico pues introducen funciones transcendentales que
dependen de 1 — i Como vimos en el Capitulo 7, utilizando esquemas consistentes se evita la

presencia de tales integrales.

Debido a que en pasos intermedios fue necesario mantener indices de Lorentz sin contraer,
también se emplearon integrales tensoriales de rango 2 como maximo. Para calcularlas, utilizamos
la descomposicion de Passarino-Veltman y el paquete FIRE (47; 48) para efectuar la reduccion

a integrales maestras aplicando el método IBP. Las integrales tipo burbujas requeridas son:

q" fa(—s12 —20) "€
I = = - I 1.1.9
W) /qq2(q — p12)? 2(1—20) 112 (1.1.9)
q"q” 2—c¢ S19
I = = I KoY, — ———ntv 1.1.10
s(k:) /qqz(q —p12)?  2(3 — 2¢) ! <p12p12 42! ) ' ( )
q* efa(—s12 —10)~° S12
To(u) = _ ( po 12 u) , 1.1.11
o(#) /q ¢*(q — p12)*ng nP(2e — 1) P25 pe" ( )
q"q” €fa(—512 —10)~¢ 512
Lo(p,v) = = (siom™ + phy (20 = )ty = “2n”)
10(p, V) /qqz(q —p)?ng  AnP(e— 1)(2e — 1) s12n™ + play ( 2(€ )PTa nPn
S12 < S12 v v >)
o \ap" T P2)) (1.1.12)

q* 1
I — - H(LinP(1 — 22,) — 21
n) /q(Q+p1)2(q—p2)2nq gz 1z UsnP (1= 22) = 24)
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+ 2nPply (I + IinP(1 — 21)) + 2I5nP?ph] | (1.1.13)
q"q” (1 =221 +2I3nP(1 — z1)z
I , Vv = =S HY
124, v) /q (g + p1)2(q — p2)?ng 127) InPle—1)

Paph 2y iy 2

+ 5P ((221 4+ 1)I1 + 2I3nP27) + P ((221 = 3)I1 + 2I3nP(1 — z1)?)
s2,mkn?
+ 4”“;23(71) ((221 - 1)(26 — 3)[1 + IgnP(2(21 — 1)21(26 — 3) + € — 1))
4 o2 (psn# + phn”) ((21(6 — 4€) — 1)1 + 2I5n Pz (21(3 — 2€) + € — 2))
dnP(e—1)
L s (pin’ 4 pin”) ((:1(6 — 4e) + 4e = 5)I1 — 2IsnP(z — 1)(:1(2€ = 3) — €+ 1))
dnP(e —1)
Hnov Mo v

v BRI (o 4 o[ P(z - 1)z) . (1.1.14)

2nP

Por otro lado, los tridngulos tensoriales que se emplearon en este trabajo fueron:

/ ¢ fa(=s12 —10)7 ((e — 1)p + eph)

Lis(p) = - : (1.1.15)

¢*(q — p1)*(q — pr2)? (26 — 1)s12

B q"q” _ fa(=s12—120)7° [(2¢ , v v
W) = S~ i T (g (2

2(e — 2)

512

B q“q" q° B fo(—s12 —20)~¢
I b T e s e Ty

X [e (p‘f (e —2) (77“” + QMP’%)

812(6 — 2)
(e —3) (e —1)(e—3)
+ Vie—9 ) PP 492 w, p
p1( ) <77 519 Popy —512(6 _ 2) Dbapo

€— 2
+ (e—1) ((pé’n“”+p5n“”) + ph (77””+2( - )pSp§>)>

(e —3) (e —1)(e — 3) )
+ ple—=2)(e(n”+2 5P+ 2—————=puph
pl( ) < (77 19 PaDy s1a(e — 2) DDy

pi (e = 1)pf + eph) + en“”) : (1.1.16)

Py ((e—1)pi + epé’))} , (1.1.17)

I (,U) — / q/‘ _ (—512 —ZO)_E <puzlf1(zl) —2f2
o cPa—p)2q—pi2)ng  2nPspp(l—2) "7 1—2




- filz)ph — sulhia) - 2f2)n“> : (1.1.18)

2nP(1 — z1)
+ f5,ab(zl)w + fs.o0(21) D505 + <22%>2 f5.4q(z1)0H0"
+ 812f5,aq(21)w + 312f5,bq(zl)w + 312f5,g77/“/:| ; (1.1.19)
Lig(p) = /qq2(q +p1)3:q — p2)2ng - 271}72112?12??1)216 ((1 — 21)p) + z21ph — 2873371#)
+ 2312(1]i 21)21 <<1 T A 812(2171_1[’221)”“) 7 (120
flpv) = /q ¢*(q + pj;(qqy —p2)Png  AnP 812211(1 —z1) [flg’aa(zl’ iz DI

pips + phpt

5 + fiom(21, S12, nP)phph

+  fiom(z1, S12,nP)

pin” + ntpy

+  fro.4e(21, S12, RP)RFNY + fig.4q(21, S12, 0 P) 9

pyn” + ntpy

5 + f19,g(21,512,nP)77“”] : (1.1.21)

+  fiopg(21, 512, nP)

en donde los coeficientes {f5,;, f5 4} estan disponibles en Ref. (69) y

1-— _
le,aa(Zla S12, TLP) = Z(Tzll) []1TLP(221€ —|— € — 1) —|— ]13812(6 — 1) —f- TLPZl(213nP(Zl — ].)6
1 —
+ [4812(6 — 1))] s (1122)
- - ) 4T
flg’ab<21, S12, nP) _ 2(—:(nP( 2]1211 + Il + 21(14812 2[371P(21 ))) + 13812) : (1123>
2¢e—1
21 =
P) = InP((2z; — 3 1 I —1
Jro6(21, S12,nP) I—)2e—1) [ 1nP((221 — 3)e+ 1) + I13512(€ — 1)
—+ nP21<2[3nP<21 — 1)6 —+ [4812(6 — 1))] s (1124)
2
fro.49(21, $12,nP) = °12 [LinP(22 — 1)(2(z1 — 1)z (26 — 1) — e + 1)

InP?(1 — z1)z1(2e — 1)
=+ 812(6 — 1)(?13 + [477,P21) =+ QIgnP2(21 — 1)21 (2(21 — 1)

X z(2e—1)+¢)], (1.1.25)

512

——  |[[1nP(2 —2 —1 1.1.26
WP 1) [[1nP(221(21 — 2216 + €) + € — 1) ( )

f19,aq(2’17 512, nP)
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+ spo(e — 1) (13 + IinPz) + 2I3nP?(z; — 1)21(21 — 2216 + e)] ,

s
frobq(21, 8512,nP) = WP = 12)(26 Y [1nP(221(21(2¢ — 1) —3e+2) + € — 1)

+ Iizsia(e — 1) + nPz (2nP(z; — 1)(221€ — 2, — e + 1)

+ 14512(6 — 1))] s (1127)

P(—-2I I Iis1g — 2I3nP(z — 1 I
frog(an,sipnp) = 220P(2hat 1+Zl(2(4zseli 3 Pl = D) ¥ hasi) - o)

en donde se introdujo la notacion I3 = I13(a)n® para simplificar las expresiones.

Para finalizar, es necesario efectuar un comentario sobre las integrales que involucran a ¢>.
Recordemos que este tipo de expresiones se origina al escribir los tensores de polarizacion de los
gluones internos utilizando una métrica 4-dimensional. Tal situacion solo tiene lugar al considerar
las configuraciones HSA /HSB, como se analiz6 en el Capitulo 7. Para calcularlas, se requiere
conocer las correspondientes integrales tensoriales de rango superior a 2 y luego efectuar la

contracciéon con la métrica del espacio trasverso, n°. Asi, las integrales escalares necesarias son

- 2 _ (=Dsfe

I = /q2(q g =Pl Ae—T)(2e - 1)( 12 —20)7°, (1.1.29)
¢ q (4= Dsr) f5,4(21) e — 40

b= /q (¢ —p1)*(q — pr2)?ng nP (12 =), (1.1.30)
e qs . (DST_4) o — € —

b= /qq2<q+p1>2<q—pz)2nq = P —2)a 0 =2 1A D@1

+ ]2 7’LP(€ — Zl) + 21(26 - 1)(2]3 nP(zl - 1) + ]4812)] s (1131)

y las tensoriales

q"q? Dgr — 4
If(pn) = / ‘ = 21 — s122115)p)
i) ¢ P(@+p1)*(@—p2)’n-(g+p1)  8(1—2z1)(2—1) ( 7
2(1 — 221 IQ —|— 81221]5 2]2 ) m
b2

( 21— 1 - 1—ce€

2]2 — 812]5) 2]2 slgn“

+ ;
z1—1 e—1

(1.1.32)

Ii(p) = / q“qe Dsr —4
5 0 @Plqg+p1)*(q — pg)an 8(2¢ —1)(e — 1)

[2 (1= 20)(2e — 1)]5 — el) p*

+ 2(21(1 = 26) I3 — ely) phy + (2ely + (221 — 1)(26 — 1)13) (1.1.33)

npP

81271,”:|



2. Caso triple colineal: integrales maestras

Para estudiar el limite triple colineal es necesario incluir nuevas integrales de Feynman. Pues-
to que siempre trabajamos con integrales escalares, en este caso ningin método de reducciéon

tensorial fue requerido. Asi, solamente fue necesario contar con algunas integrales maestras.

Ademés de las utilizadas en el calculo de los splittings dobles, la descripcion de los procesos
1 — 3 implico integrales de tridngulo con dos escalas y boxes con una pata off-shell. Por ende,

comencemos describiendo estos nuevos objetos.

En primer lugar, se tiene un triangulo con dos escalas sin denominador LCG

fo = /qu(q —p1)12(q—1923) e iF3123) l(%>_g - (%>_€] 7 (1:21)

que puede calcularse facilmente usando técnicas estandar (ver discusion en Capitulo 5). Por otro

lado, es necesario introducir los triangulos modificados con propagador LCG usando la notacién

1
Coler. i _ / , 1.2.2
o.n(k1, ko; ks3) g C(q+ k1) (q+ Fy+ E2)?n - (g + k) ( )

con k; momentos genéricos. Sin embargo, en el limite triple colineal solo hay tres nuevos casos

que pueden manifestarse:

» Caso L: Cy,,(ki, ko k1) con (ky + k2)? = 0;

1 2cr ( 5123) -
In = / = - 1.2.3
! ¢ °(q — p23)*(q — p123)*ng nP€28123Aé:(1) w? ( )

_ T121 z1
X v | L —gl—6¢-—5 | — 21 |1, —6l—6—5 ,
( ( Agy Agy

» Caso II: Cy,,(k1, k2;0) con k} = 0;
q ¢*(q — p2)*(q — p123)’ng nPsia3 2 2
1 1 2
X (6—2 + 2L, (1 - x—2> + %) , (1.2.4)
» Caso III: Cp,,(—ky, —ko; k3) con k7 = 0;

—e _—1—¢ —€ —2e
[ _ / 1 _ CF22 ZL‘2 (_8123) <]_ — Zl)
# q (q - pg)Q(q - p23)2(q - p123)2nq NPS123(1 - 21) 2 )
<3

X (612 + 2Ly (21) + 2Liy <—2—2)> . (1.2.5)
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Todas estas integrales pueden ser relacionadas con limites de configuraciones particulares de
boxes escalares con propagadores cuadraticos. En particular, el caso I corresponde al limite de
un box fdcil pues tiene dos patas externas masivas no adyacentes. Para los casos II y III deben
considerarse boxes con patas masivas adyacentes, los cuales son conocidos como boxes dificiles
y sus expresiones analiticas solo son conocidas hasta orden €’. Cabe destacar que, ademas de
las integrales Iy a I3, deben tenerse en cuenta aquellas obtenidas mediante el intercambio de

particulas externas junto con otras expresiones equivalentes aplicando cambios de variables.

Para concluir, la topologia maximal en las funciones de splitting triple colineal corresponde

a un box. Especificamente, aqui solo se necesitan el box escalar con propagadores cuadraticos

; / 1 —2cr ( 8123)6( F (1 1 T )
— = — , T6 L — € —
“ q q*(q — p2)2(q — p23)*(q — P123)? atg:rgs%%e? 112 2L Tas
— z3%9F <1, —61—¢ —?) — x5 2k <1, —61l—¢ —ﬂ>) , (1.2.6)
2

y una version particular de un box con denominador LCG,

I . / 1 . cr ( 5123) -
25 = = _
q q*(q — p2)*(q — p23)?(q — p123)*ng x1x25%23np‘5 w2

(1 (1+562 i 1 ) 1 10g($1) <x3(22+1)—21+.’E2<2—21+22))

1,0

€ Z9 1—21

x1log (1 — 21) (2120 + x2(1 — 21)) g (1 — zl) z3+x1(1 — z)

(1— 21) 2007 =2 (1= 21)z
~ log(x2) (22 + (1 —22)(1 — 21)) c
T + Bo) , (1.2.7)

en donde se define

B _ 5(71(]_ — ZQ) + 1'2(1 — Zl) — Z3 Li _ A(l):(l) 21]1211112 (Zl) _ 2(]_ — LUl)LiQ (]_ — IL‘l)
’ N Ul-a ) AN - ) AL

AN — gozs + 232 1—

— 0.1 1203 572 (log(xl) log ( z1> +log(1 — z) log(zg)>
Ay 2 22
L logQ(xle)(Aé:? + Ta23 — T322) B log?(w2(1 — 21)) (22(1 — 21)? — 22121 29)
20;1 7 201 (1 — 21) 2
N A(l):(l) + (1 —x1)29 log? <1 — z1> B To(1 — 21) log2(x1)
20y 12 o Ayl



B log?(22) (Mg (2 + 1) + (1 — 21)25) . 2(1 — ) (L12 L2y 7:)

1,0 T a
A2 Z2

To(l—21)+ 23, o (22 223 : 23
+ lo — |+ ——(Li +lo lo , 1.2.8
2<1 _ 21>ZQ g 2 (1 —_ 21)22 2 1— 2 g(‘/EQ) g(z2) ( )
En todos los casos, las particulas externas son no masivas y se encuentran on-shell (p? = 0). La
integral Io4 puede ser calculada utilizada parametros de Feynman o bien mediante la técnicas
de ecuaciones diferenciales, como se muestra en Ref. (93). Respecto de Ig, Catani y Rodrigo
obtuvieron una expresion véalida a orden € aplicando identidades de shift dimensional, junto con

la conocida reduccion a una base de boxes, tridngulos y burbujas en 4-dimensiones (94).
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