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Estimaciones y resultados de existencia de puntos racionales
de variedades singulares sobre cuerpos finitos y aplicaciones

Resumen

El primer objetivo de esta tesis es proporcionar estimaciones y resultados de exis-
tencia de puntos racionales de intersecciones completas singulares definidas sobre el
cuerpo finito [F,. Nuestros resultados se basan en la obtencién de nuevas versiones
efectivas del segundo teorema de Bertini que garantizan la existencia de secciones
lineales no singulares de una variedad singular, definidas sobre F,. Asi, aplicando la
conocida estimacién de P. Deligne para variedades no singulares, obtenemos estima-
ciones y resultados de existencia para intersecciones completas cuyo lugar singular
tiene codimension al menos dos o tres. Dichas estimaciones se expresan en términos
de la dimension del lugar singular, el grado y la dimension de la variedad. Ademas,
proporcionamos una versién explicita de la estimacion de Hooley para variedades
singulares.

En la segunda parte de este trabajo aplicamos nuestras estimaciones a dos pro-
blemas concretos de teoria de codigos y combinatoria. En ambos casos las variedades
involucradas son intersecciones completas simétricas, es decir, estan definidas por
polinomios invariantes bajo la acciéon del grupo de permutaciones de sus coordena-
das. Es por esto que, en primer lugar, estudiamos las propiedades geométricas de
dichas variedades, més concretamente la dimensién del lugar singular de las mismas.
El problema de teoria de cédigos que abordamos es el de determinar la existencia de
deep holes en un cédigo de Reed-Solomon estandar. En lo que respecta a problemas
de combinatoria, analizamos el comportamiento del valor promedio del conjunto de
valores (o “value set”) de ciertas familias de polinomios definidas sobre F,[T]. En
ambos casos, mejoramos los resultados existentes en la literatura.

Palabras clave. intersecciones completas singulares sobre cuerpos finitos, pun-
tos racionales, segundo teorema de Bertini, variedades definidas por polinomios
simétricos, codigo de Reed-Solomon estandar, deep holes, conjunto de valores pro-
medio de polinomios univariados sobre cuerpos finitos.






Estimates and existence results for rational points of
singular varieties over a finite field and applications

Abstract

The first aim of this thesis is to obtain estimates and existence results for ra-
tional points of singular complete intersections defined over a finite field F,. Our
results rely on obtaining new effective versions of the second Bertini theorem. This
theorem asserts that there exists a nonsingular linear section defined over F, of a
singular variety defined over [F,. Thus, by applying the well known Deligne estimate,
we provide estimates and existence results for rational points of singular complete
intersections for which the singular locus has codimension at least two or three. Our
estimates are expressed in terms of the dimension of the singular locus, the degree
and the dimension of the variety. Furthermore, we obtain an explicit version of the
Hooley estimate for singular complete intersections.

In the second part of this thesis we apply our estimates to concrete problems of
coding theory and combinatorics. In both cases, the varieties under consideration are
symmetric complete intersections, namely, they are defined by polynomials which
are invariant under the action of the group of permutations of their coordinates.
Hence, we first study some geometric properties of symmetric complete intersections;
more precisely, we obtain information about the dimension of the singular locus of
these varieties. Concerning coding theory, we study the existence of deep holes of
the standard Reed-Solomon code. With respect to combinatorics, we analyze the
average value set of families of univariate polynomials with coefficients in [F,. In
both cases, we improve the existing results in the literature.

Key words. singular complete intersections defined over a finite field, rational
points, second Bertini’s theorem, varieties defined by symmetric polynomials, stan-
dard Reed-Solomon code, deep holes, average value set of univariate polynomials.
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Capitulo 1

Introduccion

El estudio del conjunto de soluciones racionales de sistemas de ecuaciones poli-
nomiales sobre cuerpos finitos es un tema clasico, con importantes aplicaciones en
areas diversas de la matematica. En particular, cabe mencionar problemas concre-
tos de teoria de cédigos, criptografia y combinatoria, entre otras aplicaciones, donde
éstos juegan un papel fundamental. Por ejemplo, en teoria de codigos, el estudio de
las propiedades de polinomios sobre cuerpos finitos permite disenar cédigos detec-
tores y correctores de errores, como los cédigos de Reed-Solomon, Goppa, BCH y
Reed-Muller (ver, por ejemplo, [HP03]). Por otro lado, en criptografia, las soluciones
g-racionales, esto es, las soluciones cuyas coordenadas pertenecen al cuerpo finito [,
de ciertos sistemas de ecuaciones polinomiales son utilizadas a fin de codificar men-
sajes en los denominados “esquemas criptograficos multivariados” (ver, por ejemplo,
[DGS06]). Asimismo, otros problemas centrales en criptografia, como el del logarit-
mo discreto, pueden ser expresados en términos de problemas vinculados al estudio
de polinomios sobre cuerpos finitos. A su vez, los sistemas de ecuaciones polinomiales
sobre cuerpos finitos aparecen naturalmente en muchas areas de la combinatoria. Un
problema cléasico consiste en determinar el cardinal de clases de polinomios defini-
dos sobre un cuerpo finito que poseen ciertas propiedades o caracteristicas (ver, por
ejemplo, [GHP99] o [vzGVZ13]). Por ejemplo, se trata de determinar la cantidad
de polinomios de permutacion, de polinomios irreducibles o méas generalmente la
cantidad de polinomios con cierto patrén de factorizacién, polinomios ralos, etc., en
ciertas familias de polinomios (por ejemplo, el conjunto de polinomios univariados
de grado dado cuyos coeficientes satisfacen ciertas condiciones).

Una estrategia para abordar estos problemas utiliza métodos tipicos de la com-
binatoria analitica, es decir, se consideran funciones generatrices cuyos coeficientes
expresan las propiedades en cuestion. Cuando no es posible calcular con exactitud
dichos coeficientes se recurre al andlisis asintético para obtener una estimacion de
los mismos (ver, por ejemplo, [FS09]). Desafortunadamente cuando hay restricciones
sobre el tipo de familias de polinomios en consideracién (por ejemplo, restricciones
sobre los coeficientes de los mismos) o sobre la caracteristica del cuerpo finito en
consideracién, estos métodos no pueden ser aplicados. Es en este punto en el que
cobra importancia la geometria, ya que a veces es posible reducir los problemas al
de estimar o garantizar la existencia de puntos g-racionales de una cierta variedad
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INTRODUCCION CapiTULO 1

algebraica. Un ejemplo concreto de este fenomeno es el estudio del cardinal de la
imagen (o “conjunto de valores”) de familias de polinomios univariados sobre un
cuerpo finito. Los resultados que se conocen cuando se considera el conjunto de poli-
nomios univariados de grado dado en los cuales algunos coeficientes estan prefijados
son poco precisos y se basan en el estudio de ciertas sumas exponenciales.

En esta tesis vamos a obtener estimaciones que mejoran significativamente los
resultados existentes sobre el cardinal del conjunto de valores de tales familias de
polinomios por medio de un enfoque “geométrico”, es decir, expresando las canti-
dades en consideracion en términos de la cantidad de puntos g-racionales de ciertas
variedades algebraicas que asociamos al problema. Estas variedades poseen carac-
teristicas geométricas (por ejemplo, son intersecciones completas cuyo lugar singular
tiene codimensién al menos 2 o 3) que tienen consecuencias importantes en lo que
respecta al conjunto de puntos g-racionales de las mismas. De hecho, la primera
mitad de esta tesis se dedica a obtener estimaciones sobre la cantidad de puntos
g-racionales de tales variedades.

En resumen, vamos a considerar los siguientes problemas:

1. Obtener estimaciones y resultados de existencia sobre la cantidad de puntos
g-racionales de una interseccién completa singular (es decir cuyo lugar singu-
lar tiene dimensién mayor o igual a cero) definida sobre [F,, en términos de
invariantes geométricos tales como su dimensién, su grado, la dimension del
lugar singular, etc.

2. Aplicar las estimaciones y resultados de existencia obtenidos a dos problemas
concretos:

i) La existencia de deep holes en un cédigo de Reed-Solomon estandar.

i1) El comportamiento promedio del cardinal del conjunto de valores de cier-
tas familias de polinomios en [ [T7].

Salvo mencién explicita en contrario, los resultados de esta tesis son originales y
se encuentran en los siguientes articulos: [CMP12], [CMPP14] y [CMP14]. Los dos
primeros ya estan publicados, en tanto que el iltimo ha sido sometido a publicacién.
Por otro lado, los resultados de las Secciones 3.4, 4.2.3 y 7.5 no se encuentran todavia
publicados.

1.1. Antecedentes

Sea I, el cuerpo finito de ¢ elementos, E su clausura algebraica y sean fi,..., fi
polinomios en F,[Xj, ..., X,]. Consideremos el conjunto de soluciones en el espacio
afin n-dimensional A" := A™(E,) := IF: sobre I, del sistema que estos polinomios

definen, es decir,

Vi={zeA": fi(z) == f(x) =0}.
Decimos entonces que V' es una F-variedad afin. Cuando fi, ..., f,, son polinomios
homogéneos en F,[Xo, ..., X,] y se considera el conjunto de ceros comunes de ellos

12



g1.1. ANTECEDENTES

en el espacio proyectivo n-dimensional P" := IF’”(IF) sobre IF entonces decimos que
V' es una [F,-variedad proyectiva. El conjunto de puntos de V' cuyas coordenadas
pertenecen a F, es decir, el conjunto de soluciones en F* en el caso afin, o P"(F,) en
el caso proyectivo, de dicho sistema, se denomina el conjunto de puntos g-racionales
de V.

Se conocen pocos resultados sobre la cantidad exacta de puntos g-racionales de
[F,-variedades. Basicamente los resultados existentes se refieren a variedades particu-
lares, como por ejemplo variedades definidas por ecuaciones diagonales o ecuaciones
cuadraticas. Por lo tanto, teniendo en cuenta estas limitaciones y, como menciona-
mos anteriormente, en vistas a las diversas aplicaciones de la cuestion, muchas veces
es necesario disponer de estimaciones y resultados de existencia.

Los primeros en proporcionar una estimacion de tipo general fueron A. Weil y S.
Lang, quienes en [LW54] establecen un “prototipo”de estimacién sobre el niimero de
puntos g-racionales de una [;-variedad absolutamente irreducible. Ellos demuestran
que, si V' C P" es una [f;-variedad proyectiva absolutamente irreducible de dimensién
ry grado d, el nimero de puntos ¢-racionales |V ()| satisface la siguiente estimacién:

IV(E)| —p| < (6 —1)(6 —2)¢" /* + C(n,r,8)g" "

donde p, :=¢"+---+ ¢+ 1y C(n,r d) es una constante que depende de n, r y 4,
pero no de q. Cabe destacar que Lang y Weil no proporcionan ninguna expresion
explicita sobre dicha constante, solo se limitan a probar su existencia. Interpretando
esta estimaciéon en términos afines obtenemos que, si V' C A" es una [F-variedad
absolutamente irreducible de dimension r y grado 4, el nimero de puntos g-racionales
|V (F,)| satisface la siguiente estimacién:

IV(E) —q"| < (6 —1)(6 —2)¢"* + C(n,r,0)g" "

Hacia comienzos de los anos 70 no se disponian de versiones explicitas o cotas
superiores para la constante C'(n,r,d). En 1974, W. Schmidt [Sch74] proporciona
una cota inferior no trivial y, por lo tanto, un resultado de existencia sobre el niimero
de puntos g-racionales |H(IF,)| de una hipersuperficie absolutamente irreducible de
grado 9:

H(E) 2 ¢"" = (5 1)(6 — 2)¢" %% — (562 + 6 + 1)g"~2

bajo la condicién g > 10*n36° P3([4 log ]), donde P(u) es el u-ésimo nimero primo.
Posteriormente, Schmidt es el primero en dar la siguiente estimacién explicita para
una F,-hipersuperficie absolutamente irreducible (ver [Sch76]):

[H(E,)| — ¢ < (6 —1)(8 — 2)¢" %/ + 66%6% "2, (1.1)

donde 6 := (§ +1) /2.

En 2002, S. Ghorpade y G. Lachaud [GL02a, GL02b], utilizando herramientas
de cohomologia, encuentran una versién explicita para la constante C'(n,r,d). Més
precisamente, obtienen la siguiente estimacion:

IVE)N—q"| < (6 =1)(6—2)g" /2 +6- 2°(sd+3)"" ¢,

13



INTRODUCCION CapiTULO 1

donde s es el nimero de ecuaciones que definen a V' y d es el grado maximo de las
mismas. Por otro lado, A. Cafure y G. Matera obtienen en [CMO06] nuevas estimacio-
nes para la constante C'(n,r,d) que mejoran la estimacién de Ghorpade y Lachaud
en algunos casos de interés. Mas precisamente, utilizando herramientas de elimina-
cion efectiva los autores prueban que, si V' C A" es una [F,-variedad absolutamente
irreducible de dimensién r > 0 y grado 6, y se satisface la condicién ¢ > 2(r + 1)d2,
entonces

WV(E) — ¢ < (6 —1)(6 —2)g" /2 +553/3¢. (1.2)

Ademas, los autores proporcionan resultados de existencia de puntos g¢-racionales
de F-hipersuperficies que mejoran significativamente el mejor resultado existente al
respecto, que se deduce de (1.1). Cabe destacar que este resultado es casi éptimo,
en un sentido que vamos a explicar en el Capitulo 2.

Teniendo en cuenta la casi optimalidad de los resultados de existencia menciona-
dos, una posible alternativa es la de obtener resultados de existencia y estimaciones
para variedades que poseen ciertas caracteristicas geométricas, tales como la no
singularidad, normalidad o el hecho de ser interseccién completa, entre otras. Un
resultado conocido en este sentido es la estimacién de P. Deligne para intersecciones
completas proyectivas no singulares definidas sobre F, (ver [Del74]). En efecto, sea
V' C P" una intersecciéon completa no singular definida sobre [, de dimensién r y
multigrado d = (dy,...,d,_,), donde d; > --- > d,_, representan los grados de
cualquier sistema de polinomios homogéneos que generan el ideal de V. Entonces se
satisface la siguiente estimacién:

[V(E,)| — p,| < bl(n,d)g"?, (1.3)

donde . (n, d) es el r-ésimo nimero de Betti primitivo de V.

Posteriormente, en 1991, C. Hooley [Hoo91] extiende la estimacién de Deligne a
intersecciones completas arbitrarias. Si V' C P" es una interseccién completa definida
sobre [f;, de dimensién r y multigrado d, cuyo lugar singular tiene dimensién singular
s > 0, entonces la cantidad de puntos g-racionales de V' verifica:

“V | _pr} < C T,S,d) r+s+1)/ (14)

Hooley no provee una expresion explicita de la constante involucrada en esta esti-
macién, solo establece su independencia respecto de q.

Ghorpade y Lachaud, utilizando las herramientas de cohomologia ya mencio-
nadas, dan la siguiente expresién explicita de la constante C(r, s, d) (ver [GL02a,
GLO02b]). Si V' C P" es una interseccién completa definida sobre F, de dimensién r y
multigrado d, cuyo lugar singular tiene dimensién a lo sumo 0 < s < r — 2, entonces

IV(E) = pr| SU_i(n—s5=1,d)g" D2 4 C (V)" ™+, (1.5)

donde Cy(V') es una constante independiente de ¢ que se puede acotar por
C,(V)<9.2""((n—r)d+ 3)"*,

siendo d := max{dy,...,d,_.} sid:= (dy,...,dy_).

14



§1.2. RESULTADOS OBTENIDOS Y ORGANIZACION DEL TRABAJO

Para completar el panorama de las estimaciones sobre intersecciones completas
singulares, cabe mencionar que, en 2007, Cafure y Matera proporcionan una estima-
ciéon y mejores resultados de existencia para una interseccién completa proyectiva
normal definida sobre [F,, basandose en una versién efectiva del segundo teorema de
Bertini para variedades normales (ver [CM07a]). Més precisamente, en dicho trabajo
se demuestra que, si V' C P" es una interseccién completa normal de dimensién r
y multigrado d, definida sobre F,, y ¢ satisface la condicién ¢ > 2(n — r)dd + 1,
entonces

IV (E,)| = p,| <Vi(n—r+1,d)g >+ 2((n - r)dd) g " (1.6)

1.2. Resultados obtenidos y organizacién del tra-
bajo

El Capitulo 2 esta dedicado a introducir los preliminares geométricos y fijar nota-
ciones. También hacemos una revision de los resultados clasicos sobre cotas superio-
res y resultados de existencia de puntos g-racionales. Dado que muchas condiciones
genéricas con las que tratamos en el Capitulo 3 se expresan en términos de hiper-
superficies multiproyectivas, dedicamos la tltima seccion a recopilar las definiciones
basicas y propiedades del espacio multiproyectivo P™ := P" x - .- x P""_ Asimismo,
obtenemos una nueva cota superior para la cantidad de puntos ¢g-racionales de hiper-
superficies multiproyectivas (Proposicién 2.3.12), que enunciamos a continuacién.

Teorema 1.2.1. Sea F' € E[Xl, ooy Xom] un polinomio multihomogéneo (es decir,
homogéneo en cada grupo de variables X;) de multigrado d := (dy,...,d,) con
mMax<;<m d; < q y sea N la cantidad de ceros q-racionales de I' en P™. Entonces

N < nm(d7 n) = Z <_1)|€‘+1dspn—€a
ec{0,1}\{0}

donde p,, denota la cantidad de puntos q racionales del espacio multiproyectivo P™.

Con el objetivo de obtener nuevas estimaciones y resultados de existencia, en
el Capitulo 3 obtenemos una versién efectiva del segundo teorema de Bertini. El
segundo teorema de Bertini establece que, si V' C P" es una interseccién completa
de dimensién r, multigrado d y lugar singular de dimension s, entonces existe una
seccién lineal genérica de V' de dimensién r — s — 1 que es no singular. Una version
efectiva de este resultado proporciona una constante C'(n,r,s,d) tal que, si g >
C(n,r,s,d) y V estd definida sobre F,, entonces existe una seccion lineal no singular
de V' de dimension r — s — 1 definida sobre ;.

Para esto seguimos el enfoque de [CMO07a], donde dichas secciones lineales se
obtienen como la clausura Zariski de las fibras de una proyeccién genérica 7 : V —
P51, En esta tesis mejoramos y generalizamos el resultado de [CM07a], estudiando el
conjunto S de puntos excepcionales de dicha proyeccion. Esto lo hacemos, mediante
un enfoque novedoso, identificando a S con una cierta variedad polar. Las variedades
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polares constituyen un concepto clasico de la geometria proyectiva introducido por
F. Severi y J. Todd en los anos 30 y fuertemente impulsado por los trabajos de
R. Piene [Pie78] y B. Teissier [Tei82] en los anos 70. Nuestro resultado principal
en relacién con las variedades polares establece condiciones sobre m bajo las cuales
la correspondiente variedad polar tiene la dimensién esperada (Teorema 3.1.6). A
partir de este resultado obtenemos la siguiente versién efectiva del segundo teorema
de Bertini (ver Teorema 3.3.4 y Corolario 3.3.6).

Teorema 1.2.2. Sea V' C P" una interseccion completa definida sobre ¥, de dimen-
sion r, grado &, multigrado d := (dy,...,d,_) y lugar singular de dimension a lo
sumo s > 0. Sea D := 3 1""(d; — 1). Si ¢ > (n+ 1)2D"*71§, entonces existe una
seccion lineal de V' no singular de dimensién r — s — 1 definida sobre F,.

Cabe destacar que esta version del segundo teorema de Bertini mejora exponen-
cialmente la versiéon dada en [Bal03] para hipersuperficies.

En el Capitulo 4 proporcionamos resultados de existencia de puntos g-racionales
regulares de intersecciones completas singulares. Un problema clésico es determinar
condiciones sobre ¢ de forma tal que una cierta variedad tenga al menos un punto ¢-
racional. Sin embargo, en muchas aplicaciones resulta necesario probar la existencia
de un punto g-racional regular (ver, por ejemplo, [Woo08] y [Zah10]). En esta tesis
obtenemos resultados de este tipo como consecuencia de nuestra version efectiva del
segundo teorema de Bertini. Més precisamente, si V' es una [,-variedad proyectiva de
dimensién r y lugar singular de dimensién a lo sumo s, establecemos una condicion
sobre ¢ que implica que existe una seccién no singular S de dimensién r — s — 1
de V' definida sobre F,. El resultado se sigue de aplicar la estimaciéon de Deligne
(1.3) a dicha seccién y de observar que S estd contenida en el conjunto de puntos
regulares de V. Mds precisamente, obtenemos el siguiente teorema (ver Corolarios
413y 4.1.4).

Teorema 1.2.3. Sea V' C P" una interseccion completa definida sobre [, de di-
mension r, grado §, multigrado d == (dy, ... ,d,_,) y lugar singular de dimension a
lo sumo s > 0. Sea D=3 " (d;—1). Sis=r—2yq>2(D+2)** os=r—3
y q > 3D(D + 2)20, entonces V tiene al menos un punto q-racional reqular.

Por otro lado, en ese capitulo obtenemos estimaciones sobre la cantidad de puntos
g-racionales regulares de intersecciones completas para las cuales el lugar singular
tiene dimension r — 2 o r — 3. Para ello consideramos el morfismo lineal genérico
7V — P! que mencionamos anteriormente y expresamos a V' como una unién
finita de secciones lineales de V' de dimension r — s — 1. Recordemos que cada una de
estas secciones se obtiene como la clausura Zariski de una fibra de 7 definida sobre [F,.
Observamos que los puntos ¢-racionales de V' que pertenecen a fibras singulares no
hacen un aporte significativo a la estimacién. Por lo tanto, aplicando (1.3) a aquellas
fibras que resultan no singulares podemos estimar satisfactoriamente la cantidad de
puntos g-racionales de V. En resumen, tenemos el siguiente teorema (ver Corolarios
423y 4.2.4).
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Teorema 1.2.4. Sea V' C P" una interseccion completa definida sobre I, de di-
mension r, grado §, multigrado d y lugar singular de dimension s € {r — 3,r — 2}.
Sea Vi el conjunto de puntos requlares de V. Sea D := """ (d; — 1). Entonces,
para s < r — 2, se tiene:

|[V(E,)| - pr
[ Ve (B)| = s

< (6(D —2)+2)q" ' /* +14D%6%¢" ",
< ((S(D — 2) + 2)q"’—1/2 + 8<7~ + 1)D2(52qr—1_

Por otro lado, st s <r — 3,

14D362qr—1 7
(347 — 20) D3§%¢" 1.

“V |_pr
H‘/sm |_pr

<
<

Este teorema mejora la estimacién (1.5) en los casos s =7 —2y s =r — 3 para
variedades de dimensién grande (r > (n—1)/2) o grado pequeno (6 < (2(n—7))"").
Por otro lado, (1.5) puede resultar conveniente en el caso en que la variedad sea de
dimensién baja y grado alto. En tal sentido, podemos decir que nuestro resultado
complementa la estimacién (1.5). En el Capitulo 7 nos encontramos con el problema
de estimar la cantidad de puntos g-racionales de una interseccion completa de grado
bajo cuyo lugar singular tiene codimension al menos 3. Este es un ejemplo concreto
en el cual, de nuestra estimacion para el caso s = r — 3, se desprenden mejores
resultados que si aplicdramos (1.5). Por ultimo, mejoramos (1.6) para variedades
normales ya que no imponemos condiciones sobre ¢, mientras que alli se pide ¢ >
2(n —r)dd + 1.

Finalmente, obtenemos la siguiente version explicita de la estimacién de Hooley
(1.4), que vale bajo una cierta condicién sobre g (Teorema 4.2.8). Cuando se satisface
esta condicion, nuestra estimaciéon mejora exponencialmente la mejor estimaciéon
explicita que se conoce, debida a Ghorpade y Lachaud (ver [GL02a, Theorem 6.1]).

Teorema 1.2.5. Sea q > 2(s+1)0D" 5 Y (D+r—s+1) y V C P" una interseccion
completa definida sobre F,, de dimension r, grado 6, multigrado d := (dy, ..., d,_,)
y lugar singular de dimension a lo sumo s > 0. Tenemos entonces la siguiente
estimacion:

r+s+1
2

HV |—pr}<(rs1(n—s—1,d)+2\/5+1)q

Ciertas cuestiones de teoria de codigos, criptografia y combinatoria requieren
estudiar F-variedades en las que actiia un grupo finito de invariantes. Este es el ca-
so de la existencia de “deep holes” en cédigos de Reed-Solomon estandar [CMO7b],
el reconocimiento de funciones de tipo “almost perfect nonlinear” en el ambito del
cripto-analisis diferencial [Nyb94] y, como es presentado de manera original en esta
tesis, el estudio del conjunto de valores de polinomios sobre cuerpos finitos (Capitu-
lo 7). En todos estos casos, se trata de estimar el cardinal del conjunto de puntos
g-racionales de una intersecciéon completa singular “simétrica”, es decir, una inter-
seccion completa cuyo conjunto de soluciones resulta invariante bajo la accion del
grupo simétrico de sus coordenadas. En el Capitulo 5 estudiamos las propiedades
geométricas de intersecciones completas simétricas. El resultado principal de dicho
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capitulo establece una cota superior no trivial para la dimension del lugar singular
de las mismas. Finalmente, en los tltimos dos capitulos aplicamos nuestras esti-
maciones y resultados geométricos sobre intersecciones completas simétricas a un
problema de teoria de codigos y otro de combinatoria.

En el Capitulo 6 consideramos el primero de ellos, es decir, un problema concre-
to de la teorfa de cédigos de Reed-Solomon. Los cédigos de Reed-Solomon fueron
introducidos en los anos 60 y son comunmente utilizados en diversas cuestiones de
indole tecnolégico. Su excelente capacidad de detectar y corregir errores, sumada a
la existencia de buenos algoritmos de decodificacion, los convierten en un tipo de
coddigos muy usado en la practica.

Dado un conjunto de evaluaciéon D := {z1,...,2,} C F, y un entero positivo
k < n, el cédigo de Reed-Solomon de longitud n y dimension & sobre I, es el
siguiente subespacio de F}":

C(D, k) == {(f(1), ... f(2a)) : f € B[T), deg(f) < k — 1}.

Los elementos de C'(D, k) se llaman palabras del cédigo. Cuando D = [, decimos que
C(D, k) es el codigo de Reed-Solomon estandar. La distancia de Hamming entre dos
vectores de F' es la cantidad de coordenadas en las que ellos difieren y el radio de
recubrimiento del cédigo es la méxima distancia posible de un elemento cualquiera de
;" al cddigo. Un deep hole es un elemento de F' en donde se alcanza esta distancia.
En tal sentido, podemos decir que los deep holes son las palabras mas dificiles de
decodificar, dado que son aquellas en cuya transmision se han cometido la mayor
cantidad de errores.

Si bien los deep holes han sido caracterizados en varios tipos de cddigos, dicha
caracterizaciéon no es conocida (ni trivial) en el caso de los cédigos de Reed-Solomon.
En 2007, Q. Cheng y E. Murray abordaron este problema desde un punto de vista
geométrico, reduciendo el problema de determinar si una palabra recibida es un deep
hole al de decidir cuando una F,-hipersuperficie absolutamente irreducible posee
un punto g-racional con coordenadas distintas y no nulas. Para ello aplicaron la
estimacién (1.2) a fin de obtener condiciones que garantizan la inexistencia de deep
holes en cédigos de Reed-Solomon estandar. Mas precisamente, si asociamos a una
palabra recibida w := (wy,...,w,) € F" el tnico polinomio fy, € F,[T] de grado a
lo sumo n — 1 tal que f,(z;) = w; para 1 < i < n (en cuyo caso decimos que la
palabra w estd generada por el polinomio fy, ), Cheng y Murray obtienen el siguiente
resultado.

Teorema 1.2.6 ([CMO07b, Theorem 1]). Sean k, d enteros positivos, q un nimero
primo y € una constante positiva. Si ¢ > max{ki*e, d'3/3+<} entonces una palabra
wy generada por un polinomio f € [T de grado k+d < g —1 no es un deep hole
del codigo de Reed-Solomon estandar de dimension k sobre ;.

Mas atn, en dicho trabajo los autores conjeturan que los inicos deep holes son los
generados por polinomios de grado k, lo que permitiria clasificarlos completamente.
En 2008,Y. Liy D. Wan [LW08b] mejoran el resultado de Cheng y Murray utilizando
la cota de Weil para ciertas sumas exponenciales. Mas precisamente, los autores
obtienen la siguiente caracterizacion.
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Teorema 1.2.7 ([LWO08b, Theorem 1.4]). Sean k, d enteros positivos, q es una
potencia de un primo y € una constante positiva. Si ¢ > max{d*"¢, (k + 1)*} y se
verifica que k > (% +1)d+ % +2, entonces una palabra w¢ generada por un polinomio
f e E[T] de grado k+d < g —1 no es un deep hole en el codigo de Reed-Solomon
estandar de dimension k sobre I,.

Utilizando nuestros resultados sobre intersecciones completas simétricas y la es-
timacién (1.5) mejoramos la caracterizacion de los deep holes dada por Li y Wan.
En efecto, obtenemos el siguiente resultado (Teorema 6.5.1).

Teorema 1.2.8. Sean k y d enteros con k > d > 3 y € una constante positiva.
Sea wy la palabra generada por un polinomio f € E[T] de grado k+d < q¢—1. Si

q>max{(k+1)%14d**}ty k> d(;2 + 1>, entonces Wy no es un deep hole del

codigo de Reed-Solomon estandar de dimension k sobre I,.

Cabe mencionar que la conjetura de Cheng y Murray fue resuelta por la nega-
tiva en el ano 2012 (ver [WH12]). Sin embargo, contintia pendiente la cuestién de
determinar cudles polinomios generan deep holes, cuestion para la cual el Teorema
1.2.8 constituye un avance.

En el Capitulo 7 estudiamos el “conjunto de valores” (value set) de polinomios
definidos sobre un cuerpo finito. Dado un polinomio f € F,[T], se define el conjunto
de valores de f sobre F, como el conjunto imagen de la funcién polinomial de [,
en F, que define f. Denotamos por V(f) al cardinal de dicho conjunto. Birch y
Swinnerton-Dyer [BSD59] demostraron que, si f es un polinomio de grado d > 1,
entonces

V(f) = paq+ O(q'?),

donde p4 := Z;’Ll (—=1)""!/r! y la constante que subyace a la notacién O depende
solo de d.

En los anos 50, L. Carlitz y S. Uchiyama, utilizando técnicas de analisis combi-
natorio, estudiaron el comportamiento del valor promedio V(d,0) de V(f) cuando f
recorre los polinomios ménicos en F, [T, de grado fijo y que verifican que f(0) =0
(ver [CU57|, [Carb5], [Uchbb5a] y [Uchb6]). Sus resultados fueron mejorados por S.
Cohen ([Coh73, §2]), quien demuestra el siguiente resultado:

d
r—1( 94 1-r
Va0 = 30 (1) = paa 00
Una variante de este problema fue considerada por Uchiyama [Uch55b] y Cohen
[Coh72, Coh73], los cuales, estudiando ciertas sumas exponenciales, determinan el
comportamiento promedio de V(f) en el caso especial en el que algunos coeficientes
se encuentran fijos. En este caso, los resultados que obtienen son menos precisos. En
concreto, si s esun enterocon 1 < s <d—2ya:=(a4_1,...,04-5) € IF;, definimos
para cada b := (bg_s_1,...,b1) el polinomio

s d—1
for=fo=T"+ Z ag—i T + Z ba_i T
=1

1=s+1
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Si p := char(F,) > d, entonces, por ejemplo, Cohen demuestra que

1
qd—s—l

V(d,s,a) = " V) = g+ 0q), (1.7)

beRi—~!

donde la constante que subyace a la notacién O depende sélo de d y s. Cabe men-
cionar que ni Cohen ni Uchiyama dan una expresién explicita del término de error
en sus estimaciones.

En esta tesis mejoramos significativamente estos resultados. Para ello, expresa-
mos a V(d,s,a) en términos del nimero x de ciertos “conjuntos interpolantes”
para d —s — 1 < r < d (ver Teorema 7.2.1). Mds precisamente, definimos x& co-
mo el nimero de subconjuntos de r elementos de I, para los cuales f, puede ser
interpolado por un polinomio de grado a lo sumo d — s — 1. Se tiene que el niimero
X esta relacionado con la cantidad de puntos g-racionales de una cierta variedad
V. Dicha variedad resulta ser una interseccién completa simétrica (ver Proposicién
7.2.4), con lo cual podemos aplicar los resultados geométricos del Capitulo 5. Fi-
nalmente, combinando esto con la estimacién (4.17) para intersecciones completas
cuyo lugar singular tiene codimensién al menos 3, obtenemos el siguiente teorema
(ver Teorema 7.4.4).

Teorema 1.2.9. Sean a € F;, d, r y s enteros positivos con d < q y 2(s +1) < d.
Para d—s+1<r <d, se verifica que

1| (d—2peVe 7
V(dvsaa) — Haq — 2_6 < %"‘5

Si bien nuestra estimacién vale para s < d/2—1, mientras que (1.7) es vélido para
s < d — 2, mejoramos (1.7) en diversos aspectos. En primer lugar, no imponemos
condiciones sobre la caracteristica p de [, en tanto que en (1.7) se pide que p > d.
Por otro lado, en (1.7) se prueba que V(d,s,a) = pqq + O(q"/?), mientras que
nosotros demostramos que V(d,s,a) = pqsq + O(1). Por dltimo, obtenemos una
expresion explicita de la constante que subyace a la notacién O, de forma tal que el
término de error tiende a cero cuando d tiende a infinito.

20



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo damos las definiciones, notaciones y resultados basicos de geo-
metria algebraica que utilizaremos a lo largo de esta tesis. Ademads, enunciaremos
algunos resultados cldsicos sobre la cantidad de puntos g-racionales de [-variedades.
En la exposicién seguimos principalmente los textos [Eis95], [Kun85] y [Sha94].

2.1. Definiciones y resultados basicos de geometria
algebraica

Sea K un cuerpo. Denotamos por A}, al espacio afin de dimension n definido
sobre K, y por P al espacio proyectivo de dimension n definido sobre K. Ambos son
espacios topoldgicos con la topologia de Zariski sobre K, segtin la cual los cerrados
son los conjuntos de ceros comunes de polinomios en K[X3, ..., X,], o de polinomios
homogéneos en K[Xy, ..., X,] en el caso proyectivo. En esta seccién, vamos a notar
como A" y P" al espacio afin y proyectivo respectivamente definidos sobre K, la
clausura algebraica de K.

Los conjuntos abiertos en la topologia de Zariski de A™ o P” son densos. En tal
sentido, decimos que una propiedad sobre los elementos de A™ o P" es genérica si la
satisfacen todos los puntos que pertenecen a un abierto Zariski de A" o P".

Definicién 2.1.1. Sea K un cuerpo.

i) Un subconjunto V. C A™ es una K-variedad afin si es el conjunto de ceros
comunes en A" de una familia de polinomios fi,..., fm € K[X1,...,X,]. En
particular, una K-hipersuperficie afin es el conjunto de ceros en A™ de un inico
polinomio f € K[Xy,...,X,] no nulo.

ii) Un subconjunto V. C P"™ es una K-variedad proyectiva si es el conjunto de
ceros comunes en P" de una familia de polinomios homogéneos fi,..., fm €
K[Xo,...,X,]. En particular, una K-hipersuperficie proyectiva es el conjunto
de ceros en P de un tnico polinomio homogéneo f € K[Xo,...,X,] no nulo.

Notemos que una K-variedad afin (resp. proyectiva) resulta un espacio topolégico
con la topologia inducida de A" (resp. de P"). Vamos a denotar por V(fi,..., fim)
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o{fi == fm=0}ala K-variedad afin o proyectiva dada por el conjunto de
ceros comunes de los polinomios f1, ..., fin-

Sea V una K-variedad en A™ o P". Denotamos por I(V') al ideal de la variedad, es
decir el conjunto de polinomios en K[Xj, ..., X,] o en K[Xo,...,X,] que se anulan
en todos los puntos de V. Se tiene que I(V') es un ideal radical. Notamos por K[V]
al anillo coordenado de V', o sea K[V] es el anillo cociente K[X,...,X,]/I(V) o
K[Xo, ..., X,]/I(V).

A continuacién damos una serie de definiciones que son vélidas tanto para K-
variedades afines como para K-variedades proyectivas, por lo que vamos a denomi-
narlas simplemente K-variedades.

Definicién 2.1.2. Sean K un cuerpo, K su clausura algebraica yV una K -variedad.
Entonces,

(i) V se dice irreducible si no puede escribirse como union de K-variedades pro-
plas.

(ii) V se dice absolutamente irreducible si es irreducible como K -variedad.

Toda K-variedad V' se puede descomponer como unién finita de K-variedades
irreducibles, llamadas las componentes K-irreducibles de V. En particular, las com-
ponentes K-irreducibles se denominan las componentes absolutamente irreducibles
de V. Dada una K-variedad V', definimos la dimensién r de V' como la longitud de
la mayor cadena de K-variedades irreducibles Vo, & V3 & --- & V. C V conteni-
da en V. Decimos que una K-variedad es equidimensional si todas sus componentes
K-irreducibles tienen la misma dimensién.

Sean V' y W K-variedades afines. Una funcién f : V. — W es un morfismo
regular si existen polinomios fi,..., f,, € K[X1,...,X,] tales que para todo = € V,
f(x) = (fi(x),..., fm(x)). Decimos que f es un morfismo dominante si f(V') = W,
donde f(V) es la clausura de f(V') con respecto a la topologia Zariski de W. En
esta situacion, f induce, por composicién, una extensién de anillos K[W] — K[V],
y decimos que este morfismo es finito si dicha extension es entera. En el caso en que
V y W sean K-variedades proyectivas, un morfismo f : V. — W se dice regular si
para cada z € V existen entornos afines U C V de x y U’ C W de f(x) tales que
f : U — U’ es regular. Por otro lado, la definicién de morfismo dominante coincide
con la dada en el caso afin y f : V — W se dice finito si para todo y € W existe
un abierto afin W, tal que U := f~1(W,) es afin y f : U — W, es un morfismo
finito de variedades afines. Una propiedad importante de los morfismos finitos es la
siguiente. Si S C W es una subvariedad irreducible entonces la preimagen f~1(5) es
una variedad equidimensional de dimensién dim S (ver, por ejemplo, [Dan94, §4.2,
Proposition]).

A cada K-variedad afin V' C A™ podemos asociarle una K-variedad proyectiva
pcl(V) € P, que llamamos la clausura proyectiva de V' y definimos de la siguiente
manera. Consideramos la inmersién de A”™ en P* que a cada x = (z1,...,2,) € A"
le asigna el punto (1 : zq,---: x,) € P". La clausura proyectiva pcl(V') es entonces
la clausura de la imagen de V' via esta inmersion, considerando la topologia Zarisky
en P". Asi, por definicién, pcl(V') es la menor K-variedad proyectiva que contiene
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a V. Los puntos de pcl(V) \ V se llaman puntos de V' en el infinito. Se cumplen
ademas las siguientes propiedades:

(i) V es irreducible si y sélo si pcl(V) lo es.

(17) SiV =ViUVaU---UV, es la descomposicion de V' en K-variedades irreducibles
entonces pcl(V) = pel(Vy) U pcl(Va) U --- U pcl(V;,) es la descomposicién de
pcl(V) en componentes K-irreducibles.

(zi1) V' y pcl(V) tienen la misma dimension.

(iv) El ideal I(V)" de pcl(V) es el ideal generado por la homogeneizacién f* €
K[Xo,...,X,] de todos los polinomios f € I(V) C K[Xy,...,X,]. Ademas,
I(V)" es radical si y s6lo si I(V) lo es.

Sea V' C A™ una K-variedad afin, sea I(V) C K[Xi,...,X,] el ideal de V
y x € V. La dimensién dim, V' de V en x es el maximo de la dimensién de las
componentes K-irreducibles de V' que contienen a x. Si I(V') = (fi, ..., f.), entonces
el espacio tangente 7,V de V en z se define como el nicleo de la matriz Jacobiana
(0fi/0X;)1<i<ri<j<n(x) de fi1,..., f con respecto a las variables Xi,..., X, en x.
Se tiene la siguiente desigualdad (ver, por ejemplo, [Sha94, pagina 94]):

dim, V < dim 7, V.

Un punto z se dice regular si dim, V = dim7,V. En caso que dim, V < dim7,V,
decimos que z es un punto singular de V. El conjunto de puntos singulares de V' se
denomina el lugar singular de V' y lo notamos 3J; se tiene que X es una K-subvariedad
cerrada de V. Una K-variedad se dice no singular si el conjunto de puntos singulares
es vacio. Para una K-variedad proyectiva, los conceptos de espacio tangente, punto
singular y regular se definen considerando un entorno afin del punto en cuestion. Sea
V una K-variedad afin o proyectiva, supongamos que V' = U!_,C; la descomposicién
de V' en componentes K-irreducibles, entonces C; N C; C X para todo @ # j.
Sea ahora V' C P" una K-variedad proyectiva. Consideramos el morfismo

0: A"\ {(0,...,0)} = P" (2.1)
que a un punto con coordenadas afines (ay, .. ., a,) le asocia el punto proyectivo con
coordenadas homogéneas (ag : - - : a,,). Se define el cono afin de V' como la variedad

afin

C(V)y=0*(V)yu{(o,...,0)}.
Se cumplen las siguientes propiedades:
(1) dimC(V) =dimV + 1.
(i7) V es irreducible si y sélo si C'(V) lo es.

(7i1) V es no singular si y sélo si C'(V') es no singular o su tnico punto singular es
el origen.
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2.1.1. Intersecciones completas

En esta tesis vamos a considerar una familia particular de K-variedades, que se
denominan intersecciones completas.

Definicién 2.1.3. Sea V una K-variedad de dimensidn r.

i) Decimos que V' es una interseccién completa conjuntista si V' es la interseccion
de n —r K-hipersuperficies.

ii) Decimos que V' es una interseccién completa si I(V') puede ser generado por
n —r polinomios en K[X1,..., X,].

Una K-variedad V es regular en codimensién m si el lugar singular ¥ de V tiene
codimensién al menos m+1 en V', es decir si dim V —dim > > m+1. Una interseccion
completa se dice normal si es regular en codimensién 1. Un resultado importante para
intersecciones completas proyectivas es el Teorema de Conexién de Hartshorne (ver,
por ejemplo, [Kun85, Theorem VI.4.2]), que enunciamos a continuacién. Si V- C P*
es una interseccion completa definida sobre K y W C V es una K-subvariedad
de codimensién al menos 2, entonces V' \ W es conexo con la topologia Zariski de
P" sobre K. De acuerdo a este lema, considerando W = 3., deducimos el siguiente
resultado que utilizaremos frecuentemente.

Teorema 2.1.4. Si V C P" es una interseccion completa normal, entonces V es
absolutamente irreducible.

Cada interseccion completa resulta definida por polinomios que forman una su-
cesion regular.

Definicién 2.1.5. Sean f1,..., f, € K[Xy,...,X,]. Decimos que fi,..., f. forman
una sucesion regular si fi no es el polinomio cero y cada f; no es divisor de cero en
el anillo K[ X1,...,X,]/(f1,.. ., fic1) para 2 <i <r.

Si fi1,..., fur forman una sucesién regular en K[Xi,...,X,] o K[Xo,...,X,],
entonces la K-variedad afin o proyectiva que ellos definen es una interseccién com-
pleta conjuntista y es equidimensional de dimensién n — r. Mas atn, si el ideal
(f1,--., fnr) es radical entonces dicha variedad es una interseccién completa.

2.1.2. El grado de una variedad

Sea V una K-variedad irreducible. Se define el grado deg(V') de V' como el niimero
méaximo de puntos en la intersecciéon de V' con una variedad lineal L de codimensiéon
dim V para la cual dicha interseccion es finita. Mas generalmente, si V =1V, U V5, U
-+ UV, es la descomposiciéon de V' en componentes K-irreducibles, definimos el
grado de V' como degV = > ' degV; (ver [Hei83, Ful84]). El grado de una K-
hipersuperficie H es el grado de un polinomio de grado minimo que define a H. El
grado de un abierto denso contenido en una K-variedad V' es igual al grado de V. A
continuacién enunciamos una desigualdad de Bézout que resultara sumamente ttil
al momento de obtener las estimaciones (ver [Hei83, Ful84, Vog84]).
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Teorema 2.1.6. Si V y W son K-variedades, entonces
deg(VNW) < degV -degW. (2.2)
También usaremos frecuentemente el siguiente resultado.

Proposicién 2.1.7 ([HS82, Proposition 2.3]). Sean Vi,...,V, K-variedades afines.
Supongamos que dim Vi = r y sea D el mdzimo de los grados de V3, ..., V;. Entonces

deg(Vi N---NV,) < deg VD"

Las siguientes son propiedades estandar relacionadas con la nocién de grado de
K-variedades.

(i) Sean V C A", pel(V) C P" su clausura proyectiva y V C A" el cono afin de
pcl(V). Entonces, (ver, por ejemplo, [CGH91, Proposition 1.11})

degV = degpcl(V) = deg V.

(17) Sea ¢ : V. — W un morfismo regular lineal de K-variedades proyectivas.
Entonces [Hei83, Lemma 2],

deg (V) < degV, (2.3)
donde ¢(V) denota la clausura Zariski de ¢(V) en P".

Sea V' C P" una K-variedad interseccion completa, de grado ¢, dimension r y sea
fi,- -+, fa—r un conjunto de generadores de I(V'). Los grados dy, ..., d,_, dependen
de V' y no del sistema de generadores de (V). Sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que d; > --- > d,_,. Definimos entonces el multigrado de V' como d :=
(dy,...,dy—). Un resultado fundamental sobre intersecciones completas, Teorema
de Bézout, asegura que § = [[}_"d; (ver, por ejemplo, [Har92, Theorem 18.3]).

2.2. El espacio multiproyectivo

En el Capitulo 3, tendremos que considerar hipersuperficies multiproyectivas.
Es por esto que dedicamos esta seccién a hacer una revisiéon de las definiciones y
conceptos bésicos del espacio multiproyectivo. Nos basamos aqui en [DKS13].

Sea N := Z>q el conjunto de enteros no negativos. Dado n := (ni,...,ny,) € N™
notamos como |n| :=n; + -+ +n, yn! :=nyl...n,l. Si a,8 € N™ escribimos
a > (3 cada vez que o; > (; para 1 < i < m. Dado d := (dy,...,d,) € N
definimos el conjunto NZ'H = Nsll“ X -ee X NZ::H formado por los elementos
a:=(ay,...,a,) € N x ... x N con |a;| = d;, para 1 <i < m.

Denotamos por P™ al espacio multiproyectivo P™ := P™ x ... x P"m,

Para 1 < ¢ < m, sean X; := {X;o0,...,X;n,} un grupo de n; + 1 variables y
X :={Xy,..., X} Un polinomio multihomogéneo F' € K[X| de multigrado d :=
(dy,...,dy) es un polinomio homogéneo de grado d; en cada grupo de variables X;
para 1 < i < m. Decimos que un ideal I C K[X] es multihomogéneo si estd generado
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por una familia de polinomios multihomogéneos. Dado un ideal multihomogéneo
I C K[X], denotamos por V(I) C P™ a la K-variedad definida como el conjunto de
ceros comunes de los polinomios de I. En particular, una K-hipersuperficie de P™ es
el conjunto de ceros de un polinomio multihomogéneo F' € K[X]. Las nociones de
variedad K-irreducible y dimensién de una K-variedad de P™ se definen igual que
en el espacio proyectivo.

Sean V' C P™ una K-variedad multiproyectiva y

© : A"\ {0} x -+ x A"\ {0} — P"

el morfismo dado por © := (64,...,0,,), donde 6; es el morfismo definido en (2.1),
(1 <i < m). Definimos el cono afin de V' como la siguiente variedad:

C(V)=0"'(V)u ({0} x A™ x ... x A" ) U (A™H x {0} x -+ x A"
U--- U (AT x AmF e {0)).

Se tiene que dim C (V') = dim V + m.

Sea V' C P™ una F,-variedad irreducible, el anillo cociente F,[X]/I(V) es multi-
graduado y denotamos por (F,[X]/I(V))p a la componente de multigrado b € N™.
La funcién Hilbert-Samuel de V' es la funcién Hy : N — N definida como Hy (b) :=
dim(F,[X]/I(V))p. Dada una variedad irreducible V' de dimensién 7, se tiene que
existe dp € N y un unico polinomio Py € Q|zy,. .., 2z,] de grado r = dim V' tal que
Py (8) = Hy(d) para cada 6§ € N™ con d > dg (ver, por ejemplo, [RémO1, Theorem
2.10 (i))).

Sea V' una variedad irreducible de dimension r, dado r € N, es decir, » € N™
tal que |r| = r, definimos el grado mixto de V' de indice  como el entero no negativo

deg,.(V) := r!coeff,.(Py).

Equivalentemente el grado mixto de V' de indice r se puede definir de la siguiente
manera: si r := (ry,...,7,) € N"estal que ry+---+r,, =7, paracada 1 <i <m,
y H},... H]* C P" hiperplanos genéricos, luego el grado mixto de V' de indice 7 se
define como el cardinal de la interseccién

m T3
Vﬂﬂ ﬂIP’?x«--x]P’”"’l><H]’:><IP’"1'+1><--«><IP’"T”,

i=1 j=1

El anillo de Chow en P™ es el anillo graduado
A*(P™) = Z[6y, ..., 0]/ (07T, mm Y,

donde cada 6; denota la preimagen de un hiperplano contenido en P™ bajo la pro-
yeccion P* — P™. Dada una K-variedad V' C P™ equidimensional de dimensién 7,
su clase en el anillo de Chow es

V] = degy (V)6 " - - O "t € A*(P™),
b
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donde la suma recorre el conjunto de multiindices b € N con b < n. Este es
un elemento homogéneo de grado |n| — r. En particular, si H C P™ es una K-
hipersuperficie y F' € K[X] es un polinomio de grado minimo que define a H,
entonces

[H] = Z degx, (F)6;, (2.4)

equivalentemente, deg,, . (H) = degx. (F) para 1 < ¢ < m, donde e; denota el
i-ésimo vector de la base candénica de R™, (ver, por ejemplo, [DKS13, Proposition
1.10)).

Una herramienta fundamental para estimar el grado mixto de intersecciones de
variedades multiproyectivas es el teorema de Bézout multiproyectivo (ver [DKS13,
Theorem 1.11]). Si V' C P™ es una variedad multiproyectiva equidimensional de
dimensién r > 0y F' € F,[X] un polinomio multihomogéneo libre de cuadrados tal
que VN V(F) es equidimensional de dimensién r — 1, entonces

VnV(E)] = VIV, (2.5)

Finalmente, mencionamos el siguiente resultado, que muestra que los grados mixtos
son monoétonos con respecto a proyecciones lineales. Sea I := (Iy,...,l,) € N™
una m-upla con I < n y sea 7 : P® --» P! la proyeccién lineal que a cada = =
(xy1,...,x,) € P™ le asigna las primeras coordenadas [; de cada coordenada x;, es
decir,

(1 <i<m,0<j5<mn)=(x;;:1<i<m,0<j<).

Este morfismo racional induce el siguiente morfismo Z-lineal inyectivo:
71 AY(PY) — A*(P™), y(P):=6"'P.

Si V' C P™ es una variedad equidimensional y dim 7 (V') = dim V, entonces se tiene
la siguiente desigualdad (ver [DKS13, Proposition 1.16]):

W[V < [V]. (2.6)

2.3. Puntos g-racionales de F,-variedades

De ahora en mas consideraremos K = [, y A" y P" denotaran el espacio afin y
proyectivo de dimensién n definidos sobre ]IT‘q respectivamente. Sea V' una F-variedad
afin o proyectiva. Dado x € V', decimos que z es un punto g-racional de V' si todas sus
coordenadas pertenecen a F,. Notamos por V (EF,) al conjunto de puntos g-racionales
de V. Cabe observar que el espacio afin de dimensién n sobre [, tiene cardinal
|A™(E,)| = ¢" y el espacio proyectivo de dimensién n sobre F, tiene cardinal

po=IP"E) ="+ "+ g+ 1

Dada una [F,-variedad V, determinar de manera exacta, estimar o garantizar la
existencia de puntos g-racionales de V' es un problema clésico de geometria aritméti-
ca. Dado que se conocen pocos resultados sobre la cantidad exacta de puntos ¢-
racionales, muchas veces resulta 1til contar con cotas, estimaciones y resultados que
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garanticen la existencia de dichos puntos. En esta seccién hacemos una revisién de
las cotas superiores que se conocen y damos un resultado propio sobre la cantidad
de puntos g-racionales de hipersuperficies multiproyectivas.

2.3.1. Algunas cotas superiores y resultados de existencia

Comenzamos con algunos resultados clasicos para hipersuperficies.

Proposicién 2.3.1 ([LN83, Theorems 6.13 y 6.15]). Sea H una F,-hipersuperficie
en A" o P" definida por un polinomio f € F,[X1, ..., X,] de grado 6 en el caso afin,
o f €F,[Xo,...,X,] homogéneo de grado 6 en el caso proyectivo. Entonces

(i) Si H es una F,-hipersuperficie afin, |H(F,)| <6 - ¢" L.
(ii) Si H es una F,-hipersuperficie proyectiva, |H(F,)| < 0 - pn_1.

Observamos que la cota para el caso afin es éptima si 6 < ¢q. En efecto, conside-
rando el polinomio f = (X; —¢;) -+ (X3 — ¢), siendo ¢y, . .., ¢s elementos distintos
en [, la cantidad de puntos g-racionales de la hipersuperficie definida por f es g™ .
Sin embargo, para E—hipersuperﬁcies proyectivas la cota de la Proposicion 2.3.1 no
es la mejor posible. Para I;-hipersuperficies proyectivas, J. P. Serre proporciona una
cota mas precisa, que enunciamos a continuacion.

Proposicién 2.3.2 ([Ser91]). Sea F € F,[Xo, ..., X,] un polinomio homogéneo, no
nulo, de grado 6 < q. Entonces se verifica que |H(F,)| < 6" + p,_s.

Cabe mencionar que es facil extender el resultado a E—hipersuperﬁcies. En efecto,
tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 2.3.3. Sea F € E[XO, .oy, Xp] un polinomio homogéneo, no nulo, de
grado § < q. Entonces se satisface la siguiente cota superior:

[H(E,)| < 04" + pn-2.

Demostracion. Sea K la extensién finita de [, definida por los coeficientes de F'y
sea {aq, ..., } una base de K como F-espacio vectorial. Entonces existen tnicos
polinomios Fi, ..., F, € E[Xy,...,X,]|, homogéneos de grado ¢ o cero, tales que
F =oaFi+---+a,.F,.. Supongamos sin pérdida de generalidad que F; # 0. Entonces
es claro que el conjunto de ceros de F' en P*(F,) esta contenido en el conjunto de
ceros de Fy en P"(F,). Notamos por N; a la cantidad de ceros en P*(E,) de F;. De
acuerdo a la proposicién anterior se obtiene que |H(E,)| < Ny < §¢" ' + pp—2, lo
que concluye la demostracién. O]

A continuaciéon damos cotas superiores sobre la cantidad de puntos g-racionales
de variedades proyectivas y afines que generalizan la Proposicién 2.3.1.

Proposicion 2.3.4. Sea V' una variedad afin o proyectiva de dimension r y grado
0 definida en el espacio de dimension n sobre [F,. Entonces la cantidad de puntos
g-racionales de V satisface

28



§2.3. PUNTOS ¢-RACIONALES DE F;-VARIEDADES

(i) Si'V es una variedad afin, |V (F,)| < dq".
(ii) Si'V es una variedad proyectiva, |V (I,)| < dp,.

En [CM06, Lemma 2.1] y [CMO0T7a, Proposition 3.1] podemos encontrar demos-
traciones simples de estos resultados que se basan en la aplicacién de la desigualdad
de Bézout del Teorema 2.2.

En cuanto a la existencia de puntos g-racionales, un resultado clasico es el teo-
rema de Chevalley-Warning.

Teorema 2.3.5 ([LN83, Corollary 6.9]). Sean fi,..., f, € F[X1, ..., X,] polinomios
con f;(0,...,0) =0paral <i<ry Z;:l deg f; < n. Entonces existe un punto
q-racional ¢ = (¢1,...,¢,) # (0,...,0) de la variedad afin que ellos definen.

En lo que respecta a la existencia de puntos g-racionales de [F,-hipersuperficies,
el mejor resultado que se conoce es el siguiente.

Teorema 2.3.6 ([CM06, Theorem 5.4]). Si ¢ > 26* y H C A™ es una F,-hipersu-
perficie absolutamente irreducible de grado 6, entonces H tiene al menos un punto
q-ractonal.

La condicion sobre ¢ dada en el Teorema 2.3.6 es casi 6ptima, en el sentido de
que si q es del orden de 63, existen F,-hipersuperficies absolutamente irreducibles sin
puntos g-racionales (ver [HLT05] o [Yek07] para familias de ejemplos).

2.3.2. Numero promedio de ceros

A continuacién exhibimos formulas sobre el niimero promedio y la varianza de
ceros g-racionales (ver, por ejemplo, [LN83, Theorems 6.116 y 6.17]). Estos resul-
tados dan una idea sobre como estimar la cantidad de puntos g-racionales de una
F,-hipersuperficie y sobre el error que cometemos al estimar dicho ntimero por el
valor promedio.

Sea d un entero positivo y sea € el conjunto de polinomios f € E,[Xq,...,X,]
de grado a lo sumo d. Si N(f) es la cantidad de ceros g-racionales de f, se tiene que

Con las mismas hipétesis, se tiene la siguiente formula para la desviacion de este
promedio:

1 _ _
— Y (N(f)=q"" ) =q""—¢q"?
12l /5
De aqui se ve que un polinomio f € F,[X,...,X,] tiene en promedio ¢"' ceros

g-racionales y el error que se comete al estimar la cantidad de ceros g-racionales
por dicho promedio es del orden de q%. Luego, si H es una [F-hipersuperficie afin,
estimamos la cantidad de puntos g-racionales de la misma, por ¢"~!. Serfa de esperar
que el error cometido ||H ()| — ¢"~!| sea del orden de ¢"7 . Desafortunadamente,
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esto no es cierto para una hipersuperficie afin arbitraria; por ejemplo, si H es rela-
tivamente irreducible (es decir, es F -irreducible pero no absolutamente irreducible)
se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 2.3.7 ([CM06, Lemma 2.3]). Sea V' C A" una F,-variedad relativa-
mente irreducible de dimension r y grado §. Entonces |V (F,)| < 6% ¢ /4.

En el caso en que la [-hipersuperficie H C A" es absolutamente irreducible, es
posible estimar en forma satisfactoria el error || H (F,)| — ¢" |, como se expresa en el
siguiente resultado (ver, por ejemplo, [Sch76, GL02a, GL02b| por otras estimaciones
y [Sch74] por una cota inferior).

Teorema 2.3.8 ([CMO06, Theorems 5.2 y 5.3]). Sea H C A" una F,-hipersuperficie
de grado 6. Entonces se satisface la siguiente estimacion:

“H(]Fqﬂ . qn—l‘ < (5 . 1)(5 . 2) qn—3/2 + 5513/3 qn—2‘
Si ademds q > 156'/3, entonces
IH(E) —¢" [ < (6 =10 =2)¢" 2+ (582 +0+1)¢" >

Cabe mencionar, de todas formas, que la absoluta irreducibilidad no es una
restriccion significativa dado que “casi todas” las hipersuperficies son absolutamente
irreducibles (ver [vzGVZ13, Corollary 6.8]).

Se tiene un resultado similar al del nimero promedio de ceros de un polinomio
definido sobre F, para [F,-variedades afines.

Teorema 2.3.9. Sead = (dy,...,d,—,) € N*™" y Qg el conjunto de polinomios
Qq={F:=(fi,.... fa—r): [i€E[Xy,....X,], degfi <d; para 1 <i<n-—r}.
Se obtiene entonces

@ S VF)E) =g

Demostracion. Se tiene

SIVEE) =S S =3 3 1= e < oy

FGQd FEQd IEG]Fqn ZEG]Fqn FGQd ZEE]L
F(z)=0 F(z)=0
El enunciado del teorema se sigue facilmente. O]

Analogamente, se puede obtener un resultado similar para la varianza, a saber:
1
— V(F)FE) —¢ ) =q¢ —q¢ .
|Qd|§ V(F)E)—4d) =d —q

A partir de estos resultados, al igual que en el caso de hipersuperficies, resulta natural
pensar en estimar la cantidad de puntos de una I;-variedad afin de dimensién r por
q" v esperar que el error cometido sea del orden ¢z. En el caso en que la variedad en
consideracién es absolutamente irreducible, tenemos los siguientes resultados (ver
[GL02a, GL02b, CM07a]).
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Teorema 2.3.10 ([GL02b, Theorem 4.1]). Sea V' C A" una F,-variedad absoluta-
mente irreducible de dimension v y grado §. Entonces se verifica que:

IV(E) —a| < (6 =1)(6—2)g" 2 +6- 2°(sd +3)" g,

donde s es el numero de ecuaciones que definen a 'V y d es el grado mdximo de las
mismas.

Teorema 2.3.11 ([CMO07a, Theorem 7.1]). Sea V' C A" una E,-variedad absoluta-
mente irreducible de dimensién r y grado . Si ¢ > 2(r +1)62, entonces se satisface
la siguiente estimacion:

V(E)| —¢'| < (6 —1)(6 —2)g" /2 +55%¢ .
q

En el caso en que la variedad no es absolutamente irreducible, no es valido
estimar la cantidad de puntos por ¢". Por ejemplo, en [FHJ94, Proposition 3.3 (b)]
los autores prueban que una F;-variedad normal que no es absolutamente irreducible
no tiene puntos g-racionales.

En esta tesis veremos que es posible obtener mejores estimaciones que las de los
Teoremas 2.3.10 y 2.3.11 cuando las variedades en consideracién son intersecciones
completas cuyo lugar singular tiene codimension al menos 2.

2.3.3. Conteo de puntos g-racionales de hipersuperficies mul-
tihomogéneas

Como mencionamos anteriormente, en esta tesis, vamos a trabajar en diversas
oportunidades con hipersuperficies multiproyectivas. Desafortunadamente, no exis-
ten resultados al respecto. Es por ello que dedicamos esta seccion a obtener un
resultado sobre la cantidad de puntos ¢-racionales de hipersuperficies multiproyec-
tivas.

Sea n := (ny,...,n,) € N™ y consideremos el espacio multiproyectivo P™.
Denotamos por P*(I,) al conjunto de puntos g-racionales de P™. Para 1 < i < m,
sea X; 1= {X;0...X;n,} un grupo de n; + 1 variables y X := {X;... X,,}. Sea
F € F,[X] un polinomio multihomogéneo de multigrado d := (dy, . ..,d,,). En esta
seccién vamos a dar dos resultados sobre la cantidad de ceros g-racionales de F'. En
primer lugar proporcionamos una cota superior no trivial para dicha cantidad, que
generaliza la Proposicion 2.3.4 (ii) para el caso multiproyectivo. En segundo lugar,
damos un resultado que establece condiciones sobre ¢ que aseguran la existencia de
un punto € P*(F,) que no anula a F'.

Para a € N™, fijamos las siguientes notaciones: d* := d"" -+ d®™ V pp_a =
DPri—ay " Prpm—am SI 0> . Sea ademés
Nm(d,n) = Z (=D dep,, ..
ec{0,1}m\{0}

Observamos que 1y, (d,n) < py, -+ P, = |P™(E,)| si ¢ > 1r£1.é<ux d;, pero esta de-

sigualdad podria no verificarse para q < rglé<x d;.
1<i<m
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Proposicién 2.3.12. Sea F € F,[X] un polinomio multihomogéneo de multigrado
d:= (dy,...,d,) con 113&1<x d; < qy sea N la cantidad de ceros de F en P™(F,).

Entonces
N<nu(dn):= >  (-1)dep, ..
e€{0,1}m\{0}

Demostracion. Hacemos induccién en m. El caso m = 1 sigue de la Proposicion
2.3.4 (i7) para [;-hipersuperficies.

Supongamos que el enunciado es vélido para m — 1 y sea F € E[X | un po-
linomio multihomogéneo en los grupos de variables X = {X;...X,,}. Sea Z,,
el subconjunto de P"(F,) formado por los elementos x,, para los que la sustitu-
cion F(Xq,..., X n_1,2,) de X, por &, en F da lugar al polinomio nulo de
F,[X1,..., X,,_1). Consideremos a F como un elemento de F,[X ][ X1, ..., X 1]
y sea A € F,[X,,] un polinomio homogéneo no nulo de grado d,, que aparece como
el coeficiente de un monomio dado X --- X "7" en la representacién densa de F'.
Es claro que Z,, esta contenido en el conjunto de ceros ¢-racionales de A. Por lo
tanto, la Proposicién 2.3.4 (ii) implica que |Z,,| < dpnpn,,—1-

Como d,, < ¢ por hipédtesis, se sigue que |Z,,| < dupn, -1 < Pn,,- Dado que
[P (F,)| = pn,,, se tiene que P"(F,) \ Z,, es no vacio y, por lo tanto, podemos
fijar un elemento x,, € P*(E,) \ Z,,. Notemos por N,,_; a la cantidad de ceros
de F(X1,..., Xm-1,Zm) en P (E,) x --- x P*1(F,). Combinando la hipdtesis

inductiva y el hecho de que max d; < ¢, se tiene que
1<i<m

Nmfl S nmfl<d*7 n*) S Pny P

donde d* := (dy,...,dp_1) y n* := (n1,...,n,_1). En consecuencia, obtenemos

N < |Zm| "Dyt Prgy T (pnm - |Zm|) “Nm-1(d, M)
= |Zm| (pnl " P T nm—l(d*a ’I’L*)) + nm—l(d*a n*> * P,
S dm 'pnmfl(pm o Pngg — 77m71(d*, ’I’L*)) + 77m71(d*, n*) *Pnp,

Como 121'{?{ d; < g se tiene que py, -+ Pn,, , — Nm—1(d*,m*) > 0. Luego
<i<m

N S dmpnm—lp’m o .pnmfl - nm_l(d*7 n*)dmpn'm_l + /r’m_l(d*’ n*)pn'm = nm(d7 n)
Esto concluye la demostracion de la proposicion. ]

Cabe mencionar que en la demostracion de la proposicién anterior utilizamos
la cota superior de la Proposicién 2.3.4 (ii) para acotar el nimero de ceros de un
polinomio homogéneo en F,[X,,] dado. Por otro lado, si utilizamos la cota de la Pro-
posicién 2.3.3, la cota de la Proposicién 2.3.12 mejora sensiblemente. En particular si
d, n € N" son de la forma d := (d,...,d) y n:= (n,...,n) con d < g, combinando
la demostracion de la Proposicién 2.3.12 y la Proposicion 2.3.3 obtenemos

N<pl - ("~ ([d— 1)) (2.7)
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Como consecuencia de la proposicion anterior obtenemos el siguiente resultado
que proporciona condiciones sobre el tamano del cuerpo finito que permiten asegurar
la existencia de un punto g-racional que no anula a un cierto polinomio multiho-
mogéneo.

Corolario 2.3.13. Sea F' € E[X] un polinomio multihomogéneo de multigrado d vy
sea d := Maxi<j<m d;. St q > d, entonces existe x € P*(F,) tal que F(x) # 0.

Demostracion. Sea N la cantidad de ceros ¢-racionales de F. De acuerdo a la Pro-
posicién 2.3.12 se tiene que la cantidad de puntos @ € P™(F,) tales que f(x) # 0
esta acotado inferiormente por

Pn—N>po— Y ()Mo= Y (-1, .
cef01})™\{0) celonym

Asimismo, tenemos la siguiente igualdad:

m

Z (_1)|€|+1d€pn_€ = H(pm - dl ' pni—l). (28)

ee{0,1}™ i=1

Como g > d por hipédtesis, se tiene que p,, > d; - pn,—1 para 1 < i < m. Luego, el
lado derecho de (2.8) es estrictamente positivo, lo que implica que p, — N > 0. Esto
concluye la demostracion del corolario. O

El Corolario 2.3.13 serd sumamente 1til en este trabajo por los motivos que expo-
nemos a continuacion. En el Capitulo 3 nos encontraremos con diversas propiedades
genéricas que se enuncian en términos de la no anulacion de ciertos polinomios multi-
homogéneos. El resultado arriba mencionado nos permite dar cotas superiores sobre
el grado de dichas condiciones, es decir, nos permite establecer condiciones sobre ¢
que implican que existe un punto g-racional que no anula a dichos polinomios, con lo
cual tales condiciones genéricas resultan satisfactibles sobre el correspondiente cuer-
po finito [f,. Cabe destacar que dichas cotas de grado mejoran notablemente las que
se obtienen considerando al polinomio en cuestiéon como un polinomio homogéneo en
todas las variables, debido precisamente a la estructura multihomogénea subyacente.

Finalizamos esta seccion con un resultado para la cantidad de ceros de un po-
linomio multihomogéneo F en P+t := Fm*t x ... x F'* que serd utilizado en
la Seccién 4.2.3. Su demostracion sigue un argumento similar al de la Proposicion
2.3.12. Sea

m(dn) = Y (=1)Fdcgntte, (2.9)
e€{0,1}m\{0}
donde g,1 € N™ se definen como q := (q,...,q) y 1 :=(1,...,1). Observemos que
ne(d,n) < g r-tnmtm g lrgiz'gn d; < q. Obtenemos el siguiente resultado.

Proposiciéon 2.3.14. Sea F € E[X] un polinomio multihomogéneo de multigrado
d con 1@42’2}( d; < q y sea N, la cantidad de ceros de F en IF;‘H. Entonces

No <5 (d,m).
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Demostracion. La demostracion es similar a la de la Proposiciéon 2.3.12. Hacemos
induccién en m. El caso m = 1 se deduce de la Proposicién 2.3.4 (7).

Supongamos que la afirmacion es valida param—1y sea F' € E[X ] un polinomio
multihomogéneo en los grupos de variables X = {X;...X,,} y multigrado d =
(dy,...,dn). Sea Z% el siguiente subconjunto de F/'**:

Zg—b = {wm S E]nm—H : F(Xla"'7Xm—1amm) = 0}

Sea A € E[X m] un polinomio homogéneo no nulo de grado d,, que aparece como

coeficiente de un monomio dado X --- X" " en la representacién densa de F,

considerando a F como un elemento de F,[X,,][X,..., X, 1]. Es claro que Z2
esta contenido en el conjunto de ceros en Fq”m“ de A. Por lo tanto, la Proposicion
2.3.4 parte (i) implica que |Z%| < d,,q¢"™. Como d,, < q entonces |Z%| < ¢"™*1 1o
que implica que IF(;“"“ \ Z% es no vacio. Fijamos x,, € IFq"mH \ Z% y sea N2_, la
cantidad de ceros de F(X1,..., X, 1,@,,) en ]Fq”lJrl X oo X nglmfl“. Por hipétesis
inductiva y el hecho de que d < ¢ obtenemos

Nglfl < nzz—l(d*,n*> < qnlJr"'Jrnm—1+mfl7
donde d* := (di,...,dpm_1) y n* := (n1,...,nm_1). En consecuencia

Na < | Zp |- qm et (gt — |23 ) -,y (d )
— |Z7(711| (qn1+...+nm_1+mfl o ngn—l(d*v ’I’L*)) + U?nq(d*, n*) . qnm+1
< N (d, ).

Esto concluye la demostracion de la proposicion. ]
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Capitulo 3

Teoremas de Bertini

El objetivo de este capitulo es presentar diferentes versiones efectivas de una fa-
milia de enunciados que se conocen bajo el nombre de segundo teorema de Bertini.
Nuestro interés en estos teoremas se debe a que ellos constituyen una herramien-
ta fundamental para obtener estimaciones y resultados de existencia de puntos ¢-
racionales. Los teoremas de tipo Bertini son aquellos que garantizan la preservacién
de una cierta propiedad de una variedad afin o proyectiva (por ejemplo, absolu-
ta irreducibilidad, no singularidad, normalidad, etc.) al intersecar dicha variedad
con una variedad lineal genérica de cierta dimension. Siguiendo la terminologia de
[Sha94], llamamos segundo teorema de Bertini al enunciado que asegura que, si V'
es una variedad afin o proyectiva no singular, entonces la interseccién de V' con una
variedad lineal genérica es no singular. En esta tesis damos la siguiente variante de
este teorema: si V' C P" es una variedad proyectiva de dimensién r y lugar singular
de dimension a lo sumo s, entonces existe una seccién lineal genérica de V' de co-
dimensién al menos s + 1 que es no singular (ver [GL02a, Proposition 1.3]). Dichas
secciones lineales no singulares se obtienen intersecando a V' con una variedad li-
neal genérica, o considerando la clausura Zariski de un fibra definida sobre [, de un
morfismo lineal genérico II : V --» Ps*!1. Este tiltimo enfoque es el que se considera
en [CMO0T7a], donde los autores obtienen una versién efectiva del segundo teorema
de Bertini para intersecciones completas normales. En esta tesis generalizamos este
resultado a intersecciones completas V' cuyo lugar singular es de dimensién a lo sumo
scon 0 < s < dimV — 2 arbitrario. Para esto, estudiamos en detalle la geometria
del conjunto de puntos excepcionales S de dicha proyeccion, el cual, como vamos a
ver, identificamos con una cierta variedad polar asociada a V.

3.1. Variedades polares

En esta seccion damos una breve introduccion a la teoria de variedades polares.
La variedad polar es un concepto clasico de la geometria proyectiva, introducido
en los anos treinta por F. Severi y J. Tood y retomado en el ano 1975 por R.
Piene [Pie78] y B. Teissier [Tei82, Tei88]. Sea V' C P" una variedad proyectiva
equidimensional de dimensién r. Denotamos por ¥ C V al lugar singular de V' y por
Vim := V' \ ¥ al conjunto de puntos regulares de V. Para cada entero 0 < s <r — 2
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y € Vim, consideramos una variedad lineal Ly de dimension n — s — 2. Notamos
que la dimensién de la interseccién T,V N L, es al menos r — s — 2. El conjunto de
puntos regulares de V' para los cuales la dimension de dicha interseccién es mayor o
igual a r — s — 1 se denomina la s-ésima variedad polar de V' con respecto a L, que
denotamos M(Ly), es decir,

M(Ls) :={x € Vo : dim(T,VNLs) >r—s—1}.

Ejemplo 3.1.1. Sea V C P? una superficie. Sean Ly := {p} y Lo una recta proyec-
tiva. Entonces M({p}) ={x € Vim :p € T.V} y M(Lo) ={z € Vi, : Ly C T, V'}.

De ahora en mas prescindiremos del subindice s en L,. Como mencionamos
anteriormente, la variedad polar M(L) nos permitira describir el conjunto de puntos
de Vin que resultan ser puntos criticos de la proyeccion lineal asociada a L. Mas
aun, M(L) nos permitird dar una caracterizaciéon del conjunto de puntos singulares
de V N L. Para demostrar estas afirmaciones, comenzamos fijando las siguientes
notaciones.

Sean X := (Xy,...,X,) indeterminadas sobre F, y p := (pg : -+ : p,) € P™.
Utilizaremos la notacion p- X = pugXo+ - -+ pupX,. Sean Ag, ..., Agy1 € P* puntos
linealmente independientes y L la variedad lineal de dimensiéon n — s — 2 definida
como

L={zeP": N-x=-= A1 -2=0} (3.1)

Sea Y; := A\ - X (0 <i<s+1)y consideremos el morfismo racional de V' en Pst+l
definido por Yy, ..., Y1, es decir

TV s P5H (3.2)
x> Nz Agyq - ).

Este morfismo estd bien definido fuera del conjunto de puntos excepcionales E, es
decir el conjunto de puntos x € V para los cuales \g -z = --- = Ay - = 0. En
otras palabras, 7 estd bien definidoen V' \ Ly E=V N L.

Para cada x € Vi, consideramos el morfismo racional

Ty TRV ——» P51 (3.3)
v (Mg vt Agyy s ).

El conjunto de puntos excepcionales E, de 7, es el conjunto de elementos v € T,V
con A\g-v =--- = Agy1-v = 0. Notar que 7, se puede interpretar como la diferencial
del morfismo lineal IT : Cy — A®™2 definido por las formas lineales Y, ..., Y.,
donde Cy C A™! denota el cono afin de la variedad V.

Lema 3.1.2. Sea V C P" una variedad equidimensional de dimension r y sea 3 el
lugar singular de V. Sea L C P™ la variedad lineal de dimension n — s — 2 definida
en (3.1) y sean m y m, definidos como en (3.2) y (3.3). Son vdlidas las siguientes
afirmaciones:

i) La variedad polar M(L) coincide con el conjunto de puntos v € Vi, tales que
la dimension de E, es al menos r — s — 1.
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i) Sing(VNL) = (ENL)UM(L)NL), donde Sing(V N L) denota el lugar singular
de VN L.

Demostracion. Probamos la primera afirmacién. Por definicién, dado = € Vi, el
conjunto de puntos excepcionales E, de 7, es el conjunto de puntos v € T,V tales
que A\g-v =--+= Agy1-v =0, es decir, E, = T,V N L. En consecuencia, se tiene que
dimE, >r —s—1siysolosidim(7,VNL)>r—s—1paratodo z € V,. Por lo
tanto, podemos caracterizar a la variedad polar M(L) como el conjunto de puntos
x € Vi para los cuales dimE, > 7 — s — 1.

Demostramos a continuacién la segunda afirmacién del lema. Por [GL02a, Lem-
ma 1.1.], se tiene que

Sing(VNL)=(VNSingL)U(XNL)UN(V,L)
=(ENL)UN(V, L), (3.4)

donde N(V, L) es el conjunto de puntos = € V,, para los cuales V' y L no se cortan
transversalmente, es decir dim 7,V N L > dim 7,V — codim L = r — s — 2. Luego,
por la definicién de variedad polar se sigue que N(V, L) = M(L), lo que concluye la
demostracion del lema. O

Nos interesa estudiar la dimension de una variedad polar dada. Es bien sabido
que M(L) es vacia o es equidimensional de dimensién al menos s. Asimismo, si L
es una variedad lineal génerica, de dimension n — s — 2 entonces la variedad polar
tiene dimension s (ver [Pie78, Transversality Lemma 1.3]). Por completitud, damos
a continuacién una prueba de este resultado, en base a [Kle77, Chapter 4, §B|.

Proposicién 3.1.3. Para una variedad lineal genérica L de dimension n — s — 2,
la variedad polar M(L) tiene dimension s.

Demostracion. Sea G(r,n) la grassmaniana de los espacios lineales de dimensién r
en P". Consideramos el morfismo de Gauss G : Vi, — G(r,n) que a cada x le asigna
el espacio tangente T,V y sea S C G(r,n) la siguiente variedad de Schubert

S:={AeG(r,n) :dim(ANL)>r—s—1}.

Observemos que S tiene dimensién dim G(r,n) — (r — s) (ver, por ejemplo, [Har92,
Example 11.42]). Por otro lado, es facil ver que M(L) = G~1(S N G(Vim)). Conside-
ramos la inclusién i : S < G(r,n). Afirmamos que la variedad polar M(L) coincide
con el producto fibrado Vi, Xg(rn) S. En efecto,

‘/Sm XG(r,n) S = {(Z’,A) < ‘/srn X S . 7;.‘/ = A}

= {r€ Vi :dim(T,VNL)>r—s—1} =M(L).

GL(n) actia transitivamente sobre G(r,n); mas atn, S estd en posicién general
con respecto a esta accién, pues L lo estd por hipdtesis. Asi, de acuerdo a [Kle74,
Theorem 2(7)], concluimos que M(L) es equidimensional de dimensién

dimM(L) = dim V,, + dim S — dim G(r,n) = s. O
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3.1.1. Variedades polares de intersecciones completas

En esta seccién vamos a considerar variedades polares asociadas a intersecciones
completas. Vamos a probar que, en este caso, podemos obtener ecuaciones que de-
finan a la variedad polar M(L). Més precisamente, la variedad polar M(L) se puede
definir como el conjunto de ceros comunes de ciertos menores maximales que invo-
lucran a las derivadas parciales de los polinomios que definen a V' y a L. De esta
forma se obtiene un sistema de ecuaciones polinomiales explicito para M(L). En los
trabajos [BGHM97, BGHMO01, BGHP05, BGH"10, BGH"12] las variedades polares
se describen localmente por sucesiones regulares formadas por los polinomios que
definen a V' y ciertos menores maximales de sus jacobianos.

En lo que sigue V denotard una interseccién completa en P” de dimension r,
definida por polinomios homogéneos Fi, ..., F,_, € F[Xo,...,X,] de grados d; >
dy > -+ >d,_, > 2 respectivamente y grado 6 :=degV =d; ---d,_,. Notamos por
> el conjunto de puntos singulares de V' y supongamos que existe 0 < s < r — 2 tal
que dim ¥ < s. En particular, V' es normal y por el Teorema 2.1.4 es absolutamente
irreducible. Sea también D := Y ""(d; — 1).

Dado = € V, como Fi,..., F,_, definen el ideal de V, el espacio tangente T,V
de V en x es la siguiente variedad lineal:

T.V={veP":VF() - v=---=VF,_.(z) - v=0}. (3.5)

Dado z € Vi, los gradientes VFi(z), ..., VF,_,.(x) son linealmente independientes
y por lo tanto dim 7,V = r.

Sea 0 < s < r —2 sean \; = (Nig,...,Nipn) con 0 < i < s+1y A=
(Aoy - -5 Ast1). Consideramos la variedad lineal L de dimensién n — s — 2 definida
como en (3.1). Sea la matriz de tamano (n — (r —s —2)) x (n + 1)

oF OF
0Xo e 0Xn
OFn_r OFn—r
M(X,A):=| 2% - “ax || (3.6)
’ A A
0,0 s 0,n
)\s—l-l,(] s )\s—l—l,n

Dado z € Vi, la dimensién de T,V N L es r—s—2siy sélo si M(X, A) tiene rango
méximo. Equivalentemente, M(X, A) no tiene rango maximo si y sélo si la dimensién
de T,V N L es al menos r — s — 1. Si notamos Ay (X, A),..., Ay(X, ) los menores
maximales de M(X, ), tenemos entonces que la variedad polar M(L) esta dada por

M(L) ={z € Vim : Ay(z,A) = -+ = An(z,A) = 0}.
De acuerdo a la Proposicién 3.1.3, para una elecciéon genérica de L la dimen-
sion de M(L) es igual a s. Nuestro objetivo es obtener condiciones sobre A :=

(Ao - -+ Asp1) € (P™)*T2 que impliquen que la variedad polar M(L) tiene dimensién
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s. Para 0 < i < s+ 1, denotamos por A; := (A;p,...,\;,) a un grupo de n + 1
variables y sea A := (Ay,...,Ass1). Consideramos la variedad polar “genérica”

W oi= (Vi x U) N {AL(X,A) = -+ = Ay(X, A) = 0}, (3.7)

donde U C (P™")*™2 es el abierto Zariski formado por las matrices de tamano (s +
2) x (n+1) que tienen rango méaximo, luego es una variedad irreducible de dimensién
n-(s+2),y Ay,...,Ay son los menores maximales de la versién genérica M(X, A)

de la matriz M(X, A) definida en (3.6).

Proposicién 3.1.4. Sea t := n(s+ 2). Entonces W es una variedad irreducible de
P* x U de dimension s + 1.

Demostracion. Sea II; : W — Vi, la proyeccién lineal II;(z,A) := z. Fijamos
r € Vi vy consideramos la fibra IT; (). Se tiene que II;'(z) = {2} x £, donde
L C U denota el conjunto de matrices A := (A, ..., As11) para las cuales la matriz

M(X, A) no tiene rango méximo. Esto es lo mismo que decir que
X0y Asi1) N(VF(2),...,VF_(z)) # 0,

donde (vg,...,v,) C A" es la variedad lineal generada por vy, ..., v, en A",
Equivalentemente, los vectores A, ..., As41 son linealmente dependientes en el F-
espacio vectorial cociente, de dimensién r + 1 porque x es un punto regular de V

V= A"(VE(2), ..., VE, .(2)).

El cono affn (A™1)**2 de (P")**? se puede identificar con el F,-espacio vectorial
Homg, (A2 A1) de los morfismos lineales de A*™ en A" En particular, el
abierto Zariski U,y C (A"T1)*72 de las matrices de rango completo es el cono afin
de U C (P")**? y podemos identificarlo con el siguiente subconjunto abierto de los

morfismos lineales de rango completo de Homg (AsT2 AmTL):
L7.(A2, A7) i= {f € Homg (A™2 A1) : rg(f) = s + 2}.
La proyeccién al cociente A"t — V induce el siguiente morfismo lineal suryectivo:
® : Homg (AsT2 AP — Homg (A5T2 V).

Notamos como ®(Uyg) a la imagen de LT, ,(A%T?, A™™) via . Por lo tanto, el cono
afin C(L£) de L, es, médulo (VFi(z),...,VF,_.(x)), isomorfo al abierto Zariski
Loi1(A5T2 V) N ®(U,g), donde

L1 (A2 V) := {f € Homg (A"*2, V) :rg(f) < s+ 1}

Teniendo en cuenta [BV88, Proposicién 1.1], L, 1(A*t? V) es una variedad irre-
ducible de dimensién (s+1)(r+2). Luego, como estamos considerando subespacios de
A" de dimensién s+2 moédulo el subespacio (VFl(:);), ce VFn_T(:v)), cuya dimen-
sién es n—r porque z es un punto regular de V', vemos que el cono afin de C'(£) es una
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variedad irreducible de dimensién (s+1)(r+2)+(n—7r)(s+2) = (n+1)(s+2)+s—r.
Por lo tanto, £ es una variedad irreducible de dimensién dim C'(L£)—(s+2) = t+s—r.
Asi, hemos probado que I1;!(x) = {z} x £ es una variedad irreducible contenida en
(P")**2 de dimensién t + s —r y ademds II; : W — Vi, es suryectiva. En particular
todas las fibras tienen la misma dimensién.

Finalmente, probamos que W es irreducible. Consideremos la proyeccién V xU —
V' y veamos que es cerrada. Alcanza con probar que U es un espacio completo. Sea
G(n, s + 2) la grassmanniana de las variedades lineales en P" de dimensién s + 2.
Se tiene que G(n, s + 2) es un espacio completo por ser una variedad proyectiva y,
como U es la preimagen de G(n, s + 2) por un morfismo propio, el que definen las
coordenadas de Plucker, U resulta completo (ver, por ejemplo, [Mil80, Proposition
8.24]). Luego la restriccion Vi, X U — Vi, es también cerrada. Sea W = U;Zl C;
la descomposicién de W en componentes irreducibles. De la suryectividad de II; se
deduce que I1; (W) = Vi = ;111 (C;), donde cada I1;(C;) es un subconjunto cerrado
de V. Como V' es una interseccién completa normal, y por lo tanto irreducible (ver
el Teorema 2.1.4), entonces Vi, es irreducible y existe j tal que II;(C;) = Vim.

Sea I; el conjunto de los indices j € {1,...,t} tales que II;(C;) = Vip. Para cada
J € I, la restriccién I1; ; de II; a C; es suryectiva y, por [Sha94, §1.6.3, Theorem 7
(ii)], existe un abierto U; C V4, tal que para todo y € U;, dim Hf; (y) = dim(C;) —
dim(Vim) = dim(C;) — r. Por otro lado consideremos el conjunto I de los indices
jeA{l,...,t} tales que II;(C;) & Vim. Para cada j € I, definimos el abierto U; :=
Vam \I11(C;). Seay € ﬂ;zl U;. Como TI; *(y) es irreducible, se tiene que I1; ' (y) C Cj,
o
deducimos que II7'(y) = 117} (y) y dim(Cj,) —r = m, donde m =t +s —r es la
dimensién de cada una de las fibras de II;. Por la suryectividad de II; j, se tiene
que I} (y) € ;' (y) es no vacfa para todo y € Vim. Por [Sha94, §1.6.3, Theorem 7
(i)], dim Hi}o (y) > dim(Cj,) — r = m. Deducimos entonces que, para todo y € Vg,
resulta II; ' (y) = II;; (y). Por lo tanto, W = Cj, es una subvariedad irreducible de
Viem X U.

Finalmente, por el Teorema de la dimensién de las fibras (ver, por ejemplo,
[Sha94, §1.6.3, Theorem 7)), para cada = € V, se tiene

para cierto jo. Entonces II7'(y) C II} (y), y como la inclusién inversa es trivial,

t+s—r=dimll;'(z) =dimW — dim V,, = dim W — 7.

Esto muestra que la dimensiéon de W es ¢t + s y concluye la demostracion de la
proposicion. O

Consideramos la proyeccién Iy : W — (P")**2 dada por IIy(z, X) := X, donde
W C Vin XU es la variedad polar genérica definida en (3.7). Dado A € U se tiene que
IT;'(A) = M(L). De acuerdo a la Proposicién 3.1.3, para un punto A € U genérico,
la variedad polar M(L) tiene dimensién s. Luego la dimensién de la fibra genérica
de Il es s > 0, lo que implica que II; es un morfismo dominante. Por otro lado,
por la Proposicién 3.1.4 la variedad polar genérica W es irreducible de dimension
t+ s, donde t := n(s + 2). Luego, por el Teorema de la dimensién de las fibras (ver,
por ejemplo, [Sha94, §1.6.3, Theorem 7]), dado A € Ily(W), para cada componente
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irreducible C de la fibra IT; *(X), se tiene
dimC >dimW —dimU =t +s—t=s.

Mas aun, existe un abierto Zariski de U donde vale la igualdad.

El resultado principal de esta seccién afirma que existe un conjunto cerrado de
(P")*+2 de grado “bajo” que contiene las fibras de I, de dimensién mayor a s. Con el
objetivo de demostrar la existencia de este cerrado, damos el siguiente lema técnico.

Lema 3.1.5. Sea W C P™ una variedad multiproyectiva equidimensional de dimen-
sion e y sea Wi C P™ una subvariedad de VW de dimension a lo sumo e; < e.
Supongamos que existen polinomios multihomogéneos Hy, ..., Hy € E[X] de mul-
tigrado e tales que

Entonces existen combinaciones lineales H, ..., H* de Hy,..., Hy tales que la
variedad W N {H' = --- = H*“ = (0} contiene a W, y es equidimensional de

dimension ey.

Demostracion. Mostramos por induccion que para 1 < ¢ < e — e; existen combi-
naciones lineales H',... H' de Hy,..., Hy tales que WN{H! = --- = H' = 0}
contiene a W y es equidimensional de dimensién e—i. El caso ¢ = e—e; corresponde
a la afirmacion del lema.

Comenzamos con i = 1. Sea W% := W y sea W° = | J' ;=1 Co,j 1a descomposicion
de WY en componentes irreducibles. Observemos que dimCp; = e para 1 < j < ¢t.
Como dim(W) < e; < e, existe &g ; € Cp; \ Wi para cada 1 < j <.

Sea I' := (I'y,...,T'y) un vector de indeterminadas en F, y sea H; € F,[I] el
siguiente polinomio:

t
H Fl Hl woj + - ‘l‘FMHM(wO’]))

Como x¢; € WO\ W, para 1 < j < ¢, por (3.8) vemos que para cada j existe
H;; con H; (x;) # 0. Esto muestra que H; es un polinomio no nulo y, por lo tanto,
existe 11 == (1,1,---, M) € EM tal que H1(71) # 0. En particular, el polinomio
homogéneo H! := Zkle Y11 Hy, € F,[X] tiene multigrado e y no se anula en @ ; para
1 < j < t. Luego, la variedad multiproyectiva Co; N {H' = 0} es equidimensional
de dimensién e — 1 para 1 < j < t. Esto implica que W' := WN{H! = 0} es una
subvariedad de W9 equidimensional de dimensién e — 1. Por (3.8) se tiene que H! es
idénticamente cero en Wi, y por lo tanto W, C W1, Asi finalizamos la demostracién
de la primera parte de nuestro argumento inductivo.

Sea 7 con 1 < 7 < e — e; y supongamos que existen combinaciones lineales
H',...,H"lde Hy,..., Hy tales que la variedad W' := WN{H! = ... = Hi_1 =
0} es equidimensional de dimensién e—i+1 con W; C W1, Sea W1 U 1Cic1j
la descomposicién de W' en componentes irreducibles. Se tiene que dimC;_;; =
e—i+1 > e;+1 > dim W, para 1 < j < . Haciendo el mismo razonamiento que en el
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primer paso del argumento inductivo, concluimos que existen combinaciones lineales
H',...,H"de Hy,..., Hy tales que la variedad W' :=WN{H' = ... = H = 0}
es equidimensional de dimensién e —i con W, C W!. Esto concluye la demostracién
del lema. O]

En lo que sigue, a cada punto A := (Xg,...,A\ey1) € (P")**? le asociamos la
variedad lineal L :={x € P": N\g -z =--- = Ag1 - & = 0}.

A continuacién, vamos a probar la existencia de una hipersuperficie multiproyec-
tiva H; C (P")*™ que contiene a los A para los cuales la dimensién de la variedad
polar es mayor a s.

Teorema 3.1.6. Existe una hipersuperficie Hy C (P")**2, definida por un polinomio
multihomogéneo de grado a lo sumo (n — s)(r — s)D"~*1§ + 1 en cada grupo de
variables A;, donde D = > "(d; — 1) y 0 es el grado de V, tal que para cada
A € (P)*T2\ H; la variedad polar M(L) de V tiene dimensién a lo sumo s.

Demostracion. Como Iy es un morfismo dominante, entonces la extension de cuer-
pos F,(A) — E, (W) tiene grado de trascendencia s + 1, lo cual implica que exis-

ten indices ig,...,is tales que las funciones coordenadas de E(W) definidas por
Xigy .., X;, forman una base de trascendencia de esta extension.
Fijemos ¢ € I' := {0,...,n} \ {iy,...,is} y consideremos la aplicacién lineal

7 2 W o=+ PsTL x (P")™2 definida por X;,,..., X,,, X; v A, es decir, m(z,\) =
(g oo xy, s x, A).
Afirmacién. Sea W; := m;(W) C Pt x (P")**2 la clausura Zariski de m;(W). Se

tiene que W; es una F,-hipersuperficie.

Demostracién. Como las funciones coordenadas de F,(W) definidas por X, ..., X,
forman una base de trascendencia de la extensién F,(A) — T, (W), la extensién
F,(Xiy, - -, Xs,, A) < F,(W) es algebraica y, por lo tanto, para cada i € ' exis-
te un polinomio m; € F,[X;,,...,X;,,A,T] de grado minimo D; > 0 en T, que
es primitivo como elemento de F,[X,, ..., X;,, A][T], tal que se anula en la fun-
cién coordenada definida por X; en F,(W). Sea A; € F[X,,,...,X,,,A] el poli-
nomio no nulo que es el coeficiente de TP en m;, considerando a m; como un
elemento de F,[X,),..., X, , A][T]. Sea finalmente Ar := X;, [[,cp Ai. Como Ar €
E[Xio, ..., X;.,A] y las funciones coordenadas definidas por Xj,,...,X; forman
una base de trascendencia de la extension F,(A) < F,(W), entonces Ar no se anula
idénticamente en W. Como ademds W es irreducible, concluimos que WN{Ar # 0}
es un abierto Zariski denso y no vacio de W.

Fijemos (z,A) € W N {Ar # 0}. Entonces, m;(z, X) estd bien definida y su fibra
tiene dimensién cero pues para cada j € I' y para cada (Z,)\) € ﬂ]l(m(aj, )\)), la
coordenada j de = se anula en el polinomio m;(Xj,, ..., X;,, A, X;). Por el Teorema
de la dimensién de las fibras aplicado al morfismo regular 7; : W\ E,, — Pt x
(P")**2 donde E,, es el conjunto de puntos expcecionales de ;, se tiene

0 =dimm; " (m(z,A)) > dim W — dim m;(W).
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Por lo tanto, dim m;(W) > dim W, de donde concluimos que dim m;(W) = dim W =
t+s=mn(s+2)+s. Como m;(W) es irreducible, su clausura Zariski W; también lo
es, vy por lo tanto, W; es una hipersuperficie. Esto concluye la demostracion de la
afirmacion. N

Nuestro proximo objetivo es encontrar una cota superior para el multigrado de la
hipersuperficie ;. Observemos que Fi, ..., F,,_, definen la subvariedad V x (P")2
de (P")**3 equidimensional de dimensién ¢ + r. Mds atin, por la definicién de W en
(3.7), se tiene que

W (Vx (P2 N{A; = - = Ay =0},

donde Aq,..., Ay son los menores maximales de la versién genérica de la matriz
M(X,A) de (3.6). La Proposicién 3.1.4 afirma que W es una subvariedad de codi-
mensién r — s de V x (P")**2. Luego, es de esperar que existan r — s combinaciones
lineales genéricas de Aj,..., Ay cuya interseccién con V x (P")**2 definan una
variedad equidimensional de dimensién ¢ 4+ s que contiene a W. Probamos esto a
continuacion.

Afirmacién. Eristen combinaciones lineales genéricas A', ..., A" de Ay, ..., An
tales que F,..., F, ., A', ... A™% definen una subvariedad W' de (P")*™3 equidi-
mensional de dimension t + s que contiene a W.

Demostracién. Observemos que X X (P™)*™ tiene dimensién a lo sumo ¢ + s. Por
otro lado, recordemos que el cono afin de U C (P")*™2 representa el abierto Zariski
de todas las matrices de tamaiio (s+2) x (n+1) con entradas en [, que tienen rango
completo. El cono afin de (P")**2 \ U resulta entonces el cerrado cuyos elementos
son las matrices de rango a lo sumo s + 1, es decir, Ly, 1(A%T A" Por [BVSS,
Proposition 1.1], Ly (A*T2 A" es una subvariedad irreducible de (A"™1)s+2 de
dimensién (s + 1)(n +2) = t — n+ s + s + 2. Por lo tanto, (P")*" \ U es una
variedad multiproyectiva de dimensién ¢t —n+sy V x ((P")**2\ U) es una variedad
de dimensién t +r —n + s < t + s. Concluimos que

W":=WU(Z x (P*)*) U (V x (P \U)) (3.9)

tiene dimension ¢ + s.

Ahora, para un punto arbitrario (z,A) € V x (P")**2 se tienen las siguientes
tres posibilidades: z € 3, XA € (P")*™2\ U, o (x,A) € Vi X U. En los dos primeros
casos, (x,A) € W y la igualdad Aj;(z,A) = 0 se satisface para 1 < j < N. En el
ultimo caso se tiene que (z,X) € W” siy sélo si Aj(x,A) =0 paral <j < N.En
consecuencia, vemos que

W" = (Vx (PN {A = =Ay =0}, (3.10)

y, por lo tanto, W” es una variedad de (P")*™® de dimensién ¢ + s.
Ahora aplicamos el Lema 3.1.5 a las variedades W :=V x (P")**2 y W, := W".
Como W” tiene codimensién 7 — s en V' x (P")**2) por el Lema 3.1.5 concluimos
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que existen combinaciones lineales A', ... A™* de A4, ..., Ay tales que la variedad
multiproyectiva W’ := (V x (P")**)N{A! = ... = A"* = 0} es equidimensional de
dimensién ¢+ s y contiene a W” y, por lo tanto, a W. Esto concluye la demostracién
de la afirmacion. m

Definimos W/ como la unién de las componentes irreducibles de la subvariedad
W . ={F=--=F,,=0A"=... = A" = (}, tales que la clausura Zariski
de su imagen por m; es una hipersuperficie de P**1 x (P*)**2. Como m;(W) tiene
codimension 1 y W C W’ dicha unién es no vacia. Por lo tanto, m;(W/) es una
hipersuperficie P¥t! x (P")**2 que contiene a W;.

Vamos a estimar el multigrado de W/, y por lo tanto, el de W;. Para ello, consi-
deramos la clase [IW'] de W’ en el anillo de Chow A*((P")**3) de (P")**3. Notamos
como ¢;_5 a la clase de la imagen inversa de un hiperplano de P" por la j-ésima pro-
yeccién candnica (P*)*+3 — P para 1 < j < s+ 3. En particular, #_; estd asociada
a la proyeccién mp : P* x (P")*t2 — P". De (2.4) se sigue que

V(F)] <db_, (1<i<n-—r),
V(A) < DOy +0p+-+ 001 (1<i<r—s).

Teniendo en cuenta el Teorema de Bézout multihomogéneo (2.5), vemos que

W' < ﬁ(diel) ﬁ(D01 + 004 -+ 0s41)
< ZS_DT‘H (DEQ_l)"‘S +(r=5)(0-1)""" 0o+ - +0441))
+O((0-1)"7?), (3.11)

donde (9((9,1)”_5_2) representa la suma de los términos de grado a lo sumo n—s—2
en 0_; en la expresién de [W’]. Por otro lado, de (2.4) se tiene

[mi(W))] = degxm; 61 + degy m; 0+ - - - + degAS+1m; Osi1,

donde m; € E,[X,,,...,X;,, X;, A] es un polinomio de grado minimo que define a
mi(W/). Sea g: A* (P51 x (P")*™2) — A*((P")**?) la aplicacién Z-lineal e inyectiva

P+ (0_1)"*7'P que induce 7;. Por (2.6), como dim IL;(W/) = dim W/,
J([m(W])]) < [W]] y, por definicién, [W/] < [W’]. Por lo tanto,

)

se tiene

s+1
J([m(W))]) = degxmi (0-1)"~° + Y degy mj(0-1)"*"6; < W],

J=0

donde las desigualdades se entienden coeficiente a coeficiente. De (3.11) deducimos
que degy m; < (r — s)D" 571§ para 0 < j < s+ 1.

Sea m; € F[X,,,...,X;,,X;,A] un polinomio de grado minimo que define a
W;. Notemos que D; := degy. m; > 0. Sea A; € F,[Xi,, - - -, Xi,, A] el polinomio
no nulo que es el coeficiente de XiD ‘ en m;, considerando m; como un elemento
de F,[Xi,, ..., Xi,, A][X;]. Sea ademés A} € F,[A] un coeficiente no nulo de A;,

(U
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considerando A; como un elemento de F,[A][X,,, . .., X;.]. Finalmente, sea Ay € F,[A]
un menor maximal arbitrario de la matriz genérica (A;;)o<i<st1,0<j<n- Tomemos
A= Ay [lier A7 € F[A]. Afirmamos que la hipersuperficie H; C (P")*™? definida
como el conjunto de ceros de A satisface las condiciones del teorema. Con el objetivo

de demostrar esta afirmacién, consideremos A := (Ao,...,A\s11) € (P?)¥2\ H; y
notemos mg)‘) = my( Xy, ..., Xi., Xiy, A). Dado que Ag(A) # 0, se tiene que A € U.
Mas ain, Af(A) # 0, lo que implica que A;(Xj,, ..., X;,,A) es un polinomio no nulo
N
™)

%

de E[Xio, ..., X;.]. Este polinomio es el coeficiente de XiD “en m;"’, considerando

mzw como un elemento de F,[X;,, . .., X;.][X;]. Concluimos que m,;” es un polinomio
no nulo en F,[X -, Xi,, Xi] tal que degy, mZQ‘) > 0 y se anula en M(L) para todo
1 € I', donde L es la variedad lineal asociada a A. Esto implica que, para cada ¢ € I,
la funcién coordenada X; de F,[M(L)] verifica una ecuacién algebraica no trivial
sobre F,(X;,, ..., X;,). De esto se sigue que M(L) tiene dimensién a lo sumo s.
Como A} € F[A] es a un polinomio multihomogéneo con deg, AF < (r —
s)D" 5715 y || = n — s, obtenemos degy, A < (n — s)(r — s)D"*7'§ 4+ 1 dado

queA := Ag - [[;cr A5 Esto concluye con la demostracion del teorema. O

03t

iO"'

el

3.2. Sobre la existencia de secciones lineales no
singulares de dimensiéon r — s — 2

Recordemos que V' C P" es una intersecciéon completa definida sobre F,;, de di-
mensién ry grado 0, y que Fi, ..., F,_, € F[Xy, ..., X,] son polinomios homogéneos
de grados d; > ... > d,,_, > 2 respectivamente, que generan el ideal (V) de V.
Supongamos que la dimensién de X, el lugar singular de V', es a lo sumo s < r — 2.
En particular, V' es normal y, por lo tanto, absolutamente irreducible (ver Teorema
2.1.4). En esta seccién vamos a mostrar la existencia de secciones lineales no sin-
gulares de V' de codimension s + 2. Identificando cada secciéon de este tipo con un
punto en el espacio multiproyectivo (P")**2, vamos a mostrar que existe una hiper-
superficie Hy C (P")*™2 que contiene a las subvariedades lineales de codimensién
s+ 2 de (P")**2 que definen secciones singulares de V. Més atin, vamos a dar una
cota superior para el grado de dicha hipersuperficie.

Sean A := (Ao, ..., A1) € (P")¥™2 y L la variedad lineal de P" asociada a A
definida como en (3.1). Nuestro objetivo es dar condiciones sobre g, ..., Asy1 bajo
las cuales V' N L es no singular y tiene dimensién r — s — 2. Recordamos las notaciones

n—r -

D=3 (d;—-1), d:=degV=[[di t:=n(s+2)

i=1 =1

Comenzamos dando un resultado que nos permitira establecer condiciones sobre
los elementos A para los cuales V' N L tiene dimension r — s — 2.

Lema 3.2.1. Eriste una hipersuperficie Hy C (P")**?, definida por un polinomio
multihomogéneo en F,[A] de multigrado a lo sumo § en cada grupo de variables A;,
con la siguiente propiedad: sea X € (P")*™2\ H,, y sea 7w : V --» P a proyeccion
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lineal definida en (3.2). Entonces la clausura Zariski V,, de cualquier fibra 7 (y) es
equidimensional de dimension r — s — 1 y el conjunto de puntos excepcionales de 7
es equidimensional de dimension r — s — 2.

Demostracién. Sean Uy, ..., U, r+1 grupos de n+1 indeterminadas en F, [ Xy, . . . , X,,]
donde U; := (U;p,...,Uin) y U := (Uy,...,U,). Consideramos la forma de Chow
Fy € E U] de V (ver [HP94b, Chapter X, §6] o [Sam67, Chapter I, §9]). Se tiene
que Fy € F,[U] es un polinomio irreducible en F,[U] que caracteriza al conjunto de
los sistemas lineales sobredeterminados sobre V. Més precisamente, dado u € (P™)",
Fy(u) #0siysolosi VN{u-X =0:0<i<r}es vacla. Ademds, Fy es
homogéneo en cada grupo de variables U; y satisface degy, | Fv = degy, Fv = o
para 0 <1 <.

Consideremos Fy, como un polinomio de E,[Uy, ..., Usi1][Ust2, - - ., U] v fijemos
Ugta, ..., U € P" tal que B := Fy(Uy,...,Uss1, Usta, - - ., U,) €s no nulo. Afirmamos
que si A = (Ao, ..., Aey1) € (P")**2 verifica B(A) # 0, entonces A satisface los
requerimientos del lema. En efecto, por la definiciéon de A y w := (ugyo,...,u,) se
tiene que Fy (X, u) # 0. Esto implica que

Vo X = =As1 X =0t X =---=u,- X =0}=0.  (3.12)

Luego, el morfismo 7, : V --+ P" definido por las formas lineales A\g - X, ..., Agiq -
X, tugio- X,...,u, - X es finito (ver, por ejemplo, [Sha94, §1.5.3, Theorem 8|). Sea
7wV --s P51 el morfismo definido por las formas lineales Ao - X, ..., g1 - X.
Observemos que ™ = m, ;0 m,, donde 7, : P" --» Ps*! es el morfismo lineal definido
por (xg : -+ :x.) = (kg : -+ : Tey1). Como 7,5 es suryectiva, la clausura Zariski
L, C IP" de la preimagen de , } (y) paray € P*™! es una variedad lineal de dimensién
r — s — 1. Entonces, la clausura Zariski V,, de cualquier fibra 7! (y) coincide con la
preimagen por 7, de la variedad lineal L, C P" y, por lo tanto, es equidimensional
de dimensién r — s — 1. Por otro lado, de (3.12) se obtiene que el conjunto de puntos
excepcionales E := VN {A- X =+ = A\g41 - X = 0} de 7 es equidimensional de
dimensién r — s — 2. En efecto, cada componente irreducible de E tiene dimension
al menos r — s — 2 (ver, por ejemplo, [Sha94, §1.6.2, Corollary 2, p. 75]). Mds ain,
si existiera una componente irreducible C de E de dimensiéon al menos r — s — 1,

entonces C N {ugio- X = -+ =wu, - X = 0} serfa no vacia, contradiciendo (3.12).
Finalmente, definimos H; C (P")**2 como el conjunto de ceros del polinomio
B e F,[Uy, ...,Ust1], lo que concluye la demostracién del lema. O

Recordemos que queremos obtener condiciones sobre A € (P")**2 que nos per-
mitan garantizar que V' N L es no singular. Para eso, de acuerdo al Lema 3.1.2,
necesitamos dar condiciones sobre los elementos A € (P")**2 tales que SN L =0y
M(L)N L = 0.

Lema 3.2.2. Ewiste una hipersuperficie Hy C (P")**2, definida por un polinomio

multihomogéneo enE[A} de multigrado a lo sumo D"~716 en cada grupo de variables
A;, con la siguiente propiedad: si X € (P")**2\ HY, entonces ¥ N L es vacia.
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Demostracion. Un punto x de V' es singular de V' si y sélo si la matriz Jacobiana de

Fi(x),..., F,—(z) no tiene rango maximo. Sean A/, ..., A, los menores maximales
de la matriz Jacobiana de Fi,..., F,_,.. Entonces se tiene que
Y={reV:Al=-..=A), =0}

Observemos que todos los polinomios A’ son homogéneos de grado D'y ¥ C V
tiene dimension a lo sumo s < s+ 1. Entonces el Lema 3.1.5 afirma que existen com-
binaciones lineales H!,... H"=*7! de A/, ..., A’ tales que la variedad proyectiva
Z:=Vn{H" =.-.-= H ! =0} C P" es equidimensional de dimensién s + 1y
¥ C Z. Por la desigualdad de Bézout (2.2) se tiene que el grado de Z es a lo sumo
Drfsfl(s.

Consideramos la forma de Chow F; € F,[A] de Z. Luego F es homogéneo en
cada grupo de variables A; y se satisface deg, Fz < Dr=s=1§ para 0 <i < s+ 1.

Sea A € (P")*™ tal que Fz(A) #0ysea L :={\-X =0,0<i<s+1}.
Entonces, por la definicion de F, obtenemos que Z N L es vacia y, por lo tanto,
YN L = . Definiendo Hjj C (P™)*" como el conjunto de ceros de Fy, se concluye
la demostracion del lema. O

A continuacién vamos a dar condiciones sobre X € (P")**2 tal que M(L)N L = 0.
Para ello, de manera similar a la Seccion 3.1, consideramos la siguiente variedad de
incidencia:

Ws = (‘/sm XZ/{)Q{A()'X:O,...,AHJ'X:O,
A(A,X)=0,...,An(A, X) = 0}, (3.13)

donde U C (P")2 es el abierto Zariski de las matrices de tamatio (s+2) x (n + 1)
con rango maximo y Aq,..., Ay son los menores maximales de la versién genérica
M(X, A) de la matriz de (3.6). Notamos por 7 : Wy — U la proyeccién a la segunda
coordenada. Entonces cada A € Ily(W) corresponde a una variedad lineal L C P"
de codimensién s + 2 tal que L N M(L) # () lo que en particular implica por la
Proposicién 3.1.2 que V N L es singular.

En primer lugar probamos que Wy es irreducible de dimension ¢t — 1.

Proposicién 3.2.3. W, es una subvariedad irreducible de P" xU de dimensiont—1.

Demostracion. Como los argumentos son similares a los de la Proposicion 3.1.4,
omitiremos algunos detalles.

Sea my : W5 — Vi el morfismo lineal definido por m(z, A) := z. Fijemos x € Vg,
y consideremos una fibra arbitraria ; '(x). Se tiene entonces que 7, ' (z) = {z} x L,
donde £ C U denota el conjunto de matrices X := (Ao, ..., As41) tales que \j -2 =0
para 0 < j7 < s+ 1 y la matriz M(x,A) no tiene rango completo. Esta ultima
condicién es equivalente a

Aoy - Asi1) N{(VFi(z),...,VE,_.(2)) # {0}, (3.14)

donde (vo, . .., v,) C A" denota la variedad lineal generada por v, . . . , v, en A",
Sea V:={v e A" :v.z =0} y observemos que VFj(z) € Vparal < j <n-—r.
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Entonces \;-z = 0 para 0 < j < s+1y vale (3.14) siy s6losi Ag, . .., As+1 pertenecen
a V y son linealmente dependientes en el [;-espacio vectorial cociente

W :=V/(VFi(z),...,VF,_.(z)).

Esto muestra que el cono affn C(£) de £ resulta, médulo (VEi(z),...,VF,_.(2)),
isomorfo al abierto Zariski L, (A*"2, W) N ®(Uyg) de L., (A2, W), donde

L;+1(AS+2;W) = {f c HOHIE<AS+2,V) : rg(f) < s+ 1}’

U C (A"1)**2 es el cono afin de U y @ : Homg (A**?, A1) — Homg (A**, W)
es el morfismo suryectivo inducido por la proyeccién al cociente A"t — W. De
acuerdo a [BV88, Proposition 1.1}, L., (A**? W) es una variedad irreducible de
dimension (s+1)(r+1). Como estamos considerando subespacios de V de dimensién
s+ 2 médulo (VFi(x),...,VF,_.(x)), cuya dimensién es n — r pues z € Vg, se
sigue que el cono afin de 7y '(z) = {2} x L es un abierto denso contenido en una
variedad irreducible de Vi, X Uag de dimension (s + 1)(r + 1) + (n —r)(s + 2) =
(n+41)(s+2) —r—1. Esto implica que 7, *(z) = {x} x £ es una variedad irreducible
de Vi, x U de dimensién t —r — 1.

Como en la demostracion de la Proposicién 3.1.4 la proyeccién a la segunda
coordenada Vy, X U — Vg, es cerrada. Sea W, = Uj C; la descomposicién de W,
en componentes irreducible. Nuestros argumentos previos muestran que m; : Wy —
Vim es suryectiva. Por lo tanto, m(Ws) = Viu = U; m(C;) y cada m(C;) es un
subconjunto cerrado de V. Como Vg, es irreducible existe un j tal que Vi, = m1(C;).

El mismo razonamiento hecho en el peniltimo parrafo de la demostracion de la
Proposicién 3.1.4 prueba que W, es una subvariedad irreducible de Vg, x U.

Finalmente, por el Teorema de la dimensién de las fibras (ver, por ejemplo,
[Sha94, §1.6.3, Theorem 7]), para cada = € Vj, tenemos

t—7r—1=dimna; (z) = dim W, — dim Vj,, = dim W, — r.

Esto muestra que la dimension de Wy es t — 1 y concluye la demostracion de la
proposicion. O]

Como consecuencia de la Proposiciéon 3.2.3 se tiene que la clausura Zariski Hy C
(P™)**2 de la imagen de la proyeccién my : W, — U es una variedad irreducible
de dimensién a lo sumo ¢ — 1. A continuacién probamos que H, C (P")*™2 es una
hipersuperficie.

Teorema 3.2.4. Sea Hy C (P")**2 la clausura Zariski de la imagen de 7y : W, — U.
Entonces Hy es una hipersuperficie de (P™)*™2, definida por un polinomio multiho-
mogéneo de F,[A] de grado a lo sumo §D"*"%(D +r — s — 1) en cada grupo de
variables \;.

Demostracion. Primero veamos que H, es una hipersuperficie. De acuerdo al Teo-
rema de la dimension de las fibras, resulta suficiente mostrar que existe una fibra de
7o de dimensién cero. En efecto, en estas condiciones se sigue de dicho teorema que

0 = dim 7, '(A) > dim W, — dim 7o (W5).
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Luego, dim my (W) > dim W = ¢t — 1. Por otro lado, es claro que dim mo(Wy) < t—1,
lo que prueba que dimmy(Ws) =t — 1. Como la clausura Zariski H, de mo(Ws) es
irreducible y de dimensién ¢ — 1, se concluye que es una hipersuperficie.

Fijemos entonces s+ 1 formas lineales genéricas A\g- X, ..., A;- X y consideremos
la variedad lineal L' definida por A;- X = 0 para 0 < i < s. Por [GL02a, Proposition
1.3] se tiene que V N L' es no singular y equidimensional de dimensién r — s — 1.
Afirmamos que es posible elegir Ay € P tal que X := (Xg,...,A\s11) EU y, 81 L

es la variedad lineal definida por L := {x € P" : \g- X = -+ = A\g11 - X = 0},
entonces V' N L es singular y X N L = (). En efecto, como V N L’ es no singular,
los vectores VFi(z),...,VE,_.(x), Ao, ..., As son linealmente independientes para

todo x € VN L. Para z € VN L elegimos A\s11 := VFi(z); de esta forma, las
ecuaciones A; - X =0 con 0 <7 < s+ 1 definen una variedad lineal L de dimensién
n — s — 2 para la cual = resulta ser un punto singular de V' N L, ya que el rango
de la matriz M(z, A) definida como en (3.6) no es maximo. Més ain, de acuerdo a
[Hoo91, Appendix, Theorem 2], la dimensién del lugar singular de V' N L es cero.
Finalmente, teniendo en cuenta el Lema 3.1.2 i) se obtiene que L' N Y = (), lo que
implica que L N Y = (). Dado que el lugar singular de V N L coincide con la fibra
75 (X0, - -, Ast1), probamos la existencia de una fibra de 7 de dimensién cero.

A continuacién encontramos una cota de grado para la hipersuperficie ‘H,. Para
eso vamos a mostrar la existencia de una variedad W/ C (P")*3 equidimensional de
dimensiéon ¢ — 1 y grado bajo que contiene a W.

Afirmacién. FEzisten combinaciones lineales A',... A"*71 de los polinomios
A(A, X)), ..., AN(A, X) tales que la subvariedad W! C (P")**3 definida por los

ceros comunes de las ecuaciones

F1:O,...,Fn,r:O,Ao'XZO,...,As+1'X:0, (315)
AYA,X)=0,...,A" (A, X) =0,

es equidimensional de dimension t — 1.

Demostracién. Sea Ly := {Ag- X =0,...,Agy1- X =0} C (P")*3 y sea W/ C
(P™)*+3 la siguiente variedad:

W :=W,U ((Z x (P*)**) N Ly) U ((V x (P")*\U)) N Ly).

Por la definicién de Wy Wy en (3.7) y (3.13) se concluye que W, = W N L. Luego,
W! =W"NLy, donde W” es la variedad definida en (3.9). Por lo tanto, intersecando
ambos lados de (3.10) con L, deducimos la identidad

W/ = ((V x (P")**?) N La) N{A1(A, X) =0,...,An(A, X) = 0}.

A continuacién, determinamos la dimensiéon de W/. Primero observemos que
¥ X (P™)**2 es un cilindro cuya interseccién con las ecuaciones Ag- X = 0,..., Ay -
X = 0 tiene codimensién s + 2 en X x (P")**2. Por lo tanto, la dimensién de
(X x (P )N Lyesalosumo s+t — (s+2) <t— 1.

En la segunda afirmacién de la Proposicién 3.1.4 probamos que V' x ((P")¥72\ 1)
tiene dimension t +r —n + s. Consideremos la proyeccion en la segunda coordenada
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T o (V x (P")*™2\U)) N Ly — (P")*™ \ Y. Una variedad lineal genérica de P"
de codimensién s 4 1 interseca a V' en una variedad equidimensional de dimension
r — s — 1. Por lo tanto, una fibra genérica 7, * () tiene dimensién r — s — 1. Luego,
el Teorema de la dimensién de las fibras muestra que

r—s—1=dimm, (A) >dim (V x (P")***\U)) N Ly — (t —n+s).

Deducimos que (V' x ((P")**2\U)) N L, tiene dimensién a lo sumo ¢t —n+7r—1<
t — 1. Combinando estos hechos con la Proposicion 3.2.3, concluimos que W tiene
dimension ¢ — 1.

Ahora aplicamos el Lema 3.1.5 a las variedades W := (V x (P")**2) N Ly y
Wi := W/, Del Lema 3.1.5 se deduce facilmente la afirmacion. O

Sea H. C (P")**2 la unién de las componentes de la clausura Zariski de mo(W/)
de dimensién ¢ — 1. Notar que H/, es una hipersuperficie que contiene H.

Estimamos finalmente el multigrado de H’. Sea [W!] la clase de W en el anillo
de Chow A*((P™)**3) de (P")**3. Notamos como 6;_5 a la clase de la imagen inversa
de un hiperplano de P" por la j-ésima proyeccién canénica (P")*™3 — P" para
1 <j < s42. De acuerdo a la definiciéon de W, dada en (3.20) y por el Teorema de
Bézout multihomogéneo (2.5), se tiene

n—r s+1 r—s—1
Wi < [J(d6-0) [0 +6;) T (D61 +60+ - +6,11)
i=1 j=0 k=1

<D (D — s — 1)(0-)" (O + -+ 0s41)

+ términos de grado menor en 6_;.

Por otro lado, [H{] = degyH, 01 +degy H 0o+ - -+degy , H; 051, donde H € Fy[A]
es un polinomio de grado minimo que define H,. Sea 7 : A*((P")**2) — A*((P")**?),
P (0_1)"P el morfismo Z-lineal inyectivo inducido por me. Entonces por (2.6) se
tiene que j([H]) < [W;]. Esto implica que degy, H; < D" *"*(D +r — s — 1) para
0 < j < s+ 1, finalizando asi la demostracién del teorema. O

Por tultimo, combinando los Lemas 3.2.1 y 3.2.2 y el Teorema 3.2.4, obtenemos
el resultado mas importante de esta seccion.

Corolario 3.2.5. Eziste una hipersuperficie Hy C (P™)**2, definida por un polino-
mio multihomogéneo de grado a lo sumo (DT_S_Q(QD +r—s—1)+ 1)5 en cada
grupo de variables N\;, con la siguiente propiedad: si A € (P")**2\ Hy y L C P"
y m -—» P estdn definidos como en (3.1) y (3.3) respectivamente, entonces se
satisfacen las siguientes condiciones:

1. VN L es no singular y equidimensional de dimension r — s — 2;
2. XN L es vacia;
3. La clausura Zariski V, de la fibra 7= (y) es equidimensional de dimensidn

r —s—1 para todo y € P51,
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Demostracion. Sea Ho = HyUH, UH,, donde H)y, Hy v Hs son las hipersuperficies
definidas en los Lemas 3.2.1 y 3.2.2 y el Teorema 3.2.4 respectivamente.

Si A ¢ Hs entonces por el Lema 3.2.1 vale (3) y V N L es equidimensional
de dimension r — s — 2. En particular, L. C P" tiene codimensién s + 2, es decir,
A € U. Por otro lado, por el Lema 3.2.2, se satisface (2), de lo que se obtiene que
VN L=V NV Finalmente, como A ¢ Hy, se tiene que A ¢ mo(W;), donde Wy es
la variedad de incidencia definida en (3.13). Esto implica que

VﬂLﬂ{A1<)\,X>IO,,AN()\,X):O}:@

Concluimos que V N L es no singular, dado que A;(A, X),..., Ax(A, X) son los
menores maximales de la matriz Jacobiana de los polinomios que definen a V' N L.

La cota de grado de la hipersuperficie Hs se obtiene como consecuencia inmediata
de los Lemas 3.2.1 y 3.2.2 y del Teorema 3.2.4 [

Finalmente combinando el Teorema 3.1.6 y el Corolario 3.2.5 obtenemos el si-
guiente resultado.

Proposicién 3.2.6. Sea H C (P")**? la hipersuperficie definida por H := Hi U Ha,
donde Hq y Ho son las hipersuperficies dadas en los Teorema 3.1.6 y el Corolario
3.2.5 respectivamente. Luego H estd definida por un polinomio multihomogéneo en
F,[A] de grado a lo sumo

Bas:=D""(((n—s)(r—s)+2)D+r—s—1)+d§+1,

en cada grupo de variables \;, con la siguiente propiedad: dado X := (Ao, ..., As11) €
(P)ysT2\H, siY;j:=X;- X para 0 < j < s+1, 7:V --» P es el morfismo lineal
definido por Yy, ..., Y1 y L:={Yy=--- =Y, =0} CP", entonces

i) la variedad polar M(L) tiene dimensién a lo sumo s,

it) para todo y € P**1 la clausura Zariski de la fibra 7 '(y) es equidimensional
de dimensionr —s—1, y

iii) el conjunto de puntos excepcionales VL de es no singular y equidimensional
de dimension r — s — 2.

Demostracion. Dado que H; y Hs estan definidas por polinomios en E[A] de grado
alosumo (n—s)(r—s)D" 16+ 1y (D" 22D +r—s—1)+1) en cada grupo
de variables A; respectivamente, se sigue que H estd definida por un polinomio
multihomogéneo en F,[A] de grado a lo sumo Bg, en cada grupo de variables A;.
Dado X ¢ H, la condicién 7) se deduce del hecho de que A ¢ H; y las condiciones
i1) y #ii) del hecho de que X ¢ Hs. O
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3.3. Primera version efectiva del segundo teorema
de Bertini

Una versién del segundo teorema de Bertini es la siguiente (ver, por ejemplo,
[Sha94, §11.6.2, Theorem 2|): si f : Vi — V5 es un morfismo dominante de variedades
irreducibles definidas sobre un cuerpo de caracteristica cero y V; es no singular,
existe un abierto U de V; tal que la fibra f~!(y) es no singular para todo y € U.
En esta seccién daremos una version efectiva de este teorema valida en cualquier
caracteristica. Mas precisamente, vamos a probar que, para una eleccién genérica
de formas lineales Yj, ..., Y,,1, existe un abierto no vacio U contenido en P! tal
que la clausura Zariski V,, de 7(y) es no singular para cada y € U. Decimos que
nuestra versién es efectiva dado que proporcionamos una cota de grado sobre la
condicién genérica inherente a la eleccién de la formas lineales Yy, ..., Y .1 y una
cota superior para el grado de la subvariedad U que contiene los puntos que definen
fibras singulares. Ademas, esta version es valida para variedades definidas sobre
cuerpos de cualquier caracteristica. Cabe mencionar que en [Bal03, Theorem 1] se
obtiene una version efectiva del segundo teorema de Bertini, pero la condicion sobre
q es exponencialmente mas alta que la nuestra.

Recordemos que V' C P" es una interseccién completa definida sobre [, de di-
mensiéon r. Sean Fy,..., F,_, € F,[Xy,...,X,] polinomios homogéneos de grados
dy > --+ > d,_, > 2 respectivamente, los cuales generan el ideal I(V') de V. El
gradode Vesd =dy---d,_, y D =>"""(d;—1). Supongamos que el lugar singular
> de V tiene dimensién a lo sumo s < r — 2.

Fijamos A € (P")*"2\H, donde H es la hipersuperficie definida en la Proposicién
3.2.6. Sea 7 : V --» P! la proyeccién definida por las formas lineales Y; = \; - X,
0 < i < s+ 1. Vamos a probar que existe un abierto no vacio U C P**! tal que la
clausura Zariski V, de 77*(y) es no singular para todo y € U. Mds atin, vamos a
estimar el grado de la variedad P*™ \ U que contiene a las fibras no singulares.

En primer lugar, obtenemos una condicién suficiente de no singularidad de la
seccion lineal V, de V' definida por un punto y € P**!. Fijemos y := (yo : -+ : ys) €
Pt v supongamos sin pérdida de generalidad que yy # 0. Entonces

Vy={z eV :yYo(z) —yY;(z) =0, 1 <j <s+1}. (3.16)
En particular, se tiene que VN L C V,, donde L = {Yy =---Y,;; =0} C P".
Consideremos el morfismo lineal 7, : T,V --» P! definido por Y, ..., Y, 1, es
decir, m,(v) ;= (Ao v+ -1 Agy1-v) conx € V \ E.

Lema 3.3.1. Sea y € P*™! tal que para cada x € 7=1(y) se cumplen las siguientes
condiciones:

i) x es un punto regular de V,
i1) el conjunto de puntos excepcionales de m, tiene dimension a lo sumo r—s—2.

Entonces V,, es una variedad no singular.
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Demostracion. Como A ¢ H, por el Corolario 3.2.5, V, es equidimensional de di-
mension r — s — 1. Por lo tanto, es suficiente probar que para cada x € Vj, el espacio
tangente 7.V, tiene dimensién a lo sumo r — s — 1. Fijemos = € 7 !(y). Por la
condicién (i) sabemos que el espacio tangente 7,V tiene dimensién r. Consideramos
el morfismo lineal

7Tx|7—(:(;Vy: 7;% s ]P>s+1
v (Yo(v) oot Y (v).

Es claro que el conjunto E,, de puntos excepcionales de 7|7y, estd contenido en
E., el conjunto de puntos excepcionales de 7,. Del hecho de que la imagen de la
restriccion 7y, : V, --» P51 es el punto y se sigue que la dimensién de 7,(7,V})
es igual a cero 0. Luego, por el Teorema de la dimension (ver, por ejemplo, [HP94a,
Chapter 8, Section 1]) se tiene que

dim 7.V, = dimE, , + dim 7, (7,V,) + L.
De la condicién (ii) deducimos que
dim7,V, <dimE, +1<r —s—1.

Concluimos entonces que dim 7.V, = r—s— 1y, por lo tanto,  es un punto regular
de V,.

Finalmente, sea x € V, \ 7~ !(y). Entonces 2 € V' N L. Teniendo en cuenta que
A ¢ H, x es un punto regular de V' N L. Luego, la matriz M(x, A) definida en (3.6)
tiene rango maximo. Asumimos sin pérdida de generalidad que yy # 0 y recordemos
la definicién de V,, dada en (3.16). Luego

0 0
o () . S (@)
OFuer OFuer
M'(X, A) := ox, (*) a ox, (7) (3.17)
Y10,0 — YoA1,0 e Y1Aon — YoAin
Ys+120,0 — YoAs+1,0 -+ Yst1Aom — YoAst1n
tiene rango maximo y, por lo tanto,  es un punto regular de V. O

Observacion 3.3.2. Notar que el Lema 3.3.1 nos proporciona un criterio para
determinar cuando x € V, es un punto reqular de V,. En efecto, si x es un punto
reqular de V' y ademds el conjunto de puntos excepcionales de m, tiene dimension a
lo sumo r—s—2, es decir x ¢ M(L), entonces x resulta ser un punto reqular de V.

De acuerdo al Lema 3.3.1, resulta esencial analizar el conjunto de puntos regula-
res de V para los cuales el conjunto de puntos excepcionales de 7, tiene dimension
al menos r — s — 1. El Lema 3.1.2 asegura que dicho conjunto coincide con la va-
riedad polar M(L). De aqui, las secciones lineales V}, definidas por puntos y € Ps+!
tales que 7! (y) no interseca a ¥ U M(L) son no singulares. Nuestro préximo obje-
tivo es mostrar que el conjunto ¥ U M(L) estd contenido en una subvariedad de V'
equidimensional de dimensién s y grado bajo.
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Lema 3.3.3. Para A ¢ H, eziste una subvariedad Z(L) C V' equidimensional de
dimension s y grado a lo sumo D"~*6 con M(L)UX C Z(L).

Demostracion. Para x € V', se tiene que x € ¥ si y sélo si dim 7,V > r, lo que es
equivalente a que los gradientes VFi(z),..., VF,_,.(x) sean linealmente dependien-
tes. Esto implica que la matriz M(z, A) de (3.6) no tiene rango maximo y, por lo
tanto,

YCc{r eV :A(x,A)=--=Apn(z,A) =0}

Por otro lado, para x € Vg, se tiene que x € M(L) si y sélo si Aj(z,A) = -+ =
An(xz,A) = 0. Concluimos que

ML)UE = {z € V: Ay(2,A) = -~ = Ay(z, A) = 0} (3.18)

Ahora aplicamos el Lema 3.1.5 a las variedades proyectivas W =V y W, :=
M(L) U X. Como M(L) U X tiene dimensién a lo sumo s y V' es equidimensional
de dimensién r, por el Lema 3.1.5 concluimos que existen combinaciones lineales
AYX,A), ..., A"*(X, A) de los polinomios homogéneos A1 (X, A), ..., Ax(X, ) de
grado D tales que la variedad proyectiva Z(L) := VN{AYX,A) =--- A" 5(X,\) =
0} es equidimensional de dimensién s y contiene a M(L) U X. Més atn, por la
desigualdad de Bézout (2.2) se tiene que deg Z(L) < deg(V) D"* = D"%§. Esto
completa la demostracion del lema. O

Tenemos entonces la siguiente version del segundo teorema de Bertini.

Teorema 3.3.4. Sea X € (P")*"2\ H, donde H es la hipersuperficie de (P")*+2
definida en la Proposicion 3.2.0. Sea Y; :=X;- X para 0 < j<s+1yL:={Y, =

- = Y, = 0}. Consideramos el morfismo lineal © : V --» P! definido por
Yy, ..., Ys 1. Entonces existe una variedad W (L) C P5™! de dimension a lo sumo s
y grado a lo sumo D"~%§ tal que, para cada y € P\ W(L), la clausura Zariski V,,
de 77 (y) es no singular y equidimensional de dimension r — s — 1.

Demostracion. Dado que XA ¢ H, por la Proposicién 3.2.6 la variedad polar M(L)
tiene dimensién a lo sumo s. Sea Z(L) C V la variedad de dimension s y grado a lo
sumo D"7*§ cuya existencia fue demostrada en el Lema 3.3.3. Luego, se tiene que

M(L)UX C Z(L).

Definimos W (L) := w(Z(L)). Es claro que W(L) C P**! tiene dimensién a lo sumo
s. Més aun, por (2.3), W(L) tiene grado a lo sumo D" % ¢.

Sea y € P\ W (L). Por la Proposicién 3.2.6 se tiene que Vj, es equidimensional
de dimensién r — s — 1. Por un lado, si « € 7~ (y) C V,,, entonces = ¢ X UM(L), con
lo cual z es un punto regular de V,, pues cumple las hipétesis del Lema 3.3.1. Por otro
lado, si z € V, \ 7 *(y), entonces z € VN Ly como LN (M(L)UX) = () nuevamente
tenemos que x cumple las condiciones del Lema 3.3.1, de lo cual concluimos que es
un punto regular de V},. Esto prueba que V, es no singular. O]
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Observacién 3.3.5. Observemos que, con las hipdtesis y notaciones del Teorema
3.3.4, six € (P2 \H ey € PT\ W(L), entonces la seccidn lineal V, estd con-
tenida en V. En efecto, por la eleccion de y vemos que x es un punto reqular de V'
para todo x € w(y). Por otro lado, si x € V,, \ 7~ '(y), entonces x € V.N L. Como
X & H,, donde H, es la hipersuperficie definida en el Lema 3.2.2, deducimos que
VL C Vg Porlo tanto x es un punto reqular de V.

Dado que cada seccién lineal V,, con X € (P")5™2\ H e y € P*T1\ W(L) es una
interseccion completa proyectiva no singular, por el Teorema 2.1.4 se tiene que V,
es absolutamente irreducible.

Finalmente, damos una condicién sobre ¢ que asegura la existencia de una seccion
lineal no singular de V' definida sobre [F,.

Corolario 3.3.6. Sea ¢ > max{Bgas, D" %6}. Existe y € PT(F,) tal que V, es una
[, -variedad no singular equidimensional de dimension r —s —1 y estd contenida en

Vom-

Demostracion. Por el Corolario 2.3.13 concluimos que, si ¢ > Bg s, entonces existe
un punto XA € (P*(E,))**?\ H. Sea 7 : V --» P**! el morfismo lineal definido por
las correspondientes formas lineales Yy = Mg - X,,..., Y11 = Mgy - X. Luego 7
estd definido sobre F,. Por el Teorema 3.3.4 existe una variedad W (L) C Pst! de
grado a lo sumo D"~%§ tal que, para y € Ps*1\ W(L), la seccién lineal Vj es no
singular, equidimensional de dimensién r — s — 1. Ademads, la Observacion 3.3.5
prueba que V, C Vi, Como g > D"%6, se tiene que existe y € PTH(E,) \ W(L) a
partir de lo cual se sigue el corolario. O

3.4. Segunda version efectiva del segundo teore-
ma de Bertini

Como mencionamos al comienzo del capitulo, los teoremas de Bertini nos per-
mitirdn obtener estimaciones y resultados de existencia de puntos g-racionales de
intersecciones completas singulares. En particular, a partir de la version de dicho
teorema que dimos en la seccion anterior, en el Capitulo 4 obtendremos estimacio-
nes para intersecciones completas singulares cuyo lugar singular tiene codimensién
al menos dos o al menos tres. Sin embargo, si disponemos de cotas més precisas
de la dimension del lugar singular de la variedad en cuestion, nos gustaria “sacar
provecho” de esa informacion, es decir, obtener mejores estimaciones que las que
hemos obtenido para variedades que son regulares en codimension uno o dos. Para
esto, en el Capitulo 4 damos una version explicita de la estimacion de Hooley. Con
este objetivo, proporcionamos otra version efectiva del segundo teorema de Bertini.
La diferencia con la versiéon anterior es que, en lugar de considerar las secciones
lineales que definen la clausura Zariski de las fibras de una proyeccion lineal sobre
P*t1, vamos a analizar cuando una variedad lineal de codimensién s + 1 define una
seccion lineal no singular de la variedad en consideracion.
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Al igual que en todo el capitulo, consideramos una [F;-intersecciéon completa V' C
P" de dimensién r, grado ¢, multigrado d = (dy,...,dn_), d1 > -+ dp_r > 2,y la
dimension del lugar singular > es a lo sumo s con 0 < s < r — 2.

Nuestro objetivo es probar que existe una hipersuperficie # C (P")*™! con la
propiedad de que, si v := (70,...,7s) € (P")*™' \ H, entonces la variedad lineal £
definida por las ecuaciones v; - X = 0, 0 < ¢ < s, verifica que V' N L es una seccion
lineal no singular de V' de dimensiéon r — s — 1.

Comenzamos con el siguiente lema técnico. Sea A := (Ao, ..., Aer1) € (P")*T2\
Ho, donde Hs es la hipersuperficie definida en el Corolario 3.2.5. Sea L la variedad
lineal definida por ;- X =0, 0 < i < s+ 1. Entonces V N L es equidimensional
de dimensién r —s — 2y LN (M(L) UX) = 0. Consideramos la proyeccién lineal
71V --» P! definida por \;- X para 0 < i < s+ 1y denotamos por V,, la clausura
Zariski de la fibra 7~ !(y) para todo y € P**1. Vimos que V, = (VN L)U7n (y) v,
suponiendo que la coordenada yy # 0, V, esta dada por las ecuaciones (3.16).

Lema 3.4.1. Con las notaciones y definiciones precedentes, si y € m(M(L)) U X),
entonces dim ¥, = 0, donde X, es el conjunto de puntos singulares de V.

Demostracién. De acuerdo con la Observacién 3.3.2, si z € V,,\ (XUM(L)), entonces
x es un punto regular de V,,, con lo cual ¥, C V, N (X UM(L)). En particular, como
LN (ENM(L)) =0, resulta X, C 7 (y) N (X UM(L)).

Por otro lado, como L = {Yy = --- =Y,;; = 0}, 7 : V --» P5™! es el morfismo
lineal definido por Yp,...,Ysr1 vy LN (ZUM(L)) = 0, de acuerdo a [Sha94, §L.5,
Theorem 8] tenemos que la restriccion 7|sumry @ X U M(L) --» 7(X U M(L)) es
un morfismo finito. En particular, si y € 7(3 U M(L)), entonces dim 7 (y) N (X U
M(L)) = 0. Esto concluye la demostracién del lema. O

Con el objetivo de mostrar la existencia de una hipersuperficie H C (P")*!
que contiene al conjunto de variedades lineales de codimension s + 1 que no definen
secciones lineales no singulares de V', de forma similar a lo que hicimos en la Secciéon
3.2, vamos a considerar la siguiente variedad de incidencia

W= (Vam xU)N{Ty- X =0,...,T, - X =0,
AT, X)=0,...,A,(T, X) =0},

donde U’ C (P")*™! es el abierto Zariski de las matrices de tamano (s + 1) x (n+ 1)

de rango maximo y Ay, ..., A, son los menores maximales de la matriz
oOF oF
0Xo o 0Xy
OFn_r OFn—r
M(X,T):=] 9% "7 0Xa || (3.19)
FO,O e FO,n
I'ig ... Tsa

) )

De manera analoga a la demostracién de la Proposicion 3.2.3 obtenemos el siguiente
resultado, cuya demostracién sélo vamos a esbozar.
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Proposicién 3.4.2. Sea | := n(s+ 1). Entonces W es una subvariedad irreducible
de Vyn x U' de dimension | — 1.

Demostracion. Consideramos el morfismo lineal 7 @ W — V,, definido por
mi(z,7y) = z. Dado x € Vj, fijo, se tiene que la fibra 7, ! (z) = {2} x Q, don-
de Q C U’ es el conjunto de matrices v := (70,...,7s) tales que v; - * = 0 para
1 <1 < sylamatriz M(x,) dada en (3.19) no tiene rango méximo. Luego, siguien-
do la demostracién de la Proposicién 3.2.3, obtenemos que C(£2) el cono afin de (2 es,
médulo (VFi(z),...,VE,_.(z)), isomorfo al abierto Zariski L, (A, W) N ®(ULg)
de L.(A**1 W), donde
LAY W) = {f € HomE(ASH,V) crg(f) < s},

V y W son los espacios lineales definidos en la Proposicién 3.2.3, U/ C (AnT1)st!
es el cono affn de U’ y ® : Homg (A**!, A"™') — Homg (A**, W) es el morfismo
suryectivo inducido por la funcién cociente A"t — W.

Por [BVS8S8, Proposition 1.1], L.(A*** W) es una variedad irreducible de dimen-
sién s(r + 1) y, como estamos considerando subespacios de V de dimensién s + 1
moédulo (VFl(x), cee VFn_T(x)), cuya dimension es n — r pues x € Vg, deducimos
que el cono afin de 7' (z) = {z} x Q es un subconjunto abierto y denso de una
variedad irreducible de V, X Uly de dimension s(r+1)+ (n—r)(s+1) =1l+s—r.
Esto implica que 7, '(z) = {x} x Q es una variedad irreducible de Vi, x U’ de di-
mension [ —r — 1. El mismo argumento de la demostracion de la Proposicion 3.2.3,

muestra que W es una subvariedad irreducible de V, x U’ irreducible de dimension
-1 O

Consideramos la proyeccién mo : W — U’ dada por ma(x, ) := - y definimos H;
como la clausura Zariski de la imagen de dicha proyeccién. Por la Proposicion 3.4.2
se tiene que H; es una variedad irreducible de dimensién a lo sumo n(s+ 1) — 1. El
siguiente resultado nos proporciona informacion mas precisa sobre H.

Teorema 3.4.3. 1, es una hipersuperficie de (P™)stt ) definida por un polinomio
multihomogéneo en F,[T'] de grado a lo sumo D" *"Y(D +r — s) en cada grupo de
variables T'; para 0 < i < s.

Demostracion. En primer lugar probamos que H; es una hipersuperficie. Para esto,
nuevamente teniendo en cuenta el teorema de la dimensién de las fibras (ver, por
ejemplo, [Sha94, §1.6, Theorem 7)), alcanza con mostrar que existe una fibra de o
de dimensién cero.

Fijemos A := (g, ..., As11) € (P")*T2\ Ha, donde H; es la hipersuperficie defi-
nida en el Corolario 3.2.5, y sea L la variedad lineal de dimensién n — s — 2 definida
en (3.1). En particular, tenemos que L N (M(L) U X) = (. Por dltimo, fijemos
y € (X UM(L)). El Lema 3.4.1 asegura que el lugar singular 3, de V|, tiene
dimensién 0. Definimos v := (Y,...,7s) € (P")*™! como el elemento cuya j-ési-
ma coordenada corresponde al vector de coeficientes de la j-ésima forma lineal en
(3.16), es decir, v; = ;A0 — yoA; para 1 < j < s+ 1. Observemos que 7, ' (7)
es isomorfo al conjunto de puntos z € Vg, NV, tales que M(z,~) no tiene rango
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méximo. Como M (X, ) coincide con la matriz M'(X, A) de (3.17), deducimos que
75 ' () € M(L) N'V,,. Por otro lado, por el Lema 3.4.1, vemos que M(L) NV, C %,,.
Dado que dim ¥, = 0, se obtiene que 7, ' () es una fibra de dimensién cero de 7y.

A continuacién vamos a calcular una cota del multigrado del polinomio que
define a la hipersuperficie H;. Para ello mostramos la existencia de una variedad
W' C (P")**? equidimensional de dimensién [ — 1 y grado “bajo” que contiene a W
de manera andloga a lo hecho en la demostracién del Teorema 3.2.4.

Afirmacién. FEuxisten combinaciones lineales A',... A" de los polinomios
AT, X), A(T, X),...,Ax(T, X) tales que la subvariedad W' C (P")**2 defini-
da por los ceros comunes de las ecuaciones

Fi,=0,...,F,_,=0Ty-X=0,...,Ty- X =0, (3.20)
AN, X)=0,...,A" (T, X) =0,

es equidimensional de dimension [ — 1.

Demostracion. Sea Lr = {Tp- X = 0,...,T5- X = 0} € P" x (P")*™! y sea
W' C (P")*+? la siguiente variedad:

W =WU ((Ex (PN Le)u (Vx (P \U)NLy).
Se tiene que
W=V x PN LrN{A(T,X)=0,...,A,(T,X) =0} (3.21)

En efecto, si (x,v) € V x (P")**! N Ly se tienen las siguientes tres posibilidades:
e, v e (P)\U, o (x,7) € Vin xU'. En los dos primeros casos, (z,v) € W'
y Aj(z,7) = 0 para todo 1 < j < m. En el dltimo caso se tiene que (z,v) € W’ si
y solo si Aj(x,7) = 0 para todo 1 < j < m. Esto muestra (3.21).

Determinamos la dimensién de W". Primero observemos que ¥ x (P")**! es
un cilindro cuya intersecciéon con las ecuaciones I'y - X = 0,...,I's - X = 0 tiene
codimensién s+ 1 en ¥ x (P*)**!. Por lo tanto, la dimensién de (X x (P")**1) N Ly
es alo sumo s+ 1 — (s+ 1) = [ — 1. Por otro lado, el cono afin de (P")s™!\ U/’
es el cerrado de las matrices de rango a lo sumo s, es decir, L,(A*T! A"*1). Por
[BV8S8, Proposition 1.1] la dimensién de L,(A*™ A") es s(n + 2) y, por lo tanto,
la dimensién de (P™)*™\U" es s(n+1)—1 = [+s—n—1. Luego, V x (P")**\ U’ tiene
dimension r + [ + s — n — 1. Consideremos la proyeccién en la segunda coordenada
m o (V x (P™)*™\U’)) N Lp — (P")*™ \ U’. Una variedad lineal genérica de P de
codimensién s interseca a V' en una variedad equidimensional de dimension r — s.
Por lo tanto, una fibra genérica 7, ' (v) tiene dimensién r — s. Luego, el Teorema de
la dimension de las fibras muestra que

r—s=dimmy " (y) > dim (V x (P")**""\U')NLr) - (l+s—n—1).

Deducimos que (V' x ((P")***\¢’)) N Lr tiene dimensién a lo sumo [ —n+7r—1 <
[ — 1. Combinando estos hechos con la Proposicién 3.4.2, concluimos que W tiene
dimensién [ — 1.

Ahora aplicamos el Lema 3.1.5 a las variedades W := (V X (]P’”)S“) NLry
W, :=W". Del Lema 3.1.5 se deduce facilmente la afirmacion. O
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Sea H} la unién de las componentes de la clausura Zariski de (V') de dimensién
[ — 1. Luego H) es una hipersuperficie que contiene a H;. Estimamos entonces el
multigrado de H}. Consideremos [W'] la clase de W' en el anillo de Chow A*((P™)*+2)
de (P™)**2. Sea 6, 5 la clase de la imagen inversa de un hiperplano de P" por la j-
ésima proyecciéon canénica (P")**2 — P" for 1 < j < s+ 1. Por el Teorema de
Bézout multiproyectivo (2.6) se obtiene que

W] < TT(dib-r) TT (01 +6,) ] (D61 + 66 + - +6)
=1 3=0 k=1

<OD" D+ —8)(0_1)" (0 + - - + 6,)

+ términos de grado menor en 6_;.

Por otra parte, [H] = degyx FO_1 +degr, F 0y +---+degp F 6, donde F € F,[I'] es
un polinomio de grado minimo que define a ‘H}. Sea 7 : A* ((]P’”)S“) — A* ((]P’”)S+2),
P — (6_1)"P el morfismo Z-lineal que induce m,. Entonces (2.6) prueba que
J([Hi]) < W] Esto implica que degp F' < OD"* YD +r—s)para0 <j<s,lo
que concluye la demostracién del teorema. O]

Dado que estamos interesados en determinar condiciones para que una variedad
lineal de dimensién n — s — 1 defina una secciéon no singular de V', resulta necesario
que dichas secciones lineales no corten al lugar singular de V. Por el Lema 3.2.2
existe una hipersuperficie Hy C (P")**!, definida por un polinomio multihomogéneo
en E[I‘] de grado a lo sumo dD"*~! en cada grupo de variables I';, 0 < i < s con
la propiedad de que si v € (P")**1 \ H,, entonces la variedad lineal £ definida por
~ no interseca al conjunto de punto singulares de V.

Con todo esto estamos en condiciones de definir una hipersuperficie H con las
propiedades que mencionamos anteriormente.

Corolario 3.4.4. Eziste una hipersuperficie H C (P")**1, definida por un polinomio
multihomogéneo de grado a lo sumo D"571§(D+r—s+1) en cada grupo de variables
i, con la siguiente propiedad: si v € (P")*T™ \ H, entonces V N L es no singular y
equidimensional de dimension r — s — 1.

Demostracion. Dadas las hipersuperficies ‘H; y Ho definidas en los parrafos ante-
riores, consideremos H = H; U Hy. Sea v € (P*)*™! \ H. Afirmamos que V N L es
no singular. En efecto, supongamos que existe un punto singular x de VN L. Como
YNL =0, por (3.4) se tiene que x € Vi, y que V' y £ no se cortan transversalmente
en z. Luego, la matriz M(x,~) definida en (3.19) no tiene rango méximo y, por lo
tanto, (z,7) € W. Esto contradice que v ¢ H; y se sigue que V N L es no singular.

Probemos ahora que VN L tiene dimensién r—s—1. Por [Sha94, §1.6.2, Corollary
5] sabemos que la dimensién de V' N L es al menos r — s — 1. Por otro lado, como
YNL =10, entonces VNL ="V, NL Sea x € Vi, N L. Como v ¢ H;, entonces
(x,7v) ¢ Wy, por lo tanto, la matriz M(z,~y) tiene rango méximo. De esto se deduce
que dim(7,(V N L)) <r —s—1, lo que en particular implica que la dimensién de
VNLesalosumor —s—1. m
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Finalmente, resta considerar la existencia de elementos v € (P"(F,))**! \ H. De
acuerdo al Corolario 2.3.13, existe un tal elemento « si ¢ > D" *716(D +r —s+1).
Obtenemos asi la segunda version efectiva del segundo teorema de Bertini.

Teorema 3.4.5. Sea V' C P" una interseccion completa definida sobre I, de dimen-
sion r, multigrado d = (dy, ... ,d,_.), grado 0, cuyo lugar singular tiene dimension
alosumos con0<s<r—2. SeaD:=>"(di—1). Sig>D*15(D+r—s+1),
entonces existe una variedad lineal L C P" definida sobre F, de dimension n —s—1
tal que VN L es una seccion lineal no singular de V' definida sobre [, de dimension
r—s—1.
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Capitulo 4

Estimaciones y resultados de
existencia

En este capitulo presentaremos algunas estimaciones y resultados de existencia
de puntos g-racionales regulares de intersecciones completas singulares. Proporciona-
remos estimaciones para intersecciones completas normales (es decir, intersecciones
completas cuyo lugar singular tiene codimensién al menos dos) y para interseccio-
nes completas que verifican que la codimensién del lugar singular es al menos tres.
Finalmente, obtendremos una estimacion para el caso en que la dimensién del lu-
gar singular es arbitraria, que constituye una versién explicita de la estimaciéon de

Hooley [Hoo91].

4.1. Resultados de existencia

Se conocen pocos resultados sobre la cantidad exacta de puntos g-racionales de
[F,-variedades. Los resultados existentes son fundamentalmente de dos tipos: resulta-
dos para variedades particulares (por ejemplo, hipersuperficies definidas por cierto
tipo de ecuaciones “diagonales”, formas cuadréticas, etc.; ver, por ejemplo, [LN83,
Chapter 6]) o resultados sobre funciones zeta de Riemann. En cuanto al primer tipo
de resultados, su aplicabilidad queda naturalmente restringida a la clase particular
de variedades en consideracién. Por otro lado, el calculo de las funciones zeta de
Riemann es sumamente dificultoso (ver [Wan08]). Por estos motivos, frecuentemen-
te resulta necesario disponer de estimaciones o resultados que aseguren la existencia
de puntos g¢-racionales en variedades sobre cuerpos finitos. Comenzamos entonces
este capitulo proporcionando resultados que garantizan la existencia de puntos g¢-
racionales. Posteriormente, probaremos la existencia de puntos ¢-racionales regulares
de la variedad.

Sea V' C P" una interseccién completa definida sobre F,, de dimensién r, grado
d, multigrado d := (dy,...,d,_,) con dy > -+ > d,_, > 2 y lugar singular 3
de dimension a lo sumo s < r — 2. Recordemos que Vi, denota el conjunto de
puntos regulares de V. Vamos a establecer condiciones sobre ¢ que garanticen que
Vim(F,) es no vacio. Usualmente este tipo de resultados se obtienen combinando
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estimaciones sobre el nimero de puntos ¢g-racionales de la variedad en consideracion
y cotas superiores para el nimero de puntos g-racionales singulares. Nosotros en
cambio vamos a utilizar nuestra version efectiva del segundo teorema de Bertini
(Teorema 3.3.4) a fin de probar que existe una seccién lineal de V' definida sobre
[, contenida en Vi, para luego aplicar la conocida estimacion de Deligne [Del74]
sobre la cantidad de puntos ¢-racionales: dada una intersecciéon completa no singular
V' C P" definida sobre [F,, de dimensién r, grado ¢ y multigrado d, se tiene

IV(E)| = pr| <V)(n,d) ", (4.1)

donde p, = |P"(E,)| y ¥.(n,d) denota el r-ésimo ntimero de Betti primitivo de una
interseccion completa no singular contenida en P" de dimensiéon r y multigrado d.

Los numeros primitivos de Betti son ciertos invariantes asociados a espacios
de cohomologia étale ¢-ddica (ver, por ejemplo, [Mil80]). Existen férmulas explicitas
para los mismos; de hecho, de acuerdo a, por ejemplo, [GL02a, Theorem 4.1], tenemos
que el r-ésimo nimero primitivo de Betti de una intersecciéon completa no singular
en P de dimensién r y multigrado d := (dy,...,d,_,) es

by(n,d) = (=1 (r+1) + (—1)”2(—1)6(2111) >,

c=n—r vEM(c)

donde para ¢ > 1, M(c) ={(v1,.. -, Unp) EN"": v+ Fv, . =c¢, v;, > 1, 1 <
i<n—r}yd’:=dj* --d,). Sin embargo, esta formula puede resultar compleJa
y por lo tanto es ttil disponer de cotas de tales nimeros. Dada una interseccién
completa no singular en P" de dimension r, grado 6 y multigrado d := (dy, . .., dp—r),
si d := max{dy,...,d,_.}, entonces se tiene la siguiente cota superior (ver, por
ejemplo, [GL02a, Proposition 4.2]):

n+1

V.(n,d) < (—1)”*1(r+1)+5( )(d+1)ﬁ

En lo que sigue, usaremos frecuentemente las siguientes expresiones explicitas para
bl.(n,d) con r € {1,2} (ver, por ejemplo, [GL02a, Example 4.3]):
b’l(n,d) = (dl B 'dnfl)(dl + 4 dn,1 —n — 1) -+ 2,
+1
by (n,d)=(dy -~ dp_s) <<n2 ) —(n+1) > di+ Y. did]) — 3.
1<i<n—2  1<i<j<n—2

Observacion 4.1.1. Sea V. C P" una interseccion completa no singular defini-
da sobre E, de dimensidn 2, grado 6 y multigrado d = (dy,...,dp—2). Sea D :=
Z?:_f(di —1). Observamos que § = dy - --d,_o y se tiene la siguiente desigualdad:

Vy(n,d) < (n—1)D*deg V. (4.2)
En efecto, se tiene que

) > di+ Y did, <Zd(2dl—n—1> :nidi(p—s).

1<i<n—2 1<i<j<n—2 i=1
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Teniendo en cuenta que i1 d; < (n — 1)D, se obtiene

n+1

bg(n,d)gdegv(( 5 )+(n—1)D(D—3)) < (n—1)D*degV,

lo que prueba (4.2).

Sea By, := D" *7%§(((n—s)(r—s)+2)D+r—s—1)+§+ 1. De acuerdo con el
Corolario 3.3.6 y la Observacién 3.3.5, si ¢ > max{Bas, D" °0}, entonces existe una
seccién lineal S de V' no singular, definida sobre [, equidimensional de dimensién
r —s — 1, que esta contenida en V,. Vamos a mostrar que, imponiendo cierta
condicién adicional sobre ¢, el niimero de puntos g-racionales en S es estrictamente
positivo, lo que prueba que V' tiene puntos regulares g-racionales.

Teorema 4.1.2. Sea V' C P" una interseccion completa definida sobre [, de di-
mension r > 2, grado 6, multigrado d y lugar singular > de dimension a lo sumo

s <r—2. 5 ¢ > max {Bdﬁ, D=5, (b, (n—s—1, d))Q/(T_s_l)}, entonces V' tiene

r—s—1

un punto reqular q-racional.

Demostracion. El Corolario 3.3.6 asegura que existe una seccion lineal S de V' no
singular. Dado que S es una intersecciéon completa no singular definida sobre F, de
dimensién r — s — 1, por (4.1) se tiene

1 r—s—1 r—s—1

>q 2z (¢ z =),

|S(Fq)| 2 DPr—s—1 — b/q7‘7;7
donde ¥ =¥

. 1(n—s—1,d). Si q satisface las condiciones del enunciado del
teorema, el lado derecho de la expresion de arriba es positivo. Mdas atn, teniendo
en cuenta la Observacién 3.3.5 vemos que S C Vg, lo que concluye la demostracién
del teorema. ]

A continuacién damos un resultado de existencia para dos casos particulares de
intersecciones completas.

Corolario 4.1.3. Bajo las hipotesis del Teorema 4.1.2, si

S (5(D—2)+2)2, para D>50D=4yn—r>1
1 (2(n —r+3)D +2)d + 1, en los demds casos,

entonces V' tiene un punto reqular q-racional.

Demostracion. Observamos que bj(n —r +1,d) = §(D — 2) + 2. Luego, aplicando
el Teorema 4.1.2 con s = r — 2, concluimos que, si

q> méx{(Q(n —r+3)D+2)0+1,D%, (5(D —2) + 2)2}, (4.3)
entonces V tiene un punto regular g-racional. Si D < 2 entonces D?§ < (2(n —r+
3)D +2)d + 1, y para D > 3 se tiene que D < (§(D — 2) + 2)2. En consecuencia,
vemos que (4.3) es equivalente a

q>mzix{(2(n—r+3)D+2)5+1,(5(D—2)+2)2}. (4.4)
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Por otro lado, si D > 6, entonces
(6(D—2)+2)" > (2AD+3)D+2)6+1> (2(n—r+3)D+2)5 + 1.

Combinando esta tltima desigualdad con (4.4) y haciendo calculo elementales se
deduce el resultado del corolario. O

Corolario 4.1.4. Bajo las hipotesis del Teorema 4.1.2, supongamos ademds que el
lugar singular de V tiene dimension a lo sumo r —3 > 0. Si ¢ > 3D(D + 2)%4,
entonces V' tiene un punto reqular q-racional.

Demostracion. La Observacion 4.1.1 asegura que by(n —r +2,d) < (n—r+1)D?.
De esto, aplicando el Teorema 4.1.2 con s = r—3, vemos que una condicion suficiente
para que exista un punto regular g-racional de V' es

q > méx{D?, D5 ((3(n —r+3) +2)D +2) + 4§ + 1}.

Teniendo en cuenta la desigualdad n —r < D, deducimos que
D§((3(n—r+3)+2)D+2)+5+1<3D(D+2)%,

lo cual implica lo que queriamos probar. O

Dado que no se conocen resultados de existencia de puntos g-racionales regula-
res, vamos a comparar los Corolarios 4.1.3 y 4.1.4 con los resultados de existencia
de puntos g-racionales que se obtienen a partir de las estimaciones de [GL02a] y
[CMO07a]. Cabe destacar que, a fin de deducir la existencia de puntos g-racionales
regulares, es necesario imponer condiciones aiin mas restrictivas sobre q.

Para una interseccién completa normal V' que verifica las hipdtesis del Corolario
4.1.3, se tiene la siguiente estimacion (ver [GL02a, Corollary 6.2]):

IVE)| = p,| <D =2)+2)g 2 +9-2"7((n—r)d +3)"¢"7!, (4.5)

donde d := max;<;<,,—, d;. Por otro lado, si ¢ > 2(n—r)dd + 1, se tiene (ver [CM07a,
Corollary 6.2]):

[VE) = pe| < (6(D —2) +2)g2 + 2((n — r)d6) g (4.6)

Estas son las estimaciones mas precisas que se conocen para intersecciones comple-
tas normales. A partir de (4.5) y (4.6) deducimos fécilmente la siguiente condicién
suficiente para la existencia de puntos g-racionales de V:

g > méx{(6(D—2)+3)%18-2""((n —r)d +3)""'},
g > 4((n—r)ds)”.

Es claro que estas condiciones son mas restrictivas que las del Corolario 4.1.3.
A continuacion consideramos una interseccién completa V' regular en codimen-
sién 2. Se tiene entonces la siguiente estimacién (ver [GL02a, Theorem 6.1]):

IV(E) —p,| <bh(n—r+2,d)g " +9-2"7"((n—r)d+3)" g2 (4.7)
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Teniendo en cuenta la desigualdad by(n—7r+2,d) < (n—r+1)D?§ de la Observacién
4.1.1, deducimos a partir de (4.7) la siguiente condicién suficiente para la existencia
de puntos g-racionales de V:

q > méx {2(n —r +1)D?},7 - 22=3((n — r)d + 3)(2”+2)/3} . (4.8)

El Corolario 4.1.4 complementa el resultado (4.8) ya que es mejor en ciertos casos;
por ejemplo, cuando todas las ecuaciones tienen grado 2 y la cantidad de ecuaciones
es mayor a (2n + 2)/3 o para el caso de hipersuperficies con n > 6.

4.2. Estimaciones para intersecciones completas
singulares

En esta seccién obtendremos estimaciones sobre la cantidad de puntos g-racionales
regulares de una intersecciéon completa V' en los casos en que V' es normal o V es
regular en codimension 2 (es decir, su lugar singular tiene codimensién al menos 3).
Recordemos que V' C P" es una intersecciéon completa de dimensién r, grado § y
multigrado d := (dy,...,d,—,) con dy > -+ > d,_, > 2. Supongamos que el lugar
singular de V' tiene dimensién a lo sumo s <r—2. Sea D := > "(d; — 1). Fijamos
A € (P")*™2 \ ‘H donde H es la hipersuperficie definida en la Proposicién 3.2.6. De
acuerdo a nuestra versién efectiva del segundo teorema de Bertini (Teorema 3.3.4),
para fijo existe una variedad W, := W(L) C P*™! de dimensién a lo sumo s y grado
a lo sumo D"~%¢ tal que, para cada y € P¥™1\ Wy, la clausura Zariski V,, de la fibra
77 1(y) es una interseccién completa no singular.

Para estimar la cantidad de puntos g-racionales de V vamos a expresar a V
como la unién de pgyq := [P¥T(F,)| secciones lineales de V' de dimensién r — s — 1.
Dichas secciones lineales resultan ser la clausura Zariski Vj, de las fibras 7(y) con
y € P**1. Dado que V, estd definida sobre F, para cada y € P**(F,), podemos
estimar el nimero N, := |V, (F,)| para y € P (F,) \ W, usando la estimacion
de Deligne (4.1). Por otro lado, las fibras de los puntos en W no contribuyen
significativamente al comportamiento asintético del nimero de puntos g-racionales
de V. Mas precisamente tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.2.1. Sea V' C P" una interseccion completa definida sobre K, de di-
mension r > 2, grado &, multigrado d y cuyo lugar singular tiene dimension a lo
sumo s < r — 2. Entonces se tiene la siguiente estimacion:

[V(E)] —pr| S0 g2+ An,s,d) ¢,

donde A(n,s,d) :=2b._,_, +2(TD" 6+ 1)(0—1) yb,_,_,==b._,_(n—s—1,d)
es el (r — s — 1)-ésimo niumero primitivo de Betti de una interseccion completa C

de P~ de dimension r — s — 1 y multigrado d.

Demostracion. En primer lugar, notemos que si D = 1, entonces V' es una cuddrica,
y por lo tanto la estimacion se deduce de los resultados conocidos sobre la cantidad
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de puntos g-racionales para cuddricas (ver, por ejemplo, [Sch76, Theorem 2E] o
[LN83, Section 6.2]).

Afirmamos que podemos suponer sin pérdida de generalidad que ¢ > Bgs. En
efecto, supongamos que ¢ < Bg,. Si D = 2, entonces V' es una hipersuperficie cibica
o la interseccién de dos cuadricas. En ambos casos tenemos que |V (F,)| < d¢" +p,—1
(ver [Ser91] y [ELX09], respectivamente), lo cual implica ||V (F,)|—p,| < (6—1)¢" <
Bas(6 —1)g"!. Asi, teniendo en cuenta que Bg, < 10-2"7°- ¢ + 1, deducimos que
el teorema es valido para este caso. Supongamos ahora que D > 3. De acuerdo a
la. Proposicién 2.3.4 (ii) se tiene que |V(F,)| < dp,, y por lo tanto ||V (F,)| — pr| <
(6 —1)p, < 2Bas(6 —1)¢" . Dado que Bgqs < 7D" %0 + 1, se deduce facilmente que
el teorema es valido para D > 3. Esto prueba nuestra afirmacion.

Supongamos entonces ¢ > By ;. Combinando la Proposicién 3.2.6 y el Corolario
2.3.13 deducimos entonces que existe A € (P*(F,))*™ tal que se verifican las condi-
ciones )—i7i) de la Proposicion 3.2.6. Sea V}, la seccién lineal de V' que obtenemos al
considerar la clausura Zariski de la fibra 77! (y) para un punto arbitrario y € P!
Podemos expresar |V (F,)| en términos de las cantidades N, := |V,(I,)| para cada
y € PH(E):

V(E)| = Z (Ny —e)+e= Z Ny = (ps+1 — e, (4.9)

yePt1(E) yeP (k)

donde e := [(V N L)(E,)|. Como V N L tiene dimensién r — s — 2, se tiene que
e < 0pr_s—2, y por lo tanto |e — p,_s_2| < (0 — 1)p,_s_o. Restando p, a ambos
miembros de (4.9) y utilizando que p, = psy1Pr—s—1 — (Ps+1 — 1)Pr_s_2, Obtenemos:

||V(Fq)| - prl < Z |Ny - pr—s—1| + (ps—i-l - 1)(5 - 1)pr—8—2

yEPs+1()

< D> Ny = peen| + 20— 1) (4.10)

yePs+1(l)

Consideremos la variedad W, C P**! del enunciado del Teorema 3.3.4. Podemos
descomponer la sumatoria del lado derecho de (4.10) de la siguiente manera:

Z ’Ny _prfsfll = Z |Ny _prfsfl‘ + Z ’Ny _pr7571| .

yePst1 () y¢WL () yeWL ()

Siy ¢ Wi(E,), por el Teorema 3.3.4 se tiene que V,, es una interseccién completa no
singular de P"*~!, definida sobre F,, de dimensién r — s — 1, grado § y multigrado
d. Aplicando la estimacién de Deligne (4.1) a cada Vj, se obtiene |Ny — p,_s_1] <
v, . ,q" Y2y por lo tanto,
Z [Ny = prs—1] < b;—s—lq%ps+l < b;—s—qu+;+1 +20 g (411)
yEWL(5)

Por otro lado, si y € W (E,), entonces N, < 0p,_s_;. Luego, dado que 6 > 2,
obtenemos |Ny, — p,—s_1] < (0 — 1)p,—s—1. De acuerdo a la Proposicién 2.3.4 parte
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(i1), se tiene |W(F,)| < deg Wy -ps y, por lo tanto, deducimos la siguiente estimacion:

>INy = prosaa] S (0= Dpp_s - deg Wy, - py < 4(6 — 1) deg Wy, - ¢~ (4.12)
yeWy (&)

Combinando (4.10), (4.11) y (4.12), concluimos que

IVE) —pe| SV g5 +2(b_y + (2D +1)(0 —1)) ¢"!
de donde se deduce facilmente la afirmacion del teorema. OJ

A continuacién damos una estimacién de la cantidad de puntos g-racionales
regulares de V.

Teorema 4.2.2. Teniendo en cuenta las notaciones e hipotesis del Teorema 4.2.1,
se tiene la siguiente estimacion:

||‘/Sm( p’"‘<br s— lq 2 1+B(n787d)qr_1
donde B(n, s, d) :=20,_ _; +2(2D"*6 +1)(6 — 1) 4+ 2(s + 2)(0 — 1) Ba,s.

Demostracidn. Sea H C (P")**? la hipersuperficie definida en la Proposicion 3.2.6.
Recordemos que H esta definida por un polinomio multihomogéneo en F,[A] de grado
a lo sumo By en cada grupo de variables A;. Tenemos entonces

1
Vool =pl ==z [ Vel =]+ > [VanlB)| -1
" AE((Pm)s T2\ H) () AEH(E)
1
e D DI A B A ORI
" AE((Pr)s+2\H)(F;)

De (2.7) se sigue que |H(F,)| < pi*t? — (¢" — min{q, Bas}¢"*)* 2. Por lo tanto,

| H(E,)
<pn)s+2

Por otro lado, para cada A € ((P")**2\ H)(F,) existe, por el Teorema 3.3.4, una
variedad W, C P*™! de dimensién a lo sumo s y grado a lo sumo D"~%§ tal que para
cada y € Pt \ Wy, la clausura Zariski V, de la fibra 7 !(y) es una interseccion
completa no singular, y por la Observacién 3.3.5 V,, C V4. Argumentando entonces
de la misma manera que en la demostracion del Teorema 4.2.1, obtenemos

(6 —1)p, <2(s+2)(6 —1)Bgsq" !

1 +s+1 res —
ps+2 Z ||‘/sm I_pr‘ 7‘ s— lq 2 +2<b;‘_5_1+(2D 5+1)(5—1))q 1
TOXEH(R)
de donde se deduce facilmente el teorema. OJ
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4.2.1. Intersecciones completas normales

Si V' C P" es una interseccién completa normal de dimensién r, entonces el lugar
singular de V' tiene dimensiéon a lo sumo r — 2. Por lo tanto, considerando el caso
s :=1r — 2 de los Teoremas 4.2.1 y 4.2.2 obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.2.3. Sea V C P" una interseccion completa normal definida sobre F,,
de dimension r > 2, grado § y multigrado d. Entonces

(6(D —2) +2)¢" * 4 14D*5%¢" ", (4.13)
(6(D —2)+2)¢" V2 +11(r + 1)D?3%¢" ", (4.14)

[V (E)| = p.|
| [Vam ()| — v

VARPVAN

Demostracion. Aplicando los Teoremas 4.2.1 y 4.2.2 para el caso s = r—2 obtenemos

Viq M+ A(n,r — 2,d) ¢!
b2 4 Bl —2.d)

HV |_pr‘

<
||Vsm q _pr‘ S

donde b} :=by(n —r +1,d),

A(n,r —2,d) 200 +2(7TD*6 +1)(0—1) y
B(n,r —2,d) = 20, +2(2D*6+1)(0 — 1) +2r(6 — 1)Bq,—o.

La estimacion (4.13) se deduce facilmente teniendo en cuenta la identidad 0] =
d(D — 2) 4 2. Por otro lado, la estimacién (4.14) es consecuencia de la desigualdad
n—r<D. O

En el caso de intersecciones completas normales, las estimaciones mas precisas
que se conocen son las de S. Ghorpade y G. Lachaud [GL02a] y A. Cafure y G.
Matera [CMO0T7a]. Por un lado, en [GL02a, Corollary 6.2] se obtiene la siguiente
estimacion:

IVE) —pe| < (0D =2)+2)g" 2 +9-2"((n—r)d+3)" ¢, (4.15)

donde d := maxj<i<,_d;. Por otro lado, para ¢ > 2(n — r)dd + 1, en [CMO0T7a,
Corollary 6.2 se demuestra que

IV (B)| = | < (8(D —2) +2)g" V% +2((n — r)ds) ¢ (4.16)

Teniendo en cuenta los lados derechos de (4.13), (4.15) y (4.16), notamos que el
primer término es el mismo en todos los casos mientras que la diferencia se encuentra
en los segundos términos. Respecto de (4.16), notemos que el segundo término del
lado derecho es levemente mas chico que el correspondiente término de (4.13) cuando
di v d,_, son “similares”, en tanto que éste ultimo es significativamente menor
cuando dy y d,_, difieren de forma importante. Asimismo, cabe destacar que la
estimacién (4.16) vale bajo la condicién ¢ > 2(n — r)dd + 1, mientras que (4.13) es
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vélida sin imponer condiciones sobre ¢. Para facilitar la comparacién de (4.15) con
(4.13) y (4.16), observamos que

2" ((n =)+ 3" 2 (20 —1)"” (Z - ) (Z di)

i=1

Z(Q(n—r nTDQ (Zd) ,

donde la desigualdad del medio se obtiene como consecuencia de la desigualdad
entre la media aritmética y la media geométrica. Notemos en primer lugar que para
variedades de dimensién alta, por ejemplo r > (n + 1)/2, las estimaciones (4.13) y
(4.16) son claramente mejores que (4.15). En particular, en el caso de hipersuperficies
el segundo término del lado derecho de (4.13) y (4.16) es cuadrético en 0, mientras
que en (4.15) el exponente de § es n + 1. Otro caso en el que las estimaciones
(4.13) y (4.16) mejoran (4.15) es el de variedades de grado bajo; por ejemplo, si
d < (2(n — 7)™ ". Sin embargo, para variedades de dimensién baja el segundo
término del lado derecho de (4.15) puede resultar méas chico que el correspondiente
término en (4.13) y (4.16). Por ejemplo, para curvas dicho término es lineal en ¢ en
(4.15), mientras que en (4.13) y (4.16) es cuadrético en 6. Por lo tanto, la estimacién
(4.15) resulta mejor para variedades de dimensién baja y grado alto. En conclusién,
nuestra estimacién complementa la estimacién (4.15) y mejora (4.16) en el sentido
de que es valida sin imponer condiciones sobre q.

4.2.2. Intersecciones completa regulares en codimension 2

Sea V' C P" una interseccién completa de dimension r, regular en codimension 2,
es decir, la dimensién del lugar singular es a lo sumo r — 3. Consideramos entonces
el caso s :=r — 3 de los Teoremas 4.2.1 y 4.2.2 y obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.2.4. Sea V' C P" una interseccion completa definida sobre F,, de di-
mension r > 3, grado 6 y multigrado d, cuyo lugar singular tiene dimension a lo
sumo r — 3. Se tiene entonces la siguiente estimacion:

||V (F, |—pr| < 14D38%*¢" 1, (4.17)
Ve (By)| — pr| < (347 — 20)D3(52q”_1.

Demostracion. Teniendo en cuenta los Teoremas 4.2.1 y 4.2.2, se tiene

VE) —p| < Aln,r—3,d)g"
“Vsm )| —pr’ < B(n,r—3,d)q"!
donde
A(n,r —3,d) = 3by+2(7TD* +1)(6 — 1),
B(n,r —3,d) = 3by+2(2D*6 +1)(0 — 1) + 2(r — 1)(6 — 1) Ba,—3
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y by :=by(n—r+2,d). Por la Observacién 4.1.1 se tiene b}, < (n—r+1)D?*§ < (D+
1)D?6. Las estimaciones del corolario se siguen ahora de calculos elementales. [

Bajo las hipétesis del Corolario 4.2.4, Ghorpade y Lachaud obtienen en [GLO02a,
Theorem 6.1] la siguiente estimacion:

IVE) ~pi| < By —r+2.d)g" 4927 ((n—r)d + 3" g% (118)

Al igual que en el caso de variedades normales, para variedades de dimension alta
nuestra estimacion resulta mejor que (4.18), mientras que en el caso de variedades
de dimensién baja (4.18) es preferible. Sin embargo, la presencia de términos expo-
nenciales en el segundo término del lado derecho de (4.18) hacen dificil la aplicacién
de esta estimacién. Como ejemplo de este fenémeno, en el Capitulo 6 estudiaremos
el problema de estimar el valor promedio del cardinal del conjunto de valores de una
familia de polinomios ménicos de grado d con s coeficientes fijos, el cual requiere de
la aplicacién de una estimacién como en (4.17).

4.2.3. Una version explicita de la estimacién de Hooley

En la seccion anterior obtuvimos estimaciones para variedades normales y regu-
lares en codimension 2. Dado que muchas veces disponemos de cotas mas precisas
para la dimensién del lugar singular, en esta seccién nos proponemos obtener una
versién explicita de la estimacion de Hooley. Como mencionamos anteriormente, en
[Hoo91] Hooley extiende la estimacion de Deligne [Del74] a intersecciones comple-
tas arbitrarias. Mas precisamente, si V' C P" es una interseccién completa definida
sobre IF;, de dimensién r y lugar singular de dimensién s > 0, entonces la cantidad
de puntos g-racionales de V verifica la siguiente estimacion:

V(E) - pr| = O(gr+0/2). (4.19)

La constante involucrada en esta estimacién, si bien no depende de ¢, no es
explicita. La demostracion de Hooley consiste en considerar sucesivas secciones por
hiperplanos de V' hasta que se obtienen secciones no singulares. La cantidad de
puntos g-racionales de dichas secciones no singulares se estima utilizando [Del74].
Dos herramientas claves en el trabajo de Hooley son una estimacién (no explicita) de
la cantidad de secciones por hiperplanos de V' que tienen lugar singular de dimension
s, s —1y s+ 1, y una cota superior para el segundo momento definido como

M= MV) = 3 (N gNm))

mEEJH_l

donde N es la cantidad de puntos g-racionales de V' y N(m) es la cantidad de
puntos g¢-racionales de la seccién lineal de V' determinada por el hiperplano que
define m. Aqui seguiremos las técnicas de Hooley, con la diferencia de que, en vez
de intersecar sucesivamente a V' con hiperplanos hasta obtener secciones lineales
de dimensién r — s — 1, vamos a considerar directamente el segundo momento que

70



§4.2. ESTIMACIONES PARA INTERSECCIONES COMPLETAS SINGULARES

se obtiene teniendo en cuenta las secciones lineales de V' que determinan todas las
variedades lineales de codimensién s + 1.

Comenzamos entonces estimando la cantidad de secciones lineales no singulares
de V' de dimensién r —s—1 definidas sobre [F,. Para esto, consideramos la hipersuper-
ficie H definida en el Corolario 3.4.4. Recordemos que, si ¢ > D" 57 1§(D+r—s+ 1),
entonces existe v € (E)**! tal que H(vy) # 0, por lo que la seccién lineal de V
definida por v es no singular de dimensiéon r — s — 1 y estd definida sobre F,.

Lema 4.2.5. La cantidad de elementos v € (Fy™)*™ tales que H(y) # 0 es al
menos (¢ — d)**'¢"**V | donde d := D"*"'6(D +r — s+ 1).

Demostracion. Sea N la cantidad de ceros g-racionales de H. Por la desigualdad
(2.9) se tiene que

N < Z (_1)|s|+1d\s|q(n+1)(s+1)f\e|.

ee{0,1}st1\{0}

El lado derecho de esta desigualdad verifica

s+1
Z (_1)|5|+1d\e|q(n+1)(s+1)f|s\ _ Z Z (_1)i+1diq(n+1)(s+1)7i
e€{0,1}s+1\{0} i=1 e:|e|=1¢
s+1 s+ 1
— n(s+1) -1 i+ldi s+1—i s+1
q (;) ( ,L. )( YT+ g >
_ qn(s+1) (qs+1 o (q - d)s+1) ]
De esto deducimos facilmente el enunciado del lema. O

A continuacién estudiamos el segundo momento definido como

M=MV)= Y <N - q8+1N(7))2, (4.20)

JER (D

donde N := |V(E,)|, N(v) := |V N L(E,)| y £ es la variedad lineal de dimensién
(n — s — 1) definida por v := (7, ...,7s), es decir,

L={zeP" vy -x=-=7-2=0} (4.21)
Notemos ¢ := (n + 1)(s + 1). Observamos que
M=% N = 2N SNE) + D SN (4.22)
~YEE} ~YEE! ~EE!
Analizamos el segundo término del lado derecho de (4.22). Tenemos que

DN =YY 1= > 1=¢¢"N, (4.23)

YEE} ~YEE} z€V €V ~eF}

=0 ~-z=0
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donde « - x = 0 denota las igualdades 7; - z = 0 para 0 <7 < s.
Por otro lado, el tercer término del lado derecho de (4.22) verifica

ZMW=Z<ZQ(ZQ

~EE! ~YER! zeV z'eV
v-2=0 ~-x'=0
DD D (4.24)
~YEE! z€V YEE  za'eV
v-x=0 x#x
vy-x=~-2'=0

_ qn(s+1)N+ Z Z 1

z,x' eV 'yEJth
x#x! ~y-x=~-2'=0

= "GN + q(n—l)(s+1)N(N —1).

Finalmente, combinando (4.23) y (4.24) obtenemos la siguiente cota superior
para el segundo momento M de (4.20):

M < q(n+1)(s+1)(qs+1 . 1)N < 5]77“ q(n—l—l)(s—‘rl)(qs-i-l _ 1) (425)

A partir de esta cota superior deducimos que existen al menos %q(”“)(“”“) elementos

v € E](”H)(SH) tales que la correspondiente variedad lineal £ satisface la condicién

IVE)] = ¢ (VN L E)| < v/20p (¢ — 1),

En efecto, si fuera

IVE)] = ¢ (VN L)E)I| > V20 (¢ — 1)

para al menos %q("“)(sﬂ) variedades lineales £, entonces resultaria

M > 5]71" q(n+1)(s+1)(qs+1 _ 1)’
lo que contradirfa (4.25). En conclusién, obtenemos el siguiente resultado.

Proposicién 4.2.6. Sea V C P" una interseccion completa definida sobre F,, de
dimension r, grado §, multigrado d := (dy, ..., d,—,) y lugar singular de dimension
a lo sumo s > 0. Entonces existen al menos %q(”“)(sﬂ) elementos v en IFq("H)(SH)
tales que la correspondiente variedad lineal L definida como en (4.21) satisface la

siguiente condicion.:

IVE)] = ¢ (VN L) E)I| < V20 (¢ = 1). (4.26)

El Lema 4.2.5 establece que, notando d := (D“Sil(D +r—3s)+ 1)5, existen
al menos (q — d)*1q"**V) elementos v € (Fr™)*™ tales que la seccién lineal de V
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definida por 4 es no singular de dimensién r — s — 1 y esta definida sobre F,. En
particular, si .
_\s+1 n(s+1) = (n+1)(s+1)
(¢—d)"q > 54 :
entonces existe al menos una seccién lineal no singular de V' de dimension r — s — 1
definida sobre F, que satisface la condicién (4.26). Observemos que la desigualdad
(4.27) es equivalente a (1 — g)‘s*l > 1. Por la desigualdad de Bernoulli se tiene que
(1— %)5“ >1- (s+1)g; luego, pidiendo que 1 — (s+1) > 1, obtenemos el siguiente
resultado.

(4.27)

Corolario 4.2.7. Sea ¢ > 2(s+1)6(D"*"Y(D+r—s)+1). Bajo las hipdtesis de la
Proposicion 4.2.6, existe una seccion lineal no singular de V' de dimension r—s—1,
definida sobre I, que satisface la condicion (4.26).

Finalmente, proporcionamos una estimacion explicita de la cantidad de puntos ¢-
racionales de una intersecciéon completa singular cuyo lugar singular es de dimensién
0 < s < r—2 arbitrario, que es valida bajo una cierta condiciéon sobre ¢q. Decimos que
esta estimacion es explicita ya que, a diferencia de la estimacién (4.19) de Hooley,
exhibimos una cota superior explicita en términos de n,s,r, d para la constante
involucrada en la misma.

Teorema 4.2.8. Sea q > 2(s+1)D" " 1§(D+r—s+1) y V C P" una interseccion
completa definida sobre F,, de dimension r, grado 6, multigrado d := (dy, ..., dn_,)
y lugar singular de dimension a lo sumo s con 0 < s <r — 2. Tenemos entonces la
siguiente estimacion:

IV E) = pe| < 0y s(n—s—1,d) +2V5+1) ¢"F (4.28)

Demostracién. Como q > 2(s + 1)D"*71§(D + r — s + 1), por el Corolario 4.2.7

existe v € BV ¢l que la seccién lineal £ definida por v;- X = 0,0 < i < s, es

no singular de dimensién r — s — 1, estd definida sobre [, y se cumple la condicién

IVE)] = ¢ (VN L) )| < v20p: (¢ = 1).

Para dicho v € Fq(nJrl)(erl)

, se tiene
IV(E) —p.| < [IVE) = ¢ 'NA)| + |[pr — ¢ N ()],

donde N(v) = |VNL(F,)|. Por (4.26) y la identidad p, = ¢*"'p,_s_1 +ps, obtenemos

HV ’ _pr‘ < \/2517 st — 1) + qs+1|prfsfl - N(7)‘ +ps-

Como V' N L es una seccién no singular de V', podemos aplicar (4.1) para estimar la
cantidad |p,_s_1 — N(v)|. Mas precisamente, tenemos que

[IVE) = pr| < \/25”(‘18“ —D) 4+, (n—s—1,d)¢" 7 +p..

Dado que p, < 2¢" v ps < q° e , deducimos el enunciado del teorema. O]
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Para finalizar este capitulo, exhibimos las estimaciones que se obtienen a partir
del Teorema 4.2.8 en los casos en que el lugar singular de V' tiene codimensién al
menos 2 o al menos 3.

Sea V' C P" una interseccién completa de dimensién r, grado ¢, multigrado d
y lugar singular de codimensién al menos 2. Considerando el caso s = r — 2 del
Teorema 4.2.8 se tiene que, si ¢ > 2(r — 1)0D(D + 3), entonces

HVGEI)‘ _pr‘ < (bl(n—r—|— 1’d>’_|_2\/5+1) q“%.

Por otro lado, de acuerdo a la Proposicién 2.3.4 (i7), |V (F,)| satisface la siguiente
estimacion:
IV(E,)| —p,| < (6= 1)p, < 26q".

Dado que 0j(n —r+1,d) = (D — 2) + 2, entonces
26¢" < (Vi(n—r+1,d)+2V5+1)g 2
si ¢ < D?. En resumen obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.2.9. Sea V C P" una interseccion completa normal definida sobre F,,
de dimensién r > 2, grado § y multigrado d. Si ¢ < D* 0 q > 2(r — 1)0D(D + 3),
se satisface la siguiente estimacion:

HVGFQ)‘ _pr’ < (bl(n—r+1’d>’+2\/3+1) q’"’%.

Supongamos ahora que el lugar singular de V' tiene codimension al menos 3. Por
el caso s = r — 3 del Teorema 4.2.8, si ¢ > 2(r — 2)0D*(D + 4), entonces |V (E,)|
verifica la estimacién

IV(E)| —p,| < Wh(n—r+2,d)+2V5+1) ¢
Dado que by(n —r +2,d) < (n —r + 1)6D?, entonces
20¢" < (by(n —r +2,d) +2V5 + 1)¢" "
si ¢ < (n —r+1)D?. Tenemos entonces el siguiente resultado.

Corolario 4.2.10. Sea V' C P" una interseccion completa definida sobre I, de
dimension r > 3, grado 0 y multigrado d, cuyo lugar singular tiene codimension al
menos 3. Siq < (n—r+1)D* 0 ¢ > 2(r — 2)dD*(D + 4), se satisface la siquiente
estimacion:

Cabe senalar que las estimaciones obtenidas en los Corolarios 4.2.9 y 4.2.10 tienen
un término de error que es notablemente mejor que las obtenidas en los Corolarios
4.2.3 y 4.2.4 respectivamente, pero son vélidas bajo una cierta condicion sobre ¢q. En
este sentido, decimos que todas las estimaciones que presentamos se complementan;
dependiendo de las caracteristicas del problema en consideracion puede resultar mas
conveniente una u otra.
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Capitulo 5

Intersecciones completas definidas
por polinomios simétricos

En los capitulos anteriores obtuvimos estimaciones para intersecciones completas
singulares. Nos interesa ahora poder aplicar dichas estimaciones a problemas concre-
tos de teoria de codigos y combinatoria. Més concretamente, en esta tesis estudiamos
el problema de determinar deep holes en cédigos de Reed-Solomon y el problema
del célculo del valor promedio del cardinal del conjunto de valores de una familia
de polinomios univariados ménicos definidos sobre [,. Para ambos casos ocurre que
las variedades involucradas estan definidas por polinomios simétricos. Esto nos lleva
a pensar que, aprovechando esta caracteristica particular, podemos obtener mejo-
res resultados. Es por eso que dedicamos este capitulo a estudiar las propiedades
geométricas de [F-variedades interseccién completa definidas por polinomios inva-
riantes bajo la accién del grupo simétrico de permutaciones de sus coordenadas.
Cabe mencionar que este tipo de variedades aparecen con frecuencia en combina-
toria, teoria de codigos y criptografia. Por ejemplo, en el estudio de los polinomios
“almost perfect nonlinear” o de los “differentially uniform mappings” (ver [AR10]
y [Rod09)).

5.1. Una familia de intersecciones completas

Fijamos enteros positivos s,r, m que verifican m < s < r —m y consideramos
Y1, ...,Y; indeterminadas sobre [, y polinomios S; € E[Y7,...,Ys] con 1 < i <
m. Sea (08/9Y) := (05;/0Y})1<i<m1<j<s la matriz Jacobiana de Si,...,S,, con

respecto a Yi,...,Y,. Supongamos ademas que Si,...,.S,, verifican las siguientes
condiciones:
(H1) Si,..., Sy, forman una sucesién regular de F,[Y1,. .., Y];

(H2) (08/0Y )(y) := (0S;/0Y;)1<i<m,1<j<s tiene rango maximo m para caday € A®.

A partir de (Hy) y (H2) se tiene que la variedad W C A® definida por Sy, ..., S,
es una interseccién completa conjuntista de dimensién s — m. Més atn, por [Eis95,
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Theorem 18.15] se tiene que Sy, ..., S, definen un ideal radical y, por lo tanto, W
resulta una interseccién completa.

Sean I, . .., II; los primeros s polinomios simétricos elementales en F,[ X7, ..., X, ]
ysean Ry, ..., R, € F[Xi,..., X,]los polinomios definidos como R; := S;(IIy, ..., IL;)
para 1 < i < m. Llamamos V, C A" a la F-variedad afin definida por Ry, ..., R,,.

En lo que sigue probaremos diversas propiedades sobre la geometria de V,.. Con este
objetivo, consideramos el siguiente morfismo suryectivo de F;-variedades:

II, : A" — A"
x = (I (x),. .., .(x)).

Es facil verificar que Il es un morfismo finito (ver [Sha94, §5.3, Example 1]). En
particular, la preimagen (II,)"'(Z) de una variedad afin irreducible Z C A" de
dimensién k es equidimensional de dimensién k (ver [Dan94, §4.2, Proposition]).

Consideremos los polinomios Sy, . . ., S, como elementos de F,[Y7, ..., Y,] y llame-
mos W, C A" a la variedad afin correspondiente W, := V (S, ..., S,,). Notemos que
V, = II7Y(W,). Dado que Si,...,S,, forman una sucesién regular en F,[Yy,...,Y,],
la variedad W, es equidimensional de dimension r —m. Esto implica que V, es equi-
dimensional de dimensién r — m. Por otro lado, notemos que, si para 1 < 7 < m
definimos la variedad afin W7 := V(Sy,...,S;) C A", entonces W/ es equidimensio-
nal de dimensién r — j. Esto implica que la variedad afin VJ := IT-1(W/) definida
por los polinomios R, ..., R; es equidimensional de dimensiéon r — j para todo j
(1 < j < m). Por lo tanto, los polinomios Ry, ..., R, forman una sucesién regular
en (X7, ..., X,] y hemos probado el siguiente resultado.

Lema 5.1.1. Sea V, C A" la F,—variedad definida por Ry, ..., R,,. Entonces V, es
una interseccion completa conjuntista de dimension r — m.

5.2. La dimension del lugar singular

Con el objetivo de aplicar nuestras estimaciones a este tipo de variedades, estu-
diamos la dimensién del lugar singular de V,. Para esto, consideramos el siguiente
morfismo de F-variedades:

I:v, —-Ww,
x = (I (x),..., (z)).

Para x € V; e y := II(x), denotamos por T,V, y T,W; los espacios tangentes de V;
en z y de W en y respectivamente. También consideramos la diferencial de II en z,
es decir,

d I : TV, — T,W;
v Ar) - v,

donde A(z) es la siguiente matriz de tamano s x 7:
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Hacemos a continuacion algunas observaciones acerca de la matriz Jacobiana de los
polinomios simétricos elementales. En primer lugar, es sabido que las derivadas par-
ciales de los polinomios simétricos elementales II; satisfacen las siguientes igualdades
para 1 <1i,j <r (ver [LP02]):

o1, i1 e
OX, =iy — X0+ XM g+ -+ (1) X (5.2)
En consecuencia, si denotamos como A, := (X;’l)lgi,jg,. la matriz de Vandermonde
de tamano r x r, deducimos que la matriz Jacobiana de Ily, ... II,. con respecto a
Xq,..., X, se puede expresar de la siguiente manera:
1 0 0o ... 0
IT, -1 0
oll; . .
( ) = B,,« : AT = H2 _Hl 1 T . . A,«. (53)
an 1<i,j<r . . . .
: : : - 0
Hrfl _Hr72 HrfB e (_1)T_1

Observemos que B, es una matriz cuadrada y triangular inferior cuyo determinante
esigual a (—1)"~Y7/2 Esto implica que el determinante de la matriz (911;/0X;)1<; j<,
es igual, salvo el signo, al determinante de A,, es decir,

oll;
det ( ) — (—1)r=br/2 (X; — Xi).
an 1<i,j<r H ’

1<i<j<r

SO L) >

polinomios Ry, ..., R,, con respecto a Xq,...,X,.

Teorema 5.2.1. El conjunto de puntos x € A" para los cuales (OR/0X )(x) no tiene
rango completo tiene dimension a lo sumo s — 1. En particular, el lugar singular X,
de V,. tiene dimension a lo sumo s — 1.

Demostracion. De acuerdo a la regla de la cadena, las derivadas parciales de los
polinomios R; satisfacen la siguiente igualdad:

oRY _ (05 N (on

0X/) \9Y 0X )"
Fijemos un punto arbitrario x para el cual (OR/0X)(x) no tiene rango completo.
Sea v € A™ un vector no nulo en el nicleo a izquierda de (OR/0X )(z). Entonces,

0-ov-(55) 0 =v- (55) @A) -G

donde A(z) es la matriz definida en (5.1). Por la hipétesis (H2), la matriz Ja-
cobiana (08/9Y)(II(x)) tiene rango méximo; por lo tanto, el vector w = v -
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(08/9Y) (II(x)) € A* es no nulo y se verifica w - A(z) = 0. De aqui se deduce que
todos los menores maximales de la matriz A(z) deben ser cero.

Observemos que A(z) es la submatriz de (0I1;/0X;)1<; j<-(x) de tamano s x r
que se obtiene al considerar las primeras s filas de (0I1;/0X)1<; j<,(x) . Por lo tanto,
de (5.3) concluimos que

A(x) = Bs,(z) - Ar(2),

donde By, (x) es la submatriz de B, (x) de tamafio s X r que consiste en las primeras
s filas de B,(z). Dado que las dltimas r — s columnas de B ,.(x) son nulas, podemos
reescribir la identidad anterior de la siguiente manera:

A(z) = Bs(x) - (25 1<ics, 1<5<r (5.4)

donde Bg(z) es la submatriz B,.(z) de tamano s X s, que se obtiene al considerar las
primeras s filas y las primeras s columnas de B,.(z).

Para 1 <[} < - <y <r,sea ] := (l3,...,ls) y consideremos la submatriz
M;(z) de A(z) de tamano s X s que se obtiene al elegir las columnas [y, . .., I, de A(z),
es decir, My(z) := (0IL;/0X);)1<ij<s(x). De (5.3) y (5.4) deducimos que M;(z) =
B,(z) - Ay (), donde A, ;(x) es la matriz de Vandermonde A, () := (7} ')1<ij<s-
En consecuencia, ’

det (My(2)) = (1) 7" det Ags(2) = (-1) 2" [ (o, @) =0.  (55)

1<m<n<s

Como (5.5) es valido para todo I := (ly,...,l;) elegido como arriba, concluimos
que x tiene a lo sumo s — 1 coordenadas distintas. En particular, el conjunto de
puntos x para los cuales rg(OR/0X)(x) < m estd contenido en una unién finita de
subespacios de A" de dimension s — 1, y por lo tanto resulta ser una variedad afin
de dimensién a lo sumo s — 1.

Finalmente, sea x un punto arbitrario de ... Por el Lema 5.1.1 se tiene dim 7,V,. >
r—m. Esto implica que rg (OR/0X) () < m, pues de otra forma dim 7.V, = r —m,
lo que contradiria que = es un punto singular de V.. O

Observemos que en la demostracion del Teorema 5.2.1 se da la siguiente descrip-
ciéon mas precisa del lugar singular de V.

Observaciéon 5.2.2. Bajo las mismas hipdtesis del Teorema 5.2.1, se tiene

¥ C Uﬁz,
I
donde T := {Iy,...,1s_1} recorre todas las particiones de {1,...,r} en s — 1 sub-
conguntos no vacios I; C {1,...,r} y L1 es el subespacio
L1 := Span(v(h), v
(L) . (,,5) (I3) : () . _ ,
generada por los vectores v\'3) := (v, ... vp"") definidos por vy’ =1 param € I,

y e para m ¢ I;.
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A partir del Lema 5.1.1 y el Teorema 5.2.1 se obtienen mas propiedades alge-
braicas y geométricas de los polinomios R; y de la variedad V,.. Por el Teorema 5.2.1
se tiene que el conjunto de puntos x € A" para los cuales la matriz (OR/0X)(z)
no tiene rango completo tiene dimension a lo sumo s — 1. Como Ry,..., R,, forman
una sucesiéon regular y s — 1 < r —m — 1 concluimos, de acuerdo a [Eis95, Theorem
18.15], que Ry, ..., Ry, definen un ideal radical de F,[X1,. .., X,]. Finalmente, por la
desigualdad de Bézout (2.2), se tiene que degV; <[], deg R;. En otras palabras,
obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.2.3. Los polinomios Ry, ..., R,, definen un ideal radical y la variedad
V, tiene grado a lo sumo degV, <[, degR;.

79






Capitulo 6

Una aplicacién a la teoria de
codigos

En este capitulo combinaremos los resultados geométricos obtenidos en el Capitu-
lo 5 sobre intersecciones completas simétricas con las estimaciones para interseccio-
nes completas singulares del Capitulo 3 a fin de resolver un problema concreto de
teoria de codigos. El problema que estudiaremos consiste en determinar condiciones
bajo las cuales una palabra recibida es un deep hole en cédigos de Reed-Solomon.
El interés en el estudio de los deep holes se debe a la dificultad que éstos presentan
para su decodificacién.

6.1. Cbdigos de Reed-Solomon

En esta seccion haremos una revision de los conceptos bésicos de la teoria de
cédigos de Reed-Solomon que nos permiten entender el contexto del problema a
estudiar. Para una exposicién mas detallada sobre teoria de cédigos en general, y
codigos de Reed-Solomon en particular, referimos al lector a [LN83, Chapter 9],
[CLO98, Chapter 9] y [HPO03].

Existen diversos motivos para querer codificar un mensaje: almacenamiento de
datos, ocultar su contenido a terceras personas (criptografia), transmitir informa-
cién a través de un canal ruidoso que puede introducir errores en el mensaje. En
este ultimo caso, uno codifica el mensaje para poder detectar y/o corregir errores
que eventualmente pueden producirse en la transmision. La teoria de codigos au-
tocorrectores se ocupa de la codificacion de mensajes para hacer mas confiable y
eficiente su transmisién por un canal ruidoso, asi como también de la decodificacion
y del problema de detectar y corregir errores. Uno de los més importantes codigos
autocorrectores son los cédigos de Reed-Solomon.

En teorfa de cédigos, tipicamente se tiene un conjunto finito de simbolos llama-
do alfabeto y un método de codificacién de palabras (de longitud finita) en dicho
alfabeto. Una palabra codificada se llama una palabra del cédigo y el conjunto de
estas palabras es lo que llamamos el cédigo. En la teoria algebraica de codigos es
comun considerar al alfabeto como un cuerpo finito F, y las palabras a codificar
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como sucesiones de elementos de F, de longitud fija k. El proceso de codificacién se
traduce matematicamente como una funcién inyectiva « : ]Fqk — E'conk <nyel
cédigo es el conjunto imagen de a.. Si bien en principio el cédigo es un subconjunto
de F', en general se suelen estudiar aquellos c6digos que posean alguna estructura
algebraica que facilite la codificacién y la decodificacion. Un cédigo lineal es uno que
tiene estructura de If-espacio vectorial sobre F'. Los c6digos de Reed-Solomon son
un tipo especial de codigos lineales.

Dado un subconjunto D := {zy,...,2,} C F, y un entero positivo k < n, el
codigo de Reed—-Solomon de longitud 7 y dimensién k sobre [, es el siguiente subespacio
de F":

C(D. k) = {(F@1)s ... flwa)) : f € B[T], deg f <k —1}.

El conjunto D se llama el conjunto de evaluacién. Cuando D = E, el grupo de
unidades de F,, C(D, k) se llama el cédigo de Reed-Solomon estandar.

Las siguientes definiciones son esténdar en teorfa de cédigos. Sea C' C F" un
cédigo. Dados x = (21,...,2n),y = (41, -, ¥n) € F, la distancia de Hamming entre
X e y se define como

dix,y) =[{j 2 #y;, 1<j<n}|,

es decir, como la cantidad de coordenadas en las que x e y difieren. Para w € F,
la distancia de w al cédigo C' es

d(w, () := mind(w, c).

(w,C) := mind(w, c)

La distancia minima d(C') de C' es la distancia méas pequena entre dos palabras cédigo
distintas. El radio de recubrimiento de C' se define como

= maxd(y,(C).
p = mdx (v.0)

Con esta terminologfa, decimos que una palabra w € F* es un deep hole si d(w, (') =
p, es decir, la palabra recibida es un deep hole si en la transmisién se produjo la mayor
cantidad de errores posibles. En el caso del cédigo de Reed-Solomon de longitud n
y dimensién k sobre F,, es facil ver que d(C)=n—k+1y p=n—k.

Uno de los problemas algoritmicos més importantes en la teoria de cédigos es
el de la decodificacién por “mayor cercania” (mazimum-likelihood decoding, MLD),
que consiste en calcular la palabra del cédigo méas cercana a una palabra recibida
w € . En el caso de cédigos de Reed-Solomon, M. Sudan por un lado [Sud97], y V.
Guruswami y Sudan por el otro [GS99], dan un algoritmo que en tiempo polinomial
calcula la palabra del c6digo més cercana a w cuando d(w,C') < n — v/nk. Cuando
la distancia d(w, C') aumenta, la decodificacién se complica; de hecho, es sabido que
el problema MLD es NP-completo ([GV05]; ver también [CMO7b]).

Para c6digos de Reed-Solomon, resolver el problema MLD paraw := (wy, ..., w,)
€ F' consiste en encontrar un polinomio f € F,[T] de grado a lo sumo k — 1 que
cumpla la mayor cantidad posible de condiciones f(z;) = w; para 1 < i < n. Es
claro que, por interpolacion, existe un tinico polinomio fy, de grado a lo sumo n —1
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que verifica fy(z;) = w; para 1 <i < n. En este caso, decimos que la palabra w es
generada por fy. Notar que si el grado de fy, es menor o igual a k — 1 entonces w
es una palabra del codigo.

Un problema abierto en teoria de codigos de Reed-Solomon es el de caracterizar
todos los deep holes. En este contexto, un deep hole esta generado por un polinomio
f €,[T] con k <deg f <mn— 1. Mds ain, se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 6.1.1 ([CMO07b, Corollary 1]). Los polinomios de grado k generan deep
holes. Luego, hay al menos (q — 1)¢* deep holes (llamados deep holes triviales).

En 2007, Q. Cheng y E. Murray [CMO07b] conjeturaron que los inicos deep holes
en el codigo de Reed—Solomon estandar son los generados por polinomios de grado k.
Sin embargo, R. Wu y S. Hong [WH12| probaron 5 afios més tarde que esta conjetura
es falsa. Concretamente, muestran que en el caso ¢ > 4y k < g — 2, existen deep
holes generados por polinomios de grado ¢ — 2 en el cédigo C (Fq*, k). Més ejemplos
de deep holes generados por polinomios de grado mayor a k se pueden encontrar en
[ZFL12].

Una caracterizacion mds precisa del conjunto de polinomios f € F,[T] que son
candidatos a generar deep holes es la siguiente. Supongamos que recibimos una
palabra w € ", generada por un polinomio f,, € F,[T] de grado mayor a k, y
queremos saber si w es un deep hole. Descompongamos a fy, como fw = g + h,
donde g es la suma de los monomios de fy, de grado mayor o igual a k y h es la
suma de los monomios de grado menor o igual a k — 1, y consideremos las palabras
w, v Wy, generadas por g y h respectivamente. Observemos que wy, es una palabra
del cddigo. Sea u € C' la palabra del cédigo que verifica que d(w,u) = d(w, C).
Teniendo en cuenta las identidades

d(w,C) =d(w,u) =d(w —wp,u—wy) =d(wg,u—wy)
y el hecho de que u — wy, € C, concluimos que
d(w,, C) < d(w,C).
Por otro lado, para u’ € C con d(w,, C) = d(w,, u’), obtenemos
d(w, C) = d(wy, w) = d(w, + Wit +wy) = d(w.u +wy) > d(w, C).

Por lo tanto deducimos que d(w,C) = d(w,, C). Esto implica que w es un deep
hole si y sé6lo si w, es un deep hole. De este razonamiento se sigue que un deep hole
del cédigo de Reed-Solomon C' es obtenido como la palabra w; generada por un
polinomio f € E,[7T] de la forma

f — Tk+d + fd_lTk+d—1 N foTk, (61)

donde d es un entero no negativo con k + d < g — 1. Notar que, de acuerdo a la
Proposicién 6.1.1, podemos suponer d > 1.

Sea de ahora en mds C' := C(F;, k). Cheng y Murray abordan el problema de
caracterizar los deep holes de C' relacionando su existencia con la inexistencia de
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puntos g-racionales de una cierta familia de hipersuperficies. Su razonamiento es el
siguiente. Fijemos un polinomio f € F,[T] como en (6.1) y sea w; la palabra que
éste genera. Sean X, ..., Xy, indeterminadas sobre F, y Q € F,[X1,..., X} 1][T]
el polinomio

Q=(T=X1)- (T = Xp1).

Existe un polinomio Ry € F,[Xy,..., Xp1][T] con degp Ry < k que verifica la
siguiente condicion:

f=R; méd Q. (6.2)

Supongamos que Ry tiene grado k y denotemos por H; € F[Xy,..., X;1] a su
coeficiente principal. Supongamos que existe un vector x € (IFq’")]‘“rl con coordenadas
distintas dos a dos tal que Hy(x) = 0. Esto implica que r := Ry(x,T') tiene grado a
lo sumo k — 1y, por lo tanto, genera una palabra del cédigo w,.. De (6.2) deducimos
que

diwye,C) <d(wg,w,) <q—k—2,

y, por lo tanto, w; no es un deep hole.

En consecuencia, un polinomio f no genera un deep hole de C si y sélo si existe
un cero X := (1, ...,Tpr1) € Iﬁ‘q’”l de Hy con coordenadas no nulas, distintas dos a
dos, es decir, si existe una soluciéon x € Iﬁ‘qk“ del siguiente sistema de igualdades y
desigualdades:

Hy(Xy,.... Xen) =0, J[ a-Xxp#0, ] Xi#o.

1<i<j<k+1 1<i<k+1

Para cada f € F,[T] definido como en (6.1), notamos por V; a la hipersuperficie
dada por el polinomio Hy. Cheng y Murray probaron que cada hipersuperficie V;
es absolutamente irreducible. Esto les permitié obtener condiciones suficientes para
la inexistencia de deep holes de C' utilizando la estimacién de [CMO06]. Més precisa-
mente, obtuvieron el siguiente resultado.

Teorema 6.1.2 ([CM07b, Theorem 1]). Sean k, d enteros positivos, q un nimero
primo y € una constante positiva. Si ¢ > max{k'*e, d'3/3+<} entonces una palabra
w; generada por un polinomio f € F,[T] de grado k +d < ¢ —1 no es un deep hole
del codigo de Reed-Solomon estandar de dimension k sobre ;.

Por otro lado, Y.-J. Li y D. Wan [LWO08b| probaron el siguiente resultado utili-
zando la estimacién de Weil para ciertas sumas de caracteres.

Teorema 6.1.3 ([LWO08b, Theorem 1.4]). Sean k, d enteros positivos, q es una
potencia de un primo y € una constante positiva. Si ¢ > max{d*™¢, (k + 1)*} y
k > (% +1)d+ % + 2, entonces una palabra wy generada por un polinomio f € F,[T]
de la forma (6.1) y de grado k +d < q — 1 no es un deep hole en el cédigo de
Reed-Solomon estdndar de dimension k sobre I,.

En esta tesis retomaremos el enfoque de Cheng y Murray, estudiando en deta-
lle la geometria de las hipersuperficies V;. Mostraremos que los polinomios Hy €
F,[ X1, ..., X1 se pueden expresar como polinomios en los primeros d polinomios
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simétricos elementales, lo que nos permitira aplicar los resultados del Capitulo 5 y
obtener informacién relevante sobre la dimension del lugar singular de Vy. Final-
mente, combinaremos este resultado con la estimacién de puntos g-racionales de
Ghorpade y Lachaud [GL02a] y obtendremos condiciones suficientes para la inexis-
tencia de deep holes en codigos de Reed-Solomon estdndar que mejoran [CMO7b] y
[LWO8Db].

6.2. Hy¢ en términos de los polinomios simétricos
elementales

Consideramos enteros positivos d y k tales que d < k y los primeros d polino-
mios simétricos elementales IIy, ..., II; en F,[X, ..., X;41]. Notamos IIp := 1. En
la seccién anterior asociamos un polinomio H; € F,[Xj,..., X;11] a cada polino-
mio f € F,[T] de grado k + d definido como en (6.1) y llamamos V; C AF! a la
[F,-hipersuperficie definida por Hy. Recordemos que la palabra w; generada por el
polinomio f no es un deep hole del cédigo de Reed-Solomon estdndar de dimensiéon
k sobre [, si H; tiene un cero g-racional con coordenadas no nulas distintas dos a
dos. Con el objetivo de aplicar a V los resultados obtenidos en el Capitulo 5, vamos
a mostrar cémo los polinomios H; pueden ser expresados en términos de los polino-
mios simétricos elementales Iy, . .., II;. Para esto, primero obtenemos una expresion
recursiva del polinomio H, asociado al monomio 7%+

Lema 6.2.1. Si 1 <r <d, vale la siguiente 1gualdad:
H, =T H,  —oHy 5+ -+ (=111, H,, (6.3)
stendo Hy := 1.

Demostracion. Consideramos nuevamente el polinomio @ := (T'—X3) - - - (T'— Xj41).
Se tiene que

T = LT — LT ()T Y o (=DM, méd Q.
Multiplicando esta relacién de congruencia por 77~! obtenemos
Tk—i—'r = HIT/C-H‘—I . H2Tk+'r—2 T (—1)T_1HTTk + O(Tk—l) méd Q;

donde O(T*~1) representa la suma de los términos de F,[ X1, ..., X;.1][T] de grado
alo sumo k — 1 en T'. Tenemos que H,_; es el inico polinomio de F,[ X7, ..., Xj1]
que satisface la relaciéon de congruencia

TkJrr*j = Hrijk + O(kal) méd Q
para 1 < j <r — 1. Por lo tanto, obtenemos la igualdad
HT = HIHT—I - ]‘_‘[2HT'—2 —|— e _|,_ (_1)T—1HT7

concluyendo asi la demostracion del lema. O
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Nuestro préoximo objetivo es obtener una expresion explicita del polinomio Hy
en términos de los polinomios simétricos elementales. A partir de esto podremos
conseguir rdpidamente una expresiéon para el polinomio Hy, asociado al polinomio

f definido en (6.1).

Proposicién 6.2.2. Sea H, € F,[X,..., Xy1] el polinomio asociado al monomio
Tk 1 <r < d. Entonces se tiene la siqguiente igualdad:
H'r = Z (_1>A(Z1’m’lr) (Zl + TI—'ZT) H’Lll e HZ«T7 (64)

(FIRERY M|
t1+2ig++rip=r ! "

con 0 <i; <rparal <j<r, siendo Aiy, ..., 1) =iy +i4 + - +iapp2) la suma
de los indices i; para los cuales j es un nimero par.

Demostracion. Hacemos induccién en r. El caso r = 1 se sigue de (6.3). Supongamos
que r > 1y que la férmula (6.4) es vélida para 1 < j <r — 1. De (6.4) concluimos
que H; € E[Xy,..., Xk11] es un polinomio homogéneo y simétrico de grado j para
1 < j <r—1.Masaun, del Lema 6.2.1 deducimos que H,. es un polinomio homogéneo
y simétrico de grado r. Asimismo, combinando la hipétesis inductiva y el Lema 6.2.1
se obtiene que H, se puede expresar de la siguiente manera:

_ E i1 !
HT - ail,...,irnl Tt H'r'r7
114 Frip=r
para ciertos elementos a;, ;. € F,. Resta entonces demostrar que los términos a;, ;.
verifican la siguiente igualdad:

in 4!
TIEERT M
Sea (i1,...,1,) € (Zp)" con iy + 2ig + - - -+ ri, = r. Por el Lema 6.2.1 se tiene

i,
@i,y = Z(—l)j_l (Hr— )it eosiig =1,
=1

iy iy = (—1)A(i1,...,ir) (

donde (H,_;)i,..i;—1,.., s el coeficiente del monomio I - -H;?_I -+ -II'r en la ex-
presién de H,_; como polinomio en F,[II;, ..., II,]. Aplicando la hipétesis inductiva,
obtenemos:

d . .

) o , ceet i, — 1!

iy, ooiy = Y (=1 (= 1) AL (0 +--+i —1)
=1

il (i — 1))

Si j es un numero impar, entonces A(iy,...,0; — 1,...,4.) = Aliy, ..., 05, ...,0)
y (=1)7' = 1, lo cual implica que (—1)771+A0Li=Lwir) — (_1)A01wijnir) - Por
otro lado, si j es un nimero par, se tiene que (—1)77' = —1 y (=1)A00wiinin) —
(—1)771(=1)A6i=1esia) Por lo tanto,
iy g = (=1)A0i) (G — 1)|M
T 0!
_ (C1)Ain Ei)
i) 1)
Esto concluye la demostracion. O
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Es interesante remarcar la similitud de la expresién para Hy con la férmula de
Waring que expresa la suma de potencias en términos de los polinomios simétricos
elementales (ver, por ejemplo, [LN83, Theorem 1.76]).

Finalmente, obtenemos una expresion del polinomio Hy, asociado a un polinomio

arbitrario f € IF,[T] como (6.1), en términos de los polinomios simétricos elementales
... 1,

Proposicién 6.2.3. Sean [ = T" + f, TF41 ...+ fTF € F[T) y H; €
F,[X1, ..., Xki1] el polinomio asociado a f. Se tiene entonces que

Hy=Hi+ fo-1Hqgr + -+ fLH1 + fo. (6.5)

Demostracion. En la demostracién del Lema 6.2.1 obtenemos la siguiente relacién
de congruencia:

Tk+d = HlTk+d_1 . HQTk+d_2 N (_1>d—1Hdi + O(Tk—l) méd Q

Luego, se tiene

d—1 d—1
Th+d 4 Z £, = Z ((_1)d—1+de_j 4 fj)Tkﬂ' +O(T* ) méd Q.
j=0 J=0

Por lo tanto, teniendo en cuenta que T = H;T*+ O(T*') méd Q paral < j <
d — 1, obtenemos

d—1 d—1
fr=TH LN (T =3 (), + f)HTF+ O(T!) mod Q
=0 =0
d—1 d—1

||

7
=

T

&
=
=
+

]
=

-Hj) " +O(T 1)

j=0 j=0
d—1

— (Hd +) fjHj> T + O(T" 1),
7=0

donde la ultima igualdad es consecuencia del Lema 6.2.1. Esto prueba la validez de
(6.5) y concluye la demostracién. O

Observacion 6.2.4. Del Lema 6.2.1 y la Proposicion 6.2.2 se sigue que Hy es un po-
linomio homogéneo de F,[ X1, ..., Xi11] de grado d, que puede ser expresado como un
polinomio en los polinomios simétricos elementales Iy, ..., I1;. Ademds Hy tiene gra-
do 1 enTly con coeficiente (—1)4~L. Combinando estas observaciones y la Proposicion
6.2.3 se tiene que, para un polinomio arbitrario f := TH 4 fu_TFHd=1p. .4 fiTF €
[T, el polinomio asociado Hy € F,[X1,..., Xj41] tiene grado d y es un elemento
ménico de B[y, ... Iy1][Iy] de la forma Hy = (=1)* My + Hp(Iy, ..., T4_q).
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6.3. Propiedades de las hipersuperficies V¢

De acuerdo a la Observacién 6.2.4, podemos escribir Hy = G (114, ..., II;), donde
Gy € E,[Y1,...,Yy] es un polinomio de grado d y es ménico de grado 1 en la variable
Yy y coeficiente (—1)471. M4s atin, se tiene

VG1y) = (L0 g (1) 20

para todo y € A% Por lo tanto, el polinomio G define una hipersuperficie W C A4
no singular. En particular, Gy verifica las hipétesis (H;) y (Hz) del comienzo del
Capitulo 5, y podemos aplicar por ende los resultados geométricos de dicho capitulo
al polinomio H;. M4s precisamente, de acuerdo al Teorema 5.2.1, obtenemos el
siguiente resultado.

Corolario 6.3.1. El lugar singular ¥; C A*™ de V; tiene dimensidn a lo sumo
d—1. Mds ain, Yy estd contenido en una union de variedades lineales de dimension

d—1.

Con el objetivo de obtener estimaciones sobre la cantidad de puntos ¢-racionales
de V} necesitamos informacién del comportamiento de V; “en el infinito”. Considere-
mos entonces la clausura proyectiva pcl(Vy) C P*! de V;. Notar que pcl(V}) es una
F,-hipersuperficie de P! definida por la homogeneizaciéon H J’} € F,[Xo, ..., Xis]
del polinomio Hy (ver, por ejemplo, [Kun85, §1.5, Exercise 6]).

Proposicién 6.3.2. El lugar singular de pcl(Vy) en el hiperplano del infinito tiene
dimension a lo sumo d — 2.

Demostracion. Por la Proposicién 6.2.3, se tiene
Hy=Hg+ foi-1Ha1+ -+ fiH1 + fo,

donde cada H; es un polinomio homogéneo de grado j para 1 < j < d. Luego, la
homogeneizacién de Hy es el siguiente polinomio de F,[ Xy, ..., Xi1]:

H}L = Hd—l-fdlequo-i-“'+f1H1Xg71 + foX{. (6.6)

Sea X C P el lugar singular de pcl(V}) en el hiperplano del infinito, es decir,
el conjunto de puntos singulares de pcl(Vy) que pertenecen al hiperplano {X, = 0}.
Dado x € XF, se satisfacen las igualdades H}(x) = 0 y dH}/0X;(x) = 0 para
0 <7 < k+ 1. Por lo tanto, de acuerdo a la férmula (6.6) se tiene que un punto

x:=(0:2y -t apy) € XF satisface las igualdades
Hy(w1,. .. Tpq1) =0
faorHa 1 (21, 2p41) = 0 (6.7)
0H, .
a—)g(xl,...,xkﬂ) = 0 (1<i<k+1).
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Por la Proposicién 6.2.2 y la Observacién 6.2.4 se tiene que Hy € F,[ X, ..., Xj1]
es un polinomio homogéneo de grado d que puede expresarse en la forma H; =
Gy, ..., ), donde G4 € E,[Y1,...,Yy] tiene grado d, con coeficiente (—1)?~! en
la variable Yy. Luego, por el Teorema 5.2.1 concluimos que el conjunto de soluciones
del sistema (6.7) es un cono affn contenido en A**! de dimensién a lo sumo d — 1,
y en consecuencia, resulta una variedad proyectiva contenida en P* de dimensién a
lo sumo d — 2. O]

Corolario 6.3.3. La hipersuperficie V; es absolutamente irreducible.

Demostracion. En primer lugar, notemos que V; es absolutamente irreducible si
y sélo si pcl(Vy) lo es (ver, por ejemplo, [Kun85, Chapter I, Proposition 5.17]).
Si pel(Vy) no es absolutamente irreducible, entonces tiene una descomposicién no
trivial en componentes absolutamente irreducibles

pCl(Vf) = Cl U---u CS,

donde Cy, . .., Cy son hipersuperficies proyectivas contenidas en P**. Como C;NC; #
0y Ci, C; son absolutamente irreducibles, se tiene dim(C; N C;) = k — 1. Sea X} el
lugar singular de pcl(Vy). De acuerdo al Corolario 6.3.1 y la Proposicién 6.3.2 se
tiene dim E;ﬁ < d — 1. Por otro lado, C;NC; C E? para i # j, lo cual implica que
dim E? > k — 1. Esto contradice el hecho de que dim E? < d-—1, pues d < k por
hipétesis. Vemos entonces que V; es absolutamente irreducible. ]

6.3.1. Cuando la dimensién del lugar singular de Vy es d —1

En esta seccién daremos una caracterizaciéon del conjunto de polinomios f € F,[T]]
para los cuales el lugar singular de V tiene dimensién d —1. Esta caracterizacion nos
permitird dar condiciones bajo las cuales dichos polinomios no generan deep holes
del cédigo de Reed-Solomon estdndar de dimensién k sobre [F,.

En primer lugar obtenemos una férmula para las derivadas parciales del polino-
mio H, asociado a T+,

Lema 6.3.4. Dado j > 2, las derivadas parciales de los polinomios H; satisfacen la
siguiente igualdad para 1 < i < k4 1:

OH,

ox, =~ Hi-1t HjeXit oo+ Hy s X7+ + X] 7\

Demostracion. Hacemos induccion en j. Por el Lema 6.2.1 se tiene que H; = Iy
y Hy = I H; — II;,. Combinando estas igualdades con la férmula (5.2) se deduce
facilmente nuestra afirmacién para 7 = 2. Supongamos ahora que la afirmacién del
lema es valida para 2 < 7 <[ — 1. De acuerdo al Lema 6.2.1, se tiene

OH, _o(1L,, Hy_,,
aX% => (-~ 19w i) aXl ) (6.8)

m=1
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Teniendo en cuenta la hip6tesis inductiva y la expresién (5.2) para las derivadas
parciales de los polinomios simétricos elementales, cada término del lado derecho de
(6.8) puede ser expresado de la siguiente manera:

(I Hi ) o . —m .
o= He mz My X2 4 1L, S H i XP7' (6.9

n=1

Determinemos el coeficiente de H;_,, en el lado derecho de (6.8). A partir de la
férmula (6.9) observamos que los tnicos términos que aportan al coeficiente de
Hy_,, son 0(II,H,_,)/0X; para 1 < n < m. En particular, deducimos que H; 1
esigual a 1. Para 1 < n < m, el sumando (—1)""'9(IL,, H;_,)/0X; aporta el término
(—=1)"~1 X" " IL,. Por otro lado, el sumando (—1)™~ 18(H H,_,,)/0X; en el lado
derecho de (6.8) contribuye con la suma (—1)™1 37 1 (—1)m=»=11, X" "1 S
agrupamos todos estos términos, concluimos que el coeﬁmente de H;_,, en (6.8) es

m—1 m—1
(_1)m—1 Z(_l)m—n—lnnXim—n—l + Z(_l)n—lnnXim—n—l _ X’Zn—l.
n=0 n=1
Esto concluye la demostracion del lema. O

Notemos que, de manera similar a la factorizacién (5.3) de la matriz Jacobiana de
los polinomios simétricos elementales, el Lema 6.3.4 nos permite factorizar la matriz
Jacobiana de los polinomios H, ..., Hyy1 con respecto a las variables Xy, ..., Xz
de la siguiente manera:

Hy 0 - 0
0H,; IR
( > = Hl f_lo - g, (6.10)
aXJ 1<i,j<k+1 . : . 0
Hy, Hg, ... Hy

donde Ay es la matriz de Vandermonde de tamano (k+1) x (k+1) en las variables
Xl, e an—i-l'

En el Corolario 6.3.1 probamos que el lugar singular ¥; de V; tiene dimension
a lo sumo d — 1. Supongamos ahora que la dimensiéon de ¥; es igual a d — 1. De
acuerdo a la Observacion 5.2.2 existe una particién Z := {Iy, ..., I;_1} del conjunto
{1,...,k+1} en d — 1 subconjuntos no vacios I; C {1,...,k+ 1} con la propiedad
de que, si L7 C A**! es la variedad lineal

L7 = span(v) . ya-1)

generada por los vectores v{i) := (vilj), : v,gri) definidos por vl(Ij) =1 paral € I,

y Ul(lj) =0vparal ¢ [;,1<j<d—1, entonces L7 C Xs. Sean A := (A1,..., A\g_1) €
ATy x = Z?;i A\ vUi) un punto arbitrario de £7. Como x es un punto singular
de V; se tiene que

aHf aHd aHd ]
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paral <7 < k+1. A partir de esta iltima identidad obtenemos la siguiente igualdad
de matrices:

%( ) e 8Hd—1( ) %( )

X, oxX, fi X,

— : : L= : - (6.11)
0H, OHq—4 fue1 0H,
X T o, ™ X )

Por simetria, podemos suponer que x; = A\; para 1 < ¢ < d — 1. Més atin, podemos
suponer que \; # A; si ¢ # j. Considerando las primeras d — 1 ecuaciones de (6.11)

obtenemos el siguiente sistema de d — 1 ecuaciones y d — 1 incégnitas fi,..., fa_1
%()Q
fl aXl
—B(x)-| = : : (6.12)
Ja—1 0Hq4 x
0Xi-1
donde B(x) € Al4=Dx(4=1) g ]a matriz
0H, OHy1
ax, ¥ ox, ¥
B(x) = : :
8H1 X 6Hd_1 X
0Xq 0X41

Teniendo en cuenta (6.10) vemos que la matriz B(x) se puede factorizar de la si-
guiente manera:

HO H1<X) Ce Hd_Q(X)
‘ 0 HO deg(X)
B(x) = Ag-1(x)" - S . : , (6.13)
o ... 0 Hy

donde A, 1(x) := (x;’1)1§i7jgd_1 es una matriz de Vandermonde. Como consecuen-
cia, la matriz B(x) es no singular y

det B(x) = H (x; — ;).

1<i<j<d—1

(6.14)

Por lo tanto, (fi,..., fs—1) es la tinica solucién del sistema (6.12). Mas atn, por la
regla de Cramer obtenemos
_ det BY)(x)

.= 1<i<d-1
15 det B(x) ’ =J= ’

donde BV (x) € Al=1)x(=1) o5 ]a matriz que se obtiene al reemplazar la j-ési-
ma columna de B(x) por el vector b(x) := ((0Hz/0X1)(X), ..., (0Ha/0X41)(x)).
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Consideramos ahora las versiones “genéricas” B, BY) € F,[Xy, ..., X |@"D*@-D
de las matrices B(x) y BY)(x) para 1 < j < d — 1. Afirmamos que det B =
[Ticicjca(X; — Xi) divide a det BY en F,[X,,..., X.1]. Para probar esto, sea
CeFX,... , Xq_1)@ Vx4 1a siguiente matriz:

1 X, - X&?2 Xt
o |1 X o Xd=2 xd-1
ST
1 Xg - X7 XgT)
Si notamos como A, € F[X7, ... , Xg_1]@=Dx(@=1) 4 ]a versién genérica de la matriz

de Vandermonde A, ;(x), entonces la matriz C' se obtiene agregando el vector co-
lumna (X;-l_l)lgjgd_l a la matriz traspuesta A% . Por otro lado, para1 < j <d—1

definimos una matriz HY) € F,[X1, ..., Xp:1]?@Y de la siguiente manera:
Hy Hy --- Hj o Hg1 H; -+ Hgo
0 Hy --- Hj .y Hyo Hj-y -+ Hgs
S : . : .
Hy Hyqj1  H H; 4
HY) = 0 Hy; H
Hq j1  Ho
: 0 H,
H; : . Hy
O 0 --- 0 H, 0O ... 0

En otras palabras, H) se obtiene agregando una d-ésima fila nula al segundo factor
del lado derecho de la igualdad (6.13) y reemplazando la j-ésima columna de la ma-
triz que obtenemos por el vector columna (Hy_j,1 < j < d) € F,[ X1, ..., X
De esta manera, la matriz BY) se puede factorizar como

BY =C.HWY, (6.15)

En efecto, para [ # j, las [-ésimas columnas de B y BY coinciden y de (6.13) se
deduce facilmente que la [-ésima columna de ambos lados de (6.15) son iguales. Por
otro lado, a partir del Lema 6.3.4 se deduce facilmente que la columna j-ésima de
BY vy C- HY) coinciden. En particular, el determinante de BY) se puede obtener a
partir de (6.15) utilizando la férmula de Cauchy—Binet. Dado que cualquier menor
maximal de C' es un multiplo de det B (ver, por ejemplo, [Ern00, Lemma 2.1] o
[FS65, Exercise 281]), concluimos que det B divide a det BY) en F,[X,. .., Xj41].

A partir de esto se obtiene que, para cada 1 < j < d — 1, existe un polinomio
homogéneo PU) € F,[X1,...,X4-1] de grado d — j o nulo tal que

faoj=PYN, .. A1) (6.16)
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paral < j <d—1y (Ai,..., a_1) € AT  con \; # A; sii # j. Como (6.16) es
valido en un abierto Zariski denso de A4~ concluimos que (6.16) es vélido para
todo (A1, ..., A¢—1) € A%, Sustituyendo 0 por A; en (6.16) deducimos que f4_; =0
para 1 < j < d — 1. Por ultimo, teniendo en cuenta que (0,...,0) pertenece a
L1 C ¥y C Vy, deducimos que fy = 0. De esta forma, podemos dar la siguiente
caracterizacién de los polinomios f € I,[T] para los cuales el lugar singular de V;
tiene dimensiéon d — 1.

Teorema 6.3.5. Teniendo en cuenta las notaciones dadas anteriormente, si el lugar
singular ¥y de Vy tiene dimension d — 1, entonces fo = --- = fq_1 = 0.

En la Seccién 6.5 vamos a probar que, si la caracteristica p de [, verifica que
p > d + 1, entonces el polinomio T%*¢ no genera un deep hole del cédigo de Reed-
Solomon estandar. Por lo tanto, cuando la caracteristica es suficientemente grande,
podemos restringir nuestra atencién a los casos en que la dimension del lugar singular
de Vy es a lo sumo d — 2.

6.4. Una estimacion de la cantidad de puntos g-
racionales de Vy

Al igual que antes, consideramos enteros positivosdy kcon k > dy qg—1 > k+d
y el cédigo de Reed-Solomon estandar C' de dimensién £ sobre ;. Recordemos que
nuestro objetivo es obtener condiciones sobre ¢, d y k que implican que C no tiene
deep holes. Vimos en la Seccién 6.1 que si existe un punto g-racional de V} con
coordenadas no nulas y distintas dos a dos, entonces la palabra generada por f
no es un deep hole de C'. Utilizando los resultados de la Seccién 6.3 obtendremos
una cota inferior para la cantidad de puntos g-racionales de V; y una cota superior
para la cantidad de puntos g-racionales de V} con alguna coordenada nula o con al
menos dos coordenadas iguales. Esto nos permitird obtener una cota inferior para
la cantidad de puntos g-racionales de V; que son de nuestro interés y conseguir las
condiciones sobre ¢, d y k para que C' no posea deep holes.

Para esto, vamos a aplicar la siguiente estimacién de Ghorpade y Lachaud para
FF,-hipersuperficies (ver [GL02a, Theorem 6.1]). Sea V' C P! una hipersuperficie
de grado d > 2 y lugar singular de dimensién a lo sumo s > 0. Entonces, el nimero
|V (F,)| de puntos g-racionales de V' verifica

m+4s+1 m+s

IVE) = pm| < bpes-1aq 2 +Com(V)g 2, (6.17)

donde by,—s—1,4 €s €l (m —s—1)-ésimo nimero primitivo de Betti de una hipersuper-
ficie no singular en P"~* de grado d, que se encuentra acotado superiormente por

osra € (@ (Y S @)t (61

y Csm(V) es la suma

m+s

Cs,m(V) = Z bug(V) —+ Ei,

93



UNA APLICACION A LA TEORIA DE CODIGOS CAPITULO 6

donde b; (V') denota el i-ésimo ¢-ddico nimero de Betti de V' con ¢ un nimero primo
diferente de p := char(Ff), ¢, :== 1 si i es par y &; := 0 si ¢ es impar. En [GL02a,
Proposition 5.1] se prueba que

Com(V) < 18(d + 3)™ 2, (6.19)

Esta ultima cota es un caso particular de una cota para variedades proyectivas
interseccién completa singulares. A continuacion damos una pequena mejora de
(6.19) para el caso de hipersuperficies.

Lema 6.4.1. SiV C P™" es una hipersuperficie absolutamente irreducible de grado
d > 2 y lugar singular de dimension a lo sumo s > 0, se tiene entonces

Com(V) < 6(d +2)™"2.

Demostracion. Sea E(n,d) una cota universal para la caracteristica de Euler de una
hipersuperficie afin V C A" definida por un polinomio Fy, € F,[X1, ..., X,] de grado
a lo sumo d y sea A(n,d) el siguiente nimero:

n—1
A(n,d) == E(n,d) +2+2) E(j,d).
j=1
Por la desigualdad de Katz [Kat01, Theorem 3], se tiene que

m+1

Com(V)<s5+2+ ) (1+An+1,d+1)). (6.20)

n=1

Como consecuencia de [AS88, Theorem 5.27] podemos elegir
2
E(n,d) == =((d+1)""" —1).
(n,d) = = ((d+ 17— 1)
A partir de esta eleccién y haciendo calculos elementales, obtenemos

An,d) = 2+ %((d + 1" (d+2) — (2d° + d(2n + 3) + 2))

(d+2)
d2

Combinando esta desigualdad con (6.20) se tiene

< 242

((d+1)"" —2d —2n+1).

- (d+3) ma2
Cs,m(V)gm+1+Z<3+2m((d+2) —24-3)) <6(d+2)"2 O

Combinando (6.17) con (6.18) y el Lema 6.4.1 obtenemos la siguiente estimacién:
si V' C P™! es una F,-hipersuperficie absolutamente irreducible de grado d > 2 y
lugar singular de dimension a lo sumo s > 0, entonces el nimero de puntos g-
racionales de V satisface la estimacién

m+s+1 m—+s

V(E)| = pm| S (d—=1)""¢ 2 +6(d+2)""¢ > . (6.21)
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Combinando el Corolario 6.3.3 y [Kun85, Chapter I, Proposition 5.17] se tiene que
la clausura proyectiva pcl(V;) C P*™! de V} es una F,-hipersuperficie absolutamente
irreducible. M&s atn, por el Corolario 6.3.1 y la Proposicién 6.3.2 deducimos que la
dimensién del lugar singular de pcl(Vy) es a lo sumo d — 1. Por lo tanto, de (6.21),
deducimos la siguiente estimacion:

k+d—1

Ipel(VR) (B)| — pi| < (d— 1)1 g5 4 6(d +2)F2¢ 7. (6.22)

A partir de esta tultima estimacién obtenemos la siguiente cota inferior para la
cantidad de puntos g-racionales de V4.

Proposicién 6.4.2. Sean d y k enteros positivos con k > d > 2 yq—1> k+
d. Entonces el numero de puntos g-racionales de la hipersuperficie V; satisface la
siquiente desiqualdad:

k+d—1

_ ktd
Vi(E)| = ¢F —2(d— 1) "g = —7(d+2)¢

Demostracion. Como estamos interesados en puntos g-racionales de V}, necesita-
mos descartar los puntos de pcl(Vy)(E,) que pertenecen al hiperplano del infini-
to {Xy = 0}. Como pcl(V}) es la hipersuperficie definida por el polinomio H Ji‘ =
Hy+ fa-1Hag 1 X0+ -+ foX§ € F[Xo, ..., Xpt1], tenemos que

pel(V))(F,) N {Xo = 0} = {x € PA(E,) : Hy(x) = 0}.

Por la Proposicién 6.3.2, el lugar singular de la F-hipersuperficie Vi C P*
definida por Hy tiene dimensién a lo sumo d — 2. Luego, aplicando la estimacion
(6.21) obtenemos

k+d—2 k+d-3

IV E)] = proa] < (d =1 g 27 +6(d+2)" g 2. (6.23)

Finalmente, combinando (6.22) y (6.23) se tiene la siguiente cota inferior para

Vi (5]

Vi(®)| = ¢" = (Ipel(VR)(E)| — pr) — (IVF* ()| — pi)

k+d k+d—1
2

(I+q 1) —6(d+2) g 2 (14+(q(d+2))7").

Z —(d . 1)k—d+1q

A partir de esta 1ltima desigualdad se obtiene facilmente la afirmacion de la propo-
sicion. O

A continuaciéon obtenemos una cota superior para la cantidad de puntos g-
racionales de V; que no resultan ttiles a los efectos de determinar la existencia
de deep holes en el cédigo de Reed-Solomon estandar, es decir, aquellos puntos
de V4(E,) que poseen alguna coordenada nula o algin par de coordenadas iguales.
Comenzamos estimando la cantidad de puntos que tienen alguna coordenada nula.

Proposicién 6.4.3. Con las hipotesis de la Proposicion 6.4.2, el nimero Ny de pun-
tos g-racionales de Vy con alguna coordenada nula satisface la siguiente desigualdad:

h—d ktd=1 k+d—2

Ny < (k+1) ("7 4 2(d = 1)1 5 4 7(d 4+ 2) 1),
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Demostracion. Sea x := (z1,...,%541) un punto de Vy con una coordenada nula.
Sin pérdida generalidad podemos suponer que x;; = 0. Por lo tanto, x es un punto
g-racional de la interseccién Wiy := Vy N {Xj41 = 0}. Observemos que Wi, es
la [F,-hipersuperficie contenida en el espacio lineal { X1 = 0} definida por el poli-
nomio G(I1¥, ..., II%), donde II¥, ... II% son los primeros d polinomios simétricos
elementales en F,[X7,..., Xg]. De acuerdo al Teorema 5.2.1, el lugar singular de
Wiy1 tiene dimensién a lo sumo d — 1. Mas ain, por la Proposicién 6.3.2 el lugar
singular de Wi en el hiperplano del infinito tiene dimensién a lo sumo d —2. Como
consecuencia, argumentando como en la Proposicién 6.4.2, obtenemos

(Wi (B — ¢ = (\PCI(WkH)(Fq)\ ~Pr-1) — (’Wl?il(FqN — Dr-2)
< (d—1) 4+ 6(d + 2)’“+1
F(d—1)F 2 4 6(d+2)Fq
de donde

k+d 2

Wi ()] < ¢"' +2(d = 1) 2 +7(d+2)"q
Finalmente, la demostracion se sigue teniendo en cuenta las cotas superiores para la
cantidad de puntos g-racionales de cada una de las variedades W; := V; N {X, = 0}
conl<i<k+1. O]

Analizamos ahora el caso de los puntos g-racionales de V; con dos coordenadas
iguales.

Proposicién 6.4.4. Con las hipotesis de la Proposicion 6.4.2, el numero No de
puntos g-racionales de Vy con al menos dos coordenadas iguales satisface la siguiente
desiqualdad:

kE+1)k
N2 S %<qk1 +2(d 1)k dq —|—7(d+ 2)k+1qk+d 2)'
Demostracion. Sea x = (x1,...,241) € Vp(F,) un punto con dos coordenadas

iguales. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que x; = xpy. Entonces x
es un punto g-racional de la hipersuperficie Wy ;11 C {Xy = Xj41} definida por
el polinomio G¢(IIj,... ,II}) € E,[Xy,..., X}], donde II} := IL;(Xy,..., X, Xi) €
F,[Xi,..., X} es el polinomio que se obtiene sustituyendo Xy por Xjii en el i-
ésimo polinomio simétrico elemental de F,[ X7, ..., Xj41]. Observemos que

I =151 42X, - TR0 4+ X211 (6.24)

donde Hé- denota el j-ésimo polinomio simétrico elemental de F,[X,..., X;| para
1 <j<dyl<Il<Ek+1 Afirmamos que el lugar singular de pcl(Wiy 1) ¥
el lugar singular de W, ;41 en el hiperplano del infinito tienen dimensién a lo su-
mo d — 1 y d — 2, respectivamente. Para probar esta afirmacion, supongamos en
primer lugar que la caracteristica p de F, es mayor a 2. Entonces, por la férmula
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(6.24) se puede demostrar que todos los menores maximales de la matriz Jacobiana
tes menores de la matriz Jacobiana (O11¥ /0X;)1<i<a1<j<k- Asi, argumentos similares
a los hechos en las demostraciones del Teorema 5.2.1 y la Proposicién 6.3.2 prueban
nuestra afirmacion.

Supongamos que p = 2. Teniendo en cuenta la formula (6.24), notamos que la
primera derivada parcial de II7 con respecto a Xj es igual a cero. Mds aun, es fdcil
ver que el menor maximal no nulo de la matriz Jacobiana (011} /0X;)1<i<di<j<k
que se obtiene al considerar las columnas 1 < 41 < 15 < --- < iy < k—1 es
igual al correspondiente menor no nulo de (9IF~!/0X;)1<i<q1<j<k- Esto prueba
que cada menor maximal no nulo de (OII} /0X,)i1<i<a1<j<k €s un determinante de
Vandermonde que depende de d y de las indeterminadas X1, ..., X;_;. En particular,
al pedir que todos estos menores se anulen no imponemos ninguna condicién en la
variable X}. Notemos por Yy ;41 el lugar singular de W ;1. Observemos que, con
los mismos argumentos de la demostracién del Teorema 5.2.1, se obtiene

Zk,k—f—l C Uﬁz, (625)
v

donde Z := {I;, ..., 1;} recorre todas las particiones de {1,...,k + 1} en d subcon-
juntos no vacios I; C {1,...,k+1} talesque [; C {1,...,k—1}paral < j <d—1
e ly:={k,k+ 1}, y Lz es la variedad lineal

L7 :=span(vl) . vUd)
generada por los vectores v{i) = (vglj), e ,v,iﬂ) definidos por v%j) := 1 para
m e I;y o) =0 para m ¢ I; (ver la Observacién 5.2.2). Luego, si ¥j ;41 tiene

dimension d, entonces contiene una variedad lineal £7. Asumamos que Xy, ;41 tiene
dimension d y lleguemos a una contradiccién. Siguiendo la demostraciéon del Teorema
6.3.5 se tiene que f es el monomio T y que H; = Hy. Fijemos T := {I1,..., 1}
y sea L7 la correspondiente variedad lineal de dimension d. Afirmamos que Lz
interseca Y x+1 propiamente. En efecto, consideremos la variedad lineal £, := {v, :=
0,...,0,\,\) € A¥1: X e Al} C L7. Observemos que

/5N Zk,k+1 = {V)\ € AFFL . Hd(V)\) =0, VHd(V,\) = 0}

Por la Proposicién 6.2.2 y las igualdades I1;(vy) = 0si j ¢ {0,2} y IIa(vy) = A2 se
obtiene que, si d es par, entonces Hy(vy) = £A?y, si d es impar, Hy_1(vy) = £ATL
Més atin, por el Lema 6.3.4 se tiene que (OHy/0X1)(vy) = Hy_1(vy) = £ L sid
es impar. En ambos casos, las identidades Hy(v)) = (0Hy/0X1)(v,) = 0 implican
que A = 0, lo que prueba que ¢, C Lz interseca propiamente a ¥ ;1. Finalmente,
teniendo en cuenta (6.25) y que cada Lz interseca propiamente a Yy 41, deducimos
que dim X 41 < d — 1, pues cada variedad L7 es absolutamente irreducible y cada
componente irreducible de Xj ;41 es una subvariedad propia de alguna variedad
Lz. Esto contradice el hecho de que dim >y ;41 = d, con lo cual obtenemos que
dim ¥ 441 < d — 1. Con los mismos argumentos de la Proposicién 6.3.2 concluimos
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que el lugar singular de Wy 11 en el hiperplano del infinito tiene dimensién a lo
sumo d — 2.

En conclusién, probamos que, independientemente de la caracteristica p de I, el
lugar singular de pcl(Wy x+1) y el lugar singular de Wy, ;41 en el hiperplano del infi-
nito tienen dimension a lo sumo d—1y d—2. Por lo tanto, siguiendo la demostracién
de la Proposicion 6.4.3 obtenemos

W1 (B)| < ¢ 1 +2(d — 1) S T(d+2)M g
La proposicion se sigue facilmente de esta desigualdad. O]

Finalmente, combinando las Proposiciones 6.4.2, 6.4.3 y 6.4.4 obtenemos que
el nimero N de puntos g-racionales de V; con coordenadas no nulas y distintas
satisface la siguiente desigualdad:

(k+1)2(k+2)qk—1_Q(d_l)k—dq’@d(d_l_i_( Q)q(; ))
(g DD
2q2

6.5. Resultados sobre la existencia de deep holes

N>q" —
(6.26)

7(d + 2)k+1q

Recordemos que d y k son enteros positivos con k > dy q¢q—1 > k+d, C es
el cédigo de Reed-Solomon estandar de dimensién £k sobre F, y f es un polinomio
arbitrario como en (6.1). Teniendo en cuenta los resultados de la seccién anterior, se
tiene que f no genera un deep hole de C si el lado derecho de (6.26) es un nimero
positivo.

Supongamos que ¢, k y d > 3 satisfacen las condiciones:

> (k+1)%, k> 3d. (6.27)

Como k > 10, entonces 3(k + 1)(k + 2) < (k + 1)> < g. Por lo tanto, se tiene
q— 2(k+1)(k+2) > ¢/3, lo que implica

E+1)(k+2) ,_ _ E+1)(k+2
qk_( )2( )qklzqkz1<q_( )2( ))>q§
Concluimos que el lado derecho de (6.26) es positivo si

k

% > 2(d— 1) (d—1+ (k¥ 1)(1]“2))

e Dk +2) (6.28)
+7(d+2) g™ <d+2+ 2—1)
q2

Teniendo en cuenta que k + 1 < q2, se tiene que (6.28) puede ser reemplazado por
la siguiente condicién:

k+d

k
% > 2(d — 1)F1g"3* (d — 1+ 5£2) + 7(d + 2)F+1g

k+d—1
2

(d+2+52).
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Como d < %, tenemos que d + 2 + % < k+1, y por lo tanto el lado derecho de
(6.26) es positivo si

k+d—1

k
L2 2d— 1)k = 2)g" T + T(d+ 2 (R + g

o equivalentemente, si

k4+d—1

¢" >6(d—1)" Uk —2)g 7 +21(d+2) " (k+1)g 2 .

Mas aun, esta condicién se cumple si

k+d 7qk k+d—1

k
L>6(d— D"k -2)gF, > 21d+2) (k+ 1)

estas condiciones podemos reescribirlas de la siguiente manera:

k4+d—1

¢" > 48(d— 1)Uk —2)g" 2", ¢F > 24(d+ 2" (k+1)q = . (6.29)

La primer desigualdad es equivalente a que
g > (48(k — 2))77(d — 1)>.

A partir de (6.27) podemos concluir que 3(k — d) > 2k 4+ 1. Como la funcién k —
(48(k — 2))5/(+1) es decreciente y k > 10, deducimos que una condicién suficiente
para que sea valida la desigualdad de arriba es

q > 6d*. (6.30)

A continuacién consideramos la segunda desigualdad (6.29). Observemos que esta
desigualdad puede ser expresada de la siguiente manera:

d-+ 2 2+k,27;+12+ 2d
(=) e

g > (24(k + 1)) =y (6.31)

A partir de (6.27) deducimos que 3(k —d + 1) > 2k + 4. Teniendo en cuenta que la
funcién k — (24(k + 1))***2 es decreciente, en particular para k > 12 (y por lo
tanto, para d > 4), vemos que se cumple (6.31) si vale la siguiente condicién:

q > 14 g*24/(k=d) (6.32)

Combinando (6.27), (6.30) y (6.32) concluimos que (6.27) y (6.32) proporcionan
una condicion suficiente para la no existencia de deep holes. Finalmente, a partir de
(6.26) facilmente se concluye que (6.27) y (6.32) proveen una condicién suficiente
para la inexistencia de deep holes en el caso d = 3. En resumen, tenemos el siguiente
resultado.

Teorema 6.5.1. Sean k y d enteros positivos con k > d > 3 y € una constante
positiva. Sea Wy la palabra generada por un polinomio f € F,[T] de grado k + d <
q — 1. Si se valen las condiciones

2
¢ > méx{(k + 1)%, 144>}, k> d(— + 1),
€

entonces Wy no es un deep hole del codigo deReed-Solomon estdndar de dimension
k sobre I;.
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Observamos que en [LWO08a] se prueba que, para d = 1, k > 2y q > k + 3,
los polinomios de grado k + 1 no generan deep holes del cédigo de Reed-Solomon
estandar C'. Por otro lado, siguiendo nuestro enfoque, se puede obtener un resultado
similar al Teorema 6.5.1 para d = 2, es decir, para una constante M; > 14, si se
cumplen las condiciones ¢ > max{(k + 1) M, 2>} y k > 2(2/¢ + 1), entonces los
polinomios de grado k + 2 no generan deep holes del codigo C'.

6.5.1. El caso char(F,) >d+1

A lo largo de toda esta seccién suponemos que la caracteristica p de [, es mayor
a d+ 1. Si la dimensién del lugar singular de Vy es d — 1, el Teorema 6.3.5 asegura
que el polinomio f de (6.1) es el monomio f = T*™¢. Nuestro primer objetivo es
mostrar que 7%+ no genera un deep hole del cédigo de Reed-Solomon estandar de
dimensién k sobre F,. Esto implica que, a los efectos de determinar la existencia de
deep holes, podemos suponer que la dimensién del lugar singular de V; es a lo sumo
d — 2. Comenzamos probando el siguiente resultado.

Lema 6.5.2. Sean k y d enteros positivos con k > d. Si el lugar singular de la
hipersuperficie Vg C A* asociada a T tiene dimension d — 1, entonces p|k + d.

Demostracion. En la demostracion del Teorema 6.3.5 vimos que si el lugar singular
Y4 de Vy tiene dimensién d — 1, entonces existe una variedad lineal de dimensién
d — 1 contenida en ¥,

L7 = span(vD) . yUa-1))

donde {I1,...,I4_1} es una particién de {1, ..., k+1}, luego |I1|+- - -+ |14_1] = k+1,
vilj c{0,1}paral <i<k+1y1l<j<d-—1,y setiene que vt 4 ... 4 vla1) =
(1,...,1). Sean X := (\y,..., Mg 1) € ATy x = Z?;} A;vU) un punto arbitrario
de L. Al igual que en la demostracion del Teorema 6.3.5, suponemos que x; = \;,
1<i<d—-1y XN #X,1<i<j<k+1 Deacuerdo a (6.14) se tiene que la
matriz B(x) es no singular y, por lo tanto, 0 € A? es la tinica solucién del sistema
lineal (6.12), es decir,

%(}Q
fl 8X1
—B(x) - : = :
Ja—1 OH4

0X4-1 *

En particular, por la regla de Cramer, obtenemos
det BV (x) =0, (6.33)

donde B~ (x) € Ald=1)*(4=1) eg ]a matriz que se obtiene reemplazando la (d — 1)-
ésima columna de B(x) por el vector b(x) := ((0H4/0X;)(x) : 1 < j < d—1).
Recordemos que la matriz B4~V (x) se puede factorizar como en (6.15), es decir,

BV (x) = C(x) - H"V(x),
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donde C(x) se define como en (6.3.1) y H@Y(x) € A1 eg la matriz

1 HI(X)"'Hd_g(X) Hd_l(X)

0 1 ce Hd,4(X) Hd,Q(X)
0 . .
) = : 1 Hs(x)
0 H,(x)
o o - 0 1

Vamos a obtener una expresion explicita de det B{4~1(x) aplicando la férmula de
Cauchy-Binet a la factorizacién de B(@~V(x). Para esto, observemos que H @Y (x)
tiene s6lo dos menores no nulos de tamano (d — 1) x (d — 1): el que corresponde a
la submatriz formada por las primeras d — 1 filas de H@~V(x), cuyo valor es igual
a Hy(x), y el determinado por las filas {1,...,d —2,d} de H4"1(x), que es igual a
1. Luego, por la formula de Cauchy—Binet obtenemos que

|
.. .d-3 _d-1

det BV (x) = I, (x) - det B(x) + det 2 2o T
1 z4-1 --- l’z::f xg:%

Combinando (6.33) con, por ejemplo, [Ern00, Lemma 2.1] o [FS65, Exercise 280], se
deduce la siguiente identidad:

0= Hi(x)-det B(x) + (21 + - - + x4_1) det B(x)
= det B(X) . ((‘[1‘ + 1))\1 + -+ (|Id,1’ + 1))\0{,1).

De (6.14) deducimos que B(x) es una matriz no singular. Luego, se tiene que
(1L + DA+ -+ (Haa| + DAa1 =0 (6.34)

para todo A € A4l con \; # \; si i # j, y por lo tanto, para todo A € AL
Sustituyendo 1 por A; en (6.34), el lema queda demostrado, dado que (|I;| + 1) +
ot (L) +1) =k + do 0

Observacién 6.5.3. Notemos que la igualdad (6.34) establece una fuerte restric-
cion sobre las particiones I de las variedades lineales L1 contenidas en el lugar
singular ¥y de una hipersuperficie Vy con dim¥y = d — 1. En particular, fijando
ie{l,...,d—1} y sustituyendo 1 por \; y 0 por \; con j # i, (6.34) implica que
|I;| = —1 mdd p.

A continuacién probamos que si el lugar singular de la hipersuperficies V; tiene
dimensién d — 1, entonces la palabra generada por f no es un deep hole del codigo
de Reed-Solomon estandar C.
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Proposicién 6.5.4. Sean k y d enteros positivos con 'k >d, p>d+1yq>k+d.
Supongamos que plk+d. Sea wy € IF'q‘HL la palabra generada por el polinomio T+ €
IF,[T]. Entonces wq no es un deep hole del codigo de Reed-Solomon estindar C' de
dimension k sobre ;.

Demostracion. Sea q := p°®. En primer lugar, notemos que la desigualdad ¢ > k+d >
p implica s > 1. Recordemos que la traza trg g, : F; — F,, definida por trg g (a) :=
Zf;& api, es un morfismo F,-lineal suryectivo. Esto, en particular, implica que existen
p*! elementos en F, cuya traza es igual a cero. Sea k + d = pl. De la condicién
g > k + d se deduce que p*~' > [y, por lo tanto, existen | elementos distintos
by...,b € F; con trg g (b;) = 0. Por lo tanto, de [CH04, Theorem 3] concluimos que
el polinomio de Artin—Schreier g,, := T? — T — b; € F,[T] tiene p raices distintas en
Fy para 1 <4 <[. Mas ain, como b; # b; si i # j, los polinomios gy, y g»; no tienen
raices en comun. Luego, el polinomio
l

g:= Hgbi = H(Tp —T—b) (6.35)

tiene pl raices distintas en F;. Por otro lado,
g= Tker . lTp(lfl)Jrl + O(Tp(lfl)> _ Tk+d + h(T),

donde h := [TPUI=D+ 4 O(TPI7V) tiene grado a lo sumo p(I — 1) + 1. Sea w), € Fd~*
la palabra generada por el polinomio h. Como

pl—D)+1=k+d—p+1<k+d—(d+2)+1=k—1,

w), es una palabra del cédigo. Como el polinomio g definido en (6.35) tiene pl > k
raices distintas en F, se tiene que d(wgq, wy,) < ¢—1—k, donde d denota la distancia
de Hamming de Iqu_l. Concluimos entonces que w, no es un deep hole del cédigo
C. m

Resumiendo, si w; es una palabra generada por un polinomio f € E, [T tal que
el lugar singular de la hipersuperficie asociada V; tiene dimensién d — 1, entonces
el Teorema, 6.3.5 muestra que f = T*+¢. Asimismo, del Lema 6.5.2 y la Proposicién
6.5.4 deducimos que w; no genera un deep hole del cédigo de Reed-Solomon estandar
C.

Para finalizar el andlisis de la existencia de deep holes del coédigo de Reed-
Solomon C en el caso en que p > d + 1, nos resta estudiar el conjunto de palabras
generadas por polinomios f € F,[T] para las cuales el lugar singular de la correspon-
diente hipersuperficie V; tiene dimensién a lo sumo d — 2.

Fijamos ¢, kyd>3conq—1>k+d, k>dyp>d+ 1. Supongamos que el
polinomio f € F,[T] verifica que el lugar singular de la correspondiente hipersuper-
ficie V; tiene dimension a lo sumo d — 2. Con los argumentos de las demostraciones
de la Proposiciones 6.4.2, 6.4.3 y 6.4.4 obtenemos las siguientes cotas:

ViE)| > ¢" = 2(d = )25 —7(d+2)"g 5,

(k+1)(k+2)
2

k4+d—2 k+d-3

<qk—1_|_2(d_1>k—d+1q 5 +7(d+2)k+1(] 5 >7

N <
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donde N’ denota el nimero de puntos g-racionales de V; que tienen alguna coorde-
nada nula o al menos dos coordenadas iguales. Por lo tanto, el nimero de puntos
g-racionales N de V} con coordenadas no nulas y distintas dos a dos satisface la
siguiente desigualdad:

N>¢" - —(lﬁlwﬁmqk‘1 —2(d — 1) (d — 1+ —(kH)Uf 2))
q2

2
(6.36)

k+d—2
2

—7(d+ 2)k+1q

+
(k+1)(k + 2)>
Qq% .

(424

Supongamos que ¢, k y d > 4 satisfacen las siguientes condiciones:
q>(k+1)?2 k>3d-1).

Entonces, el lado derecho de (6.36) es positivo si

k+

" > méx {48(d — 1) (k- 1)g" 7, 4(d+ 2" (k+2)¢ 7 ). (6.37)

Argumentando de la misma manera que en la demostracion del Teorema 6.5.1 con-
cluimos que se satisface (6.37) si cumple la condicién

q > 14 d2+(2d72)/(k7d+2). (638)

Por otro lado, a partir de (6.36) deducimos que (6.38) es una condicién suficiente
para la no existencia de deep holes en el caso d = 3. En resumen, obtenemos el
siguiente resultado:

Teorema 6.5.5. Sean k y d enteros positivos con k > d > 3 y € una constante
positiva. Sea wy la palabra generada por un polinomio f € F,[T] de grado k + d <
q—1. Sichar(F,)) >d+1y

2
¢ > méx{(k + 1)%, 144>}, k> (d— 1)(— + 1),
€
entonces Wy no es un deep hole del cédigo de Reed-Solomon estandar de dimension
k sobre I;.
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Capitulo 7

Una aplicacién a la Combinatoria

El objetivo de este capitulo es el de obtener una estimacion del comportamiento
promedio del “conjunto de valores” de familias de polinomios univariados definidos
sobre If; con coeficientes prescriptos. Se trata de un problema clésico de combinatoria
que tiene aplicaciones a la teoria de cddigos, a problemas de interpolacion y al
analisis de algoritmos de busqueda de soluciones en [, de sistemas de ecuaciones
polinomiales, entre otras.

De manera similar a lo hecho en el capitulo anterior, traduciremos el proble-
ma original al de determinar la cantidad de puntos g¢-racionales con coordenadas
distintas de intersecciones completas definidas por polinomios simétricos. De esta
forma, podremos combinar nuestros resultados para este tipo de variedades con las
estimaciones para intersecciones completas regulares en codimensién 2 del Capitulo
4.

7.1. Conjunto de valores de polinomios sobre cuer-
pos finitos

A continuacién haremos una breve revisién de los resultados basicos relacionados
con el estudio del conjunto de valores de polinomios univariados sobre un cuerpo
finito. Para una exposicién méas detallada ver, por ejemplo, [LN83].

Para un polinomio f € F,[T] definimos el conjunto de valores de f (value set)
en [, como el conjunto imagen de la funcién polinomial de I, en [, que define f.
Denotamos como V(f) al cardinal de dicho conjunto, es decir,

V(f) = {f(c) e e B}l

Para todo f € E,[T] se verifica trivialmente que V(f) < ¢. Cuando vale la igualdad,
el polinomio correspondiente se denomina un polinomio de permutacién. Por otro
lado, si f tiene grado d, entonces V(f) > [q/d]. Los polinomios para los cuales
vale la igualdad se llaman polinomios de conjunto de valores minimo. El problema de
calcular V(f) fue extensamente estudiado. Solo se conocen férmulas exactas de V(f)
para polinomios especiales; por ejemplo, es sencillo dar férmulas para polinomios de
grado 1 y 2 y se conocen férmulas para los polinomios de grado 3, para el polinomio
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f := Ty para los polinomios de Dickson, entre otros. Para polinomios generales sélo
se tienen férmulas asintéticas del nimero V(f). Los primeros en dar una férmula de
este tipo fueron Birch y Swinnerton-Dyer, quienes obtuvieron el siguiente resultado
[BSD59]: si f es un polinomio de grado d > 1, entonces

V(f) = paq+0(¢"?),

donde pg4 1= Zle (—=1)""1/r! y la constante que aparece en la notacién O depende
sélo de d. Posteriormente, S. Uchiyama [Uch54] prueba que si [@=JW) o absoluta-

T—y
mente irreducible y d > 4, entonces se verifica

V(f) = paq+ O(1).

En cuanto al valor promedio V(d,0) de V(f) cuando f recorre todos los polinomios
moénicos en F,[T] de grado d con f(0) = 0, se tiene el siguiente resultado de Cohen
[Coh73, §2], que mejora el original de Uchiyama [Uchbba]:

V(0 = S (1) = paa+ 000)

Sin embargo, si algunos coeficientes de f estan fijos, los resultados que se conocen
sobre el valor promedio de V(f) son menos precisos. En efecto, Uchiyama [Uch55b]
y Cohen [CohT72] obtienen el siguiente resultado. Sea s un entero con 1 < s < d — 2
ya:=(a41,...,04-s) € E. Para cada b := (bg—s_1,...,b1), sea

s d—1
for=fg =T+ Z ag—i T + Z ba_i T
i_1

i=s+1
Si p := char(F,) > d, entonces

1
qd—s—l

V(d,s,a) = > Vi) = pag+ 0(¢'?), (7.1)

beRd 51

donde la constante que aparece en la notacién O depende sélo de d y s. Cabe
mencionar que ni Cohen ni Uchiyama dan una expresion explicita del término de
error en (7.1).

En esta tesis mejoramos el resultado (7.1). En efecto, probamos que V(d, s,a) =
taq + O(1), sin imponer condiciones sobre la caracteristica p. Ademéds, damos una
expresion explicita del término de error y probamos que este posee un “buen com-
portamiento”, en el sentido de que tiende a cero cuando d tiende a infinito. Mas
precisamente, obtenemos la siguiente expresion:

1
V(d, s,a) = pqq+ % + O(p_d) +0(¢h

para%<p<1.
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7.2. V(d,s,a) en términos de ciertos conjuntos de
polinomios interpolantes

En esta seccion vamos a mostrar como se puede relacionar el problema de estimar
el nimero V(d, s,a) con un problema de interpolacién. Fijamos un entero s con

1<s<d—2,una s-upla a := (ag_1,...,0q_5) € [, y consideramos el polinomio

fa =T 4 ag T+ 4 ag T (7.2)
Para cada b := (bg_s_1,...,b1) € IE‘qd*S*I, notamos como fp := fg € F[T] al polino-
mio

fb = fa + bdfsfljmlisi1 +--F blT

Dado b € qufsfl, el conjunto de valores V(fp) de fp es igual a la cantidad de
elementos by € [, paralos cuales el polinomio fp+b tiene al menos una raiz en If;. Sea
IF,[T]4 el conjunto de polinomios de F,[T] de grado a lo sumo dy N : F,[T]s — Z>o la
funcién que a cada polinomio en [T, le asigna la cantidad de raices que éste posee
en [F,. Por tltimo, consideramos la funcién caracteristica 1iysoy @ F[T]q — {0, 1}
del conjunto de elementos de F,[T]; que tienen al menos una raiz en ;. De acuerdo
a las notaciones y observaciones previas, deducimos la siguiente igualdad:

SV =Y D Lo (fs+bo)

be]EZd—s—l bOEE; bGEId_S_l
= ‘{g € IE?q[T]dfsfl :N(fa +g) > O}|

Dado un subconjunto X C F,, definimos 8§ como el conjunto de polinomios de
IF,[T)4—s—1 que interpolan al polinomio — f, en todos los puntos de X, es decir,

S% ={9 € E[T]i-s-1: (fa+9)(x) =0 para todo x € X'}.
Finalmente, dado r € N notamos como X, a un subconjunto de [, de r elementos.

Teorema 7.2.1. Sean s,d e N cond < qyl<s<d-—2. Severifica la siguiente
tqualdad:

d—s d
r— q —r 1 r— a
Vidsia) = Y0 (T s S e
r=d—s+1

d—
r=1 q

donde V(d, s,a) se define como en (7.1) y x% es la cantidad de subconjuntos de
r elementos X, de I, tales que existe un polinomio g € F[T)q—s—1 para el cual se

verifica (fa + g)|x, = 0.

Demostracion. Dado un subconjunto &, := {z1,...,2,} C [, consideramos el co-
rrespondiente conjunto §§ C IF,[T]4_s—1 definido anteriormente. Es facil ver que

{9 €F[Tacscr : N(fa+9) >0} = | SEy-

z€l,
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Luego, por el principio de inclusién-exclusion, obtenemos

q
V(d.s.a) d s—1 U Siay| = d s—1 Z(_l)ril Z ’ngr" (7.3)
z€l, r=1 X CE,
A continuacién calculamos |S$ | para un cierto conjunto X, = {x1,...,2,} CF,.

Notar que si g := bg_s_ 1T +--- 4+ b, T + by es un elemento de S%_, entonces se
tienen las igualdades fo(z;) + g(z;) = 0 para 1 < i < r. Estas identidades se pueden
expresar en forma matricial de la siguiente manera:

M(X,) b+ foX) =0,

donde M(X,) := (m;;) € B} *“"* es 1a matriz de Vandermonde definida por m; ; :=
xds]par1§2§7’y1<]<d—8b—(bd31,.. o) € Fd_syfa(?c})::
(fa(®1), ..., fa(z,)) € FJ. Notar que, como x; # x; si i # j, se sigue que

rg(M(AX,)) = min{r,d — s}. (7.4)
Por lo tanto, 8% es una F-variedad lineal en qu_s. Ademds, o bien S = 0, o bien
rg(M(&,)) +dimSy = d — s. (7.5)

Supongamos r < d — s. Entonces (7.4) implica que rg(M(X,.)) = r y, por lo tanto,

% es no vacio. Asimismo, de (7.5) deducimos que dimS$ =d—s—ry

S5 | =q" . (7.6)

Consideremos ahora 7 > d—s+1. S1 8% # 0, entonces (7.5) implica que dim §§ = 0
y, por lo tanto, |S% | = 1. Por otro lado, si S§ = 0, entonces |S% | = 0. En el caso
r > d se tiene que, si g € 8%, entonces g € F;[T]q—s—1 y fa(;) + g(x;) = 0 para
1 < ¢ < r. En consecuencia, el polinomio no nulo f, + g tiene grado d y r raices
diferentes, lo que contradice el hecho de que 7 > d. Concluimos entonces que % es
vacio en este caso y, por lo tanto,

|5%,1 = 0. (7.7)

En conclusion, sid — s+ 1 < r < d, entonces |S§'€r| =00 |Sg€r| =1.
Finalmente, combinando (7.3), (7.6) y (7.7) obtenemos

d—s d
d s— IV d s, a E ( ) d—s— r+ E 7' 1 E |SXT
r=1 r=d— s+1 X CI,

de donde se deduce el teorema. OJ
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7.2.1. Un enfoque algebraico para estimar X

De acuerdo al Teorema 7.2.1, para determinar el comportamiento de V(d, s, a)
necesitamos estimar el nimero x% con d — s+ 1 < r < d. Para esto, seguimos un
enfoque similar al que desarrollamos en la Seccién 6.2, es decir, vamos a traducir el
problema de estudiar el comportamiento de x¢ en el de estimar la cantidad de puntos
g-racionales con coordenadas distintas dos a dos de una cierta variedad algebraica.
De manera similar al problema de la existencia de deep holes, vamos a probar que
dicha variedad algebraica esta definida por polinomios invariantes bajo la accién del
grupo simétrico de permutaciones de sus coordenadas.

Fijamos un conjunto X, := {zi,...,2,} C F, de r elementos y un polinomio
g € F[T]4—s—1. Entonces g pertenece a S siy sélo si (I' — 1) --- (T — x,) divide
a fo+gen F[T]. Como degg < d—s—1 < r, deducimos que —g es el resto de
la divisién de f, por (I'—x1)--- (T — z,). En otras palabras, el conjunto 8§ es no
vacio si y sélo si el resto de la division de f, por (T'—z4)--- (T — x,) tiene grado a
lo sumo d — s — 1.

Sean Xi,..., X, indeterminadas sobre F,, sea X = (Xi,...,X,) y sea Q €
IF,[X][T] el polinomio

Q=(T—X,)(T-X,).

Existe un polinomio R, € F,[X][T] con deg R, < r—1 tal que se verifica la siguiente
relacion:

f. =R, méd Q.

Escribimos R, = R* {(X)T" ' +--- + R3(X). Entonces Rg(z1,...,2,,T) € F[T]
es el resto de la division de f, por (T'— 1) -+ (T — x,). Por lo tanto, el conjunto
S%. es no vacio si y solo si se verifican las siguientes igualdades:

Ri(v1,...,2,) =0 (d—s<j<r—1). (7.8)

Reciprocamente, supongamos que existe € := (z1,...,2,) € [ con coordenadas dis-
tintas dos a dos tal que se verifica (7.8). Consideramos el conjunto X, = {xy,...,z,}.
Entonces el resto de la divisién de f, por Q(x,T) = (T — x1)--- (T — x,) es un po-
linomio 74 := Rq(x,T) de grado a lo sumo d — s — 1. Esto implica que S§ es no
vacio. Como conclusion de estos argumentos, obtenemos el siguiente resultado.

Lema 7.2.2. Sean s,d € N con 1 < s < d — 2. Consideramos los polinomios R;-‘,
d—s < j<r—1, definidos en (7.8) y un conjunto X, = {xy,...,x.} C E, de r
elementos. Entonces 8% es no vacio si y solo si se verifica (7.8).

Por lo tanto, el numero x;* de conjuntos &, C F, de r elementos tales que S% es
no vacio coincide con la cantidad de puntos @ := (zy,...,,) € F; con coordenadas
distintas dos a dos que satisfacen (7.8), salvo permutaciones de las coordenadas.
Maés precisamente, x;' r! coincide con la cantidad de soluciones & € F del siguiente
sistema de igualdades y desigualdades:

RY(Xy,....X,)=0 (d-s<j<r-1), ] (Xi=X;)#0.

1<i<j<r
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7.2.2. R, en términos de los polinomios simétricos elemen-
tales

Sea r con d — s+ 1 < r < d. Supongamos que 2(s + 1) < d y consideremos
los polinomios simétricos elementales Iy, ..., II; de F,[Xi,...,X,]|. El objetivo de
esta seccion es mostrar como los polinomios RY se pueden expresar en términos de
ITy, ... IIs. De forma similar al Lema 6.2.1, vamos a obtener una férmula recursiva
para el resto de dividir 7V por Q := (T — X;)--- (T — X,) para cada r < j < d.

Lema 7.2.3. Parar < j < d, se verifican las siguientes congruencias:

Tj = HT,LjTril =+ HT,Q’J'TT72 4+ -4 HO,j méd Q, (79)
donde cada H;; es igual a cero o es un polinomio homogéneo en F,[Xy, ..., X,| de
grado j —i. Mds aun, para j —i <1, el polinomio H; ; € F,[ILy, ... IL;_;,_4][II;_;] es

de grado 1 en 1l;_; con coeficiente principal £1.
Demostracion. Procedemos por induccion en j > r. Teniendo en cuenta que
T =T ' —ILT 2+ + (—1)"'II, mdéd Q, (7.10)

deducimos que (7.9) es valido para j =r y Hy, = (—1)""'II, es ménico de grado 1
en II,. Supongamos que (7.9) vale para j con r < j. Multiplicando ambos lados de
(7.9) por Ty combinando este resultado con (7.10), obtenemos:

TjJrl = Hr,LjTT -+ HT,Q’jTril + -+ HO,jT mod Q
= (I Hp 1 j+ He o)) T 4o+ (1)L, Hy oy j + Ho )T
—+ (-].)T_IHTHT_LJ‘ mod Q

Definiendo

Hy ji1 = (—1)r_1_kHT_kHT_1J +Hp1; para 1<k<r-—1y
HO,j—l—l = (—]_>T_1HTHT_1J‘,

tenemos
Tj+1 = Hr,17j+1Tr71 + Hr,23j+1Tr72 4+ 4 H(]’J'Jrl méd Q

Resta probar que el polinomio Hj 4 verifica las propiedades del enunciado del
teorema.

Fijamos k con 1 < k <r — 1. Entonces Hy j11 = (—1)" " M1, _H,_1; + Hy1.
Por hipdtesis inductiva se tiene que H,_;; y Hj_1; son polinomios nulos u ho-
mogéneos de grados j —r + 1y j — k 4 1 respectivamente. Luego, concluimos que
Hj j+1 es nulo o es un polinomio homogéneo de grado j — k + 1. Ademads, para
j+1—Fk <r,comomax{r—k,j—r+1} <j—k <r,setiene que II,_,H,_; ; es un
elemento del anillo [ [I1y, ..., II;_]. Por otro lado, Hy_ ; € F,[I1y, ..., II;_p][IL;_j11]
es de grado 1 en II;_j 4 con coeficiente principal £1, lo cual implica que Hy, j;; tam-
bién lo es.

Finalmente, para k = 0 se tiene que Hy ;11 := (=1)""'II, H,_1j, lo que muestra
que Hp ;11 es nulo o es un polinomio homogéneo de F,[ X, ..., X,] de grado r + j —
r+1 =7+ 1. Asi concluimos la demostracién del lema. O]
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Observamos que, de manera similar a la Proposicién 6.2.2, podemos obtener una
férmula explicita para cada polinomio H; ;. Sin embargo, dado que no la necesitamos
para lo que sigue, no vamos a darla.

Finalmente obtenemos una expresion para los polinomios R} € T, (X1, ..., X,
cond—s<j<r—1en términos de los polinomios H; ;.

Proposicién 7.2.4. Sean s,d € N con2(s+1) <d. Sid—s < j <r—1, entonces
d
R? = CL]' =+ Z aiHjﬂ-, (711)

donde los polinomios Hj; son los definidos en el Lema 7.2.3. En particular, RS es
un polinomio monico de F[I1;,... II;_1_;][Il;_;], salvo una constante no nula en
F,, de gradod —j <s, parad —s < j<r—1.

Demostracion. Por el Lema 7.2.3, para r < j < d, se verifica la siguiente relacién:

Tj = HT,LJ'TTil + HT,Q’J'TT72 + -+ HO,j mod Q

Luego,
d r—1 d
fa = Z CLjTj = Z CLjTj + Z CLjTj
j=d—s j=d—s j=r
r—1 d r—1
=Y @ TP+ a; Y H,T'+ 0T méd Q
j=d—s j=r i=d—s
r—1 d
= Z <CLJ‘ + Z aiHj7i> Tj + O(Td_s_l) mod Q,
j=d—s i=r
donde O(T% 1) representa la suma de los términos de F,[ X, ..., X,][T] de grado a

lo sumo d—s—1en T'. Esto muestra que los polinomios R¢ verifican (7.11). Por otro
lado, observemos que, para cada H;; que aparece en la férmula (7.11), se verifica que
i—j <s<d-s—2 <r. Estoimplica que H;; € F,[II;,...,II,_;_4][II,_;] es de grado
1 en II;_; con coeficiente principal £1 y de grado i — j en las variables X;,..., X,.
En consecuencia, para cada d —s < j <r —1, R} es un elemento moénico del anillo
F,[II4, ..., II4—1—;][I14—;], salvo una constante no nula en F,, de grado d — j mirado
como polinomio en X1, ..., X,. Esto concluye la demostracién de la proposicién. [

7.3. Propiedades de la variedad definida por
PR £ A

Sean s y d enteros positivos con d < ¢y 2(s + 1) < d. Fijemos una s-upla
a:=(ag_1,...,0q_5) € IF; y consideremos el polinomio

Jao =T+ ag 1T+ + ag_ T,
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En la Seccién 7.2.1, para r fijo asociamos a fq polinomios R§ € F[Xi,...,X,]
cond—s < j <r—1. De acuerdo a la Proposiciéon 7.2.4, podemos expresar cada
polinomio R§ como un polinomio en IIy, ..., Il € F, [X1,...,X,]. Més precisamente,
si Y1,..., Y, son nuevas indeterminadas sobre E, entonces

R;.‘:S;‘(Hl,...,ﬂd,j) (d—SS]ST_l),

donde cada S§ € F[Y7,..., Yy ;] es de grado 1 en Y;_; con coeficiente principal +1.
Consideremos la F-variedad afin V* C A" definida por los polinomios R ,
R .1,...,R* | € F[Xy,...X,]. Mediante un argumento recursivo, es facil probar
que
F Y, .. Ysl/(Sq s -, S7) = [V, ..., Ya ] (7.12)
para d —s < j < r — 1. Por lo tanto, se tiene que S$ ,...,S5%; forman una
sucesion regular de [, [Yy, ..., Y;], es decir, satisfacen la hipétesis (H1) del comienzo
del Capitulo 5. Ademsds, teniendo en cuenta el isomorfismo (7.12) para j = r — 1,
deducimos que S§_,...,S% ; definen un ideal radical de F,[Y7, ..., Y;] y la variedad
Wae C A definida por S _,...,S% , resulta isomorfa al espacio afin AY~". Esto
implica que W* es una variedad no singular. Luego, la matriz (05%/0Y )(y) tiene
rango completo para todo y € A®, es decir, S ,..., S, satisfacen la hipdtesis
(H2) del comienzo del Capitulo 5. Finalmente, como las hipdtesis sobre los enteros
d, vy s implican r —d + s < s < d — s, estamos en condiciones de aplicar los
resultados del Capitulo 5 a la variedad V,*. Combinando el Lema 5.1.1, el Teorema
5.2.1 y el Corolario 5.2.3, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 7.3.1. Sea V,* C A" la F,-variedad afin definida por los polinomios
R .,...,R® . Entonces V.* es una interseccion completa de dimension d—s, grado
a lo sumo s!/(d —r)! y lugar singular X% de dimension a lo sumo s — 1.

7.3.1. La clausura proyectiva de V. *

Consideramos la clausura proyectiva pcl(V,%) C P de V,*. Vamos a estudiar el
comportamiento de pcl(V.#) en el hiperplano del infinito. Por la Proposicién 7.2.4,
para d — s < j <r — 1 se tiene que

d
a __
R] = a]'+ E CliHj7i,
=7

donde los polinomios Hj;; son homogéneos de grado 7 — j o nulos. Por lo tanto, la ho-

mogeneizacién R}"h de cada uno de ellos es el siguiente polinomio de F,[ Xy, ..., X,]:
d
a,h d—j —
R = a; X077+ aHy Xg (7.13)

Observacion 7.3.2. De (7.13) se deduce que R;"h(O, Xi,...,X,)=Hjaparad—s <
J < r—1, esto es, resultan los polinomios asociados al vector nulo de ¥} y al
polinomio fo :=T? € F,[T].
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Observacion 7.3.3. Por el Corolario 7.3.1, la variedad de A" definida por los
polinomios Hjq (d—s < j <r—1) es un cono afin equidimensional de dimension
d—s, grado a lo sumo s!/(d—r)! y lugar singular de dimension a lo sumo s—1. Por lo
tanto, la variedad proyectiva de P"~! que definen estos polinomios es equidimensional
de dimension d — s — 1, grado a lo sumo s!/(d —r)! y lugar singular de dimension
a lo sumo s — 2.

Lema 7.3.4. El lugar singular de pcl(V,%) en el hiperplano del infinito tiene dimen-
sion a lo sumo s — 2.

Demostracion. Sea ¥ C P" el lugar singular de pcl(V,?) en el hiperplano del
infinito y consideremos @ := (0 : 2y : - : ) € X . Como los polinomios R;-”h se
anulan en pcl(V,%), se tiene que R;"h(w) =H;q(z1,...,2,) =0parad—s < j <r—1L
Sea (0H;/0X) la matriz Jacobiana de {H;4:d —s < j < r — 1} con respecto a
X1,...,X,. Afirmamos que

rg (%) (k) <r—d+s. (7.14)

En efecto, si el rango de la matriz (0H;/0X) es igual a r —d+ s, entonces se verifica
que dim T (pcl(V,*)) < d — s, lo cual implica que & es un punto regular de pcl(V,%).
Esto contradice la hipdtesis sobre . Por las Observaciones 7.3.2 y 7.3.3, el conjunto
de puntos que verifican (7.14) es un cono afin equidimensional de dimensién a lo
sumo s — 1, de lo que concluimos que la variedad proyectiva %7  tiene dimension a
lo sumo s — 2. O

Teorema 7.3.5. pcl(V,%) N {Xo = 0} C P"! es una interseccion completa abso-
lutamente irreducible de dimension d — s — 1, grado s!/(d — r)! y lugar singular de
dimension a lo sumo s — 2.

Demostracion. Por la Observacién 7.3.2 se tiene que la variedad proyectiva V(H, 4 :
d—s < j<r—1) C P! es una interseccién completa conjuntista cuyo lugar
singular tiene codimensién al menos d — s — 1 — (s — 2) > 3. Luego, por el Teorema
de Conexién de Hartshorne (ver, por ejemplo, [Kun85, Theorem 4.2]) resulta que
V(Hjq:d—s<j<r—1) es absolutamente irreducible.

Observemos que pcl(V,#) es equidimensional de dimensién d—s. Por lo tanto, cada
componente irreducible de pcl(V,*) N {Xy = 0} tiene dimensién al menos d — s — 1.
Ademés, de (7.13) se deduce que pcl(V,%) N {X, = 0} estd contenida en la variedad
proyectiva V(Hj4 :d—s < j <r—1). Como V(H;4:d—s < j <r—1)es
absolutamente irreducible de dimensién d—s—1, concluimos que pcl(V,*)N{X, = 0}
es también absolutamente irreducible y, por lo tanto,

pCl(V;a)ﬁ{Xo:O}:V(deZd—SSj Sr—l).

Finalmente, por [Eis95, Theorem 18.15] deducimos que los polinomios H; 4 (d —
s < j <r —1) definen un ideal radical. En consecuencia, obtenemos que

r—1

deg(pcl(V,*) N {X, = 0}) = H degHjq=s!/(d—r)!

j=d—s
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(ver, por ejemplo, [Har92, Theorem 18.3]). Esto concluye la demostracién. ]

Finalizamos esta secciéon con un teorema que recopila todas las propiedades de
la clausura proyectiva pcl(V.#*) que necesitamos.

Teorema 7.3.6. La variedad proyectiva pcl(V,%) C P" es una interseccion completa,
absolutamente irreducible, de dimension d — s, grado s!/(d —r)! y lugar singular de
dimension a lo sumo s — 1.

Demostracién. Probamos primero que pel(V,#) es una variedad equidimensional de
dimensién d — s y grado a lo sumo s!/(d —r)!. Por el Corolario 6.3.1, el conjunto de
puntos singulares de pcl(V,*) que pertenecen al abierto {X, # 0} tiene dimensién
a lo sumo s — 1, mientras que por el Lema 7.3.4 se tiene que el conjunto de puntos
singulares en el infinito tiene dimensiéon a lo sumo s—2. Por lo tanto, el lugar singular
de pcl(V#) tiene dimensién a lo sumo s — 1. Por otro lado, observemos que pcl(V,%)

esta contenido en la variedad proyectiva V(R}I’h cd—s<j<r—1). Ademsds,

VRS d—s<j<r—1)n{Xo£0} CV(B} id—s<j<r—1),
V(R;:h;d—sgjgr—l)m{XO:O}cV(Hd,j:d—sgjgr_n,

Por el Corolario 7.3.1 tenemos que V(R;‘ cd—s < j<r—1) C A" es equidimensional
de dimension d — sy V(Hy, : d—s < j <r—1) C P! es equidimensional de
dimension d — s — 1. Por lo tanto, V(R;l’h :d—s<j<r—1) tiene dimensién a lo
sumo d—s. Teniendo en cuenta que esta definida por r —d—+ s polinomios, deducimos
que es una interseccién completa conjuntista de dimensién r — (r —d + s) = d — s.
Esto implica que es equidimensional de dimensién d — s y, por lo tanto, ninguna
de sus componentes irreducibles estd contenida en el hiperplano del infinito. En
particular, coincide con su clausura proyectiva restringida al espacio afin A" (ver,
por ejemplo, [Kun85, Proposition 1.5.17]). Como dicha restriccién es la variedad afin
Vea=V(R: d—s<j<r—1), obtenemos que
p(VH) = V(R d—s<j<r—1).

J

Como el lugar singular de V (R*"

Tid—s<j < r—1) tiene dimensién a lo sumo s—1
yd—s—(s—1) > 3, deducimos que es absolutamente irreducible por el Teorema
de Conexién de Hartshorne (ver, por ejemplo, [Kun85, Theorem 4.2]). Finalmente,
con el mismo argumento de la demostracién del Teorema 7.3.5, de [Eis95, Theorem
18.15] se sigue que los polinomios R}”h (d—s < j<r—1) definen un ideal radical.
Esto implica que deg pcl(VTa) = H;;Cllfs deg R;l’h = s!/(d — r)! (ver, por ejemplo,
[Har92, Theorem 18.3]). O

7.4. Estimacion de la cantidad de puntos g-racio-
nales de V*

Recordemos que nuestro objetivo es estimar el comportamiento del cardinal pro-
medio del conjunto de valores V(d, s,a) (ver (7.1)). De acuerdo al Teorema 7.2.1,
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para d — s+ 1 < r < d tenemos que determinar el nimero x% de subconjuntos de r
elementos &, C [, tales que existe un polinomio g € F,[T] de grado a lo sumo d—s—1
que interpola al polinomio —f, (ver (7.2)) en X,.. En la Seccién 7.2.1 probamos que
cada a tiene asociados polinomios R} € F[Xq,....X,Jcond—s < j<r—1.
Luego probamos que el nimero de puntos g-racionales con coordenadas distintas de
la variedad V,* definida por estos polinomios es igual a 7!y, es decir,

1 )
Xf:ﬁ’{weF;:R;‘(w):()(d—sgjSr—l),xk%xl(1§k<l§r)}’.

A continuacién obtenemos una estimacion del nimero y.

Teorema 7.4.1. Sean a € F/, d, v y s enteros positivos con d < q y 2(s+1) <d.

Para d— s+ 1 <r <d se verifica que

qd—s
7!

-1 14
< g D+ )

Xr = 2r!

Y

donde D, Z] a1 U= 1) Yo, HJ g1 J =8/ (d=r)l.

Demostracion. En primer lugar estimamos la cantidad de puntos g-racionales de V2.
Consideramos pcl(V,2) y sea V% := pcl(V,#) N {Xy = 0}. Combinando los Teoremas
7.3.5y 7.3.6 con la estimacién (4.17) obtenemos

HpCl Va)(F)‘ —pdfs’ < 14D3(52 dfsfl
H — Ddes— 1’<14D362d8 2

Como consecuencia, la cantidad de puntos g-racionales de V,* satisface la siguiente
estimacion:

IVAE) = "] = |Ipel(V)E] = VA (E)| = pams + pa-si]
< [[pel(V;) ()| = pa- 5| + | V2 ()| = Pa—s—1]
< 14D36%(q + 1)g* 2. (7.15)

En segundo lugar obtenemos una cota superior de la cantidad de puntos g-
racionales de V* con al menos dos coordenadas que toman el mismo valor. Sea

= U vE)n{x;=x;},

1<i<y<r

y sea V.2 (F) == VX)) \ VL(F,). Consideremos x := (z1,...,z,) € V,2(F). Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que x,_; = z,. Luego @ es un punto g¢-
racional de la variedad afin W,_,, C {X,_; = X,} definida por los polinomios

¢ Gy, ), Se (I LI € B[ X, .. X, con ITF € B (X, ..., Xy
el polinomio definido por I} := IL;(Xy,...,X,—1,X,1), (1 < @ < s), que se
obtiene al reemplazar X, ; por X, en el i-ésimo polinomio simétrico elemental
II, € F,[Xy,...,X,]. Dado que IIj, ... II? son algebraicamente independientes en
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F,[X1,..., X, 1], entonces S¢ (IT%,...,10%), ..., S&  (II},...,II*) forman una suce-
si6n regular de F,[ X, ... X,_1]. Esto implica que W, _ , tiene dimensién d—s—1. Por
otro lado, como W,_1, = V*N{X, = X,_1}, (2.2) implica que deg W,_;,, < deg V,*.
Luego, por la Proposicién 2.3.4 (ii) se tiene que

|W7'—1,7‘(E1)| S deg Wr—l,rqdisil S deg ‘/raqdfsfl_
En consecuencia, obtenemos

r(r—1 e
e < U g

Combinando (7.15) con esta cota superior, se tiene que

r(r—1
Ve )] - o] < "5 gt 1 + g

De esta ultima desigualdad se deduce facilmente el teorema. O]
A partir de la estimacion del Teorema 7.4.1 podemos determinar el comporta-

miento asintético de V(d, s, a).

Corolario 7.4.2. Con las hipdtesis del Teorema 7.4.1, tenemos la siguiente estima-

cLon:

S

1 s24+1 213 )2 2
— — | <+ E ,
V(d,s,a) — jqq 26‘ S@—s-1) ( ) (7.16)

k=0

Demostracion. Por el Teorema 7.2.1, se tiene

vt - (7))

r=1
d d—s

+ qd—lsl > (—1)7"‘1(X? - qr! ) : (7.17)

r=d—s+1

En primer lugar acotamos superiormente el valor absoluto A(d,s) del primer
término en el lado derecho de (7.17). Para ello, dados enteros positivos k,n con
k < n, denotamos como [Z} al nimero de Stirling de primera clase, es decir, el
nimero de permutaciones de n elementos con k ciclos disjuntos. Las siguientes son
propiedades bésicas de los nimeros de Stirling (ver, por ejemplo, [FS09, §A.8]):

1= L 5] =6 Rl =

Teniendo en cuenta la identidad (%) = Y, _, o

r!

s =30 ((7)-5) = o zL [;;] ’

r=2

[T} ¢*, obtenemos
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El segundo término de lado derecho de esta expresiéon se puede acotar por

Como consecuencia

d—s
1 1 1 8\1 1 7
_ | < )< —. 1
Ald, 5) 26_2~d—$—1!+Z d+r2 q_2-d—s—1!+q (7.18)
r=2

Consideramos ahora el valor absoluto del segundo término del lado derecho de (7.17).
Por el Teorema 7.4.1 se tiene

1 d qd—s
B(d,s) == === Z Xr — !
q r=d—s+1 ’
d d
r(r—1) 14 5, 1
< Y Ot > D 1+ ).
r=d—s+1 r=d—s+1

Ahora bien, el primer término del lado derecho de esta ultima desigualdad se puede
escribir de la siguiente manera:

Por otro lado,

14 7T B(s—1)3(sN?2 TR s5(s))?
> A S S

— Do} <
T
r=d—s+1 r=d—s+1

Finalmente obtenemos,

Combinando las cotas superiores de A(d, s) y B(d, s) se deduce el corolario. ]

Por tltimo, vamos a analizar el comportamiento del lado derecho de (7.16). Esto
nos permitird mostrar que el término de error tiende a cero cuando d tiende a infinito.
Fijamos k con 0 < k < s—1y consideramos la funcién h(k) := (Z) % Analizando
el signo de las diferencias h(k+1) — h(k) para 0 < k < s — 2, deducimos el siguiente

resultado.
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Observacién 7.4.3. Sea ko := —1/2 + /5 +4d/2. Entonces h es una funcion
unimodal en el intervalo de enteros [0,s — 1|, es decir, existe ¢ € (0,s+ 1) tal que h
es creciente en (0,c) y decreciente en (¢, s — 1), y alcanza su mdzimo en |ko].

A partir de la Observacion 7.4.3 vemos que

$S(s)2 s (d\ 1 _ sT(s)?/ d I s7(s!)?
dl Z@HS i (Lm)w‘<d—LkoJ>!<LkOJ!>2‘ (7.19)

k=0

Para obtener una cota superior del lado derecho de (7.19) utilizamos la férmula de

Stirling (ver, por ejemplo, [FS09, p. 747]): para m € N, existe § con 0 < 0 < 1

tal que se verifica m! = (m/e)™v/2mm e?/*?™. Aplicando esta férmula y teniendo en

cuenta que 2(s + 1) < d, vemos que existen 0; (i =1,2,3) con 0 < 6; < 1 tales que
0, 0 0

s7(s!)? (& — 1)8(4 — 1)d-2 PRt aas ™ =t st

(d— ko] )!([Ko]1)? = (d— Ugoj)d_um 2 (d — [ko]) | ko |2Lkol+1

C(d,s):=

De céalculos elementales se sigue que

(d — | ko))~ H o) < g=dlkol glkol(d—Lko])/d

Y

k
A% ol ).

UfOJQLkOJ_
d—2 d—2
(5-1) =(z3) <=

g eLkoJ+ﬁ+§+%(d— Lko])+ g7 (d—Lko)?)

d224-2, /27(d — ko)) ko)

De acuerdo a la definicién de |k |, es facil ver que

Luego,

O(d, s) < (g - 1)

| ko | 1

ko] + T(d_ lko]) < 2|ko] — =
ﬁu kot <4,
(5-1)° 3

< .
@\ ko)/d— [ko] ~ 20

Por lo tanto, teniendo en cuenta que d > 2, concluimos que
3(% _ 1)56ﬁ+3—é+3+x/5+7d
54/2m 24

Combinando estas cotas con el Corolario 7.4.2 obtenemos el siguiente resultado.

C(d,s) < (7.20)
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Teorema 7.4.4. Bajo las hipdtesis del Teorema 7.4.1, se verifica

1

d—2)%d 7
‘V(d,sa) [1aq— 5= W=,

< 9d—2 5

2e

Demostracidn. Teniendo en cuenta (7.20) y que /5 + 4d < 4/5 + 2v/d para d > 2,
concluimos que

21 55(s!)? Zl (d) L _,d- 2)562@

8 d k) k= od

k=0

Por otro lado, es facil ver que

s?+1 < (d —2)5¢2Vd
2d—s—1) = 2

A partir de estas desigualdades se deduce el teorema. O

Para finalizar, hacemos algunos comentarios sobre el comportamiento de la cota
de (7.4.4).

Observacién 7.4.5. Consideremos la funcion f : Zsy — R definida por f(d) :=
(d — 2)562*/32_‘1. Se verifica que f es una funcion unimodal, alcanza su mdximo en
do := 14 y f(dy) ~ 1.08-10°. Es fdcil ver que limy_, 1o f(d) = 0, de hecho, si d > 51
entonces f(d) < 1.

7.5. Otra estimacion de la cantidad de puntos g-
racionales de V*

A continuacién vamos a estimar el cardinal V(d, s, a) aplicando nuestra versién
explicita de la estimacién de Hooley (Teorema 4.2.8). De acuerdo a la igualdad
(7.17), debemos estudiar el comportamiento del nimero x. Recordemos que r!y®
coincide con la cantidad de puntos g-racionales con coordenadas distintas de la va-
riedad V., por lo que comenzamos estimando dicha cantidad. Para esto, recordemos
que pcl(V;2) C Py V2 = pcl(V,2)N{ X, = 0} C P! son intersecciones completas
absolutamente irreducibles definidas sobre [, de dimensién d—s y d—s—1 respectiva-
mente, ambas de grado 6, := s!/(d—r)!. El lugar singular de pcl(V,%) es de dimensién
alosumo s —1y el de V7% es de dimension a lo sumo s — 2. Recordemos la notacion

D, = Zj:d—r+1(j — 1). Supongamos que q > 256,(D3"2(D, +d — 25 + 1) + 1).
Luego, de acuerdo a la estimacién (4.28), tenemos que
DUV )| = pas] < (Voonlr = 5,) +2v/6, + 1) "2,
“ pdsl|<<bd 25 +2\/_+1> d/21

119



UNA APLICACION A LA COMBINATORIA CapiTULO 7

Asi, la cantidad de puntos g-racionales de V* satisface la estimacién

IV2E) = | = |Ipel(V;*) ()| — [V (F)I—pd_s+pd_5_1|
< |Ipel(VA) )] = pas| + [V (B)| = Pa-s-1]
< (b; s d) +21/0, +1 ) W21 (g +1). (7.21)

Recordemos que la cantidad de puntos g-racionales de V,* con al menos dos coorde-
nadas que toman el mismo valor se acota superiormente por

-1
vl < g g

Luego, combinando esta cota superior con (7.21), se tiene que la cantidad de puntos
g-racionales de V,* cuyas coordenadas son distintas dos a dos satisface la estimacion

r(r—1
Ve, (8] — 4] < 43—%4H*

- (Voaalr = s,d) +20/6, +1)g"* (g + 1), (7.22)
A partir de (7.22) obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 7.5.1. Sean a € F/, d, v y s enteros positivos con d < q y 2(s+1) <d.
Supongamos que q > 286,(D32(D,+d—2s+1)+1). Entonces, para d—s+1 < r < d,
se verifica que

1
< 57" d—s—1
=90 — 21t

+ Tl (bﬁi s d) +21/6, + 1 ) 2N q+ 1). (7.23)

donde D, Z] drp1(G—1) yor HJ —grprJ =8/ (d =)L

Teniendo en cuenta la igualdad (7.17), vamos a acotar el valor absoluto B(d, s)
del segundo término de la misma utilizando la estimacion (7.23). Asi, resulta

1
B(d,S) = qdfsfl Z
d

d
1
< > T S+a g +1) Y 7a!<d25 d) +2/5, +1 )

r=d—s+1 r=d—s+1

rl

Recordamos que para el primer término del lado derecho de esta iltima desigualdad
se acota de la siguiente manera:

- 1 Lorr—1 52
S mmtm X Mty 2
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A continuacién acotamos el segundo término del lado derecho de esta ultima de-
sigualdad. Por un lado, es facil ver que se verifica la siguiente cota:

d 1 S
o 728

Por otro lado,

d s—1 1
5 2\/57:2 2v/s! :2\@2((1)\@.
r=d—s+1 r! k=0 (d— k)i\/ﬁ dt i \k
Dado que la funcién f(k) = (Z)\/F es creciente para 0 < k < s — 1, obtenemos la
siguiente desigualdad:

3 20 250 (7.26)

rl T (d—s+1)!

r=d—s+1
Finalmente acotamos la suma

d

Z T"b; 23( Svd)'

r=d—s+1

Para esto, utilizamos la siguiente cota superior de b/, ,.(r — s,d) (ver, por ejemplo,
[GLO02a, Proposition 4.2]):

! —s+1
0 os(r —s,d) < (_1)d_28+1(d —2s4+1)+ - (7’ 5+

(d—r)\ d—2s )(8 1T

Asi, tenemos que

d

d
1 1
§ szlst(T'—S,d) < E : F(d—QS—Fl)
d—s+1

r=d—s+1 r=d—
st S @ (Td_f;)-
r=d—s+1
Analizamos ahora el segundo término de la desigualdad precedente, es decir,
s! d d\ (r—s+1
d'<8+ ne Z (7’) < d—2s )
r=d—s+1

Dado que la funcién h(r) = f) es decreciente para d — s+ 1 < r < d, y por la
identidad ", _, (:1) = (::Li ) (ver, por ejemplo, [GKP89, p. 174]), se obtiene

d

s! oy d\ (r—s+1 (s +1)271(d - s+ 2)
Al 2 (r)<d—2$)§ (s— Di{d—2s+ 1)

r=d—s+1
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En consecuencia,

d (d—2s+1)s  (s+1)¥21(d—s+2)

D pbia(r—s.d) < d—s11)!  (s-Did-2s+1)

r=d—s+1

Combinando esta tltima desigualdad con (7.25) y (7.26), por medio de calculos
elementales obtenemos que
d

1
Do U 2VE b (r - s.d)) <

r=d—s+1

3d N 2d—258d—25d
(d—s)!  sl(d—2s+ 1)

Aplicando la férmula de Stirling (ver, por ejemplo, [FS09, p. 747]), dado que (d —
)4 < d=4ses=5/d se deduce que
3d 3ed—s*/d 9 ed
< < ——.
(d—s)! = \2rdd—s-1/2 — 5d°
Por otro lado, aplicando nuevamente la férmula de Stirling, y teniendo en cuenta la
desigualdad

(7.27)

(d — 925+ 1)7d+2s—1 < d*d+2371625717(1723)2/d

yque s <d/2—1y+/s(d—2s+ 1) > +/3, concluimos que

2d—258d—25d 2d—258d—3s€d+sd—d+2s 256d+s 1 2563d/2

Y

< < < —— 7.28
sd—=2s+1)! = 27y/s(d—2s+1) ~ 2m/3ds ~ 25 d° (7.28)
Asi, de (7.24), (7.27) y (7.28) se deduce la siguiente cota para B(d, s):
2 4 2d
B(d,s) < ° ‘ (7.29)

dd—s—1)  gireig

Estamos en condiciones de estudiar el valor absoluto de V(d, s,a) — pqq. En
(7.17) expresamos esta diferencia como la suma de dos términos. El primero de
ellos, A(d, s), se estima en (7.18). El valor absoluto de B(d, s) del segundo de ellos
se acota en (7.29). Por lo tanto, combinando (7.18) y (7.29) obtenemos el siguiente
resultado.

Teorema 7.5.2. Con las hipdtesis del Teorema 7.5.1, se verifica

1 7 1+ s? 4 e%d
V(d, s, a) — paq — % < 5 + 25— 1) + g
La estimacién (7.30) es valida para valores grandes de ¢, mientras que la estima-
cién del Teorema 7.4.4 es valida para todo ¢. Asimismo, la estimacién (7.30) mejora
notablemente la del Teorema 7.4.4 para valores de s pequenos. De hecho, (7.30) es
ampliamente mejor que la estimacién del Teorema 7.4.4 si s < d/2 — 3. Se puede ver
que si s < d/2 — 1, entonces el lado derecho de (7.30) es menor a 1 para d > 103,
mientras que, si s < d/2 — 3, el lado derecho de (7.30) es menor a 1 para d > 8.
En tal sentido, vemos que (7.30) complementa la estimacién del Teorema 7.4.4. Mds
aun, si (7.30) no nos proporciona mejores resultados, esto es debido a que creemos
que las cotas para los correspondientes niimeros de Betti no son lo suficientemente
precisas.

(7.30)
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