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Estudio tedrico y numérico de inestabilidades
Hall-MHD en flujos tipo shear

La presente Tesis se propone, como objetivo general, contribuir al estudio de
los plasmas astrofisicos que conforman diversas configuraciones en el Univer-
so; mientras que, como objetivo especifico, se plantea investigar el desarrollo
de inestabilidades en la microescala de plasmas completamente ionizados. En
concreto, se analiza el rol del efecto Hall en la dinamica microscopica aso-
ciada a pequenas parcelas de fluido inmersas en un flujo macroscépico tipo
shear. A tal fin, se utiliza como marco tedrico las ecuaciones de la teoria
magnetohidrodinamica, en la aproximacion shearing-boz, teniendo en cuenta
los términos adicionales correspondientes a las corrientes de Hall. Puntual-
mente, se estudia la evolucién de una nueva inestabilidad a la cual se nombra
Hall-MSI (Hall Magneto-Shear Instability). Con este propdsito, se desarrolla
un modelo analitico que proporciona una descripcion del comportamiento de
esta inestabilidad en el régimen lineal. Los resultados tedéricos obtenidos se
corroboran a su vez mediante calculos numéricos. Asimismo, las simulacio-
nes numéricas son fundamentales para abordar el estudio de la evolucién no
lineal del sistema. La comprensién de los procesos fisicos involucrados en la
microescala, responsables de los mecanismos de transporte, presumiblemente
permitira desarrollar modelos macroscépicos que profundicen los conocimien-
tos de distintos fenémenos astrofisicos. En este contexto, el trabajo efectuado
en esta Tesis resulta especialmente importante en el andlisis de los procesos
de acrecién y de los mecanismos de eyeccién, sustentacion y colimaciéon de los
denominados jets. Por un lado, el efecto Hall ciertamente modifica la inesta-
bilidad magneto-rotacional, principal candidato para explicar el origen de la
microturbulencia en discos de acrecién. Por el otro, el desarrollo de la inesta-
bilidad Hall magneto-shear podria afectar la evolucién de la inestabilidad de
Kelvin-Helmholtz, particularmente relevante en la interfaz entre jet y medio

circundante.

Palabras Claves:
Plasmas astrofisicos - Magnetohidrodinamica - Efecto Hall - Flujos cizallas -
Inestabilidades






Theoretical and numerical study of Hall-MHD
instabilities in shear flows

The present Thesis aims to contribute to the study of astrophysical plasmas
which are ubiquitous in the Universe in several configurations, dealing with
the development of micro instabilities in fully ionized plasmas. It specifically
adresses the role of the Hall effect in the dynamics of the micro-scale asso-
ciated to small parcels of fluids embedded in a macroscopic shear flow. For
this purpose, the framework of magnetohydrodynamics in the shearing-box
approximation is adopted, with additional terms related to the Hall currents.
Moreover, it studies the evolution of a new instability called Hall-MSI (Hall
Magneto-Shear Instability). To this end, an analitical model is developed
in order to describe the linear behavior of this instability. Furthermore, the
theoretical results are corroborated by numerical simulations. In addition,
the numerical approach allows to extend the evolution into the non-linear
regime. The comprehension of the physical processes involved in the micro-
scopic scales, which are responsible for the transport mechanisms, will hope-
fully contribute to develop macroscopic models to improve the knowledge of
many astrophysical phenomena. In this context, the results reported in this
Thesis may be important to enhance the understanding of the physics regard-
ing accretion processes and launching, collimation and sustain mechanisms
of astrophysical jets. On the one hand, the Hall effect certainly modifies the
magneto-rotational instability, which is the main candidate to explain the ori-
gin of the microscopic turbulence in accretion disks. On the other hand, the
Hall magneto-shear instability might affect the development of the Kelvin-
Helmholtz instability, which is relevant at the interface between the jet and

the surrounding environment.

Keywords:
Astrophysical plasmas - Magnetohydrodynamics - Hall effect - Shear flows -
Instabilities
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Introduccion

En el Universo estan presentes distintas clases de flujos astrofisicos que
conforman multiples y variadas configuraciones. En este sentido, el espacio
constituye un excelente laboratorio natural para estudiar la fisica de plasmas
y fluidos, complementando adecuadamente enfoques observacionales, numéri-

cos y teoricos.

En esta Tesis se combinan herramientas tedricas y numéricas con el ob-
jeto de estudiar el desarrollo de inestabilidades en la microescala asociada a
pequenas parcelas de plasma, inmersas en un flujo macroscopico tipo shear
bajo la accién de un campo magnético externo uniforme en presencia de co-
rrientes de Hall. La relevancia del presente trabajo reside en que la evolucion
de inestabilidades locales podria conducir a la gestacion de regimenes tur-
bulentos microscépicos que, en ultima instancia, siendo responsables de los

fenémenos de transporte, podrian condicionar la dindmica de la macroescala.

Los flujos astrofisicos involucran escalas espaciales muy grandes y, por
ende, se caracterizan habitualmente por poseer altos nimeros de Reynolds.
Dado que este nimero adimensional expresa el cociente entre los efectos de
conveccion y de disipacién, los flujos con elevado niimero de Reynolds indican
que el efecto dominante es el convectivo y que, en consecuencia, la dindmica
del fluido es fuertemente no lineal por lo cual, en general, los flujos astrofisicos
desarrollan turbulencia. Por lo tanto, la descripcién microscopica de flujos
astrofisicos, en relacion con los fenomenos de transporte, puede proporcionar
un modelo que permita explicar adecuadamente la dindmica asociada a las

escalas macroscopicas.

El sistema de ecuaciones que describe la dindmica de pequenas parcelas
de fluido sujetas al efecto shear, se denominan ecuaciones tipo shearing-bozx.
En particular, el marco tedrico adecuado para estudiar flujos astrofisicos en

presencia de campos magnéticos, es la teorfa magnetohidrodinamica (MHD).



Especificamente, si se considera que el efecto Hall es relevante se denomi-
na Hall-MHD. En este contexto, es posible realizar simulaciones locales tipo
shearing-bor (Hawley, Gammie, & Balbus, 1995; Brandenburg et al., 1995;
Umurhan & Regev, 2004; Lesur & Longaretti, 2005) y estudiar la dindmi-
ca que gobierna las escalas microscopicas. En efecto, la aproximaciéon tipo
shearing-bor permite estudiar la dinamica asociada a una region localizada,
inmersa en un flujo de gran escala, que presenta fuertes gradientes en el cam-
po de velocidades. Esta descripcion, entonces, resulta adecuada para modelar
la dinamica de las escalas microscépicas. En este sentido, las simulaciones lo-
cales tipo shearing-boxr son mas apropiadas que las simulaciones globales para
abordar los procesos de la microescala, dado que permiten alcanzar mayor
resolucién espacial (Regev & Umurhan, 2008; Bodo et al., 2008; Johansen,
Youdin, & Klahr, 2009; Sorathia, Reynolds & Armitage, 2010).

A escalas microscépicas, el efecto Hall puede no ser despreciable en plas-
mas en los cuales la densidad de particulas cargadas resulte suficientemente
baja, ya sea en plasmas calientes y tenues o en plasmas frios con baja frac-
cién de ionizacién (Huba, 1995; Balbus & Terquem, 2001; Mininni, Gémez &
Mahajan, 2002; Mahajan, Mininni & Gdémez, 2005; Pandey & Wardle, 2008).
Por otra parte, el efecto de un flujo macroscépico sobre la dinamica de la mi-
croescala puede ser modelado a través de un flujo tipo shear. Por tal motivo,
resulta relevante el analisis de estabilidad en flujos bajo la influencia conjunta
del efecto Hall y del shear. Mediante herramientas tedricas y numéricas, se
estudia el desarrollo de inestabilidades y su posterior evolucion en el régimen
lineal para flujos tipo shear en presencia de las corrientes de Hall. Como
principal resultado, se encuentra una nueva inestabilidad a la cual se nombra
Hall magneto-shear instability (Hall-MSI).

En concreto, esta Tesis estudia las caracteristicas fisicas de inestabili-
dades correspondientes a la dindmica microscopica de pequenias porciones
de plasma sometidas a la accion de gradientes intensos asociados al campo
de velocidades de un flujo macroscépico y al efecto Hall. A tal fin, se de-
ducen las ecuaciones dinamicas Hall-MHD en la aproximacién shearing-box
y se llevan a cabo simulaciones numéricas que permiten contrastar el mode-
lo tedrico desarrollado para la etapa lineal. Se exploran distintos regimenes
fisicos y se analizan distintas caracteristicas de los diferentes estados del sis-

tema, en términos de los parametros fisicos relevantes. Este andlisis podria
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contribuir a ponderar y cuantificar las magnitudes efectivas correspondien-
tes a los fenémenos de transporte. En cualquier caso, el estudio sobre los
procesos fisicos microscépicos que controlan los fenémenos de transporte, es
esencial para construir modelos macroscépicos que permitan explicar el de-
sarrollo de turbulencia en distintos sistemas astrofisicos. En particular, el
analisis realizado en esta Tesis podria resultar relevante en los procesos aso-
ciados al fenémeno de acrecion y a los mecanismos de eyeccion, colimacién y
sustentacion de los denominados jets.

La estructura de la Tesis esta organizada de la siguiente manera. En el
Capitulo 1, se describe brevemente las nociones elementales referentes a la
fisica del plasma. En el Capitulo 2, se introducen las ecuaciones de la teoria
magnetohidrodindmica (MHD); posteriormente, se obtienen las ecuaciones
Hall-MHD y se senialan los conceptos bésicos involucrados. En el Capitu-
lo 3, se mencionan las principales caracteristicas de los flujos tipo shear y
se deducen las ecuaciones Hall-MHD en la aproximacion shearing-bor que
constituyen el marco tedrico y conceptual del trabajo presentado en esta
Tesis. Puntualmente, se considera un plasma completamente ionizado per-
meado por un campo magnético externo en direccién axial. En los Capitulos
siguientes se presenta el analisis de estabilidad efectuado para distintas con-
figuraciones y sus potenciales aplicaciones en sistemas astrofisicos. En los
Capitulos 4 y 5, se calcula la relacién de dispersion en configuraciones 1D
para flujos no rotantes y para flujos con rotaciéon diferencial, respectivamen-
te, y se contrastan los resultados tedricos mediante simulaciones numéricas.
En ambos casos, se aborda cualitativamente el estudio del régimen no lineal
desde un enfoque esencialmente numérico. En el Capitulo 6, se analiza la es-
tabilidad de los modos normales de propagacion en configuraciones 2D y se
compara las predicciones del modelo tedrico con los resultados numéricos. En
el Capitulo 7, se estudia la estabilidad en configuraciones 3D con geometrias
tales que permiten el desarrollo simultdneo de la inestabilidad macroscopica
Kelvin-Helmholtz y la micro inestabilidad Hall magneto-shear. Finalmente,
en el Capitulo 8 se exponen las conclusiones de la Tesis enfatizando, espe-
cialmente, la potencial relevancia de la inestabilidad Hall magneto-shear en

sistemas astrofisicos tales como discos de acrecion y jets.






Capitulo 1

Dinamica de fluidos cargados

1.1. Flujos astrofisicos

Desde sus origenes y hasta mediados del siglo XX, la astronomia sélamente
realizaba observaciones en el rango del visible. Esta estrecha franja del es-
pectro electromagnético, se corresponde con espectros de cuerpo negro cuyas
temperaturas se encuentran entre 4000K y 10000K que, aproximadamente,
coincide con el rango de temperaturas superficiales de las estrellas perte-
necientes a la secuencia principal del diagrama HR.! A mediados del siglo
XX surge la astronomia de ondas de radio y desde entonces la observacion
astronémica comenzé a encontrar distintas ventanas a lo largo de todo el
espectro electromagnético. En la actualidad, la mayoria de los fenémenos
astrofisicos se estudian mediante observaciones en todas las frecuencias (as-
tronomia de multifrecuencia). Asimismo, el comienzo de la era espacial re-
sulté crucial en el avance acelerado de la astronomia, empleando naves es-
paciales ya sea para enviar instrumentacion fuera de la atmésfera terrestre
para efectuar observaciones o también para realizar mediciones in situ. Par-
alelamente, el progreso en el conocimiento de los fenémenos astrofisicos se
incrementé sustancialmente debido al desarrollo sostenido de las simulacio-
nes numéricas en las tltimas décadas.

Muchos de los sistemas astrofisicos que se observan en el Universo pueden

ser modelados mediante flujos de particulas neutras o cargadas. Por otra

'El diagrama de Hertzsprung-Russell permite clasificar a las estrellas a partir de su
temperatura y luminosidad (cantidad de energia radiada por unidad de tiempo). La evolu-
cién de cada tipo de estrella (dada su masa inicial) se representa como una trayectoria en
este diagrama.
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parte, los campos magnéticos desempenan un rol esencial en objetos tales
como planetas, estrellas, medio interestelar, galaxias, cimulos de galaxias,
pulsares, discos de acrecion, jets, explosiones de supernovas, erupciones de
rayos gamma (gamma ray burst), rayos cosmicos, entre otros. No obstante, el
origen, la morfologia y la intensidad de los campos magnéticos asociados a ca-
da uno de estos sistemas pueden ser muy distintos entre si. Resulta entonces
indispensable utilizar las herramientas tedricas provistas por la fisica de flui-
dos tanto neutros como cargados para estudiar la enorme diversidad de flujos
astrofisicos observados en el Universo. Cabe aclarar, sin embargo, que exis-
ten sistemas astrofisicos en los cuales resulta necesario incluir otros efectos no
contemplados por la dindmica de fluidos (neutros o cargados). Por ejemplo,
cuando se considera la interaccién entre fluido y radiacion hay que tener en
cuenta los procesos asociados a la presion de radiacién y su influencia sobre
el movimiento del fluido. Igualmente, existen sistemas en los cuales hay que
considerar las correciones que tanto la relatividad especial como la relativi-
dad general incorporan a las ecuaciones basicas. Por un lado, la relatividad
especial resulta relevante en sistemas en los cuales las particulas se mueven a
velocidades préximas a la velocidad de la luz (es decir, sistemas que presentan
temperaturas muy elevadas). Por el otro, los efectos de la relatividad general
no pueden despreciarse si el fluido se encuentra en un campo gravitatorio
intenso (es decir, cuando la energia potencial gravitatoria es comparable a la
energia en reposo). En particular, el trabajo realizado en la presente Tesis se

desarrolla en el contexto de los fluidos cargados no relativistas.

1.2. Plasmas

La materia ordinaria? cambia de estado de agregacién en la medida en
que la temperatura del sistema aumenta, transformandose de estado sélido
a estado liquido y, posteriormente, a estado gaseoso. Si la temperatura del
sistema sigue aumentando atin mas, el gas se ioniza y el sistema pasa a estar
en estado de plasma, razon por la cual también se denomina cuarto esta-

do de la materia. De modo que, mediante procesos de ionizacion, es posible

2Los modelos cosmolégicos actuales contemplan que el Universo estd compuesto
por energia oscura (~ 71,4%), materia oscura (~ 24%) y materia ordinaria o
hadrénica (~ 4,6 %), segin los valores establecidos por NASA/WMAP Science Team
http://map.gsfc.nasa.gov/.
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romper las estructuras atémicas y moléculares que constituyen la materia,
generandose un gas formado por iones y electrones libres y, eventualmente,
con algin excedente de particulas neutras. Para producir este tipo de rup-
tura y alcanzar este estado de la materia se requiere temperaturas relativa-
mente moderadas (7' 2 10*K) las cuales se alcanzan en una gran variedad de
fenémenos astrofisicos.® En el plancta Tierra, la materia se encuentra princi-
palmente en tres estados: sélido, liquido y gaseoso. En el Universo, en cambio,
se estima que practicamente toda la materia ordinaria se encuentra en estado
de plasma. La mayoria de los objetos astrofisicos (estrellas, medio interpla-
netario, medio interestelar, medio intergalactico, magnetosferas planetarias,
remanentes de supernovas, etc.) estdn conformados por material ionizado y
por lo tanto la dinamica de los plasmas resulta relevante en, virtualmente,

cualquier escenario astrofisico.

1.2.1. Condicion de cuasi-neutralidad

En un plasma no relativista, las densidades de electrones y de iones,
pueden ser consideradas aproximadamente iguales (neutralidad de carga),
dado que si hubiese un pequeno desbalance en la carga, los campos eléctricos
generados por ese desbalance producirian una redistribucién de las particulas
restaurando rapidamente la condicién de cuasi-neutralidad.? De todas formas,
el plasma esta sujeto a pequenas y constantes perturbaciones que atentan
contra la condiciéon de neutralidad, generandose oscilaciones del plasma aso-
ciadas a cada una de las especies que lo componen. Dadas las densidades n. ;
y las masas m.; de electrones e iones, se considera una pequena region en la
cual hay un exceso de electrones (n; = n y n. = n+ n'(x,t) con n’ < n).
Asumiendo, por simplicidad, que hay igual cantidad de iones y electrones (es
decir, que el niimero atémico es Z = 1) y teniendo en cuenta que m, < m;, se
obtiene mediante la ecuaciéon de Navier-Stokes y la ecuacién de continuidad

de la carga para los electrones, una ecuacion de onda para la densidad en

3La energia de ionizacién del hidrégeno 13,6eV corresponde a temperaturas del orden
de 10*K.

4Sea un plasma de densidad de particulas n, en el que surge un desbalance del 1% en
una regién de volumen V' y radio r. Los electrones (carga eléctrica e y masa m,) sobre el
limite de esa regién experimentan un campo eléctrico E tal que adquieren una aceleraciéon
v = e|E|/m. = Vne?/100m.r? ~ 107cm s~2. Para una densidad n ~ 101%m=2 confinada
en un volumen de radio r = lcm, el desbalance de cargas es neutralizado en un tiempo del
orden de 10~ 7s.
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exceso n' a partir de la cual se define la frecuencia de oscilacién del plas-
ma, como consecuencia del movimiento restitutivo de las cargas hacia sus

respectivas posiciones de equilibrio,’

(1.1)

Si la frecuencia del plasma es tal que w, > w, se dice que el plasma es opaco
a la radiacién electromagnética de frecuencia w, dado que las variaciones del
plasma son mas rapidas que las variaciones de los campos electromagnéticos
externos. Por lo tanto, la radiaciéon no puede penetrar el plasma y es comple-

tamente reflejada.

A su vez, la frecuencia de plasma, naturalmente, tiene asociada una escala

! (siendo v, = w,/27) de oscilacién de las cargas y, por ende,

temporal v,
una longitud caracteristica. El campo eléctrico generado por el desbalance
de cargas tiene un rango de aplicacién del orden de esta longitud, producto
del denominado efecto de apantallamiento debido al flujo de electrones. Esta
longitud caracteristica de apantallamiento del campo eléctrico se conoce como

longitud de Debye

Ure
Ap = 1.2
D Wpe ) ( )

donde vy, ~ (kpT,/m.)"/? es la velocidad térmica electrénica, siendo kg =
1,38 x 10~ %erg K= la constante de Boltzmann y 7, la temperatura del flujo
asociado a los electrones. Esta longitud representa la escala por debajo de
la cual se pueden producir desviaciones en la condicién de neutralidad, es-
pecificando, ademds, el rango efectivo para las interacciones coulombianas en
el plasma. En consecuencia, en el seno de un plasma, el potencial coulom-
biano se modifica mediante un factor e "/*? en la vecindad de cada una
de las particulas cargadas. Asi, el efecto de una carga es apantallado mas
alla de la longitud de Debye. En otras palabras, si bien el campo eléctri-
co de una particula cargada se extiende hacia el infinito, la influencia de la
particula cargada inmersa en un plasma, efectivamente, sélo alcanza un vo-
lumen delimitado por la longitud de Debye (esfera de Debye), de manera que

una particula cargada en el interior de un plasma sélamente interactiia con

5Incluso en plasmas que no estdn sometidos a pequeflas perturbaciones externas, las
cargas presentan fluctuaciones debido al movimiento térmico de los electrones.
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particulas que estan adentro de la esfera de Debye.

En sintesis, la aproximacion de cuasi-neutralidad establece que un plasma
puede considerase neutro cuando las distancias involucradas son mayores que
Ap, dado que se apantalla el campo de Coulomb correspondiente a cualquier
particula cuyo tiempo caracteristico de interaccién sea mayor que v, 1 tiem-
po que tarda el plasma en reaccionar frente a perturbaciones en el balance
de cargas. Por el contrario, el balance de cargas puede no ser vélido para dis-
tancias menores a la longitud de Debye o frecuencias mayores a la frecuencia

de plasma (es decir, distancias y tiempos muy pequenos).

1.2.2. Colisiones entre particulas cargadas

La diferencia entre un gas atémico o molecular y un plasma radica, princi-
palmente, en que éste tltimo esta constituido por gases de particulas eléctri-
camente cargadas: electrones libres, diferentes clases de iones y particulas
neutras. Por lo tanto, existen dos diferencias fundamentales con respecto a
los gases atémicos o moleculares. En primer lugar, la interacciéon coulom-
biana entre particulas cargadas decrece lentamente con la distancia, de ma-
nera que cada particula interactiia con muchas otras en un mismo instante.
Esta situacion, justamente, complica la descripcion de las colisiones entre
particulas con respecto a los gases atomicos o moleculares en los cuales pre-
dominan las interacciones de corto alcance. En segundo lugar, las masas de
las distintas especies pueden ser muy diferentes y, por ende, en las colisiones
entre particulas de distinta masa se transfiere sélo una porcién (del orden del
cociente de las masas) de la energia cinética. Esto, a su vez, posibilita que
las distintas especies de un plasma posean diferentes temperaturas a escalas
temporales apreciables. Si ademas las particulas cargadas estan inmersas en
un campo magnético externo, surgen dificultades adicionales.

De manera que las particulas en un plasma estan sujetas a los campos
electrostaticos de las particulas restantes e incluso pueden estar sometidas a
la influencia de campos magnéticos externos.® Por consiguiente, entre coli-
siones, las particulas cargadas interactian con otras particulas en todo mo-
mento y, por lo tanto, las trayectorias que describen pueden ser muy com-

plejas mientras que las particulas neutras se mueven en lineas rectas. Por

5Debido al apantallamiento de Debye, el interior de un plasma esta usualmente prote-
gido de la influencia de campos eléctricos externos.

9
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otra parte, aunque la aceleracién de particulas cargadas produce radiacion
electromagnética a expensas de la energia cinética de las particulas que co-
lisionan mediante la interaccién coulombiana, es posible considerar que las
colisiones entre particulas son colisiones elasticas y, por ende, que la energia
se conserva, dado que la pérdida de energia por radiacion es despreciable en

cada colisién.”

Las colisiones en un plasma pueden ser de dos clases: colisiones entre
particulas cargadas y colisiones entre particulas cargadas y neutras. Teniendo
en cuenta que el grado de ionizacién, para un gas en equilibrio termodindmico
a una dada presién y temperatura, esta determinado por los procesos atomi-
cos y puede ser obtenido a partir de la ecuacién de ionizacién de Saha,® la
primera clase de colisiones son predominantes en plasmas con grado de ion-
izacion alto mientras que la segunda clase corresponde a plasmas débilmente

ionizados.

Analizando las colisiones coulombianas entre dos particulas tanto para
colisiones cercanas como lejanas (factor de impacto pequeno o grande, res-
pectivamente), se puede concluir que el efecto de la suma de muchas colisiones
distantes débiles en un plasma resulta més importante que el efecto de al-
gunas pocas colisiones aledanas. Si el plasma estd débilmente ionizado, las
particulas cargadas colisionan con mayor frecuencia con las particulas neutras
que con otras particulas cargadas. Estas colisiones se producen cuando ambas
clases de particulas se encuentran muy proximas entre si, y en consecuencia,
como resultado de la colisién, se produce una fuerte deflexion. Si el plasma
estd fuertemente ionizado, las colisiones debido a la fuerza de Coulomb son
predominantes. En este caso, la mayoria de las particulas interactian estando
alejadas unas de otras y, por lo tanto, las desviaciones en las trayectorias son
poco apreciables. Por eso se requiere una sucesién de interacciones para que se
produzca un cambio perceptible en la trayectoria de las particulas cargadas.

Asimismo, los efectos colisionales de las particulas estan directamente
relacionados con los fenémenos de transporte. Por un lado, las interacciones
débiles de largo alcance se incorporan mediante campos eléctricos y magnéticos

promedio. Propiedades tales como la conductividad térmica y la conductivi-

"Para una particula con velocidad v, el cociente entre las pérdidas de energia debido a
la radiacién y a la colisién es Praq/Peot ~ 1/137(v/c)? < 1, siendo c la velocidad de la luz.

8La ecuacién de Saha describe el grado de ionizacién de un plasma como funcién de la
temperatura, la densidad y las energias de ionizacién asociadas.

10
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dad eléctrica corresponden a fenémenos que suceden a escalas temporales
mas rapidas que el tiempo caracteristico entre colisiones. Por el otro, las
interacciones fuertes de corto alcance debido a las interacciones binarias se
contemplan via un término extra (términos de colisiones) en los correspon-
dientes sistemas de ecuaciones. Para estimar los coeficientes de transporte,
basta calcular, a primer orden, los apartamientos del equilibrio termodinami-

CO.

1.2.3. Diferentes clases de plasmas

A partir de la densidad de particulas y la temperatura pueden conside-
rarse diferentes clases de plasmas, pudiendo diferir ambas magnitudes entre
las distintas clases, incluso varios érdenes de magnitud. En la Figura 1.1 se
esquematiza las regiones en la que se encuentran los plasmas segin su den-
sidad y su temperatura. Se muestran ejemplos tanto de plasmas astrofisicos

como de plasmas de laboratorio.

Una medida de la energia potencial de las interacciones con respecto
a la energia cinética puede determinarse definiendo la siguiente cantidad
g = (n\3)7! que, a su vez, representa la inversa del ntimero de particulas
adentro de la esfera de Debye, es decir, la inversa del niimero de particulas
que actian simultdneamente. Si (nA})~! < 1 (para plasmas de bajas den-
sidades), muchas particulas interactian entre si pero la interaccién es débil,
mientras que si (nA%)™! > 1 (para plasmas de altas densidades), pocas
particulas interactian colectivamente aunque la interaccién entre particulas
es fuerte. La condicién g < 1 constituye el limite a partir del cual el sistema
deja de ser considerado como un plasma. Por otra parte, si los efectos colec-
tivos de las particulas del plasma no tienen relevancia, entonces el sistema
puede tratarse como diferentes gases independientes para cada una de las

especies.

En el Apéndice “Algunos parametros de la fisica del plasma” se presentan
los parametros més relevantes en el contexto de plasmas astrofisicos utilizados

y/o mencionados a lo largo de la Tesis.

11
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Figura 1.1: A partir de la densidad de particulas n, la temperatura T" y la frecuencia
de plasma wj, (proporcional a n1/2) quedan determinadas distintas clases de plasmas
(9 = (nAp)~'). Figura extraida de Choudhuri (1998).

1.3. Distintos niveles de descripcién

Los sistemas de particulas neutras o cargadas pueden ser descriptos segin
distintos modelos tedricos, apropiados para distintos niveles de descripcién,
dependiendo de las caracteristicas de cada sistema y la clase de fenémenos

involucrados.

A nivel fundamental (nivel 0), todas las particulas microscépicas obede-
cen las leyes de la mecénica cuantica. La descripcién del sistema esta dada
por la funcién de onda y su evolucién temporal se rige por la ecuacién de
Schrodinger.

En el nivel de descripcién siguiente (nivel 1), el sistema puede ser mode-
lado como un conjunto de N particulas clasicas siempre y cuando el tamano
de los paquetes de onda de las particulas individuales (longitud de onda de

De Broglie) sea mucho menor que la distancia tipica entre particulas. Por lo

12
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tanto, los paquetes de onda estan separados entre si y, en consecuencia, la
interferencia cudntica no resulta relevante (teorema de Ehrenfest).” En este
nivel de descripcion, un sistema de N particulas clasicas esta descripto por el
conjunto total de coordenadas y velocidades (x, ..., Xy, Uy, ..., uy) y la evolu-
cién temporal estd dada por las leyes de Newton. Si, ademds, las particulas
estan cargadas se requieren las leyes del electromagnetismo para describir su
dindmica en presencia de campos eléctricos y magnéticos.

Para N suficientemente grande (nivel 2) es necesario introducir el con-
cepto de funcién de distribucién f(x,u,t) que proporciona la densidad de
particulas en el espacio de seis dimensiones dado por (x,u) a un tiempo t.
De esta manera, para describir un sistema de N particulas en este espacio
se requieren N puntos. La evolucion temporal de la funcién de distribuciéon
estd determinada por la ecuaciéon de Boltzmann para el caso de particulas
neutras y por la ecuacién de Vlasov para particulas cargadas.!” En este es-
pacio, la funciéon de distribucién puede introducirse si el cociente entre el
nimero de puntos en un pequeno volumen del espacio 6-dimensional (x,u)
y el tamano de ese pequeno volumen tiende a cero, de tal modo que el volu-
men sea lo suficientemente grande para albergar una cantidad significativa de
puntos pero lo suficientemente chico en comparacién con la extensién total
del espacio (x,u). Debido a la naturaleza de las interacciones involucradas,
el tratamiento de los sistemas en los cuales las interacciones entre particulas
no son despreciables introduce modificaciones distintas segin el conjunto de
particulas sea neutro o cargado, siendo mas complejas en el ultimo caso en
donde las interacciones son de largo alcance. Este nivel de descripcion corres-
ponde al campo de la teoria cinética en donde se emplean métodos asociados
a la mecénica estadistica.

En el tltimo nivel de descripcién (nivel 3), el sistema es modelado como
un medio continuo (los observables macroscépicos estan determinados por los

momentos sucesivos de la funcién de distribucién). De manera que el estado

9Existen conjuntos de particulas que son inherentemente cuanticas y que no pueden ser
sometidas a una descripcién clésica, tal es el caso, por ejemplo, del material que constituye
el interior de las enanas blancas.

0En la teorfa de Vlasov, los campos microscépicos producidos por las particulas del
plasma son reemplazados por campos promedios para un dado punto espacial y la funcién
de distribucién es calculada en forma auto-consistente con dichos campos. En esta teoria, el
plasma es tratado como un fluido en el espacio de las fases (x, u) describiéndolo en términos
de la funcién de distribucion. La ecuacion de Vlasov resulta adecuada para sistemas en los
cuales las escalas temporales son mucho menores que el tiempo entre colisiones.

13
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Neutral fluids

Level Description of state Dynamical equations
0: N quantum particles (X1, XN) Schriddinger’s eqn.
1: N classical particles (%1,..., X5, 0q,..., ) MNewton's laws

2: Distribution function flx,u,t) Boltzmann eqgn.
3: Continuum model p(x), T (x), v(x) Hydrodynamic eqns.

Plasmas (Levels 0 and 1 same as above)

Level Description of state ~ Dynamical equations
2: Distribution function flx,un,t) Vlasov egn,
21 Two-fluid model

3: One-fluid model p(x), T(x), v(x), B{x) MHD eqns.

Figura 1.2: Los fluidos (neutros o cargados) presentan distintos niveles de descrip-
cién seglin sean las aproximaciones consideradas en cada caso. Figura adaptada de
Choudhuri (1998).

de un elemento de fluido queda descripto por su velocidad y por dos variables
termodinamicas con tal que la aproximaciéon de equilibrio termodinamico
local sea valida. De modo que el estado de todo el flujo esta determinado
por tres magnitudes macroscépicas promedio, en cada punto del fluido y
en cada instante de tiempo: la velocidad v y, por ejemplo, la densidad p
y la temperatura 7. La evoluciéon temporal de estos observables esta dada
por el conjunto de ecuaciones de la teoria hidrodinamica. Para los fluidos
cargados se requiere, ademas, una variable adicional, el campo mangnético B,
dado que los plasmas son permeables a los efectos de los campos magnéticos.
Asi, la evolucion temporal esta determinada por las ecuaciones de la teoria
magnetohidrodinamica.

No obstante, existen situaciones en las que los campos eléctricos no pueden
ser ignorados (a pesar de que el campo eléctrico no es una variable dindmi-
ca extra). En este caso resulta necesario un nivel intermedio de descripcién
(nivel 2%) en el cual el plasma es considerado como la mezcla de dos fluidos
con cargas opuestas (two-fluid approzimation'). A modo de resumen, en la
Figura 1.2 se esquematiza esta jerarquia de niveles de descripcién a partir de

los cuales se puede abordar el estudio de una coleccién de particulas neutras

En contraposicién con la aproximacién magnetohidrodindmica, también denominada
aproximacién de un fluido (one-fluid approzimation) debido a que el sistema de particulas
sigue una dindmica colectiva cuando la inercia electrénica es considerada despreciable.

14
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o cargadas.

1.3.1. Equilibrio termodinamico local

En el sistema de referencia solidario al movimiento del fluido es posible
definir, localmente, una velocidad media que caracteriza el movimiento de
las particulas cuya funcién distribucion resulta ser de Maxwell-Boltzmann lo
cual, a su vez, permite asociar una determinada temperatura. En consecuen-
cia, un sistema de particulas puede ser tratado como un medio continuo si
la frecuencia de colisiones es tal que la funcién de distribuciéon se mantiene
localmente préoxima a la distribucion maxwelliana. Esto es, el sistema pre-
senta regiones que localmente se encuentran en equilibrio térmico, a pesar de
que distintas partes del sistema no estén en equilibrio termodinamico unas
con otras. Cuanto menor sea el camino libre medio respecto a las longitudes
caracteristicas del sistema, més adecuada sera la aproximacién de equilibrio
térmico local y, consecuentemente, la descripcion de medio continuo. Efectiva-
mente, a pesar de que las particulas cargadas interactiian mediante fuerzas de
largo alcance, existen regiones del plasma que, localmente, estan en equilibrio
termodinamico. El campo eléctrico es apantallado en el volumen encerrado
por la esfera de Debye, garantizando la existencia de porciones de plasma

estadisticamente neutras, permitiendo la aproximacion de medio continuo.

1.3.2. Aproximacién de medio continuo

Tanto la fisica de los fluidos como la fisica de los plasmas describen el com-
portamiento de un conjunto de particulas neutras y cargadas, respectivamen-
te. Ambas teorias presentan aspectos microscopicos y macroscopicos, en tanto
modelan particulas o un medio continuo. Las particulas en un fluido neutro
solo interaccionan mediante choques, mientras que las particulas cargadas en
un plasma interactiian a través de las interacciones electromagnéticas de largo
alcance. Esta diferencia en la naturaleza de las interacciones produce que las
descripciones microscopicas sean sutilmente diferentes. Asimismo, se espera
que las dindmicas asociadas a la pequena y a la gran escala sean distintas
dado que en cierto nivel de descripcion un fluido o un plasma es considerado
un conjunto de particulas, y en otro nivel como un medio continuo. Ambos

enfoques describen el comportamiento de un gas neutro o un gas ionizado, en
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tanto se caracteriza como un conjunto de particulas que se mueven en forma
independiente o un conjunto de particulas que actian en forma colectiva.
Para un sistema cuyas longitudes caracteristicas son varias veces la distan-
cia que recorre una particula entre colisiones, es posible definir un elemento
de volumen cuya longitud sea mucho mayor que el camino libre medio'? pero
mucho menor que la longitud caracteristica del problema. De este modo, el
elemento de volumen esta compuesto por un niimero estadisticamente grande
de particulas que se mueven aleatoriamente. A partir de los efectos colision-
ales (via promedios estadisticos) se pueden obtener cantidades macroscépicas
que describen la accién conjunta de las particulas que integran dicho elemen-
to de volumen. Mientras que el nivel de descripcion de particulas individuales
ignora los efectos colectivos, la aproximacion de medio continuo, describe la
dindmica macroscépica de un fluido (neutro o cargado), promediando las fluc-
tuaciones microscopicas. Asi, el sistema de particulas puede ser aproximado
como un medio continuo, definido por magnitudes macroscépicas, funciones
de la posicion y del tiempo: aproximacion hidrodindmica para flujos neutros

o aproximacién magnetohidrodindmica para flujos cargados.!?

12En un plasma, el camino libre medio entre colisiones coulombianas es mucho mayor
que la longitud de Debye. En particular, la descripcion fluidistica de un plasma requiere,
ademads, escalas espaciales y temporales mucho mayores que, respectivamente, el radio de
ciclotrén (radio de Larmor) y la inversa de la frecuencia ciclotrén (las definiciones de estas
magnitudes se pueden ver en el Apéndice). De manera que la separacién entre cargas puede
despreciarse, y el plasma puede considerarse como un conjunto de particulas que actian
colectivamente.

13Si las longitudes del problema son comparables al camino libre medio la aproximacién
de medio continuo deja de ser valida siendo entonces la teoria cinética el enfoque apropiado
para estudiar las propiedades del sistema.
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Descripcion teodrica

2.1. Ecuaciones Basicas

Los plasmas interactiian significativamente con campos magnéticos y eléc-
tricos dado que son flujos compuestos por particulas cargadas tales como iones
y electrones libres. Bajo ciertas condiciones, el plasma puede ser considerado
como un medio continuo, es decir, como un fluido. Las particulas cargadas en
un plasma dan lugar a campos eléctricos y el flujo de estas particulas genera
corrientes eléctricas que, a su vez, generan campos magnéticos. Consecuente-
mente, el movimiento del flujo de particulas es afectado por la presencia de
campos tanto externos como auto-consistentes.! De esta manera, se desa-
rrolla una dinamica compleja como consecuencia del acoplamiento entre el
campo de velocidades y el campo magnético. La teoria magnetohidrodinami-
ca (MHD) describe el comportamiento macroscépico del plasma a partir de
un conjunto de ecuaciones que gobiernan la evolucion e interaccién entre es-
tos campos y resulta adecuada para describir la dindmica macroscopica del
plasma. La aproximacién MHD parte de la hipodtesis de que el plasma es
un medio continuo no relativista en equilibrio termodinamico local. Por lo
tanto, las ecuaciones MHD pueden ser deducidas a partir de las leyes del

electromagnetismo y de la mecénica de fluidos.?

Los campos generados por las corrientes y las cargas en el plasma, se denominan
campos auto-consistentes.

2Las ecuaciones MHD también pueden ser obtenidas desde un punto de vista microscépi-
co (al igual que las ecuaciones de la teorfa hidrodindmica), mediantes los momentos que
se definen a partir de promedios en las ecuaciones de la teoria cinética.
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2.1

2.1.1. Ecuaciones de Maxwell

En el sistema de unidades cgs, las ecuaciones de Maxwell son®:

V-E = 4mp., (2.1)
VB =0, (2.2)
10B

10E 4

La ecuacién (2.1) o Ley de Gauss indica que las cargas eléctricas (con p.
la densidad de carga) son fuentes o sumideros del campo eléctrico E. La
ecuacién (2.2) muestra que las lineas del campo magnético B, son cerradas y,
por lo tanto, no existe el concepto de carga magnética (ausencia de monopo-
los magnéticos). La ecuacién (2.3) corresponde a la Ley de Faraday segun la
cual la distribucién espacial de E condiciona las variaciones temporales de B
(siendo ¢ la velocidad de la luz en el vacio). La ecuacién (2.4) o Ley de Ampere
determina la evolucién temporal del campo eléctrico a partir de la distribu-
cién espacial de la densidad de corriente eléctrica J y el campo magnético
B. En la presente Tesis, se estudian sistemas en los cuales las velocidades
involucradas son no relativistas, por tanto, la corriente de desplazamiento
(OE/0t) se asume despreciable.

2.1.2. Hidrodinamica

La dindmica de un fluido neutro queda completamente definida a partir
del sistema de ecuaciones hidrodinamicas que expresan la conservacion del
momento lineal, de la masa y de la energia.

La ecuacién de movimiento de un fluido es la conocida ecuacién de Navier-
Stokes que, en un sistema de referencia inercial, se escribe como

ou VP

f
E%—u‘Vu:—T—i—;le/Vzu, (2.5)

donde u es el campo de velocidades, P es la presién (supuesta isétropa), p es

3En electrodindmica, las ecuaciones de Maxwell distinguen cuatro campos: E, B, D y
H. Esta distincién no resulta 1til en el estudio de plasmas dado que, usualmente, no se
considera la diferencia entre conductores y medio, en tanto no se presenta la diferencia
entre cargas y corrientes en un conductor y cargas y corrientes inducidas en el medio.
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la densidad de masa, f es la fuerza total por unidad de volumen aplicada en el
interior del elemento de volumen y v es el coeficiente de viscosidad cinematica
(v = pu/p con p la denominada viscosidad dindmica). La ecuacién de Navier-
Stokes expresa las variaciones de la cantidad de movimiento debido a las
fuerzas que actuan sobre un elemento de fluido, ya sean fuerzas por unidad
de volumen o esfuerzos tangenciales (fuerzas de contacto entre elementos de
fluido vecinos), representadas por los términos del miembro derecho de la
ecuacion de movimiento. Mientras que el miembro izquierdo asociado a la
derivada convectiva (0, +u- V) expresa los cambios de la velocidad siguiendo
al elemento de fluido, de tal modo que el término u - Vu da cuenta de la
conveccién del momento a través del gradiente de velocidades.

La ecuacién de conservacion de la masa estd dada por la denominada

ecuacién de continuidad®

%+V~(up):0. (2.6)
Esta ecuacion indica que las variaciones temporales de la densidad de masa
de un elemento de fluido se deben a divergencias no nulas del campo de
velocidades (deformaciones del elemento de fluido).

La ecuacion de la conservacién de la energia considera la energia de un
elemento de fluido como la suma de la energfa cinética pv?/2 y de la energia
térmica pe (siendo € la energia interna por unidad de masa) la cual depende
de la temperatura del flujo y esta asociada a la energia de cada grado de
libertad de cada particula kg7 /2 (con kg la constante de Boltzmann), segiin
el teorema de equiparticién. Asimismo, esta ecuacién debe tener en cuenta la
tasa de energia radiada que gana o pierde el sistema por absorciéon o emision,
respectivamente, y el flujo de calor que mide la tasa de transporte de energia
térmica debido a movimientos aleatorios de las particulas. No obstante, bajo
ciertas condiciones, la ecuacion para la energia puede ser reemplazada por
la ecuacion de estado que, usualmente, relaciona las variables termodinami-
cas (densidad, temperatura y presién), en tanto sélo dos variables son inde-
pendientes. Asumiendo que no hay emision ni conduccién térmica entre los

elementos de fluidos y el medio que los rodea, se puede considerar que las

“La derivada lagrangiana (derivada total) expresa la variacién temporal siguiendo al
elemento de fluido que se mueve con velocidad u mientras que la derivada euleriana (0;)
corresponde a la diferenciacién con respecto al tiempo en un punto fijo del espacio.

5 Anslogamente, la densidad de carga eléctrica satisface una ecuacién equivalente.
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variables termodinamicas se relacionan mediante la ecuacién de estado de
un gas ideal.® Si, ademds, la presién es tal que es funcién sélo de la densi-
dad P(p), el fluido se denomina barotrépico. En particular, el flujo se dice

politrépico si satisface la siguiente condicién

% = const , (2.7)
donde n, es el indice politrépico. Esta relaciéon describe distintos procesos
posibles segtin el valor del indice n,. Por ejemplo, para flujos isotérmicos, se
tiene que n, = 1 mientras que para flujos adiabaticos n, = v (siendo 7 el
indice adiabatico: cociente de los calores especificos a presion y a volumen
constantes). El fluido sera adiabético o isotérmico dependiendo de c6mo sean
los procesos radiativos de enfriamiento y calentamiento del gas. En el limite
n, — 00, el flujo se considera incompresible en tanto que las fluctuaciones de
presion no conducen a cambios en la densidad.

El conjunto de las ecuaciones bésicas de la teoria hidrodinamica descrip-
to, se deduce asumiendo despreciables (i) la variacion espacial del coeficiente
de viscosidad y la produccién de calor debido al amortiguamiento viscoso de
los movimientos de las particulas y (ii) el término de viscosidad asociado a
la divergencia del campo velocidad (hipétesis apropiada para flujos aproxi-

madamente incompresibles).

2.2. Magnetohidrodinamica (MHD)

La ecuaciones MHD describen la compleja interaccién entre las particu-
las cargadas de un plasma y los campos electromagnéticos tanto externos
como auto-consistentes (generados por las propias particulas del sistema).
Debido a que los plasmas presentan una conductividad eléctrica significativa,
el movimiento del flujo produce cambios en los campos electromagnéticos los
cuales, a su vez, generan efectos dindmicos que influyen en los movimientos
del medio. En consecuencia, cualquier problema MHD constituye un compli-
cado sistema que acopla la dinamica de la materia con la dinamica de los
campos eléctrico y magnético.

Una particula cargada bajo la accion de un campo electromagnético,

8P = pkpT/M,, donde M,, es la masa molecular media.
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estd sometida a la influencia de la fuerza de Lorentz. En general, teniendo
en cuenta que n; . representa la densidad de iones y de electrones con cargas,
respectivamente, Ze (con Z el nimero total de protones) y —e y con veloci-
dades u;., se obtiene la fuerza de Lorentz por unidad de volumen, la cual

representa la influencia tanto del campo eléctrico como del campo magnético

(Zenju; — encu,) X B

F, = (Zen;—en.)E+

JxB
= pE+—, (2.8)

c

donde p, es la densidad de carga eléctrica y J la densidad de corriente.”
Para fluidos altamente conductores que se mueven a velocidades no rela-
tivistas la componente eléctrica de la fuerza de Lorentz, puede despreciarse
dado que puede verse, a partir de las leyes de Gauss (2.1) y Ampere (2.4),
que |pE|/|(J x B)/c| ~ u?/c* < 1, asumiendo, ademds, que las escalas de
variacién de los campos eléctrico y magnéticos son comparables.

Teniendo en cuenta que la masa de los electrones es mucho menor a la
masa de los iones

P = NeMe + nym; & nm; (2.9)
y asumiendo que u,/u; < m;/m,

n;m;u; + NeMeUe
nymy; + NeMme

, (2.10)

se obtienen las magnitudes macroscépicas densidad de masa p y velocidad

del fluido u.

A partir de la ecuacién de movimiento para fluidos neutros (2.5), incluyen-

do la componente magnética de la fuerza de Lorentz ((J x B)/c) debido a

la presencia de un campo electromagnético, y de las magnitudes macroscopi-

cas (2.9)—(2.10), se encuentra la ecuacién de movimiento en la aproximacién
MHD

Ju VP 1JxB

—+u-Vu=——+
ot p p

+vV*u. (2.11)

Usando la ley de Ampere (2.4) puede obtenerse la densidad de corriente en

términos del campo magnético lo que, a su vez, permite (utilizando, ademaés,

"En particular, un gas de hidrégeno (Z = 1) totalmente ionizado es tal que p. ~ 0
mientras que J = e(n;u; — neue) & en(u; — ue).
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una identidad vectorial®) reescribir la fuerza de Lorentz como

2 .
JxB:(VxB)xB:_v(B)+B VB (212)

c 47 8T 4

De esta forma, la fuerza de Lorentz esta compuesta por la presion magnética
que se ejerce sobre el fluido (primer término) y la tensién magnética a lo largo
de las lineas de campo (segundo término). Por consiguiente, la ecuacién de
movimiento, en el contexto MHD, contempla los efectos del campo magnético
sobre el fluido a partir de dos términos adicionales asociados a la presion y a
la tension magnéticas de las lineas de campo.

La razon entre la presion térmica y la presion magnética define el de-
nominado pardmetro (adimensional) beta del plasma que mide el estado de

magnetizacion del sistema

P 8w P Cs 2
- - S 2.13
R a() , (2.13)

donde la constante de proporcionalidad depende del tipo de flujo politrétpico
(adiabdtico, isotérmico, etc) siendo v4 = B/y/47mp la velocidad de Alfvén y
¢s la velocidad del sonido. Este parametro permite identificar dos regimenes.
Cuando § < 1 la presiéon magnética es mucho mayor que la presién térmica
y, por lo tanto, el campo magnético domina la dindmica del fluido. Cuando
£ > 1, la presion térmica predomina frente a la presion magnética y el campo
magnético, en consecuencia, juega un rol menor en la dindmica del plasma. Si,
ademads, el sistema esta libre de fuerzas externas, en el primer caso, el campo
magnético es el encargado de mantener el equilibrio del sistema, mientras que
en el segundo caso, el campo de velocidades es quien restablece el equilibrio.

Al igual que en hidrodindmica, también deben considerarse la ecuacién de
continuidad (2.6) que representa la conservacién de la masa y una ecuacién
que relacione las variables termodinamicas, esto es, la ecuacién de estado
asumiendo la relacién politrépica (2.7), comunmente utilizada en flujos as-
trofisicos.

Dado que un plasma es un medio conductor, es necesario determinar como
depende la densidad de corriente J con el campo eléctrico E. En el sistema

solidario al elemento de fluido, la densidad de corriente J’ y el campo eléctrico

SAxBxC=B(A-C)—C(A-B).
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E’ se relacionan a través de la ley de Ohm J’' = oE’. Para velocidades no
relativistas, los campos en el sistema inercial J’' y E’ se vinculan segun las

siguientes expresiones: J' = J y E' = E 4 (u x B)/c. Luego, reemplazando,

J:a<E+UXB> , (2.14)

se obtiene

c
donde o es la conductividad eléctrica.

Cabe resaltar que el campo eléctrico no constituye una variable dindmica
independiente. En un plasma, el campo eléctrico es despreciable adentro de
la esfera de Debye (en el sistema de referencia solidario a la esfera, es decir,
solidario al movimiento del fluido); en cualquier otro sistema de referencia,
el campo eléctrico queda determinado en términos del campo velocidad y del
campo magnético, combinando la ley de Ohm (2.14) y la ley de Ampere (2.4)

uxB

c
E=—VxB- . 2.15
dro 8 c (2.15)

Reemplazando la expresién del campo eléctrico (2.15) en la ley de Faraday
(2.3) (y utilizando la identidad vectorial de la nota al pie de pagina niimero
8), se obtiene la ecuacién para la evolucién temporal del campo magnético.
Esta ecuacién que describe la dindmica del campo magnético se denomina

ecuacion de induccién

%—?sz (ux B) +1V’B, (2.16)
donde se define n = ¢?/(47o) como la difusividad magnética (o también
llamada resistividad eléctrica). El miembro derecho muesta que las lineas
magnéticas son parcialmente transportadas (advectadas, estiradas y com-
primidas) por el flujo a velocidad u (primer término)? y parcialmente difun-
didas a través del plasma (segundo término). Equivalentemente, la ecuacién
de induccidn, se puede obtener a partir del rotor de la ley de Ohm (2.14),
teniendo en cuenta que la densidad de corriente J es proporcional a V x B,
segin la ley de Ampere (2.4) para velocidades no relativistas, utilizando, otra
vez, la identidad vectorial de la nota al pie de pagina niimero 8 y reescribien-

do el campo eléctrico en términos del campo magnético a partir de la ley de

9El término de induccién puede descomponerse de la siguiente manera: V x (u x B) =
—u-VB+B:-Vu—-BV:u (siendo V-B =0).
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Faraday (2.3). La dindmica del campo magnético queda, entonces, univoca-
mente determinada mediante la ecuacién de induccién (2.16) y la condicién
de divergencia nula (2.2). Luego pueden obtenerse, por ejemplo, la densidad

de corriente via la ley de Ampere y el campo eléctrico a partir de la ley de
Ohm.

En suma, las ecuaciones MHD (ecuacion de continuidad (2.6), ecuacién de
movimiento (2.11), ecuacién de induccién (2.16), cerrando el sistema con una
ecuacion que relacione las variables termodindmicas) constituyen un sistema
completo de ecuaciones para las 8 incognitas del problema: tres componentes
del campo de velocidades, tres componentes del campo magnético y dos va-

riables termodindmicas.!?

Consecuencias de la ecuacion de inducciéon

Del sistema de ecuaciones MHD, surgen naturalmente dos nimeros adi-
mensionales, denominados niimero de Reynolds y niimero de Reynolds magné-
tico, que permiten medir la relevancia relativa entre los términos no lineales
y los términos disipativos!!

UoLo UoLo

R . Rn , (2.17)
v n

donde Uy y Lg son, respectivamente, la velocidad y la longitud caracteristicas
de variacion de los campos u y B.
A su vez, el cociente entre ambos nimeros de Reynolds da otro nimero

adimensional denominado ntimero de Prandtl

(2.18)

A partir de la definicién del nimero de Reynolds magnético se puede
ver que el campo magnético se comporta de manera muy distinta segin se

consideren problemas con bajo o alto nimero de Reynols magnético.

10Teniendo en cuenta la condicién de divergencia nula V-B = 0 y la relacién barotrépico
P(p), el nimero de incégnitas se reduce a 6.

HUR = |(u- V)u|/|vV?u| caracteriza la importancia entre el término convectivo y las
fuerzas viscosas mientras que R,, = |V x (ux B)|/|nV?B| da cuenta de la relevancia entre
el término inductivo (conveccién del campo magnético debido al movimiento del fluido) y
la difusién magnética.
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Si R, < 1, la ecuacion de induccién se reduce a una ecuacion de difusion

0B

— ~nV’B. 2.19

5 S (2.19)
En ausencia de fuentes, las corrientes decaen debido a la disipacion Joule vy,
por ende, la ley de Ampere (2.4) establece que el campo magnético se apro-
xima, eventualmente, a un campo uniforme.'? En particular, si inicialmente
el campo magnético es uniforme, la ecuacion de difusién indica que el campo

no evoluciona y permanece uniforme.
Si R,, > 1, la ecuacién de induccion corresponde al caso ideal en el cual se
considera conductividad infinita y, por ende, difusién magnética despreciable

0B
ENVx(uxB). (2.20)

Esta ecuacién implica que el flujo magnético & que atraviesa cualquier su-
perficie S, rodeada por una curva cerrada C' que se mueve con el fluido, es
constante (es decir, que expresa la conservacién del flujo magnético). Por lo

tanto, el flujo magnético a través de cualquier superficie en movimiento con

el fluido, permanece “congelado” al mismo*?
dd d
—=— [ B-dS=0. 2.21
a s (221)

Esto, a su vez, significa que si dos elementos de fluido estan conectados por
una linea magnética en un dado instante, en el limite MHD ideal (n = 0), per-
maneceran asociados a la misma linea magnética en cualquier instante poste-
rior. En consecuencia, dada una superficie .S, el niimero de lineas magnéticas
que la atraviesa se mantiene contante.'* Este resultado se conoce como el teo-
rema del congelamiento del flujo magnético (también denominado teorema de

Alfvén) dado que las lineas de campo magnético se mueven en forma conjunta

12 Asimismo, si la velocidad del fluido es nula, entonces el campo magnético decae debido
al término resistivo.

3Este resultado no es evidente considerando que el flujo ligado a una dada superficie
puede variar en el tiempo debido a una variacién intrinseca del campo magnético o debido
al movimiento de dicha superficie.

1Los procesos de reconexiéon magnética no estdn presentes en el contexto MHD ideal de
manera que la topologia del campo magnético no resulta alterada. No obstante, movimien-
tos del fluido, suficientemente complejos, pueden producir contorsiones en las lineas de
campo de tal modo que la energia magnética aumente a expensas de la energia cinética.
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(a) (b) (e)

Figura 2.1: llustracion del fendmeno del congelamiento de las lineas de campo
magnético al plasma. En (a) se observan las lineas de campo magnético uniforme
y unidireccional en una columna de plasma; las mismas lineas de campo magnético se
muestran segun la columna de plasma se curva en (b) o se retuerce sobre si misma en
(c). Figura extraida de Choudhuri (1998).

con el plasma. Andlogamente, en hidrodindmica, el teorema de Kelvin mues-
tra que la vorticidad (cuya ecuacién de evolucién es idéntica a la ecuacién de
induccién) se mueve siguiendo al fluido si la viscosidad es nula (fluido ide-
al). En la Figura 2.1 se observa cémo las lineas del campo magnético siguen
el movimiento del plasma. El campo magnético puede ser estirado, torcido,
distorsionado siguiendo los movimientos de la materia, como si las lineas de

campo magnético estuviesen enhebradas a los elementos de fluido.

2.2.1. Propagacion de ondas MHD

Las perturbaciones en un plasma pueden ser tales que los electrones y los
iones respondan de modos diferentes o de igual manera. Cada una de estas
situaciones se tiene que analizar en el nivel de descripcién correspondiente.
Consecuentemente, las ondas en un plasma se dividen en dos grandes grupos.
Ondas de alta y baja frecuencia segiin sean mayor o menor que la frecuencia
del plasma w,. El estudio de las ondas de alta frecuencia (w > w,) se enmarca
dentro de la teoria de dos fluidos,'® dado que es necesario considerar la sep-
aracién entre cargas. En cambio, las ondas de baja frecuencia (w < w,) son

descriptas adecuadamente por las ecuaciones de la magnetohidrodinamica.

5L as ondas de alta frecuencia son consideradas fenémenos no colisionales, dado que la
frecuencia de oscilacién es mucho mayor que la frecuencia entre colisiones las cuales, por
tanto, resultan ser despreciables aunque siguen siendo responsables de que el plasma se
encuentre en equilibrio termodindmico local.
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En magnetohidrodinamica, debido a la presencia del campo magnético, la
propagacién de perturbaciones resulta anisétropa dependiendo de la direccion
de propagacién con respecto al campo magnético.!® Esto, a su vez, conduce

a una cantidad mayor de modos de propagacién.

Analisis perturbativo

Se denomina ondas lineales a las soluciones de las ecuaciones linealizadas,
vélidas para perturbaciones con amplitudes pequenas.!” El proceso de lin-
ealizacién de las ecuaciones permite despreciar todos los términos no line-
ales asociados a las cantidades perturbativas, justamente, por considerarse
solamente perturbaciones con pequena amplitud. Dado que no se consideran
los términos no lineales, se puede aplicar el principio de superposicién. De
manera que, una perturbacién arbitraria puede ser representada mediante la
superposicién de modos normales'® en tanto que la evolucién de cada modo
normal puede ser estudiada en forma independiente.

Asumiendo que el estado de equilibrio esta caracterizado por un campo
de velocidades estético ug = 0, un campo magnético uniforme By = Bz,
densidad py y presion F,, se perturba el sistema, a primer orden en los

apartamientos,

p = po—i—pl(X,t) )
P = P0+P1(X,t),
u = u+w(x,t),

B = By+bi(x,t),

donde el subindice 0 indica los valores de equilibrio y el subindice 1 las pertur-
baciones respecto al estado de equilibrio. Sustituyendo en las ecuaciones MHD
(ecuacién de continuidad (2.6), ecuacién de movimiento (2.11), ecuacién de

induccién (2.16)) y considerando sélamente las contribuciones lineales de los

I6En hidrodindmica pequefias perturbaciones en el fluido se propagan isotrépicamente
como ondas de sonido.

17 Asimismo, las ondas en un fluido pueden ser ondas no lineales tales como ondas de
choque y ondas de gran amplitud.

18Los vectores desplazamiento asociados a cada modo de oscilacién conforman un con-
junto de elementos ortogonales.

19F] sistema de referencia se elige tal que el fluido sin perturbar se encuentra en reposo
y el campo magnético externo en la direccién axial.
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campos, se obtiene el conjunto de ecuaciones que describe la dindmica de las

perturbaciones en el régimen lineal

0

% — —pV-u, (2.26)
8u1 VPI 1 (V X bl) X BO

- = _ - 2.2
ot Po - Po dr ’ (2:27)
% = VX (u1 X Bo) . (228)

Los efectos disipativos, cuyo unico efecto es producir un amortiguamiento de
las soluciones, se consideran despreciables, facilitando el desarollo perturba-
tivo y la resolucion del sistema de ecuaciones linealizadas.

Las perturbaciones, supuestas ondas planas, en el espacio de Fourier co-

ikx=wt) - Consecuentemente, las derivadas

rresponden a soluciones del tipo e
temporales se reducen a multiplicar por —iw mientras que las derivadas espa-
ciales a multiplicar por ik. De esta forma, se obtiene un sistema de ecuaciones
algebraicas, homogéneo y lineal a coeficientes constantes para las incognitas
correspondientes a las perturbaciones lineales by, u;, p; vy P;. Por lo tanto,
el sistema de ecuaciones lineal y homogéneo en derivadas parciales con coe-
ficientes constantes (asumiendo condiciones de contorno periédicas) se con-

vierte en un sistema de autovalores y autovectores

—wpr +pk-u; = 0, (2.29)

k xb B
opouy + Py k— KX 4172X L— (2.30)
wbl +k x (u1 X Bo) = 0. (231)

Eligiendo adecuadamente el sistema de referencia, es posible descomponer al
vector de onda tal que, por ejemplo, se escriba como k = k(sindx + cos6z),
siendo 6 el dngulo entre el vector de onda k y el campo magnético Bg.?

Resolviendo el sistema (2.29)—(2.31), se obtiene la relacién de dispersion w(k)
(w? — k*0% cos®0) ((w* — w?k* (v] + &) + kvl cos’0) =0, (2.32)

donde v4 es la velocidad de Alfvén y ¢, es la velocidad del sonido (que en el

20Como se mencioné anteriormente, en presencia de un campo magnético, el sistema
resulta anisétropo, dependiendo de la direccién de propagacion con respecto al campo
magnético.
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caso de flujos politrépicos isotérmicos resulta ser tal que ¢ = P/p); ademds
como k-b; =0, dado que V-B = 0, la perturbacion del campo magnético es
perpendicular al vector de onda y puede escribirse en términos del angulo 6. A
partir de la relacion de dispersion, se pueden identificar los modos normales
de oscilacion correspondientes a las frecuencias naturales de oscilacién del

plasma.

Modos normales

Existen tres modos MHD asociados a cada una de las raices del poli-
nomio bi-ctibico (polinomio caracteristico del problema de autovalores y au-
tovectores), relacién de dispersiéon (2.32), que se denominan ondas magne-
tohidrodindmicas (Biskamp, 1997; Goedbloed & Poedts, 2004).?' Como en
cualquier fenémeno ondulatorio, se requieren fuerzas restitutivas que se opon-
gan a las perturbaciones en el sistema. En el contexto MHD, las fuerzas de
restitucién pueden provenir o bien de los gradientes de presién o bien de los
esfuerzos magnéticos. Y en tanto el analisis lineal permite utilizar el principio
de superposicion, es posible escribir cualquier perturbacion del sistema como

combinacion lineal de las tres soluciones de la ecuacion de dispersién.

El primer factor de la ecuacién (2.32) se anula si
w? = (kvgcos6)? . (2.33)

Dado que 6 es el angulo entre el campo magnético externo y la direccién
de propagacién, la ecuacién (2.33) implica que la perturbacién se propaga a
lo largo del campo magnético, en la direccion transversal tanto a By como
ak (u-By = u -k =0). Este modo se propaga con velocidad v4 y, por
ende, se denomina onda de Alfvén. Ante una perturbacién perpendicular,
las lineas de campo tienden a oponerse a dicha perturbacion via la tension
magnética, siendo entonces la fuerza restitutiva que genera la oscilacion. En
este caso, no hay involucradas variaciones ni de densidad ni de presién,?? por
lo tanto, el modo de Alfvén es incompresible. Ademaés, este modo resulta ser

no dispersivo, en tanto presenta una dependencia lineal con k.

21Las soluciones 4w representan ondas que se propagan en direcciones opuestas.
22Ge tiene que u; - k = 0, lo que implica que V -u; = 0 y, por lo tanto, p; = 0 que, a su
vez, significa que la perturbacién en la presién es nula (P; = 0).
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El segundo factor de la ecuacién (2.32) es nulo si

1
w? = §k2 {%24 +c+ \/(1)124 + 2)2 — 4v4c2 cos 0 | . (2.34)

Teniendo en cuenta que la velocidad de fase es el cociente w/k, se puede
ver que las soluciones + son tales que w,/k > vs > w_/k, por lo que la
primera raiz se llama onda magnetosénica réapida (modo répido) y la segun-
da onda magnetosoénica lenta (modo lento). Ambos modos de propagacién
son tales que su velocidad de fase estd acotada. En el caso de propagacion
paralela (k || By), se obtiene la velocidad minima del modo répido determi-
nada por la velocidad maxima entre la velocidad del sonido y la velocidad del
Alfvén (max{cs,v4}); mientras que en el caso de propagacién perpendicular
(k L By) se alcanza la velocidad méxima dada por \/v3 + c2. Andlogamente,
para el modo de oscilacién lento, su velocidad de fase es méxima en el caso de
propagacion paralela (k || Bg) e igual a la velocidad minima entre la veloci-
dad del sonido y la velocidad de Alfvén (min{cs,v4}); en tanto que es nula
en el caso de propagacién perpendicular (k L Bg). Ambos modos son no dis-
persivos dado que la velocidad de fase es independiente de k. Los dos modos
magnetosonicos consisten en la combinacién de ondas actsticas y ondas de
Alfvén (oscilaciones puramente magnéticas (siendo P; = 0)). Si las fuerzas
restitutivas debido a la presion y a la tension magnética estan en fase, surge
el modo rapido de oscilacion y la velocidad de propagacién es mas rapida
que la velocidad del modo de Alfvén. Por el contrario, si ambas fuerzas resti-
tutivas estan aproximadamente en contrafase se obtiene el modo lento, en
tanto que su velocidad de propagaciéon es menor a la velocidad de Alfvén. En
este contexto, siendo los modos magnetosénicos modos hibridos y teniendo
presente que el pardmetro J establece distintos regimenes en la dindmica del
sistema, los modos rapido y lento adquieren comportamientos muy diferen-
tes. En el caso f < 1 (dominio magnético), se observa que el modo rapido
corresponde a oscilaciones transversales del campo magnético, es decir, que la
perturbacién magnética es perpendicular al vector de propagacién (b; L k).
Ademas, en este limite asintético, este modo es aproximadamente incompre-
sible. El modo lento resulta ser un modo compresible de tipo actustico, aunque
no necesariamente longitudinal, dado que el vector de onda puede no estar en

la misma direccién que el campo de velocidades. En el caso 5 > 1 (dominio
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fast mode

Alfwén mode

slowmode

Vi>Co Vo< Cy

Figura 2.2: Diagramas polares para los tres modos de propagacién en la aproximacién
MHD. La distancia al origen para cada curva representa la velocidad de fase de las
ondas rapida (curva externa), alfvénica (intermedia) y lenta (curva interna): wy /k >
va > w_/k. El dngulo 6 indica la direccién de propagacidn con respecto a la direccién
del campo magnético externo Byz. Figura adaptada de Kallenrode (2004).

hidrodindmico), se obtiene que el modo rapido se reduce al modo acustico, las
perturbaciones de la presion y del campo de velocidades son longitudinales
(u; || k), sin presentarse perturbaciones del campo magnético; el modo lento

se transforma en una onda de Alfvén, transversal e incompresible.

En la Figura 2.2 se representa mediante diagramas polares la propa-
gacion de ondas MHD para cualquier direccion arbitraria respecto al campo
magnético externo, siendo 6 el dngulo formado por los vectores k y By. Cada
una de las curvas corresponde a uno de los modos de propagacion MHD:
w, /k(curva externa)> wv4(curva intermedia)> w_/k(curva interna). La ve-
locidad de fase w/k, depende del dangulo 6 y estd dada por la distancia al
origen para cada una de las curvas. Segun la velocidad de Alfvén sea mayor
o menor que la velocidad del sonido se obtienen dos familias de soluciones
asociadas a los regimenes dados por f < 10 3> 1. Paraf = 7/2 06 = 37/2
(propagacién perpendicular) sélo se desarrollan los modos réapidos en ambos
regimenes. Para § = 0 o § = © (propagacién paralela o antiparalela), para
8 < 1, el modo de Alfvén es igual al modo rapido mientras que para § < 1,
el modo de Alfvén resulta idéntico al modo lento. Se observa, también, co-
mo se mencioné previamente, que en ambos régimenes sucede que para el
caso de propagacion paralela (perpendicular) el modo rapido adquiere veloci-
dad minima (méxima) en tanto que el modo lento alcanza velocidad méxima

(nula).
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Estabilidad del sistema

El anélisis de los modos normales implica, a su vez, estudiar la estabilidad
de un sistema. Si las soluciones de la relacion de dispersién son reales, todas
las perturbaciones oscilan de manera arménica y el sistema permanece es-
table. En cambio, si las soluciones presentan una parte imaginaria, el sistema
resulta inestable y las perturbaciones crecen exponencialmente en el tiem-
po. En aquellos sistemas que se desarrollan inestabilidades, el analisis lineal
sigue siendo vélido mientras que las amplitudes de los modos inestables per-
manezcan pequenas, respecto a las longitudes caracteristicas del problema.
Por consiguiente, la teoria lineal no puede dar cuenta de la evoluciéon com-
pleta de un modo inestable, dado que a medida que la perturbacion crece, el
modelo lineal en si mismo deja de ser adecuado. De hecho, las ecuaciones lin-
ealizadas predicen que la inestabilidad crece indefinidamente. Por el contrario,
debido a las no linealidades, la inestabilidad podria alcanzar el denominado
estado de saturacion. Ademads, cuando las perturbaciones son tales que al
evolucionar generan movimientos irregulares en el espacio y en el tiempo, el

sistema podria desarrollar turbulencia.

2.3. Aproximacion de dos fluidos

La aproximacién magnetohidrodinamica corresponde a lo que se denomina
descripcién de un fluido (one-fluid model) en tanto modela a la materia como
si fuera un tnico fluido de particulas cargadas, sin distinguir la dinamica de las
distintas especies presentes en un plasma. Esta teoria resulta adecuada para
describir fenémenos macroscopicos en los cuales las longitudes caracteristicas
son mucho mayores que el camino libre medio de las particulas (y, por tanto,
mayores que la longitud de Debye) y los tiempos tipicos mucho mayores que
la inversa de la frecuencia de colisiones (y, por ende, mayores que la inversa
de la frecuencia de plasma). Existen, sin embargo, sistemas en los cuales es
necesario considerar los efectos de cada especie por separado, cada una de
las cuales puede comportarse de modos distintos.?® Cuando se contemplan

las distintas especies que constituyen un plasma, hay que tener en cuenta la

2Los plasmas tenues o difusos, frios y no colisionales (collisionless plasmas, tales que el
camino libre medio entre colisiones es mucho mds grande que el tamano del sistema) no
son adecuadamente descriptos por las ecuaciones MHD.

32



CAPITULO 2. DESCRIPCION TEORICA

interaccién entre las especies, como asi también el movimiento relativo entre
las mismas (Krall & Trivelpiece, 1973; Goldston & Rutherford, 1995).

Un primer paso para obtener una teoria mas apropiada consiste en incluir
términos asociados a los efectos cinéticos propios de la aproximacion de dos
fluidos (two-fluid model) en la ecuacién de induccién. En esta teoria, el efecto
de las interacciones se modela a partir de las frecuencias colisionales v, que
dan cuenta de la tasa de transferencia de momento de las particulas de la
especie j a la especie k la cual, a su vez, representa la fuerza de fricciéon entre
ambas especies

Rjk = —mjnjujk(uj — uk) . (235)

Si el plasma esta compuesto por multiples especies, el término adicional es la
suma de todas las interacciones ), oy R;; por la conservaciéon del momento,

ademas, se cumple que R, = —Ry;.

Por lo tanto, el modelo de dos fluidos méas elemental consiste en considerar
a los electrones y a los iones como dos fluidos separados que interactiian
mediante colisiones. De modo que la ecuacién de movimiento de las particulas
de la especie j tiene que incluir las ganancias o pérdidas de momento debido
a las colisiones con otras especies agregando un término que contemple la

influencia conjunta de las colisiones

0 i Z i X B VJDZ Rie V- i
SV = S Iy iy e L VT (9 36)
ot m; c min; MmN N,

ou, —e u. x B VP, R.; V - m,

tu Vu = —(E+ ) — + +~Te (2.37)
ot Me c MeNe MM MeTe

donde ;. se denomina tensor de viscosidad generalizado (Braginskii, 1965).

Para un plasma parcialmente ionizado, se requiere una tercera ecuacion
de movimiento para el flujo de particulas neutras. En cualquier caso, la suma
de las ecuaciones de movimiento de todas las especies presentes en el plasma

se reduce a la ecuacién de movimiento de la teorfa MHD (2.11). 2*

24Bajo el supuesto de que las temperaturas de ambos fluidos son iguales (T, = T;), las
variables de la aproximacién de un fluido u, p, J pueden escribirse como combinaciones
lineales de las variables del modelo de dos fluidos pe, p;, ue, u;.
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2.3.1. Ley de Ohm generalizada

Asumiendo la condicién de cuasi-neutralidad, considerando que m,/m; <

1 y excluyendo términos cuadraticos en las velocidades, se obtiene, a partir

de la ecuacién de movimiento electrénica (2.37), la denominada ley de Ohm
generalizada

J 1 VP, me OJ

1
Et+-wxB=" IxB- e 92
+ cu a+ene en.  e2n, Ot

(2.38)

donde la conductividad eléctrica estd dada por o = n.e?/mve;.

Cada término del miembro derecho de la ecuacién (2.38) representa un
efecto distinto asociado a fenémenos vinculados con distintas escalas mi-
croscopicas.?® El primer término es la disipacién debido al efecto Joule. Jus-
tamente, las colisiones entre las dos especies, se manifiesta a través de la
resistividad eléctrica n ~ o~ dado que Ry; = nn.eJ. El segundo término
representa el efecto Hall, producido por el campo eléctrico que se genera a
partir de la fuerza de Lorentz. El tercer término corresponde a la presion
electrénica (también se conoce con el nombre de baterfa de Biermann da-
do que permite generar campos magnéticos a partir de campo inicial nulo).
El dltimo término se asocia a los efectos inerciales electrénicos que pueden
despreciarse si la escala temporal macroscopica es mayor que el periodo de
las oscilaciones de plasma (~ wp_el) lo cual se cumple si las longitudes ca-
racteristicas son mayores que la longitud de penetracion electronica c/wp.e
(ver Apéndice). Para plasmas parcialmente ionizados, la ecuacién de Ohm
generalizada (2.38) posee un término extra denominado difusién ambipolar
proporcional a (J x B) x B.

Analogamente al caso MHD, la deduccién de la ecuacién de induccion
generalizada se obtiene combinando la ley de Ohm generalizada y las leyes
de Maxwell. Asumiendo despreciables los efectos inerciales y considerando el

término asociado a la difusién ambipolar, resulta

(2.39)

88]? (UXB_47T77J_J><B+(J><B)><B>

— =V X
c ne CUni Pi

Los dos primeros términos del miembro derecho, al igual que en la aproxi-

25Gi se relajan las condiciones asumidas, la ley de Ohm incluye varios términos adicionales
que complican considerablemente la descripcién del problema.
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macién MHD, son los asf llamados términos inductivo (I) y 6hmico®® (O); en
tanto que los ultimos dos términos corresponden, respectivamente, al efecto
Hall (H) y a la difusién ambipolar (A).?" Para comparar la relevancia de cada
uno de estos términos, se pueden estimar los cocientes adimensionales entre

alguno de ellos (Balbus & Terquem, 2001). Por ejemplo,
1/O ~ R, , H/O ~ wee [ Ven, AJO ~ WeiWee [VinVen (2.40)

siendo R, el nimero de Reynolds magnético, w; .. las frecuencias de ciclotrén
Y Vnine las frecuencias de colisiones (para las definiciones de estas cantidades,
remitirse al Apéndice). En particular, comparando los términos de Hall y de

difusién ambipolar se obtiene que A/H ~ we;/Vin.

2.3.2. Efecto Hall y difusion ambipolar

Para analizar el significado de los términos adicionales de la ecuacién de
induccién generalizada (2.39), conviene escribir dicha ecuacién en su versién
adimensional (eligiendo como unidades de velocidad, de longitud y densidad
a la velocidad, la longitud y la densidad caracteristicas del problema, res-
pectivamente, Uy, Lo y ng) en términos de la velocidad del fluido u (bulk

velocity)

B J JxB
a—zVX((u—a—Jr/\ . )xB)+nV2B, (2.41)
ot n n

donde £(J x B)/n corresponde al término de Hall y A(J x B) x B/n es el

término asociado a la difusién ambipolar siendo

C/Wpi va /2
= —_—= 2.42
e=ou X (2.42)
el denominado parametro de Hall (con ¢ la velocidad de la luz, w,,; la frecuen-
cia de plasma idnica, vy la velocidad de Alfvén y x la fraccién de ionizacién

del plasma, cociente entre la densidad de electrones y la densidad de neu-

26Efecto difusivo que también se puede escribir como nV2B utilizando la ley de Ampere.

27En particular, para flujos incompresibles o politrépicos, el término debido a la presién
electrénica se puede escribir como un gradiente y, en consecuencia, no constituye un término
extra en la ecuacién de induccién. No obstante, la presién electrénica es una incégnita del
problema.
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tros)?® y

- (“_A)Q (minavin) " (2.43)

el denominado coeficiente de difusién ambipolar (con v;, la frecuencia de
colisiones entre iones y neutros).

El predominio de uno u otro efecto depende de la densidad del plasma
y de la fraccién de ionizacién (Braginskii, 1965). Ambos efectos juegan un
rol importante en muchos sistemas astrofisicos (Zweibel, 1998; Wardle, 1999;
Brandenburg & Subramanian, 2005). En concreto, resultan importantes si el
campo magnético es intenso y siempre que la densidad del medio sea baja
(plasmas tenues o difusos), lo que, a su vez, sucede en plasmas con altas tem-
peraturas o bajo grado de ionizacion dependiendo de si se tratan de plasmas
completa o parcialmente ionizados, respectivamente.

Cuando los efectos disipativos son despreciables (limite ideal n = 0), ca-
da efecto por separado corresponde a una dinamica diferente. En el régi-
men de Hall, se tiene que las lineas de campo magnético estan congeladas al

movimiento de los electrones dado que u, = u —eJ/n

0B J
W:Vx((u—gﬁ)xB):Vx(uexB), (2.44)
mientras que en el régimen de difusién ambipolar, las lineas de campo estan

congeladas al fluido i6nico, debido a que u; = u+ A(J x B)/n

%—]?:VX((H—l-)\UZ—]?)))XB):VX(uiXB)- (2.45)

Ambos efectos se pueden interpretar como una velocidad tipo drift, velocidad
de arrastre, consecuencia del movimiento relativo entre particulas de diferen-
tes especies. Por un lado, el término de Hall, proporcional a la densidad de
corriente, da cuenta del movimiento relativo entre iones y electones. Por el

otro, el término ambipolar, proporcional a la fuerza de Lorentz,?? representa

288e define la longitud de Hall como Ly = (c/wpyi)(va/Up)x~/? (Pandey & Wardle,
2008). De modo tal que el parametro de Hall puede reescribirse como ¢ = Ly /L senialando
la relevancia del efecto Hall siempre que las longitudes caracteristicas del problema sean
menores o iguales que L. A su vez, la longitud de Hall corresponde, en el espacio de
Fourier, a nimeros de onda del orden de kg ~ 1/e.

29Gi las colisiones son suficientemente frecuentes, la fuerza de Lorentz que actiia sobre los
iones es compensada por la fuerza de friccién producida por las colisiones con los neutros
(acoplamiento fuerte), por lo tanto, p;vin(u; —u,) =J x B.
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el movimiento relativo de los iones respecto al flujo de particulas neutras.

En un fluido débilmente ionizado las particulas cargadas interactian prin-
cipalmente con las particulas neutras. Esto significa que la difusién magnética
estd gobernada por la difusiéon ambipolar vinculada con los efectos de fric-
cion entre los iones y los neutros. En cambio, en un plasma con alto grado de
ionizacion, las interacciones coulombianas predominan frente a las colisiones
con las particulas neutras. En este caso, la difusion es llevada a cabo por la
resistividad eléctrica, generada por la friccién entre iones y electrones. En
particular, en plasmas completamente ionizados, la difusién ambipolar no se

considera un efecto relevante.

2.4. Hall-MHD

Para un plasma completamente ionizado, compuesto por iones y elec-
trones, asumiendo que m, < m; y que n; = n, = n (siendo u ~ w; y
p =~ p;) resulta que los efectos dominantes son la disipacién 6hmica y el
efecto Hall. A partir de las magnitudes caracteristicas del problema: cam-
po magnético externo By, velocidad de Alfvén v, = By/v/4mm;ng), lon-
gitud caracteristica Lo,>° presiones y densidad de equilibrio Po,. vy no, se
adimensionaliza el conjunto de ecuaciones dindmicas (Gémez, Mahajan, &
Dmitruk, 2008). Luego, sumando las ecuaciones de movimiento para iones
(2.36) y electrones (2.37), en sus versiones adimensionales (considerando
Z = 1), y teniendo en cuenta que la densidad de corriente y la ley de
Ampere permiten reescribir la velocidad electrénica (version adimensional)

como u, = w; —eJ/n =u; —(V x B)/n, se obtiene

du_(VxB)xB_6V(P7;+Pe)

o 2 2.4
dt n n +Viua, (2.46)

donde el pardmetro de Hall (ecuacién (2.42) con y = 1 para plasmas comple-
tamente ionizados) y el pardmetro 3 del plasma (ecuacién (2.13) con P = ¢?p

para flujos politrépicos isotérmicos) quedan determinados por las siguientes

30La unidad de tiempo, en consecuencia, se establece como ty = v4/Lo.
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expresiones
c m;c? 1/2
= = [ —= 2.47
c wpiLo <47T€2ni[13 > ’ ( )
2

A By, + F
5= <C_) _ fotth (2.48)

VA minoU4

Escribiendo el campo eléctrico y el campo magnético en términos del

potencial eléctrico ¢, y el potencial vector A

10A
=~ - Vo , (2.49)
B = VxA, (2.50)

y reemplazando en la ecuaciéon de movimiento electrénica (con u, en térmi-
nos del campo magnético) se obtiene la ecuacién de induccién asociada al

potencial vector

0A

€ VP,
E—(u—ﬁVxB)xB—V¢e—|—5BT—anB. (2.51)

Tomando el rotor de la ecuacién (2.51) se reobtiene la ecuaciéon de induccién
en términos del campo magnético que, al igual que en el caso MHD, también
se puede obtener en forma directa a partir de la ley de Ohm junto a las leyes
de Ampere y de Faraday.?!
La ecuacién de continuidad (que se obtiene sumando las correspondientes
ecuaciones para cada especie) resulta
on

E +V- (nu) =0. (2.52)

En suma, el conjunto de ecuaciones dado por la ecuaciéon de movimiento
(2.46), la ecuacién de induccién (con el correspondiente término de Hall)
(2.51), la ecuacién de continuidad (2.52) y, por ejemplo, la relacién politrépica
entre las variables termodinamicas (ecuacién (2.7)), constituye el denominado

sistema de ecuaciones Hall-MHD que, mediante la inclusién del efecto Hall,

31Teniendo presente la resolucién de este sistema de ecuaciones mediante calculos
numéricos, se presenta la versién adimensional del conjunto de ecuaciones Hall-MHD.
Asimismo, para el desarrollo numérico resulta méas adecuado trabajar con los campos
velocidad y potencial vector.
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da cuenta de la diferencia de velocidades entre iones y electrones (siendo
u =u—eVxB)/nyu ~u).

Al adimensionalizar con la velocidad de Alfvén, queda claro que en el caso
de plasmas completamente ionizados, el parametro de Hall es el cociente
entre la denominada longitud de penetracién iénica (ion skin-depth) §; =
¢/wy; y la longitud caracteristica Lo.>* Por consiguiente, el efecto Hall resulta
relevante en fenémenos cuyas escalas espaciales sean comparables o menores
que la longitud d; o, equivalentemente, cuyas frecuencias sean del orden de
la frecuencia idnica de ciclotrén (ver Apéndice). Por el contrario, este efecto
puede considerarse despreciable siempre que ¢ < 1, lo que significa que las
longitudes caracteristicas del sistema son mucho mayores que la longitud de

penetracién ionica.

2.4.1. Propagacién de ondas Hall-MHD

El anélisis de los modos normales de oscilacion en el contexto Hall-MHD
resulta andlogo al modelo MHD (ver seccién 2.2.1), con el unico agregado del
correspondiente término en la ecuacién de induccién asociado a las corrientes
de Hall. A partir del estado de equilibrio del sistema (campo de velocidades
estatico uyp = 0, campo magnético uniforme By = Byz, densidad p, y presion
Py), se perturban las ecuaciones a primer orden, se resuelven las ecuaciones
Hall-MHD linealizadas y se obtiene la relacion de dispersién que da lugar a
los modos normales de oscilacién. Precisamente, la ecuacion para las pertur-

baciones del campo magnético contiene al efecto Hall de la siguiente manera

Ob V xb
a_tl:VX(ul—c” - 1>><B0. (2.53)

Teniendo en cuenta que, en el espacio de Fourier, las perturbaciones se com-

portan como ondas planas e!®*=“% resulta

k xb
wby +k x (ul—is . 1)><B0:O. (2.54)
No

Asi, al igual que en el caso MHD, el sistema de ecuaciones homogéneo y

lineal en derivadas parciales con coeficientes constantes y condiciones de con-

32De manera que en el caso de plasmas completamente ionizados la longitud de Hall es
la longitud de penetracién iénica (ver nota al pie de pdgina ntmero 28).
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torno periddicas se reduce a un sistema de ecuaciones algebraicas homogéneas
con coeficientes constantes. Resolviendo el sistema de ecuaciones linealizadas
(formado por las ecuaciones de continuidad (2.26), de movimiento (2.27) y de
induccién modificada (2.53)),3 en el espacio de Fourier (ecuaciones (2.29),
(2.30) y (2.54)), se obtiene la expresién para la relaciéon de dispersion en el
contexto Hall-MHD

Wb — k2w (v + 2¢% + vie?k*cos?0) +

+ktw (220%e?k%cos?0 + v4 (V4 + 4¢2) cos?0) — kSc2vdcostd = 0 . (2.55)

Las tres raices que presenta la relacién de dispersién (2.55) corresponden
a los tres tipos de ondas (modos normales) que se pueden propagar a través
de un plasma Hall-MHD. En particular, en el limite en el cual el efecto Hall
es despreciable se recuperan los modos normales de oscilacién asociados al
modelo MHD (ver seccién 2.2.1). En el caso de propagacién perpendicular
(k L By) la presencia del efecto Hall no afecta al sistema. Por el contrario,
para propagacion paralela (k || By), se obtiene un modo longitudinal y dos
modos transversales. Por un lado, el modo longitudinal resulta ser un modo
puramente actstico no dispersivo, correspondiente a oscilaciones de la densi-

dad p; y de la componente longitudinal de la velocidad wuy,
w? = 2k* . (2.56)

Por el otro, se obtienen los modos perpendiculares que representan las os-
cilaciones de las componentes perpendiculares de los campos velocidad y

magnético
2

ek ek

wi=viK* [ (/1 + (7) +—1 . (2.57)
La rama positiva estd asociada a los denominados whistler mientras que la
rama negativa a las ondas ton-cyclotron. Dado que w no es proporcional a k,
ambos modos son dispersivos. Estudiando los autovectores del problema se

puede ver que estos modos presentan polarizacion circular, respectivamente,

a derecha y a izquierda, lo que significa que el efecto Hall introduce una

33Eligiendo el sistema de referencia tal que, por ejemplo, el vector de onda pueda es-
cribirse como k = k(sin 0% + cos #§) teniendo en cuenta que el campo magnético externo
estd en la direccién zv.
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Figura 2.3: Diagrama para la relacién de dispersién en el caso de propagaciéon para-
lela respecto al campo magnético externo. Para frecuencias por debajo de la frecuen-
cia i6nica de ciclotrén (linea horizontal a rayas) se observa la relacién de dispersién
para ondas MHD (¢ = 0). La linea vertical continua indica el limite de escalas espa-
ciales mucho mayores que la longitud de penetracién iénica (¢;). Figura adaptada de
http://www-solar.mcs.st-andrews.ac.uk/.

cambio en la polarizacién de los modos magnetosénicos MHD (linealmente
polarizados). En el limite k — oo, la frecuencia de los modos w? crece como
lwy| =~ vaek? que, restituyendo las unidades, se reduce a la frecuencia de
ciclotrén iénica wy = eBg/m;c; mientras que los modos w? son tales que
lw_| >~ va/e = const.

En la Figura 2.3 se esquematiza la relacion de dispersién para el caso de
propagacién paralela para sistemas Hall-MHD. Para frecuencias menores que
la frecuencia de ciclotrén iénica y longitudes mucho mayores que la longitud
de penetracion iénica, se obtiene el caso MHD para propagacién paralela en

cuyo caso solo se propaga el modo de Alfvén.
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Capitulo 3

Flujos tipo shear en Hall-MHD

3.1. Flujos tipo shear

Los flujos con cizalla o shear son aquellos cuya velocidad media es pre-
dominantemente unidireccional y presenta gradientes en una direccion per-
pendicular a la direcciéon de variacién. Esto significa que dos elementos de
fluidos adyacentes respecto de una direccion presentan movimiento relativo
entre sus caras en la direccién transversal. Las estelas (wakes), las capas
limites, los jets y los flujos en tuberias (pipe flows) son algunos ejemplos en
los cuales el flujo es tipo shear. En la Figura 3.1 se muestra esquematicamente
esta clase de flujos. Como ejemplos, se pueden mencionar algunos casos par-
ticulares tales como los flujos de Couette (flujo encerrado entre dos planos
uno de lo cuales se mueve con respecto al otro tal que la velocidad es paralela
a los planos y varfa con respecto a la direccién transversal entre los mismo),
de Taylor-Couette (flujo encerrado entre dos cilindros concéntricos uno de
los cuales rota con respecto al otro de tal modo que la velocidad azimutal
varia con respecto a la coordenada radial) y de Poiseuille (flujo confinado
entre dos planos en reposo en presencia de un gradiente de presién). En la
Figura 3.2 se ilustran cada uno de estos flujos tipo shear. A su vez, los flujos
con shear pueden dividirse en aquellos que se encuentra no confinados (free
shear flows) y aquellos que estédn limitados por paredes (wall-bounded shear
flows). Los flujos libres de contornos estan caracterizados por una séla escala
espacial dada por la extension de la regién del shear (en donde se encuentran
los fuertes gradientes); en cambio, los flujos restringidos por la presencia de

paredes introducen una longitud caracteristica adicional (la distancia entre
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Figura 3.1: llustracién representativa de algunos ejemplos de flujos tipo shear . Figura
extraida de Davidson (2004).

las paredes que contienen al fluido).

En astrofisica, muchos sistemas presentan flujos tipo shear. Inestabilida-
des en flujos con shear han sido objeto de estudio en sistemas que presentan
rotacién diferencial, tales como estrellas rotantes (Cowling, 1951; Goldreich
& Schubert, 1967) o discos de acrecién (ver, a modo de compendio, Balbus
& Hawley (1998) y Balbus (2003)). También se han analizado inestabilida-
des en flujos tipo shear en la aproximacion de dos fluidos en configuraciones
tales como nubes moleculares (Mouschovias & Ciolek, 1999), discos galacti-
cos (Blaes & Balbus, 1994), discos protoestelares (Hawley & Stone, 1998;
Fromang, Terquem, & Balbus, 2002), vientos y jets protoestelares (Wardle
& Konigl, 1993) y discos protoplanetarios (Sano & Miyama, 1999; Sano et
al., 2000; Salmeron & Wardle, 2005). Asimismo, la inestabilidad de Kelvin-
Helmholtz (asociada al gradiente transversal del campo de velocidades) ha
sido estudiada ampliamente en diversos contextos astrofisicos como por ejem-
plo, en la corona solar (Karpen et al., 1993), en jets extragaldcticos (Ferrari,
Trussoni & Zaninetti, 1980, 1981; Fiedler & Jones, 1984), en jets provenientes
de objetos jovenes estelares (YSOs) (Pringle, 1998) o en jets asociados a re-

giones de formacion estelar (Watson et al., 2004).

Los flujos tipo shear permiten construir modelos simplificados para estu-
diar la influencia de flujos macroscopicos en la microescala. En esta Tesis, se
estudia la dinamica asociada a las escalas microscopicas mediante flujos con

shear considerando ademas el rol del efecto Hall.
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Figura 3.2: Representacién esquemdtica de los perfiles de velocidad asociados a los
flujos de Couette, Taylor-Couette y Poiseuille, respectivamente. Figura adaptada de
http://www.student.math.uwaterloo.ca/.

3.2. Aproximaciéon shearing-box

La aproximacién shearing-box consiste en un desarrollo local de las ecua-
ciones. Dado un x¢g = (xg,yo, 20), €l anélisis se restringe a una regién de
dimensiones mucho menores que |xo|. En concreto, en esta aproximacion,
se modela una pequena parcela de fluido (shearing-box) que se encuentra
inmersa en un flujo macroscopico con shear lineal y uniforme dado por
Uy, = ugy(2)y = —szy. De esta forma, el shear queda determinado por
el gradiente perpendicular a la direccién del flujo s = —0,u,. En la Figura
3.3 se representa una caja cartesiana sometida a un flujo tipo shear. A medida

que transcurre el tiempo, la caja se deforma.

La presencia del shear se refleja en las ecuaciones que describen la dindmi-
ca del sistema, mediante términos adicionales. En particular, la derivada tem-

poral total puede redefinirse como

D
E = 8t+ushy(x)8y+u~v . (31)

Mediante las técnicas de Fourier, un sistema de ecuaciones lineales en deriva-
das parciales con coeficientes constantes y condiciones de contorno peridédicas
se puede transformar en un conjunto de ecuaciones algebraicas, lo cual fa-
cilita la manipulacién de las ecuaciones dindmicas. Sin embargo, el término
—sx0, asociado a la presencia del shear impide la implementacién de los de-
sarrollos usuales de Fourier, debido a que este término depende linealmente
de la coordenada x. El problema radica en que las condiciones de contorno
no son estrictamente periddicas (debido a la condicién de contorno en ) y,

ik-x

por lo tanto, las soluciones tipo ondas planas e no pueden usarse como
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Figura 3.3: La caja al instante ¢ se representa en trazo grueso gris. Transcurrido un
tiempo dt, la caja se transforma en la denominada shearing-box (trazo fino negro).
A medida que transcurre el tiempo, el proceso de “estiramiento” se intensifica (trazo
fino gris). Visto desde el centro de coordenadas (centro de la caja) este proceso es
equivalente al movimiento relativo entre las caras.

funciones bases en el espacio de Fourier.

Sean L,, L, y L, las dimensiones de una pequena caja cuyo centro esta en
X, tal que L; < xy. Las condiciones de contorno para cualquier magnitud f
(salvo la condicién de contorno en z para la componente y de la velocidad),

pueden escribirse de la siguiente manera,

flz,y,2) = f(r+ Ly,y—sLyt,z) (contorno en z) , (3.2)
flz,y,2) = f(z,y+ Ly, 2) (contorno en y) , (3.3)
flx,y,z) = flx,y,z+ L) (contorno en z) . (3.4)

La condicién de contorno en x para u, tiene que tener en cuenta el efecto de

“deslizamiento” que produce el flujo tipo shear
uy(x,y,2) = uy(x + Ly, y — sLyt, 2) + sL, (contorno en z) . (3.5)

En la direccién de la coordenada z, las caras de la caja, periddicas al instante
t, se mueven una con respecto a la otra, volviéndose a encontrar exactamente
a 6t = nL,/sL, con n € N, tiempo en el cual se reestablece estrictamente
la periodicidad de la caja. En la Figura 3.4 se muestra este proceso de de-
splazamiento entre las caras como consecuencia del gradiente de velocidad en
la direccién transversal al movimiento del fluido (es decir, como consecuencia

del shear). De modo que, el flujo resulta periddico en x con respecto a un
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dado punto que se desliza con velocidad local u,p, (). Entonces, adoptando

coordenadas co-movientes al fluido tipo shear
=z, y=y+sat, Z=2, t'=t, (3.6)
se pueden redefinir las derivadas como
Op = 0w +8t'0y, 0y=0y, 0,=0y, 0 =0+s20y, (3.7)

tal que las condiciones de contorno, en este sistema de coordenadas tipo shear,
resultan estrictamente periédicas (shearing-periodic boundary conditions) vy,

por ende, permiten aplicar las técnicas usuales del andlisis de Fourier.!

Por lo tanto, la aproximacion shearing-box consiste en modelar una peque-
na parcela de fluido mediante una caja cartesiana con condiciones de contorno
periddicas tipo shear. Por este motivo, es necesario considerar ondas que
acompanen al shear impuesto por el flujo macroscopico en el cual se encuentra
embebida la shearing-box, para lo cual se requiere que la componente x del
vector de onda sea una funcién del tiempo tal que k(t) = (k,(t), ky, k) siendo
k.(t) = 27n, /L, + skt y k. = 2mn, /L, . con n,, ., € Z.* De esta manera
se logra eliminar, en el espacio de Fourier, al término —sxd, asociado al shear,

dado que koo = sxk, (donde el punto indica derivada respecto al tiempo).

El modelo shearing-box se ha aplicado a diversos sistemas astrofisicos. En-
tre ellos, al estudio de estructuras galacticas (Goldreich & Lynden-Bell, 1965;
Julian & Toomre, 1966; Goldreich & Tremaine, 1978), anillos planetarios
(Wisdom & Tremaine, 1988), discos no auto-gravitantes (Narayan, Goldreich,
& Goodman, 1987) y discos de acrecién (Balbus & Hawley, 1992b; Hawley,
Gammie, & Balbus, 1995; Brandenburg et al., 1995; Matsumoto & Tajima,
1995; Cabot, 1996; Brandenburg, Dintrans, & Haugen, 2004; Umurhan &
Regev, 2004; Lesur & Longaretti, 2007; Regev & Umurhan, 2008, entre mu-

chos otros).

1Un esquema alternativo para afrontar este problema es utilizar el método WKB a partir
del cual las soluciones se asumen no arménicas en z, es decir, f = f(xz)e’(Fv¥th=2—w1)) FEgte
enfoque puede encontrarse en Ogilvie & Pringle (1996) y en Kunz (2008).

2Los ntimeros de onda 27n/L (correspondientes a un dominio finito y periédico) se
dicen lagrangianos, en tanto son independientes del tiempo, mientras que k(t) representa
a los modos eulerianos.
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Figura 3.4: Esquema que muestra el proceso de shearing entre las caras de las cajas
a medida que transcurre el tiempo (en unidades arbitrarias). Para obtener periodicidad
en = se requieren coordenadas tipo shear. Figura adaptada de Hawley, Gammie, &
Balbus (1995).

3.3. Efecto Hall en flujos astrofisicos tipo shear

La dinamica asociada a la macroescala de plasmas astrofisicos es descripta
adecuadamente por la ecuciones de la magnetohidrodindmica (MHD). Debido
a las grandes longitudes que presentan estos sistemas, los correspondientes
numeros de Reynolds suelen ser muy altos. En consecuencia, el compor-
tamiento dinamico del sistema involucra un amplio rango de escalas espa-
ciales. A escalas suficientemente pequenas y bajo ciertas circunstancias, los
procesos cinéticos de los plasmas pueden ser no despreciables y, por lo tanto,
la aproximacién magnetohidrodinamica deja de ser apropiada para estudiar
esas escalas. Por tal motivo, a partir de la ley de Ohm generalizada, se pueden
introducir efectos asociados a la aproximacion de dos fluidos y obtener una
teoria que permita describir la dinamica de la microescala. En este contexto,
la disipacion 6hmica, la difusiéon ambipolar y el efecto Hall pueden aquirir un
rol significativo en la dindmica del sistema.

En particular, en plasmas parcialmente ionizados el efecto Hall es rele-
vante si las escalas espaciales involucradas resultan comparables a la escala
de Hall (c/wyi)(va/Ug)x 1/ (ver ecuacién (2.42)) donde c es la velocidad de

la luz, wy; es la frecuencia del plasma iénica, v4 es la velocidad de Alfvén y

48



CAPITULO 3. FLUJOS TIPO SHEAR EN HALL-MHD

X es la fraccién de ionizacién (sobre detalles relacionados a plasmas parcial-
mente ionizados, ver Pandey & Wardle (2008)); en plasmas completamente
ionizados, x = 1. De manera que, el efecto Hall resulta relevante, en sistemas
en los que la temperatura y la fraccion de ionizacién son suficientemente bajas
(para el caso de plasmas débilmente ionizados) y en sistemas con alta tempe-
ratura y baja densidad (para el caso de plasmas completamente ionizados).
En cualquier caso, si los campos magnéticos involucrados son intensos, las

corrientes de Hall no pueden despreciarse.

A modo de comparacién, es util estimar érdenes de magnitud, para distin-
tos sistemas astrofisicos, entre el término de Hall (H) y los términos éhmico
(O) e inductivo (1) definidos en la seccién 2.3.1 a partir de la ecuacién (2.39).3
En un disco protoestelar se tiene que H/O ~ 10> y H/I ~ 10* (Balbus &
Terquem, 2001); mientras que para discos de dwarf nova (sistema binario en
el cual una enana blanca acreta materia de su companera) H/I ~ 1 (Sano &
Stone, 2002a); en la corteza de estrellas de neutrones H/O ~ 10° (Hollerbach
& Riidiger, 2002).4

La influencia del efecto Hall en el contexto astrofisico ha sido estudia-
da ampliamente. Por las longitudes y densidades involucradas, el efecto Hall
resulta importante en regiones de formacién de estrellas (Norman & Hey-
vaerts, 1985), nubes moleculares densas (Wardle & Ng, 1999), medio inter-
estelar (Spangler, 1999; Kinney et al., 2000) e incluso en el universo tem-
prano (Tajima et al., 1992). Asimismo, el término de Hall tiene que ser con-
siderado, en las enanas blancas y en las estrellas de neutrones debido a los
fuertes campos magnéticos que aparecen involucrados (Yakovlev & Urpin,
1980; Muslimov, 1994; Shalybkov & Urpin, 1997; Potekhin, 1999; Geppert
& Rheinhardt, 2002). Ademads, las corrientes de Hall parecen desempenar un
papel significativo en la generacion de campos magnéticos como consecuencia
de la actividad turbulenta del efecto dinamo (Mininni, Gémez & Mahajan,
2002, 2003a,b, y las respectivas referencias). El efecto Hall también puede ser

relevante en relacién con procesos de reconecciéon magnética (Deng & Mat-

3Tanto el término éhmico como el inductivo también estdn presentes en la ecuacién de
induccién correspondiente a la descripcion MHD.

4Fl término ambipolar puede ser importante en la evolucién de los campos magnéticos
asociados a discos protoplanetarios y a discos protoestelares como asi también en la dindmi-
ca de nubes moleculares y gas galdctico (Brandenburg & Zweibel, 1995; Brandenburg &
Subramanian, 2000; Zweibel, 2002; Desch, 2004; Kunz & Balbus, 2004; Pandey & Wardle,
2008).
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sumoto, 2001; Mozer, Bale & Phan, 2002; Smith et al., 2004; Morales, Dasso,
& Goémez, 2005).

En las escalas microscépicas, los efectos de un flujo asociado a la macro
escala pueden aproximarse mediante un campo de velocidades tipo shear,
supuesto lineal y uniforme. Si bien las estructuras correspondientes a la
dindamica de pequenas escalas, posiblemente, sean inobservable en los sistemas
astrofisicos, podrian tener impacto en la dindmica macroscopica a través
de interacciones no lineales. En particular, las inestabilidades microscopicas
muchas veces afectan los fenémenos de transporte por lo cual su estudio re-
viste suma importancia a la hora de entender la dinamica de la macroescala.
Por lo tanto, resulta relevante explorar el desarrollo de inestabilidades en
el contexto de flujos tipo shear (shear-driven instabilities), originadas de-
bido a la presencia de intensos gradientes perpendiculares a la direccién de

movimiento del fluido.

La estabilidad de plasmas en sistemas rotantes en presencia de un campo
de velocidades tipo shear (producido por rotacion diferencial) ha sido amplia-
mente estudiada en el contexto de discos de acrecion. Mas especificamente en
relacién con la inestabilidad magneto-rotacional (MRI) que bajo la influencia
de las corrientes de Hall, usualmente, se la denomina Hall-MRI. El compor-
tamiento de esta inestabilidad ha sido analizado tanto en el régimen lineal
(Wardle, 1999; Balbus & Terquem, 2001; Riidiger & Kitchatinov, 2005; De-
vlen & Pekiinlii, 2007) como en el régimen no lineal (Sano & Stone, 2002a,b).
Otro estudio sobre el efecto Hall en plasmas débilmente ionizados sujetos a
rotacién diferencial, ha sido reportado por Riidiger & Shalybkov (2004) y
Riidiger & Kitchatinov (2005) en el caso particular de nimero de Reynolds
magnético finito del orden de las pocas centenas. A partir del analisis de es-
tabilidad de plasmas no rotantes y sin shear, se obtiene la propagacién de los
modos lineales Hall-MHD (ver seccién 2.4.1). Entre ellos, las ondas circulares
con polarizacién derecha denominadas whistlers y las ondas circulares con
polarizacién izquierda conocidas como ondas ion-cyclotron (ver, por ejemplo,
Mahajan, Mininni & Gémez (2005) y las respectivas referencias). Cuando
estos modos se propagan en un flujo tipo shear en presencia de corrientes
de Hall, el modo ion-cyclotron se desestabiliza si el shear es suficientemente

intenso; concretamente, cuando la intensidad del shear supera a la frecuencia
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de ciclotrén idnica.” Ademas, la presencia del efecto Hall conduce a la de-
sestabilizacion de flujos con shear tanto positivo como negativo segin sea la
orientacion del campo magnético. Si la vorticidad asociada al shear es anti-
paralela al campo magnético externo, el flujo se vuelve inestable; en cambio,
en el caso paralelo el flujo permanece estable. Esto se debe a que el efecto
Hall introduce una especie de helicidad en la microescala debido a que rompe
la simetria especular B por —B en la ecuacién de inducciéon (Wardle, 1999;
Balbus & Terquem, 2001), generando cambios significativos en el espacio de
parametros dependiendo del alineamiento relativo entre el campo magnético
y la vorticidad asociada a la velocidad tipo shear.

En la préxima seccién se deducen las ecuaciones correspondientes al mo-
delo tedrico desarrollado en la presente Tesis. En el contexto de la teoria
Hall-MHD se reobtienen las ecuaciones bajo la aproximacion de shearing-
boz.

3.4. Ecuaciones Hall-MHD en la aproximacién
shearing-box

A continuacién se listan las ecuaciones adimensionales Hall-MHD (deduci-
das en la seccién 2.4) que describen la dindmica del sistema para un plasma
completamente ionizado (asumiendo Z = 1). Como unidades de medida, se
considera que la unidad de velocidad Uy esta dada por la velocidad de Alfvén
v4, el campo magnético se expresa en unidades de la velocidad, la unidad de
tiempo es ty y la unidad de densidad de particulas ng estd determinada por

su valor en el estado de equilibrio.® La ecuacién de continuidad es

2_7;+V'(nu):07 (3.8)

siendo n la densidad de particulas tanto de electrones como de protones (n, =

n; = n), en virtud de la neutralidad de carga. La ecuacién de movimiento

5En el régimen dominado por el efecto Hall, si las frecuencias de las fluctuaciones del
campo magnético superan la frecuencia de ciclotréon, los iones no pueden adaptarse a los
rapidos cambios del campo y sélamente la dindmica de los electrones permanece acoplada
a la dindmica del campo magnético

6La unidad de longitud Lo queda determinada a partir de las unidades de medida
de velocidad y tiempo. En tanto que la unidad de presién se desprende de la relacién
politrépica.
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resulta

E + (u-V)u = —28Vh+

donde S es el parametro beta del plasma, h es la densidad de entalpia para

B x B
Ou VxBxB v, (3.9)
n

flujos politrépicos para cada una de las especies (h.; = h = Inn, para un gas
ideal e isotérmico tal que T, = T; = T = const). La ecuacién de inducién
para el potencial vector A, se escribe como

0A

B
—zaﬁVh—ngSe—l—(u—avx

= >xB—anB, (3.10)

siendo ¢, el potencial electrostatico y € = ¢/(wy;Lo) el parametro de Hall

para plasmas completamente ionizados.

Bajo la aproximacién shearing-box, se asume un sistema de referencia en
coordenadas cartesianas correspondiente a una pequena parcela de fluido. En
este sentido, cualquier flujo macroscopico puede ser adecuadamente descripto
mediante un perfil de velocidades lineal y uniforme (flujo tipo shear) siem-
pre y cuando las dimensiones de la parcela sean lo suficientemente chicas.
Sea un campo magnético externo uniforme en la direcciéon z y un campo de
velocidades tipo shear ug, = ug,(2)y = —szy (lineal y uniforme), donde s
corresponde al gradiente en la velocidad del flujo macroscépico en la direc-
cién transversal que en su version adimensional se expresa como s = —tg0, Uy,
(ver secci6én 3.2). Debido al shear las lineas del campo magnético externo se
distorsionan, desarrollando componentes perpendiculares a la direccion del
campo magnético externo. En consecuencia, tanto el campo magnético como
el campo de velocidades y demas cantidades que describen el estado del flujo,
se pueden descomponer como la suma de un valor medio y las fluctuaciones

con respecto al mismo asociadas a la microescala
B = Byz + b(z,y,2,t), u=—szy+u(z,y,z1t). (3.11)

Si se elige la unidad de tiempo ty como la inversa del shear resulta que
|0yuy| = 1 con lo cual el pardmetro s sélo puede adquirir dos valores tales
que s = *1. Por lo tanto, la vorticidad local asociada a la velocidad tipo
shear (wg, = V X ug, = (0,0,—s)), s6lamente puede tener componente
vertical alineada (s = —1) o anti-alineada (s = 1) con el campo magnético

externo el cual, a su vez, es perpendicular al plano (x,y) en el que se produce
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CAPITULO 3. FLUJOS TIPO SHEAR EN HALL-MHD

el shear. En las unidades adoptadas, By = 1.

Reescribiendo las ecuaciones Hall-MHD (3.8)—(3.10) en términos de los
campos microscépicos u 'y b descriptos en la ecuacién (3.11), se obtienen las
ecuaciones adimensionales Hall-MHD en la aproximacién shearing-box (Haw-
ley, Gammie, & Balbus, 1995; Umurhan & Regev, 2004)

(0y — sz0y)n+V - (nu) =0, (3.12)

BxB
(0y — sx0y)u+ (u-V)u=—-28Vh + VXTX + su,y +vViu, (3.13)

V x B

n

(0y — s20,)B =V x <u — ) x B —sB,y +nV°B . (3.14)

siendo B la suma del campo magnético externo y el campo perturbativo.
Dada la presencia de un campo magnético externo y un flujo tipo shear, ex-
ternamente aplicado, el conjunto de ecuaciones (3.12)—(3.14) permite analizar
la dinamica de las perturbaciones asociadas a los campos microscépicos en
una pequena parcela de plasma correspondiente a la microescala.

Para estudiar la relevancia del efecto Hall en flujos tipo shear en pre-
sencia de un campo magnético externo, se realiza un analisis lineal de las
ecuaciones Hall-MHD tipo shearing-boz (3.12)—(3.14) para identificar posi-
bles inestabilidades (ver seccién 2.2.1). Se encuentra que en sistemas donde
el efecto Hall y el shear actian conjuntamente, el sistema se vuelve inestable
cuando se cumple que €s > 1. A esta nueva inestabilidad, asociada a la
dinamica de la microescala, se la denomina, en la presente Tesis, Hall-MSI
(Hall magneto-shear instability).” La identificacién y el posterior analisis de
esta inestabilidad, constituyen el eje principal de la Tesis. A continuacién se
estudia, la presencia de esta inestabilidad en configuraciones 1D (Capitulos
4y 5), 2D (Capitulo 6) y 3D (Capitulo 7). En las configuraciones 1D y 2D
se linealizan las ecuaciones y se calculan las relaciones de dispersion corres-
pondientes, comparando los resultados teodricos obtenidos con simulaciones
numeéricas. En el caso unidimensional, mediante un analisis cualitativo de
los resultados numéricos, se presenta también el comportamiento de la ines-

tabilidad en el régimen no lineal. Asimismo, en esta geometria se estudian

"Un analisis lineal sobre la estabilidad de flujos con shear bajo la influencia de la
difusién ambipolar y el efecto Hall ha sido efectuado por Kunz (2008) para el caso de
plasmas débilmente ionizados. Sin embargo, el tratamiento realizado por el autor difiere
sustancialmente al desarrollado en esta Tesis.
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3.5

dos problemas: por un lado, sistemas en los cuales el shear se presenta en
ausencia de rotacion y por el otro, sistemas en los que el shear es genera-
do por un perfil de rotacion diferencial. En la configuracién 3D, ademas, se
desarrolla la inestabilidad macroscépica de Kelvin-Helmholtz. El estudio de
ambas inestabilidades en el régimen lineal se aborda esencialmente en forma
numérica, verificando algunos resultados predichos por la teoria. Dado que
en los flujos astrofisicos usualmente se asume que los efectos disipativos son
despreciables, no se consideran los términos asociados a la viscosidad y a la

resistividad eléctrica en el desarrollo de los siguientes Capitulos.®

3.5. Simulaciones numéricas

Para testear el modelo desarrollado, se comparan los resultados tedricos
con simulaciones numéricas. Para estudiar la inestabilidad Hall-MSI en con-
figuraciones 1D (Capitulos 4 y 5) y 2D (Capitulo 6) se realizan simulaciones
locales en la aproximacion shearing-box utilizando un cédigo de diferencias
finitas de alto orden PENCIL CODE? (Brandenburg & Dobler, 2002). En ge-
ometrias 3D (Capitulo 7), ademas, se investiga el desarrollo conjunto de dos
inestabilidades tipo shear: la inestabilidad Hall magneto-shear y la conocida
inestabilidad macroscépica de Kelvin-Helmholtz. Por lo tanto, para analizar
el comportamiento conjunto de ambas inestabilidades se realizan simulacio-
nes globales utilizando un cédigo pseudo-espectral desarrollado por el Grupo
de Flujos Astrofisicos (Mininni, Gémez & Mahajan, 2003b).

En cualquier caso, hay que tener en cuenta que las simulaciones Hall-
MHD requieren mayor tiempo de calculo dado que se modifica la condicion
CFL (Courant-Friedrich-Lewy) la cual establece una cota superior para el

I (asumiendo que v, es la velocidad carac-

paso temporal: At < Ax?(gv4)”
teristica del problema). Es decir, que el paso temporal decrece, por un lado,
cuadraticamente con la resolucién espacial y, por el otro, linealmente con el
valor del pardmetro de Hall.'® Por esta razén, las simulaciones realizadas co-

rresponden a resoluciones espaciales moderadas (N = 128). Por otra parte,

8Por otra parte, si se tienen en cuenta los efectos disipativos, la relacién de dispersién
presenta términos impares en w cuya contribucién a 2la dindmica del sistema consiste en
agregar un factor de amortiguacién proporcional a e ™% ** tanto en los modos estables como
en los inestables sin afectar la estabildidad del sistema.

9http://code.google.com /p/pencil-code/.

0En simulaciones MHD, la condicién CFL es menos restrictiva dado que At < Axv;l.
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CAPITULO 3. FLUJOS TIPO SHEAR EN HALL-MHD

los coeficientes de viscosidad v y resistividad magnética 7 son suficientemente
bajos, siendo apreciables s6lamente en las escalas més pequnas correspondien-
tes a las escalas disipativas. Eligiendo adecuadamente los valores de v y 7,
se garantiza que las escalas de disipacion se resuelven correctamente tal que,
a todo instante, se cumpla que &, y k, permanezcan por debajo del mdximo

nimero de onda permitido. Las condiciones de contorno son 27-periédicas.

Tipicamente, en simulaciones numéricas, la unidad de longitud esta dada
por el tamano de la caja Ly, que usualmente corresponde a 27. En simulacio-
nes locales tipo shearing-box, el flujo tipo shear ocupa la totalidad de la caja
numérica mientras que en las simulaciones globales el shear esta localizado
en una region determinada y acotada. Para estudiar una inestabilidad Hall-
MHD, se necesita que el efecto Hall sea relevante en la escala asociada a la
inestabilidad que, en este caso, corresponde a la escala en la cual esta presente
el shear (Ly ~ Lgpeqr). Por tal motivo, en las simulaciones locales realizadas

e > 1, en contraposicion a las simulaciones globales implementadas en las

que € < 1:
Lls(;feaér/ Lbocr: Z 1
€= Ly/Lpoy = SiLly ~ Lgpear = € = (3.15)
LA Ly S 1

Las simulaciones locales permiten estudiar escalas pequenas con mucha res-
olucién no siendo posible resolver, a la vez, escalas macroscépicas. Para eso
se requieren las simulaciones globales, a expensas de perder resolucién en la
microescala. En otras palabras, las simulaciones locales shearing-bor pueden
pensarse como una ampliacion de la region donde se encuentran los intensos
gradientes asociados al campo de velocidades que, en simulaciones globales,
sélamente ocupan una pequeia fraccién de la caja.!!

Las simulaciones tipo shearing-bor pueden implementarse tanto en cédi-
gos de diferencias finitas (Hawley, Gammie, & Balbus, 1995; Brandenburg et
al., 1995) como en cédigos espectrales (Lesur & Longaretti, 2005; Umurhan &

Regev, 2004).'? Limitaciones de las simulaciones locales han sido discutidas

HLa implementacién del shear en las simulaciones globales, se realiza a partir de un
perfil de velocidades del tipo tangente hiperbdlica. De manera que las regiones de intensos
gradientes quedan localizadas en estrechas franjas rodeada por un campo de velocidades
esencialmente uniforme.

12Para un andlisis detallado sobre la adaptacién numérica de las ecuaciones tipo shearing-
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3.5

en Regev & Umurhan (2008) y en Bodo et al. (2008). Asimismo, la correspon-
dencia entre simulaciones locales y simulaciones globales ha sido analizada
recientemente en varios trabajos (Guan et al., 2009; Johansen, Youdin, &
Klahr, 2009; Davis, Stone, & Pessah, 2010; Sorathia, Reynolds & Armitage,
2010). Para estudiar el comportamiento de la dindmica de la microescala y
su influencia en las escalas macroscépicas, las simulaciones tipo shearing-box
parecen ser las adecuadas permitiendo alcanzar mayor resoluciéon en las es-
calas espaciales mas pequenas. Asi, la dindmica de una pequena parcela de

fluido inmersa en un flujo tipo shear puede ser estudiada en detalle.

box en codigos de diferencias finitas o espectrales, remitirse a Hawley, Gammie, & Balbus
(1995) o Umurhan & Regev (2004), respectivamente.
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Modelo 1D

En los Capitulos 4 y 5 se analiza la influencia del efecto Hall en flujos
tipo shear en configuraciones unidimensionales. En particular, se realiza un
estudio de la estabilidad de una pequena parcela de fluido inmersa en un
flujo macroscépico tipo shear no rotante (Capitulo 4) y en rotacién diferen-
cial (Capitulo 5). A partir de las ecuaciones Hall-MHD en la aproximacién
shearing-boz, se calcula la relacion de dispersion correspondiente. El modelo
tedrico desarrollado se compara con los resultados obtenidos mediante simu-
laciones numéricas tipo shearing-box. En este apartado, se presenta el modelo
tedrico comin a ambos sistemas analizados (no rotante y en rotacién diferen-
cial). Luego de exponer el andlisis lineal para cada caso (Capitulos 4 y 5), se
explora el régimen no lineal, esencialmente, en forma numérica. Los resulta-
dos asociados al modelo 1D constituyen parte del articulo Bejarano, Gémez,
& Brandenburg (2011).

Ecuaciones generales

Sea una pequena parcela de fluido centrada en un punto arbitrario del
espacio ry, inmersa en un plasma macroscépico que puede ser no rotante
o estar en rotacion diferencial. Para abarcar ambas situaciones, se elige un
sistema de referencia solidario al movimiento de la parcela, cuyo origen de
coordenadas se ubica en ry. Las ecuaciones Hall-MHD (3.8)—(3.10) en un
sistema de referencia en rotacién con velocidad angular local uniforme Qz

con €y = Q(ry) (considerando v ~ n ~ 0) son,

on
E+V-(nu)—0, (1)
aa—ler(u-V)u:—ZBthtw—?Qixm (2)
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%:55Vh—V¢e+(u—esz)xB- (3)

ot

En tanto que la ecuacién de continuidad y la ecuacion de induccién no se ven
afectadas, la rotacién del sistema de referencia queda reflejada tinicamente en
el término adicional de la ecuacién de movimiento correspondiente a la fuerza
de Coriolis (donde Q = Qty). Se asume, ademds, que la fuerza centrifuga,
que puede escribirse como el gradiente del denominado potencial centrifugo,
se suma al potencial gravitatorio y a la fuerza debido a la presion. Asi, adop-
tando un sistema de coordenadas cartesianas, debido a que las dimensiones
de la parcela de fluido son tales que L; < 7y, y descomponiendo a los campos
como la suma de campos correspondientes a las escalas macroscopicas y a las
pertubaciones asociadas la microescala segin la ecuacién (3.11), se obtienen
las ecuaciones Hall-MHD tipo shearing-box (3.12)—(3.14) en un sistema de

referencia en rotacién

(0 — sxdy)n+ V- (nu) =0, (4)
(@ se,u+ (- Vyu = ~269h+ ~ 22X B 905 xut sy, (5)

V x B

n

(0y — sx0,)B =V x (u—&? ) x B —sB,y . (6)

Este conjunto de ecuaciones describe la dinamica de una pequena parcela
de plasma que puede estar sometida o no a una rotacién rigida €2 y que
puede estar expuesta o no a un shear s. En particular, las ecuaciones (4)—
(6) permiten describir dos configuraciones de interés. En el Capitulo 4, se
analiza la influencia del efecto Hall en un flujo tipo shear no rotante (2 =0
y s # 0). En el Capitulo 5 se estudia el rol del efecto Hall sobre un flujo en
rotacién diferencial (2 # 0 y s = af?), donde el perfil de rotacion esta dado
por Q(r) = Qqo(r/ro) .

Relacion de dispersion

Sea una pequena parcela de hidréogeno completamente ionizado inmersa
en un flujo tipo shear en un campo magnético uniforme externo (supuesto
en la direccién Z). Se consideran configuraciones unidimensionales a aquellas

tales que el campo magnético b y la velocidad u dependen tinicamente de la
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Modelo 1D

coordenada z
B=DByz+b(z,t), u=—sry+u(zt). (7)

Asimismo, se consideran fluctuaciones respecto a la densidad de particulas

de equilibrio ng, considerada uniforme,
n=ng+on(z,t) =1+ on(z1t), (8)

siendo ng = 1 en el sistema de unidades adoptado.

Reemplazando las expresiones dadas por la ecuacién (7) en el conjunto
de ecuaciones (4)—(6), se obtiene a primer orden en las perturbaciones que el
sistema se divide en dos subsistemas: por un lado, los modos longitudinales
y, por el otro, los modos perpendiculares. Las perturbaciones longitudinales
involucran ondas de tipo acustico con fluctuaciones en u, y dn, mientras que
las perturbaciones transversales estan asociadas a oscilaciones de las com-
ponentes perpendiculares de los campos u y b. El primer subsistema, com-
puesto por la ecuacion de continuidad y la componente z de la ecuacién de

movimiento, resulta

d,0n = —d.u, (9)
o, = —2£0.0n . (10)

El segundo subsistema, correspondiente a las proyecciones perpendiculares
de las ecuaciones de movimiento y de induccion, establece la dindamica lineal

de los grados de libertad perpendiculares

0 2€)
o, =0.b, + : 11
U 1 ( (s B 2Q) 0 ) u ( )

0 O 0 1
8th_ZaZUJ_+ bJ_+€ agzbj_ . (12)
—s 0 -1 0

Las ecuaciones linealizadas (9)—(12) indican que en el régimen lineal, los mo-
dos londitudinales (dn,u,) estdn completamente desacoplados de los modos
perpendiculares (uy,b,).

Asumiendo que los campos microscépicos son proporcionales a e'(F#=«)

se obtiene que los modos longitudinales conducen a la conocida relacién de
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dispersion responsable de la propagacion de ondas actsticas mientras que el
sistema perpendicular proporciona una dindmica mas compleja dada por la
siguente relacién de dispersion (polinomio caracteristico del sistema 4 x 4

formado por las componentes perpendiculares de u y b)
wt = 205> +Co =0, (13)

donde los coeficientes del polinomio bi-cuadratico son

Cy(k) = %k‘* + <1 — 5;) 4+ Q20 —s) (14)
Co(k) = k* (14 (2 — 5)) (K*(1 +25Q) — 25Q) . (15)

Los coeficientes dados por las ecuaciones (14)—(15) reflejan el conjunto de
parametros relevantes asociado al sistema de ecuaciones (4)—(6) en el régimen
lineal. Esto es, el nimero de onda k = k, (en particular, el sistema depende
de k?), el pardmetro de Hall ¢, la frecuencia de rotacién € y el gradiente
de velocidades determinado por el shear s el cual, a su vez, corresponde a
la componente vertical de la vorticidad local. También el campo magnético
externo, en unidades de la velocidad de Alfvén, constituyen un parametro del
sistema pero se asume que By = 1.

Para encontrar los modos normales de propagacion (ver seccién 2.2.1) hay

que hallar el conjunto de raices de la relacién de dispersién (13)

wi=0Cy £ 1/C3 — (. (16)

Se analizan ambas ramas de la relacion de dispersion en el espacio de paramétros
determinado por €, Q y k? (considerando que By = 1y s = £1). Se encuentra
que Unicamente la solucién w? puede conducir al desarrollo de una inestabi-
lidad dado que sélamente esta rama adquiere valores negativos y, por ende,
posee una componente imaginaria no nula. La rama correspondiente a w? en
ausencia de shear corresponde a la rama de las ondas ion-cyclotron (modos
normales Hall-MHD, presentados en la seccién 2.4.1). En presencia de inten-
sos gradientes estos modos normales resultan inestables, abasteciéndose de
la energfa libre del shear (Kunz, 2008). La desestabilizacién proviene de la
accion conjunta del shear y del efecto Hall.

En la Figura 1 se muestra una secuencia de gréaficos en los cuales se pre-
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€=0.00 €=0.50 e=0.75 e=1.00 €=2.00
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

Q0.5 0.5

)

Q.0 0.0

(s

-0.5 -0.5 -0.5

0.5 Q0.5 0.5 0.5 0.5

0.0

Q (s=-1)

Figura 1: Contornos de nivel de la tasa de crecimiento para diferentes valores del
pardmetro de Hall en el plano (€2, k?) para s = +1 (panel superior) y s = -1 (panel
inferior). Las regiones estables estdn representadas en color blanco mientras que las
regiones sombreadas corresponden a las regiones inestables, siendo mds oscuras cuanto
mayor sea la tasa de inestabilidad. En lineas grises punteadas se indican los casos
particulares sin rotacién (€ = 0) y con rotacién diferencial kepleriana (2 = s/a , con
a=3/2).

senta la tasa de crecimiento de la inestabilidad v_ (siendo 72 = —w?) en
el plano determinado por los pardmetros (2, k?) para distintos valores de .
El panel superior corresponde a s = 1 y el panel inferior a s = —1. Las
lineas horizontales punteadas grises representan dos casos de particular in-
terés: plasmas no rotantes (2 =0y s # 0) y plasmas con rotacién diferencial
kepleriana (2 # 0y s = af) con a=3/2 y, por ende, 2 = s/a = £2/3). En
el sistema de unidades adoptado, 1 = s/a = +a~'. Para valores de shear
positivo (vorticidad local anti-alineada con el campo magnético externo), los
plasmas no rotantes resultan inestables para valores del parametro de Hall

tales que € > 1. En particular, todos los niimeros de ondas son inestables para
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s =1y e > 1. En cambio, para valores de shear negativo (vorticidad local
y campo magnético alineados) no surgen modos inestables. En tanto que los
plasmas con rotacién diferencial kepleriana siempre presentan un rango de
modos inestables que varia segun los distintos valores del parametro de Hall.
Ademas, la Figura 1 muestra claramente que la orientaciéon relativa entre la
vorticidad local y el campo magnético externo (s > 0y s < 0) corresponde a
casos enteramente distintos, excepto para el régimen MHD (¢ = 0). En todos
los casos considerados, existe un intervalo de frecuencias de rotacién para las
cuales todos los modos son inestables. La franja de inestabilidad esta determi-
nada por —1/2e < Q < (e—1)/2e paras =1y por —(6—1)/2e <Q < —1/2¢
para s = —1. Por otra parte, se observa un comportamiento asintotico para

k? — oo en todos los casos inestables.
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Capitulo 4

Inestabilidad Hall Magneto -
Shear (Hall-MSI): 1D

En este Capitulo se estudia la estabilidad de flujos tipo shear no rotantes
bajo la influencia del efecto Hall en configuraciones unidimensionales. En el
régimen lineal, se analiza la relacion de dispersion y se encuentra una condi-
cién de inestabilidad suficiente para el desarrollo de una inestabilidad que
surge en flujos sometidos a la accién conjunta del efecto Hall y del shear. A

esta nueva inestabilidad se la nombra Hall-MSI (Hall magneto-shear instabil-
ity).

4.1. Analisis lineal

Dado el sistema de ecuaciones (4)—(6), se analiza la influencia del efecto
Hall en una pequena parcela de plasma no sometida a una rotacién rigida
2 = 0 pero expuesta a un shear s # 0. En otras palabras, se estudia el
rol del efecto Hall en la dinamica de la microescala asociada a un flujo tipo
shear no rotante (2 = 0y s # 0). A partir de las ecuaciones (14)—(15), los
coeficientes de la relacion de dispersién (13) para un plasma no rotante con

intensos gradientes en la velocidad en presencia de las corrientes de Hall son

Cy(k) = ?/& + (1 - 5;) K2 (4.1)
Co(k) = k* (1 —es) . (4.2)

La sencillez de los coeficientes de la relacién de dispersién (4.1)—(4.2), permite

estudiar la inestabilidad de manera directa.
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4.1

En ausencia de efecto Hall (¢ = 0, régimen puramente MHD), el sistema
resulta estable. Los coeficientes Cy = k% y Cy = k* corresponde a la relacién
de dispersion asociada a la propagacién de modos de Alfvén a lo largo de
la direccién z (ecuacién (2.33), seccién 2.2.1). Por lo tanto, el shear, sin la
presencia de las corrientes de Hall, no es suficiente para desestabilizar el

sistema.

A partir de las expresiones (4.1)—(4.2), se observa que C3 — Cy > 0. De-
pendiendo de los signos de Cy y Cy, existen, a priori, cuatro casos posibles
para estudiar la estabilidad. Sin embargo, en el plano (k? ) no se cumplen
simultaneamente las condiciones Cy > 0 y Cy < 0. De modo que la condi-
cién de inestabilidad (para que alguna de las soluciones w2, dadas por la
ecuacion (16), posea una componente imaginaria) se reduce a que el térmi-
no independiente de la relacion de dispersién (13) sea negativo: Cy < 0.
Esto, a su vez, implica que s > 1 lo que significa que el shear tiene que
ser lo suficientemente intenso como para que se cumpla que |Oyu,| > we;
(siendo w.; = eBy/(m;c) la frecuencia ciclotrén iénica). Nétese que a mayor
intensidad del campo magnético externo, se requiere shear més intenso para

desestabilizar el sistema.

Segin sea la orientacion relativa de la componente z de la vorticidad local
con respecto al campo magnético externo, se tiene que s = +1. Sin pérdida
de generalidad, se puede fijar s = 1 adjudicandole signo al parametro de Hall
dado que los coeficientes Cy y Cy (4.1)—(4.2) dependen de k2, €% y del producto
es. De modo que, valores positivos del parametro de Hall corresponden a
configuraciones en las cuales la vorticidad y el campo magnético externo
estan anti-alineados, y valores negativos, al caso en que estan alineados. Para
s = 1 entonces, la condicién de inestabilidad es tal que € > 1y, por lo tanto, la
vorticidad local y el campo magnético externo tienen que estar anti-alineados.
Esta condicion refleja la ruptura de la simetria especular B por —B debido

a la presencia del efecto Hall.

Por otra parte, la tasa de crecimiento de la inestabilidad presenta un
comportamiento asintético en el limite kK — oo, resultando independiente del
nimero de onda

SN @ . (4.3)
€
En este régimen asintotico, todos los modos de Fourier son inestables para

un dado rango de valores del parametro de Hall siendo maxima la tasa de
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CAPITULO 4. HALL-MSI (1D)
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Figura 4.1: Tasa de crecimiento de la rama inestable como funcién del nimero de
onda y del pardmetro de Hall (y_(k?,¢)) para s = 1. Se muestran también lineas de
contorno (arriba) y una imagen en escala de grises (abajo) de la tasa de inestabilidad.
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crecimiento de la inestabilidad cuando s = 2.

max

La tasa de inestabilidad maxima y™** = 0,5 se corresponde con todos los

valores de los pardmetros € y k que satisfacen (e — 2)k? = 1/2.

En la Figura 4.1 se muestra la tasa de crecimiento de la rama inestable
v_(k? €), es decir, la componente imaginaria de la solucién inestable Im(w_).
Se puede ver que la region de inestabilidad se extiende desde ¢ = 1 hasta
e — oo siendo inestable para todo ntimero de onda, resultado que implica
que esta inestabilidad es relevante en flujos con shear en los cuales el efecto
Hall esté presente. Para nimeros de ondas grandes, la tasa de crecimiento
alcanza su valor maximo v** = 0,5 en ¢ = 2 (es decir, |0,u,| > 2w,;). Los
contornos de nivel de y_ en el plano (k?, ¢), superpuestos en la parte inferior,
muestran en forma clara el comportamiento asintético para k — co. En la

Figura 4.2 se muestran los contornos de nivel para la tasa de inestabilidad en
el plano (k?, ¢).
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Figura 4.2: Niveles de contorno de la tasa de crecimiento de la inestabilidad v_ en el
plano (k2,¢) para flujos con s = 1. Las regiones estables son blancas mientras que las
regiones mas inestables corresponden a las zonas mas oscuras.

4.2. Verificaciéon numérica

Para testear la tasa de crecimiento de los modos inestables se comparan
los resultados analiticos obtenidos con simulaciones numéricas. Todas las si-
mulaciones presentadas en este Capitulo son simlaciones tipo shearing-boz,
realizadas con el cédigo de diferencias finitas PENCIL CODE.

En la Figura 4.3 se muestra un corte transversal de y_ versus € para
k* = 1. Los resultados obtenidos a partir de las simulaciones numéricas (*)
se condicen con la curva analitica (linea continua) que resulta de la relacién
de dispersion dada por los coeficientes (4.1)—(4.2). La regién de inestabilidad
corresponde a valores positivos del parametro de Hall lo que, ademas, implica
que wg, v B estan anti-alineados.

En la Figura 4.4 se presentan perfiles de la tasa de crecimiento como
funcién del parametro de Hall para tres nimeros de onda (k = 1, k = 2,y
k = 5) indicando el comportamiento asintdtico para k* — oo (curva gris en
cada panel). En el limite asintético, la tasa de crecimiento del modo inestable
se vuelve gradualmente independiente de k. Esto implica que tanto el término
convectivo como el término de Hall (es decir, términos primero y tercero

del miembro derecho de la ecuacién (12) crecen como k%, mientras que los
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Figura 4.3: Resultados de las simulaciones ndmericas (*) superpuestas a la prediccién
del modelo teérico (linea sélida) para k = 1 para un flujo con s = 1.

restantes términos se vuelven comparativamente despreciables. Por lo tanto,
el régimen asintético no depende del ntimero de onda k.

Esta inestabilidad también se extiende hacia los nimeros de onda pequenos
(es decir, escalas espaciales grandes).! En este régimen particular, Riidiger &
Kitchatinov (2005) analizaron la estabilidad de sistemas en rotacion diferen-
cial encontrando que en el limite asintdtico € > 1 (manteniendo ek? constan-
te), el efecto de rotacién se vuelve despreciable.

La inestabilidad Hall magneto-shear, producida por la combinaciéon del
efecto Hall y del shear, independientemente de si el sistema se encuentra en
rotacion diferencial o no, sélamente ha sido estudiada, en el régimen lineal,

por Kunz (2008), en el caso particular de plasmas débilmente ionizados.

4.3. Contexto astrofisico

La inestabilidad Hall magneto-shear podria jugar un rol importante en
relacion a la estabilidad de los jets. En la interfaz que separa al jet del medio

que lo rodea, los gradientes de velocidad son muy intensos. Si en este contexto,

'E]l comportamiento de la inestabilidad en estas escalas no ha sido abordado en el
presente trabajo.
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Figura 4.4: Superposicién del modelo tedrico (curva continua) y las simulaciones
numéricas (x) para k=1, k =2y k=5 (s = 1). El comportamiento asintético para
k?* — oo (curva gris) se muestra en los tres casos.

ademas, se considera que el efecto Hall es no nulo, en principio es posible el
desarrollo de la inestabilidad Hall-MSI. Debido al intenso shear presente en
los contornos del jet, el principal candidato a desestabilizar el sistema es la
inestabilidad de Kelvin-Helmholtz (KH) (ya sea en su versién hidrodindmica
o magnetohidrodindmica?). Sin embargo, observacionalmente, se sabe que los
jets permanecen estables con un alto grado de colimacion a lo largo de grandes
distancias. El desarrollo conjunto de ambas inestabilidades, una asociada a
la dindmica microscépica (Hall-MSI) y la otra correspondiente a las escalas
macroscopica (KH) puede ser relevante a la hora de comprender la colimacion
observada en los jets astrofisicos.?

Valores tipicos para la tasa de crecimiento de la inestabilidad de KH
presentados en la literatura en el caso hidrodindmico (Ferrari, 1998), mag-
netohidrodindmico (Miura & Pritchett, 1982) e incluso en el contexto de
la aproximacién Hall-MHD (Huba, 1994) son tales que corresponden a una
pequena fraccién de la intensidad del shear externo. Por lo tanto, la Hall-

MSI cuya maxima tasa de crecimiento es 0,5 veces la intensidad del shear

2Como los campos magnéticos se consideran vinculados a los procesos de colimacién,
también puede resultar conveniente considerar la version MHD de la inestabilidad de KH
cuya tasa de crecimiento puede modificarse segun la intensidad y la orientacién del campo
magnético.

3Mientras que la Hall-MSI se desarrolla en escalas comparables al tamafo de la re-
gién del shear, la inestabilidad de KH presenta longitudes de onda mucho mayores que la
longitud caracteristica del gradiente de velocidades.
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impuesto, puede ser relevante en el andlisis de estabilidad en la regién que
media entre el jet y el medio a su alrededor. Sin embargo, para estudiar ambas
inestabilidades se precisa configuraciones 3D. En el Capitulo 7 se examina
numéricamente la evolucion de estas inestabilidades mediante simulaciones
globales en tres dimensiones.

El modelo unidimensional presentado en este Capitulo se adapta ade-
cuadamente a la descripcién més simple de un jet, en la cual la componente
azimutal del campo de velocidades helicoidal que rodea al jet puede ser repre-
sentada como funcién de la componente radial, lo que conduce a un campo

de velocidades tipo shear uy(r) que localmente puede escribirse como wu,(z).
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Capitulo 5

Inestabilidad Hall Magneto -
Rotacional (Hall-MRI): 1D

En este Capitulo se estudia la estabilidad de flujos tipo shear rotantes
bajo la influencia del efecto Hall en configuraciones unidimensionales. En el
régimen lineal, se calcula la relacion de dispersién y se analiza el desarrollo de
la inestabilidad que surge en flujos sometidos a la acciéon conjunta del efecto
Hall y la rotacion diferencial. A esta inestabilidad se la conoce con el nombre
Hall-MRI (Hall magneto-rotational instability). En particular, los resultados
analiticos que constituyen este Capitulo se encuentran en Bejarano & Gémez
(2010).

5.1. Analisis lineal

Se analiza el rol del efecto Hall en una pequena parcela de plasma sometida
a una rotacion rigida 2 # 0 y expuesta a un shear s # 0 el cual, a su vez,
puede pensarse como consecuencia de una rotacién diferencial. De modo que
se estudia la influencia del efecto Hall en la dinamica microscopica asociada a
un flujo en rotacién diferencial, cuyo perfil de rotacién estd dado por Q(r) =

Qo(r/r9)~%, el cual produce un shear tal que s = afl.

Sea un sistema de referencia localmente cartesiano centrado en ry que

rota con velocidad angular Qy = Q(rg). Se asume una caja tal que L; < rg
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(es decir, que se consideran despreciables los efectos de curvatural) tal que
x=r—ry, y=role—Qt), z==2 (5.1)

con (r, p, z) coordenadas cilindricas. De manera que en este sistema de refe-
rencia, el flujo con rotacién diferencial Q(r) puede aproximarse mediante un
shear lineal superpuesto a un flujo uniformemente rotante. A primer orden

alrededor de rqy resulta que

Qr) ~ Qo + (6_9) (r—rp) = Qo+ s~ : (5.2)

or ), To
siendo s = —1r(0,82),—, = af) con Q = Quty (donde a determina el perfil
de rotacion diferencial, €2y es la velocidad angular local y t; la unidad de
tiempo). De modo que, las ecuaciones shearing-boz describen la dindmica de
un sistema en rotacion diferencial superponiendo una rotacién rigida y un
flujo tipo shear (lineal y uniforme). En este sentido, el shear es producido

por la rotacién diferencial.

A partir de las ecuaciones (14)—(15), se obtienen los coeficientes de la

relacién de dispersién (13) teniendo en cuenta que s = af

ngif+(1—m7a>k2+(2—a)92, (5.3)
Co =k (1+eQ(2 —a)) (K*(1 +2:Q) — 2aQ?) . (5.4)

Eligiendo que la unidad de tiempo, en el caso de flujos rotantes, sea la inversa
de la velocidad angular local, to = |Qg|™!, queda determinado que 2 = +1.
Nétese que las ecuaciones (5.3)—(5.4) dependen de k%, €2, Q2 y el producto
Q) (a es un parametro fijo definido por el perfil de rotacién diferencial). Por
lo tanto, se puede asumir, sin pérdida de generalidad, que €2 = 1 asignandole
signo positivo o negativo al parametro de Hall segin la velocidad angular
de rotacién €2 esté, respectivamente, alineada o anti-alineada con el campo

magnético externo. Luego, el pardmetro asociado al shear se puede escribir

1Sin embargo, los efectos de rotacion en el modelo shearing-bor quedan expresados a
través del término de Coriolis en la ecuacién de movimiento (5).
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Figura 5.1: Tasa de crecimiento de la rama inestable como funcién del nimero de onda
y del pardmetro de Hall (y_(k?,¢)) para un sistema con perfil de rotacién kepleriano.
Se muestran también lineas de contorno (arriba) y una imagen en escala de grises
(abajo) de la tasa de inestabilidad.

como s = a. Asi, los coeficientes resultan

02:¥+<1—%>k2+(2—a), (5.5)
Co=k (1+e(2—a))(k*(1+2)—2a) . (5.6)

Como la presencia del efecto Hall rompe la simteria especular B por —B,
la region inestable en el espacio de los paramétros depende del alineamiento
relativo entre el campo magnético externo y la velocidad angular. Conse-
cuentemente, el efecto Hall cambia cualitativamente el criterio de inestabili-
dad, siendo incluso posible que la inestabilidad surga en sistemas en donde la
velocidad angular es una funcién radialmente creciente (Wardle, 1999; Balbus
& Terquem, 2001; Sano & Stone, 2002a,b).
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Figura 5.2: Niveles de contorno de la tasa de crecimiento de la inestabilidad y_ en el
plano (k2,¢) para los casos sub-kepleriano (a = 1,25), kepleriano (a = 1,5) y supra-
kepleriano (a = 1,75). Las regiones estables son blancas mientras que las regiones mas
inestables corresponden a las zonas mas oscuras.

La tasa de crecimiento y_(k? ¢) se muestra en la Figura 5.1, para el
caso de rotacion kepleriana a = 3/2; pueden verse, ademas, niveles de con-
torno (arriba) y una imagen en escala de grises (abajo). En la Figura 5.2 se
muestran contornos de niveles de la tasa de crecimiento de la inestabilidad
para tres perfiles de rotacion: levemente sub-kepleriano (a = 1,25), kepleria-
no (a = 1,5) y levemente supra-kepleriano (a = 1,75). En todos los casos,
~_ alcanza un valor asintético positivo e independiente del niimero de onda.
Ademas, la regién de inestabilidad es apreciablemente més grande para sis-
temas con rotacion supra-kepleriana que para aquellos con velocidad angular
sub-kepleriana. La regién de inestabilidad se encuentra limitada a un rango
de valores negativos del parametro de Hall (¢ < 0) y, por ende, estéd asociada
a sistemas en los cuales la velocidad angular y el campo magnético estan
anti-alineados. Para los sistemas en los cuales estos campos estan alineados,
la regién de inestabilidad sélamente se desarrolla para valores negativos del
pardmetro de Hall (¢ > 0) en una regién muy estrecha para los nimeros de
onda mas pequenos permitidos en la aproximacion shearing-box (correspon-
dientes a las méximas escalas compatibles con el modelo). En cualquier caso,

la regién inestable, en el plano (k?, ¢), estd confinada a la zona encerrada por
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Figura 5.3: Resultados de las simulaciones niimericas (*) superpuestas a la prediccién
analitica para k = 1y para los tres perfiles rotacionales analizados: sub-kepleriano (pun-
tos), kepleriano (curva continua), supra-kepleriano (rayas). La inestabilidad magneto-
rotacional sin efecto Hall corresponde al caso € = 0 para el cual se alcanza la maxima
tasa de crecimiento de la inestabilidad.

las dos curvas de estabilidad marginal determinadas por la condicién Cy = 0
E=—+— (5.7)

E =

. (5.8)

Para el perfil de rotacién kepleriana (a = 3/2) la franja de inestabilidad para
nimeros de onda grandes abarca desde ¢ = —1/2 (para k — oo) hastae = —2
segun las ecuaciones (5.7) y (5.8), respectivamente. La ecuacién (5.8) indica
que la franja de inestabilidad se amplia considerablemente a medida que el
shear se incrementa hasta perfiles de rotacién tales que a — 2 (rotacién
supra-kepleriana). Sin embargo, para perfiles de rotacién con a > 2 la franja
de estabilidad resulta mas estrecha cuanto mayor sea el shear invirtiéndose,

ademas, las regiones de inestabilidad con respecto al signo del parametro de
Hall.

Para la inestabilidad magneto-rotacional estdndar (¢ = 0) se recuperan
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Figura 5.4: Superposicién del resultado analitico (curva continua) y las simulaciones
numéricas (%) para k =1, k = 2y k = 5 considerando rotacién diferencial kepleriana.
El comportamiento asintético para k? — oo (curva gris) se muestra en los tres casos.

los resultados reportados en la literatura (Balbus & Hawley, 1991). El valor
méximo para la tasa de crecimiento de la rama inestable para k* = 15/16
es Y"** = 0,75 y el rango de nuimeros de onda inestables se restringe al
intervalo 0 < k% < 3. Para los casos sub-kepleriano y supra-kepleriano, la

tasa de inestabilidad maxima para k? son, respectivamente, y™* = 0,625 y

max

s
del efecto Hall. Cada uno de los valores maximos de las tasas de crecimiento

= 0,875, aunque cada valor maximo correponde a diferentes intensidades

de la inestabilidad, corresponde al valor local de la constante de Oort A2
asociada a cada uno de los perfiles de rotacion (ver, por ejemplo, Balbus &
Terquem (2001)).

5.2. Verificacion numeérica

Mediante simulaciones numeéricas se contrastan los resultados analiticos
obtenidos. Todas las simulaciones presentadas en este Capitulo son simulacio-
nes tipo shearing-box, realizadas con el codigo de diferencias finitas PENCIL
CODE.

En la Figura 5.3 se muestran cortes transversales de vy_ versus € para

2Para un sistema en rotacién diferencial Q(r) se define a la constante de Qort A como
A = (1/2)(|d2/d1n(r)|)r=r,. La tasa de crecimiento de una inestabilidad producida por
rotacién diferencial estd dada por el valor local de la constante de Oort A (Balbus &
Hawley, 1992a).
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k* = 1. Los tres perfiles de rotacién: sub-kepleriano (puntos), kepleriano
(curva sdlida), supra-kepleriano (rayas), se encuentran superpuestos para su
comparacion. A medida que el shear se intensifica, el rango de inestabilidad
para los valores del parametro de Hall aumenta considerablemente y la tasa
de inestabilidad crece en forma progresiva. Los resultados de las simulaciones
numéricas realizadas para diferentes valores de € y de a, se indican mediante
asteriscos (*), mostrando una muy buena concordancia con la prediccién
tedrica.

En la Figura 5.4 estdn representados tres cortes de v_ versus € corres-
pondientes a tres valores distintos del nimero de onda para el caso de flujo
kepleriano. Esta figura también exhibe una muy buena concordancia entre
los resultados analiticos y numéricos. El comportamiento asintético (para
k — o0), indicado mediante una linea de trazo gris, es alcanzado progre-
sivamente para numeros de onda cada vez més grandes (es decir, escalas
espaciales cada vez més chicas). Por lo tanto, la frecuencia para el modo mas
inestable se vuelve independiente del niimero de onda. De hecho, el balance
entre el término convectivo y el término de Hall en la ecuacion (12) es tal que
para k > 1 la tasa de inestabilidad se vuelve asintéticamente independiente
de k.

La inestabilidad presentada en este Capitulo, correspondiente a sistemas
en rotacion diferencial, se denomina inestabilidad magneto-rotacional (MRI)
que bajo la influencia del efecto Hall se la conoce como Hall-MRI y ha sido
investigada ampliamente en el contexto de discos de acrecién. A modo de
comparacion, los resultados asintéticos para k — oo presentados se corres-
ponden con los reportados por Wardle (1999), Balbus & Terquem (2001) y
Devlen & Pekiinlii (2007). En particular, las Figuras 5.1 y 5.2 pueden ser
comparadas en forma directa con las Figs. 1 y 5 del trabajo de Balbus &
Terquem (2001). Asimismo, la relacién de dispersién presentada por Riidiger
& Kitchatinov (2005) en la Ec. 7, para v = n = 0, se corresponde con los

coeficientes de las ecuaciones (5.5)—(5.6).

5.3. Contexto astrofisico

Los discos de acrecion se forman a partir de materia atraida gravita-

cionalmente por un objeto compacto, tal como una estrella de neutrones o
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un agujero negro. Estos flujos astrofisicos poseen una significativa cantidad
de impulso angular y constituyen un poderoso mecanismo de conversiéon de
energia gravitacional en energia cinética y radiacién (Pringle, 1981; Frank,
King, & Raine, 1985). El proceso de acrecién se encuentra en diversas con-
figuraciones astrofisicas desde discos protoplanetarios, pasando por sistemas
estelares binarios, hasta nicleos galacticos activos. Asimismo, ante la pre-
sencia de campos magnéticos se da origen a una estructura coronal en las
inmediaciones del disco, convirtiendo a estos objetos en fuentes intensas de
radiacién X. Los discos de acrecion corresponden a un flujo macroscépico en
rotacién diferencial (aproximadamente kepleriana) mas una componente ra-
dial controlada por la viscosidad efectiva, la cual es responsable de la acrecion
de materia (ver, por ejemplo, Frank, King, & Raine (1985); Gémez (2009)).

Los modelos tedricos de sistemas acretantes muestran que para obtener
tasas de acrecién consistentes con las observaciones, es necesario invocar
mecanismos que incrementen sensiblemente la viscosidad efectiva del flui-
do. Por este motivo, resulta relevante el estudio de inestabilidades en la mi-
croescala en tanto que pueden conducir a un estado turbulento que incremente
la viscosidad efectiva del flujo de gran escala. En particular, la generacién de
turbulencia en las escalas microscopicas podria aumentar significativamente
el transporte efectivo de momento angular y asi incrementar la acrecién de
materia (Balbus & Hawley, 1998; Lesur & Longaretti, 2007; Fromang & Pa-
paloizou, 2007). Para discos de acrecién bajo la accién de campos magnéticos,
el candidato mas promisorio para explicar estos fenémenos parece ser la ines-
tabilidad magneto-rotacional (MRI) (Velikhov, 1959; Chandrasekhar, 1961;
Balbus & Hawley, 1991). Las simulaciones numéricas, en efecto, corroboran
que el desarrollo de microturbulencia permite explicar el fenémeno de trans-
porte de momento angular (ver, por ejemplo, entre muchos otros, algunos
de los primeros trabajos numéricos al respecto: Brandenburg et al. (1995);
Hawley, Gammie, & Balbus (1995); Matsumoto & Tajima (1995)). A modo
de resena, acerca de esta inestabilidad ver Balbus & Hawley (1998); Balbus
(2003). En ausencia de campos magnéticos, la turbulencia se desarrolla a
partir de inestabilidades no lineales dado que los discos de acrecién keple-
rianos hidrodindmicos son linealmente estables (criterio de Rayleigh). Por lo
tanto, la presencia de campos magnéticos parece ser esencial a la hora de

explicar el proceso de acrecién en relacion al desarrollo de turbulencia. Sin
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embargo, el origen de este campo magnético es todavia un tema de inves-
tigacién abierto. Por tal motivo, inestabilidades puramente hidrodindmicas
siguen siendo investigadas en el contexto de discos de acrecién (Chagelishvili,
2003; Tevzadze et al., 2003; Urpin, 2003; Umurhan & Regev, 2004; Yecko,
2004; Dubrulle et al., 2005; Lesur & Longaretti, 2005; Mukhopadhyay, 2006;
Fromang & Papaloizou, 2007; Regev & Umurhan, 2008).

En el contexto de discos de acrecion, el efecto Hall puede afectar con-
siderablemente la tasa de acrecion de la MRI, entre otras cosas, debido a la
orientacion relativa entre el campo magnético y el vector velocidad angular
(Wardle, 1999; Balbus & Terquem, 2001; Riidiger & Kitchatinov, 2005; De-
vlen & Pekiinlii, 2007). La influencia de las corrientes de Hall en la MRI ha
sido analizada tanto en el régimen lineal (Wardle, 1999; Balbus & Terquem,
2001; Ridiger & Shalybkov, 2004; Riidiger & Kitchatinov, 2005; Devlen &
Pekiinlii, 2007) como en el no lineal (Sano & Stone, 2002a,b).? En estos tra-
bajos, la inestabilidad magneto-rotacional ha sido estudiada en el contexto de
Hall-MHD, tanto en configuraciones 3D como en geometrias 2D (perturba-
ciones axisimétricas). Sin embargo, las configuraciones unidimensionales en
las cuales las perturbaciones se propagan tinicamente en la direcciéon asociada
al campo magnético externo, permiten realizar una inspeccién mas exhaus-
tiva del espacio de los parametros. Por este motivo, se considera relevante el

analisis desarrollado para esta inestabilidad en sistemas 1D.

Por otra parte, se extiende el andlisis del comportamiento de la Hall-
MRI para sistemas no estrictamente keplerianos. En particular, los perfiles
de rotacién sub/supra-kepleriano pueden ser relevantes en diferentes con-
textos.* Distintos modelos de acrecién han sido estudiados para discos sub-
keplerianos (Chakrabarti, 1995; Hueso & Guillot, 2005; Visser & Dullemond,
2010). Discos alrededor de objetos estelares jovenes, pueden rotar a frecuen-
cias angulares sub-keplerianas, debido a la fuerte magnetizacion que pueden
presentar (Shu et al., 2008; Paardekooper, 2009). La evolucion de la inestabili-

dad magneto-rotacional para discos protoplanetarios débilmente ionizados, en

3 Asimismo, la inestabilidad magneto-rotacional en el contexto de difusién ambipolar
también ha sido estudiada en el régimen lineal (Blaes & Balbus, 1994) y en el régimen no
lineal (Hawley & Stone, 1998; Brandenburg et al., 1995; Mac Low et al., 1995).

4Este Capitulo analiza la dependencia de la inestabilidad Hall-MRI para diferentes
perfiles de rotacién. Sin embargo, no se consideran efectos generados por la presencia de
particulas de polvo o el desarrollo de inestabilidades de origen gravitacional, en tanto
exceden el propésito de la presente Tesis.
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presencia de un campo magnético radialmente no uniforme, ha sido estudiada
por Kato et al. (2009). En esta configuracién, aparece una zona con rotacion
supra-kepleriana como consecuencia del crecimiento no uniforme de la turbu-
lencia generada por la MRI. Frecuencias angulares sub/supra-kepleriana han
sido analizadas en el contexto de discos de acrecion alrededor de estrellas de
neutrones y de agujeros negros (Mao, Psaltis & Milsom, 2009). Un posible
camino de formacion planetaria mediante la excitacion no uniforme de la ines-
tabilidad magneto-rotacional ha sido investigado por Kato, Fujimoto & Ida
(2010). Encontraron que las particulas de polvo se acumulan en la frontera
de regiones sub/supra-keplerianas, de tal manera que la densidad de polvo

crece lo suficiente para que se establezca una inestabilidad gravitacional.
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Epilogo (modelo 1D)

En este apartado, se realiza un analisis cualitativo del comportamiento
de las inestabilidades Hall-MSI y Hall-MRI en el régimen no lineal. A partir
del céalculo de los autovectores en el modelo lineal y mediante simulaciones
numéricas, se analiza el comportamiento de los campos durante la etapa no
lineal. Por tultimo, se presentan las principales conclusiones referentes a las

dos inestabilidades analizadas para geometrias unidimensionales.

Ecuaciones no lineales

El conjunto de ecuaciones Hall-MHD en la aproximacion shearing-box en
un referencial rotante (4)—(6) para configuraciones 1D segun la ecuacién (7),

sin considerar los términos de disipacion, es:

Oyon = —0,u, — 0,(u,on) , (E.1)
(00 + w0y, = —280.0n — ——o. (% (E.2)
t U0z )U, = 20T 1 + 5n z 2 ) .
1 0 20
7] zaz == 1 bz azb R E.3
(O Fusdous = 75, (14 b) L+((3_29) 0 >“l 53

0 0
(& + uz&z)bL = —bLﬁzuZ -+ 8ZUJ_ -+ < 0 ) bJ_—i_
—S

0 1 0.b,

A diferencia de las ecuaciones linealizadas, en el régimen no lineal se observa

(E.4)

la interaccién entre los modos longitudinales (ondas actsticas) y los modos

perpendiculares (de los cuales pueden surgir las inestabilidades Hall-MSI y
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Hall-MRI). Notar que incluso en el caso en los modos acisticos inicialmente
no estén excitados, los términos no lineales acoplados con la dindamica de los
modos perpendicules, eventualmente, logran activar la dindmica longitudi-
nal. En el régimen no lineal, ademds, se pone de manifiesto otro parametro
del problema: el denominado parametro 8 del plasma. Dado que la relacion
de dispersién (13) es independiente de este pardmetro, la tasa de crecimien-
to de la inestabilidad v_ no se modifica. Establecidos los valores del campo
magnético externo y del gradiente de velocidades asociado al flujo macroscépi-

co, 7_ sélamente depende del niimero de onda y del parametro de Hall.

De las ecuaciones lineales (11)—(12), pueden ser calculados los autovec-

tores asociados a los modos perpendiculares en el régimen lineal.

Para la Hall-MSI, se obtiene que

u, = (1, #) U, | (E.5)

3= (My) e (E.6)

€

De modo que el campo de velocidades para los protones y la densidad de
corriente estan alineados si el parametro de Hall es positivo o anti-alineados
si el nimero de Hall es negativo (teniendo en cuenta que los modos inestables
surgen para valores positivos de ¢)

e—(1+~2)

y-£€
tanqbu:T:tangzﬁJ:l_{_vz s (E?)

donde tan ¢, = uy/u, y tan¢; = J,/ J,.

Para la Hall-MRI, los autovectores son

0 = (17 Y-(V2 +1+¢e(e— a))) . (£5)

292 +2e(e —a) +¢

V(2 +1+¢e(e—a)) V(2 +1+¢e(e—a))
J, = 5 + e —a, 5 —7_ ) X
292 +2e(e—a)+e 2y +2e(e—a) +¢
Ug
X .
Y2 +e(e —a)

(E.9)

En este caso, para todos los valores del parametro Hall y para cualquier perfil
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Figura 1: Representacién paramétrica de la velocidad protdnica (linea sélida), densidad
de corriente (linea a rayas) y campo magnético (linea punteada) para diferentes valores
del parametro de Hall para la inestabilidad Hall magneto-shear (Hall-MSI).

de rotacién diferencial (representado por a), se encuentra en forma numérica
que la velocidad proténica y la densidad de corriente estdn anti-alineadas

dado que
u-J

cos(dy,;) = T[] ~

~1. (E.10)

Resultados numéricos

A partir de simulaciones numéricas, se analizan dos regimenes segun el
valor del parametro de plasma sea 5 =~ 1 0 > 1. En el contexto de discos de
acrecién, la inestabilidad magneto-rotacional (MRI) requiere que las longi-
tudes de onda sean menores que la altura del disco, lo que supone regimenes
de alto . Sin embargo, numéricamente se verifica que el régimen no lineal
para > 1 es aproximadamente equivalente al caso puramente MHD (es
decir, sin efecto Hall).

A continuacién se describen los comportamientos cuadraticos medios de
las componentes de la velocidad tanto de protones como de electrones y de
las componentes de la densidad de corriente y del campo magnético.

Para eso, se seleccionan valores determinados de los parametros relevantes
para cada una de las inestabilidades. Para la Hall-MSI, se eligen valores tales
que la tasa de crecimiento de la inestabilidad corresponden al 75 % de la tasa
méxima (correspondiente a ¢ = 2): ¢ = 1,36 y ¢ = 6,73 (ver Capitulo 4,

Figura 4.3). Para la Hall-MRI, se adoptan valores comparables al 90 % de la
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Figura 2: Representacion paramétrica de la velocidad protdnica (linea sélida), densi-
dad de corriente (linea a rayas) y campo magnético (linea punteada) para diferentes
valores del parametro de Hall para la inestabilidad Hall magneto-rotacional (Hall-MRI):
negativo (¢ = —0,5), MHD (e = 0), positivo (¢ = 0,5).

méxima tasa de crecimiento (correspondiente a ¢ = 0): ¢ = —0,5y ¢ = 0,5
(ver Capitulo 5, Figura 5.3). Estos porcentajes se determinan con el objeto

de que las tasas y_ en ambas inestabilidades sean comparables.

En las Figuras 1 y 2 se muestran graficos paramétricos para la velocidad
proténica (trazo continuo), la densidad de corriente (trazo a rayas) y el campo
magnético (trazo punteado) a un dado tiempo en la evolucién no lineal para
diferentes valores de . En el caso de la Hall-MSI (Figura 1) independiente-
mente del valor que adopte el parametro de Hall, los autovectores asociados
al campo de velocidades y a la densidad de corriente estan alineados entre si,
lo cual extiende el resultado lineal provisto por la ecuacién (E.7) al régimen
no lineal. Andlogamente, en el caso de la Hall-MRI (Figura 2) se muestra que
el campo de velocidades y la densidad estan anti-alineados también durante
el desarrollo no lineal de la inestabilidad segin indica la ecuacion (E.10) para

el régimen lineal.

En ambos casos, se observa que la influencia de los términos no lineales
se vuelve relevante cuando las fluctuaciones en la densidad alcanzan valores
aproximadamente del 10 % del valor medio inicial. En particular, la evolucién
es fuertemente no lineal cuando la velocidad supera a la velocidad de Alfvén.
Una vez que el sistema se encuentra en estado super-alfvénico, la Hall-MSI
parece alcanzar el estado de saturacion si el efecto Hall es lo suficientemente
intenso, en tanto que la Hall-MRI tiende al estado de saturacién para va-
lores negativos del parametro de Hall (lo que corresponde al caso en que la

velocidad angular y el campo magnético son anti-paralelos).

84



EPILOGO (MODELO 1D)
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Modos perpendiculares

Figura 3: Comportamiento no lineal de la Hall-MSI con 3 = 1 para dos valores diferen-
tes del pardametro de Hall. Los paneles superiores muestran la densidad de particulas,
los paneles intermedios los modos longitudinales (componente z) y los paneles inferi-
ores los modos perpendiculares (componentes (x,y)). Se representan cuatro campos
vectoriales: velocidad de los protones (linea sélida negra), velocidad de los electrones
(Iinea sdlida gris), densidad de corriente (linea a rayas gris) y campo magnético (linea
punteada negra).
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Por otra parte, las configuraciones de los campos en el régimen no line-
al dependen de los valores de e. La Hall-MSI para valores moderados del
parametro de Hall parece mostrar la formacion de hojas de corriente en am-
bas direcciones perpendiculares al campo magnético externo. La Hall-MRI
que se desarrolla tanto para valores positivos como negativos del efecto Hall,
presenta comportamientos distintos segiin sea el signo de . En el primer caso
(¢ > 0), la componente Jy de la densidad de corriente es considerablemente
mayor que la componente Jz; en el segundo caso (¢ < 0) ocurre exactamente
lo contrario. Para ambos valores de ¢, el sistema muestra la formacion de
hojas de corriente en la componente dominante. Para el caso particular en
que el pardmetro de Hall es nulo (caso MHD), las velocidades proténica y
electrénica coinciden, por lo tanto, en este caso, se forman hojas de corrientes

en las direcciones X e §.

En las Figuras 3 y 4 se muestran perfiles en funcion de la coordenada z de:
densidad, campos de velocidad u (linea continua negra) y u, = u—eJ (linea
continua gris), densidad de corriente J (linea a rayas gris), y campo magnético
b (linea punteada negra) para la Hall-MSI y la Hall-MRI, respectivamente.
Valores negativos (positivos) del parametro de Hall implican que la velocidad
de los electrones es siempre mayor (menor) que la velocidad de los protones.
En particular, para la Hall-MSI la velocidad de protones es mucho mayor que
las velocidad de los electrones. Esto se acentiia si el efecto Hall es muy intenso,
como se puede ver en la Figura 3 (paneles inferiores). Por otra parte, la Hall-
MRI para valores positivos de ¢, presenta formaciones tipo two-channel flows.
Esta doble estructura de jets ha sido senalada también por Sano & Stone

(2002a), para el caso de simulaciones 2D.

Las Figuras 3 y 4 también exhiben el perfecto solapamiento entre los mo-
dos longitudinales de los protones y de los electrones. Asimismo, se observa
que la componente z del campo magnético y de la densidad de corriente, son
aproximadamente nulas. Respecto a la componente z de ambas velocidades,
si bien comienzan a crecer a medida que las fluctuaciones en la densidad
aumentan su amplitud, se mantienen mucho menores que el resto de las com-

ponentes y, por tanto, se las considera despreciables.

El maximo valor de la densidad esta correlacionado tanto con los maximos
de las velocidades perpendiculares como con los maximos de la densidad de

corriente (que corresponden, a su vez, a campo magnético nulo). Los valores
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Figura 4: Comportamiento no lineal de la Hall-MRI con 3 = 1 para tres valores
diferentes del pardmetro de Hall: negativo (¢ = —0,5, izquierda), MHD (¢ = 0, centro),
positivo (¢ = 0,5, derecha). En cada uno de los tres regimenes, los paneles superiores
muestran la densidad de particulas, los paneles intermedios los modos longitudinales
(componenente z) y los paneles inferiores los modos perpendiculares (componentes
(x,y)). Se representan cuatro campos vectoriales: velocidad de los protones (linea
sélida negra), velocidad de los electrones (linea sélida gris), densidad de corriente
(Iinea a rayas gris) y campo magnético (linea punteada negra).
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minimos de la densidad se relacionan con los ceros de los campos de veloci-
dades y de la densidad de corriente (que coinciden, a su vez, con los valores

maximos del campo magnético).

Conclusiones preliminares

Se realiz6 un analisis de estabilidad en flujos con shear en presencia de
corrientes de Hall para configuraciones 1D. Para eso, se linealizaron las ecua-
ciones Hall-MHD en la aproximacion shearing-boz, para un plasmas comple-
tamente ionizado, y se obtuvo la relacién de dispersion del sistema. Especifi-
camente, se estudié la inestabilidad que surge a partir de la combinacion del
efecto Hall y del shear en el caso de perturbaciones en una dimensién (modelo
unidimensional) a lo largo de la direccién del campo magnético externo. Para
flujos no rotantes, se le asigné el nombre de inestabilidad Hall magneto-shear
(Hall-MSI). Para flujos con rotacién diferencial se reobtiene la denominada
inestabilidad magneto-rotacional en el contexto Hall-MHD (Hall-MRI). En
ambos casos, se desestabiliza la rama asociada a los modos ion-cyclotron,
ondas dispersivas que corresponden a la descripcién Hall-MHD en medios
homogéneos sin shear.

Concretamente, se investigd la estabilidad del sistema en el espacio de
parametros dado por el nimero de onda y el parametro de Hall. Para ambas
inestabilidades se indentificaron las regiones en el plano (k% ¢) en las cuales
el sistema se inestabiliza. La inestabilidad magneto-rotacional (MRI) se re-
cupera si € = 0. En particular, por su relevancia en el contexto de discos de
acrecion, se examinaron tres clases de flujos rotantes: sub-kepleriano, keple-
riano y supra-kepleriano. Se recobraron algunos resultados asociados al rol del
efecto Hall en la inestabilidad magneto-rotacional reportados en la literatura.
Los resultados analiticos correspondientes al régimen lineal, se confrontaron
con simulaciones numéricas mostrando un alto grado de consistencia.

Como principales resultados del analisis de estabilidad en el régimen lineal
se consideran los siguientes. Para la Hall-MSI, sobresale el hecho de que en el
caso en que la vorticidad local, asociada al shear, y el campo magnético estan
anti-alineados existe un rango de valores del parametro de Hall positivos para
el cual todos los modos resultan inestables. En forma similar, para la Hall-

MRI, se destaca el hecho de que en el caso en que la velocidad angular y
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el campo magnético externo estan anti-alineados (¢ < 0), existe siempre un
rango de valores del parametro de Hall para el cual todos los niimeros de onda
resultan inestables. Asimismo, ambos casos presentan un comportamiento
asintético para k? — oo.

La evolucion en el régimen no lineal se abordé cualitativamente a par-
tir de simulaciones numéricas. Algunos resultados de la teoria linealizada
permanecieron validos también en el caso no lineal. Ademas, se estudié la
influencia del parametro 5 en el comportamiento del sistema para dos casos
asintoticos : f ~ 1 and § > 1. En tanto que el régimen lineal es indepen-
diente del parametro 3, la evolucién no lineal del sistema para [ alto parece
asemejarse a sistemas puramente magnetohidrodinamicos.

Cabe senalar una importante distincion entre los dos casos analizados:
sin y con rotacion. En el primer caso, para que el sistema se desestabilice se
requieren simultdneamente la presencia de shear y de corrientes de Hall. La
condicién suficiente de inestabilidad es tal que es > 1 1o cual, a su vez, implica
que el shear tiene que ser lo suficientemente intenso como para superar la
frecuencia de ciclotrén. En el segundo caso, en cambio, si bien las corrientes
de Hall modifican la tasa de inestabilidad de la MRI, esta inestabilidad existe

independientemente de que el efecto Hall esté presente o no.
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Capitulo 6

Hall-MSI: perturbaciones 2D

En este Capitulo se estudia la influencia del efecto Hall en un flujo tipo
shear para configuraciones en dos dimensiones. En concreto, se realiza un
analisis de la estabilidad de una pequena parcela de plasma embebida en un
flujo macroscopico tipo shear no rotante. Se linealizan las ecuaciones Hall-
MHD en la aproximaciéon shearing-box y se presenta la relacion de dispersion
para sistemas bidimensionales. Los resultados obtenidos analiticamente se
confrontan mediante simulaciones numeéricas tipo shearing-bozx. Se encuentra
que la inestabilidad Hall-MSI, presentada en el modelo unidimensional, tam-
bién se desarrolla en geometrias 2D. Parte de los resultados presentados en

este Capitulo corresponden al trabajo realizado en Bejarano & Goémez (2012).

6.1. Relacién de dispersion

Sea una configuracion en dos dimensiones tal que y9, = 0. La velocidad y
el campo magnético pueden escribirse como la combinaciéon de valores medios

y perturbaciones a los mismos
B =Byz+b(z,2,t), u=—sxy+u(zzt), (6.1)

donde el campo magnético externo en su version adimensional es By = 1. Esta
descomposicion se realiza para todas las magnitudes fisicas involucradas. En

particular, la densidad de particulas se escribe como
n=ng+on(z,zt) =1+ on(x,z1), (6.2)
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siendo ng = 1 la densidad de particulas en equilibrio en el sistema de unidades
adoptado. Reemplazando en el conjunto de ecuaciones tipo shearing-boz en el
contexto Hall-MHD (3.12)—(3.14) (asumiendo que la viscosidad y la resistivi-
dad son despreciables), se puede analizar la dindmica de las perturbaciones
asociadas a los campos microscépicos en una pequena parcela de plasma in-

mersa en un flujo tipo shear.

Para eso, se linealizan las ecuaciones a primer orden en las perturba-
ciones. Se asume que los campos microscépicos son tales que e!*=«Y con
k = (k;,0,k.), es decir, ondas planas en el espacio de Fourier. Por lo tan-
to, el sistema de ecuaciones diferenciales homogéneo y lineal a coeficientes
constantes, en el espacio de Fourier, corresponde a un sistema de ecuaciones

algebraicas, homogéneo y lineal a coeficientes constantes (ver seccién 2.2.1)

—iwin = —ik-u, (6.3)
—twu = —2fikn+ (ik X b) X £+ su,y , (6.4)
—iwb = ik x ((u—ick x b) x 2) — sb,y . (6.5)

Considerando que 6 es el angulo entre el vector de onda k y el campo
magnético externo Byz (con By = 1), tal que el vector de onda se escribe
como k = k(sin 6, 0, cos #), las perturbaciones de los campos pueden dividirse
en sus componentes paralelas y perpendiculares con respecto a la direccion

de propagacion dada por k

b = (b cosb,b,,—b, sinb) , (6.6)

u = (uycost, uy, —uysind) + (usind,0, v cosh) . (6.7)

Reemplazando en las ecuaciones (6.3)—(6.5) y teniendo en cuenta que los

i[(k sin @) z+(k cos 6) z—wt]

campos b y u son proporcionales a e , se obtiene

wn = ku , (6.8)
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uy cosf + u) sind 0
w Uy — 1S | uicost+uysing | =
—u sin 6 + uy cos ¢ 0
(6.9)
sin 0 b,
= 20kn 0 — k| bycosb ,
cos 6 0
b, cosf 0
w by +is| bjcosf | =
—b, sin# 0
(ul cos 6 + u sin 0 + iekb, cos 9) cos 6
=—k (uy —ickb, ) cos @
- (uL cos 0 4 sin 0 + ickb, cos (9) sin 0
(6.10)

Por lo tanto, el correspondiente sistema lineal de ecuaciones algebraicas re-
sulta

wn = kuy ,

wuy = 28kn — kb, sin@ ,

wu, = —kb, cosf ,

(6.11)
Wiy, = 15(u cos @ 4 ) sinf) — kb, cos b,
wb, = —isb, cosb — k(u, —ickb, ) cosf ,

wb; = —k(uy cos O + ) sin O + ickb, cos0) .

Resolviendo el sistema de autovalores, se encuentra el polinomio carac-
teristico que constituye la relacién de dispersion

W'+ Kw' [(—(1—es) = (ck)?) cos® 6 — 28 — 1] +
+ k'w? [(1—es)+28(2+ (¢k)® — es)] cos® 6 +

+ k°[-2B(1 —es)cos*f] =0. (6.12)

La relacién de dispersion en el régimen ideal (6.12), resulta ser un polinomio
bi-cubico

w6 + D4w4 + DQWZ —+ DQ =0 s (613)
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donde los coeficientes son
Dy =k*((es — 1 — e?k?) cos® 0 — 2 — 1) , (6.14)

Dy = k*(—(gs — 1) cos* @ — 23 cos® O(es — 2 — £2k?) — cos® fsin®* O(es — 1)) ,
(6.15)
Dy = 2Bk%(es — 1) cos* 6 . (6.16)

El analisis de estabilidad del sistema, se corresponde con el estudio de los
conjuntos de positividad y negatividad de w? en funcién de los pardmetros
relevantes del problema. Los modos estables (w? > 0) oscilan a frecuencia
w mientras que los modos inestables (w? < 0) evolucionan con una tasa de

crecimiento v dada por w? = —~2.

Examinando la relacién de dispersién (6.12), se observa que los coeficientes
(6.14)—(6.16) son funciones de los pardmetros del problema de tal modo que
dependen de k2, es, ek, B v 0. Al igual que en el caso unidimensional, la
dependencia con el shear se manifiesta exclusivamente a través del producto
es. Y a diferencia de las configuraciones 1D, la dependencia con el parametro

£ queda expuesta en las ecuaciones linealizadas.

La ecuacién (6.12) provee tres modos diferentes de propagacién. Si el efec-
to Hall es nulo (¢ = 0), se obtiene la relacién de dispersién correspondiente a
las ondas MHD, independientemente del valor del shear debido, justamente,
a que la relaciéon de dispersion no depende, individualmente, del parametro
s. En ausencia del efecto Hall, los modos MHD (presentados en la seccién
2.2.1) son: magnetosénico rapido, Alfvén y magnetosénico lento. Si se anula
el shear (s = 0), se obtiene la relacién de dispersién que describe a las on-
das Hall-MHD (introducidas en la seccién 2.4.1). El efecto Hall modifica la
polarizacion de los modos magnetosénicos que en el contexto Hall-MHD se
denominan, respectivamente, whistlers y ondas ion-cyclotron (ver, por ejem-
plo, Mahajan, Mininni & Gdémez (2005)) presentando polarizacién circular
a derecha (sentido horario) y a izquierda (sentido antihorario). En presen-
cia de ambos efectos, los modos ion-cyclotron se vuelven inestables. Como
condicién suficiente de inestabilidad se encuentra que Dy < 0. Nuevamente,
esto significa que el efecto Hall y el shear tienen que cumplir que es > 1.
Esta condicion, a su vez, expresa explicitamente que la desestabilizacién del

sistema se produce por la acciéon conjunta de las corrientes de Hall y del flujo
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CAPITULO 6. HALL-MSI (2D)

tipo shear. En consecuencia, la inestabilidad Hall-MSI se desarrolla también
en configuraciones 2D.!

Para el caso de propagacién paralela (k || Byz) el problema se reduce al
caso 1D previamente analizado en el Capitulo 4. Se encuentran dos subsis-
temas que permanecen desacoplados: los modos longitudinales asociados a
ondas actsticas que se propagan a lo largo del campo magnético y los modos
perpendiculares que resultan inestables si s > 1. En cambio, perturbaciones
perpendiculares al campo magnético externo (k L ByZ) no conducen al de-
sarrollo de inestabilidades. De hecho, resolviendo el sistemas de ecuaciones
para este caso particular se obtiene la relacion de dispersion para los modos
whistlers en tanto que las ondas de Alfvén y los modos ion-cyclotron no se

propagan en la direccién perpendicular al campo magnético externo.

6.2. Resultados

Fijados los valores para k y 3, se determina el comportamiento del sistema
para distintos valores del parametro de Hall e intensidad del shear.

Para estudiar la propagacién de modos en una direccién arbitraria, se
realizan los denominados diagramas polares (ver Figura 2.2, seccién 2.2.1).
En el plano que contiene tanto al campo magnético externo By como al vector
de onda k, se grafica la velocidad de fase para todo angulo 6.

La Figura 6.1 muestra diagramas polares (en el caso particular, k = 1
y B = 1) para la velocidad de fase w/k (donde k? = k2 + k?). El mddulo
de la velocidad de fase es descripto por la componente radial de cada curva,
mientras que la direccion de propagacion estéd indicada por el correspondiente
angulo polar. En otra palabras, la distancia al origen de cada punto de estas
curvas indica el moédulo de la velocidad de fase segin la direccion de propa-
gacién con respecto al campo magnético externo (orientado en la direccién
z, representada por el eje vertical). En cada diagrama, la curva més externa
corresponde al modo rapido (whistler), la intermedia al modo de Alfvén y
la més interna al modo lento (ion-cyclotron). Se manifiesta, ademés, el he-
cho de que los modos répidos y lentos tienen, respectivamente, velocidades

superiores e inferiores con respecto a los modos de Alfvén. La fila superior

'En el caso de flujos rotantes, la inestabilidad Hall magneto-rotacional (Hall-MRI) ha
sido estudiada en configuraciones axisimétricas por Balbus & Terquem (2001) y Sano &
Stone (2002a).
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muestra los diagramas polares correspondientes a s = 1 (vorticidad local y
campo magnético externo anti-alineados) para distintos valores del parametro
de Hall. La fila inferior, en cambio, muestra los diagramas polares para ¢ = 1
y shear variable. La desestabilizacion del modo ion-cyclotron sucede cuando
es = 1 que constituye el umbral de la inestabilidad. Asimismo, se observa que
solo los modos rapido y de Alfvén se propagan para €s > 1. En linea pun-
teada se indica la tasa de inestabilidad (determinada por la parte imaginaria
de w) sobre el nimero de onda (y_/k) para los modos inestables. A medida
que el producto s crece, la velocidad de fase de los modos lentos disminuye,
anulandose para €s = 1. Una vez que el sistema se desestabiliza, la tasa de
crecimiento de la inestabilidad aumenta en la medida en que se intensifican el
efecto Hall o el shear. Se advierte también que en la direccién perpendicular
al campo magnético (supuesto en Z) sélo se propagan los modos rapidos.

Analogamente al modelo 1D, la tasa de crecimiento de la rama inestable
para configuraciones en dos dimensiones, también presenta un comportamien-
to asintético para k — oo dado por la siguiente expresion

, cos?l(es —1)

o2 TS ) 6.17
g . (6.17)

En la Figura 6.2 se representa un diagrama polar para la tasa de crecimiento
de la inestabilidad normalizada con el ntimero de onda para los casos k =
1, k=2 k =4y k = 6, en escala de grises. Se observa que el sistema,
rapidamente, alcanza el régimen asintotico, independiente del valor de k. Por
simetria basta considerar el primer cuadrante del diagrama polar.

En la Figura 6.3, se exhibe el comportamiento de los modos normales
de oscilacion segun distintos valores del parametro de Hall y del shear, a su
vez, para diferentes valores del parametro 5. A la izquierda, se muestran las
ondas MHD (¢ = 0y s = 0); en el centro, se representan los modos Hall-MHD
(¢ #0y s =0); aladerecha, se exponen los modos de propagacién asociados
a los modos Hall-MHD en un medio con shear (¢ # 0y s # 0). Los paneles
superiores corresponden al régimen magnético (5 < 1), los paneles centrales
al caso § = 1 y los paneles inferiores al régimen hidrodinamico g > 1. En
particular, en los paneles inferiores sélamente se representan los modos de
Alfvén y lento dado que el modo rédpido en este régimen posee una velocidad
de fase al menos un orden de magnitud mayor. En cualquier caso, los modos

rapidos (linea gris claro) estdan representados por las curvas més externas y
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Figura 6.1: Representacién de la velocidad de fase w/k utilizando diagramas polares, en los cuales el médulo estd dado por la componente
radial de cada curva y la direccién de propagacién por el dngulo polar entre k y Byz (orientado en la direccién vertical). En todos los casos,
la curva externa corresponde al modo rapido, la intermedia a ondas de Alfvén y la interna al modo lento. En los paneles de arriba se muestran
los diagramas para s = 1 y € variable, mientras que en los panales de abajo se exponen los diagramas para ¢ = 1 y s variable. La linea
punteada representa a los modos inestables, descriptos por v_/k (con 7 la tasa de inestabilidad).
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Figura 6.2: Tasa de crecimiento de la inestabilidad para ¢ = 1,5y s = 1 para distintos
valores del niimero de onda. El comportamiento asintético se alcanza rapidamente. Por
simetria es suficiente considerar (inicamente el primer cuadrante del diagrama polar.

los modos lentos (linea negra) por las curvas més internas. Entremedio de
ambos, se encuentran los modos de Alfvén (linea gris oscuro). Para el caso
en el que tanto el efecto Hall como el shear son no nulos (y se cumple que
es > 1), la tasa de crecimiento de la inestabilidad normalizada v_ /k asociada
al modo inestable se indica en linea punteada.

En el régimen magnético (f < 1), la velocidad de fase del modo lento
w_/k resulta mucho menor que la velocidad de fase del modo rapido w, /k
siendo esta tltima comparable con la correspondiente al modo alfvénico. La
inclusién del efecto Hall aumenta la amplitud de la velocidad de fase para
el modo rapido (excepto para propagacién perpendicular) en tanto que la
velocidad de fase para la onda de Alfvén se reduce (excepto para propagacién
perpendicular). Pasado el umbral de inestabilidad es = 1, la velocidad de
fase del modo de Alfvén se reduce considerablemente. En el caso § = 1 se
aprecian adecuadamente las caracteristicas de los tres modos. Sin efecto Hall,
los modos alfvénico y lento son préacticamente iguales, siendo exactamente
idénticos para propagacién perpendicular. Con efecto Hall, el modo de Alfvén
aumenta su velocidad de fase en tanto que el modo lento la disminuye. El
modo rapido incrementa su velocidad con respecto al modelo MHD. En el

régimen hidrodindmico (8 > 1), la velocidad de fase del modo rapido es
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Figura 6.3: Diagrama polares para la propagaciéon de modos normales MHD: ¢ = 0
y s = 0 (izquierda), Hall-MHD: ¢ = 1y s = 0 (centro); Hall-MHD en un medio
con shear: € = 1,5y s = 1 (derecha) para tres regimenes distintos segin el valor del
parametro [3: régimen magnético 5 < 1 (paneles superiores), 8 = 1 (paneles centrales)
y régimen hidrodindmico 3 >> 1 (paneles inferiores). Se representa la velocidad de fase
para los modos rapidos (linea gris claro), los modos lentos (linea negra) y, entremedio
de ambos, los modos de Alfvén (linea gris oscuro). La tasa de inestabilidad ~_ /k para
el modo inestable se indica en linea punteada. En particular, en los paneles inferiores
sélamente se representan los modos afvénico y lento debido a que w; /k excede la
escala seleccionada.
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Figura 6.4: Diagrama polar que para la tasa de crecimiento de la inestabilidad nor-
malizada ~_/k correspondiente a la inestabilidad Hall magneto-shear para valores de
los pardmetros tal que es > 1 (¢ = 1,5y s = 1). El efecto del parametro 3 sobre la
inestabilidad es apreciable en el régimen magnético 5 < 1 (curva gris claro); mientras
que el caso 8 = 1 (trazo continuo) resulta practicamente indistinguible del régimen
hidrodindmico 3 > 1 (curva gris oscuro).

mucho mayor que la velocidad de los otros modos y, por lo tanto, no se
grafica con el propdsito de mantener las escalas de los diagramas polares
comparables entre si. De todas maneras, el médulo de la velocidad del modo
rapido para (8 alto parece no depender significativamente de los valores de € y
de s. Para el caso MHD, se observa que los modos alfvénico y lento coinciden;
cuando se introduce el efecto Hall el médulo de la velocidad de fase para el
modo de Alfvén se incrementa notoriamente. Tanto la velocidad de fase como
la tasa de crecimiento de la inestabilidad adquieren sus méaximos valores para
el caso de propagacion perpendicular. Exceptuando el modo rapido MHD y
Hall-MHD para 8 = 1 que resultan tener velocidades de fase méximas en
el caso de propagacion paralela. En particular, para los modos MHD en los
limites < 1 (es decir, vg > ¢5) y > 1 (es decir, v4 < ¢s) los resultados
obtenidos se corresponden con la Figura 2.2, seccién 2.2.1. En cualquiera de
los tres regimenes, en presencia de shear (para los valores de los pardmetros

elegidos tales que £s > 1), el modo lento se inestabiliza y surge la Hall-MSI.

100



CAPITULO 6. HALL-MSI (2D)

se=1.5

OS5 TTTTTT I T T[T T T T T T T T[T I T T T T T T[T T I T T T T T [TTTTITITT

L B B

0.0i\\,l%!'\';\(v\‘r\HHHH\\HHHHH\HHHHHH\H
L

0.1 0.2 0.3 0.4

Q.
o
<
o

Figura 6.5: Sobre la prediccién tedrica (linea punteada) se representan los resultados
obtenidos mediante simulaciones numéricas (*) para e =1,5, s =1y k = 6 (régimen
asintdtico).

En la Figura 6.4 se realiza un diagrama polar exclusivamente para los
modos inestables con la intencion de resaltar el efecto del parametro [ sobre
la tasa de crecimiento de la inestabilidad normalizada ~_/k. Se observa que
el parametro [ parece no modificar sensiblemente la tasa de crecimiento de la
Hall-MSI. En concreto, el régimen hidrodindmico 5 > 1 (curva gris oscuro)
coincide practicamente con el régimen = 1 (trazo continuo). En particular,
en el caso de propagacion perpendicular, los tres regimenes resultan idénticos
mientras que en el caso de propagacién paralela se observan las mayores
discrepancias siendo maxima la diferencia con el régimen magnético f < 1

(curva gris claro).

Simulaciones numéricas

Se realizan simulaciones numéricas tipo shearing-box utilizando el cédigo
de diferencias finitas PENCIL CODE. Se corroboran los resultados tedricos
presentados y se describe cualitativamente la dinamica local de un flujo tipo
shear en presencia de las corrientes de Hall para perturbaciones 2D. Co-
mo condiciones iniciales se consideran ondas de Alfvén con amplitudes muy

pequenas que se propagan en las direcciones X y Z.
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En la Figura 6.5 se muestra la superposicion entre los resultados analiticos
(linea punteada) y numéricos (*). Se observa un excelente acuerdo entre la
prediccién tedrica y las simulaciones numéricas. En particular, la Figura 6.5
corresponde a ¢ = 1,5, s = 1y k = 6 (valor para el cual el sistema se

encuentra en el régimen asintético).

La dimensionalidad del problema permite estudiar la generacion de pa-
trones espaciales asociados a la evolucion de la inestabilidad en sistemas con

simetria de traslaciéon en una de las direcciones (y9, = 0).

En la Figura 6.6 se presenta la evolucion lineal de la inestabilidad, mostran-
do las estructuras que desarrollan los campos asociados tanto a la velocidad
como al campo magnético en el plano (x, z), superpuestos sobre una imagen
de Jy, para tres tiempos caracteristicos durante la evolucién de la inestabili-
dad Hall magneto-shear, eligiendo un instante inicial (panel izquierdo), uno
intermedio (panel central) y otro instante posterior cercano al comienzo de
la etapa no lineal (panel derecho). Las lineas de campo magnético estan re-
presentadas por lineas continuas; el campo de velocidades se indica mediante
flechas; la componente y de la densidad de corrientes J, se muestra mediante
una imagen en escalas de grises donde la tonalidad mas oscura indica el valor
minimo y la mas clara el valor méaximo. La simulacién corresponde al caso

e=15ys=1y k=06 (régimen asintotico, independiente de k).

De izquierda a derecha, a medida que la inestabilidad crece, se observa
como cambian las magnitudes representadas. La componente y de la densidad
de corriente adquiere mayor amplitud entre sus valores minimos y maximos;
la velocidad incrementa su modulo a la vez que reorienta su direcciéon. El
predominio del campo magnético externo se evidencia practicamente durante
toda la etapa lineal. Recién finalizando la misma, las perturbaciones alcan-
zan valores comparables que permiten modificar la estructura de las lineas de
campo magnético. La Figura 6.6 refleja, ademas, que la direcciéon del campo
de velocidades en el plano (z, z) se correlaciona con los minimos y méximos de
la componente J,,. Asimismo se observa que la inestabilidad evoluciona rapi-
damente hacia lo que Sano & Stone (2002a) mencionaron como estructuras
tipo two-channel flow en el desarrollo de la inestabilidad magneto-rotacional

en el contexto de Hall-MHD para geometrias axisimétricas.
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Figura 6.6: En el plano (z,z) se muestra el campo de velocidades (flechas) y las lineas de campo magnético (trazo continuo) sobre una
imagen en escala de grises de .J, (la tonalidad mas oscura corresponde al minimo valor, mientras que la mds clara representa el mdximo). En
el panel de la izquierda la inestabilidad se encuentra en su etapa inicial; el panel central exhibe el desarrollo de la inestabilidad a un tiempo
intermedio; en el panel de la derecha la inestabilidad se encuentra aproximadamente en el final de la etapa lineal.

(de) ISW-TIVH "9 OTNLIdVD

7



6.3

6.3. Conclusiones preliminares

Se realizé un estudio de la estabilidad ante perturbaciones 2D en flujos
tipo shear con efecto Hall no nulo. Para esto, se linealizaron las ecuaciones
Hall-MHD en la aproximaciéon shearing-box para configuraciones tales que
¥0, = 0 y se calculd la relacién de dispersién correspondiente. Se encon-
tré que el modo ion-cyclotron se vuelve inestable si el parametro de Hall y
el shear son tales que es > 1, andlogamente a lo expuesto en el caso uni-
dimensional. En particular, para perturbaciones puramente longitudinales
(k || Bo) el problema se reduce exactamente al caso 1D previamente anal-
izado; para perturbaciones inicamente transversales (k L By) el sistema es
estable obteniéndose la relacién de dispersién que corresponde a los whistlers.
Se calculé la tasa de crecimiento de la inestabilidad para el limite & — oo,
mostrando que el sistema presenta un régimen asintético independiente del
valor del niimero de onda. Para distintos valores del pardmetro de Hall y
de la intensidad del shear, se expuso el comportamiento de los tres modos
de propagacion correspondientes a la teoria de Hall-MHD para un flujo tipo
shear. Para distintos regimenes del parametro S se compararon los modos
normales de propagacién Hall-MHD en un medio con shear con respecto a
los modos normales MHD y Hall-MHD. En particular, se analizo el efecto del
parametro [ sobre la tasa de crecimiento de la inestabilidad encontrandose
que para el caso § > 1 el modulo de v_ se incrementa levemente siendo ma-
yor el incremento para el caso de propagacion paralela. Mediante simulaciones
locales tipo shearing-box, se contrastaron los resultados analiticos mostran-
do un excelente acuerdo. Asimismo, las simulaciones numéricas permitieron
analizar el comportamiento de los campos en el plano perpendicular a la di-
reccion con simetria de traslacién. La evolucion de la inestabilidad muestra
la presencia de estructuras tipo two-channel flows, previamente reportadas
por Sano & Stone (2002a) al estudiar la inestabilidad magneto-rotacional en

el contexto Hall-MHD para configuraciones axisimétricas.
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Capitulo 7
Hall-MSI en configuraciones 3D

En este Capitulo se examina el desarrollo de inestabilidades en flujos tipo
shear en el contexto de Hall-MHD. En concreto, se investiga la evolucion
conjunta de la inestabilidad Hall-magneto shear (Hall-MST), previamente pre-
sentada, y la inestabilidad de Kelvin-Helmholtz. Para estudiar la dindmica
de ambas inestabilidades, cada una asociada a distintas escalas espaciales,
se requieren simulaciones numéricas globales. Especificamente, se analiza el
comportamiento de ambas inestabilidades en el régimen lineal y se exhiben
sus principales caracteristicas. Los resultados encontrados pueden ser espe-
cialmente relevantes en la dinamica asociada a los jets astrofisicos. El estu-
dio presentado en este Capitulo corresponde al trabajo Bejarano, Gémez, &
Mininni (2012).

7.1. Ecuaciones basicas

Las regiones que presentan intensos gradientes en el campo de veloci-
dades son propicias para el desarrollo de la conocida inestabilidad de Kelvin-
Helmholtz (KH). Asimimo, en presencia de campos magnéticos, si el efecto
Hall es no nulo, también puede desarrollarse la inestabilidad Hall magneto-
shear (Hall-MSI). Una aplicacién astrofisica concreta de la evolucién de am-
bas inestabilidades, se encuentra en relacién con la interfaz limitrofe que
separa a los jets del medio que los rodea.

Los jets astrofisicos estan presentes en diversos sistemas tales como ob-
jetos estelares jovenes (YSOs), estrellas binarias, microcuasares y nucleos

galdcticos activos (AGNs). En general, son flujos magnetizados que pueden
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alcanzar velocidades relativistas y que se extienden a lo largo de grandes
longitudes manteniendo, ademéds, un alto grado de colimaciéon. Aunque ain
no estda completamente determinado el origen y el mecanismo de eyeccion
de estos jets, se estima que son expulsados desde los discos de acrecion que
se forman alrededor de un objeto compacto (a modo de compendio ver, por
ejemplo, Livio (1999) y Spruit (2010)).

La inestabilidad de KH en la interfaz entre el jet y el medio que lo cir-
cunda! deberfa provocar un desmoronamiento del jet a medida que la inesta-
bilidad evoluciona, impidiendo, por lo tanto, que el jet se propague durante
grandes distancias y con alto grado de colimacién. Sin embargo, la evidencia
observacional, por el contrario, no muestra indicios de que esto asi suceda. Por

tal motivo, resulta relevante estudiar la evolucion conjunta de la inestabilidad
de KH y la Hall-MSI.

7.1.1. Inestabilidad Hall magneto-shear

Sea un flujo macroscépico tipo shear con velocidad uy, = —szy en pre-
sencia de un campo magnético externo uniforme Bz con efecto Hall no nulo.
Ante perturbaciones paralelas a la direccién del campo magnético, puede
desarrollarse la inestabilidad Hall magneto-shear (Hall-MSI), expuesta en el
Capitulo 4.

En un sistema de unidades tal que las velocidades estan en unidades de
la velocidad méxima del shear Uy y el campo magnético en términos de la
velocidad de Alfvén, la tasa de crecimiento de la inestabilidad v_ estd dada

por la siguiente expresién

v =—Cy+1/C2 = Cy (7.1)

donde 214
€ €S
C:—+<1——>k232, 72
D) 2B, 0 (7:2)
€S
0

De modo que la dependencia con los parametros del problema (ndmero de

1Gi el campo de velocidades es helicoidal, debido a la velocidad tipo shear en la direccién
radial, la regién interior del jet también puede ser favorable para la gestacion de ambas
inestabilidades.
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onda, pardmetro de Hall, shear y campo magnético externo) tal que v_ =
v_ (k% e, es, By).

A partir de la ecuacién (7.3), se puede ver que la condicién suficiente
de inestabilidad (Cy < 0) se reduce a es > By. Por otra parte, en el limite
asintotico £ — 0o, se obtiene que la tasa de crecimiento de la inestabilidad

es independiente del niimero de onda

5 es B
~|l—=——-1)— 7.4
YHMSI (Bo > o2 (7.4)

alcanzando su valor maximo si es = 2B5,.

7.1.2. Inestabilidad de Kelvin-Helmholtz

La interfaz entre dos fluidos puede dar lugar a distintas inestabilidades.
Concretamente, si existe una velocidad relativa entre ambos fluidos, el sistema
se desestabiliza debido a la inestabilidad de Kelvin-Helmholtz la cual puede
desarrollarse tanto en sistemas hidrodindmicos como magnetohidrodinamicos.
En el contexto astrofisico, esta inestabilidad ha sido ampliamente estudiada:
en diferentes regimenes y geometrias, para distintas clases de perturbaciones,
con o sin campos magnéticos, con o sin rotacién (a modo de resena, ver Filip-
pychev (2002) y las respectivas referencias). En particular, la inestabilidad de
KH asociada a los jets astrofisicos se ha investigado extensamente (a modo de
sumario de los primeros trabajos realizados, ver Birkinshaw (1991) y Ferrari
(1998)). Por ejemplo, la evolucién de la inestabilidad de KH en jets se ha es-
tudiado numéricamente tanto en contexto hidrodinamico (Bodo et al., 1998)
como magnetohidrodindmico (Malagoli, Bodo, & Rosner, 1996; Keppens &
Téth, 1999).

Para explicar la extension y la colimacién de los jets astrofisicos que evi-
dencian los datos observacionales, se han desarrollado diversos intentos para
encontrar mecanismos de estabilizacién que compitan con la inestabilidad de
Kelvin-Helmholtz. Al respecto, Bodo et al. (1989) y Bodo et al. (1996) inves-
tigaron la relacion entre la rotacion rigida en presencia de campo magnético
y la estabilizacién de algunos modos; Hardee & Stone (1997) y Micono et al.
(2000) examinaron las pérdidas radiativas de los jets como posibles agentes
estabilizantes; Baty & Keppens (2002) y Hardee (2011) analizaron la interac-

cion entre la denominada current-driven instability y la inestabilidad de KH;
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Viallet & Baty (2007) estudiaron mecanismos de auto-estabilizacién causados

por la presencia de campos magnéticos.?

En sistemas hidrodindmicos, la relacién de dispersién (asumiendo flujo

incompresible) resulta ser una ecuacién trascendente dada por

Veg = i (e — (2k —1)%) . (7.5)

Analizando esta expresiéon, se puede ver que los modos inestables surgen
para longitudes macroscépicas tales que A 2 9.8 y que la méxima tasa de
crecimiento se alcanza para A = 15,71, siendo L el semi-ancho de la regién
de shear. Asimismo, mediante la ecuacién (7.5), se puede determinar la tasa

max ~o

de crecimiento maxima: Y5 &~ s/5.

En sistemas magnetohidrodinamicos, la inestabilidad de KH se ve modifi-
cada segun la intensidad y la direccién del campo magnético externo (Chan-
drasekhar, 1961; Lau & Liu, 1980; Miura & Pritchett, 1982; Filippychev,
2002). Si el flujo es perpendicular al campo magnético, la inestabilidad de
KH permanece inalterada y preserva su caracter puramente hidrodindmico:
ante cualquier perturbacion la regién con shear se vuelve inestable. Si el flujo
es paralelo al campo magnético, la condicién de inestabilidad queda determi-
nada en funcién de la velocidad de Alfvén: v4 /Uy < 1/2, con Uy la amplitud
maxima que puede adquirir la velocidad tipo shear. Esto significa que el sis-
tema se vuelve inestable si el flujo tipo shear adquiere velocidades mayores
o iguales que dos veces la velocidad de Alfvén (Chandrasekhar, 1961; Lau &
Liu, 1980). Por lo tanto, si el campo magnético es suficientemente intenso
el flujo puede no desestabilizarse. El efecto restitutivo que presenta la ten-
sion magnética es responsable de la diferencia en la estabilidad del sistema
segun la direccion del campo magnético sea perpendicular o paralela al flu-
jo; en tanto que la intensidad del campo magnético modifica la condicién de
inestabilidad en el caso correspondiente. En particular, la inestabilidad de
Kelvin-Helmholtz en el contexto de Hall-MHD ha sido estudiada tanto en el

2Distintos mecanismos de estabilizacién asociados a los jets también han sido analizados
en relacién al desarrollo de inestabilidades MHD denominadas sausage insatbility y kink
instability a partir de flujos tipo shear axial (Desouza-Machado, Hassam, & Sina, 2000),
azimutal (Wanex, Sotnikov, & Leboeuf, 2005) y helicoidal (Wanex & Tendeland, 2007).
También se ha estudiado la influencia de la rotacion diferencial como agente estabilizador
vinculada al desarrollo de la inestabilidad magneto-rotacional (MRI) en los jets (Hanasz,
Sol, & Sauty, 2000).

108



CAPITULO 7. HALL-MSI (3D)

régimen lineal (Fujimoto & Terasawa, 1991; Opp & Hassam, 1991) como en
el régimen no lineal (Huba, 1994).

7.2. Simulaciones globales

En las simulaciones globales, en contraposicion con las simulaciones lo-
cales (como las simulaciones tipo shearing-boz ), la regién de fuertes gradientes
no cubre la totalidad de la caja numérica, sino que se encuentra confinada a
una fraccion de la misma. En este sentido, las simulaciones tipo shearing-box
pueden interpretarse como una ampliaciéon de las simulaciones globales de la
region donde el shear es relavante. Por tal motivo, las simulaciones locales
resultan adecuadas para estudiar la dinamica de la microescala mientras que
las simulaciones globales son apropiadas para describir el comportamiento de
las escalas macroscépicas.

A diferencia de la inestabilidad Hall magneto-shear que excita los modos
asociados a longitudes microscopicas, la inestabilidad de KH desestabiliza
modos cuya longitud de onda es mayor que la longitud caracteristica del
shear, es decir, modos asociados a longitudes de onda macroscépicas (segun
determina la ecuacién (7.5)). Por esta razon, esta inestabilidad no emerge
en simulaciones locales dado que los modos inestables de la inestabilidad de
KH tienen longitudes de onda mayores que el tamano de la caja numérica.
Por lo tanto, el relevamiento de la Hall-MSI resulta adecuadamente descripto
por simulaciones locales, pero el estudio de la inestabilidad de KH requiere
simulaciones globales.

Fijada la velocidad del flujo tipo shear w(z)y, la inestabilidad de KH
surge en el plano (z,y). Si, ademds, se considera un campo magnético per-
pendicular al flujo Byz, la inestabilidad Hall magneto-shear se desarrolla si el
efecto Hall cumple la condicién de inestabilidad (s > By). Por consiguien-
te, se requieren simulaciones 3D para poder estudiar la evolucién de ambas
inestabilidades. En esta geometria, la inestabilidad de KH, mantiene su ca-
racter puramente hidrodinamico, dado que no se ve afectada por el campo
magnético perpendicular al plano en el se encuentra el gradiente del campo
de velocidades y, por ende, tampoco por la presencia de las corrientes de Hall.
Sin embargo, el campo magnético en la direcciéon perpendicular al flujo y el

efecto Hall resultan imprescindibles para que la Hall-MSI se desarrolle.
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Implementacion nimerica del shear externo

Las simulaciones numeéricas globales se realizan mediante un cédigo pseudo-
espectral desarrollado por el Grupo de Flujos Astrofisicos (Mininni, Gémez &
Mahajan, 2003b). La implementacién del shear se efectiia a partir de un perfil
de velocidades generado por la superposicién de dos tangentes hiperbdlicas,?

a fin de asegurar la periodicidad en la caja numérica,

wy(z) = U (tanh (x—L—7r/2) _ tanh (x_L—?’”/Q) _ 1) . (16)

0 0

donde Uy y Ly establecen el valor del médulo del shear |s| = Uy/Ly (Up:
velocidad méxima y Ly: semi-ancho de la regién), que se encuentra localizado
en franjas relativamente delgadas centradas alrededor de x = 7/2 (s < 0) y
x =3m/2 (s > 0), siendo s = —0,u,.

De esta manera, se establece un flujo que presenta dos regiones angostas
de gradientes intensos, encerradas por un campo de velocidades aproximada-
mente uniforme. La inestabilidad de KH evoluciona en ambas franjas. Sin
embargo, la inestabilidad Hall magneto-shear sélamente puede surgir en la
region donde la vorticidad local impuesta por el shear esté anti-alineada con
la direccién del campo magnético.* Por otra parte, esta inestabilidad mi-
croscopica, requiere que el efecto Hall sea importante en la regién donde el
shear es intenso. Como en esta configuracién, el shear esta confinado en una
pequena fraccion de la caja numérica, ya no se necesita que las corrientes
de Hall sean relevantes en toda la caja (como en el caso de las simulaciones
locales tipo shearing-box). Teniendo en cuenta que la inestabilidad se desa-
rrolla si es > 1y que s = 10 (siendo Uy = 1y Ly = 0,1), basta tomar valores

tales que € > 0,1 para que la Hall-MSI evolucione.

7.3. Resultados

A modo de comparacion, se pueden mencionar las diferencias principales
entre ambas inestabilidades. En primer lugar, la Hall-MSI se desarrolla en
las escalas microscépicas, por el contrario, la inestabilidad de KH evoluciona

en las longitudes macroscopicas. En segundo, la inestabilidad Hall magneto-

3Este perfil de velocidades se mantiene mediante un forzado externo estacionario.
4Para shear negativo, la vorticidad local es positiva y viceversa.
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Figura 7.1: Representacion de la intensidad de la componente w, de la vorticidad. La tonalidad gris indica que w, = 0. Las regiones mas
oscuras corresponden a los valores minimos (w, < 0), mientras que las mas claras a los méximos (w, > 0). Se muestra un corte de la caja
numérica, transversal a la direccién del campo magnético. Se exhibe la evolucién del flujo tipo shear para cuatro tiempos (uno por cada
columna): los primeros tres pertenecen al régimen lineal mientras que el dltimo a la estapa no lineal. Los paneles superiores corresponden al
caso puramente hidrodindmico (campo magnético nulo). Los paneles intermedios representan la evolucién del sistema en presencia de campo
magnético externo. Los paneles inferiores reproducen el flujo tipo shear en presencia de campos magnéticos con efecto Hall. Se observa que
ademds del desarrollo de la inestabilidad de KH, surge otra inestabilidad que afecta las escalas microscépicas.
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7.3

shear, desestabiliza todos lo modos, en tanto que la inestabilidad de KH
excita s6lamente un rango acotado de nimeros de onda. En tercer lugar, la
tasa de crecimento de la inestabilidad de KH es una fraccién del shear im-
puesto mientras que la Hall-MSI arroja valores comparables a la magnitud
del shear. En concreto, para k = 1, s = 10, By = 1 y € = 0,5 se obtiene,
reemplazando en las correspondientes expresiones (ecuaciones (7.1) y (7.5)),
que Y ~ 0,5 (independientemente de los valores de By y €) v yumsr ~ 1,75
lo que implica que vy ~ 3,5vkm. En efecto, valores tipicos de la tasa de
crecimiento de la inestabilidad de KH reportados en la literatura tanto para
el caso hidrodinamico (Ferrari, 1998), como para los casos MHD (Miura &
Pritchett, 1982) y Hall-MHD (Huba, 1994), representan una pequena frac-
cion del shear impuesto. Por lo tanto, la inestabilidad Hall magneto-shear,
definitivamente, debe ser considerada en la evoluciéon de los jets astrofisicos

o en cualquier otro sistema que presente regiones con intenso shear.

La evolucién conjunta de la inestabilidad de KH y la Hall-MSI se estima
que se estudia por primera vez en la presente Tesis. Mediante simulaciones

numéricas se muestra el desarrollo de ambas inestabilidades.

En la Figura 7.1, se representa la componente w, de la vorticidad en un
plano perpendicular a la direccién del campo magnético para tres casos dis-
tintos. Las regiones mas obscuras corresponden a valores negativos de w,,
mientras que las mas claras a valores positivos. La tonalidad gris representra
valores préximos a cero. El perfil inicial de velocidad dado por la ecuacion
(7.6) corresponde a la superposicién de las dos tangentes hiperbélicas (conse-
cuencia de la periodicidad impuesta) de tal modo que se generan dos regiones
de shear intenso, cada una asociada a una vorticidad local positiva (s < 0)
o negativa (s > 0). Se observa claramente que en el caso de las simulaciones
globales el shear no ocupa la totalidad de la caja sino que, por el contrario,

esta localizado en una region acotada del recinto numérico.

En los paneles superiores de la Figura 7.1, se muestra la evolucién del sis-
tema para campo magnético nulo (régimen hidrodinamico). Se observa que a
medida que transcurre el tiempo, la region con shear comienza a desestabi-
lizarse mostrando la corrugacion caracteristica de la inestabilidad de KH para
longitudes de onda macroscopicas, correspondiente a longitudes mayores que
el ancho tipico de la zona de intenso shear. En el comienzo de la etapa no li-

neal (tltima columna) se produce la formacién de vértices macroscépicos. En
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CAPITULO 7. HALL-MSI (3D)

Figura 7.2: Componente J,
de la densidad de corriente en
un plano perpendicular al cam-
po magnético externo, para un
flujo tipo shear en el con-
texto de Hall-MHD. En tanto
la inestabilidad de KH evolu-
ciona en un régimen puramente
hidrodinamico, las magnitudes
magnéticas no se ven afectadas.
Teniendo en cuenta que la den-
sidad de corriente inicial es nu-
la, las sucesivas imagenes mues-
tran exclusivamente la evolucién
temporal de la inestabilidad Hall
magneto-shear. Las tonalidades
mds oscuras (claras) correspon-
de a los valores negativos (posi-
tivos).
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los paneles del medio de la Figura 7.1, se describe la evolucién de la inestabi-
lidad de KH ante la presencia de campo magnético externo en la direccion z,
perpendicular al plano donde sea desarrolla la inestabilidad. Por lo tanto, el
campo magnético no modifica la evolucion del sistema. Por tal motivo, no se
presentan modificaciones apreciables entre los paneles superiores e interme-
dios. En los paneles inferiores de la Figura 7.1, ademés del campo magnético,
se considera la presencia de corrientes de Hall (se muestra el caso para By = 1
y € = 0,4). La evolucién del flujo tipo shear bajo la influencia del efecto Hall,
muestra evidentes diferencias con la dindmica puramente hidrodinamica. A
tiempos medios en la etapa lineal, se observa la desestabilizacion en las escalas
microscopicas, producida por la inestabilidad Hall magneto-shear. De hecho,
la inestabilidad microscopica se desarrolla previamente a que comience la de-
sestabilizacién (corrugacion) debido a la inestabilidad de KH. En particular,
la corrugacién en presencia de la micro inestabilidad es significativamente
mas suave indicando un aplazamiento en la evolucion de la KH. Asimismo, el
ultimo panel correspondiente al inicio de la etapa no lineal para los casos HD
y MHD, muestra un notable retraso en la formacion de los vortices. Esto mis-
mo, incluso, se evidencia entre las dos regiones con shear de signos opuestos.
En tanto que la Hall-MSI se desarrolla para el caso en que la vorticidad local
y el campo magnético estan anti-alineados, la inestabilidad surge en una de
las dos regiones con intensos gradientes. En concreto, la inestabilidad Hall
magneto-shear nace en la regién correspondiente a vorticidad local negativa

(tonalidad gris oscuro).

En la Figura 7.2 se muestra la evoluciéon temporal de la componente J,
de la densidad de corriente para los mismos tiempos que la Figura 7.1 y para
los mismos pardametros (By = 1y € = 0,4). La tonalidad gris indica J, ~ 0 en
tanto que las tonalidades oscuras y claras, corresponden, a valores negativos y
positivos, respectivamente. Dado que la inestabilidad de KH se desarrolla en
un régimen puramente hidrodinamico, las magnitudes magnéticas no se ven
afectadas y, por lo tanto, su crecimiento se debe tinicamente al surgimiento
de la Hall-MSI. En particular, la densidad de corriente inicial es nula (cam-
po magnético externo uniforme), por lo que la evolucién de J,, corresponde
exclusivamente al desarrollo de la inestabilidad Hall magneto-shear. Asimis-
mo, la Figura 7.2 manifiesta el hecho de que s6lo una de las regiones con

shear es inestable, siendo la otra estable debido a que en dicha regiéon la

114



CAPITULO 7. HALL-MSI (3D)
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Figura 7.3: Energia magnética Ej} en funcién del tiempo para los casos MHD (e =
0, trazo gris) y Hall-MHD (¢ = 0,4, trazo negro). En presencia del efecto Hall, se
observa que surge la inestabilidad Hall magneto-shear. A modo de referencia se muestra
una recta en linea punteada cuya pendiente representa el valor analitico de la tasa
de crecimiento de esta inestabilidad (y— =~ 1,7). Alrededor de ¢ 2 6 comienza a
desarrollarse la inestabilidad de KH.

vorticidad local y el campo magnético externo estan alineados. Comparando
el desarrollo de ambas inestabilidades, se observa que la Hall-MSI surge més
tempranamente con respecto a la inestabilidad de KH. Por este motivo, parte
del régimen no lineal de la inestabilidad microscopica coexiste con la etapa
aun lineal de la inestabilidad de KH. Se aprecia que a ¢t = 10 (antetltimo
panel de la Figura 7.2) la Hall-MSI exhibe comportamiento no lineal, mien-
tras que la inestabilidad macroscépica de KH se encuentra aun en su etapa
lineal (ver paneles inferiores de la Figura 7.1).

En la Figura 7.3 se grafica la energia magnética (en escala logaritmica) en
funcién del tiempo para el caso MHD (e = 0) en trazo gris y para el caso Hall-
MHD (e = 0,4) en trazo negro. En el primer caso, en ausencia de corrientes
de Hall, la inestabilidad Hall magneto-shear no se desarrolla y, por lo tanto,
las magnitudes magnéticas permanecen inalteradas dado que la inestabilidad
de KH evoluciona en un régimen puramente hidrodinamico. En el segundo

caso, en presencia del efecto Hall, se observa la evolucién de la Hall-MSI
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Figura 7.4: Energias magnética Fj (linea a rayas) y cinética F, (linea continua) en
funcién del tiempo para el caso Hall-MHD. La energia magnética crece a expensas de
la energia cinética. Aproximadamente para ¢ = 13, se observa que el maximo de la
energia magnética se correlaciona con el minimo de la energia cinética.

para tiempos tempranos (¢ < 6). Como referencia se muestra una recta en
linea punteada negra cuya pendiente corresponde al valor analitico de la tasa
de crecimiento de la inestabilidad Hall magneto-shear (y_ & 1,7). La etapa
lineal (¢ < 3) muestra un excelente acuerdo con los resultados tedricos. A
partir de ¢ 2 6, las simulaciones numéricas parecen indicar el surgimiento de
la inestabilidad de KH.

En la Figura 7.4 se grafica las energias cinética y magnética (en escala
logaritmica) en funcién del tiempo, para los modos bajo la influencia de am-
bas inestabilidades, es decir, en el caso Hall-MHD. La energia magnética
(linea a rayas) presenta un pronunciado crecimiento durante el desarrollo de
la micro inestabilidad Hall magneto-shear, a expensas de la energia cinética
(linea continua) que disminuye consecuentemente. En particular, se mues-
tra el resultado para el caso By = 0,5 y ¢ = 0,2, en el que este balance
energético es significativamente apreciable. En particular, se obtiene que la

energia magnética (cinética) aumenta (disminuye) aproximadamente un 15 %.
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Cabe mencionar que las energias representadas en las Figuras 7.3 y 7.4
corresponden a las energias calculadas no sobre todo el recinto numérico sino
Unicamente sobre la regién en donde se localiza el shear. En particular, se ob-
tienen las energias magnéticas y cinéticas en la franja en donde se desarrollan
ambas inestabilidades.

Las implicancias de estos resultados en el contexto de jets astrofisicos son
potencialmente relevantes. Los datos observacionales asociados a diferentes
sistemas, coinciden en la descripcion segun la cual los jets se propagan a lo
largo de extensas longitudes manteniendo un alto grado de colimacién (Meier,
Koide, & Uchida, 2001; Bacciotti et al., 2003). Si bien diferentes modelos es-
tablecen el rol fundamental que desempenan los campos magnéticos (Bland-
ford, 1989), especialmente al respecto de la colimacién del jet, no esté es-
tablecido aun el motivo por el cual estos jets no se desestabilizan debido al
desarrollo de la inestabilidad de KH en la interfaz entre el contorno externo
del jet y el medio que lo rodea. En este sentido, la formacion de una nueva
inestabilidad en las escalas microscopicas podria ser tal que retrase o, incluso,
impida la desestabilizacion del flujo a gran escala a causa de la inestabilidad
de KH. Queda ain por investigar bajo qué condiciones o bajo qué valores de
los parametros, especificamente, se logra que el sistema no se vea afectado
por la inestabilidad de KH. Al respecto, parece ser necesario el estudio del
régimen no lineal para examinar la posibilidad de que el sistema desarrolle mi-

croturbulencia que permita, tal vez, contrarrestar los efectos desestabilizantes
de la inestabilidad de KH.

7.4. Conclusiones preliminares

Se presentaron los resultados numéricos obtenidos a partir del desarrollo
de simulaciones globales en tres dimensiones en el contexto de Hall-MHD. Se
examind la estabilidad de un flujo tipo shear en presencia de campo magnético
externo bajo la influencia de corrientes de Hall en configuraciones 3D. Co-
mo principal resultado se observé la formacion de la micro inestabilidad Hall
magneto-shear en el seno de un flujo con intensos gradientes en las veloci-
dades, sujeto a su vez a la inestabilidad macroscépica de Kelvin-Helmholtz.
Por tanto, se estudi6 la evolucién conjunta de la Hall-MSI y la inestabilidad

de KH. Para esto, se adopté una geometria en la cual sea posible el desarrollo
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de ambas inestabilidades. El sistema de referencia se eligié de tal modo que
el campo magnético permite el desarrollo de la Hall-MSI aunque no modifica
la inestabilidad de KH que evoluciona en régimen puramente hidrodinami-
co. En este sentido, las corrientes de Hall, si bien no afectan a la dinamica
de la inestabilidad de KH, son imprescindibles para que la micro inestabi-
lidad Hall magneto-shear se desarrolle. Se estudiaron diferentes situaciones
variando la intensidad de campo magnético y el valor del parametro de Hall.
Se mantuvo constante la intensidad del shear con la intencion de no alterar
la tasa de inestabilidad de KH, focalizando el analisis iinicamente sobre la
inestabilidad microscépica. Se estima que el estudio realizado en el presente
Capitulo es el primer trabajo sobre la evolucién conjunta de ambas inesta-
bilidades. Los resultados encontrados presentan una potencial aplicacion a
la dindmica asociada a los jets astrofisicos. En concreto, la interaccion entre
la micro inestabilidad Hall magneto-shear y la inestabilidad macroscopica de
KH puede aportar indicios que contribuyan a la comprension de los mecanis-
mos de colimacién y de sustentacion, responsables de la evolucién de los jets
a lo largo de extensas distancias conservando un alto grado de colimacion que

se observa en una diversidad de sistemas astrofisicos.
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Capitulo 8
Conclusiones generales

La principal meta de esta Tesis ha sido inspeccionar el rol del efecto Hall
en flujos tipo shear. En esta direccion se realizéo un andlisis de estabilidad
de la dindamica asociada a una pequena parcela de fluido inmersa en un flujo
macroscopico bajo la accion de un campo magnético uniforme externo en pre-
sencia de corrientes de Hall. Para eso, se dedujeron las ecuaciones Hall-MHD
en la aproximacién shearing-box, las cuales permiten describir adecuadamente
la dindmica correspondiente a la microescala. Como resultado principal se en-
contro el desarrollo de una inestabilidad como consecuencia de la influencia
conjunta del efecto Hall y del shear. A esta inestabilidad se la denominé Hall
magneto-shear instability (Hall-MSI). Examinando la relacién de dispersion,
se observa que la inestabilidad se vincula con la desestabilizacién de los mo-
dos ion-cyclotron (modos Hall-MHD con polarizacién circular a izquierda)
al propagarse en un medio con shear intenso. Asimismo, para ciertos valo-
res de los parametros, todos los nimeros de onda resultan inestables. Como
condicién suficiente para el surgimiento de la inestabilidad, se obtuvo que las
intensidades de ambos efectos tienen que ser tales que s > 1. Esto, a su vez,
significa que el sistema se desestabiliza si el shear es suficientemente fuerte y
supera la frecuencia de ciclotrén ionica. A partir de la condicién de estabili-
dad, queda explicito que esta micro inestabilidad proviene de la interaccion
entre el flujo tipo shear y las corrientes de Hall: sin shear (s = 0), el sis-
tema permanece estable y se reobtienen las ondas Hall-MHD); sin efecto Hall
(e = 0), el sistema resulta estable y se recuperan los modos de propagacion
MHD. Los resultados tedricos obtenidos, se contrastaron con simulaciones

numéricas mostrando un excelente acuerdo.
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En los Capitulos 4 y 5 se estudié la estabilidad del sistema ante per-
turbaciones 1D paralelas al campo magnético externo, respectivamente, en
plasmas no rotantes y en rotacion, en presencia de corrientes de Hall (Be-
jarano & Gémez, 2010; Bejarano, Gémez, & Brandenburg, 2011). En ambos
casos, se exploré el espacio de parametros determinado por el nimero de onda
y el parametro de Hall, especificando las regiones inestables y sus principales
caracteristicas. En sistemas no rotantes la inestabilidad Hall magneto-shear
asegura que, para € > (, existe un extenso rango de valores en el que todos los
modos son inestables. En tanto que en sistemas en rotacién, se analizaron tres
perfiles de rotacion de interés astrofisico: sub-kepleriano, kepleriano y supra-
kepleriano. En todos los casos, se obtuvo que para € < 0, existe siempre un
rango de valores del pardmetro de Hall para el cual todos los niimeros de onda
son inestables. Por otra parte, los flujos con rotacién diferencial se pueden
aproximar mediante un flujo tipo shear superpuesto a una rotacién rigida.
En estos sistemas, se desarrolla la conocida inestabilidad magneto-rotacional
(MRI). Mediante el andlisis lineal llevado a cabo, se corroboraron algunos
de los resultados reportados en la literatura tanto para el caso MRI (¢ = 0)
como para el caso Hall-MRI (¢ # 0). Ademads, en configuraciones 1D, se es-
tudio cualitativamente el comportamiento de la inestabilidad en el régimen
no lineal. Y dado que las ecuaciones no lineales dependen del parametro f3,
se realizaron simulaciones numéricas en dos casos asintéticos: S~ 1y 8> 1.
En particular, se encontré que para el régimen de ( alto, el flujo evoluciona
como un sistema puramente MHD (¢ = 0). A modo de comparacién, se cal-
cularon los autovectores para ambas inestabilidades en el régimen lineal y
se mostré que las orientaciones relativas entre los campos involucrados no se

modifica en la etapa no lineal.

En el Capitulo 6 se analizo la estabilidad de los modos de propagacion
Hall-MHD para flujos tipo shear en geometrias 2D tales que 0, = 0 (Be-
jarano & Goémez, 2012). Si las perturbaciones son puramente paralelas al
campo magnético externo, se recupera la relacion de dispersion para configu-
raciones unidimensionales, mientras que para perturbaciones exclusivamente
transversales a la direccién del campo magnético, el sistema resulta estable
y la relacion de dispersion corresponde a la propagacién de whistlers. Para
una direccion de propagacion arbitraria, la tasa de inestabilidad depende del

angulo entre el vector de onda y el campo magnético externo, siendo maxima
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en el caso de propagacion paralela y nula para propagaciéon perpendicular.
A partir de simulaciones numéricas, se examiné la dependencia de la tasa de
crecimiento de la inestabilidad con la direccion de la perturbacion con respec-
to al campo magnético externo. Asimismo, se observo la formacién de un flujo
de dos canales (two-channel flows) anteriormente descripto por Sano & Stone
(2002a) en simulaciones tipo shearing-box para perturbaciones axisimétricas
para el caso de la inestabilidad Hall-MRI. Por otra parte, se estudié también
la dependencia de la tasa de crecimiento de la inestabilidad con el parametro
(. En particular, el limite 5 > 1 es el régimen en el cual se puede apreciar
el leve impacto del parametro 3 sobre la inestabilidad, con mayor incidencia

en el caso de propagacién paralela.

Tanto para las configuraciones 1D como 2D, se obtuvo una alta concor-
dancia entre los calculos tedricos y los resultados numéricos. Las simulacio-
nes locales tipo shearing-box se realizaron utilizando un cédigo de diferencias
finitas (Brandenburg & Dobler, 2002), asumiendo condiciones de contorno

periddicas y efectos disipativos despreciables.

En el Capitulo 7 se investigo la evolucién de la inestabilidad Hall magneto-
shear en configuraciones 3D en las cuales, a su vez, pueda desarrollarse la
inestabilidad de Kelvin-Helmholtz (Bejarano, Gémez, & Mininni, 2012). Co-
mo esta inestabilidad surge en las escalas macroscopicas, tipicamente, ma-
yores que la longitud caracteristica asociada a la regién con shear intenso,
no es posible estudiar la inestabilidad de KH en simulaciones tipo shearing-
bozx (dado que los modos inestables tendrian longitudes de onda mayores que
el tamano de la caja numérica). Por este motivo, para examinar la evolu-
cién conjunta de la inestabilidad de KH y la Hall-MSI, se implementaron
simulaciones globales. Los resultados numéricos obtenidos evidencian la co-
existencia de ambas inestabilidades. En concreto, se observé a partir de las
simulaciones numéricas que la micro inestabilidad Hall magneto-shear se de-
sarrolla en el seno de la inestabilidad macroscopica de Kelvin-Helmholtz. Las
simulaciones globales 3D se realizaron utilizando un cédigo pseudo-espectral
(Mininni, Gémez & Mahajan, 2003b), considerando condiciones de contorno
periddicas y efectos disipativos despreciables. Se adopté una geometria en la
cual es posible el desarrollo de ambas inestabilidades. Al respecto, si bien la
orientacion del campo magnético elegida no afecta a la inestabilidad de KH,

que evoluciona en un régimen puramente hidrodinamico, la presencia de las
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corrientes de Hall es imprescindible para que se desarrolle la Hall-MSI.

Para todos los casos analizados, se consideraron valores negativos y po-
sitivos del parametro de Hall, vinculados a la orientacion relativa entre la
vorticidad local (shear vorticity) y el campo magnético externo. Si el plasma
es rotante, el signo del parametro de Hall se asocia al alineamiento relativo
entre la velocidad angular y el campo magnético externo. Segun los resultados
presentados, esto significa que en el caso de plasmas no rotantes, el sistema
se vuelve inestable si la vorticidad local y el campo magnético externo estan
anti-alineados; en cambio, en el caso de plasmas rotantes, existe un conjunto
de valores de los parametros tal que el sistema resulta inestable independien-
temente de la orientacién relativa de los campos involucrados. No obstante,
en plasmas no rotantes, cuando el sistema se desestabiliza, todos los modos
resultan inestables.

A partir del estudio realizado en la presente Tesis, se espera continuar
esta linea de investigacion mediante un andlisis detallado de la evolucién no
lineal de la inestabilidad Hall magneto-shear, implementando simulaciones
numéricas con mayor resolucién. A tal fin resulta imperativo explorar la pre-

sencia de niveles de saturacién y el posible desarrollo de turbulencia.

Consecuencias astrofisicas

La inestabilidad Hall magneto-shear puede ser relevante en sistemas as-
trofisicos en los cuales las corrientes de Hall son no despreciables en regiones
con intensos gradientes en el campo de velocidades.

El rol del efecto Hall en flujos tipo shear ha sido ampliamente estudia-
do en el contexto de los discos de acrecion en relacion a la inestabilidad
magneto-rotacional (Wardle, 1999; Balbus & Terquem, 2001; Sano & Stone,
2002a,b; Riidiger & Shalybkov, 2004; Riidiger & Kitchatinov, 2005; Devlen &
Pekiinlii, 2007). Sin embargo, la influencia de las corrientes de Hall en flujos
tipo shear no rotantes, ha sido investigada tinicamente en el trabajo de Kunz
(2008) y en la presente Tesis (Bejarano & Gémez, 2010; Bejarano, Gémez, &
Brandenburg, 2011; Bejarano & Gomez, 2012; Bejarano, Gémez, & Mininni,
2012). Concretamente, se espera que esta inestabilidad sea relevante tam-
bién en la dinamica de los jets. En la interfaz que separa al jet y al medio

que lo rodea, el gradiente del campo velocidad es muy intenso. Si el efecto
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Hall es no nulo, la evolucién de la inestabilidad macroscopica de Kelvin-
Hemlholtz podria verse alterada por el desarrollo de la micro inestabilidad
Hall magneto-shear. De manera que la interacciéon de ambas inestabilidades,
podria condicionar la dindmica del jet y justificar la estabilidad observada.
En particular, el desarrollo de la inestabilidad de KH en relaciéon con los
jets ha sido extensamente investigada (Birkinshaw, 1991; Bodo et al., 1996;
Malagoli, Bodo, & Rosner, 1996; Bodo et al., 1998; Keppens & To6th, 1999,
por nombrar sélo algunos de los primeros trabajos al respecto). La inestabi-
lidad de KH deberia producir una corrugacion macroscopica en la superficie
que separa al jet y al medio a su alrededor. Sin embargo, la evidencia ob-
servacional contradice esta prediccion tedrica dado que no sélo no se observa
esa perturbacién sino que ademaés los jets evolucionan con un alto grado de
colimacion a lo largo de extensas distancias. Por lo tanto, el desarrollo de mi-
cro inestabilidades podria afectar la dindmica macroscopica contrarrestando
o, al menos, retardando el surgimiento de la inestabilidad de KH. De hecho,
estimaciones tipicas para la tasa de crecimiento de la inestabilidad de KH ya
sea en su version hidrodindmica (Ferrari, 1998) o magnetohidrodindmica, sin
(Miura & Pritchett, 1982) o con (Huba, 1994) efecto Hall, arrojan valores que
resultan ser una pequena fraccién de la velocidad tipo shear en tanto que la
Hall-MSI en los casos analizados puede alcanzar valores del orden de la mitad
de la intensidad del shear. Por consiguiente, la inestabilidad Hall magneto-
shear podria desempenar un papel importante en la dinamica asociada a la

evolucién de los jets astrofisicos.
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Apéndice

Algunos parametros de la fisica del plasma

Se consideran unidades gaussianas (cgs), excepto la temperatura que
estd expresada en eV (1leV/kp =~ 11600K) y la masa iénica expresada en
unidades de la masa del protén (siendo p = m;/m,). Z es el nimero atémico
(numero total de protones en el nicleo), kp es la constante de Boltzmann,
k es el numero de onda, 7y es el indice adiabético y In(A) es el denominado
logaritmo de Coulomb (logaritmo del cociente entre el maximo y el minimo

pardmetro de impacto en el scattering de Coulomb). Los subindices “e” e “i
corresponden a magnitudes asociadas, respectivamente, a electrones e iones.!

Frecuencias

» Girofrecuencia?: frecuencia angular de la érbita circular que describen
los electrones/iones alrededor de las lineas magnéticas

Wee = €B/mec =176 x 10'B  rad 5! (A.1)

wei = ZeB/mic = 9,58 x 10°Zy™'B  rad s™* (A.2)

» Frecuencia de plasma: frecuencia de oscilacién de electrones/iones

Wpe = (4mnce? /me)? = 5,64 x 10*n}/?  rad s (A.3)

wyi = (4mni(Ze)?/m;)'? = 1,32 x 10°Zp~*n}? rads™' (A4)

Extraido de NRL Plasma Formulary, J. D. Huba, Naval Research Laboratory (2007).

2En un campo magnético uniforme en ausencia de colisiones, las particulas cargadas se
mueven siguiendo una trayectoria helicoidal alrededor de las lineas de campo. La frecuencia
de giro o frecuencia ciclotrén corresponde a la frecuencia angular del movimiento perpen-
dicular al campo magnético. A lo largo de las lineas de campo magnético, el movimiento
de las particulas no resulta afectado.
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» Tasa de colisiones

Ve =291 x10"%, InAT3? 71 (A.5)

Vi = 4,80 x 1078240, m AT, ?? 7! (A.6)
Velocidades

» Velocidad térmica?: velocidad tipica de los electrones/iones consideran-
do que la distribucion de velocidades es maxwelliana

vre = (kpTe/me)Y? = 4,19 x 107 TH?  em 57! (A7)

vri = (kpTi/m)? = 9,79 x 10° 72T ems™  (A8)

= Velocidad del sonido iénica: velocidad de las ondas longitudinales de
sonido que se obtienen a partir de la masa de los iones y la presién de
los electrones

Cs = (VZ/’{:BTe/mi)l/2 =979 x 10° (VZTe/,u)l/2 cm s (A.9)

= Velocidad de Alfvén idnica: velocidad de propagaciéon de las denomi-
nadas ondas de Alfvén que se obtienen a partir de la masa de los iones
y la fuerza restitutiva del campo magnético

va = B/(4mnm;)? =218 x 10" 5 2n?B em st (A.10)
Longitudes

= Longitud de onda térmica de de Broglie

h2
Ae=|=——==06919 x 10871/ A1l
. Sr—— 6,919 x 10 ; cm ( )

» Giroradio®: radio de la proyeccién circular de la érbita que realizan los
electrones/iones alrededor de las lineas de campo magnético

Te = Ure/wee = 2,38 TY?B~1  cm (A.12)

3La distancia que recorren las particulas entre colisiones (camino libre medio) queda
definida por v /v.
4También denominado radio de Larmor.
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r; = vpiJwe = 1,02 x 10 ,ul/QZ_lTil/QB_1 cm (A.13)

» Longitud inercial®

o= =531 x10°n-"? em (A.14)

Wpe

5= S =298 % 10" Z Y (u/ny)? em (A.15)

wpz-

= Longitud de Debye: escala a partir de la cual los campos eléctricos son
apantallados por la redistribucién de electrones

Ap = (kgT/4mne®)V? =743 x 10°TY*n~Y2  cm (A.16)

Otras cantidades adimensionales relevantes

» Raiz cuadrada del cociente entre las masas electrénica e iénica

(me/my)"? = 2,33 x 1072 = 1/42,9 (A.17)

= Namero de particulas adentro de la esfera de Debye

(47 /3)nX\3) = 1,72 x 10° T3/2p~1/2 (A.18)

= Cociente entre la presiéon térmica y la presion magnética

B = 8mnkpT/B* = 4,03 x 107" nTB~? (A.19)

5 Plasma skin depth: longitud de profundidad hasta la cual la radiacién electromagnética
puede penetrar en el interior de un plasma.
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