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Resumen

En este trabajo de Tesis se estudian los conceptos de temperatura local y tempe-
ratura efectiva en sistemas mesoscopicos fuera del equilibrio. Para definir y estudiar
estos conceptos se se eligié como ambito el estudio del transporte cuantico en siste-
mas mesoscopicos llevados fuera del equilibrio mediante la aplicacién de potenciales
externos que presentan una dependencia armonica en el tiempo.

En el Capitulo 1 se introducen los sistemas mesoscépicos. Se describe el area
de la fisica denominada transporte cudntico y se mencionan las magnitudes fisicas
relevantes, las escalas de longitud y energia caracteristicas y se describen algunos
de los métodos de fabricaciéon de este tipo de dispositivos. Ademas se presenta el
dispositivo que se estudiard en este trabajo.

En el Capitulo 2 se introduce el formalismo utilizado para el tratamiento de un
problema general de transporte cuantico. El mismo se basa en el denominado for-
malismo de Keldysh de funciones de Green de no-equilibrio. Se hace una formulacién
Hamiltoniana del problema general de transporte cuantico y se encuentran expresiones
para las corrientes de carga y de calor.

En el Capitulo 3 se presenta la definicion de temperatura local (T;p) mediante
la inclusién de una punta de prueba que actia como termdémetro. Se encuentran
expresiones analiticas para esta temperatura en el régimen en el que la frecuencia
Qo de los potenciales externos es mucho mas pequena que la temperatura 1" de los
reservorios (29 < T'). También se muestran expresiones explicitas para el caso opuesto
(Qo > T). Se estudia su comportamiento a lo largo del sistema y su relacién con el flujo
de calor. Ademas se estudia la validez de la ley de Wiedemann-Franz, que relaciona
la conductancia eléctrica con la térmica, para este sistema fuera del equilibrio.

En el Capitulo 4 se estudia la posibilidad de definir una temperatura efectiva (T*//)

a través de una relacion de fluctuacion-disipaciéon (RFD) local para funciones de Green



II

de una particula. Se encuentra una expresién analitica en el limite de bajas frecuencias
(Qp < T') que coincide exactamente con la obtenida para la temperatura local.

En el Capitulo 5 se estudia la posibilidad de definir otra temperatura efectiva
(Te'7*) a través de una RFD para funciones de correlacién corriente-corriente. Para
ello, en primer lugar se calculan dichas funciones de correlacion dentro del formalismo
de Keldysh. Las expresiones obtenidas son comparadas con las correspondientes al
formalismo de matriz de dispersion y se muestra analiticamente que coinciden. Una vez
calculadas las funciones de correlacién se estudia el comportamiento de la temperatura
efectiva y se la compara con la temperatura local T;p. Se muestra que coinciden en
el régimen de bajas frecuencias (9 < T'), en el cual ademds T;p coincide con la
temperatura efectiva T¢// definida a partir de una RFD para funciones de Green
de una particula. Es decir que en este régimen todas las definiciones estudiadas de
temperatura coinciden.

El Capitulo 6 esta destinado a los ltimos comentarios, discusién de los resultados
y conclusiones. En los Apéndices A y B se encuentran los detalles de algunos de los

calculos realizados a lo largo de este trabajo.

Palabras clave: Transporte Electrénico en Sistemas Mesoscopicos, Temperatura Efec-

tiva, Procesos y Fenémenos de Ruido.



Fluctuation-dissipation relations and effective
temperatures in time-dependent quantum

transport

Abstract

In this thesis we study the concepts of local temperature and effective temperature in
mesoscopic systems out of equilibrium. We study these concepts within the framework
of quantum transport in mesoscopic systems driven out of equilibrium by harmonically

time-dependent external potentials.

In Chapter 1 we present the definition of mesoscopic system and we describe the
area of physics called quantum transport. We establish the relevant physical quanti-
ties, length and energy scales and describe some of the fabrication methods for these

devices. In addition we present the device which will be studied in this work.

In Chapter 2 we introduce the formalism employed to study the problem of quan-
tum transport. It is based in the Keldysh non-equilibrium Green’s function formalism.
We establish the Hamiltonian formulation of the general problem of quantum trans-

port and we find expressions for charge and heat currents.

In Chapter 3 we introduce the definition of local temperature (T}p) via the inclusion
of a probe that acts as a thermometer. We find analytical expressions for this tempe-
rature in the regime where the frequency €y of the external potentials is much lower
than the temperature T" of the reservoirs (o < T'). We also give explicit expressions
for the opposite case (29 > T'). We study its behavior along the system and its rela-
tion to the heat current. In addition we study the validity of the Wiedemann-Franz

law, which relates charge and heat conductances, for this system out of equilibrium.
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In Chapter 4 we study the possibility of defining an effective temperature (T/V)
through a local fluctuation-dissipation relation (FDR) for one-particle Green’s func-
tions. We find an analytic expression in the low frequency limit (Qy < T') which is
exactly the same found for the local temperature.

In Chapter 5 we study the possibility of defining another effective temperature
(Te’7*) by means of a FDR for current-current correlation functions. To do this, first
we calculate those correlation functions within the Keldysh formalism. The expres-
sions are compared with the ones obtained within the scattering matrix approach
and we show analytically that both coincide. We study the behavior of this effective
temperature and compare it to the local temperature T;p. We show that both coin-
cide in the low frequency regime (29 < T'), in which in addition 7}p coincides with
the effective temperature 7¢// defined from a FDR for one-particle Green’s functions.
This means that in this regime all the proposed definitions of temperature coincide.

Chapter 6 is devoted to final remarks, discussion and conclutions. In the Appen-

dices A and B we find details of some of the calculations done for this work.

Keywords: Electronic Transport in Mesoscopic Systems, Effective Temperature, Noi-

se Processes and Phenomena
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Capitulo 1

Introduccion

A lo largo de los ultimos anos hemos presenciado un creciente interés en un nue-
vo campo denominado nanociencia cuyo objetivo central es el de estudiar, fabricar y
controlar dispositivos en la escala de unos pocos nanémetros. Los avances tecnologicos
que permitieron la miniaturizacion de los circuitos electrénicos en las tltimas décadas
son los mismos que nos permiten hoy en dia trabajar en escalas espaciales muy pe-
quenas y nos permiten especular que, en un futuro no muy lejano, se puedan construir
dispositivos a escala atémica (denominados nanoestructuras) a un bajo costo y con

aplicaciones interesantes.

Esta tendencia hacia la miniaturizacién de los dispositivos ha sido acompanada
por un importante crecimiento en la actividad cientifica destinada a comprender,
entre otras cosas, los mecanismos de transporte electrénico, de energia y de espin
asi como también la produccion de calor y entropia en este tipo de sistemas, donde los
efectos cudnticos son determinantes. Si bien la motivacion tecnolégica para desarrollar
investigacion en esta area es evidente, también existe una motivacién desde la ciencia
basica debido a que, en este tipo de sistemas, los conceptos mas fundamentales de
la mecanica estadistica y la termodinamica son puestos a prueba, mas aiun cuando
el proceso que se desea estudiar corresponde a una situacién fuera del equilibrio. Es
en este contexto que se desarrolla el presente trabajo de Tesis, donde pondremos
especial énfasis en aspectos relacionados con transporte cuantico fuera del régimen

estacionario.
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1.1. Motivacion

La comprension de la produccién de entropia y su conexion con la dinamica de
no-equilibrio ha sido un tema central de investigacién en otras areas de la fisica,
incluyendo los regimenes de envejecimiento (aging) en sistemas vidriosos, materiales
granulares y coloides [1-11]. Un concepto muy exitoso utilizado en la caracterizacién
de estados de no-equilibrio ha sido el de temperatura efectiva. La introduccion de este
concepto constituyé un hallazgo muy importante en este campo debido a que, aun
cuando el sistema evoluciona fuera del equilibrio, es posible identificar un parametro
que tiene las mismas propiedades que la temperatura de un sistema en equilibrio. Mas
aun, en algunas ocasiones es posible formular una generalizacién de las relaciones de
fluctuacion de equilibrio con este nuevo pardametro jugando un rol en la temperatura
efectiva [3-14]. Precisamente, en sistemas vidriosos, la definicién de una temperatura
efectiva fue introducida a través de relaciones de fluctuacién-disipacién generalizadas
[1, 2] y la validez de una temperatura definida de esta manera como un concepto
fisico significativo fue corroborada al mostrar que coincide con aquella que mediria un
termémetro para dichos sistemas [3, 4]. Posteriormente, la definicién de temperatura
efectiva a partir de una relacién de fluctuacion-disipacion fue introducida en modelos
cuanticos en las Refs. [12, 13] para sistemas vidriosos y luego explorada en el contexto

de sistemas electrénicos en la Ref. [14].

Como se menciond en el comienzo de esta introduccion, a lo largo de los tltimos
anos ha habido un creciente interés en lograr una mejor comprensién de los meca-
nismos de produccién de calor y de flujo de energia en sistemas cudnticos fuera del
equilibrio a nivel microscopico. Ejemplos de esto son los efectos termoeléctricos en
contactos puntuales cuanticos (quantum point contacts) [15], bombeadores cuanticos
forzados mediante la aplicacién de potenciales alternos sobre sus paredes [16], capaci-
tores cudnticos [17], pequenas heteroestructuras forzadas (driven) [18, 19], al igual que
junturas atémicas y moleculares [20], o sistemas nanomecanicos [21-24] y fotdnicos
[25]. En particular, consideramos que el estudio del transporte cudntico en este tipo de
sistemas ofrece un contexto ideal para explorar los temas fundamentales presentados
con anterioridad, como la produccion de calor, el flujo de energia y las temperaturas
efectivas. Sistemas particularmente interesantes son aquellos en los que potenciales

alternos actian localmente en alguna regién de la muestra, que se define como “siste-
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ma central”. En la practica, este sistema central fuera del equilibrio se encuentra en
contacto con cables macroscépicos que permanecen en equilibrio termodindmico y que
actian como reservorios térmicos y de particulas. Un ejemplo paradigmético de esto
lo representa un punto cuantico en cuyas paredes actian dos potenciales alternos con
una diferencia de fase entre ellos. Este dispositivo se denomina bombeador cudntico
[26-35] y tanto la idea general como su realizacién experimental se presentaran en la
Seccion 1.4.

El objetivo de este trabajo de Tesis es el de estudiar los conceptos de temperatura
efectiva (definida a través de una relacién de fluctuacién-disipacion) y de temperatura
local (definida mediante el acoplamiento de un termémetro al sistema) en sistemas

mesoscopicos. Para ello se eligié como sistema el bombeador cuantico.

1.2. Sistemas mesoscépicos y transporte cuantico

A principios de los afios 80 la fisica de sistemas mesoscopicos emergié como un
nuevo campo de investigacién cientifica [36]. El término mesoscdpico se utilizé con el
objetivo de enfatizar la importancia de estudiar una escala espacial intermedia (me-
s0) entre la escala microscopica 'y la macroscdpica. La idea principal es que la escala
macroscopica esta gobernada por la fisica cldsica, mientras que la escala microscopica
estd regida por la mecdnica cudntica. Por lo tanto, se consideraba que la escala me-
soscopica debia corresponder a un terreno gobernado por la competencia entre estos
dos regimenes. Numerosos experimentos realizados a lo largo las dos décadas poste-
riores al surgimiento de este campo de la fisica no revelaron ninguna separacién clara
entre la escala mesoscopica y la microscopica. Debido a la universalidad del compor-
tamiento independientemente de la escala, este campo de la fisica cambié su nombre
por el de transporte cudantico.

Existen longitudes caracteristicas que permiten caracterizar el comportamiento de

un sistema mesoscopico. Las mas relevantes son

s la longitud de onda de Fermi A,
» la longitud de coherencia de fase Ly,

» ¢] camino libre medio elastico (.
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La longitud de onda de Fermi esta relacionada con la temperatura del sistema
y permite realizar una separaciéon entre la mecanica clasica y la mecédnica cuantica.
Cuando la separacion entre particulas es mucho mayor que Ap el sistema puede ser
tratado clasicamente, mientras que si A es del orden o mayor que la separacién entre
particulas la naturaleza cuantica del sistema no puede ser ignorada. Esto ocurre por
ejemplo en heteroestructuras semiconductoras a muy baja temperatura, en las cuales
la longitud de onda de Fermi puede alcanzar los 100 nm. Por otra parte, la longitud de
coherencia de fase Ly es la distancia dentro de la cual se conserva la fase de la funcién
de onda. Esta es la longitud que permite definir el régimen mesoscépico, debido a que
es necesario que Ly sea mayor que la longitud L caracteristica del sistema para que se
trate de un sistema coherente y se pongan de manifiesto los fenémenos caracteristicos
de la interferencia cudntica. Esta longitud esta relacionada con el tiempo medio entre
colisiones inelasticas 7,, que puede deberse a interaccion electrén-electréon o interaccién
electron-fonon. Este tiempo es mayor cuanto menor es la temperatura y por lo tanto
los experimentos en este tipo de sistemas suele realizarse a temperaturas del orden de
los mK, resultando Ly del orden del pm. Finalmente, el camino libre medio | = vpT.
(donde v es la velocidad de Fermi y 7. es el tiempo medio entre colisiones elasticas)
es la distancia promedio que recorre una particula antes de sufrir una colisién eléstica
y ser dispersado en consecuencia. Dentro del transporte coherente (L, > L) pueden
distinguirse tres regimenes de acuerdo a la relacion entre el tamano L del sistema y

el camino libre medio eldstico (:

= Balistico: cuando el camino libre medio [ entre colisiones elasticas es mayor que
L

Y

= Difusivo: cuando el camino libre medio [ entre colisiones elasticas es menor que
L

Y

s Localizado: cuando el camino libre medio [ entre colisiones elasticas es mucho

menor que L.

A su vez, el comportamiento de un sistema es determinado por la relacién entre las
escalas de energia externas (determinadas por el experimento) y las internas. Si bien,
como se menciond, los principios fisicos no dependen del tamano de la estructura,

las escalas internas de energia si lo hacen y son tanto mas grandes cuanto menor
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son las estructuras. Esto implica que los efectos importantes del transporte cuantico,
que podria observarse a temperatura ambiente en un dispositivo de escala atémica,
requieren temperaturas de helio liquido (4,2K) o incluso temperaturas por debajo de
1K para ser observadas en dispositivos de mayor tamano. No obstante las técnicas
criogénicas cuentan con un avanzado nivel de desarrollo que permite acceder a estas
temperaturas a un costo relativamente bajo, razén por la cual esto no resulta un
inconveniente mayor a la hora de realizar los experimentos.

Debido a que la fenomenologia es independiente de la escala, lo mas 16gico con-
siste en fabricar y estudiar dispositivos no tan pequenos, que resultan mas faciles de
construir y de controlar. Su estudio permite comprender los efectos cuanticos y sus

posibles aplicaciones antes de pasar a fabricarlos a escala atémica.

1.3. Métodos de fabricacion

En esta Seccién haremos una breve resena sobre los métodos de fabricacién de
los sistemas mesoscépicos. En principio es necesario hacer una distincion entre el
espesor de las nanoestructuras y sus dimensiones laterales. Para controlar el espesor
de la nanoestrucutra se utilizan técnicas para fabricar peliculas delgadas. Para el caso
de metales y aislantes se utiliza la evaporacién fisica (sputtering) mientras que para
semiconductores se utiliza el crecimiento epitaxial por haces moleculares (MBE) que
permite, por ejemplo, crear heteroestructuras compuestas por GaAs y AlAs. Este
método permite depositar controladamente los distintos elementos sobre un sustrato
y, debido a que las estructuras son monitoreadas en tiempo real mediante difraccién de
rayos X, el proceso de fabricacién puede ser controlado cuidadosamente, obteniéndose
altos niveles de pureza. Mediante la aplicacién de este método es posible lograr que
el camino libre medio [ sea de algunas decenas de pm y en consecuencia el transporte
electrénico resulte balistico en regiones bastante grandes.

Por otra parte, las dimensiones laterales de las nanoestructuras estan determinadas
por técnicas litograficas. Existen distintas variantes de estas técnicas, pero esencial-
mente son todas similares. Usualmente el primer paso consiste en cubrir el sustrato
con un polimero. El mismo es expuesto a un haz (que puede ser de radiacién electro-
magnética o de electrones) con el patrén que se desea fabricar. Luego se utiliza un

solvente en el cual solo es soluble el polimero que fue expuesto, dejando al descubierto
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el patréon deseado directamente sobre el sustrato. El polimero que no fue expuesto
actia como mascara, cubriendo el resto del sustrato, en el que no queremos que se
encuentre la estructura que deseamos fabricar. Luego el metal es evaporado, cubrien-
do toda la superficie de la muestra, quedando directamente sobre el sustrato en las
zonas deseadas y sobre el polimero en las otras. Finalmente el resto del polimero es
disuelto con otro solvente, llevandose consigo el metal que lo cubria. El resultado es
una delgada capa de metal cuya forma es la del patrén dibujado en primer lugar
sobre el polimero. La diferencia entre utilizar un haz de electrones y radiacién elec-
tromagnética es por supuesto que poseen distintos limites para el tamano minimo de
las estructuras resultantes debido a la diferencia en la longitud de onda. La litografia
6ptica permite una resolucion del orden de 3pm, mientras que la litografia por haz
de electrones permite alcanzar resoluciones inferiores al pm. Debido a que este tultimo
tipo de litografia esta limitada a regiones pequenas, solo aquellas partes del sistema
que requieran resoluciéon inferior al pum son fabricadas de esta manera. Para el res-
to de la estructura tipicamente se utiliza litografia éptica. De este modo la muestra
es fabricada en etapas intercalando distintas técnicas. En la Figura 1.1 se puede ver
las imagenes de una estructura fabricada mediante las técnicas mencionadas en esta
Seccién obtenidas con un microscopio electrénico de barrido (SEM) para distintas

magnificaciones.

1.4. Dispositivo estudiado

Como se menciono en la Seccién 1.1, el dispositivo elegido para estudiar los concep-
tos de temperaturas local y efectiva en sistemas cudnticos dependientes del tiempo fue
el bombeador cudntico. El mecanismo de bombeo cuantico fue propuesto inicialmente
por Thouless [37] para sistemas cerrados a temperatura nula. Posteriormente la for-
mulacién fue ampliada por Spivak y colaboradores [38, 39] a sistemas abiertos a tem-
peratura finita. En este caso, el sistema descripto consiste en un punto cudntico, que
se encuentra conectado a reservorios mediante contactos puntuales balisticos, a través
del cual se genera una corriente continua como resultado de la variacion adiabatica
de dos voltajes de compuerta (que denominaremos X; y X3) que determinan la forma
de la nanoestructura. La magnitud de la corriente inducida es proporcional a la fre-

cuencia )y con la que oscilan X; y X3 y al producto de las amplitudes 6 X;6 X, (para
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188um  —

Figura 1.1: Micrograffas SEM con distintas magnificaciones de un sistema
mesoscépico fabricado mediante técnicas litograficas sobre una heteroestructura
de GaAs-AlGaAs. Extraida de [28].

amplitudes pequenas). La direccién de esta corriente dependerd de las propiedades

microscopicas del sistema.

La primera realizacién experimental de un bombeador cuantico con estas carac-
teristicas fue lograda por M. Switkes y colaboradores [27] sobre una heteroestructura
de GaAs-AlGaAs (ver micrografias SEM en la Figura 1.1). La heteroestructura de
GaAs-AlGaAs consiste en algunas capas alternadas de GaAsy AlGaAs como se mues-
tra en el panel izquierdo de la Figura 1.2. El espesor tipico de estas capas se ubica
en las pocas decenas de nm. La heteroestructura comienza con un sustrato de GaAs.
Sobre €l se coloca una capa de AlGaAs sin dopar. Por encima se coloca una nueva
capa de AlGaAs pero dopada con impurezas de tipo n. Una nueva capa de AlGaAs sin
dopar se coloca encima y finalmente se termina con una capa de GaAs para evitar la

oxidacion del AlGaAs. En la interfase entre el sustrato de GaAs y la capa de AlGaAs
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sin dopar se forma un gas de electrones bidimensional (2DEG). En el panel derecho
se puede observar la energia de la banda de conduccién. El espesor de las distintas
capas se puede ajustar para sintonizar las propiedades del 2DEG, como pueden ser
la movilidad o la densidad de electrones. Debido a la ubicacién del nivel de Fermi,
los electrones quedan confinados a la interfase, pudiéndose mover libremente en las
otras dos direcciones espaciales. A temperaturas suficientemente bajas solo se encuen-
tra ocupado el nivel energético més bajo del potencial de confinamiento, reforzando
el caracter bidimensional del gas de electrones. Encima de esta heteroestructura se
colocan compuertas de tipo Schottky fabricadas mediante las técnicas litogréaficas des-
criptas en la Seccién anterior. Estas compuertas se encuentran separadas del 2DEG.
La aplicacién de un voltaje negativo lo suficientemente grande (~ —1V') expulsa com-
pletamente al gas de electrones de la region que se encuentra debajo de la compuerta
(cuyo tamano dependerd de la magnitud del voltaje aplicado). En la Figura 1.3 se
puede ver un esquema del 2DEG con las compuertas de tipo Schottky que permiten
aislar una pequena region del gas de electrones. Esta region es el punto cuantico.
Su forma y tamano puede ser controlada mediante la modificacién de los voltajes
aplicados. Esto permite estudiar puntos cuanticos diferentes con un tnico dispositivo
experimental. Este esquema corresponde a la realizacién experimental que se muestra
en la Figura 1.1.

El trabajo estd organizado de la siguiente manera. En el Capitulo 2 se presen-
tarda el formalismo de funciones de Green de no-equilibrio y su aplicaciéon a problemas
de transporte cuantico. En el Capitulo 3 se introducira la definicién de temperatura
local en un sistema mesoscépico dependiente del tiempo y se estudiara su comporta-
miento y su relacion con el flujo de calor. En el Capitulo 4 se presentara el concepto
de temperatura efectiva a través de una relacion de fluctuacion-disipacién generalizada
para funciones de Green de una particula y se estudiara su relacion con la tempera-
tura local antes definida. En el Capitulo 5 se calcularan las funciones de correlacion
corriente-corriente para estos sistemas y a partir de ellas se definird una relaciéon de
fluctuacion-disipacion generalizada diferente que dard lugar a una nueva temperatura
efectiva. Se estudiara su comportamiento y su relacién con las temperaturas definidas
anteriormente. Finalmente, el Capitulo 6 estara dedicado a los comentarios finales y

conclusiones.



1.4 Dispositivo estudiado

A3iaud W4

energy

Figura 1.2: Izquierda: esquema de la heteroestructura de GaAs-AlGaAs con
compuertas de tipo Schottky depositadas sobre la superficie y un contacto ohmico
de NiAuGe. La zona intermedia més oscura de la capa de AlGaAs indica la regién
dopada. Derecha: Banda de conduccién que muestra el pozo de potencial que se
forma en la interfase entre el GaAs y el AlGaAs, que confina el 2DEG. Extraida
de [28].

Figura 1.3: Esquema de las compuertas de tipo Schottky encima de un 2DEG
(regién azul) que, mediante la aplicacién de voltajes negativos, permiten expulsar
al gas de electrones y crear un punto cuantico. Los contactos ohmicos de NiAuGe

estan representados por cuadrados en la zona inferior de la imagen. Extraida de
[28].






Capitulo 2
Formalismo Teorico

En esta secciéon se presentard el formalismo tedrico utilizado para resolver los
problemas abordados en este trabajo de tesis. Cabe destacar que existen numerosas
técnicas para tratar problemas fuera del equilibrio. En nuestro caso la eleccion fue
la del formalismo de funciones de Green de no equilibrio, formulado de manera inde-
pendiente por L. P. Kadanoff y G. Baym [40] por un lado y por L. V. Keldysh [41]
por otro. Estas formulaciones tienen su origen en trabajos pioneros de la escuela de
Schwinger [42-44] y resultan ser equivalentes. Existe una extensa literatura sobre las
funciones de Green de no-equilibrio dentro de la cual podemos mencionar las Refs.
[45-49]. En lo que sigue se considerard conocida la teoria de funciones de Green de
equilibrio tanto a temperatura cero como a temperatura finita. Para una resena sobre

ambas teorfas ver por ejemplo la Ref. [50].

2.1. Funciones de Green de no equilibrio

La principal diferencia entre la construcciéon de una teoria de equilibrio y una de
no equilibrio es que la hipétesis de que el sistema regresa al estado fundamental (o
a un estado de equilibrio termodindmico a temperatura finita) cuando ¢ — 400, que
es valida en el caso de equilibrio, no resulta vélida fuera del equilibrio. J. Schwinger
[42] propuso que esta dificultad puede ser salvada permitiendo al sistema evolucionar
desde t = —oo al momento de interés (que denominaremos t1) y luego continuar la
evolucion temporal desde t; de vuelta a —oo. Cabe mencionar que si la funcion que

se describe depende de dos tiempos (como es el caso de las funciones de Green) la

11
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evolucién debe continuar hasta el mayor de los dos. La ventaja de este procedimiento
es que los valores de expectacién no estan referidos al estado final del sistema (de
no equilibrio) sino al estado inicial en el que el sistema fue preparado a t = —oo. El
precio que hay que pagar por esto es que aparecen dos ramas temporales una que
avanza en el tiempo y otra que retrocede. Todo esto quedara mas claro un poco mas
adelante, cuando explicitemos las transformaciones necesarias para que la estructura

de la teoria sea similar a la de equilibrio.

Comencemos entonces con la formulacion del problema de no equilibrio. Para ello
consideremos, en primer lugar, un sistema en equilibrio descripto por el siguiente
Hamiltoniano

h = Hy+ H". (2.1)

El primer término (Hy) corresponde a un Hamiltoniano de particulas libres (es decir un
Hamiltoniano cuadrético que permite la aplicacién de teorema de Wick) y el segundo
(H") contiene todas las interacciones entre particulas (los aspectos de muchos cuerpos
del problema). En equilibrio termodindmico, el estado del sistema esta descripto por

la matriz densidad

o(h) = Ze ™, (2:2)

donde Z = Tr[e P"], 3 = 1/kpT y las energfas estdn medidas con respecto al potencial
quimico p (alternativamente se podria reemplazar h — h—p N, donde N es el operador

nimero de particulas).

Una forma estandar de obtener un estado de no equilibrio es la de suponer que,
a tiempos menores a un cierto ¢y, el sistema se encuentra en el estado de equilibrio
termodindamico descripto por la Ec. (2.2). Para sacar al sistema del equilibrio, a tiempo
to se enciende una perturbacion irreversible dependiente del tiempo descripta por un

Hamiltoniano H'(t). En estas condiciones, el Hamiltoniano total resulta
H=h+ H'(t), (2.3)

con H'(t) = 0 para t < to. La perturbacién H'(t) puede tratarse por ejemplo de un

campo eléctrico o del acoplamiento a contactos a diferente potencial quimico.

Uno de los objetivos principales de la mecanica estadistica de no equilibrio es el

de calcular valores de expectacién de algin observable fisico, asociado a un operador
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O, para tiempos t > tg,
(O(t)) = Tr[p(h)On(t)], (2.4)

donde Og(t) es el observable en la representacién de Heisenberg. Cabe senalar que el
subindice H indica que la dependencia temporal esta gobernada por el Hamiltoniano
total. Esta definicién se puede extender trivialmente a cantidades que dependen de
dos tiempos (o n tiempos) como las funciones de Green o las funciones de correlacion.

El procedimiento para abordar el problema de no equilibrio es analogo al reali-
zado para la situacién de equilibrio. En este ultimo caso se realiza una expansion
diagramatica, de Feynman [51, 52] para el caso de temperatura cero o de Matsubara
[53] para temperatura finita. Ambas expansiones se basan en el teorema de Wick, que
permite escribir un producto de una cantidad arbitraria de operadores como sumas
de productos dos operadores apareados. Este teorema es véalido siempre y cuando los
valores medios se realicen sobre operadores no interactuantes y la matriz densidad
inicial corresponda a una matriz de una sola particula. Inmediatamente se pueden
distinguir dos problemas en la formulacién de no equilibrio: el primero radica en que
la matriz densidad p(h) es una matriz densidad de muchos cuerpos (debido al término
H' en la Ec. (2.1)); el segundo consiste en que el Hamiltoniano total H también con-
tiene términos de muchos cuerpos y por consiguiente su correspondiente operador de
evolucion temporal también los posee.

Veamos primero cémo resolver el primero de estos problemas. El objetivo es el de
transformar el operador Oy en la representacion de Heisenberg, que evoluciona con
el Hamiltoniano total H, a un operador Oy, en la representacion de interaccion, que
evoluciona con el Hamiltoniano de particula libre Hy. Debido a que dos operadores
deben ser eliminados (la perturbacién externa dependiente del tiempo H'(t) y las
interacciones entre particulas H') se suelen realizar dos transformaciones que resultan
un poco mas complicadas que en el caso de equilibrio. La primera transformacion
consiste en cambiar la dependencia temporal de Oy a Oy, (es decir eliminar H'(t)).

Esto puede lograrse mediante la transformacién
On(t) = vj(t,t0) On(t)un(t, to), (2.5)

donde
vp(t,to) =T {e_iffo dt/H’,L(t/)} , (2.6)
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Figura 2.1: Contorno cerrado C;. Imagen extraida de [49].
siendo T el operador de orden cronoldgico y
H;j (t) = eMt=to) f' (1) eih(t=to), (2.7)

Utilizando la Ec. (2.6), el operador Oy dado en la Ec. (2.5) se puede escribir de

la siguiente manera
Ou(t) =T {e" S dt’HW"} On(t)T {e—" S dt’HWW} , (2.8)

donde T' corresponde al operador de orden anti-cronologico.
En este momento es conveniente introducir un contorno cerrado C; para esta trans-

formacion, que se muestra en la Figura 2.1. Dicho contorno corre sobre el eje real desde
to hasta ¢t (rama C;") y luego vuelve de ¢ a to (rama C; ). Junto con este contorno se
define el operador de orden cronolégico sobre este contorno T¢, de la siguiente ma-
nera: aquellos operadores evaluados en tiempos que ocurren después en el contorno
Cy deben ubicarse a la izquierda de los operadores con tiempos anteriores (ordenados
segtin el contorno). Para operadores con tiempos en la rama C;", Tg, se comporta
como el operador orden cronolégico mientras que, para operadores con tiempos en la
rama C; , se comporta como el operador de orden anti-cronolégico. Cabe senalar que
cualquier tiempo de la rama C;" antecede (en el sentido de orden sobre el contorno) a
cualquier tiempo de la rama C; . Una notacién frecuente para distinguir en qué rama
se encuentra un determinado tiempo t; € [to, t] es la de colocarle un superindice + si
este tiempo se encuentra en la rama superior (tf) y un superindice — si se encuentra

en la rama inferior (¢7).
Utilizando la definicién del contorno C; y del operador T¢,, es facil ver que la Ec.

2.8 se puede rescribir de manera mas compacta como

Ou(t) =T {e_ifct dt’Hé(”Oh(t)} . (2.9)
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Figura 2.2: Contorno cerrado C. Imagen extraida de [49].

Para motivar la siguiente transformacién resulta conveniente introducir la defi-
nicién de funcién de Green ordenada sobre el contorno mediante al utilizacion del
operador de orden cronolégico sobre el contorno (7¢). Debido a que la funcién de
Green es un operador que depende de dos tiempos (t; y t1/), es necesario introducir
un nuevo contorno C' (que se muestra en el Figura 2.2). Este contorno comienza y
termina en ty y pasa una unica vez por los tiempos t; y t1,. En estas condiciones la

funcién de Green se define como

G(1,1) = —ilTe {un (Ve 1) }), (2.10)

donde los campos 1) obedecen una estadistica fermiénica. Mas adelante, en la Seccion

5.2, definiremos la funcién de Green para operadores con estadistica bosdnica.

Esta definicién, completamente analoga a la definicién de la teoria de equilibrio,
permite desarrollar ambas teorias en forma paralela. Mas adelante analizaremos en
detalle esta funcién. Por el momento solo es necesaria para motivar la segunda trans-
formacion. Como se puede observar, se trata de un valor medio de un operador en la
representacion de Heisenberg. La tinica diferencia con la Ec. (2.4) es que se trata de
un operador de dos tiempos. Por lo tanto, realizando un procedimiento similar al que

llevé a la obtencién de la Ec. (2.9), la funcién de Green se puede escribir como

G(1,1) = =i(Te { SEun(u (1) }), (2.11)

donde se define
SH = ¢t e dHLE) (2.12)

Como se mencioné con anterioridad, para poder aplicar el teorema de Wick es

necesario que el valor medio se tome respecto de una matriz densidad de un solo
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toei B
Figura 2.3: Contorno de Matsubara C".

cuerpo y que los operadores también sean de un solo cuerpo. Para ello es necesaria

una segunda transformaciéon. Se define el siguiente operador
’U(t, to) =T {e_iffo dt/H}{O (tl)} , (213)

donde H}'{O es el operador H® en la representacién de interaccién respecto del Hamil-

toniano Hy. Utilizando este operador para tiempos imaginarios se puede escribir

el = e7PHoy(tg — B, ty). (2.14)

Definiendo el operador sobre el contorno de Matsubara C” (ver Figura 2.3)
Ser = e Hor W i (), (2.15)
el numerador de la Ec. (2.2) se puede escribir como
e Ph = ¢=PHog, . (2.16)

Por lo tanto, la matriz densidad p(h) se puede escribir de la siguiente manera:

e_ﬁHOSC/ pQSC/
h) = = 2.1
p( ) TI'[(B_BHOSC’] TI‘[pQSC/]’ ( 7)

donde se definié py = e P /Z; con Zy = Tr[e PHo].

Escribiendo explicitamente el valor medio (...) como la traza con la matriz densi-
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lg-i B
Figura 2.4: Contorno cerrado C*. Imagen extraida de [49].

dad Tr[p(h)...] y utilizando la transformacién para llevar a los operadores de campo
Yy, a la representacién de interaccién con respecto a Hy, la Ec. (2.11) adquiere la

siguiente forma

G 1 — r [pOTCi {SciSciﬁHo(l)wLO(l/)H -
( ’ )_ - Tl"[poTCi {S@Sc}] ’ ( ' 8)

donde

So = e e (1) (2.19)

Spi = e Hord!Hisy 1) (2.20)

siendo C' el contorno de la Figura 2.2, C* el contorno indicado en la Figura 2.4 y el
operador T corresponde al orden cronoldgico sobre el contorno C*.

La Ec. (2.18) se puede rescribir de la siguiente manera

(Tex { SevScvmy (1, (1) Do
(Tci {SciScto ’

G(1,1) = —i (2.21)
donde (.. .)o se entiende como el valor medio respecto de la matriz densidad de una sola
particula py, es decir Tr[pg . ..], y el subindice Hy indica que se trata de los operadores
en la representacién de interaccion respecto de Hy.

El resultado de la Ec. (2.21) es muy importante debido a que, por un lado se trata
de un resultado exacto y por otro, toda la dependencia temporal se encuentra en el

Hamiltoniano Hy (que es exactamente soluble). Ademés, como el valor medio se toma
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c+

=i

c-

Figura 2.5: Contorno cerrado C . Imagen extraida de [47]

y parcialmente modificada.

respecto de la matriz densidad pg, proveniente de un Hamiltoniano cuadratico, permite
la aplicacién del teorema de Wick. De este modo, se pueden construir diagramas de
Feynman para la teoria de no equilibrio de manera completamente andloga a la teoria
de equilibrio. Al igual que en esta tltima teoria, el denominador cancela los diagramas

desconectados.

2.1.1. Formulacién de Keldysh

El resultado de la Ec. (2.21) es el mdas general posible. Sin embargo, en muchas
situaciones fisicas, como por ejemplo el transporte en régimen estacionario, objeto de
estudio de este trabajo de tesis, es posible considerar que las correlaciones iniciales
carecen de importancia una vez que el sistema alcanza el estado estacionario. En con-
secuencia, para abordar este tipo de problemas se utiliza la formulacion de Keldysh,
en la que se desprecian las correlaciones iniciales mediante el limite t{; — —oo. Debido
a que se asume que las funciones de Green decaen lo suficientemente rapido como
funcién de la diferencia de tiempos, se desprecia la parte del contorno C” (ver Figura
2.3), que se extiende entre tg y to — 3. Calculos teniendo en cuenta explicitamente las
correlaciones iniciales mostraron que despreciar esta parte del contorno es equivalente
a despreciar las correlaciones iniciales [54-57]. Por lo tanto, si se desprecian las corre-
laciones iniciales, tomando el limite de ty — —o0, el contorno C* se reduce al contorno
C, empezando y terminando en —oo. Ademas, este contorno puede ser extendido mas
alla del mayor de los dos tiempos (¢; y t1/) hasta 400, por medio del operador de
evolucién temporal, obteniéndose el contorno Ck introducido por Keldysh [41]. Este
contorno se muestra en la Figura 2.5 y consiste de dos ramas: C}: que se extiende de
—o0 a +o0o y Oy que se extiende de +-00 a —o00. Para simplificar la notacién, a partir

de este momento utilizaremos la letra C' para denotar el contorno de Keldysh Ck.
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En sintesis, en el formalismo de Keldysh la interaccién entre particulas (H?) es
encendida en forma adiabdtica de tal modo que la interaccién es nula cuando t —
—o0 vy, por lo tanto, la matriz densidad del estado inicial es una matriz densidad
de particula libre py (correspondiente al Hamiltoniano Hy). Como se mencioné en el
apartado anterior, una matriz densidad p, de estas caracteristicas permite la aplicacién
del teorema de Wick. El tinico inconveniente es que ahora hay dos ramas temporales
(C* y C7) y es necesario encontrar una forma apropiada para llevar registro de en

qué rama se encuentra cada uno de los argumentos temporales.

Para solucionar este inconveniente se define la funcién de Green ordenada sobre
el contorno, que fue aquella que introdujimos oportunamente en la Ec. (2.10) para

motivar la segunda de las transformaciones. Esta funcion estd definida como

—i(thg (D)Y1(1)) sity >ty en C,

o | (2:22)
Z(@DH(I/)@DH(l)) S1 tl S tlf en C,

G(1,1) = —i(Te {vn(uh (1) ) = {
donde la diferencia de signo de la segunda linea respecto de la primera aparece debido
a la estadistica fermionica de los operadores de campo 1. Mas adelante, en la Seccién
5.2, definiremos la funciéon de Green ordenada sobre el contorno para operadores
bosénicos, en la cual no hay diferencia de signo debido a la estadistica bosénica. Los
tiempos t; y t1 se encuentran sobre el contorno C' y los operadores de campo 1 se

encuentran en la representacion de Heisenberg.

Debido a que las funciones de Green ordenadas sobre el contorno dependen de dos
tiempos (t1 y t1/) y estos tiempos a su vez puede encontrarse en cualquiera de las dos

ramas del contorno de Keldysh (C* o C'7), esto da origen a cuatro funciones de Green
[47]

Gc(l, 1/) sity,ty € C+,

G(l,l/) _ G>(1,1,) sity € O™ty EC+, (223)
G<(1, 1,) sit) € C+,t1/ eC,
Gé 1,1/) sity,ty € C,

donde G¢ es la funcién de Green causal,

Go(1,1) = =T {en ()l (11 }), (2:24)
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siendo T el operador de orden cronolégico. G~ es denominada mayor,

G7(1,1) = =ifen(vh (1), (2.25)
G< es denominada menor,
G 1) = i (1)0n (1), (2:26)
y Gg es la anti-causal,
Ge(1,1) = =i(T {wn (1) }), (2.27)

donde T es el operador de orden anti-cronoldgico.

Se acostumbra definir otras tres funciones de Green en términos de las presentadas

anteriormente:

G"(1,1') = Ge(1,1) = G<(1,1") = 0(t; — t1)[G™(1,1) — G=(1,1)], (2.28)
G (1,1) = Ge(1,1) = G7(1,1) = —0(ty — t)[G™(1,1") — G=(1,1)], (2.29)
GE(1,1) = G(1,1)+G=(1,1). (2.30)

@Q

Estas funciones de Green se denominan retardada, avanzada y de Keldysh respectiva-
mente. Por el momento son definiciones, pero apareceran naturalmente en la Seccién

2.1.2. Estas funciones de Green satisfacen las siguientes propiedades:

GY(1,1) = [G(1, )], (2.31)
G<>E(1,1) = —[G=>F( D). (2.32)

Es facil ver que estas cuatro funciones definidas en las Ecs. (2.24)-(2.27) no son

linealmente independientes debido a que se satisface la siguiente identidad:
Ge(1,1)+ Ga(1,1) = G=(1,1") + G= (1, 1'). (2.33)

A esta altura resulta conveniente escribir la funcién de Green ordenada sobre el

contorno (ver Ec. (2.10)) después de realizada la transformacién que lleva los opera-
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dores de campo a la representacién de interaccién respecto del Hamiltoniano Hy:

(Te { Scwm, (19, (1) Do
(Te{Scho ’

G(1,1) = —i (2.34)
donde el subindice 0 se conservé para resaltar que el valor medio se toma respecto
de una matriz densidad py de una particula y todos los operadores se encuentran
en la representacion de interaccién respecto del Hamiltoniano Hy. La expansion del
operador S¢, al igual que en la teoria de equilibrio, conduce a una ecuacién para
G. En virtud del teorema de Wick, cada término de esta expansién se expresa como
productos de funciones de Green de una particula del sistema no perturbado. Cada
término puede ser descripto en forma diagramatica, de manera completamente analoga
a la formulacién diagramatica de Feynman de la teoria de equilibrio a temperatura
cero, y por lo tanto la estructura es idéntica a la de equilibrio. La tnica diferencia
radica en que las integrales en los vértices se realizan sobre el contorno C, en lugar
de ser sobre el eje real (teoria de equilibrio a temperatura cero) o sobre la inversa de

la temperatura (en el caso de temperatura finita).

Al igual que en el caso de la formulaciéon de equilibrio, la expansiéon del operador
Sc da lugar a una serie geométrica que puede ser agrupada dando lugar al concepto
de una autoenergia, obteniendo la ecuacién que debe satisfacer la funcion de Green,

conocida como ecuaciéon de Dyson
GOLT) = G, 1)+ / ds / drGO(1,2)U(2)G(2, 1)
c

—i—/dxg/dxg,/CdTg/CdTgGO(l,Q)E(Q,B)G(B,1'), (2.35)

donde todos los tiempos se encuentran sobre el contorno de Keldysh de la Figura 2.5
y G° corresponde a la funcién de Green del sistema sin perturbar. Para escribir la
ecuacion de esta manera se asumié que el término de no-equilibrio del Hamiltoniano
(H'(t)) puede ser representado por un potencial externo U de una particula, que es
lo que sucede con frecuencia. A menudo, este segundo término puede ser absorbido

dentro de la definicién de G° y de este modo se escribe la ecuacién de Dyson en forma
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completamente analoga a la del caso de equilibrio:
G(L1) = GO(1,1) + / iy / ds / dr, / GO (1,2)5(2,3)G(3, 1), (2.36)
c c

Esto define una ecuacion cerrada para GG, que puede resolverse una vez calculada
la autoenergia. No obstante los observables de un sistema fisico no dependen directa-
mente de la funciéon de Green G ordenada sobre el contorno sino de las funciones de
Green menor (2.26), mayor (2.25), retardada (2.28) y avanzada (2.29). Por otra parte,
es conveniente que las integrales en la expansion perturbativa se encuentren sobre el
eje real. Una forma de lograr esto es la que propuso Keldysh [41] en su trabajo original

y que presentaremos en la siguiente Seccién.

2.1.2. Espacio de Keldysh y forma triangular

La funcién de Green G ordenada sobre el contorno puede representarse como una

sola matriz G en lo que se denomina espacio de Keldysh (de 2 x 2),
(2.37)

donde el primer superindice indica a qué rama pertenece el tiempo t; mientras que
el segundo superindice hace lo propio con el tiempo t;,. Con esta nueva notacion
representamos las mismas funciones de Green de las Ecs. (2.24)-(2.27) como distintas

componentes de una funcion de Green G matricial:

G (1,1) = Ge(1,1), (2.38)
Gt (1,1) = G<(1,1), (2.39)
GH(1,1) = G7(1,1), (2.40)
G (1,1) = Ga(1,1) (2.41)

La identidad (2.33) que satisfacen las cuatro funciones de Green definidas en las Ecs.
(2.24)-(2.27) se puede escribir en términos de estas nuevas componentes de la siguiente

manera:

Gt +G =G +G. (2.42)



2.1 Funciones de Green de no equilibrio 23

La autoenergia también adopta una forma matricial en el espacio de Keldysh de

manera analoga a la funciéon de Green G ordenada sobre el contorno:
YEH(1,1) Xt (1,1
3(1,1) = ( E 1) E ’ ; ) , (2.43)

donde los superindices indican lo mismo que en el caso de G. Los elementos de matriz

de la autoenergia cumplen

=YXt (1,1) sit>t

SHH(1,1) = (LY) sit>1, (2.44)
YL sit< U,
=¥Xt(1,1) sit>"*

S (L) = (L,1) stt>1, (2.45)
Y1) sit <t

Es fécil ver, a partir de las Ecs. (2.44) y (2.45) que las componentes de la autoenergia
satisfacen la relacion
YT+ YTT = (T 4+ 2. (2.46)

Utilizando esta representacion, la ecuacién de Dyson se puede escribir como

G(1,1) = Go(l,l’)+/dxg/dxg/dt2/dt3G0(1,2)2(2,3)G(3,1’), (2.47)

donde GV es la representacién matricial de la funcién de Green ordenada sobre el con-
torno correspondiente al sistema no interactuante. De este modo se ve manifiestamente
que el formalismo de Keldysh es idéntico al utilizado para sistemas en equilibrio con
la excepcion de que en este caso las funciones de Green y la autoenergia son matrices
de 2 x 2 en el espacio de Keldysh.

Debido a la identidad (2.42), que relaciona las cuatro componentes de la represen-
tacion matricial, dichas componentes no resultan ser linealmente independientes. Por
lo tanto debe existir una transformacién lineal en el espacio de Keldysh que lleve a
una matriz con solo tres coeficientes no nulos. En su formulacién original [41], Keldysh

propuso la siguiente transformacion unitaria

1 (1 -1
R:ﬁ<1 ) ) (2.48)
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que permite escribir G de la siguiente manera

~ 0 G
G—G= , 2.49
(o) 29

donde G = RGR/ y las funciones de Green G", G* y G¥ son aquellas definidas
en las Ecs. (2.28)-(2.30) y corresponden a las siguientes combinaciones lineales de

componentes en el espacio de Keldysh

GT = Gt —-Gt, (2.50)
G* = Gt -G, (2.51)
G = Gt~ +G . (2.52)

Con esta misma transformacién, la autoenergia adquiere la forma

< Q) L)
2(1,1)_<2a(171,) . ) (2.53)

donde Q = Xt~ + 3t = 1K,

La ecuacion de Dyson queda expresada en términos de las matrices transformadas

de la siguiente manera:
G=G"+G°%G, (2.54)

donde se omite, por simplicidad, las integrales sobre los argumentos internos.

Escribiendo explicitamente las distintas componentes de la ecuacién de Dyson
matricial se puede ver que las funciones de Green retardada y avanzada satisfacen

ecuaciones de Dyson por separado

G = G+ GYTYGT (2.55)
G* = G% 4 GPoxeGe, (2.56)

mientras que la funcién de Green de Keldysh G¥ satisface

GK = GOF 4 GOKSeGe + GOrKGe 4 GO GK. (2.57)
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El procedimiento para resolver estas ecuaciones de Dyson es el siguiente: primero
se calculan las tres componentes de la autoenergia; luego se resuelven las ecuaciones
para G™%; por tltimo se resuelve la ecuacién para G¥ utilizando todo lo obtenido
anteriormente. No obstante, para el cdlculo de corrientes o de funciones de correlacién
seran necesarias las funciones de Green menor y mayor definidas en las Ecs. (2.26)
y (2.25). Para encontrar las ecuaciones que satisfacen dichas funciones habria que
escribir la ecuacién de Dyson para la funcién de Green G en su forma no triangular

o utilizar las reglas de Langreth, que presentaremos a continuacion.

2.1.3. Continuacion analitica y teorema de Langreth

Como se mencioné en la Seccién 2.1.1, si bien la ecuaciéon de Dyson 2.35 resulta
muy importante desde el punto de vista formal, el hecho de que las integrales deban
ser realizadas sobre el contorno cerrado C' de la Figura 2.5 hace que sea imposible de
poner en practica de manera sencilla y sistematica. Para ello es necesario reemplazar
las integrales sobre el contorno C' por integrales en el eje real. Una forma de hacer esto
es mediante la representacion matricial presentada en la Seccién 2.1.2. Otra forma es

un procedimiento que se conoce como continuacién analitica.

Al considerar la ecuacién de Dyson (Ec. (2.35)), nos encontramos con términos de

la forma

C(Tl,Tlr):/dT/A(Tl,T/)B(T/,Ty), (2.58)
c

donde solo escribimos de manera explicita la dependencia temporal para simplificar
la notacién.

Consideremos primero que 71 = t; € Ct y 7 =ty € C~ con t; < tys, es decir
que estamos analizando C<(ty,t1/), y deformemos el contorno como se muestra en la

Figura 2.6.

La Ec. (2.58) se transforma en
C(tl, tll) = / dT’A(tl, T/)B< (7'/, tll) + / dT/A> (tl, T’)B(T’, tll), (259)
C c
donde el simbolo < aparece en B en el primer término debido al hecho de que mientras

t’ esté en el contorno C se cumple que ¢ < t1/ (sobre el contorno). Algo andlogo sucede
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&

A

Figura 2.6: Deformacién del contorno C'. Imagen extraida
de [49] y parcialmente modificada.

con el simbolo > y la funcién A en el segundo término. Para continuar, consideremos

unicamente el primer término de la Ec. (2.59), separando la integracién en dos partes

t1 —00
/ dr' A(ty, 7")B< (7', ty) :/ dt’A>(t1,t’)B<(t’,t1/)+/ dt' A<(ty, t)B<(t' t1).
C —0o0 t
1 1 (2.60)

Utilizando la definicién de funcién de Green retardada (Ec. (2.28)), la Ec. (2.60)
se puede escribir como

/ dt/A(tl,T/)B<(T/,t1/> = / dt/Ar(tl,t/)B<(t/,t1/). (261)
C

— 00

Realizando un procedimiento andlogo sobre el segundo término de la Ec. (2.59), se

obtiene el siguiente resultado

O<(t1,tv) = / YA (ty, ) B(t' 1) + A(ty, ) B ( , ). (2.62)

—00

El resultado para C~ (t1, t1/) se obtiene a partir de este tltimo simplemente cambiando

< por >.

La componente retardada se obtiene a partir de la definicién dada en la Ec. (2.28),
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utilizando el resultado de la Ec. (2.61)

CT(tl, tll) = e(tl - tl’)[C>(t17 tl’) - C<(t17t1’>]
0 —t) /w dt[A7 (B> — BY) + (A — AS)BY)

— 00

_ / 4t A (1, )BT (¢ ), (2.63)
donde se utilizaron las definiciones de funciones retardadas y avanzadas de las Ecs.
(2.28) y (2.29). Un resultado andlogo para la funcién avanzada se puede obtener
reemplazando r por a.

Los resultados de las Ecs. (2.62) y (2.63) para un producto de la forma C' = AB

pueden resumirse de la siguiente manera

C<> = A"BS” + AS> B, (2.64)
Crt = AR (2.65)

Por otra parte, en ocasiones en los calculos (sobre todo para funciones de correla-

cién) aparecen productos de la forma
C(r,7) = A(r,7)B(7, 1), (2.66)

con tiempos 7 y 7’ en el contorno C' pero sin integraciéon. Un ejemplo de un producto
de la forma (2.66) lo encontraremos al calcular las funciones de correlacién corriente-

corriente en la Seccién 5.5. Es claro que la componente menor es simplemente
C<(t,t') = A<(t,t") B~ (¥, 1). (2.67)

La férmula para la componente mayor se obtiene intercambiando < con >. Existen
mas reglas de Langreth, que pueden encontrarse por ejemplo en [49]. Para este trabajo
solo necesitaremos las que hemos presentado en este apartado.

Regresemos entonces a nuestro objetivo principal que es el de formular ecuaciones
para las funciones de Green que contengan tnicamente integrales sobre el eje real.
Para ello nos valemos de las reglas de Langreth, aplicandolas sobre la ecuacion de

Dyson (2.36). Como resultado de esto se obtienen las ecuaciones que deben satisfacer
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las componentes retardada, avanzada, menory mayor.

Gr — GO,T + GO’TZTGT, ( )
G* = G 4 G xeGe, (2.69)
G< _ GO’< + GO’<ZaGa + GO,rz<Ga + GO,T’ZT’G<’ ( )
G> _ GO’> + GO’>ZaGa + GO,rz>Ga + GO,T’ZT’G>’ ( )
donde se omiten las integrales sobre las variables internas por simplicidad, pero se

recuerda que dichas integrales se realizan en el espacio real. Es facil ver que sumando
las Ecs. (2.70) y (2.71) se obtiene la Ec. (2.57).

Como se menciond en la Seccion 2.1.2, las Ecs. (2.68) y (2.69) pueden ser resueltas
en forma independiente una vez calculada la autoenergia. Las funciones obtenidas
resolviendo estas ecuaciones, junto con la autoenergia, son utilizadas para resolver las
ecuaciones (2.70) y (2.71). Resulta conveniente rescribir la Ec. (2.68) reemplazando

en forma iterativa G<. La primera iteracién lleva a
G< — (1 +G0,r2r>G0,<(1 +EaGa) 4 (GO,T_'_GO,T‘ET‘GO,T‘>2<GG_'_ (GO’TET)2G<. (272)
Es facil convencerse que la iteracion n lleva a

G< — (1 + GO’TET o+ (GO,r2r>n)G0,<(1 4 EaGa> 4 (GO,T 4 GO,TETGO,T N
+GOT (TGO BG4 (GG, (2.73)
y es trivial de demostrar por induccién completa.

Lo tnico que resta es notar que, a partir de la Ec. (2.68), se puede escribir reem-

plazando iterativamente G",

[e.e]

G" =GO (XGO)E. (2.74)

k=0

Por lo tanto, en el limite n — oo, la Ec. (2.73) se convierte en:

G< = (14 G"S)G (1 + X°G") + G"Y<G". (2.75)
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Esta forma de escribir la ecuacién para para la funcién de Green menor resulta con-
veniente en muchos problemas de sistemas fuera del equilibrio en los que se estudia
el régimen estacionario. En dichos problemas se puede despreciar el primer término
de la Ec. (2.75), que contiene la funcién de Green G*<, que estd asociado al régimen

transitorio [48].

Una ecuacién similar a (2.75) es vélida para la funcién de Green mayor simple-
mente cambiando < por >. Sumando ambas ecuaciones se obtiene la ecuacion para
la funcién de Green de Keldysh G¥, que podria haberse obtenido siguiendo el mismo

procedimiento iterativo pero aplicado a la Ec. (2.57).

2.2. Aplicacién a problemas de transporte cuanti-

CoO

La teoria moderna del transporte cuantico en sistemas mesoscopicos fue desarrolla-
da inicialmente por R. W. Landauer [58] y posteriormente ampliada por M. Biittiker
[59]. Como se menciond en la Seccién 1.3, existe una amplia variedad de métodos
de fabricacién de nanoestructuras. Una caracteristica comun a la totalidad de dichos
métodos es que dos nanoestructuras que en teoria deberian ser idénticas, por ejemplo
dos estructuras fabricadas siguiendo exactamente el mismo procedimiento, resultan
diferentes en la practica. La razén para que esto ocurra es que existe desorden provo-
cado por la presencia de defectos que inevitablemente se encuentran presentes en cada
estructura fabricada y que varian de una muestra a otra. En la mayoria de los casos ni
la posicién de dichos defectos ni el potencial que generan pueden ser controlados o me-
didos. Esto daria lugar a que la descripcion de sistemas como estos requiera un niimero
demasiado grande de pardametros que no pueden ser controlados. Afortunadamente,
las propiedades de transporte de cualquier nanoestructura pueden expresarse utili-
zando un conjunto mucho mas pequeno de parametros siempre y cuando se satisfaga
la condiciéon de que los electrones atraviesen la estructura sin pérdida de energia, es
decir experimentando solo dispersiones elasticas. En esto se basa la idea fundamental
del formalismo desarrollado por Landauer y Biittiker: cualquier conductor cuantico,

independientemente de su método de fabricacién, puede ser descripto por dos o mas
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reservorios conectados a través de cables ideales a una regién intermedia en la que

ocurren fenémenos de dispersion elasticos.

El formalismo de Landauer y Biittiker utiliza, para la descripcién de la regién
intermedia, el formalismo de matriz de dispersién (scattering matriz formalism) que
solo resulta apropiado para problemas de electrones no interactuantes. En cambio, el
formalismo de funciones de Green de no-equilibrio, como se mencioné en la Seccion
2.1, es una técnica que permite tratar en forma sistemadtica las interacciones de mu-
chos cuerpos. No obstante en este trabajo de Tesis solo se consideraran sistemas de

electrones no interactuantes, por lo cual ambas formulaciones resultan equivalentes.

2.2.1. Formulacién Hamiltoniana

En la Figura 2.7 se muestra un esquema del problema a estudiar. El mismo consiste
en un sistema central (C') conectado a un nimero M de reservorios. La descripcion

Hamiltoniana del problema es la siguiente:
I:Itotal = ﬁres + ﬁcont + FIsys (t), (276)

donde el primer término corresponde al Hamiltoniano de los reservorios, que se repre-

senta mediante electrones libres

M
I:Ires = Z Z 5kaé;rgaéka7 (277)
a=1 ka

con el nimero cuantico ka identificando los grados de libertad del reservorio o y eg,

la energia correspondiente a dicho estado.

Por otra parte, el Hamiltoniano de contacto H.,,; describe el acoplamiento entre los
distintos reservorios y el sistema central (y eventualmente también podria dar cuenta
de acoplamientos directos entre reservorios, aunque en este trabajo no tendremos en

cuenta esta posibilidad). Este Hamiltoniano puede escribirse de la siguiente manera:

M
Hcont = Z Z Z tka,laéiaéla + h.c., (278)

a=1 ka la
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H,h

Figura 2.7: Representacién esquemética del problema general de transporte
cudntico. El mismo consta de un sistema central C' conectado a M reservorios,

cada uno con un potencial quimico p, y una temperatura 7, con o = 1,..., M.

donde los operadores ¢; corresponden a los sitios del sistema central. El indice [«
indica los sitios del sistema central a los cuales se encuentra acoplado el reservorio «,
mientras que tj, 5, indica el elemento de matriz de salto entre el grado de libertad
ko del reservorio o y el sitio la del sistema central. Este Hamiltoniano de contacto
corresponde a la situacion mas general de contacto entre M reservorios y el sistema
central. En la Seccién 2.2.3 consideraremos algunas aproximaciones para simplificar

el problema.

Finalmente, el Hamiltoniano del sistema central Hy,s(t) se representa de la si-
guiente manera:
Hlos(t) = o + H'(2), (2.79)

donde H’ (t) contiene toda la dependencia temporal del problema. En principio este
término puede dejarse sin especificar debido a que los resultados que se presentan a

continuacién no dependen de la forma de Hyys.

2.2.2. Calculo de corrientes

Estamos interesados en obtener los operadores corriente de carga (J€) y corriente
de calor (J®) en los reservorios y sus respectivos valores medios. Consideremos en

primer lugar la corriente de carga que fluye del sistema central hacia el reservorio
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«. La misma se puede calcular a partir de la variacion del nimero de particulas del

reservorio « representado por el operador
No = & olra- (2.80)
ka

La corriente entonces se escribe como

Jo = (J°) = —e(aé\ia) = _%3<[HtotalaNa]>v (2.81)

«

donde e es la carga elemental (e > 0). Es facil ver que

A

[I{Iresa Na] - [Hsysa Na] - Oa (282)

debido a que el niimero de particulas en el reservorio a debe conservarse en el caso
de no encontrarse acoplado al sistema central. Por lo tanto la corriente se reduce a
calcular el conmutador con el Hamiltoniano H,,,; y se obtiene que el valor medio de
la corriente que fluye del sistema al reservorio o a tiempo t es:
e
e _ Z At A * A A
Ja - E (tka,la<ckacla> - tka,la<clacka>) ) (283)

ka,la
mientras que el operador correspondiente resulta ser

A e R . " R R
Jﬁ@)z-ﬁ <HuﬁwLJOQa@)—tmmaﬂa@ﬁhﬂﬂ)- (2.84)
ka,la

A esta altura resulta conveniente rescribir el valor medio de la corriente dado en
la Ec. (2.83) como

e 7 ie ~ N A * ~ ~
50 =1 3 (tosn Cha(0(0) = Braiala)0ra(®)) - (289)

y utilizar la definicién de la funcién de Green menor dada en la Ec. (2.26). De este
modo, el valor medio de la corriente puede expresarse como
e
ﬁ@zmﬁZ@mﬂMNﬂ—%m%MHW- (2.86)

t'—t
ka,la
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Si ademés utilizamos la propiedad de que ijj, (t,t") = —[G;j,(t, t')]*, la expresién final

para la corriente media resulta

2
Jo(t) = lim gRe

D thataGi ot t’)] : (2.87)

ka,la

Ahora calculamos la corriente de calor J que fluye hacia los reservorios. La
corriente de calor que fluye hacia el reservorio a se define a partir de la corriente

de energia J¥ y la corriente de carga J¢ de la siguiente manera:
JQ = g& _ Ha e (2.88)
e

Entonces, para calcular la corriente de calor, basta con calcular la corriente de energia

y utilizar el resultado obtenido anteriormente para la corriente de carga.

La corriente de energia se calcula de manera completamente andloga a la imple-
mentada con la corriente de carga. Para eso observamos que dicha corriente puede
calcularse a partir de la variacion del operador energia del reservorio « representado

por operador
Hy = frallolra- (2.89)
ka

El valor medio de la corriente de energia que fluye hacia el reservorio « se escribe

entonces como )
0H, e . - A
= ——{(|H, H,|). 2.
ot > A <[ total a]) ( 90)

Al igual que en el caso de la corriente de carga, es facil ver que

JE =

07

A

[[j[resa [j[oe] = [[j[sysaHa] = 0, (291)

debido a que la energia del reservorio o debe conservarse en el caso de no encontrarse
acoplado al sistema central. Por lo tanto la corriente se reduce a calcular el conmutador
con el Hamiltoniano H,,,; y se obtiene que el valor medio de la corriente de energia

que fluye del sistema al reservorio « es:

1 g N A A
JaE = E, Z Eka (tka,la<c;rgacla> - tka,la<cjacka>) ’ (292)

ka,la
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mientras que el operador correspondiente resulta ser

~ 7 R R . R R
JE(t) = 7 > cka (tka,lacla(t)cla(t) - tkmlacja(t)cka(t)) : (2.93)

ka,la

Siguiendo un procedimiento andlogo al realizado con la corriente de carga, la

corriente de energia puede escribirse como

JE(t) = lim 2Re

v—t h

Z 5katka,laGl<a7ka(t, t/)] . (294)

ka,la

Por lo tanto el valor medio de la corriente de calor puede escribirse como

@ v st

o 2
JQ(T,) = JaE(t) - %Jz(t) = lim —Re Z (Eka — Na)tka,lan,ka(tat/>] . (295)

ka,la

Cabe destacar que los resultados presentados en las Ecs. (2.87) y (2.95) son vali-
dos para cualquier eleccion del Hamiltoniano fISyS(t) del sistema central dado que solo
dependen del Hamiltoniano de contacto elegido. Las particularidades de cada Hamil-
toniano f[sys(t), como la geometria del sistema o el tipo de dependencia temporal,

apareceran en las funciones de Green Gy, (¢, 1), que calcularemos en la Seccién 2.2.3.

2.2.3. Calculo de funciones de Green

En esta Seccién, aplicaremos en forma especifica las ideas presentadas en la Seccién
2.1 a un problema de transporte como el introducido en la Seccién 2.2.1. Si pensamos

en separar el Hamiltoniano total de la siguiente manera,
Htotal - (Hres + Hsys) + Hconta (296)

podemos escribir la ecuacién de Dyson para la funciéon de Green para este sistema

como

Gi(m.7") = g) ju(r,7) + Z/ A Gy, (7,71) (Heont) 15295, (11, 7). (2.97)

J1,J2
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donde los indices j, j’, j1 y jo corresponden grados de libertad del sistema total, es decir
del sistema central y de los reservorios, mientras que ¢° corresponde a la funcién de
Green del Hamiltoniano Hy(t) = H,es + Hyys(t). Lo tinico que resta es especializar los
indices j y j' para obtener las funciones de Green que nos interesan. Para simplificar
un poco el problema general vamos a realizar dos aproximaciones que se mantendran
por el resto del trabajo. La primera es considerar que cada reservorio « se acopla a un
unico sitio [a del sistema central. Esto permite eliminar todas las sumatorias en la.
Una segunda aproximacion es que el elemento de matriz ¢4, no depende del valor
particular de ko, es decir que tq10 = to para todo ka. Estas dos aproximaciones no
son necesarias debido a que la resolucion que se presenta a continuacién es trivialmente
extensible al caso general, simplemente se hicieron para simplificar el problema al ser

abordado por primera vez.

Primero consideremos el caso particular en que uno de los indices pertenece al
sistema central mientras que el otro se encuentra en el reservorio «, Esta funcion de
Green es la que nos resulta 1til a la hora de calcular las corrientes de carga y de calor.

La misma se puede escribir a partir de la Ec. (2.97) especializando en j =1y 7' = ka:

Grra(T, 7)) = t;/cdﬁGlJa(T, Tl)g,gmka(ﬁ,f'), (2.98)
La ausencia de un término g7, (7,7’) se debe a que el Hamiltoniano Ho no mezcla
los grados de libertad del sistema central con los de los reservorios y por lo tanto ese
término es nulo. Tampoco acopla los grados de libertad de reservorios distintos, ni
distintos grados de libertad dentro de un mismo reservorio, por eso el ultimo término
resulta diagonal. Finalmente, el elemento de matriz del Hamiltoniano de contacto es
(Heont)ioka = t}, 1o que lleva al resultado de la Ec. (2.98).

El segundo caso interesante es aquel en que los dos indices corresponden a gra-
dos de libertad de los reservorios. Mas adelante encontraremos que las funciones de
Green cuyos indices se encuentran en reservorios distintos resultan ttiles para calcular
correlaciones de corriente. En este caso es mejor escribir la ecuacion de Dyson de otra

manera:

Gy (1, 7) = ) (T, 7))+ / 719y 5, (7, 71) (Heont) o G g (11, 7). (2.99)

J1,J2
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y especializar en j = ka vy j' = k3. En este caso la expresiéon queda de la siguiente

manera:

Gka,k,@’ (T, T,) = 5a,,86ka,k,3 gl(g)oe,ka (T7 T,) + / dTlg](g)ayka (7—7 7-1) (Hcont>ka,laGla,k,8 (7—17 7—,)-
c
(2.100)
Reemplazando con la Ec. (2.98) y usando que (Heont)kaia = ta, la Ec. (2.100) se puede

escribir como

Gka,k,@’(Ta T/> = 5a,,86ka,k,3 gga,ka(Ta T/) + tatz/ dTldT2
C

X Groke (T T1) Glags (1, 72) gRg (T2, 7). (2.101)

Como se puede apreciar a partir de las Ecs. (2.98) y (2.101), las funciones de
Green que necesitamos calcular para determinar las corrientes y las fluctuaciones de
corriente dependen de las funciones de Green ¢° de los reservorios desacoplados (que
son conocidas) y de las funciones de Green con indices [,1' en el sistema central.
Entonces nos resta encontrar estas funciones. Para ello debemos plantear la ecuacién

de Dyson (2.97) con indices en el sistema central:

G(r,7) = 910,1’ (1,7') + Z/ A1 G ka(T, Tl)(Hcont)ka’lag?al,(ﬁ, 7). (2.102)
c

a,ka

Utilizando el resultado de la Ec. (2.98) v que (Heont)kata = tas
G (7, 7) = glu(m,7) + Z/ AT d72G 10 (T, 71) Sa (71, T2) gpn i (T2, ), (2.103)
—Jc

donde se defini6 la autoenergia

Sal(r1,72) = [tal® D Ghaka(T1, 7). (2.104)
ka

Antes resolver la ecuacién de Dyson (2.103), veamos qué forma tienen las distin-
tas componentes de la autoenergia. Debido a la definicién (2.104), las componentes
retardada, avanzada, menory mayor de la autoenergia, se escriben en términos de las

respectivas componentes de las funciones de Green de los reservorios desacoplados de
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la siguiente manera:
SRt t) = [ta]? Zg,ﬂ;}‘; th,ts), (2.105)

S5 (b t) = [ta]” Zggofki th,ts). (2.106)

A su vez, las funciones de Green ¢° de reservorios desacoplados representados por

Hamiltonianos de electrones libres (ver Ec. (2.77)) se escriben como

B (tits) = —il(t — ty)e kel M), (2.107)
Gt ts) = Bty — ty)e e/ M0t (2.108)
St ts) = AT (ega)e e/ M), (2.109)
siendo
)‘z(eka) = ifa(fka)a (2110)
Ao (Era) = =il = falera)l, (2.111)

con f,(g) la funcién de Fermi del reservorio v con potencial quimico p, y temperatura
T,:

1
donde (3, = 1/kgT,.
Sus respectivas transformadas de Fourier pueden calcularse y se obtiene
ra,<,> dw —zw(t —t2)yr,a,<,>
Bt (b ty) = e MRS (W), (2.113)
T
donde
dw'  To(w)

b = | 5o =T, 2.114
() = [ =) (2114)
Yalw) = [EL()], (2.115)

Y57 (w) = A7 (w)la(w) =T57 (w), (2.116)
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y se definié la funcion espectral del reservorio o como

To(w) = 27|t o] palw) = 27|t ,)? Z(s W — Eka)- (2.117)

Ahora que presentamos las distintas componentes de la autoenergia, podemos
volver a la ecuacién de Dyson (2.103). La misma es idéntica a la ecuacién presentada
en la Ec. (2.36). Se podria seguir entonces el mismo procedimiento para resolver. Es

decir, primero tomar la componente retardada de la ecuacion:
() =gt t) +Z/dt1dt2 Fa(t t) St t2) gy (b, t), (2.118)

donde gloff es la funcién de Green retardada del sistema central aislado de los reser-
vorios. Sin embargo esta funcién no es conocida a priori y seria necesario calcularla
antes de resolver esta ecuacion. No obstante, en principio, se podria resolver la Ec.
(2.118) y encontrar G" (y en consecuencia también G% pues G* = (G")T) y luego
utilizar estas funciones de Green para resolver la ecuacién de las componentes menor

y mayor,

G (t, 1) Z/dtldtgGl Wt )25 (b, )Gl (1), (2.119)

. , . . ., 0,<,
donde el primer término de la Ec. (2.75), que contiene la funcién de Green ghf; fue
descartado debido a que, como se mencioné anteriormente, se puede demostrar que

solo tiene importancia en el régimen transitorio [48].

Como se puede ver, todo queda escrito en términos de la funcion de Green retar-
dada con indices en el sistema central. Lo que resta hacer es encontrarla. En lugar de
resolver la Ec. (2.118), resulta conveniente plantear el problema de otra manera, con

el Hamiltoniano total separado de la siguiente manera:

Htotal = (Hres + HO + Hcont) + H/(t), (2120)
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y escribimos la ecuacién de Dyson correspondiente:

Gip(r,7) = GO (m7) + ) dTl 5 (T 1) (H'(10)) 51,3, G, o (11, 7), - (2.121)

J1,J2

donde ahora G representa las funciones de Green de la parte estacionaria del Ha-
miltoniano total, es decir del sistema central estacionario y los reservorios conectados
(Hyes+ Ho+ Heont), excluyendo la dependencia temporal, que se encuentra totalmente
incluida en el término H'(t). La solucién que se obtenga resolviendo esta ecuacién para
la funcién de Green retardada debe ser exactamente la misma que la que se obtiene al
resolver la Ec. (2.118) debido a que, si bien la separacién que se hace del Hamiltoniano

para obtener la ecuacién es arbitraria, el Hamiltoniano total es siempre el mismo.

Entonces estamos interesados en resolver la ecuacién

[ t) =G ) + Y [ Gt ) H () G (0,t). (2122

Ji,j2

Si bien se mencioné que todas la ecuaciones con el mismo Hamiltoniano deben ne-
cesariamente llevar a las mismas soluciones, cabe destacar que esta forma obtenida
resulta particularmente apropiada para obtener soluciones perturbativas en el poten-

cial dependiente del tiempo H'(t).

La solucién de la Ec. (2.122) es sencilla en el espacio de frecuencias por lo tanto
es conveniente realizar la transformada de Fourier en la diferencia de tiempos t — t'.
La funcién G’"(t, t') no es de equilibrio y por lo tanto no depende tnicamente de la

diferencia de tiempos t — ¢. En este caso la transformada resulta:

. dw o -
Gr(t,t) :/%e—w—”(ﬁ(t,w). (2.123)

Por otra parte, la funcién de Green CA?O”"(t, t') corresponde a un problema estacio-

nario y por lo tanto depende solo de la diferencia de tiempos t — ¢/, con lo cual

. dw oo~
GO (t,t) = / Q—We—W—t)GOv’“(w). (2.124)
m

Por dltimo conviene escribir el término H'(t), que se supone con dependencia
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armoénica, de la siguiente manera:

H'(t) = V (k)e kst (2.125)

Combinando todos estos elementos, podemos escribir la Ec. (2.122) de este modo:

G (tw) =GO (w) + Y e *FVIE(tw + kQ)V (k)G (w). (2.126)

k==+1

Cabe destacar que la Ec. (2.126) presenta la misma estructura que la dindmica de
un problema en el cual electrones con energia w interactiian con un potencial V
mediante la absorciéon o emision de un foton de energia €y teniendo en consecuencia
una energia final w + €)y. Debido a la naturaleza recursiva de esta ecuacién se puede
ver que procesos de absorcion o emision de varios fotones también son posibles. La

resolucion de la Ec. (2.126) lleva a la solucién del problema.

Antes de resolver esta ecuacion, algo que dejaremos para la siguiente seccion, es
conveniente hacer unas observaciones. La primera es que debido a que las ecuaciones
tienen una dependencia arménica en ¢, la funcion de Green retardada puede escribirse

como una serie de Fourier:

G (t,w) = Z G(n,w)e S0t (2.127)

n=—oo

A las funciones Q(n,w) se las denomina componentes de Floquet debido a que la
ecuacion anterior tiene una estructura similar a la propuesta por Floquet para las
funciones de onda en el caso de Hamiltonianos que dependen del tiempo en forma

periddica. Las componentes de Floquet satisfacen la siguiente identidad:

A ~

G(n,w) = G (—n,wy) = =i Y _G(n+n',w_ )T (w )G (', w_p), (2.128)

donde w,, = w+ny y los elementos de matriz de f(u)) son I p(w) =", 011a0r 1al'a (W),
con I', la funcién espectral del reservorio o definida en la Ec. (2.117).
Para demostrar esta identidad podemos comenzar con la definiciéon de funcién de

Green retardada de la Ec. (2.28) y utilizar la expresién para las funciones de Green
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menor y mayor de la Ec. (2.119) junto con la representacién de Floquet de la Ec.

(2.127) combinada con la transformada (2.123). Todo esto nos lleva a

G (t,t") = —if(t —t) Z/dw “il(krt =kt )4 =OIG () )T (w)G (Ko, w).  (2.129)

k1,k2

Realizando la transformada de Fourier en ¢ — t' de la Ec. (2.123) y queddndonos
con el n-ésimo coeficiente de la serie de Fourier de la Ec. (2.127) llegamos a la siguiente

expresion:

G w) Z/dwgn+n L WT(W)GTH (), w)’ (2.130)

w—w, +1in

con n > 0. Reemplazando directamente en el lado izquierdo de la Ec. (2.128) con la

expresion obtenida y utilizando que

1 1
—_ = —imd(w — W' 2.131

w—w +in P{w—w’} imd(w — o), ( )
se demuestra la identidad (2.128). Finalmente, es importante destacar que dicha iden-
tidad se reduce, cuando Vj = 0, a la siguiente identidad entre funciones de Green de
equilibrio:

pw) = G (W) — G (w) = —iG" (W) (w)G" T (w). (2.132)

2.2.4. Solucién de la Ecuaciéon de Dyson

Existe un método recursivo, introducido en la Ref. [34], que permite resolver la
Ec. (2.126). En esta Seccién se presentarda una versién simplificada de dicho método
destinada a resolver el problema particular de este trabajo, para su formulacion mas

general ver la mencionada referencia.

Antes de comenzar con el método, es necesario encontrar la funcién de Green
G°, que corresponde al problema estacionario del sistema central conectado a los

reservorios. Este Hamiltoniano estacionario puede ser separado de la siguiente manera:

Hst = (Hres + HO) + Hconta (2133)
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lo que lleva a una ecuacion de Dyson cuya solucion es
GO (w) = [(w +in)i — Hy — 57 (w)] 7, (2.134)

donde n > 0, y ¥ (w) = >, X0 (w), con X/ (w) la componente retardada de la auto-
energfa definida en la Ec. (2.114).

Una vez calculada esta funcién, el primer paso para encontrar las componentes
de Floquet-Fourier Q(k,w) es fijar una frecuencia w, que permite encontrar dichas
componentes para esta frecuencia. El siguiente paso es definir un corte K, que deter-
mina el nimero de frecuencias que vamos a considerar y de este modo fija el niimero
de ecuaciones acopladas que tendremos. Dada una eleccion de K tendremos 2K + 1

ecuaciones de la forma (2.126) para las frecuencias w — KQq, ..., w,...,w + KQ.

Por definicién de corte, la Ec. (2.126) centrada en la frecuencia w + K solo se

acopla a aquella centrada en w + (K — 1)Q:
G (t,w+ KQ)[G (w4 K] =1+ G (tw + (K — 1)Q)V(-1), (2.135)

donde se multiplicé a derecha por la inversa de GO (w + Ky). Por lo tanto la funcién
de Green G"(t,w 4+ KQy) puede ser expresada en términos de G"(t,w + (K — 1))
y puede ser eliminada substituyendo la correspondiente expresion en la ecuacion cen-
trada en w + (K — 1)Qq:

-1

N

G (t,w+ (K —1)Qp) { [Govr(w +(K=1)Q)| —V(=1D)G"(w+ KQO)V(l)}
=14 WG (t,w + (K — 2)Q0)V(=1) + e 0G0 (¢, w + KQ)V(1).

(2.136)

Este procedimiento puede ser repetido en forma sistemadtica para ir eliminando los

modos de mayor frecuencia.

De manera andloga, es posible comenzar por la ecuaciéon centrada en la frecuencia

w— Ky e implementar una sustitucion similar para ir eliminando las frecuencias méas
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bajas. En el paso m de este método se llega a

G (t,w +mS) [T (wEmQ)] ™ = 14 WGt w + +(m — 1))V (F1)
HeFilotnEm (3 o), (2.137)

donde

~

. -1 .
(55" (@ £ mQ0)] " = |G (wEmy)| = V(FDGE w0 (m + 1)00)V (1),
(2.138)
con 5 (w+ KQp) = GO (w + KQp) y

At w) = [1 + T EmI (@ )] gF D (W £ (m+ 1)Q)V(£1),  (2.139)

con YK (t,w) = 0.

Finalmente, este método permite escribir

Gr(tw) =Y Gk w)e ™0t (2.140)

donde
60.) = {[6" ] = Vgt WP - V0w - V- |
(2.141)
Gk,w) = 7w+ kQ)V(+1)G(k —1,w), con k>0, (2.142)
Glk,w) = §™Mw+kQ)V(-1)G(k+1,w), conk < 0. (2.143)

Es importante destacar que el procedimiento descripto se basa en operaciones con
matrices pequenas de N x N, siendo N el tamano del sistema central, razén por
la cual resulta muy eficiente desde el punto de vista numérico. Este es el método
implementado numéricamente para encontrar los soluciones a los sistemas propuestos
en este trabajo de Tesis.

Si bien el método presentado permite resolver el sistema de ecuaciones (2.126) a
orden arbitrario en forma numérica de manera eficiente, para encontrar soluciones

analiticas es conveniente resolver recurriendo a una expansién perturbativa en V a
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orden bajo. La soluciéon a orden mas bajo en V' se obtiene considerando los términos

con k= —1,0, 1. Para ello se escribe

1
G(t,w) = Y Gk,w)e ™0, (2.144)
k=-1

Reemplazando en ambos miembros de la Ec. (2.126) e igualando término a término

se obtiene:

GO,w) = G(w), (2.145)
G(xl,w) = G (wi)V(£1)G (w). (2.146)

Es fécil ver que esta solucién perturbativa a orden mas bajo en V' equivale a un corte

de K =1 en el método general descripto con anterioridad.

2.2.5. Algunas formulas tutiles

En esta Seccién presentaremos algunas formulas que resultaran utiles mas ade-
lante. Para empezar, las dos transformaciones realizadas sobre la funciéon de Green
retardada (la transformada de Fourier en ¢t — ¢’ de la Ec. (2.123) y la serie de Fourier
de la Ec. (2.127)) puede ser combinadas y extendidas a cualquier funcién A(t,t') en
un problema con dependencia periddica en el tiempo de frecuencia €2y, dando lugar a

la siguiente definicién de componentes de Floquet-Fourier A(k,w):
At,t) = i / d—“’e—i[’mom(t—t’m(l{; w). (2.147)
9 S~ 27T )

Veamos algunas férmulas ttiles que involucran las componentes de Floquet-Fou-
rier. Las primeras dos son consecuencia directa de la propiedad (2.31) que satisfacen
las funciones de Green retardada y avanzada 'y de la propiedad (2.32) que satisfacen
las funciones de Green menory mayor:

G p(k,w) =[Gl (=k,w)]", (2.148)

Gr(kyw) = =[G (=k,we)]™. (2.149)
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Otra es un caso particular de la identidad (2.128), cuando los dos indices son iguales
v k=0:

2:Im[G7,(0,w)] = G1,(0,w) — G7,(0,w)" = —iZFW(W—n)‘G{,M(”aW—n)R (2.150)

v,n
donde se usé la forma explicita de I'(w).

Por otra parte, a partir de introducir los desarrollos de Floquet-Fourier de la
funciones de Green retardada y avanzada en la Ec. (2.119) junto con la transformada
de Fourier de la autoenergia, se obtienen las componentes de Floquet-Fourier de las
funciones de Green menory mayor en términos de las respectivas componentes de la

funcién de Green retardada:

5 (kw) ZG, (k4w ) T2 (W) Gl (1, woy) ™ (2.151)

En particular, si los dos indices son iguales y k = 0:

57 (0,w) = Zr§v>(w_n)|c:;m(n,w_n)|2. (2.152)
Y,m

Debido a que el método numérico presentado en la Seccion 2.2.4 permite obtener
las componentes de Floquet-Fourier de la funcién de Green retardada, es convenien-
te expresar todo en términos de las mismas. Comencemos con el valor medio de la
corriente de carga que se encuentra en la Ec. (2.87). Para ello necesitamos la compo-

nente menor de

D taGiralt,t) Z/dTle,za(T, 71)8a(71,7'), (2.153)
ka c

donde el término derecho se obtuvo a partir de multiplicar la Ec. (2.98) por ¢, sumar
sobre ka y utilizar la definiciéon de autoenergia dada en la Ec. (2.104). Mediante la

aplicacién del teorema de Langreth (ver Seccién 2.1.3) se obtiene

ZtaGf,;Z(t,t’):/dtl (G (6, 00) S0 (1) + G (6, 0) 557 (1, 1) . (2.154)
ka
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La componente menor es la que nos permite calcular la corriente de carga, mientras
que la mayor también resultara necesaria para calcular las correlaciones de corriente.
Podemos escribir las componentes de Floquet-Fourier del lado izquierdo de la Ec.

(2.154) de la siguiente manera:

St G = Z/ S0l S G (W), (2.155)
ka

mientras que para el lado derecho podemos escribir las componentes de Floquet-
Fourier de las funciones de Green G" y G~ (de acuerdo a la Ec. (2.147)) y las

transformadas de Fourier de las distintas componentes de la autoenergia:
3 [ G G ) + Gk )] 0
Por unicidad del desarrollo de Floquet-Fourier encontramos que
Zt G = Gy (k,w)S2(w) + Gty (k,w) 557 (w). (2.157)
Ahora que tenemos la componentes de Floquet-Fourier que nos interesan podemos

volver a la férmula del valor medio de la corriente de carga (2.87) y escribirla de la

siguiente manera:

JS(t) = 2eRe

N dw koot
k‘:z—:oo/%e 0 %:taGlij7ka(k7W)] . (2158)

Como se puede apreciar, el valor medio de la corriente depende del tiempo en forma
periddica con frecuencia fundamental €2y. En este trabajo nos concentraremos en la

componente continua de esta corriente, es decir en

— dw
J¢ = 26/%Re ;taGfa’ka(O w

= 2 [ SR [G7n(0w)0) + GELOWSI@] . (2160

: (2.159)

donde para la ultima igualdad se utilizé el resultado de la Ec. (2.157) para k = 0.
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Debido a que X< (w) = =X<(w)* y G13(0,w) = —[G3(0,w)]*, podemos escribir

e — 2 / (G5 10 (0,)Tm[SAW)] +im[GE L (0,0)]55(w)} . (2.161)

Si ahora utilizamos las Ecs. (2.150) y (2.152) y que Im[¥¢ (w)] = 7 ', (w) obtenemos

que,

Ti=e [ 0305 el ~ AT Gl (. (2162

Una procedimiento analogo puede realizarse para calcular la corriente de energia.

El tnico detalle a tener en cuenta es que aparecen términos de la forma
ltal® D eradiapalt:t)- (2.163)
Veamos como caso particular la componente menor de este término.

It |? Zskagka,w 1) = |ta|? Zeka (£ka)e kat=t), (2.164)

Su transformada de Fourier resulta

dw i dw piwli—t’
ol Ceunsllt. ) = [ G2 = [ SR )
(2.165)

Lo mismo puede hacerse para las otras componentes de la autoenergia. Es facil ver
que la tnica diferencia con el caso de la corriente de carga es que las transformadas de
Fourier de cada una de las componentes de la autoenergia queda acompanada por un
w. En consecuencia la féormula para el promedio temporal de la corriente de energia

es

> > N o) — F Tl (@) Groy (R )P, (2166)

y en consecuencia, el promedio temporal de la corriente de calor resulta

e - / 3 zkj Z—:(w — 1) fa (k) = Fo ()T (@) T (@) |Gl (k) 2. (2.167)
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Ademas de las expresiones para las corrientes de carga, energia y calor, nece-
sitaremos otras expresiones, en particular aquellas que apareceran en el calculo de

correlaciones de corriente. En particular nos encontraremos con la combinacién

Z 3G rars(T, T') = 00 5Xa(T, T') + / drdre Yo (1,71)Gig5(T1, 72) Xp(T2, T'),
ka,kB c

(2.168)
que se obtiene multiplicando Ec. (2.101) por t%ts.

Mediante la aplicacién del teorema de Langreth (ver Seccién 2.1.3) se obtiene

1
Z totsGrans(t,t)) = bapSs” (1) + h2/dt1dt2[2R(t t1)Glh 5t t2)557 (ta, )
ka, kB

+BR(t, 1) Gyt t2) S5 (ta, 1)
X557 (8 )Gyt 02) 25 (2, )], (2.169)

y sus componentes de Floquet-Fourier resultan:

D titsGriislkw) = 0r00asZy” (W) + S (wi) G 5k, w) 257 (w)
ka,kB

+35 (w) lalﬁ(k )EA() E§’>(wk)Gf;w(k,w)E§(w)].
(2.170)



Capitulo 3

Temperatura local en Bombeadores

Cuanticos

Para estudiar el concepto de temperatura local se decidi6 estudiar el transporte de
calor en bombeadores cuanticos. Con este fin, se siguié un procedimiento inspirado
en un trabajo pionero realizado por H. L. Engquist y P. W. Anderson [60] en los anos
80. La idea es la de introducir, en la descripcion microscopica del sistema, un instru-
mento de medicion, que juegue el rol de un termometro. En general, el instrumento
de medicién (o punta de prueba) consiste en un sistema macroscopico en equilibrio
(un reservorio denominado con la letra P) con una temperatura T y un potencial
quimico pp bien definidos. El mismo se encuentra acoplado débilmente al sistema
de tal modo que no introduce alteraciones en los mecanismos de transporte que se
llevan a cabo en el sistema que se desea estudiar. En este sentido hablaremos de que
se trata de una punta de prueba no invasiva. En el caso particular de una punta de
prueba que acttia como termometro es razonable pedir que se encuentre en equilibrio
termodindmico local con el sistema. Este concepto serd definido en la Seccion 3.2. Los

resultados originales de este Capitulo fueron publicados en las Refs. [61] y [62].

3.1. Modelo

En la Figura 3.1 se puede observar el esquema del sistema a estudiar. Este modelo

corresponde al dispositivo descripto en la Seccién 1.4, es decir que se trata de un

49
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V, cos(€2,t) tVO cos(€2,t +9)
JQ 1 JQ

B mterna
reglon O R

'S T i - i ----- -
L 9 }'l‘ L Left l J Q nght TR, !'LR
region r region
Left reservoir P, !"LP Right reservoir
(L) Thermometer (R)

(P)

Figura 3.1: Esquema del dispositivo a estudiar. El sistema central consiste
una cadena lineal con dos barreras de altura Ep que se encuentra conectada
en sus extremos a dos reservorios (L y R). El tercer reservorio (P) representa
la punta de prueba, débilmente acoplada al sistema. El transporte es inducido
por el accionar de dos potenciales alternos (ambos con la misma amplitud V;
y frecuencia Qy pero con una diferencia de fase §) aplicados sobre las barreras.
Extraida de [62].

punto cudntico (modelado por una cadena lineal) conectado a dos cables (reservorios
Ly R) y llevado fuera del equilibrio por dos potenciales alternos desfasados aplicados
sobre las paredes del punto cuantico. En la Seccion 2.2.1 se formulé la descripcién

Hamiltoniana para un sistema de estas caracteristicas.

El sistema a estudiar esta descripto por un Hamiltoniano como el que se presenta
en la Ec. (2.76) para el caso particular de dos reservorios. Es decir que, en este caso,

el Hamiltoniano del sistema es

H,yo(t) = Ho(t) + Y (Ho+ Hea) | (3.1)

a=L,R

y los Hamiltonianos de contacto son como los de la Ec. (2.78) con la aproximacién

de que el elemento de matriz de acoplamiento no depende de ka y ademas, que cada
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reservorio se acopla a un unico sitio del sistema central. Bajo estas condiciones, el

Hamiltoniano de contacto se escribe como

H.pp = Z to, Z <c£acla + c;facka> , (3.2)

a=L,R ka

donde L =1y IR = N, siendo N el niumero de sitios de la cadena lineal que representa
al punto cuantico. En otras palabras, el reservorio L se encuentra conectado al primer
sitio de la cadena lineal mientras que el reservorio R se conecta al ultimo, como se

observa en la Figura 3.1.

A su vez, los reservorios estan descriptos a través un Hamiltoniano de electrones

libres como el que se encuentra en la Ec. (2.77).

Para estudiar este sistema es necesario incluir, a nivel de la descripcién Hamilto-
niana, un instrumento de medicién (punta de prueba). Por lo tanto el sistema com-
pleto a estudiar se encuentra constituido por el sistema a estudiar, descripto por el
Hamiltoniano (3.1) y el instrumento de medicién (punta de prueba). Entonces, el

Hamiltoniano total puede ser descripto de la siguiente manera:
H = Hsys(t) + Hep + HP) (33)

donde Hp es el Hamiltoniano de la punta de prueba y H.p describe el acoplamiento

entre dicha punta de prueba y el sistema.

Para describir la punta de prueba se elige un Hamiltoniano de electrones libres
como el de la Ec. (2.77):

Hp = ZEkPCLPCkP, (34)
kP

mientras que el acoplamiento al sistema esta dado por un Hamiltoniano de contacto

Hcp = tp Z (C;ipclp + C;rPCkp> y (35)
kP

donde [P indica el sitio del sistema central (C) al cual se encuentra conectado la punta
de prueba (reservorio P). Se supone que dicha punta de prueba es no invasiva, lo que
implica suponer que el acoplamiento ¢p con el sistema es lo suficientemente pequeno

como para no introducir modificaciones en los procesos de transporte que se llevan a
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cabo en el sistema central. Por tanto, tp serd tratado al orden més bajo en teoria de
perturbaciones cuando sea necesario.
Como se menciond en la Seccion 2.2.1, la cadena lineal que representa al punto

cuantico (sistema central C') puede ser descripto de la siguiente manera:
He(t) = Ho+ H'(2), (3.6)

donde Hj corresponde a un Hamiltoniano de electrones que en este trabajo de Tesis
son considerados no interactuantes. Debido a que muchos de los resultados obtenidos
no dependen del modelo particular por el momento no especificamos Hj.

Por su parte, H'(t) contiene toda la dependencia temporal del sistema central
(i.e. los potenciales de compuerta alternos). Consideramos una funcién arménica con

frecuencia )y, descripta por un Hamiltoniano como el de la Ec. (2.125).

3.2. Definicién de temperatura local

El transporte de calor a lo largo del sistema central puede ocurrir debido a dife-
rencias de temperatura o de potencial quimico entre los reservorios o como resultado
del bombeo debido a fuentes externas (en este caso los potenciales de compuerta al-
ternos). En nuestro caso, los reservorios L y R a los que se encuentra conectado el
sistema tienen ambos la misma temperatura 7" y el mismos potencial pu, asi que el
transporte solo es debido a la accionar de los potenciales de compuerta alternos.

En una situaciéon genérica, si la punta esta conectada al sistema central a través
de un sitio denominado [P, hay un flujo de calor entre ambos. Dependiendo de la
temperatura a la que se encuentra la punta de prueba, el calor podria fluir desde
la punta hacia el sistema o al revés. Se podria pensar que existe, en principio, una
temperatura Tp de la punta de prueba para la cual no hay intercambio de calor (en
promedio temporal) entre el sistema y la punta. Si no hay intercambio de calor, se
podria pensar que la punta de prueba y el sitio al que se encuentra conectada tienen
la misma “temperatura”. Esto motivaria una posible definicién para la temperatura
local del sitio (IP) al que se encuentra conectada la punta y la misma serfa T;p = Tp
cuando el flujo de calor es nulo. En otras palabras, la temperatura local del sitio (P

corresponde a la temperatura que deberia tener un reservorio acoplado al sistema a
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través de dicho sitio para que el promedio temporal de la corriente de calor entre el sis-
tema y la punta sea nulo. Esta es la definicién de temperatura local que originalmente
dimos en la Ref. [61].

En la Seccion 2.2.5 se encontrd la expresion analitica para la corriente de calor
que fluye hacia el reservorio a (Ec. (2.167)) para un Hamiltoniano genérico Hq(t)
(correspondiente al sistema central) sin interacciones de muchos cuerpos. Considere-
mos ahora el caso particular de la corriente que fluye hacia el reservorio P en este
sistema. Debido a que se trata de una punta no invasiva, podemos desarrollar la
corriente a orden méas bajo en tp. Las funciones espectrales I', (w) son proporcionales
a |ta]? (ver Ec. (2.117)), por lo tanto la sumatoria en « sobre todos los reservorios
puede ser restringida a L y R, que dan una contribucién de orden |tp|?. El término
a = P puede ser descartado debido a que darfa una contribucién de orden |tp|*. Una
suposicién adicional es la de trabajar en la aproximaciéon wide band, considerando que
I'p(w) ~ cte. Todas estas suposiciones no son necesarias para resolver el problema
numeéricamente pero permiten encontrar expresiones analiticas mas sencillas en el ca-
so perturbativo. En las condiciones mencionadas anteriormente, la corriente de calor

de la Ec. (2.167) que fluye hacia la punta de prueba se puede escribir como

IRup 1) =Tr 3 57 [ S 1ful) = o)) wn — 1Pl |G lh)

a=L,R k=—o0

(3.7)

El valor de esta corriente depende de la temperatura de la punta (7Tp) y de su
potencial quimico (up) a través de la funcién de Fermi fp que describe a dicho reser-
vorio. Una primera definicién de temperatura local podria ser la de fijar el potencial
quimico de la punta en un valor igual al de los reservorios (up = p), de modo que la
corriente de calor solo dependa de la temperatura de la punta, y definir la temperatura
local T;p del sitio [P al que se encuentra conectado la punta como la solucién de la

ecuacion

JE (1. Tip) = 0. (3.8)

En el caso genérico estas ecuaciones deben ser resueltas en forma numérica. Sin
embargo, bajo ciertas condiciones, es posible encontrar una soluciéon analitica. Dichas
condiciones corresponden a baja temperatura T de los reservorios respecto del nivel

de Fermi, forzado débil (weak-driving), es decir que la amplitud V4 de los potenciales
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externos es pequena y régimen adiabatico, que corresponde a la situacion en la cual
la frecuencia 2y de los potenciales externos es menor que el tiempo de permanencia

de los electrones en el sistema central [31, 32].
La primera aproximacién que se realiza es la de forzado débil. Como se mencion6 en

la Seccién 2.2.4, para valores pequenos de Vj la ecuacién de Dyson se resuelve a orden
mas bajo en esta amplitud siendo las componentes de Floquet-Fourier con £k = —1,0,1
las tnicas relevantes [16, 33-35]. Bajo esta condicidn, la corriente de calor de la Ec.

(3.7) se escribe como

9o 37 [ dooflhw) [F@) - fr(en)], (3.9

donde
o2 (k,w) = (w — peu(k, w), (3.10)
pilk,w) =Y |GR,(k,w)| Taw). (3.11)

Si la temperatura T de los reservorios es pequena comparada con la energia de
Fermi, es posible aplicar la expansién de Sommerfeld, queddndonos hasta orden 772,

Bajo estas condiciones, la corriente de calor puede escribirse como

L n 2 2

m m

ED { / - dwgip(kw) + G T FR(k, 1) - g(ﬂp)Qﬂg(k,u—on)},
k=—1 KR

(3.12)
donde y
B (k,w) = =0 (k,w). (3.13)

Como se mencioné con anterioridad, la temperatura local T;p corresponde a la
solucién de la ecuacién Jg (1, Trp) = 0. Directamente de la expresion de la corriente
de calor de la Ec. (3.12) se puede obtener T}p:

= 2 P (k) + 1732, Fp(k, 1)
> Bk, o= k)

(Tip)* = : (3.14)

donde

o

®,(k) = / dw ¢ (k,w). (3.15)

—kQo
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La condicién adiabética (baja frecuencia €2y de los potenciales externos) se intro-
duce mediante la expansién de todos los términos de la Ec. (3.14) en potencias de la
frecuencia )y. Es facil ver que el primer término del numerador es de segundo orden
en ():

i@(l{;)Nleik k 3.16
2. B =58 2, (ks 1), (3.16)

mientras que el segundo término del numerador de la Ec. (3.14) es

> Fplkp)= > [golpaf,u) - modjf(k,m] : (3.17)

k=—1 k=—1
Expandiendo el denominador de la Ec. (3.14) a segundo orden en )y obtenemos

S ko= k) = 3 [unln) — K22k )+ 2L A 1, 3]
-~ P ’ dw 27 dw? VPO

(3.18)

De este modo, quedandonos a segundo orden en €y en la Ec. (3.14) para la temperatura

local se obtiene

3 1
5o = SN0+ 7 (14 P00 - PR0%R ). (19)
donde 1
1 dn L
N) = s > (/f)"”Ln’w)], (3.20)
Zk:—l SO[(]{;, CU) k=—1 du)

y ¢i(k,w) estd dado en la Ec. (3.11). Este es uno de los principales resultados publi-
cados en la Ref. [61].

El primer término de la Ec. (3.19) es independiente de la temperatura 7' de los
reservorios y corresponde al valor de la temperatura local cuando los reservorios se
encuentran a temperatura cero. Es decir que, atin en presencia de un entorno a 7' = 0,
la temperatura local de cualquier sitio del sistema es finita. Cabe senalar que este
término es siempre positivo, para ello basta observar la definicién de )\l(o) (w). Por
lo tanto este término tiende a aumentar la temperatura local T;p con respecto a

la temperatura 1" de los reservorios. Los restantes términos dan contribuciones que
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dependen de la temperatura y tanto el tercero como el cuarto pueden llegar a dar

contribuciones negativas, que podrian hacer, en principio, que T;p sea menor que 7T

Dos casos de interés pueden ser analizados para encontrar expresiones un poco
mas simplificadas para la temperatura local T;p. Para una dada temperatura 7" de los
reservorios estos casos corresponden al limite de bajas frecuencias (y < T') y al limite
de altas frecuencias (€ > T'). En el primer caso, de la expresion de la temperatura
local dada en la Ec. (3.19) sobreviven el segundo y tercer término y dicha expresién

se reduce a
Tip = T[1+ Np (1)). (3.21)

En este momento resulta apropiado definir al diferencia de temperatura local AT;p

Ccomo
ATyp=Tp —T, (3.22)

donde T es la temperatura de los reservorios. Con esta definicién, para el caso de

bajas frecuencias AT}p resulta:
ATip = TAY (1) (3.23)

mientras que para el limite de altas frecuencias (2 > T'), es el primer término de la

Ec. (3.19) el que domina y la expresién de AT;p = T;p — T' se reduce a

3

ATip =\ AR ()% T, (3.24)

donde )\l(") (w) estédn dados en la Ec. (3.20).

3.2.1. Resultados

Para realizar los calculos numéricos se utilizé un Hamiltoniano de tight binding en

una cadena lineal:
Hy = —tZ(c;cl/ + h.c.), (3.25)

LU
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donde t es el elemento de matriz de salto entre posiciones vecinas [, [’ mientras que el

término dependiente del tiempo se tomé como
2
H(t) = 3 eV (e (3.26)
j=1

con V;(t) = Ep+ Vi cos(Qot +0;), siendo [j las posiciones en las que son aplicados los
dos potenciales alternos con igual frecuencia pero desfasados. Esto define un modelo
simple de un bombeador cuantico, en el cual dos potenciales alternos de compuerta

son aplicados en las paredes del punto cudntico [26-35].

Uno podria esperar que los campos alternos aplicados den lugar a disipacion de
energia desde el sistema hacia los reservorios y eso tenga como consecuencia que la
temperatura local en la muestra sea mayor a aquella de los reservorios. Sin embargo,
en el régimen de forzado débil, se ha mostrado que es posible que la energia sea
transportada en forma coherente a lo largo de la muestra de modo que uno de los
campos ac disipe potencia contra el otro, con una baja disipacién de calor hacia
los reservorios [16]. Para ser mas precisos, el mecanismo de intercambio de energia
entre los campos se comporta como o {)y, mientras que el ritmo al cual la energia
es disipada como calor es o< Q2. Por lo tanto, un comportamiento no trivial de la
temperatura local podria tener lugar en este régimen. Esto es lo que se muestra en
la Figura 3.2 donde los parametros fueron elegidos en el régimen de forzado débil y
baja temperatura. Notablemente, como funcién de la posicion a la cual el termémetro
se encuentra conectado, la temperatura local varia a lo largo de la muestra. La linea
punteada indica la condiciéon AT;p = 0 que corresponde a la situacion en la cual la
temperatura local es igual a la temperatura 7' de los reservorios. Se puede observar
que en algunos casos la temperatura local es mayor que 7" (AT;p > 0), que es el
comportamiento esperado a priori como consecuencia del calentamiento debido a la
disipacion de potencia de los potenciales externos. Sin embargo, otros sitios presentan
una temperatura local menor que 7', que se manifiesta a través de un AT;p < 0,
que corresponde a un enfriamiento local de la muestra. Entre los dos potenciales
alternos, la temperatura local muestra oscilaciones con periodo espacial ~ 2kp. Estas
oscilaciones se deben a procesos o< Vi sin(d) y tienen un origen similar al de las

oscilaciones de Friedel detectadas por puntas de voltaje [63, 64]. En ese sistema, las
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oscilaciones son consecuencia de procesos de interferencia en el transporte de carga
que tiene lugar entre los dos centros de aplicacién de los potenciales alternos, que
actian como impurezas dindmicas locales. Por lo tanto, el comportamiento oscilatorio
de T;p observado en este sistema es un indicio inequivoco de la coherencia de por
lo menos alguna componente en el transporte de energia a lo largo de la muestra.
Esta caracteristica es similar a la observada en estructuras pequenas en una situacion
estacionaria [20].

Por otra parte, para observar el comportamiento global del sistema resulta apro-
piado definir la temperatura media del sistema (T},) como Tp,, = (31._, Tip)/N. En
la Figura 3.3 se puede observar el comportamiento de la temperatura media 7}, como
funcién de la temperatura 1" de los reservorios para distintos valores de la amplitud
Vo de los potenciales alternos. Como es de esperarse, para una temperatura fija 7
la temperatura media T}, se incrementa a medida que aumenta Vj. Por el contrario,
T,, — T es una funcién decreciente de la temperatura T' de los reservorios. Esto refleja
el hecho de que, a altas temperaturas de los reservorios, el efecto de los potenciales
alternos se ve opacado y la muestra debe principalmente su calentamiento al contacto

con un entorno a alta temperatura. Este es otro de los resultados relevantes publicados
en la Ref. [61].

3.3. Definicion alternativa de temperatura local

En la Seccién 3.2 se definio la temperatura local de un sitio [P del sistema central
utilizando una punta de prueba (termémetro) con un potencial quimico pup igual
al de los reservorios (up = gy = pgr). En una situacién més general, en la que los
potenciales quimicos de los reservorios sean distintos, este tipo de definiciéon no podria
ser aplicada. Una definicién alternativa seria, por ejemplo tomar el potencial quimico
promedio entre los reservorios. Sin embargo, resulta mas interesante tener en cuenta
que el termémetro puede ser elegido no solo como un reservorio de energia sino también
de particulas. Por lo tanto uno podria preguntarse cémo se modificaria la situacion
si permitimos que la temperatura y el potencial quimico de la punta de prueba sean
ajustados simultaneamente para definir la temperatura y el potencial quimico local.
Entonces, en una situacién genérica, la punta de prueba intercambia carga y energia

con el sistema, pudiendo ser no nulas las corrientes de carga y de calor. Se podria
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Figura 3.2: Diferencia de temperatura local ATp relativa a la tem-
peratura 1" de los reservorios como funcién del sitio [P a lo largo del sis-
tema central. Los potenciales alternos actian en los sitios indicados con
la linea punteada con amplitud V = 0,05, frecuencia Qg = 0,01 y un
desfasaje de 0 = m/2. La temperatura de los reservorios es T' = 0,025

y su potencial quimico es de p = 0,2.
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Figura 3.3: Apartamiento de la temperatura media del sistema cen-
tral respecto de la temperatura T de los reservorios. Los pardmetros
son pu = 0,2, Qp =0,1,5 = x/4, Vo = 0,1 (cuadrados azules), V; = 0,05

(circulos rojos), Vo = 0,01 (diamantes negros). Extraida de [61]
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pensar que existe una combinacién de potencial quimico y de temperatura que permite
anular en forma simultanea ambas corrientes. En ese caso se podria pensar que el
sitio [P al que se encuentra conectada la punta de prueba tiene el mismo “potencial
quimico” y la misma “temperatura” que la punta. De este modo se motiva una nueva
definicién de temperatura local T} (donde se utiliza el simbolo * para distinguir de la
definicién anterior) y de potencial quimico local ufp, respectivamente definidos como
la temperatura y el potencial quimico de la punta de prueba que anulan (en promedio
temporal) en forma simultanea las corrientes de carga y de calor entre el sistema y la

punta, 1.e.

J2(Th, ) = 0

Jp(Tp,up) = 0,
donde la corriente de calor estd dada por la Ec. (2.167), mientras que la corriente de
carga estd dada por la Ec. (2.162). Esta es la definicién generalizada que dimos en la
Ref. [62].

Para estas corrientes de carga y de color se pueden hacer las mismas aproximacio-
nes que se hicieron en la Seccién 3.2, es decir quedarse con el orden mas bajo en teoria
de perturbaciones para el acoplamiento tp entre el sistema y la punta de prueba y
considerando que la funcién espectral I'p(w) es aproximadamente constante (aproxi-
macién wide band). En estas condiciones, la corriente de calor es la misma que en la

Ec. (3.7), mientras que la corriente de carga resulta

2

Tl L) =Tr 3 3 [ SEalw) = frlan o) [Gu b, (329

a=L,R k=—oc

donde se tomé e = 1.
Las ecuaciones simultdneas (3.27), en general deben ser resueltas numéricamente.

Sin embargo, se pueden encontrar soluciones explicitas en dos limites de interés que
son los mismos que se mencionaron en la Seccién 3.2: bajas frecuencias (2 < T') y
altas frecuencias (€p > T). Al igual que en la Seccién 3.2 se conservan los términos
hasta orden (Vp)? por tratarse del régimen de forzado débil. En estas condiciones, las

corrientes de calor y de energia se pueden escribir de la siguiente manera:

T o Y [ dw o) 1)~ folen), (3.20)

k=-1
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where X = (), e and
o (k,w) = (wp — pp)pr(k, w), (3.30)

¢ (k,w) = ik, w), (3.31)

donde ¢;(k,w) estd dado en la Ec. (3.11). Basta notar la similitud de la Ec. (3.29) con
la Ec. (3.9) para pensar que puede realizarse un procedimiento similar para encontrar
T} v pip- El detalle de este procedimiento se muestra en el Apéndice A. Aqui solo se
presentan los resultados para los dos limites de interés. En el limite de bajas frecuencias
(Qo < T) el sistema de ecuaciones tiene como solucién
Ay = (ks 4 o))
(3.32)

dw \ > eip(kw)

AE*P — T [i (Zkszp(k,w)) + O(T)z} Q.
w=p

Si consideramos que %Fa(wﬂw:u ~ 0, que se cumple en la aproximacién de wide
band (vélida en general para electrodos metélicos con una banda sin singularidades),

entonces 1;p se convierte en
Tip =T [14 AP ()] (3.33)

que coincide con el resultado obtenido a partir de la definicion anterior de temperatura

local, como se muestra en la Ec. (3.21).

En el limite de altas frecuencias (£2y > T'), la solucién del sistema de ecuaciones
es

% _ i koip(k,p)
A’ulp - Zkksolp(k,#) 0s

ATy = /MNP0 —T.

El valor de AT}, coincide con el que se obtiene mediante la definicién de temperatura

(3.34)

local dada en la Seccién 3.2, cuyo valor se muestra en la Ec. (3.24). El valor de
Apjp coincide con el obtenido mediante una punta de voltaje para un sistema con
reservorios a 7' = 0 [65]. Los resultados que se encuentran en las Ecs. (3.33) y (3.34)

son de los principales resultados publicados en la Ref. [62], y muestran que en dichos
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limites temperatura local correspondiente a la definicion generalizada de esta Seccién

coincide con la correspondiente a la definicién de la Seccién 3.2.

Ademas de los resultados analiticos presentados, se estudié en forma numérica la
temperatura local 7} en un amplio rango de pardmetros y a continuaciéon se muestran
dos figuras representativas de lo que se observd. En primer lugar, en la Figura 3.4 se
muestra el comportamiento de la diferencia de temperatura local AT}, a lo largo
del sistema central y su comparacién con la diferencia de temperatura local AT;p
definida en la Seccién 3.2. Como se puede apreciar, la temperatura local 7} muestra
las mismas oscilaciones con frecuencia espacial 2kr que se observan en el caso de
la temperatura local Tjp (ver Figura 3.2). Dichas oscilaciones, como se mencioné en
la Seccién 3.2.1, tienen el mismo origen que las oscilaciones en el potencial quimico
local detectadas mediante una punta de voltaje [63, 64] y se deben a la interferencia
generada por procesos de dispersion eldstica que tienen lugar entre los potenciales
alternos. El acuerdo entre las dos temperaturas locales 1} v 1jp es perfecto a lo largo

de toda la muestra.

Por otra parte, en la Figura 3.5 se muestra el comportamiento de diferencia de
temperatura local AT}, como funcién de la frecuencia €2y y su comparaciéon con la
diferencia de temperatura local AT;p definida en la Seccién 3.2 para una temperatura
T = 0,025 de los reservorios. Como se puede observar, el acuerdo entre las dos tem-
peraturas locales es perfecto a lo largo de todo el rango de frecuencias y no solo en
los limites de bajas (€29 < T') y altas frecuencias (29 > T'). En todo el espectro de
parametros estudiados se observéd que la diferencia entre ambas temperaturas locales

se encuentra dentro del error numérico en todo el rango de frecuencias.

3.4. La temperatura local y el flujo de calor

El objetivo de esta seccion es el de explorar qué relacion existe entre el flujo de
calor entre el sistema central y los reservorios L y R y la temperatura local. En
particular, nos gustaria explorar la posibilidad de determinar si el flujo de calor hacia
el reservorio «, a través del contacto correspondiente, estd dado por una relacién del
tipo ley de Fourier

J° = K,AT,, (3.35)
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Figura 3.4: Diferencias de temperatura local AT} (linea continua
azul) y AT;p (diamantes rojos) relativas a la temperatura T de los
reservorios como funcién del sitio [P a lo largo del sistema central de
N = 50 sitios. Los potenciales alternos acttiian en los sitios indicados
con las lineas punteadas con amplitud V; = 0,05, frecuencia Qg = 0,05
y un desfasaje de § = w/2. La temperatura de los reservorios es T' =

0,025 y su potencial quimico es de u = 0,2.
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Figura 3.5: Diferencias de temperatura local AT} (linea continua
azul) y AT;p (diamantes rojos) relativas a la temperatura T de los
reservorios para el sitio [P = [L (el sitio conectado al reservorio L)
como funcién de la frecuencia 2y. Los parametros son los mismos que
en la Figura 3.4.
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como sucede en sistemas en los cuales el flujo de calor es inducido por un gradiente
de temperatura explicito. Esta definicién original fue introducida en la Ref. [62]. En
nuestro caso, el gradiente de temperatura esta definido a través de AT, = T, — Ty,
donde Tj, es la temperatura local del sitio del sistema central que se halla conectado
al reservorio «, mientras que K, es una conductancia térmica efectiva de contacto
positiva. Entonces, evaluando la componente dc de las corrientes de calor entre el sis-
tema y cada uno de los reservorios, asi como las temperaturas locales de los contactos
correspondiente se pueden calcular las mencionadas conductancias efectivas. En esta
Seccién se mostraran unicamente resultados numéricos, que constituyen una parte
importante de los resultados publicados en la Ref. [62]. Se reserva para la Seccién 3.5
la derivacion de resultados analiticos en los dos limites de interés mencionados en las
Secciones 3.2 y 3.3, también publicados en la misma referencia.

Los resultados para el flujo de calor y los gradientes de temperatura local AT,
como funciones de la frecuencia )y se muestran en la Figura 3.6, para reservorios con
la misma temperatura 7"y el mismo potencial quimico p. Debido a que la corriente
de calor dc es o< ViZ para valores pequeiios de Vp, como es en este caso, encontramos
conveniente mostrar J?/VZ en la figura. La convencién tomada sobre el signo del
flujo de calor es que el mismo se define positivo (negativo) cuando el calor fluye hacia
(desde) el reservorio.

El comportamiento del flujo de calor en el reservorio L corresponde a una situacién
en la cual el calor fluye hacia el reservorio (corriente positiva). Al mismo tiempo, el
gradiente de temperatura AT, también es positivo. Esto quiere decir que la tempera-
tura local del sitio del sistema central en contacto con el reservorio es mayor que la
temperatura 7' del reservorio (situaciéon que se observa por ejemplo en la Figura 3.4).
Este comportamiento es el que se espera intuitivamente, asociado con la idea de que
el calor fluye de la regiéon més caliente (el sistema, pues AT, > 0) a una regién mas
fria (el reservorio).

No obstante, en un régimen de bombeo, se espera encontrar situaciones en las que el
calor puede ser extraido de un reservorio hacia el sistema central e inyectado en el otro
reservorio. Esta es en efecto la situacién para el contacto con el reservorio R en el cual,
para bajas frecuencias, la corriente de calor es negativa y por lo tanto el calor fluye del
reservorio al sistema. En la misma figura se muestra el gradiente de temperatura del

contacto correspondiente, que exhibe un comportamiento perfectamente compatible
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Figura 3.6: Componente dc de la corriente de calor dividida por Vi (linea
continua) y diferencia de temperatura local AT} (linea discontinua) entre el
sistema y el reservorio L (azul) o el reservorio R (rojo) como funcién de la
frecuencia €y. La diferencia de fase es 6 = 1,88 y la amplitud es Vp = 0,05.
La temperatura y el potencial quimico de los reservorios son respectivamente
T = 0,025 and p = 0,2. Extraida de Ref. [62].

con el flujo de calor, es decir que, mientras la corriente de calor es negativa, el gradiente
AT, también lo es, y por lo tanto la temperatura local del sitio en contacto con el
reservorio R (Tjr) es menor que la temperatura Tp de dicho reservorio. Es decir
que nuevamente el calor fluye de la regiéon mas caliente (reservorio) a la més fria (el

sistema).

Para frecuencias mayores, el calor fluye hacia los dos reservorios (ambas corrientes
de calor son positivas). En esta situacion, los correspondientes gradientes de tempe-
ratura también son positivos. Es decir que, nuevamente, el calor fluye de la regiéon
més caliente (cada uno de los contactos) hacia la mas fria (el reservorio respectivo).
Esta es la situacion mas comin, en la cual el sistema central es calentado debido a los

potenciales alternos aplicados y el calor generado es disipado hacia los reservorios.

A partir de estas observaciones podemos destacar que el comportamiento del gra-
diente de temperatura en los contactos permite establecer en forma inequivoca la

direccién del flujo de calor hacia los reservorios. En particular hay que notar que, en
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la Figura 3.6, Jg y ATg cambian de signo exactamente a la misma frecuencia.

La existencia de un régimen de bombeo requiere un delicado equilibrio entre la
frecuencia (), la temperatura 7" de los reservorios y la diferencia de fase 4. Sin em-
bargo, en todos los casos, se encontré que el comportamiento de AT, coincide con el

esperado por consideraciones del flujo de calor.
En el panel superior de la Figura 3.7 se muestra el flujo de calor como funcién de

la temperatura 7' de los reservorios. Como se puede apreciar, para un cierto rango
de temperaturas, hay un régimen de bombeo como el antes mencionado, en el cual
el calor es extraido del reservorio R (corriente de calor negativa) e inyectado en el
reservorio L (corriente de calor positiva). En ese rango de temperaturas, el gradiente
de temperatura en el reservorio R es negativo, mientras que en el reservorio L es
positivo. Nuevamente el comportamiento es perfectamente compatible con las consi-
deraciones del flujo de calor. Fuera de ese rango, el comportamiento es el esperado en
forma intuitiva, en el que el calor fluye hacia los reservorios y ambos gradientes de
temperatura son positivos. Nuevamente la corriente de calor y el gradiente de tempe-
ratura tienen siempre el mismo signo y, en el caso del reservorio R, cambian de signo
exactamente a las mismas temperaturas.

Para ilustrar el comportamiento del sistema en funcion del desfasaje §, en el panel
inferior de la Figura 3.7 se muestran los flujos de calor y los gradientes de temperatura
como funcion de este pardametro. Como se espera por las simetrias del dispositivo, un
cambio de fase 6 — 2w — 9 conlleva el cambio L — R. Las corrientes de calor pasan de
positivas a negativas a medida que cambia la fase ¢ y los correspondientes gradientes

de temperatura cambian de signo exactamente en los mismos lugares.

En todos los casos, el comportamiento del flujo de calor estd en completo acuerdo
con la Ec. (3.35) y cabe senalar que no se observa una fuerte dependencia de K, en
Qo ni en 9§, pero si en la temperatura y esto serd objeto de estudio en la siguiente

Seccion.

3.5. Conductancias eléctrica y térmica y la ley de

Wiedemann-Franz generalizada

Una propiedad interesante, ademas de la mencionada en el apartado anterior en

relacion a la direccion del flujo de calor, que apunta a la identificacion de la tempera-
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Figura 3.7: Panel superior: Componente dc de la corriente de calor dividida por
V¢ (linea continua) y diferencia de temperatura local AT} (linea discontinua)
entre el sistema y el reservorio L (azul) o el reservorio R (rojo) como funcién de la
temperatura T' de los reservorios. La diferencia de fase es 6 = m/2, la frecuencia
Qo = 0,01 y la amplitud es V5 = 0,05. El potencial quimico de los reservorios
es i = 0,2. Panel inferior: idem anterior pero como funcién del desfasaje 9.

Los parametros son los mismos que en el panel superior. La temperatura de los
reservorios es T = 0,025. Extraida de [62].
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tura local T;p como una temperatura bona fide, es la de estudiar la validez de la ley
de Wiedemann-Franz en este sistema.

En 1853 Gustav Wiedemann y Rudolph Franz mostraron, mediante experimentos
en distintos metales, que el cociente entre la conductividad térmica (k) y la conduc-
tividad eléctrica (o) a una dada temperatura era aproximadamente el mismo para
distintos metales. Unos anos mas tarde, en 1872, Ludvig Lorentz descubrié que dicho
cociente resultaba ser proporcional a la temperatura. A esta constante de propor-
cionalidad se la denomina constante de Lorentz. Para un sistema de electrones no

interactuantes (ver [66, 67]) la constante de Lorentz resulta ser

K w2 (kg 2
@ - (Z2) =244 x 10 WQK ™2, 3.36
oo 3 ( e ) ( )
en excelente acuerdo con los valores experimentales (ver por ejemplo [66]).

Ademas de la conductancia térmica K, (definida en la Ec. (3.35)) correspondiente
al contacto entre el sistema y el reservorio «, se puede definir de manera analoga una

conductancia eléctrica efectiva de contacto GG, de la siguiente manera:

_ _Ja
— A

G (3.37)

donde
Ao = o — Mias (3'38)

siendo p, el potencial quimico del reservorio a y . €l potencial quimico local (de-
finido mediante la Ec. (3.27)) del sitio del sistema central conectado al reservorio .
Como se considerd hasta ahora, T, =Ty p, = i para o« = L, R.

Para calcular K, se necesita la corriente de calor J% que fluye al reservorio a y la
diferencia de temperatura AT,. Para un termémetro no invasivo, la corriente de calor

J9 estd dada por

1923 [ G0 = Fe)en =l ), (3:39)

donde

Palk,w) = Y Talwi) |GE 5(k,w)|" Ts(w). (3.40)
B=L.R
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Si la temperatura de los reservorios es pequena comparada con la energia de Fermi
se puede aplicar la expansion de Sommerfeld, quedandonos con los términos hasta or-
den T?. Se supone que la frecuencia de bombeo es pequefia (aproximacién adiabatica)
y por ello se realiza una expansién de la Ec. (3.39) en potencias de €. Bajo estas

condiciones, la corriente de calor se puede escribir como

1

N 7 [ d@a 1d*p,
']a o Z {]{Zzgg@a(l{j”u) + T2? 2i(k7:u) T 5
k

2 dw?

I - (k, u)mo} mo} - (3.41)

El primer término es independiente de la temperatura y es el valor de la corriente de
calor a temperatura 7' = 0. Este término es proporcional a 22 y se relaciona con la
potencia disipada por los potenciales alternos que es no nula ain en presencia de un

entorno a temperatura 7' = 0.

Dos limites permiten encontrar expresiones analiticas sencillas y son los mismos
mencionados en las Secciones 3.2 y 3.3: el limite de bajas frecuencias (Qy < T') y el
de altas frecuencias (£2p > T'). En el limite de bajas frecuencias las expresiones para

JY v AT, son las siguientes:

«

Q _ p2T d%a
J T Zk:k (s 1), (3.42)
AT, = TAY (). (3.43)

a orden mas bajo en 0y y 7.

Mediante las definiciones de ¢, y )\l(l) dadas respectivamente en las Ecs. (3.40) y

(3.20) es fécil ver que la conductancia térmica en el limite de bajas frecuencias es

Ko = =@a()T, (3.44)

6
donde
Bali) = Galk, ). (3.45)

Por otra parte, en el limite de alta frecuencia (€y > T'), de las Ecs. (3.41) y (3.34),
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se extrae que

1
Q _ 2: 2012 %
']a - E k Qo@a(ka,u)a (346)
k
3
AT, = ﬁ/\l(g)(u)QO—T. (3.47)

Por lo tanto, la conductancia térmica K, es

_ 1 NReakpg T
- 12
W30

Bali)T. (3.48)

Es importante remarcar que la conductancia térmica es finita atin a temperatura
T = 0 de los reservorios. Esto se debe a que tanto la corriente de calor J@ como
AT, (ver Ec. (3.46)) son finitos en dicha situacién. Dicho en otras palabras, atin en
contacto con un entorno a 7' = 0 el sistema se encuentra a temperatura finita. Los
potenciales alternos disipan potencia hacia los reservorios, lo que se manifiesta a través
de corrientes de calor que fluyen hacia los mismos. Dichas corrientes son consistentes

con temperaturas locales finitas en los contactos con los reservorios.

Por otro lado, la conductancia eléctrica puede ser calculada de manera andloga.

La corriente de carga en presencia de una punta no invasiva puede ser escrita como
e dw 5
o= [ @) = fl@)@alk,w). (3.49)
k

donde @, (k,w) estda dado en la Ec. (3.40).

Realizando un procedimiento andlogo al que se puso en practica en el caso de
la corriente de calor, es decir aplicando la expansion de Sommerfeld, escribiendo los
términos en potencias de 2y y quedandose con el orden mas bajo, la corriente de carga

se puede escribir como

e 1 ~
Jo= 5o ij Kok, 1) (3.50)
a orden mas bajo en gy 7.

La expresion para Ay, se encuentra en las Ecs. (3.33) para el régimen de bajas
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frecuencias y (3.34) para el régimen de altas frecuencias,

Zk k@la(k>u)
Apy = ZF—"—F720Q.
H Zk Qpla(kvu) ‘

y es la misma a orden méas bajo en €2y y T para los dos regimenes mencionados.

(3.51)

Por lo tanto, la conductancia eléctrica G, es

Go = —@ali). (3.52)

Este resultado es valido para todo el rango de temperaturas debido a que la corriente

de carga a orden mas bajo en )y no depende de Ty tampoco lo hace Ap,.

Para analizar la validez de la ley de Wiedemann-Franz en este sistema es necesario
calcular el cociente entre K, y G,. En el limite de bajas frecuencias (2y < 7T') el
cociente entre la conductancia térmica (Ec. (3.44)) y la eléctrica (Ec. (3.52)) satisface
la ley de Wiedemann-Franz (Ec. (3.36))

K 2 2
= % <%B) T. (3.53)

donde las unidades fueron restituidas para dar mayor claridad al resultado.

En la Figura 3.8 se observa el cociente K, y G, en funciéon de la temperatura
T de los reservorios para un amplio rango de dicha temperatura. El cociente es bien
descripto por la ley de Wiedemann-Franz para T' > )y pero se evidencia un aparta-
miento para 1" ~ €)y. Para explicar este apartamiento es necesario calcular el cociente
entre la conductancia térmica (Ec. (3.48)) y la eléctrica (Ec. (3.52)) en el régimen de

altas frecuencias ({29 > T'). Dicho cociente a orden més bajo en Qg y T es

Ka T 5(0) 7'(‘2
—— = ——1\/ Ao Qo+ —T, 3.54
Ga 2\/3 (M) 0 6 ( )
donde )
A0 (W) = > K @a(k,w). (3.55)

2k Palk,w) 4

Usando en valor AT, para T'= 0 dado en la Ec. (3.24) se puede reescribir la Ec.
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Figura 3.8: Cociente K,, y G, (cruces rojas) para el contacto entre el sistema
y el reservorio derecho (R) como funcién de la temperatura. La linea discontinua
negra representa la ley de Wiedemann-Franz. Recuadro: La linea punteada negra
representa la prediccién (3.54) para el comportamiento a bajas temperaturas del
cociente K, y G, (linea roja). La diferencia de fase ¢ es w/2, la frecuencia de
bombeo es g = 0,005 y la amplitud es V5 = 0,05. El potencial quimico de los

reservorios es u = 0,2. Extraida de [62].

(3.54), con las unidades restituidas, como

Ko 7 (ks
G, 6

—)2 AT, |r=0 + T (3.56)

(&

De esta ecuacién se puede ver que, a medida que la temperatura 1" de los reservorios
se aproxima a cero, el cociente K, /G, se aproxima linealmente a un valor finito. La
pendiente de recta es la mitad que aquella de la ley de Wiedemann-Franz (3.36) y su
ordenada al origen es proporcional a AT,|7—¢ que es la temperatura local del sitio
conectado al reservorio a cuando la temperatura de los reservorios es cero. Dicho
término corresponde a la Ec. (3.47) con T' = 0 y claramente se trata de un término de
no-equilibrio dado que resulta ser proporcional a la frecuencia 2y de los potenciales

externos. La Ec. (3.56) permite explicar el comportamiento observado en la Figura 3.8
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a bajas temperaturas. Se trata entonces de una generalizacién de la ley de Wiedemann-
Franz. Para bajas frecuencias es vélida en la forma (3.54) mientras que para altas
frecuencias la ley adopta la forma (3.56). Este fue otro de los principales resultados
publicados en la Ref. [62].

3.6. Conclusiones

Se definié una temperatura local (1T;p) para cada sitio de un sistema llevado fuera
del equilibrio por el accionar de potenciales alternos. Esta definicion se realizé me-
diante la introduccién de un termdémetro (reservorio débilmente acoplado al sistema)
cuya temperatura Tp se determina por la condiciéon de que el promedio temporal de
la corriente de calor entre el sistema y el termémetro es cero. Se observé que el com-
portamiento general de la temperatura local T;p indica un calentamiento global de la
muestra, manifestado en la forma de una temperatura media (7},,) mayor que la de los
reservorios. Una caracteristica destacable es la presencia de oscilaciones con periodo
espacial 2kp en la temperatura local, similares a las oscilaciones de Friedel detectadas
con puntas de voltaje. Esto es una indicacién de interferencia cuéntica, es decir que
hay propagacion coherente de energia a lo largo del sistema. Otra caracteristica para
destacar es que, bajo determinadas circunstancias, la temperatura local de algunos
sitios del sistema central puede ser menor que la temperatura del entorno (reservorios)
lograndose, de este modo, un enfriamiento local de la muestra. Se encontré una expre-
sion analitica para Tjp en la condicion de forzado débil y en el régimen adiabatico. Se
encontraron expresiones mas sencillas en dos limites de interés: el de bajas frecuencias
(Q <« T) y el de altas frecuencias (2 > T).

Por otra parte se generalizé la definicién de termometro, teniendo en cuenta el
hecho de que la corriente de calor esta relacionada con la corriente de carga. Por lo
tanto se permitio que el termometro funcione también como punta de voltaje y de
este modo permita determinar, en forma simultanea, la temperatura local T}, y el
potencial quimico local pp, a partir de la condicién que los valores medios de las
corrientes de calor y de carga se anulen en forma simultanea. Se comparé esta nueva
temperatura local con la anterior y se mostré analiticamente que coinciden en dos

limites de interés y numéricamente para otras situaciones.
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Se mostro la relacion entre la temperatura local en los contactos y la direccién de
la corriente de calor entre el sistema y los reservorios, mostrando que, en todos los
casos, la corriente de calor fluye de la regién mas caliente a la mas fria, mostrando
que resulta adecuado definir la temperatura local de este modo.

Para reforzar mas ain esta idea, se estudi6 la validez de la ley de Wiedemann-
Franz en el sistema y para ello se procedié a calcular las conductancias efectivas de
contacto (tanto térmicas como eléctricas). Se mostré que su cociente satisface la ley
de Wiedemann-Franz para bajas frecuencias ({9 < T') mientras que se observa una
desviacién con respecto a dicha ley para altas frecuencias (€25 > T). Se encontraron

expresiones analiticas para explicar ambos comportamientos.



Capitulo 4

Relaciones de fluctuacion-

disipacién y temperatura efectiva

El teorema de fluctuacién-disipacién (TFD) establece una relacién general entre
la respuesta de un sistema a una perturbacién externa y la fluctuacion interna de
ese mismo sistema en ausencia de dicha perturbacién (en equilibrio térmico). Las
fluctuaciones estan caracterizadas por una funcién de correlacién de una cantidad
fisica relevante para el problema. Uno de los ejemplos més célebres es la conocida
férmula de Kubo [68] que relaciona la conductancia eléctrica (funcién respuesta del
sistema) con el ruido (correlacién corriente-corriente) en equilibrio. Es una de las
piedras angulares de la teoria de transporte lineal formulada por R. Kubo en 1957
[68]. La importancia de dicho teorema es que puede ser utilizado de dos maneras: por
un lado permite predecir las caracteristicas de las fluctuaciones de un sistema a partir
de una conductancia conocida y por otro puede ser utilizado como férmula para derivar
la conductancia a partir del andlisis de las fluctuaciones de equilibrio del sistema. Fue
introducido por A. Einstein en 1905 [69], luego estudiado por J. B. Johnson [70] y
H. Nyquist [71] en 1928 y finalmente formulado desde la mecénica estadistica por
R. Kubo en 1957 [68]. Para un resena sobre teorema de fluctuacién-disipacion puede

consultarse la Ref. [72].

75
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4.1. Motivacion

A lo largo de los anos, se han llevado a cabo numerosos esfuerzos con el fin de
extender los conceptos de la termodinamica a la evolucién, fuera del equilibrio, de
distintos sistemas. Un concepto muy tutil en la caracterizacion de estados fuera del
equilibrio ha sido la definiciéon de “temperaturas efectivas”, es decir un parametro con
las mismas propiedades de la temperatura de un sistema en equilibrio que puede ser
utilizado para describir la evoluciéon de un sistema fuera del equilibrio. En sistemas
vidriosos (por ejemplo los vidrios de espin), la definicién de temperatura efectiva fue
introducida por medio de la generalizacion de las relaciones de fluctuacion-disipaciéon
de equilibrio [1, 2]. El sentido fisico de esta temperatura estd basado, entre otras
cosas, en que coincidiria con la temperatura indicada por un “termdémetro” conectado
al sistema [3, 4]. El concepto de temperatura efectiva puede ser extendido a sistemas
cuanticos fuera del equilibrio tal como fue discutido inicialmente en el contexto de
sistemas vidriosos en [12, 13]. Posteriormente, la existencia de temperaturas efectivas

fue explorada en el contexto de sistemas electrénicos [14].

En los ultimos anos, el estudio del transporte de calor en dispositivos electréonicos
ha capturado una creciente atencién [16, 18, 20, 73, 74] no solo debido a su impor-
tancia desde el punto de vista de posibles aplicaciones tecnolégicas sino también por
su relevancia como marco para poner a prueba conceptos fundamentales de la ter-
modinamica y la mecanica estadistica en sistemas fuera del equilibrio. En particular,
consideramos que este tipo de sistemas ofrece un contexto ideal para explorar un te-
ma fundamental como puede ser la definicién de temperatura efectiva para un sistema

cuantico fuera del equilibrio.

4.2. Temperatura efectiva a partir de funciones de

Green de una particula

Para sistemas en equilibrio, el teorema de fluctuacién-disipacién (TFD) establece
una relacién entre la funcién de Green de Keldysh (correlacién) y la funcién de Green
retardada. En efecto, para un sistema como el estudiado en este trabajo, pero sin

los potenciales dependientes del tiempo, se puede mostrar que la relacion entre las
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fluctuaciones locales del sistema (iG[j(w)) y el término de disipacién del reservorio
(Ta(w)) es [12-14]
i (w) = ranh | 22 g, (4.1)

donde se define
o) (w) = —2Im[G)} (w)]. (4.2)

El lado derecho de la Ec. (4.2) se puede obtener facilmente si se considera que, para
el caso de no tener campos dependientes del tiempo, solo sobreviven los términos de
k =0 en la Ec. (2.150),

AW = Y 1@ Ta(w), (4.3)

a=L,R

donde el superindice © indica que se estd considerando el sistema en equilibrio, es
decir que H'(t) = 0 y que todos los reservorios se encuentran a la misma temperatura
T =1/ y potencial quimico pu.

En presencia de potenciales dependientes del tiempo, usando la definicién de fun-
cion de Green de Keldysh (2.30) y el resultado de la Ec. (2.152), se puede mostrar

que

K _ h 5(00—/&—,“) - 4.4
iGh,(0,w) k;wtan [72 ok, w_y), (4.4)
donde se defini6
2
ok, w) = Y |Gk w)| Ta(w), (4.5)
a=L,R

y se usé que I'>(w) + I'S (w) = i(2f(w) — DI, (w) = —itanh[B(w — u) /2|0, (w).
Como mostraremos mas adelante, en el régimen de forzado débil (cuando Vj es
pequeno), y en la aproximacién adiabdtica, es decir cuando la frecuencia de los po-
tenciales alternos (£2y) es menor que el tiempo de permanencia de los electrones en
el sistema central [31, 32], es posible definir una temperatura efectiva Tff F =1 /57 i1
a través de la siguiente relacién de fluctuacién-disipacion (RFD) generalizada para la

situacion fuera del equilibrio,

iG15(0,w) — iGF5(0, p) = tanh [M] zi(w), (4.6)
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donde en esta oportunidad se defini6

Bilw) = —2Im[GfL(0,w)] =Y ok, w_y). (4.7)

en analogia a la definicién de la Ec. (4.5) para el caso sin dependencia temporal.

En general, la Ec. (4.6) define una temperatura efectiva que podria depender
de w por lo tanto, en la definicién, se toma el limite w — u. Este procedimiento
estd sustentado en el hecho de que para el régimen de forzado débil, las energias
electrénicas w relevantes son aquellas tales que |w — u| < max(T), ). Por otra parte,
un término extra es anadido en el lado izquierdo de la Ec. (4.6) respecto de la Ec.
(4.1) debido a que el lado derecho es siempre cero para w = p pero G{fl(O, {) no
necesariamente lo es en una situacion arbitraria fuera del equilibrio. Cabe notar que

este término extra siempre es cero en equilibrio.

La temperatura efectiva definida en la Ec. (4.6) debe ser obtenida, en general, en

forma numérica a través de la derivada del cociente (iG/3(0,w) —iG/5(0, 1)) /@i(w) en

W = (L.

4.3. Temperatura efectiva y temperatura local

Si bien se menciono que, en general, la temperatura efectiva se obtiene a partir de la
Ec. (4.6) en forma numérica, bajo ciertas condiciones se puede encontrar una solucién
analitica. Dichas condiciones son las mismas que las presentadas en las Secciones 3.2
y 3.3, es decir en el régimen de forzado débil y dentro de la aproximacion adiabatica.
Adicionalmente, el resultado analitico presentado en esta Seccién es vélido para el
régimen de bajas frecuencias (g < T'). Desarrollando a primer orden alrededor de

w = j se obtiene

K dG(0,w) K ik _
GIO) +1 — | Tl — iGH0) = i), (48)

W=

Primero se cancelan los términos iG[}(0, 11) de la izquierda y luego los factores (w — 1)

a cada lado de la igualdad. Una vez hecho esto el limite w — p resulta trivial. Por lo
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tanto la temperatura efectiva se puede despejar de la Ec. (4.8) dando como resultado

1 (1)
eff _ L wr
I,77 = 5 | Taeroa |- (4.9)
i L
dw w=p

La condicién de forzado débil es introducida, al igual que en Secciones anterio-
res conservando solo aquellas componentes de Floquet-Fourier con £ = —1,0, 1. Esto
significa conservar solo tres términos en las sumatorias de las Ecs. (4.4) y (4.7). Cal-

culemos el denominador dentro de esta aproximacién derivando la Ec. (4.4):

AGE(0,w) S (8 Blw—r — p) | da(k, w_)
= kg; {§gpl(k‘,w_k) + tanh [ 5 } T } : (4.10)

En el limite de baja frecuencia (y < T') equivale a la condicién €y < 1, por lo

}, (4.11)

tanto, al evaluar la expresién (4.10) en w = u se obtiene

dGE(0,w) g - deor(k, w_)
PN Sy r — Q, =277
i— 5 @il kglk‘ 0

donde se usé que tanh(z) ~ z para r < 1.

Reemplazando la Ec. (4.11) en la Ec. (4.9) se obtiene

1
eff — - | =
T _T(l—AQO) T(1+ AQp), (4.12)

para )y pequeno, donde
1

1 d(pl(k‘, w_k)
A= fp Ak
@up) ,; dw

(4.13)

Para desarrollar la Ec. (4.12) a primer orden en ) es necesario quedarse solo con
el orden 0 de (4.13). Esto corresponde a

1 ~ , dailk,w)

ek & dw

A (4.14)
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Figura 4.1: Temperatura local (linea roja) y temperatura efectiva (diamantes
negros) a lo largo de un sistema unidimensional de N = 50 sitios con dos campos
ac con una diferencia de fase 6 = w/2 en las posiciones indicadas con las lineas
punteadas. El potencial quimico de los reservorios es u = 0,2 y su temperatura,
T = 0,001. La frecuencia de los potenciales ac es 9 = 107% y su amplitud,
Vo = 0,05. Extraida de [61].

A partir de la definicién dada en la Ec. (3.20) se puede ver que A = )\l(l)(,u) con lo
cual se llega al resultado
T =T |14+ A0 ()| . (4.15)

Este resultado coincide con lo obtenido para la temperatura local Tjp en la Ec. (3.21)
y para la temperatura local T}% en la Ec. (3.33). Este representa uno de los resultados

centrales publicados en la Ref. [61].

En la Figura 4.1 se muestra la comparacion entre la temperatura efectiva Tlef I dela
Ec. (4.6) y la temperatura local 7}p para un modelo unidimensional de N = 50 sitios.
Como se puede apreciar, la temperatura local y la temperatura efectiva coinciden a

lo largo de toda la muestra.
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4.4. Conclusiones

Se definié una temperatura efectiva T/ a partir de una relacién de fluctuacién-
disipaciéon (RFD) local para funciones de Green de una particula. Se mostrd que, para
la condicién de forzado débil, en el régimen adiabdtico y en la situaciéon de interés de
baja frecuencia (Qy < T), T/ coincide con la temperatura local, es decir aquella
que es definida mediante un termémetro (ver Capitulo 3). Una equivalencia como
esta habfa sido establecida solamente para sistemas de espines clasicos [3, 4]. El hecho
de que una equivalencia tal sea valida para un sistema cuantico fermiénico es un
tema conceptual importante y merece investigacién futura en otros sistemas. Cabe
destacar que la RFD definida en este Capitulo estd basada en la funcién de Green de
una particula que no es un observable fisico, por lo tanto el resultado es importante
desde el punto de vista conceptual pero no resulta aplicable desde el punto de vista
experimental. La definicion de una RFD fuera del equilibrio para observables fisicos

serd objeto de estudio del proximo Capitulo.






Capitulo 5

Funciones de correlaciéon y

temperatura efectiva

5.1. Motivacion

El objetivo de esta parte del trabajo era el de analizar el rol de las tempera-
turas efectivas en el contexto de una relacién de fluctuacién-disipaciéon (RFD) para
funciones de correlacién corriente-corriente. La motivacién obedece a dos razones prin-
cipales. Por un lado, estamos interesados en corroborar la robustez de la definicion
de una temperatura efectiva a partir de una RFD, a nivel de una funcién de correla-
cion diferente a aquella considerada en el Capitulo 4. Por otra parte, las funciones de
correlacion corriente-corriente son cantidades particularmente interesantes en si mis-
mas pues estan relacionadas al ruido, que puede ser medido experimentalmente y
contienen informacién valiosa sobre la naturaleza de las particulas elementales que
toman parte en el proceso de transporte. El ruido de frecuencia cero es a menudo
utilizado para caracterizar las correlaciones entre particulas en sistemas mesoscopicos
[75]. Ademads, en bombeadores cudnticos, el ruido esté relacionado a la posibilidad de
tener bombeo cuantizado [76] y contiene informaciéon que no puede ser extraida del
valor medio temporal de la corriente [32]. Las correlaciones de corriente en conducto-
res mesoscopicos coherentes fueron descriptas por primera vez por M. Biittiker en la
Ref. [77] y desde entonces, una gran cantidad de trabajos sobre el ruido en sistemas

mesoscépicos, analizados dentro del formalismo de matriz de dispersion (scattering

83
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matriz) ha sido desarrollado [32, 78-81]. Para sistemas no interactuantes el forma-
lismo de Keldysh, utilizado en este trabajo, y el formalismo de matriz de dispersién
coinciden a nivel de la descripcién de corrientes para situaciones estacionarias [82] y
para potenciales dependientes arménicamente del tiempo [33-35]. Parte del objetivo
de este trabajo es mostrar que este también es el caso para las correlaciones de las
fluctuaciones de corriente. Sin embargo, el principal objetivo es el de mostrar que
la temperatura efectiva obtenida a partir de una relaciéon de fluctuacion-disipacién
para las funciones de correlaciéon corriente-corriente coincide con la temperatura lo-
cal definida en el Capitulo 3 y que, por lo tanto, verifica las mismas propiedades

termodinamicas que esta ultima.

5.2. Funciones de Green de operadores corriente

El operador corriente en el reservorio o fue determinado en la Seccion 2.2.2 para
un problema general de transporte (ver Ec. (2.84)). Para el caso particular en que el
reservorio se acople a un unico sitio [« del sistema central y que el elemento de matriz
de salto no dependa de los grados de libertad ka del reservorio, el operador corriente

que ingresa al reservorio « a tiempo t es
Ja®) = ita > (a®iralt) = & Oera(t)) (5.1)

que obedece reglas de conmutacion bosoénicas.
Para trabajar con funciones de correlacion corriente-corriente en la Ref. [83] defi-

nimos el propagador conexo ordenado sobre el contorno para las corrientes:

A A

iCap(t t') = {Te[Ja() T5(1)]) — (Ja(t)) (J5(t))). (5.2)

Con esta definicion, las componentes menor, mayor and retardada de la funcion

de Green C,3 son
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donde [, ] denota el conmutador de las corrientes. Nétese que no hay diferencia de
signo entre la componente menory la mayor como se observa en las Ecs. (2.25) y (2.26)
para las funciones de Green de operadores fermidnicos. Esto se debe precisamente a
la estadistica bosénica de los operadores de corriente.

Debido a que son funciones de dos tiempos (¢ y t') y el problema tiene dependencia
periédica en el tiempo, estas funciones de Green tienen componentes de Floquet-
Fourier de acuerdo a la Ec. (2.147). En particular resultardn ttiles las componentes
de Floquet-Fourier de las funciones de Green de Keldysh y retardada que, a partir de
sus respectivas definiciones en las Ecs. (2.30) y (2.28) y de la definicién de componente

de Floquet-Fourier de la Ec. (2.147) es facil ver que resultan:

C’fﬁ(k;,w) = C’;B(k:,w)—i- jﬁ(k:,w), (5.4)
* duw! CZ4(k,w') — O (k, W'
Caslk,w) = i / b)) (5.5)

2 w—w' 410t

5.3. Funciones de correlacion corriente-corriente y

ruido

Si consideramos dos reservorios (« y 3) y dos tiempos (un tiempo absoluto ¢ y uno
relativo 7) se puede definir la funcién de correlacién (simetrizada) de las corrientes

Pag(t,t —7) = %(Aja(t)Ajg(t C )+ Adslt — DAL, (5.6)

donde AJ,(t) = Ju(t) — (Ja(t)).
Con la definicion de las funciones de correlacién corriente-corriente ordenadas sobre
el contorno de Keldysh dadas en la Ec. (5.2), la funcién de correlacién de las corrientes

se puede expresar como

Pasltt =7) = 5 (Ot t = 7) + Ot = 7)) = 5Ot —7). (5.7)

N =

Cabe destacar que si uno no esta interesado en la correlaciéon corriente-corriente si-

metrizada (Ec. (5.6)) sino en la correlacién sin simetrizar del tipo

A A

(it —7) = (AJa(t)AJs(t — 7)), (5.8)
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la correlacion se convierte en
(it —71) =1 jﬁ(t,t—T) :iC’Ea(t—T, t). (5.9)

Los resultados que se muestran son para la correlacion simetrizada, pero es trivial
obtener los resultados para la no simetrizada a partir de los expuestos.
Dado que experimentalmente el espectro del ruido es promediado en el tiempo

absoluto ¢, la cantidad relevante es el espectro del ruido

Pop(w) = Q/dT(Paﬁ(t,t — 7)), (5.10)

donde (.. .); indica el promedio temporal en ¢. A partir de la definicién de las compo-

nentes de Floquet-Fourier dadas en la Ec. (2.147) es facil mostrar que
Pas(w) = iCL5(0,w). (5.11)

Por lo tanto, la tinica componente relevante desde el punto de vista experimental es

aquella con k£ = 0.

5.4. Temperatura efectiva a partir de funciones de

correlacion

La idea es analizar el rol de temperaturas efectivas (T°//*) en el contexto una
relacién de fluctuacion-disipacion para funciones de funciones de correlacion de dos
particulas. Nos restringimos a funciones de correlacion corriente-corriente porque son
mas facilmente accesibles desde el punto de vista experimental. En particular, estamos
interesados en una relacién local, es decir que ambas corrientes son evaluadas en el
mismo reservorio.

Como se mostro en la Ec. (5.11) de la Seccién 5.3, la inica componente de Floquet-
Fourier relevante desde el punto de vista experimental es la componente con k = 0, es
decir la componente dc. Esto coincide con lo realizado para la relacion de fluctuacion-
disipacion de una particula analizada en la seccién 4.2 en la cual solo se considerd la

componente con k = 0 de la funciéon de Green de una particula. En este caso se
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supone la validez de una relacion de fluctuacion-disipaciéon similar a la de equilibrio

con B¢/* = 1/T*//* jugando el rol de la inversa de la temperatura,

oo g0 K / effx,
ol (0,w) = Z/ dw Mtanh [Lw] ) (5.12)

2T w — W+ 0T 2

Una expresién equivalente para la relacién de fluctuacion-disipacion de la Ec. (5.12)

se obtiene considerando solamente la parte imaginaria, que lleva a

eff*w
iCE (0,w) = coth lO‘T 7r(w), (5.13)
donde @, (w) = —2Im [CZ (0,w)]. (Notar que la parte real simplemente se deriva por

medio de las relaciones de Kramers-Kronig.) Al igual que en el caso de la relacién
de fluctuacién-disipacién de una particula de la Ec. (4.6), la Ec. (5.13) define una

temperatura efectiva que podria depender de w, por lo tanto, de toma el limite w — 0.

Es importante remarcar la similitud entre esta expresion y la que se muestra en la
Ec. (4.6) para funciones de Green de una particula (operadores fermiénicos). En este
caso, la tangente hiperbdlica es reemplazada por una cotangente hiperbédlica debido a

la estadistica bosénica de los operadores de corriente.

5.5. Calculo de las funciones de correlacion

El propagador ordenado sobre el contorno de Keldysh dado en la Ec. (5.2) se puede

escribir de manera explicita, en término de los operadores electronicos como

iCop(t,t') = —tatg Z (Dka,la,kﬁ,lﬁ(tat/) — Diaiaisis(t,t)
kakf3
—Dia kakpis(t 1) + Diakapra(t, 75/)) ; (5.14)

donde

Dyjaa(t,t') = (Telel(t)e; (e, (t)a()]) — (& (0)e; () (et )at). (5.15)
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Debido a que estamos considerando electrones no interactuantes la Ec. (5.15) puede
ser evaluada de manera exacta en términos de los propagadores de una particula (2.22)

mediante la aplicacién del teorema de Wick. Esto nos lleva a
D;jra(t,t') = Gri(t', t)Gj(t,t). (5.16)

Reemplazando con la Ec. (5.16) en la Ec. (5.14) da como resultado

iCop(t,t)) = —talg Z {Glﬁ,ka(t/at)Gla,kﬁ(tat/) — Grpralt', 1) Glap(t, t')
Kok
_Glﬁ,la (t,, t)G]m’kg(t, t/) + Gkﬁ,la(t/, t)G]m’w(t, t,)}. (517)

En el Apéndice B se encuentra el calculo detallado que lleva desde esta expresion
a las componentes de Floquet-Fourier C’fﬁ(k = 0,w). Aqui solo se reproducen los
resultados particulares para dos casos de interés particular. El primer caso es el limite
de frecuencia cero de C’Offﬁ(O, w) que, como se mencioné en la Seccién 5.1, es utilizado
para caracterizar las correlaciones entre particulas en sistemas mesoscépicos [75] y de

alli su relevancia como caso particular,
i
Paﬁ = 500{%(]{? =0,w= 0) = aﬁPa + Pa;,gg, (518)

donde

2T

* dw' ’ - / 1o !
P, = / — I (W) Z ZPV(Wk)fav(w>Wk)|Gl}?1,l'y(_k’wk)|2’

k=—o00 7

1

oodw/ / - / /
Pais = =3 [ SoTal@) 3 Tl {fonlw o Re |Gl (b )Gl s~}

k=—00

=2 3 DT (W) far () T [ G o (R, )G (<K )
k=—o00 7«
XGll 1, (k= K, w) |+ Gialk ) Gla k) | + [a = 8], (5.19)

siendo que [ <> f3] significa repetir lo mismo intercambiando « con 5y

fap(w, W) = fa(w) (1 = fo(w)) + fo(w)(1 = fa(w)). (5.20)
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Es importante destacar que este se trata de un resultado general para un sistema
cuantico multiterminal con campos alternos aplicados y que la suma sobre v se ex-
tiende sobre todos los reservorios a los que se encuentra conectado el sistema central.

Este es uno de los resultados centrales publicados en la Ref. [83].

A esta altura es interesante comparar con resultados previos obtenidos con el
formalismo de matriz de dispersién (ver Ref. [81]). Para hacer eso, es necesario asumir
que todos los reservorios se encuentran a la misma temperatura y potencial quimico

y separar el ruido de frecuencia cero en dos contribuciones

_ h sh
P.g=P% + P, (5.21)
donde el primer término,
P = [T - ) Y T {6a 3 (168 )
03 = or w w w Wi af la,ly W
- k=—o00 o
HOR (k) ) = (G s = G )P (5.22)

corresponde al ruido térmico o de Nyquist-Johnson, mientras que el segundo,
o

P = [ ) 3 T {0 (1) — £6h) Gl )

0 k=—0c0

— 1@ (1GE 1ok, ) 2 + G o (R, ) 2) + 2F () F )
XRe| Gl (k)G 1y (k)| = 2Re | ()G 1ol )

~HACE =k Gl )] ~ 165k} (529)

es el ruido de disparo (shot noise), asociado a la cuantizacién de la carga. Usando la

relacion entre la matriz de dispersién de Floquet y las funciones de Green [33-35]

SF.ap(Wm,wn) = 0ag0nm — i\/F(wm)F(wn)Gl};w(m —n,wy), (5.24)

es facil mostrar que el resultado dado en la Ec. (5.22) coincide con lo obtenido usando

el formalismo de matriz de dispersién en la Ref. [81]. Este resultado, publicado en
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la Ref. [83], permite mostrar que el formalismo de Keldysh coincide con el de matriz
de dispersién no solo a nivel de corrientes [33-35, 82| sino también a nivel de las

correlaciones de fluctuaciones de corriente.

El segundo caso de interés es aquel en el cual « = 3 = P, es decir que nos
concentramos en las fluctuaciones de corriente de la punta de prueba. Usando el
hecho de que la punta es no invasiva, nos quedamos con los términos a orden mas

bajo en el acoplamiento tp entre el sistema y el termdémetro,

0. = Tr [T 523 AR frlel+ o) - folef - )]

k=—oco0y=L,R

+[fr(wi +w) + frlw, —w)] (1 - fw(w'))}\Gﬁo,m(k, I (5.25)

Por otra parte, para calcular la temperatura efectiva (ver Ec. (5.13)) necesitamos

*

Pp(w), que es

Pre) = Tr [ 55 3 3 ) nlek — ) — foluh + )] Gl ()P
) (5.26)

El detalle de como llegar a estas expresiones se encuentra en el Apéndice B.

5.6. Comparacion de la temperatura efectiva con

la local

Las funciones de correlaciéon dadas en las Ecs. (5.25) y (5.26) dependen de la
temperatura Tp y el potencial quimico pp de la punta a través de la funcién de Fermi
fp. Por lo tanto, la temperatura efectiva 7¢//* calculada a partir de estas funciones de
correlacién (mediante la Ec. (5.13)) también depende de Tp y p1p. Hay muchas posibles
elecciones razonables para estas cantidades. Por el momento solo nos concentraremos
en una de las posibles elecciones y dejaremos el analisis de otras posibilidades para la
parte final de esta Seccion. Por tanto, ahora elegimos pp igual al potencial quimico p
de los reservorios y Tp igual a la temperatura local T}p, es decir aquella que permite

anular el flujo de calor entre el sistema y la punta.
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En la Figura 5.1 se muestra un grafico tipico para iC5,(0,w), Ph(w) v su cociente
como funcion de w. De acuerdo a la definiciéon de temperatura efectiva dada en la Ec.
(5.13), la derivada de este cociente en w = 0 corresponde a (3°//*/2. Esta derivada es
calculada numéricamente. En la misma figura se muestra el grafico de tanh [ﬁef ny 2]
y se puede observar que el cociente ph(w)/iCEp(0,w) resulta bien ajustado por una
relacion tipo RFD para un intervalo de frecuencias razonablemente amplio.

En la Figura 5.2 se muestra la comparacién entre la diferencia de temperatura
local ATjp y la diferencia de temperatura efectiva AT¢//* ambas relativas a la tem-
peratura T' de los reservorios, para cada punto de una cadena lineal de N = 30 sitios.
Como se puede apreciar, la temperatura efectiva tiene el mismo comportamiento osci-
latorio con frecuencia espacial 2kr exhibido por la temperatura local y existe un buen
acuerdo entre las dos temperaturas a lo largo de toda la estructura, sobre todo en las
regiéon izquierda, que se encuentra entre el reservorio L y el primer potencial externo
(left region en la Figura 3.1) y la regién derecha, ubicada entre el segundo potencial
alterno y el reservorio R (right region en la misma figura). Estas regiones son las que
determinan el flujo de calor entre el sistema y cada uno de los reservorios (ver Seccién
3.4 o Refs. [62, 84]).

En la Figura 5.3 se muestran los comportamientos de la temperatura efectiva 7°¢//*
y de la temperatura local T;p, calculadas para el sitio conectado al reservorio L como
funcion de la frecuencia () para dos temperaturas T de los reservorios diferentes.
Este andlisis puede ser realizado en cualquier sitio del sistema central, pero se elije
este sitio en particular porque su temperatura local determina la corriente de calor
que fluye hacia el reservorio L, como se mostré en la Seccién 3.4. Los resultados
para cualquier otro sitio del sistema central son similares. En el panel superior de la
Figura 5.3 la temperatura es T" = 0,016 mientras que en el panel inferior corresponde a
T = 0,005. Como se puede apreciar, las dos formas de definir la temperatura coinciden
a bajas frecuencias. Esto refuerza la idea de que, para una dada temperatura T de los
reservorios, T¢//* es una temperatura bona fide dentro del régimen de frecuencia €
baja. De la Figura 5.3 se desprende que mientras mas alta es la temperatura 7" de los
reservorios, mas amplia es la regién de frecuencias )y en la cual las dos definiciones
de temperatura coinciden. Este fue otro de los resultados importantes publicados en

la Ref. [83].

Como se mencioné anteriormente en esta Seccién, la temperatura efectiva 7°¢//*
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Figura 5.1: Funciones de correlacién corriente-corriente @ (w) (linea
punteada roja), iC5,(0,w) (Iinea discontinua azul), su cociente (dia-
mantes verdes), y tanh[3%/f*w/2] (linea negra sélida) como funcién
de w. Los reservorios tienen potencial quimico p = 0,2 y temperatu-
ra T = 0,025. La frecuencia del potencial alterno es 4 = 0,01, la
amplitud es Vo = 0,05 y Ep = 0,2. Extraida de [62].
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Figura 5.2: Diferencias de temperatura efectiva ATf* (circulos
rojos) y local AT;p relativas a la temperatura T de los reservorios
como funcion del sitio [ P a lo largo del sistema central de N = 30 sitios.
Los potenciales alternos actian en los sitios indicados con las lineas
punteadas con amplitud Vy = 0,05, frecuencia €y = 0,001, desfasaje
0 =7/2y Ep =0,2. La temperatura de los reservorios es 7' = 0,02 y
su potencial quimico u = 0,2. Extraida de [62].
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Figura 5.3: Diferencia de temperatura local AT}p (linea discontinua
negra) y diferencia de temperatura efectiva ATfPf'f * (continua roja)
para el sitio [P = [L (el sitio conectado al reservorio L) como funcién
de la frecuencia 2y. Los reservorios tienen potencial quimico p = 0,2.
El panel superior corresponde a 7' = 0,016, mientras que el inferior, a
T = 0,005. Extraida de [62].

0.04

AT/T

0.02

0

0 0.02 0.04 0.06

Figura 5.4: Diferencia de temperatura local AT}p (linea discontinua
negra) y diferencia de temperatura efectiva ATlePff * para el Caso I
(linea roja continua), Caso II (punteada azul) y Caso III (punteada y
discontinua naranja), relativas a la temperatura T de los reservorios
para el sitio [P = [L como funciéon de la frecuencia €2y. Los reservorios
tienen potencial quimico p = 0,2 y temperatura T' = 0,01. Extraida de
[62].
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depende de los valores de Tp y pup (respectivamente la temperatura y el potencial
quimico de la punta de prueba). La eleccién analizada al comienzo de esta Seccién
fue aquella en que up es igual al potencial quimico p de los reservorios y Tp igual a
la temperatura local T;p (aquella que anula la corriente de calor para dicho potencial
quimico). Llamaremos a esta eleccién Caso I. Otra eleccién posible (que denomina-
remos Caso II) podria ser elegir up = pu, al igual que en el caso anterior, pero Tp
tal que T°//* = Tp. Una tercera posibilidad (Caso III) podria ser elegir Tp tal que
Te//* = Tp pero al mismo tiempo que pp = pyp (el potencial quimico local) para que
la corriente de carga entre el sistema y la punta se anule a dicha temperatura. En este
trabajo solo estudiaremos estas tres posibilidades.

En la Figura 5.4 mostramos las tres temperaturas efectivas correspondientes a las
definiciones anteriores (Casos I-III) referidos a la temperatura 7" de los reservorios,
es decir que graficamos ATﬁff * para cada uno de los mencionados casos junto con
la diferencia de temperatura local AT;p, todas relativas a la temperatura T de los
reservorios, como funcién de la frecuencia €}y de los potenciales alternos para una
dada temperatura T de los reservorios. Como se puede ver, los tres casos dan una
buena estimacion de la temperatura local en el régimen de interés, es decir en el
régimen de baja frecuencia €)y. Este comportamiento da soporte a que la definicién

de temperatura local a partir de una RFD es robusta.

5.7. Conclusiones

Se calcularon las funciones de correlacién corriente-corriente para un sistema cuénti-
co llevado fuera del equilibrio mediante la aplicaciéon de potenciales alternos, encon-
trando una expresion explicita para el ruido de frecuencia cero dentro del formalismo
de Schwinger-Keldysh, mostrando que coincide con lo obtenido con el formalismo de
matriz de dispersion. Para sistemas no interactuantes ambos formalismos son equi-
valentes, mientras que las funciones de Green tienen la ventaja de proveer un marco
sistematico para el estudio de sistemas interactuantes.

Por otra parte, se definié una temperatura efectiva a partir de una relacién de
fluctuacién-disipacién (RFD) para estas funciones de correlacién corriente-corriente
y se mostrd que, para bajas frecuencias (g < T'), coincide con la temperatura local

definida mediante termdémetros (Secciones 3.2 y 3.3) y con una temperatura efectiva
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definida a partir de una RFD a nivel de propagadores de una particula. Este resultado
abre la posibilidad de usar correlaciones corriente-corriente en experimentos reales

para definir la temperatura local de una muestra.






Capitulo 6
Conclusiones

A lo largo de este trabajo de Tesis hemos estudiado los conceptos de tempera-
tura local y temperatura efectiva en sistemas mesoscopicos dependientes del tiempo.
En particular, el dispositivo elegido para estudiar dichos conceptos consistié en un
punto cuantico en cuyas paredes se aplican potenciales con dependencia armoénica en
el tiempo. Una realizaciéon experimental de un sistema con estas caracteristicas fue

lograda por M. Switkes y colaboradores y se encuentra descripto en la Ref. [27].

En el Capitulo 3 se introdujo el concepto de temperatura local en este tipo de
sistemas y se estudié su comportamiento. Dicha temperatura se definié a través de
la inclusién, en la descripcion microscopica del sistema, de una punta de prueba
que actuaba como termoémetro. Se propuso que dicha punta de prueba debia ser un
reservorio débilmente acoplado al sistema (una punta no invasiva que no introduzca
modificaciones en los procesos de transporte del sistema) que no intercambia calor
con el mismo. En esas condiciones se definié la temperatura local T;p del sitio [P del
sistema central como la temperatura que deberia tener la punta de prueba conectada
a dicho sitio para que el promedio temporal de la corriente de calor sea nulo. Se
estudié el comportamiento de dicha temperatura local y se observd la existencia de
oscilaciones espaciales de frecuencia 2k que tienen un origen similar a las oscilaciones
de Friedel observadas al introducir puntas de voltaje. Estas oscilaciones se deben a
procesos de interferencia en el transporte de carga que tiene lugar entre los centros de
aplicacion de los potenciales alternos. Por lo tanto dicho comportamiento oscilatorio

es un indicio inequivoco de la coherencia de por lo menos alguna componente en el
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transporte de energia a lo largo de la muestra. Estas oscilaciones son similares a las
observadas en otros sistemas mesoscépicos pero en una situacién estacionaria [20].

Siguiendo en el mismo sentido, se generalizé la definicién de termoémetro, tenien-
do en cuenta el hecho de que la corriente de calor esta relacionada con la corriente
de carga. Por lo tanto se permitié que el termémetro funcione también como punta
de voltaje y de este modo permita determinar, en forma simultanea, la temperatura
local T}, y el potencial quimico local 15, a partir de la condicién que los promedios
temporales de las corrientes de calor y de carga se anulen en forma simultdanea. Se
compar6 esta nueva temperatura local (7)) con la anterior (7}p) y se mostré analiti-
camente que coinciden en dos limites de interés y numéricamente para las restantes
situaciones.

Ademas se mostré que existe una relacién entre la temperatura local en los contac-
tos y la direccién de la corriente de calor entre el sistema y los reservorios, mostrando
que, en todos los casos, la corriente de calor fluye de la region mas caliente a la mas
fria, dando sustento a la idea de que esta definicion de temperatura local es adecuada.

Para reforzar méas ain esta idea, se estudio la validez de la ley de Wiedemann-
Franz en el sistema y para ello se procedié a calcular las conductancias efectivas de
contacto (tanto térmicas como eléctricas). Se mostré que su cociente satisface la ley
de Wiedemann-Franz para bajas frecuencias ({9 < T') mientras que se observa una
desviacién con respecto a dicha ley para altas frecuencias (€ > T), lo que llevé a
una generalizacion de dicha ley para este tipo de sistemas. Se encontraron expresiones
analiticas para explicar ambos comportamientos.

En el Capitulo 4 se explord la posibilidad de definir una temperatura efectiva a
partir de una relacién de fluctuacién-disipacién (RFD) local para funciones de Green
de una particula. Se mostré analiticamente que, para bajas amplitudes de los po-
tenciales alternos, en el régimen adiabdtico y en para frecuencias bajas (y < T),
coincide con la temperatura local T;p, aquella que es definida mediante un terméme-
tro (que se estudi6 en el Capitulo 3). Previamente, una equivalencia como esta habia
sido establecida solamente para sistemas de espines clasicos [3, 4].

En el Capitulo 5 se continué explorando la posibilidad de definir una temperatura
efectiva a partir de una RFD pero a nivel de funciones de correlacién de orden superior
a la estudiada en el Capitulo 4. Se eligié la correlacion corriente-corriente debido a

que esta relacionada con el ruido, que puede ser medido experimentalmente y contiene
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informacion sobre la naturaleza de las particulas elementales que toman parte en el
proceso de transporte y que no puede ser obtenida a partir de las corrientes. Se
comenzd por calcular las funciones de correlacién corriente-corriente y se encontraron
expresiones para el espectro del ruido dentro del formalismo de funciones de Green de
Keldysh. Se comparé el valor a frecuencia cero con el obtenido mediante el formalismo
de matriz de dispersion (scattering matriz) y se comprobd analiticamente que las
expresiones coinciden en forma exacta. Una vez obtenidas las funciones de correlacién
se procedio a definir una RFD para estas funciones y mediante ella se definié una
temperatura efectiva 7¢/7*. Se estudié su comportamiento y se observaron las mismas
oscilaciones con frecuencia espacial 2kp descriptas para las temperaturas locales T;p
y 1}p definidas en el Capitulo 3 mediante termémetros. Se compardé numéricamente la
temperatura, efectiva 7¢//* con la temperatura local Tjp y se encontré que coinciden
en el régimen de bajas frecuencias (29 < T'), régimen en el que ademds se mostr6 que
que Tjp coincide con la temperatura efectiva 7¢// obtenida a partir de una RFD a
nivel de propagadores de una particula. Es decir que en el régimen de bajas frecuencias
todas las formas estudiadas de definir la temperatura coinciden. Este resultado abre
la posibilidad de usar correlaciones corriente-corriente en experimentos reales para

definir la temperatura local de una muestra.






Apéndice A

Calculo de la temperatura local

variando Tp y up

Al igual que en la Seccion 3.2 se supone que la temperatura 1" de los reservorios
es mucho menor que el potencial quimico y por lo tanto la expansiéon de Sommerfeld
puede ser aplicada. Nuevamente conservamos los términos hasta orden 72 y definiendo

pip = i+ Apjp, la Ec. (3.29) se puede reescribir como

1 I 2
7o 34 Ak, ) + TT2ES (k, 1)
k=—1 p—kQo+Aulp 6
7T2 * *
TS — kO Aw)} , (A1)
donde J
R (k) = 6 (w). (A2)

Se espera que Apu;p sea por lo menos de orden €)y. Expandiendo el primer término

de la Ec. (A.1) a segundo orden en )y obtenemos:

’ 1
/ Aot (k) = =035 (e 1) (Apiip—h0) = 5 FS (b, 1) (A=K ). (A.3)
“w

—on-FApr

En el caso de temperatura finita 7" de los reservorios se define T}, =T + AT} y

se espera que AT} sea por lo menos de orden €. Por lo tanto, al orden més bajo en
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Qo, J¢ v J9 se convierten en

J(Tipaip) & —alpiip — BAT} + A
T2 (Mo, pip) < —cApip — AT} + 3,
donde
! 72 d%p
— 2 P
a = k;1 |}plP(k7:u>+€T dw? (k7 ) 9 (A5)
U doip
b = ?T;W(k’ ) (A.6)
1 dg&
o P
¢ =Ty ——(knp) (A7)
k=-—1
1
d = Z QOlp(k,,u), (A 8)
k=—
! L dop
— 2 P
« = Dk el + TG G (A9
1 d(p
Bo=1TY ke (k). (A.10)

Dentro de las aproximaciones, la solucién del sistema de ecuaciones (A.4) es

Apfp = L(da—bp)Q
Hip A(da bﬁ) 05 (Al]_)
AT = x(af — ca)Qo,
donde )
A =ad—bc= (Z oip(k, u)) +O(T)>. (A.12)
k
Por lo tanto,
Aupp = (Rgtazn 1 o(1)?)
* (A.13)

AT: = T {i (Zk ksozp(k,w)> X O(T)ﬂ 0.
w=p

dw \ > p erp(kw)
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Considerando que LT, (w)|y—y ~ 0, entonces T} se convierte en
Tip =T [1+ 2P ()] (A.14)

que coincide con la Ec. (3.21).
Para el caso de alta frecuencia (€2y > T'), se propone una solucién para Aujp y
AT}, de la forma:
Apjp = Apo+ kT,
(A.15)
ATy, = ATy + koT.

Se introducen en la Ec. (A.1) los valores de Ay y AT} dados en la Ec. (A.15).
El resultado de esto son expresiones de las corrientes J¢ y J9 en potencias de T.

Conservando términos a primer orden en 7', las corrientes se pueden escribir como

Jo = JoO 4 gelr, (A.16)
Je = JeO 4 jolir (A.17)

Las ecuaciones a ser satisfechas son cuatro:
JXm =, (A.18)

donde X =¢,QQ y n = 0,1. Las ecuaciones con n = 0 llevan a valores para Apug y
ATy, mientras que las ecuaciones con n = 1 llevan a k; = 0 y ks = —1. Por lo tanto
Apjp y AT}, pueden escribirse como

x  _ pkop(kp)
A’ulp - Zkksﬁzp(k#) 0s

(A.19)
ATp = %)‘l(?D)(M)Qo - T

El valor obtenido para AT}, en el régimen de altas frecuencias coincide con el
obtenido a través de la definicién de temperatura local de la Seccién 3.2 (ver Ec.
(3.24)).






Apéndice B

Calculo de funciones de correlacion

corriente-corriente

Para calcular la componente menor de la funcién de Green C,g(t,t') es necesa-
rio calcular la respectiva componente de la Ec. (5.16). La funcién D; ;,(¢,t') es un

producto de la forma (2.66) por lo tanto su componente menor es
Dyt t) = Gr(t )Gt 1), (B.1)

de acuerdo a la Ec. (2.67).

Usando la Ec. (B.1) se puede escribir la componente menor de la funcién de Green
Cap(t,t') dada en la Ec. (5.17) como

v ;ﬁ(t7t/) = tatﬁ Z {(Gia,lﬁ(fﬂt/)*GlE,kﬁ(t7t/)) _( ia,kﬁ(tvt/)*GlE,lﬁ(tt/))
ko,kB

- ( l>a,l,6’(t7 t/)*Glja,k,B(tu t/)) + ( l>a,k,6’(t7 t/)*Glja,l,B(fﬂ t/))} ) (BQ)

donde se usé la propiedad GJ<J,> (t,t) = —G;’;(t’ ,0)*. Notar que el ultimo término
es igual al primero cambiando “<” con “>” y conjugando. Lo mismo ocurre con
el segundo y el tercer término. El resultado para la componente mayor se obtiene

simplemente cambiando “>” con “<” en la Ec. (B.2).

Como se mencioné con anterioridad, estamos interesados en las componentes de

Floquet-Fourier de estas funciones de Green, por lo tanto de acuerdo a la Ec. (2.147)
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es necesario calcular
< / - ¥ dw —i[kQot+w(t—t)] A<
a,@(tut) = Z %6 a,@(kaw)' (B?))
k=—00Y =

Substituyendo con los desarrollos de Floquet-Fourier de las funciones de Green
G, j(t,t') (ver Eq. (2.147)) en la Ec. (B.2) y rescribiendo en la forma de la Ec. (B.3)

se puede obtener la componente de Floquet-Fourier con £ = 0 que resulta ser

Cop(0,w) =i [AS5(w) + AZs(—w)" + Bis(w) + Bs(—w)] (B.4)
donde
dw/ / < /
éﬁ(w) = Z / ﬁ (ta Z G?ﬁ,ka(_k7wk)> <t5 Z Gla,kﬁ(k>w + (U)) a(B5)
k ka kg

dw/ 1 * /
k

ka,kB

y X~ se obtiene a partir de X< intercambiando “<” con “>" (X = A, B).

Los términos que se encuentran entre paréntesis en la Ec. (B.5) corresponden a las
componentes de Floquet-Fourier encontradas en la Ec. (2.157), mientras que el término
que se encuentra entre paréntesis en la Ec. (B.6) corresponde a las componentes de
Floquet-Fourier encontradas en la Ec. (2.170). De este modo todo queda expresado
en términos de las componentes de Floquet-Fourier de las funciones de Green con
indices en el sistema central, que son aquellas que se encuentran mediante el método
descripto en la Seccion 2.2.4.

Debido a que la funcién de Green mayor se obtiene a partir de la Ec. (B.2) mediante
el intercambio de “<” con “>", su respectiva componente de Floquet-Fourier se puede

escribir directamente a partir de la Ec. (B.4) intercambiando “<” con “>”
Cs(0,w) = i [AZ5(w) + Ass(—w)" + BZ5(w) + Big(—w)*] . (B.7)

En particular, estamos interesados en el caso en que a = 3 = P, es decir que
estamos interesados en fluctuaciones en la corriente que fluye a través de la punta de

prueba. Debido a que estamos tratando con una punta no invasiva, solo nos quedamos
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con los términos de orden mas bajo en el acoplamiento con dicha punta (tp). Dado

que, como se muestra en la Ec. (2.117), Ty, Eq o |to]? es facil ver que

Aplw) = O(Itel").

Biplw) = [ S Ghun0.) A+l p( +0) +O (rlY) . (B

De este modo Bpp(w) y Bpp(w) son los tnicos términos con contribuciones de orden
[tp|?. Usando las Ecs. (2.110) y (2.152) podemos escribir a este orden

K (0 / ST (G~ )P ()

k ~v=L,R
x{ frp (@ + TP +w) + fop(w), o —w)Tp(w —w) }.
(B.9)

Para obtener la expresién para @ (w) se puede utilizar la siguiente identidad que

puede ser deducida facilmente de la Ec. (5.4),

Pp(w) = —2Im[CEp(0,w)] = i (CEp(0,w) — C5p(0,w)) (B.10)
que lleva a
. dw’ 12
(pP( = gz F“{ |GlPl'y( nawn>|
k ~v=L,R

{ £l = ol + @) Tp(e +w) = [ () = frle’ —w)|Tp( —w) }.
(B.11)

Si ademas se considera la aproximacion de wide band a través de una densidad de
estados constante en la punta de prueba se llega a las expresiones dadas en las Ecs.
(5.25) y (5.26).
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