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Álgebras de Weyl generalizadas en el
caso cuántico:

isomorfismos y cohomología
Resumen

En este trabajo calculamos el grupo de automorfismos de las álgebras de
Weyl generalizadas definidas sobre k[h], k[h1,h2] y k[h±1] y las clasificamos
salvo isomorfismo. Para aquellas definidas sobre k[h] también calculamos su
homología y cohomología de Hochschild, estudiamos la estructura multiplicativa
de la cohomología y describimos algunas de sus deformaciones.

Palabras clave: álgebras de Weyl generalizadas, derivaciones, automorfismos,
isomorfismos, cohomología de Hochschild, producto cup.





Generalized Weyl Algebras in the
Quantum Case:

Isomorphisms and Cohomology
Abstract

In this work, we compute the automophism group of quantum generalized
Weyl algebras defined over k[h], k[h1,h2] and k[h±1] and we classify them up to
isomorphism. For those defined over k[h], we also compute their Hochschild ho-
mology and cohomology, we study the multiplicative structure of the cohomology
and we describe some of their deformations.

Keywords: generalized Weyl algebras, derivations, automorphisms, isomorp-
hisms, Hochschild cohomology, cup product.
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Introducción

El objetivo de esta tesis es estudiar las álgebras de Weyl generalizadas desde
un punto de vista homológico. Estas álgebras se construyen a partir de una
k-álgebra D, un automorfismo σ : D→ D y un elemento central a ∈ Z(D). Están
generadas por D y dos variables x e y sujetas a las relaciones

dy = yσ(d), xd = σ(d)x, yx = a, xy = σ(a), para d ∈ D.

Las álgebras de Weyl generalizadas fueron introducidas por Bavula en el contexto
de álgebras de operadores diferenciales y fueron estudiadas, desde el punto de
vista de la teoría de anillos y de la teoría de representaciones, por él, algunos
colaboradores y otros autores en una serie de trabajos. Por ejemplo [Bav96, Bav92,
Bav96, BB00, BJ01, DGO96, Jor95].

Muchos ejemplos interesantes se obtienen en el caso que D = k[h], entre ellos
el álgebra de Weyl usual, una de sus versiones cuánticas y el plano cuántico. En
este caso es posible separar las álgebras de Weyl generalizadas en 3 familias: las
conmutativas, las clásicas y las cuánticas. En este trabajo nos vamos a centrar en
las cuánticas.

En el Capítulo 1 empezamos describiendo con más detalle a las álgebras de
Weyl generalizadas, dando algunos ejemplos y recordando algunos resultados
del trabajo de Bavula relacionados con la dimensión global de estas álgebras.

En el Capítulo 2 describimos las derivaciones de las álgebras de Weyl ge-
neralizadas para D un álgebra de polinomios en una o dos variables y para D
un álgebra de polinomios de Laurent. La descripción de las derivaciones, par-
ticularmente de aquellas localmente finitas, nos permite describir el grupo de
automorfismos y determinar cuándo dos de estas álgebras son isomorfas. Los
contenidos de este capítulo aparecen en el nuestro artículo [SAV] y continúan los
trabajos de Bavula-Jordan [BJ01] y Richard-Solotar [RS06].

En el Capítulo 3 calculamos la homología y la cohomología de las álgebras de
Weyl generalizadas cuánticas definidas sobre k[h]. Para llevar a cabo este cálculo
asociamos a cada una de estas álgebras un álgebra de Smith. Construimos una
resolución libre para las álgebras de Smith y la usamos, a través de una sucesión
espectral, para construir una resolución para las álgebras de Weyl generalizadas
cuánticas. Nuestro cálculo de la (co)homología nos permite dar descripciones
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precisas de los (co)ciclos cuyas clases forman una base de la (co)homología. Todo
este trabajo aparece en nuestro artículo [SSAV].

El Capítulo 4 trata sobre la estructura multiplicativa de la cohomología: usa-
mos los cálculos del Capítulo 3 para describir el producto cup de la cohomología.
Presentamos, además, por generadores y relaciones algunas de las deformaciones
formales de estas álgebras. Este capítulo es una continuación natural de los
anteriores y muestra los temas en los que estamos trabajando actualmente. Es
por eso que varios de los resultados son parciales.

Incluimos un apéndice sobre el lema del diamante de Bergman porque este
lema lo usamos en el Capítulo 1 para calcular una base de nuestras álgebras y es
la herramienta principal en el estudio de las deformaciones.

El trabajo realizado durante mi doctorado dió origen a dos artículos de
investigación. A grandes rasgos uno se corresponde con el Capítulo 2 y el otro
con el Capítulo 3. Los resultados del Capítulo 4 no aparecen en ninguno de los
dos árticulos.

A lo largo de esta tesis hay varias preguntas que quedaron sin contestar. En
la última sección del Capítulo 2 hay algunos casos que dejamos afuera porque
nuestra técnica no se adaptaba bien. Por ejemplo para el caso de polinomios
en dos variables pedimos la condición (2.7) y para el caso de polinomios de
Laurent pedimos que a no sea simétrico (2.5.16). En el Capítulo 3, no calculamos
la homología cuando a(0) = 0 porque las herramientas que introdujimos en la
Sección 3.2 no funcionan en ese caso. El Capítulo 4 tiene una continuación natural
en el cálculo del corchete de Gerstenhaber. Trabajaremos en el futuro esta línea
de investigación.
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Capítulo 1

Álgebras de Weyl Generalizadas

1.1. Introducción

Las álgebras de Weyl generalizadas fueron introducidas por Bavula en [Bav92].
Para definirlas partimos de un anillo D, un automorfismo σ : D → D y un ele-
mento central a ∈ Z(D). El álgebra de Weyl generalizada que corresponde a estos
datos y que escribimos A = A(D,σ,a) (o A(σ,a) cuando D esté sobreentendido)
es el álgebra generada por D y dos variables adicionales x e y sujetas a las
relaciones

dy = yσ(d), xd = σ(d)x, para d ∈ D; (1.1)

yx = a, xy = σ(a).

Es fácil ver que si {di}i∈I es un conjunto de generadores de D como k-álgebras, se
puede reemplazar la familia de relaciones de conmutación (1.1) por

diy = yσ(di), xdi = σ(di)x, para i ∈ I.

Los ejemplos que más nos interesan se presentan cuando D = k[h], cuando
D = k[h±1] y cuando D = k[h1,h2]. En estos casos D está generada por uno o dos
elementos. La mayoría de nuestro trabajo se centra en el caso D = k[h] por ser el
más simple. Cuando sea posible extender nuestros resultados a otros anillos de
partida lo haremos explícitamente.

Esta clase de álgebras fue estudiada por Bavula y varios colaboradores desde
diferentes puntos de vista: su teoría de representaciones fue estudiada en [Bav92,
BB00], su dimensión global en [Bav96, Bav96], sus automorfismos e isomorfismos
en [BJ01].

Terminamos esta sección describiendo la notación que vamos a usar durante
todo el trabajo. Fijamos un cuerpo k de característica 0 y cada vez que consi-
deremos un álgebra va a ser una k-álgebra con unidad, los módulos van a ser
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2 CAPÍTULO 1. ÁLGEBRAS DE WEYL GENERALIZADAS

módulos a izquierda a menos que se especifique lo contrario y ⊗ va a denotar
⊗k.

Para un escalar λ ∈ k y un entero n ≥ 0, escribimos [n]λ = 1+ λ+ · · ·+ λn−1;
en particular, si λ = 1, entonces [n]λ = n.

Dados polinomios p, t ∈ k[h], notaremos por (p, t) a su máximo común
divisor y p ′ a la derivada de p. Usaremos la convención de que el grado del
polinomio nulo es −∞.

1.2. Ejemplos

Las álgebras de Weyl generalizadas contienen como casos particulares a
muchos ejemplos interesantes de álgebras y muchas veces es conveniente, para
estudiar el ejemplo particular, trabajar con esta clase más general. En esta sección
mostramos algunos de éstos.

El álgebra de Weyl usual

Fijemos D = k[h], sea σ el único automorfismo de D que verifica σ(h) = h− 1,
y sea a = αh+ β un polinomio de grado 1. El álgebra de Weyl generalizada
A(D,σ,a) que obtenemos tiene relaciones

hy = yh− y, xh = hx− x, yx = αh+β, xy = αh+β−α.

En este caso podemos despejar h de la ecuación yx = αh+ β. De esta manera
podemos dar una presentación de A(D,σ,a) con dos generadores y una sola
relación xy = yx − α. Concluimos que el álgebra de Weyl generalizada que
corresponde a estos datos es isomorfa al álgebra de Weyl clásica

k〈y, x | yx− xy = 1〉.

El álgebra envolvente U(sl2)

El álgebra envolvente del álgebra de Lie sl2 se puede presentar como el álgebra
generada por e, f y h con relaciones

[h, e] = 2e, [h, f] = −2f, [e, f] = h.

Para presentarla como álgebra de Weyl generalizada basta tomar D = k[h1,h2], σ
el automorfismo definido por σ(h1) = h1 + 2, σ(h2) = h2 − h1 − 2 y a = h1 + h2.
En este caso σ(a) = h2 y hay un isomorfismo φ : U(sl2) → A(D,σ,a) tal que
φ(e) = y, φ(f) = x y φ(h) = h1. Además vale que φ(fe) = h2
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Los cocientes primitivos de dimensión infinita de U(sl2)

Los cocientes primitivos Bλ de dimensión infinita de U(sl2) son los cocientes
por ideales primitivos de codimensión infinita. Están parametrizadas por un
escalar λ ∈ C y están generadas por variables h, e y f sujetas a las relaciones

[h, e] = 2e, [h, f] = −2f, [e, f] = h

y

2ef+ 2fe+ h2 = λ.

Se pueden presentar como álgebras de Weyl generalizadas A(D,σ,a) con D =

k[h], σ(h) = h+ 2 y

a(h) =
λ+ 2h− h2

4
.

Hay un isomorfismo Bλ → A(D,σ,a) que manda e a y, h a h y f a x.

El plano cuántico

El plano cuántico es el álgebra de polinomios torcidos k〈y, x | xy− qyx = 0〉
para q ∈ k \ {0, 1}. Sus derivaciones y automorfismos fueron estudiados por Alev
y Chamarie en [AC92]. Este álgebra se puede realizar como el álgebra de Weyl
generalizada correspondiente a D = k[h], σ(h) = qh y a = h.

El álgebra de Weyl cuántica

La versión cuántica del álgebra de Weyl que vamos a considerar es la que fue
estudiada por Goodearl en [Goo92] y por Alev y Dumas en [AD96]. Se define
como k〈y, x | xy − qyx = 1〉 y corresponde al álgebra de Weyl generalizada
A(D,σ,a) con D = k[h], σ(h) = qh y a = h+ 1

1−q .

El álgebra envolvente cuántica de sl2

El álgebra envolvente cuántica Uq(sl2) de sl2 correspondiente al parámetro
escalar q se puede presentar con generadores E, F y K± sujetos a las relaciones

EK = q−2KE, FK = q2KF, EF− FE =
K2 −K−2

q2 − q−2
.

Esta álgebra es isomorfa al álgebra A(D,σ,a), de forma similar al caso clásico,
pero tomando D = k[h±1 ,h2],

σ(h1) = q
2h1, σ(h2) = h2 − σ(

h21 − h
−2
1

q2 − q−2
), y a(h1,h2) = h2 +

h21 − h
−2
1

q2 − q−2
.

Es fácil ver que hay un isomorfismo Uq(sl2) → A(D,σ,a) que manda E a y, F a x
y K a h1, y bajo este isomorfismo el elemento FE se corresponde con h2.
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Las álgebras down-up (generalizadas)

Las álgebras down-up fueron introducidas Stanley en [Sta88] en el contexto
de los differential posets y luego fueron estudiadas desde el punto de vista de la
teoría de anillos por Benkart y Roby en [BR98]. Son las álgebras con generadores
d,u y relaciones

d2u = αdud+βud2 + γd, du2 = αudu+βu2d+ γu,

para escalares α, β y γ. Esta clase de álgebras fue estudiada y generalizada por
Cassidy y Shelton en [CS04], en parte con el objetivo de atacar una conjetura
de Andruskiewitsch y Dumas [AD08]. La generalización es análoga a la que se
hace para pasar de las álgebras de Weyl a las álgebras de Weyl generalizadas o a
la que se hace para pasar de U(sl2) al álgebra de Smith. Las álgebras down-up
generalizadas se construyen a partir un polinomio f ∈ k[h] y de escalares r, s y γ.
Estas álgebras tienen generadores d, u y h y relaciones

dh− rhd+ γd = 0, hu− ruh+ γu = 0, du− sud+ f(h) = 0.

Un álgebra down-up generalizada es noetheriana si y sólo si rs 6= 0, y en ese caso
se pueden presentar como un álgebra de Weyl generalizada A(D,σ,a) tomando
D = k[h,a], σ(h) = rh− γ, σ(a) = sa− f(h) y a = ud.

1.3. Propiedades Básicas

En esta sección vamos a hacer un resumen de las propiedades más importantes
que obtiene Bavula sobre las álgebras de Weyl generalizadas. La mayoría de estas
propiedades van a ser para el caso en que D = k[h]. Escribamos A = A(D,σ,a).

Si D es un álgebra noetheriana e íntegra entonces el álgebra A es un dominio
noetheriano. Hay una Z-graduación en A con todos los elementos deD en grado 0
y x e y en grados −1 y 1 respectivamente; denotamos |u| al grado de un elemento
homogéneo u ∈ A, lo llamamos su peso y extendemos esta convención a contextos
relacionados. Para r ∈ Z denotamos A(r) a la componente homogénea de A de
peso r; se tiene que A(0) = k[h] y, para cada r ∈ N, A(r) = yrk[h] y A(−r) = k[h]xr.
Si u ∈ A no es cero, existen m, n ∈ Z tales que m ≤ n y, para cada i ∈ {m, . . . ,n},
elementos homogéneos ui ∈ A(i) tales que um 6= 0, un 6= 0 y u = um + · · ·+ un;
vamos a escribir umin = um y umax = un, y los llamaremos componentes de peso
minimal y maximal de u, respectivamente. Diremos además que el ancho de u
es ‖u‖ = n−m. Como A es un domino, las componentes de peso maximal de
un elemento y su ancho son multiplicativas: si u, v ∈ A no son cero, entonces
(uv)max = umaxvmax y ‖uv‖ = ‖u‖+ ‖v‖.
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La descripción de los automorfismos de k[h] se puede usar para dar una pri-
mera clasificación de las álgebras de Weyl generalizadas a menos de isomorfismo,
como en [RS06]:

Proposición 1.3.1. El álgebra A = A(k[h],σ,a) es isomorfa a una de las álgebras de la
siguiente lista:

1. El caso conmutativo: A(k[h], Id,a) para algún a ∈ k[h];
2. El caso clásico: A(k[h],σcl,a) con σcl(h) = h− 1 y a ∈ k[h];
3. El caso cuántico: A(k[h],σq,a) con q ∈ k \ {0, 1}, σq(h) = qh y a ∈ k[h].

Dos álgebras pertenecientes a grupos distintos no son isomorfas.

Para probar la última afirmación se pueden usar los invariantes D y E intro-
ducidos por Alev y Dumas en [AD94].

Usando el lema del diamante de Bergman (ver el Apéndice A), es fácil ver
que el conjunto de monomios {yihjxk : ik = 0} es una base de A como k-espacio
vectorial.

En el caso cuántico, y con la notación del apéndice, el conjunto S de reglas de
transformación es:

s1 : hy 7→ yσ(h) s2 : xh 7→ σ(h)x

s3 : xy 7→ σ(a) s4,l : yh
lx 7→ aσ−1(hl) para todo l ≥ 0.

Es fácil ver que S satisface las hipótesis del lema del diamante; las ambigüedades
que aparecen son:

(s1, s4,l,h,y,hlx), (s2, s1, x,h,y),

(s3, s4,l, x,y,hlx), (s4,l, s2,yhl, x,h),

(s4,l, s3,yhl, x,y),

y se puede ver que todas se resuelven y, por lo tanto, que los monomios irreduci-
bles son una base del álgebra. El conjunto de éstos es justamente {yihjxk : ik = 0}.

Hay un morfismo de álgebras Φ : A(a,q) → A(σq(a),q−1) tal que Φ(x) = y,
Φ(y) = x y Φ(h) = h, que resulta ser un isomorfismo. Es claro que manda la
componente homogénea de peso r ∈ Z de A(a,q) en la componente homogénea
de peso −r de su codominio. Esta propiedad nos permite copiar las cuentas y
demostraciones de los pesos positivos a los pesos negativos. Vamos a usar esta
técnica en la mayoría de los capítulos sin hacer referencia explícita.

Siempre que trabajemos en el caso cuántico vamos a escribir c = (a,a ′),
N = deg(a) y M = deg(c). Si q es raíz de la unidad e será su orden; y si no e = 0.
Diremos que un peso r ∈ Z es singular si e | r y en caso contrario diremos que el
peso es regular.
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La subálgebra de k[h] de los elementos invariantes por σ es S = ker(σ− 1),
y está generada por he; más generalmente, cuando e > 0 tenemos ker(σ− ql) =
hl k[he] para cada l ∈ {0, . . . , e − 1}. Decimos que un polinomio p ∈ k[h] es
singular si p ∈ S .

Vamos a usar a menudo la notación que sigue: dada una función f de dos
argumentos enteros e i ∈ N0, vamos a escribir

∫
if(s, t) =

∑

s+t+1=i
0≤s,t

f(s, t).

Es importante notar que en esa expresión los indices s y t no son libres. La
siguiente fórmula de integración por partes

∫

i

f(s+ 1, t) −
∫
if(s, t+ 1) = f(i, 0) − f(0, i)

vale para toda f e i.

1.3.1. Dimensión Global

Si b ⊆ D es un ideal a izquierda, consideramos el ideal I(x, b) = Ax+ b ⊆ A,
y si b ∈ D denotamos I(x,b) a I(x,Ab). En [Bav96], Bavula prueba los siguientes
resultados sobre la dimensión global de las álgebras de Weyl generalizadas:

Teorema 1.3.2. [Bav96, Thm. 2.7] Si gldimD <∞ y gldimA <∞ entonces

gldimD ≤ gldimA ≤ gldimD+ 1

Teorema 1.3.3. [Bav96, Thm. 3.5] Si D es un dominio noetheriano, conmutativo
de dimensión global finita n y a 6= 0, entonces las siguientes dos condiciones son
equivalentes:

gldimA <∞
pdimAA/I(x, p) <∞ para todos los ideales primos p de D tales que a ∈ p.

Teorema 1.3.4. [Bav96, Thm. 3.7] Sea D un dominio conmutativo noetheriano de
dimensión global n <∞ y sea a ∈ D regular. Si gldimA <∞, entonces la dimensión
global de A es n+ 1 si y solo si o bien existe un ideal maximal m de D de altura n tal que
{σi(m) : i ∈ N} es finito, o bien existen ideales p y q de D de altura n tal que σi(p) = q
para algún i 6= 0 ∈ Z y a ∈ p,q.

Las hipótesis de este teorema se satisfacen cuando D = k[h] y entonces pode-
mos dar, en ese caso, una caracterización de las álgebras de Weyl generalizadas
de dimensión global finita a partir del teorema.
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Teorema 1.3.5. Sea D = k[h], a ∈ D, σ ∈ Autk(D) y A = A(D,σ,a). Entonces

gldimA <∞ ⇐⇒ (a,a ′) = 1.

Demostración. La necesidad de la condición (a,a ′) = 1 para tener dimensión
global finita fue demostrada por Bavula en [Bav96], así que bastará que probemos
solamente la suficiencia.

Sea p ∈ D un primo tal que p | a, de manera que existe b ∈ D con a = pb. La
sucesión exacta corta de A-módulos a izquierda

0→ I(x,p) → A→ A/I(x,p) → 0 (1.2)

nos dice que pdimAA/I(x,p) < pdimA I(x,p) + 2. Para demostrar el resultado
vamos a demostrar que si (a,a ′) = 1, entonces I(x,p) es un A-módulo proyectivo.

Vamos a demostrar primero que

Ax∩Ap = I(x,b)p. (1.3)

Para eso fijamos f ∈ Ax ∩Ap; podemos suponer que f es homogéneo para el
peso y que |f| = r ≥ 0: el caso en el que el peso de f es negativo es similar. Como
f ∈ Ax ∩Ap, existen u, v ∈ D tales que f = yr+1ux = yrvp. También sabemos
que

yr+1ux = yraσ−1(u) = yrpbσ−1(u) = yrσ−1(u)bp

y como A es un dominio, σ−1(u)b = v. En consecuencia, f ∈ I(x,b)p. La otra
inclusión de (1.3) es fácil.

Consideremos ahora el diagrama de A-módulos a izquierda

0 // I(x,b)
γ // A⊕A

φ // I(x,p) // 0 (1.4)

donde φ(α,β) = αx − βp y γ(w) = (wpx−1,w); esta última expresión tiene
sentido porque para todo p ∈ I(x,b) se tiene que wp ∈ Ax = xA y A es un
dominio.

Es claro que γ es un monomorfismo, que φ es un epimorfismo y que imγ ⊆
kerφ. La sucesión (1.4) es de hecho exacta: para chequear la otra inclusión
supongamos que (α,β) ∈ A⊕A es tal que αx = βp. Este elemento pertenece a
Ax∩Ap = I(x,b)p, y se sigue que α = βpx−1. Si (a,a ′) = 1, entonces (p : b) = 1

y existen s, t ∈ D tales que 1 = sp+ tb. Definimos un morfismo ψ : A⊕A→ A

vía ψ(α,β) = αxs+βbt. Es fácil verificar que imψ ⊆ I(x,b) y que ψ ◦γ = IdI(x,b).
Como consecuencia de esto, la sucesión exacta (1.4) se parte e I(x,p) es un A-
módulo proyectivo. Se sigue que (1.2) es una resolución proyectiva finita de
A/I(x,p) y por lo tanto podemos usar el Teorema 1.3.3 para concluir que la
dimensión global de A es finita como deseábamos.
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En el caso cuántico podemos ser más precisos:

Corolario 1.3.6. Para todo q ∈ k \ {0, 1} y todo a ∈ k[h] vale que

gldimA(k[h],σq,a) <∞ =⇒ gldimA(k[h],σq,a) = 2.

Demostración. Se sigue del Teorema 1.3.2 que si la dimensión global de A es
finita tiene que valer gldimD o gldimD+ 1. En la situación del corolario se tiene
que gldimA(k[h],σ,a) ∈ {1, 2,+∞}. Más aun, podemos usar el Teorema 1.3.4, y
concluir que gldimA(k[h],σ,a) = 2 si y solo si (i) existe un ideal maximal de
k[h] de altura 1 cuya órbita bajo σ es finita, o (ii) existen ideales maximales p, q
de k[h] de altura 1 tales que σi(p) = q para algún i 6= 0, i ∈ Z y además a ∈ p∩ q.
Como el ideal (h) de k[h] queda fijo por σ y es de altura 1 estamos siempre en el
caso (i), y el corolario se sigue.

Las condiciones (i) y (ii) mencionadas en la prueba de este corolario no son
exclusivas. De hecho la mayor parte de las complicaciones encontradas en los
cálculos de la homología y la cohomología de Hochschild en el caso cuántico
(ver [SSAV]) aparecen en el caso en el que el álgebra A verifica la condición (ii) o,
en otras palabras, cuando el polinomio a tiene dos raíces en la misma órbita bajo
la acción de σq.



Capítulo 2

Derivaciones, Automorfismos e
Isomorfismos

2.1. Introducción

Los automorfismos e isomorfismos de las álgebras de Weyl generalizadas han
sido estudiados en varios trabajos anteriores. La descripción de los isomorfismos
y de los automorfismos en el caso clásico fue dada por Bavula y Jordan en [BJ01] y
el caso cuántico, pero cuando el parámetro q no es raíz de la unidad, fue resuelto
por Richard y Solotar in [RS06]; Bavula y Jordan también consideraron en [BJ01]
el caso cuántico con q no raíz de la unidad pero sólo después de localizar en h, lo
que simplifica bastante la situación.

En [AD94], Alev y Dumas definen, para cada k-álgebra Λ, un grupo G(Λ) =
(Λ×) ′ ∩ k×. En esta definición (Λ×) ′ es el grupo derivado del grupo de unidades
de Λ. En el mismo trabajo los autores prueban que para el cuerpo de Weyl
cuántico kq(x,y), vale que G(kq(x,y)) = 〈q〉, el subgrupo cíclico de k generado
por q. En [RS06] Richard y Solotar probaron que el cuerpo de fracciones de
un álgebra de Weyl generalizada cuántica A = A(q,a) es isomorfo a kq(x,y).
Esto permite, en el caso en el que q no es una raíz de la unidad, recuperar el
parámetro q como uno de los dos generadores de G(FracA). Además es fácil ver
que A(q,a) ∼= A(q−1,a(qh)), de manera que en este caso el grupo G(FracA) da
toda la información sobre q que se puede dar.

El caso en el que q es raíz de la unidad es distinto porque el grupo generado
por q tiene más generadores y, como probamos en este capítulo, no es cierto que
dos álgebras que corresponden a dos raíces de la unidad del mismo orden son
isomorfas.

Este tipo de dificultades con los parámetros de orden finito ya han aparecido
en la literatura al intentar clasificar otras clases de álgebras, como por ejemplo las
álgebras down-up introducidas por G. Benkart y T. Roby en [BR98]; en la última
sección de este capítulo intentamos adaptar nuestro método a la clasificación de

9
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este tipo de álgebras.

El caso conmutativo fue considerado por varios autores: se trata de determi-
nar los automorfismos de la superficie afín Speck[x,y,h]/(xy− a(h)). Makar-
Limanov dio en [ML90] generadores explícitos para esos grupos y recientemente
Blanc y Dubouloz demostraron en [BD11] que admiten una estructura de produc-
to amalgamado similar a la de Aut(k[x,y]) descripta por los teoremas clásicos de
Makar-Limanov, Jung [Jun42] y van der Kulk [vdK53]. Además estas superficies
están clasificadas bajo isomorfismo exactamente como en el Teorema 2.4.4.

El trabajo que dio lugar a este Capítulo fue realizado, temporalmente hablan-
do, después del que corresponde al Capítulo 3. Más aún: la idea de estudiar
las derivaciones diagonalizables, o localmente finitas, provino del estudio del
corchete de Gerstenhaber de la cohomología de Hochschild de estas álgebras.

2.2. Preliminares

Sean V =
⊕

i∈Z Vi un espacio vectorial graduado y d : V → V un endomor-
fismo no necesariamente homogéneo. Decimos que d es localmente finito si para
cada v ∈ V el subespacio cíclico 〈v〉d de V generado por d y v es de dimensión
finita; es suficiente comprobar esta condición para elementos homogéneos de V .

Decimos que d es localmente nilpotente si para todo elemento u ∈ A, existe
un número natural n tal que dn(u) = 0. De nuevo, es suficiente comprobar esta
condición para elementos homogéneos.

Lema 2.2.1. Supongamos que d = d1+ · · ·+dl con d1, . . . , dl : V → V endomorfismos
homogéneos de V de grados α1, . . . , αl tales que α1 < · · · < αl. Si d es localmente
finito entonces d1 y dl son localmente finitos.

Un endomorfismo homogéneo de V de grado no nulo es localmente finito
si y solo si es localmente nilpotente. Se sigue que si en el lema tenemos αl 6= 0
entonces de hecho dl es localmente nilpotente, y similarmente para d1.

Demostración. Supongamos, por ejemplo, que dl no es localmente finito, de mane-
ra que existe un vector homogéneo v ∈ Vj tal que dimk〈v〉dl = ∞ y, en particular,
dil(v) 6= 0 para todo i ∈ N. El término de cabeza de dk(v) es dkl (v) y se encuentra
en grado kαl + j: esto implica que {di(v) : i ∈ N} es una familia linealmente
independiente y, entonces, que d no es localmente finito.

Sea ahora Λ un álgebra graduada. Si d : Λ→ Λ es una derivación homogénea
de grado positivo que además es localmente nilpotente, hay una función degd :

Λ\0→ N tal que para cada u ∈ Λ\0 tenemos degd(u) = máx{r ∈ N0 : d
r(u) 6= 0}.
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Las siguientes propiedades de degd van a ser útiles más adelante: para todo
u, v ∈ Λ vale que

degd(u+ v) ≤ máx degd(u), degd(v),

degd(uv) = degd(u) + degd(v).

La demostración de estos hechos se basa en la siguiente identidad, similar a la
fórmula del binomio de Newton, que se prueba fácilmente por inducción:

dn(uv) =

n∑

i=0

(

n

i

)

di(u)dn−i(v).

Se sigue de estas propiedades que la subálgebra kerd es factorialmente cerrada: si
u, v ∈ Λ \ 0 entonces

d(uv) = 0 =⇒ d(u) = d(v) = 0.

Un elemento u ∈ Λ es un slice de d si d(u) = 1. Un slice local es un u ∈ Λ tal
que d(u) ∈ kerd \ {0}.

Observación 2.2.2. Las derivaciones localmente nilpotentes no nulas tienen slices
locales. Si u ∈ Λ es tal que d(u) 6= 0 podemos generar una sucesión di(u) y
sabemos que existe i0 tal que di0(u) 6= 0 y di0+1(u) = 0. En este caso di0−1(u) es
un slice local de d. Además, si suponemos que d es una derivación homogénea,
podemos obtener con el mismo procedimiento slices locales homogéneos.

En los contextos en los que tenga sentido, escribiremos x .
= y para decir que

y es un múltiplo escalar no nulo de x.

2.3. Derivaciones

Sea A = A(q,a) un álgebra de Weyl generalizada cuántica. Si u1, u2, u3 ∈ A,
escribimos u1|Ŷ + u2|Ĥ+ u3|X̂ a la única derivación A→ A cuyos valores en y, h
y x son u1, u2 y u3, respectivamente, suponiendo que haya una.

Lema 2.3.1. El álgebra A no tiene derivaciones homogéneas localmente nilpotentes no
nulas.

Demostración. Sea d : A → A una derivación homogénea localmente nilpotente
de peso r y supongamos que r es positivo; si el peso r de d es negativo, el mismo
razonamiento se aplica, y si r = 0 la situación es similar pero más simple.

Veamos que d(y) = 0, de no ser así podemos, usando el procedimiento de
la Observación 2.2.2, obtener un i0 ∈ N tal que di0(y) es un slice local. Como d
tiene peso positivo, dicho elemento también lo tiene y por lo tanto es de la forma
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yi0rp para algún p ∈ k[h]. Como kerd es factorialmente cerrado, concluimos que
d(y) = 0.

Por otro lado, hay un polinomio p ∈ k[h] tal que d(h) = yrp, y de la relación
hy = qyh vemos que yrpy = qyr+1p, de manera que σ(p) = qp: se sigue de
esto que podemos escribir p = p1h para algún p1 ∈ k[h]. Si k ≥ 0, entonces
d(Akh) ⊆ Ak+rh: en efecto, si f ∈ k[h] tenemos

d(ykfh) = ykd(f)h+ ykfd(h) = ykd(f)h+ ykfyrp1h ∈ Ak+rh

porque d(f) ∈ Ar. Esto nos dice que di(h) ∈ Airh para todo i ≥ 0. Si i0 = degd(h),
entonces 0 6= di0(h) ∈ Ai0rh ∩ kerd y, como kerd es factorialmente cerrado,
d(h) = 0. Una consecuencia inmediata de esto es que yd(x) = d(yx) = d(a) = 0,
luego también d(x) = 0, y vemos que d = 0, como queríamos.

Corolario 2.3.2. Las derivaciones localmente finitas de A son homogéneas de peso cero.

Demostración. Sea d : A → A una derivación localmente finita. Como A es
finitamente generada, existen derivaciones homogéneas no nulas d1, . . . , dl : A→
A de pesos estrictamente crecientes tales que d = d1 + · · ·+ dl. El peso de dl no
puede ser positivo, porque en ese caso dl sería localmente nilpotente —pues d es
localmente finita— y el lema implicaría que dl = 0; similarmente, el peso de d1
no puede ser negativo. Se sigue que d es homogénea de peso cero.

Proposición 2.3.3. Sea d : A→ A una derivación localmente finita, y consideremos la
derivación ξ = y|Ŷ − x|X̂.

(i) Si a no es un monomio, entonces d es un múltiplo escalar de ξ.
(ii) Si a es un monomio, entonces d es una combinación lineal de ξ y τ = h|Ĥ+Nx|X̂.

Todas las derivaciones localmente finitas son diagonalizables en la base de los monomios
estándar y, en particular, conmutan.

Vamos a referirnos a ξ : A → A en lo que sigue como la derivación euleriana
de A. Es fácil ver que sus autovalores son exactamente los enteros, y que para
cada r ∈ Z el autoespacio de ξ correspondiente a r es precisamente A(r), la
componente homogénea de A de peso r.

Demostración. De acuerdo al Corolario 2.3.2 la derivación d es homogénea de
peso cero, por lo tanto existen polinomios p1, p2, p3 ∈ k[h] tales que d =

yp1|Ŷ + p2|Ĥ+ p3x|X̂ y, de hecho, mirando los coeficientes de y en ambos lados
de la igualdad d(hy) = qd(yh), vemos que existe p̄2 ∈ k[h] tal que p2 = hp̄2.

Se puede ver por inducción que existe una sucesión (fi)i≥0 en k[h] tal que
f0 = 1, di(h) = hfi y fi+1 = p̄2(fi + f

′
ih) para todo i ≥ 0. En particular, como

el cuerpo k tiene característica cero, tenemos que degdi(h) = 1+ ideg p̄2 y de
esto se sigue que p̄2 ∈ k, pues de otra manera el espacio cíclico 〈h〉d no sería de
dimensión finita. Similarmente, existe una sucesión (gi)i≥0 en k[h] tal que g0 = 1,
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di(y) = ygi y gi+1 = p1gi + g
′
ihp̄2 para todo i ≥ 0, luego deggi = idegp1 y el

hecho que d sea localmente finita implica que también p1 ∈ k.
Aplicando d a ambos lados de la igualdad yx = a, vemos que

aσ−1(p1 + p3) = a
′hp̄2, (2.1)

comparando los grados de ambos lados de la igualdad concluimos que p3 ∈ k.
Si ahora resolvemos la Ecuación (2.1) en tres parámetros escalares escalares p1,
p2 y p3 obtenemos los puntos (i) y (ii) del enunciado. La observación clave que
permite resolver dicha ecuación es que es equivalente que a sea un monomio a
que a ′h sea un múltiplo escalar de a.

El último punto del enunciado, finalmente, puede ser probado directamente
por inspección.

Como la dimensión del espacio vectorial de derivaciones localmente finitas de
un álgebra es invariante bajo isomorfismos, la Proposición 2.3.3 tiene la siguiente
consecuencia inmediata:

Corolario 2.3.4. Si A1 = A(q1,a1) y A2 = A(q2,a2) son dos álgebras de Weyl
generalizadas cuánticas isomorfas, entonces o ambos a1 y a2 son monomios o ninguno de
los dos lo es.

Ahora tenemos todos los elementos necesarios para establecer el hecho cla-
ve que nos permitirá describir los isomorfismos y automorfismos de nuestras
álgebras en la próxima sección:

Proposición 2.3.5. Sean A1 = A(q1,a1) y A2 = A(q2,a2) dos álgebras de Weyl
generalizadas cuánticas y sean ξ1 y ξ2 sus respectivas derivaciones eulerianas. Si η :

A1 → A2 es un isomorfismo, entonces η ◦ ξ1 ◦ η−1 es un múltiplo escalar de ξ2.

Demostración. Escribamos ξ ′2 = η ◦ξ1 ◦η
−1, que resulta una derivación localmente

finita de A2. Si a2 no es un monomio, entonces la primera parte de la Proposi-
ción 2.3.3 implica inmediatamente que ξ ′2 tiene que ser un múltiplo escalar de ξ2.
Sólo nos queda por considerar el caso donde a2 = hN2 es un monomio en el
cual, por la segunda parte de la proposición, sabemos que existen α, β ∈ k tales
que ξ ′2 = αξ2 + βτ2; como η es un isomorfismo, el Corolario 2.3.4 implica que
a1 = h

N1 es también un monomio. Para llegar a una contradicción, supongamos
que β 6= 0.

El núcleo de ξ ′2 tiene dimensión infinita, porque también la tiene ker ξ1 = k[h],
y está generado por monomios estándar. Se sigue que existen i, j, k ∈ N0 no
todos simultáneamente cero pero con ik = 0 tales que

ξ ′2(y
ihjxk) =

(

α(i− k) +β(kN2 + j)
)

yihjxk = 0. (2.2)
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Esto nos dice que podemos suponer que α, β ∈ Z, α ≥ 0 y gcd(α,β) = 1; en
efecto, si este no es el caso podemos reemplazar ξ ′2 por uno de sus múltiplos
escalares.

Dependiendo de si β > 0 o β < 0, ponemos u = hα−N2βxβ o u = y−βhα;
observemos que, en cualquier caso, el peso de u es −β. Usando (2.2) y el hecho
que ξ ′2 se diagonaliza en la base de los monomios estándar, es fácil ver que
el subálgebra ker ξ ′2 ⊆ A2 es el álgebra libre generada por u. Por ejemplo, se
ve de (2.2) que un monomio yihjxk con ik = 0 está en el núcleo si y solo si
α(i− k) +β(kN2 + j) = 0. Si β > 0, entonces i = 0. Como α y β son coprimos, se
sigue que k = βk ′, de manera que j = (α−βN2)k

′. Ahora vemos que todos los
monomios en el núcleo son (a menos de un escalar) potencias de u y se sigue
nuestra afirmación.

Como h genera ker ξ1 y el morfismo η se restringe a un isomorfismo ker ξ1 →
ker ξ ′2, hay escalares γ, δ ∈ k tales que η(h) = γu+ δ.

Como hy = q1yh en A1, tenemos que (γu+ δ)η(y) = q1η(y)(γu+ δ) en A2.
Si β > 0, entonces ((γu+ δ)η(y))max = (q1η(y)(γu+ δ))max = δη(y)max, y esta
relación implica que δ = 0; si β < 0, podemos llegar a la misma conclusión
mirando las componentes de menor peso. Se sigue que η(h) = γu es un elemento
homogéneo. De la igualdad η(y)η(x) = η(a) = η(h)N1 y de la aditividad de
los anchos, vemos que η(y) y η(x) son también elementos homogéneos de A2 y
que |η(y)|+ |η(x)| = N1|η(h)| = −N1β. Como η(y), η(h) y η(x) generan A2, sus
pesos no pueden ser ni todos no-positivos ni todos no-negativos. Además los
pesos de η(y) y de η(x) deben ser no nulos de signos opuestos.

Esto nos deja cuatro casos a considerar. Mostraremos que uno de ellos, aquél
en el que

|η(y)| > 0, |η(h)| = −β > 0, |η(x)| < 0, (2.3)

lleva a una contradicción; los otros tres se pueden manejar de forma similar. Estas
desigualdades implican que η(y) = yrp1, η(h) = γy−βhα y η(x) = p2x

s para
algunos r, s ∈ N y p1, p2 ∈ k[h]. Como

yrp1p2x
s = η(y)η(x) = η(yx) = η(hN1)

.
= y−N1βhN1α

y el último miembro de esta cadena de igualdades es un múltiplo escalar de
y−N1βhN1α, también lo es el primero: esto nos dice que r− s = −N1β y que
p1 y p2 son monomios. En particular, η manda monomios estándar de A1 a
múltiplos escalares de monomios estándar de A2 y, como η es sobreyectivo,
hay un monomio estándar u en A1 tal que η(u) .

= h; teniendo en cuenta las
desigualdades (2.3), debemos tener |u| < 0. De la misma manera vemos que
hay un monomio estándar v en A1 tal que η(v) .

= y y, como r = s−N1β ≥ 2,
necesariamente |v| ≤ 0. Ahora η(vrp1(u))

.
= yrp1(h) = η(y), y esto es absurdo

porque η es inyectivo y vrp1(u) e y son diferentes: tienen pesos de distinto signo.
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Como las cuatro posibilidades aludidas más arriba llevan a una contradicción,
vemos que la hipótesis β 6= 0 no se sostiene y la proposición queda demostrada.

2.4. Automorfismos e isomorfismos

Hasta ahora demostramos que los isomorfismos de álgebras de Weyl generali-
zadas cuánticas preservan, a menos de escalar, sus derivaciones eulerianas. Este
hecho pone de manifiesto una rigidez no trivial de estas álgebras que restringe
fuertemente la forma de los isomorfismos entre ellas:

Proposición 2.4.1. Sean A1 = A(q1,a1) y A2 = A(q2,a2) dos álgebras de Weyl
generalizadas cuánticas. Si η : A1 → A2 es un isomorfismo de álgebras, entonces existen
γ, µ, ν ∈ k \ 0 tales que η(h) = γh y

(♣) o bien η(y) = µy y η(x) = νx
(♠) o η(y) = µx y η(x) = νy.

Demostración. Notemos ξ1 y ξ2 a las derivaciones eulerianas de A1 y A2 respecti-
vamente. De acuerdo a la Proposición 2.3.5, existe un escalar no nulo λ ∈ k tal
que

η ◦ ξ1 = λ ξ2 ◦ η (2.4)

y, en particular, k[h] = ker ξ2 = η(ker ξ1) = η(k[h]) y η se restringe a un isomor-
fismo de álgebras k[h] → k[h]: se sigue que η(h) = γh+ δ para algunos γ ∈ k \ 0

y δ ∈ k. Como hy = q1yh en A1, tenemos (γh+ δ)η(y) = q1η(y)(γh+ δ) in A2 y
lo mismo vale si reemplazamos η(y) por η(y)max. Si η(y)max tiene peso r ∈ Z,

η(y)max(q
r
2γh+ δ) = (γh+ δ)η(y)max = q1η(y)max(γh+ δ),

luego qr2γh + δ = q1γh + q1δ: considerando los términos constantes en esta
igualdad concluimos que δ = 0, lo que prueba la primer parte del lema.

Para cada r ∈ Z el subespacio η(A(r)
1 ) es el autoespacio de ξ2 que corresponde

al autovalor r/λ y, como ξ2 tiene autovalores enteros, esto solo es posible si
λ ∈ {±1}. En particular, η(y) ∈ A(λ)

2 y η(x) ∈ A(−λ)
2 .

Supongamos que λ = 1 y probemos que entonces vale (♣); la otra posibilidad
se puede manejar similarmente y lleva al punto (♠) en el enunciado. Existe
f ∈ k[h] tal que y = η(yf) = η(y)η(f): como η(f) ∈ k[h], esto implica que
η(y) genera A(1)

2 como k[h]-módulo a derecha. Este módulo es libre de rango uno
e y y η(y) son dos generadores: se sigue que hay un escalar no nulo µ ∈ k tal
que η(y) = µy. El mismo argumento aplicado a x muestra que también existe un
escalar no nulo ν ∈ k tal que η(x) = νx.
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En este momento tenemos todo lo necesario para probar los dos teoremas
principales de este capítulo. Primero, describimos los grupos de automorfismos:

Teorema 2.4.2. Sea A = A(q,a) un álgebra de Weyl generalizada cuántica, con N =

dega y a =
∑N
i=0 aih

i, sean g = gcd{i− j : aiaj 6= 0} y Cg ⊆ k× el subgrupo de
raíces de la unidad de orden g; si a es un monomio, hacemos la convención de que g = 0

y que Cg = k×. Si (γ,µ) ∈ Cg × k×, tenemos un automorfismo ηγ,µ : A→ A tal que
ηγ,µ(y) = µy, ηγ,µ(h) = γh y ηγ,µ(x) = µ−1γNx. El conjunto G = {ηγ,µ : (γ,µ) ∈
Cg × k×} es un subgrupo de Aut(A) isomorfo a Cg × k×.

(i) Si q 6= −1, tenemos de hecho Aut(A) = G, y
(ii) si q = −1, hay una sucesión exacta corta de grupos que se parte a derecha

1 // G �

� // Aut(A) // Z/2Z // 1

El grupo cíclico Z/2Z que aparece aquí está generado por la imagen de la involución
Ω : A→ A tal que Ω(y) = x, Ω(h) = −h y Ω(x) = y.

La involución Ω claramente generaliza la involución de Cartan clásica del álgebra
envolvente U(sl2).

Demostración. Teniendo en cuenta que un cálculo de rutina permite verificar que
G es un subgrupo de Aut(A), sólo vamos a demostrar (i) y (ii). Sea η : A→ A un
automorfismo. De acuerdo a la Proposición 2.4.1, existen γ, µ, ν ∈ k \ 0 tales que
η(h) = γh y o bien (♣) η(y) = µy y η(x) = νx, o (♠) η(y) = µx y η(x) = νy. Si
estamos en el caso (♣), aplicamos η a ambos lados de la igualdad yx = a(h) y
vemos que

ai 6= 0 =⇒ γi = µν, (2.5)

de manera que γi−j = 1 si aiaj 6= 0 y, en consecuencia, γ ∈ Cg. Adicionalmente,
(2.5) nos dice que ν = µ−1γN y entonces vemos que η = ηγ,µ ∈ G.

Si en cambio estamos en el caso (♠), aplicando η a la igualdad hy = qyh

vemos que q2 = 1 y entonces de hecho q = −1. Esto significa que cuando q 6= −1

la la alternativa (♠) no sucede, y Aut(A) = G. Por otro lado, si q = −1 hay
efectivamente un automorfismo Ω como en el enunciado, y η ◦Ω ∈ G porque
esta composición cae en el caso (♣) que ya hemos tratado. El subgrupo G junto
con Ω genera Aut(A) en esta situación y todas las afirmaciones de (ii) se siguen
inmediatamente.

Observación 2.4.3. Dos casos particulares de este teorema ya fueron estudiados
por otros autores. Si tomamos a(h) = h el teorema nos da como corolario la
Proposición 1.4.4 de Alev y Chamarie [AC92] que describe el grupo de auto-
morfismos del plano cuántico. De manera similar si tomamos a(h) = h+ 1

1−q

obtenemos la Proposición 1.5 de Alev y Dumas [AD94] que describe el grupo de
automorfismos del álgebra de Weyl cuántica.
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En segundo lugar, podemos clasificar nuestras álgebras a menos de isomorfis-
mo:

Teorema 2.4.4. Dos álgebras de Weyl generalizadas cuánticas A1 = A(q1,a1) y A2 =
A(q2,a2) son isomorfas si y sólo si q2 ∈ {q1,q−11 } y existen escalares no nulos α, β ∈ k
tales que a2(h) = αa1(βh).

Demostración. Un cálculo directo, que vamos a omitir, permite verificar que la
condición del enunciado es suficiente. Vamos a probar que dicha condición es
necesaria. Sin perdida de generalidad podemos suponer que dega1 ≤ dega2.

Sea η : A1 → A2 un isomorfismo. De la Proposición 2.4.1 sabemos que existe
un escalar no nulo γ ∈ k tal que η(h) = γh. Como yx = a1(h) in A1, tenemos
que

η(y)η(x) = a1(γh) (2.6)

en A2 y mirando los pesos y los anchos de ambos miembros de esta igualdad,
vemos que η(y) y η(x) son elementos homogéneos de pesos no nulos y opuestos:
entonces existen r > 0 y py, px ∈ k[h] \ 0 tales que o bien (♣) η(y) = yrpy(h)

y η(x) = px(h)x
r, o (♠) η(y) = py(h)x

r y η(x) = yrpx(h). De hecho, podemos
suponer que sucede el primer caso (♣): de no ser así podemos reemplazar A2
por A3 = A(q−12 ,a3) con a3(h) = a2(q2h), y η por ω ◦ η con ω : A2 → A3 el
isomorfismo que verifica ω(y) = x, ω(h) = h y ω(x) = y, pues esto no afecta la
conclusión del teorema.

Usando (♣) en la ecuación (2.6) vemos que dega1 = degpy+degpx+ rdega2,
y esto sólo es posible si r = 1, py, px ∈ k y dega1 = dega2. Se sigue que

0 = η
(

yx− a1(h)
)

= pypxyx− a1(γh) = pypxa2(h) − a1(γh),

de manera que a2(h) = p−1y p
−2
x a1(γh) y, similarmente,

0 = η(hy− q1yh) = (q2 − q1)γpyyh,

por lo tanto q2 = q1. Esto completa la demostración del teorema.

2.5. Dos generalizaciones

En las secciones anteriores trabajamos con álgebras de Weyl generalizadas
definidas sobre D = k[h] y con nuestro trabajo cubrimos todos los casos borde.
El mismo enfoque se puede usar para trabajar con otras álgebras de Weyl ge-
neralizadas. En esta sección vamos a mostrar algunas de las nuevas ideas y los
nuevos problemas que aparecen cuando trabajamos con D = k[h1,h2]. Este es un
trabajo en progreso y es por eso que no vamos a considerar todos los casos borde.
También vamos a mostrar algunas de las modificaciones que se pueden hacer a
las pruebas anteriores para que funcionen en el caso en el que D = k[h±1].
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2.5.1. El caso D = k[h1,h2]

Una parte importante de la estrategia en el caso D = k[h] es conocer los
automorfismos de D. Eso nos permite diferenciar entre los casos conmutativo,
clásico y cuántico en la Proposición 1.3.1. Cuando D = k[h1,h2] también se
conocen los automorfismos de D. Se tiene, por ejemplo, el siguiente teorema de
Jung y van der Kulk [Jun42, vdK53].

Teorema 2.5.1. Todos los automorfismos de D = k[h1,h2] son mansos, es decir, se
escriben como producto finito de automorfismos lineales y triangulares.

Fue conjeturado por Nagata [Nag72] que el análogo a este teorema para
polinomios en 3 variables es falso. Esto fue demostrado por Shestakov y Umir-
baev [SU04].

La dificultad creciente de la descripción de los automorfismos de los anillos
de polinomios hace imposible utilizar dicha descripción en las demostraciones
como hicimos en el caso D = k[h].

Para poder usar los mismos métodos que usamos para D = k[h] vamos a
restringirnos a lo más parecido al caso cuántico en este contexto. Vamos a suponer
que el automorfismo σ : D → D involucrado en la definición de estas álgebras
es diagonal, esto es: existen q1 y q2 ∈ k tales que σ(hi) = qihi. Los ejemplos que
más nos interesan suceden en este contexto. El álgebra que vamos a considerar
es el álgebra A = A(q1,q2,a) generada por cuatro variables y, h1, h2 y x sujetas
a las relaciones:

hiy = qiyhi, xhi = qihix, h1h2 = h2h1, yx = a, xy = σ(a).

Nuestra motivación para extender los métodos anteriores a este caso es poder
aplicar nuestros teoremas a las álgebras down-up generalizadas definidas por
Cassidy y Shelton en [CS04]. Para hacer eso podemos usar la presentación como
álgebras de Weyl generalizadas cuánticas que dan Carvalho y Lopes en la sección
2 de [CL09]: el álgebra down-up generalizada L = L(f, r, s, 0) con r 6= 1 es
isomorfa a un álgebra de Weyl generalizada cuántica definida sobre k[h1,h2] con
σ(h1) = rh1, σ(h2) = sh2 y a(h1,h2) = h2 + g(h1) para un cierto g ∈ k[h1] que
depende de f.

Para probar que no hay derivaciones homogéneas localmente nilpotentes
no nulas usando la misma demostración que para el Lema 2.3.1, lo único que
necesitamos es mostrar que si d es una derivación localmente nilpotente de peso
r ≥ 0 entonces existen pi ∈ k[h1,h2] tales que d(hi) = yrpihi. Esto no es cierto
en general: por ejemplo, si q1 = q2, a = f(h2) entonces

d(y) = 0 = d(x), d(h2) = 0, d(h1) = h2,

define una derivación localmente nilpotente de peso 0 que no satisface la condi-
ción.
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Una forma de garantizar la condición que necesitamos es suponer que q1 no
pertenece al semigrupo generado por q2 y viceversa, dicho de otra forma:

q1 /∈ 〈q2〉 y q2 /∈ 〈q1〉. (2.7)

En este caso es fácil ver que si p ∈ k[h1,h2] satisface σ(p) = qip para algún
i ∈ {1, 2} entonces hi | pi. Esta observación nos permite demostrar el Lema 2.3.1
con exactamente la misma demostración que antes. El análogo del Corolario 2.3.2
también se sigue inmediatamente en este caso:

Corolario 2.5.2. Supongamos que el álgebra A satisface la condición (2.7), entonces las
derivaciones localmente finitas son homogéneas de peso 0.

El siguiente punto en el que debemos adaptar nuestra demostración es la
Proposición 2.3.3. Las modificaciones para esta parte son un poco más compli-
cadas, es por eso que vamos a enunciar y demostrar el reemplazo para dicha
proposición. Vamos a decir que un polinomio f ∈ k[h1,h2] es cuasihomogéneo si
existen n1 y n2 ∈ N tales que f es homogéneo para la graduación de k[h1,h2]
inducida por |hi| = ni (i = 1, 2). Esta definición es el análogo en dimensión 2 a
que un polinomio sea un monomio. La propiedad de ser cuasihomogéneo está
relacionada con la dimensión del polítopo de Newton Pf del polinomio f:

Si la dimensión de Pf es 2, entonces f no es cuasihomogéneo.
Si la dimensión de Pf es 1, entonces f es cuasihomogéneo con solo una (a
menos de escalar) asignación de pesos posible.
Si la dimensión de Pf es 0, entonces f es cuasihomogéneo de dos formas no
equivalentes.

Si el polinomio a que se usa en la construcción de nuestro álgebra es cua-
sihomogéneo, entonces hay más derivaciones localmente finitas. Para cada par
(n1,n2) correspondiente a una graduación de k[h1,h2] que hace de a un polino-
mio homogéneo hay una derivación localmente finita

τn1,n2 = n1h1|Ĥ1 +n2h2|Ĥ2 +Cx|X̂,

donde C es el grado de a para esta graduación. Notemos que este tipo de
derivaciones forman un espacio vectorial que llamaremos T . Su dimensión está
relacionada con la del polítopo de Newton de a:

dimPa + dim T = 2.

Proposición 2.5.3. Sea A un álgebra de Weyl generalizada cuántica definida sobre
k[h1,h2] que satisface la condición (2.7). Consideremos d : A → A una derivación
localmente finita, y la derivación ξ = y|Ŷ − x|X̂.

(i) Si a no es cuasihomogéneo, entonces d es un múltiplo escalar de ξ.
(ii) Si a es cuasihomogéneo, entonces d es una combinación lineal de ξ y de una

derivación τ ∈ T .
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Todas las derivaciones localmente finitas son diagonalizables en la base de los monomios
estándar y, en particular, conmutan.

Demostración. Sea d una derivación localmente finita. En virtud del Corola-
rio 2.3.2, sabemos que d es homogénea de peso 0, de manera que d admite
una escritura de la forma

d = yfy|Ŷ + h1g1|Ĥ1 + h2g2|Ĥ2 + fxx|X̂, con fy, fx, g1 y g2 ∈ k[h1,h2].

Consideremos ahora la restricción de d a k[h1,h2] (que seguiremos llamando
d). Esta derivación resulta ser una derivación localmente finita del anillo de
polinomios en 2 variables.

Para esta demostración vamos a considerar la graduación de k[h1,h2] con
|hi| = 1. Ahora, descomponemos d como suma de derivaciones homogéneas
para esta graduación. Si en esta descomposición aparece algún término de grado
positivo, entonces el sumando de mayor grado tiene que ser localmente nilpotente.
Llamemos δ a este sumando. Es claro que hi | δ(hi) para i = 1, 2 y por lo tanto,
usando que kerd es factorialmente cerrado, δ = 0. La única opción que queda es
que d sea homogénea de grado 0, que es lo mismo que decir que los polinomios
g1 y g2 son constantes.

El siguiente paso es probar que tanto fx como fy también tienen que ser
constantes. Como las demostraciones son análogas vamos a hacerla solamente
para fy. Consideremos la sucesión de polinomios {pi : i ∈ N0} definida por
di(y) = ypi. Estos polinomios satisfacen la recurrencia:

{
pi+1 = fypi + g1h1

∂pi
∂h1

+ g2h2
∂pi
∂h2

,

p0 = 1.

Si fy no es constante entonces degpi+1 = deg fy + degpi = i+ 1deg fy y esto no
es posible si d es localmente finita. Concluimos, entonces, que fy es constante.

La ecuación yx = a implica que d(y)x+ yd(x) = d(a). Si desarrollamos esta
ecuación obtenemos:

(fy + fx)a = g1h1
∂a

∂h1
+ g2h2

∂a

∂h2
, (2.8)

con fy, fx, g1 y g2 ∈ k. El espacio de soluciones de esta ecuación lineal puede
tener dimensión entre 1 y 3, dependiendo de la forma de a. En concreto:

Si a no es cuasihomogéneo, entonces (2.8) es equivalente a fx + fy = 0,
g1 = g2 = 0 y el espacio de soluciones tiene dimensión 1. Éste es el caso en
el dimPa = 2.
Si a es cuasihomogéneo pero no es un monomio, entonces el espacio de
soluciones tiene dimensión 2 y (2.8) es equivalente a que g1 y g2 sean los
pesos que hay que asignarle a h1 y a h2 respectivamente para que a se
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vuelva homogéneo y a que fx + fy =W donde W es el grado de a en esta
graduación (notar que g1 y g2 están definidos a menos de escalar). Éste es
el caso en el dimPa = 1.
Si a es un monomio entonces a es cuasihomogéneo de varias formas no
equivalentes y el espacio de soluciones de (2.8) tiene dimensión 3. Éste es el
caso en el dimPa = 0.

Resolviendo la Ecuación (2.8) en cada uno de estos casos se termina la demostra-
ción de esta proposición.

Observación 2.5.4. La idea de considerar una graduación en el anillo de polinomios
en dos variables para poder probar que una cierta derivación no es localmente
finita sale de un algoritmo ideado por van den Essen en [vdE92, Prop. 4.1 y 5.1]
para identificar derivaciones localmente finitas definidas en los polinomios en
dos variables. En nuestro caso usamos solo el primer paso de dicho algoritmo
pues (con su notación) W = ∅.

Ahora podemos enunciar el análogo al Corolario 2.3.4, usando el concepto de
polítopo de Newton.

Corolario 2.5.5. Si A1 = A(q1,1,q1,2,a1) y A2 = A(q2,1,q2,2,a2) son dos álgebras de
Weyl generalizadas cuánticas isomorfas definidas sobre k[h1,h2], entonces la dimensión
del polítopo de Newton de a1 coincide con la del de a2. En particular la dimensión del
polítopo de Newton de a es un invariante para estas álgebras.

Demostración. La dimensión del polítopo de Newton se lee inmediatamente de la
dimensión del espacio de derivaciones localmente finitas, como vimos al final de
la última demostración.

A partir de ahora vamos a restringirnos al caso en el que a no es cuasihomo-
géneo. En este caso la siguiente proposición es inmediata.

Proposición 2.5.6. Sean A1 = A(q1,1,q1,2,a1) y A2 = A(q2,1,q2,2,a2) dos álgebras
de Weyl generalizadas cuánticas isomorfas definidas sobre k[h1,h2] y sean ξ1 y ξ2 sus
respectivas derivaciones eulerianas. Supongamos además que a1 no es cuasihomogéneo (y
por lo tanto a2 tampoco). Si η : A1 → A2 es un isomorfismo, entonces η ◦ ξ1 ◦ η−1 es un
múltiplo escalar de ξ2.

Demostración. Es claro que η ◦ ξ1 ◦ η−1 es una derivación localmente finita de A2
y en virtud de la Proposición 2.5.3 es un múltiplo escalar de ξ2.

El paso siguiente es demostrar un reemplazo de la Proposición 2.4.1, pero
debido a ciertas dificultades técnicas vamos a suponer además que

q1,1 = q2,1 y q1,2 = q2,2. (2.9)

Notemos que estas condiciones se satisfacen automáticamente si estamos tratando
con un automorfismo.
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Proposición 2.5.7. Sean A1 = A(q1,1,q1,2,a1) y A2 = A(q2,1,q2,2,a2) dos álgebras
de Weyl generalizadas cuánticas donde, ni a1, ni a2 son cuasihomogéneos y además los
parámetros q• satisfacen (2.7) y (2.9). Si η : A1 → A2 es un isomorfismo de álgebras,
entonces existen γ1, γ2, µ, ν ∈ k \ 0 tales que η(hi) = γhi y

(♣) o bien η(y) = µy y η(x) = νx
(♠) o η(y) = µx y η(x) = νy.

Demostración. Al igual que en el caso de álgebras definidas sobre k[h], vemos que
η se restringe a un isomorfismo entre ker ξ1 y ker ξ2, ambos núcleos se identifican
con k[h1,h2] y por lo tanto η induce un automorfismo del anillo de polinomios
en dos variables.

De la misma manera que en la Sección 2.4, vemos que hay dos opciones (que
se corresponden con los dos puntos del enunciado): que η(y) tenga peso 1 y η(x)
tenga peso −1, o al revés.

Supongamos que estamos en el primer caso; el otro caso se trata de manera
similar. Consideremos, para i = 1, 2, la ecuación hiy = q1,iyhi; al aplicar η a
ambos lados de la igualdad, y teniendo en cuenta que η(y) tiene peso 1 y que
η(hi) ∈ k[h1,h2], vemos que σ2(η(hi)) = q1,iη(hi). Usamos ahora la Ecuación (2.9)
y reescribimos esta última igualdad como

σ2(η(hi)) = q2,iη(hi).

Vemos que hi | η(hi). Como η es un isomorfismo, sabemos que ηmanda elementos
irreducibles en elementos irreducibles y por lo tanto η(hi) es irreducible. Se sigue
inmediatamente que η(hi) es un múltiplo escalar de hi.

Para probar (♣), podemos hacer lo mismo que hicimos para k[h]. Existe
f ∈ k[h1,h2] tal que y = η(yf) = η(y)η(f): como η(f) ∈ k[h1,h2], se sigue de esto
que η(y) genera la componente de A2 de peso 1 como módulo (a derecha) sobre
k[h1,h2]. Sabemos que esta componente es un módulo libre de rango 1, y por lo
tanto tiene un solo generador a menos de escalar. Podemos concluir, entonces,
que η(y) tiene que ser un múltiplo escalar de y. El mismo argumento aplicado
a x muestra que también η(x) es un múltiplo escalar de x.

Con esta última proposición, la descripción de los automorfismos y de los
isomorfismos de estas álgebras es un cálculo sencillo. Vamos a escribir a =∑

(i,j)∈I ai,jh
i
1h
j
2. En esa escritura ai,j 6= 0 y por lo tanto I es el soporte de a.

Teorema 2.5.8. Sea A = A(q1,q2,a) un álgebra de Weyl generalizada cuántica definida
sobre k[h1,h2], con a no cuasihomogéneo, y sea (i0, j0) ∈ I cualquiera. Definimos

C = {(γ1,γ2) ∈ k× × k× : γ
i−i0
1 γ

j−j0
2 = 1 para todo (i, j) ∈ I} ⊆ k× × k×.

Si (γ1,γ2,µ) ∈ C× k×, tenemos un automorfismo ηγ1,γ2,µ : A→ A tal que

ηγ1,γ2,µ(y) = µy, ηγ1,γ2,µ(hi) = γihi y ηγ1,γ2,µ(x) = µ
−1γ

i0
1 γ

j0
2 x.
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El conjunto

G = {ηγ1,γ2,µ : (γ1,γ2,µ) ∈ C× k×}

es un subgrupo de Aut(A) isomorfo a C× k×. Si se satisface la condición (2.7), entonces,
q1 6= −1 o q2 6= −1 y Aut(A) = G.

Demostración. Es fácil ver que de hecho G es un subgrupo de Aut(A) isomorfo
a C× k× por lo que sólo queda ver que en realidad G coincide con Aut(A). Sea
η : A→ A un automorfismo. Teniendo en cuenta la Proposición 2.5.7, vemos que
existen γ1, γ2, µ, ν ∈ k \ 0 tales que η(hi) = γhi y sucede una de las siguientes
opciones:

(♣) η(y) = µy y η(x) = νx, o
(♠) η(y) = µx y η(x) = νy.

En el primer caso, aplicando η a ambos lados de la igualdad yx = a(h) se
sigue que para todos los pares (i, j) ∈ I se tiene γi1γ

j
2 = µν, de manera que

γ
i−i0
1 γ

j−j0
2 = 1 para todo (i, j) ∈ I y, por lo tanto, (γ1,γ2) ∈ C. Por último, de la

ecuación γi1γ
j
2 = µν que habíamos deducido antes, vemos que ν = µ−1γ

i0
1 γ

j0
2 y

concluimos que η = ηγ1,γ2,µ ∈ G.
Si en cambio estamos en el segundo caso, aplicando η a las igualdades hiy =

qiyhi vemos que q2i = 1 y entonces q1 = q2 = −1. De aquí se deduce que cuando
para algún i = 1, 2 vale que qi 6= −1, la alternativa (♠) no sucede, y por lo
tanto Aut(A) = G.

Este teorema da, como corolario, una demostración alternativa a una parte de
un teorema de Carvalho y Lopes que se encuentra en [CL09]: la que cubre el caso
genérico.

Corolario 2.5.9. Si r y s satisfacen las condiciones (2.7), el grupo de automorfismos del
álgebra down-up generalizada L(f, r, s, 0) es G

Demostración. Como observamos al principio de esta sección el álgebra L(f, r, s, 0)
puede presentarse como un álgebra de Weyl generalizada A(k[h1,h2],σ,a) con
σ(h1) = rh1, σ(h2) = sh2 y a(h1,h2) = h2 + g(h1) para un cierto polinomio g
unívocamente determinado por f y tal que suppg = supp f. En este caso

C =
{
(γ1,γ2) ∈ k× × k× : γi1 = γ2 para cada i ∈ supp f

}
,

y si llamamos ρ = gcd{deg f− i : i ∈ supp f}, podemos escribir esto en la forma

C =
{
(γ1,γ

deg f
1 ) ∈ k× × k× : γ1 ∈ Cρ

}
.

Vemos, entonces, que el grupoG del Teorema 2.5.8 coincide con el grupo denotado
H al comienzo de la Sección 2.4 en [CL09] y entonces obtenemos la parte (f ) del
Teorema 2.19 de ese trabajo.
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Teorema 2.5.10. Sean a1, a2 ∈ k[h1,h2] dos polinomios que no son cuasihomogéneos
y q1, q2 ∈ k \ {0, 1} dos parámetros que satisfacen (2.7) y (2.9). Las álgebras de Weyl
generalizadas cuánticas A1 = A(q1,q2,a1) y A2 = A(q1,q2,a2) son isomorfas si y
sólo si existen escalares no nulos α, β1, β2 ∈ k tales que a2(h) = αa1(β1h1,β2h2).

Demostración. Se puede comprobar fácilmente que la condición sobre a1 y a2
es suficiente para que A1 y A2 sean isomorfas. Vamos a demostrar que esta
condición es necesaria. Con las condiciones que agregamos la demostración de
este teorema va a ser una versión simplificada de la del Teorema 2.4.4.

Fijemos un isomorfismo η : A1 → A2. Aplicando la Proposición 2.5.7, vemos
que existen escalares γ1, γ2, µ, ν ∈ k \ 0 tales que η(hi) = γhi y

(♣) o bien η(y) = µy y η(x) = νx
(♠) o η(y) = µx y η(x) = νy.

Ahora, de la ecuación yx = a1(h) in A1, se sigue que

η(y)η(x) = a1(γ1h1,γ2h2) (2.10)

En el caso (♣), vemos que µνa2(h1,h2) = a1(γ1h1,γ2h2) y en el caso (♠) vemos
que µνa2(q1h1,q2h2) = a1(γ1h1,γ2h2). En ambos casos concluimos que a2(h) =
αa1(β1h1,β2h2) como queríamos.

2.5.2. El caso D = k[h±1]

Este caso fue considerado por Bavula y Jordan en su artículo [BJ01]. Ellos
obtienen el siguiente resultado, suponiendo que q no es raíz de la unidad.

Teorema 2.5.11 (Thm 5.2,[BJ01]). Sean 0 6= a1, a2 ∈ k[h±1], q ∈ k× de orden infinito
y σ ∈ Autk[h±1] tal que σ(h) = qh. Entonces k[h±1](σ,a1) ∼= k[h±1](σ,a2) si y solo
si a2(h) = ηhma1(µh±1) para algunos η, µ ∈ k× y algún entero m.

En esta sección vamos a adaptar los métodos que usamos para k[h] a este
contexto. El álgebras de Weyl generalizada cuántica A = A(k[h±1],σ,a) puede
ser presentada por generadores y, h, h−1, x y relaciones

hy = qyh, yx = a(h),

xh = qhx, xy = a(qh),

hh−1 = h−1h = 1.

En esta sección también vamos a restringirnos al caso cuántico. Por eso vamos a
considerar el automorfismo σ : k[h±1] → k[h±1] definido por σ(h) = qh.

En los trabajos de Bavula y Jordan [BJ01] y Richard y Solotar [RS06] se puede
observar que el caso en el que h es inversible es más fácil que el caso en el que no
lo es. Con nuestro enfoque también se nota esta diferencia. Por ejemplo, vale en
este contexto una versión más fuerte del Lema 2.3.1:
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Lema 2.5.12. No hay derivaciones localmente nilpotentes no nulas.

Demostración. Sea d una derivación localmente nilpotente. Las unidades de A
están contenidas en kerd: si u es una unidad d(uu−1) = d(1) = 0 y, como kerd
es factorialmente cerrado, se sigue que u ∈ kerd.

En estas álgebras tanto h como h−1 son unidades y por lo tanto d(h) = 0,
d(h−1) = 0 y d(yx) = d(a) = 0. Luego yx ∈ kerd y entonces concluimos que
d(y) = d(x) = 0, usando de nuevo que kerd es factorialmente cerrado.

De este lema se sigue, como antes, el siguiente corolario:

Corolario 2.5.13. Las derivaciones localmente finitas son homogéneas de peso 0.

Proposición 2.5.14. Sean d : A→ A una derivación localmente finita y ξ = y|Ŷ − x|X̂

la derivación euleriana.
(i) Si a no es un monomio, entonces d es un múltiplo escalar de ξ.

(ii) Si a = hN es un monomio, entonces d es una combinación lineal de ξ y τ =

h|Ĥ+Nx|X̂.
Todas las derivaciones localmente finitas son diagonalizables en la base de los monomios
estándar y, en particular, conmutan.

Demostración. Sea d una derivación localmente finita. Por el corolario anterior
sabemos que d es homogénea de peso 0 y por lo tanto existen p1, p2 y p3 ∈ k[h±1]
tales que d = yp1|Ŷ + p2|Ĥ+ p3x|X̂. En particular d se restringe a k[h±1] y la
restricción sigue siendo localmente finita. Los polinomios de Laurent admiten
una graduación tal que |h| = 1 y |h−1| = −1. Para esta graduación se puede usar
la misma idea que usamos en la demostración de la Proposición 2.5.3: es fácil
ver que no hay derivaciones localmente nilpotentes no nulas en k[h±1] y por lo
tanto la restricción de d a k[h±1] tiene que ser homogénea de grado 0. Esto es lo
mismo que decir que p2 es un múltiplo escalar de h.

Para probar que p1 y p3 tienen que ser constantes vamos a usar un argumento
similar al que usamos en la demostración de la Proposición 2.5.3. Consideremos
la sucesión de polinomios de Laurent definida por:

{
fi+1 = p1fi + p2hf

′
i

f0 = 1,

es claro que vale di(y) = yfi y por lo tanto el espacio vectorial generado por
{fi}i∈N tiene que ser de dimensión finita. Si p1 no es constante, entonces o bien el
término de menor grado de p1 tiene grado negativo o bien el término de mayor
grado de p1 tiene grado positivo. Los dos casos se tratan de manera similar.
Supongamos que degmáx p1 > 0, entonces

degmáx fi+1 = degmáx p1 + degmáx fi > degmáx fi.
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Esto no puede pasar si el espacio generado por las fi tiene dimensión finita. En el
otro caso la prueba es la misma reemplazando degmáx por degmı́n. Así concluimos
que p1 es constante y de manera análoga se puede ver que p3 es constante. La
demostración se termina de la misma manera que la de la Proposición 2.3.3, con
la diferencia que en este caso N puede ser negativo.

Si a es un monomio, entonces el álgebra A es kq[y±1,h±1]; esto se sigue de
que a es una unidad de D y por lo tanto x e y también lo son y podemos despejar
x en función de h e y. Este álgebra, llamada el toro cuántico, ha sido ampliamente
estudiada, por ejemplo por Osborn y Passman en [OP95] donde se describen
sus derivaciones y automorfismos. A partir de ahora nos vamos a restringir al
caso en que a no es un monomio. En este caso, el análogo de la Proposición 2.3.5
es inmediato porque, a menos de escalar, hay una única derivación localmente
finita.

El paso que sigue en nuestra técnica es describir como actúa un isomorfismo
sobre los generadores de estas álgebras. Esto lo llevamos a cabo con la siguiente
proposición.

Proposición 2.5.15. Sean A1 = A(q1,a1) y A2 = A(q2,a2) dos álgebras de Weyl
generalizadas cuánticas isomorfas definidas sobre k[h±1]. Supongamos que a1 no es un
monomio (y entonces a2 tampoco). Si η : A1 → A2 es un isomorfismo de álgebras,
entonces existen γ, µ, ν ∈ k \ 0, r, s ∈ Z y ǫ ∈ {±1} tales que η(h) = γhǫ y

(♣) o bien η(y) = µyhr y η(x) = νhsx
(♠) o η(y) = µhrx y η(x) = νyhs.

Demostración. Sabemos, al igual que en la demostración de la Proposición 2.4.1
que η se restringe a un isomorfismo entre k[h±1] ⊆ A1 y k[h±1] ⊆ A2. Como h es
una unidad en los polinomios de Laurent se sigue que η(h) tiene que ser de la
forma γhm. Como además h genera k[h±1] se tiene que m = ±1.

Teniendo en cuenta la estructura de grupo abeliano del conjunto de los pesos,
y al igual que antes, vemos que η(y) y η(x) tienen pesos 1 y −1 en algún orden.
Estos dos casos se corresponden con los puntos (♣) y (♠) del enunciado. Ambos
casos se tratan de manera similar por lo que vamos a hacer en detalle solo uno de
ellos. Supongamos que η(y) tiene peso 1 y η(x) tiene peso −1. Como η(y) genera
la componente de peso 1 de A como k[h±1]-módulo, se sigue que existen r ∈ Z y
µ ∈ k× tales que η(y) = µyhr. De la misma manera, existen s ∈ Z y ν ∈ k× tales
que η(x) = νhsx

Trabajando sobre los polinomios de Laurent aparece un fenómeno que no
habíamos visto antes.

Definición 2.5.16. Decimos que un polinomio de Laurent a ∈ k[h±1] es simétrico
si existen l ∈ N, γ ∈ k y δ ∈ k tales que

δa(h) = hla(γh−1).
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Es importante notar que l queda univocamente determinado pero ni δ ni γ
son necesariamente únicos.

En este punto ya tenemos todos los elementos para demostrar los dos teoremas
principales.

Teorema 2.5.17. Sea A = A(q,a) un álgebra de Weyl generalizada cuántica definida
sobre k[h±1], con a =

∑
i∈I aih

i y ai 6= 0 para todo i 6= 0. Supongamos que a no es
simétrico. Sean g = gcd{i− j : aiaj 6= 0} , Cg ⊆ k× el subgrupo de raíces de la unidad
de orden g e i0 ∈ I cualquiera. Si (γ,µ, r) ∈ Cg × k× × Z, tenemos un automorfismo
ηγ,µ,r : A→ A tal que

ηγ,µ,r(y) = µyh
r, ηγ,µ,r(h) = γh, y ηγ,µ,r(x) = µ

−1γi0h−rx.

El conjunto G = {ηγ,µ,r : (γ,µ, r) ∈ Cg × k× ×Z} es un subgrupo de Aut(A) isomorfo
a Cg × k× ×Z.

(i) Si q 6= −1, tenemos de hecho Aut(A) = G.
(ii) Si q = −1, hay una sucesión exacta corta de grupos que se parte a derecha

1 // G �

� // Aut(A) // Z/2Z // 1.

El grupo cíclico Z/2Z que aparece aquí está generado por la imagen de la involución
Ω : A→ A tal que Ω(y) = x, Ω(h) = −h y Ω(x) = y.

Demostración. Mediante un cálculo simple se puede verificar que G es un subgru-
po de automorfismos de A.

Sea η : A→ A un automorfismo. De acuerdo a la Proposición 2.5.15, existen
γ, µ, ν ∈ k \ 0, r, s ∈ Z y ǫ ∈ {±1} tales que η(h) = γhǫ y o bien (♣) η(y) = µyhr

y η(x) = νhsx o (♠) η(y) = µhrx y η(x) = νyhs. En el primer caso, aplicamos η a
ambos lados de la igualdad yx = a y vemos que

µνyhr+sx = a(γhǫ),

o escrito de otra forma,

µνq−r−sa(h)hr+s = a(γhǫ).

Como a no es simétrico se sigue que ǫ = 1 y que r+ s = 0. Por lo tanto

µν = γi,

para todo i tal que ai 6= 0. Concluimos, al igual que en la demostración del
Teorema 2.4.2, que η ∈ G.

En el segundo caso, aplicamos η a la ecuación yx = a y vemos que

µνhrxyhs = a(γhǫ).
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Se sigue que ǫ = 1, pues si este no fuera el caso tendriamos que a es simétrico.
Ahora, aplicando η a la ecuación hy = qyh, vemos que

γµhr+1x = qγµhrxh.

Esto solo es posible si q2 = 1. Por lo tanto terminamos la demostración de (i).
Siguiendo con el caso en el que q2 = 1 consideremos la involución Ω que aparece
en el enunciado. Es fácil ver que está bien definida y que ηΩ cae en el primer caso
y por lo tanto ηΩ ∈ G. Esto termina la demostración de (ii) y del teorema.

Observación 2.5.18. Supongamos que a es un polinomio simétrico. Por lo tanto
existen l ∈ N, γ ∈ k y δ ∈ k tales que

δa(h) = hla(γh−1).

Sean N y n los grados máximo y mínimo de a. Podemos despejar l y obtener
l = n+N. Además para todo i vale:

δai = al−iγ
l−i (2.11)

Si a es un monomio hay infinitos pares (γ, δ) que satisfacen estas ecuaciones. Si
no, entonces podemos tomar i = N,n en (2.11) para obtener

δaN = anγ
n y δan = aNγ

N.

Multiplicando estas dos ecuaciones y cancelando aNan vemos que

δ2 = γN+n.

Reemplazando δ = an
aN
γn concluimos que

(

an

aN

)2

= γN−n.

De esta última ecuación se sigue que, en este caso, hay solamente finitos pares
(γ, δ) que satisfacen la ecuación (2.11).

Es posible usar estas observaciones para ampliar el Teorema 2.5.17 al caso a
simétrico. El enunciado resultante es considerablemente más complicado y vamos
a omitir los detalles.

Ahora vamos a demostrar el Teorema 2.5.11 con nuestros métodos. Nuestra
versión es más general pues aceptamos dos álgebras con distintos q y además no
tenemos la restricción de que q no sea raíz de la unidad.

Teorema 2.5.19. Dos álgebras de Weyl generalizadas cuánticas A1 = A(q1,a1) y
A2 = A(q2,a2) son isomorfas si y sólo si q2 ∈ {q1,q−11 } y existen escalares no nulos
α, β ∈ k y un entero m tales que a2(h) = αhma1(βh±1).
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Demostración. Es fácil ver que las condiciones del enunciado son suficientes para
que las álgebras sean isomorfas. Vamos a demostrar ahora que también son
necesarias. Supongamos que η : A1 → A2 es un isomorfismo. En virtud de la
Proposición 2.5.15 sabemos que existen γ, µ, ν ∈ k \ 0, r, s ∈ Z y ǫ ∈ {±1} tales
que η(h) = γhǫ y o bien (♣) η(y) = µyhr y η(x) = νhsx o (♠) η(y) = µhrx y
η(x) = νyhs. A raíz de los isomorfismos

ω1 : A(q,a) → A(q−1,a) y ω2A(q,a) → A(q,a(h−1))

definidos por

ω1(y) = x ω2(y) = x

ω1(h) = q
−1h ω2(h) = q

−1h−1

ω1(x) = y ω2(x) = y,

podemos suponer que ǫ = 1 y que estamos en el caso (♣). Es importante notar
que ambos isomorfismos respetan las condiciones del enunciado. Aplicando η a
ambos lados de la ecuación yx = a1 vemos que

µνyhr+sx = a1(γh).

Conmutando x y hr+s en el lado derecho de la ecuación anterior deducimos que

µνq−r−sa2(h)h
r+s = a1(γh).

De aquí se sigue que a1 y a2 están relacionados como en el enunciado. Para
terminar debemos demostrar que q2 ∈ {q1,q−11 }. Consideremos la ecuación
hy = q1yh en A1. Aplicando η concluimos que

γµhyhr = γµq2yh
r+1 = γµq1yh

r+1.

De esta última ecuación concluimos que q1 = q2.
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Capítulo 3

Homología y Cohomología de
Hochschild

3.1. Introducción

El objetivo de este Capítulo es calcular la homología y la cohomología de
Hochschild de las álgebras de Weyl generalizadas cuánticas definidas sobre
k[h]. En esta sección vamos a repasar algunos de los conceptos y definiciones
más importantes de la teoría. En la Sección 3.2 introducimos una herramienta
clave para estudiar el caso q raíz de la unidad y mostramos sus propiedades.
Después, en la Sección 3.3 encontramos una resolución proyectiva de bimódulos
que nos permite calcular efectivamente la homología y la cohomología en las dos
siguientes secciones.

3.1.1. Definiciones

Fijemos A una k-álgebra; se define el álgebra envolvente de A como A⊗Aop y
se nota Ae. Los módulos (a izquierda) sobre Ae se identifican naturalmente con
los A-bimódulos si definimos a⊗ b.m = amb.

Para un A-bimódulo M se definen la homología y la cohomología de Hochs-
child de A con coeficientes en M como

HHn(A,M) = TorA
e

n (A,M) y
HHn(A,M) = ExtnAe(A,M),

respectivamente. Esta definición es en termino de funtores derivados. La forma
de calcular la homología explícitamente es elegir una resolución proyectiva P• de
A como A-bimódulo, y entonces

HHn(A,M) ∼= Hn(P⊗Ae M).

La teoría de funtores derivados garantiza que esta construcción no depende (a
menos de isomorfismo canónico) de la resolución elegida. Calculando de esta

31
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forma se pone de manifiesto la estructura de k-espacio vectorial de HHn(A,M).
Muchas veces nos va a interesar solamente su dimensión pero algunas veces
vamos a calcular bases explícitas.

La cohomología se calcula de manera similar pero usando el funtor homAe en
lugar del funtor ⊗Ae . En concreto

HHn(A,M) ∼= Hn(homAe(P,M)).

3.1.2. La resolución bar

Para calcular la homología y la cohomología de Hochschild de un álgebra
A hay una forma estándar de construir una resolución proyectiva. Si llamamos
A⊗n al producto tensorial iterado n veces A⊗ · · · ⊗A, la resolución bar es el
complejo de A-bimódulos B = (B•,b•) tal que Bn = A⊗A⊗n ⊗A. Para describir
b consideramos para cada 0 ≤ i ≤ n la aplicación k-lineal δi,n : Bn → Bn−1 que
verifica

δi,n(a0 ⊗ · · · ⊗ an+1) = a0 ⊗ · · · ⊗ aiai+1 ⊗ · · · ⊗ an+1

y ponemos

bn =

n∑

i=0

(−1)iδi,n (3.1)

En general n va a quedar determinado por el contexto: a partir de ahora vamos
a omitirlo en la notación. Con esta definición es inmediato verificar que b es
Ae-lineal, mientras que que b2 = 0 requiere un poco más de trabajo. La siguiente
propiedad de δi es fácil de demostrar e implica que

b2 = 0.

Lema 3.1.1. Si i ≤ j entonces δiδj = δjδi y si i > j entonces δiδj = δjδi−1.

Ahora podemos calcular

b2 =

n∑

i=0

n+1∑

j=0

(−1)i+jδi,nδj,n+1 =

n∑

i=0

i−1∑

j=0

(−1)i+jδi,nδj,n+1+

n∑

i=0

n+1∑

j=i

(−1)i+jδi,nδj,n+1,

usando el lema anterior se ve que ambos sumandos son iguales pero de signos
contrarios: luego se cancelan y b2 = 0.

El complejo B es exacto. Hay una homotopía de contracción s definida por

sn(a0 ⊗ · · · ⊗ an+1) = 1⊗ a0 ⊗ · · · ⊗ an+1.
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Comprobar que bs+ sb = 1 es un cálculo directo. De esta forma terminamos
de demostrar que B es una resolución proyectiva de A como A-bimódulo. Esta
resolución se llama resolución bar.

Vamos a describir una pequeña modificación de la resolución bar, que será
útil más adelante. Para una k-álgebra A, definimos A = A/k. La resolución bar
normalizada B tiene como módulo en el lugar n a A⊗A

⊗n
⊗A y los diferenciales

están dados por (3.1). La demostración de que B es una resolución libre de A
como A-bimódulo es completamente análoga a la que hicimos antes para B. Un
morfismo k-lineal cualquiera de A en A induce de forma natural un morfismo de
B en B que resulta un cuasi-isomorfismo.

3.1.3. Aplicación al cálculo de la homología y la cohomología

La resolución bar se puede usar para calcular la homología y la cohomología
de Hochschild de un álgebra, aunque esto a menudo no es conveniente porque
la dimensión (como k-espacios vectoriales) de los módulos involucrados crece
exponencialmente.

Para calcular la homología de un álgebra A con coeficientes en un A-bimódulo
M usando la resolución bar hay que calcular la homología de M⊗Ae B. Para
cada espacio vectorial V , hay un isomorfismo natural

M⊗Ae (A⊗ V ⊗A) ∼=M⊗ V

dado por m⊗Ae (b⊗ v⊗ c) 7→ cmb⊗ v. Este isomorfismo nos permite identificar
M⊗Ae B con el complejo bar:

· · · b //M⊗A⊗3 b //M⊗A⊗2 b //M⊗A b //M⊗

cuyo diferencial b satisface

b(m⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an) =

ma1 ⊗ · · · ⊗ an +
n−1∑

i=1

(−1)im⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ aiai+1 ⊗ · · · ⊗ an+

(−1)nanm⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an−1. (3.2)

Para la cohomología hay una versión similar de lo anterior basada en el
isomorfismo

homAe(A⊗ V ⊗A,M) ∼= homk(V ,M)

dado por f 7→ f(1⊗−⊗ 1). El complejo bar cohomológico es

· · · // homk(A
⊗3,M)

d // homk(A
⊗2,M)

d // homk(A
⊗1,M)

d // homk(k,M)
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con el diferencial dado por

d(f)(a1 ⊗ · · · ⊗ an+1) =

a1f(a2 ⊗ · · · ⊗ an+1) +
n∑

i=0

(−1)if(a1 ⊗ · · · ⊗ aiai+1 ⊗ · · · ⊗ an+1+

(−1)n+1f(a1 ⊗ · · · ⊗ an)an+1. (3.3)

Es claro que se pueden hacer cálculos análogos usando la resolución bar
normalizada en vez de la resolución bar.

La cohomología de Hochschild codifica mucha información de interés. Para
ver esta información es conveniente utilizar la resolución bar. Aplicando la
fórmula (3.3) podemos darle una interpretación más concreta a los cociclos en
grados bajos. Recomendamos como referencia para esta parte el Capítulo X del
libro de Mac Lane [ML63].

Un 0-cociclo es una función lineal w : k → M tal que para todo a ∈ A

vale que d(w)(a) = aw(1) −w(1)a = 0, es decir, w(1) es un elemento de
M sobre el que la acción de A es simétrica. En el caso de M = A esto se
corresponde con ser un elemento central de A. Es fácil ver que vale la
reciproca: a partir de un elemento simétrico m ∈M se puede obtener un 0-
cociclo definiendo w(1) = m. Como no hay 0-cobordes no nulos concluimos
que HH0(A,M) = {m ∈M : am = ma∀a ∈ A}. En particular

HH0(A) = Z(A).

Un 1-cociclo es una función k-lineal δ : A → M tal que d(δ)(a ⊗ b) =

aδ(b) − δ(ab) + δ(a)b = 0 para todo a, b ∈ A. Despejando vemos que
δ(ab) = aδ(b) + δ(a)b, es decir, que δ es una derivación de A con valores
en M. Los 1-cobordes son las derivaciones interiores (las de la forma δ(a) =
am−ma para algún m ∈M). De esta forma concluimos que HH1(A,M) es
isomorfo al espacio de derivaciones con valores en M módulo derivaciones
interiores.
Un 2-cociclo es una función lineal µ : A⊗A→M que verifica

d(µ)(a⊗ b⊗ c) = aµ(b, c) − µ(ab, c) + µ(a,bc) − µ(a,b)c = 0

para a, b y c ∈ A. Decimos que µ es un 2-cociclo normalizado si µ está en la
imagen de la inclusión de B en B. Esto es equivalente a pedir que µ(a⊗ 1) =
µ(1 ⊗ a) = 0 para todo a ∈ A. A partir de un 2-cociclo normalizado
podemos dotar a A ⊕M de una estructura de álgebra con la siguiente
fórmula

(a,m) ⋆ (a ′,m ′) =
(

aa ′,am ′ + a ′m+ µ(a,a ′)
)

.
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Notemos que con esta estructura el elemento neutro para el producto es
(1, 0) y que M2 = 0. Es fácil ver que la asociatividad del producto ⋆ es
equivalente a la condición de cociclo para µ. También se puede ver que
cociclos equivalentes dan lugar a extensiones isomorfas y viceversa. De esta
manera vemos que hay una correspondencia entre las clases de HH2(A,M)

y las clases de isomorfismo de estructuras de álgebra en A⊕M tales que
M2 = 0.
Veamos, por completitud, como surge naturalmente la condición M2 = 0

cuando uno trata de construir la correspondencia inversa. Consideremos
morfismo sobreyectivo de k-álgebras π : B→ A y llamemos M a su núcleo.
Claramente M es un ideal bilatero de B, pero nos gustaría dotar a M de
una estructura de A-bimódulo. La opción natural es definir π(x).m = xm,
pero es necesario verificar que esta definición no depende de la elección
de x en la preimagen de π(x). Si π(x) = π(y) y m ∈ M, entonces 0 =

π(x)m−π(y)m = xm−ym = (x−y)m. Sabemos que x−y ∈M por eso es
necesario que M2 = 0 en B para obtener la buena definición de la estructura
de M. En este caso M hereda una estructura de A-bimódulo. Veamos como
construir el cociclo correspondiente en HH2(A,M). La sucesión exacta corta
de espacios vectoriales

0→M→ B→ A→ 0 (3.4)

se parte, sea ψ : A→ B una sección k-lineal. Sabemos que ψ no es necesa-
riamente morfismo de álgebras pero ψ(a,a ′) = ψ(a)ψ(a ′) −ψ(aa ′) ∈ M
para a, a ′ ∈ A. Es un cálculo de rutina comprobar que ψ es un 2-cociclo
que, en vista de esta construcción, mide la obstrucción de que (3.4) se parta.
En particular si (3.4) se parte podemos elegir ψ un morfismo de álgebras y
el cociclo resultante es el cociclo nulo.

3.2. Generalidades

El objetivo de esta sección es desarrollar algunas herramientas que van a ser
útiles para el calculo de la (co)homología de Hochschild de A en el caso en el que
el parámetro q es una raíz de la unidad. Vamos a suponer en toda esta sección
que éste es el caso. Notamos e al orden multiplicativo de q en k× y recordamos
que S = ker(σ− id) = k[he].

Supongamos que e > 0 y para cada polinomio f ∈ k[h] tal que f(0) 6= 0

definamos

N (f) = mcm
(

f,σ(f), · · · ,σe−1(f)
)

y f =
N (f)

f
.

Claramente σ(N (f)) es un múltiplo escalar de N (f); evaluando ambos en 0 vemos
que en realidad son iguales, de manera que N (f) ∈ S . Notemos que hay ejemplos
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con f(0) = 0 donde la conclusión anterior no es válida, por ejemplo para f = hN

se tiene que N (f) = hN y entonces σ(N (f)) 6= N (f) en general.
Nuestro interés en el operador N viene del siguiente resultado:

Proposición 3.2.1. Sean f, g ∈ k[h] y supongamos que f(0) 6= 0.
(i) Si fg ∈ S , entonces f | g.

(ii) Si g ∈ S y f | g, entonces existe s ∈ S tal que g = N (f)s.

Demostración. Como fg ∈ S , sabemos que σi(fg) = fg y entonces σi(f) | fg para
todo i. El primer punto se sigue ahora de la definición de N (f). El segundo punto
es una consecuencia inmediata del primero.

Terminamos esta sección con dos lemas técnicos que serán útiles en los cálculos
de las secciones 3.4 y 3.5.

Lema 3.2.2. Sea f ∈ k[h] y supongamos que f(0) 6= 0 y que q es una raíz de la unidad
de orden e. Si π : k[h] → k[h]/(f) denota la proyección canónica, entonces para cada
l ≥ 0 tenemos

dimπ(hlS) =
degN (f)

e
.

Demostración. Como f(0) 6= 0, la multiplicación por π(h) en k[h]/(f) es un iso-
morfismo. Por lo tanto π(hlS) = π(hl)π(S) ∼= π(S) y es suficiente demostrar el
lema para l = 0. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo, en el que los
morfismos que aparecen son los obvios:

k[h]

π
��

π ′
// // k[h]/(N (f))

ρww
k[h]/(f)

Sea G el grupo cíclico de orden e generado por un elemento g ∈ G y dotemos
a k[h] con la acción de G tal que g actúa como σ. Como N (f) es G-invariante
hay una acción inducida en k[h]/(N (f)). El morfismo π ′ es sobreyectivo y, como
k tiene característica 0, el funtor (−)G que “toma invariantes” es exacto. Por lo
tanto la restricción de π ′ a los invariantes: (π ′)G : S →

(

k[h]/(N (f))
)G también

es sobreyectiva.
La situación es como en el siguiente diagrama conmutativo:

S

π|S
��

(π ′)G
// (k[h]/(N (f)))G

ρ
vv

k[h]/(f)
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Para todo s ∈ S tal que π|S(s) = 0 existe b ∈ k[h] tal que fb = s ∈ S . Se sigue de
la proposición anterior que b = f̄s1 para algún s1 ∈ S : de esta manera vemos que
s = N (f)s1 y que (π ′)G(s) = 0. Como (π ′)G es sobreyectiva, esto implica que el
morfismo ρ es inyectivo y, en consecuencia, que dimπ(S) = dim(k[h]/(N (f)))G.

El conjunto {hi : 0 ≤ i < degN (f)} es una base de k[h]/(N (f)) que diagonali-
za la acción de G. Además, el espacio (k[h]/(N (f)))G es el autoespacio de g de
autovalor 1. Se sigue que este espacio está generado por {hie : ie < degN (f)} y
por lo tanto dim(k[h]/(N (f)))G = 1

e degN (f) como queríamos.

Lema 3.2.3. Sean f ∈ k[h] tal que f(0) 6= 0, q ∈ k una raíz de la unidad de orden e > 0
y l ≥ 0. Consideremos el morfismo S-lineal ψf,l : p ∈ k[h] 7→ (σ− ql)(fp) ∈ k[h].
Entonces

cokerψf,l ∼= hlS ⊕ kη(f),

donde η(f) = deg f− 1
e degN (f).

Demostración. Descomponemos k[h] ∼= S ⊕ hS · · · ⊕ he−1S como S-módulo. Co-
mo ker(σ− ql) = hlS , el morfismo σ− ql induce un morfismo inyectivo

k[h]/hlS → k[h],

al que vamos a seguir llamando σ− ql. Consideremos el siguiente diagrama

k[h] f // k[h]
σ−ql //

p
��

k[h]

k[h]/hlS
σ−ql

::

Es inmediato comprobar que cokerψf,l ∼= hlS ⊕ coker(p ◦ f) pues σ − ql es
inyectivo, y, como

cokerp ◦ f ∼=
k[h]

hlS + (f)
∼=
k[h]

(f)

/

π(hlS)

con π el morfismo definido en el Lema 3.2.2, vemos que dim cokerp ◦ f = η(f).

Remarcamos que el isomorfismo en el enunciado de este lema es en realidad
un isomorfismo de S-módulos si identificamos el sumando kη(f) con el cociente
k[h]/(hlS + (f)) que aparece en la demostración.

3.3. Una resolución proyectiva

El objetivo de esta sección es construir una resolución proyectiva de A. Vamos
a hacerlo en dos pasos, usando un álgebra Bl como paso intermedio, como
en [FSSÁ03].
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3.3.1. Álgebras de Smith

Fijemos un polinomio l =
∑m
i=0 λiH

i ∈ k[H], con m > 0 y λm 6= 0. Conside-
ramos la k-álgebra Bl, o simplemente B, con generadores Y, H y X sujetos a las
relaciones

HY = qYH, [X, Y] = l, XH = qHX.

Esta álgebra fue considerada por P. Smith en [Smi90], observando que es en
muchos aspectos similar al álgebra envolvente U(sl2); llamaremos a este álgebra
el álgebra de Smith.

Se puede probar, de forma similar que para las álgebras de Weyl generalizadas,
que el conjunto {YiHjXk : i, j, k ≥ 0} es una base de B como k-espacio vectorial.
Sea V = kY ⊕ kH⊕ kX ⊂ B.

Si fijamos |X| = |Y| = 1 y |H| = 0 obtenemos una graduación en TV que
induce una filtración creciente en B. Vamos a escribir Y, H y X para los símbolos
principales de Y, H y X, respectivamente, en B = gr B. Obviamente, V ∼= gr V

está generado por X, Y y H, y esos elementos son k-linealmente independientes.
Además B es la k-álgebra generada por Y, H y X, con relaciones

HY = qYH, [X, Y] = 0, XH = qHX.

Para demostrar esto observamos primero que la capa i-ésima de la filtración de B
está generada como k-espacio vectorial por los monomios de grado menor o igual
a i de la base que mostramos más arriba. En segundo lugar, notamos que por lo
tanto los monomios de grado i forman una base de FiB/Fi−1B como k-espacio
vectorial. En ultimo lugar, concluimos que el morfismo obvio del álgebra que
describimos por generadores y relaciones a B es un isomorfismo pues manda
una base de la primer álgebra en una base de la segunda.

Consideremos ahora complejo de Be-módulos proyectivos

0 // B|
∧3 V |B // B|

∧2 V |B
d // B|V |B

d // B|B
µ // // B (3.5)

con diferenciales dados por

d(1|v|1) = 1|v− v|1, ∀v ∈ V ;

d(1|H∧X|1) = 1|X|H− qH|X|1− q|H|X+X|H|1;

d(1|Y ∧X|1) = 1|X|Y − Y|X|1− 1|Y|X+X|Y|1−
∑
i

∫
iλiH

s|H|Ht;

d(1|Y ∧H|1) = 1|H|Y − qY|H|1− q|Y|H+H|Y|1;

d(1|Y ∧H∧X|1) = 1|H∧X|Y − qY|H∧X|1− q|Y ∧X|H+ qH|Y ∧X|1

+ q|Y ∧H|X−X|Y ∧H|1.
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Recordamos que
∫

i

f(s, t) =
∑

s+t+1=i
0≤s,t

f(s, t).

Un cálculo de rutina nos muestra que d2 = 0.
Las filtraciones en B y V determinan una filtración en el complejo (3.5), cuyo

complejo graduado asociado es

0 //B|
∧3 V |B

d //B|
∧2 V |B

d //B|V |B
d //B|B

µ // //B

con diferenciales B
e
-lineales determinados por las condiciones

d(1|v|1) = 1|v− v|1, ∀v ∈ V ;

d(1|H∧X|1) = 1|X|H− qH|X|1− q|H|X+X|H|1;

d(1|Y ∧X|1) = 1|X|Y − Y|X|1− 1|Y|X+X|Y|1;

d(1|Y ∧H|1) = 1|H|Y − qY|H|1− q|Y|H+H|Y|1;

d(1|Y ∧H∧X|1) = 1|H∧X|Y − qY|H∧X|1− q|Y ∧X|H+ qH|Y ∧X|1

+ q|Y ∧H|X−X|Y ∧H|1.

Este complejo es exacto. De hecho, hay una homotopía de contracción B-lineal a
izquierda dada por

s(1) = 1|1;

s(1|Y
i
H
j
X
k
) =

∑
i

∫
iY
s
|Y|Y

t
H
j
X
k
+
∑
i

∫
jY
i
H
s
|H|H

t
X
k
+
∑
i

∫
kY
i
H
j
X
s
|X|X

t
;

s(1|Y|Y
i
H
j
X
k
) = 0;

s(1|H|Y
i
H
j
X
k
) =

∑
i

∫
iq
sY
s
|Y ∧H|Y

t
H
j
X
k
;

s(1|X|Y
i
H
j
X
k
) =

∑
i

∫
iY
s
|Y ∧X|Y

t
H
j
X
k
+
∑
i

∫
jq
sY
i
H
s
|H∧X|H

t
X
k
;

s(1|H∧X|Y
i
H
j
X
k
) =

∑
i

∫
iq
sY
s
|Y ∧H∧X|Y

t
H
j
X
k
;

s(1|Y ∧X|Y
i
H
j
X
k
) = 0;

s(1|Y ∧H|Y
i
H
j
X
k
) = 0.

Como el complejo graduado asociado del complejo (3.5) es exacto, se sigue
que (3.5) también lo es. Por lo tanto el complejo (3.5) resulta una resolución
proyectiva de B como Be-módulo.

3.3.2. El segundo paso

Ahora vamos a construir una resolución de un álgebra de Weyl generalizada
cuántica definida sobre k[h] como bimódulo sobre si misma. Recordemos que



40 CAPÍTULO 3. HOMOLOGÍA Y COHOMOLOGÍA DE HOCHSCHILD

estas álgebras dependen de un polinomio a ∈ k[h] y de un escalar q ∈ k \ {0, 1} y
están generadas por tres variables y, h y x sujetas a las relaciones

hy = qyh, xh = qhx, yx = a, xy = σ(a).

Sea l = σ(a) − a; entonces dega ≥ deg l y l =
∑N
i=0 λih

i con λi = (qi − 1)αi.
Consideramos el álgebra de Smith B = Bl que corresponde al polinomio l y el
elemento Ω = YX− a ∈ B. Un cálculo simple nos muestra que Ω = XY − σ(a)

y que Ω es central en B. En particular, BΩ = ΩB es un ideal bilátero de B y el
cociente B/ΩB es isomorfo al álgebra A vía el isomorfismo que manda las clases
de Y, H y X a y, h y x respectivamente. Vamos a identificar A con este cociente.

Sea π : B→ A la proyección canónica. Como Ω no es un divisor de cero en B
(ya que B es un dominio integro) y Ω es central, el complejo

0 −→ B
Ω
−→ B

π
−→ A −→ 0 (3.6)

es una resolución proyectiva de A como B-módulo a izquierda y a derecha; el
primer morfismo es la multiplicación por Ω.

La resolución de B como B-bimódulo que obtuvimos en (3.5) es, en particular,
una resolución de B como B-módulo a derecha. Por lo tanto, aplicándole el funtor
(−)⊗B A obtenemos un complejo

0 // B|
∧3 V |A

d // B|
∧2 V |A

d // B|V |A
d // B|A

µ // A // 0 (3.7)

con diferenciales B⊗Aop-lineales dados por

d(1|v|1) = 1|v− v|1, ∀v ∈ V ;

d(1|H∧X|1) = 1|X|h− qH|X|1− q|H|x+X|H|1;

d(1|Y ∧X|1) = 1|X|y− Y|X|1− 1|Y|x+X|Y|1−
∑
i

∫
iλiH

s|H|ht;

d(1|Y ∧H|1) = 1|H|y− qY|H|1− q|Y|h+H|Y|1;

d(1|Y ∧H∧X|1) = 1|H∧X|y− qY|H∧X|1− q|Y ∧X|h+ qH|Y ∧X|1+

q|Y ∧H|x−X|Y ∧H|1.

cuya homología es TorB• (B,A). Se sigue que este complejo es de hecho acíclico.
Esto significa que (3.7) es una resolución proyectiva de A como B-módulo a
izquierda

Podemos construir morfismos de comparación entre las dos resoluciones (3.6)
y (3.7) de A como B-módulo a izquierda:

0 // B
Ω //

f1
��

B
π // //

f0
��

A

1A
��

· · · // B|V |A
d //

g1

OO

B|A
µ // //

g0

OO

A

1A

OO (3.8)
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dados por

f0(1) = 1|1; f1(1) = −Y|X|1− 1|Y|x+
∑
i

∫
iαiH

s|H|ht;

g0(1|y
ihj) = YiHj; g0(1|h

jxk) = HjXk;

g1(1|Y|y
ihj) = 0; g1(1|Y|h

jxk+1) = −q−jHjXk

g1(1|H|y
ihj) = 0; g1(1|H|h

jxk) = 0;

g1(1|X|y
i+1hj) = −YiHj; g1(1|X|h

jxk) = 0.

Tenemos dos formas de calcular TorB• (A,A): usando las dos resoluciones que
tenemos.

La primera forma es usando (3.6), el cálculo con esta resolución es inmediato
porque el único diferencial relevante se anula, vemos que

TorBp(A,A) =






A⊗B B, p = 0;

A⊗B B, p = 1;

0, p ≥ 2.

(3.9)

La segunda forma es usando el complejo que se obtiene aplicando el funtor
A⊗B (−) a la resolución (3.7), lo que nos da el complejo

0 //A|
∧3 V |A

d //A|
∧2 V |A

d //A|V |A
d //A|A (3.10)

con diferenciales Ae-lineales dados por:

d(1|v|1) = 1|π(v) − π(v)|1, ∀v ∈ V ;

d(1|H∧X|1) = 1|X|h− qh|X|1− q|H|x+ x|H|1;

d(1|Y ∧X|1) = 1|X|y− y|X|1− 1|Y|x+ x|Y|1−
∑
i

∫
iλih

s|H|ht;

d(1|Y ∧H|1) = 1|H|y− qy|H|1− q|Y|h+ h|Y|1;

d(1|Y ∧H∧X|1) = 1|H∧X|y− qy|H∧X|1− q|Y ∧X|h+ qh|Y ∧X|1+

q|Y ∧H|x− x|Y ∧H|1.

Sabemos que la homología de este complejo es isomorfa a TorB• (A,A). El iso-
morfismo se puede hacer explicito usando los morfismos de comparación f• y
g• de (3.8) y de esta forma vemos que la homología del complejo (3.10) es un
A-módulo libre generado por las clases de los ciclos 1|1 ∈ A⊗A y

y|X|1+ 1|Y|x−
∑
i

∫
iαih

s|H|ht ∈ A⊗ V ⊗A,

de grados 0 y 1, respectivamente.
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3.3.3. La resolución

Ahora consideramos el complejo doble, concentrado en el tercer cuadrante,
X•,• que mostramos en el siguiente diagrama

0 // A|
∧3 V |A

d // A|
∧2 V |A

d // A|V |A
d // A|A

0 // A|
∧3 V |A

d //

OO

A|
∧2 V |A

d //

δ

OO

A|V |A
d //

δ

OO

A|A

δ

OO

. .
.

. .
.

OO

. .
.

δ

OO

. .
.

δ

OO

. .
.

δ

OO

de manera que Xp,q = A|
∧p−q V |A si q ≥ 0 y Xp,q = 0 en cualquier otro caso, con

diferenciales horizontales Ae-lineales d, de bigrado (−1, 0), dados como en (3.10),
y diferenciales verticales δ, de bigrado (0, 1), dados por

δ(1|1) = y|X|1+ 1|Y|x−
∑
i

∫
iαih

s|H|ht;

δ(1|Y|1) = −y|Y ∧X|1+
∑
i

∫
iαiq

ths|Y ∧H|ht;

δ(1|H|1) = 1|Y ∧H|x− y|H∧X|1;

δ(1|X|1) = 1|Y ∧X|x−
∑
i

∫
iαiq

shs|H∧X|ht;

δ(1|Y ∧H|1) = y|Y ∧H∧X|1;

δ(1|Y ∧X|1) =
∑
i

∫
iαiq

i−1hs|Y ∧H∧X|ht;

δ(1|H∧X|1) = 1|Y ∧H∧X|x.

Un cálculo directo muestra que este es de hecho un complejo doble con diferen-
ciales que anticonmutan.

Para calcular la homología del complejo total TotX•,• podemos usar la suce-
sión espectral E que surge de la filtración por filas. El diferencial en la primera
página E0 de esta sucesión espectral es el diferencial horizontal d de X•,•, y
además hemos, esencialmente, calculado su homología en (3.9). Por lo tanto la
segunda página E1 de E es, salvo isomorfismo, como en el siguiente diagrama.

0 0 A A

0 0 A A

d1
OO

0 0 A A

d1
OO

. .
.

. .
.

. .
.

. .
.

Las únicas componentes del diferencial d1 de la segunda página que podrían
no ser cero son los morfismos d1p,p : E1p,p → E1p,p−1, con p ≥ 1. Pero éstos están
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inducidos por el diferencial vertical δ in X•,•. Sabemos que E1p,p y E1p,p−1 son
A-módulos libres generados por las clases de 1|1 ∈ Xp,p y ω = y|X|1+ 1|Y|x−∑
i

∫
iαih

s|H|ht ∈ Xp,p−1, respectivamente. En vista de la definición de δ, como
d1([1|1]) = [ω] y como d1 es A-lineal concluimos que todas las componentes de
d1 que no son trivialmente cero son isomorfismos.

Se sigue que el complejo total TotX•,• es acíclico sobre A con aumentación
dada por el morfismo de multiplicación µ : X0,0 = A ⊗ A → A y, como sus
componentes son Ae-módulos libres, es una resolución proyectiva de A como
Ae-módulo.

La siguiente observación es muy importante porque nos permite simplificar
las cuentas de las siguientes dos secciones.

Observación 3.3.1. Consideramos la graduación en V que verifica que Y, H y X son
homogéneos de grados 1, 0 y −1, respectivamente. Esta graduación junto con la
de A por peso inducen una graduación en el complejo X•,• de manera que los
diferenciales son homogéneos. Se sigue que los complejos obtenidos al aplicar
los funtores A⊗Ae (−) y homAe(−,A) que aparecen más abajo también serán
graduados por una graduación natural.

3.4. Homología de Hochschild

En esta sección vamos a calcular la homología de Hochschild de A usando la
resolución que describimos en la sección anterior y un argumento de sucesiones
espectrales.

Si aplicamos el funtor A⊗Ae − a X•,• e identificamos A⊗Ae (A⊗∧pV ⊗A)
con A ⊗ ∧pV de la forma natural, obtenemos un complejo doble tal que la
homología de su complejo total es HH∗(A), la homología de Hochschild de A
con coeficientes en si misma. El complejo doble que obtenemos es:

0 // A|
∧3 V

d // A|
∧2 V

d // A|V
d // A

0 // A|
∧3 V

d //

δ

OO

A|
∧2 V

d //

δ

OO

A|V
d //

δ

OO

A

δ

OO

. .
.

. .
.
δ

OO

. .
.
δ

OO

. .
.
δ

OO

. .
.
δ

OO

con diferenciales dados por

d(u|Y) = [y,u], (3.11a)

d(u|H) = [h,u], (3.11b)

d(u|X) = [x,u], (3.11c)

d(u|Y ∧H) = [y,u]q|H+ [u,h]q|Y, (3.11d)
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d(u|Y ∧X) = [y,u]|X+ [u, x]|Y −
∑
iλi

∫
ih
tuhs|H, (3.11e)

d(u|H∧X) = [h,u]q|X+ [u, x]q|H, (3.11f)

d(u|Y ∧H∧X) = [y,u]q|H∧X+ q[u,h]|Y ∧X− [u, x]q|Y ∧H, (3.11g)

y

δ(u) = uy|X+ xu|Y −
∑
iαi

∫
ih
tuhs|H, (3.12a)

δ(u|Y) = −uy|Y ∧X+
∑
iαi

∫
iq
thtuhs|Y ∧H, (3.12b)

δ(u|H) = xu|Y ∧H− uy|H∧X, (3.12c)

δ(u|X) = xu|Y ∧X−
∑
iαi

∫
iq
shtuhs|H∧X, (3.12d)

δ(u|Y ∧H) = uy|Y ∧H∧X, (3.12e)

δ(u|Y ∧X) =
∑
iαi

∫
iq
i−1htuhs|Y ∧H∧X, (3.12f)

δ(u|H∧X) = xu|Y ∧H∧X. (3.12g)

Vamos a llevar a cabo nuestro cálculo usando la sucesión E espectral que
surge de la filtración por filas de este complejo. La graduación por pesos de X•,•

induce una graduación en E. Vamos a notar HH•(A)
(r) y E(r) a la componente de

peso r en HH•(A) = H(A⊗Ae X•,•) y E.

3.4.1. Primera página

Llamemos X al complejo

0 // A
δ // A|V

δ // A|
∧2 V

δ // A|
∧3 V // 0 (3.13)

graduado de manera que A y A|
∧3 V estén en grados 0 y 3, respectivamente, con

los diferenciales como en (3.12a)–(3.12g). Es claro que E1p,q = Hp−q(X) para todo
q > 0 y que los espacios vectoriales E1p,0 pueden identificarse con los conúcleos
de los diferenciales de X.

Para cada r ∈ Z, sea X(r) la componente homogénea de X de peso r. En esta
subsección, vamos a calcular H•(X) =

⊕

r∈ZH•(X
(r)).

Proposición 3.4.1. Si r ∈ Z es distinto de 0, entonces el complejo X(r) es exacto. Por
otro lado, hay isomorfismos de S-módulos

Hp(X
(0)) ∼=

{
k[h]/(c), si 2 ≤ p ≤ 3;

0, en otro caso.

Demostración. Una forma de hacer los cálculos es como sigue:
Si u = p ∈ X

(0)
0 , con p ∈ k[h], entonces

δ(u) = yσ(p)|X+ σ(p)x|Y − a ′p|H. (3.14)

Como A es un dominio, se sigue inmediatamente que δ es un monomorfis-
mo y que H0(X(0)) = 0.
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Sea u = p1x|Y + p2|H+ yp3|X ∈ X
(0)
1 , con p1, p2, p3 ∈ k[h]. Sabemos que

δ(u) = (p1σ(a
′) + σ(p2))x|Y ∧H+ σ(a)(p3 − p1)|Y ∧X

− y(p3σ(a
′) + σ(p2))|H∧ X. (3.15)

Como A es un dominio, vemos que δ(u) = 0 si y solo si p1 = p3 y p2 =

−σ−1(p1)a
′. Esta descripción de los ciclos junto con la expresión de los

bordes que aparece en (3.14) implican que H1(X(0)) = 0.
Sea u = p1x|Y ∧H+ p2|Y ∧X+ yp3|H∧X ∈ X

(0)
2 . Calculando directamente

vemos que

δ(u) = (p1σ(a) + p2σ(a
′) + σ(a)p3)|Y ∧H∧X. (3.16)

Supongamos que u ∈ ker δ, de manera que p1σ(a) + p2σ(a ′) + σ(a)p3 = 0.
Se sigue inmediatamente que σ(ac )(p1 + p3) = −σ(a

′

c )p2. Como a/c y a ′/c
son coprimos, existe g ∈ k[h] tal que p1 + p3 = −σ(a

′

c )g y p2 = σ(ac )g.
Si v, r ∈ k[h] son tales que g = vσ(c) + r y deg r < deg c, entonces u es
homólogo a

u− δ(σ−1(p1)|H+ yv|X) = rσ(ac )|Y ∧X− yrσ(a
′

c )|H∧X.

Concluimos que toda clase de grado 2 en la homología de X(0) puede
ser representada por un ciclo de la forma rσ(ac )|Y ∧X− yrσ(a

′

c )|H∧X con
r ∈ k[h] y deg r < deg c = M. En vista de la fórmula (3.15), uno de
estos ciclos es un borde si y solo si es cero y de esta forma vemos que
H2(X

(0)) ∼= k[h]/(σ(c)) ∼= k[h]/(c).
Se sigue inmediatamente de (3.16) que δ(X(0)

2 ) = σ(c)k[h]|Y ∧ H ∧ X, y
entonces H3(X(0)) ∼= k[h]/(c).

Fijemos ahora r > 0, y demostremos que el complejo X(r) es exacto.

Sea u ∈ X
(r)
0 , de manera que u = yrp para algún p ∈ k[h]. Entonces

δ(u) = yr−1σr(a)p|Y − yrp
∑
iαi[i]qrh

i−1|H+ yr+1σ(p)|X, (3.17)

y vemos inmediatamente que esto es cero si y solo si p = 0. Por lo tanto
H0(X

(r)) = 0.
Sea u = yr−1p1|Y + y

rp2|H+ yr+1p3|X ∈ X
(r)
1 con p1, p2, p3 ∈ k[h]. Como

δ(u) =yr−1
(

p1
∑
iαi[i]qrh

i−1 + σr(a)p2
)

|Y ∧H+

yr(−σ(p1) + σ
r+1(a)p3)|Y ∧X−

yr+1
(

σ(p2) + p3
∑
iαiq

i−1[i]qrh
i−1

)

|H∧X,

tenemos que u es un ciclo si y solamente si

p1
∑
iαi[i]qrh

i−1 + σr(a)p2 = 0,
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σr+1(a)p3 = σ(p1),

σ(p2) + p3
∑
iαiq

i−1[i]qrh
i−1 = 0.

La primer ecuación se sigue de las otras dos y por lo tanto podemos
descartarla, y además podemos reemplazar las dos restantes por

p2 = −σ−1(p3)
∑
iαi[i]qrh

i−1,

p1 = σ
r(a)σ−1(p3).

De esta manera obtenemos una descripción de todos los 1-ciclos en X(r) y,
comparándola con (3.17), vemos que todos los ciclos son bordes: se sigue
que H1(X(r)) = 0.
Para u = yr−1p1|Y ∧H+ yrp2|Y ∧ X+ yr+1p3|H∧ X ∈ X

(r)
2 con p1, p2, p3 ∈

k[h], tenemos

δ(u) = yr
(

σ(p1) + p2
∑
iαiq

i−1[i]qrh
i−1 + σr+1(a)p3

)

|Y ∧H∧X.

Si u es un ciclo, entonces p1 = −σ−1(p2
∑
i αiq

i−1[i]qrh
i−1 + σr+1(a)p3), de

manera que, de hecho

u = −δ(yr−1σ−1(p2)|Y + y
rσ−1(p3)|H).

Se sigue que H2(X(r)) = 0.
Para cada p ∈ k[h], tenemos que δ(yr−1σ−1(p)|Y ∧H) = yrp|Y ∧H∧X. Esto
significa que δ(Xr2) = Xr3 y entonces H3(X(r)) = 0.

En este punto, conocemos la mayor parte de la segunda página de nuestra
sucesión espectral:

Corolario 3.4.2. Sea r ∈ Z un peso. Las dimensiones de los espacios vectoriales que
aparecen en las componentes homogéneas de peso r de E1 son

M ? ? ?

M M 0 0

M M 0 0

. .
.

. .
.

. .
.

. .
.

o

0 ? ? ?

0 0 0 0

0 0 0 0

. .
.

. .
.

. .
.

. .
.

dependiendo de si r = 0 o no. Los signos de pregunta corresponden a espacios vectoriales
cuyas dimensiones todavía no conocemos.
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3.4.2. Segunda página

Teniendo en cuenta la forma de E1, vemos que E∞ = E2. La proposición que
sigue calcula esta página, excepto la primera fila, y en el resto de la sección nos
encargaremos de calcular los pocos espacios vectoriales que restan.

Proposición 3.4.3. Para cada p ≥ 0 , el diferencial d1p+3,p : E
1
p+3,p → E1p+2,p se anula.

En consecuencia, excepto por los espacios vectoriales marcados con signos de interrogación
en el Corolario 3.4.2, la página E∞ coincide con la página E1.

Demostración. Un cálculo simple nos muestra que si f ∈ k[h] entonces

d(f|Y ∧H∧X) = y(1− qσ)(f)|H∧X− (1− qσ)(f)x|Y ∧H

= δ((q− σ−1)(f)|H).
(3.18)

Se sigue que todos los diferenciales d2p+3,p son cero, como habíamos afirmado, y
el cálculo de E∞ es inmediato excepto por E∞0,0, E

∞

1,0 y E∞2,0.

Corolario 3.4.4. Para todo p ≥ 3 y todo r ∈ Z hay isomorfismos de S-módulos

HHp(A)
(r) ∼=

{
k[h]/(c) si r = 0;

0 si r 6= 0.

Es interesante observar que este resultado es independiente de q.

Demostración. De acuerdo con la proposición y en vista de la forma de la página
E1 de la sucesión espectral, este corolario es una consecuencia de la convergencia.

Para finalizar el cálculo, necesitamos encargarnos de los lugares en la sucesión
espectral marcados con signos de interrogación en los diagramas del Corola-
rio 3.4.2. Hacemos esto en las siguientes dos proposiciones, primero para peso
cero y luego para los pesos restantes.

Proposición 3.4.5. Cuando q es una raíz de la unidad, tenemos isomorfismos de S-
módulos

HHp(A)
(0) ∼= E

2(0)
p,0

∼=






kη(a), si p = 0;

S ⊕ S ⊕ kη(c), si p = 1;

S ⊕ k[h]/(c), si p = 2;

con η(f) = N− 1
e degN (f) para f ∈ k[h] como en el Lema 3.2.3. Por otro lado, si q

tiene orden infinito tenemos isomorfismos

HHp(A)
(0) ∼= E

2(0)
p,0

∼=






kN, si p = 0;

kM, si p = 1;

kM, si p = 2.
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Demostración. Durante esta demostración vamos a escribir E1p,0 en lugar de E1(0)p,0 ,
para aligerar la notación.
Homología en E12,0. Supongamos que u = p1x|Y ∧H+ p2|Y ∧ X+ yp3|H∧ X ∈

E02,0, con p1, p2, p3 ∈ k[h], vive hasta E2, de manera que existe f ∈ k[h] tal que
d(u) = δ(f). Esto significa que

σ(f) = (1− σ)(p2),

−a ′f = aσ−1(p1 + p3) − qσ(a)(p1 + p3) − p2(qσ(a
′) − a ′).

Como σ es un automorfismo, podemos eliminar f y de esta manera obtenemos la
ecuación equivalente

aσ−1(p1 + p3) − qσ(a)(p1 + p3) − p2(qσ(a
′) − a ′) = −a ′σ−1((1− σ)(p2)),

que podemos reescribir, en una manera más compacta, como

(1− qσ)(aσ−1(p1 + p3) + a
′σ−1(p2)) = 0. (3.19)

Vamos a necesitar considerar dos casos separadamente, porque el resultado
depende de si q es o no una raíz de la unidad.

• Supongamos primero que q no es una raíz de 1. En este caso el morfismo
1− qσ es un monomorfismo, de manera que (3.19) es equivalente a

aσ−1(p1 + p3) + a
′σ−1(p2) = 0.

Se sigue que existe g ∈ k[h] tal que

p2 = −σ(ac )g, p1 + p3 = σ(
a ′

c )g.

Sean b y r ∈ k[h] tales que g = bσ(c) + r con deg r < deg c. Entonces u es
homólogo a

u+ δ
(

yb|X− σ−1(p1)|H
)

= σ(ac )r|Y ∧X+ yσ(a
′

c )r|H∧X,

y vemos que todas las clases de la homología en E22,0 pueden ser representa-
das por un ciclo de la forma

σ(ac )r|Y ∧X+ yσ(a
′

c )r|H∧X (3.20)

con r ∈ k[h] y deg r < M = deg c. Recíprocamente, cada elemento de esta
forma sobrevive hasta E2.

Usando (3.18) vemos que la imagen de d contiene a la imagen de δ. Por
otro lado, el coeficiente de Y ∧X en cualquier elemento no nulo de δ(X(0)

1 )

es un múltiplo no nulo de σ(a) y, en particular, tiene grado como mínimo
N: comparando esto con (3.20) vemos que u no está en la imagen de δ.
Podemos concluir que estos elementos no son cero en E2, de manera que
dimE22,0 =M.
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• Supongamos ahora que q es una raíz de 1. En este caso la condición (3.19) es
equivalente a la existencia de un polinomio singular s ∈ S tal que

aσ−1(p1 + p3) + a
′σ−1(p2) = h

e−1s. (3.21)

Como a(0) 6= 0, c divide a s y se sigue de la Proposición 3.2.1(ii) que existe
s1 ∈ S tal que s = N (c)s1.

Sean α, β ∈ k[h] tales que a
cα + a ′

c β = 1; cada solución de la ecua-
ción (3.21) es de la forma

p3 = σ
(

he−1cs1α+ a ′

c g
)

− p1,

p2 = σ
(

he−1cs1β− a
cg

)

para algún g ∈ k[h]. Sean b, r ∈ k[h] tales que g = bc+ r y deg r < M.
Sin cambiar su clase en E2, podemos reemplazar u por u− δ(σ−1(p1)|H−

yσ(b)|X), y entonces vemos que podemos suponer que

u = σ(he−1cs1β− a
c r)|Y ∧X+ yσ(he−1cs1α+ a ′

c r)|H∧X. (3.22)

Si u representa a la clase nula en E1, entonces existen v1, v2, v3 ∈ k[h] tales
que

u = δ(v1x|Y + v2|H+ yv3|X)

= (v1σ(a
′) + σ(v2))x|Y ∧H+ σ(a)(v3 − v1)|Y ∧X

− y(v3σ(a
′) + σ(v2)|H∧X.

Igualando los coeficientes y eliminando v2, vemos que

aσ−1(v3 − v1) = h
e−1c̄s1β− a

c r,

−a ′σ−1(v3 − v1) = h
e−1c̄s1α+ a ′

c r.

Podemos ahora despejar primero s1 y después r, vemos que u tiene que ser
0.

Comprobemos ahora que u representa un elemento no nulo de E2. En
efecto, si existe p ∈ k[h] tal que

u = d(p|Y ∧H∧X) = y(1− qσ)(p)|H∧X− (1− qσ)(p)x|Y ∧H,

entonces necesariamente tenemos que (1− qσ)(p) = 0 y que

a
c r = h

e−1cs1β,
a ′

c r = −he−1cs1α.

Resolviendo estas ecuaciones para despejar s1 y r, usando la manera en que
elegimos α y β y usando por último que he−1c̄ 6= 0, vemos que s1 = r = 0.

De esta manera concluimos que cada elemento de E22,0 puede ser re-
presentado de manera única por un ciclo de la forma (3.22). En particular
tenemos un isomorfismo de espacios vectoriales E22,0

∼= S ⊕ k[h]/(c).
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Homología en E11,0. Sea u = p1x|Y + p2|H+ yp3|X ∈ E01,0, con p1, p2, p3 ∈ k[h],
un elemento que sobrevive hasta E2. Como u es homólogo a u− δ(σ−1(p1)) =

(p2 + a
′σ−1(p1))|H+ y(p3 − p1)|X, podemos suponer que p1 = 0.

Si u es un borde, de manera que u = d(f1x|Y ∧H+ f2|Y ∧ X+ yf3|H∧ X) +

δ(f4), para fi ∈ k[h], podemos mirar el coeficiente de Y en ambos lados de esta
igualdad y encontrar que (1− σ)(f2) + σ(p4) = 0. Esto implica que p3 = 0 y que
p2 ∈ (1− qσ)((c)). Por otro lado, como

d(u) = σ(a)p3 − aσ
−1(p3) = (σ− 1)(aσ−1(p3)) = 0, (3.23)

vemos que aσ−1(p3) ∈ S .

• Supongamos primero que q es una raíz 1. Entonces, de acuerdo con la
Proposición 3.2.1, p3 = σ(a)s para algún s ∈ S , y por lo tanto tenemos que
u = p2|H+ yσ(a)s|X. Teniendo en cuenta la descripción de los bordes que
dimos más arriba, concluimos que

E21,0
∼=

k[h]

(1− qσ)((c))
|H⊕ yσ(ā)S |X.

El Lema 3.2.3 dice que el primer sumando es isomorfo a kη(c) ⊕ S.
• Supongamos ahora que q no es una raíz de 1. En este caso, como a no

es constante, la ecuación (3.23) implica que p3 = 0. Usando de nuevo la
descripción de los ciclos vemos que

E21,0
∼=

k[h]

(1− qσ)((c))
|H,

un espacio vectorial de dimensión M.

Homología en E10,0. Tenemos que calcular el conúcleo del morfismo d : A|V → A.
Desarrollando explícitamente las fórmulas (3.11a), (3.11b) y (3.11c) vemos que la
imagen de d coincide con la imagen del morfismo ψa,0 : f ∈ k[h] 7→ (σ− 1)(af) ∈
k[h] que aparece en el Lema 3.2.3. Si q no es una raíz de la unidad, es claro
que las clases de 1, . . . , hN−1 generan libremente cokerψa,0, de manera que
dimE20,0 = N. Por otro lado, si q es raíz de la unidad, entonces el Lema 3.2.3
nos dice que la dimensión del conúcleo de ψa,0, que coincide con la de E20,0, es
η(a) = N− 1

e degN (a).

Proposición 3.4.6. Sea r 6= 0. Dependiendo de si r es regular o no, hay isomorfismos de
S-módulos

HHp(A)
(r) ∼= E

2(r)
p,0

∼=






S , si p = 0;

k, si p = 1;

0, si p = 2.
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o

HHp(A)
(r) ∼= E

2(r)
p,0

∼=






S , si p = 0;

S ⊕ S , si p = 1;

S , si p = 2.

Demostración. Por simetría, podemos considerar solamente el caso donde r > 0.

Homología en E1(r)2,0 . Sea u ∈ E0(r)2,0 un elemento que representa un ciclo en E1. Se
sigue que u = yr−1p1|Y∧H+yrp2|Y∧X+yr+1p3|H∧X con p1, p2, p3 ∈ k[h]. Sin
perder generalidad, podemos suponer que p2 = p3 = 0; en efecto si este no es el
caso podemos reemplazar u por

u+ δ
(

yr−1σ−1(p2)|Y + y
rσ−1(p3)|H

)

sin cambiar la clase de u en E1. Calculando, vemos que

d(u) = yr−1(1− qr)p1h|Y + y
r(p1 − qσ(p1))|H. (3.24)

Comparando con la ecuación (3.12a) vemos, como d(u) está en la imagen de δ,
que (1− qr)p1 = 0 y p1 − qσ(p1) = 0. Si r es un peso regular, se sigue que p1 = 0
y luego E2(r)2,0 = 0. Por otro lado, si r es singular, estas ecuaciones se satisfacen si y

solo si p1 ∈ he−1S : en este caso tenemos que E2(r)2,0
∼= he−1S .

Homología en E1(r)1,0 . Sea u = yr−1p1|Y + yrp2|H + yr+1p3|X ∈ E
0(r)
1,0 , con p1, p2,

p3 ∈ k[h], un elemento que sobrevive hasta la página E2. Reemplazando u por
u− δ(yrσ−1(p3)), podemos suponer que p3 = 0, de manera que

d(u) = yr(p1 − σ(p1) + (qr − 1)hp2) = 0. (3.25)

Supongamos que r es singular. Se sigue que p1 ∈ S ; más aún, en vista de la
fórmula (3.24), podemos reducir p2 módulo la imagen de 1− qσ, de manera que
podemos suponer que p2 ∈ he−1S . De las ecuaciones (3.11d), (3.11e), (3.11f) y
(3.12a) vemos que u no es un borde y concluimos que E2(r)1,0

∼= S ⊕ S en este caso,
generado libremente como S-módulo por las clases de yr−1|Y y yrhe−1|H.

Finalmente, supongamos que r es regular. Usando de nuevo (3.24), vemos
que ahora podemos reemplazar u por un elemento homólogo de la misma forma
pero ahora con p1 ∈ k y entonces, por causa de (3.25), debemos tener p2 = 0.
De esta manera, vemos que u tiene que ser un múltiplo escalar de yr−1|Y. Si un
elemento de este tipo es un borde, podemos mirar el termino constante en las
fórmulas (3.11d), (3.11e), (3.11f) y (3.12a), para concluir que u es cero, y por lo
tanto E2(r)1,0 tiene dimensión 1.

Homología en E1(r)0,0 . Sea u = yrp ∈ E0(r)0,0 . Podemos sumarle a u elementos en la
imagen de d sin cambiar su clase en la homología; haciéndolo, podemos suponer
que p ∈ S. Más aún, en este caso u no está en la imagen de d: esto significa que
E
1(r)
0,0

∼= S, generado libremente por la clase de 1.
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El siguiente teorema resume todo lo que demostramos en esta sección.

Teorema 3.4.7. Sea A = A(σq,a) un álgebra de Weyl generalizada cuántica tal que
a(0) 6= 0. Supongamos primero que q ∈ k× no es una raíz de 1. Entonces

HHp(A) =






kN ⊕
⊕

r∈Z\0

k, si p = 0;

kM ⊕
⊕

r∈Z\0

k, si p = 1;

kM, si p ≥ 2.

Si en cambio q es raíz de la unidad, entonces

HHp(A) =






kη(a) ⊕
⊕

r∈Z\0

S , si p = 0;

kη(c) ⊕
⊕

r∈Z\eZ

(

k[h]/(h)
)

⊕
⊕

r∈eZ

S2, si p = 1;

k[h]/(c)⊕
⊕

r∈eZ

S , si p = 2;

k[h]/(c), si p ≥ 3;

donde N = dega, M = deg(a,a ′) y para un polinomio f ∈ k[h], escribimos η(f) =
deg f− 1

e degN (f) con N el operador definido en la Sección 3.2.

3.5. Cohomología de Hochschild

En esta sección vamos a calcular la cohomología de Hochschild de A usan-
do, como antes, una sucesión espectral. Escribimos V̂ = homk(V ,k), y elegi-
mos {Ŷ, Ĥ, X̂} la base de V̂ dual a {Y,H,X}. Identificamos en la forma usual
homk(

∧p V ,k) con
∧p V̂ . Aplicando el funtor homAe(−,A) a la resolución que

construimos en 3.3.3 obtenemos un complejo doble cuya homología es la cohomo-
logía de Hochschild HH•(A) de A. Después de identificar homAe(A|

∧p V |A,A)
con A|

∧p V̂ en la forma natural, este complejo doble es

0

δ
��

A|
∧3 V̂

doo

δ
��

A|
∧2 V̂

doo

δ
��

A|V̂
doo

δ
��

A
doo

0

δ
��

A|
∧3 V̂

doo

δ
��

A|
∧2 V̂

doo

δ
��

A|V̂
doo

δ
��

A
doo

. .
.

. .
.

. .
.

. .
.

. .
.

con diferenciales dados por

d(u) = [u,y]|Ŷ + [u,h]|Ĥ+ [u, x]|X̂; (3.26a)



3.5. COHOMOLOGÍA DE HOCHSCHILD 53

d(u|Ŷ) = [h,u]q|Ŷ ∧ Ĥ− [u, x]|Ŷ ∧ X̂; (3.26b)

d(u|Ĥ) = [x,u]q|Ĥ∧ X̂−
∑
iλi

∫
ih
suht|Ŷ ∧ X̂+ [u,y]q|Ŷ ∧ Ĥ; (3.26c)

d(u|X̂) = [u,h]q|Ĥ∧ X̂+ [u,y]|Ŷ ∧ X̂; (3.26d)

d(u|Ŷ ∧ Ĥ) = −[x,u]q|Ŷ ∧ Ĥ∧ X̂; (3.26e)

d(u|Ŷ ∧ X̂) = q[h,u]|Ŷ ∧ Ĥ∧ X̂; (3.26f)

d(u|Ĥ∧ X̂) = [u,y]q|Ŷ ∧ Ĥ∧ X̂; (3.26g)

y

δ(u|Ŷ) = ux; (3.27a)

δ(u|Ĥ) = −
∑
iαi

∫
ih
suht; (3.27b)

δ(u|X̂) = yu; (3.27c)

δ(u|Ŷ ∧ Ĥ) =
∑
iαi

∫
iq
thsuht|Ŷ + ux|Ĥ; (3.27d)

δ(u|Ŷ ∧ X̂) = ux|X̂− yu|Ŷ; (3.27e)

δ(u|Ĥ∧ X̂) = −yu|Ĥ−
∑
iαi

∫
iq
shsuht|X̂; (3.27f)

δ(u|Ŷ ∧ Ĥ∧ X̂) = ux|Ĥ∧ X̂+
∑
iαi

∫
iq
i−1hsuht|Ŷ ∧ X̂+ yu|Ŷ ∧ Ĥ. (3.27g)

Vamos a considerar la sucesión espectral E que surge de la filtración del complejo
doble por columnas.

3.5.1. Primera página

En esta sección tratamos con la primera página de la sucesión espectral. Sea Y

el complejo

0 // A|
∧3 V̂

δ // A|
∧2 V̂

δ // A|V̂
δ // A (3.28)

con diferenciales como los de (3.27a)–(3.27g). De la misma manera que antes,
tenemos que Ep,q

1
∼= Hp−q(Y) para todo q > 0 y los espacios vectoriales Ep,0

1 son
isomorfos a los núcleos de los diferenciales de Y. Para cada r ∈ Z denotamos
Y(r) a la componente de peso r de Y, y extendemos esta notación a los objetos
relacionados.

Proposición 3.5.1. Si r ∈ Z es no nulo, entonces el complejo Y(r) es exacto. Por otro
lado hay isomorfismos de S-módulos

Hp(Y(0))
∼=

{
k[h]/(c), si 0 ≤ p ≤ 1;

0, en otro caso.

Demostración. Calculemos los grupos de cohomología relevantes.
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Si u = p|Ŷ ∧ Ĥ∧ X̂ ∈ Y3(0) con p ∈ k[h], entonces

δ(u) = px|Ĥ∧ X̂+ pσ(a ′)|Ŷ ∧ X̂+ yp|Ŷ ∧ Ĥ. (3.29)

Es claro que H3(Y(0)) = 0.
Sea u = yp1|Ŷ ∧ Ĥ+ p2|Ŷ ∧ X̂+ p3x|Ĥ∧ X̂ ∈ Y2(0) con p1, p2, p3 ∈ k[h]. Se
puede ver que

δ(u) = y(p1σ(a
′)−p2)|Ŷ+(aσ−1(p1−p3))|Ĥ+(−p3σ(a

′)+p2)x|X̂. (3.30)

En particular, si u es un ciclo, p2 = σ(a ′)p1 y p3 = p1. Comparando
con la expresión (3.29) para 2-bordes en Y, vemos inmediatamente que
H2(Y(0)) = 0.
Finalmente, sea u = yp1|Ŷ + p2|Ĥ+ p3x|X̂ ∈ Y1(0), con p1, p2, p3 ∈ k[h], un

1-ciclo. Como podemos reemplazar u por u+ δ(p1|Ĥ) sin cambiar la clase
de homología que representa, podemos suponer que p1 = 0, y entonces
δ(u) = aσ−1(p3)−p2a

′ = 0. Se sigue que existe g ∈ k[h] tal que p3 = σ(a
′

c g)

y p2 = a
cg. Sean b, r ∈ k[h] tales que g = bc+ r y deg r < M. Entonces

u+ δ(σ(b)x|Ĥ∧ X̂) = a
c r|Ĥ+ σ(a

′

c r)x|X̂.

Esto significa que todas las clases en H1(Y(0)) pueden ser representadas por

un elemento de la forma a
c r|Ĥ+ σ(a

′

c r)x|X̂ con r ∈ k[h] y deg r < M y, más
aún, un elemento de esta forma representa a la clase nula solamente cuando
es cero: esto se deduce mirando el grado del coeficiente de Ĥ que aparece
en la fórmula (3.30) para 1-bordes. Recíprocamente, cada elemento de esa
forma es un ciclo. Concluimos que H1(Y(0))

∼= k[h]/(c).
Si u = yp1|Ŷ + p2|Ĥ+ p3x|X̂ ∈ Y1(0), con p1, p2, p3 ∈ k[h], entonces δ(u) =

aσ−1(p1 + p3) − p2a
′, de manera que H0(Y(0))

∼= k[h]/(c).
Falta comprobar, en estos últimos dos items, que los isomorfismos obtenidos

son S-lineales: esto se puede hacer inspeccionando con más detalle los cálculos
pero aquí lo omitiremos.

Fijemos ahora un peso r > 0.

Si u = yrp|Ŷ ∧ Ĥ∧ X̂ ∈ Y3(r), con p ∈ k[h], entonces

δ(u) = yr+1p|Ŷ ∧ Ĥ+ yrp
∑
iαiq

i−1[i]qrh
i−1|Ŷ ∧ X̂+ yr−1aσ−1(p)|Ĥ∧ X̂.

(3.31)

Mirando el coeficiente de Ŷ ∧ Ĥ vemos que u es un ciclo si y solo si u es
cero y entonces H3(Y(r)) = 0.
Sea u = yr+1p1|Ŷ ∧ Ĥ+ yrp2|Ŷ ∧ X̂+ yr−1p3|Ĥ∧ X̂ ∈ Y2(r), con p1, p2, p3 ∈
k[h]. Como
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δ(u) = yr+1(p1
∑
iαiq

i−1[i]qrh
i−1 − p2)|Ŷ + y

r(aσ−1(p1) − p3)|Ĥ

+ yr−1(aσ−1(p2) − p3
∑
iαi[i]qrh

i−1)|X̂,

es fácil ver que u es un ciclo si y solo si

p2 = p1
∑

i

αiq
i−1[i]qrh

i−1,

p3 = aσ
−1(p1),

y en este caso, de acuerdo a (3.31), tenemos que u = δ(yrp1|Ŷ ∧ Ĥ∧ X̂).
Concluimos que H2(Y(r)) = 0.
Sea u = yr+1p1|Ŷ + yrp2|Ĥ+ yr−1p3|X̂ ∈ Y1(r), con p1, p2, p3 ∈ k[h] un 1-
ciclo. Sin cambiar su clase en la homología, podemos reemplazar u por
u+δ(yrp1|Ŷ∧ X̂+y

r−1p2|Ĥ∧ X̂), y luego podemos suponer que p1 = p2 = 0.
En este caso δ(u) = yrp3, y vemos que u = 0. Se sigue que H1(Y(r)) = 0.
Finalmente, para cada p ∈ k[h], δ(yr−1p|X̂) = yrp, de manera que δ(Y1(r)) =

Y0(r) y H0(Y(r)) = 0.

Corolario 3.5.2. Si r ∈ Z, las dimensiones de los espacios vectoriales que aparecen en la
componente E1(r) de E1 son, dependiendo de si r = 0 o r 6= 0,

0 ? ? ?

0 0 M M

0 0 M M

..
.

. .
.

. .
.

. .
.

o

0 ? ? ?

0 0 0 0

0 0 0 0

. .
.

. .
.

. .
.

. .
.

respectivamente. Los signos de pregunta denotan espacios vectoriales para los cuales no
conocemos todavía la dimensión.

Demostración. Se sigue de la proposición y de los isomorfismos Ep,q
1(r)

∼= Hp−q(Y(r)).

3.5.2. Segunda página

Proposición 3.5.3. Para cada p ≥ 0, el diferencial dp,p
1 : E

p,p
1 → E

p+1,p
1 se anula. La

página E∞ entonces coincide con la E1, excepto con los lugares marcados con signos de
pregunta en los diagramas del Corolario 3.5.2, y tenemos

HHp(A)(r)
∼=

{
k[h]/(c), si r = 0;

0, si r 6= 0.
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Demostración. El conjunto de clases de homología de elementos de la forma
{hl : 0 ≤ l < M} es una base del espacio Ep,p

1 , y

d(hl) = (ql − 1)yhl|Ŷ − (ql − 1)hlx|X̂ = δ(−(ql − 1)hl|Ŷ ∧ X̂).

Se sigue que dp,p
1 es de hecho cero, como afirmamos. El resto de la proposición

es consecuencia del hecho de que la sucesión espectral E converge a HH•(A).

Proposición 3.5.4. Si q es una raíz de la unidad, entonces

E
p,0
2(0)

∼=






S , si p = 0;

S ⊕ S , si p = 1;

S ⊕ kη(a/c), si p = 2,

donde, como en el Lema 3.2.3, η(a/c) = N−M− degN (a/c)/e, y si q tiene orden
infinito,

E
p,0
2(0)

∼=






k, si p = 0;

k, si p = 1;

kN−M, si p = 2.

Demostración. Durante esta prueba vamos a escribir Ep,q
r en vez de Ep,q

r(0)
por

simplicidad.
Homología en E0,01 . Si u = p ∈ E0,01 , para p ∈ k[h], tenemos que

d(p) = y(σ(p) − p)|Ŷ − (σ(p) − p)x|X̂. (3.32)

Se sigue que E0,01 = ker(σ− 1) = S .
Homología en E1,01 . Si u ∈ E1,01 , existen p1, p2 ∈ k[h] tales que u = yp1|Ŷ +
a
dp2|Ĥ + (σ(a

′

d p2) − p1)x|X̂; esto es una consecuencia de las fórmulas (3.27a),
(3.27b) y (3.27c) usando el mismo razonamiento que en el tercer paso de la
prueba de la Proposición 3.5.1. Más aún, existen s1 ∈ S y b ∈ k[h] tales que
p1 = s1 + (σ− 1)(b) y podemos reemplazar u por u− d(b) de manera que, al
final, podemos suponer que p1 = s1 ∈ S . En este caso, u es un borde si y solo si es
cero: esto se sigue de comparar los coeficientes de Ŷ en u y en (3.32). Calculando
vemos que

d(u) = (σ− q)(acp2)x|Ĥ∧ X̂+ y(σ− q)(acp2)|Ŷ ∧ Ĥ

+
(

(σ− 1)(aa
′

c p2) −
a
cp2(qσ(a

′) − a ′)
)

|Ŷ ∧ X̂.

Si d(u) = 0, entonces (σ− q)(acp2) = 0 y a
cp2 ∈ hS ; recíprocamente, si acp2 ∈ hS ,

entonces u es un ciclo. Vamos a considerar dos casos por separado, de acuerdo a
si q es una raíz de la unidad o no.
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• Supongamos primero que q no es una raíz de 1. Como a
cp2 ∈ hS y S = k,

entonces p2 ∈ k. Evaluando a
cp2 en cero, y usando la hipótesis a(0) 6= 0,

vemos que p2 = 0. En este caso, entonces, u es un múltiplo escalar de
y|Ŷ − x|X̂. Como todos los múltiplos no nulos son ciclos y no son bordes,
concluimos que E1,02 tiene dimensión uno y está generado por la clase de
y|Ŷ − x|X̂.

• Supongamos ahora que q es una raíz de 1. Como h ∤ a, debemos tener que
h | p2 y a

c
p2
h ∈ S . Entonces existe, por la Proposición 3.2.1(i), s2 ∈ S tal

que p2 = hs2
(

a
c

)

. Esto nos da una descripción de la homología: es el S-
módulo libre de rango 2 generado por las clases de y|Ŷ − x|X̂ y N (ac )h|Ĥ+

σ(a
′

c
a
ch)x|X̂.

Homología en E2,01 . Sea u ∈ E2,01 , de manera que u ∈ E2,00 y δ(u) = 0. En vista
de (3.30), existe p ∈ k[h] tal que u = yp|Ŷ ∧ Ĥ+ pσ(a ′)|Ŷ ∧ X̂+ px|Ĥ∧ X̂.

El elemento u es un borde si existen f1, f2 ∈ k[h] tales que u = d(yf1|Ŷ +
a
c f2|Ĥ+ (σ(a

′

c f2) − f1)x|X̂) o, haciéndolo explicito,

p = (σ− q)(ac f2),

σ(a ′)p = Dq(
aa ′

c f2) −
a
c f2(qσ(a

′) − a ′).

La segunda ecuación se deduce de la primera, y entonces concluimos que u es
un borde si y solo si p ∈ imψa/c,1 con ψa/c,1 definido como en el Lema 3.2.3. En
otras palabras hay un isomorfismo E2,02

∼= cokerψa/c,1. Tenemos dos casos:

• Supongamos primero que q no es una raíz de 1. Si deg(ac ) > 1, entonces
degψa/c,1(f) = deg(ac ) + deg(f) para f ∈ k[h] \ 0. Se sigue entonces que
cokerψa/c,1 es generado por las clases de 1, h, . . . , hN−M−1, porque imψa/c,1
está generada por un conjunto de polinomios de cada grado mayor o igual a
N−M. Concluimos que dim(coker(ψa/c,1)) = N−M.

Por otro lado, si deg(ac ) = 1, tenemos degψa/c,1(f) = 1+ deg(f) para
todos los f ∈ k[h] no constantes y degψa/c,1(f) = 0 para f ∈ k \ 0, de
manera que el conúcleo está generado por la clase de h. En particular,
dim coker(ψa/c,1) = 1 = N−M.

• Supongamos ahora que q es una raíz de 1. La dimensión de cokerψa/c,1 la
determinamos en el Lema 3.2.3, de manera que la dimensión de E2,0

2(0)
es

η(a/c), como afirmamos en el enunciado de esta proposición.

Corolario 3.5.5. Si q es una raíz de la unidad, hay isomorfismos de S-módulos

HHp(A)(0)
∼=






S , si p = 0;

S ⊕ S , si p = 1;

S ⊕ kη(a/c) ⊕ k[h]/(c), si p = 2.
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Si, por otro lado, q tiene orden infinito,

HHp(A)(0)
∼=






k, si p = 0;

k, si p = 1;

kN−M ⊕ kM, si p = 2.

Demostración. Se sigue de la proposición y de la convergencia de la sucesión
espectral.

Observación 3.5.6. En el cálculo de la cohomología de Hochschild el hecho que
a(0) 6= 0 se usa solamente en la demostración de la Proposición 3.5.4. En el caso
cuando q no es una raíz de 1, usando un razonamiento análogo se puede probar
que si a(0) = 0 y a 6= hN vale el mismo resultado. Si en cambio a = hN entonces

E
p,0
2(0)

∼=






k, si p = 0;

k2, si p = 1;

kN−M+1, si p = 2.

Por otro lado, si q es una raíz de 1 entonces

E
p,0
2(0)

∼=






S , si p = 0;

S ⊕ S , si p = 1;

S ⊕ kη(a/(ch))+1 si p = 2.

Esta diferencia es de esperar porque, por ejemplo, cuando a = hN hay gradua-
ciones en A tales que degh = 1 y deg x+ degy = N. La derivación euleriana
inducida por alguna de estas graduaciones es una clase no nula en HH1(A), que
no es cohomóloga a la inducida por el peso.

El cálculo de la cohomología en el caso a(0) = 0 y q raíz de la unidad se
puede llevar a cabo modificando el análisis de la Sección 3.2 teniendo en cuenta
que alcanza con tratar el caso de polinomios con raíces simples pues a/c siempre
es así.

Proposición 3.5.7. Sea r 6= 0. De acuerdo a si r es regular o no, hay isomorfismos de
S-módulos

E
p,0
2(r)

∼=






0, si p = 0;

0, si p = 1;

0, si p = 2.
o

E
p,0
2(r)

∼=






S , si p = 0;

S ⊕ S , si p = 1;

S , si p = 2.
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Demostración. Homología en E0,0
1(r)

. Sea u ∈ E0,0
0(r)

, de forma que u = yrp para
algún p ∈ k[h]. Como

d(u) = yr+1(σ(p) − p)|Ŷ + (1− qr)ph|Ĥ+ yr−1(aσ−1(p) − σr(a)p)|X̂, (3.33)

u es un ciclo no nulo si y solo si r es un peso singular y p ∈ S .
Homología en E1,0

1(r)
. Si u ∈ E1,0

1(r)
, entonces existen p1, p2, p3 ∈ k[h] tales que

u = yr+1p1|Ŷ + y
rp2|Ĥ+ yr−1p3|X̂ y δ(u) = 0. Esta condición implica inmediata-

mente, usando (3.27a), (3.27b) y (3.27c), que p3 = p2
∑
i αi[i]qrh

i−1 − aσ−1(p1).
Supongamos ahora que d(u) = 0.

• Si r es regular, podemos reemplazar u por u− d((1− qr)−1yr(p2 − p2(0))/h)
sin cambiar su clase en la homología, y esto se reduce a suponer inicialmente
que p2 ∈ k. En ese caso, es fácil ver que el coeficiente de Ŷ ∧ Ĥ en d(u) es
yr+1(q(qr − 1)hp1 + (1− q)p2) = 0 y, entonces, p1 = p2 = 0. Similarmente,
mirando el coeficiente de Ĥ∧ X̂, se puede concluir que p3 = 0.

• Si r es singular, existen b ∈ k[h] y s1 ∈ S tales que p1 = σ(b) − b + s1;
reemplazando u por u− d(yrb), lo que podemos hacer sin cambiar la clase
de u en la homología, podemos suponer que p1 = s1 ∈ S. Calculando, vemos
que

d(u) = yr+1(σ− q)(p2)|Ŷ ∧ Ĥ+ yrσ(a ′)(σ− q)(p2)|Ŷ ∧ X̂

+ yr−1a(σ− q)(σ−1(p2))|Ĥ∧ X̂,

y es claro que esta expresión se anula exactamente cuando p2 ∈ hS . Vemos
que cada elemento de E1,0

2(r)
se puede representar por un elemento en el

S-submódulo generado por los elementos

yr+1|Ŷ − yr−1a|X̂ yrh|Ĥ+ yr−1a ′h|X̂.

Comparando con (3.33), es fácil ver que este submódulo no contiene bordes
no nulos. Luego E1,0

2(r)
es libre como S-módulo de rango 2.

Homología en E2,0
1(r)

. Sea u = yr+1p1|Ŷ ∧ Ĥ+ yrp2|Ŷ ∧ X̂+ yr−1p3|Ĥ∧ X̂ ∈ E2,0
1(r)

.

• Si r es regular, sea bi = (pi − pi(0))(q(q
r − 1)h)−1 para i ∈ {1, 3}. Podemos

reemplazar u por u− d(b1|Ŷ + b3|X̂), y una cuenta usando (3.26b) y (3.26d)
nos muestra que esto significa que podemos suponer que p1, p3 ∈ k. Usando
ahora (3.27d), (3.27e) y (3.27f), vemos fácilmente que δ(u) = 0 si y solo si
u = 0. Se sigue que en este caso E2,0

2(r)
= 0.

• Para finalizar, supongamos a continuación que r es singular. Como

δ(u) = yr+1(σ(a ′)p1 − p2)|Ŷ + y
r(aσ−1(p1) − p3)|Ĥ

+ yr−1(aσ−1(p2) − a
′p3)|X̂ = 0,
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vemos que p3 = aσ−1(p1) y p2 = σ(a ′)p1. Si b ∈ k[h] y s ∈ S son tales que
p1 = σ(b) − qb+ hs, podemos reemplazar u por u− d(yrb|Ĥ+ yr−1ba ′|X̂),
que es

yr+1hs1|Ŷ ∧ Ĥ+ yrσ(a ′)hs1|Ŷ ∧ X̂+ yr−1q−1ahs1|Ĥ∧ X̂

sin cambiar su clase en E2,0
2(r)

. Ningún elemento de esta forma está en la

imagen de d, como uno puede ver mirando el coeficiente de Ŷ∧ Ĥ en (3.26b),
(3.26c) y (3.26d) y entonces podemos concluir que E2,0

2(r)
es un S-módulo libre

generado por la clase de yr+1h|Ŷ ∧ Ĥ+ yrσ(a ′)h|Ŷ ∧ X̂+ yr−1q−1ah|Ĥ∧ X̂.

Podemos resumir todos los resultados de la sección en el siguiente teorema.

Teorema 3.5.8. Sea A = A(σq,a) un álgebra de Weyl generalizada cuántica tal que
a(0) 6= 0. Si q no es una raíz de la unidad, entonces

HHp(A) =






k si p = 0, 1;

kN si p = 2;

kM si p ≥ 3;

Cuando q es raíz de la unidad, se tiene que

HHp(A) =






⊕

r∈eZ

S si p = 0;

⊕

r∈eZ

S2 si p = 1;

kη(a/c) ⊕ k[h]/(c)⊕
⊕

r∈eZ

S si p = 2;

k[h]/(c) si p ≥ 3.

donde, para un polinomio f ∈ k[h], escribimos η(f) = deg f− 1
e degN (f). En este

teorema N es el operador definido en la Sección 3.2, N = dega, c = (a,a ′) y M =

deg c.



Capítulo 4

Estructura de la cohomología y
deformaciones

4.1. Introducción

En este capítulo vamos a describir la estructura multiplicativa de la cohomo-
logía de Hochschild de las álgebras de Weyl generalizadas cuánticas definidas
sobre k[h]. Para llevar eso a cabo también calculamos morfismos de comparación
entre la resolución que construimos en el Capítulo 3 y la resolución bar normali-
zada. Además usamos los morfismos de comparación y el lema del diamante de
Bergman para describir explícitamente algunas deformaciones de estas álgebras
(en el sentido de Gerstenhaber).

Con la técnica que usamos fuimos capaces de describir completamente el
producto cup en el caso de dimensión global finita. La complejidad computacional
necesaria para calcular los morfismos de comparación hace que este enfoque
sea inviable en el caso de dimensión global infinita. Para atacar esta dificultad
usamos la sucesión espectral de cambio de anillo como hace Suárez-Álvarez
en [SA]. De esta forma podemos reducir el cálculo del producto cup a un cálculo
en dimensión finita.

Todas las deformaciones que pudimos describir están definidas sobre k[h].
Hay algunos cociclos que no pudimos asociar a deformaciones y creemos que
dichos cociclos corresponden a deformaciones que no están definidas sobre k[h].
Para encarar este problema es necesario estudiar la topología t-ádica que aparece.
No pudimos estudiarla en esta tesis pero tenemos pensado hacerlo en el futuro.

4.2. El producto cup

En esta sección vamos a empezar a describir la estructura de álgebra de la
cohomología de Hochschild de las álgebras de Weyl generalizadas cuánticas
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definidas sobre k[h].
Cuando a tiene raíces simples y q no es raíz de la unidad la estructura es

mucho mas simple. Ese es el caso que vamos a tratar en esta sección. Sabemos
que HHi(A) = 0, para todo i ≥ 3. En el Capítulo 3 probamos que:

HHp(A) ∼=






k, si p = 0;

k, si p = 1;

kN−M ⊕ kM, si p = 2.

(4.1)

Para calcular el producto cup y para trabajar, más adelante, con las deformaciones
necesitamos cociclos cuyas clases formen una base como k-espacio vectorial de
la cohomología. Esta información se puede recuperar analizando en detalle las
demostraciones del Capítulo 3.

Consideremos para cada p ∈ k[h] los cociclos

up = yp|Ŷ ∧ Ĥ+ pσ(a ′)|Ŷ ∧ X̂+ px|Ĥ∧ X̂ (4.2)

y

vp = p− (σ− id)(p)|Ŷ ∧ X̂. (4.3)

En la siguiente proposición describimos la estructura de espacio vectorial de la
cohomología.

Proposición 4.2.1. Las siguientes clases forman una base como k-espacio vectorial de la
cohomología de Hochschild de A en el caso en que a tiene raíces simples y q no es raíz de
la unidad.

La clase de 1 ∈ A es una base de HH0(A).
La clase de la derivación euleriana ξ = y|Ŷ − x|X̂ es una base de HH1(A).
Si N 6=M+ 1, las clases de up para p = 1,h, · · · ,hN−M−1 forman una base del
primer sumando directo de HH2(A). Cuando N = M+ 1, la clase de uh es una
base del primer sumando directo de HH2(A) en (4.1).
Las clases de vp para p = 1,h, · · · ,hM−1 forman una base del segundo sumando
directo de HH2(A).

Ahora ya tenemos toda la información necesaria para describir la estructura
de álgebra de la cohomología.

Teorema 4.2.2. Sea A = A(q,a) un álgebra de Weyl generalizada cuántica tal que a
tiene raíces simples y q no es raíz de la unidad. El producto cup de dos elementos de grado
positivo es nulo. El producto cup con elementos de grado cero proviene de la estructura de
espacio vectorial de la cohomología.
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Demostración. El producto cup es conmutativo graduado, por lo tanto el producto
de elementos de grado dos con elementos de grado uno o dos es nulo pues
HH3(A) = HH4(A) = 0. La acción de los elementos de grado 0 en la cohomología
es la que proviene de la estructura de k-espacio vectorial. Lo único que resta
determinar es la clase de ξ⌣ ξ. Pero la conmutatividad en el contexto graduado
implica que

ξ⌣ ξ = (−1)(−1)(−1)ξ⌣ ξ = −ξ⌣ ξ,

y por lo tanto ξ⌣ ξ = 0.

4.3. Morfismos de comparación

El producto cup y el corchete de Lie se definen en el complejo bar de cocadenas.
Estas definiciones se adaptan inmedíatamente al complejo bar normalizado. La
descripción de la cohomología que conseguimos en el Capítulo 3 está basada en
la resolución que construimos en ese capítulo. Para poder compatibilizar ambos
enfoques vamos a necesitar morfismos de comparación entre la resolución bar
(normalizada) y la nuestra, en ambas direcciones.

Comenzamos calculando morfismos desde nuestra resolución hacia la reso-
lución bar normalizada: queremos un morfismo ι de nuestro complejo al bar.

· · · // A|A
⊗3

|A
b ′ // A|A|A|A

b ′ // A|A|A
b ′ // A|A

µ //

ι0

A // 0

· · · // A| ∧3 V |A⊕A|V |A d //

ι3

OO

A| ∧2 V |A⊕A|A d //

ι2

OO

A|V |A
d //

ι1

OO

A|A
µ // A // 0

(4.4)

Usando el hecho de que la resolución bar normalizada se parte vía la homotopía
s definida por:

s(a1 ⊗ · · · ⊗ an) = 1⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an,

podemos definir ι• inductivamente. Definimos primero ι0 = id y para p ≥ 0

definimos ιp+1 como el único morfismo Ae-lineal que verifica

ιp+1(1|ω|1) = s ◦ ιp ◦ d(1|ω|1) (4.5)

para ω ∈ ∧•V . Demostremos por inducción que ι• es un morfismo de complejos.
El primer paso es inmediato porque ι0 es la identidad. El paso inductivo es:

d ◦ ιp+1 = d ◦ s ◦ ιp ◦ d = (id − s ◦ d) ◦ ιp ◦ d = ιp ◦ d− s ◦ d ◦ ιp ◦ d = ιp ◦ d,
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pues, por hipotesis inductiva,

s ◦ d ◦ ιp ◦ d = s ◦ ιp ◦ d ◦ d = 0.

Notemos que la fórmula (4.5) solo vale al ser evaluada en elementos de la forma
1|ω|1 para w ∈

∧• V . Es posible dar una descripción explicita de estos morfismos,
pero la cantidad de términos involucrados crece rápidamente y es por eso que
vamos a hacerlo solamente para los grados más bajos:

ι1(1|v|1) = −1|v|1,

ι2(1|Ŷ ∧ Ĥ|1) = −1|h|y|1+ q|y|h|1,

ι2(1|Ĥ∧ X̂|1) = −1|x|h|1+ q|h|x|1,

ι2(1|Ŷ ∧ X̂|1) = 1|y|x|1− 1|x|y|1+
∑

i

λi

∫

i

1|hs|h|ht,

ι2(1|1) = −1|y|x|1+
∑

i

αi

∫

i

1|hs|h|ht,

ι3(1|Y|1) = 1|y|x|y|1−
∑

i

qiαi

∫

i

1|y|hs|h|ht −
∑

i

αi

∫

i

qt|hs|h|y|ht

+
∑

i

αi

∫

i

qt+1|hs|y|h|ht,

ι3(1|X|1) = 1|x|y|x|1+
∑

i

αi

∫

i

qs|hs|x|h|ht −
∑

i

αi

∫

i

qs+1|hs|h|x|ht

−
∑

i

αi

∫

i

1|x|hs|h|ht,

ι3(1|H|1) = 1|y|x|h|1− q|y|h|x|1+ 1|h|y|x|1−
∑

i

αi

∫

i

1|h|hs|h|ht,

ι3(1|Y ∧H∧X|1) = q|y|x|h|1− q2|y|h|x|1+ q|h|y|x|1− q|h|x|y|1

+ 1|x|h|y|1− q|x|y|h|1+
∑

i

λi

∫

i

q|h|hs|h|ht.

El siguiente paso es calcular los morfismos de comparación en la otra dirección.
Estos morfismos son considerablemente más complicados, de manera que sólo
calcularemos los términos que vamos a necesitar más adelante. El dominio del
morfismo si es el Ae-módulo libre A⊗A⊗n⊗A. Si {vi}i es una base de A⊗n como
k-espacio vectorial entonces {1⊗ vi ⊗ 1}i es una base de A⊗A⊗n ⊗A como Ae-
módulo. Las condiciones que tienen que satisfacer los morfismos de comparación
son Ae-lineales. Vamos a decir que un morfismo de comparación está parcialmente
definido si está definido en un subconjunto linealmente independiente (o en un
subespacio propio) de A⊗n. Las observaciones anteriores implican que siempre
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es posible extender los morfismos de comparación parcialmente definidos a todo
A⊗A⊗n ⊗A.

El diagrama que corresponde a los morfismos si es

· · · // A|A
⊗3

|A
b ′ //

s3
��

A|A|A|A
b ′ //

s2
��

A|A|A
b ′ //

s1
��

A|A
µ //

s0

A // 0

· · · // A| ∧3 V |A⊕A|V |A d // A| ∧2 V |A⊕A|A d // A|V |A
d // A|A

µ // A // 0

(4.6)

Se puede definir s0 = id. También podemos dar una expresión para s1.

s1(1|y
ihj|1) = −yi

∫

j

hs|H|ht −

∫

i

ys|Y|ythj,

s1(1|h
jxk|1) = −

∫

j

hh|H|htxk − hj
∫

i

xs|X|xt.

Para calcular s2, una herramienta útil es el siguiente lema.

Lema 4.3.1. Se puede definir s2(1|yihj|hk|1) = s2(1|hi|hjxk|1) = 0.

Demostración. Vamos a hacer la cuenta con s2(1|yihj|hk|1), el otro caso es comple-
tamente análogo. Por un lado ds2(1|yihj|hk|1) = 0 y, por el otro,

s1b
′(1|yihj|hk|1) = s1(y

ihj|hk|1) − s1(1|y
ihj+k|1) + s1(1|y

ihj|hk)

= −yihj
∫

k

hs|H|ht −

∫

i

ys|Y|ythj+k −

∫

j

yihs|H|ht+k−

s1(1|y
ihj+k|1).

Reemplazando s1 en el último término por su definición se comprueba fácilmente
que s1b ′(1|yihj|hk|1) = 0 como queríamos.

Observación 4.3.2. El lema anterior es un caso particular de una técnica general
en la que estamos trabajando. Nuestro objetivo es construir una resolución de A
como A-bimódulo a partir de una presentación de A que verifique las hipótesis
del lema del diamante de Bergman similar a la que construye Anick en [Ani86].

Corolario 4.3.3. Podemos definir parcialmente s2 de manera que:

s2(1|y|h|1) = 0, s2(1|h|x|1) = 0,

s2(1|h
a|hb|1) = 0,

y

s2(1|h|y|1) = −1|Y ∧H|1 s2(1|x|h|1) = −1|H∧X|1,

s2(1|y|x|1) = −1|1, s2(1|x|y|1) = −1|Y ∧X|1− 1|1.
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Demostración. La primera parte del enunciado se sigue inmediatamente del Le-
ma 4.3.1. Para la segunda es fácil comprobar que s2 satisface la condición de ser
un morfismo de complejos en esa parte.

4.4. El producto cup, segunda parte

En esta sección vamos a describir la estructura de álgebra de la homología
de Hochschild de las álgebras de Weyl generalizadas cuánticas definidas sobre
k[h] en el caso en el que la dimensión global no es finita. En esta sección q puede
ser una raíz de la unidad. Como vimos en la sección anterior, la dificultad para
calcular los morfismos de comparación hacen ese enfoque inviable. Para salvar
estas dificultades podemos usar la sucesión espectral de cambio de anillo para
obtener información sobre el producto cup. Lo que sigue ahora son aplicaciones
a nuestro caso del trabajo [SA].

Recordemos que B denota al álgebra de Smith, que introdujimos en la Sec-
ción 3.3, generada por Y, H y X con relaciones

HY = qYH, [X, Y] = σ(a) − a, XH = qHX.

Consideremos el elemento Ω = XY − σ(a), que es central en B. Es claro que
A ∼= B/(Ω).

Sean φ : B → A la proyección al cociente y M ∈ AModA un bimódulo
cualquiera. La sucesión espectral de cambio de anillo en este caso queda

E
p,q
2

∼= ExtpAe(TorBq(A,A),M) ⇒ H•(B,M),

como fue construida por Cartan y Eilenberg en [CE99, XVI.5, case 3]. Calculamos
en (3.9)

TorBq(A,A) =






A⊗B B, q = 0;

A⊗B B, q = 1;

0, q ≥ 2.

así que la sucesión espectral tiene solo dos filas y por lo tanto colapsa en la
segunda página.

A partir de ahora ponemos M = A. Podemos representar segunda página y el
límite de la sucesión espectral de la siguiente manera:

HH0(A)
--

HH1(A)
--

HH2(A)
--

HH3(A)

--

HH4(A) · · ·

HH0(A) HH1(A) HH2(A) HH3(A) HH4(A) · · ·

H0(B,A) H1(B,A) H2(B,A) H3(B,A) H4(B,A) · · ·
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(4.7)

Para calcular H•(B,A) podemos usar la resolución libre de B como Be-módulo
que calculamos en la Sección 3.3. El isomorfismo de k-espacios vectoriales

homBe(B|Λ
•V |B,A) ∼= homk(Λ

•V ,A) ∼= homAe(A⊗B (B|Λ
•V |B)⊗B A,A)

nos permite identificar H•(B,A) con la homología de la primera fila del complejo
doble que usamos para calcular la cohomología de Hochschild de A. No vamos
a llevar a cabo este cálculo, aunque destacamos que las cuentas son similares a
las que ya hicimos en el Capítulo 3. La diferencia es que en ese capítulo primero
calculamos la homología de las columnas y ahora necesitamos la homología de
las filas. Además, ya sabemos que Hi(B,A) = 0 para todo i ≥ 4. Luego d2,12 es un
epimorfismo y dp,1

2 es un isomorfismo para p ≥ 3.
Uno de los resultados de [SA] que más nos interesa dice que los diferenciales

de la segunda página están dados por tomar producto cup con un elemento
ζ ∈ HH2(A). Este elemento es el cociclo que corresponde a la extensión de
álgebras

0 //I/I2 //B/I2 π //A //0 , (4.8)

con I = (Ω).
Para construir el cociclo explícitamente, consideremos el morfismo B → B

dado por la multiplicación por Ω. La imagen de este morfismo está incluida
en I y además el morfismo pasa al cociente por I. De esta manera tenemos un
morfismo ϕ : A→ I/I2. Es fácil ver que este morfismo inducido es de hecho un
isomorfismo. De esta forma podemos pensar que (4.8) es una extensión de A por
A. Es por esto que el cociclo que obtenemos es un elemento de HH2(A).

Consideremos ahora u : A→ B/I2 la inversa a derecha de π definida por

u(yihj) = YiHj y u(hjxk) = HjXk.

El 2-cociclo que corresponde a la extensión (4.8) mide cuánto le falta a u para ser
morfismo de álgebras. Más precisamente, para v1, v2 ∈ A, definimos ζ(v1, v2) ∈ A
tal que u(v1)u(v2) = ϕζ(v1, v2)+u(v1v2). Es fácil comprobar que ζ es un 2-cociclo
normalizado sobre la resolución bar.

Para conseguir un cociclo en nuestro complejo que represente la misma clase
en la cohomología tenemos que componer el morfismo anterior que está definido
en el complejo bar con el morfismo de comparación correspondiente. Es por
eso que el cociclo que buscamos en nuestro complejo es ζ ◦ ι2. Para describirlo
explícitamente calculamos algunos valores de ζ.

ϕζ(h, x) = HX−HX = 0 ζ(h, x) = 0

ϕζ(x,h) = XH− qHX = 0 ζ(x,h) = 0
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ϕζ(h,y) = HY − qYH = 0 ζ(h,y) = 0

ϕζ(y,h) = YH−HY = 0 ζ(y,h) = 0

ϕζ(y, x) = YX− a(H) = Ω ζ(y, x) = 1

ϕζ(x,y) = XY − a(qH) = Ω ζ(x,y) = 1

ϕζ(hs,h) = Hs+1 −Hs+1 = 0 ζ(hs,h) = 0

Hasta ahora construimos un morfismo k lineal de A|A a A. Lo extendemos Ae-
linealmente aA|A|A|A y después lo componemos con ι2. De esta forma obtenemos
un morfismo Ae lineal de A| ∧2 V |A⊕A|A a A. Luego, mediante la identificación
estándar, conseguimos un elemento de A| ∧2 V̂ ⊕ A. Todo este proceso es un
cálculo directo. Concluimos que el cociclo que representa a ζ en nuestro complejo,
con la notación del Capítulo 3, es ζ∗ = −1 ∈ homAe(X2,2,A) ∼= A.

Una consecuencia de la sucesión espectral de cambio de anillo es que

(−) ⌣ ζ : HHp(A) → HHp+2(A) (4.9)

es un isomorfismo para todo p ≥ 3. Por lo tanto, como es conmutativo, para
describir completamente el producto cup alcanza con describirlo hasta grado 4.
Destacamos que el problema ahora es computacional: alcanza con calcular una
cantidad finita de productos más y para eso necesitamos algunos morfismos de
comparación que todavía no calculamos.

Observación 4.4.1. La cohomología de Hochschild es un álgebra de Gerstenhaber,
en particular, admite un corchete que es una derivación para el producto cup.
Como de (4.9) se sigue que el álgebra de cohomología está generada en grados
0, 1, 2 y 3 y como la cohomología de Hochschild es un álgebra de Gerstenhaber,
es decir que el corchete es una derivación para el producto cup, para describir
completamente el corchete de Gerstenhaber alcanza con calcular los corchetes
entre los generadores como álgebra de HH•(A), de nuevo, solo tenemos que
calcular finitos corchetes.

4.5. El producto cup, tercera parte

En esta sección vamos a calcular el producto cup en el caso de dimensión
global finita y q raíz de la unidad. En este caso el centro de nuestras álgebras
es de dimensión infinita y cada componente homogénea de la cohomología es
un módulo de rango finito sobre S . Además la cohomología de Hochschild en
cada grado es un módulo de rango finito sobre el centro. La cohomología de
Hochschild en este caso está calculada en el Teorema 3.5.8: recordamos como
queda el resultado en nuestro caso particular.
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Teorema 4.5.1. Sea A = A(σq,a) un álgebra de Weyl generalizada cuántica tal que
a(0) 6= 0. Si q es raíz de la unidad de orden e y a tiene raíces simples, entonces

HHp(A) =






⊕

r∈eZ

S si p = 0;

⊕

r∈eZ

S2 si p = 1;

kη(a) ⊕
⊕

r∈eZ

S si p = 2;

donde, para un polinomio f ∈ k[h], escribimos η(f) = deg f− 1
e degN (f).

Estudiando en detalle la demostración de ese teorema podemos encontrar
bases como k-espacios vectoriales de cada una de las partes de peso ≥ 0 de
los espacios de cohomología. Para obtener bases completas (que incluyan a los
pesos negativos) podemos usar el isomorfismo Φ que definimos en la Sección 1.3.
Recordemos que Φ : A1 = A(a,q) → A2 = A(a(qh),q−1 es el isomorfismo
definido por

Φ(y) = x, Φ(h) = h y Φ(x) = y.

La propiedad más importante de Φ es que manda los pesos positivos y negativos
de A1 en los pesos negativos y positivos de A2, respectivamente. Como Φ es un
isomorfismo, induce un isomorfismo en la cohomología Φ : HH•(A1) → HH•(A2)

y resulta que este isomorfismo también intercambia los pesos. Para obtener una
base de la parte de peso negativo de HHp(A1) debemos calcular Φ−1 de una base
de la parte de peso positivo de HHp(A2) cuya descripción ya obtuvimos en el
Capítulo 3.

Es fácil calcular Φ cuando los cociclos están descriptos con la resolución bar:
para f : A⊗n

1 → A1 se tiene que

Φ(f) = Φ ◦ f ◦ (Φ−1)⊗n : A⊗n
2 → A2.

El problema es que en el Capítulo 3 describimos los cociclos en el complejo que
calculamos en ese mismo capítulo. Para poder aplicar Φ tenemos que usar los
morfimos de comparación. Si f :

∧p V → A1, entonces

Φ(f) = Φ ◦ f ◦ s ◦Φ−1 ◦ ι.

Aplicando esta fórmula en grados 1 y 2 vemos que

Φ(u|Ŷ) = Φ(u)|X̂, Φ(u|Ŷ ∧ Ĥ) = −qΦ(u)|Ĥ∧ X̂, (4.10)

Φ(u|Ĥ) = Φ(u)|Ĥ, Φ(u|Ĥ∧ X̂) = −qΦ(u)|Ŷ ∧ Ĥ, (4.11)

Φ(u|X̂) = Φ(u)|Ŷ, Φ(u|Ŷ ∧ X̂) = Φ(u) −Φ(u)|Ŷ ∧ X̂. (4.12)

Ahora estamos en condiciones de enunciar y demostrar el siguiente teorema.
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Teorema 4.5.2. La estructura de S-módulo de la cohomología de Hochschild de A =

A(a,q), si a(0) 6= 0, a tiene raíces simples y q es una raíz de la unidad de orden e, es
como sigue.

HH0(A) es el S-módulo libre con base {yeixekpara i, k ∈ Z e ik = 0}.
HH1(A) es el S-módulo libre con base

{
yre+1|Ŷ − yre−1a|X̂, yreh|Ĥ+ yre−1a ′h|X̂ : r > 0 ∈ Z

}

⋃

{
y|Ŷ − x|X̂, N (a)h|Ĥ+ σ(a ′ah)x|X̂

}

⋃

{
xre+1|X̂− axre−1|Ŷ, hxre|Ĥ+ a ′hxre−1|Ŷ : r > 0 ∈ Z

}

HH2(A) se descompone como suma directa de un S-módulo isomorfo a

k[h]

hS + (a)
,

via el isomorfismo S-lineal

p ∈
k[h]

hS + (a)
7→ yph|Ŷ ∧ Ĥ+ pσ(a ′)h|Ŷ ∧ X̂+ phx|Ĥ∧ X̂ ∈ HH2(A),

y el S-módulo libre con base
{
yer+1h|Ŷ ∧ Ĥ+ yerσ(a ′)h|Ŷ ∧ X̂+ yer−1q−1ah|Ĥ∧ X̂ : r > 0 ∈ Z

}

⋃

{
yh|Ŷ ∧ Ĥ+ σ(a ′)h|Ŷ ∧ X̂+ hx|Ĥ∧ X̂

}

⋃

{
yer+1h|Ŷ ∧ Ĥ+ yerσ(a ′)h|Ŷ ∧ X̂+ yer−1q−1ah|Ĥ∧ X̂ : r > 0 ∈ Z

}

Demostración. Los cociclos que generan la parte de grado positivo están descriptos
en las demostraciones del Capítulo 3. La parte de grado negativo se deduce
usando 4.10.

Corolario 4.5.3. Hay un isomorfismo de módulos sobre el centro de A entre HH1(A) y

Z(A)ξ
⊕ Z(A)τe ⊕ Z(A)τ0 ⊕ Z(A)τ−e

(

xeτe =
yexe

N (a)
τ0 = yeτ−e

) ,

donde

τe = y
eh|Ĥ+ ye−1a ′h|X̂,

τ0 = N (a)h|Ĥ+ σ(a ′ah)x|X̂

τ−e = hx
e|Ĥ+ a ′hxe−1|Ŷ.

El sumando S-libre de HH2(A) es el Z(A)-módulo libre generado por

θ = yh|Ŷ ∧ Ĥ+ σ(a ′)h|Ŷ ∧ X̂+ hx|Ĥ∧ X̂.
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Para determinar completamente el producto cup debemos calcular el producto
de un elemento de HH0(A) con cualquier elemento de la cohomología y el
producto de dos elementos de HH1(A). Todos los demás son inmediatamente 0 o
se deducen de estos por la conmutatividad (en el sentido graduado). Como el
producto cup es Z(A) lineal, es suficiente calcular los productos entre generadores
que expusimos en el Corolario 4.5.3.

Proposición 4.5.4. Vale que

ξ⌣ τe = qy
eθ,

ξ⌣ τ0 = qN (a)θ

ξ⌣ τ−e = qx
eθ.

Demostración. Usando los morfismos de comparación en las dos direcciones y la
definición del producto cup en el complejo bar normalizado vemos que:

ξ⌣ τ0(Y ∧H) = −ξ(h)τ0(y) + qξ(y)τ0(h) = qyN (a)h,

ξ⌣ τ0(H∧X) = −ξ(x)τ0(h) + qξ(h)τ0(x) = qN (a)hx,

ξ⌣ τ0(Y ∧X) = ξ(y)τ0(x) − ξ(x)τ0(y) = yσ(a
′ah)x = N (a)a ′h,

ξ⌣ τ0(1) = −ξ(y)τ0(x) = −yσ(a ′ah)x = −N (a)a ′h.

Este cociclo no es ninguno de los que mencionamos en el Teorema 4.5.2. Tenemos
que reducirlo módulo cobordes para que lo sea. Con las ideas del Capítulo 3

calculamos

ξ⌣ τ = qyN (a)h|Ŷ ∧ Ĥ+N (a)a ′h|Ŷ ∧ X̂+ qN (a)hx|Ĥ∧ X̂−N (a)a ′h,

y

d(yσ(aa ′h)|Ŷ) = yσ(aa ′h)x−
(

yσ(aa ′h)x− xyσ(aa ′h)
)

|Ŷ ∧ X̂

= N (a)a ′h−N (a)a ′h|Ŷ ∧ X̂+ qN (a)σ(a ′)h|Ŷ ∧ X̂.

Por lo tanto

ξ⌣ τ+ d(yσ(aa ′h)|Ŷ) = qN (a)θ.

Esto prueba la segunda igualdad del enunciado. Las otras dos son similares.

Con esta proposición podemos describir completamente el álgebra de coho-
mología.

Teorema 4.5.5. Sea A = A(q,a) con a(0) 6= 0, (a,a ′) = 1 y q una raíz de la unidad
de orden e. Hay un isomorfismo de k-álgebras (bi)graduadas conmutativas

HH•(A) =
k[ye,he, xe, ξ, τe, τ0, τ−e, θ]

R

⊕

kη(a),

donde



72 CAPÍTULO 4. ESTRUCTURA DE LA COHOMOLOGÍA

ye, he y xe están en grado 0 y pesos e, 0 y −e;
ξ está en grado 1 y peso 0;
τe, τ0 y τ−e están en grado 1 y pesos e, 0 y −e;
θ está en grado 2 y peso 0;
el sumando directo restante está en grado 2 y peso 0.

Además R es el ideal bilatero generado por

yexe −

e−1∏

i=0

σi(a),

N (a)τe − y
eτ0, N (a)τ−e − x

eτ0, ξτ0 − qN (a)θ,

y θf para todo f ∈
{
ye,he, xe, ξ, τe, τ0, τ−e, θ

}
.

Observación 4.5.6. Notemos que el sumando kη(a) no tiene ningún rol en la
estructura multiplicativa.

4.6. Deformaciones

En esta sección vamos a considerar deformaciones de álgebras en el sentido
de Gerstenhaber, usando al trabajo [Ger64] como referencia. Para ver un cálculo
de deformaciones hecho en detalle se puede consultar la tesis de licenciatura de
S. Chouhy [Cho]. La parte de completaciones está desarrollada en detalle en el
libro de C. Kassel [KRT97].

Nuestro objetivo es describir mediante generadores y relaciones a las deforma-
ciones formales de las álgebras de Weyl generalizadas cuánticas. Vamos a suponer
que q no es una raíz de la unidad. Para construir estas deformaciones vamos a
usar la descripción explicita de los 2-cociclos de Hochschild que calculamos en el
Capítulo 3 y que explicitamos en la Proposición 4.2.1.

Consideremos el 2-cociclo u1 que definimos en la Sección 4.2 y sea D = k[h, t].
Hay un automorfismo σ̃ : D→ D definido por

σ̃(t) = t y σ̃(h) = qh+ t,

como a ∈ k[h] ⊆ k[t,h], podemos construir un álgebra de Weyl generalizada
Ã = A(D, σ̃,a).

Proposición 4.6.1. La completación t-ádica de Ã es la deformación formal de A asociada
al cociclo u1.

Demostración. Usando el lema del diamante de Bergman, al igual que en la
Sección 1.3, vemos que Ã es un k[t]-módulo libre con base {yihjxk : ik = 0}. De
esta forma obtenemos un isomorfismo de espacios vectoriales

Ã ∼= A⊗ k[t].
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Lo único que falta ver es que el producto de Ã extiende al de A usando el cociclo
u1. Es suficiente observar que en Ã vale

hy = y(qh+ t) = qyh+ ty, xh = (qh+ t)x = qhx+ tx,

yx = a(h), xy = a(qh+ t) = a(qh) + ta ′(h) +O(t2).

Usando esto y las fórmulas para el morfismo de comparación ι2 que obtuvimos
en la Sección 4.3 vemos que el cociclo inducido por esta deformación es u1.

Una demostración análoga a la de la Proposición 4.6.1 nos permite obtener la
siguiente proposición.

Proposición 4.6.2. Consideremos ahora el cociclo vp definido en la Sección 4.2 para
p ∈ k[h] cualquiera. Tomemos, de nuevo, D = k[t,h] y el automorfismo σ̃ : D → D

definido ahora por

σ̃(t) = t y σ̃(h) = qh.

Sean ã = a+ tp(h) ∈ k[t,h] y Ã = A(D, σ̃, ã). En este caso la completación t-ádica de
Ã es la deformación formal de A asociada al cociclo vp.

Observación 4.6.3. Podemos pensar que los cociclos up deforman a σ y los cociclos
vp deforman a a.

Los cociclos up están definidos para los p ∈ k[h] tales que degp ≤ N− 1. Sin
embargo, en la Proposición 4.6.1, solo trabajamos con u1. Esto se debe a que:

Lema 4.6.4. El morfismo σ̃ : D→ D definido por

σ̃(t) = t y σ̃(h) = qh+ tp,

es un automorfismo si y solo si p ∈ k.

Demostración. Supongamos que existe f ∈ D tal que σ̃(f) = h. En este caso
tenemos que

σ̃(qf+ tp(f)) = qh+ tp(h) = σ̃(h). (4.13)

Como σ̃ es inyectivo se sigue que qf+ tp(f) = h. Si p no es constante, entonces
degt p(f) ≥ degt f. Por lo tanto degt tp(f) > degt f. Esto no puede ser porque
degt(qf+ tp(f)) = 0. El absurdo proviene de suponer que degp > 0. Concluimos
que degp = 0.

Por otro lado es fácil ver que σ̃ es un automorfismo cuando p es constante.
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Este problema se soluciona si admitimos series en t, por ejemplo: si p = h de
la Ecuación (4.13) despejamos f como

f =
h

q+ t
=
h

q

∑

n

(−t/q)n.

Introducir las series trae otros problemas, el principal es

kJtK[h] ≇ k[h]JtK.

Las deformaciones que podemos describir son las que aparecen en el siguiente
teorema.

Teorema 4.6.5. Sean p ∈ k[h], λ ∈ k y A la k[t]-álgebra generada por y, h y x sujetas
a las relaciones

xh = (qh+ λt)x, yx = a+ tp,

hy = y(qh+ λt), xy = a(qh+ λt) + tp(qh+ λt).

Este álgebra es libre como k[t]-módulo con base B = {yihjxk : ik = 0}. Más aún
A ∼= A⊗ k[t] como k[t]-módulos y la completación t-ádica de A es la defomación formal
de A que corresponde al cociclo uλ + vp.

Demostración. Lo primero que vamos a probar es que A es un k[t]-módulo libre.
Lo vamos a hacer usando el lema del diamante.

Consideramos la k[t]-álgebra libre generada por y, h y x. Ordenamos y <
h < x y extendemos a los monomios usando el orden lexicografico graduado. El
conjunto de transformaciones que vamos a usar es S = {s1, s2, s3, s4,l}, donde

s1 : hy 7→ y(qh+ λt),
s2 : xh 7→ (qh+ λt)x,
s3 : xy 7→ a(qh+ λt) + tp(qh+ λt),
s4,l : yh

lx 7→ (q−1(h− λt))l(a+ tp).
Es claro que k〈X〉/S ∼= A y que este conjunto de transformaciones tiene la
propiedad de cadena descendente (DCC). No hay ambigüedades de contención.

Las ambigüedades de superposición se resuelven usando el siguiente lema.

Lema 4.6.6. Para todo p ∈ k[h], p(h)y se reduce a yp(qh+ t) usando solamente s1.

Demostración. El lema se demuestra fácilmente por inducción en el grado de p.

El monomio xhy puede ser reducido usando s1 o s2. Ambos caminos llevan a
(qh+ t)a(qh+ t), de manera que esta ambigüedad se resuelve.

Otra ambigüedad viene dada por hyhlx.

hyhlx 7→ qyhl+1x+ tyhlx



4.6. DEFORMACIONES 75

7→ q−l(h− t)l+1a+ q−lt(h− t)la = (q−1(h− t))lha

hyhlx 7→ q−lh(h− t)la

Como siguiendo los dos caminos llegamos al mismo resultado esta ambigüedad
se resuelve. Un cálculo similar resuelve la ambigüedad que generan s2 y s4.

Todavía quedan dos ambigüedades entre s3 y s4,l.
xyhlx 7→ a(qh+ t)hlx

xyhlx 7→ x(q−1(h− t))la 7→ (q−1(qh+ t− t))la(qh+ t)x = hla(qh+ t)x

(aquí usamos el Lema 4.6.6)
El monomio yhlxy puede ser resuelto de manera análoga. De esta forma hemos
resuelto todas las ambigüedades. Por lo tanto podemos usar el lema del diamante
para obtener la base que buscábamos.

Usando la base B como k[t]-módulo libre de A que calculamos recién vemos
que A ∼= A⊗ k[t] como espacios vectoriales. Se sigue de la teoría de Gerstenha-
ber que la completación t-ádica de A es una deformación de A. Tenemos que
demostrar que ésta corresponde al cociclo uλ + vp. Para hacer esto, observamos
que las siguientes identidades valen en A.

hy = qyh+ λty,

xh = qhx+ λtx,

xy = a(qh+ λt) + tp(qh+ λt) = a(qh) + t(λa ′ + p(qh)) +O(t2),

yx = a+ tp.

Vemos que los productos en A se escriben como los productos en A más t
multiplicado por los valores del cociclo uλ + vp como buscamos.

Uno de los objetivos pendientes de este trabajo es describir las deformaciones
que se obtienen de los cociclos up con p ∈ k[h] no constante. La teoría general
de Gerstenhaber [Ger64] garantiza que éstas existen si HH3(A) = 0; este es el
caso, por ejemplo, cuando a tiene raíces simples. Una aplicación posible de esta
descripción es obtener datos sobre la homología de Hochschild de A cuando
a(0) = 0, que es el caso que no cubrimos en el Capítulo 3: la idea es aproximar
una tal álgebra por una familia At de deformaciones de A = A0 que tengan
at(0) 6= 0 para t 6= 0 y usar argumentos de continuidad.
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Apéndice A

El lema del diamante

El lema del diamante es una herramienta desarrollada por Bergman en [Ber78]
para encontrar bases (como k-espacios vectoriales) de álgebras definidas por
generadores y relaciones.

Sea X el conjunto de variables a considerar y 〈X〉 el monoide libre con base X.
El álgebra libre en X es el k-espacio vectorial generado por 〈X〉 con el producto
dado por la concatenación. Vamos a suponer además que las relaciones que
consideramos vienen escritas de la forma Wσ = fσ donde Wσ es un elemento
de 〈X〉 y fσ ∈ k〈X〉 para σ ∈ S. Podemos pensar a este tipo de relaciones como
un conjunto de reglas de sustitución, cada vez que en una palabra aparezca Wσ

como subpalabra la vamos a reemplazar por fσ.
Esta construcción trae varias preguntas naturales:

¿Bajo que condiciones podemos garantizar que el proceso siempre termina?
Suponiendo que el proceso termina siempre ¿Es cierto que para cualquier
forma de reducir un elemento se llega al mismo resultado?

El trabajo de Bergman que citamos al principio de la sección da respuestas a
estas y a otras preguntas.

Para llegar a eso necesitamos introducir un poco más de notación y hacer
algunas hipótesis sobre los datos con los que trabajamos.

Consideremos S un conjunto de pares σ = (Wσ, fσ) donde Wσ ∈ 〈X〉 y
fσ ∈ k〈X〉. Para cada σ ∈ S y A, B ∈ 〈X〉 se define la reducción elemental rAσB
como el morfismo k-lineal que queda determinado por rAσB(AWσB) = AfσB

y rAσB(C) = C para todo C ∈ 〈X〉 distinto de AWσB. Una reducción es una
composición de finitas reducciones elementales.

Decimos que un elemento es irreducible si es punto fijo de todas las reducciones
y notamos k〈X〉irr al subespacio de elementos irreducibles.

Un elemento de k〈X〉 se dice de reducción finita para toda sucesión infinita de
reducciones r1, r2, r3, · · · existe un N tal que rN ◦ rN−1 ◦ · · · ◦ r1(a) es irreducible.
Es claro que estos elementos forman un subespacio de k〈X〉.

Vamos a decir que un elemento es de reducción única si es de reducción finita y
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si su imagen bajo todas las sucesiones de reducciones es la misma. Se puede ver
que los elementos de reducción única también forman un subespacio de k〈X〉.

Una ambigüedad por solapamiento es una tupla (σ, τ,A,B,C) donde σ, τ ∈ S,
A,B y C ∈ 〈X〉 tal que AB =Wσ y BC =Wτ. Decimos que una ambigüedad de
este tipo se resuelve si existen reducciones r y r ′ tales que r(fσC) = r ′(Afτ).

De manera análoga, una ambigüedad por inclusión es una tupla (σ, τ,A,B,C)
donde σ 6= τ ∈ S, A,B y C ∈ 〈X〉 tal que B = Wσ y ABC = Wτ. Decimos que
una ambigüedad de este tipo se resuelve si existen reducciones r y r ′ tales que
r(AfσC) = r

′(fτ).
Vamos a considerar un orden parcial ≤ en 〈X〉 que verifique además dos

cosas:
B < B ′ ⇒ ABC < AB ′C para todo A,C ∈ 〈X〉
Para todo σ ∈ S, Wσ es mayor que todos los monomios que aparecen en fσ.

En su artículo [Ber78], Bergman demuestra el siguiente teorema.

Teorema A.0.7. Supongamos que el orden ≤ cumple la condición de cadena descendente.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. Todas las ambigüedades de S se resuelven.
2. Todos los elementos de k〈X〉 son de reducción única.
3. El cociente de k〈X〉 por el ideal bilatero generado por {Wσ − fσ}σ∈S tiene una base

como k-espacio vectorial dada por los monomios de 〈X〉 ∩ k〈X〉irr.

Vamos a notar k〈X〉/S al cociente de k〈X〉 por el ideal bilatero generado por
{Wσ − fσ}σ∈S.

Uno de los principales usos de este teorema es para construir bases como
k-espacio vectorial de álgebras dadas por generadores y relaciones. Por ejemplo
es posible demostrar el teorema de Poincaré-Birkoff-Witt usando el lema del
diamante (ver la sección 3 de [Ber78]).

Ejemplo A.0.8 (El álgebra de polinomios). Sean X = {x,y, z} y S = {σ1 = (yx 7→
xy),σ2 = (zy 7→ yz),σ3 = (zx 7→ xz)}. El orden que consideramos en 〈X〉 es el
lexicografico graduado inducido por x < y < z. No hay ambigüedades por inclusión y hay
exactamente una ambigüedad por solapamiento entre σ1 y σ2. Veamos como se resuelve.
Por un lado:

zyx
σ17→ zxy

σ37→ xzy
σ27→ xyz,

por el otro:

zyx
σ27→ yzx

σ37→ yxz
σ17→ xyz.

Como por ambos caminos llegamos al mismo elemento la ambigüedad se resuelve y por lo
tanto k[x,y, z] ∼= k〈X〉/S tiene como base a los monomios ordenados xiyjzk.



79

Ejemplo A.0.9 (El álgebra envolvente de sl2). Sean X = {e, f,h} y S = {σ1 = (he 7→
eh+ 2e),σ2 = (fh 7→ hf+ 2f),σ3 = (fe 7→ ef− h)}. El orden que consideramos en
〈X〉 es el lexicografico graduado inducido por e < h < f. No hay ambigüedades por
inclusión. Hay una ambigüedad por solapamiento entre σ2 y σ1. Veamos como se resuelve.
Por un lado:

fhe
σ17→ feh+ 2fe

σ37→ efh− h2 + 2ef− 2h
σ27→ ehf+ 2ef− h2 + 2ef− 2h,

por el otro:

fhe
σ27→ hfe+ 2fe

σ37→ hef− h2 + 2ef− 2h
σ17→ ehf+ 2ef− h2 + 2ef− 2h.

Vemos que la ambigüedad se resuelve y por lo tanto hemos demostrado el Teorema PBW
para sl2.
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