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Resumen

En esta tesis se presenta un estudio detallado del decaimiento libre de flujos
turbulentos rotantes tridimensionales (3D), y de flujos rotantes y estratifica-
dos en la aproximacion cuasi-geostrofica de superficie, sometidos a distintas
condiciones iniciales.

En el caso de la turbulencia rotante 3D se usa la conocida cuasi- bidi-
mensionalizaciéon para predecir los distintos decaimientos, proponiéndo un
método original que consiste en estudiar la energia presente en modos bi-
dimensionales (2D) y 3D de manera independiente. Con el mismo fin, se
introduce el uso de dos nuevas magnitudes conservadas anisétropas, rela-
cionadas con el momento lineal y angular en la direccion paralela al eje de
rotacion. Los resultados indican que las leyes del decaimiento de la energia
no son universales, dependiendo de la forma en que los flujos son excitados
inicialmente. Las leyes de potencia observadas para el decaimiento son afec-
tadas por las correlaciones en las escalas grandes, por la cantidad neta de
helicidad presente inicialmente, por el grado inicial de anisotropia, y por la
formacion de estructuras coherentes. Para todos los casos estudiados se lo-
gra predecir las leyes de potencia observadas en las simulaciones mediante
modelos fenomenoldgicos, conocidas las condiciones iniciales.

Los flujos estratificados fuertemente rotantes se estudian utilizando la
aproximacion cuasi-geostrofica de superficie, derivada a partir de las ecua-
ciones de Navier-Stokes. Se presentan soluciones estadisticas de equilibrio
para las ecuaciones ideales, verificando su validez en simulaciones numéricas.
Las soluciones estadisticas del sistema ideal permiten predecir el sentido de
la transferencia y cascadas de las dos magnitudes cuadréticas (la pseudo-
energia y la pseudo-enstrofia) conservadas por el sistema. A partir de estos
resultados se predice la tasa de decaimiento de la pseudo-enstrofia, teniendo
en cuenta el efecto de las estructuras coherentes en el flujo. La prediccion
es verificada para nimero de Reynolds muy alto en simulaciones del sistema
viscoso y en simulaciones ideales.

Palabras clave: Turbulencia Rotante - Decaimiento - Simulaciones Numéri-
cas - Estratificacion - Flujos cuasi-geostréficos - Condensados






Abstract

The Decay of Rotating Turbulent Flows

In this thesis we present a numerical study of freely decaying turbulent
rotating three dimensional (3D) flows, and of rotating and stratified fluids
under the surface quasi-geostrophic approximation. In both cases we explore
a wide variety of initial conditions.

In the case of 3D rotating turbulence we propose an original approach
considering the energy contained in 2D and 3D modes separately, and take
advantage of the well known bidimensionalizating process common in these
systems. Also, we introduce two new anisotropic conserved quantities related
to the angular and linear momentum parallel to the rotation axis. The results
show that the energy decay rates are sensitive to the initial conditions and no
single universal solution appears to exist. The different decay laws observed
indicate that rotating turbulence is affected by initial large scale correlations
in the flow, by the initial content of helicity, by the anisotropy in the initial
conditions, and by the formation of coherent structures. For every initial
condition studied, we use phenomenological models to predict the decay laws
observed in the simulations.

We then study stratified flows under strong rotation using the surfa-
ce quasi-geostrophic (SQG) approximation derived from the Navier-Stokes
equations. We derive statistical equilibrium solutions of the inviscid equa-
tions, and verify the validity of these solutions in numerical simulations. The
statistical solutions of the inviscid equations allow us to predict the direc-
tion in which the two quadratic invariants of the system (the pseudo-energy
and pseudo-enstrohpy) cascade in the viscous case. Using these results, we
predict the decay rate of the pseudo-enstrophy considering also the effect of
coherent structures in the flow evolution. These predictions were validated
using numerical simulations of viscous and inviscid systems.

Keywords: Rotating Turbulence - Decay - Numerical Simulations - Stra-
tification - Quasi-geostrophic flows - Condensates
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Capitulo 1

Introduccion

El fenémeno de la turbulencia esta presente en una gran variedad de sis-
temas fisicos y en un nimero inmenso de escalas. La no linealidad de los
sistemas turbulentos hace que las estructuras en las distintas escalas se en-
cuentren acopladas y su interaccion resulta un problema altamente complejo.
La principal caracteristica de un flujo turbulento radica en que la amplitud
del acoplamiento no lineal entre los distintos modos del problema comparada
con la disipacién, es decir, el nimero de Reynolds, es muy grande (~ 10% o
mayor en la atmoésfera, ~ 10'? o mayor en flujos astrofisicos). La cantidad
de grados de libertad presentes en sistemas con nimeros de Reynolds tan
altos es enorme, por lo cual su estudio se vuelve especialmente complejo. En
particular, el estudio mediante simulaciones numéricas requiere de una im-
portante capacidad de calculo que recién se volvid disponible en las tltimas
décadas.

Dentro de la diversidad de flujos turbulentos, la turbulencia en medios
rotantes representa un problema relevante en el campo de la dinamica de flui-
dos dado que existe una gran cantidad de sistemas afectados por la rotacion.
La misma afecta los movimientos a gran escala de la atmdsfera terrestre y sus
océanos, es vital en muchas aplicaciones industriales como turbomaquinarias,
rotor-craft y canales rotantes, y es importante también en muchos sistemas
astrofisicos como son las regiones estelares convectivas (incluyendo al Sol)
y las atmésferas planetarias gaseosas. La existencia de tantas aplicaciones
tanto naturales como tecnoldgicas generod la necesidad de entender en forma
detallada distintas propiedades de estos fluidos. Aun asi, poco se sabe sobre
las propiedades de la intermitencia en estos flujos, o sobre la influencia de
ondas en las propiedades de los mismos.

El estudio de la tasa de decaimiento de la energia en turbulencia rotante es
particularmente importante para muchos problemas geofisicos y astrofisicos.
De hecho, la forma en que este tipo de flujos decae es un tema que ha sido
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estudiado por largo tiempo. Atn en el caso sin rotacién, se sabe que la tasa
de decaimiento para flujos turbulentos es sensible a las condiciones iniciales y
que no existe una tnica solucion universal a la cual converjan asintéticamente
todos los flujos para nimeros de Reynolds altos [1]. Estas caracteristicas
hacen del estudio del decaimiento un problema altamente complejo y cuya
comprension plantea un desafio mas que interesante.

Las leyes de decaimiento que sigue un flujo estan prescriptas por las ecua-
ciones de balance que satisfacen las magnitudes conservadas en el caso ideal.
Existen dos invariantes cuadraticos ideales para la ecuacién de movimiento
que rige a la turbulencia tridimensional: la energia y la helicidad. La helicidad
mide la correlacion global entre el campo de velocidades u y la vorticidad
w = V xu, de forma tal que una helicidad distinta de cero implica la ruptura
de la simetria de reflexion en el flujo. Historicamente se estudié primero la
helicidad magnética en flujos conductores (B-V x B, con B el campo magnéti-
co), introducida por Woltjer [2] y estudiada mds tarde por Chandrasekhar y
Kendall (ver por ejemplo [3]). La conservacion de la helicidad hidrodindmica
fue luego propuesta en [4] en donde se mostré que dicha magnitud es pro-
porcional al grado total de anudamiento de los filamentos de vorticidad del
fluido. En los anos 70, la helicidad capturé mucho interés en el estudio de
flujos conductores, al descubrirse que los campos de velocidad cuyas propie-
dades estadisticas no poseen simetria de reflexién juegan un rol importante
en la generacion de campos magnéticos turbulentos [5-7]. En [8] se predijo
teoricamente el efecto de la helicidad en turbulencia hidrodinamica isétropa
y homogenea, mostrando que la misma inhibe la transferencia de energia ha-
cia las escalas chicas retrasando la ocurrencia del maximo de disipacion de
la energia. Este resultado fue corroborado luego en [9] a través de soluciones
numéricas de las ecuaciones integro-diferenciales EDQNM (“eddy-damped
quasi-normal Markovian”) y en anos subsiguientes mediante simulaciones
numéricas directas (DNS) [10-17].

En turbulencia hidrodinamica sin rotacion, existe un proceso de cascada
mediante el cual la energia y la helicidad son transferidas hacia las escalas mas
chicas. Al asumir que la tasa de transferencia estda determinada tnicamente
por el flujo de la energia, se puede obtener una ley para los espectros de
ambas magnitudes. Hipdtesis sobre el flujo en las escalas grandes permiten
obtener distintas leyes de decaimiento auto-similar de la energia, las cuales
(como consecuencia de los resultados mencionados arriba) no son afectadas
por la presencia de la helicidad.

Uno de los principales resultados presentados en esta tesis es que al agre-
gar rotacion la helicidad afecta al decaimiento de la energia de manera mucho
mas drastica, inhibiendo la cascada directa de la misma, de forma tal que la
energia decae mas lento, respondiendo a leyes de potencia distintas que en el



caso no helicoidal.

La turbulencia rotante puede ser vista como un modelo muy simple de
la atmésfera terrestre teniendo en cuenta que la rotacion domina en las es-
calas més grandes (escalas mayores a las sindpticas en la atmésfera terrestre
2 100 km). Por otro lado, la helicidad es altamente relevante en varios proce-
sos atmosféricos tales como tormentas rotantes con conveccién (ver ejemplos
en [18-21}). Se cree que el entendimiento de flujos helicoidales con rotacién
puede resultar de gran ayuda para predecir la formacion y duraciéon de estos
fenémenos [18].

En esta tesis se propone el estudio numérico de flujos hidrodinamicos ro-
tantes con especial énfasis en el decaimiento y la distribucion espectral de la
energia. Con este fin, se integran las ecuaciones dindmicas mediante métodos
pseudoespectrales [22], conservativos y no dispersivos. Los resultados numéri-
cos se corroboran ademdas mediante modelos fenomenoldgicos. El énfasis en la
primer mitad de la tesis esta puesto en la caracterizacién de todas las posbiles
soluciones para el decaimiento de la energia en flujos rotantes, dependiendo
del contenido de helicidad, la correlacion inicial del flujo en las escalas méas
grandes, y los valores de los parametros adimensionales. Se obtienen todas
las soluciones a partir de una exploracion del espacio de parametros mediante
simulaciones numéricas, y también se obtienen diferentes regimenes a partir
de la teoria, resultando asi una descripcion completa del fenémeno. En la
segunda parte de la tesis, se extienden los resultados para el decaimiento
de la turbulencia a modelos méas realistas de la atmésfera y los océanos que
consideran también el efecto de la estratificacién.

Dada la extrema complejidad de las ecuaciones que gobiernan la dinamica
atmosférica, existe una gran variedad de modelos aproximados y de ecuacio-
nes simplificadas. Muchos de ellos eliminan términos que resultan desprecia-
bles en diferentes escalas tipicas de los procesos atmosféricos y oceanicos.
Una aproximacién ampliamente utilizada es la aproximacion de Bousinessq,
la cual describe un flujo rotante, incompresible y estratificado que responde
a un balance hidrostatico en la direccién vertical pero con densidad media
constante en cada plano horizontal. De este modelo se desprenden diversas
aproximaciones, siendo una de las mas utilizadas la llamada aproximacién
cuasi-geostréfica (QG) [23-25].

A partir de las ecuaciones de movimiento de un fluido rotante y estra-
tificado en la aproximacion QG se deriva un modelo para flujos cercanos a
superficies tales como la superficie del océano o la tropopausa, en donde el
flujo se comporta en forma diferente al interior. Dicho modelo corresponde a
la ecuacién cuasi-geostrofica de superficie o SQG (del inglés “surface quasi-
gesotrophic”) y fue desarrollado en [26]. Este es el modelo que consideramos
al final de la tesis. Su dinamica es influenciada enteramente por la evolu-
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cién de la temperatura potencial (o densidad) en la superficie, y es utilizado
actualmente para estudiar la dindmica de las altas capas de la tropdsfe-
ra [27-29], y de las capas superiores del océano con relativa precisién hasta
aproximadamente los 500m de profundidad [30-32]. La extensién del estudio
del decaimiento a estos flujos nos permitird construir un modelo novedoso
que conecta la dinamica de flujos SQG con la de condensados estadisticos.
La tesis se divide en 7 capitulos y esta organizada de la siguiente manera.
En el capitulo 2 se presenta una breve discusién sobre la teoria de flujos turbu-
lentos rotantes junto a una derivacién del modelo SQG que se analizara mas
adelante en el capitulo 6. A continuacion se explica brevemente el cédigo que
se utiliza para simular el decaimiento de los diversos flujos, y finalmente se
presentan diferentes definiciones y herramientas que se utilizaran a lo largo
de este trabajo. En el capitulo 3 se comienza analizando el caso més simple de
flujos turbulentos rotantes, aquellos para los cuales su longitud caracteristica
(tamano de los vortices més grandes del sistema) se encuentra saturada y
no crece con el tiempo. A estos flujos se los denomina flujos confinados. Se
analizard, en particular, el rol que cumple la helicidad en el decaimiento de
este tipo de flujos. En los capitulos 4 y 5 se estudia el decaimiento de flujos
para los cuales la longitud caracteristica crece libremente, analizando flujos
cuyo espectro de energia inicial es de la forma k* y k? respectivamente. En
ambos casos, se utilizaran argumentos teoricos y fenomenoldgicos junto a la
conservacién del momento angular y lineal para predecir el decaimiento de
la energia. Se presenta también un analisis original del problema, al estudiar
la evolucién de la energia contenida en modos tridimensionales, y aquella
contenida en modos bidimensionales independientemente. En el capitulo 6 se
extienden los resultados y se aplica la teoria de ensambles clasicos de Gibbs
para estudiar flujos bajo la aproximacion SQG. Dicho analisis permite pre-
decir la forma del espectro de equilibrio en la versién inviscida del sistema,
y también estudiar el decaimiento del sistema viscoso, es decir, fuera del
equilibrio. Finalmente, se presentan las conclusiones en el capitulo 7.



Capitulo 2

Flujos rotantes y
cuasi-geostroficos

2.1. Introduccion

Se presentan aqui las ecuaciones y los diferentes modelos para flujos ro-
tantes y atmosféricos que se estudiaran en esta tesis, junot con los resultados
tedricos mas conocidos y relevantes para cada modelo. Luego se presentan
preliminares del trabajo original que seran usados en todos los capitulos. En
particular, se describe el método numérico y cédigo usado para resolver las
ecuaciones, y se dan como referencia todas las condiciones iniciales usadas.

2.2. Teoria de flujos rotantes y estratificados

En esta seccion se presentan resultados usuales para flujos rotantes y
estratificados, con especial énfasis en la transferencia y distribucion espec-
tral de la energia entre las distintas escalas. La teoria de flujos rotantes y
estratificados puede consultarse con mayor detalle en [33-35].

2.2.1. Flujos rotantes

La dindmica de un fluido incompresible sometido a rotacion rigida en el
sistema de referencia rotante se describe agregando los términos de acelera-
cién centrifuga y de Coriolis a la ecuacion de Navier Stokes,

ou+wxu+202 xu=-VP+vViy, (2.1)
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junto a la condicién de incompresibilidad,
V-u=0. (2.2)

En las ecuaciones u es el campo de velocidad, w = V x u es la vorticidad,
la aceleracion centrifuga se encuentra absorbida en el término de la presién
total por unidad de masa P = p/p — (w X r)?/2 +u?/2 y v es la viscosidad
cinematica.

2.2.2. Ondas inerciales y la descomposiciéon helicoidal

A partir de la ecuacion (2.1) se puede escribir la ecuacion linealizada para
la vorticidad de un fluido inviscido sujeto a rotacién,

0
7Y = 2(Q2-V)u, (2.3)

la cual admite soluciones de la forma u = h; exp(ik-x+iwt) (ondas inerciales)
siempre y cuando se cumpla k - h = 0 por incompresibilidad. Las ondas
inerciales presentan una relacién de dispersién anisétropa y dispersiva, dada
por

w=2s(k - Q)/k. (2.4)

Los modos helicoidales hy exp(ik - x + iwt) corresponden a ondas circu-
larmente polarizadas que se propagan en la direccion k, con

h, = v X k +isv, (2.5)

donde s = £1 es la polarizaciéon, k = k/k y v = k x Q/||k x Q]| son dos
vectores unitarios ortogonales entre si definidos a través del vector fijo €2. Los
modos helicoidales son paralelos a su rotor y, por lo tanto, poseen helicidad
maxima cuyo signo dependera del signo de s,

ik x h, = skh,. (2.6)

Ademas de ser soluciones lineales, los modos helicoidales h, son soluciones del
sistema no lineal bajo rotacién, con helicidades opuestas segun el signo de s.
Finalmente, los modos poseen la misma estructura que las ondas inerciales,
las cuales brindan una representacién apropiada del campo de velocidades
para el caso rotante [36]. Esta base ha sido ampliamente utilizada en trabajos
sobre turbulencia bajo rotacién fuerte [37,38], en estudios tedricos sobre
turbulencia rotante [34] y en turbulencia helicoidal [39]. La descomposicién
del campo de velocidades en términos de los modos helicoidales resulta,

u(k,t) = ay (k, )hy +a_(k,t)h_. (2.7)
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k P

q

Figura 2.1: Los modos que interactiian gracias al término no lineal en la
ecuacién de Navier Stokes componen los lados de un triangulo con lados k,

b,y Q.

2.2.3. La variedad resonante

Suponiendo, sin pérdida de generalidad, que €2 = €22, la relacién de dis-
persién de los modos helicoidales es

w = 2sky/k = 2scosby, (2.8)

siendo ¢, el dngulo formado entre los vectores €2 y k. Los modos con k| =
k. = 0 poseen frecuencia igual a cero y por lo tanto reciben el nombre de
modos lentos; son modos bidimensionales (2D) que no presentan variacién
en la direccién paralela al eje de rotaciéon. El resto de los modos con kj # 0
son modos tridimensionales (3D)con frecuencia distinta de cero y reciben el
nombre de modos rdpidos.

Sustituyendo la ecuacion (2.7) en la ecuacién (2.1) se obtiene una ecuacién
para la evolucién de las amplitudes ax = ax(k,t),

(% —iw + Uk ay = %Ro Z Cxpqlp iy (2.9)
k+p+q=0

La ecuacién (2.9) fue adimensionalizada utilizando las escalas L, U y (2Q)~!
como la longitud, velocidad y tiempo caracteristico respectivamente. Ro =
U/(2Q2L) es el numero de Rossby y v* = v/(2Q2L?) es el nimero de Ekman.
Cxpq son coeficientes de interacciéon entre modos con vectores de onda k,
p y q (ver [34,40]). La condicién k + p + q = 0 implica que los modos
interactian unicamente entre triadas en donde los modos resultan lados de
triangulos como ilustra la figura 2.1.
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Las amplitudes a; evolucionan en dos escalas de tiempo diferentes: una
escala réapida t ~ [/U asociada a las ondas, y una escala lenta 7 ~ Rot
asociada a los remolinos turbulentos. Como resultado, las amplitudes pueden
escribirse

ar, = by (1), (2.10)

es decir, oscilaciones rapidas moduladas en amplitud por los remolinos mas
lentos. Sustituyendo la ecuacién (2.10) en la ecuacién (2.9) y promediando
sobre el tiempo rapido se obtiene,

D) 1 wi+wp+wqe=0
(E + y*k2) be=g5Ro Y Cipalih, (2.11)
k+p+q=0

donde se considera que aquellas interacciones con wy +w,+w, # 0 promedian
cero a lo largo de la escala lenta 7. Esta ecuacion fue probada en forma
rigurosa en [41,42] para una ecuacién dindmica més general que incluye a la
rotacion rapida como un caso especial.

La ecuacién (2.11) es idéntica a la ecuacion (2.9) excepto que la suma se
encuentra restringida, ademas, por la condicion de resonancia para las ondas
wi + wp +w, = 0. A partir de la relacién de dispersién (2.4), las condiciones
k+p+q=0y w,+w,+w, =0 en la ecuacién (2.11) resultan

spcosty, + s,co080, 4 s,c050, = 0 (2.12)
kcosty, + pcosb, + qcosf, = 0 (2.13)

De estas relaciones se sigue que existen tres tipos de interacciones reso-
nantes [34]. Interacciones entre modos “rapidos-lentos-rapidos”, “répidos-
rapidos-rapidos” y “lentos-lentos-lentos”. Mientras que sélo un subconjunto
de interacciones “r-r-r” cumplen con las condiciones (2.12) y (2.13), las inter-
acciones “I-1-1” son todas trivialmente resonantes y, por lo tanto, la energia se
transfiere con mayor eficiencia entre modos 2D (aquellos con 6, = 7/2). Por
otro lado, en las interacciones “r-l-r”, el modo lento actia sélamente como
intermediario en el intercambio de energia entre dos modos rapidos sin existir
transferencia de energfa hacia 6 desde el modo lento (ver [34,43] para mayor
detalle). Debido a que los modos lentos siempre cumplen la condicién (2.12)
y (2.13), las interacciones entre modos 3D tienden a transferir energia a mo-
dos mas cercanos al plano kjj = 0, es decir, modos con un ¢ mayor, siendo
entonces la condicion de resonancia la responsable del proceso mediante el
cual los flujos rotantes tienden a un estado cuasi-2D. Este proceso ha recibido
el nombre de “teorema dindmico de Taylor Proudman” [44], en referencia al
conocido teorema de Taylor-Proudman para flujos estacionarios [46].
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Es importante notar que si bien los modos 3D transfieren energia a mo-
dos mas cercanos al plano kj; = 0, la condicién de resonancia prohibe la
transferencia de energia entre modos 3D y modos puramente 2D. Las inter-
acciones resonantes transfieren energfa hacia valores menores de k/k pero
no a modos con k| = 0 (ver [34,43,47]). Sin embargo, se verd mas adelan-
te que la energia es efectivamente transferida hacia modos puramente 2D,
aumentando la energfa en el plano k| = 0 a expensas de una merma de la
energia 3D. Dicha transferencia proviene de interacciones cuasi-resonantes
donde wy + w, + w, =~ Ro, caso para el cual pueden tomarse términos de
orden superior en el desarrollo del término no lineal en la ecuacién (2.9).
Este caso se contempla en la teoria de las interacciones cudrticas [48] pero
no sera analizado en el presente trabajo.

2.2.4. Dinamica de los modos rapidos y lentos

A primer orden en los efectos no lineales, las ondas lentas se desacoplan
y evolucionan independientemente de las ondas rdapidas. En este contexto, el
desacople implica que los modos 2D con k)| = 0 evolucionan segtin su propia
dindmica independientemente de las ondas rapidas, al menos durante tiempos
del orden Ro™? [49,50]. Este desacoplamiento, resultado de interacciones
resonantes entre modos lentos (modos geostréficos en flujos rotantes) y modos
rapidos, ocurre en un amplio rango de sistemas muy relacionados entre si,
tales como los flujos en el plano 3 [51], flujos estratificados [52, 53], flujos
rotantes estratificados [41,54] y flujos rotantes poco profundos [42,55].

Las ecuaciones que rigen la dindmica lenta se pueden encontrar descom-
poniendo la velocidad total de la siguiente manera

u=usp(z,y,2)+wp(r,y) +wi(z,y), (2.14)

donde uap (z,y) +wi(z,y) = (uap(z,y),vap(x,y), w(x,y)) es la porcién de la
velocidad que no presenta variacion a lo largo del eje z, es decir, la velocidad
correspondiente a los modos 2D. La misma puede calcularse promediando la
velocidad a lo largo del eje de rotacion,

1 [H
ﬁ/ udz = ugp(z,y) + w(z,y)z. (2.15)
0

A su vez, uzp(z,y, z) es la difererencia entre la velocidad total y la velocidad
constante a lo largo del eje z, es decir, representa a los modos 3D con k, # 0
y cumple

1

H
E/o usp(x,y,z)dz = 0. (2.16)
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Reemplazando la descomposicién (2.14) en la ecuacién de Euler (v = 0)
y utilizando la propiedad (2.16) se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones
(12,42, 50]

\Y

duzp = —uzp - Vugp — wd.uzp — usp - Vugp — P3D, (2.17)
VP

atllgp = —Uap VUQD — Usp - VUQD — TH, (218)

Oyw = —uszp - Vw — usp - Vw. (2.19)

donde P(z,y, z) = Psp(z,y, 2)+Pu(x,y) es la presion total que se descompo-
ne en una componente Py constante a lo largo del eje z y en una componente
que varia a lo largo de dicho eje, siendo % fOH Psp(z,y, z)dz = 0. Transfor-
mando Fourier y multiplicando las ecuaciones (2.17) - (2.19) por usp, usp
y w e integrando sobre todo el dominio se pueden escribir ecuaciones pa-
ra la transferencia de energia entre las distintas componentes en el espacio
Fourier 12,49, 56],

O Esp =T33 .3+ T3o .3+ T3y 3, (2-20)
O Eop = Tho o + T30, (2.21)
0tEw - ngﬁw + T2w—>w' (222)

Los simbolos T hacen referencia a la transferencia de energia entre dis-
tintos modos de Fourier. T33_,5, por ejemplo, representa la interaccién de
energia entre dos modos 3D que transfieren energia a modos 2D. Notar que
estos términos representan justamente las interacciones “I-1-1”, “r-r-r” y “r-
l-r” discutidas con anterioridad. Para sistemas con rotacién fuerte en donde
Ro — 0, los modos 3D no transfieren energia a los modos 2D al resultar nulo
el coeficiente de interaccién Cykpq. Por lo tanto, los términos 7330 ¥ T334
son idénticamente nulos [34], con lo cual para Ro — 0 resulta [49,56],

OyEsp = T334 Tao3 + T3, (2.23)

0, Eap = Ths—o, (2.24)

0 E = Towro. (2.25)

En este limite, agregando viscosidad a las ecuaciones (2.17) - (2.19) se

obtiene

VP | L v2ug, (2.26)

3tu3D = —u- VH3D -
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Ofugp = —uyp - Vugp — % + vV2uyp, (2.27)

dhw = —usp - Vw + vVw. (2.28)

Los modos 2D, representados por usp + w2z, evolucionan independientemente
de los modos 3D mientras que w satisface una ecuacién de tipo escalar pasivo,
siendo advectado por el campo uyp. Vale la pena mencionar que en [43] se
muestra que el resultado de desacoplamiento entre modos 2D y modos rapidos
3D en ondas inerciales es valido para flujos en un dominio confinado general.

2.2.5. La aproximacion SQG

Para extender los resultados de flujos rotantes al caso estratificado, en
esta tesis consideraremos un modelo muy sencillo de flujos atmosféricos dado
por la aproximacién cuasi-gesotréfica de superficie. A continuaciéon se derivan
las ecuaciones que rigen la dinamica de un flujo bajo dicha aproximacién tal
como se analizara en el capitulo 5.

Una aproximacion ampliamente utilizada como punto de partida en el es-
tudio de flujos atmosféricos es la aproximacion de Boussinesq. Corresponde a
un fluido incompresible y estratificado en el cual se asume balance hidrostati-
co en la direccion vertical y una densidad media constante en el plano hori-
zontal. La estratificacion se implementa escribiendo a la densidad y la presion
como una perturbacion a sus valores medios en la direccion vertical

p=p(z)+p(2,y,21), (2.:29)
p=p(z)+p(x,y,z21t). (2.30)

Usualmente (aunque no es necesario) se asume balance hidrostético en la
direccién vertical para p y p, lo cual implica el mismo balance para p/,
dp Ip _ op/ /
9. —9p; 9. —9p; 9. —gp-
Bajo estas aproximaciones, asumiendo que las perturbaciones son pequenas
y despreciandolas en todos los términos excepto en el empuje, y a partir de
las ecuaciones de Navier-Stokes tridimensional y la conservacion de la masa
para un fluido incompresible, se obtienen las ecuaciones de Boussinesq:

(2.31)

O, op 1

Vi, + —— —2Qu, =0, 2.32
5 +u-Vu +8:L’po Uy (2.32)
Ou,, op 1

. D oqu, —0, 2.
BT +u V“y+axp0 +2Qu, =0 (2.33)
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op

5, = 9 (2.34)
o [ —o o
E( ;9)+u-v<%)+m%:0. (2.35)
.
N? = —%d—g, (2.36)

donde la 1iltima ecuacién corresponde a la conservacién de la masa, N? es una
frecuencia de flotacién (o empuje) debido a la estratificaciéon de la densidad
impuesta por p(z), y po es un valor de referencia para la densidad, que se
puede tomar como un valor medio py = % fOH[)dz. La frecuencia N? es
conocida como la frecuencia de Brunt-Viisala.

El sistema de ecuaciones (2.32)-(2.36) es altamente complejo. Se puede lo-
grar una primer simplificacién imponiendo la condicién de balance geostréfico
a las ecuaciones de Boussinesq, obteniéndose el campo geostrofico de veloci-
dades que se escribe a continuacién con super-indice g,

ul = —— ug = — (2.37)

donde v es la funcién de corriente gesotroéfica, definida segtn

= 2.38
Y= 00 (2.38)
y se cumple
oug  Ouf
L+ —==0. 2.39
ox oy ( )

Notar que el balance gesotréfico corresponde fisicamente a pedir que la fuerza
de Coriolis esté balanceada por los gradientes horizontales de presion. La
condicion de incompresibilidad impone que la variacion de la componente
vertical ug no puede presentar variacion en z y, por lo tanto, puede tomarse
igual a su valor en la superficie

ud = 0. (2.40)

Ademas, utilizando el balance hidrostatico en la direccién vertical se obtiene

, 2Qpg OY
= — . 2.41
p g 0z ( )

Otra aproximacion ampliamente utilizada es la cuasi-geostrofica. Las ecua-
ciones cuasi-geostroficas se obtienen mediante una aproximacién mas comple-
ja a la ecuacion de Boussinesq que la obtenida mediante balance geostrofico.
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Sus ecuaciones se derivan suponiendo una velocidad ageostréfica que resulta
de la diferencia entre la velocidad de Boussinesq u y la geostréfica u? hallada
en las ecuaciones (2.37)

QG _

g QG _ g QG _
ug" = uy — ud, Uy =y — ud, uz” = u,. (2.42)

Reemplazando las relaciones (2.42) en las ecuaciones (2.32), (2.33), (2.34) y
(2.35), y usando las ecuaciones (2.37) - (2.41) se obtiene

oud oud oud
5 Tuig, T 5 20u?9 = 0, (2.43)

oud oud oud
Y pud—Y 4 y9—2 4+ 20u9%¢ =0 2.44
5 +ux8x +uy6y+ Uz , (2.44)

ou  oulY  guc
ox dy * 0z

9 (gr 0 0 (ar 0 9 (agr 2 QG
() —w = () = (2 )+ N =0. 2.4
P ( . ) Us g ( . ul 5 \no + N<u3 0 (2.46)

A partir de las ecuaciones (2.43) y (2.44) se puede escribir una ecuacién
para la vorticidad vertical de la forma

— 0, (2.45)

Ow ou?C
- [ w] =202 (247)
donde

y donde [A, B] = 0,A0,B — 0,A0, B es el corchete de Poisson. El término a
la derecha de la ecuacion (2.47) es el responsable de la generacién de vortici-
dad por gradientes verticales de u9%. Si un volumen material fluido penetra
una regién en donde la velocidad vertical aumenta con la altura, es estirado
verticalmente. Por conservacién de la masa, el volumen se encogerd en el
plano horizontal modificando el valor de w. Aumentara el valor de w en el
hemisferio Norte (donde € > 0) 6 lo disminuird en el hemisferio Sur (donde
2 < 0). Usando la ecuacién (2.46) y que

o gy
0z QQpO’

se puede escribir la ecuacion (2.47) como

(2.49)
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ow o (0 2Q 0

Definiendo la vorticidad potencial cuasi-geostrofica

(%) &« 231

la ecuacién (2.50) queda escrita en forma mas compacta

09
o T =0 (2.52)

Notar que mediante un cambio de variables en la coordenada vertical la
vorticidad potencial se puede escribir

0
19—&)4‘%

a 2/2

Escribiendo, a partir de la ecuacién (2.49), las fluctuaciones de densidad como
proporcionales a una variable q

U= {w+ > ] . (2.53)

O
= 2.54
y usando las ecuaciones (2.35) y (2.41) se obtiene
Jq 2. QG
R (2.55)

Las ecuaciones (2.52) y (2.55) son las correspondientes al modelo cuasi-
Geostrofico (QG). Para obtener las ecuaciones del modelo SQG, se considera
a la vorticidad potencial ¥ = 0 en el interior del recinto. De esta forma,
las ecuaciones (2.52) y (2.55) se satisfacen trivialmente dentro del recinto
y se busca una solucién en la superficie z = 0 para la ecuacién (2.55) con
condiciones de contorno de tipo Neumann, es decir, utilizando un valor de
u?Y% = 0 en la superficie. De esta forma, la dindmica responde a la ecuacién

dq B

y la relacion entre 1) y q se encuetra trivialmente a partir de las ecuaciones
(2.53), (2.54) y la condicién de Neumann,

q=(=V*)'"*y. (2.57)
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Como se explicard en el capitulo 5, estas ecuaciones describen un flujo
en el que las fuentes de movimiento son las fluctuaciones de densidad q (o
temperatura) en la superficie. Las ecuaciones describen correctamente las
escalas mas grandes de la tropopausa [27-29], y la dindmica ocednica en
escalas grandes y hasta profundidades de 500 m [30-32].

2.3. Modelos numéricos

En esta tesis, las ecuaciones de movimiento se resolvieron numéricamen-
te mediante dos métodos distintos: simulaciones directas 6 DNS (del inglés
“Direct Numerical Simulation”) y usando modelos de subgrilla 6 LES (del
inglés “Large Eddy Simulation”). Las simulaciones 3D se realizaron en un
dominio cubico de longitud 27 con condiciones de contorno periodicas, y se
utilizaron distintas resoluciones espaciales entre 96 y 5122 puntos de grilla.
Para los flujos SQG se utilizé un dominio cuadrado de longitud 27 con las
mismas condiciones de contorno, y con resoluciones espaciales entre 322 y
1024? puntos de grilla.

2.3.1. Simulaciones directas

En una DNS las ecuaciones de movimiento se resuelven directamente, sin
mediar ningtin modelo de turbulencia, es decir, todas las escalas espaciales
y temporales se resuelven explicitamente. Para resolver dichas ecuaciones se
utiliz6 GHOST [58,59], un cddigo paralelizado que resuelve las ecuaciones
mediante un método pseudo-espectral y que utiliza la regla de los dos tercios
para evitar efectos de aliasing [58,59]. Dicha regla cancela la amplitud del
campo de velocidades para nimeros de onda |k| > N/3 en cada iteracién (N
es la resolucién lineal). De esta manera, el mayor nimero de onda resuelto
es kmaz = IN/3. La idea detrds de estas simulaciones es que el nimero de
onda k.. sea del orden 6 mayor al nimero de onda asociado a la escala de
disipacién de Kolmogorov k,, es decir, al minimo nimero de onda para el
cual la disipacion se vuelve dominante. En el caso de turbulencia isétropa
tridimensional en decaimiento libre, el nimero de onda asociado a la escala
de disipacién es k, = (¢/ 1/3)1/ * donde € es la tasa de disipacién de la energfa.
Para que una simulacién con N puntos lineales de grilla resuelva todas las
escalas pertinentes, se necesita que la separacién entre puntos Az = 1/N
sea del orden 6 menor a la escala de disipacién [, ~ 1/k,, es decir, toda
simulaciéon DNS bien resuelta debe cumplir

N <i>1/4. (2.58)

3 ~ A\
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Para la aproximacion SQG, la expresion para la escala de disipacién es la
misma y mediante argumentos similares al caso hidrodinamico tridimensional

se deriva la condicion
— — 2.59
3~ (1/3) ’ (2.59)
donde [ es la tasa de disipacion de la pseudo-enstrofia en un flujo SQG.

2.3.2. Modelos de subgrilla

Para simulaciones 3D el costo computacional hace necesario usar mode-
los de subgrilla para poder explorar niimeros de Reynolds altos. EI modelo
utilizado en esta tesis se clasifica dentro de la familia de las LES [60-63].
Estos modelos dividen las longitudes de onda del problema en dos rangos.
Un rango de escalas grandes acotado superiormente por un nimero de onda
relacionado con el tamano de la simulacién k. = N/2 — 1, y un rango de
escalas chicas compuesto por niimeros de onda k. < k < ak. con a de orden
O(1). Las escalas mas grandes se resuelven explicitamente, incluyendo en el
caculo de las mismas el efecto estadistico de las escalas no resueltas mediante
el modelado de la transferencia de energia entre ambos rangos.

El modelo utilizado en esta tesis se basa en la clausura EDQNM [64, 65]
para calcular viscosidad turbulenta y un ruido turbulento, y asume que las
escalas sin resolver son isotrépas (aun en presencia de rotacion se espera que
los vortices mas pequenos no sean afectados por el proceso de bidimensiona-
lizacién y que el flujo sea isétropo [66]). La viscosidad y el ruido turbulentos
se calculan teniendo en cuenta tanto la contribucién del espectro no resuelto
de energia como el de helicidad. El modelo se adapta dinamicamente a la
forma de ambos espectros en las escalas resueltas, lo cual lo convierte en
un modelo especialmente interesante para el estudio de turbulencia rotante,
para la cual las leyes de escala no son del todo conocidas y pueden depender
del ntimero de Rossby. Si bien fue derivado en primer término para flujos
isétropos con 6 sin helicidad [68], en esta tesis se utiliza su extencién al caso
rotante presentado en [69]. Para la validacion de este modelo frente a simu-
laciones DNS y otro modelo de subgrilla [65] se puede consultar [68] para
el caso isétropo, [69] para el caso forzado con rotacién (no helicoidal) y [70]
para el caso forzado, rotante y helicoidal.

El modelo de subgrilla comienza aplicando un filtro espectral a las ecua-
ciones dinamicas, truncando todas las componentes de la velocidad para vec-
tores de onda k con |k| = k > k.. Luego se modela la transferencia entre las
escalas grandes (resueltas) y las escalas chicas (escalas de subgrilla, no resuel-
tas) agregando viscosidad y ruido turbulento a las ecuaciones para las escalas
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resueltas. Estas cantidades se obtienen resolviendo las ecuaciones EDQNM
estimando los espectros de energia y helicidad en la escala de subgrilla a
partir de la forma de los mismos en las escalas resueltas. Para esto, se define
un rango intermedio entre k. y k. (generalmente k., = k./3), donde se asume
que los espectros de energia y helicidad presentan la forma de una ley de
potencias seguida de un decrecimiento exponencial,

E(k,t) = Egk=*Pe™0kF | <k < ke, (2.60)
H(k,t) = Hok™ ek K <k < k. (2.61)

Los coeficientes ag, ay,dg, 0y, Eo,y Hp se calculan en cada paso temporal
mediante una regresién de cuadrados minimos al espectro de energia y he-
licidad en las escalas resueltas. Luego se extrapola el espectro a las esca-
las sin resolver utilizando estos coeficientes, y se resuelven las ecuaciones
EDQNM. Seguidamente se resuelve la ecuaciéon de Navier-Stokes (2.1) con
un término extra en el lado derecho, que en el espacio espectral toma la forma
—v(klk., t)k*u(k, t), donde u(k,t) es la transfromada de Fourier del campo
de velocidades u(x, t), —k? es el Laplaciano en el espacio complejo y v(k|ke, t)
es la viscosidad turbulenta. El ruido turbulento representa la energia que se
escapa de las escalas no resueltas a las escalas resueltas (por ejemplo, por
batido entre frecuencias cercanas), y se agrega luego sumando al campo de
velocidad un campo aleatorio con amplitud dada por el resultado de resolver
las ecuaciones EDQNM. En las simulaciones LES no es necesario remover
efectos de aliasing, y por lo tanto el niimero de onda maximo resuelto es
Emaz = N /2.

En las simulaciones DNS y LES se evolucionaron las ecuaciones en el tiem-
po utilizando un método de Runge-Kutta de segundo orden. Se verifico asi-
mismo que se cumpliera la condiciéon de Courant-Friedrichs-Levy (CFL) con
un nimero de Courant menor que uno, (U) At/Axz < 1 ((U) es el valor carac-
teristico de la velocidad). En decaimiento libre, y gracias a que el valor inicial
de la velocidad fue normalizado en todas las simulaciones segin U =~ 1, la
condicién CFL resulta At < 1/N.

2.4. Condiciones iniciales

A lo largo de esta tesis se usan distintos campos de velocidad como con-
diciones iniciales. Sus caracteristicas dependen de la clase de flujo que se
quiere analizar, diferenciandose entre ellas principalmente por el contenido
total de helicidad y la distribucién espectral de la energia. Todas ellas fueron
utilizadas para los casos tridimensionales. En el caso bidimensional (SQG)
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se impone una condicién inicial al potencial ¥ en lugar del campo de veloci-
dades, como se explica al final de esta seccién.

2.4.1. Taylor-Green

El flujo TG [71] es un flujo no-helicoidal que se construye mediante la
multiplicacion de senos y cosenos.

=>

urg = Usin(koz) cos(koy) cos(koz)
U cos(kox) sin(koy) cos(koz)y, (2.62)

En el espacio Fourier, estd formado por vectores de onda de la forma
k = ko(n,m,l). Notar que este fluyjo no posee energia en los modos con
k. =0, es decir, no se excita directamente ningiin modo con k = ky(n, m, 0)
con n y m enteros. Como se verd mas adelante, el crecimiento de la energia
en esos modos se debe s6lo a la transferencia de energia 3D al plano 2D. El
flujo TG suele ser elegido por su importancia en hidrodindmica, siendo un
flujo que desarrolla rapidamente escalas mas y mas pequenas. También es
muy usado por su parecido con flujos de tipo von Karméan que se desarrollan
entre discos contra-rotantes utilizados en muchos experimentos.

2.4.2. Arnold-Beltrami-Childress
El vector velocidad en un fluyjo ABC [72],

uspc = |[Becos(koy) + Asin(koz)| & +
[C cos(koz) + Asin(kox)] § +
[A cos(kox) + Bsin(koy)] 2, (2.63)

es una auto-funcién del operador rotor

V x Uapc — )\uABC (2.64)

por lo que resulta paralelo a la vorticidad, maximizando su helicidad. Siendo
una suma de senos y cosenos, distribuye la energia a lo largo de los ejes k,, k),
k., con vectores de ondad de la forma k = ky(1,0,0),k = k¢(0,1,0),k =
ko(0,0,1). De esta forma, dos terceras partes de la energia total se ubica
en el plano k., = 0. Este flujo fue usado como ejemplo paradigmatico en el
estudio de flujos helicoidales en la atmdsfera en [18].
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2.4.3. Flujos aleatorios helicoidales

Se utilizé un flujo construido a partir de una superposiciéon de modos de
Fourier con fases aleatorias utilizando el algoritmo descripto en [73], el cual
permite controlar la cantidad total de helicidad con relativa facilidad. En
breve, el procedimiento es el siguiente. Se generararon dos campos aleatorios

(k) = A(k)e®, P (k) = A(k)e'? (2.65)

donde i = 1,2,3 son las componenetes cartesianas del campo, ¢ y ¢’ son
fases aleatorias diferentes para cada componente ¢ y cada vector de onda k,
y A(k) es una amplitud usada para controlar la forma final del espectro de
energia. Luego se construyeron campos incompresibles tomando

0 =V xvl)  u® =y xv®, (2.66)

Finalmente se toma w = V x (sen au™ + cos au®) con a un pardmetro
que controlard la helicidad (la helicidad relativa resulta h = sen(2«), siendo
minima para o = 0 y méxima para o = 7/4), y se construyen las condiciones
iniciales u(k) = cos a u (k) + sen a u® (k) + w(k)/k.

2.4.4. Flujos aleatorios en la descomposicion de Craya-
Herring

Aunque el método descripto arrbia genera un campo aleatorio con heli-
cidad casi perfectamente isétropo, el uso del generador (1,1,1) para todos
los vectores de onda k en los campos v() y v(?) introduce una pequefia an-
isotropia. Cuando sea necesario generar el campo mas isétropo posible, se
usard un método distinto que se describe a continuacion. La descomposi-
cion de Craya-Herring [74, 125] asocia a cada vector de onda k un sistema
ortonormal cuyos ejes dependen de k segiin

k x « k xi k
(k) — @ (k) = X K.

« es un vector unitario fijo en el espacio y se eligird paralelo al eje de rotacion,
a = (0,0,1). Esta representacién se usa comtunmente al estudiar turbulencia
(ver por ejemplo [75,76]). Usando estos generadores, las condiciones iniciales
aleatorias se crearon mediante la superposicion de modos armonicos con fases
aleatorias ¢(k), ¢/(k) proyectados sobre el sistema de referencia de Craya
para cada k,

(2.67)

u(k) = e+ ¢'?j. (2.68)
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Notar que no se incluye una componente de u sobre el eje k. Esto se debe a
la condicién de incompresibilidad que exige u(k) L k.

2.4.5. Flujos aleatorios bidimensionales

Para las simulaciones SQG la condicién inicial se escribe para la funcién de
corriente 1 (k), la cual estard dada por una superposicion de modos arménicos
con fases aleatorias ¢(k), ¢'(k) sobre los ejes cartesianos en el espacio Fourier,

(k) = ek, + €'k, (2.69)

2.5. Otras definiciones

Se presentan a continuacién definiciones de las distintas magnitudes que
se utilizaran a lo largo de esta tesis.

Escalas caracteristicas

Existen tres escalas caracteristicas ampliamente utilizadas en el estudio
de la turbulencia. La escala integral,

| = o2k ER) (2.70)

m Y
2 E(F)
con E(k) el espectro de energfa isétropo. La misma da cuenta del tamano
caracteristico de los vortices en los cuales se concentra la mayor parte de la
energia. En la practica es también la escala en la cual se inyecta energia en
los casos de turbulencia forzada. La escala de Taylor,

Yk E(R)

se usa principalmente en estudios experimentales y es una escala caracterisit-
ca del rango inercial en el espectro turbulento. Y la escala de disipacion de
Kolmogorov en turbulencia 3D isétropa y homogénea,

L= (2.72)

Para escalas menores a [,, los efectos disipativos comienzan a ser dominantes.
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Numeros adimensionales

Se utilizaran distintos nimeros adimensionales para caracterizar ciertos
aspectos de los flujos. El nimero de Reynolds mide la amplitud relativa del
término no lineal respecto al término viscoso en la ecuacién de Navier-Stokes.
El nimero de Reynolds basado en la escala integral [ se define como

I
Rey = Z, (2.73)

v

mientras que el nimero de Reynolds basado en la escala de Taylor es

= —. 2.74
R@)\ L ( 7)

En flujos rotantes, el nimero de Rossby mide la relacién entre el término
no lineal y el término de Coriolis, siendo menor cuanto mayor es la frecuencia
de rotacién

Ro= — (2.75)

El llamado nimero de Rossby en la micro-escala se define como

w
207
Puede interpretarse como el cociente entre la aceleracion dada por conveccion
y aquella causada por Coriolis en la escala de Taylor. En todas las simula-
ciones de este trabajo, importara que Ro sea lo suficientemente chico para
que la rotaciéon afecte a la turbulencia, mientras que RY debe ser mayor que
la unidad para que el efecto linealizador de las ondas inerciales no sea do-
minante, derivando en un decaimiento de la energia puramente exponencial
por efectos viscosos [47].

Ro® (2.76)

Helicidad

La helicidad es, junto a la energia, uno de los dos invariantes cuadraticos
ideales de la ecuacién de Navier-Stokes 3D y mide el grado de alineacién entre
la velocidad y la vorticidad. Si es cero, el flujo es simétrico ante reflexiones,
y por lo tanto mide tambien el grado de simetria ante reflexiones que posee
el flujo. Su invariancia fue descubierta en [4].

Se define a la helicidad neta como

H=(u-w), (2.77)
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donde los corchetes indican promedio espacial. La helicidad relativa se define
como

H .
(luflwl)’
se encuentra acotada entre —1 y 1 y puede interpretarse como el promedio

del coseno del angulo entre la velocidad y la vorticidad en cada punto del
espacio.

(2.78)

Espectros

Para caracterizar la distribucién espectral de la energia se consideraran
espectros tanto isotropos como anisétropos. Los ultimos se utilizaran exclu-
sivamente para los flujos rotantes cuya anisotropia crece con el tiempo.

El espectro isétropo usual se define promediando sobre casquetes esféricos
(en 3D) 6 circulares (en 2D) en el espacio Fourier,

E(k,t):% S wikt) ulk ), (2.79)

k<|k|<k+1

donde u* es el complejo conjugado de la velocidad.

Para calcular el espectro anisétropo perpendicular, las componentes de
u(k) se integran alrededor del eje de rotacién para obtener un espectro que
depende solamente de k|,

E(kl,t):% S wkt) - uke). (2.80)

kJ_SIkJ_‘<kJ_+1

La relacién entre E(k) y E(k,) se puede derivar tomando la ecuacién
(2.79) en el limite continuo,

1 ~
Bk, )= 3 / By (k, £)k2dS2%, (2.81)

con <T>Z-j el tensor espectral, es decir, la transformada Fourier de la funcion
de correlacién de segundo orden de la velocidad ®;; = (u;(x,t)u;(x +r,1)),
y donde (2 representa el angulo sélido en el espacio Fourier. Segun la ecua-
cién (2.81), si E(k) ~ k% entonces ®;; ~ k772, Para flujos axisimétricos, se
puede escribir E(k,) integrando i)ij sobre cascaras cilindricas en el espacio
complejo,

1 ~
Bk t) = 3 / Bys (k, )k el (2.82)
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Si E(k) ~ k“ entonces,

1
E(k,) = §/k02de¢kdkz =
1

5 / (k2 + 1) k. dopdk., (2.83)

Cuando la mayor parte de la energia se encuentra en el plano k| = 0, de la
ecuacién (2.83) se obtiene

E(ky) ~ l—ln/kjlcwk. (2.84)

Atin en el caso para el cual la energia no se concentra en el plano k) = 0 la
dependencia de E (k) serd ~ ki’l como se sigue del analisis dimensional de
la ecuacion (2.83). Resumiendo,

E(k) ~k” = E(ky)~k]" (2.85)

Esta relacién simple entre los espectros E(k) y E(k,) resultara util para
entender las leyes de potencia que se presentaran méas adelante.

Por otra parte, en el caso tridimensional se puede definir un espectro
paralelo integrando las componentes de u(k) sobre planos perpendiculares al
eje de rotacion,

E(k:”):% S wk ) ulk,r). (2.86)

k“§|kH‘<kH+1
Se puede obtener atin mas informacion de la anisotropia espectral estu-
diando el espectro axisimétrico de energfa e(ky, k1) (ver [38,47]). El mismo
se define a partir de la integraciéon de ®;;(k) alrededor del eje de rotacién (es

decir, sobre ¢y,), para obtener un espectro que depende solamente de kj y k,
que se relaciona con los espectros anisétropos segin

E(k)) =) e(ky ko). (2.87)

ki

E(ky) = elky, ky). (2.88)

Ky

Los espectros de helicidad y enstrofia se pueden definir de la misma forma,
reemplazando u(k) por w(k) como corresponda.
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Capitulo 3

Decaimiento de turbulencia
confinada

3.1. Introducciéon

En el presente capitulo se analiza el efecto de la rotacién y la helicidad en
el decaimiento libre de flujos en régimen turbulento para el caso particular de
flujos confinados, es decir, flujos en los cuales la escala integral (tamano de
los vértices més grandes) es comparable al dominio de integracion de la simu-
lacién. En experimentos, esta situacién corresponde a las etapas mas tardias
de la evolucion del flujo, cuando los vortices alcanzan el tamano del reci-
piente que contiene al fluido. Si bien el dominio utilizado en las simulaciones
posee condiciones periddicas de contorno, se usara el término “confinado” en
analogia con los experimentos, ya que ain en las simulaciones los vortices no
pueden ser mas grandes que el dominio computacional. Pero es importante
notar que los efectos de confinamiento en flujos rotantes van mas alla de la
saturacion de la escala integral creciendo hasta el tamano del dominio. El
confinamiento también selecciona un conjunto discreto de ondas inerciales
que son modos normales del dominio, y los contornos pueden a su vez intro-
ducir disipacién a través de capas limite y de Ekman. Este tltimo efecto no
estd presente en nuestras simulaciones.

La presencia de helicidad en turbulencia rotante mostrara ser de par-
ticular importancia, al modificar la forma en que la energia es transferida
entre las distintas escalas del sistema, impactando fuertemente en la tasa de
decaimiento de la energia cinética total.

La helicidad demostré tener gran importancia en la evolucion y la es-
tabilidad de flujos astrofisicos, geofisicos y en ingenieria. Como se vera a
continuacién, fue propuesta por [18] como responsable de la estabilidad y

25
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Figura 3.1: (a) Grado de anudamiento a;s entre dos filamentos cerrados C y
Cs. El signo de a se determina segin la orientacién relativa de los filamentos
y su modulo segin la cantidad de veces que un filamento atraviesa el area
encerrada por el otro. (b) Descomposicién de un tinico filamento de vorticidad
auto-anudado C' en dos filamentos no anudados C; y C5 pero enlazados entre
si. La helicidad resulta proporcional al grado de anudamiento del filamento
de vorticidad que, segin la figura (b), es equivalente al grado de enlace entre
distintos filamentos no auto-anudados. (tomado de [4]).

predictibilidad de tormentas rotantes convectivas. Al no ser una magnitud
definida positiva, un flujo puede presentar zonas con helicidad positiva o
negativa, y aun asi, no poseer globalmente una cantidad neta de helicidad.
Sin embargo, la existencia de una cantidad neta de helicidad diferente de
cero rompe la simetria de reflexion del flujo y, afectara la dinamica en sis-
temas rotantes. Inicialmente estudiada en su versién magnética por [2], su
conservacion en flujos hidrodindmicos fue demostrada en [4], en donde se
muestra también que la misma es proporcional al grado de anudamiento de
los filamentos de vorticidad presentes en el fluido (ver figura 3.1).

La principal motivacion para estudiar flujos rotantes helicoidales provie-
ne de la conjetura realizada en [18], donde se propone a la helicidad como
una de las causas que dan lugar a la larga duracién, estabilidad y mayor
predictibilidad aparente de tormentas rotantes convectivas 6 supercelda. Las
mismas se caracterizan por la presencia de mesociclones, es decir, vortices de
entre 3 y 15 km de didmetro correspondiente a mesoescalas en meteorologia.
La formacién de dichas tormentas suele explicarse a partir de la presencia de
fuertes cambios en la direccién y velocidad del viento (cizalladura del vien-
to) la cual genera tubos de aire rotante paralelos a la superficie en la baja
atmosfera. Las corrientes convectivas de las tormentas rotan el eje de estos
tubos ubicandolos perpendiculares a la superficie, formando grandes colum-
nas de aire ascendente y rotante. Usualmente rotan en el mismo sentido que
los sistemas de baja presién en un dado hemisferio, resultando en estructuras
altamente helicoidales. A modo de ilustracion, se muestran en la figura 3.2
tres estadios tipicos en su formacion.
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Figura 3.2: Esquema de las diferentes etapas que llevan a la formacion de
una tormenta convectiva rotante o supercelda con una fuerte componente de
helicidad. (tomados de http://en.wikipedia.org/wiki/Supercell)

En la figura 3.3(a) se muestra un esquema de las trayectorias de parcelas
de aire formadas a 0.25 km sobre la superficie, obtenidas a partir de un mode-
lo numérico [78], para tormentas de este tipo. Notar la estructura helicoidal
de las trayectorias. En la figura 3.3(b) se muestran curvas tipicas de helici-
dad relativa en funcion de la altura para una simulacién de una tormenta
utilizando un modelo numérico [18], con altos valores de helicidad relativa en
alturas de hasta 10 km.

Como un flujo perfectamente helicoidal tiene su velocidad paralela a la
vorticidad, el término no lineal en la ecuacién de movimiento es nulo y los
flujos helicoidales resultan muy estables. Basandose en estudios previos sobre
turbulencia helicoidal [9, 79|, Lilly [18] argument6 que la presencia de heli-
cidad en tormentas convectivas rotantes las vuelve menos susceptibles a la
transferencia no lineal de energia hacia escalas chicas (escalas en las cuales la
energfa se disipa més rapidamente), resultando en estructuras més duraderas.
Otros estudios sobre el efecto de la helicidad en la dinamica atmosférica in-
cluyen trabajos como [80,81], 6 publicaciones més recientes como [21]. Como
resultado de estos estudios, en el prondstico meteoroldgico, hoy en dia se utili-
zan indicadores sobre el contenido de helicidad de las tormenta para predecir
la posibilidad de desarrollo de tornados (los indices SRH y EHI del inglés
“Storm Relative Helicity” y “Energy Helicity Index” respectivamente).

Sin embargo, el uso de estos indicadores no tiene una clara justificacién
desde la dindmica de los fluidos. En el caso de fluidos no rotantes, isétropos
y homogéneos, las estructuras en turbulencia helicoidal decaen en el mismo
tiempo que en el caso no helicoidal.

Distintos estudios [8,11,12,14,82] mostraron que tanto la helicidad como
la energia son transferidos hacia escalas mas pequenas con flujo constante,
y que la ley de escala para la energia, particularmente la ley de Kolmogorov
E(k) ~ k=3 [83], no es afectada por la helicidad. En estos flujos el efecto de
la helicidad se advierte sélamente por el retraso temporario en el desarrollo
de la turbulencia, evidenciado por el aumento en el tiempo que toma al flujo
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Figura 3.3: (a) Trayectorias de parcelas de aire originadas a 0.25 km de altura
para el modelo KWR. El area horizontal es de 9 x 25 km Tomado de [78]). (b)
Helicidad relativa en funcién de la altura para el flujo total, el flujo medio, y
para las perturbaciones alrededor del mismo. Los datos fueron extraidos de
una simulacién numérica (tomado de [18].
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alcanzar su valor maximo de enstrofia [9]. Como resultado, la helicidad retra-
sa s6lo transitoriamente el decaimiento de la energia, sin afectar el exponente
del decaimiento en tiempos suficientemente largos.

Esto hizo que a pesar de utilizarse a la helicidad como un indicador en
el pronostico, las causas fisicas de su efecto fueran desatendidas. Al revisar
la literatura disponible, se puede apreciar una marcada ausencia de estudios
detallados sobre turbulencia helicoidal y rotante, tanto en trabajos experi-
mentales, como numéricos o tedricos. Esto resulta llamativo si se tiene en
cuenta la relevancia de la helicidad y la rotacién actuando en forma conjunta
en muchos procesos astrofisicos y geofisicos, como el caso ejemplificado en
los péarrafos anteriores. Uno de los objetivos de esta tesis es identificar los
mecanismos fisicos necesarios para que la helicidad afecte el decaimiento de
estructuras turbulentas, tal como es observado en la atmésfera.

En lo referente al decaimiento de la energia, atin para el caso de turbulencia
isétropa y homogénea, las leyes de decaimiento son materia de debate [35,
84-88]. Se sabe que dependen de las condiciones iniciales, y que al parecer
no existe una solucién unica y universal a la que todos los flujos converjan
asintéticamente para nimero de Reynolds infinito [1].

En este capitulo se comienza entonces por el caso mas simple, el de flujos
confinados. Para el caso no rotante, los trabajos experimentales realizados
en [89], en donde se estudia turbulencia generada por una grilla y se mide
el campo de velocidades utilizando la técnica de velocimetria por iméagenes
de particulas (PIV), muestran un decaimiento de la energia compatible con
E ~ t72 una vez que la escala integral del fluido llega a su valor méxi-
mo, alcanzando longitudes comparables al tamano del recipiente (ver figura
3.4(a)). El mismo decaimiento fue corroborado en simulaciones [90,91] y pre-
dicho tedricamente [86]. También fue obtenido en las simulaciones numéricas
que se mostraran mas adelante.

La discusién sobre el decaimiento es mucho més compleja en el caso de
flujos rotantes, en donde la apariciéon de una direccién privilegiada paralela
al eje de rotacion rompe la isotropia del espacio, impactando fuertemente en
la tasa de decaimiento de la energia. El decaimiento dependera en principio
de la frecuencia de rotacién del sistema (ver por ejemplo [92]). Es conocido
también que los flujos rotantes desarrollan una cascada inversa de energia
hacia las escalas grandes, inhibiendo la cascada directa hacia escalas chicas y
reduciendo la disipacion de energia en comparacion a flujos no rotantes. Esta
reduccién de la disipacién ha sido observada en simulaciones [93,94], experi-
mentos [89,95] y estudiada teéricamente [96]. A partir de esta reduccién en la
tasa de disipacién, puede esperarse que el decaimiento de la energia se vuelva
més lento. En particular, los experimentos en [89] muestran un decaimiento
E(t) ~ t~! para frecuencias de rotacién intermedias en flujos confinados (ver
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Figura 3.4: (a) Evolucién temporal de la energia en ausencia de rotacién
para mediciones experimentales de turbulencia libre generada por una grilla;
to indica el tiempo en el cual se estima que las ondas producidas por el paso de
la grilla se atentan, y ¢, indica el tiempo de saturacion de la escala integral al
tamafio del recipiente. Notar la ley de potencias aproximada ¢~2 para t > t,.
Sobre la ley t~4! ~ t7%/5 se hablara en el capitulo 4. (b) Decaimiento de la
energia para diferentes frecuencias de rotacion en el mismo experimento que
(a) pero con rotacién. El tiempo ¢/, indica la saturacién de la escala integral
inducida por la rotaciéon mientras que ¢, indica el comienzo de un decaimiento
exponencial asociado a la disipacién. (¢) Exponente del decaimiento auto-
similar de la energia en funcién de la frecuencia de rotacién € (6 nimero de
Rossby Ro). Los exponentes se acercan a un decaimiento ~ ¢t~! al aumentar
la rotaciéon (Adaptado de [89]).
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figuras 3.4(b) y (c)). Paralelamente, se ha reportado un aumento de la lon-
gitud integral paralela al eje de rotacién tanto en experimentos [89] como en
simulaciones [97,98].

Si bien la literatura abunda en estudios detallados sobre turbulencia ro-
tante no helicoidal [34,38,47], pocos son los estudios para el caso rotante
con helicidad. Uno de estos casos es [15], en donde se muestra que la energia
cinética de sistemas rotantes decae mas lentamente a medida que el valor
absoluto de la helicidad aumenta, pero solo para el transitorio y sin consi-
derar el decaimiento auto-similar que sucede una vez que la turbulencia se
encuentra plenamente desarrollada.

Con el fin de estudiar numéricamente el efecto de la helicidad en el decai-
miento de la energia en flujos rotantes se generaran dos condiciones iniciales
distintas correspondientes a flujos con y sin helicidad, pero con espectros ini-
ciales de energfa idénticos. La forma del espectro inicial F(k) ~ k™* es tal
que contiene la mayor parte de la energia en las escalas grandes, de manera
que la escala integral satura rapidamente y se mantiene aproximadamente
constante a lo largo de las simulaciones. Casos mas complejos, con escalas
integrales dependientes del tiempo, se estudiaran en los capitulos 3 y 4.

Los resultados para flujos rotantes que se presentan en el resto de este
capitulo fueron publicados en [17]. El capitulo se desarrolla de la siguiente
manera. En primer lugar, se presenta una teoria fenomenolégica que permi-
te predecir los distintos decaimientos que se observan en las simulaciones.
Luego, se presentan simulaciones de flujos confinados con y sin helicidad, en
presencia y ausencia de rotacién. Se abarcard el estudio de la evolucion de
la energia, de los espectros y de la transferencia de energia y de la helicidad
entre las distintas escalas del sistema. Luego se analiza el desarrollo de an-
isotropia en las simulaciones rotantes, utilizando herramientas que permiten
cuantificar el grado de anisotropia y dar una idea sobre la distribucién de la
energia en el espacio Fourier. Finalmente, se muestran visualizaciones del flu-
jo en el espacio real a tiempos largos y se discuten las estructuras observadas
en términos de la vorticidad, la velocidad y la helicidad.

3.2. Teoria fenomenolégica

En esta seccion se proponen argumentos fenomenoldgicos que permiten
predecir las leyes de potencia para el decaimiento de la energia en flujos
rotantes con y sin helicidad.
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3.2.1. Sistemas sin rotacion

Comenzando con el caso sin rotacién, en donde la turbulencia es isétropa,
homogénea y estadisticamente estacionaria, la teoria clasica de Kolmogorov
[83] predice la conocida ley

E(k) ~ /33 (3.1)

siendo € la tasa de disipacién de la energia. A partir de la ecuacién de Navier-
Stokes se puede mostrar que para un fluido en decaimiento libre se cumple € =
—dFE/dt. Utilizando la relacién entre la energia total y el espectro isétropo,
E(t) ~ E(k)k, y asociando al nimero de onda k la longitud [ de forma tal
que k ~ 1/1, a partir de la ecuacién (3.1) se obtiene

dE  E®/?

~

dt l
donde [ es una escala caracteristica del sistema. Si se asocia [ al tamano de los
vortices alrededor de los cuales se concentra la mayor parte de la energia del
sistema, entonces para los casos confinados que se analizan en este capitulo
[ = ly ~ constante. Vale aclarar que esta tltima suposicion es valida en tanto
y en cuanto el espectro de energia mantenga la mayor parte de la energia
en modos cuyo nimero de onda sea cercano a ky = 1, es decir, al minimo
nimero de onda disponible. Proponiendo un decaimiento auto-similar de la

forma E ~ t4, la ecuacién (3.2) admite como solucién la siguiente ley para
el decaimiento, [35,85,86,90,91]

(3.2)

E(t) ~t 2 (3.3)

3.2.2. Sistemas rotantes sin helicidad

Como se vié en el capitulo 1, la transferencia espectral de energia en
turbulencia rotante se produce unicamente entre aquellas triadas que cum-
plen con la condiciéon de resonancia, con la subsiguiente disminuciéon en el
flujo de energia total. Ademas, en la dindmica del sistema intervienen dos
escalas de tiempo, una escala lenta 7; asociada a remolinos turbulentos de
radio [, y una escala rapida 7o asociada a las ondas inerciales. En este caso,
el impacto de la rotacion en la reduccion del flujo de energia se puede tener
en cuenta escribiendo € ~ (u?/7)(7q/7) donde (1q/7) es un factor adimen-
sional que atenua la transferencia de energia debido a la presencia de ondas
(ver [16,99,100]). Asociando 7, = /U y usando que E(t) ~ E(k)k se puede
escribir



3.2. TEORIA FENOMENOLOGICA 33

e ~ T E?(k)k*. (3.4)

Asociando la escala de tiempo rapida a la frecuencia de las ondas inerciales
se puede escribir 7 = 1/, con lo cual se obtiene el espectro de energia para
turbulencia rotante

E(k) ~ €/2Q2E2, (3.5)

Este tipo de andlisis fenomenoldgico fue introducido en [101] al incluir la
influencia de las ondas de Alfvén en el espectro de turbulencia magnetohi-
drodindmica, y fue aplicado a turbulencia rotante en [100,102].

El espectro (3.5) se observd en simulaciones forzadas con 512% puntos de
grilla [99,103] y también fue obtenido a partir de teorias de clausura de dos
puntos [104]. En [100] se encontré en simulaciones numéricas un espectro
E(k) ~ k“ con o tomando valores entre —5/3 para el caso no rotante hasta
—2 para rotacién fuerte.

Usando E(t) ~ E(k)k y reemplazando en dE/dt = —e se obtiene

dE  E?

— A~ _;

dat Q2
asumiendo nuevamente un decaimiento auto-similar con [ constante, la solu-
cién resulta

(3.6)

E(t) ~t (3.7)

Este decaimiento es consistente con experimentos y con simulaciones con
menor resolucion espacial que las que se presentardn en este trabajo [89,104,
105].

3.2.3. Sistemas rotantes con helicidad

Los sistemas rotantes con helicidad no nula difieren de los ultimos dos
casos estudiados. En este caso existe una cascada directa de helicidad que es
dominante respecto a la de energia. Se pueden utilizar argumentos similares a
los de flujos rotantes no helicoidales pero teniendo ahora en cuenta el impacto
de las ondas inerciales en el flujo de helicidad. Dicho flujo se puede escribir
como 0 ~ (h;/m)(1q/m) donde h; es la helicidad presente en la escala [, y
donde nuevamente 7; y 7o son tiempos tipicos asociados respectivamente a
la escala [ y a la rotacién. También en este caso, el factor 7q/7 se asocia a
la disminucién de la transferencia hacia escalas chicas debido a que en las
interacciones entre ondas sélo sobreviven aquellas que son resonantes.
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Cuadro 3.1: Parametros utilizados en las simulaciones. v es la viscosidad
cinematica, 2 es la frecuencia de rotacién, Re, Ro, Ro¥ y FEj son respecti-
vamente los nimeros de Reynolds, Rossby, de Rossby en la micro escala y
de Ekman. h y h* son la helicidad relativa inicial y al tiempo de disipacién
maxima t*. Los valores de Re, Ro, Ro"¥ y Ej, estan calculados para t = t*.
Sim. v 0 Re Ro Ro” B h h* t*
Al 15x1072 0 450 oo 00 00 0 0 1,06
A2 15x1072 0 600 oo 00 00 0,95 0,34 2,25
A3 15x107% 4 550 0,12 1,28 22x107* 0 0 0,88
A4 15x107% 4 830 0,08 080 1,0x10~* 0,95 0,65 1,70
4
4

Bl 7,0x107* 1100 0,12 1,82 1,1 x107%* 0 0 1,26
B2 7,0x107* 1750 0,08 1,15 4,7x107° 095 0,44 2,28

Tomando 7o ~ 1/9Q, escribiendo 6 ~ hyu?/(I*Qk%1?) y teniendo en cuenta
que E(k) = u}/k y H(k) = h/k se puede ver que Q0/k* ~ H(k)E(k).
Asumiendo que E(k) ~ €k™", resulta H(k) ~ Qde*k"*. Para el caso de
helicidad maxima H (k) = E(k)k, luego —n+1 = n—4, es decir, n = 5/2 [103].
Anélisis dimensional en E(k) ~ ¢*Q%k=>/? da como resultado

E(k) ~ 4QPA 52, (3.8)
y usando —dE/dt = e resulta
dE  E*

Para [ constante se obtiene una ley de decaimiento para el caso de méaxima
helicidad dada por

E(t) ~t71/3. (3.10)

Para casos intermedios en los que la helicidad no es maxima, se espera obtener
decaimientos con exponentes entre —1 y —1/3. Esta ley de decaimiento es
un resultado de esta tesis y se presenté por primera vez en [17].

3.3. Resultados numeéricos

Las simulaciones numéricas presentadas en esta seccion son soluciones de
la ecuacién de Navier-Stokes en un marco de referencia rotante para un fluido
incompresible, y fueron publicadas en [17]. Sus pardmetros se encuentran
resumidos en la tabla 3.1.
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3.3.1. Condiciones iniciales

Se realizaron dos series de simulaciones directas con resoluciones de 2563
(serie A) y 5123 (serie B) puntos de grilla utilizando un método pseudo-
espectral seguin lo explicado en el capitulo 2. Las simulaciones dentro de cada
grupo (A 6 B) difieren en la intensidad de la rotacién (el nimero de Rossby), y
en la helicidad inicial. Para controlar la cantidad inicial de helicidad se usaron
dos condiciones iniciales distintas: una superposicién de flujos de Taylor-
Green (TG) [71] y una superposicién de flujos Arn’old-Beltrami-Childress
(ABC) [72].

Todas las simulaciones se inicializaron utilizando una superposicién de
dichos flujos entre nimeros de onda 4 < |k| < 14 siguiendo un espectro
E(k) ~ k=*. De esta forma, la mayor parte de la energfa se encuentra conte-
nida en el nimero de onda kg = 4, muy proximo al menor nimero de onda
disponible k,,;, = 1, asegurando asi que la escala integral sature rapidamente
y tenga sentido aplicar la fenomenologia descripta con [ = [y constante. Los
tiempos en las figuras estan expresados en unidades del tiempo caracteristico
T=1/Uat=0,siendo | =~ 2r/ky = 27/4y U =~ 1 respectivamente la escala
y la velocidad r.m.s. inicial. Las simulaciones fueron extendidas por 40 uni-
dades de tiempo y la escala disipativa estuvo bien resuelta, manteniendose
todo el tiempo una relacion k;/kyqr < 0,85.

3.3.2. Decaimiento de la Turbulencia

La figura 3.5 muestra la evolucién temporal de la energia para las simu-
laciones sin rotacion Al y A2, y para las simulaciones con rotacién Bl y
B2 junto al decaimiento de la enstrofia para Al y A2 en el recuadro. Ca-
da simulacién desarrolla un decaimiento auto-similar a partir del tiempo ¢*,
correspondiente a sus respectivos maximos de enstrofia. Las simulaciones con
rotacion A3 y A4 no se muestran por razones de claridad, pero evolucionan
escencialmente con el mismo decaimiento auto-similar que B1 y B2, aunque
durante un lapso de tiempo menor, debido a la menor resolucién espacial
y a la subsiguiente disminucién del niimero de Reynolds. La energia en las
simulaciones Al y A2 (con €2 = 0, respectivamente sin y con helicidad) decae
seglin ~ t~2, consistente con la fenomenologfa descrita més arriba para flujos
isétropos y homogéneos. La presencia de helicidad en A2 no afecta la ley de
decaimiento, corroborando que la helicidad no modifica la dependencia del
espectro de energia con el nimero de onda ni su decaimiento tempora [8]. Sin
embargo, a A2 le lleva mas tiempo alcanzar la etapa de decaimiento auto-
similar. Este comportamiento fue reportado antes en [9,15], asocidndose a
la disminucién en la tasa de generacién de escalas pequenas en flujos heli-
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Figura 3.5: Evolucién de la energia para las simulaciones A1 (trazo continuo),
A2 (puntos), Bl (guiones) y B2 (puntos-guiones). Al y A2 no poseen rotacién
(2 = 0) y decaen con la misma tasa independientemente de poseer o no
helicidad. En las simulaciones con rotacion Bl y B2, la helicidad disminuye
la tasa de decaimiento de la energia. Recuadro: evoluciéon de la enstrofia para
las simulaciones A1 (trazo continuo) y A2 (puntos). La presencia de helicidad
en A2 retrasa la generacion de escalas pequenas como puede apreciarse en
el retraso del maximo de enstrofia de A2 respecto a Al. Sin embargo, el
decaimiento auto-similar posterior no se ve modificado.

coidales. También puede verificarse en el recuadro de la figura 3.5 en donde
se aprecia la demora de A2 en alcanzar su maximo de enstrofia respecto a

Al.

En las simulaciones con rotacion (A3, A4, Bl y B2) también se observa un
transitorio hasta un tiempo ¢* mientras la turbulencia se desarrolla, luego del
cual comienza un decaimiento auto-similar con diferentes leyes de potencia.
La energfa en las simulaciones no helicoidales A3 y B1 decae segin ~ t~!,
mientras que en las simulaciones con helicidad A4 y B2 decae mas lentamen-
te, con una ley cercana a t~'/3. Ambos decaimientos corroboran lo predicho
por las ecuaciones (3.7) y (3.10) respectivamente. Si bien el decaimiento de
A4 y B2 es ligeramente més rapido que t~/3, cabe recordar que dicha ley se
obtuvo suponiendo un fluido con maxima helicidad, propiedad imposible de
mantener en la evolucion temporal de un flujo turbulento. De todas mane-
ras, el comportamiento que se pretende resaltar es que en sistemas rotantes la
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presencia de helicidad afecta sensiblemente al decaimiento de la energia, dis-
minuyendo su tasa de decaimiento a medida que la helicidad neta aumenta.
Se realizo también una simulaciéon con una cantidad intermedia de helicidad
relativa (h =~ 0,4) en la que la energfa evolucioné con una ley de potencias
intermedia entre los casos B1 y B2. Asimismo, una simulacion idéntica a B2
pero con helicidad relativa inicial h = —1 mostré el mismo decaimiento que
la simulacion B2.

3.3.3. Espectros y flujos

El analisis de espectros y flujos permite comprender con mayor detalle
como se distribuye la energia entre las distintas escalas. Los espectros tam-
bién presentan diferencias segun el caso. Las simulaciones sin rotacion son
consistentes con la teoria K41, mostrando ambas simulaciones (Al y A2) un
espectro E(k) ~ k=°/3 que mantiene su forma aproximadamente a partir de
t = t* y durante el tiempo que dura el decaimiento auto-similar. Las simula-
ciones rotantes, por el contrario, muestran leyes diferentes dependiendo del
contenido de helicidad relativa. A partir del tiempo t*, la simulaciéon B1 de-
sarrolla un espectro de energia compatible con k=2 en buen acuerdo con la
ecuacién (3.5), mientras que en la simulacién B2 el espectro es mas empinado
que k2, siguiendo en el rango inercial una ley de potencias para la energia
cercana a k=25 como puede verse en la figura 3.6. A su vez, el espectro de
helicidad de B2 es menos empinado que el de la energia, cumpliéndose que
el producto entre ambos espectros es cercano a k=%, segiin propone [103] y la
fenomenologia descripta anteriormente. El espectro de helicidad relativa en
B2 sigue una ley ~ k%% (no se muestra), a diferencia de la relacién h ~ k~*
esperada en turbulencia isétropa y homogénea. Como resultado, B2 posee
un exceso de helicidad en las escalas mas chicas. En otras palabras, en esas
escalas existe un mayor alineamiento entre los vectores u y w, disminuyendo
la influencia del término no lineal en la ecuacién de Navier-Stokes, con la sub-
siguiente disminucion en la transferencia de energia a escalas chicas. Como
consecuencia de esto, la tasa de disipacion disminuye y, por ende, disminuye
también la tasa de decaimiento de la energia.

En la figura 3.6 (b) se muestra la evolucién temporal de E(k) para la
simulaciéon B2 entre ¢t = 0,6 y ¢ = 40 a intervalos de tiempo At = 0,6.
A medida que el tiempo transcurre, la energia se acumula gradualmente en
las escalas grandes mientras que el espectro se vuelve mas empinado en las
escalas chicas. Si bien se muestra sélo el caso B2, esta acumulacion es propia
de sistemas rotantes y fue observada en todas las simulaciones de este tipo.
La acumulacion estd asociada al desarrollo de una cascada inversa de energia
en el caso forzado, y las herramientas tedricas para explicarla seran discutidas
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Figura 3.6: (a) Espectros de energia E(k) compensados por k? para las si-
mulaciones B1 (puntos y guiones) y B2 (trazo continuo). El rango horizontal
en Bl indica una ley de potencias ~ k2. Se muestra también en linea sélida
una pendiente ~ k~2° (correspondinete a una pendiente k% en la figura
compensada). La simulaciéon B2 es mds cercana a este espectro. (b) Evo-
lucién de E(k) para la simulacién B2 entre ¢ = 0,6 y ¢ = 40 a intervalos
At = 0,6. Notar la acumulacién gradual de energia en las escalas grandes.
Las pendientes 2 y 2,5 se muestran como referencia.

en el capitulo 6 en el marco de la aproximacion quasi-geostrofica.

La disipacion afecta en mayor medida a las escalas pequenas y por lo
tanto el cambio en la forma del espectro trae aparejado una disminucién en
la tasa de decaimiento de la energia a partir de t ~ 20, como se muestra en
la Figura 3.5 para ambas simulaciones rotantes B1 y B2.

La acumulacion de energia en escalas grandes en las simulaciones rotantes,
junto con el desarrollo de anisotropia espectral, resulta también en la forma-
cion de estructuras con forma de columna en el espacio real. Este proceso
es similar al observado en turbulencia en dos dimensiones, cuando vortices
en escalas grandes coalescen a tiempos largos dando lugar a un espectro de
energia mas empinado y a un cambio en el decaimiento auto-similar [106].

Los flujos de energia y de helicidad permiten estudiar la transferencia de
estas magnitudes entre las distintas escalas del sistema e identificar en forma
mas precisa la presencia de transferencia directa o inversa, en intervalos en
los cuales los flujos son aproximadamente constantes. Si bien las simulaciones
sin rotacién Al y A2 desarrollan flujos directos (positivos) de energia hacia
las escalas mas chicas de acuerdo a la teoria clasica de Kolmogorov (no se
muestra), los casos rotantes presentan mayor complejidad. La figura 3.7(a)
muestra los flujos de energia II(k) para la simulacion Bl a tiempos t ~ 2
y t =~ 11. En la figura 3.7(b) se muestran los flujos de energia II(k) y de
helicidad (k) para la simulacién B2 a tiempos ¢t &= 5 y t ~ 13. Para facilitar
la comparacién entre los flujos de energia y helicidad, el flujo de helicidad fue
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normalizado por el nimero de onda ky = 4 en el cual se concentra inicialmen-
te la mayor cantidad de energia. La simulacion B1, rotante pero sin helicidad,
desarrolla una cascada directa y cierta tranferencia inversa de energia (es-
trictamente hablando, para tener una cascada inversa cuasi-estacionaria, es
necesario tener un forzado externo, ver por ejemplo [141]). A tiempos cortos,
en t =~ 2, el flujo de energia es positivo y constante denotando transferencia
directa. Mas tarde, en t =~ 11, predomina un flujo negativo indicando una
transferencia inversa.

Para la simulacién B2 se muestra en la figura 3.7(b) el instante en el
cual se alcanza el maximo flujo de energia y helicidad hacia escalas chicas
(t = 5), evidenciando inicialmente la co-existencia de transferencia directa de
energia y de helicidad como se observa también en casos isétropos o con muy
baja frecuencia de rotacién [103]. Mds tarde, a ¢t ~ 13 puede identificarse
una transferencia inversa de energia hacia escalas grandes (flujo negativo) y,
simultaneamente, la coexistencia de transferencia directa de energia y helici-
dad, aunque el flujo positivo de helicidad predomina sobre el de energia en
todo instante. En [103] se muestra que dicho predominio en las escalas chicas
aumenta a medida que disminuye Ro.

En ningtin momento en estas simulaciones se observa transferencia inversa
de helicidad. Esto sucede porque la transferencia de helicidad hacia escalas
grandes est4 limitada por la desigualdad |H (k)| < kE(k). El flujo de helicidad
hacia k = 0 debe ser nulo a menos que E(k) — oo para k — 0. El flujo de
parte de la energia hacia escalas grandes limita la cantidad de energia que
puede tener un flujo directo, logrando asi que el flujo directo de helicidad sea
dominante en dicho rango.

3.3.4. Analisis de la anisotropia

Los flujos rotantes son intrinsecamente anisétropos, al poseer una direc-
cion privilegiada paralela al vector de rotacion €2. Mas alla de las diferentes
simetrias en las condiciones iniciales TG y ABC, es de esperar que la presen-
cia de rotaciéon redistribuya la energia de manera anisétropa a medida que el
sistema evoluciona en el tiempo. Con el fin de analizar la evolucion de dicha
distribucion en las escalas grandes, se estudié el desarrollo de anisotropia
analizando la evolucion del cociente entre la energia contenida en el plano
ki = 0 del espacio Fourier (Eyp) y la energfa total del sistema E para las
simulaciones B1 y B2 (ver la figura 3.8(a)). Notar que Eyp corresponde a la
energia en modos bidimensionales 0 modos lentos (ya que al satisfacer trivial-
mente la relacion de dispersion para ondas inerciales, no tienen modulacién
rapida). Independientemente de la diferencia en los valores iniciales debido
a las distintas condiciones iniciales, ambos casos evolucionan aumentando la
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Figura 3.7: (a) Flujo de energia II(k) para la simulacién B1 a tiempos t ~ 2
(trazo continuo) y t &~ 11 (guiones). (b) Flujos de energia II(k) (trazo fino)
y de helicidad (trazo grueso) (k) para la simulaciéon B2 a tiempos t ~ 5
(trazo continuo) y ¢ &~ 13 (guiones). (k) estd normalizado por el nimero
de onda ky = 4 donde se encuentra inicialmente la mayoria de la energia.
Un flujo positivo indica una cascada directa, mientras que un flujo negativo
indica una transferencia inversa.

proporcion de la energia en los modos lentos respecto a la energia total, al-
canzando asintoticamente valores cercanos a la unidad para tiempos largos.
Esto muestra que efectivamente ambos sistemas evolucionan hacia un estado
anisétropo, transfiriendo energia hacia los modos bidimensionales [34,38,47].

En la figura 3.8(b) se muestra también la evolucién del angulo de Shebalin
para las mismas simulaciones [107]. Dicha magnitud es una medida de la
anisotropia presente en las escalas chicas y se define segtin

b 1 B (k)
Shm R By

Se puede entender como el cociente entre la enstrofia total y la contenida
en todo el espacio Fourier a excepcion del plano b = 0. Notar que la pre-
sencia del coeficiente k? privilegia la contribucién de las escalas chicas sobre
las grandes. Dicho angulo toma valores crecientes en ambas simulaciones,
si bien en la simulacion B2 satura en ¢ ~ 20 manteniendo luego un valor
aproximadamente constante. Su crecimiento indica una mayor proporcién de
energia en modos con kj = 0. En los dos casos resulta tg2 0 > 2, valor que
corresponde al observado en flujos anisétropos.

tg? 0 =2

(3.11)

El aumento de las magnitudes Fop/E y tg®6 es clara evidencia de la
evolucion del sistema hacia un estado anisétropo en el cual la mayoria de la
energia se concentra en el plano kj = 0, mostrando una tendencia del flujo
hacia la bidimensionalidad.
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Figura 3.8: (a) Cociente entre la energfa contenida en los modos con kj = 0
y la energia total en las simulaciones Bl (guiones) y B2 (trazo continuo).
A pesar de las diferencias en las condiciones iniciales, ambas curvas crecen
mondtonamente hacia la unidad, evidenciando una transferencia de energia a
modos lentos. (b) Evolucién temporal del dangulo de Shebalin para las mismas
simulaciones.

Con el fin de estudiar cualitativamente la geometria del campo de velo-
cidades, se estudiaron las simulaciones rotantes A3 y A4 en el espacio real,
visualizando la vorticidad a distintos tiempos. Se confirmo el aumento de la
anisotropia en el tiempo, formandose estructuras elongadas en la direccién
paralela al eje de rotacién con un alto contenido de vorticidad, velocidad
vertical v, y helicidad. A tiempos largos, el flujo consiste basicamente en
dos grandes columnas de vorticidad, correspondientes a un estado en el que
practicamente toda la energia se encuentra en el menor nimero de onda
disponible k& = 1.

La estructura interna de estas columnas varia apreciablemente segun el
flujo sea helicoidal o no. En la figura 3.9 se muestran estas estructuras en
detalle, presentando la intensidad de la vorticidad vertical para una sola
columna en cada caso. También se superponen algunas lineas del campo de
velocidad y se incluyen cortes de v, y de la helicidad en planos perpendicu-
lares a €2. En ambos casos las lineas se enroscan alrededor de las columnas
mientras que los cortes delatan una alta concentracion de velocidad vertical
v, v helicidad relativa h en el interior de las mismas. Si bien estas caracteristi-
cas son comunes a ambas simulaciones, existe una importante diferencia en
su estructura interna. En el caso no helicoidal, la estructura posee vortici-
dad vertical positiva a lo largo de toda la columna, pero presenta zonas con
v, < 0y zonas con v, > 0, existiendo como resultado alternancia entre zonas
con h >0y h < 0. Asi, el valor neto de la helicidad en la estructura es nulo
y también es nulo el valor total de la helicidad en todo el dominio. En el
caso helicoidal, en cambio, tanto w, como v, mantienen su signo a lo largo
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(o) He=0 He >0

Figura 3.9: (a) Visualizacién de la componente vertical de la vorticidad w, a
t &~ 45 con lineas de campo de velocidad para las simulaciones A3 (izquierda)
y A4 (derecha). Se incluyen cortes de v, y h en planos perpendiculares a Q.
La paleta de colores representa la amplitud normalizada por el valor maximo
de cada magnitud. El perfil ondulante de las columnas denota la presencia
de ondas en la direccién vertical. (b) Tlustracion de las lineas de corriente
donde se esquematiza la cancelacién de la helicidad en las columnas de la
simulacion A3 (izquierda) y el contenido neto de helicidad en las columnas
de la simulacién A4 (derecha).

de la columna, resultando en una estructura con helicidad total distinta de
cero. En este ultimo caso, las visualizaciones de las simulaciones a tiempos
largos muestran columnas ascendentes y descendentes con w, > 0y v, > 0
6w, <0ywv, <0alolargo de toda la columna. Todas las estructuras tienen
helicidad positiva, y el dominio esta formado por columnas con un alto grado
de helicidad distribuidas entre zonas de muy baja helicidad relativa.

3.4. Conclusiones

A lo largo de este capitulo se estudi6 el decaimiento de la energia para
flujos confinados con y sin helicidad, en presencia y ausencia de rotacion.
La cantidad neta de helicidad fue controlada usando condiciones iniciales del
tipo TG 6 ABC. Se estudi6 el decaimiento de la energia asi como la trans-
ferencia de energia y helicidad entre las distintas escalas a partir del estudio
de espectros y flujos. Finalmente, se estudié el desarrollo de anisotropia en
los flujos rotantes y se visualizé el campo de vorticidad en el espacio real en
los casos rotantes con y sin helicidad.

En ausencia de rotacion, se corroboraron leyes de escala para el decaimien-
to y el espectro de energia bien conocidas para flujos isétropos y homogéneos.
La presencia de helicidad en estos flujos no afecta dichas leyes, siendo su tini-
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co efecto el retraso en el desarrollo de escalas pequenas (evidenciado por la
demora en alcanzar el valor maximo de enstrofia) y el subsiguiente retraso
en el comienzo del decaimiento auto-similar.

En las simulaciones rotantes, el decaimiento de la energia es en general
mas lento y su espectro mas empinado. La presencia de rotacién disminuye
la tasa de transferencia de energia hacia escalas chicas, disminuyendo sensi-
blemente la tasa de decaimiento. La presencia de helicidad en flujos rotantes
disminuye aun mas dicha transferencia y por ende la tasa de decaimiento
resulta ain menor. El exceso de helicidad en las escalas chicas, evidenciado
por un espectro de helicidad menos empinado que el de la energia, disminuye
el efecto del término no lineal en la ecuacion de Navier-Stokes, explicando
la disminuncion en la transferencia de energia hacia escalas chicas y la sub-
siguiente disminucién en la tasa de disipacién y de decaimiento. Si bien en
flujos no rotantes la helicidad no desempena un rol importante, las simulacio-
nes muestran que su efecto en la trasferencia y decaimiento de la energia es
de fundamental importancia en presencia de rotacion. Este resultado nove-
doso, junto con el modelo fenomenolégico que explica correctamente la tasa
de decaimiento de la energia, constituyen los principales resultados de este
capitulo, y fueron publicados en [17].

El estudio de la anisotropia mostrd que en los casos rotantes la energia es
transferida hacia el plano kj = 0, perdiéndose la isotropia espacial a medida
que las simulaciones evolucionan en el tiempo. La transferencia anisétropa
de energia durante el decaimiento de turbulencia rotante fue recientemente
verificada también en experimentos [113]. El estudio de los flujos en el espacio
real devel6 una evolucion hacia estructuras con forma de columna a medida
que la energia se concentra en modos bidimensionales. Dichas estructuras
interactian entre si, y se mueven a lo largo del dominio de las simulaciones
hasta que a tiempos largos solamente sobreviven dos columnas. La estructura
interna de las mismas resulta muy distinta segiin exista o no helicidad total
en el fluido. En los casos no helicoidales, las columnas poseen zonas con heli-
cidad positiva y negativa alternada, resultando globalmente no helicoidales.
En cambio, para flujos con una cantidad neta de helicidad, dichas colum-
nas mantienen correlacion entre los signos de v, y w,, resultando altamente
helicoidales y aportando un valor no nulo a la helicidad total.

Tanto el efecto de la helicidad en el decaimiento y la transferencia de la
energia, asi como la teoria fenomenoldgica desarrollada para explicar dichos
decaimientos, dieron lugar a un estudio mas profundo de la helicidad y la
anisotropia en flujos rotantes. En los capitulos siguientes se estudian flujos
mas complejos, donde la escala integral varia con el tiempo y en donde se
necesita profundizar el estudio de la distribucién anisétropa de la energia
para lograr entender y predecir la variedad de leyes de decaimiento que se
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observan.



Capitulo 4

Decaimiento de turbulencia £*

4.1. Introduccion

Como se mencioné en el capitulo anterior, no parece existir una ley uni-
versal para el decaimiento de la energia en flujos turbulentos para ntimero de
Reynolds infinito. El decaimiento dependera, en particular, de la forma del
espectro inicial y de propiedades estadisticas de las condiciones iniciales [1].

En el caso de turbulencia is6tropa y homogenea con alto nimero de Rey-
nolds, existen dos casos candnicos y bien conocidos en relaciéon a la forma
posible del espectro en las escalas grandes. Estos casos corresponden al de-
nominado espectro de Saffman, para el cual E(k — 0) ~ Lk* [84,109], y
al espectro de Batchelor, donde E(k — 0) ~ Ik* [45,172]. Cudl de estos
espectros se observa depende de la forma del espectro inicial. Las magnitu-
des integrales I y L se conservan aproximadamente en turbulencia isétropa
en decaimiento libre, y han sido utilizadas para derivar leyes de decaimiento
para la energia total (ver por ejemplo [77,84,112]). Su cuasi-conservacién
puede asociarse a la existencia de soluciones auto-preservadas de la ecuacién
de von Karman-Howarth o también a la conservacion del momento lineal
y angular. La constancia de L es una consecuencia de la conservacion del
momento lineal [84] mientras que la constancia de I es consecuencia de la
conservacion del momento angular [87,175]. Como resultado, condiciones ini-
ciales con espectros que no sean de la forma E(k) ~ k? o ~ k% decaen en
muchos casos a estas dos soluciones (existen otros casos que pueden aparecer
si el sistema viola las hipotesis necesarias para que valga la ecuacion de von
Karman-Howarth. Ver por ejemplo [117])

Al incluir rotacién, la isotropia se rompe y aparece una direcciéon pri-
vilegiada en la direccién del eje de rotacion. Esta clase de flujos desarrolla
anisotropias que han mostrado impactar fuertemente en la tasa de decaimien-

45
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to de la energia, dando lugar a distintas leyes de decaimiento. Los desarrollos
tedricos basados en argumentos isétropos dejan de ser validos y por lo tanto
deben ser extendidos al caso axisimétrico para incluir el efecto de la rotacién.
Las integrales I y L se vuelven tensores cuyos elementos diagonales podrian
considerarse reemplazos a [ y L como magnitudes conservadas. Existen al-
gunas extensiones previas de estos argumentos para casos anisétropos, como
ser el caso de flujos conductores en un campo magnético y de flujos rotantes
y estratificados [87,88,115].

El desarrollo de anisotropia en flujos rotantes ha sido reportado en una
gran variedad de experimentos y simulaciones. Como ya se menciond, los
experimentos de turbulencia libre rotante muestran una reduccién en la
transferencia de energia, evidenciada por un decrecimiento del decaimien-
to de la misma [118]. También se ha reportado un flujo de energia anisétropo
con tendencia hacia la bidimensionalizacién [113], evidenciada asimismo por
un crecimiento en las longitudes de correlacion a lo largo del eje de rota-
cién [108,176]. Respecto al decaimiento de la energfa, resultados experimen-
tales para turbulencia de grilla en ausencia de rotacion con escalas integrales
més chicas que el tamano del recipiente [89,114] muestran un decaimiento
E ~ t= b compatible con resultados tedricos E ~ t~9/° derivados a partir de
un espectro inicial en las escalas grandes del tipo Saffman (~ k?). En [124]
se reporta una transicién desde un decaimiento E ~ t~%/° hacia uno cer-
cano a E ~ t=3/% una vez que la rotacién comienza a afectar la dindmica
del flujo (ver la figura 4.1), asi como una asimetria en la actividad ciclonica-
anticiclonica evidenciada por un valor positivo de los momentos de asimetria
de la vorticidad.

Las simulaciones numéricas también muestran una tasa mas baja en el de-
caimiento de la energia para distintas condiciones iniciales [17,92,99,118,174],
una tendencia hacia la bidimensionalizacién [56,99], y una mayor actividad
ciclénica que anticiclénica [179]. En [56] se introduce una distincion entre la
energia contenida en modos con kj = 0 (Eyp) y modos con k| # 0 (Esp) y se
realiza un estudio sobre la transferencia de energia entre modos 2D y 3D para
un amplio rango de ntmeros de Rossby, encontrandose distintos comporta-
mientos para valores de Ro chicos, intermedios y grandes. Se observé una
transferencia de energia maxima entre estos dos tipos de modos para valores
intermedios de Ro (= 0,1). En dicho rango se reporté un crecimiento inicial
de Eyp acompanado por un decaimiento monétono de Esp. En [177] también
se observaron comportamientos distintos en la evolucion temporal de FEsp v
Esp, pero los autores solo consideraron el decaimiento de la energia total
FE = Esp + Esp, proponiendo un decaimiento dependiente de la intensidad
de la rotacion, E ~ ¢t~/ La dependencia de v con la frecuencia de rotacién
se derivé utilizando argumentos fenomenolégicos, obteniéndose v ~ QL.
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Figura 4.1: Evolucién temporal de la varianza de las tres componentes de la
velocidad en un experimento de decaimiento de turbulencia de grilla rotan-
te con Q = 0,05 rad s~!. t* indica el tiempo a partir del cual la rotacién
comienza a afectar visiblemente el decaimiento, es decir, la transicién entre
un decaimiento isétropo ~ t=%5 y un decaimiento afectado por la rotacién
~ t73/5 (tomado de [124]).



48 CAPITULO 4. DECAIMIENTO DE TURBULENCIA K*

La variedad de soluciones obtenidas en simulaciones y experimentos, jun-
to a los problemas en los argumentos tedricos basados en la conservacién
de las magnitudes isétropas I y L, motivan el estudio paramétrico de las
condiciones iniciales en simulaciones numéricas de turbulencia libre rotante
que se presenta en este capitulo y en el siguiente. En el capitulo anterior se
estudié el caso de flujos confinados, con y sin rotacion, y con y sin helicidad.
En este capitulo y en el préoximo se estudian flujos cuya escala integral no
se encuentra inicialmente saturada por el tamano del dominio. En particu-
lar, en el presente capitulo se estudian casos con un espectro inicial del tipo
Batchelor E(k) ~ k* para flujos con y sin rotacién, y con y sin helicidad.
Por la forma del espectro queda claro que el tamano de los vortices que pre-
dominan inicialmente es menor al dominio de la simulacion, de forma tal
que la escala integral puede crecer al menos durante un cierto tiempo antes
de alcanzar el tamano del dominio. Primeramente se presenta una discusion
teodrica sobre las magnitudes integrales conservadas para turbulencia rotante
utilizando la ecuacion de von Karman-Howarth con la inclusién del término
de Coriolis debido a la rotacién, extendiendo al caso E(k) ~ k? los resul-
tados anisétropos derivados anteriormente en [88] para turbulencia k*. La
cuasi-conservaciéon de magnitudes integrales para espectros ~ k% se utiliza
luego para derivar leyes de decaimiento de la energia en el caso axisimétri-
co, estudiando la evolucion de la energia Eyp y FE3p independientemente.
Esta fenomenologia es corroborada luego mediante simulaciones numéricas.
Si bien a partir de los resultados tedricos derivados de la versién anisétro-
pa de la ecuaciéon de von Karman-Howarth se pueden derivar también leyes
de decaimiento para turbulencia ~ k2, este caso se analizara en el préximo
capitulo. Las leyes fenomenolégicas y los resultados numéricos del presente
capitulo fueron publicados en [120,121,179].

4.2. Teoria de von Karman-Howarth

En esta seccion se derivan tedricamente dos magnitudes anisétropas que
resultan constantes a lo largo del decaimiento de flujos rotantes, y que seran
utiles luego para derivar leyes de decaimiento para dichos flujos. La deriva-
cién que sigue extiende al caso axisimétrico argumentos isotropos derivados
anteriormente en [84,87,172].

Una de las cantidades estadisticas usualmente utilizadas para cuantificar
el estado de una regién turbulenta es la denominada funcién de correlacion
de la velocidad, la cual se define segin

(wi(x)uj(x +r)), (4.1)
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donde u; es la componente cartesiana i-ésima de la velocidad, y el valor medio
denotado por las llaves puede ser sobre un ensamble estadistico, espacial o
temporal (en la préctica, en simulaciones numéricas se suele usar el promedio
espacial). Cuando el promedio es estadistico, la funcién de correlacién es una
funcién de t, x, y r. Si dicha funciéon no depende del tiempo se dice que la
turbulencia es estadisticamente estacionaria. Si la funcién no depende de x,
se habla de turbulencia homogénea, y si sélo depende de |r|, es decir, no
depende de la direccién, se dice que la turbulencia es isétropa.

Esta funcion indica el grado de correlacion entre las componentes de ve-
locidad en dos puntos del espacio separados por el incremento r. Si las fluc-
tuaciones de las componentes de la velocidad u;(x) y u;(x 4 r) son estadisti-
camente independientes, entonces (u;(x)u;j(x +r)) = 0. Este caso se espera
cuando r = |r| es mucho mas grande que el tamano tipico de los vértices mas
grandes (r > 1).

La ecuacion que rige la evolucion de la funcién de correlacion recibe el
nombre de ecuacién de von Karman-Howarth y es una de las ecuaciones mas
importantes para estudiar turbulencia isétropa y homogénea. En esta seccién
se deriva una ecuacion de von Karman-Howarth mas general a partir de la
ecuacion de Navier-Stokes, incluyendo el término de Coriolis que aparece al
considerar un sistema de referencia rotante no inercial.

Con este fin, se escribe a la ecuacion de Navier-Stokes en notacion indicial
evaluada en dos puntos x y X' = x +r,

y /
ou; 0 op’

+ V7

— 26 (4.3)

/
J

E R AR S

donde v’ = u(x’), V2 es el Laplaciano respecto a las coordenadas primadas
x'y € es el stmbolo de Levi-Civita. Multiplicando la ecuacién (4.2) por uj, la
ecuacién (4.3) por u;, sumando y tomando promedios se obtiene la ecuacion
de evolucién en el tiempo para el tensor de correlacion a dos puntos de la

velocidad

S R I
g (va) = = (o G + g ()

(9 / a / !/
_ (8—1*1 <ujp> + 8—:15; (u;p >) +v (VZ <u3uz> +

+ V" <u2u;>) — 20, <6mmunu; + ejmnu;lu» . (4.4)
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Si 2 = 0 y asumiendo que la funcién de correlacion de tercer orden
(ujujuy) decae con r lo suficientemente rdapido cuando r — oo, se pueden
obtener dos magnitudes integrales conservadas a partir de la ecuacion (4.4).
Notar que por la simetria de la funcién de correlacién, al cambiar r por —r,
solo interesaran potencias pares de r. Si la funcién de correlacién de tercer
orden tiende a cero més réapido que O(r~?), integrando en todo el dominio
se sigue que la cantidad

L= / (u- ') dr, (4.5)

es constante en el tiempo. Dicha magnitud recibe el nombre de integral de
Saffman [84].

Si la funcién de correlacién de tercer orden decae més rapido que O(r—*),
multiplicando la ecuacién (4.4) por r2, se puede obtener otro invariante

I= —/T2 (u-u')dr, (4.6)

denominado integral de Loitsyansky. El hecho de que esta magnitud conserve
un valor constante en el decaimiento de turbulencia isétropa y homogénea
ha sido tema de discusion durante los dltimos afios [35].

Dado que el espectro de energia para valores pequenos de k puede desa-
rrollarse como [35]

E(k —0) ~ LE* + TK* + ... (4.7)

(al igual que en la funcién de correlacion, las potencias impares se anulan por-
que en el caso tridimensional el espectro es simétrico respecto a cambios de k
por —k), y considerando el decaimiento con r de la funcién de correlacién en
cada caso, se espera que las integrales L. 6 I mantengan un valor constante
durante el decaimiento respectivamente para espectros de energia iniciales
de la forma ~ k? (espectro de Saffman) [84,109] 6 ~ k* (espectro de Bat-
chelor) [110,172]. Utilizando estas magnitudes integrales cuasi-conservadas,
la ecuacién de balance de la energia (3.2) puede utilizarse para predecir el
decaimiento de flujos con distintos espectros iniciales.

En el caso anisétropo (€2 # 0), asumiendo nuevamente decaimiento rapido
de las correlaciones para r — 0o, tnicamente el ultimo término a la derecha
de la ecuacion (4.4) puede contribuir a la tasa de cambio de integrales de la
forma

Iijmn - /Tmrn <uzu;> dr7 (48)
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para el caso de turbulencia de Batchelor, o

Lij = / (ugul;) dr (4.9)

para turbulencia de Saffman. Surge entonces el problema de encontrar qué com-
ponentes de estos tensores se conservan en el caso rotante. En esta seccién se
considera el tensor I;j,,, bajo las mismas hipdtesis sobre el decaimiento de
las correlaciones con r que las utilizadas para el caso de Batchelor isétropo.
Multiplicando la ecuacién (4.4) por 7,7, e integrando sobre todo el espacio
se obtiene

0

a/ﬁnrn (uguly) dr = —QQl/rmrn (ean (urtty) + € (upus)) dr. (4.10)

Asumiendo sin pérdida de generalidad €; = €).6;., entonces

0

a/’l“m’l“n <uzu;> dr = _ZQZ/Tan (Q‘zk <uku;> + Ejzk <U;€UZ>) dr. (411)

Siendo el flujo estadisticamente axisimétrico, interesan los componentes dia-
gonales del tensor. Para ¢ = j,

Quejan (upuy) = Qa (upuy — wyug) (4.13)

donde todos los términos con ¢ = z 0 j = z son iguales a cero. Para m = n,
introduciendo r; = (r;,7,,0) y u, = (uy,u,,0) se obtiene

0
a/ri (u; -u'))dr = —Z/TinKuxu; — uyu;> — <u$u; — uyu;>] dr.
(4.14)
Los términos del lado derecho de la ecuacion se cancelan y, por lo tanto,
a 2 !
pn ri(uy-u')) dr =0, (4.15)

0, equivalentemente,

I, = /’I“i (u; -u)) dr = cte. (4.16)
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Argumentos similares para las componentes xz e yy de la ecuacion de
von Karman-Howarth en el caso de turbulencia de Saffman resultan en la
conservaciéon de la integral

luzb/<uLul>dn (4.17)

La conservacion de esta ultima integral fue obtenida anteriormente a partir
de las ecuaciones de von Kéarman-Howarth por otros autores en [88]. El caso
de turbulencia F(k) ~ k* con L, = cte se analizard numéricamente en el
préoximo capitulo.

Es importante notar que ambas integrales I, y L, son similares a las
integrales cuasi-conservadas para turbulencia en dos dimensiones [67]. Esto
es de esperar si se tiene en cuenta que el espectro de un flujo axisimétrico se
puede desarrollar (para los modos kj = 0) como

Bk, — 0,k =0)~ Lk, + 1.k} + ... (4.18)

que es también (a excepcién de las unidades de I y L, ) el desarrollo para un
espectro bidimensional. Esta analogia cobra mayor sentido al observar que
los flujos rotantes tienden a volverse cuasi-bidimensionales, concentrando la
mayoria de la energia en los modos lentos con kj = 0.

4.3. Impulso lineal y angular

Resulta interesante notar que la constancia de I, y L puede ser asociada
respectivamente a la conservacion de la componente z del momento angular
y lineal de las fluctuaciones turbulentas [87,88].

Landau fue el primero en mostrar que la conservacién de I es una conse-
cuencia directa de la conservacién del momento angular [175]. El momento
angular total de una nube turbulenta, es decir, de un dado volumen de con-
trol V' moviéndose solidario al flujo medio, se puede calcular como la suma
de los momentos angulares de todos los virtices presentes en la nube,

H= /V(x xu)dV. (4.19)

Se puede mostrar que midiendo H para una nube turbulenta de volumen
V' > I? con [ una longitud caracteristica del flujo (pero con V menor que
el volumen total ocupado por el fluido), el valor medio de H? sobre muchas
realizaciones del experimento cumple [175]

(H?) ~ V. (4.20)
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Este resultado es consecuencia del tamano finito de V', gracias a lo cual la
cancelacién del momento angular de los vortices con orientaciones aleatorias
dentro de la nube es imperfecto, existiendo un momento angular residual
~ V2 Landau mostré que la magnitud (H?) es constante en una nube
turbulenta evolucionando libremente, y que dicha magnitud es exactamente
igual a la integral de Loitsyansky, es decir [ = (H?).

En esta seccion nos interesa el caso axisimétrico y por lo tanto se estu-
diard el comportamiento de (H,) y su relacién con la magnitud 7 . Si se mide
H? en una nube turbulenta de volumen V' > [* evolucionando libremente en
un recinto esférico con R > [, en cada realizacion del experimento se obtiene

H? = /(xl xuy)dV / (x| xu'))dV’, (4.21)
V ’

donde x| =x; +r, yu| =u,(x/). Se puede mostrar facilmente que

(x1 xuy)- (x| xu))=—(x, —x)%u,-u| + xPu, -u| +

+X2lllL'lll — Vl-(uL(u’l-xl)(xL-xL)’). (422)

El segundo y tercer término del lado derecho de la ecuacion (4.22) son idénti-
camente nulos ya que para turbulencia de Batchelor se asume que el flujo tiene
momento lineal igual a cero, es decir, [udV = 0. Por otro lado, el término
con la divergencia desaparece al integrar en volumen. Entonces,

H? = —//(x’L —x ) Pu | dVdV'. (4.23)

Tomando un promedio de ensamble sobre muchas repeticiones de la medicion,
se obtiene

(H?) = —//1‘2l (u; -u)dr, dV (4.24)

donde r; es la coordenada radial en coordenadas cilindricas. A esta altura,
al igual que en la derivacién usando las ecuaciones de von Karman-Howarth,
es necesario suponer que las correlaciones decaen lo suficientemente rapido
con r, como para que la presencia de los bordes del recinto no afecte a las
correlaciones en el interior de la nube V' y el flujo pueda considerarse axi-
simétrico (homogéneo e isétropo en planos perpendiculares al eje de rotacion,
y sin variacién a lo largo del eje z). De esta manera, la ecuacién (4.24) se
convierte en

(1) = v / ¥ (u, - u,)dry + O[(I/R)V] (4.25)
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donde en el primer término se usa que la correlacién entre u, y u’, no depende
de V y el término O[(I/R)V] es una correccién debida al tamafio finito del
recinto de integraciéon. En el limite R/l — oo se obtiene,

2
<P‘I;> = /rQl (u; -u))dr, =1,. (4.26)
Asi, si las correlaciones decaen lo suficientemente rapido como para que las
condiciones de borde no influyan sobre el momento angular de los vértices
interiores a la nube, I, resulta proporcional a H.,.

La variacion del momento angular H, esta dada por el torque T, ejercido
por los contornos del dominio cilindrico de radio R. Suponiendo que T, tiene
una influencia despreciable sobre la nube turbulenta para R/l — oo, se sigue
que H, es invariante en cada realizacion del experimento y por ende lo es
también ;. Resumiendo,

VL) _ r? (u;, -u/ ) dr, = I, = constant 4.27
V= 7 (uy -u')dr, =1, = constante. (4.27)
Por otra parte, para turbulencia de Saffman la relacién entre el momento
lineal y L, fue obtenida por otros autores en [35] resultando
P [ uy wyde, =L, = 12
7 u, -u'|)dr, = L, = constante. (4.28)

4.4. Teoria fenomenoldgica

En esta seccion se presentan argumentos fenomenolégicos que resultan
utiles para contrastar con las diferentes tasas de decaimiento que se observan
en las simulaciones numéricas en la préxima seccion. Las predicciones supo-
nen un espectro inicial F(k) ~ k* y utilizan primero argumentos isétropos
tal como fueron usados por otros autores [94]. Las predicciones se extienden
luego a una variedad mas extensa de casos, incluyendo argumentos anisotro-
pos y el estudio independiente de la energia contenida en modos lentos 2D
y modos rapidos 3D. Estos argumentos son novedosos y forman parte de los
resultados de esta tesis (ver [179]).

4.4.1. Flujos sin rotacién

Como se mostré en la seccién anterior, a partir de la ecuacién de balance

para la energia

dE
~ 4.29
o € (4.29)
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la fenomenologia clasica de Kolmogorov resulta en

dE  E3/?
a1

(4.30)

donde F = E(t) ~ kE(k) y | es una escala caracteristica del sistema.

Si el fluido no se encuentra confinado, una solucién auto-similar de la
ecuacién (4.30) requiere algun conocimiento sobre el comportamiento en el
tiempo de la escala integral [, la cual a su vez se encuentra relacionada con
la evolucién temporal de F(k) en los nimeros de onda pequenos. En el caso
de un espectro inicial E(k) ~ k*, el anélisis dimensional aplicado a la cuasi-
invariancia de la integral de Loitsyanski I (ver [35,77]) resulta en [ ~ [°E =
cte. A partir de esta expresion se despeja trivialmente el comportamiento
para [, el cual puede ser reemplazando en la ecuacién (4.30) para obtener

BE(t) ~ t7107, (4.31)

donde nuevamente se supuso que la energia F(t) decae en forma autosimilar.
Este decaimiento, obtenido originalmente por Kolmogorov en uno de sus
trabajos seminales de 1941 [83], se observé en estudios tanto numéricos como
experimentales [77,83,179]. De dicha ley se desprende trivialmente la ley de
crecimiento para [,

I(t) ~ t¥7. (4.32)

4.4.2. Argumentos is6tropos para flujos rotantes

En el caso rotante se pueden utilizar argumentos similares reemplazando
en la ecuacion de balance de energia el espectro isoétropo usualmente aceptado
para turbulencia rotante E(k) ~ €'/2QY2k=2, y asumiendo que las integrales
L o I se conservan aun en presencia de rotacion. Aunque esto no es cierto, tal
como se sigue del hecho de que no todos los elementos en la diagonal de los
tensores I, v L;j se conservan, los argumentos fueron usados en el pasado
por diferentes autores (ver [94]). Se obtiene asi

dE  E?

dar T oQr
Para flujos con E(k) ~ k* en escalas grandes, asumiendo una evolucién
constante de I y despejando [ en la ecuacién (4.33) se obtiene

(4.33)

E(t) ~ 757, (4.34)
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I(t) ~ Y7 (4.35)

La extensién al caso helicoidal, de interés para esta tésis, puede obtenerse
facilmente. En flujos rotantes helicoidales el espectro de energia en las escalas
pequenas presenta una forma diferente. Segin los argumentos esgrimidos en
el capitulo anterior el espectro de energia resulta E(k) ~ e/1Q%4E=%/2 y,
reemplazando en la ecuacién de balance, se obtiene

dE E*

dat T ORls
En este caso, asumiendo valores constantes de I y reemplazando en la ecua-
cién (4.36) se obtiene [179]

(4.36)

E(t) ~t7/5, (4.37)

I(t) ~ tY/%. (4.38)

4.4.3. Argumentos anisétropos para flujos rotantes

El anélisis que resulté en las leyes (4.31), (4.34) y (4.37) se basa en el es-
pectro isétropo de la energia E (k) y en la invariancia de la magnitud isétropa
1. Como se mostro en la seccion 4.2, en un flujo anisétropo se espera que otras
magnitudes sean cuasi-invariantes durante el decaimiento [35,88,112,179]. En
el capitulo 2 se mostré que a un espectro isétropo de la forma E(k) ~ k*
le corresponde un espectro perpendicular E(k;) ~ k3. Por otro lado, en la
seccién 4.2 se mostré que para un flujo con E(k; ) ~ k3 se espera invarianza
de la magnitud I, durante el decaimiento. Esta constancia permitira derivar
nuevas leyes de decaimiento para flujos rotantes, distintas a las encontradas
previamente.

En el siguiente analisis se supondra que los modos 2D y 3D se encuentran
débilmente acoplados y se deduciran leyes de decaimiento para la energia en
los modos bidimensionales, F,p. La hipdtesis de acoplamiento débil puede
justificarse, por un lado, gracias al hecho de que el nimero de Rossby decre-
ce a medida que los flujos evolucionan y la energia del sistema decae. Para
nimeros e Rossby lo suficientemente pequenos, por los argumentos tedricos
presentados en el capitulo 2, podemos esperar que los modos estén desacopla-
dos. Por otro lado, en el proximo capitulo se corroborara cuantitativamente
mediante simulaciones que la transferencia de energia entre modos 2D y 3D
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es despreciable luego de un transitorio. De esta forma, se puede escribir una
ecuacién andloga a la ecuacion (4.33) pero para los modos 2D, esto es

dBp  E2,
~ 22D 4.39
at QP (4.39)

La conservacion de I conduce en este caso a I| ~ Eng‘ilO” ~ cte., donde
lp) es el tamano del dominio de simulacién en la direccién paralela a € (el
eje z). Reemplazando esta dependiencia en la ecuacién (4.39):

5/2,1/2
dEsp  Eap o 4.40
~ 12 ( . )
dt QI

Asumiendo decaimiento auto-similar para Fsp, la ecuacion (4.40) resulta en
el decaimiento

Eyp(t) ~ 1723, (4.41)

Lo (t) ~ /8, (4.42)

Los argumentos pueden extenderse a flujos rotantes helicoidales utilizando
la ecuacién (4.36). Siendo I, la magnitud conservada, se obtiene

11/2 1 3/2
dEgD E2D/ Loﬁ

~ , (4.43)
3/2
dt Q51
lo cual resulta en el decaimiento
Eyp(t) ~t7%°, (4.44)
y
1 (t) ~ tY18 (4.45)

4.4.4. Decaimiento de la enstrofia

En cualquiera de los casos anteriores se pueden computar leyes para el
decaimiento de la enstrofia Z(t) = (w?) /2 utilizando la ecuacién de balance
is6tropa y reemplazando € = vZ(t), resultando Z(t) = v~ 'dE/dt [121]. Segtin
estd ecuacion, para cada solucién en la cual la energfa decae como E(t) ~ t°,
la enstrofia decae segtin
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Z(t) ~t* 7t (4.46)

Si bien los flujos rotantes son anisétropos, la enstrofia es una magnitud
concentrada predominantemente en escalas pequenas, y es esperable que el
flujo recupere progresivamente la isotropia en las escalas més pequenas [66].
Se vera que los argumentos isétropos resultan en una muy buena predicciéon
de los resultados numéricos para los casos con y sin rotacion. Respecto a
la helicidad, al estar relacionada con la energia y la enstrofia sélo a través
de una desigualdad de Schwarz, no se puede derivar una ley de decaimiento
simple utilizando solamente argumentos fenomenoldgicos.

4.5. Resultados numéricos

En esta seccién se presentan resultados numéricos para el decaimiento de
la energia, la enstrofia y la helicidad para los casos listados en el cuadro 4.1.
Los resultados de todas estas simulaciones son originales y fueron publica-
dos en [179]. Entre ellas se diferencian simulaciones directas y LES para las
cuales se utilizaron distintos tamanos de grilla. Todos los flujos poseen un
espectro isétropo inicial E(k) ~ k* para ke [1,14], [1,25] 6 [1, 30], seguido de
un decaimiento exponencial. El valor de kg para el cual F(k) alcanza su valor
maximo depende de la grilla utilizada. Por un lado, kg debe ser lo suficien-
temente grande para permitir el crecimiento de la longitud caracteristica [
durante el tiempo necesario para observar leyes de potencia durante el decai-
miento de la energia. Por otro lado, se desea que exista suficiente separacién
(en el espacio Fourier) entre el maximo del espectro inicial y el rango disipa-
tivo, para poder observar un rango inercial en un amplio intervalo de escalas.
Se consideran flujos con y sin rotacion, helicoidales y no helicoidales.

4.5.1. Flujos sin rotacién

En la figura 4.2 se muestran resultados para algunas de las simulaciones
sin rotacion. En todas las simulaciones se observa un decaimiento cercano a
E ~ t719/7 independientemente de la presencia é no de helicidad. El decai-
miento es consistente con la ecuacién (4.31) para un espectro inicial ~ k?.
La enstrofia también decae consistentemente con lo expresado en la ecuacién
(4.46), siendo su decaimiento compatible con Z ~ t~'7/7 en todos los casos.
Al igual que lo visto en el capitulo 3, en ausencia de rotacién la helicidad
solo retarda el inicio del decaimiento auto-similar, demorando el momento
en el que la enstrofia alcanza su valor maximo [9,15,17]. Esto es més visi-
ble en las simulaciones directas. Ver, por ejemplo, los maximos de enstrofia



Cuadro 4.1: Parametros usados en las simulaciones: viscosidad cinematica v, frecuencia de rotacién 2, nimero de
Reynolds Re, ntimero de Rossby Ro, nimero de Rossby en la micro escala Ro“, helicidad relativa inicial h, helicidad
relativa al momento de maxima disipacion h*, y el tiempo de maxima disipacion t*. La ultima columna describe en
forma abreviada el espectro de energia inicial E(k): la ley de potencias del espectro, el rango de longitudes de onda
en donde se cumple dicha ley, y el tipo de flujo (ABC para Arn’old-Beltrami-Childress, y ALT para flujos aleatorios).
En el nombre de las simulaciones, la D o la L inicial indica respectivamente simulacién directa o LES, seguida por la
resolucion espacial. Las simulaciones con H son helicoidales, y las que tienen una A final tienen condiciones iniciales
anisétropas.

Simulacién v Q Re Ro Ro¥ h h* t* E(k) Inicial

D512-2 85x1070 0 420 oo oo 80x107° 8x107% 0,60 k' (1-14) ALT
D512-3 85x 1074 10 450 0,10 095 4x1078  4x1078 0,70 Kk* (1-14) ALT
D512H-2 80x107" 0 440 oo oo 0,90 0,38 094 k* (1-14) ALT
D512H-3 8x107* 10 530 0,07 0,70 0,99 0,5 1,50 k* (1-14) ABC
L96-1 85x107* 0 550 o0 00 0,03 0,02 0,30 k4 (1-14) ALT
L96-2 85x107* 2 540 0,42 2,90 —0,03 —0,02 0,30 k* (1-14) ALT
L96-3 85x107* 4 540 0,21 1,45 —0,03 —0,02 0,30 k* (1-14) ALT
L96-4 85x107* 6 550 0,14 0,95 —0,03 —0,02 0,30 k* (1-14) ALT
L96-5 85x107* 8 550 0,11 0,73 —0,03 —0,02 0,30 k4 (1-14) ALT
L96-6 85 x107* 10 530 0,08 0,65 0,03 0,02 0,30 k4 (1-14) ALT
L96H-1 80x107* 0 500 o0 o0 0,90 0,51 0,70 k* (1-14) ALT
L96H-2 85x107* 10 540 0,08 0,63 0,90 0,70 0,70 k* (1-14) ALT
L96H-3 85x107* 10 490 0,08 0,60 0,99 0,80 1,15 k* (1-14) ABC
L192-1 20x 1074 0 1200 oo oo —Tx107% —6x1073 0,10 k*(1-30) ALT
L192-2 20x 107 10 1100 022 1,65 —7x107® —6x1073 0,13 Kk*(1-30) ALT
L192H-1 20x107* 0 950 00 o0 0,90 0,60 0,30 k* (1-30) ALT
L192H-2 2,0x10"* 10 1000 0,20 1,60 0,94 0,71 0,38 k* (1-30) ABC
L192HA-1  2,0x 10~% 10 1200 0,16 140 0,90 0,56 050 k*(1-25) ALT
L192HA-2  20x107* 10 1300 0,14 135 0,90 0,59 046 k* (1-25) ALT
L192HA-3  2,0x10~* 10 1300 015 135 0,90 0,58 045 k' (1-25) ALT

SOOIYHNNIN SOAVLINSHY 'SF

6¢
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para las simulaciones D512-3 y D512H-3 en la figura 4.2 (b). Finalmente,
en las simulaciones con flujos helicoidales, la helicidad decae siguiendo la ley
H(t) ~t=17/7 al igual que la enstroffa.

Es interesante notar que las simulaciones realizadas con un modelo de
subgrilla, con resoluciones espaciales de 1922 y 96% puntos de grilla, reprodu-
cen correctamente los resultados obtenidos utilizando simulaciones directas
con las mismas condiciones iniciales y parametros dimensionales, aunque a
resoluciones mucho més altas.

4.5.2. Flujos rotantes
Cantidades globales is6tropas

A medida que en un flujo rotante se incrementa la intensidad de la ro-
tacion, las simulaciones muestran leyes de decaimiento con exponentes cada
vez mas pequenos. A modo de ilustracion, la figura 4.3 muestra el decaimien-
to de energia para simulaciones sin helicidad y con frecuencia de rotacion
en aumento. Como fue observado en simulaciones numéricas [92] y en expe-
rimentos [89, 95] previos, a medida que aumenta € la tasa de decaimiento
disminuye hasta alcanzar una saturacion para Ro =~ 0,1. En lo que sigue, el
enfoque se pondra en simulaciones con Ro =~ 0,1, lo suficientemente pequeno
para estudiar el rango de parametros correspondiente a esta saturacién, pero
a su vez lo suficientemente grande para que la rotaciéon no predomine sobre
las interacciones no lineales, caso en el cual se obtendrian decaimientos pu-
ramente exponenciales. Un estudio detallado sobre la transicién entre flujos
no rotantes y con rotaciéon puede encontrarse en [95].

La figura 4.4 muestra el decaimiento de la energia, la enstrofia y la heli-
cidad para simulaciones rotantes con y sin helicidad. La energia en los casos
sin helicidad muestra en algunas simulaciones un decaimiento ligeramente
més rapido que el predicho por la ecuacién (4.34) (E ~ ¢t=°/T), mientras que
en otras no se identifica una ley de potencias clara. La enstrofia, sin embar-
go, muestra un mejor acuerdo con las leyes fenomenoldgicas, decayendo como
~ t712/7_Como se mostrara mas adelante, se puede conseguir un mejor acuer-
do entre los argumentos fenomenologicos y las simulaciones si se considera el
decaimiento de los modos 2D y 3D de manera independiente.

Por otro lado, las simulaciones con helicidad (lineas gruesas en la figura
4.4) muestran un decaimiento E(t) ~ t~/3 ¢ ligeramente més rapido (pero
siempre mas lento que ~ ¢~°/7). Las simulaciones con condiciones iniciales
ABC tienden a desarrollar leyes de potencias mas claras y cercanas a ~ t~1/3
que las simulaciones inicializadas con condiciones helicoidales aleatorias, en
las cuales la reducciéon de la tasa de decaimiento de la energia es menos
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Figura 4.2: (a) Decaimiento de la energia para simulaciones sin rotacién. Si-
mulaciones directas sin helicidad D512-2 (trazo continuo) y LES 1.96-1 (guio-
nes) y L192-1 (guiones-puntos), y simulaciones directas con flujo helicoidal
D512H-2 (trazo grueso continuo) y LES LI6H-1 (guiones gruesos) y L192H-1
(guiones y puntos gruesos). Se muestra una pendiente —10/7 como referen-
cia. (b) Decaimiento de la enstrofia para los mismos casos, con referencia
—17/7. (c) Decaimiento de la helicidad para las simulaciones con condiciones
iniciales helicoidales de la figura (a).
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Figura 4.3: Decaimiento de la energia para diferentes valores de {2 desde
) = 0 hasta 2 = 10 para las simulaciones sin helicidad L96-1, L96-2, 1.96-3,
L96-4, 1.96-5, 1.96-6.

pronunciada. Este comportamiento también sera explicado al considerar el
decaimiento de modos 2D y 3D independientemente. Se vera también que la
anisotropia inicial es especialmente relevante en los casos helicoidales. Por su
parte, la enstroffa y la helicidad decaen en buen acuerdo con ~ t~2/7. Mas
alla de la diversidad de decaimientos, al igual que en el capitulo 3 se observa
que en presencia de rotacion la helicidad no solo retrasa la ocurrencia del
maximo de enstrofia [17], sino que también afecta la ley de decaimiento.

Cantidades globales anisétropas

Si bien en las simulaciones se observa claramente el impacto de la rotacion
y la helicidad en el decaimiento de la energia, también es cierto que las predic-
ciones deducidas en la seccion 4.4.2 a partir de argumentos fenomenologicos
is6tropos no coinciden en todos los casos con los resultados numéricos. Esto
se debe al hecho de que dichos argumentos asumen una distribucién isétro-
pa de la energia, mientras que la rotaciéon rompe esa simetria, volviendo la
distribucion espectral axisimétrica con una direccion privilegiada paralela al
eje de rotacién. Asimismo, la tendencia hacia la bidimensionalizacion de es-
te tipo de flujos [15,92], asi como el acoplamiento débil entre modos 2D y
3D para numeros de Rossby suficientemente pequenos, ha sido reportado en
muchos trabajos [44,49,120] y deberia tener un impacto en el decaimiento.
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Figura 4.4: (a) Decaimiento de simulaciones rotantes con €2 = 10. Simulacio-
nes sin helicidad D512-3 (trazo continuo), L.96-6 (guiones) y L192-2 (guio-
nes y puntos), y simulaciones helicoidales D512H-3 (trazo continuo grueso),
L96H-3 (guiones gruesos), LI6H-2 (guiones y tres puntos gruesos) y L192H-2
(guiones y puntos gruesos). A tiempos largos las simulaciones no helicoidales

decaen ligeramente méas rapido que ¢=%/7

, mientras que las simulaciones heli-

coidales decaen aproximadamente como ¢~/3. (b) Decaimiento de la enstrofia
para las mismas simulaciones, con una pendiente —12/7 como referencia. (c)
Decaimiento de la helicidad para los casos en (a).
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En base a estos dos fenémenos, discriminaremos entre la energia contenida
en los modos 3D con kj # 0 (E3p) y la energia en los modos lentos (o 2D)
con kjj =0 (Esp).

En la figura 4.5 se muestra la evolucion temporal de Esp v Eop para varias
simulaciones. En cada caso se pueden identificar distintos comportamientos
que obedecen a diferentes leyes de potencia. Por un lado, Fsp siempre pre-
senta un decaimiento cercano a alguna de las leyes de potencia esperadas
para flujos isétropos (sin rotacién). En algunas simulaciones, dependiendo
de las condiciones iniciales, la longitud integral en la direccion paralela a €2
({}) crece mas rapido que en otras. Cuando [ crece rapidamente durante el
transitorio previo a t ~ 10 (el tiempo del maximo de enstrofia y a partir
del cual la turbulencia esta desarrollada), y alcanza la saturacion al tomar el
valor del dominio (es decir, [ = 27), E3p evoluciona como en flujos isétropos
confinados (E3p ~ t72), ver las figuras 4.5(b)-(d). Por otro lado, si al comen-
zar el decaimiento auto-semejante [| es todavia menor a 2w, Esp ~ t~19/7
de acuerdo a la ecuacién (4.31) para flujos no rotantes y no confinados; ver
la figura 4.5(a). El crecimiento de las escalas integrales parece ser mas rapi-
do en las simulaciones con helicidad, ya que la mayoria de estas simulaciones
muestran en Fs3p un comportamiento compatible con el decaimiento de flujos
isétropos confinados.

Por otro lado, Eyp decae segun la prediccién de las ecuaciones (5.11) y
(4.41). Los casos sin helicidad son compatibles con Eyp ~ ¢t~2/3, mientras
que las simulaciones con helicidad muestran decaimientos ¢='/2 ¢ ¢~1/3 (el
decaimiento ¢~/ se explicard en el siguiente capitulo). Recordar que las
leyes de potencia predichas para los casos helicoidales corresponden siempre
a casos con helicidad maxima. Para casos con helicidad intermedia, las leyes
de potencia estan acotadas entre aquellas correspondientes a los casos no
helicoidales y con helicidad maxima.

Los resultados de la figura 4.5 muestran que al analizar las energias E3p y
Esp de forma independiente, las leyes de potencia en el decaimiento son mas
claras y cercanas a los argumentos fenomenolégicos anisétropos que en el caso
de la energia total (figura 4.4). Se puede comparar facilmente, por ejemplo,
la extension de las leyes de potencia en cada caso. Los casos mas claros estan
dados por los flujos no helicoidales, donde Fsp decae en forma consistente
con la ecuacion (4.41), y Esp es consistente con la ecuacion (4.31).

En los flujos sin helicidad, la evolucién de Esp v Esp es independiente
de la proporcion inicial de energia presente en los modos 2D y 3D, al menos
para el rango de pardmetros explorados en estas simulaciones. Mas adelante
se vera que para flujos helicoidales, el efecto de la helicidad es mas sensible al
valor inicial del cociente Esp/FEsp, es decir, a la anisotropia inicial del flujo.

Para convalidar las predicciones de la teoria con los resultados numéricos
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Figura 4.5: Decaimiento de la energia F3p (trazo continuo) y FEsp (guio-
nes) para simulaciones con rotacién. (a) Simulaciones no confinadas y no
helicoidales D512-3 (trazo fino) y L96-6 (trazo grueso); se indican decai-
mientos Esp ~ t7'%7 y Eyp ~ t72/3 como referencia. (b) Simulaciones no
confinadas y helicoidales con condiciones iniciales ABC D512H-3 (trazo fino)
y LI6H-3 (trazo grueso); Eyp decae aproximadamente como ¢~1/3. (c) Si-
mulaciones no confinadas y helicoidales con condiciones iniciales aleatorias
LI6H-2; Eyp decae aproximadamente segin ¢~/2. (d) Simulacién confinada
helicoidal D512H-1 con condiciones iniciales ABC.
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se debe verificar ademas que las magnitudes conservadas segun el teorema
de von Karman-Howarth sean efectivamente constantes a lo largo del decai-
miento en las simulaciones. Las leyes de potencia derivadas en la seccién 4.4
se basan en la constancia de las magnitudes integrales I o I, . Para calcu-
lar estas integrales y estudiar su evolucién temporal en las simulaciones, es
necesario calcular las funciones de correlaciéon a dos puntos para la veloci-
dad (u-u') y (uy -u'}). En el caso is6tropo, la funcién de correlacién puede
estimarse a partir del espectro de energia segun [35]

(u-u)(r)=2 /000 E(k)(sinkr — krcoskr)/(kr)*dk. (4.47)

Para el caso axisimétrico, la funcién de correlacion longitudinal a dos pun-
tos se puede calcular mediante funciones de Bessel y el espectro anisétropo
E(k,) invirtiendo la férmula [35]

Bk, = / %(uL-u’ﬁklmJO(lﬁm)dr, (4.48)
de manera que
() (r) = / 2Bk )y (ko r )k (4.49)

A modo de ejemplo, se muestra en la figura 4.6 la evolucién de las mag-
nitudes [ e I, normalizadas por sus valores iniciales, para las dos simula-
ciones rotantes cuyos decaimientos se muestran en la figura 4.5(a). Mientras
que I crece monotonamente hasta un factor ~ 40 del valor inicial, I, per-
manece aproximadamente constante, fluctuando lentamente alrededor de su
valor inicial. Este comportamiento es comun a todas las simulaciones rotan-
tes y corrobora el uso de la hipdtesis I, ~ cte. para derivar el decaimiento
Esp ~ t72/3. Se verificé explicitamente que los demds casos rotantes pre-
sentan comportamientos similares, en donde la magnitud isétropa I crece y
la anisétropa I, se mantiene aproximadamente constante. Notar que en el
intervalo de tiempo estudiado (¢ ~ 1 a 100), aunque [, varia lentamente, la
energia del flujo turbulento decae en al menos tres érdenes de magnitud, por
lo que I, puede considerarse una magnitud conservada.

La evolucién de las energias 2D y 3D en las simulaciones helicoidales son
mas dispares. Las energias Fsp decaen como lo esperado para flujos confi-
nados (~ t~2), mientras que las energias Eyp decaen a veces como en flujos
confinados y otras veces de acuerdo a lo esperado para flujos no confinados
(figuras 4.5 (b) y (c)) segin las condiciones iniciales sean ABC ¢ aleatorias
respectivamente. Puede ser el caso que en presencia de helicidad se requiera
mas separacion de escalas entre aquella asociada al méximo del espectro de



4.5. RESULTADOS NUMERICOS 67

40
<
S 20t
o
~ 10F
OF —
0.1

tiempo

Figura 4.6: Evolucion temporal de I/I(0) (trazo grueso) y I, /I, (0) (trazo
fino) para simulaciones D512-3 (trazo continuo) y L96-6 (guiones). Mientras
que en ambas simulaciones I, se mantiene aproximadamente constante, [
es monotonamente creciente, aumentando su amplitud aproximadamente un
orden de magnitud durante el decaimento autosimilar.
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energia inicial y el tamano del dominio, para poder observar decaimiento no
confinado. Ese seria el caso de la simulacién L192H-2 (no se muestra), por
ejemplo, cuyo espectro inicial de energia tiene un méximo en k£ = 30 (en lugar
de k = 14 en las simulaciones de la figura 4.5), y que tiene un decaimiento
FEsp ~ t71%7 Sin embargo, las condiciones iniciales ABC difieren también
de las aleatorias en otro aspecto. En flujos ABC, dos tercios de los modos
excitados inicialmente se encuentran en el plano kj = 0, mientras que las con-
diciones iniciales aleatorias excitan modos distribuidos de forma maés isétropa
en el espacio Fourier, resultando en una proporcién menor de energia en el
plano k; = 0 respecto a la energia presente en el resto del espacio comple-
jo. Esta dependencia en el grado de isotropia de la la distribucién espectral
inicial puede indicar un mayor acoplamiento entre modos 2D y 3D en flujos
rotantes helicoidales. Es por esto que en la seccion 4.5.3 se estudiara el efecto
de la anisotropia inicial en flujos helicoidales.

El mayor impacto de la anisotropia inicial en el acoplamiento entre modos
3D y 2D en flujos rotantes helicoidales puede esperarse por razones fenome-
nologicas. Si el desacoplamiento realmente ocurre en el limite de rotacion
rapida, deberia mantenerse hasta un tiempo t* ~ Ro~2, luego del cual los
términos de orden superior en la expansion del término no lineal hacen que
las interacciones no resonantes sean no despreciables [49,50]. Como en el de-
caimiento de turbulencia no helicoidal £ ~ t=%7 y | ~ /7 (asumiendo la
conservacion aproximada de I), el niimero de Rossby Ro decae segin

(4.50)

y por lo tanto, t* crece igual que t. De esta forma, si se desarrolla un desaco-
plamiento en el caso no helicoidal, el mismo puede sostenerse por tiempos
muy largos. El mismo resultado se obtiene para flujos rotantes confinados
como los estudiados en el capitulo anterior, y también si se usan los argu-
mentos anisétropos basados en la conservacién de I, . Sin embargo, en el caso
helicoidal (usando, por ejemplo, la ecuacion 3.10), se obtiene un decaimiento
para Ro mucho mas lento

Ro ~ 718, (4.51)

y por lo tanto t* ~ t'/3 (el mismo resultado se obtiene con los argumen-
tos anisétropos). En este caso, el desacoplamiento sélo puede ser vélido por
tiempos mas cortos. De ahi que la razon inicial entre energias en modos 2D
y 3D pueda tener un mayor impacto en su evolucion.
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Evolucion espectral

En las figuras 4.7(a) y (b) se muestra la evolucién temporal de espectros
isétropos E(k) y anisétropos E(k ) para LES de flujos rotantes (2 = 10)
con y sin helicidad. En ambos casos F(k) crece en las escalas grandes, evi-
denciando transferencia de energia hacia esas escalas. En el caso de E(k,),
es interesante notar que el crecimiento de su amplitud en las escalas grandes
es mucho menor al de E(k). La amplitud de los espectros en dichas escalas
se encuentra ampliamente relacionada con la conservacién de las magnitudes
integrales I o I,. Esto se estudiara en detalle en el préximo capitulo, donde
un analisis mas exhaustivo de los espectros permitira ganar mayor intuicion
respecto al comportamiento de las magnitudes integrales.

Para estudiar con mayor detalle la distribucién espectral de la energia en
las distintas direcciones del espacio Fourier, se muestran graficos del espectro
axisimétrico de energia e(kj, k) para las simulaciones L96-6 (rotante sin
helicidad) y L96H-3 (rotante y helicoidal) en la figura 4.8. Notar que para
obtener contornos de nivel circulares para el caso isotropo, es necesario dividir
el espectro de energfa axisimétrico por sen 6, donde § = arctg (k) /kL).

En los casos sin rotacién, el espectro presenta una distribucién isétropa de
energia, evidenciada por contornos de nivel circulares que mantienen su forma
a medida que el flujo decae (no se muestra). Por otro lado, en presencia de
rotacién, la distribucién de la energia se vuelve anisétropa, con mas energia
cerca del plano k| = 0 a tiempos largos. La concentracién de energia cerca
del plano k) = 0 es atn mayor para el caso rotante con helicidad, como puede
verse al comparar las figuras 4.8(a) y (b). Ademds, la energia se encuentra
ma&s concentrada en las escalas horizontales grandes (longitudes de onda k
chicas), confirmando las observaciones previas de que las escalas integrales
crecen mas rapido en presencia de helicidad.

4.5.3. Efecto de la anisotropia inicial

En esta seccion se muestra que las diferencias observadas en la evolucién
de las energias Fsp vy Esp en simulaciones con helicidad estan asociadas a
diferencias en las condiciones iniciales. En particular, las simulaciones con
condiciones iniciales ABC y con condiciones iniciales aleatorias difieren en
la proporcién inicial de energia en el plano kj = 0. Un flujo ABC posee
inicialmente 2/3 de los modos excitados en la variedad lenta (modos 2D),
mientras que el flujo aleatorio distribuye la energia isétropamente, con menos
proporcion de energia en los modos 2D respecto a la presente en modos 3D.
Este efecto aumenta a medida que las condiciones iniciales se excitan en
escalas mas pequenas, ya que el nimero de modos en el espacio Fourier en
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Figura 4.7: (a) Evolucién del espectro isétropo de energia F(k) para la si-
mulacién sin helicidad y con 2 = 10 L96-6 desde ¢ = 5 hasta ¢t = 100 con
incrementos At = 5. Recuadro: espectros anisétropos E(k, ) para los mismos
tiempos. (b) Evolucién del espectro isétropo de energia F/(k) para las simu-
lacién 1.96-6, helicoidal y con 2 = 10, para los mismos tiempos que en (a).
El espectro E(k, ) correspondiente se muestra en el recuadro.



4.5. RESULTADOS NUMERICOS 71

Ky

A

10 20 30 40 10 20 30 40 10 20 30 40
Ky Ky

K

10 20 30 40 10 20 30 40 10 20 30 40 10 20 30 40
Ky Ky Ky Ky

Figura 4.8: Espectro axisimétrico de energia e(kj, k1 )/senf para diferentes
tiempos. (a) Simulacién L96-6, no helicoidal con ©Q = 10. (b) Simulacién
L96H-3 helicoidal con 2 = 10. En ambos casos se advierte una progresiva
tendencia hacia un estado anisétropo con mas energia en los modos cercanos
a /{I” = 0.
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anillos con nimero de onda pequeno es bajo (este es el motivo por el que el
efecto no fue importante al estudiar flujos confinados en el capitulo anterior).

Para investigar el efecto de la anisotropia inicial, consideramos un conjun-
to de simulaciones helicoidales con condiciones iniciales aleatorias pero con un
grado creciente de anisotropia inicial (L192HA-1, L192HA-2 y L192HA-3). La
anisotropia se introdujo pesando la amplitud de todos los modos con k| = 0
usando un parametro a: o = 1 corresponde a condiciones iniciales isétropas
como las consideradas anteriormente, mientras que o > 1 corresponde a una
amplitud inicial creciente de los modos 2D en relacion a los 3D. Se utilizaron
los valores a = 1 (L192HA-1), 5 (L192HA-2) y 10 (L192HA-3), resultando
en valores para el cociente entre las energias Fop/FE3p =~ 0,024, 0,260 y 2,408
respectivamente. Todas las simulaciones poseen espectros iniciales de energia
y helicidad con maximos en k = 25, permitiendo estudiar casos no confinados
con mayor separacion de escala entre el dominio de simulacién y la escala
que contiene la mayor parte de la energia inicial.

En la figura 4.9 se muestra que Fsp decae aproximadamente como ~
t~197 en todas las simulaciones sin importar el nivel de anisotropfa de las
condiciones iniciales, mientras que Fsp decae mas lentamente a medida que
la anisotropia aumenta. Por un lado, el caso a = 1 es el mas cercano a una
ley Eop ~ t~1/3 resultado consistente con el decaimiento 2D mostrado en las
figuras 4.5(b) y (d). Por otro lado, el caso con mayor anisotropia (o = 10)
se aproxima a Fsp ~ t~1/6 que es consistente con el decaimiento para flujos
helicoidales con espectro inicial de Saffman y con la conservacion de L, (la
ecuacién que explica este decaimiento se estudiard en el préximo capitulo).

4.5.4. Momentos de asimetria y curtosis

En esta seccién se analiza la evolucion temporal de las magnitudes es-
tadisticas denominadas momento de asimetria S; (del inglés “skewness”) y
curtosis K; (del inglés “kurtosis”) para las componentes cartesianas i-ésimas
de las derivadas de la velocidad. Las mismas se definen segiin

s= (@M)@Y e
(V@YY e

donde 7 denota las coordenadas cartesianas x, y 6 z. El factor S mide el
grado de asimetria de la distribucién de probabilidad. Es positiva si la cola
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Figura 4.9: Decaimiento de la energia para distinto grado de anisotropia ini-
cial en simulaciones rotantes helicoidales. Lineas gruesas refieren a la energia
2D y lineas finas corresponden a energia 3D. Las simulaciones que se muestran
son: L192HA-1 (trazo continuo), L192HA-2 (puntos), y L192HA-3 (guiones),
en orden creciente de anisotropia.
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Figura 4.10: Evolucién del momento de asimetria S para las derivadas de
la velocidad en flujos sin rotacion (a) D512-2 y L96-1 (sin helicidad) y (b)
D512H-2 y LI96H-1 (helicoidales). Los simbolos rellenos corresponden a si-
mulaciones directas y los vacios a LES, con cuadrados para S,, triangulos
para S, y diamantes para S.. Las tres componentes de S oscilan alrededor
de ~ —0,5 independientemente del contenido de helicidad del flujo. El re-
cuadro muestra las tres componentes de la curtosis para las derivadas de la
velocidad en las mismas simulaciones.

derecha de la distribucién de probabilidad es mas larga que la izquierda,
cero si es simétrica, y negativa en caso contrario. En particular, resulta igual
a cero en el caso de un campo de velocidad u con derivadas parciales que
responden a estadistica Gaussiana. Por su parte, K mide si la distribucion es
mas chata o puntiaguda en relacion a una distribucion normal. Un valor alto
de K representa una distribucién con un pico abrupto y largas colas, mientras
que un valor bajo representa una funcion méas chata y con colas mas cortas
siempre en relacién a una distribucion normal, para la cual K = 3.

La figura 4.10 muestra S y K para las simulaciones sin rotacién D512-
2 y L96-1 (no helicoidales) y para las simulaciones sin rotacién D512H-2 y
L96H1 (helicoidales). En todos los casos, las tres componentes de S fluctuan
alrededor de ~ —0,5, valor que fue observado anteriormente en experimentos
[45] v en simulaciones [111]. Por otro lado, los valores de K para las tres
componentes espaciales evolucionan hacia un valor cercano a 3,5. Al comparar
las figuras 4.11 (a) y (b), se nota que la presencia de helicidad no afecta los
valores de S ni de K en ausencia de rotacion.

En presencia de rotacion, los valores de S se reducen substancialmente,
fluctuando todas sus componentes alrededor de S ~ 0. Esto puede verse cla-
ramente en la figura 4.11 para 1.96-6 y LI6H-3 (las simulaciones directas no
se muestran por razones de claridad, siendo su comportamiento similar en
las LES). La disminucién de S, asociada a la rotacién e indicadora de un
menor flujo de energia, fue observada anteriormente en simulaciones [47]. La
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Figura 4.11: Evolucién del momento de asimetria S para las derivadas de
la velocidad en flujos con rotacién (a) L96-6 y (b) L96H-3. Los cuadrados
corresponden a Sy, los tridngulos a S, y los diamantes a S,. El recuadro
muestra la evolucion de la curtosis para las derivadas de la velocidad en las
mismas simulaciones.

anisotropia de estos flujos es evidente, manifestandose en distintos valores
para S;, S, ¥ S.. Mientras que S, presenta pequenas fluctuaciones alrededor
de S, = 0, S, y Sy, muestran fluctuaciones mas grandes y repentinas, don-
de ademds S, ~ —95, durante toda la simulacién. La anti-correlaciéon entre
las componentes x e y de S se puede entender cualitativamente si se tiene
en cuenta que estos flujos evolucionan hacia un estado cuasi-bidimensional.
Precisamente, para un flujo puramente 2D, la relacion de incompresibilidad
se reduce a

Ouy  Ouy,

or oy’
que conduce a S, ~ —S,. Es importante aclarar que los flujos rotantes no son
enteramente bidimensionales y que presentan diferencias con aquellos, como
por ejemplo, la asimetria entre actividad ciclonica y anti-ciclénica observada
en experimentos [124]. Los valores de K en las simulaciones rotantes presen-
tan mas fluctuaciones pero parecen evolucionar hacia valores mas cercanos
a 3 (es decir, més cercanos a una distribucién Gaussiana y menos intermi-
tente). Esto se ve més claramente para K, y en la simulacién con helicidad.
K, y K, también muestran signos de cuasi-bidimensionalizacién siendo para
todo tiempo K, ~ K.

Las visualizaciones de la vorticidad en el espacio real indican que los
méximos y minimos de S, y S, en las simulaciones de flujos rotantes corres-
ponden a instantes en los cuales dos estructuras en forma de columna se
acercan y se unen. A modo de ejemplo, la figura 4.12 muestra dichas unio-
nes en la evolucién volumétrica de la componente z de la vorticidad en la

(4.54)
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Figura 4.12: Visualizacion de w, para la simulaciéon L96H-3. De arriba hacia
abajo, izquierda a derecha, las imagenes corresponden a t ~ 42, 47, 55, 70, 87
y 100. Notar que los cuatro vortices ciclonicos en t &~ 42 colapsan de a pares
para formar dos vértices mas grandes en t &~ 47. Eventualmente vuelven a
colapsar para formar una unica columna.

simulacién LI6H-3. Cuando dos columnas con el mismo signo de vorticidad
colapsan, se crean gradientes de u, y u, muy intensos, dando lugar a las
desviaciones repentinas de S, y S, observadas en la figura 4.11. Al anali-
zar las visualizaciones de w,, se observé que las estructuras anti-ciclonicas
colapsan fundiendose para formar estructuras més grandes, mientras que las
columnas ciclénicas tienden a destruirse, desapareciendo cada vez que dos
6 mas de ellas se encuentran. Esta antisimetria entre voértices ciclonicos y
anti-ciclonicos parece ser general en los flujos rotantes.

4.6. Conclusiones

En este capitulo se estudiaron distintas leyes de decaimiento auto-similar
para la energia que aparecen en flujos turbulentos con escala integral mucho
menor que la escala del dominio, y un espectro inicial del tipo Batchelor. Se
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consideraron diferentes decaimientos dependiendo de la escala caracteristica
de las condiciones iniciales, la presencia ¢ ausencia de rotacién y helicidad,
los valores de los niimeros de Reynolds y Rossby, y el grado de anisotropia
en las condiciones iniciales. Para cada caso se derivaron leyes de potencia
utilizando argumentos tedricos y fenomenologicos, y se contrastaron con re-
sultados numéricos para simulaciones directas y LES sometidas a distintas
condiciones iniciales.

Se identificé un gran nimero de decaimientos posibles. Las simulaciones
corroboraron que la rotacion decrece la tasa de decaimiento de la energia,
como fuera observado previamente en [38,89,92,94,95,118,174]. Ademas, en
buen acuerdo con lo estudiado en el capitulo anterior para flujos confinados, la
helicidad puede disminuir atin més la tasa de decaimiento energético también
en flujos rotantes no confinados. Este resultado, junto a estudios previos de
flujos rotantes forzados [16,116, 123], confirma que la helicidad juega un rol
mucho més importante en turbulencia rotante que en turbulencia isétropa y
homogénea.

En flujos rotantes sin helicidad, la energia decrece con una tasa ligera-
mente mayor a la derivada mediante argumentos isétropos £ ~ t=%/7_ por lo
que dichos argumentos no resultan del todo satisfactorios. Se obtuvo mayor
consistencia entre fenomenologia y simulaciones al considerar la evolucién de
la energia en los modos 2D y 3D separadamente. En este caso, se observa-
ron decaimientos cercanos a Eyp ~ t~2/3 para los modos 2D, mientras que
los modos 3D se comportan como en un flujo sin rotacion, decayendo segtin
EgD ~ t_10/7.

El decaimiento de la energia en presencia de rotacion y helicidad es més
complejo, presentando una mayor variedad de casos. El decaimiento de la
energia total F(t) se encuentra acotado entre los casos E ~ t /7y E ~ t71/3
pero, al igual que en los casos no helicoidales, se observaron leyes de potencia
mas claras si se considera Forp y E3p por separado. En estos casos Fyp decae
entre ~ t~ Y2 y ~ t~Y/% mientras que Esp decae entre ~ t72 y ~ t10/7
dependiendo de si las longitudes integrales del flujo estan saturadas o no.

Los resultados con helicidad mostraron depender fuertemente de la sepa-
racion entre la escala integral inicial y el tamano del dominio de simulacién,
ya que en este tipo de flujos la escala integral parece crecer mas rapidamente.
Asimismo, los decaimientos para este tipo de flujos dependen también de la
anisotropia inicial, siendo mayor el efecto de la helicidad a medida que au-
menta la proporcion de energia inicial en el plano 2D respecto a la contenida
en el plano 3D. Cabe destacar que la importancia de las condiciones inicia-
les en el decaimiento de la turbulencia rotante fue observada recientemente
también en experimentos [124].

A pesar de la variedad de soluciones obtenidas, los argumentos teori-
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cos basados en la conservacién de magnitudes integrales axisimétricas, junto
con los argumentos fenomenolégicos, nos permitieron explicar exitosamente
todos los casos observados en las simulaciones. Los resultados presentados
permiten, si se conocen las condiciones iniciales, predecir el decaimietno de
la turbulencia para condiciones iniciales de Batchelor. En el préximo capitulo
se generalizaran los resultados a turbulencia de Saffman.

El decaimiento de la enstrofia fue descripto exitosamente utilizando ar-
gumentos fenomenolégicos isétropos, tanto para flujos rotantes como para
flujos sin rotacion. El uso de argumentos isétropos atin en flujos anisétropos
se justifica al notar que la enstrofia, al igual que la helicidad, es una magnitud
concentrada predominantemente en escalas chicas.

Finalmente, se presenté un estudio de la evolucién temporal de los mo-
mentos de asimetria y curtosis de las derivadas de la velocidad. La evolu-
cién de los flujos rotantes hacia un estado cuasi-bidimensional resulta en la
anti-correlacién de las componentes x e y de los momentos de asimetria. La
componente z de dicha magnitud se mantiene aproximadamente igual a ce-
ro mientras que las otras dos componentes oscilan alrededor de este valor,
mostrando excursiones grandes y repentinas que estan asociadas al colapso
de dos 6 mas estructuras columnares en el fluido. Finalmente, los valores
observados para la curtosis indican una fuerte reduccién de la intermitencia
en flujos rotantes en comparacion con el caso isétropo y homogéneo.



Capitulo 5

Decaimiento de turbulencia k?

5.1. Introduccion

En el capitulo anterior se definieron las magnitudes integrales isétropas
I y L junto a sus variantes anisétropas I, y L. Se mostré que bajo hipo-
tesis apropiadas sobre el decaimiento de la funcién de correlacion de tercer
orden (u;ujuy), dichas magnitudes se mantienen aproximadamente constan-
tes durante el decaimiento de flujos isétropos y anisétropos respectivamente.
La conservacién de I, L, I, o L, sugieren una relacion entre sus expresio-
nes y magnitudes fisicas basicas. Precisamente, se puede mostrar que I y L
resultan respectivamente proporcionales al cuadrado del momento angular y
lineal total de una region turbulenta con tamano mayor que la escala integral
del flujo, pero menor que el tamano del dominio.

Landau mostré que la conservaciéon de I es una consecuencia directa de
la conservaciéon del momento angular [175]. Su demostracion, a través de un
“experimento pensado” en un recinto cerrado, se presenté en el capitulo an-
terior en una versiéon axisimétrica. También se vié que la invariancia de [
puede ser demostrada a través de la ecuacion de von Karman-Howarth cuan-
do se asume que las correlaciones de tercer orden (u;u;uj)) decaen mas rapido
que 7%, El hecho de que la invariancia de I pueda ser demostrada mediante
dos caminos independientes y de que la ley de decaimiento de Kolmogorov
(BE(t) ~ t71°/7) basada en la conservacion de I concuerde con experimentos
le dieron credibilidad a la teoria de Landau-Loitsyansky.

En 1967, Saffman mostré que es posible que las correlaciones de tercer
orden (u;uju}) sean como méaximo de orden r~2 [109]. En ese caso la integral
de Saffman L es constante pero la integral de Loitsyansky no lo es. Se puede
mostrar que L es proporcional al cuadrado del momento lineal contenido en
una nube turbulenta P? [35], siendo

79
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P2:<{/udvr>/m (5.1)

donde V' es el volumen de la nube turbulenta.

El desarrollo del espectro de energia para escalas grandes E(k) ~ Lk* +
Ik*+ ... permite asociar las integrales L e I a espectros de la forma F(k) ~ k?
v E(k) ~ k* respectivamente. Cual de estos espectros se observa depende de
las condiciones iniciales. Si la turbulencia se genera de forma tal que

</udV> < V12 (5.2)

entonces L ~ 0 a t = 0 y se mantendrd igual a cero al ser invariante. En
este caso se observa un espectro de Batchelor E(k) ~ k% y la integral de
Loitsyansky existe y es constante. Por otro lado, si inicialmente se tiene

</um>~vm (5.3)

entonces L # 0 es constante y se obtiene un espectro de Saffman E(k) ~ k2.

La turbulencia de Saffman se puede pensar entonces como un mar de
vortices, cada uno de los cuales aporta una cantidad finita al impulso linear
total del fluido. Por otro lado, el espectro de Batchelor puede representarse
como un mar de vortices cada uno de los cuales aporta una cantidad finita de
impulso angular pero con un impulso lineal neto despreciable (ver figura 5.1).
Ambos espectros iniciales F(k) ~ k* y E(k) ~ k* son ficiles de reproducir en
simulaciones numeéricas ajustando las condiciones iniciales convenientemente.
En lo que respecta a los experimentos, no existe hoy concenso sobre qué tipo
de turbulencia se genera, por ejemplo, cuando se usa una grilla para excitar
inicialmente la turbulencia.

En este contexto, surge naturalmente la pregunta sobre el efecto de la
rotacién en la conservacion de los momentos lineal y angular. La rotacion
introduce una direccion privilegiada, el flujo se vuelve anisétropo, y las com-
ponentes relevantes de los momentos seran aquellas paralelas al eje de rota-
cién (figura 5.2). En este aspecto la presencia de rotacién es similar al efecto
producido por un campo magnético constante en turbulencia magnetohidro-
dindmica [178].

Resulta entonces natural pensar en términos de la conservacion de las
componentes de P y H paralelas a dicho eje. Las componentes paralelas de
Py H se pueden asociar a las magnitudes L, y I, como fue demostrado en
el capitulo anterior, y estaran entonces asociadas a condiciones iniciales de
Saffman o de Batchelor.
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(b)

Figura 5.1: (a) La turbulencia de Saffman puede representarse como un mar
de voértices que tienen predominantemente impulso linear. (b) La turbulencia
de Batchelor corresponde a un mar de vértices con una cantidad no nula de
momento angular y con impulso lineal pequeno.

Considerando la existencia de estas dos condiciones iniciales, en este
capitulo se extienden los resultados obtenidos en el capitulo anterior al caso
de turbulencia de Saffman, correspondiente a espectros iniciales de la forma
E(k) ~ k% Se muestran también algunas simulaciones con espectro inicial
E(k) ~ k* con fines comparativos. Los resultados de este capitulo fueron
publicados en [120].

5.2. Fenomenologia

Al igual que en el capitulo anterior, pero ahora a partir de la conserva-
cion de las magnitudes L y L, se pueden derivar leyes de decaimiento para
turbulencia de Saffman. Para el caso isétropo sin rotacion, a partir de la
ecuacién (4.31) y usando L ~ EI? se obtiene un resultado muy conocido que
se debe a Saffman [84,109],

E(t) ~ 75/, (5.4)

I(t) ~ t¥/°. (5.5)
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Figura 5.2: (a) La turbulencia de Saffman en presencia de rotacién puede
representarse como un mar de vértices con momento lineal y cuya compo-
nente conservada es aquella paralela al eje de rotacién. (b) La turbulencia
de Batchelor corresponde a un mar de vértices dominados por sus momentos
angulares, y cuyas componentes relevantes son aquellas alineadas con el eje
de rotacion.
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Si Q # 0, usando la ecuacién (4.33) se obtiene la extension isétropa trivial
al caso rotante [94]

E(t) ~t73/5, (5.6)

1(t) ~ /5, (5.7)

Como parte de los trabajos de esta tesis, se extendieron los resultados
anteriores para turbulencia de Saffman para el caso helicoidal y al caso axi-
simétrico, que fueron publicados en [120]. Para el caso rotante helicoidal, a
partir de (4.36) se obtiene la extensién isétropa

E(t) ~t71/, (5.8)

I(t) ~ /15 (5.9)

Si se utilizan argumentos anisétropos para el caso rotante, al igual que en
</ . ./ 2
la seccion anterior pero para la conservacion de L ~ Espli Iy, al reemplazar
en la ecuacion (4.39) para flujos no helicoidales resulta

1
dt QL, ' (5.10)
por lo cual
Eop ~ t1/? (5.11)
y
1L (t) ~ Y4, (5.12)

En el caso helicoidal se puede utilizar la ecuacién (4.36) y se obtiene

dEp  Eiply
dt L3

(5.13)

entonces

Fop ~ /6 (5.14)

1L (t) ~ tY12, (5.15)
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Cuadro 5.1: Parametros utilizados en las simulaciones: viscosidad cinematica
v, frecuencia de rotacion €2, nimero de Reynolds Re, nimero de Reynolds
basado en la escala de Taylor Rey, numero de Rossby Ro, nimero de Rossby
en la micro escala RY, y una breve descripcién de espectro de energia inicial
E(k): la ley de potencias en las escalas grandes y el rango de escalas en
donde dicha ley se satisface. Los valores de Re, Ro, y RY sedanat=0y a
t = 20 entre paréntesis. Todas las simulaciones fueron realizadas con N = 256
puntos de grilla y usando el modelo e subgrilla descripto en el capitulo 2.

Sim. v Q Re Ro Ro¥ E(k) Inicial
A 13x107% 0 1580(330)  oo(oo) co(o0) K2 (1 —40)
B 1,3x 107% 33 1580(1090) 0,15(0,004) 0,9(0,024) k? (1 — 40)
C 13x107* 0 1280(150)  oo(co) co(o0) Kt (1 — 40)
D 13x107% 33 1285(360) 0,18(0,002) 1,0(0,015) k* (1 —40)

5.3. Resultados numeéricos

En este capitulo se estudia numéricamente el decaimiento de la turbulencia
con condiciones iniciales de Saffman. Ya que en el capitulo anterior se estu-
di6 con detalle el efecto de la anisotropia y la intermitencia, interesa estudiar
aqui los cambios introducidos en el decaimiento por un espectro inicial de
Saffman E(k) ~ k* en lugar del espectro de Batchelor E(k) ~ k. Para
estudiar sélo este efecto, se usaron condiciones iniciales lo mas isétropas po-
sibles generandolas a partir de un campo de velocidades aleatorio utilizando
la descomposicion de Craya-Herring [74,125]. También por razones de cla-
ridad, se consideran solamente condiciones iniciales no helicoidales (algunas
simulaciones de flujos helicoidales que muestran el decaimiento de la energia
~ t71/6 fueron discutidas en el capitulo anterior).

Se presentan a continuacion resultados derivados de cuatro simulaciones
numeéricas cuyos parametros pueden verse en la tabla 5.1. Las simulaciones
tienen inicialmente un espectro isétropo E(k) ~ k% entre 0 < k < 40 para
los casos A y B, y E(k) ~ k* entre 0 < k < 40 para los casos C y D. Las
simulaciones A y C son isétropas y homogéneas (sin rotacién) mientras que
las simulaciones B y D son rotantes y homogéneas y por lo tanto desarrollan
anisotropia a medida que transcurre el tiempo. Aunque los casos ~ k* fueron
analizados en el capitulo anterior, son considerados en este capitulo solamente
con fines comparativos.
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Figura 5.3: Evolucién de la energia total para las simulaciones A (E(k) ~ k2,
trazo continuo) y C (E(k) ~ k*, guiones). Luego de un transitorio inicial
hasta ¢ ~ 10, se observan decaimientos con exponentes ~ —6/5 y ~ —10/7
respectivamente, que se indican a modo de referencia. Recuadro: decaimiento
de la enstrofia para las mismas simulaciones. Luego de t ~ 10, los decaimien-
tos se aproximan a t /5 y ¢=17/7,

5.3.1. Flujos sin rotacion

La figura 5.3 muestra el decaimiento de la energia y la enstrofia para las
simulaciones no rotantes A y C. Luego de un transitorio hasta ¢ ~ 10, am-
bas simulaciones decaen con leyes diferentes. En la simulacion A, la energia
decae aproximadamente como E ~ t~%/° en buen acuerdo con la ecuacién
(5.4), y como se espera a partir de la forma del espectro ~ k% en las escalas
grandes. La tasa de decaimiento de la enstrofia es mayor, siendo cercana a
7 ~ t~11/5 Esto es consistente con los argumentos fenomenoldgicos presen-
tados en el capitulo anterior (ecuacién 4.46). Respecto a la simulacién C,
el decaimiento de la energia ~ t71%/7 es consistente con la ecuacién (4.31)
para turbulencia de Batchelor, mientras que la enstrofia decae aproxima-
damente como Z ~ t~'7/7  consistente con la ecuacién (4.46). Todos estos
resultados son compatibles con resultados anteriores, tanto numéricos como
tedricos [77,83,179].

La figura 5.4 muestra la evolucién del espectro de energia isétropo para
la simulacién A entre los tiempos t = 0 y ¢t = 20. En los ntimeros de onda
més chicos, la ley inicial k2 es aproximadamente preservada al transcurrir el
tiempo, mientras que en las escalas chicas el espectro decae por efecto de la
disipacién. Este comportamiento es consistente con una posible conservaciéon
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Figura 5.4: Evolucién del espectro de energia isétropo E(k) para la simulacién
A desde t = 0 hasta t = 20 con incrementos temporales At = 0,5. Notar que
en las escalas mds grandes, la forma del espectro inicial ~ k? se preserva
aproximadamente en el tiempo.

de L.

La prediccion E ~ t5/% para la simulacién A asume un valor constante
de L en el tiempo. Para verificar esto explicitamente, y para estudiar si L se
mantiene constante ain en el caso rotante con espectro inicial E(k) ~ k2, se
muestra la evolucién temporal de la magnitud L para las simulaciones A (sin
rotacion) y B (con rotacién) en la figura 5.7 (a). La integral L fue estimada
de dos maneras. Por un lado, se realizé un ajuste al espectro isétropo con
una funcién ~ k? para encontrar el prefactor multiplicativo en el término k?
de la expansion (4.7). Dicho prefactor debiera ser proporcional a L siempre y
cuando el espectro en el rango de nimeros de onda chicos preserve su forma
~ k?. Este método fue utilizado anteriormente en [77]. Por otro lado, se
calculé la funcién de correlacién a dos puntos a partir del espectro de energia
utilizando la ecuacion (4.47) [35] y luego se usé la ecuacién (4.5) para calcular
L. Dado que ambos métodos arrojaron resultados consistentes, en adelante
se presentan unicamente aquellos obtenidos mediante el tltimo.

En la simulacion A, L decae hasta la mitad de su valor en ¢ ~ 10 para
luego variar muy lentamente, pudiéndose considerar aproximadamente cons-
tante a partir de dicho tiempo (notar que entre ¢ = 10 y ¢ = 100 la energia
disminuye en més de un orden de magnitud). Sin embargo, L dista mucho de
poder considerarse constante en la simulacion B, por lo que se desestimara su
conservaciéon al estudiar el caso rotante.

En las simulaciones C y D se encontraron resultados similares para la
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evolucién de I, como puede verse en la figura 5.7 (b). En C, I crece durante
un breve transitorio, para luego mantenerse constante durante el rango de
tiempo en el cual la energia decae de forma auto-similar. El comportamiento
de I en turbulencia isétropa y homogénea es similar al encontrado en [77].
Por otra parte, la simulacién con rotacion D muestra un claro crecimiento
monoétono de 1.

Mientras que el comportamiento de L e I en las simulaciones A y C es
compatible con los argumentos tedricos y fenomenolégicos discutidos en la
seccion 5.1 y en el capitulo anterior, el rapido crecimiento de dichas magni-
tudes en las simulaciones rotantes cuestiona nuevamente el uso de integrales
isotropas al derivar leyes de decaimiento para flujos anisétropos.

5.3.2. Flujos con rotacion

El anélisis de las simulaciones A y C se baso en el espectro isétropo
de energia y en la cuasi-invariancia de las integrales isétropas L e [. Sin
embargo, el crecimiento de L (I) en la simulacién B (D) sugiere la necesidad
de usar otros argumentos para predecir el decaimiento de la energia en estos
casos. Desde este punto de vista, se consideraran las cantidades anisotropas
introducidas en en capitulo 4, L, y I,, y se mostrarda que el estudio del
decaimiento de la energia en los modos 2D y 3D separadamente, d4 mejor
acuerdo entre los argumentos tedricos y las simulaciones. El método es similar
al utilizado en el capitulo 4 para turbulencia ~ k*.

La evolucion de la energia total en la simulacién B muestra que el de-
caimiento es ligeramente més rapido que E ~ t~%/% como puede verse en la
figura 5.5 (también se muestra el decaimiento para el caso ~ k?* correspon-
dinete a la simulacién D con fines comparativos). El decaimiento de B se
desvia entonces de la ley ~ =3/ derivada por otros autores a partir de argu-
mentos isétropos. De la misma forma, D se desvia del decaimiento ~ ¢t=%/7 y,
estrictamente hablando, es dificil identificar alguna ley de potencia en cual-
quiera de los dos casos. Precisamente, como se ve en la figura 5.7, tanto L
como [ crecen rapidamente en flujos rotantes. Es esperable entonces que los
argumentos basados en la cuasi-conservacién de estas dos cantidades fallen al
intentar predecir las tasas de decaimiento de la energia. La razon por la cual
estos argumentos fallan en flujos rotantes puede ser asociada a la ruptura de
la isotropia de los mismos.

En la figura 5.6 se muestra la evolucién del espectro isétropo para la
simulacion B entre los tiempos ¢t = 0 y t = 20. Al igual que para la simulacion
A, su dependencia ~ k? en las escalas grandes se preserva en el tiempo. Sin
embargo, la amplitud del espectro en las escalas grandes aumenta con el
tiempo, de acuerdo con la evolucion creciente de L observada en la figura 5.7
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Figura 5.5: Decaimiento de la energia para las simulaciones B (trazo continuo)
y D (guiones). Se muestran como referencia las leyes t=3/° y ¢=°/7 correspon-
dientes a predicciones fenomenoldgicas para turbulencia rotante del tipo de
Saffman y de Batchellor respectivamente. Estas predicciones asumen la con-
servacion de las magnitudes isotropas L e I respectivamente. Las predicciones
no se ajustan satisfactoriamente a los resultados numéricos.

E(k)

Figura 5.6: Evolucion del espectro de energia isétropo F/(k) para la simulacién
B desde t = 0 hasta t = 20 con incrementos temporales At = 0,5. Notar que
la forma ~ k% del espectro en las escalas grandes se conserva en el tiempo,
aunque la amplitud total del espectro aumenta en dichas escalas.
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Figura 5.7: (a) Evolucién de la integral L normalizada por su valor inicial
L(0) para la simulacién isétropa A (trazo continuo) y para la simulacién
rotante B (guiones). (b) Evolucién de la integral I normalizada por su valor
inicial 7(0) para la simulacién isétropa C (trazo continuo) y la simulacién
rotante D (guiones).

(b).

A partir de los argumentos esgrimidos en el capitulo 4, se espera que se
preserven unicamente las correlaciones en la direcciéon perpendicular al eje
de rotacion, y que sean L, o I las magnitudes que se mantienen constantes
dependiendo de las condiciones iniciales. Es por esto que se analizan las simu-
laciones B y D con la ayuda de la expansién (4.18) y del espectro anisétropo
E(k,). Asimismo, se diferenciara entre la energia Esp presente en la varie-
dad lenta y aquella presente en los modos rapidos E3p, como se hizo en el
capitulo anterior.

En la figura 5.8 se muestra la evolucién de E(k,) en la simulacién B.
Dado que el espectro isétropo inicial para esta simulacion se comporta como
E(k) ~ k* en las escalas grandes, la ecuacién (2.85) predice un espectro
perpendicular F(k,) ~ k; como efectivamente se observa en la figura. Por
otro lado, los resultados muestran que tanto el espectro isétropo inicial E(k)
como E(k,) mantienen su forma en las escalas grandes a lo largo del tiempo.
Sin embargo, s6lo E(k; ) mantiene su amplitud luego de un corto transitorio
inicial, mientras que la amplitud de E(k) en los mismos nimeros de onda
aumenta durante toda la simulacién. Esto se encuentra intrinsecamente aso-
ciado a la conservacion de L y al crecimiento monétono de L. La simulacién
D muestra un comportamiento similar para E(k) y E(k,) pero respetando
leyes ~ k* y ~ k3 respectivamente.

En las secciones 4.1 y 5.1 se concluyé que para espectros iniciales E(k) ~
k* (~ k%) se pueden esperar valores constantes de L (I,) siempre y cuando
las correlaciones en la velocidad decaigan lo suficientemente rapido. En ese
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Figura 5.8: Evolucién del espectro de energia perpendicular F (k) para la
simulacién B desde ¢ = 0 hasta t = 20 con incrementos temporales At =
0,4. La forma inicial del espectro en las escalas grandes ~ k; se conserva
aproximadamente durante toda la simulacién.

caso, mediante analisis fenomenolégico se derivé Eyp ~ t71/2 (Eyp ~ t72/3),
Al igual que para L e I, L, e I, se estimaron utilizando dos métodos dis-
tintos: ajustando el espectro F(k ) para valores chicos de k, y utilizando la
ecuaciones (4.48), (4.49), (4.16) y (4.17). Al igual que en el caso isétropo,
ambas estimaciones dieron resultados similares y las curvas que se muestran
a continuacion se obtuvieron mediante el segundo método. En la figura 5.9
se muestra la evolucion de L, y I, normalizadas por sus respectivos valo-
res iniciales a ¢ = 0 para las simulaciones rotantes B y D respectivamente.
A tiempos cortos sus valores decrecen rapidamente, para mantenerse luego
aproximadamente constantes durante el resto de la simulacion. Notar que en
las mismas simulaciones y en el mismo intervalo de tiempo L y I crecen al
menos un orden de magnitud (ver la figura 5.7).

El decaimiento de la energia en los modos rapidos y lentos para la simu-
lacién B presenta propiedades muy interesantes (figura 5.10 (a)). Eap crece
inicialmente hasta t ~ 10, cuando alcanza su valor maximo y comienza a
decaer. F3p decrece mas rapido que Fop y at ~ 20 ambas energias son com-
parables. A partir de ese instante, el sistema esta dominado por la energia
en los modos lentos. Pero ya desde t &~ 10 ambas energias decaen con leyes
de potencia con distintos exponentes. El decaimiento de Fsp es cercano a
~ t=1/2 de acuerdo con la ecuacién (5.11) y con la conservacién aproxima-
da de L, mientras que E3p decae aproximadamente como ~ 6/ ® el valor
esperado para el decaimiento de turbulencia isétropa del tipo Saffman segin
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Figura 5.9: (a) Cociente L, (t)/L,(0) en funcién del tiempo para la simu-
lacién B. (b) Evolucion de I, (t)/1,(0) para la simulacién D. Notar que en
ambos casos las magnitudes se mantienen aproximadamente constantes luego
de un transitorio inicial.

la ecuacién (5.4).

La simulacion D también muestra diferentes decaimientos para Esp y Esp
(figura 5.10 (b)). La energia en los modos lentos es compatible con Esp ~
t=2/3en acuerdo con el resultado de la ecuacién (4.41) para turbulencia de
Batchelor discutido en el capitulo anterior y derivado suponiendo constancia
de I,. La energia 3D, por su parte, decae aproximadamente segin FEzp ~
t=19/7 como se espera en el caso isétropo.

En la figura 5.11 se compara en detalle la evolucién de Fsyp para las simu-
laciones B y D. Se observa claramente una diferencia en las leyes de potencia
para cada caso. Este resultado indica que el decaimiento de la energia en
sistemas rotantes en régimen turbulento es efectivamente afectado por las
correlaciones en las escalas grandes, al observarse distintas leyes de potencia
para espectros iniciales E(k) ~ k? 6 ~ k*.

5.3.3. Transferencia de energia entre modos

El hecho de que en todas las simulaciones rotantes las energias Fop v
Esp respeten leyes de potencia distintas luego de un breve transitorio sugiere
que el intercambio de energia entre modos rapidos y lentos es despreciable
a tiempos largos, como es necesario para que relaciones de la forma de la
ecuacion (5.10) tengan validez. Los valores iniciales del niimero de Rossby en
las simulaciones B y D corresponden al rango intermedio estudiado en [56].
En dicho rango diversos autores observaron una transferencia méaxima de
energia desde modos 3D hacia modos 2D a tiempos cortos, resultando en
un posible crecimiento de FEyp a expensas de la energia transferida desde
modos 3D (en acuerdo con la evolucién de la figura 5.10). Sin embargo, el
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Figura 5.10: (a) Evolucién temporal de la energia E5p contenida en los mo-
dos con kj # 0 (guiones), y de la energia Fp en los modos con kj = 0
(trazo continuo); ambas curvas corresponden a la simulacién B. Se muestran
como referencia las leyes t=%/5 y t=1/2 correspondientes a las predicciones
fenomenoldgicas para el decaimiento de F3p v FEop para turbulencia de Saff-
man. (b) Mismas energias pero para la simulacién D. Las leyes ¢t~10/7 y ¢=2/3
corresponden a predicciones fenomenolégicas para turbulencia de Batchelor.
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Figura 5.11: Decaimiento de Fsp en funcién del tiempo para las simulaciones
B (trazo fino) y D (trazo grueso). Las predicciones t~/2 y t%/3 que se mues-
tran como referencia asumen un comportamiento constante de cantidades
anisotropas L, y I, respectivamente. Estos resultados fenomenologicos se
cumplen mejor que los que se siguen de la conservacién de integrales isotro-
pas L e I (ver la figura 5.5).
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decaimiento independiente de las energias 2D y 3D observado a tiempos més
largos en la misma figura, implica un intercambio pequeno de energia entre
modos 2D y 3D que no fue reportado antes.

Se puede obtener una medida cuantitativa del intercambio de energia
entre los modos 2D y 3D por unidad de tiempo a partir del flujo de energia
entre planos k| =cte. en el espacio Fourier. La energia por unidad de tiempo
atravesando cualquiera de estos planos esta dada por

Ky
(k) = / / /k - L), dkydk,dk., (5.16)

donde las integrales en k, y k, corren sobre todo el rango disponible en la
simulacién y el sombrero denota transformada de Fourier (para mayor refe-
rencia ver las definiciones de flujos anisétropos y funciones de transferencia
espectral en [57]). La energia transferida por unidad de tiempo desde modos
2D hacia modos 3D corresponde entonces a

S = (k= 0). (5.17)

Valores positivos de S representan transferencia de energia de modos 2D
a modos 3D, es decir, energia del plano k| = 0 hacia valores mayores de
k), resultando en una fuente de energia 3D proveniente de modos 2D. La
situacion inversa se da cuando S es negativo, representando transferencia de
energfa 3D hacia el plano 2D (es decir, S es una fuente de energia 2D debido
a pérdidas de energia 3D). Para que la transferencia de energia entre modos
pueda suponerse despreciable, debe compararse con las tasas de decaimiento
dEsp/dt y dEsp/dt. Si el cociente entre la transferencia S y las derivadas
anteriores es pequeno, entonces cobra sentido considerar los decaimientos
Esp y Esp en forma independiente.

La figura 5.12 muestra la evolucién de S normalizada por |dFEyp/dt| y
|dEsp/dt| para las simulaciones B y D. En ambos casos S es negativa antes
de t ~ 10, indicando transferencia de energia de modos 3D hacia modos 2D,
y explicando el crecimiento inicial de Fyp en B. Notar que en esta simulacion,
|dEsp/dt| es nulo en ¢t ~ 5, resultando en un valor infinito de S/|dFyp/dt]|
en la figura 5.12(a). M4s adelante, para t &~ 10 en la simulacién B y ¢ ~ 20
en D, los valores de S/|dEyp/dt| y S/|dEsp/dt| se vuelven muy chicos, in-
dicando una transferencia despreciable de energia entre modos 2D y 3D en
comparacion con las tasas de decaimiento de energia 2D y 3D. Este compor-
tamiento justifica el uso de ecuaciones de balance independientes para Fsp
y E3p como se hizo en este capitulo y el anterior.

Vale la pena aclarar que el hecho de que S/|dEsp/dt| vy S/|dEsp/dt]|
sean mucho menores que la unidad no implica que los modos 2D y 3D estén
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Figura 5.12: Energia intercambiada por unidad de tiempo S entre modos 2D
y 3D, (a) normalizada por |dFyp/dt| y (b) normalizada por |dFEsp/dt|, para
las simulaciones B (trazo fino) y D (trazo grueso). Los valores positivos de S
representan flujo de energia desde modos 2D hacia modos 3D, mientras que
valores negativos indican flujo desde modos 3D hacia modos 2D. A tiempos
cortos S es negativo, indicando transferencia de energia hacia los modos 2D.
El flujo S se vuelve despreciable luego de ¢ &~ 10, momento a partir del cual
se observan distintas leyes de potencia para Esp y Esp (comparar con la
figura 5.10).

completamente desacoplados. Los resultados solamente implican que el inter-
cambio de energia es muy pequeno durante el decaimiento auto-similar. Pero
todavia pueden tener lugar interacciones triddicas entre dos modos rapidos y
uno lento, siempre y cuando el modo lento actue sélo como intermediario y
no reciba ni entregue energia a los modos rapidos (ver [34] para una explica-
cién mas extensa sobre este tipo de interacciones). Tales interacciones entre
modos lentos y rapidos que preservan la energia 2D y 3D por separado son
necesarias para que dFE,p/dt sea proporcional a 1/ en la ecuacién (5.10),
ya que de no existir dichas interacciones, el decaimiento de Fsp deberia ser
el mismo que para Navier-Stokes en dos dimensiones e independiente de €2
(notar que las interacciones triddicas entre tres modos lentos son trivialmente
resonantes e independientes de ().

5.3.4. Distribucion espectral de la energia

Para ganar un conocimiento mas profundo sobre el desarrollo temporal de
la anisotropia en el flujo no alcanza con analizar los espectros E(k,) y FE(k).
En las figuras 5.13 y 5.14 se presentan curvas de contorno de los espectros
axisimétricos e(ky, k1) para las simulaciones A, B y D respectivamente. Con
el fin de obtener curvas de contorno circulares para las distribuciones espec-
trales iso6tropas, como en el capitulo anterior, los espectros de las figuras se
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Figura 5.13: Curvas de nivel del espectro axisimétrico e(ky, k1 )/senf a dis-
tintos tiempos para la simulacién A. Los contornos circulares indican una
distribucion isétropa de la energia.

dividieron por sen ¢, donde § =arctg (k/k.).

En ausencia de rotacién (figura 5.13) el espectro muestra una distribu-
cion isétropa evidenciada por contornos circulares que mantienen su forma
mientras el flujo decae. Sin embargo, en presencia de rotacion, la distribu-
cién espectral de energia se vuelve anisétropa, con mas energia cerca del eje
kj = 0 (figura 5.14). A tiempos tan tempranos como ¢ = 10 el méaximo de
los espectros axisimétricos ya se encuentra en el plano kj = 0 como se indica
mediante cruces en la misma figura. Esto concuerda con la transferencia de
energia de modos 3D hacia modos 2D observada en la figura 5.10.

A partir de t ~ 10, el intercambio de energia entre modos 3D y 2D se
vuelve despreciable y como fuera observado en la evolucion de Esp vy Esp,
la energia en los modos 3D decae mas rapido que la contenida en los modos
2D. Como resultado, la anisotropia espectral aumenta con el tiempo y la
mayor parte de la energia se acumula cerca del eje k) = 0 a tiempos largos.
Al mismo tiempo, el maximo del espectro se mueve lentamente a lo largo del
eje kj = 0 hacia valores mas chicos de k,, aunque ain a tiempos largos el
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Figura 5.14: Curvas de nivel del espectro axisimétrico e(ky, k1 )/senf a dis-
tintos tiempos para la simulacién B (a) y la simulacién D (b). Para los casos
rotantes la distribucion espectral se vuelve axisimétrica, con mas energia cer-
ca del plano k) = 0. Las cruces indican el valor maximo del espectro en cada

tiempo.
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Figura 5.15: Espectro axisimétrico e(k|, k) para la simulacién B para dife-
rentes valores de kj a tiempos ¢t =5 (a) y ¢t = 10 (b). Se muestra una ley &k
como referencia.
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Figura 5.16: Espectro axisimétrico e(kj, k1) para la simulacién D para dife-
rentes valores de kj a tiempos t =5 (a) y t = 10 (b).

maximo se encuentra lejos de k; = 1.

En las figuras 5.15 y 5.16 se estudia la forma del espectro cerca del plano
k| = 0 para las simulaciones B y D a dos tiempos distintos t = 5 y ¢t = 10.
Ambas figuras confirman que la mayor parte de la energia se encuentra en
modos 2D (kj = 0) y que la longitud de onda %k, del maximo de energfa
decrece lentamente con el tiempo. Por ejemplo, en la simulaciéon B el méaximo
del espectro para kj = 0 se encuentra en k; ~ 17 at =5,en k; = 13 a
t=10yen k, =~8at=35.

El espectro para modos con kj = 0 muestra una pendiente positiva para
nimeros de onda pequenos, y dicha pendiente preserva aproximadamente
su valor mientras el sistema evoluciona. Por lo tanto, los espectros e(kj, k)
para kj > 1 son aproximadamente planos para ntmeros de onda chicos, y
presentan una pendiente compatible con k:f’, especialmente para tiempos
tempranos y para el espectro correspondiente a kj = 1. Esto es consistente

con la ley e(ky, ki) ~ k[l/Qkfg valida para kj/k; < 1, derivada a partir de
ecuaciones para turbulencia de ondas inerciales en [96] y también observada
en simulaciones numéricas en [177].

5.4. Conclusiones

A lo largo de este capitulo se presentaron argumentos fenomenologicos
para predecir el decaimiento de turbulencia rotante con espectro de Saffman,
y se analizaron simulaciones numéricas de decaimiento libre de flujos turbu-
lentos en dominios peridédicos y en el régimen de ntimeros de Rossby grandes
a intermedios (Ro — ooy Ro = 0.1). Se recuperaron los resultados conocidos
anteriormente para el decaimiento de turbulencia isétropa ~ k2, verificando
asimismo que la integral L se mantiene aproximadamente constante a lo lar-
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go de la simulacion. Por otro lado, se analizé el caso de interés para esta
tesis de turbulencia rotante. En ese caso fue dificil identificar un decaimiento
auto-similar para la energia total, y se observé que para condiciones iniciales
de Saffman la integral isétropa L crece rapidamente durante toda la simula-
cién. Por otro lado, la energfa Eyp (contenida en kj = 0) y la energia Esp
(contenida en el resto del espacio Fourier) evolucionan segin leyes de po-
tencia distintas e independientes una de la otra. Estas leyes de potencia son
compatibles con las predicciones fenomenoldgicas que asumen valores de L |
aproximadamente constantes durante el decaimiento auto-similar, comporta-
miento que también fue verificado en las simulaciones.

Las distintas leyes observadas para Esp(t) y E3p(t) en este capitulo y en el
anterior requieren que la transferencia de energia entre los modos rapidos y los
modos lentos sea despreciable. Esto se verificé estudiando en las simulaciones
el flujo de energia entre planos k| = cte. en el espacio Fourier. Los resultados
mostraron que la energia se transfiere inicialmente de los modos 3D a los 2D,
como se espera en turbulencia rotante para nimeros de Rossby intermedios
[56]. Sin embargo, més tarde el flujo de energia entre modos 2D y 3D se vuelve
despreciable. En buen acuerdo con esto, las curvas de nivel de la distribucién
espectral axisimétrica de energia muestran que en presencia de rotacién la
energia se acumula rdpidamente en el plano kj = 0 y que luego del transitorio
la anisotropia aumenta con el tiempo como resultado de las distintas tasas
de decaimiento de la energia Esp v Esp.

Los resultados obtenidos en este capitulo, junto con los del capitulo ante-
rior, brindan una descripcién completa de las leyes de decaimiento que puede
sufrir la turbulencia rotante. En particular, dado el contenido de helicidad
inicial en le flujo, si el flujo esta confinado o no, y conocida la correlacién
inicial del campo de velocidad en escalas grandes (o equivalentemente, la for-
ma del espectro), pueden predecirse las leyes de decaimiento auto-similar que
seguird la energia en los modos lentos y los modos réapidos. En el proximo
capitulo se considera el decamiento de flujos rotantes y estratificados, en el
marco particular de la aproximacion cuasi-geostrofica de superficie, de interés
en flujos atmosféricos y ocednicos.



Capitulo 6

Aproximacion cuasi-geostrofica
de superficie

6.1. Introduccion

En los capitulos anteriores, se mostré que la presencia de helicidad en
flujos rotantes retrasa el decaimiento de la turbulencia y de las estructuras
en el seno del fluido, tal como fuera propuesto originalmente por Lilly para
flujos atmostéricos [18]. Se encontraron ademas otros mecanismos que afectan
al decaimiento, como ser la anisotropia inicial, la correlacion inicial del campo
de velocidades en escalas grandes, el confinamiento del flujo y la presencia
de estructuras coherentes.

La extension de estos resultados a flujos atmosféricos requiere considerar
otros efectos fisicos como el de la estratificaciéon. En este capitulo se considera
un modelo simplificado de flujos rotantes y estratificados como una prime-
ra extension y aplicaciéon de los resultados anteriores, con especial énfasis
en el efecto de las estructuras coherentes en las escalas mas grandes en el
decaimiento del flujo. Para dicho fin, sera necesario introducir algunas herra-
mientas nuevas en el marco de esta tesis, pero usuales en el estudio de flujos
turbulentos.

La necesidad de estudiar la dinamica de flujos atmosféricos y oceanicos
generd una gran variedad de modelos aproximados derivados a partir la ecua-
cion de Navier-Stokes en tres dimensiones para flujos rotantes y estratificados
(ver ejemplos en [24,33,127]).

Una descripcién bastante completa de los flujos estratificados puede ob-
tenerse usando la aproximacion de Boussinesq, en la cual se ignoran las va-
riaciones de la densidad excepto cuando se encuentra acoplada a la gravedad
(término de Buoyancy), es decir, se permiten desviaciones de la densidad, la

99
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presion y la temperatura respecto al balance hidrostatico en la direccion ver-
tical pero la densidad se considera constante en el plano horizontal. En esta
aproximacion, el flujo contintia considerandose incompresible pero u, # 0.

Uno de los modelos mas simples corresponde a la llamada aproximacion
geostrofica, en donde se resuelve una ecuacion hidrostatica para la direccion
vertical, al suponerse nula la componente vertical de la velocidad (u, = 0),
mientras que en el plano horizontal se resuelve un balance lineal entre la
fuerza de Coriolis y el gradiente de presion.

De la aproximacion de Boussinesq se desprende también otra familia de
modelos, relacionaos con la llamada aproximacién cuasi-geostréfica (QG).
Dicha aproximacion fue derivada en el capitulo 2 a partir de las ecuaciones
de Boussinesq. Desarrollado principalmente por Charney [23-25], aunque es-
bozado antes por Rossby [128], QG es el primer modelo aplicable a escalas
sinépticas (~ 100 km) que permitié realizar un tratamiento analitico de los
movimientos atmosféricos y ocednicos basicos para nimeros de Rossby pe-
quenos.

La ecuacién cuasi-geostrofica de superficie o SQG (del inglés “surface
cuasi-geostrophic”) fue introducida originalmente como un modelo para re-
giones de la atmoésfera o los océanos cercanas a superficies de contorno, tales
como la superficie océanica o la tropopausa. Es asi que Blumen [26] desa-
rroll6 el modelo de superficie SQG cuya dindamica es influenciada enteramente
por la evolucién de la temperatura potencial (o la densidad) en la superfi-
cie. Este modelo es utilizado actualmente para estudiar la dindmica de las
altas capas de la tropdsfera [27-29] y de las capas superiores del océano con
relativa precisién hasta aproximadamente los 500 m de profundidad [30-32].

Mas alla de las potenciales aplicaciones atmosféricas u oceanicas, la ecua-
cion SQG ha despertado gran interés desde un punto de vista enteramente
matematico. Esto se debe a que, a pesar de representar un sistema bidimen-
sional, la dindmica de la ecuacién SQG comparte similitudes con la ecuacién
de Euler en tres dimensiones. Varios trabajos matematicos y numéricos se
han dedicado a estudiar si los flujos SQG desarrollan singularidades en el
gradiente del campo escalar (la temperatura o la densidad) a partir de con-
diciones iniciales suaves y en tiempo finito [129-131, 133]. También se han
realizado estudios numéricos comparando la dindmica de sistemas SQG con
y sin viscosidad [134]. Recientemente se le ha prestado mayor atencién desde
el punto de vista fisico a la presencia de cascadas en los sistemas SQG, al
encontrarse que las escalas grandes de estos sistemas poseen propiedades de
invariancia conforme [135].

Antes de que se considere el decaimiento de turbulencia en flujos SQG,
se debe considerar una de las preguntas fundamentales a la hora de estudiar
la dindmica de la atmosfera y los océanos: la forma a través de la cual se
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establece el espectro de equilibrio de energia y el tipo de transferencia y
acoplamiento que se desarrolla entre distintas escalas. Interesara el caso de
flujos bajo la aproximacién SQG. Como se vi6 en los capitulos anteriores,
conocer el espectro de energia es necesario para poder predecir el decaimiento.
En particular, sistemas SQG disipativos y en presencia de un forzante externo
han sido estudiados en simulaciones numéricas, incluyendo sus leyes de escala
y la direccién de cascadas [136-138].

Una forma de estudiar este problema es mediante ensambles de Gibbs.
Ensambles clasicos de Gibbs han sido aplicados extensamente en el estudio de
representaciones de Galerkin de sistemas turbulentos. En general, los ensam-
bles clasicos de Gibbs pueden aplicarse a sistemas con cantidades cuadraticas
conservadas y que satisfacen el teorema de Liouville, el cual implica la incom-
presibilidad del flujo en el espacio de fases (por ejemplo, el espacio complejo
de modos Fourier). La ecuaciéon SQG cumple estas condiciones [157]

En [140] se pueden encontrar los primeros estudios sobre la mecdanica
estadistica de distribuciones discretas de vortices en flujos bidimensionales
utilizando un formalismo Hamiltoniano. Més tarde se mostré en [126] que
la estadistica de Gibbs puede ser aplicada a las ecuaciones hidrodinamicas
y magnetohidrodinamicas (MHD). Esto permitié realizar estudios de distri-
buciones continuas de vorticidad en flujos inviscidos 2D [141-143, 180], en
donde se derivaron los espectros de equilibrio para las magnitudes cuadrati-
cas conservadas. Como continuacién de [141], el espectro de equilibrio para
flujos dados por la ecuacién de Euler 3D fue considerado en [145]. Soluciones
de equilibrio para flujos magnetohidrodinamicos ideales (3D) fueron inves-
tigadas en [144] y recientemente el enfoque fue extendido a las ecuaciones
Hall-MHD en [147].

En el estado de equilibrio absoluto, los campos poseen estadistica Gaus-
siana y las magnitudes cuadraticas conservadas del sistema poseen tempera-
turas asociadas, que pueden ser tanto positivas como negativas. En el primer
caso, se dice que la cantidad termaliza y se distribuye igualmente en todos
los modos del sistema. En el segundo, la cantidad condensa y se acumula en
los modos més bajos. Sin embargo, los sistemas disipativos turbulentos estan
lejos del equilibirio ya que el efecto de la viscosidad evita la relajacion hacia
un estado de equilibrio ideal, dando lugar a soluciones con flujo distinto de
cero (cascadas). Es asi como una comparacién directa con soluciones en equi-
librio no es del todo adecuada. A pesar de esto, los ensambles de Gibbs son
utiles para predecir la direccién de las cascadas en muchos sistemas disipati-
vos forzados, dependiendo de si la magnitud de interés termaliza o condensa
en el sistema inviscido truncado (ver [143, 145,148, 149]). Sin embargo, es
importante notar que no todas las cascadas inversas en sistemas disipati-
vos forzados estan asociadas con condensados en el equilibrio estadistico del
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sistema ideal truncado [49,150]. Un ejemplo es el caso de turbulencia rotan-
te 3D en donde el estudio de un sistema inviscido truncado muestra que el
sistema relaja hacia un estado termalizado con la energia distribuida isétro-
pamente en todas sus escalas, mientras que el sistema forzado con viscosidad
presenta una cascada inversa de energia hacia escalas grandes. La presencia
de rotacién en el sistema invisido solo retrasa el tiempo de relajacién hacia
el equilibrio [181].

Ademas, estudios recientes sobre transitorios y estados cuasi-estables en
flujos inviscidos truncados mostraron que bajo ciertas condiciones los mo-
dos no termalizados se comportan como en el caso viscoso (ver por ejem-
plo [151-154]), indicando que se puede extraer mas informacién de los en-
sambles de Gibbs que soélo la direccion de las cascadas. En particular, se
encontrd que a tiempos cortos y a medida que el sistema evoluciona hacia el
equilibrio, se puede hacer una comparacién directa entre la evolucion del siste-
ma inviscido y del viscoso considerando en el sistema inviscido al efecto de los
modos que ya han termalizado como una viscosidad efectiva que actia sobre
los modos no termalizados [151,152]. La validez de esta analogia fue verifi-
cada en varios sistemas, incluyendo las ecuaciones de Euler en 3D [151-153],
flujos rotantes en 3D [150], MHD en 2D [146], y condensados de Bose-Einstein
usando las ecuaciones de Gross-Pitaevskii [156]. En este tltimo caso las ecua-
ciones truncadas permitieron el estudio de la termalizacion de condensados
de Bose-Einstein a temperatura finita.

En este capitulo se utilizan ensambles de Gibbs clasicos para investigar so-
luciones de equilibrio de las ecuaciones truncadas de sistemas SQG inviscidos.
En particular, se derivan soluciones tedricas para los espectros de equilibrio
de la energia y la enstrofia, y se verifica numéricamente la convergencia de
las soluciones del sistema SQG truncado con las soluciones estadisticas de
equilibrio, comparando con resultados numéricos.

Las soluciones de equilibrio estadistico indican que la enstrofia termaliza
mientras que la energia condensa, en buen acuerdo con resultados numéricos
previos donde se reporta una cascada directa de enstrofia y una cascada inver-
sa de energia para el caso disipativo forzado [136,139]. Durante el transitorio
anterior a la solucién de equilibrio, se observa en el caso ideal el desarrollo
de un espectro inercial que coincide con el obtenido anteriormente en simu-
laciones del sistema viscoso, a diferencia de simulaciones previas del sistema
inviscido donde se observaron espectros mas empinados [134]. Se presenta
luego una analogia entre la fraccion sin termalizar de la energia y la ens-
trofia en las simulaciones inviscidas con el decaimiento libre de la energia
y la enstrofia en las ecuaciones SQG con viscosidad para nimeros de Rey-
nols grandes. Esta analogia permite identificar comportamientos asintoticos
del decaimiento del sistema para nimeros de Reynolds muy grandes. Los
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resultados de este capitulo fueron publicados en [170]

6.2. Ensamble candnico en la aproximacion

SQG

El sistema considerado en este capitulo corresponde a un fluido en dos di-
mensiones, incompresible y cuya dinamica responde a la aproximacion SQG.
Dicha aproximacion suele presentarse en la literatura como parte de una
familia de ecuaciones para la adveccién de un escalar activo [136]

q = (=0)"y, (6.1)

donde 1) es la funcién corriente tal que u =V x (12).

Estas ecuaciones incluyen la ecuaciéon SQG para o = 1 [26,161], la ecua-
ciéon para la vorticidad en un flujo Euleriano si @ = 2, y la ecuacién de
movimiento para un flujo poco profundo en un dominio rotante forzado por
una fuente interna de calor uniforme si a = 3 [162]. Asimismo, el caso o = —2
corresponde a la ecuacién QG de aguas poco profundas en el limite de escalas
grandes en comparacién con la escala de deformacién [163].

En todos estos modelos el flujo se describe a través de la funcién corriente
1 cuya dindmica respeta las llamadas ecuaciones de turbulencia-«, que en el
caso ideal generalmente se escriben en la forma

g+ [,q] =0, (6.2)

donde [,] es el corchete de Poisson
|A, B] = 0,A0,B — 0, B0, A. (6.3)

Es facil ver que para o = 1 las ecuaciones 6.1 y 6.3 corresponden a las
ecuaciones SQG derivadas a partir de las ecuaciones de Boussinesq en el
capitulo 2.

Para SQG, la ecuacion (6.1) en el espacio Fourier se reduce a

Q(k) = [kl (k). (6.4)

mientras que la ecuacién (6.2) resulta

1

(9990 — 3 3,0) (6.5)



104CAPITULO 6. APROXIMACION CUASI-GEOSTROFICA DE SUPERFICIE

donde los sombreros denotan transformada de Fourier. La dinamica SQG
ideal posee dos magnitudes cuadraticas conservadas, andlogas a la energia y
a la enstrofia en un fluido Euleriano en dos dimensiones. Se definen como

1
E = 7 /qd) dxdy, (6.6)

G = %/QQ dxdy, (6.7)

donde A es el area total del dominio de integraciéon. A continuacién nos
referiremos a dichas magnitudes como la pseudo-energia y pseudo-enstrofia
respectivamente.

En el caso de un sistema SQG forzado con disipacion, la teoria de Kolmogorov-
Batchelor-Kraichnan (KBK) predice dos rangos inerciales para estas magni-
tudes [136]: una cascada inversa de pseudo-energia con espectros

BE(k) ~k2; G(k) ~ k", (6.8)

y una cascada directa de pseudo-enstrofia con espectros

E(k) ~ k783, G(k) ~ k753 (6.9)

La pseudo-energia y la pseudo-enstrofia en cada modo Fourier k se rela-
cionan segun

G(k) = kE(k) = |u(k)|?. (6.10)
Usando que R A
i, (k) = —Zk@iﬁ(k),f@(k) = ik, (k) (6.11)

y que la relacién entre la pseudo-energia y la funcion corriente en cada modo
es
G* = (k] + k)] = k2|0, (6.12)

se puede escribir a la pseudo-energia y a la pseudo-enstrofia en el espacio

Fourier como A
E= Y k), (6.13)
k/keN’

G=3 Rl (6.14)
k/keN’

donde N = {1, ..., N} incluye a todos los grados de libertad del sistema.
A partir de estas relaciones se pueden derivar las soluciones de equilibrio
estadistico para un sistema SQG truncado y sin viscosidad. En este contexto,
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truncado significa que el espacio Fourier es limitado a un nimero finito de
grados de libertad V.

La distribucion canodnica da la probabilidad de encontrar al sistema en
una configuracion con una dada pseudo-energia y pseudo-enstrofia. En este
caso esta dada por

P = ; ~(BE+G) (6.15)

La funcién de particiéon Z se obtiene integrando dicha probabilidad en todo
el espacio de fases y usando que

/ Pd¢ =1, (6.16)
espacio de fases

con d¢ = [, du;(k)dus (k) el diferencial de volumen en el espacio de fases, y
donde u; y uy se definen de forma tal que t(k) = u; (k) 4 iuz(k). Se obtiene
asi

7 = / e~ BERG) ge (6.17)
espacio de fases

Debido a la condicién de incompresibilidad V-u =10 (o k-1t =0 en el
espacio Fourier) las componentes de u; y uy se relacionan segun
kx&lx + kyﬁly - 0, (618)
kgtiog + kytia, = 0. (6.19)
Utilizando las ecuaciones (6.12),(6.13) y (6.14),

y la funcién de particion resulta

7 = /6_’82 ‘U(:)‘ —v X [u(k)? H du1 dUQ )
k/keN'

= ]I 27r/ (9P |y, (k)| duy (K)

Kk/keN’

X o / 192092 ()| 4 (1 s (K). (6.22)
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Sabiendo que

I L
e "R edr = ————— 6.23
/0 2(vk + ) (6:23)

siempre y cuando Re(y + #/k) > 0, la funcién de particién se reduce a

z- 1] (ylﬁﬁ)Zz I (6.24)

k/keN' K/keN’

A partir de la funcién de particion se pueden derivar los espectros medios
para la pseudo-energia y la pseudo-enstrofia por modo

olnZz 2

Bl)= - =25 (6.25)
olnZz 2k

Gk)=— o = po—h (6.26)

Estos espectros dan la pseudo-energia y la pseudo-enstrofia contenida en cada
modo k en el equilibrio. Notar su caracter isétropo, al depender tinicamente
del médulo del vector de onda. Suponiendo que los modos en cada capa k
son lo suficientemente densos en todo el espectro [142], se pueden obtener
los espectros isétropos usuales integrando las ecuaciones (6.25) y (6.26) a
lo largo de circunferencias de radio k, de forma tal que E(k) = nkE(k) y
G(k) = mkG(k). Se obtienen finalmente las expresiones para los espectros
isotropos de pseudo-energia y pseudo-enstrofia,

2wk

Bk) = / Bokdy = k() = — (6.27)
2mk?

G(k) = / Gligkdy = ThG(k) = = (6.28)

donde ¢ es el angulo polar en el espacio Fourier en dos dimensiones.

Tanto la pseudo-energia como la pseudo-enstrofia son magnitudes cuadrati-
cas y, por ende, las expresiones (6.27) y (6.28) deben ser positivas. Pidiendo
que la pseudo-energia y la pseudo-enstrofia sean positivas para todo k > 0,
aun en el limite de inifinitos grados de libertad, se obtiene v > 0. La relacion
vk 4+ 3 > 0 debe cumplirse para cada valor de k, y siendo entonces k = 1 el
caso mas restrictivo, se le debe pedir al sistema que satisfaga la condicién

v > —p. (6.29)

Esta condicién es suficiente para que la integral (6.23) converja. Por ende,
como v > 0y [ puede ser positiva o negativa, la pseudo-enstrofia es la
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magnitud que termaliza mientras que la pseudo-energia puede condensar en
los niimeros de onda mas pequenos.

Se espera que a tiempos largos el sistema SQG truncado alcance las solu-
ciones de equilibrio (6.27) y (6.28). Los valores de v y (3 resultan univocamen-
te determinados por la cantidad total de pseudo-energia y pseudo-enstrofia
contenida en las condiciones iniciales y pueden ser calculados resolviendo el
sistema de ecuaciones

21k
E(t=0)= , (6.30)
25k
27k?
G(t=0)= . (6.31)
—~ Yk + 0

Estas ecuaciones se pueden convertir en dos ecuaciones polinémicas con dos
incognitas a y 3. El niimero de términos en el lado derecho de las ecuacio-
nes (6.30) y (6.31) depende del maximo nimero de onda que se preserva al
truncar el sistema (en simulaciones numéricas dependerd de la resolucion N).
Al ser E(t = 0) y G(t = 0) conocidos, el sistema de ecuaciones 6.30 y 6.31
puede resolverse facilmente en forma numérica. Los valores de (a, () que se
obtuvieron para las resoluciones y valores iniciales de F/'y G que se usaran en
la préxima seccién son: (346,23, —342,60) para N = 32, (1344,79, —1341,39)
para N = 64, (5044,05, —5040,75) para N = 128, (19504,20, —19500,90) pa-
ra N = 256, (77579,35, —77576,13) para N = 512 y (311246,27, —311243,06)
para N = 1024.

6.3. Resultados numeéricos

En esta seccién se presentan simulaciones numéricas de las ecuaciones
SQG. En primer lugar, se comparan resultados numéricos de espectros invisci-
dos a tiempos largos con los resultados tedricos derivados en la seccion an-
terior. En la segunda parte se estudia la transicion desde las condiciones
iniciales hacia el espectro de equilibrio en simulaciones con mayor resolucién
espacial, y se compara el comportamiento de la fraccién de pseudo-energia y
pseudo-enstrofia no termalizada en los casos inviscidos con la pseudo-energia
y la pseudo-enstrofia en las simulaciones con viscosidad. Finalmente, se usan
los resultados para estudiar el decaimiento de la turbulencia SQG.
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6.3.1. Simulaciones ideales

Se utilizo el mismo codigo pseudoespectral paralelizado que en los capitu-
los anteriores [58,59], el cual fue extendido para resolver numéricamente la
ecuacién (6.5) en un dominio periddico de superficie (27)?. Para evolucionar
las ecuaciones en el tiempo se utilizo el método de Runge-Kutta de segun-
do orden, y los términos no lineales se calcularon con la regla de los dos
tercios. Vale la pena recordar que segin esta regla, el espacio de Fourier pa-
ra un sistema de N? puntos de grilla se encuentra truncado a un ntimero
de onda maximo dado por k.. = N/3. Bajo estas condiciones, los métodos
pseudo-espectrales se vuelven no disipativos y conservan todos los invariantes
cuadraticos en el espacio de Fourier truncado, resultando equivalentes a méto-
dos Galerkin [22]. A modo de ejemplo, en simulaciones de la ecuacién SQG
ideal con resolucién de 5122 puntos de grilla y paso temporal At = 2 x 1074,
la energia se conserva hasta el cuarto digito significativo luego de 500 revo-
luciones de los vértices mas grandes en el dominio. Se utilizaron resoluciones
espaciales entre 322 y 10242 puntos de grilla y la condicién inicial para todas
las simulaciones es una superposiciéon de modos de Fourier con fases aleato-
rias, con un espectro de pseudo-energia F(k) ~ k=2 para 1 < k < 4 y nulo
en otro caso.

Todas las simulaciones sin viscosidad evolucionan de la misma manera.
Comienzan mostrando una termalizacién progresiva en la pseudo-enstrofia,
de los modos de mayor a menor nimero de onda, alcanzando un estado de
equilibrio luego de transcurrido un cierto tiempo que depende de la resolu-
cién espacial. Las simulaciones con mayor resolucién demoran mas tiempo
en alcanzar el equilibrio en todas las escalas. Una vez alcanzado el estado de
equilibrio, los espectros deberian ser compatibles con las soluciones (6.27) y
(6.28) halladas anteriormente.

En la figura 6.1 se muestran los resultados numéricos para el espectro
isétropo de pseudo-enstrofia una vez alcanzado el equilibrio en simulaciones
ideales con 322, 642 y 1282 puntos de grilla. Los datos numéricos represen-
tados con diferentes simbolos se comparan con las predicciones tedricas in-
dicadas con guiones. Los espectros numéricos son consistentes con la teoria
en todos los niimeros de onda, mostrando un maximo en k = 1 asociado a la
condensacion de la pseudo-energia, y un comportamiento ~ k para nimeros
de onda mayores asociado a la termalizaciéon de la pseudo-enstrofia. Notar
que el tiempo en el que se alcanza el equilibrio aumenta rapidamente con la
resolucion. Los resultados de la figura 6.1 corresponden a tiempos t = 20,
t = 1000 y t = 24000 en orden creciente de resolucioén.

Simulaciones con mayor resolucién N = 256, N = 512 y N = 1024 se
muestran en la figura 6.2, todas a tiempo fijo ¢ = 200. Para estas resoluciones
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Figura 6.1: Espectros isétropos de la pseudo-enstrofia para simulaciones idea-
les con 322 (rombos), 64% (cuadrados) y 128% (tridngulos) puntos de grilla a
tiempos t = 20, 1000 y 24000 respectivamente. La predicciéon utilizando el
ensamble de Gibbs (ecuacién 6.28) se muestra con guiones. Los resultados

numéricos coinciden con la teoria en todo el rango de niimeros de onda.
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Figura 6.2: Espectros isotropos de la pseudo-enstrofia para simulaciones idea-
les N = 256 (rombos), N = 512 (tridngulos) y N = 1024 (cruces) en t = 200.
La prediccién tedrica del ensamble de Gibbs (ecuacién 6.28) se muestra con
guiones. Al incrementar la resolucion, aumenta el tiempo en el cual las escalas
grandes alcanzan el equilibrio; sin embargo, la termalizacion en las escalas
chicas se alcanza rapidamente en todas las resoluciones.

el proceso de termalizacién es mas lento y la convergencia hacia la solucion
de equilibrio para los niimeros de onda mas pequenos requiere mas tiempo.
En la figura se presentan los resultados en un mismo instante con el propdsito
de comparar el grado de termalizacién alcanzado en cada sistema. Si bien las
simulaciones se continuaron durante varios miles de unidades de tiempo, no
se pudo alcanzar un estado de completo equilibrio para estas resoluciones. De
todas maneras, los resultados numéricos y tedricos son consistentes a partir
de niimeros de onda medios en adelante.

El aumento del tiempo necesario para alcanzar la termalizacion a medi-
da que la resoluciéon aumenta puede verse en la figura 6.3, que muestra el
tiempo t, para el cual los sistemas con N = 128, 256, 512 y 1024 terma-
lizan un porcentage arbitrario (el 50 %) de su pseudo-enstrofia. Notar que
la termalizacién ocurre predominantemente (y répidamente) en ntimeros de
onda grandes, de forma tal que alcanzar el equilibrio en los niimero de onda
pequenos demora un tiempo apreciablemente mayor.

A partir de los resultados numeéricos de las figuras 6.1 y 6.2 se concluye
que para verificar la validez de la prediccién tedrica de los ensambles de
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Figura 6.3: Tiempo ¢, para el cual los sistemas ideales termalizan el 50 %
de su enstrofia en funcion de la resolucion N. La forma creciente de es-
ta funcion muestra que los sistemas demoran mas tiempo en termalizar su
pseudo-enstrofia a medida que aumenta el tamano del sistema.

Gibbs alcanza con considerar resoluciones bajas, por ejemplo, N = 64. Sin
embargo, y como se vera mas adelante, para estudiar la transicién que sufren
estos sistemas al evolucionar hacia el equilibrio, las simulaciones con mayor
resolucion permiten identificar mejor las leyes de escala y comparar en forma
mas precisa con casos similares pero con viscosidad. Es por esto que en lo
que resta de este capitulo se estudiara tinicamente la simulacion con mayor
resolucion N = 1024.

La figura 6.4 muestra la evolucién temporal de los espectros de pseudo-
energia y pseudo-enstrofia para la simulaciéon N = 1024. A tiempos cortos,
ambos espectros desarrollan rangos inerciales similares a los esperados para el
decaimiento de un sistema viscoso, con pendientes compatibles con la fenome-
nologia de Kolmogorov-Batchelor-Kraichnan (KBK) aplicada a la ecuacién
SQG [136]. El espectro de pseudo-enstrofia muestra una ley ~ k=% mientras
que en el de pseudo-energfa puede identificarse una ley ~ k=8/3. Al evolucio-
nar, la pseudo-enstrofia muestra una termalizacion progresiva comenzando
en los nimeros de onda mas grandes. El rango con comportamiento viscoso-
inercial observado inicialmente se acorta progresivamente a medida que el
espectro termalizado G(k) ~ k se ensancha, avanzando en direccién a niime-
ros de onda menores. Se considera al minimo del espectro de pseudo-enstrofia
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Figura 6.4: (a) Evolucién del espectro de pseudo-energia para la simulacién
ideal con N = 1024 entre t = 1 y t = 204 con incrementos At = 4. Ini-
cialmente se observa una ley ~ k~%% seguida de un rango en equilibrio. Al
transcurrir el tiempo, méas modos se aproximan al equilibrio. La linea hori-
zontal indica la prediccién del ensamble de Gibbs. (b) Evolucién del espectro
de pseudo-enstrofia para los mismo tiempos que en (a). Inicialmente se ob-
serva una ley ~ k=53 seguida de un rango en equilibrio. Més y mas modos
se aproximan al equilibrio a medida que el tiempo transcurre. La linea ~ k
indica la prediccién del ensamble de Gibbs. Las flechas indican la direccién
en la que evolucionan los espectros con el tiempo.

k = ki, como al nimero de onda que divide estos dos rangos. En lo que a la
pseudo-energia respecta, su espectro plano para k > ky,, y su valor maximo
en k = 1 evidencian condensaciéon de esta cantidad para valores pequenos de
k, en lugar de la termalizacién para nimeros de onda grandes observada en
la pseudo-enstrofia.

A continuacién se define la pseudo-energia y la pseudo-enstrofia termali-
zada como la suma de estas cantidades contenidas en los modos con k > ky,,

kma.’b kmal‘
Ey= Y E(k), Gun= > G(k). (6.32)
k}:k}th k:kth

Asimismo, se pueden definir las pseudo-energia y pseudo-enstrofia no terma-
lizadas como la diferencia entre el valor total de estas cantidades y sus valores
termalizados, es decir,

Enin = E — By, Gun = G — Gy, (6.33)

En la figura 6.5 se muestra la evolucion de Eyy,, En, G ¥ G norma-
lizados por E y G respectivamente. Inicialmente, Fy, y Gy, crecen mondto-
namente hasta converger a valores constantes a tiempos largos. Esto es con-
sistente con lo observado en la figura 6.4, en donde mas y mas modos se
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Figura 6.5: Evolucién temporal de las pseudo-energia (trazo fino continuo)
y pseudo-enstrofia termalizadas (trazo fino con guiones) normalizadas por
la pseudo-energia y la pseudo-enstrofia total respectivamente, para la simu-
lacién con N = 1024. Ambas magnitudes crecen mondétonamente hacia su
valor asintético de equilibrio. También se muestra la evolucién de las pseudo-
energia (trazo grueso continuo) y pseudo-enstrofia no termalizadas (trazo
grueso con guiones) en la misma simulacién, normalizadas respectivamente
por el valor total de la pseudo-energia y la pseudo-enstrofia.

aproximan a la solucién estadistica de equilibrio con el transcurso del tiem-
po. La evolucién decreciente de kg, que se muestra en la figura 6.6 también
corrobora este comportamiento. Mientras que la mayor parte de la pseudo-
energia condensa en k = 1, Fy, continia representando una pequena fraccion
de la pseudo-energia total mientras que F,;;, (que en este caso representa a la
pseudo-energia condensada) se mantiene practicamente constante. Por otro
lado, Gy, crece hasta representar una fraccién mucho mayor de la pseudo-
enstrofia total ya que su espectro termalizado sigue una ley ~ k en nimeros
de onda grandes, conteniendo una fraccion significativa de la enstrofia total
del sistema.

Como se encontré en [152] para las ecuaciones de Euler truncadas, atn en
un sistema inviscido la transferencia de enstrofia hacia modos termalizados
antes de alcanzarse el equilibrio puede interpretarse como un transitorio en
el cual los modos termalizados se comportan como una viscosidad efectiva
actuando sobre los modos en el rango no termalizado. Esta viscosidad efectiva
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Figura 6.6: Evolucion temporal de ky;, para la simulacién ideal con N = 1024.
A medida que transcurre el tiempo mas y mas modos termalizan, aunque
ki, no converge a cero debido a la condensacion de la pseudo-energia en
las escalas grandes. Recuadro: evolucién temporal de Ly, = 27 /ky, para las
simulaciones ideales con N = 1024 (trazo continuo)y N = 512 (guiones). Se
muestra una ley de potencia ~ t”/8 como referencia.
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es la responsable del desarrollo de rangos inerciales turbulentos como los que
se observan en los espectros a tiempos cortos (figura 6.4). En la proxima
secciéon se analizard con mas detalle esta etapa transitoria, comparando el
sistema inviscido con N = 1024 con soluciones de sistemas viscosos sometidos
a la misma condicién inicial.

6.3.2. Comparacion entre sistemas con y sin disipacion

Esta seccion se concentra en el periodo temporal durante el cual Ey, y
Gy, dependen del tiempo, es decir, antes de alcanzar sus valores asintéticos.
Durante este periodo, el flujo de pseudo-enstrofia hacia modos termalizados
puede interpretarse como una soluciéon fuera del equilibrio para los modos
k < ki, con una viscosidad efectiva asociada a los modos termalizados con
k > ky,. Se mostrard que durante este régimen, el modelo ideal trunca-
do analizado anteriormente puede brindar informaciéon muy valiosa sobre el
comportamiento de un sistema similar pero con viscosidad (por similar, se
entiende un sistema viscoso sujeto a las mismas condiciones iniciales). Con
este fin se compararan espectros y decaimientos de ambos sistemas.

Para estudiar sistemas viscosos se debe resolver la ecuacién (6.5) con la
adicién de un término disipativo,

o
ot K|
Esta ecuacion fue resuelta de la misma forma que en el caso ideal, con un
método pseudoespectral, la regla de los 2/3, y un método de Runge-Kutta

de segundo orden para evolucionar en el tiempo. La ecuacién (6.34) se puede
escribir en términos del escalar ¢ en el espacio real, resultando:

(0:a0,0 — 0.0 9y0) — vIKI*. (6.34)

0
8_3 = —u-Vq+vVig, (6.35)

lo cual puede verificarse facilmente a partir de la ecuacién (6.2). Esta ecua-
ciéon puede también transformarse en una ley de conservaciéon multiplicando
primero ambos miembros por ¢,

0
05! = —qu- Vg + Vg (6.36)

Utilizando la hipétesis de incompresibilidad, el primer término de la derecha
se puede escribir como
9q

a5, = V- (qu) + vqV?q, (6.37)
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para finalmente obtener la siguiente ley de conservacion,

1 0g? 1

———=—-V-(¢ V. 6.38
Integrando sobre todo el dominio, el primer término a la derecha se cancela
y la ecuacién (6.38) en el espacio Fourier resulta

G d [~ >

— = — G(k)dk = —2v k°G(k)dk = —o, (6.39)
dat dt J, 0

donde o representa la tasa de disipacion de la enstrofia. Introduciendo un

nimero de onda k, tal que toda la disipaciéon esté concentrada entre k = 1

y k = k,, para un estado turbulento estadisticamente estacionario se puede

aproximar

Ky
.y / K2G (k) dk (6.40)
1

La termalizacion de la pseudo-enstrofia obtenida por medio del ensamble
de Gibbs permite asumir la existencia de una cascada directa de pseudo-
enstroffa. Anélisis dimensional aplicado a G (k) ~ 0k® resulta en un espec-
tro para el caso forzado-viscoso

G(k) ~ o?3k=%3, (6.41)

al igual que el obtenido en [136]. El espectro de pseudo-energia se obtiene
trivialmente a partir de la ecuacién (6.10), resultando

E(k) ~ o?k=8/3, (6.42)

Notar que estas leyes de potencia son las mismas que se observan en los rangos
no termalizados durante el transitorio estudiado en la seccién anterior (figura
6.4). Reemplazando la ecuacion (6.41) en la ecuacion (6.40) se obtiene

o\ 1/4
ky ~ (5) . (6.43)
Esta relacion es importante ya que permite fijar la resolucion espacial en
simulaciones viscosas de manera tal que todas las escalas relevantes del fluido
estén bien resueltas. Para esto, se necesita que el nimero de onda £, sea
menor que el mayor nimero de onda disponible k.. = N/3, o dicho de otra
forma, debe cumplirse la condicion

hmaz 120 (k
[Z VZ( )

1

N
<
-3

(6.44)
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para todo tiempo.

En la figura 6.7(a) se muestra el espectro de pseudo-energia en diferentes
tiempos para la simulacion ideal truncada con N = 1024 y para una simula-
cién viscosa con N = 1024 y con v = 4 x 10~%. A tiempos cortos, la energia
contenida en escalas grandes es transferida a escalas mas chicas, siendo afec-
tada, eventualmente, por efectos de la termalizacion en el caso ideal o de la
viscosidad en el caso disipativo. Estos efectos difieren entre si: la termaliza-
cion es un proceso fuera del equilibrio que da como resultado una viscosidad
efectiva dependiente del tiempo (ver por ejemplo [151,152]), mientras que la
viscosidad en la simulacion disipativa es constante. Sin embargo, las escalas
grandes de ambos sistemas se comportan de forma similar, desarrollando es-
pectros de pseudo-energia ~ k3 de acuerdo a los resultados tedricos (notar
que el rango en el cual se observa una ley de potencia es mas extenso en el
caso ideal). A tiempos posteriores, se pierde la ley de potencia en la simula-
cién ideal, pero la amplitud del espectro en los modos con nimero de onda
pequeno coincide atun con la del sistema viscoso. La evolucion del espectro
de pseudo-enstrofia muestra un comportamiento similar .

6.3.3. Decaimiento

La similitud de los espectros en las escalas grandes entre el caso ideal y
viscoso invitan a comparar el decaimiento de cantidades cuadraticas en la
simulacién viscosa, por ejemplo G(t), con la evolucién de la componente no
termalizada de esa misma cantidad, G, del caso ideal. Como se vi6 en los
capitulos anteriores, el decaimiento libre de flujos turbulentos esta caracteri-
zado por cantidades cuadréticas que desarrollan decaimientos auto-similares
en el tiempo una vez que la turbulencia se encuentra plenamente desarrolla-
da. La determinacion de las leyes de potencia que obedecen estas cantidades
requiere generalmente de grandes resoluciones espaciales ya que la viscosi-
dad tiende a afectar el decaimiento, dificultando la determinacion de dichas
leyes. Ademas, las leyes de decaimiento son afectadas por el desarrollo de
estructruas coherentes en las escalas mas grandes del flujo, dificultando la
determinacion de una ley de potencias.

En la figura 6.8 se compara el decaimiento de la pseudo-enstrofia G(t)
en simulaciones disipativas, con la evolucién de G, (t) en casos ideales para
distintos tamanos de grilla. En todos los casos viscosos, la pseudo-enstrofia se
mantiene aproximadamente constante a tiempos cortos para luego desarrollar
un decaimiento auto similar con una ley de potencia compatible con G(t) ~
t=1/4. Luego de esta etapa autosimilar, el decaimiento se vuelve exponencial
como resultado de la viscosidad actuando sobre la pseudo-enstrofia remanente
en el sistema (figura 6.9).
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Figura 6.7: (a) Espectro de pseudo-energia a diferentes tiempos para las
simulaciones ideal (trazo continuo) y viscosa (guiones) con N = 1024. Ini-
cialmente ambas simulaciones desarrollan una ley compatible con ~ k%3
(indicada como referencia). Mds tarde, los espectros difieren en los ntimeros
de onda intermedios y grandes, mientras que los modos mas chicos contintian
mostrando amplitudes similares. Las flechas indican los valores de ky;, en ca-
da instante. (b) Espectros de pseudo-enstrofia a diferentes tiempos para las
mismas simulaciones que en (a). Se muestra una pendiente ~ k=53 como
referencia.
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Figura 6.8: Decaimiento de la pseudo-enstrofia G(t) para las simulaciones
viscosas (trazo continuo) y evolucion temporal de G, (t) = G — Gy () en las
simulaciones ideales (guiones) en orden creciente de resolucién: (a) N = 128,
con v = 2 x 107 en la simulacién viscosa, (b) N = 256, v = 5 x 107, (c)
N =512, v =25x10"% y (d) N = 1024, v = 9 x 107°. El decaimiento
viscoso de G(t) se aproxima al de G4, (t) a medida que el niimero de Reynolds

aumenta. Se muestra una ley ~ t~

1/4

como referencia. Los nimeros de onda

de disipacién para cada simulacién viscosa son: k, ~ 36 para N = 128,
k, ~ 84 para N = 256, k, ~ 150 para N = 512,y k, ~ 318 para N = 1024,
mientras que el mayor niimero de onda bien resuelto es ky.. = N/3.
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1.0

Figura 6.9: Decaimiento de la pseudo-enstrofia G(t) en escala semi-logaritmi-
ca para las simulaciones viscosas con N = 128, N = 256, N = 512 y
N = 1024 de abajo hacia arriba. Notar el decaimiento exponencial a par-
tir de ¢ ~ 80.

Por otro lado, la evolucién de Gy, es la misma en todas las simulaciones
ideales independientemente de la resolucién espacial considerada, con excep-
cién de un pequeno retraso en el tiempo para el cual se rompe la constancia
inicial (ver la figura 6.10 y el recuadro). Es interesante ver cémo la evolucién
de G(t) se aproxima a la de G, (t) a medida que el nimero de Reynolds
en las simulaciones viscosas aumenta. De hecho, el decaimiento ~ t'/* puede
identificarse en G, (t) a resoluciones mucho mas bajas (grillas de 1282 6 2562
puntos) que en los sistemas viscosos.

En este contexto, se puede entender al decaimiento viscoso de SQG de
la siguiente manera. A tiempos cortos, G(t) se mantiene aproximadamente
constante mientras que el espectro desarrolla su rango inercial. Los efectos
de la disipacién son despreciables debido a que las escalas chicas aun no han
sido excitadas. La ley de similaridad G(t) ~ t~/4 se observa una vez que la
turbulencia se desarrolla plenamente. En esta etapa, la tasa de decaimien-
to estd dominada por la transferencia turbulenta de pseudo-enstrofia hacia
escalas chicas y la evolucién temporal esta dada por la ecuaciéon de balance
dG/dt = —o, donde el flujo de pseudo-enstrofia o estd controlado por el
término no lineal de la ecuacién (6.35) y es independiente del valor de la
viscosidad v siempre y cuando el nimero de Reynolds sea lo suficientemen-
te grande. Como resultado, la simulacion ideal truncada muestra el mismo
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Figura 6.10: Evolucién de G, para diferentes tamanos de grilla: N = 128
(guiones), 256 (guiones y puntos), 512 (guiones y tres puntos) y 1024 (pun-
tos). A medida que aumenta la resolucién se observa un pequeno retraso en
el tiempo para el cual comienza el decaimiento. Esto se muestra con mayor
detalle en el recuadro. A excepcion de esta pequena diferencia, todas las si-
mulaciones decaen igual, con una ley compatible con t~/* que se muestra
como referencia.
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decaimiento auto-similar a pesar de poseer una viscosidad efectiva diferen-
te. A tiempos largos, la pseudo-enstrofia que atin permanece en el sistema
estd asocia a la pseudo-energia condensada en k = 1, y tanto esta pseudo-
energia como la peudo-enstrofia sélo pueden decaer de forma exponencial en
los casos viscosos (figura 6.9) mientras se mantienen constante en los casos
ideales (figura 6.10).

La figura 6.11 compara la fraccién de pseudo-energia no termalizada
Enn = E — Ey,(t) en la simulacién ideal con N = 1024, con el decaimien-
to de E(t) en simulaciones viscosas con N = 128 N = 256, N = 512 y
N = 1024. En el caso ideal no hay un cambio significativo en F,;, dado que
la mayor parte de la energia condensa. Los casos viscosos se aproximan a
este comportamiento a medida que disminuye su viscosidad, de acuerdo a
la fenomenologia de Batchelor-Kraichnan-Leith para sistemas que poseen un
invariante que condensa en las escalas grandes (en [158] se dan argumentos
similares para el decaimiento de la enstrofia mientras la energia se mantie-
ne aproximadamente constante durante el decaimiento de un flujo en las
ecuaciones de Navier-Stokes en dos dimensiones). Esta reduccién en la tasa
de decaimiento de la energia al disminuir la viscosidad fue observada tam-
bién para estos sistemas en [134], aunque sin identificar un comportamiento
asintotico.

Hasta ahora se utilizaron condiciones inciales aleatorias en todas las si-
mulaciones. Con el fin de estudiar la sensibilidad del decaimiento a las condi-
ciones iniciales, se discuten a continuacién los resultados obtenidos para tres
condiciones iniciales distintas utilizadas usualmente en el estudio de singula-
ridades en las ecuaciones SQG [129,134,165]:

I) ¢(t =0) = sin(x)sin(y) + cos(y), (6.45)
IT) ¢(t = 0) = —(cos(2x) cos(y) + sin(z) sin(y)), (6.46)
III) ¢(t = 0) = cos(2x) cos(y) + sin(z) sin(y) + cos(2x) sin(3y).  (6.47)

Las condiciones II y ITI produjeron el mismo decaimiento para la pseudo-
enstrofia ~ ¢t~1/4 observado anteriormente (figura 6.12). Sin embargo, la con-
dicién I condujo a un decaimiento mucho mas lento y no fue posible identi-
ficar una ley de potencia durante el tiempo en el cual fueron integradas las
ecuaciones. Estudios adicionales mostraron que el flujo producido por esta
condicion inicial, la cual activa inicialmente sélo unos pocos modos en el es-
pacio Fourier, desarrolla espectros de pseudo-energia y pseudo-enstrofia mas
empinados. Como resultado no se alcanza un espectro turbulento totalmen-
te desarrollado, el cual es necesario para que la pseudo-enstrofia decaiga en
forma auto-similar.
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Figura 6.11: Comparacion entre E,;;, en la simulacion inviscida con N = 1024
(guiones) y E(t) para las simulaciones viscosas con N = 128 (v =2 x 107?),
256 (v =5 x 107*), 512 (v = 2,5 x 107*) y 1024 (v = 9 x 107°), en trazo
continuo de abajo hacia arriba respectivamente.

El decaimiento G(t) ~ t~/* de las simulaciones es consistente con el limite
superior de cotas estrictas para la evolucion de la pseudo-enstrofia derivadas
en forma matematica a partir de las ecuaciones SQG (ver [130,131]). Desde el
punto de vista fisico, es interesante notar que esta ley de decaimiento puede
relacionarse con el decaimiento de otros sistemas que tienen condensados en
el caso ideal truncado, y que desarrollan estructuras coherentes en las escalas
grandes en el caso viscoso [166].

En turbulencia hidrodinamica en dos dimensiones, la energia esta con-
centrada en las escalas grandes mientras que la enstrofia se encuentra con-
centrada en escalas chicas. La separacion de escalas entre energia y enstrofia,
junto con la suposicién de acoplamiento débil entre dichas escalas [168,169],
derivé en la idea de entender a la turbulencia bidimensional como la super-
posicién de un estado coherente (condensado) y una fase aleatoria, separa-
dos por una “escala difusa” siguiendo ideas desarrolladas para condensados
de Bose-Einstein [167]. Para SQG, a partir de los resultados de la seccién
6.3, podemos considerar una escala integral asociada a la condensacion de
pseudo-energia en los nimeros de onda mas pequenos, la cual contiene la
mayor parte de la pseudo-energia del sistema (el condensado). Asimismo, se
puede considerar una escala asociada a la pseudo-enstrofia en donde se con-
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Figura 6.12: Evoluciéon de la pseudo-enstrofia para simulaciones viscosas con
condiciones iniciales IT y III, N = 1024 y v = 9 x 10~°. Ambas simulaciones
muestran un decaimiento compatible con G(t) ~ t~'/* como muestra la ley
de referencia ~ t~1/4

centra la mayor parte de dicha cantidad (con ntimero de onda grande, y que
corresponderia a la fase aleatoria). En el caso ideal truncado, se puede iden-
tificar facilmente la longitud asociada a la termalizacién Iy, = 27 /ky, con la
escala que delimita estas dos fases. A partir de la ecuacion (6.39), el anélisis
dimensional conduce a

dG G3/?
a 77T
donde [ es una escala caracteristica. Asociando [ = l;;,, ya que [y, es la escala
mas grande a partir de la cual se concetra la mayoria de la pseudo-enstrofia,
la ecuacién (6.48) es consistente con el decaimiento observado G(t) ~ t=/4
s6lo si I, (t) ~ t7/%. El recuadro de la figura 6.6 muestra la evolucién temporal
de [y, en las simulaciones ideales con N = 1024 y N = 512 con condiciones
iniciales aleatorias. Se observa que una ley I, ~ t7/® da un ajuste razonable
a los datos numéricos. Las demas simulaciones también son consistentes con
esta ley de potencias.
Es interesante que la analogia encontrada entre el sistema SQG ideal y
el disipativo brinda una forma novedosa de estuidar el efecto del desarrollo
de estructuras coherentes en el decaimiento de un flujo turbulento. Si bien

(6.48)
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par el caso de Navier-Stokes en dos dimensiones la idea de considerar a las
estructuras coherentes como un condensado y al resto del flujo como una fase
aleatoria fue propuesta originalmente por [166], no resulta inmediatamente
claro como identificar a estas fases en un flujo turbulento. En el sistema invis-
cido truncado, ambas fases y la escala difusa que las separa, estan claramente
determinadas. El estudio realizado para la ecuacion SQG puede extenderse
a otros flujos turbulentos, una tarea que sera realizada en el futuro.

6.4. Conclusiones

A lo largo de este capitulo se derivaron soluciones estadisticas de equi-
librio para las ecuaciones SQG ideales y se verifico su validez en el estado
de equilibrio de simulaciones numéricas de las ecuaciones truncadas. Los es-
pectros numéricos corroboraron la teoria, aunque a medida que la resolucién
aumenta, el sistema demora mas tiempo en alcanzar el estado de equilibrio,
dificultando la comparacién entre simulaciones y teoria. El ensamble de Gibbs
mostré que mientras la pseudo-energia en SQG condensa, la pseudo-enstrofia
termaliza. Como resultado, en el caso viscoso la primer cantidad debe sufrir
una cascada inversa, mientras que la segunda debe desarrollar una cascada
directa (y decaer en forma auto-similar en ausencia de forzado externo). Con
esta informacion se puede usar andlisis dimensional para obtener la expre-
sion de los espectros, informacion necesaria para poder predecir las leyes de
decaimiento de la turbulencia en SQG.

Se estudié la evolucién hacia el equilibrio de simulaciones ideales, en-
contrandose que tanto el espectro de pseudo-energia como el de pseudo-
enstrofia desarrollan transitoriamente rangos inerciales similares al caso vis-
coso con pendinetes ~ k=% y ~ k%3 respectivamente, ambos compatibles
con la fenomenologia de Kolmogorov-Batchelor-Kraichnan aplicada al caso
SQG. Al transcurrir el tiempo, las simulaciones muestran una termalizacién
gradual de la pseudo-enstrofia en las escalas grandes con G(k) ~ k que
estrecha el rango inercial de tipo viscoso. La energia presenta un espectro
independiente de k en las escalas chicas y un méximo de amplitud en k£ =1,
evidenciando la condensacién de la pseudo-energia en las escalas grandes.

Definiendo Gy, v Ey, como la pseudo-enstrofia y la pseudo-energia con-
tenidas en los modos termalizados, se estudi6 el periodo de tiempo durante
el cual estas magnitudes son dependientes del tiempo. Durante este periodo,
la transferencia de pseudo-enstrofia hacia modos termalizados resulta en una
transferencia hacia las escalas pequenas similar a la encontrada en flujos
viscosos. Esto permitiéo comparar espectros y su evolucion temporal en las
simulaciones ideales con simulaciones sometidas a las mismas condiciones
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iniciales pero con la adicion de un término disipativo. La evolucién de las
escalas grandes de ambos sistemas es similar, y ambos desarrollan una ley
de potencia ~ k=83 para la pseudo-energia, corroborando resultados teéricos
previos y lo esperado por analisis dimensional.

Estos resultados fueron utilizados para estudiar el decaimiento de la
turbulencia en flujos SQG viscosos. En particular, se logré cuantificar el
efecto del condensado de pseudo-energia y de la formacién de estructuras
coherentes en el decaimiento. Se comparé el decaimiento de G(t) en casos
viscosos con la evolucién temporal de la pseudo-enstrofia no termalizada Gy,
en simulaciones ideales truncadas para diferentes tamanos de grilla. Luego
de un periodo de tiempo en el cual la pseudo-enstrofia se mantiene apro-
ximadamente constante, los flujos viscosos desarrollan una ley de potencia
compatible con G(t) ~ t~1/4 para los nimeros de Reynolds y resoluciones es-
paciales mas grandes consideradas. Mas tarde, el decaimiento se vuelve mas
lento, observandose un comportamiento exponencial debido a la viscosidad
actuando sobre la pseudo-enstrofia que atin permanece en el sistema. El decai-
miento de la pseudo-enstrofia es consistente con estrictas cotas matematicas
( [130,131]), y al parecer es poco sensible a las condiciones iniciales. Desde
el punto de vista de las soluciones estadisticas de equilibrio, el decaimiento
se puede explicar como el resultado del decaimiento de dos fases débilmente
interactuantes y separadas por una escala difusa: un estado coherente, con-
densado, que contiene la mayoria de la pseudo-energia, y una fase aleatoria
que contiene la mayor parte de la pseudo-enstrofia. El ensamble de Gibbs y
las simulaciones ideales permiten dar una definiciéon precisa de esta escala di-
fusa. La escala corresponde al minimo del espectro de pseudo-enstrofia en el
caso ideal, y separa la fase condensada de la termalizada. Asi, el decaimiento
de la pseudo-enstrofia estda controlado no solo por su tasa de disipacién, si
no también por la persistencia de los vortices més grandes en la fase con-
densada. La lenta transferencia de pseudo-enstrofia de esta fase hacia la fase
termalizada (representada por el crecimiento de Iy, que indica que méas mo-
dos ingresan en el tiempo en la fase aleatoria y que el condensado se reduce
lentamente a los vértices con k = 1), resulta en el decaimiento lento ~ t~/4,

Con la excepcion de un pequeno retraso en el tiempo en el cual la cuasi-
conservacién inicial se rompe, todas las simulaciones inviscidas muestran la
misma evolucion para G, (t) independientemente de la resolucién espacial
considerada. Por otro lado, la evolucién de G(t) para sistemas viscosos se
aproxima a la de G4, (t) a medida que se incrementa el niimero de Reynolds.
Notablemente, sistemas inviscidos tan pequeiios como N = 1282 brindan in-
formacion valiosa sobre la ley de decaimiento esperada para sistemas viscosos
con alto niimero de Reynolds.

El acuerdo entre la evolucion de la componente no termalizada de la
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pseudo-enstrofia y la pseudo-energia en simulaciones truncadas inviscidas con
baja resolucion espacial, y el decaimiento de la pseudo-energia y la pseudo-
enstrofia en simulaciones viscosas con alta resolucion, indican una nueva po-
sible aplicacion para las simulaciones sin viscosidad: estimar la ley de decai-
miento de sistemas viscosos en el régimen de nimero de Reynolds alto. De
esta forma, el decaimiento de la peudo-enstrofia en turbulencia SQG en el
limite de niimero de Reynolds alto serfa compatible con G(t) ~ t~/* siempre
y cuando la pseudo-energia inicial se encuentre distribuida principalmente en
los modos mas bajos del sistema.
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Capitulo 7

Conclusiones

A lo largo de esta tesis se analizé el decaimiento de flujos turbulentos ro-
tantes y de flujos rotantes y estratificados en la aproximacion cuasi-geostrofi-
ca de superficie partiendo de una extensa variedad de condiciones iniciales.
Los resultados indican que el decaimiento de la energia en estos sistemas, le-
jos de ser universal, dependende fuertemente de la forma en que los flujos son
excitados inicialmente, es decir, de las condiciones iniciales, y de propiedades
de cada sistema. Las leyes de potencia observadas para el decaimiento de la
turbulencia son afectadas por las correlaciones en las escalas grandes, por la
cantidad neta de helicidad presente inicialmente en el fluido, por el grado
inicial de anisotropia, y por la formacion de estructuras coherentes. Para to-
dos los casos estudiados se desarrollaron modelos fenomenolégicos que logran
predecir las leyes de potencia observadas en las simulaciones, conocidas las
condiciones iniciales.

En flujos rotantes en tres dimensiones, para lograr predecir los distintos
decaimientos se propuso un método original, al estudiar la energia presente
en modos bidimensionales y tridimensionales de manera independiente, apro-
vechando el proceso de cuasi-bidimensionalizacién conocido en este tipo de
sistemas [12,56,92,99]. También se introdujo el uso de nuevas magnitudes
conservadas anisotropas durante el decaimiento, las cuales pueden ser aso-
ciadas al momento lineal y angular en la direcciéon paralela al eje de rotacion.
La conservacion de estas magnitudes se demostré tedricamente bajo hipotesis
sobre la correlacion de la velocidad a dos puntos en las escalas grandes, utili-
zando una versién anisétropa de la ecuacion de von Karméan-Howarth, y fue
corroborada luego a través de simulaciones numéricas. Ademas, en esta tesis
se mostro que el contenido inicial de helicidad afecta el decaimiento de flujos
rotantes, explicando las causas detras de observaciones sobre el decaimiento
de estructuras helicoidales en la atmosfera debidas a Lilly [18].

En mayor detalle, en el capitulo 3 se analizé el efecto de la helicidad
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en el decaimiento y transferencia de energia en flujos rotantes confinados,
es decir, para los cuales la escala integral se encuentra saturada y no crece
con el tiempo. Mientras que en flujos rotantes al menos una fraccion de la
energia se transfiere hacia escalas grandes, la helicidad se transfiere en su
totalidad hacia escalas chicas. La acumulacién de helicidad en dichas escalas
(con el alineamiento entre la velocidad y la vorticidad asociado) disminuye
el efecto del término no lineal en la ecuacién de Navier-Stokes, inhibiendo
la transferencia directa de energia e impactando fuertemente en la tasa de
decaimiento de la energia. Se mostr6 que a diferencia de los flujos sin rotacion,
en los cuales la presencia de helicidad no afecta el decaimiento auto-similar
de la energia, en flujos rotantes la helicidad disminuye sensiblemente la tasa
de disipacién y la tasa de decaimiento de energia. El estudio espectral de
los resultados numéricos mostré que en presencia de rotacion la isotropia
inicial se pierde a medida que el flujo evoluciona, con un marcado proceso de
bidimensionalizacién donde gran parte de la energia es transferida a modos
con k = 0. En el espacio real, esta bidimensionalizacion se ve reflejada
en la formacién de estructuras con forma de columnas que se mueven a lo
largo del dominio de la simulacion. La estructura interna de estas columnas
depende fuertemente de la presencia o ausencia de helicidad en las condiciones
iniciales, aun a tiempos muy largos. Esto corrobora que la presencia inicial
de helicidad afecta fuertemente la formacién y el decaimiento de estructuras
en flujos rotantes [17].

Por otra parte, en los capitulos 4 y 5 se estudiaron flujos mas genera-
les, con espectros iniciales E(k) ~ k* y E(k) ~ k' y para los cuales la
escala integral es libre de crecer a medida que el sistema evoluciona. Se rea-
liz6 un estudio mas completo del espacio de fases, considerando diferentes
escalas caracteristicas en las condiciones iniciales, la presencia o ausencia de
rotacién y helicidad, distintos nimero de Reynolds y de Rossby, y distintos
grados de anisotropfa en las condiciones iniciales [17,121,179]. El decaimiento
mostré mayor variedad de soluciones, pero todas las leyes observadas pudie-
ron ser explicadas mediante los argumentos fenomenolégicos que consideran
a la energia 2D y 3D independientemente.

Cuando la escala integral no es constante es necesario utilizar la conser-
vacion de magnitudes integrales para poder predecir las leyes de decaimiento.
En el caso isétropo, y de acuerdo a trabajos anteriores [94], se puede utilizar
la cuasi-conservacién de las integrales de Loitsyanski o Saffman (dependiendo
de la forma inicial del espectro). En la literatura, dichas magnitudes suelen
ser usadas también para predecir el decaimiento ain en flujos con rotacién.
En este trabajo se mostré que las integrales de Loitsyanski y Saffman no se
mantienen constantes en este ultimo caso, y que las leyes de potencia de-
rivadas suponiendo su conservacién no se ajustan satisfactoriamente a las
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simulaciones. Se reemplazaron entonces dichas magnitudes por las integra-
les anisoétropas mencionadas anteriormente, proporcionales a la correlacién
a dos puntos del campo de velocidad en la direccion perpendicular al eje de
rotacion. De esta forma, los decaimientos auto-similares derivados fenome-
nolégicamente coinciden ampliamente con las simulaciones.

El acuerdo entre teoria y simulacién es muy bueno, tanto respecto a la
conservacién de las magnitudes integrales axisimétricas como respecto a las
leyes de decaimiento. Por otra parte, el decaimiento de la enstrofia también
pudo predecirse exitosamente tanto en casos rotantes como sin rotacion me-
diante el uso de argumentos isétropos. El uso de argumentos isétropos en
flujos que no lo son se justifica porque la enstrofia se concentra preferente-
mente en escalas chicas, en las que el flujo mantiene cierta isotropia aun en
casos con rotacion. Todos estos resultados indican que el decaimiento de la
energia es efectivamente afectado por las correlaciones iniciales en las escalas
grandes, al observarse distintas leyes de potencia para espectros E(k) ~ k?
o~ k4.

De esta forma, se lograron predecir las leyes de potencia para el decaimien-
to de la energia de cualquier flujo rotante conocidas las condiciones iniciales.
Como resultado, la teoria desarrollada describe completamente el decaimien-
to de la turbulencia rotatne dependiendo de la longitud caracteristica inicial
del flujo, la correlacién inicial del campo de velocidad en las escalas mas
grandes, el contenido de helicidad, y la anisotropia. Los resultados coinciden
con lo obtenido en simulaciones numéricas y estan en acuerdo con resultados
experimentales. En el futuro, seria deseable poder cuantificar la energia en
modos lentos en los experimentos, para poder verificar en detalle algunas
predcciones que hoy sélo pueden estudiarse en las simulaciones numéricas

En el ultimo capitulo de esta tesis se extendio el estudio del decaimiento
de la turbulencia a flujos estratificados fuertemente rotantes, para conside-
rar otro caso de interés en flujos atmosféricos y oceanicos. Con este fin se
utilizé una aproximacion realizada en el estudio de fluidos cercanos a super-
ficies de contorno, como la tropopausa o la superficie de los océanos. Dicha
aproximacién, llamada cuasi-geostréfica de superficie (SQG), se deriva de las
ecuaciones tridimensionales de Navier-Stokes, y modela la evolucion de la
temperatura potencial o de la densidad en flujos cuya vorticidad potencial es
cero en todo volumen excepto en la superficie de interés [26,27,31].

Antes de estudiar el decaimiento auto-similar, es necesario conocer las
cascadas que se desarrollan en el flujo turbulento, y caracterizar las leyes de
escala que sigue el fluido. Con este fin, se derivaron soluciones estadisticas de
equilibrio para las ecuaciones SQG ideales, verificindose su validez a tiempos
largos en simulaciones numéricas. El sistema SQG posee dos magnitudes
cuadraticas conservadas, y el andlisis estadistico permitié conocer que una
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de ellas, la pseudo-energia, condensa en las escalas grandes mientras que la
otra, la pseudo-enstrofia, termaliza en las escalas pequenas. A pesar de que
las soluciones estadististicas corresponden a un sistema ideal en equilibrio,
permiten predecir el sentido de la transferencia de estas dos magnitudes y
el sentido de las cascadas que han de observarse en sistemas similares pero
disipativos.

En el sistema ideal existe un periodo de tiempo durante el cual la pseudo-
energia y pseudo-enstrofia contenida en los modos no termalizados es de-
pendiente del tiempo, y en el que las simulaciones ideales desarrollan un
transitorio con rangos inerciales para la pseudo-energia y pseudo-enstrofia
similares a los esperados segtn la fenomenologia de cascadas turbulentas de
Kolmogorov-Batchelor-Kraichnan aplicada a la ecuacién SQG [136]. Durante
dicho periodo, la transferencia de pseudo-enstrofia hacia modos termalizados
puede considerarse como una transferencia del mismo estilo a la encontrada
en flujos viscosos, pero con una viscosidad efectiva generada por los mo-
dos termalizados. De esta manera, se pudieron comparar simulaciones visco-
sas con simulaciones ideales asociando las pseudo-energia y pseudo-enstrofia
sin termalizar de las simulaciones ideales con las pseudo-energia y pseudo-
enstrofia total en los sistemas viscosos.

En el decaimiento de turbulencia SQG confinada, el mecanismo dominan-
te (que resulta en un decaimiento muy lento de la pseudo-enstrofia) estéd aso-
ciado a la formacién de estructuras coherentes en las escalas mas grandes,
que decaen muy lentamente. El efecto de las estructuras coherentes en el
decaimiento de la turbulencia es en general muy dificil de cuantificar (al-
go similar ocurre en el decaimiento en la ecuacién de Navier-Stokes en dos
dimensiones [166]). La analogia entre el sistema ideal y el sistema viscoso
permitio identificar dos fases en el fluido: una fase condensada y una fase
aleatoria, separadas por una escala difusa cuya evolucion temporal puede ser
predicha a partir del sistema ideal.

Esta analogia novedosa permitié obtener la tasa de decaimiento de la
pseudo-enstrofia para valores muy grandes del niimero de Reynolds [170]. El
enfoque presenta gran potencialidad de ser usado para estudiar otros siste-
mas. Por ejemplo, se espera que un analisis similar aplicado a la ecuacion de
Navier-Stokes en 2D arroje resultados positivos, y permita estudiar las leyes
de decaimiento de la energia y la enstrofia en el limite de niimero de Reynolds
muy grande. Esta direccion se encuentra actualmente en exploracion.
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