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Resumen

Caracterizar los estados y procesos es una tarea con la que los fisicos
se cruzan cotidianamente. En esta tesis estudiamos diferentes algoritmos
cuanticos para la tomografia de procesos y estados. En una primera parte
presentamos dos algoritmos cuanticos para tomografia de procesos selectiva
y eficiente y una comparacion entre ellos y otros métodos selectivos. En una
segunda parte estudiamos la tomografia de estados. Alli vemos en primer
lugar un algoritmo de tomografia de estados selectiva y eficiente. Luego pre-
sentamos una teoria general de la medicién cuando se dispone de dos copias
simultaneas del estado cuantico. Ambas partes se encuentran intimamente
relacionadas por la dualidad entre estados y canales, lo que permite mante-
ner en la segunda parte una vision retrospectiva analizando los protocolos de
tomografia de estados en virtud de su capacidad de realizar tomografia de
procesos.

Palabras clave: informacién cuantica, tomografia de procesos, to-
mografia de estados






New quantum algorithms for process and state
tomography

Abstract

Characterizing states and processes is a task that a physicist faces on a
daily basis. In this thesis we study several quantum algorithms for process
and state tomography. In a first part que introduce two quantum algorithms
for selective and efficient quantum process tomography, along with a com-
parision between those and other algorithms. In a second part, we study
state tomography. At first we introduce a quantum algorithm for selective
and efficient state tomography. Then we present a general theory of mea-
surement when two simultaneous copies of the quantum state are available.
Both parts are closely related through a duality between quantum states and
channels. This allows to keep a retrospective view analyzing quantum state
tomography protocols as a tool for quantum process tomography.

Key words: quantum information, process tomography, state to-
mography
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Capitulo 1

Introduccion

Desocupado lector: sin juramento me
podrés creer que quisiera que este libro,
como hijo del entendimiento, fuera el mas
hermoso, el més gallardo y mas discreto
que pudiera imaginarse. Pero no he
podido yo contravenir al orden de
naturaleza, que en ella cada cosa
engendra su semejante.

El Ingenioso Hidalgo Don Quijote de la
Mancha.
Miguel de Cervantes Saavedra.

La utilizacién de las propiedades cudnticas de la materia para el proce-
samiento de la infomacion ha sido un area de estudio que ha ganado mucho
terreno en las ultimas dos décadas a partir de las puertas que las nuevas
tecnologias han abierto a la manipulacion de materia a escalas subatomi-
cas. Ese crecimiento impulsé tanto el drea experimental como tedrica de la
informacion cuanticaNC04].

El primero en senalar que la mecanica cuantica podia aprovecharse para
el procesamiento de la informacion en formas hasta antes impensadas, fue
Richard Feynman en la década de 1980[Fey82]. En 1984, Charles Bennett
y Gilles Brassard presentaron el primer protocolo de distribucién de claves
que aprovechaba las propiedades de la mecdnica cudntica|BB84] para dar
seguridad incondicional. La idea de que la mecanica cudntica podia permi-
tir realizar aplicaciones computacionales mas poderosas que la computacion
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clasica conocida hasta el momento comenzaba a tomar mas fuerza. En el ano
1985, David Deutsch mostré que la mecdnica cuantica permitia computar
algo de manera mas eficiente que una computadora clasica|Deu85], con un
algoritmo cuantico que fue extendido en 1992 por el propio Deutsch y Richard
Jozsa|DJ92]. No quedaban dudas, la mecanica cuédntica ofrecia posibilidades
computacionales hasta ese momento impensadas.

Sin embargo, fue en 1994 que se produjo el punto de inflexién con la apa-
ricién del algoritmo de Shor para la factorizaciéon de nimeros enteros[Sho99,
NCO04]. Ese fue el primer algoritmo cuédntico cuyas caracteristicas repercutian
directamente en el mundo clasico: de ser factible fabricar una computadora
cuantica, los métodos criptograficos clasicos quedarian obsoletos inmedia-
tamente. La factorizaciéon de numeros enteros, un problema que hasta el
momento requeria de la utilizacién de recursos clésicos (tiempo o memoria)
exponenciales en la cantidad de digitos del niimero a factorizar, pasaba a ne-
cesitar una cantidad polinomial de recursos cudnticos. Ese salto de eficiencia
se convertiria en uno de los puntos fuertes de la computacién cuantica.

Por esa época, y en mayor medida a partir de ese momento, se sucedie-
ron una gran cantidad de trabajos relacionando las clases de complejidad
algoritmica clasicas con las cudnticas [Wat09, BV93, ¢Y93]. Ademas se fue-

ron descubriendo otros algoritmos cuyas versiones cuanticas superaban en
eficiencia a sus andlogos clasicos [Sho99, Gro96, BBBV97, BHT98, MSS05].

Esos desarrollos en algortimos cuanticos empujaron el desarrollo de teoria
y experimentos sobre implementaciones de computadoras cuanticas. Para que
dichos algoritmos fueran implementables, se volvié necesario tener arquitec-
turas de computadoras cudnticas tolerantes a errores [Got97, Got96, Got09,
ABO97, DS96, NP09, Cho07, NDO5]. En esa linea, mucho del esfuerzo fue
puesto en la busqueda de codigos de correccion de errores capaces de proteger
al estado de un sistema cuantico frente al ruido.

Ese requerimiento de tolerancia a errores llevo a que se busquen métodos
para caracterizar los errores que aparecian en la evolucién controlada de un
sistema cuantico dado. Dicha caracterizacion de las evoluciones, denominada
tomografia de procesos cuanticos, es el eje central de la presente tesis. Pero
para que dicha tarea resulte de alguna utilidad, es fundamental encontrar
algoritmos cuanticos que, de manera eficiente, permitan obtener informacién
relevante sobre la evolucién de un sistema.
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Todos los algoritmos que mencionamos implican, obviamente, la utiliza-
cién de sistemas cudnticos descriptos por estados y la manipulacion de los
mismos mediante operaciones o canales cuanticos. La teoria de la informa-
cién cuantica se nutre fuertemente del estudio de esas dos entidades. Ambas,
estados y procesos, poseen muchas caracteristicas en comun debido a una
relacion de equivalencia entre ambos.

En los iltimos anos, ademas, el area de informacién cuantica se ha torna-
do cada vez mas interdisciplinaria. Desde siempre cercana a la matematica,
ademads se fue acercando a las ciencias de la computacion a partir del desarro-
llo de algoritmos cudnticos y clases de complejidad para los mismos[Wat09].
Por otra parte, se encontraron recientemente sistemas biolégicos que también
responden a modelos cuanticos, acercando también la biologia a la informa-
cién cuantica[SIFW10, ECR*07].

La presente tesis esta organizada en dos grandes partes. La primera so-
bre la caracterizaciéon de procesos cuanticos, también llamada tomografia
de procesos cuanticos (o QPT, por su sigla en inglés). Comenzamos en el
Capitulo 2 contando generalidades sobre tomografia de procesos, seguido de
una descripcion de algunos de los principales algoritmos para dicha tarea. En
el Capitulo 3 presentamos el método de tomografia de procesos selectiva y
eficiente[BPP08, BPP09], desarrollado parcialmente durante esta tesis, que
luego fue llevado al experimento en [SLP10]. Luego, en el Capitulo 4 vemos
una modificacion al método del Capitulo 3 que permite realizar la misma
tarea sin necesidad de sistemas auxiliares|SBLP11] junto con su implemen-
taciéon foténica, que es presentada en el Capitulo 5. El algoritmo de SEQPT
sin ancilla fue desarrollado durante esta tesis. Su implementacién, en cambio,
fue realizada en el marco de la tesis de doctorado de Christian Schmiegelow
y el andlisis de datos del mismo fue realizado codo a codo durante ambas
tesis.

Por 1ltimo, el Capitulo 6 presenta una comparacién entre distintos de los
métodos tomograficos vistos que pueden agruparse dentro de una categoria
de protocolos basados en la operacién de twirl[ LBPC10]. Dicho trabajo fue
realizado en colaboraciéon con David Cory y Cecilia Lépez en ese momento
en el MIT.

La segunda parte es sobre caracterizacién de estados cuanticos, o tomo-
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grafia de estados cudnticos (QST por su sigla en inglés) y su relacién con
la tomografia de procesos. En el Capitulo 7 presentamos algunos aspectos
generales sobre QST.

En el Capitulo 8 presentamos una teoria general de la mediciéon cuando
se dispone de copias simultdneas del estado a medir[BPC09]. Vemos que
dicha teoria permite extraer, simultaneamente, mucha mas informacién que
lo que se podria obtener midiendo en ambas copias por separado. Por tltimo,
vemos que si se puede medir simultaneamente dos copias del estado, también
se puede obtener mucha mas informacién sobre canales cuanticos.

Luego, en el Capitulo 9 damos una presentacion a un método de tomo-
grafia de estados selectiva y eficiente. Dicho método provee una herramienta
que termina siendo de utilidad para una variante selectiva de uno de los
protocolos de QPT vistos en la primera parte.

Finalmente, en el Capitulo 10 presentamos las conclusiones generales de
la tesis.

Acerca de la lectura de esta tesis, dado el caracter cada vez mas inter-
disciplinario de la informacion cuantica y la especificidad cada vez mayor de
la gente formada en ciencias, se incluye en el Apéndice A una introduccion
breve y concisa a la mecdnica cuantica y a varias de las herramientas que
utilizaremos durante toda la tesis. Se recomienda fuertemente al lector que
no provenga del estudio de la informacion cudntica, comenzar por dar una
leida rapida pero cuidadosa de dicho apéndice ya que eso facilitarda enorme-
mente la lectura de toda la tesis.

La presente tesis ha dado lugar a las siguientes publicaciones originales:
El Capitulo 3 se encuentra publicado en [BPP08, BPP09]. El Capitulo 4
estd publicado en [SBLP11]. El Capitulo 6 fue publicado en [LBPC10]. Gran
parte del Capitulo 8 se encuentra publicada en [BPCO09]. Los resultados del
Capitulo 9 se encuentran, al momento de la presentacion de esta tesis, inédi-
tos.
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Parte 1

Tomografia de procesos
cuanticos
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Capitulo 2

Tomografia de procesos

Esta es la caja. El cordero que quieres
estd adentro. Con gran sorpresa mia el
rostro de mi joven juez se iluminé

El principito
Antoine de Saint—Fzupéry

Una de las principales limitaciones que se encuentran cuando se desea
construir en un laboratorio un dispositivo que realice algin cémputo cuanti-
co, es que la implementacion no esté libre de errores. Desde los errores al
ajustar los pardmetros del dispositivo (dngulos de ldminas de onda, poten-
ciales eléctricos, etc.) hasta el ruido térmico, todo hace que el dispositivo
se comporte de manera levemente distinta al algoritmo tedrico que se desea
implementar.

Esa limitacion hace que una nueva tarea cobre importancia: la tomografia
de procesos cuanticos (QPT, por su sigla en inglés). Dicha tarea consiste en
caracterizar la evolucién de un sistema cuantico. Esa caracterizaciéon permi-
te, por ejemplo, determinar las caracteristicas de los errores cometidos para
asi buscar un método para proteger al sistema de los mismos.

En éste capitulo daremos una introduccion al problema de la tomografia
de procesos, y luego haremos un resumen de los principales métodos de to-
mograia de procesos que existian con anterioridad a nuestro trabajo o que
fueron apareciendo durante la realizacion del mismo.
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2.1. Descripcién del problema

El estado de un sistema cuantico esta descripto por un operador densidad
p hermitico, positivo y de traza unitaria. Dicho operador puede escribirse
en distintas bases. Una de esas bases, que resulta conveniente para varias
aplicaciones cuando se trata de sistemas de n qubits, es la base de operadores
{P;} que son producto tensorial de n operadores de Pauli. En esa base el

1

donde los coeficientes a; = Tr (pP;) son obtenidos como valores medios del

estado se escribe como

operador de Pauli correspondiente en el estado p.

La descripcién de la evolucién temporal de un sistema cuantico esta da-
da por un superoperador £. Ese superoperador posee varias restricciones
impuestas por la mecanica cuantica. Por un lado, dado que transforma ope-
radores densidad en operadores densidad (se espera que un sistema, luego de
la evolucién, siga estando en un estado valido), el canal tiene que preservar
hermiticidad y ser positivo (Ver Apéndice A.4 o [NC04]). Ademds, por la
linealidad de la mecénica cuantica, tiene que tratarse de un superoperador
lineal. El estado p’ posterior a la evolucion es

o =E(p) (2.2)
La tomografia de procesos cuanticos se ocupa, entonces, de proveer algorit-
mos para la caracterizacién del superoperador E[NC04]. En particular, nos
ocuparemos aqui de sistemas de n qubits (ver Apéndice A.5), es decir, de
dimensién D = 2",

Para caracterizar la evolucion de un sistema cuantico, se requiere de algin
tipo de descripcion del mismo. Una posible descripcién es la denominada ma-
triz x (ver Apéndice A.8.1). En ella se elige una base del espacio de operadores
S={E,:H—>H,m=0,..,D?— 1}, y se escribe el canal en la forma

donde la matriz y es hermitica si el canal preserva hermiticidad, es positiva si
el canal es completamente positivo (ver Apéndice A.4.1) y si el canal preserva
traza, entonces »_ Xmm’E:n/Em =1

Un punto interesante a notar es que la descripcion completa del canal re-
quiere de D* + D? ntimeros reales, que corresponden a la matriz y completa.

18



Por lo tanto, dicha tarea no es nunca eficiente ya que se trata de una cantidad
exponencial en el nimero de qubits. Por lo tanto, ademas de los métodos de
caracterizacion completa es importante tener algin algoritmo para obtener
informacion parcial sobre el sistema. De esa forma, podria obtenerse infor-
macion relevante sobre la evolucion de forma eficiente.

Ejemplo: La matriz y del CNOT

Una compuerta cudntica muy utilizada para un sistema de dos qubits es
el CNOT. Ella actia como un negador controlado de la siguiente forma:

Uenor 1) @ |7) = [i) © |7 @) (2.4)

donde 7,5 € {0,1} y @ simboliza la suma médulo 2.

Para llevarla a la forma de la matriz x en la base de operadores de Pauli
generalizados, se debe desarrollar Ucnor en dicha base de operadores. Al
hacerlo se obtiene

(I—-0.)®0,+ (I40.) 1) (2.5)

N | —

Ucnot =

Este canal tiene la particularidad de tener una matriz x real cuya repre-
sentacion puede verse en la Figura 2.1. La tomografia de procesos consiste
en la determinacién de la matriz y de un proceso. A continuacién veremos
algunos algoritmos cudnticos para realizar dicha tarea. Todo esos algoritmos,
sin embargo, poseen la limitacién de ser ineficientes para la obtencion de coe-
ficientes no diagonales de la matriz x de un canal arbitrario. En los Capitulos
3 y 4 nos centraremos en el desarrollo de dos algoritmos cuanticos que no
poseen dicha limitacién.

2.2. Tomografia de procesos cuanticos estan-
dar

Veremos aqui el primer protocolo de tomografia de procesos presentado
por Nielsen y Chuang en [NC04|. Este método fue el primero para realizar
tomografia de estados, y aunque cumple bien con su cometido de manera
simple, no permite obtener informacién parcial del canal de manera eficiente.
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#l

12
| I I

Figura 2.1: Matriz x de la compuerta CNOT en la base de operadores de
Pauli genealizados. Para esta compuerta en particular, la matriz
X es real.

Realizar tomografia de procesos completa a un canal &£, implica saber
qué transformacion realiza dicho canal a cada posible estado de entrada.
Puesto que la mecanica cuantica es lineal, alcanza con determinar qué trans-
formacion realiza el canal sobre un conjunto de estados cuyos operadores
densidad formen una base del espacio de operadores B (#), definido como el
conjunto de operadores lineales @) : H — H.

Con eso en mente, se debe elegir un conjunto de D? estados cuyos ope-
radores densidad sean linealmente independientes, formando asi una base de
B(H) dada por R = {p;,i = 1, ..., D*}. Si la base R es ortonormal, entonces
al medir las transiciones entre los distintos estados de la base se obtiene la
matriz \ definida como
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Pj g EFZ;C Ajk Pk

Figura 2.2: Esquema correspondiente a la tomografia de procesos cuanticos

estandar.

Aje = Tr (pr€ (p5)) (2.6)

En el caso més general, en que la base de estados no es ortogonal (este caso
general es importante porque muchas de las bases de estados que utilizaremos
no lo son), se debe determinar el estado de salida como combinacién lineal
de los estados de R utilizando alguno de los algoritmos de tomografia de
estados que veremos en la Parte II, obteniendo

)= > Akow (2.7)

La matriz A\ contiene toda la informacién sobre el canal £. Sin embargo,
esa informacion no se encuentra en una forma en la que pueda resultar de
utilidad. Como se explica en el Apéndice A.8.1, la matriz y si posee informa-
cion relevante sobre el canal £. Por lo tanto, debemos transformar la matriz
A a su representacién x en una base de operadores S = {E,,,m = 1,..., D}.

Para eso, de acuerdo a [NC04], se pueden definir coeficientes B tales
que

Enp; B} = Zﬁ;z”pk (2.8)

Es claro que esos coeficientes no dependen del canal en cuestion y que pueden
calcularse clasicamente a partir de la eleccion de la base de estados y la de
operadores. Eso da lugar a la siguiente relacién entre la matriz A\ y la matriz
X:
> B Xmn = Ajw (2.9)
mn
A partir de la inversién de (8 se puede obtener la matriz y. Es importante
notar algunos puntos: por un lado, la determinacién de A es ineficiente ya
que requiere de O(D*) mediciones. Esto no es de sorprender ya que descri-
bir al canal es una tarea ineficiente. Otra punto negativo de este algoritmo
tomografico es que no permite obtener informacién parcial sobre la matriz y
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sin medir toda la informacion del canal en la matriz A. La ventaja que si po-
see, es la de ser un algoritmo simple y préactico para ilustrar la tomografia de
procesos.

2.3. Otros métodos para tomografia de pro-
cesos

Veremos en esta seccién otros métodos para tomografia de procesos que
serviran como motivacién para los métodos que presentaremos en los capitu-
los siguientes.

2.3.1. Tomografia de procesos asistida por ancilla

El método de tomografia de procesos asistida por ancilla (AAPT por
sus siglas en inglés)[ABJ1T03, MRLO§] utiliza n qubits auxiliares, y permite
extraer toda la informacion sobre el estado. Sin embargo, ya que es un método
pensado para realizar tomografia total, falla en la obtencién de informacion
parcial, y es ineficiente.

Este es el primero de dos métodos que mencionaremos aqui que explo-
tan la dualidad entre estados y canales dada por el isomorfismo de Choi-
Jamiotkowski (ver Apéndice A.7). Dicho isomorfismo establece una relacién
de uno a uno entre los canales £ : B(H) — B(H) y los operadores de
B(H ® H). Més auin, si el canal es completamente positivo, el operador iso-
morfo es positivo, y si el canal preserva hermiticidad, el operador correspon-
diente es hermitico.

La idea del método tomografico es construir el estado isomorfo al canal
& sobre el que se desea hacer tomografia, y luego hacer tomografia al estado
resultante.

El isomorfismo de Choi—Jamiotkowski consiste en la aplicacién del ca-
nal a una de las partes de un sistema bipartito en el estado maximamente
entrelazado en la forma

ps 5®H <Z\m jj\) (2.10)

Luego de la aplicaciéon del canal a una de las partes, se procede a hacer tom-
grafia de estados a pe por alguno de los métodos tradicionales de tomografia
de estados (como veremos en la Parte II). La Figura 2.3 ilustra el método.
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\/LE >, lid) Tomografia de estado

Figura 2.3: Esquema del protocolo de tomografia de procesos asistida por
ancilla.

Un punto fuerte del algoritmo de AAPT, es que el estado inicial no tiene
que ser necesariamente el maximamente entrelazado. De hecho, cualquier
estado de entrada entrelazado con nimero de Schmidt D? capturard toda
la dinamica del canal. El resto de los estados forma un conjunto de medida
nula, por lo que casi cualquier estado sirve para realizar AAPT.

Este método, ademés de requerir de n qubits adicionales, posee los si-
guientes dos inconvenientes relacionados:

= No es claro el rol de la matriz y del canal £ en la descripcion del mismo
como estado. Es decir, evidentemente el estado que surge de aplicar el
canal a uno de sus dos subsistemas posee toda la informacion sobre el
canal. Sin embargo, no es claro que esa informacion sea (o no) accesible
de manera directa.

= Los algoritmos de tomografia de estados no permiten obtener de ma-
nera eficiente la informacién parcial necesaria para realizar tomografia
selectiva de procesos.

Ambos inconvenientes seran resueltos en el Capitulo 9. Por el momento,
es importante quedarnos con la idea de que el estado isomorfo a un canal es,
potencialmente, una buena herramienta para hacer tomografia de procesos.

2.3.2. Caracterizacion directa de la dinamica cuantica

La caracterizacién directa de la dindmica cuantica] MRLO8, ML06] (lla-
mado también DCQD por sus siglas en inglés) es un algoritmo parecido en
muchos aspectos al AAPT. También utiliza n qubits auxiliares, y se nutre
del isomorfismo de Choi—Jamiotkowski. A diferencia del método anterior, la
medicién de coeficientes diagonales es selectiva y directa. Sin embargo, a la
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hora de medir coeficientes no diagonales el método es ineficiente ya que, en
el peor caso, requiere invertir una matriz exponencialemente grande.

Consideremos un canal descripto en la base de operadores de Pauli gene-
ralizados

E(P) = XomEmpE} (2.11)

Para obtener la parte diagonal de la matriz y, el algoritmo comienza, igual
que el AAPT, generando el estado isomorfo al canal por Choi-Jamiotkowski

1 N N
re=3 D XonEm |8) (I EL @ 13) (j] - (2.12)
ymn
Ahora veamos lo siguiente: la probabilidad de obtener a la salida el estado
\/Lﬁ > lii) es

1 1 o Ny
BZ(kk!psllD = s D Xon (kK| En i) (G| E] @ [2) (] 1)
kl

ijklmn

= 3 S o (KB} G EL 10 GR1) (510

ijklmn
1
= ﬁ Z anTr (Em) Tr (Ej;) = X00-
(2.13)

Es decir, la probabilidad de salir en el mismo estado de entrada es el coefi-
ciente Yqo-

Analogamente puede verse que la probabilidad de obtener a la salida el
estado % > Ex @ 1)ii) es xpi. Ademds, puesto que el conjunto

1
R={—=> E,®Iii),k=0,...,D*—1
(ot }

forma una base de H ® H, una medicién en esa base serd suficiente para
obtener todos los coeficientes diagonales de la matriz y.

La dificultad surge asociada a la medicién de los coeficientes no diagonales
de la matriz y. La solucién es utilizar como estado de entrada uno que no sea
maximamente entrelazado. De esa forma, la mediciéon en la base R incluye
informacion sobre los coeficientes no diagonales. Sin emabrgo, para obtener
los coeficientes en cuestion, en el peor caso, se debe invertir un sistema de
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ecuaciones exponencialmente grande en el nimero de qubits n. Por lo tanto
el método no es eficiente para la medicién de los coeficientes no diagonales.

Dicho problema se resuelve con el protocolo que mostraremos en el Capitulo
9.

2.3.3. Caracterizacion simetrizada de procesos cuanti-
cos ruidosos y caracterizacién de error en pro-
cesamiento cuantico de la informacion

Los algoritmos para la caracterizacién simetrizada de procesos cudnticos
ruidosos| ESM*07] (SCNQP por sus siglas en inglés) y la caracterizacién de
error en procesamiento cudntico de la informacién [LLC09, LLECO07] son dos
métodos que permiten obtener, mediante operaciones de simetrizacién, infor-
macion parcial sobre los canales en cuestion, pero que no permiten obtener
ningun tipo de informaciéon sobre la parte no diagonal de la matriz x. No
entraremos aqui en demasiados detalles ya que la descripcion detallada se
dara en el Capitulo 6, pero si daremos unos breves comentarios introducto-
rios al método.

El método esté basado en la idea de transformar el canal original £ en una
version simetrizada £ a través de operaciones cuanticas denominadas twirl.
Luego de la simetrizacion, sélo los elementos diagonales x/ . = sobreviven,
siendo estos los promedios de los coeficientes originales con el mismo peso de
Pauli (es decir, con la misma cantidad de operadores de Pauli de un qubit
distintos a la identidad). Dependiendo del tipo de twirl que se utilice, se
podra obtener informacion parcial distinta al medir cada coeficiente diagonal.

El twirl se obtiene utilizando (O(n)) compuertas de un solo qubit. Los
valores de los coeficientes promediados estdn relacionados linealmente con
las probabilidades medidas mediante una matriz diagonal de tamano n + 1.
El método es ideal para evaluar cual es el mejor método de correccién de
errores para implementar, ya que obtiene directamente la probabilidad de
tener errores de hasta k qubits.

La contra que tiene es que en el simetrizado se pierde toda la informacion
sobre los coeficientes no diagonales, y que no es posible distinguir errores de
Pauli distintos que tienen el mismo peso de Hamming.

Los detalles de éste tipo de protocolo se encuentran en el Capitulo 6.
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2.4. Conclusiones parciales

Vimos en este capitulo algunas generalidades de tomografia de procesos
cuanticos. Ademads, repasamos varios algoritmos cuanticos para realizar dicha
tarea.

Todos esos algoritmos, sin embargo, poseen un problema en comin: Nin-
guno permite obtener cualquier coeficiente de la matriz y de manera selectiva.
Aquellos algoritmos que permiten obtener coeficientes no diagonales (todos
los que vimos aqui menos los de la Seccién 2.3.3) lo hacen al alto precio de la
ineficiencia, requiriendo una cantidad de recursos que crece exponencialmente
con el nimero de subsistemas.

En los préoximos tres capitulos nos meteremos de lleno en ese problema,
presentando dos métodos para tomografia selectiva y eficiente de procesos
cuanticos, y sus respectivas implementaciones experimentales.
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Capitulo 3

Tomografia de procesos
cuanticos selectiva y eficiente

Ofa pasar los coches ante la verja del
jardin. A veces también los veia por los
intersticios de la enramada movidos
lentamente.

Contemplacion
Franz Kafka

En este capitulo describiremos el protocolo de tomografia de procesos
cudnticos selectiva y eficiente BPP08, BPP09, Pas08] (SEQPT por sus siglas
en inglés), uno de los resultados centrales de esta tesis.

Los protocolos descriptos en el Capitulo 2 poseen ciertas vitudes y de-
fectos. El protocolo de tomografia de procesos estandar (Seccién 2.2) resulta
préactico cuando se desea caracterizar completamente un canal, pero a la hora
de obtener una caracterizacion parcial de la matriz y es ineficiente ya que,
para dicha caracterizacién parcial, se debe obtener informacién completa so-
bre el canal. Por otra parte, la caracterizacion directa de la dindmica cuantica
(Seccién 2.3.2) st permite obtener eficientemente informacién parcial sobre la
matriz y, pero el precio a pagar es demasiado alto: se emplean n qubits auxi-
liares que deben ser inmunes al ruido. Si bien es cierto que dichos recursos son
polinomiales en el tamano del sistema preservando su eficiencia, seria desea-
ble tener un método que no precise utilizar tantos recursos auxiliares, que
los mismos no dependan del tamano del sistema a tomografiar. Por tltimo,
la caracterizacién simetrizada de procesos cuédnticos ruidosos (Seccién 2.3.3)
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no utiliza sistemas auxiliares, permite obtener informacion parcial sobre el
canal, pero falla a la hora de obtener informacién de fuera de la diagonal de
la matriz x ya que toda esa informacion es borrada por el protocolo. Ademas,
no permite distinguir entre distintos errores con el mismo peso de Pauli.

El método que presentamos aqui, inspirado en los mencionados anterior-
mente, tiene la virtud de poder determinar cada elemento de la matriz x
de un canal por separado, es decir, selectivamente. La selectividad es fun-
damental ya que, entre otras cosas, permite caracterizar mas eficientemente
distintos tipos de canales. Por ejemplo, una compuerta CNOT sélo tiene 8
coeficientes no nulos. La mediciéon de ellos permite afirmar la calidad con la
que se la ha implementado sin necesidad de medir los 256 coeficientes de la
matriz y.

Ademsds de eso, el SEQPT realiza la tomografia selectiva de manera efi-
ciente, utilizando recursos que crecen polinomialmente con el niimero de qu-
bits. Ademas, la determinacién de los elementos diagonales no requiere el uso
de sistemas auxiliares, mientras que la de los elementos no diagonales de la
matriz y solo requiere la utilizaciéon de un qubit auxiliar, independientemente
de la dimensién del espacio de Hilbert del sistema analizado.

Como hemos dicho en el Capitulo 2 y se detalla en el Apéndice A.8, todo
canal lineal admite una representaciéon de matriz y. Esto es, dada una base
del espacio de operadores B (H), se puede escribir la accién del canal € sobre
un estado p arbitrario como

S(p) = Z Xmm/ mpEjn/- (3'1>

Ademas, dado que £ no es s6lo un mapa sino que representa una operacion
cuantica, posee algunas propiedades adicionales a la linealidad. Tiene que,
al menos, preservar hermiticidad, por lo que y = x'. También pondremos
el requisito de que el canal preserve traza. Eso es, fisicamente, hablar de un
canal que preserva la probabilidad total. Esa condicion, que se escribe como
Tr€ (p) = Trp para todo p, se expresa como

> X By =T (3.2)

mm/

dejando en claro que es una condicion sobre la matriz y y la base de opera-
dores elegidal.

1Si bien existen otras condiciones que provienen del hecho de pedir que £ sea un canal

28



Queda claro, entonces, que la caracterizacion completa de un canal &£ re-
quiere la determinacién de D* — D? pardmetros reales. Como esa cantidad
es exponencialmente grande en el ntimero de subsistemas n del sistema, la
tomograffa completa no resulta ser una tarea eficiente (es decir, que requiera
recursos polinomiales en el nimero de subsistemas). Una de las ventajas prin-
cipales de este método es que permite la obtencion de informaciéon tomografi-
ca importante, aunque no completa, mediante la utilizacién de recursos que
aumentan polinomialmente con n.

Los métodos mencionados anteriormente no permiten la estimacion efi-
ciente de un coeficiente arbitrario de la matriz y. Esta es una de las principales
fortalezas del método que discutiremos en este capitulo. Este nuevo método,
aunque similar en algunos aspectos al SCNQP (ver Seccién 2.3.3), agrega la
posibilidad de determinar cualquier coeficiente Y/, diagonal o no diagonal,
mediante la utilizacién de recursos que escalean polinomialmente con n.

El método esta basado principalmente en dos observaciones: La primera
es que cada elemento Y.,/ esta relacionado con una probabiidad de super-
viviencia promedio de ciertos estados de entrada bajo la accién del canal (o
cantidades relacionadas con eso). El promedio involucrado es un promedio
sobre todo el espacio de Hilbert realizado sobre la llamada medida de Haar, la
unica medida invariante unitaria normalizada sobre el espacio de estados. La
segunda observacion es que dichos promedios pueden ser estimados eficiente-
mente mediante un muestreo sobre un conjunto finito de estados denominado
2—-diseno, como mostraremos a continuacion.

En este capitulo comenzaremos por explicar un prerrequisito para el pro-
tocolo de tomografia, veremos como se computan promedios sobre el espacio
de Hilbert. Para eso definiremos y discutiremos brevemente el concepto de
los 2—disenos. Luego presentaremos el protocolo tomografico explicando de-
talladamente como se computa cada elemento de la matriz y con el método
SEQPT. Dicha explicacién abordara por separado el caso de los coeficientes
diagonales del de los no diagonales. A continuacién daremos una descripcion
detallada de los recursos necesarios para la estimacion. Finalmente, veremos
como puede extenderse el protocolo para la medicion simultanea de todos los
coeficientes diagonales.

fisico, como positividad completa si el estado inicial entre el sistema y su entorno tienen
discordia nula[SL09], esta condicién no tiene importancia para el protocolo tomogréfico
que, incluso enfrentado a un proceso que no sea completamente positivo, daria resultados
correctos.
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3.1. Fidelidad media y promedios sobre el es-
pacio de Hilbert

3.1.1. Fidelidad media de un canal

La fidelidad media de un canal cuantico F (£) se define como la probabi-
lidad de supervivencia de un estado al atravesar el canal, promediada sobre
todo el espacio de Hilbert. Es decir:

?ﬂazzﬁwwawwmw> (3.3)

donde la integral es realizada en la medida de Haar sobre la que hablaremos
mas en la Seccién 3.1.2. Esa supervivencia promedio representa, fisicamente,
la probabilidad de que el canal actie como la identidad. En otras palabras,
es el peso del operador I en la descripcion del canal mediante su matriz y.

Mas en general, se puede hablar de una fidelidad promedio de un canal £
respecto de una operacién unitaria U como[Dan05]:

Fmaaéwmewwwm. (3.4)

La interpretacion fisica de esa magnitud tiene que ver con la probabilidad de
supervivencia promedio de los estados luego de evolucionar con £ y evolu-
cionar hacia atras con U. Es decir, da una medida de qué tan cerca esta la
operacion &€ de la evolucién unitaria U. Una utilidad de dicha magnitud tiene
que ver con saber qué tanto aproxima una implementacién £ al proceso ideal
U que se desea implementar. Otra aplicacion, que veremos en breve, tiene
que ver con el protocolo de tomografia de procesos selectiva y eficiente.

Para que realizar esas integrales sea una tarea accesible, se debe tener
una herramienta que permita, eficientemente, realizar esa integral sobre el
espacio de Hilbert. Sobre esa integral y su medicion como un promedio de
una cantidad finita de parametros hablaremos en la siguiente seccion.

3.1.2. Integrales en la medida de Haar y 2—disenos

Un ingrediente primordial del método de tomografia que describiremos, en
vistas de poder medir fidelidades medias, es la posibilidad de promediar me-
diciones sobre todo el espacio de Hilbert. En particular, nos interesara medir
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cantidades que son productos de los valores de expectacion de dos operadores
de la forma

/H (] M) (] N [4) dy (3.5)

donde la integral es sobre la medida de Haar, que es la tinica medida nor-
malizada sobre el espacio de Hilbert invariante frente a transformaciones
unitarias. Dicha cantidad, que ya fue estudiada en [RBKSC04] y [Dan05]
puede demostrarse (ver Apéndice C para una demostracién completa) que
tiene como resultado

_tr(M)tr(N) + tr(MN)
[ M) iV av = ST

Si bien puede parecer experimentalmente imposible promediar sobre to-

(3.6)

do el espacio de Hilbert porque requeriria medir infinitos valores, esto no es
tan asi. Tanto como la integral numérica de una funcién f : R — R puede
aproximarse evaluando la funciéon en algunos puntos, y que dicha aproxi-
macién es exacta si la funcién es polinomial y los puntos de evaluacién son
suficientes y estan adecuadamente elegidos, en las integrales sobre la medida
de Haar ocurre lo mismo: para calcular exactamente la integral de cualquier
funcién cuadratica en [1) y (| alcanzaré con evaluarla sélo en algunos es-
tados y promediar los resultados. El conjunto de esos estados se denomina
2—disefio[Dan05, DCEL09, AE07, KR05]2.

Delsarte [DGS77] mostré como integrar polinomios sobre la esfera pue-
de reducirse al promedio del integrando sobre un conjunto finito de puntos,
denominado diseno esférico. Dicho conjunto de puntos es independiente del
polinomio en cuestion, por lo que un diseno esférico sirve para integrar cual-
quier polinomio sobre la esfera, siempre y cuando el grado del polinomio no
supere al del diseno. La misma idea puede aplicarse a las integrales sobre el
espacio de Hilbert. De esta forma, un 2—diseno de estados X es un conjunto
de estados que satisface para todo par de operadores lineales M y N que
WM 1) N ) 00 = e S @M ) GIN ) ()

¥ 2=

De esta forma, promediar sobre todo el espacio de Hilbert deja de ser una
tarea imposible para pasar a ser equivalente a promediar sobre un conjunto

2En general, se denomina t-disefio al conjunto de estados que da exactamente el resul-
tado de la integracién de un polinomio de grado t en [¢) v (¢].
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finito X', cuyo cardinal es |X|. Esto resuelve el problema de la imposibilidad
de medir el promedio pero trae otro nuevo: los 2—disenos tienen una cantidad
de estados que crece exponencialmente con n, el nimero de qubits del sistema.
Es decir, pasamos de una tarea imposible a una ineficiente. Sin embargo, se
puede encontrar eficientemente una estimacién para los promedios que se
deben medir. Esta estimacion puede obtenerse muestreando al azar sobre
todos los estados del conjunto X. Esta idea sera crucial para la tomografia
selectiva y eficiente de procesos cuanticos.

El ultimo ingrediente para que esto resulte en una herramienta adecua-
da para la tomografia de procesos, es que no es dificil generar un 2—diseno
de estados. De hecho, si se encuentra un conjunto maximo de D + 1 bases
mutuamente no sesgadas (MUBs, por su sigla en inglés), los D (D + 1) esta-
dos de dichas bases formardn automaticamente un 2-disefio de estados (ver
[KRO5, Dan05] y el Apéndice C para una demostracién completa). Ademsés,
siempre existe un conjunto de D + 1 MUBs para un sistema de dimensiéon p”
[GHW04, BBRV02, Ben06a).

Para notar los estados del conjunto de MUBs utilizaremos un indice J =
0,..., D para cada una de las bases, y un indice m = 1, ..., D para cada uno
de los estados de las bases. De esta forma, el estado W;{J correspondera el
m—ésimo estado de la base J—ésima (ver Apéndice B).

Para que el conjunto de D + 1 bases ortonormales sea efectivamente un
conjunto de MUBs, los estados de las mismas deben satisfacer la condicion

K\2 4
[l =5 (38)

para todo J # K y para todos m y n. Para la construccién de las D + 1
MUBEs en el caso particular de D = 2" utilizamos el hecho de que los ope-
radores de Pauli generalizados (ver Seccién A.6) se pueden particionar en
D + 1 conjuntos de D operadores mutuamente conmutativos cada uno, con
la identidad como tnico operador comun a todos los conjuntos de la parti-
cién[BBRV02, Ben06al. La base que diagonaliza cada uno de esos conjuntos
de operadores resultard ser no sesgada con cada una de las otras bases. Asi te-
nemos una descripcién de todos los estados pero no una forma operativa de
construirlos. La forma de construirlos utilizando O (n?)[Ben06a] compuertas
cuanticas de uno y dos qubits y O (n?) recursos clésicos, puede verse en el
Apéndice B. Con esos circuitos cuanticos resulta facil utilizar los estados de
las MUBSs para calcular probabilidades de supervivencia y transiciones entre
los estados de cada una de esas bases.
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3.2. Medicion de coeficientes diagonales

La medicién de los coeficientes diagonales se basa en una observacion
principal que se resume en la siguiente propiedad, cuya demostracion puede
verse en el Apéndice D.

Propiedad 3.1. Sean un canal £ que preserva traza y una base de operadores
ortogonal S = {Ej, k =0,...,D*— 1} tal que Tr (E} E,) = Dy, y Eo =1
Entonces se cumple que

~ Dxoo+1

F(&) =7 (3.9)

Esta propiedad relaciona la fidelidad media con el coeficiente xqo. Si,
ademés, consideramos el canal modificado &, (p) = € (ElpE,), su fidelidad
media estard relacionada con el coeficiente y,,. Ese canal es facilmente im-
plementable como la aplicacién de EJ seguido de la aplicacién del canal £.
El otro ingrediente fundamental es que existe un 2—diseno cuyos estados son
eficientemente generables y medibles. Si se puede implementar el canal &,,,
entonces alcanzara con medir la probabilidad de supervivencia promedio de
los estados del 2—diseno.

) 4 ElHE AW @]

Figura 3.1: Circuito para la medicién de los coeficientes x,, para un canal

E.

En la Figura 3.1 se observa el circuito para la medicién de los coeficientes
diagonales. Dicho circuito debe promediarse sobre todo el espacio de Hilbert
0, como se ha mostrado que es equivalente, sobre los estados del 2—diseno.
Més aun, un muestreo aleatorio sobre los estados del 2—diseno dara una
aproximacion al coeficiente y,q.

Un requisito importante para que el circtuito de la Figura 3.1 pueda
implementarse, es que los operadores E! sean implementables. Es deseable
también, para que el método sea eficiente, que sean implementables eficiente-
mente. Un ejemplo de operadores que forman una base, son unitarios (imple-
mentables) y requieren para su implementacién apenas de O (n) compuertas
de un qubit, son los operadores de Pauli generalizados. No sélo eso, sino que
la matriz y en esa base posee informacién relevante, por ejemplo, para la
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eleccion de un codigo de correccién de errores. Por ese motivo esa base de
operadores es, en muchos casos, una opcién adecuada.
Una descripcién del algoritmo completo es la siguiente:

1. Inicializar en cero dos contadores C'=0y T = 0.

2. Elegir al azar un estado ‘w#)

3. Aplicarle el operador EI.

4. Pasar el estado resultante por el canal £.

5. Medir en la base J. Si se mide el estado m, incrementar C'.

6. Incrementar 7'

7. Si % alcanzé la precision deseada, detenerse. Si no, volver al paso 2.

DXaa+1 . Q
8. El resultado es == =%

En el Apéndice B.1 se muestran los circuitos para obtener eficientemente
todos los estados del 2-diseno en cuestion. Eso completa el método para la
evaluacién de los coeficientes diagonales. Mas adelante veremos como calcular
el error con el que se miden los coeficientes si se realizan M experimentos.

3.3. Medicion de coeficientes no diagonales

Para los coeficientes no diagonales, hay una propiedad analoga a la 3.1
que relaciona el valor del coeficiente no diagonal con la fidelidad promedio
de un mapa modificado (ver demostracién en el Apéndice D), que es la que
nos permitird medirlos de manera eficiente.

Propiedad 3.2. Sean un canal € que preserva traza, y una base de opera-
dores ortogonal S = {Ey,k =0,...,D? — 1} tal que Tr (E:nEn) = Dépn Y
Ey = 1. Entonces se cumple que

= DXab + 5ab
Fllw)=—p 71—

(3.10)
donde Equ (p) = € (ElpEy)
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A primera vista se ve la dificultad que tiene la medicién de coeficientes no
diagonales respecto de los diagonales: el mapa &£, no es un canal fisico. Esto
se debe a que aplicar un operador por izquierda y otro distinto por derecha
no es una operacion fisica (ni siquiera es hermitico). ;Cémo hacer, entonces,
para aprovechar la Propiedad 3.27

La clave es que mediante la ayuda de una ancilla es posible obtener un
resultado parecido al de aplicar operadores distintos por derecha y por iz-
quierda. El circuito de la Figura 3.2 muestra como realizarlo, utilizando un
circuito similar al del esquema de computacién cuantica DQC1 (computacién
cudntica deterministica con un qubit limpio)[MPS*02].

|¢>Slstema
Figura 3.2: Circuito para aplicar operadores distintos por derecha y por
izquierda.

El estado previo a la medicién es:

pr= 5 (00 0l@ BIY) (] B
+ 10) (1] @ Bly) (v AT +
1) (0] @ A ) (| BT +
+ 1) (1] ® Alw) (p] AT). (3.11)

La medicion de o, elimina los elementos diagonales en la ancilla dejando
solo los no diagonales. El resultado de la medicion de o, ® ) es, entonces,

Tripr 0. ®Q) = sTr[(Bl) WA+ AW) W B Q). (312)
Es decir, se obtiene el promedio de medirle ) a un estado al que se le apli-
caron operadores distintos a derecha y a izquierda sumado a su conjugado
hermitico.

Esa observacion nos permite, mediante el circuito de la Figura 3.3, medir
los coeficientes no diagonales. Nuevamente, el estado |¢)) debe ser tomado al
azar entre los estados del 2—-diseno.
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|O>Ancilla l_ _____ — /74 Ta, Ty
| |

|w>Sistema ﬂ—/i E:;E | El])L | g |¢> <¢|
L - - - - - _ _J

Figura 3.3: Circuito para la medicion de x,;, para un canal £. Dependiendo
de si se mide o, o 0, en la ancilla, se obtendra la parte real o
la imaginaria, respectivamente.

En efecto, el estado previo a la medicion esta dado por

pr= 5[0 0leE (B 10wl B) +
+ 0@ (B ) @l E.) +
+ 1) (0] € (B ¢) (W] B) +
+ (D)1 @ & (Bl |[¥) (4] Ea)] - (3.13)

Es fécil ver, ahora, que la medicién del valor medio de o, y o, condicio-
nada a la supervivencia del estado |¢)) y promediando sobre todos los estados
del espacio de Hilbert en la medida de Haar, da como resultado el valor real
y el imaginario, respectivamente, de los coeficientes no diagonales:

DRe (Xab) + 5ab

[ wtor (o 010} (wlav er) (3.14)
[utor oy 1oy wipay = 25l (3.15)

De esa forma, promediando sélo sobre los estados del 2—diseno, se pueden
medir los coeficientes no diagonales. Ese es el niicleo del método de la SEQPT.

3.4. Analisis del error para SEQPT

Ademas del método para estimar los coeficientes de la matriz y, es im-
portante poder determinar el error con el que se obtienen.

Al medir los coeficientes diagonales, el resultado de cada experimento®
s6lo puede tener como resultado un 1, correspondiente a la supervivencia del

3Cuando hablamos de experimento nos estamos refiriendo a un click aislado del detec-
tor.
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estado [¢)) o un 0, correspondiente a la no supervivencia. El promedio de
todos esos valores resultard en una estimacién del valor

Dxao +1

Fo— DXaa 1
D+1

La desviacién estandar de la muestra para los coeficientes diagonales

(3.16)

esta acotada, entonces, por og;,, < 1. Por lo tanto, la distribucién de los
promedios de realizar experimentos en series de M, tendra, por el teorema
del limite central[Wik11b], una distribucién normal de desviacién estdndar
Odiag < #M

Para los no diagonales, en cambio, el estimador es
~ Dxa
D41
En este caso, cada experimento puede tomar uno de tres valores, 1 (supervi-

Fu (3.17)

vencia del estado y |o,+) en la ancilla), —1 (supervivencia del estado y |0, —)
en la ancilla) o 0 (no supervivencia del estado). La cota para la desviacién
estdndar es oy qgiag < 1. Por el teorema del limite central, si se toman M ex-
perimentos, la desviacién estandar resultard oy qiag < \/LM siempre y cuando
M>1.

Ademas de eso, para saber cudntos experimentos son necesarios para
obtener un error menor que € con probabilidad p, utilizaremos la cota de
Chernoff[Cheb2, L4609, Wikl11c]. Dicha cota dice que si 0 < z; < 1 son va-
riables aleatorias independientes con ¢ = 1,..., M, y queremos tener una
precision € y una probabilidad de fallar menor a p, entonces necesitamos que

In (%)
M > .
- 2€?
Esa cota funciona para los coeficientes diagonales. En el caso de los coe-

(3.18)

ficientes no diagonales, la cantidad de experimentos es cuatro veces més ya
que los resultados posibles (las variables aleatorias independientes) no estan
entre 0 y 1 sino entre —1 y 1.

Cada uno de los experimentos, tendrd una complejidad de O (n®) que
proviene de la cantidad de recursos clasicos necesarios para determinar las
O (n?) compuertas cudnticas de uno y dos qubits del circuito de cambio de
base necesario (ver Apéndice B.1).

La eficiencia del método proviene de que la cantidad de experimentos,
a pesar de depender de la precision requerida, no depende del nimero de
qubits (o subsistemas) del sistema.
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3.5. Extensiones del método SEQPT

En esta seccion veremos dos generalizaciones del algoritmo: Una que per-
mite determinar simultdneamente todos los coeficientes diagonales y otra
que permite detectar eficientemente los coeficientes diagonales principales.
Antes de eso, y a modo de motivacién, veremos dos resultados que resaltan
la importancia de los coeficientes diagonales de la matriz x.

3.5.1. La importancia de los coeficientes diagonales

Como se muestra en el Apéndice A.8.1, muchas de las propiedades de los
canales cuanticos se reflejan en propiedades de la matriz x: la positividad
completa, la hermiticidad, etc. En esta seccion veremos dos propiedades que
resultan de gran utilidad para la tomografia de procesos ya que permiten
relacionar los coeficientes diagonales con los no diagonales de la matriz x. La
primera de ellas, para canales completamente positivos, dada en [L609] y la
segunda presentada en [LBPC10]. Esas relaciones permiten determinar, una
vez conocidos los coeficientes diagonales, qué elementos no diagonales vale la
pena medir.

Matriz xy de canales completamente positivos

La matriz x de un canal CP, de acuerdo con el Teorema A.1, es positiva.
Por lo tanto, se puede definir un producto interno como

(61, 03) = 01 x5, (3.19)

Los elementos de la matriz y se obtienen a partir del producto interno anterior
como

(6;1, 671) = Xmn, (320)

donde €, es el m—ésimo vector de la base candnica.
Utilizando el producto interno anterior y la desigualdad de Cauchy-
Schwarz[Wik11a] se obtiene la siguiente relacién:

’an’2 < XmmXnn- (3.21)

Esto quiere decir que sélo es necesario conocer el bloque de la matriz x
cuyos elementos diagonales son mayores al minimo valor deseado. El resto
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de la matriz, al no tener elementos grandes en la diagonal, tampoco los
tendra fuera de ésta.

Otra propiedad que surge a partir de la norma (e, €,,), es que los ele-
mentos diagonales son todos positivos.

Matriz xy de canales positivos

Cuando se trata de un canal positivo, ya no es posible afirmar que su
matriz y también lo sea (ese es el caso si y sélo si es CP). Sin embargo, se
pueden obtener relaciones similares.

Lo que si puede hacerse con canales positivos, que llevan operadores posi-
tivos a operadores positivos, es definir un producto interno entre operadores
de la siguiente forma:

(B E,) = / (B |EEL [0) (6] Ew)l) (3.22)

Un primer resultado importante es que tenemos que (E,,, E,) = (DX mm~+
1)/(D + 1) > 0. Eso implica que para un canal positivo (pero no necesaria-
mente CP), los elementos diagonales de la matriz x pueden ser negativos pe-
ro no mas que un valor exponencialmente pequeno: X, > —1/D. Ademas,
(B, E) es una probabilidad de supervivencia; la probabilidad que tiene el
sistema de permanecer en su estado inicial luego de aplicarle el canal modi-
ficado &y Por lo tanto, (Dxpmm + 1)/(D + 1) < 1, lo que a su vez implica
que Xomm < 1.

Maés atun, usando nuevamente la desigualdad de Cauchy—Schwarz, pero
con este nuevo producto interno, se obtiene que para m # n

2 < Xmm T Xon |~ 3.23

|an| = Xmm Xnn + D + D2 ( )

Luego, para sistemas grandes en los que se puede considerar que D >> 1,
los elementos de matriz no diagonales estan acotados efectivamente por los

diagonales.

De esta forma, vimos como el conocimiento de los coeficientes diagonales
dice mucho sobre los coeficientes no diagonales que se necesitan medir para
caracterizar un canal.
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3.5.2. Medicion simultanea de coeficientes diagonales
usando probabilidades de transicion

Cuando las MUBs que se utilizan son bases estabilizadas* por los mismos
operadores de la base B (H) con la que se describe el canal, pueden aprove-
charse algunas propiedades adicionales. En particular, nos concentraremos en
el caso en el que los operadores F, son los operadores de Pauli generalizados.

Supongamos que los proyectores II sk son los estados estabilizados por
un conjunto abeliano de operadores de Pauli (ver Apéndice B), donde J
sigue indicando la base y el vector k contiene los autovalores del estado para
cada uno de los generadores del grupo estabilizador. En ese caso podemos
simplemente averiguar como actia el operador E,, por conjugacién sobre el
estado II Ik Por lo tanto, el valor de expectacién de

Tr (B}, E(,2) BT )
correspondiente a instancias del experimento es igual a
Tr (11,1, (3.24)

para algin I que depende de E, Jy E,,. Estamos utilizando aqui una variante
del protocolo anterior para coeficientes diagonales en la que se aplica primero
el canal y luego el operador E,,. Esta variante es equivalente a la presentada.

Asi queda claro que detectando no sélo la probabilidad de supervivencia
del estado, sino todas las probabilidades de transicion a los distintos estados
de la base .J, podemos obtener toda la informacién necesaria para estimar
cualquier coeficiente diagonal y no sélo uno.

La estrategia es simple: se debe mantener la eleccién aleatoria de los
indices (J,k), y guardar la informacién sobre el resultado (J,4'). Dado el
operador F,, el evento debe contarse en la estimacion de y,, sélo si el estado
de entrada (J, k) es mapeado al estado (J, k') por la accién del operador E,.

De esta forma, podemos notar cada repeticién del experimento mediante
una terna (.J, Ig, K ), donde J indica la base elegida al azar para el experimento,
k es el vector, elegido también al azar, que indica qué estado de la base J se
coloca a la entrada del experimento, y K es el vector que representa al estado
que se obtiene al hacer, al final del experimento, una medicién en la base J.

4Ver Apéndice A.10 para un resumen sobre el formalismo de los estabilizadores.
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Cada experimento debera contarse positivamente para la fidelidad de E,
si y solo si el vector k' — k es el vector de conmutacion del operador F, con
respecto a la base B;. El vector de conmutacién de un operador E respecto
de una base B es el vector binario v tal que

J.E = (-1)"EJ, (3.25)

donde Jy, Jo, ..., J, son los generadores candnicos del grupo estabilizador de
la base Bj.

El vector de conmutacion resulta de gran importancia para la estimacion
simultdnea de los coeficientes diagonales. Veamos como puede ser calculado
eficientemente a partir de la descripcion candnica de los operadores F, y la
base B;. El vector E, puede escribirse a partir de dos vectores binarios a, y
a, en la forma

E, = Uf’”af = ® oé“”z‘ai“”z‘ (3.26)
i=1

Para la base B; pueden ocurrir dos cosas: o bien la base B es la base
computacional, o es la base estabilizada por un grupo GEJ dado por
Gy, = {1,P5}7j = gIMGIT s D 1} (3.27)
como se detalla en el Apéndice B. En cualquier caso, la obtencién de una
representacion de los n generadores del estabilizador puede obtenerse con a
lo sumo O (n?) operaciones. El cdlculo del vector de conmutacién requiere,
ademas, de n productos interncos simplécticos para su realizacién, por lo que
mantiene la complejidad de O (n?).
Para la estimacion de un y,, a partir de un conjunto de M experimentos
se utilizard O (Mn) recursos de memoria, para guardar la terna (J, E, k?’)

de cada experimento. Ademds, se requerirdn O(Mn?) operaciones de post-
proceso para verificar los M vectores de conmutacion. El término de comple-
jidad dominante para cada experimento sigue siendo O (n?) proveniente de
la construccién de los circuitos de cambio de base requeridos.

3.5.3. Deteccion de coeficientes diagonales principales

Teniendo en cuenta la desigualdad (3.21) entre los coeficientes diagona-
les y los no diagonales de un canal completamente positivo, queda clara la
utilidad de detectar los coeficientes diagonales principales. En particular, un
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algoritmo para determinar cuéles son los coeficientes principales sin necesidad
de realizar tomografia completa diagonal permitiria realizar eficientemente
tomografia completa siempre y cuando los coeficientes principales sean pocos.
En la presente seccién mostraremos como realizar dicha deteccién.

Hemos mostrado que que todos los coeficientes diagonales y,, pueden
obtenerse a partir del mismo conjunto de resultados experimentales. Ahora
mostraremos que, ademas de eso, puede determinarse cuales son los operado-
res F, relacionados con los mayores y,,. Es claro que realizar una busqueda
exhaustiva estimando todos los coeficientes diagonales no es una solucién efi-
ciente (la cantidad de coeficientes diagonales es exponencialmente grande en
n). Claro que, para que esa estimacion sea eficiente, se debe tener un canal
con pocos coeficientes diagonales grandes. Notablemente, ese caso es uno de
los mas relevantes para decidir el codigo de correccion de errores que se debe
utilizar en un canal.

La observacion que nos permitira realizar dicha deteccién, es que las es-

timaciones que se pueden realizar a partir de M experimentos son discretas.

Dxaa+1
D+1

, con k € N. Con esto en mente, veremos como estimar todos los va-

Es decir, la estimacién de F (£,) = , s6lo puede dar resultados de la

&
M
lores de F' (&,) tales que su estimacién es mayor a . Mds atin, veremos como

forma

calcular la probabilidad de que, incluso teniendo un valor de F (&,) > no

2
Mo
sea detectado.

La manera de detectar los coeficientes cuyas estimaciones son mayores a
2
M

— — —/ =/

(es decir, las ternas <J, k1, k‘g) y (J' Jk1 ko )) encontraremos uno, ninguno

es tomar los M experimentos de a pares, Para cada par de experimentos

o varios operadores F, tales que se cumplen simultaneamente

o) o |)
wh) o |ul) (3.28)

Eq

Eq

Queda claro que, en caso de encontrarse ese operador F,, la estimacién de
F (&) > % por tener dos experimentos consistentes con la aplicacion de F,.

Veamos la manera de encontrar esos operadores F, a partir de cada par
de experimentos. En primer lugar, se deben separar los pares de experimentos
en dos casos, el caso J = J' y el caso J # J'.

En el primer caso, si J = J', tenemos que la cada una de las dos ternas
define el vector de conmutacién de los operadores E, con cada operador del
estabilizador de la base J. Si los vectores de conmutacién correspondientes a
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cada experimento son distintos, entonces no existira ningtin operador E,. En
caso de que sean iguales, seran D operadores los que cumplan con esas rela-
ciones de conmutacion. Esos D operadores tendran, entonces, estimaciones
de sus F (&,) correspondienten mayores a % Eso indica que hay una canti-
dad exponencialmente grande de coeficientes diagonales cuyas estimaciones
superan ese umbral.

Maés interesante es el caso en el que J # J'. En este caso siemrpe exis-
tira exactamente un operador F, compatible con ambos experimentos. Dicho
operador puede encontrarse eficientemente. En efecto, notemos que cada ope-

rador puede escribirse de la forma?®

n—1 n—1
B, =~ 11 J 11 T (3.29)

donde J; y J! (i € {1...n}) son los generadores canénicos de los estabilizado-
res J yJ', respectivamente. Una vez obtenidos los vectores ¢’y q7 , la obtencién
de la representacion candnica de F, es inmediata mediante la realizacién de
O (n?) operaciones cldsicas.
Tenemos que obtener ¢’y q_7 tales que los E, dados por la ecuacién (3.29)
obedezcan que
JE, = (=1)khE J

JiE, = (D)HRE, (3:30)

Para hacerlo, tenemos que determinar la matriz no singular C' tal que
JiJ'j = (=) '5J; (3.31)

La condicion 3.30 se convierte ahora en

ko —ky = Cf
- 7 (3.32)
Por lo tanto, invirtiendo C'y CT, obtenemos los vectores ¢y q_7 . Este pro-
cedimiento debe repetirse para cada uno de los (]\24 ) pares de experimentos
para encontrar todo los E,, para los que la estimacion F(&,,) > 2/M.

5Esa forma es apenas una generalizacién de la representacién canémica, donde By =
BX ZBO and BJ/ :BZ
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3.5.4. Analisis del error para la deteccion simultanea
de coeficientes

Surge con esto la pregunta acerca de cuantos experimentos son necesarios
para obtener los coeficientes diagonales X, con una precisiéon dada. Si se
quieren medir todos los coeficientes x,,.,, mayores que un cierto valor ¢, todos
con una incerteza individual d, se puede obtener el nimero de experimentos
suficientes M para obtener eso con probabilidad de éxito p como[Pas08]

2(D+H(D+1) 2(1+2)(1+3)

M= D2(1—-p)  *2(1-p) (3:33)

Esto se obtiene considerando que la estimacién de cada F (&,,,) se consigue
con una varianza 2F (E,m) [1 — F (Epm)] /M, y usando una cota para la
funcién de error.

Ademas, si se considera € > % esta expresion puede simplificarse como

2

Mz 2i=p) (3.34)
Eso significa que podemos hacer tomografia diagonal completa con recur-
sos que son polinomiales tanto en el nimero de qubits del sistema como en la
precision deseada 0. Una posible critica a ese argumento es que para un canal
tomado al azar, los coeficientes y,.,, van a tener valores tipicos cercanos a
%. Este método dara buenos resultados cuando el canal considerado no es
aleatorio. En particular, cuando se trate de un canal con interacciones locales

fuertes.

3.6. Conclusiones parciales

Hemos visto en este capitulo como medir de forma selectiva y eficiente
cualquier coeficiente de la matriz x de un canal. Para estimar esos coeficien-
tes sirve cualquier método capaz de determinar eficientemente la fidelidad
promedio de un canal. En particular, vimos en detalle como estimar dicha
fidelidad a través del muestreo aleatorio de estados un conjunto de bases mu-
tuamente no sesgadas que, a su vez, forman un 2—diseno. El hecho de que esos
estados formen un 2—diseno es lo que posibilita que un muestreo finito sirva
para hacer una estimacién eficiente. Ademas, aprovechamos las propiedades
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de esa base, en particular en lo que respecta al formalismo de los estabili-
zadores, para mostrar como obtener todos los coeficientes diagonales X, a
partir del mismo conjunto de resultados experimentales. No sélo eso, sino que
ademas, mediante una idea similar, se pueden detectar todos los coeficientes
diagonales mayores a cierta cota sin saber a priori nada sobre el canal. Dicha
deteccion es de gran utilidad ya que los coeficientes diagonales establecen, a
su vez, cuales de los coeficientes no diagonales poseen informacion relevante
sobre el canal.
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Capitulo 4

Tomografia de procesos
cuanticos selectiva y eficiente
sin ancillas

Es un hombre o una piedra o un arbol el
que va a dar comienzo al cuarto canto.

Los Cantos de Maldoror
Conde de Lautréamont

Un problema del método SEQPT que vimos en el Capitulo 3, es que
requiere, como ancilla, de un qubit limpio. Si bien es cierto que eso no afecta
en nada la eficiencia del método, si hace que el propio tomografo sea méds
susceptible al ruido. Por ese motivo seria deseable encontrar una versién
alternativa que no requiera ningin recurso adicional.

En éste capitulo presentaremos una variante al método SEQPT que no
requiere ancillas[SBLP11].

4.1. Elementos no diagonales

La tomografia de los elementos diagonales en el método SEQPT no re-
quiere de sistemas auxiliares de ningtn tipo. Por lo tanto, s6lo nos concen-
traremos aqui en la mediciéon de los elementos no diagonales de la matriz
X-

La primera observacion que podemos hacer es respecto del circuito para
medir coeficientes no diagonales de la Figura 4.1. En la figura se hace evidente
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que el sistema auxiliar cumple un rol limitado en el tiempo y que es para la
generacion del estado que luego atravesara el canal.

A BB —E 1A W)

|
|
|¢>Sistema /V El ] EI]JL

Figura 4.1: Circuito para la medicién de x,, para un canal £. Queda de
manifiesto que el rol de la ancilla es inicamente para la prepa-
racion de los estados.

Analicemos un poco mas el circtuito de la figura 4.1. En particular, el
caso en el que en la ancilla se mide o,, correspondiente a querer determinar
la parte real del coeficiente x,,. Para el caso en que se mida o, a la ancilla
el analisis es igual. Cada experimento puede tener uno de cuatro resultados
posibles:

1. Con probabilidad pys, ancilla en |4) = \% (10) +|1)) v supervivencia
del estado del sistema.

2. Con probabilidad p,,, ancilla en |[+) y no supervivencia del estado del
sistema.

3. Con probabilidad p_g, ancilla en |—) = \/ig (|0) — |1)) v supervivencia
del estado del sistema.

4. Con probabilidad p_,, ancilla en |—) y no supervivencia del estado del
sistema.

Por la ecuacién (3.14), tenemos que

D+ 1R,€ (Xab) =P+s —P-s (41>

Es decir, para obtener la parte real se deben medir dos de esas cuatro pro-
babilidades. No sélo eso, sino que cada una de esas dos corresponde a la
preparacién de un estado distinto (el que se obtiene midiendo en la ancilla el
estado |+) y el que se obtiene al medir |—)).

Veremos a continuacion cudles son los estados del sistema que resultan
cuando se mide cada uno de los dos posibles resultados de la ancilla. Puede
pensarse esa etapa como una etapa de preparacion de estados del sistema.
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4.1.1. Preparacion de estados con ancilla

Analizaremos aqui la preparacién de los estados recuadrada en la Figura
4.1. Lo primero que vale la pena notar es que, durante la etapa de preparacién,
todos los estados involucrados son puros.

El estado conjunto de la ancilla y el sistema |¥) en el instante previo a
la medicién de la ancilla toma la forma

!
V2

Al medir o, a la ancilla, se proyecta el estado sobre la base {|+),|—)} de

0) = —= (10) @ Bf [v) + 1) ® EL [)) (4:2)

la ancilla. Es decir, se pueden obtener los estados

1

W) = () (HeD W) = — B e (Bl +E)w)] (43

Ime (B -g)w] @

S

1
V) = (9 {—|e])|¥)=——
V) = () -lenn =5
Por lo tanto, los estados que hay que preparar para realizar tomografia

no diagonal sin ancilla son de la forma (E(I + Eg) ‘@Z)#Jl para la parte real

y (El + ZED |¢;7]1> para la parte imaginaria. El esquema de tomografia no
diagonal sin ancilla queda claro, se deben preparar esos estados, aplicar el
canal, y luego a la salida medir la probabilidad de estar en el estado |¢;{;>
correspondiente, promediando sobre todos los J vy m del 2—diseno.

Un problema que aparece, es que la preparacion de esos estados sin ancilla
no es tan simple como aplicar los operadores E] 4 EbT y Bl + zEbT sobre los
estados del 2—diseno, ya que esos operadores ni siquiera son unitarios en el
caso en que la base de operadores {E,} si lo es. Sin embargo, veremos en
breve como superar ese inconveniente.

4.2. Tomografia diagonal en otra base

Otra manera de interpretar los resultados de la seccién anterior, es pensar
que se trata de tomografia diagonal en una base de operadores distinta a

LQueda explicito en este punto que el promedio sobre la medida de Haar se realiza, igual
que en el Capitulo 3, inicamente sobre estados de un 2—diseno formado por un conjunto
de MUBs.
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la {E,}. Es evidente que cambiar de base puede llevar la informacién de
afuera de la diagonal hacia la diagonal, permitiendo utilizar las técnicas de
tomografia diagonal.

En efecto, consideremos el circuito de la Figura 4.2. El esquema es com-
pletamente equivalente a lo dicho en la seccién anterior, pero esta presentado
como un circuito similar a los de mediciéon de coeficientes diagonales de la
Figura 3.1.

1)~ &5 (B = OE) H & AW @i

Figura 4.2: Circuito para la medicion de los coeficientes x,, para un canal
E. La i entre paréntesis debe interpretarse como una fase que
puede o no estar, dependiendo de si se desean medir partes
reales o imaginarias de los coeficientes.

De nuevo, estamos frente a la dificultad de que aplicar los operadores
que son combinacion lineal de los de la base puede no ser facil y, en el caso
general, se trata de operadores que ni siquiera son unitarios. Pero dejando de
lado ese detalle con el que nos enfrentaremos en la Secciéon 4.2.1, podemos
analizar el funcionamiento del circuito.

El resultado de la medicién promediado sobre la medida de Haar es

P () = 5 [ av e [(BL= 0B 1) (] (B (<D ) (45)

donde la fase entre paréntesis indica que dicha fase puede o no estar, depen-
diendo de si se desea medir la parte real o la imaginaria del coeficiente, y el
canal & es la composicién del operador Ef + (Z)E;r con el canal £. Utilizando
la linealidad del canal £ y la linealidad de la integral en la medida de Haar
se obtiene

F(€4) = 3 [ @ IE[EL ) W1 E o) +
£(-0) 5 [ dw i€ [BL) Wi B 1) +
£6) 5 [ dvwle (Bl B 10 +

+ 5 [wweEwwB]W 4o
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y comparando con la ecuacién (3.10) se obtiene
(e _ D
F <gab> - m (Xaa + Xbvb
:i:(_i>Xab + (i>Xba + % + <_Z)6Lpb + (”%) (47)

Es simple ver que la medicién de los cuatro valores (dos signos y con o sin
fase 7/2) se obtiene el coeficiente x4, como

P(e),F(E) - 2
F (5b) L F <5b> L= DQ—flIm (Yab) (4.8)

El tnico punto que queda por resolver, que veremos a continuacion, es

como implementar los operadores <El + (i)E] )

4.2.1. Preparacion de estados sin ancilla

Una primera observacion, es que no es necesario implementar los opera-
dores (El + (Z)Eg> en general, ya que unicamente actuaran sobre estados
del 2—diseno. Ademés, el muestreo sobre los D (D + 1) estados del 2—diseno
es un muestreo clasico, por lo que para cada experimento uno sabe cual es el
estado de entrada.

Por lo tanto, una vez elegido el coeficiente ., que se desea medir, para
cada estado que se va muestreando al azar de entre los del 2—diseno, se puede
construir un operador unitario que actie sobre ese estado en particular como
(El + (z)EJ) De esa forma, el resultado es el deseado. Dicho en otras pala-
bras, no importa implementar los operadores en cuestion sino simplemente
generar los estados necesarios (ver Seccién 4.1.1). Si la base de operadores
elegida es la base de operadores de Pauli generalizados, dichos estados se
pueden contruir eficientemente.

El método para generar estos estados esta basado en algunas observacio-
nes:

1. Cualquier estado del 2—diseno que estamos utilizando W;{J se puede

Xn

generar eficientemente a partir del estado [¢)) = [0)*" (ver Apéndice

B.1).

2. Cualquier operador de la base {E,,,m =0,...,D? -1} actia como
una traslacion sobre los estados del 2-diseno en cuestion. Es decir,
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E, }1/1;7n> o W;{L/% donde hemos abandonado la conjugacién hermiti-
ca de los operadores por tratarse de la base de operadores de Pauli
generalizados.

3. El estado normalizado |}, ) = K (E, + ¢ E,) [¢,) también pue-
de generarse eficientemente. Eso, claro estd, siempre que el estado en
cuestién no sea el vector nulo. Y la constante de normalizacién K tam-
bién puede computarse eficientemente.

Se trata, entonces, de contruir estados de la forma (Ea + e’VBEb) |1/1;£L>,
donde f es un multiplo de 7/2. Para hacerlo, primero debemos establecer
un orden para los estados dentro de las bases que conforman el conjunto de
MUBs. Para la base computacional (J = 0) utilizaremos el orden lexicografi-
co. Para las demés bases utilizaremos la convencién

|Vm) = V5" [vm) (4.9)

donde Vy' es el operador de cambio de base de la base computacional a la
base J (ver Apéndice B.1). Es decir, los operadores de cambio de base no
alteran el orden de los estados. Ademaés, los estados de la base computacional
se construyen todos como o™ |19) donde oi™ es el producto tensorial de o,
para cada qubit donde la representacién binaria de m tiene un 1 e identidades
en los demas qubits.

Asi, los estados que se deben preparar pueden escribirse en la forma
V3 am) = (Ba+ €7 By) V5o [45) (4.10)

Teniendo en cuenta que los operadores de cambio de base V' son opera-
dores del grupo de Clifford construidos con O (n?) compuertas de Hadamard,
CNOT y compuertas de fase, es eficiente ver como transforman los operado-
res B, y B, frente a la conjugacién por V' (ver Apéndice B.1). Por lo tanto,
los estados ‘\Ifé7a7b7m> pueden llevarse a la forma

5 am) = V5 (Eaaém) + eiﬁEba;m) |49) (4.11)

Pero puesto que los operadores de Pauli E, y E, son traslaciones de los
estados dentro de la misma base computacional, se obtiene que

O3 apm) =€V ([U7) + €7 [vr)) (4.12)
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donde 7, t, a y [ se pueden computar eficientemente.

Por lo tanto, lo tinico que falta es construir un estado que sea combinacion
lineal de dos estados de la base computacional. Dicha combinacion lineal se
puede obtener siempre mediante una compuerta de Hadamard, O (n) com-
puertas CNOT y a lo sumo una compuertas de fase.

Resumiendo, hemos visto aqui que, a pesar de no poder implementar
eficientemente el operador E, + e*®E},, se pueden implementar eficientemente
operadores que, sobre un dado estado del 2-disefio, actian como E, + ¢/ E,.
Esto es el punto clave del protocolo de tomografia selectiva y eficiente sin
ancilla.

Luego se procede exactamente igual que para la tomografia SEQPT dia-
gonal. Se eligen estados del 2-diseno al azar, se aplica el operador correspon-
diente a E, + ¢’ E}, para ese estado, se hace actuar el canal £ y se mide la
supervivencia del estado de entrada. La supervivencia promedio sobre todos
los estados del 2—diseno es el coeficiente buscado.

4.3. Conclusiones parciales

En este capitulo vimos como realizar tomografia selectiva y eficiente de
procesos cuanticos sin la utilizacion de sistemas auxiliares. La principal ob-
servacion que nos permitio desarrollar el método, es que puede reinterpretarse
el rol de la ancilla del protocolo de SEQPT del Capitulo 3 como formando
parte solo de la preparacion de estados.

Luego, vimos que el protocolo sin ancilla era similar al SEQPT diagonal
en una base de operadores modificada (E, £ (i)E,). A pesar de que dichos
operadores no son eficientemente implementables, como sélo actian sobre
estados del 2—-diseno, desarrollamos un esquema para construir operadores
que, aunque diferentes a los que queriamos, tienen en mismo efecto sobre
un dado estado del 2—diseno. Sobre esa construccion, pudimos desarrollar el
protocolo de SEQPT sin ancilla.
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Capitulo 5

Implementacion fotonica de
SEQPT y SEQPT sin ancilla

Hay hombres que nacen comprometidos:
no tienen la facultad de elegir; han sido
arrojados a un camino; al final del
camino los espera un acto, su acto

Las Moscas

Jean—Paul Sartre

La tomografia de procesos estandar fue implementada numerosas veces,
en diversos contextos y sobre diferentes sistemas fisicos [BSST10, MKH'09,
WGPT07, NABT08, BAH"10]. En este capitulo mostraremos las implemen-
taciones foténicas de los algoritmos de los capitulos 3 y 4. La primera, pre-
sentada en [SLP10] es una implementacién de un qubit codificado en la po-
larizacion de un tnico fotén, utilizando un fotén gemelo como heraldo.

La implementacién del protocolo de SEQPT sin ancilla, presentada en
[SBLP11, Sch11], utiliza dos qubits: uno codificado en la polarizacién de un
fotén, y otro en un grado de libertad espacial del mismo. Dicha implemen-
tacion fue realizada en colaboracion durante la presente tesis y la tesis de
doctorado de Christian Schmiegelow.

5.1. Experimento foténico de SEQPT

El experimento del algoritmo de SEQPT fue llevado a cabo por Schmiege-
low et al. en [SLP10]. En la Figura 5.1 puede verse el dispositivo experimental
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montado.

D)
X
[0 X5 |

Polarizing Half Wave Quarter Wave Non-Polarizing
BS Plate Plate BS

CW 40mW@404nm Phase Detector
Type Il BBO Plate SPCM

Figura 5.1: Dispositivo experimental para la tomografia selectiva y eficiente

de procesos implementada sobre un qubit de polarizaciéon de un
fotén, utilizando como ancilla el grado de libertad del camino.
Figura tomada de [Sch11].

Para el experimento se utilizé un laser diodo continuo de 405nm y 40mW
incidente sobre un cristal BBO cortado para conversion paramétrica inversa
de tipo II. Uno de los dos fotones resultantes fue usado de heraldo, para
detectar coincidencias con el fotéon que pasaba por el experimento. Para el
foton del experimento, se utilizé el grado de libertad de polarizacién como
qubit, y el grado de libertad de camino como ancilla. De esta forma, la
preparacién del estado se realiza antes de la divisién en caminos (ver Figura
5.1). Luego de dividir en los dos caminos con un divisor de haz no polarizante
que hace las veces de compuerta de Hadamard, se realizan las compuertas
controladas (cada una en el camino correspondiente). Luego ambos caminos
son pasados por el canal en polarizacién. Por ultimo, la medicién de o, 0 o,
se obtiene haciendo interferir ambos caminos controlando la diferencia entre
ellos mediante la inclinacion en un angulo ¢ de una lamina de vidrio en uno
de ellos.

Una diferencia entre este experimento y el protocolo SEQPT que presen-
tamos, es que en el protocolo original, cada experimento corresponde a una
coincidencia medida por el detector. Luego de esa coincidencia, se debe elegir
otro estado del 2—disenio, al azar, y repetir el experimento. Al trabajar con
fotones, en cambio, el orden cambia: es mas facil elegir un estado del 2—diseno
y medir muchas coincidencias antes de preparar otro. Sin embargo, el método
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funciona de igual forma, solo que tomando el promedio de las probabilidades
de supervivencia de cada estado del 2-diseno. Un muestreo aleatorio sobre
esas probabilidades da el resultado correcto. De hecho, si no se repiten estados
del 2-diseno al realizar el muestreo, la desviacién estandar en la estimacién
pasa a estar acotada por o < ﬁ ( — %), con K =D (D + 1), en lugar

1 .. . . ..
del o0 < T del caso de coincidencias individuales.

Identiy L/14@0

Imaginary

z H

SEQPT NC SEQPT NC

Figura 5.2: Resultados obtenidos para ambos canales tanto por el méto-
do SEQPT como por el método estédndar (NC, por Nielsen y
Chuang[NC04]). Figura tomada de [Sch11].

En la Figura 5.2 se observan los resultados obtenidos para ambos canales.
En ambos casos, la fidelidad entre la tomografia estandar y la SEQPT es su-
perior al 95%. En este caso, es poco lo que puede decirse sobre la eficiencia
yva que los 6 estados del 2—diseno son pocos para hacer consideraciones es-
tadisticas, y porque toda la discusién sobre eficiencia tiene que ver con como
se modifica el nimero de recursos con el nimero de qubits, cosa que en un
experimento con un solo qubit no puede apreciarse.
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5.2. Experimento fotonico de SEQPT sin an-

cillas

El método de tomografia selectiva y eficiente sin ancilla fue llevado al
experimento para un sistema de dos qubits [SBLP11, Sch11], siendo estos la
polarizacién y el camino de un foton, y usando un fotén gemelo como heraldo.
Para eso, se bombed un cristal BBO (f-borato de bario) con un diodo léser
de 405nm para que ocurra la conversion paramétrica inversa y se produzcan
dos fotones de 810nm. Uno de ellos se utilizo cono heraldo, y el otro para
codificar los dos qubits del experimento.

El experimento se dividié en tres etapas, la preparacion de los estados,
la evolucién mediante el canal que se desea tomografiar y la medicion de
las probabilidades de transicion. En la Figura 5.3 se observa el dispositivo
experimental utilizado.

-

| | Compuerta arbitraria para la

preparacion y medicitn.

i i Qubit I
¢ l:c%:' en eamine U, | |'

i Qubit en I |
\‘ "'v nga;ﬂ{ﬂg polarizacion -| le. U3

i Medlclonde
Estados

Preparacion
: de estados \

Divisor de fmz Lamma d'f. mfeufm "'Luurr‘.a a——
polarizante de onda (p{
Lamina Divisor de haz
de fase no polarizante (‘ﬁ
Detector de Frbra
fotones nonamado /

I ¢ Diodo ldser de 40mW@405nm E|| !

Cristal BBO tipo IT

Figura 5.3: Montaje experimental para la medicion de los coeficientes
de un canal £. Se utilizaron fotones gemelos, uno como heraldo
y el otro como dos qubits codificados en polarizacién y camino.
Figura tomada de [Sch11].
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Se observa en la Figura 5.3 que el bloque de preparacién y el de medi-
cion son similares, conformados por una compuerta en camino U; realizada
mediante un interferémetro Sagnac, luego una compuerta U, en polarizacion
controlada por camino (es decir, operaciones distintas a la polarizacién de ca-
da camino), y por tltimo las tres ldminas de onda que permiten realizar una
operacién Us en polarizacion, afectando a ambos caminos por igual. Esas tres
operaciones permiten preparar —o medir— cualquier estado. En particular, los
que se deben preparar y medir para el algoritmo en cuestion. Entre la etapa
de la preparacion y la de medicion se encuentra el proceso, compuesto por un
interferometro de Mach-Zehnder estabilizado activamente para operaciones
en camino y, dependiendo del proceso a analizar, ldaminas de onda para la
fase.

Varios procesos fueron estudiados con el dispositivo descripto: El proceso
identidad; un proceso unitario en polarizacién obtenido con una lamina de
onda en ambos caminos; una operacion U, controlada por camino, colocando
ldminas de onda distintas en cada camino (U, = (I—0,)®0,/2+ (I+0,)®
0:/2); y una versién ruidosa de U,, donde se agrega ruido al qubit de camino
mediante un barrido aleatorio de la fase del Mach-Zehnder. La Figura 5.4
muestra los resultados obtenidos para la reconstruccién completa de la matriz
X de los cuatro canales en la base de operadores de Pauli generalizados. La
fidelidad entre la matriz xy medida con el protocolo SEQPT y aquella medida
mediante la tomografia de procesos estandar fue, en los cuatro casos, superior

al 90 %.

Para la tomografia completa se dejo de lado la eficiencia y se midieron
independientemente los valores de los 256 coeficientes x,,. Para cada una
de las D (D + 1) = 20 probabilidades de supervivencia de cada uno de los
estados del 2—diseno se prepararon los estados (E, + Ej) W;@ y se midié la
probabilidad de salir en el mismo |¢;7]1> Eso da un total de 256 x 20 x 2 =
10240 probabilidades de transiciéon. Sin embargo, muchas de ellas estaban
repetidas!, por lo que alcanzé con medir 560 probabilidades de transicién
con 140 arreglos experimentales distintos.

1Eso se debe a que (E, & Ejp) |1/),{L> puede ser igual a (E, + Ey)

’
w;fl,> en algunos casos.
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5.3. Conclusiones parciales

Vimos en este capitulo que tanto el algoritmo de tomografia selectiva y
eficiente de procesos cuanticos como su version sin sistemas auxiliares fueron
implementados foténicamente.

El primero de ellos utilizé como ancilla el grado de libertad de camino de
un fotén, siendo la polarizacion del mismo el qubit sobre el cual actuaba el
proceso. Para el caso sin ancilla se realizé tomografia de un sistema de dos
qubits codificados en la polarizacion y camino de un fotén respectivamente.
En ambos casos se utilizéo un fotén gemelo como heraldo.
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Figura 5.4: Resultados experimentales del experimento de SEQPT sin anci-
lla. Se observan en a) el proceso identidad, en b) el resultado de
la compuerta en polarizaciéon con una lamina de cuarto de onda,
en ¢) la compuerta controlada por camino y en d) la compuer-
ta ruidosa controlada por camino. En todos los casos, los dos
graficos de arriba muestran el resultado obtenido mediante el
SEQPT, y los dos de abajo los obtenidos mediante tomografia
de procesos estdndar. Figura tomada de [Sch11].
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Capitulo 6

Comparacion entre métodos de
tomografia de procesos

La trenza habia vuelto a crecerle, pero no
la llevaba suelta en la espalda sino
terciada sobre el hombro izquierdo (...).

El amor en los tiempos del colera
Gabriel Garcia Mdrquez

En este capitulo realizaremos una comparacion entre distintos de los
métodos que hemos estado estudiando. En primer lugar, veremos que el méto-
do de tomografia selectiva y eficiente de procesos cuanticos (SEQPT) de los
capitulos 3 y 4 es un pariente cercano de la caracterizacion directa de la
dindmica cuéntica (DCQD) de la Seccién 2.3.2, siendo la tnica diferencia
entre ambos que en uno se aprovechan las correlaciones cuanticas y que en
el otro las mismas son evaluadas clasicamente.

Luego veremos que varios de los métodos vistos (SEQPT, caracterizacién
simétrica de procesos cuanticos ruidosos y la caracterizacién de error en pro-
cesamiento cudntico de la informacién, de la Seccién 2.3.3) pueden agruparse
en una categoria de métodos basados en la simetrizacién del canal por medio
de la operacion de twirl. A la comparacién de esos métodos nos dedicaremos
en la segunda seccion del presente capitulo.
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6.1. Comparacion entre SEQPT y DCQD

En esta seccion veremos que el protocolo de SEQPT y el de DCQD de
la Seccion 2.3.2 pueden interpretarse a partir de un marco tedrico comun,
permitiendo entender un poco mejor ambos protocolos.

Lo que veremos para ello es como generar los estados de un 2—diseno de
H a partir del estado maximamente entrelazado. Eso nos dara un indicio de
la relacion que terminaremos de analizar posteriormente.

6.1.1. Preparacion de estados mediante mediciones

Supongamos que disponemos del estado maximamente entrelazado |I) =
\/LE > i@). Si se mide la segunda parte del estado en una base que incluye
a estado [¢), y se encuentra que esa parte estd en el estado |1)), el estado
posterior a la medicion es el

My 1) = =3 (U4 @ [is) () lisin) (61

donde II,, = I4 ® |[¢p) (¥p|. Si desarrollamos el estado |¢p) en la base
computacional {|i),i=1,..., D} como

[s) = a;lis) (6.2)
J
obtenemos que la ecuacién (6.1) se escribe como

Iy, [I) = > ajai (o @ |jg) (k) liais)

ijk

1
VD
1
= = ZO‘J‘O‘Z |24) ® |jB) Ok
VD ijk

143 @ V) (63)
donde el asterisco indica que se trata del estado conjugado en la base compu-
tacional al original. Es decir, la parte A termina en el estado conjugado (en
la base computacional) al que se midié en B. Para preparar un estado de
manera no determinista, entonces, se debe medir su conjugado a la parte B,
y con eso se sabe que el estado que qued6 en A es el deseado.
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6.1.2. Medicion de la fidelidad

Como vimos en las secciones 3.1 y 3.2, el coeficiente o esta asociado a la
fidelidad promedio del canal, que a su vez es la probabilidad de supervivencia
promedio de los estados del 2—diseno al atravesar el canal.

Utilizando el resultado de la seccién anterior se puede proceder de la
siguiente manera: utilizar el estado méximamente entrelazado |I) y medir a
la parte B en la base J* formada por los estados conjugados a los de la base
J. Luego hacer que la parte A atraviese el canal, y medir a la salida en la base
J. Si el resultado de la medicion en la base J de A y el de la base J* de B es
el mismo, eso corresponde a supervivencia de un estado tomado al azar de
la base J. Repitiendo el procedimiento para todas las bases y promediando
las supervivencias se obtiene la fidelidad promedio. La Figura 6.1 ilustra éste
esquema.

J
L3 Jid)
e

Figura 6.1: Medicién de la fidelidad preparando estados con un sistema
auxiliar.

El promedio en la Figura 6.1 se hace manualmente, guardando resultados
experimentales y promediando a posteriori. El esquema de DCQD es muy
parecido, pero la medicion que hace a la salida es la de supervivencia del
estado |I) conjunta entre las dos partes del estado. El promedio, entonces, es
realizado cudnticamente. Aprovechando el poder adicional que dan las me-
diciones conjuntas, se obtiene el mismo resultado que haciendo mediciones
separadas y promediando a mano. Una forma de interpretar eso es que medir
el estado |I) implica medir correlaciones entre los dos subsistemas. En cam-
bio, al hacer la medicién separada, es el fisico a cargo quien debe analizar
las correlaciones entre los dos subsistemas al ver si ambos dieron el mismo
resultado en la medicion.
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6.2. Meétodos basados en la operacion de twirl

Varios de los métodos que estudiamos de tomografia de procesos pueden
englobarse en una categorfa de métodos basados en twirl[LBPC10]*. El twirl
de un canal, que definiremos a continuacién, es una operacién de simetriza-
cién de un canal cuantico. Dependiendo del tipo de simetrizacién elegida se
puede obtener diferente informacion sobre el canal.

Comenzaremos por definir la nocién de twirl de un canal, y luego veremos
cudles de los métodos previamente introducidos se ajustan a dicha definicion,
y cémo compararlos.

6.2.1. Twirl de un canal

La accion del twirl estd ilustrada en la Figura 6.2. Tenemos un proceso
cuantico definido por un mapa £ que actia sobre un sistema (como en casi
cualquier tarea de informacién cudntica) preparado en el estado py. El twirl
del mapa consiste en la aplicacién de un operador U; antes del canal, seguido
por la aplicacion de U;r posterior a la accién del mismo, promediado sobre
un conjunto de operadores {U;} sobre los que se hace el twirl.

Tipicamente, el twirl es considerado un promedio sobre diferentes elemen-
tos Uj, resultando en un canal efectivo £T. Distintos conjuntos de operadores
U; resultan en distintos tipos de twirl que, a su vez, proveen distintos tipos
de informacién al realizar tomografia.

w T

Figura 6.2: Representacion circuital del twirl del mapa £. El promedio se

realiza sobre los operadores U; del conjunto sobre el que se
realiza el twirl.

En particular, un twirl que nos va a interesar por su relaciéon con el al-
goritmo de SEQPT (ver Capitulo 3) es el twirl sobre la medida de Haar, o
twirl de Haar definido como

ET(p) — / AUUTE(UpUU (6.4)

1Una posible traduccién serfa referirse al canal retorcido. Pero conservaremos ese nom-
bre en inglés para estar en consonancia con la literatura al respecto.
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donde dU se refiere a la medida invariante unitaria de Haar.

Ese twirl puede reformularse como un promedio en el espacio de estados,
para llevarlo a una forma similar a la utilizada en el protocolo SEQPT del
Capitulo 3.

(ol €57 (o) (o) ¥h0) I/HdeIE’(IWWI)Iw (6.5)

Formalmente, la equivalencia se debe a que la medida de Haar es invariante
unitaria. Puede pensarse de la siguiente forma: dado |ty), si se toma un U al
azar en la medida de Haar, el estado |¢)) = U |1g) corresponde a un vector
al azar en la misma medida, pero en el espacio de estados.

Esa dualidad entre la medida de Haar de operadores y de estados ha-
ce que haya relaciones analogas a las del Capitulo 3, como por ejemplo la
(3.7), pero para la medida de Haar del espacio de operadores [Sam80, Mel90,
BB96, EAZ05]. Nos limitaremos aqui a resumir esos resultados en la siguiente
ecuacion:

/ dUTr[AUTByU AU ByU|
= —T;)[;liA12] (TI'[BI]TI'[B2] - —Tr[lj)lBﬂ)
Tr[A;]Tr[A,] Tr[B;]Tr[ By
21 (TI'[BlBQ] - D ) (6.6)

para cualesquiera operadores Ay, Ay, By, By en B(H).
Usando eso y la condicién de preservacion de traza, se recupera la Pro-
piedad 3.2 que volvemos a enunciar aqui como

D Lomn [ au ol (Bl WIEI) (6.7)

6.2.2. Meétodos que utilizan un twirl de todo el espacio

En esta seccion veremos la comparacién entre dos métodos que utilizan
la operacion de twirl. Uno es el ya presentado en el Capitulo 3, SEQPT. El
otro, consiste en utilizar un twirl con los operadores del llamado grupo de
Clifford. Comenzaremos por ver que el método SEQPT es un método basado
en twirl.
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SEQPT como método basado en twirl

La equivalencia entre el twirl de Haar en el espacio de operadores y en
el espacio de estados es la base de la reinterpretacion de SEQPT como un
método basado en twirl. Sin embargo ambos twirls mencionados son twirls
sobre espacios continuos (la medida de Haar incluye a todos los operadores
unitarios). El salto para pasar a un conjunto discreto en el método SEQPT
era a partir de los 2—disenos. De esa forma, se convertia la ecuacién (6.7) en

DXmn + O 1
D+1 :D(D+1);Wi\g(ELWQWﬁEn)W;]>- (6.8)

La manera de convertir esto en un twirl es a partir de que sabemos trans-
formar eficientemente un estado de un 2-diseno en otro (ver Apéndice B.1
para los circuitos). Si llamamos |1)y) a un estado particular del 2-diseno, y
llamamos U al operador unitario eficiente tal que

U3 i) = 2. 69)
entonces la ecuacion (6.7) toma la forma
DXmn + Omn 1 p
= ENU! TENU (i)
D+1 D(D+1) Z<¢0|Us 5( mUs |77Z)0> <¢0|US n)Us |77/)0>

" (6.10)

que no es otra cosa que un twirl del mapa &, sobre uno de los llamados
2-disefios unitarios, en este caso formado por los operadores U/. A ese twirl
(tanto en estados como en operadores) se lo denomina MUB twirl, por ser
un twirl sobre un conjunto de bases mutuamente no sesgadas.

Vale destacar que no hemos hecho hasta aqui otra cosa que reinterpretar
el algoritmo SEQPT en términos de la operacion de twirl. Operacionalmente,
seguimos hablando de exactamente el mismo algoritmo cuantico. En parti-
cular, para los mapas &,,,,, esto dice que, en lugar de muestrear sobre los
estados del 2—disenio, debemos muestrar sobre los operadores del mismo (los
U7 de la ecuacién anterior) y medir la superviviencia promedio del estado

|20)-

SEQPT Vs. Twirl de Clifford

La equivalencia entre el twirl de Haar, el de MUBs y el twirl sobre el grupo
de Clifford[Dan05] (la misma operacién de twirl, pero esta vez tomando todos
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los operadores del grupo de Clifford que se muestra en el Apéndice A.11) nos
permite establecer una similitud entre ambos protocolos tomogréficos. Esa
equivalencia esta reflejada en la siguiente ecuacion

(1ol EMT (|10o) (o] ) [bo) =
1 C]

= > (Who|CIE (Culo) (tholC))Cultbo)
=1

= DD 1) Sl ) ) (6.11)
donde los C; son los operadores de Clifford en dimensién D y |ig) es un
estado arbitrario fijo. Ambos twirls utilizan la misma cantidad de recursos,
ya que preparar un estado de una MUB a partir de la base computacio-
nal e implementar los C; requieren, ambos, O(n?) compuertas de uno y dos
qubits[BPP09, Dan05, Got97, Got96]. Adem4s, el nimero de operadores de
Clifford tembién es exponencial en el nimero de qubits n, como también lo
es el nimero de estados en un conjunto de MUBs, por lo que en ambos casos
hay que recurrir a un muestreo sobre el twirl. Es cierto que hay muchos mas
operadores de Clifford que estados en un conjunto de MUBSs, pero en lo que
hace a la complejidad, ambos son exponenciales.

En el Capitulo 3 vimos como medir selectivamente cualquier coeficiente
diagonal de la matriz x usando un twirl de MUB. Equivalentemente, con el
twirl de Clifford se puede hacer lo mismo. Como hicimos en ese momento,
si aplicamos un operador E; antes de completar el twirl (ver Figura 6.3), la
probabilidad de superviviencia es

_ Dxu+1

Tr[|bo) (1o €47 (1400} (0])] = D1 (6.12)

Esto se demuestra directamente a partir de la Ecuacién (6.7).

De esta forma podemos medir eficientemente un coeficiente y; por vez
utilizando el twirl de Clifford. Esto no es de sorprender porque el grupo de
Clifford también forma un 2-disenio, s6lo que es un 2-diseno con muchos mas
operadores que el de las MUBs.

El protocolo SEQPT, como vimos en el Capitulo 3, se puede modificar
para detectar y medir todos los coeficientes diagonales mayores a cierto valor
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po 5 Ul — & (po)

Figura 6.3: Representacion circuital del twirl del mapa &;. El promedio

se realiza sobre los operadores U; del conjunto sobre el que se
realiza el twirl.

relacionado con la cantidad de experimentos realizados. Vimos que si se utili-
za como base de operadores para describir al canal a los operadores de Pauli
generalizados, entonces se pueden detectar todos los coeficientes x; > 2/M,
donde M es el nimero de experimentos. La estrategia para ello se basa en
tomar los experimentos de a pares, y en lugar de medir sélo supervivencia,
medir todas las transiciones a los estados de la base en cuestion. Por ejemplo,
si se toma como estado de entrada el |¢;{1> y se mide a la salida el estado
‘@Z);jl,% ese experimento se nota como una terna (J,m,m’). De esa forma, dos
experimentos en distintas bases s6lo son compatibles con la accién de un
unico operador de Pauli E;, aportando positivamente a la estimacién de yy
(ver Capitulo 3 para més detalles).

Esta estrategia se puede utilizar también con operadores de Clifford ac-
tuando en el estado inicial en lugar de estados de las MUBs. Utilizaremos
aqui el formalismo de los estabilizadores (ver Seccién A.10).

Como el grupo Clifford transforma los operadores de Pauli en operadores
de Pauli por conjugacion, se tiene que

CE.C' = By (6.13)

donde = significa que son iguales a menos de una fase global. Eso quiere
decir que si llamamos (Sz, 5) al estado estabilizado por el conjunto Sz con
autovalores 5, entonces la acciéon de C; sobre ese estado es equivalente a
cambiar (Sz, 8) por (Sp, §), donde ahora Sp es otro conjunto de n operadores
de Pauli conmutativos.

Por lo tanto, en cada experimento también se entrara al canal con un
estado (Sp, 8;,) que surge de la aplicacién del operador de Clifford al estado
|19). A la salida, al volver atrés el cambio de base del Clifford, es equivalente
a medir, luego del canal, en la misma base estabilizada por Sp. Por lo tanto,
cada experimento estd caracterizado por una terna (Sp, S, Sout). Esto es
analogo al caso del MUB twirl; el primero elemento de la terna indica la base,
el segundo el estado de entrada y el tercero el estado de salida. Nuevamente,
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hay D operadores de Pauli posibles que realizan esa transformacion (es decir,
que conmutan o anticonmutan con los operadores de Sp). Hasta aqui, todo
sigue igual que en el twirl de MUB. La diferencia surge al intentar combinar
pares de experimentos.

Nuevamente podemos intentar tomar los experimentos de a pares. Sin
embargo, en el caso del twirl de Clifford no es tan simple como con el caso de
las MUBs. Lo que deja de ser cierto es que dadas dos ternas (o sea, dos expe-
rimentos con sus resultados) exista un unico posible Pauli que realice ambas
transformaciones. Eso se debe a que dos operaciones de Clifford diferentes
pueden mapear los operadores Sz en dos conjuntos Sp, y Sp, que generan
dos subgrupos de Pauli que tienen algunos operadores en comun. Por eso,
no todo par de experimentos con C; # Co servird para establecer un tnico
Xu sobre la cota 2/M. Eso hace que la deteccién de coeficientes mayores a
2/M sea levemente més complicada y, en el peor caso, requiera mucha més
memoria para guardar la lista de coeficientes mayores a dicho valor.

En la practica, necesitamos determinar 2n operadores Ckagj )C}; (donde
k = 1,2 son dos compuertas de Clifford elegidas al azar) y chequear si son
dos conjuntos de generadores independientes. Si ese es el caso, entonces de
hecho hay un unico operador de Pauli que pueda ser responsable de ambos
experimentos. Gracias al teorema de Gottesman—Knill[NC04], eso siempre se
puede hacer eficientemente con una computadora clasica.

Para comparar ambos métodos, consideremos la probabilidad de deter-
minar satisfactoriamente un tnico Pauli que pueda ser responsable de los
resultados de dos experimentos tomados al azar. En el caso del twirl de
MUB, la probabilidad de éxito es pypp = D/(D + 1), ya que hay D + 1
bases, y cada vez que se agarren experimentos hechos en bases distintas se
encontrard un unico operador posible.

Para el caso de Clifford, la probabilidad se puede calcular de la siguiente
forma: dados dos subgupos de Pauli abelianos maximos, ;cudl es la proba-
bilidad de que el tnico elemento en comun sea la identidad? Para calcular
dicha probabilidad, procedemos de la siguiente forma: fijamos el primer gru-
po abeliano maximo y computamos la probabilidad de que esto ocurra a
medida que vamos agregando uno por uno los elementos del segundo grupo.
El primer grupo tiene, a menos de una fase, D — 1 operadores de Pauli (sin
contar la identidad). Si elegimos al azar un operador de Pauli distinto a la
identidad, por ejemplo E4, jcual es la probabilidad de que no pertenezca al

primer grupo? Es directo ver que esa probabilidad es %22__1:1) . Ahora, de los
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operadores de Pauli que conmutan con Fy, jcudl es la probabilidad de elegir
otro operador F5 que no pertenezca al primer grupo? Nuevamente, hay un
total de D?/2 — 2 operadores de Pauli que conmutan con E; y no son ni F;

ni la identidad, pero D/2 — 1 de ellos pertenecen al primer grupo. Luego, la

D?/2—-1-D/2
D?/2—2

computando la probabilidad de elegir un operador de Pauli que no pertenez-

probabilidad de que esto ocurra es . Seguimos de la misma forma,
ca ni al primer grupo ni al grupo generado por los operadores ya elegidos. El
producto de todas esas probabilidades es la probabilidad po de tener sélo un
operador de Pauli posible responsable por ambos experimentos:

" D2/2i — i — D)2
D2/27 — 2i

pc = (6.14)

J=0

Como se muestra en la Figura 6.4, esta probabilidad es menos pero asintética-
mente equivalente a py;pp. Para los experimentos hechos hasta el momento,
de tan solo unos pocos qubits, el twirl de MUB sigue siendo més practico
para obtener los coeficientes mas grandes.

0.4}

Probabilidad de éxito
| |

0.2+

1 3 5 7 9 11 13 15
Qubits

Figura 6.4: Probabilidad de éxito de los dos métodos: pyyp, usando un
twirl de MUBs (®) y pe, usando un twirl de Clifford (m).

En este punto podemos concluir que el SEQPT presentado en el Capitulo
3 es levemente superior al protocolo con el twirl de Clifford. Sin embargo,
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ambos son asintéticamente equivalentes.

Estos dos protocolos con twirl de todo el espacio, a pesar de ser eficien-
tes, requieren de la implementacion sin errores de los operadores sobre los
que se hace el twirl (ya sea el 2-disefio o el de Clifford), o al menos con
menos errores que la implementacion de €. Si poseemos un sistema cuéntico
que permite implementar compuertas de Hadamard, de fase, operadores de
Pauli y CNOT (son las que se utilizan tanto para los operadores de Clifford
como para el 2—diseno) con suficiente precisién, estamos en condiciones de
estudiar mapas complejos con estos twirls. Si, en cambio, queremos estudiar
compuertas y secuencias de compuertas cuya complejidad es comparable a la
de las compuertas del grupo de Clifford o el 2-diseno, entonces el método no
servira. Para ese caso, es que resulta conveniente realizar twirls en espacios
mas pequenos, como en los métodos que se detallan en la préxima seccién.

6.2.3. Meétodos con twirl de un solo qubit

En esta seccién hablaremos de métodos basados en el twirl de un qubit del
canal. Ya hemos hablado muy brevemente de ellos en la Seccién 2.3.3, pero
entraremos aqui en més detalle sobre esos y otros métodos similares[ESM*07,
LLCO09, LLECO7]. Un twirl de un solo qubit es un twirl que actia como el
producto tensorial de los distintos operadores del twirl en cada qubit. Tanto
el método de SCNQP de la Seccién 2.3.3 como el presentado en [LLCO09]
pueden interpretarse como casos particulares de un método general que mos-
traremos aqui. Vale destacar que ambos métodos han sido implementados
experimentalmente.

Ya vimos en la Seccion 6.2.2 la importancia del twirl de Haar y mencio-
namos su equivalencia con el twirl de Clifford. En ésta seccion trabajaremos
directamente con el twirl de Clifford. Para ello, vamos a usar el hecho de
que los operadores de Clifford pueden descomponerse en operadores de Pau-
li (el normalizador del grupo de Clifford) y otros operadores denominados
operadores simplécticos?.

Seguiremos aqui la notaciéon de [ESMT07]. Antes utilizdbamos un indice
m para los operadores de la base E,, (es decir, m identificaba al operador

2Los operadores de Pauli dejan invariantes, a menos de una fase, al grupo de Pauli.
Los operadores simplécticos, en cambio, son los que hacen mapeos no triviales entre los
mismos.
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de Pauli E,,) y dos para los de la matriz x,,,. Ahora reemplazaremos cada
subindice m por una terna

m — W, Vy, by (6.15)

donde w indica el peso de Pauli de F,,. Es decir, que E,, actia de manera
distinta a la identidad en w qubits. El indice v, € {1, 2,..., (Z) } indica sobre
cuales de esos w esta actuando el Pauli de manera no trivial. Por tltimo, el
indice i, es un vector de longitud w de la forma i, = (i1,42,...,%y), en el
que cada componente indica qué Pauli (1 — 0,, 2 = 0,, 0 3 — 0,) actia en
cada uno de los qubits seleccionados por i,.

Comenzamos por analizar el twirl de Pauli (PT) del canal. Eso transforma

a € en
1 D?-1
1=0
1 D?-1D?%-1
=55 2. O XunEiEnEp B, B (6.17)
=0 mn
D?-1
=D XmmEnpE (6.18)
m=0

Este resultado, probado en [Dan05], puede entenderse de la siguiente forma:
para m = n, BE, EpE B, E = E,.pE, ya que cada E,, conmuta o anti-
conmuta con cada Ej. Y en el caso en que m # n en cada qubit j en el que
difieren tenemos que El(j )Eq(nj)El(j ) pEl(j gy )El(j )= +gY qu(lj ), con cada signo
apareciendo la mitad de las veces. Por lo tanto, todos se cancelan en la suma.

Ahora consideremos el twirl simpléctico de un qubit (S1T), que es de la

forma
3TL
1
S1T - = T T
Sm = Q) SY (6.20)
j=1

donde los SY son los elementos del conjunto formado por los operadores
{eXp<_i(7r/4>Up)7 p=xY, 2}3'

3Es simple comprobar explicitamente que dichos operadores mapean el grupo de Pauli
en si mismo de manera no trivial.
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Es facil mostrar que

3
1 . . . . 2002 200,
; S 51089 ps g, 50 — T2 + Uygay T 0:p0
=1

Por lo tanto, luego del twirl de Clifford de un qubit (C1T, compuesto por el
de Pauli y el simpléctico) se obtiene

371
1
ENMT(p) = S_NZsjgl’T(slps;)sl (6.21)
=0

col

n (o)
- (Sen) o

w=0 vy

col

¢ mno son otra cosa que los coeficientes
yrw

donde los coeficientes colectivos
diagonales X, de la matriz x renombrados a Xy, i,, luego de promediar

sobre los i,:

Xfuo,luw = Z Xw,l/w,iw (623)

Esté es el corazén del método presentado en [ESM07].

Veamos como se realciona ese resultado con probabilidades de supervi-
vencia. Consideremos un estado de la base computacional |vy,), donde oy, es
un vector booleano de longitud n y peso de Hamming h. (El peso de Ham-
ming h de un vector binario es el nimero de unos que contiene). El primer
resultado que podemos obtener es que la probabilidad de supervivencia del
estado |v) es independiente del estado,

FETT, [on)) = (BnlET (|Tn) (T ) [0n) (6.24)

o
ap» ﬁ”—w” (Z |<77h|Ew,uw,iw’7_)h>|2) (6.25)

w=0 vy
n (LL’) Xcol 3w
= > % (Z (0] B i e 0>|2) (6.26)
w=0 vy iw
n (Z) Xcol
= ggg—w (6.27)



Para pasar de (6.25) a (6.26), debemos tener en cuenta que |v,) se obtiene
de aplicar el operador de Pauli EY* (que tiene o, en cada posicién en que oy,
tiene unos e identidades en el resto) a |0). Ese operador E» va a conmutar o
anticonmutar con E,,, ;. ¥ €l signo serd absorbido por el médulo cuadrado.
La ecuacién (6.27) se obtiene teniendo en cuenta que el tinico operador no
trivial Ey ., i, que lleva el estado |0) a si mismo (a menos de una fase) es
aquel que tiene o, en todas las posiciones indicadas por v, y por lo tanto el
unico posible de todos los i, dados v, y w.

Vale aclarar que aunque f(EC'T|v,)) es equivalente a la fidelidad pro-
medio F(£°'T) del proceso £°T, esa no es la fidelidad promedio del canal
estudiado (es decir, el canal sin twirlear). Es decir, no obtenermos F(&) =
(Dxoo + 1)/(D + 1) del método SEQPT (ver Capitulo 3). Sin embargo, es-
te twirl factorizado provee una informacion distinta sobre la estructura del
canal £. El primer resultado a mencionar, presentado en [ESMT07], es que

se pueden obtener ciertos coeficientes de la matriz y agrupados por peso de
Pauli

)
Pw = Z Z Xw v ,iw Z cho,luw (6.28)

Los parametros p, y Xffll, son parametros promedio de los elementos dia-

gonales de la matriz x. Los p,, se relacionan con la probabilidad Prob (uy, h)
de obtener cualquier estado |v;,) con peso de Hamming h al medir sobre el
estado E1T(]0)(0]). En efecto, tenemos que

Prob (op,h) = (v |5C1T(|0>(0|)|17h>

col

qw
= Z Z s (Z |<0|Ew,yw,iwwh>|2> (6.29)
w=0 vy i
Para que (0| Ey ., i, |Un) sea distinto de cero (es decir, £1), 1, tiene que tener
factores distintos de la identidad al menos donde hay unos en vy, por lo que
tiene que w > h. Ademds, los i; en i, tienen que ser 1 = x 0 2 = y para los
qubits con unos en vy, y 3 = z para los w — h qubits que tienen ceros en vy,

pero no una identidad en FE,, Entonces habra exactamente 2" de esos

WVw,lw *

operadores para w y v, dados, por lo tanto

Prob (U, h Z Z Xf,flw (6.30)

w=h vi=1
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col

ww., Dara operadores de Pauli que no tienen una identidad

donde v}, indica x
en al menos todos los qubits cuya componente en v, correspondiente es un
uno. La etiqueta v indica los (Z:Z) coeficientes con w > h que satisfacen
esa condicién. Si descartamos la informacién acerca de cudles qubits tienen

un uno al medir, sumando sobre todas las (2) posibilidades, entonces

Prob (h) = > Prob(ty,h) (6.31)

n 2h <Z:2) (Z)
= 2}137, DD X (6.32)

w vi=1 vp=1

- wzi% §_Z (‘}‘:) V(wzz%l X (6.33)
_ zn: §_Z C‘;) P (6.34)

w=h

De esta forma, todos los p, estan relacionados con las probabilidades de
medir una salida con peso de Hamming h mediante una matriz de n X n

Ry = ;—Z(;‘:), como se explica en [ESMT07].

Veamos ahora la estrategia seguida en [LLC09], dentro de éste mismo
marco tedrico. La idea es mantener la informacion acerca de qué qubits tienen
uno en la salida, usando toda la informacién de Prob (vy, h).

Para empezar, reemplacemos w y v,, por v,,, un vector booleano de lon-
gitud n y peso de Hamming w que caracteriza parcialmente un operador
de Pauli E;. v,, tiene cero en la j—ésima posiciéon si y solo si El(j) =1, en
cualquier otro caso, tiene un uno. Por ejemplo, el operador ng)ag(;’) den=14
qubits tiene v, = (1,0, 1,0). Hay, por supuesto, > " _, (Z) = 2" = D de esos
vectores para describir a los operadores de Pauli.

Usando la ecuacién (6.30) y comenzando por la probabilidad de tener
todos los qubits en uno a la salida, y bajando sucesivamente hasta la pro-
babilidad de superviviencia del estado |0) correspondiente a todos ceros a la
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salida, se obtiene que

on

= 3_nxgjf (6.35a)
2n—1

Prob (@n—ly n— 1) = ﬁ){%ﬁ{l + 3_nxgzl (635b)

n—2
o 2 col
- 37172 X@HQ

Prob (n)

Prob (0,_2,n — 2)
_2"_2 €Ol 2”—2 co
+ Z 3n—1Xf;nl71 + 3_an;nl (6.35¢)
Up—1
. etc.

col
Un

Por lo tanto, podemos determinar x¢* usando (6.35a), luego combinarlo con

col
D

(6.35b) y obtener los n posibles x5”  a partir de las diferentes probabilidades
Prob (v,-1,n — 1), para luego combinar eso con la ecuacién (6.35¢), y asi su-
cesivamente. Esas ecuaciones definen una matriz triangular que relaciona las
probabilidades Prob (o, k) con los coeficientes colectivos x5. Vale la pena
destacar que no es necesario realizar diferentes experimentos para obtener
diferentes probabilidades. Solo necesitamos implementar M operadores del
twirl y guardar los resultados de las mediciones para cada uno de ellos. Ese
resultado es un string binario de longitud n que indica si cada qubit fue
encontrado en el estado |0) o |1).

El problema no es la obtenciéon experimental de los datos, sino el post-
proceso clasico necesario para obtener los coeficientes buscados. La matriz
dada por las ecuaciones (6.35) es de D x D, por lo que la complejidad del
procesamiento de la misma (aunque sea sélo en capacidad de almacenamien-
to) escalea exponencialmente con n. Para que esta estrategia funcione es
fundamental relacionarla jerarquicamente con la determinacién de los p,: la
informacion experimental requerida es la misma y puede obtenerse eficiente-
mente mediante un muestreo. La idea es la siguiente: si estamos analizando
un mapa & que es cercano a la identidad (un canal de ruido, por ejemplo) o un
circuito cuantico que involucra sélo algunos qubits, entonces podemos espe-
rar que por encima de un cierto peso de Pauli de corte w,,, los p,, sean nulos.
Esta es una condicién rasonable. Puesto que por la preservacion de la traza
del canal vale que > _ p, = 1, los p,, no pueden ser todos arbitrariamente
grandes, haciendo posible acotar los coeficientes por encima del corte por una
cantidad despreciable. En un caso asi, la matriz que relaciona las probabili-

dades Prob (v, h) con los x& tendrd tamano M, X Mo, Meo = 2 (1),

v m=0 \m
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que escalea polinomialmente con n. Hay, sin embargo, una segunda dificul-
tad. Como se explica en [ESM*07, LLC09], los errores en la determinacién
de los p,, o los Xffll,w
las matrices que los relacionan con las correspondientes probabilidades de
las ecuaciones (6.34) y (6.35), respectivamente. A pesar de que las proba-

bilidades medidas tienen una desviacién estandar < 1/v/M, este error se

col
W,V

escalean ineficientemente con w como consecuencia de

propagara hacia los p,, o los x con un factor que crece polinomialmente
con n pero exponencialmente con w. Nuevamente, necesitamos despreciar las
probabilidades p,, inferiores a un cierto valor de corte. El sistema puede ser
arbitrariamente grande, pero siempre y cuando las probabilidades p,, sean
despreciables por encima de un cierto w,, (con w,, escaleando a lo sumo po-

linomialmente con 1) podremos obtener toda la informacién no despreciable

col

o, €ficientemente.

de los x

Notese que, en la seccion anterior, el requerimiento de que soélo unos pocos

(<< D) coeficientes Xy, i, Sean no despreciables no es a priori. Podemos

ejecutar el protocolo y arribar a esa conclusién eficientemente.

Con el twirl de Clifford completo (Clifford de n qubits) obtenemos directa-
mente los coeficientes con una desviacién estandar o < 1/ VM, mientras que
con el twirl de Clifford de un qubit sélo obtenemos probabilidades Prob (vy, h)
con desviaciones estandar o < 1/ VM, que luego deben ser propagadas para

col
W,y *

Con el protocolo SEQPT, la medicion de los py,.,, mas grandes puede ha-

obtener los errores estimados para los coeficientes colectivos x

cerse mas precisamente, sin perder informacion y sin restricciones sobre el
canal estudiado. Claramente, el protocolo de esta secciéon [ESMT07, LLC09]
requiere de menos recursos ya que solo es necesario implementar 12n com-
puertas de un qubit en lugar de O(n?) compuertas de un qubit y CNOTs. En
la préactica, sin embargo, el método que se elija dependera de la capacidad
experimental que se posea, y del tipo de informacién que se desee obtener de
los procesos.

6.3. Conclusiones parciales

En éste capitulo comparamos diferentes métodos tomograficos. En primer
lugar, vimos que SEQPT y DCQD son métodos muy parecidos si se los
observa desde la perspectiva de DCQD: ambos utilizan el mismo tipo de
circuito cuantico, pero DCQD aprovecha correlaciones cuanticas a la hora de
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realizar la medicién y SEQPT da cuenta de las correlaciones manualmente.

Luego estudiamos los métodos basados en twirl. Vimos que el SEQPT es
un método basado en el twirl sobre el conjunto de estados de un 2—diseno,
y que da los mismos resultados que el método basado en el twirl de Clif-
ford. Sin embargo, el SEQPT es levemente mas simple cuando se trata de la
determinacion simultanea de coeficientes diagonales.

Por 1ltimo, vimos en detalle los métodos basados en el twirl de cada qubit
por separado. Esos métodos permiten la obtencién de informacién que resulta
muy importante, en especial, para la elecciéon de un método de correccién de
errores adecuado.
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Parte 11
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Capitulo 7

Tomografia de estados
cuanticos

Por surcar mejores aguas alza las velas
ahora la navecilla de mi ingenio,
tan cruel mar detras de si dejando

La Divina Comedia
Dante Alighieri

El estado de un sistema cudntico no es una magnitud observable. Ese
hecho es una particularidad importante de la mecanica cuantica: todo el
formalismo se basa en la evolucion de estados cuanticos y, sin embargo, los
mismos no se pueden medir. A pesar de eso, si uno dispone de multiples
copias de sistemas preparados en el mismo estado, se pueden realizar distintas
mediciones a cada copia permitiendo reconstruir el estado en cuestion. A esa
tarea se la denomina tomografia de estados cuanticos.

En éste capitulo introduciremos algunos conceptos generales sobre la to-
mografia de estados cuanticos. Aunque existen infinidad de métodos para
realizar dicha tarea[NC04, PR04a, GLF+10, CPF*10, MPS*02], sélo dare-
mos un breve reapso a los que nos serviran mas adelante.

7.1. Descripcién de los estados cuanticos

El estado de un sistema cuéntico p es un operador lineal, hermitico, positi-
vo y de traza unitaria perteneciente al conjunto B (#H) de operadores H — H,
como se comenta en el Apéndice A.1.
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De igual forma que todo operador lineal, el operador densidad de un
estado puede escribirse en una base arbitraria de B(#H). Algunas de esas
bases resultan més convenientes para la descripcion del estado por la forma
en que manifiestan ciertas caracteristicas del mismo, y por la conveniencia
operacional para, por ejemplo, utilizar el conocimiento de esos estados para
realizar algin algoritmo cuantico.

En general, dada una base S = {B, € B(H),a=0,...,D? — 1} del es-
pacio B (H), un operador densidad puede escribirse como

p= ZaaBa (7.1)

Y dependiendo de la eleccién de la base de operadores, los coeficientes o, € C
reflejaran las propiedades del estado p de distinta manera.

7.1.1. Expansién en operadores de Pauli generalizados

Una opcién habitual es utilizar como base S la base de operadores de
Pauli generalizados. En esta base, el estado se escribe como

% > all, (7.2)

donde el factor % se utiliza para la normalizacién.

En esta base, las propiedades del operador densidad se traducen en pro-
piedades simples sobre los coeficientes a,:

= Si Py =1, entonces la normalizacion Trp = 1 se traduce en ag = 1.
» La condicién p = p' se traduce en o, € R.

» La pureza del estado es Tr (p?) = 5 >, o2

Ademas, dada la ortomormalidad de los operadores de Pauli, la tomo-
grafia selectiva es directa ya que

Tr (pPy) = ag (7.3)

Es decir, para medir cada coeficiente solo es necesario medir el valor medio
del operador de Pauli generalizado correspondiente.
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7.1.2. Expansion en una base de H

Otra representacién habitual del operador densidad es mediante la matriz
densidad en una base dada del espacio de Hilbert. Si la base de H en cuestiéon
es Q@ ={|vq),a=1,..., D} el estado se escribe como

p= Z (Val p|V6) |%a) (1] = Z Qb [1a) (U] (7.4)

ab

En este caso, todas las propiedades del operador densidad (hermiticidad,
positividad y traza) se traducen directamente a las mismas propiedades sobre
la matriz .

En la préoxima seccién veremos como realizar tomografia selectiva de los
coeficientes de la matriz a.

7.1.3. Tomografia de estados

Supongamos que se desea hacer tomografia de un estado en la base Q
de H, como se describi6 en la Seccién 7.1.2[NCO04]. Los elementos diagonales
son las probabilidades de obtener cada uno de los estados de la base Q al
realizar una medicién en dicha base. En efecto,

Tr (p i) () = ) cvap (rltba) (Wltdy) (5]00n)

abk

= Z aabékaébjéjk = Qjj (75)
abk
Es decir, medir en la base Q recupera toda la informacién sobre los ele-
mentos diagonales de p.
La medicién de los elementos no diagonales es levemente méas complica-
da. Para ello, es necesario poder medir proyecciones sobre estados que son
combinaciones de los de la base Q. Consideremos los estados

1
7 (Iha) £ [¥)) - (7.6)

Si se mide la probabilidad de tener el estado [¢g 1), se tiene que

W}ab,:l:) =

Tr (p [ab+) (Vab2|) = (abz| p [ab+) = % (g + apy £ gy £ ap,)  (7.7)

de donde se obtiene que

Tr (p [Yab,+) (Vabs|) — Tr (p [ab,—) (Yab,—|) = 2Re (aap) (7.8)
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Luego, a partir de medir la probabilidad de que el estado sea el [ty 1)
0 el |1a,—) se obtiene la parte real del coeficiente ay,. La parte imaginaria
se obtiene de la misma forma, a partir de las probabilidades de encontrar al
estado p en cualquiera de los estados

) = %

De esta forma se puede medir selectivamente cada coeficiente de la matriz

(Itha) £ 2 |¢hp)) - (7.9)

a. Cabe destacar que el método no es eficiente porque medir la probabilidad
de estar en un estado particular tiene la misma eficiencia que preparar dicho
estado y, en general, la preparacion de un estado arbitrario no es eficiente.
Por lo tanto, la eficiencia del método depende de la base elegida.

7.2. Mediciones proyectivas y generalizadas

Una parte fundamental de la tomografia de estados es la medicion. La
mecanica cuantica, desde sus postulados, permite las mediciones proyectivas.
Sin embargo, existe otro tipo de mediciones denominadas mediciones genera-
lizadas o POVMs que utilizan un sistema auxiliar y que aumentan el poder
de las mediciones. Veremos en esta seccién una breve introduccién a ambos
tipos de mediciones que extenderemos en el capitulo préximo al caso en el
que se dispone de copias simultaneas del estado a medir.

7.2.1. Mediciones proyectivas

Uno de los problemas mas interesantes de la mecanica cuantica tiene que
ver con la medicion. Uno de los postulados de la mecanica cuantica, forma-
lizado por von Neumann, explica como calcular la probabilidad de obtener
cada posible resultado de una medicién: Si el sistema fue preparado en un
estado p, entonces para cada resultado p de una medicién existe un proyector
I1,, tal que la probabilidad de obtener el resultado u es el valor de expectacién
del proyector 11, en el estado p. Es decir,

Prob(p) = Tr(pll,) (7.10)

La representacion de operadores mutuamente exclusivos es mediante pro-
jectores ortogonales, es decir, II,II, = d,,1I1,. Y el hecho de siempre obtener
algin resultado de entre los resultados posibles se traduce en que la suma

86



de los proyectores asociados a todos los posibles resultados de una medicién
deben sumar la identidad,

dom, =1 (7.11)

Esta ltima ecuacion se puede interpretar diciendo que una medicion tiene
siempre un resultado.

7.2.2. Mediciones generalizadas

Los POVMs (Medicién valorada por operadores positivos) son una ex-
tension al postulado de las mediciones proyectivas que fue introducida en la
década de 1970 [SoQT83] con la nocién de medicién generalizada. En ese
tipo de medicion, los proyectores son reemplazados por operadores positivos
A,, donde 1 es cada resultado posible de la medicién y la probabilidad de
obtener el resultado p estd dada por

Prob(p) = Tr(pA,). (7.12)

Los operadores A,, al igual que los proyectores II,, de las mediciones
proyectivas, deben sumar la identidad:

d A, =1 (7.13)

El conjunto de operadores A,, define los llamados POVM. El teorema de
Neumark[Per95, Pre98] (ver Apéndice E para una demostracién) establece
que la medicién de un POVM es equivalente a la medicién proyectiva en
conjunto del sistema y un sistema auxiliar debidamente preparado. Todo
POVM puede ser implementado via una medicién proyectiva en un sistema
extendido, como se ilustra en la Figura 7.1.

Ps

Tr (ps ® pall,) = Tr (psAy)

Pa

Figura 7.1: Esquema de mediciéon de los POVMs. Todo POVM puede im-
plementarse como una medicién proyectiva sobre el sistema p;
y un sistema auxiliar p, debidamente preparado.

87



Este tipo de mediciones incluye a las mediciones proyectivas (los proyec-
tores son operadores positivos) y agrega nueva capacidad a la medicién sobre
sistemas cuanticos.

7.3. Conclusiones parciales

Vimos en este capitulo algunas generalidades sobre tomografia de estados
cuanticos. En particular, estudiamos como desarrollar un estado en una base
de operadores y en una base del espacio de Hilbert. En ambos casos, vimos
como realizar tomografia de estados. Por tltimo, introdujimos la nocién de
POVM.

En el préximo capitulo extenderemos esas nociones al caso en que se
dispone mas de una copia del estado para realizar mediciones simultaneas.
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Capitulo 8

Teoria general de la medicion
con dos copias simultaneas del
estado

Corté la naranja en dos,

y las dos partes no pudieron quedar
iguales.

;Para cudl fui injusto,

yo, que voy a comer ambas?

Ayer el predicador de sus verdades
Fernando Pessoa

En este capitulo veremos, en primer término, como se extiende la teoria
de las mediciones generalizadas, cuando se poseen dos copias simultaneas
del estado. Esta se tranforma en una teoria de la medicién por mapas com-
pletamente copositivos| BPC09] (Completely co-positive map valued measure
o CCPMVM). A continuacién veremos cémo aplicar dicha teoria a la to-
mografia de estados, y a la medicién de algunas propiedades ineresantes de
estados cudnticos como la pureza y la concurrencia. Finalmente veremos co-
mo esta teoria puede ser aprovechada para la tomografia de procesos.
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8.1. Medicion con dos copias simultaneas del
estado

El teorema de Neumark y la teoria de los POVMs establecen los limites y
alcances de todo lo que puede medirse a un estado cuantico. Surge a partir de
eso la pregunta acerca de qué magnitudes pueden medirse si se dispone de dos
copias simultaneas del estado en cuestion. Un resultado conocido al respecto,
es que la concurrencia (ver Apéndice A.3.3) del estado es un observable sobre
dos copias simultédneas [AM06a]. De manera similar es posible medir la pureza
de un estado y la pureza de sus subsistemas.

Lo que veremos a continuacién es una teoria general que, al igual que
los POVMs, establece los limites y alcances de lo que puede medirse si se
dispone de dos copias simultaneas de un estado cuantico.

8.1.1. Medicion basada en mapas completamente co-
positivos

Vamos a considerar una fuente que produce el estado p, y que se dispone
de algin medio para mantener el estado hasta que otra copia sale de la fuente,
resultando en un estado conjunto de la forma

pB) =p®p (8.1)

donde A y B son etiquetas para designar los dos subsistemas preparados
en el mismo estado p. Nuestro objetivo es determinar cudles son los posi-
bles resultados de las mediciones de POVMs sobre el estado p45). Para eso
necesitaremos la siguiente definicién:

Definicién 8.1 (Mapas completamente copositivos). Se dice que un mapa
£ es completamente copositivo (CCP) si y sélo si el mapa & (p) = & (p") es
completamante positivo. Es decir, un mapa es CCP si su composicion con la
transposicion es CP.

Ahora si podemos presentar el siguiente teorema que, similar al de Neu-
mark, define los alcances de la medicién con dos copias simultdneas del esta-

do.

Teorema 8.2. Sean dos sistemas preparados en el mismo estado p. Enton-
ces p puede etiquetar un conjunto de resultados posibles de una medicion
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sobre pAB) = p @ p siy solo si existe un conjunto de mapas completamente
copositivos (CCP) {C,} tal que la probabilidad de ocurrencia Prob(u) es la
fidelidad del mapa C,, en el estado p (es decir, Prob(p) = Tr(p Cu(p))). Los
mapas satisfacen la condicion Zu C, =ZI, donde I es el mapa para el cual
Z(p) =1 para todo estado p.

Demostracion. Lo primero que queremos demostrar es que un POVM for-
mado por los operadores A, € B(H ® H) satisface que

Te(p @ pAy) = Tr (o€, (7)) (8.2)

donde C~u (pT) = C, (p). Lo que queremos probar es que los mapas éu son CP
(es decir, los mapas C, son CCP).

Veamos que, en efecto, si éu es el canal isomorfo al operador %Au via
Choi—Jamiotkowski, se cumple la ecuacién (8.2) y dado que el isomorfismo
relaciona operadores positivos con canales CP, entonces C~u es CP. Usando

que A, = (éu ® ]I> (Z” |i1) (jj\) se obtiene que

Tr(p®@pA,) = Tr (p ® p (éﬂ ® ]I) (Z |12) <]J|)>

]

= Y mr (@ o) (Gl D 1) )
= Skl (0@ p) (Cu ) G @12 41) ) 1k

ijkl

— S (kIpCu (1) (1) 1K) {1 p 1) (G10) (8.3)

ijkl

Sumando sobre [ y usando que C, es C, compuesto con la transposicion,
sale que

Tr(p®@pAL) = Z (k[ pCu (17) (il p10) D) [F)

— Tr(pC, (p)). (8.4)

que es el resultado buscado.
Falta probar que la suma de los canales C, es el canal Z. Para eso, ob-
servemos que ), A, = L. Pero como A, estdn relacionados con C, con el
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isomorfismo de Choi—Jamiotkowski, se tiene que

L= Ta=E (Ge) (Z i) <jj\)

S (ACEHEIN)
SN AGIDEIE) (35)

Mirando cada elemento de matriz tanto para I como para la iltima expresién
se obtiene que

(mn|Llgr) = 6mgOnr
= (m|>_Cu(Ir) (nl)|n) (8.6)

Y para que se cumpla esa igualdad la tinica opcion es el canal completa-
mente depolarizante

D Culp)=T(p)=Tr(p)L (8.7)

lo que finaliza la demostracion. n

El teorema anterior muestra que todo lo que se puede medir cuando se
dispone de dos copias simultaneas de un estado cuantico son fidelidades de
canales completamente copositivos. El teorema, ademas, le da un sentido
fisico a los canales completamente copositivos como aquellos cuya fidelidad
estd asociada a una medicién con copias.

8.2. Poder tomografico de dos copias

Realizar tomografia completa de un estado es siempre una tarea dificil
que, en general, requiere de la medicién de O (D?) pardmetros y una gran
cantidad de procesamiento cldsico (cada coeficiente, tipicamente, requiere
de un arreglo experimental diferente). En esta seccién analizaremos las ven-
tajas de poseer dos copias simultdneas del estado cuando se desea realizar
tomografia al mismo. Ese problema puede pensarse como una aplicacion del
teorema anterior. El uso de copias ya fue analizado en este contexto y fue
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mostrado que permite extraer mas informacién que la mediciéon con una sola
copia [VLPT99, MP95, LPT98, DBbuE98, CMB04, AMO06b]. Aqui mostra-
remos que la medicién con copias reduce enormemente el nimero de recursos
cuanticos necesarios para realizar tomografia casi completa, en un sentido
que quedara claro en breve.

Supongamos que poseemos dos copias de un estado p de un sistema de

(4.B) = p® p. Supongamos que realizamos

n qubits. El estado conjunto es p
una medicion de Bell a cada par formado por el j—ésimo qubit de cada copia,
como se muestra en la Figura 8.1. El estado de cada copia puede escribirse

en la base de operadores de Pauli generalizados como

p= % > T (4p), (8.8)

q,p

donde ¢ = (¢1,...,9,) y p = (p1,-- -, pn) son n—uplas binarias que definen a
los operadores de Pauli generalizados T'(q, p) en la forma

T(g,p) = 0ot ® ... @ adrobn (i) 4P, (8.9)

Los D? coeficientes ¢, que dan la descripcién de p son todos reales por
la hermiticidad de p y, debido a la ortogonalidad de los operadores de Pauli
generalizados, cumplen que ¢, , = Tr(p T'(q,p)). Veremos aqui que la obten-
cion de todos los coeficientes 03’]) con precisiéon fija puede realizarse con un
nimero de experimentos que sélo depende de la precision y no del ntimero
de qubits n del sistema.

Este resultado sobre tomografia se basa en las siguientes observaciones:

1. El valor medio de T (¢q,p) ® T (g,p) es Tr (p(A’B)T (q,p) ® T(q7p)) =

2
Cq.p-

2. El conjunto de operadores
forma un grupo abeliano?.

3. El conjunto V = {o,, ® 04,,0,, ® 0,,,i=1,...,n}, donde o,, repre-
senta el operador o, actuando sobre el i—ésimo qubit, es un conjunto
conmutativo y genera al conjunto de operadores W.

IDebe tenerse en cuenta que dicho conjunto es un grupo conmutativo si se considera el
producto entre operadores a menos de una fase.
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i1 [ @ @ - @)
(? ? ?}

Oy R 0, Oy Q 0, Oy @ 0,

oyQoy 0yQ0y 0y 0y

0, X0, 0, X0, 0, X0,
Mediciones locales en la base de Bell.

Copia 2

Figura 8.1: Esquema para la tomografia de estados con dos copias. Se rea-
liza una medicién de Bell a cada par formado por el j—ésimo
qubit de cada copia.

4. Medir los operadores del conjunto V es equivalente a realizar una me-
dicién en la base de Bell en cada qubit, como en la Figura 8.1.

La primera observacion nos dice que si medimos los valores medios de
los operadores de la forma T (¢, p) ® T (¢, p), obtenemos los cuadrados de los
coeficientes de la expansién de la ecuacién (8.8). Como todos esos coeficientes
son reales, es equivalente a obtenerlos a menos de un signo.

La segunda observacion dice mas todavia: todos los operadores de la forma
T (q,p) ® T (q,p) pueden medirse simultineamente ya que el grupo W es
abeliano. Sin embargo, todavia no sabemos como medirlo.

La observacion siguiente, la tercera, es la mas importante y la que merece
mas explicaciones. Supongamos que sabemos medir los observables asociados
a un conjunto de generadores de un grupo, pero estamos interesados en todos
los valores de expectacion de los operadores del mismo (en este caso, sabe-
mos medir los observables asociados al conjunto 1V, como muestra la dltima
observacion, pero nos interesa reconstruir los valores de expectacion de los
operadores del grupo W). La manera de proceder es la siguiente: en cada me-
diciéon tomar nota del autovalor medido a cada generador. El autovalor que
se hubiera medido a cada operador del grupo es el producto correspondiente
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Resultado de medir A Resultado de medir B

ai by
as by
as bo
a2 by
az by
as by

Tabla 8.1: Resultados de cada medicién de dos observables A y B.

de los resultados de la medicién de los generadores. De esa forma, guardar
registro de cada medicion de los generadores, es equivalente a guardar regis-
tro del resultado de medir cada operador del grupo generado. Promediando
dichos valores, se obtiene el valor medio deseado.

Ejemplo

Veamos un ejemplo. Supongamos que sabemos medir los operadores A y
B, con [A,B] = 0y tales que Ala;, b;) = a;|ai,b;) y Bla;,b;) = b;|a;, b;).
Pero nos interesa el valor medio de AB. Lo que se debe hacer es medir A y
B simultaneamente repetidas veces, y armar una tabla como la 8.1.

Aunque no se haya medido AB, el resultado si se lo hubiera hecho,
dado que AB conmuta con A y B, seria el producto de los dos valores
de cada fila de la tabla. Asi, la estimacién del valor medio seria (AB) ~
% (a1by + asby + asby + asby + azby + agby). De igual forma, midiendo sélo los
operadores del conjunto )V se pueden reconstruir todos los operadores de W
que son los cuadrados de los coeficientes de la expansion de p

Podemos ver que el nimero total de experimentos realizados Mg requeri-
dos para obtener todos los coeficientes ¢, , a menos de un signo y con preci-
sién fija es independiente del nimero de qubits y sélo fijado por la precision
requerida. De hecho, cada medicién da como resultado un valor £+1 para
T(q,p)®T(q,p). Por lo tanto, después de M, repeticiones podemos calcular
el resultado promedio que notamos como Ei’p. El teorema del limite central

. . . ., , 2 . ~
implica que la desviacion estdandar o, para c;, satisface o,;, < 1 /N Mg.

Por lo tanto, existe un nimero k tal que cg’p € [62’13 — kogp; ég’p + kaqm} con
probabilidad p. Esta cota se propaga a |c,,| dando como resultado que con

la misma probabilidad p se lo encontrard en un intervalo centrado en |¢,,|
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9g,p
2 |Cqpl -
un § dado con un error € y obtener el valor correcto con probabilidad p, el

con ancho Por otro lado, si se quiere estimar casa |c,,| mayor que

nimero de experimentos necesario debe cumplir que
Mg > k2 /46%€2 (8.11)

donde k£ es elegido para satisfacer p = erf (\%) Luego, el nimero de repeti-
ciones necesaria no depende de n sino sélo de la precision e, del minimo valor
detectable ¢ y de la probabilidad de éxito p. Este método es cudnticamen-
te eficiente ya que el nimero de recursos cudnticos (i.e., copias del estado
cudntico, mediciones, etc) es constante dada una precisién deseada. Sin em-
bargo, los recursos cldsicos para determinar todos los |c,,| siguen siendo
exponenciales en n dado que hay D? coeficientes.

8.2.1. Poder tomografico y CCPMVM

., Cémo se relacionan esas mediciones tomograficas con los mapas comple-
tamente copositivos? Supongamos que armamos una lista con los resultados
de las mediciones de Bell locales en dos n—uplas binarias (a, b), donde (ay, b)
indica que se encontré el estado |B,, ) en el qubit k = 1,...,n (Los esta-
dos de la base de Bell |3,, »,) son autoestados de los operadores o,, @ 0., ¥
0., ® 0, con autovalores (—1)% y (—1)% respectivamente).

La probabilidad de obtener cada par de n—uplas (a, b) es

1 a
Prob(a,b) = 75 % (=1) o] (8.12)
q;p
Estas probabilidades, de acuerdo con el Teorema 8.2, son fidelidades de ca-
nales completamente copositivos. De hecho, es facil mostrar que pueden ob-

tenerse esas probabilidades como
Prob(a,b) =Tr(p Cup(p)) (8.13)
donde los mapas C,; son

Con(p) = T(b, a)[]))T(b, a)‘ (8.14)

El caracter completamente copositivo del mapa es evidente ya que es un

mapa CP (todo mapa que admite forma de Kraus lo es), compuesto con la
transposicion.
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Es interesante analizar el caso mas simple, de un solo qubit, donde los
coeficientes i, co1 and c; 1 son las tres componentes cartesianas del vector
de Bloch p que parametriza al estado como una combinacion lineal de los
tres operadores de Pauli en la forma

(1+5-3)

; (8.15)

p=

Los mapas C,; son tales que Cyp(p) = (I + Pop - ) /4. Esos operadores
son proporcionales a estados con vectores de polarizacién p,p = (—1)*p,2 +
(=12 p, g + (—=1)’p,2. De esta forma, el mapa Ci; correspondiente al
estado singlete |f; 1) realiza una inversion en la esfera de Bloch. Los otros tres
estados de Bell tienen mapas que corresponden a realizar reflexiones alrededor
de los tres planos cartesianos, manteniendo constantes dos componentes del
vector de Bloch p'y cambiando de signo la restante. La suma de esos cuatro
mapas da como resultado el mapa completamente depolarizante, como afirma
el Teorema CCPMVM 8.2. Las probabilidades de las cuatro mediciones de
Bell son, ademas, cuadraticas en las componentes de p:

1"—17 'ﬁa,b

Prob(a,b) = 1

(8.16)

Es interesante como esos mapas, que son ejemplos tipicos de mapas posi-
tivos pero no completamente positivos, aparecen naturalmente en éste con-
texto.

8.2.2. Comparacioén con los detectores universales

Los denominados detectores universales de estados fueron introducidos
en [DPS04] pero, como mostraremos, son ineficientes para la tomografia de
estados. Estos detectores universales no usan copias sino un sistema auxiliar
preparado en un estado conocido

Z 7 (q (8.17)
q?p

Cuando los sistemas (A) y (B) se encuentran en los estados p y po, respecti-
vamente, es facil mostrar que haciendo mediciones de Bell en todos los pares
correspondientes se obtienen como resultados

Carc) = (T(0,0) ® T(4, 1)) 5 - (8.18)
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Por lo tanto, conociendo el estado pg (es decir, conociendo los c,(l?;) y midiendo

los valores de expectacién que aparecen en (8.18), se pueden determinar todos
los ¢ p-

Sin embargo, para que el detector sea universal, el estado py debe ser el
mismo, independientemente del estado p que se desee tomografiar. Eso hace
que el método sea ineficiente, ya que se pueden determinar los coeficientes

(0)

, . 0 . < e 7 7
cqp SOlo si el ¢gp correspondiente es distinto de cero. Mas atin, cuanto menor

(0) . ) . .,
es el valor de cyp, mayor es la precision necesaria para la estimacion de
<T(q7p) ® T(q7p)>p®p0'

(0)

Dicho eso, consideremos un estado cuyos ‘cq,p son maximos. Ese es el

caso para los estados estabilizadores (autoestados comunes de un conjunto
de D operadores de Pauli T'(q,p)s). Para esos estados hay D coeficientes no
nulos cg?z);s que toman valores £1. Para cada p, este tipo de detector puede
utilizarse Unicamente para estimar D coeficientes ¢, ,, sin obtener ninguna
informacién sobre los demas D? — D.

C . : 0
Otra opcién seria usar un estado pg tal que todos los coeficientes cg,; sean

distintos de cero.. El problema con un py tan no sesgado es que todos los cé?%
son exponencialmente chicos?. Luego, si usamos (8.18) para estimar todos
los coeficientes de p con precisiéon fija, necesitamos una precision exponen-
cialmente alta para el valor de expectacién de cada (T'(¢,p) ® T(q,p)). Por
lo tanto, ese método es ineficiente para tomografia completa.

En estos términos puede entenderse la ventaja del método aqui presentado
de la siguiente forma: Al elegir la ancilla en el mismo estado que el sistema
(medir con copias es equivalente a elegir py = p), se estd ponderando mas a

los coeficientes mas grandes, permitiendo medirlos eficientemente.

8.2.3. Medicion de pureza y concurrencia

La pureza y la concurrencia de un estado son magnitudes fundamentales
para la informacién cuantica. La primera es una medida de qué tan cerca
esta un estado de un estado puro, y la segunda es una medida del entrelaza-
miento bipartito de todas las posibles biparticiones del estado. Ya en [AM06a]
habian mostrado que la concurrencia era un observable factorizable en dos
qubits. Aqui extenderemos ese resultado y mostraremos que el esquema de

2Eso se debe a que la pureza del estado es a lo sumo 1. Por lo tanto Tr (p%) =
(02 _ 1

1 02 _ . ;
5 2pqCap = 1, en el mejor caso. De ahi sale que cqp” = 55
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la Figura 8.1 permite obtener tanto la pureza como la concurrencia de un
estado cuantico.

Pureza

Un resultado importante para la obtencion de la pureza con dos copias,
es que la pureza puede obtenerse como el valor medio del operador de inter-
cambio S. Es decir

Ty (pz) = Tr (p @ pS) (8.19)
donde S[¢)[¢) = |9) [¥).

Ademas, el operador de intercambio es factorizable como S = @), S,
donde S; es el operador de intercambio del i—ésimo qubit de la primera copia
con el 1—ésimo de la segunda.

De esta forma, al realizar la medicién de Bell en cada par como en la
Figura 8.1 se contara cada medicién de la siguiente forma:

= Si la cantidad de pares en el estado singlete es par, el experimento
cuenta como +1.

= Si la cantidad de pares en el estado singlete es impar, el experimento
cuenta como —1.

Asi, la pureza serd el promedio de todos esos valores.

Un circuito para medir pureza es el mostrado por Ekert [EAO102] y que
se observa en la Figura 8.2. La ventaja del esquema de la Figura 8.1 es
que la medicion se realiza de manera factorizada, sin la necesidad realizar
operaciones en todos los qubits simultaneamente.

10) (00) = Tr (p?)

Swap
p— -

Figura 8.2: Circuito cuantico para la determinacién de la pureza de un
estado p.
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Concurrencia

La concurrencia esta asociada al entrelazamiento bipartito entre todas las
biparticiones posibles. En nuestro caso, se refiere a todas las biparticiones de
los n qubits del sistema.

Para un estado puro n—partito |¥), la concurrencia K (¥) se define como

K (W) = 213\/(2n —2) =) Trpd, (8.20)

donde el indice I recorre todas las biparticiones no triviales, y py, es el ope-
rador densidad reducido correspondiente a la primera parte de la biparticion
I.

Como medida de entrelazamiento, la concurrencia tiene las siguientes pro-
piedades:

1. Es positiva: I (V) > 0.
2. Si |W¥) es n—separable entonces K (¥) = 0.

3. Si uno de los n subsistemas es separable del resto, entonces K (V) =
ICn—l (\Pn—l)-

A partir de la definicién de la ecuacién (8.20), no es dificil probar que

K (0) = 2/T—p7 (8.21)

donde p’} es la probabilidad de encontrar a los n subsistemas de una copia
un estado simétrico frente al intercambio con el subsistema correspondiente
de la otra. Es decir, en el esquema de la Figura 8.1, es la probabilidad de
encontrar a todos los pares en algiin estado del triplete.

Ese esquema posee la virtud de ser facilmente implementable, ya que
todas las mediciones son locales en cada subsistema. Sin embargo, al igual
que para la pureza, existe un circuito para realizar esa medicion. En la Figura
8.3 se observa dicho circuito.

Veamos que el circuito de la Figura 8.3 funciona. El estado inicial que
entra al circuito es

1 S
o) = = 10) @3 [Ty e ) e |w) (8.22)

J
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J5 Qi J>
W) —] —
Swap J
v) — —

Figura 8.3: Circuito cuantico para la determinacion de la concurrencia de
un estado |¥). El vector binario J controla sobre qué qubits
debe realizar el intercambio la compuerta Swap.

Luego de la aplicacién de la compuerta de Swap controlada se obtiene el
estado

|s1) =
1

1/2n+1

Ve |7)es (e w)+

+oy e |[ewew) (8.23)

J
La aplicacion de la compuerta de Hadamard previa a la medicion da

|S2) =

1
1/2n+2

> |/ e (1+5) 9 e v+
J

+|1>®Z]f>® (1—§f> T) @ | ) (8.24)

J
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Finalmente, la medicion de o, da el resultado buscado:

@) = o 3 (U@ (05719 o |0)
(02) = gy (V1@ (T (14 81) . (14 5) [9) © |}
) = oot (5.25)

8.3. Aplicacién a la tomografia de procesos

Uno podria pensar qué ventaja puede tenerse al realizar tomografia de
procesos sabiendo realizar mediciones de estados con copias. Como veremos
aqui, la posibilidad de medir sobre copias simultaneas de estados permi-
tird extraer, con mediciones compatibles, mucha informacién sobre los proce-
sos cuanticos. Para eso veremos qué informacion puede extraerse si se dispone
de dos copias simultaneas del estado isomorfo al canal en cuestién.

Para estudiar ese problema, primero veremos un teorema que establece
la relacion entre la matriz xy de un canal y la representaciéon matricial del
estado isomorfo. Ese teorema nos permitird, luego, ver qué informacién se
puede extraer al disponer de dos copias simultaneas de dicho estado.

Teorema 8.3. Sea S = {E,, € B(H),m=0,...,D? — 1} una base de B (H).
Entonces existe una base Q = {|,) € HQH,m =0,...,D* =1} de HOH
tal que para todo canal € (p) =", XabEapEg su operador isomorfo via Choi—

Jamiotkowski es 1 =, Xab |Va) (Vp].

Mas aun, el producto interno entre los operadores de la base S y los
vectores de la base Q se relaciona mediante

(Valtp) = %Tr (EIE) (8.26)

Es decir, para toda eleccion de una base del espacio de operadores, existe
una base de H ® H tal que la representacién matricial del canal y la de
su estado isomorfo en esa base es la misma. Veamos la demostracion que,
ademas, nos dird quién es esa base de H ® H.

Demostracion. Consideremos el estado p isomorfo al canal &£:
p= (€l (|I){I]) (8.27)
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donde |I) = id >, ]i7) es el estado méximamente entrelazado.

Reemplazando £ por su representaciéon x en la base S se obtiene
p=3 (xaBa @ 1|1) (1| B ©1) (8.28)
ab

Sea |Vy,) = E, @ L|I). Luego

B=> Xab [tha) (V4] (8.29)

es el resultado buscado.
Falta ver qué pasa con los productos internos. Veamos:

(Walth) = (I| (Bl 1) (B, @ T) |I). (8.30)

Escribiendo |I) explicitamente en una base ortonormal cualquiera se obtiene

(Valthy) = Z (@] (Bf @ 1) (B, @ 1) |jj) -

ij

1 ‘ N

= 52l ElE ) (ilj)
ij

1
= —Tr(E!E,) (8.31)
D
Y eso completa la demostracion. O

Es decir, si el canal es tal que

E(P) =Y XmnEmpE], (8.32)

entonces el estado isomorfo via Choi—-Jamiotkowski se escribe como

pe = Z Xmn |04m> <an| . (8'33)

mn

Supongamos ahora que tenemos dos copias simultdneas del estado pg. El
estado conjunto es

:0?2 - Z XmnXm/n' |amam’> <anan’| . (834)

mnm’n’

Consideremos ahora la siguiente familia de observables:
Qij = oway) (o] + [oyai) (i (8.35)
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La primera observacién que se puede hacer es que todos los observables
distintos (recorriendo i y j) de esa familia conmutan. Por lo tanto, se los
puede medir simultdneamente. La segunda observacién es respecto del valor
medio en el estado pg?. Se tiene que

Tr (p5°Qi5) = 2 x5 (8.36)

Es decir, los moédulos cuadrados de todos los coeficientes de la matriz x
se pueden medir simultdneamente con copias. Es facil ver que sin copias y
midiendo en la base {|a;)} se obtienen todos los elementos diagonales. Lo
novedoso, al tener dos copias simultaneas, es que se obtienen los mdédulos no
solo de los coeficientes diagonales sino de todos al mismo tiempo.

Este resultado puede parecer poco sorprendente ya que, como vimos en
la Seccion 8.2.2 sobre detectores universales, se puede hacer tomografia com-
pleta —aunque ineficiente- con un POVM. Sin embargo, los observables @);;,
corresponden a realizar una medicién proyectiva en una base. En efecto, los
autoestados de @Q);; son |a;;%+) = \/Li (lasa) £ |evjey)). Todos esos estados, en
conjunto con los |a;;) forman una base de H ® H que llamaremos Q.

Si llamamos p;;- a la probabilidad de encontrar el estado en |a;;+) v pi; a
la probabilidad de encontrar el estado en |a;;—), entonces se cumple que

- 2
Tr (0£°Qi) = v — by = 2 Ixasl*- (8.37)
Es decir, con una medicion proyectiva sobre las dos copias en la base

Q, se obtienen todos coeficientes | Xij|2a dando informacién no sélo sobre la
diagonal de la matriz y de £ sino también sobre los elementos no diagonales.

8.4. Conclusiones parciales

Hemos visto en este capitulo que si se dispone de dos copias simultaneas de
un estado cuantico, la informacién que se puede obtener mediante la medicién
de un POVM al sistema compuesto es equivalente a medir las fidelidades de
un conjunto de canales completamente copositivos. Ese resultado, ademas
de establecer los limites y alcances de la medicion con copias simultaneas,
permite darle un significado fisico a los canales CCP.

Luego vimos que con dos copias se puede realizar tomografia casi completa
del estado cudntico de un sistema (faltando sélo los signos que acompanan
a los coeficientes de la expansién en operadores de Pauli generalizados) con
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recursos cuanticos que no dependen del tamano del sistema sino sélo de la
precision deseada. Ademas, el método de tomografia provee eficientemente
informacion muy valiosa sobre el sistema como ser la pureza del mismo, de
sus subsistemas y la concurrencia.

Por 1ultimo, estudiamos cémo podia aplicarse la teoria de la medicién con
copias a la tomografia de procesos. Valiéndonos nuevamente del isomorfismo
de Choi-Jamiotkowski vimos que es posible determinar simultdaneamente to-
dos los médulos de los coeficientes de la matriz y, tanto los diagonales como
los no diagonales.
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Capitulo 9

Tomografia selectiva y eficiente
de estados cuanticos

Dios engendré un huevo, el huevo
engendré la espada, la espada engendro a
David, David engendré el purpura, el
purpura engendro6 al duque, el duque
engendré al marqués, el marqués
engendré al conde, que soy yo.

El Alienista
Machado de Assis

En este capitulo presentaremos un método operacional para realizar la
tomografia de estados mostrada en la Seccién 7.1.3. Uno de los problemas
que se presentan al realizar tomografia de estados en una base Q de H es que
se deben preparar combinaciones lineales de dos estados de la base Q. En
general, aun si preparar estados de una base resulta ser una tarea eficiente,
preparar combinaciones lineales de los mismos puede no serlo. Veremos a
continuacion que sabiendo preparar sélo los estados de la base Q, podemos
realizar tomografia selectiva y eficiente, tanto diagonal como no diagonal, de
un estado arbitrario.

Luego mostraremos que ese método, combinado con el isomorfismo de
Choi—Jamiotkowski, resulta en un nuevo método de tomografia eficiente y
selectiva de procesos que, aunque no es mas que una aplicaciéon del método
AAPT (ver Seccién 2.3.1), permite la obtencién directa de los elementos
diagonales y no diagonales de la matriz x. Y a diferencia del presentado en
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el Capitulo 3, no requiere aumentar la cantidad de arreglos experimentales
para aumentar la precision, sino simplemente medir un mayor tiempo.

9.1. Tomografia selectiva, eficiente y directa
de estados cuanticos

Supongamos que se desea medir eficiente y selectivamente la descrip-
ciéon de la matriz densidad de un estado en una base ortonormal O =

{|tba) ;a=1,...,d}. Esto es, medir los elementos de la matriz « definida
como
P = Zaab |%a) (Y] - (9.1)
ab

Utilizaremos una suposicién adicional que servird tanto para analizar la
eficiencia del método como para la implementacién del mismo, que es que
todos los estados de la base Q pueden prepararse eficientemente a partir de
un estado |0) como

|tha) = Val0) (9-2)

con V, un operador unitario que se puede implementar eficientemente, y que
ademas, los V, se pueden utilizar de manera controlada.

Para la determinacion de los coeficientes diagonales, utilizaremos un re-
sultado de Ekert y colaboradores [EAO'02]. En ese trabajo, muestran que
la traza del producto de dos operadores densidad p; y p2 se puede obtener
a partir de una operacién de intercambio controlada, como se muestra en el
circuito de la Figura 9.1.

10) (02) = Tr (prp2)

P1

Swap

P2

Figura 9.1: Circuito cudntico para la determinacion de la traza del producto
de dos operadores densidad p; y pa.

Puesto que la base O es ortonormal, los coeficientes diagonales son tales
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que
Qgq =TT (p |¢a> <77Z}a|) : (93)

Por lo tanto, el circuito para medicion de coeficientes diagonales queda como
se muestra en la Figura 9.2.

0 (02) = o

Swap

) -

Figura 9.2: Circuito cuantico para la determinacion de los elementos dia-

gonales de la matriz de p en la base Q.

Vale aclarar que el método es eficiente siempre y cuando la aplicacién
de la compuerta V, sea eficiente. Ademas, el método es directo en el sentido
en que el valor medio que se mide a la salida es exactamente el valor del
coeficiente que se desea medir.

Para los elementos no diagonales, uno puede estar tentado de hacer actuar
el operador V, + V} sobre el tercer registro de la Figura 9.2. Sin embargo,
que V, v V, se puedan implementar eficientemente no garantiza que lo mismo
ocurra para las combinaciones lineales de ambos. Es maés, ni siquiera garantiza
que dichas combinaciones sean un multiplo de una operacién unitaria, por lo
que, en principio, ni siquiera podrian implementarse de manera ineficiente.

Sin embargo, no es esta la primera vez que nos topamos con ese problema,
y la solucién resulta ser exactamente la misma que la que vimos en el Capitulo
4. En efecto, la familia de estados contra los que se quiere comparar a p via
el circuito de swap controlado son de la forma

5 (4) £ 144)) ({9l % {30 (9.4

para medir la parte real o con una fase adicional en el caso de querer medir la
parte imaginaria de x,;. Es interesante notar que de los cuatro sumandos de
la ecuacién 9.4, sélo los no diagonales aportan a la medicion de los coeficientes
no diagonales. Aplicando un V,, controlado por una ancilla y un V}, controlado
por la ancilla negada y midiendo o, (o, para la parte imaginaria) se obtiene
el resultado deseado, como se muestra en la Figura 9.3. Puede probarse de
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manera directa que (0, ® 0,,) = Re () ¥ (04; ® 0y,) = Im (o). Es decir,
medimos selectivamente los coeficientes no diagonales, de manera directa, y
tan eficientemente como la aplicacién controlada de los operadores V, y V.

|0) = Oz, 0y

Figura 9.3: Circuito cuantico para la determinacién de los elementos no

diagonales de la matriz de p en la base Q.

Vale la pena recalcar que no necesitamos saber preparar los estados que
son combinacion lineal de los de la base sino sélo los de la base de manera
controlada.

9.2. Aplicacién a la tomografia de procesos

Ese método de tomografia de estados puede adaptarse facilmente a la
tomografia de procesos. La manera de hacerlo es recordar que existe el iso-
morfismo de Choi-Jamiotkowski (ver Apéndice A.7) que da una relacién uno
a uno entre canales cuanticos £ : B (H) — B (H) y operadores de B (H @ H).
Dicha observacién no es nueva, sino que estaba ya presente en los métodos
de AAPT y DCQD (ver secciones 2.3.1 y 2.3.2). En ese método, la medicién
de los coeficientes no diagonales requeria la inversion una matriz que, en el
peor caso, era exponencialmente grande.

Ese problema tiene su origen en que la matriz y del canal, al transformarlo
en un estado via el isomorfismo de Choi-Jamiotkowski se mezcla entre los
coeficientes del estado. El teorema 8.3 muestra mejor el rol de los coeficientes
de la matriz y en su estado isomorfo. En efecto como mencionamos en el

Capitulo 8, para toda eleccién de una base del espacio de operadores {E,,},
existe una base Q = {|¢Yp,) = E, QI|I),E, € S} de H ® H tal que la
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representacion matricial del canal y la de su estado isomorfo en esa base es
la misma.

El algoritmo para realizar tomografia selectiva, eficiente y directa de pro-
cesos cuanticos es ahora claro: se debe realizar tomografia al estado isomorfo
al canal en cuestién en la base Q.

De esa forma, el circuito completo para realizar tomografia selectiva, efi-
ciente y directa de procesos cuanticos es el mostrado en la Figura 9.4, donde
se nota E,, = m®ﬂyg:€®ﬂ.

0) 7 B ) S

1) H -
Swap

|0) »—J, Oz, Oy

Figura 9.4: Circuito cuantico para la tomografia de procesos cudnticos se-
lectiva, eficiente y directa.

Vale destacar algunos detalles. La tomografia es selectiva ya que la elec-
cién de los operadores E, y Ej, de la Figura 9.4 determina el coeficiente x4
que se va a medir. Es directa porque el resultado de la medicion es el valor
que se busca en la forma

(02, ®0z,) = Re(xa) (9.5)
<0-4U1 ® 0y4> = Im (Xab) (96)

En cuanto a la eficiencia del método valen algunas aclaraciones. Primero,
se asume que los operadores controlados se pueden implementar eficiente-
mente. Ademds de eso, el sistema utiliza O (n) qubits auxiliares, y O (n)
operaciones cuanticas de uno y dos qubits, principalmente utilizadas para la
preparacion de los estados maximamente entrelazados.

En cuanto a la cantidad de veces que debe ejecutarse el algoritmo hasta
que el valor medio aproxime el resultado exacto, basta notar que cada expe-
rimento puede dar como resultado +1 o —1, correspondientes a los autova-
lores de los operadores que se miden. La desviacién estandar de la muestra
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esta acotada por o < 1. Por el teorema del limite central, si se toman de a
M experimentos!, se tiene que la distribucién de los resultados aproxima a
una distribucién normal de desviacion o < \/LM

Utilizando nuevamente una cota de Chernoff, se obtiene que si se desea
obtener con probabiidad P un error menor a €, la cantidad de experimentos
necesaria es:

21In (%)
M>—F . (9.7)
€

Un punto importante a resaltar es que, mientras que en SEQPT (ver
Capitulo 3) la cantidad de experimentos estaba asociada a un nimero igual de
arreglos experimentales (en ese contexto, un experimento adicional implicaba
la eleccién de un estado méas del 2—diseno y su correspondiente preparacion y
medicién), en este esquema la cantidad de experimentos es simplemente rea-
lizar méas mediciones en el mismo sistema. Para una implementacién fotonica
eso es apenas capturar una mayor cantidad de coincidencias en los detectores,

es decir, dejar més tiempo encendido el sistema.

9.3. Circuitos reducidos

Existe una forma de reducir el circtuito de tomografia de estados de la
Figura 9.3 de manera de requerir la mitad de los recursos, reduciendo también
en 2n + 1 la cantidad de qubits auxiliares del circuito de la Figura 9.4. La
reduccién se basa en una observacion simple: puesto que el swap controlado
permite medir la traza del producto de los dos canales que permuta, son
equivalentes los dos circuitos cuanticos de la Figura 9.5.

El segundo circuito, en el caso en que py es un estado puro se interpreta
como la probabilidad de medir el estado py habiendo entrado con el estado
P1-

Eso permite construir un circuito equivalente al de la Figura 9.3, como se
ilustra en la Figura 9.6.

Para la tomografia de procesos, esa misma reduccién sigue siendo valida
permitiendo eliminar la primera ancilla del circuito de la Figura 9.4 y con-
vertir las 2n ancillas del segundo estado |/) en una medicién sobre el primer

1Se entiende por un experimento a un click de los detectores correspondiente a haber
medido un valor +1 al operador o,, ® 04, 0 05, ® 0y, .

112



10) (02) = Tr (p1p2)

p—] B
Swap
py ——— —

Es equivalente a

P1 E P2

Figura 9.5: Circuitos cuanticos equivalentes para la determinacién de la

traza del producto de dos operadores densidad p; y ps.

p vi -y 0) (0]

a

|0) »—L Oz, Oy

Figura 9.6: Circuito reducido para la tomografia de estados cuanticos se-

lectiva, eficiente y directa.

estado |I). Dicha medicién necesita de O (n) operaciones de uno y dos qubits,
pero son las mismas que se ahorran en la preparacién del estado |I) que se
elimina. Por lo tanto, se mantiene la eficiencia del método ahorrandose 2n+1
valiosos sistemas cuanticos auxiliares. El circuito final puede observarse en
la Figura 9.7.

1) & E.—E, 1) (1]

|0) »—L Oy, Oy

Figura 9.7: Circuito reducido para la tomografia de procesos cuanticos se-

lectiva, eficiente y directa.

Puede parecer que el circuito es muy parecido al del Capitulo 3, pero eso
es apenas de aspecto. En ese capitulo el promedio era realizado mediante el
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muestreo de estados del 2—diseno. En este circuito no hace falta ningtin mues-
treo. El promedio es obtenido de manera directa a través de las correlaciones
entre las dos partes del estado |I). La medicién es, en ese sentido, directa.
Este método puede entenderse como un hibrido entre DCQD y SEQPT.

9.4. Conclusiones parciales

En este capitulo presentamos un circuito para realizar tomografia se-
lectiva, eficiente y directa de estados cuanticos. Dicho esquema permite la
medicién de cualquier coeficiente de la representacion matricial de un estado
cuantico. El tnico requisito del método es que se necesita saber preparar to-
dos los estados de la base en la que se desea hacer la tomografia, y que dicha
preparacion debe poder hacerse de manera controlada y eficiente.

Luego recordamos que el isomorfismo de Choi-Jamiotkowski transforma
un canal con una matriz xy dada en un estado cuya representacion matricial
es la misma matriz y, siempre y cuando se elija adecuadamente la base en la
que se lo representa. Esa observacién, en conjunto con el esquema de tomo-
grafia de estados presentado, permitié la construccién de un nuevo esquema
de tomografia de procesos cuanticos selectivo, eficiente y directo. La ventaja
de éste método frente a los anteriores es que permite medir cada coeficiente
de manera directa y, a diferencia del SEQPT, requerir mayor precisiéon no au-
menta la cantidad de arreglos experimentales necesaria. Como contrapartida,
el esquema requiere O (n) qubits auxiliares.

Por 1ltimo, vimos como reducir la cantidad de recursos auxiliares de
2n+ 2 a n+ 1, permitiendo que la tomografia de procesos se realice con casi
la misma cantidad de recursos que la DCQD mostrada en la Seccion 2.3.2,
pero de manera directa, es decir, sin necesidad de invertir ninguna matriz
incluso para los elementos no diagonales.
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Capitulo 10

Conclusiones generales

alguna vez
alguna vez tal vez
me iré sin quedarme
me iré como quien se va

Arbol de Diana

Alejandra Pizarnik

Durante esta tesis hemos estudiado dos herramientas fundamentales pa-
ra toda aplicacion relacionada con informacion cuantica: la tomografia de
procesos cuanticos y la tomografia de estados cuanticos. Ambas poseen una
intima relacion debida a la relaciéon biunivoca entre procesos cuanticos y
estados dada por el isomorfismo de Choi—Jamiotkowski.

En la primera parte de la tesis, estudiamos la tomografia de procesos.
Luego de dar una introduccion a la misma en el Capitulo 2 entramos de lleno
en los métodos desarrollados en el marco de la presente.

En el Capitulo 3 presentamos un método de tomografia selectiva y eficien-
te de procesos. El mismo, permite medir coeficientes individuales de la matriz
X (de ahi su selectividad) empleando recursos polinomiales en la cantidad de
qubits del sistema (de ahi su eficiencia). Para dicha tarea, uno de los prin-
cipales ingredientes son los 2-disenos de estados, que permiten, realizando
un promedio sobre un conjunto finito de estados, obtener la fidelidad prome-
dio de un canal. Un muestreo aleatorio sobre esos estados resulta suficiente
para una estimacién eficiente. Ademas, para la medicion de coeficientes no
diagonales, el método se vale de un qubit auxiliar.
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Luego, en el Capitulo 4 presentamos una modificacién al método anterior
que permite obtener la misma informacion pero sin necesidad de una ancilla.
Para conseguir eso reinterpretamos el uso de la ancilla en el método anterior
como la preparaciéon de estados y encontramos circuitos eficientes para cons-
truir los mismos estados sin necesidad de ancillas. Ambos protocolos, con y
sin ancilla, fueron llevados al laboratorio en el marco de la tesis doctoral de
Christian Schmiegelow, como se muestra en el Capitulo 5. El dltimo de ellos
permitié una colaboracion cercana en lo que refiere a los detalles experimen-
tales (convertir elementos matematicos abstractos en dngulos de ldminas de
onda y fases de interferémetros) y al anédlisis de los datos obtenidos.

En el Capitulo 6, desarrollado en colaboracién con Cecilia Lopez y David
Cory, vimos que algunos de los métodos presentados anteriormente podian
interpretarse como parte de una familia de métodos basados en la transfor-
maciéon de twirl y estudiamos para esos métodos sus ventajas y desventajas
de unos frente a otros.

La segunda parte de esta tesis se centro en el estudio de la tomografia de
estados, siempre con una vision retrospectiva a la tomografia de procesos.

Comenzamos por dar una introduccién a la tomografia de estados cudnti-
cos en el Capitulo 7. Luego, en el Capitulo 8 introdujimos una teoria general
de la medicion cuando se dispone de dos copias simultaneas del sistema a
medir. Dicha teoria mostré ser muy poderosa para la tomografia de estados,
permitiendo extraer mas informacién que la medicién de los estados por se-
parado. Luego, vimos como aplicar dicha teoria a la tomografia de procesos,
y como eso nos permitia, mediante la utilizacion de dos copias del estado
isomorfo al proceso estudiado, extraer mucha informacién simultanea sobre
el canal.

Por tltimo, en el Capitulo 9, como realizar tomografia selectiva y eficiente
de estados. Ese algoritmo es un pariente muy cercano al de SEQPT, pero
para estados. Vimos que aplicindolo debidamente al estado isomorfo a un
canal, se podia realizar tomografia selectiva y eficiente de procesos de manera
directa. Es decir, sin necesidad de promediar sobre 2—disenos. Ese método de
tomografia de procesos, si bien similar conceptualmente al de tomografia de
procesos asistida por ancilla, le saca una ventaja exponencial a la hora de la
medicién de coeficientes aislados.
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Apéndice A

Generalidades sobre mecanica
cuantica

La teorfa cuantica de la informacién se ha tornado cada vez un area mas
interdisciplinaria. Hoy dia hay gente proveniente de la matematica, de las
ciencias de la computacion y de la biologia haciendo distintos abordajes al
area.

Aunque no es el objetivo de este apéndice ser un libro introductorio a
la mecanica cuantica, es importante dejar abierta la posibilidad de que este
trabajo sea leido por gente proveniente de otras areas de la fisica y de otras
disciplinas. Por eso, haremos aqui un breve repaso de herramientas que seran
de mucha importancia a lo largo de todo el trabajo. En particular, veremos
algunas generalidades sobre la mecanica cuantica, los estados y sus evolucio-
nes temporales, que a la vez resultan de motivacién para todo el trabajo.

A.1. Estados puros y mixtos

El estado de un sistema fisico estd representado, en mecanica cuantica,
por un vector unitario |1) en un espacio de Hilbert complejo H. Ese tipo de
estados se llaman estados puros.

Sin embargo, puede ocurrir que el sistema se encuentre en una mezcla es-
tadistica de m estados puros distintos |¢;) ,7 = 1,...,m, cada uno con proba-
bilidad p;. En ese caso, la descripcion del estado del sistema se hard mediante
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un operador densidad p definido como
p=Y_piltn) (il (A1)
i=1

Puede verse que el operador densidad posee las siguientes propiedades:
1. Es positivo (p > 0).
2. Es hermitico (p" = p).

3. Cumple que Trp = 1.

A.1.1. Pureza

Una magnitud que resulta de interés es la pureza de un estado cuantico.
Dicha magnitud da cuenta de qué tan cerca de un estado puro se encuentra
un operador densidad. Se define la pureza P de un estado p como:

P (p) = Tr (p°) (A.2)

No es dificil demostrar que la pureza cumple las siguientes propiedades
1. La pureza de un estado es 1 si y solo si el estado es puro.

2. El estado de minima pureza, también llamado estado mdzimamente
miTto €s Pmm

= %]I, con I la matriz identidad y D = dim?H. Su pureza
s P (pmm) = 5-

A.2. Observables y mediciones

Las magnitudes medibles, llamadas observables, estan representadas en
mecanica cuantica por operadores hermiticos. Con dichos operadores se puede
calcular cudl sera el valor medio estadistico de una magnitud fisica A dada,
cudl es la probabilidad de obtener como resultado de la medicién cada valor
posible para A y cuél es el estado del sistema posterior a la medicién.

Los posibles resultados que pueden obtenerse al medir el observable A a
un sistema son sus autovalores, que por tratarse de un operador hermitico
son todos reales. Supongamos que conocemos la base de autovectores de A

Ala;) = a;|a;) , (A.3)
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los posibles resutados que se obtendran de medir A son todos los a;. La
probabilidad de obtener un cierto a; cuando se mide a un estado puro |¢)
resultado esta dada por

Prob(ax) = (Y] a, 1) (A.4)

donde II,, es el proyector asociado al subespacio de autovalor a;. De manera
consistente con esa definicién, si el estado del sistema es un estado mixto p
(o un estado puro descripto mediante su operador densidad), la probabilidad
de obtener ese resultado sera

Prob (a;) = Tr (I1,, p) . (A.5)

Como es bien sabido, la medicién afecta al estado del sistema. Si se obtiene
un resultado ay, el estado en el que quedard el sistema luego de la medicion
sera la proyeccion del estado inicial sobre el subespacio correspondiente.

g, [¢)
([ Iq, [¥)

donde el subindice d indica que se trata del estado posterior a la medicion.

Ya) = (A.6)

Para estados mixtos este resultado se expresa como

pa = I, pla,

S (A7)

Es facil ver, a partir de los resultados anteriores, que el valor medio del
operador A se escribe como

<A>\¢> = (V[AY)
(A), = Tr(4p)

p

=7
© 0o

para estados puros y mixtos, respectivamente.

Por tltimo, notemos que cualquier base ortonormal del espacio de Hil-
bert se puede utilizar para construir un observable tal que esa base sea su
base de autovectores. Dada la base {|k)},k =1,..., D se puede construir el
observable A =", a; |k) (k|. Por lo tanto, dada una base de #, diremos que
la probabilidad de encontrar al sistema en el estado |k) es la probabilidad de
medir a; a dicho observable. Esto permite medir la probabilidad de encontrar
al sistema en cada uno de los estados de una base.
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A.3. Sistemas multipartitos y entrelazamien-
to

Cuando un sistema fisico estd compuesto por varios sistemas menores,
se lo denomina sistema multipartito. Si el sistema es n-partito, el estado de
Hilbert del mismo estara dado por el producto tensorial de los espacios de
Hilbert individuales. Es decir H = );_, H;. Con esto, aparece una nueva
propiedad emergente: el entrelazamiento.

Algunos estados puros pueden escribirse como un producto tensorial de
vectores en los distintos espacios de Hilbert individuales. Esto es, [¢)) =
&~ [¢;). Esos estados, se denominan estados separables o estados producto.
Tienen la particularidad de que los resultados de las mediciones en cada una
de sus partes son independientes de los resultados en las otras partes. Todo
estado puro que no pueda escribirse como un estado producto se denomina
estado entrelazado.

Cuando se trata de estados mixtos, la definicion cambia levemente. En
este caso los estados productos estan dados por una combinacion convexa de
productos tensoriales, es decir:

p=> ;R (A.10)
j i=1

De igual forma que para los estados puros, si un estado no puede escribirse
como estado producto, se dice que esta entrelazado.

A.3.1. Subsistemas

Cuando uno esta tratando con sistemas que poseen muchas partes, uno
puede estar interesado por el estado efectivo de una sola de ellas. Supongamos
que tenemos un sistema bipartito! cuyo espacio de Hilbert es H4 ® Hp. Si
el estado del sistema es pap, entonces el estado reducido de A esta dado por

pa=Trp(paB) (A.11)

!Todo sistema compuesto se puede pensar como un sistema bipartito, dividiéndolo en
la parte cuyo estado se quiere conocer, y la parte cuyo estado no importa.
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donde la traza que aparece es la traza reducida sobre el subsistema B definida
como

Trp (paB) = > (kp|pas |ks) . (A.12)
k
Debe tenerse en cuenta que al multiplicar p4B por un bra y un ket corres-

pondientes a estados de B, lo que se obtiene es un operador p4 : Ha — Ha,
como era de esperarse para un estado del subsistema A.

No estd de més notar que el estado reducido de un estado bipartito puro,
puede ser mixto, ya que al tomar la traza parcial se pierde informacién sobre
las correlaciones entre los subsistemas A y B.

A.3.2. Purificacion

Mencionamos que un estado puro entrelazado da lugar a subsistemas en
estados mixtos. El resultado opuesto a ese también es cierto. Todo estado
mixto puede pensarse como proveniendo de un estado puro en un espacio de
Hilbert mayor.

Veamos que esto es efectivamente asi. Comencemos por un estado mixto
p, y veamos que se puede llegar a un estado |1)) cuya traza parcial sobre un
subsistema devuelve el estado p. En primer lugar, debido a que p es hermitico,
es diagonalizable. Por lo tanto se puede escribir como

p=">_ pelow) (&l (A.13)

Ahora consideremos el estado
) = Vpili) 4 ®|¢)p - (A.14)

Ese estado es el buscado. En efecto si trazamos sobre el primer subsistema
obtenemos que

Tealu) (6] = T (me@w <jr®<¢j|>

= Y (k] (Z\/mu) ® [¢:) (41 ® <¢jl> k)
= Z\/pi_pjéikfsij’(bi) (95]

= ) pxlow) (3l = p (A.15)
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Es decir, todo estado mixto es un estado puro en un espacio de Hilbert
mayor.

A.3.3. Entrelazamiento y medidas

Existen numerosos criterios y medidas para saber qué tan entrelaza-
do estd un estado[NC04, HW97, Woo098, HHHH09, CKW00, OV06, Ved02,
BDSW96, Ba05]. De ellas, un par resultardn de utilidad durante el presente
trabajo.

Criterio de Peres-Horodecki

El cirterio de Peres[Per96] es un criterio suficiente para que un estado
esté entrelazado, pero no necesario. Es decir, todo estado que cumple con el
criterio es un estado entrelazado, pero no todo estado entrelazado lo cumple.

El criterio se basa en la siguiente observacion: si p es un estado, entonces
su operador transpuesto p! también lo es (es hermitico, positivo y tiene la
misma traza que p).

Consideremos un estado biseparable como el de la ecuacién (A.10)

pAB = ZPiPEA) ® PEB)- (A.16)

Dado que pEB) son todos estados validos, sus transpuestas también lo son.
Por lo tanto, la transpuesta parcial sobre el segundo subsistema de un estado
separable, da también un estado. El criterio de Peres dice, entonces, que si
un estado tiene transpuesta parcial no positiva (es decir, con algiin autovalor
negativo), es entrelazado.

El agregado de Horodecki, Horodecki y Horodecki [HHH96] fue mostrar

que en dimensiones 2 X 2 y 2 X 3 el criterio también es suficiente.

Concurrencia

La concurrencia es una de muchas maneras de cuantificar el entrelaza-
miento, en este caso, bipartito. Para estados puros, la idea es sencilla: ya que
un estado puro bipartito tiene como estados reducidos de sus dos partes a
estados mixtos, la pureza de un subsistema cuantifica, en algin sentido, el
entrelazamiento.
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En este sentido, se define la concurrencia de un estado puro bipartito |¢)
como

K () = /2 (1 - Trgd) (A.17)

donde p4 es la densidad reducida de uno de los dos subsistemas.

Para estados mixtos la definicién no es tan simple ya que un mismo estado
puede escribirse de muchas formas, segin la base elegida®. Lo que se utiliza
en ese caso es buscar la base en la que el entrelazamiento es minimo. Es decir,
se define la concurrencia para un estado mixto p como

K (p) = mﬁ}’n ZPi’C (Vi) (A.18)

donde la minimizacién se realiza sobre todos los los conjuntos de estados
puros tales que p =Y. p; [¢;) (¢i].

A.4. Evoluciones y canales

No sélo de estados se nutre la mecanica cuantica. También es importante
conocer la evolucion temporal de los mismos. Cuando se trata de un sistema
aislado incicalmente en un estado puro [¢,t = 0), la evolucién estard dada
por un operador unitario U en la forma

[W,t) =U |, t =0) (A.19)

con UTU =1

Sin embargo, puede ocurrir que la evoluciéon unitaria afecte a nuestro
sistema y un entorno y sélo estemos interesados en la evolucién efectiva de
nuestro sistema. En este caso ya no podremos referirnos a la evolucion como
un operador unitario, sino por un superoperador lineal® £ : B(H) — B(H)
que lleva operadores densidad en operadores densidad.

2El caso més claro de esto es el estado méximamente mixto. Ese estado puede escribirse
en una base entrelazada o en una separable. El entrelazamiento del estado, como recurso
fisico, tiene que ser independiente de la base en la que se lo escriba.

3Llamaremos indistintamente a estos superoperadores canales o mapas.
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A.4.1. Positividad y positividad completa
Canales positivos

Diremos que un canal € es positivo cuando para todo p positivo (es decir,
con todos sus autovalores mayores o iguales a cero), el resultado de pasar por
el canal p’ = & (p) es también positivo.

Este tipo de canales son de gran importancia ya que las operaciones
cuanticas, entendidas como evoluciones de un estado cudntico, tienen que
dar como resultado siempre un estado. Ese requisito es la positividad del
canal.

Canales k—positivos y completamente positivos

Ademads, un canal £ serd llamado k—positivo si su extensién € ® I, con
I el canal identidad de dimensién k, también es un canal positivo.

Si un canal es k—positivo para todo k, entonces diremos que es completa-
mente positivo. Puede mostrarse que un canal es completamente positivo si
y solo si es D—positivo.

Los canales completamente positivos son de gran importancia en mecanica
cudntica ya que en condiciones bastante generales (por ejemplo, discordia
nula entre el estado inicial del sistema y del entorno[SL09]), la evolucién del
sistema esta representada por un canal completamente positivo, o CP.

A.5. Los qubits y la base computacional

En computacion clasica la unidad béasica de informacion es el bit, que
puede tomar como valores el 0 y el 1. El andlogo cuantico de esa unidad es
un sistema que puede tomar dos valores, y que esos valores son distinguibles
en una medicién. Es decir, un sistema cualquiera de dimension 2 (cuyo espacio
de Hilbert notaremos como H,). Ese tipo de sistemas son llamados qubits.

Una base arbitraria ortonormal de ese espacio de Hilbert, aunque por lo
general elegida por alguna motivacion fisica, se denomina base computacional
y sus estados se notan como {|0),|1)}. Por convencién, los operadores de
Pauli se escriben en esa base tomandola como autoestados de o,. De esa
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forma se tiene que

or = |0)(1]+ 1) (0] (A.20)
o, = —i|0)(1]+i1) (0] (A.21)
o. = [0)(0] —[1) (1] (A.22)

Para sistemas de n qubits, el espacio de Hilbert es H5". La base compu-

tacional, en ese caso, se define como la base producto de estados de la base

computacional de un solo qubit.

A.6. Los operadores de Pauli generalizados

Los operadores de Pauli de las ecuaciones (A.20), (A.21) y (A.22) junto
con el operador identidad I forman una base real de los operadores hermiticos

y una compleja de los operadores lineales. Por ese motivo y por algunas

relaciones de ortogonalidad y conmutacion que poseen, son muy utilizados
en mecanica cuantica.

Estos operadores poseen las siguientes propiedades:

Salvo la identidad, poseen traza nula (Tr(o;) = 2d,, donde se toma
por convencién que oy = I).

j:ai).

Son hermiticos (o
Salvo la identidad, todos tienen un autovalor +1 y otro —1.
Son todos operadores unitarios.
El producto de dos matrices de Pauli es tal que
00k = €101 + Ojp (A.23)

donde €,y es el tensor de Levi-Civita.

Todo operador de Pauli distinto de la identidad conmuta con si mismo
y con la identidad y anticonmuta con los otros dos operadores de Pauli.

Forman una base ortogonal del espacio de operadores ya que, usando
el producto interno de Schmidt (el usual entre operadores) se tiene que
Tr (O'jO'k> = 26]]6
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Los operadores de Pauli generalizados se definen para sistemas de n qubits

como el producto tensorial de n operadores de Pauli (algunos de los cuales

pueden ser la identidad). Formalmente, se los define como

n
R P S R (A.24)
Oaf = oylo)e =o,0.e" 7 . .
i=1

Los operadores de Pauli generalizados poseen propiedades muy parecidas

a las de los operadores de Pauli de un qubit:

Son hermiticos.

Son unitarios.

La mitad de sus autovalores son +1 y la otra mitad —1.
A excepcion de la identidad, todos poseen traza nula.

El producto de dos operadores de Pauli generalizados es otro operador
de Pauli generalizado, a menos de un fase.

Todo par de operadores de Pauli generalizados conmuta o anticonmuta.
En efecto, dos operadores Oai ¥ Ocd verifican que:

oL

0s5:0zq] = 0 si a-d—c-

(A.25)

S S

0 (mod 2)
1

ST
oL

05 0zgr = 0 s d—c- (mod 2)

Son ortogonales en el producto de Schmidt, y forman una base del espa-
cio real de operadores hermiticos, y del espacio complejo de operadores
lineales.

A.7. Dualidad entre canales y operadores

Existe una dualidad entre los operadores lineales en B (H ® H) y los ma-
pas de B (H) — B (H) dada por el isomorfismo de Choi-Jamiotkowski[ChoT75,

Jam72]. El mismo establece una relaciéon de uno a uno entre operadores y

canales.

Se define el operador ug isomorfo al canal £ como

pe = (€@ 1) (I1) (1]), (A.26)
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donde |I) = \/LB > ]i7) es el estado méximamente entrelazado. Es decir, el
operador isomorfo al canal £ es el que se obtiene al hacer actuar el canal
sobre una de las partes del estado maximamente entrelazado.

Ademas de esa relacién de uno a uno entre operadores y canales, esa
misma expresion da una relacion de uno a uno entre operadores positivos y
canales completamente positivos, como demostraremos en la Seccion A.8.

A.8. Representaciones de procesos cuanticos

Existen diversas formas de describir un proceso cuantico. En particu-
lar, hay dos descripciones que resultaran de utilidad para los protocolos to-
mograficos. Describiremos aqui dos de ellas: la matriz x y la representacion
de Kraus.

A.8.1. La matriz y

La descripcién de canales mediante la llamada matriz x permite repre-
sentar cualquier canal lineal. Para dar la descripcién de un canal se debe, en
primer lugar, elegir una base del espacio de operadores

S={E,eBH),m=0,..,D*—1}. (A.27)
La matriz y del canal en dicha base serd tal que

Es facil ver que todo canal lineal puede escribirse en esa representacion.
Ademads, muchas de las propiedades del canal pueden traducirse en propie-
dades de la matriz y.

1. El canal es hermitico (es decir, preserva hermiticidad) si y solo si la
matriz y es hermitica (x" = x).

2. Si el mapa preserva traza (Trp = Tr(€(p))), entonces su matriz x
serd tal que ) Xmm’Ejn/ E, =1

3. El mapa es completamente positivo si y solo si su matriz y es positiva.

Las dos primeras propiedades son simples de demostrar. La tercera, que
demostraremos en breve, esta relacionada con otra representacién de los ca-
nales completamente positivos denominada representacion de Kraus.
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A.8.2. La representacion de Kraus

La representacién de Kraus permite describir la dindmica de cualquier
canal completamente positivo (CP). A diferencia de la matriz y, ésta repre-
sentacion no permite describir canales que no sean CP.

Dado un canal £ completamente positivo, se lo puede escribir como:

E(p) = AwpA] (A.29)
k

donde los Aj, se denominan operadores de Kraus.
El siguiente teorema da cuenta de las limitaciones y alcances de la repre-
sentacion de Kraus|Wik11d]:

Teorema A.1. Sea &€ : B(H) — B(H) un mapa positivo, con Dim(H) = D.
Son equivalentes:

1. £ es D—positivo.
2. La matriz x de € en la base de operadores
S={li){l,i=1,..,D,j=1,..,D},
también llamada matriz de Choi y denotada X9, es positiva. *
3. € admite representacion en la forma de Kraus.

4. € es completamente positivo.

Demostracion. Comenzaremos la demostracién mostrando que (1) = (2).
Notemos que la matriz de Choi es la representacion matricial del operador p
en la base S:

MZD (E®1p) <Z|m JJ!)

Es decir, p es el operador isomorfo a £. Por hipétesis, £ es D—positivo. Por lo
tanto p es positivo, lo que implica que su representacién matricial es positiva.
Puesto que su representacion matricial es la matriz de Choi del canal, esta
es positiva.

4Vale aclarar que dada esta eleccién de S, cada indice de la matriz y tendrd dos com-
ponentes. De esta forma, xi; corresponderd al coeficiente asociado a los operadores |i) (j]
kl

y k) (1.
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Veamos ahora que (2) = (3). Como la matriz de Choi es positiva, es
diagonalizable:

X9 =" aa!

- 2 .
donde los vectores v, € CP”. El canal se escribe como:

E(p)=) (Z v?@?*) 10 Gl 1) (k]

ij
kl Kl

Reordenando las sumas se obtiene:

E(p)=) [Z (0r); 12) <j|] p [Z (0 ) 12 <k|]

T i kl
Que es precisamente la forma de Kraus del canal, con
A = Z (/U_l;>ij 1) (]
]
Ahora demostraremos que (3) = (4). Por (3), £ (p) = 32, ArpAl. Pero
como una combinacién convexa de canales completamente positivos es, tam-
bién, completamente positiva, alcanza con ver que los canales de la forma

5 (p) = ApAT son CP. En efecto, consideremos la extensiéon a una dimensién
arbitraria del canal, y veamos que, en efecto, es positiva:

Wl (AeDp(ATeT) ) = (¢|plo) >0
donde |¢) = (AT ® ]I) |1} y la positividad se desprende de la positividad de

p.
Finalmente, (4) = (1) de manera trivial.
]

La representacion de Kraus tiene la ventaja de que es simple de inter-
pretar fisicamente. La ecuacién (A.29) se puede reescribir, normalizando los
operadores de Kraus, como

E(p) = arAwpA] (A.30)

con Y, o = 1.
Es decir, el canal £ se comporta como cada uno de los operadores A con
una probabilidad ay.
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A.9. Computacion cuantica basada en circui-
tos

Veremos aqui una breve intruduccion al modelo de circuitos de la compu-
tacion cuantica, que nos permitird leer y comprender los diversos circuitos
cuanticos que aparecen a lo largo de esta tesis.

Los circuitos cuanticos son una representacion de las evoluciones, en mu-
chos casos unitarias, de los sistemas cudnticos. Como tal, es pariente cercana
de los circuitos logicos clasicos y del paradigma clasico de la programacién
imperativa, en el sentido en que uno describe paso a paso las transformacio-
nes a realizarle a un sistema. Una descripcién detallada sobre el modelo de
computacion cudntica basado en circuitos puede encontrarse en [NCO04].

La idea del modelo de circuitos es describir la evoluciéon mediante una
serie sucesiva de evoluciones simples. La Figura A.1 muestra la representa-
cién circuital del operador (U; ® I) (Usz) (I ® Us) sobre un sistema bipartito
inicialmente en el estado [1) ® |1).

[¢1) U |

[152)

Figura A.1: Ejemplo de un circuito cuantico para realizar la operacion
(Ul X ]I) (Ulg) (]I X UQ) al estado ‘?/)1) X ’w2>

Veremos a continuacién algunas compuertas cudnticas (es decir, operado-
res unitarios en representacién circuital) que son, en conjunto con el resto de
rotaciones de un qubit y operadores de Pauli, muy utilizadas en computacion
cuantica. Ademads, son utilizadas una y otra vez a lo largo de todo el presente
trabajo.
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A.9.1. Compuertas cuanticas
La transformada de Hadamard

La transformada de Hadamard H actua sobre un qubit de la base compu-
tacional como:

H10) = Z5(]0) +11))
(A.31)

H[1) = 5(|0) 1))
Es facil ver que esta operacién es tanto hermitica como unitaria.
En el modelo de circuitos, se la suele notar como vemos en la Figura A.2.

[4) H [¢))

Figura A.2: Representacion circuital de la transformada de Hadamard.

Esta compuerta es una rotacién de un qubit que actia sobre los opera-
dores de Pauli por conjugaciéon como se ve en las ecuaciones (A.32), (A.33)
y (A.34). La representacion circuital de dichas igualdades puede verse en la
Figura A.3.

Ho,H = o, (A.32)
Ho,H = o, (A.33)
HoyH = -0, (A.34)

Es decir, pasa de la base de autoestados de X a la de Z, y viceversa.

H{o A -
{aHEi- =
Ao HA- -

Figura A.3: Modo en el que actia el operador de Hadamard sobre los ope-
radores de Pauli.
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Operador de fase

La transformada de Hadamard es una rotacion alrededor del eje Y. Deja
invariante al operador o,, pero intercambia a los otros dos operadores de
Pauli. Para realizar rotaciones que modifican también al operador oy, es
necesario apelar al operador de fase 1" definido como

T(0) = o)
(A.35)
T = i)

En la figura A.4 puede verse la representacién circuital del operador T

¥) T |v)

Figura A.4: Representacion circuital del operador de fase.

En éste caso, resultaran de importancia las equivalencias dadas en la
figura A.5.

HHATHXH i HA = =
HHTHY Hrt i - =
HHATHZHr H 1= =

Figura A.5: El operador T, en conjunto con H, permite moverse ciclica-

b4 d

mente por los operadores de Pauli.

La compuerta C-Not

La compuerta C-Not, también llamada control-not, es un negador cuanti-
co controlado, una suerte de version cuantica del XOR cléasico. Esa compuerta
hace interactuar dos qubits por lo que es, de las que vimos, la tinica que pue-
de modificar propiedades de entrelazamiento de los estados por su calidad no
local.

En la Figura A.6 se muestra el resultado de la aplicacién de la compuerta
C-Not sobre una base del espacio de dos qubits, con lo que queda completa-
mente definido el operador.
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0) —¢— 10 0) —e— [0)
0) —&—10) ) —o— (1)
1) —e— [1) 1) —e— (1)
0) —o— [1) 1) —o— [0)

Figura A.6: La compuerta C-Not y su accionar sobre una base del espacio
de Hilbert de dos qubits.

Una caracteristica importante de la compuerta C-Not es que puede ser
utlizada para construir una compuerta de intercambio entre dos qubits, com-
binando tres C-Not de la forma ilustrada en la Figura A.7.

an)
g

Figura A.7: Las compuertas C-Not se pueden combinar para intercambiar
la informacion de dos qubits.

Obedece, ademas, las reglas de conmutacion con los operadores de Pauli
que se ilustran en las figuras A.8 y A.9.

A.9.2. Complejidad en algoritmos cuanticos

En computacion clasica, la complejidad de un algoritmo se da mediante
una cota superior asintética O (f (n)), que indica que para una entrada de
tamano n a un algoritmo, la cantidad de operaciones que el mismo realiza
hasta informar la salida es asintéticamente menor a f(n). De esa forma,
encontrar un elemento en una base de datos desordenada, por citar algin
ejemplo, requiere O (n) operaciones; ordenar de menor a mayor una lista de
numeros O (nlogn), etc.

En computacion cuantica, la nociéon analoga corresponde a contar cuan-
tas operaciones se realizaron. Sin embargo, como todo algoritmo cuéntico
puede resumirse en una tnica operacion unitaria, hay que ser un poco mas
especifico acerca de qué quiere decir operaciones (ademds, dicha operacién
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Figura A.8: Reglas de conmutacion de la compuerta C-Not con operadores
de Pauli en el qubit de control.

podria ser absorbida en la medicién final, por lo que todo algoritmo puede
pensarse como una medicién en una base adecuada). Con eso en mente, se
define la complejidad como la cantidad de compuertas cudnticas necesarias
de un solo qubit y C-Not para obtener el resultado del algoritmo en la base
computacional.

A.10. El formalismo de los estabilizadores

El formalismo de los estabilizadores, originalmente desarrollado para su
utilizacién en los c6digos de correccién de errores|Got97, Got98, Got00] pro-
vee una herramienta para describir estados que, en algunos contextos, resulta
mas practica que la de etiquetas de un vector en el espacio de Hilbert.

Diremos que un estado 1) es estabilizado por el operador A con autovalor
+1 si

Aly) =+£1[¥) (A.36)

De esa forma, un estado estard caracterizado por los generadores de su
grupo estabilizador y los autovalores. Por ejemplo, si el grupo estabilizador es
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Figura A.9: Reglas de conmutacion de la compuerta C-Not con operadores
de Pauli en el qubit de objetivo.

el generado por el operador o, y su autovalor +1, es claro que nos referimos
al estado \/Li (10) + |1)).

Si, en cambio, hablamos de un grupo estabilizador S {0, ® 0,,0, ® 7, },
y sus autovalores § = (+1, +1), entonces estamos hablando del estado de Bell
\% (|00) + |11)). En general, en el formalismo de estabilizadores, notaremos

—

ese estado como (S, 3)

A.11. El grupo de Clifford

El grupo de Clifford C, que también utilizamos a lo largo de la tesis, es
un grupo de operadores unitarios que, por conjugacién, mapean operadores
de Pauli en operadores de Pauli.

Si {E,k=1,...,D?%} es la base de operadores de Pauli y C; es un ope-
rador de Clifford, entonces

CEC] = Ej. (A.37)

5Dejaremos siempre implicito al operador identidad en todos los grupos.
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Los operadores simplécticos son los que realizan mapeos no triviales del grupo
de Pauli en si mismo.

El grupo de Clifford se divide en dos subconjuntos, el de operadores
de Pauli, que evidentemente son operadores de Clifford, y los operadores
simplécticos, que son todos los operadores de Clifford que no son de Pauli.

Los mapeos realizados por el grupo de Clifford, por tratarse de operadores
unitarios, preservan las relaciones de conmutacion.

138



Apéndice B
Bases mutuamente no sesgadas

Los conjuntos de bases mutuamente no sesgadas (MUBs por su sigla
en inglés) son una construccién matematica que se ha ido convirtiendo en
una herramienta cada vez més presente en la informacién cudntica [Ben06a,
BRKSS07, BW08, RBKSS05, KR05, PR04b, GHW04, BBRV02, Ben06h)].

Decimos que dos bases ortonormales B; = {|¢;7]1> :m € 1.D} y B =
{|{) : 1 € 1..D} son mutuamente no sesgadas si y sdlo si

()| = 5. v, (B.1)

Tipicamente, diremos que la medicién en la base B; no da ninguna infor-
macion sobre la medicién en la base Bk, ya que para cada resultado de la
primera medicién, los resultados de la segunda son equiprobables. De ahi que
se llamen no sesgadas. Esta demostrado que pueden existir a lo sumo D + 1
bases mutuamente no sesgadas, y s6lo se conocen construcciones para esos
conjuntos maximos de bases en dimensiones que son potencias de un ntimero
primo.

Klappenecker y Roetteler [KR05] demostraron que un conjunto de méaxi-
mo de bases mutuamente no sesgadas forma un 2-diseno de estados (ver
demostraciéon completa en el Apéndice C), y de ahi parte de nuestro in-
terés en las bases mutuamente no sesgadas. Previamente, Bandyopadhyay
y colaboradores BBRV(02] habian demostrado una relacién importante en-
tre los conjuntos de bases mutuamente no sesgadas y conjuntos abelianos
maximos de operadores unitarios ortogonales. Uno de sus resultados es que
si uno construye una particién de un conjunto completo de D? — 1 operado-
res mutuamente ortogonales sin traza en D + 1 subconjuntos abelianos de

139



D — 1 operadores cada uno, entonces las D + 1 bases estabilizadas por cada
uno de esos subconjuntos son mutuamente no sesgadas. Daremos aqui una
construccién explicita de uno de esos conjuntos.

Si los 22" —1 operadores de Pauli generalizados son particionados en 2" +1
subconjuntos conmutativos maximos, entonces cada uno de esos subconjuntos
sera el estabilizador de una base, y cada una de esas bases sera no sesgada con
las demaés. Por lo tanto, el problema de encontrar los grupos estabilizadores
del conjunto de MUBs se reduce al de particionar los operadores de Pauli
generalizados en 2" 4+ 1 grupos abelianos.

La forma mas simpre de construir esa particion es mediante la utilizacion
de cuerpos finitos, como fue realizado primero por Wooters|Woo04| y luego
usada por Paz y colaboradores[PRS05]. El primer requisito en la construccion
de la matriz companera M para un polinomio primitivo del cuerpo finito
GF(2"):

0 1 0 O 0
o o 1 0 - 0
M = : : (B.2)
0 1
ro T1 To - Tn_1

donde el polinomio primitivo del cuerpo finito es p (z) = ro + rix + rox? +
U SRY A L

Esa matriz tiene la propiedad que M? = M y M* # M Vk < D, don-
de todas las operaciones estan hechas médulo 2. Consideremos el siguiente
conjunto de operadores de Pauli generalizados,

Gg:{l,Pg’j:UTMjagMj :jzl,...,D—l}, (B.3)

x z

donde b € {0,1}" es un vector binario, M es la transpuesta de M, I =

(1,0,0,...) es el primer vector binario de la base canénica y se nota o° =

X, obi. Ademds, puesto que MP = M, tenemos que j = 0 es equivalente a
j=D—1.

Es ficil verificar que G es un grupo abeliano, y que el tinico operador en
comun entre todos los grupos es la identidad. Por lo tanto, esos conjuntos,
junto con el formado por los operadores que son producto tensorial de o, e
identidades, es la particién buscada.

Eso completa la construccion explicita del conjunto maximo de bases
mutuamente no sesgadas. Veremos a continuacion, en la Seccion B.1, como
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construir eficientemente los estados del conjunto a partir de un estado de la
base computacional, y como medir en una base dada de las MUBs.

B.1. Circuitos eficientes de cambio de base

Repetiremos aqui la construccién de circuitos de cambio de base mostrada
en [Ben06a]. Veremos que existen circuitos que, utilizando recursos polino-
miales en el tamaro del sistema (O (n?) compuertas cuanticas y O (n®) opera-
ciones cldsicas para determinar las compuertas cudnticas a utilizar), permiten
cambiar de base entre las de un conjunto de MUBs de dimensién 2". Para
ver que existen dichos circuitos, procederemos a construirlos explicitamente,
dando también el algoritmo mediante el cual una computadora clasica pue-
de construirlos. Es decir, veremos como, dadas dos bases de un conjunto de
MUBSs, construir un circuito de cambio de base entre ellas.

B.1.1. Construccion de los circuitos

En primer término, es importante notar que si es posible construir efi-
cientemente circuitos que lleven cualquier base estabilizada por operadores
de Pauli generalizados a aquella estabilizada por los operadores o,, entonces
sera posible construir circuitos que lleven de cualquier base estabilizada por
un conjunto de operadores de Pauli a cualquier otra base estabilizada por
otro conjunto de operadores de Pauli, combinando dos de estos circuitos. Se
trata, por lo tanto, de encontrar circuitos para pasar de cualquier base es-
tabilizada por operadores de Pauli a la base estabilizada por los operadores
0.

Para llevar a cabo la construccién del circuito de cambio de base de la
estabilizada por {agags NG } a la base estabilizada por {ag , ch}, resulta con-
veniente comenzar por construir una transformacién unitaria U que convierta
un autovector de X Tazs en un autovector de azf de igual autovalor, donde T
es el vector binario de dimension n que tiene un 1 en la primera componente
y ceros en las demds. Es decir, encontrar una transformacién unitaria U tal
que se verifique la siguiente implicacion:

g

8 |

oISy = Aly)
(B.4)
= olUy) = AU [y)
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T

Lg15UT. Por lo tanto, se construira una operador

Equivalentemente, az: =Uo
U que actiie convirtiendo por conjugacién (es decir, multiplicando a izquierda
por U v a derecha por U ) un operador de Pauli dado en el operador 02 ,
Para conseguir dicha transformacién es necesario, en primer lugar, con-
vertir al operador en cuestion en un operador formado sélo por o, e identi-
dades. Esto puede conseguirse aplicando, por conjugacién, transformaciones

de Hadamard y operadores de fase a los qubits individuales:

éRj {Tj, (TS)]} (B.5)

donde el subindice j indica el qubit sobre el que actia la operacién, y R;
esta dada por:

R (0,0) = 1,
R; (1,0) = H;
R(0.1) = 1 (B.6)

j
R;(1,1) = HT)

Supongamos, a modo de ejemplo, que se intenta construir una transfor-
macién unitaria V' que convierta al operador 0, ® 1 ® 0, ® 0, ® 0, en el
operador 0, ® 1 ® 0, ® 0, ® 0,. Es decir, V (6, ®1®0, ®0,®0,) VI =
0,®1®0,R®0,®0c,. De acuerdo a las ecuaciones (B.5) y (B.6), el operador
V estaria dado por:

V=Heol®lel® HT' (B.7)

que, considerando la representacion circuital mostrada en la Figura B.1 de
Vo,®1® 0, ®0,® 0,V y las identidades exhibidas en las Figuras A.5 y
A3 esiguala o, ®1®0, R0, ®0o,.

Luego debe aplicarse alguna transformacion que convierta todos los ope-
radores o, en identidades, a excepcion del operador del primer qubit, que
debe permanecer o,. Esto puede conseguirse aplicando un C-Not con con-
trol en cada uno de los qubits que no tienen a la identidad y objetivo en el
primero:

ﬁ (C — Not (4, 1)) (181,701, (B-8)

j=2
donde el exponente da cuenta de que sélo se realiza el C — Not utilizando los
qubits que no tienen una identidad.
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Figura B.1: Un operador de Pauli generalizado puede convertirse, median-

te la aplicaciéon de transformaciones de solo un qubit, en un
producto de operadores o, e identidades.

Continuando con el ejemplo de B.1, puede verse dicha transformacién en
la Figura B.2. La operaciéon completa para convertir un Pauli que no posee
una identidad en el primer qubit del grupo estabilizador en el operador o,
del primer qubit es, entonces:

(B.9)

|

. ﬁ (€= Not (i 1))(16fj,05(fs)j,o) é R; Fj’ (fS) .
i=1 ’

Jj=2

Sin embargo, el problema no se resuelve aqui; al convertir un cierto ope-
rador del estabilizador original en un operador o, sobre el primer qubit, el
resto de los operadores del estabilizador también se transforman. Pero pues-
to que la transformacién U conserva la caracteristica abeliana del grupo, se
obtendra luego de la transformacion, un grupo abeliano estabilizador al cual
pertenece el operador o, del primer qubit. Se debe, en éste punto, deter-
minar generadores de dicho grupo abeliano. Para eso, se deben tomar los n
generadores O; del grupo, y transformarlos como U OJU f. Determinar el re-
sultado de dicha transformacioén, puesto que los O; son operadores de Pauli
y U esté compuesta por rotaciones entre los operadores de Pauli y compuer-
tas C — Not es eficiente, mediante las reglas de conmutacién ya presentadas.
Se requiere, para cada generador, del orden de n operaciones clasicas para
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Figura B.2: Mediante la aplicaciéon de compuertas C-Not puede llevarse un
producto de operadores ¢, a un operador o, en el primer qubit.

determinar el resultado; es decir, n? operaciones para ver como transforma
el grupo estailizador.

Dicho grupo estabilizador transformado poseera operadores con identi-
dades y o, en el primer qubit, cualquier otra opcion violaria la propiedad
abeliana del grupo. Por lo tanto existira un subgrupo con identidades en el
primer qubit que es simple de encontrar: se debe, a cada generador que no po-
see una identidad en el primer qubit, multiplicarlo por o,,, donde el subindice
indica el qubit sobre el que actia el operador en cuestiéon. Y debido a que o,
también pertenece al grupo, el resultado sera un generador del grupo con una
identidad en el primer qubit. Sobre ese subgrupo que actia sobre los ultimos
n — 1 qubits, se repite el procedimiento para convertir un autoestado de uno
de los operadores en autoestado de o.,, v asi sucesivamente hasta convertir
a todos los generadores en operadores o,.

De esta forma, con n operadores unitarios como el descripto anterior-
mente, cada uno utilizando del orden de n compuertas cudnticas, se lleva un
grupo estabilizador arbitrario al grupo de las Z. Es decir, se requieren del
orden de n? operaciones fundamentales. Los recursos cldsicos necesarios son
del orden de n?, puesto que para cada uno de los n circuitos que llevan un
operador de los generadores a un operador o, en el primer qubit, se deben
propagar n generadores por el circuito, requiriendo n operaciones clasicas
cada uno; es decir n® operaciones clésicas para determinar el circuito.
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Algoritmo de construccion del circuito de cambio de base

Se puede describir el algoritmo de construccién del circuito de cambio de
base de manera recursiva mediante el algoritmo que se incluye a continuacién.
De acuerdo a las consideraciones anteriores:

= El procedimiento para generar el circuito recibe como pardmetros la
lista de generadores del grupo estabilizador y el primer qubit k.

] e Seleccionar algiin generador oZ0? que no tenga la identidad en el
qubit k.

e Rotar todos los qubits hasta convertir el generador en cuestion
en o, e identidades. Requiere del orden de n operaciones clasicas
determinar las rotaciones correspondientes:

®Rj (g5, p5) (B.10)

e Aplicar C — Not con control en cada qubit distinto del & que no
tiene la identidad, y objetivo en el qubit k:
[T (C— Not (j, k))(1-0u00ns0) (B.11)

j=k+1

e Propagar los n—1 generadores restantes por el circuito descripto en
los items anteriores. Requiere del orden de n? operaciones clésicas.

e Multiplicar aquellos generadores que tienen al operador o, en el
qubit &k por o, .

e Todos los generadores tienen una identidad en el primer qubit. Si
k # n, llamar al procedimiento de generacion del circuito con el
grupo de generadores para los qubits £+ 1 al n y con £+ 1 como
el primer qubit.

Una aclaracién importante sobre el algoritmo es que, para comenzar, se
debe generar la lista de generadores asociados a la matriz S y llamar al
procedimiento con dicha lista y £ = 1. No es conveniente que el procedimiento
recursivo reciba como parametro a la matriz S, porque podria suceder que
alguno de los subgrupos de menor cantidad de qubits con los que se realice el
llamado recursivo posea operadores o, para los que no hay matriz .S asociada.

145



Ejemplo

Supongamos que se quiere convertir el grupo estabilizador G en aquel
estabilizado por los operadores o,, donde G esta generado por:

G={0.®0.,®1,0,®0,®0,,1®0,®0,} (B.12)

Notemos que alcanza con dar 3 operadores, puesto que los deméas son
productos de ellos.

Dice el algoritmo anterior que, en primer lugar, debe tomarse el operador
0, ® o0, ® 1y aplicar las tranformaciones correspondientes para llevar cada
qubit a operadores o, para luego, mediante compuertas C-Not, llevar el ope-
rador a un operador o, sobre el primer qubit. Las rotaciones son simples, sélo
aplicar H al primer qubit. En la Figura B.3 puede verse el circuito parcial.

—o—HH%]H{H-o—
— S =
1]

Figura B.3: Primera etapa del circuito de cambio de base.

El problema que surge es que el circuito de la Figura B.3 también modi-
fica los demas operadores del estabilizador. Luego de aplicado el circuito, el
estabilizador se convierte en:

G={0.®191,100,®0,,1RQ0,®0,} (B.13)

La segunda etapa del algoritmo debe tomar el operador 1 ® oy ® o, y

transformarlo, mediante U, de la misma forma; pero puesto que dicho ope-
rador sélo aparece una vez realizada la transformacién U como imagen del
operador 0, ® 0, ® 0., debe implementarse luego de ésta. Los pasos son los
mismos, en primer lugar transformar la o, del segundo qubit en o, y luego
mediante un C-Not convertir la o, del tercero en una identidad, como se ve
en la figura B.4.

Es importante notar que ésta segunda etapa no afecta al primer qubit,
por lo que lo conseguido con la primera de llevar el primer operador a una
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o [IHT o Hite —7]
=

Figura B.4: Segunda etapa del circuito de cambio de base.

0, sobre el primer qubit se mantiene, mientras que se consigue, ademés, que
el segundo operador se convierta en una o, del segundo qubit.

Nuevamente, esta modificacién actiia sobre el tercer operador, por lo que
nuevamente hay que ver como queda dicho operador luego de la segunda
etapa. El grupo estabilizador queda, luego de la segunda etapa:

G"={0.®191,180.01,10110,} (B.14)

Debe, para corregirse el tercer operador, aplicar una tranformacion al
tercer qubit. Dicho circuito se puede observar en la Figura B.5.

S[THIHT ar
——oE)T TEe——=11

>

T %] riE} {7
Figura B.5: Tercera etapa del circuito de cambio de base.
Por lo tanto, el circuito al que entra un autoestado del estabilizador G y

sale un autoestado del grupo estabilizador de operadores o, es el ilustrado
en la Figura B.6.
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4‘97

T H |

Figura B.6: Circuito de cambio de base. Convierte un autoestado del grupo
estabilizador G en uno del grupo estabilizado por los operado-

res o,.
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Apéndice C

Bases mutuamente no sesgadas
y 2—disenos

En éste Apéndice probaremos que los conjuntos de bases mutuamente
no sesgadas forman un 2-diseno de estados[KR05, Dan05, AE07]. Esta de-
mostracion, aunque no es original, es una de las piezas fundamentales de los
protocolos de SEQPT y SEQPT sin ancilla de los Capitulos 3 y 4, por lo que
vale la pena incluirla con este trabajo.

Para llegar a demostrar eso, pasaremos por varios resultados y definicio-
nes intermedios. Es importante, sin embargo, no perder de vista que lo que
queremos probar, en tltima instancia, es que los conjuntos de MUBs forman
un 2—diseno.

C.1. t—disenos

Veremos ahora algunos resultados generales sobre {—disenos. Definiremos
un t—diseno de la siguiente forma:

Definiciéon C.1. Una distribucion de probabilidades sobre un conjunto de
estados (p;, |¢;)) es un t—diseno si

Sl (@) = | 1) (01" av. ()

Es facil ver que si el t—disefio es uniforme (todos los p; iguales) y t = 2,
si multiplicamos por A ® B y tomamos la traza, recuperamos el resultado
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1
1] 2 (61 A160) (0 Bo0) = /H (6 A |6) (] B ) do (©2)
donde | X| es la cantidad de estados en el 2—diseno X.

Ahora demostraremos un lema técnico, y a continuacién daremos los dos
teoremas principales sobre 2—disenios y MUBs.

Lema C.2. Sea |x) € H. Se cumple que

% 1
T d) = ———— C.3
s = e ©3

donde la integral es en la medida invariante unitaria y normalizada de Haar,
y Dim(H) = D.

Demostracion. En primer lugar, existe una transformacion unitaria U tal que
U|1) = |z), donde |1) es un vector de la base canénica de H'. Por lo tanto

/ () = / AU ) [*dy (C.4)
H H
= [ (C5)

donde utilizamos la invariancia unitaria de la medida de Haar para llegar a
la segunda igualdad.

Ahora recordemos que la medida de Haar integra sobre vectores que estan
en la superficie de una esfera unitaria en CP. Ademds, el (1|¢)) que aparece
en el integrando es una componente de un vector. Entonces intentaremos
realizar esa integral en coordenadas esféricas?.

Para realizar eso, veamos la siguiente integral sobre todo CP:

I:/ |28 e aven (C.6)
cb

donde z = (z1, 22, ..., 2p). Esa integral es factorizable como

D
I= [Jtf e Pan T [ oo s = noh )

'En el contexto de informacién cudntica, hablar de base candnica y base computacional
es equivalente.
2Eso es parecido a tener que integrar en R? algo de la forma [ xdQ.
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Ademds, la integral de la ecuacién (C.6) se puede hacer en esféricas como
Pkl = cDQD/ 7’2k+2D_16_T2d7’/ ‘Uff dS(o) (C.8)
0 S

donde S es la integral sobre la superficie de la esfera. Esa integral sobre la
superficie de la esfera es la misma de la ecuacién (C.5) que buscabamos.

/ ot dS (o) = / (L) [** . (C.9)
S H

Integrando la parte radial de (C.8), se obtiene el resultado buscado.
O

Veremos ahora un teorema general sobre t-disenos, y luego la relacion
con los conjuntos de MUBs.

Teorema C.3. Sea X un conjunto finito de H. Entonces son equivalentes
las siguientes proposiciones:

1. X es un t—diseno uniforme.

2. Para todo [t) € H y para todo 0 < k <t vale que

Whp)* o
(G X| |(ﬁZ€X| olY)| (C.10)

3. Para todo 0 < k <t vale que

S 1 = (C.11)

|X‘ [pi),lpi)eX ( k )

Demostracion. Comenzaremos por probar que (1) implica (2). Notemos que
como k <ty X es un t—-disenio, entonces se tiene que

,i Z i)™ = | 1wlo)* do, (€.12)

Usando ahora el lema C.2 y recordando que, ahora, el vector |¢) no esta nor-
malizado, sale que

W,eX ( ¢ )
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Que (2) implica (3) sale directo sumando la ecuacion (C.13) sobre todos
los estados normalizados de X.
Por ultimo, tenemos que demostrar que (3) implica (1). Para eso vamos
a usar que <¢|®k 10)®" = (1)|$)*. Definimos el vector |v) como
1

Si probamos que ese vector es el vector nulo usando (3), entonces podemos

2 ey - [ eyt (ca)

|1/1>€X

concluir que X es un t-diseno uniforme, como queriamos probar. Veamos la
norma de |v):

Wy = —5 3 [wle) - /H /H (1) drpd. (C.15)

2
X1 o), lv)eX

Usando (3), el lema C.2 para una de las integrales y la normalizacién de la
medida de Haar para la otra se obtiene que

1 1
vlv) = — d C.16
Ol = / G (C.16)

1 1

= ey~ e - 0. (C.17)

k

Con lo que finaliza la demostracion. O

Ahora utilizaremos todos estos resultados para ver que un conjunto de
MUBSs es un 2—diseno.

C.2. MUBs y 2—disenos

Teorema C.4. Los estados de un conjunto de D + 1 bases mutuamente no
sesgadas forman un 2—diseno.

Demostracion. La demostracion es simple usando la propiedad (3) del Teo-
rema C.3. Para k£ = 1 tenemos que
1 D+1
o7 s )P
D?(D+1) 2

3 [t
+<D;1)D]. (C.18)

|X| Jm,J' m/
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Por lo tanto

ﬁ Z ’<¢{£|¢7{:’>’2k = % - (D+11—1)' (C.19)
J;

m,J' m/

Para el caso k = 2 es similar:

3 f) = e ()

m,J' m/
D+1
+( 5 )D} : (C.20)
y eso da
1 N L |
|X|2 Jﬂrg];’m, ‘<¢m|¢m/>) - D(D—|— 1) == (D+22—1) . (621)

Por lo tanto, como en el Teorema C.3 es equivalente la propiedad (3)
que demostramos aqui para las MUBs a que el conjunto X sea un 2-diseno,
probamos que las MUBs forman un 2—diseno. O]

Sélo falta probar la relacién (3.6) de la medida de Haar con las trazas
que reproducimos a continuacion

(M)tr(N) + tr(MN)
D(D+1)

FOLN) = [ (M) @] ) o = (€22
donde M y N son dos operadores en B(H) cualesquiera. Para demostrar
eso, notemos que la ecuacién anterior es una forma bilineal, simétrica frente
al intercambio de M por N e invariante unitaria debido a la invariancia
unitaria de la medida de Haar (F' (M, N) = F (UMU~', UNU™!) para todo
operador U unitario). Dicho esto, veremos ahora un teorema general sobre
formas bilineales simétricas e invariantes unitarias.

Teorema C.5. Sea F : B(H) ® B(H) — C una forma bilineal, simétrica
(F(M,N) = F(N,M)) e invariante frente a transformaciones unitarias

(F(M,N)=F{UMUY, UNU™")), entonces vale que
F(M,N)=dTr (MN)+ qTr (M) Tr (M) (C.23)
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Demostracion. Veremos primero qué ocurre para operadores M y N de la
base de operadores {|7) (j|}. Vamos a dividir el problema en varios casos.

En primer lugar, supongamos que tomamos M = |j) (k| y N = |I) (m|,
y que uno de los cuatro nimero j, k, [ o m es distinto a los otros tres.
Tomaremos el caso j # k, j # |y j # m, pero para los otros tres casos
el procedimiento es el mismo. Consideremos el operador unitario C; = I —
217) (j|. Usando la invariancia unitaria de F' con C; tenemos que

EF(|7) (kI [0 (m]) = F (Cj 15} (k[ CL, C; |1) (m) CJ) = (C29)

= —F(5) k[, [1) (m[) = 0 (C.25)

donde la antetltima igualdad proviene de la bilinealidad de F. Ya sabemos
que en todos esos pares de operadores F' da cero.

Los casos que quedan son los que no tienen ningiin ntimero de los j, k, [ y
m distinto a los otros tres. Esos casos son los que enumeramos a continuacién

L M =1j)(jl y N = k) (] con k # j.
2. M =j) (k| y N = [} (j] con k # j.

3. M =15) (Gl y N =15) (I
4. M =5}kl y N = j) (k| con k # j.

Veamos el resultado uno por uno. En el caso 1, consideremos los opera-
dores Sy =1 — |k) (k| — |I) (I| + |k) (I| + |I) (k|. Tenemos que

F ) Gl IR ) = F (Sil3) (1 Sk Sua k) (k] S ) =
= F(p 4l I ) =
= F (Sjm |7 1 8}s Som 1) 11 S1,,)
= F (|m) (m] 1) (). (C.26)

Por lo tanto, F'(|j) (j|, |k) (k]) = ¢, con ¢ independiente de j y k.

Para el caso 2, usando los mismos operadores Sy, y procediendo de la
misma forma, puede verse que F (|k) (j|,|7) (k|) = d, con d independiente de
Jyk

En el caso 3, utilizando también con los operadores Sy; de la misma forma,
se obtiene que F' (|5) (j],|j) (j|) = g, con g independiente de j.
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Por dltimo, en el caso 4, consideremos el operador unitario D, = I —
|k) (k| +i|k) (k|. Usando nuevamente la invariancia unitaria sale que

F(j) (k1,13) (H) = F (Delj) (1 DL, Dlj) (R DY) = (C.27)
= —F () (k] 1) (k) =0 (C.28)

Con esto ya tenemos todas las herramientas para estudiar el caso general.
Escribimos los operadores generales M y N como

M= Y aulk) ] (C.29)

N =3 B m) (n]. (C:30)
Luego, tenemos que por la bilinealidad de F' y con los resultados anteriors
vale que
F(M,N) =" awbmnF (1K) (], |m) (n]). (C.31)
klmn

De esa suma, sélo guardamos los términos que sobreviven por los casos an-
teriores. Luego

F(M,N) = g3 cmrBr +d D0 By + 435 @B = (C.32)
=(9—d—q) >y Bk + A5, By + a0, B = (C.33)
=(g—d—q) >, bk +dTr (MN) + ¢Tr (M) Tr (N). (C.34)

Solo falta ver que la sumatoria que queda no puede ser invariante unitaria
para todo par de operadores M y N. En efecto, si consideramos M = o, y
N = o,, tenemos que ), ap,frr = 0. Pero si intentamos ver su invariancia
unitaria frente al operador de Hadamard, veremos que no se anula. Por lo
tanto, no es invariante unitario. Eso termina nuestra demostracion:

F(M,N)=dTr (MN)+ qTr (M) Tr (M). (C.35)
[

Al teorema anterior, sélo falta agregarle los valores de las constanter d
y q cuando F es la integral de la ecuacién (C.22). Para eso usamos por un
lado, la normalizacion de la medida de Haar, y por otro el hecho de que la
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integral en la medida de Haar puede realizarse como el promedio sobre un
2—diseno. La normalizacion de la medida de Haar dice que

1= /H i = L a6 (U[6) (W|) = F(LT) = dD +¢D*  (C.36)

Es decir, d + gD = %.

Ahora consideremos los proyectores sobre estados del 2-disenio M =
[y (W] vy N = |;]) (¢)| con m # n. Aqui tenemos que F (M, N) = q.
Ademads, como la integral es el promedio sobre el 2—diseno, sale que

¢ = F(M,N)
_ ﬁ ; (i) (Unlei) (i) (Wil )
1 1 1
= DT > DF-DDID (C.37)

K#J,q
Por lo tanto, se obtiene el resultado buscado para d y ¢, con lo que

r(M)tr(N) +tr(MN)

DD+ 1) (C.38)

F(M,N>=/H<wrM|w><w\N|w>dw=t

como queriamos demostrar.
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Apéndice D

Demostracion de propiedades
para SEQPT

En éste apéndice demostraremos las propiedades 3.1 y 3.2 que son funda-
mentales para los protocolos de tomografia selectiva y eficiente de procesos,
tanto con como sin ancilla.

Propiedad 3.1. Sean un canal £ que preserva traza y una base de operadores
ortogonal S = {Ey, k =0,...,D* — 1} tal que Tr (E;En) = Dby y Eg =1
Entonces se cumple que

—= oy Dxoo+1

F(E) =55 (D.1)

Demostracion. Tenemos que
F (€)= [ S o (6] B l9) 0] EL 1),

Invirtiendo el orden de la suma y la integral, y utilizando la ecuacién (3.6)
junto con la ortogonalidad de la base se obtiene que

T an

FE) =Y ——" _[TvE, TvE! + Tr (E,E} D.2

©)=3 ppty B TE T (EE)] D2
y usando la otogonalidad de la base & y que la misma contiene al operador
I se obtiene que

_ DXOO + Zm Xmm

F () D+1

(D.3)
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Esta tltima relacion vale para cualquier canal. Si nos limitamos a los canales
que preservan traza tenemos que

D=TI=TEM)=> XmaTr (EnE]) =D Xoum

mn

que insertdndolo en la ecuacién (D.3) da el resultado buscado:

- Do + 1
P& =—p 1

]

Propiedad 3.2. Sean un canal £ que preserva traza, y una base de opera-
dores ortogonal S = {Ey,k =0,...,D? — 1} tal que Tr (Eann) = Dopn v
Ey =1. Entonces se cumple que

al DXab + 5ab
Flea)==pii

(D.4)
donde Ey (p) = € (ElpEy)

Demostracion. La demostracion es parecida a la de la propiedad 3.1, salvo
por algunos detalles. El uso de la ecuacién (3.6) nos lleva a

F () = /H 0 (] Ea (1) 001) [0 =

Z % [Tr (EmE’l) Tr (EbEl) + Tr (EmElEbEl)]

Luego, usando la ortogonalidad de los operadores y la linealidad de la
traza, se lo puede llevar a la forma
T Xmn 1
F(&Ew) = — 2 ($umlbn) + ————Tr [E (EIE
(Ea) %D(DJrl)( b)+D(D+1)r[ (k)]

Por 1ltimo, como el canal preserva traza, se obtiene la expresiéon deseada:

_ DXab + 5ab

F(Ew) = DIl (D.5)

]

158



Apéndice E

POVMs y Teorema de
Neumark

Como fue mencionado varias veces, la medicién més general que puede
realizarse a un estado p estd dada por los POVMs (Medicién basada en
operadores positivos). Esto es, dado un conjunto de operadores positivos
{A,} tales que > . Ay =1, se puede disefiar un aparato que mida todos los
valores medios de la forma Tr(pA,). Dicho aparato realizard una medicién
proyectiva sobre el estado y un sistema auxiliar debidamente preparado.

No es trivial ver que todo conjunto de operadores {A,} pueda medirse, ni
que toda medicién proyectiva sobre un estado y un sistema auxiliar dé lugar
a un conjunto con esas caracteristicas. Eso es precisamente lo que viene a
demostrar el Teorema de Neumark. Por tratarse de un teorema central para
el Capitulo 8, incluiremos aqui una demostracién del mismo.

Empezaremos por probar que dado un estado auxiliar p4 y una medicién
proyectiva dada por los proyectores {II,} sobre el espacio Hg ® H 4 tal que
> L= I', entonces para todo p € Hg, dicha medicion proyectiva es equiva-
lente a un POVM. En efecto, el resultado de realizar esa medicién proyectiva
es

Tr((ps @ pa) y) = Tr((ps @) (I ® pa)lly)
= Trg(psTra (I® pa) ) (E.1)

Definimos ahora el operador A, = Try (I ® pa)IlL,), que es positivo por
ser la traza parcial de un operador positivo. Esos A, son los operadores
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del POVM, y suman la identidad porque Trps = 1y Zu II, = I. Con eso
terminamos la demostracién en un sentido.

Ahora nos falta probar que dado un conjunto de operadores positivos
A, cuya suma es la identidad, se lo puede implementar como un POVM
mediante una medicién proyectiva sobre el sistema y una ancilla debidamente
preparada. Para eso, haremos la siguiente observacion. Como los operadores
o) (.
zza>} el conjunto

de todos los vectores ‘@{j > correspondientes todos los operadores A,,, entonces

A, son positivos, entonces son diagonalizables como A, = ",

donde los vectores de la suma no estan normalizados. Sea {

si se pueden medir todos los valores medios de la forma
Ga) (%) (E:2)

combinando sus resultados, se pueden medir todos los valores medios de la

Tr (Ps

forma Tr (psA,). De esta forma podemos probar el teorema de Neumark sélo
para operadores positivos de dimension 1 sin perder generalidad.

Dicho esto, consideremos un POVM formado por los operadores F, =
5.) (0
en el estado pa = >, s |b) (b|, donde p, = <@Zb|@/;b> y {|p)} es una base or-
tonormal del espacio H 4. Si se miden a dicho estado conjunto los proyectores
19a) (1] @ |a) (a] se obtiene que

con a = 1,...,m. Consideremos, ademas, una ancilla preparada

Tr ((,0 @Y ml) <b|> Vo) (¥l © |a) <a|> =Tt (ps[d) (%u])  (B3)

que es el resultado buscado. Eso termina la demostracién del teorema de
Neumark.
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