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ESCENARIOS COSMOLOGICOS EN
EXPANSION ACELERADA

RESUMEN

Estudiamos escenarios de expansion acelerada en cosmologias de Bianchi 1
(BI) y Friedmann-Robertson-Walker (FRW) con distintos componentes. En
la métrica de BI encontramos modelos de universos con K esencia que disi-
paban la anisotropia primordial y modelos que eludian la singularidad ini-
cial. Encontramos soluciones exactas para diversas fuentes y vimos que la K
esencia impulsada por un potencial cuadratico inverso y la quintaesencia im-
pulsada por un potencial exponencial compartian la misma geometria. En la
métrica de FRW, la K esencia permitié construir modelos que interpolaban
entre una era dominada por materia oscura, y una era de expansién ace-
lerada. Introdujimos el N-quintom que generalizaba el quintom construido
con quintaesencia y campo fantasma. Estudiamos la dualidad, la estabili-
dad de las soluciones ley de potencias y obtuvimos la solucién general del
N-quintom impulsado por un potencial exponencial. Para otros potenciales
investigamos modelos en espacios internos bi y tridimensionales. Asocia-
mos una representacion escalar a un sistema de dos fluidos interactivos que
modifico la ecuacién de Friedmann, denominada “quintaesencia exotica”.
Ajustamos estadisticamente los pardametros del modelo exdtico, estimamos
cuando el universo comenzaba a acelerarse, calculamos su edad, estudiamos
las perturbaciones lineales y encontramos la solucion general con tres fluidos.
Finalmente, analizamos modelos con materia barionica conservada y con in-
teracciones del sector oscuro limitadas a cocientes asintoticamente estables
de las densidades de energias oscuras.

Palabras Claves: K esencia, Quintaesencia, N-Quintom, Interacciones,
Bianchi I, FRW.



COSMOLOGICAL SCENARIOS IN
ACCELERATED EXPANSION

ABSTRACT

In this thesis we study cosmological scenarios in the metrics of Bianchi I (BI)
and Friedmann-Robertson-Walker (FRW) with different contents. In the BI
metric we investigate a universe with K essence and find some models that
dissipate the primary anisotropy and others that avoid the initial singularity.
We find exact solutions with various sources and find that the K essence dri-
ven by an inverse square potential and a quintessence driven by exponential
potential share the same geometry. In the FRW metric we see that the K
essence allows us to build transient models representing universes that inter-
polate between a non-accelerated expansion era dominated by dark matter,
and a stage of accelerated expansion, dominated by dark energy. Alterna-
tively, we introduce the N-quintom model with an internal structure that
generalizes different realizations of quintom based on quintessence and ghost
fields. We study the duality and show that the power-law type solutions are
stable when the N-quintom is driven by an exponential potential, for which
we obtain the general solution. Also, we consider models with other poten-
tials and solve for the two and three-dimensional internal spaces. We present
the problem of interacting fluids and define a scalar representation of the in-
teraction called ”exotic quintessence”. This led us to a modified Friedmann
equation with which we model a universe with baryonic matter, dark matter
and dark energy contents. We made statistical adjustment of the parameters
of this exotic model. In addition to this, we calculated the age of the universe
and the redshift when it begins to accelerate, and also made a study of linear
perturbations. Moreover we exactly solve the modified Einstein equation ob-
tained in the exotic case with three fluids. Finally, we analyze models with
conserved baryonic matter and dark matter in interaction with dark energy,
where interaction is limited to produce ratios of energy densities of both dark
components, asymptotically stable.

Key words: K essence, exotic quintessence, N-quintom, cosmological inter-
actions, Bianchi I, FRW.
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INTRODUCCION

El modelo cosmolégico estandar, que describe ajustadamente la evolucién
de nuestro universo, esta basado en el espacio tiempo homogéneo e isétropo
de Friedmann, Lemaitre, Robertson y Walker (FRW)[I]. Esta isotropia y
homogeneidad globales de nuestro universo, invocadas por el Principio Cos-
moldgico y avaladas por una multitud de observaciones astronémicas a dis-
tancias mayores a los 100 Mpc, han sido revisadas desde un punto de vista
tedrico en [2] y las referencias que alli se indican. En ese trabajo se argu-
menta que si sobre su cono de luz pasado, un observador comovil con la
materia obtiene resultados isotropicos en sus mediciones de la distribucién
de la materia, de las velocidades del grueso de las galaxias y ctimulos de
galaxias que se alejan de nosotros a través de la expansion universal, de las
distancias por diametro angular, y del efecto de lente gravitacional para los
objetos a gran escala como cimulos galacticos, entonces, el espacio tiempo es
isotropo sobre la linea del universo de ese observador. En el mismo trabajo
se concluye que sin adoptar la presuncion extra del Principio Copernicano,
nuestra principal fuente de informacién, la radiacion de microondas del fondo
cosmico (CMB) no puede por si sola decidir sobre la isotropia de la geometria
del espacio tiempo. Por otra parte, elegir la isotropia como condicion inicial
de nuestro universo restringe excesivamente el estudio de los posibles modos
de evolucion del mismo. Por estos motivos comenzamos esta tesis conside-
rando una métrica mas general, conocida como del tipo Bianchi I (BI), que
usamos para estudiar modelos de evolucién cosmoldgica en donde la aniso-
tropia inicial se disipa con la expansién del universo terminando en modelos
de FRW. En algunos de esos modelos la anisotropia inicial no se disipa, pero
en cambio, logran evitar la singularidad inicial conocida como gran explosién,
inherente a la métrica FRW, mediante un rebote en el minimo valor no nulo
del factor de escala promedio de la métrica de BI. En otro orden de cosas,
resulta que hay consenso generalizado sobre la planitud [3] de nuestro espacio
tiempo (Véanse las Figuras [[l y ]), asi como también sobre la aceleracién o
superaceleracién del mismo [, [5], [6], [7], [8], [9], [10], [I1], [12], [13]. Luego,
es necesario que la fuente de las ecuaciones de Einstein, considerada como un
fluido perfecto, tenga presion negativa y de magnitud tal que permita pasar
de universo acelerado a super acelerado. Entonces elegimos para nuestros
modelos de BI un campo escalar denominado K esencia [14], que se usé por
primera vez para describir la inflacién inicial del universo en FRW, [15].

La falta de teorias fisicas concluyentes sobre la naturaleza de la materia os-
cura, necesaria para compatibilizar la cantidad de materia concordante con
la planitud observada de nuestro universo y a la vez, sobre la naturaleza de
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la energia oscura que impulsa la aceleracion, ha permitido especular con que
ambos elementos sean solo dos aspectos de una misma fuente. Esta especu-
lacién ha generado modelos transitorios en los que a tiempos tempranos de
la evolucién cosmolégica, un fluido se comporta como materia oscura permi-
tiendo la aglutinacion y formacién de estructuras cosmoldgicas y a tiempos
tardios es responsable de la expansion acelerada. En el Capitulo 2 mostramos
en el marco de la métrica FRW, que los modelos de K esencia con funciones
cinéticas que admiten una raiz simple identifican una etapa de materia os-
cura no relativista (polvo), y terminan con comportamientos acelerados en
las etapas tardias. Estos modelos tienen un orden de ajuste al comporta-
miento tipo polvo, superior al de los modelos que exigen un extremo de la
funcion cinética[l6].

Los modelos cosmolégicos que admiten el cruce de universo acelerado a
stuper acelerado, comportamiento favorecido por evidencias observacionales
[T7],[18],[19], han sido modelados con un campo escalar y un campo fan-
tasma, con espinores donde el cambio de signo proviene de la parte negativa
del campo de Dirac, y también en el marco de la cosmologia de cuerdas,
entre otras descripciones. En el Capitulo 3 consideramos una descripcion ge-
neralizada que incluye a estos modelos, a la que hemos llamado N-quintom.
Consiste en un espacio de vectores de N dimensiones, cuyas componentes son
campos escalares sujetos a una métrica interna constante (Q;, y que estan im-
pulsados por un potencial escalar. Esta generalizacién incluye la descripcién
de universos superacelerados, de quintaesencia y de universos con singula-
ridades futuras a tiempo finito. Ademads, extiende el niimero de modos de
generar transformaciones de dualidad [20].

Muchos trabajos han tratado modelos cosmolégicos con interacciones, no sélo
para explicar la naturaleza de la materia oscura [21] o de la aceleracién del
universo sino también para tratar de resolver el problema de la igualdad en el
orden de magnitud de las componentes oscuras, o problema de la coinciden-
cia cosmica, [22], 23], [24], [25], [26], [27], [28], [29]. Nuestra propuesta para
este tema, descripta en el Capitulo 4, consiste en un universo de FRW, mo-
delado con dos fluidos perfectos interactivos donde introducimos el concepto
de quintaesencia exdtica para describir la representacion escalar de la inter-
accién. Esta es fijada por medio de un ecuacién de estado efectiva satisfecha
por uno de los dos fluidos, que queda de ese modo asociado a un potencial
exponencial e identificado con la energia oscura. La denominaciéon exodtica
da cuenta de que la ecuacién que satisface no es la de Klein Gordon que ca-
racteriza a una quintaesencia. En este planteo, la ecuacion de evolucién para
el factor de escala, luce como una ecuacién de Einstein modificada debido a
un término proporcional al factor de Hubble. Hacemos una interpretacion
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de los tres términos de la ecuacién de evolucién asocidndolos con materia
barionica, con materia oscura y con energia oscura. El modelo nos permite
calcular el corrimiento al rojo correspondiente al momento de la transicion
entre el comportamiento no acelerado y el acelerado de nuestro universo, y
la edad probable del mismo. Encontramos la solucion exacta del modelo con
quintaesencia exética atin considerando un fluido adicional no interactivo.

Finalmente, indiquemos que entre las distintas formas de interaccion descrip-
tas en la literatura, algunas estan motivadas por consideraciones de la fisica
de particulas de altas energias [22] y otras estan construidas de tal modo que
el cociente final entre materia y energia oscura sea estable frente a las per-
turbaciones [24], [25]. Dentro de esta linea, en el Capitulo 5 proponemos un
modelo de tres fluidos, uno conservado que representa a la materia bariénica
y los otros dos, asociados a materia y energia oscuras que se encuentran
en interacciéon. Describimos alli dos tipos de interaccién mediante funciones
del cociente entre las densidades de energia de las componentes oscuras y
comparamos sus ajustes observacionales.
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Figura 1: El universo abierto y cerrado. El eje vertical da la distancia entre dos
puntos del espacio. Las diferentes curvas describen la expansiéon en funcion del
tiempo; se refieren a universos hipotéticos de diversas densidades. En un universo
con poca materia, estos puntos se alejarfan rapidamente (curva de la izquierda).
Las curvas que se originan de izquierda a derecha, reflejan el freno gravitatorio
ocasionado por un universo cada vez mas denso. Las densidades estan expresadas
en unidades de densidad critica. Consignemos que la densidad critica es aquélla que
es lo suficientemente importante como para que los cuerpos que se han alejado,
después de un tiempo, se frenen y regresen unos hacia otros, mientras que la
temperatura vuelve a alcanzar los valores del comienzo del Big Bang. A la “Gran
Explosion” le sigue entonces una “Gran Implosion”. El area rayada corresponde a
los valores compatibles con nuestro Universo plano.



Figura 2: Las imdgenes del experimento BOOMERanG permiten determinar la
geometria del espacio observando en ellas el tamano caracteristico de los puntos ca-
lientes y frios. Si nuestro universo tiene una geometria plana, entonces las imagenes
de BOOMERanG estaran dominadas por puntos calientes y frios con tamafos de
alrededor de 1 grado (panel inferior central). Por otro lado, si la geometria del
espacio es curvo, la curvatura de la luz generada por esta curvatura del espacio
distorsiona las imagenes. Si convergen las lineas paralelas porque el universo es
cerrado, en promedio se ampliardn las estructuras visibles hasta 1.5 grados (panel
izquierdo abajo ). En el caso de universo abierto las estructuras en las imégenes
apareceran mas pequenas, de alrededor de 0.5 grados porque las lineas paralelas
divergen (panel inferior derecho). La comparacién con la imagen BOOMERanG
(arriba) indica que el espacio es casi plano. [3]






Capitulo 1

Cosmologias BI con K esencia

1.1 Introduccion

Por el ano 1999 Armendariz-Picén, Damour y Mukhanov [I4], presentaron
una nueva forma de modelar la inflacién del universo temprano [15] a través
de lagrangianos con términos cinéticos no necesariamente cuadraticos. Esta
inflacién estaba dirigida s6lo por el término cinético, sin la ayuda de términos
de potencial, por lo cual se la conocié como inflacién K o inflacion cinética.
Partia de condiciones iniciales muy generales, desarrollandose lentamente
desde una fase inicial de gran curvatura hasta una fase de baja curvatura.
Salia de la inflacién y terminaba en una era de dominacién material ultra-
rrelativista o dominacién radiativa. Mas adelante el mismo tipo de fluido se
aplicé para tratar los temas de la expansion acelerada del universo y de la
coincidencia cosmoldgica, descartando el ajuste fino en las condiciones inicia-
les 0 en los parametros de masa y dejando de lado la necesidad del principio
antrépico [30]. Por otra parte, en [2] se identificaron cuatro observables,
independientes y suficientes, para determinar exactamente la geometria del
espacio tiempo y se establecio que la casi isotropia de las observaciones de la
radiacién de microondas del fondo césmico a lo largo de una linea de universo
no llevaban por si mismas a una geometria isotrépica. La posible existencia
de fases anisotropicas y la necesidad de evitar la presuncién de condiciones
iniciales especiales, implicitas en la eleccién de la métrica de FRW, nos lleva-
ron al estudio de modelos mas generales, como por ejemplo los universos de
BI, que incluyen FRW. En ellos hemos encontrado las condiciones bajo las
cuales, la anisotropia inicial existente se disipaba con la expansion para que
los modelos terminaran asintéticamente en universos FRW.
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1.2 Ecuaciones de Einstein en Bl

En el espacio tiempo de BI, cada una de las tres direcciones espaciales tiene
asociado un factor de escala a; y el elemento de linea esta descripto por

3
d82 = g”d[L‘deL‘j = dt2 — Z a?d$?, (11)

i=1

En él, las ecuaciones de Einstein para un fluido perfecto de densidad de
energfa p y presion isotrdpica p, estdn dadas por (ver Apéndice A, pagT09) [31]

3H? = p+ %a2 (1.2)
—2H=p+p+o° (1.3)
p+3H(p+p)=0 (1.4)
G.(G+3Hd) =0 (1.5)

donde el vector de la deformacion ¢ tiene componentes o; = H; — H y H es
el promedio de las velocidades de expansion individuales Hy = a1 /aq, Hy =
as/as, Hy = as/az. Esto es

L1
H:§:§(H1+H2+H3), (1.6)

mientras que el factor de escala promedio a esta definido como

a=(—9)"% = (aya5a3)">. (1.7)



1.2. ECUACIONES DE EINSTEIN EN BI 3

El punto significa siempre derivacion respecto del tiempo cosmologico ¢ y
las unidades utilizadas son tales que el valor de la constante gravitacional es
fijado por 87G =1y c=1.

La ecuacién () se integra directamente dando 6% = 6% /a® con &, un vector
constante arbitrario y por lo tanto

De la propia definicién de o; resulta que las tres constantes o,y satisfacen que

O10 + 090 + 030 = 0 y ot + 05y + 03 = 07 (1.9)

La ecuacién (L8) puede escribirse como o; = dln(a;/a)/dt = o;9/a® y esto
sugiere la definicion de una funcién m tal que

m 3 (o))
— =,/ =2 1.10
= \@ (1.10)

que permite expresar los factores de escala individuales a; como

302\ /6 s
a; = Q4o (70) m1/3. (111)

Las constantes de integracion a;y satisfacen la condicién ajgasgazg = 1 y el
factor 1/3/2 en (LI0) es tal que los pardametros s; satisfacen las restricciones
de Kasner para todo fluido perfecto isétropo [32].

S1+ 83+ 83 =1 y s7+s3+s3=1.

En este espacio tiempo anisotrépico consideramos una fuente de fluido per-
fecto isotrépico asociado con un campo de K esencia ¢ y consignamos ante
todo, que nuestros modelos fueron deducidos de Lagrangianos factorizables
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en la forma L = —V(¢)F(z) [33], donde el potencial V(¢) es una funcién
definida positiva que sélo depende del campo de K esencia ¢ y F(x) es una
funcién del término cinético x = g*¢;¢y, con ¢; = dp/dxt. La forma de
este Lagrangiano fue sugerida a los autores de [33] por el Lagrangiano de
Born-Infeld asociado a taquiones, L = —V'(¢)v/1 + x, proveniente a su vez
de los célculos de la teoria limite de cuerdas [34]. Este tipo de Lagrangiano
fue encontrado también en la teorfa de cuerdas bosénicas abiertas [35] y en
la teoria efectiva D-branas [30].

Asociar el tensor de energia momento del campo de K esencia con el de un
fluido perfecto, implica que las expresiones de la densidad p, de la presion p y
del indice barotrépico v, = 1+ p/p (que sélo depende del término cinético),
son

p = V()[F = 22F), (1.12)
p=-V(O)F, (113)

22 F,
Yo = _F—xi%ﬂ;’ F, = dF/dx. (1.14)

La dindmica del campo de K esencia en el espacio tiempo de Bl es obtenida
insertando la densidad de energia (LI12) y la presién (LI3) en las ecuaciones

(C2)-(C3) y (LI, que se transforman en

2
3H? = V(F — 20F,) + % (1.15)
. 0'2
—2H = =2VaF, + -4, (1.16)
a
. AV
Fy + 20F,,)¢ + 3HF,¢ + ~—|F — 22F,] =0, 1.17
2V
B 2H + 02 /aS

= 1.18
e 3H? — 03 /2a5 (1.18)



1.3. DISIPACION DE LA ANISOTROPIA 5

Las ecuaciones ([LI7) y (LI8) muestran que tanto ¢ como la ecuacién de
estado del campo de K esencia wg = 74 — 1 son sensibles a la evolucién de
la geometria promedio.

1.3 Disipacion de la anisotropia

La evidencia observacional sobre la actual homogeneidad a gran escala del
universo hace suponer que ha sido altamente isotrépico desde la era de la
recombinacion. Las observaciones de la radiacién de microondas del fondo
cosmico revelan que nuestro universo es marcadamente uniforme y eso resulta
ser una condicion muy especial. La disipacion de la anisotropia, en univer-
sos que se expanden aceleradamente como el nuestro, podria resolver este
problema si el modelo realista con fase inicial anisotrépica tendiera a la iso-
tropia final independientemente de las condiciones iniciales. La investigacion
sobre este aspecto aumenté desde que se mostré en [37] que la creacién de
particulas escalares podia disipar la anisotropia de los universos expansivos.
Segtin [38] esa forma de disipacion es sélo una de las posibles y otro de los mo-
dos que llevan al mismo resultado esta relacionado con el indice barotrépico,
como veremos que es también nuestro caso. La disipacién de anisotropia en
un universo de BI es particularmente interesante dado que es el modelo mas
simple que contiene al universo isotropico de FRW. Consideraremos modelos
con fluidos de K esencia con o sin potencial.

Para estudiar la disipaciéon de la anisotropia inicial debida a la expansion,
introducimos una magnitud positiva D, definida como el cociente entre la
contribuciones de la densidad de energia de la deformacién ¢2/2 y de la
densidad de energfa del campo de K esencia py. Entonces, diferenciando
D = 0?/2p, con respecto al tiempo cosmoldgico ¢ y usando las ecuaciones
(CA)-([CH) y (TI4), obtenemos la ecuacién de evolucién para el cociente D

D +3H(2—,)D = 0. (1.19)

Para una cosmologia en expansién promedio (H > 0), la solucién D = 0
de esta ultima ecuacién, es estable asintoticamente toda vez que D es una
cantidad definida positiva y 7, < 2. En este régimen asintdtico, el fluido
domina con respecto a la deformacion.

La condicién sobre v, se puede escribir como una condicién sobre las funcio-
nes cinéticas F' si se recuerda que p, = V(¢)(F — 2xF,) > 0y se observa a
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partir de la ecuacion(LI8) que F' 2 zF, cada vez que F' — 2zF, Z 0.
Por lo tanto, los modelos de K esencia generados por funciones cinéticas F
que satisfacen la condicién

F —xF,

ey 1.2
FonE (1.20)

devienen isotrépicos a tiempos tardios y la geometria tiende a la de FRW,
cualquiera sea el potencial usado.

Por otra parte, usando la misma condicién v, < 2 en las ecuaciones (LI14)-
([CI8) obtenemos la relacién H + 3H? > 0 la cual, combinada con las ecua-
ciones (L2)) y (L3), nos da p > p. Esto quiere decir que los fluidos que
satisfacen la condicién de energia dominante (CED) disipan la anisotropia
inicial sin seleccionar ninguna condicién inicial particular.

Por el contrario cuando v, > 2, la deformacion es mas importante que la
contribucion del fluido perfecto, la CED es violada y la magnitud D crece
asintéticamente.

Como ejemplo de estas consideraciones de tipo general veamos los campos
taquiénicos extendidos generados en [39] con funcién cinética

FF =15 (=), (1.21)

que tienen fndice barotrépico v}, = &(—x)" y velocidad del sonido en el
medio ¢ = (1 —,)/(2r —1).

En las figuras [y mostramos los indices barotrépicos correspondientes
a las funciones FF para todos los valores de r. Por ejemplo, en la figura [[T]
que se ocupa de los valores positivos de r, se puede ver que los modelos que
siempre terminardn isotrépicos corresponden a la funcién FF siempre que
0 <r < 1/2 (verde) o bien r > 1/2 (rojo). Las otras curvas, pertenecientes
ala F~ con 0 <r <1/2 (celeste) o r > 1/2 (amarillo), y ambas ramas con
r = 1/2 disipardn la anisotropia siempre y cuando la evolucién del campo de
K esencia no sea muy rapida, esto es, cuando no estemos demasiado lejos del
eje de simetria del dibujo.
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En la figura [L2, que corresponde a los valores negativos de r, el comporta-
miento es bastante mds diverso. Las ramas F7 con r < —1/2 (verde) y con
—1/2 < r < 0 (magenta) culminan siempre en universos isétropos, mien-
tras que las ramas Fcon r < —1/2 (azul) y con —1/2 < r < 0 (naranja)
solo se acomodan a las observaciones actuales si la evolucién del campo es lo
suficientemente rapida. Esto quiere decir que debemos fijarnos en abscisas
del grafico lo suficientemente alejadas del eje de simetria del mismo. Mas
notablemente todavia, las ramas con r = —1/2 funcionan adecuadamente
si la K esencia disminuye (<;5 < 0) o por el contrario aumenta rapidamente,
gz'S > (0 y grande, (es el caso de F,", en rojo) o bien, el campo crece o decrece
mas rapidamente que cierto limite inferior (que es el caso de F.F, lineas en
marron).

Las funciones ([L2]]) generalizan el campo taquiénico originado por la funcién
cinética F| , mientras que los modelos generados por F.F representan K esen-
cias con presion negativa y con indice barotropico negativo identificables con
materia fantasma. El conjunto de los campos taquiénicos extendidos (IL21)
verifican la condicién (L20) y disipan la anisotropia inicial a lo largo de la
evolucion del universo en expansion.

Otro caso interesante es provisto por la funcién cinética polinomial [33]

FE(2) = +(—a) w2000, g 1, (1.22)

que corresponde al indice barotrépico constante 7, = 7, y a la densidad
de energia py o< 1/a*", generalizando los fluidos perfectos. El conjunto de
fluidos con v, < 2 satisface la condiciéon (L20) y los modelos cosmolégicos
generados por Fj; tienen la etapa final isotropica.

1.4 Universos rebotantes

Consideremos ahora el problema de las singularidades que pueden surgir en
las etapas finales de un universo en contracciéon. Para un universo lleno de
materia que obedece las condiciones de energia, se espera una singularidad
como consecuencia de la contracciéon. Sin embargo, los campos clasicos es-
calares podrian violar esas condiciones de energia evitando la singularidad
final a través de un rebote regular, o sea a(t,epore) > 0.

Diferentes ejemplos de modelos cosmolégicos libres de singularidades, con
minimo no nulo del factor de escala promedio, fueron considerados en [40]-
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Figura 1.1: Indices barotrépicos “/j;r = +(—x)" para las K esencias que re-
presentan campos taquiénicos extendidos asociados con las funciones F,F =
[1F (—2)7]"/*". Las curvas en amarillo corresponden a las F,~ para r > 1/2 que
estan bien definidas para todos los valores de ¢ del mismo modo que las curvas
en rojo exhiben las originadas con F,' para r > 1/2. Las curvas de color celeste
(-) v de color verde (+4) corresponden a 0 < r < 1/2 y sélo estan bien definidas
para K esencias crecientes. Se grafican ademads las dos rectas con r = 1/2 y se
puede comparar todo el conjunto con el valor limite para obtener la disipacién de
la anisotropia v4 = 2.
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: | \ | |
i / \\\\W ) a0 |

Figura 1.2: Indices barotrépicos 'yiT = +(—=z)" para las K esencias que re-
presentan campos taquiénicos extendidos asociados con las funciones FF =
[1F (—a)"]"?" para valores negativos de r. Las curvas en azul corresponden a las
E parar < —1/2 que estan bien definidas para todos los valores de qﬁ del mismo
modo que las curvas en verde exhiben las originadas con F. para r < —1/2. Las
curvas de color naranja (-) y de color magenta (+) corresponden a —1/2 < r < 0
y s6lo estan bien definidas para K esencias crecientes. Se grafican ademés las dos
rectas con r = —1/2 y se puede comparar todo el conjunto con el valor limite para
obtener la disipacién de la anisotropia 4 = 2.
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[41], por lo que pareci6 razonable profundizar en este problema considerando
su estudio en modelos cosmoldgicos con fuentes de K esencia.

Para un espacio tiempo de Bl ocurre un rebote promedio en un cierto instante
t = tp, cuando se anula la velocidad de expansién promedio H(ty) = 0, el
factor de escala promedio es estacionario a(ty) = 0y a(ty) # 0 [42]. Por ello
deducimos de la ecuacién (LIH) que la densidad de energia del campo de K
esencia es negativa durante un intervalo de tiempo finito alrededor de ty y
en tq satisface la condicion

V(F - 22F,) = -2

;. (1.23)

El factor de escala promedio tiene un minimo en el rebote con lo cual d(tp) > 0
y H(tp) > 0. Entonces, de las ecuaciones (LIG) y (L23), se obtiene

2

VF > % (1.24)

Las restricciones sobre la densidad de energia y sobre la presion del campo de
K esencia, expresadas en las ecuaciones (L23) y (L24)), dan el limite inferior

Y6 >2 ¥
F >0, F, <0, (1.25)

xF, < F < 2xF,. (1.26)

Las condiciones (L23]) y (L26) son satisfechas por la rama F en (L22) con
Tp > 2.

En la seccién siguiente encontraremos la solucién general de las ecuacio-
nes(LI5)-(LI7) para las dos ramas ([L22)) y mostraremos que la rama F.°
genera un factor de escala promedio con comportamiento oscilatorio. La exis-
tencia de un rebote promedio, definido por las condiciones H = 0y H > 0,
estd ligada a fluidos perfectos con 4 > 2. Esta condicién es un problema que
superamos dentro del marco de la K esencia. Sin embargo, notamos que en
el rebote promedio la relacién entre la densidad de energia de la deformacion
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y la densidad de energia del campo de K esencia se mantiene constante en
el valor D = —1. En estos casos, podemos alcanzar un rebote cosmolégico
evitando la singularidad final por contraccion, pero queda una anisotropia
residual y la magnitud D se vuelve inestable.

Las condiciones sobre la energia son restricciones invariantes de coorde-
nadas que se aplican a los tensores de energia-momento para eliminar ar-
bitrariedades en sus definiciones que provoquen que la fuente descripta por
ellos sea fisicamente irreal [43],[44]. En particular, cuando el tensor elegido
representa un fluido perfecto, como ocurre en este caso, la CED se traduce
en la expresién p, > |ps|. Vemos entonces que la incompatibilidad entre
disipacion de la anisotropia y rebote promedio es debida al requisito 7, > 2.
El rebote promedio existe si la densidad de energia y por lo tanto D, pueden
volverse negativas y satisfacer ([L23)).

1.5 K esencias cinéticas

Aqui consideramos un potencial constante V' = 1 e investigamos en un fondo
BI las cosmologias que llamaremos puramente cinéticas. Como ejemplos de
esta clase tenemos: a) el gas generalizado de Chaplygin, derivado de un
Lagrangiano que contiene términos de energia cinética no estandares y que
fue propuesto como materia oscura unificada, y b) los gases de Chaplygin
modificados y extendidos que fueron sugeridos como alternativas a ese modelo

39].

Para un potencial constante V' = Vj, la ecuacién de conservacién para el
campo de K esencia (LIT), se reduce a la expresién

(F, + 22F,,)¢ + 3HF,6 = 0, (1.27)

que vamos a integrar en forma directa. Consideremos la magnitud u = v,/ (b
y tomemos su derivada temporal teniendo en cuenta que u = 2/~ F,/ [F —
2eF,] y & = —2¢¢.

Esto nos conduce a la expresion @ + 3H (1 — y4)u = 0, o sea

@) @i
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Por ser V' = Vj una constante, dlnp/dt = dIn[F' — 2zF,|/dt = ¢[F, +
20 F,, )¢/ [F — 22 F,] = —3H~,, usando (L2T). Todos estos pasos se resumen
en dIn(ua®p)/dt = 0, que considerando la expresién (L2) y la definicién de
u nos da la primera integral general

(%) - a®(3H? _C 2/245)’ (1.29)

para cualquier funcién F' y cualquier constante de integracion c.

Usando la dltima expresién de (II8) para 74 en la ecuacién (L29) y reorde-
nando, ésta se transforma en

. CL3 . O'2 CL3
= ——(2H + %)= — 1.30
¢ C( +a6) V6Ps, (1.30)
O
BOF, = — (1.31)
T T 2%7 .

después de reemplazar v,ps = 2o F,.

El problema original se ha simplificado considerablemente puesto que le he-
mos bajado el orden a la ecuaciéon de Klein Gordon para la K esencia y ahora
trabajamos con dos ecuaciones diferenciales de primer orden con respecto al
tiempo, () y (3.

A partir de las ecuaciones ((LI4)), (L30) y (L31)), el indice barotrdépico v,

asociado con esta K esencia puramente cinética resulta ser

W 202 FF,
c2o?

Yo = (1+ )7 (1.32)

El resultado (L32]) aplicado a modelos de universos en expansion, generados
por el conjunto de funciones cinéticas que satisfacen la condicién F'F, /o? < 1
a tiempos primordiales permite deducir un comportamiento general de los
mismos. Por ejemplo, que en promedio parecen estar dominados por materia



1.6. SOLUCIONES QUE ASINTOTICAMENTE SON DEL TIPO LEY DE POTENCIAS13
no relativista en las primeras etapas, esto es, 74 = 1, py = 0y py ~ a3,
Ademds, que disipan la anisotropia inicial pues 7, < 2 y que terminan en un
escenario de expansion acelerada. Estos modelos transitorios se asemejan a
los modelos cuyas fuentes son gases de Chaplygin generalizados, modificados
y extendidos, esto es, interpolan entre materia oscura en épocas tempranas
y energia oscura a tiempos tardios.

1.6 Soluciones que asintéticamente son del
tipo ley de potencias

Vamos a explorar las soluciones del factor de escala promedio que tienen la
forma de una ley de potencias del tiempo cosmolégico ¢, a(t) ~ t", porque
aportan descripciones del modelo altamente valoradas por su simplicidad y
corresponden a las situaciones en las que a su vez, el factor de Hubble se
expresa como una funcién del factor de escala, en particular H(a) ~ a'/™.
Asi como en las cosmologias FRW con K esencias existen dos formas distintas
de obtener soluciones de este tipo para el factor de escala, también sucede lo
propio para el factor de escala promedio en el fondo anisotrépico BI.

En la primera forma, el campo de K esencia depende linealmente del tiempo
cosmolégico ¢, esto es ¢ = ¢ot, y por lo tanto © = —¢? = —@2 = x es
una constante. Ello significa que F(z9) = f v F.(x9) = f’ son constantes
para cualquier funciéon F', mientras que el potencial resulta ser de la forma
V = Vp/¢?*. Este caso no produce soluciones aceleradas porque el tinico
exponente compatible de ¢ en estas condiciones es n = 1/3 y entonces d/a =
—2/(3t)? < 0.

Un analisis un poco mas detallado nos dice que las ecuaciones de Einstein,

(CIH)-(TI1) se escriben

Vif o?

2 0

3 = -+ 3 (1.33)
: 2 pl 03

—2H = QngOf + 5, (1.34)

V/
3mH + —Ldo =0, (1.35)
Vi
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donde hemos usado el indice barotrépico (LI4]) calculado para el campo de
K esencia lineal,

208

TH20f (136)

M=

Como aqui ¢ = ¢ es una constante, multiplicamos por ella la ecuacién (L35)
y se obtiene la diferencial exacta d In(a®"% V%) /dt = 0. Integramos la misma
y obtenemos

Vif A
L= T o

Por = (1.37)

donde, \; es otra constante de integracion. Por lo tanto para el caso lineal,
escribimos la ecuacién ([L33) como

2

2 _
ST = a3 2ab’

(1.38)

En la segunda forma, se impone que el indice sea una constante, esto es v4 =
Vp, de modo que la ecuacién ([LI4) se transforma en la ecuacion diferencial
2(—2)Fy(yp — 1) + 1 F = 0 para F, cuyas soluciones estdn dadas por las
funciones polinomiales (L22). En este segundo caso, integramos la ecuacién
de conservaciéon obteniendo una restriccién que vincula el potencial V), con
Fj; y con el factor de escala promedio mediante la expresién

V’YpFip A
Por = 7 _; = (1.39)
p

donde A, es una constante de integracion.

Para esas funciones F * obtenemos la dindmica del factor de escala promedio
insertando la den81dad de energia (L39) dentro de la ecuacién (LIH), de
modo que
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32— Mo 00

=+ 55 (1.40)

Aqui resolvemos exactamente las ecuaciones (L38) y (L40) con ayuda del
cambio de variable v = a® = \/—¢ que las transforma en

, 2\
v:=1+ =507, (1.41)
90

donde la prima indica diferenciacion con respecto a un tiempo adimensional
T =+/3/200t v (A\,y)=(A\,m) o (N,7p) respectivamente.

La solucién general de la ecuacién (L4I]) para el factor de escala promedio
depende del signo de la constante de integracion A, siendo de tipo hiperbdlica
para A > 0 y de tipo oscilatorio si A < 0. Para cada clase de soluciones de
dicho factor de escala promedio resolvemos la ecuacion (LI0) para obtener
la funcién m correspondiente al caso y con ella los factores de escala segin
las tres direcciones espaciales.

Existen tres tipos de soluciones:

1. v=2
0.2
a’=4/3 </\ + 70) t, (1.42)
02 1/6 / 2
a; = Ap; |:3(/\ + ?0):| t1/3+(si71/3)/ 1424/ o5 (143)

2.2>0

2

0/3(277) — g_;)\ Sinh2 T, t = tg /(Slnh T)W/(ziw) dTa (144)
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952\ 1/32=7) 4/3(2—7) 2s:/(2—7)
a; = Ap; ﬂ [COS i| |: anh Z:| (145)
A\ 2
3. A<0
o2

@32 = % sin?7, t=tg / (sin 1)/ dr, (1.46)

952 1/3(2—7) 714/3(2—7) T7725:/(2—7)
a; = ag; (—)(\]) [cos 5} [tan 5] (1.47)

donde t& = 23/2(£02 /20)Y 2V [\/30o(2 — )]

A partir de la ecuacién (L3, expresamos el campo de K esencia lineal como
una funcién del factor de escala promedio

\/_¢0

(1.48)

/\/1+2)\la3(2 W /o2

Ademads, para 0 < 7 < 2, la ecuacién ([44) muestra que t y 7 tienen
los mismos limites asintéticos. En este caso, esta ultima ecuacién (L4S) es
apropiada para investigar la relacién entre ¢; and V; en los dos regimenes
asintoticos.

En el primer régimen, o= < ao 5/2), la deformacién predomina sobre la
accién del fluido perfecto y ¢; oc a®. Entonces, (segtin muestra la ecuacién
(L37)) el potencial se transforma en V; o ¢~ " y cualitativamente, el uni-
verso corresponde a un escenario de Kasner.

En el segundo régimen, que comienza a partir de algtin tiempo caracteristico
donde a*®= > g2/2), la accién del fluido se hace dominante y ¢ oc a®7/2.
Esto lleva asintéticamente a un potencial de cuadrado inverso V; oc ¢—2
obedeciendo a la isotropia espacial del tensor de energia esfuerzo, el modelo
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anisotropico de BI evoluciona hacia una cosmologia de FRW. La anisotropia
de este modelo se disipa a medida que el universo se expande.

En el caso de la funcién polinomial, el factor de escala tiende asintoticamente
a una solucion del tipo ley de potencias. En particular, para v, = 2, conocido
como fluido duro, obtenemos el factor de escala (L42))). Como contraste para
un espacio tiempo FRW | el mismo modelo resulta en soluciones exactas con
forma de ley de potencias, a todo tiempo. Usando las ecuaciones ([L22)),

(L39), (T42),(C4d) y (T446), encontramos las siguientes relaciones entre V.,

y el tiempo 7

_ 2 o, _
/ AoV ”””:\/gmwa—vw VIRC(r), oy #2, (149)
P p

1
/d(b\/Vjp VT Int, =2, (1.50)

donde ((7) =cosht para A, >0 o bien ((7)=cosT para A\, < 0. Para
modelos de K esencias puramente cinéticas, ¢ resulta proporcional a (1), o
a Int deacuerdo asi v, #20 7, =2.

1.7 El potencial cuadratico inverso

Para el potencial cuadratico inverso, la ecuacién del campo de K esencia
tiene primera integral cualquiera sea la funcién cinética F. Para mostrarlo
usamos las ecuaciones ([L12) y (LI4) y reescribimos el campo de K esencia

de la ecuacion ([LI7) como

(%)#3}1 (%) (1—7¢,)+%(1 — %) =0, (1.51)

donde V' = dV/d¢. Sustituyendo en la tltima ecuacién
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V (H

Ny = — _+L), 1.52

0=y ( Py (1.52)

para una funcién arbitraria L y usando las ecuaciones ([LI4)-(LI0), llegamos
a la expresion

: IATAN
L+3HL(1—~y) + 5 + (W) ¢ = 0. (1.53)
Para el potencial cuadrético inverso
V =V,/¢?, (1.54)

el tercer término de (IL53]) se anula y se produce una separacién entre las
partes que dependen de la geometria y las que dependen del campo. La
([L53) queda reducida a una ecuacion diferencial con cantidades geométricas
cuya solucién general es

> ) B
L=——|(3H"— — 1.55
(3m2- %) (1.55)
donde ¢ es una constante de integraciéon y hemos usado la definiciéon ([LIS])
de 4.

Finalmente, escribimos la primera integral del campo de K esencia, ecuacio-
nes (LIT) o (LE)), de tres modos diferentes como

Vs B H? 2 3c
(E)gb_ (3H2—0(2]/2a6) (H+a3H2)’ (1.56)
' 3
oh - <H * 2_ac3>% =0, (1.57)
) 2
~VaE(f + 305 ) = (H+23_;>2’ (1.58)
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de manera que la ecuacién de conservacién del campo de K esencia impulsado
por (L54), para cualquier funciéon F', deviene una ecuacién diferencial de
primer orden para el campo.

1.7.1 K esencia con funcién cinética lineal y
potencial cuadratico inverso

En [39] se ha demostrado que en un espacio tiempo de FRW, las K esen-
cias impulsadas por un potencial cuadratico inverso y generadas por una
funcién F' = 1 + ma, para m constante, son cineméaticamente equivalentes a
quintaesencias impulsadas por un potencial exponencial, lo cual significa que
comparten el mismo factor de escala. Vamos a verificar que este resultado
de la cosmologia FRW se reobtiene en BI.

Cuando ponemos F' = 1+muz en la ecuacién ([L58]), obtenemos para el factor
de escala promedio la ecuacién

1 Vool
3//+Sa3/+ (Z _'_ Tr;/_8(;z-0> 82a+1 — O, (159)

donde hicimos uso de las nuevas variables s y ¢ definidas por

B 3ct

— 1.60
o (1.60)

s=a , 19

con a = —3mVj. La ecuacién ([LEJ) es un caso particular de una ecuacién
méas general investigada y resuelta en [45](ver Apéndice B, paglII3d)). Si-
guiendo esta referencia, introducimos el cambio de variables

Soc—i—l

= —1 1.61
=T e, (1.61)
z=lns, a=-1, (1.62)

n= /sadﬁ, (1.63)
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en la ecuacién (LEY), que se transforma en dos ecuaciones diferenciales li-

neales de segundo orden, una para a # —1 y la otra para o = —1.
d*>z  dz 1 ao?
— 4+ —= D{-==2)2=0 ~1 1.64
d772+d77+(a+)(4 5402)2 , a#—1, (1.64)
d*z  dz 1 o?
dn? * dn * (4 * 54c2> ’ “ ’ (1.65)

Las soluciones implicitas son:

1. >0

—a/3(a+1)

a(n) = [\/E /2 sin(\/i1) + 770)] , (1.66)

e~ (B+ogasi/Vec)n/3
a; = Qp; . a/3(atl) (167)

VBsin(y/fin + )]
2. - 1<a<0
—n/2 —a/3(a+1)

a(n) = [\/Ee n/ cosh(\/—,un—i—no)] ) (1.68)

e—(ﬂ—i—aoasi/\/éc)n/fﬂ
a; = Ao, (169)

:|oz/3(oz+1) :

[\/E cosh(y/= 1 + o)
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3. a=—1

a(t) = age™(/2H00/27¢)n/6+Voe T /8195 (1.70)

a; = a0@'aoef((l/”"o/?’\/écy+"°Si/‘/6€)"/3+voefn/81¢(2’62. (1.71)

4. o < —1

—a/3(a+1)
aln) = [V=Be 2 sinh(v=jin + )| , (1.72)
e—(ﬂ—i—aoasi/\/éc)n/fﬂ (1 73)
Qi = Qo; ) .
[V=Bsinh(y/=7in+n)] "
donde agiageapz =1 y
a |l os
=—|-—— 1 1.74
i=5 |5~ pmstarn)]. (1.74)
4 1
p—_ _MatUW (1.75)
o5127¢% — 2(a + 1))
1 (o))
= -« + . 1.76
p [2(0[ +1) 3\/60} (1.76)

En la Figura. se muestran los factores de escala promedios correspon-
dientes a los distintos valores posibles de a. Todas las curvas corresponden
a universos con aceleracién no nula: 0 < « (negro) describe universos que
experimentan un rebote regular (minimo) para cierto valor finito no nulo
del factor de escala; —1 < a < 0 (verde) produce universos acelerados en
expansiéon mientras que o < —1 (naranja) da universos expansivos que son
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desacelerados (@ < 0) en los primeros tiempos para luego acelerarse. Final-
mente el caso « = —1 (amarillo) describe universos en contraccion.

En las expresiones anteriores, hemos usado la funciéon ¢ obtenida por
integracion de la ecuaciéon (LE7) que se muestra en la Figura [[4] para las
distintas formas funcionales de a(n).

b = poa”>/%e"?. (1.77)

1.7.2 Quintaesencia con potencial exponencial

Ahora, consideramos un modelo cosmolégico de BI con un campo de quin-
taesencia ¢, que estd impulsado por el potencial U(p) y tiene densidad de
energia p, y presion p, dadas por

q . q .
Py = 5902 +U(p), po=2¢>—Ulp), (1.78)

donde ¢ es una constante. Para ¢ < 0 tenemos un campo fantasma mientras
que para ¢ > 0 se tiene el campo escalar. Las ecuaciones de Einstein (2I)-
(LH) ahora se escriben

2

3H? = %cﬁQ +U(p) + ;—56 (1.79)
. 0’2
—2H = qp* + a—g (1.80)
dU
$+3Hp+ — = 0. (1.81)

qde

Cuando el campo de quintaesencia ¢ estd impulsado por un potencial de tipo
exponencial como

U = Upe 1%, (1.82)
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an)

v<-1

a>0

-l<ax

T

Figura 1.3: Factor de escala a(n) para los distintos valores de o. 0 < « (acelerado
con rebote), —1 < a < 0 (expansién acelerada), « = —1 (contraccién acelerada),
a < —1 (expansién desacelerada temprana, acelerada tardia).
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|Campo de kesenciai(y)
— O<a

30:
o4 | = -1<a< 0

20r

Figura 1.4: Campo de k-esencia ¢(n) para los distintos casos posibles del valor de
a en unidades arbitrarias. 0 < a (punteado en negro), —1 < o < 0 (negro),a = —1
(rojo), a < —1 (naranja).
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con A constante, obtenemos una primera integral de la ecuacién de Klein-

Gordon (L8]]

. b

donde b es una constante de integracion.

Por otra parte, a partir de las ecuaciones (L80) y (L83) obtenemos una
ecuacién de segundo orden para el factor de escala promedio

b’ + ol
G

: H
—2H = A’H? + 2bA— + : (1.84)

que debe ser compatible con la ecuacion de Friedmann de primer orden (I.79)).
Después de introducir las nuevas variables

= 73/” = bAt = —— 185
8 a ) C q ) V qA27 ( )
se tiene la ecuacién final
" v _/ 1 0(2) 2v+1 O 1 86
s +s°s + Z —+ w S = U. ( . )

Formalmente, las ecuaciones (L59) y (L8@) son similares, de modo que ha-
ciendo las identificaciones

2 3¢

b
= = 1.

mVy

entre los parametros de ambas, resultan ser la misma. Esto significa que
ambos modelos son descriptos por el mismo factor de escala promedio y son
geométricamente equivalentes.

Volviendo a las ecuaciones (I2) y (L3) obtenemos
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3H? + H = %, (1.88)

donde p y p son la densidad de energia y la presién de la K esencia o de
la quintaesencia. Para la quintaesencia (p — p)/2 siempre es el potencial, y
para la K esencia definida por F'(x) = (1 +mx), ocurre lo propio. Por este
motivo, la ecuacién ([L8Y)) puede escribirse como

3H*+ H =U(yp) = V(¢), (1.89)

la cual lleva a

_ 1%
U(p(t)) = Upe 4 = V((t)) = ¢—3 (1.90)
y a la relacién entre los campos de K esencia ¢ y de quintaesencia ¢
Vo qAp/2
=1/ : 1.91
o=\ e (1.91)

Poner, por ejemplo, el campo de K esencia (LTT) en esta relacién, nos permite
encontrar el campo de quintaesencia ¢,

_ 6 U
o= Ao In(ag/a) + A (1.92)

La caracteristica interesante del modelo de la K esencia en Bianchi I es que
puede soportar correctamente las observaciones cosmolégicas cuando el indice
barotrépico asociado tiene una cota superior, 4 < 2, pues entonces la aniso-
tropia inicial se disipa en una evolucién expansiva obteniéndose al final un
modelo de universo de FRW.



Capitulo 2

Cosmologias FRW con K
esencia

2.1 Introduccion

La evidencia astrofisica acumulada en los tltimos anos dice que la evolucién
actual del universo estd dominada por una energia oscura de presién nega-
tiva y que ademads, contiene una materia oscura, fria, no relativista, que hace
que nuestro espacio tiempo parezca tener curvatura nula (ver [46] para una
revision del tema) y que domina la etapa temprana del mismo. Sin embargo
se conoce poco sobre el posible origen de cada una de estas dos componen-
tes que cumplen roles bien diferentes: la componente no relativista debe ser
responsable del aglutinamiento de la materia y de la generacion de las es-
tructuras a gran escala, mientras que la componente de presién negativa debe
dar cuenta de la expansion acelerada. Se permite entonces la especulacion
sobre la existencia de una tnica componente que actiie como materia oscura
en las primeras épocas del universo y como energia oscura, en épocas mas
cercanas a la actual. En este capitulo nos enfocaremos en el uso de campos
de K esencia como alternativa al gas de Chaplygin y al campo taquiénico,
que fueron los primeros modelos propuestos para dicha unificacién [47], [4§],
[49]. El gas de Chaplygin es la version correspondiente a potencial constante
del campo taquiénico T'(t) siendo este tltimo descripto por un lagrangiano

de la forma L = V(T)v/1 — T2, [50], [51], [52]. De acuerdo con lo anterior, el

campo taquiénico 7" impulsado por un potencial V(T') se obtiene como una K
esencia generada por la funcién cinética Frr(z) = /1 + z, [53] y por lo tanto,
el gas de Chaplygin corresponde a esa K esencia libre con V' constante.

En [16] se demostré que para modelos de K esencia derivados de Lagrangianos

27
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que dependian sélo de las derivadas del campo, era posible hacer transitar
al universo desde una etapa dominada por materia oscura a otra etapa do-
minada por energia oscura. En esta clase de K esencia, la existencia de un
extremo en la presion para cierto valor de la derivada del campo, permitia
que la densidad de energia del modelo pudiera considerarse como la suma de
una componente de materia no relativista y una componente del tipo cons-
tante cosmologica. En este Capitulo mostraremos que se obtienen los mismos
efectos en campos de K esencias con sélo pedir que exista un punto donde la
presion se anule y daremos dos ejemplos sencillos. En ellos, los parametros
del modelo pueden elegirse de modo que la velocidad del sonido en el fluido
sea muy pequena y éste se comporte como materia oscura sin presion.

2.2 Ecuaciones de Einstein con K esencia

Las ecuaciones necesarias para nuestra descripciéon a gran escala del universo
con K esencias en la métrica FRW, son

3H? = p=V(¢)[F — 22F,], (2.1)
H=VzF, = —(p+p)/2, (2.2)

Vo = —2aF, /(F — 22F,), (2.3)

(76/9) + 3H(L = 75) (16/9) +V'(1 = 75)/V = 0. (2.4)

Ademas necesitamos que la velocidad del sonido efectiva [54]

sea positiva, como condicién necesaria (aunque no suficiente [55]) para la
estabilidad de la teoria con respecto a perturbaciones de longitud de onda
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pequena. En lo que sigue la unificaciéon de materia y energia se plantea con
K esencias cinéticas, o sea, con potenciales constantes.

2.3 Potencial constante

Los primeros modelos de K esencia se describieron en el marco de una métrica
de FRW y como el comportamiento inflacionario descripto por ellos tuvo un
origen netamente cinético se los apodé inflacion K [50],[57]. En esas cosmo-
logias la inflacion era del tipo polo, donde el factor de escala evolucionaba
como una potencia negativa del tiempo. Esto ocurria también en el marco
tedrico previo de la cosmologia de cuerdas [58] donde los modelos usaban un
campo escalar (dilatén) para explicar la aceleracion cinética previa a la gran
explosién[59].

En FRW la primera integral de (Z4]) para potencial constante es

Py = —— 2.6
PR = (2.
mientras que (Z2]) y ([23]) se reescriben como
: cd
H=— 2.7
o (2.7
y
Yo = (1 +2V3a"FF,/c*) . (2.8)

A partir de (2.8)) y del mismo modo que sucedia para las cosmologias BI, re-
sulta que existe un conjunto de modelos que describen universos dominados
por materia no relativista en las primeras etapas, esto es, v ~ 1 o equivalen-
temente p ~ 0, lo cual implica que p ~ a~3. Estos modelos son los generados
por el conjunto de funciones F' que a tiempos tempranos (a o< 0) satisfacen
la condicién a®FF, < 1.

En la construccién de estas cosmologias se usan las funciones cinéticas que
admiten una expansion en potencias de x de la forma

F(z) = Fy+ Fi(z — x0) + Fy(z — 20)* + ..., (2.9)
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gracias a la cual la expresién del indice barotrépico ([Z.8)), muestra que hay
dos modos de obtener una cosmologia dominada por materia no relativista
en un entorno de xg, ain cuando a # 0: una es hacer F'(z9) = 0, o lo que es
lo mismo, tomar Fy = 0, para xy = z(ty), y la otra es tomar F,(zq) = 0 [10],
que es equivalente a tomar F; = 0.

Para estudiar el primer modo de conseguir ese comportamiento, definimos la
cantidad pequena e como z = xy(1 + €). Luego, usando las ecuaciones (2.1)),
(26) y a orden cero en €, se obtiene

C\/ — X

a3

p A (2.10)

Notablemente, se tiene un comportamiento de la densidad de energia del tipo
polvo (materia no relativista), sin haber hecho ninguna suposicién sobre las
constantes Fy y Fb.

La velocidad del sonido en el fluido a orden cero en € es ¢? & Fy /(F) +4x¢F)
y esta magnitud si depende de los valores de F; y de Fy. Pero sélo hay que
imponer que 4x¢F, > F para tener que ¢ & 0, esto es, para poder describir
a la materia concentrada por accién gravitatoria.

Ademas, se desprende de las ecuaciones (1) y (Z2) que

() = _% (2.11)
(o) = —SHQ(;UO). (2.12)

Para decidir cual de los modos es mejor, vamos a comparar nuestros resulta-
dos con los correspondientes a una evolucién del tipo a = t¥?, para la cual
es H=2/3ty H=—3H%/2.

En z(to) = zo resulta de (ZI1) que 3 = 2/3(—x() Vo F}y. Para nuestra elecciéon
F(xg) = 0, la funcién F conduce a una densidad de energia p oc a2 segtin
([ZI0) y por lo tanto a un factor de escala que concuerda con a = t?/3 por lo
menos hasta la segunda derivada en un tg. Este puede ser elegido arbitraria-
mente fijando algin valor para Fj.

En la opcién F,(xy) = 0, en cambio, encontramos que a orden cero en ¢,
Fy = 3H?/Vy, H(zg) = 0y t3 = 4/3VyF,. Esto muestra que la principal
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diferencia con respecto a nuestra opcién es que el factor de escala concuerda
con a = t?/3 sélo hasta la primera derivada en el punto zy. Por lo tanto,
las funciones cinéticas que tienen una raiz zy son las que mejor se ajustan a
describir materia no relativista.

[lustraremos las principales caracteristicas descriptas con dos modelos senci-
llos que se pueden resolver exactamente.

2.3.1 Un modelo resoluble

En este primer modelo usamos la funcién cuadratica F'(x)

b x?
F=ctr—— 2.1
6+x TR (2.13)

que se anula en z = b(1 £2/4/3) y tiene un extremo en = = b, donde b es un
parametro libre del modelo.

Insertando la ecuacién (2I3]) en la ecuacion (2.])) llegamos a

¢* = —b/3+/2b/V, H. (2.14)

Reemplazando esta ultima en la ecuacién (2.7)) obtenemos por integracion la
expansion relativa:

H=+ [\/bVO/18 +9¢2\/20)V, 772] , (2.15)

donde hemos introducido una nueva variable n = [ dt/a® y ademds, ajus-
tamos la constante de integracién arbitraria en la definicién de n de modo
que la expresion del factor de escala coincidiera asintéticamente a tiempos t
grandes, con la correspondiente solucién de de Sitter.

Ahora, combinando las ultimas dos ecuaciones tenemos

¢* = 18c2bn?/ Vi, (2.16)
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y el factor de escala sale de integrar la ecuacion (213 dando

-1
a’ = — (vb%/Qn +9c¢%\/2b/V; 773> para 1 <0, (2.17)
con la singularidad fijada en n = —oo. La ecuacién de estado y la velocidad

del sonido en este modelo resoluble son, respectivamente

p=—4bVy/9+ p/3 4+ \/8b/2TV, p'/2, (2.18)

2 =dp/dp=1/3+ \/2bV,/27 p~ /2. (2.19)

Si hacemos un corrimiento de la escala de tiempos en 17 de modo que n = d—dy
con 0 > 0, es posible concordar con (ZI7) en la forma

a® = — (ag + a1 + axd® + a353)_1 : (2.20)

donde aq, a1, as y az son constantes.

En las cercanfas de la singularidad (esto es, § — 00) es a® oc 672, y teniendo
en cuenta que dn = dd = dt/a® resulta que t oc 62 y el universo comienza
como a o /2. Si nos alejamos de la singularidad y estamos préximos a o,
entonces a® o< 672, lo cual implica que t o< 6!, v el factor de escala satisface
a o t*/3, como corresponde a un universo de materia no relativista.
Finalmente, alejandose mas ain de la singularidad hasta llegar a la tltima
época del universo, es a® oc 7! y también ¢ oc — In 4, con lo cual el factor de
escala satisface oc exp /bV/18t, tendiendo asintéticamente a la solucién de
de Sitter.

En la figura 2] pueden verse los comportamientos descriptos para el caso
particular b = V;/2, Vo =1y 9¢% = 1.

La ecuacién de estado dice que inicialmente tenemos un fluido de radiacién
p ~ p/3 (para energias altas), pero a medida que el modelo evoluciona hacia
el régimen asintético la presién tiende a un valor constante p = —p = —bV} /6,
de modo que el fluido actiia como una constante cosmoldgica. La K esencia
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interpola entre estos dos limites y pasa por una época dominada por materia
no relativista cuando p se anula. Por la definicion de p como funcién de F'y
recordando que z < 0, esto ocurre cuando x = xq = b(1 — 2/+/3) para b > 0.
En lo concerniente a la velocidad del sonido en este medio, observamos que
inicialmente toma el valor correspondiente a radiacién ¢ = 1/3. A partir de
alli crece monGtonamente hasta que alcanza el limite superior ¢ = 1. En esta
ultima etapa la evolucién es asintéticamente tipo de Sitter (H = constante)
y la densidad de energia toma su valor limite p = bV;/6. Otra manera de
deducir este resultado es notar que, a partir de combinar las ecuaciones (Z10])
y ([ZI7) obtenemos que z o< a~% en el limite n — 0 y la ecuacién de Einstein
@) se reduce a la de un campo escalar libre, esto es, nuestra K esencia
se comporta como un fluido duro con ¢? ~ 1. Este modelo es interesante
porque muestra la posibilidad de tener K esencia comportada como polvo
aun cuando la presion no tiene un extremo.
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Figura 2.1: Comportamiento asintético del factor de escala para b = V;/2, Vp =1
y 9¢> = 1 en el modelo transitorio de K esencia con funcién cuadrética. Cerca
de la singularidad inicial (esquema superior), el factor de escala del modelo (linea
cortada negra) se comporta como radiacién, proporcional a t1/2. En etapas pos-
teriores, pero ain tempranas de la evolucién (esquema medio), se mimetiza con
el comportamiento de materia oscura proporcional a t2/3. Finalmente (esquema
inferior), el modelo culmina en una etapa tipo de Sitter, que para los valores de
las constantes usados al hacer los graficos corresponde a e'/6.
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2.3.2 Modelo Chimento

Como segundo ejemplo veamos el modelo Chimento[I6] de K esencia intro-
ducido en [57] que es generado por la funcién F

F= m(m@o\/—_ - (—x)a), (2.21)

donde a y g son dos constantes reales. La densidad de energia y la ecuacién
de estado del campo de K esencia son calculados con las ecuaciones (21]) y

.21

p=(af p= g (p-200). @2

200 — 1)

y la correspondiente velocidad del sonido en este medio es

P (1 - aop_1+1/20‘>. (2.23)

La ecuacion de conservacién (2.4]), nos permite obtener la densidad de energia
en términos de a

3) 2a/(2a—1)

p= <a0 +co/a : (2.24)

donde ¢y es una redefinicion de la constante de integracion c.

Ahora aplicamos los resultados obtenidos en la tltima seccién y expandimos
la funcién F' en potencias alrededor de g = (2cg)??*~1) donde F, y por lo
tanto p, se anulan. Evaluamos p(zy) usando la ecuacién ([Z22]) y calculamos
la velocidad del sonido con la ecuaciéon ([223). El resultado es ¢ = 1/2a
mientras que para el indice barotrépico obtenemos v(xg) = 1. Entonces,
para « grande, el modelo corresponde a dominacion de materia oscura en
T = 1z, con velocidad del sonido aproximadamente nula, ¢? ~ 0, mientras
que de la ecuacién ([224]) la densidad de energia de esta K esencia transitoria
es p ~ ap + ¢o/a’.
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Para fijar ideas y mostrar que el comportamiento es el predicho hacemos un
ajuste de pardmetros con datos cosmolégicos obtenidos de la funcién H(z)
segin datos de Verde et all [60]. El significado y el método de este ajuste se
explican en el Apéndice C. Los valores mejor ajustados para este modelo son
Hy = 73.482, ap/co = 2.76358 y a = 1.1896 10° con un minimo x? = 7.65924
0 X;Q,g = 0.957405 por grado de libertad.

Con esos guarismos fueron hechas las integraciones numéricas que se mues-
tran en las figuras 2.2] y 241 basadas en la coleccion de relaciones

(1 (1-a)/(2a-1)
f/ (a0 + o1+ 2)7) d, (2.25)

(1+2)
p(2) = (a0 + co(1 + 2)?)2/2a=D), (2.26)
o0 dz/
Hz) = \/g/z (14 2") (g + co(1 + 27)3)e/2a=1)? (2.27)
a(z) = (1+2)71, (2.28)
B L 1 B 2ay /o
w(z) =7(2) — 1= 5= [ cofco+ (142 (229)
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Figura 2.2: Ecuacién de estado en funcién del corrimiento al rojo z en el modelo
Chimento [57],[I6]. Se observa el comportamiento tipo polvo w(z,) = 0 para
zp = 186.3 . El grafico corresponde a ¢y = 1 y a los valores mas ajustados a los
datos observacionales a = 1.1896 10°, Hy = 73.482, ag = 2.76358.
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Figura 2.3: Factor de escala para el modelo Chimento [57],[16],(curva gruesa
negra), como funcién del tiempo (en unidades de H 1) para cg = 1 y los valores
més ajustados a los datos observacionales o = 1.1896 106, Hy = 73.482, o =
2.76358. Comparando con las curvas finas que representan funciones /6 para
enteros 1 < n <9 se observa el comportamiento tipo polvo (t2/ 3) para los tiempos
primigenios t < 0.1 y el comienzo de la aceleracién para t ~ 0.5.
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Figura 2.4: Densidad de energia y campo de K esencia en funcién del corrimiento
al rojo z para ¢g = 1 y los valores més ajustados a los datos observacionales
a = 1.1896 105, Hy = 73.482, ag = 2.76358, en el modelo Chimento [57],[16]. Se
observan comportamientos inversos en p y en el campo A¢ como era de esperar,
debido a que la relacién directa se verifica entre p y la variaciéon temporal del
campo ¢ = —(1 + z)Hd¢/dz.



Capitulo 3

N-quintom

3.1 Introduccion

El paradigma de la cosmologia quintom fue motivado por los registros obser-
vacionales que favorecian la transicion desde una etapa acelerada del universo

a otra superacelerada[I7],[18],[19].

Por otra parte, la existencia de un teorema de imposibilidad de realizacién
de ese paradigma usando un unico fluido perfecto o un tnico campo esca-
lar, minimamente acoplado a la gravedad de Einstein en la métrica FRW,
[611,[62],[63],[64], [65],[66], condujo al mas simple de los modelos quintom,
constituido por un campo escalar de quintaesencia y un campo fantasma con
término cinético negativo[67]. En este capitulo introducimos una generali-
zacion de esta forma de implementar el quintom, proponiendo N campos
escalares ¢;, con © = 1...N y N > 2, con términos cinéticos positivos y ne-
gativos, considerados como componentes de un vector de un espacio interno
N-dimensional, dotado de una métrica interna constante Q).

3.2 Cosmologias con N campos escalares

Cada realizacion del modelo N-quintom, es un vector de dimension N, im-
pulsado por un potencial escalar V (¢q, @9, ..., ®n), que tiene definido un pro-
ducto escalar u-w = Q;ru;w, para dos vectores cualesquiera wu; y wy perte-
necientes a ese espacio interno. La norma del N-vector resulta ser entonces
w-w = w? = Quw;wy. En las expresiones siguientes usamos indices latinos
para el espacio interno con la convencién de suma para indices repetidos. El
lagrangiano que describe el modelo es

39
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L= %Qikau¢i($)8“¢k($) — V(¢1, b2, -y BN), (3.1)

donde V (¢, o, ..., o) es un potencial escalar dependiente sélo de las compo-
nentes @i, ¢a, ..., on. Obtenemos el tensor de energia momento 7, asociado
con este lagrangiano del N-campo ([B) como siempre a través del procedi-
miento de variar el lagrangiano con perturbaciones de la métrica gravitatoria.
La definicién T, = 20L/6g" — ¢,, L, nos da la expresién de este tensor

1
T/u/ = szapsza“(bk - g,uz/ 5Q1k8p¢zap¢k —-VI. (32)

En el marco de las cosmologias FRW espacialmente planas, la densidad de
energia y la presion de este fluido de energia oscura adoptan las formas

1 .. 1 ..
p= iQik(bi(bk +V, p= §Qik¢i¢k -V, (3.3)

donde hemos supuesto que los campos ¢; = ¢;(t) son espacialmente ho-
mogéneos. La evoluciéon de un universo provisto de esta configuracién de
varios campos, minimamente acoplados a la gravedad e interactivos con un
potencial V' esta gobernada por las ecuaciones

3H? = %sz@% +V, (3.4)
. : v
¢; +3Ho; + Q;klaﬁm =0, (3.5)

que se combinan para dar

—H = SQudidy. (3.6)

El propésito de la extension generada con el espacio interno es proveer una
estructura mas rica que la de las cosmologias quintom con dos campos es-
calares, incluyéndolas. La propuesta es mas abarcativa dado que no sélo se
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recupera el modelo quintom usual, para la eleccién @, = diag (1, —1), sino
que ademads, las métricas internas @y, = diag (1,0) y Qi = diag (0,—1) se
identifican con las cosmologias de quintaesencia y fantasma respectivamente.

1. La dualidad

En lo que respecta a las transformaciones de dualidad que ligan cos-
mologias contractivas y expansivas convencionales, el paradigma N-
quintom permite hablar de una dualidad méas amplia. Esto se observa
a partir de las ecuaciones de Einstein ([3.4]) y (B.6) pues la transfor-
macién de dualidad a — 1/a que implica H — —H, tiene dos modos
alternativos de llevarse a cabo dejandolas invariantes:

e Caso 1

Ok = idk, V= Qudidr + V() (3.7)

e Caso 2

Qi — —Qir, V — Qundidr + V(1) (3.8)

La realizacion de la dualidad en ambos casos requiere que la densidad
total de energia permanezca invariante ante la transformacién de los
campos ¢k — zqﬁk Podemos afirmar que existe una dualidad entre las
cosmologias fantasmas caracterizadas por una singularidad futura que
se produce en un tiempo finito y las cosmologias con una gran implosion
final y viceversa.

2. Soluciones tipo ley de potencias

Las soluciones del factor de escala que tienen la forma de una potencia
del tiempo cosmolégico han sido siempre apreciadas por su simplici-
dad en la descripciéon de cada modelo cosmolégico. Vamos a hacer un
modelo que admita este tipo de soluciones, para lo cual estudiamos la
ecuacion de estado w del fluido que alimenta al modelo, para descubrir
la naturaleza de los potenciales que las permiten. Con las definicio-
nes anteriores y las ecuaciones de Einstein (B4) y (6] se obtiene la
ecuacion dinamica para w,
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w:@wJ)GHm+U+;>. (3.9)

La solucion w = 1 de esta ecuacién representa un punto de equilibrio
a o< t'/3 y corresponde a una expansion no acelerada. Como en general
cualquier otro modelo cosmolédgico de interés tiene w < 1, se requiere
que la ecuacién ([B9) admita otro punto de equilibrio w = wy constante,
con wy < 1, esto es, una solucién con a o< t2/3@o+1) En el caso en que
wy < —1 resulta H positivo, o sea, @ > H?a = HZa 23" obteniéndose
una super aceleracion.

La existencia de ese punto de equilibrio wy , restringe la forma funcional
del potencial V'(¢;). Esto se observa al analizar la estabilidad estruc-
tural de la ecuacion de evolucién de w ya que pedir que el segundo
paréntesis se anule para algin wy es equivalente a imponer sobre el
potencial la condicién V + 3(1 + we)HV = 0. Podemos integrar esa
condicién obteniendo V' = Vpa3(+%0) con Vj una constante de inte-
gracion positiva. Con este potencial, w estd gobernado por la ecuacion

w=3H(w—1)(w—wy). (3.10)

La estabilidad de la solucién w = 1 en (B.I0) se dirime reformulando
dicha ecuacion en términos de w = 1 — €. Expandiendo el lado derecho
de la misma a primer orden en €, resulta que para universos en ex-
pansién (H > 0), la solucién w = 1 es un repulsor. Un andlisis similar
para el caso w = wy # —1, pero ahora definiendo w = wy — € muestra
que la solucién w = wy es un atractor siempre que sea wy < 1.

Por completitud y aunque no resulta en soluciones ley de potencia, indi-

quemos que la solucién wy = —1 de ([8.9) corresponde a la prescripcién
V/V =0, esto es, V = Vj una constante. El andlisis de estabilidad
con w = —1 — € reemplazado en ([BI0) concluye que la solucién tipo de

Sitter (H = H,) es asintéticamente estable.

En los casos w = wy # —1, el factor de escala es a = t¥/3(14%0) de modo
que el calculo de V' y H como funciones de t a partir de las ecuaciones

(34) y (B8) nos permite inferir que
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YT Ty

y ¢ = ¢olnt. (3.11)

El anélisis hecho hasta aqui no ha necesitado incluir la estructura
interna que estamos proponiendo. El modelo comienza a mostrarse
cuando tratamos de expresar el potencial como funcion del N-campo.

La dependencia del potencial con respecto al N-campo es la forma
exponencial con el exponente escrito como ¢ = a - ¢ylogt con o'y
¢, vectores constantes en el espacio interno. Cada eleccién del vector
constante a del espacio interno identifica una combinacién lineal de
componentes del N-campo que satisface la forma de V obtenida en
(BId). El resultado es el potencial exponencial

V = Ve ?, (3.12)

donde se ha fijado que o - ¢y = 2 y que verifica que

bo=— vy a-a=a>=3(1+uw). (3.13)

Por construccion, cualesquiera sean la dimensién N y la métrica interna
Qir, la solucion atractora queda redefinida como

a =t (3.14)

pero ahora, debido a la estructura del espacio interno del modelo N-
quintom, el exponente en (BI4]) puede tener cualquier signo, de modo
que estan disponibles tanto las soluciones fantasmas como las no fan-
tasmas para los factores de escala del tipo ley de potencias.
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3.3 Solucion general para el potencial expo-
nencial

Vamos a obtener la solucién general para el modelo N-quintom impulsado
por el potencial exponencial (8.12), en el espacio tiempo FRW espacialmente
plano, resolviendo el sistema no lineal acoplado de (/N + 1) ecuaciones dife-
renciales ([B4))-(B.3]), para el factor de escala a(t) y el N-campo escalar ¢;(t).
Para un campo escalar no fantasma impulsado por un potencial exponencial
y un campo escalar libre, la solucién general del sistema de ecuaciones (B.4])-

33 fue encontrada en [GS].

Una primera integral de las ecuaciones de Klein-Gordon para cada compo-
nente ¢ puede conseguirse como sigue. De la forma del potencial (3.12)) se
deduce que dV/d¢r = —QunV = —Quey(3H? —3Queir,) = —Quecu(3H? +
H), tomando en cuenta las ecuaciones ([34) y (B6). Este resultado, reem-
plazado en (B.3) lleva a

(bz —+ 31'—’I¢Z — Q;,;Qlkal(?)Hz + H) = ¢z + 3H¢z — 51-1041(3H2 + H) = O

Reacomodando los términos de modo conveniente tenemos (i — oy H) +
3H(¢; — a;H) = 0y por lo tanto la primera integral de (33]) es

: C

con ¢ un vector constante en el espacio interno.

Reemplazamos con esta primera integral las expresiones que contienen ¢; en
la ecuacién (3.6) y obtenemos

. H 2
21 + 0’ H? + 200 - ¢ — + — = 0. (3.16)
a a

que con el cambio de variables

6
s=a"*", T=a-ct, n=-—— (3.17)

se transforma en una ecuacién diferencial no lineal de segundo orden para

s(7)
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548"+ s¥ 1 = . (3.18)

4 cos20

El punto significa derivacion con respecto a 7y

- C

cosf = (3.19)

ac

El signo del pardametro n depende exclusivamente de la métrica interna ;.
En particular, para una métrica interna euclidea este parametro resulta ne-
gativo, independientemente de la dimensién V.

Después de calcular la nueva variable s, se obtiene el factor de escala en
términos del tiempo césmico ¢ usando las ecuaciones (B.17]).

Por otra parte, insertar la primera integral (815 en la ecuacién de Friedmann
([B4)), nos lleva a una ecuacién cuadratica en el factor de Hubble H que tiene
soluciones reales solo cuando su discriminante es definido positivo. Esta
condicién se escribe (- ¢)? + (6 — a?)(c? + 2a°V) > 0 y da la relacién entre
las constantes de integracion y el exponente del potencial exponencial.

Podemos simplificar notablemente la resolucién de (B.I8]) aplicindole una
transformacién no local de variables perteneciente al grupo que deja inva-

riante la forma de la ecuacion, de modo similar a lo realizado en el Capitulo
1 [45] y que se describe en el Apéndice B (pagIT3). En este caso, el cambio

no local de variables
h = /s”ds, n= /s”dt, (3.20)

transforma la ecuacién no lineal (3I8) en

— + —+v(n)h+4d(n) =0, (3.21)

ecuacion lineal tipica del oscilador arménico amortiguado, que escrita de este
modo engloba los dos casos distintos que aparecen de acuerdo con el valor de
n=—6/a’
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en#—1, dn)=0, wvin) = (n+1)

" 4cos?0

en =-1, v(-1)=0, &(-1) L

= Zdcos26

(n+1)
(nT2)?

Solucién explicita paran# —1 on# -2 y v=

En este caso se pueden encontrar soluciones explicitas dependientes de 7
introduciendo la funcién v(7) (para mas detalle ver [68]) y haciendo la sus-
titucion

st = (” i 2) o (3.22)

n ki1 + f’U"dT’

en la ecuacién ([BI8), que se reduce a © = 0, con solucién v(71) = ko + k3.
Después de insertar la solucién v en la ecuacion ([B:22), integrar y sustituir
en la primera de las (8.I7), obtenemos el factor de escala

. 1/3 s
a(v) = {(n—i— DT 2>] [+ ko] "], (3.23)

donde la constante k fue expresada en términos de la anterior. [l Finalmente,
obtenemos las componentes ¢’ del N-campo ¢ integrando la ecuacién (B.15])

d dl -3
Ok na L CLa

— 3.24
dv ak ( )

dv a-c’

Con este fin, reescribimos el segundo término de la ecuacion ([3.24) usando
la definicién dada en la ecuacién ([3.I7) como

2d
gdo e {ln (k1 + /UndT>:| . (3.25)
n dv

Insertando la dltima en la ecuacién ([B.24]) obtenemos ¢;(v)

'La constante ks puede ser fijada igual a la unidad cambiando de escala la variable
tiempo. También se elige ko = —79, luego v = AT =7 — 79.
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(n+2)¢

n+2 3
v"a
n(a-c)

n

In

A¢; = ayln |a| + , (3.26)

donde Ag;(v) = ¢i(v) — do; y las ¢o; son N constantes de integracién B,

Como hemos integrado la ecuacion diferencial de segundo orden para el factor
de escala (36), en vez de la ecuacion de Friedmann original (8.4), tenemos
que circunscribir las constantes de integracion haciéndolas consistentes con
el problema inicial. Para ello y a partir de las ecuaciones (3.4) y (B.09)),
obtenemos 3H2 + H = V, que puede reescribirse en términos de la variable

u = a® como

d*u 3uV
g . 3.27
dv?  (a-c)? (3:27)

Después de reemplazar las soluciones u(v) y ¢(v) en la ecuacion ([B.27) des-
aparece la dependencia con la variable v y obtenemos que las constantes de
integracién cumplen la relacion

Vo nt 2} . (3.28)

k= —— % signo |22
2¢2 || cos? O szgno{ n

De este modo, el factor de escala (3.23)) y el N-campo ([3.28) cuyas constan-
tes de integracion verifican la relacion de consistencia (3.28)), son soluciones
exactas de las ecuaciones de Einstein-Klein-Gordon (3.4))-(3.3]).

Solucién explicita paran=—-1y v =0
Siguiendo los mismos pasos que en el caso anterior, para n = —1 tenemos

1/3
Y

= (\U||b1 —|—ln|’u\|) (3.29)

2Sin pérdida de generalidad podemos elegir ¢g; — “log|¢o| donde ¢g es una constante
arbitraria.
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C

A@:%mmm+mww-i In [b; + In [v]|, (3.30)
C

a .

donde b; es una constante de integracién. Insertando las ecuaciones ([B.29)-
([330) en la ecuacién ([F2T) encontramos la relacién Vi = 2|¢o|c? cos? 6, donde
a? = 6 y la constante ¢ ha sido redefinida apropiadamente.

Solucion implicita

Para cualquier valor de n se puede encontrar la solucién general implicita
de la ecuacién ([B.I8) resolviendo la ecuacién ([B.2])) y usando las ecuaciones
BI7) y (B20). En este caso tenemos dos conjuntos distintos de soluciones
de acuerdo con el valor de n. Paran # —1, 6 =0, y el factor de escala estd
dado por

a(n) = [ (n+ 1) (byexp A_n + by exp )\+77)] R (3.31)

donde A\ = (=1 + /1 —4v)/2 son las raices del polinomio caracteristico
de la ecuacién ([B.2I). A partir de la ecuacién ([B.I5) encontramos que cada
componente del N-campo es

C;
¢i(n) = diw + a;Ina(n) + oo (3.32)

donde las ¢;y son constantes de integracion. Ahora, insertando las ecua-
ciones ([B.3T)) y (B32) en la ecuacién de Friedmann ([B.27) las constantes de

integracion son restringidas por

Vo

biby = .
2T 9(1 — 4v)@| ¢ cos?

(3.33)

Finalmente, cuando n = —1, v =0y d = (4 cos®#)~! tenemos

1
a(n) = exp 3 (b — o +bre™ )|, (3.34)
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Ci
®i(n) = ¢io + o Ina(n) + oo (3.35)

Vo

N
YT 202 cos? 0

(3.36)

Para 6§ = 0 recuperamos la féormula estandar para dos campos escalares
gobernados por un potencial exponencial [69].

3.4 Espacios internos bidimensionales

3.4.1 Solucién con singularidad futura a tiempo finito

Los modelos 2-quintom para potencial exponencial V' = Voe*a'd) y métrica
interna

O — ((1) 01) (3.37)

tienen como rasgo nuevo la indefinicién del signo del término cinético, con lo
cual resulta posible una transicién suave entre escenarios de quintaesencia y
fantasma.

Por ejemplo, para a? < 0 el factor de escala tiene dos ramas, (ver figura [3.1]
para el caso particular @*> = —1). En la rama A7 < 0 el universo comienza
su evolucion en una singularidad y luego de una breve etapa transitoria ex-
perimenta una expansion super acelerada que culmina en una singularidad
futura a tiempo finito.

Inicialmente el universo parece dominado por una quintaesencia de energia
cinética positiva y ecuacion de estado w > —1. Después evoluciona hacia
una etapa dominada por energia oscura fantasma con energia cinética nega-
tiva y w < —1, hasta que ocurre la singularidad futura a tiempo finito. Alli
AT — 07 y a — oot. El punto donde el término cinético cambia de signo
corresponde al punto de inflexién del factor de escala. En cambio, la rama
AT > 0 representa un universo con un minimo absoluto no nulo del factor
de escala, al que ha llegado de forma acelerada, para ingresar luego en una
débil expansion.

La relacion entre ac y la solucién particular ¢ que se elige para el N-campo,
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expresada a través del cos? 0, tiene el efecto de suavizar el comportamiento
general y alargar los tiempos de cada etapa a medida que estos dos vectores
se alejan del valor maximo cos?6 = 1.

La figura B.I] exhibe el comportamiento del factor de escala descripto en
([B.23) para distintos valores del cos? § entre 0.01 (curva fina en naranja) y 1
(curva gruesa en azul). En ella, el valor de k fijado por la ecuacién ([B.28), se
tomé positivo con las constantes elegidas de modo tal que —V;/2¢?|¢o| = 1.
Notese que dado que esta métrica no es euclidea, esa elecciéon siempre es po-
sible, (s6lo es necesario pedir que la solucién elegida tenga ¢ = 2cycy < 0).
Cuando las métricas internas usadas son euclideas, resulta posible obtener
el mismo comportamiento descripto en la Fig. Bl acotando n (que entonces
serfa negativo) de modo que —2 <n <0 y k en (B.28) resulte positivo.
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a(At , Cof))

At

Figura 3.1: Comportamiento general del factor de escala en funcién de At para
métricas no euclideas. El grafico corresponde a a?> = —1 para distintos valores del
cos? § entre 0.01 (curva fina en naranja) y 1 (curva gruesa en azul). En la ecuacién
B28]), el valor de k se tomé positivo con las constantes elegidas de modo tal
que —Vp/2¢?|¢o| = 1.El comportamiento similar proveniente de métricas euclideas
obliga a acotar n = —6/a? de modo que el signo de (n + 2)/n sea —1 , esto es

a? > 3.
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3.4.2 Quintom

Consideremos el modelo quintom estdandar con la métrica interna Q; =
diag(1, —1) y supongamos que los campos escalares ¢; y ¢, estan acoplados
a través del potencial V' (¢1, ¢2). De este modo las ecuaciones de Einstein se
escriben como

3H? = 561 = 32) + V(61,60), (3.38)

2= -, (3.39)

donde ¢ representa la quintaesencia y ¢, el campo fantasma. El sistema se
completa con una ecuacion de Klein-Gordon para cada campo.

b1+ 3Hy + 05,V (1, ) = 0, (3.40)

by + 3Hy — 04,V (61, ) = 0. (3.41)

Escribimos el potencial como,

B

o - .
V=Vot 501 + 505, (3-42)

con o y [ constantes y Vy > 0. Esta propuesta resulta méas sencilla para
llevar adelante los calculos y la forma V(¢1, ¢2) se recobra en cada caso al
final de los mismos, cuando ya tenemos las expresiones de cada ¢; en funcién
de los ¢;.

La derivada total respecto del tiempo de la ecuacién (B.42) V =0,V +

D,V o = 011 + Behachy mos dice que

dpV = oy, D,V = B, (3.43)
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donde hemos supuesto que el potencial es separable V (o1, o) = V(é1) +
V(¢2). De este modo, las ecuaciones (3.40)-([341]) se integran directamente
para dar

¢1 = %1 a3+ y 452 = 4.502 Cfg/(lfﬁ)a (3.44)

con ¢o1 y ¢oo constantes de integracion.
Combinando las ecuaciones (3.35), (3.42), (B.44), la ecuacién de Friedmann

toma la expresion

1(o+ 1)@(2)1 1(6— 1)&(2)2'

2 _ Z _
SH” =V, + 5~ a6/(+0) 5 g8/0-) (3.45)
Por otra parte, el indice barotrépico efectivo v de esta mezcla
L G2, a~6/0+0) _ g2 a—6/(1—6)’ (3.46)

p

muestra la ocurrencia de una transicion suave desde un régimen acelerado
a uno super acelerado o viceversa, dependiendo esto esencialmente de la
relacion entre o y 5. La transicién se produce cuando y(as) = 0, que corres-
ponde a
(] J 1-8)(14+0)/3(c+8
ayp = (¢02/¢01)( )(A+0)/3(o+5)

Esto se parece a un universo modelado con una mezcla de materia oscura y
de energia oscura donde el primer componente tiene el poder de aglutinarse
y el ultimo es responsable de la presente aceleracion.

Casol: o0=1y (=3

En el caso 0 = 1 y 8 = 3, asociamos el segundo término de la ecuaciéon de
Friedmann (B.45) con la componente atractiva p,, = ¢3,/a®, la cual incluye
tanto a la materia bariénica como a la oscura, con la ecuacion de estado
Pm ~ 0 mientras que los dos términos restantes constituyen la componente
de energia oscura pg. = Vi + ¢%a®. La ecuacion [B4H) con ¢2, = Vg y
@2, = Vp/4 se resuelve con el cambio de variable a = v?/3. Con este cambio
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se transforma en la ecuacién 40 = ++/3V;(1 + 2v?), cuyas soluciones dan el
factor de escala

v A 1 2/3
a= {L tan M] : (3.47)

NG 1

en términos de At = t — ty. Los campos escalares ¢; and ¢, se obtienen
después de integrar la ecuacién (3.44),

O = % In {sin @] , (3.48)
o = —% In [cos @] . (3.49)

La solucién (B47) representa un universo que comienza como dominado por
polvo con el campo escalar ¢1 v con a &~ At?/3. Después se expande y termina
en una singularidad futura a tiempo finito cuando ¢, diverge.

Finalmente usando la ecuacién (344]) obtenemos el potencial (3:42)

V(g1,¢2) = % [e*m’l + 3e“5¢’2] : (3.50)

como suma de dos potenciales separados, cada uno de los cuales depende
solamente del campo correspondiente V (¢1, ¢2)=Vi(¢1) + Va(p2).
Esto esta de acuerdo con el modelo precursor quintom propuesto en la literatura[70].

Caso degenerado: = —0 <0

El caso degenerado 8 = —o con o > 0, puede producir soluciones singulares
o rebotantes ademas de un final tipo de Sitter. La correspondiente ecuacion

de Friedmann (3.5 es

oc—+1

. . _L
3H* =V, + 5 (qsgl - ¢32> a T, (3.51)
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Aqui, la degeneracion existe porque las contribuciones de ambos campos son
proporcionales. Cuando ¢01 > ¢02, se recupera el modelo cosmolégico ACDM
para o = 1y el de cuerda césmica para o = 2. Cuando ¢01 < ¢02, la solucién
muestra un rebote donde la densidad de energia total se anula.

Al resolver la ecuacion de Friedmann (B.51]), se obtienen las soluciones

o+1
3

at = [\/Z;sintht} T b0, (3.52)

o+1

a” = [\/—bcostht} o b<0, (3.53)

donde w?=3Vy/(1+0)? v b= (0+1)(¢% — d3)/2Vs.

El factor de escala (3.52) evoluciona como a o t+1/3 préximo a la singu-
laridad, exhibiendo una fase inflacionaria para ¢ > 2 y culminando en una
etapa de Sitter.

La solucién con minimo no nulo del factor de escala (.53 comienza y ter-
mina con fases similares a de Sitter.

Con las ecuaciones (3.44)), (B.52)-([3.53), después de integrar, encontramos los

campos en términos del tiempo cosmolégico.

=ond",  ¢F = Pnd", (3.54)
o = b, by = o™, (3.55)

con
¢" = ——=Intanh M—At, ¢ = ! tan ! e“A, (3.56)

wf wv/—b

De este modo, a partir de (3:42)) obtuvimos los potenciales correspondientes
al modelo de quintaesencia
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V=V, [1 +2 i - sinhQ(\/Euxb*)} , (3.57)

y al modelo fantasma

o

V=1 [1 - i sin2(\/—_bw¢)} . (3.58)
No existe aqui una transicion entre los regimenes acelerado y super acelerado
porque el indice barotrépico tiene signo definido.

En la figura mostramos los factores de escala como funciones del tiempo
cosmoldgico ¢ en unidades arbitrarias, para tres modelos de 2-quintom con-
siderando los mismos valores fijos ¢02 =W=1y ¢01 = /4 = 1/4. La
convencion ag = 1 para el factor de escala actual permite comparar las eda-
des del universo resultantes en cada uno de los ejemplos. En el primer caso,
(0 =1, = 3)(curva verde), el universo comienza en una singularidad y evo-
luciona frenandose hasta que alrededor de la mitad de la historia cosmoldgica
comienza a acelerarse y culmina en otra singularidad, ahora infinita en un
tiempo futuro finito. Este ejemplo es el que provee la edad mayor. El caso
degenerado (¢ = 1, f§ = —1)(curva roja), es el que corresponde al uni-
verso mas joven y resulta ser muy similar al quintom libre (V' = constante,
o = 8 = 0)(curva marrén) aunque bastante mas acelerado.



3.4. ESPACIOS INTERNOS BIDIMENSIONALES 57

a(t)

Figura 3.2: Factor de escala como funcién del tiempo cosmoldgico t en modelos
2-quintom con potencial separable V' = V| + %gf)? + ggb% para los casos (o = 1,
B = 3)(curva verde), (o =1, f = —1)(curva roja) y el caso del quintom libre,
(V = constante, 0 = = 0)(curva marrén). En todas las curvas se han considerado
los mismos valores 45(2)2 =VW=1 vy égl = Vp/4 = 1/4. Por convencién, se toma
el factor de escala actual como la unidad, ag = 1, a fin de comparar cual de los
modelos da el universo mds joven (curva roja) y cudl da el més viejo (curva verde).
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3.5 Espacio interno tridimensional

El modelo 3-quintom que se ajusta a la métrica interna

0
0
—1

: (3.59)

o = O

1
Qik = {0
0

representa una configuracion en donde la dimensién del espacio interno aso-
ciado con el sector de quintaesencia NV, excede la dimension del respectivo
sector fantasma Ny, N, > N;. El caso inverso, donde el sector fantasma
domina a la componente de quintaesencia Ny > N, se obtiene simplemente
cambiando el signo de la métrica Q;, — —Qjx.

Cuando el 3-campo esta impulsado por el potencial

V{01, 62,05) = Vo + 383 — 2% (3.60)

la ecuacion de Friedmann se escribe como

2 '%0 ¢%0 ¢§0

Los cuatro términos de la densidad de energia total puede ser acomodados
como una mezcla de dos fluidos, con densidades de energia positivas que se
conservan por separado.

_ @ —Vi+ i _ % (3.62)
pb - 0,3 pde - 0 a6 a3 ) .
oy +3Hp, =0 y Pde + 3HYgepae =0, (363)

donde
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2&2 _q'52 a3
Vae = (3.64)
1o — ¢30a® + Voa

y Qggo < 4V0¢.5%0‘

Las densidades p, y pge se han identificado con las densidades baridnica y
de energia oscura. La ultima componente agrupa la densidad de energia
de vacio Vp, un término de fluido duro p, = ¢2,/a® y un tipo de fluido
perfecto sin presion con densidad de energia negativa pp = —é%o /a3, Este
ultimo término imita la parte negativa del campo de Dirac clésico [71]. De
este modo, el espacio interno permite alternativamente, incorporar la parte
negativa del campo de Dirac como una fuente de la ecuaciéon Einstein.

La solucién general de la ecuacién de Friedmann (B.6I)) toma la forma

a’ = U smh v/ 3Vot + ¢30 [cosh 3Vot — 1} : (3.65)

donde la singularidad inicial se ha fijado en ¢ = 0. La energia oscura permite
el cruce universo acelerado a super acelerado en ay = (263,/$3,)/? cuando
alcanza su valor minimo pge. = Vo— ¢30 / 4gz510. Basicamente, el cruce se realiza
gracias al término que contiene al parametro g'bgo [71] a cuya existencia se
debe la violacion de la CED. Cuando este término estd ausente, la ecuacion
de estado de la energia oscura wg, permanece siempre en el rango [—1, 1] (ver
figura B3]), satisfaciendo la CED.
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Figura 3.3: El pardmetro de estado wg. como funcién del factor de escala. La
linea punteada corresponde al caso que incluye el término de Dirac y la linea sélida
al caso en que esto no ocurre.



Capitulo 4

Quintaesencia exodtica

4.1 Introduccion

En los capitulos anteriores trabajamos con una tnica fuente, la K esencia,
o bien con los N campos que constituian el N-quintom. Estos campos ge-
neraron universos acelerados ademas de comportarse como materia oscura o
como energia oscura en distintas oportunidades sin interactuar mas que con
el fondo gravitatorio. Sin embargo, el andlisis de los modelos donde las com-
ponentes evolucionaban independientemente, a través de los datos de SNIa
y de WMAP, no permitia distinguir cudles eran los mejores. Con un nivel
de confianza bastante grande [74], los modelos mejor concordantes con los
datos de un conjunto estaban descartados por el otro. De modo que ana-
lizar si con una interaccién, dos fluidos cualesquiera mejoraban el ajuste a
los datos estadisticos constituyo el siguiente paso. Por otra parte, el campo
escalar de quintaesencia espacialmente homogéneo ¢(t), ha sido utilizado en
una enorme cantidad de modelos cosmoldgicos como fuente de la evolucién
césmica dentro de las ecuaciones de Einstein. Su dinamica esta gobernada
por la ecuacién de Klein Gordon, que en la métrica de FRW e impulsado por
un potencial V() se escribe

dv
¢+3H¢+%=o. (4.1)

Las expresiones de la densidad de energia p, y la presiéon p, de este fluido
de quintaesencia

61
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22 22
' '
P¢:7+V y pcp:7_‘/a (4.2)

muestran que mientras los potenciales considerados sean positivos V' > 0, la
presion resulta negativa solo si la magnitud del potencial es de mayor im-
portancia que su energia cinética. Aqui, la propuesta de utilizar la quintae-
sencia como una representacion escalar de la interaccion cosmoldgica entre
dos fluidos ha sido muy interesante y nos llevé a ampliar el concepto de
quintaesencia. En este capitulo definimos una forma de interaccién que apo-
damos quintaesencia exotica, reducible a la quintaesencia tipica bajo ciertas
condiciones.

4.2 Quintaesencia exoética

Describimos un modelo cosmolégico de dos fluidos en interacciéon con un
tensor de energia-momento T}, = Tz(kl) —1—7;.(,3), con Tl(kn) = (pn+pn)Uitk +Prgik,
donde p,, v p, identifican a la densidad de energia y a la presién de equilibrio
del fluido n y u’ es la cuadrivelocidad. Al interactuar ambos fluidos en
un universo espacialmente plano, homogéneo e isotréopico descripto por la
métrica de FRW, encontramos que las ecuaciones de Einstein se reducen a
dos ecuaciones independientes

3H2 = pP1 + P2, (43)

pr+ P2+ 3H((1+wi)pr + (1+ ws)p2) =0, (4.4)

donde H(t) = a/a es el factor de Hubble de la expansién y a(t) es el factor
de escala de la métrica FRW.

La ecuacién de conservacion completa (44]) muestra que existe interacciéon
entre las componentes del modelo con intercambio mutuo de energia y mo-
mento. FEntonces, planteamos una descripcién efectiva del modelo intro-
duciendo un fluido perfecto efectivo con ecuacion de estado, w = p/p =
—2H/3H? —1,donde p =p; +pa y p= p1 + pa

De este modo, a partir de las ecuaciones (A3]) y (£4) tenemos
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—2H = (1 +wy)p1 + (1 +wy)py = (14 w)p. (4.5)

Definimos la representacién escalar con un campo de quintaesencia exética
Y(t) como

¢2 = (1 4+ w)p1 + (1 4+ ws)pa, (4.6)

con &2 — —2H. Las ecuaciones de estado constantes para cada componente
son Wy, = pp/pn n=1,2,y p1 >0y ps > 0.

La ecuacion dinamica para el campo escalar que se obtiene de la ecuacion de
conservaciéon (4] después de reemplazar con (8] es

1= ws o

3 <w
¢+§(1+w1)Hw+ 5 ¢:0' (4.7)

Esta ecuacion de conservacién es integrable cuando fijamos la interaccién
entre los dos fluidos por medio de la condicién de integrabilidad

P2 + A¢P2 =0, (4.8)

donde A es un nuevo parametro constante del modelo.

Mediante la integraciéon de la ecuacién (L8) asociamos a la densidad de
energia del segundo fluido con un potencial exponencial V(1))

pa = paoHie 700 = V (), (4.9)

donde poy es una constante de integracion positiva y Hy, ¥y son los valores
actuales del parametro de Hubble y del campo escalar 1.

A partir de las ecuaciones (L0), (1) y ([@3) obtuvimos la densidad de energia
total, la presion de la mezcla de fluidos y la ecuacién dindmica para el campo
escalar exotico
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@2 w1 — W2
= V. 4.10
i el (4.10)
_mwy, (4.11)
=w — .
p 11—}-11)1 1—|—w1 ’
- 3 . w1 — Wa dV
—(1 H _— = 4.12

con p—I—pz@/P.

Estas ecuaciones, diferentes de las que usualmente satisfacen las quintaesen-
cias ([.2]), justifican la denominacién de quintaesencia exdtica para el campo
1 v son las que usamos para describirlo.

Cuando el sistema de dos fluidos interactivos estd relacionado con el campo
escalar en la forma p; = @/}2/2 y p2 = V(), con ecuaciones de estado p; = p;
y pa = —pa, correspondientes a wy; = 1 (fluido duro) y ws = —1 (energia de
vacio), el campo escalar exdtico se reduce a la quintaesencia. Luego, debido
a la interaccion entre ambas componentes, la conservacion del tensor energia
momento del sistema como un todo, es equivalente a la ecuacién de Klein-
Gordon (AJ)). En cualquier otro caso, el modelo cosmolégico contiene una
quintaesencia exdtica v impulsada por un potencial exponencial.

Encontramos una primera integral de la ecuacion (A7) procediendo del si-
guiente modo. Usamos la condicién de integrabilidad (@8] en la ecuacién
del campo (A1) y considerando la descripcién del mismo en términos de la
combinacién lineal (6] encontramos la expresién

¢+;(1+w1)H¢}— §<3H2(1—|—w1) —¢2> —0. (4.13)

Como ¢)*> = —2H, al reacomodar [@I3) resulta d In ((&—AH)@B’(le)/Z)/dt =

0. Esto es, el argumento del logaritmo es una constante, digamos cHy, con
la que podemos escribir la primera integral de ¥ como

Y = AH + cHya 30Hw)/2, (4.14)
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Una vez conocido el factor de escala en funcion del tiempo cosmolégico a(t), la
integracién directa de (£I4]) describe completamente la quintaesencia exdtica

2 (1 (1+3w1)/2
¢:¢O—Aln(1+z)—cH0/ ( +Z)H dz, (4.15)
0
donde z = —14ag/a es el pardmetro de corrimiento al rojo, ¢ es la constante

de integraciéon arbitraria que proviene de la primera integral y aq es el factor
de escala actual. El modelo se completa cuando la ecuacion (4.14]) se inserta
en la densidad de energia ([@I0) [75].

Asi, la ecuacién de Friedmann ([43]) se escribe

3H? = [6cAHoH (1 + 2)30Fw1)/2 1 3(w; — wy)py + 3c2HE(1 + z)30+w1)]
N 3(1 + wy) — A2 :

(4.16)

Como consecuencia de la presencia del término lineal en el factor de Hubble
H, esta ecuacion puede ser vista como una ecuaciéon de Friedmann modifi-
cada, pero de modo diferente a los modelos Cardassianos [76] o de Brana
[T7]. Su solucién da el factor de escala y el modelo de quintaesencia exdtica
queda resuelto.

Como la quintaesencia exdtica impulsada por el potencial exponencial admite
soluciones tipo ley de potencias, resulta interesante estudiar su estabilidad
para describir los comportamientos asintéticos del modelo. Para esto va-
mos a estudiar la ecuacién de evoluciéon para w. A partir de la definicion
w = —2H/3H? — 1 = ¢*/p — 1, resulta que v = 3H(1 + w)? + 24n)/p.
Luego, usando la ecuacién de Klein Gordon para la quintaesencia (AI3]) y la
definicion de w, tenemos la ecuacion de evolucion para la ecuacion de estado
efectiva

W = —3H(w—w1)< A; (1—|—w)—(1+w)>, (4.17)

para estudiar su estabilidad.
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Esta ecuacién (A7) tiene dos soluciones estacionarias wy y A%/3 — 1. Supo-
niendo que A% < 3(1 + wy), encontramos que w; es una solucién inestable a
diferencia de A%/3 — 1 que es estable asintticamente.

Gracias a estos resultados y como la evolucion de la geometria esté dictada
por w, podemos decir que el universo temprano comienza a evolucionar a
partir de una fase inestable, dominado por el primer fluido y mostrando un
comportamiento a & t¥3(11%1) vy termina en una fase de expansién estable
a ~ t2/A2, dominado por el potencial exponencial. Esta culminacion es una

fase acelerada cuando el parametro A, es tal que se satisface la desigualdad
A% < 2.

4.3 Dinamica de las componentes baridénica y
oscuras

Consideramos la condicién de integrabilidad (L&) como una ecuacién de
conservacion efectiva para el segundo fluido. Esto nos permite identificar
a py con la densidad de energia de la componente de energia oscura y a
Wee = —1 + A¢ /3H con su ecuacién de estado efectiva. En términos de esta
ultima, la ecuacion de estado efectiva w tiene la expresion

3
w=—1+ E(l + Wee ). (4.18)

Por conveniencia escribimos py = pyoHZ(1 + 2)3* con

N C )
A= —Am. (4.19)

El término lineal en H en la ecuacién (LI0) es adecuado para describir la
componente de materia oscura no relativista, no bariénica cuyo tensor de
energia momento es aproximadamente tipo polvo. Esta deduccién surge de
observar que para wg. constante, el factor de Hubble tiene una expresién
AcHy(1 + 2)30+w0/2/(3(1 + wg,) — A%). Por lo tanto, fijar w; = 0 en la
ecuacién ([LI6) no sélo introduce la identificacién de materia bariénica (en
el tercer término) sino también la de la materia oscura no relativista (en
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el término lineal en H). Considerando estas identificaciones, la ecuacién de
Friedmann modificada (£16]) se transforma en

H? H
— = Qan (L + 2)*2— + Qae (1 + 2) + O (1 + 2)%, (4.20)
donde
2cA
Qgpy = ——— 4.21
—Wa P20
Qe = 4.22
de 3 - A2 ) ( )
Qo (4.23)
b — 3 _ A27 *

son los parametros actuales de densidad de materia oscura, energia oscura y
materia bariénica respectivamente. Como estos parametros estan vinculados
por la relacion g, + Q4. + 2, = 1, concluimos que

(c+ A)? —wapy = 3, (4.24)

y ademds se encuentra que las condiciones A% < 3 y cA > 0 son consistentes
con el requisito de tener parametros de densidad positivos.

Durante la época acelerada del universo ¢ > 0, la condicién fuerte sobre
la energia es violada y p 4+ 3p = p1 + (1 4+ 3ws)p2 < 0. Esto conduce a
—1 < wy < —1/3, si se recuerda la restriccién considerada antes, de no
permitir la transicion universo acelerado a stper acelerado.

La quintaesencia exética se basa esencialmente en la condiciéon de integrabi-
lidad (4.8) gracias a la cual obtenemos una primera integral de la ecuacién
del campo exético ([AT). Realmente, a partir de la condicién anterior cA > 0
y de ([@Id]), se tiene que A@b > 0 siempre que el universo esté en expansion.
Luego, ps es una funciéon de Liapunov y la solucién ps = 0, de la ecuacion
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([43), es asintéticamente estable. Ademés, de las ecuaciones ([A.6), (£9) y
(@I4)) resulta que la densidad de energia del primer fluido tiene limite nulo
en el futuro remoto.

Con las ecuaciones ([21)) y (£23) podemos expresar el pardmetro A y la
constante de integracion c en términos de los parametros de densidad actuales
L, Qam Y Qe

=+ \/§Qdm

V2 4,

A= (4.25)

+ 23 Q
po E2VBO (4.26)

V32 + A,

y ademas,

12482

D 427
03, +49, (4.27)

— WapP20 =

Finalmente, el problema original que consistia en una mezcla de dos fluidos
interactivos gobernados por el sistema de ecuaciones ([A3))-([@4]) resulta equi-
valente a un modelo efectivo de tres fluidos con ecuaciones de conservacién
separadas. De este modo, las ecuaciones dinamicas efectivas de nuestro mo-
delo son

3H? = Pdm + Pde T Pbs (4.28)
i+ 3H (1 + we) e = 0, (4.30)
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donde
pam = 3HoQum (1 + 2)*° H, (4.32)
pae = 3HgQue(1 + )20, (4.33)
po = SHIQ(1 + 2)?, (4.34)

son las densidades efectivas de energias de las componentes bariénica y os-
curas y

20,
02+ 4,

Qup H
Wae {—2 + dH °(1+ 2)3/2] : (4.35)

es la ecuacion de estado efectiva de la energia oscura.
También encontramos la relacién

1 3 ,
Wam = 5 |:—1 -+ E(l + wde) :| , (436)

entre las ecuaciones de estado efectivas de las componentes oscuras. De este
modo, el conocimiento de una ellas determina la restante, y eso incluye a w.

Para obtener las ecuaciones efectivas dinamicas del modelo hemos tomado en
cuenta que pge x po. De alli, identificamos la ecuacién de conservacién (48]
con (L30) para expresar, luego de usar ([LI0), la wg. efectiva para la energia
oscura en términos de los pardmetros de densidad observados, del factor de
Hubble presente Hy y del corrimiento al rojo z.

En nuestro modelo, las soluciones estacionarias w® = 0 a tiempos tempranos
y w' = wl, = —1+ A%/3 a tiempos finales, junto con las ecuaciones (LIS
y (E3G), llevan a las soluciones estacionarias wg, = —1 + A/V/3, w}, =
—1+ A?/3 yws, =0, w,, = (=1+ A%/3)/2. Como los pardmetros de
densidad observados verifican la condicién Q2 =< 8, usando la ecuacién
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([@27) deducimos que se cumple A? < 2. En este caso, encontramos que
w§, es una solucién inestable en tiempos tempranos y w), se hace finalmente
estable de modo asintético. Aqui, la evolucién de la geometria representa un
universo que comienza dominado por la materia en los tiempos tempranos
y termina en una fase acelerada dominada por la componente de energia
oscura.

La época acelerada comienza cuando @ = 0 o w = —1/3, en cuyo instante
se satisface que —H(zgee) = H*(Zace) = —1*(2acc)/2. El correspondiente
corrimiento al rojo z,.. de este evento se obtiene al combinar esa relacion con
W(24ee) p = Wopge = —H*(2ace) y estd dado por la expresion

1/3wde (Zacc)
] , (4.37)

Zace = -1+ |:—b
Qde(\/_ - A)2

donde Wae(zace) = M2zaee) — 1 = V2A/3 — 1, y se usé la primera integral
(A1) para ¥(zaee)-

Por otra parte, reemplazar (L18) y (£27) en la ecuacién (4.35) nos permite
calcular el tiempo transcurrido ¢y desde la creacion

Qdm \/g
tg = — = 4.38
donde usamos que el factor de escala se comporta como a = ag(t/ t0)2/ 3 en

los primeros tiempos.
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4.4 Restricciones observacionales

El modelo de la quintaesencia exotica, en su interpretacién de tres fluidos
con ecuaciones de conservacion separadas, depende de los valores de los
parametros Hy, Qgm, Q24e, 3 v A, que pueden ajustarse estadisticamente
mediante la maximizacion de una funciéon de probabilidad dependiente de
dichos pardmetros como se explica en el Apéndice C (pag. [IIH)[78].

Hemos considerado un espacio-tiempo plano, de modo que Q4. = 1—Q4,,, — €2
y siguiendo a [79] se adopté el valor apriori €, = 0.05. Esto redujo el ntimero
de parametros a determinar a tres, Qg,,, Ho v A.

Minimizamos|[8()]

i [Hn (Qam, Ho, X zi) — Hop(2)]?

2(Qum, Hy, \) = 4.
X (am, Ho, A) = 2() (4.39)
=1
donde
Hy (R, Ho, X; 2) = Ho(1 + Zi)g/z X
Oy Qi \ 2
% + \/ (1 - %) +(0.95 = Q) [(1 4 2,201 — 1] (4.40)

es el valor predicho para el factor de Hubble, obtenido con la ecuacién (4.20).

)

Con este procedimiento obtuvimos un Ay = 0.36 y Qﬁl?n = 0.2898 que corres-
ponden a un minimo local x2. = 7.43826. Segun las expresiones ([£23]) y
[#.37), estos valores llevarian a que el universo comenzara su aceleracién en

un zc(l(c]) =0.9.

Sin embargo, A en la expresion ([@L40) es realmente una funcién del corri-
miento al rojo z. Estd definida implicitamente a través de (IIH) y (EI9)
como

Qi
Q2+ 4Qb
QQdeb 1 +u
(2 +40,) In(1+ 2) Hu)\/HO

/\(zanma Qb) Qde) = +

(4.41)
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Por esta razon, en primer lugar se llevé a cabo el ajuste de parametros con-
siderando a la variable A como una constante y con ese valor constante Ay a
orden cero, insertado en H(u, \) se procedié a aplicar la optimizacién des-
cripta pero ahora con H(u, \g) = H(u).

Figura 4.1: Ecuacién de estado para la energia oscura A(z,€4,) considerando
una métrica FRW plana y €, = 0.05 [79].

Este paso previo era imprescindible porque, como puede observarse en la fi-
gura [} el comportamiento de esta variable A(z, Q4,) (superficie en rojo),
para espacio-tiempo plano y €, = 0.05 [79], dista mucho de ser el de un
parametro constante. El valor a orden cero de esta ecuacion de estado (plano
celeste en el dibujo), no resulta ser una buena opcién en el proceso de ajuste
de parametros porque la dependencia con €1y, es fuerte comparada con la
dependencia respecto del corrimiento al rojo.

El minimo local asi obtenido es x?2,,, = 7.32219 para a1yt = Qimma = 0.27,
aont = Qdema = 0.678 vy agps = Home = 70kms 'Mpc~!. Esto corresponde a
un buen ajuste con X£277" = 0.915 < 1 por grado de libertad.

En la figura .2 se pueden apreciar las dos regiones de confianza 1o y 20 den-
tro de las cuales suelen encontrarse los valores observados de los parametros
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Figura 4.2: Regiones de confianza 1o y 20 para los pardmetros Qgm,, Q¢ v Ho
obtenidas a partir de los datos en [60], considerando una métrica FRW plana y con
el valor apriori 2, = 0.05 [79]. La esfera negra indica el punto cuyas coordenadas
(0.27, 0.68, 70), corresponden a los valores mejor ajustados a las observaciones
(Qdmmaa (Qdema y HOma)-
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Qam, Qam v Hp, con frecuencias del 68.3% y 95.4% respectivamente. La es-
fera negra indica el punto cuyas coordenadas (0.27, 0.68, 70), corresponden
a los valores mejor ajustados a las observaciones(Qamma, Qdema ¥ Homa)-

09!
0.8t
0.7

Qde

0.6

0.5 _
- Universos Abiertos

0.4

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Qdm

Figura 4.3: Corte de la figura 2] correspondiente al valor mejor ajustado del
pardmetro de Hubble Hy,,, = 70kms ' Mpc~!. Si bien el ajuste fue considerado
para un universo FRW plano, en un 94.5% de los conjuntos de datos puede hallarse
compatibilidad con universos abiertos o cerrados.

La figurad.3les un corte de la figurad.2 tomado para el valor mejor ajustado
del pardametro de Hubble Hy,n, = 7T0kms ' Mpc=!.

En la figura 4] se indican los puntos observacionales H (z) extraidos de [60],
con sus correspondientes barras de error asi como también la curva tedrica
(£20) especializada en los valores mejor ajustados a los datos Qg,, = 0.27,
Qge = 0.678 v Hy = 70kms~ ' Mpc1.

La figura 3 muestra que la curva de la aceleracion, calculada para el modelo
mejor ajustado a los datos observados, comienza a hacerse positiva alrede-
dor de 2, ~ 1.11. Este punto de transiciéon grafico coincide con el valor
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Figura 4.4: Funcién de Hubble H(z) para los valores mejor ajustados de los
pardmetros, Qgm = 0.27, Q4. = 0.678 v Hy = 70kms~ ' Mpc—! obtenidos a partir
de los datos consignados en [60], considerando una métrica FRW plana y con el
valor apriori €, = 0.05 [R1]. Dichos valores observados también estan indicados en
esta figura a los fines de comparacion.
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Figura 4.5: Aceleracién vs. corrimiento al rojo para el modelo mejor ajustado.
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Figura 4.6: Densidades de energfa (en unidades de 3HZ) vs. corrimiento z.

tedrico obtenido mediante la expresién (A37) para los valores mejor ajusta-
dos Qg = 0.27 y Q4. = 0.678. La curva esta calculada considerando que,
a orden cero, la ecuacion de estado para la energia oscura es una constante
Ao = 0.36, valor que es usado en la expresion correcta de A(z) [@I9) y que
tiene influencia en el ritmo de variacién \'(z).

El efecto de la correcciéon, esto es pasar de zc(l(i)el ~ 09 a 24 ~ 1.11 con-
cuerda notablemente con [82], en donde mediante un simple método numérico
se obtienen los corrimientos al rojo de la transicién aceleracién negativa-
aceleracion positiva, en forma independiente del modelo cosmoldgico consi-
derado y del pardmetro de la ecuacién de estado w. En la figura 9 de dicho
trabajo se puede ver que para modelos con ecuaciones de estado que no hacen
el cruce universo acelerado a super acelerado, esto es w > —1 siempre, los
Zacer S€ alejan mas de la época presente z = 0 cuanto menor es el pardmetro
de densidad de materia Qg4,,.

En la figuraLG mostramos las densidades de energfa (en unidades de 3H7) en
funcién del corrimiento al rojo z y en la figura [7] graficamos las ecuaciones
de estado para la materia barionica, la materia oscura wg,,, la energia oscura
wgye, €l fluido efectivo w y la constante cosmologica wy. De acuerdo con
las predicciones del andlisis de estabilidad previo basado en ({I7), resulta
que el comportamiento asintético de la ecuacion de estado efectiva varia
entre w ~ 0 (cercano a un comportamiento de materia fria) en el pasado
lejano y w = —1 + A?/3 = —(1+ Q32 /4Q;,)' ~ —0.733 en el futuro lejano
(comportamiento de energia oscura).
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Figura 4.7: Evolucién de las ecuaciones de estado para materia bariénica wy,
materia oscura wg,,, energia oscura wge, fluido efectivo w y constante cosmoldgica
WA -

La unidad de tiempo usada en la Fig. es Hy' y por lo tanto de-
pende de como se la haya calculado. En este grafico se esta usando el valor
Hi' = 1.41943 x 10'° afios que se corresponde con el valor mejor ajus-
tado del modelo a los datos observacionales, Hy = 70kms 'Mpc~'. Este
valor es ligeramente superior al derivado de usar Hy = 72kms 'Mpc™!,
Hyt = 1.38 x 10'° afios que es el usado generalmente para calibrar las edades
estelares. En esta figura L8] estdn graficadas las curvas de tiempo trans-
currido (en unidades de Hy'), desde la singularidad inicial hasta los dias
presentes para el modelo de quintaesencia exética y para el modelo ACDM,
como una funcién de la densidad de materia oscura. Es importante observar
que hay cota inferior para la edad del Universo fundada en la existencia de
objetos estelares de edad considerable. Objetos muy antiguos, como la ra-
dio galaxia LBDS 53W091, (z = 1.55 [83]) con una antigiiedad estimada en
3.5 x 10% afios, la radio galaxia LBDS 53W069, (z = 1.43 [84]) con 4.0 x 10°
anos, y el quazar APM 08279+5255 (2 = 3.91[85]) de unos 2.1 x 10? arfios,
asi lo exigen. El dibujo se ha realizado considerando la estrella mas anti-
gua, descubierta en 2007 que se identifica como H E1523 — 0901 (parte del
catdlogo Hamburg/ESO Survey) y de la que se ha determinado que tiene
una antigiiedad de 1.32 x 10'° afos. (o unos 0.929951 en las unidades del
grafico). Para un mismo pardametro de densidad de materia oscura, la edad
del universo en este escenario exdtico tiende a ser mucho mayor comparada
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L5l Zona permitida por la
) edad de los objetos
estelares mas viejos
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Figura 4.8: Edad del Universo (en unidades de H,'). La linea en color negro
corresponde a nuestro modelo y la linea en bordo representa la edad de un modelo
ACDM. La zona en color naranja corresponde a universos muy jévenes que no son
compatibles con la existencia de objetos estelares de mayor edad.



4.4. RESTRICCIONES OBSERVACIONALES

con los casos sin interaccion [86].
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4.5 Perturbaciones lineales

Los modelos cosmoldgicos con dos fluidos interactivos han sido investigados
con el propoésito de describir la evolucion de las componentes oscuras. En
ellos los tensores de energia momento de las componentes interactivos no se
conservan separadamente. Usualmente estos modelos son presentados con es-
pecies materiales interactivas que tienen una ecuacién de estado no constante
[87] o bien con energia oscura de ecuacién de estado constante acoplada a
materia oscura [8§],[89]. En nuestro modelo la interaccién se fijé mediante la
ecuacion (L8] y con esta eleccion obtuvimos la primera integral de la ecuacién
de conservacién del campo. Veamos cémo evoluciona la perturbacién de la

densidad.

Para ello elegimos la medida sincréonica donde el elemento de linea se expresa
como

ds® = a*(7)[—dr* + (84 + hij)da'da?], (4.42)

donde la coordenada comoévil esta relacionada con el tiempo propio t y la
posicion r por dr = dt/a, dx = dr/a, y h;; es la perturbacién de la métrica.

El modo escalar de h;; esté descripto por los dos campos h(k, 7) y n(k, ) en
el espacio de Fourier,

d3j)n| - (4.43)

con k = kk.

Las ecuaciones de Einstein a orden lineal en el espacio k, expresadas en
términos de h y 7, estdn dadas por las cuatro ecuaciones siguientes [90]:

ld / 2 0
——h' =4n1Ga*1y, (4.44)

k*n —
n 2a

k1’ = 4nGa®(p + p)o, (4.45)
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/
W+ 2L b — 2k = —87Ga?STY, (4.46)
a

/
K+ 61 + 25 (W + 61) — 2k* = —247Ga®(p + p)o. (4.47)
a

Aqui, las cantidades 6 y o estdn definidas como (p + p)f = ik70T},
(p+plo=—(kikj — &/3)%} v ¥} = Tj — 0;T}¥/3 describe la componente
sin traza del tensor T}. Ademads, 6 es la divergencia de la velocidad del fluido
0 = ikiv; y 'significa d/dr.

Consideremos un fluido que se mueve con una pequena velocidad coordenada
v = dx'/dr. Entonces, v’ puede ser tratada como una perturbacién del
mismo orden que las perturbaciones de la densidad de energia, de la presién
y de la métrica . De aqui que, a orden lineal en las perturbaciones, el tensor
de energia momento, con perturbacion de arrastre anisotrépico nulo Ej-, esté
dado por

T3 = —(p+p), (4.48)
T) = (p+pvi = =Ty, (4.49)
T} = (p + 0p)J;. (4.50)

Para un fluido con ecuacion de estado p = wp, las partes perturbadas de
las ecuaciones de conservacion del tensor de energia momento 77" = 0 en el
espacio de fase k conducen a las ecuaciones

B 5

= —(1+w)(0 + =) — 3H(L — w)s, (4.51)
2 op

¥ = 11— 3u)0— —L gy PPy (4.52)

14+ w 1+ w
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donde 0 =d0p/py H=d'/Ja=aH = a.

Por otra parte, con las ecuaciones (L44), (£40), (£48) y (A50) encontramos

que

B’ + Hh + 3H? (1 + 32—2;) §=0. (4.53)

Antes asociamos nuestro modelo de dos fluidos interactivos con la descripcion
de un fluido perfecto efectivo basada en una ecuacion de estado efectiva
w = (wip1 + waps)/(p1 + p2). De ese modo, investigamos los regimenes
asintoticos a tiempos tempranos y tardios suponiendo ecuaciones de estado
aproximadamente constantes w ~ w® = 0y w ~ w' = —1+ A?/3 respectiva-
mente.

A tiempos tempranos, cuando el fluido efectivo tiene w ~ 0, las perturbacio-
nes del fluido efectivo evolucionan de modo similar a las del polvo ordinario
con 6 =6 =0, y a partir de las ecuaciones ([E5]]) - ([£53) obtenemos

0+ 2H4 — gHQ(S =0 (4.54)

y §d=cit7 !+ cot?/3, con ¢ y ¢o constantes de integracion arbitrarias.

En esta era dominada por polvo la perturbacién crece como § &~ a mostrando
una fase inicial inestable compatible con la observacién de que el universo
primordial tuvo leves perturbaciones que constituyeron la semilla de la for-
macién posterior de estructuras.

Para los tiempos tardios, queremos encontrar la evolucién de las perturbacio-
nes lineales escalares de cada modo k. A este fin escribimos la ecuacién dife-
rencial de segundo orden para la perturbacion de la densidad ¢ y la ecuacion
diferencial de primer orden para la divergencia de la velocidad del fluido 6,
evaluandolas en el valor asintéticamente estable de la ecuacién de estado
w ~ w'. En este caso, a partir de las ecuaciones (E5]]) - (E53) tenemos:

§" + H + (wlk‘Q - g(l +wh)(1 + 3wl)H2>5
+ 3w' (1 + w")HO = 0,

(4.55)



4.5. PERTURBACIONES LINEALES 83

l

0 = —H(1 - 3uw)0 + —2 k2. 4,
H(L = 3u)f + T (4.56)

Tomando en cuenta que en el régimen de tiempos tardios el factor de escala

se comporta como a o t?/ 3(1+wh) podemos calcular el tiempo conforme 7, a y
H=ad/a
— t(1+3wl)/3(1+wl) (4'57)
a oc 72/ 0+3) (4.58)
2
H=—"7—7—. 4.59
(14 3wh) 7 (4.59)

Con las ecuaciones (A53]) y ([A.56) vemos que la evolucién de la perturbacién
resulta dependiente del modo con el término k*/H?, y para los modos de baja
energia sus soluciones pueden obtenerse suponiendo una dependencia tipo ley
de potencias de las perturbaciones con el factor de escala, d oc a”™ y 0 x a®.

En este caso las soluciones aproximadas para w! = —1+ A2?/3 = —0.63 estan
dadas por
)
0 ~ porT (4.60)
51 52 91

o~ + +
9-55 a9-89 333 ’

(4.61)

donde 6y, 61 y 09 son constantes de integracién mientras que ¢, es una
funcién de 6y y w'.

Esto muestra que el acoplamiento a € en la ecuacién ([A53]) puede ser des-
preciado a todas las escalas de interés. Finalmente, expresando la ecuacién

(A35H) en términos del tiempo conforme se tiene

2 0’
1 2
(S—FW——F(U}]{] -6

1+w 1
tw ):o.

5 3ul 72 (4.62)
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La solucion general de la ultima ecuacion en términos de las funciones de
Bessel es

§=r1° [Clj,/(k?\/ET) + CQJ_V(IC\/ET)] , (4.63)

con

-1 l l
b= L‘Q’w’ y:iﬂ. (4.64)
2(1 4 3wh) 2(1 + 3w!)

Para tiempos grandes, puede ser aproximada por los dos primeros términos
de la ecuacion ([L6]I]) mostrando que la perturbacion de la densidad de energia
decrece para tiempo cosmoldogicamente largos si los modos satisfacen la con-
dicién k?/H? < 1. Para los modos de energia grande, k?/H? > 1, la pertur-
bacion

§ A —— (4.65)

disminuye, aunque mas lentamente que la de los modos de baja energia.
Estos resultados pueden comprenderse mejor escribiendo la ecuacion (4.55])
como la ecuacion de movimiento de un sistema mecanico disipativo usando
la analogia con el problema clésico del potencial

A1 v = —pe.) (4.66)
dr | 2 n T ’
donde
H2\ 62
1.2 . e
V() = w'k (1 _Hg) - (4.67)

D(5,8") = H&” + 2(1 +wh) (1 + 3w YHH'6?, (4.68)
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2w'k?
2
o = 30wl (1 + 3ul) (4.69)

El potencial V tiene un extremo en § = 0, que corresponde a un maximo para
H < Hp o a un minimo para ‘H > Hy. Por otra parte, suponiendo que la
perturbacion depende del factor de escala en la forma § o a", encontramos
que D ~ 0.08H35%> > 0. De aqui se ve que para cualquier modo k, la
perturbaciéon comienza a crecer al comienzo de la evolucion si H < Hy,
mientras que a tiempos tardios para H > Hj, la funcion dentro del paréntesis
cuadrado en la ecuacién ([A60]) es una funcién de Liapunov y la perturbacién
decrece asintoticamente llegando a § = 0 en el limite ¢ — oo.
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4.6 Cosmologia exdética con tres fluidos

El paradigma de la quintaesencia exdtica esta descripto por la ecuacion (4]
y la ([A.8) que describe el potencial exético V' (10). Un problema mas realista,
es aquél que toma en cuenta un fluido adicional con ecuacién de estado ws
que no participa de la interaccién y se conserva por separado. El conjunto
de ecuaciones para esta generalizacion es

3H2 =M + P2 + P3, (470)
p1+ p2 + 3H((1 +wi)pr + (1 +w2)p2) =0, (4.71)

—2H = (1 +wi)pr + (1 4+ ws)p2 + (1 + w3)ps

=% + (1 +wi)ps (4.73)
= (L+w)p,
-3 Swp— W P2
w—i_é(l—i_wl)Hd}_’_Tg_O’ (4.74)
po + Ahpy = 0. (4.75)

Seguimos los mismos pasos que en la secciéon 3.2 (pagledl), nos permitieron
llegar a la primera integral de la ecuacién (L74), y llegamos a

d, . 3 . A
@(w — AH) + QH(l +wy)(p — AH) = 5(w3 — wy) poza S,

Cuando consideramos el caso en que las ecuaciones de estado son las mismas
para p; y ps, esto es w3z = wy, reobtenemos la expresion ([AI4]).
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Sin embargo, la presencia del fluido adicional genera un pequeno cambio.
Ahora la ecuacién de segundo orden para el factor de escala, altamente no
lineal, se escribe como

2H + A’H? + 2AcHyHa 30Fw0)/2 4

4.76
<C2H§ + pos(1 + w1)>a*3(1+m) —0 (4.76)

Antes de aplicarnos a la resolucién de ([LT76]) debemos observar que, entre
todas las soluciones posibles, sélo podemos elegir aquéllas que mantienen
real el factor de Hubble H. Esto surge de la ecuacion (LI6) que ahora se
escribe

3H2 (3(1 —+ wl) —_ A2> o 6CAHOH(1 + Z)3(1+w1)/2_
(4.77)
3(wn = wa)pa — 3(EHE = pus(1+w) ) (1+ 25 =,

y muestra una ecuacion cuadratica en H cuyas dos raices deben ser reales para
todo valor del factor de escala. Entonces, el discriminante debe satisfacer que

(31 +wi) — A*) (w1 —wa) V a3y 4

(1+w) <302H3 + pos (3(1 +wy) — A?) ) > 0. (4.78)

Cuando el valor del factor de escala es tan grande que sé6lo subsiste el primer
término de (L.7]]), es necesario pedir que se cumpla alguna de las dos opciones
siguientes:

o 3(1+w)>A% v w >wy
o 3(1+w) <A? vy w <wy

En la interpretacion del problema equivalente de tres fluidos con ecuaciones
de conservacién separadas, los requisitos w; = 0 ( para identificar la materia
bariénica) y A? < 2 (universo acelerado), determinan que sélo se considere
la primera de esas dos opciones. Para ese problema en particular, se debe
tomar A2 <6 y ws < 0.
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4.6.1 Soluciones implicitas

Es conveniente el cambio de variables

/A?

a= s y 1= Act

que permite escribir la ecuacién ([A706) de modo mds simple como

s+ 85"+ BsT T =0 (4.79)

donde
n=—=3(1+w)/A% B = (H; + pos(1+wn)) /4’ Hy

y las derivadas son relativas a 7.

Para linealizar esta complicada ecuacién (L 79) vamos a usar transformacio-
nes no locales de variables que pertenecen al grupo de simetrias de forma
de esta ecuacién como se explica en el Apéndice B(pagII3]). En este caso,
las transformaciones adecuadas son  z = [ f(s)ds y n = [ f(s)dr para

f(s) =s"

En el caso 3(1 +w;) = A?, (equivalente a n = —1), es
d
z = In(s), o st (4.80)
dr
Z+2+48=0, (4.81)

mientras que si —3(1 + wy) # A2, es

8n+1 d77
— =" 4.82
n+1’ dr ( )

z =
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Z+z4B(n+1)z=0, (4.83)

con ° = d/dn.

Factor de escala y quintaesencia exdética
(3y1=A%)

a(t)

Figura 4.9: Factor de escala a(t) y quintaesencia exética 1(t) para el caso en
que A% = 3(1 +w;) = 3, en unidades arbitrarias y fijando el tiempo actual como

no = to = 0.

Las soluciones implicitas son

° 3(1—|—W1) = AZ

a(n) = aoe%ﬁ("*no)*%@_n*fm), (4.84)
1-28 2, .
V) = Yo+ —— (= m) + (e =), (485)
1 K —v
ﬂm:%+Adh/eﬁwema (4.86)
70

Como dn/dt = e=*/AcH,, los tiempos 1 y t corren en el mismo sentido
para AcHy > 0, de modo que la descripcién corresponde a un universo
que se contrae, siempre con aceleracion negativa, y tiene una singula-
ridad en el futuro donde termina colapsando en una gran implosion.
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Este comportamiento del factor de escala se muestra en la figura
asi como también la evolucion temporal del campo de quintaesencia
exdtica para el caso A% = 3y; = 3 considerando que el tiempo actual
es 19 =ty = 0.

o 3(1+wy)#A?
Acé se presentan dos situaciones diferentes segin que el parametro

3(1 4 wy) n (1 +w1)pos(3(1 4 wy) — A?)
4A2? 42 HE A2

o =

sea positivo o negativo

l.a=u?>0

(atm)/an) - o
(cosh(ﬂ(n — o)) + Bsinh(u(n — ,70))>€*(n%m_>
(¢ — o) = n(n —no) /A1l +n)+
3 2/A(14n)
(cosh (n—mno)) + Bsinh(u(n — 770)))
(4.88)

t(n) —to = (n+1)m1

ndf (2 (7 7)) Wl — 7 Beinh(u(i — 7 (=Y
X/no T der, L oshu(i =) + Bsin (u(n—no))]
(4.89)

2. a=—-12<0
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(A%Z—3(1+wq))

(at)fae) * =
—(n=mg)

(4.90)
(cos(v(n = o)) + Bsin(v(n =) )e

(¢ = tho) = n(n —no) /AL + n)+

2/A(14+n)  (4.91)
(cosz/n no) + Bsinv(n — 770))

t(n) —to = (n+1)=r

n (2(n+1 (77 770)) (n;;zl)
[ g [eostvtn = o) + B )
(4.92)

donde

¢0(n + 1)1/("“) +cHy— (n+1)

B —
2|a|cHy

Los comportamientos de a(t) y de ¥(t) para el caso we < w; son distintos de
los correspondientes al caso w; < wy como se puede apreciar en las figuras

110 y E11
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Factor de escala y quintaesencia exdética
( a > 0)

Figura 4.10: Factor de escala a(t) y quintaesencia exdtica 1 (t) para el caso en
que a > 0, en unidades arbitrarias y fijando el tiempo actual como 1y = tg = 0.

Factor de escala y quintaesencia exética
(a < 0)

Figura 4.11: Factor de escala a(t) y quintaesencia exdtica 1 (t) para el caso en
que a < 0, en unidades arbitrarias y fijando el tiempo actual como ng = tg = 0.
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Capitulo 5

Modelos de materia oscura en
interaccion con energia oscura

5.1 Introduccion

En general muchos trabajos han propuesto que la materia oscura y la energia
oscura estuvieran en interaccién [91],[22]. El acoplamiento ha estado moti-
vado por consideraciones de la fisica de particulas de altas energias [22] o
construido mediante el requisito de que el cociente final entre materia y
energia oscura fuera constante [24], [25]. Dentro de esta tltima linea de
trabajo, usamos dos fluidos interactivos con indices barotrépicos constantes
para modelar el sector oscuro y encontramos el conjunto de las interacciones
que conducen a soluciones estables para el cociente materia oscura-energia
oscura y satisfacen el comportamiento esperado desde la era dominada por
materia hasta hoy.

5.2 Modelo oscuro interactivo

Consideramos un universo modelado con una mezcla de tres constituyentes:
materia y energia oscuras en interaccion y bariones libres. Las ecuaciones de
Friedmann y de conservacion de la energia son

3H2:p1—|—p2—|—p3, (51)
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p1+ P2+ 3H (p1 + p1 + p2 +p2) =0, (5.2)

p3 +3H(ps + ps) = 0. (5.3)

respectivamente. Los subindices 1 y 2 se refieren a materia oscura y energia
oscura respectivamente, mientras que el subindice 3 identifica a los bariones.
Hemos supuesto que la materia bariénica es una componente que no inter-
actua con la materia oscura ni con la energia oscura de modo que se conserva
por separado. Ademads, considerando a los bariones como materia sin presion
(ps = 0), integramos la ecuacién (53) obteniendo ps = pd (ag/a)’. En esa
expresion p y ag denotan el valor presente de la densidad de energfa y el fac-
tor de escala césmico, respectivamente. Por lo tanto, la ecuacién (5.2) ahora
expresa la interaccién entre materia y energia oscuras permitiendo el mutuo
intercambio de energia y momento. Luego, no existe conservacion local de
la energia-momento para ambos fluidos oscuros por separado. No obstante,
podemos separar la ecuacién (5.2)) en dos ecuaciones de conservacién efectivas

P+ 3Hvipr =0, (5.4)

P2+ 3H~5p = 0. (5.5)

En las ecuaciones anteriores se introdujeron indices barotrépicos efectivos
¢ (i = 1,2) definidos por

Y2 D2
e — 12 5.6
W=ttt SHoy (5.6)
P1
€ f— 5-7
Vs =2 +mr+ SHpy (5.7)

donde 7 = py/py es el cociente entre las densidades de energia y los «; (i =
1,2) representan los indices barotrépicos de los fluidos interactivos.
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Ademds tenemos la relacién

(W —v)r+ (s —72) =0, (5.8)
y la ecuacion dinamica para el cociente r,
7= —3HrAy, AY® =] — 5. (5.9)

Suponemos que el indice barotrépico efectivo de la energia oscura esta dado
por 75 = 9 — F(r), donde F(r) es una funcién que depende del cociente r,
de modo que se tiene

1
A~ = Ay + F(r) (14—;) , Ay =71 — 7. (5.10)

Tomando en cuenta la representacién anterior para v5, las ecuaciones (0.4]) y
(B3)) se pueden escribir como

p1+ 3Hp1y = —3Hpo F(r), (5.11)

P2+ 3H paryo = 3Hpo F (7). (5.12)

Ahora es posible identificar el lado derecho de cada una de las ecuaciones an-
teriores con la transferencia de energia entre materia oscura y energia oscura,
mientras que la funcién F' define la interaccion.

Para hacer el estudio asintotico del cociente de densidades r dado por la
ecuacion (2.9 ) junto con la ecuacién (B.I0), buscamos las condiciones para
que las soluciones estacionarias r = r,, representan una etapa estable del
universo. De acuerdo con este planteo y con la ecuacién (B5.9]), eso significa
que Av¢(rs) = 0y que las soluciones constantes rg serdn asintéticamente
estables siempre que (dAv¢/dr),—,, > 0. En términos de la ecuacién (9,
ese requisito conduce a la condicién de estabilidad
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dF

ro(1+7,) <%)w — F(ry) >0, (5.13)

donde se ha supuesto que los indices barotrépicos v; de los dos fluidos son
constantes. Notese que una funcion F' constante y negativa satisface la tltima
condicion.

5.2.1 F(r) = constante < 0

Elegimos la funcién F(r) como

T
F(r)=—17,-27 (5.14)

donde 7., es un valor constante del cociente entre densidades de energia
en el limite @ — oo. Entonces integramos la ecuacién (5.9) para r como
as{ también las ecuaciones de conservacion efectivas (B.I1]) y (5.12) para las
densidades de energia. Obtuvimos asi que

o= o =) ()7 (), (5.15)

an\ B
p2 = py <—0> : (5.16)

donde ag y 1o son los valores actuales del factor de escala césmico y del
cociente de las densidades de energia, mientras que

A o
9 5237’ 71-1—72'

= 5.17
147’ 1474 (5.17)

(%

Como es usual, se introduce el corrimiento al rojo z = 1/a—1 y los parametros
de densidad a tiempo presente zy = 0,
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0 0 0 P 0 rs
Ql = ToQQ, Q2 = 3—H,g, Qg = 3—H,g, (518)

con OQF + 09 + Q3 = 1. Una vez conocida la dependencia explicita con z de
las densidades de energia pudimos reescribir la ecuacién de Friedmann (B.1]),

gracias a (0.I10) y (B.I6]), como

H? = Hj (93 (1 +700) (14 2)” + Q3(1 + 2)°
+ 1= Q5 — (14702 (1+2)°1),

la cual da la dependencia del factor de Hubble H con respecto al corrimiento
al rojo z.

5.2.2  F(r) variable

Para el caso variable elegimos la funcién F(r)

F(r) = —%A% (5.19)

donde r4, tiene el mismo significado que en el caso previo. En este caso la
solucién de las ecuaciones (B.11]) y (L.I2) estan dadas por

Too

PO s (BT
(5.20)

Too

= (1) [l i) T 5o

a (1 =70/reo)(1 +7/7)
donde
6Ay Avr?,
- e=m- 1 (5.22)
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Ademas el parametro de Hubble H puede ser expresado como funcién del
corrimiento al rojo obteniéndose

Too

(1—7/ro)(1 + ro/roo)] .

(1 —=710/To0)(1 +7/75)

2

H 0 3e

(5.23)

X {1 +/r2 4+ (rg — 12 ) (1 + z)”} + Qg(l + 2)3.
5.3 Restricciones observacionales

En esta seccién ajustamos los valores de los parametros (7, 3) para el caso
F(r) constante y (r+, 72) para el caso F'(r) variable. Estos parametros, deno-
tados genéricamente por 7;, son establecidos mediante los datos de la funciéon
H(z) como se explica en el Apéndice C (ver pag. [[15). Los valores apriori
considerado fueron Hy = 72 km s™' Mpc™! (valor medio de los resultados
del Hubble Space Telescope key project), ¥ = 0.25, Q3 = 0.70 y Q3 = 0.05
[92]. Ademads supusimos un universo espacialmente plano con materia oscura
no relativista (polvo), 71 = 1. Los pardametros incluidos en las expresiones
tedricas del factor de Hubble Hy, fueron m = r., m = [ en el caso F
constante y m = ro, ¥ Ty = 72, para el caso F' variable.

Las regiones de confianza que se explican en el Apéndice C, son aqui bidimen-
sionales y estan delimitadas por curvas elipticas. La region 1o comprende

los puntos de los espacios de parametros 5 vs. 7o 0 bien ro, vs. 7, que en
el 68% de los conjuntos aleatorios de datos dardn una y? tal que

X2(7T1,7T2) — X2(7lef772bf) S 2.3. (5.24)

Similarmente, la regién 20 alberga los puntos que en el 95.4% de los conjuntos
aleatorios de datos darén valores de x? tales que

X2(7T1, 7T2) — Xz(ﬂlbf,ﬂgbf) S 6.17. (525)

Las dos inecuaciones tienen como frontera curvas elipticas en el espacio de los
parametros a ajustar y encierran el punto cuyas coordenada son los valores
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Figura 5.1: Regiones de confianza 1o y 20 en el espacio de parametros § vs. roo
para el caso I’ constante.



100 CAPITULO 5. INTERACCIONES

L-rr3 A-7y2)

F = —
v r (1 — rgo)

Y2

-0.3 -0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2 0.2

7

[}

Figura 5.2: Regiones de confianza 1o y 20 en el espacio de pardmetros roo vs.
2 para el caso F' variable.
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mejor ajustados por esa base de datos.

El minimo local en el caso de la funcién F' constante es y* = 9.02445 para
reo = 0.0230767 v B = 0.302457. De alli se sigue con 7y; = 1 en la ecuacion
(EI0), que 2 = 0.0800689 y v = 0.899181.

En el caso F variable, el minimo es x? = 9.03738 para ro = 0.0851298 y
Yo = 0.0328392.

En las figuras 5.1l y se han dibujado las regiones de confianza, esto es,
las secciones de las curvas elipticas, en los planos 3 vs. r, para F' constante
V Tso VS. 7o para F' variable, respectivamente. Los puntos de las regiones
interiores a las elipses internas y aquéllos de las regiones interiores a las
elipses externas identifican los valores de los parametros que se encuentran
un 68.3% o un 95.4% de las veces, respectivamente, al usar esa base de
datos. En ambas figuras, se representa con un punto el valor mejor ajustado
para cada modelo, mientras que las zonas sombreadas representan los valores
negativos, que estan prohibidos.

5.4 Soluciones numéricas

En esta seccion mostramos soluciones numéricas de los ejemplos propuestos
en las secciones previas. Primero analizamos los parametros de densidad
que estan graficados como funciones del corrimiento al rojo en el esquema
superior de la figura Las lineas enteras corresponden a F'(r) constante,
mientras que las lineas cortadas identifican el caso F(r) variable. De esta
figura se puede inferir que la transferencia de energia desde la materia oscura
a la energia oscura es mas pronunciada para el caso variable, dado que el
crecimiento del parametro de densidad de la energia oscura y el correspon-
diente descenso de la materia oscura para este caso son mas marcados que
para el caso constante. Este comportamiento también puede verificarse en
el esquema inferior de la figura que representa la evolucién del cociente
entre ambas densidades de energia r = p;/py con el corrimiento al rojo. Esta
ultima figura también muestra que en el futuro, esto es, para valores negativos
del corrimiento al rojo, no existen diferencias entre ambos casos. Ambos tien-
den a valores pequenos indicando el predominio futuro de la energia oscura.
En la figura B4 se dibuja el pardmetro de desaceleracion ¢ = 1/2 + 3p/2p
para ambos casos. El valor presente del pardmetro de desaceleracién ¢(0) y
el valor del corrimiento al rojo z; donde se produce la transicién del régimen
no acelerado al acelerado son: (i) ¢(0) &~ —0.47 y 2; ~ 0.72 para F' constante
y (ii) ¢(0) =& —0.52 y 2z ~ 0.68 para F' variable.
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Estos valores tienen el mismo orden de magnitud de los valores experi-
mentales: ¢(0) = —0.74 £ 0.18 (ver [93]) y z; = 0.46 £ 0.13 (ver [94]).

T T T
8+ /-
- /
e} F Variable /
(5] 7
1]
6F @ b
3
<
T
S S
4+ ] i
I
Q
o
3
2+ g I
I
07\ L L L L =

Figura 5.3: Superior: Parametros de densidad como funciones del corrimiento al
rojo; Inferior: cociente entre materia oscura y energia oscura como funcién del
corrimiento al rojo. Linea entera — F' constante; Lineas cortadas - - F' variable.

Figura 5.4: Pardmetro de desaceleracién como funcién del corrimiento al rojo.
Linea entera — F' constante; Lineas cortadas - - F' variable.
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Las ecuaciones de estado para la materia oscura y la energia oscura pueden
escribirse en términos de los pardmetros efectivos wi =7 — 1y w§ =5 — 1
como

p1 = Wip1, P2 = Wsp2, (5.26)

respectivamente. En la figura hemos graficado los parametros efectivos
w{ y w§ como funciones del corrimiento al rojo z. Para el caso variable
observamos que en el rango —1 < z < 2 los pardmetros efectivos toman
valores entre: —0.89 < w§ <7.2x 1071y —0.89 < w§ < —0.97. Entonces, en
este modelo la ecuacién de estado efectiva del componente de materia oscura
se comporta como un fluido practicamente sin presion para z > 0 y como una
quintaesencia para z < 0. En ese mismo rango la energia oscura se comporta
siempre como quintaesencia. En la figura[5.6] se representa la diferencia entre
las magnitudes aparente m y absoluta M de una fuente, denotada por ug y
cuya expresion es

,uo:m—M:5log{(1+z)/0Z;(i/>}+25, (5.27)

La cantidad entre paréntesis representa la distancia por luminosidad en Mpc.
Los circulos en la figura 5.6l son datos experimentales para supernovas del tipo
Ta tomados de [95]. Es interesante notar que las curvas pg — correspondientes
a cada caso analizado en nuestro modelo y la correspondiente al modelo
ACDM practicamente coinciden. La diferencia entre ellas se advierte en los
valores altos del corrimiento al rojo y el ajuste de estas curvas con los datos
experimentales es bueno.
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Capitulo 6

Conclusiones

En esta tesis estudiamos la disipacién de la anisotropia primordial y la acele-
racion tardia que sufre el universo desarrollando para ello distintos modelos
cosmoldgicos. Esto nos llevo a generar e investigar nuevos conceptos como los
escenarios transitorios, la quintaesencia exdtica y el paradigma /N-quintom.
Comenzamos investigando un espacio tiempo de BI con K esencia separable,
distribuida en forma is6tropa y homogénea, y encontramos que la anisotropia
primordial se disipaba cuando el indice barotropico de la K esencia verificaba
la condicion 4 < 2. Este rango incluia cosmologias con un escenario final
acelerado. FEn ciertos casos vimos que el universo tenia un rebote y evi-
taba la singularidad final cuando v, > 2. Ambos casos se ejemplificaron
con un conjunto de funciones cinéticas F'(z) que incluyeron las polinémicas,
ampliamente estudiadas por su interés en las métricas de FRW, y las que ge-
neraban los taquiones extendidos. Hacemos notar que la ecuacion de campo
de la K esencia cinética se integra para toda funciéon F'(x), reduciéndose a
una ecuacién diferencial de primer orden. Hallamos los factores de escala
promedio y direccionales, para un campo de K esencia lineal en el tiempo y
para indice barotrépico constante. Por otra parte resolvimos las ecuaciones
de Einstein para una K esencia impulsada por un potencial cuadratico in-
verso y para una quintaesencia impulsada por un potencial exponencial. Asi
mostramos que ambos modelos conducian al mismo factor de escala prome-
dio.

Disipada la anisotropia primordial, empezamos a modelar cosmologias ace-
leradas en un espacio tiempo de FRW a través de distintos mecanismos.
Estudiamos un modelo transitorio impulsado por una K esencia cinética que
interpolaba entre materia tipo polvo en la etapa temprana del universo y un
escenario acelerado dominado por energia oscura en su etapa tardia. Este
modelo con F'(xy) = 0, describié mejor la materia no relativista que el desa-

105
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rrollado anteriormente, con Fj(x¢) = 0 [16]. También incluimos dos modelos
transitorios simples que tienen solucién exacta.

Introdujimos un modelo de quintom extendido, generado por N campos es-
calares impulsados por un potencial escalar V(¢q, - ,¢n) en un espacio
interno N-dimensional con métrica constante (Q;;. Este modelo amplié la
dualidad entre cosmologias en contraccion y cosmologias en expansion de
manera que siempre es posible generar escenarios acelerados y super ace-
lerados. En efecto, encontramos la solucién general de las ecuaciones de
Einstein-Klein-Gordon para un potencial exponencial y verificamos la exis-
tencia de aquellos escenarios. Dentro del paradigma N-quintom encontramos
soluciones que tenian una singularidad futura a tiempo finito, representaban
un universo fantasma y se comportaban como las descriptas en [73]. Con
un potencial separable, el N-quintom condujo a universos que evitaban la
singularidad inicial y a una cosmologia con cuerda césmica y constante cos-
moldgica. En la figura B.1] se muestra un modelo 2-quintom con singularidad
futura a tiempo finito, obtenido con una métrica interna no euclidea. A una
configuracion tridimensional con mayor ntimero de campos de quintaesencia
que fantasmas, le asignamos un 3-campo a cuyas componentes identificamos
con fluido duro, polvo y polvo con densidad de energia negativa. Encontra-
mos que la ecuacion de estado del 3-campo pasaba del régimen acelerado al
super acelerado mientras que la tercer componente jugaba el mismo rol que
la parte negativa de un campo de Dirac clasico [71].

Asociamos una representacién escalar (£.6) que denominamos quintaesencia
exotica a dos fluidos en interaccion. Esta interaccién se fijé con la ecuacién
de conservacién efectiva ([A8) de uno de los fluidos y definimos asi el po-
tencial que impulsaba la quintaesencia exdtica. En este modelo el universo
evolucionaba a partir de una fase inestable y finalizaba en un escenario con
ley de potencia estable para el factor de escala siempre que el pardametro
A del potencial satisfaciera A% < 2. Obtuvimos la primera integral de la
ecuacién de Klein-Gordon, la cual condujo a una ecuacion de Einstein modi-
ficada e identificamos sus tres términos con materia barionica, materia oscura
y energia oscura. Ajustamos todos los pardmetros del modelo con los datos
observacionales y estimamos la edad del universo en t.4,q = 2.3884 x 109
anos y la transicion del régimen no acelerado al acelerado en un corrimiento
al rojo de z4.e; ~ 1.1. Estudiamos las perturbaciones lineales en la medida
sincrénica y vimos que el crecimiento de las inestabilidades iniciales en el
universo primordial permitiria la formacién de las estructuras del universo
mientras que a tiempos tardios se anulaban asintéticamente. También en-
contramos las soluciones exactas para la quintaesencia exotica con un fluido
adicional conservado.

Propusimos un modelo cosmolégico cuyos constituyentes eran materia barionica
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conservada y componentes oscuras en interaccion. Alll estudiamos las in-
teracciones que conducian a un cociente asintoticamente estable entre las
densidades de materia y energia oscuras. Los parametros incluidos en la
interaccién fueron ajustados con los datos observados de la funcién de Hub-
ble para dos ejemplos. En el primero, el comportamiento del parametro py
(relacionado con la distancia por luminosidad) como funcién del corrimiento
al rojo mostré un excelente ajuste a los valores experimentales y lo mismo
ocurrio con los valores presentes del parametro de desaceleracion y del valor
del corrimiento al rojo de la transicién entre los regimenes no acelerado y
acelerado. En el segundo caso, la ecuacion de estado de la energia oscura
se comportaba como la de quintaesencia mientras que la materia oscura era
practicamente un fluido sin presiéon cuando z > 0. Las ventajas de este
modelo muy sencillo sugirié el estudio de otras interacciones, lo cual sera
implementado en trabajos futuros.

En sintesis, es posible que el universo lleno de K-esencia disipe su anisotropia
primordial, se vuelva isotropo y sufra una aceleracion tardia con este mismo
componente o a través de otros escenarios como los de los modelos transito-
rios, o del paradigma del N-quintom, o de la quintaesencia exotica y los de
componentes oscuras en interaccion.






Apéndice A

A partir del elemento de linea

3
ds® = g"dx;dz; = dt* — Z a?dax?, (A-1)

i=1

identificamos las componentes del tensor métrico que corresponde a un mo-
delo cosmoldgico del tipo Bianchi [ y obtenemos los tinicos elementos no nulos
de la conexién afin T, para esta métrica, I'jy = H;, I'; = a,a, para i = 1,2,3
sin convencién de suma.

Todos ellos dependen tnicamente del tiempo, por lo cual, cuando se los intro-
duce en la definicién del tensor de curvatura de Riemann-Christoffel Rﬁw, al
que se contrae con el tensor métrico una vez para obtener el tensor de Ricci
R,. = R;}M y dos veces para conseguir el escalar de Ricci R = g""R,,; nos
llevan a las tinicas expresiones no nulas:

R = — (I + Fy+ Hy+ 17 + HE + 1)
sz—(Hi+Hi(H1+H2+H3))> 1=1,2,3

R =2 (Rg - (H1H2 + H2H3 + Hng)) .

Usando las expresiones anteriores, la componente cero-cero de las ecuaciones
de Einstein en la métrica de BI tiene la forma

1
Ry = S90R =13 = p = H\Hy + H\Hy + HyHi. (A-2)

109
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Con las definiciones 0, = H; — H y H = (H; + Hy + H3)/3 tenemos
0?=0.0=H:+ H; + H? —3H* y

H? = (H, + Hy + H3)*/9 = (3H* + 0 + 2(H,Hy + H H3 + HyH3))/9

y entonces llegamos a la conclusiéon de que

2

SH? = p+ %, (A-3)

y la (L2) es correcta.

Debe tenerse en cuenta que, si bien la métrica es anisétropa, se ha especifi-
cado que el fluido que se introduce es homogéneo e isétropo. Por esta razon,
cada una de las componentes espaciales del tensor de energia esfuerzo tiene
el mismo valor p;, = p parai = 1,2, 3.

Con el mismo procedimiento que antes calculamos las componentes espacia-
les,

1 . 1
—p=1/ =R - 5k =—(H; +3HH;) - o R. (A-4)

Una vez sumadas las tres ecuaciones (A=4]) llegamos a una expresién del tipo

. 1 . .
p:H—|—3H2—|—§R:H—|—3H2—(3H—|—a2—|—3H2—|—p),

de la que, reemplazando con (A=3)) y reacomodando, obtenemos

—2H =p+p+0°, (A-5)

o sea, la ecuacion ([L3)).

La ecuacién (L4) describe la conservacion de la energia-momento en la métrica
Bianchi I a través de la componente cero de la cuadridivergencia nula de ese
tensor. La expresion de esta derivada covariante nula es

0
0 — 0 A0 0 v
T = 5T+ T T + 1), T

=0+ (Hy+ Hy + Hs)p + (Clﬂilaﬂ + CL2¢.12a£ + agd:saﬂ) (A-6)
1 2 3

=p+3Hp+3Hp=0

como queriamos demostrar
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Finalmente, derivar respecto del tiempo la ecuacién (A=3)) y aplicarle (A=H)
nos conduce a

(=3H)(—2H) = p+ 366 = —3H(p+p+7?)
y reordenando, a
p+3H(p+p)+3(c+3HF) =0.
Aplicarle ahora la condicién ([A=6]) nos permite escribir

G.(G+3H#) =0 (A-7)

o sea, la ecuacién (LH).






Apéndice B

Las descripciones de muchos problemas fisicos interesantes nos conducen a
la ecuacién ordinaria no lineal de segundo orden

S+ af(s)+ BF(s) / F(s)ds + 1 f(s) = 0 (B-1)

donde s = s(t), f(t) es una funcién real, el punto significa derivacién res-
pecto de t, y los parametros «,  y v son constantes. Entre ellos, nos resultan
particularmente cercanos los modelos cosmolégicos homogéneos, isotropicos
y espacialmente planos, con o sin constante cosmolégica, [96], [97], [98], [99],
[T00], [T0T], o con una constante cosmolégica temporalmente variable [102]
o incluso en métricas del BI [103], con una variedad de fuentes, donde las
ecuaciones pueden reducirse a casos particulares de dicha ecuacién.

Con la ecuacién (B-l), importante no sélo por los ejemplos dados, vamos a
introducir la invariancia de forma o simetria de forma de las ecuaciones dife-
renciales, representada por un grupo de transformaciones no locales f, f. Por
ejemplo, hagamos la transformacién no local, que nos lleva de las variables
(s,t) a las variables (8, 1)

f(s)ds =
f(s)dt =

La primera igualdad puede ser integrada y multiplicada por algin parametro

B, o bien dividida por la segunda, y esta ultima también puede escribirse

como igualdad entre operadores ﬁ = fidf' De este modo, siempre es licito

=

(5)ds, (B-2)

(3)dE. (B-3)

-

escribir las relaciones

8 / f(s)ds = B / 7(5)d5, (B-4)

a— =as = a—? = a¥, (B-5)
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§ d*s  d*sF

e = = = —, (B-6)
o fdt2  fde2 f
Por lo tanto, sumando (B=4)), (B=3)) y (B=6]) escribimos el invariante ante las
transformaciones no locales (B=2) y (B=3)

g//

+aé—|—ﬂ/f(s)ds—|—7= 6 —I—as'—l—ﬁ/f(s)ds—kv. (B-7)

g

f(s)

Cuando la ecuacién ([B=1) se anula, podemos reescribirla como

§+aﬂ$é+ﬂﬂ@/f@Ms+mﬂ$= o
B-8

5“Hﬁ@ﬁ+ﬂﬂ@/ﬂ®ﬁ+vﬂ@=0

Anulando (B=1) lo que hacemos es fijar el valor del invariante de la ecuacién
(B=1)). Con ello, la transformacién (B=2)-(B=3)) queda bien definida.
Este grupo de invariancia de forma nos permite linealizar la ecuacién (B=1J),

porque si se eligen, f(5) = 1, en (B=4)-(B-8), obtenemos

3

f(s)+oz$—|—ﬁ/f(s)ds+7:s”—i—ozs'—i—ﬂs—i—v:(], (B-9)

5= / f(s)ds, = / F(s)dt, (B-10)

Y esto es lo realmente interesante, ya que si consideramos nulas las cons-
tantes de integracién a cada lado, la dificil ecuacién original (B-Il), queda
expresada como una ecuacién diferencial ordinaria, lineal, de segundo orden
con coeficientes constantes,

§"+as +ps5+~=0. (B-11)



Apéndice C

Los pardmetros de un modelo cosmoldgico, genéricamente denotados como

{m}, i =1,...,n tienen una distribucién de probabilidad >
P(ﬂ'la o 77Tn> — Ne—XQ(m,...,wn)/2’ (C—l)
para
H ny%i) = Hos 7 2
X2(7T1,~~,7Tn)zz[ th (1, o, T} %) bs(2i)]

o(zi)? ’

donde N es una constante de normalizacion, Hys(2;) es el valor observado
del factor de Hubble H(z) para un corrimiento al rojo z;, o(z;) es la corres-
pondiente incerteza lo para ese valor, y la suma se realiza sobre todos los
puntos observacionales Hs(z;) de los que se disponga.

Por ejemplo, en la referencia [I04] se ha usado la tabla de valores de la funcién
de Hubble H(z) para determinados corrimientos al rojo z [105], extraidos a
partir de diferenciales de edad de galaxias que evolucionaron pasivamente.
Esto es interesante, entre otras razones, porque la funciéon no estd integrada
en ningun momento, a diferencia de las distancias por luminosidad con can-
delas estdndar o de las distancias por didmetro angular con reglas estandar.
Como el factor de Hubble depende de la diferencial de edad del Universo
como una funcién de z en la forma H(z) = —(1 + 2)~'dz/dt, puede ser me-
dido directamente a través de la determinacién de dz/dt. En el proceso de
calcular las diferenciales de edad, Simon et al. emplearon los datos del Ge-
mini Deep Deep Survey [106] y datos de archivo [107], [I08] para determinar
9 valores numéricos de H(z) en el rango 0 < z < 1.8, y sus errores. La
version ampliada y corregida de estos datos, Tabla puede verse en [60].
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z H(z) lo
(kms~'Mpc™t) | incerteza
0.00 73 +8
0.10 69 +12
0.17 83 +8
0.27 7 +14
0.40 95 +17
0.48 97 +60
0.88 90 +40
0.90 117 +23
1.30 168 +17
1.43 177 +18
1.53 140 +14
1.75 202 +40

Tabla C-1: Pardmetro de Hubble vs. Corrimiento al rojo[60].

Los valores mejor ajustados, que son los que maximizan (C=II), mypf, - . ., Tpps
son obtenidos de modo tal que x2,,(Tibf, - - -, Tnpy) corresponde al minimo
de X*(m1, . Tpg). St Xor = Xowin(T1vgs - - - Tpg) /(N — n) < 1 el ajuste se
considera bueno y el modelo H(z; mypf, ..., Tupp) €s consistente con los datos
observados. Aqui, N es la longitud del conjunto de datos usados y n es el
nimero de pardametros [7§].

La variable y? es una variable aleatoria en el sentido de que depende del
conjunto aleatorio de datos utilizado. Su distribucion de probabilidad es una
distribucién x? para N —n grados de libertad. En el caso n = 3, ello implica
que el 68.3% de los conjuntos aleatorios de datos dardn una 2 tal que

X2 (71, T2, 3) — Xoin (T1nfs Tang, Tang) < 3.53 (C-2)

Esta ecuacion define una region acotada por una superficie cerrada alrededor
del punto (mypf, Tops, Taps) en el espacio tridimensional de parametros. El
correspondiente rango 1o del parametro m; es el rango de valores de 7; para
los puntos contenidos dentro de dicha regién acotada. Similarmente, se puede
ver que el 95.4% de los conjuntos aleatorios de datos dard una x? tal que

X2 (71, T2, 3) — Xoin (Tings Tang, Tapy) < 8.02 (C-3)
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Nuevamente, esta tltima ecuacién define una region acotada por una super-
ficie cerrada en el espacio tridimensional de parametros, ahora mas grande
que la anterior, y el correspondiente rango 20 del parametro m; es el rango
de valores de m; para los puntos contenidos dentro de dicha regién acotada.
La cota varia de acuerdo al valor de n y del porcentaje de probabilidad que
se requiera. Por ejemplo para n = 2, la regién 1o implica Ax? < 2.3 y la
regién 20 estd acotada por Ax? < 6.17 (ver [78]).

)
L\\ ~ como funcion del nivel de confianza p y de los grados de libertad

12

P 1 2 3 4 5 6
68.3% 1.00 2.30 3.3 4.72 5.89 7.04
90% 2.71 4.61 6.25 7.78 9.24 10.6
95.4% 4.00 6.17 8.02 9.70 113 12.8
99% 6.63 921 11.3 13.3 15.1 16.8

99.73% | 9.00 11.8 14.2 16.3 18.2 20.1
99.99% | 15.1 18.4 211 235 25.7 27.8

Figura C-1: valores de x? para algunos porcentajes de probabilidad p y para los
primeros 6 grados de libertad v =n=1,...,6.

La figura muestra los valores de x? para algunos niveles de confianza p
y para los primeros 6 grados de libertad v =n=1,...,6.
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