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INTERPRETACION MODAL-HAMILTONIANA EN TERMINOS DE
LA TEORIA DE GRUPOS Y SU EXTENSION A LA MECANICA
CUANTICA RELATIVISTA

Resumen: La interpretacién modal-Hamiltoniana de la mecdnica cudntica sostiene que los
sistemas, en el ambito de la realidad cudntica, son haces de propiedades posibles, sin sustancia
subyacente. Las propiedades que se hacen actuales, es decir aquéllas que adquieren valor definido
instante a instante, no pueden ser todas, ya que esto llevaria a inconsistencias, como lo muestra
el Teorema de Kochen-Specker. Esto implica que debemos elegir un contexto de actualizacién,
esto es, un subconjunto de todo el conjunto de propiedades posibles, cuyas propiedades adquieren
valores definidos. En este sentido, la interpretaciéon modal-Hamiltoniana elige como contexto de
actualizacion la descomposicién dtomica del espacio de Hilbert en autosubespacios del Hamiltoni-
ano y todas las composiciones de éstos. Esto permite explicar satifactoriamente varios problemas
interpretativos de la mecédnica cudntica: el problema de la medicién, el problema de la contex-
tualidad, el problema de la indistinguibilidad y el problema de la no-localidad, como también
permite describir adecuadamente un conjunto de ejemplos fisicos tipicos de la préctica de la fisi-
ca. Durante el trabajo de esta tesis doctoral, se desarrollé una reformulaciéon de la interpretacion
modal-Hamiltoniana de la mecdnica cudntica. Para ello se aplicaron ideas de la teorfa de grupos,
con el fin de asegurar la invariancia del contexto de actualizacién ante el cambio de sistema de
referencia. De modo natural, entonces, se definié el contexto de actualizacién como aquel identi-
ficado por los operadores de Casimir del grupo de simetria de la mecdnica cudntica: el grupo de
Galileo extendido centralmente. Posteriormente se estudié la posibilidad de extender estas ideas al
dmbito de la teorfa cudntica relativista, donde el grupo de simetria es el de Poincaré y algin otro
grupo de simetria interna compacto. Finalmente, con el fin de asegurar que los observables con
valores actuales en las teorias relativistas y no relativistas estuviesen correctamente relacionados
a través de un limite adecuado, se emple6 una contraccién de Inonii-Wigner del grupo de Poincaré
extendido trivialmente al grupo de Galileo extendido centralmente. De este modo, los operadores
de Casimir de ambos grupos quedaron correctamente relacionados y se pudo definir la regla de
actualizacién correspondiente al &mbito relativista.

Palabras claves: Hamiltoniano - Interpretacion - Actualizacion - Invariancia - Simetria



MODAL-HAMILTONIAN INTERPRETATION IN TERMS OF
GROUP THEORY AND ITS EXTENSION TO RELATIVISTIC
QUANTUM MECHANICS

Abstract: The modal-Hamiltonian interpretation of quantum mechanics states that systems
in the quantum realm, are bundles of potential properties without underlying substance. The prop-
erties with actual values, i.e. those that acquire a definite value instant by instant, cannot be all,
because this would lead to inconsistencies, as shown by the Kochen-Specker theorem. This implies
that we must choose an actualization context, that is, a subset of the full set of possible proper-
ties, which acquire definite values. In this sense, the modal-Hamiltonian interpretation choose as
an actualization context the decomposition of the Hilbert space in terms of eigensubspaces of the
Hamiltonian operator and the respective composition of this eigensubspaces. This allows to ex-
plain correctly several interpretative problems of quantum mechanics: the measurement problem,
the problem of contextuality, the problem of indistinguishability and the problem of non-locality,
an also allow to describe adequately a set of typical physical examples of physics. During the
work of this thesis, a reformulation of modal-Hamiltonian interpretation was developed. This was
achieved by using the group theory in order to ensure the invariance of the actualization context
when a change of reference system has been done. Naturally, the actualization context was defined
by means of the Casimir operators of the symmetry group of quantum mechanics: the centrally ex-
tended Galileo group. Subsequently, the extension of these ideas to relativistic quantum mechanics
was studied, where the symmetry group is the Poincare group and some other compact internal
symmetry group. Finally, in order to ensure that the actual valued observables in relativistic and
nonrelativistic theories were correctly related by an appropriate limit, we used an Inonii-Wigner
contraction of the trivially extended Poincare group to the centrally extended Galileo group. Thus,
the Casimir operators of both groups were correctly related and a definition of the actualization
rule in the relativistic realm could be done.

Key words: Hamiltonian - Interpretation - Actualization - Invariance - Symmetry
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Capitulo 1

Introduccion

La fisica suele considerarse una ciencia “madura”, que ha logrado un fuerte
consenso en la comunidad de especialistas acerca de sus temadticas relevantes
y de los medios tedricos y experimentales para abordar sus problemas cientifi-
cos. La existencia de tal consenso y la amplia ramificacién de la disciplina en
subdreas con sus propios objetivos especificos tiende a opacar un hecho central:
todas las teorias fisicas, aun las m&ds ampliamente aceptadas en la comunidad
cientifica, plantean problemas de fundamentacién relacionados con cuestiones
de interpretacién y de articulacién intertedrica. Dichos problemas, en muchos
casos de naturaleza interpretativa, suelen ser ignorados en la préactica cotidiana
de la fisica, dirigida al logro de fines especificos y a la ampliacién del campo de
aplicabilidad de las teorfas vigentes. Por ello es necesario que existan disciplinas
cientificas activas que se hagan cargo de las cuestiones de fundamentacién de la
fisica. desde una perspectiva que combine conocimientos generales de la teoria
y sus conexiones con las demds, como también un conocimiento exhaustivo y
detallado del formalismo mé&tematico utilizado. La fundamentacién de la fisica
se presenta como un dmbito de investigacién multidisciplinario, que requiere la
colaboracién de especialistas en distintas dreas para su desarrollo fructifero.

La presente tesis doctoral se ubica precisamente en el marco de las inter-
pretaciones de las teorias cientificas, en este caso particular, de la mecdnica
cudntica. Profundizando los trabajos originales iniciados dentro del grupo de
investigacion, el objetivo més general consistié en estudiar y analizar la inter-
pretacién modal-Hamiltoniana de la mecédnica cuédntica y reformularla a partir
de principios de simetria e invariancia. En particular, la tesis se organizé en
torno a tres nicleos tematicos generales, cada uno de ellos con su propio obje-
tivo general:

= Interpretacion de la mecdnica cuéntica: En esta primer parte se desarrollé
la formulacién modal-Hamiltoniana de la mecdnica cudntica y se mostré
cémo funciona en ejemplos tipicos, como también la resolucién que da a
problemas interpretativos.

= Covariancia e invariancia de la interpretacién: En esta segunda parte, se



estudio la relevancia que tiene el concepto de simetria e invariancia den-
tro de la mecédnica cudntica, permitiendo reformular la interpretacién de
manera formal por medio de la teoria de grupos.

= Interpretacién modal-Hamiltoniana relativista: En esta tltima parte se
estudio la extensién de la interpretacién al d&mbito relativista, utilizando
las conclusiones halladas en la segunda parte de la tesis.

En el marco de las revistas nacionales e internacionales, la interpretacién
modal-Hamiltoniana, junto con la contribucién de esta tesis doctoral, ha tenido
una aceptacion considerable, tanto en el &mbito de la fisica como también en el
dmbito de la fundamentacién de la fisica a través de las siguientes publicaciones:
(1], (21, [3], [], [5], [6], [7], [8], [9], [10], [11], [12]. A su vez, se ha publicado un
capitulo de un libro [13] y también un libro completo sobre esta temética [14].

De manera general, con los resultados de la presente tesis doctoral se pre-
tende contribuir al conocimiento y a la reflexién acerca de los fundamentos de
la fisica y en particular, de la mecédnica cudntica. A su vez, la tesis se propone
como paso intermedio para el proyecto a largo plazo que implica el futuro desar-
rollo de una interpretacion modal de la Teorfa Cudntica de Campos (un primer
borrador se puede ver en [15]), como también del modelo standard de particulas
elementales.



Capitulo 2

Interpretacion
modal-Hamiltoniana

Desde un punto de vista realista, el propdésito de interpretar una teoria cien-
tifica es describir como seria la realidad si la teorfa fuese verdadera. Mas alld
del éxito empirico que tiene la mecdnica cudntica, su interpretacion, es decir, la
comprensién de las entidades que habitan el d&mbito microscépico cudntico, es
un problema abierto en el campo cientifico y filoséfico. Durante un largo periodo
posterior a la primera formulacién de la mecédnica cudntica, el marco interpre-
tativo ortodoxo estuvo vinculado fuertemente a sus lecturas instrumentalistas,
lo que significé que las cuestiones concernientes a la mecanica cudntica sélo fue-
sen discutidas en términos de los posibles resultados en las mediciones de los
experimentos. En las tltimas décadas, la postura tradicional instrumentalista
comenzé a perder su fuerza original, y por ello se propusieron varias interpreta-
ciones realistas de la mecdnica cudntica. En este contexto, el objetivo de las
interpretaciones modales es asignar propiedades a sistemas fisicos basdndose en
el formalismo de la teoria, sin atribuir un papel especial a la medicién. Esto
implica concebir las mediciones cudnticas como meras interacciones fisicas y
sus resultados como propiedades de los aparatos de medicién, que son sistemas
cudnticos. Por lo tanto, las interpretaciones modales son interpretaciones realis-
tas, donde no es necesaria la hipétesis del colapso de la funcién de onda y donde
el estado cudntico de un sistema s6lo describe las posibles propiedades de un
sistema en lugar de las propiedades que actualmente posee.

Las interpretaciones modales pueden ser vistas como una familia, cuyos
miembros difieren entre sf en la regla especifica que selecciona las propiedades ac-
tuales de los sistemas cudnticos. En la primera seccién de esta tesis se introducird
un nuevo miembro de esta familia, la Interpretacion modal-Hamiltoniana (IMH)
([1], [2]), donde se da preponderancia al operador Hamiltoniano en la definicién
de un sistema y subsistema cudntico y en la seleccién de las propiedades actuales.

Los origenes de las interpretaciones modales pueden encontrarse en los tra-
bajos de Bas van Fraassen ([16], [17], [18]), donde se hace una distincién entre



estado cudntico y estado-valor del sistema: el estado cudntico nos dice cuédles
son las propiedades fisicas que el sistema podria poseer y el estado-valor repre-
senta las propiedades fisicas que actualmente posee. La relacién entre el estado
cudntico y el estado-valor es probabilistica. Por lo tanto, el estado cudntico es
la base de las proposiciones modales, esto es, proposiciones acerca de lo que es
posible o actual.

En particular, todas las interpretaciones modales coinciden en los siguientes
puntos (para un resumen claro ver [19], seccién 1):

1. La interpretacién estd basada en el formalismo estdndar de la mecdnica
cudntica.

2. La interpretacion es realista, esto es, su objetivo es describir como serfa la
realidad si la mecdnica cudntica fuese verdadera.

3. Lamecdnica cudntica es una teoria fundamental, que no sélo debe describir
particulas elementales sino también objetos macroscépicos.

4. La mecdanica cudntica describe sistemas tnicos: el estado cudntico se refiere
a un unico sistema, no a un ensamble de sistemas.

5. El estado cuéntico del sistema (estado puro o mezcla) describe las posibles
propiedades del sistema y sus correspondientes probabilidades, y no sus
propiedades actuales. La relacién entre el estado cudntico y las propiedades
actuales del sistema es probabilistica.

6. Los sistemas cudnticos poseen propiedades actuales en todo momento, aun
si no se ha efectuado una medicién sobre ellos.

7. Una medicién cudntica es una interaccién fisica ordinaria. No hay colapso
de la funcién de onda: el estado cudntico siempre evoluciona unitariamente
de acuerdo con la ecuacién de Schrodinger.

8. La ecuacion de Schrodinger describe la evolucién temporal de las proba-
bilidades, no de las propiedades actuales.

La diferencia m&s importante entre la propuesta de la IMH y las versiones
modales previas consiste en el papel que cumple el Hamiltoniano del sistema
cudntico en la seleccién de las propiedades actuales.

2.1. Problemas interpretativos

Los problemas de interpretacién de la mecdnica cudntica se pueden agrupar
de la siguiente manera:

El problema de la contextualidad: En los inicios de la teorfa, algunos autores
mantenian la esperanza de interpretar el formalismo cudntico del mismo modo en
que se interpretaba la mecdnica estadistica clasica, donde el estado representaba
la situacién de un “ensamble” de sistemas similares y las probabilidades tenfan



un significado exclusivamente gnoseolégico. Esta esperanza se vio frustrada por
el teorema de Kochen y Specker [20], que demuestra la contextualidad cudntica:
el formalismo de la teorfa impide asignar, de un modo consistente, un valor
preciso a cada uno de los observables del sistema que se encuentra en un cierto
estado cudntico. Por lo tanto, s6lo podemos afirmar la ocurrencia de ciertas
propiedades en un contexto, y de ciertas otras en otro contexto diferente. Cada
conjunto de propiedades parece corresponder a un objeto, pero no es posible
pensar en una entidad individual que subyace a todas las propiedades en la
medida en que no es admisible predicar todas las propiedades simultdneamente.

El problema de la medicion: Un sistema cudntico puede encontrarse en un
estado de superposicién respecto de los valores de un cierto observable, de modo
tal que la teoria no asigna un valor definido a tal observable. Este hecho se
torna particularmente grave cuando las superposiciones se transfieren al plano
macroscopico a través de la medicién, tal como lo muestra el famoso caso del gato
de Schrodinger. Para afrontar este problema, la interpretacién de Copenhague
postulé un proceso fisico, el colapso de la funcién de onda: durante la medicion,
el estado de superposicién “colapsarfa” indeterministicamente hacia uno de los
elementos de la superposicién, donde el observable macroscépico adquiere un
valor definido.

El problema de la no-localidad: Ya en la década del 30, a través de su famoso
experimento mental, Einstein, Podolsky y Rosen [21] pusieron de manifiesto
la no-localidad cudntica: luego de interactuar, dos sistemas adoptan un estado
entrelazado por el cual sus propiedades se mantienen correlacionadas aun cuando
la interacciéon haya concluido y los dos sistemas se encuentren separados por
cualquier distancia. La explicacién de tales correlaciones, en términos de accién
instantdnea a distancia, implicaria una violacion de las restricciones relativistas.

El problema de la indistinguibilidad: Los sistemas cuédnticos, considerados
en agregados, no responden a la estadistica cldsica (Maxwell-Boltzmann), sino
a estadisticas peculiares (Fermi-Dirac y Bose-Einstein), las cuales ponen en cri-
sis la interpretacion de los sistemas como individuos en un sentido filoséfico del
concepto. En efecto, las “particulas” cuanticas resultan absolutamente indistin-
guibles, de modo tal que no es posible reidentificarlas a través del tiempo o del
espacio.

2.2. Estructuray contenido de la mecdnica cuan-
tica

El primer paso para describir la IMH es la presentacién explicita de lo que se
considera como la estructura formal y el contenido fisico de la mecédnica cuédntica.
Esto es asi, ya que si queremos construir una interpretacién, entonces hay que
ser claro con respecto a las cuestiones formales y tedricas. La IMH en principio
adopta un formalismo algebraico de la mecédnica cudntica. Mds ain, dado que
se argumentard la relevancia fisica de nuestra propuesta, se debe mostrar cémo
la estructura formal de la teoria adquiere un significado fisico.



En primer lugar, se debe distinguir entre el lenguaje matematico (operadores
auto-adjuntos, funcionales, autoestados y autovalores de operadores, etc) y el
lenguaje fisico (observables, estados, valores de los observables, etc): cada térmi-
no del lenguaje matematico debe referirse a un item fisico cuyo nombre pertenez-
ca al lenguaje fisico. Es esta interpretacion fisica del formalismo matematico lo
que lo convierte en el formalismo de una teoria fisica.

2.2.1. Estructura formal

De acuerdo con el formalismo algebraico desarrollado en el apéndice A (ver
[22]), dada una *-dlgebra A de operadores, (i) el conjunto de operadores autoad-
juntos de A es el espacio O cuyos elementos representan observables, O € O y
(ii) los estados quedan representados por funcionales lineales en O, esto es, por
elementos del espacio dual @', p € O'. En este marco teérico, los observables
son los elementos bésicos de la teoria y los estados son elementos secundarios,
definidos en términos de los primeros.

Adoptaremos una C*-dlgebra de operadores para formular los postulados
de la mecdnica cuédntica. Esta C*-dlgebra puede ser representada mediante un
espacio de Hilbert H (construccién GNS, ver [23]) y en este caso particular,
O = O, por lo tanto, O y O’ estén representados en H ® H.

2.2.2. Postulados de la mecanica cuantica

En primer lugar se presentard la definicién de sistema cuédntico:

Postulado 1 Un sistema cudntico S estd definido por el par (O CH® H, H)
donde: (i) los observables O € S estan representados por operadores autoadjun-
tos pertenecientes al espacio de observables O, O € O CH®H, y (ii) H es un
observable particular llamado Hamiltoniano de S, H € O C H® H.

La definicién de sistema cudntico, si bien correspondiendo aqui con una
C*-dlgebra, puede ser reeescrito para diferentes *-dlgebras bajo las condiciones
necesarias de la representacién del dlgebra.t

Postulado 2 Dado un sistema cudntico S : (O CH®H, H) y un observable
O =Y "0;P; donde 0; # 0; para i # j y los P; € O son operadores de proyeccion,

(2
cada autovalor o; de O es uno de los posibles valores de O.

Postulado 3 Dado un sistema cudntico S : (O CH®H, H), su estado inicial
po esta representado por un funcional lineal autoadjunto perteneciente a O’ (el
espacio dual de O) incluido en H@ H, py € O'CHQH, tal que (i) Tr(py) =
1 (condicion de normalizacion), y (ii) (u|py|u) > 0 para cualquier |u) € H
(condicion de no negatividad).

IPor ejemplo, a través de la generalizacién del teorema GNS [23] se puede probar que un
algebra nuclear puede ser representada por un espacio de Hilbert equipado.



Postulado 4 (Postulado Dindmico) Dado un sistema cudntico S : (O C H® H,
H) con estado inicial py € O', el estado de S en un tiempo t, p(t) € O estd

—iHt iHt

dado por la ecuacion de Schrodinger: p(t) = e~ p e .

La regla de Born introduce el ingrediente probabilistico en la teorfa. En la
interpretacién instrumentalista de la mecdnica cuédntica, la regla se concibe como
la asignacién de probabilidades a los resultados de la medicién; esto requiere
que la mediciéon sea concebida como un concepto primitivo de la teorfa. En
cambio, desde la perspectiva de la IMH, y por lo tanto de esta tesis, la medicién
es una interaccién fisica ordinaria que debe ser definida por la teoria con su
interpretacién. Desde nuestra perspectiva, entonces, la regla de Born adquiere un
contenido realista: asigna probabilidades a eventos en los cuales los observables
adquieren valores definidos. Podemos denotar con el simbolo (A : ax) al evento
en el cual el observable A adquiere el valor ax; de este modo la regla de Born
puede ser expresada de la siguiente manera:

Postulado 5 Dado un sistema cudntico S : (O CH® H, H) con estado inicial

po € O, y considerando un observable A =3 a;P; = Y a; Y. |i, ;) (3, ;] € O,
i iy

donde a; # aj para i # j, la probabilidad de Born Pp del evento (A : ay) en el

tiempo t puede ser escrita como

Po(A: ar, plt) = Tr(p(t)Pe) = 3 (k, e lp(0)| . 1) (2.1)

M

donde P, € H®H es un autoproyector de A que proyecta en el subespacio
generado por todos los vectores |k, u) correspondientes al autovalor ay.

En particular, dado que los proyectores P € H ® H, (P? = P) representan
observables con autovalores p; = 1y po = 0, la probabilidad de Born del evento
(P:1)es

Pp(P:1,p(t)) =Tr(p(t)P) (22)

Si la probabilidad de Born Pg se calcula sobre todos los observables proyectores
P € H® H, la funcién resultante no satisface la definicién de probabilidad de
Kolmogorov, dado que esa definicién se aplica a dlgebras booleanas, mientras
que el conjunto de eventos correspondientes a los proyectores P no tiene una
estructura booleana. Por esta razén, algunos autores definen una funcién de
probabilidad generalizada (no Kolmogoroviana) sobre la ortodlgebra de eventos
cuédnticos ([24], [25]). Si, por el otro lado, queremos preservar el cardcter Kol-
mogoroviano de la probabilidad, debemos definir diferentes funciones de prob-
abilidad en el espacio de Hilbert H. Por lo tanto, se puede definir un contezto
como un conjunto completo de proyectores ortogonales (CCPO) {I1,}, con o = 1
a M, tal que

STo=1 y T =dapll, (2.3)
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donde I es el operador identidad en H ® H.? Todos los proyectores de la forma
P =3I, donde I1; € CCPO {11} y J C {1,2,..., M}, definen un algebra
J

booleana B* = (P*,N,U,,0,1), donde P* = {z /= = U {II,}}. Entonces,
a través de la regla de Born, un estado p € O’ define sobre P% una funcién
probabilidad f5* : P% — [0, 1] que satisface los axiomas de Kolmogorov:

= foU) =1
= f(9)=0
» SiX,Y eP¥y XNY =g, entonces ff(XUY) = f3(X) + f(Y).

Como consecuencia , dado un CCPO {II,} y los proyectores P = > Il :
J

= La probabilidad f'(P : 1) asociada al evento (P : 1) se calcula con la regla
de Born como
Ja(P < 1) = Pp(P: 1,p) = Tr(pP) (2.4)

= Para un observable A = Y a;P;, la probabilidad f;j‘(A : ay) asociada al

evento (A : ay) se identifica con la probabilidad f5*(P : 1) asociada al
evento (P : 1):

fo(Azar) = f(Py: 1) =Tr(pP) (2.5)

Resumiendo, entonces, dado que la booleanidad se retiene en cada contexto,
podemos decir que el estado p define una funcién probabilidad f;' diferente en
cada contexto identificado por «;, y que cada una de estas funciones de proba-
bilidad satisface las definiciones de Kolmogorov.

2.2.3. Contenido fisico

Como se dijo antes, desde una perspectiva realista, interpretar una teorfa
implica decir como serfa la realidad si la teoria fuese verdadera. Como sostiene
Ballentine [26], aunque la estructura matemadtica es necesaria para la formu-
lacién de la teoria, dicha estructura no tiene contenido fisico. Cuando se tiene
que resolver problemas fisicos concretos, es indispensable identificar los observ-
ables relevantes que tienen un significado fisico claro. Estos observables estdn
relacionados con las transformaciones espacio-temporales, en particular, con el
grupo de Galileo (ver ec.(A.66) del apéndice A.1).

Una transformacion continua g actuando sobre el espacio de Hilbert H se
representa mediante un operador local unitario Us(g) que depende de algun
pardametro s. Esta transformacién actiia sobre otros observables y estados como
se ve en la ec.(A.37), que volveremos a escribir en un lenguaje matemético més
simple:

2Estd claro que, si {|a)} es una base de M, entonces el conjunto {IIo = |a) (@]} es un
CCPO.
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A— A =UAU? |U) — |U') = U, |¥) (2.6)

Si estas transformaciones son continuas en sus pardmetros, entonces se pueden
expandir en una serie de potencias, y se puede ver que sucede con ellas cuando se
aproximan a la transformacién identidad (ver A.1). Entonces estos operadores
unitarios infinitesimales Uy se pueden expresar, mediante la exponenciacién (ver
[27]), como:

Us = eiSTS (27)

donde T es el generador de la transformacién Us(g). A su vez, cuando un
vector de estado se representa como una funcién de las coordenadas espaciales
y temporal, hay una relacién inversa entre las transformaciones del espacio de
funciones y la transformacién de las coordenadas:

U(z) = Uy ¥(z') (2.8)

Como es sabido, a cada teoria fisica le corresponde un grupo de simetria,
en el sentido de que la ley dindmica de la teoria es covariante ante las transfor-
maciones del grupo (el concepto de covariancia serd detalladamente estudiado
en el Capitulo II1). En particular, el grupo de simetria correspondiente a la
mecdnica cudntica no relativista es el grupo de Galileo con extensién central
(ver ec. (A.66)). Este grupo se compone de once generadores asociados con diez
pardametros correspondientes a la transformacion de coordenadas y un pardametro
asociado a la estructura proyectiva de la representacién del grupo en el espacio
de Hilbert: los primeros diez pardmetros se corresponden con un desplazamiento
temporal b, tres desplazamientos espaciales @, tres rotaciones espaciales con-
tenidas en la matriz antisimétrica R y tres velocidades @', y el pardmetro m que
se asocia al grado de libertad que aparece cuando el grupo de simetria es repre-
sentado en el espacio de Hilbert (representaciones proyectivas, ver A.1). Estos
generadores de simetria representan los observables fisicos bdsicos de la teorfa:
la energia H asociada al desplazamiento temporal, los tres momentos P; asoci-
ados con los desplazamientos espaciales @, el momento angular J; asociado a
las rotaciones espaciales codificadas en la matriz R, los tres boosts G; asociados
a la velocidad ¥ y M la masa del sistema cudntico. Mediante las relaciones de
conmutacién entre estos generadores es posible despejar uno de otros; en par-
ticular se puede mostrar facilmente que la forma funcional del Hamiltoniano, en
términos de los demds observables del grupo, tiene el siguiente aspecto:

2

P

donde w es una constante con unidades de energia.

Como ya dijimos, existe una relacién inversa entre las transformaciones del
espacio de funciones y la transformacién de las coordenadas (ver ec.(2.8)). En
el caso de desplazamiento temporal, la transformacién es ¢ = ¢t + by U, es
U, = e dado que el Hamiltoniano H es el generador de la transformacion:
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(U (to + b)) = €™ [(t0)) (2.10)
Haciendo tp = 0 y b =t se obtiene

(1)) = e [ (0)) (2.11)

que tiene la forma de ecuacién de Schrodinger. Sin embargo, se debe notar que
la ec. (2.11) puede ser obtenida s6lo cuando el Hamiltoniano H es independi-
ente del tiempo: si H es funcién de ¢, no se puede concebir como generador de
desplazamientos temporales (ver [26], pdg. 89). Esto significa que la independen-
cia temporal del Hamiltoniano es lo que brinda a la ecuacién de Schrédinger un
sentido fisico preciso (es decir, el sentido fisico de expresar un desplazamiento
temporal) y, al mismo tiempo, lo que hace que la ecuacién de Schrodinger sea
s6lo aplicable a sistemas cerrados. Este resultado es el que se encuentra implici-
tamente a la base de la formulacién ortodoxa de la mecénica cudntica, donde el
sistema cudntico se concibe como cerrado, con energfa constante, que evoluciona
unitariamente de acuerdo con la ecuacién de Schrédinger; el Hamiltoniano (la
energfa del sistema) s6lo cambia en el tiempo como resultado de la interaccién
con otros sistemas, descrita por medio de un Hamiltoniano de interaccién. La
IMH estard basada en esta versién ortodoxa de la teorfa.

Aunque en un sistema cerrado el Hamiltoniano H es independiente del tiem-
po y por lo tanto invariante ante desplazamientos temporales, podria no ser
invariante con respecto a las demads transformaciones espacio-temporales. Decir
que el Hamiltoniano es invariante ante cierta transformacién con un generador
K y pardmetro s significa que (ver ec.(2.6)):

e“KHe K — 0 entonces [K,H] =0 (2.12)

Esto implica que, cuando H es invariante ante cierta transformacién continua,
el generador de tal transformacién es una constante de movimiento del sistema:
cada simetria del Hamiltoniano define una cantidad conservada. Por ejemplo, la
invariancia de H ante desplazamientos espaciales en cualquier direccién implica
que el momento P es una constante de movimiento; la invariancia de H ante
rotaciones espaciales en cualquier direccién implica que el momento angular
total J es una constante de movimiento.

A su vez, sabemos que la invariancia ante transformaciones espacio-temporales
se sigue de las propiedades mismas del espacio y el tiempo: la invariancia ante
desplazamientos temporales expresa la homogeneidad del tiempo, la invariancia
ante desplazamientos espaciales expresa la homogeneidad del espacio, la invari-
ancia ante rotaciones espaciales expresa la isotropfa del espacio. También se sabe
que la ecuacién de Schrodinger es covariante ante el grupo de Galileo (esto se
detallard en el Capitulo I11). La covariancia de la ecuacién de Schrodinger ante
desplazamientos temporales estd garantizada por la independencia temporal del
Hamiltoniano, y esto expresa la homogeneidad del tiempo. Sin embargo, en la
mecédnica cudntica, los campos no estdn cuantizados; ellos son tratados como
campos cldsicos que actidan sobre los sistemas cudnticos rompiendo la homo-
geneidad e isotropia del espacio. Pero, a pesar de esto, la ley dindmica de la
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teorfa, |¥(t)) = €' |¥(0)) debe permanecer covariante ante desplazamientos
espaciales y rotaciones espaciales.

Por lo tanto, la ruptura de la homogeneidad y de la isotropfa del espacio
debida a la accién de un campo en un sistema cudntico debe estar contenida en
la forma funcional del Hamiltoniano: la no homogeneidad del espacio implica la
no invariancia de H ante desplazamientos espaciales y, su vez, el hecho de que
P (o alguna de sus componentes) no sea una constante de movimiento; la no
isotropfa del espacio implica la no invariancia de H ante rotaciones espaciales y,
a su vez, el hecho de que J no sea una constante de movimiento. Resumiendo,
el status privilegiado del Hamiltoniano proviene de su papel en la ecuacién de
Schrodinger: H debe contener las asimetrias espaciales en cada caso particular
con el fin de preservar la covariancia de la ley dindmica de la teorfa.

Como se ha visto, el estudio de las transformaciones de simetria espacio-
temporales cumple un doble propdésito: la identificacién de las magnitudes fisi-
cas fundamentales de la teoria, y la explicacién del papel central que juega el
Hamiltoniano en la seleccién de las constantes de movimiento del sistema.

2.3. Interpretacion modal-Hamiltoniana

En general, los fisicos coinciden en el uso del lenguaje fisico, pero ain asf
no es evidente cudl es la relacién entre este lenguaje y la realidad: las teorias
fisicas no proveen sus propias interpretaciones. Por lo tanto, si se quiere formu-
lar una interpretacion de la mecdnica cudntica, se debe brindar los postulados
interpretativos que definirdn la relaciéon univoca entre los elementos de la real-
idad y cada uno de los elementos tedricos introducidos en los postulados de la
mecdnica cudntica. En otras palabras, debemos identificar qué clase de objetos,
propiedades, hechos, etc. estan representados por cada término fisico en los pos-
tulados (sistemas, observables, estados, etc). De esta manera se podrd decir qué
clase de entidades habitan la realidad de la mecdnica cudntica.

En esta seccién se introducird la IMH sin discutir sus ventajas sobre otras
interpretaciones. Los argumentos que la apoyan se hardn claros en las secciones
siguientes.

2.3.1. Propiedades, sistemas y subsistemas

El primer paso consiste en identificar los elementos basicos que habitan la
realidad cudntica por medio de proposiciones interpretativas.

Proposicién 1 Dado un sistema cudntico S : (O CH®H, H), los ob-
servables O € O representan propiedades-tipo [O], y sus correspondientes au-
tovalores o; representan propiedades-caso (O : o;] de la propiedad-tipo [O]. En
particular, los proyectores P € O son observables que representan propiedades-
tipo [P] con propiedades-caso [P : 1] y [P : 0].

Cualquier sistema cudntico puede ser descompuesto en partes de diferentes
maneras; no obstante, no cualquier descomposiciéon conduce a partes que son
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sistemas cudnticos. Esto sucede cuando el comportamiento de cada parte es
dindmicamente independiente de la otra, y esta independencia dindmica tendrd
su origen en la no interaccion entre las partes (ver [28] y [29]). Con esta idea,
podemos adoptar las siguientes proposiciones interpretativas.

Proposicién 2 (Descomposicién de Sistemas) Un sistema cudntico
S:(OCH®H, H) con estado inicial p, € O, es compuesto cuando pueden
definirse dos sistemas cudnticos S* : (O'C H'@H', H') y 5% : (0O?°C H*@H?,
H?) tal que

1. 0 =0'@O0*’CHQH, donde H=H'@H? y

2. H=H'@I?+1'® H? € O, donde I' y I? son operadores identidad en
HQH' y H2QH? respectivamente.

En este caso, los estados iniciales pl € OV y p2 € 0% de S' y S? respec-
tivamente se obtienen como py = Tro)py v p§ = Tr(1)pg, donde Tr;py es la
traza parcial de p,. En este caso se dice que S y S? son subsistemas del sistema
compuesto S = S' U $2. Cuando un sistema cudntico no es compuesto, se dice
que es elemental. Por lo tanto, la proposiciéon de Descomposicién de Sistemas
(Proposicién 2) provee un criterio preciso para distinguir entre sistemas elemen-
tales y sistemas compuestos, y tal criterio estd basado en el Hamiltoniano del
sistema.

Cabe aclarar que la definicién del sistema compuesto no implica que el estado
inicial p, de S sea el producto tensorial pl ® p3: este estado factorizado o no
correlacionado es un estado muy particular, usado en la préctica para describir
sistemas preparados independientemente. Por el contrario, en general un estado
inicial es un estado correlacionado o entrelazado p, € O’; no obstante, dado que
no hay interaccién entre S* y S?, [H' ® I?,I' ® H?| = 0 y, entonces,

—iHt —iH't iH2¢
T i

e h =e e (2.13)
por lo tanto,
—iHt iHt
p'(t) = Trp(t) = Tre [e hpge } (2.14)
iH! —iH2%t iH! —iH?%t
= e% [Tr(z)po] e+ = e%p})e f
—iHt iHt
pA() = Troyp(t) = Tray [e 7 pe | (2.15)
iH2 _sHl iH2 _iH2
= [Trypo] € = e%pie i

Esto significa que, aun habiendo correlaciones, los subsistemas S' y S2, son
dindmicamente independientes: cada uno de ellos evoluciona bajo la accién de
su propio Hamiltoniano.
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Harsman y Wickramasekara ([28] y [29]) llaman estructura de producto
tensorial (TPS?) a cualquier particién de la totalidad del sistema S, represen-
tado en el espacio de Hilbert H = H* ® HP, en partes representadas en H4 y
HPB. En esos trabajos se muestra que los sistemas cudnticos admiten una var-
iedad de TPSs, cada uno de los cuales conduce a diferentes entrelazamientos
entre sus partes: separabilidad y entrelazamiento son TPS-dependientes. Sin
embargo, también se muestra que hay un TPS particular que es dindmicamente
invariante y, en consecuencia, el entrelazamiento resultante también es dindmi-
camente invariante: ese TPS particular corresponde a nuestra descomposicién
del sistema compuesto en subsistemas. Por lo tanto, cuando S' y S? son subsis-
temas del sistema compuesto S y dindmicamente independientes, tenemos una
nocién robusta de entrelazamiento: a pesar de que p, evoluciona en el tiempo,
su entrelazamiento permanece invariante.

Proposicién 3 (Composicién de Sistemas) Dados dos sistemas cudn-
ticos S* : (O'C H'@H', H') y §%: (0>°C H>QH?, H?), con estados iniciales
p(l, c OV y p% € O respectivamente, siempre puede definirse un sistema cudn-
tico S: (O CH®H, H) con estado inicial p, € O, tal que

1. 0=0'"@O0*C H®H, donde H =H'@H?,

2. H=H'®@I?+1'® H?> + Hiy € O, donde Hiyny es usualmente llamado
Hamiltoniano de interaccion, y

3. po=py@py €0
En esta iltima proposicion se pueden distinguir dos casos:

s Si H;py =0 (S y S? no interactiian), S' y S? son subsistemas del sistema
compuesto S = S' U S?: ellos satisfacen la proposicién de la Descom-
posicién de Sistemas. En este caso, los estados iniciales pf = Traypy =
Tr(ps®p3) y pi = Traype = Tra)(ps ® pj) evolucionan unitariamente
de acuerdo con la ecuacién de Schrodinger, como se requiere por el Pos-
tulado Dindmico (Postulado 4, ver ec. (2.14), (2.15)).

= Si Hipy 20 (S1 y 52 interactian), a partir del instante ¢y cuando la in-
teraccién comienza, S' y S? no son subsistemas del sistema S: éstos no
satisfacen la proposicién de Descomposicién de Sistemas. En efecto, los es-
tados iniciales py = T'r(2)po vy p§ = T (1)po no evolucionan unitariamente.
Por lo tanto, estrictamente hablando, en tg, S' y S? no son sistemas cudn-
ticos, ya que ellos no satisfacen el Postulado Dindmico (Postulado 4).

Proposicién 4 Dado un sistema cudntico compuesto S = S' U S? :
(O CH®H, H), donde S* : (O'C H'@H', H') y S? : (0*°C H*@H?, H?)
y dados los observables A' € O' de S', A2 € O? de S?%, y los observables
A=A'@Pc 0y Af = f(A'RI* I'®A2%) € O de S, donde f es una funcidn
analitica, entonces

3Las siglas TPS significan Tensor Product Structure en inglés.
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1. Los observables A y A' representan la misma propiedad-tipo [A] = [Al]
con las mismas propiedades-caso [A:a}] = [A:al] donde a} son los
autovalores de ambos observables A y Al.

2. El observable AT representa la propiedad-tipo [Af} con propiedades-caso
[Af : f(a},a? }, donde a} y a? son autovalores de A y A? respectiva-
mente; [Af] es equivalente a la combinacion entre [A' @ I?] y [I* @ A?],

representada por la funcion f.

Esta ultima proposicién interpretativa expresa la hipotesis de que el observ-
able A! del subsistema S' y el observable A = A' ® I? del sistema compuesto
S = S1US? representan la misma propiedad-tipo. Por el otro lado, esta proposi-
cién establece la necesaria conexién entre las propiedades del sistema compuesto
y las propiedades de sus subsistemas. Este tipo de conexiones no es una carac-
teristica propia de la mecdnica cudntica, sino también es usual en la mecdnica
cldsica donde se considera la energia de un sistema compuesto de dos particulas
como una combinacién particular (expresado por las sumas) de las energias de
los subsistemas componentes.

2.3.2. Hechos posibles y propensiones

Hasta aqui se han identificado las propiedades de los sistemas cudnticos. Pero
estas propiedades no son hechos: propiedades y hechos pertenecen a diferentes
categorfas de la realidad. En nuestro caso, los hechos posibles serdn definidos
como posibles ocurrencias de ciertas propiedades-caso, y las probabilidades seran
aplicadas a ellos.

Proposicién 5 Dado un sistema cudntico S: (O CH®H, H),

1. Si P € O es un observable proyector, el hecho posible Pr [P] es la ocurren-
cia posible de la propiedad-caso [P : 1] correspondiente a la propiedad-tipo

[P].
2. 81 A= YaP €O, donde a; # a; para i # j y los P; € O son los

K3
autoproyectores de A, el hecho posible Pr [A : ag] es la ocurrencia posible
de la propiedad-caso [A : ay] correspondiente a la propiedad-tipo [A].

Proposicién 6 Dado un sistema cudntico elemental S: (O C H® H, H),
un CCPO (ver ec.(2.8) {Il,} con a = 1,..., M, y los proyectores P = > 11 ; € O,
J

donde Iy e {Il;} y J € g ={1,..., M} entonces
1. El hecho posible Pr [P] es equivalente a la disyuncion de los hechos posibles
Pr[I1,]:
Pp[P]=V Pr[I] (2.16)

donde el simbolo v] es la disyuncion.
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2. Si A=Y a;P; € O, donde a; # aj para i # j y P; € O son autoproyec-

tores de A, el hecho posible Pp[A: ay] es equivalente al hecho posible
PF [A : ak] = PF [Pk] (2.17)

Es claro que, dado un CCPO {II, }, los observables proyectores P = > II; €

J
O nos conduce al conjunto de hechos posibles P% = {z,/x = Pp[P]} que es
isomorfo al conjunto P* = {z,/x = Lj{]:[]}}; entonces Pg también define un

algebra booleana. Como consecuencia, en cada sistema cudntico elemental, la
funcién probabilidad f;', definida por el estado p sobre el conjunto P, puede ser
interpretada como una medida Kolmogoroviana de una propension o tendencia
definida por el estado p sobre el conjunto Pj.

Proposicién 7 Dado un sistema cudntico elemental S : (O C H® H, H)
en un estado p € O, y el conjunto de hechos posibles Py definido por CCPO
{Ha}, con @ =1 a M, la funcion de probabilidad f5 : P* — [0,1] representa
una medida de la propension o tendencia a la actualizacion de los correspondi-
entes hechos posibles, p; : Pg — [0,1], una medida que satisface los axiomas
de Kolmogorov expresado en términos de los conectivos ldgicos booleanos V, N

y

En consecuencia, dado un CCPO {I1,} y los proyectores P = > Il ;:
J
= Para un hecho posible Pp [P] (ver ec. (2.4)):

Py (Pr[P]) = f5(P:1) =Tr(pP) (2.18)

s Para un hecho posible Pr [A : ar] = Pr [P] (ver ec. (2.5)):

Py (PrlA:ai]) = f(A:ar) =Tr(pP) (2.19)

Por 1ltimo:

Proposicién 8 Dado un sistema cudntico elemental S: (O C H®H, H),
su estado p € O, codifica las propensiones a la actualizacion de los hechos
posibles correspondientes a las propiedades de S, y la evolucion temporal de p
dada por la ecuacion de Schrédinger representa la evolucion temporal de esas
propensiones.

2.3.3. Hechos actuales

Hasta este punto sélo se ha hablado de los hechos posibles con sus corre-
spondientes propensiones a la actualizacién. Ahora se introducird la categoria
correspondiente a los hechos actuales que resultan de la actualizaciéon de los
hechos posibles.
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Proposicién 9 El hecho actual Ap[P] (0o Ar|[A: ag]) resulta de la ac-
tualizacion de los hechos posibles Pp [P] (o Pp[A :ag] )y, por lo tanto, es la

ocurrencia actual de la propiedad-caso [P : 1] (o [A: ax] ) correspondiente a la
propiedad-tipo [P] (o [4] ).

Con esta terminologia, tenemos que:
» Ap[]: el hecho posible Pr[-] es actual.
s = Ap[]: el hecho posible Pr [-] no es actual.

El teorema de Kochen-Specker ([20]) demuestra que, en un dado instante ¢,
la actualizacién de los hechos posibles pertenecientes al conjunto P, definido
por todos los CCPO del sistema, no estd permitida en la teoria. Por lo tanto,
la actualizacién debe ser restringida de alguna manera; debemos introducir tal
restriccién a través de alguna proposicién interpretativa.

Proposicién 10 Dado un sistema cudntico elemental S: (O CH® H, H)
tal que Hiny # 0,% existe un contexto preferido, esto es, un CCPO preferido
{II?.} que determina un conjunto preferido de hechos posibles Pg = {z,/x =
Pp[P]} (con P = Y15 € O, 11 € {12} y J € j = {1,...,M}) donde la

J

actualizacion ocurre, en el sentido de que

1. uno y solo un hecho posible Pr [II] € Pg, o sea, Pr [II})], es también un
hecho actual A [I15)].

2. si Ap[IIY)], entonces todos los hechos posibles Pp [P] = \jPF ] e P

(ver Proposicion 6.1) tal que IIf, es uno de los II';, también son hechos
actuales Ap [P].

3. si A [Py], entonces los hechos posibles Pr[A : ai] = Pp[P] € Pg (ver
Proposicion 6.2) es también un hecho actual Ap [A : ay].

Dado que la mecdnica cudntica es una teorfa probabilistica, en general no
determina cudles son los hechos posibles que devienen actuales. La actualizacién
o no actualizacién de los hechos posibles pertenecientes al conjunto preferido Pg
estd determinado sélo cuando la medida de la propension a la actualizacion del
tal hecho es 1 o 0, respectivamente.

Proposicién 11 Dado un sistema cudntico elemental S: (O C H® H, H)
y el conjunto preferido Pp de hechos posibles, si en el instante t el estado p
atribuye una propension a la actualizacion con medida 1 (medida 0) al hecho
posible Pr [-] € PR, entonces tal hecho posible es (no es) actual:

= 8i ph(Pr[]) = 1, entonces Ap[].
« Si pp(Pr[]) =0, entonces ~Ar[].

4El Hamiltoniano igual a cero o igual a un miltiplo del operador identidad H = kI son
situaciones fisicamente equivalentes, dado que sélo difieren en un desplazamiento temporal,
que s6lo modifica la fase del vector de estado. Por lo tanto, por simplicidad sélo se mencionard
el caso H = 0 sobre la base de esa equivalencia.
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2.3.4. Regla de actualizacién

En las proposiciones interpretativas 10 y 11, el contexto preferido ha sido
presupuesto. Ahora se debe suministrar una regla para identificarlo: esta tarea
es usualmente el paso mds delicado para cualquier interpretacion modal. De
hecho, dado que la mecdnica cudntica no da cuenta de la actualizacién debido
a su naturaleza probabilistica, la regla no puede ser inferida del formalismo,
sino que debe introducirse como una hipétesis interpretativa. Por lo tanto, la
definicién de la Regla de Actualizacién debe ser evaluada a la luz de su relevancia
fisica y su habilidad para resolver los problemas de interpretacién de la teorfa.
Pero antes de introducir la regla, debemos discutir las motivaciones conceptuales
que nos conducen a ella.

Durante las tltimas decadas, la investigacién de las propiedades matemaéticas
de la estructura formal de la mecdnica cudntica ha mostrado grandes avances: se
han obtenido muchos resultados, desconocidos por los fundadores de la teoria,
y estos trabajos han mejorado la comprensiéon de los obstaculos que cualquier
interpretaciéon debe encarar. Sin embargo, el interés en estas cuestiones formales
ha llevado a olvidar el contenido fisico de la teorfa: en los ltimos tiempos, los
argumentos usualmente descansan en resultados mateméticos y las discusiones
se centran en torno a los modelos formales de la medicién cudntica. Pero la
mecdnica cudntica es una teorfa fisica que se aplica a un gran numero de sis-
temas conocidos y de los cuales se tiene una enorme cantidad de evidencia
experimental. Por lo tanto, una buena interpretacién de la mecdnica cuédntica
no deberia encarar sélo los desafios interpretativos tradicionales de la teoria,
sino también mostrar que da cuenta de la préctica ortodoxa de la fisica. En este
sentido, la propuesta en esta tesis se aleja de la tendencia actual, al introducir
en el micleo mismo de la interpretacién un elemento con un sentido fisico muy
claro, el Hamiltoniano del sistema: el contenido de la Regla de Actualizacién se
basard en la estructura del Hamiltoniano.

Aunque en las secciones previas s6lo hemos considerado invariancias ante
transformaciones del espacio-tiempo, el Hamiltoniano podria tener otras simetrias.
Precisamente, el grupo matemético llamado grupo de Schrédinger es el grupo
de transformaciones que dejan al Hamiltoniano invariante [30]. Dado que cada
simetrfa del Hamiltoniano implica una degeneracién en la energfa ([31], pag.
110-114), gran parte de la informacién relevante del espectro de energia del sis-
tema puede ser obtenida al aplicar todas las herramientas de la teoria de grupos
al estudio de las simetrias del Hamiltoniano (ver Apéndice A.1). En efecto, si
H es invariante bajo una transformacién de simetria con generador K, entonces
[H, K] =0 (ver ec.(2.12)). Por lo tanto, si H |n) = wy, |n),

KH|n) = Kw, |n) — HK |n) = w, K |n) (2.20)

Esto significa que cualquier vector de la forma K |n) que se obtiene de aplicar
el operador K al autovector |n) es también un autovector de H con el mismo
autovalor wy,. Si H se expresa como H = > w,P,, donde P, es el autoproyector

n
correspondiente al autovalor w,,, podemos escribir explicitamente el indice k,

20



correspondiente a la degeneracién de w,, de tal manera que

Hlnkn) =wnnkn)  —  H=> wnd |n,kn) (n,knl (2.21)
n En

Knkn) = kg, Inkn) = K=Y ke, |nka) (0, knl (2.22)
n kn,

Las degeneraciones con origen en simetrias se llaman normales [30] o sis-
temdticas [32]. Por el contrario, las degeneraciones que no tienen un origen
obvio en simetrias se llaman accidentales. Sin embargo, estudios mds profun-
dos muestran que las degeneraciones accidentales no siempre son exactas, o que
alguna simetria escondida puede explicar la degeneracién.’ Por esta razén se
asume que, una vez que todas las simetrias del Hamiltoniano han sido consid-
eradas, se obtiene una base del espacio de Hilbert del sistema y “los niimeros
cudnticos relevantes” quedan bien definidos. Esta estrategia es la que subyace a
la aproximacién de la mecénica cudntica por medio de la teorfa de grupos, donde
las caracteristicas fisicas de los sistemas cudnticos son estudiadas mediante el
andlisis de propiedades de simetrfa del Hamiltoniano ([30],[34], [35], [36]).5

Ahora tenemos todos los elementos conceptuales necesarios para introducir
la Regla de Actualizacion. La idea bdsica puede ser expresada por la maxima
clésica latina “Ubi lex non distinguit, nec nos distinguere debemus”: donde la
ley no distingue, tampoco nosotros debemos distinguir. E1 Hamiltoniano del
sistema, con sus simetrias, es lo que rige la actualizacién; entonces, ningin ob-
servable cuyos autovalores distinguen entre los diferentes autovectores corre-
spondientes a un autovalor tinico degenerado del Hamiltoniano podra adquirir
valor definido, dado que la actualizacién de cualquier hecho posible correspon-
diente a ese observable introducirfa en el sistema una asimetria no contenida
en el Hamiltoniano. Una vez que esta idea bésica se comprende, la Regla de
Actualizacién puede ser formulada de una manera simple:

Proposicién 12 (Regla de Actualizacién, RA) Dado un sistema cudn-
tico elemental S: (O C H®H, H),

1. Si H = 0, no hay actualizacion, esto es, ninguno hecho posible se hace
actual.

5Un ejemplo cldsico es la degeneracién, en el 4tomo de hidrégeno, de los estados de diferente
momento angular [ pero con mismo nimero cuantico principal n, por ejemplo, los estados 2s
y 2p. En este caso, Fock [33] mostré que la degeneracién aparece por una simetria rotacional
en cuatro dimensiones del Hamiltoniano en el espacio de momentos.

6En general, la teorfa de grupos otorga nuevas estrategias mateméticas para identificar
las simetrias del Hamiltoniano. Precisamente, el sistema cudntico es definido por un grupo
G generado por el algebra de observables A. Si la cadena de subgrupos S* = G{ D G§ D
... D G% del grupo G esta definida, las simetrias del Hamiltoniano estan manifestadas por el
hecho de que H puede ser expresado en término de los operadores de Casimir Cg‘i de cualquier
subgrupo de la cadena, donde Cl?i es el i-esimo operador de Casimir del subgrupo G¢ de la
cadena S< ([37],[38]).
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2. 8i H="> w,P,, el contexto preferido CCPO {II£} es {P,}, donde cada

P, es un autoproyector de H, que proyecta en el subespacio expandido por
los autovectores correspondientes a wy,.

En otras palabras, dado que las degeneraciones del Hamiltoniano definen una
“base de grano grueso” del espacio de Hilbert, la actualizacién no debe introducir
una discriminaciéon mas fina, que rompa las simetrias del Hamiltoniano.

En las intepretaciones modales discutidas en la literatura, el problema de
identificar el contexto de actualizacién usualmente se formula como el problema
de decidir cudles observables pueden adquirir valores definidos. Veamos cémo la
Regla de Actualizacién funciona en estos términos, para diferentes casos:

a) El Hamiltoniano H no tiene simetrias: es no degenerado. En este caso,
Hn) = w,|n) con Wn 7 Wy (2.23)

donde {|n)} es una base del espacio de Hilbert H. Dado que en este caso el
contexto preferido CCPO es {|n) (n|}, entonces podemos llamar a {|n)} “la
base preferida”. Por lo tanto, n es el tinico niimero cuéntico: los observables
con valor definido del sistema son H y todos los demés observables que
conmutan con H.

b) El Hamiltoniano H tiene ciertas simetrias internas que llevan a una degen-
eracion en la energia. En este caso, H puede ser escrito como

Hn,in) = wy |0, in) — H = anz [n, i) (nyin| = anPn
n in n

(2.24)
donde w,, # wy, y el indice i,, expresa la degeneracién de los autovalores
de energia w,,. Consideremos un observable de la forma

A= an nin) (nyin] = an Y [nyin) (nyin] =Y anPn  (2.25)

Nyin n in

donde a,, # a,’. Queda claro que [H, A] = 0. Mds atin, A tiene la misma
degeneraciéon que H dado que ambos tienen los mismos autoproyectores: el
subespacio expandido por los autovectores degenerados correspondientes
a a, es el mismo que el expandido por los autovectores degenerados corre-
spondientes a w,,. En otras palabras, A tiene las mismas simetrias que H.
Por lo tanto, todos los observables A que conmuten con H y que tienen
la forma de la ec. (2.25) adquieren valores definidos. Por el contrario, los
observables de la forma

B = |n,in) (n,in| (2.26)

a pesar de conmutar con H, no adquiere valores definidos, dado que
cualquier hecho actual Ap [B : by, ;, ] discriminarfa entre los autovectores
correspondientes a un autovalor degenerado w,, de H: esto es, se distin-
guirfa donde el Hamiltoniano no lo hace.
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c) Un caso particularmente interesante aparece cuando todos los autovalores
wy, tienen el mismo valor ¢ de degeneracion: el indice 7, que expresa la
degeneracion en la energia, no es funcién del indice n. Entonces, en esta
caso la ec.(2.24) resulta:

Hn, i) = wy,|n,1) (2.27)

En consecuencia, el Hamiltoniano puede ser descompuesto como
H=> wny |nd)(n,il=> wnln)(n|@) i) (i = AP @I (2.28)
n [ n [

Esta descomposicién expresa la particién del sistema original S en dos

subsistemas no interactuantes SV y SP:

= El sistema S™VP estd representado por el espacio de Hilbert HVP,
con base {|n)} y, el Hamiltoniano HV? es no degenerado.

= El sistema S es representado en el espacio de Hilbert HP, con base
{|i)} y su Hamiltoniano es H? = 0. Por lo tanto, el sistema original
S es un sistema compuesto S = SNVP U SP tal que

H=H"PCoHP, H=H"PoI”+I"P@HP +H,,; = H"? o IP

(2.29)
donde HP = H;,; = 0. En consecuencia, la Regla de Actualizacion
debe ser aplicada a cada subsistema elemental:

= En SV la base preferida es {|n)}: los observables con valor definido
son HVP y todos los demds observables pertenecientes a HVP @ HN P
y que conmutan con HVP.

s En SP no hay actualizacién porque H” = 0: los observables de S
no adquieren valores definidos.

Resumiendo, de forma general podemos decir que, de acuerdo con la Regla de
Actualizacion, en un sistema cudntico los observables con valores definidos son el
Hamiltoniano H, y los observables que conmutan con H y que tienen, al menos,
las mismas simetrias que H. Queda claro que esta interpretacion sigue la linea
de las intepretaciones modales standard ya que no acepta el llamado “vinculo
autoestado-autovalor” segiin el cual un observable posee valor definido si y sélo
si el estado del sistema es un autovector de ese observable. En particular, las
interpretaciones modales obedecen este vinculo hasta el “si” pero ya no el “sélo
si”. Por lo tanto puede haber reglas que consideren que el contexto depende
de los estados, como por ejemplo la interpretacion modal de Kochen-Dieks [39]
o la de Veermas-Dieks [40], donde la actualizacién es dependiente del estado
cudntico, pero ya no por medio del vinculo autoestado-autovalor.

Hasta este punto, mediante la Regla de Actualizacién hemos identificado
los observables que reciben valores definidos en sistemas cudnticos elementales.
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Es fécil ver que, cuando un sistema elemental es un subsistema de un sistema
compuesto, los observables con valores definidos del sistema compuesto también
pueden ser identificados. De hecho, de acuerdo con la Proposicién 4, dado un
sistema cudntico compuesto S = S' U S?, si el observable A! € O de S!
adquiere valor definido a,, lo mismo sucede para el observable A = A'® 12 € O
de S, dado que A! y A representan la misma propiedad-tipo [Al] = [4] con las
mismas propiedades-caso [A! : al| = [A: a}], donde los a} son los autovalores
de A' y A. Més atin, también de acuerdo con la Proposicién 4, si el observable
Al € 0! de S' adquiere el valor definido af, y el observable 4% € O? adquiere
el valor definido a3, cualquier observable Af = f(A!' @ I%,I' ® A2%) € O de
S, que representa la propiedad-tipo [Af ] con propiedades-caso [Af : f(al, a?)],
también adquiere un valor definido f(ag,, a3).

En algunas interpretaciones modales ([39] y [40]), en general la regla de
adscripcién de propiedades o regla de actualizacién no asigna el mismo valor a
Al y A = A' ® I?; este hecho contradice la hipétesis fisica usual, basada en
la indistinguibilidad observacional de A' y A, de acuerdo con la cual ambos
observables representan la misma propiedad-tipo. Este problema ha generado
muchas discusiones ([40], pag.109-115), y diferentes estrategias para resolverlo
(ver, por ejemplo, la version perspectival de [43]). En la IMH el problema no
aparece, dado que la hipétesis usual viene dada por la Proposicién 4. Pero debe
notarse que este postulado puede ser formulado porque tenemos un criterio
preciso para distinguir entre sistemas elementales y sistemas compuestos. Sin
ese criterio, la definicién de subsistemas y sistemas compuestos seria relativa a
una particion arbitraria (al particular TPS, en términos de [28] y [29]) elegido en
cada caso; por lo tanto, la Regla de Actualizacion (o la regla de adscripcion de
propiedades en otras intepretaciones modales) deberia ser aplicada a cualquier
sistema cudntico, tanto subsistemas como sistemas compuestos, y la dificultad
aparecerfa. En nuestro caso, por el contrario, el criterio preciso para distinguir
entre sistemas elementales y sistemas compuestos estd dado por la Proposicién
2.3.1. Una vez que los sistemas cudnticos elementales han sido univocamente
identificados, no hay ningun problema en aplicarles la Regla de Actualizacién
para obtener los observables con valores definidos del sistema compuesto.

Vale la pena destacar que, a diferencia de otras interpretaciones, el contexto
preferido donde la actualizacién ocurre no es funcién del tiempo, dado que de-
pende del Hamiltoniano: los observables con valores definidos siempre conmutan
con el Hamiltoniano y, por lo tanto, son constantes de movimiento del sistema.
En otras palabras, los observables que reciben valores definidos son los mismos
durante toda la “existencia” del sistema cudntico como sistema cerrado: no es
necesario de tener en cuenta la dindmica de las propiedades actuales (volveremos
a este punto mds adelante).

La Regla de Actualizacién de la IMH no estd basada en resultados pura-
mente matemdticos (como otras interpretaciones modales que usan, por ejemp-
lo, el teorema de Schmidt, el teorema espectral); por el contrario, le otorga un
papel central al Hamiltoniano del sistema. De hecho, la regla estd inspirada en
motivaciones fisicas que se hardn claras en las proximas secciones, donde se la
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aplicara a modelos fisicos muy conocidos.

A continuacién se presenta una tabla que resume los conceptos mateméti-
cos utilizados, su correspondiente sentido fisico y también su correspondiente
interpretacién.

Matematica

Fisica

Realidad

Operadores autoadjuntos

OcOCH®H

Observables O

Propiedades-tipo [O]

Autovalores o; de O
0 ‘i’ ui> =0 ‘i’ //’i>

Valores o; del observable O
O puede adquirir el valor o;

Propiedades-caso [O : o]
Hechos posibles Pr [O : 0]

Funcién probabilidad

correspondiente al

Probabilidad fisica de que
el observable O adquiera

Propensioén a
la actualizacién del

CCPO {I1,} el valor oy, : hecho posible
[y P —[0,1] IO : o) p5 (Pr [0 : 0x))
Funcionales . . .
peO CHOH Estados p Codificacién de propensiones

La actualizacién no se describe en la teoria

Hecho actual Ap [O : o]

2.4.

Interpretacion geométrica de la IMH

En las secciones anteriores se ha introducido la interpretacién modal-Hamiltoniana

con sus proposiciones interpretativas. Entre ellas, las tres mds importantes son
la Proposicién 1, que define los sistemas cuédnticos, las Proposiciones 2 y 3 de
descomposicién y composicién de sistemas y la Regla de Actualizacién. Todas
ellas dependen del observable Hamiltoniano.

A continuacion, presentaremos un andlisis de estas proposiciones interpreta-
tivas en términos geométricos en el espacio de Hilbert (ver [41]). Como sabemos,
todo observable se puede describir en términos de su descomposicién espectral,
donde cada proyector proyecta sobre un subespacio, que puede estar degener-
ado o no, en el cual el observable tiene un autovalor definido. Debido a que
la IMH elige un observable como privilegiado, el Hamiltoniano, a su vez estd
privilegiando la descomposicién del espacio de Hilbert en autosubespacios del
Hamiltoniano.

Para introducir el andlisis geémetrico de un modo formal, se dardn algunas
definiciones bésicas. Supongamos el espacio de observables que actian sobre el
espacio de Hilbert y tengamos en cuenta a uno de ellos, designado como A. Este
observable puede ser escrito en términos de su descomposicién espectral, pero
para ello primero debemos encontrar sus autovalores y autovectores:

AN, in) = anq, |1, 0n) (2.30)
donde a, ;, es el autovalor asociado al autovector |n,i,) del observable A. El
subindice n indica el autovalor y el indice i, indica la degeneracién de ese
autovalor. De esta manera, la descomposicién espectral del observable A se
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podré escribir como:

A= an, [n,in) (nin)| (2.31)

N,ipn

Podemos proceder a definir una relacién de equivalencia entre autovectores
correspondientes a un mismo autovalor, esto es:

Definicién 1 Dos vectores |a) y |b) se dicen equivalentes |a) Y |b) respecto

del observable A, si tenemos que Ala) = an;, |a) y Alb) = an, |b).

Es decir, |a) y |b) son equivalentes respecto de A si son autovectores de
un mismo autovalor de A. La clase de equivalencia o depende del indice A ya

que éste indica el observable para la definiciéon de la relacién de equivalencia.
En el caso de que este autovalor no esté degenerado, la tinica posibilidad que
tenemos es que |a) = c|b), es decir, que los vectores sean colineales. Por otro
lado, si el autovalor estd degenerado, entonces la relaciéon de equivalencia nos
estd indicando que todos los vectores que conforman el subespacio invariante
degenerado asociado a ay, ;, son equivalentes.

Por medio de la relacién de equivalencia quedan definidas las clases de equiv-
alencias. Podemos entonces definir un vector que serd el representante de la toda
la clase de equivalencia:

Definicién 2 La clase de equivalencia [A,,] se representa mediante un vector
representativo del conjunto de vectores que cumplen con la relacion de equivalen-

cia :X asociada al autovalor a,, ;, del observable A , esto es [A,] = {|a) / |a) :Z |b)}

De aquif en adelante, utilizaremos [A,,] para nombrar la clase de equivalencia
o su vector representativo indistintamente. Dada la clase [A4,], puede definirse
- [A,,] como el complemento ortogonal del subespacio correspondiente al auto-
valor a,;,. De este modo, para cada autovalor a,_;,, el espacio de Hilbert H
se puede descomponer en dos clases, [4,] y = [4,] , donde —[A,,] contendrd las
clases de equivalencia de los restantes autovalores del observable A.

Como un caso particular podemos considerar un observable que tiene un
dnico autovalor y, por lo tanto, es completamente degenerado. Con este auto-
valor ain se puede definir su clase de equivalencia, y resultard ser que todos los
vectores equivalentes entre si conformarédn todo el espacio de Hilbert H. Clara-
mente este observable es el observable identidad I, y la clase de equivalencia
de aquellos vectores que no cumplen con la clase de equivalencia asociada a su
autovalor es la clase vacia. A lo sumo se podria ampliar el espacio de Hilbert
introduciendo algin subespacio ortogonal al original, y serdn estos vectores los
que conformen la clase de equivalencia — [I,,]. Dicho de otro modo, sobre todo
espacio de Hilbert existe al menos un observable, la identidad, que tiene un sélo
autovalor. En términos de propiedades, esto significa que existe una propiedad-
tipo, la identidad, que sélo tiene una propiedad-caso, y esta propiedad-caso no
puede distinguirse (por medio de la clase de equivalencia —[H,,] ) respecto de
otra propiedad-caso. Para lograr la distincién deberfa ampliarse el espacio de
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Hilbert, ya sea duplicdindolo o multiplicdindolo tensorialmente con otro espa-
cio de Hilbert distinto; pero entonces el observable identidad dejarfa de ser la
identidad para pasar a ser un observable con dos propiedades-caso distintas.

Ahora supongamos que a partir del observable A se pueden definir dos clases
de equivalencia asociadas a dos autovalores distintos del observable, esto es
[An] v [Am], ¥y que a su vez existe otro observable B que tiene un autovalor
degenerado, cuyo autosubespacio invariante degenerado es la suma directa de
los autosubespacios del observable A asociados a los autovalores ay, i, ¥ Gm,i,,-
Es decir, el observable B es tal que:

Bn,in) =bln, i) Bm,im) = b|m,im) (2.32)

Se podria definir la relacién de equivalencia respecto de B entre estos dos sube-
spacios, ya que ambos tienen un mismo autovalor, es decir |n,i,) ~ |m, i),
donde no se ha introducido ningiin subindice en la relaciéon de equivalencia ya
que, si bien el observable B puede tener mds de un autovalor, s6lo nos estamos
enfocando en aquel autovalor que tiene como subespacio de degeneracién a los
autosubespacios del observable A. Pero entonces también se puede definir la clase
de equivalencia de estos dos subespacios, es decir [B]. Esto significa que lo que
eran dos propiedades-caso distintas para el observable A son dos propiedades-
iguales y correspondientes a una misma propiedad-caso para el observable B.
Esto es, donde discierne un observable, algiin otro puede no hacerlo.

La interpretacion modal-Hamiltoniana sigue la misma légica, ya que define
cudl es el observable que brinda la descomposicién privilegiada del espacio de
Hilbert. Esta descomposicion serd la definida por el Hamiltoniano. La regla de
actualizacién se basa en el Hamiltoniano y todos los observables que conmutan
con ¢l y no le rompen la simetria. Esto significa que no se puede discernir den-
tro de los autosubespacios del Hamiltoniano y, por lo tanto, los vectores que
pertenezcan a tales subespacios serdn equivalentes entre si. A su vez, las com-
posiciones de los autosubespacios del Hamiltoniano serdn las descomposiciones
espectrales de los deméds observables que se pueden actualizar.

A modo de ejemplo, podriamos considerar un espacio de Hilbert de tres di-
mensiones y suponer que existe un sistema cudntico cuyo Hamiltoniano H tiene
tres autovalores distintos. En este caso habra tres clases de equivalencia [Hi],
[Hs] y [H3]. Cada clase de equivalencia estd asociada a uno de los autosube-
spacios del Hamiltoniano, que en este ejemplo son uni-dimensionales. Estos tres
autosubespacios invariantes del Hamiltoniano se pueden componer entre si para
formar otros observables tales que tengan como descomposicién espectral a estas
composiciones.

Gréficamente, el espacio de Hilbert se podra expandir en la base de au-
tovectores del Hamiltoniano, que a su vez son los representantes de la clase de
equivalencia:
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—* 2]

[1]

Descomposicién del espacio de Hilbert en clases de equivalencia no
degeneradas.

En la figura estamos nombrando las clases de equivalencia directamente con
el nimero respectivo del autovalor al cual estdn asociadas. Si escribimos los
proyectores que proyectan sobre cada subespacio invariante como [[1]) ([1]| =
Oy, |[2]) (2] = g v [[3]) ([3]] = IIj3), la descomposicion espectral del Hamil-
toniano resulta:

H= wlﬂm + UJQH[Z] + w3H[3] (233)

Podemos identificar también en la misma figura los observables que conmu-
tan con H y tienen sélo dos autovalores distintos:

pr—
et
e,

/[13] -

Descomposicion del espacio de Hilbert con clases de equivalencia degeneradas.

Las correspondientes descomposiciones espectrales de estos tres observables difer-
entes son:
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A(2) = G%)H[lg] + aéQ)H[Q] (2.35)

A(B) = aé%)n[gg] + ag?’)l_[[l] (236)

donde hemos usado II;; = |[z]) ([7]| + |[4]) ([j]|. Por tltimo, también podemos
construir el observable identidad:

Descomposicién del espacio de Hilbert con el observable identidad.

Este observable tendrd la siguiente descomposicion:

A(4) = a(4)H[123] <237>

que claramente es una identidad sobre el espacio de Hilbert de dimensién tres.
Lo que estamos viendo es que podemos combinar las propiedades bésicas del

Hamiltoniano para construir los otros posibles observables. Esto es, si partimos
de

{Tpy, ey, Thjgp § (2:38)
podemos construir
{M12), Mgy, Moy } (2.39)
y también
{H[123]} (2.40)

Dicho de otro modo, en (2.38) estamos viendo de cudntas formas podemos ar-
mar combinaciones de tres elementos tomados de a uno (tres). En la ecuacién
(2.39) estamos viendo de cudntas formas podemos armar combinaciones de tres
elementos y tomados de a dos sin que se repitan (tres). Y por ultimo, en (2.40)
estamos viendo de cudntas maneras podemos armar combinaciones de tres el-
ementos tomados de a tres (uno). Podemos encarar estos resultados desde un
punto de vista general.
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2.4.1. Esquema general geométrico de la IMH

Supongamos que tenemos definido el observable Hamiltoniano H y consider-
emos que tiene espectro discreto. Supongamos también que tiene M autovalores
diferentes y, por lo tanto, M autosubespacios invariantes, que pueden estar de-
generados o no. Designemos a la dimensién del espacio de Hilbert H donde actia
el Hamiltoniano con el valor N = dim(H). Podemos descomponer este espacio
de Hilbert de C'(N) formas segtin la siguiente ecuacion:

N
N =1 )+ 26 () + ..+ N () = S5 () (2.41)
=1

donde j = 1,2,..., N son las dimensiones de los diferentes autosubespacios in-
variantes del Hamiltoniano, f;N) es el nimero de veces que aparece cada uno
de estos subespacios invariantes y n denota las diferentes combinaciones de solu-
ciones para la ecuacion (2.41).

Veamos un ejemplo en cuatro dimensiones, N = 4:

a=17" 21" 357 v ap” (2.42)

Hay cinco posibles soluciones para esta ecuacién; por lo tanto, C(4) = 5. Si a
cada solucién i—esima la denotamos como g(N) (i), entonces:

O ={f'm=1 £W=0 flo=0 [AD=0} (243
W ={f®=2 fo=1 =0 [@=0} @u
e ={A'®=1 e =0 f@=1 AB=0} ()
W ={rw=0 =2 -0 w=-0} (9

gE) ={fPE) =0 fE) =0 fUE)=0 YE)=1} (47)
donde:

= g™ (1) se corresponde con la descomposicién del espacio de Hilbert H en
cuatro subespacios invariantes no degenerados.

30



g (2) se corresponde con la descomposicién del espacio de Hilbert H
en dos subespacios invariantes no degenerados y uno degenerado de dos
dimensiones.

. g (3) se corresponde con la descomposicién del espacio de Hilbert H en
un subespacio invariante no degenerado y uno degenerado de tres dimen-
siones.

. g (4) se corresponde con la descomposicién del espacio de Hilbert H en
dos subespacios invariantes degenerados de dos dimensiones cada uno.

= g(4) (5) se corresponde con la descomposicién del espacio de Hilbert H en
un subespacio invariante degenerado de cuatro dimensiones.

N
Cada descomposicién g(V) (i) tiene un nimero m(i) = ij(N)(z) de sube-
j=1
spacios invariantes. En el ejemplo de N = 4 tenemos que m(g(4)(1)) = 4,
m(g(2)) = 3, m(g'V(3)) = 2, m(gW(4)) =2y m(g™W(5)) = 1.

Suponiendo por el momento que los subespacios invariantes del Hamiltoni-
ano son todos no degenerados, podemos preguntarnos entonces qué cantidad de
observables Obs(N) se pueden construir, que conmuten con H y no le rompan
su simetria. Para encontrar este valor podemos recordar que los grupos de per-
mutaciéon de N objetos, llamados Sy, se pueden escribir en términos de ciclos,
donde un ciclo es una permutacion ciclica de un subconjunto. Un elemento arbi-
trario tiene f;N)(i)—j ciclos y éstos cumplen con la ec.(2.41). A su vez, en estos
grupos de permutacién se pueden definir clases de conjugacién, que dan justa-
mente la estructura ciclica: tales clases estdn etiquetadas por los enteros f;N) (7).
Podemos contar el nimero de elementos de grupo en cada clase de conjugacién, y
justamente este valor se corresponderd con el nimero de combinaciones posibles
que se pueden hacer con las descomposiciones del Hamiltoniano. Si suponemos
que cada clase de conjugacién consta de permutaciones de la forma fl(N)(i)-l

ciclos, fl(N) (1)-2 ciclos, ete, satisfaciendo la ec.(2.41), el nimero de diferentes
permutaciones en la clase de conjugacién resulta N (ver [42],

[LonrA™ @ e

J
pag. 37, ec.(1.141)). Por lo tanto el nimero de observables que se actualizan
debe ser la suma sobre todas las posibles descomposiciones:

C(N)

Obs(N) = N N
; (Maz (g™ (i) — 1)!(j1;[1(j!)f§ >(i)fJ(N) (D))

N (2.48)

donde se ha introducido el valor (Max(g™)(i)) —1)!, donde Max(g™N)(i)) es
la méxima dimensién de los subespacios de la descomposicién ¢(™)(i). Este
coeficiente se introduce ya que las permutaciones de orden ciclico dentro de una
clase de conjugacion no se deben contar.
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Para comprobar esta tltima ecuacién veamos como funciona. Para ello con-
sideremos el ejemplo del espacio de Hilbert H con dimension N = 4 suponiendo
que todos los autovalores del Hamiltoniano son no degenerados; entonces,

5
4!
Obs(4) = (2.49)
— 4 (; A @ (i) £(4)
=1 (Max(g® (@) = DI ()5 f7(0)!
j=
4! 4! 4! 4! 4!
= I+ﬁ+§+72!2!2! +I:1+6+4+3+1:15
Veamos como surgen todos estos observables. Para ello nombremos a los sube-
spacios invariantes no degenerados del Hamiltoniano como Iljyj, gy, Tlj3) y 4.
Entonces:

= g (1) se corresponde con los cuatro subespacios invariantes no degener-
ados del propio Hamiltoniano, es decir, H = {H[l], oy, Ty, Ty } Por lo
tanto, para esta descomposicién tenemos un observable, que justamente
es el valor 1 de la ec. (2.49).

g (2) se corresponde con la composicién de los autosubespacios del Hamil-
toniano en dos subespacios invariantes no degenerados y uno degenerado
de dos dimensiones, que se corresponden con seis observables distintos
{0, o), Wiy §o { g, T, Moy §y { g, Thjag, Mgy § { s Mg, My
{H[Q],H[4],H[13]}, {H[g],ﬂ[4],1_[[12]}. Estos seis observables se correspon-
den con el valor 6 de la ec. (2.49).

s ¢4 (3) se corresponde con la composicién de los autosubespacios del Hamil-
toniano en un subespacio invariante no degenerado y uno degenerado de
tres dimensiones. Es decir, cuatro observables diferentes {H[l],H[234]},

{H[Q], H[134]}, {H[g], H[124]}, {H[4],H[123]} (valor 4 de la ec. (249))

. g (4) se corresponde con la composicién de los autosubespacios del Hamil-
toniano en dos subespacios invariantes degenerados de dos dimensiones
cada uno. Es decir, tres observables distintos {HDQ], M3y }, {H[lg]7 Moy },
{H[M], H[Qg]} (valor 3 de la ec.( (2.49)).

= g™ (5) se corresponde con la composicién de los autosubespacios del Hamil-
toniano en un subespacio invariante degenerado de cuatro dimensiones. Es
decir, el tinico observable {H[1234]} que es la identidad (ultimo valor 1 de
la ec.( (2.49)).

Podria ser el caso que el Hamiltoniano tuviera algin subespacio invariante
degenerado, por ejemplo, que se correspondiera con el observable {[1],[2], [34]}
en el ejemplo de cuatro dimensiones. En este caso, podrfamos llamar I1j;; — Hh],
My — H’[Q] y Mizqp — II7 3 ¥ esto serfa equivalente a un espacio de Hilbert de
tres dimensiones donde Eos minimos subespacios invariantes vuelven a ser los
del Hamiltoniano.
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Cualquier vector del espacio de Hilbert se puede escribir como combinacién
lineal de N vectores linealmente independientes. No obstante, como venimos
diciendo, aquellos estados que pertenecen a una misma clase de equivalencia
dentro de los autosubespacios del Hamiltoniano se corresponden con una sola
propiedad-caso, por lo tanto tendran el mismo coeficiente que representa su
propension a actualizarse. Esto significa que cualquier estado se puede escribir
como:

M
W) = ailly (2.50)
i=1

donde los a; son los coeficientes que acompanan a cada subespacio invariante, y
se debe cumplir que:

> ai* =1 (2.51)

i=1
Los autovalores del Hamiltoniano no deben cumplir la condicién (2.51). En este
sentido podriamos pensar que, en realidad, por la forma en que se escriben los
estados, éstos no difieren de la forma con la que se escriben los observables que
se actualizaran. Lo tnico que deben cumplir es la normalizacién, y esto justifica
la aproximacién algebraica de la mecédnica cudntica usada en esta tesis, donde
los estados son funcionales con la propiedad de que su traza es uno.

2.5. Relevancia fisica de la interpretacion

Como hemos venido diciendo, una buena interpretacién de la mecénica cudn-
tica no sélo debe encarar los desafios interpretativos tradicionales de la teoria,
sino también debe estar de acuerdo con la préactica ortodoxa de la fisica. En
esta seccién se argumentard la relevancia fisica de la IMH al aplicarla a modelos
muy conocidos y a resultados experimentales.

2.5.1. Particula libre

El Hamiltoniano de una particula libre es

pP?  P}+P:+P?
=—=——" = (2.52)

2m 2m
donde P es el observable momento, con componentes P, Py, P., y m es la masa
de la particula. La particula se dice “libre” porque no hay campos externos
actuando sobre ella: entonces, el espacio es homogéneo y, en consecuencia, H es
invariante ante desplazamientos espaciales en cualquier direccién (un argumento
andlogo puede darse en términos de la isotropia del espacio). Las componentes
P,, P,, P, son los generadores de la simetrfa y, al mismo tiempo, constantes de
movimiento del sistema. Por lo tanto, el Hamiltoniano estd degenerado.
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La solucién més general de la ecuacién de Schrédinger para el Hamiltoniano
(2.52) en la representacién de coordenadas es

S0($’y7 Z) _ (Aggeikzm 4 Bmefikzr)(Ayeikyy + Byefikyy)(Azeikzz + Bzefikzz)
(2.53)
donde A;, B, Ay, By, A, y B, son constantes que quedardn determinadas por
las condiciones de contorno, al igual que los vectores de onda k,, k, y k. € Ry
la energfa resulta

h2
E="(k2+k +K 2.54
2m( >tk kD) (2.54)

De aqui podemos concluir que el Hamiltoniano es degenerado puesto que kzi +
k2 4+ k2 = k2’ + k' + k2 . Dicho de otra manera, podemos tomar a la ec. (2.54)
como la ecuacién de una esfera en tres dimensiones con coordenadas k;, k, y

2mE
72

de (2.54) se corresponderdn con el mismo autovalor de energfa. La cantidad de
soluciones es infinita, ya que los vectores de onda son continuos, por lo tanto
también lo serd la degeneracién de la energfa. También podemos darnos cuenta
de que cada autovalor distinto de la energfa tendrd la misma degeneracién, en
particular si consideramos un valor de energia E’ distinto de E con la siguiente
ecuacion:

k. vy con un radio R =

. Todos los puntos k;, k, y k. que sean solucién

2
2m

E (kY + k) + k) (2.55)

. , ’ . .
entonces el radio de la esfera serd R = ,/ 27}?;3 . Si pudiesemos encontrar una

correspondencia uno a uno entre los puntos de una esfera y la otra, entonces
la cardinalidad de ambas soluciones serd la misma y, por lo tanto, también la
degeneracién. Una correspondencia sencilla es la siguiente:

K, =Xk ky=Mky, K, =Mk, (2.56)

entonces la energia en (2.54) resulta:

h2
E = %Az(kﬁ + &+ k2) (2.57)

Por lo tanto vemos que E' = \’E y % =\

Podemos considerar el siguiente caso de interés donde el sistema cudntico
estd confinado en una regién acotada del espacio, en particular elegimos una
caja tridimensional de lados a, b y c. En este caso la energia queda discretizada
va que los vectores de onda lo estdn:

B2r2 n?2 m? 2
Eymi = %(ﬁ 2 + 6*2) (2.58)
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En este caso la degeneracion Ey, ., 1 = Ep/ m 1» equivale a las soluciones discretas
de una elipsoide, donde a, b y ¢ son las longitudes de los semiejes. Por otro lado,
si las dimensiones de la caja donde se encuentra nuestro sistema cudntico son
iguales, es decir, a = b = ¢, entonces la energfa resultard:

h2m?
2ma?
La degeneracion en este caso depende de los indices y tiene una estructura

bastante compleja. A modo figurativo podemos ordenar los niveles de la siguiente
manera;

Epmi = (n?® +m? +1%) (2.59)

3h%m?

Fia, = T

11,1 2l
Ey1n = Eion=FEi12=2F11.1
Eyoy1 = Es12=FEi22=3FE11,1

11
E311 = Eizi=FEi13= §E1,1,1 (2.60)
Eso90 = 4E11:
7

Eio3 = FEizo=FEs13=FEy31=FE312=FE321= §E1,1,1

(2.61)

Cada uno de estos autovalores diferentes define su propio subespacio invariante
que denominaremos como [1], 2], [3], [4], [4], [Z] ... A su vez, el espacio de
Hilbert se podrd descomponer como

H = Hi@Ha@H&H 1 OHA&H; @ ... (2.62)

Mediante la descomposicion espectral, el Hamiltoniano se podrd escribir como

H=FEy 11 [1]4+2E 11 [2]4+3E1 11 [3]+%E1,1,1 {131} +4F1 11 [4]+5E1,1,1 {H +...
(2.63)

Volviendo a la forma (2.52) de H, si bien las tres componentes de P pueden
ser usadas para la descripcién tedrica de la particula libre ya que conmutan
entre si, es usual elegir dos componentes de las tres y anadirlas al Hamil-
toniano para constituir un conjunto completo de observables que conmutan
(ccoce), {H, P, P,}{H,P,,P,} o {H, P,, P,} que define una base del espacio
de Hilbert (dada la dependencia funcional entre las cuatro magnitudes, el CCOC
{P;, Py, P.} puede ser equivalentemente usado). Pero este hecho no significa que
pueda suponerse que esos observables tienen que tener valores definidos. Por el
contrario, la aplicacién de la intepretacién a este sistema estd de acuerdo con la
imposibilidad empirica de acceder a los valores P, Py, P, en la particula libre.
Esto se puede ver notando que los diferentes nimeros cudnticos asociados a los
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momentos estdn contenidos en un mismo subespacio degenerado del Hamiltoni-
ano, como por ejemplo n =1, m = 1, [ = 2 y las diferentes permutaciones de
estos valores. Esta degeneracion significa que, desde el punto de vista energético,

una particula libre moviéndose en la direccién z con momento p" = (2, 7, 27’7) es
. . . . , — .
indiscernible de la misma particula con momento p" = (%’T, ™, 7). Una posible

manera de que se pueda actualizar alguna de las componentes del momento es
a través de un Hamiltoniano de interaccién, por ejemplo:

2 2 2
H:Px+Py+Pz
2m

donde se ha agregado una delta de Dirac en la mitad del recinto en la direccién
z. En este caso los niveles de energfa quedan:

h2m? n2r2n [n272 Smw
Enmi = o (0 +m? + 1) + oo [ = = e (2.65)

De esta iltima ecuacién podemos ver que los niveles de energfa originalmente
degenerados ya no lo estdn debido a la apariciéon del segundo término de la
ec.(2.65) que depende del nimero cuédntico n. Por otro lado, los momentos siguen
formando un CCOC junto al Hamiltoniano para x # 5. Esto es, una medicién
siempre involucra una interaccién con el objeto medido, que rompe la simetria
del sistema original al modificar el Hamiltoniano. Esto implica que, ante una
medicién, la particula ya no es libre: la ruptura de la simetria introducida por la
interaccién con el aparato de medicién es lo que permite tener acceso empirico
a un observable que era un generador de simetria del sistema original.

+ wod(z — g) (2.64)

2.5.2. Particula libre con spin

El spin S es una contribucién interna del momento angular total y, por lo
tanto, agrega grados de libertad a la particula: el espacio de Hilbert es ahora
H ="H; ® Hs, donde H; es el espacio de Hilbert de la particula libre y H, el
espacio de Hilbert del spin. En este caso, el Hamiltoniano es

p? 9
H= o + kS (2.66)
donde k es una constante (ver [26]).

De acuerdo con la IMH, el sistema es compuesto, porque puede descompon-
erse en dos subsistemas no interactuantes (ver Proposicién 2 de Descomposicién
de Sistemas): una particula libre sin spin, representada en Hy por Hy = 5—;, y
la parte de spin, representada en H, por Hy = kS?. Por lo tanto, la Regla de
Actualizacién debe ser aplicada independientemente a cada subsistema elemen-
tal.

La regla se aplica al subsistema conformado por la particula libre como fue
sefialado en el apartado anterior. Por otro lado, el subsistema conformado por
la parte de spin H, es invariante ante rotaciones en el espacio de spin: los gener-
adores de esta simetrfa son las tres componentes S;, S, y S, del spin total S. En
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este caso, el momento angular orbital es cero, por lo tanto el momento angular
total es idéntico a S. Andlogamente al caso de la particula libre, de acuerdo con
la Regla de Actualizacién, en este caso H, adquiere valor definido y también S2,
dado que es proporcional a H,; no obstante, S, S, y S. no adquieren valores
definidos, dado que son generadores de la simetria del Hamiltoniano H, = kS?2.

Nuevamente, esta conclusién estd de acuerdo con el hecho de que no se tiene
acceso empirico a las componentes de spin de la particula libre con spin. Si quer-
emos conocer los valores de esas componentes, debemos realizar una medicién
sobre el sistema: en particular, debemos introducir un campo magnético B en
alguna direccién, por ejemplo en la direccién z, que inevitablemente romperd
la isotropfa del espacio y, en consecuencia, la simetria rotacional del sistema.
Bajo la accién de B, el Hamiltoniano Hg ya no es invariante bajo rotaciones,
porque ahora se incluye en él el termino de interaccién —v|B| S, donde | B] es el
modulo del campo magnético, que privilegia una direccién en el espacio, en este
caso la direccién z. En otras palabras, podemos tener acceso experimental a la
componente S, del spin sélo por medio de una medicién que rompa la simetria
rotacional del Hamiltoniano original y, por lo tanto, logre que el sistema no sea
més libre. Esta es la forma usual en que una componente de spin se mide en un
experimento de Stern-Gerlach (experimento que serd descripto en detalle en la
seccion 2.6.3).

2.5.3. Oscilador arménico

Por definicién, un oscilador arménico es un sistema con una energia poten-
cial cuadratica en la posicién, que produce una fuerza restauradora en contra
del desplazamiento respecto de la posicion de equilibrio. En una dimension, el
Hamiltoniano del sistema es:

P2 nmw?Q?

H=_—
2m+ 2

donde w es la frecuencia natural de oscilacién del sistema. Se pueden introducir

operadores momento y posicién adimensionales por medio de la transformacion
1 1 . .

q z'b(m%)iQ yp= (ﬁ)fP y reemplazando en (2.67) el Hamiltoniano se

escribe:

(2.67)

1
H:immhm% (2.68)

A su vez, se puede efectuar la transformacion a los operadores de creacion y
destruccioén a = %(quip) yal = %(qq%p) y, por medio del operador nimero

de modos N = afa, el Hamiltoniano resulta

H = ho(N + ) (2.69)

Como es bien sabido, en este caso los espectros de H y N pueden obtenerse
algebraicamente como:
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Hn) = hw(n + %) In) (2.70)

N |n) =n|n) (2.71)

La no degeneracion de H expresa el hecho de que no hay simetrias: el CCOC
{H} define la base {|n)} del espacio de Hilbert del sistema.

De acuerdo con la Regla de Actualizacién, dado que en este caso el Hamilto-
niano es no degenerado, el contexto preferido CCPO es {|n) (n|}: los observables
con valor definido del sistema son H y todos los observables que conmutan con él.
En particular, el nimero de modos N adquiere valor definido porque [H, N] = 0.

El oscilador arménico tiene una relevancia central en mecdnica cudntica
porque brinda un modelo para muchos sistemas vibrantes. En particular, el
campo electromédgnetico puede ser descompuesto en términos de modos lineales
independientes de vibracién, cada uno de los cuales se comporta como un os-
cilador arménico al que usualmente se asocia una particula: en este caso, N se
concibe como el observable nimero de particulas. Es importante enfatizar que la
representacion de particulas del sistema, con un nimero definido de particulas,
no es genérico: sélo puede ser retenido metaféricamente cuando el observable N
cumple los requerimientos impuestos por la Regla de Actualizacién.

Otro punto importante a senialar es que en aquellos sistemas vibrantes que
se pueden representar como osciladores arménicos, la energfa del sistema y sus
funciones (como N) son las magnitudes fisicas relevantes del sistema, cuyos
valores se asumen como definidos. La IMH esta de acuerdo con esa hipétesis
usual, dado que selecciona el Hamiltoniano no degenerado como el observable
que define la base de actualizacién.

2.5.4. Atomo de hidrégeno y dtomos genéricos

El dtomo de hidrégeno se describe como un sistema de dos particulas, un
electrén y un protén, que interactian por medio de la interaccién Coulombiana.
En este caso, el Hamiltoniano es

2 2 2
oLt B o e (2.72)
2me  2my,  |Qe — @yl
donde los subindices e y p refieren al electréon y protén respectivamente, y e es
la carga del electrén. La estrategia usual para resolver la ecuacién de autoval-
ores en la energia en la representacién de coordenadas es referir el Hamiltoniano
al centro de masa del sistema por medio de una transformacién candnica, y
luego escribir la ecuacion resultante en coordenadas esféricas (r, 6, ¢). Como se
sabe, con esta estrategia la solucién de la ecuacién puede ser expresada como el
producto de dos funciones, una dependiente de la coordenada radial y la otra
dependiente de las coordenadas angulares: ¥(r,0,¢) = R(r)Y (0, ¢). Resolvien-
do las ecuaciones angular y radial, se obtienen los tres niimeros cudnticos: el
nimero cudntico principal n, el nimero cudntico del momento angular orbital [
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y el nimero cudntico magnético m;. Estos nimeros cudnticos se corresponden
a los autovalores de los observables H, L? y L. respectivamente, donde L es el
momento angular orbital, y L,, L,, L. sus componentes:

pe
Hn,l,my) = ~3p22 [n, 1, my) (2.73)
L2 |n,l,my) = 1(1 + Dhn, 1, my) (2.74)
L. |n,l,m;) = mihn,l,m) (2.75)

donde n = 0,1,2,.., I <ny -l <m <I, pu= ("%E + i)*l es la masa
reducida. Por lo tanto, el dtomo de hidrégeno queda descripto en términos de
la base {|n,l,m)} definida por el CCOC {H, L?, L.}: los niimeros cuénticos n,
l 'y m; etiquetan la soluciéon ¥, ; ,, de la ecuacién para los autovalores de la
energia.

En este caso, el Hamiltoniano es degenerado debido a la invariancia ante
rotaciones espaciales. En particular, esta degeneracién para el nivel de energia
E, es

n—1

;=3 = A (2.76)

Por cada valor de n hay n valores de [ correspondientes al nimero cuédntico de
momento angular orbital; a su vez, por cada uno de estos valores, hay (2 + 1)
valores del nimero cudntico magnetico my; de alli que la degeneracién por cada
nivel de energfa F,, sea n?. Sélo el estado fundamental es no degenerado. Las tres
componentes del momento angular L,, L,, L, son los generadores de simetria
rotacional. Como consecuencia, aunque [ y m; son buenos nimeros cudnticos,
en el sentido de que colaboran en la definicién de la base del espacio de Hilbert
que usualmente se utiliza, los autovalores w,, del Hamiltoniano no dependen
de ellos: dada la simetria de H, los valores de L? y L. diferencian sobre los
autosubespacios de degeneracién de la energia. De acuerdo con la Regla de
Actualizacién, como resultado de la degeneracién de H, los observables L? y
L, no adquieren valores definidos: los tinicos observables con valor definido del
sistema son el Hamiltoniano H y todos los observables que tienen, al menos, la
misma simetrfa rotacional (al menos, la misma degeneracién) que H.

Como deciamos en la seccién anterior, puede haber otras simetrias escondidas
en un sistema cudntico. En el caso del d4tomo de hidrégeno existe otra simetria
ademds de la rotacién espacial, que actiia en dimensiones mayores que 3 como
en el caso del momento angular. Esta simetria permite alterar las 6rbitas sin
alterar el momento angular. El generador de esta simetria se denomina vector
de Laplace-Runge-Lenz y tiene la siguiente forma:

1 e?
A = §€ijk{Pj7Lk} - NTxi (2.77)
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donde {, } es el anticonmutador. En particular, [H, A;] = 0 y por lo tanto 4;
pertenece al contexto preferido definido por el Hamiltoniano. Esta simetria es
equivalente a pensar al problema del dtomo de hidrégeno como si fuese una
particula libre confinada en una esfera-unidad tridimensional en un espacio de
cuatro dimensiones, esto es, la simetria SO(4).

El hecho de que la interpretacién no otorga valores definidos a L? y L,
estd de acuerdo con la evidencia experimental, en particular, con los datos que
provienen de la espectroscopia. Veamos en detalle esto:

a) En quimica cudntica, los estados ¥y, ; ,, del dtomo (orbitales) estdn eti-
quetados como Xa, donde X es el nimero cudntico principal n y o es
reemplazado por s, p, d, f, etc., esto es, con letras correspondientes a los
valores del momento angular orbital [: 1s, 2s, 2p, 3s, 3p, 3d, etc. Como se
puede ver, el nimero cudntico magnético m; no estd incluido en esta de-
scripcién porque, aunque V¥, ; »,, depende de los tres nimeros cudnticos,
la simetria rotacional del Hamiltoniano hace que la seleccién de L, sea
una decisién completamente arbitraria: dado que el espacio es isotrépico,
podemos elegir también L, o L, para obtener una descripcién legitima del
dtomo de hidrégeno. La arbitrariedad en la seleccién de la direccion z se
manifiesta en la espectroscopia por el hecho de que las lineas espectrales
no dan evidencia experimental sobre los valores de L,: no se tiene acce-
so experimental al nimero cudntico m;. En la IMH, no se asigna un valor
definido a L, de acuerdo con los resultados experimentales. Andlogamente
al caso de la particula libre con spin, si queremos conocer los valores de
L., debemos introducir un campo magnético que rompe la isotropia del
espacio.

b) Por el contrario, los valores del nimero cudntico [ estdn incluidos en la de-
scripcién de los orbitales tradicionales como s, p, d, f, etc. Mds ain, los
valores de [ pueden ser inferidos de la observacién del espectro de en-
ergia del 4tomo de hidrégeno, y juegan un papel en la explicacion de las
series espectrales més conocidas (Paschen, Balmer, Lyman, etc). Estos
hechos podrian ser interpretados como un sintoma del valor definido del
observable L? en el dtomo de hidrégeno. Sin embargo, la manifestacién
del valor [ requiere la interaccién entre el dtomo y un campo electromag-
nético. La explicacién usual es la siguiente. Dado que las transiciones de
energfa involucran la absorcién y emisiéon de un fotén (que tiene spin 1),
la conservaciéon del momento angular fuerza al dtomo a experimentar un
cambio en el momento angular orbital /. Por esta razén, cuando un fotén
es absorbido por un d&tomo en un orbital s, el &tomo adquiere momento
angular orbital y efectia la transiciéon a un orbital p; cuando es absorbido
por un dtomo en un orbital p, el momento angular orbital se incremen-
ta (transicion p — d) o decrece (transicién p — s), dependiendo en la
orientacién relativa del fotén y del momento angular del atomo. Pero las
transiciones s — d o p — f estan prohibidas. De esta explicacion queda
claro que la manifestacion del valor [ es el resultado de una interaccion;
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pero, entonces, el sistema ya no es un dtomo de hidrégeno libre. El nuevo
sistema tiene un Hamiltoniano de la forma

H=H, + Hepp + Hing (2.78)

donde H,; es el Hamiltoniano del dtomo de hidrégeno libre y He,, es el
Hamiltoniano del campo electromagnético, que puede ser calculado como
una suma infinita de osciladores armonicos independientes correspondi-
entes a los diferentes modos de vibracién del campo. H;,; es el Hamil-
toniano de interaccién, que depende del momento dipolar del dtomo (en
primera aproximacién) y del campo eléctrico (ver [26], pag. 548-549). La
interaccién rompe la simetrfa original en L? y, en consecuencia, remueve
la degeneracién en la energia a través del nimero cuédntico [: ahora los au-
tovalores de energia w, ; pasan a ser funcién de ambos nimeros cudnticos
n y . Este hecho conduce a la manifestacién del valor [ en el espectro de
energfa, y pemite que L? se convierta en un observable con valor definido
en el nuevo sistema.

El hecho de que L? no sea un observable con valor definido en el dtomo de
hidrégeno libre no significa que nunca adquirird un valor definido en él. Las
caracteristicas particulares del dtomo de hidrégeno dependen fuertemente del
potencial Coulombiano. En dtomos mas complejos, el potencial no es perfecta-
mente Coulombiano, y esta asimetrfa elimina la degeneracién en [ del Hamil-
toniano: los autovalores de la energfa w,; son funciones de ambos nimeros
cuédnticos n y [ sin necesidad de interaccién (ver [26], pdg. 280). Esto signifi-
ca que L? ya no discrimina entre los diferentes autovectores correspondientes
a un autovalor de energia degenerado, pero remueve la degeneracién del caso
Coulombiano simétrico. De acuerdo con la Regla de Actualizacion, esto implica
que L? es un observable con valor definido para dtomos libres con potenciales
no Coulombianos.

2.5.5. Efecto Zeeman

Como se sabe, cuando se aplica un campo magnético externo sobre un dtomo,
las lineas espectrales se dividen en muiltiples lineas levemente separadas. Este
efecto fue observado por primera vez por Zeeman en 1896 y por eso fue llamado
efecto Zeeman.

En el apartado anterior vimos que, tanto en el caso de un potencial Coulom-
biano o no, el Hamiltoniano tiene una simetria rotacional que hace que los
autovalores de energfa sean independientes del nimero cudntico magnético my,
esto es, que H sea degenerado en my. Es precisamente por esta simetria que la
seleccion de L, para completar la base del espacio de Hilbert es el resultado de
una decisién arbitraria. La arbitrariedad de elegir la direccién z esté de acuer-
do con el hecho de que no hay evidencia experimental sobre el valor m; en el
espectro de energfa.

Anélogamente a la medicién de una particula libre con spin, un campo mag-
nético B a lo largo del eje z rompe la isotropia del espacio y, en consecuencia,
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la simetria rotacional del Hamiltoniano. En este caso, la ruptura de la simetria
remueve la degeneracién de la energia en m;: ahora L, no estd arbitrariamente
elegido ya que es seleccionado por ser la direcciéon del campo magnético. Pero,
a su vez, esto implica que el 4tomo ya no es libre: el Hamiltoniano del nuevo
sistema es aproximadamente (ver [26], pag. 326):

(&
H:Hat+

BL 2.79
2mee ( )

donde, nuevamente, H,; es el Hamiltoniano del dtomo libre. Como consecuencia,
la degeneracién original del multiplete (20 + 1) para n y [ fijo desaparece: los
niveles de energfa quedan desplazados por una cantidad:

eh|B|
2mec

Aeontm = Dy, (2.80)
Esto significa que el Hamiltoniano, con autovalores w, es ahora no degenerado, y
constituye por si mismo el CCOC {H} que define la base preferida {|n, 1, m;)}.
De acuerdo con la Regla de Actualizacion, en este caso H y todos los observables
que conmutan con H tienen valores definidos: dado que éste es el caso para L?
y L., en las condiciones fisicas que llevan al efecto Zeeman, ambos observables
adquieren valores definidos.

2.5.6. Estructura fina

Cuando las lineas espectrales del dtomo de hidrégeno correspondientes a
n > 1 se examinan con alta resolucién, se encuentran dobletes muy cercanos
entre si. Esta divisién fue una de las primeras evidencias experimentales del spin
del electron. Este fenémeno se explica usualmente diciendo que los niveles de
energia del dtomo estan afectados por el acoplamiento entre el spin del electrén
Sy el momento angular orbital L. En este caso el Hamiltoniano es

H=Hy,+H,+H,_, (2.81)

donde H,; es el Hamiltoniano del dtomo de hidrégeno libre, Hy = kS? es el
Hamiltoniano del spin y H,_, es el Hamiltoniano de la interaccién spin-érbita
que es funcién del producto L - S.

Cuando la interaccién spin-érbita no se tiene en cuenta (Hs;_, ~ 0), el sis-
tema es compuesto (ver apartado 2.5.2, Particula libre con spin) y puede ser
descripto en términos de la base {|n,l,my;, s, ms) = |n,l,m;) @ |s,ms)}, donde
s(s 4+ 1)h? son los autovalores de S?, y mgsh los autovalores de S,. Cuando la
interaccién spin-6rbita se tiene en cuenta, los observables L, y S, ya no con-
mutan con H y, entonces, ya no son constantes de movimiento del sistema: es
usual decir que m; y ms ya no son buenos nimeros cudnticos. No obstante, el
Hamiltoniano es atin invariante ante rotaciones espaciales: las componentes J,,
Jy, J del momento angular total J son los generadores del grupo de simetria,
y J? es el operador de Casimir del grupo, con autovalores j(j + 1)h. A su vez,
J es la suma del momento orbital angular L y el momento angular del spin S:
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J=L+S m; =my + ms (2.82)

donde m; se corresponde con los autovalores de J,. Podemos tomar el cuadrado
de (2.82):
R
J2=(L+98)? — L-S:f (2.83)
Esto significa que H,_, es funcién de J2, L? y S? y los correspondientes auto-
valores 7, [ v s son buenos nimeros cudnticos. En consecuencia, los autovalores
del Hamiltoniano total tienen la forma general:

Wn,l,j,s = Wn,l + g(n: l)(](] + 1) - l(l + 1) - S(S + 1)) (284)

donde wy,; representa los autovalores de la energfa sin el acoplamiento spin-
6rbita, y € es una funcién de los nimeros cudnticos n y I (ver [30], pdg. 181-183).
Entonces, la base {|n,l, j, s, m;)} del espacio de Hilbert del sistema estd definida
por el CCOC {H, L? J? 82, J.}.

Queda claro que el acoplamiento spin-érbita remueve la degeneracién orig-
inal de los autovalores w,,; del dtomo sin acoplamiento. Por lo tanto, en este
caso, la Regla de Actualizacién selecciona L?, J? y S? como los observables con
valor definido, porque todos ellos conmutan con H y tienen la misma degen-
eracién en m; que H. Pero la simetrfa rotacional sigue presente en el sistema y
conduce a una degeneracién en H, manifestada por el hecho de que los autoval-
ores de energfa w,, ; ;s no dependen de m;. Entonces, de acuerdo con la Regla
de Actualizacién, aunque m; es un buen nimero cudntico, J, no adquiere valor
definido, y este resultado estd de acuerdo con la arbitrariedad de la eleccién en
la direccién z.

Cuando un campo magnético se aplica sobre un dtomo, las lineas espectrales
se dividen de diferentes maneras. El efecto Zeeman “normal”, explicado en el
apartado anterior, se observa en estados de spin cero; por lo tanto, el acoplamien-
to spin-6rbita no tiene efecto. En los estados en los cuales el acoplamiento spin-
orbita es efectivo, la accién del campo magnético produce otra divisiéon de los
niveles de energfa conocida como efecto Zeeman anémalo. No obstante, la ex-
plicacion de este efecto anémalo es el mismo que el efecto normal: la accién del
campo magnético a lo largo del eje z rompe la simetria rotacional del Hamilto-
niano privilegiando la direccién z, y esto remueve la degeneracién original del
Hamiltoniano en el nimero cudntico m; (en lugar del nimero cuantico m; como
ocurre en el efecto Zeeman normal). En este caso, la Regla de Actualizacién
implica que J, también tendra valor definido.

2.5.7. Aproximacién de Born-Oppenheimer

La Regla de Actualizacién adjudica al Hamiltoniano del sistema el papel
de seleccionar el contexto preferido y, entonces, la energia del sistema siempre
adquirird un valor actual. Pero esto no significa que el momento es un observable
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con valor definido en cualquier caso, dado que no siempre conmuta con el Hamil-
toniano. De hecho, cuando un sistema estd afectado por un campo externo, su
Hamiltoniano tiene la siguiente forma general:

2

P
H=—+4+V=T+V (2.85)
2m

Cuando la masa del sistema es pequena, el término cinético prevalece sobre
el término de energfa potencial, y el Hamiltoniano aproximadamente conmuta
con P2. Por lo tanto, la Regla de Actualizacién implica la idea usual de que
sistemas “pequenos” aproximadamente actualizan en momento pero no en una
posicién definida y por otro lado sistemas “grandes” actualizan aproximada-
mente en posicién. En este sentido, la IMH concuerda con la hipétesis fisica de
que los electrones tienen momento definido pero no posicién definida y el niicleo
tiene posicién definida pero no momento definido. En general, esta regla expli-
ca el hecho de que los sistemas macroscépicos, con sus masas grandes, poseen
aproximadamente un valor definido en posicién. Para justificar lo dicho debe-
mos comparar los operadores que conforman el Hamiltoniano en términos de la
norma, definida para ellos dentro del dlgebra a la que pertenecen. Recordemos
la definicién de norma de un operador:

[AY]|
Al = sup 1271 (2.36)
ver |9
donde ¥ es un vector perteneciente al espacio de Hilbert. Podriamos reescribir la
norma de la ecuacién anterior de una manera mds sencilla notando que | V]| < 1.
Entonces:

[A[l = [ Ay (2.87)

donde ¥, es el vector que cumple con ||¥q|| = 1. Lo que debemos comparar es
la norma del operador T' = % con la norma del operador V para diferentes

valores de m, esto es, debemos calcular los siguientes limites:

1%
WY (2.88)
m — oo N7l

m — 0

Por lo tanto debemos calcular la norma por separado. Nétese que el Hamilto-
niano ya no se puede diagonalizar simultdneamente con el momento, ya que el
potencial depende de la posicién y entonces [H, P] = i% # 0. Si consideramos

2
p
2m

que ¥y es un autoestado del operador P, entonces TW; = £-W;: por lo tanto,

la norma del potencial escalar V resulta

2 4

p p
Vi=V¥| =||HY, =TV, || = ||H| — — (H — 2.89
VI = V] = |[HY, 1l = 1 H]l m( >+4m2 (2.89)

donde se ha usado que (1| ;) =1y (H) = (Uy |H|U;). Entonces, la ec.(2.88)
queda:
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Vv 4m? 4
i W (o H| = 22 (H) + 1) (2.90)
m — o0 HT” m-—oo P p

m — 0 m — 0

El limite para m — 0 da como resultado el valor uno, y el limite para m —
oo da como resultado infinito. Esto implica que, para masas muy livianas, la
norma de la energfa cinética es casi idéntica a la norma del potencial escalar
y, ademds, |H| ~ (H) (T). Para masas muy grandes, el médulo del potencial
escalar es mucho mayor que el médulo de la energia cinética. Esto concuerda
con la idea de que para masas muy grandes, se actualiza la posicién, ya que
[H,Q] = {%, } = —%P y entonces lim [H,Q] — 0.
m— 00

Este analisis es particularmente relevante en quimica molecular, donde la
descripciéon de las moléculas estd basada en la separacién adiabdtica entre el
electrén y los movimientos nucleares. Como es sabido, la aproximacién de Born-
Oppenheimer concibe al nicleo como particula clédsica, esto es, como un objeto
localizado con precisién. Esta estrategia de aproximacién que consiste en man-
tener al niicleo en reposo en una posicién definida, se puede pensar que se origina
al permitir que la masa del nicleo se haga infinita. Sin embargo, desde un punto
de vista estrictamente cudntico, sin una regla que seleccione los observables con
valores actuales del sistema, la hipétesis de masas nucleares infinitas no expli-
ca atn por qué los nicleos pueden ser tratados como si tuviesen una posicién
definida. Como Primas afirma: “Apenas comprendemos por qué la imagen de
Born-Oppenheimer es compatible con los conceptos de la mecédnica cudntica”.
([44], pag. 13, [45], [46]). En efecto, el Hamiltoniano total de la molécula es

Htot - Tn(Pa> + ‘/'ILTL(RO() + Te(pi) + Vee(ri) + V:zn('ria Ra) (291)

donde T, es la energfa cinética nuclear (funcién de los momentos nucleares P, ),
Vin es el potencial de interaccién entre niicleos (que es funcién de la posicion
R.), T es la energia cinética de los electrones (funcién de los momentos elec-
tronicos p;), Vee es el potencial de interaccion entre electrones (funcién de las
posiciones electrénicas r;) v Ve, es el potencial de interaccién entre los electrones
y el nicleo (funcién de las posiciones de ambos, r; y R,). La aproximacién de
Born-Oppenheimer se efectia en dos pasos:

a) En el primer paso, la energia cinética nuclear se desprecia, esto es, T),(P,)
es sustraida del Hamiltoniano total H;,;. El Hamiltoniano electrénico re-
sultante H, queda

He = Vi (Ra) + Te(pi) + Vee(ri) + Ven(ri; Ra) (2.92)

donde las posiciones nucleares R, pasan a ser parametros. Entonces, el
potencial nuclear V,,,,(R,) es una funcién de los pardmetros que sélo de-
splaza a los autovalores de H, por un valor constante que depende de ellos.
Entonces, la ecuacién de Schrodinger electronica resulta

He\Ile(Ti; Ra) = Ee (Ra)\pe(ri; Ra) (293)
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Cuando esta tltima ecuacién se resuelve, se encuentran los autovalores
de energia E.(R,) que dependen de los paramétros R,. Este paso se
conoce como aprozrimacion de nicleo fijo: la interaccién de los electrones
con los nicleos, representada por V,,, se concibe en términos de elec-
trones en el potencial de Coulomb producido por los niicleos fijos en posi-
ciones definidas. La sustraccién de T, (P, ) esta justificada si se asume que
T, < T, lo cual, a su vez, descansa sobre la hipétesis de que las masas
nucleares son mucho mds grandes que las masas electrénicas, M >> m.
En particular, si M/m — oo, entonces T),(P,) — 0.

b) En el segundo paso, se reintroduce la energia cinética nuclear y la energia
total Ej.: se obtiene al resolver la ecuacién de Schrodinger de los nticleos:

[T(Pa) + Ee(Ra)] Vi (Ra) = ErotVn(Ra) (2.94)

Es claro que la aproximacién crucial de la estrategia de Born-Oppenheimer
se introduce en el primer paso, donde la relacién M >> m se aproxima a
M/m — oo. Por supuesto, este limite nunca es estricto y, por lo tanto, los re-
sultados obtenidos son meras aproximaciones. Supongamos ahora que las masas
nucleares fueran efectivamente infinitas; de acuerdo con la lectura usual de la
aproximaciéon de Born-Oppenheimer, en este caso podriamos inferir que los ni-
cleos estdn efectivamente fijos en posiciones definidas. La cuestién es por qué
podemos hacer esta inferencia.

La respuesta acritica se basa en las intuiciones que provienen de la mecdnica
cldsica: un cuerpo con masa infinita M deberia tener energia cinética nula vy,
en consecuencia, deberfa estar en reposo en una posicién definida. Sin embargo,
aqui no estamos en el d&mbito cldsico sino en un marco teérico cudntico donde,
como bien se sabe, las intuiciones clédsicas de poco sirven.

La respuesta cudntica usual es mds adecuada que la anterior, porque des-
cansa en conceptos cudnticos. Podemos ver que el Hamiltoniano total Hy,; de
la molécula puede ser expresado (ver ec. (2.91) y ec. (2.92))

Htot - Tn(Pa) + He(pi; Tiy Ra) (295)

donde el Hamiltoniano electrénico H, no es una funcién de los momentos nu-
cleares P,. Cuando M/m — oo y por lo tanto T,,(P,) — 0, ambos Hamiltoni-
anos pueden considerarse iguales, Hyot = H,(p;,7i, Ra). En consecuencia, dado
que R, conmuta con H., cuando M/m — oo, R, también conmuta con Hyy:

Htot = He(pia T4, Ra) - [Htotv Ra} =0 (296)

Desde este punto de vista, la respuesta es la siguiente: dado que la molécula estd
en un estado independiente del tiempo (esencialmente un axioma de la quimica
cuédntica), su estado es un autoestado de Hyo v, en consecuencia, tiene un valor
actual de Hyot (su energia). Dado que la molécula tiene un valor actual de su
Hamiltoniano Hy¢, entonces la posicion R,,, al conmutar con Hy,;, también tiene
un valor definido, y esto significa que los niicleos estén localizados en posiciones
actuales.
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Aunque es aparentemente razonable, esta explicacién da por sentado el valor
actual de Hyt, una cuestion que esté lejos de ser clara desde el punto de vista de
la mecénica cudntica. Cuando la respuesta se analiza con cuidado, no es dificil
darse cuenta de que estd basada en el tradicional vinculo autoestado-autovalor
de acuerdo con el cual, cuando un sistema cudntico estd en un estado |¥), algin
observable A tiene valor actual, y éste serd el que tenga al estado |¥) como
autovector. Ahora la respuesta parece convertirse en un argumento preciso:

= Dado que la molécula estd en un estado estacionario, su estado |¥) es un
autovector de Hypy.

s Dado que |¥) es un autovector de Hy,t, de acuerdo con el vinculo autoestado-
autovalor, Hy,; tiene un valor actual.

= Dado que M/m — oo, entonces [Hiot, Ro] = 0.

= Dado que |¥) es un autovector de Hyot y [Hiot, Ra] = 0, entonces |U) es
un autovector de R,,.

s Dado que |¥) es un autovector de R, de acuerdo con el vinculo autoestado-
autovalor, R, tiene un valor actual, esto es, los nicleos estdn fijos en
posiciones definidas.

El problema con este argumento es que el vinculo autoestado-autovalor no
siempre funciona tan bien como se espera: sus deficiencias salen a la luz ya en
el modelo atémico méds simple. De hecho, en el 4&tomo de hidrégeno libre cada
vector |Wy, 1, ) es un autovector de los tres observables del CCOC {H, L2, Lz}.
Por lo tanto, de acuerdo con el vinculo autoestado-autovalor, los tres observables
del CCOC H, L%y L. deberian tener valores definidos. Sin embargo, como hemos
visto, la simetria rotacional del sistema hace que la seleccién de una direccién
espacial sea una decisién arbitraria: como el espacio es isotrépico, podriamos
elegir diferentes direcciones y obtener descripciones igualmente legitimas del
dtomo libre.

La IMH brinda una respuesta a este problema conceptual. Para grandes
masas, el Hamiltoniano es aproximadamente invariante ante transformaciones
de boost y, por lo tanto, aproximadamente conmuta con la posicién. En con-
secuencia, de acuerdo con la Regla de Actualizacién, el observable posicién
adquiere valor actual: esto brinda una justificacién conceptual a la hipétesis
de Born-Oppenheimer. Por supuesto, las masas nunca son infinitas: esto hace
que la estrategia de Born-Oppenheimer sea una aproximacién y no un método
preciso. Pero en este sentido la IMH también estd de acuerdo con la hipétesis
usual: dado que el Hamiltoniano conmuta con la posicién sélo en el caso de masa
infinita, sélo en este limite podemos decir con absoluta precision que la posicién
adquiere un valor actual. En situaciones reales, los observables con valor actual
serdn generalmente observables similares a la posicién (en el sentido de la norma
de operadores), pero que seran indistinguibles de la posicién en la medida en
que se incremente la masa.
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2.6. El problema de la medicién cudntica

En el modelo standard de von Neumann, una medicién cudntica se concibe
como una interaccién entre un sistema S y un aparato de medicién M. Antes
de la interaccién, M esta preparado en un estado “listo para medir” |rg), que es
autovector del observable puntero R de M, y el estado de S es una superposicién
de autoestados |a;) de un observable A de S. La interaccién introduce una
correlacion entre los autoestados |a;) de A y los autoestados |r;) de R:

o)} = Zci la;) ®|ro)  — W) = cilai) @ i) (2.97)

)

El problema consiste en explicar por qué, siendo el estado |¥) una superposicién
de |a;) ®|r;), el puntero R adquiere valor definido. En la interpretacion ortodoxa
del colapso, el estado puro |¥) se asume que colapsa a una mezcla p:

p° =Y leil ai) @ [ri) (ai| @ (] (2.98)
K3
donde las probabilidades |ci|2 se interpretan por ignorancia. Entonces, en esta
situacién se supone que el aparato de medicién estd en uno de los autovectores
|ri) de R, digamos |ry), vy por lo tanto R adquiere un valor definido 7, que es
el autovalor correspondiente al autovector |rg), con probabilidad |ck\2. En las
interpretaciones modales, el problema consiste en explicar la lectura definida del
puntero con su probabilidad asociada, sin asumir la hipétesis del colapso. En
este caso, la Regla de Actualizacién es la que debe llevar a cabo esta tarea.

Se debe comenzar el argumento ubicando el modelo de von Neumann en
el contexto de las précticas de medicién. En efecto, dada la naturaleza proba-
bilistica de la mecdnica cudntica, la maxima informacién acerca de un sistema
cudntico se obtiene a través de la medicién repetida del mismo sistema o de
sistemas idénticos. Por lo tanto, es necesario distinguir entre:

= Medicion inica: Este es un proceso unico, en el cual se registra la lectura
del puntero. Una medicién tnica, considerada aisladamente, no provee
informacion relevante sobre el estado del sistema S.

» Medicion de frecuencia: Esta es una repeticién de mediciones tnicas idén-
ticas, cuyo propdsito es obtener los valores |ci|2 de acuerdo con las lec-
turas del puntero en las diferentes mediciones. Una medicién de frecuencia
provee informacion relevante sobre el estado de S, pero atn no es suficiente
para identificar completamente tal estado.

» Medicion de estado: Esta es una coleccién de mediciones de frecuencia,
cada una de las cuales se realiza con su propio arreglo experimental. Cada
arreglo correlaciona el puntero R del aparato M con un observable A; del
sistema, de tal manera que los A; no sélo son diferentes, sino que también
pueden no conmutar entre ellos. La informacién obtenida por medio de
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esta coleccién de mediciones de frecuencia es suficiente para reconstruir el
estado de S (se volverd a este punto en los apartados siguientes).

El modelo de von Neumann apunta al problema de la medicién cudntica en
el marco de una medicién tunica. Esto es completamente razonable en la medida
en que, si no se tiene una explicacién adecuada del caso inico, no se puede dar
cuenta de los resultados obtenidos por una repeticién de casos idénticos. No
obstante, aunque comenzaremos por analizar la medicién en el caso tinico, no
debemos olvidar que una medicién aislada siempre es un elemento del proceso
de medicion por el cual, finalmente, se deben obtener frecuencias.

2.6.1. Mediciones ideales

En el modelo de von Neumann y, en general, en las discusiones acerca del
problema de la medicién cuédntica, el Hamiltoniano implicado en el proceso en
general no es tenido en cuenta. En la IMH, donde el Hamiltoniano juega un
papel central, se debe dar un modelo méas detallado del proceso de medicion.
Asi, se debe decir que una medicién tunica es un proceso de tres etapas:

= Etapa I (¢ < 0): El sistema S y el aparato M no interactian.

» Etapa IT (0 < t < t1): Durante esta etapa, S y M interactian, y la
interaccién establece una correlacién entre ambos sistemas.

» Etapa II] (t > t;): La interaccién finaliza en ¢ = ;.

Etapa I: Supongamos que una medicién tinica es un elemento de una medicién
de estado cuyo propdésito es obtener los coeficientes del estado del sistema
cuédntico elemental S : (Og C Hg®Hg, Hg). También consideremos un
observable no degenerado A € Og:

Ala;) = a;la;)  donde  {|a;)} es una base de Hg (2.99)

En el instante ¢y = 0, el estado de S es’
Ts(to =0)) =Y cila;) € Hs (2.100)

Por simplicidad, asumiremos que el Hamiltoniano Hg € Og de S es no
degenerado:®

Hg|ws,) = wg, |ws,), donde {Jws,)} esuna base de Hg (2.101)

7Si el estado de S es preparado en el tiempo ¢t < tg = 0, éste evolucionard hasta to = 0
bajo la accién del Hamiltoniano Hg; entonces, no se estard midiendo el estado preparado, sino
el estado en top = 0 resultante de la evolucién. Si queremos medir el estado de S como fue
originalmente preparado, el Hamiltoniano Hg debe ser cero o un multiplo de la identidad y,
por lo tanto, completamente degenerado.

8La explicacién completa del proceso de medicién, mostrard que la degeneracién de Hg no
modifica los resultados finales.

49



El aparato de medicién es un sistema cudntico elemental M : (Oyr € HpyQHar,
Hyr), que tiene un observable R € Oy, que posee diferentes autovalores
macroscépicamente distinguibles, y que cumple el papel de puntero:

Rir;) =ri|r;), donde {|r:)} es una base de H, (2.102)

En el instante ¢y = 0, el aparato de medicién M se prepara en el estado
“listo para medir” |rg), autovector de R:

[ (to)) = |ro) € Hm (2.103)

Por simplicidad, asumiremos que el Hamiltoniano Hy; € Hjys de M es no
degenerado:’

wn), donde  {|wa)}  es una base de Hay

(2.104)
Para que la lectura del puntero sea posible, los autovectores |r;) de R
deben ser estacionarios. Asi, el aparato M se construye de tal manera que
R conmute con H;:

Hyylwn,) = w,

[HJW,R] =0 — \le) = ‘Ti> — HM |7’i> = WM, |7“7,> (2.105)
Entonces,
‘\I’M(to = 0)> = ‘7’0> = ‘\I’]u(to + At)) = |\I/M> € Har (2.106)

Por lo tanto, de acuerdo con la proposicién de Composicién de Sistemas
(Proposicién 3), en el instante ¢y = 0 el estado del sistema compuesto
SUM: (OCH®H, H) serd

‘\Ifj(to = 0)> = |\I/s(t0 = 0)> & |\I/M> = Zci |a1> ® |T()> eH (2.107)

donde O = Os®0); vy H = Hs®H . Dado que durante la etapa I no hay
interaccién entre los sistemas S y M, entonces H;,,; = 0 y el Hamiltoniano
total de S U M es

H=Hs®Iy+1Is®@Hpy €O (2.108)

De acuerdo con la proposicién de Descomposicién de Sistemas (Proposi-
cién 2), esto significa que S y M son subsistemas del sistema compuesto
SUM.

Etapa I : En esta segunda etapa de interaccion, los sistemas S y M interac-
tian a través de un Hamiltoniano de interaccién H,,:. Esto significa que
el sistema compuesto SUM : (O C 'H ® H, H) se transforma en el sistema
Srr: (O CH®H, Hrr), cuyo Hamiltoniano es

Hir=Hs®Iy+Is@Hy +Hiypyy = HA+ Hiypyy € O (2.109)

9Esta hipétesis se discutird en el apartado 2.6.5, donde se presentardn en detalle las condi-
ciones para un medicién unica.
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A su vez, el estado [U;(typ = 0)) de SU M en la etapa I no es mas que el
estado inicial [Wr7(tg = 0)) de Syy en la etapa I1. De acuerdo con el Postu-
lado Dindmico (Postulado 4), ese estado evoluciona a un estado | Uy (1))
después de un tiempo At = t1:

—iHyrrty —iHyrrty

|\I/][(t1)> =e h |\I/][(t0 = 0)) =e h |\I/](t0 = 0)> eH (2110)

Si el Hamiltoniano de interaccién H;,; es

Hipy = _TM(A ® PR) (2.111)
1

donde X es una constante y PP es el observable conjugado al puntero R,
o0 sea, [R, PR] = ih, entonces, el estado final de S7; en la etapa I resulta
(ver [47]):

Wrr(t)) =Y cilai) @ |ri) € H (2.112)

En efecto, si el estado inicial se encuentra en alguno de los autovectores
del observable A, como es el caso, entonces el operador evolucién que se
obtiene de exponenciar el Hamiltoniano de interaccién H;,; se reducird a
exp(—ii‘—?ail ® PT). Esta expresién se puede reconocer como el operador
traslaciéon actuando sobre el sistema M, trasladando al puntero en un valor
Aag, 0 sea, lo respectivo al autovalor del observable A. En particular, si el
estado inicial es el de la ec. (2.107), por cada autovalor del observable A,
el Hamiltoniano de interaccién dejard como estado final a (2.112).

Etapa I1I: En el instante ¢t = t; la interaccién finaliza: el sistema S;; deviene
el sistema compuesto original S U M, cuyo Hamiltoniano es otra vez H =
Hs ® In + Is ® Hyy € O. Dado que en esta etapa H;,; = 0, de acuerdo
con la proposicién de Descomposicién de Sistemas (Proposicién 2), Sy M
vuelven a ser nuevamente subsistemas del sistema compuesto S U M. A
su vez, el estado |Uyr(t1)) de Sy en la etapa I se transforma el estado
inicial |Wrr7(¢1)) de SUM en la etapa I11:

Wr(t)) = [Ur(t)) €H (2.113)

Dado que en esta etapa S y M son sistemas cudnticos (cada uno evolu-
ciona bajo su correspondiente Hamiltoniano) y también son elementales,
podemos aplicar la Regla de Actualizacion a cada uno de ellos:

a Elsistema S : (Os € Hg®Hs, Hs), con estado inicial pg(t) = Traryprrr(t) =
Trary [Wrrr(t)) (Wrrr(t1)], evoluciona unitariamente bajo la accién
de Hg de acuerdo con el Postulado Dindmico. Sin embargo, el contex-
to preferido CCPO {|ws,) (ws,|} es invariante ante desplazamientos
temporales, dado que estd definido por los autovectores no degener-
ados de Hg.'Y Aqui hay que distinguir dos casos:

10Si Hg # 0 fuese degenerado, entonces el contexto preferido CCPO de S seria {Ps, }, donde
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= a.1 Si [Hg, A] = 0, entonces |ws,) = |a;). Esto significa que ambos
Hg y A adquieren valores definidos.
a.2 Si [Hg, A] # 0, entonces |wg,) # |a;). En consecuencia, el ob-
servable A no tiene valor definido.

b Elsistema M : (On € Hy®Har, Har), con estado inicial py, (t1) = Trs)prr1(t1) =

Tres) [Yrrr(t1)) (¥rrr(t1)], evoluciona unitariamente bajo la accion de H s
de acuerdo con el Postulado Dindmico. Sin embargo, el contexto preferi-
do CCPO es t-invariante dado que estd definido por los autovectores del
Hamiltoniano Hjy; no degenerado. A su vez, [Hy, R] = 0 para que se
garantice el cardcter estacionario de |r;). Por lo tanto, en el aparato M, el
contexto preferido CCPO es {|was, ) (war,| = |ri) (ri]}, v esto significa que
tanto Hjys como R tienen valores definidos.

Dada la perfecta correlacion entre los |r;) y los |a;), la medicién cudntica
ideal es usualmente interpretada como si la lectura de un valor particular rq
del puntero R del aparato implicara la indicacién univoca de los valores corre-
spondientes aq del observable A del sistema. Sin embargo, de acuerdo con la
IMH, éste no es el caso en la situacién (a.2), donde A no es un observable con
valor definido. Este hecho, que puede sonar raro, se convierte en un resultado no
problemé&tico cuando se comprende claramente la diferencia entre una medicién
cldsica y una mediciéon cudntica. La interpretacién tradicional de la medicién
cudntica ideal estd modelada bajo el paradigma de la medicién cldsica, basada
en la correlacion entre los valores actuales del puntero del aparato de medicién
y el observable a medir. Pero en las mediciones cudnticas, el objetivo final no
es descubrir el valor actual del observable del sistema, sino reconstruir el esta-
do del sistema inmediatamente antes de comenzar el proceso de medicién. Por
lo tanto, el tnico hecho relevante es la lectura definida del puntero del apara-
to de medicién: la tarea consiste en explicar cémo la repeticion de mediciones
unicas, donde el puntero tiene valores definidos, permite reconstruir el estado
del sistema medido. Como se ha mostrado, de acuerdo con la IMH, no importa
si el observable A del sistema adquiere o no valor definido, en cada medicién
el puntero del aparato siempre tiene valor definido. Ahora se mostrard cémo
la repeticién de mediciones aisladas en una medicién de frecuencia brinda los
coeficientes correctos del estado del sistema.

Propensiones y actualizacién: El contexto preferido CCPO {|wyy,) (wa;
|ri) (ri|} del aparato M define el conjunto de hechos posible Pg. Podemos
calcular la medida de la propensién a la actualizaciéon de cada hecho posible
Pp [|r;) (r;]] € P& (ver Proposicién 7):

Py, o) (Pr i) (rill) = Tr(pa(ta) 1) (ral) = (rilpar(t) [ i) (2.114)

los Pg,; son autoproyectores de Hg. Por lo tanto, los valores definidos de A requiririan que
[Hg,A] =0y que A tuviera, al menos, la misma degeneracién que Hg; entonces, si A, como
se asume, es no degenerado, entonces no adquiere valor definido. En el caso de que Hg = 0 (o
un miltiplo de la unidad), no hay actualizacién en S.
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donde el estado inicial p,;(t1) de M en la etapa II1 estd dado por (ver
ec.(2.112) y (2.113))

par(te) = Trsy [Yrrr(t)) (Wrrr(th)] = Zcic; ri) (7] (2.115)
Entonces,
Ph, oy (Pr [Iri) (ril]) = |eil” (2.116)

Dado que cada hecho posible Pr [|r;) (r;]] es equivalente a los hechos posi-
bles Pr [Hys : war,] y Pr[R : 4] (ver postulado 2.3.2), entonces

(1

Py o) (P [Hag s war]) = leil” (2.117)

P oo (Pr (R s 7)) = el (2.118)

Como vemos, las medidas de las propensiones obtenidas estan de acuerdo
con las probabilidades asignadas a las diferentes lecturas del puntero por la
interpretacién por colapso. Mas atin, esas mediciones son constantes en el
tiempo, lo cual es un resultado razonable que garantiza la repeticién de una
medicién aislada. Por supuesto, si se quiere obtener experimentalmente
|ci\2, debemos repetir la medicién tinica bajo las mismas condiciones para
que las propensiones se manifiesten como frecuencias en la mediciéon de
frecuencia. Pero en cada medicién tnica, uno y sélo un hecho posible
Pr [|ri) {r;]] se hard actual (ver Proposicién 10), digamos P [|rq) (rall.
Entonces

w Ap[Hpy :wi,]: la propiedad-caso [Hpy : wpy,] correspondiente a la
propiedad-tipo [H | actualmente ocurre (el Hamiltoniano H), tiene
actualmente el valor wy,, ).

s Ap[R: rq):lapropiedad-caso [R : rq| correspondiente a la propiedad-
tipo [R] actualmente ocurre (el puntero R tiene actualmente el valor
T’Q).

Msés atn, en el sistema compuesto SUM (ver Proposicién 4), la propiedad-
caso [Is ® R : rq| correspondiente a la propiedad-tipo [Is ® R] ocurre ac-
tualmente, dado que [R] = [Is ® R]. A su vez, por la misma razén, sabe-
mos que [Hg ® I : wg,] actualmente ocurre en SUM cuando [Hg : wg,,]
actualmente ocurre en S, y que [[g ® Hys : wg,| actualmente ocurre en
S UM cuando [Hys : wa,] actualmente ocurre en M. Por lo tanto, en el
sistema compuesto S U M, donde H = f(Hg ® Ip,Is ® Hy) = Hs ®
Iy + Is ® Hyy, la propiedad-caso [H : (ws,, + wng, )] correspondiente a
la propiedad-tipo [H] también ocurre actualmente: el Hamiltoniano total
tiene el valor (wg,, +wp, ). En otras palabras, la energia total del sistema
compuesto es la suma de energias de los subsistemas componentes, como
se asume en la préctica.
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2.6.2. Mediciones no ideales

En la bibliograffa se distinguen dos tipos de mediciones no ideales:

» Mediciones imperfectas (primer tipo):

Zci la;)®|ro) — Zdij la;)®|r;) donde, en general d;; #0 con i# j
i i

(2.119)

s Mediciones que perturban (segundo tipo):

Zci la;) & |ro) — Zci ‘af> ®|r;)  donde, en general, <a§l| a?> # 045

(2.120)
Sin embargo, las mediciones que perturban se pueden expresar como mediciones
imperfectas por un cambio de base:

Zc’i |af) @ [ro) = Zdij lai) ® |rj) (2.121)
A i,j

En algunas interpretaciones modales ([39] y [40]), la regla para la asignacion
de propiedades, cuando se aplica a mediciones no ideales, conduce a resultados
que estan en desacuerdo con aquéllos obtenidos por la interpretacién ortodoxa
del colapso (ver [48] y [49]). Si las propiedades asignadas por una interpretacién
modal son diferentes de aquéllas asignadas por la interpretacién por colapso,
surge la pregunta sobre qué tan diferentes son. Para el caso de una medicién
imperfecta, puede esperarse que d;; # 0 con i # j sean pequenos (en relacién
a los coeficientes en la diagonal); entonces la diferencia también lo sera. Pero
en el caso de mediciones que perturban, los coeficientes d;; # 0 con 7 # j no
necesariamente deben ser pequenos y, en consecuencia, el desacuerdo entre las
propiedades asignadas por la interpretacién modal y aquéllas asignadas por el
colapso pueden ser inaceptables (ver una discusién completa en [50]). Este hecho
ha sido considerado por Harvey Brown como la “bala de plata’!! para destruir
las interpretaciones modales (citado en [50]).

No distinguiremos aquf entre los dos tipos de mediciones no ideales, porque el
resultado de la aplicacién de la Regla de Actualizacion no depende de los valores
d;; fuera de la diagonal. Como veremos, de acuerdo con la IMH, el observable R
que juega el papel de puntero del aparato de medicién adquiere un valor definido
en cualquier caso.

Etapas [ a I] : En una medicién no ideal, la etapa I estd caracterizada de la
misma manera que en el caso ideal. La diferencia comienza en la etapa

HSilver bullet.
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11, donde las correlacion introducida por el Hamiltoniano de interaccién
H;pnt n0 es perfecta. Por lo tanto, el estado final |[Wyr(¢1)) de la etapa I,
que es el estado inicial |W;;/(¢1)) de la etapa I11, resulta

Wrrr(th)) = [Yrr(th)) = Zdij la;) @ |r;) (2.122)

Dado que en la etapa III, H;,; = 0, de acuerdo con la proposiciéon de
Descomposicién de Sistemas, S y M son nuevamente subsistemas del sis-
tema compuesto SUM. Como hemos discutido en el caso de las mediciones
ideales, no estamos interesados en los observables con valor definido de S;
por lo tanto, sélo analizaremos los resultados del proceso de medicién en
el aparato M.

El sistema M comienza la etapa 11 en un estado inicial

par(tr) = Trisyprrr(t) = Tresy Wi (ta)) (Yirr(ty)] (2.123)
= {anl Urrr(t1) (Prrr(t1)] an)

Entonces,
par(t1) = par, Iri) (] (2.124)
4]
donde
Prry, = D dnid; (2.125)

Aunque M evoluciona unitariamente bajo la accién de Hy; de acuerdo
con el Postulado Dindmico, el CCPO preferido es invariante ante trasla-
ciones temporales, dado que estd definido por los autoestados de Hyy;.
A su vez, dado que Hj; conmuta con R, el CCPO preferido es otra vez
{Jwar;) {war;| = |r4) (3|} y esto significa que ambos H); y R tienen valores
definidos.

Propensiones y actualizacién: En este caso, la medida, invariante ante transla-
ciones temporales, de la propension a la actualizaciéon de cada hecho posi-
ble Pp [|r;) (ri|] € Pg es

o oy (Ura) (rill = Tr(pag (82) 73} (ril) = pa,, (2.126)
= duil® = [dis* + > i
n n#i

Como podemos ver, si los coeficientes d,,;, con n # i, de los términos no
diagonales del estado inicial en la etapa ITI son cero (ver. ec. (2.119) o
ec.(2.122)), estamos en el caso de las mediciones ideales, donde p,;. =
|dii|> = |es]?. Si los coeficientes dy;, con n # i, no son cero, estamos
entonces en el caso de las mediciones no ideales. Sin embargo, en este caso
hay que distinguir dos situaciones:
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= Si los coeficientes d,,;, con n # i, son pequenos en el sentido de que
S |dpil® << |dis)* (ver ec. (2.126)), entonces Par, |dii|* ~ |ei.
n#i

Esto significa que, en una medicion de frecuencia realizada por repeti-
., .. L, . . 2 .

cién de mediciones unicas, los coeficientes |¢;|” pueden aprozimada-
mente obtenerse.

= Si los coeficientes dy;, con n # i no son pequenos, entonces pyy.. =~

|dii|2 ya no es cierto. Por lo tanto, el resultado obtenido por medio
de las mediciones por frecuencia ya no serd fiable.

No obstante, no importa si el resultado de las mediciones de frecuencia es
fiable 0 no, en cada medicién tunica uno y sélo un hecho posible Pg [|r;) (r;]]
se hard actual, digamos Pr [|rq) (rq|]. Entonces, podemos garantizar que,
en el aparato de medicién M,

AF [HM :wMQ] y AF [R:T‘Q] (2127)

Més atin, si Ap [Hg : ws,] es un hecho actual en el sistema S, entonces
en el sistema compuesto S U M se cumplen Ap[H : (ws, +wag)] ¥y
Ap [Is ® R : rq] (ver el ultimo pérrafo del apartado sobre mediciones ide-
ales).

Resumiendo, algunos autores ([48] y [49]) tienen razén al sostener que las
mediciones ideales son situaciones que no pueden ser concretadas en la préc-
tica: la interacciéon en la etapa Il nunca introduce una correlacién comple-
tamente perfecta; a pesar de ello, los fisicos usualmente realizan mediciones
exitosas. Nuestra propuesta del proceso de medicién muestra claramente que
la correlaciéon perfecta no es una condicién necesaria para realizar “buenas”
mediciones: los coeficientes del estado del sistema, en el comienzo del proceso
de medicién, pueden ser aproximadamente obtenidos aun cuando la correlacién
no es perfecta, si la condicién de fiabilidad de los términos no diagonales se
satisface. No obstante, tanto en la medicién de frecuencia fiable y como en la no
fiable, en cada medicién singular se obtiene al menos una lectura definida del
puntero R: la IMH es inmune a la “bala de plata” de Brown.

2.6.3. El experimento de Stern-Gerlach

El experimento de Stern-Gerlach es el paradigma de la medicién cudntica,
por lo tanto es importante ver como todos los elementos del formalismo general
de la medicién se presentan en este ejemplo concreto.

El experimento se describe como sigue. Consideremos un sistema cudntico
con spin, libre y neutro, con una velocidad constante en la direccién y, que
atraviesa los polos de un imén que produce un campo magnético inhomogéneo,
con componentes B, = Bé)x, B, =0y B, = By — B(/)Z7 el cual satisface que
5) . B = 0. El sistema cudntico se describe en el plano yz y en un sistema de
referencia moviéndose uniformemente en la direccién y, de tal modo que P, = 0.
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El gradiente del campo magnético produce una fuerza que deflecta la trayectoria
del sistema en la direccién z y esta deflexiéon depende de la componente de spin
en esa direccién. El espacio de Hilbert de este sistema es H = Hr ® Hg donde
‘Hpgr es el correspondiente a la parte espacial y Hg al espacio de Hilbert del
spin del sistema cudntico. El estado cudntico entonces se podra escribir como
|¥) = |p) ® |x) donde |x) es un vector de dos componentes, |x) = (;*)

Para verlo con més detalle, la ecuacién de Schrodinger del sistema cudntico
en el momento en que esta atravesando el campo magnético es:

2

P , ,
H V) = (2;1 @ Is + Ip @ kS? F p(ByzxS, + (By — By2)S.)) |[¥)  (2.128)

. B
Efectuando la transformacion |0') = 17 o |¥) y asumiendo que By es mucho

més grande que B, como ocurre habitualmente en estos experimentos, cualquier
componente del momento magnético en el plano xy oscilard rapidamente con
una frecuencia w = @ en torno al eje z y la fuerza en el sistema producida
por B, se promediard a cero. De este modo la ecuacion (2.128) quedard como:

P2

H|W) = (5=

@ Is + Ip @ kS? T ByzS.)) |¥') (2.129)

Para ver céomo se aplica la descripciéon general del proceso de medicién,
podemos separar el experimento de Stern-Gerlach en tres etapas. En la primera
de ellas tenemos un sistema compuesto con el siguiente Hamiltoniano:

P2
H =2 ®Is+Ip®kS? (2.130)
2m

En la segunda etapa se introduce el Hamiltoniano de interaccién H;y,y = B(/)z ®
S, que actia en un At y, recordando la ecuacién (2.111), S, es el observable a
medir y z es el observable conjugado a la variable puntero que serd el momento
en la direccién z, P,. Por lo tanto, el Hamiltoniano de la etapa II queda como
en la ecuacion (2.129). Finalmente, en la tercera etapa se vuelven a separar
los sistemas y el Hamiltoniano Hjr; es igual al Hamiltoniano de la etapa I,
Hyr=Hr. ,

Podemos entonces considerar al Hamiltoniano H = 57; como parte del apara-
to de medicion, ya que como dijimos, P, es el puntero. Entonces es necesario
que [Hyr, P.] = 0. Esto garantiza que los autovectores de P, sean estacionarios.

En la primera etapa, los autoestados del spin son

S. C‘:) - ig (’;f) (2.131)

Si denotamos (%) = 1) v (;) = [1), entonces S. 1) = 5 |1) v S:[1) = =5 [1).
En esta misma etapa tenemos que el momento en la direccién z, que juega el
papel de puntero, es tal que

P.|+)=pi|+) P.|=)=p_|-)  P.[0)=pol0) (2.132)
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donde {|+),]|—),]0)} es una base de Hy;.!? Los estados iniciales de Sy M son,
respectivamente |x) = c1|1) + c2|]) v |¥ar) = |0); entonces,
(Wt =0)) =1 [1) ©10) + 2 []) ©10) (2.133)
El Hamiltoniano de S es Hs = kS?, y el Hamiltoniano de M es tal que
[Hpr, P.] = 0; por lo tanto,
Hy [+) =wy|+)  Hul=)=w-[=)  Huml|0) =wo0) (2.134)

Medicion ideal: En la etapa I1, el Hamiltoniano total Hy; = Hpy; + Hine
introduce una correlacion perfecta. Entonces, el estado inicial de S U M
en la etapa I serd:

rrr(t = At)) =1 [1) @ [+) + 2 [1) @ |-) (2.135)
El estado inicial del subsistema S es:
par(A) = Tris) [Wipr) (Urpg] = e |4) (+] + e [=) (=] (2.136)

El CCPO de M estd dado por los autoestados del Hamiltoniano Hy; v,
entonces, es {|+) (+],|—) (—],]0) (0]} . Dado que [Hys, P.] = 0, el Hamil-
toniano Hy; v P, adquieren valores definidos. La medida de la propension
a la actualizaciéon de los posibles hechos correspondientes a P, pueden
calcularse como

pﬁM(At)(PF(H) (+1])) (+ |par (AD)] +) = |es[? (2.137)
Po anPr(=) (=) = (=lom(An =) =les)*  (2.138)
Py, an (Pr(0) (0]) (0par (A1) 0) =0 (2.139)

Como podia esperarse, estas mediciones son invariantes ante desplaza-
mientos temporales: no dependen del instante en el que se hace la lectura
del valor del puntero, esto es, de la posicién exacta donde el detector estd
ubicado en la etapa I11. Si estas medidas de propensién dependieran del
estado instantdneo del sistema, el resultado de la medicién de frecuen-
cia serfa extremadamente sensible a la ubicacién precisa de los detectores:
cualquier perturbacién imperceptible modificaria substancialmente las fre-
cuencias obtenidas, haciendo a la medicién por frecuencia imposible de re-
alizar. A su vez, dado que los hechos posibles con medida nula no se hacen
actuales (ver Proposicién 11), sélo una de las dos situaciones siguientes se
hard actual:

Ap[Hy twy] y  Ap [P :p4] (2.140)

AF [HM . w_] y AF [Pz Zp_] (2141)

I2Estamos asumiendo aqui que {|+),|—),|0)} es una base de Hys v que Hjs es no degen-
erado por simplicidad. Estas hipo6tesis se discutirdn mas adelante.
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Mediciones no ideales: En este caso, H;; no introduce una correlaciéon per-
fecta. El estado inicial de S U M en la etapa I11 es entonces:

[Wrrr) = din 1) @|+) +di2 1) @ =) +dar 1) @ |+) +daz |1) @ |—) (2.142)

El estado inicial del subsistema M es:

P (AL) = pppry [4) (1 + pariz ) (=14 parzn |=) (1 + pagaz [=) (=

(2.143)
donde )
n=1
En otras palabras,
di > +da)?  dudiy + dods
A= ldn 12 2 2.145
pur(A0) < di2di; + daad3, |d12|2 + |dzz|2 ( )

El CCPO de M esta dado nuevamente por los autoestados de Hys y, dado
que [Hyy, P,] = 0, el Hamiltoniano Hys y P, tienen valores definidos. Pero
ahora la medida de la propension a la actualizacién de cada uno de estos
hechos posibles es

Po anPr(H) (HD) = (+lpar(A0)|+) = [dui|* + |dar [* (2.146)

Po anPr(=)(=D) = (= lpar(A8)| =) = |diz|* + |daa[* (2.147)
piM(At)(PF(|O> (o)) (0par(AL)[0) =0 (2.148)

En este caso no ideal, la medicién de frecuencia resultante de la repeticion
de esta medicién unica serd fiable si |d21\2 << |d22|2 y |0l12|2 << |d11|2;
si no lo es, la medicién de frecuencia no brindars la informacién necesaria
para la reconstruccion del estado original del sistema medido. No obstante,
el observable P, adquiere valor definido en cualquier caso, y ésta es la
prediccién que puede ser directamente testeada en cada medicién tnica.

Este andlisis del experimento de Stern-Gerlach nos permite senalar un hecho
acerca de la medicién cudntica que no puede ser advertido por los tratamientos
formales de este proceso. En el modelo de von Neumann, el observable A del
sistema S bajo medicién estd considerado en términos formales y privado de su
contenido fisico. Entonces, el tinico papel que cumple la interaccién entre S y
el aparato de medicién M es introducir la correlacién entre A y el puntero R.
Sin embargo, las diversas situaciones fisicas descritas en el apartado anterior
muestran que no tenemos acceso empirico a los observables que son los gener-
adores de simetria del Hamiltoniano del sistema: en el contexto de la medicién,
A puede ser uno de esos observables. Este es precisamente el caso del experi-
mento de Stern-Gerlach, donde S, es un generador de la simetria rotacional del
Hamiltoniano Hg = kS?. Es la interaccién con el campo magnético B = B,
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lo que rompe la isotropfa del espacio privilegiando la direccién z y, en conse-
cuencia, rompe la simetria rotacional de Hg. Este hecho fisico en la medicién
muestra que, cuando el observable A es un generador de simetria del Hamilto-
niano Hg de S, la interaccién con el aparato M rompe la simetria y, al mismo
tiempo, establece una correlacién entre A y R. Por lo tanto, desde un punto de
vista fisico, en estos casos la medicién puede ser concebida como un proceso que
rompe la simetria del sistema medido y, de esta manera, nos permite reconstruir
el estado en términos de un observable empiricamente inaccesible que a su vez
es un generador de la simetria rota.'?

Podemos aclarar también que el hecho de que el aparato de medicién tenga
un Hamiltoniano, un observable puntero y un observable canénicamente con-
jugado significa que el espacio de Hilbert de este aparato de medicién serd, al
menos, una representacién irreducible de las relaciones de conmutacién canéni-
cas, donde se estd suponiendo que el Hamiltoniano conmuta con el puntero.

2.6.4. Colas infinitas

Un argumento que marca las dificultades introducidas en las mediciones no
ideales es el propuesto por Elby [51] en el contexto del experimento de Stern-
Gerlach. Este argumento apunta al hecho de que las funciones de onda en la
variable z en general tienen “colas infinitas” que introducen términos cruzados
distintos de cero; entonces, la cola de la funcién de onda de la parte inferior
del haz puede producir una deteccién en el detector superior, preparado para
detectar py y viceversa.

Para ello consideremos este nuevo argumento en detalle, suponiendo una
imperfecciéon dada por una colimacién no perfecta del haz entrante. En este
caso, con el campo magnético apagado, se obtendria una mancha difusa en vez
de un punto bien definido sobre la pantalla. Por lo tanto, el estado listo para la
medicién |rg) = |0) tiene que ser reemplazado por una funcién gaussiana |p(z)).
Como consecuencia, el proceso de medicién se debe expresar como:

[Ur) = (c1|1) +e2|1)) @ |p(2)) — (2.149)
W) =) @ |y (2)) + 2 |) @ |o_(2))

donde ahora |g0 L(2)y |<p_ (z)) son funciones gaussianas que no tienen por qué
ser angostas como la inicial |p(z)). Llamemos a las amplitudes de los detectores
superior e inferior Az, y Az_ respectivamente. Entonces, la larga cola de la
funcién gaussiana |Lp+(z)> llega a Az_ y la larga cola de |¢(2)) llega a Az,.
Podemos calcular la probabilidad correspondiente a estos cuatro casos:

13La idea es que el modelo formal de von Neumann de medicién cudntica puede ser comple-
mentado por un modelo fisico en el cual la medicién es una ruptura de simetria que transforma
un generador de simetria del Hamiltoniano del sistema en un observable empiricamente accesi-
ble. Aunque esta idea parece plausible, debe ser apoyada por un posterior anélisis del proceso
de medicién; este anédlisis estd mads alla de los objetivos de la tesis.
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p(1,4) = (1@ (s (2)) 1 2110)|* = Jea]” / s (2))]* dz = |enn]®  (2.150)
Azq

p(1, =) = (1@ (o) [¥rir)|* = e / {o_(2) | o1(2))* dz = |era]?
Az_

(2.151)

p(L+) = (U@ (i ) 1) = leaf? / (o (2) | o_ ()] dz = |ear |
Azy

(2.152)

p(l, =) = (L] @ (o_ () [¥111)]* = |eal® / o_ ()" dz = |eaa)*  (2.153)
Az_
donde

P oy (Pe(14) (HD) = p(1,4) +p(L+) = len P+ e (2.154)

2 2
P anPr(=) (=) = p(1, =) + p(l, =) = [e22|” + |c12] (2.155)
De acuerdo al argumento de Elby, estos casos se pueden leer como sigue:
] |611|2 es la probabilidad de que |T) sea detectado por Az,.

)
= |c12]? es la probabilidad de que |1) sea detectado por Az_ (cola).
= |ca1)? es la probabilidad de que ||) sea detectado por Az (cola).
)

= |c22)” es la probabilidad de que ||) sea detectado por Az_.

La IMH muestra que, si se satisface la condicién de fiabilidad |ca; |2 << e1n |2
2 2 . - . .
y |c12]” << |eaz|” , entonces la colimacion, aun no siendo perfecta, es suficiente
. 2 2 2 2 o .

para efectuar una medicién, dado que |c11]” =~ |e1]|” ¥ |eaa|” =~ |e2|”. Si la funcién
gaussiana original no es muy angosta, o la pantalla se coloca muy lejos del
imén, la medicién serd no fiable dado que los ¢;5, con i # j, no son pequenos.
No obstante, de acuerdo con la Regla de Actualizacién, dado que el contexto
preferido CCPO esta definido por los autoestados de Hj; y el puntero conmuta
con H);, se obtiene una lectura definida del puntero en Az, o Az_.
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2.6.5. Definicion de medicion

Sobre la base de este anédlisis de la medicién cuédntica, podemos ahora formu-
lar explicitamente las condiciones que un proceso cuédntico debe satisfacer para
ser considerado una medicién dnica:

(i) Debe haber dos sistemas cudnticos: un sistema a medir, S : (Os C Hg®Hs,
Hg), y un aparato de medicion, M : (O € Hp@Har, Hyr) que no
interactian en un tiempo ¢ < 0.

(ii) El aparato M debe construirse de tal manera que tenga un observable
R € Oy tal que [Hy, R] = 0, tenga, al menos, la misma degeneracién que
Hy, y sus autovalores sean diferentes y macroscépicamente distinguibles.

(iii) Desde ¢t = 0 y durante el periodo At = t1, S'y M deben interactuar a través
de un Hamiltoniano de interaccion H;,; € Og ® Oy, . La interaccion tiene
como objetivo a introducir una correlacién entre un observable A € Og
de S y el observable R de M.

Noétese que no hemos incluido el requirimiento de correlacién perfecta como
una condicién necesaria para la medicién tnica. De hecho, aun si la correlacién
no es perfecta, en la etapa III la energia del sistema M siempre posee un
valor definido y, en consecuencia, el puntero R también adquiere siempre un
valor definido. Sin embargo, a pesar del hecho de que siempre se obtiene una
lectura definida del puntero en cada medicién tnica, la medicién de frecuencia
resultante de la repeticién de estas mediciones tinicas no siempre serd fiable.
Si el Hamiltoniano de interaccién introduce una correlaciéon imperfecta de tal
manera que

W) = Zci lai) ® |ro) — [Yrrr) = Zdij la;) @ [r;) (2.156)

4

entonces

= La medicién de frecuencia serd fiable sélo cuando los coeficientes d;;, con
C . _ 2 2
i # 7, sean suficiemente pequenos como para que |d;;|” ~ |¢;|”.

= Cuando los coeficientes d;;, con @ # 7, no son lo suficientemente pequenos,
la medicién por frecuencia serd no fiable, porque las frecuencias obtenidas

. 2

no nos daran el valor |¢;|”.

No obstante, en ambos casos cada elemento de la medicién de frecuencia es
legitimamente una medicién tnica, donde se obtiene una lectura definida del
puntero.

Si bien en los apartados anteriores asumimos que el Hamiltoniano Hy; es no
degenerado, esta hipotesis puede relajarse de tal manera que

Hy = ZWMiPMi (2.157)
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donde los autoproyectores Pjs, no necesitan ser de una dimensién. En este caso,
el CCPO es { Py, }. Entonces que el puntero tenga valores definidos requiere que
R tenga, al menos, la misma degeneracion -las mismas simetrias- que Hys :

Hy =Y riP, (2.158)
3

Sin embargo, en las practica efectiva de la fisica, el aparato de medicién es un
sistema macroscopico, cuyo Hamiltoniano es el resultado de la interaccién de
un nimero inmenso de grados de libertad. Dado que en general las simetrias
se rompen debido a las interacciones, la simetria del Hamiltoniano del aparato
de medicién decrecerd con el aumento de la complejidad del sistema. Entonces,
un sistema macroscépico con un Hamiltoniano con simetrias es una situacién
altamente excepcional: en el caso genérico, la energia es la unica constante de
movimiento de un sistema macroscépico. Como consecuencia, en la practica H s
es no degenerado, y {|wys,)} es una base del espacio de Hilbert Hjs del aparato.
Por otro lado, el puntero R no puede tener el mismo nimero de autovalores
que Hyy, porque el experimentador debe poder discriminar entre ellos (ver, por
ejemplo, P, en el experimento de Stern-Gerlach, con sus tres autovalores). Esto
significa que, en general, R es un observable colectivo (ver [52], [53]), esto es, R
es un observable altamente degenerado cuyos autoproyectores introducen una
suerte de grano-grueso en Hjs. No obstante, dado que [Hy, R] = 0, y que R
no tiene mas degeneraciones que Hys (que a su vez, es no degenerado), R va
a ser un observable con valor definido. Mds aiin, las medidas de propensién
invariantes ante desplazamientos temporales de los hechos posibles Pp([R : 7;])
puede calcularse en términos de los autoproyectores Py, de R (ver ec. (2.158)),
ph (Pr([R:ri]) =Tr(pPu,) (ver ec. (2.19)).

La discusién del punto previo a su vez nos permite clarificar ciertas cues-
tiones que todavia permanecen obscuras en la bibliografia actual acerca de la
medicién cudntica. Durante las tltimas décadas, y bajo la influencia de los traba-
jos de Zurek y sus colaboradores (ver [54], [55]), la postura de que el aparato de
mediciéon necesariamente debe interactuar con el entorno ha sido ampliamente
aceptada. Sin embargo, tal postura, que expresa la base fundamental del enfoque
de decoherencia inducida por el entorno, enfrenta el desafio conceptual de dar
una definicién precisa de un sistema cudntico, un desafio que no ha podido ser
resuelto en su contexto tedrico. Se ha argumentado [56] que esta aproximacién
a la decoherencia es confusa, dado que no tiene en cuenta el hecho de que un
sistema cudntico aislado, que evoluciona unitariamente, puede ser particionado
de diferentes maneras sobre la base de los observables que son considerados rel-
evantes e irrelevantes en cada caso (ver [28], [29] y [53]): cada particién lleva a
partes que evolucionan no unitariamente, y que pueden o no decoherir. Por lo
tanto, la decoherencia parece ser un fenémeno relativo al espacio de observables
relevantes seleccionados en cada situacién particular.

En contraste con la visién de Zurek, la IMH ofrece una definicién de sistema
cudntico que es precisa y, al mismo tiempo, no contradice el Postulado Dindmico
de la mecdnica cudntica. Con esta definicién en mente, el aparato de medicién
no puede ser concebido como un dispositivo material y macroscépico rodeado
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de un bafno de particulas que interactian con él. El aparato de medicion es el
sistema cudntico M completo que interactia con el sistema a medir S: éste es el
sistema que tiene un puntero R que conmuta con su Hamiltoniano, que en gen-
eral, es no degenerado. Como hemos dicho, en el caso genérico, M es un sistema
macroscépico con un enorme numero de grados de libertad, y R debe ser un
observable colectivo y empiricamente accesible que juega el papel de puntero;
ésta es la razon por la cual la gran cantidad de grados de libertad correspon-
dientes a la degeneracién de R son concebidos como un entorno interno por el
enfoque ortodoxo de la decoherencia (ver [52], [53]). A su vez, el requerimiento
[Har, R] = 0 tiene un significado preciso: es esencial para garantizar el com-
portamiento estacionario de R. Si esto no sucediera debido a una interaccién
incontrolable entre el dispositivo macroscépico y un bano externo, la lectura de
R cambiarfa constantemente y la medicién serfa imposible. Es aqui donde las
habilidades del fisico experimental juegan un papel esencial: debe ser capaz de
disenar un arreglo experimental tal que los grados de libertad incontrolables del
sistema completo que interactia con el sistema medido no afecten significati-
vamente al cardcter estacionario del puntero. Este objetivo puede ser logrado
por diferentes vias: construyendo un dispositivo macroscopico lo suficientemente
cerrado, haciendo que el Hamiltoniano de este dispositivo sea mayor (en el sen-
tido de su norma) que la suma de los Hamiltonianos correspondientes al entorno
externo y al Hamiltoniano de interaccién. Pero, en cualquier caso, la medicién
debe ser una situacién controlada donde el comportamiento del observable R
pueda ser usado para obtener informacién significativa acerca del sistema S.

2.6.6. Ensambles y mediciones de estado

De acuerdo con la interpretaciéon por ensambles de la mecédnica cuédntica, la
teorfa no describe sistemas aislados, sino ensambles de sistemas: la asignacién
de probabilidades sélo tiene sentido para los ensambles (ver [57]). Desde la
perspectiva de la IMH, el estado cudntico, sea puro o mezlca, se refiere a un
sistema tinico, y las probabilidades introducidas en la teoria miden la propensién
a la actualizacion de los hechos posibles involucrados en un sistema tnico.

Sin embargo, queda claro que las predicciones probabilisticas sélo pueden
testearse por medio de frecuencias o de una coleccién de sistemas idénticos,
esto es, un ensamble: una medicién de frecuencia, cuyo propdsito es obtener
los valores |ci|2 del estado medido, es una repeticién de mediciones tnicas en
un ensamble. En general, las predicciones estadisticas de la teorfa, como val-
ores medios de los observables en un dado estado, pueden ser empiricamente
testeadas sélo en ensambles.

Cuando el concepto de ensamble se pone en juego, pueden comprenderse
no sélo las mediciones de frecuencia, sino también las mediciones de estado.
En efecto, hasta este punto hemos analizado sélo las mediciones tnicas y de
frecuencia, en el caso en que el sistema S estd inicialmente en un estado puro

|Ws):

64



Ws) = Zc |as) (2.159)

En este caso, una medicién de frecuencia, si es fiable, suministrard, al menos
aproximadamente, los valores |ci|2. Pero el mismo andlisis puede hacerse en el
caso general, donde el estado inicial de S se expresa como pg (estado puro o
mezcla):

ps =3 pi;lai) () (2.160)
(¥

En este caso, la medicién de frecuencia, si es fiable, suministrard, al menos
aproximadamente, los valores de los coeficientes p;; de la diagonal de pg en
la base {|a;)} (donde p;; = |ci|? si pg = |Ws) (Ug|). Para este propésito, el
observable A de S es:

A= Za \a;) (ai (2.161)

y el aparato M, con su Hamiltoniano H y el puntero R tal que [Hys, R] = 0,
interactia con el sistema S a través del Hamiltoniano de interacciéon H;,,; :

A
Hipy = ———(A@ P (2.162)

1
Pero si también queremos saber, al menos aproximadamente, los restantes
coeficientes p;; con i # j, debemos efectuar mediciones de frecuencia, donde se

usen los observables B;; y C;; de S (ver [26]):

Bij = %(Ia» (aj] +laj) (as])  Cij = %(|ai> (aj| — |aj) (ai]) (2.163)

dado que'!
(Bu),, = Tr(psBiy) = 5 (pi; + ) = Relpy;) (2.164)
(Cij),, =Tr(psCij) = %(pij —pj;) = Im(p;;) (2.165)

En este caso, todas las mediciones de frecuencia se efectiian sobre el mismo
ensamble, esto es, sobre una coleccién de sistemas idénticos en el mismo es-
tado pg. Sin embargo, cada medicién de frecuencia requiere su propio arreglo
experimental. En particular, el aparato M debe ser construido de tal manera
que su interaccién con el sistema S se efectie a través de un Hamiltoniano de

. < 2 B Cij
interaccion H;,7 o H,} tal que

1 E] calculo de de los coeficientes p;; puede ser visto desde esta perspectiva, considerando al

observable A de la ec. (2.161) como A = > a;A;;, donde A;; = |a;) (a;|. Entonces <A“>ps =
i

Tr(pgAii) = (ai |ps| ai) = p;;, es, un caso particular de la ec.(2.164).
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Y DY
Hyi = -S=(By @ PT)  Hj =
1

int int T _E

(Cy; ® P (2.166)

Estos Hamiltonianos de interaccién introducen las correlaciones deseadas en-
tre los autoestados de los observables B;; y Cj; de S, respectivamente, y los
autoestados del observable puntero R de M.

Resumiendo, si queremos reconstruir el estado pg de un sistema S, debemos
efectuar una medicién de estado sobre un ensamble de sistemas idénticos a S.
Tal mediciéon de estado consiste en una coleccién de mediciones de frecuencia,
cada una de las cuales se basa en la correlacién entre el observable puntero del
aparato M y un observable particular del sistema .S, donde los observables de
S usados para este propdsito no sélo son diferentes, sino que también conmutan
con cada uno de los Hamiltonianos. La informacién obtenida por medio de esta
medicién de estado es suficiente para reconstruir el estado pg de S.

Finalizando entonces con este capitulo, en las secciones previas se ha dado
una descripcién de la medicién cudntica, en la cual el valor definido del puntero
se explica en términos de la actualizaciéon de uno de los hechos posibles definidos
por el contexto preferido del aparato. Una medicién es una situacién controlada,
donde el fisico experimental puede seleccionar el conjunto de hechos posibles en
el cual la actualizacién ocurre, manipulando el aparato M, y en particular, su
Hamiltoniano Hj;. No obstante, en la naturaleza, ciertos hechos posibles se
hacen actuales sin la intervencién humana. Mds atin, en ciertas situaciones los
sistemas cudnticos tienen caracteristicas que admiten una descripcion cldsica.
Este es el problema del limite clésico, es decir, de la bisqueda de la explicacién
de como y bajo qué condiciones una descripcién cldsica emerge a partir de una
descripcion cudntica subyacente.

Actualmente, hay un gran consenso acerca de la idea de que el compor-
tamiento cldsico proviene del proceso llamado decoherencia. De acuerdo con la
postura ortodoxa, conocida como decoherencia inducida por el entorno (EID),
la decoherencia es el resultado de la interaccién de un sistema cudntico abierto
con su entorno, que selecciona los candidatos a estados clasicos ([54], [55]). En
trabajos previos se ha presentado una propuesta diferente, llamada decoherencia
auto-inducida (SID), de acuerdo con la cual un sistema cudntico cerrado puede
decoherir bajo ciertas condiciones bien definidas ([58], [59], [60], [61]). Desde
esta perspectiva se ha desarrollado una formalismo preciso del limite clasico
de la mecdnica cudntica, que muestra que, si el sistema es lo suficientemente
macroscépico, luego de la decoherencia auto-inducida puede ser descrito como
un sistema cldsico estadistico ([62], [63], [64], [65]). En el Apéndice se introduce
la propuesta SID de la decoherencia (A.2), la relevancia del Hamiltoniano para
su definicién, el limite cldsico y una aplicacién directa en cosmologia.
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Capitulo 3

Interpretacion
modal-Hamiltoniana y
covariancia Galileana de la
mecanica cuantica

Como dijo alguna vez Levy-Leblond [66], aunque es usual leer que la mecani-
ca cudntica no relativista es covariante, e incluso invariante, bajo las transfor-
maciones de Galileo, este tema ha sido poco tratado en la bibliograffa standard
de la teoria. Por ejemplo, las relaciones de conmutacién del grupo de Galileo ni
siquiera son citadas en los libros de texto de la materia (una excepcion es [26]).
Este hecho tiene consecuencias no deseadas. Por un lado, los significados de los
conceptos de invariancia y covariancia no estan claramente elucidados. Por otro
lado, queda muy poco claro en qué sentido la covariancia o invariancia pueden
ser predicadas de la mecdnica cudntica.

Esta situacién tiene su contraparte en el campo de las interpretaciones de
la mecdnica cudntica: la relevancia del grupo de Galileo es raramente discutida
en la inmensa cantidad de bibliografia sobre este tema. La premisa general que
subyace a este capitulo es que la relacién entre la interpretacién y las transfor-
maciones de Galileo necesita ser seriamente analizada: el hecho de que la teoria
es covariante ante el grupo de Galileo no garantiza la misma propiedad para
la interpretacion dado que, en general, las interpretaciones agregan postulados
interpretativos a la estructura formal de la teorfa.

El objetivo primordial entonces es encarar esta cuestion analizando bajo qué
condiciones la interpretacion modal-Hamiltoniana satisface las restricciones fisi-
cas impuestas por el grupo de Galileo. Con este fin, se comenzaré clarificando
los conceptos de covariancia e invariancia y definiendo el problema en térmi-
nos precisos. Desde este punto de vista, y teniendo en cuenta las principales
propiedades del grupo de Galileo, se considerard en qué sentido la mecdnica
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cudntica es covariante y bajo qué condiciones es invariante ante las transfor-
maciones del grupo. Este marco de trabajo conceptual nos proveerd de las her-
ramientas para estudiar los resultados de la aplicacién de las transformaciones
de Galileo a los postulados interpretativos de la IMH (ver [3], [4], [5])-

3.1. Covariancia e invariancia

Como hemos senalado, la covariancia e, incluso, la invariancia (ver [26]) de la
mecdnica cudntica bajo las transformaciones de Galileo usualmente se asumen
como un hecho bien conocido. No obstante, sélo en pocos casos estas suposi-
ciones estdn basadas en elucidaciones conceptuales de las nociones implicadas:
los significados de las palabras invariancia y covariancia se dan por sentado. Por
lo tanto, es necesario e importante comenzar por clarificar estos conceptos.

Un item genérico se dice simétrico con respecto a cierta transformacién cuan-
do es invariante ante esa transformacién. Sin embargo, esto no explica qué tipo
de items pueden estar dotados de la propiedad de invariancia. Como se dice en
[67], el primer paso es distinguir entre simetrias de los objetos (estados y oper-
adores) y simetrias de las leyes: aunque ambas estén relacionadas, no deben con-
fudirse. De hecho, como veremos, la simetria de las leyes no implica la simetria
de los objetos (estados y operadores) contenidos en la ley.

En segundo lugar, es necesario decir algunas palabras acerca del concepto de
covariancia. En la bibliografia no hay consenso acerca de lo que la covariancia
significa. En general, el término invariancia sélo se aplica a objetos matemati-
cos y el término covariancia se aplica a ecuaciones o leyes. En esta tesis no se
seguird este camino, ya que los correspondientes conceptos deben ser entendidos
de tal manera que la diferencia entre invariancia y covariancia de una ley tengan
sentido. A grandes rasgos, veremos que una ley es covariante bajo ciertas trans-
formaciones cuando su forma permanece sin cambios luego de la transformacion
(ver [67], [68]). Desde este punto de vista, podemos introducir las definiciones
pertinentes.

Consideremos un conjunto X de objetos matematicos X; € &X', y un grupo
G de transformaciones T,, € GG, donde T, : X — X actia sobre X; como X; —
X/. Un objeto X; € X es invariante ante la transformacién T, si, para esa
transformacion, Xj'- = Xj; a su vez, X; € X es invariante bajo el grupo G si
es invariante bajo todas las transformaciones T, € G. En las teorfas fisicas, los
objetos a los cuales las transformaciones se aplican son usualmente estados s,
observables O y operadores diferenciales D, y cada transformacién actia sobre
ellos de una manera particular. Por ejemplo, en las leyes fundamentales de la
mecdnica Hamiltoniana -las ecuaciones de Hamilton-, los estados son s = (g, p),
el observable relevante O es el Hamiltoniano H, y los operadores diferenciales
son Dy = %, Dy = 3% y D3 = ng' La transformacién de inversién temporal, que
actia sobre la variable t como t — —t, invierte todos los objetos cuya definicién
en funcién de ¢ no es invariante bajo la transformacion:
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s=(¢p) = =(p)=(-p O=H—-0=H (3.1)

_d , d o d 0 , 0 0

Dl_@_)Dl_dt’__dt D2_8p _>D2_(9p’_—8p
P B A

“a ey e

En la ley fundamental de la mecédnica newtoniana, la segunda ley de Newton,
el estado es s = z, los observables relevantes son O = F'y Oy = m vy el

2
operador diferencial es D = %. Bajo la transformacién de inversién temporal,

estos objetos se transforman de la siguiente manera:

d? d? d?
SZCIJHS/:CC/:.T D:ﬁHD/:dtQ:@ (32)
O,=F—-0,=F Oy=m — O0y=m’

En fisica, estos objetos se combinan en ecuaciones que representan las leyes
de la teorfa. En particular, una ley dindmica se representa por una ecuacién
diferencial E(s,0;,D;) = 0 que incluye el estado s, ciertos observables O; y
ciertos operadores diferenciales D;. Cuando una transformacion se aplica a es-
tos objetos, la ley puede permanecer exactamente igual, esto es, su forma per-
manece invariante ante la transformacion. También podria ser el caso que la
ecuacién permaneciera igual sélo cuando hemos cambiado los estados, y esto
implica que la evolucién de los estados no es afectada por la transformacion.
Siendo m4ds precisos, sea L una ley representada por una ecuacién diferencial
E(s,0;,D;) =0y sea G un grupo de transformaciones T, € G actuando sobre
los objetos implicados en la ecuacién como s — s, O; — Oj y Dj — D%, L es
covariante bajo la transformacién T, si E(s', O, D;) = 0y L es invariante bajo
la transformacion Ty, si E(s’,0;, D;) = 0. A su vez, L es covariante -invariante-
bajo el grupo G si es covariante -invariante- bajo todas las transformaciones
T, € G. Un grupo G de transformaciones se dice que es un grupo de simetria de
la teorfa si las leyes de la teoria son covariantes bajo el grupo G; esto significa
que las leyes preservan su validez aun cuando las transformaciones del grupo
se aplican a los objetos implicados. Es facil ver que las ecuaciones de Hamil-
ton, % = %—’Z % = —%—IZ, son covariantes ante la inversién temporal cuando
H' = H, condicién que se cumple cuando H es independiente del tiempo; no
obstante, estas ecuaciones no son invariantes ante la inversiéon temporal porque

’
% #* ,%721. A su vez, la segunda ley de Newton es covariante ante la inversion
temporal cuando F’/ = F', condicién que se cumple cuando I es independiente
d*z’ _ F

del tiempo, y también es invariante cuando “zz- = --.

Es claro que, cuando una ley es covariante ante una transformacion, y los
observables y operadores diferenciales contenidos en ella son invariantes ante la
misma transformacion, la ley también es invariante ante la transformacién: éste
es el caso de la segunda ley de Newton ante la inversién temporal. No obstante,
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ésta no es la tnica manera de obtener la invariancia de una ley; volveremos
sobre esto para el caso particular de la ecuacién de Schrodinger mds adelante.

Algunos autores prefieren hablar de simetria de una ley en vez de covariancia
de una ley. Por ejemplo, en [69] se define simetria en el lenguaje de la teorfa de
modelos. Para ello consideremos M como el conjunto de modelos de una cierta
estructura matematica, y consideremos M C M como el subconjunto de mod-
elos que satisfacen la ley L. La simetria de una ley L es un mapeo S : M — M
que preserva M, esto es, para cualquier m € My, m’ = S(m) € Mr. En nue-
stro caso, donde L se representa con una ecuacién diferencial E(s, O;, D;) =0,
cada modelo m € M, corresponde a una solucién s = F(O;, s,,) de la ecuacion,
representando una posible evolucién del sistema. Por lo tanto, la covariancia de L
ante la transformacién 7', esto es, E(s', O}, D) = 0, implica que s = F"(O}, s,)
es también una solucién de la ecuacién y, que, entonces, esta corresponde a un
modelo m’ € M. Esto significa que la definicién de covariancia dada en esta
tesis y la definicién de simetria en teoria de modelos son equivalentes.

Es interesante notar que la covariancia de una ley dindmica, representada
por una ecuacién diferencial, no implica la invariancia de todas las posibles
evoluciones, representadas por las soluciones de la ecuacién diferencial ([71],
[70]). De hecho, la covariancia de L representada por E(s,O;, D;) = 0 implica
que s = F(O;,8,) y 8 = F'(0}, s,) son ambas soluciones de la ecuacién, pero
esto no implica que s = s’; en el lenguaje de la teorfa de modelos, la simetria de
L no implica que m = m/. No obstante, dado que la invariancia de L significa
que E(s’,0;,D;) = 0, en este caso s = s’ = F(0;,5,) 0, en el lenguaje de la
teorfa de modelos, m = m/.

Sobre la base de estos conceptos, podemos ahora definir explicitamente las
condiciones de covariancia e invariancia de las leyes fundamentales de la mecéni-
ca cudntica. Dado un grupo G cuyas transformaciones actian sobre los estados,

observables y operadores diferenciales como ) — [¢'), O — 0"y 4 — g—;, la
ecuacion de Schrodinger es covariante cuando
d’|¢")
— L = —ihH' |¢ 3.3
)~ inH ) (33)
y es invariante cuando
dly’) . ’
——— = —ihH 3.4
L inH ) (3.4

A continuacién se estudiard la forma en que cambia la ley de evolucién de los
estados cudnticos cuando se aplican las transformaciones de Galileo.

3.2. El grupo de Galileo en mecanica cuantica

Se sabe que las transformaciones de las coordenadas espacio-temporales ad-
miten dos interpretaciones. Bajo la interpretacién activa, la transformacién cor-
responde a un cambio de un sistema cudntico a otro sistema cudntico; bajo la
interpretacién pasiva, la transformacién consiste en un cambio en el punto de

70



vista, el sistema de referencia, desde el cual se describe el sistema (ver [67]).
No obstante, en ambos casos la invariancia de la ley fundamental de la teoria
bajo el grupo de simetria implica que el comportamiento del sistema no se al-
tera por la aplicacién de la transformacion: en el lenguaje de la interpretacion
activa, el sistema original y el transformado son equivalentes; en el lenguaje de
la interpretacién pasiva, el sistema de referencia original y el transformado son
equivalentes.

También se sabe que el grupo de Galileo es el grupo de simetria de la mecéni-
ca cldsica y la mecdnica cudntica no relativista. De acuerdo con el lenguaje de
la interpretacion pasiva, la invariancia de las leyes dindmicas implica la equiv-
alencia entre sistemas de referencia inerciales, esto es, sistemas de referencia
desplazados temporalmente, desplazados espacialmente, rotados espacialmente
o trasladados uniformemente con respecto a otro sistema de referencia: la apli-
cacion de las transformaciones de Galileo no introduce una modificacién en la
situacién fisica, solamente expresa un cambio en la perspectiva desde la cual se
describe el sistema. Por ejemplo, si una particula cldsica originalmente descripta
en el sistema de referencia RF' es a su vez descripta en un sistema de referen-
cia diferente RF’, la invariancia de la segunda ley de Newton significa que la
evolucién temporal de la particula no cambia cuando se la describe en el nuevo
sistema de referencia.

El significado fisico de la accién de las transformaciones de Galileo estd bien
entendido en mecdnica cldsica. Sin embargo, como se ha apuntado antes, este
tema ha sido poco discutido en el campo de la mecdnica cudntica, tal vez bajo
la hipétesis de que este tépico es tan sencillo como en el caso cldsico. Pero la
mecdnica cudntica resulta ser muy peculiar en estas cuestiones, en particular, las
propiedades de la ecuacién de Schrodinger bajo el grupo de Galileo tienen con-
secuencias relevantes para la interpretaciéon. Como se afirma en [72], cualquier
interpretaciéon que selecciona el conjunto de observables con valor definido en
un sistema cudntico en un dado estado, estd comprometida a considerar cémo
este conjunto se transforma bajo el grupo de Galileo. El estudio de estas cues-
tiones es particularmente importante en el caso de las interpretaciones realistas,
pues conciben los observables con valores definidos como magnitudes fisicas que
objetivamente adquieren un valor actual entre todos sus posibles valores: la ac-
tualizacién de uno de los posibles valores debe ser un hecho objetivo. Por lo
tanto, cuando la invariancia de la ley se cumple, el conjunto de observables con
valor definido de un sistema deberia permanecer invariante ante las transfor-
maciones de Galileo: desde un punto de vista realista, serfa inaceptable que ese
conjunto cambiara como un mero resultado del cambio de perspectiva desde la
cual se describe el sistema.

Por supuesto, para abordar este tema en un dado marco interpretativo, se
requiere una definicién precisa de la regla que asigna valores definidos a los ob-
servables: por ejemplo, el vinculo autoestado-autovalor [73], la regla de Kochen-
Dieks basada en la descomposicién biortogonal ([74], [75]), la regla de Vermaas-
Dieks basada en la resolucion espectral del operador densidad reducido ([76],

!Las siglas significan “reference frame”.
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[77]), o la regla de la IMH basada en el Hamiltoniano del sistema [1]. Pero tam-
bién se necesita una comprension clara de la aplicacién de las transformaciones
de Galileo en mecdnica cuédntica. Por esta razén, procederemos a desarrollar este
punto, ya que en la bibliograffa no se encuentra completamente desarrollado.

El grupo de Galileo es un grupo de Lie cuya dlgebra se puede representar
en el espacio de Hilbert como un élgebra de operadores unitarios (ver Apéndice
A). Esta representacion es proyectiva, en el sentido de que admite una fase no
trivial en los estados; por lo tanto, el dlgebra tiene una extensién central no
trivial dada por un generador abeliano del grupo U(1). Este generador es la
masa y dado que conmuta con todo el grupo de Galileo, por el segundo lema de
Schur, debe ser proporcional a la identidad, esto es, M = mI [78]. Las relaciones
de conmutacién, entonces, son las siguientes:

[P, Pl =0 (3,54) (K9, Pj] =i6;;M (35;)

(K9 K9 =0 (3,5) [P, H] =0 (3,5,)

[Jiy J;] = igijiJ* (3,5¢) [J;, H =0 (3,51)  (3.5)
[Ji, Pj] = iciju P* (3,54) (K9 H) =P (3,5:)

[Ji, KJ(G)} = iEiij(G)k (3,55)

La extension central no trivial del dlgebra de Galileo tiene tres operadores de
Casimir que conmutan con todos los generadores del grupo: ellos son el operador
masa M, el operador S? y el operador energfa interna W = H — %. Los auto-
valores de los operadores de Casimir etiquetan las representaciones irreducibles
del grupo; por lo tanto, en cada representacién irreducible, los operadores de
Casimir son miltiplos de la identidad: M = mlI, S? = s(s + 1)1, donde s es el
autovalor del spin Sy W = wl.

Teniendo en cuenta que por cada transformacion del grupo de Galileo Ty,
debe haber una transformacién de los estados y de los observables (A.40), es-
tamos en condiciones de considerar la covariancia e invariancia galileanas de la
mecédnica cudntica analizando cémo las transformaciones de Galileo afectan la
ecuacién de Schrodinger:

dlp)

dt

Si premultiplicamos ambos miembros de la ecuacién por U = e***, usamos la
propiedad UU ! = I, y luego sumamos (‘fl—(tj) |¢) a ambos miembros, se obtiene

= —iH |p) (3.6)

Ks

dlg) | dU : _1,dle) | dU
— 4 — =—iUH — 4 — .
U 7 + 7 ®) t{UHU U 7 + 7 ®) (3.7)
Por lo tanto,
d(U‘@) s 1, AUy
pm = —i[UHU —I—zdtU 1U o) (3.8)

Si recordamos la accién de las transformaciones de Galileo sobre estados y ob-
servables (ver Apéndice A.1), podemos escribir (3.8) como
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dle") _ i AU
h = —i|H +2EU 1" (3.9)

Teniendo en mente esta ecuacién, analizaremos la invariancia y covariancia de
la ecuacién de Schrodinger separadamente.

3.2.1. Invariancia de la ecuacién de Schrodinger

Como hemos visto, cuando no hay campos externos actuando sobre el sis-
tema, el grupo de Galileo se define por las relaciones de conmutacién (3.5). Sin
embargo, hay una diferencia entre los generadores de boost K; y los restantes
generadores.

En un sistema cerrado y con energfa constante, libre de campos externos,
el Hamiltoniano H es independiente del tiempo y los generadores P; y .J; son
constantes de movimiento (ver ec.(3.5g,h)). Entonces, para los desplazamientos
temporal, espaciales y las rotaciones, tenemos que % = %(e“{s) = 0, donde
K y s representan los distintos generadores y sus pardmetros, menos el boost.
Como consecuencia, la ecuacién (3.9) resulta:

dlg’)

dt
Ademds, para estas transformaciones H' = H pues :

e (3.10)

—Desplazamiento temporal: H' = ¢ He 1 = H dado que [H,H] =0
(3.11)

—Desplazamiento espacial: H' = ¢!Fi% He='Fi% = H dado que [P;, H] = 0
(3.12)

—Rotacion espacial:  H' = ¢"/i% He™/i% = H dado que [J;, H] =0 (3.13)

Aplicando estos resultados en la ecuacién (3.10), se prueba la invariancia de
la ecuacién de Schrodinger ante desplazamientos temporales, desplazamientos
espaciales y rotaciones espaciales cuando no hay campos externos actuando
sobre el sistema, esto es:

/

dly’)
dt
El caso de los boost es diferente a los casos previos, dado que el Hamiltoniano
no es boost-invariante aun cuando el sistema estd libre de campos externos
(ver [79], lo mismo sucede en mecdnica cldsica, ver [80]). En efecto, ante la
transformacién de boost correspondiente a una velocidad v, el Hamiltoniano H
cambia como:

= —iH|¢) (3.14)

H' =eFivige ™ vi £ 7 dado que  [K;, H| =iP; #0 (3.15)
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y el generador G; es

Ki=MQ; = M(Qoi + Vit) = MQo; + Pit (3.16)

Dado que G; no es independiente del tiempo, 2 = 4 (e/K:v1) 3£ 0 y la ec. (3.9)
resulta ser:

d|30/> _ . ! . d 1Kivi\  —1K;v; /
i H —I—z%(e )e l©") (3.17)

Para obtener el valor del corchete en el lado derecho de (3.17) debemos
calcular ambos términos. Usando la férmula de Baker-Campbell-Hausdorff,

eBAe™P = A+ B, Al + % [B[B, A]] + % (B, [B, B, A]] + ... (3.18)

siempre que A y B conmuten con el conmutador [A, B], el primer término del
miembro derecho de (3.17) es:

. . 1
H' = eZKiviHeilei =H+ [’LK,’U“H] + 5 [ZK{UH [’LKZ’U“H]] + ... (319)
Por la relacién de conmutacién (A.66g) tenemos que:

entonces

[i K, [iK v, H]] = [iKv, —v; Py] = —iv? [K;, P (3.21)

Por la relacién de conmutacién (A.66e) se obtiene que

—iv? [K;, P) = vIM (3.22)

El siguiente término en la férmula (3.18) es el conmutador del boost con el
resultado de (3.22) que es la identidad, entonces el resultado dard cero. Por lo
tanto, la ec. (3.19) resulta

1
H =H—vP+ inf =H+Tg (3.23)

donde T'p es la contribucién del boost a la energfa.
A su vez, por medio de la ecuacién (3.18) y la relacién de conmutacién se
puede demostrar que

P} = ¢ifivi pemifivi — p Moy, — P/=Pi +Pp; (3.24)

donde Ppg; es la contribucién del boost al momento. Recordemos que, cuando
no hay campos externos, la energia interna W es un operador de Casimir; por
lo tanto, el Hamiltoniano puede ser descrito como
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P2
H=— 2
2M-H/V (3.25)

Por medio de las ecuaciones (3.24) y (3.25), es facil mostrar que el Hamiltoniano
transformado puede expresarse como

. (P+PB)2
T 2M

Por el otro lado, debemos calcular la derivada temporal %(e’:K“’i) de la

H' +W (3.26)

., . . A+B A B —1A:BI .,
ecuacion (3.17). Usando la identidad e = e“e”e” 2 , que vale también
cuando A y B conmutan con el conmutador [A, B], y aplicando la relacién de

conmutacién general
oF

0Q);
vélida en el dlgebra de Galileo por existir un operador posicién, se puede demostrar
que

[P, F(Qj)] = —1 (3.27)

d. ., 1 ,
ﬁ(eZK“’i) = —i(v; Py — §Mvi2)em1”i (3.28)
ya que

iKiv;

e — HMQoitPit) _ iMQoivi ,—~iPivit ,~(5)Mvit (3.29)

Entonces la derivada temporal se puede calcular sobre (3.29) quedando

a(eZKﬁ.}i) — eZMQm"Ui(_Z')Piviefzpi’uitef(f)Mv?t (330)

_i_eiMQoiviefiPw,;t(_E)Mvgef(%)Mv?t
2

El segundo término del segundo miembro de (3.30) es simplemente (—£)MovZe i,
Por el otro lado, la exponencial €'+ no puede ser directamente reconstruida en
el primer término ya que [eiM Qiovi Pi} # 0. Este conmutador se puede calcular
usando (3.27); por lo tanto,

L v; 7 ioUi : 0 7 oV 7 ioVi
[elMQm Z7PZ,] — [R,e MQio 1} _ ZaQ. (e MQio ) = —Muge MQiov; (3.31)
io
Esto significa que
eiMQioUi Pz — PieiMQiovi o MvieiMQioUi _ (R _ M/Ui)eiMQiovi (332)

De este modo, introduciendo (3.32) en (3.30) se obtiene:

d

. 1 ,
i(e“{f“i) = —i [(P; — Mv;)v; + ngf etfivi (3.33)
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que finalmente resulta ser (3.28).

Cuando los resultados (3.23) y (3.28) se introducen en la ecuacién (3.17), el
término que se suma a H en H' se cancela con aquél que proviene del término
que contiene la derivada temporal; entonces se puede probar la invariancia de
la ecuacién de Schrodinger también para las transformaciones de boost:

d o)

_rr _ _q !
p iH | (3.34)

Resumamos los resultados obtenidos hasta este momento. Cuando no hay
campos externos actuando sobre el sistema, el Hamiltoniano es invariante ante
desplazamientos espaciales, temporales y rotaciones espaciales, pero no ante
transformaciones de boost. A pesar de este hecho, la ecuaciéon de Schrédinger
es completamente invariante ante el grupo de Galileo, y esto conceptualmente
significa que el vector de estado |p) no “ve” los efectos de la transformacion:
las evoluciones de |¢) y |¢) son idénticas. En otras palabras, el comportamiento
temporal del sistema es independiente del sistema de referencia usado para la
descripcion.

Cuando el sistema estd afectado por campos externos, la armonia de los
resultados previos se pierde. De hecho, los campos modifican la evolucién del
sistema: por ejemplo, si el sistema estuviera sometido a la accién de un potencial
anisétropo, ya no esperarfamos que su comportamiento permaneciera invariante
cuando es rotado en el espacio. Pero en la mecdnica cudntica no relativista los
campos no estdn cuantizados: ellos no son sistemas cudnticos y, en consecuencia,
su accién no puede ser concebida como una interaccién entre sistemas. Entonces,
el efecto de los campos en el sistema debe ser tenido en cuenta en el Hamiltoni-
ano: los potenciales deberdn modificar la forma del Hamiltoniano, porque éste
es el tdnico observable involucrado en la ley de evolucién temporal. En con-
secuencia, en presencia de campos, el Hamiltoniano deja de ser el generador
de traslaciones temporales: sélo retiene su papel de generador de la evolucién
dindmica (ver [81], [26]). Esto significa que debemos abandonar las relaciones
de conmutacién que involucran al Hamiltoniano en (3.5g, f, 1): estas relaciones
s6lo valen con el generador de los desplazamientos temporales % pero no con el
Hamiltoniano :

[P, H] #0 [Ji, H] # 0 (G, H] # iP; (3.35)

Por lo tanto, ya no podemos garantizar la independencia temporal de los gen-
eradores P; y J;, y el resultado (3.23) no puede ser obtenido sobre la base de
la relacién de conmutacion [G;, H] = ¢P;. Como consecuencia, en general, la
ecuacion de Schrodinger pierde su invariancia galileana en presencia de campos
externos.

3.2.2. Covariancia de la ecuacién de Schrédinger

Para analizar la covariancia de la ecuacién de Schrodinger, podemos ree-
scribir la ec. (3.9) como
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d“ﬂ) au N TS 2 ZA P
T*EU l¢') = —iH"|¢") (3.36)

Es facil ver que la covariancia se puede obtener cuando el operador diferencial
se transforma como

d d d dU
Z 22 _ 2yt 3.37
dt dt  dt dt (3:37)
Esto significa que el operador diferencial transformado Z—; es una derivada tem-
poral covariante que denotaremos como DQt, y que hace que la ecuacién de
Schrodinger sea covariante ante las transformaciones de Galileo en el siguiente
sentido:
d'l¢") _ Dl¢')
= = —iH'|¢' 3.38
Lo 2 i) (3389)

Como hemos visto en el apartado anterior, cuando no hay campos externos
aplicados sobre el sistema, H, P; y J; son independientes del tiempo y, en con-
secuencia, 7 = 0. Por lo tanto, de la ec. (3.37) podemos ver que la derivada

) dt

temporal es invariante ante desplazamientos temporales, desplazamientos espa-
. . . / .

ciales y rotaciones espaciales, esto es % — % = %. Pero para transformaciones

de boost éste no es el caso: la covariancia de la ecuacién de Schrodinger im-
plica la transformacién del operador diferencial como % — %. Esto significa
que la covariancia ante boost equivale a una especie de “no homogeneidad” del
tiempo, que requiere un ajuste covariante de la derivada temporal. Esta con-
clusién no debe ser una sorpresa dado que, cuando el sistema estd descrito en un
sistema de referencia REF’ en movimiento uniforme con respecto al sistema de
referencia original RF', el estado transformado por boost depende de un gener-
ador que es funcién lineal en el tiempo (ver ec. (3.16)); entonces, si la ecuacién
de Schrodinger es valida en RE’ donde el estado es |¢'), la derivada tempo-
ral transformada debe ajustarse para compensar la dependencia temporal de la
transformacion del estado.

El caso de las transformaciones de boost ilustra un hecho comentado en un
apartado anterior: no hay una tinica manera de obtener la invariancia de la ley.
Cuando el sistema esté libre de campos externos, la ecuacién de Schrodinger es
invariante ante transformaciones de boost, a pesar del hecho que el Hamiltoniano
y el operador diferencial % no son objetos invariantes ante boost. Es decir, no
sélo es posible que una ley sea invariante cuando es covariante y ademds todos
los objetos involucrados son invariantes. El caso del boost ejemplifica un caso
donde los objetos de la ley no son invariantes pero se compensan para dar una
ley invariante.

Cuando hay campos externos aplicados al sistema, la ec. (3.38) es ain vélida.
Pero como ahora el Hamiltoniano incluye la acciéon de los campos, el Hamilto-
niano transformado H’' = UHU ! debe ser calculado en cada caso particular.
Las condiciones que deben satisfacer los potenciales externos para preservar la
covariancia de la ecuacién de Schrodinger pueden ser deducidas conociendo la
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dependencia precisa del Hamiltoniano respecto de dichos campos (ver [72] y
[82]). Sin embargo, éste no es el punto relevante de la discusién; para nuestros
propdsitos es suficiente ver cémo los operadores son transformados por el grupo
de Galileo y en qué sentido la ecuacién de Schrodinger es covariante bajo el

grupo.

3.2.3. Transformacién galileana de observables

Algunos autores han adoptado una estrategia diferente para encarar la cues-
tion de la covariancia galileana de la ecuacién de Schrodinger. Asumiendo la in-
variancia galileana del operador diferencial %, preservan la covariancia galileana
de la ecuacién de Schrodinger redefiniendo la accién de la transformacién de
boost sobre magnitudes dindmicas, en particular, sobre el Hamiltoniano.

En particular, una transformacién de boost dada por U = €% no actuarfa
sobre H como H' = UHU | sino como (ver [72], [83]):

- dU
H— H=UHU'+ iEU’l (3.39)

mientras que los estados y los operadores diferenciales se transforman como
d d _d
o 2 _ 2
dt dt dt
Dado que estas transformaciones fueron deliberadamente disenadas para preser-

var la covariancia galileana de la ecuaciéon de Schrodinger, al introducir (3.39)
y (3.40) en (3.8), tal covariancia se obtiene automdticamente:

d2) _ .75
= —iH |p) (3.41)

lp) = @) =U o) (3.40)

Si consideramos H como el Hamiltoniano transformado por el boost, cuando
no hay campos externos actuando en el sistema el Hamiltoniano es invariante
ante transformaciones de boost, dado que H = H (introducir ec. (3.23) y (3.28)
en (3.39)). Por lo tanto, la invariancia de la ecuacién de Schrodinger ante boost

se sigue de su covariancia, dada por la ec. (3.41), y la invariancia ante boost

de los objetos involucrados en la ecuacion, % = %y H = H . En este caso, la

transformacién de boost de H es unitaria, es la identidad, y la eleccién entre H’
y H como Hamiltoniano transformado por boost parecerfa ser una cuestiéon de
convencion. Sin embargo, la preferencia de H sobre H’ lleva a consecuencias no
deseadas, tanto desde el punto de vista matemético como del fisico.

Debemos notar que toda esta estrategia tiene un aspecto extrano. De hecho,
la invariancia galileana de la ecuacién de Schrédinger, mds que un resultado,
resulta ser una verdad a priori: no importa la forma particular que tiene esta
ecuacion, las transformaciones estdn especificamente definidas para preservar su
covariancia. Pero el precio a pagar por la covariancia asi obtenida es admitir que
una dada transformacién actiia de modo diferente segin el observable a trans-
formar. Precisamente, la transformacién H — H dada por la ec.(3.39), si bien
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unitaria cuando no hay campos externos, se vuelve no unitaria la presencia de
campos. Esto significa que algunos observables, en particular el Hamiltoniano,
se transforman mediante una transformacién no unitaria “sui generis”, como la
nombran en [72]. Pero la no unitariedad rompe las propiedades bésicas del grupo
de Galileo. Las transformaciones no unitarias no preservan las relaciones de con-
mutacion entre los observables transformados. En efecto, dados dos observables
Ay B tales que [A, B] = C, es facil ver que la aplicacién de la transformacion
representada por un operador unitario resulta en

[A,B]=C — [A,B]=[UVAU ", UBU'| =UCU ' =’ (3.42)

Esta propiedad es la que preserva las relaciones de conmutacion que definen el
grupo de Galileo también para observables transformados; por ejemplo [PZ' , P; } =
00 [J},K}| = ieijiK},. Pero si usamos la transforinacién “sgi generis” (3.39),
esta propiedad se pierde. En particular, si A — Ay B — B, con un poco de
dlgebra se obtiene

~ ~ 1 . au—' dUu -1
[4,B] =UCU™ +i(U(B - A)=—+ T (B AU (3.43)
El lado derecho de esta ecuacién no puede ser identificado ni con C (C trans-
formado con la ecuacién (3.39)) ni con C’ (C' transformado unitariamente). Por
lo tanto, la adopcién de una transformacién no unitaria con el fin de preservar
la covariancia galileana de la ecuacién de Schrodinger parece tener un costo
demasiado alto.

Desde el punto de vista fisico, una transformacién como la ecuacién (3.39)
también nos lleva a consecuencias no deseadas. De acuerdo con esta ecuacion,
cuando no hay campos externos el Hamiltoniano transformado por el boost
es H = H . Esto significa que, si H es el Hamiltoniano del sistema cuando se
describe en un sistema de referencia RF', entonces H = H es el Hamiltoniano del
mismo sistema cuando se describe en el sistema de referencia REF” en movimiento
uniforme con respecto a RF'. Pero esta conclusién estd en desacuerdo con el
hecho fisico de que la energia total del sistema cambia en un término cinético
aditivo cuando se cambia la perspectiva de RF a RF’. Y este cambio en la
energfa total tiene manifestacién empirica como un efecto Doppler en el espectro
de energia (ver [32]), que no se puede explicar en la transformacién de boost
(3.39).

Resumiendo, si queremos preservar la estructura formal del grupo de Galileo
y el significado fisico de estas transformaciones, no tenemos la libertad de decidir
la forma de estas transformaciones. El argumento de esta subseccién muestra
que la aplicacién de las transformaciones de Galileo en mecédnica cuédntica no es
una cuestién trivial: cualquier afirmacién acerca de la covariancia galileana de
la ecuacién de Schrodinger debe estar basada en la adecuada transformacion de
los observables, en particular, del Hamiltoniano. Esta conclusién contribuye a la
comprensién no sélo del papel del grupo de Galileo en mecdnica cudntica, sino
también de su relevancia para la interpretacién, como veremos a continuacién.
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3.3. La interpretacién modal-Hamiltoniana a la
luz del grupo de Galileo

Como venimos viendo, la IMH de la mecénica cudntica pertenece a la famil-
ia modal: es una interpretacién realista y sin colapso, de acuerdo con la cual
el estado cudntico describe las posibles propiedades del sistema pero no sus
propiedades actuales. Aqui s6lo tendremos en cuenta las proposiciones interpre-
tativas necesarias para la discusién.

A continuacién analizaremos céomo la interpretacién se comporta ante la
accion del grupo de Galileo.

3.3.1. Transformacién de sistemas

De acuerdo con la Proposicién 1 de la IMH, un sistema cudntico S estd
representado por un par (O, H). A su vez, cualquier transformacién de Galileo
T, € G debe aplicarse a S de modo tal que S : (O, H) — 5" : (0’, H'). Sin
embargo, como vimos en un apartado anterior, un grupo G de transformaciones
T, € G es un automorfismo T, : X — X; entonces, el grupo de Galileo G se
aplica a los observables del sistema de tal manera que

VI, €G,si OO yO—0, entonces O €O (3.44)

En otras palabras, el espacio de observables de un sistema cudntico es cerrrado
ante las transformaciones del grupo de Galileo,

VI, eG, O— 0 (3.45)

Este hecho es fisicamente razonable, dado que no se esperarfa que la mera apli-
cacion de una transformacién de Galileo sobre el sistema .S modificara su identi-
dad al modificar su espacio de observables O (ver [42]). Por lo tanto, el resultado
de la aplicacién de las transformaciones de Galileo sobre un sistema cudntico
s6lo dependerd de la manera en que el Hamiltoniano se transformas:

VI, €G, S:(0,H)— S :(0,H) (3.46)

donde H se transforma unitariamente como H' = U, HU; !, con U, = efasa,
y K, es el generador de la transformacion T,.

Como hemos visto, en presencia de campos externos, la ecuacién de Schrodinger
es covariante pero no invariante ante el grupo de Galileo. Fisicamente esto sig-
nifica que el sistema cambia su comportamiento cuando es desplazado espa-
cialmente, temporalmente o rotado espacialmente: la covariancia de la ley se
preserva por la transformacién de los objetos involucrados en ella, en particu-
lar, el Hamiltoniano.

Cuando no hay campos externos, por el contrario, la cuestién de las transfor-
maciones de Galileo debe ser tomada con precauciéon. En este caso, la ecuacién
de Schrédinger es invariante ante el grupo de Galileo, y esto significa que la
aplicaciéon de una transformacién de Galileo no introduce una modificacién en
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la situacion fisica, sino que expresa un cambio en la perspectiva desde la cual
se describe el sistema. En el contexto de la IMH, la invariancia del sistema ante
desplazamientos temporales, espaciales y rotaciones espaciales se deduce direc-
tamente de la invariancia del Hamiltoniano ante estas transformaciones (ver.
ecs. (3.11), (3.12) y (3.13)):

S:(0,H)— S :(O,H)=S5:(0,H) (3.47)

Pero esta situacién es completamente diferente para las transformaciones boost:
aunque la ecuacién de Schriédinger es invariante, el Hamiltoniano no es invariante
ante boost (ver. ec. (3.15)). Analizaremos este caso en detalle.

Consideremos un sistema cudntico que no estéd afectado por campos exter-
nos, representado por S : (O, H). En un sistema de referencia genérico RF, el
Hamiltoniano es H = ZP—;{ +W = K+ W, donde K es la energia cinética y sélo
depende del momento total relativo a RF', y la energfa interna W no depende
ni de la posicién ni del momento relativo a RFE', pero s6lo depende de la difer-
encia de posiciones, y eventualmente de sus derivadas. Por lo tanto, se puede
garantizar que [K, W] =0y, en consecuencia, H puede ser expresado como

H=K+W=Hx @Iy +Ix@W (3.48)

donde Hy es el Hamiltoniano cinético actuando en el espacio de Hilbert Hy,
Hyy es el Hamiltoniano correspondiente a la energfa interna actuando en el
espacio de Hilbert Hy, Ix v Iy son operadores identidad en los respectivos
espacios producto tensorial (por ejemplo, en los modelos conocidos, ver [3]). De
acuerdo con la Proposicién 3 de la IMH, la ec.(3.48) implica que el sistema S
es un sistema compuesto S = Sy U Sk, cuyo subsistemas elementales son:

= Un sistema representado por Sy : (Ow, Hw ), donde Oy es el espacio de
observables actuando en Hyy, y Hyw € Ow representa la energfa interna.

= Un sistema representado por Sk : (Ok, Hr ), donde Ok es el espacio de
observables actuando en Hg, y Hx € Ok representa la energfa cinética.

Si ahora se aplica un boost con velocidad v al sistema S = Sy U Sk, el
Hamiltoniano transformado unitariamente es H' = H + Tp (ver. ec.(3.23)) vy,
entonces, puede expresarse como

2

P
H’:H+TB:m+W+TB:K’+W (3.49)

donde K’ es la energfa cinética transformada (ver. ec.(3.24) y (3.25)):

P? P? P+ Pg)?
k=1 k-kirmy-L g, PR

T o2M oM oM (3.50)

Por la misma razén que antes, [K', W] = 0, y en consecuencia, H' puede ser
escrito como:
H=K+W=HIy+Ix@W (3.51)
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donde H}), = Hk + Hp es la energia cinética transformada actuando sobre
Hy. En su descomposicion espectral, estos observables se pueden escribir de la
siguiente manera:

HK:/wK ‘WK> (wK|dwK WZ/LUW |wW) <ww|de (352)

donde Hx € Hxk @ Hxk y W € Hw ® Hw. Entonces, si H =Hx @ Hw, H €
'H ® H resulta ser

H = //(CUK +wW) \wK,wW> (wK,wW|ddewW (353)

donde los autovalores de H son w = wg + wy. Como dijimos antes, una trans-
formacion de boost sélo actua sobre el Hamiltoniano de la energia cinética, por
lo tanto Hg se transforma de la siguiente manera:

OJK> <UJK| eiiKi”idwK (354)

HK — H}( — eZKi’UiHKefzKi’Ui — /wKelKi’Ui
entonces,

H}(I/WKV.UK +wB) (wK+wB|dwK (355)

Por lo tanto, el sistema transformado por boost es otra vez un sistema compuesto
S = Sw U Sk, cuyos subsistemas elementales son el sistema original Sy y el
sistema Sy : (Ok, HJ), definido ahora por la energfa cinética Hj, que es la
suma de la energfa cinética Hp del boost més la energfa cinética original H .

Este argumento muestra que, cuando no hay campos externos, una trans-
formacién de boost actia sobre un sistema representado por S = Sy U Sk
como

S:SWUSKHS/:SWUS}( (356)

Cuando, en particular, S se describe en el sistema de referencia en reposo con
respecto al centro de masa, P = 0; entonces S es un sistema elemental con
Hamiltoniano H = W, sobre el cual el boost actia de la siguiente manera

S=8y—8=Syu S}( (3.57)

donde el subsistema S} estd ahora definido sélo por la energfa cinética del
boost. Por lo tanto, el subsistema Sy, que lleva la energia interna del sistema,
es invariante ante boost, de acuerdo con el hecho de que la energia interna W es
un operador de Casimir del grupo de Galileo (ver Apéndice A.1). La aplicacion
de la transformacién de boost sélo afecta al subsistema Sk al sumar la energfa
cinética del boost al Hamiltoniano:

SW — S{/V = SW Hll/V = HW (358)
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SK—>S}( H;(:HK-FHB (359)

Entonces, por un lado, cuando no hay campos externos, la accién de una
transformacién de boost tiene una manifestacion bien definida en el espectro de
energia del sistema compuesto S = Sy USk: el boost produce un efecto Doppler
en la energfa de S. Pero también sabemos que la energfa estd definida a menos
de una constante: la informacién relevante acerca del espectro de energia del
sistema estd contenida en su energfa interna, y la energia cinética sélo introduce
un desplazamiento de este espectro. Por lo tanto, el subsistema invariante ante
boost Sy contiene la estructura fisicamente significativa del espectro de energia
vy Sk representa el desplazamiento en esa energia que, aunque observable, no
es fisicamente relevante y sélo es relativo al sistema de referencia usado para la
descripcion. Por otro lado, incluso el cardcter compuesto o elemental del sistema
S depende de la eleccién particular del sistema de referencia. De hecho, en el
sistema de referencia RF' en reposo con respecto al centro de masa, S = Sy
es un sistema elemental; cuando, a su vez, decidimos describir el sistema en
un sistema de referencia RF’ con movimiento uniforme con respecto a RF, el
sistema pasa a ser compuesto, S = Sy U Sk.

Ambas consideraciones apuntan en la misma direccién: el contenido obje-
tivo de la descripcién estd dado por la energfa interna. En otras palabras, la
descripcion objetiva del sistema es Sy, esto es, la descripcion en el sistema de
referencia en reposo con respecto al centro de masa, donde H = W: Sy es
completamente invariante ante el grupo de Galileo. Por el contrario, Sk, que
contiene la energfa cinética, es una suerte de “pseudo-sistema’”, cuya identidad
se modifica por un mero cambio en la perspectiva descriptiva, e incluso puede
desaparecer como consecuencia de tal cambio.

Esta intuicién acerca del vinculo entre invariancia y objetividad estd enraiza-
do en una idea natural: lo que es objetivo no deberfa depender de la perspectiva
particular usada para la descripcion; o, en términos del lenguaje de grupos, lo
que es objetivo de acuerdo con la teorfa es lo que permanece invariante ante el
grupo de simetria de la teoria. Esta idea no es nueva, ya que fue profundamente
discutida en el contexto de la relatividad especial y general con respecto al sta-
tus del espacio-tiempo dentro de la teorfa: “Henceforth space by itself, and time
by itself, are doomed to fade away into mere shadows, and only a kind of union
of the two will preserve an independent reality”[84]. La idea de que la objetivi-
dad significa invariancia también es la tesis central del libro de Weyl llamado
“Symmetry” [85]. Recientemente, esta idea ha reaparecido en varios trabajos.
Por ejemplo, en [86], se construye un concepto general de objeto fundado en la
invariancia ante las transformaciones de simetria. A su vez, la hipétesis de que
la invariancia tiene su raiz en la objetividad es el tema central de [87]. Nuestra
conclusion acerca de la descripcién objetiva de un sistema cudntico estd en com-
pleto acuerdo con la idea general que subyace a estos trabajos: cuando el grupo

2“Entonces el espacio por si mismo y el tiempo por si mismo estdn condenados a
desvanecerse en meras sombras, y s6lo una especie de unién de los dos preservara una re-
alidad independiente”.
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de Galileo deja la ecuacion de Schrodinger invariante, la descripcién objetiva
del sistema también es invariante y, en consecuencia, éste no es afectado por las
transformaciones de Galileo.

3.3.2. Transformacién de la Regla de Actualizacion

La Regla de Actualizacién (RA) es una proposicién interpretativa que se
agrega al contenido de la teorfa. Entonces, las cuestiones pertinentes acerca de
la covariancia e invariancia tienen sentido también para esta regla. Si llamamos
OV D(S) al conjunto de observables con valor definido del sistema cudntico
elemental representado por S : (O, H), de acuerdo con RA, OVD(S) = {H, A;},
donde los A; son observables que conmutan con H y tienen, al menos, las mismas
simetrias que H. Aunque RA no es una ecuacién diferencial, es facil aplicarle
los conceptos de covariancia e invariancia:

= RA es covariante ante las transformaciones de Galileo si, VT, € G, el
conjunto OV D(S) se transforma como:

OVD(S) = {H,A;} — OVD(S') = {H', A} (3.60)

= RA es invariante ante las transformaciones de Galileo si, VT, € G, el
conjunto OV D(S) se transforma como:

OVD(S) — OVD(S') = OVD(S) (3.61)

La covariancia de RA se sigue directamente de la unitariedad de las trans-
formaciones de Galileo. De hecho, cada transformacién de Galileo se puede con-
siderar como una rotacién definida de los autovectores de todos los observables
O € O en el espacio de Hilbert H. Esta rotacién preserva las relaciones de con-
mutacion, por lo tanto, si [H, A;] = 0, entonces [H', A}] = 0 (ver ec. (3.42)).
Pero, como mera rotacién, tal transformacién preserva todas las demas rela-
ciones entre los observables; en consecuencia, si A; tiene, al menos las mismas
simetrias que H, entonces A’ tiene, al menos las mismas simetrias que H'. Por lo
tanto, si RA selecciona H y los observables A; como aquéllos con valor definido
de S, cuando se los transforma se obtiene H'y A}, que son precisamente los
observables seleccionados por RA aplicada al sistema S’.

Por otro lado, queda claro que, cuando no hay campos externos, la regla
de actualizaciéon RA es invariante ante desplazamientos temporales, y ante de-
splazamientos y rotaciones espaciales, dado que el sistema es invariante ante
estas transformaciones (ver ec.(3.47)):

S=8 — OVD(S)=0VD(S) (3.62)

La dificultad aparece otra vez por las transformaciones de boost, que no dejan
al Hamiltoniano invariante. Dado que OV D(S) depende de H, cambia con el
cambio de H, y esto pareceria ser un problema muy serio para la IMH: como
es una interpretacion realista, el OV D seleccionado por la regla de asignacion
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de valores definidos no deberia modificarse por un mero cambio del sistema
de referencia, como el que representa el boost de un sistema libre de campos
externos. Sin embargo, el aparente problema se disuelve cuando se considera el
modo en el que el boost actia sobre el sistema.

Como hemos visto en un apartado anterior, cuando no hay campos externos,
el sistema representado por S : (O, H) es, en general, un sistema compuesto
S = Sw U Sk, donde el subsistema representado por Sy : (Ow, Hy ) lleva
la energia interna y el subsistema representado por Sk : (O, Hk) lleva la
energia cinética. Por lo tanto, la RA se aplica a los subsistemas elementales
independientemente:

= Dado que Sy es invariante ante boost, OV D(S};,) = OV D(Sw), esto es,
el conjunto de observables con valor definido de Sy permanece inalterado
ante esta transformacion.

= Ante boost, Sk : (Ok, Hk) se transforma como S : (Ok, Hj;), donde
Hj. = Hg + Hp (ver ec. (3.59)); entonces OV D(Sk) # OVD(S%).

Sin embargo, como hemos argumentado, el sistema Sk no representa un ob-
jeto cudntico objetivo, ya que es un mero artefacto de la perspectiva descriptiva
adoptada. En consecuencia, la descripcién objetiva del sistema proviene de Sy
y el resultado de la aplicacién de RA sobre este sistema es invariante ante boost.

3.3.3. Version invariante de la Regla de Actualizacién

En esta subseccion nos enfocaremos sélo en la situacién donde no hay campos
externos; ésta es la situacion en la que la ecuacién de Schrodinger es invariante
ante el grupo de simetria y, en consecuencia, podemos esperar tener una re-
formulacién de la regla de actualizaciéon RA en una forma invariante ante las
transformaciones de Galileo.

Proposicién 13 (Regla de Actualizacién RA’): Dado un sistema cudn-
tico S : (O, H) = Sy USk libre de campos externos, donde los subsistemas Sy
y Sk estdan representados como Sy : (Ow,Hw) y Sk : (O, Hg), el conjunto
A(S) de propiedades-tipo actuales de S es A(S) = A(Sw) = {[W], [Ai]} donde
W es la energia interna W = Hy ® I y A; son los observables que conmutan
con W y tienen, al menos, las mismas simetrias que W.

Bajo esta forma, la regla de actualizacién es explicitamente invariante ante
las transformaciones de Galileo, dado que S y Sy son sélo diferentes nombres
para el mismo sistema cudntico.

Esto muestra que la no invariancia de la versién original de la Regla de
Actualizacién sélo es resultado del lenguaje descriptivo. A pesar del cambio en
la representacion fisica del sistema ante boost, cuando no hay campos externos
actuando sobre el sistema, el conjunto de propiedades-tipo actuales es invariante
ante todas las transformaciones de Galileo, debido precisamente a la invariancia
del sistema. En otras palabras, la identidad y el comportamiento del sistema
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cuéntico real detrds de la descripcién fisica no son modificados por un mero
cambio en la perspectiva descriptiva, de acuerdo con el significado fisico del
grupo de Galileo.

Aunque RA’ es conceptualmente significativa, debemos considerar la posi-
bilidad de reformularla de tal manera que resulte invariante de Galileo ya en su
forma matematica. La manera natural de lograr este objetivo es introducir los
operadores de Casimir del grupo de Galileo: si la Regla de Actualizaciéon debe
seleccionar un conjunto invariante como los observables con valor definido, tal
conjunto debe depender de los operadores de Casimir, que son invariantes ante
todas las transformaciones del grupo de Galileo. Esto es,

Proposicién 14 (Regla de Actualizacién RA"”): Dado un sistema cudn-
tico libre de campos externos representado por S : (O, H), los observables con
valor definido son los observables C; representados por los operadores de Casimir
en cualquier representacion irreducible del grupo de Galileo, y todos los observ-
ables que conmutan con C; y tienen, al menos, las mismas simetrias que C;.

Dado que los operadores de Casimir del grupo de Galileo son M, S% y W,
esta reformulacion de la regla RA” estd de acuerdo con la Regla de Actualizacion
original RA cuando se aplica a sistemas libres de campos externos:

= Los valores definidos de M y S?, postulados por RA” se siguen de RA:
estos observables conmutan con H y no le rompen su simetria, ya que son
miiltiplos de la unidad en cualquier representacion irreducible del grupo
de Galileo. El hecho de que M y S? siempre adquieran valor definido es
completamente natural desde un punto de vista fisico, dado que la masa
y el spin son propiedades que supuestamente todos los sistemas cuédnticos
tienen y que son medibles en cualquier situacién fisica.

= El valor definido de W parece estar en conflicto con RA dado que W no
es el Hamiltoniano: mientras W es invariante ante el grupo de Galileo, H
cambia ante la accién de un boost. Sin embargo, como hemos visto, esto
no es un obstdculo cuando se tienen en cuenta los subsistemas elementales
donde RA se aplica.

Ademsés de brindar una versién explicitamente invariante de la regla de
asignacion de valores definidos en el lenguaje fisico, RA” nos lleva a una reflex-
i6n final. Como hemos visto, la identidad y el comportamiento de los sistemas
fisicos libres de campos externos son invariantes ante el grupo de Galileo. Por
el otro lado, desde un punto de vista realista, el hecho de que ciertos observ-
ables adquieran valores definidos es un hecho objetivo en el comportamiento
del sistema: por lo tanto, el conjunto de observables con valor definido selec-
cionado por una interpretacién realista debe ser invariante ante el grupo de
Galileo. Pero los observables invariantes ante el grupo de Galileo son siempre
funciones de los operadores de Casimir del grupo. En consecuencia, se llega a la
conclusién de que cualquier interpretacion realista de la mecdnica cudntica que
intente preservar la objetividad de la actualizaciéon no puede encontrarse muy
lejos de la interpretacién modal-Hamiltoniana.
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Relacién con el esquema geométrico de la IMH

En el apartado anterior se ha formulado la Regla de Actualizacién en térmi-
nos de los operadores de Casimir del grupo de Galileo extendido. Esto significa
que los observables que adquieren valores actuales son la masa, el spin y la
energia interna. En una representacién irreducible del grupo de Galileo, estos
observables son multiplos de la identidad y, por lo tanto, tienen un solo autoval-
or. Esto significa que estas propiedades tendran sélo una propiedad-caso y, como
dijimos antes, los vectores que conformen la clase de equivalencia construida a
partir de los autovalores de estos observables serd todo el espacio de Hilbert.

Queda claro entonces desde la IMH por qué deben ser identidades estos
observables: si no lo fueran, se podria definir a la clase de equivalencia de los
vectores que no cumplen con la clase de equivalencia de los autovalores de es-
tos observables, y esto serfa igual a decir que tienen al menos dos autovalores
distintos. Como ocurre en el grupo de Galileo, el operador Casimir masa M
debe tener sélo un autovalor si estamos representando una inica particula. No
podria tener més que ese autovalor por que, en caso contrario, dejarfa de ser un
operador identidad. Lo que estarfamos haciendo entonces es poner un corte en
el espacio de Hilbert, el corte equivalente a decir que la negacién de la clase de
equivalencia de todos los vectores que tienen mismo autovalor de M es la clase
vacia.

Tenemos entonces dos direcciones para reconstruir los sistemas cuénticos
dentro del espacio de Hilbert, una hacia “abajo”, es decir, ir descomponiendo
al espacio de Hilbert, y una hacia “arriba”, ir componiéndolo.

Si asumimos que los sistemas cudnticos tienen al menos alguna propiedad
que comparten todos y que esa propiedad no puede cambiar nunca, entonces
estarfamos poniendo un “techo” a las posibles composiciones de los espacios de
Hilbert. Es decir, estarfamos diciendo que la negacién de la clase de equivalencia
de esa propiedad es la clase vacia. O sea, estariamos diciendo que existe algtin
observable identidad. Estos presupuestos bdsicos fisicos son coherentes, ya que
los sistemas cudnticos tienen ciertas propiedades definidas, por ejemplo masa o
spin, o carga.

Nos podriamos preguntar, entonces, si es necesario un “piso” para las de-
scomposiciones del espacio de Hilbert, es decir, si existe alguna propiedad tal
que no se puede descomponer més alla de ella. Posiblemente podriamos suponer
que si existe un piso, ya que se cree que la materia no se puede seguir dividi-
endo en trozos mas pequenos o que sus propiedades no se pueden descomponer
indefinidamente en sub propiedades. En la propuesta de la IMH, la propiedad
minima, basica o atémica de la materia es la energfa. Esto es, la propiedad min-
ima con la que se componen todas las deméds propiedades es la propiedad de la
energia.

Se podria pensar que el electromagnetismo introduce un peldafio mas en las
composiciones del espacio de Hilbert de los sistemas cudnticos, al permitir que
exista la negacion del espacio de Hilbert correspondiente a las cantidades cin-
emdticas del sistema. O sea, al introducir la carga eléctrica se estd duplicando
la representacién irreducible del grupo de simetria cinemédtico. Es decir, se estd
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permitiendo que exista al menos algiin observable que tenga dos subespacios
invariantes degenerados y éstos sean dos copias exactas de una representacion
irreducible del grupo de simetria cinemadtico, el grupo de Galileo. En el elec-
tromagnetismo se le llama carga () a esa propiedad-tipo, que tiene sélo dos
propiedades-caso, que son sus dos posibles valores.

3.4. Ejemplos fisicos

En esta subseccion se presentardn los ejemplos fisicos de la IMH analizados
en [3]. En particular, se mostrard que los sistemas que no estan afectados por
campos externos se pueden describir de tal modo que su cardcter compuesto
se hace manifiesto. A su vez, en el caso de que haya campos externos, se
considerardn las condiciones bajo las cuales el sistema ain se puede concebir
como un sistema compuesto, y se explicitardn los subsistemas componentes.

3.4.1. Oscilador armodnico

Cuando se describe el Hamiltoniano del oscilador arménico de manera gen-
eral, respecto de un sistema de referencia fijo RF, tiene la siguiente forma
L 2
- + s — 3.63
2m1 2m2 (Ql QQ) ( )
donde k mide la intensidad de la interaccién. P; y P, son los momentos de
los dos sistemas y Q1 y Q2 sus respectivas posiciones respecto del sistema de
referencia RF'. Se puede definir un cambio de coordenadas al centro de masa de
la siguiente manera:

m +m
Qo= THtmle g0, (3.64)
mi + mo
P — P
Po=P + P, Pp = Mol — M1 (3.65)

mi1 + mo

En este nuevo sistema de coordenadas, el Hamiltoniano se puede escribir como:

Pé | PR 2
=< 4Ll .
2M+2,u+ Qr (3.66)
dondeMzml—l—mzyu:%.

De este modo, H se puede expresar como la suma de dos términos, H =
Hy + Hg, tal que

P? P? P?

Ho=W =H — —C _ R 4 02 He = —C

0 o0 2 MR KoM

Queda claro que Hy y Hg conmutan, dado que Hy sélo depende de las coorde-

nadas relativas y Hx sélo depende de las coordenadas del centro de masa. Por

lo tanto, el Hamiltoniano total puede ser escrito como

(3.67)
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[Ho,Hg] =0  — H=Hy®Ix+1I,®Hg (3.68)

En este caso es facil ver que H es el Hamiltoniano del sistema compuesto
S, cuyos subsistemas, Sy con Hamiltoniano Hy y Sk con Hamiltoniano Hg,
no interactian entre si; por lo tanto, se actualizan independientemente. Esto
significa que Hy (la energfa interna) adquiere valor definido en Sy, y Hy (energfa
cinética) adquiere valor definido en Sk.

3.4.2. Atomo de hidrégeno

El Hamiltoniano original del 4tomo de hidrégeno es

P? P2 e?

H=_—= P4 3.69
2me  2my, Qe — Qpl (3:69)

Si se efectua otra vez el cambio de coordenadas al centro de masa, ecs. (3.64) y

(3.65), el Hamiltoniano queda

P: P} e?

= _C IR _ 3.70
2M 2 1Qal (3:70)

donde podemos identificar Hy y Hx como

P2 p2 e? P2
Hy=W=H—-C 1k _ Hp =< 3.71
’ oM~ 2 |Qxl K=o BT
Es claro entonces que

[Ho,Hx] =0 — H=Hy®Igx+1o® Hg (3.72)

Como en el caso anterior, el dtomo de hidrégeno es un sistema compuesto
que puede ser analizado como un subsistema Sy, definido por la energia inter-
na Hyp = W y un subsistema Sk, definido por la energfa cinética Hy. Y, de
acuerdo con la Regla de Actualizacién de la IMH, ambos subsistemas actualizan
independientemente.

3.4.3. Sistema de tres cuerpos

Los dos ejemplos previos fueron de dos cuerpos. Ahora se mostrardn las
mismas conclusiones para sistemas de tres cuerpos con potenciales internos.
Para ello consideremos un sistema de tres particulas que interactiian a través
de un potencial general que depende de las posiciones relativas. El Lagrangiano
de este sistema es:

1 L2 1 .2 1 .2
L= §m1Q1 + §m2Q2 + 57713@3 - V(|Q1 - Q2‘) (3-73)

—V(|Q2 — Q3]) = V(|Q1 — Q3])

Se puede definir el cambio de coordenadas generalizado al centro de masas:
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Qc = m1Q1 + maQ2 + msQs (3.74)

m1+m2+m3

Q2 =01 — Q2 Qi3 =01 — Q3 Q23 = Q2 — Q3 (3.75)

Pero, dado que Q12, @13 y Q23 no son independientes (Qa3 = Q12 + Q13), se
seleccionard Qc¢, Q12 y Q13 como los verdaderos grados de libertad para expresar
al Lagrangiano. Si definimos la masa total como M = mj +ms+m3 y las masas

m;m;

reducidas como p,;; = —5%, el Lagrangiano en las nuevas coordenadas resulta

1 .2 1 .2 1 .2 1 . .
L= QMQC + 5#126212 + 5#136213 + 5#23@12 — Q13)? (3.76)

—V(|Q12]) = V(|Q23]) = V(|Q12 — Q13])

Para hallar el Hamiltoniano, debemos obtener los momentos conjugados a cada
una de las coordenadas:

Po =21 _ g (3.77)
Q¢
oL . . .
Py = —— = —y3(Q12 — Q13) + p12Q12 (3.78)
0Q12
oL : ‘ '
Pi3 = —— = jig3(Q12 — Q13) + p113Q13 (3.79)
0Q13

Entonces, el Hamiltoniano total asociado con el Lagrangiano queda

H = PcQc+ P12Qi2+ Pi3Qiz — L = (3.80)
P2 P? P2 P P;a)?
_ fc N 13+(12+ 13)
2M 2m2 2m3 2m1

=V(IQ12]) = V(|Q23|) — V(|Q12 — Q13])

donde otra vez podemos identificar

P:  PL, | P Jr(PerPls)2

HO =W=H- m N 2m2 2m3 2m1 (381)
=V(1Q12]) = V(|Q23]) = V(IQ12 — Qu3])
Hi = % (3.82)

tales que [Ho, Hx]| = 0.
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Este procedimiento puede ser facilmente generalizado a un sistema de n—cuerpos,

donde siempre se obtendrd un Hamiltoniano total como suma de dos términos no
interactuantes: la energfa interna Hy = W sélo dependiente de las coordenadas

. o e PZ . TP
relativas, y la energfa cinética Hx = 55, s6lo dependiente de la energfa cinética

2M >

del centro de masa. La posiblidad de descomponer el sistema de n—cuerpos en
dos subsistemas estd fuertemente asociado con la validez del grupo de Galileo
(ya que éste introduce restricciones a la forma de los potenciales internos).

3.4.4. Sistema con campos externos

En los apartados previos se han analizado sistemas que no estaban afectados

por campos externos, esto es, situaciones donde se puede garantizar la validez
total del grupo de Galileo debido a la homogeneidad e isotropia del espacio. En
esta seccién se estudiard un sistema cudntico con campos externos, con el fin de
ver cémo las conclusiones de las secciones anteriores pierden validez cuando el
espacio y el tiempo pierden sus propiedades galileanas, pero aun asi podemos
aplicar la Regla de Actualizacién original.

Para ello consideremos un sistema cudntico sujeto a campos externos. La

forma més general del Hamiltoniano cuando hay campos externos es:

1 2
H= 5 (P = AQ) +V(Q) (3:53)

donde A(Q) vy V(Q) son cuatro funciones que dependen de la posicién: las tres
primeras conforman el vector A y la ultima V. Como se dijo anteriormente,
dado que los campos externos rompen la homogeneidad y la isotropia del es-
pacio, el grupo de Galileo ya no puede expresarse en términos de las variables
dindmicas. Una simple inspeccién muestra que la regla de conmutacién entre el
Hamiltoniano y el momento es distinta de cero:

[H,P] = | 537 (P = AQ)P. P| + V@), P) (3.8)
1
= 51 (P~ A@) (P~ A@). P

537 (P = A(Q)), P (P~ A(Q) + [V(Q), P)
1 dA 1 dA v

oM (P—AQ) Z@ - ml@(P - AQ)) + Z@

Por lo tanto, la correspondiente regla de conmutacién galileana ya no puede
expresarse en términos de H y P. Esto significa que ya no podemos aplicar la
Regla de Actualizacién invariante, y debemos retornar a la Regla de Actual-
izacién original, donde las propiedades que actualizan se definen como aquéllas
que conmutan con H y no rompen sus simetrias. Si el Hamiltoniano (3.83)
pudiese formar parte de algin conjunto de generadores que formen un grupo,
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entonces quizd se podria dar una regla de actualizacién en términos de los oper-
adores de Casimir de ese grupo. Pero sin contar con un poco més de informacién
sobre las funciones A(X) y V(X), la tarea puede llegar a ser casi imposible.

Los campos externos se pueden expandir en una serie de potencias en el
operador posicién:

AQ) =) a.Q" V(Q) =) uQ" (3.85)

Entonces, definiendo los observables en términos de los operadores momento y
posicion, se pueden calcular las relaciones de conmutaciéon con el Hamiltoniano
utilizando las expansiones (3.85).

Consideremos ahora un sistema de dos particulas interactuando a través de
un potencial interno y afectadas por un potencial externo dependiente de sus
posiciones absolutas con respecto a un sistema de referencia fijo. El Lagrangiano
general sera:

.2 .2
L= im@i +ymQy — Vi@ — Qo) ~ Va(Q) ~ Val(Qs)  (386)

Si se introduce el mismo cambio de coordenadas que en el oscilador arménico
(ver ecs.(3.64) y (3.65)), y luego se encuentran los momentos conjugados de los
nuevos sistemas, el Hamiltoniano resulta:

2 2
H= Lo };—M — Via(IQiz]) — Vi(Qe + T2Q12) — Vi(Qc + 52 Quz) (3:87)

En este Hamiltoniano podemos encontrar Hy como % y Hy como los térmi-
nos restantes, pero en este caso, Hyp no es la energfa interna W debido a la
dependencia en las coordenadas Q¢ del centro de masa. En otras palabras, en
general [Hy, Hx] # 0y, en consecuencia, el sistema no puede ser descompuesto
en subsistemas cudnticos como en los casos previos.

No obstante, el sistema es compuesto en casos particulares, cuando los po-
tenciales V7 y V5 tienen alguna de las siguientes caracteristicas:

1. V4 y V5 son ambos funciones lineales de la posicién, es decir, en el caso de
potenciales escalares de la forma V; = aQ); + 5. En este caso

Vi(Q1) +V2(Q2) = a1Q1 + 22Q2 + B + B (3.88)

y, dado que el cambio de coordenadas es también lineal, los dos 1iltimos
términos de (3.87) quedan

Vi(Qc, Q12) +V1(Qc, Q12) = (1 +a2)Qc + %(quz +aomy)+ 61+ 5,
(3.89)
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Por lo tanto, la posicion Q¢ del centro de masa y la posicién relativa
12 quedan desacopladas, y el sistema puede ser descompuesto en dos
subsistemas Si y S¢ con sus respectivos Hamiltonianos

2

Hin = 52 = Via(Qual) = P2 (arma + agmi) = 8, - 6, (390

P2
He=-% + (1 +a 3.91
i + (a1 + a2)Qc ( )
En este caso, una transformacion de boost sélo afectara al subsistema S¢,
anadiendo una energia cinética de boost al Hamiltoniano H¢.

. V1 y V5 son ambos no lineales en las posiciones, pero sus sumas cancelan
los términos que cruzan las coordenadas Q¢ y Q12. De hecho, supongamos
que

Vi(Q1) + V2(Q2) = a1QF + 2Q3 (3.92)
En este caso, los dos ultimos términos de (3.87) resultan
Vi(Qc, Qi2) + Vi(Qe, Qu2) = (ar + a2)Q (3.93)
+%(a1m§ + aagm?) + QQC%(almg + asmy)
Es facil ver que, si ayms = —asmy, el término que incluye el producto

entre Q¢ y Q12 se cancela y, otra vez, el sistema queda descompuesto en
dos subsistemas Sr y S¢, cuyos Hamiltonianos respectivos son

Hp = 7P122 — Vlg(‘Q12|) — 7Q%2 (quQ + OLQ’ITLQ) (394)
24 M? 2 !
P )
He = oM + (011 + OLQ)QC (395)

y, nuevamente, una transformacién de boost afectard sélo al subsistema
Sc.

3.4.5. Efecto Zeeman

El Lagrangiano del efecto Zeeman es el siguiente:

2 2 . :
L= %m1Q1 + %m2Q2 +le[A- Q1 — e[ A- Q2 = V(|Q1 — Q) (3.96)

donde Ql(Ql) es la posicién (velocidad) del protén y Qg(Qg) es la posicién
(velocidad) del electrén. A es el potencial vector que depende de las coordenadas.
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El signo opuesto del tercer y cuarto términos en (3.96) proviene del signo opuesto
de las cargas del protén y el electrén.

Podemos proceder con el cambio de coordenadas (ver ecs.(3.64) y (3.65)),
entonces el Lagrangiano (3.96) resulta:

2
mimo :

@Rt le] A-Qr — V(IQr|) (3.97)
donde M = mj + ms. Para obtener la formulacién Hamiltoniana a partir de
(3.97) debemos encontrar los momentos conjugados a las coordenadas; una vez
hecho esto, el Hamiltoniano queda:

1 .2
£:§MQC +

P2 M
H=_-< 4

o0f + oy el A7 +V(1Qx) (3.98)

Si el campo magnético es uniforme, el potencial vector puede ser escrito
como A = %Q r X B. Entonces, el segundo término de (3.98) involucra Pg - A
que puede ser calculado como:

PR'AZ—%PR'(QRXB):—%(QRXPR)-BZ—%L~B (399)

Por lo tanto, el Hamiltoniano puede ser escrito como

wore | Phy V(Qr) - 2L B E(Q x B)> (3.100)
T oM 2u " h s f '
donde pp = Igj es el magnetén de Bohr y p = ™72, En este Hamiltoniano es

posible identificar las dos componentes que conmutan, Hg y He:

2

P2 L ‘e‘ P2
R 72,& + (‘QRD A 8# (QR X ) c 2M ( )

de tal modo que la energfa interna resulta:

P2 P2 1 ‘6‘2
W=H--SX =—Hp="£4v -8rL.B—- B)* (3.102
Wi R=5, + V(IQrl) W 8 (@r x B)® ( )

En este caso, a pesar del campo magnético, el Hamiltoniano del sistema total
S es compuesto: el subsistema S, con el Hamiltoniano He, lleva la energia total
de traslacion; el Hamiltoniano del subsistema Sg es la energia interna W = Hp,
y el conjunto de observables con valor definido de Sg es independiente de la
energia cinética y, por lo tanto, invariante ante transformaciones de boost. En
general, el término %(Q r X B)? = %/@ se desprecia y el Hamiltoniano se
escribe como (ver [26], pag. 325, [32], pag. 835):

P2 p2
_tc Lk

H=_-<
oM ' 24

+V(Qr) - 2L B (3.103)
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Nuevamente, cuando el sistema se describe en el sistema de referencia en reposo
con respecto al centro de masa, Po = Ho =0y H = Hpr =W:

P3 1 1
H=-£ -BBr.B=H,-"EL.B 104
o +V(IQrl) -~ i (3.104)
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Capitulo 4

Interpretacion modal de la
mecanica cuantica
relativista

A pesar del gran éxito de la teorfa cudntica, su interpretaciéon contimia siendo
un problema abierto. Como hemos dicho, la IMH de la mecénica cuédntica es una
interpretacién realista, sin postulado del colapso, que define el contexto preferido
del sistema (el conjunto de observables con valores actuales) en términos de su
Hamiltoniano. En posteriores trabajos ([3], [4], [5]), también hemos mostrado
que la regla interpretativa de adscripcién de valores actuales puede ser formulada
en términos invariantes a partir de los operadores de Casimir del grupo de
Galileo.

Aunque estas conclusiones interpretativas fueron obtenidas a partir de la
mecdnica cudntica no relativista, la idea de extender la interpretacion a la
mecdnica cudntica relativista reemplazando el grupo de simetria resulta nat-
ural. Es, entonces, el objetivo de esta seccién, abrir el camino para la extensién
de la IMH al ambito relativista, estudiando el caso de un sistema cudntico
acoplado a un campo electromdgnetico, cuyos grupos de simetria son el grupo
de Poincaré y el grupo de simetria interna U(1). En este contexto, se propondra
la regla interpretativa de acuerdo con la cual el contexto preferido se define por
los operadores de Casimir del grupo de simetria de la teorfa. Esta regla nos
lleva a resultados fisicamente razonables en el ambito relativista, dado que los
observables con valores actuales podrédn ser considerados magnitudes objetivas,
porque resultan invariantes ante los grupos relevantes. Sin embargo, también
se esperarfa una relacién adecuada entre los resultados obtenidos en mecédnica
cudntica relativista y aquéllos obtenidos en mecdnica cudntica no relativista. Se
mostrard que las magnitudes que adquieren valor actual en el &mbito relativista
y no relativista estdn correctamente relacionadas a través de diferentes limites
(ver [6], [3)).
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4.1. El grupo de Poincaré y sus limites

El 4lgebra de Poincaré estd conformada por los generadores H, P;, J; K i(P),

P .
donde los K§ ) son las componentes del boost de Lorentz. Las relaciones de
conmutacién entre estos generadores puede ser formuladas en un espacio-tiempo
de Lorentz de 4 dimensiones:

[P P ] =0 [MHV7P ] - nppPV - anPM
[MMIM M ] = Uupr - UMUMVP - nprM) + Uquﬂp (41)
donde p,v,... = 0,1,2,3, 7, es el tensor métrico del espacio-tiempo de la

relatividad especial, y

-k 2

7

(P) 1 y
PH = (H7 Pz) MMV = ( 0 K’L ) Jr = *EkijJ” (42)

Entonces, las ecs.(4.1) pueden ser reescritas del tal manera de poder ser com-
paradas con el caso del dlgebra de Galileo:

[P, Pj] = (4,3) (K", P =i6i;H (4,3))
[K(P ) K(P = —ieind®  (4,3) [P, H] =0 (4,3,)
[T, J;] = zaUkJ (4,3.) [Ji, H| =0 (4,31)
[Ji, P;] = igiji P (4,34) (K" H] =iP; (4,3)
[, K] = e K% (4,3,)

(4.3)

A su vez, los operadores de Casimir del dlgebra de Poincaré son (ver [88], ecs.
(A.70), (A.71), (A.72) del Apéndice A.1)

C{ = H? - PP’
CP = H2J,Ji + (PP (KT KP)y — (J,Pi)? — (P (P)i)2— (4.4)
2H Jke;, PTK (D)

En el sistema de referencia en reposo con respecto al centro de masa, donde
P, =0y H = F = my, estos operadores resultan ser

CY =miI CP =miJJt = mis? (4.5)

Si extrapolamos la Regla de Actualizacién invariante RA” de la IMH al ca-
so relativista, debemos concluir que los operadores de Casimir C¥ y Cf son
operadores que definen observables con valores actuales en el sistema. Este re-
sultado es fisicamente razonable dado que la masa y el spin son propiedades
que supuestamente todos los sistemas cudnticos elementales tienen (ver [89]);
incluso, masa y spin son propiedades que contribuyen a la clasificacién de las
particulas elementales. Sin embargo, la incorporacién de la interpretacién al
dmbito relativista no estd garantizada todavia, dado que es necesario mostrar
que los observables con valores actuales en las teorias relativista y no relativista
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estdn correctamente relacionados a través de un limite adecuado. Esta tarea
implica analizar las relaciones entre el grupo de Galileo y el grupo de Poincaré.

Como es sabido, el grupo de Galileo puede obtenerse del grupo de Poincaré a
través de una contraccién de Inonii-Wigner (ver [88]). Sin embargo, como hemos
visto, el grupo fisicamente significativo de la mecdnica cuédntica no es el grupo
de Galileo, sino su extensién central. Por lo tanto, la cuestién es cémo el grupo
de Galileo con extensién central puede obtenerse de una extension central del
grupo de Poincaré. La respuesta a esta pregunta no es sencilla, dado que el grupo
de Poincaré no admite extensiones central no triviales ([90]).! Por esta razén,
en las siguientes subsecciones se consideraran dos prodecimientos para efectuar
los limites. El primero, consistird en el limite no relativista tradicional, que
tiene un sentido fisico bien claro pero no admite una representacién directa en
términos de grupos. El segundo limite consistird en una contraccién generalizada
de Inonii-Wigner de la extension trivial del grupo de Poincaré, que como se
mostrard, nos dard la extension central del grupo de Galileo.

4.1.1. El limite no relativista tradicional
Recordemos entonces las transformaciones de coordenadas relativistas:
-1
7' = RT + (7_>2 ) (ﬁ - 7)? - 'yctﬁ +a (4.6)
B
e = (et — B) -T) +er (4.7

donde @ es el vector desplazamiento espacial, 7 es un desplazamiento temporal,
R es una matriz de rotacién, y v = (1 — §2)—1/2 con ﬁ = 7' /c. Estas trans-
formaciones nos llevan al grupo de Poincaré dadas por las ec. (4.3), donde los
pardmetros correspondientes a cada generador son : T para H, @ para los P;,
R para los J;, y ﬁ para los Ki(P).

El limite relativista tradicional es el limite 8 — 0 (y — 1). Esto significa
que este limite afecta sélo a las transformaciones de boost, y no a las demads
transformaciones. Este hecho también se puede notar al comparar la extension
central del grupo de Galileo en las ecs.(3.5) con el grupo de Poincaré en las
ecs.(4.3): los dos grupos comparten una subdlgebra separable I1SO(3) x (H) con
siete generadores, definida por las relaciones de conmutacién (4.3a, ¢, d, gy
h). En particular, (H) es el grupo uniparamétrico que representa la traslacion
temporal generada por H, e 1SO(3) = (T;) x SO(3) es el grupo inhomogéneo
de rotaciones en tres dimensiones, donde (T;) es el grupo de desplazamientos
espaciales generado por P; y SO(3) es el grupo de rotaciones espaciales generado
por J;. Por lo tanto, la diferencia entre los grupos de Galileo y Poincaré estd
confinada a las relaciones de conmutacién que involucran los generadores de
boost: el limite relativista deberia transformar los generadores de boost Ki(P)

en los generadores de boost de Galileo Ki(G), y las relaciones de conmutacién

!'Una extension trivial de un édlgebra de Lie g es una suma directa g @ M, donde M es un
generador abeliano.

98



(4.3b, e, f y i) del grupo de Poincaré en las relaciones de conmutacién (3.5b,e,f
y i) del grupo de Galileo respectivamente.

Dado que en este caso estamos interesados sélo en los boost, podemos simpli-
ficar las transformaciones de coordenadas de las ecuaciones (4.6) y (4.7) haciendo

7=0,7=0yR=1I

7 = 7+ UG ) F - qad (4.9
52
" = A(ct— F T (4.9)

Consideremos también la energia, masa y momento, que tienen la siguiente
forma
E = ymoc? m = ymg Di = YMoU; (4.10)

Como es sabido, el limite no relativista tradicional se da cuando 8 — 0 (v — 1),
obteniéndose

T = 7 =t (4.11)

E = myc? m = my pi = Mov; (4.12)

Por otra parte, los generadores de boost de Poincaré K EP) pueden ser expresados
como
K% = X,;H - X, P, (4.13)

donde los X; son los operadores de posicién correspondientes a x;, H es el
operador Hamiltoniano correspondiente a la energia E, X se corresponde con
ctl, y los P; son los operadores momento correspondientes a p;. Por lo tanto, al
considerar las ecs.(4.11) y (4.12), el limite no relativista de los KZ-(P) es

lim K®) = X;moc? — ctP, = K70 (4.14)

Ahora, podemos calcular las relaciones de conmutacion (4.3b, e, f y i) con los
ya obtenidos K i(B —0),

lfm {K(P ) K )] {Kﬁ“’),f(}ﬂ*o)} =0 (4.15)

B—0

lim [J<P> K(P)] {Ji(P),KJ(.B_‘O)} = g K B0k (4.16)
lim [ ] - {Kfﬁﬁo),Pj] = i8;; Moc? (4.17)
lim [Kfp),H] (K0 1) =P (4.18)

A su vez, haciendo ¢ = 1, la ecuacién (4.17) se convierte en

lim [K(P) P} = [K}ﬁﬂo),Pj] = i8;; My (4.19)
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Finalmente, podemos comparar las ecuaciones (4.15), (4.16), (4.19), y (4.18)
con las correspondientes relaciones de conmutacion (3.5b, e, f y i) del grupo de

Galileo: si los limites K i(ﬁ 79 de los boost de Poincaré se identifican con los boost

galileanos K Z.(G), y el operador de Poincaré My se identifica con el operador masa
galileano M, la extensién central del grupo de Galileo puede ser considerada el
limite no relativista del grupo de Poincaré.

4.1.2. Contraccién generalizada de Inonii-Wigner

El limite no relativista tradicional tiene un significado fisico preciso y, por
ello, es deseable expresarlo en términos de la teoria de grupos. Se sabe que
la contraccién de Inonii-Wigner mapea el grupo de Poincaré sobre el grupo
de Galileo. Pero, dado que la masa ha sido agregada a este ltimo como una
extensién central, un mapeo andlogo entre el grupo de Poincaré y el grupo de
Galileo centralmente extendido no es posible, dado que ambos grupos tienen un
numero diferente de generadores. Por lo tanto, una manera natural de obtener
el mapeo deseado es por medio de la extensién central del grupo de Poincaré.
Esta serd la estrategia a seguir a continuacion.

Para ello consideremos el grupo de Poincaré IS50(1,3), con generadores
{H, P, J;, Ki(P)}, y sus correspondientes relaciones de conmutacién dadas por
las ecuaciones (4.3). Recordemos que el grupo de Poincaré no admite exten-
siones no triviales; por lo tanto, podemos extenderlo trivialmente de tal forma
que todos los generadores conmuten con una carga central M. En este caso, se
obtiene un nuevo grupo 1.SO(1,3) x (M), con generadores {H, P;, J;, Ki(P), M},
correspondientes a la extension trivial del grupo de Poincaré. Ya que los gen-
eradores del grupo de Poincaré conforman la base de un espacio vectorial, se
puede introducir un cambio en dicha base de la siguiente manera:

H=H-M (4.20)

En esta nueva base {H, P;, J;, KZ-(P),M }, las relaciones de conmutacion dadas
por las ecuaciones (4.3) preservan su forma, con la tnica excepcion de la ec.(4.3f),
que se transforma en

[K@, P,} = i6;;H = idy;(H + M) (4.21)

Ahora la tarea es mostrar que la extensién trivial del grupo de Poincaré
150(1,3) x (M) se contrae al grupo de Galileo con extensién central G x (M):

ISO(1,3) x (M) — G x (M) (4.22)
La contraccion se obtiene al reescalar los generadores de la siguiente manera:
J=J;, Pl =ep, KP'=ex™ H=H M=:3M (423

Las relaciones de conmutacién dadas por las ecs. (4.3) permanecen sin cambios
ante el reescalamiento, con excepcién de la ec.(4.3b) y de la ec.(4.3f) ahora
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reemplazada por la ec. (4.21):

{Kf” N V} = iepeJt (4.24)

{Kfp)’,P]’} = i6y(2H + M) (4.25)

Para finalizar la contraccién de Inonii-Wigner, la operacién se completa al in-
troducir el limite e — 0, que transforma las ecs. (4.24) y (4.25) en

{Kz‘(P)/a K;P)/} —0 {KZ'(P)/7P]/} —0 (4.26)

La contraccién de Inonii-Wigner admite una interpretacion fisica (ver [88]).

El factor € afecta los generadores de boosts Ki(P) "y los generadores de trasla-
ciones espaciales P/. En consecuencia, por medio de la exponenciacién de estos
generadores, ¢ también afecta las velocidades y los desplazamientos espaciales.
Por lo tanto, al introducir el limite € — 0, se estd describiendo la situacién donde
las velocidades y los desplazamientos espaciales son “pequenos”. Las velocidades
son pequenas con respecto a la velocidad de la luz ¢, que aqui se normaliza como
¢ = 1. Los desplazamientos espaciales son pequenos con respecto a ¢7, donde 7 es
el desplazamiento temporal asociado con el Hamiltoniano H, que no es afectado
por €. Por estas razones, este tipo de contraccién se conoce como “contraccién
de velocidad-espacio” ([88]).

Resumiendo, el resultado de la aplicacién de la contraccién generalizada de
Inonii-Wigner a la extensién trivial del grupo de Poincaré es

[P, P} = (4,27,) K7 P = s M (4.27))
K K(P)'] 0 (4,27,) [P H ) = (4,27,)
[J’L’ J] ZEZ]ka/ (47270) [JZ,H]E/O (4727h)
[ Pyl = iy P (4,274) [K(VH ] =P, (427
[J’ K =g KM (4,27,)

(4.27)

Podemos comparar estas ecuaciones (4.27) con las relaciones de conmutacién
dadas por las ecs. (3.5), que definen el grupo de Galileo con extensioén trivial. Si
la masa M’ de la relacion (4.27f) se identifica con la masa M de la relacion (3.5f),
y los boosts de Poincaré Ki(P)' de las ecs. (4.27) se identifican con los boosts

Galileanos KZ-(G) de las ec. (3.5), entonces se puede decir que la contraccién
generalizada de Inonii-Wigner de la extensién trivial del grupo de Poincaré nos
lleva al grupo de Galileo con extensién central, como se pretendia originalmente
(ver [6]).
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4.2. Limite de los operadores de Casimir del grupo
de Poincaré

Recordemos que el grupo fisicamente significativo de la mecdnica cudntica no
relativista no es el grupo de Galileo, sino su extensién central, cuyos operadores
de Casimir, expresados en un sistema de referencia en el centro de masa, son

(ver ecs.(A.77), (A.78),(A.79) del Apéndice A.1):

ce = M=mI (4.28)
cs = mW =muwl (4.29)
c¢ = mPhJt =m2S% =m%s(s + 1) (4.30)

A su vez, los operadores de Casimir del grupo de Poincaré, expresados en el
sistema de referencia del centro de masa, son (ver ecs.(4.5))

cy = miI (4.31)
Ct = minJ =miS? =mis(s+ 1)I (4.32)

Es claro que no existe limite que se pueda introducir entre los mapeos de los
dos CF y los tres C]»G. No obstante, en el limite no relativista tradicional § — 0
(y — 1), m = ymg se transforma en mg y E = ymoc? se transforma en
moc?. Por lo tanto, al hacer ¢ = 1, en el limite no relativista, tanto la masa m
como la energfa interna £ = w son myg. Esto significa que, conceptualmente,
el limite de Cf es C§, pero el limite de C nos lleva a los dos operadores de
Casimir restantes C& y CF, dado que en este limite m = w = my y, entonces,
Cf = (CF)*

cr . ¢ cf — ¢ = (c9)° (4.33)

Por supuesto, este es un argumento conceptual que no puede ser expresado en el
lenguaje de la teorfa de grupos, en la medida que el limite relaciona un grupo no
extendido con un grupo extendido centralmente. Entonces, deberiamos esperar
que, al seguir la estrategia desarrollada en la seccién previa, la contraccién gen-
eralizada de Inonii-Wigner de los operadores de Casimir del grupo de Poincaré
trivialmente extendido nos condujera a los operadores de Casimir del grupo de
Galileo centralmente extendido.

Los operadores de Casimir del grupo de Poincaré extendido trivialmente

ISO(1,3) x (M), en la base {H, P;, Ji,Ki(P),M}, son

CPE = M =mI (4.34)
CPP = —(PP)+H +M?+2HM (4.35)

N 2 _ . .
- (PiK(P)’> —2(H + M) J*e;j, P'K P
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Por medio de la base reescalada introducida en las ecs. (4.23), los operadores de
Casimir resultan

OPE = 21 (4.37)
CPE = —e (PP +H? +e*M?+2:2HM  (4.38)
CFF = (H +e M) JJ" — e 2(JIP")? + (4.39)

6*4(P7:/P/i)(Ki(P)/K(P)/i) _ 574(P7;/K(P)/i)2 _
26_2 (F/ + E—QM/) J/kEleP/ZK(P)/]

Como es usual, los operadores de Casimir contraidos se obtienen al aplicar el
limite ¢ — 0 a los operadores adecuadamente reescalados:

crr = lim e2CPP = M (4.40)

crr = lim ACPF = M (4.41)
E—

CPE = lime*CPP = M2JJ" + (PP (K Ky — (4.42)

e—0

_(P;K(P)/l)Q _ QM/J/kEijkP/iK(P)/j

Comparemos las ecs.(4.40), (4.41) y (4.42) con las ecs.(A.77), (A.78) y (A.79),
que expresan los operadores de Casimir del grupo de Galileo extendido central-
mente en el sistema de referencia del centro de masa. Como en el caso de las
relaciones de conmutacion, si la masa M’ del primer grupo de ecuaciones se
identifica con la masa M del segundo grupo, y el boost de Poincaré K (P se
identifica con el boost galileano Ki(G), se puede decir que la contraccién gen-
eralizada de Inonii-Wigner de los operadores de Casimir del grupo de Poincaré
trivialmente extendido conduce a los operadores de Casimir del grupo de Galileo
con extensiéon central.

Resumiendo, cuando la Regla de Actualizacién de la IMH se expresa en una
formulacién invariante ante el grupo de Galileo, esto nos lleva a un resultado
fisicamente razonable: los observables con valores actuales son aquéllos represen-
tados por los operadores de Casimir del grupo de Galileo con extensién central,
M, W y S?, que adquieren sus valores actuales m, w y s(s + 1). La estrate-
gia natural es extrapolar la interpretaciéon al dominio relativista al reemplazar
el grupo de Galileo por el grupo de Poincaré. Pero cuando se tiene en cuenta
que el grupo relevante de la mecédnica cudntica no relativista no es el grupo
de Galileo, sino su extensioén central, el mero reemplazo del grupo relevante no
es suficiente: se debe también mostrar que los observables con valores actuales
en los casos relativista y no relativista estdn relacionados a través de un limite
adecuado. En consecuencia, el grupo de Poincaré debe ser trivialmente extendi-
do, para mostrar que el limite entre los operadores de Casimir correspondientes
también es adecuado. Este resultado cuenta en favor de la extrapolacién de la
IMH a la mecdnica cudntica relativista.
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4.2.1. Mecanica cuantica relativista

Dado que el espiritu de la IMH es considerar los observables que represen-
tan invariancias como los observables con valores actuales del sistema, cuando
esta interpretacion se extrapola al dominio relativista deben considerarse todas
las simetrias. En particular, en las teorfas cudnticas relativistas, ademads de las
simetrias espacio-temporales representadas por el grupo de Poincaré, los sis-
temas cudnticos tienen simetrias gauge internas. Por lo tanto, de acuerdo con
la IMH, las magnitudes invariantes correspondientes a aquellas simetrias gauge
deberfan adquirir también valores actuales. Como ilustraciéon de esta idea, en
esta seccién se analizard el caso de la simetria gauge U(1).

Simetria interna

Consideremos un campo de Dirac libre ¥ cuyo Lagrangiano tiene la siguiente
forma: B
Lp =V (ihd; — ca - P — Pm,c*) ¥ (4.43)

donde @ y § son las matrices de Dirac y ¥ es un espinor de cuatro componentes
que estd compuesto por dos espinores. Esto significa que el campo tiene la
siguiente forma: ¥ = (i) (v la transpuesta conjugada es ¥T = (¢f 1)),
donde ¢ = (i;) yx = (i;) Por lo tanto, podemos escribir el Lagrangiano de la
ec. (4.43) explicitamente en términos de los espinores como

o) 0 7 ¢ I 0
_ + T . t - s o 2
Lp(d,x)= (6" xI) {Zh(atx> C< % 0 > p(X moc” (o g
(4.44)
donde & son las matrices de Pauli. Al calcular el producto interno, la ec. (4.44)
resulta
Lp(d,x) = ih¢' 0 + iix 0x — ¢'cT - Fx —xTca - Po- (4.45)
moc® ¢ ¢ +moc®xTx
Este Lagrangiano es invariante ante la simetria global gauge representada por

el grupo de Lie Abeliano U(1), cuya representacién en términos de los campos
es

U — e @y U — TelQo (4.46)

donde @ es el generador de la transformacién y « es una constante real. Como
se sabe, Lp no es invariante ante una transformaciéon gauge local U(1) que
transforma los campos de la siguiente manera

T — e Q@) gy T — Pel@a@) (4.47)

donde «(x) es ahora una funcién real de la coordenada espacio-temporal x,,.
Para recobrar la invariancia debe incluirse un campo A, que se transforme
como

A, — Ay + 0 (4.48)
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Entonces, el Lagrangiano invariante queda

Ly = -F"™F,, F = 0,4, — 0,A, (4.49)

Lp, =T (m(at —iedy) —cd - (P —eA) - Bmoc2) ULy  (4.50)

En este caso, @ es el tinico operador de Casimir trivial CY del grupo de simetria
interna U(1).

Dado que la simetria gauge interna U(1) es una simetria de la teoria, de
acuerdo con la IMH extrapolada a este caso, el inico operador de Casimir CV =
@ de este grupo de simetria —invariante ante las correspondientes transformaciones—
es un observable con valor actual del sistema. Otra vez, esto nos lleva a una
situacién fisica razonable dado que el operador Q) del grupo de simetria interna
gauge U(1) es el operador carga, QQ = el.

El limite de la simetria interna

En la bibliografia es usual encontrar el limite no relativista de las ecuaciones
de Euler-Lagrange, pero no del Lagrangiano. Con el fin de obtener este limite,
podemos introducir el siguiente ansatz:

(;3 . 7i7nzc2t ¢o
<x> —° <x0> (4.51)

donde ¢, v x, todavia dependen de las coordenadas espacio-temporales. La ec.
(4.51) expresa los espinores en términos de dos factores separados dependientes
del tiempo: uno desconocido, dado por las funciones ¢, y x,, y el otro un factor

oscilante con frecuencia w, = mﬁi Introduciendo la ec. (4.51) en la ec. (4.45),
se obtiene

Lp(60X,) = oo, +ilxlox, — ¢hed Tx, - (452)
X5eT - T, + 2moc?xix,
que puede reacomodarse como
LD(Go: Xo) = ihip0r0, =S5 T T xo = X5T - B o+ ilix](e+2moc®)x, (4.53)

Las derivadas temporales de los espinores ¢, y X, estdn relacionadas con la
oscilaciéon temporal con frecuencia w = FE,/h.

Hasta este punto, no se ha introducido todavia ningtin limite no relativista.
Con el fin de efectuar tal limite, debemos notar que la energia total del espinor ¢,
es By = FE,y del espinor x, es F, = E,+2m,c?. Por lo tanto, si consideramos
que E, < m,c?, entonces

E, =E, E\. = Eo+2m,c ~ 2m,c® (4.54)
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Estas dos relaciones implican que los dos tltimos términos de la ec. (4.53) pueden
ser escritos como

ihx! (9 + 2moc?)x, = ihx i (E + 2moc?)x, ~ ihxi2m.cx, (4.55)
y el limite no relativista del Lagrangiano resulta
L1 (b9 Xo) = ihOL0:0, = 95T - DXy = XieT - TS, +ih2moc®xix,  (4.56)

Con el fin de poder escribir el Lagrangiano de la ec. (4.56) en términos de
uno de los espinores, digamos ¢,, debemos comenzar por calcular la ecuacién
de Euler-Lagrange para y,,

oL oL oL
Ou(——2) + 0 )——D =0 (4.57)
0(0x0) (0 XO) XO
que resulta

co - Db, —2mocix, =0 (4.58)

0, equivalentemente,

_ 0D,

Xo = 2moc (459)

Si reemplazamos la ec. (4.59) en la ec. (4.56), se obtiene

Lol x) = 0, = o7 7(%)— (160)
—> O . _> ?Qﬁo 0
_( 2mo Viead - P o, + ih2myc? ( ) ( 2mo )

Dado que (U W o) = Qniocqﬁf(? -P)f, la ec. (4.60) queda

Lp(s,) = (4.61)

donde hemos usado que (o - )(@ - P') = p?. En particular, el tltimo término
de la ec. (4.61) puede escribirse como

— — — L —
OLP° 8y = W04 7% 6y = W((V (657 0,) = V6LV S,) (4.62)
El primer término del miembro izquierdo de la ec. (4.62) es una divergencia, que

sélo contribuye en un término de superficie que se hace cero cuando la densidad
Lagrangiana es integrada. Entonces, la ec. (4.61) finalmente queda

Lyr=Lp(p,) = 1o, (4.63)
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que es el Lagrangiano no relativista deseado. A su vez, la ecuacién de Euler-
Lagrange no relativista queda

2

ihdb, = —— %0, (4.64)

2m,
Por lo tanto se ha mostrado que el limite no relativista del Lagrangiano de Dirac
nos lleva al Lagrangiano de la ecuacién de Schriodinger.

El grupo total de la mecdnica cuantica relativista con grupo gauge
U(1)

Respecto de las simetrias espacio-temporales, podemos ver que:

» El Lagrangiano relativista Lp de la ec. (4.43) es invariante ante el grupo
de Poincaré ISO(1, 3), y también ante la extension trivial 1.50(1,3) x (M).

= El Lagrangiano no relativista Lyg de la ec. (4.63) es invariante ante el
grupo de Galileo G, y también ante la extensién trivial G x (M), que,
como hemos visto, puede ser obtenido por medio de la contraccién de
Inonii-Wigner de 150(1,3) x (M).

Respecto de las simetrfas internas, a su vez:

= El Lagrangiano relativista Lp de la ec. (4.43) es invariante ante la trans-
formacién global gauge U(1) actuando sobre los espinores. Si queremos
preservar la invariancia ante transformaciones gauge locales, debemos in-
troducir campos gauge, que no son m&s que los potenciales electromdg-
neticos regidos por las ecuaciones de Maxwell (ver [91]).

= El Lagrangiano de Schrodinger no relativista Ly g de la ec. (4.63) es tam-
bién invariante ante una transformacién gauge global U(1), y también
es invariante ante una transformacién gauge local por medio de la in-
troduccién de campos gauge asociados a la simetria U(1) dentro de esta
teorfa (ver [82]). Si bien el grupo de simetria externa es diferente al ca-
so relativista, es posible la inclusién de campos gauge electromédgneticos
suponiendo ciertas condiciones para éstos.

El hecho de que el electromagnetismo pueda ser obtenido de una teoria
no relativista puede sonar raro. Sin embargo, actualmente estd claro que la
estructura de las ecuaciones de Maxwell no estd determinada por las propiedades
de simetria del espacio-tiempo sino por las propiedades de las simetrias gauge.
La unica diferencia entre los casos relativista y no relativista es que, mientras que
los potenciales gauge en el Lagrangiano relativista son estrictamente potenciales
electromédgneticos, los potenciales gauge en el Lagrangiano no relativista son
componentes de un campo vectorial galileano, y esto significa que se transforman
como alguna representacion irreducible de la extensién central del grupo de
Galileo. En consecuencia, en el caso no relativista, los potenciales son el limite
mdagnetico o el limite eléctrico de los potenciales electromagnéticos (ver [92]).

107



Ahora la cuestién es preguntarnos cémo el grupo de Poincaré y el grupo de
simetria interna se combinan entre si para darnos un nuevo grupo de simetria,
cuyos operadores de Casimir representen los observables con valor actual del
sistema cudntico de acuerdo con la IMH. El punto es relevante ya que los oper-
adores de Casimir del nuevo grupo podrian ser diferentes que los operadores de
Casimir de los grupos componentes (M y S? provenientes del grupo de Poincaré,
y @ proveniente del grupo gauge). Afortunadamente, éste no es el caso: de acuer-
do con el teorema de Coleman-Mandula ([93], para una explicacién simple, ver
[94], [95]), no existe unién no trivial del grupo de Poincaré con el grupo gauge.
En otras palabras, la inica posible combinacién entre los dos grupos es el pro-
ducto directo.

Resumiendo, el grupo total de la mecédnica cuédntica relativista con simetria
gauge U(1) es

I150(1,3) x (M) x U(1) (4.65)

cuyos operadores de Casimir son los de la extensién trivial del grupo de Poincaré
—dados por la masa M y el spin S— y los del grupo de gauge U(1) —dado por
la carga Q—. A su vez, el grupo total de la mecédnica cudntica no relativista es

G x (M) x U(1) (4.66)

cuyos operadores de Casimir son los de la extension central del grupo de Galileo
—dados por la masa M, la energia interna W, y el spin S— y los del grupo
gauge U(1) —dado por la carga Q—. La contracciéon de Inénii-Wigner aplicada
al grupo total de la mecdnica cudntica relativista nos lleva al grupo total no
relativista:

ISO(1,3) x (My x U(1) — G x (M) x U(1) (4.67)

En consecuencia, de acuerdo con la IMH, los observables con valores actuales
de los sistemas cudnticos relativistas son M, S? y @, con sus valores actuales:
masa my, spin s y carga e. Este es el resultado que se esperarfa desde un punto
de vista fisico, dado que la masa, el spin y la carga son propiedades que supues-
tamente poseen todos los sistemas cudnticos y que son medibles en cualquier
situacién fisica, y sus valores son precisamente lo que define los diferentes tipos
de particulas elementales de la teorfa.

4.3. Sistema de muchas particulas

Como se sabe, el caso de muchas particulas no puede ser rigurosamente
tratado por la mecdnica cudntica relativista,? y este hecho nos lleva directa-
mente al ambito de la teoria cuéntica de campos. También sabemos que, en
general, el nimero de particulas no es una cantidad conservada en la teoria
cudntica de campos y, por lo tanto, tampoco es un operador de Casimir del
grupo de simetria relevante. No obstante, en los casos particulares de los es-
tadfos “in” y “out” del proceso de scattering, se asume que el sistema puede ser

2Si bien la mecdnica cudntica relativista es una teorfa de muchas particulas.
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modelado como una coleccién de N particulas no interactuantes (las particulas
experimentalmente detectadas). Por lo tanto, en esos estadios, el grupo relevante
es el producto tensorial de N copias del grupo total ISO(1,3) x (M) x U(1).?
La representacién de este N-producto tensorial puede ser expresada como el
producto de las representaciones de los grupos factores, que estdn etiquetadas
por N y por los operadores de Casimir del grupo IS0(1,3) x (M) x U(1). Esto
significa que, en los estadios “in” y “out”, el operador nimero de particulas N
se transforma en un operador de Casimir més a tener en cuenta.

Entonces consideremos un sistema cuédntico etiquetado por los operadores de
Casimir CY'F = M, CPF = M? and CI'P = S? del grupo de Poincaré extendido
trivialmente —en el sistema de referencia del centro de masa— y el operador de
Casimir OV = @ del grupo gauge. Un estado de n particulas no interactuantes
estd dado por

n) =)@ |1) ®...|]1) = (a' ® a' ® ...a")|0) = (a')"|0), (4.68)
donde a' es el operador de creacién de cada particula, y
Nin) = n|n),

es el nimero de particulas, que es aditivo. Podemos combinar ahora los oper-
adores de Casimir conocidos, y definir los nuevos operadores de la coleccién de
N particulas con la misma masa y spin:

1
Masaz(CfE)%N , Spin= (C’fE)E , Carga=(@Q , Numero de particulas=N.
(4.69)
De acuerdo con la IMH, todos estos operadores representan observables con val-
ores actuales del sistema de N particulas no interactuantes. Recordemos otra
vez que este resultado no es general en teoria cudntica de campos, ya que ésta es
una teorfa de campos interactuantes y en estos casos no es posible definir oper-
adores de creacién y destruccién ni tampoco el operador niimero de particulas.*
No obstante, el hecho de que N sea un obervable con valor definido es razon-
able para los estadfos “in” y “out”, donde el nimero de particulas es siempre
considerado una magnitud del sistema. A su vez, en la etapa de interaccion, N
no es un operador de Casimir, por lo tanto de acuerdo con la IMH, no es un
observable con valor definido; y esto es razonable debido a que en esta etapa no
se espera que haya un valor definido del nimero de particulas.

Desde el punto de vista de la teorfa cudntica de campos estos resultados no
son rigurosos, ya que en ningun momento se efectuo la segunda cuantificacion.
No obstante, los conceptos de simetria son validos para los ambitos relativistas
y no relativistas, los cuales permiten elucidar sobre tierra firme los conceptos
primitivos de una interpretacion de la teoria cudntica de campos.

3Por simplicidad sélo consideramos colecciones de un tnico tipo de particula elemental.

4En la teorfa cudntica de campos interactuantes hay infinitas representaciones inequiva-
lentes de las relaciones de conmutacién candnicas, por lo tanto, o bien se debe elegir una o bien
se debe dejar de considerar que los resultados experimentales de los procesos de scattering
son fiables, ya que estos asumen que en t — =00, los campos no interactuantes se pueden
transformar unitariamente en campos de interaccion.
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Capitulo 5

Conclusiones finales

En la historia de las interpretaciones de la mecdnica cudntica, el Hamilto-
niano del sistema no ha tenido un papel preponderante. Esto suena extrano
cuando recordamos el papel crucial que tiene en mecédnica, tanto cldsica como
cudntica: por un lado el Hamiltoniano representa las magnitudes que se conser-
van y por otro lado es el elemento que gobierna la dindmica. No debe resultar
sorprendente, entonces, que en la mecédnica cudntica el Hamiltoniano juegue un
papel decisivo en la seleccién del contexto de actualizacién y de los observables
con valor definido.

En una primera parte de esta tesis, se ha tomado esta idea como el punto de
partida para una interpretacién que intenta dar una respuesta adecuada a los
problemas tradicionales de la mecédnica cudntica. En particular, se ha mostrado
c6mo la IMH propone la Regla de Actualizacién que univocamente selecciona un
contexto preferido independiente del tiempo, donde los hechos posibles pueden
hacerse actuales. De este modo, la IMH ha probado ser efectiva en dos sentidos:
(i) la aplicacién de la Regla de Actualizacién a muchas situaciones fisicas concre-
tas parece estar de acuerdo con los compromisos tedricos y la evidencia empirica
que provienen de la practica cientifica, y (ii) cuando se aplica la Regla de Ac-
tualizacién al proceso de medicién, la regla no sélo explica la lectura definida
del puntero, tanto en el caso ideal como en el no ideal, sino que también tiene
en cuenta la diferencia entre mediciones fiables y no fiables, de acuerdo con la
préctica cientifica.

En una segunda etapa, se estudiaron las restricciones impuestas por la teorfa
de grupos en la interpretacién. El interés se centré en la covariancia e invariancia
de la ecuacién de Schrodinger y la transformacién Galileana de la Regla de Ac-
tualizacién. Se encontré que esta regla es covariante al igual que la ecuacién de
Schrodinger y de este modo se pudo asegurar que la definicién de sistema es in-
variante ante las transformaciones de Galileo, en concordancia con la idea de que
estas transformaciones expresan sélo un cambio de la perspectiva utilizada para
describir el sistema. A su vez se reformulé la Regla de Actualizacion, haciéndola
explicitamente invariante ante las transformaciones de Galileo al definirla en
términos de los operadores de Casimir de este grupo de simetria.
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Por 1ltimo, considerando la relevancia de la teoria de grupos en la IMH, se
extrapol6 su idea central al &mbito relativista reemplazando el grupo de Galileo
por el grupo de Poincaré. De este modo, los observables con valores definidos
pasaron a ser la masa, el spin y el operador de Casimir de alguna simetria
interna. En particular se mostro el caso de la simetria U(1). A su vez, se prob6
que los contextos de actualizacién, en el ambito relativista y no relativista,
estan correctamente relacionados por medio de un limite adecuado, que pudo
ser expresado en términos de la teorfa de grupos a partir de la contraccién de
Inonii-Wigner.

Es necesario considerar en estas conclusiones que hace falta introducir mod-
ificaciones en la IMH, en la cual por su naturaleza, se actualizan solo los estados
en reposo, por una nueva versién donde se actualicen los estados en movimiento:
los estados de la base puntero mévil. Estas modificaciones estan siendo elabo-
radas.

Finalmente para tener una interpretaciéon completa de la Teoria Cudntica de
Campos tendremos que, eventualmente, introducir estas extensiones y probable-
mente sustituir el formalismo de renormalizacién, de muy dificil interpretacion,
por un formalismo de proyeccion que estamos desarrollando (ver [15]). Solo en-
tonces el proyecto, del cual esta tesis es la primera parte, estard terminado.
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Apéndice A

Formulacién algebraica de
la mecanica cuantica

En este apéndice se ofrecerd una breve explicacion de los términos y concep-
tos matematicos utilizados en el desarrollo de la tesis, siguiendo la estructura
presentada en [22], obra que resume la formulacién algebraica de la teoria cuén-
tica de campos y que se puede utilizar con algunas variaciones para la mecdnica
cudntica.

A.0.1. Sistemas cudnticos con muchos grados de libertad
Principio de superposicion y sectores de superseleccién

En la formulacion standard de la mecdnica cudntica, los estados fisicos se
describen como vectores |®) de algin espacio de Hilbert H. Un espacio de Hilbert
es un espacio vectorial complejo con un producto escalar definido positivo

HxH—C (A1)

@), [¥) — (| W) (A2)
que es antilineal por izquierda y lineal por derecha y mediante el cual se puede
definir la siguiente norma:

1
[ = ([ )2 (A.3)

A su vez, H se puede asumir como completo con respecto a esta norma, es decir,
todas las sucesiones de Cauchy en H convergen.

Los observables se corresponden con operadores autoadjuntos A en H, es
decir, A : H — H es un mapeo lineal continuo en H que es acotado en la esfera
unidad:

(P| AV) = (A®|¥) paratodo P, VeH (A4)
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Todo mapeo lineal continuo en H define una norma en el dlgebra de operadores
lineales continuos en H.

En algunas aplicaciones se suelen usar operadores lineales no acotados. Ellos
estdn usualmente definidos en un subespacio denso del espacio de Hilbert. Para
incluirlos en el conjunto de observables se necesitan algunas sutilezas matemati-
cas que se evadirdn en este apéndice.

A cada vector distinto de cero ® y a un conjunto de operadores autoadjuntos
que conmutan entre ellos, A;, i = 1,...,n se le puede asociar una medida de
probabilidad fig 4, . a,- Esta medida de probabilidad se define como:

o @100 = (@pA1 o A2) 2] (A5)

para todos los polinomios p en n variables aq, ..., a,,, que son los correspondientes
autovalores de los observables A;. Para una regién G C R", la probabilidad de
que el conjunto de observables (Aq,..., 4,,) adquieran el valor (aq,...,a,) € G
esta dada entonces por fig 4, . A, -

La distribucién de probabilidad asociada a un vector ® depende solamente
del rayo {A®, A € C}. Pero en una superposicién lineal

U = Oz(I)l + BCI)Q (A6)

las probabilidades descritas por ¥ dependen de la eleccién de los vectores @1 y
®4 en sus respectivos rayos. La posibilidad de la superposicion es la propiedad
crucial de la teorfa cudntica y es responsable de los efectos de interferencia.

Debido a la posibilidad de interferencia, los estados cudnticos son diferentes
a los estados de la fisica cldsica, donde un estado puede ser etiquetado por un
punto en el espacio de fases, o como una distribucién de probabilidad en el
espacio de las fases.

Aun asi, no todos los estados cuanticos pueden estar en superposicién. Los
vectores en el espacio de Hilbert se pueden combinar linealmente, pero puede
suceder que la fase relativa entre dos vectores no pueda ser observada. Por
ejemplo, considérese la superposicién de un estado de una particula con spin
1/2 con otra particula con spin 0:

¥ =ad; + fP (A7)

Una rotacién de 27 cambia el estado de la particula con spin 1/2 en un factor
de —1 y deja al estado de spin 0 inalterado. Por lo tanto, ¥ se transforma en

U =—a®, + AP (A.8)

Pero, como se sabe, una rotacién de 27 no tiene efectos observables, por lo tanto
para todos los observables A se encuentran los mismos valores medios que antes.
Esto implica que los elementos de matriz de un observable A entre un estado
de spin 1/2 y un estado de spin 0 deben hacerse cero. Por lo tanto, el estado
correspondiente a U es equivalente a una matriz densidad
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2 2
p=laf?|@) (@] + 18 o) (0] (A.9)
La no existencia de superposiciones coherentes lleva a una descomposicién del
espacio de estados del sistema fisico en sectores de superseleccion.
El espacio de Hilbert H puede ser descompuesto en una suma directa de
subespacios mutuamente ortogonales

H=0MH, (A.10)

Cada vector ® € H tiene una descomposicién unica ® = > ®; con ®; € H,.

1
Las fases de los vectores ®; no tienen significado fisico. Los observables son
operadores que dejan a los subespacios H; invariantes y pueden ser escritos en
forma de matriz bloque diagonal

A 0 ... 0
A= 0 Ay, ... 0 (A.11)
. 0 S

donde cada A; es la restriccion de A a H;. Sélo estados con el mismo sector
de superseleccién pueden superponerse. En general, los sectores de superselec-
cién son definidos por los grupos de simetria por medio de sus representaciones
irreducibles.

A.0.2. Formulacién algebraica de la teoria cudntica

El algebra de observables U consiste en la presencia de sectores de su-
perseleccién de elementos de la forma A= @ A; con operadores A; en H;

K3
y norma ||A|| = sup,||4;]] < oo. Este dlgebra tiene centro no trivial Z =
{AeclU, [A,B]=0VB €U} = ®A\Iy,. Los subespacios H; son el conjunto

(2
de autosubespacios de los elementos del centro.

Un ejemplo sencillo es el dlgebra generada por las componentes del operador
momento angular. El centro de este dlgebra estd generado por el cuadrado abso-
luto del momento angular. Los sectores consisten en los estados con un nimero
cudntico de momento angular asignado.

En la formulacién de espacios de Hilbert de la mecdnica cudntica, el dlgebra
de observables es el conjunto de operadores lineales en algiin espacio de Hilbert
‘H. Un operador lineal se dice acotado si su norma

[Al = sup [AD] (A.12)
DeH, ||[0]=1

es finita. A* es el operador autoadjunto (denotado también como A'). Por defini-
cién, este operador autoadjunto satisface (®| A*W) = (AP| V), &, U € H.
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Si se comienza con el dlgebra de operadores como objeto fundamental de la
teorfa, se necesita entonces una caracterizacién de los estados que sea indepen-
diente de la posible realizacion de los observables como operadores en el espacio
de Hilbert.

Un estado asigna a un observable no sélo un valor, sino una distribucién de
probabilidades. En la formulacién algebraica de la mecdnica cudntica, se pueden
identificar los estados a partir de los valores medios de funcionales aplicados so-
bre los elementos del dlgebra de operadores. Por definicién, éstos son funcionales
lineales w en el algebra de observables, que estdn normalizados (w(I) = 1) y son
positivos (w(A*A) > 0). Bajo ciertas condiciones (sup |w(A")|% < 00), tales fun-
cionales w inducen, para cada elemento autoadjunto A del dlgebra, una medida
de probabilidad p,, 4 unfvocamente determinada con la siguiente propiedad:

/a”duwyA(a) =w(A"), neNy (A.13)

El espectro de un elemento A del dlgebra puede también caracterizarse en tér-
minos puramente algebraicos. El espectro se define como el conjunto de todos
los niimeros complejos A € C para los cuales A — X no tiene inversa en U. Los
elementos del espectro de A son los posibles valores del observable A.

A su vez, este dlgebra de observables es un dlgebra de operadores en el espacio
de Hilbert. Por lo tanto, cada vector ® del espacio de Hilbert con ||®|| = 1 induce
un estado (en el sentido de la formulacién algebraica) a través de

wa(A) = (@] AD) (A.14)

Los estados pueden combinarse por medio de una combinacién convexa

y esto es otra vez un estado.
Para estados w; que estdn inducidos por vectores ®; del espacio de Hilbert,
los estados w pueden ser representados por matrices densidad

p=> Xi|®i) (®i (A.16)

El valor medio estd dado por

w(A4) =Tr(pA) (A.17)

donde T'r es la traza de un operador.

La traza es invariante ante transformaciones unitarias, Tr(UAU*) = TrA,
pero puede tener valor oo. Las matrices densidad son operadores positivos por
definicién, con traza unidad. Los operadores que pueden escribirse como com-
binaciones lineales finitas de operadores positivos con traza finita se denominan
“operadores de clase traza”. La traza puede ser extendida a un funcional lineal
en todos los operadores de clase traza. A su vez, el conjunto de estos operadores
forman un ideal de dos lados J en el dlgebra de operadores acotados en el
espacio de Hilbert.
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A.0.3. Algebra de operadores

Para un discusién general, el concepto mds apropiado para estas dlgebras,
es el de C* —dlgebras, las cuales poseen una norma con la propiedad

lA=A] = |1 A)® (A.18)

Esto se denomina una C* —norma. A su vez, son espacios normados completos.
Cada C*—élgebra es isomorfa a un &dlgebra cerrada normada de operadores
acotados en un espacio de Hilbert no necesariamente separable. Pero, en general,
la representacién de una C*—dlgebra por operadores en un espacio de Hilbert
no es Unica.

Como ya vimos, un concepto que es significativo en el nivel del dlgebra es
el espectro de un elemento. El espectro de un elemento A de una C*—élgebra
permanece dentro del circulo con radio || Al alrededor del origen y es real para
elementos autoadjuntos.

Dentro de las C* —édlgebras, una importante subclase son las dlgebras de von
Neumann (también llamadas W*—algebras). Estas estén caracterizadas por la
propiedad de que cada red acotada de elementos positivos monoténicamente
crecientes tienen un supremo. Estas dlgebras de von Neumann son isomorfas al
dlgebra de los operadores del espacio de Hilbert que es cerrada en la topologia
de operadores débil.

A.0.4. Contruccién GNS.

La formulacién algebraica de la teoria cudntica estd intimamente relacionada
con la formulacién en espacios de Hilbert. Para describir esta conexién se nece-
sita el concepto de representacién: Una representacion de un dlgebra involutiva
y con elemento unidad U es un *—homomorfismo 7 en el dlgebra de operadores
lineales en un subespacio denso D del espacio de Hilbert.

Aqui un homomorfismo es un *— homomorfismo si

(B 7(A)T) = (1(A")D|T) ¥V &, T € D (A.19)

Ya hemos visto que cualquier vector unidad ® € D induce un estado del dlgebra
por medio de

w(A) = (P| 7(A)P) (A.20)
Sorpresivamente, la relacién inversa también se cumple. Esta es la famosa con-
struccién de Gelfand, Naimark y Segal (GNS) (ver [23]):

Teorema: Sea w un estado de una dlgebra involutiva U con elemento unidad.
Entonces existe una representacion 7 del dlgebra mediante operadores lineales
en el subespacio denso D de algun espacio de Hilbert H y vector unidad Q2 € D,
tal que

w(A) = (Q| 7(A)Q) (A.21)
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y D ={n(A)Q, AcU}. La demostracién de este teorema puede efectuarse de
un modo simple. Primero se debe introducir un producto escalar en el dlgebra
por medio del estado w a través de

(A|B) = w(A*B) (A.22)
Este producto escalar tiene las propiedades de linealidad por derecha, antilin-
ealidad por izquierda, hermiticidad y también es semidefinido positivo (4] A) =
w(A*A) > 0. Se puede estudiar el conjunto

R ={A U, w(AA) =0} (A.23)

Es crucial que R sea un ideal izquierdo en . Debido a la desigualdad de Cauchy-
Schwarz, R es un subespacio de U. Incluso, para A € R y B € U tenemos, otra
vez por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

w((BA)*BA) = w(A*B*BA) = (B*BA| A) < \/(B*BA| B*BA)\/(A| A) =0
(A.24)
Por lo tanto, BA € R. Se puede definir D como el espacio cociente U/R.
Debido a que el producto escalar se define positivo en D, podemos completar D
y obtener un espacio de Hilbert H. La representacién 7, entonces, estd inducida
por la multiplicacién por izquierda del dlgebra:

m(A)(B4+R)=AB+TR (A.25)

De este modo, 7 estd bien definido, dado que R es un ideal izquierdo en U.
Finalmente,

Q=14+R (A.26)

Se puede verificar que las condiciones del teorema se satisfacen. También se
puede mostrar que la construccién no es tnica, a menos de una equivalencia
unitaria. Esto es, sea (7', D', H’, Q') otro conjunto que satisface las condiciones
del teorema, entonces podemos definir un operador U : D — D’ como

Un(A)Q = 7' (A)Q (A.27)

U esta bien definido, dado que w(A)Q = 0 si y s6lo si w(A*A) = 0; pero entonces
también tenemos que 7'(A")QY = 0. Mds aun, U preserva el producto escalar,
también es invertible y tiene una extensién unica como operador unitario de H
a ‘H'. Finalmente, las representaciones 7 y 7’ son unitariamente equivalentes:

7'(A) =Ur(A)U*, AclU (A.28)

Simetrias

Un grupo G se dice un grupo de simetria si se puede aplicar mediante un
automorfismo del dlgebra U, esto es:
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g€ G — a, e Aut(U) (A.29)
donde o es una transformacién que actiia sobre .
Por otro lado, si w es un estado invariante, es decir, un funcional lineal,
positivo y normalizado sobre U que cumple
wlagAd) =w(A) V geG, AclU (A.30)
entonces en la representaciéon GNS construida a partir de w, los automorfismos
a4 se pueden implementar. Denotando por (€2, 7, H) el vector ciclico correspon-
diente a w, la representacion 7 y el espacio de Hilbert H respectivamente donde
actua, la definicién:
U(g)m(A)Q = m(agA)Q2 (A.31)

suministra una representaciéon unitaria ¢ — U(g) del grupo como operadores
lineales actuando sobre el espacio de Hilbert H.

Para chequear que la representacion del automorfismo sobre el dlgebra efec-
tivamente tiene la estructura de grupo, podemos efectuar una primera transfor-
macién gi:

U(g1)m(A)Q = m(ag, A)Q (A.32)
Por otro lado,
U(g2)m(B)Q = m(ag,B)2 (A.33)
Si llamamos U(g1)m(A) = m(B) y B = a, A, entonces la dltima ecuacién queda:
U(92)U(g1)m(A)Q = m(rgy g, A)Q (A.34)
Pero m(og, 0, A) = m(0tg,.4,A); por lo tanto,
U(92)U(91)m(A)Q = 7(0tgy.g: A)Q = Ulga - g1)m(A)Q (A.35)
Entonces,

U(g2)U(g91) = U(g2 - 1) (A.36)

De aqui en adelante dejaremos de lado por el momento la formulacién alge-
braica de la mecdnica cudntica y nos introduciremos en el d&mbito de la teorfa
de grupos.
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A.1. Teoria de grupos

A.1.1. Representaciones proyectivas y extensién de un grupo

Como ya hemos senalado en la seccién anterior, mediante la representacion
GNS se puede establecer una correspondencia entre la representacion de un
algebra abstracta A y funcionales lineales que actian sobre ésta.

También se mostré que esta representaciéon es ciclica si existe un vector €2,
tal que se cumple (A.21). En el caso de que se elija cualquier otro vector Q € H’
para efectuar la representacion, entonces la generalizacion adecuada sera la ec.
(A.27). No obstante, se puede ver que para volver a la representacion de la ec.
(A.21) debemos efectuar las siguientes transformaciones sobre los operadores y
los estados:

7(A") = 1(B*AB) = n(B")r(A)x(B) w(B)|Q) = |¥) (A.37)
De este modo se tiene que

w(A') = (Q[r(A)|Q) = (Q|r(B*AB)|Q) = (A.38)
(Qr(B*)w(A)r(B)| Q) = (¥ [x(4)] ) = wy(A)

Esto es,

w(A") = wyg(A) (A.39)

lo que significa que, cuando se efectia la transformacién (A.37), entonces el
valor medio queda invariante.

Si consideramos entonces que la representacion 7, (B) del operador B es
la representacién unitaria de un elemento del grupo de simetria, entonces, la
transformacion (A.37) equivale a

mu(agd) = U(g)mu(A)U (g) U(g) ) = [¥) (A.40)

Las transformaciones U(g) que conservan el valor medio son transforma-
ciones lineales que actian sobre los vectores, esto es, se pueden sumar entre si.
La transformacién de estos vectores estd determinada hasta una fase arbitraria
(un mimero complejo arbitrario de médulo 1). Estas transformaciones, ademas,
satisfacen alguna de las dos condiciones siguientes:

U(g)a|¥) = al(g) |¥) o U(g)a|W¥) =aU(g) [¥) (A.41)

donde a es un nimero complejo y @ es su complejo conjugado. En el primer
caso, U(g) es un operador lineal y unitario, en el segundo caso, es antilineal y
antiunitario.

En el caso en que el grupo sea continuo, la posibilidad de operadores antiu-
nitarios queda excluida debido a que cada elemento de grupo es el cuadrado de
algin otro y el producto de dos operadores antiunitarios es unitario. De ello se
concluye que la transformacion U(g), actuando sobre el espacio de Hilbert, estd
determinada hasta una fase e’¢. La ley de multiplicacién (A.36) se transforma
en:
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U(g92)U(g1) = n(g1,92)U(g2 - 91) (A.42)

donde 7 es una fase que podria depender de g; y g2. De este modo, se dice que
U es una representacion proyectiva del grupo de simetria G (ver [30]).

Ahora supongamos que, ademds, de tener el grupo G, tenemos otro grupo
K y sea 7 un subgrupo invariante de G (un subgrupo invariante o normal es
aquél que es invariante ante una transformacién de similaridad con respecto
a todos los elementos del grupo del cual es parte). Si se tiene un isomorfismo
K ~ £, entonces se dice que G es una extensién de K (ver [96]). Por lo tanto
hay una correspondencia h : k — c entre los elementos k € K y los elementos
¢ de el espacio cociente % De este modo, un elemento ¢ € % puede ser escrito
como ¢ = h(k) y la ley de composicién para el grupo resulta h(ky) - h(ks) =
n(kl, k’g)h(kl . kg) donde ne T .

Extensién central, trivial y escalar

Siguiendo con la seccién anterior, cualquier elemento g € G puede ser de-
scompuesto tnicamente como

g=7v-h(k) con ~eT y h(k) € % (A.43)

La ley de composicién de G entonces resulta

g1+ 92 =71 h(ky) -y [h(k1)] " w(ky, ko) - Bk, k) (A.44)

Notemos que, si 7 es un grupo uni-dimensional (Abeliano) 7 ¢, entonces
w(k, ko) es s6lo una fase. En este sentido se habla de una extension escalar.

Supongamos ahora que, para cualquier h(k) € % (por lo tanto, para cualquier
k € K) existe un cierto elemento v, € 7 tal que

Bk -y () T = 5477 paratodo yeT (A5

Entonces decimos que el grupo G es una extensién central de K. En particular,
si 7 es un grupo Abeliano 7 ¢ que pertenece al centro de G, entonces se tiene
que

h(k) -y - [h(k)] " =~ (A.46)

es decir, (A.45) se cumple, y por lo tanto se tiene una extensién central G' de
K por medio de la fase 7 ¢. Estas son las extensiones que justamente ocurren
en mecdnica cudntica (ver la similaridad con ec. (A.42)). La ec. (A.44) entonces
revela que

G=T'®K (A.47)

Si, en particular, el factor w(ki, k2) no sélo es una fase, sino que w(ky, ka) = 1
para cada ki y ko, entonces la extensién central se transforma en una extension
trivial y se tiene el producto directo
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G=T/xK (A.48)

A.1.2. Representaciones reducibles e irreducibles

Una vez representado el grupo de simetria en términos de operadores lineales
actuando sobre un espacio de Hilbert H, podria darse que éste contuviera algtin
subespacio H; que permaneciera invariante ante la accién del grupo, esto es, si
|W) € Hy, entonces U(g) |¥) € Hi. A estos subespacios se los llama subespacios
invariantes. Un subespacio invariante se dice que es propio (o minimo) si no
contiene ningtin subespacio invariante que no sea él mismo o el subespacio {0},
esto es, si no contiene ningun subespacio invariante no trivial.

Entonces, una representacion del grupo sobre un espacio de Hilbert H se
dice irreducible si H no contiene ningin subespacio invariante no trivial con
respecto a la representacion; de otra manera se dice reducible. En el ultimo
caso, si el complemento ortogonal del subespacio invariante no trivial es también
invariante ante la representacién del grupo, entonces la representacién pasa a
ser totalmente reducible (ver [97]).

En este ultimo caso, el espacio de Hilbert total H serd la suma directa de
los subespacios invariantes H; y Ha de cada representacion:

H="Hi D H2 (A.49)

Las dos representaciones irreducibles que conforman la representacién comple-
tamente reducible pueden ser distintas o iguales y, por supuesto, esta forma de
bloque diagonal puede ser continuada infinitamente incorporando representa-
ciones adicionales o simplemente repitiendo las iniciales. En este tipo de con-
strucciones no se estd generando nada intrinsecamente nuevo, simplemente se
estan reproduciendo las propiedades de las representaciones conocidas.

A.1.3. Algebras de Lie

Continuando con la breve presentacién de la teoria de grupos, consideremos
ahora que el grupo G se encuentra definido a partir de un conjunto de pardmetros
continuos 6. Esto significa que podemos definir un espacio paramétrico donde ca-
da punto es un elemento del grupo. Este espacio paramétrico no necesariamente
debe tener una estructura euclidea, que en general es una variedad. La suavi-
dad de la dependencia funcional de los elementos del grupo con los pardmetros
implica que existe una nocién de cercania entre los elementos del grupo, tal
que si dos elementos del grupo son cercanos (topolégicamente), sus pardmetros
respectivos también lo son (ver [98]).

La clausura de la operacién binaria tipo producto de dos elementos del grupo
se escribird de la siguiente manera:

G(0) - G(0) = G(£(0,0)) (A.50)
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Podemos tomar § = 0 como el elemento identidad, o sea G(# = 0) = I, y
cada elemento del grupo quedara conectado con la identidad por algin camino
sobre el espacio paramétrico. A partir de esta eleccion del elemento identidad,
podemos ver algunas propiedades de la funcion f. Por ejemplo,

G(0)-G(0) = 1-G(0) = G(0) = G(£(0,0)) (A.51)

De esta tltima igualdad podemos ver entonces que f(0, ) 0. Podemos pro-
ceder de la misma manera para 6 = 0 y encontrar que f(6,0) = 6, como también
7(0,0) =0.
Para ver como se manifiesta la estructura no conmutativa del grupo en un
entorno finito y cercano a la identidad, podemos expandir en serie de potencias

todos los elementos de la ecuacién (A 50) y llamar al término W lo,=0= T,

2

generador del grupo y Ty, = d? a0, |6 —o . Podemos efectuar este mismo
=0

procedimiento para G(f) y también para g(f(Q,?)), con la salvedad de que

primero debemos expandir la funcién f(6,0) con las condiciones f(6,0) = 0,

£(0,0) =0 y £(0,0) = 0. Llamando a las derivadas cruzadas de esta funcién
2

. P
Fg = 30, 30 |zb 8 y expandiendo todas las funciones y G(f) hasta segundo

orden en los pardmetros, llegamos a que
TaTbéﬁb = TaFfCObgc + Tab(gagb (A52)
Renombrando los indices y tomando factor comun 6,0, llegamos finalmente a

T, T, = T.F¢ o+ Tap (A53)

A su vez, podemos intercambiar los indices en (A.53), y luego restando este
resultado con (A.53) llegamos a

T. 1T, — T, T, = TC( ;b — Fbca) + Ty — T (A54)

el 982G
Recordemos que Top = 5554 l0.=0 ¥ Tha = 56,507
} 0,=0

|9b_0, y como son derivadas
=0

segundas mixtas los resultados son iguales, esto es Tab = Ty, Por tltimo, lla-
mando (F¢ — Fg) =iC?%, (A.54) resulta

[T, Ty] = iC4,T. (A.55)

Los nimeros C¢, se denominan constantes de estructura y contienen la infor-
macién de la estructura local del grupo, a la cual se denomina dlgebra de Lie.
La relacién de conmutacién (A.55) es la tnica condicién que se necesita para
asegurar que la serie de potencias para G(6) puede continuarse, ya que tal serie
puede calcularse por una sucesion infinita de relaciones como (A.55) conociendo
el término de primer orden que son los generadores T,. Esto no significa que
los elementos del grupo G(A) no estdn tinicamente determinados para todos los
pardmetros 6, si conocemos los generadores, pero esto si significa que G(0) estd
dinicamente determinado en al menos un entorno finito de la identidad.

122



A.1.4. Grupos cinematicos relativista y no relativista: Galileo
y Poincaré

A continuacién se detallara la construccién de los grupos de Poincaré (ver
[98]) v de Galileo (ver [26]) por medio de las transformaciones de coordenadas
correspondientes.

Grupo de Poincaré

La transformacién de coordenadas relativistas que dejan invariante el inter-
valo tetra-dimensional son:

o = Ata¥ + a” (A.56)

donde i, v = 0,1,2,3, A% es una matriz de 4 x 4 con elementos reales y (AJ)? > 0
y a” es un cuadrivector desplazamiento.

Representando cada elemento del grupo de Poincaré como gp(A¥,a”) y ha-

ciendo dos transformaciones sucesivas, la ley de composicién del grupo resulta:

gp(AY a”") - gp(AH,a”) = gp(Aﬁ'A’7 Aﬁ;'a" +at") (A.57)

v

Esta relacién es un caso particular de la ec. (A.50). Por lo tanto, desarrollando
estos elementos de grupo en un entorno cercano a la identidad podemos encon-
trar las siguientes relaciones de conmutacién que definen el dlgebra de Poincaré:

[Muvv MPD'] = _inva,uU + inuleIU + inquup - inp,a'MUP (A58)
[M,Lwa Pa} = inuapl’ - inuaP,u (A59)
[P,,P,]=0 (A.60)

donde los M, son los generadores de la transformacién A% y los P, son los
generadores del desplazamiento a*.

Para darle un aspecto mas familiar al dlgebra de Poincaré, podemos redefinir
los generadores como

1
Li = 567;]‘ij]€ Kz = MOi (A61)

donde los L; son los generadores de rotaciones espaciales y los K; son los boost.
De este modo, las relaciones de conmutacién pueden escribirse:

(a) [Lz, LJ] = Z.Q'j]ng (b) [Ll,KJ] = ieiijk (C) [K,,KJ] = _Z.eijkLk
(d) [L“ PJ] = ifijkpk (e) [Kl, PJ} = Z(;le() (f) [L“ P(]] =0 (A62)
(8) [Ki,Py] = P (h) [P, Pl =0 (i) [P, Pl =0
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Grupo de Galileo

Las transformaciones de Galileo, esto es, las transformaciones que forman el
grupo de simetria del espacio-tiempo no relativista son:

T'=R-T+Vt+a (A.63)

t'=t+b (A.64)

Si representamos cada elemento del grupo de Galileo como gg(b, @, v, R) y
aplicamos dos transformaciones sucesivas, la ley de composicién del grupo re-
sulta

ga(, a0 R)-ga(b, @, V,R) = go('+b, @' +R-@+bv,v'+R -V, R'R)
(A.65)
La representacion del grupo de Galileo en mecdnica cuédntica debe ser exten-
dida centralmente ya que -sin ser muy preciso matematicamente- las representa-
ciones de los grupos de simetria en el espacio de Hilbert de sistemas cuantizados
son representaciones a menos de una fase, como ya dijimos antes. Para el ca-
so particular del grupo de Galileo, las clases de las representaciones a menos
de una fase no son equivalentes a las representaciones verdaderas (aquellas sin
fase). Entonces, como existe una fase no trivial, los generadores del grupo estan
determinados a menos de una fase real y aditiva que se multiplica al operador
identidad. Por medio de redeficiones de los generadores y el uso de las identi-
dades de Jacobi, es posible eliminar todos estos miiltiplos aditivos, menos uno.
Este aparecerd en el conmutador entre los generadores de traslaciones espa-
ciales y los boosts. Las relaciones de conmutacion del dlgebra de Galileo serédn,
entonces,

(&) [Li, L] = deigely  (b) [Li, Kj] = i€ Ky (c) [Ki, K] =0
(g) [Ki,H] = iP; (h) [P, Pl =0 (i) [P, H] =0

donde los L; son los generadores de las rotaciones asociados con R, los K; son los
generadores de boost asociados a la velocidad @', los P; son los generadores de
desplazamiento espacial asociados con @, H es el generador de desplazamientos
temporales asociado al pardmetro b y M es un generador del grupo Abeliano
U(1) que se intepreta como la masa del sistema. Como vimos antes, cuando
un grupo de simetrfa se representa proyectivamente, aparecerd una fase (ver ec.
(A.42)) que en el caso del grupo de Galileo tendra el siguiente aspecto:

n(ge(V, @', 7", R, 9c(b, @, T, R)) = SliGM) (@ (R T) =T (R @) +bT"-(R'-7))]
(A.67)

Es esta fase la que genera la regla de superseleccion en la masa, y esto significa

que en mecdnica cudntica no relativista no hay estados cudnticos con espectro
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de masa y, por lo tanto, particulas inestables. Si se quisiese representar este
tipo de particulas, deberfamos considerar representaciones del grupo de Galileo
reducibles en la masa.

A.1.5. Operadores de Casimir

Bésicamente, los operadores de Casimir son operadores que conmutan con
todos los generadores del grupo de simetria (ver [36]). Esta clase de operadores
es 1til para construir las representaciones irreducibles del grupo. El operador
més simple que conmuta con todos los generadores debe ser al menos de segundo
orden en estos generadores, ya que una combinacién lineal de éstos claramente
no conmutard con los restantes generadores. Por lo tanto, la combinacién lineal
maés general de segundo orden en los operadores serd

C=> T, (A.68)
i,J

donde la matriz ¢;; debe ser simétrica, dado que toda matriz puede ser escrita
como la suma de una matriz simétrica y otra antisimétrica, y por la ec.(A.55),
la parte antisimétrica se reduce a una combinacién lineal de los T;. Podemos
evaluar el conmutador de C' con un generador arbitrario T}:

(€. Te) =) ¢ [T, Tl (A.69)
,J
,J
= Zcijz {TTCH, + TiCLTy )
i1

= ICHATT, + T\T;}
i,
El tltimo paso usa el hecho de que ¢ es simétrica. Si se puede encontrar ¢/
tal que Zj cijC’jl-k sea antisimétrica ante el intercambio ¢ < [, entonces C' es el
operador de Casimir.

En general, es posible construir operadores de Casimir de orden mds alto,
pero éstos se podrén escribir a partir de los operadores de Casimir del orden
més bajo. Las representaciones irreducibles del grupo pueden ser etiquetadas
por los autovalores de estos operadores de Casimir.

Operadores de Casimir del grupo de Poincaré

Mediante la ecuacién (A.69) y haciendo uso de las relaciones de conmutacién
del grupo de Poincaré (A.62), se pueden encontrar los siguientes operadores de
Casimir:

c¥ =H?- PP (A.70)
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CF =20 + (PP (KD KPYY - (1,P)? — (P (P)?

) 4 A7l
—2H JFe;, PTK(P) (A.71)
que, en el sistema de referencia del centro de masa resultan:
Y =m2I (A.72)
CP =miJJ" = mis? (A.73)

Operadores de Casimir del grupo de Galileo
De la misma forma, los operadores de Casimir del grupo de Galileo central-
mente extendido son:

Y =M (A.74)

P2
CY =MH — 5 (A.75)

C§ = M2J, g — (BP) (KD K@) 1 (BK®)) — 2M S PED  (A.76)

que en el sistema del centro de masa resultan

cf =M (A7)
Cc = M? (A.78)
C§ = M?J;J" = M*S? (A.79)

A.1.6. Contracciéon generalizada de Indnii-Wigner

La contraccion de Inonii-Wigner es un procedimiento que conecta dos grupos
de simetria mediante un limite (ver [99] y [88]). Este procedimiento fue novedoso
ya que en su momento solo se efectuaba sobre las representaciones de los grupos
y no sobre el grupo mismo. Para realizar la contraccién generalizada de Inonii-
Wigner a segundo grado en los pardmetros de contraccién, podemos considerar
la siguiente transformacion de los n generadores del grupo de simetria :

T =T para i=1,2,...,r (A.80)
Taj = Ty para j=1,2,...,m (A.81)
Ty = 2Ty, para k=1,2,...n—r—my (A.82)
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La ec.(A.80) significa que hay r generadores del grupo de simetria que no se
contraen. La ec. (A.81) signifca que hay m; generadores que se contraerdn a
través de la contraccion del pardmetro e. La ec.(A.82) significa que los restantes
generadores del grupo de simetria, esto es, n —r — my se contraerdn a segundo
orden en el pardmetro de contracciéon. Recordemos el dlgebra de Lie de los
generadores (donde se incorpora la sumatoria por razones practicas):

[T;, T;] Zcngk (A.83)

Aplicando las transformaciones (A.80), (A.Sl) y (A.82) en (A.83), se obtiene
una nueva algebra:

[T1;,T4,] = [TM,TU] = (A.84)

ZCIL IJle + = Zch 1JT2k + Z ClL 1JT3k

[T1i,To;] = e [Ths, sz] = (A.85)
Zch 2_]T1k + ZCM 2_]T27<7 + Z Clz 2]T3]€
k=1 k 1
[Tli;T?)j] = 82 [Tli7 ng] = (A86)
n—r—msy
chz 3]T1k + ZCM 3]T2k + Z Clz 3]T3k
k=1 k 1
(T2, Taj] = € [Toi, Toj) = (A.87)

mi n—r—msi

2021 2]T1k + 12021 2]T2k + ) Z CQZ 2]T3k)

k=1 k=1 k=1
[T2i,Ts;] = € [Toi, Tsj) = (A.88)
1 n—r—ma:i
ZCQZ 3]T1k + ZCQZ 3]T2k + 2 Z CQ'L 3]T3I€)
k=1
[T3;,Ts;] = e* [Ty, Ts5] = (A.89)
1 n—r—m;
ZCSZ 3Tk + Zngk?,;Tzk +3 Z C3r3;Tan)
k=1
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Efectuando el limite ¢ — 0, podemos ver que la nueva &lgebra dard resul-
tados finitos s6lo en los casos en que C?F 1] =0, CF ‘1; = 0enlaec (A.84)y
CPFy; = 0 enlaec.(A85). CFF ;= 0y C3F | = 0 significa que los generadores

s
infinitesimales T1; expanden una subdlgebra, ya que [T1;,T1;] = Y Cllf’l Tk
k=1

Por otro lado, la condicién C’i—’fZ]- = 0 implicard que el dlgebra de Lie tendrd a su
vez una subalgebra conformada por los generadores T; y To;. Por lo tanto, si
asumimos que el dlgebra de partida tiene un subgrupo S, que a su vez dentro de
¢l tiene un subgrupo S, entonces se podréd obtener una nueva dlgebra contraida
con las siguientes relaciones de conmutacion:

[T, T1j] ZCIZ am (A.90)
[T, T] ZCh 2 T2k (A.91)
[T15,Ts5] = nrzmlcf’ffsz:sk (A.92)
(T2i,Ta;] = nrz:mICszjT:sk (A.93)
[T2i,Ts5] = (A.94)
[T3i,T35] =0 (A.95)

Vemos también que los generadores T'y; y T's; conforman una subdlgebra abeliana
invariante en el dlgebra de Lie contraida. Basicamente, lo que se estd efectuando
es una contraccién de todo el grupo de simetria sobre el subgrupo invariante
generado por T1; y Tb;.

A.2. Decoherencia autoinducida y limite clasico

A.2.1. Decoherencia autoinducida

La propuesta de la decoherencia autoinducida (self-induced decoherence,
SID) estd basada en la idea general de que la relacion entre los observables
y los estados es un elemento fundamental de la mecédnica cudntica [100]. El for-
malismo matemadtico que sirve de punto de partida consiste en la eleccién de
un dlgebra de operadores, como se introdujo en el primer capitulo de la tesis,
como elemento primitivo de la teorfa: los observables son los operadores au-
toadjuntos del dlgebra. Como ya senalamos, este algebra es una C*—élgebra.
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El teorema GNS muestra que el espacio de Hilbert tradicional es una repre-
sentacion particular de este formalismo algebraico: el dlgebra de observables se
introduce como representacién concreta, en tanto conjunto de operadores acota-
dos autoadjuntos en un espacio de Hilbert separable. No obstante, dado que el
marco C*—algebraico no admite operadores no acotados, es necesario moverse
a un marco menos restrictivo con el fin de adecuar este tipo de operadores. La
decoherencia autoinducida adopta un algebra nuclear [101] como el dlgebra de
observables: estos elementos son niicleos o kernels, esto es, distribuciones de dos
variables que pueden pensarse como matrices generalizadas [59]. Por medio de
una version generalizada del teorema GNS ([102], [103]) se puede demostrar que
este formalismo basado en un dlgebra nuclear tiene una representacién en un es-
pacio de Hilbert equipado: el “equipamiento” apropiado birnda un fundamento
matemético riguroso para operadores no acotados [104]. En efecto, el teorema de
espectro nuclear de Gel’fand y Maurin establece que, bajo hipétesis matemati-
cas muy generales (razonables desde un punto de vista fisico), para cada CCOC
de operadores no acotados autoadjuntos, hay un espacio de Hilbert equipado
donde cada CCOC puede dar lugar a una descomposicién generalizada en sus
autovalores, lo cual implica que puede asociarse un continuo de autovalores gen-
eralizados y autovectores. Con el fin de encontrar el equipamiento apropiado,
el dlgebra nuclear se usa para generar dos topologias adicionales: una de ellas
corresponde al espacio nuclear, que es el espacio de observables generalizados
Vo; el otro corresponde al espacio dual de Vo, y éste es el espacio Vs de estados.

El formalismo

Siguiendo ([105], [100], [106]) se simbolizard un observable perteneciente a
Vo como un ket redondo |O), y un estado perteneciente a Vs como un bra
redondo (p|. El resultado de la accién de un estado bra (p| sobre un ket |O) es
el valor medio del observable |O) en el estado (pl:

(0), = (plO) (A.96)

Si la base es discreta, (O) , buede calcularse como es usual, esto es, como
una traza Tr(pO). Pero si la base es continua, T7r(pO) no estd bien definida; no
obstante, (p| O) siempre puede definirse rigurosamente dado que (p| es un fun-
cional lineal perteneciente a Vg actuando sobre un operador |O) perteneciente
a Vp. Para ver cémo la decoherencia entra en juego desde este nuevo enfoque,
podemos considerar el caso méds simple, esto es, un sistema cudntico cuyo Hamil-
toniano tiene un espectro continuo w € [0, 00):

H|w) = w]w) w € [0,00) (A.97)

donde w y |w) son los autovalores y autovectores generalizados de H, respecti-
vamente. En este modelo simple, el CCOC del sistema es {H}. Un observable
genérico |O) puede ser expresado en términos de la autobase {|w), (w'|} como:
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KD://OWM@WHMMMMHi/ O(w,w') |w,w') dwde’  (A.98)
00 0 0

donde |w) (w'| = |w,w’) y O(w,w') son las coordenadas del kernel |0). El Hamil-
toniano en esta autobase {|w,w’)} es:

o [ee]

) = [olw) @l |

0

wi(w — w') |w, w’) dwdw’ (A.99)
0

Entonces, wé(w — w') debe ser uno de los O(w,w’), dado que H es uno de los
observables pertenecientes a V. Incluso, todos los observables que conmutan
con H y comparten la autobase {|w,w’)} se pueden expresar como

|0) = //O(w) |w) (w] dwdw" = / O(w)d(w — ') |w,w’) dwdw”  (A.100)

donde ahora O(w) brinda los valores de todas las componentes de |O) en la base
{|w,w)}. Por lo tanto, O(w)d(w — w') debe ser uno de los O(w,w’). Pero, por
supuesto, también se necesitan a aquellos observables que no conmutan con H
y cuyso O(w,w’) son diferentes de O(w)d(w — w'); entonces, se puede decir que
en el caso general [60]:

O(w,w') = O(w)§(w — w') + O(w,w") (A.101)

donde O(w,w’) es una funcién regular cuyas propiedades matemdticas precisas
se describen en [107]. Por lo tanto, un observable genérico |O) es (ver [108]):

|0) = /O(w) |w) dw +/ O(w,w) lw,w") dwdw' (A.102)

donde |w) = |w) (w| y |w,w’) = |w) (w'| son los autovectores generalizados del
observable |O). Llamemos Og el primer término del lado derecho de (A.102) (la
parte singular del observable |0)), y O el segundo término del lado derecho de
(A.102) (la parte regular del observable |O)). Los observables |O) de la forma
(A.102) definen lo que se llama “espacio de Van Hove”, VY# € Vi; cuya base es
{|w), |w,w’)}. Por el otro lado, los estados estan representados por funcionales
lineales pertenecientes al espacio V&' que es el espacio dual de V2. Por lo
tanto, un estado general (p| puede expresarse como:

oo

wjﬂwwmwﬁﬂmmwwmm’ (A.103)

0
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donde p(w,w’) es una funcién regular, y p(w) y p(w,w’) satisfacen la propiedad
p >0, (p|I) =1 (donde |I) es el operador identidad) y aquéllas listadas en
[107]. {(w], (w,w’|} es una base de V¥H (esto es, la cobase de {|w),|w,w’)}),
definida por las siguientes relaciones:

(ww) = §w—w) (w, | W) = 0w —w")d(w —w")  (A.104)

Dadas las expresiones (A.102) y (A.103) para |O) y para (p| respectivamente,
se puede dar cuenta de la decoherencia de una manera directa. De acuerdo con
la ecuacién unitaria de von Neumann, la evolucién de (p| estd dada por:

oo

(p(t)] = /p(w) (w| dw + //p(w,w')e_i(“’_“’/)t (w,w'| dwdw’ (A.105)
0 00

Por lo tanto, el valor medio del observable |O) en el estado |p(t)) queda:

Oy = (010 0) = [ 5 @0+ [ [ (,)e™ 0w, o' dd

(A.106)
Dado que p(w,w’) y O(w,w’) son funciones regulares, es natural el requerimiento
de que p(w,w’)O(w,w’) sea Ly en las variables w — w’ (ver [106] para detalles).
Cuando se toma el limite para t — 00, se puede aplicar el teorema de Riemann-
Lebesgue, de acuerdo con el cual el segundo término del lado derecho de la
dltima ecuacién se hace cero. Por lo tanto:

oo

lim (0),,) = Jim (p(t)|0) = [ ¢"()Ofe)d (A.107)

t—o00

Pero esta integral es equivalente al valor medio del observable |O) en un nuevo
estado (p,:

(p| = / 5 (@) (] w (A.108)

donde los términos no diagonales son cero. Por lo tanto se obtiene el siguiente
limite:

)
W — th’m p(t) = p, (A.110)
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Resumiendo, en el enfoque SID, la decoherencia no requiere de la interac-
cion del sistema de interés con su entorno: un sistema cuéntico cerrado puede
decoherir. La diagonalizacién del operador densidad no depende de cuédn abierto
sea el sistema, pero si del espectro continuo del Hamiltoniano del sistema. Esto
significa que el problema que surge en el enfoque de la decoherencia inducida
por el entorno (enviroment-induced decoherence, EID) al intentar dar un criterio
general para discriminar entre el sistema y el entorno pierde sentido desde el
punto de vista del enfoque SID. Este hecho tiene una ventaja adicional: en varios
casos el enfoque EID requiere de una hipdtesis no fundamentada teéricamente
acerca de los observables que se comportaran cldsicamente, con el fin de decidir
dénde colocar el corte entre el sistema y el entorno. Este nuevo enfoque, por el
contrario, brinda una definicién matemética precisa de los observables tales que
el sistema observado por estos operadores decohere, es decir los observables de
van Hove del espacio Vg i,

A.2.2. El limite clasico

Con el fin de explicar el limite cldsico, la descripcién cldsica de un sistema
cudntico requiere de dos elementos: decoherencia, como se explicé con la prop-
uesta SID, y macroscopicidad, que significa que la accién S caracteristica del
sistema es mucho mayor que h. Entonces, la tarea es representar el funcional
diagonal p, (ec. A.110) que resulta de la decoherencia en el correspondiente
espacio de fases a través de la transformaciéon de Wigner (ver [109]), y luego

aplicar el limite macroscépico h — 0 (siendo estricto, % —0):

pe(¢) = lmWp, (A.111)

donde ¢ = (¢,p) = (q1,--+sGn+1,D15---sPn+1) €S un punto en el espacio de las
fases T' = R2(NV+1) v 17 es la transformacion de Wigner, cuya definicién debe ser
adecuadamente extendida para ser aplicable a distribuciones singulares. Sobre
esta base, se puede probar que la funcién p°(¢) tiene la siguiente forma (ver
(64], [65]):

p0) = [p@)d(H () - w)d (A112)

w

donde H(¢) es la transformacion de Wigner del Hamiltoniano H, H(¢) = WH.
En otras palabras, p°(¢) es una suma infinita de densidades clésicas 0 (H (¢)—w),
promediadas por el correspondiente valor de la funcién p(w). A su vez, p(w) es
una funcién normalizada y definida como no negativa debido a su origen, dado
que representa los elementos diagonales del funcional p(¢); este hecho es lo
que permite que pueda ser interpretada como una funcién probabilidad. Por lo
tanto, la distribucién clésica p©(¢) definida en el espacio de fases I' = R2(N+1)
puede concebirse como una suma infinita de densidades clésicas, definidas por
la constante global de movimiento H(¢) = w y pesadas por sus correspon-
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dientes probabilidades p(w).! Esto significa que el Hamiltoniano se convierte
en una constante de movimiento global cldsica en la descripcién resultante del
limite cldsico. Incluso, la base donde el funcional p,, invariante ante traslaciones
temporales, se hace diagonal se corresponde precisamente al contexto preferido
CCPO {|w) (w]} donde la actualizacién ocurre.

Una vez que se obtiene p©(¢), se puede explicar el limite clésico en el espacio
de fases. Como hemos visto, la decoherencia autoinducida implica la conver-
gencia de los valores medios de cualquier observable O € V‘O/ H 3 un valor final
(0}, (ver ecuacién A.109). A su vez, se sabe que la transformacién de Wigner
tiene la propiedad de preservar los valores medios:

(0) oty = (O(8) .19 (0), =(0(®),_ s (A.113)

donde O(¢) = WO, p(¢,t) = Wp(t) vy p,.(t) = Wp,. Pero también sabemos
que, en el limite i — 0, Wp, se transforma en p°(¢) (ver ecuaciéon A.111).
Por lo tanto, en el limite macroscépico, el valor medio de cualquier observable
(ONS Vg H converge a un valor final que puede calcularse en términos cldsicos
como

Jm (0) iy = Hm (O(9)) (4.1 = (O(9)) ye(g) (A.114)
donde
(O(8)) pe(p) = /p(w)O(w)é(H(qb) — w)dw (A.115)

Esto significa que el estado p(¢,t) converge débilmente a p©(¢):

W=l p(,t) = 5°(6) = [ pl)d(H(6) - w)d (A.116)

w

A.2.3. Interpretacién modal-Hamiltoniana del limite clasi-
co

Cuando se explicé el proceso de medicién, se distinguié entre medicién inica
y medicién de frecuencia. En el primer caso, la actualizacién de uno de los hechos
posibles Pg [|r;) (ri|] € FP definido por el CCPO preferido {|was, ) (war, | = |7:) (r:|}
es lo relevante para el valor definido del puntero. Pero para que las propensiones
se manifiesten como frecuencias por repeticion de mediciones tinicas, es nece-
sario realizar una medicién de frecuencia repitiendo las mediciones tnicas bajo

IDado que aqui la dimensién del espacio de fases de Wigner es 2(N + 1) y la descripcion
cldsica tiene a la energia como la tdnica constante global de movimiento, el sistema es no
integrable, como es de esperar debido a su naturaleza macroscépica. Como se ha mostrado en
trabajos previos ([110], [111]), si g es el nimero de constantes globales de movimiento, en el
caso no integrable puede definirse (N 4 1) — g constantes de movimiento locales, las cuales
permiten la caracterizacién de los niveles mds bajos de la jerarquia ergédica cudntica.
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las mismas condiciones: sélo de esta manera las predicciones probabilisticas de
la teoria pueden testearse. En el caso del limite cldsico, la situacién es andlo-
ga. Cada sistema cudntico elemental aislado satisface la Regla de Actualizacion
y, en consecuencia, un hecho posible Pr [|[w) (w|] € FP definido por el CCPO
preferido {|w) (w|} se hace actual: por lo tanto, H y todos los observables que
conmutan con H adquieren valores definidos. Sin embargo, sélo cuando entren
en juego ensambles de sistemas cudnticos, las predicciones estadisticas pueden
ser testeadas empiricamente. Cuando se tienen en cuenta todas estas consid-
eraciones, el limite cldsico puede interpretarse de manera precisa a la luz de la
intepretacion modal-Hamiltoniana.

Para ello consideremos un sistema cudntico elemental S : (O C A, H) con
estado inicial p, € O’ tal que su limite cldsico es el explicado en el apartado
anterior. Si consideramos ahora un ensamble de sistemas cudnticos identicos S,
en cada miembro del ensamble:

» En un instante ¢ = ¢y cada hecho posible Pp [|w) (w|] tiene una propen-
sion a actualizarse cuya medida estd dada por los términos diagonales de
po expresados en la base preferida {|w)} : ph(Pr [|w) (w[]) = p(w) (ver
Proposicién 7).

= Dado que el CCPO preferido es {|w) (w|}, uno y sélo uno de los hechos
posibles Pr [|w) (w|], digamos Pr [Jwa) (wa|], es también un hecho actual
Ap [Jw) (w]] (ver Proposicién 10).

s Si A [lwa) (wal] es un hecho actual, H y todos los observables R; que
conmutan con H adquieren valores wq y rrg de manera impredecible,
respectivamente: Ap [H : wq|, Ar [Rr : T10].

Dado que esto se cumple para cada miembro del ensamble, la propensién a la
actualizacién cuya medida estd dada por p(w) se manifiesta como una frecuencia
de los hechos actuales en el ensamble.

Ahora puede darse una intepretacién a los valores medios que aparecen en
los limites clédsicos. Para ello se debe distinguir entre dos casos: el caso en que
los observables adquieren valores definidos y el caso de los observables restantes.

a) Los observables con valor definido son diagonales en la base de la energfa,
correspondiente al CCPO preferido. Esto significa que los valores medios
son independientes del tiempo:

H) 0y = / pwwdw = (H), = (H(0)),_4) (A.117)
0
(Br) oy = / pw)rrdw = (Rr), = (R1(9)), (4 (A.118)

0

134



v en el limite macroscépico h — 0 estas dos iltimas ecuaciones pueden ser
calculadas como:

(H) 1y = (H(®)) pe(4) = / p(w)wd(H(¢) — w)dw (A.119)
(R1) oy = (R(9)) pe(g) = / p(w)wd(H (¢) — w)dw (A.120)

En cada sistema del ensamble, H y R; adquieren valores wq y rrq de
manera indeterminada con una propensién medida por p(wgq). Por lo tan-
to, los valores medios independientes del tiempo (H) ;) = (H(¢)) ye () ¥
(Rr) 1) = (R1(9)) ye(y) miden los valores medios correspondientes a los
valores definidos que adquieren los observables H y R; entre los miembros
del ensamble, valores medios que pueden ser computados en términos de
las frecuencias en el ensamble.

b) Ahora consideremos a un observable A que no conmuta con H. De acuerdo
con la interpretacion, éste no adquiere valor definido en el sistema. No ob-
stante, dado que cada hecho posible Pr [A : a;] correspondiente a A tiene
su propension a la actualizacién, cuya medida depende del estado del sis-
tema, el valor medio (A), puede calcularse (y también testearse cuando
el estado es medido por medio de una medicién de estado, ver subseccion
2.6.6). Dado que el estado, que codifica las propensiones, cambia con el
tiempo, tal valor medio también cambia con el tiempo. Sin embargo, el
limite cldsico muestra que, si el sistema es lo suficientemente macroscépico,
luego de la decoherencia (A) llega a un valor constante que puede cal-
cularse como (A(¢)) (4, donde A(¢) = WAy p°(¢) es una distribucién
cldsica (ver ecs.(A.111), (A.112)). Esto significa que, en el limite cldsico
desde el punto de vista de los valores medios, el ensamble cudntico puede
ser descrito como un ensamble estadistico cldsico a pesar del hecho que,
en cada sistema del ensamble cudntico, el observable A no adquiere valor
definido.

Este hecho peculiar de los ensambles cudnticos nos permite entender otras
propiedades estadisticas de la mecdnica cudntica. En particular, de acuerdo
con la IMH, el principio de incerteza no se refiere a un sistema aislado sino
a un ensamble cudntico. Cuando decimos que [4,B] = C (C' # 0) y, por lo
tanto, AAAB > 1 (C) (ver [26], pag. 223-224), ambos AA, AB pueden ser
computados en términos de los respectivos valores medios (4), y (B), en el
ensamble cudntico. Sin embargo, las dispersiones AA, AB no tienen significado
en cada sistema aislado dado que A o B, pero no los dos, pueden poseer valores
definidos.

Incluso, en el limite clasico ambos valores medios pueden ser calculados co-
mo valores medios de observables clasicos A(¢) = WAy B(¢) = WB en un
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ensamble estadistico cldsico descrito por p©(¢). Esto nos permite tratar al en-
samble cudntico con las herramientas tedricas de la mecdnica cldsica estadistica:
podemos imaginar que estamos trabajando con un ensamble estadistico clési-
co donde los observables clésicos A(¢) y B(¢) tienen valores definidos en cada
miembro clédsico del ensamble, con una dispersion AA, AB en el ensamble, re-
spectivamente.? Pero esta descripcién clasica sélo es valida cuando la teorfa
se aplica a un ensamble y, en consecuencia, no puede ser usada para extraer
conclusiones interpretativas acerca de sistemas aislados.

Resumiendo, el hecho de que la IMH conciba a la mecédnica cudntica como
la descripcién de sistemas tinicos no implica ignorar los resultados estadisticos
referidos a ensambles que suministra la teorfa. Pero esos resultados estadisticos
no son tomados como el punto de partida de la interpretacién, como si ocurre
con las interpretaciones por ensambles. Por el contrario, su significado se explica
en términos de una interpretacién precisa de los elementos bésicos de la teoria,
que se refieren a sistemas cudnticos individuales.

A.2.4. Aplicaciones a la cosmologia: entropia del universo

Podemos también encontrar otras aplicaciones de la decoherencia autoin-
ducida, en particular en el cdlculo de la entropia del universo temprano [7].
Si bien, el tépico estudiado en esta seccién no estd directamente relacionado
con el argumento principal de la tesis, se mostrard que se pueden derivar otras
propiedades de la materia a partir del contenido del Hamiltoniano de un sis-
tema. El marco tedrico de esta subseccién, la gravedad cudntica candnica, se
basa en encontrar la estructura candnica de la relatividad general, para luego
cuantificar las variables que entran en juego (la métrica y sus derivadas), y luego
construir una ecuacioén tipo Schrédinger a través de la aproximacién WKB [112]
para asi poder definir el Hamiltoniano. Eligiendo como observables relevantes
aquéllos que pertenecen al espacio de van Hove VY H expresados en términos de
los autoestados de energfa, se puede desarrollar la decoherencia autoinducida
explicada en la seccién anterior. Luego se puede definir la entropia de Gibbs,
que serd funcién del vector de estado, y por medio de dos reducciones de estos
posibles estados, se podrd mostrar que la entropia de Gibbs crece con el tiempo.

Introduccién

En la bibliografia cientifica, el concepto de entropia en el contexto cosmolégi-
co no estd completamente comprendido. En esta seccion se explicard brevemente
como es posible encontrar un vinculo entre los procesos cudnticos ocurridos en
la fase inicial del universo y la entropia de Gibbs, para luego relacionar los
resultados con la teorfa de la flecha del tiempo geométrica.

2Por supuesto, si queremos testear estas predicciones, debemos realizar diferentes
mediciones de frecuencia en el ensamble, cada una de los cuales medird un observable con
el Hamiltoniano de interaccién adecuado, como se explicé en el apartado 2.6.6.
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La flecha del tiempo

Como se sabe, la nocién de una entropia siempre creciente no surge direc-
tamente de las ecuaciones fundamentales de la fisica, dado que éstas son in-
variantes ante inversion temporal y las correspondientes evoluciones dindmicas
son unitarias. En consecuencia, a cualquier fenémeno irreversible que sucede en
la direccién pasado-futuro le corresponde un fenémeno simétrico en la direccion
futuro-pasado. A este par se lo ha llamado “gemelos t-simétricos” [113]. En efec-
to, desde 1912 [114] se sabe que, para cada evolucién con entropia creciente, se
puede encontrar un gemelo t-simétrico: una evolucién con entropia decreciente.
Entonces, con el fin de definir correctamente el concepto de entropia, siempre
son necesarios algunos ingredientes adicionales. Esta es la razén por la cual no
se ha usado la entropfa para definir la flecha del tiempo en trabajos previos
([115],[116],[117],[118],[119]). Por el contrario, en estos trabajos la flecha del
tiempo se ha basado en la asimetria cosmoldgica del universo. Precisamente, la
flecha del tiempo se define como una diferencia substancial (no convencional) y
cosmoldégica entre pasado y futuro [120]. En un nivel cosmolégico, esta diferencia
es la asimetria temporal del universo genérico (el nuestro), como se ha probado
en [118]. La flecha global puede ser transferida a un contexto local usando el
tensor de energfa-momento, que también es t-asimétrico (en el caso de que la
condicién de energia dominante se satisface). Para una comprensién completa de
esta linea de investigacion se puede ver [113] y [118]. De esta manera, todas las
flechas del tiempo usuales pueden ser recuperadas (electromdgnetica, cudntica,
intuitiva, etc). También se ha encontrado la flecha termodindmica irreversible
en [113], pero otras flechas termodindmicas todavia siguen sin ser encontradas.
Por esto tltimo se introducirdn, en el esquema general de la flecha del tiempo
geométrica, la entropia cldsica de Gibbs y la entropia condicional en el uni-
verso temprano y se calculard su limite semicldsico en un modelo cosmolégico
particular.

Decoherencia en el universo cuantico

En los modelos cosmolégicos, la entropia puede calcularse introduciendo un
grano grueso en la accién efectiva de la teorfa. En el contexto de EID, en [121]
se define un grano grueso considerando un campo de materia e integrando todos
los modos de este campo con una longitud menor que un valor critico. De esta
manera se puede encontrar una accion efectiva, es decir, la ecuacion de evolucién
de la matriz densidad reducida. Al calcular luego los coeficientes de difusién de
esta ecuacion, la decoherencia puede analizarse a través de los modos de longitud
de onda mayores que el valor critico. Estos resultados se han aplicado a modelos
de espacio-tiempo de de Sitter interactuando con un campo escalar acoplado, y
se ha demostrado que la decoherencia es efectiva siempre y cuando la longitud
de onda critica no sea inferior al radio de Hubble. Hay una extensa bibliografia
de la decoherencia en cosmologia cudntica que, a nivel de nuestro conocimiento
actual acerca de la gravedad cudntica, ha llevado a una imagen consistente de
la transicién cudntico-cldsica cosmolégica ([122], [123], [124], [125], [126], [127]).
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A continuacién se explicard una aproximacién diferente, efectuando tres granos
gruesos para encontrar un entropia siempre creciente en el periodo cudntico del
universo.

A.2.5. Decoherencia en el universo cerrado

Si la transicién de lo cudntico a lo cldsico no requiere de la divisién del
universo en subsistemas como condicién necesaria, entonces la decoherencia debe
ser uno de los procesos que explican cémo el universo como un todo se hace
cldsico y llega a un estado de equilibrio térmico.

El modelo

Consideremos un universo de Robertson-Walker plano con la métrica

ds* = a®(n)(dn? — dz* — dy? — d2?) (A.121)

donde 7 es el tiempo conforme y a es el factor de escala del universo. Considere-
mos también un campo escalar neutro ® y acoplémoslo con la métrica mediante
un acoplamiento conforme £ = £. La accién total es S = Sy + Sy + S;, donde la
accién gravitacional S es:

1
S, = M?/dn [2(32)2 V() (A.122)
donde M es la masa de Planck, y el potencial V' contiene el término de la
constante cosmoldgica y, eventualmente, la contribucién de alguna forma de
materia cldsica. Supongamos que V' es tal que el universo llega a un estado de
equilibrio asintéticamente para un radio del orden de a;. Podemos expandir el
campo escalar ® como:

-
T dk (A.123)

N
donde las componentes de k € R3 son tres variables continuas que se corre-
sponden con el momento lineal del campo. La ecuacién de Wheeler-De Witt
para este modelo resulta:

HY(a,®) = (hy + hy + hi)¥(a,®) =0 (A.124)
donde
1
hg = 5173 92 + M?V (a) (A.125)
1 —
hy = _5/(3,3 —k*f2)dk (A.126)
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hi = %m2a2 / fLdR (A.127)

donde m es la masa del campo escalar ®, % es el momento lineal del campo y

op = %. Podemos encontrar el régimen semicldsico usando el método WKB

k
[112], escribiendo ¥(a, ®) como:

T(a, ®) = M@y (q, ) (A.128)

y expandiendo Sy x como:

S=S8+M1S +.. X=Xo+M Xy + .. (A.129)

Para satisfacer (A.124) en el orden M2, la funcién principal de Jacobi S(a)
debe satisfacer la ecuacién de Hamilton-Jacobi:

as
—)* =2V A.130
() =2V (a) (4.130)
Podemos definir el tiempo semicldsico®
d ds d d

La solucién de esta iltima ecuacién es a = +F'(n, C'), donde C' es una constante
de integracién arbitraria. Diferentes valores de esta constante y del signo + dan
diferentes soluciones cldsicas para la geometria. Entonces, en el préximo orden
de la expansién WKB, x satisface la ecuacién de Schrodinger que queda:

Jdy
A A.132
i h(n)x (A.132)
donde
h(n) = hy + hi(n) (A.133)
precisamente
1 02 —
k
donde
Q%(a) =02 (a) =m?a* + k> = m?a® +w (A.135)

donde w = k2. Por lo tanto, la dependencia temporal del Hamiltoniano proviene
de la funcién a = a(n). Ahora consideremos una escala del universo tal que

3Estamos considerando el tiempo conforme 7 de (A.131) definido a través del tiempo
cldsico como dn = _dt_

a(t)
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a = Qoyr >> a1, donde a; es el valor del factor de escala del equilibrio asintético.
En esta region la geometria es casi constante, por lo tanto tenemos como limite

un vacio adiabdtico |0) y operadores de creacién y destruccion adiabéticos a%

y a?.‘l Entonces h = h(aoyut) resulta:

—
h= /Qwa%a?d k (A.136)
Podemos considerar el espacio de Fock y una base de vectores:

— = — —

k1, K2, kn> - H k }> =ala, ..al, |0) (A.137)
Bl ke ka
— — = —

donde hemos llamado { k } al conjunto k1, ko,..., k,, donde eventualmente

n puede ser infinito. Los vectores de esta base son autovectores de h:

(7)) = () s

w= Z Q, = Z (m2a® + w)'/? (A.139)
Fe(F)  Fe[¥)
Por una cuestion de simplicidad y para mantener la consistencia con la no-

tacién de la tesis, podemos usar la energia para denotar los autovectores de la
siguiente manera:

donde

HE’}> — |v,,) (A.140)

— = —
donde se han omitido las componentes k 1, ko, ..., k., que realmente son nece-
sarias para definir sin ambiguedad un vector, como se verd. Finalmente, en esta
notacién, el Hamiltoniano queda:

h= /w|\11w) (U, duw (A.141)

Las tres reducciones

Para obtener la entropia de la funcién de onda del universo, es necesario
realizar tres reducciones en el espacio de observables: la primera de ellas nos lleva
a la decoherencia, la segunda y la tercera mostrardn una evolucién de la funcién
de la onda que decae. Una vez que hemos efectuado estas tres reducciones, se
usardn las técnicas de la mecédnica cudntica estadistica para definir la entropia
del sistema, que en este caso es el universo.

4El vacio adiabético es una aproximacion del vacio usual, para un universo que se expande
con una tasa de expansién muy baja. Este vacio fue introducido por [128] sobre la base de
una idea de Einstein. Desde entonces se ha considerado como la definicién mas fiel del vacio,
y también como la base para la nocién de nimero de particulas en un universo en expansion
[129].
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Decoherencia y equilibrio en la base de la energia (reduccién I) Se
introduce la primer eleccién particular de los observables, la reduccién I. En
este caso, un observable generico |0) € V3 es de la forma (A.102) donde,
como vimos, VOV H e5 el espacio de observables:

O:/O(w)|\I!w)dw+//0(w,w’)|\I/w,\IJw/)dwdw’ (A.142)
0 00

donde |¥,) = [¥,) (¥y| v |Vy, V) = |U,) (Py]. Un estado genérico (p| €
VYH puede ser expresado como (A.103):

o0 oo

(ol = [ o) (Wl o+ |

0

plw,w") (Y, U, | dwdw’ (A.143)
0

donde {(¥,|, (V. |} es la cobase de {|¥,,),|¥,/)}. Entonces el valor medio de
un observable |O) en el estado (p(t)| resulta

[ee]

Oy = (0(2) 10) = [ p()0@)d+ [ [ ol )0 w)e™ 7 e’

(A.144)
Tomando el limite para ¢ — oo y aplicando el teorema de Riemann-Lebesgue,
se obtiene, como ya vimos (ec.(A.109))

(0) = Jim (6(2) | 0) = [ plw)Ow)d (A.145)
0

Y esta ultima integral es idéntica al valor medio del observable |O) en un nuevo
estado (p,]| :

oo

(0.l = [ ple) (W (A.146)
0

Este nuevo estado (p,| es el estado de equilibrio asintético en el tiempo del
universo, que es diagonal en las variables w, w’ como la decoherencia en la energia
requiere. De esta manera, el universo cudntico se aproxima asintéticamente a
este estado.

Reduccién analitica (reduccién II) Un problema relacionado con la irre-
versibilidad se origina en el hecho de que las evoluciones tendientes al equilibrio
observadas son exponenciales durante un largo periodo de tiempo, pero en la
mecédnica cudntica este tipo de evolucion queda excluido aun cuando se tome la
traza de los estados. En particular, no hay un efecto exponencial para tiempos
pequeiios (efecto Zeno) ni para tiempos grandes (efecto Khalfin). No obstante,

141



en varios casos es usual considerar sélo la ley exponencial de decaimiento elimi-
nando lo que se conoce como las componentes Zeno y Khalfin. Siguiendo nuestro
enfoque algebraico, se probard que las evoluciones exponenciales pueden obten-
erse cuando se reducen otra vez los espacios de observables y los estados de la
siguiente manera:

Vil = Vg o Vi Vit = Vidy o VEL (A.147)

R+ R R4’ R ; ;
donde Vi)' € Vi'y v W'y C Vi, son subespacios dotados con propiedades
analiticas particulares en el plano complejo de la energia que serdn precisadas
a continuacién. Llamaremos a este segundo paso de reduccién, una reduccion
analitica. Consideremos los siguientes espacios:

Vi =0, @&, VEY —d_ o (A.148)
donde |¥) € @ si, siendo |¥/) la funcién de onda que evoluciona bajo el
Hamiltoniano libre (es decir hy = _ﬁa%?)’ las funciones (/| ¥) pueden ser

continuadas analiticamente en la regién de arriba (abajo) del plano complejo
de la energfa. El siguiente paso consiste en encontrar los polos de las funciones
(Ul| ), donde {|¥)} es la base del Hamiltoniano completo (el dominio de
analiticidad debe ser lo suficientemente grande para contener esos polos, que
son los polos resolventes). Precisamente, la siguiente continuaciéon analitica para
z € Cpy z € C_ se define de la siguiente manera:

(p| U, U,) = conty,_,,conty . (p| Uy, U ) (A.149)

(¥, V.| A) = conty,—,,conty,—» (¥, ¥y | A) (A.150)

donde conty,_, . es la continuacién analitica de w a z, {p| V., ¥,/) se considera
analitica, y (¥, ¥,/| A) tiene polos (por simplicidad asumiremos que sélo tiene
dos polos simples en z = 2§ y 2’ = 2, ver [130] y [61] para el origen de los
polos). Entonces, usando el teorema de Cauchy y los residuos de las funciones
analiticas alrededor de los polos, puede probarse que, para cualquier A € V‘f o

ypeE fo;l, la ecuacién de evolucién débil para p(t) queda:

(p(t)] A) = "= (py | o) (050 | A)+ (A.151)
Jawton 10 (s 1 4)+ [ 1602 (B | 4) 55014
0 r

/dz (po | 020) (520 | A) e/t ¢ /dz/dz' (Po | Do) (522 | A) piz—2)t
= r

r

donde py = p,, z0(z5) es el polo que hemos considerado unico por simplicidad
(ver [130]), I'(T'*) es una curva en el semiplano inferior (superior) que contiene
su correspondiente polo, y
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(Po | Boo) = conty, .z conter .z, (pg | Wy Wor) (A.152)

(@7’00 | A) = conty— 2z contyr— 2477 (W — 25) (W' — 20) (Vo Uor | A)  (A.153)

(Po | $o.r) = conty, . oxcontyr o (pg | Vo, o) (A.154)
(520 | A) = CONty,—, zxcoNtyyr 2 2mi(w — 25) (Wo, Wor | A) (A.155)
(Po | @50) = conty . .xconte 2, (P | W, Vo) (A.156)

(502, | A) = Oty .z CONtur o 2mi(w — 25) (W, Uy | A) (AL157)

(pO ‘ ¢zz/) = COHtw—»zg conter .z, (pO | y, \Ilw') (A158)

(azzl | A) = conty, . zxconty .z, (Vy,, Uy | A) (A.159)

Por lo tanto, {|¥y,), [#o0) s |920) s |Posr) s |¢5./)} es una base obtenida por contin-
uacion analitica y {(Uy|, (dools (0505 (00|, (04,1} es la correspondiente cobase
(ver[130]):

(Vo | W) = b(w—u) (o0 | €00) =1 (Wer | Gu0) = (oo | Wur) =0

(A.160)
Sizg=a" — i3 y v >0, entonces zj — zg = 4y y los cinco términos de la
ecuacién (A.151) se pueden interpretar de la siguiente manera:

(i) El primer término es el correspondiente al equilibrio por decoherencia, con-
tenido en V4?5, que es constante en el tiempo e igual a (p, | A4).

(ii) El segundo término contiene el factor e~ y, por lo tanto, es el término de
decaimiento exponencial. A este término se lo llama e (p, | A).

(iii) Los tres términos se conocen como “términos de fondo”, que son sélo rele-
vantes al comienzo (efecto Zeno) y al final (efecto Khalfin) de la evolucion
(ver [60]). Puesto que el primero de ellos corresponde al comienzo, puede
ser eliminado en un estudio para grandes tiempos. El tiempo caracteris-
tico de Khalfin fue medido en el ano 2006 y es extremadamente largo
frente a los tiempos caracteristicos de los polos usuales, de modo que tam-
bién puede despreciarse en un periodo exponencial largo. Incluso, cuando
t — 00, se hace cero como suma lineal de potencias inversas en el tiempo.
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Reduccién exponencial (reduccién IIT) El decaimiento exponencial, que
es que se estd buscando, estd descrito en el punto (ii) del apartado anterior. Si
se quiere retener este comportamiento exponencial despreciando los términos
de fondo, debemos introducir una reduccién méds, que llamaremos reduccién
exponencial. Para ello, se define un estado reducido como

(p,] = (|11 (A.161)

donde el proyector I, se define como

1L = (600) + [ 02 do)((Go] + [ (Wald)  (A162)

De (A.160) vemos que I es de hecho un proyector. Entonces, (p,.(t)| resulta:

(po(0)] = GO L = (0| du0) (oo 557+ [ (0 ) (Wal o = (oI (01 ()

(A.163)
que s6lo contiene un término constante y uno de decaimiento. Por lo tanto,
por medio de tres reducciones (van Hove, analitica y exponencial), logradas
mediante el proyector II,, hemos obtenido el decaimiento exponencial a un
estado de equilibrio decoherido.

Hasta este punto, hemos usado los espacios definidos en (A.147). Sin embar-
go, también podriamos haber elegido los siguientes espacios:

Vi =V © Wy Vi = Vs, @ VE (A.164)

Vi =d_ ad_ VE =3, 00, (A.165)

En este caso habrfamos obtenido el proyector I1_ y el factor €7 (con v > 0),
que no representa un término de decaimiento exponencial, sino un término de
crecimiento exponencial, correspondiente a una evolucién que nos lleva a un
equilibrio en el pasado. Esto significa que las leyes de la mecdnica cudntica in-
variantes ante la inversién del tiempo, dan lugar a un par de gemelos t-simétricos
en el tiempo: uno de ellos incluye el factor e, que describe el decaimiento de
estado inestable hacia el equilibrio (un proceso disipativo), el otro incluye el
factor €7, que describe el crecimiento de un estado cudntico inestable desde el
equilibrio (un proceso antidisipativo). Entonces hemos encontrado una pareja
de gemelos t-simétricos; pero, por supuesto, considerando los fundamentos de la
flecha del tiempo global de los trabajos [113] y [71], debemos elegir el primero
de los gemelos para explicar la irreversibilidad.
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A.2.6. Entropia condicional del universo

En esta seccién se definird una entropia condicional, que estd relacionada con
la entropia fenomenoldgica de la termodindmica como veremos a continuacion.
Para ello se define la entropia cudntica condicional como:

Sc = —(p.(t)log [p,()pi']) (A.166)

donde p,.(t) es el operador densidad, p, el operador densidad en el equilibrio y
(...) simboliza la traza. Esta entropia se transforma en la entropia de Gibbs en
el caso particular en que p, = cte. Por lo tanto, el problema de la irreversibili-
dad consiste en encontrar una entropfa creciente que evoluciona hacia un valor
final de equilibrio. Para encarar este problema, podemos escribir (A.163) con la
dependencia explicita en el tiempo de cada uno de los términos:

pr(t) = p.+e 7y (A.167)

donde p, y p; son operadores constantes. Esta iltima ecuacién es una ecuacién
“débil”, dado que solo es vélida para el estado p,.(t), completamente reducido ba-
jo la accién del proyector I1. En este sentido, p,.(t) puede ser concebido como un
estado particular de grano grueso. Desarrollando (A.166), cuando reemplazamos
p,(t) de (A.167) llegamos a

Se == {(p. + e "py)(log [p, + e 7 py] —log [pi])) (A.168)

Reescribiendo p, +e 7 p; = p,(1+e 7 p,p; ) en el primer logaritmo de A.168)
se obtiene:

Sc=—{(ps+e "p)(ogp,] +1og [L+e pip. '] —log [pi'])) (A.169)

Expandiendo el segundo logaritmo en polinomios de Taylor y queddndonos hasta
el término en segundo orden, llegamos a

So=—((p.+e M p)e ppt) (A.170)

y finalmente

Se=—e " (p.prpt) — e (pipt) (A.171)

El orden en los operadores en el primer término del lado derecho de (A.171)

puede ser intercambiado dado que (...) es una traza. Por lo tanto <p*p1p:1> =
<p1>a y, entonces,

So=—e"(py) —e D" (pip.t) (A.172)

Por otro lado, (p(t)) = {p,(t)) + (p1(t)) e~ 7. Dado que la funcién de onda esta

normalizada, {p(t)) = {(p,(t)) = 1. Entonces, por la ecuacién (A.167), (p,(t)) =

0. Por lo tanto

SC = —672’” <p%p;1> = SC = ef2yt/p§p;1dlﬂ -+ O(g) (A173)
T
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donde los sfmbolos en la parte derecha de la tltima ecuacién son estados clési-
cos, obtenidos por la transformacion de Wigner (ver [58], [131], [109] para de-
talles) y S es la accién. A su vez, (A.167) puede ser transformado a través de
la transformacién de Wigner [109]. La magnitud Sc(¢) de (A.173) podria ser
nuestro candidato para la “entropia condional”, esto es, la entropia derivada
de las ecuaciones fundamentales por reduccion (ver [132] para més detalles). De
hecho, S¢(t) crece con el tiempo y, para t — 0o, Sc(t) — 0y p(t) — p,. Incluso,
si o es la produccion de entropia, entonces

o=5>0 (A.174)

G=5<0 (A.175)

Esto significa que nuestra entropia fundamental Sc(t) satisface los requirim-
ientos necesarios para ser una entropia creciente e irreversible que alcanza su
méximo valor en el equilibrio [133]. Hemos probado, entonces, que la flecha ter-
modindmica del tiempo asociada con esta entropia existe y estd basada en un
marco cosmolégico consistente con nuestro esquema de la flecha del tiempo.

A.2.7. Las entropias termodinamica y de Gibbs

Para completar el panorama, en este apartado vamos a deducir la relacién
que mantiene la entropia condicional S¢ con la entropia de Gibbs S¢ y con la
entropia termodindmica. Para ello podemos escribir (A.166) como

Sc = = (p.(t)1og [p,(1)]) + (p.(t) log [p.]) (A.176)

Si calculamos los diferenciales en ambos términos, tenemos

—dSc +d{p, () log [p,]) = d {p,(£) log [o, (B) (A177)
Como p, (t) es un estado de equilibrio, puede ser escrito como p, (t) = Z~te ¥
donde 8 = %; entonces,
log [p,] = log [Z‘l] — BE (A.178)
Dado que Z = cte, entonces,
4 {p,(t) log [p.]) = —d (p, () E) (A.179)

donde (p,.(t)E) es la energia total del sistema, que en el caso general de un
sistema abierto (no en el caso del universo que es un sistema cerrado) serfa el
incremento de energia o calor d@) intercambiado entre el sistema y su entorno.
Entonces, de (A.177),

1

—d{p, (®)log[p, (1)) = 7:dQ + dSc (A.180)
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Entonces, si llamamos —Sq(p,.(t)) = (p,.(t) log [p,-(t)]) a la entropia usual de
Gibbs, (A.180) queda

1
dSqg = TdQ +dS¢ (A.181)
Por lo tanto

(i) la ecuacion (A.181) es el incremento ordinario de la entropia de Gibbs en
un perfodo de tiempo dt.

(i) El primer término de (A.181) del lado derecho es % , donde d@ es el calor
intercambiado entre el sistema y su entorno. Si el sistema estd cercano al
equilibrio entonces tenemos que dS¢ ~ 0 y entonces se obtiene la definiciéon
usual de la entropia termodindmica dSg = dS = %

(iii) El segundo término de (A.181) es la produccién de entropia condicional
en el perfodo de tiempo dt de acuerdo con (A.174) y (A.175).

Volviendo al caso de nuestro universo (sistema cerrado) tenemos entonces
que d@ =0 y por lo tanto

dSe = dSc (A.182)

Por lo tanto S¢ satisface también (A.174) y (A.175).

Resumiendo, entonces, hemos mostrado que es posible introducir una en-
tropia de Gibbs en un marco cosmoldgico en los estadios iniciales del universo.
Usando el modelo de Wheeler-deWitt y luego el formalismo de decoherencia
autoinducida, hemos encontrado que los estados decoheridos llegan al equilibrio
con un factor de decaimiento. La irreversibilidad de este proceso implica que se
ha hallado otro ejemplo de la flecha termodindmica del tiempo, basado en un
marco cosmolégico.
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