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INTERPRETACIÓN MODAL-HAMILTONIANA EN TÉRMINOS DE
LA TEORÍA DE GRUPOS Y SU EXTENSIÓN A LA MECÁNICA

CUÁNTICA RELATIVISTA

Resumen: La interpretación modal-Hamiltoniana de la mecánica cuántica sostiene que los
sistemas, en el ámbito de la realidad cuántica, son haces de propiedades posibles, sin sustancia

subyacente. Las propiedades que se hacen actuales, es decir aquéllas que adquieren valor de�nido

instante a instante, no pueden ser todas, ya que esto llevaría a inconsistencias, como lo muestra

el Teorema de Kochen-Specker. Esto implica que debemos elegir un contexto de actualización,

esto es, un subconjunto de todo el conjunto de propiedades posibles, cuyas propiedades adquieren

valores de�nidos. En este sentido, la interpretación modal-Hamiltoniana elige como contexto de

actualización la descomposición átomica del espacio de Hilbert en autosubespacios del Hamiltoni-

ano y todas las composiciones de éstos. Esto permite explicar satifactoriamente varios problemas

interpretativos de la mecánica cuántica: el problema de la medición, el problema de la contex-

tualidad, el problema de la indistinguibilidad y el problema de la no-localidad, como también

permite describir adecuadamente un conjunto de ejemplos físicos típicos de la práctica de la físi-

ca. Durante el trabajo de esta tesis doctoral, se desarrolló una reformulación de la interpretación

modal-Hamiltoniana de la mecánica cuántica. Para ello se aplicaron ideas de la teoría de grupos,

con el �n de asegurar la invariancia del contexto de actualización ante el cambio de sistema de

referencia. De modo natural, entonces, se de�nió el contexto de actualización como aquel identi-

�cado por los operadores de Casimir del grupo de simetría de la mecánica cuántica: el grupo de

Galileo extendido centralmente. Posteriormente se estudió la posibilidad de extender estas ideas al

ámbito de la teoría cuántica relativista, donde el grupo de simetría es el de Poincaré y algún otro

grupo de simetría interna compacto. Finalmente, con el �n de asegurar que los observables con

valores actuales en las teorías relativistas y no relativistas estuviesen correctamente relacionados

a través de un límite adecuado, se empleó una contracción de Inönü-Wigner del grupo de Poincaré

extendido trivialmente al grupo de Galileo extendido centralmente. De este modo, los operadores

de Casimir de ambos grupos quedaron correctamente relacionados y se pudo de�nir la regla de

actualización correspondiente al ámbito relativista.

Palabras claves: Hamiltoniano - Interpretación - Actualización - Invariancia - Simetría



MODAL-HAMILTONIAN INTERPRETATION IN TERMS OF
GROUP THEORY AND ITS EXTENSION TO RELATIVISTIC

QUANTUM MECHANICS

Abstract: The modal-Hamiltonian interpretation of quantum mechanics states that systems

in the quantum realm, are bundles of potential properties without underlying substance. The prop-

erties with actual values, i.e. those that acquire a de�nite value instant by instant, cannot be all,

because this would lead to inconsistencies, as shown by the Kochen-Specker theorem. This implies

that we must choose an actualization context, that is, a subset of the full set of possible proper-

ties, which acquire de�nite values. In this sense, the modal-Hamiltonian interpretation choose as

an actualization context the decomposition of the Hilbert space in terms of eigensubspaces of the

Hamiltonian operator and the respective composition of this eigensubspaces. This allows to ex-

plain correctly several interpretative problems of quantum mechanics: the measurement problem,

the problem of contextuality, the problem of indistinguishability and the problem of non-locality,

an also allow to describe adequately a set of typical physical examples of physics. During the

work of this thesis, a reformulation of modal-Hamiltonian interpretation was developed. This was

achieved by using the group theory in order to ensure the invariance of the actualization context

when a change of reference system has been done. Naturally, the actualization context was de�ned

by means of the Casimir operators of the symmetry group of quantum mechanics: the centrally ex-

tended Galileo group. Subsequently, the extension of these ideas to relativistic quantum mechanics

was studied, where the symmetry group is the Poincare group and some other compact internal

symmetry group. Finally, in order to ensure that the actual valued observables in relativistic and

nonrelativistic theories were correctly related by an appropriate limit, we used an Inönü-Wigner

contraction of the trivially extended Poincare group to the centrally extended Galileo group. Thus,

the Casimir operators of both groups were correctly related and a de�nition of the actualization

rule in the relativistic realm could be done.

Key words: Hamiltonian - Interpretation - Actualization - Invariance - Symmetry
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Capítulo 1

Introducción

La física suele considerarse una ciencia �madura�, que ha logrado un fuerte
consenso en la comunidad de especialistas acerca de sus temáticas relevantes
y de los medios teóricos y experimentales para abordar sus problemas cientí�-
cos. La existencia de tal consenso y la amplia rami�cación de la disciplina en
subáreas con sus propios objetivos especí�cos tiende a opacar un hecho central:
todas las teorías físicas, aun las más ampliamente aceptadas en la comunidad
cientí�ca, plantean problemas de fundamentación relacionados con cuestiones
de interpretación y de articulación interteórica. Dichos problemas, en muchos
casos de naturaleza interpretativa, suelen ser ignorados en la práctica cotidiana
de la física, dirigida al logro de �nes especí�cos y a la ampliación del campo de
aplicabilidad de las teorías vigentes. Por ello es necesario que existan disciplinas
cientí�cas activas que se hagan cargo de las cuestiones de fundamentación de la
física desde una perspectiva que combine conocimientos generales de la teoría
y sus conexiones con las demás, como también un conocimiento exhaustivo y
detallado del formalismo mátematico utilizado. La fundamentación de la física
se presenta como un ámbito de investigación multidisciplinario, que requiere la
colaboración de especialistas en distintas áreas para su desarrollo fructífero.

La presente tesis doctoral se ubica precisamente en el marco de las inter-
pretaciones de las teorías cientí�cas, en este caso particular, de la mecánica
cuántica. Profundizando los trabajos originales iniciados dentro del grupo de
investigación, el objetivo más general consistió en estudiar y analizar la inter-
pretación modal-Hamiltoniana de la mecánica cuántica y reformularla a partir
de principios de simetría e invariancia. En particular, la tesis se organizó en
torno a tres núcleos temáticos generales, cada uno de ellos con su propio obje-
tivo general:

Interpretación de la mecánica cuántica: En esta primer parte se desarrolló
la formulación modal-Hamiltoniana de la mecánica cuántica y se mostró
cómo funciona en ejemplos típicos, como también la resolución que da a
problemas interpretativos.

Covariancia e invariancia de la interpretación: En esta segunda parte, se
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estudió la relevancia que tiene el concepto de simetría e invariancia den-
tro de la mecánica cuántica, permitiendo reformular la interpretación de
manera formal por medio de la teoría de grupos.

Interpretación modal-Hamiltoniana relativista: En esta última parte se
estudió la extensión de la interpretación al ámbito relativista, utilizando
las conclusiones halladas en la segunda parte de la tesis.

En el marco de las revistas nacionales e internacionales, la interpretación
modal-Hamiltoniana, junto con la contribución de esta tesis doctoral, ha tenido
una aceptación considerable, tanto en el ámbito de la física como también en el
ámbito de la fundamentación de la física a través de las siguientes publicaciones:
[1], [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8], [9], [10], [11], [12]. A su vez, se ha publicado un
capitulo de un libro [13] y también un libro completo sobre esta temática [14].
De manera general, con los resultados de la presente tesis doctoral se pre-

tende contribuir al conocimiento y a la re�exión acerca de los fundamentos de
la física y en particular, de la mecánica cuántica. A su vez, la tesis se propone
como paso intermedio para el proyecto a largo plazo que implica el futuro desar-
rollo de una interpretación modal de la Teoría Cuántica de Campos (un primer
borrador se puede ver en [15]), como también del modelo standard de partículas
elementales.
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Capítulo 2

Interpretación
modal-Hamiltoniana

Desde un punto de vista realista, el propósito de interpretar una teoría cien-
tí�ca es describir cómo sería la realidad si la teoría fuese verdadera. Más allá
del éxito empírico que tiene la mecánica cuántica, su interpretación, es decir, la
comprensión de las entidades que habitan el ámbito microscópico cuántico, es
un problema abierto en el campo cientí�co y �losó�co. Durante un largo período
posterior a la primera formulación de la mecánica cuántica, el marco interpre-
tativo ortodoxo estuvo vinculado fuertemente a sus lecturas instrumentalistas,
lo que signi�có que las cuestiones concernientes a la mecánica cuántica sólo fue-
sen discutidas en términos de los posibles resultados en las mediciones de los
experimentos. En las últimas décadas, la postura tradicional instrumentalista
comenzó a perder su fuerza original, y por ello se propusieron varias interpreta-
ciones realistas de la mecánica cuántica. En este contexto, el objetivo de las
interpretaciones modales es asignar propiedades a sistemas físicos basándose en
el formalismo de la teoría, sin atribuir un papel especial a la medición. Esto
implica concebir las mediciones cuánticas como meras interacciones físicas y
sus resultados como propiedades de los aparatos de medición, que son sistemas
cuánticos. Por lo tanto, las interpretaciones modales son interpretaciones realis-
tas, donde no es necesaria la hipótesis del colapso de la función de onda y donde
el estado cuántico de un sistema sólo describe las posibles propiedades de un
sistema en lugar de las propiedades que actualmente posee.

Las interpretaciones modales pueden ser vistas como una familia, cuyos
miembros di�eren entre sí en la regla especí�ca que selecciona las propiedades ac-
tuales de los sistemas cuánticos. En la primera sección de esta tesis se introducirá
un nuevo miembro de esta familia, la Interpretación modal-Hamiltoniana (IMH)
([1], [2]), donde se da preponderancia al operador Hamiltoniano en la de�nición
de un sistema y subsistema cuántico y en la selección de las propiedades actuales.

Los orígenes de las interpretaciones modales pueden encontrarse en los tra-
bajos de Bas van Fraassen ([16], [17], [18]), donde se hace una distinción entre
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estado cuántico y estado-valor del sistema: el estado cuántico nos dice cuáles
son las propiedades físicas que el sistema podría poseer y el estado-valor repre-
senta las propiedades físicas que actualmente posee. La relación entre el estado
cuántico y el estado-valor es probabilística. Por lo tanto, el estado cuántico es
la base de las proposiciones modales, esto es, proposiciones acerca de lo que es
posible o actual.

En particular, todas las interpretaciones modales coinciden en los siguientes
puntos (para un resumen claro ver [19], sección 1):

1. La interpretación está basada en el formalismo estándar de la mecánica
cuántica.

2. La interpretación es realista, esto es, su objetivo es describir como sería la
realidad si la mecánica cuántica fuese verdadera.

3. La mecánica cuántica es una teoría fundamental, que no sólo debe describir
partículas elementales sino también objetos macroscópicos.

4. La mecánica cuántica describe sistemas únicos: el estado cuántico se re�ere
a un único sistema, no a un ensamble de sistemas.

5. El estado cuántico del sistema (estado puro o mezcla) describe las posibles
propiedades del sistema y sus correspondientes probabilidades, y no sus
propiedades actuales. La relación entre el estado cuántico y las propiedades
actuales del sistema es probabilística.

6. Los sistemas cuánticos poseen propiedades actuales en todo momento, aun
si no se ha efectuado una medición sobre ellos.

7. Una medición cuántica es una interacción física ordinaria. No hay colapso
de la función de onda: el estado cuántico siempre evoluciona unitariamente
de acuerdo con la ecuación de Schrödinger.

8. La ecuación de Schrödinger describe la evolución temporal de las proba-
bilidades, no de las propiedades actuales.

La diferencia más importante entre la propuesta de la IMH y las versiones
modales previas consiste en el papel que cumple el Hamiltoniano del sistema
cuántico en la selección de las propiedades actuales.

2.1. Problemas interpretativos

Los problemas de interpretación de la mecánica cuántica se pueden agrupar
de la siguiente manera:

El problema de la contextualidad: En los inicios de la teoría, algunos autores
mantenían la esperanza de interpretar el formalismo cuántico del mismo modo en
que se interpretaba la mecánica estadística clásica, donde el estado representaba
la situación de un �ensamble� de sistemas similares y las probabilidades tenían
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un signi�cado exclusivamente gnoseológico. Esta esperanza se vio frustrada por
el teorema de Kochen y Specker [20], que demuestra la contextualidad cuántica:
el formalismo de la teoría impide asignar, de un modo consistente, un valor
preciso a cada uno de los observables del sistema que se encuentra en un cierto
estado cuántico. Por lo tanto, sólo podemos a�rmar la ocurrencia de ciertas
propiedades en un contexto, y de ciertas otras en otro contexto diferente. Cada
conjunto de propiedades parece corresponder a un objeto, pero no es posible
pensar en una entidad individual que subyace a todas las propiedades en la
medida en que no es admisible predicar todas las propiedades simultáneamente.

El problema de la medición: Un sistema cuántico puede encontrarse en un
estado de superposición respecto de los valores de un cierto observable, de modo
tal que la teoría no asigna un valor de�nido a tal observable. Este hecho se
torna particularmente grave cuando las superposiciones se trans�eren al plano
macroscópico a través de la medición, tal como lo muestra el famoso caso del gato
de Schrödinger. Para afrontar este problema, la interpretación de Copenhague
postuló un proceso físico, el colapso de la función de onda: durante la medición,
el estado de superposición �colapsaría� indeterminísticamente hacia uno de los
elementos de la superposición, donde el observable macroscópico adquiere un
valor de�nido.

El problema de la no-localidad: Ya en la década del �30, a través de su famoso
experimento mental, Einstein, Podolsky y Rosen [21] pusieron de mani�esto
la no-localidad cuántica: luego de interactuar, dos sistemas adoptan un estado
entrelazado por el cual sus propiedades se mantienen correlacionadas aun cuando
la interacción haya concluido y los dos sistemas se encuentren separados por
cualquier distancia. La explicación de tales correlaciones, en términos de acción
instantánea a distancia, implicaría una violación de las restricciones relativistas.

El problema de la indistinguibilidad: Los sistemas cuánticos, considerados
en agregados, no responden a la estadística clásica (Maxwell-Boltzmann), sino
a estadísticas peculiares (Fermi-Dirac y Bose-Einstein), las cuales ponen en cri-
sis la interpretación de los sistemas como individuos en un sentido �losó�co del
concepto. En efecto, las �partículas� cuánticas resultan absolutamente indistin-
guibles, de modo tal que no es posible reidenti�carlas a través del tiempo o del
espacio.

2.2. Estructura y contenido de la mecánica cuán-
tica

El primer paso para describir la IMH es la presentación explicita de lo que se
considera como la estructura formal y el contenido físico de la mecánica cuántica.
Esto es así, ya que si queremos construir una interpretación, entonces hay que
ser claro con respecto a las cuestiones formales y teóricas. La IMH en principio
adopta un formalismo algebraico de la mecánica cuántica. Más aún, dado que
se argumentará la relevancia física de nuestra propuesta, se debe mostrar cómo
la estructura formal de la teoría adquiere un signi�cado físico.
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En primer lugar, se debe distinguir entre el lenguaje matemático (operadores
auto-adjuntos, funcionales, autoestados y autovalores de operadores, etc) y el
lenguaje físico (observables, estados, valores de los observables, etc): cada térmi-
no del lenguaje matemático debe referirse a un item físico cuyo nombre pertenez-
ca al lenguaje físico. Es esta interpretación física del formalismo matemático lo
que lo convierte en el formalismo de una teoría física.

2.2.1. Estructura formal

De acuerdo con el formalismo algebraico desarrollado en el apéndice A (ver
[22]), dada una �-álgebra A de operadores, (i) el conjunto de operadores autoad-
juntos de A es el espacio O cuyos elementos representan observables, O 2 O y
(ii) los estados quedan representados por funcionales lineales en O, esto es, por
elementos del espacio dual O0, � 2 O0. En este marco teórico, los observables
son los elementos básicos de la teoría y los estados son elementos secundarios,
de�nidos en términos de los primeros.

Adoptaremos una C�-álgebra de operadores para formular los postulados
de la mecánica cuántica. Esta C�-álgebra puede ser representada mediante un
espacio de Hilbert H (construcción GNS, ver [23]) y en este caso particular,
O = O0, por lo tanto, O y O0 están representados en H
H.

2.2.2. Postulados de la mecánica cuántica

En primer lugar se presentará la de�nición de sistema cuántico:

Postulado 1 Un sistema cuántico S está de�nido por el par (O � H
H, H)
donde: (i) los observables O 2 S estan representados por operadores autoadjun-
tos pertenecientes al espacio de observables O, O 2 O � H
H, y (ii) H es un
observable particular llamado Hamiltoniano de S, H 2 O � H
H.

La de�nición de sistema cuántico, si bien correspondiendo aquí con una
C�-álgebra, puede ser reeescrito para diferentes �-álgebras bajo las condiciones
necesarias de la representación del álgebra.1

Postulado 2 Dado un sistema cuántico S : (O � H
H, H) y un observable
O =

P
i

oiPi donde oi 6= oj para i 6= j y los Pi 2 O son operadores de proyección,

cada autovalor oi de O es uno de los posibles valores de O:

Postulado 3 Dado un sistema cuántico S : (O � H
H, H), su estado inicial
�0 está representado por un funcional lineal autoadjunto perteneciente a O

0 (el
espacio dual de O) incluido en H
H, �0 2 O

0� H
H, tal que (i) Tr(�0) =
1 (condición de normalización), y (ii) hu j�0jui � 0 para cualquier jui 2 H
(condición de no negatividad).

1Por ejemplo, a través de la generalización del teorema GNS [23] se puede probar que un
algebra nuclear puede ser representada por un espacio de Hilbert equipado.
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Postulado 4 (Postulado Dinámico) Dado un sistema cuántico S : (O � H
H,
H) con estado inicial �0 2 O

0, el estado de S en un tiempo t, �(t) 2 O0 está

dado por la ecuación de Schrodinger: �(t) = e
�iHt
} �

0
e
iHt
} .

La regla de Born introduce el ingrediente probabilístico en la teoría. En la
interpretación instrumentalista de la mecánica cuántica, la regla se concibe como
la asignación de probabilidades a los resultados de la medición; esto requiere
que la medición sea concebida como un concepto primitivo de la teoría. En
cambio, desde la perspectiva de la IMH, y por lo tanto de esta tesis, la medición
es una interacción física ordinaria que debe ser de�nida por la teoría con su
interpretación. Desde nuestra perspectiva, entonces, la regla de Born adquiere un
contenido realista: asigna probabilidades a eventos en los cuales los observables
adquieren valores de�nidos. Podemos denotar con el símbolo (A : ak) al evento
en el cual el observable A adquiere el valor ak; de este modo la regla de Born
puede ser expresada de la siguiente manera:

Postulado 5 Dado un sistema cuántico S : (O � H
H, H) con estado inicial
�0 2 O

0, y considerando un observable A =
P
i

aiPi =
P
i

ai
P
�i

ji; �ii hi; �ij 2 O,

donde ai 6= aj para i 6= j, la probabilidad de Born PB del evento (A : ak) en el
tiempo t puede ser escrita como

PB(A : ak; �(t)) = Tr(�(t)Pk) =
X

�k

hk; �k j�(t)j k; �ki (2.1)

donde Pk 2 H 
H es un autoproyector de A que proyecta en el subespacio
generado por todos los vectores jk; �ki correspondientes al autovalor ak:

En particular, dado que los proyectores P 2 H 
H, (P 2 = P ) representan
observables con autovalores p1 = 1 y p2 = 0, la probabilidad de Born del evento
(P : 1) es

PB(P : 1; �(t)) = Tr(�(t)P ) (2.2)

Si la probabilidad de Born PB se calcula sobre todos los observables proyectores
P 2 H 
H, la función resultante no satisface la de�nición de probabilidad de
Kolmogorov, dado que esa de�nición se aplica a álgebras booleanas, mientras
que el conjunto de eventos correspondientes a los proyectores P no tiene una
estructura booleana. Por esta razón, algunos autores de�nen una función de
probabilidad generalizada (no Kolmogoroviana) sobre la ortoálgebra de eventos
cuánticos ([24], [25]). Si, por el otro lado, queremos preservar el carácter Kol-
mogoroviano de la probabilidad, debemos de�nir diferentes funciones de prob-
abilidad en el espacio de Hilbert H. Por lo tanto, se puede de�nir un contexto
como un conjunto completo de proyectores ortogonales (CCPO) f��g, con � = 1
a M , tal que

MX

�=1

�� = I y ���� = ����� (2.3)
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donde I es el operador identidad en H
H:2 Todos los proyectores de la forma
P =

P
J

�J , donde �J 2 CCPO f��g y J � f1; 2; :::;Mg, de�nen un algebra

booleana B� = (P�;\;[; ; 0; 1), donde P� = fx�x = [Jf�Jgg. Entonces,
a través de la regla de Born, un estado � 2 O0 de�ne sobre P� una función
probabilidad f�� : P

� ! [0; 1] que satisface los axiomas de Kolmogorov:

f�� (U) = 1

f�� (?) = 0

Si X, Y 2 P� y X \ Y = ?, entonces f�� (X[Y ) = f
�
� (X) + f

�
� (Y ):

Como consecuencia , dado un CCPO f��g y los proyectores P =
P
J

�J :

La probabilidad f�� (P : 1) asociada al evento (P : 1) se calcula con la regla
de Born como

f�� (P : 1) = PB(P : 1; �) = Tr(�P ) (2.4)

Para un observable A =
P
i

aiPi, la probabilidad f�� (A : ak) asociada al

evento (A : ak) se identi�ca con la probabilidad f�� (Pk : 1) asociada al
evento (Pk : 1):

f�� (A : ak) = f
�
� (Pk : 1) = Tr(�Pk) (2.5)

Resumiendo, entonces, dado que la booleanidad se retiene en cada contexto,
podemos decir que el estado � de�ne una función probabilidad f�� diferente en
cada contexto identi�cado por �, y que cada una de estas funciones de proba-
bilidad satisface las de�niciones de Kolmogorov.

2.2.3. Contenido físico

Como se dijo antes, desde una perspectiva realista, interpretar una teoría
implica decir como sería la realidad si la teoría fuese verdadera. Como sostiene
Ballentine [26], aunque la estructura matemática es necesaria para la formu-
lación de la teoría, dicha estructura no tiene contenido físico. Cuando se tiene
que resolver problemas físicos concretos, es indispensable identi�car los observ-
ables relevantes que tienen un signi�cado físico claro. Estos observables están
relacionados con las transformaciones espacio-temporales, en particular, con el
grupo de Galileo (ver ec.(A.66) del apéndice A.1).

Una transformación continua g actuando sobre el espacio de Hilbert H se
representa mediante un operador local unitario Us(g) que depende de algún
parámetro s. Esta transformación actúa sobre otros observables y estados como
se ve en la ec.(A.37), que volveremos a escribir en un lenguaje matemático más
simple:

2Está claro que, si fj�ig es una base de H, entonces el conjunto f�� = j�i h�jg es un
CCPO.
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A! A0 = UsAU
�1
s j	i ! j	0i = Us j	i (2.6)

Si estas transformaciones son continuas en sus parámetros, entonces se pueden
expandir en una serie de potencias, y se puede ver que sucede con ellas cuando se
aproximan a la transformación identidad (ver A.1). Entonces estos operadores
unitarios in�nitesimales Us se pueden expresar, mediante la exponenciación (ver
[27]), como:

Us = e
isTs (2.7)

donde Ts es el generador de la transformación Us(g). A su vez, cuando un
vector de estado se representa como una función de las coordenadas espaciales
y temporal, hay una relación inversa entre las transformaciones del espacio de
funciones y la transformación de las coordenadas:

	(x) = Us	(x
0) (2.8)

Como es sabido, a cada teoría física le corresponde un grupo de simetría,
en el sentido de que la ley dinámica de la teoría es covariante ante las transfor-
maciones del grupo (el concepto de covariancia será detalladamente estudiado
en el Capítulo III). En particular, el grupo de simetría correspondiente a la
mecánica cuántica no relativista es el grupo de Galileo con extensión central
(ver ec. (A.66)). Este grupo se compone de once generadores asociados con diez
parámetros correspondientes a la transformación de coordenadas y un parámetro
asociado a la estructura proyectiva de la representación del grupo en el espacio
de Hilbert: los primeros diez parámetros se corresponden con un desplazamiento
temporal b, tres desplazamientos espaciales �!a , tres rotaciones espaciales con-
tenidas en la matriz antisimétrica R y tres velocidades �!v , y el parámetro m que
se asocia al grado de libertad que aparece cuando el grupo de simetría es repre-
sentado en el espacio de Hilbert (representaciones proyectivas, ver A.1). Estos
generadores de simetría representan los observables físicos básicos de la teoría:
la energía H asociada al desplazamiento temporal, los tres momentos Pi asoci-
ados con los desplazamientos espaciales �!a , el momento angular Ji asociado a
las rotaciones espaciales codi�cadas en la matriz R, los tres boosts Gi asociados
a la velocidad �!v y M la masa del sistema cuántico. Mediante las relaciones de
conmutación entre estos generadores es posible despejar uno de otros; en par-
ticular se puede mostrar fácilmente que la forma funcional del Hamiltoniano, en
términos de los demás observables del grupo, tiene el siguiente aspecto:

H =
P 2

2M
+ wI (2.9)

donde w es una constante con unidades de energía.
Como ya dijimos, existe una relación inversa entre las transformaciones del

espacio de funciones y la transformación de las coordenadas (ver ec.(2.8)). En
el caso de desplazamiento temporal, la transformación es t0 = t + b y Us es
Ub = e

ibH dado que el Hamiltoniano H es el generador de la transformación:
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j	(t0 + b)i = e
ibH j	(t0)i (2.10)

Haciendo t0 = 0 y b = t se obtiene

j	(t)i = eitH j	(0)i (2.11)

que tiene la forma de ecuación de Schrödinger. Sin embargo, se debe notar que
la ec. (2.11) puede ser obtenida sólo cuando el Hamiltoniano H es independi-
ente del tiempo: si H es función de t, no se puede concebir como generador de
desplazamientos temporales (ver [26], pág. 89). Esto signi�ca que la independen-
cia temporal del Hamiltoniano es lo que brinda a la ecuación de Schrödinger un
sentido físico preciso (es decir, el sentido físico de expresar un desplazamiento
temporal) y, al mismo tiempo, lo que hace que la ecuación de Schrödinger sea
sólo aplicable a sistemas cerrados. Este resultado es el que se encuentra implíci-
tamente a la base de la formulación ortodoxa de la mecánica cuántica, donde el
sistema cuántico se concibe como cerrado, con energía constante, que evoluciona
unitariamente de acuerdo con la ecuación de Schrödinger; el Hamiltoniano (la
energía del sistema) sólo cambia en el tiempo como resultado de la interacción
con otros sistemas, descrita por medio de un Hamiltoniano de interacción. La
IMH estará basada en esta versión ortodoxa de la teoría.

Aunque en un sistema cerrado el Hamiltoniano H es independiente del tiem-
po y por lo tanto invariante ante desplazamientos temporales, podría no ser
invariante con respecto a las demás transformaciones espacio-temporales. Decir
que el Hamiltoniano es invariante ante cierta transformación con un generador
K y parámetro s signi�ca que (ver ec.(2.6)):

eisKHe�isK = H entonces [K;H] = 0 (2.12)

Esto implica que, cuando H es invariante ante cierta transformación continua,
el generador de tal transformación es una constante de movimiento del sistema:
cada simetría del Hamiltoniano de�ne una cantidad conservada. Por ejemplo, la
invariancia de H ante desplazamientos espaciales en cualquier dirección implica
que el momento P es una constante de movimiento; la invariancia de H ante
rotaciones espaciales en cualquier dirección implica que el momento angular
total J es una constante de movimiento.
A su vez, sabemos que la invariancia ante transformaciones espacio-temporales

se sigue de las propiedades mismas del espacio y el tiempo: la invariancia ante
desplazamientos temporales expresa la homogeneidad del tiempo, la invariancia
ante desplazamientos espaciales expresa la homogeneidad del espacio, la invari-
ancia ante rotaciones espaciales expresa la isotropía del espacio. También se sabe
que la ecuación de Schrödinger es covariante ante el grupo de Galileo (esto se
detallará en el Capítulo III). La covariancia de la ecuación de Schrödinger ante
desplazamientos temporales está garantizada por la independencia temporal del
Hamiltoniano, y esto expresa la homogeneidad del tiempo. Sin embargo, en la
mecánica cuántica, los campos no están cuantizados; ellos son tratados como
campos clásicos que actúan sobre los sistemas cuánticos rompiendo la homo-
geneidad e isotropía del espacio. Pero, a pesar de esto, la ley dinámica de la
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teoría, j	(t)i = eitH j	(0)i debe permanecer covariante ante desplazamientos
espaciales y rotaciones espaciales.
Por lo tanto, la ruptura de la homogeneidad y de la isotropía del espacio

debida a la acción de un campo en un sistema cuántico debe estar contenida en
la forma funcional del Hamiltoniano: la no homogeneidad del espacio implica la
no invariancia de H ante desplazamientos espaciales y, su vez, el hecho de que
P (o alguna de sus componentes) no sea una constante de movimiento; la no
isotropía del espacio implica la no invariancia de H ante rotaciones espaciales y,
a su vez, el hecho de que J no sea una constante de movimiento. Resumiendo,
el status privilegiado del Hamiltoniano proviene de su papel en la ecuación de
Schrödinger: H debe contener las asimetrías espaciales en cada caso particular
con el �n de preservar la covariancia de la ley dinámica de la teoría.
Como se ha visto, el estudio de las transformaciones de simetría espacio-

temporales cumple un doble propósito: la identi�cación de las magnitudes físi-
cas fundamentales de la teoría, y la explicación del papel central que juega el
Hamiltoniano en la selección de las constantes de movimiento del sistema.

2.3. Interpretación modal-Hamiltoniana

En general, los físicos coinciden en el uso del lenguaje físico, pero aún así
no es evidente cuál es la relación entre este lenguaje y la realidad: las teorías
físicas no proveen sus propias interpretaciones. Por lo tanto, si se quiere formu-
lar una interpretación de la mecánica cuántica, se debe brindar los postulados
interpretativos que de�nirán la relación unívoca entre los elementos de la real-
idad y cada uno de los elementos teóricos introducidos en los postulados de la
mecánica cuántica. En otras palabras, debemos identi�car qué clase de objetos,
propiedades, hechos, etc. están representados por cada término físico en los pos-
tulados (sistemas, observables, estados, etc). De esta manera se podrá decir qué
clase de entidades habitan la realidad de la mecánica cuántica.
En esta sección se introducirá la IMH sin discutir sus ventajas sobre otras

interpretaciones. Los argumentos que la apoyan se harán claros en las secciones
siguientes.

2.3.1. Propiedades, sistemas y subsistemas

El primer paso consiste en identi�car los elementos básicos que habitan la
realidad cuántica por medio de proposiciones interpretativas.

Proposición 1 Dado un sistema cuántico S : (O � H
H, H), los ob-
servables O 2 O representan propiedades-tipo [O], y sus correspondientes au-
tovalores oi representan propiedades-caso [O : oi] de la propiedad-tipo [O]. En
particular, los proyectores P 2 O son observables que representan propiedades-
tipo [P ] con propiedades-caso [P : 1] y [P : 0].

Cualquier sistema cuántico puede ser descompuesto en partes de diferentes
maneras; no obstante, no cualquier descomposición conduce a partes que son
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sistemas cuánticos. Esto sucede cuando el comportamiento de cada parte es
dinámicamente independiente de la otra, y esta independencia dinámica tendrá
su origen en la no interacción entre las partes (ver [28] y [29]). Con esta idea,
podemos adoptar las siguientes proposiciones interpretativas.

Proposición 2 (Descomposición de Sistemas) Un sistema cuántico
S : (O � H
H, H) con estado inicial �0 2 O

0, es compuesto cuando pueden
de�nirse dos sistemas cuánticos S1 : (O1� H1
H1, H1) y S2 : (O2� H2
H2,
H2) tal que

1. O = O1
O2� H
H, donde H = H1
H2 y

2. H = H1 
 I2 + I1 
H2 2 O, donde I1 y I2 son operadores identidad en
H1
H1 y H2
H2 respectivamente.

En este caso, los estados iniciales �1o 2 O
10 y �2o 2 O

20 de S1 y S2 respec-
tivamente se obtienen como �10 = Tr(2)�0 y �

2
0 = Tr(1)�0, donde Tr(i)�0 es la

traza parcial de �0. En este caso se dice que S
1 y S2 son subsistemas del sistema

compuesto S = S1 [ S2. Cuando un sistema cuántico no es compuesto, se dice
que es elemental. Por lo tanto, la proposición de Descomposición de Sistemas
(Proposición 2) provee un criterio preciso para distinguir entre sistemas elemen-
tales y sistemas compuestos, y tal criterio está basado en el Hamiltoniano del
sistema.

Cabe aclarar que la de�nición del sistema compuesto no implica que el estado
inicial �0 de S sea el producto tensorial �

1
o 
 �

2
0: este estado factorizado o no

correlacionado es un estado muy particular, usado en la práctica para describir
sistemas preparados independientemente. Por el contrario, en general un estado
inicial es un estado correlacionado o entrelazado �0 2 O

0; no obstante, dado que
no hay interacción entre S1 y S2,

�
H1 
 I2; I1 
H2

�
= 0 y, entonces,

e
�iHt
~ = e

�iH1t
~ e

iH2t
~ (2.13)

por lo tanto,

�1(t) = Tr(2)�(t) = Tr(2)

h
e
�iHt
~ �0e

iHt
~

i
(2.14)

= e
iH1t
~

�
Tr(2)�0

�
e
�iH2t

~ = e
iH1t
~ �1oe

�iH2t
~

�2(t) = Tr(1)�(t) = Tr(1)

h
e
�iHt
~ �0e

iHt
~

i
(2.15)

= e
iH2t
~

�
Tr(1)�0

�
e
�iH1t

~ = e
iH2t
~ �2oe

�iH2t
~

Esto signi�ca que, aun habiendo correlaciones, los subsistemas S1 y S2, son
dinámicamente independientes: cada uno de ellos evoluciona bajo la acción de
su propio Hamiltoniano.
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Harsman y Wickramasekara ([28] y [29]) llaman estructura de producto
tensorial (TPS3) a cualquier partición de la totalidad del sistema S, represen-
tado en el espacio de Hilbert H = HA 
HB , en partes representadas en HA y
HB . En esos trabajos se muestra que los sistemas cuánticos admiten una var-
iedad de TPSs, cada uno de los cuales conduce a diferentes entrelazamientos
entre sus partes: separabilidad y entrelazamiento son TPS-dependientes. Sin
embargo, también se muestra que hay un TPS particular que es dinámicamente
invariante y, en consecuencia, el entrelazamiento resultante también es dinámi-
camente invariante: ese TPS particular corresponde a nuestra descomposición
del sistema compuesto en subsistemas. Por lo tanto, cuando S1 y S2 son subsis-
temas del sistema compuesto S y dinámicamente independientes, tenemos una
noción robusta de entrelazamiento: a pesar de que �0 evoluciona en el tiempo,
su entrelazamiento permanece invariante.

Proposición 3 (Composición de Sistemas) Dados dos sistemas cuán-
ticos S1 : (O1� H1
H1, H1) y S2 : (O2� H2
H2, H2), con estados iniciales
�1o 2 O

10 y �2o 2 O
20 respectivamente, siempre puede de�nirse un sistema cuán-

tico S : (O � H
H, H) con estado inicial �0 2 O
0, tal que

1. O = O1
O2� H
H, donde H = H1
H2,

2. H = H1 
 I2 + I1 
H2 +Hint 2 O, donde Hint es usualmente llamado
Hamiltoniano de interacción, y

3. �0 = �
1
0 
 �

2
0 2 O

0.

En esta última proposición se pueden distinguir dos casos:

Si Hint = 0 (S1 y S2 no interactúan), S1 y S2 son subsistemas del sistema
compuesto S = S1 [ S2: ellos satisfacen la proposición de la Descom-
posición de Sistemas. En este caso, los estados iniciales �10 = Tr(2)�0 =
Tr(2)(�

1
0
 �

2
0) y �

2
0 = Tr(1)�0 = Tr(1)(�

1
0
 �

2
0) evolucionan unitariamente

de acuerdo con la ecuación de Schrödinger, como se requiere por el Pos-
tulado Dinámico (Postulado 4, ver ec. (2.14), (2.15)).

Si Hint 6= 0 (S1 y S2 interactúan), a partir del instante t0 cuando la in-
teracción comienza, S1 y S2 no son subsistemas del sistema S: éstos no
satisfacen la proposición de Descomposición de Sistemas. En efecto, los es-
tados iniciales �10 = Tr(2)�0 y �

2
0 = Tr(1)�0 no evolucionan unitariamente.

Por lo tanto, estrictamente hablando, en t0, S1 y S2 no son sistemas cuán-
ticos, ya que ellos no satisfacen el Postulado Dinámico (Postulado 4).

Proposición 4 Dado un sistema cuántico compuesto S = S1 [ S2 :
(O � H
H, H), donde S1 : (O1� H1
H1, H1) y S2 : (O2� H2
H2, H2)
y dados los observables A1 2 O1 de S1, A2 2 O2 de S2, y los observables
A = A1
I2 2 O y Af = f(A1
I2; I1
A2) 2 O de S, donde f es una función
analítica, entonces

3Las siglas TPS signi�can Tensor Product Structure en inglés.
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1. Los observables A y A1 representan la misma propiedad-tipo [A] =
�
A1
�

con las mismas propiedades-caso
�
A : a1i

�
=
�
A1 : a1i

�
donde a1i son los

autovalores de ambos observables A y A1.

2. El observable Af representa la propiedad-tipo
�
Af
�
con propiedades-caso�

Af : f(a1i ; a
2
j )
�
, donde a1i y a

2
j son autovalores de A

1 y A2 respectiva-

mente;
�
Af
�
es equivalente a la combinación entre

�
A1 
 I2

�
y
�
I1 
A2

�
,

representada por la función f .

Esta última proposición interpretativa expresa la hipótesis de que el observ-
able A1 del subsistema S1 y el observable A = A1 
 I2 del sistema compuesto
S = S1[S2 representan la misma propiedad-tipo. Por el otro lado, esta proposi-
ción establece la necesaria conexión entre las propiedades del sistema compuesto
y las propiedades de sus subsistemas. Este tipo de conexiones no es una carac-
terística propia de la mecánica cuántica, sino también es usual en la mecánica
clásica donde se considera la energía de un sistema compuesto de dos partículas
como una combinación particular (expresado por las sumas) de las energías de
los subsistemas componentes.

2.3.2. Hechos posibles y propensiones

Hasta aquí se han identi�cado las propiedades de los sistemas cuánticos. Pero
estas propiedades no son hechos: propiedades y hechos pertenecen a diferentes
categorías de la realidad. En nuestro caso, los hechos posibles serán de�nidos
como posibles ocurrencias de ciertas propiedades-caso, y las probabilidades serán
aplicadas a ellos.

Proposición 5 Dado un sistema cuántico S : (O � H
H, H),

1. Si P 2 O es un observable proyector, el hecho posible PF [P ] es la ocurren-
cia posible de la propiedad-caso [P : 1] correspondiente a la propiedad-tipo
[P ].

2. Si A =
P
i

aiPi 2 O, donde ai 6= aj para i 6= j y los Pi 2 O son los

autoproyectores de A, el hecho posible PF [A : ak] es la ocurrencia posible
de la propiedad-caso [A : ak] correspondiente a la propiedad-tipo [A].

Proposición 6 Dado un sistema cuántico elemental S : (O � H
H, H),
un CCPO (ver ec.(2.3) f��g con � = 1; :::;M , y los proyectores P =

P
J

�J 2 O,

donde �J 2 f�Jg y J 2 j = f1; :::;Mg entonces

1. El hecho posible PF [P ] es equivalente a la disyunción de los hechos posibles
PF [�J ]:

PF [P ] = _
J
PF [�J ] (2.16)

donde el símbolo _
J
es la disyunción.
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2. Si A =
P
i

aiPi 2 O, donde ai 6= aj para i 6= j y Pi 2 O son autoproyec-

tores de A, el hecho posible PF [A : ak] es equivalente al hecho posible
PF [Pk]:

PF [A : ak] = PF [Pk] (2.17)

Es claro que, dado un CCPO f��g, los observables proyectores P =
P
J

�J 2

O nos conduce al conjunto de hechos posibles P�F = fx�x = PF [P ]g que es
isomorfo al conjunto P� = fx�x = [

J
f�Jgg; entonces P�F también de�ne un

álgebra booleana. Como consecuencia, en cada sistema cuántico elemental, la
función probabilidad f�� , de�nida por el estado � sobre el conjunto P

�, puede ser
interpretada como una medida Kolmogoroviana de una propensión o tendencia
de�nida por el estado � sobre el conjunto P�F .

Proposición 7 Dado un sistema cuántico elemental S : (O � H
H, H)
en un estado � 2 O0, y el conjunto de hechos posibles P�F de�nido por CCPO
f��g, con � = 1 a M , la función de probabilidad f

�
� : P

� ! [0; 1] representa
una medida de la propensión o tendencia a la actualización de los correspondi-
entes hechos posibles, p�� : P

�
F ! [0; 1], una medida que satisface los axiomas

de Kolmogorov expresado en términos de los conectivos lógicos booleanos _, ^
y :.

En consecuencia, dado un CCPO f��g y los proyectores P =
P
J

�J :

Para un hecho posible PF [P ] (ver ec. (2.4)):

p�� (PF [P ]) = f
�
� (P : 1) = Tr(�P ) (2.18)

Para un hecho posible PF [A : ak] = PF [Pk] (ver ec. (2.5)):

p�� (PF [A : ak]) = f
�
� (A : ak) = Tr(�Pk) (2.19)

Por último:

Proposición 8 Dado un sistema cuántico elemental S : (O � H
H, H),
su estado � 2 O0, codi�ca las propensiones a la actualización de los hechos
posibles correspondientes a las propiedades de S, y la evolución temporal de �
dada por la ecuación de Schrödinger representa la evolución temporal de esas
propensiones.

2.3.3. Hechos actuales

Hasta este punto sólo se ha hablado de los hechos posibles con sus corre-
spondientes propensiones a la actualización. Ahora se introducirá la categoría
correspondiente a los hechos actuales que resultan de la actualización de los
hechos posibles.
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Proposición 9 El hecho actual AF [P ] (o AF [A : ak]) resulta de la ac-
tualización de los hechos posibles PF [P ] (o PF [A : ak] ) y, por lo tanto, es la
ocurrencia actual de la propiedad-caso [P : 1] ( o [A : ak] ) correspondiente a la
propiedad-tipo [P ] ( o [A] ).

Con esta terminología, tenemos que:

AF [�]: el hecho posible PF [�] es actual.

:AF [�]: el hecho posible PF [�] no es actual.

El teorema de Kochen-Specker ([20]) demuestra que, en un dado instante t,
la actualización de los hechos posibles pertenecientes al conjunto P�F , de�nido
por todos los CCPO del sistema, no está permitida en la teoría. Por lo tanto,
la actualización debe ser restringida de alguna manera; debemos introducir tal
restricción a través de alguna proposición interpretativa.

Proposición 10 Dado un sistema cuántico elemental S : (O � H
H, H)
tal que Hint 6= 0,4 existe un contexto preferido, esto es, un CCPO preferido
f�p�g que determina un conjunto preferido de hechos posibles P

�
F = fx�x =

PF [P ]g (con P =
P
J

�pJ 2 O, �pJ 2 f�p�g y J 2 j = f1; :::;Mg) donde la

actualización ocurre, en el sentido de que

1. uno y sólo un hecho posible PF [�p�] 2 P
�
F , o sea, PF [�

p

], es también un

hecho actual AF [�
p

].

2. si AF [�
p

], entonces todos los hechos posibles PF [P ] = _

J
PF [�

p
J ] 2 P

�
F

(ver Proposición 6.1) tal que �p
 es uno de los �
p
J , también son hechos

actuales AF [P ].

3. si AF [Pk], entonces los hechos posibles PF [A : ak] = PF [Pk] 2 P
�
F (ver

Proposición 6.2) es también un hecho actual AF [A : ak].

Dado que la mecánica cuántica es una teoría probabilística, en general no
determina cuáles son los hechos posibles que devienen actuales. La actualización
o no actualización de los hechos posibles pertenecientes al conjunto preferido P�F
está determinado sólo cuando la medida de la propensión a la actualización del
tal hecho es 1 o 0, respectivamente.

Proposición 11 Dado un sistema cuántico elemental S : (O � H
H, H)
y el conjunto preferido P�F de hechos posibles, si en el instante t el estado �
atribuye una propensión a la actualización con medida 1 (medida 0) al hecho
posible PF [�] 2 P

�
F , entonces tal hecho posible es (no es) actual:

Si pp�(PF [�]) = 1, entonces AF [�].

Si pp�(PF [�]) = 0, entonces :AF [�].

4El Hamiltoniano igual a cero o igual a un múltiplo del operador identidad H = kI son
situaciones físicamente equivalentes, dado que sólo di�eren en un desplazamiento temporal,
que sólo modi�ca la fase del vector de estado. Por lo tanto, por simplicidad sólo se mencionará
el caso H = 0 sobre la base de esa equivalencia.
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2.3.4. Regla de actualización

En las proposiciones interpretativas 10 y 11, el contexto preferido ha sido
presupuesto. Ahora se debe suministrar una regla para identi�carlo: esta tarea
es usualmente el paso más delicado para cualquier interpretación modal. De
hecho, dado que la mecánica cuántica no da cuenta de la actualización debido
a su naturaleza probabilística, la regla no puede ser inferida del formalismo,
sino que debe introducirse como una hipótesis interpretativa. Por lo tanto, la
de�nición de la Regla de Actualización debe ser evaluada a la luz de su relevancia
física y su habilidad para resolver los problemas de interpretación de la teoría.
Pero antes de introducir la regla, debemos discutir las motivaciones conceptuales
que nos conducen a ella.

Durante las últimas decadas, la investigación de las propiedades matemáticas
de la estructura formal de la mecánica cuántica ha mostrado grandes avances: se
han obtenido muchos resultados, desconocidos por los fundadores de la teoría,
y estos trabajos han mejorado la comprensión de los obstáculos que cualquier
interpretación debe encarar. Sin embargo, el interés en estas cuestiones formales
ha llevado a olvidar el contenido físico de la teoría: en los últimos tiempos, los
argumentos usualmente descansan en resultados matemáticos y las discusiones
se centran en torno a los modelos formales de la medición cuántica. Pero la
mecánica cuántica es una teoría física que se aplica a un gran número de sis-
temas conocidos y de los cuales se tiene una enorme cantidad de evidencia
experimental. Por lo tanto, una buena interpretación de la mecánica cuántica
no debería encarar sólo los desafíos interpretativos tradicionales de la teoría,
sino también mostrar que da cuenta de la práctica ortodoxa de la física. En este
sentido, la propuesta en esta tesis se aleja de la tendencia actual, al introducir
en el núcleo mismo de la interpretación un elemento con un sentido físico muy
claro, el Hamiltoniano del sistema: el contenido de la Regla de Actualización se
basará en la estructura del Hamiltoniano.

Aunque en las secciones previas sólo hemos considerado invariancias ante
transformaciones del espacio-tiempo, el Hamiltoniano podría tener otras simetrías.
Precisamente, el grupo matemático llamado grupo de Schrödinger es el grupo
de transformaciones que dejan al Hamiltoniano invariante [30]. Dado que cada
simetría del Hamiltoniano implica una degeneración en la energía ([31], pag.
110-114), gran parte de la información relevante del espectro de energía del sis-
tema puede ser obtenida al aplicar todas las herramientas de la teoría de grupos
al estudio de las simetrías del Hamiltoniano (ver Apéndice A.1). En efecto, si
H es invariante bajo una transformación de simetría con generador K, entonces
[H;K] = 0 (ver ec.(2.12)). Por lo tanto, si H jni = !n jni,

KH jni = K!n jni ! HK jni = !nK jni (2.20)

Esto signi�ca que cualquier vector de la forma K jni que se obtiene de aplicar
el operador K al autovector jni es también un autovector de H con el mismo
autovalor !n. Si H se expresa como H =

P
n
!nPn, donde Pn es el autoproyector

correspondiente al autovalor !n, podemos escribir explicitamente el índice kn
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correspondiente a la degeneración de !n de tal manera que

H jn; kni = !n jn; kni ! H =
X

n

!n
X

kn

jn; kni hn; knj (2.21)

K jn; kni = �kn jn; kni ! K =
X

n

�kn
X

kn

jn; kni hn; knj (2.22)

Las degeneraciones con origen en simetrías se llaman normales [30] o sis-
temáticas [32]. Por el contrario, las degeneraciones que no tienen un origen
obvio en simetrías se llaman accidentales. Sin embargo, estudios más profun-
dos muestran que las degeneraciones accidentales no siempre son exactas, o que
alguna simetría escondida puede explicar la degeneración.5 Por esta razón se
asume que, una vez que todas las simetrías del Hamiltoniano han sido consid-
eradas, se obtiene una base del espacio de Hilbert del sistema y �los números
cuánticos relevantes� quedan bien de�nidos. Esta estrategia es la que subyace a
la aproximación de la mecánica cuántica por medio de la teoría de grupos, donde
las características físicas de los sistemas cuánticos son estudiadas mediante el
análisis de propiedades de simetría del Hamiltoniano ([30],[34], [35], [36]).6

Ahora tenemos todos los elementos conceptuales necesarios para introducir
la Regla de Actualización. La idea básica puede ser expresada por la máxima
clásica latina �Ubi lex non distinguit, nec nos distinguere debemus�: donde la
ley no distingue, tampoco nosotros debemos distinguir. El Hamiltoniano del
sistema, con sus simetrías, es lo que rige la actualización; entonces, ningún ob-
servable cuyos autovalores distinguen entre los diferentes autovectores corre-
spondientes a un autovalor único degenerado del Hamiltoniano podrá adquirir
valor de�nido, dado que la actualización de cualquier hecho posible correspon-
diente a ese observable introduciría en el sistema una asimetría no contenida
en el Hamiltoniano. Una vez que esta idea básica se comprende, la Regla de
Actualización puede ser formulada de una manera simple:
Proposición 12 (Regla de Actualización, RA) Dado un sistema cuán-

tico elemental S : (O � H
H, H);

1. Si H = 0, no hay actualización, esto es, ninguno hecho posible se hace
actual.

5Un ejemplo clásico es la degeneración, en el átomo de hidrógeno, de los estados de diferente
momento angular l pero con mismo número cuántico principal n, por ejemplo, los estados 2s
y 2p. En este caso, Fock [33] mostró que la degeneración aparece por una simetría rotacional
en cuatro dimensiones del Hamiltoniano en el espacio de momentos.

6En general, la teoría de grupos otorga nuevas estrategias matemáticas para identi�car
las simetrías del Hamiltoniano. Precisamente, el sistema cuántico es de�nido por un grupo
G generado por el algebra de observables A. Si la cadena de subgrupos S� = G�1 � G�2 �
::: � G�n del grupo G esta de�nida, las simetrías del Hamiltoniano estan manifestadas por el
hecho de que H puede ser expresado en término de los operadores de Casimir C�

ki
de cualquier

subgrupo de la cadena, donde C�
ki
es el i-esimo operador de Casimir del subgrupo G�

k
de la

cadena S� ([37],[38]).
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2. Si H =
P
n
!nPn, el contexto preferido CCPO f�p�g es fPng, donde cada

Pn es un autoproyector de H, que proyecta en el subespacio expandido por
los autovectores correspondientes a !n:

En otras palabras, dado que las degeneraciones del Hamiltoniano de�nen una
�base de grano grueso� del espacio de Hilbert, la actualización no debe introducir
una discriminación más �na, que rompa las simetrías del Hamiltoniano.

En las intepretaciones modales discutidas en la literatura, el problema de
identi�car el contexto de actualización usualmente se formula como el problema
de decidir cuáles observables pueden adquirir valores de�nidos. Veamos cómo la
Regla de Actualización funciona en estos términos, para diferentes casos:

a) El Hamiltoniano H no tiene simetrías: es no degenerado. En este caso,

H jni = !n jni con !n 6= !n0 (2.23)

donde fjnig es una base del espacio de Hilbert H. Dado que en este caso el
contexto preferido CCPO es fjni hnjg, entonces podemos llamar a fjnig �la
base preferida�. Por lo tanto, n es el único número cuántico: los observables
con valor de�nido del sistema son H y todos los demás observables que
conmutan con H.

b) El Hamiltoniano H tiene ciertas simetrías internas que llevan a una degen-
eración en la energía. En este caso, H puede ser escrito como

H jn; ini = !n jn; ini ! H =
X

n

!n
X

in

jn; ini hn; inj =
X

n

!nPn

(2.24)
donde !n 6= !n0 y el indice in expresa la degeneración de los autovalores
de energía !n. Consideremos un observable de la forma

A =
X

n;in

an jn; ini hn; inj =
X

n

an
X

in

jn; ini hn; inj =
X

n

anPn (2.25)

donde an 6= an0 . Queda claro que [H;A] = 0. Más aún, A tiene la misma
degeneración que H dado que ambos tienen los mismos autoproyectores: el
subespacio expandido por los autovectores degenerados correspondientes
a an es el mismo que el expandido por los autovectores degenerados corre-
spondientes a !n. En otras palabras, A tiene las mismas simetrías que H.
Por lo tanto, todos los observables A que conmuten con H y que tienen
la forma de la ec. (2.25) adquieren valores de�nidos. Por el contrario, los
observables de la forma

B =
X

n;in

jn; ini hn; inj (2.26)

a pesar de conmutar con H, no adquiere valores de�nidos, dado que
cualquier hecho actual AF [B : bn;in ] discriminaría entre los autovectores
correspondientes a un autovalor degenerado !n de H: esto es, se distin-
guiría donde el Hamiltoniano no lo hace.
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c) Un caso particularmente interesante aparece cuando todos los autovalores
!n tienen el mismo valor i de degeneración: el indice i, que expresa la
degeneración en la energía, no es función del indice n. Entonces, en esta
caso la ec.(2.24) resulta:

H jn; ii = !n jn; ii (2.27)

En consecuencia, el Hamiltoniano puede ser descompuesto como

H =
X

n

!n
X

i

jn; ii hn; ij =
X

n

!n jni hnj

X

i

jii hij = HND
 ID (2.28)

Esta descomposición expresa la partición del sistema original S en dos
subsistemas no interactuantes SND y SD:

El sistema SND está representado por el espacio de Hilbert HND,
con base fjnig y, el Hamiltoniano HND es no degenerado.

El sistema SD es representado en el espacio de Hilbert HD, con base
fjiig y su Hamiltoniano es HD = 0. Por lo tanto, el sistema original
S es un sistema compuesto S = SND [ SD tal que

H = HND
HD; H = HND
ID+IND
HD+Hint = H
ND
ID

(2.29)
donde HD = Hint = 0. En consecuencia, la Regla de Actualización
debe ser aplicada a cada subsistema elemental:

En SND la base preferida es fjnig: los observables con valor de�nido
sonHND y todos los demás observables pertenecientes aHND
HND

y que conmutan con HND.

En SD no hay actualización porque HD = 0: los observables de SD

no adquieren valores de�nidos.

Resumiendo, de forma general podemos decir que, de acuerdo con la Regla de
Actualización, en un sistema cuántico los observables con valores de�nidos son el
Hamiltoniano H, y los observables que conmutan con H y que tienen, al menos,
las mismas simetrías que H. Queda claro que esta interpretación sigue la línea
de las intepretaciones modales standard ya que no acepta el llamado �vínculo
autoestado-autovalor� según el cual un observable posee valor de�nido si y sólo
si el estado del sistema es un autovector de ese observable. En particular, las
interpretaciones modales obedecen este vínculo hasta el �si� pero ya no el �sólo
si�. Por lo tanto puede haber reglas que consideren que el contexto depende
de los estados, como por ejemplo la interpretación modal de Kochen-Dieks [39]
o la de Veermas-Dieks [40], donde la actualización es dependiente del estado
cuántico, pero ya no por medio del vínculo autoestado-autovalor.
Hasta este punto, mediante la Regla de Actualización hemos identi�cado

los observables que reciben valores de�nidos en sistemas cuánticos elementales.
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Es fácil ver que, cuando un sistema elemental es un subsistema de un sistema
compuesto, los observables con valores de�nidos del sistema compuesto también
pueden ser identi�cados. De hecho, de acuerdo con la Proposición 4, dado un
sistema cuántico compuesto S = S1 [ S2, si el observable A1 2 O1 de S1

adquiere valor de�nido a1
, lo mismo sucede para el observable A = A
1
I2 2 O

de S, dado que A1 y A representan la misma propiedad-tipo
�
A1
�
= [A] con las

mismas propiedades-caso
�
A1 : a1i

�
=
�
A : a1i

�
, donde los a1i son los autovalores

de A1 y A. Más aún, también de acuerdo con la Proposición 4, si el observable
A1 2 O1 de S1 adquiere el valor de�nido a1
 y el observable A

2 2 O2 adquiere
el valor de�nido a2
, cualquier observable A

f = f(A1 
 I2; I1 
 A2) 2 O de
S, que representa la propiedad-tipo

�
Af
�
con propiedades-caso

�
Af : f(a1i ; a

2
j )
�
,

también adquiere un valor de�nido f(a1
; a
2

).

En algunas interpretaciones modales ([39] y [40]), en general la regla de
adscripción de propiedades o regla de actualización no asigna el mismo valor a
A1 y A = A1 
 I2; este hecho contradice la hipótesis física usual, basada en
la indistinguibilidad observacional de A1 y A, de acuerdo con la cual ambos
observables representan la misma propiedad-tipo. Este problema ha generado
muchas discusiones ([40], pág.109-115), y diferentes estrategias para resolverlo
(ver, por ejemplo, la versión perspectival de [43]). En la IMH el problema no
aparece, dado que la hipótesis usual viene dada por la Proposición 4. Pero debe
notarse que este postulado puede ser formulado porque tenemos un criterio
preciso para distinguir entre sistemas elementales y sistemas compuestos. Sin
ese criterio, la de�nición de subsistemas y sistemas compuestos sería relativa a
una partición arbitraria (al particular TPS, en términos de [28] y [29]) elegido en
cada caso; por lo tanto, la Regla de Actualización (o la regla de adscripción de
propiedades en otras intepretaciones modales) debería ser aplicada a cualquier
sistema cuántico, tanto subsistemas como sistemas compuestos, y la di�cultad
aparecería. En nuestro caso, por el contrario, el criterio preciso para distinguir
entre sistemas elementales y sistemas compuestos está dado por la Proposición
2.3.1. Una vez que los sistemas cuánticos elementales han sido unívocamente
identi�cados, no hay ningún problema en aplicarles la Regla de Actualización
para obtener los observables con valores de�nidos del sistema compuesto.
Vale la pena destacar que, a diferencia de otras interpretaciones, el contexto

preferido donde la actualización ocurre no es función del tiempo, dado que de-
pende del Hamiltoniano: los observables con valores de�nidos siempre conmutan
con el Hamiltoniano y, por lo tanto, son constantes de movimiento del sistema.
En otras palabras, los observables que reciben valores de�nidos son los mismos
durante toda la �existencia� del sistema cuántico como sistema cerrado: no es
necesario de tener en cuenta la dinámica de las propiedades actuales (volveremos
a este punto más adelante).
La Regla de Actualización de la IMH no está basada en resultados pura-

mente matemáticos (como otras interpretaciones modales que usan, por ejemp-
lo, el teorema de Schmidt, el teorema espectral); por el contrario, le otorga un
papel central al Hamiltoniano del sistema. De hecho, la regla está inspirada en
motivaciones físicas que se harán claras en las próximas secciones, donde se la
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aplicará a modelos físicos muy conocidos.
A continuación se presenta una tabla que resume los conceptos matemáti-

cos utilizados, su correspondiente sentido físico y también su correspondiente
interpretación.

Matemática Física Realidad
Operadores autoadjuntos

O 2 O � H
H
Observables O Propiedades-tipo [O]

Autovalores oi de O
O ji; �ii = oi ji; �ii

Valores oi del observable O
O puede adquirir el valor oi

Propiedades-caso [O : oi]
Hechos posibles PF [O : oi]

Función probabilidad
correspondiente al
CCPO f��g
f�� : P

� ! [0; 1]

Probabilidad física de que
el observable O adquiera

el valor ok :
f�� (O : ok)

Propensión a
la actualización del
hecho posible
p�� (PF [O : ok])

Funcionales
� 2 O0 � H
H

Estados � Codi�cación de propensiones

La actualización no se describe en la teoría Hecho actual AF [O : ok]

2.4. Interpretación geométrica de la IMH

En las secciones anteriores se ha introducido la interpretación modal-Hamiltoniana
con sus proposiciones interpretativas. Entre ellas, las tres más importantes son
la Proposición 1, que de�ne los sistemas cuánticos, las Proposiciones 2 y 3 de
descomposición y composición de sistemas y la Regla de Actualización. Todas
ellas dependen del observable Hamiltoniano.

A continuación, presentaremos un análisis de estas proposiciones interpreta-
tivas en términos geométricos en el espacio de Hilbert (ver [41]). Como sabemos,
todo observable se puede describir en términos de su descomposición espectral,
donde cada proyector proyecta sobre un subespacio, que puede estar degener-
ado o no, en el cual el observable tiene un autovalor de�nido. Debido a que
la IMH elige un observable como privilegiado, el Hamiltoniano, a su vez está
privilegiando la descomposición del espacio de Hilbert en autosubespacios del
Hamiltoniano.

Para introducir el análisis geómetrico de un modo formal, se darán algunas
de�niciones básicas. Supongamos el espacio de observables que actúan sobre el
espacio de Hilbert y tengamos en cuenta a uno de ellos, designado como A. Este
observable puede ser escrito en términos de su descomposición espectral, pero
para ello primero debemos encontrar sus autovalores y autovectores:

A jn; ini = an;in jn; ini (2.30)

donde an;in es el autovalor asociado al autovector jn; ini del observable A. El
subíndice n indica el autovalor y el índice in indica la degeneración de ese
autovalor. De esta manera, la descomposición espectral del observable A se
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podrá escribir como:
A =

X

n;in

an;in jn; ini hn; inj (2.31)

Podemos proceder a de�nir una relación de equivalencia entre autovectores
correspondientes a un mismo autovalor, esto es:

De�nición 1 Dos vectores jai y jbi se dicen equivalentes jai �
A
jbi respecto

del observable A, si tenemos que A jai = an;in jai y A jbi = an;in jbi.

Es decir, jai y jbi son equivalentes respecto de A si son autovectores de
un mismo autovalor de A. La clase de equivalencia �

A
depende del índice A ya

que éste indica el observable para la de�nición de la relación de equivalencia.
En el caso de que este autovalor no esté degenerado, la única posibilidad que
tenemos es que jai = c jbi, es decir, que los vectores sean colineales. Por otro
lado, si el autovalor está degenerado, entonces la relación de equivalencia nos
está indicando que todos los vectores que conforman el subespacio invariante
degenerado asociado a an;in son equivalentes.
Por medio de la relación de equivalencia quedan de�nidas las clases de equiv-

alencias. Podemos entonces de�nir un vector que será el representante de la toda
la clase de equivalencia:
De�nición 2 La clase de equivalencia [An] se representa mediante un vector

representativo del conjunto de vectores que cumplen con la relación de equivalen-

cia �
A
asociada al autovalor an;in del observable A , esto es [An] �

n
jai = jai �

A
jbi
o
.

De aquí en adelante, utilizaremos [An] para nombrar la clase de equivalencia
o su vector representativo indistintamente. Dada la clase [An], puede de�nirse
: [An] como el complemento ortogonal del subespacio correspondiente al auto-
valor an;in . De este modo, para cada autovalor an;in , el espacio de Hilbert H
se puede descomponer en dos clases, [An] y : [An] , donde : [An] contendrá las
clases de equivalencia de los restantes autovalores del observable A.
Como un caso particular podemos considerar un observable que tiene un

único autovalor y, por lo tanto, es completamente degenerado. Con este auto-
valor aún se puede de�nir su clase de equivalencia, y resultará ser que todos los
vectores equivalentes entre sí conformarán todo el espacio de Hilbert H. Clara-
mente este observable es el observable identidad I, y la clase de equivalencia
de aquellos vectores que no cumplen con la clase de equivalencia asociada a su
autovalor es la clase vacía. A lo sumo se podría ampliar el espacio de Hilbert
introduciendo algún subespacio ortogonal al original, y serán estos vectores los
que conformen la clase de equivalencia : [In]. Dicho de otro modo, sobre todo
espacio de Hilbert existe al menos un observable, la identidad, que tiene un sólo
autovalor. En términos de propiedades, esto signi�ca que existe una propiedad-
tipo, la identidad, que sólo tiene una propiedad-caso, y esta propiedad-caso no
puede distinguirse (por medio de la clase de equivalencia : [Hn] ) respecto de
otra propiedad-caso. Para lograr la distinción debería ampliarse el espacio de

26



Hilbert, ya sea duplicándolo o multiplicándolo tensorialmente con otro espa-
cio de Hilbert distinto; pero entonces el observable identidad dejaría de ser la
identidad para pasar a ser un observable con dos propiedades-caso distintas.

Ahora supongamos que a partir del observable A se pueden de�nir dos clases
de equivalencia asociadas a dos autovalores distintos del observable, esto es
[An] y [Am], y que a su vez existe otro observable B que tiene un autovalor
degenerado, cuyo autosubespacio invariante degenerado es la suma directa de
los autosubespacios del observable A asociados a los autovalores an;in y am;im .
Es decir, el observable B es tal que:

B jn; ini = b jn; ini B jm; imi = b jm; imi (2.32)

Se podría de�nir la relación de equivalencia respecto de B entre estos dos sube-
spacios, ya que ambos tienen un mismo autovalor, es decir jn; ini � jm; imi,
donde no se ha introducido ningún subíndice en la relación de equivalencia ya
que, si bien el observable B puede tener más de un autovalor, sólo nos estamos
enfocando en aquel autovalor que tiene como subespacio de degeneración a los
autosubespacios del observableA. Pero entonces también se puede de�nir la clase
de equivalencia de estos dos subespacios, es decir [B]. Esto signi�ca que lo que
eran dos propiedades-caso distintas para el observable A son dos propiedades-
iguales y correspondientes a una misma propiedad-caso para el observable B.
Esto es, donde discierne un observable, algún otro puede no hacerlo.

La interpretación modal-Hamiltoniana sigue la misma lógica, ya que de�ne
cuál es el observable que brinda la descomposición privilegiada del espacio de
Hilbert. Esta descomposición será la de�nida por el Hamiltoniano. La regla de
actualización se basa en el Hamiltoniano y todos los observables que conmutan
con él y no le rompen la simetría. Esto signi�ca que no se puede discernir den-
tro de los autosubespacios del Hamiltoniano y, por lo tanto, los vectores que
pertenezcan a tales subespacios serán equivalentes entre sí. A su vez, las com-
posiciones de los autosubespacios del Hamiltoniano serán las descomposiciones
espectrales de los demás observables que se pueden actualizar.

A modo de ejemplo, podríamos considerar un espacio de Hilbert de tres di-
mensiones y suponer que existe un sistema cuántico cuyo Hamiltoniano H tiene
tres autovalores distintos. En este caso habrá tres clases de equivalencia [H1],
[H2] y [H3]. Cada clase de equivalencia está asociada a uno de los autosube-
spacios del Hamiltoniano, que en este ejemplo son uni-dimensionales. Estos tres
autosubespacios invariantes del Hamiltoniano se pueden componer entre sí para
formar otros observables tales que tengan como descomposición espectral a estas
composiciones.

Grá�camente, el espacio de Hilbert se podrá expandir en la base de au-
tovectores del Hamiltoniano, que a su vez son los representantes de la clase de
equivalencia:
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Descomposición del espacio de Hilbert en clases de equivalencia no
degeneradas.

En la �gura estamos nombrando las clases de equivalencia directamente con
el número respectivo del autovalor al cual están asociadas. Si escribimos los
proyectores que proyectan sobre cada subespacio invariante como j[1]i h[1]j =
�[1], j[2]i h[2]j = �[2] y j[3]i h[3]j = �[3], la descomposición espectral del Hamil-
toniano resulta:

H = !1�[1] + !2�[2] + !3�[3] (2.33)

Podemos identi�car también en la misma �gura los observables que conmu-
tan con H y tienen sólo dos autovalores distintos:

Descomposición del espacio de Hilbert con clases de equivalencia degeneradas.

Las correspondientes descomposiciones espectrales de estos tres observables difer-
entes son:

A(1) = a
(1)
12 �[12] + a

(1)
3 �[3] (2.34)
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A(2) = a
(2)
13 �[13] + a

(2)
2 �[2] (2.35)

A(3) = a
(3)
23 �[23] + a

(3)
1 �[1] (2.36)

donde hemos usado �[ij] = j[i]i h[i]j + j[j]i h[j]j. Por último, también podemos
construir el observable identidad:

Descomposición del espacio de Hilbert con el observable identidad.

Este observable tendrá la siguiente descomposición:

A(4) = a(4)�[123] (2.37)

que claramente es una identidad sobre el espacio de Hilbert de dimensión tres.
Lo que estamos viendo es que podemos combinar las propiedades básicas del

Hamiltoniano para construir los otros posibles observables. Esto es, si partimos
de

�
�[1];�[2];�[3]

	
(2.38)

podemos construir

�
�[12];�[13];�[23]

	
(2.39)

y también

�
�[123]

	
(2.40)

Dicho de otro modo, en (2.38) estamos viendo de cuántas formas podemos ar-
mar combinaciones de tres elementos tomados de a uno (tres). En la ecuación
(2.39) estamos viendo de cuántas formas podemos armar combinaciones de tres
elementos y tomados de a dos sin que se repitan (tres). Y por último, en (2.40)
estamos viendo de cuántas maneras podemos armar combinaciones de tres el-
ementos tomados de a tres (uno). Podemos encarar estos resultados desde un
punto de vista general.
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2.4.1. Esquema general geométrico de la IMH

Supongamos que tenemos de�nido el observable Hamiltoniano H y consider-
emos que tiene espectro discreto. Supongamos también que tieneM autovalores
diferentes y, por lo tanto, M autosubespacios invariantes, que pueden estar de-
generados o no. Designemos a la dimensión del espacio de HilbertH donde actúa
el Hamiltoniano con el valor N = dim(H). Podemos descomponer este espacio
de Hilbert de C(N) formas según la siguiente ecuación:

N = 1f
(N)
1 (n) + 2f

(N)
2 (n) + :::+Nf

(N)
N (n) =

NX

j=1

jf
(N)
j (n) (2.41)

donde j = 1; 2; :::; N son las dimensiones de los diferentes autosubespacios in-
variantes del Hamiltoniano, f (N)j es el número de veces que aparece cada uno
de estos subespacios invariantes y n denota las diferentes combinaciones de solu-
ciones para la ecuación (2.41).

Veamos un ejemplo en cuatro dimensiones, N = 4:

4 = 1f
(4)
1 + 2f

(4)
2 + 3f

(4)
3 + 4f

(4)
4 (2.42)

Hay cinco posibles soluciones para esta ecuación; por lo tanto, C(4) = 5. Si a
cada solución i�esima la denotamos como g(N)(i), entonces:

g(4)(1) =
n
f
(4)
1 (1) = 4 f

(4)
2 (1) = 0 f

(4)
3 (1) = 0 f

(4)
4 (1) = 0

o
(2.43)

g(4)(2) =
n
f
(4)
1 (2) = 2 f

(4)
2 (2) = 1 f

(4)
3 (2) = 0 f

(4)
4 (2) = 0

o
(2.44)

g(4)(3) =
n
f
(4)
1 (3) = 1 f

(4)
2 (3) = 0 f

(4)
3 (3) = 1 f

(4)
4 (3) = 0

o
(2.45)

g(4)(4) =
n
f
(4)
1 (4) = 0 f

(4)
2 (4) = 2 f

(4)
3 (4) = 0 f

(4)
4 (4) = 0

o
(2.46)

g(4)(5) =
n
f
(4)
1 (5) = 0 f

(4)
2 (5) = 0 f

(4)
3 (5) = 0 f

(4)
4 (5) = 1

o
(2.47)

donde:

g(4)(1) se corresponde con la descomposición del espacio de Hilbert H en
cuatro subespacios invariantes no degenerados.
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g(4)(2) se corresponde con la descomposición del espacio de Hilbert H
en dos subespacios invariantes no degenerados y uno degenerado de dos
dimensiones.

g(4)(3) se corresponde con la descomposición del espacio de Hilbert H en
un subespacio invariante no degenerado y uno degenerado de tres dimen-
siones.

g(4)(4) se corresponde con la descomposición del espacio de Hilbert H en
dos subespacios invariantes degenerados de dos dimensiones cada uno.

g(4)(5) se corresponde con la descomposición del espacio de Hilbert H en
un subespacio invariante degenerado de cuatro dimensiones.

Cada descomposición g(N)(i) tiene un número m(i) =
NP
j=1

f
(N)
j (i) de sube-

spacios invariantes. En el ejemplo de N = 4 tenemos que m(g(4)(1)) = 4,
m(g(4)(2)) = 3, m(g(4)(3)) = 2, m(g(4)(4)) = 2 y m(g(4)(5)) = 1.

Suponiendo por el momento que los subespacios invariantes del Hamiltoni-
ano son todos no degenerados, podemos preguntarnos entonces qué cantidad de
observables Obs(N) se pueden construir, que conmuten con H y no le rompan
su simetría. Para encontrar este valor podemos recordar que los grupos de per-
mutación de N objetos, llamados SN , se pueden escribir en términos de ciclos,
donde un ciclo es una permutación cíclica de un subconjunto. Un elemento arbi-
trario tiene f (N)j (i)-j ciclos y éstos cumplen con la ec.(2.41). A su vez, en estos
grupos de permutación se pueden de�nir clases de conjugación, que dan justa-
mente la estructura cíclica: tales clases están etiquetadas por los enteros f (N)j (i).
Podemos contar el número de elementos de grupo en cada clase de conjugación, y
justamente este valor se corresponderá con el número de combinaciones posibles
que se pueden hacer con las descomposiciones del Hamiltoniano. Si suponemos
que cada clase de conjugación consta de permutaciones de la forma f (N)1 (i)-1
ciclos, f (N)1 (i)-2 ciclos, etc, satisfaciendo la ec.(2.41), el número de diferentes
permutaciones en la clase de conjugación resulta N !Y

j

(j!)f
(N)
1 (i)f

(N)
1 (i)!

(ver [42],

pág. 37, ec.(1.141)). Por lo tanto el número de observables que se actualizan
debe ser la suma sobre todas las posibles descomposiciones:

Obs(N) =

C(N)X

i=1

N !

(Max(g(N)(i))� 1)!(
N

�
j=1
(j!)f

(N)
j (i)f

(N)
j (i)!)

(2.48)

donde se ha introducido el valor (Max(g(N)(i)) � 1)!, donde Max(g(N)(i)) es
la máxima dimensión de los subespacios de la descomposición g(N)(i). Este
coe�ciente se introduce ya que las permutaciones de orden cíclico dentro de una
clase de conjugación no se deben contar.
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Para comprobar esta última ecuación veamos cómo funciona. Para ello con-
sideremos el ejemplo del espacio de Hilbert H con dimension N = 4 suponiendo
que todos los autovalores del Hamiltoniano son no degenerados; entonces,

Obs(4) =
5X

i=1

4!

(Max(g(4)(i))� 1)!
4

�
j=1
(j!)f

(4)
j (i)f

(4)
j (i)!

(2.49)

=
4!

4!
+

4!

2!2!
+
4!

3!
+

4!

2!2!2!
+
4!

4!
= 1 + 6 + 4 + 3 + 1 = 15

Veamos como surgen todos estos observables. Para ello nombremos a los sube-
spacios invariantes no degenerados del Hamiltoniano como �[1], �[2], �[3] y �[4].
Entonces:

g(4)(1) se corresponde con los cuatro subespacios invariantes no degener-
ados del propio Hamiltoniano, es decir, H =

�
�[1];�[2];�[3];�[4]

	
. Por lo

tanto, para esta descomposición tenemos un observable, que justamente
es el valor 1 de la ec. (2.49).

g(4)(2) se corresponde con la composición de los autosubespacios del Hamil-
toniano en dos subespacios invariantes no degenerados y uno degenerado
de dos dimensiones, que se corresponden con seis observables distintos�
�[1];�[2];�[34]

	
,
�
�[1];�[3];�[24]

	
,
�
�[1];�[4];�[23]

	
,
�
�[2];�[3];�[14]

	
,�

�[2];�[4];�[13]
	
,
�
�[3];�[4];�[12]

	
. Estos seis observables se correspon-

den con el valor 6 de la ec. (2.49).

g(4)(3) se corresponde con la composición de los autosubespacios del Hamil-
toniano en un subespacio invariante no degenerado y uno degenerado de
tres dimensiones. Es decir, cuatro observables diferentes

�
�[1];�[234]

	
,�

�[2];�[134]
	
,
�
�[3];�[124]

	
,
�
�[4];�[123]

	
(valor 4 de la ec. (2.49)).

g(4)(4) se corresponde con la composición de los autosubespacios del Hamil-
toniano en dos subespacios invariantes degenerados de dos dimensiones
cada uno. Es decir, tres observables distintos

�
�[12];�[34]

	
,
�
�[13];�[24]

	
,�

�[14];�[23]
	
(valor 3 de la ec.( (2.49)).

g(4)(5) se corresponde con la composición de los autosubespacios del Hamil-
toniano en un subespacio invariante degenerado de cuatro dimensiones. Es
decir, el único observable

�
�[1234]

	
que es la identidad (último valor 1 de

la ec.( (2.49)).

Podría ser el caso que el Hamiltoniano tuviera algún subespacio invariante
degenerado, por ejemplo, que se correspondiera con el observable f[1] ; [2] ; [34]g
en el ejemplo de cuatro dimensiones. En este caso, podríamos llamar �[1] ! �0[1],
�[2] ! �0[2] y �[34] ! �0[3], y esto sería equivalente a un espacio de Hilbert de
tres dimensiones donde los mínimos subespacios invariantes vuelven a ser los
del Hamiltoniano.
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Cualquier vector del espacio de Hilbert se puede escribir como combinación
lineal de N vectores linealmente independientes. No obstante, como venimos
diciendo, aquellos estados que pertenecen a una misma clase de equivalencia
dentro de los autosubespacios del Hamiltoniano se corresponden con una sola
propiedad-caso, por lo tanto tendrán el mismo coe�ciente que representa su
propensión a actualizarse. Esto signi�ca que cualquier estado se puede escribir
como:

j	i =
MX

i=1

ai�[i] (2.50)

donde los ai son los coe�cientes que acompañan a cada subespacio invariante, y
se debe cumplir que:

MX

i=1

jaij
2
= 1 (2.51)

Los autovalores del Hamiltoniano no deben cumplir la condición (2.51). En este
sentido podríamos pensar que, en realidad, por la forma en que se escriben los
estados, éstos no di�eren de la forma con la que se escriben los observables que
se actualizarán. Lo único que deben cumplir es la normalización, y esto justi�ca
la aproximación algebraica de la mecánica cuántica usada en esta tesis, donde
los estados son funcionales con la propiedad de que su traza es uno.

2.5. Relevancia física de la interpretación

Como hemos venido diciendo, una buena interpretación de la mecánica cuán-
tica no sólo debe encarar los desa�os interpretativos tradicionales de la teoría,
sino también debe estar de acuerdo con la práctica ortodoxa de la física. En
esta sección se argumentará la relevancia física de la IMH al aplicarla a modelos
muy conocidos y a resultados experimentales.

2.5.1. Partícula libre

El Hamiltoniano de una partícula libre es

H =
P 2

2m
=
P 2x + P

2
y + P

2
z

2m
(2.52)

donde P es el observable momento, con componentes Px, Py, Pz, y m es la masa
de la partícula. La partícula se dice �libre� porque no hay campos externos
actuando sobre ella: entonces, el espacio es homogéneo y, en consecuencia, H es
invariante ante desplazamientos espaciales en cualquier dirección (un argumento
análogo puede darse en términos de la isotropía del espacio). Las componentes
Px, Py, Pz son los generadores de la simetría y, al mismo tiempo, constantes de
movimiento del sistema. Por lo tanto, el Hamiltoniano está degenerado.
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La solución más general de la ecuación de Schrödinger para el Hamiltoniano
(2.52) en la representación de coordenadas es

'(x; y; z) = (Axe
ikxx +Bxe

�ikxx)(Aye
ikyy +Bye

�ikyy)(Aze
ikzz +Bze

�ikzz)
(2.53)

donde Ax, Bx, Ay, By, Az y Bz son constantes que quedarán determinadas por
las condiciones de contorno, al igual que los vectores de onda ky, ky y kz 2 R y
la energía resulta

E =
~2

2m
(k2x + k

2
y + k

2
z) (2.54)

De aquí podemos concluir que el Hamiltoniano es degenerado puesto que k2x +
k2y + k

2
z = k

20
x + k

20
y + k

20
z . Dicho de otra manera, podemos tomar a la ec. (2.54)

como la ecuación de una esfera en tres dimensiones con coordenadas kx, ky y

kz y con un radio R =
q

2mE
~2
. Todos los puntos kx, ky y kz que sean solución

de (2.54) se corresponderán con el mismo autovalor de energía. La cantidad de
soluciones es in�nita, ya que los vectores de onda son continuos, por lo tanto
también lo será la degeneración de la energía. También podemos darnos cuenta
de que cada autovalor distinto de la energía tendrá la misma degeneración, en
particular si consideramos un valor de energia E0 distinto de E con la siguiente
ecuación:

E0 =
~2

2m
(k20x + k

20
y + k

20
z ) (2.55)

entonces el radio de la esfera será R0 =
q

2mE0

~2
. Si pudiesemos encontrar una

correspondencia uno a uno entre los puntos de una esfera y la otra, entonces
la cardinalidad de ambas soluciones será la misma y, por lo tanto, también la
degeneración. Una correspondencia sencilla es la siguiente:

k0x = �kx k0y = �ky k0z = �kz (2.56)

entonces la energía en (2.54) resulta:

E0 =
~2

2m
�2(k2x + k

2
y + k

2
z) (2.57)

Por lo tanto vemos que E0 = �2E y R0

R = �.
Podemos considerar el siguiente caso de interés donde el sistema cuántico

está con�nado en una región acotada del espacio, en particular elegimos una
caja tridimensional de lados a, b y c: En este caso la energía queda discretizada
ya que los vectores de onda lo están:

En;m;l =
~2�2

2m
(
n2

a2
+
m2

b2
+
l2

c2
) (2.58)
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En este caso la degeneración En;m;l = En0;m0;l0 equivale a las soluciones discretas
de una elipsoide, donde a, b y c son las longitudes de los semiejes. Por otro lado,
si las dimensiones de la caja donde se encuentra nuestro sistema cuántico son
iguales, es decir, a = b = c, entonces la energía resultará:

En;m;l =
~2�2

2ma2
(n2 +m2 + l2) (2.59)

La degeneración en este caso depende de los índices y tiene una estructura
bastante compleja. A modo �gurativo podemos ordenar los niveles de la siguiente
manera:

E1;1;1 =
3~2�2

2ma2

E2;1;1 = E1;2;1 = E1;1;2 = 2E1;1;1

E2;2;1 = E2;1;2 = E1;2;2 = 3E1;1;1

E3;1;1 = E1;3;1 = E1;1;3 =
11

3
E1;1;1 (2.60)

E2;2;2 = 4E1;1;1

E1;2;3 = E1;3;2 = E2;1;3 = E2;3;1 = E3;1;2 = E3;2;1 =
7

2
E1;1;1

... (2.61)

Cada uno de estos autovalores diferentes de�ne su propio subespacio invariante
que denominaremos como [1], [2], [3],

�
11
3

�
, [4],

�
7
2

�
:::. A su vez, el espacio de

Hilbert se podrá descomponer como

H = H1
H2 666
H63
H 11
3

H4
H 7

2

 ::: (2.62)

Mediante la descomposición espectral, el Hamiltoniano se podrá escribir como

H = E1;1;1 [1]+2E1;1;1 [2]+3E1;1;1 [3]+
11

3
E1;1;1

�
11

3

�
+4E1;1;1 [4]+

7

2
E1;1;1

�
7

2

�
+:::

(2.63)
Volviendo a la forma (2.52) de H, si bien las tres componentes de P pueden

ser usadas para la descripción teórica de la partícula libre ya que conmutan
entre sí, es usual elegir dos componentes de las tres y añadirlas al Hamil-
toniano para constituir un conjunto completo de observables que conmutan
(CCOC), fH;Px; Pyg,fH;Px; Pzg o fH;Py; Pzg que de�ne una base del espacio
de Hilbert (dada la dependencia funcional entre las cuatro magnitudes, el CCOC
fPx; Py; Pzg puede ser equivalentemente usado). Pero este hecho no signi�ca que
pueda suponerse que esos observables tienen que tener valores de�nidos. Por el
contrario, la aplicación de la intepretación a este sistema está de acuerdo con la
imposibilidad empírica de acceder a los valores Px; Py; Pz en la partícula libre.
Esto se puede ver notando que los diferentes números cuánticos asociados a los
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momentos están contenidos en un mismo subespacio degenerado del Hamiltoni-
ano, como por ejemplo n = 1, m = 1, l = 2 y las diferentes permutaciones de
estos valores. Esta degeneración signi�ca que, desde el punto de vista energético,
una partícula libre moviéndose en la dirección x con momento �!p = (�a ;

�
a ;

2�
a ) es

indiscernible de la misma partícula con momento �!p = (2�a ;
�
a ;

�
a ). Una posible

manera de que se pueda actualizar alguna de las componentes del momento es
a través de un Hamiltoniano de interacción, por ejemplo:

H =
P 2x + P

2
y + P

2
z

2m
+ !0�(x�

a

2
) (2.64)

donde se ha agregado una delta de Dirac en la mitad del recinto en la dirección
x. En este caso los niveles de energía quedan:

En;m;l =
~2�2

2ma2
(n2 +m2 + l2) +

~2�2n

2ma2

r
n2�2

a2
+
8m!0
~2

+ �!0 (2.65)

De esta última ecuación podemos ver que los niveles de energía originalmente
degenerados ya no lo están debido a la aparición del segundo término de la
ec.(2.65) que depende del número cuántico n. Por otro lado, los momentos siguen
formando un CCOC junto al Hamiltoniano para x 6= a

2 . Esto es, una medición
siempre involucra una interacción con el objeto medido, que rompe la simetría
del sistema original al modi�car el Hamiltoniano. Esto implica que, ante una
medición, la partícula ya no es libre: la ruptura de la simetría introducida por la
interacción con el aparato de medición es lo que permite tener acceso empírico
a un observable que era un generador de simetría del sistema original.

2.5.2. Partícula libre con spin

El spin S es una contribución interna del momento angular total y, por lo
tanto, agrega grados de libertad a la partícula: el espacio de Hilbert es ahora
H = Hf 
Hs, donde Hf es el espacio de Hilbert de la partícula libre y Hs el
espacio de Hilbert del spin. En este caso, el Hamiltoniano es

H =
P 2

2m
+ kS2 (2.66)

donde k es una constante (ver [26]).
De acuerdo con la IMH, el sistema es compuesto, porque puede descompon-

erse en dos subsistemas no interactuantes (ver Proposición 2 de Descomposición
de Sistemas): una partícula libre sin spin, representada en Hf por Hf = P 2

2m , y
la parte de spin, representada en Hs por Hs = kS2. Por lo tanto, la Regla de
Actualización debe ser aplicada independientemente a cada subsistema elemen-
tal.

La regla se aplica al subsistema conformado por la partícula libre como fue
señalado en el apartado anterior. Por otro lado, el subsistema conformado por
la parte de spin Hs es invariante ante rotaciones en el espacio de spin: los gener-
adores de esta simetría son las tres componentes Sx, Sy y Sz del spin total S. En
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este caso, el momento angular orbital es cero, por lo tanto el momento angular
total es idéntico a S. Análogamente al caso de la partícula libre, de acuerdo con
la Regla de Actualización, en este caso Hs adquiere valor de�nido y también S2,
dado que es proporcional a Hs; no obstante, Sx, Sy y Sz no adquieren valores
de�nidos, dado que son generadores de la simetría del Hamiltoniano Hs = kS2.
Nuevamente, esta conclusión está de acuerdo con el hecho de que no se tiene

acceso empírico a las componentes de spin de la partícula libre con spin. Si quer-
emos conocer los valores de esas componentes, debemos realizar una medición
sobre el sistema: en particular, debemos introducir un campo magnético B en
alguna dirección, por ejemplo en la dirección z, que inevitablemente romperá
la isotropía del espacio y, en consecuencia, la simetría rotacional del sistema.
Bajo la acción de B, el Hamiltoniano Hs ya no es invariante bajo rotaciones,
porque ahora se incluye en él el termino de interacción �
 jBjSz, donde jBj es el
módulo del campo magnético, que privilegia una dirección en el espacio, en este
caso la dirección z. En otras palabras, podemos tener acceso experimental a la
componente Sz del spin sólo por medio de una medición que rompa la simetría
rotacional del Hamiltoniano original y, por lo tanto, logre que el sistema no sea
más libre. Ésta es la forma usual en que una componente de spin se mide en un
experimento de Stern-Gerlach (experimento que será descripto en detalle en la
sección 2.6.3).

2.5.3. Oscilador armónico

Por de�nición, un oscilador armónico es un sistema con una energía poten-
cial cuadrática en la posición, que produce una fuerza restauradora en contra
del desplazamiento respecto de la posición de equilibrio. En una dimensión, el
Hamiltoniano del sistema es:

H =
P 2

2m
+
m!2Q2

2
(2.67)

donde ! es la frecuencia natural de oscilación del sistema. Se pueden introducir
operadores momento y posición adimensionales por medio de la transformación
q = (m!

~
)
1
2Q y p = ( 1

m!~ )
1
2P y reemplazando en (2.67) el Hamiltoniano se

escribe:

H =
1

2
~!(q2 + p2) (2.68)

A su vez, se puede efectuar la transformación a los operadores de creación y
destrucción a = 1p

2
(q+ ip) y ay = 1p

2
(q+ ip) y, por medio del operador número

de modos N = aya, el Hamiltoniano resulta

H = ~!(N +
1

2
) (2.69)

Como es bien sabido, en este caso los espectros de H y N pueden obtenerse
algebraicamente como:
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H jni = ~!(n+
1

2
) jni (2.70)

N jni = n jni (2.71)

La no degeneración de H expresa el hecho de que no hay simetrías: el CCOC
fHg de�ne la base fjnig del espacio de Hilbert del sistema.

De acuerdo con la Regla de Actualización, dado que en este caso el Hamilto-
niano es no degenerado, el contexto preferido CCPO es fjni hnjg: los observables
con valor de�nido del sistema sonH y todos los observables que conmutan con él.
En particular, el número de modos N adquiere valor de�nido porque [H;N ] = 0:

El oscilador armónico tiene una relevancia central en mecánica cuántica
porque brinda un modelo para muchos sistemas vibrantes. En particular, el
campo electromágnetico puede ser descompuesto en términos de modos lineales
independientes de vibración, cada uno de los cuales se comporta como un os-
cilador armónico al que usualmente se asocia una partícula: en este caso, N se
concibe como el observable número de partículas. Es importante enfatizar que la
representación de partículas del sistema, con un número de�nido de partículas,
no es genérico: sólo puede ser retenido metafóricamente cuando el observable N
cumple los requerimientos impuestos por la Regla de Actualización.

Otro punto importante a señalar es que en aquellos sistemas vibrantes que
se pueden representar como osciladores armónicos, la energía del sistema y sus
funciones (como N) son las magnitudes físicas relevantes del sistema, cuyos
valores se asumen como de�nidos. La IMH está de acuerdo con esa hipótesis
usual, dado que selecciona el Hamiltoniano no degenerado como el observable
que de�ne la base de actualización.

2.5.4. Átomo de hidrógeno y átomos genéricos

El átomo de hidrógeno se describe como un sistema de dos partículas, un
electrón y un protón, que interactúan por medio de la interacción Coulombiana.
En este caso, el Hamiltoniano es

H =
P 2e
2me

+
P 2p
2mp

+
e2

jQe �Qpj
(2.72)

donde los subíndices e y p re�eren al electrón y protón respectivamente, y e es
la carga del electrón. La estrategia usual para resolver la ecuación de autoval-
ores en la energía en la representación de coordenadas es referir el Hamiltoniano
al centro de masa del sistema por medio de una transformación canónica, y
luego escribir la ecuación resultante en coordenadas esféricas (r; �; �). Como se
sabe, con esta estrategia la solución de la ecuación puede ser expresada como el
producto de dos funciones, una dependiente de la coordenada radial y la otra
dependiente de las coordenadas angulares: 	(r; �; �) = R(r)Y (�; �). Resolvien-
do las ecuaciones angular y radial, se obtienen los tres números cuánticos: el
número cuántico principal n, el número cuántico del momento angular orbital l
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y el número cuántico magnético ml. Estos números cuánticos se corresponden
a los autovalores de los observables H, L2 y Lz respectivamente, donde L es el
momento angular orbital, y Lx, Ly, Lz sus componentes:

H jn; l;mli = �
�e4

2~2n2
jn; l;mli (2.73)

L2 jn; l;mli = l(l + 1)~ jn; l;mli (2.74)

Lz jn; l;mli = ml~ jn; l;mli (2.75)

donde n = 0; 1; 2; :::, l < n y �l � ml � l, � = ( 1
me

+ 1
mp
)�1 es la masa

reducida. Por lo tanto, el átomo de hidrógeno queda descripto en términos de
la base fjn; l;mig de�nida por el CCOC fH;L2; Lzg: los números cuánticos n,
l y ml etiquetan la solución 	n;l;ml

de la ecuación para los autovalores de la
energía.

En este caso, el Hamiltoniano es degenerado debido a la invariancia ante
rotaciones espaciales. En particular, esta degeneración para el nivel de energía
En es

gn =
n�1X

l=0

(2l + 1) =
2(n� 1)n

2
+ n = n2 (2.76)

Por cada valor de n hay n valores de l correspondientes al número cuántico de
momento angular orbital; a su vez, por cada uno de estos valores, hay (2l + 1)
valores del número cuántico magnetico ml; de allí que la degeneración por cada
nivel de energía En sea n2. Sólo el estado fundamental es no degenerado. Las tres
componentes del momento angular Lx, Ly, Lz son los generadores de simetría
rotacional. Como consecuencia, aunque l y ml son buenos números cuánticos,
en el sentido de que colaboran en la de�nición de la base del espacio de Hilbert
que usualmente se utiliza, los autovalores !n del Hamiltoniano no dependen
de ellos: dada la simetría de H, los valores de L2 y Lz diferencian sobre los
autosubespacios de degeneración de la energía. De acuerdo con la Regla de
Actualización, como resultado de la degeneración de H, los observables L2 y
Lz no adquieren valores de�nidos: los únicos observables con valor de�nido del
sistema son el Hamiltoniano H y todos los observables que tienen, al menos, la
misma simetría rotacional (al menos, la misma degeneración) que H.
Como decíamos en la sección anterior, puede haber otras simetrías escondidas

en un sistema cuántico. En el caso del átomo de hidrógeno existe otra simetría
además de la rotación espacial, que actúa en dimensiones mayores que 3 como
en el caso del momento angular. Esta simetría permite alterar las órbitas sin
alterar el momento angular. El generador de esta simetría se denomina vector
de Laplace-Runge-Lenz y tiene la siguiente forma:

Ai =
1

2
�ijkfpj ; Lkg �

�e2

r
xi (2.77)
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donde f; g es el anticonmutador. En particular, [H;Ai] = 0 y por lo tanto Ai
pertenece al contexto preferido de�nido por el Hamiltoniano. Esta simetría es
equivalente a pensar al problema del átomo de hidrógeno como si fuese una
partícula libre con�nada en una esfera-unidad tridimensional en un espacio de
cuatro dimensiones, esto es, la simetría SO(4).

El hecho de que la interpretación no otorga valores de�nidos a L2 y Lz
está de acuerdo con la evidencia experimental, en particular, con los datos que
provienen de la espectroscopía. Veamos en detalle esto:

a) En química cuántica, los estados 	n;l;ml
del átomo (orbitales) están eti-

quetados como X�, donde X es el número cuántico principal n y � es
reemplazado por s, p, d, f , etc., esto es, con letras correspondientes a los
valores del momento angular orbital l: 1s, 2s, 2p, 3s, 3p, 3d, etc. Como se
puede ver, el número cuántico magnético ml no está incluido en esta de-
scripción porque, aunque 	n;l;ml

depende de los tres números cuánticos,
la simetría rotacional del Hamiltoniano hace que la selección de Lz sea
una decisión completamente arbitraria: dado que el espacio es isotrópico,
podemos elegir también Lx o Ly para obtener una descripción legítima del
átomo de hidrógeno. La arbitrariedad en la selección de la dirección z se
mani�esta en la espectroscopía por el hecho de que las líneas espectrales
no dan evidencia experimental sobre los valores de Lz: no se tiene acce-
so experimental al número cuántico ml: En la IMH, no se asigna un valor
de�nido a Lz, de acuerdo con los resultados experimentales. Análogamente
al caso de la partícula libre con spin, si queremos conocer los valores de
Lz, debemos introducir un campo magnético que rompe la isotropía del
espacio.

b) Por el contrario, los valores del número cuántico l están incluidos en la de-
scripción de los orbitales tradicionales como s, p, d, f , etc. Más aún, los
valores de l pueden ser inferidos de la observación del espectro de en-
ergía del átomo de hidrógeno, y juegan un papel en la explicación de las
series espectrales más conocidas (Paschen, Balmer, Lyman, etc). Estos
hechos podrían ser interpretados como un síntoma del valor de�nido del
observable L2 en el átomo de hidrógeno. Sin embargo, la manifestación
del valor l requiere la interacción entre el átomo y un campo electromag-
nético. La explicación usual es la siguiente. Dado que las transiciones de
energía involucran la absorción y emisión de un fotón (que tiene spin 1),
la conservación del momento angular fuerza al átomo a experimentar un
cambio en el momento angular orbital l. Por esta razón, cuando un fotón
es absorbido por un átomo en un orbital s, el átomo adquiere momento
angular orbital y efectúa la transición a un orbital p; cuando es absorbido
por un átomo en un orbital p, el momento angular orbital se incremen-
ta (transición p ! d) o decrece (transición p ! s), dependiendo en la
orientación relativa del fotón y del momento angular del átomo. Pero las
transiciones s ! d o p ! f estan prohibidas. De esta explicación queda
claro que la manifestación del valor l es el resultado de una interacción;
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pero, entonces, el sistema ya no es un átomo de hidrógeno libre. El nuevo
sistema tiene un Hamiltoniano de la forma

H = Hat +Hem +Hint (2.78)

donde Hat es el Hamiltoniano del átomo de hidrógeno libre y Hem es el
Hamiltoniano del campo electromagnético, que puede ser calculado como
una suma in�nita de osciladores armónicos independientes correspondi-
entes a los diferentes modos de vibración del campo. Hint es el Hamil-
toniano de interacción, que depende del momento dipolar del átomo (en
primera aproximación) y del campo eléctrico (ver [26], pág. 548-549). La
interacción rompe la simetría original en L2 y, en consecuencia, remueve
la degeneración en la energía a través del número cuántico l: ahora los au-
tovalores de energía !n:l pasan a ser función de ambos números cuánticos
n y l. Este hecho conduce a la manifestación del valor l en el espectro de
energía, y pemite que L2 se convierta en un observable con valor de�nido
en el nuevo sistema.

El hecho de que L2 no sea un observable con valor de�nido en el átomo de
hidrógeno libre no signi�ca que nunca adquirirá un valor de�nido en él. Las
características particulares del átomo de hidrógeno dependen fuertemente del
potencial Coulombiano. En átomos más complejos, el potencial no es perfecta-
mente Coulombiano, y esta asimetría elimina la degeneración en l del Hamil-
toniano: los autovalores de la energía !n;l son funciones de ambos números
cuánticos n y l sin necesidad de interacción (ver [26], pág. 280). Esto signi�-
ca que L2 ya no discrimina entre los diferentes autovectores correspondientes
a un autovalor de energía degenerado, pero remueve la degeneración del caso
Coulombiano simétrico. De acuerdo con la Regla de Actualización, esto implica
que L2 es un observable con valor de�nido para átomos libres con potenciales
no Coulombianos.

2.5.5. Efecto Zeeman

Como se sabe, cuando se aplica un campo magnético externo sobre un átomo,
las líneas espectrales se dividen en múltiples líneas levemente separadas. Este
efecto fue observado por primera vez por Zeeman en 1896 y por eso fue llamado
efecto Zeeman.

En el apartado anterior vimos que, tanto en el caso de un potencial Coulom-
biano o no, el Hamiltoniano tiene una simetría rotacional que hace que los
autovalores de energía sean independientes del número cuántico magnético ml,
esto es, que H sea degenerado en ml. Es precisamente por esta simetría que la
selección de Lz para completar la base del espacio de Hilbert es el resultado de
una decisión arbitraria. La arbitrariedad de elegir la dirección z está de acuer-
do con el hecho de que no hay evidencia experimental sobre el valor ml en el
espectro de energía.

Análogamente a la medición de una partícula libre con spin, un campo mag-
nético B a lo largo del eje z rompe la isotropía del espacio y, en consecuencia,
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la simetría rotacional del Hamiltoniano. En este caso, la ruptura de la simetría
remueve la degeneración de la energía en ml: ahora Lz no está arbitrariamente
elegido ya que es seleccionado por ser la dirección del campo magnético. Pero,
a su vez, esto implica que el átomo ya no es libre: el Hamiltoniano del nuevo
sistema es aproximadamente (ver [26], pág. 326):

H = Hat +
e

2mee
BL (2.79)

donde, nuevamente,Hat es el Hamiltoniano del átomo libre. Como consecuencia,
la degeneración original del multiplete (2l + 1) para n y l �jo desaparece: los
niveles de energía quedan desplazados por una cantidad:

4!n;l;ml
=
e~ jBj

2mec
ml (2.80)

Esto signi�ca que el Hamiltoniano, con autovalores !, es ahora no degenerado, y
constituye por sí mismo el CCOC fHg que de�ne la base preferida fjn; l;mlig.
De acuerdo con la Regla de Actualización, en este caso H y todos los observables
que conmutan con H tienen valores de�nidos: dado que éste es el caso para L2

y Lz, en las condiciones físicas que llevan al efecto Zeeman, ambos observables
adquieren valores de�nidos.

2.5.6. Estructura �na

Cuando las líneas espectrales del átomo de hidrógeno correspondientes a
n > 1 se examinan con alta resolución, se encuentran dobletes muy cercanos
entre sí. Esta división fue una de las primeras evidencias experimentales del spin
del electrón. Este fenómeno se explica usualmente diciendo que los niveles de
energía del átomo están afectados por el acoplamiento entre el spin del electrón
S y el momento angular orbital L. En este caso el Hamiltoniano es

H = Hat +Hs +Hs�o (2.81)

donde Hat es el Hamiltoniano del átomo de hidrógeno libre, Hs = kS2 es el
Hamiltoniano del spin y Hs�o es el Hamiltoniano de la interacción spin-órbita
que es función del producto L � S.
Cuando la interacción spin-órbita no se tiene en cuenta (Hs�o � 0), el sis-

tema es compuesto (ver apartado 2.5.2, Partícula libre con spin) y puede ser
descripto en términos de la base fjn; l;ml; s;msi = jn; l;mli 
 js;msig, donde
s(s + 1)~2 son los autovalores de S2, y ms~ los autovalores de Sz. Cuando la
interacción spin-órbita se tiene en cuenta, los observables Lz y Sz ya no con-
mutan con H y, entonces, ya no son constantes de movimiento del sistema: es
usual decir que ml y ms ya no son buenos números cuánticos. No obstante, el
Hamiltoniano es aún invariante ante rotaciones espaciales: las componentes Jx,
Jy, Jz del momento angular total J son los generadores del grupo de simetría,
y J2 es el operador de Casimir del grupo, con autovalores j(j + 1)~. A su vez,
J es la suma del momento orbital angular L y el momento angular del spin S:
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J = L+ S mj = ml +ms (2.82)

donde mj se corresponde con los autovalores de Jz. Podemos tomar el cuadrado
de (2.82):

J2 = (L+ S)2 ! L � S =
J2 � L2 � S2

2
(2.83)

Esto signi�ca que Hs�o es función de J2, L2 y S2 y los correspondientes auto-
valores j, l y s son buenos números cuánticos. En consecuencia, los autovalores
del Hamiltoniano total tienen la forma general:

!n;l;j;s = !n;l + �(n; l)(j(j + 1)� l(l + 1)� s(s+ 1)) (2.84)

donde !n;l representa los autovalores de la energía sin el acoplamiento spin-
órbita, y � es una función de los números cuánticos n y l (ver [30], pág. 181-183).
Entonces, la base fjn; l; j; s;mjig del espacio de Hilbert del sistema está de�nida
por el CCOC fH;L2; J2; S2; Jzg.
Queda claro que el acoplamiento spin-órbita remueve la degeneración orig-

inal de los autovalores !n;l del átomo sin acoplamiento. Por lo tanto, en este
caso, la Regla de Actualización selecciona L2, J2 y S2 como los observables con
valor de�nido, porque todos ellos conmutan con H y tienen la misma degen-
eración en mj que H. Pero la simetría rotacional sigue presente en el sistema y
conduce a una degeneración en H, manifestada por el hecho de que los autoval-
ores de energía !n;l;j;s no dependen de mj . Entonces, de acuerdo con la Regla
de Actualización, aunque mj es un buen número cuántico, Jz no adquiere valor
de�nido, y este resultado está de acuerdo con la arbitrariedad de la elección en
la dirección z.

Cuando un campo magnético se aplica sobre un átomo, las líneas espectrales
se dividen de diferentes maneras. El efecto Zeeman �normal�, explicado en el
apartado anterior, se observa en estados de spin cero; por lo tanto, el acoplamien-
to spin-órbita no tiene efecto. En los estados en los cuales el acoplamiento spin-
órbita es efectivo, la acción del campo magnético produce otra división de los
niveles de energía conocida como efecto Zeeman anómalo. No obstante, la ex-
plicación de este efecto anómalo es el mismo que el efecto normal: la acción del
campo magnético a lo largo del eje z rompe la simetría rotacional del Hamilto-
niano privilegiando la dirección z, y esto remueve la degeneración original del
Hamiltoniano en el número cuántico mj (en lugar del número cuántico ml como
ocurre en el efecto Zeeman normal). En este caso, la Regla de Actualización
implica que Jz también tendrá valor de�nido.

2.5.7. Aproximación de Born-Oppenheimer

La Regla de Actualización adjudica al Hamiltoniano del sistema el papel
de seleccionar el contexto preferido y, entonces, la energía del sistema siempre
adquirirá un valor actual. Pero esto no signi�ca que el momento es un observable
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con valor de�nido en cualquier caso, dado que no siempre conmuta con el Hamil-
toniano. De hecho, cuando un sistema está afectado por un campo externo, su
Hamiltoniano tiene la siguiente forma general:

H =
P 2

2m
+ V = T + V (2.85)

Cuando la masa del sistema es pequeña, el término cinético prevalece sobre
el término de energía potencial, y el Hamiltoniano aproximadamente conmuta
con P 2. Por lo tanto, la Regla de Actualización implica la idea usual de que
sistemas �pequeños� aproximadamente actualizan en momento pero no en una
posición de�nida y por otro lado sistemas �grandes� actualizan aproximada-
mente en posición. En este sentido, la IMH concuerda con la hipótesis física de
que los electrones tienen momento de�nido pero no posición de�nida y el núcleo
tiene posición de�nida pero no momento de�nido. En general, esta regla expli-
ca el hecho de que los sistemas macroscópicos, con sus masas grandes, poseen
aproximadamente un valor de�nido en posición. Para justi�car lo dicho debe-
mos comparar los operadores que conforman el Hamiltoniano en términos de la
norma, de�nida para ellos dentro del álgebra a la que pertenecen. Recordemos
la de�nición de norma de un operador:

kAk = sup
	2H

kA	k

k	k
(2.86)

donde 	 es un vector perteneciente al espacio de Hilbert. Podríamos reescribir la
norma de la ecuación anterior de una manera más sencilla notando que k	k � 1.
Entonces:

kAk = kA	1k (2.87)

donde 	1 es el vector que cumple con k	1k = 1. Lo que debemos comparar es
la norma del operador T = P 2

2m con la norma del operador V para diferentes
valores de m, esto es, debemos calcular los siguientes límites:

l��m
m!1
m! 0

kV k

kTk
(2.88)

Por lo tanto debemos calcular la norma por separado. Nótese que el Hamilto-
niano ya no se puede diagonalizar simultáneamente con el momento, ya que el
potencial depende de la posición y entonces [H;P ] = idVdQ 6= 0. Si consideramos

que 	1 es un autoestado del operador P , entonces T	1 =
p2

2m	1; por lo tanto,
la norma del potencial escalar V resulta

kV k = kV	1k = kH	1 � T	1k = kHk �
p2

m
hHi+

p4

4m2
(2.89)

donde se ha usado que h	1j	1i = 1 y hHi = h	1 jHj	1i. Entonces, la ec.(2.88)
queda:
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l��m
m!1
m! 0

kV k

kTk
= l��m

m!1
m! 0

(
4m2

p4
kHk �

4m

p2
hHi+ 1) (2.90)

El límite para m ! 0 da como resultado el valor uno, y el límite para m !
1 da como resultado in�nito. Esto implica que, para masas muy livianas, la
norma de la energía cinética es casi idéntica a la norma del potencial escalar
y, además, kHk � hHi hT i. Para masas muy grandes, el módulo del potencial
escalar es mucho mayor que el módulo de la energía cinética. Esto concuerda
con la idea de que para masas muy grandes, se actualiza la posición, ya que

[H;Q] =
h
P 2

2m ; Q
i
= � i

mP y entonces l��m
m!1

[H;Q]! 0.

Este análisis es particularmente relevante en química molecular, donde la
descripción de las moléculas está basada en la separación adiabática entre el
electrón y los movimientos nucleares. Como es sabido, la aproximación de Born-
Oppenheimer concibe al núcleo como partícula clásica, esto es, como un objeto
localizado con precisión. Esta estrategia de aproximación que consiste en man-
tener al núcleo en reposo en una posición de�nida, se puede pensar que se origina
al permitir que la masa del núcleo se haga in�nita. Sin embargo, desde un punto
de vista estrictamente cuántico, sin una regla que seleccione los observables con
valores actuales del sistema, la hipótesis de masas nucleares in�nitas no expli-
ca aún por qué los núcleos pueden ser tratados como si tuviesen una posición
de�nida. Como Primas a�rma: �Apenas comprendemos por qué la imagen de
Born-Oppenheimer es compatible con los conceptos de la mecánica cuántica�.
([44], pág. 13, [45], [46]). En efecto, el Hamiltoniano total de la molécula es

Htot = Tn(P�) + Vnn(R�) + Te(pi) + Vee(ri) + Ven(ri; R�) (2.91)

donde Tn es la energía cinética nuclear (función de los momentos nucleares P�),
Vnn es el potencial de interacción entre núcleos (que es función de la posición
R�), Te es la energía cinética de los electrones (función de los momentos elec-
trónicos pi), Vee es el potencial de interacción entre electrones (función de las
posiciones electrónicas ri) y Ven es el potencial de interacción entre los electrones
y el núcleo (función de las posiciones de ambos, ri y R�). La aproximación de
Born-Oppenheimer se efectúa en dos pasos:

a) En el primer paso, la energía cinética nuclear se desprecia, esto es, Tn(P�)
es sustraída del Hamiltoniano total Htot. El Hamiltoniano electrónico re-
sultante He queda

He = Vnn(R�) + Te(pi) + Vee(ri) + Ven(ri; R�) (2.92)

donde las posiciones nucleares R� pasan a ser parámetros. Entonces, el
potencial nuclear Vnn(R�) es una función de los parámetros que sólo de-
splaza a los autovalores de He por un valor constante que depende de ellos.
Entonces, la ecuación de Schrödinger electrónica resulta

He	e(ri;R�) = Ee(R�)	e(ri;R�) (2.93)
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Cuando esta última ecuación se resuelve, se encuentran los autovalores
de energía Ee(R�) que dependen de los paramétros R�. Este paso se
conoce como aproximación de núcleo �jo: la interacción de los electrones
con los núcleos, representada por Ven, se concibe en términos de elec-
trones en el potencial de Coulomb producido por los núcleos �jos en posi-
ciones de�nidas. La sustracción de Tn(P�) está justi�cada si se asume que
Tn � Te, lo cual, a su vez, descansa sobre la hipótesis de que las masas
nucleares son mucho más grandes que las masas electrónicas, M >> m.
En particular, si M=m!1, entonces Tn(P�)! 0.

b) En el segundo paso, se reintroduce la energía cinética nuclear y la energía
total Etot se obtiene al resolver la ecuación de Schrödinger de los núcleos:

[Tn(P�) + Ee(R�)]	n(R�) = Etot	n(R�) (2.94)

Es claro que la aproximación crucial de la estrategia de Born-Oppenheimer
se introduce en el primer paso, donde la relación M >> m se aproxima a
M=m ! 1. Por supuesto, este límite nunca es estricto y, por lo tanto, los re-
sultados obtenidos son meras aproximaciones. Supongamos ahora que las masas
nucleares fueran efectivamente in�nitas; de acuerdo con la lectura usual de la
aproximación de Born-Oppenheimer, en este caso podríamos inferir que los nú-
cleos están efectivamente �jos en posiciones de�nidas. La cuestión es por qué
podemos hacer esta inferencia.

La respuesta acrítica se basa en las intuiciones que provienen de la mecánica
clásica: un cuerpo con masa in�nita M debería tener energía cinética nula y,
en consecuencia, debería estar en reposo en una posición de�nida. Sin embargo,
aquí no estamos en el ámbito clásico sino en un marco teórico cuántico donde,
como bien se sabe, las intuiciones clásicas de poco sirven.

La respuesta cuántica usual es más adecuada que la anterior, porque des-
cansa en conceptos cuánticos. Podemos ver que el Hamiltoniano total Htot de
la molécula puede ser expresado (ver ec. (2.91) y ec. (2.92))

Htot = Tn(P�) +He(pi; ri; R�) (2.95)

donde el Hamiltoniano electrónico He no es una función de los momentos nu-
cleares P�. Cuando M=m ! 1 y por lo tanto Tn(P�) ! 0, ambos Hamiltoni-
anos pueden considerarse iguales, Htot = He(pi; ri; R�). En consecuencia, dado
que R� conmuta con He, cuando M=m!1, R� también conmuta con Htot:

Htot = He(pi; ri; R�) ! [Htot; R�] = 0 (2.96)

Desde este punto de vista, la respuesta es la siguiente: dado que la molécula está
en un estado independiente del tiempo (esencialmente un axioma de la química
cuántica), su estado es un autoestado de Htot y, en consecuencia, tiene un valor
actual de Htot (su energía). Dado que la molécula tiene un valor actual de su
HamiltonianoHtot, entonces la posición R�, al conmutar conHtot, también tiene
un valor de�nido, y esto signi�ca que los núcleos están localizados en posiciones
actuales.
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Aunque es aparentemente razonable, esta explicación da por sentado el valor
actual de Htot, una cuestión que está lejos de ser clara desde el punto de vista de
la mecánica cuántica. Cuando la respuesta se analiza con cuidado, no es difícil
darse cuenta de que está basada en el tradicional vínculo autoestado-autovalor
de acuerdo con el cual, cuando un sistema cuántico está en un estado j	i, algún
observable A tiene valor actual, y éste será el que tenga al estado j	i como
autovector. Ahora la respuesta parece convertirse en un argumento preciso:

Dado que la molécula está en un estado estacionario, su estado j	i es un
autovector de Htot.

Dado que j	i es un autovector deHtot, de acuerdo con el vínculo autoestado-
autovalor, Htot tiene un valor actual.

Dado que M=m!1, entonces [Htot; R�] = 0.

Dado que j	i es un autovector de Htot y [Htot; R�] = 0, entonces j	i es
un autovector de R�.

Dado que j	i es un autovector deR�, de acuerdo con el vínculo autoestado-
autovalor, R� tiene un valor actual, esto es, los núcleos están �jos en
posiciones de�nidas.

El problema con este argumento es que el vínculo autoestado-autovalor no
siempre funciona tan bien como se espera: sus de�ciencias salen a la luz ya en
el modelo atómico más simple. De hecho, en el átomo de hidrógeno libre cada
vector j	n;l;ml

i es un autovector de los tres observables del CCOC
�
H;L2; Lz

	
.

Por lo tanto, de acuerdo con el vínculo autoestado-autovalor, los tres observables
del CCOCH, L2y Lz deberían tener valores de�nidos. Sin embargo, como hemos
visto, la simetría rotacional del sistema hace que la selección de una dirección
espacial sea una decisión arbitraria: como el espacio es isotrópico, podríamos
elegir diferentes direcciones y obtener descripciones igualmente legítimas del
átomo libre.

La IMH brinda una respuesta a este problema conceptual. Para grandes
masas, el Hamiltoniano es aproximadamente invariante ante transformaciones
de boost y, por lo tanto, aproximadamente conmuta con la posición. En con-
secuencia, de acuerdo con la Regla de Actualización, el observable posición
adquiere valor actual: esto brinda una justi�cación conceptual a la hipótesis
de Born-Oppenheimer. Por supuesto, las masas nunca son in�nitas: esto hace
que la estrategia de Born-Oppenheimer sea una aproximación y no un método
preciso. Pero en este sentido la IMH también está de acuerdo con la hipótesis
usual: dado que el Hamiltoniano conmuta con la posición sólo en el caso de masa
in�nita, sólo en este límite podemos decir con absoluta precisión que la posición
adquiere un valor actual. En situaciones reales, los observables con valor actual
serán generalmente observables similares a la posición (en el sentido de la norma
de operadores), pero que serán indistinguibles de la posición en la medida en
que se incremente la masa.
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2.6. El problema de la medición cuántica

En el modelo standard de von Neumann, una medición cuántica se concibe
como una interacción entre un sistema S y un aparato de medición M . Antes
de la interacción, M está preparado en un estado �listo para medir� jr0i, que es
autovector del observable puntero R deM , y el estado de S es una superposición
de autoestados jaii de un observable A de S. La interacción introduce una
correlación entre los autoestados jaii de A y los autoestados jrii de R:

j	0ig =
X

i

ci jaii 
 jr0i ! j	i =
X

i

ci jaii 
 jrii (2.97)

El problema consiste en explicar por qué, siendo el estado j	i una superposición
de jaii
jrii, el puntero R adquiere valor de�nido. En la interpretación ortodoxa
del colapso, el estado puro j	i se asume que colapsa a una mezcla �c:

�c =
X

i

jcij
2
jaii 
 jrii haij 
 hrij (2.98)

donde las probabilidades jcij
2 se interpretan por ignorancia. Entonces, en esta

situación se supone que el aparato de medición está en uno de los autovectores
jrii de R, digamos jrki, y por lo tanto R adquiere un valor de�nido rk, que es
el autovalor correspondiente al autovector jrki, con probabilidad jckj

2. En las
interpretaciones modales, el problema consiste en explicar la lectura de�nida del
puntero con su probabilidad asociada, sin asumir la hipótesis del colapso. En
este caso, la Regla de Actualización es la que debe llevar a cabo esta tarea.

Se debe comenzar el argumento ubicando el modelo de von Neumann en
el contexto de las prácticas de medición. En efecto, dada la naturaleza proba-
bilística de la mecánica cuántica, la máxima información acerca de un sistema
cuántico se obtiene a través de la medición repetida del mismo sistema o de
sistemas idénticos. Por lo tanto, es necesario distinguir entre:

Medición única: Éste es un proceso único, en el cual se registra la lectura
del puntero. Una medición única, considerada aisladamente, no provee
información relevante sobre el estado del sistema S.

Medición de frecuencia: Ésta es una repetición de mediciones únicas idén-
ticas, cuyo propósito es obtener los valores jcij

2 de acuerdo con las lec-
turas del puntero en las diferentes mediciones. Una medición de frecuencia
provee información relevante sobre el estado de S, pero aún no es su�ciente
para identi�car completamente tal estado.

Medición de estado: Ésta es una colección de mediciones de frecuencia,
cada una de las cuales se realiza con su propio arreglo experimental. Cada
arreglo correlaciona el puntero R del aparato M con un observable Ai del
sistema, de tal manera que los Ai no sólo son diferentes, sino que también
pueden no conmutar entre ellos. La información obtenida por medio de
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esta colección de mediciones de frecuencia es su�ciente para reconstruir el
estado de S (se volverá a este punto en los apartados siguientes).

El modelo de von Neumann apunta al problema de la medición cuántica en
el marco de una medición única. Esto es completamente razonable en la medida
en que, si no se tiene una explicación adecuada del caso único, no se puede dar
cuenta de los resultados obtenidos por una repetición de casos idénticos. No
obstante, aunque comenzaremos por analizar la medición en el caso único, no
debemos olvidar que una medición aislada siempre es un elemento del proceso
de medición por el cual, �nalmente, se deben obtener frecuencias.

2.6.1. Mediciones ideales

En el modelo de von Neumann y, en general, en las discusiones acerca del
problema de la medición cuántica, el Hamiltoniano implicado en el proceso en
general no es tenido en cuenta. En la IMH, donde el Hamiltoniano juega un
papel central, se debe dar un modelo más detallado del proceso de medición.
Así, se debe decir que una medición única es un proceso de tres etapas:

Etapa I (t � 0): El sistema S y el aparato M no interactúan.

Etapa II (0 < t < t1): Durante esta etapa, S y M interactúan, y la
interacción establece una correlación entre ambos sistemas.

Etapa III (t � t1): La interacción �naliza en t = t1.

Etapa I: Supongamos que una medición única es un elemento de una medición
de estado cuyo propósito es obtener los coe�cientes del estado del sistema
cuántico elemental S : (OS � HS
HS , HS). También consideremos un
observable no degenerado A 2 OS :

A jaii = ai jaii donde fjaiig es una base de HS (2.99)

En el instante t0 = 0, el estado de S es7

j	S(t0 = 0)i =
X

i

ci jaii 2 HS (2.100)

Por simplicidad, asumiremos que el Hamiltoniano HS 2 OS de S es no
degenerado:8

HS j!Sii = !Si j!Sii , donde fj!Siig es una base de HS (2.101)

7Si el estado de S es preparado en el tiempo t < t0 = 0, éste evolucionará hasta t0 = 0
bajo la acción del Hamiltoniano HS ; entonces, no se estará midiendo el estado preparado, sino
el estado en t0 = 0 resultante de la evolución. Si queremos medir el estado de S como fue
originalmente preparado, el Hamiltoniano HS debe ser cero o un multiplo de la identidad y,
por lo tanto, completamente degenerado.

8La explicación completa del proceso de medición, mostrará que la degeneración de HS no
modi�ca los resultados �nales.
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El aparato de medición es un sistema cuántico elementalM : (OM � HM
HM ,
HM ), que tiene un observable R 2 OM , que posee diferentes autovalores
macroscópicamente distinguibles, y que cumple el papel de puntero:

R jrii = ri jrii , donde fjriig es una base de HM (2.102)

En el instante t0 = 0, el aparato de medición M se prepara en el estado
�listo para medir� jr0i, autovector de R:

j	M (t0)i = jr0i 2 HM (2.103)

Por simplicidad, asumiremos que el Hamiltoniano HM 2 HM de M es no
degenerado:9

HM j!Mi
i = !Mi

j!Mi
i , donde fj!Mi

ig es una base de HM

(2.104)
Para que la lectura del puntero sea posible, los autovectores jrii de R
deben ser estacionarios. Así, el aparato M se construye de tal manera que
R conmute con HM :

[HM ; R] = 0 ! j!Mi
i = jrii ! HM jrii = !Mi

jrii (2.105)

Entonces,

j	M (t0 = 0)i = jr0i = j	M (t0 +�t)i = j	M i 2 HM (2.106)

Por lo tanto, de acuerdo con la proposición de Composición de Sistemas
(Proposición 3), en el instante t0 = 0 el estado del sistema compuesto
S [M : (O � H
H, H) será

j	I(t0 = 0)i = j	S(t0 = 0)i 
 j	M i =
X

i

ci jaii 
 jr0i 2 H (2.107)

donde O = OS
OM yH = HS
HM . Dado que durante la etapa I no hay
interacción entre los sistemas S yM , entonces Hint = 0 y el Hamiltoniano
total de S [M es

H = HS 
 IM + IS 
HM 2 O (2.108)

De acuerdo con la proposición de Descomposición de Sistemas (Proposi-
ción 2), esto signi�ca que S y M son subsistemas del sistema compuesto
S [M .

Etapa II : En esta segunda etapa de interacción, los sistemas S y M interac-
túan a través de un Hamiltoniano de interacción Hint. Esto signi�ca que
el sistema compuesto S[M : (O � H
H, H) se transforma en el sistema
SII : (O � H
H, HII), cuyo Hamiltoniano es

HII = HS 
 IM + IS 
HM +Hint = H +Hint 2 O (2.109)

9Esta hipótesis se discutirá en el apartado 2.6.5, donde se presentarán en detalle las condi-
ciones para un medición única.
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A su vez, el estado j	I(t0 = 0)i de S [M en la etapa I no es más que el
estado inicial j	II(t0 = 0)i de SII en la etapa II. De acuerdo con el Postu-
lado Dinámico (Postulado 4), ese estado evoluciona a un estado j	II(t1)i
después de un tiempo �t = t1:

j	II(t1)i = e
�iHIIt1

~ j	II(t0 = 0)i = e
�iHIIt1

~ j	I(t0 = 0)i 2 H (2.110)

Si el Hamiltoniano de interacción Hint es

Hint =
��~

t1
(A
 PR) (2.111)

donde � es una constante y PR es el observable conjugado al puntero R,
o sea,

�
R;PR

�
= i~, entonces, el estado �nal de SII en la etapa II resulta

(ver [47]):
j	II(t1)i =

X

i

ci jaii 
 jrii 2 H (2.112)

En efecto, si el estado inicial se encuentra en alguno de los autovectores
del observable A, como es el caso, entonces el operador evolución que se
obtiene de exponenciar el Hamiltoniano de interacción Hint se reducirá a
exp(�i�~t1 aiI 
 P

R). Esta expresión se puede reconocer como el operador
traslación actuando sobre el sistemaM , trasladando al puntero en un valor
�ak, o sea, lo respectivo al autovalor del observable A. En particular, si el
estado inicial es el de la ec. (2.107), por cada autovalor del observable A,
el Hamiltoniano de interacción dejará como estado �nal a (2.112).

Etapa III: En el instante t = t1 la interacción �naliza: el sistema SII deviene
el sistema compuesto original S [M , cuyo Hamiltoniano es otra vez H =
HS 
 IM + IS 
HM 2 O. Dado que en esta etapa Hint = 0, de acuerdo
con la proposición de Descomposición de Sistemas (Proposición 2), S yM
vuelven a ser nuevamente subsistemas del sistema compuesto S [M . A
su vez, el estado j	II(t1)i de SII en la etapa II se transforma el estado
inicial j	III(t1)i de S [M en la etapa III:

j	III(t1)i = j	II(t1)i 2 H (2.113)

Dado que en esta etapa S y M son sistemas cuánticos (cada uno evolu-
ciona bajo su correspondiente Hamiltoniano) y también son elementales,
podemos aplicar la Regla de Actualización a cada uno de ellos:

a El sistema S : (OS � HS
HS ,HS), con estado inicial �S(t) = Tr(M)�III(t1) =
Tr(M) j	III(t1)i h	III(t1)j, evoluciona unitariamente bajo la acción
de HS de acuerdo con el Postulado Dinámico. Sin embargo, el contex-
to preferido CCPO fj!Sii h!Si jg es invariante ante desplazamientos
temporales, dado que está de�nido por los autovectores no degener-
ados de HS .10 Aqui hay que distinguir dos casos:

10Si HS 6= 0 fuese degenerado, entonces el contexto preferido CCPO de S seria fPSig, donde
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a.1 Si [HS ; A] = 0, entonces j!Sii = jaii. Esto signi�ca que ambos
HS y A adquieren valores de�nidos.

a.2 Si [HS ; A] 6= 0, entonces j!Sii 6= jaii. En consecuencia, el ob-
servable A no tiene valor de�nido.

b El sistemaM : (OM �HM
HM ,HM ), con estado inicial �M (t1) = Tr(S)�III(t1) =
Tr(S) j	III(t1)i h	III(t1)j, evoluciona unitariamente bajo la acción deHM
de acuerdo con el Postulado Dinámico. Sin embargo, el contexto preferi-
do CCPO es t-invariante dado que está de�nido por los autovectores del
Hamiltoniano HM no degenerado. A su vez, [HM ; R] = 0 para que se
garantice el carácter estacionario de jrii. Por lo tanto, en el aparato M , el
contexto preferido CCPO es fj!Mi

i h!Mi
j = jrii hrijg, y esto signi�ca que

tanto HM como R tienen valores de�nidos.

Dada la perfecta correlación entre los jrii y los jaii, la medición cuántica
ideal es usualmente interpretada como si la lectura de un valor particular r

del puntero R del aparato implicara la indicación unívoca de los valores corre-
spondientes a
 del observable A del sistema. Sin embargo, de acuerdo con la
IMH, éste no es el caso en la situación (a.2), donde A no es un observable con
valor de�nido. Este hecho, que puede sonar raro, se convierte en un resultado no
problemático cuando se comprende claramente la diferencia entre una medición
clásica y una medición cuántica. La interpretación tradicional de la medición
cuántica ideal está modelada bajo el paradigma de la medición clásica, basada
en la correlación entre los valores actuales del puntero del aparato de medición
y el observable a medir. Pero en las mediciones cuánticas, el objetivo �nal no
es descubrir el valor actual del observable del sistema, sino reconstruir el esta-
do del sistema inmediatamente antes de comenzar el proceso de medición. Por
lo tanto, el único hecho relevante es la lectura de�nida del puntero del apara-
to de medición: la tarea consiste en explicar cómo la repetición de mediciones
únicas, donde el puntero tiene valores de�nidos, permite reconstruir el estado
del sistema medido. Como se ha mostrado, de acuerdo con la IMH, no importa
si el observable A del sistema adquiere o no valor de�nido, en cada medición
el puntero del aparato siempre tiene valor de�nido. Ahora se mostrará cómo
la repetición de mediciones aisladas en una medición de frecuencia brinda los
coe�cientes correctos del estado del sistema.

Propensiones y actualización: El contexto preferido CCPO fj!Mi
i h!Mi

j =
jrii hrijg del aparato M de�ne el conjunto de hechos posible P�F . Podemos
calcular la medida de la propensión a la actualización de cada hecho posible
PF [jrii hrij] 2 P

�
F (ver Proposición 7):

pp�M (t1)
(PF [jrii hrij]) = Tr(�M (t1) jr1i hr1j) = hri j�M (t1)j rii (2.114)

los PSi son autoproyectores de HS . Por lo tanto, los valores de�nidos de A requiririan que
[HS ; A] = 0 y que A tuviera, al menos, la misma degeneración que HS ; entonces, si A, como
se asume, es no degenerado, entonces no adquiere valor de�nido. En el caso de que HS = 0 (o
un múltiplo de la unidad), no hay actualización en S.
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donde el estado inicial �M (t1) de M en la etapa III está dado por (ver
ec.(2.112) y (2.113))

�M (t1) = Tr(S) j	III(t1)i h	III(t1)j =
X

i

cic
�
j jrii hrj j (2.115)

Entonces,
pp�M (t1)

(PF [jrii hrij]) = jcij
2 (2.116)

Dado que cada hecho posible PF [jrii hrij] es equivalente a los hechos posi-
bles PF [HM : !Mi

] y PF [R : ri] (ver postulado 2.3.2), entonces

pp�M (t1)
(PF [HM : !Mi

]) = jcij
2 (2.117)

pp�M (t1)
(PF [R : ri]) = jcij

2 (2.118)

Como vemos, las medidas de las propensiones obtenidas están de acuerdo
con las probabilidades asignadas a las diferentes lecturas del puntero por la
interpretación por colapso. Más aún, esas mediciones son constantes en el
tiempo, lo cual es un resultado razonable que garantiza la repetición de una
medición aislada. Por supuesto, si se quiere obtener experimentalmente
jcij

2, debemos repetir la medición única bajo las mismas condiciones para
que las propensiones se mani�esten como frecuencias en la medición de
frecuencia. Pero en cada medición única, uno y sólo un hecho posible
PF [jrii hrij] se hará actual (ver Proposición 10), digamos PF [jr
i hr
j].
Entonces

AF [HM : !M

]: la propiedad-caso [HM : !M


] correspondiente a la
propiedad-tipo [HM ] actualmente ocurre (el Hamiltoniano HM tiene
actualmente el valor !m
).

AF [R : r
]: la propiedad-caso [R : r
] correspondiente a la propiedad-
tipo [R] actualmente ocurre (el puntero R tiene actualmente el valor
r
).

Más aún, en el sistema compuesto S[M (ver Proposición 4), la propiedad-
caso [IS 
R : r
] correspondiente a la propiedad-tipo [IS 
R] ocurre ac-
tualmente, dado que [R] = [IS 
R]. A su vez, por la misma razón, sabe-
mos que [HS 
 IM : !S
 ] actualmente ocurre en S[M cuando [HS : !S
 ]
actualmente ocurre en S, y que [IS 
HM : !S
 ] actualmente ocurre en
S [M cuando [HM : !M


] actualmente ocurre en M . Por lo tanto, en el
sistema compuesto S [M , donde H = f(HS 
 IM ; IS 
 HM ) = HS 

IM + IS 
 HM , la propiedad-caso [H : (!S
 + !M


)] correspondiente a
la propiedad-tipo [H] también ocurre actualmente: el Hamiltoniano total
tiene el valor (!S
 +!M
). En otras palabras, la energía total del sistema
compuesto es la suma de energías de los subsistemas componentes, como
se asume en la práctica.
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2.6.2. Mediciones no ideales

En la bibliografía se distinguen dos tipos de mediciones no ideales:

Mediciones imperfectas (primer tipo):

X

i

ci jaii
jr0i !
X

i;j

dij jaii
jrji donde, en general dij 6= 0 con i 6= j

(2.119)

Mediciones que perturban (segundo tipo):

X

i

ci jaii 
 jr0i !
X

i

ci
��adi
�

 jrii donde, en general,



adi
�� adj i 6= �ij

(2.120)
Sin embargo, las mediciones que perturban se pueden expresar como mediciones
imperfectas por un cambio de base:

X

i

ci
��adi
�

 jr0i =

X

i;j

dij jaii 
 jrji (2.121)

En algunas interpretaciones modales ([39] y [40]), la regla para la asignación
de propiedades, cuando se aplica a mediciones no ideales, conduce a resultados
que están en desacuerdo con aquéllos obtenidos por la interpretación ortodoxa
del colapso (ver [48] y [49]). Si las propiedades asignadas por una interpretación
modal son diferentes de aquéllas asignadas por la interpretación por colapso,
surge la pregunta sobre qué tan diferentes son. Para el caso de una medición
imperfecta, puede esperarse que dij 6= 0 con i 6= j sean pequeños (en relación
a los coe�cientes en la diagonal); entonces la diferencia también lo será. Pero
en el caso de mediciones que perturban, los coe�cientes dij 6= 0 con i 6= j no
necesariamente deben ser pequeños y, en consecuencia, el desacuerdo entre las
propiedades asignadas por la interpretación modal y aquéllas asignadas por el
colapso pueden ser inaceptables (ver una discusión completa en [50]). Este hecho
ha sido considerado por Harvey Brown como la �bala de plata�11 para destruir
las interpretaciones modales (citado en [50]).

No distinguiremos aquí entre los dos tipos de mediciones no ideales, porque el
resultado de la aplicación de la Regla de Actualización no depende de los valores
dij fuera de la diagonal. Como veremos, de acuerdo con la IMH, el observable R
que juega el papel de puntero del aparato de medición adquiere un valor de�nido
en cualquier caso.

Etapas I a II : En una medición no ideal, la etapa I está caracterizada de la
misma manera que en el caso ideal. La diferencia comienza en la etapa

11Silver bullet.
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II , donde las correlación introducida por el Hamiltoniano de interacción
Hint no es perfecta. Por lo tanto, el estado �nal j	II(t1)i de la etapa I,
que es el estado inicial j	III(t1)i de la etapa III, resulta

j	III(t1)i = j	II(t1)i =
X

i;j

dij jaii 
 jrji (2.122)

Dado que en la etapa III, Hint = 0, de acuerdo con la proposición de
Descomposición de Sistemas, S y M son nuevamente subsistemas del sis-
tema compuesto S[M . Como hemos discutido en el caso de las mediciones
ideales, no estamos interesados en los observables con valor de�nido de S;
por lo tanto, sólo analizaremos los resultados del proceso de medición en
el aparato M .

El sistema M comienza la etapa III en un estado inicial

�M (t1) = Tr(S)�III(t1) = Tr(S) j	III(t1)i h	III(t1)j (2.123)

=
X

n

hanj	III(t1)i h	III(t1)j ani

Entonces,
�M (t1) =

X

i;j

�Mij
jrii hrj j (2.124)

donde
�Mij

=
X

n

dnid
�
nj (2.125)

Aunque M evoluciona unitariamente bajo la acción de HM de acuerdo
con el Postulado Dinámico, el CCPO preferido es invariante ante trasla-
ciones temporales, dado que está de�nido por los autoestados de HM .
A su vez, dado que HM conmuta con R, el CCPO preferido es otra vez
fj!Mi

i h!Mi
j = jrii hrijg y esto signi�ca que ambos HM y R tienen valores

de�nidos.

Propensiones y actualización: En este caso, la medida, invariante ante transla-
ciones temporales, de la propensión a la actualización de cada hecho posi-
ble PF [jrii hrij] 2 P�F es

pp�M (t1)
([jrii hrij] = Tr(�M (t1) jrii hrij) = �Mii

(2.126)

=
X

n

jdnij
2
= jdiij

2
+
X

n 6=i
jdnij

2

Como podemos ver, si los coe�cientes dni, con n 6= i, de los términos no
diagonales del estado inicial en la etapa III son cero (ver. ec. (2.119) o
ec.(2.122)), estamos en el caso de las mediciones ideales, donde �Mii

=

jdiij
2
= jcij

2. Si los coe�cientes dni, con n 6= i, no son cero, estamos
entonces en el caso de las mediciones no ideales. Sin embargo, en este caso
hay que distinguir dos situaciones:
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Si los coe�cientes dni, con n 6= i, son pequeños en el sentido de queP
n 6=i

jdnij
2
<< jdiij

2 (ver ec. (2.126)), entonces �Mii
' jdiij

2
' jcij

2.

Esto signi�ca que, en una medición de frecuencia realizada por repeti-
ción de mediciones únicas, los coe�cientes jcij

2 pueden aproximada-
mente obtenerse.

Si los coe�cientes dni, con n 6= i no son pequeños, entonces �Mii
'

jdiij
2 ya no es cierto. Por lo tanto, el resultado obtenido por medio

de las mediciones por frecuencia ya no será �able.

No obstante, no importa si el resultado de las mediciones de frecuencia es
�able o no, en cada medición única uno y sólo un hecho posible PF [jrii hrij]
se hará actual, digamos PF [jr
i hr
j]. Entonces, podemos garantizar que,
en el aparato de medición M ,

AF [HM : !M

] y AF [R : r
] (2.127)

Más aún, si AF [HS : !S
 ] es un hecho actual en el sistema S, entonces
en el sistema compuesto S [ M se cumplen AF [H : (!S
 + !M


)] y
AF [IS 
R : r
] (ver el último párrafo del apartado sobre mediciones ide-
ales).

Resumiendo, algunos autores ([48] y [49]) tienen razón al sostener que las
mediciones ideales son situaciones que no pueden ser concretadas en la prác-
tica: la interacción en la etapa II nunca introduce una correlación comple-
tamente perfecta; a pesar de ello, los físicos usualmente realizan mediciones
exitosas. Nuestra propuesta del proceso de medición muestra claramente que
la correlación perfecta no es una condición necesaria para realizar �buenas�
mediciones: los coe�cientes del estado del sistema, en el comienzo del proceso
de medición, pueden ser aproximadamente obtenidos aun cuando la correlación
no es perfecta, si la condición de �abilidad de los términos no diagonales se
satisface. No obstante, tanto en la medición de frecuencia �able y como en la no
�able, en cada medición singular se obtiene al menos una lectura de�nida del
puntero R: la IMH es inmune a la �bala de plata� de Brown.

2.6.3. El experimento de Stern-Gerlach

El experimento de Stern-Gerlach es el paradigma de la medición cuántica,
por lo tanto es importante ver cómo todos los elementos del formalismo general
de la medición se presentan en este ejemplo concreto.

El experimento se describe como sigue. Consideremos un sistema cuántico
con spin, libre y neutro, con una velocidad constante en la dirección y, que
atraviesa los polos de un imán que produce un campo magnético inhomogéneo,
con componentes Bx = B

0

0x, By = 0 y Bz = B0 � B
0

0z, el cual satisface que
�!
5 �

�!
B = 0. El sistema cuántico se describe en el plano yz y en un sistema de

referencia moviéndose uniformemente en la dirección y, de tal modo que Py = 0.
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El gradiente del campo magnético produce una fuerza que de�ecta la trayectoria
del sistema en la dirección z y esta de�exión depende de la componente de spin
en esa dirección. El espacio de Hilbert de este sistema es H = HR 
HS donde
HR es el correspondiente a la parte espacial y HS al espacio de Hilbert del
spin del sistema cuántico. El estado cuántico entonces se podrá escribir como
j	i = j'i 
 j�i donde j�i es un vector de dos componentes, j�i =

�
�+
�
�

�
.

Para verlo con más detalle, la ecuación de Schrödinger del sistema cuántico
en el momento en que está atravesando el campo magnético es:

H j	i = (
P 2z
2m


 IS + IP 
 kS
2 � �B(B

0

0xSx � (B0 �B
0

0z)Sz)) j	i (2.128)

Efectuando la transformación j	0i = e�i
�BB0t

~ j	i y asumiendo que B0 es mucho
más grande que Bx, como ocurre habitualmente en estos experimentos, cualquier
componente del momento magnético en el plano xy oscilará rapidamente con
una frecuencia ! = 2�BB0

~
en torno al eje z y la fuerza en el sistema producida

por Bx se promediará a cero. De este modo la ecuación (2.128) quedará como:

H j	0i = (
P 2z
2m


 IS + IP 
 kS
2 �B

0

0zSz)) j	
0i (2.129)

Para ver cómo se aplica la descripción general del proceso de medición,
podemos separar el experimento de Stern-Gerlach en tres etapas. En la primera
de ellas tenemos un sistema compuesto con el siguiente Hamiltoniano:

HI =
P 2z
2m


 IS + IP 
 kS
2 (2.130)

En la segunda etapa se introduce el Hamiltoniano de interacción Hint = B
0

0z 

Sz, que actúa en un �t y, recordando la ecuación (2.111), Sz es el observable a
medir y z es el observable conjugado a la variable puntero que será el momento
en la dirección z, Pz. Por lo tanto, el Hamiltoniano de la etapa II queda como
en la ecuación (2.129). Finalmente, en la tercera etapa se vuelven a separar
los sistemas y el Hamiltoniano HIII es igual al Hamiltoniano de la etapa I,
HIII = HI .

Podemos entonces considerar al HamiltonianoH =
P 2
z

2m como parte del apara-
to de medición, ya que como dijimos, Pz es el puntero. Entonces es necesario
que [HM ; Pz] = 0. Esto garantiza que los autovectores de Pz sean estacionarios.

En la primera etapa, los autoestados del spin son

Sz

�
�+
��

�
= �

~

2

�
�+
��

�
(2.131)

Si denotamos
��+
0

�
= j"i y

�
0
�:

�
= j#i, entonces Sz j"i = ~

2 j"i y Sz j#i = �
~

2 j#i.
En esta misma etapa tenemos que el momento en la dirección z, que juega el
papel de puntero, es tal que

Pz j+i = p+ j+i Pz j�i = p� j�i Pz j0i = p0 j0i (2.132)

57



donde fj+i ; j�i ; j0ig es una base de HM .12 Los estados iniciales de S y M son,
respectivamente j�i = c1 j"i+ c2 j#i y j	M i = j0i; entonces,

j	I(t = 0)i = c1 j"i 
 j0i+ c2 j#i 
 j0i (2.133)

El Hamiltoniano de S es HS = kS2, y el Hamiltoniano de M es tal que
[HM ; Pz] = 0; por lo tanto,

HM j+i = !+ j+i HM j�i = !� j�i HM j0i = !0 j0i (2.134)

Medición ideal: En la etapa II, el Hamiltoniano total HII = HM + Hint
introduce una correlación perfecta. Entonces, el estado inicial de S [M
en la etapa III será:

j	III(t = �t)i = c1 j"i 
 j+i+ c2 j#i 
 j�i (2.135)

El estado inicial del subsistema S es:

�M (�t) = Tr(S) j	IIIi h	III j = jc1j
2
j+i h+j+ jc2j

2
j�i h�j (2.136)

El CCPO de M está dado por los autoestados del Hamiltoniano HM y,
entonces, es fj+i h+j ; j�i h�j ; j0i h0jg . Dado que [HM ; Pz] = 0, el Hamil-
toniano HM y Pz adquieren valores de�nidos. La medida de la propensión
a la actualización de los posibles hechos correspondientes a Pz pueden
calcularse como

pp�M (�t)
(PF (j+i h+j)) = h+ j�M (�t)j+i = jc1j

2 (2.137)

pp�M (�t)
(PF (j�i h�j)) = h� j�M (�t)j �i = jc2j

2 (2.138)

pp�M (�t)
(PF (j0i h0j)) = h0 j�M (�t)j 0i = 0 (2.139)

Como podía esperarse, estas mediciones son invariantes ante desplaza-
mientos temporales: no dependen del instante en el que se hace la lectura
del valor del puntero, esto es, de la posición exacta donde el detector está
ubicado en la etapa III. Si estas medidas de propensión dependieran del
estado instantáneo del sistema, el resultado de la medición de frecuen-
cia sería extremadamente sensible a la ubicación precisa de los detectores:
cualquier perturbación imperceptible modi�caría substancialmente las fre-
cuencias obtenidas, haciendo a la medición por frecuencia imposible de re-
alizar. A su vez, dado que los hechos posibles con medida nula no se hacen
actuales (ver Proposición 11), sólo una de las dos situaciones siguientes se
hará actual:

AF [HM : !+] y AF [Pz : p+] (2.140)

AF [HM : !�] y AF [Pz : p�] (2.141)

12Estamos asumiendo aqui que fj+i ; j�i ; j0ig es una base de HM y que HM es no degen-
erado por simplicidad. Estas hipótesis se discutirán más adelante.
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Mediciones no ideales: En este caso, HII no introduce una correlación per-
fecta. El estado inicial de S [M en la etapa III es entonces:

j	IIIi = d11 j"i
 j+i+d12 j"i
 j�i+d21 j#i
 j+i+d22 j#i
 j�i (2.142)

El estado inicial del subsistema M es:

�M (�t) = �M11 j+i h+j+ �M12 j+i h�j+ �M21 j�i h+j+ �M22 j�i h�j
(2.143)

donde

�Mij =

2X

n=1

dnid
�
nj (2.144)

En otras palabras,

�M (�t) =

�
jd11j

2
+ jd21j

2
d11d

�
12 + d21d

�
22

d12d
�
11 + d22d

�
21 jd12j

2
+ jd22j

2

�
(2.145)

El CCPO deM está dado nuevamente por los autoestados de HM y, dado
que [HM ; Pz] = 0, el Hamiltoniano HM y Pz tienen valores de�nidos. Pero
ahora la medida de la propensión a la actualización de cada uno de estos
hechos posibles es

pp�M (�t)
(PF (j+i h+j)) = h+ j�M (�t)j+i = jd11j

2
+ jd21j

2 (2.146)

pp�M (�t)
(PF (j�i h�j)) = h� j�M (�t)j �i = jd12j

2
+ jd22j

2 (2.147)

pp�M (�t)
(PF (j0i h0j)) = h0 j�M (�t)j 0i = 0 (2.148)

En este caso no ideal, la medición de frecuencia resultante de la repetición
de esta medición única será �able si jd21j

2
<< jd22j

2 y jd12j
2
<< jd11j

2;
si no lo es, la medición de frecuencia no brindará la información necesaria
para la reconstrucción del estado original del sistema medido. No obstante,
el observable Pz adquiere valor de�nido en cualquier caso, y ésta es la
predicción que puede ser directamente testeada en cada medición única.

Este análisis del experimento de Stern-Gerlach nos permite señalar un hecho
acerca de la medición cuántica que no puede ser advertido por los tratamientos
formales de este proceso. En el modelo de von Neumann, el observable A del
sistema S bajo medición está considerado en términos formales y privado de su
contenido físico. Entonces, el único papel que cumple la interacción entre S y
el aparato de medición M es introducir la correlación entre A y el puntero R.
Sin embargo, las diversas situaciones físicas descritas en el apartado anterior
muestran que no tenemos acceso empírico a los observables que son los gener-
adores de simetría del Hamiltoniano del sistema: en el contexto de la medición,
A puede ser uno de esos observables. Éste es precisamente el caso del experi-
mento de Stern-Gerlach, donde Sz es un generador de la simetría rotacional del
Hamiltoniano HS = kS2. Es la interacción con el campo magnético B = Bz
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lo que rompe la isotropía del espacio privilegiando la dirección z y, en conse-
cuencia, rompe la simetría rotacional de HS . Este hecho físico en la medición
muestra que, cuando el observable A es un generador de simetría del Hamilto-
niano HS de S, la interacción con el aparato M rompe la simetría y, al mismo
tiempo, establece una correlación entre A y R. Por lo tanto, desde un punto de
vista físico, en estos casos la medición puede ser concebida como un proceso que
rompe la simetría del sistema medido y, de esta manera, nos permite reconstruir
el estado en términos de un observable empíricamente inaccesible que a su vez
es un generador de la simetría rota.13

Podemos aclarar también que el hecho de que el aparato de medición tenga
un Hamiltoniano, un observable puntero y un observable canónicamente con-
jugado signi�ca que el espacio de Hilbert de este aparato de medición será, al
menos, una representación irreducible de las relaciones de conmutación canóni-
cas, donde se está suponiendo que el Hamiltoniano conmuta con el puntero.

2.6.4. Colas in�nitas

Un argumento que marca las di�cultades introducidas en las mediciones no
ideales es el propuesto por Elby [51] en el contexto del experimento de Stern-
Gerlach. Este argumento apunta al hecho de que las funciones de onda en la
variable z en general tienen �colas in�nitas� que introducen términos cruzados
distintos de cero; entonces, la cola de la función de onda de la parte inferior
del haz puede producir una detección en el detector superior, preparado para
detectar p+ y viceversa.

Para ello consideremos este nuevo argumento en detalle, suponiendo una
imperfección dada por una colimación no perfecta del haz entrante. En este
caso, con el campo magnético apagado, se obtendría una mancha difusa en vez
de un punto bien de�nido sobre la pantalla. Por lo tanto, el estado listo para la
medición jr0i = j0i tiene que ser reemplazado por una función gaussiana j'(z)i.
Como consecuencia, el proceso de medición se debe expresar como:

j	Ii = (c1 j"i+ c2 j#i)
 j'(z)i ! (2.149)

j	IIIi = c1 j"i 

��'+(z)

�
+ c2 j#i 


��'�(z)
�

donde ahora
��'+(z)

�
y
��'�(z)

�
son funciones gaussianas que no tienen por qué

ser angostas como la inicial j'(z)i. Llamemos a las amplitudes de los detectores
superior e inferior �z+ y �z� respectivamente. Entonces, la larga cola de la
función gaussiana

��'+(z)
�
llega a �z� y la larga cola de j'(z)i llega a �z+.

Podemos calcular la probabilidad correspondiente a estos cuatro casos:

13La idea es que el modelo formal de von Neumann de medición cuántica puede ser comple-
mentado por un modelo físico en el cual la medición es una ruptura de simetría que transforma
un generador de simetría del Hamiltoniano del sistema en un observable empíricamente accesi-
ble. Aunque esta idea parece plausible, debe ser apoyada por un posterior análisis del proceso
de medición; este análisis está más alla de los objetivos de la tesis.
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p(";+) =
��(h"j 




'+(z)

��) j	IIIi
��2 = jc1j2

Z

�z+

����'+(z)
���2 dz = jc11j2 (2.150)

p(";�) =
��(h"j 




'�(z)

��) j	IIIi
��2 = jc1j2

Z

�z�

��
'�(z) j '+(z)
���2 dz = jc12j2

(2.151)

p(#;+) =
��(h#j 




'+(z)

��) j	IIIi
��2 = jc2j2

Z

�z+

��
'+(z) j '�(z)
���2 dz = jc21j2

(2.152)

p(#;�) =
��(h#j 




'�(z)

��) j	IIIi
��2 = jc2j2

Z

�z�

����'�(z)
���2 dz = jc22j2 (2.153)

donde

pp�M (�t)
(PF (j+i h+j)) = p(";+) + p(#;+) = jc11j

2
+ jc21j

2 (2.154)

pp�M (�t)
(PF (j�i h�j)) = p(";�) + p(#;�) = jc22j

2
+ jc12j

2 (2.155)

De acuerdo al argumento de Elby, estos casos se pueden leer como sigue:

jc11j
2 es la probabilidad de que j"i sea detectado por �z+.

jc12j
2 es la probabilidad de que j"i sea detectado por �z� (cola).

jc21j
2 es la probabilidad de que j#i sea detectado por �z+ (cola).

jc22j
2 es la probabilidad de que j#i sea detectado por �z�.

La IMH muestra que, si se satisface la condición de �abilidad jc21j
2
<< jc11j

2

y jc12j
2
<< jc22j

2 , entonces la colimación, aun no siendo perfecta, es su�ciente
para efectuar una medición, dado que jc11j

2
' jc1j

2 y jc22j
2
' jc2j

2. Si la función
gaussiana original no es muy angosta, o la pantalla se coloca muy lejos del
imán, la medición será no �able dado que los cij , con i 6= j, no son pequeños.
No obstante, de acuerdo con la Regla de Actualización, dado que el contexto
preferido CCPO está de�nido por los autoestados de HM y el puntero conmuta
con HM , se obtiene una lectura de�nida del puntero en �z+ o �z�.
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2.6.5. De�nición de medición

Sobre la base de este análisis de la medición cuántica, podemos ahora formu-
lar explícitamente las condiciones que un proceso cuántico debe satisfacer para
ser considerado una medición única:

(i) Debe haber dos sistemas cuánticos: un sistema a medir, S : (OS � HS
HS ,
HS), y un aparato de medición, M : (OM � HM
HM , HM ) que no
interactúan en un tiempo t < 0.

(ii) El aparato M debe construirse de tal manera que tenga un observable
R 2 OM tal que [HM ; R] = 0, tenga, al menos, la misma degeneración que
HM , y sus autovalores sean diferentes y macroscópicamente distinguibles.

(iii) Desde t = 0 y durante el período�t = t1, S yM deben interactuar a través
de un Hamiltoniano de interacción Hint 2 OS
OM . La interacción tiene
como objetivo a introducir una correlación entre un observable A 2 OS
de S y el observable R de M .

Nótese que no hemos incluido el requirimiento de correlación perfecta como
una condición necesaria para la medición única. De hecho, aun si la correlación
no es perfecta, en la etapa III la energía del sistema M siempre posee un
valor de�nido y, en consecuencia, el puntero R también adquiere siempre un
valor de�nido. Sin embargo, a pesar del hecho de que siempre se obtiene una
lectura de�nida del puntero en cada medición única, la medición de frecuencia
resultante de la repetición de estas mediciones únicas no siempre será �able.
Si el Hamiltoniano de interacción introduce una correlación imperfecta de tal
manera que

j	Ii =
X

i

ci jaii 
 jr0i ! j	IIIi =
X

i;j

dij jaii 
 jrji (2.156)

entonces

La medición de frecuencia será �able sólo cuando los coe�cientes dij , con
i 6= j, sean su�ciemente pequeños como para que jdiij

2
' jcij

2.

Cuando los coe�cientes dij , con i 6= j, no son lo su�cientemente pequeños,
la medición por frecuencia será no �able, porque las frecuencias obtenidas
no nos darán el valor jcij

2.

No obstante, en ambos casos cada elemento de la medición de frecuencia es
legítimamente una medición única, donde se obtiene una lectura de�nida del
puntero.

Si bien en los apartados anteriores asumimos que el Hamiltoniano HM es no
degenerado, esta hipótesis puede relajarse de tal manera que

HM =
X

i

!Mi
PMi

(2.157)
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donde los autoproyectores PMi
no necesitan ser de una dimensión. En este caso,

el CCPO es fPMi
g. Entonces que el puntero tenga valores de�nidos requiere que

R tenga, al menos, la misma degeneración -las mismas simetrías- que HM :

HM =
X

i

riPMi
(2.158)

Sin embargo, en las práctica efectiva de la física, el aparato de medición es un
sistema macroscópico, cuyo Hamiltoniano es el resultado de la interacción de
un número inmenso de grados de libertad. Dado que en general las simetrías
se rompen debido a las interacciones, la simetría del Hamiltoniano del aparato
de medición decrecerá con el aumento de la complejidad del sistema. Entonces,
un sistema macroscópico con un Hamiltoniano con simetrías es una situación
altamente excepcional: en el caso genérico, la energía es la única constante de
movimiento de un sistema macroscópico. Como consecuencia, en la práctica HM
es no degenerado, y fj!Mi

ig es una base del espacio de Hilbert HM del aparato.
Por otro lado, el puntero R no puede tener el mismo número de autovalores
que HM , porque el experimentador debe poder discriminar entre ellos (ver, por
ejemplo, Pz en el experimento de Stern-Gerlach, con sus tres autovalores). Esto
signi�ca que, en general, R es un observable colectivo (ver [52], [53]), esto es, R
es un observable altamente degenerado cuyos autoproyectores introducen una
suerte de grano-grueso en HM . No obstante, dado que [HM ; R] = 0, y que R
no tiene más degeneraciones que HM (que a su vez, es no degenerado), R va
a ser un observable con valor de�nido. Más aún, las medidas de propensión
invariantes ante desplazamientos temporales de los hechos posibles PF ([R : ri])
puede calcularse en términos de los autoproyectores PMi

de R (ver ec. (2.158)),
pp�M (PF ([R : ri]) = Tr(�PMi

) (ver ec. (2.19)).
La discusión del punto previo a su vez nos permite clari�car ciertas cues-

tiones que todavía permanecen obscuras en la bibliografía actual acerca de la
medición cuántica. Durante las últimas décadas, y bajo la in�uencia de los traba-
jos de Zurek y sus colaboradores (ver [54], [55]), la postura de que el aparato de
medición necesariamente debe interactuar con el entorno ha sido ampliamente
aceptada. Sin embargo, tal postura, que expresa la base fundamental del enfoque
de decoherencia inducida por el entorno, enfrenta el desafío conceptual de dar
una de�nición precisa de un sistema cuántico, un desafío que no ha podido ser
resuelto en su contexto teórico. Se ha argumentado [56] que esta aproximación
a la decoherencia es confusa, dado que no tiene en cuenta el hecho de que un
sistema cuántico aislado, que evoluciona unitariamente, puede ser particionado
de diferentes maneras sobre la base de los observables que son considerados rel-
evantes e irrelevantes en cada caso (ver [28], [29] y [53]): cada partición lleva a
partes que evolucionan no unitariamente, y que pueden o no decoherir. Por lo
tanto, la decoherencia parece ser un fenómeno relativo al espacio de observables
relevantes seleccionados en cada situación particular.
En contraste con la visión de Zurek, la IMH ofrece una de�nición de sistema

cuántico que es precisa y, al mismo tiempo, no contradice el Postulado Dinámico
de la mecánica cuántica. Con esta de�nición en mente, el aparato de medición
no puede ser concebido como un dispositivo material y macroscópico rodeado
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de un baño de partículas que interactúan con él. El aparato de medición es el
sistema cuánticoM completo que interactúa con el sistema a medir S: éste es el
sistema que tiene un puntero R que conmuta con su Hamiltoniano, que en gen-
eral, es no degenerado. Como hemos dicho, en el caso genérico,M es un sistema
macroscópico con un enorme número de grados de libertad, y R debe ser un
observable colectivo y empíricamente accesible que juega el papel de puntero;
ésta es la razón por la cual la gran cantidad de grados de libertad correspon-
dientes a la degeneración de R son concebidos como un entorno interno por el
enfoque ortodoxo de la decoherencia (ver [52], [53]). A su vez, el requerimiento
[HM ; R] = 0 tiene un signi�cado preciso: es esencial para garantizar el com-
portamiento estacionario de R. Si esto no sucediera debido a una interacción
incontrolable entre el dispositivo macroscópico y un baño externo, la lectura de
R cambiaría constantemente y la medición sería imposible. Es aquí donde las
habilidades del físico experimental juegan un papel esencial: debe ser capaz de
diseñar un arreglo experimental tal que los grados de libertad incontrolables del
sistema completo que interactúa con el sistema medido no afecten signi�cati-
vamente al carácter estacionario del puntero. Este objetivo puede ser logrado
por diferentes vías: construyendo un dispositivo macroscópico lo su�cientemente
cerrado, haciendo que el Hamiltoniano de este dispositivo sea mayor (en el sen-
tido de su norma) que la suma de los Hamiltonianos correspondientes al entorno
externo y al Hamiltoniano de interacción. Pero, en cualquier caso, la medición
debe ser una situación controlada donde el comportamiento del observable R
pueda ser usado para obtener información signi�cativa acerca del sistema S.

2.6.6. Ensambles y mediciones de estado

De acuerdo con la interpretación por ensambles de la mecánica cuántica, la
teoría no describe sistemas aislados, sino ensambles de sistemas: la asignación
de probabilidades sólo tiene sentido para los ensambles (ver [57]). Desde la
perspectiva de la IMH, el estado cuántico, sea puro o mezlca, se re�ere a un
sistema único, y las probabilidades introducidas en la teoría miden la propensión
a la actualización de los hechos posibles involucrados en un sistema único.

Sin embargo, queda claro que las predicciones probabilísticas sólo pueden
testearse por medio de frecuencias o de una colección de sistemas idénticos,
esto es, un ensamble: una medición de frecuencia, cuyo propósito es obtener
los valores jcij

2 del estado medido, es una repetición de mediciones únicas en
un ensamble. En general, las predicciones estadísticas de la teoría, como val-
ores medios de los observables en un dado estado, pueden ser empíricamente
testeadas sólo en ensambles.
Cuando el concepto de ensamble se pone en juego, pueden comprenderse

no sólo las mediciones de frecuencia, sino también las mediciones de estado.
En efecto, hasta este punto hemos analizado sólo las mediciones únicas y de
frecuencia, en el caso en que el sistema S está inicialmente en un estado puro
j	Si:
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j	Si =
X

i

ci jaii (2.159)

En este caso, una medición de frecuencia, si es �able, suministrará, al menos
aproximadamente, los valores jcij

2. Pero el mismo análisis puede hacerse en el
caso general, donde el estado inicial de S se expresa como �S (estado puro o
mezcla):

�S =
X

i;j

�ij jaii haj j (2.160)

En este caso, la medición de frecuencia, si es �able, suministrará, al menos
aproximadamente, los valores de los coe�cientes �ii de la diagonal de �S en
la base fjaiig (donde �ii = jcij

2 si �S = j	Si h	S j). Para este propósito, el
observable A de S es:

A =
X

i

ai jaii haij (2.161)

y el aparato M , con su Hamiltoniano HM y el puntero R tal que [HM ; R] = 0,
interactúa con el sistema S a través del Hamiltoniano de interacción Hint :

Hint = �
�~

t1
(A
 PR) (2.162)

Pero si también queremos saber, al menos aproximadamente, los restantes
coe�cientes �ij con i 6= j, debemos efectuar mediciones de frecuencia, donde se
usen los observables Bij y Cij de S (ver [26]):

Bij =
1

2
(jaii haj j+ jaji haij) Cij =

1

2
(jaii haj j � jaji haij) (2.163)

dado que14

hBiji�S
= Tr(�SBij) =

1

2
(�ij + �ji) = Re(�ij) (2.164)

hCiji�S
= Tr(�SCij) =

1

2
(�ij � �ji) = Im(�ij) (2.165)

En este caso, todas las mediciones de frecuencia se efectúan sobre el mismo
ensamble, esto es, sobre una colección de sistemas idénticos en el mismo es-
tado �S . Sin embargo, cada medición de frecuencia requiere su propio arreglo
experimental. En particular, el aparato M debe ser construido de tal manera
que su interacción con el sistema S se efectúe a través de un Hamiltoniano de
interacción HBij

int o H
Cij
int tal que

14El cálculo de de los coe�cientes �ii puede ser visto desde esta perspectiva, considerando al
observable A de la ec. (2.161) como A =

P

i

aiAii, donde Aii = jaii haij. Entonces hAiii�S =

Tr(�SAii) = hai j�S j aii = �ii, es, un caso particular de la ec.(2.164).
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H
Bij

int = �
�~

t1
(Bij 
 P

R) H
Cij
int = �

�~

t1
(Cij 
 P

R) (2.166)

Estos Hamiltonianos de interacción introducen las correlaciones deseadas en-
tre los autoestados de los observables Bij y Cij de S, respectivamente, y los
autoestados del observable puntero R de M .

Resumiendo, si queremos reconstruir el estado �S de un sistema S, debemos
efectuar una medición de estado sobre un ensamble de sistemas idénticos a S.
Tal medición de estado consiste en una colección de mediciones de frecuencia,
cada una de las cuales se basa en la correlación entre el observable puntero del
aparato M y un observable particular del sistema S, donde los observables de
S usados para este propósito no sólo son diferentes, sino que también conmutan
con cada uno de los Hamiltonianos. La información obtenida por medio de esta
medición de estado es su�ciente para reconstruir el estado �S de S:
Finalizando entonces con este capítulo, en las secciones previas se ha dado

una descripción de la medición cuántica, en la cual el valor de�nido del puntero
se explica en términos de la actualización de uno de los hechos posibles de�nidos
por el contexto preferido del aparato. Una medición es una situación controlada,
donde el físico experimental puede seleccionar el conjunto de hechos posibles en
el cual la actualización ocurre, manipulando el aparato M , y en particular, su
Hamiltoniano HM . No obstante, en la naturaleza, ciertos hechos posibles se
hacen actuales sin la intervención humana. Más aún, en ciertas situaciones los
sistemas cuánticos tienen características que admiten una descripción clásica.
Éste es el problema del límite clásico, es decir, de la búsqueda de la explicación
de cómo y bajo qué condiciones una descripción clásica emerge a partir de una
descripción cuántica subyacente.

Actualmente, hay un gran consenso acerca de la idea de que el compor-
tamiento clásico proviene del proceso llamado decoherencia. De acuerdo con la
postura ortodoxa, conocida como decoherencia inducida por el entorno (EID),
la decoherencia es el resultado de la interacción de un sistema cuántico abierto
con su entorno, que selecciona los candidatos a estados clásicos ([54], [55]). En
trabajos previos se ha presentado una propuesta diferente, llamada decoherencia
auto-inducida (SID), de acuerdo con la cual un sistema cuántico cerrado puede
decoherir bajo ciertas condiciones bien de�nidas ([58], [59], [60], [61]). Desde
esta perspectiva se ha desarrollado una formalismo preciso del límite clásico
de la mecánica cuántica, que muestra que, si el sistema es lo su�cientemente
macroscópico, luego de la decoherencia auto-inducida puede ser descrito como
un sistema clásico estadístico ([62], [63], [64], [65]). En el Apéndice se introduce
la propuesta SID de la decoherencia (A.2), la relevancia del Hamiltoniano para
su de�nición, el límite clásico y una aplicación directa en cosmología.
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Capítulo 3

Interpretación
modal-Hamiltoniana y
covariancia Galileana de la
mecánica cuántica

Como dijo alguna vez Levy-Leblond [66], aunque es usual leer que la mecáni-
ca cuántica no relativista es covariante, e incluso invariante, bajo las transfor-
maciones de Galileo, este tema ha sido poco tratado en la bibliografía standard
de la teoría. Por ejemplo, las relaciones de conmutación del grupo de Galileo ni
siquiera son citadas en los libros de texto de la materia (una excepción es [26]).
Este hecho tiene consecuencias no deseadas. Por un lado, los signi�cados de los
conceptos de invariancia y covariancia no están claramente elucidados. Por otro
lado, queda muy poco claro en qué sentido la covariancia o invariancia pueden
ser predicadas de la mecánica cuántica.

Esta situación tiene su contraparte en el campo de las interpretaciones de
la mecánica cuántica: la relevancia del grupo de Galileo es raramente discutida
en la inmensa cantidad de bibliografía sobre este tema. La premisa general que
subyace a este capítulo es que la relación entre la interpretación y las transfor-
maciones de Galileo necesita ser seriamente analizada: el hecho de que la teoría
es covariante ante el grupo de Galileo no garantiza la misma propiedad para
la interpretación dado que, en general, las interpretaciones agregan postulados
interpretativos a la estructura formal de la teoría.

El objetivo primordial entonces es encarar esta cuestión analizando bajo qué
condiciones la interpretación modal-Hamiltoniana satisface las restricciones físi-
cas impuestas por el grupo de Galileo. Con este �n, se comenzará clari�cando
los conceptos de covariancia e invariancia y de�niendo el problema en térmi-
nos precisos. Desde este punto de vista, y teniendo en cuenta las principales
propiedades del grupo de Galileo, se considerará en qué sentido la mecánica
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cuántica es covariante y bajo qué condiciones es invariante ante las transfor-
maciones del grupo. Este marco de trabajo conceptual nos proveerá de las her-
ramientas para estudiar los resultados de la aplicación de las transformaciones
de Galileo a los postulados interpretativos de la IMH (ver [3], [4], [5]).

3.1. Covariancia e invariancia

Como hemos señalado, la covariancia e, incluso, la invariancia (ver [26]) de la
mecánica cuántica bajo las transformaciones de Galileo usualmente se asumen
como un hecho bien conocido. No obstante, sólo en pocos casos estas suposi-
ciones están basadas en elucidaciones conceptuales de las nociones implicadas:
los signi�cados de las palabras invariancia y covariancia se dan por sentado. Por
lo tanto, es necesario e importante comenzar por clari�car estos conceptos.

Un ítem genérico se dice simétrico con respecto a cierta transformación cuan-
do es invariante ante esa transformación. Sin embargo, esto no explica qué tipo
de ítems pueden estar dotados de la propiedad de invariancia. Como se dice en
[67], el primer paso es distinguir entre simetrías de los objetos (estados y oper-
adores) y simetrías de las leyes: aunque ambas estén relacionadas, no deben con-
fudirse. De hecho, como veremos, la simetría de las leyes no implica la simetría
de los objetos (estados y operadores) contenidos en la ley.

En segundo lugar, es necesario decir algunas palabras acerca del concepto de
covariancia. En la bibliografía no hay consenso acerca de lo que la covariancia
signi�ca. En general, el término invariancia sólo se aplica a objetos matemáti-
cos y el término covariancia se aplica a ecuaciones o leyes. En esta tesis no se
seguirá este camino, ya que los correspondientes conceptos deben ser entendidos
de tal manera que la diferencia entre invariancia y covariancia de una ley tengan
sentido. A grandes rasgos, veremos que una ley es covariante bajo ciertas trans-
formaciones cuando su forma permanece sin cambios luego de la transformación
(ver [67], [68]). Desde este punto de vista, podemos introducir las de�niciones
pertinentes.

Consideremos un conjunto X de objetos matemáticos Xi 2 X , y un grupo
G de transformaciones T� 2 G, donde T� : X ! X actúa sobre Xi como Xi !
X 0
i. Un objeto Xj 2 X es invariante ante la transformación T� si, para esa

transformación, X 0
j = Xj ; a su vez, Xj 2 X es invariante bajo el grupo G si

es invariante bajo todas las transformaciones T� 2 G. En las teorías físicas, los
objetos a los cuales las transformaciones se aplican son usualmente estados s,
observables O y operadores diferenciales D, y cada transformación actúa sobre
ellos de una manera particular. Por ejemplo, en las leyes fundamentales de la
mecánica Hamiltoniana -las ecuaciones de Hamilton-, los estados son s = (q; p),
el observable relevante O es el Hamiltoniano H, y los operadores diferenciales
son D1 = d

dt , D2 =
@
@p y D3 =

@
@q . La transformación de inversión temporal, que

actúa sobre la variable t como t! �t, invierte todos los objetos cuya de�nición
en función de t no es invariante bajo la transformación:
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s = (q; p)! s0 = (q0; p0) = (q;�p) O = H ! O0 = H 0 (3.1)

D1 =
d

dt
! D0

1 =
d0

dt0
= �

d

dt
D2 =

@

@p
! D0

2 =
@0

@p0
= �

@

@p

D3 =
@

@q
! D0

3 =
@0

@q0
=
@

@q

En la ley fundamental de la mecánica newtoniana, la segunda ley de Newton,
el estado es s = x, los observables relevantes son O1 = F y O2 = m y el
operador diferencial es D = d2

dt2 . Bajo la transformación de inversión temporal,
estos objetos se transforman de la siguiente manera:

s = x! s0 = x0 = x D =
d2

dt2
! D0 =

d2

dt02
=
d2

dt2
(3.2)

O1 = F ! O01 = F
0 O2 = m! O02 = m

0

En física, estos objetos se combinan en ecuaciones que representan las leyes
de la teoría. En particular, una ley dinámica se representa por una ecuación
diferencial E(s;Oi; Dj) = 0 que incluye el estado s, ciertos observables Oi y
ciertos operadores diferenciales Dj . Cuando una transformación se aplica a es-
tos objetos, la ley puede permanecer exactamente igual, esto es, su forma per-
manece invariante ante la transformación. También podría ser el caso que la
ecuación permaneciera igual sólo cuando hemos cambiado los estados, y esto
implica que la evolución de los estados no es afectada por la transformación.
Siendo más precisos, sea L una ley representada por una ecuación diferencial
E(s;Oi; Dj) = 0 y sea G un grupo de transformaciones T� 2 G actuando sobre
los objetos implicados en la ecuación como s ! s0, Oi ! O0i y Dj ! D0

j , L es
covariante bajo la transformación T� si E(s0; O0i; D

0
j) = 0 y L es invariante bajo

la transformación T� si E(s0; Oi; Dj) = 0. A su vez, L es covariante -invariante-
bajo el grupo G si es covariante -invariante- bajo todas las transformaciones
T� 2 G. Un grupo G de transformaciones se dice que es un grupo de simetría de
la teoría si las leyes de la teoría son covariantes bajo el grupo G; esto signi�ca
que las leyes preservan su validez aun cuando las transformaciones del grupo
se aplican a los objetos implicados. Es fácil ver que las ecuaciones de Hamil-
ton, dqdt =

@H
@p y

dp
dt = �

@H
@q , son covariantes ante la inversión temporal cuando

H 0 = H, condición que se cumple cuando H es independiente del tiempo; no
obstante, estas ecuaciones no son invariantes ante la inversión temporal porque
dp0

dt 6= �
@H
@q . A su vez, la segunda ley de Newton es covariante ante la inversión

temporal cuando F 0 = F , condición que se cumple cuando F es independiente
del tiempo, y también es invariante cuando d2x0

dt2 =
F
m .

Es claro que, cuando una ley es covariante ante una transformación, y los
observables y operadores diferenciales contenidos en ella son invariantes ante la
misma transformación, la ley también es invariante ante la transformación: éste
es el caso de la segunda ley de Newton ante la inversión temporal. No obstante,
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ésta no es la única manera de obtener la invariancia de una ley; volveremos
sobre esto para el caso particular de la ecuación de Schrödinger más adelante.

Algunos autores pre�eren hablar de simetría de una ley en vez de covariancia
de una ley. Por ejemplo, en [69] se de�ne simetría en el lenguaje de la teoría de
modelos. Para ello consideremosM como el conjunto de modelos de una cierta
estructura matemática, y consideremosML �M como el subconjunto de mod-
elos que satisfacen la ley L. La simetría de una ley L es un mapeo S : M!M
que preservaML, esto es, para cualquier m 2ML, m0 = S(m) 2ML. En nue-
stro caso, donde L se representa con una ecuación diferencial E(s;Oi; Dj) = 0,
cada modelo m 2ML corresponde a una solución s = F (Oi; so) de la ecuación,
representando una posible evolución del sistema. Por lo tanto, la covariancia de L
ante la transformación T , esto es, E(s0; O0i; D

0
j) = 0, implica que s

0 = F 0(O0i; so)
es también una solución de la ecuación y, que, entonces, esta corresponde a un
modelo m0 2 ML. Esto signi�ca que la de�nición de covariancia dada en esta
tesis y la de�nición de simetría en teoría de modelos son equivalentes.

Es interesante notar que la covariancia de una ley dinámica, representada
por una ecuación diferencial, no implica la invariancia de todas las posibles
evoluciones, representadas por las soluciones de la ecuación diferencial ([71],
[70]). De hecho, la covariancia de L representada por E(s;Oi; Dj) = 0 implica
que s = F (Oi; so) y s0 = F 0(O0i; so) son ambas soluciones de la ecuación, pero
esto no implica que s = s0; en el lenguaje de la teoría de modelos, la simetría de
L no implica que m = m0. No obstante, dado que la invariancia de L signi�ca
que E(s0; Oi; Dj) = 0, en este caso s = s0 = F (Oi; so) o, en el lenguaje de la
teoría de modelos, m = m0.

Sobre la base de estos conceptos, podemos ahora de�nir explícitamente las
condiciones de covariancia e invariancia de las leyes fundamentales de la mecáni-
ca cuántica. Dado un grupo G cuyas transformaciones actúan sobre los estados,
observables y operadores diferenciales como j'i ! j'0i, O ! O0 y d

dt !
d0

dt , la
ecuación de Schrödinger es covariante cuando

d0 j'0i

dt
= �i~H 0 j'0i (3.3)

y es invariante cuando

d j'0i

dt
= �i~H j'0i (3.4)

A continuación se estudiará la forma en que cambia la ley de evolución de los
estados cuánticos cuando se aplican las transformaciones de Galileo.

3.2. El grupo de Galileo en mecánica cuántica

Se sabe que las transformaciones de las coordenadas espacio-temporales ad-
miten dos interpretaciones. Bajo la interpretación activa, la transformación cor-
responde a un cambio de un sistema cuántico a otro sistema cuántico; bajo la
interpretación pasiva, la transformación consiste en un cambio en el punto de
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vista, el sistema de referencia, desde el cual se describe el sistema (ver [67]).
No obstante, en ambos casos la invariancia de la ley fundamental de la teoría
bajo el grupo de simetría implica que el comportamiento del sistema no se al-
tera por la aplicación de la transformación: en el lenguaje de la interpretación
activa, el sistema original y el transformado son equivalentes; en el lenguaje de
la interpretación pasiva, el sistema de referencia original y el transformado son
equivalentes.

También se sabe que el grupo de Galileo es el grupo de simetría de la mecáni-
ca clásica y la mecánica cuántica no relativista. De acuerdo con el lenguaje de
la interpretación pasiva, la invariancia de las leyes dinámicas implica la equiv-
alencia entre sistemas de referencia inerciales, esto es, sistemas de referencia
desplazados temporalmente, desplazados espacialmente, rotados espacialmente
o trasladados uniformemente con respecto a otro sistema de referencia: la apli-
cación de las transformaciones de Galileo no introduce una modi�cación en la
situación física, solamente expresa un cambio en la perspectiva desde la cual se
describe el sistema. Por ejemplo, si una partícula clásica originalmente descripta
en el sistema de referencia RF 1 es a su vez descripta en un sistema de referen-
cia diferente RF 0, la invariancia de la segunda ley de Newton signi�ca que la
evolución temporal de la partícula no cambia cuando se la describe en el nuevo
sistema de referencia.

El signi�cado físico de la acción de las transformaciones de Galileo está bien
entendido en mecánica clásica. Sin embargo, como se ha apuntado antes, este
tema ha sido poco discutido en el campo de la mecánica cuántica, tal vez bajo
la hipótesis de que este tópico es tan sencillo como en el caso clásico. Pero la
mecánica cuántica resulta ser muy peculiar en estas cuestiones, en particular, las
propiedades de la ecuación de Schrödinger bajo el grupo de Galileo tienen con-
secuencias relevantes para la interpretación. Como se a�rma en [72], cualquier
interpretación que selecciona el conjunto de observables con valor de�nido en
un sistema cuántico en un dado estado, está comprometida a considerar cómo
este conjunto se transforma bajo el grupo de Galileo. El estudio de estas cues-
tiones es particularmente importante en el caso de las interpretaciones realistas,
pues conciben los observables con valores de�nidos como magnitudes físicas que
objetivamente adquieren un valor actual entre todos sus posibles valores: la ac-
tualización de uno de los posibles valores debe ser un hecho objetivo. Por lo
tanto, cuando la invariancia de la ley se cumple, el conjunto de observables con
valor de�nido de un sistema debería permanecer invariante ante las transfor-
maciones de Galileo: desde un punto de vista realista, sería inaceptable que ese
conjunto cambiara como un mero resultado del cambio de perspectiva desde la
cual se describe el sistema.

Por supuesto, para abordar este tema en un dado marco interpretativo, se
requiere una de�nición precisa de la regla que asigna valores de�nidos a los ob-
servables: por ejemplo, el vínculo autoestado-autovalor [73], la regla de Kochen-
Dieks basada en la descomposición biortogonal ([74], [75]), la regla de Vermaas-
Dieks basada en la resolución espectral del operador densidad reducido ([76],

1Las siglas signi�can �reference frame�.
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[77]), o la regla de la IMH basada en el Hamiltoniano del sistema [1]. Pero tam-
bién se necesita una comprensión clara de la aplicación de las transformaciones
de Galileo en mecánica cuántica. Por esta razón, procederemos a desarrollar este
punto, ya que en la bibliografía no se encuentra completamente desarrollado.

El grupo de Galileo es un grupo de Lie cuya álgebra se puede representar
en el espacio de Hilbert como un álgebra de operadores unitarios (ver Apéndice
A). Esta representación es proyectiva, en el sentido de que admite una fase no
trivial en los estados; por lo tanto, el álgebra tiene una extensión central no
trivial dada por un generador abeliano del grupo U(1). Este generador es la
masa y dado que conmuta con todo el grupo de Galileo, por el segundo lema de
Schur, debe ser proporcional a la identidad, esto es,M = mI [78]. Las relaciones
de conmutación, entonces, son las siguientes:

[Pi; Pj ] = 0 (3;5a) [K
(G)
i ; Pj ] = i�ijM (3;5f )

[K
(G)
i ;K

(G)
j ] = 0 (3;5b) [Pi;H] = 0 (3;5g)

[Ji; Jj ] = i"ijkJ
k (3;5c) [Ji;H] = 0 (3;5h)

[Ji; Pj ] = i"ijkP
k (3;5d) [K

(G)
i ;H] = iPi (3;5i)

[Ji;K
(G)
j ] = i"ijkK

(G)k (3;5e)

(3.5)

La extensión central no trivial del álgebra de Galileo tiene tres operadores de
Casimir que conmutan con todos los generadores del grupo: ellos son el operador
masa M , el operador S2 y el operador energía interna W = H � P 2

2M . Los auto-
valores de los operadores de Casimir etiquetan las representaciones irreducibles
del grupo; por lo tanto, en cada representación irreducible, los operadores de
Casimir son múltiplos de la identidad: M = mI, S2 = s(s + 1)I, donde s es el
autovalor del spin S y W = wI.

Teniendo en cuenta que por cada transformación del grupo de Galileo T�
debe haber una transformación de los estados y de los observables (A.40), es-
tamos en condiciones de considerar la covariancia e invariancia galileanas de la
mecánica cuántica analizando cómo las transformaciones de Galileo afectan la
ecuación de Schrödinger:

d j'i

dt
= �iH j'i (3.6)

Si premultiplicamos ambos miembros de la ecuación por U = eiKs, usamos la
propiedad UU�1 = I, y luego sumamos (dUdt ) j'i a ambos miembros, se obtiene

U
d j'i

dt
+
dU

dt
j'i = �iUHU�1U

d j'i

dt
+
dU

dt
j'i (3.7)

Por lo tanto,

d(U j'i)

dt
= �i[UHU�1 + i

dU

dt
U�1]U j'i (3.8)

Si recordamos la acción de las transformaciones de Galileo sobre estados y ob-
servables (ver Apéndice A.1), podemos escribir (3.8) como
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d(j'0i)

dt
= �i[H 0 + i

dU

dt
U�1] j'0i (3.9)

Teniendo en mente esta ecuación, analizaremos la invariancia y covariancia de
la ecuación de Schrödinger separadamente.

3.2.1. Invariancia de la ecuación de Schrödinger

Como hemos visto, cuando no hay campos externos actuando sobre el sis-
tema, el grupo de Galileo se de�ne por las relaciones de conmutación (3.5). Sin
embargo, hay una diferencia entre los generadores de boost Ki y los restantes
generadores.

En un sistema cerrado y con energía constante, libre de campos externos,
el Hamiltoniano H es independiente del tiempo y los generadores Pi y Ji son
constantes de movimiento (ver ec.(3.5g,h)). Entonces, para los desplazamientos
temporal, espaciales y las rotaciones, tenemos que dU

dt =
d
dt (e

iKs) = 0, donde
K y s representan los distintos generadores y sus parámetros, menos el boost.
Como consecuencia, la ecuación (3.9) resulta:

d j'0i

dt
= �iH 0 j'0i (3.10)

Además, para estas transformaciones H 0 = H pues :

�Desplazamiento temporal: H 0 = eiHtHe�iHt = H dado que [H;H] = 0
(3.11)

�Desplazamiento espacial: H 0 = eiPiaiHe�iPiai = H dado que [Pi;H] = 0
(3.12)

�Rotación espacial: H 0 = eiJi�iHe�iJi�i = H dado que [Ji;H] = 0 (3.13)

Aplicando estos resultados en la ecuación (3.10), se prueba la invariancia de
la ecuación de Schrödinger ante desplazamientos temporales, desplazamientos
espaciales y rotaciones espaciales cuando no hay campos externos actuando
sobre el sistema, esto es:

d j'0i

dt
= �iH j'0i (3.14)

El caso de los boost es diferente a los casos previos, dado que el Hamiltoniano
no es boost-invariante aun cuando el sistema está libre de campos externos
(ver [79], lo mismo sucede en mecánica clásica, ver [80]). En efecto, ante la
transformación de boost correspondiente a una velocidad v, el Hamiltoniano H
cambia como:

H 0 = eiKiviHe�iKivi 6= H dado que [Ki;H] = iPi 6= 0 (3.15)
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y el generador Gi es

Ki =MQi =M(Qoi + Vit) =MQoi + Pit (3.16)

Dado que Gi no es independiente del tiempo, dUdt =
d
dt (e

iKivi) 6= 0 y la ec. (3.9)
resulta ser:

d j'0i

dt
= �i

�
H 0 + i

d

dr
(eiKivi)e�iKivi

�
j'0i (3.17)

Para obtener el valor del corchete en el lado derecho de (3.17) debemos
calcular ambos términos. Usando la fórmula de Baker-Campbell-Hausdor¤,

eBAe�B = A+ [B;A] +
1

2!
[B [B;A]] +

1

3!
[B; [B; [B;A]]] + ::: (3.18)

siempre que A y B conmuten con el conmutador [A;B], el primer término del
miembro derecho de (3.17) es:

H 0 = eiKiviHe�iKivi = H + [iKivi;H] +
1

2!
[iKivi; [iKivi;H]] + ::: (3.19)

Por la relación de conmutación (A.66g) tenemos que:

[iKivi;H] = ivi [Ki;H] = �viPi (3.20)

entonces

[iKivi; [iKivi;H]] = [iKivi;�viPi] = �iv
2
i [Ki; Pi] (3.21)

Por la relación de conmutación (A.66e) se obtiene que

�iv2i [Ki; Pi] = v
2
iM (3.22)

El siguiente término en la fórmula (3.18) es el conmutador del boost con el
resultado de (3.22) que es la identidad, entonces el resultado dará cero. Por lo
tanto, la ec. (3.19) resulta

H 0 = H � viPi +
1

2
Mv2i = H + TB (3.23)

donde TB es la contribución del boost a la energía.
A su vez, por medio de la ecuación (3.18) y la relación de conmutación se

puede demostrar que

P 0i = e
iKiviPie

�iKivi = Pi �Mvi ! P 0i = Pi + PBi (3.24)

donde PBi es la contribución del boost al momento. Recordemos que, cuando
no hay campos externos, la energía interna W es un operador de Casimir; por
lo tanto, el Hamiltoniano puede ser descrito como
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H =
P 2

2M
+W (3.25)

Por medio de las ecuaciones (3.24) y (3.25), es fácil mostrar que el Hamiltoniano
transformado puede expresarse como

H 0 =
(P + PB)

2

2M
+W (3.26)

Por el otro lado, debemos calcular la derivada temporal d
dt (e

iKivi) de la

ecuación (3.17). Usando la identidad eA+B = eAeBe�
[A;B]
2 , que vale también

cuando A y B conmutan con el conmutador [A;B], y aplicando la relación de
conmutación general

[Pi; F (Qj)] = �i
@F

@Qj
(3.27)

válida en el álgebra de Galileo por existir un operador posición, se puede demostrar
que

d

dt
(eiKivi) = �i(viPi �

1

2
Mv2i )e

iKivi (3.28)

ya que

eiKivi = ei(MQoi+Pit) = eiMQoivie�iPivite�(
i
2 )Mv2i t (3.29)

Entonces la derivada temporal se puede calcular sobre (3.29) quedando

d

dt
(eiKivi) = eiMQoivi(�i)Pivie

�iPivite�(
i
2 )Mv2i t (3.30)

+eiMQoivie�iPivit(�
i

2
)Mv2i e

�( i2 )Mv2i t

El segundo término del segundo miembro de (3.30) es simplemente (� i
2 )Mv

2
i e
iKivi .

Por el otro lado, la exponencial eiKuvi no puede ser directamente reconstruida en
el primer término ya que

�
eiMQiovi ; Pi

�
6= 0. Este conmutador se puede calcular

usando (3.27); por lo tanto,

�
eiMQiovi ; Pi

�
= �

�
Pi; e

iMQiovi
�
= i

@

@Qio
(eiMQiovi) = �Mvie

iMQiovi (3.31)

Esto signi�ca que

eiMQioviPi = Pie
iMQiovi �Mvie

iMQiovi = (Pi �Mvi)e
iMQiovi (3.32)

De este modo, introduciendo (3.32) en (3.30) se obtiene:

d

dt
(eiKivi) = �i

�
(Pi �Mvi)vi +

1

2
Mv2i

�
eiKivi (3.33)
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que �nalmente resulta ser (3.28).
Cuando los resultados (3.23) y (3.28) se introducen en la ecuación (3.17), el

término que se suma a H en H 0 se cancela con aquél que proviene del término
que contiene la derivada temporal; entonces se puede probar la invariancia de
la ecuación de Schrödinger también para las transformaciones de boost:

d j'0i

dt
= �iH j'0i (3.34)

Resumamos los resultados obtenidos hasta este momento. Cuando no hay
campos externos actuando sobre el sistema, el Hamiltoniano es invariante ante
desplazamientos espaciales, temporales y rotaciones espaciales, pero no ante
transformaciones de boost. A pesar de este hecho, la ecuación de Schrödinger
es completamente invariante ante el grupo de Galileo, y esto conceptualmente
signi�ca que el vector de estado j'i no �ve� los efectos de la transformación:
las evoluciones de j'i y j'0i son idénticas. En otras palabras, el comportamiento
temporal del sistema es independiente del sistema de referencia usado para la
descripción.

Cuando el sistema está afectado por campos externos, la armonía de los
resultados previos se pierde. De hecho, los campos modi�can la evolución del
sistema: por ejemplo, si el sistema estuviera sometido a la acción de un potencial
anisótropo, ya no esperaríamos que su comportamiento permaneciera invariante
cuando es rotado en el espacio. Pero en la mecánica cuántica no relativista los
campos no están cuantizados: ellos no son sistemas cuánticos y, en consecuencia,
su acción no puede ser concebida como una interacción entre sistemas. Entonces,
el efecto de los campos en el sistema debe ser tenido en cuenta en el Hamiltoni-
ano: los potenciales deberán modi�car la forma del Hamiltoniano, porque éste
es el único observable involucrado en la ley de evolución temporal. En con-
secuencia, en presencia de campos, el Hamiltoniano deja de ser el generador
de traslaciones temporales: sólo retiene su papel de generador de la evolución
dinámica (ver [81], [26]). Esto signi�ca que debemos abandonar las relaciones
de conmutación que involucran al Hamiltoniano en (3.5g, f, i): estas relaciones
sólo valen con el generador de los desplazamientos temporales d

dt pero no con el
Hamiltoniano :

[Pi;H] 6= 0 [Ji;H] 6= 0 [Gi;H] 6= iPi (3.35)

Por lo tanto, ya no podemos garantizar la independencia temporal de los gen-
eradores Pi y Ji, y el resultado (3.23) no puede ser obtenido sobre la base de
la relación de conmutación [Gi;H] = iPi. Como consecuencia, en general, la
ecuación de Schrödinger pierde su invariancia galileana en presencia de campos
externos.

3.2.2. Covariancia de la ecuación de Schrödinger

Para analizar la covariancia de la ecuación de Schrödinger, podemos ree-
scribir la ec. (3.9) como
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d j'0i

dt
�
dU

dt
U�1 j'0i = �iH 0 j'0i (3.36)

Es fácil ver que la covariancia se puede obtener cuando el operador diferencial
se transforma como

d

dt
!
d0

dt
=
d

dt
�
dU

dt
U�1 (3.37)

Esto signi�ca que el operador diferencial transformado d0

dt es una derivada tem-
poral covariante que denotaremos como D

Dt , y que hace que la ecuación de
Schrödinger sea covariante ante las transformaciones de Galileo en el siguiente
sentido:

d0 j'0i

dt
=
D j'0i

Dt
= �iH 0 j'0i (3.38)

Como hemos visto en el apartado anterior, cuando no hay campos externos
aplicados sobre el sistema, H, Pi y Ji son independientes del tiempo y, en con-
secuencia, dUdt = 0. Por lo tanto, de la ec. (3.37) podemos ver que la derivada
temporal es invariante ante desplazamientos temporales, desplazamientos espa-
ciales y rotaciones espaciales, esto es d

dt !
d0

dt =
d
dt . Pero para transformaciones

de boost éste no es el caso: la covariancia de la ecuación de Schrödinger im-
plica la transformación del operador diferencial como d

dt !
D
dt . Esto signi�ca

que la covariancia ante boost equivale a una especie de �no homogeneidad� del
tiempo, que requiere un ajuste covariante de la derivada temporal. Esta con-
clusión no debe ser una sorpresa dado que, cuando el sistema está descrito en un
sistema de referencia RF 0 en movimiento uniforme con respecto al sistema de
referencia original RF , el estado transformado por boost depende de un gener-
ador que es función lineal en el tiempo (ver ec. (3.16)); entonces, si la ecuación
de Schrödinger es válida en RF 0 donde el estado es j'0i, la derivada tempo-
ral transformada debe ajustarse para compensar la dependencia temporal de la
transformación del estado.
El caso de las transformaciones de boost ilustra un hecho comentado en un

apartado anterior: no hay una única manera de obtener la invariancia de la ley.
Cuando el sistema está libre de campos externos, la ecuación de Schrödinger es
invariante ante transformaciones de boost, a pesar del hecho que el Hamiltoniano
y el operador diferencial d

dt no son objetos invariantes ante boost. Es decir, no
sólo es posible que una ley sea invariante cuando es covariante y además todos
los objetos involucrados son invariantes. El caso del boost ejempli�ca un caso
donde los objetos de la ley no son invariantes pero se compensan para dar una
ley invariante.

Cuando hay campos externos aplicados al sistema, la ec. (3.38) es aún válida.
Pero como ahora el Hamiltoniano incluye la acción de los campos, el Hamilto-
niano transformado H 0 = UHU�1 debe ser calculado en cada caso particular.
Las condiciones que deben satisfacer los potenciales externos para preservar la
covariancia de la ecuación de Schrödinger pueden ser deducidas conociendo la
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dependencia precisa del Hamiltoniano respecto de dichos campos (ver [72] y
[82]). Sin embargo, éste no es el punto relevante de la discusión; para nuestros
propósitos es su�ciente ver cómo los operadores son transformados por el grupo
de Galileo y en qué sentido la ecuación de Schrödinger es covariante bajo el
grupo.

3.2.3. Transformación galileana de observables

Algunos autores han adoptado una estrategia diferente para encarar la cues-
tion de la covariancia galileana de la ecuación de Schrödinger. Asumiendo la in-
variancia galileana del operador diferencial ddt , preservan la covariancia galileana
de la ecuación de Schrödinger rede�niendo la acción de la transformación de
boost sobre magnitudes dinámicas, en particular, sobre el Hamiltoniano.

En particular, una transformación de boost dada por U = eiGivi no actuaría
sobre H como H 0 = UHU�1, sino como (ver [72], [83]):

H ! eH = UHU�1 + i
dU

dt
U�1 (3.39)

mientras que los estados y los operadores diferenciales se transforman como

j'i ! je'i = U j'i d

dt
!

ed
dt
=
d

dt
(3.40)

Dado que estas transformaciones fueron deliberadamente diseñadas para preser-
var la covariancia galileana de la ecuación de Schrödinger, al introducir (3.39)
y (3.40) en (3.8), tal covariancia se obtiene automáticamente:

ed je'i
dt

= �i eH je'i (3.41)

Si consideramos eH como el Hamiltoniano transformado por el boost, cuando
no hay campos externos actuando en el sistema el Hamiltoniano es invariante
ante transformaciones de boost, dado que eH = H (introducir ec. (3.23) y (3.28)
en (3.39)). Por lo tanto, la invariancia de la ecuación de Schrödinger ante boost
se sigue de su covariancia, dada por la ec. (3.41), y la invariancia ante boost

de los objetos involucrados en la ecuación,
ed
dt =

d
dty

eH = H . En este caso, la
transformación de boost de H es unitaria, es la identidad, y la elección entre H 0

y eH como Hamiltoniano transformado por boost parecería ser una cuestión de
convención. Sin embargo, la preferencia de eH sobre H 0 lleva a consecuencias no
deseadas, tanto desde el punto de vista matemático como del físico.

Debemos notar que toda esta estrategia tiene un aspecto extraño. De hecho,
la invariancia galileana de la ecuación de Schrödinger, más que un resultado,
resulta ser una verdad a priori : no importa la forma particular que tiene esta
ecuación, las transformaciones están especí�camente de�nidas para preservar su
covariancia. Pero el precio a pagar por la covariancia así obtenida es admitir que
una dada transformación actúa de modo diferente según el observable a trans-
formar. Precisamente, la transformación H ! eH dada por la ec.(3.39), si bien
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unitaria cuando no hay campos externos, se vuelve no unitaria la presencia de
campos. Esto signi�ca que algunos observables, en particular el Hamiltoniano,
se transforman mediante una transformación no unitaria �sui generis�, como la
nombran en [72]. Pero la no unitariedad rompe las propiedades básicas del grupo
de Galileo. Las transformaciones no unitarias no preservan las relaciones de con-
mutación entre los observables transformados. En efecto, dados dos observables
A y B tales que [A;B] = C, es fácil ver que la aplicación de la transformación
representada por un operador unitario resulta en

[A;B] = C ! [A0; B0] =
�
UAU�1; UBU�1

�
= UCU�1 = C 0 (3.42)

Esta propiedad es la que preserva las relaciones de conmutación que de�nen el
grupo de Galileo también para observables transformados; por ejemplo

�
P 0i ; P

0
j

�
=

0 o
�
J 0i ;K

0
j

�
= i"ijkK

0
k. Pero si usamos la transformación �sui generis� (3.39),

esta propiedad se pierde. En particular, si A ! eA y B ! eB, con un poco de
álgebra se obtiene

h
eA; eB

i
= UCU�1 + i(U(B �A)

dU�1

dt
+
dU

dt
(B �A)U�1) (3.43)

El lado derecho de esta ecuación no puede ser identi�cado ni con eC (C trans-
formado con la ecuación (3.39)) ni con C 0 (C transformado unitariamente). Por
lo tanto, la adopción de una transformación no unitaria con el �n de preservar
la covariancia galileana de la ecuación de Schrödinger parece tener un costo
demasiado alto.
Desde el punto de vista físico, una transformación como la ecuación (3.39)

también nos lleva a consecuencias no deseadas. De acuerdo con esta ecuación,
cuando no hay campos externos el Hamiltoniano transformado por el boost
es eH = H . Esto signi�ca que, si H es el Hamiltoniano del sistema cuando se
describe en un sistema de referencia RF , entonces eH = H es el Hamiltoniano del
mismo sistema cuando se describe en el sistema de referencia RF 0 en movimiento
uniforme con respecto a RF . Pero esta conclusión está en desacuerdo con el
hecho físico de que la energía total del sistema cambia en un término cinético
aditivo cuando se cambia la perspectiva de RF a RF 0. Y este cambio en la
energía total tiene manifestación empírica como un efecto Doppler en el espectro
de energía (ver [32]), que no se puede explicar en la transformación de boost
(3.39).

Resumiendo, si queremos preservar la estructura formal del grupo de Galileo
y el signi�cado físico de estas transformaciones, no tenemos la libertad de decidir
la forma de estas transformaciones. El argumento de esta subsección muestra
que la aplicación de las transformaciones de Galileo en mecánica cuántica no es
una cuestión trivial: cualquier a�rmación acerca de la covariancia galileana de
la ecuación de Schrödinger debe estar basada en la adecuada transformación de
los observables, en particular, del Hamiltoniano. Esta conclusión contribuye a la
comprensión no sólo del papel del grupo de Galileo en mecánica cuántica, sino
también de su relevancia para la interpretación, como veremos a continuación.
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3.3. La interpretación modal-Hamiltoniana a la
luz del grupo de Galileo

Como venimos viendo, la IMH de la mecánica cuántica pertenece a la famil-
ia modal: es una interpretación realista y sin colapso, de acuerdo con la cual
el estado cuántico describe las posibles propiedades del sistema pero no sus
propiedades actuales. Aquí sólo tendremos en cuenta las proposiciones interpre-
tativas necesarias para la discusión.

A continuación analizaremos cómo la interpretación se comporta ante la
acción del grupo de Galileo.

3.3.1. Transformación de sistemas

De acuerdo con la Proposición 1 de la IMH, un sistema cuántico S está
representado por un par (O, H). A su vez, cualquier transformación de Galileo
T� 2 G debe aplicarse a S de modo tal que S : (O, H) ! S0 : (O0, H 0). Sin
embargo, como vimos en un apartado anterior, un grupo G de transformaciones
T� 2 G es un automor�smo T� : X ! X ; entonces, el grupo de Galileo G se
aplica a los observables del sistema de tal manera que

8T� 2 G, si O 2 O y O!O0, entonces O0 2 O (3.44)

En otras palabras, el espacio de observables de un sistema cuántico es cerrrado
ante las transformaciones del grupo de Galileo,

8T� 2 G, O ! O0 (3.45)

Este hecho es físicamente razonable, dado que no se esperaría que la mera apli-
cación de una transformación de Galileo sobre el sistema S modi�cara su identi-
dad al modi�car su espacio de observables O (ver [42]). Por lo tanto, el resultado
de la aplicación de las transformaciones de Galileo sobre un sistema cuántico
sólo dependerá de la manera en que el Hamiltoniano se transforma:

8T� 2 G, S : (O;H)! S0 : (O;H 0) (3.46)

donde H se transforma unitariamente como H 0 = U�HU�1� , con U� = eiK�s� ,
y K� es el generador de la transformación T�.
Como hemos visto, en presencia de campos externos, la ecuación de Schrödinger

es covariante pero no invariante ante el grupo de Galileo. Físicamente esto sig-
ni�ca que el sistema cambia su comportamiento cuando es desplazado espa-
cialmente, temporalmente o rotado espacialmente: la covariancia de la ley se
preserva por la transformación de los objetos involucrados en ella, en particu-
lar, el Hamiltoniano.

Cuando no hay campos externos, por el contrario, la cuestión de las transfor-
maciones de Galileo debe ser tomada con precaución. En este caso, la ecuación
de Schrödinger es invariante ante el grupo de Galileo, y esto signi�ca que la
aplicación de una transformación de Galileo no introduce una modi�cación en
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la situación física, sino que expresa un cambio en la perspectiva desde la cual
se describe el sistema. En el contexto de la IMH, la invariancia del sistema ante
desplazamientos temporales, espaciales y rotaciones espaciales se deduce direc-
tamente de la invariancia del Hamiltoniano ante estas transformaciones (ver.
ecs. (3.11), (3.12) y (3.13)):

S : (O;H)! S0 : (O;H 0) = S : (O;H) (3.47)

Pero esta situación es completamente diferente para las transformaciones boost:
aunque la ecuación de Schrödinger es invariante, el Hamiltoniano no es invariante
ante boost (ver. ec. (3.15)). Analizaremos este caso en detalle.
Consideremos un sistema cuántico que no está afectado por campos exter-

nos, representado por S : (O;H). En un sistema de referencia genérico RF , el
Hamiltoniano es H = P 2

2M +W = K +W , donde K es la energía cinética y sólo
depende del momento total relativo a RF , y la energía interna W no depende
ni de la posición ni del momento relativo a RF , pero sólo depende de la difer-
encia de posiciones, y eventualmente de sus derivadas. Por lo tanto, se puede
garantizar que [K;W ] = 0 y, en consecuencia, H puede ser expresado como

H = K +W = HK 
 IW + IK 
W (3.48)

donde HK es el Hamiltoniano cinético actuando en el espacio de Hilbert HK ,
HW es el Hamiltoniano correspondiente a la energía interna actuando en el
espacio de Hilbert HW , IK y IW son operadores identidad en los respectivos
espacios producto tensorial (por ejemplo, en los modelos conocidos, ver [3]). De
acuerdo con la Proposición 3 de la IMH, la ec.(3.48) implica que el sistema S
es un sistema compuesto S = SW [ SK , cuyo subsistemas elementales son:

Un sistema representado por SW : (OW ;HW ), donde OW es el espacio de
observables actuando en HW , y HW 2 OW representa la energía interna.

Un sistema representado por SK : (OK ;HK), donde OK es el espacio de
observables actuando en HK , y HK 2 OK representa la energía cinética.

Si ahora se aplica un boost con velocidad v al sistema S = SW [ SK , el
Hamiltoniano transformado unitariamente es H 0 = H + TB (ver. ec.(3.23)) y,
entonces, puede expresarse como

H 0 = H + TB =
P 2

2M
+W + TB = K

0 +W (3.49)

donde K 0 es la energía cinética transformada (ver. ec.(3.24) y (3.25)):

K =
P 2

2M
! K 0 = K + TB =

P 2

2M
+ TB =

(P + PB)
2

2M
(3.50)

Por la misma razón que antes, [K 0;W ] = 0, y en consecuencia, H 0 puede ser
escrito como:

H 0 = K 0 +W = H 0
K 
 IW + IK 
W (3.51)
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donde H 0
K = HK + HB es la energía cinética transformada actuando sobre

HK . En su descomposición espectral, estos observables se pueden escribir de la
siguiente manera:

HK =

Z
!K j!Ki h!K j d!K W =

Z
!W j!W i h!W j d!W (3.52)

donde HK 2 HK 
 HK y W 2 HW 
 HW . Entonces, si H = HK 
 HW , H 2
H 
H resulta ser

H =

ZZ
(!K + !W ) j!K ; wW i h!K ; !W j d!Kd!W (3.53)

donde los autovalores de H son ! = !K + !W . Como dijimos antes, una trans-
formación de boost sólo actua sobre el Hamiltoniano de la energía cinética, por
lo tanto HK se transforma de la siguiente manera:

HK ! H 0
K = e

iKiviHKe
�iKivi =

Z
!Ke

iKivi j!Ki h!K j e
�iKivid!K (3.54)

entonces,

H 0
K =

Z
!K j!K + !Bi h!K + !B j d!K (3.55)

Por lo tanto, el sistema transformado por boost es otra vez un sistema compuesto
S = SW [ S0K , cuyos subsistemas elementales son el sistema original SW y el
sistema S0K : (OK ;H

0
K), de�nido ahora por la energía cinética H

0
K que es la

suma de la energía cinética HB del boost más la energía cinética original HK .
Este argumento muestra que, cuando no hay campos externos, una trans-

formación de boost actúa sobre un sistema representado por S = SW [ SK
como

S = SW [ SK ! S0 = SW [ S0K (3.56)

Cuando, en particular, S se describe en el sistema de referencia en reposo con
respecto al centro de masa, P = 0; entonces S es un sistema elemental con
Hamiltoniano H =W , sobre el cual el boost actúa de la siguiente manera

S = SW ! S0 = SW [ S0K (3.57)

donde el subsistema S0K está ahora de�nido sólo por la energía cinética del
boost. Por lo tanto, el subsistema SW , que lleva la energía interna del sistema,
es invariante ante boost, de acuerdo con el hecho de que la energía interna W es
un operador de Casimir del grupo de Galileo (ver Apéndice A.1). La aplicación
de la transformación de boost sólo afecta al subsistema SK al sumar la energía
cinética del boost al Hamiltoniano:

SW ! S0W = SW H 0
W = HW (3.58)
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SK ! S0K H 0
K = HK +HB (3.59)

Entonces, por un lado, cuando no hay campos externos, la acción de una
transformación de boost tiene una manifestación bien de�nida en el espectro de
energía del sistema compuesto S = SW [SK : el boost produce un efecto Doppler
en la energía de S. Pero también sabemos que la energía está de�nida a menos
de una constante: la información relevante acerca del espectro de energía del
sistema está contenida en su energía interna, y la energía cinética sólo introduce
un desplazamiento de este espectro. Por lo tanto, el subsistema invariante ante
boost SW contiene la estructura físicamente signi�cativa del espectro de energía
y SK representa el desplazamiento en esa energía que, aunque observable, no
es físicamente relevante y sólo es relativo al sistema de referencia usado para la
descripción. Por otro lado, incluso el carácter compuesto o elemental del sistema
S depende de la elección particular del sistema de referencia. De hecho, en el
sistema de referencia RF en reposo con respecto al centro de masa, S = SW
es un sistema elemental; cuando, a su vez, decidimos describir el sistema en
un sistema de referencia RF 0 con movimiento uniforme con respecto a RF , el
sistema pasa a ser compuesto, S = SW [ SK .
Ambas consideraciones apuntan en la misma dirección: el contenido obje-

tivo de la descripción está dado por la energía interna. En otras palabras, la
descripción objetiva del sistema es SW , esto es, la descripción en el sistema de
referencia en reposo con respecto al centro de masa, donde H = W : SW es
completamente invariante ante el grupo de Galileo. Por el contrario, SK , que
contiene la energía cinética, es una suerte de �pseudo-sistema�, cuya identidad
se modi�ca por un mero cambio en la perspectiva descriptiva, e incluso puede
desaparecer como consecuencia de tal cambio.
Esta intuición acerca del vínculo entre invariancia y objetividad está enraiza-

do en una idea natural: lo que es objetivo no debería depender de la perspectiva
particular usada para la descripción; o, en términos del lenguaje de grupos, lo
que es objetivo de acuerdo con la teoría es lo que permanece invariante ante el
grupo de simetría de la teoría. Esta idea no es nueva, ya que fue profundamente
discutida en el contexto de la relatividad especial y general con respecto al sta-
tus del espacio-tiempo dentro de la teoría: �Henceforth space by itself, and time
by itself, are doomed to fade away into mere shadows, and only a kind of union
of the two will preserve an independent reality�[84].2 La idea de que la objetivi-
dad signi�ca invariancia también es la tesis central del libro de Weyl llamado
�Symmetry� [85]. Recientemente, esta idea ha reaparecido en varios trabajos.
Por ejemplo, en [86], se construye un concepto general de objeto fundado en la
invariancia ante las transformaciones de simetría. A su vez, la hipótesis de que
la invariancia tiene su raíz en la objetividad es el tema central de [87]. Nuestra
conclusión acerca de la descripción objetiva de un sistema cuántico está en com-
pleto acuerdo con la idea general que subyace a estos trabajos: cuando el grupo

2�Entonces el espacio por sí mismo y el tiempo por sí mismo están condenados a
desvanecerse en meras sombras, y sólo una especie de unión de los dos preservará una re-
alidad independiente�.
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de Galileo deja la ecuación de Schrödinger invariante, la descripción objetiva
del sistema también es invariante y, en consecuencia, éste no es afectado por las
transformaciones de Galileo.

3.3.2. Transformación de la Regla de Actualización

La Regla de Actualización (RA) es una proposición interpretativa que se
agrega al contenido de la teoría. Entonces, las cuestiones pertinentes acerca de
la covariancia e invariancia tienen sentido también para esta regla. Si llamamos
OVD(S) al conjunto de observables con valor de�nido del sistema cuántico
elemental representado por S : (O,H), de acuerdo con RA, OVD(S) = fH;Aig,
donde los Ai son observables que conmutan conH y tienen, al menos, las mismas
simetrías que H. Aunque RA no es una ecuación diferencial, es fácil aplicarle
los conceptos de covariancia e invariancia:

RA es covariante ante las transformaciones de Galileo si, 8T� 2 G, el
conjunto OVD(S) se transforma como:

OVD(S) = fH;Aig ! OVD(S0) = fH 0; A0ig (3.60)

RA es invariante ante las transformaciones de Galileo si, 8T� 2 G, el
conjunto OVD(S) se transforma como:

OVD(S)! OVD(S0) = OVD(S) (3.61)

La covariancia de RA se sigue directamente de la unitariedad de las trans-
formaciones de Galileo. De hecho, cada transformación de Galileo se puede con-
siderar como una rotación de�nida de los autovectores de todos los observables
O 2 O en el espacio de Hilbert H. Esta rotación preserva las relaciones de con-
mutación, por lo tanto, si [H;Ai] = 0, entonces [H 0; A0i] = 0 (ver ec. (3.42)).
Pero, como mera rotación, tal transformación preserva todas las demás rela-
ciones entre los observables; en consecuencia, si Ai tiene, al menos las mismas
simetrías que H, entonces A0i tiene, al menos las mismas simetrías que H

0. Por lo
tanto, si RA selecciona H y los observables Ai como aquéllos con valor de�nido
de S, cuando se los transforma se obtiene H 0y A0i, que son precisamente los
observables seleccionados por RA aplicada al sistema S0.

Por otro lado, queda claro que, cuando no hay campos externos, la regla
de actualización RA es invariante ante desplazamientos temporales, y ante de-
splazamientos y rotaciones espaciales, dado que el sistema es invariante ante
estas transformaciones (ver ec.(3.47)):

S = S0 ! OVD(S) = OVD(S0) (3.62)

La di�cultad aparece otra vez por las transformaciones de boost, que no dejan
al Hamiltoniano invariante. Dado que OVD(S) depende de H, cambia con el
cambio de H, y esto parecería ser un problema muy serio para la IMH: como
es una interpretación realista, el OVD seleccionado por la regla de asignación
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de valores de�nidos no debería modi�carse por un mero cambio del sistema
de referencia, como el que representa el boost de un sistema libre de campos
externos. Sin embargo, el aparente problema se disuelve cuando se considera el
modo en el que el boost actúa sobre el sistema.

Como hemos visto en un apartado anterior, cuando no hay campos externos,
el sistema representado por S : (O, H) es, en general, un sistema compuesto
S = SW [ SK , donde el subsistema representado por SW : (OW ;HW ) lleva
la energía interna y el subsistema representado por SK : (OK ;HK) lleva la
energía cinética. Por lo tanto, la RA se aplica a los subsistemas elementales
independientemente:

Dado que SW es invariante ante boost, OVD(S0W ) = OVD(SW ), esto es,
el conjunto de observables con valor de�nido de SW permanece inalterado
ante esta transformación.

Ante boost, SK : (OK ;HK) se transforma como S0K : (OK ;H
0
K), donde

H 0
K = HK +HB (ver ec. (3.59)); entonces OVD(SK) 6= OVD(S

0
K).

Sin embargo, como hemos argumentado, el sistema SK no representa un ob-
jeto cuántico objetivo, ya que es un mero artefacto de la perspectiva descriptiva
adoptada. En consecuencia, la descripción objetiva del sistema proviene de SW
y el resultado de la aplicación de RA sobre este sistema es invariante ante boost.

3.3.3. Versión invariante de la Regla de Actualización

En esta subsección nos enfocaremos sólo en la situación donde no hay campos
externos; ésta es la situación en la que la ecuación de Schrödinger es invariante
ante el grupo de simetría y, en consecuencia, podemos esperar tener una re-
formulación de la regla de actualización RA en una forma invariante ante las
transformaciones de Galileo.

Proposición 13 (Regla de Actualización RA0): Dado un sistema cuán-
tico S : (O;H) = SW [SK libre de campos externos, donde los subsistemas SW
y SK están representados como SW : (OW ;HW ) y SK : (OK ;HK), el conjunto
A(S) de propiedades-tipo actuales de S es A(S) = A(SW ) = f[W ] ; [Ai]g donde
W es la energía interna W = HW 
 IK y Ai son los observables que conmutan
con W y tienen, al menos, las mismas simetrías que W .

Bajo esta forma, la regla de actualización es explícitamente invariante ante
las transformaciones de Galileo, dado que S y SW son sólo diferentes nombres
para el mismo sistema cuántico.
Esto muestra que la no invariancia de la versión original de la Regla de

Actualización sólo es resultado del lenguaje descriptivo. A pesar del cambio en
la representación física del sistema ante boost, cuando no hay campos externos
actuando sobre el sistema, el conjunto de propiedades-tipo actuales es invariante
ante todas las transformaciones de Galileo, debido precisamente a la invariancia
del sistema. En otras palabras, la identidad y el comportamiento del sistema
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cuántico real detrás de la descripción física no son modi�cados por un mero
cambio en la perspectiva descriptiva, de acuerdo con el signi�cado físico del
grupo de Galileo.

Aunque RA0 es conceptualmente signi�cativa, debemos considerar la posi-
bilidad de reformularla de tal manera que resulte invariante de Galileo ya en su
forma matemática. La manera natural de lograr este objetivo es introducir los
operadores de Casimir del grupo de Galileo: si la Regla de Actualización debe
seleccionar un conjunto invariante como los observables con valor de�nido, tal
conjunto debe depender de los operadores de Casimir, que son invariantes ante
todas las transformaciones del grupo de Galileo. Esto es,

Proposición 14 (Regla de Actualización RA00): Dado un sistema cuán-
tico libre de campos externos representado por S : (O;H), los observables con
valor de�nido son los observables Ci representados por los operadores de Casimir
en cualquier representación irreducible del grupo de Galileo, y todos los observ-
ables que conmutan con Ci y tienen, al menos, las mismas simetrías que Ci.

Dado que los operadores de Casimir del grupo de Galileo son M , S2 y W ,
esta reformulación de la regla RA00 está de acuerdo con la Regla de Actualización
original RA cuando se aplica a sistemas libres de campos externos:

Los valores de�nidos de M y S2, postulados por RA00 se siguen de RA:
estos observables conmutan con H y no le rompen su simetría, ya que son
múltiplos de la unidad en cualquier representación irreducible del grupo
de Galileo. El hecho de que M y S2 siempre adquieran valor de�nido es
completamente natural desde un punto de vista físico, dado que la masa
y el spin son propiedades que supuestamente todos los sistemas cuánticos
tienen y que son medibles en cualquier situación física.

El valor de�nido de W parece estar en con�icto con RA dado que W no
es el Hamiltoniano: mientras W es invariante ante el grupo de Galileo, H
cambia ante la acción de un boost. Sin embargo, como hemos visto, esto
no es un obstáculo cuando se tienen en cuenta los subsistemas elementales
donde RA se aplica.

Además de brindar una versión explícitamente invariante de la regla de
asignación de valores de�nidos en el lenguaje físico, RA00 nos lleva a una re�ex-
ión �nal. Como hemos visto, la identidad y el comportamiento de los sistemas
físicos libres de campos externos son invariantes ante el grupo de Galileo. Por
el otro lado, desde un punto de vista realista, el hecho de que ciertos observ-
ables adquieran valores de�nidos es un hecho objetivo en el comportamiento
del sistema: por lo tanto, el conjunto de observables con valor de�nido selec-
cionado por una interpretación realista debe ser invariante ante el grupo de
Galileo. Pero los observables invariantes ante el grupo de Galileo son siempre
funciones de los operadores de Casimir del grupo. En consecuencia, se llega a la
conclusión de que cualquier interpretación realista de la mecánica cuántica que
intente preservar la objetividad de la actualización no puede encontrarse muy
lejos de la interpretación modal-Hamiltoniana.
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Relación con el esquema geométrico de la IMH

En el apartado anterior se ha formulado la Regla de Actualización en térmi-
nos de los operadores de Casimir del grupo de Galileo extendido. Esto signi�ca
que los observables que adquieren valores actuales son la masa, el spin y la
energía interna. En una representación irreducible del grupo de Galileo, estos
observables son múltiplos de la identidad y, por lo tanto, tienen un solo autoval-
or. Esto signi�ca que estas propiedades tendrán sólo una propiedad-caso y, como
dijimos antes, los vectores que conformen la clase de equivalencia construida a
partir de los autovalores de estos observables será todo el espacio de Hilbert.

Queda claro entonces desde la IMH por qué deben ser identidades estos
observables: si no lo fueran, se podría de�nir a la clase de equivalencia de los
vectores que no cumplen con la clase de equivalencia de los autovalores de es-
tos observables, y esto sería igual a decir que tienen al menos dos autovalores
distintos. Como ocurre en el grupo de Galileo, el operador Casimir masa M
debe tener sólo un autovalor si estamos representando una única partícula. No
podría tener más que ese autovalor por que, en caso contrario, dejaría de ser un
operador identidad. Lo que estaríamos haciendo entonces es poner un corte en
el espacio de Hilbert, el corte equivalente a decir que la negación de la clase de
equivalencia de todos los vectores que tienen mismo autovalor de M es la clase
vacía.

Tenemos entonces dos direcciones para reconstruir los sistemas cuánticos
dentro del espacio de Hilbert, una hacia �abajo�, es decir, ir descomponiendo
al espacio de Hilbert, y una hacia �arriba�, ir componiéndolo.

Si asumimos que los sistemas cuánticos tienen al menos alguna propiedad
que comparten todos y que esa propiedad no puede cambiar nunca, entonces
estaríamos poniendo un �techo� a las posibles composiciones de los espacios de
Hilbert. Es decir, estaríamos diciendo que la negación de la clase de equivalencia
de esa propiedad es la clase vacía. O sea, estaríamos diciendo que existe algún
observable identidad. Estos presupuestos básicos físicos son coherentes, ya que
los sistemas cuánticos tienen ciertas propiedades de�nidas, por ejemplo masa o
spin, o carga.

Nos podríamos preguntar, entonces, si es necesario un �piso� para las de-
scomposiciones del espacio de Hilbert, es decir, si existe alguna propiedad tal
que no se puede descomponer más allá de ella. Posiblemente podríamos suponer
que sí existe un piso, ya que se cree que la materia no se puede seguir dividi-
endo en trozos más pequeños o que sus propiedades no se pueden descomponer
inde�nidamente en sub propiedades. En la propuesta de la IMH, la propiedad
mínima, básica o atómica de la materia es la energía. Esto es, la propiedad mín-
ima con la que se componen todas las demás propiedades es la propiedad de la
energía.

Se podría pensar que el electromagnetismo introduce un peldaño más en las
composiciones del espacio de Hilbert de los sistemas cuánticos, al permitir que
exista la negación del espacio de Hilbert correspondiente a las cantidades cin-
emáticas del sistema. O sea, al introducir la carga eléctrica se está duplicando
la representación irreducible del grupo de simetría cinemático. Es decir, se está
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permitiendo que exista al menos algún observable que tenga dos subespacios
invariantes degenerados y éstos sean dos copias exactas de una representación
irreducible del grupo de simetría cinemático, el grupo de Galileo. En el elec-
tromagnetismo se le llama carga Q a esa propiedad-tipo, que tiene sólo dos
propiedades-caso, que son sus dos posibles valores.

3.4. Ejemplos físicos

En esta subsección se presentarán los ejemplos �sicos de la IMH analizados
en [3]. En particular, se mostrará que los sistemas que no están afectados por
campos externos se pueden describir de tal modo que su carácter compuesto
se hace mani�esto. A su vez, en el caso de que haya campos externos, se
considerarán las condiciones bajo las cuales el sistema aún se puede concebir
como un sistema compuesto, y se explicitarán los subsistemas componentes.

3.4.1. Oscilador armónico

Cuando se describe el Hamiltoniano del oscilador armónico de manera gen-
eral, respecto de un sistema de referencia �jo RF , tiene la siguiente forma

H =
P 21
2m1

+
P 22
2m2

+ k(Q1 �Q2)
2 (3.63)

donde k mide la intensidad de la interacción. P1 y P2 son los momentos de
los dos sistemas y Q1 y Q2 sus respectivas posiciones respecto del sistema de
referencia RF . Se puede de�nir un cambio de coordenadas al centro de masa de
la siguiente manera:

QC =
m1Q1 +m2Q2
m1 +m2

QR = Q1 �Q2 (3.64)

PC = P1 + P2 PR =
m2P1 �m1P2
m1 +m2

(3.65)

En este nuevo sistema de coordenadas, el Hamiltoniano se puede escribir como:

H =
P 2C
2M

+
P 2R
2�

+ kQ2R (3.66)

donde M = m1 +m2 y � = m1m2

m1+m2
.

De este modo, H se puede expresar como la suma de dos términos, H =
H0 +HK , tal que

H0 =W = H �
P 2C
2M

=
P 2R
2�

+ kQ2R HK =
P 2C
2M

(3.67)

Queda claro que H0 y HK conmutan, dado que H0 sólo depende de las coorde-
nadas relativas y HK sólo depende de las coordenadas del centro de masa. Por
lo tanto, el Hamiltoniano total puede ser escrito como
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[H0;HK ] = 0 ! H = H0 
 IK + I0 
HK (3.68)

En este caso es fácil ver que H es el Hamiltoniano del sistema compuesto
S, cuyos subsistemas, S0 con Hamiltoniano H0 y SK con Hamiltoniano HK ,
no interactúan entre sí; por lo tanto, se actualizan independientemente. Esto
signi�ca queH0 (la energía interna) adquiere valor de�nido en S0, yHK (energía
cinética) adquiere valor de�nido en SK .

3.4.2. Átomo de hidrógeno

El Hamiltoniano original del átomo de hidrógeno es

H =
P 2e
2me

+
P 2p
2mp

+
e2

jQe �Qpj
(3.69)

Si se efectua otra vez el cambio de coordenadas al centro de masa, ecs. (3.64) y
(3.65), el Hamiltoniano queda

H =
P 2C
2M

+
P 2R
2�

�
e2

jQRj
(3.70)

donde podemos identi�car H0 y HK como

H0 =W = H �
P 2C
2M

=
P 2R
2�

�
e2

jQRj
HK =

P 2C
2M

(3.71)

Es claro entonces que

[H0;HK ] = 0 ! H = H0 
 IK + I0 
HK (3.72)

Como en el caso anterior, el átomo de hidrógeno es un sistema compuesto
que puede ser analizado como un subsistema S0, de�nido por la energía inter-
na H0 = W y un subsistema SK , de�nido por la energía cinética HK . Y, de
acuerdo con la Regla de Actualización de la IMH, ambos subsistemas actualizan
independientemente.

3.4.3. Sistema de tres cuerpos

Los dos ejemplos previos fueron de dos cuerpos. Ahora se mostrarán las
mismas conclusiones para sistemas de tres cuerpos con potenciales internos.
Para ello consideremos un sistema de tres partículas que interactúan a través
de un potencial general que depende de las posiciones relativas. El Lagrangiano
de este sistema es:

L =
1

2
m1

�
Q1

2

+
1

2
m2

�
Q2

2

+
1

2
m3

�
Q3

2

� V (jQ1 �Q2j) (3.73)

�V (jQ2 �Q3j)� V (jQ1 �Q3j)

Se puede de�nir el cambio de coordenadas generalizado al centro de masas:
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QC =
m1Q1 +m2Q2 +m3Q3

m1 +m2 +m3
(3.74)

Q12 = Q1 �Q2 Q13 = Q1 �Q3 Q23 = Q2 �Q3 (3.75)

Pero, dado que Q12, Q13 y Q23 no son independientes (Q23 = Q12 + Q13), se
seleccionaráQC ,Q12 yQ13 como los verdaderos grados de libertad para expresar
al Lagrangiano. Si de�nimos la masa total comoM = m1+m2+m3 y las masas
reducidas como �ij =

mimj

M , el Lagrangiano en las nuevas coordenadas resulta

L =
1

2
M

�
QC

2

+
1

2
�12

�
Q12

2

+
1

2
�13

�
Q13

2

+
1

2
�23(

�
Q12 �

�
Q13)

2 (3.76)

�V (jQ12j)� V (jQ23j)� V (jQ12 �Q13j)

Para hallar el Hamiltoniano, debemos obtener los momentos conjugados a cada
una de las coordenadas:

PC =
@L

@
�
QC

=M
�
QC (3.77)

P12 =
@L

@
�
Q12

= ��23(
�
Q12 �

�
Q13) + �12

�
Q12 (3.78)

P13 =
@L

@
�
Q13

= �23(
�
Q12 �

�
Q13) + �13

�
Q13 (3.79)

Entonces, el Hamiltoniano total asociado con el Lagrangiano queda

H = PC
�
QC + P12

�
Q12 + P13

�
Q13 � L = (3.80)

=
P 2C
2M

+
P 212
2m2

+
P 213
2m3

+
(P12 + P13)

2

2m1

�V (jQ12j)� V (jQ23j)� V (jQ12 �Q13j)

donde otra vez podemos identi�car

H0 =W = H �
P 2C
2M

=
P 212
2m2

+
P 213
2m3

+
(P12 + P13)

2

2m1
(3.81)

�V (jQ12j)� V (jQ23j)� V (jQ12 �Q13j)

HK =
P 2C
2M

(3.82)

tales que [H0;HK ] = 0.
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Este procedimiento puede ser fácilmente generalizado a un sistema de n�cuerpos,
donde siempre se obtendrá un Hamiltoniano total como suma de dos términos no
interactuantes: la energía interna H0 =W sólo dependiente de las coordenadas
relativas, y la energía cinética HK =

P 2
C

2M , sólo dependiente de la energía cinética
del centro de masa. La posiblidad de descomponer el sistema de n�cuerpos en
dos subsistemas está fuertemente asociado con la validez del grupo de Galileo
(ya que éste introduce restricciones a la forma de los potenciales internos).

3.4.4. Sistema con campos externos

En los apartados previos se han analizado sistemas que no estaban afectados
por campos externos, esto es, situaciones donde se puede garantizar la validez
total del grupo de Galileo debido a la homogeneidad e isotropía del espacio. En
esta sección se estudiará un sistema cuántico con campos externos, con el �n de
ver cómo las conclusiones de las secciones anteriores pierden validez cuando el
espacio y el tiempo pierden sus propiedades galileanas, pero aun así podemos
aplicar la Regla de Actualización original.

Para ello consideremos un sistema cuántico sujeto a campos externos. La
forma más general del Hamiltoniano cuando hay campos externos es:

H =
1

2M
(P �A(Q))2 + V (Q) (3.83)

donde A(Q) y V (Q) son cuatro funciones que dependen de la posición: las tres
primeras conforman el vector A y la última V . Como se dijo anteriormente,
dado que los campos externos rompen la homogeneidad y la isotropía del es-
pacio, el grupo de Galileo ya no puede expresarse en términos de las variables
dinámicas. Una simple inspección muestra que la regla de conmutación entre el
Hamiltoniano y el momento es distinta de cero:

[H;P ] =

�
1

2M
(P �A(Q))2; P

�
+ [V (Q); P ] (3.84)

=
1

2M
(P �A(Q)) [(P �A(Q)); P ]

+
1

2M
[(P �A(Q)); P ] (P �A(Q)) + [V (Q); P ]

= �
1

2M
(P �A(Q))i

dA

dQ
�

1

2M
i
dA

dQ
(P �A(Q)) + i

dV

dQ

Por lo tanto, la correspondiente regla de conmutación galileana ya no puede
expresarse en términos de H y P . Esto signi�ca que ya no podemos aplicar la
Regla de Actualización invariante, y debemos retornar a la Regla de Actual-
ización original, donde las propiedades que actualizan se de�nen como aquéllas
que conmutan con H y no rompen sus simetrías. Si el Hamiltoniano (3.83)
pudiese formar parte de algún conjunto de generadores que formen un grupo,
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entonces quizá se podría dar una regla de actualización en términos de los oper-
adores de Casimir de ese grupo. Pero sin contar con un poco más de información
sobre las funciones A(X) y V (X), la tarea puede llegar a ser casi imposible.

Los campos externos se pueden expandir en una serie de potencias en el
operador posición:

A(Q) =
1X

n=0

anQ
n V (Q) =

1X

n=0

vnQ
n (3.85)

Entonces, de�niendo los observables en términos de los operadores momento y
posición, se pueden calcular las relaciones de conmutación con el Hamiltoniano
utilizando las expansiones (3.85).

Consideremos ahora un sistema de dos partículas interactuando a través de
un potencial interno y afectadas por un potencial externo dependiente de sus
posiciones absolutas con respecto a un sistema de referencia �jo. El Lagrangiano
general será:

L =
1

2
m1

�
Q1

2

+
1

2
m2

�
Q2

2

� V12(jQ1 �Q2j)� V1(Q1)� V2(Q2) (3.86)

Si se introduce el mismo cambio de coordenadas que en el oscilador armónico
(ver ecs.(3.64) y (3.65)), y luego se encuentran los momentos conjugados de los
nuevos sistemas, el Hamiltoniano resulta:

H =
P 2C
2M

+
P 212
2�

� V12(jQ12j)� V1(QC +
m2

M
Q12)� V1(QC +

m1

M
Q12) (3.87)

En este Hamiltoniano podemos encontrar HK como P 2
C

2M y H0 como los térmi-
nos restantes, pero en este caso, H0 no es la energía interna W debido a la
dependencia en las coordenadas QC del centro de masa. En otras palabras, en
general [H0;HK ] 6= 0 y, en consecuencia, el sistema no puede ser descompuesto
en subsistemas cuánticos como en los casos previos.

No obstante, el sistema es compuesto en casos particulares, cuando los po-
tenciales V1 y V2 tienen alguna de las siguientes características:

1. V1 y V2 son ambos funciones lineales de la posición, es decir, en el caso de
potenciales escalares de la forma Vi = �Qi + �. En este caso

V1(Q1) + V2(Q2) = �1Q1 + �2Q2 + �1 + �2 (3.88)

y, dado que el cambio de coordenadas es también lineal, los dos últimos
términos de (3.87) quedan

V1(QC ; Q12)+V1(QC ; Q12) = (�1+�2)QC+
Q12
M
(�1m2+�2m1)+�1+�2

(3.89)
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Por lo tanto, la posición QC del centro de masa y la posición relativa
Q12 quedan desacopladas, y el sistema puede ser descompuesto en dos
subsistemas SR y SC con sus respectivos Hamiltonianos

HR =
P 212
2�

� V12(jQ12j)�
Q12
M
(�1m2 + �2m1)� �1 � �2 (3.90)

HC =
P 2C
2M

+ (�1 + �2)QC (3.91)

En este caso, una transformación de boost sólo afectará al subsistema SC ,
añadiendo una energía cinética de boost al Hamiltoniano HC .

2. V1 y V2 son ambos no lineales en las posiciones, pero sus sumas cancelan
los términos que cruzan las coordenadas QC y Q12. De hecho, supongamos
que

V1(Q1) + V2(Q2) = �1Q
2
1 + �2Q

2
2 (3.92)

En este caso, los dos últimos términos de (3.87) resultan

V1(QC ; Q12) + V1(QC ; Q12) = (�1 + �2)Q
2
C (3.93)

+
Q212
M2

(�1m
2
2 + �2m

2
1) + 2QC

Q12
M
(�1m2 + �2m1)

Es fácil ver que, si �1m2 = ��2m1, el término que incluye el producto
entre QC y Q12 se cancela y, otra vez, el sistema queda descompuesto en
dos subsistemas SR y SC , cuyos Hamiltonianos respectivos son

HR =
P 212
2�

� V12(jQ12j)�
Q212
M2

(�1m
2
2 + �2m

2
1) (3.94)

HC =
P 2C
2M

+ (�1 + �2)Q
2
C (3.95)

y, nuevamente, una transformación de boost afectará sólo al subsistema
SC .

3.4.5. Efecto Zeeman

El Lagrangiano del efecto Zeeman es el siguiente:

L =
1

2
m1

�
Q1

2

+
1

2
m2

�
Q2

2

+ jejA �
�
Q1 � jejA �

�
Q2 � V (jQ1 �Q2j) (3.96)

donde Q1(
�
Q1) es la posición (velocidad) del protón y Q2(

�
Q2) es la posición

(velocidad) del electrón. A es el potencial vector que depende de las coordenadas.
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El signo opuesto del tercer y cuarto términos en (3.96) proviene del signo opuesto
de las cargas del protón y el electrón.

Podemos proceder con el cambio de coordenadas (ver ecs.(3.64) y (3.65)),
entonces el Lagrangiano (3.96) resulta:

L =
1

2
M

�
QC

2

+
m1m2

M

�
QR

2

+ jejA �
�
QR � V (jQRj) (3.97)

donde M = m1 + m2. Para obtener la formulación Hamiltoniana a partir de
(3.97) debemos encontrar los momentos conjugados a las coordenadas; una vez
hecho esto, el Hamiltoniano queda:

H =
P 2C
2M

+
M

m1m2
(PR � jejA)

2 + V (jQRj) (3.98)

Si el campo magnético es uniforme, el potencial vector puede ser escrito
como A = 1

2QR � B. Entonces, el segundo término de (3.98) involucra PR � A
que puede ser calculado como:

PR �A = �
1

2
PR � (QR �B) = �

1

2
(QR � PR) �B = �

1

2
L �B (3.99)

Por lo tanto, el Hamiltoniano puede ser escrito como

H =
P 2C
2M

+
P 2R
2�

+ V (jQRj)�
�B
~
L �B �

jej
2

8�
(QR �B)

2 (3.100)

donde �B =
jej~
2� es el magnetón de Bohr y � = m1m2

M . En este Hamiltoniano es
posible identi�car las dos componentes que conmutan, HR y HC :

HR =
P 2R
2�

+ V (jQRj)�
�B
~
L �B �

jej
2

8�
(QR �B)

2 HC =
P 2C
2M

(3.101)

de tal modo que la energía interna resulta:

W = H �
P 2C
2M

= HR =
P 2R
2�

+ V (jQRj)�
�B
~
L �B �

jej
2

8�
(QR �B)

2 (3.102)

En este caso, a pesar del campo magnético, el Hamiltoniano del sistema total
S es compuesto: el subsistema SC , con el HamiltonianoHC , lleva la energía total
de traslación; el Hamiltoniano del subsistema SR es la energía internaW = HR,
y el conjunto de observables con valor de�nido de SR es independiente de la
energía cinética y, por lo tanto, invariante ante transformaciones de boost. En
general, el término jej2

8� (QR � B)
2 = jej2

8� A
2 se desprecia y el Hamiltoniano se

escribe como (ver [26], pag. 325, [32], pag. 835):

H =
P 2C
2M

+
P 2R
2�

+ V (jQRj)�
�B
~
L �B (3.103)
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Nuevamente, cuando el sistema se describe en el sistema de referencia en reposo
con respecto al centro de masa, PC = HC = 0 y H = HR =W :

H =
P 2R
2�

+ V (jQRj)�
�B
~
L �B = Hat �

�B
~
L �B (3.104)
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Capítulo 4

Interpretación modal de la
mecánica cuántica
relativista

A pesar del gran éxito de la teoría cuántica, su interpretación continúa siendo
un problema abierto. Como hemos dicho, la IMH de la mecánica cuántica es una
interpretación realista, sin postulado del colapso, que de�ne el contexto preferido
del sistema (el conjunto de observables con valores actuales) en términos de su
Hamiltoniano. En posteriores trabajos ([3], [4], [5]), también hemos mostrado
que la regla interpretativa de adscripción de valores actuales puede ser formulada
en términos invariantes a partir de los operadores de Casimir del grupo de
Galileo.

Aunque estas conclusiones interpretativas fueron obtenidas a partir de la
mecánica cuántica no relativista, la idea de extender la interpretación a la
mecánica cuántica relativista reemplazando el grupo de simetría resulta nat-
ural. Es, entonces, el objetivo de esta sección, abrir el camino para la extensión
de la IMH al ámbito relativista, estudiando el caso de un sistema cuántico
acoplado a un campo electromágnetico, cuyos grupos de simetría son el grupo
de Poincaré y el grupo de simetría interna U(1). En este contexto, se propondrá
la regla interpretativa de acuerdo con la cual el contexto preferido se de�ne por
los operadores de Casimir del grupo de simetría de la teoría. Esta regla nos
lleva a resultados físicamente razonables en el ámbito relativista, dado que los
observables con valores actuales podrán ser considerados magnitudes objetivas,
porque resultan invariantes ante los grupos relevantes. Sin embargo, también
se esperaría una relación adecuada entre los resultados obtenidos en mecánica
cuántica relativista y aquéllos obtenidos en mecánica cuántica no relativista. Se
mostrará que las magnitudes que adquieren valor actual en el ámbito relativista
y no relativista están correctamente relacionadas a través de diferentes límites
(ver [6], [8]).
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4.1. El grupo de Poincaré y sus límites

El álgebra de Poincaré está conformada por los generadores H;Pi; Ji;K
(P )
i ,

donde los K(P )
i son las componentes del boost de Lorentz. Las relaciones de

conmutación entre estos generadores puede ser formuladas en un espacio-tiempo
de Lorentz de 4 dimensiones:

[P�; P� ] = 0 [M�� ; P�] = ���P
� � ���P

�

[M�� ;M��] = ���M
�� � ���M

�� � ���M
�� + ���M

�� (4.1)

donde �; �; ::: = 0; 1; 2; 3, ��� es el tensor métrico del espacio-tiempo de la
relatividad especial, y

P� = (H;Pi) M�� =

 
0 K

(P )
i

�K
(P )
i Jij

!
Jk =

1

2
"kijJ

ij (4.2)

Entonces, las ecs.(4.1) pueden ser reescritas del tal manera de poder ser com-
paradas con el caso del álgebra de Galileo:

[Pi; Pj ] = 0 (4;3a) [K
(P )
i ; Pj ] = i�ijH (4;3f )

[K
(P )
i ;K

(P )
j ] = �i"ijkJ

k (4;3b) [Pi;H] = 0 (4;3g)

[Ji; Jj ] = i"ijkJ
k (4;3c) [Ji;H] = 0 (4;3h)

[Ji; Pj ] = i"ijkP
k (4;3d) [K

(P )
i ;H] = iPi (4;3i)

[Ji;K
(P )
j ] = i"ijkK

(P )k (4;3e)

(4.3)
A su vez, los operadores de Casimir del álgebra de Poincaré son (ver [88], ecs.
(A.70), (A.71), (A.72) del Apéndice A.1)

CP2 = H
2 � PiP

i

CP4 = H
2JiJ

i + (PiP
i)(K

(P )
i K(P )i)� (JiP

i)2 � (PiK
(P )i)2�

2HJk"ijkP
iK(P )j

(4.4)

En el sistema de referencia en reposo con respecto al centro de masa, donde
Pi = 0 y H = E = m0, estos operadores resultan ser

CP2 = m
2
0I CP4 = m

2
0JiJ

i = m2
0S

2 (4.5)

Si extrapolamos la Regla de Actualización invariante RA� de la IMH al ca-
so relativista, debemos concluir que los operadores de Casimir CP2 y CP4 son
operadores que de�nen observables con valores actuales en el sistema. Este re-
sultado es físicamente razonable dado que la masa y el spin son propiedades
que supuestamente todos los sistemas cuánticos elementales tienen (ver [89]);
incluso, masa y spin son propiedades que contribuyen a la clasi�cación de las
partículas elementales. Sin embargo, la incorporación de la interpretación al
ámbito relativista no está garantizada todavía, dado que es necesario mostrar
que los observables con valores actuales en las teorias relativista y no relativista
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están correctamente relacionados a través de un límite adecuado. Esta tarea
implica analizar las relaciones entre el grupo de Galileo y el grupo de Poincaré.

Como es sabido, el grupo de Galileo puede obtenerse del grupo de Poincaré a
través de una contracción de Inönü-Wigner (ver [88]). Sin embargo, como hemos
visto, el grupo físicamente signi�cativo de la mecánica cuántica no es el grupo
de Galileo, sino su extensión central. Por lo tanto, la cuestión es cómo el grupo
de Galileo con extensión central puede obtenerse de una extensión central del
grupo de Poincaré. La respuesta a esta pregunta no es sencilla, dado que el grupo
de Poincaré no admite extensiones central no triviales ([90]).1 Por esta razón,
en las siguientes subsecciones se considerarán dos prodecimientos para efectuar
los límites. El primero, consistirá en el límite no relativista tradicional, que
tiene un sentido físico bien claro pero no admite una representación directa en
términos de grupos. El segundo límite consistirá en una contracción generalizada
de Inönü-Wigner de la extensión trivial del grupo de Poincaré, que como se
mostrará, nos dará la extensión central del grupo de Galileo.

4.1.1. El límite no relativista tradicional

Recordemos entonces las transformaciones de coordenadas relativistas:

�!x 0 = R�!x +
(
 � 1)
�!
� 2

(
�!
� � �!x )

�!
� � 
ct

�!
� +�!a (4.6)

ct0 = 
(ct�
�!
� � �!x ) + c� (4.7)

donde �!a es el vector desplazamiento espacial, � es un desplazamiento temporal,
R es una matriz de rotación, y 
 = (1 �

�!
� 2)�1=2 con

�!
� = �!v =c. Estas trans-

formaciones nos llevan al grupo de Poincaré dadas por las ec. (4.3), donde los
parámetros correspondientes a cada generador son : � para H, �!a para los Pi,
R para los Ji, y

�!
� para los K(P )

i .
El límite relativista tradicional es el límite � ! 0 (
 ! 1). Esto signi�ca

que este límite afecta sólo a las transformaciones de boost, y no a las demás
transformaciones. Este hecho también se puede notar al comparar la extensión
central del grupo de Galileo en las ecs.(3.5) con el grupo de Poincaré en las
ecs.(4.3): los dos grupos comparten una subálgebra separable ISO(3)�hHi con
siete generadores, de�nida por las relaciones de conmutación (4.3a, c, d, g y
h). En particular, hHi es el grupo uniparamétrico que representa la traslación
temporal generada por H, e ISO(3) = hTii � SO(3) es el grupo inhomogéneo
de rotaciones en tres dimensiones, donde hTii es el grupo de desplazamientos
espaciales generado por Pi y SO(3) es el grupo de rotaciones espaciales generado
por Ji. Por lo tanto, la diferencia entre los grupos de Galileo y Poincaré está
con�nada a las relaciones de conmutación que involucran los generadores de
boost: el límite relativista debería transformar los generadores de boost K(P )

i

en los generadores de boost de Galileo K(G)
i , y las relaciones de conmutación

1Una extensión trivial de un álgebra de Lie g es una suma directa g �M , donde M es un
generador abeliano.
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(4.3b, e, f y i) del grupo de Poincaré en las relaciones de conmutación (3.5b,e,f
y i) del grupo de Galileo respectivamente.

Dado que en este caso estamos interesados sólo en los boost, podemos simpli-
�car las transformaciones de coordenadas de las ecuaciones (4.6) y (4.7) haciendo
� = 0, �!r =

�!
0 y R = I:

�!x 0 = �!x +
(
 � 1)
�!
� 2

(
�!
� � �!x )

�!
� � 
ct

�!
� (4.8)

ct0 = 
(ct�
�!
� � �!x ) (4.9)

Consideremos también la energía, masa y momento, que tienen la siguiente
forma

E = 
m0c
2 m = 
m0 pi = 
m0vi (4.10)

Como es sabido, el límite no relativista tradicional se da cuando � ! 0 (
 ! 1),
obteniéndose

�!x 0 = �!x t0 = t (4.11)

E = m0c
2 m = m0 pi = m0vi (4.12)

Por otra parte, los generadores de boost de PoincaréK(P )
i pueden ser expresados

como
K
(P )
i = XiH �X0Pi (4.13)

donde los Xi son los operadores de posición correspondientes a xi, H es el
operador Hamiltoniano correspondiente a la energía E, X0 se corresponde con
ctI, y los Pi son los operadores momento correspondientes a pi. Por lo tanto, al
considerar las ecs.(4.11) y (4.12), el límite no relativista de los K(P )

i es

l��m
�!0

K
(P )
i = Xim0c

2 � ctPi = K
(�!0)
i (4.14)

Ahora, podemos calcular las relaciones de conmutación (4.3b, e, f y i) con los
ya obtenidos K(�!0)

i :

l��m
�!0

h
K
(P )
i ;K

(P )
j

i
=

h
K
(�!0)
i ;K

(�!0)
j

i
= 0 (4.15)

l��m
�!0

h
J
(P )
i ;K

(P )
j

i
=

h
J
(P )
i ;K

(�!0)
j

i
= i"ijkK

(�!0)k (4.16)

l��m
�!0

h
K
(P )
i ; Pj

i
=

h
K
(�!0)
i ; Pj

i
= i�ijM0c

2 (4.17)

l��m
�!0

h
K
(P )
i ;H

i
=

h
K
(�!0)
i ;H

i
= iPi (4.18)

A su vez, haciendo c = 1, la ecuación (4.17) se convierte en

l��m
�!0

h
K
(P )
i ; Pj

i
=
h
K
(�!0)
i ; Pj

i
= i�ijM0 (4.19)
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Finalmente, podemos comparar las ecuaciones (4.15), (4.16), (4.19), y (4.18)
con las correspondientes relaciones de conmutación (3.5b, e, f y i) del grupo de
Galileo: si los límitesK(�!0)

i de los boost de Poincaré se identi�can con los boost
galileanos K(G)

i , y el operador de PoincaréM0 se identi�ca con el operador masa
galileano M , la extensión central del grupo de Galileo puede ser considerada el
límite no relativista del grupo de Poincaré.

4.1.2. Contracción generalizada de Inönü-Wigner

El límite no relativista tradicional tiene un signi�cado físico preciso y, por
ello, es deseable expresarlo en términos de la teoría de grupos. Se sabe que
la contracción de Inönü-Wigner mapea el grupo de Poincaré sobre el grupo
de Galileo. Pero, dado que la masa ha sido agregada a este último como una
extensión central, un mapeo análogo entre el grupo de Poincaré y el grupo de
Galileo centralmente extendido no es posible, dado que ambos grupos tienen un
número diferente de generadores. Por lo tanto, una manera natural de obtener
el mapeo deseado es por medio de la extensión central del grupo de Poincaré.
Ésta será la estrategia a seguir a continuación.

Para ello consideremos el grupo de Poincaré ISO(1; 3), con generadores
fH;Pi; Ji;K

(P )
i g, y sus correspondientes relaciones de conmutación dadas por

las ecuaciones (4.3). Recordemos que el grupo de Poincaré no admite exten-
siones no triviales; por lo tanto, podemos extenderlo trivialmente de tal forma
que todos los generadores conmuten con una carga central M . En este caso, se
obtiene un nuevo grupo ISO(1; 3)�hMi, con generadores fH;Pi; Ji;K

(P )
i ;Mg,

correspondientes a la extensión trivial del grupo de Poincaré. Ya que los gen-
eradores del grupo de Poincaré conforman la base de un espacio vectorial, se
puede introducir un cambio en dicha base de la siguiente manera:

H = H �M (4.20)

En esta nueva base fH;Pi; Ji;K
(P )
i ;Mg, las relaciones de conmutación dadas

por las ecuaciones (4.3) preservan su forma, con la única excepción de la ec.(4.3f),
que se transforma en

h
K
(P )
i ; Pj

i
= i�ijH = i�ij(H +M) (4.21)

Ahora la tarea es mostrar que la extensión trivial del grupo de Poincaré
ISO(1; 3)� hMi se contrae al grupo de Galileo con extensión central G � hMi:

ISO(1; 3)� hMi �! G � hMi (4.22)

La contracción se obtiene al reescalar los generadores de la siguiente manera:

J 0i = Ji P 0i = "Pi K
(P )0
i = "K

(P )
i H

0
= H M 0 = "2M (4.23)

Las relaciones de conmutación dadas por las ecs. (4.3) permanecen sin cambios
ante el reescalamiento, con excepción de la ec.(4.3b) y de la ec.(4.3f) ahora
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reemplazada por la ec. (4.21):
h
K
(P )0
i ;K

(P )0
j

i
= i"ijk"

2J 0k (4.24)
h
K
(P )0
i ; P 0j

i
= i�ij("

2H
0
+M 0) (4.25)

Para �nalizar la contracción de Inönü-Wigner, la operación se completa al in-
troducir el límite "! 0, que transforma las ecs. (4.24) y (4.25) en

h
K
(P )0
i ;K

(P )0
j

i
= 0

h
K
(P )0
i ; P 0j

i
= 0 (4.26)

La contracción de Inönü-Wigner admite una interpretación física (ver [88]).
El factor " afecta los generadores de boosts K(P )0

i y los generadores de trasla-
ciones espaciales P 0i . En consecuencia, por medio de la exponenciación de estos
generadores, " también afecta las velocidades y los desplazamientos espaciales.
Por lo tanto, al introducir el límite "! 0, se está describiendo la situación donde
las velocidades y los desplazamientos espaciales son �pequeños�. Las velocidades
son pequeñas con respecto a la velocidad de la luz c, que aquí se normaliza como
c = 1. Los desplazamientos espaciales son pequeños con respecto a c� , donde � es
el desplazamiento temporal asociado con el Hamiltoniano H, que no es afectado
por ". Por estas razones, este tipo de contracción se conoce como �contracción
de velocidad-espacio� ([88]).

Resumiendo, el resultado de la aplicación de la contracción generalizada de
Inönü-Wigner a la extensión trivial del grupo de Poincaré es

[P 0i ; Pj ] = 0 (4;27a) [K
(P )0
i ; P 0j ] = i�ijM

0 (4;27f )

[K
(P )0
i ;K

(P )0
j ] = 0 (4;27b) [P 0i ; H

0
] = 0 (4;27g)

[J 0i ; J
0
j ] = i"ijkJ

k0 (4;27c) [J 0i ; H
0
] = 0 (4;27h)

[J 0i ; P
0
j ] = i"ijkP

k0 (4;27d) [K
(P )0
i ; H

0
] = iP 0i (4;27i)

[J 0i ;K
(P )0
j ] = i"ijkK

(P )k0 (4;27e)

(4.27)
Podemos comparar estas ecuaciones (4.27) con las relaciones de conmutación
dadas por las ecs. (3.5), que de�nen el grupo de Galileo con extensión trivial. Si
la masaM 0 de la relación (4.27f) se identi�ca con la masaM de la relación (3.5f),
y los boosts de Poincaré K(P )0

i de las ecs. (4.27) se identi�can con los boosts
Galileanos K(G)

i de las ec. (3.5), entonces se puede decir que la contracción
generalizada de Inönü-Wigner de la extensión trivial del grupo de Poincaré nos
lleva al grupo de Galileo con extensión central, como se pretendía originalmente
(ver [6]).
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4.2. Límite de los operadores de Casimir del grupo
de Poincaré

Recordemos que el grupo físicamente signi�cativo de la mecánica cuántica no
relativista no es el grupo de Galileo, sino su extensión central, cuyos operadores
de Casimir, expresados en un sistema de referencia en el centro de masa, son
(ver ecs.(A.77), (A.78),(A.79) del Apéndice A.1):

CG1 = M = mI (4.28)

CG2 = mW = mwI (4.29)

CG4 = m2JiJ
i = m2S2 = m2s(s+ 1)I (4.30)

A su vez, los operadores de Casimir del grupo de Poincaré, expresados en el
sistema de referencia del centro de masa, son (ver ecs.(4.5))

CP2 = m2
0I (4.31)

CP4 = m2
0JiJ

i = m2
0S

2 = m2
0s(s+ 1)I (4.32)

Es claro que no existe límite que se pueda introducir entre los mapeos de los
dos CPi y los tres C

G
j . No obstante, en el límite no relativista tradicional � ! 0

(
 ! 1), m = 
m0 se transforma en m0 y E = 
m0c
2 se transforma en

m0c
2. Por lo tanto, al hacer c = 1, en el límite no relativista, tanto la masa m

como la energía interna E = w son m0. Esto signi�ca que, conceptualmente,
el límite de CP4 es CG4 , pero el límite de C

P
2 nos lleva a los dos operadores de

Casimir restantes CG1 y CG2 , dado que en este límite m = w = m0 y, entonces,
CG2 = (C

G
1 )

2:

CP4 �! CG4 CP2 �! CG2 =
�
CG1
�2

(4.33)

Por supuesto, este es un argumento conceptual que no puede ser expresado en el
lenguaje de la teoría de grupos, en la medida que el límite relaciona un grupo no
extendido con un grupo extendido centralmente. Entonces, deberíamos esperar
que, al seguir la estrategia desarrollada en la sección previa, la contracción gen-
eralizada de Inönü-Wigner de los operadores de Casimir del grupo de Poincaré
trivialmente extendido nos condujera a los operadores de Casimir del grupo de
Galileo centralmente extendido.
Los operadores de Casimir del grupo de Poincaré extendido trivialmente

ISO(1; 3)� hMi ; en la base fH;Pi; Ji;K
(P )
i ;Mg, son

CPE1 = M = mI (4.34)

CPE2 = �(PiP
i) +H

2
+M2 + 2HM (4.35)

CPE4 =
�
H +M

�2
JiJ

i �
�
JiP

i
�2
+
�
PiP

i
� �
K
(P )
i K(P )i

�
(4.36)

�
�
PiK

(P )i
�2
� 2

�
H +M

�
Jk"ijkP

iK(P )j
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Por medio de la base reescalada introducida en las ecs. (4.23), los operadores de
Casimir resultan

eCPE1 = "�2M 0 (4.37)

eCPE2 = �"�2(P 0iP
0i) +H

02
+ "�4M 02 + 2"�2H

0
M 0 (4.38)

CPE4 = (H
0
+ "�2M 0)2J 0iJ

0i � "�2(J 0iP
0i)2 + (4.39)

"�4(P 0iP
0i)(K(P )0

i K(P )0i)� "�4(P 0iK
(P )0i)2 �

2"�2
�
H
0
+ "�2M 0

�
J 0k"ijkP

0iK(P )0j

Como es usual, los operadores de Casimir contraídos se obtienen al aplicar el
límite "! 0 a los operadores adecuadamente reescalados:

bCPE1 = l��m
"!0

"2 eCPE1 =M 0 (4.40)

bCPE2 = l��m
"!0

"4 eCPE2 =M 02 (4.41)

bCPE4 = l��m
"!0

"4CPE4 =M 02J 0iJ
0i + (P 0iP

0i)(K(P )0
i K(P )0i)� (4.42)

�(P 0iK
(P )0i)2 � 2M 0J 0k"ijkP

0iK(P )0j

Comparemos las ecs.(4.40), (4.41) y (4.42) con las ecs.(A.77), (A.78) y (A.79),
que expresan los operadores de Casimir del grupo de Galileo extendido central-
mente en el sistema de referencia del centro de masa. Como en el caso de las
relaciones de conmutación, si la masa M 0 del primer grupo de ecuaciones se
identi�ca con la masa M del segundo grupo, y el boost de Poincaré K(P )0i se
identi�ca con el boost galileano K(G)

i , se puede decir que la contracción gen-
eralizada de Inönü-Wigner de los operadores de Casimir del grupo de Poincaré
trivialmente extendido conduce a los operadores de Casimir del grupo de Galileo
con extensión central.

Resumiendo, cuando la Regla de Actualización de la IMH se expresa en una
formulación invariante ante el grupo de Galileo, esto nos lleva a un resultado
físicamente razonable: los observables con valores actuales son aquéllos represen-
tados por los operadores de Casimir del grupo de Galileo con extensión central,
M , W y S2, que adquieren sus valores actuales m, w y s(s + 1). La estrate-
gia natural es extrapolar la interpretación al dominio relativista al reemplazar
el grupo de Galileo por el grupo de Poincaré. Pero cuando se tiene en cuenta
que el grupo relevante de la mecánica cuántica no relativista no es el grupo
de Galileo, sino su extensión central, el mero reemplazo del grupo relevante no
es su�ciente: se debe también mostrar que los observables con valores actuales
en los casos relativista y no relativista están relacionados a través de un límite
adecuado. En consecuencia, el grupo de Poincaré debe ser trivialmente extendi-
do, para mostrar que el límite entre los operadores de Casimir correspondientes
también es adecuado. Este resultado cuenta en favor de la extrapolación de la
IMH a la mecánica cuántica relativista.
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4.2.1. Mecánica cuántica relativista

Dado que el espíritu de la IMH es considerar los observables que represen-
tan invariancias como los observables con valores actuales del sistema, cuando
esta interpretación se extrapola al dominio relativista deben considerarse todas
las simetrías. En particular, en las teorías cuánticas relativistas, además de las
simetrías espacio-temporales representadas por el grupo de Poincaré, los sis-
temas cuánticos tienen simetrías gauge internas. Por lo tanto, de acuerdo con
la IMH, las magnitudes invariantes correspondientes a aquellas simetrías gauge
deberían adquirir también valores actuales. Como ilustración de esta idea, en
esta sección se analizará el caso de la simetría gauge U(1).

Simetría interna

Consideremos un campo de Dirac libre 	 cuyo Lagrangiano tiene la siguiente
forma:

LD = 	
�
i~@t � c

�!� � �!p � �moc
2
�
	 (4.43)

donde �!� y � son las matrices de Dirac y 	 es un espinor de cuatro componentes
que está compuesto por dos espinores. Esto signi�ca que el campo tiene la
siguiente forma: 	 =

�
�
�

�
(y la transpuesta conjugada es 	y =

�
�y �y

�
),

donde � =
�
�1
�2

�
y � =

�
�1
�2

�
. Por lo tanto, podemos escribir el Lagrangiano de la

ec. (4.43) explícitamente en términos de los espinores como

LD(�; �) =
�
�y �y

� �
i~

�
@t�

@t�

�
� c

�
0 �!�
�!� 0

�
� �!p

�
�

�

�
�moc

2

�
I 0
0 �I

��
�

�

��

(4.44)
donde �!� son las matrices de Pauli. Al calcular el producto interno, la ec. (4.44)
resulta

LD(�; �) = i~�
y@t�+ i~�

y@t�� �
yc�!� � �!p �� �yc�!� � �!p �� (4.45)

moc
2�y�+moc

2�y�

Este Lagrangiano es invariante ante la simetría global gauge representada por
el grupo de Lie Abeliano U(1), cuya representación en términos de los campos
es

	! e�iQ�	 	! 	eiQ� (4.46)

donde Q es el generador de la transformación y � es una constante real. Como
se sabe, LD no es invariante ante una transformación gauge local U(1) que
transforma los campos de la siguiente manera

	! e�iQ�(x)	 	! 	eiQ�(x) (4.47)

donde �(x) es ahora una función real de la coordenada espacio-temporal x�.
Para recobrar la invariancia debe incluirse un campo A� que se transforme
como

A� ! A� + @�� (4.48)
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y

LM =
1

4
F��F�� F�� = @�A� � @�A� (4.49)

Entonces, el Lagrangiano invariante queda

LDf
= 	

�
i~(@t � ieAo)� c

�!� � (�!p � e
�!
A )� �moc

2
�
	+ LM (4.50)

En este caso, Q es el único operador de Casimir trivial CU1 del grupo de simetría
interna U(1).

Dado que la simetría gauge interna U(1) es una simetría de la teoría, de
acuerdo con la IMH extrapolada a este caso, el único operador de Casimir CU1 =
Q de este grupo de simetría�invariante ante las correspondientes transformaciones�
es un observable con valor actual del sistema. Otra vez, esto nos lleva a una
situación física razonable dado que el operador Q del grupo de simetría interna
gauge U(1) es el operador carga, Q = eI.

El límite de la simetría interna

En la bibliografía es usual encontrar el límite no relativista de las ecuaciones
de Euler-Lagrange, pero no del Lagrangiano. Con el �n de obtener este límite,
podemos introducir el siguiente ansatz:

�
�

�

�
= e�

imoc
2t

~

�
�o
�o

�
(4.51)

donde �o y �o todavía dependen de las coordenadas espacio-temporales. La ec.
(4.51) expresa los espinores en términos de dos factores separados dependientes
del tiempo: uno desconocido, dado por las funciones �o y �o, y el otro un factor
oscilante con frecuencia !o = moc

2

~
. Introduciendo la ec. (4.51) en la ec. (4.45),

se obtiene

LD(�o; �o) = i~�yo@t�o + i~�
y
o@t�o � �

y
oc
�!� � �!p �o � (4.52)

�yoc
�!� � �!p �o + 2moc

2�yo�o

que puede reacomodarse como

LD(�o; �o) = i~�
y
o@t�o��

y
oc
�!� ��!p �o��

y
oc
�!� ��!p �o+i~�

y
o(@t+2moc

2)�o (4.53)

Las derivadas temporales de los espinores �o y �o están relacionadas con la
oscilación temporal con frecuencia ! = Eo=~.
Hasta este punto, no se ha introducido todavía ningún límite no relativista.

Con el �n de efectuar tal límite, debemos notar que la energía total del espinor �o
es E�o = Eo y del espinor �o es E�o = Eo+2moc

2. Por lo tanto, si consideramos
que Eo � moc

2, entonces

E�o = Eo E�o = Eo + 2moc
2 � 2moc

2 (4.54)
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Estas dos relaciones implican que los dos últimos términos de la ec. (4.53) pueden
ser escritos como

i~�yo(@t + 2moc
2)�o = i~�

y
o(E + 2moc

2)�o � i~�
y
o2moc

2�o (4.55)

y el límite no relativista del Lagrangiano resulta

eLD(�o; �o) = i~�yo@t�o � �yoc�!� � �!p �o � �yoc�!� � �!p �o + i~2moc
2�yo�o (4.56)

Con el �n de poder escribir el Lagrangiano de la ec. (4.56) en términos de
uno de los espinores, digamos �o, debemos comenzar por calcular la ecuación
de Euler-Lagrange para �o,

@t(
@ eLD
@(@t�

y
o)
) + @i(

@ eLD
@(@i�

y
o)
)�

@ eLD
@�yo

= 0 (4.57)

que resulta

c�!� � �!p �o � 2moc
2�o = 0 (4.58)

o, equivalentemente,

�o =
�!� � �!p �o
2moc

(4.59)

Si reemplazamos la ec. (4.59) en la ec. (4.56), se obtiene

eLD(�o; �o) = i~�yo@t�o � �yoc�!� � �!p (
�!� � �!p �o
2moc

)� (4.60)

�(
�!� � �!p �o
2moc

)yc�!� � �!p �o + i~2moc
2(
�!� � �!p �o
2moc

)y(
�!� � �!p �o
2moc

)

Dado que (
�!� ��!p �o
2moc

)y = 1
2moc

�y(�!� � �!p )y, la ec. (4.60) queda

eLD(�o) = i~�yo@t�o �
1

2mo
�yop

2�o (4.61)

donde hemos usado que (�!� � �!p )(�!� � �!p ) = p2. En particular, el último término
de la ec. (4.61) puede escribirse como

�yop
2�o = ~

2�yo 5
2 �o = ~

2((
�!
5(�yo

�!
5�o)�

�!
5�yo

�!
5�o) (4.62)

El primer término del miembro izquierdo de la ec. (4.62) es una divergencia, que
sólo contribuye en un término de super�cie que se hace cero cuando la densidad
Lagrangiana es integrada. Entonces, la ec. (4.61) �nalmente queda

LNR = eLD(�o) = i~�yo@t�o �
~2

2mo

�!
5�yo

�!
5�o (4.63)

106



que es el Lagrangiano no relativista deseado. A su vez, la ecuación de Euler-
Lagrange no relativista queda

i~@t�o =
~2

2mo

�!
52�o (4.64)

Por lo tanto se ha mostrado que el límite no relativista del Lagrangiano de Dirac
nos lleva al Lagrangiano de la ecuación de Schrödinger.

El grupo total de la mecánica cuántica relativista con grupo gauge
U(1)

Respecto de las simetrías espacio-temporales, podemos ver que:

El Lagrangiano relativista LD de la ec. (4.43) es invariante ante el grupo
de Poincaré ISO(1; 3), y también ante la extensión trivial ISO(1; 3)�hMi.

El Lagrangiano no relativista LNR de la ec. (4.63) es invariante ante el
grupo de Galileo G, y también ante la extensión trivial G � hMi, que,
como hemos visto, puede ser obtenido por medio de la contracción de
Inönü-Wigner de ISO(1; 3)� hMi.

Respecto de las simetrías internas, a su vez:

El Lagrangiano relativista LD de la ec. (4.43) es invariante ante la trans-
formación global gauge U(1) actuando sobre los espinores. Si queremos
preservar la invariancia ante transformaciones gauge locales, debemos in-
troducir campos gauge, que no son más que los potenciales electromág-
neticos regidos por las ecuaciones de Maxwell (ver [91]).

El Lagrangiano de Schrödinger no relativista LNR de la ec. (4.63) es tam-
bién invariante ante una transformación gauge global U(1), y también
es invariante ante una transformación gauge local por medio de la in-
troducción de campos gauge asociados a la simetría U(1) dentro de esta
teoría (ver [82]). Si bien el grupo de simetría externa es diferente al ca-
so relativista, es posible la inclusión de campos gauge electromágneticos
suponiendo ciertas condiciones para éstos.

El hecho de que el electromagnetismo pueda ser obtenido de una teoría
no relativista puede sonar raro. Sin embargo, actualmente está claro que la
estructura de las ecuaciones de Maxwell no está determinada por las propiedades
de simetría del espacio-tiempo sino por las propiedades de las simetrías gauge.
La única diferencia entre los casos relativista y no relativista es que, mientras que
los potenciales gauge en el Lagrangiano relativista son estrictamente potenciales
electromágneticos, los potenciales gauge en el Lagrangiano no relativista son
componentes de un campo vectorial galileano, y esto signi�ca que se transforman
como alguna representación irreducible de la extensión central del grupo de
Galileo. En consecuencia, en el caso no relativista, los potenciales son el límite
mágnetico o el límite eléctrico de los potenciales electromagnéticos (ver [92]).

107



Ahora la cuestión es preguntarnos cómo el grupo de Poincaré y el grupo de
simetría interna se combinan entre sí para darnos un nuevo grupo de simetría,
cuyos operadores de Casimir representen los observables con valor actual del
sistema cuántico de acuerdo con la IMH. El punto es relevante ya que los oper-
adores de Casimir del nuevo grupo podrían ser diferentes que los operadores de
Casimir de los grupos componentes (M y S2 provenientes del grupo de Poincaré,
y Q proveniente del grupo gauge). Afortunadamente, éste no es el caso: de acuer-
do con el teorema de Coleman-Mandula ([93], para una explicación simple, ver
[94], [95]), no existe unión no trivial del grupo de Poincaré con el grupo gauge.
En otras palabras, la única posible combinación entre los dos grupos es el pro-
ducto directo.

Resumiendo, el grupo total de la mecánica cuántica relativista con simetría
gauge U(1) es

ISO(1; 3)� hMi � U(1) (4.65)

cuyos operadores de Casimir son los de la extensión trivial del grupo de Poincaré
�dados por la masa M y el spin S� y los del grupo de gauge U(1) �dado por
la carga Q�. A su vez, el grupo total de la mecánica cuántica no relativista es

G � hMi � U(1) (4.66)

cuyos operadores de Casimir son los de la extensión central del grupo de Galileo
�dados por la masa M , la energía interna W , y el spin S� y los del grupo
gauge U(1) �dado por la carga Q�. La contracción de Inönü-Wigner aplicada
al grupo total de la mecánica cuántica relativista nos lleva al grupo total no
relativista:

ISO(1; 3)� hMi � U(1)! G � hMi � U(1) (4.67)

En consecuencia, de acuerdo con la IMH, los observables con valores actuales
de los sistemas cuánticos relativistas son M , S2 y Q, con sus valores actuales:
masa m0, spin s y carga e. Éste es el resultado que se esperaría desde un punto
de vista físico, dado que la masa, el spin y la carga son propiedades que supues-
tamente poseen todos los sistemas cuánticos y que son medibles en cualquier
situación física, y sus valores son precisamente lo que de�ne los diferentes tipos
de partículas elementales de la teoría.

4.3. Sistema de muchas partículas

Como se sabe, el caso de muchas partículas no puede ser rigurosamente
tratado por la mecánica cuántica relativista,2 y este hecho nos lleva directa-
mente al ámbito de la teoría cuántica de campos. También sabemos que, en
general, el número de partículas no es una cantidad conservada en la teoría
cuántica de campos y, por lo tanto, tampoco es un operador de Casimir del
grupo de simetría relevante. No obstante, en los casos particulares de los es-
tadíos �in� y �out� del proceso de scattering, se asume que el sistema puede ser

2Si bien la mecánica cuántica relativista es una teoría de muchas partículas.
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modelado como una colección de N partículas no interactuantes (las partículas
experimentalmente detectadas). Por lo tanto, en esos estadíos, el grupo relevante
es el producto tensorial de N copias del grupo total ISO(1; 3)� hMi � U(1).3

La representación de este N -producto tensorial puede ser expresada como el
producto de las representaciones de los grupos factores, que están etiquetadas
por N y por los operadores de Casimir del grupo ISO(1; 3)�hMi�U(1). Esto
signi�ca que, en los estadíos �in� y �out�, el operador número de partículas N
se transforma en un operador de Casimir más a tener en cuenta.

Entonces consideremos un sistema cuántico etiquetado por los operadores de
Casimir CPE1 =M , CPE2 =M2 and CPE4 = S2 del grupo de Poincaré extendido
trivialmente �en el sistema de referencia del centro de masa� y el operador de
Casimir CU1 = Q del grupo gauge. Un estado de n partículas no interactuantes
está dado por

jni = j1i 
 j1i 
 :::j1i = (ay 
 ay 
 :::ay)j0i = (ay)nj0i; (4.68)

donde ay es el operador de creación de cada partícula, y

N jni = njni;

es el número de partículas, que es aditivo. Podemos combinar ahora los oper-
adores de Casimir conocidos, y de�nir los nuevos operadores de la colección de
N partículas con la misma masa y spin:

Masa=(CPE2 )
1
2N , Spin=

�
CPE4

� 1
2 , Carga=Q , Número de partículas=N:

(4.69)
De acuerdo con la IMH, todos estos operadores representan observables con val-
ores actuales del sistema de N partículas no interactuantes. Recordemos otra
vez que este resultado no es general en teoría cuántica de campos, ya que ésta es
una teoría de campos interactuantes y en estos casos no es posible de�nir oper-
adores de creación y destrucción ni tampoco el operador número de partículas.4

No obstante, el hecho de que N sea un obervable con valor de�nido es razon-
able para los estadíos �in� y �out�, donde el número de partículas es siempre
considerado una magnitud del sistema. A su vez, en la etapa de interacción, N
no es un operador de Casimir, por lo tanto de acuerdo con la IMH, no es un
observable con valor de�nido; y esto es razonable debido a que en esta etapa no
se espera que haya un valor de�nido del número de partículas.

Desde el punto de vista de la teoría cuántica de campos estos resultados no
son rigurosos, ya que en ningun momento se efectuo la segunda cuanti�cación.
No obstante, los conceptos de simetría son validos para los ambitos relativistas
y no relativistas, los cuales permiten elucidar sobre tierra �rme los conceptos
primitivos de una interpretación de la teoría cuántica de campos.

3Por simplicidad sólo consideramos colecciones de un único tipo de partícula elemental.
4En la teoría cuántica de campos interactuantes hay in�nitas representaciones inequiva-

lentes de las relaciones de conmutación canónicas, por lo tanto, o bien se debe elegir una o bien
se debe dejar de considerar que los resultados experimentales de los procesos de scattering
son �ables, ya que estos asumen que en t ! �1, los campos no interactuantes se pueden
transformar unitariamente en campos de interacción.
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Capítulo 5

Conclusiones �nales

En la historia de las interpretaciones de la mecánica cuántica, el Hamilto-
niano del sistema no ha tenido un papel preponderante. Esto suena extraño
cuando recordamos el papel crucial que tiene en mecánica, tanto clásica como
cuántica: por un lado el Hamiltoniano representa las magnitudes que se conser-
van y por otro lado es el elemento que gobierna la dinámica. No debe resultar
sorprendente, entonces, que en la mecánica cuántica el Hamiltoniano juegue un
papel decisivo en la selección del contexto de actualización y de los observables
con valor de�nido.

En una primera parte de esta tesis, se ha tomado esta idea como el punto de
partida para una interpretación que intenta dar una respuesta adecuada a los
problemas tradicionales de la mecánica cuántica. En particular, se ha mostrado
cómo la IMH propone la Regla de Actualización que unívocamente selecciona un
contexto preferido independiente del tiempo, donde los hechos posibles pueden
hacerse actuales. De este modo, la IMH ha probado ser efectiva en dos sentidos:
(i) la aplicación de la Regla de Actualización a muchas situaciones físicas concre-
tas parece estar de acuerdo con los compromisos teóricos y la evidencia empírica
que provienen de la práctica cientí�ca, y (ii) cuando se aplica la Regla de Ac-
tualización al proceso de medición, la regla no sólo explica la lectura de�nida
del puntero, tanto en el caso ideal como en el no ideal, sino que también tiene
en cuenta la diferencia entre mediciones �ables y no �ables, de acuerdo con la
práctica cientí�ca.

En una segunda etapa, se estudiaron las restricciones impuestas por la teoría
de grupos en la interpretación. El interés se centró en la covariancia e invariancia
de la ecuación de Schrödinger y la transformación Galileana de la Regla de Ac-
tualización. Se encontró que esta regla es covariante al igual que la ecuación de
Schrödinger y de este modo se pudo asegurar que la de�nición de sistema es in-
variante ante las transformaciones de Galileo, en concordancia con la idea de que
estas transformaciones expresan sólo un cambio de la perspectiva utilizada para
describir el sistema. A su vez se reformuló la Regla de Actualización, haciéndola
explícitamente invariante ante las transformaciones de Galileo al de�nirla en
términos de los operadores de Casimir de este grupo de simetría.
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Por último, considerando la relevancia de la teoría de grupos en la IMH, se
extrapoló su idea central al ámbito relativista reemplazando el grupo de Galileo
por el grupo de Poincaré. De este modo, los observables con valores de�nidos
pasaron a ser la masa, el spin y el operador de Casimir de alguna simetría
interna. En particular se mostró el caso de la simetría U(1). A su vez, se probó
que los contextos de actualización, en el ámbito relativista y no relativista,
están correctamente relacionados por medio de un límite adecuado, que pudo
ser expresado en términos de la teoría de grupos a partir de la contracción de
Inönü-Wigner.

Es necesario considerar en estas conclusiones que hace falta introducir mod-
i�caciones en la IMH, en la cual por su naturaleza, se actualizan solo los estados
en reposo, por una nueva versión donde se actualicen los estados en movimiento:
los estados de la base puntero móvil. Estas modi�caciones están siendo elabo-
radas.

Finalmente para tener una interpretación completa de la Teoría Cuántica de
Campos tendremos que, eventualmente, introducir estas extensiones y probable-
mente sustituir el formalismo de renormalización, de muy difícil interpretación,
por un formalismo de proyección que estamos desarrollando (ver [15]). Solo en-
tonces el proyecto, del cual esta tesis es la primera parte, estará terminado.
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Apéndice A

Formulación algebraica de
la mecánica cuántica

En este apéndice se ofrecerá una breve explicación de los términos y concep-
tos matemáticos utilizados en el desarrollo de la tesis, siguiendo la estructura
presentada en [22], obra que resume la formulación algebraica de la teoría cuán-
tica de campos y que se puede utilizar con algunas variaciones para la mecánica
cuántica.

A.0.1. Sistemas cuánticos con muchos grados de libertad

Principio de superposición y sectores de superselección

En la formulación standard de la mecánica cuántica, los estados físicos se
describen como vectores j�i de algún espacio de HilbertH. Un espacio de Hilbert
es un espacio vectorial complejo con un producto escalar de�nido positivo

H�H ! C (A.1)

j�i ; j	i ! h�j	i (A.2)

que es antilineal por izquierda y lineal por derecha y mediante el cual se puede
de�nir la siguiente norma:

k�k = h�j�i
1
2 (A.3)

A su vez, H se puede asumir como completo con respecto a esta norma, es decir,
todas las sucesiones de Cauchy en H convergen.
Los observables se corresponden con operadores autoadjuntos A en H, es

decir, A : H ! H es un mapeo lineal continuo en H que es acotado en la esfera
unidad:

h�jA	i = hA�j	i para todo �;	 2 H (A.4)
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Todo mapeo lineal continuo en H de�ne una norma en el álgebra de operadores
lineales continuos en H.

En algunas aplicaciones se suelen usar operadores lineales no acotados. Ellos
están usualmente de�nidos en un subespacio denso del espacio de Hilbert. Para
incluirlos en el conjunto de observables se necesitan algunas sutilezas matemáti-
cas que se evadirán en este apéndice.

A cada vector distinto de cero � y a un conjunto de operadores autoadjuntos
que conmutan entre ellos, Ai, i = 1; :::; n se le puede asociar una medida de
probabilidad ��;A1;:::;An

. Esta medida de probabilidad se de�ne como:
Z
d��;A1;:::;An

p(a1; :::; an) = h�j p(A1; :::; An�i k�k
�2 (A.5)

para todos los polinomios p en n variables a1; :::; an, que son los correspondientes
autovalores de los observables Ai. Para una región G � Rn, la probabilidad de
que el conjunto de observables (A1; :::; An) adquieran el valor (a1; :::; an) 2 G
esta dada entonces por ��;A1;:::;An

.
La distribución de probabilidad asociada a un vector � depende solamente

del rayo f��; � 2 Cg. Pero en una superposición lineal

	 = ��1 + ��2 (A.6)

las probabilidades descritas por 	 dependen de la elección de los vectores �1 y
�2 en sus respectivos rayos. La posibilidad de la superposición es la propiedad
crucial de la teoría cuántica y es responsable de los efectos de interferencia.
Debido a la posibilidad de interferencia, los estados cuánticos son diferentes

a los estados de la física clásica, donde un estado puede ser etiquetado por un
punto en el espacio de fases, o como una distribución de probabilidad en el
espacio de las fases.
Aun así, no todos los estados cuánticos pueden estar en superposición. Los

vectores en el espacio de Hilbert se pueden combinar linealmente, pero puede
suceder que la fase relativa entre dos vectores no pueda ser observada. Por
ejemplo, considérese la superposición de un estado de una partícula con spin
1=2 con otra partícula con spin 0:

	 = �� 1
2
+ ��0 (A.7)

Una rotación de 2� cambia el estado de la partícula con spin 1=2 en un factor
de �1 y deja al estado de spin 0 inalterado. Por lo tanto, 	 se transforma en

	 = ��� 1
2
+ ��0 (A.8)

Pero, como se sabe, una rotación de 2� no tiene efectos observables, por lo tanto
para todos los observables A se encuentran los mismos valores medios que antes.
Esto implica que los elementos de matriz de un observable A entre un estado
de spin 1=2 y un estado de spin 0 deben hacerse cero. Por lo tanto, el estado
correspondiente a 	 es equivalente a una matriz densidad
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� = j�j
2
���� 1

2

ED
� 1

2

���+ j�j2 j�0i h�0j (A.9)

La no existencia de superposiciones coherentes lleva a una descomposición del
espacio de estados del sistema físico en sectores de superselección.
El espacio de Hilbert H puede ser descompuesto en una suma directa de

subespacios mutuamente ortogonales

H =�
i
Hi (A.10)

Cada vector � 2 H tiene una descomposición única � =
P
i

�i con �i 2 Hi.

Las fases de los vectores �i no tienen signi�cado físico. Los observables son
operadores que dejan a los subespacios Hi invariantes y pueden ser escritos en
forma de matriz bloque diagonal

A =

0
B@
A1 0 ::: 0
0 A2 ::: 0
... 0

...
...

1
CA (A.11)

donde cada Ai es la restricción de A a Hi. Sólo estados con el mismo sector
de superselección pueden superponerse. En general, los sectores de superselec-
ción son de�nidos por los grupos de simetría por medio de sus representaciones
irreducibles.

A.0.2. Formulación algebraica de la teoría cuántica

El álgebra de observables U consiste en la presencia de sectores de su-
perselección de elementos de la forma A= �

i
Ai con operadores Ai en H1

y norma kAk = supi kAik < 1. Este álgebra tiene centro no trivial Z =
fA 2 U , [A;B] = 0 8B 2 Ug = �

i
�iIH1 . Los subespacios Hi son el conjunto

de autosubespacios de los elementos del centro.
Un ejemplo sencillo es el álgebra generada por las componentes del operador

momento angular. El centro de este álgebra está generado por el cuadrado abso-
luto del momento angular. Los sectores consisten en los estados con un número
cuántico de momento angular asignado.

En la formulación de espacios de Hilbert de la mecánica cuántica, el álgebra
de observables es el conjunto de operadores lineales en algún espacio de Hilbert
H. Un operador lineal se dice acotado si su norma

kAk = sup
�2H, k�k=1

kA�k (A.12)

es �nita. A� es el operador autoadjunto (denotado también como Ay). Por de�ni-
ción, este operador autoadjunto satisface h�jA�	i = hA�j	i, �;	 2 H.
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Si se comienza con el álgebra de operadores como objeto fundamental de la
teoría, se necesita entonces una caracterización de los estados que sea indepen-
diente de la posible realización de los observables como operadores en el espacio
de Hilbert.

Un estado asigna a un observable no sólo un valor, sino una distribución de
probabilidades. En la formulación algebraica de la mecánica cuántica, se pueden
identi�car los estados a partir de los valores medios de funcionales aplicados so-
bre los elementos del álgebra de operadores. Por de�nición, éstos son funcionales
lineales ! en el álgebra de observables, que están normalizados (!(I) = 1) y son

positivos (!(A�A) � 0). Bajo ciertas condiciones (sup j!(An)j
1
n <1), tales fun-

cionales ! inducen, para cada elemento autoadjunto A del álgebra, una medida
de probabilidad �!;A unívocamente determinada con la siguiente propiedad:

Z
and�!;A(a) = !(A

n), n 2 N0 (A.13)

El espectro de un elemento A del álgebra puede también caracterizarse en tér-
minos puramente algebraicos. El espectro se de�ne como el conjunto de todos
los números complejos � 2 C para los cuales A � � no tiene inversa en U . Los
elementos del espectro de A son los posibles valores del observable A.

A su vez, este álgebra de observables es un álgebra de operadores en el espacio
de Hilbert. Por lo tanto, cada vector � del espacio de Hilbert con k�k = 1 induce
un estado (en el sentido de la formulación algebraica) a través de

!�(A) = h�jA�i (A.14)

Los estados pueden combinarse por medio de una combinación convexa

! =
X

�i!i (A.15)

y esto es otra vez un estado.
Para estados !i que están inducidos por vectores �i del espacio de Hilbert,

los estados ! pueden ser representados por matrices densidad

� =
X

�i j�ii h�ij (A.16)

El valor medio está dado por

!(A) = Tr(�A) (A.17)

donde Tr es la traza de un operador.
La traza es invariante ante transformaciones unitarias, Tr(UAU�) = TrA,

pero puede tener valor 1. Las matrices densidad son operadores positivos por
de�nición, con traza unidad. Los operadores que pueden escribirse como com-
binaciones lineales �nitas de operadores positivos con traza �nita se denominan
�operadores de clase traza�. La traza puede ser extendida a un funcional lineal
en todos los operadores de clase traza. A su vez, el conjunto de estos operadores
forman un ideal de dos lados J en el álgebra de operadores acotados en el
espacio de Hilbert.
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A.0.3. Álgebra de operadores

Para un discusión general, el concepto más apropiado para estas álgebras,
es el de C��álgebras, las cuales poseen una norma con la propiedad

kA�Ak = kAk2 (A.18)

Esto se denomina una C��norma. A su vez, son espacios normados completos.
Cada C��álgebra es isomorfa a un álgebra cerrada normada de operadores
acotados en un espacio de Hilbert no necesariamente separable. Pero, en general,
la representación de una C��álgebra por operadores en un espacio de Hilbert
no es única.
Como ya vimos, un concepto que es signi�cativo en el nivel del álgebra es

el espectro de un elemento. El espectro de un elemento A de una C��álgebra
permanece dentro del círculo con radio kAk alrededor del origen y es real para
elementos autoadjuntos.
Dentro de las C��álgebras, una importante subclase son las álgebras de von

Neumann (también llamadas W ��algebras). Éstas están caracterizadas por la
propiedad de que cada red acotada de elementos positivos monotónicamente
crecientes tienen un supremo. Estas álgebras de von Neumann son isomorfas al
álgebra de los operadores del espacio de Hilbert que es cerrada en la topología
de operadores débil.

A.0.4. Contrucción GNS.

La formulación algebraica de la teoría cuántica está íntimamente relacionada
con la formulación en espacios de Hilbert. Para describir esta conexión se nece-
sita el concepto de representación: Una representación de un álgebra involutiva
y con elemento unidad U es un ��homomor�smo � en el álgebra de operadores
lineales en un subespacio denso D del espacio de Hilbert.
Aquí un homomor�smo es un �� homomor�smo si

h�j�(A)	i = h�(A�)�j	i 8 �;	 2 D (A.19)

Ya hemos visto que cualquier vector unidad � 2 D induce un estado del álgebra
por medio de

!(A) = h�j�(A)�i (A.20)

Sorpresivamente, la relación inversa también se cumple. Ésta es la famosa con-
strucción de Gelfand, Naimark y Segal (GNS) (ver [23]):

Teorema: Sea ! un estado de una álgebra involutiva U con elemento unidad.
Entonces existe una representación � del álgebra mediante operadores lineales
en el subespacio denso D de algun espacio de Hilbert H y vector unidad 
 2 D,
tal que

!(A) = h
j�(A)
i (A.21)
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y D = f�(A)
; A 2 Ug. La demostración de este teorema puede efectuarse de
un modo simple. Primero se debe introducir un producto escalar en el álgebra
por medio del estado ! a través de

hAjBi = !(A�B) (A.22)

Este producto escalar tiene las propiedades de linealidad por derecha, antilin-
ealidad por izquierda, hermiticidad y también es semide�nido positivo hAjAi =
!(A�A) � 0. Se puede estudiar el conjunto

R = fA 2 U , !(A�A) = 0g (A.23)

Es crucial queR sea un ideal izquierdo en U . Debido a la desigualdad de Cauchy-
Schwarz, R es un subespacio de U . Incluso, para A 2 R y B 2 U tenemos, otra
vez por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

!((BA)�BA) = !(A�B�BA) = hB�BAjAi �
p
hB�BAjB�BAi

p
hAjAi = 0

(A.24)
Por lo tanto, BA 2 R. Se puede de�nir D como el espacio cociente U=R.
Debido a que el producto escalar se de�ne positivo en D, podemos completar D
y obtener un espacio de Hilbert H. La representación �, entonces, está inducida
por la multiplicación por izquierda del álgebra:

�(A)(B +R) = AB +R (A.25)

De este modo, � está bien de�nido, dado que R es un ideal izquierdo en U .
Finalmente,


 = 1 +R (A.26)

Se puede veri�car que las condiciones del teorema se satisfacen. También se
puede mostrar que la construcción no es única, a menos de una equivalencia
unitaria. Esto es, sea (�0; D0;H0;
0) otro conjunto que satisface las condiciones
del teorema, entonces podemos de�nir un operador U : D ! D0 como

U�(A)
 = �0(A)
0 (A.27)

U está bien de�nido, dado que �(A)
 = 0 si y sólo si !(A�A) = 0; pero entonces
también tenemos que �0(A0)
0 = 0. Más aun, U preserva el producto escalar,
también es invertible y tiene una extensión única como operador unitario de H
a H0. Finalmente, las representaciones � y �0 son unitariamente equivalentes:

�0(A) = U�(A)U�, A 2 U (A.28)

Simetrías

Un grupo G se dice un grupo de simetría si se puede aplicar mediante un
automor�smo del álgebra U , esto es:
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g 2 G! �g 2 Aut(U) (A.29)

donde �g es una transformación que actúa sobre U .
Por otro lado, si ! es un estado invariante, es decir, un funcional lineal,

positivo y normalizado sobre U que cumple

!(�gA) = !(A) 8 g 2 G, A 2 U (A.30)

entonces en la representación GNS construida a partir de !, los automor�smos
�g se pueden implementar. Denotando por (
; �;H) el vector cíclico correspon-
diente a !, la representación � y el espacio de Hilbert H respectivamente donde
actúa, la de�nición:

U(g)�(A)
 = �(�gA)
 (A.31)

suministra una representación unitaria g ! U(g) del grupo como operadores
lineales actuando sobre el espacio de Hilbert H.

Para chequear que la representación del automor�smo sobre el álgebra efec-
tivamente tiene la estructura de grupo, podemos efectuar una primera transfor-
mación g1:

U(g1)�(A)
 = �(�g1A)
 (A.32)

Por otro lado,

U(g2)�(B)
 = �(�g2B)
 (A.33)

Si llamamos U(g1)�(A) = �(B) y B = �g1A, entonces la última ecuación queda:

U(g2)U(g1)�(A)
 = �(�g2�g1A)
 (A.34)

Pero �(�g2�g1A) = �(�g1�g2A); por lo tanto,

U(g2)U(g1)�(A)
 = �(�g2�g1A)
 = U(g2 � g1)�(A)
 (A.35)

Entonces,

U(g2)U(g1) = U(g2 � g1) (A.36)

De aquí en adelante dejaremos de lado por el momento la formulación alge-
braica de la mecánica cuántica y nos introduciremos en el ámbito de la teoría
de grupos.
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A.1. Teoría de grupos

A.1.1. Representaciones proyectivas y extensión de un grupo

Como ya hemos señalado en la sección anterior, mediante la representación
GNS se puede establecer una correspondencia entre la representación de un
álgebra abstracta A y funcionales lineales que actúan sobre ésta.

También se mostró que esta representación es cíclica si existe un vector 
,
tal que se cumple (A.21). En el caso de que se elija cualquier otro vector 
 2 H0

para efectuar la representación, entonces la generalización adecuada será la ec.
(A.27). No obstante, se puede ver que para volver a la representación de la ec.
(A.21) debemos efectuar las siguientes transformaciones sobre los operadores y
los estados:

�(A0) = �(B�AB) = �(B�)�(A)�(B) �(B) j
i = j	i (A.37)

De este modo se tiene que

!(A0) = h
 j�(A0)j
i = h
 j�(B�AB)j
i = (A.38)

h
 j�(B�)�(A)�(B)j
i = h	 j�(A)j	i = !	(A)

Esto es,
!(A0) = !	(A) (A.39)

lo que signi�ca que, cuando se efectúa la transformación (A.37), entonces el
valor medio queda invariante.

Si consideramos entonces que la representación �!(B) del operador B es
la representación unitaria de un elemento del grupo de simetría, entonces, la
transformación (A.37) equivale a

�!(�gA) = U(g)�!(A)U
�1(g) U(g) j
i = j	i (A.40)

Las transformaciones U(g) que conservan el valor medio son transforma-
ciones lineales que actúan sobre los vectores, esto es, se pueden sumar entre sí.
La transformación de estos vectores está determinada hasta una fase arbitraria
(un número complejo arbitrario de módulo 1). Estas transformaciones, además,
satisfacen alguna de las dos condiciones siguientes:

U(g)a j	i = aU(g) j	i o U(g)a j	i = aU(g) j	i (A.41)

donde a es un número complejo y a es su complejo conjugado. En el primer
caso, U(g) es un operador lineal y unitario, en el segundo caso, es antilineal y
antiunitario.
En el caso en que el grupo sea continuo, la posibilidad de operadores antiu-

nitarios queda excluida debido a que cada elemento de grupo es el cuadrado de
algún otro y el producto de dos operadores antiunitarios es unitario. De ello se
concluye que la transformación U(g), actuando sobre el espacio de Hilbert, está
determinada hasta una fase ei'. La ley de multiplicación (A.36) se transforma
en:
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U(g2)U(g1) = �(g1; g2)U(g2 � g1) (A.42)

donde � es una fase que podría depender de g1 y g2. De este modo, se dice que
U es una representación proyectiva del grupo de simetría G (ver [30]).

Ahora supongamos que, además, de tener el grupo G, tenemos otro grupo
K y sea T un subgrupo invariante de G (un subgrupo invariante o normal es
aquél que es invariante ante una transformación de similaridad con respecto
a todos los elementos del grupo del cual es parte). Si se tiene un isomor�smo
K � G

T , entonces se dice que G es una extensión de K (ver [96]). Por lo tanto
hay una correspondencia h : k ! c entre los elementos k 2 K y los elementos
c de el espacio cociente G

T . De este modo, un elemento c 2
G
T puede ser escrito

como c = h(k) y la ley de composición para el grupo resulta h(k1) � h(k2) =
�(k1; k2)h(k1 � k2) donde � 2 T .

Extensión central, trivial y escalar

Siguiendo con la sección anterior, cualquier elemento g 2 G puede ser de-
scompuesto únicamente como

g = 
 � h(k) con 
 2 T y h(k) 2
G

T
(A.43)

La ley de composición de G entonces resulta

g1 � g2 = 
1 � h(k1) � 
2 [h(k1)]
�1
� !(k1; k2) � h(k1; k2) (A.44)

Notemos que, si T es un grupo uni-dimensional (Abeliano) T �
1, entonces

!(k1; k2) es sólo una fase. En este sentido se habla de una extensión escalar.
Supongamos ahora que, para cualquier h(k) 2 G

T (por lo tanto, para cualquier
k 2 K) existe un cierto elemento 
k 2 T tal que

h(k) � 
k � [h(k)]
�1
= 
k � 
 � 
k para todo 
 2 T (A.45)

Entonces decimos que el grupo G es una extensión central de K. En particular,
si T es un grupo Abeliano T �

1 que pertenece al centro de G, entonces se tiene
que

h(k) � 
 � [h(k)]
�1
= 
 (A.46)

es decir, (A.45) se cumple, y por lo tanto se tiene una extensión central G de
K por medio de la fase T �

1. Estas son las extensiones que justamente ocurren
en mecánica cuántica (ver la similaridad con ec. (A.42)). La ec. (A.44) entonces
revela que

G = T �1 
K (A.47)

Si, en particular, el factor !(k1; k2) no sólo es una fase, sino que !(k1; k2) = 1
para cada k1 y k2, entonces la extensión central se transforma en una extensión
trivial y se tiene el producto directo
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G = T �1 �K (A.48)

A.1.2. Representaciones reducibles e irreducibles

Una vez representado el grupo de simetría en términos de operadores lineales
actuando sobre un espacio de Hilbert H, podría darse que éste contuviera algún
subespacio H1 que permaneciera invariante ante la acción del grupo, esto es, si
j	i 2 H1, entonces U(g) j	i 2 H1. A estos subespacios se los llama subespacios
invariantes. Un subespacio invariante se dice que es propio (o mínimo) si no
contiene ningún subespacio invariante que no sea él mismo o el subespacio f0g,
esto es, si no contiene ningun subespacio invariante no trivial.

Entonces, una representación del grupo sobre un espacio de Hilbert H se
dice irreducible si H no contiene ningún subespacio invariante no trivial con
respecto a la representación; de otra manera se dice reducible. En el último
caso, si el complemento ortogonal del subespacio invariante no trivial es también
invariante ante la representación del grupo, entonces la representación pasa a
ser totalmente reducible (ver [97]).

En este último caso, el espacio de Hilbert total H será la suma directa de
los subespacios invariantes H1 y H2 de cada representación:

H = H1 �H2 (A.49)

Las dos representaciones irreducibles que conforman la representación comple-
tamente reducible pueden ser distintas o iguales y, por supuesto, esta forma de
bloque diagonal puede ser continuada in�nitamente incorporando representa-
ciones adicionales o simplemente repitiendo las iniciales. En este tipo de con-
strucciones no se está generando nada intrínsecamente nuevo, simplemente se
están reproduciendo las propiedades de las representaciones conocidas.

A.1.3. Álgebras de Lie

Continuando con la breve presentación de la teoría de grupos, consideremos
ahora que el grupoG se encuentra de�nido a partir de un conjunto de parámetros
continuos �. Esto signi�ca que podemos de�nir un espacio paramétrico donde ca-
da punto es un elemento del grupo. Este espacio paramétrico no necesariamente
debe tener una estructura euclídea, que en general es una variedad. La suavi-
dad de la dependencia funcional de los elementos del grupo con los parámetros
implica que existe una noción de cercanía entre los elementos del grupo, tal
que si dos elementos del grupo son cercanos (topológicamente), sus parámetros
respectivos también lo son (ver [98]).
La clausura de la operación binaria tipo producto de dos elementos del grupo

se escribirá de la siguiente manera:

G(�) �G(�) = G(f(�; �)) (A.50)
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Podemos tomar � = 0 como el elemento identidad, o sea G(� = 0) = I, y
cada elemento del grupo quedará conectado con la identidad por algún camino
sobre el espacio paramétrico. A partir de esta elección del elemento identidad,
podemos ver algunas propiedades de la funcion f . Por ejemplo,

G(0) �G(�) = I �G(�) = G(�) = G(f(0; �)) (A.51)

De esta última igualdad podemos ver entonces que f(0; �) = �. Podemos pro-
ceder de la misma manera para � = 0 y encontrar que f(�; 0) = �, como también
f(0; 0) = 0:

Para ver cómo se mani�esta la estructura no conmutativa del grupo en un
entorno �nito y cercano a la identidad, podemos expandir en serie de potencias
todos los elementos de la ecuación (A.50) y llamar al término @G

@�a
j�a=0= Ta

generador del grupo y Tab = @2G
@�a@�b

j�a=0
�b=0

. Podemos efectuar este mismo

procedimiento para G(�) y también para G(f(�; �)), con la salvedad de que
primero debemos expandir la función f(�; �) con las condiciones f(�; 0) = �,
f(0; �) = � y f(0; 0) = 0. Llamando a las derivadas cruzadas de esta función
F abc =

@2fa

@�b@�c
j�b=0
�c=0

y expandiendo todas las funciones y G(f) hasta segundo

orden en los parámetros, llegamos a que

TaTb�a�b = TaF
a
bc�b�c + Tab�a�b (A.52)

Renombrando los índices y tomando factor comun �a�b, llegamos �nalmente a

TaTb = TcF
c
ab + Tab (A.53)

A su vez, podemos intercambiar los índices en (A.53), y luego restando este
resultado con (A.53) llegamos a

TaTb � TbTa = Tc(F
c
ab � F

c
ba) + Tab � Tba (A.54)

Recordemos que Tab = @2G
@�a@�b

j�a=0
�b=0

y Tba = @2G
@�b@�a

j�b=0
�a=0

, y como son derivadas

segundas mixtas los resultados son iguales, esto es Tab = Tba. Por último, lla-
mando (F cab � F

c
ba) = iC

a
ab, (A.54) resulta

[Ta; Tb] = iC
c
abTc (A.55)

Los números Ccab se denominan constantes de estructura y contienen la infor-
mación de la estructura local del grupo, a la cual se denomina álgebra de Lie.
La relación de conmutación (A.55) es la única condición que se necesita para
asegurar que la serie de potencias para G(�) puede continuarse, ya que tal serie
puede calcularse por una sucesión in�nita de relaciones como (A.55) conociendo
el término de primer orden que son los generadores Ta. Esto no signi�ca que
los elementos del grupo G(�) no están únicamente determinados para todos los
parámetros �a si conocemos los generadores, pero esto sí signi�ca que G(�) está
únicamente determinado en al menos un entorno �nito de la identidad.
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A.1.4. Grupos cinemáticos relativista y no relativista: Galileo
y Poincaré

A continuación se detallará la construcción de los grupos de Poincaré (ver
[98]) y de Galileo (ver [26]) por medio de las transformaciones de coordenadas
correspondientes.

Grupo de Poincaré

La transformación de coordenadas relativistas que dejan invariante el inter-
valo tetra-dimensional son:

x�0 = ��vx
� + a� (A.56)

donde �; � = 0; 1; 2; 3, ��v es una matriz de 4�4 con elementos reales y (�
0
0)
2 � 0

y a� es un cuadrivector desplazamiento.
Representando cada elemento del grupo de Poincaré como gP (��v ; a

�) y ha-
ciendo dos transformaciones sucesivas, la ley de composición del grupo resulta:

gP (�
�0
v ; a

�0) � gP (�
�
v ; a

�) = gP (�
�0
� �

�
� ;�

�0
� a

� + a�0) (A.57)

Esta relación es un caso particular de la ec. (A.50). Por lo tanto, desarrollando
estos elementos de grupo en un entorno cercano a la identidad podemos encon-
trar las siguientes relaciones de conmutación que de�nen el álgebra de Poincaré:

[M�� ;M��] = �i�v�M�� + i���M�� + i���M�� � i���Mv� (A.58)

[M�v; P�] = i���P� � i���P� (A.59)

[P�; P� ] = 0 (A.60)

donde los M�� son los generadores de la transformación ��v y los P� son los
generadores del desplazamiento a�.
Para darle un aspecto más familiar al álgebra de Poincaré, podemos rede�nir

los generadores como

Li =
1

2
�ijkMjk Ki =M0i (A.61)

donde los Li son los generadores de rotaciones espaciales y los Ki son los boost.
De este modo, las relaciones de conmutación pueden escribirse:

(a) [Li; Lj ] = i�ijkLk (b) [Li;Kj ] = i�ijkKk (c) [Ki;Kj ] = �i�ijkLk

(d) [Li; Pj ] = i�ijkPk (e) [Ki; Pj ] = i�ijP0 (f) [Li; P0] = 0 (A.62)

(g) [Ki; P0] = iPi (h) [Pi; Pj ] = 0 (i) [Pi; P0] = 0
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Grupo de Galileo

Las transformaciones de Galileo, esto es, las transformaciones que forman el
grupo de simetría del espacio-tiempo no relativista son:

�!x 0 = R � �!x +�!v t+�!a (A.63)

t0 = t+ b (A.64)

Si representamos cada elemento del grupo de Galileo como gG(b;
�!a ;�!v ;R) y

aplicamos dos transformaciones sucesivas, la ley de composición del grupo re-
sulta

gG(b
0;�!a 0;�!v 0; R0)�gG(b;

�!a ;�!v ;R) = gG(b
0+b;�!a 0+R0 ��!a +b�!v ;�!v 0+R0 ��!v ;R0R)

(A.65)
La representación del grupo de Galileo en mecánica cuántica debe ser exten-

dida centralmente ya que -sin ser muy preciso matemáticamente- las representa-
ciones de los grupos de simetría en el espacio de Hilbert de sistemas cuantizados
son representaciones a menos de una fase, como ya dijimos antes. Para el ca-
so particular del grupo de Galileo, las clases de las representaciones a menos
de una fase no son equivalentes a las representaciones verdaderas (aquellas sin
fase). Entonces, como existe una fase no trivial, los generadores del grupo están
determinados a menos de una fase real y aditiva que se multiplica al operador
identidad. Por medio de rede�ciones de los generadores y el uso de las identi-
dades de Jacobi, es posible eliminar todos estos múltiplos aditivos, menos uno.
Éste aparecerá en el conmutador entre los generadores de traslaciones espa-
ciales y los boosts. Las relaciones de conmutacion del álgebra de Galileo serán,
entonces,

(a) [Li; Lj ] = i�ijkLk (b) [Li;Kj ] = i�ijkKk (c) [Ki;Kj ] = 0

(d) [Li; Pj ] = i�ijkPk (e) [Ki; Pj ] = i�ijM (f) [Li;H] = 0(A.66)

(g) [Ki;H] = iPi (h) [Pi; Pj ] = 0 (i) [Pi;H] = 0

donde los Li son los generadores de las rotaciones asociados con R, losKi son los
generadores de boost asociados a la velocidad �!v , los Pi son los generadores de
desplazamiento espacial asociados con �!a , H es el generador de desplazamientos
temporales asociado al parámetro b y M es un generador del grupo Abeliano
U(1) que se intepreta como la masa del sistema. Como vimos antes, cuando
un grupo de simetría se representa proyectivamente, aparecerá una fase (ver ec.
(A.42)) que en el caso del grupo de Galileo tendrá el siguiente aspecto:

�(gG(b
0;�!a 0;�!v 0; R0); gG(b;

�!a ;�!v ;R)) = e[i(
1
2M)(�!a �(R0��!v )��!v 0�(R��!a )+b�!v 0�(R0��!v ))]

(A.67)
Es esta fase la que genera la regla de superselección en la masa, y esto signi�ca
que en mecánica cuántica no relativista no hay estados cuánticos con espectro
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de masa y, por lo tanto, partículas inestables. Si se quisiese representar este
tipo de partículas, deberíamos considerar representaciones del grupo de Galileo
reducibles en la masa.

A.1.5. Operadores de Casimir

Básicamente, los operadores de Casimir son operadores que conmutan con
todos los generadores del grupo de simetría (ver [36]). Esta clase de operadores
es útil para construir las representaciones irreducibles del grupo. El operador
más simple que conmuta con todos los generadores debe ser al menos de segundo
orden en estos generadores, ya que una combinación lineal de éstos claramente
no conmutará con los restantes generadores. Por lo tanto, la combinación lineal
más general de segundo orden en los operadores será

C =
X

i;j

cijTj (A.68)

donde la matriz cij debe ser simétrica, dado que toda matriz puede ser escrita
como la suma de una matriz simétrica y otra antisimétrica, y por la ec.(A.55),
la parte antisimétrica se reduce a una combinación lineal de los Ti. Podemos
evaluar el conmutador de C con un generador arbitrario Tk:

[C; Tk] =
X

i;j

cij [TiTj ; Tk] (A.69)

=
X

i;j

cij fTi [Tj ; Tk] + [Ti; Tk]Tjg

=
X

i;j

cij
X

l

�
TiTlC

l
jk + TlC

l
ikTj

	

=
X

i;j

cijCljk fTiTl + TlTig

El último paso usa el hecho de que cij es simétrica. Si se puede encontrar cij

tal que
P

j c
ijCljk sea antisimétrica ante el intercambio i $ l, entonces C es el

operador de Casimir.
En general, es posible construir operadores de Casimir de orden más alto,

pero éstos se podrán escribir a partir de los operadores de Casimir del orden
más bajo. Las representaciones irreducibles del grupo pueden ser etiquetadas
por los autovalores de estos operadores de Casimir.

Operadores de Casimir del grupo de Poincaré

Mediante la ecuación (A.69) y haciendo uso de las relaciones de conmutación
del grupo de Poincaré (A.62), se pueden encontrar los siguientes operadores de
Casimir:

CP2 = H
2 � PiP

i (A.70)
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CP4 = H
2JiJ

i + (PiP
i)(K

(P )
i K(P )i)� (JiP

i)2 � (PiK
(P )i)2

�2HJk"ijkP
iK(P )j

(A.71)

que, en el sistema de referencia del centro de masa resultan:

CP2 = m
2
0I (A.72)

CP4 = m
2
0JiJ

i = m2
0S

2 (A.73)

Operadores de Casimir del grupo de Galileo

De la misma forma, los operadores de Casimir del grupo de Galileo central-
mente extendido son:

CG1 =M (A.74)

CG2 =MH �
P 2

2
(A.75)

CG4 =M
2JiJ

i � (PiP
i)(K

(G)
j Kj(G)) + (PiK

i(G))� 2MJk"
ijkPiK

(G)
j (A.76)

que en el sistema del centro de masa resultan

CG1 =M (A.77)

CG2 =M
2 (A.78)

CG4 =M
2JiJ

i =M2S2 (A.79)

A.1.6. Contracción generalizada de Inönü-Wigner

La contracción de Inönü-Wigner es un procedimiento que conecta dos grupos
de simetría mediante un límite (ver [99] y [88]). Este procedimiento fue novedoso
ya que en su momento sólo se efectuaba sobre las representaciones de los grupos
y no sobre el grupo mismo. Para realizar la contracción generalizada de Inönü-
Wigner a segundo grado en los parámetros de contracción, podemos considerar
la siguiente transformación de los n generadores del grupo de simetría :

T 1i = T1i para i = 1; 2; :::; r (A.80)

T 2j = "T2j para j = 1; 2; :::;m1 (A.81)

T 3k = "
2T3k para k = 1; 2; :::; n� r �m1 (A.82)
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La ec.(A.80) signi�ca que hay r generadores del grupo de simetría que no se
contraen. La ec. (A.81) signifca que hay m1 generadores que se contraerán a
través de la contracción del parámetro ". La ec.(A.82) signi�ca que los restantes
generadores del grupo de simetría, esto es, n� r �m1 se contraerán a segundo
orden en el parámetro de contracción. Recordemos el álgebra de Lie de los
generadores (donde se incorpora la sumatoria por razones prácticas):

[Ti; Tj ] =
nX

k=1

CkijTk (A.83)

Aplicando las transformaciones (A.80), (A.81) y (A.82) en (A.83), se obtiene
una nueva álgebra:

�
T 1i; T 1j

�
= [T1i; T1j ] = (A.84)

rX

k=1

C1k1i;1jT 1k +
1

"

m1X

�=1

C2k1i;1jT 2k +
1

"2

n�r�m1X

k=1

C3k1i;1jT 3k

�
T 1i; T 2j

�
= " [T1i; T2j ] = (A.85)

"(
rX

k=1

C1k1i;2jT 1k +
1

"

m1X

k=1

C2k1i;2jT 2k +
1

"2

n�r�m1X

k=1

C3k1i;2jT 3k)

�
T 1i; T 3j

�
= "2 [T1i; T3j ] = (A.86)

"2(
rX

k=1

C1k1i;3jT 1k +
1

"

m1X

k=1

C2k1i;3jT 2k +
1

"2

n�r�m1X

k=1

C3k1i;3jT 3k)

�
T 2i; T 2j

�
= "2 [T2i; T2j ] = (A.87)

"2(
rX

k=1

C1k2i;2jT 1k +
1

"

m1X

k=1

C2k2i;2jT 2k +
1

"2

n�r�m1X

k=1

C3k2i;2jT 3k)

�
T 2i; T 3j

�
= "3 [T2i; T3j ] = (A.88)

"3(
rX

k=1

C1k2i;3jT 1k +
1

"

m1X

k=1

C2k2i;3jT 2k +
1

"2

n�r�m1X

k=1

C3k2i;3jT 3k)

�
T 3i; T 3j

�
= "4 [T3i; T3j ] = (A.89)

"4(
rX

k=1

C1k3i;3jT 1k +
1

"

m1X

k=1

C2k3i;3jT 2k +
1

"2

n�r�m1X

k=1

C3k3i;3jT 3k)
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Efectuando el límite " ! 0, podemos ver que la nueva álgebra dará resul-
tados �nitos sólo en los casos en que C2k1i;1j = 0, C3k1i;1j = 0 en la ec. (A.84) y
C3k1i;2j = 0 en la ec.(A.85). C

2k
1i;1j = 0 y C

3k
1i;1j = 0 signi�ca que los generadores

in�nitesimales T1i expanden una subálgebra, ya que [T1i; T1j ] =
rP

k=1

C1k1i;1jT1k.

Por otro lado, la condición C3k1i;2j = 0 implicará que el álgebra de Lie tendrá a su
vez una subálgebra conformada por los generadores T 1i y T 2i. Por lo tanto, si
asumimos que el álgebra de partida tiene un subgrupo S, que a su vez dentro de
él tiene un subgrupo S1, entonces se podrá obtener una nueva álgebra contraída
con las siguientes relaciones de conmutación:

�
T 1i; T 1j

�
=

rX

k=1

C1k1i;1jT 1k (A.90)

�
T 1i; T 2j

�
=

m1X

k=1

C2k1i;2jT 2k (A.91)

�
T 1i; T 3j

�
=

n�r�m1X

k=1

C3k1i;3jT 3k (A.92)

�
T 2i; T 2j

�
=

n�r�m1X

k=1

C3k2i;2jT 3k (A.93)

�
T 2i; T 3j

�
= 0 (A.94)

�
T 3i; T 3j

�
= 0 (A.95)

Vemos también que los generadores T 2i y T 3j conforman una subálgebra abeliana
invariante en el álgebra de Lie contraída. Básicamente, lo que se está efectuando
es una contracción de todo el grupo de simetría sobre el subgrupo invariante
generado por T1i y T2i.

A.2. Decoherencia autoinducida y límite clásico

A.2.1. Decoherencia autoinducida

La propuesta de la decoherencia autoinducida (self-induced decoherence,
SID) está basada en la idea general de que la relación entre los observables
y los estados es un elemento fundamental de la mecánica cuántica [100]. El for-
malismo matemático que sirve de punto de partida consiste en la elección de
un álgebra de operadores, como se introdujo en el primer capítulo de la tesis,
como elemento primitivo de la teoría: los observables son los operadores au-
toadjuntos del álgebra. Como ya señalamos, este álgebra es una C��álgebra.
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El teorema GNS muestra que el espacio de Hilbert tradicional es una repre-
sentación particular de este formalismo algebraico: el álgebra de observables se
introduce como representación concreta, en tanto conjunto de operadores acota-
dos autoadjuntos en un espacio de Hilbert separable. No obstante, dado que el
marco C��algebraico no admite operadores no acotados, es necesario moverse
a un marco menos restrictivo con el �n de adecuar este tipo de operadores. La
decoherencia autoinducida adopta un álgebra nuclear [101] como el álgebra de
observables: estos elementos son núcleos o kernels, esto es, distribuciones de dos
variables que pueden pensarse como matrices generalizadas [59]. Por medio de
una versión generalizada del teorema GNS ([102], [103]) se puede demostrar que
este formalismo basado en un álgebra nuclear tiene una representación en un es-
pacio de Hilbert equipado: el �equipamiento� apropiado birnda un fundamento
matemático riguroso para operadores no acotados [104]. En efecto, el teorema de
espectro nuclear de Gel�fand y Maurin establece que, bajo hipótesis matemáti-
cas muy generales (razonables desde un punto de vista físico), para cada CCOC
de operadores no acotados autoadjuntos, hay un espacio de Hilbert equipado
donde cada CCOC puede dar lugar a una descomposición generalizada en sus
autovalores, lo cual implica que puede asociarse un continuo de autovalores gen-
eralizados y autovectores. Con el �n de encontrar el equipamiento apropiado,
el álgebra nuclear se usa para generar dos topologías adicionales: una de ellas
corresponde al espacio nuclear, que es el espacio de observables generalizados
VO; el otro corresponde al espacio dual de VO, y éste es el espacio VS de estados.

El formalismo

Siguiendo ([105], [100], [106]) se simbolizará un observable perteneciente a
VO como un ket redondo jO), y un estado perteneciente a VS como un bra
redondo (�j. El resultado de la acción de un estado bra (�j sobre un ket jO) es
el valor medio del observable jO) en el estado (�j:

hOi� = (�jO) (A.96)

Si la base es discreta, hOi� puede calcularse como es usual, esto es, como
una traza Tr(�O). Pero si la base es continua, Tr(�O) no está bien de�nida; no
obstante, (�jO) siempre puede de�nirse rigurosamente dado que (�j es un fun-
cional lineal perteneciente a VS actuando sobre un operador jO) perteneciente
a VO. Para ver cómo la decoherencia entra en juego desde este nuevo enfoque,
podemos considerar el caso más simple, esto es, un sistema cuántico cuyo Hamil-
toniano tiene un espectro continuo ! 2 [0;1):

H j!i = ! j!i ! 2 [0;1) (A.97)

donde ! y j!i son los autovalores y autovectores generalizados de H, respecti-
vamente. En este modelo simple, el CCOC del sistema es fHg. Un observable
genérico jO) puede ser expresado en términos de la autobase fj!i ; h!0jg como:
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jO) =

1Z

0

1Z

0

bO(!; !0) j!i h!0j d!d!0 =
1Z

0

1Z

0

bO(!; !0) j!; !0) d!d!0 (A.98)

donde j!i h!0j = j!; !0) y bO(!; !0) son las coordenadas del kernel jO). El Hamil-
toniano en esta autobase fj!; !0)g es:

jH) =

1Z

0

! j!i h!j d! =

1Z

0

1Z

0

!�(! � !0) j!; !0) d!d!0 (A.99)

Entonces, !�(! � !0) debe ser uno de los bO(!; !0), dado que H es uno de los
observables pertenecientes a VO. Incluso, todos los observables que conmutan
con H y comparten la autobase fj!; !0)g se pueden expresar como

jO) =

1Z

0

1Z

0

O(!) j!i h!j d!d!0 =

1Z

0

1Z

0

O(!)�(! � !0) j!; !0) d!d!0 (A.100)

donde ahora O(!) brinda los valores de todas las componentes de jO) en la base
fj!; !0)g. Por lo tanto, O(!)�(! � !0) debe ser uno de los bO(!; !0). Pero, por
supuesto, también se necesitan a aquellos observables que no conmutan con H
y cuyso bO(!; !0) son diferentes de O(!)�(! � !0); entonces, se puede decir que
en el caso general [60]:

bO(!; !0) = O(!)�(! � !0) +O(!; !0) (A.101)

donde O(!; !0) es una función regular cuyas propiedades matemáticas precisas
se describen en [107]. Por lo tanto, un observable genérico jO) es (ver [108]):

jO) =

1Z

0

O(!) j!) d! +

1Z

0

1Z

0

O(!; !0) j!; !0) d!d!0 (A.102)

donde j!) = j!i h!j y j!; !0) = j!i h!0j son los autovectores generalizados del
observable jO). Llamemos OS el primer término del lado derecho de (A.102) (la
parte singular del observable jO)), y OR el segundo término del lado derecho de
(A.102) (la parte regular del observable jO)). Los observables jO) de la forma
(A.102) de�nen lo que se llama �espacio de Van Hove�, V V HO � VO; cuya base es
fj!) ; j!; !0)g. Por el otro lado, los estados están representados por funcionales
lineales pertenecientes al espacio V V HS , que es el espacio dual de V V HO . Por lo
tanto, un estado general (�j puede expresarse como:

(�j =

1Z

0

�(!) (!j d! +

1Z

0

1Z

0

�(!; !0) (!; !0j d!d!0 (A.103)
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donde �(!; !0) es una función regular, y �(!) y �(!; !0) satisfacen la propiedad
� � 0, (� jI) = 1 (donde jI) es el operador identidad) y aquéllas listadas en
[107]. f(!j ; (!; !0jg es una base de VV HS (esto es, la cobase de fj!) ; j!; !0)g),
de�nida por las siguientes relaciones:

(!j!0) = �(! � !0) (!; !00j!0; !000) = �(! � !00)�(!0 � !000) (A.104)

Dadas las expresiones (A.102) y (A.103) para jO) y para (�j respectivamente,
se puede dar cuenta de la decoherencia de una manera directa. De acuerdo con
la ecuación unitaria de von Neumann, la evolución de (�j está dada por:

(�(t)j =

1Z

0

�(!) (!j d! +

1Z

0

1Z

0

�(!; !0)e�i(!�!
0)t (!; !0j d!d!0 (A.105)

Por lo tanto, el valor medio del observable jO) en el estado j�(t)) queda:

hOi�(t) = (�(t)jO) =

1Z

0

��(!)O(!)d! +

1Z

0

1Z

0

��(!; !0)e�i(!�!
0)tO(!; !0)d!d!0

(A.106)
Dado que �(!; !0) y O(!; !0) son funciones regulares, es natural el requerimiento
de que �(!; !0)O(!; !0) sea L1 en las variables !� !0 (ver [106] para detalles).
Cuando se toma el límite para t!1, se puede aplicar el teorema de Riemann-
Lebesgue, de acuerdo con el cual el segundo término del lado derecho de la
última ecuación se hace cero. Por lo tanto:

l��m
t!1

hOi�(t) = l��m
t!1

(�(t)jO) =

1Z

0

��(!)O(!)d! (A.107)

Pero esta integral es equivalente al valor medio del observable jO) en un nuevo
estado (��j:

(��j =

1Z

0

��(!) (!j! (A.108)

donde los términos no diagonales son cero. Por lo tanto se obtiene el siguiente
límite:

l��m
t!1

hOi�(t) = hOi�
�

(A.109)

o

W � l��m
t!1

�(t) = �� (A.110)
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Resumiendo, en el enfoque SID, la decoherencia no requiere de la interac-
ción del sistema de interés con su entorno: un sistema cuántico cerrado puede
decoherir. La diagonalización del operador densidad no depende de cuán abierto
sea el sistema, pero sí del espectro continuo del Hamiltoniano del sistema. Esto
signi�ca que el problema que surge en el enfoque de la decoherencia inducida
por el entorno (enviroment-induced decoherence, EID) al intentar dar un criterio
general para discriminar entre el sistema y el entorno pierde sentido desde el
punto de vista del enfoque SID. Este hecho tiene una ventaja adicional: en varios
casos el enfoque EID requiere de una hipótesis no fundamentada teóricamente
acerca de los observables que se comportarán clásicamente, con el �n de decidir
dónde colocar el corte entre el sistema y el entorno. Este nuevo enfoque, por el
contrario, brinda una de�nición matemática precisa de los observables tales que
el sistema observado por estos operadores decohere, es decir los observables de
van Hove del espacio V V HO .

A.2.2. El límite clásico

Con el �n de explicar el límite clásico, la descripción clásica de un sistema
cuántico requiere de dos elementos: decoherencia, como se explicó con la prop-
uesta SID, y macroscopicidad, que signi�ca que la acción S característica del
sistema es mucho mayor que ~. Entonces, la tarea es representar el funcional
diagonal �� (ec. A.110) que resulta de la decoherencia en el correspondiente
espacio de fases a través de la transformación de Wigner (ver [109]), y luego
aplicar el límite macroscópico ~! 0 (siendo estricto, ~S ! 0):

�c(�) = l��m
~!0

W�� (A.111)

donde � = (q; p) = (q1; :::; qn+1; p1; :::; pn+1) es un punto en el espacio de las
fases � = R2(N+1) yW es la transformación de Wigner, cuya de�nición debe ser
adecuadamente extendida para ser aplicable a distribuciones singulares. Sobre
esta base, se puede probar que la función �c(�) tiene la siguiente forma (ver
[64], [65]):

�c(�) =

Z

!

�(!)�(H(�)� !)d! (A.112)

donde H(�) es la transformación de Wigner del Hamiltoniano H, H(�) =WH.
En otras palabras, �c(�) es una suma in�nita de densidades clásicas �(H(�)�!),
promediadas por el correspondiente valor de la función �(!). A su vez, �(!) es
una función normalizada y de�nida como no negativa debido a su origen, dado
que representa los elementos diagonales del funcional �c(�); este hecho es lo
que permite que pueda ser interpretada como una función probabilidad. Por lo
tanto, la distribución clásica �c(�) de�nida en el espacio de fases � = R2(N+1)

puede concebirse como una suma in�nita de densidades clásicas, de�nidas por
la constante global de movimiento H(�) = ! y pesadas por sus correspon-
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dientes probabilidades �(!).1 Esto signi�ca que el Hamiltoniano se convierte
en una constante de movimiento global clásica en la descripción resultante del
límite clásico. Incluso, la base donde el funcional ��, invariante ante traslaciones
temporales, se hace diagonal se corresponde precisamente al contexto preferido
CCPO fj!i h!jg donde la actualización ocurre.

Una vez que se obtiene �c(�), se puede explicar el límite clásico en el espacio
de fases. Como hemos visto, la decoherencia autoinducida implica la conver-
gencia de los valores medios de cualquier observable O 2 VV HO a un valor �nal
hOi�

�

(ver ecuación A.109). A su vez, se sabe que la transformación de Wigner
tiene la propiedad de preservar los valores medios:

hOi�(t) = hO(�)i�(�;t) hOi�
�

= hO(�)i�
�
(�) (A.113)

donde O(�) = WO, �(�; t) = W�(t) y ��(t) = W��. Pero también sabemos
que, en el límite ~ ! 0, W�� se transforma en �

c(�) (ver ecuación A.111).
Por lo tanto, en el límite macroscópico, el valor medio de cualquier observable
O 2 VV HO converge a un valor �nal que puede calcularse en términos clásicos
como

l��m
t!1

hOi�(t) = l��m
t!1

hO(�)i�(�;t) = hO(�)i�c(�) (A.114)

donde

hO(�)i�c(�) =

Z

!

�(!)O(!)�(H(�)� !)d! (A.115)

Esto signi�ca que el estado �(�; t) converge débilmente a �c(�):

W � l��m
t!1

�(�; t) = �c(�) =

Z

!

�(!)�(H(�)� !)d! (A.116)

A.2.3. Interpretación modal-Hamiltoniana del límite clási-
co

Cuando se explicó el proceso de medición, se distinguió entre medición única
y medición de frecuencia. En el primer caso, la actualización de uno de los hechos
posibles PF [jrii hrij] 2 Fp de�nido por el CCPO preferido fj!Mi

i h!Mi
j = jrii hrijg

es lo relevante para el valor de�nido del puntero. Pero para que las propensiones
se mani�esten como frecuencias por repetición de mediciones únicas, es nece-
sario realizar una medición de frecuencia repitiendo las mediciones únicas bajo

1Dado que aqui la dimensión del espacio de fases de Wigner es 2(N + 1) y la descripción
clásica tiene a la energía como la única constante global de movimiento, el sistema es no
integrable, como es de esperar debido a su naturaleza macroscópica. Como se ha mostrado en
trabajos previos ([110], [111]), si g es el número de constantes globales de movimiento, en el
caso no integrable puede de�nirse (N + 1) � g constantes de movimiento locales, las cuales
permiten la caracterización de los niveles más bajos de la jerarquía ergódica cuántica.
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las mismas condiciones: sólo de esta manera las predicciones probabilísticas de
la teoria pueden testearse. En el caso del límite clásico, la situación es análo-
ga. Cada sistema cuántico elemental aislado satisface la Regla de Actualización
y, en consecuencia, un hecho posible PF [j!i h!j] 2 Fp de�nido por el CCPO
preferido fj!i h!jg se hace actual: por lo tanto, H y todos los observables que
conmutan con H adquieren valores de�nidos. Sin embargo, sólo cuando entren
en juego ensambles de sistemas cuánticos, las predicciones estadísticas pueden
ser testeadas empíricamente. Cuando se tienen en cuenta todas estas consid-
eraciones, el límite clásico puede interpretarse de manera precisa a la luz de la
intepretación modal-Hamiltoniana.

Para ello consideremos un sistema cuántico elemental S : (O � A;H) con
estado inicial �0 2 O

0, tal que su límite clásico es el explicado en el apartado
anterior. Si consideramos ahora un ensamble de sistemas cuánticos identicos S,
en cada miembro del ensamble:

En un instante t = t0 cada hecho posible PF [j!i h!j] tiene una propen-
sion a actualizarse cuya medida está dada por los términos diagonales de
�0 expresados en la base preferida fj!ig : p

p
�(PF [j!i h!j]) = �(!) (ver

Proposición 7).

Dado que el CCPO preferido es fj!i h!jg, uno y sólo uno de los hechos
posibles PF [j!i h!j], digamos PF [j!
i h!
j], es también un hecho actual
AF [j!i h!j] (ver Proposición 10).

Si AF [j!
i h!
j] es un hecho actual, H y todos los observables RI que
conmutan con H adquieren valores !
 y rI
 de manera impredecible,
respectivamente: AF [H : !
], AF [RI : rI
].

Dado que esto se cumple para cada miembro del ensamble, la propensión a la
actualización cuya medida está dada por �(!) se mani�esta como una frecuencia
de los hechos actuales en el ensamble.
Ahora puede darse una intepretación a los valores medios que aparecen en

los límites clásicos. Para ello se debe distinguir entre dos casos: el caso en que
los observables adquieren valores de�nidos y el caso de los observables restantes.

a) Los observables con valor de�nido son diagonales en la base de la energía,
correspondiente al CCPO preferido. Esto signi�ca que los valores medios
son independientes del tiempo:

hHi�(t) =

1Z

0

�(!)!d! = hHi�
�

= hH(�)i�
�
(�) (A.117)

hRIi�(t) =

1Z

0

�(!)rId! = hRIi�
�

= hRI(�)i�
�
(�) (A.118)
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y en el límite macroscópico ~! 0 estas dos últimas ecuaciones pueden ser
calculadas como:

hHi�(t) = hH(�)i�c(�) =

1Z

0

�(!)!�(H(�)� !)d! (A.119)

hRIi�(t) = hRI(�)i�c(�) =

1Z

0

�(!)!�(H(�)� !)d! (A.120)

En cada sistema del ensamble, H y RI adquieren valores !
 y rI
 de
manera indeterminada con una propensión medida por �(!
). Por lo tan-
to, los valores medios independientes del tiempo hHi�(t) = hH(�)i�c(�) y
hRIi�(t) = hRI(�)i�c(�) miden los valores medios correspondientes a los
valores de�nidos que adquieren los observables H y RI entre los miembros
del ensamble, valores medios que pueden ser computados en términos de
las frecuencias en el ensamble.

b) Ahora consideremos a un observable A que no conmuta con H. De acuerdo
con la interpretación, éste no adquiere valor de�nido en el sistema. No ob-
stante, dado que cada hecho posible PF [A : ai] correspondiente a A tiene
su propensión a la actualización, cuya medida depende del estado del sis-
tema, el valor medio hAi� puede calcularse (y también testearse cuando
el estado es medido por medio de una medición de estado, ver subseccion
2.6.6). Dado que el estado, que codi�ca las propensiones, cambia con el
tiempo, tal valor medio también cambia con el tiempo. Sin embargo, el
límite clásico muestra que, si el sistema es lo su�cientemente macroscópico,
luego de la decoherencia hAi� llega a un valor constante que puede cal-
cularse como hA(�)i�c(�), donde A(�) = WA y �

c(�) es una distribución
clásica (ver ecs.(A.111), (A.112)). Esto signi�ca que, en el límite clásico
desde el punto de vista de los valores medios, el ensamble cuántico puede
ser descrito como un ensamble estadístico clásico a pesar del hecho que,
en cada sistema del ensamble cuántico, el observable A no adquiere valor
de�nido.

Este hecho peculiar de los ensambles cuánticos nos permite entender otras
propiedades estadísticas de la mecánica cuántica. En particular, de acuerdo
con la IMH, el principio de incerteza no se re�ere a un sistema aislado sino
a un ensamble cuántico. Cuando decimos que [A;B] = C (C 6= 0) y, por lo
tanto, �A�B � 1

2 hCi (ver [26], pág. 223-224), ambos �A, �B pueden ser
computados en términos de los respectivos valores medios hAi� y hBi� en el
ensamble cuántico. Sin embargo, las dispersiones �A, �B no tienen signi�cado
en cada sistema aislado dado que A o B, pero no los dos, pueden poseer valores
de�nidos.

Incluso, en el límite clásico ambos valores medios pueden ser calculados co-
mo valores medios de observables clásicos A(�) = WA y B(�) = WB en un
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ensamble estadístico clásico descrito por �c(�). Esto nos permite tratar al en-
samble cuántico con las herramientas teóricas de la mecánica clásica estadística:
podemos imaginar que estamos trabajando con un ensamble estadístico clási-
co donde los observables clásicos A(�) y B(�) tienen valores de�nidos en cada
miembro clásico del ensamble, con una dispersión �A, �B en el ensamble, re-
spectivamente.2 Pero esta descripción clásica sólo es válida cuando la teoría
se aplica a un ensamble y, en consecuencia, no puede ser usada para extraer
conclusiones interpretativas acerca de sistemas aislados.

Resumiendo, el hecho de que la IMH conciba a la mecánica cuántica como
la descripción de sistemas únicos no implica ignorar los resultados estadísticos
referidos a ensambles que suministra la teoría. Pero esos resultados estadísticos
no son tomados como el punto de partida de la interpretación, como sí ocurre
con las interpretaciones por ensambles. Por el contrario, su signi�cado se explica
en términos de una interpretación precisa de los elementos básicos de la teoría,
que se re�eren a sistemas cuánticos individuales.

A.2.4. Aplicaciones a la cosmología: entropía del universo

Podemos también encontrar otras aplicaciones de la decoherencia autoin-
ducida, en particular en el cálculo de la entropía del universo temprano [7].
Si bien, el tópico estudiado en esta sección no está directamente relacionado
con el argumento principal de la tesis, se mostrará que se pueden derivar otras
propiedades de la materia a partir del contenido del Hamiltoniano de un sis-
tema. El marco teórico de esta subsección, la gravedad cuántica canónica, se
basa en encontrar la estructura canónica de la relatividad general, para luego
cuanti�car las variables que entran en juego (la métrica y sus derivadas), y luego
construir una ecuación tipo Schrödinger a través de la aproximación WKB [112]
para así poder de�nir el Hamiltoniano. Eligiendo como observables relevantes
aquéllos que pertenecen al espacio de van Hove V V HO expresados en términos de
los autoestados de energía, se puede desarrollar la decoherencia autoinducida
explicada en la sección anterior. Luego se puede de�nir la entropía de Gibbs,
que será función del vector de estado, y por medio de dos reducciones de estos
posibles estados, se podrá mostrar que la entropía de Gibbs crece con el tiempo.

Introducción

En la bibliografía cientí�ca, el concepto de entropía en el contexto cosmológi-
co no está completamente comprendido. En esta sección se explicará brevemente
cómo es posible encontrar un vínculo entre los procesos cuánticos ocurridos en
la fase inicial del universo y la entropía de Gibbs, para luego relacionar los
resultados con la teoría de la �echa del tiempo geométrica.

2Por supuesto, si queremos testear estas predicciones, debemos realizar diferentes
mediciones de frecuencia en el ensamble, cada una de los cuales medirá un observable con
el Hamiltoniano de interacción adecuado, como se explicó en el apartado 2.6.6.
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La �echa del tiempo

Como se sabe, la noción de una entropía siempre creciente no surge direc-
tamente de las ecuaciones fundamentales de la física, dado que éstas son in-
variantes ante inversión temporal y las correspondientes evoluciones dinámicas
son unitarias. En consecuencia, a cualquier fenómeno irreversible que sucede en
la dirección pasado-futuro le corresponde un fenómeno simétrico en la dirección
futuro-pasado. A este par se lo ha llamado �gemelos t-simétricos� [113]. En efec-
to, desde 1912 [114] se sabe que, para cada evolución con entropía creciente, se
puede encontrar un gemelo t-simétrico: una evolución con entropía decreciente.
Entonces, con el �n de de�nir correctamente el concepto de entropía, siempre
son necesarios algunos ingredientes adicionales. Ésta es la razón por la cual no
se ha usado la entropía para de�nir la �echa del tiempo en trabajos previos
([115],[116],[117],[118],[119]). Por el contrario, en estos trabajos la �echa del
tiempo se ha basado en la asimetría cosmológica del universo. Precisamente, la
�echa del tiempo se de�ne como una diferencia substancial (no convencional) y
cosmológica entre pasado y futuro [120]. En un nivel cosmológico, esta diferencia
es la asimetría temporal del universo genérico (el nuestro), como se ha probado
en [118]. La �echa global puede ser transferida a un contexto local usando el
tensor de energía-momento, que también es t-asimétrico (en el caso de que la
condición de energía dominante se satisface). Para una comprensión completa de
esta línea de investigación se puede ver [113] y [118]. De esta manera, todas las
�echas del tiempo usuales pueden ser recuperadas (electromágnetica, cuántica,
intuitiva, etc). También se ha encontrado la �echa termodinámica irreversible
en [113], pero otras �echas termodinámicas todavía siguen sin ser encontradas.
Por esto último se introducirán, en el esquema general de la �echa del tiempo
geométrica, la entropía clásica de Gibbs y la entropía condicional en el uni-
verso temprano y se calculará su límite semiclásico en un modelo cosmológico
particular.

Decoherencia en el universo cuántico

En los modelos cosmológicos, la entropía puede calcularse introduciendo un
grano grueso en la acción efectiva de la teoría. En el contexto de EID, en [121]
se de�ne un grano grueso considerando un campo de materia e integrando todos
los modos de este campo con una longitud menor que un valor crítico. De esta
manera se puede encontrar una acción efectiva, es decir, la ecuación de evolución
de la matriz densidad reducida. Al calcular luego los coe�cientes de difusión de
esta ecuación, la decoherencia puede analizarse a través de los modos de longitud
de onda mayores que el valor crítico. Estos resultados se han aplicado a modelos
de espacio-tiempo de de Sitter interactuando con un campo escalar acoplado, y
se ha demostrado que la decoherencia es efectiva siempre y cuando la longitud
de onda crítica no sea inferior al radio de Hubble. Hay una extensa bibliografía
de la decoherencia en cosmología cuántica que, a nivel de nuestro conocimiento
actual acerca de la gravedad cuántica, ha llevado a una imagen consistente de
la transición cuántico-clásica cosmológica ([122], [123], [124], [125], [126], [127]).
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A continuación se explicará una aproximación diferente, efectuando tres granos
gruesos para encontrar un entropía siempre creciente en el período cuántico del
universo.

A.2.5. Decoherencia en el universo cerrado

Si la transición de lo cuántico a lo clásico no requiere de la división del
universo en subsistemas como condición necesaria, entonces la decoherencia debe
ser uno de los procesos que explican cómo el universo como un todo se hace
clásico y llega a un estado de equilibrio térmico.

El modelo

Consideremos un universo de Robertson-Walker plano con la métrica

ds2 = a2(�)(d�2 � dx2 � dy2 � dz2) (A.121)

donde � es el tiempo conforme y a es el factor de escala del universo. Considere-
mos también un campo escalar neutro � y acoplémoslo con la métrica mediante
un acoplamiento conforme � = 1

6 . La acción total es S = Sg +Sf +Si, donde la
acción gravitacional Sg es:

Sg =M
2

Z
d�

�
�
1

2
(
da

d�
)2 � V (a)

�
(A.122)

donde M es la masa de Planck, y el potencial V contiene el término de la
constante cosmológica y, eventualmente, la contribución de alguna forma de
materia clásica. Supongamos que V es tal que el universo llega a un estado de
equilibrio asintóticamente para un radio del orden de a1. Podemos expandir el
campo escalar � como:

�(�;�!x ) =

+1Z

�1

f�!
k
(�)e�i

�!
k ��!x d

�!
k (A.123)

donde las componentes de
�!
k 2 R3 son tres variables continuas que se corre-

sponden con el momento lineal del campo. La ecuación de Wheeler-De Witt
para este modelo resulta:

H	(a;�) = (hg + hf + hi)	(a;�) = 0 (A.124)

donde

hg =
1

2M2
@2a +M

2V (a) (A.125)

hf = �
1

2

Z
(@2k � k

2f2�!
k
)d
�!
k (A.126)
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hi =
1

2
m2a2

Z
f2�!
k
d
�!
k (A.127)

donde m es la masa del campo escalar �,
�!
k
a es el momento lineal del campo y

@�!
k
= @

@f�!
k

. Podemos encontrar el régimen semiclásico usando el método WKB

[112], escribiendo 	(a;�) como:

	(a;�) = eiM
2S(a)�(a;�) (A.128)

y expandiendo S y � como:

S = S0 +M
�1S1 + ::: � = �0 +M

�1�1 + ::: (A.129)

Para satisfacer (A.124) en el orden M2, la función principal de Jacobi S(a)
debe satisfacer la ecuación de Hamilton-Jacobi:

(
dS

da
)2 = 2V (a) (A.130)

Podemos de�nir el tiempo semiclásico3

d

d�
=
dS

da

d

da
= �

p
2V (a)

d

da
(A.131)

La solución de esta última ecuación es a = �F (�; C), donde C es una constante
de integración arbitraria. Diferentes valores de esta constante y del signo � dan
diferentes soluciones clásicas para la geometría. Entonces, en el próximo orden
de la expansión WKB, � satisface la ecuación de Schrödinger que queda:

i
d�

d�
= h(�)� (A.132)

donde

h(�) = hf + hi(�) (A.133)

precisamente

h(�) = �
1

2

Z "
�
@2

@f2�!
k

+
2�!
k
(a)f2�!

k

#
d
�!
k (A.134)

donde


2�!
k
(a) = 
2!(a) = m

2a2 + k2 = m2a2 + ! (A.135)

donde ! = k2. Por lo tanto, la dependencia temporal del Hamiltoniano proviene
de la función a = a(�). Ahora consideremos una escala del universo tal que

3Estamos considerando el tiempo conforme � de (A.131) de�nido a través del tiempo
clásico como d� = dt

a(t)
.
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a = aout >> a1, donde a1 es el valor del factor de escala del equilibrio asintótico.
En esta región la geometría es casi constante, por lo tanto tenemos como límite
un vacio adiabático j0i y operadores de creación y destrucción adiabáticos ay�!

k

y a�!
k
.4 Entonces h = h(aout) resulta:

h =

Z

!a

y
�!
k
a�!
k
d
�!
k (A.136)

Podemos considerar el espacio de Fock y una base de vectores:
���
�!
k 1;

�!
k 2; :::;

�!
k n

E
=
���
n�!
k
oE

= ay�!
k1
ay�!
k 2

:::ay�!
k n

j0i (A.137)

donde hemos llamado
n�!
k
o
al conjunto

�!
k 1;

�!
k 2; :::;

�!
k n, donde eventualmente

n puede ser in�nito. Los vectores de esta base son autovectores de h:

h
���
n�!
k
oE

= !
���
n�!
k
oE

(A.138)

donde

! =
X

�!
k 2

n�!
k
o

! =

X

�!
k 2

n�!
k
o
(m2a2 + !)1=2 (A.139)

Por una cuestión de simplicidad y para mantener la consistencia con la no-
tación de la tesis, podemos usar la energía para denotar los autovectores de la
siguiente manera:

���
n�!
k
oE

= j	!i (A.140)

donde se han omitido las componentes
�!
k 1;

�!
k 2; :::;

�!
k n que realmente son nece-

sarias para de�nir sin ambiguedad un vector, como se verá. Finalmente, en esta
notación, el Hamiltoniano queda:

h =

Z
! j	!i h	!j d! (A.141)

Las tres reducciones

Para obtener la entropía de la función de onda del universo, es necesario
realizar tres reducciones en el espacio de observables: la primera de ellas nos lleva
a la decoherencia, la segunda y la tercera mostrarán una evolución de la función
de la onda que decae. Una vez que hemos efectuado estas tres reducciones, se
usarán las técnicas de la mecánica cuántica estadística para de�nir la entropía
del sistema, que en este caso es el universo.

4El vacío adiabático es una aproximación del vacío usual, para un universo que se expande
con una tasa de expansión muy baja. Este vacío fue introducido por [128] sobre la base de
una idea de Einstein. Desde entonces se ha considerado como la de�nición más �el del vacío,
y también como la base para la noción de número de partículas en un universo en expansión
[129].
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Decoherencia y equilibrio en la base de la energia (reducción I) Se
introduce la primer elección particular de los observables, la reducción I. En
este caso, un observable generico jO) 2 V V HO es de la forma (A.102) donde,
como vimos, V V HO es el espacio de observables:

O =

1Z

0

O(!) j	!) d! +

1Z

0

1Z

0

O(!; !0) j	!;	!0) d!d!
0 (A.142)

donde j	!) = j	!i h	!j y j	!;	!0) = j	!i h	!0 j. Un estado genérico (�j 2
V V HS puede ser expresado como (A.103):

(�j =

1Z

0

�(!) (	!j d! +

1Z

0

1Z

0

�(!; !0) (	!;	!0 j d!d!
0 (A.143)

donde f(	!j ; (	!0 jg es la cobase de fj	!) ; j	!0)g. Entonces el valor medio de
un observable jO) en el estado (�(t)j resulta

hOi�(t) = (�(t) j O) =

1Z

0

�(!)O(!)d! +

1Z

0

1Z

0

�(!; !0)O(!; !0)e�i
!�!0

~
td!d!0

(A.144)
Tomando el límite para t ! 1 y aplicando el teorema de Riemann-Lebesgue,
se obtiene, como ya vimos (ec.(A.109))

hOi�(t) = l��m
t!1

(�(t) j O) =

1Z

0

�(!)O(!)d! (A.145)

Y esta última integral es idéntica al valor medio del observable jO) en un nuevo
estado (��j :

(��j =

1Z

0

�(!) (	!j d! (A.146)

Este nuevo estado (��j es el estado de equilibrio asintótico en el tiempo del
universo, que es diagonal en las variables !, !0 como la decoherencia en la energía
requiere. De esta manera, el universo cuántico se aproxima asintóticamente a
este estado.

Reducción analítica (reducción II) Un problema relacionado con la irre-
versibilidad se origina en el hecho de que las evoluciones tendientes al equilibrio
observadas son exponenciales durante un largo período de tiempo, pero en la
mecánica cuántica este tipo de evolución queda excluido aun cuando se tome la
traza de los estados. En particular, no hay un efecto exponencial para tiempos
pequeños (efecto Zeno) ni para tiempos grandes (efecto Khal�n). No obstante,
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en varios casos es usual considerar sólo la ley exponencial de decaimiento elimi-
nando lo que se conoce como las componentes Zeno y Khal�n. Siguiendo nuestro
enfoque algebraico, se probará que las evoluciones exponenciales pueden obten-
erse cuando se reducen otra vez los espacios de observables y los estados de la
siguiente manera:

V +V H = V
S
V H � V

R+
V H V +

0

V H = V
S0

V H � V
R+0

V H (A.147)

donde V R+V H � V RVH y V R+
0

V H � V R
0

V H son subespacios dotados con propiedades
analíticas particulares en el plano complejo de la energía que serán precisadas
a continuación. Llamaremos a este segundo paso de reducción, una reducción
analítica. Consideremos los siguientes espacios:

V R+V H = �+ 
 �+ V R+
0

V H = �� 
 �� (A.148)

donde j	i 2 �+ si, siendo
��	f!

�
la función de onda que evoluciona bajo el

Hamiltoniano libre (es decir hf = � 1
2a3

@2

@�2 ), las funciones


	f!
��	i pueden ser

continuadas analíticamente en la región de arriba (abajo) del plano complejo
de la energía. El siguiente paso consiste en encontrar los polos de las funciones

	f!
��	i, donde fj	ig es la base del Hamiltoniano completo (el dominio de

analiticidad debe ser lo su�cientemente grande para contener esos polos, que
son los polos resolventes). Precisamente, la siguiente continuación analítica para
z 2 C+ y z 2 C� se de�ne de la siguiente manera:

h�j	z;	z0i = cont!!zcont!0!z0 h�j	!;	!0i (A.149)

h	z;	z0 jAi = cont!!zcont!0!z0 h	!;	!0 jAi (A.150)

donde cont!!z es la continuación analítica de ! a z, h�j	z;	z0i se considera
analítica, y h	z;	z0 jAi tiene polos (por simplicidad asumiremos que sólo tiene
dos polos simples en z = z�0 y z

0 = z0, ver [130] y [61] para el origen de los
polos). Entonces, usando el teorema de Cauchy y los residuos de las funciones
analíticas alrededor de los polos, puede probarse que, para cualquier A 2 V +V H
y � 2 V R+

0

V H , la ecuación de evolución débil para �(t) queda:

h�(t)jAi = ei(z
�

0�z0)t (�0 j �00) (�
�
00 j A)+ (A.151)

1Z

0

d! (�0 j 	!) (	!0 j A) +

Z

�

dz0 (�0 j �0z0)
�
e�0z0 j A

�
ei(z

�

0�z0)t+

Z

�

dz (�0 j �z0)
�
e�z0 j A

�
ei(z�z0)t +

Z

��

dz

Z

�

dz0 (�0 j �zz0)
�
e�zz j A

�
ei(z�z

0)t

donde �0 = ��, z0(z
�
0) es el polo que hemos considerado único por simplicidad

(ver [130]), �(��) es una curva en el semiplano inferior (superior) que contiene
su correspondiente polo, y
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(�0 j �00) = cont!!z�0
cont!0!z0 (�0 j 	!;	!0) (A.152)

�
e�00 j A

�
= cont!!z�0

cont!0!z04�
2(! � z�0)(!

0 � z0) (	!;	!0 j A) (A.153)

(�0 j �0z0) = cont!!z�0
cont!0!z0 (�0 j 	!;	!0) (A.154)

�
e�z0 j A

�
= cont!!z�0

cont!0!z02�i(! � z
�
0) (	!;	!0 j A) (A.155)

(�0 j �z0) = cont!!z�0
cont!0!z0 (�0 j 	!;	!0) (A.156)

�
e�0z0 j A

�
= �cont!!z�0

cont!0!z02�i(!
0 � z�0) (	!;	!0 j A) (A.157)

(�0 j �zz0) = cont!!z�0
cont!0!z0 (�0 j 	!;	!0) (A.158)

�
e�zz0 j A

�
= cont!!z�0

cont!0!z0 (	!;	!0 j A) (A.159)

Por lo tanto, fj	!) ; j�00) ; j�z0) ; j�0z0) ; j�zz0)g es una base obtenida por contin-
uación analítica y f(	!j ; (�00j ; (�z0j ; (�0z0 j ; (�zz0 jg es la correspondiente cobase
(ver[130]):

(	! j 	!0) = �(!�!
0)

�
e�00 j �00

�
= 1 (	! j �00) =

�
e�00 j 	!0

�
= 0

(A.160)
Si z0 = e!0 � i
2 y 
 > 0, entonces z�0 � z0 = i
 y los cinco términos de la

ecuación (A.151) se pueden interpretar de la siguiente manera:

(i) El primer término es el correspondiente al equilibrio por decoherencia, con-
tenido en V SV H , que es constante en el tiempo e igual a (�� j A).

(ii) El segundo término contiene el factor e�
t y, por lo tanto, es el término de
decaimiento exponencial. A este término se lo llama e�
t (�1 j A).

(iii) Los tres términos se conocen como �términos de fondo�, que son sólo rele-
vantes al comienzo (efecto Zeno) y al �nal (efecto Khal�n) de la evolución
(ver [60]). Puesto que el primero de ellos corresponde al comienzo, puede
ser eliminado en un estudio para grandes tiempos. El tiempo caracterís-
tico de Khal�n fue medido en el año 2006 y es extremadamente largo
frente a los tiempos característicos de los polos usuales, de modo que tam-
bién puede despreciarse en un período exponencial largo. Incluso, cuando
t!1, se hace cero como suma lineal de potencias inversas en el tiempo.
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Reducción exponencial (reducción III) El decaimiento exponencial, que
es que se está buscando, está descrito en el punto (ii) del apartado anterior. Si
se quiere retener este comportamiento exponencial despreciando los términos
de fondo, debemos introducir una reducción más, que llamaremos reducción
exponencial. Para ello, se de�ne un estado reducido como

(�rj = (�j�+ (A.161)

donde el proyector �+ se de�ne como

�+ = (j�00) +

1Z

0

j	!) d!)(
�
e�00
���+

1Z

0

(	!j d!) (A.162)

De (A.160) vemos que �+ es de hecho un proyector. Entonces, (�r(t)j resulta:

(�r(t)j = (�(t)j�+ = (� j �00)
�
e�00
��� ei(z

�

0�z0)t+

1Z

0

(� j 	!) (	!j d! = (��j+(�1(t)j

(A.163)
que sólo contiene un término constante y uno de decaimiento. Por lo tanto,
por medio de tres reducciones (van Hove, analítica y exponencial), logradas
mediante el proyector �+, hemos obtenido el decaimiento exponencial a un
estado de equilibrio decoherido.

Hasta este punto, hemos usado los espacios de�nidos en (A.147). Sin embar-
go, también podríamos haber elegido los siguientes espacios:

V �V H = V
S
V H � V

R�
V H V �

0

V H = V
S0

V H � V
R�0

V H (A.164)

V R�V H = �� � �� V R�
0

V H = �+ � �+ (A.165)

En este caso habríamos obtenido el proyector �� y el factor e
t (con 
 > 0),
que no representa un término de decaimiento exponencial, sino un término de
crecimiento exponencial, correspondiente a una evolución que nos lleva a un
equilibrio en el pasado. Esto signi�ca que las leyes de la mecánica cuántica in-
variantes ante la inversión del tiempo, dan lugar a un par de gemelos t-simétricos
en el tiempo: uno de ellos incluye el factor e�
t, que describe el decaimiento de
estado inestable hacia el equilibrio (un proceso disipativo), el otro incluye el
factor e
t, que describe el crecimiento de un estado cuántico inestable desde el
equilibrio (un proceso antidisipativo). Entonces hemos encontrado una pareja
de gemelos t-simétricos; pero, por supuesto, considerando los fundamentos de la
�echa del tiempo global de los trabajos [113] y [71], debemos elegir el primero
de los gemelos para explicar la irreversibilidad.
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A.2.6. Entropía condicional del universo

En esta sección se de�nirá una entropía condicional, que está relacionada con
la entropía fenomenológica de la termodinámica como veremos a continuación.
Para ello se de�ne la entropía cuántica condicional como:

SC = �


�r(t) log

�
�r(t)�

�1
�
��

(A.166)

donde �r(t) es el operador densidad, �� el operador densidad en el equilibrio y
h:::i simboliza la traza. Esta entropía se transforma en la entropía de Gibbs en
el caso particular en que �� = cte. Por lo tanto, el problema de la irreversibili-
dad consiste en encontrar una entropía creciente que evoluciona hacia un valor
�nal de equilibrio. Para encarar este problema, podemos escribir (A.163) con la
dependencia explícita en el tiempo de cada uno de los términos:

�r(t) = �� + e
�
t�1 (A.167)

donde �� y �1 son operadores constantes. Esta última ecuación es una ecuación
�débil�, dado que sólo es válida para el estado �r(t), completamente reducido ba-
jo la acción del proyector �+. En este sentido, �r(t) puede ser concebido como un
estado particular de grano grueso. Desarrollando (A.166), cuando reemplazamos
�r(t) de (A.167) llegamos a

SC = �


(�� + e

�
t�1)(log
�
�� + e

�
t�1
�
� log

�
��1�

�
)
�

(A.168)

Reescribiendo ��+e
�
t�1 = ��(1+e

�
t�1�
�1
� ) en el primer logaritmo de A.168)

se obtiene:

SC = �


(�� + e

�
t�1)(log [��] + log
�
1 + e�
t�1�

�1
�
�
� log

�
��1�

�
)
�

(A.169)

Expandiendo el segundo logaritmo en polinomios de Taylor y quedándonos hasta
el término en segundo orden, llegamos a

SC = �


(�� + e

�
t�1)e
�
t�1�

�1
�
�

(A.170)

y �nalmente

SC = �e
�
t 
���1��1�

�
� e�2
t



�21�

�1
�
�

(A.171)

El orden en los operadores en el primer término del lado derecho de (A.171)
puede ser intercambiado dado que h:::i es una traza. Por lo tanto



���1�

�1
�
�
=

h�1i, y, entonces,
SC = �e

�
t h�1i � e
�2
t 
�21��1�

�
(A.172)

Por otro lado, h�(t)i = h��(t)i+ h�1(t)i e
�
t. Dado que la función de onda esta

normalizada, h�(t)i = h��(t)i = 1. Entonces, por la ecuación (A.167), h�1(t)i =
0. Por lo tanto

SC = �e
�2
t 
�21��1�

�
= SC = e

�2
t
Z

�

�21�
�1
� d� +O(

~

S
) (A.173)
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donde los símbolos en la parte derecha de la última ecuación son estados clási-
cos, obtenidos por la transformación de Wigner (ver [58], [131], [109] para de-
talles) y S es la acción. A su vez, (A.167) puede ser transformado a través de
la transformación de Wigner [109]. La magnitud SC(t) de (A.173) podría ser
nuestro candidato para la �entropía condional�, esto es, la entropía derivada
de las ecuaciones fundamentales por reducción (ver [132] para más detalles). De
hecho, SC(t) crece con el tiempo y, para t!1, SC(t)! 0 y �(t)! ��. Incluso,
si � es la producción de entropía, entonces

� =
�
S > 0 (A.174)

�
� =

��
S < 0 (A.175)

Esto signi�ca que nuestra entropía fundamental SC(t) satisface los requirim-
ientos necesarios para ser una entropía creciente e irreversible que alcanza su
máximo valor en el equilibrio [133]. Hemos probado, entonces, que la �echa ter-
modinámica del tiempo asociada con esta entropía existe y está basada en un
marco cosmológico consistente con nuestro esquema de la �echa del tiempo.

A.2.7. Las entropías termodinámica y de Gibbs

Para completar el panorama, en este apartado vamos a deducir la relación
que mantiene la entropía condicional SC con la entropía de Gibbs SG y con la
entropía termodinámica. Para ello podemos escribir (A.166) como

SC = �h�r(t) log [�r(t)]i+ h�r(t) log [��]i (A.176)

Si calculamos los diferenciales en ambos términos, tenemos

�dSC + d h�r(t) log [��]i = d h�r(t) log [�r(t)]i (A.177)

Como ��(t) es un estado de equilibrio, puede ser escrito como ��(t) = Z
�1e��E

donde � = 1
T ; entonces,

log [��] = log
�
Z�1

�
� �E (A.178)

Dado que Z = cte, entonces,

d h�r(t) log [��]i = ��d h�r(t)Ei (A.179)

donde h�r(t)Ei es la energía total del sistema, que en el caso general de un
sistema abierto (no en el caso del universo que es un sistema cerrado) sería el
incremento de energía o calor dQ intercambiado entre el sistema y su entorno.
Entonces, de (A.177),

�d h�r(t) log [�r(t)]i =
1

T
dQ+ dSC (A.180)
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Entonces, si llamamos �SG(�r(t)) = h�r(t) log [�r(t)]i a la entropía usual de
Gibbs, (A.180) queda

dSG =
1

T
dQ+ dSC (A.181)

Por lo tanto

(i) la ecuación (A.181) es el incremento ordinario de la entropía de Gibbs en
un período de tiempo dt.

(ii) El primer término de (A.181) del lado derecho es dQT , donde dQ es el calor
intercambiado entre el sistema y su entorno. Si el sistema está cercano al
equilibrio entonces tenemos que dSC ' 0 y entonces se obtiene la de�nición
usual de la entropía termodinámica dSG = dS =

dQ
T .

(iii) El segundo término de (A.181) es la producción de entropía condicional
en el período de tiempo dt de acuerdo con (A.174) y (A.175).

Volviendo al caso de nuestro universo (sistema cerrado) tenemos entonces
que dQ = 0 y por lo tanto

dSG = dSC (A.182)

Por lo tanto SG satisface también (A.174) y (A.175).
Resumiendo, entonces, hemos mostrado que es posible introducir una en-

tropía de Gibbs en un marco cosmológico en los estadíos iniciales del universo.
Usando el modelo de Wheeler-deWitt y luego el formalismo de decoherencia
autoinducida, hemos encontrado que los estados decoheridos llegan al equilibrio
con un factor de decaimiento. La irreversibilidad de este proceso implica que se
ha hallado otro ejemplo de la �echa termodinámica del tiempo, basado en un
marco cosmológico.
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