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INTRODUCCION

Los estimadores de calibracion son utilizados actualmente en la mayoria de las
grandes encuestas para la estimacion de totales de poblaciéon. Sin embargo, el

calculo de su varianza no es inmediato y se utilizan aproximaciones.

El estimador mas extensamente utilizado es el estimador de Horvitz Thompson,
siempre que no exista informacion auxiliar, ya que resulta admisible entre los
estimadores insesgados. Cuando existe informaciéon externa disponible, se
consideran estimadores especificos que la utilizan y que mejoran la precision,
aun cuando se resigna la presencia de sesgo. Entendemos por informacion
externa a una o varias variables relacionadas con la variable de estudio, cuyos
totales marginales son conocidos a nivel poblacional.

Un enfoque posible es el que lleva a emplear al Estimador de Regresién
Generalizada (GREG) en el cual el peso inicial de cada unidad, derivado del
disefio muestral, es ajustado asumiendo un modelo de regresién lineal
empleando la informacién auxiliar disponible. Sin embargo algunos de esos
factores de ajuste pueden ser negativos y producir pesos negativos, lo cual

resulta de dificil interpretacion.

Deville y Sarndal (1992) continuaron la idea de corregir los pesos iniciales
proponiendo los estimadores de calibracion que incluyen al estimador GREG
como un caso particular. Estos estimadores surgen de minimizar una distancia
(a través de funciones apropiadas) entre los pesos iniciales y los nuevos,
llamados calibrados, sujeta a ciertas restricciones originadas por la informacion

auxiliar disponible.

En 1992 Deville y Sérndal, demostraron que cualquier miembro de la clase de los
estimadores de calibracion es asintéticamente equivalente al estimador GREG y
como consecuencia su varianza asintética es la correspondiente a dicho
estimador de regresién. Sin embargo, cuando se utiliza un muestreo de dos
etapas sin reposicién se deben calcular las probabilidades de segundo orden vy la
expresion del estimador de la varianza del estimador GREG puede tornarse muy
complicada de implementar, sobre todo cuando se maneja un volumen muy

grande de datos.

Claudia P. Molinari
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En este trabajo se considera el problema de estimar la varianza asintética del
estimador de raking, un estimador que surge por calibracién de los pesos
originales, cuando se emplea un muestreo de conglomerados en dos etapas, sin

reposicion.

Para la primera etapa se aplica un muestreo de conglomerados proporcional al
tamafio siguiendo el método de Sampford, y un muestreo simple al azar sin

reposicion, para la segunda etapa.

Para el cdlculo de la varianza se analizan otros métodos de aproximacion a la
varianza del estimador GREG basados en replicaciones, como ser el jackknife y el
jackknife linealizado. Las fracciones de muestreo que se empleardn en el disefio
no seran pequefias. Luego, no puede asumirse la equivalencia con un muestreo
con reposicion, como usualmente se asume en la bibliografia para el célculo de la
estimacion de la varianza. Por lo tanto se ensayan junto con las aproximaciones
mencionadas, diferentes coeficientes de correccion para ajustar el

comportamiento asintético de las varianzas estimadas.

El estudio parte de un conjunto de datos obtenidos sobre una poblacién
conocida, de la cual se extrae una muestra estratificada de conglomerados en
dos etapas. Las replicaciones consisten en la extraccion de varios miles de
muestras para calcular la varianza asintética, jackknife y jackknife linealizada

gue se comparan con la varianza poblacional.

Este trabajo esté organizado en capitulos de la siguiente forma: en el Capitulo I
y II se presentan las nociones basicas de muestreo y estimacién; en el Capitulo
III se hace una breve resefia tedrica sobre los estimadores de calibraciéon y en el
capitulo IV sobre la estimacion de su varianza. En el Capitulo V se describe el
trabajo de simulacion y en el Capitulo VI se presentan los resultados obtenidos
que dieron lugar a las conclusiones que se detallan en el mismo capitulo.

Claudia P. Molinari
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CAPITULO I

NOCIONES BASICAS DE MUESTREO

1.1 POBLACION, PARAMETRO Y MUESTRA.

Se considera una poblaciéon finita de tamafio N cuyos elementos pueden
identificarse con subindices indicados en el conjunto U={1,2,....,N}.

Se quiere estudiar una caracteristica Y que toma valor y, sobre la k-ésima unidad
de dicha poblacién. Por lo general interesa una funciéon de Y sobre U; en este

trabajo consideramos la funcién total es decir,

T,= ZYk
keu

Cuando no es posible conocer los valores de Y sobre todos los individuos de U se
observa esta variable sobre un subconjunto de U, a fin de estimar T,. Este
subconjunto de observaciones conforma la muestra, denotada de aqui en mas
como s. Formalmente se define a s como un subconjunto de U; o sea:

S=(i1,i2,...in(s)) donde 1$i1¢i2¢...¢in(s) <N

Se considerardn muestras seleccionadas a partir de algin esquema de seleccidon

probabilistico.

1.2 PLANES DE MUESTREO

Un disefio muestral basado en U consiste de un par (S, Py), donde Sg, llamado
soporte del disefio d, es el espacio que contiene todas las muestras posibles
generadas a partir de un disefio y P4 es una distribucién de probabilidad sobre Sg.

Como toda funcién de probabilidades, P4 verifica que

1. P4(S=s)=P4(s)=0

2, ) Pis)=1

seSy

En particular, si P4>0 para toda muestra s, el disefio se dice semi-medible.

Claudia P. Molinari
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La pertenencia o no de cada elemento de la poblacién U a la muestra s puede
indicarse mediante la variable I, definida como:

1l sikes
Ik=
0 sikegs

(1.2.1)

Se definen las probabilidades de primer orden =, como la suma de las

probabilidades de todas las muestras que incluyen a k y de segundo orden
denotadas como my como la suma de las probabilidades de todas las muestras

que incluyen a k y I. Si se indica a todas las muestras que incluyen a k con la
expresion s>k, se pueden denotar estas definiciones de la siguiente forma:

nk=P(keS)=P(Ik=1)=E(Ik)=ka(S) (1.2.2)
nw =P(kyl € S ) = P(Ixl) = 1) = E(IxI)) = ;IP(S) (1.2.3)
Cuando k=l , my = P(I;° = 1) = P(I, = 1) =y (1.2.4)

Ademas puede definirse la covarianza entre Iy e I, de la forma:

nx(l-m) Sik=1
A =Cov(Iy,I;) = E(L ;) - E(Ik JE(L)) = ) (1.2.5)
Tkl — T, Sik#1

Luego, Ay = Vaf(Ik) (1.2.6)

Las probabilidades de primer y segundo orden verifican:

> Y =Y nN(S)Py(S) ; n(s) tamano de la muestra s
K

2 %lzknk, = ?n(s)(n(s) ~1)P4(s)

Claudia P. Molinari
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> 3 1y = 3 (0(s)-1)Py(s)

12k sak

> Trag = X[ns)FPys) (1.2.7)
k I seSy

De donde se deduce:

2 E(n(s)) = keu Tk

2
2> Var(n(s) = %Z,:nk, —[%nk} (1.2.8)

Un disefio muestral se dice de tamafio fijo si cada muestra con probabilidad de
seleccion mayor que cero contiene un numero fijo de n elementos de la

poblacion.

Para este tipo de disefos se deducen las siguientes propiedades a partir de las

anteriores:
> Z‘Itk =N
U

> ¥ Ymy=nln-1)
keU leU
k=l

2> Y my =NTy (1.2.9)

leU
Un estimador e=e(s,Y) para el parametro 8(Y), es insesgado para un disefo
muestral d, si la esperanza por disefio del estimador es 6(Y) uniformemente en

Y; o sea:

Ele(s,Y))= Ye(s, Y)P(s)=6(Y) uniformemente en Y.
seS

Se define el Error Cuadratico Medio (ECM) de un estimador como

ECM= E(e(s,Y)-8(Y))?

y un estimador se dice el “mejor estimador” si es de minima varianza uniforme
insesgado, 0 sea si es insesgado y ademas el ECM de cualquier otro estimador es
mayor. Sin embargo este tipo de estimadores, llamados emvui no siempre

existen (Basu 1971), y en general no existe para el caso del Total dentro de la

teoria del muestreo en poblaciones finitas.

Claudia P. Molinari
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Cuando no existe el emvui puede hallarse un estimador 6ptimo dentro de los
estimadores admisibles, que son aquellos para los cuales no existe otro que lo

mejore desde el punto de vista del ECM.,

1.3 EL ESTIMADOR DE HORVITZ THOMPSON

El estimador de Horvitz Thompson para un total se define como:

= 2dx Yk donde dk-1/m (1.3.1)

kes

El estimador de Horvitz Thompson es insesgado, ya que :

EU‘)—E(Z yk> E(Y kI)‘ z Eak>- z-—nk I V=T,

La varianza del estimador de Horvitz-Thompson resulta:

Y A L (1.3.2)
keUleU Ty Ty

con Ak/ =Ty — W™y

En efecto:

L e
s Tk U Tk

2
( ) ZV(Ik)[ J +3 ¥ Cov(l, 1)Lk YL
Tk

k Ik T T

Por (1.2.5) y (1.2.6)

( ) ZAkk( k) +ZZA y“ﬁ_ZZA Ye Yi

Tk Ty
El estimador definido como

Vffn)= 3y A0 Y Vi ) (1.3.3)

kesles Tkl Tk T

resulta insesgado, siempre que my >0 para todo ky |

Claudia P. Molinari
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Dem:

La misma expresion puede re escribirse en funcién de las indicadoras I

Aw Yk Y1
VITr I I,
( ) ZZU “ Tkl Tk T

y utilizando el hecho que

A
E(Ikll ——) =Ty ——=Ay
Tkl Tkl

resulta que
EG@))2Y,Au y* y' V(T)

La varianza (1.3.2) puede expresarse como

(x)- ZZU(““ —inky/ ZZU(““ )ym &, vef (1.3.4)

Por lo tanto, el estimador (1.3.2) puede escribirse como

V{fr)=x 5L &—1}'0’/ (1.3.5)

s s Ty \ kT

En particular, si el disefio es de tamafio fijo la varianza del estimador de Horvitz-

Thompson resulta de la siguiente forma:

& 1 2
vir.)--23 %, a2 - L) (136

Ademads, siempre que my >0 para todo k y |, se obtiene el siguiente estimador

insesgado de la varianza, conocido como estimador de Yates, Grundy & Sen:

" R 1 T, o
Vies(T:) = _EZZAkI(yk -1 )? (1.3.7)
les k=l
siendo Akl =Ay /nk, e }7k =Yk /1tk (1.3.8)
Dem:

Utilizando la notacién introducida en (1.3.8), la expresioén (1.3.6) resulta:

Claudia P. Molinari
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A 1 3 »
V{fe)= -2 232y 80k - 71 (1.3.9)
Desarrollando el cuadrado y la suma se obtiene:
vty =-S5, an’ 2 35S, A= S5, A i
(T.) = ) DbV + 2D MY =2, Vi) = DDAV = 20D, AaV
(1.3.10)
Considerando que:

2 L Aklykz = )7k2 > Au
keU

leU

y utilizando (1.2.9) , dado que el disefo es de tamafo fijo,

Ay =% My - Tmmy =0y —men =0
leU leU leU

Con lo cual (1.3.10) resulta igual a (1.3.2).

El hecho de que (1.3.7) es insesgado es inmediato si se reescribe la expresion en

términos de la funcién indicadora:

~fn 1 i L e
V(Tn)= ““—Z%IkIIAkI(Yk i

N

Y se utiliza que, siendo my, >0 para todo k,| y E(L.LAx) =4k

El caso de disefio de tamafio fijo mads inmediato es aquel en el cual las
probabilidades de primer orden son constantes pues el plan de muestreo que se
establece asigna igual probabilidad de seleccion a cada muestra, una vez fijo el

tamafio, como es el caso del Muestreo Simple al Azar(MSA).

Claudia P. Molinari
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1.4 MUESTREO SIMPLE AL AZAR

Un muestreo simple al azar es aquél en el cual todas las muestras del mismo
tamano pertenecientes a S tienen igual probabilidad de ser seleccionadas. Por
otra parte las probabilidades de primer orden son constantes, es decir

mw=c k=1,...,N.

Pueden distinguirse dos tipos de muestreo simple al azar: Sin reemplazo y Con

reemplazo.

Muestreo Simple al Azar sin Reemplazo: en este caso un elemento que fue

seleccionado no puede serlo nuevamente. Luego, se verifica que:

( =
T S . )
si n es el tamafno de muestra a seleccionar
n

> p(s) =+ (1.4.1)
0 en caso contrario
e (I () A (1.4.2)
Z\n n-1)\n N
¥ & N 1=(N—2)(N)‘1= n(n-1) .
¥ ma s P gl(n) no2)en) “Rin-y T =Y
(1.4.3)
n(N -n) y
- =- sik #1/
Tkl — TkT) NZ(N— )
e Ak, = < (1.4.4)
n(N -n) -
(1 -my) = P si k =

Luego, para el estimador de un total se tiene:

Claudia P. Molinari
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A N —
Tx= zy_k = XL_—__Zyk:NyS (1.4.5)
kes Tk kes N N kes
N
o N -nS? N
Var(T,) = N2 === = 22 (N — )82 1.4,
ar(T,) T n( )S<y (1.4.6)

donde S? es la varianza muestral.

Al valor de las probabilidades de inclusion de primer orden f=n/N se las
denomina fraccion de muestreo. Luego, a partir de (1.4.5):

s
E=72n (1.4.7)
keS

Una muestra simple al azar tiene la ventaja de que es simple de seleccionar, y es
conveniente cuando la poblacién es bastante homogénea. En los casos en que la
poblacion es muy grande o es homogénea de a grupos, o bien hay disponible
informacion auxiliar para toda la poblaciéon, existen otras alternativas mejores

desde el punto de vista del error muestral.

1.5 MUESTREO ESTRATIFICADO

En el muestreo estratificado la poblacién U se divide en H subpoblaciones
llamadas estratos que no se solapan y que en su conjunto conforman la
poblacion completa; es decir, si a dichos estratos los llamamos Uy, h=1,...,H,

entonces:

H
UU,=U vy UNUk =&, YVh#k
h=1

H
Ademas, si N, es el tamafio del estrato U se tiene que > N, =N
h=1

Se dice que un muestreo es estratificado si se selecciona una muestra
probabilistica Sy, en cada U, con un disefio de probabilidades py y la seleccién en
cada estrato se realiza de manera independiente de las selecciones en los otros

estratos. Luego, en este tipo de muestreo:

5 Se debe especificar un disefio p, y un tamaifo de muestra por

estrato ny.

Claudia P. Molinari
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» Se debe especificar un estimador en cada estrato. Generalmente la

eleccién es la misma para todos los estratos.

H
2+ La muestra aleatoria total es S= S,
h=1

H
= p(s)=h1‘[1p,, (sn); donde py(sn)=P(Spr= sp)
-+ Se suponen conocidos los Np.

H
2 El tamafio total de la muestra es n= ¥ n,
h=1

Estimadores bajo un muestreo estratificado

La expresion del estimador de Horvitz-Thompson para un total bajo este tipo de

disefo resulta ser:

”

Tnst 2

TMzT

t‘:hn
1
(1.5.1)

donde f‘h,, es el estimador de Horvitz-Thompson del total en el estrato h; es decir

que en su calculo se utilizan las probabilidades de primer orden correspondientes

al disefio en el estrato.

Por otro lado, dado que los disefios se aplican en forma independiente en cada

estrato, la varianza del estimador se calcula como:

" H ~
Varg (Trst) = hzlva (™)

(1.5:2)
y un estimador insesgado de la misma resulta:
B R H o a
Vst (Tzst) = hZJV(thn)
(1.5:3)

Claudia P. Molinari
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Estimadores para el caso de un muestreo simple sin reemplazo en cada estrato

Para el caso en que dentro de cada estrato se opta por un muestreo simple al
azar sin reemplazo, las probabilidades de seleccion de primer orden son

T =I’\7/_h, con k € U, siendo U, el h-ésimo estrato; mientras que las
A ;
probabilidades de segundo orden vy las covarianzas resultan en las siguientes
férmulas:
AT .
—————— sikyleU
Np(Np - 1) 4
T = 9 (1.5.4)
Npn; X
Sik elUp;l e U;
thNj € Up € j
w sik=1;keUp
Np
ny(Np —n .
Ay =J——”—(2"—”) SikyleUp k=1 (1.5:5)
Np“(Np - 1)
0 si keUpyleUjh=j

Utilizando (1.5.1):

2 gl T iy 41
Tt = Y the = ), Ni¥h
h=1 h=1

donde y, = Y« / Ny (1.5.6)

keSp

Como las selecciones son independientes entre los estratos y utilizando (1.5.2):

Var(t )—iVar(f )= S N, Vo= g2
wst) = hx —Z hT—-S YU (1.5.7)
h=1 h=1

h

La varianza de este estimador puede estimarse en forma insesgada por:

A H 3 H Ny, —n
V(o) = 3 Var(tp,) = 3 Np—2—"s2yy,
h=1 h=1 Ny
(1.5.8)
donde s, = —2 = D (Vi —¥n)?
Rt keSp

Claudia P. Molinari
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1.6 MUESTREO POR CONGLOMERADOS

Una situacion practica que se da en muchas circunstancias es que no existe un
marco de muestreo que identifique a todos y cada uno de los elementos de la
poblacién, pero sin embargo, estos elementos se encuentran agrupados en sub-
poblaciones que son llamados conglomerados. Luego, puede seleccionarse una
muestra a partir de estos agrupamientos. Distinguiremos dos situaciones: el
muestreo de conglomerados en una etapa y en dos etapas.

La poblacion se considera particionada en M subconjuntos C, i=1,...,M llamados
conglomerados. Los tamafos de cada uno de dichos subconjuntos se notan como

N; y por lo tanto:

M M

U=Uc, y >N =N (1.6.1)
i=1 i=1

CGnG=¢

Luego, el total T, puede escribirse en funcién de los conglomerados de la

siguiente forma:

M M
Ty=)2Ve=) > V=Y donde t; es el total en el conglomerado i
keU i=1 keC; i=1

(1.6.2)

a. Muestreo por Conglomerados en una etapa

El muestreo por conglomerados en una etapa se lleva a cabo seleccionando una

muestra de conglomerados s; de tamafio n; 0 ns. segun el disefio sea de tamafo

fijo o no, respectivamente, e incluyendo luego en la muestra a todas las

unidades de los conglomerados seleccionados.

Por lo tanto, la muestra viene dada por s=UC, y el tamano de la muestra
iesy \

n= Y n; . Consecuentemente en este tipo de muestreo, el nimero de elementos
iesy

en la muestra es generalmente aleatorio dado que depende del tamafio de los

Claudia P. Molinari
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conglomerados que son seleccionados, aun cuando sea fijo el tamafio de la

muestra de conglomerados.

En un disefio por conglomerados en una etapa la probabilidad de seleccionar el i-

ésimo conglomerado es

‘nII = ZPI(SI)II=1""’M (1.6.3)

Sral

donde el subindice I se utiliza para notar que corresponde a la selecciéon de un

conglomerado.
La probabilidad de seleccionar dos conglomerados distintos i y j es:

mgy = TPiSr) i=1.,M,j=1..,M conisj (1.6.4)

SralJ
Luego, si k es una unidad del conglomerado i se tiene que:
. = P(kes) = P(iesy) = np; (1.6.5)
es decir que la probabilidad de inclusién de un elemento k es la probabilidad de
inclusion del conglomerado al que pertenece el elemento k.

Para calcular las probabilidades de segundo orden asociadas a dos unidades k y |
pertenecientes a la poblacién U, se deben distinguir dos situaciones:

> Siky | estan en el mismo conglomerado i , entonces:
Mu=probabilidad de seleccionar el conglomerado i =Ty
2 Sik vy | pertenecen a distintos conglomerados i y j, entonces:

IMu=probabilidad de seleccionar los conglomerados iy j =[Ty; con i#]

El estimador insesgado para el total de la poblacién, bajo este disefio resulta ser:

A _ t:
T, =Xt =% — (1.6.6)
S1 Tri \

pues utilizando (1.6.5):

fx=§7 Zzyk—Z[Zyk]/“I/ Z_‘=ZEI

s; G Tk LS
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La varianza de este estimador viene dada por:

V)= zt,z(i-1)+zzU, t,t,-[ Ty —1) (1.6.7)
Ur i Ty
Que puede ser estimada en forma insesgada, siempre que ny;>0 para i#j como
5 t,z(l ) E t,(m,-, ]
V(T,)= —|—-1|+ —_ | —-1 1.6.8
(T+) g,:m/ 97 22s, Ty Ty \ Rnmy ( )

Si el disefio sobre los conglomerados es de tamanio fijo, se obtiene el estimador
de Sen-Grundy& Yates:

V(f,)=_%z§,3,,,(f, -&) (1.6.9)

A partir de la férmula anterior se observa que:

> Si los valores de %1, son iguales Vi entonces var(T,)=0 y por lo tanto si se
1

eligen las =y proporcionales al tamano del total t; en el conglomerado, el
muestreo por conglomerados es altamente eficiente pues la varianza serd

pequefia porque seran pequefas las diferencias.

2 Si los Ni son conocidos, puede elegirse un disefio de manera que los Tly

resulten proporcionales a los Ni. Como los t; =N;y; =Yy, ; el método es
Ci

bueno si hay poca variacioén entre las medias de los conglomerados.

5 El muestreo por conglomerados con probabilidades iguales es una mala
eleccién si el tamafio de los conglomerados es distinto ya que en ese caso

N, y, variard mucho y la varianza sera grande.

Luego, el disefio por conglomerados en una etapa pierde precisiéon por el “efecto
del conglomerado” que se refiere a cuan parecidas son las unidades dentro de
cada C,. Seria deseable que en cada conglomerado pudiera reproducirse la
variabilidad del universo. A continuacion, se presenta un coeficiente que
cuantifica el hecho de que esto suceda o no; es decir el grado de homogeneidad

de los conglomerados.
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Coeficiente de homogeneidad y efecto del disefio

Para medir la precisién de un estimador de un total en un disefio muestral de
conglomerados en una etapa, es util trabajar con el coeficiente de

homogeneidad(3d ), definido como:

§=1- S%vw _1_520
S?y S?y
(1.6.10)
siendo S?,, =S% = —ZZ(yk -Va)?  (pooled variance dentro de los
=M%
clusters) (1.6.11)
Yci es la media dentro del i-ésimo cluster.
Por otro lado, (1.6.11) puede re-escribirse como:
5% - 1)S?, (1.6.12)

z(/v, s -pe™-

siendo S la varianza dentro de cada conglomerado.

Luego, & es positivo o negativo de acuerdo a que la varianza media dentro de
los conglomerados (S%w) sea menor o mayor que la varianza global Sy

respectivamente.

» Si & es pequefio entonces existe diferencia entre los elementos de un
mismo conglomerados; es decir que es bajo el grado de homogeneidad

entre los clusters.

» Si & es grande entonces existe similitud entre los elementos de un mismo

conglomerados; es decir que el grado de homogeneidad es alto.

La varianza también puede expresarse en términos de la covarianza de las

observaciones en el conglomerado:

Si llamamos:

Claudia P. Molinari
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N =% numero promedio de elementos por conglomerados
K;=M? —(—1—%’) donde f; = m/M

Cov=Cov(N;, N Ve) = 2= 5, (Ny = )N, Vo ?

Entonces,

N-M
M-1
clusters resulta la siguiente expresion de la varianza:

S2y = NSy (1+ 8 )+ Cov , con lo cual para el caso de MSA de

Varns,(t) = 1+ :I,l— T 8) NK,S?w + K, Cov
(1.6.13)
A partir de ello se obtiene el siguiente efecto de disefio:
Deff(MSA, £) = Ysac _ 3 (N-M; Cov
Vusa M-1 N S*yu
(1.6.14)

Observamos que si los tamanos de los clusters son todos iguales, entonces Ni=N
y por lo tanto la Cov serd nula. Luego, Deffx1+(N-1)5.

Por otra parte si Cov es positiva, el incremento de la varianza debido a la
seleccion de los clusters puede ser peor que en el caso anterior ya que el

segundo término puede ser grande; Deff= N (CV)/CVy)2. siendo

En general, seleccionar clusters por MSA es ineficiente, sobre todo si los clusters
son homogéneos y /o de tamafio distinto. La eficiencia puede ser mejorada
cuando se dispone de una medida aproximada de cada cluster. Si esa medida es
proporcional al total por cluster se puede reducir la varianza del n estimador
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utilizando muestreo proporcional al tamafio para la seleccién de los clusters. Una
alternativa es utilizar muestreo de clusters estratificado con los estratos tales
que la variacién del tamafio de los estratos sea pequena.

b. Muestreo por Conglomerados en dos etapas

En este caso se seleccionan m conglomerados y luego se seleccionan n; sub

unidades dentro de ellos.

Sea U ={1,...,k,...,N} la poblacién de estudio compuesta por M conglomerados C
i=1,...,M que llamaremos Unidades Primarias (PSU). A su vez, cada una de
dichas M unidades primarias estan compuestas por N; unidades que llamamos

M
Unidades Secundarias (SSU), de manera tal que Y N; =N .
i=1

El muestreo se lleva a cabo en dos pasos:

< una muestra S; de unidades primarias es seleccionada bajo un disefio

pi(s:). El tamafo de la muestra seleccionada es m.

< Para cada i € S; se extrae una muestra s; de tamafio n; segin un

disefo pi(*/si).

Este tipo de muestreo es ventajoso cuando dentro de un mismo conglomerado
es esperable observar cierta similitud entre los elementos, o sea cierta
homogeneidad y por lo tanto podria resultar poco econémico medir a todas las
unidades dentro del conglomerado. El muestreo en dos etapas se plantea
entonces como una posible solucién para evitar el efecto de la correlacion. En
este caso es necesario estimar los totales t; dentro de cada conglomerado
utilizando la sub muestra. Si la variacidn dentro de los conglomerados es
pequefia, los estimadores de dichos totales tendrédn un varianza chica alun para
una sub muestra de tamafio moderado, lo cual hace que este tipo de muestreo

sea utilizado con bastante frecuencia.

En un muestreo de dos etapas hay dos hipotesis inherentes: Invarianza e

Independencia:

Claudia P. Molinari
Tesis de Maestria



Pagina 19

» Invarianza: el disefio de seleccidon de las unidades secundarias es el mismo
para cada conglomerado; es decir que los planes p(*/s;) de la segunda etapa
no dependen de lo que pas6 en la primera etapa en el sentido en que se
empleardn los disefios en la segunda etapa cualquiera sea la muestra de la

primera.
Como consecuencia: P(Si=s))= P(Si=s/S;)

» Independencia: las selecciones realizadas en la segunda etapa dentro de cada
conglomerado son independientes entre si. Por lo tanto:

P(Us;/S;)= SP(Si / S¢).

/GSI eSSy

La muestra aleatoria viene dada por s= |Js; y el tamafio de s es n=Yn;, el
ieSy

cual en general es aleatorio.

Para obtener los estimadores se deben definir las probabilidades de primer y

segundo orden de acuerdo a un plan bietdpico:
= my . probablidad de primer orden en Etapa 1; es decir la probabilidad
de seleccionar la unidad primaria C;
. T probabilidad de inclusion de segundo orden para las unidades
primarias U; y U;. A partir de ellas se tiene:
T~ mg  Sii#J

AIij =
. S 1.6.15
ny(l-my ) Sii=j ( )

nx,i + probabilidad de seleccionar la unidad k dado que i fue
seleccionada en la primera etapa.
ny i + probabilidad de seleccionar las unidades k y | dado que i fue

seleccionada en la primera etapa. A partir de ellas se tiene:
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Tt )i —Tk)iTl]i Sik #1
Ak//i = ,i=1,...,m (1.6.16)
nk/i(l_nk/i) Sik=1

Luego, la probabilidad de que la unidad k sea seleccionada para la muestra es:

T = Tp k)i Sik e G (1.617)

Las probabilidades de inclusiéon de segundo orden dependen de que las unidades

pertenezcan o no al mismo conglomerado:

(ﬂ[iﬂk/,' Sik/\/EC;;k=/

Tkl =75 ki /i kaA/GCi;k;ﬁ, (1.618)

:’tIijnk/inl/j SikGC,- /\/ecji#j

Luego, el estimador de Horvitz-Thompson para un total resulta ser:

fay g dBC ool (1.6.19)

ieSpkes; Mg Tk /i  ieSp Ty

siendo E,-= ¥ Y ya que se debe estimar el total dentro de cada
kesi Tk /i

conglomerado pues no se utilizan todos los elementos sino una muestra. Se
estima t; con su correspondiente estimador de Horvitz-Thompson.

En cuanto a la variabilidad, existiran dos fuentes de variacion: la debida a la
selecciéon de los conglomerados vy la debida al sub-muestreo dentro de los
conglomerados. Por lo tanto, en este tipo de plan la varianza puede
descomponerse en dos sumandos: la componente de la varianza debida a la
primera etapa (Vpsy) y la debida a la segunda etapa (Vssy)

Var, (T,)=Vesy + Vssu

con VpsU= Z ZU; A]/jEE]
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y Vssu=3% &) siendo V()= X X Auyi . Vi,

f=1 R keCj 1€C; Tkfi TH/i
Demostracion:
Var(T,)=Var(E(T, /| S;)) + E(Var(T, /S;))
Para el primer término vale que:
Var(E(T, / S;))=Var(E( z £i/S1))

ey
Por la propiedad de invarianza
A ~ Fad t' .
E( X tj/S;)= XE{;/S;)= X E(t))= ¥ —— Siti= XYk
ieSy ieSy ieSy ieSp Tyj keS;

Luego:

2 b MY Y
Var(E(T, /S))=Var( 3 —)=3X ¥ ——Ay
ieSp i=1j=1Tp Tpj

Para el segundo término se puede escribir:

~

E(Var(T, /S;))=E(Var( ¥, L8 1Sy)

ieSyp Tt

Por las propiedades de invarianza e independencia resulta

~

Var( 3, £L/51) = 3 var(t/sy) = 3 LR

ieSy Tyj ieSy T i ieS; m°Ii

Luego

A F. M F.
E(var(T, 15;))=E( 3 Y24, _ 5 Vart,)
ieS; TIi i=1 Tj

donde Var(f;) esté dado por la férmula (1.6.20)

Los correspondientes estimadores resultan:
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(1.6.20)
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. £ ti Az 1 1 e g
Vesy = 3 —L 37y = (= - 1WV(;) (el segundo término se debe
ieSp jeSy Ty g Tyjj  ieSy 5 Ty

restar para que el estimador resulte insesgado).

Luego, al sumar ambas expresiones se obtiene:

y 2 £ty Ay ()
V2etapas(7-x)= X i — + : 7 CON my;i = my; (1.6.21)
ieSpjeS; i Mg Tlij  i5; T

6 Aldhis
siendo V(t;))= Y YY1 Bk/i

CON Tk /i = Tkyi (1.6.22)
keSpleS; Tk /iT1 /i Tkl /)i

~e

Sin embargo, (1.6.15) puede ser bastante complicado de aplicar, sobre todo
porque las V(Ei)deben calcularse para cada i-ésima unidad seleccionada en la

muestra de primera etapa. Luego, seria interesante contar con un estimador
alternativo que sea mas sencillo desde el punto de vista practico.

Sarndall demostré que si se considera como estimador sélo el primer término de
(1.6.16), éste resulta un estimador con cierto sesgo:

A ~

Al R - _
Siv =3 ¥ Ay M Aa entonces: E(V') =Vietapas(T:) - XV; Yy por lo tanto
ieSy jeS; Tyi T Trjj Uy

el sesgo de V'resulta: B(V')=-3V;, lo cual indica que V"subestima la
Ur

varianza de 7A',.

Al analizar el sesgo relativo:

B \71: Z \/i
— = - | v se observa que la subestimaciéon no produce, en
Vetapas \Tx Z Z Aljffj + z 2
Uy ur T %

general, un sesgo importante si las = son pequefias.

En los capitulos siguientes consideraremos la estimacion de la varianza a través

Nk

de V .
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CAPITULO II
MUESTREO PROPORCIONAL AL TAMANO

2.1 MUESTREO CON PROBABILIDADES DESIGUALES

En las aplicaciones es muy frecuente que la poblacién pueda dividirse en
conglomerados que, por lo general, no tienen el mismo tamafio. Por ejemplo, si
se desea estimar el total de desocupados urbanos en una provincia y se
consideran las ciudades como conglomerados, es claro que no todas tendran la
misma cantidad de viviendas ni de individuos. En un muestreo simple al azar
todas las ciudades tendrian igual probabilidad de participar en la muestra ya que
el tamafo de la misma no es tomado en cuenta. Sin embargo, desde el punto de
vista del muestreo seria mas representativo dar mayor probabilidad a las mas
grandes ya que el total a estimar, particularmente el total de la poblacion, estara

fuertemente influenciado por las ciudades grandes.

Si recordamos la formula de varianza de Yates Grundy & Sen para el estimador
de Horvitz Thompson del total de una poblacién para el caso de un disefo de
tamafo fijo, observamos que dicha varianza puede ser nula si las =#; son
proporcionales a las Y, puesto que se anularian los términos elevados al

cuadrado:
Varyss(T.) = — [ - Y12 2.1.1
ves(Tx) = X X (ngmy —my)l ] (2.1.1)
keU k<! T Ty

En la practica ello es imposible ya que implicaria conocer todas las y;. Sin
embargo, si existiera una variable auxiliar X conocida, de valores xy positivos y
tal que los xy fueran proporcionales a yy, bastaria con elegir un disefio en el que
las probabilidades de primer orden sean proporcionales a X; o sea,

iy (2.1.2)

2 X

JjeU
Yk ZXJ

pues en ese caso 2K = —nj—e:—— (2.1.3)
Tk k
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y por lo tanto al ser yx proporcional a xi, los términos en la sumatoria (2.1.1)

serian 0.

Por otra parte, para un disefio de este tipo el estimador del total serd insesgado.

En efecto:

2 Yk Yk oXk 1 1

T = —_— X —_— = 1 _— = T —_= T
At kze:Sﬂ:k (kgu k)[kgsnxk ) [kgl( / a) Lk ](kgsnx k ) o akeSn

Este tipo de muestreo se conoce con el nombre de Muestreo Proporcional al

Tamano o PPT.

2.2 MUESTREO PROPORCIONAL AL TAMANO

Existen diferentes métodos para implementar un muestreo proporcional al

tamafio.

En general para que un método resulte adecuado seria deseable que se cumplan

las siguientes propiedades:

Xi

2. X
k

a. m;=np;>0 VieU; donde p; =

b. n1;>0 VijeU
C. mmy; >7my VijeU
d. que el cdlculo de las n; sea sencillo y no necesite examinar la probabilidad

de seleccion de todas las muestras posibles.

e. que la probabilidad de seleccionar una muestra no dependa del orden de

las unidades.
f. que las = verifique la condicion de Yates-Grundy: mnZ£ 7k m; para todo

k=l. Esta condicién se deduce de (1.3.5) como necesaria para que el
estimador de la varianza de SG&Y resulte positivo.
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Sin embargo no existe un método que cumpla con las seis propiedades al mismo

tiempo.

El método tradicional para un muestreo proporcional al tamafo, corresponde a
una seleccion con reemplazo y es el Método por Acumulacion en el cual se
calcula la distribucion acumulada para X, se genera un niumero aleatorio entre 0
y el total de X y se selecciona el primer elemento de la muestra como el primero
que acumula un total mayor a ese valor. Para seleccionar una muestra de n

unidades con reemplazo se repite el proceso n veces.

Sin embargo, cuando el tamafo de los valores observados de la variable X es
grande, la acumulaciéon de los totales puede ser muy tediosa y ademas el
método genera un muestreo con reposicién, que no siempre es de interés en la
practica. Existen otras alternativas orientadas mas hacia la extraccion de
muestras sin reemplazo. Surgen entonces métodos tales como:

» Madow: es poco eficiente desde el punto de vista de la varianza.

» Sistematico Acumulado: es bastante usado para tamafios de muestra
mayores a 2, pero un problema es que por la naturaleza del método puede
ocurrir que alguna probabilidad de segundo orden se anule, con lo cual el

disefio no generaria un estimador de la varianza insesgado.

» Lahiri-Midzuno: es un mecanismo de seleccién que tiene la bondad de que las
probabilidades de segundo orden sean positivas y por lo tanto genera un
estimador de varianza insesgado. Sin embargo, es un método de tipo

n A : X
condicional que requiere que para toda unidad x, el producto n k _sea
Xk
keU

, Y en la practica no es muy frecuente que ésto se cumpla

n -—
mayor a
N

» Brewer: funciona bien si el tamafio de la muestra es 2.

» Sunter: tiene la desventaja que el algoritmo no genera probabilidades

proporcionales al tamafio como se pretende.

Un método que verifica la mayoria de las propiedades enumeradas anteriormente
y en particular la referida a la positividad del estimador de varianza de Yates-
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Grundy-Sen, es el método de Sampford, que serd descripto en detalle en la

siguiente seccion.

2.3 METODO DE SAMPFORD (1967)

Este método tiene la ventaja de ser de sencilla implementacion y que las
probabilidades de segundo orden pueden calcularse de una forma relativamente

simple.

Definiendo w; = 7 Tk ke U (2.3.1), el disefio de Sampford se define a través

de la siguiente probabilidad:

Psamp(S) = Cp X my TTwy (2.3.2)
les ze?
#

-1

n

con C, = ( ZtD”'tj y D= Y [JIw, siendo S, el soporte de las muestras
t=1 seSy kes

de tamano m. (2:3.3)

0 bien de manera equivalente:

Psamp (S)=C, T, (n - Zn,] (2.3.4)

les

Sampford demostrd que el disefio verifica las propiedades esperadas para lo cual
demostré previamente el siguiente lema, cuya demostraciéon se presenta en el
Apéndice (1).

Lema 2.3.1

Definiendo g(n,r k)= ¥ (1‘[ w,)(n— rn - Zn,) (2.3.5)
seS,_r(U\k)\les ies

donde

S,(U\k) ={s€S,_, /I, =0} o sea, el conjunto de muestras de tamafio n-r que
no incluyen a yy.

Entonces:
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g(n,r,k)=(1-my) %tDn_t (2.3.6)
t=1

Se demuestran luego las siguientes propiedades (Sampford, 1967):

I X Ppsamp(s) =1

SeS,

. XIxPsamp(S) = mk

seS,

n AL L
i, my = Cowew; St -1 + 1,05 (,7), siendo D,(k,1)= ¥ [n ij
t=2 seS;(U\{k,I})\ jes

Sea z una unidad con probabilidad de inclusién nula, o sea que tanto
m, COMO Wi son 0; entonces segun el Lema:

n n
a(n,0,z)=(1- nk)tzlwn-t = YD,
= t=1

Por definicion g(n,0,z)= X (Hw,)(n—zmj

seSp(U\k) \/es ies

n
Y Psamp(s)=C, Hwk[n = Zﬂ/) =Cy X tD,_s =1
kes les t=1

seSp
n
i, zs Iy psamp (S) =Cowi g(n, 1,k)= #, C, tzltDn—t =T
Se n =

iii. Se puede escribir my = C,Wryy

siendo yy = 3 (ijj(n—nk—‘n,—an)
seS;(U\{k,I})\ jes jes
(2.3.7)

Supongamos ahora que las unidades k y | se agregan en una nueva unidad a, 0
sea que el tamafio de la poblacién (U’) ahora es N-1, n, =7k +7; y . Llamando
g’ y D’ a las correspondientes funciones g y D definidas sobre la poblacién U’,

entonces:
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¥ [Hwi)(n—na— % njj=g'(n,2,a)+1taD'n_2 (o)
seS;(U\{a}) \ies jes

Como D'y =D'py_4 ('o'E)+ WoD'p_¢_s (a)

Para t< n-1, con D', (&)= 1, utilizando el Lema, se obtiene que:

Wil =(1-na{ito;,_t(a)+ %twaDs_t_l(a)}m Dy_5(@)= 2(t -, )Dp_¢ (@)
t=2 t=2 t=2

Volviendo a escribir la expresion relativa a la poblacién original se obtiene:

wg = 3t - + )0, [k, 7) y reemplazando en (2.3.7) se obtiene la expresién
t=2

en iii. para my

2.4 IMPLEMENTACION DEL METODO

Secuencialmente, el método de Sampford puede aplicarse siguiendo los

siguientes pasos:
Siendo

— X,: tamafio unidad k (medido de acuerdo a la informacién auxiliar provista

por la variable X)

- Y X; : tamafio total de la poblacion
ielU

— n: tamafo de la muestra a seleccionar,
Xk

2 X

i

Se define el tamafio relativo como Z,=

Luego:

< Se selecciona la primera unidad con el método acumulativo total proporcional

alos Z.
= Se calculan para cada unidad los siguientes tamafios ajustados:

Zy

1—nZk

L g e 2 Wb o 2.4.1
*TEX —aX, e
i

, 0 bien en forma equivalente:  Z7«
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< Se selecciona una muestra de tamafo n-1 con probabilidad proporcional a los

tamanos ajustados, con reemplazo.

2 Si la muestra contiene algin elemento repetido entonces se rechaza la
muestra y se selecciona una nueva. La muestra se acepta soélo si contiene n

unidades diferentes.

Por la metodologia de construccion este método se incluye dentro de los métodos
de “tipo rechazo”, ya que va generando una familia de muestras hasta que
encuentra la que cumple las condiciones buscadas.

Este método verifica la mayoria de las propiedades enumeradas pero tiene la
desventaja de que pueden llegar a rechazarse muchas muestras, por eso los
softwares generalmente lo aplican si la probabilidad de rechazo de una muestra

es baja.
Las probabilidades de primer orden en este caso, resultan ser:
ne = nZk ’ (2'4'2)

Y las probabilidades de segundo orden pueden escribirse segun (2.3.7)

utilizando la siguiente expresion equivalente:

n [r-n(ng +m)L,_+(k, |
nk/ =KAk/\/ z [ ( k ,._Iz) n t( )] (2.4.3)
r=2 n
siendo:
-
1—nZk

Lm= Y AiiAp...Aj; con s(m): todas las muestras posibles de tamafio m, para
s(m)

m=1,2,...,N.

Ln(k,l) se define en forma similar a L, pero la suma se realiza sobre todas las

posibles muestras de tamafio m que no incluyan a las unidades k y |. '

LY R
K=l Sy
r=1 N
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CAPITULO III

ESTIMADORES CON EL USO DE INFORMACION AUXILIAR EXTERNA

El estimador de Horvitz Thompson si bien es insesgado, no es eficiente cuando se
cuenta con informacion externa a la muestra a nivel poblacional. En esos casos
existen otros estimadores alternativos ya que el uso de la informacion auxiliar
permite, la mayoria de las veces, disminuir el ECM a costa de generar sesgo, que
sera pequefio bajo ciertos supuestos.

La existencia de informacion auxiliar motiva la definicion de los Estimadores de

Regresién.

imador e Regresion
Siendo U={1,...,k,...,N} una poblacién finita de la cual se extrae una muestra

5=(i1,iz/...Ins)) donde 1<ij#Fi#..#iys <N segun un disefio p(.) con
probabilidades de primer orden de inclusion =, y de segundo orden my>0, se
asume que, para cada unidad observada, se tiene informacion referida a una
serie de variables relevadas para cada k sobre las cuales se tienen datos
marginales a nivel poblacional; es decir, para cada kes se observan los vectores

x, €RP cuyos totales poblacionales se conocen.

Luego, el problema que se plantea es estimar 7, =3 y, habiendo observado
u
(Yk, Xx), kes y conociendo el vector tx de totales de los x VkeU (tx =¥ x4 ). Los
u

estimadores de regresion se basan en aplicar un modelo de regresion lineal para

el vector Y basado en las variables auxiliares.

3.1.1 El estimador de Razén

Supongamos que la informacién auxiliar viene dada por XeR pero de manera
tal que existe una relacién de proporcionalidad directa aproximada:entre esta
variable y la variable de interés Y. Es decir que, para cada X, los cocientes y/x
son aproximadamente constantes. Se supondra ademas que la varianza de los yy

es proporcional a xi, es decir
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E(yw)=Bx«
{ V(yi) =0Xi (3.1.1.9)

Una forma de aproximar B es utilizando la teoria de regresién de Y sobre X, con

lo cual:

i [(3:1.1.2)

Yk L’.
Xty

Podemos estimar B a partir de la muestra, utilizando el n-estimador de t, y ti:

= - A X L
fy =22k =57, ;o L=XE=3% (3.1.1.3)

s Tk s s Tk s

y por lo tanto

R §7k
il 3.1.1.4
p T%, ( )
s
3 XYk
o i B 3.1.1.5
i %:xk Zxk ( )
S

3.1.2 El Estimador de Regresion Generalizada

Asumamos que la informacién auxiliar viene dada por p variables conocidas para
cada una de las unidades ux. Se define a la matriz Nxp X = (x;,X5,....Xy)'

donde cada elemento xj = (Xy7, Xg2,.....,.Xyp) €S €l vector px1 de valores de
las p variables para el k-ésimo elemento de la muestra observada. Generalizando
el proceso descripto en el parrafo anterior, se realiza la regresién de Y sobre X

de manera de minimizar la suma de cuadrados de los residuos, es decir que el
problema se plantea como:

hallar g/ (Y-XB)' (Y-XB) = E'E = ZE,-Z =¥ (y; —x,'ﬁ)z sea minima’
ielU ieU

con E=(E;,E;,...,En) vector de residuos del modelo.
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Luego, pA=(X'X)'XY= (Zx,-x,-')“l(ZX,-y,)= T, ’t , para el caso que se
j ieU

ielU
conocieran los valores de X e Y para el total de la poblacién. Sin embargo como
en la practica los que se conocen son los valores para los elementos de una
muestra se aplica el estimador de Horvitz Thompson para Ty y t, obteniéndose:

B=T,t=(Zx;x; /n) ' Tx;y;/m =(X' A1 X)X A1y

I1eS Ies

(3.1:2.1)

donde IT denota la matriz diagonal que contiene las probabilidades de primer

orden.

Luego: Y, =X;(f3 y una primera expresion del estimador GREG se obtiene como
TyGREG= Xﬁ

Si bien los n-estimadores son insesgados, B no lo es debido a que la esperanza

de la inversa de una matriz no es igual a la inversa de su esperanza; por lo tanto

'?'GREG no es insesgado.
Por otra parte, se puede reescribir a T, como:
Ty= ZYk = 2V +Z (Vi — Y&)
keU keU ksU

donde los valores de y, — VY, =€, son los residuos del ajuste. La primera

sumatoria seria (Y x,)' B , mientras que la segunda sumatoria solo puede
keU

calcularse para la muestra, por lo tanto se puede estimar utilizando el estimador

de Horvitz Thompson, obteniéndose:
Tyares = (ZX) B+ S Vi) i A XY B+ Te /mp = (X ) B+ 2&
keU kes ksU kes keU kes
(3.1.2.2)

Sin embargo, no es necesario conocer los valores de x, para todos los valores de
la poblacion ya que si se conocen los totales marginales poblacionales de las
variables auxiliares, tx=( tu1, txz,...., txp)’ Y Su estimador de Horvitz-Thompson,

txn = ExarniExonse i Exprn )’/ al redistribuir en 3.1.2.2 se tiene:
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Tyores = (ZXk) B+ Sk /1)~ S / me) =txB+T,, — SxiB/my
keU kes kes keS

que constituye una expresion del estimador de regresién en funcion de los
marginales de X y de los valores de Y sobre la muestra.

Luego, puede expresarse al estimador GREG como:

7l:'yGREG = fyu +(tx = Exn),B
(3.1.2.3)

De (3.1.2.3) se observa que el estimador GREG puede pensarse como el

estimador de Horvitz-Thompson mds un término de ajuste.

Reemplazando B se obtiene una expresion alternativa:

A

T, = fyx + (L —Exx)’B = Zs nly; +Zs(tx —fx,,) (stin-Ix’ )Xty

= Y [1+(tx —Exn) (T xn 12, ) 12177y,

Si llamamos gs =1+ (t, -t ) (. X;n~1x; )1 x; , entonces se define:
, X xn s i i i

Tyerec = é:gi,syi /mj (3.1.2.4)

Dado que y;=E+x;” B, al reemplazar y; en (3.1.2.4), queda que

Tyeree = >9isXiB/nj +¥9;sEi /7
) S

En el capitulo siguiente se verd una deduccién de la varianza aproximada del

estimador de Regresion.

Claudia P. Molinari
Tesis de Maestria



Pagina 34

3.2 Estimadores de Calibracién

La definicion de estimador de calibracion se basa en el concepto de considerar
pesos iniciales dy, como por ejemplo los pesos de disefio, y modificarlos
utilizando la informacion auxiliar disponible pero de manera que guarden la
minima distancia posible a los pesos originales dy. Esto se motiva por el hecho
que los dy generan un estimador insesgado y por lo tanto se buscara generar
nuevos pesos que no se alejen demasiado de ellos. Se obtienen asi nuevos pesos

wy para realizar la estimacion.

Mds precisamente, los nuevos pesos wy se obtienen mediante la minimizacion de
una funcion distancia adecuada entre los dy y los wy. sujeto a la restriccion

2 Wi X =2 Xy .
s U

No necesariamente los nuevos pesos generaran un estimador insesgado pero si
es esperable que lo sea en forma aproximada.

Una distancia natural que puede considerarse en primer lugar es la asociada al

2
estadistico y? de Pearson: Ep{z(w"d_—d")}' (3.2.1) ; donde E, indica la
S k

esperanza respecto a la probabilidad asociada al disefio.
A pesar de que la distancia definida en (3.2.1) que da origen al estimador GREG,
resulte familiar también es posible considerar otras funciones de distancia

alternativas, las cuales tendrdn una serie de propiedades en comun. Definiremos

entonces una funcién distancia de manera mas general.

3.2.1 Deduccion del estimador de Calibracién

Sea G(u) una funcién distancia con las siguientes propiedades:

1. G(u) es positiva, diferenciable y estrictamente convexa; o sea G(u)>0
y G"(u)> 0.

2. G(1)=G'(1)=0
3. G"(1)=1

G(u) esta definida sobre un intervalo D(u) que contiene a 1 .
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G(wy/dy) mide la distancia entre los pesos de disefio dy y los nuevos pesos wy.

Luego puede considerarse como distancia promedio a Ep{z Gy (wk / di )} , la cual
5

estimamos a partir de la muestra dada con deG(wk [ide)
S

Por lo tanto el problema de hallar los pesos wy se plantea como el siguiente

problema de optimizacion:
Minimizar deG(wk /dc)-A’ [Zkak —Zxk) :
s S U

donde A= (A,A2,...,0)" es el correspondiente multiplicador de Lagrange.
(3.2.1.1)
Al derivar respecto a wy se obtiene
g(w/dy)-xy A =0, donde g(u)=dG/du.
Si la solucion existe, los supuestos garantizan que es Unica.
La solucion que se obtiene es:

wi=diF(Xx’c A) (3:2.1:2)

donde F(u)=g™(u) ; funcién inversa de g(u) que refleja la Im(g) sobre D(u) de
manera creciente.

La existencia de F estd garantizada por la propiedad 1 de G(u) .

Ademas:
= F(0)=g*(0)= (dG(u)/dx)*(0)=1 (por la propiedad 2). (3.2.1.3)
* F(0)=(g7%)(0)= 1/9°(97(0))=1/(d°G(u)/dx*)(1)=1  (por la propiedad
3) (3.2.1.4)

Es necesario entonces hallar el valor de A para determinar los pesos de
calibracién. Para ello se resuelven las siguientes ecuaciones que son llamadas

ecuaciones de calibracion:

deF(xﬁA)xk = Exk (3.21.5)

donde la incognita es A. Estas ecuaciones pueden resolverse por métodos

NnuMEricos.
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Una vez hallado A el estimador de calibraciéon queda definido como:

Tvear = SWiyx = SdeyiFu(XkA) (3.2.1.6)
s kes

Si se define la funcion ¢s(1) = ¥ d, {F(x}A)- 1} x, (3:2.1.7)
S

entonces (3.2.1.1) puede escribirse como
¢S(A) = tx i Ex;; (3-2.1.8)

con ty, =YWy Xy =3 dFi(XjA)x
s S

Es importante notar que si las observaciones y, son combinacion lineal de las xy,
es decir, existe un vector B tal que yx= X« Vk, entonces T, = T,, cualquiera

sea la muestra s y por lo tanto la varianza del estimador serd nula.

Luego, los pasos a seguir para obtener el estimador pueden resumirse en dos:

1. Resolver (3.2.1.8) para la funcién distancia elegida y obtener asi A. En

general se utilizan métodos iterativos para la resolucién.

2. Se obtiene el estimador de calibracién de Ty como
Tyear = %Wk}’k =2 diFy(Xi Ay
S
Deville y Sarndal (1992) proponen diferentes funciones distancia que dan origen
a los métodos mas utilizados:
3.2.2 Método lineal

En este caso la distancia utilizada corresponde a una funcién cuadratica:

G(x)=%(x ~1)? ; xeR

=1
la cual tiene asociada F(u)=(§] que resulta:

é)—(i=x—1=:~F(u)=1+u; UeR

oxX
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En los siguientes graficos se presentan las funciones G(x) y F(u).

Gréficol: Funciones asociadas al método lineal

Distancia-Método Lineal Funcién F-Método Lineal
g ]
& 1
» § | » o«
£ 8
B 4 T T T T T 3 T T T T T
40 20 0 2 4 40 20 0 2 “
x x

Los pesos calibrados se calculan luego como:

Wy =d,(1+x, A) (3.2.2.1)

Al reemplazar en las ecuaciones de calibracion, se obtiene:

de(1+XkIA)Xk =Zxk = dexk + (dexk'xk)A = Zxk
S u s s u

= (Z dkxk’xk)A =ty — txn (3.2.2.2)

Luego, el estimador de calibracién puede escribirse como:

Trear = Zwk)’k = de(l + XiA)yi = fy:r +(tx - Exn)l(z dkxjcxk)_llzxkdkyk

keS keS keS keS

(3.2.2.3)
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El estimador de calibracion que surge de utilizar esta distancia coincide con el
Estimador General de Regresion; es decir que en este caso, ambos métodos son
equivalentes.
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3.2.3 El método Multiplicativo o de Raking

En este caso la distancia utilizada corresponde a la siguiente funcién:
G(x)=xlogx-x+1; x>0 (distancia de tipo “Entropia”) (3.2.3.1)

G'(x)=log(x)+x x*-1=log(x) x>0

-1
oG
F(u)=|—| =e“ ; R
(u) (axj u€

A continuacion se presentan los graficos de G(x) y F(u):

Gréfico 2: Funciones asociadas al método multiplicativo

Distancia-Método de Raking Funcién F-Método Lineal

100
X
?'1?‘!7

157107
L

10417
1

4
1

51008
1

Luego, los pesos de calibracién resultan:

W, = exp( flxj Xi) k=1,...,n (3.2.3.2)
Jj=

Luego, w,>0 VK € s; es decir que el método de raking siempre genera pesos

positivos; sin embargo a veces pueden ser muy grandes.

Muchas veces se desea restringir el rango de los nuevos pesos wy para evitar la
existencia de pesos extremos, pero sin alterar demasiado la estimacién puntual;

ésto motiva los métodos Logit y Lineal Truncado.
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3.2.4 El método Logit

U-L
Se definen L y U dos constantes tales que 0<L<1<U A=
Y g Y I-DU-1)

Luego se considera la siguiente funcién de distancia:

(1 x=L U-x
Z{(X—L)Iogl_L +(U—x)|ogU_1
G(X)=j '

=) en otro caso

} si L<x<U

Para hallar F(u) se debe encontrar la expresiéon de G’ (x):

1 x-L 1-L 1 U-

X uv-1, -1
' =_| A= . 4-L o I 0
G'(x) =2 llog——+(x ~L)——-—+( 1)OgU_1+(U x)————U_X(__U_l)
1 X-L U-x
' o --l
G'(x) 5 llog-— ogU_l]
x-L
Para hallar (G°(x))" : u=G'(x) = Au=logd=L
Uu-1

w _ (x-L)U-1)
(1-L)(U-x)

e
eM(1-NU-x)=(x-L)U-1)
e (1 - Y —eM(d - LYx —x(U —~2) = ~L{U - 3)

efU(1- LW - x[eA(1-L)+U-D]=-LU-1)

eM(1-LW +LU-1)=x[eM(1-L)+U-1)]

eMI = + I(U=1)
X =
M~ ya-[U=1)

L(U~-1)+U(1-L)e*
U-1+(1-L)e*

Se obtiene asi la funcién F(u)= , L<u<U

Este método se conoce como Método logit (L,U)
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Se tiene que F(-®)=L y F(+o)=U y ademas los pesos wi resultantes siempre

quedan acotados en el intervalo [diL,dcU].

A continuacién se presentan los graficos de las funciones G(x) y F(u) para

diferentes valores de L y U:

Gréfico 3: Funciones asociadas al método Logit con L=0.3, U=2

Distancia-Método Logit-L=0.3,U=2

Funcién F-Método Logit-L=0.3,U=2
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Gréfico 4: Funciones asociadas al método Logit con L=0.5, U=3

Distancia-Método Logit-L=0.5,U=3

Funcién F-Método Logit-L=0.5,U=3
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Grafico 5: Funciones asociadas al método Logit con L=0.2, U=4

Distancia-Método Logit-L=0.2,U=4 Funcién F-Método Logit-L=0.2,U=4
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3.2.5 El método Lineal Truncado

Otra forma de conseguir pesos acotados es utilizar una funcién lineal acotada, es

decir una funcién definida de la siguiente forma:

Siendo L y U dos constantes fijas, que verifican 0<L<1<U, se define:

%(x-1)2 siL<x<U

G(x) =
) en otro caso

Luego, la funcioén F resulta:

1+t si L-15u<l-—1

F(x) =<L Ssiu<lL-1

LU siu>U-1

Y los pesos resultantes wy, quedan acotados en el intervalo [diL,dU].

A continuacién se presentan los gréficos de las funciones G(x) y F(u) del método

lineal truncado para diferentes valores de L y U:
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Gréfico 6: Funciones asociadas al método Lineal Truncado con L=0.2;U=3

Distancia-Método Lineal Ti do-L=0.2,U=3 Funcion F-Método Logit-L=0.2,U=3
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Gréfico 7: Funciones asociadas al método Lineal Truncado con L=0.3;U=4
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3.2.6 Comparacién de los métodos de calibracién

El método Lineal es el mds sencillo de aplicar ya que sélo requiere una iteracion;
sin embargo puede generar pesos negativos o bien pesos positivos pero muy
grandes (se consideran pesos grandes cuando el cociente entre peso de

calibracién y peso de disefio es mayor a 3).

El método Multiplicativo o Raking no tiene el problema de generar pesos
negativos ya que por su definicibn son siempre mayores a cero; pero no
soluciona el problema de pesos demasiado grandes y por el contrario muchas
veces la razén entre peso calibrado y peso de disefio puede ser mas grande que

si se utiliza el método lineal.

Los métodos Logit y Lineal Truncado solucionan tanto el problema de pesos
negativos como el de pesos grandes ya que son siempre positivos y acotados.
Sin embargo, no es sencillo elegir los valores de L y U apropiados ya que no
pueden seleccionarse en forma arbitraria sino que sus valores maximos y

minimos valores dependen de los datos.

El método a elegir para calibrar en cada problema generalmente resulta del

analisis de los pesos resultantes.

3.2.7 Propiedades del estimador de calibracidn

El estimador de calibracion T,., verifica una serie de propiedades asintéticas

siempre que puedan asumirse las hipoétesis siguientes, en las cuales N indica el
tamafo de la poblacion y n el tamafo de la muestra si el disefio es de tamano
fijo o bien la esperanza de dicho tamano si el disefio es de tamafio aleatorio:

H1: existe /im N*Tx

H2: N(t,, - t,)— 0 en probabilidad de disefio

H3: n*? N¥(t,, - t, ) converge en distribucién a una Normal Multivariada de

esperanza 0 y matriz de covarianza A.
Las hipotesis en su conjunto implican que la diferencia entre los totales
poblacionales correspondientes a la variable x y sus estimaciones a partir de la
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muestra son pequefas y tienen distribucién aproximada Normal multivariada con

matriz de covarianza n*N? A.

También resulta que AN-*>">" Ay(xx / m )X / m1) = nN-2V(E,,) converge a
k:

una matriz fija A y que /\fl(fx,, - L,.)=0,m*") (3.2.7:1)

La matriz A puede pensarse como una matriz que describe el efecto asintético

asociado al disefio muestral elegido.

A partir de estos supuestos pueden deducirse las siguientes propiedades de la

funcién ¢:
a. N19,(0)=0
b. ¢:(0)=0

C. N-I‘b's(o):N_lTs
d. ¢5(0)=T =limN13 x, X}
U

e. Para cada A, ¢'es una matriz definida positiva debido a que F(u) es una

funcién creciente. Luego ¢ es inyectiva y por lo tanto existe ¢~ definida

sobre un conjunto B, y ademas es continua y diferenciable.
f. Si llamamos ¢, = N~2¢, entonces "¢1‘1(x)” < |x|K(1-p)*para 0<p<1/2

y K=maXyes

(6171 (x).

Deville y Sandall (1992) demostraron que el estimador de calibracion es
asintéticamente equivalente al estimador GREG. Para ello, utilizaron una serie de
resultados previos que se enuncian a continuaciéon y cuya demostracion puede

consultarse en el Apéndice (2).
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Resultadol: La ecuacién 3.2.1.7 tiene, con probabilidad 1, una Unica solucién

perteneciente a un dominio C, cuando n— « (C es un convexo abierto que

incluye al 0 para todo n)

Resultado 2

Si A, solucién de 3.2.1.7, existe, entonces tiende a 0 en probabilidad de diseho

y ademds A=0,(n"*?)

Si agregamos los siguientes supuestos:
a) n?,ix"xk” =M<
b) malz(xF"(O) =M <o
n,

pueden entonces demostrarse las siguientes propiedades del estimador de

calibracion:
Propiedad 1

A= T, =E, )+ 0,(n*)

Dem: Sea  O(u)=F(u)-1-qgwu, con 0,(u) =0W?).  Luego,

B(u) = max 0, (u) = O(u?). Luego, (3.2.1.5) puede escribirse como
ty —ty, = XXy X4 A+ 0, (X3 A)}
S

y por lo tanto

A-Tt, —£,.)=-T I3 dx, 6, (x}A).
s
Para A suficientemente pequefio

-T2t - )

k{25 deo

sfov-iny

Como ”(N‘IT)‘1||=O,,(1) y, usando la hipétesis H2 enunciada al principio de esta
" . 2
seccion, se tiene que N™1X dy|x,|=04(1). Por el Resultado 2 MI =0,(n™*), con lo
S

cual queda demostrado la Propiedad 1.
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Propiedad 2:

El estimador de calibracion definido en 3.2.1.5 es consistente en disefio y

ademas N* (Tyey - T,.) =0,(n"?)

Dem: Si llamamos F’(0)=qx, entonces, utilizando la hipétesis b)
Fu(u)=1+qu+6k(u) (3.2.7.2)

Si (3.2.1.7) tiene una solucién A, entonces:

(Tyear = Tx) = S AV ic i XA + 04 (X A)}
S

Luego, usando la hipétesis 3 aplicada a la variable y6,(x’kA), y dado el hecho

que max 6, (u) = O(u?), se obtiene que

N_li-f'ycal = 7‘-1:

< N_I{(é: quk lkaka ") "A”} + Op(n—l)
donde

N‘l{(§ deqx|vi| Xk ||A"} =0,(1) y A=0,(n"*?) (por el Resultado 2)

Luego, como 7T,es consistente por disefio y N'1("I\',,QaI - T,)=0,(n""?), queda

demostrada la propiedad.

Observacion:

Como Tyq; es el estimador “mas cercano” a 7., es esperable que verifique
algunas de las propiedades de este ultimo. Por ejemplo, como 7, es insesgado

por disefio seria esperable que Ty, sea al menos asintéticamente insesgado por
disefio. Esto es cierto pero en el caso que 3.2.1.7 admita al menos una solucién.

Luego, se redefine el estimador como Ty, si existe una solucién a 3.2.1.7; sino

se define como "f,(que equivale a tomar A=0)

Finalmente la siguiente propiedad establece la convergencia del estimador de

calibracion al estimador GREG
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Propiedad 3
El estimador de calibracién definido por (3.2.1.5) es asintdticamente equivalente

al estimador de regresion generalizada Tygreg €n el sentido que

N* (Tyear - Tyeres) =0n(n"2) . En consecuencia, los dos estimadores comparten la
misma varianza asintotica.

Dem: De (3.2.1.5) y (3.2.7.2) se desprende:

N Tycar = N Ty + N2 (ty £ ) TS diQueXicy i +0p(n71) + N715diy 8y (X A)
S S

La suma de los dos primeros términos del miembro de la derecha es igual a
N*Tyerec - El Gltimo término se probé en la Propiedad 2 que resulta ser un
0,(n*). Como consecuencia, se tiene que

N2 N* (Tyeas - Tygreg) =0p(n™*?) , con varianza asintotica igual a 0.

3.2.8 Calibracién sobre tablas de frecuencia con celdas conocidas

Si los datos se disponen en una tabla de frecuencias de dimensién rxc , siendo Uy

la celda ij y N; la cantidad de individuos de U contenidos en Uy, luego, el tamafio

de la poblacion es igual a N=ZZNU y hay dos circunstancias que pueden
ol 2

originarse y que tienen que ver con el tipo de informaciéon con que se cuenta a

nivel poblacional:

» Calibracién con poblaciones conocidas a nivel de celda (Post
Estratificacion Completa).

» Calibracion con poblaciones conocidas a nivel de marginales (Post
Estratificacion Incompleta).

En cada caso es diferente la forma en que se define el vector de informacion

auxiliar xx y la forma de descomponer al vector A.

Post Estratificacion Completa: en este caso las componentes de los vectores xy

indican si el individuo pertenece o no a la celda ij. La dimensién de x, es cxr y

sus coordenadas son iguales a 0 salvo la que corresponde a la celda a la cual

pertenece el k-ésimo individuo, donde vale 1. Por lo tanto, £, =Y X, es un
]
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vector de dimensidon rc y cada componente es igual a la cantidad de individuos
de la poblacién pertenecientes a la celda ij, es decir que es igual a Nj. Por otra
parte al realizar el producto x’%A para cada individuo perteneciente a la celda ij

se obtiene una constante que se puede notar A;.

Post _Estratificacion Incompleta: la calibracion en este caso se llama raking

generalizado y se utiliza en lugar de la anterior en los siguientes casos:

» Se conocen los totales poblacionales a nivel marginal pero no a nivel de

celdas.

» La muestra en algunas celdas es muy pequefia o sin observaciones. En este
caso, si bien la calibracion por celdas es posible, produciria estimadores

inestables o indefinidos.

» La informacidn auxiliar proviene de una encuesta a partir de la cual y debido a
su tamano muestral se obtienen estimaciones poblacionales mas precisas a

nivel marginal que a nivel de celdas.

El vector x, se debe definir de manera que la suma de ellos resuma la
informacion del vector de marginales. Por lo tanto

xk=(61.kl"'lar.kl"'la.ck)’ (328.1)
donde §;, = 1si el k-ésimo elemento pertenece a la fila i y 0 en caso contrario.
De la misma forma &; , =1 si el k-ésimo elemento pertenece a la columna jy 0

en caso contrario.

Resulta entonces que la suma de las x, contiene los totales poblacionales de las

filas (N;;+) y de las columnas (N.y):

Zxk =(N1+/"'1Nr+/N+1/“'N+C)I (3'2'8'2)
u

Los estimadores en post estratificacion completa e incompleta tienen la misma
forma, salvo que en la post estratificacion incompleta los totales poblacionales de
cada celda resultan estimados a partir de la muestra, mientras que en la post

estratificacion completa son totales conocidos (Deville, Séarndal, Sautory 1993)
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3.2.9 Método iterativo para resolver las ecuaciones de calibracion

Para resolver las ecuaciones de calibraciéon, y principalmente con fines
computacionales, puede utilizarse el Método de Newton para hallar A.

Definiendo la funcién ¢ como en (3.2.1.7): &(A) = X d, {F(x)A) - I}x, , entonces
S

las ecuaciones de calibracion dadas por (3.2.1.5) pueden escribirse en términos
de ¢ :

t—0s(A)=0  (3.2.9.1)

Iniciando las iteraciones con A, =0 se van generando los sucesivos valores de

A,, m=1,2,... como

Aoy = +{a¢saA }{(t ~Ea)-0An)  (3.29.2)

La expresion de la funcion ¢ depende de la funciéon de distancia que se utilice;

sin embargo para Ap =0 su derivada se calcula como

2 _saFinxidn = 280-raFoxiix

Como se mostr6 en (3.1.2.4), F(0)=1 y por lo tanto se obtiene el siguiente valor

que no depende de la expresion de ¢

%(0) = 3 deXixx (3.2.9.3)

~1
Luego, A, =(§ dkxm) (tx —t, - ¢s(0)) .

Como se mostré en (3.2.1.3) , F(0)=1 y por lo tanto (0) = 0, con lo cual

-1
A1=(dex;<xk) (tx —fx,) que, de acuerdo a (3.2.2.1), coincide con la solucién
s

de las ecuaciones de calibracién cuando se utiliza el método Lineal. Por lo tanto
cuando la funcién de distancia elegida es la que genera el método lineal, el
meétodo iterativo finaliza en el paso 1. Para el resto de las funciones se debe

continuar hasta la convergencia de A.

Claudia P. Molinari
Tesis de Maestria



Pagina 51

3.2.10 Uso de la Inversa Generalizada para |la obtencion de A

Uno de los principales problemas en la aplicacion de los estimadores de
calibracion es que en los casos de post estratificacion incompleta la matriz de
disefio en general no es de rango completo y por lo tanto no admite inversa. Una
forma de sortear el inconveniente es reduciendo la dimension de la matriz
mediante la eliminacién de las columnas redundantes; sin embargo, hay
problemas donde la redundancia no es tan clara de reconocer a priori e incluso
en algunos modelos de pesaje el chequeo de columnas redundantes puede
resultar impracticable. Una solucién al problema es el uso de la Inversa

Generalizada.

Si A es una matriz pxq de cualquier rango, se define la inversa generalizada de

A y se denota A" como aquella tal que A A’A =A.

Si se considera el sistema Ax=y entonces, x=A"y es una solucién del sistema.
En efecto: A(A'y)=A(AAx)=Ax=Yy.

En el caso particular en que se considera la inversa generalizada G de la matriz
XA X, donde Aes una matriz diagonal de orden nxn con elementos diagonales
estrictamente positivos y X es la matriz de disefio de un modelo de pesaje,

pueden demostrarse las siguientes propiedades:
a) G'estambién inversa generalizada de X*AX
b) XGX* AX=X, es decir que GX* Aes una inversa generalizada de X.
c) XGX* es invariante a la eleccion de G.
d) XGX' = XG'X* donde G puede ser 0 no una matriz simétrica.

Considerando al estimador de regresion generalizada como un caso particular del
estimador de calibracién podemos reescribir las ecuaciones que lo definen

utilizando la inversa generalizada de la siguiente forma:

~ 1 ~
Tycrec = LWikVk CON Wy = —+ M Xk G (ty —ty,)
KeS T

donde G denota la inversa generalizada de X*AsX y As=diag(i,...',i)
Ty Tn

Propiedad: si existe un vector de dimensién n, w, tal que

X'w=t,, (3.2.10.1)
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entonces los pesos wy del estimador de regresion son invariantes a la eleccién de
Gl

(Es importante notar que la condiciéon que se requiere equivale a las ecuaciones

de calibracién)
Dem:

Sea F otra inversa generalizada de X*AsX ,diferente de G, entonces:

Si llamamos v=w-d , con d=(i,...,l)t, se tiene que:

Ty Ty
XG(t, -t,,) = XGX'v por (3.2.10.1)
= XFX'v por la propiedad c)

= XF(t, -t,,) por(3.2.10.1)

Luego, x'G (t, —fx,,) es invariante respecto a G para todo keS y por lo tanto

los pesos de regresién resultan invariantes respecto a la elecciéon de G.

Puede mostrarse también que los pesos utilizando esta inversa reproducen los

totales poblacionales de las variables auxiliares:

Y WXy = S(m T+ Xk PG (e —Ex)) X
kes kes
== fxn + Zxklkxtka(tx —fxn)
keS

=ty +(XEAX)G (L, - £,,)

=f,, +(X'AX)G X*tv por (3.2.10.1)
=t +Xtv por las propiedades b) y d)
=ty + (e =ty) =ty por (3.2.10.1)
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CAPITULO IV
VARIANZA DE LOS ESTIMADORES

Como se vio en el capitulo anterior, los estimadores generalmente estédn dados
por expresiones complejas. No es sencillo entonces, hallar una expresion de
varianza para estos estimadores, que a su vez resulte aceptable desde el punto
de vista practico. Es por ello que se recurre a técnicas de aproximacion, siendo
una de las mas utilizadas, la linearizacion de Taylor, la cual ha sido muy
difundida y aplicada en estimaciones a partir de encuestas de gran tamafo. El
método consiste en expresar un parametro no lineal como una funcién de totales
de otras variables, aplicar un desarrollo por series de Taylor y hallar la varianza

de esta aproximacion.

Mas recientemente han surgido como técnicas alternativas algunas tales como el
jackknife y el bootstrap que son métodos de remuestreo que van cobrando auge

debido al desarrollo de la computacion.

4.1 Linearizacién de Taylor
Se basa en los siguientes principios:

i. Si B es un parametro que es funciéon de totales poblacionales t;, o sea,
6=f(ty,...,ty), entonces un estimador de 6 se obtiene aplicando f sobre los
n-estimadores de los t;.

. ! % - a A C

ii. Si© es un parametro lineal, 6 =ay + Zajtj , entonces 6 = a3, + Zajtj,t es

j=1 j=1

un estimador insesgado (Sarndall, pag 172).

Una expresién alternativa para dresulta ser
~ ~ ~ q
0= dgy + Zuk ! donde U, = Uy /T[k y Ug = ZaJyjk . (4.1.1)
s j=1
Luego, la varianza resulta: v(6) = V(Z0,) = £ Y AU, que puede estimarse
s U

como V(é) - zz&klﬁkt’h' (4.1.2)
S
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Cuando 8 es una funcién no lineal de los totales, es muy dificil obtener resultados

exactos sobre el sesgo y la varianza de 6. Se utiliza entonces la técnica de

linearizar utilizando un desarrollo de Taylor de primer orden que lleva a una
expresion aproximada para v(8)y también para ¥(8).
Luego, esta técnica aproxima un estimador no lineal 6 por otro 6, que es una

funcion lineal de los t o

Si la parte del desarrollo de Taylor que se descarta (términos de orden 2 y

superior) es pequefia, la aproximacioén es buena y 6,tendrd un comportamiento
muy similar a 6. Por lo tanto, calculando la varianza de 6,, que no es tan

complejo de hallar, se obtiene una aproximacién de la varianza de 6. Del mismo

modo hallando un estimador para v(6,).

En base a lo expresado se tiene:

A A R A
8= f(Ey,enerbor) = FlEysmonr B + Elaj(t,., ~t,)

.(fj,t —tj); siendo a; = % j=1,..,q (4.1.3)

D>

n

D>
(=)

]

D

+

b

_m

para muestras grandes (Eh,...,fqn) tomara con alta probabilidad valores muy

cercanos a (ty,...,ty) y por lo tanto, 6 estard muy préximo al estimador linearizado

A

8y

Los fundamentos tedricos de esta aproximacion via linearizacion se basan en
definiciones y resultados de la teoria de probabilidades que pueden consultarse

en el apéndice (3).

El sesgo y la varianza de 6 puede aproximarse por el sesgo y la varianza de 6,.

Luego, si consideramos la notacién introducida en (4.1.1) y utilizamos (4.1.2)

llamando AV a la varianza aproximada, se tiene:

AV(E) =V(B0) = V($, ajt5) = V(S 8k) = 5y bulilh (4.1.4)
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Como los a; son generalmente desconocidos porque dependen de valores a nivel
poblacional, para estimarlos se reemplaza cada total del cual depende a; por su

; A 43a ;
n-estimador, obteniéndose: Uy = } a;jyj . Al tomar varianza en (4.1.4) y
Jj=1

reemplazando los ug por los Jy :

n =
V<e)szzsAk/n—:—/ (4.1.5)

Al ser {0, funcién de los m-estimadores, es consistente para uy. Luego, V(8)es
una funcién de estimadores consistentes de {,, y por lo tanto, para muestras
grandes se comporta como si estuviera basado en el valor verdadero de wy.

Luego, V(8) puede asumirse consistente para V(6).

4.2 Varianza del Estimador de Regresién Generalizada

El estimador de regresion fYGREG no es insesgado (Cap III 3.1.2), sin embargo

se demostrard a continuacién que si lo es en forma asintética, y se hallarad su

varianza aproximada mediante la técnica de linearizacion.

~

Propiedad 4.2.1: el estimador de regresién Tyrec (dado por 3.1.3) es
asintéticamente insesgado para T con varianza aproximada

Var (T,crec ) = %%Ak/ ExE

(4.2.1)
< E '
donde Ey =— Yy Eg =yk—ka
Tk
Esta varianza puede a su vez estimarse como
V(fyGREG) = Z Z Lik/ €x€ (4.2.2)
s 5

siendo €k = i—k ek =Yk - Xk B
k

Dem:

De (3.1.2.3) podemos escribir a 'fYGREG como:
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A " ~

Tyerec =Tyn +(tx —txp) B = Ton +ltx —Een) T =FfTembni T, L)

(4.2.3)

O sea, que Tygreg resulta ser un estimador no lineal que es funcion del =n-

estimador 7,, , de los m-estimadores fx;x que son componentes de fy,;
de los 7, componentes de 7 y de los f; componentes de t .

Para utilizar la linearizacion de Taylor de orden 1 se deben calcular las derivadas

parciales respecto a cada uno de ellos

o 1 (424 o
aTyﬁ ath?t

= -B; J=Yizd = (4:2:5)

AT (TR, L R Y SO (4.2.6)

i'n

T by Ty F=Bini] (4.2.7)

Jjr

donde :
A; es el j-ésimo vector con j-ésima componente igual a 1 y el resto 0;

A, es la matriz JxJ con 1 en las coordenadas jj" y j'j, y O en el resto.

(Grayhbill, 1983)

Al evaluar las derivadas en el valor esperado de los estimadores:
Tye=T,, txn=tx ,7=T, y £=t , (utiizando el hecho que los
estimadores de Horvitz-Thompson son insesgados)

se obtienen derivadas nulas para (4.2.6) y (4.2.7). En consecuencia, aplicando
(4.1.3) al estimador (4.2.3):

; " " 1 . x 5
Tyeree = Tyerecy =T + U7 _T)_ngBj(thx —tx;) =Ty +(tx —x)B =

- zy—k+(>:x'k —zﬂjﬁ - Zx;mz[ﬂ——ﬁﬁj =3 y% + T Ex
s Tk u u s\ Tk Tk U s

s Tk
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siendo y% = X 'B vy Ec=ye- y % (4.2.8)

Calculando la esperanza del estimador se obtiene:
E(Tyorec) ~ E(Tyeresy) = 2y *k + E(SEi) = 2y + g(yk ~y%)= Syk=T porlo
S

tanto 7, es aproximadamente insesgado.
YGREG

La varianza aproximada puede calcularse a partir de (4.2.8)

(T, 6rec )=V(};.y0k +§S:Ek) = V(% Ex) =T 3y AwELE)

Reemplazando los E, por sus estimadores &, se obtiene un estimador de la
varianza aproximada:
V (T,6rec ) = X A €x€)
s s
(4.2.9)

4.3 Varianza del estimador de calibracion

No existe formula para la varianza del estimador de calibracién (Tyca ). Sin
embargo, en el Capitulo 3 seccién 3.2.7 se demostré que los estimadores de
calibracion convergen al estimador GREG y por lo tanto comparten la misma

varianza aproximada, para muestras grandes.
Luego, un estimador de varianza aproximada para Tyca_ Seria (4.2.9).

En 1992, Deville y Sarndal sugirieron el siguiente estimador para la varianza del
estimador GREG, que puede entonces considerarse como un estimador de la
varianza asintética del estimador de calibracién, cualquiera sea la funcién de
distancia que se utilice:

A

V(Tyerec) = LS (=) wieer wie
kesles Tk (4.3.1)

con
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e & e’
A =mg =Tk ©) € =Yk—Xi B B=(Xdyx xi) XdygXyy,, con dg los
S )

pesos de disefo.

Si bien el utilizar en (4.3.1) los pesos di del disefio o bien los pesos calibrados
w, producen estimadores consistentes de la varianza, Deville y Sarndal
sugirieron utilizar los wy ya que se demuestra que esta opcidén reduce el sesgo
en la varianza cuando se estd ante un caso de muestras no muy grandes
(Deville-Sarndall, 1992)

La estimacion de varianza dada por (4.3.1) involucra el calculo de las
probabilidades de segundo orden, ny,, lo cual puede resultar complejo segin el

disefio que se utilice.

Por otra parte, para obtener la varianza aproximada via linearizacion es
necesario utilizar las derivadas de primer orden del estimador, lo cual no es
posible para estimadores de otros estadisticos diferentes del total, tales como los

estadisticos de orden.

Ambas consideraciones hacen recomendable el uso de otras técnicas alternativas
para el cdlculo de una varianza aproximada. Es por ello que se utilizaran aquellos
estimadores aproximadamente insesgados mas usuales, entre los que se
encuentra la varianza jackknife y la varianza jackknife linealizada.

En este trabajo mostraremos para el caso de un total, en el cual pueden
calcularse los distintos tipos de varianza mencionados, que los estimadores de
varianza jackknife y jackknife linealizada se comportan de manera similar a la
varianza asintética; lo cual sugeriria la conveniencia de su uso de las varianzas
jackknife como alternativas a la varianza asintética en el caso de estadisticos

donde esta ultima no es posible calcularse.
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4.4 Estimacién de la varianza con técnica Jackknife

El jackknife es un método no paramétrico basado en el remuestreo.

El objetivo de la técnica jackknife en muestreo es producir estimadores de la
varianza para un estimador. El jackknife se basa en la particion de una muestra
tomada inicialmente en A grupos de igual tamafio mediante un procedimiento
aleatorio, que en general responde al mismo disefio que se utilizd para
seleccionar la muestra. Nos ocuparemos del caso en que los grupos formados
son de tamafo igual a n;-1 dado que en el disefio que utilizaremos los elementos
de la muestra seran conglomerados y por lo tanto, conformar un grupo de

tamafio n;-1 implicard prescindir de un conglomerado completo.

La teoria del método jackknife fue introducida por Quenouille en 1949 quien
desarrollé el método con el fin de estimar el sesgo de un estimador, eliminando
un dato por vez y recalculando el estimador utilizando los datos restantes. Mas
tarde, en 1958, Tukey utilizé la idea para construir estimadores de varianza.

Sea fel estimador de un pardmetro 6 calculado sobre una muestra de tamafio n.
Y sea 8;)el mismo estimador que & pero basado en la muestra de tamafio (n-1)

que resulta de eliminar la i-ésima observacion de la muestra dada. Quenouille

definié el estimador jackknife del sesgo de 8como (n —1)(5,, -8), siendo

5,, =1=1__ . |o cual lleva a definir el siguiente estimador jackknife para 0:

6y =b-sesgo(®) =nb-(n-18, 4 44

a A — n a n Py Py
Dado que by = b~ "2 $5 =L 3 (a6~ (n- 08y (4.4.2)
i=1 i=1

Tukey llamé pseudo-valores a los términos de la sumatoria:
B =nb—(n -1y i=1,..,n (4.4.3)
y asumio que:

1. los pseudo-valores 'é',,,,-pueden considerarse i.i.d

2 'é',,,,- tiene aproximadamente la misma varianza que vnb
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Luego, puede estimarse la var(\/ﬁé) con la varianza muestral basada en los

~ ~ ~
pseudo-valores 6,4, 6,5,.-, 0, ,, de donde surge luego el siguiente estimador de

varianza de 9:

2
VJK1—n(n 1)'_1[ , n/J (4.4.4)

que equivale a

ya que:
~ by L JK, I 1
9 n,i —7’- Z_z 6,,, = /79 (n 1)9(,) == Z(ne (n 1)6(,)) ne (n 1)9(,) —n9+ - 219(,)
I= i=
- {n-1[89-5,)
de donde Vi, = '( e f‘, 3 >|(n —1)2 8 )
( _1)1— n]l = n(n 1)1-
"2 8 (095,
=——=3[6;-6
- i§l 0 n
En la practica también se utiliza el estimador de varianza alternativo:
V 8 - 6)? 4.4.6
K2 = n(n 7 2 Z( 0 —9) ( )
cuya definicién se justifica a partir del hecho que

2

b3 >0y -8f = (e(,) < ) +n(5,, " 6)2

y de donde resulta que Vx2 Z Vi

Puede demostrarse que, en el caso en que 8 es el total de la poblacién y fel n-
estimador, el estimador jackknife tiene buenas propiedades en lo que al sesgo se

refiere,
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4.4.1 Estimador jackknife para el Muestreo Estratificado

Cuando la técnica jackknife se utiliza en un muestreo estratificado, se utilizan
otros estimadores basados en (4.4.3) y (4.4.4), pero adaptados a la
estratificacion.

Sif es el estimador de 6utilizando la muestra completa, sea ) el estimador
de 6 basado en la muestra que queda cuando se omite de la muestra el i-ésimo
elemento del estrato h. Luego, un estimador de \7(6) sugerido por Rust(1985),

para el caso de un muestreo con reemplazo es:

s H n —1 Ah ~ ~
Vs = ¥ —2—=3 (e(hi) —9)2 (4.4.1.1)

h=1 Np a=1
el cual serd insesgado para var (6)si 6 es el n-estimador para el total de la
poblacion.

En el caso en que el muestreo se realiza sin reemplazo, el estimador sugerido es:

~ H n _1 1—f Ah ~ a
Viks = 2 (A = 1K1 - fy) 2 (e(hi) -6 (4.4.1.2)
h=1 Np a=1

donde fi, es la fraccion de muestreo en el estrato h; el coeficiente (1-f,) aparece,

como se vi6 en el Cap I, como factor de correccién por el no reemplazo.

4.4.2 Estimador jackknife para el Muestreo Estratificado en dos etapas

Para estimar un total bajo un muestro estratificado en dos etapas con
reposicion, el estimador de varianza para el vendra dado por:

afal L 1 np - \2
viF)= T Ez(thi -t,f  (4.4.1.3)

o bien V(f)= Zi: - %(thi -fh)z

h=1Mp\p = 1)i=1 (4.4.1.4)

donde L= cantidad de estratos

tm=total en el i-ésimo cluster= Y nyWpix ¥ pik
K
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t, =promedio de totales entre clusters=nizt,,,-
hi

th = estimador del total en el estrato h

Para el caso sin reposicion se ajustard con el coeficiente (1-f,). En este trabajo,
como se vera en el Cap V se ensayaran otros coeficientes de ajuste alternativos.

Para estimar la varianza utilizando la técnica jackknife se debe calcular el
estimador f(gj) para cada g; ,que se obtiene utilizando la muestra que queda
luego de omitir los datos que provienen del j-ésimo cluster muestreado en el g-

ésimo estrato (Rao 1994). Es decir que se calcula el estimador del total
eliminando un cluster por vez, para todos los clusters de todos los estratos.

Luego, para calcular el nuevo estimador se deben recalcular los pesos
asignandole 0 a los elementos del cluster removido y modificando los pesos de
los clusters que quedaron y que eran del mismo estrato eliminado. Es decir:

0 Si h,‘ - g]
n
g s . A
B W gik sih; =gj; con i#j
Whik(e) =179 =1 (4.4.1.5)
{ W hik Si hi # g_]

ng corresponde a la cantidad de radios muestreados en el g-ésimo estrato.

El estimador f(gj) que resulta al omitir el cluster g; resulta:

tan = = Whik(e) Yhik (4.4.1.6)
hix es

Una vez obtenido f(gj) para todo gj, es decir, luego de calcular todos los totales

eliminando todos los clusters posibles de a uno por vez, se calcula el estimador

jackknife de la varianza de T a través de la siguiente férmula:

" 2
v, ()= b ngng_ 1 Egl e - 7) (4.4.1.7)
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Este estimador es aplicable a cualquier estadistico suave, 6 = f(T) reemplazando
Lg) POr O(gj) = FlE(gj))-

Canty y Davison (1998) toman la misma expresion de Rao pero incorporan los
factores de correccién por poblacion finita:

2

vif)= £ 221-79) % ey -7)

Ng -1 n
g=1 Ng Ny j=1

(4.4.1.8)

De las expresiones anteriores se observa que se obtiene un estimador de la

varianza global, y no de las componentes de la varianza.

4.4.2 Estimador jackknife para el estimador de calibracion

El estimador de varianza stdndard linearizado para el estimador GREG, de
acuerdo a lo visto en 4.2 viene dado por (4.4.1.7) intercambiando los ty; por los

residuos €, siendo

Eni = %nhwhikehik con  epx = ¥hik — Xhix B (4.4.2.1)
|Uego, VL(fGREG)': VL(gh/) (4.4.2.2)
Como muestra Stuckel et al (1996), para la estimaciéon jackknife es necesario

recalcular los pesos de calibracién w'n, cada vez que un cluster g; es removido.
Para el estimador GREG estos pesos vienen dados por la siguiente expresién:

wula;)=w,,(0;)a,,(0;) (4.4.2.3)
donde

2 pik (91) =1+ XhikA"l(gj)(X = )"((gj)) (4.4.2.4)
Ag,) = h,kzes Wik (G7) Xk Xhi (4.4.2.5)
)?(gj) e hi:L:EsWhik (gj)xhik (4.4.2.6)
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Si notamos ferec(9;) = hi{_,esw',,,k (0;) o =ty +(X —)"((gj))tﬁ(gj) (4.4.2.7)

donde ﬁ(g]) = A(gj)_l B(gj) con B(g}) = hi:;es Whik (gj)xh,-kyh,-k (4.4.2.8)

el estimador de varianza jackknife para Tgreg viene dado por:

” o . Mai i . 2
V; (TGREG)= il No jzgl (tGREG (gj)_ TGREG) (4.4.2.9)
g

Yung y Rao(1996) demuestran que linealizando la varianza jackknife se obtiene

que:

VJL(-,A-GREG)= V(ehi*) con ey = %nhwhik €hik (4.4.2.10)

Ademads propusieron un estimador de varianza jackknife linearizado que retiene
la inversa de la matriz utilizada para la estimacion con el estimador GREG,
calculada sobre /a muestra total y establece factores de correccidén para los pesos
basados en ella, sin necesidad de recalcularla cada vez que un cluster es

eliminado.

Si Whikg) Son los pesos muestrales originales modificados por la eliminaciéon del

cluster j-ésimo cluster,se definen los siguientes factores de correccion:

~ Wh; i A A
hik(g) = 1+ ( Whi:gj) )* Xhi AH(X = X(gjy)

(4.4.2.11)

Luego, Yung y Rao proponen los pesos resultantes W,,,-k(gj) definidos como:
Whik(gj) = Whik(gj) ’élhik(gj) (4.4.2.12)

El estimador utilizando la muestra sin el j-ésimo cluster se calcula luego como

tereG (gf) = h%es Whik(gj) Y hik (4.4.2.13)

y la varianza jackknife resultante para un muestreo estratificado:

n,,—1

p L
Viu(Tereg ) = 2

Ny~ ~
> {t y - Tereg )?
i Ry o oneol) = oREG (4.4.2.14)
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4.5 Consideraciones sobre los métodos

El estimador de varianza por linearizacion de Taylor es asintéticamente
consistente para la varianza de estadisticos suaves, o sea aquellos que pueden
expresarse como funcién de medias o totales. El método implica el célculo de las
derivadas del estimador de interés.

El estimador de varianza jackknife también es asintéticamente consistente par la
varianza de estadisticas suaves pero es asintéticamente inconsistente para
estadisticas no suaves como la mediana en el caso que se aplique eliminando un
dato por vez al conjunto de datos que se tiene (Miller 1974). Sin embargo,
empiricamente se ha mostrado que en un muestreo donde se elimina un
conglomerado en cada iteracién, esto no ocurre y el jackknife es adecuado de
utilizar (Rao 1997).

Los ultimos estudios parecen indicar al jackknife como el método mas operativo
por su facilidad de implementacion dado los desarrollos computacionales

existentes, para distintos tipos de disefnos.
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CAPITULO V
ESTUDIO DE SIMULACION -DISENO

El estudio de simulacion se llevo a cabo sobre una poblacion real. El objetivo fue
evaluar el comportamiento del estimador Tiear y de los estimadores de su
varianza originados por la teoria asintética clasica, por el jackknife y el jackknife
linealizado, cuando se realiza un muestreo de conglomerados en dos etapas, sin
reposicion y donde la fraccion de muestreo en la primera etapa no es pequefia,
como si es habitual suponer en las estimaciones de varianza en encuestas de
este tipo.

La extraccion de muestras, los célculos de estimadores del total y de varianzas, y

los célculos de medidas resumen, fueron programados en S-plus 2000.

5.1 _Descripcién de la base de datos

El universo al que pertenecen los datos es una localidad de la provincia de Entre
Rios, donde se aplica la Encuesta Permanente de Hogares (EPH) del INDEC
(Instituto Nacional de Estadistica y Censos) para medir la desocupaciéon en
distintos dominios de interés y en donde se emplea el estimador de
Horvitz&Thompson para las estimaciones. La base estuvo formada por 64000
individuos distribuidos en 22400 viviendas dentro de un total de 64 radios. Los
radios estaban estratificados en 3 grupos. Los tamanos de los estratos fueron:

= Estrato 1: 26 radios

= Estrato 2: 30 radios

= Estrato 3: 8 radios.

.
{

Para cada individuo se contaba con la informacién de las variables Género, Edad

y Estado de Ocupacién Laboral.
La variable de interés fue el Total de Desocupados .

5.2 Descripcién de la simulacién
El trabajo consistié en simular un muestreo por conglomerados en dos etapas

segun los siguientes métodos:
= Primera Etapa: muestreo estratificado de los radios utilizando muestreo
proporcional al tamafio (PPT) siguiendo el método de Sampford.
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= Segunda Etapa: seleccion de hogares (SSU) dentro de los radios (PSU)
por Muestreo Simple al Azar (MSA), y utilizando una fraccién de
muestreo no pequeiia.

Descripcion de la primera etapa:

Para cada replicacién se seleccionaron 6, 9 y 3 radios de los estratos 1,2 y 3
respectivamente. Para ello, de acuerdo al disefio que se menciond para esta
etapa se desarroll6 en S-Plus un programa que realiz6 los siguientes pasos:
1. Verifica que todos los radios cumplan la condicidon necesaria para
aplicar el método: Z,<1/ny; sino aborta.
2. Selecciona la muestra de tamafio n, en cada estrato (h=1,2,3)

utilizando el método de Sampford

Descripcién de la sequnda etapa:
Para cada grupo de radios seleccionados, se extrajo una muestra de hogares por

MSA segun las fracciones de muestreo 0.25; 0.15 y 0.25 para los radios
seleccionados en la primera etapa dentro de los estratos 1, 2 y 3
respectivamente. En cada replicacion, la muestra quedd finalmente integrada por
el total de individuos en los hogares seleccionados.

El nimero total de replicaciones realizadas fue 10141.

5.3 Calculo de estimadores

Para cada muestra obtenida se calculd para el Total de Desocupados, el
estimador de Horvitz Thompson, el estimador de Regresiéon Generalizada y el
estimador de Calibracion mediante el método multiplicativo. Como variables
marginales para el raking se consideraron el género y la edad por rangos. Para la
estimacion por calibracion se desarroll6 un programa ad-hoc en S -plus. En el
célculo de los pesos de calibraciéon se utilizé la Inversa Generalizada, como se

detallé en el Cap III 3.2.10.

Luego, en cada caso, se estimd la varianza del estimador correspondiente a un
muestreo estratificado, utilizando:
a. Varianza de Taylor.

b. Varianza jackknife.

Claudia P. Molinari
Tesis de Maestria



Pagina 68
C. Varianza jackknife linealizada.

Para los estimadores jackknife y jackknife linealizados se ensayaron distintos
coeficientes de ponderacion en cada estrato con el objeto de corregir el efecto de
la fraccion de muestreo, ya que al no ser pequefia, no se asumié que el
muestreo podia considerarse con reposicién, a efectos de estimar la varianza.

Luego, ademas de calcular el estimador usual de varianza jackknife para
muestreo estratificado 4.4.1.2, se ensayaron los siguientes estimadores:

L e AL . £
vic) 3,72 LY - mkey-T)
g=1 =1

2
&3 L _— s — "~
Va6 )= Z n,_,ng : i(:hh _1;' = “i%é(gj) -)
- g=1 j=1

=

Los estimadores se compararon con los valores verdaderos del Total y de la
varianza del estimador.

Como se vid en la seccion 1.7.2, para el caso de un muestreo de conglomerados
en dos etapas, la varianza del estimador puede descomponerse en dos
sumandos, uno correspondiente a la varianza de la primer etapa y el otro
correspondiente a la varianza de la segunda etapa. En la estimacion de la
varianza a partir de la simulacién, se trabajé sélo con la primer componente, de

acuerdo a lo mencionado hacia el final de la misma seccion.

5.4 Cdlculo de medidas de resumen
A fin de evaluar la performance de los estimadores se calcularon los siguientes

indicadores luego de R=10141 simulaciones:

A. Sesgo Relativo Porcentual del Total de Desocupados estimado por Horvitz
Thompson, GREG y raking, respecto del valor poblacional:

EG )T 4000
T - (5:3.1)

siendo

R
A 1 A
E&Y )= EZ{TW
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B. Sesgo Relativo Porcentual del estimador de varianza asintética , del
estimador de varianza jackknife y del estimador jackknife linealizado,
respecto de la varianza verdadera.

EQ(TY )- V1RUE )' VTRUE % 100
VTRUE (5.3.2)

3 2
VIRUE = %2 6Yr = EGY)
r=1

R ~ A
66, )- 13 06
siendo r=1 y

C. Coeficiente de variacion porcentual de la varianza asintética y de las

varianzas jackknife y jackknife linealizada

\/% i (7r 6'\( )' VTRUE}
= *100

VTRUE (5.3.3)

La extracciéon de muestras, los calculos de estimadores del total y de varianzas, y
los calculos de medidas resumen, fueron programados en S-plus 2000.
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CAPITULO VI
RESULTADOS Y CONCLUSIONES

El método de estimaciéon de varianza a partir de la linealizacion por serie de
Taylor ha sido histéricamente el método cominmente utilizado para la varianza
de los estimadores de raking; sin embargo, a partir del desarrollo informatico de
los Gltimos tiempos, las desventajas que presenta este método han dado lugar a
la aplicacién y desarrollo de técnicas de replicacion.

El método de Taylor, si bien es sencillo en cuanto a su concepto, requiere el
desarrollo de una férmula particular para cada estimador cuya varianza se quiera
estimar. Para dicho calculo son necesarias las derivadas parciales del estimador,
lo cual deja afuera la posibilidad de célculo por ejemplo, para los estadisticos de
orden. Por otra parte también se requiere hallar las probabilidades de segundo
orden, las cuales dependiendo del disefio que se esté utilizando, pueden resultar
complicadas de desarrollar. Estas desventajas del estimador de linealizacion de
Taylor se intensifican cuando el estimador cuya varianza se quiere hallar es un
estimador no lineal con una expresion compleja. Por otra parte, en las grandes
encuestas generalmente se requiere el célculo de varios estimadores, no sélo de
uno, por lo cual seria ventajoso contar con métodos de estimaciéon de varianza
mas practicos, que no requieran demasiado tiempo para su calculo.

El jacknife y el bootstrap son dos de los métodos de replicacion de los cuales
mas literatura se encuentra en cuanto a su aplicacion en la estimacion de
varianza y su principal ventaja es que no requieren mas que la expresion del

mismo estimador para los célculos.

En este trabajo se ha calculado el estimador de varianza del estimador de
calibracién bajo un disefio complejo como lo es el disefio de conglomerado en
dos etapas sin reposicion en la primera, lo cual desde el punto de vista del
disefio implica una diferencia sobre la mayoria de los trabajos hallados para la
estimacion de varianza, ya que es comun que se utilicen disefios mas simples o
bien se asuma que el muestreo es con reposicion en la primera etapa.

Se ha estimado la varianza utilizando el estimador clédsico de Taylor y el método
Jacknife con tres variantes:
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jacknife recalibrando los pesos cada vez que un conglomerado se elimina
(Rao 1996);

jacknife linealizando como una alternativa a la recalibracién luego de la

eliminacién de cada conglomerado

jacknife sin recalibrar, lo cual es comun que se aplique en la practica, sin

embargo mostraremos que no tiene buena performance;

Luego, los objetivos principales han sido:

I.

II.

I11.

V.

Evaluar el comportamiento del jacknife en un disefio complejo.

Verificar que dicho método de estimacion produce resultados similares al
método de Taylor y que por lo tanto puede considerarse como un método
alternativo cuando Taylor no pueda utilizarse o cuando la expresiéon del
estimador cuya varianza se requiere sea complejo desde el punto de vista de
sus derivadas o cuando el método de muestreo dificulte el cédlculo de las

probabilidades de segundo orden.

Comparar la performance de la estimaciéon de varianza jacknife cuando no se
vuelven a calibrar los pesos en cada eliminacién de conglomerado, con la
varianza jacknife en la cual si se recalibra y mostrar que no genera resultados

recomendables.

Evaluar el comportamiento de la varianza jacknife linealizada como

alternativa mas sencilla o bien, que requiere menos tiempo de procesamiento.
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6.1 RESULTADOS DE LAS SIMULACIONES

6.1.1 Estimadores del Total

A partir de las 10141 simulaciones se analizé en primer lugar la performance de
los estimadores del Total de Desocupados, cuyo valor real es 3433, calculando
el sesgo, el error estdandar del sesgo y el sesgo relativo porcentual, para el
estimador de Horvitz-Thompson, para el estimador GREG y para el estimador de

Calibracion:

Tabla I: Sesgo de los estimadores del Total

; Sesgo Stand error | Sesgo Relat
Estimador Medgio del sesgo Pgrcent
HT -3,71 294 21 -0,11
CAL -2,70 290,51 -0,08
GREG -2,68 290,52 -0,08

Los sesgos son similares para los tres estimadores, siendo el sesgo relativo
porcentual cercano al 0.1%. Al calcular el valor absoluto del sesgo dividido por el
error standard, se obtiene que el sesgo es no significativo en los tres casos, ya
que es menor a 1.96. Estos resultados son esperables debido a que el estimador
de Horvitz Thompson es insesgado y el estimador de calibracién lo es en forma

asintética, como se mostré en el Cap III.

6.1.1 Estimadores de la varianza del estimador de calibracion

Las varianzas “verdaderas” (Vtrug, Calculadas como la varianza de los 10141
estimadores), obtenidas para el estimador Greg y el estimador de calibracién
fueron muy similares confirmando la propiedad de que son asintoticamente
equivalentes. En la Tabla II se observan los estimadores de varianza medios
obtenidos para el estimador de calibracién, comparando con su varianza
“verdadera”:
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Tabla II: Media de estimadores de Varianza

Var tque para estimador de Calibracion = 84388,9

Estimador de varianza Media

Taylor 81738,2
Jack recalibrando y sin ajustar 95179,3
Jack recalibrando y ajustando con hi 67148,9
Jack recalibrando y ajustando con li 78877,7
Jack linealizado 94431,8
Jack linealizado y ajustando con hi 66520,4
Jack linealizado y ajustando con li 78137,9
Jack sin recalibrar 120026,8

Tal como fue definido en el Cap V, se calculé el Sesgo Relativo Porcentual y el
Coeficiente de variacion Porcentual para los siguientes estimadores de varianza,
a fin de evaluar su performance:

a. con linealizacion de Taylor

b. con el método jacknife recalibrando luego de la eliminacion de cada
conglomerado y sin factores de correccién

c. con el método jacknife recalibrando luego de la eliminacion de cada
conglomerado y a su vez corrigiendo por los factores definidos en el CapV:

Nh — T _m)

hi= - m) Y|i=[n“‘1 v

d. con método jacknife linealizado

e. con jacknife linealizado y corrigiendo con h; y |,.

f. con el método jacknife pero sin recalibrar.

Las varianzas verdaderas obtenidas para el estimador Greg y el estimador de
calibracion fueron muy similares, lo cual era esperable dado que son
asintéticamente equivalentes.
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Tabla III: Sesgos y Coeficiente de Variacidon luego de 10141 simulaciones

Sesgo Coeficiente de
Porcentual Variacién
7 ; Relativo Porcentual
Estimador de varianza
Taylor -3,14 31,54
Jack recalibrando y sin ajustar 12,79 44,31
Jack recalibrando y ajustando con hi -20,43 37,97
Jack recalibrando y ajustando con li -6,53 38,12
Jack linealizado 11,90 43,56
Jack linealizado y ajustando con hi -21,17 37,94
Jack linealizado y ajustando con li -7,41 37,66
Jack sin recalibrar 42,23 90,85

El estimador jacknife y jacknife linealizado sobreestimaron la varianza, mientras
que al introducir los coeficientes de correccién el signo del sesgo se invierte. Con
la varianza jacknife recalibrando y jacknife linealizado se obtienen performances
similares en cuanto al sesgo (12.8 y 11.9) y el coeficiente de variaciéon (44.3 y
43.6). Lo mismo se observa al comparar los resultados de utilizar los
coeficientes de correcciéon: con los coeficientes h; el sesgo relativo porcentual
para el jacknife recalibrando resulté -20.4 y para el jacknife linealizado -21.2,
mientras que los coeficientes de variacion fueron cercanos a 38% en ambos
casos. Con los coeficientes |; el sesgo relativo porcentual fue menor para ambos
estimadores jacknife resultando -6.5, -7.4 respectivamente, y los coeficientes de
variacion rondaron también el 38%. El estimador de varianza con medidas mas
cercanas mas cercano al estimador de Taylor resulté ser el jacknife con los
coeficientes de correccion li.

Resulta evidente que si se utiliza el estimador jacknife sin introducir la re-
calibraciéon en cada paso de eliminaciéon de un conglomerado, los resultados son
desalentadores, por lo cual debe desaconsejarse su uso: en la tabla II el valor
medio de la varianza con este estimador es mucho mayor que para los otros; el
sesgo relativo porcentual registrado en la Tabla III es de orden mucho mayor
que los demads, como asi también el coeficiente de variacion que llega a ser

cercano al 91%.
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6.2 CONCLUSIONES

De acuerdo a los objetivos planteados en este trabajo se puede concluir:
I.  El comportamiento del método de estimacion jacknife en este disefio
complejo resultd aceptable, siempre que se tenga en cuenta la re-

calibracion o la linealizacion.

II. Los resultados obtenidos con el jacknife utilizando factores de correccion
por fraccion de muestreo no pequefia fueron cercanos a los
correspondientes con el uso del método de Taylor.

III. Los resultados del jacknife si no tiene en cuenta la recalibracién no son

adecuados.

IV. La varianza jacknife linealizada resulté una alternativa mas sencilla, que
requiere menos tiempo de procesamiento.

Conclusién final

El estimador de varianza de Taylor es considerado tradicionalmente un estimador
adecuado, por lo cual es ampliamente utilizado; sin embargo encuentra su
limitacién en estimadores de expresion compleja, al momento del célculo de las
derivadas del mismo o de las probabilidades de segundo orden; mdas aun, no
resulta aplicable para estimadores no derivables, como por ejemplo los
estadisticos de orden (mediana, percentiles). Es necesario entonces, algun
estimador mds general y que no requiera excesivo tiempo para su calculo.
Surgen asi como posibles alternativas los estimadores jacknife y jacknife

linealizados.

Este trabajo muestra la validez de la aplicacion del método Jacknife como
alternativa al método tradicional de linealizacién por serie de Taylor para la
estimacion de varianza del estimador de calibracion bajo un disefio de muestreo
complejo, en una encuesta real nacional, para la cual se verifica a través del
cdlculo de medidas apropiadas, que los estimadores jacknife muestran un buen
comportamiento al utilizarse para estimar la varianza del estimador de un Total.
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Los resultados sugieren que la varianza estimada a partir del método jacknife
linealizado es muy similar a la estimada mediante el método jacknife
recalibrando los pesos luego de cada eliminacién de conglomerado, por lo cual
puede considerarse este método como adecuado para la estimacion, dado que a
su vez resulta practico por dos razones: su aplicacion se generaliza a todo tipo
de estimador, sin importar la complejidad de su expresion, siendo esto comun a
todo método jacknife; es el que tiene asociado menor costo computacional.

Se ha mostrado aqui a su vez que aplicando coeficientes de correccién por el
uso de un muestreo con fraccion no pequefa se obtiene un estimador mejorado
al comparar con el jacknife habitual en el que se asume una fraccién de

muestreo despreciable.

Finalmente se ha dejado en evidencia que el sesgo introducido en el estimador
de varianza si en el método jacknife se obvia el recalibrado cada vez que se
elimina un conglomerado, es grande; por lo tanto se desaconseja su uso.

El calculo del estimador de varianza a través del método jacknife no ha sido muy
difundido en nuestro pais. Un objetivo complementario de este trabajo ha sido
contribuir a la luz de los resultados, a incentivar su uso en las grandes
encuestas de la Argentina, como practica habitual para la estimacion de la
varianza, siendo que en otros paises del mundo estas técnicas ya estan siendo

utilizadas.
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APENDICE

(1) Lema 2.3.1(Sampford, 1967)

Definiendo g(n,r, k)= ]‘[w,)(n—rnk - Zn,) (2.3.5)

seS,_r(U\k) (/es ies

donde
SnU\k) =fs €S,_, /I, =0} o sea, el conjunto de muestras de tamafio n-r que

no incluyen a yx.

Entonces:
n
g(n,r,k)=(1- nk)tZItDn-t (2.3.6)
Dem:
Sea #(s)=n-r

n-rue =X =n+r-r-ry -Yn =rl-n)+ X(1-7) (2.3.7)

ies ies ies

Luego,

g(nlrlk)= Z (Hw/](n_rnk_ Zni)=
seS,_r(U\k)\/es ies
2, (W |ra-m+ 20-m)) =
seSp_r(U\k)\les ies

r(-ng)Dp_r+ X (HW/J(_Z@—TW))
seS,_r(U\k)\les ies

= g(n, r, k) = [{2 - )Pp_ (k) + h(n, 1, k) (2.3.8)

Siendo h(n,r,k)= 1w, -2(1-7:,)) (2.3.9)

seSp_r(U\k) (Ies ies

y D,(K)- = (nw,]
seSaU\K) \Ues
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Se debe notar que I1-m; =% y por lo tanto, si se reemplaza en (2.3.9) se
i

obtiene:
7!,' N
h(n,r, k)= 2z [Iw | Z—|= X [w, | Tni(1-1;) | =
seSp_r(U\k) \Ues iesWj ) seS,_(U\k)\/es ':=i
1#
= (Hw, n-mng — Yn; | =g(n, r +1,k)+ regD,_,_1(k)
seSp_r(U\k)\/es ies

ik
(2.3.10)
Dado que D,,(k) =D, —kam_l(l?), utilizando (2.3.8) y (2.3.10) se obtiene la
relacién recursiva:
g(n, r k) =r(1-n)Dp_r +9(n, r +1,k), (2.3.11)

con la condicién inicial g(n, r, k) =(1-n,) (c.q.d).

(2) Resultadol: La ecuacion 3.2.1.7 tiene, con probabilidad 1, una unica solucién
perteneciente a un dominio C, cuando n— « (C es un convexo abierto que

incluye al 0 para todo n)

Dem: sea z= N'*(f,, -t,) , entonces, con probabilidad 1, z pertenece a una
esfera de radio r contenida en C , que puede llamarse B;. Por otra parte,
N"1¢s(A) tiene funcion inversa en B; con probabilidad tendiendo a 1. Como
(3.2.1.7) puede escribirse como N(t, —fxn) =N-1¢5(A) , la ecuacion tiene

una Unica soluciéon con probabilidad tendiendo a 1.

Resultado 2

Si A, solucién de 3.2.1.7, existe, entonces tiende a 0 en probabilidad y ademas
A =0y(n*7?)

Dem: Sea A=(N1¢,)%(z) si z pertenece a B;, sino A es definido
arbitrariamente. Como ¢(0) = 0, entonces
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A-0= (N19:)(z)-(N1o5)?(0) entonces, usando la propiedad f. se obtiene
que |A|<|z|k(2-B) . Como z=0,(n"*?), entonces existe una constante K’ tal
que P(Jz| < k'n71/?) - 1.

Luego, combinando ambas desigualdades,

P(|A| < KK'(1-B)*n"*/?) - 1, lo cual implica que A =0,(n"*?).

(3) Definicion Sea X, una sucesion de variables aleatorias, se dice que X, es de

orden inferior en probabilidad a h,>0 si

X
P(lim =%)=0

n->w Ilp

y se indica X,=0p(hp)

Definicion Sea X, una sucesion de variables aleatorias, X, se dice que estd
acotada por h,>0 si Ve > 0, existe un ndmero M:>0 tal que

P(X,| 2 M,h,) <e

y se anota

Xn=Op(hn) Vn=1,2,3...

Teorema Si Xi,...,X, €S una sucesion de variables aleatorias tales que
Xk=x0+0,(h,); y sea f(x) una funcion derivable m veces con derivadas continuas
en el punto xy, y h, una sucesion de numeros positivos tales que limp->«h,=0,
entonces

D (xp)
il

FXn) = Fx0) + %, (X = X) +0,(h™)  (4.1.1)

donde las f" representa la i-ésima derivada de la funcién f
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Dem:

Desarrollando f en Serie de Taylor se tiene

m- (D (m)
F(Xn)=F(Xo) + EII(X,, =X5) #HX,, -xp)" () !(c)

donde c varia entre X, y xo. Como f (Mes continua, estd acotada en probabilidad,
es decir que f (™(c) =0,(1) y por lo tanto el dltimo término del desarrollo

anterior es una Op(h™,)

Teorema Sean Xiny..., Xjn,..., Xpn P SUCESIONES de variables aleatorias tales que
Xin=Xjo+0p(hy), Jj=1,...,p,f(Xs,...,Xp) una funcidn continua cuyas derivadas
parciales existen y son continuas en los puntos Xy, y h, una sucesion de numeros

positivos tales que limh, = 0, entonces
n->w

af(x.ll"'lxp)

w0 hi%)
an Pyl

p
f(in/---,Xpn)= f(Xsz-,Xpo)"' _21 (Xjn = Xja)
J:

Xj=on

Dem:
Aplicando un desarrollo en Serie de Taylor hasta el segundo orden y de acuerdo

a 4.1.1 se obtiene:

af(xll"'lxp)

p
f(Xiny+ ooy Xon) = f(X10p++.,Xp0) + 2z (Xjn —Xj0) 3 +
o 4 Xg=X10
p p azf(xl,...,xp)l
- (Xin =X i0)Xin = Xij0)
Jé:l i§1 2 # L L ax_,ax, ’
X]=bj

donde bj son puntos intermedios entre Xj, y Xjp. Con el mismo argumento
utilizado en el teorema se puede asegurar que (X, - Xjo)( Xin ¥ Xi0)=0u(hs°) que
multiplica a una cantidad acotada en probabilidad.

Claudia P. Molinari
Tesis de Maestria



9.

Pagina 81

BIBLIOGRAFIA

Canty and Davison (1998), Resampling -based variance estimation for labour
force surveys. The Statistician.

Cochran, William(1998) Técnicas de Muestreo, CECSA.

Deville and Séarndal (1992) Calibration estimators in Survey Sampling,
Journal of the American Statistical Association, Vol 87.

Deville, Séndal and Sautory (1993) Generalized raking procedures in survey
sampling, Journal of the American Satistical Association, Vol 88.

Deville, Sarndal, Sautory (1993) Generalized Raking Procedures in Survey
Sampling, American Statistical Association, Journal of the American Statistical
Association, Vol 88, N© 423

Efron and Stein (1981)The jackknife estimate of variance, The Annals of
Statistics, Vol 9.

Graybill, F.A (1983). Matrices with Applications in Statistics, Belmont

Haziza, Mecatti, Rao (2004), Comparison of variance estimators under Rao-
Sampford method, a simulation study, ASA Survey Research Methods, pag
3638-3643.

Miller, R.G (1974), The jacknife-a review Biometrika 61 1-15

10. Rao (1994) Resampling methods for complex surveys, Journal of the

American Satistical Association. Vol 5.

11.Rao , Shao (1997) Modified balanced repeated replication for complex survey

data . Department of Mathematics and Statistics, Carleton University.

12.Renssen Robbert, Matinus Gerard (2002) On the Use of Generalized Inverse

Matrices in Sampling Theory, Survey Methodology, Vol 28 Statistics Canada.

13.Sampford, M.R (1967) On sampling without replacement with unequal

probabilities of selection, Biometrika, Vol 54.

14.Shao and Tu (1995) The Jackknife and Bootstrap, Springer.

15.Shao and Wu (1989) A general theory for jackknife variance estimation, The

Annals of Statistics, Vol 17.

Claudia P. Molinari
Tesis de Maestria



Pagina 82

16. Stuckel, Hidiroglou and Sarndal (1996) Variance Estimation for calibration
estimators: a comparison of jackknifing versus taylor linearization, Survey
Methodology, Vol 22 Statistics Canada.

17.Tillé, Yves (1996) Sampling Algorithms, Springer.
18.Tillé, Yves(2006). Curso sobre Teoria de Muestreo. JIE 2006

19.Yung and Rao (1996) Jackknife linearization variance estimators under
stratified multi-stage sampling, Survey Methodology, Vol22 Statistics Canada.

20. Yves Tillé (1996) Some remarks on unequal probability sampling designs
without replacement, Annales D’Economie et de Statistique, N°44,

21. Zhang (1998) Post —Stratification and Calibration, Statistics Norway n© 216.

Claudia P. Molinari
Tesis de Maestria



	Portada
	Índice
	Introducción
	Capítulo 1
	Capítulo 2
	Capítulo 3
	Capítulo 4
	Capítulo 5
	Resultados y conclusiones
	Apéndice
	Bibliografía

