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Resumen

Teoŕıas de Gravedad, Propiedades Termodinámicas e

Irreversibilidad

En este trabajo estudiamos la termodinámica de las soluciones de agujero
negro de la teoŕıa de gravedad de Gauss-Bonnet, la cual incluye potencias
de segundo orden en la curvatura, en los casos de vaćıo y en el caso de
acoplamiento con cargas de teoŕıas electromagnéticas no lineales, como las
de Hoffmann-Infeld y Born-Infeld. Las soluciones que hemos obtenido pre-
sentan caracteŕısticas diferentes a las soluciones ya conocidas de relatividad
general. Analizamos el calor espećıfico de las soluciones, mostrando que su
comportamiento indica la existencia de un punto de transición en las solu-
ciones de vaćıo. Discutimos también la similitud que existe entre la geometŕıa
en 5 dimensiones en Gauss-Bonnet con la solución en tres dimensiones del
agujero negro BTZ. Al igual que estos, la solución de agujero negro en Gauss-
Bonnet tiene un tiempo de vida infinito. En el caso cargado obtenemos un
perfil de temperaturas con dos máximos, lo cual lleva a la existencia de un
plateau en el tiempo de evaporación que indica una región de inestabilidad
en una escala intermedia. Esta escala viene dada por el parámetro de Gauss-
Bonnet y por el acoplamiento con la carga no-lineal. Verificamos también
que los resultados para la termodinámica son consistentes con las leyes gen-
eralizadas de la termodinámica de agujeros negros en teoŕıas covariantes de
gravedad, como lo es la gravedad de Gauss-Bonnet. En particular, obtenemos
la corrección a la fórmula de la entroṕıa de la relatividad general que afirma
que la misma es un cuarto del área del horizonte de eventos. Por otro lado,
como estas teoŕıas de gravedad son invariantes ante inversión temporal, con-
tienen soluciones que son simétricas temporalmente una de la otra, formando
parte de una larga lista de ejemplos donde esto ocurre. Especulamos sobre
una manera de seleccionar a una de estas soluciones, de manera de tener una
dirección de la flecha del tiempo definida en base a la propia teoŕıa y a sus
propiedades globales.

Palabras Claves: Gravedad en más dimensiones, Gauss-Bonnet, Teoŕıa de
Lovelock, Termodinámica, Agujeros Negros, Entroṕıa, Flecha del Tiempo.





Abstract

Gravity Theories, Thermodynamic Properties and

Irreversibility

In this work we study the thermodynamical properties of the black hole
solutions to Gauss-Bonnet gravity, which includes quadratic terms in the
curvature, for the vacuum case and in the coupled case to Non-linear electro-
dynamics theories, such as Hoffmann-Infeld and Born-Infeld. The obtained
solutions have different characteristics to the solutions of general relativity.
We show that the behavior of the specific heat indicates the existence of
a transition point in the vacuum solutions. We also discuss the similarities
existing between this five-dimensional geometry and the three-dimensional
black hole. Like BTZ black hole, the Gauss-Bonnet black hole has an infinite
lifetime. In the charged case, some of these solutions present a double peak
behavior. This behavior leads to the existence of a plateau in the evaporation
rate, which implies that black holes of intermediate scales turn out to be un-
stable. The scale is given by the Gauss-Bonnet parameters and the non-linear
coupling to electrodynamics. We verify that the obtained thermodynamical
results are consistent with the generalized laws of black hole thermodynamics
for any covariant theory of gravity, such as Gauss-Bonnet. In particular, we
obtain the correction to the black hole entropy formula of general relativity
that states that the entropy is a quarter of the event horizon area. On the
other hand, because these theories are time reversal invariant, they contain
time symmetric solutions, forming part of a long list of examples where this
occurs. We speculate on a way to select one of these solutions, in order to
have a time arrow direction defined on the basis of the theory itself and its
global properties.

Key Words: Higher Dimensional Gravity, Gauss-Bonnet, Lovelock Theory,
Thermodynamics, Black Holes, Entropy, Arrrow of Time.
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4.2.1. Por qué global y no-entrópico . . . . . . . . . . . . . . 84

4.2.2. Condiciones para una flecha del tiempo global . . . . . 86

4.2.3. Definición de la flecha global no-entrópica . . . . . . . 88
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A. Teoŕıas Electromagnéticas no lineales 119

A.1. Electrodinámica de Born-Infeld . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
A.2. Electrodinámica de Hoffmann-Infeld . . . . . . . . . . . . . . . 121
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Capı́tulo 1
Introducción

Muchas teoŕıas han sido propuestas como correcciones o alternativas a
la relatividad general. A pesar de su gran poder predictivo, la teoŕıa de la
relatividad general tiene incompatibilidades con la teoŕıa cuántica de campos.
Es por esto que uno esperaŕıa encontrar correcciones en escalas pequeñas
de longitudes, del orden de la escala de Planck. Actualmente el candidato
más serio para una teoŕıa de gravedad cuántica es la teoŕıa de cuerdas. En
esta teoŕıa aparecen en el ĺımite de bajas enerǵıas, correcciones a la acción
de Einstein-Hilbert [65, 28, 97] del orden de la escala t́ıpica de la teoŕıa
l =

√
α, donde α es la tensión en la cuerda. Estas correcciones consisten en

términos polinómicos de mayor orden en la curvatura [38], que modifican a la
relatividad general en el régimen ultravioleta. Es decir que la inconsistencia
que surge a pequeñas escalas es conceptual, a diferencia de lo que ocurre a
grandes distancias: en este último caso la falla de la teoŕıa se evidencia al
contrastarla con la observación, lo cual lleva al agregado de materia y enerǵıa
oscura a la teoŕıa de la relatividad general.

Una de las teoŕıas que es estudiada como una corrección a la relatividad
general a distancias cortas, es la teoŕıa de gravedad de Gauss-Bonnet, que es
un caso particular de la teoŕıa de Lovelock, la cual introduce correcciones de
ordenes más altos en la curvatura. El tensor de Lovelock contiene derivadas
de la métrica de orden no superiores a dos, debido a esto la teoŕıa de Lovelock
linearizada es libre de fantasmas, y por este motivo estos términos aparecen
en el ĺımite de bajas enerǵıas de la teoŕıa de cuerdas. En particular los térmi-
nos cuadráticos de este tensor son los llamados términos de Gauss-Bonnet
que fueron estudiados en [132], los cúbicos en [99] y los términos cuárticos
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Caṕıtulo 1. Introducción

fueron analizados en [44, 72]. La teoŕıa de Lovelock fue discutida también en
los trabajos [53, 42, 84, 100, 43, 8].

Recientemente también se ha estudiado la teoŕıa de Gauss-Bonnet en el
contexto de la holograf́ıa hidrodinámica proveniente de la correspondencia
AdS/CFT [40, 71].

Asimismo el estudio de las propiedades termodinámicas de las distintas
teoŕıas de gravedad iniciado por Bekenstein [26], permite definir una entroṕıa
y una temperatura de las soluciones de agujeros negros. En este contexto ter-
modinámico mucho se ha discutido sobre la segunda ley de la termodinámica
aplicada a las soluciones de agujeros negros. La entroṕıa de un agujero negro
en relatividad general, como también su temperatura, queda definida en fun-
ción de conceptos geométricos del horizonte de eventos. La misma entroṕıa y
temperatura también es obtenida a través del conteo de microestados cuánti-
cos en el horizonte de eventos de un agujero negro [119] y a través del proceso
de radiación de Hawking [75]. En este punto es donde confluyen los cálculos
provenientes de la relatividad general y los de la f́ısica cuántica. Este es el
motivo por el cual se vuelve tan interesante el estudio de la termodinámica
de agujeros negros.

Dado que la gravedad de Gauss-Bonnet presenta correcciones a la rela-
tividad general, y la termodinámica de agujeros negros ha logrado explicar
en términos de leyes geométricas sencillas el comportamiento de estos objetos
(consistentes con los resultados de teoŕıas semiclásicas), se vuelve imprescin-
dible estudiar la termodinámica asociada a esta teoŕıa de gravedad. Veremos
en los próximos caṕıtulos como se modifican estas leyes termodinámicas y
las caracteŕısticas notables que se presentan en la temperatura y tiempos de
evaporación de las soluciones a la teoŕıa de gravedad de Gauss-Bonnet.

Por otro lado, cuando se discute sobre la segunda ley de la termodinámica,
es natural preguntarse por la justificación teórica de por qué se observan los
procesos en los cuales la entroṕıa es creciente hacia el futuro. La respuesta
no es trivial, dado que las distintas teoŕıas fundamentales de la f́ısica son
invariantes ante inversión temporal, permitiendo también procesos invertidos
temporalmente en los cuales la entroṕıa es decreciente. Esto no solo se observa
en las soluciones de agujeros negros en teoŕıas covariantes de la gravedad,
sino en soluciones de toda teoŕıa fundamental, como la f́ısica cuántica, el
electromagnetismo, la teoŕıa cuántica de campos y teoŕıas fenomenológicas.

El objetivo de este trabajo es estudiar las propiedades termodinámicas
de las soluciones a la teoŕıa de Gauss-Bonnet, comparándolas con las de la
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relatividad general, y presentar una discusión sobre la simetŕıa temporal de
las soluciones, en particular sobre la segunda ley, en teoŕıas invariantes ante
inversión temporal.

En el caṕıtulo dos presentamos la teoŕıa de Lovelock, profundizando en
la teoŕıa de Gauss-Bonnet, y mostramos soluciones a la misma en los casos
de vaćıo y en la presencia de cargas no lineales provenientes del electro-
magnetismo de Born-Infeld y Hoffmann-Infeld. La inclusión de estas teoŕıas
electromagnéticas no lineales se debe a que estas teoŕıas juegan también un
rol esencial en el ĺımite de bajas enerǵıas en modelos inspirados en teoŕıas de
cuerdas. Originalmente se propuso el modelo de Hoffmann-Infeld para evitar
ciertas caracteŕısticas patológicas de la teoŕıa de Born-Infeld, como por ejem-
plo la singularidad cónica que surge en la geometŕıa con simetŕıa esférica. De
hecho, la modificación de la teoŕıa de Born-Infeld presentada en [79] muestra
que la solución correspondiente a una part́ıcula puntual posee una métrica
que es regular en todo punto.

En el caṕıtulo tres discutimos la analoǵıa existente entre las leyes de la
mecánica de agujero negro y las correspondientes leyes de la termodinámi-
ca, para luego mostrar el formalismo geométrico que define a los concep-
tos termodinámicos de teoŕıas de gravedad, en particular en la teoŕıa de
Gauss-Bonnet. Mostramos de manera expĺıcita la aplicación del formalismo
para las soluciones de Gauss-Bonnet, obteniendo las distintas magnitudes ter-
modinámicas como la entroṕıa, la temperatura y el tiempo de evaporación de
las soluciones de agujeros negros que hemos estudiado. Finalmente repasamos
el cálculo de la temperatura de radiación de un agujero negro, el cual es el
ingrediente esencial que transforma estas leyes mecánicas de agujero negro
en leyes para su termodinámica. Comentamos también el conteo de microes-
tados en una teoŕıa de cuerdas que da lugar a la entroṕıa del agujero negro.

Para dar lugar a la discusión de la flecha del tiempo en teoŕıas covari-
antes de gravedad, y en general en toda teoŕıa fundamental, en el caṕıtulo
cuatro definiremos de manera precisa los conceptos que siempre aparecen in-
volucrados en este tipo de discusiones: los conceptos de la flecha del tiempo,
irreversibilidad, simetŕıa temporal, y soluciones temporalmente simétricas.
Una vez definidos, mostraremos distintos ejemplos de la aplicación de estos
conceptos en teoŕıas fundamentales de la f́ısica, para luego dar una inter-
pretación de la flecha del tiempo. En particular mostraremos las soluciones
temporalmente simétricas a los agujeros negros, los llamados agujeros blan-
cos, y discutiremos sobre la versión revertida en el tiempo de la segunda
ley.
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Capı́tulo 2
Gravedad de Lovelock y Gauss-Bonnet

Los candidatos para el lagrangiano gravitatorio deben ser cantidades in-
variantes, es decir escalares, construidos a partir de la métrica. Esta propiedad
de invariancia combinada con el carácter simétrico del tensor métrico garan-
tizan que el tensor de Einstein sea simétrico y tenga divergencia nula. En
relatividad general el lagrangiano es proporcional al escalar de curvatura:

L =
1

16π
[R− 2 Λ] (2.1)

donde R es el escalar de curvatura que se obtiene a partir del tensor de
Riemann Rµ

νργ contrayendo todos los ı́ndices:

R = gµνRµν (2.2)

Rνγ = Rµ
νµγ (2.3)

y Λ es una constante conocida como constante cosmológica.
Variando al lagrangiano con respecto a la métrica se obtiene el tensor de

Einstein:

Gµν = Rµν + Λ gµν −
1

2
Rgµν (2.4)

El tensor de Einstein es el único tensor simétrico con divergencia nula
que depende de la métrica y sus derivadas, con las siguientes condiciones:

No aparecen derivadas de la métrica de orden mayor a dos.

El tensor es lineal en las segundas derivadas de la métrica.

9



Caṕıtulo 2. Gravedad de Lovelock y Gauss-Bonnet

Dejando de lado la última condición, es decir permitiendo que en el tensor
resultante aparezcan potencias mayores a uno de las derivadas segundas, se
obtiene el llamado tensor de Lovelock [92]. Este tensor no es lineal en el
tensor de Riemann y difiere del tensor de Einstein solo si el espacio tiempo
tiene dimensiones mayores a 4.

Otra teoŕıa más general seŕıa considerar una combinación lineal de térmi-
nos cuadráticos con parámetros arbitrarios:

S =

∫
dDx

√−g (R− 2Λ + A1R
2 + A2RµνR

µν + A3RµνρσR
µνρσ) (2.5)

sin embargo está acción no satisface la primer condición para valores arbi-
trarios A1, A2 y A3, ya que conduce a ecuaciones de campo con derivadas de
cuarto orden en la métrica.

En conclusión la teoŕıa de Lovelock es la extensión más natural de la
relatividad general en espacio-tiempos de más dimensiones. Asimismo La
teoŕıa de Lovelock para una elección particular de los coeficientes de la acción
puede ser pensada como el análogo gravitacional de la electrodinámica de
Born-Infeld [20].

2.1. La acción de la Teoŕıa de Lovelock

La densidad Lagrangiana en D dimensiones es [92, 58]

L =
N∑

k=0

αk λ
2(k−1) Lk (2.6)

donde N = D
2
− 1 (para D par) y N = D−1

2
(para D impar). En (2.6), αk

y λ son constantes que representan el acoplamiento de los términos en el
Lagrangiano y dan las dimensiones correctas al mismo. Si comparamos este
Lagrangiano con el Lagrangiano cuadrático (2.5), podemos observar que las
tres constantes A1, A2 y A3 son independientes, sin embargo en la teoŕıa
de Lovelock estas constantes no son arbitrarias , sino que están vinculadas
de una manera única y dejando solo un parámetro libre α2. Este v́ınculo
no solo ocurre en los términos cuadráticos sino que ocurre en cada uno de
los términos k-ésimos del Lagrangiano. Ese v́ınculo entre las constantes es
el que garantiza que las derivadas de la métrica de orden más alto a dos se
agrupen en el Lagrangiano como una derivada total, y consecuentemente las
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2.1. La acción de la Teoŕıa de Lovelock

ecuaciones de movimiento no contengan derivadas de tercer orden o mayores
[93].

En (2.6) Lk es

Lk =
1

2k
√−g δi1...i2kj1...j2k

Rj1j2
i1i2

... R
j2k−1j2k
i2k−1i2k

(2.7)

donde Rµ
νργ es el tensor de Riemann en D dimensiones, Rµν

ρσ = gνδ Rµ
δρσ,

g es el determinante de la métrica gµν y δi1...i2kj1...j2k
es la delta de Kronecker

generalizada de orden 2k [98].

Los Lagrangianos hasta segundo orden son [58, 87, 86]

L0 =
√−g (2.8)

L1 =
1

2

√−g δi1i2j1j2
Rj1j2

i1i2
=

√−g R (2.9)

L2 =
1

4

√−g δi1i2i3i4j1j2j3j4
Rj1j2

i1i2
Rj3j4

i3i4
=

√−g (RµνρσR
µνρσ−4RµνR

µν+R2) (2.10)

donde enseguida reconocemos el Lagrangiano usual correspondiente al térmi-
no cosmológico, el Lagrangiano de Einstein-Hilbert y el Lagrangiano de
Lanczos-Gauss-Bonnet [87, 86] respectivamente.

Para dimensiones D = 5 y D = 6 el Lagrangiano de Lovelock es una
combinación lineal de los Lagrangianos de Einstein-Hilbert y del de Lanczos-
Gauss-Bonnet. Las variedades de dimensiones D = 7 y D = 8 incluyen el
Lagrangiano L3, que fue obtenido por primera vez por Müller-Hoissen [99]:

L3 =
1

8

√−g δi1i2i3i4i5i6j1j2j3j4j5j6
Rj1j2

i1i2
Rj3j4

i3i4
Rj5j6

i5i6
=

√−g(R3 + 3RRµνρσRρσµν − 12RRµνRµν + 24RµνρσRρµRσν + 16RµνRνρR
ρ
µ

+24RµνρσRρσµαR
α
µ + 8Rµν

αρR
αβ
νσR

ρσ
µβ + 2RαβρσR

µναβRρσ
µν) (2.11)

En general, si la dimensión es par y la variedad es compacta con métrica
definida positiva, entonces LD/2 es el generador de la caracteŕıstica de Euler
[106] ∫

℧

d2nx Ln =
(−1)n+1 22+n πn n!

(2n)!
χ(℧)

donde χ(℧) son los invariantes topológicos de Euler-Poincaré, los cuales se
anulan en dimensiones impares.

11



Caṕıtulo 2. Gravedad de Lovelock y Gauss-Bonnet

Por lo tanto, la acción geométrica se escribe de la siguiente manera:

S =

∫
dDx L (2.12)

Usando el principio variacional obtenemos el tensor de Lovelock (Gµν),

δS =

∫
dDx δL =

∫
dDx Gµν

√−g δgµν (2.13)

donde la expresión general de Gµν is [92, 94]

Gµ
ν(k) = − 1

2k+1
δµ i1i2....i2k
ν j1j2....j2k

Rj1j2
i1i2

....R
j2k−1j2k
i2k−1i2k

(2.14)

Gµν =
N∑

k=0

αk λ
2(k−1) Gµν(k) (2.15)

donde N = D
2
− 1 para D par o N = D−1

2
para D impar. En el caso en el que

la dimensión es D = 4, Gµν coincide con el tensor de Einstein. Los tensores
de Lovelock para k = 0 y k = 1 son

Gµν(0) = gµν

Gµν(1) = Rµν −
1

2
gµν R

En cinco dimensiones el Lagrangiano es una combinación lineal de los
Lagrangianos de Einstein-Hilbert y Lanczos, y el tensor de Lovelock resulta:

Gµν = Rµν −
1

2
R gµν + Λ gµν − α

[
1

2
gµν (Rρδγλ R

ρδγλ − 4Rρδ R
ρδ +R2)−

2R Rµν + 4Rµρ R
ρ
ν + 4Rρδ R

ρδ
µν − 2Rµρδγ R

ρδγ
ν

]
(2.16)

Para ser precisos, debemos notar que en el tercer término de la (2.16)
estamos abusando con la notación al incluir expĺıcitamente la constante cos-
mológica. Lo escribimos aśı con la intención de indicar claramente la natu-
raleza de cada uno de los términos, a pesar de que la constante Λ está rela-
cionada con las constantes de acoplamiento α0 y λ en (2.15) por la relación
Λ = − α0

2λ2 . La constante de Gauss-Bonnet α = α2λ
2 nos permitirá rastrear

los cambios en las ecuaciones, cuando comparemos con las correspondientes
ecuaciones y soluciones de la relatividad general. La constante de acoplamien-
to α introduce una escala de longitudes lα =

√
4α en la teoŕıa, que representa

f́ısicamente el rango de pequeñas distancias en el que la gravedad de Einstein
resulta corregida por los términos de Gauss-Bonnet.

12
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2.2. Agujeros Negros de Gauss-Bonnet en vaćıo

Las ecuaciones de movimiento para la teoŕıa de Gauss-Bonnet en vaćıo
están dadas por las expresiones:

Gµν = 0 ; µ , ν = 0, 1, 2, 3, 4 (2.17)

que aceptan soluciones con simetŕıa esférica en 5 dimensiones, que en térmi-
nos de un ansatz tipo Schwarzschild, puede escribirse como

ds2 = −fα(r)dt2+
1

fα(r)
dr2+r2dθ2+r2sin2θdχ2+r2sin2θsin2χdφ2 (2.18)

que reemplazando en las ecuaciones de campo lleva a la siguiente ecuación:

− 3

r3
d

dr

(
r2(1− fα(r)) + 2α(1− fα(r))

2
)
+ 2Λ = 16πT 0

0 = 0 (2.19)

donde estamos teniendo en cuenta la posibilidad de que haya materia de-
bido al término T 0

0 cuando busquemos soluciones de no vaćıo. Entonces es
inmediato probar que la siguiente relación funcional se satisface [5]

fα(r)− f0(r) =
2α

r2
(1− fα(r))

2 (2.20)

siendo f0(r) la solución esféricamente simétrica de las ecuaciones de campo
con α = 0, la cual es determinada resolviendo las ecuaciones de Einstein en
cinco dimensiones. El significado de (2.20) puede ser entendido intuitivamente
con el siguiente argumento heuŕıstico: consideremos el potencial gravitatorio
ϕα(r) definido como fα(r) = 1 − 2ϕα(r); entonces, de acuerdo a la relación

anterior, el potencial puede ser escrito como ϕα(r) = ϕ0(r) +
mg(r)

r2
donde la

masa mg aparece debido al potencial gravitatorio y viene dada por mg =
−(lαϕα(r))

2.
En este caso, la solución de las ecuaciones (2.17) es

f±
α (r) = 1 +

r2

4 α
±
√

1 +
M

6 α
+

r4

16 α2
+

Λ

12 α
r4 (2.21)

donde M es una constante de integración.
Para relacionar M con la masa m ADM del agujero negro, debemos

analizar el comportamiento asintótico de la solución. En la región de cam-
po débil, es decir en el ĺımite r → ∞, debemos obtener la solución de

13



Caṕıtulo 2. Gravedad de Lovelock y Gauss-Bonnet

Schwarzschild para el caso Λ = 0. Recordemos que en D dimensiones la
solución de Schwarzschild es [91]:

fD = 1− w

rD−3
(2.22)

con m = (D − 2)wSD−3/(16π), siendo SD−3 la superficie de una (D − 3)-
esfera. Para D = 5 se obtiene w = 16πm/(3S3) = 8m/(3π), y comparando
con el comportamiento asintótico de (2.55) resulta que la masa ADM es
m = π

8
M + 3

4
π α con α > 0 para f−

α y α < 0 para f+
α . Entonces

fα(r) = 1 +
r2

4 α
− r2

4 α

√
1 +

64mα

3π r4
+

4 α Λ

3
(2.23)

Asintóticamente esta solución tiende a la de la relatividad general (2.22) en
5 dimensiones cuando α → 0, como era de esperar:

fGR(r) = 1− 8m

3π r2
− Λ

6
r2 (2.24)

Debemos notar que en el caso que la constante cosmológica no sea nula,
además de tener el término dominante en (2.24), encontramos correcciones
finitas debidas a α en los parámetros del agujero negro [4]. Es decir

fα(r) = 1− 8md

3πr2
− Λd

6
r2 +O(αr−6) (2.25)

donde los parámetros vestidos md y Λd vienen dados por

Λd = Λ

(
1 +

∞∑

n=2

cnµ
n−1

)

md = m

(
1 +

∞∑

n=2

n cnµ
n−1

)

siendo

cn =
(2n− 3)!!

2n−1n!
, µ = −4

3
Λα.

Además en el caso de la solución cargada que discutiremos en la próxima
sección, el parámetro de carga Q recibe correciones similares debido a estos
efectos finitos provenientes de α, resultando

Q2
d = Q2

(
1 +

∞∑

n=2

n cnµ
n−1

)

14



2.2. Agujeros Negros de Gauss-Bonnet en vaćıo

Observemos que el parámetro µ controla el revestimiento del conjunto
completo de los parámetros del agujero negro. La expansión mencionada
anteriormente converge para valores tales que µ < 1. Por otro lado, en el
caso µ > 1 encontramos una expansión diferente, que deviene en el siguiente
revestimiento de los parámetros en el sector r → ∞

md =
m√
|µ|

(
1 +

∞∑

n=2

n cnµ
1−n

)

Podemos ver que el término Newtoniano ∼ mdr
−2 se anula en el ĺımite

|Λα| → ∞. El caso particular µ = 1 lo discutimos más abajo. Además es
posible ver que si se considera el caso αΛ > 0, la constante cosmológica
efectiva en el ĺımite de µ grande resulta ser

Λd =

√
3Λ

α
− 3

2α
+O(1/

√
|µ|) .

Por otro lado, para el caso de constante cosmológica nula (Λ = 0), la
solución (2.23) tiene un horizonte de eventos localizado en

rh =

√
8m

3π
− 2 α (2.26)

cuando m ≥ π α. Por lo tanto, el horizonte puede alcanzar el punto r = 0
para un objeto masivo con m = π α; en este caso r = 0 es una singularidad
desnuda. Si m < π α no hay horizonte.

Una de las diferencias más relevantes entre las soluciones de agujero negro
de la relatividad general y la de la teoŕıa de Lovelock es el hecho que fα(r)
no es singular en el origen. Por el contrario, la métrica es regular en todo el
espacio-tiempo. De la Ec. (2.23) obtenemos

fα(r = 0) = 1−
√

4m

3π α

y, de hecho encontraremos algo similar para el caso de la solución cargada de
Lovelock-Born-Infeld.

Si, el objeto no tiene masa (m = 0), se obtienen la soluciones de de Sitter
(ω < 0 ⇒ Λ > 0) y Anti de Sitter (AdS) (ω > 0 ⇒ Λ < 0) como casos
particulares:
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Caṕıtulo 2. Gravedad de Lovelock y Gauss-Bonnet

f(A)dS(r) = 1 + ω r2

donde ω =
1

4 α

(
1−

√
1 +

4

3
Λ α

)

Otra geometŕıa interesante surge en el caso particular αΛ = −3
4
. En este

punto del espacio de parámetros la solución resulta

fBTZ(r) =
r2

4 α
−M (2.27)

donde hemos considerado Λ < 0, e introducimos la notación M+1 =
√

m
π α

.
Ciertamente, podemos referirnos a esta solución particular de la teoŕıa de
Lovelock como la rama BTZ, debido a que nos remite a la solución de agu-
jero negro BTZ [21, 19, 52, 51]; este es un aspecto que ya ha sido men-
cionada en las referencias [18, 22]. De hecho, la solución (2.27) comparte
muchas de las propiedades del agujero negro en 3 dimensiones, como por
ejemplo las propiedades termodinámicas que mencionaremos en el caṕıtulo
3. El parámetro M en la Ec. (2.27) juega el rol de la masa MBTZ en la solu-
ción BTZ. Cabe destacar que aśı como el espacio-tiempo AdS3 es obtenido
como un caso particular de la geometŕıa BTZ ajustando la masa a un valor
negativo MBTZ = −1, también la solución en 5 dimensiones Anti-de Sitter
es obtenida ajustando al mismo valor de masa M = −1.

Por otro lado, notemos que si tomamos el ĺımite de α grande mientras
mantenemos la condición Λα = −3

4
encontramos que la solución corresponde

a la métrica que representa el borde de AdS5, como ocurre con el agujero
negro BTZ no masivo (MBTZ = 0) que es obtenido haciendo que el agu-
jero negro tridimensional desaparezca . Por lo tanto el paralelismo con las
soluciones en D = 3 resultan ser exactas, ya que la métrica en cinco di-
mensiones obtenida al quedarnos con los términos dominantes en el ĺımite
de borde cercano de AdS5 corresponde también a M = 0 en (2.27), la cual
es precisamente la solución de agujero negro de Lovelock (2.55) con masa
minimal m = πα. Además, una singularidad cónica se presenta en el rango
0 < m < πα (correspondiente a −1 < M < 0) obteniendo aśı una analoǵıa
completa.

Con el objetivo de tener un panorama más general de este tipo de solu-
ciones, describiremos brevemente ciertas teoŕıas de gravedad que son casos
muy particulares de la teoŕıa de Lovelock cuando la dimensión es impar. Es-
tas teoŕıas, que han sido largamente estudiadas, son las llamadas teoŕıas de
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2.2. Agujeros Negros de Gauss-Bonnet en vaćıo

Chern-Simons, y son teoŕıas cuyo lagrangiano de Lovelock admite una for-
mulación en términos de una acción de Chern-Simons. Asimismo las teoŕıas
de Chern-Simons pueden interpretarse como generalizaciones a más dimen-
siones de la gravedad de Einstein en tres dimensiones [130]. La acción de la
teoŕıa se escribe en función de la tétrada eµa , quedando la métrica definida
como gµν = ηabe

a
µe

b
ν , donde los ı́ndices griegos se refieren al espacio-tiempo y

los ı́ndices latinos al espacio tangente. Asimismo debemos definir la 1-forma
asociada a la tétrada ea = eaµdx

µ, la conexión de spin wab = wab
µ dx

µ con
wab

µ = eaν(∂µe
νb+ eλbΓν

λµ) y la 2-forma de curvatura Rab = dwab+wa
c ∧wcb. El

tensor de Riemann, la condición de torsión nula, la condición de invariancia
local de Lorentz y otras propiedades se expresan también en función de la
1-forma de spin, ver para esto las referencias [131, 68, 23, 54]. La acción de
la teoŕıa es

Sk = κ

∫ k∑

p=0

ckpL
(p) (2.28)

donde

L(p) = ϵa1...adR
a1a2 ∧ ... ∧Ra2p−1a2p ∧ ea2p+1 ∧ ... ∧ ead (2.29)

y ckp =
l2(p−k)

d−2p

(
k
p

)
con 1 ≦ k ≦ d−1

2
, siendo d la dimensión del espacio-tiempo.

Para cada valor de k obtenemos distintas teoŕıas, pero todas ellas involu-
cran únicamente a dos constantes fundamentales κ y l que están relacionadas
con la constante de gravitación Gk y la constante cosmológica Λ [54].

El caso k = 2 es la llamada teoŕıa de Chern-Simons, conteniendo so-
lo un parámetro libre l, y se corresponde con el ajuste Λα = −3

4
en las

soluciones obtenidas previamente de la teoŕıa de Gauss-Bonnet (recordemos
que en la teoŕıa de Gauss-Bonnet los parámetros libres eran dos: Λ y α).
Estos valores de α y Λ proveen a la teoŕıa de diferentes escalas de longi-
tudes en las cuales los términos de Gauss-Bonnet predominan sobre los de
Einstein-Hilbert (correción ultravioleta dada por lα ∼ √

α), y el rango donde
el término de constante cosmológica domina a los de Einstein-Hilbert (cor-
rección infraroja dada por lΛ ∼ 1/

√
Λ). Para el caso particular de la teoŕıa

de Chern-Simons (αΛ = −3
4
) ambas escalas de longitudes (las provenientes

de lα y lΛ) son iguales.

Por lo tanto hemos visto que las diferentes regiones en el espacio (Λ, α)
de parámetros, llevan a distintos comportamientos cualitativos de la teoŕıa, y
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Caṕıtulo 2. Gravedad de Lovelock y Gauss-Bonnet

consecuentemente de sus soluciones. En la tabla 2.1 resumimos lo analizado
previamente.

m ̸= 0 m = 0
Λ, α arbitrarios Λα = −3

4
ω > 0 ω < 0 ω = 0

Boulware-Deser Chern-Simons Anti de Sitter de Sitter Minkowski

Tabla 2.1: Soluciones de la teoŕıa para diferentes regiones en el espacio de
parámetros.

2.3. Agujeros Negros con cargas no lineales

Aqúı presentaremos las soluciones de agujero negro de la teoŕıa de Love-
lock para cargas puntuales de dos teoŕıas electromagnéticas no lineales. En
el Apéndice A presentamos el lagrangiano, sus propiedades y otras aplica-
ciones de ambas teoŕıas electromagnéticas, la de Born-Infeld y la teoŕıa de
Hoffmann-Infeld. Las ecuaciones de movimiento quedan:

8πTµν = Rµν − 1
2
Rgµν + Λgµν − α

(
1
2
gµν(RρδγλR

ρδγλ − 4RρδR
ρδ +R2) −

−2RRµν + 4RµρR
ρ
ν + 4RρδR

ρδ
µν − 2RµρδγR

ρδγ
ν

)

donde Tµν es el tensor de enerǵıa-impulso que representa la distribución de
materia.

Reemplazando en el ansatz

ds2 = −gα(r)dt2+g−1
α (r)dr2+r2dθ2+r2sin2θdχ2+ r2sin2θsin2χdφ2 (2.30)

obtenemos las relaciones mencionadas en la sección anterior

− 3

r3
d

dr

(
r2(1− gα(r)) + 2α(1− gα(r))

2
)
+ 2Λ = 16πT 0

0 (2.31)

gα(r)− g0(r) =
2α

r2
(1− gα(r))

2 (2.32)

siendo g0 la solución correspondiente a α = 0, que se obtiene resolviendo las
ecuaciones de Einstein. Cuando la enerǵıa total de la fuente es finita resulta

g0(r) = 1 +
16π

3r2

r∫

0

ds s3 T 0
0(s)−

Λ

6
r2 (2.33)
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Como la enerǵıa total es finita se garantiza el correcto comportamiento New-
toniano en el infinito.

Las teoŕıas electromágneticas no lineales con enerǵıa total finita son car-
acterizadas por una escala de campo b que define una escala t́ıpica de longi-
tudes lb = (e/b)1/3, siendo e la carga del objeto. Consideremos el tensor de
enerǵıa-momento para una carga puntual localizada en el origen, que tiene
la siguiente forma genérica en cinco dimensiones:

T 0
0 (r) = − b2

4πr3
hb(r) (2.34)

Además, en el caso general impondremos la siguiente condición de con-
vergencia:

ĺım
r→0

1

r2

r∫

0

ds hb(s) = δ <∞ ,

∞∫

0

ds hb(s) = γ <∞ (2.35)

Destaquemos primero que estas condiciones no se satisfacen en la elec-
trodinámica de Maxwell. La primer condición en (2.35) corresponde a pedir
que la métrica sea finita cuando consideramos una solución de la gravedad
de Einstein en el caso que tengamos como fuente a una part́ıcula puntual.
Por otro lado, la segunda condición equivale a pedir que la enerǵıa total de
la part́ıcula sea finita.

Una carga de Born-Infeld satisface ambas condiciones (Hoffmann estu-
dió una solución de agujero negro en cuatro dimensiones en el contexto de
la gravedad de Einstein [77]). De todos modos, una carga de Born-Infeld
conduce a δ ̸= 0, lo que significa que la métrica presenta una singularidad
cónica. Hoffmann e Infeld removieron esta singularidad cónica modificando
la electrodinámica de Born-Infeld para obtener δ = 0 [79, 78, 115].

La función radial hb(r) define al tipo de teoŕıa electromagnética que es-
temos analizando. Estudiaremos por separado las soluciones de agujero ne-
gro teniendo en cuenta dos teoŕıas diferentes y sus correspondientes ĺımites
Maxwellianos.

2.3.1. Soluciones con carga de Born-Infeld

El campo eléctrico de una carga puntual en cinco dimensiones en la teoŕıa
de Born-Infeld resulta [4]:
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E(r) =
Q√
r6 + l6b

; lb =

(
Q

b

) 1
3

(2.36)

Una caracteŕıstica fundamental de esta teoŕıa es el carácter finito que tiene
este campo en el origen E(r = 0) = b que resulta ser el máximo valor para
el campo E(r). En este caso la función involucrada en (2.34) es

hb(r) =
√
r6 + l6b − r3 (2.37)

Como mencionamos previamente la enerǵıa de este campo es finita en con-
traste con lo que le ocurre al campo Maxwelliano:

U = 2π2

∞∫

0

T 0
0 r

3 dr =
−b2 L4

√
π

12
Γ

(
− 2

3

)
Γ

(
1

4

)
(2.38)

Reemplazando (2.34) en (2.33) y (2.32) obtenemos la solución a las ecua-
ciones de movimiento (2.30) [4]:

gα(r) = 1+
r2

4 α
ϵ

(
1+

M

6 α
+

(
1

4 α
− 4 b2 − 2 Λ

6

)
r4

4 α
+
2 b2

3 α

r∫

0

ds
√
s6 + l6b

) 1
2

(2.39)
donde M es una constante de integración y ϵ = ±1. La integral dentro de la
ráız cuadrada es una integral eĺıptica incompleta de primera especie F (a, b)
[66], es decir

r∫

0

ds
√
s6 + l6b =

1

4
r
√
r6 + l6b +

3

4
l4b

r
lb∫

0

ds√
1 + s6

(2.40)

donde

r
lb∫

0

ds√
1 + s6

=
1

2 · 3 1
4

F

(
arc cos

[
l2b + (1−

√
3) r2

l2b + (1 +
√
3) r2

]
,
2 +

√
3

4

)

Obtenemos entonces, dos soluciones para la métrica, pero el signo de α
queda determinado al imponer que en el ĺımite r → ∞ se debe recuperar el
potencial Newtoniano en cinco dimensiones

Φ =
4m

3πr2
(2.41)
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obteniendo aśı α > 0 para ϵ = −1 y α < 0 para ϵ = +1. En ese ĺımite la
solución es

gα(r) = 1− 8m

3π r2
(2.42)

con m =
π

8
M +

3

4
π α +

π

2
l4b b

2 γ y

γ =

∞∫

0

dt√
1 + t6

=
Γ
(
1
3

)
Γ
(
7
6

)
√
π

≈ 1,40218 (2.43)

En términos de las masa ADM m, gα(r) queda

gα(r) = 1 +
r2

4 α
− r2

4 α

(
1 +

64m α

3π r4
− 2

3
α (4 b2 − 2 Λ)+

+
8 b2 α

3 r3

√
r6 + l6b −

8 b2 l6b α

r4

∞∫

r

dr√
r6 + l6b

) 1
2

(2.44)

Esta clase de soluciones fueron también estudiadas en la referencia [129].
En el ĺımite α → 0 la solución tiende a

g0(r) ≈ 1−
8
π
m− 2 l4b b

2 γ

3 r2
− Λ

6
r2 − 4 b2

3 r2

r∫

0

dr

(√
r6 + l6b − r3

)
(2.45)

En este ĺımite recuperamos la solución mencionada previamente de la solución
en cuatro dimensiones de Hoffmann [77] con una singularidad cónica en el
origen del agujero negro. Por lo tanto, tomando el ĺımite b → ∞ en la Ec.
(2.45) obtenemos la solución en 5 dimensiones de Reissner-Nordström con
constante cosmológica,

gRN(r) = 1− 8m

3π r2
+

Q2

3 r4
− Λ

6
r2

Por otro lado, tomando el ĺımite b → ∞ in (2.44), también recuperamos
la solución de Lovelock-Maxwell encontrada por Wiltshire en [128]; es decir

gW (r) = 1 +
r2

4α
− r2

4α

[
1 +

64mα

3π r4
− 8Q2α

3r6
+

4Λα

3

] 1
2

(2.46)
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Figura 2.1: Comparación entre la solución de Reisnner-Nordström (RN) y
gα(r) (LBI) [α = 0,1, Q = 1, Λ = 0, b = 1, m = π].

Observemos que debido al teorema de Birkhoff (ver el Apéndice A en
la Ref. [91] y referencias alĺı citadas), este ĺımite no es solo un argumento
heuŕıstico para testear la solución (2.44), sino que representa una condición
necesaria que debe ser probada. Notemos tambien que la solución sin carga
(2.23) también es recuperada en el ĺımite b→ 0.

Volviendo a la solución general (2.44), podemos ver que, al contrario de
lo que ocurre con las soluciones de Schwarzschild y Reissner-Nordström, la
métrica no posee singularidades (Fig. 2.1):

gα(r = 0) = 1−
(

4m

3π α
− b2 l4b γ

2 α

) 1
2

(2.47)

Dependiendo de los valores de los parámetros del agujero negro (carga Q,
masa m, constante de Born-Infeld b y constante de Gauss-Bonnet α) la ráız
cuadrada podŕıa ser imaginaria. Si α > 0 y m ≥ 3π

8
b2 l4b γ = mc la solución

es válida en todo el rango r ≥ 0.

En el caso en que m > mc resulta gα(0) ̸= 1, y la métrica presenta una
singularidad cónica en el origen: mientras que el ecuador mide 2 π r, el radio
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2.3. Agujeros Negros con cargas no lineales

en el ecuador es
r∫

o

dr√
gα(r)

(2.48)

En el caso cŕıtico m = mc se encuentra que gα(0) = 1, desapareciendo la
singularidad cónica de la métrica ya que en este caso se verifica

r∫

o

dr√
gα(r)

≈ r (2.49)

cuando r ≈ 0.
A la inversa, se puede pensar en el valor cŕıticomc de la siguiente manera:

podemos definir un valor cŕıtico

Q2
c = b−1

(
8m

3πγ

)3/2

(2.50)

que representa una cota superior a la carga Q para que la métrica (2.46)
esté bien definida en todo el espacio-tiempo. De esta manera, un valor cŕıtico
para la carga del agujero negro aparece en este contexto como una consecuen-
cia directa de los efectos finitos debidos a b. El rol que juega b es ajustar el
valor cŕıtico Qc → 0 en el régimen Maxwelliano b→ ∞, lo cual es consistente
con el hecho que la geometŕıa del agujero negro de Lovelock-Maxwell no es
regular si m ̸= 0.

Además, los efectos finitos de la constante b actúan en (2.44) como una
especie de constante cosmológica efectiva Λeff (r) = Λ + 2b2(1 − eub(r)), con
u0 = 0 y ĺım

r→∞
ub(r) = 0. Por este motivo se podŕıa inferir que el revestimiento

de los parámetros del agujero negro discutido en la sección anterior podŕıa
llegar a recibir contribuciones debido a la presencia de b. Sin embargo no
es este el caso, como puede verificarse observando que no aparecen términos
cuadráticos que dependan de b cuando se expande el lado derecho de la
ecuación (2.44).

En esta geometŕıa la posición del horizonte de eventos rh queda determi-
nada por gα(rh) = 0, obteniendo de esta manera

r2h =
8m

3π
− 2α− r4h

12
(4 b2 − 2Λ)+

b2

3
rh

√
r6h + l6b − b2 l4b

∞∫

rh/L

dt√
1 + t6

(2.51)
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Figura 2.2: Posición del horizonte de eventos (eje vertical) en función de la
masa del agujero negro (eje horizontal) para diferentes valores de b y en el
caso de Reissner-Nordström (RN) [α = 0,5, Q = 3, Λ = 0].

y por lo tanto para Λ = 0 y m > mc + π α solo existe un horizonte. Si
m ≤ mc+πα la solución es similar a la de Reissner-Nordström, en el sentido
que puede haber dos horizontes. Cuando se satisface la igualdad uno de los
horizontes se encuentra localizado en el origen (ver Ec. (2.47)). La figura 2.2
muestra la posición del horizonte (rh) como una función de la masam para los
casos de los agujeros negros de Lovelock-Born-Infeld y Reissner-Nordström
(b→ ∞).

Estos gráficos exhiben la diferencia crucial que existe entre el agujero
negro de Lovelock-Born-Infeld y el de Reissner-Nordström; a saber, el hecho
que para una carga Q dada existe un valor finito para la masa m del agujero
negro tal que la geometŕıa del mismo presenta únicamente un horizonte,
debido a que el horizonte interno alcanza el origen. Esta mejora de la región
bordeada por el horizonte interno y por el externo, depende del parámetro b
y representa una de las principales distinciones de las geometŕıas de agujero
negro en ambas teoŕıas. Además la figura 2.2 muestra que la configuración
extremal r+ = r−, que se traduce en una complicada expresión en términos
de los parámetros m,Q, α y b, experimenta un desplazamiento para valores
finitos de b con respecto a la configuración de Reissner-Nordström m2 =
π2

3
Q2. En la figura 2.3 se muestran diferentes comportamientos de la solución
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Figura 2.3: Gráficos de gα(r) para diferentes valores de b, para m < mc:
[m = 2, α = 0,5, Q = 1, b = 2, Λ = 0], para m = mc [m = 3,49, α = 0,5,
Q = 1, b = 2, Λ = 0] y en el caso m > mc [m = 5, α = 0,5, Q = 1, Λ = 0].

gα(r) para distintos valores de b. Este parámetro controla el comportamiento
cualitativo cercano al origen. La métrica para el caso subcŕıtico (m < mc)
no está bien definida en todo el espacio-tiempo.

2.3.2. Soluciones con carga de Hoffmann-Infeld

Como se menciona en el Apéndice A el campo de una carga de Hoffmann-
Infeld es:

E(r) =
Qr3

r6 + l6b
(2.52)

Para esta teoŕıa la función hb(r) de (2.34) resulta ser

hb(r) =
1

2
r3 log(1 + l6br

−6) , (2.53)

Podemos ver que en este caso el valor γ de las condiciones de convergencia
(2.35) es

γ =
πl4b
4
√
3

(2.54)
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Caṕıtulo 2. Gravedad de Lovelock y Gauss-Bonnet

Reemplazando en la expresión general (2.33) y (2.32) obtenemos la solución
a las ecuaciones de movimiento:

gα(r) = 1 +
r2

l2α
+ ϵ

r2

l2α

[
1 +

4b2l2α
3r4

r∫

0

ds s3 log(1 + l6bs
−6) +

l2α
l2Λ

] 1
2

(2.55)

donde ϵ = ±1, l2α = 4α y l2Λ = 3/Λ. Por lo tanto obtenemos

ĺım
r→0

gα(r) = 1 (2.56)

para cualquier valor finito δ. Observemos que este es el agujero negro de
Deser-Boulware [36, 128] pero con carga de Hoffmann-Infeld.

Además en el ĺımite r/lα grande se obtiene el siguiente comportamiento
asintótico:

gα(r) = 1 + λϵr
2 +

4ϵe2

3l6br
2

r∫

0

ds
1

2
s3 log(1 + l6bs

−6) + ... (2.57)

con λϵ = (1+ ϵ)/l2α+ ϵ/2l
2
Λ y los puntos se refieren a órdenes mayores en lα/r

(como aśı también a órdenes subsiguiente en lα/lΛ). Es más, si se toma el
ĺımite para valores grandes de r/lb de la métrica , encontramos

gα(r) = 1 + λϵr
2 − 2mϵ

πr2
+ ... (2.58)

una vez que las masa es identificada como mϵ = −ϵ2π2e2γ
3l6

b

. A la inversa, si

primero tomamos el ĺımite b→ ∞ (es decir lb/r → 0) y luego exploramos el
comportamiento asintótico, la geometŕıa resultante es:

gα(r) = 1 + λϵr
2 − ϵ

e2

3r4
+ ... (2.59)

que por ejemplo, en el caso ϵ = +1 corresponde a un agujero negro donde
el término de constante cosmológica es el dominante λ ∼ l−2

α y un término
de Reissner-Nordström ∼ −e2/r4 con el signo incorrecto. Esta caracteŕıstica
imita a un agujero negro cargado sin masa con carga eléctrica imaginaria;
aunque debemos enfatizar que el mecanismo que lleva a obtener esta métrica
es substancialmente diferente del que lleva a obtener agujeros negros con un
término análogo correspondiente a una carga tidal, ver [56].
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2.3. Agujeros Negros con cargas no lineales

Es relativamente simple verificar que si consideramos efectos de órdenes
subsiguientes en potencias de lα/lΛ, la masa de (2.55) viene dada por

m =
2πb2γ

3

(
1 +

∞∑

n=2

(2n− 3)!!

2n−1(n− 1)!
(−l2α/l2Λ)n−1

)
(2.60)

con lα < lΛ y donde aparece manifiestamente el revestimiento del término
Newtoniano debido a la presencia de la constante cosmológica Λ [4].

Este efecto de revestimiento es caracterizado por la expansión en poten-
cias del parámetro adimensional l2α/l

2
Λ. Además, el valor espećıfico del primer

término de la expansión es el requerido para que la métrica sea regular en
r = 0.

Por otro lado, para el valor espećıfico l2α = −l2Λ ⇒ αΛ = −3
4
(α > 0,

Λ < 0), la solución tiene un comportamiento diferente, siendo su expresion:

gα(r) = 1 +
r2

l2α
+ c(r) (2.61)

donde la función c(r) es

c2(r) =
8b2

3l2α

r∫

0

ds
1

2
s3 log(1 + l6bs

−6) (2.62)

Esta métrica corresponde a un espacio-tiempo asintóticamente Anti-de
Sitter en cinco dimensiones. Esto se debe al valor finito

c2(∞) =
8b2γ

3l2α
(2.63)

en infinito. Las geometŕıas (2.62) presentan horizonte de eventos y están
ı́ntimamente relacionadas con las soluciones de agujeros negros de la gravedad
de Chern-Simons.

La solución cargada de Hoffmann-Infeld (2.55) comparte varias propiedades
con la del modelo de Born-Infeld, por ejemplo la existencia de agujeros negros
cargados con un único horizonte. Sin embargo la estructura de los horizontes
en ambas teoŕıas ciertamente es diferente (ver Fig. 2.4 y la solución análoga
presentada en [129]), es decir el hecho que el radio interno r− disminuye a
medida que la masa m aumenta (para un valor fijo de la carga e) es mu-
cho más evidente para el agujero negro de Hoffmann-Infeld. Asimismo si se
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Figura 2.4: Posición del horizonte de eventos en función de la masa del agujero
negro para diferentes valores del parámetro b [ α = 0,5, e = 1, Λ = 0 ].
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Figura 2.5: Función gα(r) para ambos casos, Hoffmann-Infeld (HI) y Born-
Infeld (BI) [ α = 0,1, e = 1, Λ = 0].
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2.4. Otras soluciones de la teoŕıa de Gauss-Bonnet

compara la solución (2.55) y la correspondiente al agujero negro de Lovelock-
Born-Infeld, es factible verificar que en ambas teoŕıas gα(r) puede ajustarse
a 1 en el origen r = 0. No obstante en el caso de las soluciones de Lovelock-
Hoffmann-Infeld encontramos que dgα(r)/dr se anula cuando r → 0, a difer-
encia del caso Lovelock-Born-Infeld en el que tiende a −∞ (en la figura 2.5 se
manifiesta esta diferencia entre ambas soluciones en el origen). Esto se debe
a que las correcciones a distancias cortas a la teoŕıa de Maxwell involucradas
en el modelo de Hoffmann-Infeld son, en algún sentido, más fuertes que las
correspondientes correcciones del caso de Born-Infeld.

2.4. Otras soluciones de la teoŕıa de Gauss-

Bonnet

En esta sección mostraremos a modo de ejemplo otras soluciones a la
teoŕıa de gravedad de Gauss-Bonnet que no han sido estudiadas en este
trabajo. Es interesante mencionar estas soluciones para mostrar la riqueza
subyacente en el espectro de soluciones de la teoŕıa de Lovelock.

2.4.1. Agujeros Negros topológicos

La acción (2.13) admite otro tipo de soluciones a las estudiadas previa-
mente. Para esto consideremos un ansatz más general que el considerado en
la secciones 2.2 y 2.3 en d dimensiones. Asumamos que la métrica es:

ds2 = −f 2
k (r)dt

2 + f−2
k (r)dr2 + r2dΣ2

d−2 (2.64)

donde dΣ2
d−2 corresponde a una variedad de dimensión d − 2 con curvatura

R = (d− 2)(d− 3)k y de volumen Σk. Notemos que este cambio corresponde
a modificar en (3.67) la variedad base que correspond́ıa a una esfera de di-
mensión d − 2 por esta nueva variedad base dΣ2

d−2 con curvatura constante
pero no necesariamente positiva, dependiendo su signo del signo de k.

Consideremos ahora el caso de la teoŕıa de Gauss-Bonnet en cinco di-
mensiones. Notemos que en este caso ∂

∂t
es un vector de Killing temporal,

ortogonal a las variedades 4-dimensionales que se obtienen como el produc-
to entre R y la variedad base Σ3. Planteando las ecuaciones de campo y
resolviéndolas obtenemos que [41]:

f 2
k (r) = k +

r2

4α

(
1±+

√
1 +

128παM

3Σkr4
+

4

3
αΛ

)
(2.65)
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Caṕıtulo 2. Gravedad de Lovelock y Gauss-Bonnet

siendo α la constante de Gauss-Bonnet, Λ la constante cosmológica y M
la masa de la solución. La solución con k = 1 (simetŕıa esférica) f 2

1 (r) fue
mencionada en las secciones anteriores y corresponde a la de Boulware-Deser
[36]. En los casos k = 0 y k = −1 se obtienen los llamados agujeros negros
topológicos.

En [59] se analizan en detalle estas geometŕıas en cinco dimensiones sin
asumir ninguna condición a-priori sobre el ansatz (2.64). Alĺı muestran que
para ciertos valores de α , la variedad base debe tener curvatura constante.
Asimismo en [122] se estudian estos agujeros negros topológicos en el caso en
el que tengan una carga de Maxwell.

Otras geometŕıas con interesantes caracteŕısticas surgen al estudiar estos
agujeros negros topológicos en n dimensiones, en un espacio-tiempo M4 ×
Hn−4, siendo M4 una variedad tetradimensional y Hn−4 una variedad de
dimensión n − 4 con curvatura constante. Esta solución de agujero negro
n-dimensional, con n− 4 dimensiones compactas es el llamado agujero negro
de Kaluza-Klein [95]. La solución encontrada en [95] tiene dos parámetros
libres y se aproxima asintóticamente a la de un agujero negro cargado, en
un espacio-tiempo de Anti de Sitter, con la peculiaridad que para distan-
cias grandes el término de Gauss-Bonnet actúa como una fuente puntual de
Maxwell.

2.4.2. Agujeros de gusano

La teoŕıa de Gauss-Bonnet admite también como soluciones los llamados
agujeros de gusano. Estas geometŕıas poseen la particularidad de conectar
dos regiones del espacio-tiempo desconectadas asintóticamente. Si bien estas
soluciones existen en relatividad general, se precisa de materia cuyo tensor
de enerǵıa-momento viola las condiciones de enerǵıa en la garganta del agu-
jero de gusano, es decir en la región donde se conectan ambas soluciones.
Sin embargo la teoŕıa de Lovelock permite que existan estas soluciones aún
sin materia. En la referencia [70] probaron que era posible construir estas
geometŕıas en la teoŕıa de Gauss-Bonnet sin tener que violar las condiciones
de enerǵıa, asimismo obtuvieron las condiciones de juntura en la garganta
del agujero de gusano para la teoŕıa de Lovelock, condiciones que vienen a
reemplazar las condiciones de Israel de la relatividad general [82].

En [69] se estudian estas soluciones de agujeros de gusano en vaćıo, que
conectan dos espacios asintóticamente Anti de Sitter. Es decir que el tensor
de enerǵıa-momento inducido en la garganta del agujero de gusano se anula.
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Se proponen soluciones estáticas con simetŕıa esférica, y con condiciones de
contorno que respeten también esta simetŕıa para cada una de las dos regiones
M1 y M2 separadas por una hipersuperficie temporal Σ localizada en r =
a(τ). Las métricas en cada una de las regiones son:

ds21,2 = −f 2
k1,2

(r)dt2 + f−2
k1,2

(r)dr2 + r2dΣ2
3 (2.66)

donde f 2
k1

y f 2
k2

están dadas por (2.65). La métrica inducida en Σ resulta:

ds2 = −dτ 2 + a2(τ)dΣ2
3 (2.67)

De las condiciones de juntura se obtiene el radio de la garganta del agujero
de gusano y su masa, teniendo aśı una solución estática en vaćıo.

Existen otras soluciones con geometŕıas de agujeros de gusano dentro del
marco de la teoŕıa de Lovelock. Por ejemplo en [59] encuentran una nueva
clase de agujeros de gusano que conectan una variedad asintóticamente Anti
de Sitter de un lado de la garganta, con otro espacio-tiempo no trivial con
curvatura no nula.

Recientemente [7] se han utilizado estas soluciones en el contexto de la
correspondencia AdS-CFT [96]: la idea del trabajo citado es estudiar el com-
portamiento de cuerdas abiertas con sus dos extremos localizados en uno
de los espacios asintóticos AdS del agujero de gusano o con cada extremo
localizados en cada una de las dos variedades AdS opuestas que están conec-
tadas por el agujero de gusano. En ambos casos analizan las soluciones con
las cuerdas enteramente contenidas en una de las regiones M1 y con cuerdas
que cruzan la garganta del agujero de gusano. Utilizando la correspondecia es
posible caracterizar a las teoŕıas cuánticas de campos duales a las soluciones
de cuerdas abiertas que habitan en estas geometŕıas de agujeros de gusanos
con dos variedades asintóticamente AdS. En particular, haciendo uso de que
ambas regiones asintóticas de los espacios AdS están conectadas por una
cuerda abierta, se obtiene la forma de la interacción de las dos teoŕıas de
campos duales en el espacio R×Σ3: la simetŕıa conforme de ambas teoŕıas se
rompe en la escala de longitudes asociada a Σ3 (lΣ3 ≈

√
k). Del cálculo del

valor de expectación del tensor de enerǵıa-momento en el borde, se infiere
como afecta la masa del agujero de gusano en el valor de expectación del
mismo tensor de ambas teoŕıas de gauge interactuantes.

Como hemos visto, la teoŕıa de Lovelock propone una variedad amplia
de soluciones con nuevas caracteŕısticas propias de la teoŕıa, incorporando
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Caṕıtulo 2. Gravedad de Lovelock y Gauss-Bonnet

además las generalizaciones a más dimensiones de las soluciones de la rela-
tividad general. Con respecto a esto existe una excepción, y se trata de la
solución rotante, ya que aún no se ha encontrado el análogo a la geometŕıa
de Kerr en la teoŕıa de Lovelock. Existen ciertas evidencias de que este tipo
de soluciones debeŕıan existir, como muestran en el trabajo [9], aunque la
solución presentada alĺı no corresponde a un agujero negro ya que no presen-
ta ningún horizonte de eventos. Por otro lado, si el propósito es que la teoŕıa
de Lovelock sea una teoŕıa de Gravedad alternativa a la relatividad general
en más dimensiones, uno esperaŕıa que existan soluciones de agujeros negros
rotantes para completar el catálogo de geometŕıas posibles.

En el próximo caṕıtulo presentaremos un repaso histórico de las ana-
loǵıas de las leyes de agujeros negros con la termodinámica, como aśı tam-
bién mostraremos el formalismo geométrico que define a los conceptos ter-
modinámicos de teoŕıas de gravedad, en particular la teoŕıa de Lovelock, y
analizaremos las propiedades termodinámicas de las soluciones de agujeros
negros que hemos estudiado.
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Capı́tulo 3

Termodinámica de agujeros negros

A lo largo de los últimos 40 años de estudios en el tema de agujeros negros
dentro del marco de la relatividad general se ha ido aprendiendo que existe
una relación profunda y fundamental entre la gravedad, la termodinámica y
la teoŕıa cuántica. El punto donde estas tres ramas de la f́ısica confluyen es en
la termodinámica de agujeros negros, donde ciertas leyes de la mecánica de
agujeros negros son de hecho las leyes ordinarias de la termodinámica apli-
cadas a un sistema que contiene un agujero negro. Por otro lado, clásicamente
los agujeros negros son objetos que no emiten nada, sin embargo dentro del
marco de una teoŕıa cuántica emiten radiación con un espectro térmico.

Comenzaremos mostrando los argumentos heuŕısticos de Bekenstein [26,
27] para definir las magnitudes termodinámicas de agujeros negros y la poste-
rior comparación entre las leyes de la termodinámica y la leyes de la mecánica
de agujeros negros. Repasaremos también los conceptos introducidos por
Bardeen, Carter y Hawking [25] que profundizan esta analoǵıa presentándola
de una manera sistemática. Luego describiremos el desarrollo geométrico que
formaliza los conceptos termodinámicos en teoŕıas covariantes de gravedad,
y en particular en la teoŕıa de Lovelock. Aplicando estos resultados calcu-
laremos estas magnitudes termodinámicas para las soluciones obtenidas en el
caṕıtulo anterior, haciendo hincapié en las diferencias sustanciales que surgen
en la teoŕıa de Lovelock, sobre todo en lo que respecta al tiempo de evapo-
ración de un agujero negro. Finalmente mostraremos la relación entre estos
conceptos y la radiación cuántica de un agujero negro.
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3.1. Entroṕıa de Bekenstein

En los trabajos [26, 27] Bekenstein inicia el estudio de la termodinámica
de agujeros negros, utilizando diversos argumentos heuŕısticos basados en
ciertos teoremas sobre la mecánica de agujeros negros de Floyd, Penrose,
Christoloulou y Hawking. Asimismo se basa en la teoŕıa de la información
como describiremos mas adelante.

En la década del 70 se sab́ıa que los agujeros negros teńıan una tendencia
a aumentar la superficie del área del horizonte de eventos bajo ciertas trans-
formaciones, como por ejemplo en el proceso de Penrose [109] en el cual se
extrae enerǵıa de un agujero negro de Kerr. Asimismo en [49, 50] se muestra
que ningún proceso en el cual el estado final es la captura de una part́ıcula
por un agujero negro de Kerr puede devenir en una disminución de la masa
del mismo, implicando entonces que en la mayoŕıa de los procesos el área
debe aumentar.

Desde otro punto de vista Hawking dió una prueba más general de que
el área de un agujero negro no puede disminuir en proceso alguno [74]. Para
un sistema de varios agujeros negros el teorema de Hawking implica que si
este conjunto de agujeros negros colapsa y se forma un único agujero negro,
el área del agujero negro resultante no puede ser menor o igual que la suma
de las áreas iniciales:

Afinal >
n∑

i=1

Ai (3.1)

siendo Ai =
1
8π
mi(mi +

√
m2

i − a2i ) el área del horizonte de eventos de un
agujero negro de masa mi e impulso angular ai.

Es decir que los cambios producidos en un agujero negro o en un sistema
de ellos se producen en la dirección en la cual el área del horizonte aumenta.
Este es el mismo comportamiento que se da en un sistema termodinámico
cerrado en el cual las transformaciones se dan en la dirección en la cual
crece la entroṕıa del sistema . Esta es una consecuencia de la segunda ley
de la termodinámica, que como veremos en el caṕıtulo siguiente, da lugar a
la llamada flecha del tiempo termodinámica. Todo esto sugeŕıa que podŕıa
resultar útil para el estudio de la mecánica de agujeros negros considerar el
punto de vista termodinámico. Esta fue la idea que dió lugar a los trabajos
de Bekenstein [26, 27] que resumiremos en los párrafos siguientes.
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M3

M1 M2

Figura 3.1: Representación de la inecuación (3.1) de la formación de un agu-
jero negro M3 a partir de dos agujeros negros de masas M1 y M2.

3.1.1. Analoǵıa con la primera ley

La primera ley de la termodinámica afirma que

dE = TdS − PdV (3.2)

Teniendo en cuenta una de las soluciones de agujero negro de las ecuaciones
de Einstein, la solución de Kerr-Newman, el área del horizonte de eventos
resulta:

A = 4π(2Mr+ −Q2) (3.3)

siendo M la masa, r+ = M +
√
M2 −Q2 − a2 la posición del horizonte de

eventos externo, a = J/M , J el impulso angular y Q la carga. Diferenciando
(3.3) y despejando dM se obtiene

dM =
Θ

4π
dA+ ΩidJi + ΦdQ (3.4)

con Θ = π(r+ − r−)/A, Ωi = 4πai/A y Φ = 4πQr+/A. La expresión (3.4)
es la análoga a la expresión (3.2). Los términos ΩidJi y ΦdQ representan
el trabajo hecho sobre el agujero negro por agentes externos que aumentan
el impulso angular y la carga en un factor dJi y dQ respectivamente. La
suma de estos dos términos ΩidJi +ΦdQ es el análogo de −PdV , es decir el
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Caṕıtulo 3. Termodinámica de agujeros negros

trabajo hecho sobre el sistema termodinámico. Las cantidades Ω y Φ juegan
el rol de la velocidad angular y el potencial electrostático del agujero negro
respectivamente [26]. La cantidad A/4π se asemeja a la entroṕıa en (3.2).
Para cualquier cambio en el agujero negro dA > 0 mientras que para cualquier
cambio en un sistema termodinámico cerrado dS > 0. Además es claro de
la definición de Θ que es una cantidad siempre positiva, siendo el análogo
de la temperatura T . Por supuesto que hasta ahora es solo una analoǵıa,
y esto es evidente del hecho de que las dimensiones de la entroṕıa y del
área son diferentes. Bekenstein utilizó como argumento heuŕıstico la teoŕıa
de la información, para encontrar aśı una expresión que al menos tuviera las
mismas dimensiones que la entroṕıa.

3.1.2. Teoŕıa de la información y entroṕıa

La entroṕıa en la teoŕıa de la información da una medida de la falta de
información acerca de la configuración interna en la cual se encuentra cierto
sistema. Si pn es la probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado
ψn, la entroṕıa asociada con el sistema viene dada por la fórmula de Shannon:

S = −
∑

n

pn ln pn (3.5)

Cabe notar que la entroṕıa de Shannon es adimensional, esto significa que
estamos midiendo la temperatura en unidades de enerǵıa, y por lo tanto la
constante de Boltzmann resulta adimensional. Si con el transcurso del tiempo
se obtiene nueva información sobre el sistema, esta actualización se traduce
en restricciones para los valores de pn. Estas restricciones derivan siempre en
una disminución de la entroṕıa (3.5). Si ∆I es la nueva información adquirida
que se corresponde con una disminución ∆S en la incerteza sobre el estado
interno del sistema, entonces se verifica [39]

∆I = −∆S (3.6)

Un ejemplo t́ıpico de esta situación es un gas ideal en un recipiente que es
comprimido isotérmicamente (Fig. 3.2). La entroṕıa en este proceso dismin-
uye, S2 < S1, y la información sobre la localización del gas es mayor luego de
la compresión, es decir hay mayor precisión en la ubicación de las moléculas
del gas al final del proceso, ∆X2 < ∆X1.

En el contexto de la teoŕıa de la información la segunda ley se traduce en
que la entroṕıa de un sistema termodinámico fuera del equilibrio aumenta
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GAS
IDEAL

GAS
IDEAL

ISOTÉRMICO

1 2

ΔX1 ΔX2

Figura 3.2: Proceso en el cual un gas es comprimido isotérmicamente.

porque la información acerca de la configuración interna del sistema se pierde
en la evolución, esto es debido a que se diluyen los efectos de las condiciones
iniciales del sistema. Es posible que un agente externo produzca una dismin-
ución en la entroṕıa del sistema al adquirir información acerca del estado
interno. El ejemplo t́ıpico es el llamado demonio de Maxwell [39]. Pero ine-
vitablemente al adquirir cierta información ∆I acerca del sistema, el agente
externo provoca un aumento en la entroṕıa del resto del universo que excede
∆I.

Hemos estado hablando de la cantidad ∆I en los párrafos anteriores;
para esto necesitamos una manera precisa de cuantificar la información. En
la teoŕıa de la información se define como unidad de información al bit: es
la información que se tiene cuando se conoce con precisión la respuesta a
una pregunta por si o por no (entroṕıa nula). De acuerdo a (3.6) un bit
corresponde a la máxima entroṕıa asociada con una pregunta por si o por
no, es decir el valor de la entroṕıa cuando no existe información disponible
para responder la pregunta. En el ejemplo de la pregunta por si o por no,
la expresión (3.5) es una combinación lineal de dos términos, −(psi ln psi +
pno ln pno) donde psi y pno son las probabilidades que las respuestas sean si
y no respectivamente. El máximo de (3.5) se obtiene cuando psi = pno =

1
2
,

aśı que un bit corresponde a ln 2 de información de acuerdo a la definición
de Shannon.
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3.1.3. Propuesta de Bekenstein para la entroṕıa de un

agujero negro

La descripción macroscópica de un sistema termodinámico en equilibrio
es caracterizada por ciertos parámetros termodinámicos (temperatura, pre-
sión, etc.). Un agujero negro es descripto de la misma manera que un sistema
termodinámico, por ejemplo para el de Kerr-Newmann un observador exter-
no precisa solo de tres parámetros: la carga, la masa y el impulso angular.
Pero el hecho que dos agujeros negros posean los mismos valores en los tres
parámetros no significa que posean la misma configuración interna, uno de
ellos puede haberse formado debido al colpaso de una estrella común y el
otro de una estrella de neutrones por ejemplo. En esta ĺınea de razonamien-
to es donde encaja la entroṕıa comentada en la sección anterior: podemos
introducir entonces el concepto de entroṕıa de un agujero negro como una
medida de la falta de información que un observador externo tiene sobre la
configuración interna del mismo. Esta entroṕıa se refiere entonces a una clase
de equivalencia de todos los agujeros negros que tienen la misma masa, carga
e impulso angular. En la Sección 3.1.1 hab́ıamos visto de la analoǵıa, que la
cantidad A/(4π) jugaba el rol de la entroṕıa. Para ser más general Bekenstein
supuso que la entroṕıa S es una función lineal creciente de esa cantidad:

S = γA/4π (3.7)

El argumento que utilizó para justificar esta elección es que si uno tiene dos
agujeros negros distantes, la entroṕıa es la suma de las de cada uno, pero
si estos colapsan para formar uno la entroṕıa final es mayor. Si en vez de
elegir (3.7) escogiéramos por ejemplo S = (A/4π)

1
2 la consecuencia en el

caso de Schwarzschild seŕıa que la masa final excedeŕıa a la inicial, y esto
contradeciŕıa el hecho de que la masa final disminuye debido a la radiación
gravitatoria.

La constante γ tiene unidades de (longitud)−2. Como en relatividad gene-
ral no existe una constante con tales unidades, Bekenstein apeló a la cuántica
tomando γ = η~−1 donde η es una constante adimensional y ~ es la longi-
tud de Planck al cuadrado. El argumento para encontrar el valor de η es
el siguiente: consideremos una part́ıcula de radio b y masa µ que cae en un
agujero negro de Kerr. Durante este proceso la variación mı́nima en el área
del horizonte es [26]:

∆Amin = 8πµb (3.8)
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Acotando el radio de la part́ıcula con la longitud de Compton ~µ−1 y con el
radio gravitatorio 2µ, se obtiene una cota inferior para el valor de la variación
mı́nima del área (3.8) igual a

∆Amin = 8π~ (3.9)

Por otro lado el mı́nimo de información que puede perderse en este proceso es
la respuesta a la pregunta: ¿existe la part́ıcula?. Antes de caer en el horizonte
la respuesta es si, mientras que una vez dentro la respuesta a la pregunta es
no se sabe, dado que el estado interno es desconocido. Es decir que según la
teoŕıa de la información se pierde un bit de información, es decir una variación
mı́nima en la entroṕıa de Shannon de ln 2. Insertando el valor mı́nimo (3.9)
en (3.7) e igualando a ln 2 se obtiene η = 1

2
ln 2 y consecuentemente

S =
1

8π
ln 2 ~A (3.10)

Como mencionaremos más adelante el valor correcto de η no es el obtenido
arriba. En el trabajo original de Bekenstein el se percata de esto aclarando
que se debeŕıa hacer el cálculo completo desde el punto de vista cuántico, co-
mo veremos en la Sección 3.5. De todos modos es sorprendente que con estos
argumentos heuŕısticos se llegue a una expresión tan cercana a la entroṕıa
de un agujero negro.

3.1.4. Generalización de la segunda ley

Si tenemos cierto sistema con algún valor de entroṕıa S que traspasa
el horizonte de eventos de un agujero negro, la entroṕıa asociada con el
universo visible disminuiŕıa. Sin embargo el crecimiento del área del agujero
negro compensa la entroṕıa perdida debido a la desaparición del sistema, de
una manera irreversible. Bekenstein conjeturó que la segunda ley debiera ser
generalizada, incluyendo la entroṕıa de la región externa: la entroṕıa total, es
decir la del agujero negro más la de la región externa, nunca disminuye. La
intrepretación es la siguiente: la entroṕıa S del sistema que entra en la región
interna se debe a la incerteza debido a la falta de conocimiento que se tiene
de su configuración interna. Cuando el sistema se encuentra fuera del agujero
negro se tiene la opción de eliminar esta incerteza haciendo alguna medición
sobre el sistema hasta obtener una cantidad de información que sea igual
a S. Sin embargo cuando el sistema traspasó el horizonte de eventos esto
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ya no es posible, y la información acerca de la configuración del sistema ha
pasado a ser inaccesible. Por esto se espera que la entroṕıa del agujero negro
aumente en esta cantidad S. Incluso el aumento puede ser mayor debido a
que cualquier información disponible de antemano se pierde también una vez
que el sistema cae en el agujero negro.

La segunda ley generalizada podŕıa ser expresada de la siguiente manera:

∆SAN +∆SEX = ∆(SAN + SEX) > 0 (3.11)

siendo SAN y SEX la entroṕıa del agujero negro y la de la región externa
respectivamente. En el trabajo [26] se muestran dos ejemplos donde se calcu-
lan explicitamente estas entroṕıas para dos sistemas diferentes: un oscilador
armónico y un rayo de luz que traspasan el horizonte de eventos de un agujero
negro de Kerr.

En un trabajo posterior [27] Bekenstein continua estudiando la segunda
ley generalizada pero desde un punto de vista más general y no para un agu-
jero negro de Kerr únicamente, obteniendo una cota inferior para la variación
de la entroṕıa asociada con un agujero negro.

Poco tiempo después, Bardeen, Carter y Hawking [25] mostraron de una
manera sistemática la analoǵıa propuesta por Bekenstein entre ciertas leyes
de la f́ısica de agujeros negros en relatividad general y las leyes de la ter-
modinámica. En la sección siguiente repasaremos los conceptos fundamen-
tales introducidos en [25] como paso previo para definir las propiedades ter-
modinámicas en teoŕıas mas generales de gravedad.

3.2. Las cuatro leyes de la mecánica de agu-

jeros negros en Relatividad General

La mecánica de agujeros negros está gobernada por cuatro leyes simples
que relacionan ciertas cantidades significativas. Tres de estas cantidades re-
sultan ser familiares en relatividad general, y corresponden a la masa, la
carga y el impulso angular. La cuarta cantidad es un concepto geométrico
y es el área del horizonte de eventos. La quinta no es tan familiar y es la
llamada gravedad superficial, que discutiremos en la sección siguiente. Con
estos cinco parámetros es posible dar una descripción completa de un agujero
negro estacionario y, como veremos, la descripción resultará más sencilla que
si utlizáramos el conjunto de soluciones de las ecuaciones de Einstein.
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General

3.2.1. Gravedad Superficial

Es muy común decir que un agujero negro es una región del espacio-
tiempo donde la gravedad es tan fuerte que nada puede escapar de el. Para
esto es necesario que exista cierta región del espacio-tiempo en la cual se pue-
da contemplar tal escape. En el caso de un espacio-tiempo asintóticamente
plano, tal zona es la región asintótica cerca del infinito . La región corres-
pondiente al agujero negro B de un espacio-tiempo asintóticamente plano
(M, gab) se define como [125]:

B =M − I−(I+) (3.12)

donde I+ es el infinito futuro nulo e I− es el pasado cronológico. Es decir que
el término I−(I+) corresponde al pasado de todos los eventos que ocurren en
el borde del espacio-tiempo, a distancias y tiempos infinitos. Esta definición
captura la caracteŕıstica esencial de un agujero negro, esto es, que es una
región completamente separada causalmente del resto del universo de la cual
ni materia, ni enerǵıa pueden escapar.

El horizonte de eventos H es el borde de B, que representa la frontera a
partir de la cual el futuro de todos los observadores dentro de esta zona queda
contenido en la misma zona. Para una espacio-tiempo de cuatro dimensiones
corresponde a una superficie de dos dimensiones que encierra cierto volumen
en cada instante de tiempo.

Suponiendo ahora que un espacio-tiempo (M, gab) asintóticamente plano
contiene un agujero negro B, se dice que el mismo es estacionario si existe
un grupo de isometŕıas de un parámetro generadas por un campo de Killing1

ξa que es asintóticamente de tipo temporal. Si además de ser estacionario,
se verifica que ξa es ortogonal a una hipersuperficie, se dice que el agujero
negro es estático. En este caso existe una isometŕıa de reflexión temporal a
lo largo de cada una de las hipersuperficies ortogonales a ξa.

Otro caso de interés para lo que veremos más adelante es cuando existe
un grupo de isometŕıas de un parámetro generadas por un vector de Killing
rotacional ϕa que corresponden a rotaciones en infinito; en este caso se dice
que el agujero negro es axisimétrico. Un agujero negro que sea estático o
estacionario y axisimétrico, posee un vector de Killing

χa = ξa + Ωϕa (3.13)

1Recordemos que un campo de Killing satisface la ecuación Lξgab = 2∇(aξb) = 0,
dejando a la métrica invariante a lo largo de la dirección dada por el vector de Killing.
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que es normal al horizonte de eventos H [45]. La constante Ω es la llamada
velocidad angular del horizonte (en el caso de ser estático Ω = 0).

Otro concepto que precisaremos es el de horizonte de Killing K: un hori-
zonte es de Killing si es una superficie nula cuyos generadores coinciden con
las órbitas del grupo de isometŕıas de un parámetro. Ahora bien, dado que
el horizonte de eventos H es una hipersuperficie nula, y χa es normal al ho-
rizonte en los casos mencionados antes, entonces χaχa = 0, y por lo tanto en
ambos casos (agujero negro estático o bien axisimétrico y estacionario) el ho-
rizonte de eventos es un horizonte de Killing. En el contexto de la relatividad
general, la condición de que sea axisimétrico puede ser descartada y basta
con que el agujero negro sea estacionario para que su horizonte de eventos
sea de Killing [73]. De esto se deduce que un agujero negro estacionario en
relatividad general es no-rotante o bien axisimétrico.

Hab́ıamos visto que χaχa = 0 en el horizonte, en particular χaχa es
constante en el mismo, lo cual significa que la derivada covariante (χbχb)

;a

no puede tener una dirección tangente, siendo aśı normal al horizonte y por
lo tanto paralela a χa. Es aśı que en el horizonte existe una función κ tal que:

(χbχb)
;a = −2κχa (3.14)

donde κ es la llamada gravedad superficial. Es posible despejar de esta
ecuación la gravedad superficial [125] obteniendo:

κ2 = −1

2
χb;aχb;a (3.15)

El valor de κ fue calculado en [25] para la solución de Kerr, y en general
para un agujero negro de Kerr cargado se obtiene:

κ =
[M2 − a2 −Q2]

1
2

2M [M + (M2 − a2 −Q2)
1
2 ]−Q2

(3.16)

La expresión (3.15) se puede escribir a través del ĺımite de cierta cantidad a
medida que se tiende al horizonte [125]:

κ = ĺım(aV ) (3.17)

siendo V = (−χdχd)
1
2 , a = (acac)

1
2 con

ac = −
χbχc

;b

χdχd

(3.18)
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General

Estas dos últimas expresiones, (3.17) y (3.18), nos llevan a un significado f́ısico
muy claro de la gravedad superficial, al menos para el caso de un agujero
negro estático, es decir, con un vector de Killing temporal ξa únicamente.
Para ver esto recordemos que si una part́ıcula se mueve en un marco de
referencia local de tal manera que la métrica localmente no cambia podemos
decir que la part́ıcula esta quieta en tal marco de referencia. Ahora bien,
por definición, las traslaciones en el espacio-tiempo que dejan a la métrica
invariante se dan a lo largo de las órbitas de los vectores de Killing. Por otro
lado una part́ıcula que se mueve con cierta aceleración ac está sometida a una
fuerza f c = mac. Si planteamos el caso particular en el cual la velocidad de la
part́ıcula ua corresponde a que esté quieta, entonces ua es el vector de Killing
temporal normalizado ua = ξa/(ξbξb)

1
2 con la correspondiente aceleración

ab =
ξaξb;a
ξaξa

= −
ξaξb;a
V 2

(3.19)

Por lo tanto la fuerza necesaria para mantener a la part́ıcula quieta es:

−mab = −m
ξaξb;a
V 2

= m
1

V

[
(ξaξa)

1
2

] ;b

= m
1

V
V ;b (3.20)

Si suponemos que la part́ıcula está cerca del horizonte, pero mantenida por
una cuerda sujetada por un observador situado muy lejos del agujero negro,
este observador mediŕıa una enerǵıa E = m(−∂t)aua = −mξaξa/V = mV de
la part́ıcula. La fuerza que debeŕıa hacer este observador lejano para man-
tenerla seŕıa

F∞ = [(−E;a)(−E;a)]
1
2 = m[V ;aV;a]

1
2 (3.21)

Por otro lado la fuerza que mediŕıa en el sistema de la part́ıcula seŕıa:

F = m(abab)
1
2 = m

1

V
[V ;aV;a]

1
2 (3.22)

Comparando (3.21) con (3.22) vemos que la fuerza en infinito requerida para
mantener a la part́ıcula quieta, es en un factor V menor comparada con
la fuerza medida en el sistema de la part́ıcula a medida que se acerca al
horizonte:

F∞ = V F = mV a (3.23)

Es decir que la gravedad superficial κ = ĺım(aV ) es igual a F∞/m. Él sig-
nificado f́ısico de la gravedad superficial es entonces la fuerza por unidad de
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masa requerida por un observador distante para mantener a la part́ıcula en
su lugar a medida que se acerca al horizonte.

Habiendo definido la gravedad superficial, estamos en condiciones de for-
mular una de las leyes de la mecánica de agujeros negros.

3.2.2. Ley cero

En relatividad general esta ley contiene menos hipótesis que en cualquier
teoŕıa covariante de gravedad como veremos en la sección siguiente, y puede
formularse por intermedio del siguiente teorema demostrado en [25]:

Si se satisfacen las ecuaciones de Einstein y el tensor de enerǵıa-
momento cumple con la condición de enerǵıa dominante, entonces la
gravedad superficial κ es constante en cualquier horizonte de Killing.

Cabe recordar que si el agujero negro es estacionario, el horizonte de
Killing coincide con el horizonte de eventos H, siendo entonces κ constante
en H.

Esta ley de la mecánica de agujeros negros es la análoga a la ley cero de la
termodinámica que afirma que la temperatura de un sistema termodinámico
en equilibrio térmico es constante en todo el sistema. Como veremos en el la
sección 3.6 la analoǵıa deja de serlo cuando se introducen efectos cuánticos
y se calcula la temperatura T de radiación del agujero negro que resulta ser
proporcional a la gravedad superficial, obteniéndose T = κ/2π.

3.2.3. Primera Ley

La definición de la masaM de un espacio-tiempo estacionario y asintótica-
mente plano fue dada por primera vez por Komar [85] y se basa en la ana-
loǵıa entre la ecuación de Laplace ∇2ϕ = 0 que se satisface para el potencial
Newtoniano ϕ en la región externa de vaćıo y la ecuación de la relatividad
general, también válida en la región de vaćıo, dα = 0, siendo α una 2-forma
con componentes αab = εabcdξ

d;c, donde ϵabcd es el elemento de volumen del
espacio-tiempo y ξd es el vector de Killing temporal. La fórmula que define
la masa es:

M = − 1

8π

∫

S2

α (3.24)
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donde S2 es una 2-esfera arbitraria contenida en la región de vaćıo.

Haciendo uso de esta definición es posible obtener ahora la masa de un
espacio-tiempo axisimétrico y estacionario que contiene un agujero negro.
Supongamos que Σ es una hipersuperficie espacial asintóticamente plana que
intersecta al horizonte de eventos H en una 2-esfera S2 que es la frontera de
Σ. Aplicando la definición de Komar a este espacio-tiempo se obtiene que
[25]:

M = 2

∫

Σ

(Tab −
1

2
Tgab)n

aξbdV − 1

8π

∫

S2

εabcdξ
d;c (3.25)

donde Tab es el tensor de enerǵıa-momento, T su traza, gab la métrica del
espacio-tiempo y na es el vector normal unitario a Σ. La segunda integral es
un término de borde que puede ser expresada (utilizando (3.13)) en función
de la velocidad angular ΩH y el impulso angular JH ≡ 1/16π

∫
S2 ϵabcdϕ

d;c :

∫

S2

ϵabcdξ
d;c =

∫

S2

ϵabcdχ
d;c − 16πΩHJH (3.26)

Asimismo la integral del miembro izquierdo de (3.26) queda expresada en
función de la gravedad superficial:

∫

S2

ϵabcdχ
d;c = −2κA (3.27)

donde A =
∫
S2 ϵab es el área del horizonte de eventos. Reemplazando (3.27)

en (3.26) y luego en (3.25) obtenemos la siguiente expresión para M :

M = 2

∫

Σ

(Tab −
1

2
Tgab)n

aξbdV +
1

4π
κA+ 2ΩHJH (3.28)

Luego de un largo procedimiento se obtiene la variación de la integral de
(3.28) resultando:

−δM − 1

4π
Aδκ− 2JHδΩH + 2δ

∫

Σ

Tabn
aξbdV (3.29)
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Plateando el caso de vaćıo2 llegamos a:

δM = −δM − 1

4π
Aδκ− 2JHδΩH +

1

4π
(Aδκ+ κδA) + 2(JHδΩH + ΩHδJH)

(3.30)
Despejando δM de (3.30) obtenemos la expresión para la primera ley:

δM =
1

8π
κδA+ ΩHδJH (3.31)

La primera ley es por lo tanto una identidad que relaciona los cambios en la
masa M , el área A y el impulso angular JH de un agujero negro estacionario
cuando es perturbado.

La expresión obtenida (3.31) coincide con la expresión encontrada por
Bekenstein (3.4); sin embargo el procedimiento para llegar a (3.31) es pura-
mente geométrico, en el sentido que relaciona la geometŕıa de los horizontes
de Killing con las definiciones geométricas de masa e impulso angular. Cabe
destacar que en su derivación no se hace ninguna hipótesis sobre la topoloǵıa
particular del horizonte. Como vimos en la sección 3.1.1, la derivación de
Bekenstein hace uso expĺıcito de la forma de la solución de Kerr-Newmann
y no contiene el concepto de gravedad superficial.

Rememorando la primera ley de la termodinámica δE = TδS − PδV , la
fórmula (3.31) aporta nuevos elementos para hacer una correspondencia entre
el área del horizonte de eventos y la entroṕıa y entre la gravedad superficial
y la temperatura.

3.2.4. Segunda Ley

Como mencionamos en la sección 3.1, la segunda ley es el teorema del
área de la relatividad general demostrado por primera vez por Hawking [74]
que afirma que en cualquier proceso f́ısico, el área del horizonte de eventos
de cada agujero negro no decrece en el tiempo, es decir:

δA ≥ 0 (3.32)

La validez de este teorema es consecuencia de ciertas hipótesis acerca de
la materia y de propiedades globales del espacio-tiempo. Estas hipótesis son:

2En el trabajo de Bardeen, Carter y Hawking [25] hacen el cálculo suponiendo la pres-
encia de un fluido ideal en órbita circular en torno del agujero negro. Luego el cálculo fue
generalizado para el caso que existan campos electromagnéticos de Maxwell y en teoŕıas
de Yang-Mills [67].
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El tensor de enerǵıa-momento debe satisfacer la condición de enerǵıa
nula, esto es

Tabk
akb ≥ 0 (3.33)

siendo ka un vector nulo.

El espacio-tiempo (M, gab) debe ser fuertemente predecible asintótica-

mente, lo cual significa que existe una subvariedad en M globalmente
hiperbólica3 que contiene a la región externa y al horizonte.

Una consecuencia directa de este teorema es que un agujero negro no
puede bifurcarse en otros dos. Si consideramos una agujero negro de Schwarzschild
de masa M3 que diera lugar a otros dos de masas M1 y M2, de acuerdo a la
ley del área se verificaŕıa que A1+A2 ≥ A3 ⇒M3 ≤

√
M2

1 +M2
2 ≤M1+M2,

pero por la conservación de la enerǵıa debeŕıa cumplirse queM3 ≥M1+M2,
llegando de esta manera, a una contradicción.

3.2.5. Tercera Ley

La tercera ley no tiene el mismo status que las anteriores, en el sentido
que no existe una demostración matemática de ella. Únicamente puede ser
demostrada en el caso de un agujero negro de Kerr. La tercera ley afirma lo
siguiente:

No es posible por intermedio de procedimiento alguno, reducir el
valor de la gravedad superficial a cero, es decir que se verifica que
κ > 0.

Existen razones para pensar que esta ley es válida. Del significado visto
en la sección 3.2.1 para la gravedad superficial es obvio que no puede ser nula
ni negativa, dado que para un observador distante el agujero negro no pro-
duciŕıa atracción o bien actuaŕıa como una fuente repulsiva. Otro argumento
a favor es que si se pudiera ir reduciendo κ a cero por una secuencia finita
de operaciones, entonces presumiblemente podŕıa continuarse con este pro-
ceso hasta obtener una singularidad desnuda, violando entonces el carácter
globalmente hiperbólico del espacio-tiempo [25].

3El significado de globalmente hiperbólico es que dadas ciertas condiciones iniciales
en una superficie de Cauchy, es posible predecir cualquier evento futuro o pasado del
espacio-tiempo.
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La ley termodinámica que se corresponde con la tercera ley, afirma que
la temperatura de un sistema termodinámico es siempre mayor que el cero
absoluto.

A modo de resumen en la tabla 3.1 comparamos las cuatro leyes de
la mecánica de agujeros negros con las correspondientes leyes de la ter-
modinámica.

LEY TERMODINÁMICA AGUJEROS NEGROS

Cero T constante en equibrio térmico κ constante en el horizonte

Primera dE = TdS − PdV dM = 1
8π
κdA+ ΩHdJH

Segunda δS ≥ 0 en todo proceso δA ≥ 0 en todo proceso

Tercera T > 0 en todo proceso κ > 0 en todo proceso

Tabla 3.1: Comparación entre las leyes de la termodinámica y la leyes de la
mecánica de agujeros negros.

Existe por lo tanto una correspondencia entre las magnitudes termodinámi-
cas y las magnitudes que caracterizan a un agujero negro. Si a esto le agre-
gamos el cálculo cuántico que nos permite obtener la temperatura de una
agujero negro T = κ/2π que comentaremos en la sección 3.6, la primera ley
δM = κ/2πδ(A/4)+ΩHδJH nos lleva a concluir que la entroṕıa de un agujero
negro en relatividad general es

S =
A

4
(3.34)

En las sección 3.7 describiremos el mecanismo por el cual en cierta teoŕıa
de supercuerdas se obtiene la ley del área para la entroṕıa, a través del
conteo de estados microscópicos. En las secciones siguientes nos dedicaremos
a generalizar el concepto de entroṕıa en teoŕıas más generales de gravedad.
En particular en las secciones 3.4 y 3.5 calculamos la gravedad superficial
de agujeros negros en la teoŕıa de Gauss-Bonnet, que junto con la expresión
para la masa nos permitirá mostrar que la expresión (3.34) para la entroṕıa
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no se verifica si uno asume como válida la expresión para la primera ley.
Esto no debiera sorprender ya que al derivar las leyes de la mecánica de
agujeros negros hemos usado argumentos que provienen de la relatividad
general. Consiguientemente en la próxima sección delinearemos la forma de
la primera ley y la manera de definir la entroṕıa en otras teoŕıas de gravedad,
que nos proveerá el marco adecuado para justificar el cálculo expĺıcito de la
entroṕıa que hemos obtenido para las soluciones estudiadas en el primer
caṕıtulo.

3.3. Leyes de la mecánica de agujeros negros

en teoŕıas más generales de gravedad

Cuando se pretende extender la leyes de la mecánica de agujeros negros
a otras teoŕıas covariantes de gravedad uno debe lidiar con los conceptos in-
troducidos previamente, esto son gravedad superficial, horizonte de Killing
y área del horizonte de eventos. Sin embargo para definir la masa e impulso
angular es necesario introducir nuevos conceptos que están relacionados con
la geometŕıa y con el teorema de Noether: las cargas y corrientes de Noether
asociadas permitirán relacionar la masa, el impulso angular, la gravedad su-
perficial y la entroṕıa para dar lugar a una expresión corregida para la primera
ley.

Siguiendo el mismo orden que el de la sección previa, veremos primero
que la ley cero no es sustancialmente modificada.

3.3.1. Extensión de la ley cero

En el contexto de una teoŕıa de gravedad métrica arbitraria el enunciado
del teorema que corresponde a la ley cero es el siguiente [45, 113]:

Para cualquier agujero negro que sea estático o bien estacionario y
axisimétrico, la gravedad superficial κ es constante sobre el horizonte
de eventos.

Es decir que comparada con la ley cero en relatividad general, aqúı se
agrega la hipótesis que el agujero negro sea axisimétrico. Esta condición
está relacionada con una simetŕıa extra que posee la teoŕıa. Se dice que un
agujero negro estacionario y axisimétrico en un espacio-tiempo de dimensión
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n tiene la propiedad de ortogonalidad t − ϕ, si los planos generados por ξa

y por el campo de Killing rotacional ϕa (ver (3.13)) son ortogonales a una
familia de superficies Σn−2 de (n − 2) dimensiones. En este caso existe una
simetŕıa discreta de reflexión con respecto a estas superficies Σn−2.

En este punto debemos introducir un nuevo concepto que aparecerá repeti-
das veces en el contexto de otras teoŕıas de gravedad. Un horizonte de Killing

bifurcado es un par de superficies nulas Ka y Kb que se intersectan en una
superficie de dimensión (n − 2) de tipo espacial C (llamada la superficie de

bifurcación), de tal manera que Ka y Kb son horizontes de Killing con respec-
to al mismo campo de Killing ξa. De esto se deduce que entonces ξa se anula
en C. La inversa también es valida: si un campo de Killing ξa se anula en una
superficie de dos dimensiones de tipo espacial C, entonces C es la superficie
de bifurcación de un horizonte de Killing bifurcado asociado con ξa [126].

Una consecuencia de la ley cero demostrada en [113] es que si κ ̸= 0,
entonces en la extensión maximal de un espacio-tiempo que representa a un
agujero negro, el horizonte de eventos consta de una rama que es un horizonte
de Killing bifurcado. De ahora en más supondremos entonces que κ ̸= 0, y si
apostamos a la validez de la tercera ley se cumpliŕıa que κ > 0, y por lo tanto
los agujeros negros que analicemos tendrán horizontes de Killing bifurcados.

3.3.2. Corrientes y cargas de Noether en teoŕıas de

gravedad covariantes

Definamos antes que todo, el tipo de teoŕıas en el cual será válida esta
ley. Consideraremos teoŕıas Lagrangianas definidas en una variedad orienta-
da M de dimensión n, cuyo lagrangiano es función de cierta métrica gab (con
signatura Lorentziana), de otros campos de materia ψ, y de sus derivadas. In-
distintamente notaremos como ϕ a (gab, ψ). Llamaremos teoŕıas de gravedad
covariantes a aquellas teoŕıas que son invariantes ante difeomorfismos, es
decir que supondremos que el Lagrangiano verificará la siguiente fórmula:

L(f ∗(ϕ)) = f ∗L(ϕ) (3.35)

siendo f ∗ la acción inducida en los campos ϕ debida a un difeomorfismo
f :M →M .

Se puede demostrar [83] que el Lagrangiano más general que verifique
(3.35) es una n-forma que depende de los siguientes términos:

gab, Rbcde, Rbcde;a1 , . . . , Rbcde;a1...am , ψ, ψ;a1 , . . . , ψ;a1...al (3.36)
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donde el śımbolo “ ; ”denota la derivada covariante asociada con gab y Rbcde

es la curvatura de gab. Por lo tanto un número arbitrario pero finito de las
derivadas de Rbcde y de ψ están permitidas para la validez de (3.35).

Dos ejemplos conocidos de estas teoŕıas son los correspondientes La-
grangianos de relatividad general y de Gauss-Bonnet. En el primer caso el
Lagrangiano es una 4-forma L4 y una 5-forma L5 en el caso de Gauss-Bonnet:

L4 =
1

16π
ϵ4R (3.37)

L5 = ϵ5

[ 1

16π
R + α(RabcdR

abcd − 4RabR
ab +R2)

]
(3.38)

donde ϵ4 y ϵ5 son la 4-forma y la 5-forma de volumen respectivamente.

Las ecuaciones de movimiento E = 0, se obtienen de la variación del
Lagrangiano:

δL = E(ϕ)δϕ+ dΘ(ϕ, δϕ) (3.39)

Usualmente las manipulaciones de (3.39) se hacen con la integral correspon-
diente que tiene la acción de la teoŕıa, y el segundo término que contiene a la
(n− 1)-forma Θ es un término de superficie que no influye en las ecuaciones
de movimiento. En los siguientes párrafos mostraremos esquemáticamente
como este término lleva a la primera ley.

Definamos primero la (n−1)-forma Ω en base a dos variaciones arbitrarias
en los campos ϕ:

Ω(ϕ, δ1ϕ, δ2ϕ) = δ2Θ(ϕ, δ1ϕ)− δ1Θ(ϕ, δ2ϕ) (3.40)

Por otro lado la invariancia ante difeomorfismo de L implica que:

LχL = d(χ · L) (3.41)

siendo χ el campo de Killing y el punto “ · ”denota la contracción del ı́ndice
del vector χ con el primer ı́ndice de la n-forma diferencial L. A cada χ es
posible asignarle una (n− 1)-forma j (corriente de Noether) definida por:

j = Θ(ϕ,Lχϕ)− χ · L (3.42)

de tal manera que j está construida localmente por los campos que aparecen
en L y por χ. Esta corriente satisface que [89]

dj = −ELχϕ (3.43)
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es decir que j es cerrada cuando se satisfacen las ecuaciones de movimiento:

j = dQ (3.44)

Q es la llamada carga de Noether correspondiente a χ, siendo Q una (n−2)-
forma. Variando la expresión (3.42) para j , manteniendo fijo a χ, se obtiene:

δj = δ[Θ(ϕ,Lϕ)]− χ · δL (3.45)

Haciendo uso de (3.39) y suponiendo que se satisfacen las ecuaciones de
movimiento E = 0, la expresión (3.45) es:

δj = δ[Θ(ϕ,Lϕ)]−Lχ[Θ(ϕ, δϕ)] + d(χ ·Θ) = Ω(ϕ, δϕ,Lξϕ) + d(ξ ·Θ) (3.46)

donde hemos usado (3.40) para llegar a la última igualdad de (3.46).
A modo de ejemplo mostraremos como son las expresiones de la corriente

de Noether j y la carga de Noether Q para la relatividad general y para
la teoŕıa de gravedad de Gauss-Bonnet. Reemplazando los Lagrangianos L4

(3.37) y L5 (3.38) en (3.39) y luego en (3.42), obtenemos las componentes jabc
de la 3-forma j3 (relatividad general) y las componentes jabcd de la 4-forma
j4 (Gauss-Bonnet):

jabc =
1

8π
ϵdabc(χ

[d;e]);e (3.47)

jabcd = ϵeabcd

(
(
1

8π
+ 4αR)χ[e;f ] + 16αχ[f

;gR
e]g + 4αRfeghχh;g

)

;f

(3.48)

Luego reemplazando en (3.44) e integrando, obtenemos las componentes Qab

de la 2-forma Q2 (relatividad general) y las componentes Qabc de la 3-forma
Q3 (Gauss-Bonnet):

Qab = − 1

16π
ϵabcdχ

d;c (3.49)

Qabc = −ϵdeabc
(

1

8π
χe;d + 2α(Rχe;d + 4χ[d;f ]Re

f +Rdefhχh;f )

)
(3.50)

3.3.3. Primera ley y entroṕıa generalizada

La expresión (3.46) para δj es uno de los ingredientes fundamentales para
demostrar la primera ley. El otro ingrediente proviene del hecho de que la
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forma Ω provee la estructura para definir al Hamiltoniano H, que ante una
variación en los campos ϕ, la variación del Hamiltoniano esta dada por [89]:

δH =

∫

Σ

Ω(ϕ, δϕ,Lχϕ) =

∫

Σ

[δj− d(χ ·Θ)] (3.51)

siendo Σ una superficie de Cauchy. En la última igualdad hemos usado la ex-
presión (3.46) para Ω. Usando la fómula (3.44), la variación del Hamiltoniano
queda expresada como un término de superficie, siempre que se satisfagan
las ecuaciones de movimiento:

δH =

∫

Σ

d[δQ− χ ·Θ] (3.52)

Recordando que j = dQ, la expresión (3.52) muestra que a menos del término
de superficie d(χ ·Θ), la corriente de Noether j juega el rol de una densidad
Hamiltoniana. Si ahora suponemos la existencia de un horizonte de Killing
bifurcado C, con χ normal al horizonte de eventos, e integramos la expresión
anterior en la superficie Σ, extendida desde C hasta infinito, obtenemos:

δH∞ = δ

∫

C

Q (3.53)

donde hemos usado que el vector de Killing χ se anula en C. La magnitud
H∞ es la enerǵıa canónica conjugada asociada a χ cuando el espacio-tiempo
es asintóticamente plano. Si el vector de Killing es de la forma (3.13), la
variación corresponde a δH∞ = δM −ΩHδJH , donde M y JH representan la
enerǵıa y el impulso angular del agujero negro respectivamente:

δM =

∫

∞

(δQ(ξ)− ξ ·Θ) (3.54)

δJH = −
∫

∞

δQ(ϕ) (3.55)

donde ξ y ϕ corresponden al vector de Killing (3.13) χ = ξ+Ωϕ. Obtenemos
entonces, la expresión para la primera ley:

δ

∫

C

Q = δM − ΩHδJH (3.56)
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Si bien Q puede ser calculada expĺıcitamente si uno tiene el lagrangiano
L, es posible encontrar una expresión más general para la carga de Noether.
No es nuestra intención mostrar el desarrollo que da lugar a esa expresión,
pero remitimos al lector al trabajo [83] para ver los detalles del cálculo. El
resultado es:

δ

∫

C

Q =
κ

2π
δS (3.57)

donde κ es la gravedad superficial y S es la entroṕıa generalizada:

S ≡ −2π

∫

C

δL

δRabcd

nabncd (3.58)

En la última expresión nab es el vector binormal a C (normalizado de tal
manera que nabn

ab = −2), L es el Lagrangiano visto ahora como una densidad
escalar y no como una n-forma, y la derivada se calcula tomando al tensor
de Riemann como un campo independiente de la métrica. De esta manera la
primera ley queda expresada de la manera usual:

δM =
κ

2π
δS − ΩHδJH (3.59)

En el caso de la relatividad general L4 = 1/(16π)R = 1/(16π)gefghiRahfi

se obtiene:
δL4

δRabcd

=
1

16π
gabgcd (3.60)

y para la entroṕıa la expresión ya conocida:

S ≡ −2π

∫

C

δL4

δRabcd

nabncd = −1

8

∫

C

gabgcdnabncd =
A

4
(3.61)

Para la teoŕıa de Gauss-Bonnet el Lagrangiano es

L5 = 1/(16π)R + α(R2 − 4RabR
ab +RabcdR

abcd) (3.62)

y su derivada es:

δL5

δRabcd

=
1

16π
gabgcd + 2α(Rgabgcd +Rabcd − 4gbdRa ce

e ) (3.63)
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La entroṕıa resultante es

S ≡ A

4
+ 8πα

∫

C

R3 (3.64)

con

R3 =
1

2
nab(4R

a ce
e nb

c −R nab −Rabcdncd) (3.65)

Es posible identificar R3 con el escalar de curvatura de la superficie de bifu-
ración C [125].

No ha sido demostrada la segunda ley en estas teoŕıas mas generales
de gravedad. Sin embargo hay indicios que en ciertas teoŕıas podŕıa seguir
siendo válida. La expresión (3.57) conduce a que la variación de entroṕıa es
proporcional al flujo de la corriente de Noether j:

∆S = 2π

∫

H

j[ξa] (3.66)

siendo ξa un campo vectorial que coincide con el campo de killing normal
a H. En el caso que sea la corriente de Noether conjugada a una traslación
temporal, puede ser interpretada como una densidad de enerǵıa-momento y
en teoŕıas que tengan un flujo de enerǵıa positivo, la segunda ley seguiŕıa
siendo válida, es decir ∆S ≥ 0. En la teoŕıa de Gauss-Bonnet la segunda ley
sigue siendo válida, como lo veremos del cálculo expĺıcito de la entroṕıa.

En las dos secciones siguientes mostraremos los resultados termodinámi-
cos obtenidos para la teoŕıa de Gauss-Bonnet en vaćıo y Gauss-Bonnet acopla-
da con cargas de Born-Infeld [4] y de Hofmann-Infeld [5]. En particular ve-
remos expĺıcitamente como es la temperatura de estos agujeros negros y su
tiempo de evaporación.

3.4. Termodinámica de los agujeros negros de

Gauss-Bonnet en vaćıo

Recordemos que las ecuaciones de movimiento en la teoŕıa en Gauss-
Bonnet se satisfacen escogiendo un ansatz del tipo

ds2 = −fα(r)dt2+
1

fα(r)
dr2+r2dθ2+r2sin2θdχ2+r2sin2θsin2χdφ2 (3.67)
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En este caso la gravedad superficial es

κ =
1

2

∣∣g00,r
∣∣
r=rH

(3.68)

como se muestra en el Apéndice B. Y por lo tanto la temperatura es:

T =
κ

2π
=

1

4π

∣∣g00,r
∣∣
r=rH

=
1

4π
|fα(r),r|r=rH (3.69)

De la solución de Gauss-Bonnet en vaćıo (2.23) con Λ = 0 obtenemos rh =

(8m
3π

− 2α)
1
2 . Y por lo tanto la gravedad superficial de esta geometŕıa resulta

κ =
(8m
3π

− 2α)
1
2

2α(1 + 4m
3πα

)
=

rh
4α + r2h

y la temperatura de Hawking esta dada por

T =
rh

2π(4α + r2h)
(3.70)

Cabe notar que la temperatura de agujeros negros más grandes (rh → ∞)
tiende a cero. Este comportamiento es el mismo que ocurre para un agujero
negro de Schwarzschild. Un resultado destacable es que a diferencia del caso
de Schwarzschild, para agujeros negros pequeños (rh → 0 or m → mc) la
temperatura también tiende a cero y no habŕıa radiación de Hawking en
este caso (Fig. 3.3). Por otro lado, cuando α → 0 en la ecuación (3.70)
recuperamos el resultado de relatividad general, dado que en este caso la
temperatura es proporcional a la inversa del radio.

Pasemos ahora a analizar la estabilidad termodinámica de las soluciones.
La magnitud que permite clasificar la estabilidad es el calor espećıfico, que
viene dado por:

c =
∂m

∂rh

(
∂T

∂rh

)−1

(3.71)

Para relacionar el calor espećıfico con la estabilidad del agujero negro
pensemos en el siguiente experimento pensado: consideremos un agujero ne-
gro rodeado por una fuente infinita de radiación de cuerpo negro a la misma
temperatura que el agujero negro. Supongamos entonces que debido a una
fluctuación estad́ıstica el agujero negro absorbe más enerǵıa que la que emite
por radiación en cierto instante. Esto aumentará la tasa de absorción y en
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Figura 3.3: Temperatura de Hawking en función del radio del horizonte [α =
0,1, Λ = 0].

el caso que el calor espećıfico sea negativo, la temperatura del agujero ne-
gro disminuirá, disminuyendo entonces la tasa de emisión de radiación. Si el
reservorio de radiación de cuerpo negro se mantiene a temperatura constante,
el agujero negro crecerá indefinidamente. El caso opuesto al anterior se da
cuando debido a una fluctuación estad́ıstica, el agujero negro emite un poco
más por radiación que lo que absorbe en un instante dado. En esta situación
la temperatura continuará aumentando y consiguientemente la tasa de ra-
diación, hasta que finalmente el agujero negro se evapore. En este sentido
es que decimos que el agujero negro es inestable. Todo lo contrario ocurre
cuando el calor espećıfico es positivo: en tal caso un cambio en la absorción
se ve compensado por un cambio en la tasa de radiación, y el agujero negro
es estable.

Para las soluciones de agujero negro de Gauss-Bonnet el calor espećıfico
resultante es:

c =
∂m

∂rh

(
∂T

∂rh

)−1

=
3π2

2

rh(4α + r2h)
2

4α− r2h
(3.72)

De esta ecuación observamos que la posición r0 =
√
4α (m = 3πα), donde el

calor espećıfico cambia de signo (Fig. 3.4), representa un punto de transición
(en la figura 3.3 este punto corresponde al máximo). Cuando rh < r0 el calor
espećıfico es positivo y el agujero negro es estable; mientras que en el rango
rh > r0 el calor espećıfico es negativo y el agujero negro es, en este sentido,
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Figura 3.4: Calor espećıfico del agujero negro en función del radio del hori-
zonte [α = 0,1, Λ = 0].

inestable. La temperatura del punto de transición es

T0 =
1

8π
√
α

(3.73)

Aqúı surge una diferencia notable con respecto al calor espećıfico de una
solución de agujero negro de relatividad general, esto es, que el calor espećıfico
cRG en la gravedad de Einstein es siempre negativo cRG = −3π2r3H/2 y por
lo tanto los agujeros negros de Schwarzschild son inestables. Observemos que
el valor del punto de transición (

√
4α) es la escala en la cual las correcciones

que introduce Gauss-Bonnet a la relatividad general son relevantes.
En lo que respecta a la entroṕıa de esta solución de agujero negro, la

misma puede ser calculada con la expresión (3.59) obtenida para la primera
ley de un agujero negro no-rotante

T δS = δm (3.74)

donde δm = 3π/4 rh δrh. Obteniendo entonces para la entroṕıa

S =
π2

2
r3h + 6π2α rh (3.75)

En el ĺımite α → 0 la entroṕıa es proporcional al área del horizonte de
eventos, coincidiendo con la expresión (3.61), dado que el área del horizonte
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de eventos es en este caso el área de una 3-esfera S3 = 2π2R3. Por otro lado,
el segundo término de la ecuación (3.75) es una consecuencia del término
de Gauss-Bonnet. Este término se obtiene de la integración directa en las
variables angulares θ, φ y χ del escalar de curvatura R3 para la solución
de agujero negro, sobre el horizonte de eventos, como vimos en la sección
anterior. Este ejemplo concreto muestra entonces la validez de (3.64) para el
caso de la teoŕıa de Gauss-Bonnet. También es posible ver que la variación de
esta entroṕıa verifica la segunda ley. Si tomamos la derivada de la entroṕıa
a lo largo de la dirección del vector de Killing ξ, obtenemos:

LξS =

(
π2

2
r3h + 6π2αrh

)
θ−ξ

u (3.76)

donde θ− = 3r,u/r|rh es una geodésica radial nula hacia el futuro, y u es
una de las coordenadas nulas dirigida hacia el futuro. De la expresión (3.76)
observamos que en la dirección futura saliente del horizonte θ− ≤ 0 y ξu ≤ 0
se verifica LξS ≥ 0, resultando que la entroṕıa es una función no-decreciente
[104]. La versión revertida temporalmente es que en la dirección futura en-
trante del horizonte la entroṕıa es una función no-creciente.

Además, haciendo uso de la ley de Stefan-Boltzmann en cinco dimensiones
para calcular el flujo de la radiación térmica, obtenemos aproximadamente
el tiempo ∆t de evaporación del agujero negro; a saber

dm

dτ
=

3π

4
rh
drh
dτ

∝ T 5r3h (3.77)

Haciendo uso de la expresión de la temperatura de Hawking (3.70), de la
relaciónm = 3π/8(r2H+2α) e integrando (3.77) encontramos que el tiempo de
evaporación de los agujeros negros de Gauss-Bonnet es infinito. La expresión
para τ es:

τ(rH) ∼
r0∫

rH

ds
(4α + s2)5

s7
(3.78)

siendo r0 el tamaño inicial del agujero negro. La divergencia para τ proviene
directamente de la dependencia lineal entre la temperatura y el radio del
horizonte para agujeros negros pequeños. Por lo tanto, los agujeros negros
de Gauss-Bonnet son eternos (Fig. 3.5). Esta caracteŕıstica es la diferencia
sustancial con respecto a la relatividad general, ya que en este caso el tiempo
de evaporación es finito. En la expresión (3.78) si hacemos tender α a cero,
obtenemos el resultado de relatividad general τRG ∼ r40 − r4H (ver figura 3.6).
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Figura 3.5: Tiempo de evaporación de un agujero negro de Gauss-Bonnet en
función de su radio final rH [α = 0,1, r0 = 1].
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Figura 3.6: Tiempo de evaporación de un agujero negro de Schwarzschild en
función de su radio final rH [ r0 = 1].
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Figura 3.7: Temperatura de Hawking para el caso de constante cosmológica
en función de la masa [α = 0,1, Λ = −0,6].

Asimismo encontramos que la termodinámica de los agujeros negros de
Gauss-Bonnet en presencia de una constante cosmológica negativa es consis-
tente con los resultados conocidos de las soluciones de la teoŕıa de la gravedad
de Einstein en el rango apropiado. Ciertamente, el Lagrangiano de Lanczos-
Gauss-Bonnet representa correcciones a pequeña escala a la relatividad ge-
neral, que empiezan a ser relevantes a escalas comparables con lα =

√
4α, las

cuales podemos denominar como escala de Lanczos-Gauss-Bonnet. A la in-
versa, el valor de la constante cosmológica Λ introduce otra escala, dada por
lΛ ∼ Λ−2, que define la escala donde los términos de constante cosmológica
empiezan a ser dominantes. Por lo tanto, podemos identificar la región limi-
tada por el máximo y el mı́nimo de la figura 3.7 como la escala donde los
resultados provenientes de la relatividad general concuerdan con el compor-
tamiento termodinámico de la solución de Gauss-Bonnet. Consecuentemente,
para grandes escalas (agujeros negros grandes), el comportamiento se aprox-
ima bien con la solución del agujero negro AdS-Schwarzschild, mientras que
las correcciones a pequeña escala dominan en el rango lα.

Dentro de este contexto, podemos hacer notar que las propiedades ter-
modinámicas de la geometŕıa de agujero negro que aparece en el caso Λα =
−3

4
(con Λ < 0) exhibe caracteŕısticas particulares. De hecho, como men-

cionamos en el caṕıtulo 2, este caso es el análogo al del agujero negro tridi-
mensional BTZ, dado que el diagrama de fase que involucra la temperatura
y la masa, es una función monótona (ver Fig. 3.8), describiendo una fase tal
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Figura 3.8: Temperatura de Hawking para el caso Λα = −3
4
en función de la

masa [α = 0,1, Λ = −7,5].

que el calor espećıfico es siempre positivo. En cierto sentido, este caso puede
ser considerado como una transición y por lo tanto puede ser interesante
estudiar su estabilidad. La temperatura de estos agujeros negros está dada
por

T =
1

2π

rh
4α

(3.79)

La misma tiende a cero para valores grandes de α y se anula idénticamente
para la masa cŕıtica m = πα.

3.5. Termodinámica de los agujeros negros de

Gauss-Bonnet cargados

Para las soluciones (2.44) y (2.55) encontradas en el caṕıtulo 2 correspon-
dientes a agujeros negros cargados, la expresión (B.10) para la temperatura,
en el caso de constante cosmológica nula, puede ser escrita como:

T =
1

4π
|gα(r),r|r=r+ =

r+ − 2b2

3
hb(r+)

2π(l2α + r2+)
(3.80)

La expresión (3.80) corresponde a la temperatura de las soluciones de agujero
negro cargado, con ϵ = −1 y Λ = 0 como hab́ıamos mencionado; esta solución
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Figura 3.9: Temperatura del agujero negro de Born-Infeld en función del
radio del horizonte [ α = 0,5, e = 1 ]; representando la curva calórica.

es asintóticamente plana, como puede ser verificado por las expansiones (2.42)
y (2.58). De hecho, el régimen de relatividad general se recupera en el ĺımite
lα/r+ → 0, donde la expresión para la temperatura adquiere la forma T ∼
1/r+. Recordemos que las soluciones con cargas de Born-Infeld, corresponden
a la función hb(r) =

√
r6 + l6b − r3, y que en el caso de Hoffmann-Infeld es

hb(r) = 1
2
r3 log(1 + l6br

−6). El comportamiento t́ıpico de la temperatura en
estos casos se muestra en las figuras 3.9, 3.10 y 3.11.

Los efectos más interesantes ocurren en los agujeros negros con carga de
Hoffmann-Infeld como se puede ver en la figuras. El calor espećıfico cam-
bia de signo debido a las correcciones a distancias cortas impuestas por los
modelos de Lovelock y de Hoffmann-Infeld. El signo del calor espećıfico nos
permite inferir cuales son las regiones de estabilidad termodinámica (donde
el agujero negro puede estar en equilibrio térmico con el ambiente). La tasa
de evaporación de estas soluciones cargadas se obtiene de (3.80), integrando
el flujo de enerǵıa como vimos en la sección anterior. Usando nuevamente la
ley de Stefan-Boltzmann en cinco dimensiones, obtenemos que el tiempo de
evaporación es:

τ(r+) ∼
r0∫

r+

ds
(l2α + s2)5

s3(s− 2
3
b2hb(s))4

(3.81)

Este tiempo corresponde al tiempo necesario para que el agujero negro se
evapore, empezando con un radio inicial r0 y terminando con un tamaño r+.
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Figura 3.10: Temperatura del agujero negro de Hoffmann-Infeld en función
del radio del horizonte [ b = 2, e = 1 ]; representando la curva calórica.
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Figura 3.11: Temperatura del agujero negro de Hoffmann-Infeld en función
del radio del horizonte [ α = 0,05, e = 1,B = 1 ]; representando la curva
calórica.
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Cabe destacar que r+ es una función monótona de la masa (enerǵıa) m. El
śımbolo ∼ da cuenta de la presencia en la fórmula (3.81) de factores positivos
que dependen de la constante de Stefan-Boltzmann en cinco dimensiones.

Este resultado lleva a la existencia de un plateau como se observa en la
figura 3.12, mostrando una transición rápida entre las dos escalas dadas por
la ubicación del primer máximo y del mı́nimo en la figura 3.104. El tiempo
de evaporación es usualmente estudiado a través del análisis de la cantidad
dm/dτ ; cabe destacar que la figura 3.12 (que muestra el tiempo τ requerido
para alcanzar el radio r+) da básicamente la misma información: esto es
debido a que el plateau de dicho gráfico corresponde a aquellas escalas en las
cuales la transición es abrupta y por lo tanto la cantidad dm/dτ presentaŕıa
un extremo localizado en tal región. Además, como estamos interesados en
estudiar las escalas en las cuales ocurre esta transición, la figura 3.12 nos
resulta conveniente, ya que muestra expĺıcitamente el lugar en el cual ocurren
estos drásticos efectos.

Un interesente análisis de la termodinámica en teoŕıas de gravedad de
Einstein-Gauss-Bonnet y en teoŕıas de Chern-Simons fue realizado en las
referencias [11, 12, 13, 54]. Para hacer contacto con los resultados de la
gravedad de Chern-Simons, consideremos nuevamente el caso l2α = −l2Λ. En
esta situación la fórmula de la temperatura en función del radio del horizonte
r+ adquiere un término lineal dominante en r+:

T =
r+
2πl2α

− b2hb(r+)

3π(l2α + r2+)
(3.82)

En el caso de vaćıo la expresión anterior coincide con el conocido resultado
de Chern-Simons T = r+/(2πl

2
α) mencionado en la sección anterior.

En resumen, la teoŕıa de gravedad de Gauss-Bonnet en dimensiones may-
ores a cuatro, introduce correciones a la relatividad general. Los términos
de Gauss-Bonnet son tales que los efectos a menores escalas en la distan-
cia implican diferencias substanciales con respecto a la relatividad general.

4Notemos la analoǵıa existente entre la curva calórica de los agujeros negros de
Lovelock-Hoffmann-Infeld y aquellas correspondientes a los modelos de materia conden-
sada con términos de interacción de largo rango. De hecho, es bien conocido que ciertos
estados cuasi-estacionarios de estos modelos, exhiben un cambio similar en el signo del
calor espef́ıfico de una manera cualitativamente parecida al perfil mostrado en la figura
3.11 (por ejemplo, ver [10, 81] y los trabajos citados en el).
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Figura 3.12: Tiempo de evaporación τ en función del radio final r+ [α = 0,05,
e = 1, b = 2, r0 = 0,55]. Un plateau aparece en la tasa de evaporación.

Asimismo cuando esta teoŕıa es acoplada con teoŕıas electromagnéticas no-
lineales, aparecen otras caracteŕısticas interesantes para analizar, en particu-
lar la existencia del perfil de temperatura con dos máximos que lleva a un
efecto particular en la evaporación, esto es, que existen dos regiones en las
cuales la solución es estable.

Los resultados presentados en las secciones previas requieren del cálculo
de la temperatura de un agujero negro. Una teoŕıa de gravedad cláscia no
provee esta noción de temperatura: es necesario introducir efectos cuánti-
cos para definirla. Por este motivo mostraremos dos ingredientes vitales que
transforman la analoǵıa original de Bekenstein en un real comportamiento
termodinámico de los agujeros negros: estos ingredientes son la radiación de
Hawking (que permite identificar la gravedad superficial con la temperatura),
y el conteo de microestados en el marco de una teoŕıa de supercuerdas (que
permite calcular la entroṕıa de ciertos agujeros negros). Ambos resultados
provienen al incluir efectos cuánticos en presencia de campos gravitatorios:
como una teoŕıa semiclásica en el caso de la radiación de Hawking, o bien
como el de una teoŕıa de gravedad cuántica en el caso de la entroṕıa calcula-
da en una teoŕıa de cuerdas. En las dos secciones siguientes discutiremos lo
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esencial de estos dos conceptos.

3.6. Radiación de Hawking y su relación con

la termodinámica

El efecto de radiación de Hawking [75] surge en el contexto de una teoŕıa
de gravedad semiclásica, en la cual los efectos gravitacionales siguen estando
representados por el espacio-tiempo (M, gab), pero los campos de materia son
tratados como campos cuánticos propagándose en el espacio-tiempo clásico.
La complejidad del cálculo que da lugar a la creación de part́ıculas, radica
en que se deben definir primero los espacios de Hilbert de entrada y salida
de estos campos y hacerlos corresponder con el infinito pasado nulo I− y el
infinito futuro nulo I+ de la solución de Schwarzschild extendida.

El campo ϕ considerado es un campo escalar que satisface la ecuación de
Klein-Gordon en (M, gab). De esta manera existe una corriente conservada
en función de ϕ y su complejo conjugado ϕ:

ja = −i(ϕϕ;a − ϕϕ
;a
) (3.83)

que es la llamada corriente de número de part́ıcula, que permite definir el
producto interno “,” de Klein-Gordon:

(α, β) = i

∫

Σ

(αβ;a − βα;a)n
adV (3.84)

donde la integral se calcula sobre una superficie de Cauchy Σ y las itálicas de
producto interno se refieren a que este producto no es definido positivo. El
producto (3.84) permite mapear de manera no-degenerada al espacio V × V
en números complejos, siendo V el espacio de vectores usado para construir
el espacio de Hilbert asociado a los estados de las part́ıculas de la teoŕıa [125].
Sin embargo en este punto es importante aclarar la diferencia que surge con
respecto a una teoŕıa de campos en el espacio-tiempo de Minkowski: en un
espacio-tiempo plano las descomposición de las soluciones a la ecuación de
Klein-Gordon en una parte de frecuencia positiva y otra parte de frecuencia
negativa (es decir en función de los operadores de creación y destrucción), da
la estructura necesaria para seleccionar un subespacio de V para el cual el
producto interno (3.84) es definido positivo. Contrariamente, en un espacio-
tiempo curvo arbitrario no existe tal descomposición, con lo cual no hay una
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manera adecuada de seleccionar el subespacio para el cual el producto interno
sea definido positivo. Sin embargo, si el espacio-tiempo es estacionario, existe
una manera natural para descomponer los campos en frecuencias negativas
y positivas. Esto es consecuencia de que los vectores de Killing proveen una
coordenada temporal con respecto a la cual se puede realizar una transfor-
mada de Fourier. Por lo tanto en espacio-tiempos estacionarios la noción de
part́ıcula está bien definida [14]. Es por esto que el espacio-tiempo sobre el
que se realiza el cálculo es de la forma M = M− ∪ M0 ∪ M+, donde M−

y M+ son dos espacio-tiempos estacionarios definidos para t < t1 y t > t2
respectivamente. Mientras que entre t1 < t < t2 el espacio-tiempo es M0

cuya métrica depende del tiempo. Es decir que son estados estacionarios en
el pasado y futuro. De esta manera los campos pueden ser escritos en función
de operadores de creación y destrucción en M− y M+, y el operador número
de part́ıcula queda bien definido.

Considerando un campo escalar no-masivo que satisface la ecuación de
Klein-Gordon y un estado de vaćıo en I−, se obtiene que los modos salientes
de frecuencia positiva en I+ para el campo ϕ son (ver A.4 en [123]):

ϕω ∼ e−iωu (3.85)

donde u es la coordenada de Regge-Wheeler u = r + 2m ln(r/(2m) − 1)
Conociendo ϕω y extrapolando la solución hacia el pasado, se calcula el mismo
campo cerca del horizonte. Luego se mapea este campo con la solución de
Klein-Gordon en I− y con estos ingredientes es posible calcular el número de
part́ıculas en I+ (para los detalles del cálculo ver [75, 123]:

⟨Ni⟩I+ =
1

e
2πωi
κ − 1

(3.86)

La ecuación (3.86) es la distribución Planckiana de radiación de un cuerpo
negro a temperatura

T =
κ

2π
(3.87)

siendo κ la gravedad superficial.
El resultado descripto antes puede ser enunciado de la siguiente manera:

Dado un agujero negro estacionario (en el futuro y en el pasado) y un
campo escalar propagándose en esa geometŕıa, entonces a tiempos
asintóticamente grandes, las part́ıculas de este campo son radiadas
al infinito futuro I+ como si el agujero negro fuera un cuerpo negro
perfecto a temperatura κ/(2π).
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Con este resultado que define la temperatura de un agujero negro, las
leyes de la mecánica de agujeros negros analizadas en las secciones anteriores
se transforman en leyes termodinámicas para el agujero negro, que permiten
identificar a el área A/4 en relatividad general o la expresión (3.64) en Gauss-
Bonnet, con la entroṕıa del agujero negro. Lo que resulta interesante ahora
es que se tiene una definición basada en conceptos geométricos de la tempe-
ratura y de la entroṕıa.

Unos años después del descubrimiento del efecto Hawking, Unruh planteó el
problema de analizar como es la densidad de part́ıculas para un observador
moviéndose con aceleración constante en un espacio-tiempo de Minkowski
como aśı también en el espacio-tiempo de Schwarzschild [124]. La motivación
de tal idea se basa en el principio de equivalencia y en el efecto Hawking, da-
do que el observador acelerado siente un campo gravitatorio efectivo, siendo
el campo gravitatorio uno de los ingredientes para la creación de part́ıculas
en presencia de un agujero negro. El resultado es conocido como el efecto
Unruh, el cual relaciona el estado de vaćıo usual de una teoŕıa de campos
para observadores inerciales con el estado visto por observadores acelerados.
La conclusión es que el observador acelerado se sentiŕıa inmerso en un baño
térmico de part́ıculas a temperatura T = a/(2π), siendo a su aceleración,
mientras que un observador inercial no detectaŕıa part́ıculas. Como men-
cionamos antes, si bien este efecto está emparentado con el efecto Hawking
teniendo en mente el principio de equivalencia, se trata de efectos distintos.

Actualmente se está estudiando la generalización de la termodinámica de
agujeros negros a espacio-tiempos que no sean asintóticamente planos, como
lo es el caso de de Sitter-Schwarzschild [105].

3.7. Entroṕıa de un agujero negro en teoŕıa

de cuerdas

Uno de los logros más importantes de ciertas teoŕıas de cuerdas es la
obtención de la ley del área para la entroṕıa de un agujero negro a través del
conteo de los microestados entre cuerdas abiertas y ciertos objetos propios
de una teoŕıa de cuerdas.

El marco en el cual se realiza el cálculo es en una teoŕıa de supercuerdas
con supersimetŕıa. Tal teoŕıa de cuerdas es la teoŕıa de supercuerdas tipo II
B en 10 dimensiones. Compactificando cinco de sus dimensiones en ćırculos
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se obtiene la teoŕıa de supergravedad II B.
Los ingredientes necesarios para la construcción de un agujero negro den-

tro de esta teoŕıa son cuerdas abiertas que se extienden entre ciertos objetos
p-dimensionales llamados Dp-branas. En estas branas es donde se ubican los
extremos de las cuerdas y donde se imponen las condiciones de contorno,
distinguiendo si son coordenadas tangenciales a la brana (condiciones de
contorno de Neumann Xm′

(τ, σ)|σ=0 = Xm′

(τ, σ)|σ=π = 0) ó coordenadas
normales a la brana (condiciones de contorno de Dirichlet Xa(τ, σ)|σ=0 =
Xa(τ, σ)|σ=π = constante). En el caso de un agujero negro extremal se re-
quieren D5 y D1 branas. La cantidad de estas branas (Q1 D1-branas y Q2

D2-branas) son las cargas asociadas al acoplamiento entre las branas y las
cuerdas extendidas entre ellas, además del impulso lineal N5 propagándose
en una dirección. Tal acoplamiento proviene de la acción:

S = −
∫
dτdσ1dσ2...dσp

dXµ

dτ

dXµ1

dσ1

dXµ2

dσ2
...
dXµp

dσp
Aµµ1µ2...µp

(
X(τ, σ1, σ2, ..., σp)

)

(3.88)
dondeAµµ1µ2...µp

(
X(τ, σ1, σ2, ..., σp)

)
es un tensor antisimétrico de p+1 ı́ndices

proveniente de los posibles estados de la teoŕıa de supercuerdas, (τ, σ1, σ2, ..., σp)
es la parametrización del volumen de mundo p + 1-dimensional de la Dp-
brana, y X(τ, σ1, σ2, ..., σp) son las coordenadas de la brana.

La acción (3.88) es la generalización del acoplamiento de Maxwell con
una part́ıcula cargada, es decir el acoplamiento entre un tensor de 1 ı́ndice
con la ĺınea de mundo de una part́ıcula: SMaxwell = −

∫
dτ dxµ

dτ
Aµ.

No es la intención aqúı reproducir la construcción del agujero negro (se
discute en detalle en [111]), sino enumerar los resultados relevantes:

La métrica del agujero negro obtenido depende de las cargas Q1, Q5,
N5, de la longitud ls de la cuerda, de la constante de acoplamiento g
de la cuerda, y de los volúmenes de las coordenadas compactificadas.

El agujero negro presenta un horizonte de eventos y preserva la super-
simetŕıa de la supergravedad II B.

Un observador en el espacio de menor dimensión, es decir en el espa-
cio normal a las branas, ve a estas branas como puntos luego de la
compactificación. El mapeo relaciona branas en el espacio de dimen-
sión D con puntos en el espacio normal de dimensión D− p. El centro
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Q5
D5-branas

X5

Xa Xr
X0

Xa

Xr

X5

X0

Q1
D1-branas

Agujero
Negro

Xa

X0

COMPACTIFICACION

Figura 3.13: Esquema de la construcción del agujero negro: las coordenadas
X5 tangenciales a ambas branas y las Xr (r = 6, 7, 8, 9) tangenciales a la
D5-brana y normales a la D1-brana se compactifican, obteniendo el espacio
normal correspondientes a la coordenada X0 y a las coordenadas Xa (a =
1, 2, 3, 4).

del agujero negro coincide con la posición de estos puntos, y para esto
es necesario que las posiciones de las branas sean coincidentes. En la
figura 3.13 se muestra un esquema de la construcción.

Calculando el área del horizonte de eventos y utilizando la ley del área,
se obtiene la entroṕıa de este agujero negro, resultando ser:

S =
A

4πG(5)
= 2π

√
N5Q1Q5 (3.89)

Si bien el área depende de las constante de acoplamiento de la cuerda,
de su longitud, y de las escalas de compactificación, esta dependencia
se cancela con la constante de Newton, y la entroṕıa resultante solo
depende de las tres cargas del agujero negro.

Por otro lado para el conteo de estados es necesario utilizar ciertos resul-
tados de la teoŕıa de supercuerdas:

La cuantización de los estados de cuerdas a contar se realiza con acoplamien-
to nulo, y por lo tanto debe cumplirse que el mismo conteo siga valiendo
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N5

Q5 D5 branas

Q1 D1 branas

Figura 3.14: Configuraciones posibles para cuerdas abiertas extendidas entre
Q1 = 3 D1-branas y Q5 = 2 D5-branas.

cuando hay acoplamiento, como es el caso de un agujero negro. Esto se
cumple en la teoŕıa de supercuerdas y no en el caso de cuerda bosónica:
el motivo esencialmente es la supersimetŕıa de la teoŕıa. El hecho que
la entroṕıa (3.89) no dependa de esta constante de acoplamiento es un
buen indicio.

Los estados no masivos que se obtienen al cuantizar una cuerda con sus
extremos en una D5 y D1-brana consisten en cuatro estados bosónicos
y cuatro fermiónicos.

La estad́ıstica para un sistema formado por bosones y fermiones provee
una expresión para el número total de configuraciones Ω(E) para cada
nivel con enerǵıa E y la entroṕıa resultante es:

S = 2π lnΩ(E) = 2π

√
N

6

(
b+

f

2

)
(3.90)

siendo N el autovalor del operador número, b y f el número de estados
bosónicos y fermiónicos respectivamente. Dado que hay Q1 D1-branas
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y Q5 D5-branas, el número de maneras de elegir una configuración
en particular bosónica y otra fermiónica es 4Q1Q5, es decir b = f =
4Q1Q5.

Reemplazando el número de estados en (3.90) obtenemos la misma expre-
sión para la entroṕıa que la calculada a través de la ley clásica del área. Es
decir que la teoŕıa de supercuerdas provee una manera de reproducir la en-
troṕıa a través del conteo de microestados. Este resultado sorprendente nos
enseña que existe una confluencia entre tres ramas de la f́ısica como lo son
la gravedad, la termodinámica y la mecánica cuántica: el punto en común es
la termodinámica de agujeros negros.

Algo que hasta ahora no hemos mencionado pero que será relevante en
la discusión del caṕıtulo siguiente, es que como las teoŕıas de gravedad men-
cionadas antes son invariantes antes inversión temporal, existen soluciones
temporalmente simétricas a las de agujero negro, los llamados agujeros blan-
cos. Estas soluciones poseen el mismo espectro de radiación que los agujeros
negros y un observador externo no podŕıa distinguir termodinámicamente en-
tre estos dos objetos [76]. Este será uno de los ejemplos del próximo caṕıtulo,
que surge en el contexto de teoŕıas que son invariantes ante inversión tem-
poral.

Como es bien sabido, la segunda ley de la termodinámica no es una ley
fundamental en el sentido que no tiene una demostración matemática, sino
que su aceptación se basa en el hecho que la misma se verifica en todos los sis-
temas estad́ısticos conocidos. La fundamentación es puramente fenomenológi-
ca. Es más, en sistemas que posean la simetŕıa de reversión temporal es
posible obtener una segunda ley revertida temporalmente, y la única justifi-
cación para quedarse con una o con otra es que en los sistemas conocidos se
observa la segunda ley standard de la termodinámica. A diferencia de esta
ley, la segunda ley de la termodinámica agujeros negros es una consecuencia
matemática directa de la relatividad general.

Si el objetivo es obtener una fundamentación teórica para la segunda ley
de la termodinámica, un camino posible seŕıa tomarse en serio la entroṕıa
definida para un agujero negro, que surge únicamente de la relatividad general
y de ciertas condiciones sobre la materia y la geometŕıa del espacio-tiempo, y
basarse únicamente en estas condiciones para seleccionar uno de los sentidos
de la flecha del tiempo.
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Como se trata de un problema abierto en la f́ısica actual, el objetivo
será solamente plantear una especulación acerca de una manera de selec-
cionar una dirección privilegiada de la flecha del tiempo (que seleccionaŕıa
la segunda ley observada fenomenológicamente), basada únicamente en los
cimientos que aporta la relatividad general. De esta manera las propiedades
globales de la geometŕıa conduciŕıan a la entroṕıa observada localmente en
los distintos sistemas termodinámicos.

Como punto de partida, en el caṕıtulo siguiente definiremos de mane-
ra precisa los conceptos que siempre aparecen involucrados en este tipo de
discusiones, estos son: los conceptos de la flecha del tiempo, irreversibilidad,
simetŕıa temporal, y soluciones temporalmente simétricas. Una vez definidos,
mostraremos distintos ejemplos de la aplicación de estos conceptos en teoŕıas
fundamentales de la f́ısica, para luego dar una interpretación de la flecha del
tiempo.
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Irreversibilidad y Flecha del Tiempo

La discusión acerca de la flecha del tiempo ha sido y sigue siéndolo hoy en
d́ıa un tema controversial. Existen tantas posturas como teoŕıas en las cuales
se privilegia cierta dirección temporal, desde la termodinámica, pasando por
la f́ısica cuántica, hasta la cosmoloǵıa. En cada una de ellas se adoptan dis-
tintos enfoques que en ĺıneas generales se dividiŕıan en dos grupos: aquellos
basados en la entroṕıa y aquellos que no. En este caṕıtulo mostraremos un
planteo no-entrópico y global [3] del problema de la flecha del tiempo.

En toda discusión acerca de este tema aparecen ciertos conceptos básicos
que definiremos de manera precisa en la próxima sección. En las secciones
siguientes aplicaremos estos conceptos para mostrar el enfoque que hemos
propuesto.

4.1. Conceptos Básicos

Es sorprendente que luego de tantos años de debates acerca de la irre-
versibilidad y de la flecha del tiempo, aún no estén del todo claro los signifi-
cados de los términos usados en la discusión. Por esta razón empezaremos
definiendo los conceptos involucrados en el problema.

4.1.1. Inversión Temporal

El concepto de invariancia ante inversión temporal es motivo de contro-
versia entre ciertos autores [6, 61]. Lo definiremos de la siguiente manera:
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Definición 1: Una ecuación dinámica es reversible temporalmente si
es invariante ante la aplicación del operador de reversión temporal
T , que realiza la transformación t→ −t y revierte todas las variables
dinámicas cuyas definiciones en función de t no son invariantes antes
la transformación t→ −t.

Teniendo en cuenta esta definición, podemos verificar que las ecuaciones
dinámicas de la f́ısica fundamental son invariantes ante inversión temporal.
Veamos algunos ejemplos:

Mecánica Clásica:

En mecánica clásica ordinaria, las magnitudes básicas (posición x, ve-
locidad v y aceleración a ) cambian como

T x = x, T v = −v, T a = a (4.1)

En general, la masa m y la fuerza F son cantidades conservadas, es
decir que no son funciones del tiempo:

Tm = m, T F = F (4.2)

Dado que para fuerzas conservativas, la misma se deriva de un potencial
V (F = −∇V (x)), la enerǵıa H = 1

2
mv2 + V (x) es invariante ante la

acción de T :
T H = H (4.3)

Análogamente, en mecánica clásica Hamiltoniana, la posición q = (x1, ..., xn)
y el momento lineal p = (p1, ..., pn) transforman como

T q = q, T p = −p (4.4)

Electromagnetismo:

La carga no es una función del tiempo t, dado que es también una
cantidad conservada; entonces,

T q = q (4.5)

Por lo tanto, la densidad de carga ρ y la densidad de corriente j =ρv
cambian como

T ρ = ρ, T j = −j (4.6)

76



4.1. Conceptos Básicos

Dado que la fuerza de Lorentz está definida como F = qE + j × B,
de las ecuaciones (4.2), (4.5) y (4.6) el campo eléctrico E y el campo
magnético B transforman como

T E = E, T B = −B (4.7)

Mecánica Cuántica:

Para aplicar el operador de inversión temporal en mecánica cuánti-
ca debemos utilizar la representación de configuración: x ∼ x, p ∼
−i~∂/∂x. Dado que se desea obtener T x = x y T p = −p como
en el caso clásico, imponemos que la función de onda cambie como
T ϕ(x) = ϕ(x)∗. Sin embargo este requerimiento hace que el operador
cuántico de inversión temporal sea antilineal y antiunitario (en con-
traste con la linearidad de T en mecánica clásica). Para resaltar esta
diferencia, denotaremos al operador cuántico como T:

Tϕ(x) = ϕ(x)∗ (4.8)

De hecho, si ω representa los autovalores del Hamiltoniano H, con el
operador lineal T obtendŕıamos T e−iωt = eiωt y, por lo tanto, T ω =
−ω, lo cual llevaŕıa a valores inaceptables de enerǵıas negativas. Por el
contrario, con el operador antilineal T,

Te−iωt = e−iωt, TH = H, Tω = ω (4.9)

Teoŕıa Cuántica de Campos:

En esta disciplina de la f́ısica, el operador lineal y unitario P, corres-
pondiente a inversión espacial, y el operador antilineal y antiunitario,
T, correspondiente a inversión temporal, se aplican al cuadri-momento
P µ de la siguiente manera (volveremos sobre este punto en la subsección
4.3.2 )

PiP νP−1 = iPν
µP

µ, TiP νT−1 = iT ν
µ P

µ (4.10)

donde

Pµ
ν =




1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


 , T µ

ν =




−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 (4.11)
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Como consecuencia de la definición de invariancia ante inversión tempo-
ral, dada una ecuación invariante ante esta operación, si f(t) es solución de
L, entonces T f(t) también es solución. En un trabajo previo [46], estás solu-
ciones matemáticas fueron apodadas como gemelos T-simétricos: son gemelos
porque sin presuponer una dirección privilegiada del tiempo, son diferentes
solo de manera convencional; y son T-simétricos (temporalmente simétricos)
porque uno de ellos es la imagen especular en el tiempo del otro. El ejemplo
tradicional de gemelos T-simétricos viene del electromagnetismo, donde las
ecuaciones dinámicas tienen soluciones avanzadas y retardadas, relacionadas
con los estados entrantes y salientes en un proceso de scattering [88]. Los dos
gemelos son idénticos y no pueden ser distinguidos a este nivel, debido a que,
hasta ahora, no existe criterio alguno y solamente contamos con la ecuación
dinámica de la cual surgen. Convencionalmente podemos darle un nombre a
cada solución: avanzada y retardada o entrante y saliente, pero estos son so-
lo etiquetas convencionales que no establecen una diferencia no-convencional
entre ambas soluciones.

En general, las ecuaciones dinámicas de teoŕıas fundamentales de la f́ısica
son invariantes ante inversión temporal, por ejemplo las ecuaciones de la
mecánica clásica, las ecuaciones de Maxwell del electromagnetismo, la ecuación
de Schrödinger de la mecánica cuántica, las ecuaciones de campos de una
teoŕıa cuántica de campos y las ecuaciones de Einstein de la relatividad ge-
neral. Sin embargo, no todos los axiomas de estas teoŕıas son invariantes ante
inversión temporal; este es el caso del postulado III en una teoŕıa de campos
(ver subsección 4.3.2) y el postulado de medición de la mecánica cuántica
(ver subsección 4.3.1). Por otro lado, muchas leyes no fundamentales no son
invariantes ante inversión temporal, como la segunda ley de la termodinámi-
ca (ver subsección 4.4.5). Uno de los objetivos del trabajo [3] es dar cuenta
de estas anomaĺıas y conjeturar una explicación para ellas.

4.1.2. Irreversibilidad

A pesar de que los conceptos de reversibilidad e irreversibilidad han tenido
muchas definiciones en la literatura, desde un punto de vista más general la
evolución reversible es concebida usualmente como un proceso que puede
ocurrir en el orden temporal opuesto, de acuerdo a la ley dinámica que go-
bierna dicho proceso: la ocurrencia en el orden opuesto no es excluida por
la ley. El proceso t́ıpicamente irreversible estudiado por la f́ısica es el de un
decaimiento, es decir, evoluciones temporales que tienden a un estado final
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de equilibrio del cual el sistema no puede escapar: la irreversibilidad de tal
proceso se basa en el hecho que no es posible cierta evolución que saque al
sistema de su estado de equilibrio. Para estos casos, la reversibilidad puede
ser definida de la siguiente manera:

Definición 2: Una solución f(t) de una ecuación dinámica es re-

versible si no llega al estado de equilibrio (es decir que no existe
el ĺımite de f(t) para t → ∞) donde el sistema se mantiene para
siempre en ese estado.

Por ejemplo, de acuerdo a esta definición, en mecánica clásica la solución
de una ecuación dinámica es reversible si se corresponde con una curva ce-
rrada en el espacio de fases (aún cuando estas curvas se cierren en infinito);
si no se corresponde, es entonces irreversible.

Es bastante claro que la invariancia ante inversión temporal e irreversibili-
dad son conceptos diferentes en la medida que se aplican a entidades matemáticas
distintas: la invariancia temporal es una propiedad de las ecuaciones dinámi-
cas y, a la larga, del conjunto de sus soluciones. La reversibilidad es una
propiedad de una única solución de la ecuación dinámica. Además, estos
conceptos no están ni siquiera correlacionados, dado que ambos pueden com-
binarse de las cuatro formas posibles [46]. De hecho, además de los casos
usuales, invariancia temporal y reversibilidad, y no-invariancia temporal e
irreversibilidad, las otras dos combinaciones también son posibles:

Invariancia temporal e irreversibilidad:

Consideremos un péndulo con el Hamiltoniano dado por

H =
1

2m
p2θ −

k2

2
cos θ (4.12)

La ecuación dinámica es invariante ante inversión temporal dado que
T θ = θ:

θ̇ =
∂H

∂pθ
=
pθ
m

ṗθ = −∂H
∂θ

= −k
2

2
sin θ (4.13)

Por lo tanto, el conjunto de trayectorias en el espacio de fases es simétri-
co con respecto al eje θ. Sin embargo, no todas las soluciones son re-
versibles. De hecho, cuando H = k2/2, la solución es irreversible debido
a que tiende a θ = π, pθ = 0 cuando t→ ∞ y tiende a θ = −π, pθ = 0
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cuando t −→ −∞ [121]: corresponde al péndulo alcanzando el punto de
equilibrio inestable para t→ ∞ y para t −→ −∞. En los casos H < k2

2

(péndulo oscilante) y H > k2

2
(péndulo rotante), las evoluciones son

reversibles.

No-invariancia temporal y reversibilidad:

Consideremos ahora un oscilador modificado con el siguiente Hamilto-
niano:

H =
1

2m
p2 +

1

2
K(p)2 q2 (4.14)

donde K(p) = K+ cuando p ≥ 0, K(p) = K− cuando p < 0, con K+ y
K− constantes. Esto significa que T K+ = K−. Como consecuencia, si
K+ ̸= K−, las ecuaciones dinámicas no son invariantes ante inversión
temporal ya que, para p ≥ 0,

ṗ = −K2
+q T ṗ = −T K2

+ T q = −K2
− q ̸= −K2

+q (4.15)

y para p < 0,

ṗ = −K2
−q T ṗ = −T K2

− T q = −K2
+ q ̸= −K2

−q (4.16)

No obstante, las soluciones q(t) y p(t) son, para p ≥ 0,

q(t) = C1 cos(ω+t+ α+n) p(t) = C1mω+ sin(ω+t+ α+n) (4.17)

y para p < 0,

q(t) = C2 cos(ω−t+ α−n) p(t) = C2mω− sin(ω−t+ α−n) (4.18)

donde ω± = K2
±/m y las constantes α±n cambian de un ciclo n al

siguiente n+ 1 de tal manera que las soluciones son continuas.

En la figura 4.1 mostramos las soluciones q(t) temporalmente asimétricas
para este ejemplo. Es claro que estas soluciones no tienen ĺımite para t →
±∞: cada trayectoria es reversible dado que es una curva cerrada en el espacio
de fases.

Una vez que ambos conceptos han sido definidos de manera precisa, el
problema de la irreversibilidad puede ser enunciado de la siguiente manera:
¿de que manera explicamos evoluciones irreversibles en términos de leyes
que son invariantes ante inversión temporal?. Cuando se explica en estos

80



4.1. Conceptos Básicos

−4 −2 0 2 4 6

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

t

q(
t)

 a
nd

  τ
 q

(t
)

 q(t)  τ q(t)

Figura 4.1: Soluciones temporalmente asimétricas q(t)

términos, resulta claro que el problema de la irreversibilidad no es un enigma
conceptual: nada proh́ıbe que una ecuación invariante ante inversión temporal
posea soluciones que son irreversibles. No obstante, la solución al problema de
la irreversibilidad no provee una adecuada distinción entre las dos direcciones
temporales. De hecho, si la evolución del sistema es irreversible y es solución
de una ley invariante, entonces siempre existirá el gemelo T-simétrico, es
decir, otra solución irreversible que es la imagen temporalmente especular de
la otra. Por ejemplo, si existe una solución que lleva al equilibrio en el futuro,
necesariamente existe otra solución irreversible que lleva a un equilibrio en el
pasado, y no existe un criterio que no sea convencional para seleccionar una
de las dos soluciones con evoluciones temporales opuestas como la que tiene
relevancia f́ısica.

En general, se presupone una dirección privilegiada del tiempo cuando es
estudiado cierto proceso irreversible. De hecho, cuando se habla de procesos
en los que aumenta la entroṕıa, se supone que el crecimiento de entroṕıa es
hacia el futuro; o cuando se considera un proceso que va de un estado de
no-equilibrio a uno de equilibrio, impĺıcitamente se localiza el equilibrio en
el futuro. En general, toda evolución que tienda a un atractor es concebida
como aproximándose hacia el atractor en el futuro. Esto significa que usual-
mente la distinción entre pasado y futuro es dada por sentada, y esto oculta
la existencia de la segunda solución irreversible del par de gemelos T-simétri-
cos. Sin embargo, cuando la teoŕıa en cuestión es desarrollada sin proyectar
nuestras intuiciones de asimetŕıa temporal, el par de gemelos T-simétricos se
manifiesta naturalmente.
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4.1.3. Flecha del Tiempo

El problema de la flecha del tiempo surge de la intuición que tenemos
sobre la asimetŕıa entre pasado y futuro. Experimentamos el ordenamien-
to temporal del mundo como si estuviera orientado: si dos eventos no son
simultáneos, uno de ellos es anterior al otro. Más aún, observamos que nue-
stro acceso al pasado y futuro se da de manera distinta: recordamos eventos
pasados, pero no predecimos eventos futuros. Por otro lado, vivimos en un
mundo repleto de procesos que no ocurren en la dirección opuesta del tiem-
po: el café y la leche siempre se mezclan entre ellos, siempre envejecemos,
y lamentablemente no observamos los procesos invertidos. Por lo tanto, si
concebimos el problema de la flecha del tiempo como la pregunta ¿existe la
flecha del tiempo?, entonces leǵıtimamente podemos responderla en base a
nuestras experiencias: no existe una diferencia convencional entre ambas di-
recciones, y la dirección privilegiada, la que llamamos futuro, es la dirección
en la cual se dan todos los procesos cotidianos.

Sin embargo, este no es el problema de la flecha del tiempo como fue
concebido en la f́ısica fundamental desde el nacimiento de la termodinámica.
Es este contexto, la dificultad consiste en encontrar el correlato f́ısico de las
diferencias entre las dos direcciones temporales. Si tal asimetŕıa temporal
no existiera, no haŕıa falta exigirle una explicación a la f́ısica . Es precisa-
mente debido a nuestra experiencia orientada en el tiempo que se pretende
dar cuenta de esto en las distintas teoŕıas de la f́ısica. En las secciones si-
guientes nos ocuparemos del problema de la flecha del tiempo dentro de los
ĺımites impuestos por la f́ısica: no discutiremos acerca de nuestra experiencia
acerca del tiempo. La pregunta será: ¿las teoŕıas f́ısicas eligen una dirección
privilegiada del tiempo?.

La mayor dificultad que se encuentra para responder a la pregunta radica
en nuestra perspectiva antropocéntrica: la diferencia entre pasado y futuro
está tan arraigada en nuestro lenguaje y pensamientos, que es muy dif́ıcil
sacudir estas asunciones de asimetŕıa temporal de nuestra mente. De hecho,
la discusiones tradicionales acerca del problema de la flecha del tiempo son
usualmente subsumidas bajo la etiqueta de el problema de la dirección del
tiempo, como si pudiéramos encontrar un criterio f́ısico exclusivo para se-
leccionar la dirección privilegiada del tiempo, e identificarla con la dirección
que llamamos futuro. Pero no hay criterio alguno en las leyes dinámicas de
la f́ısica que distinga de manera no arbitraria entre pasado y futuro como lo
concebimos en nuestra experiencia cotidiana. Alguien podŕıa objetar que la
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f́ısica asume impĺıcitamente esta distinción con el uso de expresiones asimétri-
cas como, el cono de luz futuro, condiciones iniciales y demás expresiones.
Sin embargo este no es el caso, y la razón se basa en la distinción entre
convencional y sustancial.

Definición 3: Dos objetos son formalmente idénticos cuando existe
una permutación que intercambia los objetos pero no cambia las
propiedades del sistema al cual pertenecen.

En f́ısica es usual trabajar con objetos formalmente idénticos: los dos
semiconos del cono de luz, las dos direcciones del esṕın, etc.

Definición 4: Diremos que establecemos una diferencia convencional
entre dos objetos cuando nombramos dos objetos formalmente idénti-
cos con dos nombres diferentes.

Este es el caso cuando asignamos dos signos diferentes a las dos direcciones
de esṕın o usamos nombres diferentes para el semicono futuro y pasado.

Definición 5: Diremos que la diferencia entre dos objetos es sustan-
cial cuando asignamos distintos nombres a dos objetos que no son
formalmente idénticos. En este caso, aunque el nombre que elijamos
usar es convencional, la diferencia es sustancial [108, 116].

Por ejemplo, la diferencia entre los dos polos del modelo teórico de un
imán es convencional, dado que ambos polos son formalmente idénticos: por
el contrario, la diferencia entre los dos polos de la tierra es sustancial ya que
en el polo norte hay un océano y en el polo sur un continente, y la diferencia
entre océano y continente es sustancial aún cuando cambiemos convencional-
mente los nombres de los polos. En matemática, dado un segmento [A,B], si
llamamos a sus puntos extremos A y B (ó B y A, dado que los nombres siem-
pre son convencionales), estamos estableciendo una diferencia convencional
entre los puntos A y B debido a que los puntos son formalmente idénticos;

por el contrario, si llamamos a los extremos de una flecha
−−−→
[A,B] A y B, es-

tamos expresando una diferencia sustancial, ya que la cola A de la flecha no
es idéntica a su cabeza B.

Una vez que este punto es aceptado, resulta claro que dada la invariancia
temporal de las leyes fundamentales, la f́ısica usa las etiquetas de pasado
y futuro de manera convencional. Por lo tanto, el problema no puede ser
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Caṕıtulo 4. Irreversibilidad y Flecha del Tiempo

planteado en términos de identificar la dirección privilegiada del tiempo lla-
mada futuro, como lo concebimos en nuestro lenguaje ordinario: en f́ısica, el
problema de la flecha del tiempo se traduce en encontrar una diferencia sus-
tancial entre las dos direcciones, basándonos únicamente en teoŕıas f́ısicas.
Pero si esta es nuestra pregunta central, entonces no podemos proyectar
nuestras experiencias acerca del pasado y futuro para responderla. Cuan-
do pretendemos ocuparnos del problema de la flecha del tiempo desde una
perspectiva que no contenga nuestras intuiciones sobre el tiempo, debemos
evitar conclusiones derivadas de presupuestos de asimetŕıa temporal. Es nece-
sario situarse en un punto atemporal [112]. Este punto de vista atemporal
nos previene de usar expresiones temporalmente asimétricas de manera no-
convencional: la asunción acerca de la diferencia entre pasado y futuro ya no
es leǵıtima en el contexto del problema de la flecha del tiempo.

Pero entonces, ¿qué significa la flecha del tiempo cuando aceptamos es-
ta restricción?. La tradicional expresión acuñada por Eddington tiene un
sentido metafórico: su significado debe ser entendido por analoǵıa. Recono-
cemos la diferencia entre la cola y la cabeza de una flecha basándonos en sus
propiedades intŕınsecas; por lo tanto, podemos distinguir sustancialmente
ambas direcciones, cola-cabeza y cabeza-cola, independientemente de nues-
tra perspectiva particular y de nuestras intuiciones. Análogamente, podemos
concebir el problema de la flecha del tiempo en términos de la posibilidad
de establecer una diferencia sustancial entre ambas direcciones temporales,
basándonos exclusivamente en argumentos f́ısicos.

4.2. El problema de la flecha del tiempo: en-

foque no-entrópico y global

Sobre la base de las definiciones de diferencias sustanciales y conven-
cionales, y de la necesidad de un punto de vista atemporal , se ha propuesto
un enfoque global y no-entrópico del problema de la flecha del tiempo [46, 3].
En lo que sigue resumiremos los puntos principales de la argumentación.

4.2.1. Por qué global y no-entrópico

Comencemos explicando en que sentido el enfoque se aparta del tradi-
cional enfoque local y entrópico del problema.
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1. ¿Por qué global?

El enfoque tradicional debe su origen a los intentos para reducir la ter-
modinámica en una teoŕıa de mecánica estad́ıstica: en este contexto, la ma-
nera usual de resolver el problema de la flecha del tiempo consiste en definir
el futuro como la dirección en la cual la entroṕıa aumenta. Sin embargo, en el
año 1912 Paul and Tatiana Ehrenfest [62] notaron que cuando la entroṕıa es
definida en términos estad́ısticos sobre la base de la mecánica clásica, ocurre
que tal incremento de la entroṕıa en un sistema cerrado, viene acompañado
de un aumento similar hacia el pasado. Esta vieja discusión puede ser gen-
eralizada a cualquier tipo de evolucion que surja de leyes locales que sean
invariantes ante inversión temporal. De hecho, como vimos en la sección ante-
rior, cualquier ecuación que sea invariante ante inversión temporal, da lugar
a un par de gemelos T-simétricos f(t) y T f(t) , que son diferentes de manera
convencional el uno del otro.

Desde luego que la existencia del par de gemelos T-simétricos es el re-
sultado de las propiedades de la ecuación dinámica. Dada una ley dinámica
local, las soluciones representan dos evoluciones posibles, pero dado que am-
bas soluciones son convencionalmente diferentes no proveen una manera de
distinguir las dos direcciones temporales. Uno estaŕıa tentado a resolver el
problema diciendo que ambas soluciones describen el mismo proceso des-
de puntos de vista revertidos temporalmente. Sin embargo, el hecho que un
mismo proceso sea descripto por e(t) y e(−t), significa que t y −t son dos
nombres diferentes para el mismo punto de vista temporal. Por lo tanto, los
intervalos de tiempo [0,∞) y (−∞, 0] no seŕıan convencionalmente diferentes
sino estrictamente idénticos. Pero entonces el tiempo no tendŕıa la topoloǵıa
de R, sino la de R

+. Dado que en R
+ las direcciones 0 → ∞ y ∞ → 0 son

sustancialmente diferentes, la diferencia sustancial entre las dos direcciones
del tiempo seŕıan impuestas a mano, lo cual debeŕıa incluir la especificación
de un origen de tiempo. Es más, esto rompeŕıa la invariancia de Galileo o de
Lorentz en esas teoŕıas; en particular esto llevaŕıa a que esas teoŕıas no seŕıan
invariantes ante traslación temporal y consecuentemente llevaŕıa a abandonar
el principio local de la conservación de la enerǵıa.

En resumen, las teoŕıas locales no ofrecen una manera no convencional
para distinguir a los gemelos T-simétricos, y por lo tanto entre ambas direc-
ciones temporales.

2. ¿Por qué no-entrópico?
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Cuando a fines de siglo XIX Boltzmann desarrolló la versión probabiĺısti-
ca de su teoŕıa, tuvo que enfrentar un nuevo reto: como explicar el estado
tan improbable del mundo actual. Para responder esta pregunta, Boltzmann
introdujo el primer enfoque global del problema 1. Desde aquel trabajo, mu-
chos autores han relacionado la dirección pasado-futuro como el gradiente de
la entroṕıa del universo y usualmente se ha asumido que el criterio funda-
mental para distinguir entre las dos direcciones temporales es la segunda ley
de la termodinámica [57, 114] .

El enfoque global y entrópico se basa en dos suposiciones: que es posible
definir la entroṕıa en una sección transversal del universo, y que exista un
único tiempo para todo el universo. Sin embargo, ambas suposiciones encie-
rran una dificultad. En primer lugar, la definición de entroṕıa en cosmoloǵıa
es hoy en d́ıa un tema controversial: no hay consenso acerca de como definir
una entroṕıa global para el universo, a menos que exista un horizonte de
Killing bifurcado en el espacio-tiempo y que se cumplan ciertas condiciones
asintóticas como vimos en el caṕıtulo 2. En segundo lugar, cuando la relativi-
dad general entra en juego, no es posible usar al tiempo como un parámetro
del fondo como en las teoŕıas pre-relativistas.

Sin embargo, hay un argumento aún más fuerte para renunciar al enfoque
tradicional. Como es bien sabido, la entroṕıa es una propiedad fenomenológi-
ca cuyo valor es compatible con muchas configuraciones de un sistema. La
pregunta es si existe alguna una caracteŕıstica más fundamental del univer-
so que nos permita distinguir entre ambas direcciones temporales. Por otra
parte, si la flecha del tiempo refleja una diferencia sustancial entre las dos di-
recciones del tiempo, entonces es razonable considerar que es una propiedad
intŕınseca del tiempo, o mejor dicho, del espacio-tiempo, y no es un elemento
secundario que depende de cierta propiedad fenomenológica.

4.2.2. Condiciones para una flecha del tiempo global

En relatividad general, el universo es una variedad de cuatro dimensiones,
descripta por las propiedades geométricas del espacio-tiempo, que vienen
dadas por el tensor métrico gµν , y por la distribución de enerǵıa en el espacio-
tiempo dada por el tensor de enerǵıa-momento Tµν . Ambas propiedades están

1Boltzmann [33] escribió: el universo, o al menos gran parte de el, considerado como
un sistema mecánico comenzó en un estado muy improbable y aún hoy está en ese estado.
Entonces si elegimos un sistema pequeño de part́ıculas y las aislamos instantáneamente
del resto, en principio el sistema evolucionaŕıa hacia estados más probables.
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relacionadas por las ecuaciones de campo, de tal manera que el universo puede
ser descripto en términos geométricos o en términos de enerǵıa y materia.
Usaremos el lenguaje geométrico para presentar las condiciones para la flecha
del tiempo debido a que la explicación en estos términos es más intuitiva.

Como es bien conocido, existen muchas soluciones consistentes con las
ecuaciones de campo. Algunas de ellas no admiten una única coordenada
temporal para todo el universo, o incluso no admiten la definición de las
dos direcciones de tiempo de manera global. Por lo tanto, para poder definir
una flecha del tiempo global es necesario requerir ciertas condiciones: que el
espacio-tiempo sea orientable temporalmente y que exista una coordenada
temporal definida globalmente.

1. Orientabilidad en el tiempo

Un espacio-tiempo (M, gµν) es orientable temporalmente, si existe un
campo vectorial continuo γµ(x) en la variedadM que es no-espacial [73]. Por
intermedio de este campo, el conjunto de todos los semiconos de luz de la
variedad pueden ser clasificados en dos clases de equivalencia, C+ (semiconos
que contienen los vectores de este campo) y C− (semiconos que no contienen
a estos vectores). Está claro que los nombres C+ y C− son convencionales y
pueden ser intercambiados como se quiera: el único hecho relevante es que
para todos los semiconos, cada uno de ellos pertenece solamente a una de las
clases de equivalencia. Por el contrario, en un espacio-tiempo no orientable
temporalmente, es posible transformar un vector de tipo temporal en otro
que apunta en la dirección contraria por intermedio de una transformación
continua; por lo tanto, las clases de equivalencia C+ y C− no pueden ser
definidas de una manera uńıvoca.

2. Tiempo global

La propiedad de orientabilidad en el tiempo no garantiza que se pueda
hablar aún de una coordenada temporal para todo el universo: el espacio-
tiempo puede no ser globalmente separado en hipersuperficies espaciales en
las cuales todos los eventos sean simultáneos en ella. La condición de causa-
lidad estable da cuenta de la existencia de un tiempo global en el espacio-
tiempo [73], es decir una función t : M → R cuyo gradiente es de tipo tem-
poral en todos lados. Esta condición garantiza el hecho que el espacio-tiempo
puede ser foliado en hipersuperficies de simultaneidad (t = constante), que
pueden ser ordenadas de acuerdo al valor de t [117].
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4.2.3. Definición de la flecha global no-entrópica

1. Asimetŕıa temporal

El carácter opuesto de ambas direcciones del tiempo global, e incluso
las dos clases de equivalencia de los semiconos, no proveen un criterio no-
convencional para distinguir las dos direcciones temporales. Tal criterio viene
dado por la asimetŕıa temporal del espacio-tiempo. Un espacio-tiempo orien-
table (M, gµν) con tiempo global t es temporalmente simétrico con respecto a
cierta hipersuperficie espacial t = α, si existe un difeomorfismo d de M en si
mismo, que verifica que: (i) revierte la orientación temporal, (ii) preserva a la
métrica gµν , y (iii) deja invariante a la hipersuperficie t = α. Intuitivamente
esto significa que la hipersuperficie espacial t = α divide al espacio-tiempo en
dos mitades, siendo cada mitad la imagen especular en el tiempo de la otra.
Contrariamente, en un espacio-tiempo asimétrico temporalmente, no existe
tal hipersuperficie con respecto a la cual el espacio-tiempo se vea igual en
ambas direcciones. Las caracteŕısticas en una dirección son diferentes que en
la dirección contraria, y esto se evidencia en la métrica gµν . Pero de acuer-
do a las ecuaciones de Einstein, esto lleva a que la distribución de materia y
enerǵıa en el universo sea también asimétrica a lo largo del tiempo global. En-
tonces no importa que hipersuperficie sea usada para dividir en dos mitades
a un espacio-tiempo asimétrico, que siempre ocurrirá que las propiedades de
las dos mitades son sustancialmente diferentes, y tales diferencias establecen
una distinción sustancial entre las dos direcciones del tiempo.

Ahora podemos asignar distintos nombres a las dos direcciones de tiempo
sustancialmente diferentes. Por ejemplo, podemos llamar a uno de las direc-
ciones como positiva y los semiconos orientados hacia esta dirección positiva
como C+, y la otra dirección de tiempo negativa con sus correspondientes
semiconos C−. Por supuesto que los nombres son convencionales, lo relevante
es que ambas direcciones son sustancialmente distintas la una a la otra y
los diferentes nombres usados para referirnos a ellas expresan tal diferencia
sustancial.

2. El significado de la invariancia ante inversión temporal en

teoŕıas covariantes de gravedad

La métrica gµν y el tensor de enerǵıa-momento Tµν de un espacio-tiempo
particular, son soluciones de las ecuaciones de movimiento de la teoŕıa con-
siderada, la cual es invariante ante inversión temporal. Existe por lo tanto
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otra solución dada por T gµν y T Tµν , es decir los gemelos T-simétricos de las
soluciones anteriores. Entonces pareciera que el fantasma de la simetŕıa ame-
naza nuevamente: es como si estuviéramos obligados a imponer un criterio
no convencional para seleccionar una u otra solución, siendo los candidatos
imágenes especulares en el tiempo uno del otro. Sin embargo, en este caso la
amenaza no es tan seria como parece.

Como es sabido, la inversión temporal es una transformación de simetŕıa.
Bajo la interpretación activa, una transformación de simetŕıa corresponde a
un cambio en el sistema; bajo la interpretación pasiva, una transformación
de simetŕıa consiste en cambiar el punto de vista desde el cual se describe al
sistema. El enfoque tradicional de simetŕıas asume que en el caso de transfor-
maciones discretas como la inversión temporal o reflexión espacial, solo tiene
sentido la interpretación activa: un observador ideal puede rotarse a si mismo
en el espacio, pero es imposible que rote en el tiempo [118]. Claro esta que
esto es cierto cuando el observador está inmerso en el mismo espacio-tiempo
que el sistema observado. Pero cuando el sistema es el universo como un todo,
no podemos cambiar nuestra perspectiva espacial con respecto al universo:
es igual de imposible rotar en el espacio como lo es rotar en el tiempo. Sin
embargo, esto no significa que la interpretación activa sea la correcta: la idea
de dos universos idénticos, uno trasladado en el espacio y otro en el tiempo
con respecto al otro, no tiene sentido. Esto muestra que cuando ambas in-
terpretaciones son aplicadas al universo como un todo, devienen en un sin
sentido [47].

De hecho, en cosmoloǵıa, a las transformaciones de simetŕıa no se les da
una interpretación activa ni pasiva. Dos espacio-tiempos (M, gµν) y (M ′, g′µν)
son equivalentes si son isométricos, es decir que existe un difeomorfismo
θ :M →M ′ que lleva a la métrica gµν a g

′
µν [73]. Debido a que las transforma-

ciones de simetŕıa son isomorfismos (en particular la reversión temporal), dos
modelos relacionados por una transformación de simetŕıa son considerados
como descripciones equivalentes del mismo espacio-tiempo.

Por lo tanto, en contraste con las teoŕıas locales, cuando el objeto a
describir es el universo como un todo, no es necesario imponer un criterio
no-convencional para seleccionar una solución del par de gemelos T-simétri-
cos. Esta diferencia fundamental entre teoŕıas de gravedad con soluciones
definidas globalmente y las teoŕıas locales, es lo que permite el enfoque glo-
bal del problema de la flecha del tiempo.

3. El carácter genérico de la flecha global y no-entrópica
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Como hemos visto, el enfoque global entrópico explica la flecha del tiem-
po en términos de una función de entroṕıa creciente del universo. Como
consecuencia, este enfoque debe lidiar con un estado inicial de baja entroṕıa.
Entonces, el problema de la flecha del tiempo se traduce en preguntarse por
qué el estado inicial del universo tiene baja entroṕıa. El problema es que
un estado inicial con tan baja entroṕıa es extraordinariamente improbable.
Por lo tanto, el enfoque entrópico global está obligado a responder sobre tal
improbable condición inicial (ver, por ejemplo, los argumentos de la flecha
global entrópica en [57, 107] y las cŕıticas en [112]).

En el enfoque no-entrópico no existen condiciones iniciales improbables
que tengan que ser tenidas en cuenta. Por el contrario, el subconjunto de
espacio-tiempos simétricos tiene medida nula dentro del conjunto de to-
dos los posibles espacio-tiempos admitidos por cierta teoŕıa covariante de
la gravedad. Esto puede ser entendido intuitivamente sobre la base que la
simetŕıa es una propiedad espećıfica, cuando la asimetŕıa es general. De la
colección de todos los posibles espacio-tiempos, aquellos dotados con una
flecha del tiempo global y no-entrópica son altamente probables: la no exis-
tencia de una flecha del tiempo es lo que requeriŕıa una sintońıa fina entre
los parámetros del universo.

Estos argumentos, basados en resultados teóricos, son relevantes cuando
se busca encontrar una diferencia sustancial entre las dos direcciones tem-
porales. Claro está que las distintas teoŕıas no quedan determinadas por
la evidencia experimental, y esto se da fuertemente en cosmoloǵıa, donde
la observabilidad de los horizontes introduce ĺımites a nuestra accesibilidad
de datos emṕıricos. Podŕıa ser el caso que el universo fuera simétrico tem-
poralmente, o que no tuviera un tiempo definido globalmente, incluso que
no fuera orientable. Sin embargo, esto no socava la baja improbabilidad de
que posea simetŕıa temporal. Pero como como tal baja probabilidad no im-
plica imposibilidad, no podemos excluir la posibilidad de que sea simétrico
temporalmente. En este caso, el enfoque global y no-entrópico de la flecha
del tiempo no existiŕıa, y la explicación de las asimetŕıas temporales locales
que daremos en las próximas secciones no seŕıa aplicable. Es por lo tanto
bastante claro que este caso no puede ser excluido, ni por razones lógicas,
como tampoco por argumentos teóricos. Por otro lado, es dif́ıcil encontrar
argumentos teóricos ó emṕıricos que puedan ser usados para justificar que
nuestro universo no posee una flecha del tiempo global; al contrario, los mo-
delos cosmológicos que se estudian hoy en d́ıa son aceptados como las mejores
representaciones del universo actual y son temporalmente asimétricos. Como

90



4.2. El problema de la flecha del tiempo: enfoque no-entrópico y global

siempre, en f́ısica, y en toda ciencia en general, no existen explicaciones irre-
futables. No obstante, podemos decidir aceptar una explicación particular
sobre la base de su riqueza para dar cuenta de la evidencia emṕırica y su
consistencia con el conocimiento disponible.

4.2.4. Transfiriendo la flecha del tiempo global a con-

textos locales

Como hemos visto, la asimetŕıa temporal establece una diferencia sustan-
cial entre las dos direcciones del tiempo. Esta asimetŕıa temporal es una
propiedad f́ısica del espacio-tiempo, que puede ser expresada de manera
equivalente en términos geométricos gµν o en términos de la distribución
de materia y enerǵıa Tµν . Sin embargo, ninguna de las dos descripciones
puede ser introducida en teoŕıas locales que, en principio, no contienen los
conceptos de métrica o el tensor de enerǵıa-momento. Por esta razón, si se
quiere transferir la flecha global a contextos locales, debemos trasladar la
asimetŕıa temporal embebida en gµν y Tµν en cierta caracteŕıstica que pueda
ser expresada con los conceptos de teoŕıas locales. Esto puede ser realizado
expresando el tensor de enerǵıa-momento en términos de un flujo de enerǵıa.

La componente T00 del tensor de enerǵıa-momento representa la densidad
de materia y enerǵıa, mientras que las componentes T0i representan el flujo
de enerǵıa espacial. Entonces, T0α puede ser visto como el flujo de enerǵıa
y materia espacio-temporal, que contiene no solo el flujo en el espacio sino
también en el tiempo; lo llamaremos flujo de enerǵıa para abreviar. A su vez
Tµν satisface la condición de enerǵıa dominante, es decir que en toda base
ortonormal se cumple T00 ≥ |Tαβ|, para cada α, β. Esta es una condición débil,
en el sentido que casi todas las distribuciones de materia y enerǵıa satisfacen
esta condición [73]. El significado de la condición de enerǵıa dominante es
que para cualquier observador local, la densidad de enerǵıa T00 no es negativa
y el flujo de enerǵıa T0α no es de tipo espacial. Esto significa que T00 apunta
en la misma dirección temporal y, debido a que da la dirección temporal de
T0α, entonces el flujo de enerǵıa está dotado de la misma caracteŕıstica.

El primer punto a destacar es que la condición de enerǵıa es inmune a los
efectos del operador de inversión temporal:

T T00 = T00 T Ti0 = −Ti0
T T0i = −T0i T Tij = Tij (4.19)
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Por lo tanto, la inversión temporal no cambia el signo de T00 y como con-
secuencia, si la condición es satisfecha por Tµν , tambien es satisfecha por
T Tµν .

El segundo punto a enfatizar es que sin haber establecido una diferencia
sustancial entre ambas direcciones temporales, el término positivo aplicado
a T00 por la condición de enerǵıa dominante es meramente convencional. El
contenido relevante de la condición es que el flujo de enerǵıa T0α no es espacial
(es decir que el flujo de enerǵıa no se mueve más rápido que la velocidad de
la luz), y que apunta en la misma dirección temporal en los puntos donde la
condición se satisface. Por lo tanto, podemos elegir cualquier dirección como
positiva, y la condición preserva su significado conceptual.

El tercer punto que merece ser destacado es la aplicación de la condición a
espacio-tiempos tales que T00 apunta en la dirección temporal “opuesta”que
la del espacio-tiempo original. Consideremos dos espacio-tiempos con T ′

µν =
−Tµν y T ′′

µν = −T Tµν :

T ′
00 = −T00 T ′′

00 = −T00
T ′
0i = −T0i T ′′

0i = T0i (4.20)

Si la condición de enerǵıa dominante es satisfecha por Tµν , también es satis-
fecha por T ′

µν y T ′′
µν , con el único cambio en la desición convencional acerca

de la dirección temporal positiva. Esto no es sorprendente debido a que los
modelos con Tµν , T

′
µν y T ′′

µν son isométricos y por lo tanto son descripciones
equivalentes del mismo universo: decir entonces que uno de ellos tiene la
direción temporal “opuesta” al otro no tiene sentido.

Una vez que estos delicados puntos son entendidos, resulta claro que el
contenido no-convencional de la condición de enerǵıa dominante, no es la
identificación sustancial de una dirección temporal como la dirección del flu-
jo de enerǵıa, sino la coordinación de la dirección temporal de tal flujo en
todos los puntos del espacio-tiempo donde se satisface la condición. En otras
palabras, si Tµν satisface la condición en todos los puntos del espacio-tiempo,
se puede garantizar que el flujo de enerǵıa siempre está contenido en los semi-
conos pertenecientes a una de las dos clases, C+ ó C−, surgidos de la partición
dada por la orientabilidad temporal. En este punto, alguien podŕıa suponer
que si esta condición es satisfecha, ya resolveŕıa el problema de la flecha del
tiempo: si el flujo de enerǵıa apunta en la misma dirección en todo punto del
espacio-tiempo, entonces definamos esa dirección como el futuro, sin necesi-
tar de asimetŕıa temporal. Sin embargo esta conclusión no tendŕıa en cuenta
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la elección convencional de la dirección positiva en el flujo de enerǵıa. De
hecho, aún en el caso en que el flujo de enerǵıa esté siempre contenido en,
por ejemplo, los semiconos C+, en un espacio-tiempo temporalmente simétri-
co, las diferencia entre C+ y C− son convencionales. Solo en el caso en que
podamos distinguir sustancialmente entre las dos direcciones temporales en
términos de la asimetŕıa temporal, es que podemos usar el flujo de enerǵıa,
cuya dirección es siempre la misma en todo el espacio-tiempo, para expresar
tal diferencia sustancial. En resumen, la flecha del tiempo es definida por la
asimetŕıa del espacio-tiempo, y es expresada por el flujo de enerǵıa.

Hasta ahora no hemos utilizado los términos pasado y futuro. Dado que
son solo etiquetas, su aplicación es convencional. Ahora podemos introducir
la convención usual en f́ısica, que consiste en llamar futuro a la dirección dada
por T00 y, también a la del flujo de enerǵıa T0α. Es decir que bajo la condición
de enerǵıa dominante, T0α queda siempre contenido en los semiconos que
pertenecen a las clases C+. Con esta convención podemos decir que el flujo
de enerǵıa está dirigido hacia el futuro para un observador localizado en
cualquier punto del espacio-tiempo2.

Como hemos visto en las secciones anteriores, toda ecuación que es inva-
riante ante inversión temporal, conduce a la existencia de un par de gemelos
T-simétricos. Desde el punto de vista de una teoŕıa local, la diferencia en-
tre ellos es convencional. El argumento tradicional para descartar una de las
soluciones es invocar a nociones temporalmente asimétricas no justificadas
por la misma teoŕıa. Este tipo de argumentación no es leǵıtima en el contexto
del problema de la flecha del tiempo, en la medida que introduce la flecha a
mano, presuponiendo a-priori la diferencia entre las dos direcciones del tiem-
po. En otras palabras, violan el requerimiento del punto de vista atemporal.
Por lo tanto, desde un punto de vista atemporal, el reto consiste en proveer
un criterio no-convencional, basado en argumentos teóricos, para distinguir
entre los dos miembros del par de gemelos. El criterio deseado, que no puede
ser provisto por la teoŕıa local o por nuestras experiencias temporalmente
asimétricas, puede estar basado en consideraciones globales.

Si adoptamos la convención usual, tal que el futuro es la dirección tem-
poral del flujo de enerǵıa y C+(x) denota a los semiconos futuros, entonces
el flujo de enerǵıa queda contenido en el semicono futuro para todo punto

2Si pudiéramos calcular la entroṕıa global del universo, con esta convención diŕıamos
que la entroṕıa aumenta hacia el futuro. Pero esto requeriŕıa resolver las dificultades
técnicas para definir tal entroṕıa (ver subsección ).
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del espacio-tiempo. Por otro lado, en todo par de gemelos T-simétricos los
miembros del par involucran a flujos de enerǵıa apuntando en direcciones
temporales opuestas, sin tener un criterio no-convencional para distinguirlos.
Pero una vez que se ha establecido una diferencia sustancial entre pasado y
futuro y que se ha decidido que el flujo esté dirigido hacia el futuro, existe
un criterio sustancial para descartar a uno de los dos gemelos, y quedarse
con la solución relevante de la teoŕıa. Por ejemplo, en el caso del electro-
magnetismo solo las soluciones retardadas son las seleccionadas, dado que
describen estados que llevan enerǵıa hacia el futuro.

Otro ejemplo es la creación y el decaimiento de estados inestables. Des-
de un estado de equilibrio ρ∗, es creado un estado de no-equilibrio ρ(t = 0)
por intermedio de un proceso antidisipativo, con el factor de evolución eγt

y γ < 0. Este estado de desequilibrio ρ(t = 0) decae hacia el equilibro ρ∗
a través de un proceso disipativo con factor e−γt y γ > 0. Cuando se lo ve
localmente, el par de gemelos (antidisipativo γ < 0 y disipativo γ > 0) son
convencionalmente diferentes. Sin embargo, dado que el pasado es sustan-
cialmente diferente del futuro, y, de acuerdo a la convención usual (enerǵıa
fluyendo de pasado a futuro), los estados inestables son siempre creados por
intermedio de enerǵıa ganada del flujo de enerǵıa proveniente del pasado,
mientras que los estados inestables devuelven la enerǵıa al flujo dirigido hacia
el futuro. Por lo tanto, el flujo de enerǵıa introduce una diferencia sustancial
entre los dos miembros del par.

En las secciones siguientes, analizaremos la rotura de la simetŕıa que in-
troduce el flujo de enerǵıa en distintas leyes locales, provenientes de teoŕıas
fundamentales y fenomenológicas; en este último caso, lo primero será iden-
tificar al segundo gemelo que usualmente queda oculto en el formalismo.

4.3. Ejemplos en Teoŕıas Fundamentales de

la F́ısica

4.3.1. Mecánica Cuántica

La irreversibilidad en mecánica cuántica está basada en el uso del espacio
de Hilbert equipado, debido a la habilidad de este formalismo para modelar
procesos irreversibles, como por ejemplo el decaimiento exponencial o proce-
sos de scattering [31]. La estrategia consiste en introducir dos subespacios,
Φ− y Φ+, del espacio de Hilbert H. Estos subespacios llevan a dos espacios
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de Hilbert equipados:

Φ− ⊂ H ⊂Φ×
− Φ+ ⊂ H ⊂Φ×

+ (4.21)

donde Φ×
− y Φ×

+ son los espacios anti-duales de Φ− y Φ+ respectivamente.
Esta estrategia permite obtener las dos estructuras temporalmente simétri-

cas de una teoŕıa invariante ante inversión temporal. De hecho, la mecánica
cuántica formulada en el espacio de Hilbert es invariante dado que:

TH = H (4.22)

donde T es el operador antilineal y antiunitario de inversión temporal. Pero si
la mecánica cuántica se formula en los espacios Φ±, resulta no ser invariante
ante inversión temporal, debido a que:

TΦ± = Φ∓ (4.23)

Además, en la continuación anaĺıtica del espectro de enerǵıa del sistema
Hamiltoniano, existen al menos un par de polos complejos conjugados, uno
en el semiplano inferior y el otro en el semiplano superior del plano complejo.
Este par corresponde a un par de vectores de Gamov:

|Ψ−
G⟩ ∈ Φ×

− |Ψ+
G⟩ ∈ Φ×

+ (4.24)

Estos vectores son propuestos para describir procesos irreversibles. Pero la
posición simétrica de los polos con respectos al eje real en el plano complejo,
indican que los vectores de Gamov son gemelos T-simétricos.

En su detallada descripción de un proceso de scattering, Bohm rompe
la simetŕıa entre los gemelos apelando a la llamada flecha del tiempo de

preparación-registro [30]. La idea central de su propuesta es que las propiedades
observables de un estado no pueden ser medidas hasta que el estado que actúa
como portador de estas propiedades sea preparado.

Por ejemplo, en un proceso de scattering, no tiene sentido medir el ángulo
de scattering hasta que cierto estado sea preparado en el acelerador. Sobre
esta base, Bohm propuso el siguiente postulado de interpretación: los vec-
tores |φ⟩ ∈ Φ− representan los estados del sistema y los vectores |ψ⟩ ∈ Φ+

representan los observables del sistema, en el sentido que los observables son
obtenidos como O = |ψ⟩⟨ψ|. El instante t = 0 es considerado el instante en el
cual la preparación termina y comienza la detección. La flecha de preparación-
registro impone el requerimiento que la distribución de enerǵıa producida por
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el acelerador, representada por ⟨ω|φ⟩, sea cero para t > 0, y la enerǵıa del
estado detectado, representada por ⟨ω|ψ⟩, sea cero para t < 0:

|φ⟩ ∈ Φ− ⟨ω|φ⟩ = 0 for t > 0

|ψ⟩ ∈ Φ+ ⟨ω|ψ⟩ = 0 for t < 0 (4.25)

La evolución temporal, tradicionalmente representada por el grupo Ut en el
espacio de Hilbert H, es representada en este caso por dos semigrupos U−

t y
U+
t : (i) U

−
t es Ut restringido a Φ− y, entonces, es válido sólo para t > 0, y

(ii) U+
t es Ut restringido a Φ+ y, entonces, es válido sólo para t < 0

U−
t : Φ− → Φ− |φ(t)⟩ = U−

t |φ0⟩ for t > 0

U+
t : Φ+ → Φ+ |ψ(t)⟩ = U+

t |ψ0⟩ for t < 0 (4.26)

Como consequencia, los dos vectores de Gamov |Ψ−
G⟩ ∈ Φ×

− y |Ψ+
G⟩ ∈ Φ×

+

resultan ser representaciones de creación y decaimiento, respectivamente: la
evolución del vector de Gamov de creación |Ψ−

G⟩ puede ser definido para
t < 0, y la evolución del vector de decaimiento |Ψ+

G⟩ para t > 0.
Como vemos, el enfoque de Bohm rompe la simetŕıa entre los gemelos T-

simétricos, por intermedio del postulado de la flecha de preparación-registro.
Esta estrategia suministra una solución al problema de la irreversibilidad en
la medida que permite la representación de procesos irreversibles de creación
y decaimiento. Sin embargo, no ofrece una solución teórica al problema de la
flecha del tiempo, dado que la flecha de preparación-registro es introducida
como un postulado de la teoŕıa. De hecho, tal flecha presupone la distinción
entre pasado y futuro desde el principio: en el pasado se prepara al sistema,
y en el futuro el sistema es medido. Está claro que tal postulado esta basado
en asunciones intuitivas, como el hecho de que la preparación sea previa a
la medición. Desde un punto de vista atemporal, podŕıamos revertir tal pos-
tulado considerando que Φ+ es el espacio de estados, y Φ− es el espacio de
vectores por medio del cual se obtienen los observables; en este caso obten-
dŕıamos la imagen especular en el tiempo de la teoŕıa original, donde |Ψ+

G⟩ y
|Ψ−

G⟩ representan estados de creación y decaimiento respectivamente, ambos
evolucionando hacia atrás en el tiempo.

No obstante, es posible encontrar una justificación teórica para la flecha de
preparación-registro, y por consiguiente seleccionar la versión del postulado
orientado hacia el futuro. La rotura de la simetŕıa entre ambos gemelos es
suministrado por el flujo de enerǵıa representado por T0α. La preparación
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de los estados |φ⟩ ∈ Φ− requiere enerǵıa proveniente de otros procesos. El
vector de creación de Gamov |Ψ−

G⟩ representa los estados creados para t < 0
, los cuales absorben enerǵıa del pasado. Por otro lado, el registro de las
propiedades de los observables |ψ⟩ ∈ Φ+ provee enerǵıa a otros procesos.
Nuevamente, dado que el flujo de enerǵıa va del pasado al futuro, la medición
de los observables emite enerǵıa hacia el futuro. Resumiendo, el flujo de
enerǵıa suministra un criterio para seleccionar la versión orientada hacia el
futuro del postulado de Bohm.

4.3.2. Teoŕıa Cuántica de Campos

Hab́ıamos comentado que las dos clases de semiconos de luz C+ y C−

es un par de gemelos T-simétricos. En cualquiera de sus versiones, la teoŕıa
cuántica de campos (TCC) axiomática incluye un postulado no-invariante
ante inversión temporal [29], el llamado postulado III, que establece que el
espectro del operador de enerǵıa-momento P µ está confinado en los semiconos
futuros, es decir, que sus autovalores pµ satisfacen:

p2 ≥ 0 p0 ≥ 0 (4.27)

Este postulado afirma que cuando medimos el observable P µ, obtenemos un
vector no-espacial contenido en el semicono futuro, es decir, un semicono que
pertenece a C+.

Es claro que la condición p0 ≥ 0 selecciona uno de los elementos del par
de gemelos T-simétricos C+ y C− o, en otras palabras, del par p0 ≥ 0 y
p0 ≤ 0 que surgiŕıa de la teoŕıa en la ausencia del postulado que rompe la
invariancia temporal. Por medio de este postulado, una TCC se convierte
en una teoŕıa no-invariante ante inversión temporal. El reto es entonces,
justificar tal postulado por medio de argumentos teóricos.

Recordemos que en el tensor de enerǵıa-momento, T0α representa el flujo
espacio-temporal de enerǵıa y materia y Tα0 representa la densidad de im-
pulso lineal. Dado que Tµν es un tensor simétrico, Tµν = Tνµ y entonces,
T0α = Tα0; en otras palabras, el flujo de materia y enerǵıa es igual a la den-
sidad de impulso. Esto significa que si T0α puede ser usado para expresar la
flecha del tiempo global bajo la condición de enerǵıa dominante, también es el
caso para la densidad de impulso. Pero Tα0 es precisamente la magnitud que
corresponde al vector pµ clásico en TCC. En cada punto x del espacio-tiempo,
Tα0(x) ∈ C+(x) =⇒ pµ ∼ Tα0(x) ∈ C+(x). El hecho que pµ esté contenido en
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C+(x), en cada punto y para cada part́ıcula clásica, resulta ser consecuencia
de la asimetŕıa temporal del espacio-tiempo cuando la condición de enerǵıa
dominante se satisface en todo punto. Por lo tanto, el postulado III de TCC
puede ser justificado con argumentos globales en lugar de ser impuesto desde
el principio.

En la versión ordinaria de TCC, la clasificación de los estados de una
part́ıcula de acuerdo a las transformaciones bajo el grupo de Lorentz, lleva
a seis clases de cuadri-momentos. De estas clases se considera que solo tres
tienen significado f́ısico: estas son precisamente los casos que concuerdan con
el postulado de no-invariancia temporal de la versión axiomática de TCC.
En otras palabras, el grupo de simetŕıas de TCC es el grupo ortocronal [120],
donde se incluye la reversión espacial P pero no la temporal T . Esta es otra
manera de expresar la no-invariancia temporal de TCC. En este caso, la
no-invariancia temporal es introducida no en función de un postulado, sino
sobre la base de argumentos emṕıricos que descarta cierta clase de cuadri-
momentos por no tener significado f́ısico alguno.

Sin embargo, en la medida que la relatividad especial y la mecánica cuánti-
ca son teoŕıas con invariancia temporal, estos argumentos no dan una justi-
ficación teórica para tal rotura de la simetŕıa.

Veamos este punto en términos diferentes. Los correlatos cuánticos de P
y T , P y T, están definidos como:

PiP νP−1 = iPν
µP

µ TiP νT−1 = iT ν
µ P

µ (4.28)

donde P es un operador lineal unitario y T es antilineal no unitario. De
hecho, si T fuera lineal y unitario, podŕıamos cancelar las i’s y entonces de
(4.28), TP 0T−1 = −P 0: la acción de T sobre P 0 invertiŕıa el signo de P 0, con
la consecuencia que el espectro del operador de enerǵıa-momento invertido
estaŕıa contenido en el semicono de luz pasado. Precisamente, para ν = 0,
P 0 = H, donde H es el operador de enerǵıa; entonces, si T fuera lineal y
unitario, THT−1 = −H, con la consecuencia que para cada cualquier estado
con enerǵıa E existiŕıa otro estado con enerǵıa −E. La antilinealidad y antiu-
nitariedad evita esta situación anómala, consistente con las condiciones im-
puestas por el postulado de no-invariancia. Nuevamente hay buenas razones
emṕıricas para que sea antilineal y antiunitario, pero no una justificación
teórica.

Resumiendo, en TCC ordinaria siempre es necesario decidir sobre la di-
rección temporal del operador P µ. El punto que queremos remarcar aqúı es
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que tanto en el caso del postulado de la versión axiomática de TCC, o en
la versión usual de TCC, la desición de tal elección puede ser justificada en
base a consideraciones globales.

Otro ejemplo de soluciones simétricas temporalmente es el de los gráfi-
cos de Feynman (ver figura 4.2), donde la dirección horizontal corresponde
idealmente al eje de tiempos, el vertical el eje espacial, |Φ2⟩ es un estado de
dos part́ıculas y |Φn⟩ de n part́ıculas.

Figura 4.2: Gemelos T-simétricos de los gráficos de Feynman

Como discutimos en las secciones previas, en esta etapa no existe ningún
criterio sustancial para seleccionar la dirección pasado-futuro en el eje tem-
poral. Entonces, ni siquiera podemos considerar movimientos (convergencia
al vértice o divergencia) a lo largo de las ĺıneas del gráfico porque ambos
gráficos son idénticos: uno es la imagen especular en el tiempo del otro. Es
más, las probabilidades de ambos son iguales:

p1 = |⟨Φ2|Φn⟩|2 = |⟨Φn|Φ2⟩|2 = p2 (4.29)

Las probabilidades no son afectadas por la dirección del tiempo. La simetŕıa
temporal de ambos gráficos es consecuencia de la invariancia temporal de
las leyes f́ısicas sobre las cuales se basan los gráficos de Feynman. Si que-
remos distinguirlos, debeŕıamos decir que en uno de los gráficos el estado
|Φ2⟩ está a la izquierda (en el pasado) de |Φn⟩, y en el segundo gráfico |Φ2⟩
está a la derecha (en el futuro) de |Φn⟩. Pero este argumento precisa de un
argumento teórico para distinguir entre izquierda y derecha en el gráfico. Al
considerar el flujo de enerǵıa a lo largo del proceso, la diferencia entre los
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gráficos es sustancial. Agregando a los gráficos la dirección dada por este flujo
(izquierda-derecha en ambos gráficos) vemos que en el primero dos flechas
convergen a un blanco y n flechas divergen de el. La imagen especular en el
tiempo de uno de ellos no es el otro gráfico: ambos gráficos no son idénti-
cos, debido a que el flujo de enerǵıa introduce una diferencia sustancial entre
ellos. En base a esta diferencia, podemos definir el primero como el proceso
t́ıpico de un scattering cuántico y nombrar a |Φ2⟩ como el estado preparado
y |Φn⟩ el estado detectado. En este contexto podemos decir que la flecha del
tiempo va de la preparación a la detección en un proceso de scattering.

Finalmente, vale la pena reflexionar sobre el rol de las interacciones débiles
en el problema de la flecha del tiempo. El teorema CPT afirma queCPT es la
única combinación de conjugación de carga C, reflexión de paridad P e inver-
sión temporal T, que es una simetŕıa de TCC. De hecho, es bien sabido que
las interacciones débiles rompen la simetŕıa T del teorema CPT. De acuerdo
a opiniones comunes, es precisamente el hecho emṕırico la clave para la solu-
ción del problema de la flecha del tiempo: dado que la simetŕıa T es violada
en interacciones débiles, estas introduciŕıan una manera no-convencional para
distinguir ambas direcciones temporales. La pregunta seŕıa: ¿Es la rotura de
la simetŕıa T en las interacciones débiles lo que distingue entre ambas direc-
ciones de tiempo en TCC?. Como hemos visto, el operador T fue diseñado
para evitar cierta clase de cuadri-momentos. La acción de este operador sobre
el operador P µ preserva la dirección temporal de P µ y, por lo tanto, sus au-
tovalores. Es este hecho fundamental que hace que TCC sea temporalmente
no-invariante, y no la violación de T en interacciones débiles. Es decir, aún en
el caso que no existieran las interacciones débiles, TCC seguiŕıa siendo una
teoŕıa no-invariante temporalmente, que distinguiŕıa ambas direcciones tem-
porales3. El problema real es justificar el carácter no-invariante de la teoŕıa
que es presentada como una śıntesis de dos teoŕıas invariantes ante inversión
temporal, como la relatividad y la mecánica cuántica. Pero este problema
es independiente de la existencia de interacciones débiles. Resumiendo, las
interacciones débiles no juegan un rol relevante en el problema de la flecha
del tiempo como fue supuesto inicialmente.

3Ciertamente esto lleva a un problema diferente: explicar por qué de todas las inter-
acciones fundamentales, sólo las débiles rompen la invariancia temporal. Ha sido sugerido
que las interacciones débiles definen la flecha del tiempo, pero no está nada claro de que
manera este fenómeno microscópico puede romper la simetŕıa temporal que surge en los
gemelos macroscópicos.
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4.4. Ejemplos en Teoŕıas Fenomenológicas

Las teoŕıas fenomenológicas son usualmente no-invariantes ante inversión
temporal; por lo tanto, la solución f́ısicamente relevante es la que está dirigida
hacia el futuro. Sin embargo, en estas teoŕıas, la complejidad de los mode-
los fundamentales es escondida en ciertos coeficientes fenomenológicos que
son asumidos positivos; pero si estos coeficientes son deducidos de las leyes
subyacentes de la teoŕıa, es posible descubrir la contraparte negativa. Esto
significa que cuando una teoŕıa fenomenológica es explicada en términos fun-
damentales, la invariancia temporal oculta se manifiesta, y el correspondiente
par de gemelos puede ser identificado. Veremos algunos ejemplos.

4.4.1. Oscilador Armónico Amortiguado

Este es el ejemplo paradigmático. Consideremos la ecuación del oscilador
armónico amortiguado:

ẍ+ ω2x+
ζ

m
ẋ = 0 (4.30)

donde −ζẋ es el término viscoso, que se opone al movimiento en el fondo de
viscosidad ζ ≥ 0. Si proponemos x = eαt, obtenemos la solución:

x(t) = e−
γ
2
te±iω̃tx(0) (4.31)

donde γ = ζ
m

≥ 0 y ω̃ =
√
ω2 −

(
γ
2

)2
(consideramos el caso ω2 −

(
γ
2

)2 ≥ 0).

Como consecuencia, la evolución temporal resultante es un oscilador tendien-
do al equilibrio: para t → ∞, x(t) → 0. La enerǵıa del proceso es disipada
hacia el futuro en forma de calor. Esta solución corresponde a uno de los
gemelos fenomenológicos. El segundo gemelo es la versión revertida tempo-
ralmente de (4.31), donde ζ y γ son negativos. Esto parece extraño a primera
vista, pero la existencia de esta solución antidisipativa es una consecuencia
necesaria de la invariancia temporal de las leyes fundamentales subyacentes
en este proceso. Si el primer gemelo disipa enerǵıa hacia el futuro, el segundo
adquiere la enerǵıa del pasado para amplificar sus oscilaciones.

4.4.2. Ley de Fourier

La ley de Fourier en termodinámica nos dice que el calor es transportado
de una región de mayor temperatura a otra de menor temperatura:

J = −K∇T (4.32)
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Si esta ecuación es deducida de una teoŕıa fundamental, resultaŕıa ser inva-
riante ante inversión temporal. A su vez, se sabe que la temperatura T y su
gradiente ∇ no cambia de signo ante inversión temporal, y que para el flujo,
T J = −J. Entonces, si la expresión (4.32) tiene que resultar invariante, se
tiene que T K = −K: el coeficiente negativo K llevaŕıa al segundo de los
gemelos T-simétricos.

4.4.3. Teoŕıa de Campos en FRW

Un ejemplo de un caṕıtulo completamente distinto de la f́ısica proviene de
una teoŕıa de campos en espacios curvos. Si bien no es una teoŕıa fenomenológi-
ca, tendremos en cuenta su aplicación a soluciones cosmológicas, las cuales
tienen una extensa comprobación observacional. Consideremos la solución de
Friedmann-Robertson-Walker (FRW) y un campo escalar ψ(t,x) =e−ik

a
.xφ(t),

donde a es el factor de escala del universo, k es el momento lineal y φ(t) es
el factor de evolución temporal que satisface:

φ̈(t) + 3Hφ̇(t) +

[
m2 +

(
k

a

)2
]
φ(t) = 0 (4.33)

donde H = ȧ
a
es el coeficiente de Hubble y m es la masa del campo escalar.

La ecuación (4.33) es similar a (4.30) si hacemos la analoǵıa ζ = 3mH.
Cuando H > 0, el universo describe una evolución disipativa de tal forma
que φ(t) se anula para t→ ∞ [48]. Pero incluso si H > 0 en una universo en
expansión, entonces es H < 0 en un universo en contracción. Esto muestra
que la invariancia temporal de la ecuaciones de la relatividad general no
excluye un coeficiente de viscosidad negativa que lleva a encontrar al segundo
gemelo T-simétrico.

4.4.4. Viscosidad y Conductividad Térmica

En esta subsección veremos como surge el par de gemelos en el caso de un
fluido viscoso cuando las ecuaciones son deducidas de las leyes de la mecánica
clásica. Las ecuaciones de Navier-Stokes son:

ρ

(
∂

∂t
+ ui

∂

∂xi

)
uj = Fj −

∂Pij

∂xi
(4.34)
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donde ρ es la densidad del fluido, ui es la velocidad, Pij es un potencial, Fj las

fuerzas externas, y Gj = −∂Pij

∂xi
son las fuerzas internas, es decir las fuerzas

debidas a los volúmenes vecinos del fluido. Considerando el caso irrotacional,
obtenemos la siguiente expresión para Pij:

Pij = δijp− µ

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

− 2

3
δij
∂uk
∂xk

)
(4.35)

donde p es la presión y µ la viscosidad.
Dado que la ecuación (4.35) fue obtenida en base a la mecánica clásica, es

necesariamente invariante ante inversión temporal. Podemos entonces inferir
el comportamiento de la viscosidad µ ante la aplicación del operador de
inversión temporal. Del miembro izquierdo de (4.35),

T Pij = Pij (4.36)

ya que Pij es un potencial que satisface Gj = −∂Pij

∂xi
. Por otro lado, del primer

término del miembro derecho de (4.35),

T δijp = δijp (4.37)

dado que p es la presión, es decir fuerza por unidad de área. Y para el segundo
término,

T
(
−µ
(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

− 2

3
δij
∂uk
∂xk

))
= −T (µ)

(
−∂ui
∂xj

− ∂uj
∂xi

+
2

3
δij
∂uk
∂xk

)

(4.38)
De las ecuaciones (4.36) y (4.37), se deduce que el segundo término debe
ser invariante ante la aplicación de T . Por lo tanto, la viscosidad cambia
como T µ = −µ. Esto muestra que las leyes fundamentales invariantes ante
inversión temporal, subyacentes en las ecuaciones fenomenológicas, admiten
valores positivos ó negativos para µ. En la formulación usual, sólo los va-
lores positivos son tomados en cuenta, sin embargo cuando la ecuación es
derivada de las leyes fundamentales , el segundo gemelo lleva a que el proce-
so antidisipativo se manifieste. Podemos ir mas allá y rastrear el origen del
valor negativo a nivel microscópico. Si tenemos en cuenta la distribución de
Maxwell-Boltzmann:

f =
n

(2πmθ)
3
2

e−
m
2θ

(v−V )2 (4.39)

donde θ = kT y V , es el valor de velocidad más probable de las moléculas de
un gas, que coincide con el máximo de f , fmáx = v2f(v). Esta distribución es
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válida si el gas está en equilibrio. El método standard para estudiar un gas
cerca del equilibrio consiste en considerar una familia de estas distribuciones
en la vecindad de cualquier punto del gas y resolver las ecuaciones a diferentes
órdenes correctivos en la función de Maxwell-Boltzmann. Luego, usando las
ecuaciones de transporte para un gas con nmoléculas por unidad de volumen,
y aproximando a primer orden la ecuación (4.39), se llega a una expresión
estad́ıstica para la viscosidad µ y para la conductividad térmica K:

µ =
nθλ

V
K =

5nθλ

2V
(4.40)

donde λ es el camino libre medio. Pero, nuevamente, si aplicamos el opera-
dor de inversión temporal a fmáx, obtenemos T fmáx = v2f(−v); ahora, la
velocidad más probable es −V . Dado que θ = kT = 2

3
ϵ, donde ϵ es la enerǵıa

cinética de las part́ıculas del gas y

ϵ =

∫∞

0
d3p : p2

2m
f(p)∫∞

0
d3p : f(p)

(4.41)

verificándose, T ϵ = ϵ, y consecuentemente, T θ = θ. No obstante de las
ecuaciones (4.40) podemos ver que T K = −K y T µ = −µ: ambos µ y K
cambian de signo bajo la aplicación del operador de reversión temporal, lo
cual desenmascara al segundo gemelo del par temporalmente simétrico.

4.4.5. Termodinámica y Entroṕıa Fenomenológica

Si la entroṕıa fenomenológica es derivada de leyes fundamentales, la ecuación
que hace que crezca hacia el futuro (segunda ley) tiene que ser un elemento
del par de gemelos T-simétricos: como señaló Eherenfest hace muchos años,
debe existir el gemelo revertido temporalmente que hace que la entroṕıa crez-
ca hacia el pasado. El problema consiste en descubrir esta solución apelando
a las definiciones fundamentales subyacentes en el enfoque fenomenológico.

El balance de entroṕıa es:

∂ρS
∂t

+∇ · JS = σ (4.42)

donde ρS es la entroṕıa por unidad de volumen, JS es el flujo de entroṕıa y
σ es la produción de entroṕıa por unidad de volumen. Si XA son las fuerzas
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termodinámicas o afinidades, tales que XA = ∇γA, donde γA son las varia-
bles termodinámicas (es decir las coordenadas en el espacio termodinámico,
A,B, ... = 1, ..., n, siendo n el número de variables4), y JA son los flujos,
entonces, σ resulta:

σ =
∑

A

JAX
A (4.43)

Entonces, las relaciones de Onsanger-Casimir cerca del equilibrio son [48]

JA =
∑

B

MABX
B (4.44)

donde MAB es una matrix que contiene a los coeficientes fenomenológicos,
tales como el coeficiente γ de (4.31), o la viscosidad ζ, la viscosidad de corte
η, la conductividad térmica χ y todos los coeficientes restantes de las sub-
secciones previas. La matriz MAB verifica:

MAB = LAB + fAB, LAB = LBA, fAB = −fBA (4.45)

Y la producción de entroṕıa resulta:

σ =
∑

AB

MABX
AXB =

∑

AB

LABX
AXB (4.46)

La segunda ley afirma que
σ ≥ 0 (4.47)

Como consecuencia, LAB es una matriz definida positiva, es decir que todos
los coeficientes fenomenológicos (γ, ζ, η, χ, µ,K) son positivos. Esto significa
que la segunda ley describe procesos disipativos correspondiente al gemelo
futuro del par de soluciones T-simétricas.

Los correspondientes gemelos antidispativos se obtienen cambiando los
signos. Sin embargo, su existencia también puede ser probada considerando
la definición original de la entroṕıa:

dS =
dH

T
(4.48)

En esta definición, T H = H (eq. (4.3)) y, dado que T ≥ 0, T T = T , resulta
T S = S. Además, S = ρSV y, entonces, T ρS = ρS. Debido a que JS = ρSv,
entonces T JS = −JS. Aplicando estos resultados a (4.42), concluimos que:

T σ = −σ (4.49)

4Consideramos por simplicidad un espacio de una dimensión.
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Esto significa que cuando la termodinámica es expresada en término de defini-
ciones fundamentales, surge el gemelo T-simétrico de la segunda ley. La solu-
ción correspondiente al primer gemelo pertenece al reino de la termodinámica
fenomenológica, pero cuando ambos son considerados estamos en el contexto
de la termodinámica fundamental. Sin embargo, sólo observamos procesos
disipativos, y por lo tanto algo debe romper la simetŕıa de ambas soluciones.

1. Rotura de la simetŕıa con la segunda ley

Consideremos un oscilador inicialmente en movimiento dentro de un gas
en reposo. El oscilador va perdiendo gradualmente su enerǵıa hasta que se
detiene, mientras que las part́ıculas inicialmente quietas del gas se ponen en
movimiento. Este es un proceso disipativo paradigmático con el factor e−γt y
σ > 0. El proceso opuesto también es posible de acuerdo a las leyes dinámicas.
Si inicialmente el oscilador estuviera en reposo pero las moléculas estuvieran
en el estado de movimiento opuesto que teńıan al final del proceso anterior,
la evolución seŕıa antidisipativa con el factor eγt y σ < 0. Es evidente que los
procesos disipativos son mucho más frecuentes que los antidispativos, ya que
los últimos son producidos por conspiraciones infrecuentes. Sin embargo, esto
no es consecuencia de la teoŕıa, sino de las condiciones iniciales. Podŕıamos
decir que las condiciones iniciales no-conspirativas son fáciles de producir,
pero las condiciones conspirativas son muy dif́ıciles de obtener. No obstante,
se trata de un problema práctico: siendo objetos macroscópicos es sencillo
mover un oscilador, pero no es sencillo mover una gran cantidad de moléculas
con las conspiraciones precisas. Es decir que la limitación es práctica y no
resulta de alguna ley f́ısica. De hecho, algunas veces estas limitaciones pueden
superarse, y obtener la inversión de velocidades, como se da en el caso de los
experimentos de spin-eco [24, 90].

Algunos autores basan la definición de la flecha del tiempo en la segunda
ley por razones prácticas, es decir, por la ausencia de conspiraciones. Sin em-
bargo, tal posición los lleva a enfrentar una larga lista de cŕıticas. De hecho,
dado que los procesos antidisipativos no están descartados por leyes funda-
mentales de la f́ısica, una violación de la irreversibilidad no está prohibida
por primeros principios sino por su gran improbabilidad [24]. Resumiendo,
el hecho de apelar a limitaciones prácticas no es consecuencia de argumentos
teóricos, incluso no es una manera objetiva de romper la simetŕıa del par de
gemelos fenomenológicos.

2. Rotura de la simetŕıa con el flujo de enerǵıa
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El flujo de enerǵıa dirigido hacia el futuro, que expresa la asimetŕıa global
en el tiempo, suministra un fundamento teórico para romper la simetŕıa de
los gemelos T-simétricos.

Comencemos con la ley de Fourier. Como hemos visto el coeficiente ne-
gativo K lleva a la existencia del segundo gemelo. Si el flujo de enerǵıa
está dirigido hacia el futuro en todo punto del espacio-tiempo, en cada punto
x el cuadrivector J, que representa el flujo de calor, se encuentra contenido en
el semicono C+(x). En el caso de la termodinámica, el ĺımite clásico v/c→ 0
debe ser aplicado; como consecuencia, el semicono C+(x) se transforma en
un semiplano futuro P+(x), pero este ĺımite no afecta la orientación de J.
Entonces, aunque la ley dinámica fundamental lleve a la aparición de ambos
gemelos correspondientes a las dos orientaciones posibles de J, el flujo de
enerǵıa rompe esta simetŕıa al seleccionar el cuadrivector J correspondiente
a P+(x). Esto explica el valor positivo del coeficiente K, y consiguientemente
explica la segunda ley.

Desde un punto de vista más general, hemos visto que el gemelo T-simétri-
co de la segunda ley σ ≥ 0 es σ ≤ 0: cuando σ > 0, el proceso produce enerǵıa,
y cuando σ < 0 el proceso absorbe enerǵıa del pasado. Notemos nuevamente
que si no tuviéramos un criterio para definir la dirección pasado-futuro, las
afirmaciones previas careceŕıan de sentido. Por el contrario, con el flujo de
enerǵıa apuntando en la misma dirección en todo punto del espacio-tiempo,
leǵıtimamente podemos decir que σ > 0 corresponde a un decaimiento disi-
pativo evolucionando de un estado de no-equilibrio a otro de equilibrio con
el factor e−γt, y σ < 0 corresponde a un proceso de crecimiento antidisi-
pativo evolucionando del equilibrio al no-equilibrio con el factor eγt. Los
dos procesos que en principio son convencionalmente diferentes, resultan ser
sustancialmente diferentes debido al flujo de enerǵıa futuro, que localmente
expresa la asimetŕıa temporal del universo.

4.5. Entroṕıa de un fluido en Relatividad Ge-

neral

Hab́ıamos mencionado en el caṕıtulo 2 que en el cálculo de Hawking para
la entroṕıa de un agujero negro, se hab́ıa tenido en cuenta el caso en el
que un fluido estuviera en movimiento circular en torno del agujero negro.
Veamos ahora como para la entroṕıa del fluido relativista surge también
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su correspondiente solución temporalmente simétrica. El tensor de enerǵıa-
momento correspondiente a un fluido imperfecto es:

T µν = pgµν + (p+ ρ)UµU ν +∆T µν (4.50)

donde p es la presión, gµν es la inversa de la métrica, ρ es la densidad de
materia y enerǵıa, Uµ es la velocidad del fluido, y ∆T µν es un término que
tiene en cuenta que el fluido es imperfecto. En un marco de referencia de
caida libre, U0 = 1, U i = 0, ∆T 00 = 0, y las ecuaciones (4.43) resultan:

σ = −
(
1

T
U̇i +

1

T 2

∂T

∂xi

)
∆T i0 − 1

T

∂Ui

∂xj
∆T ij (4.51)

donde T es la temperatura absoluta del fluido, e i, j... = 1, 2, 3 son los ı́ndices
espaciales. De esta ecuación pretendemos obtener ∆T i0 y ∆T ij. En este pun-
to no apelaremos al argumento tradicional de la segunda ley [127]. Por el
contrario, usaremos las leyes fundamentales (4.43), que nos llevaran a dar a
luz al segundo elemento del par de gemelos T-simétricos.

Definamos,

∆T ij
0 = δij∆T k

k , ∆T ij
1 = ∆T ij −∆T ij

0 (4.52)

∆T ij
0 y ∆T ij

1 son las dos componentes irreducibles del tensor simétrico ∆T ij

bajo el grupo de rotación espacial SO(3), mientras que ∆T i0 es un vector irre-
ducible bajo el mismo grupo. El espacio-tiempo es localmente plano, luego,
dado que la teoŕıa debe ser invariante ante una rotación de SO(3), la matriz
MAB = M(µν)(κλ) debe ser esféricamente simétrica para cada componente, y
la ecuación (4.46) resulta:

σ =M(µν)(κλ)∆T
µν∆T κλ = χ∆T i0∆Ti0 + µ∆T ij

0 ∆Tij0 + η∆T ij
1 ∆Tij1 (4.53)

donde hemos denotado como χ, µ, y η a cada componente escalar. Esta
ecuación debe ser satisfecha para valores arbitrarios de χ, µ, y η; entonces,
de la expresión (4.51) obtenemos:

∆T i0 = −χ
(
T U̇i +

∂T

∂xi

)
(4.54)

∆T ij = −η
(
∂Ui

∂xj
+
∂Uj

∂xi
− 2

3
∇.Uδij

)
− µ∇.Uδij (4.55)
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Habiendo obtenido ∆T i0 y ∆T ij sin apelar a la segunda ley σ ≥ 0, estamos
en condiciones de escribir la expresión para σ de (4.51) y (4.55):

σ =
χ

T 2

(
∇T + T U̇

)2
+

η

2T

(
∂Ui

∂xj
+
∂Uj

∂xi
− 2

3
∇.Uδij

)

(
∂U i

∂xj
+
∂U j

∂xi
− 2

3
∇.Uδij

)
+
µ

T

(
∇.U

)2
(4.56)

Hasta este momento no hemos asumido ningún valor para los coeficientes χ, µ
y η, pudiendo ser tanto positivos, llevando a σ > 0, como negativos, llevando
a σ < 0: ambas situaciones son posibles de acuerdo a las leyes fundamentales
subyacentes.

También en este caso la rotura de la simetŕıa es consecuencia del flujo de
enerǵıa:

Para procesos disipativos, χ > 0, µ > 0 y η > 0, y dado que los factores
entre paréntesis en (4.56) son todos no-negativos, se cumple que σ > 0
(segunda ley).

Para procesos antidisipativos, χ < 0, µ < 0 y η < 0, es σ < 0. En
las regiones del universo donde esta condición valga, la segunda ley no
seŕıa localmente válida.

Por lo tanto la solución simétrica en el tiempo para la producción de
entroṕıa en un fluido, cambiaŕıa la segunda ley de la termodinámica para
un agujero negro con un fluido rotando en torno a el. Claro que para esto
debeŕıamos revertir también la solución de agujero negro y considerar la
reversión temporal del conjunto completo, es decir de la geometŕıa de agujero
negro y del fluido. En la sección siguiente discutiremos sobre las soluciones
temporalmente simétricas de las soluciones de agujero negro con las cuales
trabajamos en el caṕıtulo 2 y su termodinámica.

4.6. Soluciones de Gravedad T-simétricas

Como mostramos en las secciones anteriores la aparición de soluciones T-
simétricas surge en diversas teoŕıas fundamentales de la f́ısica. Naturalmente,
esto se da también en teoŕıas covariantes de gravedad como las estudiadas
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en los caṕıtulos 1 y 2. El ejemplo paradigmático en este caso son las solu-
ciones analizadas previamente correspondientes a agujeros negros y las leyes
termodinámicas asociadas a estas soluciones.

4.6.1. El problema de los Agujeros Blancos y su ter-

modinámica

Analicemos la extensión del espacio-tiempo de Schwarzschild. Esta ex-
tensión se basa en el uso de las coordenadas de Kruskal, las cuales eliminan
la aparente singularidad en el horizonte de eventos, evidenciando que no se
trata de una verdadera singularidad, sino una falla del sistema de coorde-
nadas elegido. Por el contrario, se mantiene la verdadera singularidad en el
origen. El espacio-tiempo extendido se divide en cuatro regiones (ver figura
4.3). Las regiones I y II corresponden a la región externa e interna del agu-
jero negro respectivamente, con las propiedades ya conocidas de la solución
de agujero negro: si un observador en la región I cae radialmente hacia el
horizonte de eventos y lo traspasa entrando a la región II, no es posible que
escape de ella e inevitablemente alcanzará la singularidad x = τ en un tiem-
po propio finito. Por otro lado, la región III tiene las propiedades invertidas
temporalmente de la región II, y es el llamado agujero blanco: cualquier ob-
servador presente en esta región debe haberse originado en la singularidad
x = −τ , y en un tiempo propio finito saldŕıa de esta la región. La región IV
tiene propiedades idénticas a la región I, es decir que representa otro espacio-
tiempo asintóticamente plano. Sin embargo, un observador en la región I no
puede comunicarse con otro de la región IV: cualquier señal enviada desde I
inevitablemente terminaŕıa en la singularidad.

Nuevamente obtenemos un par de soluciones T-simétricas provenientes
en este caso de la relatividad general. En otras teoŕıas de gravedad, como
Gauss-Bonnet, también aparecen este par de soluciones de agujero negro y
agujero blanco al extender las soluciones [104], y esto se debe a la invariancia
ante inversión temporal de la teoŕıa considerada. Usualmente se dice que las
regiones III y IV no tienen relevancia f́ısica, y se selecciona a las regiones I y II
como las regiones del espacio-tiempo obtenidas luego del colapso gravitatorio
de un objeto esférico [125].

Si consideramos un agujero negro emitiendo radiación de cuerpo negro
y absorbiendo con la misma tasa, el proceso invertido temporalmente corre-
spondeŕıa a un agujero blanco emitiendo y absorbiendo de la misma manera
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Figura 4.3: Extensión de Kruskal del espacio-tiempo de Schwarzschild

[76]. Es decir la tasa de de emisión de una agujero blanco es la misma que la
de un agujero negro con la misma masa, carga e impulso angular. La tempe-
ratura de emisión de cuerpo negro es la misma en ambos casos, dado que el
agujero blanco posee la misma geometŕıa: T T = T κ/(2π) = κ/(2π). Es decir
que si en un agujero negro las part́ıculas caen dentro de él hacia la singu-
laridad y se crean part́ıculas en el horizonte a temperatura T , en un agujero
blanco las part́ıculas que caen hacia el horizonte seŕıan aniquiladas por el
campo gravitatorio, mientras que las part́ıculas emitidas a temperatura T
provendŕıan de la singularidad pasada. Es decir que ambas soluciones son
indistinguibles, siendo cada una de ellas la imagen especular en el tiempo la
una de la otra. Sin embargo hay consenso en descartar la solución de agujero
blanco diciendo que carece de sentido f́ısico: el principio de censura cósmi-
ca afirma que ningún estado no-singular puede evolucionar para dar lugar a
una singularidad desnuda, es decir una singularidad que no esté protegida
de un horizonte de eventos para un observador ubicado en la región externa.
Este principio proh́ıbe la formación de un agujero blanco, dado que durante
el proceso de formación la singularidad pasada no estaŕıa protegida por el
horizonte.
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Si volvemos al ejemplo dado en el caṕıtulo 2 del colpaso de dos agujeros ne-
gros en uno, el proceso invertido temporalmente correspondeŕıa a un agujero
negro de masaM3 que da lugar a otros de masasM1 yM2 de tal manera que
la variación de enerǵıa seŕıaM3 ≥M1+M2 ⇒M2

3 ≥ (M1+M2)
2 ≥M2

1+M
2
2 ,

es decir que para las áreas se verifica que A3 ≥ A1+A2, y consiguientemente
para el cambio de entroṕıa S3 ≥ S1 + S2 ⇒ ∆S ≤ 0, obteniendo aśı la
variación de entroṕıa negativa para el proceso T-simétrico.

El problema de los agujeros blancos es que el criterio mencionado en las
secciones anteriores basado en la selección de una solución con la utilización
del tensor de enerǵıa-momento, no permite explicar por qué no se observan
agujeros blancos en la naturaleza. De acuerdo a esto la explicación de por que
no se observan agujeros blancos en el universo debeŕıa surgir en el proceso
de formación de un agujero blanco, observando si durante este proceso es
posible aplicar el criterio que selecciona a una de las soluciones del par. Por
otro lado, dado que la base de la argumentación presentada en las secciones
previas sobre la flecha del tiempo es la asimetŕıa que surge al considerar una
solución de un universo en expansión, seŕıa interesante analizar el problema
de los agujeros negros y blancos sobre la geometŕıa de Friedman-Robertson-
Walker (FRW), cuya métrica es:

ds2FRW = −dt2 + a2(t)

(
dr2

1− kr2
+ r2dΩ2

)
(4.57)

Si se considera un universo en expansión, no existe ninguna solución que
sea asintóticamente plana, y por lo tanto las soluciones debeŕıan tender
asintóticamente a la solución de FRW. Estas soluciones de la relatividad
general son conocidas desde hace tiempo y son los llamados agujeros negros
cosmólogicos. Una de las soluciones de agujeros negros cosmológicos es el
agujero negro de Einstein-Straus [63, 64, 60], el cual se obtiene empalmando
la solución de Schwarzschild con la de FRW dada por (4.57). Sin embargo no
es tan claro si existen soluciones de agujeros blancos cosmológicos. El estudio
de los mismos podŕıa ser un punto de partida para clarificar el problema de
los agujeros blancos dentro del contexto del problema de la flecha del tiempo
presentada en este caṕıtulo.

Hagamos algunos comentarios finales: en el caso de teoŕıas de gravedad
más generales, no existe demostración de la segunda ley, sin embargo hab́ıamos
visto que la variación de entroṕıa pod́ıa ser expresada en función de la cor-
riente de Noether (ecuacion (3.66)), al menos cuando hab́ıa invariancia ante
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traslación temporal. Es de esperar que si la teoŕıa de gravedad es además in-
variante ante inversión temporal, surja también la correspondiente segunda
ley revertida temporalmente ∆S ≤ 0.

En el caso particular de la teoŕıa de gravedad de Gauss-Bonnet, asum-
iendo que se verifica la condición de enerǵıa nula, la segunda ley de la ter-
modinámica sigue siendo válida, como vimos en el caṕıtulo 2. La entroṕıa
obtenida en este caso viene dada por la expresión (3.75), y la variación de
entroṕıa veńıa dada por la expresión (3.76). Nuevamente surge su contra-
parte simétrica en el tiempo que define al segundo gemelo T-simétrico de
la segunda ley, obteniéndose una función de entroṕıa no-creciente para esta
solución.

4.7. El estatus de la Segunda Ley

Podemos resumir los resultados de este caṕıtulo diciendo que de acuerdo
a las leyes fundamentales de la f́ısica, ambos procesos, disipativos con σ > 0
y disipativos con σ < 0 son posibles. La simetŕıa entre ambos es en principio
formalmente idéntica, y la rotura de tal simetŕıa es consecuencia del flujo
de enerǵıa dirigido hacia la misma dirección en todo el universo, lo cual ex-
presa la asimetŕıa global del espacio-tiempo. Como hemos visto, cuando los
argumentos se basan exclusivamente en las leyes fundamentales, otra solu-
ción temporalmente simétrica surge en las distintas disciplinas de la f́ısica.
Entonces, la segunda ley de la termodinámica tal cual como la conocemos
surge cuando el flujo de enerǵıa rompe tal simetŕıa. De la misma manera, este
procedimiento se aplica al electromagnetismo, mecánica cuántica y teoŕıas de
gravedad. Por lo tanto, de acuerdo al enfoque que hemos presentado, la se-
gunda ley no contiene ningún privilegio con respecto a la flecha del tiempo
como se supone usualmente: la flecha termodinámica, como todas las demás,
es una consecuencia de la asimetŕıa global del universo, y la segunda ley
puede ser justificada en base a consideraciones globales, de la misma mane-
ra que las evoluciones irreversibles en mecánica cuántica, o el postulado de
no-invariancia en TCC.
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Capı́tulo 5
Conclusiones

En este trabajo analizamos las propiedades termodinámicas de las solu-
ciones a la teoŕıa de Gauss-Bonnet, haciendo notar las diferencias sustanciales
que aparecen si uno las compara con las soluciones de la relatividad gene-
ral. Estas diferencias son consecuencia de las correcciones inducidas por los
términos cuadráticos del lagrangiano de Gauss-Bonnet, los cuales correspon-
den a modificaciones a distancias cortas de la relatividad general, y es por
esto que las diferencias relevantes entre ambas teoŕıas aparecen en soluciones
con radios pequeños.

Hemos visto que en contraste con la temperatura de la solución de agujero
negro de de Schwarzschild, la temperatura de las soluciones correspondientes
a los agujeros negros de Gauss-Bonnet es finita; en particular mostramos
que la temperatura tiende a cero cuando el radio del horizonte se aproxima
al origen, y por lo tanto no habŕıa radiación de Hawking en tal situación.
Este comportamiento evidenciado en el perfil de temperaturas lleva a que
las soluciones de Gauss-Bonnet tienen un tiempo de vida infinito, dado que
las correcciones a pequeña escala hace que los agujeros negros pequeños sean
estables. La temperatura del punto de transición, donde la corrección es
relevante, es

T =
~

πkB

1√
4α

(5.1)

que corresponde a agujeros negros de un tamaño comparable a la escala de
Lovelock-Lanczos r =

√
4α.

Obtuvimos también la corrección expĺıcita a la fórmula de la entroṕıa
de la relatividad general en términos del parámetro de Gauss-Bonnet α,
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constatando que el resultado es consistente con el formalismo geométrico
de la termodinámica de agujeros negros en distintas teoŕıas covariantes de
gravedad.

Discutimos los diferentes ĺımites de las soluciones en términos de las
constante de Lanczos α y el parámetro de acoplamiento de teoŕıas elec-
tromagnéticas no-lineales b, observando que se obtienen las geometŕıas es-
peradas. Mostramos como otras soluciones estudiadas en la literatura son
incluidas como casos particulares, representado una fase BTZ que surge en
el preciso valor Λα = −3

4
del espacio de parámetros.

Además hemos visto que cuando la teoŕıa de Gauss-Bonnet se acopla
con la teoŕıa de Hoffmann-Infeld surgen otras caracteŕısticas interesantes en
la termodinámica, como por ejemplo el perfil de doble máximo en la curva
calórica, lo cual lleva a una efecto de evaporación muy particular en el cual
existen dos regiones termodinámicamente estables. Los agujeros negros se
evaporan drásticamente para ciertos tamaños que están limitados por dos
radios cŕıticos; esta región corresponde a la región en la cual el calor espećıfico
es negativo. A la larga, el agujero negro alcanza la fase final y se hace eterno.
La evaporación es cualitativamente diferente a la solución de agujeros negros
de Gauss-Bonnet acoplados a Born-Infeld.

Asimismo, el análisis presentado para las soluciones estáticas con simetŕıa
esférica es bastante general, pudiendo adaptarse al caso que se tengan acoplamien-
tos con electrodinámicas más generales. En particular, seŕıa relativamente
sencillo extenderlo a los modelos de electrodinámicas que llevan a la existen-
cia de agujeros negros regulares en la gravedad de Einstein [17, 15, 16].

Por último hemos analizado ciertas propiedades provenientes de la in-
variancia ante inversión temporal. En particular en las soluciones de agujero
negro observamos la existencia de ambas soluciones T-simétricas y la contra-
parte de la segunda ley de la termodinámica de gravedad revertida temporal-
mente. Mostramos también que estas peculariedades se dan en las distintas
teoŕıas fundamentales de la f́ısica. Para esto, hemos definido precisamente los
conceptos de invariancia temporal, irreversibilidad y flecha del tiempo, con el
objetivo de disipar las confusiones usuales cuando se habla del problema de
la flecha del tiempo. Mostramos en detalle, como surgen los diferentes geme-
los T-simétricos en mecánica cuántica, electromagnetismo, teoŕıa cuántica
de campos, relatividad general y en distintos resultados fenomenológicos.
Asimismo especulamos sobre una manera de seleccionar a la solución que se
observa fenomenológicamente, haciendo notar que la asimetŕıa global puede
ser transferida a los fenómenos locales.
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La flecha del tiempo sigue siendo hoy en d́ıa un tema de controversia y
debate, existiendo diversas posturas y enfoques, muchos de ellos basados en
distintas interpretaciones que surgen de la fundamentación de la f́ısica teóri-
ca. Como discusión final de este trabajo, hemos presentado un enfoque global
particular que pretende desligarse del uso de la entroṕıa fenomenológica para
definir la dirección temporal privilegiada, y por el contrario, basarnos única-
mente en conceptos y argumentaciones propios de una teoŕıa de gravedad,
respetando siempre el punto de vista atemporal necesario en toda discusión
sobre la flecha del tiempo.
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Apéndice A
Teoŕıas Electromagnéticas no lineales

A.1. Electrodinámica de Born-Infeld

En el año 1934 Born e Infeld [34, 35] propusieron una teoŕıa electrodinámi-
ca no lineal con el objetivo de obtener un valor finito para la autoenerǵıa de
una carga puntual. El Lagrangiano de Born-Infeld conduce a ecuaciones de
campo cuyas soluciones estáticas con simetŕıa esférica presentan un compor-
tamiento finito en todo el espacio. La constante b aparece en el Lagrangiano
de Born-Infeld como una nueva constante universal.

Imitando las ideas de Einstein, Born e Infeld consideraron el tensor métri-
co gµν y el tensor de campos electromagnéticos Fµν = ∂µAν − ∂νAµ como las
partes simétricas y antisimétricas de un único campo Ξµν = bgµν+Fµν . Luego
postularon la siguiente densidad Lagrangiana:

L =
√

det Ξµν +
√
− det gµν (A.1)

donde el segundo término fue elegido de tal manera que el Lagrangiano de
Born-Infeld tienda al de Maxwell cuando b → ∞. En cuatro dimensiones el
Lagrangiano resulta ser:

LBI =
√−g b

2

4 π

(
1−

√
1 +

2S

b2
− P 2

b4

)
(A.2)

donde S y P son los invariantes escalares y pseudoescalares respectivamente

S =
1

4
FµνF

µν =
1

2
(B2 − E2)
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P =
1

8

√−g ϵµνργF µνF ργ = E ·B
Una de las caracteŕısticas t́ıpicas de las teoŕıas electrodinámicas no line-

ales es la aparición de birrefringencia. Sin embargo el Lagrangiano de Born-
Infeld usualmente es mencionado como un Lagrangiano excepcional debido
a que tiene la propiedad de ser el único que garantiza las siguientes tres
condiciones: 1- La teoŕıa resultante tiene una única superficie caracteŕıstica
(ausencia de birrefringencia); 2- Se verifican las condiciones de densidad de
enerǵıa positiva y el carácter no espacial del impulso electromagnético; 3- Se
satisface también el principio de correspondencia fuerte. Como consecuencia
de estas condiciones el Lagrangiano posee superficies caracteŕısticas nulas o
temporales [110].

La solución más sencilla corresponde al campo debido a una fuente pun-
tual localizada en el origen, que justamente es la solución que precisamos
para el agujero negro cargado analizado en el caṕıtulo 2.. Para obtener esta
solución estática con simetŕıa esférica en cinco dimensiones, reemplazaremos
F = E(r) dt∧ dr y la métrica (3.67) en el Lagrangiano de Born-Infeld (A.1);
luego variaremos la acción (este procedimiento es válido debido a la gran
simetŕıa que tiene la solución que estamos buscando).

El Lagrangiano para esta configuración de carga resulta:

LBI =
b2

√−g
4 π

(
1−

√
1− E2(r)

b2

)
(A.3)

y la ecuación de campo derivada de este Lagrangiano es:

∂

∂r

[ √−g E(r)√
1− E2(r)

b2

]
= 0

donde
√−g = r3 sin2 θ sinχ.

Entonces el campo de una carga puntual de Born-Infeld en cinco dimen-
siones resulta:

E(r) =
Q√
r6 + l6b

; lb =

(
Q

b

) 1
3

(A.4)

El tensor de enerǵıa-momento es:

Tµν = − 2√−g
∂LBI

∂gµν
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que en el caso estático e isotrópico es diagonal:

T 0
0 = T r

r =
b2

4 π

[
1− 1√

1− E2(r)
b2

]

T χ
χ = T θ

θ = Tφ
φ =

b2

4 π

[
1−

√
1− E2(r)

b2

]
(A.5)

Se han estudiado también otro tipo de soluciones a la teoŕıa que conducen
a propiedades interesantes que la distinguen del electromagnetismo lineal,
como es el caso del análogo a las ondas planas de la teoŕıa de Maxwell. Por
ejemplo es un hecho ya establecido que en las teoŕıas electromagnéticas no
lineales la presencia de campos de fondo modifican la velocidad de las ondas
electromagnéticas [110, 80, 101, 103, 102, 32] como aśı también se observa
que la dirección del rayo no coincide con la dirección de propagación de la
onda (como ocurriŕıa en un medio anisótropo) [1]. Algunas condiciones para
la existencia de soluciones de ondas planas que sean periódicas y suaves han
sido analizadas en [37]. Recientemente también se ha analizado este efecto
anisótropo en el contexto de la geometŕıa de Friedman-Robertson-Walker y
el tipo de correcciones que surgen en el corrimiento al rojo si se consideran
ondas de Born-Infeld en lugar de ondas de Maxwell [2, 55].

A.2. Electrodinámica de Hoffmann-Infeld

La teoŕıa electromagnética de Hoffmann-Infeld fue propuesta original-
mente con el propósito de evitar ciertas caracteŕısticas patológicas que presen-
ta la teoŕıa de campos de Born-Infeld cuando se estudian soluciones estáticas
con simetŕıa esférica, como por ejemplo la singularidad cónica que los BIones
presentan en el origen. De hecho la modificación de la teoŕıa de Born-Infeld,
estudiada en [79], ha mostrado que conduce a obtener objetos puntuales con
simetŕıa esférica cuya métrica asociada es regular en todo el espacio-tiempo,
evitando de esta manera la singularidad cónica del caso Einstein-Born-Infeld
estudiado en [77]. No obstante, las soluciones de agujero negro de la teoŕıa de
campos de Einstein-Hoffmann-Infeld son singulares debido a que la curvatura
presenta una divergencia en el origen.
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La forma expĺıcita del Lagrangiano de Hoffmann-Infeld fue presentado en
[79]. El mismo puede escribirse de la siguiente manera:

LHI = −b
2

4

√−g (1− η(F ) − log η(F )) (A.6)

con

η(F ) =
b−2FµνF

µν

√
1 + 2b−2FµνF µν − 1

(A.7)

donde b representa un campo caracteŕıstico, análogo al que aparece en la
teoŕıa de Born-Infeld. De hecho, el modelo de Hoffmann-Infeld corresponde
a modificaciones logaŕıtmicas de un Lagrangiano no lineal del tipo de Born-
Infeld, y fue diseñado originalmente de tal manera que ciertas condiciones de
regularidad se satisfacen para los campos gravitatorios y eléctricos cuando se
consideran soluciones correspondientes a part́ıculas puntuales. La condición
de regularidad en el caso del campo gravitatorio proviene de la elección de una
constante de integración que lleva a la identidad entre la masa gravitatoria
y la electromagnética.

Minimizando la acción correspondiente al Lagrangiano (A.6) obtenemos
la ecuación de campo y su solución. El campo de una carga puntual de
Hoffmann-Infeld resulta ser

E(r) =
Qr3

r6 + l6b
(A.8)

Este campo tiene la particularidad que vale cero en el origen, a diferencia
del campo de Born-Infeld (A.4) que alcanza su máximo valor b en ese punto.
El hecho de que el campo se anule en el origen logra que la componente Ex

sea continua en todo punto, a diferencia del caso del campo de Born-Infeld
cuya componente x es discontinua en x = 0 [79]. Asimismo el campo (A.8)
tiene un máximo en la escala r = lb de valor E(lb) = b

2
. En la figura A.1

comparamos ambos campos eléctricos.
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Figura A.1: Campos correspondientes a una carga puntal para la elec-
trodinámica de Born-Infeld (BI) y para la de Hoffmann-Infeld (HI) con Q = 1
y lb = 1.
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Apéndice B
Cálculo expĺıcito de la gravedad

superficial

Sea ξa un vector de Killing (ξa;b + ξb;a = 0) y gab una métrica tal que no
depende de alguna coordenda xp, es decir

∂gab
∂xp

= 0 (B.1)

El vector de Killing se puede expresar entonces como

ξ =
∂

∂xp
(B.2)

es decir que su componente en esta base es ξa = δap . Por lo tanto la derivada
covariante del vector de Killing es:

ξa;b = gacξ
c
;b = gac(ξ

c
,b+Γc

bdξ
d) = gacΓ

c
bdδ

d
p = Γabp =

1

2
(gap,b+gab,p−gbp,a) (B.3)

donde gab,p = 0 por (B.1), quedando

ξa;b =
1

2
(gap,b − gbp,a) (B.4)

La gravedad superficial es κ2 = −1
2
ξb;aξb;a. Calculemos cada una de estas

derivadas haciendo uso de (B.4) y de que el vector de Killing es ξ = ∂/∂t:

ξb;a =
1

2
(ga0,b − gb0,a) (B.5)
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Apéndice B. Cálculo expĺıcito de la gravedad superficial

ξb;a = gac(gbdξd);c = gacgbdξd;c =
1

2
gacgbd(gc0,d − gd0,c) (B.6)

donde hemos usado que tanto gbd;c y gbd;c se anulan. Entonces contrayendo
(B.5) con (B.6) obtenemos

ξb;aξb;a =
1

4
gacgbd(gc0,d − gd0,c)(ga0,b − gb0,a) (B.7)

que para un ansatz diagonal que depende de la coordenada r, g00 = g00(r) y
g11 = g11(r) queda:

ξb;aξb;a =
1

2

[
g00,r

]2
g00g11 (B.8)

Si además tenemos en cuenta que para el ansatz tipo Schwarzschild (3.67)
del caṕıtulo 2, se verifica g00g11 = −1, entonces tenemos

κ2 = −1

2
ξb;aξb;a =

1

4

[
g00,r

]2
(B.9)

Despejando de (B.9) y evaluando en la posición del horizonte, obtenemos la
gravedad superficial para este tipo particular de ansatz:

κ =
1

2

∣∣g00,r
∣∣
r=rH

(B.10)
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