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Estructura métrica y diferencial del conjunto de operadores
autoadjuntos en un espacio de Hilbert

Resumen: En este trabajo estudiamos aspectos métricos y geométricos del conjunto
de operadores autoadjuntos en un espacio de Hilbert . Extendemos la relacion de e-
quivalencia definida por A. C. Thompson en un cono convexo de un espacio de Banach,
al conjunto de operadores autoadjuntos. Definimos una métrica completa en cada clase
de equivalencia o componente de Thompson, que resulta compatible con la estructura
diferencial de la componente. Estudiamos ademas la érbita de congruencia de un operador
autoadjunto a. Describimos la érbita de a en términos de su descomposicion polar y de su
descomposicién positiva ortogonal. Si a es de rango cerrado, dotamos a la érbita de a de
una estructura de variedad diferencial.

Finalmente, estudiamos descomposiciones de operadores autoadjuntos como diferencia
de dos operadores positivos de manera que el dngulo minimo entre sus rangos sea positivo,
que llamamos descomposiciones positivas. Mostramos que las descomposiciones positivas
de un operador autoadjunto a estan relacionadas con las descomposiciones canénicas del
espacio (H, (, )q), donde (, ), es una métrica indefinida asociada al operador a. Como apli-
cacion, caracterizamos la 6rbita de congruencia de a en términos de sus descomposiciones

positivas.

Palabras claves: operadores autoadjuntos, métrica de Thompson, geometria diferen-

cial, congruencia de operadores, métrica indefinida.






Metric and differential structure of the set of selfadjoint operators on a
Hilbert space

Abstract: In this thesis, we study metrical and geometrical aspects of the set of
selfadjoint operators on a Hilbert space H. We extend the equivalence relation, defined
by A.C. Thompson on a closed convex cone of a Banach space, to the set of selfadjoint
operators. We define a complete metric on each equivalence class or Thompson component,
compatible with the differential structure of the component. We also study the orbit of
congruence of a selfajoint operator a. We describe the orbit of @ in terms of its polar
decomposition and its positive ortogonal decomposition. If a is a closed range operator,
we provide the orbit of a with a structure of differential manifold.

Finally, we study decompositions of selfadjoint operators as a difference of two positive
operators such that the minimal angle of their ranges is positive, called positive decompo-
sitions. We show that the positive decompositions of a selfadjoint operator a are related
to the canonical decompositions of the space (H, (, )o), where (, ), is an indefinite metric
associated to a. As an application, we characterize the orbit of congruence of @ in terms

of its positive decompositions.

Keywords: selfadjoint operators, Thompson part metric, differential geometry, con-

gruence of operators, indefinite metric.
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Introduccion

En 1955, G.D. Mostow [Mosb5] introdujo una estructura Riemanniana en el conjunto
de matrices cuadradas positivas e inversibles. La métrica, en este caso, es construida a
partir de la traza de matrices. A fines de la década del 80, G. Corach, H. Porta y L.
Recht iniciaron el estudio de la estructura diferencial de distintas clases de operadores
en espacios de Hilbert de dimensién infinita. Como primer paso se estudiaron aspectos
geométricos del conjunto de las proyecciones [PR87b], [PR87a], [CPR90], [CPRI3b]. En
esa misma direccién, podemos citar también los trabajos [Hol92] y [ACS99]. Varios autores
continuaron el estudio de la teoria de operadores desde un punto de vista de la geometria
diferencial. En [CPR93c], los autores describen al conjunto de operadores autoadjuntos
inversibles, como un espacio homogéneo reductivo del grupo de operadores inversibles, con
una conexion canoénica y una métrica de Finsler. Probaron que dos operadores inversibles
autoadjuntos con la misma parte unitaria en la descomposiciéon polar, pueden ser unidos
por una geodésica. Mostraron ademds que esas geodésicas son cortas con la métrica de
Finsler.

En diversos problemas de Fisica Matematica, aparecen naturalmente los operadores
positivos. En particular, A. Uhlman [Uhl93], L. Dabrowski y A. Jadczyk [DJ89], L. Da-
browski y H. Grosse [DG90] han destacado la importancia del estudio de la estructura
geométrica de algunos subconjuntos de operadores positivos. M4s precisamente, en [Uh193],
Uhlmann estudié la geometria de los operadores de densidad, es decir, operadores positivos
en la esfera unitaria de los operadores de traza. El conjunto de operadores inversibles
positivos en un espacio de Hilbert H, GL(H)™, tiene una rica estructura como variedad
modelada en espacios de Banach y como espacio homogéneo reductivo de GL(H), el grupo
de elementos inversibles del dlgebra, ver [CPR93a], [Cor94], [Rec99], [Cor9s].

El estudio de la estructura geométrica de los operadores positivos continué en los
trabajos [CPR94], [CM99], [CMO00], [AV07]. El conjunto de los operadores positivos es un

cono cerrado convexo en el espacio de Banach (real) de los operadores autoadjuntos. En

1



2 Introduccion

esta clase de conos, se pueden definir distintas métricas, entre ellas la métrica proyectiva
de Hilbert, introducida por D. Hilbert [Hil03] en espacios proyectivos y la definida por
H. S. Bear [Bea65], para el estudio de partes de Gleason en &lgebras uniformes. Esta
ultima métrica coincide con la métrica que introdujo A. C. Thompson [Tho63] y es una
modificacién de la métrica de Hilbert.

Las métricas de Hilbert y de Thompson son una herramienta ttil por ejemplo para
probar la existencia de puntos fijos para operadores positivos en espacios de Banach, ver
[Bus73], [Bus74], [Dan87], [Nus88], [Nus94] para distintas aplicaciones.

Dado un cono cerrado convexo K de un espacio de Banach, podemos considerar la
siguiente relacién de equivalencia: dos elementos de K son equivalentes si cada uno de
ellos es menor o igual que un multiplo del otro, considerando el orden parcial inducido
por K. Si ademés el cono es normal, Thompson demostré que cada clase de equivalencia

o componente de Thompson resulta un espacio métrico completo con la métrica
dr(z,y) = logmax{inf{r > 0:z < ry},inf{s >0:y < sx}}.

En [CM99] y [CMO00], G. Corach y A. Maestripieri estudiaron las componentes de
Thompson para el caso particular en que K es el cono de operadores positivos en un
espacio de Hilbert. Probaron que cada componente admite una estructura de espacio
homogéneo reductivo de un grupo adecuado y que se puede definir una conexién natural
en el espacio tangente asociado. Mostraron ademas que dados dos puntos cualesquiera en la
componente, existe una tnica geodésica que los une. Las estructuras métrica y diferencial
de las componentes estan relacionadas ya que la distancia geodésica coincide con la métrica

de Thompson en cada componente.

Uno de los objetivos de este trabajo consiste en estudiar la estructura diferencial de
ciertos subconjuntos de operadores, no necesariamente inversibles, del conjunto L(H)* de
operadores lineales acotados autoadjuntos de un espacio de Hilbert .

Comenzamos extendiendo a L(#H)® la relacién de equivalencia definida por Thomp-
son en un cono cerrado convexo. Definimos para ello, tres relaciones de equivalencia en
L(H)® y estudiamos aspectos geométricos de sus respectivas clases de equivalencia o com-
ponentes. Una de estas componentes, que llamamos también componente de Thompson,
resulta homeomorfa al producto de dos componentes de Thompson de operadores posi-
tivos. Esta caracterizacién nos permite dotar a la componente de Thompson de una métrica

completa y de una estructura diferencial compatible con la estructura métrica.

En la segunda parte de la tesis, nos centramos en el estudio de la congruencia de

operadores autoadjuntos. Dos operadores a,b € L(H) son congruentes si existe g € GL(H)
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tal que b = gag™; si g puede elegirse unitario, a y b se dicen unitariamente equivalentes.
La congruencia define una accién natural del grupo GL(#H) de operadores acotados

inversibles sobre L(H)*, dada por
L:GL(H) x L(H)* — L(H)®, L(g,a) = gag"*.
Denotemos con O, a la érbita de a € L(H)® dada por la accién L, i.e.,
O, = {gag" : g € GL(H)}.

Observemos que L es también una accién sobre el cono de operadores positivos, L(H)T.
La ¢rbita de la identidad es GL(H)" y coincide con la componente de Thompson de la
identidad. Mostramos que la érbita de congruencia de un operador autoadjunto contiene
a su componente de Thompson. Si a es inversible, la érbita de a coincide con otra de las
componentes definidas en L(H)*.

La geometria diferencial de las érbitas fue estudiada por G. Corach, A. Maestripieri,
D. Stojanoff en [CMS04], para el caso de operadores positivos de rango cerrado.

Estudiamos aqui la estructura diferencial de la 6rbita de un operador autoadjunto de
rango cerrado. Probamos que existe una métrica con la cual la érbita resulta una variedad
diferencial. Mostramos que el par (GL(H), O,) es un espacio homogéneo con una conexién
asociada. Estudiamos las geodésicas de este espacio y relacionaremos la componente de
Thompson de a con su érbita.

Como antecedente en el estudio de congruencia podemos citar el paper de L.G. Brown,
R.G. Douglas y P.A. Fillmore [BDF73], en el cual clasifican las érbitas unitarias y de
similaridad en el élgebra de Calkin A(H) = L(H)/K(H), donde IC(H) es el ideal de
operadores compactos en H, ver también [CP76]. Otros trabajos que podemos citar sobre
congruencia y similaridad son [Pat83], [Cho73], [BMO05], [Her90], [AS89], [Had77].

Si a y b son positivos, entonces son equivalentes (ver [FW71]):
» ay b son congruentes,

= los rangos R(a), R(b) son unitariamente equivalentes (es decir, existe u unitario tal
que R(b) = uk(a)),

» a y b son equivalentes (es decir, existen f, g inversibles tales que b = fag).

Mostramos una extension de esta caracterizacion para operadores autoadjuntos. Ademés
obtenemos algunas descripciones de la 6rbita de un operador autoadjunto, en términos

de su descomposicion polar. Si a y b son operadores autoadjuntos inversibles, mostramos
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que b es congruente con a si y solo si las reflexiones de sus descomposiciones polares son
unitariamente equivalentes. También probamos que si a y b son operadores autoadjuntos
de rango cerrado, entonces son congruentes si y sélo si sus isometrias parciales son unita-
riamente equivalentes. Si a y b son operadores autoadjuntos congruentes resulta entonces
que sus partes unitarias son unitariamente equivalentes y sus isometrias parciales también.

La reciproca no es cierta en general.

Cada operador autoadjunto puede escribirse de manera tinica como una resta de dos o-
peradores positivos con rangos ortogonales. Si a = a1 —as es esa descomposicién positiva or-
togonal de a y un operador autoadjunto b es congruente con a, entonces b = gaig* — gasg”*,
para algin g € GL(H). Pero la diferencia de operadores positivos gaig* — gazg*, no es
necesariamente la descomposicién positiva ortogonal de b. Motivados por este hecho, estu-
diamos descomposiciones de operadores autoadjuntos como diferencia de dos operadores
positivos cuyos rangos cumplen cierta condicién de angulo, pero no son necesariamente
ortogonales. Llamamos a éstas, descomposiciones positivas. Caracterizamos la drbita de
congruencia de un operador autoadjunto, en términos de sus descomposiciones positivas.
Mostramos que cuando a es de rango cerrado, el conjunto de descomposiciones positivas
de a estd parametrizado por los elementos del grupo de isotropia de a, es decir, el conjunto
I,={9 € GL(H) : gag* = a}.

Por otro lado, cada operador autoadjunto a determina el siguiente producto interno
indefinido en H:

(x,y)q = (ax,y), para x,y € H.

Si a es ademds inversible, entonces (H,(, ),) es un espacio de Krein. Los espacios de
Krein se descomponen como una suma directa a-ortogonal de un subespacio a-positivo
y un subespacio a-negativo. Los libros de J. Bognar [Bog74]| y de T. Ya. Azizov y LS.
Iokhvidov [AI89] son una referencia clasica para el estudio de estos espacios.

Ma3s generalmente, dado un operador autoadjunto a, es posible asociar a cada descom-
posicién canénica de (H, (, ),) (en este caso, como una suma de tres subespacios, uno
a-positivo, uno a-negativo y el nicleo de a), una proyeccién oblicua a-autoadjunta de
rango a-nonegativo y nucleo a-nopositivo, o equivalentemente, una reflexiéon a-positiva.

Mostramos que las descomposiciones positivas de un operador autoadjunto a estan
relacionadas con las descomposiciones candnicas del espacio (H, (, )q). Probamos que hay
una correspondencia biunivoca entre las descomposiciones positivas de a y las reflexiones

a-positivas, cuando a es inyectivo.
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Organizacion de la tesis

Esta tesis se basa principalmente en los trabajos [FMO08], [FM09a] y [FMO09b]. A con-

tinuacion damos un breve resumen de cada capitulo.

Capitulo 1

El objetivo en este capitulo es presentar la notacién y algunos resultados que se usaran a
lo largo del trabajo. Recordamos algunas descomposiciones de operadores lineales acotados
en espacios de Hilbert, el Teorema de factorizacién de Douglas, las definiciones de angulo
entre subespacios cerrados y de pseudoinversa de Moore-Penrose. También presentamos

algunos resultados sobre variedades modeladas en un espacios de Banach.

Capitulo 2

En este capitulo extendemos la nocién de componente de Thompson al conjunto L(H)*
de operadores autoadjuntos.

Sean a,b € L(H)® con descomposiciones polares a = |alu, = |a|vg ¥ b = |blup = |b|vp,
donde |a| = (a*a)'/?, uq,up son reflexiones y vy, v isometrias parciales. Definimos las

siguientes relaciones:

» a~ b, siexisten o, B > 0 tales que a <,,, aby b <, Bb; donde, si u es una reflexion,
<, es el orden inducido por la forma sesquilineal indefinida (z,y), = (ux,y), z,y €

H,

» a ~p b, si existen «, 8 > 0 tales que |a| < a|b|, |b] < Bla| y v, es unitariamente

equivalente a vy,
= a ~9 b, si existen «, 5 > 0 tales que |a| < «|b| y |b] < Bla] -

Las relaciones anteriores son relaciones de equivalencia que extienden la estudiada para
operadores positivos en [CM99], [CMO00]. Caracterizamos las respectivas clases de equiva-
lencia, Cl, C,gl), 0,52) y vemos que C, C C'él) - C(S2). Si el rango de a es cerrado, entonces
Cél) resulta homeomorfa a la érbita de congruencia de un operador autoadjunto inversible
y la componente C’L(lz) es homeomorfa al conjunto de operadores inversibles autoadjuntos
que actian en el rango de a. La componente C, es homeomorfa a un producto de com-
ponentes de Thompson de operadores positivos, mas precisamente a C,, X Cy,, donde

lal4+a _ lal—a

a = a1 — az es la descomposicion positiva ortogonal de a; es decir a; = =5~y a2 =

Esto permitié definir la siguiente métrica en cada componente C,: dados b,c € C,

dr(b,c) = méx{d(b;,c;),i = 1,2)},
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donde d es la métrica de Thompson definida en el cono de operadores positivos y b = by —bo
y ¢ = ¢1 — ¢9 son las descomposiciones positivas ortogonales de b y ¢ respectivamente.
Ademsds estudiamos la estructura diferencial de C, para el caso en que a es un operador
autoadjunto de rango cerrado. La componente C, admite una estructura natural de espacio
homogéneo y es posible definir una conexién natural en C,, que induce el concepto de
transporte paralelo a lo largo de una curva. Una curva v C C, es geodésica si y satisface
4 = 4~14. Se probé que dados b, c € C, hay una tnica geodésica M,e €n Cy que los une.
Es posible definir en el fibrado tangente T'C,, una estructura de Finsler y esto nos permite
dar la nocién de la longitud, L(v), de una curva v. Resulta que la geodésica ;. tiene
longitud minima entre todas las curvas que unen b con c¢. Ademads, la estructura métrica

de (Cg,dr) esta relacionada con una estructura diferencial. Si
d(b,c) = inf{L(v) : v curva en C, que une b con c}
es la distancia geodésica, vale que

dr(b,c) =d(b,c) = L(v).

Capitulo 3

Este capitulo estd dedicado a estudiar la érbita de congruencia de un operador autoad-
junto. Comenzamos el capitulo con un breve resumen de congruencia y equivalencia de
operadores. Dos operadores positivos son congruentes si y sélo si sus rangos son unitaria-
mente equivalentes. Mostramos que la érbita de un operador positivo puede escribirse como
una unién de algunas componentes de Thompson, mas precisamente, O, = Uueu(H) Cluau*s
donde U(H) es el subgrupo de GL(H) de operadores unitarios. Més atin, si a es un operador
autoadjunto, resulta que C, es un subconjunto de O,.

Por otro lado, la érbita de un operador autoadjunto a esta relacionada con las érbitas de
su parte positiva y de su parte negativa: si a = a1 —as y b = by —bo son las descomposiciones
positivas ortogonales de a y b respectivamente, probamos que si b; € O,,, 1 = 1,2, y
los nicleos de a y b tienen la misma dimensién, entonces b € O,. Reciprocamente, si
a = vgla| y b = vp|b| son las descomposiciones polares de a,b € L(H)*®, mostramos que si
b € O, entonces existe un operador unitario u tal que v, = uv,u*. Mas ain, esta condicién
también es necesaria cuando a tiene rango cerrado. En efecto, en este caso, la érbita de a

estad caracterizada por la dimensién del ntcleo de a y las dimensiones de los rangos de a;

y az.
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Finalmente, estudiamos la estructura diferencial de la 6rbita de un operador autoad-

junto a de rango cerrado. Consideremos las aplicaciones:
T : GL(H) = Oq, m,(9) = gag™ y a: Oy = UO,,, a(b) = uv.

La fibra de v, por la aplicacién « resulta ser la componente de Thompson de a; i.e.
a'({v,}) = C,. La aplicacién « no es necesariamente continua y que 7, no tiene necesa-
riamente secciones locales, considerando la topologia inducida por la norma de operadores.

Trabajaremos entonces con la siguiente métrica en la érbita de a:
d(b7 C) = (Hb - 0”2 + ”pb - pc“2)1/27

para b,c € O,, donde p, y p. son la proyecciones ortogonales sobre los rangos de b y
¢, respectivamente. Esta métrica fue introducida en el conjunto de operadores de rango
cerrado por Corach, Maestripieri y Mbekhta en [CMMO09]. Entre otras cosas, probaron la
continuidad de la aplicacién a — af, si en el dominio se considerea la topologia dada por
la métrica d y en el codominio la topologia de la norma (af denota la pseudoinversa de
Moore-Penrose de a).

Mostramos que « : (O, d) — (UO,,,|.]]), a(b) = vp es continua y que la aplicacién
Ta @ (GL(H), ||.]]) = (Oq,d), m4(g) = gag* es continua y admite secciones locales.

Con esta nueva topologia, (O, d) tiene una estructura de variedad diferencial; mas
aun (GL(H), O, m,) es un fibrado principal con grupo estructural I, donde I, es el grupo
de isotropia de a por la accién L, ie. I, = {g € GL(H) : gag* = a}. Esta estructura
es compatible con la estructura de espacio homogéneo de las componentes de Thompson
involucradas, pues la métrica d coincide con la métrica usual en cada componente.

Veremos también que (O, UO,, , a) es un fibrado, donde UO,,, es la érbita unitaria de

Vg-

Capitulo 4

El objetivo del dltimo capitulo de la tesis es estudiar descomposiciones de operadores
autoadjuntos como diferencia de dos operadores positivos de manera que el angulo minimo
entre sus rangos sea positivo. A estas descomposiciones las llamamos descomposiciones
positivas. En particular, la descomposiciéon positiva ortogonal es una de estas descompo-
siciones. Si a es un operador positivo, entonces a no tiene descomposiciones positivas no
triviales.

Por otro lado, dado un operador autoadjunto a, consideramos en H el siguiente pro-

ducto interno indefinido:

(x,9)a = (ax,y), parax,y € H.
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Si a es positivo, denotamos con H, a la completacién de (H, (, )4). Caracterizamos los o-
peradores en L(H) que admiten extension acotada a H,. Se llama descomposicidn canénica
de (7, (, }a)

H=8"®,8 &4 N(a),

donde @, denota que la suma es a-ortogonal, ST es un subespacio a-positivo, S~ un
subespacio a-negativo y N(a) es el nicleo de a.

Relacionamos las descomposiciones positivas de a con las descomposiciones canénicas
del espacio con métrica indefinida (H, (, ),). Mas precisamente, mostramos que, dada una
descomposicién positiva de a, hay una reflexiéon a-positiva asociada. Reciprocamente, una
reflexién a-positiva determina una descomposicion positiva de a. También probamos que,
si a es inyectivo, hay una biyeccién entre las descomposiciones positivas de a y el conjunto

de proyecciones a-autoadjuntas con rango a-positivo y nicleo a-negativo.

Ademds, probamos que cada descomposicién positiva de a induce una “pseudo descom-
posicién polar”de a, es decir, una factorizaciéon de a como a = aw, donde « es positivo y
w es una reflexiéon a-positiva. Si w es una reflexion a-positiva, entonces w es de la forma
w = uqd, donde d es |a|-positivo y a = ug|a| es la descomposicién polar de a. En efecto,

ésta resulta la descomposicién polar de w en el espacio (H, (, )|q|)-

Finalmente, si a es inyectivo, mostramos que los subespacios a-positivos asociados a dos
descomposiciones candnicas de (H, (, )4), tienen igual dimensién. Lo mismo ocurre para los
subespacios a-negativos. Como aplicacion, caracterizamos la érbita de congruencia de un
operador autoadjunto a. Recordemos que dos operadores positivos son congruentes si y sélo
si sus rangos son unitariamente equivalentes. Generalizamos este hecho para operadores
autoadjuntos, en término de sus descomposiciones positivas. Ademads, notemos que si a =
a1 — az es una descomposicién positiva de a y g € I, (i.e., gag* = a), entonces a = ga1g* —
gasg® es una descomposicion positiva de a. Probamos que todas las descomposiciones
positivas de a pueden escribirse de la forma a = ga1g* — gasg*, para algin g € I,, cuando

a tiene rango cerrado.
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In 1955, G.D. Mostow [Mos55] endowed the set of positive invertible square matrices
with a structure Riemannian manifold. The metric, in this case, is constructed from the
matrix trace. At the end of the eighties, G. Corach, H. Porta and L. Recht initiated the
study of the differential structure of different classes of operators on infinite dimensional
Hilbert spaces. Firstly, they studied geometric aspects of the set of projections [PR87b],
[PR&7al], [CPRI0], [CPRI3Db]. In the same direction, we should also mention the papers
[Hol92] and [ACS99]. Several authors continued the study of the theory of operators from a
differential viewpoint. In [CPR93c|, the authors described the set of invertible selfadjoint
operators as a homogeneous reductive space of the group of invertible operators, with
a canonical connection and a Finsler metric. They proved that any pair of invertible
selfadjoint operators with the same unitary part in the polar decomposition, can be joined
by a geodesic. They also showed that these geodesics are short if measured with the Finsler
metric.

Positive operators arise naturally in different problems of Mathematical Physics. In
particular, A. Uhlman [Uhl93], L. Dabrowski and A. Jadczyk [DJ89], L. Dabrowski and
H. Grosse [DGI0] have emphasized the relevance of the study of the geometric structure
of some parts of the set of positive operators. More precisely, in [Uhl193], Uhlmann studied
the geometry of density operators, that is, positive operators in the unit sphere of the
space of trace class operators. The set of positive invertible operators on a Hilbert space
H, GL(H)", has a rich structure as a manifold modeled on a Banach space and as a
reductive homogeneous space of GL(H), the group of invertible elements of the algebra,
see [CPR93a], [Cor94], [Rec99], [Cor98|.

The study of the geometric structure of the set of positive operators continued with
the papers [CPR94], [CM99], [CMO00], [AV07]. The set of positive operators is a closed
convex cone in the (real) Banach space of selfadjoint operators. Different metrics can be

defined in closed convex cones, including the Hilbert’s projective metric or part metric,

9
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introduced by D. Hilbert [Hil03] on projective spaces and the one defined by H. S. Bear
[Bea65], for the study of Gleason parts in uniform algebras. This last metric coincide with
the metric introduced by A. C. Thompson [Tho63] and it is a modification of the Hilbert
metric.

The Hilbert metric and the Thompson metric are useful tools, for example, to prove
the existence of fixed points for positive operators on Banach spaces, see [Bus73], [Bus74],
[Dan8&7], [Nus88], [Nus94] for several applications.

Given a closed convex cone K of a Banach space, the following equivalence relationship
can be considered: two elements of K are equivalent if each one is less or equal than a
multiple of the other, considering the partial order induced by the cone. Moreover, if K is
a normal cone, Thompson proved that each equivalent class or Thompson’s component is

a complete metric space with the metric
dr(z,y) = logmax{inf{r > 0: 2z <ry},inf{s > 0:y < sz}}.

In [CM99] and [CMO0], G. Corach and A. Maestripieri studied the Thompson’s com-
ponents for the case K is the cone of positive operators on a Hilbert space. They showed
that each component admits a homogeneous reductive structure of an adequate group and
they proved that a natural connection can be defined on the associated tangent bundle.
They also showed that for any two points on a component, there exists a unique geodesic
joining them. The metric and differential structure of the components are related since

the geodesic distance coincide with the Thompson metric on each component.

One of the purposes of this thesis is to study the differential structure of certain subsets
of operators of the set L(H)® of linear bounded selfadjoint, not necessarily invertible,
operators on a Hilbert space H.

We begin extending to L(H)® the equivalence relationship which was defined by Thomp-
son on a closed convex cone.

In order to do that, we define three equivalence relationships on L(H)® and study
the geometric aspects of their respective equivalence classes or components. One of these
components, which we call Thompson component, turns to be homeomorphic to the prod-
uct of two Thompson components of positive operators. This characterization allows us
to provide the Thompson component with a complete metric and a differential structure

compatible with this metric.

In the second part of the thesis, we focus on the study of the congruence of selfadjoint
operators. Two operators a,b € L(H) are congruent if there exists g € GL(#) such that

b = gag™*; if g can be taken to be unitary, then a y b are called unitarily equivalent.
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The congruence defines a natural action of the group GL(H) of bounded invertible

operators over L(H)*, given by
L:GL(H)x L(H)*> = L(H)*, L(g,a) = gag™.
Denote by O, the orbit of a € L(#H)® given by the action L, i.e.,
O, = {gag™ : g € GL(H)}.

Note that L is also an action over the cone of positive operators, L(H)". The orbit
of the identity is GL(H)" and coincide with the Thompson component of the identity.
We show that the orbit of congruence of a selfadjoint operator contains its Thompson
component. If a is invertible, the orbit of a coincides with one of the previously defined
components on L(H)®.

The differential geometry of the orbit has been studied by G. Corach, A. Maestripieri,
D. Stojanoff in [CMS04], for the case of positive operators of closed range.

In this thesis we deal with the differential structure of the orbit of a closed range
selfadjoint operator. We prove that the orbit of a closed range selfadjoint operator is a
manifold with an adequate metric. Moreover, the pair (GL(H),O,) is an homogeneous
space with an associated connection. We study the geodesics in this space and relate the
Thompson component of a with its orbit of congruence.

As a precedent in the study of congruence we can mention the paper of L.G. Brown,
R.G. Douglas and P.A. Fillmore [BDF73], where they classify the unitary orbits and the
similarity orbits of the Calkin algebra A(H) = L(H)/K(H), where IC(H) is the ideal of
compact operators on H, see also [CP76]. Other papers we can cite about congruence and
similarity are [Pat83], [Cho73], [BMO05], [Her90], [AS89], [Had77].

If a and b are positive, then following statements are equivalent (see [FWT71]):
= ¢ and b are congruent,

= the ranges R(a), R(b) are unitarily equivalent (that is, there exists a unitary operator
u such that R(b) = uR(a)),

» g and b are equivalent (that is, there exist invertible operators f, g such that b = fag).

We show an extension of this characterization for selfadjoint operators. Also we obtain
descriptions of the orbit of a selfadjoint operator, in terms of its polar decomposition. If a
and b are invertible selfadjoint operators, we prove that b is congruent with a if and only if

the reflections of their polar decompositions are unitarily equivalent. Moreover, if ¢ and b
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are selfadjoint closed range operators, then they are congruent if and only if their partial
isometries are unitarily equivalent. If @ and b are congruent selfadjoint operators then their
unitary parts are unitarily equivalent and their partial isometries too. The converse is not

true in general.

Each selfadjoint operator can be written in a unique way as a difference of two positive
operators with orthogonal ranges. If a = a1 — as is this positive orthogonal decomposition
of a and b is a selfadjoint operator congruent to a, then b = ga19* — gasg*, for some
g € GL(H). But the difference of positive operators gajg* — gasg*, is not necessarily the
positive orthogonal decomposition of b. Motivated by this fact, we study decompositions
of selfadjoint operators as a difference of two positive operators whose ranges satisfy an
angle condition, but are not necessarily orthogonal. These decompositions will be called
positive decompositions. We characterize the orbit of congruence of a selfadjoint operator,
in terms of its positive decompositions. When a is a closed range operator, we show that
the set of positive decompositions of a is parametrized by the elements of the isotropy
group of a, that is, the set I, = {g € GL(H) : gag* = a}.

On the other hand, each selfadjoint operator a determines the following indefinite inner
product on H:

(x,9)q = (azx,y), for z,y € H.

If a is also invertible, then (H, (, ),) is a Krein space. Krein spaces can be decomposed
as an a-orthogonal direct sum of an a-positive subspace and an a-negative subspace. The
books by J. Bognar [Bog74] and by T. Ya. Azizov and L.S. Iokhvidov [AI89] are a classical
references for the study of such spaces.

More generally, for any selfadjoint operator a € L(H), it is possible to associate to
every canonical decomposition of (H, (, ),) (in this case, as the sum of three subspaces, an
a-positive, an a-negative and the nullspace of a), an a-selfadjoint oblique projection with
a-nonnegative range and a-nonpositive nullspace, or equivalently, an a-positive reflection.
We study the relationship between the positive decompositions of a and the canonical
decompositions of the indefinite inner product space (H, (, ),). We prove that there is a
one to one correspondence between the positive decompositions of a and the a-positive

reflections, when a is injective.

Thesis organization

This thesis is mostly based on the papers [FMO08], [FM09a] and [FM09b]. The ouline

of the thesis is as follows.
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Chapter 1

The aim of this chapter is to present the notation and some of the preliminary results
that will be used along this thesis We recall some decompositions of linear bounded op-
erators on Hilbert spaces, the factorization theorem of Douglas, the definitions of angles
between closed subspaces and the Moore-Penrose pseudoinverse. Also we present a brief

summary of the theory of manifolds modeled on Banach spaces.

Chapter 2

In this chapter we extend the notion of Thompson components to the set L(H)® of
selfadjoint operators.
Consider a,b € L(H)*® wit polar decomposition a = |a|u, = |a|v, and b = |bluy = |b|vp,

1/2

where |a| = (a*a)"/?, ugq,up are reflections and v,, vy are partial isometries. We define the

following relationships:

» a ~ b, if there exist o, > 0 such that a <,, ab and b <,, Bb; where, if u is a
reflection, <,, is the order induced by the sequilinear indefinite form (x, y),, = (uz,y),

x,y € H,

» a ~q b, if there exist o, > 0 such that |a| < «|b|, [b] < Bla| and v, is unitarily

equivalent to vy,
= a ~9 b, if there exist o, 8 > 0 such that |a| < «|b| and |b] < Slal .

The above relationships are equivalence relations that extend the studied for positive
operators in [CM99], [CMO00]. We characterize their equivalence classes, Cy, Cgl), (152) and

we show that C, C C’él) C C’C(Lz). If a is a closed range operator, then 01(11) is homeomorphic
)

to the orbit of congruence of a selfadjoint invertible operator and the component C,§2
is homeomorphic to the set of selfadjoint invertible operators acting on the range of a.
The component C, is homeomorphic to the product of Thompson components of positive

operators, more precisely to C,, x C,,, where a = a; — ag is the positive orthogonal

W% and a9 = MT_G This fact allows us to define the

following metric on each component C,: given b,c € C,

decomposition of a; i.e. a; =

dr(b,c) = méx{d(b;,¢;),i = 1,2)},

where d is the Thompson metric defined in the cone of positive operators and b = by — by
and ¢ = ¢; — ¢ are the positive orthogonal decompositions of b and c¢ respectively. Also

we study the differential structure of C,, when a is a closed range selfadjoint operator.



14 Introduction

The component C, admits a natural structure of an homogeneous space of an adequate
group and it is possible to define a natural connection on C,, which induces the concept
of parallel transport along a curve. A curve v C C, is a geodesic if ¥ 4 = 4y4. Given
b, c € C, there is a unique geodesic 7, . on C, joining them. It is possible to define a Finsler
structure on the tangent bundle 7'C\, and this allows us to give the notion of length, L(v),
of a curve . It follows that the geodesic 7, . has minimal length between the curves joining
b and c. Also, the metric structure of (Cy, dr) is related with the differential structure. If

d(b,c) = inf{L(y) : v curve in C, joining b with c}
is the geodesic distance, it holds that

dr(b,c) = d(b,c) = L(’Vb,c)'

Chapter 3

This chapter is dedicated to the study of the orbit of congruence of a selfadjoint
operator. We begin this chapter with a brief survey of congruence and equivalence of
operators. Two positive operators are congruent if and only if their ranges are unitarily
equivalent. We show that the orbit of a positive positive operator can be written as a union
of certain Thompson components, more precisely, O, = Uueu(H) Cuau, where U(H) is the
subgroup of GL(#) of unitary operators. Moreover, if a is a selfadjoint operator, it holds
that C, is contained in O,.

On the other hand, the orbit of a selfadjoint operator a may be related to the orbits of
its positive and negative parts: if a = a1 —ag and b = by — by are the positive orthogonal de-
compositions of a and b respectively, we prove that if b; € O,,, i = 1,2, and the nullspaces
of a and b have the same dimension, then b € O,. Conversely, if a = vy|a] and b = vy|b|
are the polar decompositions of a,b € L(H)*, we show that if b € O, then there exists a
unitary operator u such that v, = uv,u*. Moreover, this condition is also necessary when
a has closed range. In fact, in this case, the orbit of a is characterized by the dimension
of the nullspace of a and the dimensions of the ranges of a; and as.

Finally, we study the differential structure of the orbit of a closed range selfadjoint

operator a. Consider the maps:
7o : GL(H) = Oq, 7a(g9) = gag® and a: Oy — UO,,, a(b) = vp.

We show that the fiber of v, by the map « coincides with the Thompson component

of a; i.e. a=*({v,}) = C,. The map « is not necessarily continuous and the map 7, does
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not necessarily has local cross sections, considering the topology induced by the operator

norm. Therefore we will consider the following metric on the orbit of a:
d(b7 C) = (Hb - C”2 + ”pb - ch2)1/27

for b,c € O,, where p, and p,. are the orthogonal projections onto the ranges of b and c,
respectively. This metric was introduced on the set of closed range operators by Corach,
Maestripieri and Mbekhta in [CMMO09]. They showed, for example, the continuity of the
map a — a', when the topology given by the metric d is considered in the domain and
the operator norm topology is considered in the codomain (a' denotes the Moore-Penrose
pseudoinverse of a).

We show that a : (Oy,d) — UO,,,|.||), a(b) = vp is continuous and that 7, :
(GL(H),||.I) = (Oq,d), ma(g) = gag* is continuous and admits local cross sections. With
the topology given by this metric, O, has a structure of differential manifold; moreover
(GL(H), O, m,) is a principal fiber bundle with structural group I, where I, is the isotropy
group of a given by the action L, i.e. I, = {g € GL(H) : gag* = a}. This structure is com-
patible with the structure of homogeneous space of the involved Thompson components,
since the metric d coincide with the usual metric on each component. Also, we show that
(Oy,UO,,, a) is a fiber bundle, where UO,,, is the unitary orbit of v,.

Chapter 4

The last chapter of this thesis aims to explore decompositions of selfadjoint operators
as a difference of two positive operators, such that the minimal angle between their ranges
is positive. These decompositions will be called positive decompositions. In particular, the
positive orthogonal decomposition is one of such decompositions. If a is a positive operator,
then it has no non-trivial positive decompositions.

On the other hand, given a selfadjoint operator a, consider in H the following indefinite

inner product:

<‘/E7y>a = <a$7y>7 x,y € H.

If a is positive, denote by H, the completion of (H,(, )s). We give a characterization of
the operators of L(#) that admit bounded extension to H,. A canonical decomposition of

(H.(, )a) is
H=8"®,8 @, N(a),

where @, denotes that the sum is a-orthogonal, ST is an a-positive subspace, S~ an

a-negative subspace and N(a) is the nullspace of a.



16 Introduction

The positive decompositions of a are related to the canonical decompositions of the
space with indefinite metric (H, (, ),). More precisely, we show that for each positive de-
composition of a, there exists an associated a-positive reflection. Conversely, an a-positive
reflection determines a positive decomposition of a. Also, if a is injective we show that
there is a bijection between the positive decompositions of a and the set of a-selfadjoint

projections with a-positive range and a-negative nullspace.

Moreover, we prove that each positive decomposition of a induces a “pseudo-polar
decomposition” of a; that is, a factorization of a¢ as a = aw, where « is positive and
w is an a-positive reflection. If w is an a-positive reflection, then w can be written as
w = ugd, where d is |al-positive and a = u,|a| is the polar decomposition of a. In fact,

this decomposition is the polar decomposition of w in the space (H, (, )|q|)-

Finally, if a is injective, it can be proved that the a-positive subspaces associated to
any two canonical decompositions of (H, (, ),) have the same dimension. The same holds
for the a-negative subspaces. As a an application, we characterize the orbit of congruence
of a selfadjoint operator a. Recall that two positive operators are congruent if and only if
their ranges are unitarily equivalent. We prove an extension of this result for selfadjoint
operators, in terms of their positive decompositions. Furthermore, note that if a = a; — ao
is a positive decomposition of @ and g € I, (i.e., gag* = a), then a = gajg* —gasg* is a pos-
itive decomposition of a. If a has closed range, we show that every positive decomposition

of a can be written as a = ga1g* — gasg*, for some g € I,.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Operadores en espacios de Hilbert

A continuaciéon damos algunas notaciones que utilizaremos en este trabajo. A lo largo
de esta tesis H denotard un espacio de Hilbert complejo separable, con producto interno
(, ). Sea L(H) el algebra de operadores lineales acotados en H.

% al subespacio real de operadores autoadjuntos de L(#), con

Denotemos con L(H)
L(H)™ al cono de operadores positivos de L(H) y con CR(H) al subconjunto de L(H) de
operadores de rango cerrado.

Notamos con Z el subconjunto de C'R(H) de isometrias parciales, i.e., Z = {v €
L(H) : vv* es una proyeccién ortogonal}. Si GL(H) es el grupo de operadores inversibles
de L(H) y U(H) el subgrupo de GL(H) de operadores unitarios. Si A C L(H), notaremos
A% = ANL(H)".

Un operador v € L(H) es una reflezion siv = v~! y v es una simetria si es una reflexién
autoadjunta. El conjunto de simetrias serd denotado con P, i.e., P ={v € L(H) : v =

vl =0*}

Dados dos subespacios cerrados M y N de H, entonces M-+N denotars la suma
directa M y N, y M@ N la suma ortogonal. Si M+N = H, denotaremos con PMmyN @ la
proyeccién oblicua con rango My niicleo Ny pa = pag//me- Sea @ = {q € L(H), @ =q}
el conjunto de proyecciones oblicuas.

Para todo a € L(H), R(a) denotard el rango de a, N(a) su nicleo y p, = PR

El cono de operadores positivos induce en L(#) el siguiente orden: sean a,b € L(H),

entonces a < bsiysélosib—ae L(H)".

17
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Descomposiciéon matricial

Sean a € L(H), S un subespacio cerrado de H y p = ps la proyeccién ortogonal sobre

S. Entonces p induce la siguiente descomposicion matricial de a:

aip a2
a= ,
a1 a2

donde a1 = pap|s € L(S), ai2 = pa(l —p)|st € L(S*,S), as1 = (1 — plap|s € L(S,St)
y az = (1 —pa(l —p)|s. € L(ST).

Observacién 1.1.1. Consideremos a € GL(S)*, b € GL(S*)*, entonces

a 0 loga 0
log =
0 b 0 logd

o equivalentemente, log(ap + b(1 — p)) = (loga)p + (logb)(1 — p). En efecto, ya que p y a
conmutan entonces p conmuta con log a. De manera anéloga, log b conmuta con 1 — p. Por
lo tanto (log a)p y log b(1—p) conmutan. Luego e(l°g@)p+(ogb)(1-p) — cplogap(1-p)logb(1=p)

Como loga y p conmutan entonces

log ap log a)” a 0
ePlogap _ (» =%+ 1 —p= .
> e 0

n=0 n=1
(loga 0 )
10 0
Anglogamente, e(17P)logb(1-p) — . Entonces, e 0 logh — .
0 b 0 b
Observacién 1.1.2. Sean a € L(S), b € L(S1), entonces
a 0
= max{||a|, ||b] }.
| <0 b) | {llall, 1[o]}
En efecto, consideremos x € S tal que ||z|| = 1 entonces
a 0
o o) %= 1ep+ (1 =p)b(L = p))z| = [laz],
a 0 a . .
con lo cual |jazx| < 0 b ‘ . Por lo tanto ||a|| < 0 ‘ . Andlogamente, se tiene

que [|b]| < Entonces > max{||al|,||b||}. Por otro lado, consideremos

|
o)l

o)
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x € H tal que |z|| = 1. Luego

I 3)-

0
con lo cual || (g b) I < méx{[lal], [|b][}-

2
= llapz + b(1 — p)a||* < méx{||a]]?, [b]*} ||,

Descomposicién polar

Recordemos que cada a € L(H) puede escribirse como a = v,|a| donde |a| = (a*a)/?
y vq es una isometria parcial deN(a)t sobre m. Observemos que, en general, esta
descomposicién no es tnica, ver [Rud73]. Para fijar la parte isométrica, definimos v, como
la isometria parcial tal que v, : N(a)™ — R(a) es una isometria y N(v,) = N(a). Esta
descomposicion es llamada descomposicion polar de a.

Si a es autoadjunto, la parte isométrica de la descomposiciéon polar puede definirse de

manera de obtener una reflexién: es este caso R(a)* = N(a) con lo cual si ug = vq + PN(a)

es facil ver que u, € P (ie. uq = ul =u;') y a = ugla| = |a|u,. Notemos que Ua|n(a) =
id|N(a) ¥ S1 Pa = PRays UaPa = Va-

Siq, = ““TH entonces ¢, es una proyeccién ortogonal y uqq, = (4, PUES Uy €S Una
reflexion y pa|n() = id|n(a)-

La representacién matricial de u,, inducida por p = PRiay ©

U1l 0
Ug = 0 1 =unp+1-—p,

L
donde uj; = puap]m € GL(R(a)) y 1= plm € GL(R(a) ).

De ahora en adelante, dado a € L(#H)® denotaremos por a = u,|a| a la descomposicién
polar de a con u, € Py a = v,]a| la descomposicién polar de a con v, la isometria parcial
recién definida.

A continuacién enunciaremos algunas conocidas propiedades sobre la descomposicién

polar de un operador.

Teorema 1.1.3.

1. Sia € GL(H) entonces a tiene una tunica descomposicidn polar.
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2. Si a es mormal entonces a tiene una descomposicion polar a = uc, donde u y «

conmutan.

Lema 1.1.4. Sea a € L(H)?® inyectivo. Entonces a tiene una inica descomposicion polar.

1

Demostracion. Sea a = ua = v donde u,v € U y o, 5 > 0. Entonces v~ ua = . Como

N(a) = N(a?) = N(aa*) = N(a), si a es inyectivo, entonces « es inyectivo. Consideremos
a ™t Rla) — ue no es acotado si a no es sobreyectivo). Luego v"'u = fa~! en
Ui R(a) - H (a o si breyectivo). Luego v~'u = S~
R(a)) = R(a) (pues a = au, con u € U). Por lo tanto o™ = v~™'u: R(a) — H es acotado

y puede extenderse de manera tinica a R(a) = H. Si fa~! es la extensién de o' a todo
H, resulta fa~! = v~y en H. Como v~'u € U, tenemos que (Ba~!)* = (Ba~!)~! en
R(a) y, por lo tanto, a~'8 = a~!, es decir a® = 32, con lo cual a = 3. Ademés resulta

1

que v~ 'u =1, con lo cual u = v. I

Descomposicion positiva ortogonal

Todo operador autoadjunto puede escribirse de manera tnica como resta de dos ope-
radores positivos con rangos ortogonales. Recordaremos a continuacién la demostracion

de este resultado y algunas propiedades.

Lema 1.1.5. Consideremos a € L(H)® con descomposicion polar a = ugla|. Entonces a

admite una unica descomposicion a = a1 — ag tal que a1, as son positivos y ajas = 0. Mds

; _ lal+a _ _ lal—a _ _ ug+l
ain, ay = =5— = apg Y az = —5— = —a(l — pg), donde p, = *==.
Demostracion. Sean a1 = M;“ y ay = \alz—a' Tenemos entonces que a = a; — as y

a1,a2 € L(H)T, pues a1 = 3la|(1 + ua) y az = 3|a|(1 — u,) son productos de elementos

|a|itte = M% = a;. Anéloga-

positivos que conmutan. Ademés, ap, = |a|up, = |alp, =
mente, az = —a(l — p,). Entonces a1 = ap, = pga 'y as = —a(l —pg) = —(1 — py)a, con lo
cual ajas = 0. Para ver la unicidad de la descomposicion, consideremos a = dy — ds, donde
dy,dy € L(H)" y dida = 0. Resulta entonces que a® = d2+d3 y |a| = (&2 +d3)"/? = dy +da,
con lo cual |a| = dy + da. Luego, |a| +a = 2d; y |a| — a = 2dy; por lo tanto di = a1 y

d2 = a9. [ |

Dado a € L(H)® llamaremos a la descomposicién a = a; — ag del Lema 1.1.5 como
descomposicion positiva ortogonal (d.p.o) de a. El operador a; es la parte positiva de a y
—ag, la parte negativa.

Observemos que si @ = a1 — ag es la descomposicién positiva ortogonal de a € L(H)?,
entonces |a| = aj + ag, v, = PR ~ PRy Y = PRy — PRy T PN@ Y PRy =
PRa) 1 PRlaz)"
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Notemos también que R(a;) y R(az) son cerrados si y sélo si R(a) es cerrado.

Lema 1.1.6. Consideremos a,ay,as,p, como en el Lema 1.1.5, entonces

1. R(p,) = R(a1) ® N(a),

2. N(pa) = R(CLQ).

Demostracion. 1: Por la definicién de ua, pa|n(a) = id|n(q), con lo que N(a) C R(pq)-
Ademés, N(p,) € N(lalps) = N(ay), entonces R(a1) € N(ps)* = R(pa). Luego, N(a) +

R(a1) € R(pg)- Reciprocamente, sea y € R(p.), existe entonces x € H tal que y = p.(x);

sixz =z4w, con z € R(c),w € N(c) resulta y = p.(z + w) = p.(z) + w. Por el Lema

1.1.5, ¢; = pee, con lo cual p.(R(c)) = R(c1) € R(c1); y entonces pe(z) € R(cy). Luego,

R(pc) = R(c1) ® N(c).
2: Vale que R(c) = R(c1) ® R(ca); con lo cual H = R(c;) @ R(cz) ® N(c). Luego,

R(cz) = (R(c1) ® N(e)* v, por 1., (R(c1) @ N(c))" = N(pc) entonces N(pc) = R(ca). |

1.2. Inclusiones de rangos de operadores

El siguiente es un conocido resultado de R. G. Douglas [Dou66] que da un criterio para
comparar rangos de operadores. Se recomienda el trabajo de P.A. Fillmore y J.P. Williams
[FWT1], para estudiar algunas aplicaciones.

Utilizaremos este resultado en muchas oportunidades a lo largo de esta tesis.
Teorema 1.2.1. (Douglas). Sean a,b € L(H). Son equivalentes:
1. R(a) C R(b),
2. aa* < N2bb*  para algin \ > 0,
3. existe ¢c € L(H) tal que a = be.
Demostracion. 3 — 2: Si a = bc entonces
aa* = bec*b* = ||c||*bb* — b(||c]|*1 — cc*)b* < ||¢||*bb*,

pues cc* < ||¢/|?1, con lo que vale 2.

3 — 1 : Es claro.
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1 — 3:Sean a,b € L(H) tales que R(a) C R(b), entonces podemos definir un operador
c1 en H de la siguiente manera: si f € H, tenemos que af € R(a) C R(b). Como b :
N(b)* — R(b) es biyectivo, existe un tinico h € N(b)* tal que bh = af. Sea ¢1f = h
entonces ¢ estd bien definido y a = be;. Falta ver que ¢p es acotado. Ya que ¢ estéd definido
en todo H, es suficiente probar que ¢ tiene el grafico cerrado. Sea {(fn, hn)}n, con hy, =
c1fn tal que (fn,hn) — (f,h). Entonces por definicién, bh, = af,, Jirgoafn =afy
nh_}rrgo bh, = bh, con lo cual af = bh. Ademads, ya que N (b)L es cerrado, se tiene que
h € N(b)*, por lo tanto c; f = h. Luego ¢; es acotado.

2 — &:Supongamos que aa® < Abb* para algin A > 0. Definimos la siguiente aplicacion
d: R(b*) — R(a*), si f € R(b*),D(b*f) = a*f. Entonces d estd bien definida pues
si b*f = b*f" entonces b*(f — f') = 0 y como aa* < Abb* también f — f' € N(a*) o

equivalentemente a* f = af’ y d estd bien definida. Veamos que d es acotada en R(b*):

1" NI = lla* FII* = (aa™ f, f) < N2(b* f, f) = N|[o* f]|*.

Por lo tanto, d puede ser extendido de manera tnica a R(b*) y si definimos a d como 0 en

R(b*)*, entonces d € L(H) y db* = a* o equivalentemente a = bd*. I
Ademds, si se cumplen las condiciones del Teorema de Douglas, se puede ver que existe
un tinico operador c, solucién de la ecuacién a = be tal que ||c||? = inf{p : aa* < pbb*} y

R(c) C R(bY).

Corolario 1.2.2. Sia,b € L(H) entonces R(a) = R(b) y dim N(a) = dim N(b) si y sélo
si existe ¢ € GL(H) tal que a = bc.

Propiedades de operadores positivos

Sea a € L(H)™, se tienen las siguientes inclusiones

R(a) C R(a?) C R(a'/?) = R(a).

La tltima igualdad es cierta pues N(a) = N(a'/?), con lo cual

R(a) = N(a)* = N(a'/?)* = R(a'/?).

Proposicién 1.2.3. Sea a € L(H)t. Entonces R(a) es cerrado si y sélo si R(a'/?) es

cerrado, 1 es ese caso R(a) = R(a'/?).
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Demostracion. Si R(a) = R(a), de las inclusiones anteriores, se tiene que R(a) C
R(a'/?) € R(a). Luego R(a) = R(a'/?) y R(a'/?) cerrado. Reciprocamente, si R(a'/?) =
R(al/?), entonces R(a'/?) = R(a). Como R(a'/?) = a'/?(R(a'/?)) resulta que R(a) =

a).

a'’?(R(a'/?)) = R(a'/?) = R(a). Por lo tanto R(a) es cerrado y R(a) = R(a'/?). 1

El siguiente resultado estd demostrado en [CMOO].

Teorema 1.2.4. Para un operador a € L(H)™T, se tienen las siguientes posibilidades:

1. R(a) es cerrado y entonces R(a') = R(a) para todo t € [0,1]

2. 0 R(a) no es cerrado y entonces R(al) es cerrado para t = 0, no cerrado para todo
te (0,1 y
R(a) C R(a") & R(a®) C R(a)

para 0 < s <t < 1.

1.3. Pseudoinversa de Moore-Penrose

En esta seccion recordamos la definicién de pseudoinvera de Moore-Penrose. Para maés
detalles y propiedades sobre inversas generalizadas recomendamos consultar el trabajo
[Nas87] y los libros [BIGO03], [Gro77].

Consideremos a € L(H). Como aly (gL : N(a)* — R(a) es biyectivo, podemos definir
su inversa (algebraica):

((1|N(a)1_)_1 : R(a) — N(a)*.

Llamamos pseudoinversa de Moore-Penrose, y notamos af, al operador densamente
definido en D, = R(a) & N(a) por

P (CL’N(G)J_)_IIIZ', x € R(a)
a'y =
0, z € N(a)

Un operador a € L(H) se dice acotado inferiormente si existe un a > 0 tal que
llaz|| > al|z|| para todo = € N(a)*. Si a € L(H), entonces a es acotado inferiormente si y

sélo si R(a) es cerrado.

Proposicién 1.3.1. Sea a € L(H), entonces al es acotado si y sélo si R(a) es cerrado.
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Se puede probar también que a' es el tinico operador que verifica lo siguiente:

aata = a
Taat = af
a'aa’ = a
(1.1)
(aa")* = aal
(afa)* = ala.
Ademés dados a de rango cerrado e y € H, resulta que a'y es el tnico elemento de H
que minimiza {|lax — y|| : © € H}.
El concepto de médulo minimo que definimos a continuaciéon permite calcular la norma

de af, para un operador a de rango cerrado.

Definicién 1.3.2. Sea a € L(H), llamamos mddulo minimo de a al nimero
v(a) = if{l|az] : w € N(a)*, =] = 1}.
Es claro que a estd acotado inferiormente si y sélo si y(a) > 0.

Proposicién 1.3.3. Sea a € L(H), entonces a tiene rango cerrado si y solo siy(a) > 0.

En este caso, y(a) = y(a*) = ||at]| 7 .

1.4. Angulos entre subespacios cerrados

Veremos en esta seccion algunos resultados bésicos sobre dngulos entre subespacios
cerrados. En el trabajo de F. Deutsch [Deu95] o en el clésico libro de T. Kato [Kat95], se
pueden encontrar mas detalles sobre este tema, .

Dados dos subespacios cerrados M y N de H, el dngulo minimo o dngulo de Dizmier

entre M y N es el dngulo ag(M,N) € [0,7/2] cuyo coseno estéa dado por
co(M,N) =sup{[(z,y)| 1z € M, |z|| <L,z e N, |y| <1},

ver [Dix49].

Notemos que si la interseccién de los subespacios M y N es no trivial el dngulo
minimo entre ellos es nulo. En [Fri37], K. Friedrichs da la siguiente definicién de dngulo
entre subespacios.

El dngulo o dngulo de Friedrichs entre M y N es el déngulo o(M,N) € [0,7/2] cuyo

coseno estd dado por

(M, N) = sup{[(z,y)| : 2 € MO (MNN) [|lz] < Ly e NN (MAN)E [ly] < 1}
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Observemos que 0 < ¢(M,N) < ¢g(M,N) < 1ysi MNN = {0}, resulta ¢(M,N) =
Co (M, N )
El angulo entre dos subespacios cerrados permite establecer si la suma de estos subes-

pacios es cerrada.

Teorema 1.4.1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. o M,N) <1,
2. MNN ={0} y M+ N es cerrado.

Teorema 1.4.2. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. ¢e(M,N) < 1,
2. M+ N es cerrado,

3. M+ + N1 es cerrado.

1.5. Variedades modeladas en espacios de Banach

En esta seccién presentamos un breve resumen sobre algunos aspectos de geometria
diferencial en dimension infinita. Para detalles sobre estos temas, se sugiere consultar
[Lan95], [Lar80], y [Rae77]. En [MLR92], se da un marco general de la teoria de espacios
homogéneos reductivos de dimensién infinita.

Sea E un espacio de Banach y M un espacio topoldgico. Decimos que M es una variedad
de clase C¥ (0 < k < o0) modelada sobre E o simplemente variedad de Banach si existe
una coleccién de cartas (U, ¢) donde U son abiertos que cubren M, ¢ : U — ¢(U) C E
es un homeomorfismo con ¢(U) abierto y ademas, si (¢, V') es otra carta de M, entonces
pop l:pUNV)CE — E es de clase C*.

Sean E un espacio de Banach y N C E. Decimos que N es una subvariedad de E,
si para cada zg € M existen abiertos U4,V C E, con 0 € U, zyp € V, un difeomorfismo
¢ :U—V, con ¢p(0) = ¢ y subespacios Eq, Ey de E tales que

n 13 Ey=F,

" dlung, : UNE; — VNN es un homeomorfismo, (en N consideramos la topologia

inducida por E).
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Las variedades de Banach con las que trabajaremos son subconjuntos de espacios de

Banach.

Definiciéon 1.5.1. Sean M, N variedades de Banach. Una funcién f : M — N de clase
Cc* (k > 1) es una sumersion si, para cada = € M, la aplicacién tangente a f en z, (T'f),,

es suryectiva y su nicleo estd complementado en (T'M),.

Observemos que en variedades de dimension finita el nticleo de la aplicacién tangente

estd siempre complementado.

Proposicién 1.5.2. Sea f : M — N una funcion de clase C* (k > 1) entre variedades de
Banach. Entonces f es una sumersion en x € M si y solo si f admite secciones locales,

es decir existe un entorno U de f(x) € N y una funcién s : U — M de clase C* tal que
fos=1idy.

Proposicion 1.5.3. Sea f : M — N una sumersion entre variedades de Banach. Dado
y € N, entonces f~(y) es una subvariedad cerrada de M, con espacio tangente dado por
(Tfy)e = N(Tf)z), para cada x € M.

Un grupo topoldgico G es un grupo de Lie-Banach, si es una variedad de Banach, tal

que las estructuras de grupo y de variedad son compatibles, es decir que la aplicacién
GxG—G, (gh)—ght
es diferenciable.

Definicién 1.5.4. Dado un grupo de Lie-Banach G, un subgrupo H de G es regular si es

un grupo de Lie-Banach y si (T'H); es un subespacio cerrado y complementado de (T'G);.
Teorema 1.5.5. Sea G un grupo de Lie-Banach, H C G un subgrupo regular. Entonces

1. G/H tiene una tunica estructura de variedad diferenciable tal que G — G/H es una

SUMersion,
2. G — G/H es un fibrado principal con grupo estructural H,

3. la accion G x G/H — G/H es suave.
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Componentes de operadores

autoadjuntos

En 1963, A. C. Thompson definié en un cono convexo de un espacio de Banach, la
siguiente relacion de equivalencia: dos elementos a,b del cono estdn relacionados si y sélo
si existen nimeros positivos «, 8 tales que a < aby b < fa (donde < es el orden inducido
por el cono). Thompson probé que cada clase de equivalencia o componente es un espacio
métrico completo con cierta métrica, hoy conocida como la métrica de Thompson, ver
[Tho63].

En [CM99] y [CMO00], G. Corach y A. Maestripieri, estudiaron la estructura de la
componente de esta relacién en el cono de operadores positivos de L(H) y probaron que
cada componente tiene una estructura de espacio homogéneo reductivo. En este capitulo
definiremos tres relaciones de equivalencia en el conjunto L(#H)® de operadores autoadjun-
tos, con el objetivo de extender la relaciéon definida en el cono de operadores positivos.
Estudiaremos la estructura geométrica de las clases de equivalencias de una de estas rela-
ciones y veremos que si a es un operador autadjunto de rango cerrado, su componente Cj,
admite una estructura de variedad diferencial. Mostraremos ademds que esta estructura

es compatible con la estructura métrica de C,, dada por una métrica completa en C,,.

2.1. Sobre la estructura de GL(H)*

En los primeros parrafos de esta seccién daremos una breve descripcion de algunas pro-

piedades ya conocidas del conjunto, GL(H)®, de operadores inversibles autoadjuntos. Al

27



28 Capitulo 2. Componentes de operadores autoadjuntos

final de la seccién hay una caracterizacién nueva del conjunto de operadores congruentes
con un operador inversible autoadjunto.

La estructura homogénea de GL(H)*® fue estudiada por G. Corach, H. Porta, L. Recht,
en [CPR93c]. Como L(H)® es un espacio de Banach real, entonces resulta una variedad
diferencial real. Resulta entonces que GL(H)® es también una variedad diferencial real, ya

que es abierto en L(H)®.

Dado a € GL(H)® consideremos en H la siguiente forma sesquilineal indefinida

<‘T7y>a = <ax7y>7 m,y € 7‘[

1

El adjunto de u € L(H) respecto a (,)q 0 €l a-adjunto de u es u** = a™'u*a. Es facil ver

que el grupo U, de operadores a-unitarios consiste en los operadores u € GL(H) tales que
-1 —1, %
u” =a uta.

El grupo GL(H) actia de la siguiente forma sobre L(H)*:
L:GL(H) x L(H)* = L(H)®, Lya = gag*, para a € L(H)* y g€ GL(H).
Dado a € L(H)?*, la orbita de a correspondiente a la accién L es el conjunto
On ={gag" : g € GL(H)}.

Observemos que si a es inversible entonces O, € GL(H)?®, con lo cual L : GL(H) x
GL(H)® — GL(H)*.

El grupo de isotropia de a € GL(H)?®, I,, es el grupo de operadores g € GL(H) tales
que Lga = a, i.e

I,={9€ GL(H) : gag" = a}.

1

Resulta entonces que el grupo de isotropia es el grupo de operadores a~ " -unitarios,

i.e., Ia = Z/{afl.
Proposicién 2.1.1. Dado a € GL(H)®, consideremos la aplicacion
fa : GL(H) — Oaa fa(g) = Lga = ga.g*-

La drbita O, = {gag*;g € GL(H)} es abierta y cerrada en GL(H)®. Ademds resulta que
(GL(H), Oq, fa) es un fibrado principal con grupo estructural I,.

Demostracién. Ver [CPR93c, Proposition 1.1]. 1

La accion L es entonces localmente transitiva.

El siguiente resultado muestra que la érbita de un operador autoadjunto inversible es

la érbita de su parte unitaria.
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Lema 2.1.2. Consideremos a € GL(H)® con descomposicion polar a = uglal, u, € P,

entonces Op = Oy, .

Demostracion. Como a es autoadjunto, a = ug|a| = |a|'/?ug|a|'/?. Por lo tanto, a € O,,

con lo cual O, = O, . I

Dado w € U la orbita unitaria de w es el conjunto
UOy = {uwu™ :u e U}.

En el siguiente teorema damos una caracterizacion de la érbita de un operador in-
versible autoadjunto en términos de su descomposicién polar y de su descomposicién po-

sitiva ortogonal.

Teorema 2.1.3. Consideremos a,b € GL(H)® con descomposiciones polares a = uq|al,
b = uplb| y descomposiciones positivas ortogonales a = a1 — az, b = by — by. Entonces las

siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. be O,
2. up € UO,,,
3. dim R(a;) = dim R(b;), para i = 1,2.

Demostracion. (1) — (2): Consideremos b € O, entonces, por el Lema 2.1.2, uj, € O,,,

con lo cual existe g € GL(H) tal que up = gugg*. Como up, u, € P, entonces uj, = ub_l =

(g*)'uqg™!. Por lo tanto, uy = guag* = (¢*) tuag™?

, 0 g guag*g = u,. Consideremos
A = g*g; entonces Mg\ = Ug 0 \' = ughu,. Como A > 0y u, € P, se sigue que
AL/2 :ua)\l/2ua, o} A_l/zua = ua)\l/z. Sig= wA/? es la descomposicién polar de g con
w € U, se tiene que up = wAY2u N 2w* = wu,w*, con lo que uy € UO,,.

(2) — (3): Consideremos u, € UO,,,, entonces existe u € U tal que up = uugu*. Por lo
tanto py, — pp, = Up = UULU" = UPe, U — UPg,u*. Se sigue del Lema 1.1.5 que pp, = upq,u*,
con lo cual dim R(a;) = dim R(b;), para i = 1, 2.

(3) = (1): Como dim R(b;) = dim R(a;) para i = 1,2, existe una isometria parcial u;
de H cobre R(b;) with N(u;) = R(a;)*. Consideremos u = u; 4 uz entonces u € U ya que
R(a1) ® R(az) = H y R(a1)* = R(ag). Ademas uuu* = u(pa;, — Pay )U* = Py, — Py = Usp,

con lo cual uy € O,,, o equivalentemente b € O,. I

Consideremos ahora la siguiente aplicaciéon natural:

m:GL(H)® - P, 7(a)=u,, donde a€ GL(H)* a= uglal.
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Se sigue de la definicién de 7 que la fibra de u € P, 7~ 1({u}), es el subconjunto de

GL(H)® de operadores a = u,|a| tales que u, = u, i.e.:
7 {u}) = {a € GL(H)* : a = ua, a > 0}.

En particular, la fibra de 1 es GL(H)*.
Ademés 7~ 1({u}) C O,. En efecto, si a € 771 ({u}) entonces a = |a|u es la descom-

posicién polar de a y, como a es autoadjunto, se tiene que a = |a|'/?ula|'/2. Luego a € O,,.

El siguiente lema es similar a [CPR93c, Proposition 4.1].
Lema 2.1.4. Sea u € P. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. a € 7 ({u}),
2. a=a", au >0,
3. au = ua, au > 0.

Demostracion. 1. — 2.: Consideremos a € m~!({u}), entonces a = ula| y a € GL(H)®.
Por lo tanto, au = |a| > 0, ya que u|a| = |a|u.

2. — 3.: Consideremos a = a* tal que au > 0. Entonces au = (au)* = ua.

3. — 1.: Si au = ua > 0, entonces a = (au)u = u(au) es la descomposicién polar de a

con lo cual a € 7~ ({u}). 1

2.2. Componentes de Thompson de operadores positivos

En esta seccion resumimos algunos resultados sobre las componentes de Thompson de
operadores positivos. Estas son un caso particular de las componentes o clases de equi-
valencia correspondientes a una relacién que definié A. C. Thompson en un cono cerrado

convexo de un espacio de Banach.

Sea C un cono convexo cerrado de un espacio de Banach X, i.e. C es un subconjunto

no vacio cerrado de X tal que
l.z4+yelC,six,yel,
2. ar e K, six eC,a >0,

3. six € Cy —x € C entonces x = 0.
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Notaremos con < al orden parcial en X inducido por el cono C; es decir, z < y si y
sélosiy—z €C.

Se dice que el cono C es normal si existe A > 0, tal que si 0 < z < y entonces
] < Xlyll.

En [Tho63], Thompson definié la siguiente relacién de equivalencia en un cono convexo

C.

Definicion 2.2.1. Sean a,b € C, diremos que a y b son equivalentes si existen o, > 0

tales que a < ab y b < Ba. En este caso, notaremos a ~ b.

Esta relacién divide al cono C en clases de equivalencia que Thompson llamé com-
ponentes, en [Tho63]. Para cada u € C, u # 0, notaremos con C,, a la componente de

u.

En ese trabajo, Thompson definié6 ademas en cada componente del cono la siguiente
métrica

dr(z,y) = logméax{inf{r > 0:z < ry},inf{s > 0:y < sz}},

ahora conocida como métrica de Thompson.

Si C es un cono normal, Thompson mostré que cada componente resulta un espacio
meétrico completo con la métrica drp.

La métrica de Thompson es una variante de la métrica de Hilbert o métrica proyectiva

de Hilbert en C — {0}, que se define como
di(z,y) =log(inf{r > 0: 2z <ry}.inf{s > 0:y < sx}).

La métrica proyectiva es en realidad una pseudo métrica, pues dy(x,y) = 0 si x =
Ay, A > 0. Esta métrica fue introducida en 1903 por D. Hilbert en el espacio proyectivo,
ver [Hil03]. En 1957, G. Birkhoff us6 la métrica de Hilbert para probar generalizaciones
del Teorema de Jentzch. En particular, mostré que el Teorema de Jentzch se reduce al
Teorema del punto fijo de Picard, respecto a la métrica proyectiva, ver [Bir57].

Las aplicaciones de la métrica de Hilbert se extendieron a diversos problemas, como
por ejemplo a encontrar soluciones de ecuaciones integrales y diferenciales.

La métrica de Thompson se aplica también al estudio de problemas de programacién
dindmica cuadrética, ver [Mon98]. Para distintas aplicaciones de estas métricas ver, por
ejemplo, [Bus73], [Bus74], [HHTO06], [Nus88], [Nus07], [Nus94].

G. Gorach y A. Maestripieri estudiaron las componentes para el caso particular del cono
de operadores positivos. A continuacién daremos un resumen de algunos de los resultados

que obtuvieron, ver [CM99] y [CMO00] para més detalles.
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Notaremos con C, a la clase de equivalencia o componente de Thompson de a € L(H)™T,
ie, Cy={be L(H)" :a~ b}

Como consecuencia del Teorema de Douglas (Teorema 1.2.1), se tiene que las compo-
nentes de Thompson de operadores positivos estan parametrizadas por los rangos de sus

raices. Mas precisamente,

Proposicién 2.2.2. Sean a,b € L(H)", entonces
Co={be L(H)" : R(b'/?) = R(a'/?)}.
Demostraciéon. Ver [CMO00, Corolario 3.3]. 1

Sea a € CR(H)", tenemos entonces que R(a'/?) = R(a) y
C,=1{be L(H)": R(b) = R(a)}.

Se probé también que la componente de Thompson de un operador positivo de rango
cerrado tiene estructura de espacio homogéneo reductivo. Sea G, al subgrupo de GL(H)
de todos los operadores inversibles g € GL(H) tales que R(g|g(,)) = R(a) y gr = z, para

todo = € R(a)*. El grupo G, actiia sobre C, de la siguiente manera:
L:Gy xCy— Cq, Lgb= gbg™,

donde b € Cy, g € G,.
La accién L es diferenciable y transitiva, e induce una estructura de espacio homogéneo
en C.
Hay una conexién natural en T'C,, el espacio tangente asociado. Una curva -y es una
geodésica en C, si ¥ = 4715.
Dado b € C, la tinica geodésica v tal que v(0) = by ¥ =X € (TC,)y es
A(t) = b PO R e 0,1,

donde (b*/2)f denota la pseudoinversa de Moore-Penrose de b'/?.

Maés aun, dados b, ¢ € C, existe una unica geodésica C, que une b con ¢, dada por:
Yoe(t) = b2 (B2 Te® ) BT, ¢ e (0,1],

donde notamos ((bl/z)Tc(bl/z)T)t — etlog((bl/Z)Tc(bl/Z)T‘R(a))‘
Ademsds se puede definir una métrica de Finsler en T'Cy, con la cual es posible dar la

nocién de longitud de una curva. Si consideramos la distancia geodésica definida como

d(b,c) = inf{longitud de v : 7 curva suave que une b con c},
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entonces d coincide con la métrica de Thompson, dr, en cada componente.

Ademas, si b, c € C, vale que dp(b,c) = || 10g((b1/2)Tc(bl/Z)HR(a))||. M4s atin, se tiene
que la distancia de Thompson entre b y c es la longitud de la geodésica que los une.

Por lo observado por E. Vesentini en [Ves76], para el caso particular del grupo Gt =
R™\ {0}, la distancia geodésica entre dos puntos «, 8 € R*\ {0}, viene dada por la medida
de Haar v en RT \ {0} del intervalo (o, 3), ya que:

v(e, B) = |log(B) — log(e)| = ylog(g)y = log(a~/2Ba"112)|.

En [CMO00], también se probé que la componente de cualquier operador positivo inyec-

tivo tiene una estructura de espacio homogéneo con una estructura de Finsler.

2.3. Componentes de operadores autoadjuntos

En esta seccién vamos a extender el concepto de componente de Thompson, definida
para operadores positivos, al caso autoadjunto. Lo haremos de tres manera diferentes.
Definiremos tres relaciones de equivalencia que extienden la relacién definida para oper-

adores positivos, y estudiaremos las correspondientes clases de equivalencia.

Dado ¢ € L(H)®, recordemos que ¢ = u.|c| = v.|c| denota la descomposicién polar de

¢, donde u, es una reflexion, v, es la isometria parcial con nicleo N(¢) y p. = PR
Dada w € P (i.e. w es una reflexién) consideremos la forma sesquilineal asociada a w,
i.e.,
(@, 9)w = (wz,y), 2,y €H.
A partir de esta forma, definimos la siguiente relaciéon de orden en L(#): dados a,b €
L(H),
a <, bsiysélosi ((b—a)r,x), >0, VzeH.

Observemos que a <,, b siy sélo si w(b—a) >0

Para extender a L(H)* la relacién de equivalencia ~ definida en L(H)" en la Seccién

2.2.1, consideremos las siguientes relaciones:

1. a ~ b si existen a, 8 > 0 tales que a <, aby b <y, fa,

2. a ~1 b si existen a, 5 > 0 tales que |a] < «afb], |b] < Bla|] ¥y v, es unitariamente

equivalente a vy,
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3. a ~g b si existen o, § > 0 tales que |a| < a|b| y |b] < Slal.

Observacion 2.3.1. Una extensién natural al conjunto de operadores autoadjuntos de la
relacién de equivalencia definida en los operadores positivos es la siguiente: a,b € L(H)*
estan realcionados si y sélo si existen o, > 0 tales que a < aby b < fa. No conside-
ramos esta relacién pues carece de interés para nosotros, ya que si a y b son operadores

autoadjuntos inyectivos no positivos, se puede ver que a y b resultan multiplos.

No es dificil ver que ~1 y ~9 son relaciones de equivalencia. Para probar que ~ es una

relacion de equivalencia, usaremos el siguiente resultado.

Lema 2.3.2. Sean a,b € L(H)® con descomposiciones polares a = ugla| y b = up|b|. Si

a ~ b, entonces u, = up.

Demostracion. Si a ~ b, entonces existen «, 5 > 0 tales que ug(ab —a) > 0y uy(Ba —
b) > 0. Por lo tanto, ¢ = augb > |a| > 0y b = a~luge. Como la descomposicién polar
de b es tnica en R(b), se sigue que u, = up en R(b). Resta probar que ug, = uy, en N(b).
Veamos que N(a) = N(b): si z € N(b), entonces 0 < ((¢ — |a|)x,z) = —(|a|z,z) con lo
cual |a|xz = 0. Luego, z € N(Ja|]) = N(a) y N(b) C N(a). De la misma forma, usando que
up(Ba — b) > 0 se sigue que N(a) C N(b). Entonces u, = up en N(a) por definicién (ver

los Preliminares). 1

Corolario 2.3.3. La relacion ~ es una relacion de equivalencia en L(H)®.

Demostracion. Es facil ver que ~ es reflexiva y simétrica. Para probar que ~ es tran-
sitiva, consideremos a,b,c € L(H)® tales que a ~ by b ~ c. Por el Lema 2.3.2 tenemos
que, ug = up = U, y ademds, existen o, &’ > 0 tales que u,(ab—a) > 0y uq(a’c—b) > 0.
Por lo tanto, uq,(ad/c — a) = ug(ad’c — ab + ab — a) = aug(ad’c — b) + ug(ab —a) > 0,
con lo cual a <, ad’c. Andlogamente, existe v > 0 tal que ¢ <, ya. Luego, a y ¢ son

equivalentes. I

Denotemos con Cj, 0,51) y 052) las clases de equivalencia o componentes de ~, ~1 y

~9 respectivamente.

Como consecuencia del Lema 2.3.2 y la Proposicién 2.2.2, se obtiene la siguiente ca-
racterizacion de la componente C, de un operador autoadjunto a en términos de su des-

composicién polar.
Proposicién 2.3.4. Dado a € L(H)*® con descomposicion polar a = uglal, entonces

Ca={be L(H)" : R(b]'?) = R(la]'?) y ua = w}.
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Demostracion. Consideremos b € C, con descomposicién polar b = |blu,. Por el Lema
2.3.2, resulta que u, = up. Ademas existen «, 5 > 0 tales que u,(ab—a) > 0y up(Ba—>b) >
0. Pero ug(ab — a) = awpb — |a] = alb| — |a| y wp(Ba — b) = Bla| — |b|, con lo cual
la] < a|b| vy |b| < Bla|. Entonces |a] ~ |b] y, por la Proposicién 2.2.2, esto es equivalente a
R(]b]'/?) = R(ja['/?).

Reciprocamente, sean a,b € L(H)® tales u, = up y |a|] ~ |b]. Por lo tanto, existen «, 5 >
0 tales que |a| < a|b| y |b] < Blal. Luego, uq(ab — a) = uq(a|blup — |alug) = a|b] — |a] > 0;

con lo cual a <,, ab. Andlogamente, b <,, Ba. I

Observacion 2.3.5. Si a € L(H)® tiene descomposicién polar a = |a|u,, entonces C, =
{b S L(H)s : ’b’ S CW’ Uy = ua}.

Ademads, como consecuencia de la Proposicién 2.2.2, que caracteriza las componentes

de operadores positivos, tenemos que:
Cc = {be L(H)*: R(p|'*) = R(|a|'/?), v, € UO,,},
C ={be L(H)* : R(]b]*/?) = R(la|"/?)},

donde UO,,, = {uv,u*,u € U} es la érbita unitaria de v,.
Luego,
c,cchco?,

Observacion 2.3.6. Si a,b € L(H)® son tales que sus isometrias parciales son unita-
riamente equivalentes, entonces sus partes unitarias también lo son. Para ver esto, sea

u € U(H) tal que v, = uv,u*, por lo tanto
uugu™ = uvau® + u(l — po)u™ = vy + u(l — po)u*pp + u(l — pa)u* (1 — pp) = up.

La reciproca no es cierta. En efecto, sean S un subespacio cerrado de H, a = ps y
b = 1. Observemos que u, = up = 1; pero que v, = a y vp = 1. Tenemos entonces que v,

no es unitariamente equivalente a vy, pues a no es inversible y vy, si lo es.

Veamos ahora que estas clases de equivalencia extienden a la componente de Thompson
de operadores positivos. Sia € L(H)T y b € L(H)*® es tal que b € C,, entonces 1 = u, = uy
con lo cual b € L(H)T y existen a, 8 > 0 tales que a < ab and b < fBa. Es decir, si a es
positivo, C, coincide con la componente de Thompson de a. Luego, las relaciones ~, ~q, ~o
extienden la relacién definida en L(H)™.

En particular, si a = 1, tenemos que

c=cV =g, c®=GcLm®.
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2.4. Componentes de operadores autoadjuntos de rango ce-

rrado

Cuando tenemos un operador autoadjunto de rango cerrado, se pueden dar otras des-
cripciones de las distintas componentes de ese operador. Veremos en esta seccién algunas
de ellas.

A lo largo de esta seccién a serd un operador autoadjunto de rango cerrado. Denotemos

por a = a| , con lo cual a € GL(R(a))®. Sea Oy la érbita de a en R(a), es decir,
R(a)

Oz = {gag” : g € GL(R(a))}.

Si a es un operador inversible autoadjunto, del Teorema 2.1.3, resulta que O, = C(Sl). Mas

en general,

Proposicién 2.4.1. Sea a € CR(H)® y b € L(H)®. Entonces las siguientes afirmaciones

son equivalentes:
1. be Cél),
2. R(b) = R(a) y dim R(b;) = dim R(a;), parai=1,2,
3. b€ O;.

Demostracion. 1 — 2: Si b € OV, entonces R(|b|'/?) = R(]a|'/?). Como a tiene
rango cerrado R(a) = R(|a|'/?), con lo cual R(|b|'/?) es cerrado. Entonces R(|b|'/?) =
[b|Y/2(N (b)) = |b|/2(R(|b]*/?)) = R(b); y, por lo tanto, R(b) = R(a). Ademés v, € UO,,,
entonces v, = uv,u* para u € U(H). De la misma forma que en la prueba de 2 — 3 del
Teorema 2.1.3 se puede probar que dim R(b;) = dim R(a;) for i = 1,2,

2 — 3: Notar que b = blrp) € GL(R(a)) pues R(b) = R(a). Aplicando el Teorema
2.1.3 en GL(R(a))®, resulta 3.

% — 1: Consideremos b € L(H)® tal que b = gag* con g € GL(R(a)). Como g €
GL(R(a)), entonces R(b) = R(b) = R(a), con lo cual b € GL(R(a)). Por el Teorema
2.1.3, uy € UO,,. Si c € L(H)®, se tiene que uz = v, con lo cual v, € UOy,, i.e. existe
u € U(R(a)) tal que v, = utpu*. Si w = upr(q) + Pn(a), resulta que w € U, con wt =
u_lpR(a) + PN(a) Y @demés v, = wv,w”. Luego b € C’C(Ll). [

)

. o 1 L
Con el resultado anterior describimos la componente C',g en términos de los rangos de

a, apy az.



2.4. Componentes de operadores autoadjuntos de rango cerrado 37

Consideremos ahora la aplicacién
m:GL(H)* =P, m(c)=uc,

donde ¢ € GL(H)*, ¢ = |c|ue.

Siu € P, resulta que la fibra de u de la aplicacion 7 es la componente de u, i.e.

Cy =7 ({u}).

En efecto, observemos que b € C, si y sélo si b € L(H)*, R(b) = R(u) y up = u, o
equivalentemente b € GL(H)* y up = u. Pero esto ocurre si y s6lo si b € 7= 1({u}).

Por la Proposicién 2.4.1,

Ademas,

Maés en general, consideremos
Ta : GL(R(a))® = P(R(a)), wa(b) = u,

donde GL(R(a))® es el conjunto de operadores autoadjuntos inversibles en R(a), P(R(a))
el conjunto de reflexiones en R(a) y b = |b|lup es la descomposicién polar de b en b €
GL(R(a))*.

Por las proposiciones 2.3.4 y 2.4.1, tenemos las siguientes identificaciones
Co ~ Ta ({ua}) Cc(zl) ~ Og, Cc(z2) ~ GL(R(CL))Sv

donde u, = uz
Como GL(R(a))® es una variedad diferencial y ademds tiene una estructura de espacio

(2)

homogéneo reductivo (ver [CPR93c]), resulta entonces que C;”’ también. Por otro lado,
como a € GL(R(a))®, entonces O; es una variedad diferencial considerando el algebra
L(R(a)), también estudiada por Corach, Porta y Recht [CPR93c]. Luego, cV tiene una
estructura de variedad diferencial. Como O; es abierto esn GL(R(a)), resulta ademés que
C’él) es una subvariedad de 032).

Conocemos entonces la estructura diferencial de las componentes correspondientes a
las relaciones ~1 y ~g, para operadores de rango cerrado. FEn la Seccién 2.7 estudiaremos

la estructura diferencial de la componente C,, que llamaremos componente de Thomspon.
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2.5. Componentes de Thompson de operadores autoadjun-

tos

Analizamos ahora con mds detalle una de las tres relaciones de equivalencia en L(H)*
definidas en la seccién anterior. Recordemos que estas clases de equivalencia extienden la
ya definida en L(H)".

De ahora en adelante llamamos a C, componente de Thompson de a. En principio, este
nombre estd justificado pues si a es un operador positivo, C, coincide con la componente
de Thompson de operadores positivos.

Definiremos en cada componente de Thompson una métrica completa y probaremos,
en la Seccion 2.7, que la componente de Thompson de un operador autoadjunto de rango
cerrado tiene estructura de espacio homogéneo reductivo. Mostraremos también que estas

estructuras son compatibles.

A continuacién veremos que la componente de Thompson de un operador autoadjunto

es homeomorfa al producto de dos componentes de Thompson de operadores positivos.

Teorema 2.5.1. Consideremos a € L(H)® con descomposicion positiva ortogonal a =

ay — ay. Entonces C, es homeomorfa a Cq, X Cl,.

Demostracion. Dado b € L(H)® con descomposicién positiva ortogonal b = by — b,
definimos

Y L(H)* — L(H)" x L(H)T, P(b) = (b1, ba).

La aplicacién v estd bien definida pues, por el Lema 1.1.5, la descomposicién positiva
ortogonal es Unica. Se observa facilmente que 1 es continua e inyectiva.

Veamos ahora que Im(¢) = Cy, x Cy,. Si b € C,, entonces u, = up y existen a, f > 0
tales que (ab —a)ug, > 0y (Ba —b)u, > 0, con lo cual q,(ab — a)uaqq = qo(ab — a)gq > 0,

donde ¢, = ““TH Como bg, = bq, = ‘b‘Ter

= b1 y ag, = aq, entonces se sigue que
Gabqa = qub1 = @b = b1 ¥ qeaq, = aq, con lo cual ab; — a; > 0. Andlogamente, Sa; > by.
Luego, by € Cy,. De la misma forma, resulta que by € C,,.

Reciprocamente, sea (b1, bs) € C,, X Cy,, entonces by, by € L(H)T y R(b:-l/z) = R(ailm),

)

para i = 1,2. Como R(by) = R(b}p) = R(a}/z) = R(ay) y R(b2) = R(az), resulta que

R(b1) y R(b2) son ortogonales, ya que R(ai) es ortogonal a R(az). Luego, b = by — by es

la descomposicién positiva ortogonal de b, con lo cual |b] = by + by. Ademés b € C,. En

efecto, como b; € C,, entonces existen o; > 0 tales que a; < a;b; para ¢ = 1,2. Luego,

la] < a1by + agbs < &/(by + b2) < &b,
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donde o/ = max{aj,az}. De manera similar, existe 8 > 0 tal que [b] < /|a]. Por lo
tanto, |b| € C|,. Falta probar que u, = wu, o equivalentemente que ¢, = g. Como
[b| € Cjqf, entonces N(a) = N(b). Ademas R(a%ﬂ) = R(bi/z) pues by € Cy,; vy, por lo
tanto, R(a;) = R(a}/z) = R(b}p) = R(by). Entonces R(q,) = R(a1) ® N(a) (ver los
Preliminares). Luego R(q,) = R(qp) con lo cual ¢, = gp, ya que g, y g son proyectores

ortogonales. I

Corolario 2.5.2. Sia = a1 — ag es la descomposicion positiva ortogonal de a € L(H)?®,

entonces

C, = {bl —by € L(H)S 1 by € Cal, by € Ca2}.
En el caso en que a tiene rango cerrado, podemos dar ademas las siguientes descrip-

ciones de la componente de Thompson de a.

Proposicién 2.5.3. Sea a € CR(H)*, entonces
Co=1{be L(H)°: R(b) = R(a), up = ug},
o equivalentemente Cq = {b € CR(H)® : vp = vg}.

Demostracion. Sabemos que, b € C, si y sélo si [b] € Cg vy up = uq. Si b € C,
entonces R(|b|'/?) = R(|a|'/?), con lo cual R(|b|*/?) es cerrado. Luego R(b) = R(|b]) =
[b]Y2(R(|b|/2)) = [b]"2(R(]b]1/2)) = R(]b|'/?). Por lo tanto, R(a) = R(b). Reciproca-
mente, sea b € L(H)® tal que R(b) = R(a) y up = uq. Entonces R(b) = R(]b]) es cerrado
pues a tiene rango cerrado. Luego, R(|b|'/?) = R(|b|) = R(b) = R(a) = R(|a|'/?). I

Corolario 2.5.4. Consideremos a € CR(H)® con descomposicion polar a = vgla|, en-

tonces Cg = Cy, .

Demostracion. Sabemos que R(v,) = R(a). Como ademés la isometria parcial corres-

pondiente a v, es vy, de la Proposicién anterior resulta que v, € Cy, con lo cual C, = C,, .

|
2.6. Meétrica en las componentes de Thompson
Definimos ahora una métrica en la componente de Thompson de un operador autoad-

junto, que sea compatible con la métrica de Thompson definida para la componente de

operadores positivos.
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Sea a = aj; — a2 la descomposicién positiva ortogonal de a € L(H)*. Como C, es
homeomorfa a C,, x Cg,, ver Teorema 2.5.1, es natural definir la siguiente métrica en las

componentes en L(H)®: dados b, ¢ € C,, llamamos métrica de Thompson a

dT(bv C) = mé“X{dT(bb Cl)v dT(b27 62)}7

donde dr for ¢ = 1,2 del lado derecho es la métrica de Thompson ya definida en L(H)™",

es decir:
dr(b;, c;) = logmax{inf{a > 0: b; < ac;},inf{B >0: ¢; < Bb; }},

para:=1,2.
Notemos que dp estd bien definida por la unicidad de la descomposicion positiva ortogo-
nal de un operador autoadjunto y el hecho que b;,¢; € Cy,, © = 1,2, donde dr estd definida.
También observemos que la métrica dr coincide con la métrica de Thompson en com-

ponentes de operadores positivos.

Proposicién 2.6.1. (Cy,dr) es un espacio métrico completo.

Demostracion. Sea {b"} una sucesién de Cauchy en (C,,dr) y sea b" = b — by la
descomposicién positiva ortogonal de b". Resulta entonces que {b}'} es de Cauchy en
(Cyq,,dr), con i = 1,2. Como (Cy,,dr) es completo, sea b; € Cy, tal que {b'} converge a
b; en (Cg,,dr), con i = 1,2. Luego, si b = by — ba entonces {b"} converge a by, por el

Corolario 2.5.2 se tiene que b € C,. Por lo tanto C, es completo con la métrica dr. I

Sea ¢ € L(H)® entonces R(c) = R(|c|). Por lo tanto, si ¢ es de rango cerrado resulta
que c|g(e), lcl|re) € G(R(c)) y ademés, en este caso, ¢! = (c|p(e)) " = CT|R(C), donde ¢!
es la pseudoinversa de Moore-Penrose c¢. Observemos que ¢! € GL(R(c)). Recordemos
también que si ¢ = ¢; — co € L(H)® es la descomposicién positiva ortogonal de ¢, entonces

c € CR(H)* siysdloc; € CR(H)t, coni=1,2.

Proposicién 2.6.2. Sea a € CR(H). Consideremos b,c € C, con descomposiciones

positivas ortogonales b =b1 — by y ¢ = ¢ — co; entonces
1/2 1/2 1/2 1/2
dr (b, ) = || log{[(0y*) e (0, + (5 ea(By) ][ e -

Demostracion. Tenemos que b;,c; € Cy, para i = 1,2, pues b,c € C y a = a1 — a

es la descomposicién positiva ortogonal de a. Como bi_l/ 2Cibi_1/ > € GL(R(b;)) ", entonces
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dr(bi,c;) = ||log (((bg/2)Tc,~(bi1/2)T))]R(bi)H para i = 1,2, ver Seccién 2.2 o [CM99, Teorema
3.11]. Luego,

dr(b,c) = mix{|log ((0;*)1er (b)), |l og (b5 ) ea(by*)1) 1}

log by /%eyby /2 0
= H 0 log by 1/2 1/2 H
b2 b2 0
= | log ! 0 ! b2_1/2 2b2—1/2 I

= | log[((0y"*)Ter (0y%)t + (0*) ea(by ) a1

U1 0 , . .
yaane [|(" 0 )l = méc{ o], oo [} st vi € L(R(aq)), i = 1,2 -
2

Corolario 2.6.3. Sea a € CR(H)*. Entonces sib,c € C, se tiene que
dr(b, ) = [ Log ([([]")"]el (o) "] a1

Demostracion. Como R(a) es cerrado, aj y ag son operadores de rango cerrado. En-
1/2 1/2 . 124t o 1/2v¢ _ p=1/2 ;-1/2
tonces R(b,"”) y R(c;’”) son también cerrados. Por lo tanto, (b,"")7¢;(b;" )T = b, ' “¢;b,

(3

en R(bl/z) R(a;) (ya que es cerrado) y

b—1/2 16_1/2 0
dr (b, c) = || log ( 0 b—1/2 —1/2 I
2

Por otro lado, si b, ¢ € C, entonces |b|~*/2|c||b|~'/? € Gt (R(a)), con lo cual

[og(|b]~2[el[b|7/2) | = [[log((b1 + ba) "2 (c1 + ¢2) (b1 + b2)~'/)|
b2 0 b2 0
= | log(| 12 | (14 ¢2) ! —12 DI
0/ by // 0 b
b vz, b 1/2 0
= 10 =d b,C 5
| ( 0 b a2 | = dr(b,c)
como queriamos. 1

Corolario 2.6.4. Sea a € CR(H)®. Si b,c € C, entonces

dr (b, c) = dr(|b, |c])-

Las caracterizaciones de la métrica de Thompson que obtuvimos para un operador
autoadjunto de rango cerrado, se pueden extender al caso general. Para ello usaremos el

siguiente resultado.
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Lema 2.6.5. Si M es un subespacio de H y b,c € L(H)T son tales que R(b'/?) =
R(cY?) = M, entonces (bY/%|p) " Le(bY?|p) ! admite una extension a un elemento de
GL(M)*.

Demostracion. Ver [CM99, Corolario 3.10, pag. 310]. 1

Seaa € L(H)® y b,c € Cy, con descomposiciones positivas ortogonales a = a1 — ag, b =
by — ba,c = ¢1 — cg, respectivamente. Entonces, por el Corolario 2.5.2), b;,¢; € Cy,, 0

equivalentemente, R(b/2) = R(c'/?) = R(a'/?). Por el lema anterior,

(02) 1 ()] sy + 03 eaby) |

.i.
‘R(al

admite una extensién acotada e inversible en R(a) = R(a;1)+ R(az2), con lo cual la férmula
de la Proposicién 2.6.2 se generaliza al caso autoadjunto general. Andlogamente se extien-
den los corolarios 2.6.3 y 2.6.4 (ver [CM99, Teorema 3.11]).

2.7. Estructura diferencial de las componentes de Thomp-

son

En esta seccién estudiamos la estructura diferencial de la componente de Thompson
de un operador autoadjunto de rango cerrado. Veremos que, como en el caso positivo,
la estructura métrica de (C,,dr) para a € CR(H)® estd relacionada con la estructura
diferencial.

A lo largo de esta seccion a serd un operador autoadjunto de rango cerrado y a = a1 —as
su descomposicién positiva ortogonal. Sabemos que C,; se identifica con GL(R(a;))" para
i = 1,2y que Cy, es un espacio homogéneo de GL(R(a;)), i = 1,2. Como ademés C,
es homeomorfa a Cy, X Cy,, veremos que C, admite una estructura natural de espacio
homogéneo de GL(R(a1)) x GL(R(az2)). Damos los detalles a continuacién.

Sean M = R(a), M; = R(a1) , M2 = R(az). Como M, M; y My son subespacios
cerrados de H, consideremos los proyectores ortogonales the p = par, 1 = DM, Y P2 = PMs,-
Observemos que p = p1 + pa.

Dado b € C,, sabemos que la descomposiciéon polar de b es b = v,|b| donde v, es la

isometria parcial de a, v, = p1 — p2 (ver Preliminares).

Notaremos G, al subgrupo de GL(H) de elementos inversibles g que fijan el rango de

ay y de ag, y tales que g(x) = x, x € N(a); i.e.

G, ={g9 € GL(H) : g(M1) = M1, g(Ma) = Ma, gln(a) = id|n(a) }-
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Observemos que la descomposicién matricial de g € G, inducida por la proyeccion

D =Dp1+ pz es:

g 0 0
g = 0 g2 0 ’
0 0 1

donde g1 = p1gp1|rys 92 = P2gp2lm, ¥ 9 = g1p1 + g2p2 + 1 — p. Notemos que el grupo G,
es homeomorfo a GL(M;) x GL(May).

Hay una accién natural de G, sobre C,, definida por

L:GyxCy— C,, Lgb= gbg*, beC,, g€ Gy,

g1b1g7 0 0
Equivalentemente, L,b = 0 g2bags 0 | donde b= by — b es la descomposi-

0 0 0
cién positiva ortogonal de b.

Lema 2.7.1. L es diferenciable y transitiva.

Demostracion. Es claro que L es diferenciable. Para ver que L es transitiva, sean
b, c € C, con descomposiciones positivas ortogonales b = by —bs, ¢ = ¢; — ¢o. Consideremos
g= 61/2(bi/z)T—C;/2(b§/2)T—|—(1—p), conlo cual g € G, pues g~ = b}/z(ci/z)T—byz(c;/z)T+
(1 —p). Finalmente, Lyb = ci/z(bi/z)Tbl(bi/z)Tci/z - c;/2(b;/2)Tb2(b;/2)TC§/2 =c1—co =

El grupo de isotropia I, de b € C, es el grupo de los operadores g € G, tales que
Lsb=b,ie.
Iy ={g € G, : gbg* =b}.

En particular,

L, ={9=gp1+gep2+1-p€Ga: 167 = id|pa,), 9295 = 1d|R(as)}-

Para cada b € Cy, la accién L determina la siguiente funcién diferenciable
mp 1 Gy = Cy, m(g) = Lgb = gbg™.

Tenemos entonces que la aplicaciéon m, es suryectiva, pues, por Lema 2.7.1, L es tran-

sitiva. Ademas, m, admite secciones locales. En efecto,

sp: Cq — G, Sb(C) = |C|1/2(|b|1/2)T'Ua + (1 —p),
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define una seccion local de 7y, i.e, m, 0 s = idc,. Como ’6’1/2 _ 01/2 X c;/z . (]b]l/z)T _
(b}/z)T + (bé/z)T, resulta que

so(e) = (e + &) O + 0N (o1 —p2) + 1 - p= (07 — &0 + 1 p,

con lo cual

mos(e) = (& B =2 0y*) 41— p)(br — bo) (e 2 (01)F — &2 (b))
+1—p
= (1 —Cy =_¢C.

Lema 2.7.2. Dado c € C,, entonces 7Tb_1(C) es homeomorfa al grupo de isotropia Ip.

Demostracion. Sea ¢ = ¢ — co la descomposicién positiva ortogonal de ¢. Como ¢ € Cy,
tenemos que ¢; € Cy,, para i = 1,2. Mostraremos que 7Tb_1(C) = (|e|*2(1b|"?) T p, + (1 —
Pa))Ip. Consideremos g € 7Tb_1(c), entonces existe g = g1p1 + gap2 + (1 — pa) € G, tal
que gbg* = c¢. Como g; € GL(R(a;)), entonces ¢;bijgf = ¢; para i = 1,2. Sea h; =

/2, ~1/2 -1/2 _ (cg/z)

;' "¢, ' "gi, donde ¢; T]R(al.), con i = 1,2. Entonces, para i = 1,2; resulta

que h;bihlp; = bil/2ci_1/2gibig;kci_1/2bi1/2pi = b;. Luego, si h = hip1 + hopa + (1 — p) se
tiene que h € Gy y hbh* = b, con lo cual h € I. Ademés (|c|"/2(|b]"/?) pg + (1 — pa))h =
c}/2b1_1/2h1p1 + C§/2b2—1/2h2p2 + (1 —pa) = g1p1 + g2p2 + (1 — py) = g. Reciprocamente,
sea g = (|¢|"2(|b]'/?) pa 4+ (1 — pa))h, con h € T,. Tenemos entonces que g € G, y ademés
gbg* = ||V (|b]"/2) hoh* (|b]/2) |2 = |e|Y?up|e|/? = ¢, pues v, = wvy. Por lo tanto

g €m,(e). I

Estas propiedades muestran que C, es un espacio homogéneo de GL(H) y que 7 es
un fibrado principal con grupo estructural [p,.

A continuacién veremos que, ademads, C, tiene estructura de espacio homogéneo re-
ductivo, es decir mostraremos que existe una distribucién de subespacios cerrados Héb) de

(T'Gga)g4 con las siguientes propiedades:
1. (TGy)y = N(Tm), & HY, g€ Ga,
2. ’Hgb) = h’Hgb)h_l, para todo h € I,
(b)

3. la aplicacién g — H, "’ es suave.

Para un tratamiento general de la geometria de los espacios homogéneos reductivos se

sugiere ver, por ejemplo, el trabajo [MLR92].
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Consideremos g € G,. El siguiente resultado da una caracterizaciéon de (T'Gy)g, el

espacio tangente a G, en g.

Proposicion 2.7.3. Dado g € G,, entonces
(TGa)g = {X € L(H) : X = Xqp1 + Xaopo, X5 € L(Ml),X2 € L(Mg)}

Demostracion. Consideremos g = gip1 + gap2 + 1 —p € G4. Dado X € (T'G,)4, existe

git) 0 0
una curva g(t) € Ga tal que g(t) = gu(®pr + @Wp2 +1-p = | 0 got) 0 |,
0 0 1
gi(t) 0 0
9(0) = gy §(0) = X. Por lo tanto, §(t) = g1(t)p1 + g2(t)p2, = 0 g2(t) 0 |,con
0 0 0
lo cual
g1(0) 0
9(0) = g1(0)p1 + g2(0)p2 = 0 g2(0) =X
0 0
Luego, X = Xip; + Xaopo, donde X; = ¢1(0) € L(M;), X2 = ¢2(0) € L(Ms). O bien,
Xy 0 0
X = 0 X, 0 |,donde X; € L(M;), X € L(My).
0 0 0

Reciprocamente, sea X € L(H) tal que X = X1p; + Xopa, X1 € L(M1), Xo € L(May).
Sig(t) = gegﬂXt entonces es facil ver que g(t) C G,y g(t) = egilXtX, conlo cual g(0) = ¢
y 9(0) = X. I

Observemos que, en forma matricial

Xy 0 O
(TGa)g ={ 0 X9 O : X1 € L(My), X5 € L(Ma)}.
0 0 0

Dado ¢ € C,, notamos con (T'C,). al espacio tangente a C, en c. De la siguiente

proposicién se puede concluir que este espacio se identifica con L(M;7)® x L(Ms)?.

Proposicion 2.7.4. Consideremos c € C,, entonces

(TCa)c = {X € L(H) : X = Xip1 4+ Xopo, X5 € L(Ml)S,XQ € L(Mg)s}.
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Demostracion. Sea X € (T'C,)., entonces existe y(t) C C, tal que v(0) = cy ¥(0) = X.
Sea y(t) = ~1(t) — 72(t) la descomposicién positiva ortogonal de ~y(t). Observemos que,
para cada t, se tiene que v1(t),72(t) € L(H)", R(71(t)) = R(a1) y R(12(t)) = R(az). Si
X1 = Y1(0)[g(y) ¥ X2 = —72(0)|g(y,), Tesulta que ¥1(0) = X1p1 y 72(0) = —Xapa, con
lo cual X = 71(0) —42(0) = X1p1 + Xopa. Ademds X7 = (V1(0)|r(y))* = 71(0)*[r(y,) =
71(0)|r(y,) = X1, pues y1(0)* = (1 t)*)—o = (11 ()),—o- Andlogamente, X5 = X». Luego,
X = X1p1 + Xopo, donde X; € L(R(a;))®, con i =1,2.

Reciprocamente, sea X = Xip; + Xopo, donde X; € L(R(a;))®, con i = 1,2. Sea
Xty y eo(t) =
po. Es facil ver que ¢(t) = ¢1(t) — ca(t) es la descomposicién ortogonal de c(t).

¢ = ¢1 — ¢g la descomposicién positiva ortogonal de ¢ y sean ¢1(t) = cie

CQG_C;XQt

Como ademds R(c;(t)) = R(c), para ¢ = 1,2, resulta que ¢;(t) € C,,. Por lo tanto,
c(t) € C, para todo t. Veamos también que ¢(0) = ¢1p1 —cap2 = ¢, pues R(¢;) = R(a;), para
i =1,2. Ademss ¢(t) = Xlecixltpl + Xge_chﬁpg, con lo cual ¢(0) = X1p1 + Xope = X

Calculemos ahora la aplicacién tangente, (T'm)4, de m, en g € Gj.
Proposicion 2.7.5. Para cada g € G, resulta
(Tmp)g - (TGa)g = (TCo)gbg=, (T'mp)g(X) = Xbg™ + gbX™.

Demostracion. Sea X € (T'G,)y, entonces existe una curva g(t) C G, tal que g(0) =g
y g(0) = X. Consideremos v(t) = m(g(t)) = g(t)bg(t)*. Resulta que v(0) = gbg* y
A(t) = g(t)bg(t)* + g(t)bg(t)*, con lo cual 4(0) = Xbg* + gbX™, como queriamos. I

En particular, la aplicaciéon tangente de 7, en g = 1 se identifica con

(Tm)1 : (TGa)r — (TC)y, (Tmp)1(X) = Xb+ bX*.

Veamos ahora que

N(Tm), = {X € (TGq)1:Xb=—bX*}
= {X S (TGa)l X = Xgp1 + Xopo, Xib = —biX;k, 1= 1,2}.

Observemos ahora lo siguiente, como b;|p, € GL(M;)" para i = 1,2, definimos en
M; el siguiente producto interno
<3§‘,y>bi = (bw,y), T,y € MZ

Recordemos que el b;-adjunto de u € L(M;) es u* = b;lu*bi.
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* 1
Notemos entonces que N(T'm,); = {X € (T'Gy)1 : X, i —X;, i = 1,2}. Es decir,
N(Tmy), se identifica con los b '-antiadjuntos.

Es natural entonces elegir ’Hgb) como el conjunto de los bi_l—adjuntos, ie.:

1

1Y = (X eTG,):X," =X;, i=1,2}
= {X € (TGu)1: X =Xuip1 + Xopa, X;by =0, X)p;, i = 1,2},

y para cada g € G,
Héb) = g?—lgb).

)

El espacio ’Héb se llama espacio horizontal en g € G, y Vg(,b) = N(Tm) g S€ llama

espacio vertical en g € Gy.

Notemos que N(wa)g = gV{b). En efecto, sea Y = gX con X € Vfb), entonces Ybg* +

gbY* = gXbg* + gbX*g* = g(Xb+ bX*)g* = 0 pues X € V£b). Reciprocamente, sea
Y € N(m), y sea X = g~ X. Entonces Xb+ bX* = g71Yb + bY g1 = g7 (Ybg* +
gbY*)g~'" =0, con lo cual X € V£b).

Observemos que

VP = N(Tm), = {X € (TGa), : Xbg* + ghX* = 0}
= {X € (TGa)y: X = Xqp1 + Xop2, Xibig] +gib1 X7 =0, =1,2}.

Proposiciéon 2.7.6. Para g € G, tenemos que ’Hg(,b) satisface

1. (TG =HY & VP,
2. hHOn 1 =1 sinel,

Demostracion. 1. Consideremos X € (T'Gy)4. Sean

Y = %(X +gbX*(g) T b + (1= pa))) ¥ Z = %(X = gbX* (") (0" + (1= pa))).

No es dificil ver que X =Y + 72, Y € ’Hgb) y Z € Vfgb). La otra contencién es inmediata.
2.Sea Y = hXh~! con X € HY), h € I. Veamos que bY* = bh~—1* X*h* = hbX*h* =
hXbh* = hXh™'b = Yb, pues Xb = bX* y hbh* = b. Luego Y € ’Hgb). Reciprocamente,
dados X € ’Hgb) y h € I, consideremos Y = h~'Xh. Entonces bY* = bh*X*h~1" =
h=1Xbh~1* = h=1Xhb = Yb, con lo cual Y € H\?). Como ademéds hYh~! = X, resulta
que X € h?—l%b)h_l. 1
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L b - . L .
La aplicacién g — Hé) es suave en el siguiente sentido: la aplicacién que asigna a

cada g € G la proyeccién QSgb), en (T'G,)g con niicleo Vg(,b) y rango ’Hgb), es una aplicacién
diferenciable de G, en L((T'G,)4). La proyeccién (béb) puede darse explicitamente como
sigue: si X € (T'G,), entonces (béb) (X) = 3(X + gbX*g*~1b1); o equivalentemente, si

X = Xip1 + Xopo,

1 *— * k—
0y (X) = 5 (Xap1 + g1b1 Xy} b} + Xops + 9202 X557 b}).

o bien,
(X1 + g1 XTg7 b1 ) 0 0
oV (X) = 0 5(Xo + 9202 X395~ 'b,") 0
0 0 0

La estructura homogénea reductiva de C, nos permite entonces definir una conexién

en el fibrado m, : G, — C,.
Como (T'Gy)1 = ’Hgb) ® Vfb) y Vfb) = N(T'm),, resulta que la restriccién
(@il s HY = (TCs,  (Tm)i(X) =2Xb, X € )

es un isomorfismo. Observemos que si X = Xi1p; + Xopa, donde X; € L(M;)®, i = 1,2

entonces

(Tﬂb)l(X) = 2(X1[)1 — ngg).

Denotemos por
Kb = [(Tﬂ'b)1|,}_{§b)]_l : (TC’a)b — Hgb)

al isomorfismo inverso. Para cada Z € (T'C,)y, resulta

1 1
Ky(Z) = §Z\bma = 5Z(b{ —b}). (2.1)

Dado un fibrado principal localmente trivial (S, B, G) de proyeccién p : S — By una
curva C® ~ : (—e,e) — B, entonces una curva C*® a trozos I' : (—e,e) — S es una
levantada de v si po’ = ~. Si el fibrado principal tiene una conexién, I' se dice levantada
horizontal de una curva suave v si I' es una levantada y cada vector tangente F(t) es

horizontal; es decir:

F(t) € Hp(t), t € (—e,¢).
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La existencia de levantadas de curvas estda garantizada si la proyeccién p admite sec-
ciones locales.

Dada una curva v : (—¢,¢) — B C* y dado d € p~1(7(0)), se demuestra que existe
una unica levantada horizontal de 7, T', tal que I'(0) = d. Los clasicos libros [KN63], [Ste51]

son una referencia general de estos temas.

La demostracién del siguiente resultado puede verse en [CM99].

Proposicion 2.7.7. I' es una levantada horizontal de ~y si y sélo si I' satisface

r= Ky ()L

Llamamos ecuacion de transporte para m, de una curva suave vy : (—¢g,e) — C, a

I'(t) = K, ¥(H)T(8),
Se sigue entonces de (2.1) y de la proposicién anterior que, dada una curva vy : (—e,&) —
Clq, la levantada horizontal I' : (—¢,e) — G, de v con I'(0) = 1 es la tinica solucién de

{ F = %"Y”Y‘Tvarv

r0) = 1. 22)

Siy(t) = v1(t) — 12(t) es la descomposicién positiva ortogonal de +(t), entonces
-1 )
I'= 201 =720 =T
Notemos que +; resulta diferenciable a trozos pues 7 los es y 7;(t) = ¥(t)|g(a,)Pi Para todo
t,cont=1,2.

Observemos que (2.2) es equivalente al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

Iy = 29w,
Ty = 572(72 )Mo T2,
T1(0) = 1, T5(0) = 1.

Ll

donde ;7! = %-T|R(%.) € GL(R(y;))" y las soluciones T'; € L(M;) para i = 1,2 (en
efecto, I' € GL(M;)) y I' = I'1p1 + I'9pa. Observemos que las ecuaciones anteriores son

independientes.

La ecuacion de transporte, induce la siguiente derivada covariante de un campo tan-

gente X a lo largo de una curva +:

= PO (T L) X ()T

= X - (X7 +41X).
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DX
Se dice que el campo X es paralelo si o 0.
Una curva 7 C C, es una geodésica si v es paralelo a lo largo de v y, en este caso, 7y

satisface

¥ =471

Equivalentemente, si v = 1 — 2 es la descomposicién positiva ortogonal de -, entonces -y

es una geodésica si y; y 7o satisfacen
.. N S .t
=770 Y2 = V27972

Es facil ver que la conexién es invariante por GL(H); esto es que si 7 una geodésica

en Cy, entonces gyg* también es una geodésica para todo g € GL(H).
La tnica geodésica 7 tal que y(0) =by ¥ =X € (TC,)p es
~(t) = Leth(X)b, t €[0,1],

equivalentemente,
~y(t) = e2 Xt peat™X 4 e [0, 1].

Se sigue facilmente que si y(t) = 71 (t) — 72(t) es la descomposicién positiva ortogonal de

“1/2 o ,—1/2 .
~(t), para t € [0, 1], entonces v;(t) = bil/2etbi Xib; ! bil/2 es la geodésica en Cy, tal que

7i(0) = b; y 9i(0) = Xip; € (T'Cy,)y,, i = 1,2.

Es decir,

t t t xpt tyf t xpt tpt
v(t) = eiXbTbeibTX = e§Xb1ble§b1X — eEszbQQEbzX

Y/ 2t XGNPt IXC e o, 1],
La aplicacién exponencial de la conexién en b € C,,
expy : (T'Cp)p — Cl,

estd dada por
eprX = |b|1/2e(|b|1/2)TX(|I7|1/2)]L |b|1/2’0a-

Notemos que exp, es un difeomorfismo y su inversa es
logy, : Co — (TCa)s, logy(c) = [b]"* Log{ ((1B]"/*)T[el([b[/*)")] r(a }HbI" *va-
Dados b, ¢ € C, existe una tnica geodésica v, . en C, tal que ,.(0) = by V(1) = ¢,

o,e() = 1612 ((B1"2) T e(1b1) | (o)) 1B 200 = ) 1 (£) v (2.3)
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Vale observar que en variedades completas de dimensién infinita no necesariamente
dos puntos estdn unidos por una geodésica, ver [Atk75].

No es dificil mostrar que
1/2,,,1/2 1/2 1/2,,,1/2 1/2
e(t) = b (0 ) er(01) o)) '0] = by () 2 (0 miaa)'bh ¢ € [0,1], (2.4)
donde yp, ¢, = (bg/2((bil/z)Tci(bgﬂ)T)tbj)pai es la geodésica en Cy, que une b; y ¢;, i = 1,2.

Observemos que la existencia de una geodésica que une b,¢ € C, es una generali-
zacién del resultado obtenido por Corach, Porta y Recht en [CPR93c]. En ese trabajo,
mostraron que dos operadores autoadjuntos inversibles con la misma parte unitaria en la

descomposicién polar estdn unidos por una geodésica. Notemos que si a € GL(H)?, resulta
que Cyq = {b € GL(H)®,up = uq}.

A continuacién, dotamos a C, de una estructura de Finsler:

La norma

15 = (BT X ()T, X € (TCa)s,

define una estructura de Finsler en el fibrado tangente T'C,, i.e. es una asignacién continua
de una norma completa en cada espacio tangente (17'C,)p, b € C,. Ademds esta estructura
es invariante por la accién de GL(H).
Un caso particular de esta situacién ocurre en las variedades Riemannianas, en las que
hay un producto escalar completo en cada espacio tangente que varia en forma suave.
Como ([b|1/2)T = (b1/3)T+ (b5/*)t v X = X1p1+ Xopa, con X; € L(R(a;))® parai = 1,2;
entonces
IXTs = 1)) + 6 X0,
= meix{ ]| (/") X0 (0L 16y X (8 1) (2.5)
= max{|| Xi|ly,,i = 1,2}.

Dada una curva C*°, v : [0,1] — C, podemos ahora definir la longitud de v como

1
Liy) = /0 148y .

Consideremos una curva v C C, con descomposicién positiva ortogonal v = v — 7.

Por (2.5), sabemos que [|¥(t) |l = max{|[7:(t)|l,, ), 7 = 1,2}, con lo cual

L(7) = méx{L(m), L(72)}.
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Lema 2.7.8. Consideremos b,c € Cy. Si Vb es la unica geodésica que une b con c,

entonces

L(v,e) = LV je]) = maxX{ L(7,,¢;), 7 = 1,2}

Demostracion. Por (2.3), tenemos que [yp,c(t)| = V| ¢ (t), con lo cual

. 1/2 . 1/2 .
H’Yb,c(t)H’Yb,c = H(’Y|b/|7|c‘)T’Yb,c(’Y|b/|7|c‘)T(t)H = ”’Y|b|7|c\(t)H'ﬂb\,\c\’

Por lo tanto, L(7p,.c) = L(7p),c))- La tiltima igualdad sigue de (2.4). 1

Lema 2.7.9. Sean b,c € Cy. Si ¢ es la unica geodésica que une b con c, entonces

L(vwe) = [ og((161"/) el (1b]'*)T| ey -

Demostracion. Sean b = by —by y ¢ = ¢1 — o las descomposiciones positivas ortogonales
de b y c respectivamente. Entonces la geodésica que une b con ¢ es Yy = Vo, .c; — Voo,eo
donde v, ., = bil/2((bi/z)TCi(bil/2)Jf)tb3/2 es la geodésica que une b; con ¢;, para i = 1,2.
Como L(v;) = L(vilm,) v vilm, (B) = bil/2(bi_l/zcibi_lp)tbil/2 € GL(M;)™, resulta que

L(’Yi) = ” log((bgﬂ)Tci(bg/z)T\R(b))H, parai=1,2

ver Seccién 2.2. Luego,

L(y) = méx{L(m), L)} = max{]| log((b;*) ci(b}*) | reey)ll, & = 1,2}
= | log[((0"*)Ter (0r*)t + (0*) ea(by*) D) ey
1 1og (1621 el (1b]Y/2)1 2 )I- I

En espacios de dimension infinita, no pasa necesariamente que una curva geodésica que
une dos puntos tiene longitud minima entre todas las curvas que unen esos puntos. Sin
embargo, veremos ahora que entre todas las curvas en C, que unen b con c¢, la geodésica

Vb, tiene longitud minima.

Proposicién 2.7.10. Sean b,c € C,. Si 0 :[0,1] — Cy es una curva C*tal que 6(0) = b
y 0(1) = ¢, entonces

L(/yb,c) < L(5)7

donde 7y, . es la geodésica que une b con c.

Demostracion. Sea 6(t) = 01(t) — d2(t) la descomposicién positiva ortogonal de §(t).
Entonces d; : [0,1] — Cg, es una curva C* tal que 01(0) = by y 61(1) = ¢1; y 02 :
[0,1] — C4, es una curva C* tal que 02(0) = ba y d2(1) = co. Como L(d;) = L(di|m,) v



2.7. Estructura diferencial de las componentes de Thompson 53

8ilm,; € GT(M;), entonces (ver [CMI9]) L(vp,.¢;) < L(8;), donde vy, ., es la geodésica en

Cy, que une b; con ¢; para i = 1,2. Luego,

L(vb,c) = max{L(Voy,c1)s L(Voy,e,) } < méx{L(61), L(d2)} < L(9). I

Sean b, c € C,, la distancia geodésica en C, se define como
A(b, &) = f{L(3), 71 0,1] = Cay €, 7(0) = b,7(1) = c}.

El resultado anterior muestra que la tnica geodésica que une dos operadores b y ¢ en
la componente de Thompson de a es una curva corta. Sin embargo, puede haber infinitas

curvas que unen dos puntos que sean curvas cortas (ver [Nus94, pag. 1659]).

Como consecuencia de la proposicién anterior tenemos que la distancia geodésica entre

dos operadores en la componente de a coincide con la longitud de la geodésica que los une.
Corolario 2.7.11. Si b,c € C,, entonces

d(b,c) = L(,c),
donde vy . es la geodésica que une b con c.

Veremos ahora que la estructura métrica de C, esta relacionada con la estructura
diferencial. Como en el caso positivo, la métrica de Thompson coincide con la distancia

geodésica en cada componente.
Corolario 2.7.12. Si b,c € C,, entonces

dr(b,¢) = L(Vp,)
donde vy es la geodésica en C, que une b con c.

Demostracion. Es consecuencia del Corolario 2.6.3 y del Lema 2.7.9. I






Capitulo 3

La o6rbita de un operador

autoadjunto

Nos centramos en este capitulo en el estudio de la 6rbita de congruencia de un operador
autoadjunto a, es decir en el conjunto de operadores que son congruentes con a. Estable-
cemos condiciones necesarias y suficientes para que un operador este en la érbita de a.
Ademsds, daremos a la orbita de un operador autoadjunto de rango cerrado una estructura

de variedad diferencial.

3.1. Nociones preliminares sobre operadores de rango ce-

rrado

Presentaremos en esta seccién algunos resultados del trabajo [CMMO09] sobre operado-
res de rango cerrado que seran tutiles en la Seccion 3.5.

Recordemos que dado a € L(H), el modulo minimo reducido de a es
v(a) = inf{||az| : z € N(a)®, |l = 1}.

Si a es de rango cerrado, entonces y(a) = ||a’|| ™", ver Seccién 1.3.

Sean a,b € CR(H), se puede ver que
at —bf = —af(a — b)bT + afa*T(a* — ") (1 = bb1) + (1 — ata) (a* — b*)0* o1,

con lo cual
lat = bT| < (laf[[116T]] + [la®|I* + [67(1*)]|a — ] (3.1)

95
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Consideramos ahora la siguiente métrica en el conjunto de operadores de rango cerrado.
Dados a,b € CR(H), sea

d(a,b) = (Ipa@) — Pre)|I* + la =%,

Lema 3.1.1. Sean a,b € L(H). Entonces v(b) < /1 + ~v(b)?d(a,b) + v(a)

Demostracion. Si y(b) = 0 la desigualdad es trivial. Supongamos que y(b) > 0. Sea
u € N(a)t. Observemos que v satisface que (b)||z| < ||bz|, para z € N(b):. Esta
desigualdad vale en particular, para v = (1 — p N(b))u € N(b)*. Luego

() [ull Y(0)[[u = [ + [|bv]

Y(O)[[u = vl + [law — bv]| + [lau]]
(1) pv(0) — Py + lla = b ] + flau]

L+ 70)2(IPr(ar) — PreI* + lla = bI1*) 2 ||ul| + [|aull
V1+7(b)%d(a” b*)HUIHHGUH
Luego, v(b) < /1 + v(b)2d(a*,b*) + ~(a), entonces

~(b) < V1 47(b%)2d(a,b) + v(a*) = /1 +~(b)%d(a,b) +v(a 1

VAN VANRN VAN VAN

. : 1
Corolario 3.1.2. Sea b € CR(H) y consideremos a € L(H) tal que d(a,b) < NETE
entonces a € CR(H) y |laT| < 2||b7].

Demostracion. Si b € CR(H) y d(a,b) < entonces, ya que y(b) = ||bT| 7",

1
24/1+4]|b1]|2
d(a,b)\/1+~(b)? < @. Por lo tanto, aplicando el Lema 3.1.1, resulta que y(a) > 0,

entonces a € CR(H) y v(a) = ||a’||~!. Ademés del Lema 3.1.1,

7] 7]
1 <4/1+b1?d(a,b) + —+
[laf] lat]]
entonces ||af|| < 2[b]. 1

Proposicién 3.1.3. La aplicacion ju: (CR(H),d) — (CR(H),|.||), n(b) = bl es continua.

Demostracion. De (3.1), |la® — bt|| < (la™[|||6T]| + [lat||> + |[bT(|?)||a — b]|. Si d(a,b) <
1 i i T < i Tt <
T Se sigue entonces, del Corolario 3.1.2, que ||a'|| < 2||b7||. Luego, |la’ — b'|| <
K||la — b||, para una constante K que sélo depende de ||b7]). 1



3.2. Equivalencia de rango de operadores Y

3.2. Equivalencia de rango de operadores

Daremos en esta seccién algunas definiciones y resultados sobre equivalencia de rangos
de operadores y sobre equivalencia y congruencia de operadores. Para mas detalles puede
verse el survey [FWT71].

Dos rangos de operadores R y S son similares si existe g € GL(H) tal que R = g(S)
v unitariamente equivalentes si g puede tomarse unitario. Dos rangos de operadores son
similares si y sélo si son unitariamente equivalentes.

Dos operadores a,b € L(H) son equivalentes si existen g, f € GL(H) tales que b = gaf;

los operadores a y b son congruentes si existen g € GL(H) tales que b = gag*.

Proposicion 3.2.1. Dos operadores normales son equivalentes si y solo si sus rangos son

unitariamente equivalentes.

Teorema 3.2.2. Sean a,b € L(H)*. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. a y b son equivalentes,
2. ql/? Y bY2 son equivalentes,
3. a y b son congruentes.

Observacion 3.2.3. Del Teorema 3.2.2, se sigue que los rangos de dos operadores positivos
a y b son unitariamente equivalentes si y sélo si los rangos de a*/2 y b'/2 son unitariamente

equivalentes.

Ademas, se puede probar que si a,b € L(H), entonces a y b son equivalentes si y s6lo
si a*a 'y b*b son congruentes; o, equivalentemente, si |a| y |b| son congruentes, ver [FW71].
Por el Teorema 3.2.2, dos operadores positivos son equivalentes si y solo si son congruentes.
Esto no es cierto para operadores autoadjuntos: por ejemplo, si a € L(H)® no es positivo

entonces a y |a| son equivalentes pero no son congruentes.

Definicién 3.2.4. Sean a,b € L(H), decimos que a y b son unitariamente equivalentes si

existe u € U(H) tal que uau* = b.

El siguiente resultado sobre congruencia unitaria de proyectores es de B. Sz.-Nagy y

puede verse en [Nus88], [Nus94]. Una prueba alternativa se encuentra en [Kat75].

Proposicién 3.2.5. Si p,q son dos proyecciones ortogonales tales que ||p — ¢q|| < 1, en-

tonces p y q son unitariamente equivalentes.
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En [ASS94], J. Avron, R. Seiler y B. Simon probaron que dadas dos proyecciones
ortogonales p,q tales que ||p — ¢|| < 1, entonces existe v € U(H) tal que ¢ = vpv* y

D = vqu*.

Lema 3.2.6. Sean p,q proyecciones ortogonales, entonces p y q son unitariamente equi-

valentes si y solo si existe w € U(H) tal que u(R(p)) = R(q).

Demostracion. Sean S = R(p) y T = R(q). Supongamos que existe v € U(H) tal
que upu* = q. Entonces T = q(H) = upu*(H) = up(H) = u(S). Reciprocamente, sea
u € UH) tal que u(S) = T. Como u € U(H), vale que u(S+) = u(S)+ = T+. Por lo
tanto, si t € T+, se tiene que u*t € S+, con lo cual upu*t = u(0) = 0. Sea ahora t € T,

entonces u*t € S, y, por lo tanto, upu*t = uu*t = t. Resulta entonces que, upu* = q. I

3.3. La drbita de un operador autoadjunto

El propédsito en esta seccion es estudiar la orbita de congruencia de un operador au-
toadjunto fijo a, i.e., el conjunto de operadores en L(?) que son congruentes con a. En el
Teorema 2.1.3, caracterizamos este conjunto para operadores inversibles: dos operadores
inversibles son congruentes si y soélo si los rangos de sus partes positivas y negativas tienen
la misma dimension; o equivalentemente, las reflexiones de sus descomposiciones polares

son unitariamente equivalentes.

El grupo de los operadores inversibles actiia en forma natural sobre los operadores
autoadjuntos de la manera que veremos a continuacién: consideremos la siguiente accién

de GL(H) sobre L(H)?,
L:GL(H) x L(H)* = L(H)*, Lya = gag*, a € L(H)*, g€ GL(H).

Dado a € L(H)®, la drbita de a correspondiente a la accién L es el conjunto O, de

operadores que son congruentes con a, i.e.
O, ={gag" : g€ GL(H)}.

La siguiente proposicion es una consecuencia de la Proposicién 3.2.1 y el Teorema 3.2.2,

y da una caracterizacién de O,, cuando a es positivo.

Proposicién 3.3.1. Sean a,b € L(H)"; entonces las siguientes condiciones son equiva-

lentes:
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1. be O,
2. R(a) y R(b) son unitariamente equivalentes,
3. R(a'?) y R(b'/?) son unitariamente equivalentes.

Demostracion. 1—2: Es consecuencia de la Proposicién 3.2.1.

2—3: Es consecuencia de la Proposicién 3.2.1 y la Observacion 3.2.3.

3—1: Supongamos que R(b'/?) = vR(a'/?) para algin v € U(H), entonces, por la
Proposicién 3.2.1, a/2 y bY/2 son equivalentes. Del Teorema 3.2.2, se sigue que a y b son

congruentes, o equivalentemente, b € Q. I

Como consecuencia de la Proposicion 3.3.1 tenemos los siguientes resultados.
Corolario 3.3.2. Sean a,b € L(H)", entonces b € O, si y sdlo si b2 e O,1/2.
Proposicién 3.3.3. Sean a,b € L(H)". Sib e O, entonces b € Oy para t € [0,1].

Demostracién. Para probar esta afirmacién usaremos que dados ¢, d € L(H)™ tales que si
R(c) = R(d) entonces R(c!) = R(d'), para t € [0,1]. En efecto, si R(c) C R(d) entonces,
por el Teorema de Douglas (Teorema 1.2.1), existe una constante A > 0 tal que ¢? < \2d2.
Por la desigualdad de Lowner-Heinz, (ver [Ped72]), z' una funcién monétona creciente de
operadores para t € [0,1], y, por lo tanto ¢* < A?d?, con lo cual R(c!) C R(d'). La otra
inclusién se prueba de manera similar.

Supongamos que b € O, entonces, por la Proposicién 3.3.1, existe u € U(H) tal
que R(b) = R(uau*). Luego, R(b') = R((uau*)!) cualquiera sea t € [0,1]. Finalmente,

t

aplicando el Teorema de Stone-Weierstrass, resulta que (uau*)! = wa'u*, con lo cual

R(V') = R(ua'u*), o equivalentemente, b’ € Oyt. 1

En particular, si a € CR(H)™, entonces O, = Oy para t € [0,1]. En efecto, por
Teorema 1.2.4 , R(a) = R(a'). Si b € O, entonces R(b) = uR(a) = uR(al), con lo cual
b € Oyt. Por lo tanto O, = O,:. Més en general, vale que si b € O, entonces f(b) € Oy(y)
para toda f € C(X) mondtona creciente de operadores, donde X es un conjunto compacto

que contiene al espectro de a.

La érbita de a se puede ver como unién de componentes de Thompson, como muestra

el siguiente corolario.

Corolario 3.3.4. Sia € L(H)", entonces O, = Uueu(H) Cuau, donde Cygy es la com-

ponente de Thompson de uau*.
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Demostracion. Consideremos b € O, por la Proposicién 3.3.1, existe u € U(H) tal que
R(b"/?) = uR(a'/?). Luego

R(b1/2) _ uR(al/Z) _ R(ual/zu*) _ R((uau*)l/Q),

y entonces b € Cyxgy.-
Reciprocamente, consideremos b € Cy«qy, para algin u € U(H). Se sigue que R(b/?) =
R(ua'?u*) = uR(a'/?). Entonces, por la Proposicién 3.3.1, b € O,. 1

En lo que sigue de esta seccién estudiaremos la 6rbita de un operador autoadjunto

cualquiera.
Proposicién 3.3.5. Consideremos a,b € L(H)*. Sibe O,, entonces |b| € O)y.

Demostracion. Sib € O, entonces a y b son equivalentes. Por la Observacién 3.2.3, |a| y

|b] son congruentes, o equivalentemente, [b] € O I

El siguiente resultado da una condicién suficiente para determinar si dos operadores

autoadjuntos son congruentes.

Proposicién 3.3.6. Sean a,b € L(H)® con descomposiciones positivas ortogonales a =
a; —ag yb=>by —by. Siby € Opy, by € O, y dim N(b) = dim N(a), entonces b € O,,.

Demostracion. Como by € O, y ba € O,,, entonces dim R(b) = dim R(a) y como ademés

dim N (b) = dim N(a), existe u € U(H) tal que N(b) = uN(a). Por la Proposicién 3.3.1,
1/2

existen uy,us € U(H) tales que R(b;"") = uiR(ag/Z), for ¢ = 1,2. Tenemos entonces que

bi1 /2 y uialy 2uf tienen el mismo rango y nicleo, con lo cual (ver Corolario 1.2.2) existe
gi € GL(H) tal que bil/2 = giwa,*u? 1/2

;/“u;, o bien bl-1/2ui = giu;a;’”, i = 1,2. Consideremos
W = g1U1Pa, + g2U2Pa, + u(l — pg). Por lo tanto w € GL(H), pues w™

b= uigy e, +
UE951pb2 +u*(1 — pp). En efecto,

ww™h = P G1UPay UGy by + Py 2UPast* gy Dby + (1 — pp)u(l — pa)u* (1 — pp)

= Py qrun* gy po, + Doy goun*gy 'pp, + (1 — pp)unt(1 — pp)
= Pb9197 Dby + Pb:9295 Pho + 1 — P =D, +Pp, + 1 —pp = 1.
Por otro lado,

waw* = w(a; — ax)w* = gruau*gipr — gauasu® g ps
= P11u1a1UTgip] — P2g2u202U5g5D5
= gruay*ay*u* iy, — g2uay*a*u* gspy,

by Puyuiby’? — by Pugusby* = b.

Luego b € O,. |
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Dado v € Z%, denotemos por UO,, la drbita unitaria de v, i.e., el conjunto
UO, = {uvu™ :u e U(H)}.

El siguiente teorema relaciona la orbita de a con las orbitas unitarias de ug, y vg,
donde a € L(H)*® tiene descomposicién polar a = wugla] = v4|al con v, € Py v, la
isometria parcial. Mas precisamente, se puede concluir que si un operador es congruente
con a, entonces su parte unitaria es unitariamente equivalente a u,. Anédlogamente para

las isometrias parciales.

Teorema 3.3.7. Sean a,b € L(H)%. Si b € O, entonces
1. u, €UO,,,
2. v, €UO,,.

Para probar el teorema anterior usaremos la siguiente proposicién, que es una genera-
lizacién de un resultado probado por S. Hassi, Z. Sebestyen y S. V. De Snoo, ver [HSDS05,

Teorema 5.1].

Proposicién 3.3.8. Sean a,b € L(H)" y h,g € L(H) tales que bh = ga, entonces existe
un unico s € L(H) tal que

b'/%s = ga'/? y N(b) C N(s*).
Ademds, si h,g € GL(H) entonces eziste s' € GL(H) tal que
pl/2s — gal/2.

Daremos dos demostraciones de la primera parte de esta proposicién. La siguiente

estd basada en las ideas de S. Hassi, Z. Sebestyen y S. V. De Snoo.
Demostraciéon. Para ¢ € L(H)™", consideremos el siguiente producto interno en R(c):
(cx,cy)e = (cx,y), x,y € H.
Denotemos con H,. a la completacién de (R(c), (,)¢).
Definimos h* : R(b) — R(a), h*(bx) = h*bx = ag*x. En lo que sigue probaremos que h*
admite una extension acotada a Hy: veremos que existe m > 0 tal que ||h*(bx) ||, < m||bz||p.
Como bh = ga y por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se obtiene que
[ (2)z = llag =l = (ag*z, ag*z)a = (ag*z, g*z) = (h*bx, g*x)
(gh*bx, ) = (bhg*z,x) = (bhg*z,bx)y
< (b, bx>é/2 (bhg*z, bhg*a;>;/2,
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es decir,
_ 1 1
[B%(b)|[3 < (bx, bx)Z (bhg*x, bhg*z)? (3:2)
Ademis,
(bhg*x,bhg*z), = (bhg*z,hg*x) = (gag*w, hg*x)
= (ag*z,g*hg*z) = (h*bx, g*hg*z)
= (bx, (hg*)*x) = (bx,b(hg*)*z)s.
entonces,
1 1
(bhg*x,bhg*x); = (bx,b(hg’lk)zmlf 1
< (b, bx)? (b(hg" 2w, b(hg*)?x)} )3
1 1
< (bx,bx ?(b(hg*)%,b(hg*)%hf_g (3.3)
1
( (b(hg (
( (b,

con lo cual, de (3.2) y (3.3),
Ty i+4 2
1R (b2)lIZ < (b, ba); > (ba, (hg™)* )22

Por induccién, resulta que para cada n € N,

(b, b 2T (g )2, (hg*) 2 )"
_1 "
(ba,bx), 7 (b, (hg")? )7

1— o —n T L
N O 12 (1A el [

17 (b) 12

IN

IN

Luego, si bx # 0,

ba||||z||\ = wnon | L
” ”H ”)2 H(hg )2 ||2n‘

77 ) < b b (o

Haciendo n — oo, tenemos que
7% (b) |2 < (b, ba)op(hg™),

donde p(hg*) es el radio espectral de hg*.

Por lo tanto, h* admite una extensién acotada de Hj a H,, que llamamos nuevamente

h*.
Dado ¢ € L(H)*, definimos el operador w. de R(c) C H. en H por

we(ex) = M, ze .
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Resulta que w, : H. — H es una isometria y que w verifica
wi(c?x) = cx € He, z € H.
Si s* = wyh*wj, entonces s* € L(H) y
b2y = waﬁwgbl/% = weh*br = weag*r = a1/2g*az.

Luego s*b'/2 = a'/2g*, o equivalentemente b*/2s = ga'/2. La unicidad de s surge del hecho
que N(b) C N(s%).

Finalmente, si g,h € GL(H), entonces h*R(b) = R(a). Por lo tanto, existe u € U(H)
tal que uR(b) = R(a) con lo cual uN(b) = N(a). Como g~'b = ah™!, entonces existe un
tinico | € L(H) tal que g~'b'/? = a'/?1. Luego

l*S*(b1/2$) — l*al/Qg*x — bl/z(g*)_lg*a: — b1/233,

y, por lo tanto [*s*p, = pp. Si consideramos s*' = s*py, + UpN(@) Y ¥ = 1*p, + U'PN(a)s
resulta que [*'s* = [*s*p, + u*upyp) = 1. Andlogamente, s =1y s € GL(H).

Ademds, vale que s*'b'/2 = o/2g*. I

La siguiente es una demostraciéon mas corta de la primera afirmacién de la proposicién
anterior dada por J. Antezana, que utiliza el teorema de Douglas y la desigualdad de

Jensen.

Demostracion. Es suficiente probar la existencia de s € L(#) cuando g es una con-

traccion. Si bh = ga, entonces
ga’g* = bhh*b < ||h|?b%.

Como f(t) = t? es una funcién convexa de operadores y f(0)=0, entonces, por la desigual-
dad de Jensen (ver [HP82]), resulta que (gag*)? < ga’g*. Por lo tanto gag* < (gag*)'/? <
||h||b, pues g(t) = t'/? es una funcién monétona creciente de operadores. Luego, por el Teo-
rema de Douglas (Teorema 1.2.1), existe s € L(H) tal que b'/2s = ga'/?. La unicidad de
s sigue del hecho que N(b) C N(s*). I

Corolario 3.3.9. Sean a,b € L(H)t y g € L(H) tales que b'ga estd bien definido y es
acotado, entonces (b'/?)Tga'/? € L(H).
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Demostracion. Si blga = h € L(H) entonces R(ppga) C R(b) y bb'ga = bb'pyga = bh
con lo cual pyga = bh pues bbfz = z para todo z € R(b). Luego, por el Lema 3.3.8,
existe un tnico s € L(H) tal que b'/2s = pyga'/? y N(b) C N(s*). Por lo tanto pys =
(b)) ppgal’? = (b/?)Fga'/2. Como R(s) € R(b), se sigue que s = (b'/2)tgal/2. 1

Demostracion. (del Teorema 3.3.7) 1. Sean a = au, y b = Puy las descomposiciones
polares de a y b. Observemos que a y u, conmutan, con lo que a/? y u, conmutan, y
lo mismo vale para 3 y wu,. Sabemos que existe g € GL(H) tal que b = gag*, ya que
b € O,,. Entonces, Buy, = gaugg* o fupg* ‘ug = ga con lo cual Bfga € L(H). Aplicando
el Corolario 3.3.9, si s = (8/2)fgal/? € L(H) entonces v,8/? = sv,a'/?g*. Por lo tanto
B12u, = gal/?u,s* con lo cual v, = sv,s*. Como b = gag*, resulta N(a) = g*N(b), y
entonces existe u € U(H) tal que N(b) = ulN(a). Notemos que s = ppsp,. Si consideramos

s' = spa +u(l — pg), se tiene que s’ € GL(H) (ver la Proposicién 3.3.8) y

§'ugs™ = sv48 Py + u(1 — po)u™(1 — py) = uyp.

Finalmente, si s’ = wl|s’| es la descomposicién polar de ', con w unitario, se puede ver
, . . .
facilmente que wu,w* = up, o bien uy € UO,,, .

2. Siw € U(H) es como en la demostracién de la parte 1., entonces w también verifica

que wu,w* = vy I

Sean a,b € L(H)® con descomposiciones polares a = |alu, = |a|vg v b = |bluy = |b|vy
respectivamente. Si u, € YO, no implica que b € O,, pues por ejemplo sea a = ps, donde
S es un subespacio cerrado no trivial de H y sea b € GL(H)™". Entonces u, = u, = 1, pero
b¢ O,.

Veremos en la préxima seccién que v, € UQO,, implica que b € O, si y sélo si a tiene

rango cerrado.

Para finalizar esta seccién vamos a relacionar las componentes de Thompson de un
operador autoadjunto con su 6rbita de congruencia.
Dado a € CR(H)™", recordemos que

Co = {be CR(H)* : R(b) = R(a)},

es la componente de Thompson de a.

Sia € L(H)*, la componente de Thompson de a, es el conjunto

Ca = {be L(H)" : R(b'?) = R(la]"?), up = ua},
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donde a = |alu, y b = |blup son las respectivas descomposiciones polares de a y de b.
En [CMS04], se probé que la componente de Thompson de un operador positivo a de
rango cerrado es un subconjunto de la érbita de a. Veremos ahora que este hecho se puede

generalizar para un operador autoadjunto cualquiera.
Proposicién 3.3.10. C, C O, para todo a € L(H)*.

Demostracion. Sea b € C,, y sean a = a1 — as ¥y b = by — by las descomposiciones
positivas ortogonales de a y b respectivamente. Por el Teorema 2.5.1, resulta que b; €
C,,, para i = 1,2. Equivalentemente, R(bi/z) = R(ail/2), para ¢ = 1,2. Como a;, b; son
operadores positivos tenemos, por la Proposicién 3.3.1, que b; € O,,, con i = 1,2.

Ademis, R(|b|'/?) = R(|a|'/?), pues b € C,. Por lo tanto, R(]b]) = R(]a|), o bien

N(b) = N(a). Estamos entonces en las hipdtesis de la Proposicién 3.3.6, con lo cual

b € O,, como queriamos demostrar. 1

3.4. La orbita de un operador autoadjunto de rango cerrado

Cuando a € L(H)® tiene rango cerrado, es posible dar descripciones mas detalladas de

la orbita de a, como veremos en los siguientes resultados.

Proposicién 3.4.1. Sea a € CR(H)*, entonces

Oa = U Cuau*a
ueU(H)

donde Cygu+ €s la componente de Thompson de uau™.

Demostracion. Sea b € O,, entonces por Teorema 3.3.7 tenemos que v, € UO,,,. Por lo

tanto, existe u € U(H) tal que
Vp = UVuU" = Upg, Ut — upgut,

donde a = a; —ay es la d.p.o de a. Como v, = upg, u* — upg,u* es la d.p.o. de vy, entonces

Dby = UPq, U Y Dby, = Upg,u*. Luego,
R(bl) = UR(pai) = UR(az) = R(uaiu*),

con lo cual b; € Cyq,y*, para @ = 1,2; ver comentarios posteriores a la Proposicién 2.2.2.
Como uau* = uaju* —uagu™ es la d.p.o. de uau® y por la demostracion del Teorema 2.5.1,

resulta que b € Cygy+.
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Reciprocamente, sea b € Cyqy+ para algun u € U(H). Si b = by — by es la d.p.o de b,
por el Teorema 2.5.1, resulta que R(b;) = R(ua;u*) = uR(a;), pues vau* = uaju* — uagu™
es la d.p.o. de uau* y b; € Cyq,y+. Luego, por Proposicién 3.3.1, b; € O,, para ¢ =1,2. Ya
que b € Cygu=, entonces R(b) = R(uau*) = uR(a), con lo cual N(b) = uN(a). Como

b € O, parai= 1,2y dim N(a) =dim N(b),
por la Porposicién 3.3.6, se tiene que b € O,,. I

Lema 3.4.2. Sea a € CR(H)® con descomposicion polar a = |a|v,, entonces O,, = O,.

|1/2

Demostracion. Como |a| conmuta con v,, entonces |a y v, también conmutan.

1/2 y si consideramos h = |a|'/?p, +1—pq, resulta que h € GL(H)*.

Luego, a = gla|'/?v,|a|
En efecto, h~' = (\a!l/z)Tpa + 1 — pg. Ademads, como pav, = VaPq = Vg S€ tiene que y
hvah* = |a|Y?vglal”’? = a con lo cual a € O,,. Como 6rbitas distintas son disjuntas,

entonces O, = O,. I

Como vimos en el Teorema 3.3.7, si un operador autoadjunto es congruente con un ope-
rador a € L(H)®, entonces su isometria parcial es unitariamente equivalente a la isometria
parcial de a. Veremos ahora que la reciproca es cierta si y solo si el operador a tiene rango

cerrado.

Teorema 3.4.3. Consideremos a,b € CR(H)®. Entonces b € Oq si y sdlo si v, € UO,, .

Demostracion. Supongamos que v, € UO,,,, entonces vy, € Oy, . Es decir, O, = O,,, y
por el Lema 3.4.2, se tiene que Oy = O,, = O,, = O,, con lo cual b € O, como queriamos.

La reciproca sigue del Teorema 3.3.7. I

Notemos que si a no tiene rango cerrado el resultado anterior no es cierto. En efecto,

Vg € UO,, pero v, ¢ O, (ya que el rango de v, es cerrado pero el de a no).

Corolario 3.4.4. Sean a,b € CR(H)®, con descomposiciones positivas ortogonales a =

ap —az yb=>by —by. Entonces b € O si y solo si p, € UO,, Y Dy, EL{Opai,z': 1,2

Demostracion. Sib € Oy, se sigue del Teorema 3.3.7 que v, € UO,,,, 0 equivalentemente
vy = uvgu®, para algin u € U(H). Resulta entonces que vy = upg, u* — upg,u* es la d.p.o.
de vp, con lo cual py, = upg,u*, para i = 1,2y p, = py, + pp, = up,u”. Reciprocamente
sean u,uy, uz € U(H) tales que pp, = uipg,u;, para i = 1,2 y pp = upgu*. Si consideramos
W = Py, U1Pa; + PoyU2Pay + (1 — pp)u(l — pa), se tiene que w € U(H) y ademds wv,w* =
Dby U1Pay WPy, — PbyU2DarUsPp, = Vp. Por el Teorema 3.4.3, b € O,. I
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Obtenemos ahora una caracterizacién de la 6rbita de un operador autoadjunto de rango
cerrado, en funcion de las dimensiones de los rangos de su parte positiva, su parte negativa
y de su ntucleo.

Dados n,my,my € NU {0,000} de manera que n + mj + my = dim H, definimos

Apmims = {b€CR(H)?:dim N(b) =n, dimR(b;) =m;, i = 1,2,
donde b = b; — by es la d.p.o. de b}.

Proposicién 3.4.5. Sia € Ay, m,, entonces Oq = Apmy mo-

Demostracion. Sea b € O, entonces existen w,w;,wy € U(H) tales que p, = wp,w* y
Db, = Wipg,w} para i = 1,2, con lo cual w(R(a)) = R(b),w;(R(a;)) = R(b;),i = 1,2.
También vale que w(N(a)) = w(R(a)r) = w(R(a))* = R(b)* = N(b), pues w € U(H).
Luego b € Ay, iy mo-

Reciprocamente, supongamos ahora que b € A, 1, m,. Existen entonces isometrias
v,v1,v2 tales que llevan bases ortogonales de N(a), R(a1) y R(az) en bases ortogonales
de N(b), R(b1) y R(bs) respectivamente. Sea u = v1p4, + V2Pay + V(1 — pg). Se tiene que
ulN(a) = N(b) y uR(a;) = R(b;),i = 1,2 para algin u € U(H), yaque H = R(a1)® R(az)®
N(a) = R(b1)®R(b2)®N(b). Si g = upgu*, se tiene que ¢*> = ¢ = ¢* y R(q) = uR(a) = R(b)
con lo cual ¢ = py. Por lo tanto, p, € UO,,. Andlogamente, vale que py, € UO,, ;i =1,2.
Por la Proposicién 3.3.6, se obtiene que b € O,. I

Como consecuencia de la proposicion anterior y del Teorema 3.4.3, se tiene el siguiente

resultado.
Corolario 3.4.6. Sea By i m. = Z° N Apmime- 51 U € Bymym,, entonces UO, =

Bn,m17m2 ‘

La érbita de a € C' R(H)® puede también relacionarse con las érbitas de la parte positiva

v negativa de a de la manera que muestra el préximo resultado.

Proposicién 3.4.7. Sea a € CR(H)® con d.p.o. a = a1 — ag, entonces
Oa == {bl - b2 : bl S Oawi = 1727 pbl +pbg S Z/{Opa}’

Demostracion. Consideremos b € O, con d.p.o. b = by — by. Por el Corolario 3.4.4, vale
que py = po, + P, € UOp, ¥y py, € UOp,. i = 1,2. Por lo tanto, Opbi = Op,,, para
i =1,2 con lo cual, por la Proposicién 3.3.1, se sigue que O,, = Opai y Oy, = Opbi’ Luego
O, = Oy, 0 =1,2.
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Reciprocamente, sea b = by — by tal que b; € Oy;,% = 1,2y py, + D, € UO,, . Existe
entonces u € U(H) de manera que pp, +pp, = upgu™, con lo que py, +pp, €s una proyeccién
ortogonal. Luego los rangos R(b;) y R(b2) son ortogonales, y entonces b = by — by es la
d.p.o. de b. Luego py = pp, + pp, € UOp,. Como b; € O, se tiene que py, € UO,, . Por la

Proposicion 3.3.6, resulta entonces que b € O,. 1

Sean a,b € L(H)*. Sib € O, entonces existe g € GL(H) tal que b = gag*. Sia = a;—as
es la d.p.o. de a entonces b = ga1g* — gasg*. Pero esta diferencia de operadores positivos
ga;g*,1 = 1,2, no es necesariamente la descomposiciéon positiva ortogonal de b. Motivados
por este hecho, estudiaremos en el capitulo 4, descomposiciones de operadores autoadjuntos
como diferencia de dos operadores positivos cuyos rangos cumplen cierta condicién de

angulo, pero no son necesariamente ortogonales.

3.5. Estructura diferencial de la 6rbita

A continuacion estudiamos la estructura diferencial de la 6rbita de congruencia de un
operador autoadjunto de rango cerrado.
A lo largo de esta seccién fijaremos a € CR(H)® con d.p.o. a = a; —ag y descomposicién

polar a = |alvg.

Consideremos las siguientes aplicaciones:
Ta * GL(H) — O, Wa(g) = gag”

a: 0, = UO,,, alb) = vy,

B:GL(H) = UOy,, B(9) = vgag-

Fl siguiente diagrama resulta entonces conmutativo:

Ta
GL(H) 0.
(6
g
Uo,,

Como veremos en la siguiente proposicién, la fibra de v, por la aplicacién «, es la

componente de Thompson de a.
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Proposicién 3.5.1. Sea a € CR(H)?®, entonces la fibra de v, por « es la componente de

Thompson de a, i.e. o~ ({v,}) = C,.

Demostracion. Consideremos b € a~!({v,}), entonces b € O, y v, = v,. Por lo tanto
b € C,. Reciprocamente, si b € C, entonces v, = v, cn lo cual v, € UO,,,. Por el Teorema

3.4.3, se tiene que b € O,. Como v = v, y b € Oy, resulta b € a1 ({v,}). I

Para dotar a O, de una estructura de variedad diferencial queremos que
7o : GL(H) = Oq, m4(g9) = gag™,

tenga secciones locales. Pero esto puede no ocurrir si consideramos en O, la topologia
dada por la norma de operadores; ver, por ejemplo, [CMS04, Teorema 3.4]. Consideremos

entonces la siguiente métrica en Oy:
2 2y1/2
d(b,c) = ([[b = ¢|* + po — pel*)"/.

Observemos que d coincide con la métrica usual en cada componente de Thompson.

En [CMMO09], Corach, Maestripieri y Mbekhta introdujeron esta métrica en el conjunto
de operadores de rango cerrado. Entre otras cosas, probaron la continuidad de la aplicacién
p: (CR(H),d) — (CR(H),||.I), u(b) = bf, ver Seccién 3.1.

Proposicién 3.5.2. La aplicacion o : (O, d) — (UO,,,|.1]), a(b) = vy es continua.

Demostracion. La continuidad de a sigue del hecho que v, = bf|b| y las aplicaciones
p: (CR(H),d) = (O [I-), u(b) = b1y || + (Oard) — (L(H)*,|.]]) son continuas (ver
Proposicién 3.1.3). I

Corolario 3.5.3. La aplicacion p; : (Oq,d) — (UOp, . ||.), pi(b) = py, es continua para
i1 =1,2, donde b ="by — by es la d.p.o. deb.

Demostracion. La aplicacién p : (Oq,d) — UO,,,|.l), p(b) = py = bb! es continua.
Entonces, por la Proposicién 3.5.2, se sigue que p1 : (Og,d) = (UOy, , ||.||) es continua ya

que p1(b) = pp, = %. De manera andloga, po es continua. I

Para probar la existencia de secciones locales de m,, usaremos los siguientes resultado

técnicos. El siguiente resultado puede verse en [Kat75].

Lema 3.5.4. Sean p, ¢ € L(H) proyecciones ortogonales tales que ||p — q|| < 1 y conside-
remos h =1 — (p — q)2. Entonces h € GL(H)t y q¢h='/2ph=2¢ = q.
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Demostracién. Tenemos que h € GL(H)' pues |[p — ¢|| < 1. Es facil ver que p y ¢
commutan con h; en efecto, hq = gh = ¢gpq. Por lo tanto, p y ¢ también conmutan con
h=Y2y qh=2ph=12q = qpgh ™t = q. 1

Dados a € CR(H)® y g € GL(H), veremos ahora una conocida férmula para la pro-
yeccién ortogonal con rango gR(a). Se conocen distintas férmulas para la proyeccién or-

togonal sobre un subespacio cerrado, ver por ejemplo [Ger84].

Lema 3.5.5. Sean a € L(H) de rango cerrado y g € GL(H). Entonces

Pgag* = Pg(R(a)) = 9Pag ™ (9Pag ™) (1 = (gpag™" — (gpag™")")*)~".

Demostracion. Sean w = gp,g 'y c=1— (w—w*)% Como c =1 — (w—w*)? =1+d
donde d = —(w — w*)? = (w — w*)(w — w*)* entonces ¢ = 1 4 d con d positivo. Por lo
tanto, ¢ es positivo e inversible. Sea entonces ¢ = ww*c~'. Queremos ver que ¢ = Py(R(a))-
Tenemos que R(q) = R(ww*) = R(lw*|?) = R(w) = gR(a), ya que R(|w*|) = R(w) es
2 = w, resulta que cw = ww*w = we. Entonces ¢~! también conmuta
1 1 1

cerrado. Como w

con w y con w*. Por lo tanto, ¢ = ww*wc 'w*c™! = ww*c™! = ¢ y vale también que

q" = q. Luego, ¢ = py(r(a))- |

Teorema 3.5.6. La aplicacion 7y : (GL(H), ||.||) = (Oq4,d), ma(g) = gag* es continua y

admite secciones locales continuas.

Demostracion. Notemos que pgqq+ depende de manera continua de g € GL(H), ya que la

proyeccién ortogonal sobre g(R(a)) estda dada por la férmula

Pgag® = Dg(R(a)) = 9Pag ™ (gPag™ ") (L = (gpag™" — (gpag™")*)*) ",

por el Lema 3.5.5. También gag* depende de manera continua de g € GL(H). Entonces,
se sigue que 7, : (GL(H), ||.]|) = (Oq,d) es continua.

Sea p : (Og,d) = UOp,, |I), p(b) = po y pi : (Oayd) = UO, ,[.II); pi(b) = p,-
Como p y p; son continuas, existe d > 0 tal que ||py — pal| < 1, ||y, — Pa;|| < 1,i=1,2, si
be O, ydb,a) < 6. Consideremos b € O, tal que d(b,a) < §, entonces g = 1—(pp—pa)? €
GLH)Y ygi=1— (py, — Pa;)? € GL(H)T, i =1,2.

Definimos s(b) = bi/zgl_lp(a{)l/z - bé/zgz_l/z(a;)l/2 + (1 —pp)g~/2(1 — p,). Es facil

ver, aplicando el Lema 3.5.4, que

s(0)7 = a9 PODY? — ay gy POV + (1 pa)g T2 (1 — ),
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s)s) = 0y gy 2 (a])V2a gy P OD)Y2 — by g, 2 () 20y % g, P (b]) 2
+(1 = po)g2(1 = pa)g™V/2(1 = py)
= 000 Ppargr PO — 0y 05 paggy P (0]) 12
+(1 = pp)g~2(1 = pa)g ™2 (1 — p)
= Db, + Dby, T PN@) = L.
Es decir, s(b) € GL(H).

También como consecuencia del Lema 3.5.4, se sigue que 7(s(b)) = b. En efecto:

n(s() = s(b)(ar — az)s(b)”
= s(b)(a1 — a2)(a))Y?g; 20" — s(b) (a1 — az)(ah) g5 ?0y?
= s)ar((@)2g;?0"%) + s(b)az((a) /29, *by/%)
b}/2gl_1/2(ai)lpal(a{)1/2gl_1/2b%/2 . b%ﬂg;l/z(a;)1/2a2(a£)1/2g;1/2b%/2

. b}/zgl—1/2palgl—1/2b}/2 B b§/292—1/2pa2g2—1/2b§/2

— bi—by=b
Por lo tanto, s es una seccién local continua de 7 en un entorno de a. Si ¢ = gag*, g €
GL(H), consideremos s’ = l; 050 Ly-1, donde L, : CR(H)* — Oq, Ly(b) = gbg* y
ly : GL(H) — GL(H) es la multiplicacién a izquierda por g. Resulta que s’ es una seccién

local de 7 en un entorno de c. I

Observemos que de la proposicién anterior resulta que O, es abierta en (L(#H)®, d), con
lo cual es también cerrada.

Denotemos por I, al grupo de isotropia de a dado por la accién L, i.e.
I,={9€ GL(H) : gag* = a}.

Corolario 3.5.7. El espacio métrico (O,,d) es homeomorfo al espacio cociente GL(H)/1,,

donde consideramos la topologia cociente.

Recordemos que si G un grupo de Lie-Banach y H un subgrupo regular de G, entonces
G/H tiene una unica estructura de variedad diferenciable tal que G — G/H es una
sumersién y G — G/H es un fibrado principal con grupo estructural H, ver Seccién 1.5.
Por lo tanto, para proveer a O, ~ G/I, con una estructura de variedad diferenciable
usando el Teorema 1.5.5, necesitamos probar que I, es un subgrupo regular de G.

Notaremos en lo que sigue @ = a|g(q). Observemos que a € GL(R(a))".

La siguiente proposicién da una caracterizacién del grupo de isotropia de un operador

autoadjunto a.
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Proposiciéon 3.5.8. Sea g € GL(H), entonces g € 1, si y sélo si g € GL(H) y la
representacion matricial de g inducida por p, estd dada por g = 9(1)1 g2 con
922

_1~ o~
g1~ a=agn*.

gi1 912

g21 g22
PagPa = gPa ¥ (1 — pa)gpa = 0. Tenemos entonces que go; = 0. También ¢! € I,

Demostracion. Sea g = < > € I, entonces g(R(a)) = R(a), con lo cual

ya que g € I,; y, por lo tanto g7'(R(a)) = R(a). Luego, g11 € GL(R(a)) pues wy; =
pag_lpa|R(a) = g_lpa|R(a) es el inverso de ¢11. Ademds, como gag* = a, resulta que

g11ag;; = @ o bien g11~'a = agy1*, como querfamos. La reciproca se ve facilmente. I

Si S es un subespacio cerrado de ‘H entonces (S, (, )) es un espacio de Hilbert y para

cada operador ¢ € GL(S)® la siguiente forma indefinida:

<x’y>C: <$7y>7 :E,yGS.

Dado h € L(S), se dice que f € L(S) es el adjunto de h respecto de (, ). si

(hxz,y)e = (z, fy)e, z,y €S,

o equivalentemente, h*c = cf.
Notemos entonces que, por la proposicién anterior, resulta que I, se identifica con el
grupo unitarios de (L(R(a)),(, )z-1), es decir con los operadores en v € GL(R(a)) tales

que

Como consecuencia de la Proposicién 3.5.8, se tiene la siguiente identificacién del es-

pacio tangente al grupo de isotropia de a.
Proposicién 3.5.9. Sea a € CR(H)*. Entonces I, es un grupo de Lie-Banach y

X1 X2

e L(H) : X11a=—aX} L.
0 X22) (H) : X1t 1)

(TIa)l = {X = <

Demostracion. Sea X € (T1,);, entonces existe una curva suave g(t) C I, con t €
(—e€,€), tal que g(0) = 1y g(0) = X. Como g(t)bg(t)" = b, resulta que g(t)bg(t)* +
g(t)bg(t)* = 0. En particular, para t = 0, se tiene que Xa + aX* = 0, o bien Xa =

g1 g >, con lo que X = ¢(0)

—aX. Pero ademés g(t) C I,, entonces g =
0 g2
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X1 X2 . i . ’
0 X . De todo lo anterior, resulta que X114 = —aX7;. Reciprocamente, sea
22
X1 X
X = ( 011 X12 € L(H) tal que Xj16 = —aXj;. Si consideramos la curva suave
22

g(t) = Xt se puede ver facilmente que g(t) € GL((H), g(0) = 1 y g(0) = X. Para ver

e
. ~ * _ ~
que g(t) € I, es suficiente mostrar que aetXn = e tXug, Pero,

o0 o0

, tXF)" —tX11)"
N
n=0 ’ n=0 ’

pues Xj1a = —aXj;. 1

De los resultados anteriores vemos que I, es un subgrupo regular de GL(H), i.e., I,
es un grupo de Banach-Lie tal que (T',); es un subespacio cerrado y complementado de
(TGL(H)):.-

Resulta entonces que GL(H)/I, tiene estructura de variedad diferencial y, por el Coro-
lario 3.5.7, (O, d) es una variedad diferencial.

También se tiene que (GL(H), O, m,) es un fibrado principal con grupo estructural I,.
El siguiente resultado describe el espacio tangente a la érbita.
Proposicién 3.5.10. Dado b € O, el espacio tangente (T'O,)p se identifica con el conjunto

X wWr

(Toa)b = {X = < W 0

) € L(H): X; = Xi1,

donde la representacion matricial de X estd dada por pp.

Demostracion. Consideremos primero el caso en que b = a. Sea y(t) C O, una curva
suave tal que v(0) = a 'y 4(0) = X. Por la existencia de secciones locales en un entorno de
a, sea g(t) C GL(H) tal que (t) = g(t)ag(t)*, g(0) =1, g(0) = Y. Calculando la derivada
de v en t = 0 obtenemos que ¥(0) = ¢(0)a + ag(0)* o bien X = Ya + aY™.

. Yiu Yo . ..
Siy = es la representacién matricial dada por p, entonces
Yor Yo

X o Yil a 0 + aYl*l aYé*l o Yll a + aYl*l aYé*l
Yora 0 0 0 Yora 0o/
X1

Por lo tanto, X = <
%%

W . .
0 con X; = X{. Reciprocamente, si X tiene esa forma

Yii Yio

consideremos Y11 = %XlaT, Yo = Wal vY = ( Vo v
21 Y22

>, entonces Ya+aY* =Xy
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si g(t) = eX! resulta que v = gag*, 7(0) = a y 7(0) = X. La demostracién es analoga para

cualquier b € O,. |

Definiremos ahora en el espacio homogéneo (GL(H),O,,1,), una conexién natural
dando una distribucion suave de espacios horizontales. A través de la conexién sera posible
obtener una levantada horizontal de cualquier curva v en O,. Esta ser4 la solucién de una
ecuacion diferencial lineal, llamada ecuacién de transporte. Luego, podremos definir una
derivada covariante y la nocién de geodésica.

Notemos que la aplicacién tangente a la aplicacién 7w en 1 € L(H), (Tw); : L(H) —
(TO,)q se identifica con

(Tm)1(X) = Xa+ aX™

y
X1 X2 .
N(Tﬂ')l = { € L(H) : Xq1a = —aXH} = (TIa)l.
0 Xoo
Notemos que X1 es af-antisimétrico, si lo consideramos como un operador en L(R(a)).
como

" X1 0 .
X9 0

v el espacio vertical en 1 como

VY = (T1,);.

Resulta que L(H) = Vla) ® ’Hga) y ademas

(Tﬂ-)l lyga) : ,Hga) - (Toa)aa (Tﬂ')l‘Hga) (X) =2X11a+ Xo1a + CLX;l
X1 0 a) . .
donde X = x € H; ", es un isomorfismo y la aplicacién inversa
21

Ko = (T)1]0) ™"t (TO4)a 71\
estd dada por

1 1
Ko(X) = 5pXpa’ + (1 - p)Xpa' = opXal + (1 - p)Xa' = (1~ g)XaT;

X, wW*
Equivalentemente K,(X) = %XlaT +Wal, si X = ( I/Vl 0 > '
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Para cada g € GL(H), ’Héa) = g’Hga) es el espacio horizontal en g y Véa) = gV£a) es
el espacio vertical en g. Tenemos entonces que L(H) = ”Hga) @ Véa) y esta distribucién de

espacios horizontales define una conexioén suave.

Recordemos, que dada una curva suave v C O,, una curva suave I' C GL(H) es una
levantada de v si v = 7w([') = T'al™ y I' es una levantada horizontal de v si I' es una

levantada de vy y I € Hl(ﬂa).

Por Proposicién 2.7.7, I' es una levantada horizontal de  si y sélo si I' es solucién de
I'=K,()T.

En particular, si a € GL(H)™" entonces C, = O, = GL(H)™. La longitud de una curva
suave « : [0,1] = GL(H)" estd definida como L(a) = fol |~ Y200~ 1/2||dt. La estructura

geométrica de este conjunto ya fue estudiada, ver [CPR93c] y [CM99].

X1
w
Buscamos ahora una geodésica v C O, tal que v(0) = a y 4(0) = X. Si v = T'al'™

W*
Consideremos X € (T'O,),, entonces X = ( 0 > donde X; = X7.

entonces I' verifica

I = K,(X)I

0
con Ko(X) = (3X1 + W)al = (3X1 + W)a~! donde d = ( g ) ) € GL(H). Tenemos

entonces que

T(t) = otKa(X) _ et(%Xl—i-W)aT

,Y(t) — etYaJr aetaTY*
donde Y = %Xl + W. Notemos que Y + Y* = X and Y = Yp,. Se puede ver que

~y(t) = Geld Y td Ty (1 = pa)-
y que ¥(0) = a, ¥(0) = X.
En particular, si b y ¢ estdn en la componente de Thompson de a, existe una tnica

geodésica que une esos dos puntos, y coincide con la geodésica dada en la Seccién 2.7.
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3.6. El fibrado (O,, U0, ,«a)
Recordemos que la aplicacién
a:(Og,d) = UO,, ), alb) =wvp

es continua y que la fibra de v, por « es la componente de Thompson de a, i.e.

a_l({va}) = Cq,

ver proposiciones 3.5.2 y 3.5.1.

En lo que sigue mostraremos que (O,,UO,,,,a) es un fibrado.

Ca

Para eso, probamos primero algunos resultados técnicos.

Lema 3.6.1. Ses a € CR(H)®. Existe 0 < § < 1 tal que
llpv — Pall <1y ||po; — Pasll < 1, parai=1,2, YoveI® |jv—uyll <9,

donde v = Py, — Duy Y Vo = Da; — Pas-

Demostracion. Como la aplicacién v — v? es continua (con la norma de operadores),
entonces § > 0 tal que ||p, — pa|l = |[v? — v2|| < 1if ||v — vy < . Consideremos v € Z*
con descomposicién positiva ortogonal v = p; — p2. Ya que p, = p1 + P2 ¥ Pa = Pa; + Pass
resulta que [[p1 — pa || = 310 — v +po — pall < S([[0 = vall + [[po — pall) < 1 [Jv — va]| <

para 0 suficientemente chico. Andlogamente para ||p; — pq, |- [
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Observacién 3.6.2. Consideremos a € CR(H)® con descomposicién polar a = |a|vg.
Observemos que V, = {v € Z° : |lv — v,|| < 6} € UO,,, con § como en el Lema 3.6.1.
En efecto, por la Proposicién 3.2.5 y el Lema 3.6.1, dado v € V, resulta que existen
u, ug, u € U(H) tales que p; = uipg,uf, para i = 1,2y p, = up,u*, donde v = p; — py. Si
W = U1Pay + U2Pay + u(l — pg) es facil ver que w € U(H) y wo,w* = v, i.e. v € UO,,.

Proposicién 3.6.3. Parabe O, sea Vi, = {v € I : ||[v—wp|| < 0} con § como en el Lema
3.6.1. Entonces el conjunto d-abierto a‘l(‘/},) es homeomorfo al producto Cy, x V4, donde

Cy es la componente de Thompson de b.

Demostracion. Notemos que, por la Observacién 3.6.2, V;, € UQO,,. Consideremos e; =
1—(po, —pp;)%i=1,2y e=1— (p, — pp)?. Entonces, por los lemas 3.5.4 y 3.6.1, resulta
que e;,e € L(H)T,i=1,2.

Definimos entonces
_1 _1 1
A(V) = Pui€y > Py + Puyy *Poy + (1 —pou)e”2(1 —pp).

Aplicando el Lema 3.5.4, se sigue que ¢(v) € U(H), pues

1 1 1 1 1

_1 _1 _1 _1 1 _1
d(V)P(V)* = D€ *Pbiey *Puy T Doy 2 Pbyey “Puy + (1 —py)e; 2 (1 —pp)eg > (1 —py)
= Pv; T+ Duy +1 — Dv = 1.

Ademas, también por el Lema 3.5.4, vale que ¢(v)upp(v)* = v. En efecto,
. _1 1 ,
@(U)pbqu(l)) = Dv; €; 2pbi€i 2pvi = Puv;, Parat = 17 27

con lo cual ¢p(v)vpP(v)* = d(v)pp, P(V)* — P(V)DPp, P(V)* = Dy — Duy = V.
Definimos ahora

fr:Cyx V= a Y (Vh);  fole,v) = d(v)ed(v)*.

La aplicacién fj estd bien definida. En efecto, como ¢ € Cy, C O = O, entonces f(c,v) =
d(v)ep(v)* € O,. Por otro lado, como ¢ € Cyp, ¢(v) € U(H) y ¢p(v)vpp(v)* = v, entonces
fole,v) = ¢(v)lc|¢(v)*v. Por lo tanto, ya que R(v) = ¢(v)R(b) = ¢(v)R(c) = R(fi(c,v)),
obtenemos que vy, ..y = v. Entonces [[vg, c.v) — vl| = [[v — vp|| < & pues v € Vj. Luego

fb(c7 U) € a_l(‘/b)‘
Consideremos la siguiente aplicacion

h:a (V) = Gy x Vi, h(z) = (6(va) w(vz), va)-
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Notemos que h estd bien definida. En efecto, dado = € a™1(V}), a(z) = v, € V. Ademés,

como ¢(vy)* v, P(v,) = vp, se tiene que

d = ¢(v2)*2¢(v2) = G(v2)*|2|P(v2)P(v2) Ve P(v2) = G(v2)"[]d (v )vp.

Entonces vg = v, pues R(v) = ¢(vz)*R(z) = R(d). Por lo tanto, d € Cj. Ademds,
(fooh)(z) =xy

(ho fy)(c;v) = h(¢(v)ch(v)") = (¢(v)*P(v)cd(v)" ¢(v), v) = (c,v),

pues vy, () = -

Para ver que f, es continua es suficiente probar que (Z°,|||) — (L(H),||]]),v — ¢(v)
es continua, ya que d(b, ¢) = (||b—c||®>+ |lpy —pel|?)/? v P, (c,v) = Pu- Pero, por el Corolario
3.5.3, las aplicaciones (Z%, || [|) = (L(H), [ [1),v = po y (Z% (1) = (L(H), 1)), v = pu;si =
1,2 son continuas. Luego f; es continua. Por la Proposiciéon 3.5.2 y el Corolario 3.5.3;
resulta que la aplicacién (Og,d) — (UOy,, ||.|l); © — ¢(vy) es continua. Por lo tanto h es

continua. I

Observemos que por el Teorema 2.5.1 y por la Proposiciéon 3.4.5, resulta que las com-

ponentes de Thompson de operadores autoadjuntos de rango cerrado son homeomorfas.

Corolario 3.6.4. Sea a € CR(H)® entonces, (On,UO,,,a) es un fibrado.



Capitulo 4

Descomposiciones positivas de

operadores autoadjuntos

El propdsito en este capitulo es estudiar descomposiciones de un operador autoad-
junto a como diferencia de dos operadores positivos cuyos rangos cumplan una cierta
condicién de angulo. Mostramos que estas descomposiciones estan relacionadas con las
descomposiciones canénicas del espacio (H, (, )4), donde (, ), es una métrica indefinida
asociada al operador a. Como aplicacién, describiremos la orbita de congruencia de a en

términos de sus descomposiciones positivas.

4.1. Dimensién de espacios con producto interno

Los siguientes resultados pueden encontrarse por ejemplo en [Gud74], [Gud75] y [GHT5].
En lo que sigue consideramos un espacio real o complejo £ con producto interno (,) y
norma |z|| = (z,z)"/2.

Un conjunto de vectores {ex} en £ es una base de € si cualquier x € € puede escribirse
de manera tnica como = = ) cxex, donde la convergencia de la serie es en la norma de £.
Un conjunto ortonormal ex en H, es total si genera es espacio

Fl siguiente es un resultado clésico.

Teorema 4.1.1. Si {ex} es un conjunto ortonormal en un espacio de Hilbert £, entonces

las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. {er} es una base de &,

79
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2. {ex} es mazximal,
3. ||z||> =3 [z, 21)? para todo x € £ (Identidad de Parseval).

Si {er} es un conjunto ortonormal en un espacio con producto interno £ (no nece-
sariamente completo), entonces {e} es una base de &£ si y sélo si vale la identidad de
Parseval para todo x € £. Si {e;} es un conjunto ortonormal maximal, esto no implica
necesariamente que i {e;} es una base.

Como cualesquiera dos conjuntos ortonormales maximales en un espacio con producto
interno tienen el mismo cardinal, la dimension de un espacio con producto interno se
define como el cardinal de cualquier conjunto ortonormal maximal en £. Observemos que

el Lema de Zorn provee la existencia de un conjunto ortonormal maximal en £.

4.2. Meétrica indefinida asociada a un operador autoadjunto

A lo largo de este capitulo, vamos a considerar a € L(#H)® fijo y la métrica indefinida

en ‘H inducida por a, dada por

<$7y>a = <a$7y>7 x,y € H.

En los siguientes parrafos, recordaremos algunas nociones de espacios con producto
interno. Un referencia sobre este tema son los libros cldsicos de J. Bognar [Bog74] y T.Ya.
Azizov y 1. S. Tokhvidov [AI89].

Un elemento x € H es a-positivo, a-negativo o a-neutro, respecto de la métrica in-
definida (, )4, si (x,x)q > 0, (z,2)q < 0 0 (x,x), = 0 respectivamente. El elemento z se
dice a-nonegativo (respectivamente a-nopositivo), si z es a-positivo or a-neutro (respec-
tivamente a-negativo o a-neutro). Un subespacio S de H de dice a-positivo, a-negativo o
a-neutro si cada elemento no nulo de S es a-positivo, a-negativo o a-neutro, respectiva-
mente.

De la misma manera se definen subespacios negativos, neutros, estrictamente positivos
y estrictamente negativos. S se dice definido si es estrictamente negativo o positivo, es

semidefinido si es negativo o positivo, y es indefinido en caso contrario.

Dado ¢ € L(H), un operador d € L(H) es un a-adjunto de c si {cx,y), = (z,dy), para
todo x,y € H; o equivalentemente ac = d*a. Observemos que un operador ¢ puede admitir

muchos, sélo uno o ningun a-adjunto, dependiendo si la ecuacion c¢*a = ah tiene muchas,
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s6lo una o ninguna solucién, respectivamente. Por el Teorema de Douglas (Teorema 1.2.1),
esta ecuacién tiene solucion si y sélo si R(c*a) C R(a).

En el caso en que ¢ admita un tnico a-adjunto, éste serd denotado por c*“.

Un operador ¢ € L(H) es a-autoadjunto si ac = c*a y es a-positivo si (cx,z), > 0 para
todo z € H, o equivalentemente, ac € L(H)™.

El operador ¢ se dice a-expansion (respectectivamente, a-contraccion) si (cx,cx),
> (x,x), (respectectivamente, (cz,cx), < (z,x),); 0 equivalentemente c*ac > a (respec-

tectivamente, c*ac < a).

Dados z,y € H, diremos que z e y son a-ortogonales si (z,y), = 0. En este caso,
notaremos = L, y. Dado un subespacio S de H, el a-subespacio ortogonal de S respecto

de la métrica indefinida (, ), es el conjunto
Ste={zeH:(x,y)e =0, ¥y € S}.

No es dificil ver que Ste = a71(S+) = a(S)*. Observemos que S N S*e no es necesaria-
mente cero. Més atin, vale que SN S+e = SN N(a).

Si 81,82 C S, entonces S By So =S denota §S1+S2 =8, 851 NS = {0} y (z,y)s =0
para todo x € S1, y € So.

Observemos que si ¢ € Q, entonces ¢ es a-autoadjunto si y sélo si R(q) y N(q) son

a-ortogonales. En efecto, si ¢ es a-autoadjunto entonces:

(qr,(1 = q@)y)a = (¢"az,(1 = q@)y)a =0,  z,y € H.

Reciprocamente, tenemos que

(aqz,y)a = (92, ¥)a = (42, qY)a = (¢"ax,y)a  x,y € H.

pues R(q) y N(q) son a-ortogonales.

Una descomposicion candnica de (H,(, )q) es una descomposiciéon de H como una
suma directa

H=N(a) B, ST &, S, (4.1)

donde St es un subespacio cerrado a-positivo de H y S~ es un subespacio cerrado a-
negativo de H.

En particular, si a € L(H)® es inyectivo, una descomposicién candnica de H es una
descomposicién de H como una suma directa H = S @, S¢, donde S es un subespacio

cerrado de H tal que S es a-positivo y ST es a-negativo.
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En este caso, cada descomposicion canénica define la proyeccién g = Pg //Stas O €-
quivalentemente, la reflexién w = 2¢ — 1. Observemos que ¢ es a-autoadjunto, R(q) = S
es a-positivo y N(q) = SaL es a-negativo. Reciprocamente, todo ¢ € Q, a-autoadjunto,
tal que R(q) es a-positivo y N(q) es a-negativo, define una descomposicién canénica de
(M, {; )a)-

S. Hassi and K. Norstréom probaron que dado ¢ € Q, ¢ es una a-expansion (a-
contraccion) si'y sélo si g es a-autoadjunta y N(q) es a-nopositiva (a-nonegativa); [HN94,

Proposicién 5].

El siguiente lema caracteriza aquellas reflexiones asociadas a descomposiciones cand-

nicas, y es una extensién de [MMPO0G6, Lema 5.6]:

Lema 4.2.1. Sea q € Q. Entonces, q es a-autoadjunto, R(q) es a-nonegativo y N(q) es

a-nopositivo si y sélo si la reflexion w = 2q — 1 es a-positiva.

Demostracion. Si ¢ es una proyeccion a-autoadjunta entonces ag = g*aq, con lo cual si

w=2¢g—1yxeH,
(wa,x), = (g, qz), — (1 = @)z, (1 — q)z), =0, (4.2)

pues R(q) es a-nonegativo y N(q) es a-nopositivo. Por lo tanto, w es a-positivo. Reciproca-
mente, si w es a-positivo entonces w es a-autoadjunto. Luego, g = “’TH es a-autoadjunto.
Por (4.2), si x € R(q), entonces (qz,qx ), = (wz,x), > 0; con lo que R(q) es a-nonegativo.

De manera similar se tiene que N(g) es a-nopositivo. I

La siguiente proposicion caracteriza las reflexiones a-positivas, en términos de su des-

composicién polar en (H, (, )|q|)-

Proposicién 4.2.2. Sea a = ugla| la descomposicion polar de a. Una reflexion w es a-
positiva si y solo si w admite una descomposicion polar en (H, (,>|a‘) dada por w = ugd,
donde d € GL(H) es |a|-positivo.

Demostracion. Supongamos que w = 2q — 1 es una reflexién a-positiva, entonces aw =
la|uqw € L(H)™. Luego, d = uqw € GL(H) es |al-positivo. Por lo tanto w = u,d, donde d
es |al-positivo. Ya que |a|u, = uqla| = uk|al, entonces u, es |al-unitario y w = uyd es la
descomposicién polar de w en (H, (, )|q|)-

Reciprocamente, supongamos que w = u,d, donde d es |a|-positivo. Luego, aw = |a|d

es positivo. 1
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Cuando a es positivo, la forma indefinida (, ), define un semi-producto interno en H,

y la semi-norma asociada, || ||,, et4 dada por

lzlla = (@,@)s/? = |a' %], @ eH.
El espacio cociente (H/N(a),||| |||) es un espacio normado, donde ||| |||, es la norma

cociente asociada y |||Z|||s = ||%||a, donde T = x + N(a), z € H. Ya que (H/N(a), ||| |lla)
no es necesariamente completo, denotemos por H, la completacion de (H/N(a), ||| |||la)
y notemos con IT : H — H, a la aplicacién cociente. En el contexto de [CG05], el par
(Ha, IT) es llamado espacio de Hilbert inducido por a.

En particular, si a es inyectivo, la forma indefinida (, ), define un producto interno en
H. Si ademds a € GL(H)™, entonces (H, (, )4) es un espacio de Hilbert y las normas || ||

¥ || [« son equivalentes.

Observacién 4.2.3. El operador ¢ € L(H) admite un |a|-adjunto si y sélo si ¢ admite un

a-adjunto. En efecto, |a|c = fla| siy sélo si ac = u, fla| = ug fuqa, donde f € L(H).

Dado ¢ € L(H), tal que ¢ admita un a-adjunto, definimos ¢ el operador asociado a ¢ en
H/N(a) por ¢x = ¢x. Observemos que € estd bien definido: si z,y € T, entonces ¢ = ¢y,
o equivalentemente, si x —y € N(a) entonces c¢(z —y) € N(a). En efecto, ya que ac = d*a
para algin d € L(H), entonces ¢(N(a)) C N(a).

Proposicion 4.2.4. Si c € L(H) admite un a-adjunto, entonces ¢, el operador asociado

en H/N(a) estd bien definido y admite una tnica extension acotada a Hj,.

Demostracion. Ya que ¢ admite un a-adjunto, entonces por al Observacién 4.2.3, ¢
admite un |a|-adjunto. Como probamos arriba, en este caso, ¢ esta bien definido en H /N (a).
Del hecho que |a|c = uqd*uq|al y por Proposicién 3.3.8, existe h € L(H) tal que |a|'/?¢c =
hla['/?. Como [[[ez|||jq) = llcxlliq = Illal'/?cx|| = [Ihlal'?z]| < [|Al||Z|[ja ¥ H/N(a) es

denso en H,, entonces ¢ admite una unica extension a M. I

El resultado anterior es similar a [CG05, Teorema 3.1]. Ver también [ACGO8, Proposi-

cién 1.2].

Notemos que el a-adjunto de ¢ € L(H) es unico en H|q|, como era de esperar, ya que
H|q es un espacio de Hilbert. En efecto, dados d,h € L(H) tales que ac = d*a = h*a,
entonces ad = ah. Por lo tanto, R(d — h) C N(a), con lo cual h = d.
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4.3. Descomposiciones Positivas

En esta seccion estudiaremos descomposiciones positivas de un operador autoadjunto
como una adecuada (en algin sentido que estableceremos) diferencia de dos operadores

positivos.

Definicién 4.3.1. Dados a € L(H)®%,c1,¢2 € L(H)™, entonces a = ¢; — ¢ es una descom-

posicion positiva de a si c¢o(R(c1), R(c2)) < 1.

Recordemos que todo a € L(H)® admite una tinica descomposicién a = a3 — ag tal que

los rangos de a; y ag son ortogonales, es decir, tal que co(R(a1), R(az)) = 0. En efecto,

_ lalta la|—a
2

basta considerar a; = —5— y az = . Llamamos a esta descomposicion descomposicion

positiva ortogonal (d.p.o.), ver Preliminares.

Por los teoremas 1.4.1 y 1.4.2, la condicién ¢o(R(c1), R(c2)) < 1 resulta equivalente a

¢(N(c1), N(e2)) <1y R(er) NR(e2) = {0}
Enunciaremos ahora algunas propiedades de las descomposiciones positivas.
Proposicién 4.3.2. Sea a = ¢1 — ¢y una descomposicion positiva de a € L(H)*®. Entonces
1. N(¢1) N N(e2) = N(a),
2. N(c1) + N(c2) =H.

Demostracion. 1. Sea x € N(a), entonces cjx = cax, con lo cual z € N(c1) N N(c2) ya
que R(c1) N R(cz) = {0}. La otra inclusién es trivial.

Para probar 2. observemos primero que, por los teoremas 1.4.1 y 1.4.2, N(c1) + N(c2)
es cerrado. Como ademads, (N(c1) + N(c2))*t = R(c1) N R(c) = {0}, resulta que N(c;) +

N(CQ) ="H. |

Proposicién 4.3.3. Consideremos a = ¢y — ¢y con c1,co € L(H)T. Entonces a = ¢; — ¢

descomposicion positiva de a si y sélo si R(ci)+R(ce) = R(a). En este caso, R(a) =

R(c1)+R(co). En particular, R(a) es cerrado si y sélo si R(c;) es cerrado, para i =1,2.

Demostracion. Por definicién, a = ¢; — ¢o descomposicién positiva de a si y sélo si

co(R(c1), R(ca)) < 1. Entonces, por el Teorema 1.4.1, R(c1) N R(c2) = {0} v R(cy)+R(co)

es cerrado. Observemos que (R(c1)+R(c2))* = N(c1) N N(cz) = N(a). Por lo tanto,

R(c1)+R(cy) = R(a). La reciproca es consecuencia del Teorema 1.4.1.
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Supongamos que cy(R(c1), R(c2)) < 1, entonces el subespacio R(c2) @ N(a) es cerrado

v H = R(c1)+R(cz)+N(a). Sea p; = PR/ /Re)eN () € L(H), con lo cual p1a = ¢1 = apj
y entonces R(c1) C R(a). Andlogamente R(c2) C R(a). Por lo tanto R(ci)+R(c2) C R(a).
Pero, ya que a = ¢1 — co, resulta R(a) C R(c1) + R(c2). 1

Observaciéon 4.3.4. Si a = ¢; — ¢ es una descomposicién positiva de a, denotemos por
p1 = pR(q)//MéBN(a) yp2 = pM//m@N(a)' Ya que p1p2 = pap1 = 0 entonces p1+p2 €
Qy R(p1 +p2) = R(c1)+R(c2) = R(a). Ademds, N(p1 + p2) = N(p1) N N(p2) = N(a).
Luego p1 + p2 = pa.

Si a es un operador positivo la unica descomposicién positiva de a es la trivial, como

muestra el siguiente resultado.

Proposicién 4.3.5. Sea a € L(H)" con descomposicién positiva a = ¢; — ca. Entonces

cp=a ycy=0.

Demostracion. Tenemos que c¢; > cg, pues a € L(H)T. Por el Teorema de Douglas
(Teorema 1.2.1), resulta que R(cé/z) - R(c}m). Entonces R(c2) € R(c1), con lo que

R(c2) = {0}, ya que R(c1) N R(e2) = {0}. 1

4.4. Descomposiciones positivas vs. descomposiciones cano-

nicas

En esta seccién nos ocuparemos de la relacién entre las descomposiciones positivas de
un operador autoadjunto a y las descomposiciones canénicas del espacio (H, (, ) ), definido
en (4.1).

De ahora en adelante, dada a = ¢; — ¢ una descomposicién positiva de a, consideramos

g =p] con p; = PR RN Y W= 2q — 1. (4.3)
Notemos que ¢ = PN (e2)B(@)//N(e1) € Q y w es una reflexién.

Mostramos en el siguiente teorema la relacién entre las descomposiciones positivas de

un operador autoadjunto a y las reflexiones a-positivas.

Teorema 4.4.1. Si a = ¢1 — ¢o es una descomposicion positiva de a, consideremos w

como en (4.3). Entonces w es a-positivo. Reciprocamente, dada una reflexion a-positiva

w, consideremos q = wTH € Q,c1 =aq ycy =alqg—1), entonces a = ¢; — ca es una

descomposicion positiva de a.
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Demostracion. Supongamos que a = ¢; — ¢ es una descomposicién positiva de a y sea
g = p; como en (4.3). Tenemos entonces que aq = ¢; = ¢*a, con lo cual g es a-autoadjunto.
Si z € R(q), entonces (x,x), = (aqr,z) = (cyz,z) > 0, pues c¢; es positivo; y por lo tanto
R(q) es a-nonegativo. De manera analoga, N(q) es a-nopositivo, pues a(1 —q) = —cq. Por
el Lema 4.2.1, w = 2q — 1 es a-positiva.

Reciprocamente, sea w una reflexién a-positiva y consideremos ¢ = wTH, c1=aqy
ca = a(q — 1), con lo cual a = ¢; — ¢o. Notemos que c1,co € L(H)T: en efecto, si z € H,

(crz,x) = (aqx,qr + (1 — q)x) = (aqx,qx) > 0, pues, por el Lema 4.2.1, R(q) es a-

nonegativo. Andlogamente para co. Observemos que R(c1) € R(¢*) y R(c2) € N(q*), ya
que ¢; = g*ay ca = (¢ —1)a. Luego, co(R(c1), R(c2)) < co(R(¢*), N(¢*)) < 1l;ya=c1—c2

resulta una descomposicion positiva de a. [

En particular, si a es inyectivo, se obtiene la siguiente correspondencia.

Corolario 4.4.2. Sea a inyectivo. Dada una descomposicion positiva a = ¢1 — co de a,
definimos
P(c1,¢2) = 2PN (ey) /N (er) — 1-

Entonces ¢ es una biyeccion del conjunto de descomposiciones positivas de a sobre el

conjunto de reflexiones a-positivas.

Demostracion. Sea a = ¢; — ¢ una descomposicién positiva de a y sea ¢ = ¢(c1,c2) =
2PN (es)//N(er) — 1. Por el Teorema 4.4.1, ¢(c1,¢2) es una reflexién a-positiva. Para ver que

¢ e una biyeccion, consideremos w una reflexién a-positiva. Definimos

))-

w4+ 1 w—1
), a(

p(w) = (a(

2 2
Por el Teorema 4.4.1, si ¢1 = a(%tL) y ¢2 = a(“51), entonces a = ¢ — ¢z es una des-
composicién posititva de a. Sea q = “’TH, entonces ¢(p(w)) = ¢(agq,a(q — 1)) = w, pues

N(a(q — 1)) = N(g—1) = R(q) y N(aq) = N(q) ya que a es inyectivo. Ademds, si

a = ¢1 — ¢y es una descomposicién positiva de a, entonces
@(d(cr1,c2)) = (aPN(er)//N(er) UPN(e2)/ /N(er) — 1)) = (€1, ¢2)-
Luego ¢ = ¢~ L. I
Bajo las hipdétesis del corolario anterior, sea ¢ = py(c,)//N(c;)- Por el Teorema 4.4.1 y

el Lema 4.2.1, R(q) es a-nonegativo y N(q) es a-nopositivo. Mds atn, si € R(q) = N(c2)

es tal que (z,x), = 0 entonces ||ci/2:17|| = (eyz,x) = (x,x)q = 0. Por lo tanto z € N(c1).
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Ya que N(c1) N N(cz) = N(a) = {0}, se sigue que z = 0. Luego R(q) es a-positivo.
Andlogamente, N(q) es a-negativo.
En este caso,
H = N(c2) Ba N(c1)

es la descomposicién canénica de (H, (, ),) determinada por la descomposicién positiva
a=c —cy de a.

Por los resultados anteriores, una descomposicion positiva de a estd univocamente
determinada por una descomposicién canénica de (H,(,),), una reflexién a-positiva; o

equivalentemente una proyeccién a-autoadjunta con rango a-positivo y ntcleo a-negativo.

1 -1
Ejemplo 4.4.3. Sea el operador a € L(C?), con matriz asociada a = < ) ) ) .

La descomposicion positiva ortogonal de a viene dada por

a:2+\/§<\/§+1 ~1 >_2+\/§<1—\/§ 1 )

2 -1 V2-1 2 1 14+v2

=(a0)-(1)

es una descomposicién positiva (no ortogonal) de a. La descomposicién canénica del espacio

Por ejemplo,

(C2,(,)q) asociada a esa descomposicién positiva es:

C?={(z,—x): 2 € C}®, {(0,y) : y € C}.

Sia = a; — ay es la d.p.o. de a, se tiene entonces que |a| = a; + ay y a = uglal,
donde u, es una simetria. De manera similar, cada descomposicién positiva de a induce
una descomposicién de a como producto de una reflexién y un operador positivo, como

muestra el siguiente corolario:

Corolario 4.4.4. Supongamos que a = ¢1 — co es una descomposicion positiva de a. Si
a=c +cyw=2q—1 es como en (4.3), entonces a = aw donde o € L(H)T y w? = 1.
Reciprocamente, si a = aw, con o € L(H)T y w? = 1, consideremos ¢; = a(“’TH) Yy

co = c1 — a, entonces a = ¢1 — ¢y es una descomposicion positiva de a.

Demostracion. Siw = 2¢q — 1y a = ¢; + c2 € L(H)T, entonces w? = 1 y w*a =

(2p1 — 1)(c1 + ¢2) = ¢4 — 2 = a = aw. Reciprocamente, consideremos a = aw donde
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a € L(H)" y w? = 1. Sea q = wTH Por el Lema 4.2.1, g es a-autoadjunto, R(q) es a-
nonegativo y N(q) es a-nopositivo. Si ¢; = aq y c2 = a(q — 1), por el Teorema 4.4.1, se

sigue que a = ¢; — co es una descomposicién positiva de a. I

Por el corolario anterior, si a = ¢; — ¢y es una descomposicién positiva de a, entonces

= aw donde a = ¢; + ¢z € L(H)Y, w? = 1 y w es a-positivo. En este caso, a =

a
(w*|a?w)Y/2. En efecto, & = aw = w*a con lo cual o = w*a?w = w*|a|*w.

Observacién 4.4.5. Sia € GL(H)® y w es unareflexién tal que a = aw, con « € GL(H)™,
entonces a = aw es la descomposicién polar de a en el espacio (H, (, )o). En efecto: w es

una simetria respecto de (, )q, pues w? =1y

(we,y)a = (az,y) = (x,0y) = (az,wy) = (T, WY)a,  z,y €H.
Es facil ver que « es a-positivo.
En [GMMNO09], Gesztesy et al obtienen una férmula generalizada de la descomposicién

polar cldsica de operadores en espacios de Hilbert. Aplicando esos resultados podemos

enunciar la siguiente proposicion:

Proposicién 4.4.6. Consideremos a € L(H)® y w una reflexion a-positiva que sea au-

toadjunta en (H,{, )u,). Entonces, existen operadores positivos a y 7y tales que
a = aw = wy.
Ademds, si ¢, son funciones de Borel en R tales que ¢p(N)p(X) = A, con A € R, entonces

a = ¢(a)wp(y). (4.4)

Demostracién. Por el Teorema 4.4.1 y el Corolario 4.4.4, se sigue que existe a € L(H)™"

2

tal que a = aw. Luego, a = aw = waw = wy, con v = waw. Para ver que ~ es positivo

observemos que v = woaw = U W uow = uwrwrau, = ugou, pues w = uw ug y
ugaw = |al.
La ecuacién (4.4) sigue de [GMMNO09, Theorem 2.1]. 1

En particular, la proposicién anterior es vélida si @ es una simetria.

Consideremos la siguiente aplicacién
m:L(H)* =P, 7(b)=uy,

Observemos que 7 esta bien definida.
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Lema 4.4.7. Sea a € L(H)® con descomposicion polar a = |a|ug. Si w € L(H), entonces

lajw € 771 ({ua}) siy sélo si uqw es |al-positivo.

Demostracion. Si |ajw € 771 ({uy}) entonces |a|w = u,c, donde ¢ € L(H)™, o |a|luqw =
uglalw = ¢; es decir uqw es |al-positivo. Reciprocamente, si uqw es |al-positivo, entonces
laluqw = ¢ con ¢ € L(H)T. Por lo tanto |a|w = usc y w*|a] = |a|lw, ya que (|a|lu,w)* =
lajuqw. Luego, |ajw € L(H)* y (Jajw)*(Jajw) = (uqc)*uqc = c2, con lo cual ¢ = ||a|w| y uq

es la parte unitaria de la descomposicién polar de |a|w. Entonces |alwn ™! ({ug}). 1

Consideremos a inyectivo y supongamos que
H=S®,5 =85 &,5",

son dos descomposiciones canénicas de (H, (,),). Denotemos con S a1a completacion
de S respecto de <,>‘a|. Como consecuencia de la Proposicion 4.2.2, el siguiente teore-
ma muestra que la completacion de los subespacios a-positivos de las dos descomposi-
ciones canodnicas tienen la misma dimension como espacios de Hilbert; i.e., dimyg §|a\ =
dim, ?‘al. M4s atn, dimS = dim&’, cuando H es separable. Lo mismo vale para los
subespacios a-negativos. Comparar estos resultados con [Bog74, Corolario 7.4, Capitulo
IV].

Teorema 4.4.8. Consideremos a inyectivo. Sean H = S ®, Sto = &' @ S dos des-

.. . . . . . 1
composiciones candnicas de H, entonces dimS = dimS’ y dimSte = dim S’~°.

Demostracién. Supongamos que H = S’ @, S la descomposicién de H dad por
la d.p.o. @ = a; — az. En este caso, la proyeccion asociada es p; = p,,. Consideremos
la proyeccién oblicua ¢ = pg //Sta ¥ la reflexion w = 2q — 1. Por la Proposicién 4.2.2,
w = ugd, donde d € GL(H) es |a|-positivo. Como w es una reflexién, u,d = d~'ug,, con
lo cual ugdu, = d~*. Observemos que ug,d,d~" son |a|-autoadjuntos. Por la Proposicién
4.2.4 y la Observacién 4.2.3, resulta que uq,d,d”' admiten extensiones acotadas a Hia|s
que denotaremos g, d,d—1. Observemos que d—1 = (d)~!. Como d=1 es positivo en Hia|s
entonces d—! admite una tnica raiz (positivo) en Hial, (d=H? e GL(H),)". Notemos
que u_a(a)l/zu_a es positivo en ,Hla\’ pues 7, es autoadjunto en H\al v (3)1/2 es positivo en
Hq- Ademis, (g (d)/?g)? = Ugdug, con lo cual (ugdu,)'/? = Tg(d)Y/*u,. Por lo tanto,

(A2 = (updug)'/? = u5(d) 2y v (1) ?ug = ug(d)Y/2. Luego,

2 — 1= = Tgd = (d-1)"*u5(d)"/? = (d-1)"*(2p1 — 1)(d)"* = 2(d~1)"*pr(d)"* - 1,
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ya que (d—1)Y2 = [(d)~1)]/? = (d)~/2. Resulta entonces que, § = (d—1)/?*p1(d)"/2.
Por lo tanto, R(p7) = (d-1)Y2R(@) y N(p7) = (d—1)2N (), con lo que dimy, R(p1) =
dim|q R(q) y dim, N (p1) = dim, N(7), donde dim|q W es la dimensién de un subespacio
W de HW'

Luego dimyy R(p1) "' = dimyy R(a)", ya que R(g) = R(q)

facil ver que (H, (, >‘a|) es separable. Entonces, H|,| es separable, pues (H, (,>|a‘) es denso

la
. Como H es separable, es

en H|,. En este caso, si S es un subespacio de H, entonces dim|g 3“1' = dim|, § = dim S,
con dim|, S el cardinal de cualquier subconjunto ortonormal maximal de S en H, y dim S
es la dimensién de S como subespacio de H. Luego, dim R(p;) = dim R(q). Andlogamente,
dim N (p;) = dim N(q"). 1

En la demostracion de la proposicion anterior, concluimos que dimjg| 3“1' = dim S para
cualquier subespacio cerrado S de H. Esto vale pues el espacio de Hilbert H es separable,
con lo cual (H, (,)|q) ¥ (por lo tanto) H,, son separables. Hay ejemplos de espacios con
producto interno € cuya completacién £ es tal que dim& < dim&, donde dim& es el

cardinal de cualquier conjunto ortonormal maximal, ver [Gud74], [Gud75], [GHT75].

Corolario 4.4.9. Consideremos a € CR(H)® tal que a = a1 — ay es la d.p.o. de a y
a = c¢1 — co es una descomposicion positiva de a. Entonces dim R(a;) = dim R(¢;) y
dim N (a;) = dim N(¢;) para i = 1,2.

Demostracion. Supongamos primero que a es inversible y consideremos p; y ¢ como
en la demostracién del teorema anterior; i.e. p1 = pa, ¥ ¢ = PN(co)//N(c1)- Entonces, por
la demostracién del teorema anterior, existe g € GL(H)T tal que ¢ = g~ 'p1g con lo cual
¢ = ¢*prg*~'. Como ¢* = PR(c1)//R(cz)> Tesulta entonces que dim R(a;) = dim R(¢;) vy
dim N (a;) = dim N(¢;) para i = 1, 2.

Mas en general, si a tiene rango cerrado y a = ¢ —co es una descomposicion positiva de

i) = Bl

|R(a). Como a|R(a) €

,donde a = a1 —as eslad.p.o. de

a, notemos que ¢;p, = ¢;, pues N(a) C N(¢;), para ¢ = 1,2. Entonces R(c;
es una descomposicidon positiva de a

= dim R(a;

Y Ur@ ~ Yew@ ~ ?|r@
GL(R(a))®, se sigue que dim R(Ci|R(a-)) ‘R(a_))

a. Por lo tanto dim R(¢;) = dim R(a;), para ¢ = 1,2. Ademads, dim N(ci‘R(a)) = N(ai|R(a)).
Pero, N(¢;) = N(¢;) N R(a) ® N(a) y, por lo tanto dim N (a;) = dim N(¢;) parai = 1,2. |
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4.5. Congruencia de operadores autoadjuntos

Como aplicacién de las descomposiciones positivas, veremos que la 6rbita de congruen-
cia de un operador autoadjunto se puede describir en funcién de sus descomposiciones
positivas.

Recordemos la siguiente caracterizacién de la érbita de un operador positivo.

Proposicién 4.5.1. Sean a,b € L(H)*; entonces b € O, si y sélo si R(a) y R(b) son

unitariamente equivalentes.

Observacién 4.5.2. Si a,b € L(H)" también vale que b estd en la érbita de a si y sélo
si los rangos de sus raices cuadradas son unitariamente equivalentes, ver [FW71, Teorema
3.5].

Daremos ahora una generalizacion de la Proposicién 4.5.1, para operadores autoadjun-

tos.

Proposicion 4.5.3. Sea a = a1 — as la d.p.o. de a. Entonces b € O, si y sélo si hay una
descomposicion positiva b = by — by de b tal que R(b;) es (unitariamente) equivalente a
R(a;) para i = 1,2 y dim N(b) = dim N (a).

Demostracion. Supongamos que b € O,, entonces b = gag* para algin g € GL(H), con
lo cual dim N (b) = dim N(a). Consideremos b; = ga;g* € L(H)™", para i = 1,2, entonces
es facil ver que b = by — by es una descomposicion positiva de b. Ademas, b; € Oy, para
i = 1,2, y por la Proposicién 4.5.1, R(b;) es unitariamente equivalente a R(a;) con i = 1, 2.

Reciprocamente, ya que dim N (b) = dim N (a), existe una isometria parcial v tal que
v(N(a)) = N(b). Por la Proposicién 4.5.1 y la Observacién 4.5.2, existen uy,us € U(H)
tales que R(b;p) = uiR(alyz), con i = 1,2. Por lo tanto, bil/2 y uiail/2
rango y nucleo, con lo cual, por Corolario 1.2.2, existen g; € GL(H) tales que

1/2 1/2 1/
giuza;" "u; o b u; = giusa,

u; tienen el mismo

pt/2 —

2 para i =1, 2.

Sean p; = PROD/REeN®) Y P2 = PRI/ /RED&N )" Si consideramos
W = P1g1U1Pa; + P2g2U2Pay + V(1 — pa),

entonces w € GL(H). En efecto, por la Observacion 4.3.4, resulta que w™! = palu’{gflpl +

Pastisgy D2 + (1 — pa)v*(1 — pp). Por otro lado,
waw® = w(a; — ax)w* = b}/zulu’fb}/z - b§/2u2u§b§/2 =b.

Luego b € O,. |
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El resultado anterior es valido también si a = a1 — as es cualquier descomposicién po-

sitiva de a. En efecto, en la demostracién anterior es suficiente considerar las proyecciones

oblicuas prey Rasjen(a) ¥ PR/ /Ran)eN(a) &0 118ar e Pay ¥ Pay-

En la Proposicion 3.4.7, obtuvimos una caracterizacién de la érbita de un operador au-
toadjunto de rango cerrado en funcién de su descomposicion positiva ortogonal. Veremos
ahora, como consecuencia de la proposiciéon anterior, una generalizacion de esa caracteri-

zacién, en este caso para un operador autoadjunto cualquiera.

Corolario 4.5.4. Sea a = a1 — ag cualquier descomposicion positiva de a € L(H)® y sean

b1,by € L(H)™, entonces by — by € Oy si y sélo si

1. b; €0, i=1,2,

2. R(b1)+R(bs) es unitariamente equivalente a R(a).

Demostracion. Observemos que R(b1) + R(bs) es el rango de un operador, ver [FWT71,

Teorema 2.2]. Sib € O,, entonces por la Proposicién 4.5.3, hay una descomposicién positiva

b = by — be de b tal que R(b;) es unitariamente equivalente a R(a;) parai = 1,2 y N(b)

es unitariamente equivalente a N(a); o equivalentemente, b, € O,,,i = 1,2 y R(b) es

unitariamente equivalente a R(a). Pero, por el Proposicién 4.3.3, R(b) = R(b)+R(b2).
Reciprocamente, sea b = by —bg con b; € Oy, = 1,2y R(by)+R(b2) = uR(a), parau €

U(H). Entonces R(by)+ R(bs) es cerrado y R(b1)NR(b2) = {0}, con lo cual por el Teorema

1.4.1, co(R(b1), R(b2)) < 1. Notemos que b; € L(H)' porque b; € O,,, para i = 1,2. Luego
b = by — by es una descomposicién positiva de b, y entonces R(b) = R(b1)+R(b2) = uR(a).

Por lo tanto N(b) es unitariamente equivalente a N(a). Luego, por la Proposicién 4.5.3,
be O,. 1

Sig € I, entonces a = ga19* — gasg*, donde a = a1 — a9 es la d.p.o de a. No es
dificil ver que a = ga1g* — gasg* es una descomposicién positiva de a. Por lo tanto, es
natural preguntarse si todas las descomposiciones positivas de a pueden escribirse de la
forma a = ga1g* — gasg”® para algin g € I,. La siguiente proposicién muestra que esto

vale si a tiene rango cerrado.
Proposicién 4.5.5. Consideremos a € CR(H)® con d.p.o. a = a1 — ag. Entonces
{9a19" — gazg™ : g € Lo}

es el conjunto de todas las descomposiciones positivas de a.
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Demostracion. Dado g € I,, entonces a = gag*. Se sigue facilmente que a = ga1g* —
gasg* es una descomposicién positiva de a.

Reciprocamente, sea a = ¢; — ¢ una descomposiciéon positiva de a. Por el Corolario
4.4.9, vale que dim R(a;) = dim R(¢;) y dim N(a;) = dim N(¢;) para i = 1,2. Entonces,
por la Proposicién 3.4.5, ¢; € O,,, para ¢ = 1,2. Por lo tanto, existen g¢i,g2 € GL(H)
tales que ¢1 = g1a197 y c2 = g2a295. Consideremos g = ¢1pa, + 92Pa, + Pn(q)- Por la
Observacioén 4.3.4, no es dificil ver que g € GL(H) y g~ = gl_lpl + gglpg + PN(a), donde
P1 = PR(c1)//R(c2)®N(a) ¥ P2 = PR(c2)//R(c1)®N(a)-

Ademsds, ga1g* = gia197p] = c1p] = c1. Andlogamente, gasg* = c2. Finalmente,

gag* = gai1g* — gasg* = c1 — c2 = a, con lo cual g € I,. 1
Con un argumento similar al de la demostracion anterior, se puede probar que

{garg* — gazg* : g € I}

es el conjunto de todas las descomposiciones positivas de a, siendo a = a1 — ag cualquier

descomposicién positiva de a.
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