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Resumen

Esta tesis analiza la pérdida de coherencia de un sistema cuantico acoplado
a un ambiente con dinamica propia, enfocando el estudio en los efectos rela-
cionados con la presencia o ausencia de correlaciones espaciales y temporales
en el ambiente. En una primera parte se considera un modelo de decoherencia
por cadenas de espines, prestando especial atencion a las consecuencias de una
transicion de fase del entorno. En la segunda parte se proponen experiencias de
decoherencia controlada utilizando iones atrapados. En ambas partes, los mo-
delos examinados permiten explorar los efectos de la localidad del acoplamiento
entre sistema y entorno, y la evolucién del entrelazamiento entre subsistemas en
relacion con las caracteristicas del ambiente.
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Decoherence and quantum simulations of dy-
namic environments

Abstract

This thesis analyses the loss of coherence of a quantum system coupled to a
dynamic environment. The work is focused on the manifestations of the presen-
ce or absence of spatial and temporal correlations in the environment. In a first
part a model of decoherence induced by spin chains is studied, paying special
attention to the consequences of environmental phase transitions. The second
part is devoted to the elaboration of proposals for experiences of controlled de-
coherence using trapped ions. In both parts, the models considered allow for the
exploration of the effects related to the locality of the coupling between system
and environment, and the analysis of the evolution of entanglement between
subsystems in connection with the features of the environment.

Key words: decoherence, correlations, quantum simulations
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Capitulo 1

Introduccion

A principios de los afios ochenta, Richard Feynman propuso la utilizacion
de sistemas cuanticos controlables como instrumentos para reproducir o simular
la dindmica de otros sistemas cuanticos demasiado complejos de tratar por me-
dios més tradicionales [1]. La idea de explotar la mecdnica cudntica para llevar
adelante ciertos tipos de cémputos cobré fuerza a mediados de los noventa, tras
la aparicién del algoritmo de Deustch-Jozsa [2], el primer ejemplo de una tarea
que puede resolverse en forma mads eficiente apelando a la mecanica cuantica, y
mas adelante gracias a los algoritmos de factorizacién de Shor [3] y de busqueda
de Grover [4, 5]. Estos algoritmos senialaron el nacimiento de la computacién
cuantica como disciplina. Pero ademés motivaron la expansién y revitalizacién
del drea mds general de la informacién cudntica [6], que incluye el anédlisis de
otros tipos de protocolos, como la distribucién cudntica de claves secretas, y
de aspectos fundamentales de la mecdnica cuantica, como el entrelazamiento, la
contextualidad, la decoherencia, etc., objetos de estudio y debate desde hace ya
muchos anos.

Todo este desarrollo tedrico dio impulso a un avance tecnolégico impresionan-
te orientado al control de una variedad de sistemas fisicos que podrian funcionar
como procesadores cudnticos [6]. En este contexto se ha logrado llevar a cabo
experiencias que resultaban impensables no tanto tiempo atras, como la tele-
portacién de un estado de un fotén a través del Danubio [7], la realizacién de
seis pasos de una caminata cuantica al azar con un dtomo en una red dptica
[8], la medicién del cociente entre dos frecuencias atémicas con una precisién
de 10717 [9], 1a creacién deterministica de entrelazamiento de sistemas masivos
a distancias de décimas de milimetro [10], la observacién de “saltos cudnticos”
correspondientes a la aparicién y desaparicién de fotones en cavidades [11], etc.

Pero si bien algunos protocolos cudnticos como los de distribucién de cla-
ves ya son tecnologia comercial [12], los requisitos para llevar a cabo compu-
tacién cudntica que realmente pueda sobrepasar la capacidad de las computado-
ras cldsicas actuales son terriblemente exigentes. Cada uno de los sistemas fisicos
en los que podria implementarse una computadora cudntica tiene algunas for-
talezas pero también puntos débiles, relacionados por ejemplo con dificultades
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para controlar més que unos pocos elementos, o tiempos de coherencia demasiado
cortos a comparacién de los tiempos necesarios para manipular los sistemas.

En cualquier caso, la computacién cuantica estimulé el alcance de un alto
nivel de control de sistemas cuanticos en los laboratorios, y al mismo tiempo
un renovado andlisis tedrico de los fundamentos de la mecanica cuantica. Ambos
aspectos hacen posible, hoy en dia, analizar y poner a prueba experimentalmente
las predicciones de la mecédnica cudantica en relacion con fendmenos como el
entrelazamiento y la no-localidad [13], la contextualidad [14], o la decoherencia
y la transicién cuantico-clésica [15].

La decoherencia recibié especial atenciéon dado que resulta de interés, en
primer lugar, desde la perspectiva de los fundamentos de la mecéanica cuantica,
y en segundo lugar, desde la necesidad préctica de minimizar (o controlar) los
efectos inducidos por el entorno a lo largo de un céomputo cudntico. Algunas
posibles estrategias para lidiar con este problema tienen que ver con la eleccién
apropiada del sistema, la implementacién de técnicas de correccién cudntica de
errores [16, 17, 18], o la proteccién de la informacién en subespacios libres de
decoherencia [19].

En esta tesis se estudia la decoherencia desde dos enfoques distintos. En
una primera parte, se analizan los efectos de la decoherencia producida por
entornos con dindmica propia y correlaciones, tomando como ambiente un bafio
de espines. Posteriormente, se elaboran propuestas para la simulacién de distintos
modelos de decoherencia en experimentos realizables con iones atrapados. En
ambas partes resulta central la consideracién de fenémenos no triviales presentes
en el proceso de decoherencia, incluyendo modelos no-Markovianos (es decir, con
memoria), con correlaciones espaciales en el ambiente, con interacciones intra-
ambientales, etc.

La tesis se encuentra dividida en tres grandes secciones. En la primera, que
abarca los capitulos 2, 3 y 4, se presenta una introduccién a temas generales
que atraviesan el contenido general de la tesis. En el capitulo 2 se describe en
términos generales el proceso de decoherencia, tratando en particular algunos
modelos tipicos para entornos correspondientes a banos de osciladores y de espi-
nes. El capitulo 3 se dedica a la descripcién de los estados gaussianos (bosénicos y
fermidnicos), un tipo de estados de sistemas cudnticos que puede tratarse eficien-
temente, lo cual se explotard permanentemente en los capitulos subsiguientes. En
el capitulo 4, por otra parte, se hace una introduccion a la fisica de los sistemas
de iones atrapados.

La segunda parte de la tesis abarca los capitulos 5 y 6 y alli se analizan
las propiedades del proceso de decoherencia para sistemas cuanticos acoplados
con cadenas de espines. El estudio de la decoherencia causada por un ambiente
con dindmica propia no trivial ha sido de especial interés en los ultimos anos,
incluyendo por ejemplo entornos con dindmicas no lineales y cadticas, o con tran-
siciones de fase [20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28|. Este tema presenta aspectos
intrincados relacionados con el aumento o disminucién de la decoherencia debido
a la complejidad del ambiente, y no existen hasta el momento conclusiones claras
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sino mas bien ejemplos de distintos tipos de comportamiento segiin las propie-
dades especificas de cada modelo. Algunas caracteristicas esenciales a tener en
cuenta son, por ejemplo, el tamano efectivo del espacio de Hilbert y el grado de
entrelazamiento que puede generarse dentro del entorno (que puede limitar la
generacién de entrelazamiento entre éste y el sistema).

Por otra parte, el estudio de ambientes modelados como banos de espines ha
sido objeto de mucha atencién [29, 22, 30, 25, 23, 31, 27, 26] dado que en algunas
implementaciones este tipo de entorno puede proveer un modelo mas realista del
proceso de decoherencia que el tipico ambiente de osciladores arménicos. Por
ejemplo, cuando se almacena informacién cuéntica en el espin nuclear de cier-
tos dtomos, manipuldndolo por medio de técnicas de resonancia magnética [32].
Otras situaciones en que los ambientes de espines constituyen un buen modelo lo
proporcionan los sistemas de estado s6lido como los puntos cudnticos [33], imanes
moleculares, qubits semiconductores y fullerenos dopados (ver [34] y las referen-
cias en este trabajo). Una razén adicional para el estudio de este tema es que los
ambientes de espines proporcionan algunos modelos de entornos con dindmica
propia no trivial que pueden ser resueltos analiticamente, o numéricamente en
forma eficiente.

Como fue senalado en [24], resulta interesante considerar la pérdida de cohe-
rencia desde una perspectiva diferente: se puede utilizar el sistema cudntico como
un medio para acceder a las propiedades de su entorno. En el trabajo mencio-
nado se propuso y analizé, como ejemplo de esta idea, la posibilidad de usar
una particula de espin 1/2 como detector de una transicién de fase cuédntica del
entorno, dado por una cadena de espines con Hamiltoniano de Ising con campo
transverso. En el articulo se conjetura que la transicién de fase se manifiesta
en ciertas propiedades “universales” del decaimiento de la coherencia. Esta pro-
puesta se examinard en profundidad en el capitulo 5, estudiando la existencia y
caracteristicas del régimen “universal”, y mostrando que las conclusiones en [24]
no tienen validez general. Ademds de un andlisis detallado de las propiedades
del proceso de decoherencia en este modelo, se discutird la conexién entre la
universalidad y la existencia de una transicion cuantica de fase en el entorno. La
evidencia sugiere que, si bien esta ultima puede ser causante de la aparicién de
rasgos universales, la observacién de estos rasgos no permite inferir la presencia
de transiciones de fase.

El capitulo 6 se centra en la comprensién de la decoherencia en el caso de un
sistema compuesto por subsistemas localmente acoplados a un entorno comun
que presenta correlaciones espaciales y efectos de memoria. La situaciéon consi-
derada es una variacion de la estudiada en el capitulo anterior: se trata de un
sistema de dos particulas, cada una acoplada a un sitio de una cadena de espines
con Hamiltoniano tipo Ising o XY. Se propondra un estado inicial en que los
subsistemas se encuentran maximamente entrelazados y se estudiara la pérdida
de entrelazamiento entre las dos partes debida al efecto del entorno. Este trabajo
es una continuacién natural de estudios previos que consideraban, por un lado,
el caso de dos particulas interactuando uniformemente con la cadena-entorno



[35], o el caso de una sola particula interactuando localmente con la cadena de
espines [25].

Los resultados obtenidos permiten analizar el modo en que el proceso de
desentrelazamiento depende de la distancia entre los subsistemas, y la transi-
cién entre los limites en los que éstos interactian con el mismo sitio o cuando
estan tan separados entre si que sus ambientes efectivos son independientes. La
longitud de correlacién del entorno cumple un rol particularmente relevante, al
proporcionar una escala espacial caracteristica para la transicién al limite de
entornos independientes. Por otro lado, el proceso de decoherencia es cualitati-
vamente diferente segtin la magnitud del acoplamiento entre sistema y ambiente.
En particular, cuando este acoplamiento es fuerte pueden encontrarse situaciones
en que se observan efectos de memoria que pueden interpretarse como interac-
ciones efectivas entre los subsistemas mediadas por el ambiente. En este caso, la
evolucién puede exhibir fenémenos cuasiperiddicos de “muerte y resurreccion”
del entrelazamiento [36] con escalas temporales que dependen de la distancia
entre subsistemas.

Finalmente, la tercera parte de la tesis comprende los capitulos 7 y 8. En
ellos se elaboran propuestas para la implementaciéon en trampas de iones de
distintos modelos de decoherencia. La idea de utilizar un sistema cuantico para
simular otro no es nueva: como ya se menciond, fue sugerida por primera vez
por Feynman [1], y posteriormente elaborada en mayor profundidad [37, 38,
39]. Existen ademds propuestas experimentales, y experimentos ya realizados,
que involucran situaciones de decoherencia controlada de un registro cuantico
[15, 40, 41]. Esta clase de experiencias puede por ejemplo ser de utilidad para
poner a prueba distintas estrategias de control de errores [42, 43]. En cuanto
a la eleccién de los iones atrapados como sistema fisico concreto, éstos no sélo
son particularmente apropiados para los modelos de decoherencia estudiados en
esta tesis sino que constituyen uno de los simuladores cudnticos favoritos en
la literatura. A modo de ejemplos concretos, existen propuestas recientes para
la simulacién cudntica de problemas de cosmologia [44] y materia condensada
[45] utilizando esta tecnologia, y se ha reportado recientemente la realizacién
experimental de la simulacién de la ecuacion de Dirac utilizando un ion atrapado
[46].

El capitulo 7 considera un estudio experimental consistente en la reproduc-
cién de la dindmica asintética para el entrelazamiento entre dos osciladores igual-
mente acoplados a un ambiente comun. Este tema fue analizado en detalle en
[47, 48]; en estos articulos se identifican tres comportamientos cualitativamente
distintos para el estado del sistema a tiempos largos: un estado asintético en-
trelazado, uno desentrelazado, o una situacién final en que los subsistemas se
entrelazan y desentrelazan periédicamente. En esta tesis se propone una imple-
mentacion de un modelo similar utilizando tres iones atrapados en una trampa
lineal: dos de estos iones constituyen los subsistemas y el tercero, acoplado a un
laser, se utiliza para inducir decoherencia.

En el capitulo 8 se estudia un problema en que una particula en una dimen-
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sién espacial se encuentra localmente acoplada a un ambiente de osciladores [49].
Este modelo “del colchén de resortes” es una extension del movimiento Brow-
niano cuantico [50] que considera un ambiente con grados de libertad locales y
un rango de acoplamiento finito de cada uno de ellos con el sistema. Como con-
secuencia, la decoherencia de un paquete de ondas deslocalizado sobre una cierta
distancia exhibe saturacién cuando esta distancia se vuelve mucho mas grande
que las escalas espaciales de la interaccién con el entorno. En este trabajo se pro-
pone una posible simulaciéon experimental para este modelo, también utilizando
iones en una trampa lineal. En este caso, la fuente de decoherencia la propor-
ciona un campo externo cuyas fluctuaciones controladas permiten reproducir el
efecto de un bano térmico local a alta temperatura.

Los resultados relacionados con el régimen universal presentados en el capitulo
5 fueron publicados en [51]. El andlisis de la decoherencia por acoplamiento local
a una cadena de espines desarrollado en el capitulo 6 se encuentra publicado
en [52]. La propuesta de simulacién contenida en el capitulo 7 se encuentra en
proceso de revisién editorial [53].






Capitulo 2

Decoherencia

Si bien no existe un nico criterio respecto de qué quiere decir que un sistema
se comporte cldsicamente o un estado sea clésico, hay cierto consenso en torno
de algunas caracteristicas bésicas. Dos de ellas, introducidas por Leggett y Garg
[54], son el realismo macroscépico y la posibilidad de realizar una medicién no-
invasiva. Estas pautas establecen, respectivamente, que un objeto macroscépico
que puede tomar varios estados macroscopicamente diferentes se encuentra, en
cada momento dado, en un estado definido dentro de este conjunto, y que, al
menos en principio, es posible determinar en cual estado se encuentra sin alterar
ni dicho estado ni la dindmica subsiguiente. La mecdnica cuantica, segiun se
argumenta en dicho articulo, se encuentra en contradiccion con estos criterios.
Existen por lo tanto numerosos intentos de explicar cémo un sistema cuantico
pasa a comportarse clasicamente. De estas explicaciones, actualmente la més
aceptada la proporciona la decoherencia, es decir la supresiéon de los efectos
cuénticos a raiz de las interacciones incontrolables de un sistema con su entorno
[55, 56, 57].

La idea esencial es que una superposiciéon coherente de estados de un sistema
cuantico deviene inevitablemente entrelazada con el ambiente. Sin embargo, la
informacién a la que un observador tiene acceso corresponde tnicamente al siste-
ma y el estado de éste queda descripto por su matriz densidad reducida, obtenida
trazando sobre el estado del entorno. El estado resultante del sistema puede en-
tonces, bajo ciertas hipdtesis, describirse como una superposicién incoherente (es
decir, una mezcla estadistica) de un conjunto de estados que corresponden por lo
tanto a los estados cldsicamente observables. Esta explicacién implica entonces
la existencia de un cierto conjunto de estados “puntero”, identificados con los
estados cléasicos, que son seleccionados en forma dindmica por el proceso de de-
coherencia, es decir por la interaccidn entre el sistema y su entorno. Cuédles son
estos estados puntero puede depender no sélo del tipo de interaccion entre siste-
ma y entorno sino también de las dindmicas que cada uno de ellos obedezca por
separado, y de la magnitud relativa de los distintos Hamiltonianos involucrados.

Existen sin embargo numerosas criticas a esta explicacién [58, 59, 60], que
cuestionan las hipétesis tipicas a las que se acude (por ejemplo, en la eleccién
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de estado inicial) o que no consideran resuelto el problema de la medicién en
tanto el proceso de decoherencia lleva al estado a una mezcla estadistica de
estados clésicos, en lugar de seleccionar sélo un estado final que pueda asociarse
al resultado de una medicién particular.

En los tltimos anos, el interés por el proceso de pérdida de coherencia se acre-
centd por ragones practicas, relacionadas con la implementacion de protocolos
de informacién cuantica. La decoherencia fue estudiada en detalle en distintos
sistemas fisicos de interés, identificando los principales mecanismos responsables
de la pérdida de pureza del sistema cudntico en cuestion y permitiendo disefiar
distintas estrategias para combatirla. De esta forma se ha logrado alcanzar lo-
gros notables en términos de los tiempos de coherencia de los sistemas utilizados,
la precision de las operaciones aplicadas sobre ellos, etc. Es decir, mas alld del
debate en relacién con su capacidad explicativa para el comportamiento cldsico
del universo, la decoherencia estd siendo explorada en distintos sistemas con-
cretos de laboratorio en forma detallada y minuciosa. Se han llevado a cabo
por ejemplo varios experimentos de decoherencia controlada en distintas imple-
mentaciones [15, 40, 41]. Es posible ademds observar interferencias cudnticas en
sistemas cada vez mas “macroscépicos”, como los condensados de Bose-Einstein
[61], moléculas relativamente grandes [62], superconductores (SQUIDs) [63], una
muestra de gas de cesio de 10'? dtomos [64], etc.

Mas alla del intenso esfuerzo abocado al andlisis de situaciones especificas,
hay también algunos modelos tipicos relativamente sencillos y de amplia apli-
cabilidad, en los cuales es posible identificar el conjunto de estados punteros,
las escalas de tiempo para la pérdida de coherencia, etc. En este capitulo se
describiran brevemente algunos de ellos. En primer lugar, algunas variantes de
modelos de decoherencia de una particula de espin 1/2 a causa de su interac-
cién con un entorno formado por otros espines. Y a continuacion, el modelo de
movimiento Browniano cuantico, que describe la decoherencia de una particula
en una dimensién debida al acoplamiento con un bano de osciladores arménicos.
Cabe mencionar que existe un tercer modelo muy relevante de decoherencia que
es una combinacion de los dos problemas anteriores: el modelo de espin-bosén,
en el cual el sistema es una particula de espin 1/2 y el entorno estd compuesto
por osciladores armonicos [65].

2.1. Esquema basico de decoherencia

Consideremos el modelo de decoherencia mas sencillo posible: un sistema
cudntico de dos niveles, |0) y |1), que se encuentra acoplado a su ambiente. En lo
sucesivo nos referiremos frecuentemente al sistema como el “qubit” (por “quan-
tum bit”), usando la terminologia de la informacién cuantica [6]. Por simplicidad
ignoramos el Hamiltoniano del sistema, y suponemos que éste se encuentra aco-
plado al ambiente a través de un Hamiltoniano de interaccién del tipo:

Hint = |0){0] @ Op + [1)(1] © O (2.1)
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donde Og y O; son dos operadores que actiian sobre el entorno. Este puede
ademas tener su propio Hamiltoniano, Hg.

Supongamos que preparamos el sistema inicialmente en un estado puro ar-
bitrario, es decir de la forma «|0) 4+ 5|1), mientras que el entorno se encuentra
en un estado |E(0)). De acuerdo a la forma propuesta para el Hamiltoniano, la
evolucién temporal del universo constituido por el qubit y su ambiente estara
dada por:

() = e @WPUmtE)a0) + 5|1)) @ |E(0)) =
= al0) ® |[Eo(t)) + B[1) @ |Ex(t))- (2.2)

En esta expresion, los estados |Eg(t)) y |E1(t)) corresponden a las dos evoluciones
del entorno cuando el estado del qubit es |0) o |1) respectivamente:

|E;(t)) = e~ @/MOHHE) By =0, 1. (2.3)

De esta manera, a lo largo de la evolucién el estado del sistema se entrelaza
con el ambiente. Si sélo el sistema es accesible para realizar mediciones, en tanto
que el ambiente no puede ser controlado, la descripcion del estado del qubit esta
dada por su matriz densidad reducida p, que se obtiene trazando sobre el estado
del entorno:

p(t) = Tr[[1(6) (WD) ] (2.4)

En la llamada “base computacional”, compuesta por los estados |0), |1), esta
matriz densidad reducida resulta de la forma:

| lelP B
p(t) - (Oé*ﬁf*(t) ‘ﬂ|2 ) . (2‘5)

Es decir, los términos diagonales permanecen constantes en el tiempo, mientras
que los no diagonales son reducidos al ser multiplicados por el factor f(t), que
corresponde al solapamiento entre las dos evoluciones del entorno:

f(t) = (Er(t)|Eo(t))- (2.6)

Ademaés de la reduccién de los términos no diagonales, el factor f(t) puede
también introducir una fase dependiente del tiempo.

En el caso en que los dos estados |Ej(t)) se vuelven ortogonales entre si, la
matriz densidad corresponde a una mezcla dada por:

p(f = 0) = ('O(‘,’ , 5\) . (2.7)

Este estado puede entonces identificarse con un estado clasico, una combinacién
estadistica de los dos estados punteros [0) y |1). En este sentido, la decohe-
rencia proporciona una explicacion para el comportamiento cldsico de sistemas
cuanticos abiertos, como consecuencia de la supresion por efecto del ambiente
de los términos no diagonales de la matriz densidad.
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El efecto que este tipo de acoplamientos tiene sobre el sistema se conoce
normalmente como “desfasante”. Otros modelos para el acoplamiento pueden
inducir distintas transformaciones en la matriz densidad reducida [6]. Por ejem-
plo, el acoplamiento con un bano a baja temperatura tiende a llevar al sistema
cerca de su estado fundamental, mientras que un bafio a temperatura muy al-
ta lleva el sistema a un estado méximamente mixto (en tanto no haya alguna
simetria preservada que lo impida). La consideracién de efectos de memoria,
dindmica del sistema, etc., resulta en una complejizacion del proceso de deco-
herencia. En lo sucesivo se describirdn algunos ejemplos tipicos de modelos de
decoherencia, en primer lugar por ambientes de espines, y a continuacién por
entornos de osciladores armonicos.

2.2. Decoherencia por ambientes de espines

Existe una gran variedad de modelos para la decoherencia producida por
banos de espines. Esta secciéon no pretende ser exhaustiva sino m&s bien in-
troducir los modelos més simples, y posteriormente algunos resultados que son
relevantes para el trabajo posterior en esta tesis. Una revisiéon mas amplia sobre
banos de espines puede por ejemplo encontrarse en [66].

2.2.1. Bano de espines no interactuantes

La situacién mas sencilla que puede considerarse es un entorno formado por
particulas distinguibles de espin 1/2 que no interactian entre si. Este es el mo-
delo propuesto en [30] con el objetivo de analizar la decoherencia observada en
experimentos de resonancia magnética nuclear. En la aproximacién mas senci-
lla, se considera solamente el Hamiltoniano de interaccién entre el sistema y el
entorno. Se propone nuevamente un sistema correspondiente a un qubit, con un
acoplamiento de Ising entre éste y cada particula en el ambiente:

h
Him = 575 9,7 (2.8)
J

donde Zg, Z; indican las matrices de Pauli asociadas a la componente en di-
reccién z del espin del sistema y del espin j-ésimo del bafo respectivamente, en
tanto g; es una constante de acoplamiento.

Se considera un estado inicial puro en que sistema y ambiente se encuentran
descorrelacionados, segun:

%(0)) = (al0) + B[1)) ® |¢£(0)). (2.9)

En esta expresién los estados |0) y |1) corresponden a los autoestados de Z con
autovalor +1 y —1 respectivamente. La evolucién del estado 1) serd de la forma:

() = |0) @ e ™3 25 9% (0)) + BI1) @ €3 2597 [yp(0)).  (2.10)
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De acuerdo a la evolucion hallada, los términos diagonales de la matriz den-
sidad reducida del sistema permaneceran constantes en el tiempo, mientras que
los no diagonales seran suprimidos por un factor de decoherencia:

F(t) = (r(0)le™" 297 [y5(0)). (2.11)

Al igual que en la situacién considerada en la seccién anterior, en la medida en
que f tiende a cero, la matriz densidad se convierte en una mezcla estadistica
de los estados de la base computacional, que son los estados punteros en este
problema.

Utilizando argumentos estadisticos, en [30] se muestra que el comportamiento
genérico en este modelo es un decaimiento de la coherencia gaussiano en el tiem-
po (en lugar del decaimiento exponencial esperable en un modelo Markoviano,
caracterizado por una cierta tasa de reduccién de la coherencia). La escala tem-
poral del decaimiento esta dada por la dispersién de las energias correspondientes
a las distintas evoluciones posibles (pesadas por sus respectivas probabilidades).

Este modelo puede complejizarse incluyendo por ejemplo un Hamiltoniano
del sistema, de la forma:

Hg = AXg (2.12)

donde Xg es la matriz de Pauli correspondiente a la componente x del espin del
sistema. Cuando el Hamiltoniano del sistema domina sobre el de interaccién, el
decaimiento de la coherencia sigue una ley de potencias en lugar de la forma
gaussiana ya mencionada. Ademads, los estados punteros en este caso son los
autoestados de Hg (es decir, los estados correspondientes a un espin apuntando
en direccién +2 o —) en lugar de los de la base computacional [30]. En la
siguiente seccién se introduciran modelos con interacciones en el entorno, y por
simplicidad se despreciara el Hamiltoniano propio del sistema.

2.2.2. Entornos dados por cadenas de espines

El modelo del qubit central estudia un caso que puede resolverse en forma
analitica y simple pero que exhibe un comportamiento complejo a causa de las
propiedades del ambiente [24, 23]. En este modelo, nuevamente tanto el sistema
como el entorno son particulas de espin 1/2, y el Hamiltoniano de interaccién
entre sistema y entorno es también igual que en el caso anterior, es decir un aco-
plamiento de Ising entre el qubit y cada particula del ambiente. Ahora se asume
ademds que todos los acoplamientos son iguales, g; = g Vj. Sin embargo, en este
caso los espines del entorno tienen una dindmica propia, ya que se encuentran
formando una cadena que obedece a un Hamiltoniano de tipo Ising con campo
transverso:

Hp=-hY X;X;11+ \Z;. (2.13)
J
Aqui A corresponde a la intensidad del campo transverso, y los Hamiltonianos
estan elegidos de tal forma que el efecto del qubit corresponde a una modificacién
del campo transverso efectivo para la cadena.
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Figura 2.1: Una particula de espin 1/2 interactuando con un entorno dado por una
cadena de espines. El sistema esta igualmente acoplado a todos los espines del ambiente.

El interés de este problema radica en la riqueza de la dindmica del entorno,
que de hecho en el limite termodindmico (cuando el nimero de sitios tiende
a infinito) exhibe una transicién de fase cudntica: el estado fundamental para
|A| <1 es un estado ferromagnético, dominado por las interacciones entre sitios,
mientras que para |[A\| > 1 es un estado paramagnético en que los espines se
orientan segin el campo externo [67].

Al igual que en el problema anterior, el entorno evoluciona en forma distinta
segun sea el estado del sistema, lo cual produce un decaimiento de los términos
no diagonales en la matriz densidad. El factor de decoherencia como funcién
del tiempo puede hallarse computando el solapamiento entre las dos posibles
evoluciones de la cadena. Esto se realiza eficientemente mapeando los espines
a un sistema de fermiones por medio de la transformacién de Jordan-Wigner y
usando la invariancia rotacional del sistema (los detalles del célculo se veran en
el capitulo 5).

Entre los resultados mas interesantes que surgen del analisis de este modelo se
encuentra la observacién de que, cuando el acoplamiento entre sistema y entorno
es débil, la decoherencia es mucho mas fuerte en las cercanias de la transicién
de fase. Este efecto se ilustra en la figura 2.2, y puede interpretarse como una
manifestacion de hipersensibilidad del entorno a la perturbacion introducida por
el sistema [23]. El limite opuesto de acoplamiento fuerte muestra, para A\ ~ 0,
un decaimiento de la coherencia que presenta oscilaciones con una envolvente
gaussiana independiente de la intensidad del acoplamiento. Este régimen fue
estudiado por primera vez en [24] y sera el objeto de estudio del capitulo 5 de
esta tesis.

El modelo propuesto puede resolverse eficientemente también en el caso en
que el acoplamiento del sistema a la cadena es no-uniforme (la forma de hacerlo se
explica en el capitulo 6). Este tipo de situacién ha sido analizada minuciosamente
en [25], donde se observan comportamientos cualitativamente similares a los ya
descriptos. Los modelos de decoherencia por acoplamiento a una cadena de spines
han sido utilizados para estudiar estrategias de control de errores en [69], y el
efecto de ambientes con memoria en canales de comunicacién cuédntica en [70].
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Figura 2.2: La decoherencia de un qubit que interactiia débilmente con una cadena
de espines resulta mucho maés fuerte en las proximidades de una transicién de fase. A
la izquierda se muestran los resultados analiticos (figura tomada de [23]). A la derecha,
resultados experimentales para un modelo similar con 4 espines en resonancia magnética
nuclear (figura tomada de [68]). En ambos casos, el factor de decoherencia presenta
bruscas caidas en torno de los puntos criticos.

2.2.3. El rol de las interacciones en el entorno

El efecto sobre la decoherencia de las interacciones presentes en el entorno
fue estudiado en [22], para un sistema de un qubit en contacto con un bano de
particulas de espin 1/2. En dicho trabajo se propone una interaccién tipo Ising
entre el qubit y el bano, y también entre las distintas particulas que componen
el bano. Ademads, tanto el qubit como las particulas del bafio se encuentran en
presencia de un campo externo que tiene componentes en z y x. Se considera
como estado inicial un estado térmico para las particulas del entorno.

El andlisis del articulo se centra en las modificaciones en el proceso de de-
coherencia cuando se varfa la intensidad de los acoplamientos entre particulas
del entorno. Segun se observa, la presencia de interacciones fuertes entre ellas
resulta en una supresion de la decoherencia, que se interpreta en términos de
la monogamia del entrelazamiento: un alto grado de entrelazamiento entre las
componentes del ambiente impide que éstas puedan a su vez entrelazarse con el
sistema y producir una pérdida de coherencia del mismo. Este resultado ha si-
do posteriormente estudiado en mas profundidad, y observado en otros modelos
[71, 72].

Por otra parte, existen también indicaciones de que los detalles de la dindmica
del ambiente, y no solamente la magnitud de los acoplamientos internos, son
relevantes para el proceso de decoherencia. Un ejemplo claro lo proporcionan los
resultados mencionados en la seccién anterior con respecto a ambientes criticos.
Existen ademas articulos que muestran que la pérdida de coherencia cambia
cualitativamente segin si la dindmica del entorno corresponde a un problema
cadtico o integrable [73], o de acuerdo al grado de conectividad del entorno [74].
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2.3. Movimiento Browniano cuantico

En esta seccién se considera el movimiento Browniano cudntico [65, 50], que
describe la decoherencia de una particula sin espin que se mueve en un potencial
armonico e interactia con un ambiente formado por un conjunto de osciladores
armonicos. El acoplamiento entre sistema y entorno es también cuadratico, es
decir, bilineal en las coordenadas de posicién de la particula y de los osciladores
del bano. Este modelo puede aplicarse a muchas situaciones distintas, ya que
un gran ntmero de problemas pueden describirse por medio de aproximaciones
cuadraticas (ver [50, 75] y las referencias contenidas alli). Al igual que en las
secciones anteriores, se presenta sélo un esquema sintético del tema y algunos
resultados principales. Un tratamiento un poco més detallado puede encontrarse
por ejemplo en [76].

Gracias al hecho de que los Hamiltonianos involucrados son cuadraticos, la
evolucién temporal es gaussiana. Si se propone un estado inicial térmico para
el bano de osciladores, éste corresponde también a una funcién gaussiana de las
coordenadas de posicién y momento. Esto permite el tratamiento analitico del
problema por medio del formalismo de la funcional de influencia de Feynman y
Vernon [77]: el procedimiento consiste en plantear la integral funcional para el
sistema y su entorno y luego trazar sobre los grados de libertad del entorno para
encontrar la evoluciéon del sistema, que se encuentra dada por un propagador
gaussiano (algunos detalles de este método, que fue aplicado a este problema en
[50], se dardn mas adelante en el capitulo 8).

9
OQQ

Figura 2.3: Una particula que puede moverse en una direccion e interactiia en forma
bilineal con un bano de osciladores arménicos.

El Hamiltoniano completo en el modelo es de la forma:
H=Hg+ Hr + H;,; (2.14)

donde Hg es el Hamiltoniano del sistema, Hg el del entorno y H;,: el acopla-
miento entre ambos. Hg corresponde a un oscilador arménico de frecuencia wg:

2 2 2
mw
Hg = P 54

2m 2
El entorno es un conjunto de osciladores armoénicos no interactuantes, cada uno

(2.15)

con frecuencia w; y masa m;:

2 2.2
_Z py | Mmywid;
J
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v la interaccién entre sistema y ambiente es a través de las coordenadas de
posicién del sistema y de los osciladores en el entorno:

Hint = —q ) _ ;4 (2.17)
;

El efecto del ambiente sobre el sistema puede caracterizarse por medio de la
densidad espectral, asociada a la distribucién en frecuencias de los osciladores
en el entorno, pesados por la magnitud de su acoplamiento al sistema:

9;

2mjwj

J(w)=> 6w —w)) (2.18)
J

La evolucién temporal del sistema queda determinada por su estado inicial, la
temperatura inicial del entorno, y la densidad espectral (que es una propiedad
conjunta del entorno y su interaccién con el sistema, o equivalentemente determi-
na un entorno efectivo). A los efectos de calcular la evolucién temporal en forma
analitica, tipicamente se reemplaza la densidad espectral por la correspondiente
a un continuo en frecuencias, introduciendo ademads una frecuencia de corte que
define la minima escala de tiempo caracteristica del entorno efectivo.

Como ya se mencion6 anteriormente, la evolucion del sistema queda determi-
nada al trazar sobre el ambiente, obteniéndose una integral gaussiana que puede
ser resuelta analiticamente. Esto permite derivar en forma exacta la ecuacién
maestra para la matriz densidad reducida p del sistema, hallada por Hu, Paz y
Zhang [78]:

o= 1 (it o~ 0o .01~ 2 2g,fa ol - M0 o)) 219)
Aqui Hg = Hg + méw?(t)q?/2 corresponde a un Hamiltoniano del sistema con
renormalizacién de la frecuencia a causa de la interaccién con el ambiente, ()
es el nicleo de difusion, D(t) el de disipacién y f(t) el de difusién anémala. De
acuerdo a la expresién anterior, v tiene unidades de frecuencia, D de frecuencia
por momento cuadrado, y f de energfa. Los coeficientes dw?(t), v(t), D(t) y f(t)
dependen de la densidad espectral del ambiente y también de la temperatura
inicial [78, 79].

A partir de la ecuacién maestra (2.19) es posible derivar ecuaciones para la
evolucién de los coeficientes que caracterizan el estado del sistema, por ejemplo,
valores medios y dispersiones de posicién y momento:

d(q) (p)

a - w (2.20)
TEL — m@?(0)(a) ~ 29(0) o) (2:21)

2
1)~ e (2:22)

2
ML~ m020)({a,p)) — 490 + 2D() (2.23)
WMarh) 50 g2 -0 arh 200 (229
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En estas expresiones §2(¢) corresponde a la frecuencia renormalizada.

La evolucién en el modelo de movimiento Browniano cudntico es no-Marko-
viana, es decir, presenta efectos de memoria. Esto se ve trivialmente en la depen-
dencia temporal de los coeficientes de la ecuacion maestra. Menos trivialmente,
la presencia misma de difusiéon andémala es en si un efecto no-Markoviano. Cabe
mencionar que la evolucion se vuelve Markoviana en los limites de acoplamiento
muy débil o de muy alta temperatura.

Entre las predicciones importantes de este modelo se encuentra la de que
la escala temporal de la decoherencia es muchisimo mas rdapida que cualquier
otra escala relevante para la dinamica, para el caso de una particula con masa
correspondiente a un sistema macroscépico (una mota de polvo, por ejemplo) y en
el limite de altas temperaturas (mucho mas altas que las asociadas a la frecuencia
natural del sistema y la frecuencia de corte). En esta situacién, ademds, el modelo
predice que la supresién de la interferencia entre paquetes de onda situados a
distancia d entre si estard dada por una funciéon gaussiana de la distancia. Esta
propiedad, observada experimentalmente en [15], deja de ser valida si se considera
un modelo con acoplamientos locales a los grados de libertad del entorno, como
el propuesto en [49] y que se estudiard en el capitulo 8.

Otro resultado interesante al que conduce el modelo de movimiento Brow-
niano cudntico tiene que ver con los estados punteros, es decir los estados mas
robustos frente a la decoherencia (en las escalas temporales rdapidas en que ésta
actia). Estos estados, que son identificados con los estados clasicos, correspon-
den a los estados coherentes del sistema, es decir paquetes gaussianos localizados
en posiciéon y momento. Esto es consistente con la idea de que los estados cléasicos
son puntos en el espacio de fases, con la salvedad de que los puntos en cuestién
son en realidad “manchas” cuyo tamano minimo estd dado por el principio de
incertidumbre.
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Capitulo 3

Estados cuanticos gaussianos

Una de las primeras dificultades con que se tropieza al intentar estudiar la
evolucién y propiedades de un sistema cudntico es la complejidad en la descrip-
cién de su estado. De hecho, si se tiene un conjunto de n particulas, cada una de
las cuales tiene asociado un espacio de Hilbert de dimensién d, el espacio de Hil-
bert correspondiente al sistema completo serd de dimensién d™, y la descripcién
de un estado mixto requerira por lo tanto de una matriz de d"™ x d"™. Es decir, el
numero de pardmetros necesarios para describir el estado del sistema escalea en
forma exponencial con el nimero de particulas. Por supuesto, el mismo incon-
veniente aparecerd si se intenta escribir los operadores de evolucion temporal,
diagonalizar el Hamiltoniano para hallar los valores posibles de energia, etc. Esta
es una dificultad crucial al abordar problemas de més de unas pocas particulas.
Por poner un ejemplo, un sistema de 20 particulas de espin 1/2 tiene dimensién
220 es decir del orden del millén. Dado que diagonalizar una matriz de N x N re-
quiere de un nimero de operaciones del orden de N3, un Hamiltoniano arbitrario
de este sistema resulta intratable.

Existen varios enfoques que intentan lidiar con este problema. Uno de ellos es
el de los simuladores cudnticos [1]: vista la dificultad de reproducir la mecénica
cudntica por medio de recursos clasicos, jpor qué no utilizar directamente recur-
sos cuanticos? La clave de esta propuesta es contar con algin sistema cudntico
controlable al cual pueda mapearse el sistema que se desea estudiar [37, 38,
39, 80]. Esta idea se ha explorado en forma creciente en los tltimos anos, en
la medida en que las tecnologias de procesamiento cudntico avanzan en forma
impresionante, pero todavia se encuentran muy lejos de los muy exigentes requi-
sitos para llevar a cabo verdadera computacién cudntica [6]. En particular, en
la seccién 4.6 se mencionan algunas propuestas y experiencias relacionadas con
simulaciones cudnticas en trampas de iones.

Sin embargo, incluso el eventual uso de procesadores cudnticos tiene limitacio-
nes: existen sistemas relativamente simples para los cuales aiin una computadora
cudntica podria no ser suficientemente poderosa. Por ejemplo, hallar la energia
del estado fundamental de un conjunto de particulas de espin 1/2 en una red
bidimensional con un Hamiltoniano de primeros vecinos pertenece a la clase de
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complejidad QMA-hard, y se desconoce si podria resolverse eficientemente por
medio de un cémputo cudntico [81]. Incluso un problema que se suponia rela-
tivamente sencillo, como es el de un conjunto de particulas de dimension finita
(aunque grande), colocadas en un arreglo unidimensional con invariancia trasla-
cional e interacciones solamente a primeros vecinos, podria ser intratable para
una computadora cudntica [82].

De todas formas, desde el punto de vista de la fisica, no es claro qué tan
relevante es la pregunta sobre estados, Hamiltonianos o evoluciones arbitrarios.
El espacio de Hilbert de un dado sistema puede ser muchisimo més grande que el
espacio que el sistema puede efectivamente explorar bajo condiciones concretas, y
los Hamiltonianos de los sistemas fisicos de interés pueden no resultar tan dificiles
de diagonalizar como una matriz arbitraria del tamano que corresponda. Existe
por lo tanto una intensa actividad abocada a encontrar métodos eficientes (y
clésicos) que permitan describir estados, evolucionarlos en el tiempo, o estudiar
sus propiedades, bajo algunas restricciones fisicamente relevantes.

Esta linea de trabajo no es nada nueva, y de hecho existen muchos métodos
orientados a la resolucion de la ecuacién de Schrodinger de sistemas de varios
cuerpos en forma aproximada para problemas de interés en quimica [83, 84,
85, 86]. Otros avances que han surgido en los tltimos anos en el tratamiento
eficiente de estados cudnticos de sistemas de muchos cuerpos se relacionan con el
campo de la materia condensada y tienen que ver con mecanismos para describir
sistemas con invariancia traslacional o de escala: el método DMRG [87, 88], y
sus parientes los MPS, PEPS, MERA, etc. [89, 90, 91, 92, 93].

En este capitulo nos enfocaremos en un tipo de estados cuya descripcion
es particularmente sencilla: los estados gaussianos de sistemas bosénicos o fer-
miédnicos. Estos estados no sélo son simples, sino que son fisicamente relevantes,
ya que a esta familia pertenecen los estados fundamentales y térmicos de los
Hamiltonianos cuadréaticos. Mas atn, cuando la evolucién es lineal es posible
describir eficientemente la forma en que estos estados cambian a lo largo del
tiempo.

Cabe mencionar que el estudio de estados gaussianos tiene grandes ventajas
pero también implica ciertas limitaciones. Estos estados son convenientes, en pri-
mer lugar, por la facilidad con que pueden tratarse, y ademas de ser, en muchos
casos, fisicamente relevantes, pueden exhibir propiedades interesantes como un
alto grado de entrelazamiento entre subsistemas. Sin embargo, las conclusiones
que se extraen de ellos no pueden extrapolarse directamente a situaciones ge-
nerales. Aun teniendo esto en mente, el estudio de estas familias de estados es
interesante en si mismo, y en muchas ocasiones es un buen punto de partida para
luego abordar situaciones mas generales. A lo largo de esta tesis, estos estados
apareceran ligados al estudio de la decoherencia en distintos contextos y sistemas
fisicos. En la primera mitad, la decoherencia por cadenas de espines se tratara
mapeando el sistema a uno de fermiones con Hamiltoniano cuadratico [94]. En
la segunda mitad, se consideraran sistemas de osciladores arménicos acoplados,
cuya evolucion se restringira al espacio de estados gaussianos bosénicos.
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3.1. Estados gaussianos bosénicos

En esta seccién se considerara un conjunto de n osciladores armonicos, cada
uno con coordenada de posicion ¢; y de momento p;j, j = 1,...,n. Los estados
gaussianos de este sistema se definen como aquéllos cuya matriz densidad puede
escribirse como una funciéon gaussiana de los operadores de creacion y destruc-
cién, o equivalentemente aquéllos cuya funcién de Wigner es gaussiana en las
coordenadas de posicién y momento. Esta introduccién al tema sélo pretende
servir a los fines de la comprensiéon del trabajo de esta tesis. Un tratamiento mas
detallado puede por ejemplo encontrarse en las tesis de Augusto Roncaglia [76]
y de Raul Garcia-Patrén [95].

3.1.1. Descripcion de los estados gaussianos bosonicos

™
®

Q

Figura 3.1: Representacién esquemaética en el espacio de fases de la evoluciéon de un
estado gaussiano de un oscilador armoénico unidimensional. La distribuciéon de cuasi-
probabilidad es una funcién gaussiana en las coordenadas de posicién y momento; los
primeros momentos indican el centro del paquete y la matriz de covarianza la dispersion
en las distintas direcciones. El minimo valor posible del area estd dado por el principio
de incertidumbre. Las escalas de los ejes se eligen en forma tal que la evolucién temporal
corresponde a una rotacién en torno del origen del espacio de fases.

Pensando en primer lugar en un tnico oscilador armonico, los estados gaus-
sianos estan caracterizados por una distribuciéon gaussiana en el espacio de fases.
Por lo tanto, para describirlos en forma completa alcanza con dar los siguientes
parametros: el centro del paquete (en posicién y momento), la direccién de los
ejes, y la dispersion en cada una de esas direcciones (ver Figura 3.1). En términos
mas técnicos, el estado estd completamente definido por el vector de primeros
momentos:

(R) = ((Q), (P)) (3.1)

v la matriz de covarianza, cuyos elementos son las varianzas de los observables
cuadraticos:

@ -@2 HHQ.Ph - QP
=iy @) - Py 3.2)
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Las coordenadas @), P son versiones adimensionalizadas de las coordenadas de
posicién y momento ¢ y p respectivamente, segun:

Q = %q - \/g(a—i—aT) (3.3)

1 1
P o _ = —7 —la — CLT 34
mwhp 2( ) (34)
con a y a' los operadores de creacién y destruccién. En términos de estos ope-

radores, el Hamiltoniano del oscilador arménico estd dado por:

H= % (P* + Q%) = hw (aTa + ;) (3.5)
Existen ejemplos particularmente sencillos de estados gaussianos. Entre ellos,
el estado de vacio de un oscilador arménico, que corresponde a un estado cen-
trado en el origen y de minima incerteza; los estados coherentes, que se obtienen
a partir de desplazamientos del estado de vacio; y los estados térmicos, cuya re-
presentacién es similar a la del estado de vacio pero con mayor dispersién. Estos
estados se ilustran en la figura 3.2. Para las coordenadas elegidas, la evolucion
temporal se representa en el espacio de fases como una rotacién en torno del
origen, y la representacion de los estados térmicos tiene por lo tanto simetria de
rotaciéon. El principio de incertidumbre impone un &rea minima para la repre-
sentacién del estado en el espacio de fases: el producto de las dispersiones en los
dos ejes estd acotado inferiormente por 1/2.

P P

Figura 3.2: Representacién esquemadtica en el espacio de fases de distintos estados
gaussianos: el estado fundamental de un oscilador arménico (a), un estado coherente (b),
un estado térmico (c¢), y un estado de vacio estrujado (d). Las distribuciones de cuasi-
probabilidad de estos estados son gaussianas en las coordenadas de posicién y momento;
las figuras ilustran la ubicacién del paquete y su dispersion en las distintas direcciones
(correspondiendo a primeros momentos y matriz de covarianza respectivamente). La
evolucién temporal equivale a una rotacién en torno del origen del espacio de fases. Los
estados térmicos, por lo tanto, permanecen constantes en el tiempo.

Cuando el paquete gaussiano no tiene simetria de rotacién en torno de su
centro, es decir, cuando no puede obtenerse a partir de un desplazamiento de
un estado térmico (de los cuales el estado fundamental es un caso particular
para T' = 0), diremos que el estado se encuentra “estrujado” (una de las posibles
traducciones de la palabra inglesa “squeezed” ). El estrujamiento es una propiedad
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importante en muchas situaciones y se cuantifica por el siguiente parametro:

AQ\| 1 Aq
In (AP) ‘ =3 In (mwAp> ‘ (3.6)

Esta definicion corresponde a un paquete gaussiano cuyos ejes se orientan en las

1
r=—
2

direciones de posicién y momento, con AQ y AP las respectivas varianzas (la
generalizacion al caso de ejes arbitrarios es trivial). Un paquete centrado en el
origen y de incerteza minima pero distinto del estado de vacio, como se ilustra
en la figura 3.2.d, se llama comtinmente un estado “de vacio estrujado”.

La generalizacion de esta descripcion a un conjunto de n osciladores arménicos
es simple: el vector de primeros momentos contiene los valores medios del ope-
rador:

R=(Q1,...,Qun Pr,...,P) (3.7)

y la matriz de covarianza resulta dada por:

G = (R~ () (R~ (R} (33

La condicién para que una matriz de covarianza corresponda a un estado
fisico estd dada por la desigualdad:

C+ %L >0 (3.9)

que es la generalizacion de la relacion de incertidumbre para un sistema de varios
osciladores. En esta expresion, L es la forma simpléctica:

0 Iy
L= (—HN o) (3.10)

Un Hamiltoniano cuadratico en los operadores de creacién y destruccion aL,

a, siempre puede diagonalizarse por medio de una transformacién lineal (de
Bogoliubov) de los operadores. Si el Hamiltoniano tiene un espectro acotado
inferiormente, su versién diagonal corresponde a un conjunto de n osciladores
armonicos independientes. Los estados térmicos de este Hamiltoniano son pro-
ductos de estados térmicos de cada uno de los modos normales; como la trans-
formacién de los operadores es lineal, estos estados son también gaussianos en
términos de las variables originales. Sin embargo, no necesariamente correspon-
den a estados térmicos; por ejemplo, un estado de vacio puede por medio de una
transformacion de Bogoliubov convertirse en uno de vacio estrujado.

3.1.2. Evolucién temporal

Cuando la evolucién temporal es lineal, el cardcter gaussiano del estado se
preserva ya que el operador de evolucién temporal es a su vez gaussiano. Por
lo tanto, en estos casos, la descripcién de la evolucién temporal completa esta
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determinada por la evolucion de los primeros momentos y de la matriz de cova-
rianza. La evolucién unitaria gaussiana mas general corresponde a una traslacién
de los primeros momentos mas una transformacién simpléctica de la formas:

C — SCS', (R) — S(R) (3.11)
donde S preserva la forma simpléctica, o sea:
L— SLS' = L. (3.12)

Esto muestra que la condicién (3.9) para que la matriz de covarianza corresponda
a un estado fisico es preservada por estas transformaciones. Una evolucién gaus-
siana no unitaria estd representada por una traslacién en los primeros momentos
més una transformacién de la forma [95, 96]:

C — ACA'+G, (R)— A(R) (3.13)

donde G es una matriz simétrica. La condicién para la preservacién de la posi-
tividad del estado esta dada por la relacion:

2G +iL —iALA" > 0 (3.14)

Existen algunas formas de evolucién de interés que son resolubles en forma
particularmente sencilla. A continuacién veremos dos casos que seran relevantes
para este trabajo: la evolucion libre de un conjunto de osciladores arménicos,
v el efecto de un canal de decaimiento con coeficientes constantes en el tiempo
(que puede por ejemplo describir pérdidas del campo electromagnético en una
cavidad, o, en el caso del capitulo 7 se utilizard para aproximar el enfriamiento
laser de una cadena de iones).

La ecuacion para la evolucion libre de un sistema de n osciladores indepen-

dientes es: d .
» i
— =—=|H 1
i Y (3.15)
donde H es el Hamiltoniano del sistema,
2 2
_ t Ly _ Qb
H = Ek hwp (akak + 2> = gk hwkT (3.16)

La manera mas facil de hallar la evolucién del estado gaussiano es a partir de
los operadores de posiciéon y momento en representacién de Heisenberg:

Qk(t) — eitH/thefitH/h’ Pk(t) _ 6itH/h‘Pkef'L'z‘,H/h (317)

que obedecen las siguientes ecuaciones:

dQ i - _

W~ LGl = wih (3.18)
dP i . .

7: = ﬁ[H’ Pk] = — kak (319)



lo cual equivale, como ya se menciond, a una rotacién en el espacio de fases para
cada uno de los osciladores. En términos de los primeros momentos y matriz de
covarianza, la evolucion corresponde a la transformacion:

(R)(t) = ""(R)(0) (3.20)
Ct) = eM%o0)e MY (3.21)

donde L es la forma simpléctica (3.10) y €2 es una matriz diagonal conteniendo
las frecuencias de los distintos osciladores:

Q = diag(wi, ..., wn,w1,...,wn) (3.22)

Consideremos ahora la evolucién temporal dada por la combinacién de la
evolucién libre y el decaimiento, asumiendo que cada uno de los modos sufre un
decaimiento con tasa 7. La ecuacion para la evolucién de la matriz densidad
como funcién del tiempo es de la forma:

dp i

Yk
L)+ Y 2 el — (ol o 329
k

Usando nuevamente la ecuacion para la evolucion de los operadores de posicion
y momento en representacién de Heisenberg, se puede deducir que la evolucién
de los primeros momentos y matriz de covarianza resulta dada por [97]:

(R)(t) = e T2(R)o(t) (3.24)

clt) = e_Ft/2Co(t)e_Ft/2—i—%(]l—e_rt) (3.25)

AquiT' =diag(y1, -« Yy Y1 - - -5 W), ¥ (R)o(t), Co(t) refieren a la evolucion libre
de los osciladores, segin las férmulas (3.20-3.21). Es crucial para la derivacién
de este resultado el hecho de que la evolucién libre y el decaimiento conmutan
entre si. Esto es a su vez una consecuencia de asumir que el decaimiento actia
sobre los distintos modos en forma independiente.

3.2. Estados gaussianos fermionicos

Consideremos ahora un sistema de n fermiones, con operadores de creacién
y destruccién c}l, ¢n. En forma similar al caso de los estados bosénicos, la matriz
densidad de un estado gaussiano fermidnico es una funcién gaussiana de los ope-
radores de creacién y destruccién. Si bien en esta tesis no se trata especificamente
con sistemas de fermiones, si se consideran sistemas de espines que son mapeados
a modelos fermiénicos por medio de la transformacién de Jordan-Wigner (ver
capitulos 5y 6).

3.2.1. Descripcion de los estados gaussianos fermionicos

Una definicién més precisa de un estado gaussiano es: aquél para el cual toda
correlacion truncada o cumulante K, es igual a cero para n > 3. Esto implica
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que los primeros momentos se anulan, como puede verse de la siguiente manera:

K = (ciciei)r = (cicies) — 3({cies) — (e)?){e) — (e)® = 2(e:)3, (3.26)

3 _

ya que ¢ = c% = 0. Pero esa expresién debe ser igual a cero por la definicién de
estado gaussiano. Por lo tanto, (¢;) = 0. Esto sumado a la gaussianidad implica
que, en el caso fermidnico, todos los términos con un ntimero impar de operadores
son nulos .

Al igual que en el caso bosénico, los estados térmicos de Hamiltonianos
cuadraticos son estados gaussianos. Pero, a diferencia del caso bosénico, aqui
esto vale s6lo para Hamiltonianos cuadraticos sin términos lineales (a raiz de la
restriccién adicional de que los primeros momentos deben ser nulos).

El estado se encuentra entonces totalmente descripto por la matriz de co-
varianza, ya que los primeros momentos son nulos. La matriz de covarianza se

escribe en la forma [98]:

C= (cjex) (eje) (3.27)

(cjex) (ejeh)

Aunque en lo sucesivo consideraremos la definicién de la expresién anterior,
cabe mencionar que existen definiciones alternativas. Por ejemplo, en [99] se
considera una eleccién mas cercana a la utilizada en el caso bosénico, en la cual
se definen “cuadraturas fermidnicas” andlogas a la posicién y el momento, dadas
por:

1 ' i !
Y2j-1 = ﬁ(cj +j), e = ﬁ(cj —¢) (3.28)

Los operadores asi definidos satisfacen las relaciones de anticonmutacién:

{5} = djk (3.29)

v la matriz de covarianza se define segun:

Cjk = —i([v;: 1) (3.30)

Es posible definir estados coherentes fermiénicos en forma analoga al caso
bosénico, es decir, como autoestados de los operadores de destruccién (ahora
fermiodnicos). Estos estados resultan en muchos problemas una herramienta 1til,
ya que (como ocurre en el caso bosdnico) cualquier estado puede escribirse en
términos de estados coherentes fermidnicos [100]. Sin embargo, no se trata de
verdaderos estados fisicos: su descomposicién en la base de estados de Fock tiene
coeficientes que son variables de Grassman. De hecho, en tanto la evaluacién
de evoluciones temporales y propiedades de los estados gaussianos bosdnicos
suele requerir de integrales de funciones gaussianas, el tratamiento de estados
gaussianos fermiénicos generalmente implica recurrir a integrales gaussianas en
variables de Grassman.

La explicacién anterior se la debo a Lorenzo Campos Venuti, Institute for Scientific Inter-
change, Torino (jmuchas gracias!).
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3.2.2. Diagonalizacion de Hamiltonianos cuadraticos

A continuacién se explica brevemente como diagonalizar Hamiltonianos cua-
dréaticos fermiénicos. El método es estandar y estd presentado en el Apéndice
A del trabajo de Lieb, Schultz y Mattis [94]. Se parte de un Hamiltoniano
cuadratico de la forma:

1
H = hzc;Ajka + §(C}L-Bjk02 — Cijka) (3.31)
gk

con Ay B reales, A simétrica y B antisimétrica (a raiz de las relaciones de anti-
conmutacién estas propiedades de simetria no implican pérdida de generalidad).
Se propone la transformacion lineal:

O+ U5 -
=3 J’f2 L J’“z ikt (3.32)
k

Para diagonalizar el Hamiltoniano, las matrices que aparecen en esta transfor-
macién deben corresponder a las soluciones de las ecuaciones acopladas:

®;(A— B) =AU, (3.33)
U;(A+B) = A;®, (3.34)

Aqui ®;, U, representan vectores fila (uno por cada valor del indice j) y los A;
son autovalores. El Hamiltoniano puede entonces diagonalizarse resolviendo estas
ecuaciones de autovalores, y las matrices @, ¥ correspondientes a la soluciéon son
ortogonales.

Esto permite, por ejemplo, encontrar facilmente la matriz de covarianza co-
rrespondiente al estado fundamental de un Hamiltoniano de la forma (3.31), en
términos de las matrices ®, ¥. Ademas, las familias de operadores que surgen
de diagonalizar distintos Hamiltonianos cuadréaticos pueden relacionarse entre si
simplemente componiendo las distintas transformaciones lineales involucradas.

3.2.3. Evolucién temporal

Consideremos un Hamiltoniano cuadrético arbitrario de la forma (3.31). El
operador de evolucion temporal asociado es gaussiano en los operadores de crea-
cién y destruccién, y por lo tanto preserva la gaussianidad del estado. La evolu-
cién temporal de un estado gaussiano fermiénico queda entonces completamente
determinada por la transformacién de su matriz de covarianza (3.27).

Esta evolucién puede calcularse en forma sencilla a partir de la ecuacién para
los operadores de creacién y destruccion en representacién de Heisenberg:

&i(t) = etH/h ¢ mitH/R (3.35)

La ecuacion diferencial correspondiente es de la forma:
de; i
— = —[H,¢; )
dt h[ ’ CJ] (3 36)
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de la que puede deducirse, insertando la forma de H, que ¢;(t) es una combinacién
lineal (con coeficientes dependientes del tiempo) de los operadores de creacién y
destruccion 02, ci. La ecuacion lineal que se obtiene para estos coeficientes puede

resolverse facilmente, resultando:

C~1T CJ{
-t o
Sl I (3.37)
C1 C1
Cn Cn

donde

A B
M = <_B _A> (3.38)

con Ay B las matrices correspondientes al Hamiltoniano (3.31).

A partir de la férmula para la evolucién temporal de los operadores &, éf
puede calcularse en forma directa la evolucion de la matriz de covarianza, dada
por:

C(t) = ™ (0)e M (3.39)
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Capitulo 4

Manipulacién de iones
atrapados

En este capitulo se introducen los conceptos basicos relacionados con el uso
de trampas de iones para el procesamiento cuantico de la informacién. Esencial-
mente se trata de un resumen del tutorial [101], que se incluye para permitir la
comprension de la iltima parte de esta tesis, relacionada con la implementacion
de simuladores cuanticos usando iones atrapados. Se incluyen también en este
capitulo algunas ideas sobre el control de los grados de libertad transversales
de los iones [102], y se explica brevemente un mecanismo para enfriar la cadena
de iones por medio del acoplamiento a un laser de frecuencia apropiadamente
elegida [103]. Estas dos ltimas secciones seran de importancia para la propuesta
experimental considerada en el capitulo 7 de esta tesis. Finalmente, se descri-
ben algunas propuestas y experiencias relacionadas con simulaciones cuanticas
utilizando iones atrapados.

4.1. Algunas generalidades sobre trampas de iones

Los iones son atrapados y mantenidos en ultra-alto vacio por medio de fuerzas
electromagnéticas que no se acoplan a los estados internos. Estos estados internos
son manipulados por medio de laseres lo suficientemente fuertes como para poder
ser tratados clasicamente. La forma de trampa més comun es la trampa lineal de
Paul, en que los iones forman una cadena lineal [104, 105]. En estos aparatos, un
potencial oscilante en radio-frecuencia se aplica a dos electrodos paralelos al eje
de la trampa. Esto permite crear un potencial cuadrupolar oscilante, que para
una frecuencia suficientemente alta ejerce una fuerza restitutiva que confina los
iones sobre el eje de la trampa. Se requiere ademds de campos eléctricos estaticos
para crear el confinamiento en la direccion del eje de la trampa. Una representa-
cién esquemadtica se muestra en la figura 4.1. Tipicamente el potencial resultante
puede en una buena aproximacién ser descripto por un potencial arménico en
las tres dimensiones. Si el confinamiento en direccién radial es mucho mas fuerte
que en direccién longitudinal, los iones se ordenan formando una cadena. Las
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Figura 4.1: Esquema de una trampa lineal de Paul: el confinamiento en la direccién
radial es producto de una combinacién de electrodos a tierra (V=0) y otros con ten-
sién alterna en radiofrecuencia (RF). El confinamiento axial lo proporcionan electrodos
adicionales con tensién continua (V>0). Figura tomada de [106].

frecuencias tipicas para el movimiento radial son entre 4 y 10 MHz, mientras
que las axiales se encuentran generalmente entre 0.5 y 5 MHz. Las distancias
tipicas entre iones son del orden del micrén, y dependen tanto de las frecuencias
de la trampa como del nimero de iones atrapados.

Algunos experimentos clave que han sido exitosamente llevados a cabo en
trampas de iones incluyen: la utilizacién de subespacios “libres” de decoherencia
para el almacenamiento de informacién [107]; la lectura parcial de un registro
cuantico y la aplicacién de operaciones condicionadas al resultado de la medicién
[108, 109, 110]; la teleportacién, alcanzando fidelidades de entre 0.75 y 0.83. En
el grupo de Innsbruck [110, 111] se introdujo un tiempo de espera de 20 ms (10
veces mayor que el tiempo que toma la teleportacién) entre la creacién del par
entrelazado y la de estado a teleportar sin observar un decaimiento significativo
de la fidelidad. En el grupo de NIST [108] la teleportacién se llevé a cabo usando
trampas segmentadas [112], que permitian el desplazamiento y reagrupacién de
los iones a lo largo del experimento.

El estado del arte en términos del control de trampas de iones se sintetiza a

continuacién:

= Los tiempos de coherencia de los qubits son uno o dos érdenes de magnitud
mayores que los tiempos de las compuertas bésicas. En algunas implemen-
taciones pueden llegar a hacerse hasta cinco 6rdenes de magnitud mas
grandes.

= La preparacion del estado inicial puede efectuarse con fidelidades del orden
de 0.999.

= Las operaciones sobre los estados internos de los iones pueden realizarse
con fidelidades de 0.995 o mayores.

» Las compuertas de dos qubits pueden alcanzar fidelidades del orden de
0.9-0.99.
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= El estado interno de los iones puede medirse individualmente con fidelida-
des de 0.999.

= La mayor limitacién para el procesamiento cuantico con iones atrapados
parece dada por la fidelidad en las operaciones de dos qubits, y por la
velocidad alcanzable en la aplicacién de compuertas.

4.2. Procesamiento cuantico en trampas de iones

4.2.1. El Hamiltoniano basico

En primer lugar nos referiremos al Hamiltoniano de un ion de masa m, tra-
tado como un sistema de dos niveles, interactuando con un oscilador arménico
asociado a sus grados de libertad de movimiento a través del acoplamiento a un
laser (una explicacién més detallada puede encontrarse en [113, 114]). El Hamil-
toniano de un ion atrapado interactuando con un laser cerca de la resonancia,
teniendo en cuenta sélo dos niveles internos |g) y |e), y un modo de oscilacién
(orientado en direccién z) es de la forma [114]:

H =1 (a+e*i<m*¢’*’f2> + h.c.) (4.1)
Aqui o4 es el operador de subida para los niveles internos (y al = o_ el de
bajada), mientras que z es la posicién del ion. € caracteriza la intensidad del
acoplamiento al ldser (es la llamada “frecuencia de Rabi”), wy, es la frecuencia
del laser, k la componente del vector de onda en la direccién z, y ¢ la fase del
campo en la posicién del ion.

Escribiendo la posicién z en términos de operadores de creaciéon y destruc-
cién del oscilador arménico, at y a, pasando a representacién de interaccién con
respecto a los Hamiltonianos de los niveles internos y del oscilador armoénico, y
aplicando una aproximacion de onda rotante, se llega al siguiente Hamiltoniano:

H = Qo e A1) exp (z‘n [ae*mt + aTei“’tt}) +h.c. (4.2)

En esta expresion, A es la diferencia de frecuencia entre el ldser y la transicion
de un nivel interno al otro. wy denota la frecuencia de la trampa y n = kzy es
el parametro de Lamb-Dicke, con zg = y/h/(2mwy) la escala espacial del estado
fundamental del ion. Para la aproximacion de onda rotante, se asume que tanto
la diferencia de frecuencias A como la frecuencia de Rabi {2 son mucho menores
que las frecuencias épticas (una aproximacién similar también puede realizarse
para el caso de qubits basados en transiciones de Raman, ver seccién 4.2.2).
Usando la aproximacién de Lamb-Dicke, v/{(a + a)?) < 1, la ecuacién 4.2

puede reescribirse en la forma:
H = hQ {U.Fe*i(At*‘O) +o_eBt9) (4.3)

tin(ope A1=9) _ 5 cilAt=¢)) (ae—mt n aTe’“tt)} '
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Existen tres elecciones posibles para A que son de particular interés: A =0y
A = twy. En estos casos, aplicando una segunda aproximacién de onda rotante,
se obtienen los siguientes Hamiltonianos (ver figura 4.2):

1. A = 0: el Hamiltoniano que induce oscilaciones de Rabi entre los dos niveles
internos:
H = hiQ(o e 4+ o_e ). (4.4)

¢

Esta transicién se nombra comunmente como “portadora” (en inglés “ca-

rrier”).
2. A = wy: el Hamiltoniano que describe la excitacion en la “banda azul”:
HY = ihm(oa'e™ — o_ae ). (4.5)

En este caso, la evolucién excita el estado interno del ion al mismo tiempo
que crea un fonén (es decir una excitacién del oscilador arménico asociado
al movimiento del ion). Se trata de un proceso oscilatorio entre los estados
lg,n) v |e,n+ 1) (donde n es el nimero de fonones) con frecuencia:

Qpny1 =vVn+1nQ. (4.6)

3. A = —wy: el Hamiltoniano que corresponde a la transicién en la “banda
roja’:
H™ =ihQn(o_a'e ™™ — o ae™). (4.7)
En este caso, la excitacién del estado interno es acompanada por la des-
truccién de un fonén, es decir se trata de una transicién entre |g,n) y
le,n — 1) con frecuencia:

Q1 = /1 79 (4.8)

A los fines del procesamiento cudntico, resulta conveniente poder realizar
estas transiciones que acoplan los niveles internos con los de movimiento en la
forma mas rapida posible. Sin embargo, las transiciones asociadas a las bandas
azul y roja estan suprimidas respecto de la transicién resonante en un factor
de 1/n. Al intentar acelerar estas transiciones utilizando ldseres muy intensos,
aparecen efectos no-resonantes indeseados que hacen dificil superar frecuencias
del orden de nwy [115].

El Hamiltoniano (4.3) puede facilmente generalizarse a una trampa que con-
tiene mas de un ion, en la forma:

H = 0y 0 {oPemitst 4 gUeitty (4.9)
il

En esta expresién los indices j y | denotan respectivamente los distintos iones
en la trampa y los distintos modos de movimiento para la cadena de iones. 7;
tiene en cuenta la transformacion de las coordenadas de los iones individuales
a los distintos modos colectivos, y el consiguiente acoplamiento del laser a los
distintos modos [116].
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Figura 4.2: Esquema de niveles de un ion atrapado considerando sélo dos estados
internos, |g) y |e), y un modo de oscilacién con autoestados |n). Se muestran sélo los
tres primeros niveles del oscilador. Se indican también las transiciones correspondientes
al acoplamiento con la frecuencia portadora (l4ser resonante con la transicién interna,
A = 0), la banda azul (A = wy) y la banda roja(A = —wy). Los valores tipicos de las
frecuencias involucradas dependen de la eleccién de niveles para formar el qubit (ver
préxima seccidn).

4.2.2. Eleccion de los iones

Para ser un buen qubit, un ion tipicamente debe satisfacer los siguientes
criterios: tener tiempos de coherencia relativamente largos (a comparacién de los
tiempos de operacién que son del orden de 0.1 — 500us), y tener transiciones en
una frecuencia conveniente (en términos de los ldseres necesarios para manipular
el estado del sistema).

Existen dos esquemas fundamentales para utilizar iones como qubits, dados
por diferentes elecciones de los niveles “l6gicos” [0) y [1) (elegimos como |0) el
estado més energético de los dos). En el primer caso (qubit 6ptico), el sistema
de dos niveles estda formado por el estado fundamental electrénico y un estado
metaestable (Fig. 4.3a). Este tipo de qubits se puede implementar con Ca™, Sr
o Ba', y tiene un tiempo de vida de mas de un segundo. Escalas temporales
aun mayores pueden obtenerse en el segundo esquema, que utiliza la estructura
Zeeman o hiperfina del nivel fundamental electrénico (qubits de radio-frecuencia,
Fig. 4.3b). Los tiempos de decoherencia de estos estados son mucho mas largos
que cualquier escala experimental relevante. Ademads de los niveles utilizados
para codificar el qubit, en general se utiliza un tercer nivel para el enfriamiento
y la medicién del ion.

Para explotar todo el potencial de un qubit 6ptico se requieren ldseres muy es-
tables, mientras que las frecuencias de transicién para qubits de radio-frecuencia
son tipicamente menores que 10 GHz y facilitan la estabilidad de fase. Estos
altimos qubits, ademas, pueden ser manipulados tanto por medio de microondas
como por un proceso Raman que involucra laseres de dos frecuencias distintas,
cuya diferencia es igual a la diferencia de energia entre los niveles internos del ion.
Estos dos laseres pueden tipicamente obtenerse de la misma fuente, permitiendo
la estabilidad de la fase. El uso de laseres permite una mayor resolucién espacial,
ya que las posibilidades de enfocar el ldser son mejores que para microondas, lo
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Figura 4.3: Esquema de niveles para un qubit éptico (izquierda) y de radio-frecuencia
(derecha). Ademds de los niveles internos asociados al qubit, |0) y |1), tipicamente se
requiere de un tercer nivel inestable que se utiliza para el enfriamiento ldser y la medicion
del estado del sistema. En el caso de un qubit de radio-frecuencia, la transicién entre
los estados |0) y |1) puede corresponder a la diferencia de energia entre dos ldseres
(transicién Raman). Figura tomada de [101].

cual permite efectuar transiciones mas rapidas con menores efectos asociados a la
excitacién indeseada de iones cercanos. Finalmente, esta implementacién permite
la libertad adicional de incrementar el acoplamiento a los modos de movimiento
(si los dos ldseres utilizados se propagan en sentidos opuestos) o minimizarlo (si
se propagan en el mismo sentido).

Para los dos tipos de qubits, los tiempos de coherencia estan tipicamente
limitados por fluctuaciones del campo magnético, que introducen desfasajes in-
deseados. Este tema se tratard con més detalle en la seccién 4.3.

Finalmente, es deseable que las transiciones relevantes se encuentren en una
region de frecuencias accesible a los ldseres disponibles. En general los iones
tienden a tener transiciones en frecuencias altas, para las que el equipamiento es
ma&s caro y menos efectivo. En relacién con este aspecto, los iones convenientes
resultan el calcio, el estroncio y el iterbio. Por otro lado, el berilio y el magnesio
son atractivos ya que gracias a su pequena masa tienen factores de Lamb-Dicke
relativamente grandes (n =~ 0.3) que facilitan el acoplamiento entre grados de
libertad internos y externos, aunque requieren de laseres en el ultravioleta.

La preparacion del estado interno al inicio del computo o experimento es
tipicamente lograda a través del bombeo 6ptico: el ion es sometido a una tran-
sicién entre dos niveles, uno de los cuales puede decaer a otro nivel que es in-
sensible al bombeo. Con este mecanismo se pueden obtener estados iniciales con
fidelidades del orden de 0.99-0.999 [117].

Al final del cémputo, se debe realizar una medicién del estado interno del
ion. Una forma estandar de lograrlo es aplicar radiacién que se acopla a uno solo
de los niveles “légicos”, produciendo la fluorescencia del dtomo cuando éste se
encuentra en un dado estado de la base computacional. Los tiempos de deteccién

34



suelen ser del orden de un milisegundo con fidelidades del orden de 0.99.

4.2.3. Manipulacién de los estados internos

El estado interno de los iones puede ser controlado facilmente por medio de
oscilaciones de Rabi entre los dos niveles légicos, inducidas por el Hamiltoniano
(4.4). El efecto de este tipo de acoplamiento al ldser es una rotacién R(6, ) en
la esfera de Bloch:

0 . , (4 i sin( @
R(0,9) = exp 2 (ewa+ - e“Pg_)] N (ie_i?"ss(iil)(g) co:(g()Q)> (4.10)

El dangulo ¢ especifica el eje de rotacién en el plano ecuatorial y 8 el angulo
de rotacion en torno de este eje, de modo que cualquier combinacién lineal de
operaciones o, y 0y puede obtenerse de esta forma. Los pardmetros que gobiernan
la rotacién son 6§ = Q7 (con 7 la duracién del pulso) y la fase del ldser, ¢, que
pueden modificarse con un modulador acusto-éptico.

Las rotaciones en torno del eje z pueden ser obtenidas componiendo rotacio-
nes del tipo anterior, o pueden lograrse como efecto Stark debido a un laser lejos
de la resonancia, que puede causar un corrimiento de la diferencia de energia
entre niveles en la forma AE = hQ2/(2A).

La manipulacién del estado interno de los iones se realiza facilmente con
fidelidades que exceden 0.99 [118]. Esta fidelidad esta tipicamente limitada por
factores como fluctuaciones en la intensidad del laser, vibraciones térmicas de la
cadena de iones, o emisiones espontaneas desde el nivel intermedio para el caso
de transiciones Raman. Los efectos debidos a vibraciones en general sélo son
relevantes para qubits 6pticos, ya que las transiciones Raman permiten minimizar
el acoplamiento a los grados de libertad de movimiento.

La velocidad de las operaciones sobre el estado interno de un ion esta gene-
ralmente limitada por el modulador acusto-éptico usado para controlar el laser.
Otros limites a la velocidad estdan dados por la potencia de ldser disponible y
por la presencia de transiciones cercanas cuya excitacién se quiere evitar y que
impiden aumentar la intensidad del acoplamiento.

El acoplamiento individual del laser a un dado ion es un problema delicado
en la medida en que, al aumentar el nimero de iones en una trampa, las distan-
cias entre ellos disminuyen requiriendo una gran precision al enfocar el haz laser.
El enfocado del haz es la estrategia mas directa y permite, en los experimentos
de Innsbruck, una cintura de 2 um suficiente para acoplamientos individuales ya
que la distancia entre iones es del orden de 5 um. Los acoplamientos indeseados
a iones vecinos son del orden de 0.03 con respecto a la intensidad del acopla-
miento en el ion objetivo. Por otro lado, la resolucién espacial mejora cuando el
laser se propaga perpendicular a la trampa, pero el acoplamiento a los modos
de movimiento axiales requiere de una componente en la direccién z. Esto puede
resolverse con una solucién de compromiso en la eleccién del angulo, o alterna-
tivamente tomando en consideracién los modos transversales de la trampa (ver
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seccién 4.4). Existen ademds métodos que permiten reducir los efectos de aco-
plamientos no deseados, por ejemplo aplicando pulsos compuestos para lograr
cada rotacién.

Una técnica alternativa para lograr el acoplamiento individual consiste en
utilizar un laser o campo magnético inhomogéneo de modo que los distintos iones
tengan distintas frecuencias de transicién. De esta manera un laser resonante
en un ion no serd resonante para los otros, y por lo tanto se acoplarad a éstos
mas débilmente. Sin embargo esta técnica requiere, cuando se tiene un nimero
relativamente grande de iones, de un control muy preciso del gradiente del campo.
Finalmente, para permitir la escalabilidad del sistema a nitmeros grandes de
iones, es posible utilizar trampas segmentadas. Este es el tipo de trampas que se
emplea en el grupo de NIST, y en ellas los iones pueden desplazarse entre zonas
de almacenamiento y zonas de manipulacién, reordenarse, etc.

El acoplamiento entre distintos iones en una cadena, necesario para tareas
de procesamiento cuantico de la informacién, se obtiene utilizando los modos
colectivos de vibracién. El uso de excitaciones de estos modos y el acoplamiento
de éstas a los estados internos por medio de transiciones en la banda azul o
roja permiten lograr interacciones efectivas entre los distintos iones. Existen
varias propuestas que han permitido entrelazar los estados internos de distintos
iones utilizando los grados de libertad de movimiento como mediadores. Entre
ellas, las mas relevantes son la compuerta de fase controlada de Cirac-Zoller
[119], la compuerta de Mglmer-Sgrensen [120], y la compuerta de fase geométrica
[121]. La fidelidad de esta clase de acoplamientos estd fuertemente limitada por
efectos térmicos, es decir por la posibilidad de preparar estados de movimiento
de exactamente n fonones.

4.3. Decoherencia en trampas de iones

Esta seccién describe los mecanismos mas relevantes para la decoherencia de
los iones atrapados. Una discusién més detallada puede encontrarse en [113].

4.3.1. Decoherencia de los estados internos
= Bit-flips

Los errores tipo bit-flip corresponden al paso indeseado de un estado 16gico
a otro por emisién espontanea. Esta clase de error es tipicamente despre-
ciable (los tiempos en que ocurren son del orden de 1 s., mientras que la
escala de operacién de los qubits suele ser menor que 1 ms.).

= Desfasaje

La utilizacién de dos estados internos con distinto momento magnético con-
duce, debido a fluctuaciones en el campo magnético, a errores de desfasaje.
Estos también pueden ocurrir debido a fluctuaciones en la frecuencia del
laser. Estas fluctuaciones pueden ocurrir en distintas escalas temporales:
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pueden ser mas cortas que el tiempo de un dado experimento, o pueden
ocurrir de un experimento a otro. Posibles estrategias para reducir el des-
fasaje utilizan aislamiento magnético, o niveles con el mismo momento
magnético (usando la estructura hiperfina).

4.3.2. Imperfecciones en el control de los iones

Una fuente seria de decoherencia es el control imperfecto de los pulsos utiliza-
dos para manipular el estado de los iones, generalmente asociados a fluctuaciones
en la intensidad, frecuencia o apuntado del laser. A esto hay que sumarle los erro-
res asociados a transiciones indeseadas en los vecinos del ion sobre el que actia
la operacién. Estas imperfecciones pueden ser fuertemente reducidas utilizando
pulsos compuestos y técnicas de control 6ptimo. A continuacién se enumeran
algunos de los errores més frecuentes:

= Errores de duracion de los pulsos debidos a las fluctuaciones ya men-
cionadas. Estas fluctuaciones tienen una escala temporal tipica debajo del
kHz, es decir maés lenta que una secuencia usual de pulsos. Las fluctuacio-
nes en amplitud suelen ser del orden de 10~2. Otra fuente de fluctuaciones
efectivas en la intensidad corresponde a un enfriamiento insuficiente de la
cadena, ya que distintos nimeros de fonones inducen distintos valores para
las frecuencias de transicién (ver ecs. 4.8 y 4.6). Sin embargo, este efecto
no es tan grave para cadenas de varios iones ya que los factores de Lamb-
Dicke tienden a ser menores y las contribuciones de los distintos modos se
promedian, disminuyendo las fluctuaciones.

= Errores de sintonizacién del laser tienen efectos similares a los de las
fluctuaciones del campo magnético, introduciendo desfasajes, pero pueden
ser cancelados utilizando técnicas de espin-eco.

» Errores de apuntado del laser (que ya fueron mencionados en la seccién
4.2.3).

= Excitaciones no resonantes que son problemaéticas cuando se quiere ex-
citar una transicién débil en presencia de una transicién cercana maés fuerte
[115, 122]. En particular, la transicién entre niveles internos sin acoplar a
los modos de vibracién tiene un acoplamiento mayor en un factor 1/7 res-
pecto de las bandas roja o azul, como se ve en (4.4-4.7). Las transiciones
no resonantes pueden ser interpretadas como una consecuencia de que un
pulso centrado en una dada frecuencia tiene también componentes de Fou-
rier en otros valores; la excitacion de las frecuencias problemaéticas puede
ser evitada modelando el pulso en la forma apropiada.

s Efecto Stark alterno de origen similar al de las excitaciones no reso-
nantes, excepto que afecta la fase en lugar de la poblacién de los niveles.
Esta variacion en la fase puede ser tenida en cuenta y cancelada, pero el
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valor puede ser tan grande que requiera una enorme estabilidad del laser.
Una estrategia para reducir este efecto es introducir un segundo laser que
genere un efecto Stark de signo contrario (este segundo laser puede ser

obtenido de la misma fuente que el anterior).

4.3.3. Coherencia del estado de movimiento

El estado vibracional de los iones sufre cambios en la poblacion debidos
a efectos térmicos, y desfasajes debidos a fluctuaciones en la frecuencia de la
trampa. Estas dltimas fluctuaciones son lentas y del orden de unos pocos Hz, en
tanto que los efectos térmicos pueden deberse a radiacién electromagnética en
las frecuencias de la trampa. Esta radiacién se debe tipicamente a fluctuaciones
de voltaje del material que forma la misma trampa, en particular debido al
movimiento térmico de los electrones dentro de los conductores.

Las tasas de calentamiento dependen fuertemente del material y la estructura
de la trampa, y los mecanismos no estdn completamente claros [113]. Los valores
pueden llegar a unos pocos fonones por ms [114, 15], pero pueden ser muy reduci-
dos enfriando los electrodos a ~ 150K [123]. Las trampas mds pequenas permiten
manipulacién més rapida de los iones al costo de mayores efectos térmicos. Pero
por otro lado, estas trampas pueden ser enfriadas mas facilmente (hasta el orden
de algunos K).

Los efectos de desfasaje también deben ser tenidos en cuenta. Para los modos
axiales més altos que el centro de masa, los tiempos de coherencia son del orden
de 5 ms [124]. A diferencia del centro de masa, estos modos sufren el hecho de
que su frecuencia depende del estado de los modos radiales, lo cual introduce un
desfasaje adicional a las fluctuaciones en la frecuencia de la trampa.

4.4. Grados de libertad transversales

Existe una serie reciente de articulos abocados al estudio de los grados de
libertad de movimiento de los iones en una direccién transversal al eje de la tram-
pa [102, 125, 126]. Estos trabajos analizan esencialmente dos ejes de interés: en
primer lugar, el estudio de transiciones de fase cudnticas (en este caso, entre una
cadena lineal y una configuracién de zig-zag), y en segundo lugar, la posibilidad
de utilizar los grados de libertad transversales para procesamiento cuantico. En
esta seccién se comentaran brevemente algunos resultados relacionados con estas
lineas de trabajo.

Consideramos una cadena de N iones de masa m atrapados por un potencial
armonico tridimensional y que interactiian entre si por repulsiéon coulombiana.
En la direccién axial z de la cadena el confinamiento es menor que en las direccio-
nes transversales x e y. A su vez, suponemos por simplicidad que en la dimensién
transversal y el potencial es mayor que en la direcciéon z, de modo que el pro-
blema se vuelve efectivamente bidimensional. El Hamiltoniano resultante es de
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donde z; es la posicién del ion j-ésimo en la direccién transversal z, y z; su
posicion a lo largo del eje de la trampa. Para un dado valor de la frecuencia
de confinamiento axial, la configuracién de equilibrio de la cadena depende del
confinamiento w, en la direccién transversal. Existe un valor critico w. (w. =
3Nw,/(4+/log N), para N > 1 [125]) para el cual se observa una transicién entre
una cadena lineal (cuando w, > w.) y una configuracion de zig-zag (si wy < we).
Para valores aiin menores de w, se obtienen configuraciones méas complicadas.

En adelante consideraremos el caso en que configuracién de equilibrio es
lineal. En este caso, las posiciones de equilibrio de los iones no dependen de la
frecuencia transversal. Realizando una expansién de Taylor al cuarto orden en
torno del equilibrio se obtiene el Hamiltoniano [126]:

ij + 5 Z YijTix; + Zb T

z] 1
+ Z o a] + Kijai T, (4.12)
ij=1
donde:
) 2
, e 1 9e
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y para i # j se tiene:
o2 9¢e? 3¢’

e o = 4.14
2meg|zi — 2|3 Yij 16meo| 2 — 2%’ i 8meo|zi — 250 ( )

En esta expresion se omite el acoplamiento entre modos axiales y transversales,
presente en el tercer y cuarto 6rdenes de Taylor pero que puede despreciarse [126].
Suficientemente lejos de la transicion de fase, el Hamiltoniano puede aproximarse
por la expansién a segundo orden; a medida que la frecuencia transversal se
acerca al valor critico, los efectos no lineales se vuelven mas importantes.

Los grados de libertad transversales resultan entonces de interés en tanto
permiten estudiar en forma controlada una transicién de fase cudntica, efectos
relacionados con la presencia de un estado fundamental degenerado al pasar a
la configuracién de zig-zag, la formacién de defectos durante la transicién, etc.
Por otra parte, es posible considerar la manipulacién de los grados de liber-
tad transversales para realizar protocolos de informacién cuantica. Una ventaja
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que proporcionan con respecto a los grados de libertad axiales es la posibilidad
de alcanzar altos grados de estrujamiento manteniendo vélida la aproximacion
armonica. Por otra parte, los grados de libertad transversales pueden acoplarse
fuertemente a laseres cuya direcciéon de propagacién es perpendicular al eje de
la cadena, lo cual facilita la manipulacién individual de los iones. De cualquier
manera, al aumentar el nimero de iones las distancias entre ellos en la zona
central de la cadena disminuyen impidiendo el control individual usando laseres
enfocados a un solo ion. Pero el uso del movimiento transversal tiene también la
ventaja de incorporar un parametro extra de control dado por la frecuencia de
confinamiento transversal. Como se muestra en [102], la capacidad de variar esta
frecuencia para cada sitio de la cadena permite implementar transformaciones
gaussianas arbitrarias sobre el estado del movimiento.

4.5. Enfriamiento de la cadena de iones

En esta seccién se explican algunos principios basicos sobre uno de los meca-
nismos mas usuales para enfriar iones atrapados, el llamado “sideband cooling” .
El contenido es esencialmente un resumen del presentado en [103], donde se
incluye ademas la descripciéon de una variedad de métodos alternativos.

Por simplicidad, consideremos en primer lugar el caso de un solo ion atrapa-
do, prestando atencién al movimiento en una Unica direccion espacial y tratando
sus estados internos como un sistema de dos niveles. El Hamiltoniano que des-
cribe la interaccién entre este ion y un ldser cerca de la resonancia (es decir,
cuya frecuencia es préxima a la de transicién entre esos dos niveles) es de la
forma descrita en la ecuacién (4.1). El efecto de este acoplamiento consiste en
inducir excitaciones y desexcitaciones del estado interno del ion, acompanadas
de eventuales transiciones en el estado de movimiento, asociadas al efecto del
operador et*z.

La evolucion completa del ion estd por lo tanto dada por la combinacion
de su propio Hamiltoniano (correspondiente a un oscilador arménico para los
grados de libertad, més un sistema de dos niveles para los estados internos), el
Hamiltoniano de acoplamiento al ldser, y un término extra asociado a la emisién
espontanea, proceso por el cual el estado interno se desexcita y que también
involucra en general una transicién en el estado de movimiento.

En lo sucesivo nos referiremos tnicamente al caso en que la tasa de decaimien-
to espontanea I' es mucho menor que la frecuencia wy de la trampa, y asumiremos
que vale la aproximacién de Lamb-Dicke, es decir que la extensién del paquete
de ondas correspondiente al estado del atomo es mucho menor que la longitud de
onda del laser. En esta situacién, el Hamiltoniano puede escribirse en la forma
(4.3), donde las transiciones dominantes son la portadora, en la cual el estado
de movimiento no es alterado, y las bandas azul y roja, correspondientes a la
excitacion o desexcitacién en un fonon.

El protocolo para enfriar consiste esencialmente en elegir la frecuencia del
laser de tal forma que resulten méas probables las transiciones tendientes a dis-
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minuir el nimero de fonones. Las tasas de transicién del estado |g,n) a los
estados |g,n + 1) y |g,n — 1) son de la forma (n+1)A4 y nA_ respectivamente.
Las amplitudes A4 dependen de pardmetros como la frecuencia de la trampa, la
diferencia de frecuencias entre el laser y la transiciéon interna del ion, la tasa de
decaimiento espontaneo, etc. La evolucién del nimero medio de fonones obedece
la ecuacion:

d(n)
dt

Cuando la frecuencia del laser es menor que la de la transicién interna, resulta

= (A, —A )+ A, (4.15)

A_ > A, y el proceso llega a una solucién estacionaria con un numero medio
de fonones:

Ay

(n) = T (4.16)

La escala temporal en la cual el sistema se acerca a la situacion asintética estd
dada por (A_ — A,)~ L

Para el caso considerado I' < wy, la elecciéon éptima para la frecuencia del
laser corresponde a la banda roja. En esta situacion, el nimero medio de fonones
en el estado asintdtico es

(n) = <F>2 <1 (4.17)

Wt

es decir, el estado final del protocolo corresponde préacticamente al vacio del
oscilador arménico.

Este esquema basico puede extenderse a situaciones méas complejas involu-
crando més de una dimensién espacial o cadenas de varios iones. En este caso,
existe un conjunto de frecuencias relevantes, asociadas a los diferentes modos.
Una manera posible de enfriar el conjunto es por medio de sucesivas aplicacio-
nes de este protocolo en la banda roja de los distintos modos. Si bien al enfriar
un modo el acoplamiento laser tiende a calentar los otros modos, este efecto es
no-resonante y este tipo de estrategia permite alcanzar estados muy cercanos al
vacio del conjunto de modos. Por ejemplo, el grupo de NIST ha logrado enfriar
una cadena formada por dos iones, uno de ?Be y otro de Mg, llevando los dos
modos axiales a nimeros de ocupacién media de 0.03 y 0.04 [127].

4.6. Simulaciones cuanticas en trampas de iones

La implementacion de simulaciones cuanticas en trampas de iones es pro-
metedora en la medida en que muchas veces permite aprovechar las interaccio-
nes naturalmente presentes en el sistema, y tiene requerimientos moderados en
términos de la fidelidad de las operaciones. Existe por lo tanto una variedad
de propuestas de simulaciones en este contexto, algunas de las cuales ya se han
llevado parcialmente a cabo (en sistemas pequenios, de unos pocos iones). A con-
tinuaciéon se hard una breve revisién de algunas de las diversas propuestas y
experiencias desarrolladas; se trata esencialmente de una sintesis de [128], donde
puede encontrarse una exposicién detallada y reciente del tema.
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Modelos de espines

Los estados internos de un ion pueden asociarse a distintos estados de un
espin efectivo. Es posible obtener interacciones entre los espines asociados a dis-
tintos iones utilizando la interaccion eléctrica entre ellos sumada al acoplamiento
a ldseres que proporcionan fuerzas externas dependientes del estado interno. A
raiz de este tipo de fuerzas, la posicién de equilibrio de un ion puede depender de
su estado interno, lo que a través de la repulsiéon de Coulomb altera la posicién
de equilibrio de otro ion; debido a campos magnéticos espacialmente variables
o laseres estacionarios fuera de resonancia, esto puede introducir a su vez una
modificacién en los niveles internos [129, 80, 130].

A modo de ejemplo, en [130] se muestra cémo fuerzas dependientes del estado
interno que actian sobre el movimiento en una direcciéon transversal de una
cadena de iones pueden utilizarse para simular modelos de Ising o XY con campo
transverso. Esto puede implementarse tanto en cristales de Coulomb como en
cadenas de microtrampas. El uso de cadenas de microtrampas proporciona la
ventaja de permitir el control local de los acoplamientos y campos externos, y
la posibilidad de trasladar los iones a distintas secciones de la trampa, aunque
como contrapartida suele sufrir de mayores problemas de calentamiento [15].

El modelo de Ising con campo transverso resulta de interés gracias a la pre-
sencia de transiciones de fase cudnticas en una dimensién. Existen varias pro-
puestas para la implementacién de modelos similares a éste con iones atrapados
[131, 121, 80, 132]. Recientemente se reporté una realizacién experimental de la
propuesta de Porras y Cirac [80] usando dos iones atrapados de 2°Mg* [133]. En
esta experiencia se induce una transicién adiabatica entre una fase paramagnética
vy una ferromagnética en un sistema compuesto por solo dos particulas, aunque
los métodos son en principio generalizables a ntimeros més grandes.

Modelo de espin-bosén

El modelo de espin-bosén [65, 75] describe la dindmica de una particula de
espin 1/2 que interactia con un bano de osciladores arménicos. Este tipo de
acoplamientos pueden obtenerse a partir de aplicar fuerzas dependientes del es-
tado interno sobre alguno de los iones de una cadena; los osciladores del entorno
corresponden a los distintos modos colectivos de vibracién. En [134] se mues-
tra cémo un laser enfocado en un ion particular permite simular este modelo,
considerando ademas distintas densidades espectrales y efectos de tamano finito.

Transiciones de fase de campos escalares

Las cadenas de iones confinados por distintos tipos de potenciales exhiben
transiciones de fase clasicas entre distintas configuraciones espaciales, que han
sido estudiadas tedrica y experimentalmente [135, 104, 136, 125]. Retzker et al.
[126] sugieren la exploracién de la transicién entre una configuracién lineal y
una de zig-zag en el régimen cudntico. Esta transicién puede asimilarse a una
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correspondiente a un campo escalar con ruptura espontanea de simetria, lo cual
permite por ejemplo estudiar la formacion de defectos.

Efectos cuanticos en biologia

Estudios recientes muestran que el desfasamiento inducido por un ambiente
puede incrementar la transferencia de energia o informacién en una red de no-
dos cudnticos [137], presentando modelos simplificados que sugieren que algunas
moléculas podrian aprovechar este proceso para optimizar procesos relacionados
con la fotosintesis. Si bien la verificacién experimental utilizando estas moléculas
es dificil, el modelo propuesto podria ser testeado utilizando iones atrapados. En
una linea similar, se podria testear en sistemas de iones un estudio tedrico re-
ciente que indica que el entrelazamiento en situaciones dinamicas puede persistir
incluso en contacto con ambientes a alta temperatura, como es el caso de las

moléculas en problemas de relevancia en biologia [138].

Optica cuantica

En [139] se muestra c6mo implementar, con un dnico ion atrapado, una am-
plia clase de Hamiltonianos de una particula de espin 1/2 en un potencial ex-
terno. En la misma publicacién se reportan ademds resultados experimentales
de la simulacién de divisores de haz no lineales. La no-linealidad introduce en
esta situacién un incremento en la frecuencia de las franjas de interferencia,
potencialmente aplicable para obtener un aumento de sensibilidad.

Modelo de Bose-Hubbard

En [45] se propone la idea de utilizar los grados de libertad fonénicos para
simular distintos modelos bosénicos. Considerando los iones como sitios de una
red y los fonones asociados al movimiento transversal de cada ion como un
sistema de bosones, es posible investigar experimentalmente el modelo de Bose-
Hubbard [140]. Por ejemplo, es posible simular una transicién entre superfluido y
aislante de Mott en una implementacién en que cada sitio se asocia a la vibracién
en direccién transversal de un ion de la cadena, mientras que el acoplamiento
(débil) entre las vibraciones transversales de distintos iones permite el tuneleo
y las correcciones cudrticas al potencial de la trampa proporcionan un término
de interaccién entre bosones en un dado sitio [141]. Las anarmonicidades pueden
también ser inducidas por ondas estacionarias fuera de resonancia; con este tipo
de estrategia es posible simular un gas de Tonks-Girardeau [141] y modelos XY
frustrados [142].

Modelo de Frenkel-Kontorova

El modelo de Frenkel-Kontorova describe una cadena lineal de particulas con
interacciones armonicas a primeros vecinos, sujetas a un potencial sinusoidal. Es-
te sistema es clasico y unidimensional, y su interés se relaciona con la dinamica
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no lineal y el caos. A pesar de su simplicidad, el modelo permite describir una
gran variedad de fendmenos fisicos, incluyendo problemas bidimensionales [143].
El modelo de iones de Frenkel-Kontorova describe una cadena lineal de iones
atrapados y acoplados a una onda estacionaria. El tratamiento cudntico del mo-
delo introduce modificaciones no triviales como la aparicién de “instantones”, y
la posibilidad de variar el valor de la constante de Planck efectiva [144].

Efecto Unruh y creacién de particulas en un universo en expansion

Unruh [145] mostré que en el vacio de un espacio de Minkowski un obser-
vador acelerado mediria un espectro de particulas correspondiente a un estado
térmico, con temperatura proporcional a la aceleracién. Efectos similares a éstos
pueden observarse en el movimiento de un ion atrapado en un potencial que
depende del tiempo. La variacién del potencial externo conduce entonces a la
creacion de fonones, que permiten definir una temperatura efectiva asociada a la
tasa de cambio del potencial de la trampa. Las principales dificultades para la
implementacién de este modelo estdn asociadas al calentamiento indeseado del
ion.

El efecto de un universo en expansién conduce también a la creacién de
particulas [146]. Es posible describir este proceso a partir de fluctuaciones de
vacio en términos de una expansién no-adiabdtica, que conduce de un estado
de vacio a uno estrujado [44]. Este fenémeno puede obtenerse también en una
cadena de iones sometida a una variacion rapida del potencial externo [147]. Los
fonones se comportan en este caso en forma andloga a las particulas de un campo
escalar.

Simulacién de la ecuacion de Dirac

Con un ion atrapado es posible simular también efectos relativistas asociados
a la solucion de la ecuacién de Dirac [148]; en particular el fenémeno de “Zitterbe-
wegung’ (movimiento helicoidal de la particula de Dirac libre como consecuencia
de la no-conmutatividad de las diferentes componentes de la velocidad) o la pa-
radoja de Klein (transmisién casi total de una particula relativista de masa m a
través de un potencial de altura V > 2mc?).

La simulacién de la ecuaciéon de Dirac en 3 + 1 dimensiones requiere de la
utilizacién de cuatro niveles internos del ion, de modo de representar todas las
componentes del espinor. La dindmica es generada a través del acoplamiento
entre estos niveles internos y el movimiento del ion. Sin embargo, es necesario
utilizar y controlar separadamente un gran nimero de laseres, lo cual hace el
experimento demasiado dificil. Afortunadamente, es posible simplificar la imple-
mentaciéon enormemente y manteniendo los efectos relativistas més importantes
reduciendo el problema a 2+1 o 141 dimensiones.

La implementacion experimental de la simulaciéon de la ecuacién de Dirac
ha sido llevada a cabo recientemente [46], demostrando en 141 dimensiones al-
gunos efectos como el Zitterbewegung y la transicion entre dindmica relativista
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vy no-relativista. En esta experiencia ha sido posible medir la evolucién tempo-
ral de la densidad de probabilidad como funcién de la posicion usando fuerzas
dependientes de la posiciéon y mediciones por fluorescencia.
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Parte 11

Decoherencia por cadenas de
espines
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Capitulo 5

Decoherencia en el modelo de
un espin central: estudio del
régimen universal

En este capitulo se analiza la decoherencia inducida sobre un qubit a raiz
de la interaccién con una cadena de espines con dindmica propia no trivial (Ha-
miltoniano tipo Ising o XY con campo transverso). El objetivo de este trabajo
es estudiar las propiedades del llamado “régimen universal”, en el cual la escala
temporal para la pérdida de coherencia se vuelve independiente de la intensidad
del acoplamiento con el ambiente. La existencia de este régimen fue establecida
por Cucchietti et al en [24], interpretando la deteccién de este tipo de compor-
tamiento como senial de una transicién cudntica de fase en el entorno. En este
capitulo se muestra que este tipo de universalidad puede existir también en au-
sencia de transiciones de fase. Los resultados presentados indican ademas que
en el régimen de acoplamiento fuerte la proximidad a la transicién de fase no
induce un aumento de la decoherencia, al contrario de lo que ocurre cuando el
acoplamiento entre sistema y entorno es débil.

El capitulo estd organizado en la siguiente forma: en primer lugar, en la
seccién 5.1 se introduce el modelo, similar a uno ya presentado en el capitulo
2. En la seccién 5.2 se muestra cémo calcular la decoherencia en este problema,
mapeando el sistema de espines a uno fermiénico por medio de la transformacién
de Jordan-Wigner. La seccién 5.3 se dedica al estudio del régimen considerado
en [24], en el cual la pérdida de coherencia estd caracterizada por una envolvente
gaussiana universal. En la seccién 5.4 se muestran casos similares con envolventes
no gaussianas, y finalmente la seccién 5.5 discute las razones para la existencia
de las caracteristicas universales en la decoherencia del sistema.
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5.1. El modelo: un qubit central interactuando con
una cadena de espines

Consideraremos a continuacién la decoherencia inducida en una particula de
espin 1/2, a la que se llamard “el sistema” o “el qubit”, a raiz del acoplamiento a
un entorno formado por una cadena de N particulas de espin 1/2. Se despreciard
el Hamiltoniano propio del sistema, y se considerara que el qubit interactia
igualmente con todos los espines de la cadena. Por simplicidad, en este capitulo
y el proximo tomaremos h = 1. El Hamiltoniano del entorno serd modelado por
un Hamiltoniano tipo XY con campo transverso [94, 67, 149]:

HE:—Z{l_;YXijJrl‘Fl;YYVj}/jJrl"')\ZJ’} (5.1)
J

en el que se imponen condiciones periddicas de contorno, y donde los tres opera-
dores de Pauli actuando sobre el j-ésimo sitio de la cadena se notan X;,Y;, Z;.
El pardametro v en el Hamiltoniano determina la anisotropia en el plano z-y, en
tanto que A corresponde a un campo magnético en la direccién z; para v =1 se
obtiene el Hamiltoniano de Ising con campo transverso. Este modelo es critico pa-
ray = 0con |A\| < 1y para A = £1, que corresponde (en el limite N — c0) a una
transicion cudntica de una fase ferromagnética a una paramagnética [150, 151].
A lo largo del trabajo, se discutiran los effectos de esta transicién sobre la deco-
herencia del sistema.

El Hamiltoniano de interaccion entre sistema y entorno es el siguiente:

Hpy = —gl1)(1| & Z Z;. (5.2)

Notamos |0) y |1) los dos autoestados del operador de Pauli sobre el qubit Zg,
con autovalores +1 y —1 respectivamente. De esta forma, dependiendo del estado
del sistema, el entorno evoluciona con un Hamiltoniano efectivo diferente H,
(a =0,1) dado por:
H,=Hg—ag ) Z
J

lo cual es un cambio del campo magnético efectivo en la forma A — A(@ = A+ag.

Se asume que el estado inicial del universo formado por sistema y entorno es
puro, y que no existen correlaciones entre ellos:

pse(0) = [¥)(¥] @ [Eo) (Eol, (5:3)

donde |[¢)) = «|0)+0|1). El objetivo es estudiar la evolucién de la matriz densidad
reducida del sistema, p. A causa de la forma del Hamiltoniano, la dependencia
temporal de p puede ser obtenida formalmente como se explica a continuacién.
En la base computacional, es decir de autoestados de Zg, p puede escribirse en
la forma:

p(t) = > pap(t)a)(bl. (5-4)

ab=0,1
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Al igual que en los modelos tratados en la seccién 2.2, la evolucién de los ele-
mentos de matriz de p esta dada por:

pab(t) = pap(0) (Eole' ' et Bo) (5.5)

Como el Hamiltoniano total conmuta con Zg, los términos diagonales p, , per-
manecen constantes. La amplitud de los términos no diagonales, en cambio, es
multiplicada por el solapamiento entre dos estados del entorno que correspon-
den a las dos posibles evoluciones de la cadena correspondientes a los dos estados
distintos del qubit. La decoherencia inducida por el ambiente serd analizada a
través del médulo cuadrado de este factor, al que, siguiendo a [152, 25], llama-
remos “eco de Loschmidt”:

L(t) = |[(Boleote 11| Eg) . (5.6)

Este eco se simplifica si se asume que el entorno se encuentra inicialmente
en un autoestado del Hamiltoniano Hy (que es el Hamiltoniano de la cadena no
perturbada por la interaccién con el qubit). En este caso, uno de los operadores de
evolucién actia trivialmente, de modo que el eco resulta igual a la “probabilidad
de supervivencia” del estado inicial de la cadena luego de ser evolucionado con
el Hamiltoniano efectivo Hy. A lo largo de este trabajo se considerara el caso
especial en que el estado inicial del entorno es su estado fundamental.

En tanto el estado inicial es puro y separable, a consecuencia de la interaccion
el qubit se entrelaza con la cadena, de modo que su matriz densidad reducida se
vuelve mixta. La pureza del qubit en funcién del tiempo puede ser calculada a
partir del eco de Loschmidt:

Tr(p?(t)) = 1 — 2|ap2(1 - ). (5.7)

5.2. Transformacion de Jordan-Wigner y calculo del
eco de Loschmidt

Para encontrar el eco de Loschmidt se utiliza el siguiente procedimiento, que
se encuentra descripto en [94, 23]. En primer lugar es conveniente mapear los
Hamiltonianos H, de la cadena de espines a un sistema de fermiones, por medio
de la transformacién de Jordan-Wigner:

j—1
X; = exp {iﬂ' Z czck} (cj + c;r) (5.8)
k=1

j—1

Y, = i exp {Z'WZCLC]C} (¢j — c;) (5.9)
k=1

Z; = 2clej— 1. (5.10)

Esta transformacion corresponde a asociar, en cada sitio, la presencia o ausencia
de un fermion con un espin apuntando en la direcciéon +z o —z respectivamente.
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Sin embargo, a fin de obtener relaciones de anticonmutacién para operadores
asociados a los distintos sitios, es necesario agregar los términos no locales de la
forma exp {m Zi;ll CZC/C} = Hi;ll(ka)

Efectuando esta transformacién, a menos de una correccién asociada a efectos
de borde (relevante en tiempos del orden del niimero de espines de la cadena)!,
los Hamiltonianos pueden escribirse como:

H, =- Z(C}Cj.ﬂ + C;L-_Hc]') + ’Y(C}C}_‘_l +¢jt1c5) + )\(a)(QC}Cj —1).  (5.11)

J

Dado que el qubit interactda uniformemente con toda la cadena, los Hamil-
tonianos H, son invariantes frente a la operacién ¢; — ¢;j41 (con condiciones
periédicas). En lo sucesivo nos referiremos a esta operacién como una traslacién
a lo largo de la cadena (aunque para esta geometria es mas bien una simetria de
rotacién discreta). Gracias a esto los Hamiltonianos pueden ser diagonalizados
por el siguiente método estandar: en primer lugar, se realiza una transformada

de Fourier de los operadores de creaciéon y destruccion cj, c;:
e—z7r/4

~UN

¢ > TN g, (5.12)
k

A continuacién se definen nuevos operadores por medio de una transformacién
de Bogoliubov que preserva el momento, mezclando solamente operadores ¢ y

(a) (a)
& = nlg,“) cos <<pg> - nT_(Z) sen (%) : (5.13)

De modo de diagonalizar el Hamiltoniano, los coeficientes de Bogoliubov deben

=t
cLy:

obedecer la relacion:

(a)) v sen(27wk/N)

t = 5.14
an( @) + cos(2mk/N) (5.14)

v las energias de los modos correspondientes son:
B = 2\/[y sen(2mk/N)J2 + [A® + cos(2k/N)]2. (5.15)

La combinacién de operadores de creacién y destrucciéon que diagonaliza el
Hamiltoniano depende de dngulos que cambian al modificar el campo externo
(v por lo tanto, dependen del estado del qubit). En particular, puede verse que
los operadores correspondientes a los distintos valores del campo efectivo pueden
relacionarse segun:

77](60) = 77,(61) cos(dpg) — ni(;) sen(dpy), (5.16)

Los Hamiltonianos considerados pueden resolverse en forma exacta, dividiendo los autoesta-
dos segtn su paridad y aplicando transformadas de Fourier con coeficientes enteros o semienteros
[153]. Sin embargo la diferencia no es importante excepto a tiempos largos.
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con 0y = go,il) — cp,(co). El estado inicial de la cadena, |Fp), es aniquilado por los

operadores de la forma (5.16), y puede escribirse en la forma:

|Eo) = H [cos(dgok) —|—sen(5<pk)n};(1)ni(;) | E) (5.17)
1<k<N/2
donde |E{) es el estado aniquilado por los operadores 77,(:).
El eco (5.6) estd dado por:

;2(1)17(1)

. 2
L(t) = | (Bole™* Zx B0 |y )| (5.18)

Insertando una identidad en términos de estados de Fock del Hamiltoniano per-
turbado resulta:

- N [CONERLINED) 2
L) = |(Eol Y D) ED e = BT )| =

. (1) . 2
= | S e A 0y 2 (5.19)

donde |7V es el autoestado del Hamiltoniano H; en que el modo k tiene ocu-
pacién ng. Usando

(GADE)* = ] cos(der)(1 = ne)(L = n_y) + sen(Spp)npn_g>  (5.20)

1<k<N/2
se tiene:
. (1)
Lty = [S e #ZeBm T Jeos(Ber)(1 —ng)(1 —n_y) +
il 1<k<N/2

2

+sen(8pp )nen_g|*

. 2
= H ‘ cos®(dpp) + ¢~ 2B, sen2(6<pk)‘ =
1<k<N/2
- I (1 — sen?(¢y) sen2(E,§1>t)) (5.21)
1<k<N/2

A causa de la invariancia del problema frente a traslaciones a lo largo de la
cadena, el eco de Loschmidt puede entonces ser factorizado en contribuciones
de los distintos pares de modos de acuerdo a su momento. Los modos 0, N/2
(en caso de N par) no contribuyen al eco: dado que el numerador en (5.14) se
anula, los dngulos que corresponden a estos modos sélo pueden ser 0 6 7, de
modo que la transformacién correspondiente no mezcla operadores de creacién

y destruccion.
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5.3. El régimen universal gaussiano

El problema presentado fue analizado por Cucchietti et al en [24] para el
caso de una cadena de Ising (v = 1). En ese articulo, la existencia de un régimen
de decoherencia universal fue descubierta para A < 1 y g > 1. Este fenémeno
fue posteriormente observado y analizado por otros autores [25]. El régimen
universal encontrado en [24] (ilustrado en la figura 5.1) se caracteriza por el
hecho de que el eco tiene una envolvente gaussiana cuyo ancho es independiente
de la intensidad del acoplamiento, parametrizada por g. Es a raiz de esto que
el régimen fue bautizado como “universal” (en el sentido de independencia de
g). En [24] se muestra que la forma gaussiana de la envolvente puede entenderse
como una consecuencia de las propiedades de la distribucién de los coeficientes de
Bogoliubov que aparecen en la transformacién (5.13). En particular, del hecho
de que para v = 1, A~ 0, y g suficientemente grande, los angulos dp estan
uniformemente distribuidos.

0.8 -

04 i

0.2 i

Figura 5.1: El eco en funcién del tiempo para el caso considerado en [24]: un qubit
central interactuando uniformemente con todos los sitios de una cadena de espines, con
v =1, A =0 (el gréfico corresponde a N = 100). El eco estd dado por una oscilacién con
frecuencia determinada por g, y envolvente gaussiana independiente de g. Se muestran
los casos g = 5 (verde), 10 (azul), 40 (negro); la linea roja indica la envolvente gaussiana.

A continuacion examinaremos en mas detalle las caracteristicas de este régimen
gaussiano. La universalidad observada es alcanzada cuando la magnitud g del
acoplamiento con el ambiente supera un cierto limite. El valor de este limite
parece ser independiente de la longitud de la cadena, N, pero depende de \. La
envolvente del eco es de la forma exp(—at?N/4); el valor de a, el pardmetro que
determina el ancho temporal, es aproximadamente 1 cuando g es suficientemente
grande. La dependencia de a con el acoplamiento g se analiza en la figura 5.2,
para A entre 0 y 0.9. Es importante notar, de todas formas, que a medida que
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A se aproxima a 1 la envolvente adquiere una “cola” que decae lentamente, de
forma que el ajuste gaussiano no es bueno a tiempos largos.

0.9

T
|

Figura 5.2: El eco para el caso de un qubit central interactuando con una cadena de
Ising con campo transverso tiene para A <1y g > 1 una envolvente gaussiana de la
forma exp(—at?N/4). Se grafica el valor de a como funcién de g para A = 0 (negro),
0.3 (azul), 0.6 (rojo) y 0.9 (verde), y una cadena de longitud N = 100. Los ajustes son
tomados considerando picos para los cuales el eco es mayor que 1/e.

A partir del gréfico resulta claro que para A = 0 (curva superior) la univer-
salidad se alcanza més rapidamente que para A = 0.9 (curva inferior). De todas
maneras, la dependencia de a con g es bastante débil. De acuerdo a la figura,
para A = 0.9 los cambios de « son apenas del orden de 10 % con ¢ variando entre
10 y 75. Por otra parte, es conveniente enfatizar que el hecho de que « decrece
con A indica que, al contrario de lo que ocurre en el caso de acoplamiento débil,
la proximidad a la transicién de fase cuantica no produce un aumento de la de-
coherencia. De hecho, la decoherencia disminuye al aumentar el campo externo
dado que los espines tienden a alinearse con él.

Los valores de o mostrados en la figura 5.2 corresponden a ajustes gaussianos
de los picos en la evolucién del eco como funcién del tiempo. Pueden también ser
aproximados por una férmula analitica sencilla como se muestra a continuacion.
Segun se ve en la férmula (5.15), cuando ¢ es grande las energias de todos los
modos del Hamiltoniano perturbado H; son del orden de 2g. En la expresion
del eco (5.21), escribimos entonces todas las energias como E,gl) = FE 4+ Ay, con
Ay < E (lo cual se satisface para g > 1). Todos los factores en el eco oscilan con
frecuencias similares; las diferencias Ay son las responsables por el decaimiento
del eco. Evaluando en torno de los picos, t = nw/E + 6t con n € Z, y usando
expansiones de Taylor en 0t y Ay, la frecuencia de los picos corresponde a una
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energia E dada por:

B Dok sen2(5cpk)El£1)
Dok sen?(dey)

y el valor del eco en los picos puede ser aproximado por exp(—at?N/4), con:

(5.22)

G = % 3 sen(pp) (E,gD - E>2. (5.23)

1<k<N/2

Esta férmula es similar a la publicada en [24], con una diferencia sustancial:
la propuesta en [24] toma en cuenta la dispersién de las energias en torno de
su valor medio, sin considerar los pesos sen?(d¢y) de la ecuacién (5.22). Esto da
una buena aproximacién en el caso A = 0, que es el que fue analizado en ese
trabajo. Sin embargo, esa férmula falla al intentar reproducir el comportamiento
del eco para valores mayores de A, prediciendo incorrectamente un aumento de
la decoherencia en las proximidades de la transiciéon de fase también en el caso
de acoplamiento fuerte (error que de hecho se repite en [154]). Este efecto, que
realmente se observa para acoplamiento débil, no ocurre para g suficientemente
grande. En la figura 5.3 se muestra la comparacion entre la nueva aproximacién
propuesta (5.23), la dada en [24], y el ajuste gaussiano de los picos del eco.
Ambas aproximaciones son buenas para A ~ 0. Para valores mayores de A, la
aproximacion (5.23) subestima la decoherencia, pero muestra el comportamiento
correcto en las cercanias del punto critico.

1.5F -

0.5

T

Figura 5.3: El eco para un qubit central interactuando con una cadena de Ising, en
el caso A < 1, g > 1, exhibe una envolvente gaussiana de la forma exp(—at>N/4). El
grafico muestra el valor de a como funcién de A para g = 75 (negro), a partir del ajuste
gaussiano de los picos. Este valor es comparado con la aproximacién analitica propuesta
(rojo) y la obtenida a partir de la férmula en [24] (azul).
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5.4. Un régimen universal no gaussiano

Es importante notar que la naturaleza gaussiana de la envolvente desapa-
rece si se considera un ambiente con una evolucién mas general. De hecho, la
envolvente gaussiana corresponde al caso de una cadena de Ising (v = 1). Pa-
ra otros valores del pardmetro de anisotropia 7y existe un régimen gaussiano a
tiempos cortos, seguido por un decaimiento tipo ley de potencias (figura 5.4).
Cabe aclarar que la transicién de decaimientos gaussianos a leyes de potencias
fue ya observada en otros banos de espines al cambiar el Hamiltoniano del am-
biente [29, 30]; un régimen universal no gaussiano fue también observado en
Hamiltonianos XY en [25].

0.8

0.6

04

Figura 5.4: El eco en funcién del tiempo para el caso de un qubit central, y un entorno
con N = 100, v = 0.1, A = 0. En este caso, las curvas mostradas, correspondientes a
g =5 (azul), 20 (negro), también muestran la existencia del régimen universal, pero la
envolvente ya no es gaussiana. La linea roja indica el decaimiento gaussiano a tiempos
cortos, seguido por una caida tipo ley de potencias (~ t=11).

El comportamiento universal para v # 1 es similar al hallado en el caso
gaussiano, es decir, una vez que la magnitud g del acoplamiento supera cierto
umbral, la envolvente se estabiliza y pasa a ser independiente de g. El estudio
de la envolvente no es ahora tan simple como para v = 1, ya que no puede ser
caracterizada por un tnico pardmetro (como el ancho de la gaussiana en el caso
anterior). Sin embargo, es posible observar que el valor del umbral se incrementa
a medida que A se aproxima a 1, mientras que no es especialmente sensible a
modificaciones en v o N, en concordancia con los resultados previos para el caso
gaussiano.

Teniendo en cuenta el andlisis en [24], el cardcter no gaussiano de la envol-
vente no es sorprendente, dado que para v ~ 0 las condiciones a las que se debia
la forma gaussiana ya no se cumplen: en particular, los dngulos dpy en (5.21)
no estan uniformemente distribuidos, dado que la mayoria de los coeficientes de
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Bogoliubov no varia significativamente cuando el campo transverso se modifica,
como se ve de la ecuacion (5.14).

Por otra parte, en la figura 5.5 se muestran las envolventes para distintos
valores de vy entre 0.1 y 1. Como puede observarse, el ancho temporal de la en-
volvente aumenta a medida que v — 0. Esto no debe confundirse con el hecho
de que el eco es exactamente igual a 1 cuando v = 0, ya que en este caso el Ha-
miltoniano de interaccién conmuta con el de la cadena. Para + pequeno pero no
nulo, es el extremo superior de la envolvente el que se aproxima a 1 a medida que
~ disminuye. Esto puede ser cualitativamente explicado a partir de los angulos
en (5.14): cuando v es pequeno, todos los dngulos son cercanos a cero, excepto
aquéllos para los cuales el denominador estd cerca de cero también (los modos
de méas baja energia de Hp). Sélo estos modos tienen variaciones importantes
cuando se introduce una perturbacién en el campo externo, y son por lo tanto
los tinicos que contribuyen al decaimiento del eco en (5.21). Si tomamos g grande
y 7 pequeno, todas las frecuencias relevantes seran muy similares (aproximada-
mente 2g), oscilando en fase entre si. De modo que en el régimen de acoplamiento
fuerte, la decoherencia es menor para « pequerno.

1 \_\\__.:.\. ....... l....
0.87 \\\\ '\‘\4 -
oel \\\\ .\'\\ |
~ \\\\ \‘\\.
0'4k 3 \‘\,\, i
0.2F \\ |
0 l T
o 0.2 0.4 0.6 0.8
t

Figura 5.5: La envolvente del eco para un qubit central interactuando con una cadena
de espines con N = 100, A = 0, g = 50. Las distintas curvas corresponden a vy =1
(continua), 0.5 (- -), 0.2 (- - =), 0.1 (- - -). El régimen gaussiano sélo se observa para
v =1, y el ancho de la envolvente aumenta al disminuir ~.

Una vez mas, vale la pena destacar que este comportamiento es radicalmente
diferente del caso de perturbaciones débiles, en el cual la proximidad a la regién
critica v = 0, |A] < 1 produce un aumento de la decoherencia [23]. De hecho, el
argumento del parrafo anterior ya no es vélido si tanto v como g son pequenos,
porque en este caso las frecuencias involucradas serdn pequenas y con una im-
portante dispersion. Es decir que también aqui la relacion entre criticalidad y
decoherencia es distinta segun la intensidad del acoplamiento entre sistema y
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entorno.

5.5. ;Cual es la relacion entre el régimen universal y
la transicién de fase?

En [24] se argumenta que la universalidad de la envolvente puede ser to-
mada como indicador de la existencia de una transicion cuantica de fase en el
entorno. Sin embargo, la derivacion del decaimiento universal gaussiano en el
articulo mencionado no hace uso explicito de la transicién, sino mé&s bien de
una hipétesis sobre la distribucién de los autoestados de los dos Hamiltonianos
efectivos Hy y Hj. A partir de la evidencia presentada en [24] (y posteriormente
confirmada en esta tesis y por otros autores en [25]) el comportamiento universal
es efectivamente observable para g grande, lo cual, si A < 1, es suficiente para
llevar el sistema a través de la transicion de fase.

A continuacién se presentan algunos resultados que indican que la existen-
cia de un régimen universal no es un buen detector de una transicién de fase o
inestabilidad estructural del ambiente. En particular, por ejemplo, al considerar
A > 1 se encuentran también situaciones en las cuales la envolvente es indepen-
diente de la magnitud del acoplamiento. En la figura 5.6 se muestra el eco de
Loschmidt para los casos A = 2 y A = 5. Una diferencia importante entre estos
casos y el observado para A < 1 es que en la nueva situacién la decoherencia
es mas débil, y disminuye a medida que A se incrementa, lo cual es esperable
dado que los espines tienden a alinearse con el campo externo. Para A = 2 las
envolventes correspondientes a ¢ = 40 y g = 80 son similares sin que este nuevo
comportamiento universal pueda asociarse a la transicién de fase, ya que los dos
Hamiltonianos involucrados se encuentran del mismo lado del punto critico. Sin
embargo, estos valores de acoplamiento son mucho mayores que los considerados
en las secciones anteriores, y para los mismos valores de g el comportamiento
universal no es alcanzado en el caso A = 5. Es decir, a medida que el valor del
campo externo aumenta el umbral para la universalidad tiende a incrementarse,
en concordancia con lo observado para A < 1 a partir de la figura 5.2.

El hecho de que es posible encontrar comportamientos universales no aso-
ciados a transiciones de fase fue ya discutido en [24] para el caso de sistemas
complejos. No es por lo tanto sorprendente encontrar situaciones similares en
el caso de una cadena de Ising. Podria pensarse que la transicion no estd rela-
cionada con la mera existencia del régimen universal, sino con caracteristicas de
escaleo, por ejemplo cuan rapidamente este régimen es alcanzado a medida que g
aumenta, en el sentido de la dependencia del umbral en relaciéon con el valor del
campo externo y el niimero de espines de la cadena. Esta cuestién se examina en
la figura 5.7, en la cual se toma una cadena de Ising con campo transverso y se
consideran distintos valores para N y A. Los valores graficados fueron obtenidos
en la siguiente forma: se estudiaron las envolventes en el intervalo de tiempos
[0,0.5]; para este rango temporal, la parte superior de la envolvente se ajusté por
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Figura 5.6: Envolvente del eco como funcién del tiempo para un qubit central, con
N =100, v = 1, A = 2 (izquierda) y A = 5 (derecha). En el grafico de la izquierda, las
envolventes para g = 40 (continua) y 80 (- -) son similares ain cuando este proceso no
implica atravesar ninguna transicion de fase. En el caso A = 5 no se observa este tipo
de “universalidad” para estos valores de g. Para A > 1 el borde inferior de la envolvente
no llega a cero, y de hecho se acerca a 1 a medida que el campo transverso aumenta y
la decoherencia se debilita.

una gaussiana exp(—at?>N/4). La figura muestra el valor obtenido para «, que
determina el ancho temporal de la envolvente (reescaleado a través del factor
N/4).

La figura 5.7 no muestra cambios significativos entre A = 0.9 y 1.1, a pesar
de que estos casos se encuentran a distintos lados de la transicion. Ademas, los
graficos sugieren que el umbral para la convergencia a una envolvente universal
a medida que g aumenta es practicamente independiente del niimero de espines
en la cadena. Esta convergencia es particularmente rapida para A pequeno, lo
cual no parece ser consecuencia de que la perturbacién induzca un cambio de
fase en el Hamiltoniano (ya que esto también ocurre para A = 0.9), sino mas
bien de las propiedades del estado fundamental cerca de A = 0. Por ultimo, la
diferencia principal al tomar A grande es que « se vuelve menos dependiente de
N (es decir el ancho temporal escalea aproximadamente como 1/N), y el valor
de a es mas pequeno ya que la decoherencia es menor.

Es posible encontrar mas ejemplos de situaciones similares, como el caso en
que el qubit interactiia en forma no uniforme con el entorno (un problema tratado
en [25], y que se retomard més adelante en esta tesis): la figura 5.8 muestra los
limites superior e inferior de la envolvente para un qubit acoplado a un solo
sitio de la cadena. En este caso el ambiente también tiene una transicién de fase
y la condicién critica es [[; A; = 1 (para v = 1) [155]. Por lo tanto, incluso
para valores grandes de ¢ la interaccién con el sistema puede no ser suficiente
para llevar al entorno del otro lado de la transicién (en contraste con el caso de
acoplamiento uniforme tratado previamente). De los tres casos que se observan
en la figura 5.8, s6lo el segundo (A = 0.99) “atraviesa” la transicién de fase. Sin
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Figura 5.7: La envolvente del eco para v = 1 puede ajustarse a tiempos cortos por una
gaussiana exp(—at?>N/4). El grafico muestra el valor de o como funcién de g para dis-
tintos valores de A: 0.1 (a), 0.9 (b), 1.1 (c), y 2 (d). En cada caso las curvas corresponden
a N =40 (rojo), 60 (magenta), 80 (violeta), 100 (azul) y 120 (verde).

embargo, la similitud de las envolventes correspondientes a distintos valores de g
se observa también en los otros dos casos (A = 0.5 —arriba— y A = 1.05 —abajo).

Estos resultados sugieren que la existencia y caracteristicas del régimen uni-
versal no se encuentran claramente relacionadas con la transicién de fase. Dado
que este régimen se observa para acoplamientos fuertes, resulta natural pensar
que la universalidad podria ser consecuencia de una separacion de escalas tem-
porales. En el limite de acoplamiento fuerte, la oscilacién rapida (con frecuencia
de orden g) estd dada por la interaccién entre sistema y entorno, mientras que la
envolvente estaria asociada a la “perturbacién” introducida por el Hamiltoniano
de la cadena. A continuacién se muestra una derivacién simple de esta idea, pa-
ra el caso de un qubit central (que puede extenderse facilmente a otros casos).
Consideremos la evolucién de la cadena con Hamiltoniano Hy = Hg — gZp, con
Hpdeorden1l,g>» 1y Zr = Zj Z;. El estado de la cadena a tiempo ¢ puede
ser descompuesto en la forma:

|6()) = ™| Eo) = 9T |¢ (1)) (5.24)
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Figura 5.8: Envolvente del eco como funcién del tiempo para un qubit que interactia
con un solo sitio de una cadena con N = 100, v = 1. El grafico superior muestra
el caso A = 0.5, el siguiente A = 0.99, y el inferior A = 1.05. En cada uno la curva
continua corresponde a g = 50, y la discontinua a g = 30; ambas son muy similares,
independientemente de la proximidad al punto critico A = 1. Sé6lo en el segundo caso el
acoplamiento con el qubit lleva a la cadena a atravesar la transicién de fase.

donde |¢'(t)) contiene la evolucién lenta de acuerdo a la ecuacion:
d ) )
|0 = —i 7T Hp 97T\ ) (5.25)

que determina el Hamiltoniano dependiente del tiempo en esta representacion
de interaccion.

En este nuevo Hamiltoniano hay términos constantes y otros que evolucionan
en escalas temporales del orden de 1/g. Esto puede verse insertando identidades
I=)", P., donde P; es el proyector sobre el subespacio de autovalor z para Zr:

H],E(t) — o—i9tZr Hg et9tZr Z e_igt(Z_Z/)PZHEP; (5.26)
z,2!

Los términos correspondientes a autovalores distintos, z # 2/, oscilan rapida-
mente y su efecto promedio se cancela (al orden més bajo en 1/g). Se puede
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entonces efectuar una aproximacion de onda rotante consistente en despreciar
estos términos, conservando solamente un Hamiltoniano de la cadena reducido
a una forma diagonal en bloques, HJ,, donde los bloques corresponden a los
distintos autovalores del término de interaccion:

Hp~Y P.HgP.. (5.27)

Esta aproximaciéon puede ahora introducirse en la férmula para el eco:
L(t) = |(Eo|e't%r e~ HE | By) |2 (5.28)

en la cual puede verse que el operador de evolucion se factoriza en una osci-
lacién rapida con frecuencia del orden de g, y una evolucién lenta gobernada
por un Hamiltoniano efectivo Hj,. Esta evolucién lenta determina entonces la
envolvente, y para g suficientemente grande es independiente del valor de este
parametro. De esta forma, se obtiene un ejemplo de universalidad que no tiene
ninguna conexion evidente con las transiciones de fase, y que puede entenderse
Unicamente en términos de separacién de escalas de energia. Sin embargo, es
importante notar que la separacién de escalas no necesariamente conduce a un
régimen universal: en este caso, no sélo importa que g > 1, sino que ademés
la evolucién rapida esta dada por un operador periddico. Por otra parte, en el
régimen universal observado para A = 0 en [24] la envolvente coincide con el
limite asintético para valores de g de orden 1, es decir no se trata en ese caso de
un fenémeno de separacion de escalas.

En conclusion, la aparicién de una envolvente universal puede en algunos
casos estar relacionada con la presencia de una transicién de fase en el ambiente,
pero la relacién entre ambos fendmenos es menos clara que lo que los resultados
presentados en [24] permiten suponer. Esto cuestiona por lo tanto la utilidad
de este régimen universal como detector de transiciones de fase. En primer lu-
gar, porque existen comportamientos similares que no son consecuencia de la
criticalidad del ambiente. En segundo lugar, porque los resultados observados
para acoplamiento fuerte en este modelo son consecuencia del hecho de que el
Hamiltoniano de acoplamiento entre sistema y ambiente conduce a una evolu-
cién periddica, lo que permite separar claramente la oscilacién de la envolvente.
En casos més generales, por ejemplo si el acoplamiento del qubit no es a todos
los sitios de la cadena con igual magnitud (una situacién que se considerara en
el préximo capitulo), esta distincién se vuelve complicada y en muchos casos
directamente imposible.

Cabe mencionar, por ultimo, que la posibilidad de detectar la criticalidad
del ambiente a través del aumento de la decoherencia del qubit en el régimen de
acoplamiento débil resulta mas promisoria en tanto ha sido testeada con resul-
tados positivos en un rango mas grande de modelos. Por ejemplo, los resultados
en [156] sugieren que podria ser aplicable también en situaciones que incluyen
efectos de desorden. En una linea similar, en [157] se propone el uso de ambientes
criticos como recurso para realizar estimacién de parametros con mayor preci-
sién, diseniando las interacciones de tal forma que el pardmetro a medir gobierne
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el paso del entorno a través de la transicién de fase. Finalmente, en [158] se con-
sidera el estudio de las propiedades estadisticas de una cadena de iones a través
del efecto de éstas sobre el eco de Loschmidt de un espin acoplado a ella.
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Capitulo 6

Decoherencia de estados de
Bell por una cadena de espines

Este capitulo estd dedicado al estudio de la pérdida de entrelazamiento entre
las partes de un sistema a raiz de la interacciéon con un entorno comun. Este
proceso puede depender de numerosos detalles como la naturaleza del acopla-
miento con el ambiente, la existencia de correlaciones espaciales en el entorno,
su dindmica, etc. En este caso se considerard la decoherencia de un sistema de
dos qubits, cada uno de los cuales interactiia localmente con una cadena de es-
pines. El modelo estudiado es la extensién, al caso de dos qubits, del propuesto
para un sistema de un qubit en [25]. Muchas de las caracteristicas relevantes del
problema son por lo tanto similares. Sin embargo, el paso a un sistema de dos
qubits introduce también elementos de andlisis nuevos: en particular, la pérdida
de coherencia se encuentra ahora ligada a pérdida de entrelazamiento entre sub-
sistemas; y aparece ademds una nueva escala relevante dada por la distancia
entre los dos qubits, que define si ambos interactiian con un entorno comun o
con entornos efectivamente independientes.

La pérdida de entrelazamiento en un sistema de dos qubits ha sido exami-
nada en casos con acoplamiento uniforme de ambos qubits a una misma cadena
XY [35], y con acoplamiento no uniforme a ambientes caéticos, integrables y
mixtos [26]. Otras situaciones fueron analizadas usando simulaciones numéricas
(limitadas por el aumento exponencial de los recursos necesarios con el tamano
del ambiente a simular) [27, 28].

En este capitulo se estudia el modelo de acoplamiento local a una cadena de
espines, para el caso en que los dos qubits interactian con sitios diferentes de la
cadena, analizando en particular la dependencia de la decoherencia con respecto
a la distancia entre los subsistemas. En el limite de acoplamiento fuerte entre el
sistema y el entorno, se observa que la decoherencia tiende a aumentar a medida
que esta distancia aumenta, es decir a medida que los entornos efectivos para
los subsistemas se vuelven independientes. En el caso de acoplamiento débil, en
cambio, la dependencia de la decoherencia con la distancia varia segun el estado
inicial elegido para el sistema.
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Cuando el acoplamiento es débil, ademas, la dependencia con la distancia
satura cuando ésta supera una cierta escala dgq:. Los resultados obtenidos para
la cadena de Ising sugieren que esta escala de saturacién esta relacionada con
la longitud de correlacion £ de la cadena, es decir en particular que esta escala
aumenta para valores de campo externo cercanos al punto critico. Para el caso
de acoplamiento fuerte, se encuentra evidencia de efectos no-Markovianos en la
forma de interacciones entre qubits mediadas por el entorno. Como consecuencia
de esto, el sistema puede sufrir una secuencia de decaimientos y recuperaciones
del entrelazamiento con una escala temporal asociada a la distancia entre qubits.

El capitulo se organiza de la siguiente manera: en la seccién 6.1 se presenta
el modelo, y las férmulas que se utilizaran para calcular el decaimiento de la
coherencia y el entrelazamiento en el sistema. En las secciones 6.2 y 6.3 se estudia
la pérdida de entrelazamiento entre qubits como consecuencia de su interaccién
con el ambiente, para los casos de acoplamiento débil y fuerte respectivamente.
Por ultimo, en la seccién 6.4 se introduce un modelo en que el acoplamiento
es a varios sitios en una regién de la cadena, con una magnitud que depende
suavemente de la distancia, y se comparan los resultados con los obtenidos en
las secciones anteriores.

6.1. Un modelo de decoherencia para dos qubits

6.1.1. Descripcion del sistema, su ambiente y el acoplamiento
entre ambos

4Ty

gd”
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Figura 6.1: Un sistema de dos qubits no interactuantes (A y B), que sufren decoherencia
a causa de su acoplamiento con una cadena de espines. El subsistema A interactiia con
el sitio 0, y el B con el sitio d de la cadena.

A continuacién se presenta el modelo de decoherencia para el sistema de
dos qubits. Se considerara que cada qubit interacttia con un solo sitio de una
cadena de espines: el qubit A con el sitio 0, y el B con el sitio d (Fig. 6.1). El
Hamiltoniano para la cadena es de tipo Ising o XY con campo transverso, es
decir igual al tratado en el capitulo anterior, y dado por la ecuacién (5.1). Al
igual que en el capitulo anterior, en éste se tomara h = 1. El Hamiltoniano de
interaccion propuesto es de la forma:

Hine = —g(11)(1|aZo + [1){1| 5Za)- (6.1)
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Esto es, cuando un qubit se encuentra en el estado excitado |1), altera el valor
del campo externo para el espin con el que se encuentra acoplado. Si el sistema se
encuentra inicialmente en el estado |a)s ® |b)p = |ab) (a,b € {0,1}), el entorno
evolucionard con un Hamiltoniano efectivo H,, dado por:

H, = Hg — g(CLZO + bZd). (62)
Nuevamente se asume que el estado inicial del “universo” es de la forma:

psE(0) = po ® |Eo)(Eo (6.3)

con |Ep) el estado fundamental del Hamiltoniano Hyy = Hg. La matriz densidad
reducida del sistema AB, en la base de autoestados de Z4 y Zpg, puede escribirse
en la forma:
p(t) = Z Pab,cd(t)|ab) (cd|. (6.4)
abed=0,1

La evolucién de los elementos de matriz de p es:

Pabed(t) = pab.ea(0){Eg|etfedte=tHavt| Ey) (6.5)

Aligual que en el modelo considerado en el capitulo anterior, los elementos diago-
nales pgp qp permanecen constantes, mientras que los no diagonales son reducidos
en un factor cuyo moédulo cuadrado estd dado por el eco de Loschmidt:

Lab,ca(t) = [(Bole!eate™ et | Eg) |2, (6.6)

Como se mostrard a continuacién, estos ecos pueden calcularse haciendo uso de
que los Hamiltonianos de la cadena de espines pueden escribirse como combina-
ciones cuadraticas de operadores fermidnicos de creacién y destruccion.

6.1.2. Expresiéon general para el eco de Loschmidt

Para poder calcular los ecos de Loschmidt (6.6) nuevamente se hara uso del
hecho de que cada Hamiltoniano H,;, puede ser mapeado a un sistema fermiénico
por medio de la transformacion de Jordan-Wigner, presentada en el capitulo
anterior y dada por las férmulas (5.8-5.10). A menos de la correccién de borde,
los Hamiltonianos efectivos resultan dados por:

b
Hy = — Z [(C;[Cj+1 + C}L-Hc]-) + ’Y(Cj-c;f-_'_l + ¢jq1c5) + /\§-a )(ZC;f-Cj - 1)] (6.7)
J
(ab)
J
con més de un sitio es trivial).

con A = X+ g(adjo + bdjq) (la extension al caso de qubits que interactian

Estos Hamiltonianos ya no tienen invariancia traslacional, pero son cuadra-
ticos en los operadores de creacién y destruccién y pueden por lo tanto ser dia-
gonalizados por medio de transformaciones lineales (de Bogoliubov), definiendo
nuevos operadores que se notaran 7%, (@) Ademss, como cada una de estas
transformaciones es lineal, los distintos sets de operadores correspondientes a

67



distintos valores de los pardmetros (ab) pueden a su vez conectarse entre si por
medio de transformaciones de Bogoliubov.

El caracter gaussiano de los estados y transformaciones involucrados permite
calcular el eco haciendo uso de resultados parciales sencillos. Los ingredientes
esenciales del computo son dos: en primer lugar, el hecho de que el solapamiento
entre dos estados gaussianos fermidnicos puros puede calcularse como un de-
terminante en funcion de las matrices de covarianza correspondientes, segin se
muestra en el apéndice. En segundo lugar, la forma en que la matriz de covarianza
evoluciona en el tiempo, y que ya fue hallada en el capitulo 3.

A continuacién se muestra la expresién para el eco de Loschmidt teniendo
en cuenta estos resultados. La forma general del eco estd dada por la férmula
(6.6). En esa expresion, el estado |Ep) corresponde al estado fundamental del
Hamiltoniano cuadratico Hyg, y es por lo tanto un estado gaussiano fermiénico,
y los Hamiltonianos Hy,, son cuadraticos también ({Im} = {ab} 6 {cd}). Dia-
gonalizando el Hamiltoniano Hyy segin se explica en la seccion 3.2 es posible
encontrar la matriz de covarianza para el estado inicial |Ep). Al aplicar un ope-
rador de evolucién dado por el Hamiltoniano Hj,, durante un tiempo ¢, la matriz
de covarianza evoluciona segin la férmula (3.39):

C(t) = eMmC(0)e#Mim (6.8)

con una matriz hermitica Mj,, que contiene los coeficientes del Hamiltoniano
(ver seccién 3.2).

El calculo del eco se reduce al cémputo del producto interno entre dos esta-
dos gaussianos puros, dados por dos evoluciones distintas del estado inicial. El
producto interno entre un estado gaussiano |¢) con matriz de covariancia C' y
otro |¢) con matriz de covariancia C' puede escribirse en la forma:

(1B = /I detlT — (C — O] (6.9)

Esta igualdad puede derivarse de las férmulas presentadas en [159], haciendo uso

de la pureza del estado y propiedades del determinante. Alternativamente, en
el apéndice se incluye una demostracién de esta formula por medio de estados
coherentes fermidnicos e integrales gaussianas en variables de Grassman [100].
El eco de Loschmidt puede entonces escribirse como un determinante en
términos de las matrices de covarianza de los dos estados involucrados:

Lapcd(t) = \/| det[l — (e?*MarC'(0)e~Mab — eitMeaC'(0)e~#Mea)]|. (6.10)

De esta manera, haciendo uso de las propiedades de los estados y evoluciones
gaussianos, es posible calcular los ecos de Loschmidt por medio de operaciones
que involucran unicamente diagonalizaciones, productos y célculos de determi-
nantes de matrices de tamano 2N x 2N, con N el nimero de espines en la cadena.
Todas estas operaciones requieren de recursos (tiempo y memoria) que escalean
polinomialmente en N, en lugar de hacerlo exponencialmente como el tamafio
del espacio de Hilbert. Esto es crucial ya que permite el tratamiento de sistemas
de algunos cientos de espines con una cantidad moderada de recursos.
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6.1.3. Decoherencia y desentrelazamiento

En lo sucesivo consideraremos una situacion en la que los qubits comienzan
en un estado maximamente entrelazado, y estudiaremos la manera en que este
entrelazamiento se pierde a consecuencia de la interaccién con el entorno. Toma-
remos entonces como estado inicial para el sistema uno de los estados de Bell,

de la forma: 100) = [11) 101) + [10)
\@5:0,11> = T? @(ﬁ,m) = T (6.11)

Estos dos casos se distinguirdn llamando a los estados iniciales “pares” (\@E)—LOJQ)
o “impares” (\@6—110)), de acuerdo a su autovalor para el operador Z4 ® Zp. La
reduccién de los términos no diagonales de la matriz densidad cuando el estado
inicial del sistema es uno de los estados de Bell pares estd dada por el eco de
Loschmidt Lgg,11, mientras que para los estados de Bell impares el eco relevante
es Lo1,10-

Vale la pena mencionar que existen analogias formales entre estas situaciones
y otros modelos de decoherencia. De hecho, la decoherencia para dos qubits
a distancia d en un estado inicial par es idéntica a la de un Unico qubit que
interactiia en forma no local con los sitios 0 y d (un caso que fue parcialmente
estudiado en [25]). Por otra parte, para el caso de estados iniciales impares, el eco
Lo1,10 puede mapearse en el de un problema equivalente: el de una particula sin
espin que puede ocupar posiciones discretas |z;), 7 =0,...,N —1 a lo largo de
la cadena y que interactia con el espin en el sitio correspondiente, modificando
su campo efectivo. En este caso, superposiciones de la forma (|z;) + |7;44))/V?2
sufrirdn decoherencia a consecuencia de la interaccion, y la reduccién de los
términos no diagonales de la matriz densidad serd equivalente a la considerada
en el modelo de espines.

En cada caso, el eco correspondiente L(t) determinard no sélo el proceso de
decaimiento de la pureza sino también el modo en que los qubits en el sistema
se desentrelazan. El entrelazamiento entre los qubits puede ser medido por la
negatividad N:

N(t) = Z |/\J2_/\J (6.12)

con A; los autovalores de la matriz densidad p parcialmente transpuesta [160].
N # 0 es una condicién necesaria y suficiente para que un estado de dos qubits
sea no-separable. Para el estado inicial propuesto, resulta:

N(t) = =/L(1). (6.13)

Es decir, el estado se mantiene entrelazado para todo momento en que L # 0.

Si se considera el caso un poco mas general de un estado inicial mixto, de
la forma pg = p|e){p| + (1 — p) I/4, con |p) alguno de los estados de Bell, la
negatividad estard dada por la expresion:

N(t) :méx{o,gx/L(t) —1;79}. (6.14)
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O sea que en el caso de un estado inicial mixto, el entrelazamiento entre los
dos qubits en el sistema se pierde cuando el eco se encuentra por debajo de un
umbral que depende de p. A este fendmeno de pérdida de entrelazamiento en
tiempo finito se lo suele conocer como “muerte sibita” (“sudden death”) del
entrelazamiento [36].

6.1.4. Dependencia de la decoherencia con la distancia entre
subsistemas

En lo sucesivo se analizara la dependencia del eco con la distancia entre los
qubits (o, lo que es equivalente, la distancia entre los sitios con que los qubits in-
teractian). Existen dos casos que son particularmente simples. En primer lugar,
aquél en que los dos qubits estan acoplados al mismo sitio (d = 0): en este caso,
el eco Lo1,10 resulta trivialmente 1 dado que los dos Hamiltonianos efectivos son
idénticos. Se dice en este caso que el espacio de estados “impares” es un subespa-
cio libre de decoherencia. En particular, puede ser utilizado para “codificar” un
qubit de informacién que no se degrada por la interaccién con el entorno [6]. Por
otra parte, Lgo,11 es igual al eco de un solo qubit cuya constante de acoplamiento
con la cadena es 2¢g (este caso fue estudiado con detalle en [25]).

El limite de larga distancia también resulta sencillo: si la cadena es suficien-
temente larga, los ambientes efectivos de ambos qubits se comportan en forma
independiente. Por esto, tanto Lgg 11 como Lg1, 10 se aproximan a L(Q),l (donde Lo 1
indica el eco para un solo qubit). Este régimen de larga distancia es claro cuando
el efecto de los qubits sobre su entorno es relativamente pequeno. Si este efecto
es grande, a tiempos largos es esperable que aun si la distancia entre qubits es
grande la cadena permita interacciones efectivas entre los qubits. Esta diferencia
entre los casos de acoplamiento débil y fuerte se observara en los resultados més
adelante.

6.2. Resultados: el caso de acoplamientos débiles

En esta seccion se estudia la pérdida de entrelazamiento para el caso de
acoplamientos débiles entre el sistema y el entorno, es decir, cuando g es pequeno
comparado con la interaccion tipica entre sitios de la cadena, de magnitud 1. Los
resultados que se muestran son para el valor g = 0.1. La figura 6.2 muestra el
eco Loo,11 como funcién del tiempo para una cadena de Ising (y = 1) y para
distintos valores del campo transverso, A, y de la distancia d.

Para A < 1, el eco exhibe oscilaciones de pequenia amplitud (con frecuencia de
orden 1, es decir del orden de la interaccién entre sitios vecinos). Esta oscilacién
es en torno de un valor que es relativamente independiente de la distancia. Para
A > 1 la decoherencia (cuantificada a través de 1-L) es un orden de magnitud
menor, las oscilaciones decaen rapidamente y el eco se aproxima a una constante
que crece con la distancia. En ambos casos la dependencia en la distancia satura
en valores bastante pequenos: el limite de larga distancia se alcanza en d 2 4. En
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contraste, cerca del punto critico (A = 1) el eco decrece logaritmicamente con el
tiempo (después de un breve transitorio), y la saturacién con la distancia no se
alcanza para las distancias graficadas, lo cual puede entenderse como una senal
de correlaciones de largo rango en el ambiente.

1.000 . . . . .

0.996 - -

LOO,]]

0.992

1.000 . . . . .

0.996 - n

LOO,II

0.992

<
o
©
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Figura 6.2: Eco Lgo 11 en funcién del tiempo para una cadena de Ising (y = 1) con
N = 100 sitios, débilmente acoplada a un sistema de dos qubits (g = 0.1). De arriba a
abajo, el campo transverso es A = 0.5, 0.99, y 1.5. La distancia entre qubits es d = 0
(verde), 1 (azul), 2 (violeta), y 3 (magenta). En el caso casi critico, A = 0.99, se incluye
también d = 4 (rojo), y 10 (naranja); estas curvas no se muestran en los otros graficos
ya que se encuentran superpuestas con las otras. En marréon se indica el limite de dos
entornos independientes.

Para el caso de estados pares, la decoherencia tipicamente es maxima a dis-
tancias cortas. Un argumento simple muestra que esto es esperable para acopla-
miento débil: a tiempos cortos, el decaimiento del eco es gaussiano, de la forma
exp(—a?t?), con a « g. A d = 0 resulta o ~ (2¢)? mientras que para ambien-
tes independientes es a® x 2¢2, de modo que se espera que Loo,11 decaiga mas
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Figura 6.3: Eco Ly 10 en funcién del tiempo; todos los pardmetros son los mismos que
en la figura anterior (para d = 0 este eco es siempre igual a 1).

rapidamente para d = 0.

Para el eco Lo1,10 la dependencia con la distancia es opuesta al caso anterior,
como se observa en la Fig. 6.3. Esto es razonable ya que los Hamiltonianos efecti-
vos Hy1 y Hyg se vuelven mas diferentes a medida que d crece. Por otra parte, la
saturacién con la distancia al aproximarse al limite de entornos independientes
es similar a la de Loo 11(g, ).

A continuaciéon se analiza en mas detalle el comportamiento de la escala de
saturacion. Los resultados que se muestran fueron obtenidos de la siguiente ma-
nera: se calcul6 el eco Log 11 para A entre 0.1 y 2, distancias d entre 1 y 15, y
tiempos ¢; en el intervalo [0, 10]. Para cada valor de A y de d, se tomé una n-upla
formada por los valores del eco en los distintos tiempos ¢; y se le sustrajeron los
valores correspondiente a los mismos tiempos para el caso de entornos indepen-
dientes. La norma al cuadrado de la n-upla resultante fue considerada como una
medida de la diferencia entre ambos ecos. Se realizd un ajuste exponencial del
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Figura 6.4: Distancia de saturaciéon como funcién del campo externo A para una cadena
de Ising (y = 1). La linea continua indica el ajuste como funcién de la longitud de
correlacién de la cadena, &, de la forma: dgqp ~ 1.1+0.21/(0.17+&71)2-2. Estos resultados
corresponden a una cadena de 500 espines, y las oscilaciones temporales de los ecos han
sido suavizadas para corregir efectos espurios. Ademsds, el hecho de que g > 0 se toma
en cuenta desplazando la longitud de correlacién considerada, en la forma E.g(A) =
EN+5.71073).

decaimiento de estas normas al incrementar d, y a partir de este ajuste se estimo
una longitud de saturacion ds.¢ para cada valor del campo externo A. El com-
portamiento de dgq; como funciéon de A se muestra en la Fig. 6.4. La distancia
de saturaciéon hallada resulta relacionada con la longitud de correlacion de la
cadena, & = |In()\)|~! [149, 151]. En particular, dg, claramente aumenta cerca
del punto critico, aunque no parece diverger como . El andlisis del eco Lo, 10
lleva a resultados analogos.

Para testear la importancia de efectos asociados al tamario finito, las condi-
ciones de borde y la relacién entre la perturbaciéon g y el campo externo A, se
realizaron distintas curvas de saturacion. En primer lugar se tomaron cadenas
de 500 espines con condiciones de borde abiertas, y se consideraron las distintas
posibilidades: barrer sobre el valor del campo externo A manteniendo la per-
turbacién g constante, tomando g = r\, y g = r|A — 1|, con r constante. Las
distintas curvas obtenidas resultaron muy similares a la mostrada en la figura
6.4 (correspondiente a condiciones de contorno periédicas y con g constante).
Por 1ltimo, se estudio el escaleo de la distancia de saturacién ds.: con el nimero
de particulas de la cadena, para un campo externo de A = 1 (que corresponde a
la transicién de fase para N — o00). Se tomaron cadenas con N entre 50 y 1700;
el comportamiento de la distancia de saturacion con N se observa en la figura
6.5, donde se aprecia que esta cantidad no parece diverger sino tender a un valor
maximo de = 15. Esto puede interpretarse como una manifestacion de que el
eco no esta gobernado Unicamente por el comportamiento del nivel fundamental
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Figura 6.5: Escaleo de la distancia de saturacién para una cadena de 500 espines con
condiciones de contorno abiertas y con campo externo critico, A = 1. Se observa que
dsqt tiende a saturar para valores grandes de N, en lugar de diverger como lo hace la
longitud de correlacion £ de la cadena. La linea punteada muestra un ajuste por ley de
potencias, dgq; = 15.07 — 1.966 10%/N3-642, La escala horizontal es logaritmica.

(asociado a la divergencia en la longitud de correlacién).

Los ecos obtenidos para el caso de un Hamiltoniano XY con v = 0.1 son
cualitativamente similares a los que se observan en las Figs. 6.2, 6.3 para la
cadena de Ising. Existen sin embargo algunas diferencias importantes. Estas
se refieren principalmente a la dependencia con la distancia, que es bastante
irregular para A < 1. Ademads, la conexién entre la escala de saturacion dgq¢
y la longitud de correlacién £ no es nada evidente, atin cuando la escala de
saturacién sigue mostrando un claro incremento en las cercanias del punto critico.
Se manifiestan también diferencias en la forma del decaimiento cerca del caso
critico (casi lineal, en tiempos hasta t ~ 10), y en la magnitud de la decoherencia
(para A < 1 la decoherencia es méas fuerte que en el caso 7 = 1, mientras que
para A > 1 es menor).

En tanto el ambiente se considere suficientemente grande, entonces, los resul-
tados sugieren que pasada una escala de distancias relativamente pequena (pero
que depende del valor del campo externo), los qubits evolucionan casi indepen-
dientemente, como si estuvieran acoplados a entornos distintos. Este comporta-
miento es marcadamente diferente en el caso de acoplamiento fuerte, que sera
tratado en la préxima seccién. Vale la pena mencionar que todos los resultados
previos aluden a tiempos més cortos que aquéllos en los cuales el tamafio finito
del ambiente se vuelve relevante. En tiempos largos los efectos de tamario finito
son importantes, y se manifiestan en abruptos aumentos o caidas en la cohe-
rencia del sistema [25]. Sin embargo, la aproximacién que desprecia los efectos
de borde ya no es buena en estas escalas temporales. De cualquier manera, los
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tiempos de recoherencia se hacen cada vez mas grandes al aumentar el tamafio
del entorno.

6.3. Resultados: acoplamiento fuerte

Cuando el sistema se encuentra fuertemente acoplado al entorno, los resul-
tados son muy diferentes de los observados anteriormente. Como ya fue notado
para el caso de un espin en el capitulo anterior, el régimen de acoplamiento fuerte
se caracteriza por un eco con una oscilacién rapida y una envolvente lenta que,
para g suficientemente grande, se vuelve independiente de g. Como fue explicado
en el capitulo anterior, este fendmeno puede atribuirse a una separacién de es-
calas temporales entre el Hamiltoniano de interaccién y el del entorno. Al igual
que antes, cabe mencionar que es importante que la evolucién rapida correspon-
de a una oscilacién dada por un operador de evolucién periédico. En casos mas
generales, por ejemplo si cada qubit interacttia con un cierto nimero de sitios
con un acoplamiento gaussiano en la distancia segin la forma propuesta en la
seccién 6.4, la evolucion rapida ya no es periédica y se observa una rapida caida
de la coherencia, sin oscilaciones.

En el caso de acoplamiento fuerte, se espera que la decoherencia aumente
con la distancia para ambos ecos. De hecho, para d = 0 se tiene Lo 11(g,t) =
Lo 1(2g,t), con Lo el eco correspondiente a un solo qubit. Esto debe ser del
mismo orden que Lo 1(g,t) dado que para g grande la envolvente es independiente
de g. Por otra parte, en el limite de larga distancia Lgg 11(g,t) =~ Lal(g,t), lo
cual es menor que Lo 1(g,t). La comparacién entre d > 1y d = 0, ilustrada en la
Fig. 6.6 para v = 1, A = 0.99, indica por lo tanto un resultado opuesto al hallado
para acoplamientos débiles. La dependencia con la distancia del eco Lo1,10 sigue
un patrén similar, es decir, la decoherencia también aumenta con la distancia,
como se observa en la Fig. 6.7.

En la Fig. 6.6 se observan manifestaciones de interacciones efectivas entre los
qubits. De hecho, para d > 0 ademas de la oscilacién rapida con una envolvente
que decae, el eco Lop 11 exhibe un batido en un tiempo que depende de d. Este
efecto no es observable para acoplamiento débil y puede ser interpretado como
una interaccion de los qubits mediada por los modos de la cadena de espines.
Por el contrario, no se observan batidos en Loq 10.

Es conveniente notar que la oscilacién rapida del eco provoca continuas caidas
y recuperaciones del entrelazamiento entre qubits. Sin embargo, esto es sélo una
transferencia permanente de entrelazamiento entre cada qubit y el espin con
que interactia, con una frecuencia dada por la constante de acoplamiento g. La
verdadera pérdida de entrelazamiento se produce por el decaimiento de la oscila-
cién. Cuando la distancia entre qubits es relativamente pequena, en los estados
iniciales pares el batido permite recuperar parcialmente este entrelazamiento.
En cambio, a medida que aumenta la distancia la pérdida de entrelazamiento
se vuelve irreversible, al menos hasta la escala temporal en que los efectos de
tamano finito se vuelven relevantes.
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Figura 6.6: Envolvente del eco Lyg,11 como funcién del tiempo para dos qubits fuerte-
mente acoplados a dos sitios distintos de una cadena de Ising con N = 100, A = 0.99,
g = 50. Se grafican los casos de distancia d = 0 (negro), 2 (verde), y limite de larga
distancia (rojo). En contraste con la situacién de acoplamiento débil, la decoherencia
es ahora més fuerte para larga distancia, dado que la envolvente en ese caso es igual al
cuadrado de la correspondiente a d = 0.

=
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Figura 6.7: Envolvente del eco Lg1,10 como funcién del tiempo para dos qubits fuerte-
mente acoplados a dos sitios distintos de una cadena de Ising con N = 100, A = 0.99,
g = 50. Los gréficos corresponden a distancias d = 1 (azul), 2 (verde), y limite de larga
distancia (rojo). Para el caso d = 0 no hay decoherencia en este caso, para d > 1 la
decoherencia tiende a ser mas fuerte a medida que la distancia aumenta.

La diferencia entre los ecos Lo1,10 ¥ Loo,11 en relaciéon con la presencia o no
de batidos puede ser comprendida analizando el origen del batido en términos
del espectro del Hamiltoniano y de los coeficientes de Bogoliubov en la trans-
formacion que relaciona las excitaciones del Hamiltoniano de la cadena con las
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del Hamiltoniano perturbado. Las excitaciones del Hamiltoniano original tienen
energfas entre 2|1 — A| y 2|1 + A|. Cuando se aplica un campo externo fuerte
en dos sitios, dos autovalores de orden g aparecen, asociados a combinaciones
de los operadores fermidnicos c¢; correspondientes a los sitios en cuestién. Las
demas excitaciones, cuyos autovalores son del mismo orden que antes, pueden
dividirse en dos grupos, que corresponden esencialmente a excitaciones en la re-
gién entre esos sitios, o en el resto de la cadena (esta distincién entre “dentro”
y “fuera” tiene sentido porque consideramos sélo distancias d < N). Los niveles
més poblados resultan ser el correspondiente al modo de menor energia (que
ocupa la regién exterior), las excitaciones en los sitios de interaccién, y las que
estan localizadas en la regién interior. De estos niveles, las excitaciones de alta
energia estan asociadas a la oscilacién rapida del eco, mientras que la excitacién
de energia mas baja tiene una escala temporal que crece con N y sélo se ma-
nifiesta a tiempos largos. El batido en el eco estd relacionado con el modo de
menor energia en la regién entre los dos qubits.

La situacién para Lop, 10 es distinta, como se observa en la Fig. 6.7, ya que en
cada Hamiltoniano efectivo hay una perturbacién en un solo sitio de la cadena.
En este caso la cadena no resulta dividida en dos regiones, y las poblaciones
de los modos de baja energia decaen en forma suave a medida que la energia
aumenta, de modo que no es posible encontrar una tnica frecuencia dominante.
Por lo tanto, no se observan batidos excepto en tiempos suficientemente largos,
en que se manifiestan efectos de tamano finito.

Las recoherencias del eco Loo,11 aparecen para A < 1 pero no para A > 1. Esto
es una consecuencia del cambio en las propiedades de la cadena al atravesar el
punto critico. En particular, para A < 1 el tiempo del batido es mas corto a
medida que A aumenta ya que también aumenta la energia del primer modo
entre los qubits. Para A > 1, la desaparicién del batido puede entenderse dado
que muchas mas excitaciones de baja energia, con frecuencias comparables a la
que corresponderia al batido, resultan similarmente pobladas.

El primer tiempo de recoherencia, t,., y el valor del eco en el mismo, L,
fueron analizados en funcién de la distancia d. En primer lugar se considerd
un caso cercano al critico, tal que Hoy y Hy1 correspondieran a fases distintas
(A=0.99, v =1, N = 100). En cada caso, nuevos picos aparecen en multiplos
de t,. Para d > 1, el tiempo de recoherencia crece linealmente con la distancia
(t, ~ 2d), mientras que L, decae como una ley de potencias, L, d~1/4. Para
distancias d 2 N/5, aparecen efectos de tamano finito.

Al examinar el eco para A < 1 lejos de la transicién de fase, se encuentra un
decaimiento mas lento del eco L, con la distancia. Ademads, en este caso t, ya
no resulta lineal en d, sino aproximadamente exponencial. Es decir que ¢, parece
relacionado con propiedades del transporte en la cadena que son modificadas
al variar el campo externo; la energia del modo méas bajo entre los qubits en
general no escalea como 1/d. El hecho de que la escala temporal no es lineal
en la distancia demuestra que no es correcto imaginar las recoherencias como
simples ondas de espin propagandose por la cadena a velocidad constante.
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Si se cambia el parametro de anisotropia -, las envolventes toman distintas
formas, y se modifican también los valores de los tiempos de recoherencia y del
eco en los mismos. La dependencia con la distancia de ¢, y L, fue estudiada para
A =0.99 y v entre 0.1 y 1. Se encontr6 que t, tipicamente aumenta segiin una
ley de potencias, y que L, aumenta a medida que v disminuye, manteniéndose
el decaimiento tipo ley de potencias para L, como funcién de d. Sin embargo, el
batido tiende a perder definicién al agrandar d y achicar ~.

6.4. Un modelo con acoplamiento suavemente depen-
diente de la distancia

Anteriormente se han considerado modelos de decoherencia de un qubit a
consecuencia de su interaccién con una cadena de espines en dos situaciones
extremas: la de acoplamiento uniforme con todos los sitios, o con un solo sitio.
A continuacién analizaremos un caso mas general, en el cual el acoplamiento del
qubit con su entorno varia en forma suavemente dependiente de la distancia. El
modelo que se propone es el de un acoplamiento con forma gaussiana, es decir:

9(d) = goCe™ 29/ (6.15)
donde d es la distancia entre el qubit y un dado sitio de la cadena, y a el rango
de la interaccién (ambas cantidades se miden en numero de sitios). C' es una
constante que normaliza el acoplamiento “total”, es decir:

-1

C= (Y e st/ (6.16)
J

(esta suma debe hacerse teniendo en cuenta las condiciones periddicas de la
cadena). Es conveniente notar que en el capitulo 5 la “interaccién total” estaria
dada por Ng y no por g. Por lo tanto, en el “régimen de acoplamiento débil”
tratado en el modelo de espin central, la magnitud del acoplamiento total no es
tan pequena: para los valores ilustrados en los gréaficos, es gN ~ 10. Sin embargo,
el orden de magnitud del eco y las frecuencias involucradas corresponden a una
situacién de acoplamiento débil.

La forma de interaccién propuesta permite estudiar casos intermedios a los
tratados anteriormente. El caso del qubit central corresponde al limite de ancho
infinito, a > N, mientras que el modelo en que cada qubit interactia sélo con
el espin méas préximo se recupera en el limite ¢ < 1. Un aspecto importante
del modelo de interaccién gaussiana es que permite eliminar una caracteristica
patolégica de los casos anteriores, como es el hecho de que el Hamiltoniano de
interaccién tuviera soélo frecuencias armonicas entre si, obteniendo por lo tanto
una. evolucién perfectamente peridédica. En el nuevo modelo, las intensidades de
los acoplamientos varian en forma suave y las energias no son multiplos de una
misma constante. Esto no genera cambios drasticos en la situacién de acopla-
miento débil, puesto que en ese caso las frecuencias dominantes son las de la
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cadena. En cambio, en el caso de acoplamiento fuerte la presencia de un espec-
tro méas complejo en el Hamiltoniano de interaccién deriva en la supresién de
las oscilaciones réapidas y el régimen de envolvente universal. En esta situacion,
para A < 1 se observa un rapido decaimiento de la coherencia, practicamente a
cero (ver figura 6.8). Por supuesto, el creciente alineamiento de los espines en
direccion z al aumentar el valor del campo transverso lleva nuevamente a un
limite sin decoherencia para A — oo.

Figura 6.8: Eco de Loschmidt para un qubit que interactiia fuertemente con una regién
de una cadena de Ising de 500 espines, con acoplamiento gaussiano en la distancia. La
intensidad del acoplamiento es gy = 50, el campo transverso es 0.99. El ancho de la
gaussiana es a = 100 (linea continua), 10 (de trazos), 1 (—--—), y 0.1 (punteada).
Para el rango de tiempos que se muestra, el primer caso coincide con el eco para el
limite de acoplamiento uniforme, y el dltimo con el de acoplamiento con un solo sitio.
En la situacién intermedia a = 10, en que hay interaccién con numerosos sitios pero
con intensidad variable, el comportamiento es un rapido decaimiento del eco. En el caso
a = 1, lainteraccién es predominantemente con el sitio més préximo pero el acoplamiento
con sus primeros vecinos no es despreciable y produce oscilaciones irregulares.

Vale la pena mencionar que este resultado, que corresponde en forma maés
realista a un sistema cuantico fuertemente interactuante con su entorno, no re-
presenta una objecién hacia los estudios relacionados con el régimen universal
puesto que éstos fueron iniciados con otro propdsito: no el de describir una si-
tuacién presente en la naturaleza o en una implementacion experimental, sino el
de sugerir una posible aplicacién de un proceso de decoherencia controlada, con
el fin de estudiar el ambiente a través de un qubit de prueba [24].

En las figuras 6.9 y 6.10 se muestra el resultado los ecos correspondientes
a estados de Bell pares e impares, respectivamente, cuando el acoplamiento es
débil. El comportamiento general del eco es similar al de acoplamiento con un so-
lo sitio, excepto por el suavizado de las oscilaciones. Las curvas correspondientes
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a acoplamientos gaussianos son més regulares en su dependencia temporal y con
la distancia: esta ultima, excepto para las cercanias del punto critico, determina
esencialmente un reescaleo del valor del eco en cada instante. Esto puede faci-
litar el estudio de la distancia de saturacién. Por otro lado esta distancia deja
de reflejar las longitudes de correlacién de la cadena ya que estd fuertemente
relacionada con el ancho de la gaussiana. Sin embargo, como se observa en las
figuras, la escala de saturacién sigue siendo visiblemente mayor en la proximidad
del punto critico.

Como ya se ha mencionado, el modelo estudiado presenta para d = 0 un
subespacio libre de decoherencia dado por los estados impares (es decir, de la
forma «|01) + |10)). Esto permite almacenar qubits protegidos contra la de-
coherencia, si el estado anterior de dos qubits se utiliza para guardar el estado
de un qubit «|0) 4+ 5|1) en forma “codificada”. Situaciones de este tipo existen,
por ejemplo, en las implementaciones que involucran trampas de iones, en las
que una causa primordial de decoherencia son fluctuaciones incontrolables de
campos uniformes, que desfasan a todos los iones por igual. En la practica, no
existen subespacios completamente libres de decoherencia, sino subespacios en
los que los tiempos de decoherencia son mucho més largos que las otras escalas
temporales relevantes.

En el modelo propuesto, en el caso d = 0 los dos qubits estan acoplados en
forma exactamente igual con el ambiente, y por lo tanto la coherencia no decae
en absoluto. Una situaciéon mas realista es la correspondiente a una distancia
d no nula, pero pequena comparada con el rango de la campana de interaccion
sistema-entorno. En este caso, el Hamiltoniano de interaccion se puede dividir en
una parte en que el acoplamiento es igual para ambos qubits, mas una parte que
contiene el desbalance en las constantes de acoplamiento. Este tltimo término
es responsable del decaimiento de la coherencia, aunque éste puede ocurrir en
escalas temporales mucho mas largas que el tiempo de decoherencia de un tnico
qubit acoplado a la cadena. Al variar el valor de d, por lo tanto, se puede modelar
una serie de situaciones: cuando d < a, el subespacio libre de decoherencia pro-
tege la informacion en forma practicamente perfecta; a medida que d aumenta,
los tiempos de decoherencia disminuyen. Para d suficientemente grande, codificar
un qubit en dos pasa a ser de hecho una mala idea: en particular, en el limite
de entornos independientes, resulta Lgi 10 = L%J, es decir la decoherencia del
estado de dos qubits es mayor que la del estado que se desea proteger.

Una medida de la eficiencia de la utilizacién del subespacio (cuasi)libre de
decoherencia es, por lo tanto, la comparacion del eco del estado original, L 1, con
el del eco del estado “protegido” Loi 10. En la figura 6.11 se estudia esta eficiencia
a través de la diferencia relativa (Lo1,10 — Lo,1)/(1 — Lo,1). Un valor de 1 para
esta cantidad indica proteccién perfecta, el cero corresponde a una situacién en
que la decoherencia es igual en ambos casos (y por lo tanto el uso de dos qubits
fisicos para la codificacién de un solo qubit 16gico es un desperdicio de recursos),
mientras que un valor negativo indica que la estrategia de proteccién resulta més
destructiva que no hacer nada.
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Figura 6.9: Eco Lgo,11 para el caso de acoplamiento débil, go = 0.1, una cadena de
Ising de 500 espines con campo transverso y acoplamiento gaussiano con ancho a = 5.
Al igual que en las figuras 6.2 y 6.3, el valor del campo es A = 0.5 (arriba), 0.99 (en el
medio) y 1.5 (abajo). Las curvas que se muestran corresponden a distancias crecientes
de 3 en 3 y a partir de d = 0 (el eco es siempre creciente con la distancia). La dltima
curva (marrén) corresponde al limite de entornos independientes.
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Figura 6.10: Eco Lgi,10 para el caso de acoplamiento débil. Los pardmetros son los
mismos que en la figura anterior. Para estados impares la decoherencia es nula en d = 0
y aumenta con la distancia (al contrario del caso de estados pares).
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Figura 6.11: Eficiencia relativa de la proteccion de un qubit en un subespacio semi-libre
de decoherencia correspondiente a dos qubits a distancia d, cuyo estado se encuentra
en el subespacio generado por los dos estados de Bell impares. Esta eficiencia puede
cuantificarse en la forma Ef = (Lo1,10 — Lo1)/(1 — Lo1). Se grafica para el caso de
acoplamiento pequeno, go = 0.1, una cadena de Ising de 500 espines y acoplamiento
gaussiano con ancho a = 5. Las curvas que se muestran corresponden a distancias
crecientes de 3 en 3 y a partir de d = 0 (para este valor la proteccién es siempre
perfecta, y empeora al aumentar la distancia).

Segun se observa en la figura 6.11, en este modelo la codificacién proporciona
cierta proteccién contra la decoherencia en tanto la distancia entre qubits cum-
pla d < a. Llamativamente, a tiempos cortos la eficiencia de esta estrategia es
relativamente independiente del valor del campo transverso. A tiempos largos,
en el caso critico la estrategia de codificaciéon da mejores resultados, lo cual pue-
de interpretarse como consecuencia de que la decoherencia para un qubit es mas
fuerte en este caso, y de que la longitud de correlacién es mayor.

83



84



Parte 111

Propuestas para la simulacién
de procesos de decoherencia
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Capitulo 7

Decoherencia y dinamica del
entrelazamiento

Este capitulo esta abocado al estudio de la decoherencia siguiendo un modelo
propuesto en [47, 48]: un sistema de dos osciladores arménicos iguales acopla-
dos de la misma manera a un bano térmico comin formado por un conjunto de
osciladores (el acoplamiento es bilineal en posicién). Notablemente, este modelo
sencillo es suficiente para producir una evolucién no trivial del entrelazamiento
entre los dos subsistemas. En el limite de tiempos largos existen tres tipos de
comportamiento cualitativamente diferentes, dependiendo de parametros tales
como el estado inicial, la temperatura del bano, etc. Estos tres comportamientos
corresponden a las siguientes opciones: los subsistemas pueden terminar compar-
tiendo entrelazamiento no nulo para todo tiempo suficientemente largo, pueden
terminar desentrelazados, o puede ocurrir que se entrelacen y desentrelacen pe-
riédicamente.

La existencia de las tres posibilidades mencionadas es un resultado presen-
tado por J. P. Paz y A. Roncaglia en [47] pero no ha sido nunca observada en
un experimento. Una propuesta reciente [161] considera una implementacién de
un modelo similar donde el sistema estéd dado por el campo electromagnético en
una cavidad. En este caso el diagrama de fases del entrelazamiento asintético
comprende dos fases, correspondientes a estados finales entrelazados o desentre-
lazados, pero no se observa la fase con desaparicion y reaparicién periédica del
entrelazamiento.

En este capitulo se analizard una propuesta para la realizacién de una expe-
riencia en una trampa de iones que exhibe las tres situaciones asintéticas halladas
en [47]. Consideramos para esto un conjunto de tres iones en una trampa lineal.
Los dos iones en las puntas de la cadena seran iguales y corresponderan a los sub-
sistemas, mientras que el ion del medio, de una especie distinta, proporcionara
un ambiente para los subsistemas. La decoherencia producida por la interaccién
entre los iones se incrementara acoplando el ion central a un laser que se utilizara
para enfriar ciertos modos de la cadena. Los ingredientes que constituyen este
modelo se encuentran disponibles en la tecnologia actual y son suficientes para
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la demostracion de la dindmica del entrelazamiento que se desea estudiar.

La eleccién de un sistema de iones atrapados para la reproduccién de la
dindmica del entrelazamiento mencionada no es casual. En primer lugar, los
modos de movimiento de una cadena de iones corresponden en muy buena apro-
ximacion a un conjunto de osciladores armonicos. En segundo lugar, los iones
interactian entre si en una forma dada por la repulsion coulombiana, que puede
al orden méas bajo aproximarse por una interacciéon bilineal en posicién, igual a
la tratada en [47]. Por ltimo, el entrelazamiento en los modos de movimiento de
iones atrapados ha sido recientemente producido y demostrado en [10], lo cual
abre la puerta para considerar situaciones mas complejas como las propuestas
en este capitulo.

7.1. Decoherencia de dos osciladores igualmente aco-
plados a un ambiente comiin

A @ -

J Qo

Figura 7.1: Un modelo de movimiento Browniano cuédntico en el que dos subsistemas,
correspondientes a osciladores arménicos iguales, se encuentran igualmente acoplados a
cada uno de los osciladores que forman el entorno.

En esta seccién se describe brevemente el problema considerado en [47] y que
se ilustra en la figura 7.1. El contenido incluido es esencialmente una seleccion del
presentado en el articulo mencionado y se incluye solamente por completitud. En
el trabajo se estudia la dindmica del entrelazamiento para un sistema compuesto
por dos osciladores arménicos idénticos (subsistemas A y B), los cuales se hallan
igualmente acoplados a un entorno comun. Este entorno corresponde a un bano
formado por un conjunto de osciladores [77, 162, 78, 163] que se encuentran en un
estado térmico. El Hamiltoniano propuesto es de la forma H = Hg+ Hg + Hjpy,
donde

2 2
pyt+p 1
He — ﬁ T §m(w§1q§1 + WwEaE) + MeaBqagB
pi my
_ o 22
Hp = Z(2mj+ 3 Wi%) )
Hi = (qa+4a8) > 94

J

Este Hamiltoniano es una generalizacion al caso de dos subsistemas del modelo
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del movimiento Browniano cudntico presentado en la seccién 2.3.

Dada la simetria del modelo propuesto, resulta conveniente usar coordena-
das correspondientes al centro de masa y movimiento relativo para el sistema,
definidas en la forma: ¢+ = (ga + ¢5)/v2. En términos de estas variables el
Hamiltoniano del sistema resulta:

P+t wr? +wigh
= +m

2m 2
donde w} = (W} +w%)/2+cap y cr— = (w4 —w%)/2. Dado que se asume que los

Hg +mey—qiq- (7.2)

dos subsistemas se encuentran igualmente acoplados al entorno, sélo la variable
q+ del sistema aparece en el Hamiltoniano de interaccién.

A continuacién nos referiremos tnicamente al caso maés simple, en el cual
ambos osciladores son resonantes (wqg = wp). En esta situacién el movimiento
relativo resulta completamente desacoplado del entorno y evoluciona en forma
independiente. En cambio, el centro de masa del sistema sufre decoherencia exac-
tamente de la misma forma que un tnico oscilador acoplado al bano, siguiendo
el modelo de movimiento Browniano cudntico estudiado en la seccién 2.3. Como
se ha mencionado anteriormente, este modelo puede ser resuelto en forma exacta
si se asume que el estado inicial del ambiente corresponde a un estado térmico.
La ecuacion maestra para la evolucion temporal del sistema estd dada por la
ecuacién (2.19) e incluye efectos de renormalizacién de la frecuencia, disipacion,
difusién y difusion anémala.

En este trabajo se considerara solamente el caso de un ambiente 6hmico,
es decir con densidad espectral J(w) = >7;6(w — wj)g?- (2mjw;) = 2myw
O(w — A)/m. A proporciona una frecuencia de corte asociada a una escala de
tiempo caracteristica A~! para la respuesta del entorno, y por lo tanto para las
variaciones de los coeficientes en la ecuacién maestra. Para tiempos t > A~!
los coeficientes de disipacién (t) y de renormalizacién de la frecuencia dw(t)
alcanzan valores asintéticos dados por: 7 = 27y y dw? = —4mA~v/7. Por lo
tanto, las frecuencias renormalizadas Q% p(t) = wj g 4 dw(t)/2 dependen del
tiempo y se aproximan a valores independientes de la frecuencia de corte sélo
si las frecuencias desnudas wa p son elegidas en la forma apropiada (es decir
incluyendo una correccién dependiente del corte). La constante de acoplamien-
to cap también debe ser corregida de modo que el acoplamiento renormalizado
Cap(t) = cap + 0w?(t)/2 se aproxime a un valor finito independiente del corte.
Los comportamientos de los coeficientes de difusién D(t) y de difusién anémala
f(t) son més complicados y dependen de la temperatura inicial del bano. Estos
coeficientes tipicamente alcanzan valores asintéticos luego de un transitorio que
depende de la temperatura y de la frecuencia de corte. Aqui y en adelante, si-
guiendo la notacién introducida en [47], las letras maytsculas se utilizardn para
las variables renormalizadas y la dependencia en el tiempo de los coeficientes se
omitird cuando éstos correspondan a los valores asintdticos.

El estado del sistema a tiempos largos es ficil de caracterizar: el modo de
movimiento relativo evoluciona libremente, mientras que el centro de masa al-
canza un estado estacionario gaussiano con primeros momentos nulos y matriz
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de covarianza determinada por [76]:

D D
2 202 A 2
Ap? = e Q*Aq; = i mf,  ({as,p+}) =0. (7.3)
Esta situacién asintotica se ilustra en la figura 7.2. Es interesante notar que
el estado estacionario del centro de masa corresponde a un estado estrujado a
consecuencia del término de difusién anémala f; este estrujamiento es por lo
tanto una indicacién de efectos no-Markovianos.

Figura 7.2: Descripcion esquemaética de la situacién a tiempos largos. El centro de
masa y el movimiento relativo se encuentran totalmente descorrelacionados. El estado
final del centro de masa depende del bano y es tipicamente un estado mixto y estrujado,
mientras que el movimiento relativo continia evolucionando libremente.

7.1.1. Entrelazamiento en el estado asintotico

Asumiremos en lo sucesivo que el sistema se encuentra inicialmente en un
estado gaussiano. En este caso, el estado final serd gaussiano también, y el entre-
lazamiento estara completamente determinado por las propiedades de la matriz
de covarianza. Una buena medida para el entrelazamiento de este tipo de estados
lo proporciona la negatividad logaritmica En que puede calcularse en la forma
[160, 164, 165, 166]:

En = max{0, — In(2vymm) }, (7.4)

donde v es el menor autovalor simpléctico de la matriz de covarianza co-
rrespondiente al estado parcialmente transpuesto. La transposicién parcial, en
términos de las variables de centro de masa y movimiento relativo, corresponde
a la operacién p+ — p+. La expresién anterior muestra que el estado es entre-
lazado si y sélo si la operacién de transposicién parcial conduce a una matriz
de covarianza cuyo menor autovalor simpléctico es menor a 1/2, lo cual senala
que no puede corresponder a la matriz de covarianza de ningun estado fisico.
Este criterio proporciona una condicién suficiente, pero no necesaria, para el
entrelazamiento en el caso de estados no gaussianos.

Para el modelo propuesto, el entrelazamiento entre los subsistemas Ay B a
tiempos largos estd dado por la expresion:

En(t) — max{0, Exy + AENG(t)}. (7.5)

90



donde G(t) es una funcién con periodo w/_ y cuya imagen es el intervalo
{—1,1}. La oscilacién es en torno de un valor dado por:

EN = HléX{TE rcrit} — Serits (76)

y con amplitud:
AEN = min{r,rei )

En esta expresién, r es el estrujamiento inicial del modo de movimiento relativo,

1 Aqg_
(5

Terit €sta relacionado con el estrujamiento del estado asintético para el centro de

definido como:
(7.7)

masa,
1 Agy
crit — =1 Q_—— ) .
et ‘2n<m AP+> (78)
v Serit con la entropia total del sistema:
1
Serit = 5 In(4Aq Ap Aq-Ap_ /1?) (7.9)

2

Las dispersiones Aqy y Apy estdn dadas por los valores asintdticos, mientras que
las dispersiones para el modo de movimiento relativo son las correspondientes
a un instante de tiempo en que la matriz de covariancia para este modo es
diagonal (es decir, un instante tal que el estrujamiento del modo es en posicién
0 en momento).

La siguiente es una forma mds sencilla de entender la situacién final: el en-
trelazamiento entre subsistemas alcanza sus valores extremos cuando el estruja-
miento del movimiento relativo es en direccién de los ejes de posicién o momento,
q— o p_. Para estos instantes, la negatividad logaritmica puede escribirse segtin
una expresion mas simple, dada por:

En = max{0, — In(2Ap_Aqy/h), — In(2Aq_Ap, /h)} (7.10)

Esto indica que el entrelazamiento entre Ay B es no nulo cuando Ap_Agqy < h/2
6 Ag_Ap; < h/2. Vale la pena destacar que el tipo de correlaciones en estos
estados es cualitativamente similar a la del estado considerado en la paradoja
de Einstein, Podolsky y Rosen, es decir se tienen valores bien definidos para
cantidades colectivas de movimiento pero no para el estado de cada subsistema
individualmente [167].

Teniendo en cuenta que, como ya se menciond, la transposicién parcial de
la matriz densidad corresponde a la operacién p+ — p=, es facil interpretar los
resultados anteriores: cuando se tiene Ap_Agqy < h/2 6 Aq_Ap; < h/2, al efec-
tuar la transposicién parcial el resultado para uno de los modos no satisface la
relacion de incerteza, es decir su area en el espacio de fases es menor que la co-
rrespondiente a cualquier estado fisico. Esto conduce entonces a una negatividad
no nula, que indica que el estado es entrelazado. Estos conceptos se ilustran en
la figura 7.3.
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Figura 7.3: Representacién esquematica del criterio de la transpuesta parcial (TP),
correspondiente a la operacién py < ps. El estado es entrelazado si y sélo si esta
operacion conduce a una matriz de covarianza que no puede corresponder a ningun
estado fisico, por no respetar el principio de incertidumbre. En el esquema se observa
como un estado puede pasar de no estar entrelazado a estarlo, y viceversa, a medida que
el modo de movimiento relativo evoluciona.

De acuerdo a estos resultados, existen tres posibles escenarios para el entrela-
zamiento asintético, de acuerdo a los valores que toman los pardmetros 7, repie v
Serit, €s decir, el estrujamiento de los dos modos y el drea en el espacio de fases.
En primer lugar, es posible que el entrelazamiento entre subsistemas sea distinto
de cero para todo tiempo suficientemente largo. Alternativamente, es posible que
el entrelazamiento se anule y reaparezca periddicamente, en una serie infinita de
eventos de muerte y resurreccién del entrelazamiento [36, 168]. Por ultimo, es
posible que los subsistemas se encuentren asintéticamente desentrelazados. Para
el caso de un ambiente 6hmico es posible usar expresiones analiticas para los
coeficientes D, v y f en funcién de la temperatura T [79]. A partir de ellas es
posible determinar a cudl de los tres casos corresponde el estado a tiempos lar-
gos dados los valores de T' y 7, como se muestra en el diagrama de fases para el
entrelazamiento asintético en la fig. 7.4.

La presencia de entrelazamiento asintético no nulo a bajas temperaturas y ba-
jo estrujamiento del modo de movimiento relativo es un fenémeno no-Markoviano
y no-perturbativo: el entrelazamiento es consecuencia del estrujamiento induci-
do en el estado del centro de masa a consecuencia de la interaccién con el bano.
Para baja temperatura y un estrujamiento alto del movimiento relativo, el en-
trelazamiento entre subsistemas es una consecuencia de este ultimo. Cuando los
estrujamientos de ambos modos son similares, el entrelazamiento aparece y des-
aparece a medida que el movimiento relativo evoluciona en el tiempo. Para un
dado valor de estrujamiento inicial del movimiento relativo, si la temperatura es
suficientemente alta el estado final es siempre desentrelazado. Para altas tempe-
raturas del bano, la fase con muerte y reapariciéon del entrelazamiento tiende a
desaparecer. Esto es una caracteristica del caso considerado en la figura, en que
los osciladores son no-interactuantes, y no un fenémeno general [169].
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Figura 7.4: Diagrama de fases para el entrelazamiento asintético correspondiente a
un ambiente 6hmico. Los valores de los parametros corresponden a 2 = 1, 9 = 0.15,
A =20, m=1,Csap =0,y en los ejes se considera h = kg = 1. Las tres fases para
tiempos largos se describen como: SD (“sudden-death”) para el caso en que el entrela-
zamiento asintdtico es nulo, NSD (“no sudden death”) para entrelazamiento asintético
no nulo, y SDR (“sudden death and revivals”) para secuencias periédicas de muerte y
reaparicion del entrelazamiento. Se indica también la dependencia con la temperatura
de los pardmetros Sepi+ (linea de trazos) y req+ (linea punteada). Figura tomada de [47].

Todas las propiedades analizadas corresponden al caso de osciladores reso-
nantes. En un caso mas general, el modo de movimiento relativo ya no resulta
desacoplado del ambiente, y por lo tanto ambos grados de libertad sufren decohe-
rencia. Fuera de una campana en torno de la condicién de resonancia, la situacién
final genérica corresponde a un estado desentrelazado de los subsistemas [48].

7.2. Implementacién en una trampa de iones: Hamil-
toniano del sistema y acoplamiento laser

En esta seccién se estudia un modelo de decoherencia controlada en una
trampa de iones que permite reproducir los resultados cualitativos del modelo
presentado en la seccion anterior. Consideramos una cadena de tres iones atrapa-
da por un potencial armdnico, y nos interesaremos inicamente en el movimiento
de los iones en una de las direcciones transversales!, z, asumiendo que el con-
finamiento es muy fuerte en la otra direccién transversal, y [126, 102]. Los dos
iones en los extremos de la cadena, que se asociaran a los subsistemas A y B,
seran iguales, mientras que el ion central, F, pertenecera a una especie diferente.
Este ion serd sometido a enfriamiento laser y serd la fuente de decoherencia para
los subsistemas (ver figura 7.5).

El Hamiltoniano de la cadena esta entonces dado por una expresion similar
a (4.11), excepto que evaluado para el caso de tres iones, e introduciendo la

!Gracias a Martin Plenio y Alex Retzker por sugerir el uso de los modos transversales de
movimiento.
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Figura 7.5: Un sistema de tres iones atrapados formando una cadena lineal. Se conside-
rard solamente el movimiento en una direccién transversal. Los dos iones en los extremos
seran iguales y corresponderén a los subsistemas, mientras que el ion del medio, sometido
a enfriamiento laser, proporcionara una fuente de decoherencia.

diferencia de masas:

3 2 2
p; Im* o 5 1 2.2
Ho= 2 gy g, e+ e
J=1
9 3
e 1
i (7.11)
4meq = \/(m, — xj)Q + (Zi - zj)2

Aqui m es la masa de los iones en los extremos de la cadena, x la posicién
en la direccion transversal y z la posicién sobre el eje de la trampa. w, es la
frecuencia de la trampa en la direccién axial y w, la frecuencia para la direccién
radial, para los iones de los extremos; a diferencia de la frecuencia axial, la radial
escalea inversamente con la masa del ion, y por lo tanto es distinta para el ion
del medio [113].

Se consideraran solamente valores de las frecuencias tales que la configuracién
de equilibrio de los iones es un arreglo lineal. La distancia de equilibrio esta
entonces dada por d3, = 5e?/(16mmw?ey). Ademds se elegirdn valores para los
cuales sea posible realizar una aproximaciéon armoénica del potencial, es decir,
valores suficientemente alejados de la transicién a una configuracién de zig-zag
(cabe mencionar que las correcciones a 6rdenes superiores son muy pequenas
excepto en valores muy préximos a la transicién [102]).

En la aproximacién armonica, se obtiene para el movimiento transversal el

1 , 1
H = % zj:pj + § %:wazxj (7.12)

donde Vj; = (m?/m;)w? — > e?/(2meolzi — 2®), vy Vij = €2/ (2meo|zi — 2;]?) for
i # j [126]. Reemplazando el valor de la distancia de equilibrio, la matriz V'

Hamiltoniano:

resulta entonces dada por:

- 55w? — 9 8 1
V= 52 8 5méw? /mp — 16 8 (7.13)
1 8 50w? — 9

donde mp es la masa del ion del medio y dw = w,/w,. Este Hamiltoniano puede
ser facilmente diagonalizado, obteniendo los modos normales de la cadena. A
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causa de la simetria, los modos tienen paridad bien definida: existen dos modos
pares, en los cuales todos los iones toman parte y en los que los subsistemas
se mueven en fase, y un modo impar, en el que los subsistemas se mueven en
contrafase y el ion del medio permanece quieto (ver figura 7.6).

CR S ] ? ) § o 7

modo par 1 modo par 2 modo impar

Figura 7.6: Modos normales para la cadena lineal de tres iones. Dado que los dos iones
de los extremos son iguales, los modos tienen simetria definida.

Si la poblacién de los modos es del orden de 1, las correcciones al Hamilto-
niano (7.12) son del orden de 2%/d? ~ 10~5w, /wj, con w; la frecuencia del modo
mas bajo. Cerca de la transicion de fase este modo corresponde al modo par 2
de la figura 7.6, que para el valor critico de w, se vuelve inestable. Considera-
remos entonces sélo frecuencias para las cuales estas correcciones son pequenas
(del orden de 1073-107%). Las frecuencias de los modos se grafican en la figu-
ra 7.7 para el caso en que los subsistemas corresponden a iones de Mg y el
ion-entorno es ?Be (la justificacién para esta eleccién se explica més adelante).
Cuando w; > w,, los modos normales de la cadena son aproximadamente iguales
a los modos locales, es decir el movimiento independiente de los iones. Uno de los
modos pares estd entonces dado por el movimiento del ion central iinicamente,
con frecuencia mw,/mg. El otro modo par y el impar son degenerados, con
frecuencia w,, e involucran sélo el movimiento de los iones de los extremos.

Los iones correspondientes a los subsistemas, A y B, estan acoplados de la
misma manera al entorno provisto por el ion central, F, a causa de la simetria del
conjunto. Modificando el cociente entre las frecuencias longitudinal y transversal
es posible variar la intensidad del acoplamiento entre iones: en el limite en que
wy > w,, no hay acoplamiento entre los distintos iones y por lo tanto no hay
decoherencia; el acoplamiento aumenta a medida en que el valor de w, decrece
(es decir a medida que se acerca al valor para el cual la configuracién de equilibrio
pasa a ser la de zig-zag).

Al igual que en el modelo anterior, conviene usar coordenadas colectivas para
el sistema, g+ = (v4+2p)/v/2. El movimiento relativo, asociado a la coordenada
q—, corresponde al modo impar y estd por lo tanto desacoplado del ambiente.
En cambio, el movimiento del centro de masa, dado por la coordenada ¢, no
corresponde a un modo de la cadena y sufre decoherencia por estar acoplado al
ion central. En este sentido, la evolucién del sistema es andloga a la tratada en
la seccién anterior, con la diferencia fundamental de que el ambiente estd hasta
ahora compuesto por un unico oscilador. El tamano efectivo del entorno puede
agrandarse al acoplar un laser al ion central. La frecuencia de este ldser puede
ajustarse en forma tal de producir un enfriamiento de los modos en los que el ion
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W modo

W, — W,

Figura 7.7: Frecuencias de los modos normales para una cadena de dos iones de Mg
con un ion de ?Be en el medio. Para w, < w, ~ 1.6733 w, la configuracién lineal resulta
inestable. Para w, > w,, los modos normales corresponden al movimiento independiente
de cada ion, y por lo tanto las frecuencias son proporcionales a w,. El modo impar
corresponde a la linea de trazos (- - -). Los dos ejes estdn en escala logaritmica y unidades
de w,, la frecuencia longitudinal.

FE participa, de modo de simular el efecto de un reservorio a baja temperatura.

Consideramos entonces un enfriamiento dado por un laser en la banda roja
de un dado modo (ver capitulo 4). Este acoplamiento, en la representaciéon de
interaccién (con respecto al Hamiltoniano de los niveles internos més el corres-
pondiente a los modos de movimiento) y luego de una aproximaciéon de onda
rotante, puede escribirse en la forma:

wnt . h i
Hé,j) = thv(l)kw / ST (craie'” — h.c.) (7.14)

Aqui [ es el modo considerado, € es la frecuencia de Rabi, k la componente en

direccién = del vector de onda, y ¢ la fase del ldser. oy = |e)(g| es el operador
de transicién para el estado interno del ion central, y al,alT son los operadores
de destrucciéon y creacién para el modo. Este Hamiltoniano es la version corres-
pondiente a (4.7) para el caso en que se trata con una cadena de iones en vez
de un unico ion atrapado, simplemente reemplazando la coordenada para el ion
sobre el cual actia el laser en términos de los operadores asociados al conjunto

T
Z“\/ @ =2 - o (7.15)

El Hamiltoniano (7.14) transfiere excitaciones entre el modo de movimiento

de modos:

y el estado interno del ion. Si |g) es un estado interno estable, mientras que |e)
decae rédpidamente de vuelta a |g), el efecto del acoplamiento con el laser es el
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enfriamiento del modo [. Utilizando un laser de frecuencia variable es posible de
esta forma enfriar los dos modos transversales de los que el ion central participa.
El ingrediente esencial de esta propuesta es por lo tanto el enfriamiento por
simpatia, y se trata de un caso particular entre los considerados en [170]. Tal
como se menciona en ese trabajo, es importante notar que la causa principal
de calentamiento de los modos es la presencia de campos externos fluctuantes;
tipicamente estos campos son constantes en la escala de tamanos correspondiente
a la distancia entre iones, y por lo tanto practicamente no afectan el modo de
movimiento impar.

Por simplicidad, se puede aproximar el efecto del enfriamiento laser por una
ecuacién maestra Markoviana, que en la representacién de interaccién toma la
forma:

2—'; = Z %(2(11/)@2[ - {a;al, p}) (7.16)

l
En esta expresion se asume que cada uno de los modos pares se enfria con una
tasa I';. El estado final de la evolucion es entonces el vacio de los modos enfriados.

7.3. Entrelazamiento en el estado asintotico

Al igual que en el modelo de dos osciladores asociados a un bafio comuin tra-
tado en [47, 48], restringimos el andlisis a estados gaussianos. La evolucién dada
por el Hamiltoniano de la cadena sumado al enfriamiento modelado por la ecua-
cién (7.16) preserva el cardcter gaussiano del estado y puede ser analiticamente
resuelta, segin se explica en la seccién 3.1. Los segundos momentos del modo
impar evolucionan segun la dinamica libre de este modo, mientras que los aso-
ciados a los modos pares se acercan a los correspondientes al estado de vacio.
Transformando las coordenadas de los modos normales pares a las del centro de
masa del sistema (¢4, p+) se obtiene que la matriz de covarianza del centro de
masa se aproxima a valores de equilibrio dados por:

h a? a?
2 2 pl P2
= A = — [ 7.17
(¢7) q+ 5 (wm + wﬂ) (7.17)
mh
W) = A%y = - (wp ofy +wp agp) (7.18)
{ar.p+}) = 0. (7.19)

En esta expresion, pl y p2 indican los dos modos pares, w,;/,

o las amplitudes (adimensionales) de los coeficientes en

o las frecuencias
correspondientes, y a1/,
la transformacién de la coordenada de centro de masa ¢4 a las de los modos
normales, Q1 /p2- Atin si los detalles del proceso de enfriamiento son diferentes
de los descriptos, este estado asintético para el centro de masa surge solamente

de asumir que los modos pares son enfriados a su estado de vacio.
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A partir de la matriz de covarianza es posible calcular el entrelazamiento
entre los subsistemas A y B como funcién del tiempo. Al igual que en el mo-
delo anterior, el entrelazamiento puede cuantificarse a través de la negatividad
logaritmica, En, y el comportamiento asintético estd nuevamente determinado
por las tres cantidades 7, ¢t v Serit. La posibilidad de observar en este modelo
los tres regimenes para el entrelazamiento asintético estudiados en [47, 48] de-
pende de los valores que puedan tomar esos tres pardametros. Los parametros r,
Terit ¥ Serit dependen a su vez de la eleccién de la masa de los iones y del cociente
entre las frecuencias longitudinal y transversal, asi como del estado inicial del
modo impar. En particular, una escala de valores tipicos de entrelazamiento esta
determinada por:

ES = méx{rerit — Swmin, 0}, (7.20)

que corresponde a la negatividad logaritmica cuando la cadena estd en su estado
fundamental; S,,;, estd dado por el valor de S.,.;; cuando el estado del movimiento
relativo es el vacio, es decir:

1
Smin = 3 In(2Aq+ Apy /h). (7.21)

Para obtener una buena cantidad de estrujamiento r..;, es necesario que el
acoplamiento entre iones sea fuerte, lo cual a su vez implica una eleccién de
parametros no muy lejana de la transicién entre configuracién lineal y zig-zag.
Por otra parte, los parametros deben ser elegidos de forma que la aproximacion
armonica sea valida, lo cual implica no demasiado cerca de la transiciéon. Para
obtener, dentro de estas limitaciones, valores grandes para EJOV, es conveniente
que el ion central, F, sea mas liviano que los otros dos. La figura 7.8 muestra los
valores de 7r¢rit, Smin ¥ E?V como funciones del cociente w,/w, para el caso en
que A y B son iones de **Mg y F es un ion de ?Be. Esta es la eleccién de espe-
cies utilizada en [10] para generar entrelazamiento en forma determinista en los
grados de libertad de movimiento de iones atrapados. La utilizacién de iones de
distintas especies, ademas de aumentar los valores accesibles de entrelazamiento,
permite reducir acoplamientos indeseados del laser a los iones A y B, evitando
la decoherencia del modo impar.

7.4. Diagrama de fases en funcién del estado inicial

A los efectos de poder observar las distintas situaciones asintéticas, es ne-
cesario poder preparar diferentes estados iniciales. Conceptualmente, el estado
inicial méas simple es el vacio, es decir el estado fundamental de la cadena, co-
rrespondiente a enfriar todos los modos completamente. En este caso, el sistema,
no evoluciona en el tiempo, y el entrelazamiento entre subsistemas corresponde
a EY, la cantidad dada por la férmula (7.20) y estudiada en [171]. Tal como se
menciona en ese articulo, el entrelazamiento entre A y B en este caso es conse-
cuencia de que el estado de vacio de la cadena completa es un estado estrujado
en términos de los modos locales. En nuestro sistema, los valores que pueden
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Figura 7.8: Valores de los pardmetros 7cqit (- - =), Smin (- - - -) y E% (continua) en

funcién del cociente w, /w, para una cadena de dos iones de 24Mg con un ion de ?Be en el
medio. Para w, /w, < 1.6733 la configuracién lineal resulta inestable, y la configuracién
de equilibrio es de zig-zag. El valor critico se muestra en linea punteada.

obtenerse para el entrelazamiento en el estado fundamental pueden modificarse

variando las frecuencias longitudinal y transversal.

Otra opcién es comenzar con un estado térmico en lugar del vacio. Esto
corresponde también a un estado gaussiano, pero el estado asintdtico tiene una
mayor entropia. En cambio, los valores de 7 y 7,;; no se modifican por la eleccion
de temperatura inicial (ya que el estado asintético del centro de masa es el mismo,
y el movimiento relativo no tiene estrujamiento en un estado térmico). De hecho,
el estado final s6lo depende de la temperatura efectiva para el modo impar, y es
independiente del estado inicial de los otros modos.

Finalmente, es posible también considerar estados iniciales estrujados. Un
modo de introducir estrujamiento es por medio de un cambio repentino en la
frecuencia de la trampa, en la forma W), — w, = w! /c. Esta operacién estruja
todos los modos. Es facil calcular el efecto del cambio de frecuencia en términos
de los parametros r, repe, Serit. LOs valores iniciales de dg_, dp_ no cambian,
pero todas las frecuencias de los modos se modifican en un factor ¢, y el es-
trujamiento resulta entonces r = %] In(c)|. Serit, sin embargo, se mantiene igual
que antes. El valor de r..;+ depende del valor final de w,, pero no del factor de
expansién o contraccién c. Dado que el entrelazamiento asintético depende de
|In(c)|, expandir o contraer la trampa lleva a la misma situacién final. Sin em-
bargo, para evitar problemas relacionados con la transicién de fase, es necesario
empezar con un valor grande de w,, y luego relajar el confinamiento transversal,
manteniéndose siempre en la regiéon en que la configuracién de equilibrio es la
cadena lineal.

Otra forma de generar estrujamiento es acoplar el modo de movimiento rela-
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tivo a un laser cuya frecuencia esté elegida en forma tal que excite transiciones
entre niveles del oscilador en la forma n — n+2, es decir tal que la diferencia de
frecuencias entre el laser y los niveles internos sea de la forma A = 2w; con w; la
frecuencia del modo impar. Este método ha sido utilizado en [172] produciendo
estrujamientos del orden de r = 2 en el estado de movimiento de un ion de ?Be
atrapado.

De esta forma es posible modificar los dos parametros relevantes r y Scpt.
El valor de 7.+ estd unicamente determinado por la transformacion lineal de
modos locales a modos normales. La variacion de la preparacion del estado inicial
permite entonces barrer las distintas situaciones asintéticas. Los resultados se
muestran en el diagrama de la figura 7.9 en funcién de r y (n_), la poblacién
media inicial del modo impar, asociada a la temperatura inicial. El diagrama
de fases de la figura corresponde a la elecciéon de frecuencias w, = 1.68 w,, lo
cual conduce a Tt =~ 0.75, Spmin =~ 0.32, EQ ~ 0.42. Cabe aclarar que el eje
vertical en el diagrama de fases representa algo diferente en las figuras 7.4 y 7.9:
en la primera corresponde a la temperatura del bafio, mientras que en la segunda
estd asociado a la temperatura inicial del sistema. El valor del entrelazamiento
asintdtico como funcién del tiempo es ilustrado en la figura 7.10 para algunas
elecciones de estados iniciales.

2
muerte y reaparicion
del entrelazamiento
1.5 5
AN
s 1F 7
\V2 entrelazamiento
final nulo
05 entrelazamiento -

final no nulo

0 0.5 1 1.5 2

Figura 7.9: Distintos comportamientos asintéticos para el entrelazamiento en un estado
gaussiano parametrizado por la poblacién media inicial del modo impar, (n_) (asociada a
la temperatura inicial del modo) y el estrujamiento r para el modo impar. Las posiciones
de los vértices en la figura estan determinadas por el valor de r..;t, que depende de la
elecciéon de iones y del cociente entre frecuencias transversal y longitudinal. El caso
graficado corresponde a una cadena de tres iones, un ?Be en el medio y dos Mg en los
extremos; las frecuencias son elegidas en la forma w, = 1.68 w,.

La eleccién de una frecuencia transversal tan cercana al valor critico, como
es el caso considerado para el diagrama de fases de la figura 7.9, exige un alto
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Figura 7.10: Distintos comportamientos para el entrelazamiento asintético (cuantifi-
cado por la negatividad logaritmica) como funcién del tiempo. La eleccién de iones y
frecuencias es la misma que en la figura anterior. Los casos graficados corresponden a
distintos pardmetros para la preparacién del estado inicial, (n_), que caracteriza la po-
blacién media inicial del modo impar, y ¢ la subsiguiente expansién de la trampa en la
direccién transversal: (n_) =0, ¢ = 1 (linea continua); (n_) =0,¢ =6 (---); (n_) =0,
c=3(-+-)y({n_)=05¢c=3 (). El tiempo estd en unidades de w; !, y el origen
temporal es arbitrario.

control de los potenciales que confinan a los iones. Si se toma una frecuencia
tal que E?V es muy pequeno o igual a cero, serd dificil o imposible detectar
la isla de entrelazamiento asintético no nulo que se observa en la esquina del
diagrama de fases para baja temperatura y bajo estrujamiento del modo impar.
Sin embargo, el resto del diagrama de fases puede obtenerse de todas formas. El
ancho de la regiéon con desaparicién y reaparicién periddica del entrelazamiento
es del orden de 7., razoén por la cual para observar esta fase no es conveniente
un valor demasiado pequeno para este parametro. Es posible obtener diferentes
comportamientos de los pardmetros re it v Seri¢ como funcién del cociente w, /w,
variando las especies o el ordenamiento de los iones.

7.5. Deteccion del estado final

Para detectar las distintas fases, es suficiente medir las dispersiones en posi-
cién y momento para los subsistemas A y B. Los tiempos para los cuales estas
cantidades alcanzan sus valores extremos coinciden con los tiempos para los cua-
les el entrelazamiento entre subsistemas es extremo. A continuacidon se muestra
un método que permite medir las matrices de covarianza de los distintos modos,
a menos del signo de los elementos no diagonales. Este signo esta relacionado con
la orientacién de los ejes del paquete gaussiano en el espacio de fases, y en una
secuencia de mediciones puede inferirse del sentido de rotacién de un oscilador
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armonico. De todas formas, el signo en cuestion no es relevante para el calculo
del entrelazamiento.

A la hora de definir un protocolo de medicién, es necesario tener en cuenta
que las cantidades que se desea medir varian en escalas de tiempo dadas por la
frecuencia de la trampa. Ademds, no es posible acceder al estado de movimiento
de los iones directamente. Lo que puede medirse es la fluorescencia del estado
interno: los métodos para medir el estado de movimiento recurren entonces a
pulsos que acoplan el estado interno y el externo, y luego miden el estado interno.
Por medio de este tipo de estrategias es posible en principio medir la poblacion
de cada uno de los niveles de un dado modo.

El modo de realizar la medicién es el siguiente [103]: consideremos el acopla-
miento entre un ion y un ldser cuya frecuencia corresponde a la banda azul de un
cierto modo (del cual el ion participa). El Hamiltoniano es similar al dado en la
férmula (4.5) del capitulo 4, e induce una oscilacién entre los estados con |g, n)
y le,n + 1) con frecuencia Qy, 11 = v/n + 1n<2, donde  es la frecuencia de Rabi
y 1 depende de la estructura del modo. Si el modo se encuentra entonces en una
superposicién de distintos estados |n), la probabilidad de encontrar al ion en el
estado interno |e) en que puede detectarse por fluorescencia oscila en el tiempo
segun:

P.(t) = Pyn(0)sen® (nv/n + 10t) (7.22)

donde ¢ es la duracién del acoplamiento laser anterior a la mediciéon por fluo-
rescencia, y Py ,(0) es la probabilidad de que el modo se encuentre inicialmente
en el estado |g,n). A partir de una serie de mediciones de este tipo se puede
entonces reconstruir P, .

La matriz de covarianza C' de un modo (a menos del signo ya menciona-
do) puede hallarse recurriendo a la medicién de la poblacién media del modo
(-, nPy ), y de la probabilidad de hallar el modo en el estado fundamental
(Py,0), combinadas con la aplicacién de fuerzas que induzcan desplazamientos
rapidos en momento. Dichas fuerzas deben actuar en escalas temporales mucho
mas cortas que el periodo de evolucién libre del modo, y pueden implementarse
por medio de pulsos de laseres intensos.

En primer lugar, la medicién de la poblacién media contiene informacion
sobre la traza de la matriz de covarianza:

Tr(C) = (Q%) + (P?) = 2(a'a) + 1. (7.23)

Para obtener los elementos restantes de la matriz, consideramos la aplicacion de
un desplazamiento en momento (por medio de una fuerza) en una cantidad § P,
seguida de una medicién de la probabilidad de encontrar el estado fundamental
del modo, segin se ilustra en la figura 7.5. Esta probabilidad es el producto
interno entre el estado gaussiano medido y el correspondiente al vacio, y esta
dada por [173]:

F(6P) = \/det(M) exp{—(6P)*Msy/2}, M = (g +C> 71. (7.24)
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fuerza medicion:
P(vacio)

Figura 7.11: Secuencia para medir la matriz de covarianza de un paquete gaussiano:
se aplica rapidamente una fuerza que desplaza en momento, seguida por una medicion
de la probabilidad de que el estado de movimiento sea el fundamental. La matriz de
covarianza puede reconstruirse a partir de estos resultados, sumados a la medicién de la
poblaciéon media del modo.

Realizando este tipo de mediciones es posible entonces hallar el valor de det(M)
y Mao, mientras que la poblacién media permite calcular Tr(M). Dado que M
es una matriz real y simétrica de 2 x 2, estos tres parametros alcanzan para
determinarla por completo, excepto por el signo de los elementos no diagonales.
A partir de la matriz M hallada puede reconstruirse la matriz de covarianza C,
también a menos de ese signo.

Es importante destacar que no se requiere de mediciones especialmente rapi-
das, ya que las cantidades medidas (las poblaciones P, ;) no son afectadas por
la dindmica de la cadena. El tinico requisito en este sentido es que la fuerza que
produce el desplazamiento sea mucho mas rdpida que la evolucién libre, y que
los desplazamientos que pueden inducirse sean lo suficientemente grandes como
para permitir detectar la variacién en F(6P) al modificar el valor de §P.

Una forma alternativa de detectar el entrelazamiento presente en el estado
final consiste en transferirlo del estado de movimiento a los grados de libertad
internos de los iones A y B, como se propone en [171]. La transferencia de
entrelazamiento puede obtenerse combinando pulsos ldser que ejercen fuerzas
dependientes del estado interno, asociadas a operadores de evolucion de la forma,
V(a) = exp{iago,}, con desplazamientos dependientes del estado interno en
la forma W(B) = exp{ifpoy,}. A su vez, W(3) se implementa componiendo
fuerzas dependientes de la posicién segin exp{icgoy,} con perfodos muy cortos
de evolucion libre.

En [171] se observa que una secuencia de tres pasos de este tipo es sufi-
ciente para obtener una gran transferencia de entrelazamiento al estado interno.
Después de la aplicacion de esta secuencia, el estado interno puede medirse por
medio de fluorescencia. La idea esencial de este protocolo es un mapeo de los
estados vibracionales |0), |1) de un dado modo local en los estados internos del
ion correspondiente. Por lo tanto, la transferencia no es eficiente para valores de
estrujamiento grandes, para los que mas niveles fondnicos estan poblados. De
cualquier modo, dado que el entrelazamiento es entre grados de libertad locales,
cualquier operacién de transferencia debe ser rapida comparada con la evolucion
libre de los modos, lo cual implica una limitacién para esta clase de protocolos.
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7.6. Comentarios finales

Cabe mencionar por ultimo que una investigacién mas detallada de la di-
namica del acoplamiento del ion central con el ldser permitiria una descripcién
mas precisa del acercamiento al régimen asintotico, en términos de una ecua-
ciéon maestra no-Markoviana. El caracter no-Markoviano de este proceso puede
variarse dependiendo de la temperatura efectiva del bano dado por el laser y
de la intensidad del acoplamiento entre iones. El primer parametro puede ser
modificado variando la frecuencia del laser, mientras que el segundo depende de
la eleccién de frecuencias transversal y longitudinal. Algunas ideas relacionadas
con la aplicacién de distintos modelos de decoherencia a partir de distintos tipos
de acoplamiento con léseres fueron propuestas en [174] para el caso de un solo
ion atrapado.
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Capitulo 8

Un modelo local de
decoherencia por un bano de
osciladores

En este capitulo se considera un protocolo para la implementacion, también
en una trampa de iones, de otra experiencia de decoherencia controlada!. En este
caso se trata del modelo “del colchén de resortes” [49], una generalizacién del
modelo de movimiento Browniano cudntico en la cual se considera un ambiente
local para cada posicion que la particula puede tomar, y un rango espacial finito
de interaccion entre el sistema y cada elemento del entorno. Cuando se prepara
el sistema en una superposicién de dos autoestados de posicién, la decoherencia
de esta superposicién dependera de la distancia d entre las dos componentes de
la funcién de onda y de las escalas espaciales caracteristicas del acoplamiento
con el ambiente.

En [15], Turchette et al reportan una experiencia de decoherencia controlada
del estado de movimiento de un ion atrapado, inducida por campos externos
fluctuantes. El efecto de estos campos se disefia de modo de simular distintos
tipos de reservorios, incluyendo banos térmicos a alta y baja temperatura. En
el experimento se mide la decoherencia de superposiciones de estados coherentes
y estados de Fock. Dado que los campos considerados son espacialmente ho-
mogéneos, la tasa de decoherencia de un estado deslocalizado sobre una cierta
distancia d es proporcional a d?, un resultado similar al obtenido en el modelo
de movimiento Browniano cudntico (ver capitulo 2).

La implementacion del modelo del colchén de resortes en una trampa de iones
es por lo tanto una extensién natural de la experiencia de [15], y permite explorar
las consecuencias de la localidad del acoplamiento entre sistema y entorno. El
obstaculo fundamental para esto reside en la dificultad de controlar los campos
externos indeseados, que se acoplan fuertemente al ion por ser éste una particula
cargada. Por esto, se considera un esquema en el cual el estado deslocalizado

!Parte del trabajo presentado en este capitulo se realizé en colaboracién con Eric Lutz
(Universidad de Augsburg, Alemania).
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de la particula correspondiente al sistema se simula por un estado deslocalizado
de una excitacion en el estado interno de un sistema de dos o ma&s iones. El
efecto del entorno se obtiene controlando las fluctuaciones de un campo externo
que induce un desfasaje dependiente de la ubicacién de la excitacion. Como
alternativa, los progresos recientes en el control de dtomos atrapados en redes
6pticas [8] los convierten en un sistema promisorio para implementar esta clase
de simulaciones (con la ventaja de tratarse de particulas neutras).

8.1. El modelo del colchon de resortes

El modelo del colchén de resortes [49] se esquematiza en la figura 8.1. El
sistema estudiado es una particula en una dimensién (coordenada de posicién
x) que esta acoplada a una coleccién de osciladores armonicos. El nombre del
modelo obedece al hecho de que cada uno de estos osciladores interactia con la
particula dentro de un cierto rango espacial; en cada regién del espacio existe
un conjunto diferente de grados de libertad correspondientes al ambiente. Por
lo tanto, la decoherencia de un paquete de ondas dependerd del cociente entre
el rango espacial de la interaccion y la distancia d sobre la cual se extiende el
paquete. Para un valor pequenio de d, se recupera el conocido resultado de un
factor de decoherencia gaussiano en la distancia. A medida que la distancia se
incrementa, los dos ambientes efectivos que actiian sobre las dos componentes de
posicién superpuestas se vuelven independientes, de modo que la dependencia
de la decoherencia en la distancia tiende a saturar.

-EECEEER

Figura 8.1: Representacion esquematica del modelo del colchén de resortes. El sistema
es una particula con coordenada de posicién x acoplada a una colecciéon de osciladores
arménicos. Cada oscilador interactia con la particula dentro de un cierto rango espacial,

y en cada regién existe un conjunto distinto de osciladores que actiian como ambiente.

Consideremos en primer lugar el caso de una particula que interactia con un
solo oscilador arménico, bajo la hipdtesis de que el acoplamiento es lineal en la
coordenada de posicién del oscilador, que se nota ¢:

2
H = H0+% [il+mw2 (q—if(:r))z] =

2
= Hy+ % K’t + mquQ} — mgwqf(z) + %921’(%)2 (8.1)

Aqui H es el Hamiltoniano total, Hy es el que corresponde a la particula, y
f(x) es una funcién que determina el rango espacial de la interaccién; asumimos
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que este rango es finito, de modo que f tiende a cero en el infinito. La interac-
cién propuesta corresponde a un modelo en el cual el ambiente es un oscilador
armonico cuya posicién de equilibrio depende de la posicion de la particula que
constituye el sistema.

A continuacién, extendemos este modelo a un entorno constituido por un
conjunto de osciladores; este conjunto estd compuesto por “manojos” de oscila-
dores, caracterizados por una cierta densidad n(w) = 3, 6(w — w;), y ubicados
en posiciones x = ke, con k € Z (por simplicidad se usa una definicién de la
densidad espectral distinta de la introducida en los capitulos anteriores). Estos
osciladores interactdan con el sistema pero no entre si. De acuerdo a la posicién
de la particula, ésta interactuara con un conjunto diferente de grados de libertad
del entorno. Es decir, si se considera una superposiciéon de dos autoestados de
posicién a una distancia d entre si, los entornos efectivos coinciden cuando d es
pequeno comparado con el rango de interaccion, mientras que son independientes
para d grande.

8.2. La funcional de influencia

El factor de decoherencia para el problema propuesto serd calculado utili-
zando el formalismo de funcional de influencia [77], que se repasa brevemente
a continuaciéon. Dado un problema con un Lagrangiano Lo =T — V, con T el
término cinético y V el potencial, la evolucién entre un tiempo inicial ¢; y uno
final ¢; para una particula con accién dada por Sp[z] = [ Lodt puede calcularse
como:

plaa'sty) = [ dwids plasaisty) [ Do [ DoSESEI (5

Supongamos ahora que la particula interactia con otra, de coordenada g,
que juega el rol de entorno. La accién total es entonces S|z, q] = So[z] + S|z, ¢],
y se tiene para la evolucién del conjunto:

x z!
Ptotal (fL’, .T/, q, qu tf) - / dxldx;d(hdq; Ptotal (‘riv ZU;, q;, q;, tZ) / Dx / D(I}'/

/q Dq /q Dqlei(so[fﬂ]—SO [x/])/hei(g[x7q]_S‘[I/’q/])/h (83)
qi q.

Si s6lo es de interés el estado final de la particula de coordenada z, entonces
al trazar sobre los estados finales de la otra se obtiene, imponiendo q; = q} e
integrando sobre g;:

T z’
p(xa $/7 tf) = / dwzdl';d%dqqujf Ptotal (xia JI;, qi, q;7 tl) / Dx // DIIZ’/
T; x;

/ Y pg [ Dy eitsolal-sole) /i3l -3’ a ) /1 (8.4)
4 4
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Si el estado inicial es separable, la expresiéon anterior puede escribirse en la
forma:

plaa'ty) = [ dmids, plasaisty) [ Do [ DS SED ) (35
donde

af af SO Qloe! ol
Flx,2'] = /dqidquqf pq(i, 4, ti) / Dq/ Dq’el(s[z"ﬂ_s[x 4N/h (8.6)
4 qa;
es la funcional de influencia, y contiene toda la informacién sobre el efecto que el
entorno ejerce sobre el sistema. En esta expresion, pq(gi, ¢}, ;) describe el estado
inicial de la particula que forma el ambiente.
La funcional de influencia F' definida de esta forma satisface:

» Flz,2'| = F*[2, z].
» Flz,z]=1.

La generalizacion a situaciones que involucran un nimero mayor de grados de li-
bertad es directa. En particular, puede resultar 1til tener en cuenta las siguientes
propiedades:

= Si la evolucion total es la combinacion estadistica de un conjunto de dis-
tintas evoluciones posibles, cada una con probabilidad p;, entonces F' =

Ejijj'

= Si se tienen distintos entornos para el sistema, que no interactian entre si,

vale F' = [[; Fj.

8.3. El efecto de un entorno de osciladores

El factor de decoherencia para distintos entornos compuestos por osciladores
armonicos, incluyendo el modelo del colchén de resortes, puede encontrarse en
[49], pero se incluye aqui por completitud. El objetivo es calcular la integral
funcional que determina el efecto del ambiente sobre la evolucion del sistema. Se
asume entonces que el estado inicial del universo formado por sistema y ambiente
es un estado producto, y que el estado inicial del ambiente esta descripto por un
estado térmico.

8.3.1. Resolucién del problema

Comenzamos por considerar el caso de un ambiente formado por un unico
oscilador armonico. Cuando el estado inicial del oscilador-entorno es un estado
térmico, pq(to) es gaussiano en ¢, ¢’; en este caso, todo el integrando de la fun-
cional de influencia (8.6) es gaussiano. El resultado debe ser por lo tanto una
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funcién gaussiana de f(x) y f(z'), y puede sin pérdida de generalidad escribirse
en la forma:

Floa) = Cexp {i [t 107 (0)+ T (0F20) +
+ i / dtdt’ [K__ (4 8)f (1) F_(F) + (8.7)
K () (O () + Ko (68) 1 (0F-(2)]}

donde se define:

fe(t) = f(z(t) = f(&'(1)) (8.8)
Aqui y en lo sucesivo se sobreentiende que todas las integrales temporales son
de t; a ty, y por simplicidad se toma ¢; = 0.

Utilizando las propiedades de la funcional de influencia, se observa que para
una trayectoria con fi = f_ = 0 debe ser F' = 1 (este caso corresponde a una
particula que no interactia con su entorno), y por lo tanto C' = 1. Por otro lado,
imponiendo que F[z,z] = 1 para x(t) arbitrario se tiene que J; = K 1 = 0.
Por lo tanto la expresién anterior se reduce a:

Flx,2'] = exp {i/dtJ_(t)f_(t)+z'/dtdt’K__(t,t’)f_(t)f_(t’)—i—
+ / dtdt' K (t, 1) f+(¢) f,(t')} (8.9)

Para hallar las expresiones correspondientes a J_, K__, K, _ se toman las
derivadas funcionales respecto de f_(t) y fi(t) en las expresiones (8.6, 8.9) y se
comparan los resultados, obteniendo:

mgw

J_(t) = TTY(Pq(O)Q(t)) (8.10)
im2w2 2
Ky (t,¢) = == 5500 = )T (p,(0)[a(t), 4(¢')) (8.11)
im2w?g?

K (t,#) = 2T (1)) + T (py(0){a(t).q(t)})  (8.12)

Estas formulas se encuentran escritas en términos de operadores para poder

4h?

expresarlas en forma compacta. p,(0) corresponde a la matriz densidad para el
estado inicial del ambiente y ¢(t) es el operador de posicién en representacién de
Heisenberg (considerando la evolucién libre del entorno).

Teniendo en cuenta que para el oscilador arménico es ¢(t) = gcos(wt) +
(p/mw)sen(wt) es posible calcular los valores medios en las expresiones anterio-
res. Cuando el estado inicial del oscilador es un estado térmico con kg1 >> hw,

resulta:
J_(t)=0 (8.13)
Ky (t,t) = m;’;”e(t' — t)sen(w(t’ — 1)) (8.14)
K__(t,t) = imfh@BT cos(w(t' —t)) (8.15)
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A la funcional de influencia obtenida se le puede incorporar también el ultimo
término del lagrangiano (8.1), de la forma %t g? f ()2, de modo de incluir todos los
efectos debidos a la presencia del oscilador. La funcional de influencia resultante
es:
img?

2h

m 2
_% / dtdt’ cos(w(t’ — ) f-(t) f-(t) + (8.16)

imgw
g / dtdt'9(t' —t)sen(w(t' — 1)) fr(t)f- (t’>}

Flo) = exp{ =58 [atfo 10

Si consideramos a continuacién un entorno constituido por un conjunto de
osciladores con densidad n(w) y ubicados en posiciones x = ke, la funcional de
influencia F,, j asociada a cada grado de libertad del ambiente estd dada por la
férmula (8.16), reemplazando f(x) por f(x—ke). Si escribimos F,, , = exp{®, 1},
entonces de acuerdo a las propiedades enumeradas la funcional de influencia total
estd dada por:

Flr,2'] = exp {Z/dwn(w)@w,k[x, I/]} (8.17)
k

Por 1ltimo, pasamos al limite de un entorno continuo de osciladores; para
esto, la distancia e se hace tender a cero, junto con la constante de acoplamiento
al cuadrado, de forma que g?/e permanece constante. Se define la funcién de
correlacién para el entorno como:

o0

Uty) =mep/e [ d:f(2)f( ) (818)
—0oQ

Esta funcién es par, positiva en y = 0, y tiende a cero en una escala espacial

determinada por el rango de interaccién entre la particula y cada oscilador del

entorno.

La funcional de influencia resultante puede escribirse en la forma:

N n(w) . / .
Flz,2'] = exp{/dwzh [ z/dtV+(x,:c,t,t)
kT / / / /
— dtdt’ cos(w(t’ —t))V_(z, 2", t, t") + (8.19)

+iw / dtdt'0(t' — t)sen(w(t’ — )V (z, 2/, t, t’)} }
donde

Vi(z, 2 t,t') = Ux(t) —z{t) £ U (t) — 2(t)) —
—U(z(t) = 2'(t") FU('(t) - 2'() (8.20)

Esta funcional de influencia depende de las elecciones para n(w) y U(y). El
resultado final puede dividirse en un factor de médulo 1 y un factor con exponente
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real y negativo, que produce un decaimiento de la interferencia entre distintas
trayectorias.

En lo sucesivo se considera la decoherencia de una superposicién de dos auto-
estados de posicién, correspondientes a dos posiciones fijas situadas a distancia
d una de otra. Se desea calcular, entonces, la funcional de influencia para el ca-
so z(t) = d, 2/(t) = 0 Vt. En este caso, la parte imaginaria de la funcional de
influencia se anula ya que V. = 0; el resultado esta entonces dado por:

kT
F(d,ty) = exp{—%

- exp{ _ARET 0y - U(a)] /dw"(‘”) sen’ (w—tf)} (8.21)

h? w? 2

U(0) — U(d)] / dtd'des n(e) cos(w(t' — 1)} =

8.3.2. Resultados: decoherencia en funcién de la distancia y del
tiempo

La decoherencia del sistema depende de la distancia a través de la diferencia
U(0) — U(d), una funcién que es igual a 0 para d = 0, y positiva para cualquier
otra distancia. Su escala caracteristica esta dada por el rango I de la interaccién
entre el sistema y cada oscilador del entorno, y para distancia tendiendo a infinito
esta funcién se aproxima a un valor de saturacién dado por U(0). Por lo tanto, la
decoherencia satura a distancias grandes comparadas con [. En el limite opuesto,
en que d es mucho mas chico que el rango de interaccién, un desarrollo de Taylor
de U(d) en torno de cero conduce a una decoherencia tipicamente gaussiana en
la distancia.

Como un ejemplo del comportamiento tipico en la distancia, consideremos
el caso en que f(z) es lineal en escalas pequenas pero satura en una esca-
la dada por [ segin f(z) o< zexp{—z?/(2[%)}. En este caso, resulta U(y)
exp{—y%/(20)?}[1 — 3?/(8[?)]. La forma del exponente que determina la depen-
dencia de la decoherencia con la distancia se muestra en la Figura 8.2.

La dependencia temporal, por otra parte, puede ser estudiada resolviendo la
integral en frecuencias de la expresién 8.21 para una dada eleccién de densidad
espectral n(w). Un caso particularmente simple, correspondiente a un entorno
6hmico, es aquél en que n(w) es constante. En este caso, la decoherencia decae
exponencialmente en el tiempo, con una cierta tasa proporcional a la densidad
de osciladores.

Eligiendo un bano con densidad espectral diferente el comportamiento tem-
poral de la decoherencia puede tener grandes modificaciones, incluyendo por
ejemplo fenémenos de recuperacion parcial de la coherencia. Consideremos por
ejemplo los casos n(w) = whe™/?/(KIQF~1) con k € Zsp. Evaluando a tiempos
cortos, Oty < 1 en la féormula (8.21) es posible ver que esta eleccién conduce a
un decaimiento inicial gaussiano, con el mismo ancho temporal para cualquier
eleccién de k. Resolviendo la integral para tiempo arbitrario, los correspondien-
tes exponentes para la dependencia temporal de la decoherencia resultan dados
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Figura 8.2: Exponente ®; = [U(d) — U(0)]/U(0) que gobierna la dependencia de la
decoherencia como funcion de la distancia en el modelo del colchén de resortes, para el
caso de un acoplamiento lineal a escalas cortas modulado por una funcién gaussiana con
rango [. La decoherencia resultante es gaussiana en la distancia para escalas menores
que [ y tiende a saturar en un valor independiente de la distancia cuando ésta es mucho
mas grande que [.

por:
[2u arctan(u) — In(1 + u?)], k=0
O, = ¢ In(1+u?), k=1 (8.22)

Los resultados se expresan en términos de la variable u = Qt, y se muestran en
la figura 8.3. Para valores grandes de u los casos k > 2 saturan (el proceso de de-
coherencia alcanza un valor limite), mientras que para k = 1 el exponente resulta
proporcional a In(u) (es decir la coherencia decae segin una ley de potencias), y
para k = 0 el exponente es lineal en u (la coherencia decae exponencialmente en
el tiempo, como en el caso en que la densidad espectral es constante). Para k > 2,
a raiz de los efectos de memoria existe cierta recoherencia (el comportamiento

no es mondétono en el tiempo).

8.4. Simulaciéon del modelo en una trampa de iones

Para simular el modelo descripto consideramos un sistema de dos iones iguales
atrapados, que llamaremos a y b, cada uno de los cuales serd tratado como
un sistema de dos niveles |g) y |e) correspondientes a dos estados internos. La
particula considerada en la seccién anterior serd representada aqui como una
excitacién de un dado ion. Es decir, el estado de la forma |eg) en que el primer ion
se encuentra excitado y el segundo en su estado fundamental se identificara con
una particula localizada en la posicién del primer ion, mientras que el estado |ge)
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Figura 8.3: Exponente ®; que determina la dependencia temporal de la decoherencia,
para una densidad espectral correspondiente a una ley de potencias modulada por un
decaimiento exponencial. Las curvas corresponden a k = 0 (linea continua), 1 (- - -), 2
(--,3(G---),4(¢----)y5(--), graficados en funcién de Qty. El comportamiento a
tiempos cortos es cuadratico en todos los casos, de modo que la decoherencia es gaussiana
en el tiempo; para tiempos largos, los casos k > 2 saturan, mientras que para k = 0 el
exponente es lineal en el tiempo, y para k = 1 es proporcional a In(¢). En los casos k > 2
el comportamiento no es mondétono.

corresponderd a una particula en la posicién del segundo ion. El estado (|eg) +
lge))/v/2 corresponder por lo tanto a un estado deslocalizado, una superposicién
de autoestados de posicién. La decoherencia de esta superposicién se producira
por el efecto de campos externos fluctuantes, responsables de la aparicién de
fases variables entre los dos estados superpuestos.

0‘( S’0
W

Figura 8.4: Un sistema de dos iones atrapados, sometidos a decoherencia de los niveles
internos a causa de campos externos fluctuantes pero correlacionados.

8.4.1. Decoherencia por campos externos fluctuantes

Consideremos entonces el estado inicial |eg) + |ge) (ignorando la normaliza-
cién, que se recuperard cuando sea necesaria). Una forma posible para preparar
este estado, utilizando un modo colectivo de movimiento como grado de libertad
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auxiliar, es la siguiente secuencia [101]: Se comienza por el estado |gg)|0) y se lo
lleva a |eg)|0) por medio de un ldser que produce una oscilacién de Rabi del pri-
mer ion. A continuacidén se utiliza un pulso laser en la banda roja para transferir
la excitacién del estado interno al estado de movimiento, obteniéndose |gg)|1).
Si ahora se implementa otro pulso en la banda roja aplicado sobre los dos iones
pero durante la mitad del tiempo, se obtiene el estado deseado (|eg) + |ge))|0).

Una vez preparado el estado |eg) + |ge), se aplica un campo externo depen-
diente de la posicién, cuyo efecto sobre cada ion estd dado por un Hamiltoniano
de la forma H; = ahB;Zj, con j = a,b y donde Z denota la matriz de Pau-
li |g)(g] — |e){e|. Esto es simplemente una variacién en la diferencia de energia
entre los niveles internos, y puede ser obtenida, por ejemplo, con laseres no re-
sonantes o por medio de campos magnéticos si los dos niveles internos tienen
momentos magnéticos diferentes (ver capitulo 4). Bajo la accién de un campo
de esta forma, y que puede variar con el tiempo, el estado evolucionara segun
leg) + |ge) — e~Bleg) + €/*B|ge), con 6B = — [ dt [B,(t) — By(t)].

Si el campo externo es aleatorio, al promediar sobre un conjunto de realiza-
ciones del experimento el estado del sistema serd mixto y dado por:

1
p = 5{lse)gel + leg)(eg| +

+ [ DB PBIE P ieg) (ge| + 2 Plge)eg)} (829
donde P[B] es la distribucién de probabilidades para el campo. De esta forma, el
campo aleatorio causa un decaimiento de los términos no-diagonales de la matriz
densidad. Esto ocurre permanentemente en la practica debido a fluctuaciones
incontrolables en las intensidades o frecuencias de los laseres. En esta propuesta,
se desea controlar justamente esta variabilidad, produciendo una pérdida de

coherencia que simule la del modelo del colchén de resortes.
Consideramos una distribuciéon de probabilidades gaussiana, de la forma:

P[B] x e"3(B-B)"!(B-B) (8.24)
donde se usa por brevedad la notacién:

Bk B = /dydy’dtdt' B(y,t) s Yy, t,9/,t") B'(y/,1). (8.25)

B(y,t) corresponde al promedio del campo en un valor dado de posicién y tiempo,

1

mientras que £~ ! es una funcién real, simétrica y positiva (Bx 1B >0 VB # 0)

asociada a las correlaciones en las fluctuaciones del campo:
Ky, ty,t) = /DB P[B] (B - B)(y,t) (B - B)(y.t) (8.26)
La relacién entre k y k! es la siguiente:
[t syt ) ) = S -y B (s2)
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Resulta conveniente escribir:

5B = / dtdy By, t)Ay, 1) (8.28)

con

A(y,t) =6(y — d) — 6(y) (8.29)

donde y = 0 e y = d son las posiciones de los iones a y b respectivamente (esto
corresponde simplemente a una eleccién particular de origen y escala para la
coordenada espacial de los iones).

Introduciendo un cambio de variables B’ = B — B — 2iax/\ se encuentra para
los términos no-diagonales:

/DB P p2iadB /DB e 1(B-B)k~}(B—B)+2iaBA _

o207 AkA+2ia AT (8.30)

donde C' es una constante. Dado que para a = 0 el integrando es simplemente
la distribucién de probabilidades para el campo, y por lo tanto la integral debe
ser igual a 1, se obtiene que C' = 1. Supongamos por simplicidad que el valor
medio del campo se elige en forma tal que las fases obtenidas por las dos ramas
de la funcién de onda son iguales en promedio, es decir, tomemos AB = 0. En
este caso, el estado final del sistema es de la forma:

= %{!g@ (gel + leg)(eg| + (leg)(gel + ]ge)(eg])e_2a2A“A}. (8.31)

—202AkA

La decoherencia esta entonces dada por el factor e , que depende de las

correlaciones en las fluctuaciones del campo, segin:

ArA = /DB P[B] </ dt [(Ba — Ba)(t) — (By — Bb)(m)2 (8.32)

Esta expresién muestra que, como es de esperarse, el sistema no sufrird decohe-
rencia cuando las fluctuaciones en los dos iones sean iguales, y la decoherencia
sera mas fuerte en la medida en que las correlaciones entre ambos desaparezcan,
es decir, cuando la longitud de correlaciéon del campo sea mucho més chica que
la distancia entre los iones. En el caso en que se tiene AB # 0, la decoherencia
estd dada por esta misma expresién pero aparece una fase adicional de +2aAB
en los dos elementos no diagonales de la matriz densidad.

Como un ultimo paso en el protocolo, es necesario realizar una medicién del
estado. Una manera de hacer esto, siguiendo a [175], es inducir una oscilacién
de Rabi sobre el primer ion que intercambie los estados |g) y |e), y luego aplicar
sobre cada uno de los iones una rotacién en la forma: |g) — (|g) + ie*¥|e))/v/2,
le) — (le)+ie~™|g))/v/2 (la manera de implementar estas operaciones se explica
en la seccién 4.2).

Se realiza finalmente una medicién por fluorescencia del estado interno y se
computa el valor medio del operador de paridad:

= |9g) (99| + lee)(ee| — [eg)(eg| — |ge){ge|. (8.33)
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El resultado estara dado entonces por:
(IT) = — Cos(2<p)e_20‘2A”A. (8.34)

Al variar el pardametro ¢, para una dada eleccién del campo externo, la paridad
oscila entre —1 y 1. La decoherencia inducida por la aleatoriedad en el cam-
po externo puede detectarse a través de la atenuacion de las oscilaciones de la
paridad.

8.4.2. Comparacién de la decoherencia en los dos problemas

., Bajo qué condiciones la simulacion en la trampa de iones conduce a la
misma decoherencia que el entorno de osciladores? Comparemos el exponente en
la funcional de influencia (8.21),

74";571 U(0) — U(d) / 2™ gon? (<),

w 2

con el que determina la pérdida de coherencia en la trampa de iones (8.31),
—2a%AKA = 2a2/dt dt' [k(d,t,d,t'") 4+ r(0,t,0,t") — 2x(d,t,0,t)].

Dado que en el modelo del colchén de resortes la dependencia en posiciéon y
tiempo estd factorizada, proponemos para la correlacién del campo externo x la
forma:

Ky, t, v 1) = ky(y — ') ke(t — 1) (8.35)

donde tanto s, como s; son funciones pares. Esta eleccién conduce entonces a:
—202AKA = —402 [k, (0) — 1y (d)] / dt dt'ke(t —t') (8.36)

Para que la dependencia temporal sea la misma en ambos problemas se debe
tener:

Ke(t —1') o /dw n(w) cos(w(t’ —t)) (8.37)

es decir, k; estd relacionada con la transformada de Fourier de la densidad es-
pectral del entorno de osciladores. Como ejemplo, el caso éhmico correspon-
de a una situacion limite en que no hay correlacién temporal en el campo,
ke(t — t') o< §(t — t'). Los casos en que el sistema recupera parte de su cohe-
rencia se obtienen cuando el campo tiene una correlaciéon temporal que al cabo
de un tiempo toma valores negativos, lo cual permite cancelar parte del desfasaje
inducido previamente.

Por otra parte, para que la dependencia espacial sea la misma hay que elegir
la misma correlacién espacial en los dos sistemas: U(d)  ky(d). El cambio en la
distancia d entre iones puede ser representado en la simulacién por un simple re-
escaleo de la correlacién dada por k. Una alternativa opuesta en espiritu, y en el
que la implementacién es mas cercana al problema original, consistiria en realizar
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el experimento en una cadena de varios iones. En este caso, la correlacién del
campo puede mantenerse fija y la distancia varia al tomar distintos pares de iones
entrelazados. Finalmente, otra opcién es considerar un sistema de dos iones en el
que la distancia de equilibrio en las sucesivas experiencias se modifica alterando
el valor del potencial que crea el confinamiento en la direccién axial.
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Capitulo 9

Conclusiones

La primera parte del trabajo de esta tesis se dedicé al estudio tedrico de
modelos de decoherencia por ambientes de espines con dindmica propia. En el
capitulo 5 se analiz6 la decoherencia inducida en un sistema de un qubit a raiz
de la interaccién uniforme con todos los sitios de una cadena de espines con Ha-
miltonianos de tipo Ising y XY. Con este fin se estudio el eco de Loschmidt, que
determina el decaimiento de los términos no diagonales de la matriz densidad del
sistema. Se corrobor¢ la existencia de un régimen de decoherencia universal, en
que para acoplamientos suficientemente fuertes entre el sistema y su entorno este
eco oscila con una envolvente independiente de la magnitud del acoplamiento.
Los resultados hallados muestran que la observacion de esta universalidad no es
un indicador claro de la existencia de una transicién de fase en el ambiente, co-
mo habia sido conjeturado en [24]. Si bien una transicién de fase cudntica puede
producir un régimen universal, éste puede observarse en otras situaciones. No
resulta tampoco evidente si el umbral para la universalidad estd relacionado con
la presencia de una transicién.

Se analizaron ademds algunas caracteristicas de la envolvente del eco para
distintos valores de los parametros en el Hamiltoniano, correspondientes a de-
caimientos gaussianos y no gaussianos. Para el caso gaussiano (observado para
una cadena de Ising, y también a tiempos cortos en situaciones mas generales)
se derivd una aproximacion para el ancho temporal del decaimiento que resulta
mejor que la hallada en [24], si se la compara con los resultados del ajuste del eco
en un rango amplio de valores del campo externo. En particular, la aproximacion
derivada indica correctamente que no hay aumento de la decoherencia en las pro-
ximidades de la transicién de fase. Este resultado contrasta con las observaciones
realizadas para el caso de acoplamiento débil, en que la decoherencia se incre-
menta abruptamente cerca del punto critico. Se encontraron otros ejemplos de
esta diferencia radical del comportamiento entre los regimenes de acoplamiento
fuerte y débil: no se observa un aumento de la decoherencia en el valor critico
del campo externo para el caso de un qubit interactuando con un solo sitio de la
cadena, ni tampoco para el modelo de un qubit central al acercar el parametro
de anisotropia a la regién critica correspondiente al modelo XX. Esto indica que
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la relacion entre decoherencia y criticalidad hallada en situaciones perturbativas
no se mantiene en general.

En el capitulo 6 se estudié la evolucién de un sistema de dos qubits, cada uno
interactuando localmente con un sitio de una cadena con Hamiltoniano de Ising
o XY. La decoherencia y el entrelazamiento se analizaron nuevamente a través
del eco de Loschmidt. En particular, se estudié la pérdida de entrelazamiento
como funcién del tiempo para estados iniciales maximamente entrelazados, co-
rrespondientes a estados de Bell. El andlisis se enfoco en la dependencia del eco
con la distancia entre los subsistemas. Los casos estudiados muestran una gran
variedad de resultados. Por ejemplo, para acoplamiento fuerte entre el sistema y
su entorno, la decoherencia aumenta con la distancia para todos los estados de
Bell, mientras que para acoplamientos débiles la decoherencia puede aumentar
o disminuir con la distancia segtin el estado inicial propuesto.

En el régimen de acoplamiento débil la dependencia del eco con la distancia
satura rapidamente excepto cerca del punto critico. La escala de saturaciéon [ que
caracteriza el acercamiento al limite de larga distancia puede relacionarse con
la longitud de correlacién de la cadena, £. Este resultado es interesante ya que
asocia una propiedad del estado de equilibrio (£) con una cantidad dindmica (1).
Sin embargo, la relacién entre ambas sélo resulta clara para el caso del modelo
de Ising.

Por otra parte, el régimen de acoplamiento fuerte se caracteriza, para el tipo
de interaccién propuesto, por un eco que oscila rapidamente con un decaimiento
lento de la envolvente. Para algunos estados iniciales (la familia de estados pares,
es decir con autovalor +1 para el operador Z4,®Zp) esta envolvente puede exhibir
un batido debido a una interaccion entre qubits mediada por su entorno comun.
La escala temporal estd determinada por los modos de la parte de la cadena
contenida entre los qubits; la energia de estos modos depende de la distancia
entre qubits y de los pardmetros del Hamiltoniano.

Finalmente, se propuso una generalizacion de este modelo, en que cada qubit
interactia con una region de la cadena de espines, con un acoplamiento cuya
intensidad decae suavemente con la distancia. Se observé que en esta situacién
el resultado para acoplamientos débiles es similar al obtenido anteriormente,
excepto por la supresiéon o suavizado de las oscilaciones en el eco. En cambio,
para acoplamientos fuertes el “régimen universal” desaparece, y en su lugar se
obtiene un rapido decaimiento del eco que, si el acoplamiento es con un niimero
suficientemente grande de sitios, no presenta oscilaciones.

El resto de la tesis se abocé al estudio de modelos de decoherencia controla-
da en trampas de iones. En el capitulo 7 se consideré un modelo de movimiento
Browniano cudntico en el que dos subsistemas se encuentran igualmente acopla-
dos a un bano térmico comtun. El comportamiento asintético en este modelo es
no trivial e incluye tres fases finales, correspondientes a estados desentrelazados,
con entrelazamiento no nulo o con desapariciones y reapariciones periddicas del
entrelazamiento entre subsistemas. Las caracteristicas fundamentales de este pro-
blema pueden reproducirse en una implementacién simple utilizando tres iones
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atrapados, dos de ellos correspondientes a los subsistemas y el restante (some-
tido a enfriamiento laser) proporcionando una fuente de decoherencia. Tanto la
preparacién del sistema como la deteccion de las distintas situaciones asintoticas
son realizables con tecnologia actual, recurriendo esencialmente a acoplamientos
de los iones con laseres de frecuencias apropiadas, y al control de los potenciales
arménicos que confinan a los iones.

En el capitulo 8 se estudié la simulacién de un modelo simple de decohe-
rencia de una particula que interactia localmente con un bano de osciladores.
Si la particula se encuentra en una superposicion coherente de autoestados de
posicién, la coherencia decaerd a consecuencia del acoplamiento al entorno. Los
detalles de este proceso varian de acuerdo a la densidad espectral del bafio, y la
relacion entre la separacién entre partes del paquete de ondas y el rango espacial
de interaccién con cada elemento del entorno. Se propuso una forma sencilla de
simular este modelo de decoherencia en una trampa de iones: el estado desloca-
lizado de la particula es andlogo a una excitacién colectiva de un sistema de dos
iones, y el efecto del ambiente puede ser simulado por un campo externo clasico
que induce un desfasaje aleatorio entre las dos componentes de la funcién de
onda. Al igual que el considerado en el capitulo anterior, el protocolo propuesto
es implementable con técnicas que ya han sido demostradas experimentalmente
en iones atrapados.

Para finalizar, entonces: el proceso de decoherencia depende fuertemente de
las caracteristicas del entorno considerado y del tipo de acoplamiento entre éste
y el ambiente. En particular, de la presencia de efectos de memoria y/o de co-
rrelaciones espaciales. Para el caso de un sistema compuesto, las correlaciones
en el ambiente adquieren especial relevancia en relacién con la dinamica del en-
trelazamiento entre subsistemas: el entorno puede proporcionar un medio para
la interaccién entre subsistemas, la aparicién de subespacios libres de decohe-
rencia puede permitir la presencia de entrelazamiento a tiempos largos, etc. Se
trata de situaciones en las que el rol del ambiente no consiste en inducir un com-
portamiento clasico del sistema, sino que introduce una complejidad adicional
a la dindmica. Los recientes progresos en el control de sistemas cudnticos con-
cretos permiten comenzar a explorar este tipo de problemas en experiencias de
laboratorio.
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Apéndice: Producto interno
entre dos estados gaussianos
fermidnicos puros

En este apéndice se incluye el calculo que permite expresar los ecos de Los-
chmidt en el capitulo 6 como determinantes de matrices cuyo tamafio es propor-
cional al niimero de espines que forman el entorno (y que por lo tanto pueden
computarse eficientemente). Para esto se muestra cémo calcular la fidelidad, o el
solapamiento, entre dos estados gaussianos puros, en términos de sus matrices de
covarianza. Este resultado es un caso particular del hallado en [159]'. La deriva-
cién se incluye por completitud y porque el caso tratado aqui puede resolverse en
una forma més sencilla que la que se encuentra en la referencia. Por otra parte,
cabe mencionar que el resultado principal de esta seccién, es decir la formula
(9.1) a continuacidn, se extiende en [159] para un caso mds general en que uno
de los estados gaussianos es puro y el otro es mixto.

Consideremos dos estados gaussianos fermiénicos puros, |¢) y |¢), aniqui-
lados respectivamente por un conjunto de operadores 71,...,MN ¥ N1,---,7N-
Llamamos C' y C a sus respectivas matrices de covarianza. En esta seccién se
demostrard que el producto interno entre ellos puede escribirse en la forma:

(BB = /| detl - (C - C]] (9.1)

En el capitulo 3 se define la matriz de covarianza de un estado gaussiano
fermiénico en términos de los valores medios de las combinaciones cuadréticas
de una base de operadores fermiénicos c1, ..., cy, c];, ey C;\r Tomemos por sim-
plicidad la base ¢; = n; Vj. Cualquier otra eleccién corresponde simplemente a
un cambio de base, es decir una transformacion unitaria de las matrices involu-
cradas, y no altera los resultados finales. Los operadores 1 y 7 estdn conectados
entre si por una transformacién de Bogoliubov con coeficientes complejos, de la

()

Unfinitos agradecimientos para Paolo Zanardi y Lorenzo Campos Venutti por haberme mos-

forma:

trado este articulo.

123



donde se usa la notacién compacta

"IN nN

y donde la matriz U es una matriz unitaria de la forma:

U= <hg gh> (9.4)

con g, h matrices complejas de N x N.

Llevemos primero el determinante del lado derecho de (9.1) a una forma
mas simple en términos de las matrices que aparecen en la transformacién de
Bogoliubov entre los dos sets de operadores. Resulta facil ver que las matrices
de covarianza estan dadas por:

C = (8 g) ¢ = (Z:) (h g). (9.5)

Esto quiere decir que el determinante en (9.1) puede escribirse como:

ol )] o

Utilizando que el médulo del determinante de una matriz no cambia al multipli-

| det[l - (C =~ O))| =

car por una matriz unitaria, este determinante resulta igual a:

{2 )62+ ) ALY -

det @h 9)‘ — | det(g) ]2 (9.7)

| det[T — (C — C)]|

0

donde para pasar del primer al segundo rengléon se usan las relaciones impuestas
sobre g y h por el hecho de que la matriz U es unitaria.

A continuacién probaremos entonces la expresién para el solapamiento entre
los estados en la forma:

[(8]6)]* = | det(g)] (9.8)

Empezaremos por considerar el caso en que det(g) = 0 y demostrar que en ese
caso el producto interno entre estos dos estados se anula, y luego se considerard
el caso en que det(g) # 0.

Supongamos entonces que se tiene 7; = >, gjrk + hjkn}; con det(g) = 0.
Existe por lo tanto un vector fila v de norma 1 tal que vg = 0. Consideremos el
operador definido como x = >_ j v;17;, que corresponde a un operador de aniqui-
lacién fermidnico (en alguna otra base). Claramente resulta (¢|xTx|¢) = 0. En
cambio, desarrollando 7j; en términos de los operadores 7 y n! puede observarse
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que: (p|xxT|¢) = 0. Es decir que ]q3> corresponde a un estado de vacio para la
particula asociada a , mientras que |¢) lo es para xf. Esto implica que ambos
estados son ortogonales. Una manera sencilla de verlo es notar que el valor medio
de xTx en el estado |¢) es igual a 1. Como los autovalores de xy son 0 y 1, esto
implica que |¢) no puede tener componentes en el subespacio aniquilado por .
Pasemos ahora al caso en que det(g) # 0, es decir la matriz g es inversible.
En este caso, siguiendo a [176], podemos conectar los estados |¢) y \(;NS) en la
formas:
) = Cet Zan vyt | ) (9.9)
donde C' es una constante de normalizacién, y donde para que ](]3> sea aniquilado
por todos los operadores 7, G debe ser una matriz antisimétrica dada por:

G=—g'h (9.10)

A partir de la relacién entre los dos estados es posible entonces calcular el
producto interno entre ellos, segun:

(GIRE = |(glCed ZumCamiejg)

= ((gle T S B Ol gy ) (9-11)

‘ 2

donde para llegar a la dltima expresién se usa el hecho de que los operadores de
creacion CL actuando hacia la izquierda sobre (¢| lo aniquilan, y se reemplaza la
constante C' por el valor que debe tener para que el estado en la férmula (9.9)
esté normalizado.

En esta nueva forma, el solapamiento entre estados puede calcularse por me-
dio de integrales gaussianas en variables de Grassman, insertando una identidad

en términos de estados coherentes fermidnicos [£) [100]:

(8le’ Don Gt Ty Conn )

N
N / [ dei dere™ it (e Zan Gume ) (gles Zon Camye | ) —
=1

N
- / H e dge™ 2 §'6 o3 Dok Girbitk o3 Xk Gink} &L (9.12)
=1
Esta integral en variables de Grassman puede resolverse resultando:
c -1\
v —
(916)* = |det (H GT) (913)
Finalmente, se puede llegar a la expresién deseada en la forma:
det | (9 0\ (—g~'h —I I 0
e (G 0 I I —hi(gHT)\0 ¢
t = =
“\1 cf [det(g)]?
1 i t 1
= ———pdet(gg' +hh!) = 7 (9.14)

| det(g)] | det(g)]?

lo cual concluye la derivacion.
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