
 
 

UNIVERSIDAD DE BUENOS AIRES 
 

Facultad de Ciencias Exactas y Naturales 
 

Departamento de Física 
 
 
 

Dos Aspectos de Teorías de Campos 
Supersimétricas  

 
 
 

Tesis para optar por el título de Doctor de la Universidad de Buenos Aires 
en el área de Ciencias Físicas 

 
 

 
León Gabriel Aldrovandi  

 
 
 
 

Director de Tesis: Dr. Fidel A. Schaposnik 
Consejero de Estudios: Dr. Gustavo Lozano 

 
 
 

Lugar de Trabajo: Departamento de Física, Facultad de Ciencias Exactas, Universidad 
Nacional de La Plata 
 
 
Buenos Aires, 2007 



1



2

Resumen

Esta tesis está dedicada a estudiar diversas caracteŕısticas de las teoŕıas cuánticas de cam-
pos supersimétricas. En particular, se analizan en detalle dos aspectos de las mismas: las defor-
maciones no(anti)conmutativas del superespacio y las propiedades de las configuraciones clásicas
BPS-saturadas del tipo cuerda no abeliana.

En lo que concierne al superespacio no(anti)conmutativo, se analiza, tanto desde el punto de
vista de la teoŕıa de campos como del de la teoŕıa de cuerdas, la posibilidad de generalizar este tipo
de deformaciones al caso en el que la deformación depende de las coordenadas del espacio-tiempo.
Por otro lado, se estudian las propiedades de la mecánica cuántica supersimétrica en superespacios
no(anti)conmutativos.

Respecto de los solitones tipo cuerda no abeliana, las investigaciones consisten en la busqueda
y posterior análisis de este tipo de soluciones en dos contextos bien distintos. En el primero se
estudian vórtices no abelianos eléctricamente cargados en teoŕıas de Chern-Simons-Higgs en d =
2 + 1. Por su parte, en el segundo construimos cuerdas no abelianas autogravitantes en una teoŕıa
de Einstein-Yang-Mills-Higgs en d = 3 + 1. En ambos casos se analiza en detalle la teoŕıa efectiva
de bajas enerǵıas de la correspondiente configuración de campos.

Palabras clave: teoŕıa de campos, teoŕıa de cuerdas, supersimetŕıa, deformaciones, solitones
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Abstract

This thesis is devoted to the study of several characteristics of supersymmetric quantum field
theories. In particular, we analyze in detail two aspects of them: non(anti)commutative deformations
of superspace and the properties of genuinely non-Abelian string-like BPS-saturated configurations.

Concerning non(anti)commutative superspaces, we analyze the possibility of generalizing this
kind of deformations to the case of coordinate-dependent non(anti)commutative deformations, both
from the point of view of quantum field theory and string theory. Besides, we study the properties
of supersymmetric quantum mechanics in non(anti)commutative superspaces.

With respect to non-Abelian string-like solitons, the research consists in the search and further
analysis of this kind of solutions in two different contexts. On the one hand, we study electrically
charged non-Abelian vortices in Chern-Simons-Higgs theories in d = 2 + 1. On the other hand,
we construct self-gravitating non-Abelian strings in Einstein-Yang-Mills-Higgs theories in d = 3 +
1. In both cases, we analyze in detail the low-energy effective theory of the correspondent field
configuration.

Keywords: quantum field theory, string theory, supersymmetry, deformations, solitons
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Caṕıtulo 1

Introducción

Dado que esta tesis tiene como objeto de estudio las teoŕıas supersimétricas, comenzaremos
esta introducción con una descripción del papel que juegan las simetŕıas en la comprensión de las
interacciones fundamentales que existen en la naturaleza para luego discutir en más detalle una de
estas simetŕıas, la llamada supersimetŕıa. Cumplido esto, pasaremos a describir los dos aspectos
fundamentales en los que esta tesis se ha centrado: el análisis de superespacios no(anti)conmutativos
y el estudio de configuraciones del tipo cuerda en el sector bosónico de relevantes modelos super-
simétricos

Las simetŕıas juegan un rol cada vez más importante en la f́ısica, no solo como una herramienta
que simplifica el análisis de los sistemas f́ısicos, sino que son usadas como un principio fundamental
que permite determinar v́ınculos que debe satisfacer la teoŕıa f́ısica correcta. Quizás el mejor ejemplo
de ésto sea la teoŕıa cuántica de campos (i.e. la mecánica cuántica con los observables definidos
sobre el espacio-tiempo), que es el modelo matemático subyacente de nuestro conocimiento actual
del comportamiento de la materia a muy cortas distancias. Aśı, el extremadamente exitoso modelo
Estándar describe todas las fuerzas conocidas de la naturaleza, con excepción de la gravedad, en
términos de principios de simetŕıas locales.

En el contexto de la teoŕıa cuántica de campos, las simetŕıas pueden ser tanto globales como
locales. Las primeras poseen los parámetros de la transformación constantes, mientras que en
las segundas, también conocidas como simetŕıas de gauge, dichos parámetros dependen de las
coordenadas espaciales. A nivel clásico, las simetŕıas globales proporcionan una explicación a la
fenomenoloǵıa de muchas de las regularidades (exactas o aproximadas) que observamos en la na-
turaleza, mientras que las simetŕıas locales permiten entender y unificar las interacciones de los
constituyentes básicos de la materia. A nivel cuántico, las simetŕıas facilitan (v́ıa “identidades de
Ward”) el estudio del comportamiento ultravioleta (i.e. a altas enerǵıas) de las teoŕıas de campos
y su renormalización. En particular, la construcción de modelos de Yang-Mills (con simetŕıas de
gauge) que son asintóticamente libres han permitido entender más profundamente la f́ısica a muy
altas enerǵıas. Si este entendimiento pudiera ser extendido a la interacción gravitatoria median-
te una teoŕıa de gravedad cuántica, nos encontraŕıamos con una descripción de la naturaleza en
términos de constituyentes básicos fermiónicos que forman multipletes de algún grupo unificador,
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y part́ıculas de gauge bosónicas responsables de su interacción. Incluso más satisfactoria seŕıa la
existencia en la naturaleza de una simetŕıa (la supersimetŕıa) que vincule a bosones y fermiones,
los constituyentes y las fuerzas, en una única entidad.

En este sentido, la supersimetŕıa puede ser considerada como la simetŕıa suprema, ya que unifi-
ca las simetŕıas del espacio-tiempo con las simetŕıas internas, los fermiones con los bosones, y
la gravedad (en el caso de supersimetŕıa local) con la materia. De hecho, bajo suposiciones bas-
tante generales la supersimetŕıa es la mayor simetŕıa posible de la matriz S. A nivel cuántico, los
modelos globalmente supersimétricos exhiben un comportamiento ultravioleta mejorado. En efecto,
debido a cancelaciones entre las contribuciones fermiónicas y bosónicas, las divergencias cuadráticas
están ausentes; más aún, algunos modelos supersimétricos, en particular las teoŕıas de Yang-Mills
máximamente supersimétricas, son los únicos ejemplos conocidos de teoŕıas de campos en cuatro
dimensiones que puede mostrarse que son finitas a todos los ordenes en teoŕıa de perturbaciones.
Similarmente, las teoŕıas de gravedad localmente supersimétricas (supergravedad) exhiben un com-
portamiento menos divergente a distancias cortas que las teoŕıas gravitatorias ordinarias (cálculos
recientes muestran indicios de que supergravedad N = 8 incluso podŕıa ser finita en el ultravioleta!).

Vale la pena señalar que fuera del marco de las teoŕıas de campos estándar existe una manera
alternativa de eliminar las divergencias que aparecen en las teoŕıas cuánticas de campos de gravedad.
Ésta es la teoŕıa de cuerdas, que permite unificar las cuatro interacciones fundamentales. Aún en
este caso, solo pueden construirse teoŕıas de cuerdas razonables (i.e, aquellas con fermiones y sin
inconsistencian cuánticas) una vez que la supersimetŕıa es introducida (las teoŕıas de supercuerdas).

Al momento de escribir esta tesis, 36 años después de su descubrimiento, todav́ıa no hay ninguna
evidencia experimental de que la supersimetŕıa sea una simetŕıa de la naturaleza. En este sentido,
su desarrollo, que la ha llevado a ocupar actualmente una posición dominante en la f́ısica teórica de
altas enerǵıas, tiene pocos precedentes en la historia de la f́ısica (la relatividad general de Einstein,
otro ejemplo de un descubrimiento puramente teórico, fue confirmada experimentalmente a los
pocos años de su creación).

A pesar de no ser numerosas ni concluyentes, existen varias razones que justifican los esfuerzos
dedicados a estudiar la supersimetŕıa. Ellos son: (a) la supersimetŕıa permite una jerarqúıa estable
entre la escala débil y las escalas de distancia más cortas tales como la escala de Planck o la
de unificación; (b) la supersimetŕıa provee una manera de entender cómo se rompe la simetŕıa
electrodébil SU(2) × U(1); (c) los acoplamientos de gauge se unifican (con gran aproximación)
cuando los compañeros supersimétricos son incluidos en los cálculos; y (d) la supersimetŕıa predice
un bosón de Higgs liviano. Incluso si la supersimetŕıa (global o local) no formara parte de la teoŕıa
última, es un hecho que se ha transformado en una poderosa herramienta para estudiar la dinámica
altamente no trivial de teoŕıas no supersimétricas fuertemente acopladas.

Entendemos por supersimetŕıa (de Poincaré) a la extensión de las simetŕıas de Poincaré ordinar-
ias que se obtienen al introducir generadores espinoriales Q que no conmutan y cuyo anticonmutador
da el generador de traslaciones P . Esta simetŕıa puede ser realizada en términos de campos ordi-
narios (funciones del espacio-tiempo) mediante transformaciones que mezclan bosones y fermiones.
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Tales realizaciones son suficientes para estudiar supersimetŕıa (uno puede escribir acciones in-
variantes, etc.) pero rápidamente se encuentra que es extremadamente complejo e inconveniente
trabajar componente por componente.

Una alternativa útil a este tratamiento en campos componentes es el formalismo de superespacio-
supercampos. El superespacio es una extensión del espacio-tiempo ordinario que incluye además
coordenadas anticonmutantes. En el superespacio la supersimetŕıa es manifiesta: el álgebra de su-
persimetŕıa es representada por traslaciones y rotaciones que involucran tanto a las coordenadas
ordinarias conmutantes como a las anticonmutantes. Otra de las ventajas del formalismo de super-
campos es que ellos incluyen, además de los grados de libertad dinámicos, ciertos campos no f́ısicos,
a saber: los campos auxiliares, necesarios para la clausura “off-shell” del álgebra de supersimetŕıa,
y los campos compensadores, que aumentan las transformaciones de gauge usuales a un supermul-
tiplete de transformaciones de gauge. Estos últimos son particularmente importantes en la teoŕıa
cuántica, ya que permiten realizar una cuantización manif́ıestamente supersimétrica.

Como adelantamos arriba, la teoŕıa de supercuerdas representa el mejor candidato actual para
una teoŕıa cuántica de la gravedad, unificada consistentemente con las otras interacciones funda-
mentales. Debido a la extrema importancia de entender los diversos aspectos de su dinámica, la
teoŕıa de cuerdas ha actuado como disparador para el estudio de distintas ramas de la f́ısica teórica
y la matemática. Uno de los casos más claros es el de la geometŕıa no conmutativa y, en particular,
la teoŕıa de campos no conmutativas.

En realidad, la idea de que a pequeñas escalas de longitud la estructura del espacio-tiempo sea no
conmutativa no es nueva en absoluto. De hecho, la posibilidad de que las coordenadas satisfacieran
un álgebra no conmutativa del tipo

[xµ, xν ] = xµxν − xνxµ = Θµν (1.1)

fue sugerida por Heisenberg [1] ya en 1939 como una posible manera de controlar las divergencias
infrarrojas presentes en las teoŕıas de campos. Sin embargo las teoŕıas de campos no conmutativas
no despertaron gran interés hasta finales de los años 1990, cuando, gracias a los trabajos de Connes,
Douglas y Schwarz [2], de Douglas y Hull [3] y de Seiberg y Witten [4], se descubrieron diversos
ĺımites de bajas enerǵıas de la teoŕıa de cuerdas y de la teoŕıa M , que corresponden a teoŕıas de
campos no conmutativas.

La teoŕıa de cuerdas solo es consistente en presencia de supersimetŕıa. En particular, en las
formulaciones de Green-Schwarz [5] y de Berkovits [6],[7] la supersimetŕıa del espacio “target” es
manifiesta, i.e. la acción del modelo sigma que describe la dinámica de la cuerda tiene como espacio
“target” el superespacio 10-dimensional. Ya que la teoŕıa de cuerdas da origen a un álgebra del
espacio-tiempo no conmutativa, resulta natural investigar la posibilidad de deformar consistente-
mente el álgebra de las coordenadas del superespacio.

Varios autores estudiaron la posibilidad de definir tales supergeometŕıas, independientemente del
contexto de teoŕıa de cuerdas (ver por ejemplo [8]-[10]). En la versión eucĺıdea del superespacio N =
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1, que está parametrizado por las coordenadas conmutantes (vectoriales) xµ y las anticonmutantes
(espinoriales) θα y θ̄α̇, es posible deformar de manera consiste el álgebra de las supercoordenadas
de manera que las coordenadas quirales satisfagan [11]

{θα, θβ} = θαθβ + θβθα = Cαβ (1.2)

con Cαβ una matriz simétrica constante (comparar con la deformación no conmutativa dada por el
álgebra (1.1)), mientras que las restantes relaciones de (anti)conmutación de las supercoordenadas
en la base quiral pueden tomarse a ser las usuales. Los parámetros Cαβ deforman el álgebra de los
supercampos sobre el superespacio N = 1. Si tal deformación no(anti)conmutativa es introducida,
la supersimetŕıa eucĺıdea N = 1 resulta rota a N = 1/2. La posibilidad de deformar el álgebra

de las coordenadas θα manteniendo {θ̄α̇, θ̄β̇} = {θ̄α̇, θα} = 0 posibilita definir representaciones de
supersimettŕıa quirales, las cuales son imprescindibles para la construcción de teoŕıas de campos
supersimétricas.

Las teoŕıas de campos definidas sobre los superespacios deformadosN = 1/2 son conocidas como
teoŕıas no(anti)conmutativas (NAC) N = 1/2 supersimétricas. Si bien la principal motivación para
estudiar estas teoŕıas reside en que ellas aparecen (como veremos debajo) en las teoŕıas de cuerdas
como modelos efectivos de bajas enerǵıas, las teoŕıas NAC poseen varias propiedades atractivas
perse. Por ejemplo, fue establecido en [12]-[15] que tanto el modelo de Wess-Zumino N = 1/2 su-
persimétrico como las teoŕıas de Yang-Mills N = 1/2 supersimétricas heredan la renormalizabilidad
de sus parientes no defomados.

Volviendo a la teoŕıa de cuerdas, podŕıamos preguntarnos si existen configuraciones de cuerdas
para las cuales, en el ĺımite de bajas enerǵıas, se obtiene una teoŕıa de campos supersimétrica
efectiva definida sobre tal superespacio deformado. Esta cuestión fue recientemente resuelta en una
serie de trabajos destacables [11],[16]-[18] donde se mostró que en el ĺımite de bajas enerǵıas, cuerdas
tipo IIB con D3-branas compactificadas sobre una variedad 6-dimensional de tipo Calabi-Yau en
presencia de un campo de fondo de gravifotón autodual constante Fαβ da lugar a un superespacio
NAC deformado que satisface {θα, θβ} = α2Fαβ . El gravifotón, un compañero supersimétrico del
gravitón que se comporta como el fotón, debe ser autodual para evitar modificaciones a la métrica
4-dimensional, que permanece plana. Por otro lado, el gravifotón puede ser tomado autodual solo
en signatura eucĺıdea, consistentemente con el hecho de que solo el superespacio eucĺıdeo permite
{θα, θβ} 6= 0 con {θ̄α̇, θ̄β̇} = {θ̄α̇, θα} = 0.

Una de las propiedades más importantes de la teoŕıas de campos supersimétricas es la presen-
cia de los llamados sectores BPS (por Bogomol’nyi, Prasad y Sommerfield), que son multipletes
supersimétricos caracterizados por ser invariantes frente a una fracción del total de cargas super-
simétricas. Las propiedades de estos sectores están protegidas por la supersimetŕıa, en el sentido
de que se mantienen válidas en todo el rango de enerǵıas. Esto permite obtener resultados exactos
a nivel cuántico, incluso en el régimen de acoplamiento fuerte donde la dinámica de la teoŕıa es
altamente no trivial.

Los solitones BPS son configuraciones de campos puramente bosónicas que forman parte de un
multiplete BPS. Son estáticas, de energá finita y están caracterizadas por invariantes topológicos.
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Estas configuraciones BPS-saturadas existen en teoŕıas supersimétricas en las que la superálgebra
posee extensiones centrales, las que están relacionadas con los invariantes topológicos. Como conse-
cuencia de esta superálgebra, la enerǵıa de la configuración de campo queda acotada inferiormente
por la carga central, expresada en términos de la carga topológica del solitón. Las configuraciones
de campo que saturan tal cota (llamada cota de Bogomol’nyi [19]) satisfacen ecuaciones de primer
orden conocidas como ecuaciones BPS [19],[20], y también las ecuaciones de Euler-Lagrange de
segundo orden. Los primeros estudios de solitones BPS (también conocidos como solitones cŕıticos
o autoduales) en teoŕıas supersimétricas en acoplamiento débil datan de la década de 1970. Ya en
1976, De Vega y Schaposnik [21] observaron que modelos para los cuales las ecuaciones de movimien-
to pueden ser reducidas a las ecuaciones BPS son, de hecho, reducciones bosónicas de alguna teoŕıa
supersimétrica. En 1977 fueron obtenidas soluciones cŕıticas en el formalismo de supercampos en
algunos modelos bidimensionales [22], mientras que en el mismo año fue notado que cancelaciones
notables teńıan lugar en el cálculo de las correcciones cuánticas para las masas de los solitotes
[23],[24]. Estas cancelaciones teńıan su origen en la degeneración existente entre modos fermiónicos
y bosónicos, lo que resultaba en que su número estuviera balanceado. De hecho, en la mayoŕıa de
los casos, tanto la carga topológica como la masa reciben correcciones cuánticas, pero debido a la
naturaleza BPS de la configuración, las correcciones son tales que sigue siendo válida la saturación
de la cota. Ya que los solitones BPS no interactúan entre śı, se pueden construir soluciones de soli-
tones múltiples, que dependerán de parámetros correspondiendo a la posición de los solitones. Éstos
representan, junto con los parámetros de algún posible espacio interno, el conjunto de parámetros
conocidos como coordenadas colectivas. El espacio parametrizado por las coordenadas colectivas es
un espacio curvo llamado espacio móduli, el cual es una de las herramientas más importantes a la
hora de estudiar la dinámica de los solitones BPS.

Existe una gran variedad de solitones BPS-saturados en teoŕıas de campos: paredes de dominio,
vórtices (cuerdas), monopolos y diones, y las varias uniones entre los anteriores objetos. En par-
ticular, los vórtices se caracterizan por estar presentes en las más diversas ramas de la f́ısica. Por
un lado, aparecen en el estudio de la materia condensada como tubos de flujo magnético en su-
perconductores y como cuasi-excitaciones fraccionalmente cargadas en fluidos de Hall cuánticos.
En el universo, los vórtices, considerados como cuerdas cósmicas, han sido uno de los temas más
investigados en cosmoloǵıa. Finalmente, y más formalmente, los vórtices juegan un rol crucial en
la determinación de las fases de sistemas cuánticos de baja dimensionalidad: desde el estudio de
deslizamientos en cables superconductores hasta la f́ısica de cuerdas que se propagan en variedades
de Calabi-Yau, los vórtices son la pieza clave para entender el problema. En el contexto de teoŕıas
de campos en 4 dimensiones, los vórtices son objetos tipo cuerda que poseen flujo magnético dis-
tribuido alrededor de su eje. Las configuraciones clásicas vórtices fueron primero encontradas por
Abrikosov [25] y Nielsen y Olesen [26] en teoŕıas de gauge U(1) acopladas a un campo escalar de
Higgs complejo. Dichos vórtices son conocidos actualmente como vórtices ANO y su móduli consta
de dos coordenadas colectivas que corresponden a la posición del centro de masa del mismo (en el
plano transverso).

En los últimos 5 años se ha efectuado un análisis exhaustivo de un nuevo tipo de soluciones
tipo cuerda no abeliana, las cuales aparecen en cierto régimen de teoŕıas de gauge con N = 2
supersimetŕıas [27]-[30]. La propiedad más importante de estas cuerdas es que ellas adquieren
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coordenadas colectivas orientacionales asociadas con rotaciones del flujo de color dentro de un
subgrupo no abeliano SU(N) del grupo de gauge. La existencia de estas coordenadas colectivas
vuelve a estas cuerdas genuinamente no abelianas. Los tubos de flujo en teoŕıas no abelianas en
acoplamiento débil fueron estudiadas en numerosos trabajos en el pasado [31]-[38]. Estas cuerdas
son conocidas como cuerdas ZN debido a que ellas están relacionadas al dentro del grupo de
gauge SU(N). Consideremos, por ejemplo, la teoŕıa de gauge SU(N) con campos escalares en la
representación adjunta. Si suponemos que los campos escalares condensan de tal manera que el
grupo de gauge SU(N) es roto a su centro ZN , luego las soluciones de cuerdas resultan clasificadas
de acuerdo a π1(SU(N)/ZN ) = ZN . En todas las construcciones previas de las cuerdas ZN el flujo
estaba siempre dirigido en una dirección fija del grupo (correspondiendo a la subálgebra de Cartan),
y en ningún caso aparećıa un móduli que permitiera a la cuerda rotar libremente su orientación. Una
de las caracteŕısticas más importante de las cuerdas no abelianas es que ellas llevan naturalmente
al confinamiento de monopolos no abelianos. Aśı, las cuerdas no abelianas pueden ser utilizadas
para mostrar cómo los monopolos magnéticos son fuentes (sumideros) en los cuales los tubos de
flujo magnético comienzan (finalizan).

Como señalamos en el inicio de esta introducción, la presente tesis se inscribe en el marco de las
teoŕıas de campos supersimétricas, enfocándose principalmente en dos aspectos de las mismas, que
fueron descriptos en los parrafos precedentes y que han despertado gran interés en los últimos años.
El primero de ellos es el estudio de los superespacios no(anti)conmutativos y las teoŕıas N = 1

2
supersimétricas definidas sobre éstos; en cuanto que el segundo es la busqueda de solitones BPS del
tipo cuerda no abeliana y el análisis de sus propiedades. En consecuencia, en esta tesis se presentan
resultados originales, producto de nuestra investigación, que cubren varios de los problemas abiertos,
tanto en el contexto de teoŕıas NAC como en el caso de vórtices no abelianos.

Más en detalle, comenzamos desarrollando en el caṕıtulo 2 una introducción a la supersimetŕıa.
En primer lugar, presentamos el álgebra de supersimetŕıa y de las correspondientes representaciones
irreducibles realizadas por estados de una part́ıcula. Seguidamente extendemos dicho análisis al caso
de superálgebras que poseen extensiones centrales, lo que nos permitirá introducir los importantes
conceptos de estados BPS y multipletes reducidos (o acortados). A continuación presentamos el
formalismo de superspacio y supercampos para el caso de supersimetŕıa N = 1 y definimos las
representaciones irreducibles correpondiendo a los supercampos quiral y vectorial. En base a es-
tos supercampos construimos lagrangianos N = 1 supersimétricos interactuantes invariantes de
gauge. Finalizamos el caṕıtulo mostrando la relación entre la cota de Bogomol’nyi y el álgebra de
supersimetŕıa centralmente extendida. Para ello hacemos uso de un ejemplo simple dado por las
configuraciones BPS de tipo pared de dominio que aparecen en el modelo de Wess-Zumino N = 1.

El caṕıtulo 3 está dedicado a presentar detalladamente la deformación no(anti)conmutativa del
superespacio N = 1. Comenzamos el caṕıtulo dando una breve introducción a la geometŕıa no
conmutativa y mostrando como un espacio conmutativo pueden ser deformado a otro no conmu-
tativo mediante el uso de un producto estrella (o Moyal) para la multiplicación de las funciones
definidas en dicho espacio. Procediendo de esta manera encontramos la deformación NAC más sim-
ple del superespacio N = 1 definido en el caṕıtulo 2. Este superespacio, conocido como superespacio
N = 1

2 , es tal que el álgebra de las coordenadas espinoriales θα resulta deformada a la forma (1.2)
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con Cαβ constante, mientras que las restantes supercoordenadas (en la base quiral) permanecen
(anti)conmutativas. Definiendo los supercampos quiral y vectorial, construimos la teoŕıa de super
Yang-Mills N = 1

2 supersimétrica. Culminamos el caṕıtulo mostrando cómo esta deformación del
superespacio aparece naturalmente en el contexto de teoŕıa de cuerdas, más precisamete, sobre
el supervolumen de mundo de una D3-brana en presencia de un campo de fondo de gravifotón
autodual constante.

En el caṕıtulo 4 estudiamos la posibilidad de extender el análisis del caṕıtulo 3 al caso en el que el
parámetro de la deformación es una función de las coordenadas espacio-temporales. Los resultados
presentados en este caṕıtulo constituyen los primeros aportes originales descriptos en esta tesis y
se hallan parcialmente expuestos en las publicaciones [39],[40]. Para comenzar estudiamos el pro-
blema desde el punto de vista de teoŕıas de campos [39]. Mostramos cómo deformar el superespacio
y encontramos que en este caso el superespacio correspondiente también es N = 1

2 supersimétrico.
Luego vemos cómo definir supercampos quiral y vectorial y estudiamos bajo qué condiciones se
puede construir consistentemente teoŕıas de super Yang Mills deformadas. A continuación cons-
truimos la versión supersimétrica de QCD en el superespacio deformado y analizamos algunas de
sus propiedades. Culminamos el caṕıtulo investigando la posibilidad de obtener deformaciones NAC
dependientes de las posición en el marco de la teoŕıa de cuerdas [40]. Considerando campos de fondo
más generales que en el caṕıtulo anterior, encontramos que el superespacio deformado postulado al
principio del caṕıtulo aparece sobre la D3-brana cuando el gravifotón pertenece a cierta familia de
campos de fondo lineales.

En el caṕıtulo 5 estudiamos teoŕıas de Mecánica Cuántica supersimétricas definidas sobre el
superespacio no(anti)conmutativo d = 1 N = 2

2 . La simplicidad de las teoŕıas de Mecánica Cuántica
(en comparación con las teoŕıas de campos) permite investigar una cuestión de gran relevancia para
las teoŕıas NAC, como es la de saber cuál es la cantidad real de supercargar rotas por la deformación.
Comenzamos analizando los tipos posibles de deformaciones del superespacio d = 1 N = 2 y las
consecuencias de esta deformación sobre el lagrangiano de la teoŕıa. El análisis canónico clásico de
la teoŕıa nos lleva a encontrar que el modelo posee (a nivel clásico) tantas supesimetŕıas conservadas
como la teoŕıa original (no deformada). Finalmente, hacemos el correspondiente análisis cuántico
del problema mediante el uso del ı́ndice de Witten. Dicho análisis permite llegar a la curiosa
conclusión de que las supercargas de la teoŕıa NAC permanecen conservadas en aquellos casos en
los que el modelo no deformado no tiene a la supersimetŕıa espontáneamente rota. Estos resultados
constituyen otros de los aportes originales de la tesis y son, en parte, presentados en la publicación
[41].

El caṕıtulo 6 tiene como fin presentar el contexto en el cual aparecen las configuraciones BPS del
tipo cuerda no abeliana e introducir los elementos necesarios para su estudio. Para ello exponemos
una de las principales aplicaciones que tiene este tipo de cuerda, la cual es su empleo para mostrar
la presencia del efecto Meissner no abeliano y el confinamiento de monopolos no abelianos en
ciertas teoŕıas con N = 2 supersimetŕıas, grupo de gauge U(N) y N sabores. Esto puede hacerse
mediante el estudio de la teoŕıa efectiva que describe la dinámica de bajas enerǵıas de la cuerda no
abeliana, que consiste en un modelo sigma CPN−1 definido sobre la hoja de mundo de la cuerda.
De esta manera, es posible seguir la evolución del monopolo de ’t Hooft-Polyakov en el “medio” de
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Higgs, desde un estado de monopolos libres, a través de un régimen débilmente confinado, hasta
un régimen altamente cuántico en el cual los monopolos confinados se manifientan como kinks en
la teoŕıa efectiva sobre la hoja de mundo de la cuerda.

El caṕıtulo 7 está destinado a estudiar soluciones tipo vórtice no abeliano en teoŕıas de Chern-
Simons. Para obtener tales configuraciones consideramos una teoŕıa de Chern-Simons-Higgs en
d = 2 + 1 con N = 2 supersimetŕıas, grupo de gauge U(N) y N campos escalares de Higgs en
la representación fundamental. Para este modelo obtenemos el patrón de rotura de simetŕıa y
mostramos que en el vaćıo asimétrico un grupo global SU(N) de sabor-color permanece no roto.
Utilizando el método de Bogomol’nyi obtenemos las ecuaciones de auto-dualidad y encontramos
soluciones para las misma en el sector topológico mediante un ansatz rotacionalmente simétrico.
Estas soluciones son 1

2 -BPS saturadas y poseen un carácter verdaderamente no abeliano debido a
la presencia de un conjunto de coordenadas colectivas orientacionales. Seguidamente hallamos la
teoŕıa de bajas enerǵıas sobre la ĺınea de mundo que describe la dinámica del móduli. Dicha teoŕıa
resulta ser el modelo sigma unidimensional CPN−1 N = 2 supersimétrico. Finalmente, analizamos
la mecánica cuántica de la teoŕıa efectiva en el caso N = 2. El estudio aqúı presentado, basado en
nuestra publicación [42], constituye otro de los resultados originales de esta tesis.

En el caṕıtulo 8 buscamos teoŕıas de Einstein-Yang-Mills-Higgs que admitan soluciones de cuer-
das no abelianas auto-gravitante, tanto locales como semilocales. Ya que estamos interesados en
soluciones autoduales, nos interesará encontrar el ĺımite Bogomol’nyi de dichas teoŕıas. Comen-
zamos el caṕıtulo presentando el modelo 4-dimensional de Einstein-Yang-Mills-Higgs con grupo
de gauge U(1)SU(Nc), Ns sabores y un potencial de Higgs arbitrario. Seguidamente mostramos
que la elección de un ansatz adecuado para la métrica y cierta forma cuártica para el potencial
de Higgs permite reducir las complicadas ecuaciones de movimiento a un conjunto de ecuaciones
(de Bogomol’nyi) de primer orden. Utilizando un ansatz similar al de los caṕıtulos precedentes
encontramos cuerdas no abelianas locales auto-gravitantes cuando Nc = Ns, las cuales poseen un
móduli orientacional. Una pequeña variación del ansatz anterior nos permite generalizar el análisis
anterior al caso Nc < Nf , lo que nos lleva a obtener cuerdas no abelianas semilocales. Estas cuerdas,
admás del móduli orientacional, poseen nuevas coordenadas colectivas relacionadas a variaciones
del tamaño transverso. Seguidamente estudiamos la teoŕıa efectiva de bajas enerǵıas del móduli,
tanto en el caso local como en el semilocal. Para cuerdas locales encontramos que el la teoŕıa efec-
tiva es un modelo sigma bidimensional CPN−1, al igual que en espacio-tiempo plano. Por otro
lado, para cuerdas semilocales mostramos que, en el ĺımite de tamaño transverso grande, exiten
tres tipos diferentes de teoŕıas de bajas enerǵıas, dependiendo de cuán fuerte es el acoplamiento
gravitacional. Curiosamente, encontramos que, contrario a lo que pasa en espacio-tiempo plano, to-
dos las coordenadas del móduli son normalizables. Lo expuesto en este caṕıtulo se basa en nuestra
publicación [43] y forma parte de los trabajos originales de esta tesis.

Finalmente, en las conclusiones analizamos en conjunto los resultados obtenidos en los caṕıtulos
4, 5, 7 y 8, y discutimos posibles extensiones y aplicaciones futuras de ellos.
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Caṕıtulo 2

Introducción a la Supersimetŕıa

En este caṕıtulo presentaremos una introducción a la supersimetŕıa. En primer lugar
definiremos el álgebra de supersimetŕıa y obtendremos las correspondientes representaciones
irreducibles para estados asintóticos de una part́ıcula para N = 1 supersimetŕıas. Poste-
riormente extenderemos dicho análisis al caso de superálgebras centralmente extendidas.
Esto nos permitirá arribar al importante concepto de saturación BPS, que será amplia-
mente utilizado en caṕıtulos posteriores. A continuación expondremos el formalismo de
superespacio-supercampos, nuevamente para el caso de supersimetŕıa N = 1. Definiremos
las representaciones irreducibles dadas por los supercampos quiral y vectorial, a través de las
cuales construiremos lagrandianos N = 1 supersimétricos invariantes de gauge. Finalmente,
retomaremos el concepto de estados BPS-saturados dentro del contexto de teoŕıas de cam-
pos, mostrando como se relaciona la conservación de parte de las cargas supersimétricas con
las ecuaciones de Bogomol’nyi de primer orden. Para ello utilizaremos un sencillo ejemplo
proporcionado por paredes de dominio BPS-saturadas presentes en teoŕıas de Wess-Zumino
N = 1.

2.1. Álgebra de Supersimetŕıa

A principios de la década de 1960, la simetŕıa SU(3) de Gell-Mann y Ne’eman explicaba exi-
tosamente las relaciones entre las varias part́ıculas de diferente carga y extrañeza pero de igual
spin que interactuaban a través de la fuerza fuerte [44]. De manera natural nació aśı la idea de
que SU(3) quizás fuera parte de una simetŕıa mayor, que tuviera el efecto poco convencional de
unir multipletes de SU(3) de diferente spin. Sin embargo, la búsqueda de una simetŕıa que combine
de manera no trivial el grupo de Poincaré con un grupo de simetŕıa interno resultó fallida. De
hecho, varios autores mostraron, en distinto grado de generalidad, que esta simetŕıa no existe.
El teorema de no existencia (“no-go”) más general en este sentido fue demostrado en 1967 por
Coleman y Mandula [45]. Los autores se basaron en suposiciones razonables y generales como: (1)
la existencia de un número finito de tipos de part́ıculas con masa menor a cualquier masa dada,
(2) la existencia de scattering para casi todas las enerǵıas y (3) la analiticidad de la matriz S. A
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partir de estos supuestos, mostraron que el álgebra de Lie más general de operadores de simetŕıa
que: (1) conmutan con la matriz S, (2) mapean estados de una part́ıcula a estados de una part́ıcula
y (3) actúan sobre estados de multi-part́ıculas como la suma directa de su acción sobre estados
de una part́ıcula, consiste de los generadores Pµ y Jµν del grupo de Poincaré P , que satisfacen las
relaciones

[Pµ, Pν ] = 0

[Pµ, Jνρ] = i(ηµνPρ − ηµρPν)

[Jµν , Jρσ ] = i(−ηµρJνσ − ηνσJµρ + ηµσJνρ + ηνρJµσ), (2.1)

junto con generadores Ts de un grupo de simetŕıa interna G que satisfacen el álgebra de un grupo
de Lie

[Tr, Ts] = ifrstTt (2.2)

y que deben ser independientes del y diagonales en momento y spin, o sea,

[Pµ, Tr] = 0 = [Jµν , Tr] (2.3)

Además, mostraron que G debe ser de la forma de un grupo semi-simple con factores U(1) adi-
cionales.

Unos pocos años después, en 1971, Golfand y Likhtman [46] encontraron una manera posible
de evadir el teorema de Coleman-Mandula. Más precisamente, el teorema asume que el álgebra de
simetŕıas de la matriz S involucra solo conmutadores. Aśı, si se debilitara esta condición de modo
que el álgebra de los generadores de simetŕıa incorpore no solo conmutadores sino también anticon-
mutadores, podŕıa tenerse una simetŕıa que incluya al grupo de Poincaré y a un grupo de simetŕıa
interna en una manera no trivial. De hecho, esta generalización del concepto de álgebra de Lie,
conocida como álgebra de Lie gradada o superálgebra, llevó a encontrar el grupo de supersimetŕıa.
La supersimetŕıa aparece entonces como resultado de considerar generadores de simetŕıa QA que
satisfacen

{QA, QB} = QAQB +QBQA = algún otro generador (2.4)

Finalmente, Haag, Lopuszanski y Sohnius [47] generalizaron en 1975 el teorema de Coleman-
Mandula al caso de álgebras gradadas y probaron que la supersimetŕıa es la única simetŕıa adi-
cional de la matriz S permitida por este conjunto más débil de hipótesis. De este trabajo se deriva
que el conjunto de simetŕıas más general que admite la matriz S viene dada por los generadores
“bosónicos” Pµ, Jµν y Tr, que satisfacen reglas de conmutacion, y por generadores “fermiónicos”
QA

α y su hermı́tico conjugado Q̄α̇A (α, α̇ = 1, 2 denotan las 2 componentes de los spinores de Weyl
en d = 3 + 1), que satisfacen reglas de anticonmutación. Las supercargas QA

α y Q̄α̇A transforman
respectivamente en las representaciones spinoriales del grupo de Lorentz (1

2 , 0) y (0, 1
2), mientras

que el ı́ndice capital A,B, ... = 1, ...,N da cuenta del número de supersimetŕıas.1 En suma, el álge-
bra de simetŕıas más general de la matriz S resulta ser el álgebra de supersimetŕıa, el cual consiste

1Por convención, los ı́ndices A, B, ... se colocan abajo en spinores en la representación (0, 1

2
).
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de las relaciones (2.1)-(2.3), más aquellas incluyendo a las cargas supersimétricas, que toman la
forma2

{QA
α , Q̄α̇B} = 2σµ

αα̇Pµδ
A
B

{QA
α , Q

B
β } = 0

{Q̄α̇A, Q̄β̇B} = 0

[QA
α , Pµ] = [Q̄α̇A, Pµ] = 0

[QA
α , Jµν ] = (σµν) β

α Q
A
β

[Q̄α̇
A, Jµν ] = (σ̄µν)α̇

β̇
Q̄β̇

A

[QA
α , Tr] = SA

rBQ
B
α

[Q̄α̇A, Tr] = −S∗ B
rA Q̄α̇B (2.7)

2.2. Representaciones Irreducibles de la Supersimetŕıa

Antes de discutir las teoŕıas de campos supersimétricas, es instructivo considerar las repre-
sentaciones irreducibles del álgebra supersimétrica que puedan ser realizadas por estados de una
part́ıcula. De esta manera podremos conocer cuál es el contenido posible de part́ıculas de una teoŕıa
supersimétrica.

Comencemos primero probando dos resultados distintivos de cualquier teoŕıa supersimétrica. El
primero reside en el hecho de que cada representación del álgebra de supersimetŕıa contiene igual
número de estados bosónicos y fermiónicos. Para demostrar ésto, definamos el operador número
fermiónico NF , tal que (−)NF tiene autovalor +1 para estados bosónicos y −1 para estados fer-
miónicos. En consecuencia,

(−)NFQA
α = −QA

α (−)NF (2.8)

Para cualquier representación finito-dimensional (de manera que la traza esté bien definida), tene-
mos que

Tr[(−)NF {QA
α , Q̄α̇B}] = Tr[(−)NF (QA

α Q̄α̇B + Q̄α̇BQ
A
α )] =

= Tr[−QA
α (−)NF Q̄α̇B +QA

α (−)NF Q̄α̇B)] = 0 (2.9)

2Las matrices σµ y σ̄µ se obtienen a partir de la realización de las matrices γ de Dirac en la base de Weyl,

γµ =

„
0 σµ

σ̄µ 0

«
. (2.5)

Por su parte, los generadores del grupo de Lorentz en la representación espinorial vienen definidos por

(σµν) β
α =

1

4
(σµ

αα̇σ̄να̇β − σν
αα̇σ̄µα̇β)

(σ̄µν)α̇

β̇
=

1

4
(σ̄µα̇ασν

αβ̇
− σ̄να̇ασµ

αβ̇
) (2.6)

21



donde hemos usado (2.8) y la ciclicidad de la traza. Dado que del álgebra de supersimetŕıa

{QA
α , Q̄α̇B} = 2σµ

αα̇Pµδ
A
B , (2.10)

luego

Tr[(−)NFPµ] = 0. (2.11)

Para un dado valor fijo de Pµ no nulo, debemos concluir que Tr(−)NF = 0, lo que prueba que las
representaciones de supersimetŕıa contienen igual número de estados bosónicos y fermiónicos.

El segundo resultado consiste en la positividad de la enerǵıa de los estados de teoŕıas super-
simétricas. De la relación (2.10) y la identidad tr(σµσ̄ν) = −2ηµν , obtenemos que

σ̄αα̇
µ {QA

α , Q̄α̇B} = −4Pµδ
A
B , (2.12)

Luego el valor medio del operador H = P0 puede escribirse como

4〈ψ|H|ψ〉 = 〈ψ|QA
1 Q̄1̇A + Q̄1̇AQ

A
1 +QA

2 Q̄2̇A + Q̄2̇AQ
A
2 |ψ〉 (sin suma sobre A)

=
∑

α=1,2

(|QA
α |ψ〉|2 + |(QA

α )∗|ψ〉|2) A = 1, ...,N (2.13)

donde hemos usado que (QA
α )∗ = Q̄α̇A y que σ̄0 = −1. De requirir que la norma de los estados

f́ısicos sea definida positiva y que se anule sólo si el vector es el vector nulo, podemos concluir que
el valor medio de H será siempre mayor o igual a cero para cualquier estado. Además, vemos que el
vaćıo tendrá enerǵıa nula si y solo si es aniquilado por todas las cargas supersimétricas o, en otras
palabras, es condición necesaria y suficiente para que la supersimetŕıa no esté rota que el vaćıo
tenga enerǵıa nula.

Ahora śı nos ocuparemos de caracterizar las representaciones irreducibles para estados asintóti-
cos de una part́ıcula. Por simplicidad nos limitaremos al caso N = 1, siendo trivial la generalización
al caso de supersimetŕıa extendida.

Como es bien sabido, las representaciones irreducibles del grupo de Poincaré pueden obtenerse
a través del método de Wigner de las representaciones inducidas [48]. Este método consiste en
encontrar una representación de un subgrupo del grupo de Poincaré P y luego “boostear” ésta
a una representación del grupo completo. En la práctica se adopta la siguiente receta: se elige
un momento qµ el cual satisface qµq

µ = 0 o qµq
µ = m2 dependiendo del caso en consideración

(recordar que supersimetŕıa no admite estados taquiónicos). Posteriormente se busca el subgrupo
H que deja qµ intacto y una representación de H sobre los estados |qµ〉. Finalmente inducimos esta
representación al grupo de Poincaré P completo de la manera usual. Este procedimiento también
es aplicable al grupo de supersimetŕıa y de hecho lleva a obtener todas las representaciones del
grupo de super-Poincaré.

El álgebra de super-Poincaré N = 1 posee dos operadores de Casimir. Dado que las supercargas
Q, Q̄ conmutan con el operador cuadrimomento Pµ, P 2 = PµP

µ es un Casimir para el álgebra de
super-Poincaré. Luego, todos los estados en una representación dada tienen la misma masa. El
nuevo Casimir que reemplaza al cuadrado del vector de Pauli-Ljubansḱı Wµ es C2 = CµνC

µν ,
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donde

Cµν = BµPν −BνPµ,

Bµ = Wµ −
1

4
Q̄α̇σ̄

α̇α
µ Qα,

Wµ =
1

2
ǫµνρσP

νJρσ (2.14)

2.2.1. Estados No Masivos

Consideremos primero el caso no masivo qµq
µ = 0, para el cual elegimos el momento estándar

qµ
s = (m, 0, 0,m) para nuestro “sistema en reposo”. El subgrupoH que deja qµ

s invariante claramente
debe contener a Qα, Q̄α̇, Pµ y Tr, ya que todos estos generadores conmutan con Pµ.

La acción del generador del grupo de Lorentz 1
2ΛµνJµν produce una transformación infinitesimal

qµ → qµ + Λµ
νqν . Luego, qµ

s queda invariante para parámetros que satisfacen

Λ30 = 0, Λ10 + Λ13 = 0, Λ20 + Λ23 = 0. (2.15)

Aśı, los generadores de Lorentz en H son

T1 = J10 + J13, T2 = J20 + J23, J = J12. (2.16)

Estos generadores satisfacen el álgebra de Lie de E2, el grupo de traslaciones y rotaciones en un
plano bidimensional, o sea

[T1, J ] = −T2

[T2, J ] = T1

[T1, T2] = 0 (2.17)

Ya que todas las representaciones unitarias no triviales de grupos no compactos son infinito-
dimensionales, requerir que la representación de H buscada sea de dimensión finita lleva a que

T1|qµ
s 〉 = T2|qµ

s 〉 = 0 (2.18)

Luego, para el grupo de Poincaré, en el caso de part́ıculas no masivas, encontrar representaciones de
H se reduce a encontrar una representación del generador J . De hecho, J es el operador helicidad,
i.e. J = ~q. ~J/|~q| evaluado en ~q = (0, 0,m) donde Ji = ǫijkJjk. De esta manera, elegimos a nuestros
estados tal que

J |λ〉 = λ|λ〉 (2.19)

con λ entero o semi-entero.
Veamos ahora cómo actúan las supercargas Qα, Q̄α̇ sobre los estados |qµ

s 〉. El álgebra de estas
cargas sobre estados no masivos en reposo toma la forma

{Qα, Q̄α̇} = 2σαα̇
µ qµ

s = 4m

(
0 0
0 1

)αα̇

,

{Qα, Qβ} = {Q̄α̇, Q̄β̇} = 0 (2.20)
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De la anterior ecuación es fácil ver que Q2 y Q̄2̇ también actúan trivialmente sobre los estados |qµ
s 〉.

Esto es,

〈qµ
s |Q1Q̄1̇ + Q̄1̇Q1|qµ

s 〉 = |Q1|qµ
s 〉|2 + |Q̄1̇|qµ

s 〉|2 = 0 =⇒ Q2|qµ
s 〉 = Q̄2̇|qµ

s 〉 = 0 (2.21)

Por otro lado, del álgebra de supersimetŕıa ec.(2.7) encontramos que

[Q1, J ] =
1

2
(σ12)

1
1 Q1 = − i

2
Q1

[(Q1)
∗, J ] = +

i

2
(Q1)

∗ (2.22)

De las anteriores relaciones de conmutación queda claro que Q1 y (Q1)
∗ forman un algebra de

Clifford, y que actúan como operadores de subida y de bajada para el operador helicidad J . Las
representaciones de este álgebra se obtienen de la forma usual. Elegimos un estado de una dada
helicidad e imponemos que sea un estado de vaco del operador (Q1)

∗, i.e.

(Q1)
∗|λ〉 = 0, J |λ〉 = λ|λ〉 (2.23)

Luego las representaciones irreducibles de supersimetŕıa N = 1 comprenden sólo dos estados.

|λ〉
|λ− 1

2
〉 = Q1|λ〉 (2.24)

con helicidades λ y λ− 1
2 .

Para obtener una teoŕıa CPT-invariante debemos agregar estados de helicidad opuesta, i.e. −λ
y −λ+ 1

2 . Las más comunes de estas representaciones corresponden a helicidades λ = 1
2 , 1, 2 (junto

con sus representaciones CPT-conjugadas) El supermultiplete λ = 1
2 consiste de un spinor de Weyl

con helicidad 1/2 y una part́ıcula escalar. Para construir la teoŕıa de campos invariante de Lorentz
es necesario también incluir la representación CPT-conjugada, que posee un fermión de Weyl con
helicidad −1/2 y otro escalar. Juntas, estas dos representaciones forman un fermión de Majorana y
un campo escalar complejo. Estos “supermultipletes quirales” aparecen en aplicaciones en las que
se consideran campos de materia (quarks y leptones), como aśı también para campos de Higgs.
Los compañeros escalares de los quarks son llamados “squarks”, y los compañeros escalares de
los leptones, “sleptones”. Por su parte, los compañeros fermiónicos de las part́ıculas de Higgs son
usualmente llamados “Higgsinos”. El bosón en la representación λ = 1 tiene helicidad 1, por lo que
junto con su conjugado CPT, el cual tiene helicidad −1, describen una part́ıcula vectorial no masiva,
la clase de part́ıculas que aparecen en teoŕıas invariantes de gauge. Los supermultipletes λ = 1 son
luego llamados “supermultipletes vectoriales”. Los compañeros fermiónicos de las part́ıculas de
gauge (que tienen helicidad λ = ±1

2) son llamados “gauginos”en general, y “fotinos”, “Winos”,
“Zinos” y “gluinos” en particular. Evidéntemente, la representación λ = 1 y su CPT-conjugada
constituyen un campo (de gauge) vectorial y un campo (gaugino) de Majorana. De la misma manera,
la part́ıcula de helicidad ±3

2 , la cual es la compañera del gravitón de helicidad ±2 que media las
interacciones gravitacionales, es llamado “gravitino”.
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2.2.2. Estados Masivos

Consideremos ahora las representaciones irreducibles masivas del álgebra de supersimetŕıa N =
1. Tomamos el momento estándar en el “sistema en reposo” a ser

qµ
s = (m, 0, 0, 0) (2.25)

El correspondiente grupo H es

Pµ, Qα, Q̄α̇, T r, Ji = 1/2ǫijkJ
jk (2.26)

Ya que los generadores Ji satisfacen el álgebra de SU(2), podemos considerar a los estados |qµ
s 〉

como autoestados de J2 = JiJi y J3. Es decir, |qµ
s 〉 = |m, j, j3〉 y

J2|m, j, j3〉 = j(j + 1)|m, j, j3〉,
J3|m, j, j3〉 = j3|m, j, j3〉, (2.27)

con j entero o semi-entero y j3 tomando valores −j, ..., j.
Por otro lado, cuando actúan sobre estados |qµ

s 〉, las supercargas obedecen el álgebra

{Qα, (Qβ)∗} = 2δαβm

{Qα, Qβ} = 0 (2.28)

Encontramos aśı que, a diferencia del caso no masivo, ninguna de las supercargas es realizada
trivialmente y, por lo tanto, el álgebra de Clifford que ellas forman tiene cuatro elementos. Podemos
hallar la única representación irreducible de este álgebra de la manera usual. Si definimos un vaćıo
de Clifford

Qα|qµ
s 〉 = 0, α = 1, 2 (2.29)

la representación resulta formada por los estados

|qµ
s 〉, Q̄1̇|qµ

s 〉, Q̄2̇|qµ
s 〉, Q̄1̇Q̄2̇|qµ

s 〉 (2.30)

Para determinar los números cuánticos de momento angular de estos estados usamos nuevamente
el álgebra de supersimetŕıa ec.(2.7), del que se obtienen las relaciones

[J3, Q̄1̇] = −1

2
Q̄1̇

[J3, Q̄2̇] = +
1

2
Q̄2̇

[J1 + iJ2, Q̄1̇] = 0 = [J1 − iJ2, Q̄2̇] (2.31)

Aśı, si comenzamos por ejemplo con un estado original con spin cero |m, j = 0, j3 = 0〉, es fácil ver
que los dos estados

1√
2m

Q̄1̇|m, 0, 0〉 = |m, 1/2, 1/2〉
1√
2m

Q̄2̇|m, 0, 0〉 = |m, 1/2,−1/2〉 (2.32)
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forman un doblete de spin 1/2. Por su parte, el otro estado independiente de este sistema es

1

2m
Q̄2̇Q̄1̇|m, 0, 0〉 = |m, 0, 0〉′ (2.33)

La prima es para distinguir a éste del estado original, que tiene los mismos números cuánticos. Aśı,
en este caso tenemos dos estados de spin 0 y un doblete de spin 1/2, y

nB = nF = 2 (2.34)

En general, si empezamos con un multiplete de spin j > 0 de (2j + 1) componentes, generamos
un multiplete de spin (j + 1/2), un multiplete de spin (j − 1/2) y dos multipletes de spin j. Aśı, la
representación masiva general tiene

nB = nF = 2(2j + 1) (2.35)

2.3. Cargas Centrales I

2.3.1. Cargas Centrales en Superálgebras

Como mencionamos anteriormente, la primera superálgebra en teoŕıas de campos 4-dimensio-
nales fue obtenida por Golfand y Likhtman [46] en la forma

{Qα, Q̄α̇} = 2σµ
αα̇Pµ {Qα, Qβ} = {Q̄α̇, Q̄β̇} = 0, (2.36)

i.e. sin cargas centrales (elementos de la superálgebra que conmutan con todos los otros generado-
res). La posible ocurrencia de cargas centrales fue mencionada primero en un paper no publicado
de Lopuszanski y Sohnius [49], donde los dos últimos anticonmutadores eran modificados a

{QA
α , Q

B
β } = 2ǫαβZ

AB {Q̄α̇A, Q̄β̇B} = −2ǫα̇β̇Z
∗
AB (2.37)

donde los indices A,B denotan supersimetŕıa extendida. Un análisis más completo de las superálge-
bras que contienen cargas centrales fue realizado en [47], aunque siempre limitándose al caso de
cargas centrales escalares de Lorentz, relevantes sólo en el caso de supersimetŕıa extendida.

Unos pocos años más tarde, Witten y Olive [50] encontraron un resultado sorprendente, quizás
el de mayor importancia en lo que a cargas centrales en supersimetŕıa se refiere. Mostraron que
en teoŕıas supersimétricas que admiten solitones, las extensiones centrales son t́ıpicas; siendo los
números topológicos de los solitones los que juegan el rol de cargas centrales. Ello permitió final-
mente comprender la relación existente entre la supersimetŕıa y cierto tipo de solitones que satis-
facen ecuaciones de primer orden, conocidas como ecuaciones de Bogomol’nyi-Prasad-Sommerfield
(ecuaciones BPS) [19],[20]. Hacia el final del presente caṕıtulo volveremos a este importante aspecto
de las teoŕıas supersimétricas, analizándolo en profundidad a través de ejemplos.

Retomando la construcción de superálgebras, la extensión ec.(2.37) todav́ıa no da la superálge-
bra más general. De hecho, es sabido desde principios de los ’80 [51] que pueden obtenerse superálge-
bras más generales si se consideran cargas solo conmutantes con el subgrupo de supertraslaciones,
esto es, cargas centrales que posean la estructura de Lorentz de vectores y tensores de Lorentz.
Sin embargo, el rol dinámico de estas cargas no fue reconocido hasta finales de los ’90, cuando se
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encontró que son relevantes para objetos extendidos del tipo paredes de dominio (o también en
presencia de p-branas en el contexto de supergravedad).

Aśı, la extensión más general de la superálgebra toma la forma

{QA
α , Q̄α̇B} = 2σµ

αα̇(Pµδ
A
B + ZA

µB) (ZA
µA = 0)

{QA
α , Q

B
β } = 2(ǫαβZ

[AB] + σµν
αβZ

(AB)
µν )

{Q̄α̇
A, Q̄

β̇
B} = −2(ǫα̇β̇Z∗[AB] + σ̄α̇β̇

µνZ
∗µν
(AB)) (2.38)

donde A,B, ... = 1, 2, ...,N . Aqúı, Z [AB] es una matriz compleja antisimétrica de N × N escalar
de Lorentz, ZA

µB es una matriz hermı́tica de traza nula de N ×N que transforma como un vector

de Lorentz y Z
(AB)
µν es una matriz compleja simétrica de N ×N que transforma como un tensor de

Lorentz simétrico.

2.3.2. Representaciones Irreducibles - Estados BPS

La aparición de cargas centrales en la superálgebra tiene varias aplicaciones interesantes que
resultan de gran utilidad ya que permiten obtener propiedades cuánticas de teoŕıas de campos,
incluso en el régimen de acoplamiento fuerte. Como veremos a continuación, una consecuencia de
la presencia de cargas centrales es que la masa de las representaciones resulta estar acotada infe-
riormente por la carga central. Más relevante aún, aquellos estados que saturan esta cota inferior
son estados invariantes ante parte de la supersimetŕıa. Aśı, en el caso de supersimetŕıa N = 1, se
pueden encontrar representaciones que conservan una, dos o tres de las cuatro supercargas. Estos
estados se conocen como 1

4−, 1
2− y 3

4−BPS, respectivamente. Además, ya que los estados de re-
presentaciones BPS son aniquilados por cierta fracción de las supercargas, dichas representaciones
poseen un número menor de estados. Este fenómeno se conoce como acortamiento del supermul-
tiplete y es análogo a lo que ocurre en el caso no masivo en ausencia de cargas centrales, donde
la mitad de las supercargas son realizadas trivialmente. Historicamente, fue gracias a los sectores
BPS de teoŕıas supersimétricas que los primeros resultados exactos sobre el espectro de part́ıculas
pudieron ser obtenidos [50]. Los resultados derivados por Seiberg y Witten a mediados de los ’90
[52],[53] dieron una motivación adicional al estudio de los sectores BPS.

Veamos expĺıcitamente cómo derivar estas propiedades de las representaciones BPS en el caso
de supersimetŕıa N = 1. Para ello consideramos el momento estándar de una representación masiva
en el “sistema en reposo”

qµ
s = (m, 0, 0, 0) (2.39)

y una configuración de cargas centrales tal que las únicas componentes no nulas son Z12 = −Z21 =
Z. Luego, el álgebra de las supercargas toma la forma,

{Qα, Q̄α̇} = 2m

(
1 0
0 1

)

αα̇

,

{Qα, Qβ} = 2iZ

(
0 1
1 0

)

αβ

(2.40)
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Como veremos hacia el final de este caṕıtulo cuando estudiemos el modelo de Wess-Zumino, éste
es el álgebra correspondiendo a una configuración de campos clásica tipo pared de dominio que se
extiende a lo largo del eje z.

Las representaciones de este álgebra son evidentes si definimos los nuevos operadores de creación
y destrucción

S1 =
1√
2
(Q2 + iQ̄1̇)

S†1 =
1√
2
(Q̄2̇ − iQ1)

S2 =
1√
2
(Q2 − iQ̄1̇)

S†2 =
1√
2
(Q̄2̇ + iQ1) (2.41)

Es fácil verificar que estos operadores satisfacen el álgebra de Clifford

{S1, S
†
1} = 2(m− Z) (2.42)

{S2, S
†
2} = 2(m+ Z) (2.43)

{S1, S1} = {S2, S2} = 0 (2.44)

De estas expresiones se deduce la cota conocida como “cota de Bogomol’nyi”. Dado que el lado
izquierdo en las ecuaciones (2.42) y (2.43) es definido positivo, encontramos que la enerǵıa está aco-
tada inferiormente por el valor absoluto de la carga topológica, i.e.

m ≥ |Z| (2.45)

Notar que debido a la cota de Bogomol’nyi, esta configuración de las cargas centrales solo es
consistente con representaciones masivas.

Veamos ahora cómo ocurre el fenómeno de acortamiento del supermultiplete. Para encontrar
las representaciones irreducibles debemos seguir el mismo procedimiento que en el caso sin cargas
centrales. El punto crucial aqúı será si Z < m o si la cota de Bogomol’nyi es saturada, Z = m
(podemos considerar sin pérdida de generalidad que Z > 0).

El caso en el que la carga central no iguala a la masa de la representación es análogo al caso
masivo sin cargas centrales discutido anteriormente. El lado derecho en las ecuaciones (2.42) y
(2.43) es no nulo. Luego, si definimos al vaćıo tal que sea aniquilado por S1 y S2, los estados

serán los dados por los operadores de creación S†1 y S†2 al actuar sobre el vaćıo. La representación
resultante está compuesta por cuatro estados y tiene la misma estructura que para el caso masivo
en ausencia de cargas centrales.

Cuando la carga central satura la cota (2.45), el lado derecho de la ec.(2.42) se anula. Aśı vemos

que en este caso los osciladores S1 y S†1 proyectan sobre estados nulos, es decir

S1|B〉 = 0 = S†1|B〉 (2.46)

Este argumento es el mismo que el usado en el caso no masivo para eliminar la mitad de las
supercargas. De esta manera se ve claramente que en una representación en la que la carga central
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es igual a la masa, el número de operadores de creación se reduce a la mitad y, por lo tanto, dicha
representación posee la mitad de estados que la representación en la que todas las cargas centrales
son nulas. Es por esto que a este tipo de representaciones se las denomina representaciones cortas
del álgebra supersimétrica. Además, al poseer solo dos supercargas realizadas no trivialmente, esta
representación es 1

2 -BPS. Como mencionamos anteriormente, otras configuraciones de las cargas
centrales pueden llevar a configuraciones 1

4 - y 3
4 -BPS.

2.4. Superespacio y Supercampos para N = 1

Hasta aqúı solo hemos discutido representaciones de supersimetŕıa sobre estados asintóticos,
no sobre campos cuánticos. Veremos ahora de qué manera Qα y Q̄α̇ pueden ser representados
como operadores diferenciales actuando sobre campos. Dicha construcción se facilita enormemente
con la introducción de supercampos, funciones definidas sobre una extensión del espacio-tiempo
conocida como superespacio. De esta manera, las cargas satisfaciendo el álgebra de supersimetŕıa
serán operadores diferenciales sobre este superespacio. El empleo del superespacio y los supercampos
simplifica la adición y multiplicación de representaciones, a la vez que lleva a un método sistemático
de construcción de lagrangianos supersimétricos interactuantes. Los campos ordinarios (funciones
de las coordenadas espacio-temporales) aparecen luego como los coeficientes en la expansión del
supercampo en serie de potencias.

2.4.1. Superespacio N = 1

El superespacio es la extensión del espacio-tiempo ordinario que resulta de introducir coorde-
nadas espinoriales anticonmutantes ademas de las vectoriales conmutantes usuales. Aśı, si el espacio
tiempo convencional está parametrizado por las coordenadas cuadrivectoriales xµ, el superespacio
estará parametrizado por xµ y dos variables Grassmann, θ y θ̄. Los números Grassmann obedecen
todas las reglas aritméticas estándar excepto que ellas anticonmutan en vez de conmutar entre ellas.
En particular, por esta razón el producto de un número Grassmann consigo mismo es cero.

Con respecto a las propiedades de Lorentz, θ y θ̄ son espinores. Como es bien sabido, el grupo
de Lorentz 4-dimensional (que deja invariante la métrica diag(−1,+1,+1,+1)) es equivalente a
SU(2)×SU(2). Luego, existen dos tipos de espinores, los quirales, perteneciendo a la representación
(1/2, 0) y denotados θα; y los antiquirales, perteneciendo a la representación (0, 1/2) y denotados
θ̄ᾱ.

Los escalares de Lorentz pueden ser formados contrayendo dos espinores con ı́ndices sin puntos
o dos con ı́ndices con puntos, θαθα o θ̄α̇θ̄

α̇. Los ı́ndices son subidos o bajados con el śımbolo
antisimétrico, θα = εαβθ

β, θ̄α̇ = εα̇β̇θ
β̇

En caṕıtulos subsiguientes también utilizaremos la extensión al superespacio del espacio-tiempo
eucĺıdeo (con métrica diag(+1,+1,+1,+1) y del espacio-tiempo de Atiyah-Ward (con métrica
diag(+1,+1,+1,+1)). Una de las principales diferencias entre estos espacios y el de Minkowski (y
la razón por la cual serán de utilidad) es que solo en este último caso la conjugación compleja cambia
la quiralidad de los espinores. Aśı, mientras que en Minkowski (θα)† transforma en la representación
(0, 1/2), en signatura eucĺıdea y de Atiyah-Ward (θα)† transforma en la representación (1/2, 0) al
igual que θα.
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En resumen, la extensión del espacio de Minkowski conocida como superespacio N = 1 resulta
parametrizada por las supercoordenadas (xµ, θα, θ̄α̇), que satisfacen las reglas de (anti)conmutación

[xµ, xν ] = [xµ, θα] = [xµ, θ̄α̇] = 0

{θα, θβ} = {θ̄α̇, θ̄β̇} = {θα, θ̄β̇} = 0 (2.47)

El próximo paso será estudiar funciones definidas sobre el superespacio, por lo que resultará útil
definir la diferenciación e integración sobre el superespacio, más precisamente, sobre las coordenadas
Grassmann de éste. Las derivadas con respecto a θα y θ̄α̇ son definidas de la manera obvia,

∂

∂θα
θβ = δβ

α,
∂

∂θ̄α̇
θ̄β̇ = δβ̇

α̇. (2.48)

Debido al carácter Grassmann de las variables, los operadores diferenciales satisfacen las reglas de
anticonmutación

{ ∂

∂θα
, θβ} = δβ

α { ∂

∂θ̄α̇
, θ̄β̇} = δβ̇

α̇ (2.49)

Por su parte, para integrar sobre el superespacio utilizamos la integral de Berezin, que para un
único parámetro Grassmann θ viene definida por

∫
dθθ = 1,

∫
dθ1 = 0 (2.50)

Si usamos el hecho que una función arbitraria de un único parámetro Grassmann tiene la expansión
en serie de Taylor f(θ) = f0 + θf1, obtenemos que

∫
dθf(θ) = f1 (2.51)

Utilizando la anterior definición para la integración de variables Grassmann, es directo verificar que
la integración de Berezin es: traslacionalmente invariante

∫
d(θ + ξ)f(θ + ξ) =

∫
dθf(θ)

∫
dθ

d

dθ
f(θ) = 0 (2.52)

y equivalente a la diferenciación
d

dθ
f(θ) = f1 =

∫
dθf(θ) (2.53)

Veamos ahora cómo realizar la superálgebra N = 1 sobre el superespacio correspondiente.
El primer paso es rescribir el álgebra de supersimetŕıa N = 1 como un álgebra de Lie. Para esto
introduciremos espinores Grassmann constantes ξα, ξ̄α̇, que satisfacen las reglas de anticonmutación

{ξα, ξβ} = {ξ̄α̇, ξ̄β̇} = {ξα, ξ̄β̇} = 0 (2.54)
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Esto permite reemplazar los anticonmutadores en la superálgebra N = 1 por conmutadores

[ξQ, ξ̄Q̄] = 2ξσµξ̄Pµ

[ξQ, ξQ] = [ξ̄Q̄, ξ̄Q̄] = 0

[Pµ, ξQ] = [Pµ, ξ̄Q̄] = 0 (2.55)

donde además los parámetros anticonmutantes satisfacen

{ξα, Qβ} = ... = [ξα, Pµ] = 0 (2.56)

En la ec.(2.55) hemos usado la convención de suma ξQ = ξαQα, ξ̄Q̄ = ξ̄α̇Q̄
α̇.

Motivados por el álgebra (2.55), definimos un elemento del grupo correspondiente:

G(x, θ, θ̄) = ei(−xµPµ+θQ+θ̄Q̄). (2.57)

Usando la formula de Hausdorff

eAeB = eA+B+ 1

2
[A,B]+... (2.58)

podemos multiplicar dos elementos del grupo. Aśı, encontramos que

G(0, ξ, ξ̄)G(xµ, θ, θ̄) = G(xµ + iθσµξ̄ − iξσµθ̄, θ + ξ, θ̄ + ξ̄). (2.59)

Como es usual, la multiplicación de elementos del grupo induce un movimiento en el espacio de
parámetros,

g(ξ, ξ̄) : (xµ, θ, θ̄) −→ (xµ + iθσµξ̄ − iξσµθ̄, θ + ξ, θ̄ + ξ̄) (2.60)

Es fácil ver que esta traslación en el superespacio puede ser generada por los operadores dife-
renciales Q y Q̄:

ξQ+ ξ̄Q̄ = ξα

(
∂

∂θα
− iσµ

αα̇θ̄
α̇ ∂

∂xµ

)
+ ξ̄α̇

(
∂

∂θ̄α̇
− iθασµ

αβ̇
εβ̇α̇ ∂

∂xµ

)
(2.61)

Hemos usado las mismas letras Q y Q̄ tanto para los operadores diferenciales como para los genera-
dores del grupo debido a que los operadores diferenciales de hecho representan la acción infinitesimal
del grupo sobre el espacio de parámetros:

{Qα, Q̄α̇} = 2iσµ
αα̇∂µ

{Qα, Qβ} = {Q̄α̇, Q̄β̇} = 0 (2.62)

A pesar que el operador Pµ = ∂µ conmuta con la supersimetŕıa, [Qα, Pµ] = 0, las derivadas
espinoriales ∂/∂θα, ∂/∂θ̄α̇ no transforman covariantemente frente a transformaciones de super-
simetŕıa. Conviene luego definir las derivadas covariantes D y D̄

Dα =
∂

∂θα
+ iσµ

αα̇θ̄
α̇ ∂

∂xµ

D̄α̇ = − ∂

∂θ̄α̇
− iθασµ

αα̇

∂

∂xµ
(2.63)
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Es directo verificar que D y D̄ conmutan con las supercargas

{Dα, Qβ} = {Dα, Q̄β̇} = {D̄α̇, Qβ} = {D̄α̇, Q̄β̇} = 0 (2.64)

a la vez que satisfacen el álgebra

{Dα, D̄α̇} = −2iσµ
αα̇

∂

∂xµ

{Dα,Dβ} = {D̄α̇, D̄β̇} = 0 (2.65)

2.4.2. Supercampos

Estamos listos ahora para introducir el concepto de supercampo. Como vimos en la sección
anterior, los elementos del superespacio N = 1 son determinados por las coordenadas z = (x, θ, θ̄).
Los supercampos son funciones definidas sobre dicho superespacio y deben ser entendidos en término
de sus expansiones en series de potencia en θ y θ̄. Aśı, un supercampo escalar arbitrario toma la
forma

F (x, θ, θ̄) = f(x) + θφ(x) + θ̄χ̄(x)

+ θθm(x) + θ̄θ̄n(x) + θσµθ̄vµ(x)

+ θθθ̄λ̄(x) + θ̄θ̄θψ(x) + θθθ̄θ̄d(x) (2.66)

Todas las potencias de θ, θ̄ de grado mayor se anulan por la naturaleza Grassmann de estas variables.
La ley de transformación para supercampos es definida como:

δξF (x, θ, θ̄) = δξf(x) + θδξφ(x) + θ̄δ̄ξχ(x)

+ θθδξm(x) + θ̄θ̄δξn(x) + θσµθ̄δξvµ(x)

+ θθθ̄δξλ̄(x) + θ̄θ̄θδξψ(x) + θθθ̄θ̄δξd(x)

= (ξQ+ ξ̄Q̄)F, (2.67)

donde Q y Q̄ son los operadores diferenciales (2.61). Las leyes de transformación para los campos
componentes (f, φ, χ̄, ...) pueden obtenerse de (2.67) comparando apropiadamente los desarrollos
de potencias a ambos lados.

Es fácil ver que los supercampos forman una representación lineal del álgebra de supersimetŕıa
N = 1. Sin embargo, esta representación es reducible. La forma en que se obtienen las distintas
representaciones irreducibles es imponiendo v́ınculos al supercampo. Señalemos sin embargo, que
el supercampo escalar genérico no es completamente reducible, esto significa que la representación
reducible F no es una suma de representaciones irreducibles.

2.4.3. Representaciones Irreducibles

Supercampos Quirales

Los supercampos quirales se definen a través de la condición

D̄α̇Φ = 0. (2.68)
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Este v́ınculo es fácil de resolver en término de las coordenadas quirales yµ = xµ + θσµθ̄ y θ, ya que

D̄α̇(xµ + θσµθ̄) = 0 y D̄α̇θ = 0 (2.69)

En consecuencia, la solución más general de (2.68) es

Φ = φ(y) +
√

2θψ(y) + θθF (y)

= φ(x) + iθσµθ̄∂µφ(x) +
1

4
θθθ̄θ̄�φ(x)

+
√

2θψ(x)− i√
2
θθ∂µψ(x)σµθ̄ + θθF (x) (2.70)

De la definición ec.(2.67) encontramos que ante una transformación de supersimetŕıa, los campos
componentes transforman:

δξφ =
√

2ξψ

δξψ = i
√

2σµξ̄∂µφ+
√

2ξF

δξF = i
√

2ξ̄σ̄µ∂µψ (2.71)

Los supercampos antiquirales satisfacen

DαΦ̄ = 0. (2.72)

Aśı, Φ̄ resulta una función de las coordenadas antiquirales ȳµ = xµ − θσµθ̄ y θ̄, y su desarrollo en
serie se obtiene de (2.70) por conjugación compleja:

Φ̄ = φ̄(ȳ) +
√

2θ̄ψ̄(ȳ) + θ̄θ̄F̄ (ȳ)

= φ̄(x)− iθσµθ̄∂µφ̄(x) +
1

4
θθθ̄θ̄�φ̄(x)

+
√

2θ̄ψ̄(x) +
i√
2
θ̄θ̄θσµ∂µψ̄(x) + θ̄θ̄F̄ (x) (2.73)

Es fácil ver que, por ser D y D̄ operadores diferenciales (i.e. obedecen la regla de Leibniz), tanto
el conjunto de supercampos quirales como el de antiquirales es cerrado ante el producto. Además,
las componentes más altas de Φ y Φ̄, llamadas términos F y F̄ respectivamente, transforman como
derivadas totales ante transformanciones supersimétricas, un resultado que será útil a la hora de
construir lagrangianos supersimétricos.

Supercampo Vectorial

El supercampo vectorial satisface la condición de realidad

V = V † (2.74)
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En término de su expansión en serie de potencias en θ y θ̄ toma la forma

V (x, θ, θ̄) = C(x) + iθχ(x)− iθ̄χ̄(x)

+
i

2
θθ[M(x) + iN(x)] − i

2
θ̄θ̄[M(x) − iN(x)]

− θσµθ̄Aµ(x)− iθ̄θ̄θ[λ(x) +
i

2
σµ∂µχ̄(x)]

+ iθθθ̄[λ̄(x) +
i

2
σ̄µ∂µχ(x)] +

1

2
θθθ̄θ̄[D(x) +

1

2
�C(x)] (2.75)

donde los campos C.D,M,N y Aµ deben ser todos reales. Esta elección tan particular de los
coeficientes del desarrollo de V viene motivada por el supercampo hermı́tico Φ + Φ†, donde Φ es
un supercampo quiral:

Φ + Φ† = φ+ φ̄+
√

2(θψ + θ̄ψ̄) + θθF (x) + θ̄θ̄F̄ (x)

+ iθσµθ̄∂µ(φ− φ̄) +
i√
2
θθθ̄σ̄µ∂µψ

+
i√
2
θ̄θ̄θσµ∂µψ̄ +

1

4
θθθ̄θ̄�(φ+ φ̄) (2.76)

Esta combinación tiene el gradiente i∂µ(φ − φ̄) como coeficiente de θσµθ̄, llevándonos a definir la
siguiente generalización supersimétrica de una transformación de gauge:

V −→ V + Φ + Φ†. (2.77)

Comparando los desarrollos (2.75) y (2.76) vemos que los campos C,χ,M y N siempre pueden ser
eliminados mediante una transformación de gauge. El gauge en el cual estos campos son cero es
conocido como el gauge de Wess-Zumino (W-Z). El fijado de este gauge rompe supersimetŕıa pero
todav́ıa permite transformaciones de gauge usuales Aµ → Aµ + ∂µφ

I (φI = 2Imφ). Es muy fácil
calcular potencias de V en este gauge:

VWZ = −θσµθ̄Aµ(x)− iθ̄θ̄θλ(x) + iθθθ̄λ̄(x) +
1

2
θθθ̄θ̄D(x) (2.78)

V 2
WZ = −1

2
θθθ̄θ̄AµA

µ

V 3
WZ = 0

Las transformaciones supersimétricas para los campos componentes del multiplete vectorial toman
la forma:3

δξAµ = −iλ̄σ̄µξ + iξ̄σ̄µλ

δξλ = iξD + σµνξFµν

δξλ̄ = −iξ̄D + σ̄µν ξ̄Fµν

δξD = −ξσµ∂µλ̄− ∂µλσ
µξ̄ (2.79)

3La tranformación de supersimetŕıa es implementada por (2.67). Pero, ya que el gauge de W-Z no es invariante ante
supersimetŕıa, para permanecer en dicho gauge debemos componer la tranformación SUSY con una transformación
de gauge adicional. Por lo tanto, la variación δξ debe entenderse como δξ = δSUSY + δG, donde δG corresponde a la
transformación de gauge que es necesario realizar sobre el supercampo V ′ = V + δSUSY V para llevarlo al gauge de
W-Z.
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En esta última ecuación encontramos además un resultado útil, análogo a lo que ocurŕıa en el
caso de supercampos quirales, que es que también en el caso de supercampos reales la componente
más alta, conocida como término D, transforma como una derivada total ante transformaciones
supersimétricas.

Podemos entonces ver al campo vectorial V como una generalización supersimétrica del po-
tencial de Maxwell. La correspondiente generalización del tensor de curvatura (o de campo) viene
dada por los supercampos (spinoriales) de curvatura

Wα = −1

4
D̄D̄DαV

W̄α̇ = −1

4
DDD̄α̇V (2.80)

Es directo verificar que W y W̄ son respectivamente supercampos quirales y antiquirales, a la vez
que son invariantes ante transformaciones de gauge (2.77). Gracias a esta invarianza, podemos
obtener sin pérdida de generalidad su dessarrollo en serie de potencias en el gauge de Wess-Zumino

Wα = −iλα(y) + [δ β
α D(y)− i(σµν) β

α Fµν(y)]θβ + θθσµ
αα̇∂µλ̄

α̇(y) (2.81)

W̄α̇ = iλ̄α̇(ȳ) + [εα̇β̇D(ȳ) + iεα̇γ̇(σ̄µν)γ̇
β̇
Fµν(ȳ)]θ̄β̇ + θ̄θ̄σ̄µ

α̇α∂µλ
α(ȳ) (2.82)

donde yµ (ȳµ) son las coordenadas quirales (antiquirales) y Fµν = ∂µAν − ∂νAµ.
En la generalización no abeliana V pertenece a la representación adjunta del álgebra, V = V rT r

y las transformaciones de gauge se implementan como

exp(−2gV )→ exp(−2gV ′) = exp(igΛ̄) exp(−2gV ) exp(−igΛ), (2.83)

donde Λ = ΛrT r, D̄α̇Λ = 0 y DαΛ̄ = 0.4 Expandiendo la ley de transformación tenemos,

V ′ = V +
i

2
(Λ− Λ̄) + ... (2.84)

por lo que en teoŕıas no abelianas también existe un gauge de Wess-Zumino en el que el supercampo
vectorial toma la forma (2.79), y por lo tanto V 3 = 0.

La generalización no abeliana de los supercampos de curvatura viene dada por

Wα =
1

8g
D̄D̄ exp(2gV )Dα exp(−2gV ) (2.85)

= −iλα(y) + [δ β
α D(y)− i(σµν) β

α Fµν(y)]θβ + θθσµ
αα̇Dµλ̄

α̇(y) (2.86)

donde

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ − ig[Aµ, Aν ], Dµλα = ∂µλα − ig[Aµ, λα]. (2.87)

Es fácil de verificar que la transformación de gauge (2.83) actúa sobre los supercampos de curvatura
de manera covariante

Wα → W ′α = exp(igΛ)Wα exp(−igΛ). (2.88)

4En la representación adjunta, normalizamos los generadores del grupo de gauge tr(T aT b) = 1

2
δab, mientras que

las constantes de estructura fabc que satisfacen [T a, T b] = ifabcT c son completamente antisimétricas.
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La transformación de gauge que preserva el gauge de W-Z, dada por

Λ(y, θ) = ϕ(y) Λ̄(ȳ, θ̄) = ϕ(ȳ), (2.89)

induce sobre los campos componentes la transformación

δAµ = Dµϕ = ∂µϕ− ig[Aµ, ϕ]

δλα = −ig[λα, ϕ]

δλ̄α̇ = −ig[λ̄α̇, ϕ]

δD = −ig[D,ϕ]. (2.90)

Vemos aśı que (2.89) corresponde a nivel de supercampos a las transfomaciones de gauge usuales.

Interacciones Invariantes de Gauge

Si el campo quiral Φ pertenece a la representación fundamental del grupo de gauge y el antiquiral
Φ̄ a la antifundamental, requerimos que ante una tranformación de gauge tranformen como

Φ→ Φ′ = exp(igΛ)Φ, Φ̄→ Φ̄′ = Φ̄ exp(−igΛ̄). (2.91)

En componentes, la tranformación infinitesimal que preserva el gauge de Wess-Zumino, ec.(2.89),
toma la forma

δφ = igϕφ δφ̄ = −igφ̄ϕ
δψ = igϕψ δψ̄ = −igψ̄ϕ
δF = igϕF δF̄ = −igF̄ϕ (2.92)

Con los anteriores supercampos escalares y vectorial podemos construir un lagrangiano inva-
riante frente a transformaciones de gauge

L =
tr

2

(∫
d2θ WαWα +

∫
d2θ̄ W̄α̇W̄

α̇

)

+

∫
d2θd2θ̄ Φ̄ exp(−2gV )Φ +

(∫
d2θ W(Φ) + h.c.

)
. (2.93)

La primera ĺınea del lado derecho de la ec.(2.93) corresponde a la extensión supersimétrica en
términos de supercampos del modelo de Yang-Mills, mientras que la segunda ĺınea da cuenta de
la interacción de los campos de gauge con los campos de materia y de la autointeracción de los
campos de materia. Esta última viene dada a través del superpotencialW(Φ), el cual debe ser una
función holomorfa de los supercampos quirales y de los distintos parámetros (términos de masa,
constantes de acoplamiento, etc.). Para obtener un lagrangiano renormalizable, W(Φ) debe poseer
slo hasta potencias cúbicas de los campos quirales. Aśı, para n campos quirales podemos escribir

W(Φ) =
1

2
mijΦiΦj +

1

3
λijkΦiΦjΦk, (2.94)
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donde i, j, k = 1, ..., n. Además, la invarianza de gauge requiere que la matriz de masas mij y las
constantes de acoplamiento λijk sean tensores totalmente simétricos.

En componentes, los términos del lagrangiano resultan

tr WαWα |θθ = tr

(
−2iλ̄σ̄µDµλ−

1

2
FµνFµν +D2 +

i

4
FµνF ρσεµνρσ

)
(2.95)

tr W̄α̇W̄
α̇ |θ̄θ̄ = tr

(
−2iλ̄σ̄µDµλ−

1

2
FµνFµν +D2 − i

4
FµνF ρσεµνρσ

)
(2.96)

Φ̄ exp(−2gV )Φ |θθθ̄θ̄ = F̄ F − iψ̄σ̄µDµψ −DµφD
µφ− gφ̄Dφ−

√
2ig(φ̄λψ − ψ̄λ̄φ) (2.97)

W(Φ) |θθ = mijφiFj −
1

2
mijψiψj + λijkφiφjFk − λijkψiψjφk (2.98)

donde

Dµψ = ∂µψ − igAµψ, Dµφ = ∂µφ− igAµφ, Dµλ = ∂µλ− ig[Aµ, λ]. (2.99)

Las transformaciones supersimétricas para los campos que dejan invariante el lagrangiano son

δξφ =
√

2ξψ

δξφ̄ =
√

2ψ̄ξ̄

δξψ = i
√

2σµξ̄Dµφ+
√

2ξF

δξψ̄ = −i
√

2Dµφσ̄
µξ +

√
2ξ̄F̄

δξF = i
√

2ξ̄σ̄µDµψ − 2igξ̄λ̄φ

δξF̄ = i
√

2Dµψσ̄
µξ + 2igφ̄λξ

δξAµ = −iλ̄σ̄µξ + iξ̄σ̄µλ

δξλ = iξD + σµνξFµν

δξλ̄ = −iξ̄D + σ̄µν ξ̄Fµν

δξD = −ξσµDµλ̄−Dµλσ̄
µξ̄

(2.100)

2.5. Cargas Centrales II

En 1975, Belavin, Polyakov, Schwartz y Tyupkin [54] encontraron soluciones a las ecuaciones
de movimiento de la teoŕıa de Yang-Mills eucĺıdea (los instantones) mediante la obtención de
una cota inferior para la acción. Cuando la cota, que es de naturaleza topológica, es saturada,
las soluciones pueden ser construidas mediante la resolución de ecuaciones diferenciales de primer
orden. Casi inmediatamente [21],[19] fueron encontrados otros sistemas que exhib́ıan ecuaciones de
primer orden (conocidas como ecuaciones de Bogomol’nyi). Sus soluciones son solitones (vórtices,
monopolos, etc.) estáticos que saturan una cota de carácter topológico, esta vez para la enerǵıa.

Ya en 1976, de Vega y Schaposnik [21] encontraron, en el modelo de Higgs abeliano, que las
condiciones necesarias para la existencia de ecuaciones de primer orden eran las mismas que las re-
queridas para obtener una extensión supersimétrica del modelo (es decir, un modelo supersimétrico
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cuyo sector bosónico coincida con el de Maxwell-Higgs). De hecho, es una propiedad generalmente
válida que aquellas teoŕıas bosónicas que admiten ecuaciones de primer orden poseen una exten-
sión supersimétrica. Más aún, fue justamente el estudio de las extensiones supersimétricas lo que
permitió tener una una visión global del origen matemático y las implicancias de ecuaciones de
Bogomol’nyi. En este sentido, la mayor contribución se debe a un trabajo de Witten y Olive [50]
en el que revelaron la conexión entre las ecuaciones de Bogomol’nyi y las cargas centrales presentes
en la superálgebra. Más en detalle, encontraron que las cargas topológicas juegan el rol de cargas
centrales en la superálgebra. De esta manera, al analizar la superálgebra encontramos que la satu-
ración de la cota de Bogomol’nyi es equivalente a requerir que la configuración conserve parte de la
supersimetŕıa, o sea, que sea aniquilada por cierta fracción de las supercargas. De hecho, podemos
verificar esta afirmación reobteniendo las ecuaciones BPS a partir de requerir la anulación de las
variaciones supersimétricas de los campos. A continuación veremos con un ejemplo sencillo como
se realiza ésto en una teoŕıa de campos.

2.5.1. Modelo de Wess-Zumino

El modelo de Wess-Zumino es el más simple de los que poseen cargas centrales tensoriales en el
álgebra de supercargas. Dichas cargas aparecen, en este caso, debido a la presencia de paredes de
dominio, i.e. soluciones de las ecuaciones movimiento que interpolan entre dos vaćıos del modelo.
El modelo consiste de un multiplete quiral cuya dinámica viene dada por el lagrangiano

L = Φ̄Φ |θθθ̄θ̄ + [W(Φ) |θθ + h.c.] (2.101)

donde W representa un superpotencial genérico restringido por la condición de poseer más de un
mı́nimo. En componentes

L = φ̄�φ+ i∂µψ̄σ̄
µψ + F̄F +

[
−1

2

∂2W
∂φ2

(φ)ψψ +
∂W
∂φ

(φ)F + h.c.

]
(2.102)

Las tranformaciones de supersimetŕıa que dejan invariante a L son

δξφ =
√

2ξψ

δξψ = i
√

2σµξ̄∂µφ+
√

2ξF

δξF = i
√

2ξ̄σ̄µ∂µψ (2.103)

Los campos auxiliares pueden ser eliminados usando las ecuaciones de Euler-Lagrange:

∂L
∂F̄

= F +
∂W̄
∂φ̄

(φ̄) = 0

∂L
∂F

= F̄ +
∂W
∂φ

(φ) = 0 (2.104)

De manera que el lagrangiano puede reescribirse en término de los campos dinámicos φ y χ como

L = φ̄�φ+ i∂µψ̄σ̄
µψ −

[
1

2

∂2W
∂φ2

ψψ + h.c.

]
− V (φ, φ̄) (2.105)

donde

V (φ, φ̄) =

∣∣∣∣
∂W
∂φ

∣∣∣∣
2

(2.106)
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2.5.2. Configuraciones BPS

Consideremos una configuración puramente bosónica de tipo pared de dominio que se extiende
a lo largo del eje z, i.e. φ = φ(z), χ = 0. Es claro a partir del lagrangiano (2.105) que la enerǵıa
(por unidad de superficie) toma la forma

E =

∫
dz
(
∂zφ̄∂zφ+ V (φ, φ̄)

)
(2.107)

El método de Bogomol’nyi para obtener la cota y ecuaciones BPS consiste en “completar cuadrados”
dentro de la integral de manera que la enerǵıa resulte acotada inferiormente por una cantidad
topológica. En este ejemplo sencillo el método lleva a

E =

∫ ∞

∞
dz

(∣∣∣∣∂zφ̄±
∂W
∂φ

∣∣∣∣
2

∓ 2Re(
∂W
∂φ

∂zφ)

)

≥ 2

∫ ∞

∞
dz

∣∣∣∣Re
∂W
∂φ

∂zφ

∣∣∣∣ = |Z| (2.108)

donde Z = 2Re(W(∞) −W(−∞)). La cota de Bogomol’nyi para la enerǵıa es saturada por con-
figuraciones que satisfacen

∂zφ̄ = η
∂W
∂φ

(2.109)

donde η = −sgnZ. Pueden obtenerse soluciones no triviales si existen varios mı́nimos degenerados
(vaćıos clásicos) de la enerǵıa potencial entre los cuales φ puede interpolar. Un ejemplo bien conocido
es el modelo seno-Gordon con W(φ) = cos(φ) − 1; mientras que un ejemplo de teoŕıa polinómica
renormalizable lo da W(φ) = 1

2m
2φ2 − 1

3λφ
3.

Como es usual en teoŕıas que admiten cotas de Bogomol’nyi, se puede probar que soluciones de
las ecuaciones de primer orden (2.109) son soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange. Otro
comportamiento caracteŕıstico que puede verificarse en este ejemplo es que el tensor de enerǵıa-
momento se anula idénticamente, lo que muestra que en una configuración BPS de varias paredes de
dominio, éstas resultan no interactuantes. Esto también puede verse del hecho de que la enerǵıa es
igual a la carga topológica, que depende del número de paredes de dominio, pero no de la distancia
entre ellas.

Veamos cómo se relacionan la cota y las ecuaciones de Bogomol’nyi con la supersimetŕıa del
modelo. Para empezar, utilizando el método de Noether para las variaciones ec.(2.103) obtenemos
la supercorriente:

Jµ
α =

√
2
[
(σρ)αβ̇(σ̄µ)β̇β(∂ρφ̄)ψβ + iǫαβ(σµ)ββ̇ψ̄β̇F

]
(2.110)

La dependencia de la supercorriente con el superpotencial se obtiene a través de la ec.(2.104). Por
su parte, la supercarga es definida por

Qα =

∫
d3xJ0

α (2.111)
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El anticonmutador de dos supercargas, obtenido utilizando las relaciones canónicas a igual tiempo
habituales entre los campos y sus momentos conjugados da

{Qα, Qβ} = −4ΣαβZ (2.112)

Donde Σαβ = −1
2

∫
dx[µdxν](σ

µ)αα̇(σ̄ν)α̇β es el tensor área de la pared y Z = 2∆ReW, donde ∆
implica tomar la diferencia entre los dos infinitos espaciales en la dirección perpendicular a la
superficie de la pared.

De esta manera, para una pared que se extiende a lo largo del eje z, el tensor área toma la forma
Σαβ = − i

2Aσ
1
αβ. El álgebra resultante no es más que el estudiado en la sección 2.3.2 (ver ec.(2.40)),

donde ahora la carga topológica del modelo juega el rol de carga central en la superálgebra. Como
vimos en la sección 2.3.2, el álgebra de las supercargas impone que la masa de sus representaciones
este acotada inferiormente por el valor absoluto de la carga central (en este caso, Z = AZ). Este
resultado es equivalente al encontrado mediante el método de Bogomol’nyi (ec.(2.108)), el cual
lleva la cota para la enerǵıa por unidad de área E ≥ Z. Además, en la sección 2.3.2 encontramos
que las configuraciones que satisfacen la cota de Bogomol’nyi son aniquiladas por la mitad de las
supercargas. Más presisamente, de las ecs.(2.41),(2.46) se deriva que si la configuración |B〉 satura
la cota, luego

(Q2 + iQ̄1̇)|B〉 = 0

(Q̄2̇ − iQ1)|B〉 = 0 (2.113)

(donde suponemos Z > 0).
Las condiciones (2.113) equivalen a imponer la anulación de las tranformaciones de supersimetŕıa

de los campos componentes (dadas por la ec.(2.103)) cuando los parámetros de la transformación
ξα, ξ̄α̇ satisfacen ξ2 = −iξ̄1̇. Aśı, las condiciones (2.113) se traducen en

δψ = i
√

2σµ

(
iξ1
−iξ2

)
∂µφ+

√
2

(
ξ1
ξ2

)
F = 0, (2.114)

siendo las variaciones de los campos bosónicos automáticamente nulas por considerar configura-
ciones puramente bosónicas. Si suponemos al campo φ como una función solo dependiente de la
coordenada z, encontramos que las condiciones (2.113) se satisfacen si y solo si φ es solución de las
ecuaciones de Bogomol’nyi

∂zφ̄ = F̄ = −∂W
∂φ

(2.115)

Vemos aśı que configuraciones clásicas que satisfacen ecuaciones de tipo Bogomol’nyi equivalen,
desde el punto de vista de supersimetŕıa, a configuraciones que permanecen invariantes ante parte
de las transformaciones supersimétrica, es decir, a configuraciones BPS. En el caso considerado, la
pared de dominio resulta ser 1

2 -BPS, ya que es aniquilada por la mitad de las cargas supersimétricas.
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Caṕıtulo 3

Superespacio No(Anti)Conmutativo I

Deformación Constante

En este caṕıtulo de la tesis repasaremos cómo realizar la deformación no(anti)conmutativa
del superespacio eucĺıdeo N = 1 4 dimensional. Comenzaremos el caṕıtulo dando una breve
introducción a la geometŕıa no conmutativa. Mostraremos como un espacio no conmutativo
puede obtenerse a partir uno conmutativo mediante el uso de un producto estrella (o Moyal)
que deforme el álgebra de las definidas en dicho espacio. Procediendo de esta manera de-
formaremos el superespacio N = 1 ordinario, de forma tal que las coordenadas fermiónicas
quirales satisfagan un álgebra de Clifford en vez de anticonmutar. Veremos que requerir
consistencia determina las relaciones de (anti)conmutación de las otras coordenadas. En
particular, las coordenadas ordinarias del espacio-tiempo xµ no podrán seguir siendo con-
mutativas. Encontraremos un comportamiento caracteŕıstico de este tipo de deformaciones,
que es la rotura de la mitad de la supersimetŕıa. Estudiaremos los supercampos quiral y
vectorial, y sus interacciones. Como en teoŕıas de campos no conmutativas ordinarias, un
cambio de variables nos permitirá expresar las interacciones de gauge en términos de campos
componentes que satisfacen leyes de transformaciones de gauge estándar. Finalizaremos el
caṕıtulo mostrando cómo este tipo de deformación no(anti)conmutativa aparece en teoŕıas
de supercuerdas en presencia de un campo de fondo de gravifotón autodual constante.

El estudio de Teoŕıas de Campos No Conmutativas (NC) tiene una larga historia que comienza
en 1930 [1] con la observación de Heisenberg sobre la posibilidad de introducir relaciones de incerteza
[xµ, xν ] = Θµν para las coordenadas, motivado por la necesidad de controlar los infinitos que
plagaban las teoŕıas de campos.1 Sin embargo, fue recién a finales de la década de 1990 que las
teoŕıas NC despertaron gran interés, luego de que se decubriera que diversos ĺımites de bajas
enerǵıas de la teoŕıa de cuerdas y de la teoŕıa M pueden ser descriptos en términos de teoŕıas de

1Notar que, estrictamente hablando, el superespacio ordinario es también un espacio no conmutativo. A pesar
de que nosotros, por simplicidad de exposición, identificamos a (x, θ, θ̄) como sus coordenadas, no hay puntos que
correspondan a θ o θ̄ (sino más bien, elementos nilpotentes en el álgebra -no conmutativa- de funciones). Aśı, preguntas
del tipo “Cuál es el punto con coordenadas xµ − iθ̄σµθ?” carecen de sentido, ya que mientras xµ asigna un número
real a cada punto, el objeto iθ̄σµθ ciertamente no es un número.
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campos NC [2]-[4].

En 2003, Seiberg [11] encontró que una nueva clase de teoŕıas con supersimetŕıa reducida pueden
ser obtenidas al deformar las reglas de anticonmutación de las coordenadas fermiónicas del superes-
pacio eucĺıdeo N = 1. Formalmente, tanto el álgebra de las coordenadas bosónicas como el de las
fermiónicas puede ser deformada en el superespacio. En signatura minkowskiana, la relación de
conjugación entre θ y θ̄, (θα)† = θ̄α̇, produce que la deformación del álgebra del sector fermiónico
no esté bien definida, ya que dificulta tener simultáneamente hermiticidad, asociatividad y repre-
sentaciones de supersimetŕıa quirales. En la versión eucĺıdea del superespacio N = 1, en contraste,
θ y θ̄ no están relacionadas por conjugación hermı́tica. En consecuencia, se puede deformar de
forma consiste el álgebra de las coordenadas fermiónicas del superespacio N = 1 de manera que
las coordenadas quirales satisfagan [11]

{θα, θβ} = Cαβ (3.1)

con Cαβ una matriz simétrica constante, mientras que {θ̄α̇, θ̄β̇} = {θ̄α̇, θα} = 0. Estas relaciones de
anticonmutación inducen una deformación en el álgebra de supersimetŕıa N = 1 de manera que solo
la mitad de las supercargas generan simetŕıas de la teoŕıa deformada. Debido a esto, al superespacio
deformado se lo conoce como superespacio NAC N = 1

2 . Como veremos al final de este caṕıtulo,
la no(anti)conmutatividad aparece naturalmente en teoŕıa de cuerdas sobre el (super)volumen de
mundo de una D3-brana2 en presencia de un gravifotón constante.

Antes de describir en detalle las caracteŕısticas del superespacio no(anti)conmutativo y de las
teoŕıas de campos definidas sobre éste, será conveniente primero repasar brevemente las ideas
básicas de la geometŕıa no conmutativa.

3.1. Breve Introducción a la Geometŕıa No Conmutativa

La no conmutatividad de coordenadas no es un aspecto ajeno a la f́ısica actual. Existe una amplia
gama de ejemplos de espacios cuyo álgebra de coordenadas no es conmutativa. Probablemente el
caso más conocido sea el del espacio de fases en mecánica cuántica, donde la no conmutatividad es
el concepto matemático central que produce las relaciones de incerteza entre posición y momento.
Incluso las componentes del momento dejan de conmutar entre ellas en presencia de un campo
magnético. Otros ejemplos son la zona de Brillouin en f́ısica del estado sólido, el toro no conmutativo
que aparece naturalmente en teoŕıa de cuerdas y en teoŕıa M, los duales de grupos no abelianos o
el caso que nos ocupa ahora, los modelos deformados de (super) espacio-tiempo.

Encontrar la geometŕıa correspondiente a una dada estructura algebraica es una tarea usual-
mente dif́ıcil (sino imposible), mientras que el camino inverso es a menudo mucho más fácil. Una
manera constructiva de empezar a estudiar geometŕıas no conmutativas es reformular tanto como
sea posible la geometŕıa de una variedad en términos de un álgebra de funciones definida sobre

2Una Dp-brana es un objeto p-dimensional presente en cualquier teoŕıa de cuerdas que admita cuerdas abiertas.
Todas las cuerdas abiertas poseen sus extremos unidos a una D-brana. Esta D-brana determina si una coordenada
particular de la cuerda obedece condiciones de contorno de Dirichlet o de Neumann: las direcciones paralelas a la
brana son de Neumann, mientras que las direcciones perpendiculares a ésta son de Dirichlet. Dp-branas con p par
aparecen en teoŕıas de cuerdas tipo IIA y con p impar en teoŕıas tipo IIB.
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ésta3, y luego generalizar los resultados correspondientes a la geometŕıa diferencial al caso de un
álgebra de funciones no conmutativa. Aśı, la noción principal que se pierde en esta generalización
es la de punto [55]. (Esto es lo que von Neumann llamaba “geometŕıa sin puntos”.)

3.1.1. Del Conjunto de Puntos al Álgebra de Funciones

La geometŕıa y topoloǵıa ordinarias tienen como objeto de estudio básico a conjuntos de puntos
V con alguna estructura particular. Tales conjuntos reciben el nombre de “espacios”. En muchos
casos, estos conjuntos son completamente caracterizados por el álgebra A de funciones con valores
en R o C definidas sobre ellos. Un ejemplo familiar de esto es el de un espacio vectorial V de
dimensión finita. Las funcionales f → R o C constituyen el espacio vectorial dual V ∗, el cual es
isomorfo a V . Una base en V ∗ viene dada por las funcionales xi, dual a la base de vectores vj de
V : xi(vj) = δi

j . De esta manera, el estudio de la variedad V o del álgebra de funciones sobre la
variedad es completamente equivalente

Lo que ocurre en el ejemplo finito dimensional se extiende a conjuntos infinitos si ellos tienen
una topoloǵıa. De hecho, si V es un espacio compacto, luego el álgebra C0(V ) de funciones continuas
sobre V es una C∗ álgebra conmutativa4. Inversamente, cualquier C∗ álgebra A conmutativa es
isomorfa al álgebra de funciones complejas continuas sobre algún espacio compacto V . Además,
este último puede ser descripto como un conjunto de puntos en geometŕıa ordinaria.

Al reemplazar el álgebra conmutativaA con una no conmutativa, el “espacio” V pueder ser dif́ıcil
de encontrar, incluso imposible. Sin embargo, la existencia de tal espacio puede no ser necesaria si
toda la información relevante para una teoŕıa f́ısica puede ser extráıda de A.

Existen varias maneras de construir geometŕıas no conmutativas. Una de ellas consiste en de-
formar de manera continua el álgebra conmutativa A en una no conmutativa Aϑ. Ejemplos de esto
son los grupos cuánticos y las deformaciones de estructuras de Poisson. En estos casos existe un
parámetro continuo ϑ que controla la no conmutatividad, mientras que el caso conmutativo (el
“ĺımite clásico”) es recobrado para algún valor espećıfico de este parámetro. Por otro lado, hay
álgebras no conmutativas que no poseen un ĺımite conmutativo (o “clásico”), como es el caso de
las matrices cuadradas complejas cuyas entradas son funciones sobre alguna variedad V .

3.1.2. Cuantización por Deformación

El concepto de deformaciones en f ı́sica puede aplicarse a una amplia gama de teoŕıas y en su
forma más ambiciosa expresa que el pasaje de un nivel de teoŕıa f́ısica a otro, más refinado y abarca-
tivo, puede ser entendido (o incluso haber sido predicho) usando lo que los matemáticos llaman
teoŕıa de las deformaciones. Por ejemplo, se puede pasar de la f́ısica newtoniana a la relatividad
especial mediante la deformación del grupo de Galileo al grupo de Poincaré con el parámetro de
deformación c−1, donde c es la velocidad de la luz. Ésta es la filosof́ıa detrás de la cuantización por
deformación, una reformulación del problema de cuantización de un sistema clásico, alternativa a
la cuantización canónica y la integral funcional [56].

3Por ejemplo, los vectores tangentes sobre una variedad V pueden ser vistos como derivaciones sobre las funciones
en V .

4Un álgebra A es un espacio vectorial sobre el cuerpo de los números complejos C con un producto A×A → A,
A×A ∋ (a, b) 7→ ab ∈ A distributivo en adición, mientras que un álgebra A es llamada un ∗ − álgebra si ésta admite
una norma y una involución (o conjugación compleja) antilineal.
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Consideremos primero el álgebra de observables A del problema clásico; si se empieza con un
espacio de fases V (con una cierta estructura de Poisson {, }P) luego A será el álgebra de funciones
(suaves) C(V ). La cuantización por deformación consiste esencialmente en deformar el producto
conmutativo entre funciones usual en un producto asociativo no conmutativo, el producto “estrella”:

f ∗ g = fg + i
ϑ

2
{f, g}P +O(ϑ2) (3.2)

donde ϑ es un parámetro (ϑ → 0 corresponde al ĺımite conmutativo) y {f, g}P es el corchete
de Poisson de las dos funciones del espacio de fases f(q, p), g(q, p). Los términos de mayor or-
den O(ϑ2) quedan determinados al imponer asociatividad del producto. Como es usual, la estruc-
tura de Poisson {, }P puede ser parametrizada por un tensor antisimétrico ωij(x) de manera que
{f, g}P = ωij(x)(∂if)(∂jg) (con ωij(x) satisfaciendo las identidades diferenciales correspondientes
a la identidad de Jacobi del corchete de Poisson). Aśı, esta deformación lleva a una familia de
álgebras Aϑ que se reducen a C(V ) en el ĺımite clásico.

Vemos entonces que en el contexto de cuantización por deformación, la cuantización es entendida
como una deformación de la estructura algebraica de funciones y no como un cambio radical en
la naturaleza de los observables f́ısicos. En este sentido, el producto estrella es introducido con
el fin de implementar dicha deformación en el álgebra de funciones. En [56] se realizó un análisis
de los posibles productos asociativos que pueden ser obtenidos como una serie perturbativa en el
parámetro ϑ. Los resultados obtenidos resultan de gran utilidad desde el punto de vista de las
nuevas ideas de geometŕıa no conmutativa.

En general, dada una variedad V con una estructura de Poisson, hay esencialmente un producto
estrella, módulo equivalencias de gauge que corresponden a redefiniciones lineales (e invertibles) de
las funciones:

f → D(ϑ)f = f + ϑD1(f) + ϑ2D2(f) + ..., (3.3)

donde Di : fun(V )→ fun(V ) son operadores diferenciales [57],[58]. Esto significa que si describi-
mos a nuestro sistema con dos productos estrella ∗1 y ∗2, éstos estarán relacionados a través de un
operador invertible D (del tipo (3.3)) por la fórmula

f ∗2 g = D−1(D(f) ∗1 D(g)) (3.4)

Consideremos ahora una variedad V con una estructura de Poisson {, }P dada por el tensor ωij(x)
y un conjunto de derivadas ∇i tales que ∇ω = 0. Además, supondremos que este conjunto de
derivadas posee torsión y curvatura nulas. Si definimos un producto estrella ∗ generico sobre V
como una serie formal en el parámetro ϑ

f ∗ g =

∞∑

r=0

ϑr ar

r!
ωr(f, g) (3.5)

donde
ωr(f, g) = ωi1j1... ωirjr∇i1 ...∇irf ∇j1 ...∇jrg (3.6)

se puede mostrar que imponer orden a orden que el producto sea asociativo, i.e.

(f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h), (3.7)
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restringe los coeficientes a ser ar = 1 ∀r. De esta manera, bajo las anteriores suposiciones para V ,
∇ y ω, el único producto estrella que es asociativo tiene la forma

(f ∗ g)(x) = eϑωij∇i∇′
jf(x)g(x′)|x=x′ (3.8)

Esta forma particular del producto estrella se conoce como producto Moyal, ya que fue Moyal [59]
el primero que encontró y estudió este producto, en el contexto de la formulación de Weyl de la
mecánica cuántica5.

Una vez que el producto estrella es conocido, las relaciones de conmutación entre las coordenadas
pueden ser determinadas de considerar el caso especial de dos coordenadas cumpliendo el papel de
funciones f y g. Aśı, por ejemplo, en el caso del espacio de fases cuántico el producto Moyal toma
la forma

f(q, p) ∗ g(q, p) = f(q, p) exp i
~

2
(

←−
∂

∂q

−→
∂

∂p
−
←−
∂

∂p

−→
∂

∂q
)g(q, p) (3.13)

Utilizando este producto en el caso especial f = q, g = p, obtenemos el álgebra de las coordenadas
canónicas

q ∗ p− p ∗ q = [q, p]∗ = i~ (3.14)

Luego, las relaciones de conmutación cuánticas son reobtenidas en este formalismo como conmuta-
dores ∗.

5En 1927, Weyl dio a conocer su regla de cuantización [60]. Si empezamos con un observable f(q, p), donde f
es alguna función sobre el espacio de fases (plano) R

2l, podemos asociar a ésta un operador (el correspondiente
observable cuántico) f̂ en el espacio de Hilbert L2(Rl) mediante la siguiente receta general:

f 7→ f̂w =
1

(2π~)l

Z

R2l

dlξdlηf̃(ξ, η) exp(i(P̂ ξ + Q̂η)/~)w(ξ, η) (3.9)

donde f̃ es la transformada de Fourier de f , P̂i y Q̂i son operadores que satisfacen las relaciones de conmutación
canónica [P̂i, Q̂j ] = i~δij (i, j = 1, ..., l) y w es una función peso. Lo que ahora se conoce como orden normal
corresponde a w(ξ, η) = exp(− 1

4
(ξ2 ± η2)), el orden estándar a w(ξ, η) = exp(− i

2
ξη) y el orden de Weyl (o simétrico)

a w = 1. Poco después, Wigner [61] encontró una fórmula inversa S que mapea un operador en lo que los matemáticos
llaman su śımbolo a través de un tipo de fórmula de traza. Por ejemplo, para w = 1 el mapa S : f̂ 7→ S[f̂ ] es tal que

f̃(ξ, η) =
g
S[f̂ ] =

1

(2π~)l

Z
Trf̂(P̂ , Q̂) exp(−i(P̂ ξ + Q̂η)/~) (3.10)

y el śımbolo correspondiente en espacio de posición resulta

f(p, q) = S[f̂ ] =
1

(2π~)2l

Z

R2l

dlξdlη

Z
Trf̂(P̂ , Q̂) exp(i((p − P̂ )ξ + (q − Q̂)η)/~) (3.11)

Quince años después del trabajo de Wigner, Blackett y su estudiante Moyal investigaron cuál pod́ıa ser la inter-
pretación f́ısica de la función clásica f = S[f̂ ], śımbolo del operador cuántico f̂ . Buscando una expresión expĺıcita
para el śımbolo de un producto de operadores cuánticos, Moyal demostr que en el caso de operadores con orden de
Weyl (w=1), el producto de śımbolos viene dado precisamente por el producto estrella Moyal (3.8). De esta manera,

f̂ ĝ = S−1[S[f̂ ] ∗ S[ĝ]], (3.12)

lo que puede ser fácilmente verificado usando las definiciones (3.9),(3.11).
Por supuesto, ordenamientos diferentes al de Weyl darán otras reglas de cuantización. De hecho, las distintas reglas

de cuantización corresponden a productos estrella conectados por transformaciones de gauge (3.3).
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3.2. Superespacio Deformado N = 1
2

3.2.1. Superespacio

Nos ocuparemos ahora de estudiar las consecuencias de deformar el superespacio N = 1. Como
vimos en el caṕıtulo anterior, el superespacio N = 1 está parametrizado por las supercoordenadas
(xµ, θα, θ̄θ̇), que satisfacen las reglas de (anti)conmutación

[xµ, xν ] = [xµ, θα] = [xµ, θ̄α̇] = 0

{θα, θβ} = {θ̄α̇, θ̄β̇} = {θα, θ̄β̇} = 0 (3.15)

En este caṕıtulo nos interesará analizar una deformación mı́nima de este superespacio, en la cual
las coordenadas fermiónicas θα satisfagan las reglas de anticonmutación no triviales

{θα, θβ} = Cαβ (3.16)

con Cαβ una matriz simétrica constante, a la vez que intentaremos mantener las relaciones de
(anti)conmutación de las otras supercoordenadas tan simples como sea posible [11].

Como vimos en la sección anterior, una manera de implementar la deformación (3.16) consiste
en deformar el álgebra de los supercampos a través de un producto estrella. Es fácil ver que el
producto Moyal que reproduce (3.16) es6

f(θ) ∗ g(θ) = f(θ) exp

(
−C

αβ

2

←−
∂

∂θα

−→
∂

∂θβ

)
g(θ)

= f(θ)

(
1− Cαβ

2

←−
∂

∂θα

−→
∂

∂θβ
− detC

←−
∂

∂θθ

−→
∂

∂θθ

)
g(θ) (3.17)

con

−→
∂

∂θα
θβ ≡ ∂

∂θα
θβ = δβ

α

θα

←−
∂

∂θβ
≡ −δβ

α

∂

∂θθ
≡ 1

4
ǫαβ ∂

∂θα

∂

∂θβ
(3.18)

Veamos qué ocurre ahora con el resto de las coordenadas. Es claro que si f o g dependen de
variables adicionales que tienen relaciones de conmutación no triviales, la expresión (3.17) debe ser
apropiadamente modificada. Consideremos primero la posibilidad más simple para θ̄α̇, en la que
satisface las relaciones de conmutación estándar

{θ̄α̇, θ̄β̇} = {θ̄α̇, θβ} = {θ̄α̇, xµ} = 0 (3.19)

6A pesar de que las coordenadas θα ya no son variables Grassmann, seguiremos considerando las mismas reglas que
teńıamos en el caso no deformado para la diferenciación e integración de las coordenadas fermiónicas del superespacio
θ y θ̄. Esto es, aún para superespacios no(anti)conmutativos siguen siendo válidas las definiciones y propiedades dadas
en el caṕıtulo anterior por las ecs.(2.48)-(2.53).
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Esto significa que θ̄ no es el complejo conjugado de θ, lo cual solo es posible en espacio eucĺıdeo R
4 (o,

como veremos en el próximo caṕıtulo, en espacio R
2,2). En lo que resta de este caṕıtulo trabajaremos

en el espacio eucĺıdeo, pero continuaremos utilizando la notación de signatura lorentziana.

En lo que respecta a las relaciones de conmutación de x, la posibilidad más simple seŕıa [xµ, xν ] =
[xµ, θα] = 0. Sin embargo, estas relaciones hacen dif́ıcil definir supercampos quirales y antiquirales
debido a que las superderivadas covariantes D, D̄ ordinarias dejan de actuar como derivaciones
(ver debajo). Esto no ocurre si, en cambio, complementamos (3.16) y (3.19) con

[yµ, yν ] = [yµ, θα] = [yµ, θ̄α̇] = 0, (3.20)

donde yµ = xµ+iθασµ
αα̇θ̄

α̇ son las coordenadas quirales. Esto significa que las coordenadas espaciales
x satisfacen

[xµ, θα] = iCαβσµ

ββ̇
θ̄β̇

[xµ, xν ] = θ̄θ̄Cµν (3.21)

donde Cµν = Cαβεβγ(σµν) γ
α .

Cuando las funciones sobre el superespacio deformado son expresadas en términos de y, θ, θ̄,
podemos usar el producto Moyal (3.17), donde las derivadas con respecto a θ deben ser tomadas a
y y θ̄ fijos.

Podemos ahora definir las derivadas covariantes. Ya que las derivadas con respecto a θ y θ̄ son
a y fijo (en vez de x fijo), podemos usar las expresiones ordinarias:

Dα =
∂

∂θα
+ 2iσµ

αα̇θ̄
α̇ ∂

∂yµ
, D̄α̇ = − ∂

∂θ̄α̇
(3.22)

Claramente, satisfacen

{Dα,Dβ} = 0

{D̄α̇, D̄β̇} = 0

{D̄α̇,Dα} = −2iσµ
αα̇

∂

∂yµ
(3.23)

como en el espacio (anti)conmutativo ordinario (con C = 0).7

Por su parte, las supercargas de la teoŕıa conmutativa en coordenadas quirales toman la forma

Qα =
∂

∂θα
, Q̄α̇ = − ∂

∂θ̄α̇
+ 2iθασµ

αα̇

∂

∂yµ
, (3.24)

7Con { , } debe entenderse que los productos al evaluar el anticonmutador se realizan utilizando el producto
Moyal.
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y cumplen

{Dα, Qβ} = {D̄α̇, Qβ} = {Dα, Q̄β̇} = {D̄α̇, Q̄β̇} = 0

{Qα, Qβ} = 0

{Q̄α̇, Qα} = 2iσµ
αα̇

∂

∂yµ

{Q̄α̇, Q̄β̇} = −4Cαβσµ
αα̇σ

ν
ββ̇

∂2

∂yµ∂yν
(3.25)

Todos los anticonmutadores en (3.25), salvo el último, coinciden con aquellos del caso conmu-
tativo. Ya que en estas coordenadas ∂α = Qα, el producto ∗ (3.17) queda expresado en términos
de las supercargas Q. En base a los anticonmutadores (3.25) vemos que el producto ∗ es invariante
ante Q y por ello esperamos que Q siga siendo una simetŕıa del espacio. Sin embargo, ya que Q̄
depende explicitamente de θ, es claro que el producto ∗ no es invariante ante Q̄. De manera que Q̄
ya no será un generador asociado a una simetŕıa.8 Dado que la mitad de la supersimetŕıa N = 1
está rota, nos referirenos a la supersimetŕıa Q no rota como N = 1

2

Pueden buscarse generalizaciones para este superespacio deformado. Algunas condiciones ra-
zonables a imponer sobre estas generalizaciones son que D y D̄, dadas por la ec.(3.22), actúen
como derivaciones sobre funciones del superespacio y que ellas continúen satisfaciendo (3.23). Es
claro que estas condiciones prohiben una deformación de los conmutadores de θ̄ (3.19), debido a
que θ̄ aparece expĺıcitamente en D. Sin embargo, todav́ıa existe la posibilidad de deformar (3.20) a

[yµ, yν ] = iΘµν , [yµ, θα] = Ψµα, (3.26)

con Θµν y Ψµα números complejos conmutantes y anticonmutantes independientes de y, θ y θ̄.
Θµν tiene el efecto de la no conmutatividad estándar [62]. Aqúı nos limitaremos a la deformación
más simple del superespacio y tomaremos a Θµν y Ψµα nulos. Sin embrago, en el próximo caṕıtulo
śı estudiaremos en detalle otra posible generalización que consiste en deformaciones del tipo (3.16),
pero con el parámetro Cαβ dependiente de las coordenadas espaciales (i.e. C = C(y))

3.2.2. Supercampos Quiral y Vectorial

El supercampo quiral, que satisface D̄α̇ ∗ Φ = 0, puede expresarse en términos de los campos
componentes como

Φ(y, θ) = φ(y) +
√

2θψ(y) + θθF (y) (3.27)

En cuanto al campo antiquiral, éste cumple Dα ∗ Φ̄ = 0, por lo que es solo función de (ȳ, θ̄). Ya
que

[ȳµ, ȳν ] = −4θ̄θ̄Cµν , (3.28)

8Podŕıamos agregar a Q̄α̇ términos de la forma Cαβσµ
αα̇σν

ββ̇

∂2

∂yµ∂yν y Cαβσµ
αα̇

∂2

∂yµ∂θβ para remover el último término

en (3.25). El problema con tales modificaciones de Q̄ es que ellas incluyen derivadas segundas y luego no actúan sobre
productos de campos como derivaciones (o sea, dejan de satisfacer la regla de Leibniz).
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el campo antiquiral Φ̄(ȳ, θ̄) debe ser ordenado. Una elección natural es expresarlo en términos de
(y, θ) y ordenar Weyl las θ’s

Φ̄(y − 2θσθ̄, θ̄) = φ̄(y − 2θσθ̄, θ̄) +
√

2θ̄ψ̄(y − 2θσθ̄, θ̄) + θ̄θ̄F̄ (y − 2θσθ̄, θ̄)

= φ̄(y) +
√

2θ̄ψ̄(y)− 2θσµθ̄∂µφ̄(y)

+ θ̄θ̄
(
F̄ (y) +

√
2θσµ∂µψ̄(y) + θθ∂µ∂µφ̄

)
(3.29)

Debido que D y D̄ actuan como derivadas ante el producto ∗, los supercampos quirales y
antiquirales forman subálgebras bajo el producto ∗.

El paso siguiente es introducir el supercampo vectorial V para describir campos de gauge. En el
caso del superespacio eucĺıdeo N = 1 4-dimensional ninguna condición de realidad análoga al caso
minkowskiano puede imponerse sobre los supercampos (ya que θ y θ̄ dejan de estar relacionadas
por conjugación compleja). Luego, definiremos al supercampo vectorial V , que contiene al campo
de gauge, simplemente como aquel que ante una tranformación de supergauge cambia como

exp(−2gV )→ exp(−2gV ′) = exp(igΛ̄) ∗ exp(−2gV ) ∗ exp(−igΛ), (3.30)

donde Λ y Λ̄ son matrices (en el álgebra de Lie del grupo) de supercampos quirales y antiquirales,
respectivamente. En todas las expresiones anteriores las exponenciales son definidas a través de su
expansión en producto ∗,

exp(iΩ) ≡ 1 + iΩ +
i2

2
Ω ∗ Ω + . . . . (3.31)

Utilizando la libertad de gauge podemos expresar V en el gauge de W-Z

V (y, θ.θ̄) = iθσµθ̄Aµ(y)− iθ̄θ̄θα

(
λα(y) +

i

2
g εαβC

βγσµ
γγ̇{λ̄γ̇(y), Aµ(y)}

)

+iθθθ̄λ̄(y) +
1

2
θθθ̄θ̄(D(y)− i∂µA

µ(y)) (3.32)

La parte C-deformada en V se introduce para que las componentes de los campos transformen
canónicamente ante una tranformación de gauge. Nótese además que el término C-deformado in-
corpora un anticonmutador, lo que vuelve necesario trabajar con grupos de gauge cuya álgebra de
generadores también cierre ante anticonmutación (e.g. U(N)).

Debido a la no conmutatividad, las potencias de V se ven deformadas respecto de su expresión
estándar

V 2 ≡ V ∗ V = −1

2
θ̄θ̄

[
θθAµA

µ − CµνAµAν − θαC
αβσµ

ββ̇
[Aµ, λ̄

β̇] +
1

4
|C|2λ̄λ̄

]

V 3 = 0 (3.33)

donde |C|2 = CµνCµν .
La transformación de gauge infinitesimal que preserva el gauge de W-Z (3.32) viene dada por

Λ(y, θ) = ϕ(y)

Λ̄(ȳ, θ̄) = ϕ(ȳ) + igθ̄θ̄Cµν{∂µϕ,Aν}
= ϕ(y) − 2θσµθ̄∂µϕ̄(y) + θθθ̄θ̄∂µ∂µϕ̄+ igθ̄θ̄Cµν{∂µϕ,Aν} (3.34)
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Ante estas transformaciones los campos componentes transforman de la manera estándar (2.90).

Usamos las expresiones ordinarias para los supercampos de curvatura quirales y antiquirales

Wα =
1

8g
D̄ ∗ D̄ ∗ exp(2gV ) ∗Dα ∗ exp(−2gV ) (3.35)

W̄α̇ = − 1

8g
D ∗D ∗ exp(−2gV ) ∗ D̄α̇ ∗ exp(2gV ) (3.36)

pero con producto ∗. Como en el caso C = 0, ellos transforman covariantemente ante (3.30)

Wα → W ′α = exp(igΛ) ∗Wα ∗ exp(−igΛ)

W̄α̇ → W̄ ′α̇ = exp(−iΛ̄) ∗ W̄α̇ ∗ exp(−igΛ̄). (3.37)

En el gauge de Wess-Zumino el desarrollo en serie de Wα y W̄α̇ resulta

Wα = Wα(C = 0)− 2g εαγC
γβθβλ̄λ̄(y) (3.38)

W̄α̇ = W̄α̇(C = 0)

−θ̄θ̄
[
g Cµν{Fµν , λ̄α̇}+ 2g Cµν{Aν ,Dµλ̄α̇ +

i

2
g [Aµ, λ̄α̇]}+

i

4
g2 |C|2{λ̄λ̄, λ̄α̇}

]
(3.39)

donde

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ − ig[Aµ, Aν ]

Dµλα = ∂µλα − ig[Aµ, λα]

y Wα(C = 0), W̄α̇(C = 0) vienen dados por las ecs. (2.81) y (2.82).

Consideraremos ahora una teoŕıa con un supercampo quiral Φ en la representación fundamental
y un supercampo antiquiral Φ̄ en la antifundamental, cuyos desarrollos en serie de potencias vienen
dados por

Φ(y, θ) = φ(y) +
√

2θψ(y) + θθF (y) (3.40)

Φ̄(ȳ, θ̄) = φ̄(ȳ) +
√

2 θ̄ψ̄(ȳ) + θ̄θ̄
(
F̄ (ȳ)− 2ig Cµν∂µ(φ̄Aν)(ȳ)− g2 Cµν φ̄AµAν(ȳ)

)
. (3.41)

Bajo una transformación de gauge Φ y Φ̄ transforman como

Φ→ Φ′ = exp(igΛ) ∗Φ, Φ̄→ Φ̄′ = Φ̄ ∗ exp(−igΛ̄). (3.42)

Nuevamente el término dependiente de C agregado en la definición de Φ̄ (3.41) hace que los campos
componentes transformen de la manera estándar (2.92) [63].

El lagrangiano invariante de gauge se define como

L =

∫
d2θd2θ̄ Φ̄ ∗ exp(−2gV ) ∗ Φ +

tr

2

(∫
d2θ Wα ∗Wα +

∫
d2θ̄ W̄α̇ ∗ W̄ α̇

)
. (3.43)

Los términos F en campos componentes resultan
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tr Wα ∗Wα |θθ = tr WαWα(C = 0) |θθ −2igCµνtrFµν λ̄λ̄+ g2|C|2tr(λ̄λ̄)2 (3.44)

tr W̄α̇ ∗ W̄ α̇ |θ̄θ̄ = tr W̄α̇W̄
α̇(C = 0) |θ̄θ̄ −2igCµνtrFµν λ̄λ̄+ g2|C|2tr(λ̄λ̄)2

+ derivada total (3.45)

donde tr WαWα(C = 0) |θθ y tr W̄α̇W̄
α̇(C = 0) |θ̄θ̄ son los términos dados por las ecs. (2.95) y

(2.96), respectivamente.
Por su parte, el desarrollo del término que contiene los campos de materia es

Φ̄ ∗ exp(−2gV ) ∗ Φ |θθθ̄θ̄ = Φ̄ exp(−2gV )Φ(C = 0) |θθθ̄θ̄ +ig Cµν φ̄FµνF −
1

4
g2 |C|2φ̄λ̄λ̄F

−i
√

2 g Cαβσµ
αα̇Dµφλ̄

α̇ψβ, (3.46)

donde

Dµφ = ∂µφ̄+ igφ̄Aµ (3.47)

y Φ̄ exp(−2gV )Φ(C = 0) es dado por la ec. (2.97).

3.3. Superespacio NAC a partir de la Teoŕıa de Cuerdas

En esta sección encararemos el problema de encontrar un “background” de supercuerdas adecua-
do que, en presencia de D3-branas, induzca una deformación no(anti)conmutativa de las variables
fermiónicas del espacio target (del tipo (3.16)) sobre el volumen de mundo de las branas. Dado que
dicho espacio target debe ser un superespacio, es necesario considerar una versión manifiestamente
supersimétrica de teoŕıa de cuerdas. Un ejemplo de este tipo de formulación es la supercuerda de
Green-Schwarz [5]. Desafortunadamente, a pesar de que la acción de Green-Schwarz es manifies-
tamente supersimétrica, la teoŕıa es altamente no lineal, lo que vuelve imposible llevar a cabo su
cuantización en una manera covariante de Lorentz.

Recientemente, Berkovits [6],[7] propuso un nuevo formalismo para la acción de supercuerdas, el
cual es manifiestamente supersimétrico en el espacio target y es cuadrático en espacio plano. Cuando
el espacio target es el producto entre un espacio plano 4-dimensional y una variedad compacta
6-dimensional de tipo Calabi-Yau, el formalismo lleva a una teoŕıa particularmente simple y es
conocido como formalismo h́ıbrido.

3.3.1. Formalismo Hı́brido de Supercuerdas en un Campo de Fondo de Gravi-
fotón

La teoŕıa de supercuerdas tipo II definida sobre R
4×CY6, en el formalismo h́ıbrido de Berkovits

viene descripta por la acción

S =
1

α′

∫
d2z

(
1

2
∂̃xµ∂xµ + pα∂̃θ

α + p̄α̇∂̃θ̄
α̇ + p̃α∂θ̃

α + ˜̄pα̇∂
˜̄θα̇

− α′

2
∂̃ρ∂ρ+

α′

2
∂̃ρ̄∂ρ̄

)
+ SC (3.48)
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donde SC es la acción para la teoŕıa superconforme dependiente de la compactificación.9 Esta
acción, que ya está expresada en el gauge superconforme, tiene supersimetŕıa N = 2. La parte
4-dimensional de la acción posee un sector bosónico compuesto por las variables espaciales, xµ

(µ = 0, ..., 3), un bosón left-moving ρ (con el signo “incorrecto” en su enerǵıa cinética) y un bosón
right-moving ρ̃. En el sector fermiónico, la parte left-moving está formada por las coordenadas
fermiónicas θα y θ̄α̇ (α, α̇ = 1, 2) y sus momentos canónicos conjugados, pα y p̄α̇, mientras que la

parte right-moving la forman θ̃α y ˜̄θα̇ y sus momentos, p̃α y ˜̄pα̇. Ya que el formalismo de Berkovits es
de primer orden para las variables fermiónicas, sus momentos conjugados p’s deben ser considerados
como campos independientes. Estos son la versión en la hoja de mundo de − ∂

∂θ |x, etc.; donde estas
derivadas son tomadas a x fijo debido a que x aparece como otro campo independiente en (3.48).
En adelante nos interesará solo los campos de la acción asociados al superespacio target, por lo que
ignoraremos los campos ρ y el sector de Calabi-Yau.

Es conveniente realizar el cambio de variables

yµ = xµ + iθασµ
αα̇θ̄

α̇ + iθ̃ασµ
αα̇

˜̄θα̇

d̄α̇ = p̄α̇ − iθασµ
αα̇∂xµ − θθ ∂θ̄α̇ +

1

2
θ̄α̇∂(θθ)

qα = −pα − iσµ
αα̇θ̄

α̇∂xµ +
1

2
θ̄θ̄ ∂θα −

3

2
∂(θαθ̄θ̄)

˜̄dα̇ = ˜̄pα̇ − iθ̃ασµ
αα̇∂̃xµ − θ̃θ̃ ∂̃ ˜̄θα̇ +

1

2
˜̄θα̇∂̃(θ̃θ̃)

q̃α = −p̃α − iσµ
αα̇

˜̄θα̇∂̃xµ +
1

2
˜̄θ ˜̄θ ∂̃θ̃α −

3

2
∂̃(θ̃α

˜̄θ ˜̄θ) (3.49)

en término de las cuales el lagrangiano toma la forma

L =
1

α′

(
1

2
∂̃yµ∂yµ − qα∂̃θα + d̄α̇∂̃θ̄

α̇ − q̃α∂θ̃α + ˜̄dα̇∂
˜̄θα̇ + derivadas totales

)
(3.50)

Podemos ver que las nuevas variables en (3.49) son la versión en la hoja de mundo de D̄α̇ = − ∂
∂θ̄α̇ |y,

Qα = − ∂
∂θα |y, etc; donde ahora las derivadas son tomadas a y fijo ya que son éstas las coordenadas

que aparecen en (3.50) como campos independientes.
En el formalismo h́ıbrido, el operador de vértice para un campo de gravifotón autodual constante

es

V =

∫
d2z qαq̃βF

αβ (3.51)

Notar que la condición de autodualidad

Fαβ 6= 0 F α̇β̇ = 0 (3.52)

solo es posible en signatura eucĺıdea (o en signatura 2 + 2). Vemos aśı que la condición de auto-
dualidad es el equivalente desde el lado de teoŕıa de cuerdas a poder tener {θ, θ} 6= 0 manteniendo

9Utilizamos la barra para denotar la quiralidad espacio-temporal, mientras que el tilde denota la quiralidad en la
hoja de mundo. Además, parametrizamos la hoja de mundo de signatura eucĺıdea con coordenadas z, z̃ y escribimos
∂ = ∂/∂z y ∂̃ = ∂/∂z̃
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{θ̄, θ̄} nulo. La utilidad de requerir que el campo de gravifotón sea autodual radica en que (3.52)
(junto con la métrica de R

4×CY6) es una solución exacta de las ecuaciones de movimiento completas
de teoŕıa de cuerdas. Esto puede verse del hecho de que un tensor autodual no contribuye al tensor
de enerǵıa momento, por lo que no es una fuente en las ecuaciones de movimiento del campo
gravitatorio; a la vez que, debido a que el término cinético del gravifotón no depende del dilatón,
el campo Fαβ tampoco lleva a una fuente en las ecuaciones del dilatón.10

De esta manera, el lagrangiano que describe el acoplamiento de las cuerdas a un campo de fondo
de gravifotón autodual es

L =
1

α′

(
1

2
∂̃yµ∂yµ − qα∂̃θα + d̄α̇∂̃θ̄

α̇ − q̃α∂θ̃α + ˜̄dα̇∂
˜̄θα̇ + α′qαq̃βF

αβ

)
. (3.53)

Ya que el lagrangiano (3.53) es cuadrático en q, q̃, puede calcularse fácilmente la integral (funcional)
en dichas variables. De hecho, si definimos la función de partición como

Z[θ, θ̃;F ]≡
∫
Dq̃Dq exp

(
− 1

α′

∫
d2z

(
−qα∂̃θα − q̃α∂θ̃α + α′qαq̃βF

αβ
))

, (3.54)

es claro que Z es igual a

Z[θ, θ̃;F ] = exp

(
−
∫
d2z

1

α′2
F−1

αβ ∂θ̃
α∂̃θβ

)
(3.55)

Utilizando esta relación, podemos escribir un lagrangiano efectivo

Leff =
1

α′

(
1

2
∂̃yµ∂yµ + d̄α̇∂̃θ̄

α̇ + ˜̄dα̇∂
˜̄θα̇ +

1

α′
F−1

αβ ∂θ̃
α∂̃θβ

)
(3.56)

3.3.2. D-branas y Condiciones de Contorno

Consideremos ahora que la hoja de mundo de la cuerda (abierta) termina sobre una D3-brana,
cuyo volumen de mundo llena el espacio plano 4-dimensional. Las condiciones de contorno apro-
piadas para cuerdas abiertas se obtienen de imponer la cancelación de los términos de borde que
aparecen al variar la acción. Si trabajamos a nivel arbol, el disco puede ser mapeado al semiplano
superior, de manera que las condiciones de contorno deben imponerse en z = z̃

Del lagrangiano (3.53) resultan las condiciones
∫

z=z̃
(dz δyµ ∂yµ − dz̃ δyµ ∂̃yµ) = 0

∫

z=z̃
(dz qαδθ

α − dz̃ q̃αδθ̃α) = 0, (3.57)

que llevan a las condiciones de contorno de Neumann

(∂ − ∂̃)yµ |z=z̃ = 0

(qα − q̃α) |z=z̃ = 0

(θα − θ̃α) |z=z̃ = 0. (3.58)

10Por el contrario, si ambos tensores autodual y antiautodual son no nulos, hay una “backreaction” que deforma
la métrica del espacio-tiempo a ser la de AdS2 × S2 eucĺıdeo.
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Por su parte, el lagrangiano (3.53) también implica las ecuaciones de movimiento

∂̃θα − α′Fαβ q̃β = 0

∂θ̃α + α′Fαβqβ = 0. (3.59)

Por lo tanto, consistencia entre (3.58) y (3.59) requiere que

(∂̃θα + ∂θ̃α) |z=z̄= 0. (3.60)

3.3.3. Propagadores y Relaciones de Anticonmutación

Para obtener las relaciones de anticonmutación de las coordenadas fermiónicas necesitamos
primero calcular los siguientes propagadores

Gαβ
1 (z, z̃|w, w̃) ≡ 〈θα(z, z̃)θβ(w, w̃)〉

Gαβ
2 (z, z̃|w, w̃) ≡ 〈θα(z, z̃)θ̃β(w, w̃)〉

Gαβ
3 (z, z̃|w, w̃) ≡ 〈θ̃α(z, z̃)θ̃β(w, w̃)〉 (3.61)

los cuales, de acuerdo al lagrangiano (3.56), deben satisfacer las siguiente ecuación diferencial

∂z ∂̃z̃G
αβ
i (z, z̃|w, w̃) = −α′2Fαβ δ2(z − w) δ2i (3.62)

Las condiciones (3.58) y (3.60) en w = w̃ implican las siguientes condiciones entre los propagadores
Gi

Gαβ
1 (z, z̃|w, w̃) = Gαβ

2 (z, z̃|w, w̃) (3.63)

Gαβ
2 (w, w̃|z, z̃) = Gαβ

3 (w, w̃|z, z̃) (3.64)

∂̃w̃G
αβ
1 (z, z̃|w, w̃) = −∂wG

αβ
2 (z, z̃|w, w̃) (3.65)

∂̃w̃G
αβ
2 (w, w̃|z, z̃) = −∂wG

αβ
3 (w, w̃|z, z̃) (3.66)

A su vez, el carácter Grassmann de θ y las relaciones de conjugación compleja entre las coordenadas
fermiónicas θ y θ̃ imponen los v́ınculos

Gαβ
1 (z, z̃|w, w̃) = −Gβα

1 (w, w̃|z, z̃) (3.67)

Gαβ
3 (z, z̃|w, w̃) = −Gβα

3 (w, w̃|z, z̃) (3.68)

(Gαβ
1 (z, z̃|w, w̃))∗ = Gβα

3 (w, w̃|z, z̃) (3.69)

(Gαβ
2 (z, z̃|w, w̃))∗ = Gβα

2 (w, w̃|z, z̃) (3.70)

Ya que las condiciones de contorno (3.58) y (3.60) son preservadas bajo conjugación compleja, solo
necesitamos encontrar G1 y G2, ya que G3 puede ser obtenido como el complejo conjugado de G1

(ver ec.(3.69)). Se puede verificar que los propagadores que satisfacen las condiciones de contorno
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(3.58) y (3.60) son

Gαβ
1 (z, z̃|w, w̃) = −α

′2

2π
Fαβ(z,w) ln

z̃ − w
z − w̃

Gαβ
2 (z, z̃|w, w̃) = −α

′2

2π
Fαβ(z, w̃) ln

|z − w|2
(z − w̃)2

Gαβ
3 (z, z̃|w, w̃) = −α

′2

2π
Fαβ(z̃, w̃) ln

z̃ − w
z − w̃ (3.71)

Tomando z y w tal que estén sobre el contorno z = z̃ = τ, w = w̃ = τ ′ se obtiene

〈θα(τ)θβ(τ ′)〉 =
i

2
α′2Fαβ sgn(τ − τ ′) (3.72)

lo que resulta en el siguiente anticonmutador para θ

{θα, θβ} = ĺım
ǫ→0

(
θα(τ + ǫ)θβ(τ) + θβ(τ)θα(τ − ǫ)

)
(3.73)

= iα′2Fαβ (3.74)

Ya que las coordenadas y y θ̄ no son afectadas por el acoplamiento al gravifotón, ellas permanecen
(anti)conmutantes.

Encontramos aśı que la deformación del superespacio estudiada en la sección 3.2 aparece natu-
ralmente sobre el volumen de mundo de una D3-brana cuando un campo de fondo de gravifotón
autodual está presente. Además, vemos que el parámetro de la deformación es directamente pro-
porcional al gravifotón, i.e. Cαβ = α′2Fαβ. Por lo tanto, ya que el campo de gravifotón considerado
es constante, la consecuente deformación del superespacio también lo es. Veremos en el próximo
caṕıtulo que deformaciones más generales del superespacio (producto de considerar campos de
gravifotón no constantes) también pueden originarse en teoŕıas de cuerdas.
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Caṕıtulo 4

Superespacio No(Anti)Conmutativo II

Deformación Dependiente de la Posición

Este caṕıtulo estará dedicado a estudiar la posibilidad de extender las deformaciones
no(anti)conmutativas descriptas en el caṕıtulo anterior al caso de deformaciones depen-
dientes de la posición. Los resultados presentados serán los primeros aportes originales de
esta tesis. La primera mitad del caṕıtulo estará dedicada a estudiar el problema dentro del
contexto de teoŕıas de campos. Comenzaremos definiendo el álgebra de Clifford para las
coordenadas fermiónicas quirales de manera tal que el parámetro de la deformación Cαβ

dependa de las coordenadas quirales yµ. Mostraremos que la supersimetŕıa quiral N = 1/2
aún puede ser definida, y que los supercampos quiral y antiquiral son todav́ıa cerrados ante
el producto Moyal asociativo que implementa la deformación. Una teoŕıa de super Yang-
Mills N = 1/2 deformada podrá ser construida consistentemente si y solo si Cαβ satisface
cierta ecuación diferencial. En la segunda mitad del caṕıtulo analizaremos el problema desde
el lado de teoŕıa de cuerdas. Comenzando con el modelo de supercuerdas tipo II definida
sobre R2,2×CY6 en un campo de fondo de gravifotón lineal, seremos capaces de derivar las
relaciones de (anti)conmutación para las coordenadas del superespacio postuladas al prin-
cipio del caṕıtulo. Además, encontraremos una relación de proporcionalidad entre el tensor
de campo de gravifotón y el parámetro de la deformación. De esta manera, la ecuación dife-
rencial para el parámetro Cαβ anteriormente mencionada podrá ser conectada a la ecuación
de movimiento del gravifotón.

En el caṕıtulo anterior mostramos que si se considera una teoŕıa de supercuerdas tipo II con
supersimetŕıa N = 2 en R

4 en presencia de una gravifotón autodual constante, el álgebra efectiva de
las coordenadas fermiónicas θα resulta deformada a {θα, θβ} = Cαβ, con la matriz de la deformación
Cαβ y el tensor de campo de gravifotón Fαβ relacionados por Cαβ = α′2Fαβ.

Poco después del trabajo de Seiberg [11], Gorsky y Shifman [64] encontraron que la existencia de
las teoŕıas de super Yang-Mills C-deformadas N = 1

2 está relacionada con la degeneración espectral
de la teoŕıas de super Yang-Mills N = 1 convencional. Más aún, según este último trabajo, las
anterior degeneración espectral sugiere que la supersimetŕıa N = 1

2 debeŕıa permanecer válida
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incluso cuando el parámetro Cαβ depende de las coordenadas.

En este caṕıtulo se estudia la posibilidad de obtener deformaciones NAC del superespacio de-
pendientes de la posición, primero desde el punto de vista de teoŕıas de campo y luego desde la
teoŕıa de cuerdas. Los resultados obtenidos representan las primeras contribuciones originales de
esta tesis. Más en detalle, en lo que se refiere a teoŕıas de campos NAC, consideramos la deforma-
ción del álgebra de las coordenadas fermiónicas θα con Cαβ dependiendo de la variable quiral y,
esto es,

{θα, θβ} = Cαβ(y), (4.1)

con Cαβ(y) una matriz simétrica cuyas entradas son funciones arbitrarias de yµ. De manera análoga
a lo que ocurre con Cαβ constante, se encuentra que la subálgebra generada por Qα es preserva-
da, de manera que es posible definir una supersimetŕıa quiral N = 1

2 . También se muestra que
los supercampos quirales y antiquirales todav́ıa son cerrados ante el producto asociativo Moyal
que implementa la deformación. El caso de los supercampos antiquirales debe ser manejado con
cuidado debido a que la derivada covariante quiral Dα viola la regla de Leibnitz. De hecho, como
consecuencia de esto último resulta que los supercampos de curvatura quiral y antiquiral dejan
de transformar covariantemente ante transformaciones de supergauge generales. Sin embargo, se
muestra que todav́ıa es posible definir consistentemente una teoŕıa de super Yang-Mills deformada
si se adopta desde el principio el gauge de Wess-Zumino y se restringen las transformaciones de
supergauge apropiadamente. También se observa que el requerimiento de invarianza de gauge de la
teoŕıa deformada impone una llamativa condición sobre el parámetro de la deformación, la cual es

∂µC
µν = 0. (4.2)

Una vez encontradas las condiciones necesarias para poder construir una teoŕıa de gauge con-
sistente sobre este superespacio deformado, la siguiente cuestión a resolver es saber si este tipo
de deformaciones dependientes de las coordenadas puede tener su origen en teoŕıas de cuerdas.
Evidentemente, será necesario considerar a la teoŕıa de cuerdas inmersa en campos de fondo de
gravifotón más generales que los considerados por Seiberg en [11]. Como se muestra al final del
caṕıtulo, relaciones de anticonmutación del tipo (4.1) aparecen sobre el volumen de mundo de D3-
branas en modelos de supercuerdas tipo IIB definida sobre R

2,2 en presencia de una determinada
familia de campos de fondo de gravifotón autoduales Fαβ(y). Más aún, la relación existente entre el
tensor de campo de gravifotón Fαβ(y) y el parametro de la deformación Cαβ(y) permite entender el
origen de la condición impuesta sobre este último ec.(4.2), necesaria para definir consistentemente
la teoŕıa de campos.

4.1. Superespacio Deformado

Consideremos el superespacio N = 1 con 4 dimensiones espacio-temporales parametrizado por
coordenadas bosónicas quirales yµ = xµ + iθασµ

αα̇θ̄
α̇ y coordenadas fermiónicas quiral y antiquiral

θα, θ̄α̇. Dado este superespacio, nos interesará analizar la posibilidad de generalizar la deformación
estudiada en el caṕıtulo 3 al caso en el que el parámetro de la deformación depende de las coorde-
nadas espaciales. Dicho análisis representa el primer aporte original de esta tesis. De esta manera,
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empezaremos postulando el siguiente álgebra para las supercoordenadas,

{θα, θβ} = Cαβ(y) , {θ̄α̇, θ̄β̇} = 0 , {θα, θ̄β̇} = 0

[yµ, yν ] = [yµ, θα] = [yµ, θ̄α̇] = 0 (4.3)

donde Cαβ es una matriz simétrica que depende de las coordenadas quirales.
De idéntica manera a lo hecho en el caṕıtulo anterior, podemos implementar la deformación

(4.3) mediante el producto Moyal

f(y, θ, θ̄) ∗ g(y, θ, θ̄) ≡ f(y, θ, θ̄) exp

(

−1

2
Cαβ(y)

←−
∂

∂θα

−→
∂

∂θβ

)

g(y, θ, θ̄)

= f(y, θ, θ̄)

(

1− 1

2
Cαβ(y)

←−
∂

∂θα

−→
∂

∂θβ
− detC(y)

←−
∂

∂θθ

−→
∂

∂θθ

)

g(y, θ, θ̄) (4.4)

donde f(y, θ, θ̄) y g(y, θ, θ̄) son funciones del superespacio ordinario.
El paso siguiente es estudiar cómo resultan afectadas el álgebra de las superderivadas covariantes

y de las supercargas cuando es introducida la deformación C(y). Si consideramos las expresiones
ordinarias para Q y D correspondientes a la base quiral,

Qα =
∂

∂θα
, Q̄α̇ = − ∂

∂θ̄α̇
+ 2iθασµ

αα̇

∂

∂yµ
, (4.5)

Dα =
∂

∂θα
+ 2iσµ

αα̇θ̄
α̇ ∂

∂yµ
, D̄α̇ = − ∂

∂θ̄α̇
(4.6)

es fácil verificar que las relaciones de anticonmutación de las superderivadas permanecen invariante
ante la deformación,

{Dα,Dβ} = {D̄α̇, D̄β̇} = 0

{D̄α̇,Dα} = −2iσµ
αα̇

∂

∂yµ

{Dα, Qβ} = {D̄α̇, Qβ} = {Dα, Q̄β̇} = {D̄α̇, Q̄β̇} = 0 (4.7)

Por el contrario, el álgebra de las supercargas resulta deformada de la siguiente manera

{Qα, Qβ}∗ = 0

{Q̄α̇, Qα}∗ = 2iσµ
αα̇

∂

∂yµ

{Q̄β̇, Q̄α̇}∗ = −2σµ
αα̇σ

ν
ββ̇

(∂µC
αβ ∂

∂yν
+ ∂νC

αβ ∂

∂yµ
+ 2Cαβ ∂2

∂yµ∂yν
) (4.8)

De forma análoga al caso C constante, solo el subálgebra quiral generada por Qα es preservada.
Ya que el álgebra de supercargas del superespacio deformado queda reducido a la mitad, este
superespacio también será considerado como correspondiendo a supersimetŕıa N = 1/2.
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4.2. Supercampos Quiral y Vectorial

Un supercampo quiral Φ satisface la condición D̄α̇ ∗ Φ = 0. Luego, como es usual, éste puede
ser expresado

Φ(y, θ) = φ(y) +
√

2θψ(y) + θθF (y). (4.9)

La multiplicación Moyal de dos supercampos quirales Φ1(y, θ) y Φ2(y, θ) toma la forma

Φ1(y, θ) ∗ Φ2(y, θ) = Φ1(y, θ)Φ2(y, θ)− Cαβ(y)ψ1α(y)ψ2β(y)

+
√

2Cαβ(y)θβ(ψ1α(y)F2(y)− ψ2α(y)F1(y))

− detC(y)F1(y)F2(y). (4.10)

Es fácil ver que el lado derecho de esta igualdad en una función de y y θ solamente, por lo que el
producto de dos supercampos quirales es un supercampo quiral. Este resultado podŕıa haber sido
predicho a partir de observar que la derivada covariante D̄α̇ satisface la regla de Leibniz. Esto es,
si consideramos a D̄α̇ actuando sobre un producto de supercampos,

D̄α̇(Φ(y, θ, θ̄) ∗Ψ(y, θ, θ̄)) = D̄α̇

[

Φ exp

(

−1

2
Cαβ(y)

←−
∂

∂θα

−→
∂

∂θβ

)

Ψ

]

= D̄α̇(Φ) exp

(

−1

2
Cαβ(y)

←−
∂

∂θα

−→
∂

∂θβ

)

Ψ + (−1)F [Φ]Φ exp

(

−1

2
Cαβ(y)

←−
∂

∂θα

−→
∂

∂θβ

)

D̄α̇Ψ

= D̄α̇(Φ) ∗Ψ + (−1)F [Φ]Φ ∗ D̄α̇Ψ (4.11)

El caso de supercampos antiquirales es un poco menos evidente. Un supercampo antiquiral es
definido porDα∗Φ̄ = 0. Aśı, Φ̄ solo depende de θ̄ y las coordenadas antiquirales ȳµ = yµ−2iθασµ

αα̇θ̄
α̇.

Escrito en la base quiral yµ, Φ̄ toma la forma

Φ̄(y − 2iθσθ̄, θ̄) = φ̄(y − 2iθσθ̄) +
√

2θ̄ψ̄(y − 2iθσθ̄) + θ̄θ̄F̄ (y − 2iθσθ̄)

= φ̄(y) +
√

2θ̄ψ̄(y)− 2iθσµθ̄∂µφ̄(y) + θ̄θ̄(F̄ (y) + i
√

2θσµ∂µψ̄(y)

+ θθ∂µ∂µφ̄) (4.12)

Por su parte, el producto de supercampos antiquirales resulta

Φ̄1(y − 2iθσθ̄, θ̄) ∗ Φ̄2(y − 2iθσθ̄, θ̄) = Φ̄1(y − 2iθσθ̄, θ̄)Φ̄2(y − 2iθσθ̄, θ̄)

+ 2θ̄θ̄Cµν(y)∂µφ̄1(y)∂ν φ̄2(y) (4.13)

Ya que el término Cµν(y)∂µφ̄1(y)∂ν φ̄2(y) aparece multiplicado por θ̄θ̄, su argumento puede ser
tomado equivalentemente a ser las coordenadas antiquirales ȳµ. Luego, es claro que el producto
de dos supercampos antiquirales es otro supercampo antiquiral. Sin embargo, este resultado no
era del todo esperable si tenemos en cuenta que, debido a la dependencia en las coordenadas de
la deformación Cαβ, la derivada covariante Dα viola la regla de Leibniz. Esto puede ser visto de
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actuar con Dα sobre un producto de supercampos genéricos

Dα(Φ(y, θ, θ̄) ∗Ψ(y, θ, θ̄)) = Dα

[

Φ exp

(

−1

2
Cαβ(y)

←−
∂

∂θα

−→
∂

∂θβ

)

Ψ

]

= Dα(Φ) exp

(

−1

2
Cαβ(y)

←−
∂

∂θα

−→
∂

∂θβ

)

Ψ + (−1)F [Φ]Φ exp

(

−1

2
Cαβ(y)

←−
∂

∂θα

−→
∂

∂θβ

)

DαΨ

+ΦDα

[

exp

(

−1

2
Cαβ(y)

←−
∂

∂θα

−→
∂

∂θβ

)]

Ψ

= Dα(Φ) ∗Ψ + (−1)F [Φ]Φ ∗DαΨ + ΦDα(∗)Ψ (4.14)

donde hemos introducido la notación Dα(∗) definida por

ΦDα(∗)Ψ = −2i(σµθ̄)α

(
1

2
∂µ(Cβγ)Φ

←−
∂

∂θβ

−→
∂

∂θγ
Ψ + ∂µ(detC)Φ

←−
∂

∂θθ

−→
∂

∂θθ
Ψ

)
(4.15)

Discutamos ahora el caso del supercampo vectorial. De igual manera que en el caso de C
constante, el supercampo V es una matriz sobre la que la simetŕıa de gauge actúa como

exp(−2gV )→ exp(−2gV ′) = exp(igΛ̄) ∗ exp(−2gV ) ∗ exp(−igΛ) (4.16)

donde V = V aT a, Λ = ΛaT a y Λ̄ = Λ̄aT a, con Λa(Λ̄a) supercampos quirales (antiquirales) y T a

generadores de U(N).
Si consideramos las expresiones estándar para los supercampos de curvatura quiral y antiquiral,

Wα =
1

8g
D̄ ∗ D̄ ∗ exp(2gV ) ∗Dα ∗ exp(−2gV ) (4.17)

W̄α̇ = − 1

8g
D ∗D ∗ exp(−2gV ) ∗ D̄α̇ ∗ exp(2gV ) (4.18)

y usamos las ecs.(4.11),(4.14), se puede verificar que estos supercampos transforman ante una
transformación infinitesimal de supergauge de acuerdo a

δWα = ig (Λ ∗Wα −Wα ∗ Λ)

+
ig

4
D̄D̄

[
e2gV ∗

(
e−2gVDα(∗)Λ− Λ̄D(∗)e−2gV

)]

δW̄α̇ = ig
(
Λ̄ ∗ W̄α̇ − W̄α̇ ∗ Λ̄

)

− ig

2
Dα(e−2gV ∗ D̄α̇e

2gV )Dα(∗)Λ̄ − ig2Λ̄Dα(∗)Dα(e−2gV ∗ D̄α̇e
2gV ) (4.19)

Aśı, queda claro que ni el supercampo de curvatura quiral ni el antiquiral transforman covariante-
mente ante una transformación de supergauge general a menos que el parámetro de la deformación
Cαβ sea constante. Como resultado de esto, no podemos utilizar la covarianza de gauge para pasar
de un supercampo vectorial arbitrario a otro en el gauge de Wess-Zumino. Sin embargo, podemos
todav́ıa construir teoŕıas de gauge en presencia de deformaciones C = C(y) si requerimos que el
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supercampo vectorial V esté en el gauge de Wess-Zumino desde el principio. Como en el caso de
deformaciones constantes, es conveniente identificar los campos componentes en V de acuerdo a

V (y, θ, θ̄) = iθσµθ̄Aµ(y)− iθ̄θ̄θα

(
λα(y) +

i

2
g εαβC

βγ(y)σµ
γγ̇{λ̄γ̇(y), Aµ(y)}

)

+iθθθ̄λ̄(y) +
1

2
θθθ̄θ̄(D(y)− i∂µA

µ(y)) (4.20)

Ya que V está en el gauge de Wess-Zumino

V 2 ≡ V ∗ V = −1

2
θ̄θ̄

[
θθAµA

µ − CµνAµAν − θαC
αβσµ

ββ̇
[Aµ, λ̄

β̇] +
1

4
|C|2λ̄λ̄

]

V 3 = 0 (4.21)

donde Cµν = Cαβεβγ(σµν) γ
α es autodual, y |C|2 ≡ CµνCµν = 4detC.

Los supercampos de curvatura, escritos en componentes, toman la forma

Wα = Wα(C = 0)− 2g εαγC
γβθβλ̄λ̄(y) (4.22)

W̄α̇ = W̄α̇(C = 0)− θ̄θ̄
[
g Cµν{Fµν , λ̄α̇}+ 2g Cµν{Aν ,Dµλ̄α̇ +

i

2
g [Aµ, λ̄α̇]}

+
i

4
g2 |C|2{λ̄λ̄, λ̄α̇}+ 2g∂µC

µν{λ̄α̇, Aν}
]

(4.23)

donde

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ − ig[Aµ, Aν ]

Dµλα = ∂µλα − ig[Aµ, λα]

y Wα(C = 0), W̄α̇(C = 0) vienen dados por las ecs. (2.81) y (2.82). Todav́ıa podemos realizar una
transformación de supergauge infinitesimal que preserve el gauge de Wess-Zumino (4.20) mediante

Λ(y, θ) = ϕ(y)

Λ̄(ȳ, θ̄) = ϕ(y)− 2θσµθ̄∂µϕ̄(y) + θθθ̄θ̄∂µ∂µϕ̄+ igθ̄θ̄Cµν{∂µϕ,Aν} (4.24)

Como en el caṕıtulo anterior, la parametrización particular del coeficiente de θ̄θ̄θ en V permite que
la anterior transformación de gauge actúe sobre los campos componentes en la manera estándar
(ver ec.(2.90)).

Para el caso de la transformación de supergauge (4.24), la transformación de los supercampos
de curvatura se reduce a

δWα = ig (Λ ∗Wα −Wα ∗ Λ)

δW̄α̇ = ig
(
Λ̄ ∗ W̄α̇ − W̄α̇ ∗ Λ̄

)
+ 2gθ̄θ̄∂µC

µν{λ̄α̇, ∂νϕ} (4.25)

Finalmente, la covarianza de gauge ante el conjunto de transformaciones (4.24) es obtenida si
imponemos la condición

∂µC
µν = 0 (4.26)
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Como discutimos en el caṕıtulo anterior, en el caso de deformaciones constantes el parámetro
Cαβ está relacionado al campo de fondo de gravifotón a través de la fórmula (α′)2Fαβ = Cαβ.
Luego, resulta natural interpretar la condición (4.26) como equivalente a la ecuación de movimiento
del gravifotón, suponiendo que la relación entre el parámetro de la deformación y el campo de
gravifotón autodual sigue siendo válida. De hecho, en la siguiente sección mostraremos desde el
lado de teoŕıa de cuerdas que la anterior afirmación es correcta, al menos para una determinada
familia de deformaciones no constantes.

Finalizaremos esta sección con algunos comentarios sobre las transformaciones de supersimetŕıas
de las teoŕıas deformadas. Como vimos anteriormente, tanto en el caso de deformaciones constantes
como en el de las dependientes de la posición, las supercargas antiquirales Q̄α̇ ya no satisfacen el
álgebra supersimétrica ni actúan como operadores diferenciales, por lo que no esperamos que las
variaciones de los campos obtenidas a partir de estas cargas sean simetŕıas de las teoŕıas super-
simétricas deformadas. Por otro lado, las supercargas Qα śı siguen siendo buenos generadores de
supersimetŕıa. De esta manera, podemos obtener las variaciones correspondientes a la supersimetŕıa
N = 1

2 aplicando estos generadores a los supercampos de la manera

δf = ξQ ∗ f (4.27)

Sin embargo, debe tenerse cierto cuidado con esta operación cuando el supercampo es el vectorial
V ya que, como es bien sabido, las transformaciones de supersimetŕıa sacan a V del gauge de
Wess-Zumino. Aśı, por consistencia debeŕıamos ser capaces de restaurar el gauge de Wess-Zumino
en V después de cada transformación supersimétrica mediante una transformación de supergauge
ante la cual trW 2 y tr W̄ 2 permanezcan invariantes. En el caso que nos ocupa, la transformación
de supergauge que restaura el gauge de Wess-Zumino es generada por

Λ = 0 , Λ̄ = iξσµθ̄Aµ − θ̄θ̄
(
ξλ+ gξσµλ̄C

µνAν

)
(4.28)

Como puede verse de (4.19), ambos W y W̄ transforman covariantemente ante la transformación
(4.28), tal como es requerido por consistencia. La composición de las transformaciones de gauge y
supersimetŕıa dan como resultado las siguientes variaciones de los campos componentes

δAµ = −iλ̄σ̄µξ → δFµν = iξ(σνDµ − σµDν)λ̄

δλ = iDξ + σµνξ
(
Fµν − g Cµν λ̄λ̄

)

δλ̄ = 0

δD = −ξσµDµλ̄ (4.29)

4.3. Super QCD N = 1/2 en Superespacio Deformado

De los resultados anteriores vemos que, una vez impuesta la condición (4.26), es posible construir
consistentemente una teoŕıa de gauge supersimétrica en el superespacio deformado. El lagrangiano
correspondiente, en término de los supercampos, es invariante tanto ante transformaciones de su-
persimetŕıa generales como ante ciertas transformaciones de supergauge particulares, que a nivel
de campos componentes corresponden a las tranformaciones de gauge estándar.
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El lagrangiano de super Yang-Mills en el superespacio C(y)-deformado toma la forma

LSY M =
tr

2

(∫
d2θWα ∗Wα +

∫
d2θ̄ W̄α̇ ∗ W̄ α̇

)
(4.30)

Usando las expresiones (4.23) para los supercampos de curvatura, los términos F son

tr Wα ∗Wα |θθ = tr WαWα(C = 0) |θθ −2igCµνtrFµν λ̄λ̄+ g2|C|2tr(λ̄λ̄)2 (4.31)

tr W̄α̇ ∗ W̄ α̇ |θ̄θ̄ = tr W̄α̇W̄
α̇(C = 0) |θ̄θ̄ −2igCµνtrFµν λ̄λ̄+ g2|C|2tr(λ̄λ̄)2

+ derivada total − 4igtr∂µ(CµνAν λ̄λ̄) (4.32)

Luego, despreciando términos de superficie, el lagrangiano de super Yang-Mills N = 1/2 en término
de los campos componentes es

LSY M
C = LSY M

C=0 − 2igCµν(y)trFµν λ̄λ̄+ g2|C(y)|2tr(λ̄λ̄)2 (4.33)

Veamos ahora como agregar campos de materia, de manera de poder construir en el superespacio
deformado una versión supersimétrica de QCD con grupo de gauge U(Nc) y Nf sabores. Los campos
de materia son pares de supercampos quirales {Φ,Ψ} que transforman como multipletes {Nc, N̄c}
del grupo de color. El lagrangiano deformado de super QCD (SQCD) es definido como

LSQCD = LSY M
C + Lmat

C (4.34)

donde el lagrangiano de materia es

Lmat
C =

∫
d4θ

(
Φ̄ ∗ exp(−2gV ) ∗ Φ + Ψ ∗ exp(2gV ) ∗ Ψ̄

)

+

∫
d2θmΨ ∗Φ +

∫
d2θ̄ m̄ Φ̄ ∗ Ψ̄ (4.35)

El lagrangiano de materia (4.35) es invariante ante las transformaciones de supergauge U(Nc),

(Φ, Φ̄) → (eigΛ ∗Φ, Φ̄ ∗ e−igΛ̄),

(Ψ, Ψ̄) → (Ψ ∗ e−igΛ, eigΛ̄ ∗ Ψ̄),

e−2gV → eigΛ̄ ∗ e−2gV ∗ e−igΛ, (4.36)

Para obtener las transformaciones de gauge ordinarias para los campos componentes a partir de
las transformaciones de supergauge generadas por (4.24) debemos parametrizar los supercampos
de material como en el caṕıtulo anterior [63],

Φ(y, θ) = φ(y) +
√

2θψ(y) + θθFφ(y)

Φ̄(ȳ, θ̄) = φ̄(ȳ) +
√

2θ̄ψ̄(ȳ) + θ̄θ̄
(
F̄φ̄ − 2igCµν∂µ

(
φ̄Aν

)
− g2Cµν φ̄AµAν

)
(ȳ)

Ψ(y, θ) = η(y) +
√

2θχ(y) + θθFη(y)

Ψ̄(ȳ, θ̄) = η̄(ȳ) +
√

2θ̄χ̄(ȳ) + θ̄θ̄
(
F̄η̄ − 2igCµν∂µ (Aν η̄)− g2CµνAµAν η̄

)
(ȳ) (4.37)
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Aśı, escritas en componentes, las transformaciones infinitesimales resultan

δφ = igϕφ δφ̄ = −igφ̄ϕ
δψ = igϕψ δψ̄ = −igψ̄ϕ

δFφ = igϕFφ δF̄φ̄ = −igF̄φ̄ϕ

δη̄ = igϕη̄ δη = −igηϕ
δχ̄ = igϕχ̄ δχ = −igχϕ

δF̄η̄ = igϕF̄η̄ δFη = −igFηϕ (4.38)

Los diferentes términos en el lagrangiano de materia escritos en término de los campos compo-
nentes toman la forma

mΨ ∗Φ |θθ= mηFφ +mFηφ−mχψ (4.39)

m̄ Φ̄ ∗ Ψ̄ |θ̄θ̄= m̄φ̄F̄η̄ + m̄F̄φ̄η̄ − m̄ψ̄χ̄
−igm̄Cµν φ̄Fµν η̄ − 2igm̄Cµν∂µ

(
φ̄Aν η̄

)
+ 2m̄Cµν∂µφ̄∂ν η̄ (4.40)

Φ̄ ∗ e−2gV ∗ Φ |θθθ̄θ̄ +Ψ ∗ e2gV ∗ Ψ̄ |θθθ̄θ̄= Φ̄e−2gV Φ(C = 0) |θθθ̄θ̄ +Ψe2gV Ψ̄(C = 0) |θθθ̄θ̄

+igCµν φ̄FµνFφ −
1

4
g2 |C|2φ̄λ̄λ̄Fφ −

√
2ig Dµφ(σµλ̄)αC

αβψβ

+igCµνFηFµν η̄ −
1

4
g2 |C|2Fηλ̄λ̄η̄ −

√
2ig χαC

αβ(σµλ̄)βDµη̄ (4.41)

donde

Φ̄e−2gV Φ(C = 0) |θθθ̄θ̄ = F̄φ̄Fφ − iψ̄σ̄µDµψ −DµφD
µφ− gφ̄Dφ−

√
2ig(φ̄λψ − ψ̄λ̄φ)(4.42)

Ψe2gV Ψ̄(C = 0) |θθθ̄θ̄ = FηF̄η̄ − iχσµDµχ̄− D̄µηD
µη̄ + gηDη̄ −

√
2ig(ηλ̄χ̄− χλη̄) (4.43)

y

Dµφ = ∂µφ− igAµφ Dµφ = ∂µφ̄+ igφ̄Aµ Dµψ = ∂µψ − igAµψ

Dµη̄ = ∂µη̄ − igAµη̄ D̄µη = ∂µη + igηAµ Dµχ̄ = ∂µχ̄− igAµχ̄ (4.44)

Poniendo todo esto junto, el lagrangiano SQCD N = 1/2 en componentes es

LSQCD = LSQCD
C=0 +

6∑

i=1

Li (4.45)
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donde

L1 = −2igCµν(y)trFµν λ̄λ̄+ g2|C(y)|2tr(λ̄λ̄)2

L2 = igCµν(y)φ̄FµνFφ −
1

4
g2 |C(y)|2φ̄λ̄λ̄Fφ

L3 = −i
√

2g Dµφ(σµλ̄)αC
αβ(y)ψβ

L4 = igCµν(y)FηFµν η̄ −
1

4
g2 |C(y)|2Fηλ̄λ̄η̄

L5 = −i
√

2g Cαβ(y)χα(σµλ̄)βDµη̄

L6 = −igm̄Cµν(y)φ̄Fµν η̄ (4.46)

En la obtención de (4.46) hemos usado la condición (4.26) y descartado términos de superficie. Los
campos auxiliares pueden ser eliminados usando sus ecuaciones de movimiento,

Fφ = −m̄η̄

F̄φ̄ = −mη − igCµν φ̄Fµν +
1

4
g2|C|2φ̄λ̄λ̄

Fη = −m̄φ̄

F̄η̄ = −mφ− igCµνFµν η̄ +
1

4
g2|C|2λ̄λ̄η̄ (4.47)

Las variaciones supersimétricas N = 1/2 de los campos componentes de materia que dejan
invariante este lagrangiano son [63]

δφ =
√

2ξψ, δφ̄ = 0, δψ =
√

2ξFφ, δψ̄α̇ = −i
√

2Dµφ(ξσµ)α̇,

δFφ = 0, δF̄φ̄ = −i
√

2Dµψσ̄
µξ − iφ̄ξλ+ CµνD̄µ

(
φ̄ξσν λ̄

)
,

δη =
√

2ξχ, δη̄ = 0, δχ =
√

2ξFη, δχ̄α̇ = −i
√

2Dµη̄(ξσ
µ)α̇,

δFη = 0, δF̄η̄ = −i
√

2Dµχ̄σ̄
µξ − iξλη̄ + CµνDµ

(
ξσν λ̄η̄

)
. (4.48)

Un hecho interesante, enunciado en [65] en el caso de deformaciones constantes, es que la
variación del lagrangiano de teoŕıas super Yang Mills C-deformadas puede ser escrita como un
Q-conmutador. Luego, si la supersimetŕıa no está espontáneamente rota, la función de partición
y, en general, las funciones de correlación de operadores Q-invariantes no dependerán de C. La
extensión al caso en el cual campos de materia no masivos están presentes fue considerada en
[66], también para el caso C constante. Tal análisis formal también puede hacerse en el caso del
lagrangiano SQCD N = 1/2 (4.45),(4.46) con C = C(y). De hecho, después de algunos cálculos
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directos encontramos que

δL1

δCµν
= igtr{Qα, (σµν)αβλ

β λ̄λ̄}

δL2

δCµν
=

i

2
g{Qα, φ̄(σµν)β

αλβFφ − i
√

2

4
gCµν φ̄λ̄λ̄ψα}

δL3

δCµν
=

i

2
g{Qα, ψ̄λ̄(σµν)β

αψβ}

δL4

δCµν
=

i

2
g{Qα, Fη(σµν)β

αλβ η̄ − i
√

2

4
gCµνχαλ̄λ̄η̄}

δL5

δCµν
= − i

2
g{Qα, (σµν)β

αχβλ̄χ̄}
δL6

δCµν
= gm̄{Qα, φ̄(σµν)β

αλβ +
1

2
gCµν φ̄Aρ(σ

ρλ̄)αη̄} (4.49)

Por lo tanto, a un nivel formal, si suponemos que la supersimetŕıa no está espontáneamente rota
(y luego Q|0〉 = 0), podemos escribir

1

Z

δZ

δCµν(y)
= 0 (4.50)

con

Z =

∫
Df exp

(
−
∫
d4xLSQCD

)
(4.51)

donde Df denota la integración sobre todos los campos presentes en LSQCD. Conviene aclarar
que para escribir los diferentes términos C-dependientes en el lagrangiano como Q-conmutadores
hemos usado las transformaciones supersimétricas (4.48). Sin embargo, para poder afirmar que
estas relaciones todav́ıa son válidas a nivel cuántico se debe analizar si alguna contribución anómala
modifica a las identidades clásicas. Para esto debeŕıamos realizar un cálculo similar al que lleva a
la anomaĺıa Konishi, el cual mostramos a modo de ejemplo a continuación.

4.3.1. Anomaĺıa Konishi

Dado el lagrangiano (4.45), es fácil verificar que el conmutador anómalo estudiado por Konishi
en teoŕıas de super QCD N = 1 toma la misma forma en la teoŕıa supersimétrica N = 1/2 con
la deformación dependiente de y. Para esto basta con ver que la siguiente relación se mantiene en
teoŕıas deformadas,

1

2
√

2
{Qα, χα(y)η̄(y)} = −m̄φ̄η̄(y) +

g2

32π2
λ̄λ̄(y) (4.52)

donde el ultimo término, que corresponde a la anomaĺıa Konishi [67],[68], se debe a una regu-
larización del producto mal definido en el conmutador. Consideremos, por ejemplo, el método de
“point splitting” en el cual definimos

1

2
√

2
{Qα, χα(y)η̄(y)}

∣∣∣∣
reg

≡ ĺım
ǫ→0

1

2
√

2
{Qα, χα(y + ǫ) exp(−iǫµAµ)η̄(y − ǫ)}

= {Qα, χα(y)η̄(y)}|naive + ĺım
ǫ→0

ǫµχα(y + ǫ)σαα̇
µ λ̄α̇(y)η̄(y − ǫ) (4.53)
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Cuando es insertado en una función de correlación que contiene un producto de operadores locales,
el segundo término en el lado derecho de (4.53) da una contribución finita en el ĺımite ǫ→ 0. Esto
se debe a la contribución de un término linealmente divergente en el ultravioleta que se origina
en las integrales correspondiendo al orden de un loop. Estas integrales contienen propagadores que
aparecen debido a contracciones con el término de interacción tipo Yukawa ηλ̄χ̄ presentes en LSQCD

C=0 .
La respuesta final coincide con la ec.(4.52). También puede verificarse que los nuevos vértices C(y)-
dependientes que aparecen en el lagrangiano (4.46)-(4.47) no llevan a nuevas contribuciones finitas,
de manera que la ec.(4.52) se mantiene para C(y) 6= 0.

4.4. Deformación C(y) desde Teoŕıa de Cuerdas

4.4.1. Cuerdas en un Campo de Gravifotón No Constante

En esta sección mostraremos cómo la teoŕıa de cuerdas también da origen a deformaciones
dependientes de las coordenadas y. Éste es otro de los resultados originales de esta tesis. Para ello
realizaremos un análisis similar al mostrado en la sección 3.3, pero considerando campos de fondo de
gravifotón más generales. Más en detalle, consideraremos la teoŕıa de supercuerdas tipo II definida
sobre R

(2,2)×CY6 en presencia de un campo de gravifotón autodual (el porqué de la elección de la
signatura 2 + 2 quedará claro más adelante). En el formalismo h́ıbrido de Berkovits, el lagrangiano
en coordenadas quirales (ver subsección 3.3.1 para notación) que describe el acoplamiento de las
cuerdas al gravifotón toma la forma

L =
1

α′

(
1

2
∂̃yµ∂yµ − qα∂̃θα + d̄α̇∂̃θ̄

α̇ − q̃α∂θ̃α + ˜̄dα̇∂
˜̄θα̇ + α′qαq̃βF

αβ(y)

)
. (4.54)

Como fue explicado en la subsección 3.3.1, el campo de fondo debe ser autodual para evitar “back-
reaction” del gravifotón sobre la métrica, siendo posible tener campos de gravifotón autoduales solo
en signaturas 4 + 0 y 2 + 2.

Realizando la integral funcional de q y q̃, obtenemos el lagrangiano efectivo

Leff =
1

α′

(
1

2
∂̃yµ∂yµ + d̄α̇∂̃θ̄

α̇ + ˜̄dα̇∂
˜̄θα̇ +

1

α′
F−1

αβ (y)∂θ̃α∂̃θβ

)
(4.55)

En un background puramente bosónico, la ecuación de movimiento para el tensor de curvatura
del gravifotón al orden más bajo en α′ se reduce a la ecuación de Maxwell sin fuentes

∂µF
µν = 0 (4.56)

Dado el carácter autodual del gravifotón, Fµν(y) = εβγ(σµν) γ
α Fαβ(y), por lo que la ec.(4.56) puede

reescribirse como

σ̄µ
α̇α∂µF

αβ = 0. (4.57)

Siendo Fµν real, las componentes de Fαβ también son reales en 2 + 2 dimensiones.

Introduciendo las coordenadas cono de luz

U1 = y1 + y4, V1 = y1 − y4
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U2 = y2 + y3, V2 = y2 − y3, (4.58)

las ecuaciones (4.57) para el gravifotón pueden escribirse como

∂U1
F 11 − ∂V2

F 21 = 0

∂U2
F 11 + ∂V1

F 21 = 0

∂V2
F 22 − ∂U1

F 12 = 0

∂V1
F 22 + ∂U2

F 12 = 0. (4.59)

Los términos relevantes para nuestros cálculos, considerando el lagrangiano (4.55) en término
de las variables cono de luz (4.58), son

Lquiral
eff = − 1

4α′
(∂Ui∂̃Vi + ∂̃Ui∂Vi) +

1

α′2
F−1

αβ (U, V ) ∂θ̃α∂̃θβ. (4.60)

Las ecuaciones de movimiento para las coordenadas bosónicas (U, V ) son

∂∂̃Ui = − 2

α′
∂Vi

F−1
αβ ∂θ̃

α∂̃θβ

∂∂̃Vi = − 2

α′
∂Ui

F−1
αβ ∂θ̃

α∂̃θβ (4.61)

El paso siguiente es elegir un campo de fondo de gravifotón adecuado que satisfaga las ecuaciones
de movimiento (4.59). Teniendo en mente el caso de la pp-wave [69], si tomamos F 12 constante,
obtenemos de (4.59) que F 11 = F 11(V1, V2) y F 22 = F 22(U1, U2). Luego, si elegimos también F 11

constante, ec.(4.61) implica que

2Ui = 0. (4.62)

La invarianza conforme del lagrangiano (4.55) nos permite elegir el gauge cono de luz, mediante
el cual podemos eliminar los osciladores de una de las coordenadas Ui. Eligiendo que ésta sea U1,
tenemos

U1 = z + z̄. (4.63)

Si ahora tomamos F 22 = F (U1) encontramos que en el gauge cono de luz el lagrangiano es
cuadrático. Notemos también que la elección F 22 = F 22(U1, U2) y F 11 constante solo es posible en
signatura 2 + 2, ya que en signatura 4 + 0 las componentes F 11 y F 22 están relacionadas por con-
jugación compleja. Finalmente, aclaremos que la elección (4.63) es consistente con las condiciones
de contorno (4.65) (ver debajo).

En resumen, nuestro campo de fondo de gravifotón toma la forma

Fαβ = Fαβ
0 + δα

2 δ
β
2F (U1) (4.64)

con Fαβ
0 una matriz simétrica constante y F (U1) una función arbitraria. La elección (4.64) más la

invarianza conforme resulta en un lagrangiano gaussiano para las coordenadas del superespacio en
el gauge cono de luz.
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4.5. Propagadores y Relaciones de (Anti)Conmutación

Si ahora consideramos la hoja de mundo de las cuerdas (abiertas) finalizando sobre una D3-
brana que llena el espacio 2 + 2, las condiciones de contorno de Neumann correspondientes al
lagrangiano (4.54) en z = z̄ son

(∂ − ∂̃)Ui

∣∣∣
z=z̃

= 0, (∂ − ∂̃)Vi

∣∣∣
z=z̃

= 0. (4.65)

para las coordenadas bosónicas, mientras que las correspondientes al sector fermiónico son

(qα − q̃α)|z=z̃ = 0 (4.66)

(θα − θ̃α)
∣∣∣
z=z̃

= 0. (4.67)

Las ecuaciones de movimiento obtenidas del lagrangiano (4.34) toman la forma

∂̃θα − α′Fαβ q̃β = 0

∂θ̃α + α′Fαβqβ = 0. (4.68)

Consistencia con (4.66) impone

(∂̃θα + ∂θ̃α)
∣∣∣
z=z̄

= 0. (4.69)

Al igual que en el caso de gravifotón constante, obtendremos las relaciones de anticonmutación
de las coordenadas fermiónicas a través del cálculo de los siguientes propagadores,

Gαβ
1 (z, z̃|w, w̃) ≡ 〈θα(z, z̃)θβ(w, w̃)〉

Gαβ
2 (z, z̃|w, w̃) ≡ 〈θα(z, z̃)θ̃β(w, w̃)〉

Gαβ
3 (z, z̃|w, w̃) ≡ 〈θ̃α(z, z̃)θ̃β(w, w̃)〉 (4.70)

Éstos, de acuerdo al lagrangiano (4.55), obedecen las siguientes ecuaciones diferenciales

∂z

(
F−1

αβ (z, z̃)∂̃z̃G
βγ
i (z, z̃|w, w̃)

)
= −α′2δγ

α δ
2(z − w) δ2i (4.71)

Las condiciones (4.67) y (4.69) en w = w̃ implican las relaciones entre los propagadores Gi

Gαβ
1 (z, z̃|w, w̃) = Gαβ

2 (z, z̃|w, w̃) (4.72)

Gαβ
2 (w, w̃|z, z̃) = Gαβ

3 (w, w̃|z, z̃) (4.73)

∂̃w̃G
αβ
1 (z, z̃|w, w̃) = −∂wG

αβ
2 (z, z̃|w, w̃) (4.74)

∂̃w̃G
αβ
2 (w, w̃|z, z̃) = −∂wG

αβ
3 (w, w̃|z, z̃) (4.75)

Mientras que el carácter Grassmann de θ y las relaciones de conjugación entre ellas imponen los
v́ınculos

Gαβ
1 (z, z̃|w, w̃) = −Gβα

1 (w, w̃|z, z̃) (4.76)

Gαβ
3 (z, z̃|w, w̃) = −Gβα

3 (w, w̃|z, z̃) (4.77)

(Gαβ
1 (z, z̃|w, w̃))∗ = Gβα

3 (w, w̃|z, z̃) (4.78)

(Gαβ
2 (z, z̃|w, w̃))∗ = Gβα

2 (w, w̃|z, z̃) (4.79)
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Para poder proseguir en el cálculo será necesario considerar el siguiente campo de gravifotón

Fαβ(U, V ) = Fαβ
0 + λU1 δ

α
2 δ

β
2 . (4.80)

Como vimos arriba, usando la invarianza conforme de la acción podemos fijar U1 = z+ z̃. Para esta
elección, solo la componente 22 de los propagadores calculados en la sección 3.3 recibe modifica-
ciones. Además, ya que las condiciones de contorno (4.67) y (4.69) son preservadas bajo conjugación
compleja, solo necesitamos resolver para G1 y G2, ya que G3 puede obtenerse conjugando G1 (ver
ec.(4.78)).

Resolviendo las ecuaciones (4.71) se encuentra que los propagadores consistentes con las condi-
ciones de contorno (4.67) y (4.69) son

Gαβ
1 (z, z̃|w, w̃) = −α

′2

2π

(
Fαβ(z,w) ln

z̃ − w
z − w̃ + λ(z̃ − z + w − w̃)δα

2 δ
β
2

)

Gαβ
2 (z, z̃|w, w̃) = −α

′2

2π

(
Fαβ(z, w̃) ln

|z − w|2
(z − w̃)2

+ λ(z̃ − z +w − w̃)δα
2 δ

β
2

)

Gαβ
3 (z, z̃|w, w̃) = −α

′2

2π

(
Fαβ(z̃, w̃) ln

z̃ − w
z − w̃ + λ(z̃ − z + w − w̃)δα

2 δ
β
2

)

(4.81)

donde

Fαβ(z,w) = Fαβ
0 + λ(z + w)δα

2 δ
β
2 . (4.82)

Si tomamos z y w sobre el contorno, z = z̃ = τ, w = w̃ = τ ′, obtenemos que

〈θα(τ)θβ(τ ′)〉 =
i

2
α′2Fαβ(τ, τ ′) sgn(τ − τ ′) (4.83)

de lo cual resulta que el anticonmutador de θ’s es

{θα, θβ} = ĺım
ǫ→0

(
θα(τ + ǫ)θβ(τ) + θβ(τ)θα(τ − ǫ)

)
(4.84)

= iα′2(Fαβ
0 + λU1δ

α
2 δ

β
2 ) (4.85)

o

{θα, θβ} = iα′2Fαβ(y). (4.86)

Vemos aśı que, como en el caso de un campo de fondo constante, la deformación del álgebra de
las coordenadas θ es proporcional al tensor de curvatura del gravifotón. A partir de (4.56) inmedi-
atamente se verifica que el parámetro de la deformación satisface la condición (4.26), encontrada
en el contexto de teoŕıas de gauge al requerir consistencia de la teoŕıa. A pesar de que nosotros
hemos obtenido este resultado para una cierta familia de campos de gravifotón de la forma (4.80),
es de esperar que un resultado análogo se mantenga para casos más generales.

Ya que las coordenadas θ̄ no se ven afectadas por el acoplamiento al campo de fondo, las
relaciones de conmutación de θ̄ con yµ y θ no son modificadas. Lo mismo pasa con el conmutador
entre θ e yµ.
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En lo que respecta a las relaciones de conmutación entre las coordenadas bosónicas espacio-
temporales, los propagadores relevantes que debemos considerar son

Kij
1 (z, z̃|w, w̃) = 〈Ui(z, z̃)Uj(w, w̃)〉

Kij
2 (z, z̃|w, w̃) = 〈Ui(z, z̃)Vj(w, w̃)〉

Kij
3 (z, z̃|w, w̃) = 〈Vi(z, z̃)Vj(w, w̃)〉 (4.87)

los cuales, de acuerdo al lagrangiano (4.55) deben obedecer las siguientes ecuaciones

2zK
ij
1 (z, z̃|w, w̃) = 0

2zK
ij
2 (z, z̃|w, w̃) = 2α′δijδ2(z − w)

2wK
ij
2 (z, z̃|w, w̃) = 2α′δijδ2(z − w)−

2

α′
〈Ui(z, z̃) ∂Uj

F−1
αβ (w, w̃) ∂θ̃α(w, w̃)∂̃θβ(w, w̃)〉

2zK
ij
3 (z, z̃|w, w̃) =

2

α′
〈∂Ui

F−1
αβ (z, z̃)∂̃θα(z, z̃)∂θ̃β(z, z̃)Vj(w, w̃)〉 (4.88)

donde aqúı 2z = ∂z∂̃z̃. El término divergente δ(0) aparece en (4.88) debido al gráfico “tadpole” por
la contracción de derivadas de campos θ en las dos últimas ĺıneas. Ellos pueden ser puestos a cero
mediante una regularización apropiada. Una vez hecho esto, las ecuaciones (4.88) son reemplazadas
por

∂z∂̃z̃K
ij
1 (z, z̃|w, w̃) = 0

∂z∂̃z̃K
ij
2 (z, z̃|w, w̃) = 2α′δijδ2(z − w)

∂z∂̃z̃K
ij
2 (w, w̃|z, z̃) = 2α′δijδ2(z −w)

∂z∂̃z̃K
ij
3 (z, z̃|w, w̃) = 0 (4.89)

Estas ecuaciones son simplemente las obtenidas en el caso de Fαβ constante, las cuales llevan a
relaciones de conmutación triviales para las coordenadas quirales yµ. De esta manera, también en
nuestro campo de fondo dependiente de las coordenadas vale que

[yµ, yν ] = 0. (4.90)

4.6. Resumen y Discusión

A lo largo de este caṕıtulo estudiamos la posibilidad de definir una nuevo tipo de deformación
no(anti)conmutativa del superespacio N = 1, caracterizada por tener al parámetro que implementa
la deformación dependiendo de las coordenadas bosónicas (quirales). El análisis fue realizado tanto
en el contexto de teoŕıa de campos como en el de teoŕıa de cuerdas. La principal motivación para
estudiar este tipo de deformaciones tiene su origen en el trabajo [64], en el que la C-deformación del
álgebra de las coordenadas fermiónicas de superespacio N = 1 es relacionada con la degeneración
espectral presente la teoŕıa de super Yang-Mills N = 1 ordinaria. Utilizando la anterior relación, los
autores conjeturan que la supersimetŕıa N = 1

2 también podŕıa ser definida cuando el parámetro
de la deformación depende de las coordenadas.
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En la primer mitad del caṕıtulo nos dedicamos a estudiar bajo qué condiciones una teoŕıa de
campos (de gauge) pod́ıa ser definida sobre un superespacio NAC con C = C(y). Comenzando con
la definición del álgebra {θα, θβ} = Cαβ(y) para las coordenadas fermiónicas quirales, encontramos
que este álgebra era compatible con considerar al resto de las supercoordenadas (de la base quiral)
(anti)conmutantes, a la vez que mostramos que la deformación pod́ıa ser implementada por un
producto Moyal asociativo. Una vez determinado el producto Moyal, encontramos que la subálgebra
generada por Qα es preservada por la deformación, lo que lleva a que, al igual que en el caso
de deformaciones constantes, una supersimetŕıa quiral N = 1

2 puede ser definida. Definiendo los
supercampos quirales y antiquirales de la manera usual, encontramos que la multiplicación de
supercampos quirales es igual a como es en el caso de C constante, mientras que el producto
de supercampos antiquirales es más complejo como consecuencia de que las derivadas covariantes
quirales dejan de satisfacer la regla de Leibnitz cuando actúan sobre un producto. Más aún, cuando
consideramos el supercampo vectorial, la anterior propiedad de las derivadas covariantes lleva a
que solo sea posible definir supercampos de curvatura covariantes si el parámetro de la deformación
C satisface la ecuación diferencial ∂µC

µν = 0. Con todos estos ingredientes construimos la versión
N = 1

2 C(y)-deformada del lagrangiano de super QCD y, a partir de su expresión en componentes,
pudimos obtener los efectos de la deformación. En particular, encontramos que el conmutador
anómalo que lleva a la anomaĺıa Konishi toma la misma forma que para el caso del superespacio
ordinario.

En la segunda mitad del caṕıtulo fuimos capaces de obtener en el contexto de teoŕıas de cuerdas
este tipo de deformaciones del superespacio N = 1 con C = C(y) sobre el volumen de mundo de
D3-branas. Para ello fue necesario considerar el modelo de supercuerdas tipo IIB definido sobre
R

2,2×CY 6, por lo que la deformación encontrada corresponde al superespacio NAC N = 1
2 d = 2+2.

Al igual que en el caso de deformaciones constantes, la teoŕıa de cuerdas debe poseer un campo
de fondo de gravifotón no nulo, por lo que el formalismo idóneo para estudiar el problema es
nuevamente el formalismo h́ıbrido de Berkovits. Restringiéndonos a cierta familia de campos lineales
de gravifotón fuimos capaces de calcular los propagadores para las coordenadas del superespacio,
y a partir de ellos obtener el álgebra deformada de las coordenadas del superespacio N = 1 sobre
el volumen de mundo de la brana. La deformación que resulta del tipo de campos de gravifotón
utilizado es exactamente la misma que la considerada en la primer mitad del caṕıtulo al estudiar
teoŕıas de campos NAC. Esto es, las coordenadas fermiónicas quirales θα dejan de ser variables
Grassmann para pasar a satisfacer un álgebra de Clifford del tipo {θα, θβ} = Cαβ(y), mientras que
las otras coordenadas de la base quiral yµ, θ̄α̇ permanecen (anti)conmutantes. Además, encontramos
que la relación de proporcionalidad entre el parámetro de la deformación Cαβ y el tensor de campo
del gravifotón Fαβ, válida para el caso de deformaciones constantes, sigue siendo válida para la
familia de campos de gravifotón considerada, o sea, Cαβ(y) = α′2Fαβ(y). Esta relación explica cuál
es el origen de la ecuación diferencial para el parámetro de la deformación encontrada en el contexto
de teoŕıas de campos, ya que dicha ecuación resulta ser equivalente a la ecuación de movimiento
del gravifotón.
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Caṕıtulo 5

Mecánica Cuántica en Superespacios
Deformados

En este caṕıtulo presentaremos otro de los resultados originales de esta tesis, que resulta de
estudiar las consecuencias de una deformación no(anti)conmutativa del superespacio d = 1
N = 2. Encontraremos que, en la base quiral, la deformación preserva solo la mitad del álge-
bra de supercargas original, como pasa usualmente en teoŕıas de campos NAC. En términos
de un supermultiplete real obtendremos una expresión cerrada para el lagrangiano defor-
mado de Mecánica Cuántica. En dicha expresión, el potencial original debe ser reemplazado
por un potencial efectivo difuminado, de manera similar a lo que ocurre en el modelo sigma
bidimensional C-deformado. De manera inesperada, encontraremos que una segunda carga
conservada puede ser construida, lo que lleva a una realización no lineal de la superálgebra
N = 2. Esto conduce a que la teoŕıa deformada posea a nivel clásico tantas supercargas
conservadas como la teoŕıa no deformada. Finalmente, analizaremos el comportamiento
cuántico de estas supercargas y estudiaremos en que casos éstas están espontáneamente
rotas.

La Mecánica Cuántica puede interpretarse como una teoŕıa de campos en 0+1 dimensiones,
por lo que provee un marco de referencia simple y, a la vez muy adecuado para entender distinos
fenómenos que tienen lugar en teoŕıas de campos más complicadas. Un buen ejemplo de esto es el
uso que hizo Witten de la Mecánica Cuántica Supersimétrica (MC SUSY) [70],[71] para estudiar
la rotura (dinámica) de supersimetŕıa. En particular, después de la introducción del ı́ndice de
Witten [71], muchos aspectos topológicos interesantes de MC SUSY fueron clarificados, lo que
permitió entender problemas más complejos de rotura de supersimetŕıa en teoŕıas cuánticas de
campos. Por ejemplo, la conexión entre el ı́ndice de Witten y MC llevó a una derivación alternativa
del teorema del ı́ndice de Atiyah-Singer [72],[73], relevante en el análisis de teoŕıas de campos
supersimétricas. Debido a esta mayor simplicidad, el estudio de deformaciones NAC del superespacio
d = 1 + 0 N = 2 y de la posibilidad de formular Mecánica Cuántica es tales superespacios resulta
altamente conveniente.

A pesar de que dicho estudio de la MC NAC es interesante por si mismo, y también por
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sus posibles aplicaciones en problemas de materia condensada, nuestra principal motivación es
otra. Como consecuencia de ser comparativamente más simples respecto de las teoŕıas de cam-
pos, usaremos modelos de MC NAC para profundizar en una cuestión fundamental de las teoŕıas
no(anti)conmutativas, que es entender cuántas supercargas son realmente rotas por la deformación.
Como vimos en los caṕıtulos precedentes, una vez que la deformación es implementada, solo una
fracción (usualmente la mitad) del álgebra original linealmente realizada sobrevive. En este caṕıtu-
lo mostraremos, en lo que constituye otro de los aportes originales de esta tesis, que en el caso
de Mecanica Cuántica NAC una nueva supercarga (deformada) puede ser construida. Dicha carga
corresponde a una realización no lineal del álgebra de supersimetŕıa. Gracias a esta construcción
llegamos a la interesante conclusión de que las teoŕıas de MC deformadas poseen tantas supercargas
conservadas como en el caso no deformado.

5.1. Superespacio d = 1 + 0 N = 2 deformado

En la formulación de la Mecánica Cuántica supersimétrica que utiliza el superespacio, además de
la variable temporal real (conmutante) τ , se introducen variables Grassmann (anticonmutantes) θ y
su complejo conjugado θ̄. El superespacio deformado puede luego ser definido a partir de modificar
las relaciones de anticonmutación entre las variables θ y θ̄, e incluso sus relaciones de conmutación
con τ .

Aśı, en el caso ordinario, el superespacio d = 1 + 0 N = 2 R
(1|2) puede ser paramétrizado por

las coordenadas

R
(1|2) = (τ, θ, θ̄), τ ∈ R, (θ)† = θ̄. (5.1)

La deformación más general del sector fermiónico de este superespacio es

{θ, θ} = C, {θ̄, θ̄} = C̄, {θ, θ̄} = Ĉ (5.2)

donde C, C̄ y Ĉ son números complejos con dimensión m−1 ya que tomamos [θ] = [θ̄] = m−1/2.
En lo que respecta a las reglas de conmutación entre la variable temporal y θ, θ̄, pospondremos su
elección hasta la introducción de una variable temporal “quiral” (ver debajo).

Como en el caso de las deformaciones del espacio-tiempo, una teoŕıa d = 1 en el superespacio
no(anti)conmutativo definido por (5.2) puede realizarse usando coordenadas Grassmann ordina-
rias pero multiplicando los supercampos con un producto Moyal apropiado. De hecho, dado un
supercampo escalar de la forma

Φ(τ, θ, θ̄) = φ(τ) + θψ(τ) + ψ̄(τ)θ̄ + θθ̄F (τ) (5.3)

con φ un escalar, ψ un fermión y F un campo auxiliar, podemos definir el producto Moyal que
implementa la deformación (5.2) como

Φ1(τ, θ, θ̄) ∗ Φ2(τ, θ, θ̄) = Φ1 exp(−C
2

←−
∂

∂θ

−→
∂

∂θ
− Ĉ

2

←−
∂

∂θ

−→
∂

∂θ̄
− Ĉ

2

←−
∂

∂θ̄

−→
∂

∂θ
− C̄

2

←−
∂

∂θ̄

−→
∂

∂θ̄
)Φ2

= Φ1

[

1− C

2

←−
∂

∂θ

−→
∂

∂θ
− Ĉ

2

←−
∂

∂θ

−→
∂

∂θ̄
− Ĉ

2

←−
∂

∂θ̄

−→
∂

∂θ
− C̄

2

←−
∂

∂θ̄

−→
∂

∂θ̄
− 1

4
c2
←−
∂

∂θ̄

←−
∂

∂θ

−→
∂

∂θ

−→
∂

∂θ̄

]

Φ2 (5.4)
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con c2 = CC̄ − ĈĈ y Φ
←−
∂
∂θ = (−1)f [Φ] ∂Φ

∂θ , donde f [Φ] es el caracter Grassmann del supercampo Φ.
En el caso no deformado, los operadores diferenciales Q y Q̄ que generan las transformaciones

supersimétricas son dados por

Q =
∂

∂θ
+ iθ̄

∂

∂τ
, Q̄ = − ∂

∂θ̄
− iθ ∂

∂τ
, (5.5)

y satisfacen el álgebra supersimétrica N = 2, d = 1 no deformada

{Q,Q} = 0, {Q̄, Q̄} = 0, {Q, Q̄} = −2i
∂

∂τ
. (5.6)

A veces es más útil trabajar con las realizaciones de las supercargas

Q =
∂

∂θ
+ ibθ̄

∂

∂t
, Q̄ = − ∂

∂θ̄
− ib̄θ ∂

∂t
. (5.7)

las cuales pueden ser obtenidas de (5.5) a través del cambio de variables

τ → t = τ − i(1 − b)θθ̄ (5.8)

y satisfacen el álgebra supersimétrica usual cuando b+ b̄ = 2. Respecto de las derivadas covariantes
D y D̄, anticonmutantes con las supercargas, ellas toman la forma

D =
∂

∂θ
− ib̄θ̄ ∂

∂t
, D̄ = − ∂

∂θ̄
+ ibθ

∂

∂t
. (5.9)

Es conveniente aclarar que siempre consideraremos la misma expresión formal del producto
Moyal (5.4), independientemente de haber cambiado la variable temporal de acuerdo a (5.8). Esto
significa que después del cambio τ → t, las derivadas con respecto a θ y θ̄ en (5.4) deben ser
tomadas a t fijo.

En el caso deformado, el álgebra de las supercargas Q y Q̄ cambia a

{Q,Q} = −b2C̄ ∂2

∂t2

{Q̄, Q̄} = −b̄2C ∂2

∂t2

{Q, Q̄} = −i(b+ b̄)
∂

∂t
+ bb̄Ĉ

∂2

∂t2
(5.10)

Elecciones diferentes de b, b̄ y los parámetros C harán posible preservar diferentes sectores del
álgebra supersimétrica no deformada. Para seleccionar valores adecuados de estos parámetros, es
conveniente ver bajo que condiciones los operadores Q y Q̄ siguen satisfaciendo la regla de Leibnitz.
Cuando Q y Q̄ actúan sobre un producto ∗ de supercampos, se obtiene

Q ∗ (Φ1 ∗ Φ2) = (Q ∗ Φ1) ∗Φ2 + Φ1 ∗ (Q ∗ Φ2)

+ ib[θ̄
∂

∂t
(Φ1 ∗ Φ2)− (θ̄

∂Φ1

∂t
) ∗ Φ2 − Φ1 ∗ (θ̄

∂Φ2

∂t
)]

Q̄ ∗ (Φ1 ∗ Φ2) = (Q̄ ∗ Φ1) ∗Φ2 + Φ1 ∗ (Q̄ ∗ Φ2)

− ib̄[θ
∂

∂t
(Φ1 ∗ Φ2)− (θ

∂Φ1

∂t
) ∗ Φ2 − Φ1 ∗ (θ

∂Φ2

∂t
)] (5.11)
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Se puede ver que ambos generadores de supersimetŕıa no pueden satisfacer simultáneamente la
regla de Leibnitz debido al v́ınculo b + b̄ = 2. A partir de aqúı elegiremos trabajar en la base
quiral, la cual corresponde al caso b = 0, b̄ = 2 y luego, de acuerdo a (5.10), solo será preservada el
subálgebra supersimétrica N = 2

2 asociada al generador Q. Notar que esta elección es consistente
con

[t, θ] = [t, θ̄] = 0 (5.12)

que corresponde, en término de las coordenadas originales (τ, θ, θ̄), a

[τ, τ ] = 0, [τ, θ] = i(Ĉθ − Cθ̄), [τ, θ̄] = i(C̄θ − Ĉθ̄) . (5.13)

Finalmente, las supercargas y las derivadas covariantes toman la forma

Q =
∂

∂θ
, Q̄ = − ∂

∂θ̄
− 2iθ

∂

∂t
,

D =
∂

∂θ
− 2iθ̄

∂

∂t
, D̄ = − ∂

∂θ̄
. (5.14)

5.2. Lagrangiano y Supersimetŕıas Clásicas

Hay básicamente dos tipos de supermultipletes N = 2 en d = 1 dimensiones. Para clasificarlos
es conveniente introducir la notación (m,n,n −m) para identificar un supermultiplete “off-shell”
N = n, d = 1 con m bosones f́ısicos, n fermiones y n−m componentes bosónicas auxiliares.
Aśı, el supermultiplete (1,2,1), también conocido como modelo N = 2a, es construido a partir
de un supercampo real N = 2 mientras que el supermultiplete (2,2,0) o modelo N = 2b utiliza
supercampos quirales complejos.

La acción supersimétrica N = 2 deformada construida a partir del supermultiplete (1,2,1)
toma la forma

S =

∫
dtdθdθ̄

[
−1

2
(D ∗ Φ) ∗ (D̄ ∗ Φ)−W∗(Φ)

]
(5.15)

donde definimos el superpotencial deformado W∗(Φ) a partir de la función W (Φ) mediante

W (Φ) =

∞∑

n=0

1

n!
W (n) Φ (n). . . Φ −→W∗(Φ) =

∞∑

n=0

1

n!
W (n) Φ∗ (n). . . ∗Φ (5.16)

donde el supercampo Φ tiene la expansión en componentes (5.3),

Φ(t, θ, θ̄) = φ(t) + θψ(t) + ψ̄(t)θ̄ + θθ̄F (t) (5.17)

En término de las coordenadas (τ, θ, θ̄), el supercampo Φ es real, esto es, φ†(τ) = φ(τ), ψ†(τ) = ψ̄(τ)
y F †(τ) = F (τ). Sin embargo, el cambio de variables τ → t complexifica la coordenada temporal y
luego las relaciones de realidad para el campo auxiliar se pierden.

En el contexto de modelos sigma N = 2 NAC bidimensionales [74]-[76] fue obtenida una fórmula
expĺıcita no perturbativa para el superpotencial holomorfo deformado . Esta fórmula también puede
ser aplicada al caso d = 1 y permite expresar la componente más alta del superpotencial como

∫
dθdθ̄W∗(Φ) = F

∂

∂φ

∫ + 1

2

− 1

2

dξ W (φ+ ξcF )− ψ̄ψ ∂2

∂φ2

∫ + 1

2

− 1

2

dξ W (φ+ ξcF ) (5.18)
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como

c =

√
CC̄ − ĈĈ. (5.19)

Como es notado en [75], esta deformación corresponde f́ısicamente a una difusión del espacio target
de coordenadas. De acuerdo a esto, puede obtenerse un superpotencial efectivo W̃ promediando su
valor no deformado entre φ− cF y φ+ cF , esto es

W̃ (φ, F ) =

∫ + 1

2

− 1

2

dξW (φ+ ξcF ). (5.20)

Aśı, escrita en componentes, la acción deformada de Mecánica Cuántica toma la forma

S =

∫
dt

[
−
(
i
dφ

dt
+
∂W̃

∂φ

)
F +

1

2
F 2 + ψ̄

(
i
d

dt
+
∂2W̃

∂φ2

)
ψ

]
(5.21)

Con el fin de estudiar aspectos clásicos de esta teoŕıa deformada, usaremos las definiciones
usuales para los momentos, el hamiltoniano y los corchetes de Poisson

Πi =
∂rL
∂Θ̇i

, H = ΠiΘ̇i − L, {X,Y }P =
∂rX

∂Θi

∂lY

∂Πi
− (−1)XY ∂rY

∂Θi

∂lX

∂Πi
, (5.22)

donde los sub́ındices r y l denotan la derivación derecha e izquierda, respectivamente. Luego, con
Θ = (φ,ψ), los momentos conjugados son Π = (−iF, iψ̄) y el hamiltoniano asociado con la acción
deformada (5.21) es

H = −iF φ̇+ iψ̄ψ̇ − L =
∂W̃

∂φ
F − 1

2
F 2 − ψ̄ ∂

2W̃

∂φ2
ψ (5.23)

Nótese que en las definiciones (5.22) los campos componentes son multiplicados utilizando el pro-
ducto usual, el producto Moyal deja de ser usado una vez que la integración en las coordenadas
θ, θ̄ es realizada. Puede verificarse fácilmente que la acción (5.21) todav́ıa es invariante ante las
transformaciones de supersimetŕıa generadas por Q

δQφ = ψ, δQψ = 0, δQψ̄ = F, δQF = 0, (5.24)

donde las transformaciones para los campos componentes son obtenidas a partir de

δQΦ = Q ∗ Φ = δQφ− θδQψ + δQψ̄ θ̄ + θθ̄δQF. (5.25)

Por otro lado, ya hemos visto que el operador Q̄ definido en (5.14) y satisfaciendo {Q̄, Q̄} 6= 0, no
puede ser usado como un generador de supersimetŕıa. Además, es fácil ver que las Q̄-variaciones
de los campos componentes correspondiendo al caso no deformado dejan de ser una simetŕıa una
vez que la deformación es implementada. Esto es, dadas las variaciones

δQ̄c=0
φ = ψ̄, δQ̄c=0

ψ = 2iφ̇− F, δQ̄c=0
ψ̄ = 0, δQ̄c=0

F = 2i ˙̄ψ, (5.26)

el lagrangiano no permanence invariante, sino que cambia de acuerdo a

δQ̄c=0
L = 2iψ̄

∂2W̃

∂F∂φ
Ḟ − 2i ˙̄ψ

∂2W̃

∂F∂φ
F − 2iψ̄ ˙̄ψ

∂3W̃

∂F∂φ2
ψ, (5.27)
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Luego, solo para c = 0 (el caso no deformado) δQ̄c=0
L se anula. Este hecho es esperado a partir de

la forma del álgebra deformada de la supercarga (5.10), la cual, después de tomar b = 0, b̄ = 2, se
rompe en el sector Q̄. Esto es similar a lo que vimos en los dos caṕıtulos precedentes para el caso
de teoŕıas de campos NAC, donde parte de supersimetŕıa original es rota por la deformación.

Volviendo a la supersimetŕıa que es preservada, podemos obtener una expresión de la supercarga
Q en término de los campos a partir del método de Noether,

Q = −
∑

χ

∂rL
∂χ̇

δQχ = iψF, (5.28)

(con χ denotamos los campos componentes de la teoŕıa). Se puede ver que Q satisface

{Q,Q}P = 0 , {Q, χ}P = δQχ (5.29)

para las variaciones (5.24). Además, es trivial verificar que el hamiltoniano es Q-exacto, esto es,

H =

{
Q, 1

2
ψ̄

(
−F + 2

∂W̃

∂φ

)}

P

(5.30)

Esta expresión sugiere la existencia de una segunda carga Q̄ de manera que, como en el caso no
deformado, el hamiltoniano pueda expresarse como

H =
i

2
{Q, Q̄}P . (5.31)

Para lograr esto definimos la carga Q̄ tal que, en término de los campos componentes, toma la
forma

Q̄ = iψ̄

(

F − 2
∂W̃

∂φ

)

(5.32)

Sorprendentemente, la carga Q̄ es conservada, {H, Q̄}P = 0 y también es nilpotente, {Q̄, Q̄}P = 0.
Cuando actúa sobre los campos, la segunda supercarga lleva a las transformaciones

{Q̄, φ}P = ψ̄ − 2ψ̄
∂2W̃

∂φ∂F
, {Q̄, ψ̄}P = 0,

{Q̄, ψ}P = F − 2
∂W̃

∂φ
, {Q̄, F}P = 2ψ̄

∂2W̃

∂φ2
. (5.33)

Notar que en el ĺımite c→ 0, Q̄ → Q̄c=0, como puede verificarse por comparar las transformaciones
(5.26) y (5.33), y usar las ecuaciones de movimiento de los campos componentes.

Es importante resaltar que, a diferencia del caso de las transformaciones (5.24),(5.26), las cuales
dan una realización lineal del álgebra de supersimetŕıa en el caso no deformado, Q̄ provee, junto
con Q, una realización no lineal definida por las ecs.(5.29),(5.33).

Concluimos aśı que, al menos clásicamente, la teoŕıa deformada tiene tantas supercargas como
la no deformada. En otras palabras, dado que la teoŕıa defomada posee cargas Q y Q̄ satisfaciendo
la superálgebra d = 1 N = 2

H =
i

2
{Q, Q̄}P , {Q,Q}P = {Q̄, Q̄}P = 0 (5.34)
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encontramos que la teróıa NAC-deformada tambien es N = 2 supersimétrica. Este resultado está en
clara oposición con lo que es usualmente esperado a partir de observar la superálgebra deformada
N = 2

2 ec.(5.10) con b = 0, b̄ = 2.

5.3. Supersimetŕıas Cuánticas

Para estudiar la teoŕıa cuántica, debemos reemplazar los corchetes de Poisson por conmutadores,
{ , }P → −i[ , ] y representar las relaciones de conmutación canónicas

[φ,Πφ] = i, {ψ, iψ̄} = 1. (5.35)

sobre un espacio de Hilbert. La primera relación puede ser representada de la manera estándar en
término de funciones de onda en L2(R). Para representar la segunda relación, la cual corresponde
a un álgebra de Clifford, podemos usar matrices de 2× 2,

ψ =

(
0 1
0 0

)
, iψ̄ =

(
0 0
1 0

)
. (5.36)

Para estudiar las supersimetŕıas a nivel cuántico, será conveniente trabajar con una nueva carga

Q̂+ = Q̂+ ˆ̄Q (5.37)

(o equivalentemente con Q̂− = i(Q̂ − ˆ̄Q)) la cual satisface Ĥ = (Q̂+)2. Notar que la validez de esta
relación impone un v́ınculo a los posibles ordenamientos de Ĥ y Q̂+.1

Para determinar si la supersimetŕıa Q está espontáneamente rota en la teoŕıa deformada pode-
mos utilizar el ı́ndice de Witten. Ya que el hamiltoniano es el cuadrado de Q̂+, luego [Ĥ, Q̂+] = 0.
Aśı, excepto para estados aniquilados por Q̂+, existe un par de estados bosón/fermión con la misma
enerǵıa y el ı́ndice de Witten resulta

W = Tr
[
(−1)F e−βH

]
= {♯ bosón Υestados cerrados

+ } − {♯ fermión Υestados cerrados
+ } (5.38)

donde Υestados cerrados
+ son aquellos estados aniquilados por Q̂+.

Si Q̂+ es un operador hermı́tico, luego es válida la siguiente relación

〈χ | Ĥ | χ〉 =| Q̂+ | χ〉 |2, (5.39)

y, por lo tanto, los estados aniquilados por Q̂+ son estados de vaćıo. Consecuentemente, un ı́ndice
de Witten no nulo implica que la simetŕıa Q+ no está rota. De hecho, esto es lo que ocurre en
teoŕıas supersimétricas en el caso no deformado. Sin embargo, cuando la deformación está presente
la situación cambia radicalmente: como es común en teoŕıas de campos NAC, la acción, y luego el

hamiltoniano, son en general complejos. Luego, de acuerdo a (5.28),(5.32), ˆ̄Q ya no es el hermı́tico
conjugado de Q̂, lo que lleva en general a cargas no hermı́ticas Q̂±. Veremos en la próxima sección
que esta imagen puede ser alterada mediante la introducción del concepto de cryptorealidad.

1En este caṕıtulo utilizaremos un “sombrero” para diferenciar a los operadores cuánticos de los correspondientes
observables clásicos.
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Como fue probado en [77], el ı́ndice de Witten [71] puede obtenerse a partir de la función de
partición Z en tiempo eucĺıdeo,

W =

∫

PBC
DΘDΠ exp

(
−
∫ β

0
dt (ΠiΘ̇i −H)

)
, (5.40)

con Θ = (φ,ψ), Π = (iF,−iψ̄). La integral funcional es tomada sobre configuraciones que satisfacen
condiciones de contorno periódicas: Θ(t+β) = Θ(t). Además, las variables canónicas en el operador
hamiltoniano deben ser ordenados tal que se satisfaga H = eipφφ〈pφ|Ĥ|φ〉. Con esta representación
para el ı́ndice de Witten, su cálculo puede realizarse fácilmente ya que la función de partición
deformada coincide con la correspondiente al caso no deformado cuando en esta última la simetŕıa
Q no está rota. Para verificar esto, veamos primero que la acción deformada es Q-exacta, esto es,

S =

∫
dt

{
Q, ψ̄

(
dφ

dt
+
∂W̃

∂φ
− i

2
F

)}

P

= S(c = 0) +

∫
dt

{
Q, ψ̄ ∂

∂φ
(W̃ −W )

}

P

(5.41)

En consecuencia, podemos expresar la function de partición como

Z =

∫
DφDψDF exp(−S) =

∫
DφDψDF exp

(
−S(c = 0)−

∫
dt

{
Q, ψ̄ ∂

∂φ
(W̃ −W )

}

P

(t)

)

= Z(c = 0) +
∑

n>0

(−1)n
∫
dt1 ...

∫
dtn ×

〈{
Qc=0, ψ̄

∂

∂φ
(W̃ −W )

}
(t1)...

{
Qc=0, ψ̄

∂

∂φ
(W̃ −W )

}
(tn)

〉

c=0

(5.42)

donde 〈 〉c=0 denota el valor de expectación de vaćıo correspondiendo a la teoŕıa no deformada.
Notar que el reemplazo {Q, } → {Qc=0, } puede hacerse ya que las transformaciones Q de los
campos componentes no se ven afectadas por la deformación. Si la simetŕıa Qc=0 no está rota en el
caso no deformado (i.e. Qc=0|vac〉c=0 = 0), los valores de expectación de operadores Qc=0-exactos
se anulan. Aśı, obtenemos que Z = Z(c = 0) y, debido a la relación (5.40), W =W(c = 0) cuando
la teoŕıa no deformado es supersimétrica.

Podemos resumir los anteriores resultados como sigue,

W = {♯ bosonic Υestados cerrados
+ } − {♯ fermionic Υestados cerrados

+ }

=






−1 forW (φ)→ aφ2n asφ→ ±∞, a > 0
1 forW (φ)→ −aφ2n asφ→ ±∞
desconocido en otro caso.

(5.43)

Si tomamos los estados de vaćıo como aquellos para los cuales el v.e.v. de Ĥ se anula, los estados
aniquilados por Q+ serán estados de vaćıo. Luego, aquellos casos en los cuales W 6= 0 corresponden
a teoŕıas con supersimetŕıa no rota. En conclusión, si bien los razonamientos anteriores que llevan
a la ec.(5.42) no permiten saber que ocurre cuando la teoŕıa original (no deformada) no es super-
simétrica, śı nos posibilita afirmar que la teora deformada poseerá vaćıos supersimétricos en todos
los casos en los que la teoŕıa no deformada los tiene.
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5.4. Cryptorealidad del Hamiltoniano No(Anti)Conmutativo

En [78], Ivanov y Smilga encontraron que el hamiltoniano (5.23), a pesar de ser complejo
en apariencia, es verdaderamente hermı́tico, en el sentido de que es posible definir un espacio de
Hilbert apropiado de manera que el espectro de H sea real. Tales hamiltonianos son conocidos como
“cryptohermı́ticos” (o “cryptoreales”). La manera más simple de ver esto es observar la existencia
de un operador R tal que el hamiltoniano conjugado

H̃ = eRHe−R (5.44)

es manifiestamente autoadjunto. En el caso del modelo de Mecánica Cuántica NAC, la R-conjuga-
ción también lleva a supercargas rotadas eRQe−R y eRQ̄e−R que son hermı́ticas conjugadas entre
śı.

Veamos cómo ocurre esto en el caso no trivial más simple, con W (φ) = λφ3/3, para el cual

W̃ (φ, F ) =
λ

3
φ3 +

λc2

12
φF 2 (5.45)

El hamiltoniano canónico correspondiente es

H =
p2

2
+ iλpφ2 − iβp3 − 2λφψ̄ψ, (5.46)

con p = −iF y β = λc2/12. El lagrangiano y hamiltoniano deformados lucen aśı inherentemente
complejos. Para eliminar el carácter complejo en los términos ∼ pφ2 y ∼ p3, definimos el operador
R

R = −λ
3
φ3 + βφp2 − 2λβφ2ψ̄ψ + ..., (5.47)

donde los puntos suspensivos denotan términos de tercer o mayor orden en λ y/o β. El hamitoniano
conjugado es

H̃ = eRHe−R =
p2

2
− 2λφψ̄ψ +

1

2
[λ2φ4 + 3β2p4] +

1

2
λβ +O(λ3, β3, λ2β, λβ2). (5.48)

Este hamiltoniano es hermı́tico. Por su parte, las supercargas rotadas son

Q̃ = eRQe−R = ψ[p − i(λφ2 − βp2) + λβφ2p− β2p3 + ...],

˜̄Q = eRQ̄e−R = ψ̄[p + i(λφ2 − βp2) + λβφ2p+ 3β2p3 + ...]. (5.49)

Puede verse que ellas no son todav́ıa una adjunta de la otra. Para hacerlas mutuamente adjuntas
al orden en β, λ considerado, debemos agregar al operador R un término más

R̆ = R− 2β2p2ψ̄ψ. (5.50)

Es fácil verificar que esta modificación no cambia al hamiltoniano rotado, pero vuelve a las super-
cargas rotadas conjugadas herméticas entre śı,

Q̆ = eR̆Qe−R̆ = ψ[p − i(λφ2 − βp2) + λβφ2p+ β2p3 + ...],

˘̄Q = eR̆Q̄e−R̆ = ψ[p + i(λφ2 − βp2) + λβφ2p+ β2p3 + ...]. (5.51)

83



Por construcción, los operadores Q̆, ˘̄Q y H̃ satisfacen el álgebra supersimétrica estándar. No es
dif́ıcil convencerse además que, orden por orden en λ, β, los términos complejos en H pueden ser
eliminados exitosamente mediante una rotación adecuada, a la vez que se mantiene la relación de
conjugación entre Q y Q̄. De hecho, esta posibilidad es cierta para superpotenciales W de cualquier
grado, y aśı para cualquier superpotencial anaĺıtico.

5.5. El Supermultiplete (2, 2, 0)

Cuando la teoŕıa deformada es formulada en términos del supermultiplete (2,2,0), esto es,
cuando usamos supercampos quirales complejos en vez de reales, no aparecen campos auxiliares
en la teoŕıa. Puede entonces ser prometedor analizar este caso ya que era la presencia del campo
auxiliar lo que dificultaba el análisis de rotura de supersimetŕıa en el caso del multiplete (1,2,1).

En la base quiral, un supercampo quiral Ψ y un supercampo antiquiral Ψ̄ tienen la expansión
en componentes

Ψ(t, θ) = z(t) + θχ(t)

Ψ̄(t− 2iθθ̄, θ̄) = z̄(t− 2iθθ̄) + χ̄(t)θ̄ = z̄(t) + χ̄(t)θ̄ − 2iθθ̄ ˙̄z(t) (5.52)

En término de las coordenadas (τ, θ, θ̄), los campos componentes satisfacen z†(τ) = z̄(τ) y χ†(τ) =
χ̄(τ). Ahora, para poder hacer uso de estos multipletes es necesario tener un producto Moyal
que preserve la condición de quiralidad de los supercampos. Con la deformación genérica (5.2), el
producto de supercampos quirales y antiquirales toma la forma

Ψ1 ∗Ψ2 = Ψ1Ψ2 −
C

2
χ1χ2

Ψ̄1 ∗ Ψ̄2 = Ψ̄1Ψ̄2 −
C̄

2
χ̄1χ̄2 + c2 ˙̄z1 ˙̄z2 + iC̄θ ( ˙̄z1χ̄2 − ˙̄z2χ̄1) + iĈ ( ˙̄z1χ̄2 − ˙̄z2χ̄1) θ̄ (5.53)

Podemos ver que el producto de supercampos quirales es todav́ıa quiral. Sin embargo, para preservar
la condición de antiquiralidad, la deformación tiene que satisfacer C̄ = c2 = 0. Luego, solo el álgebra
de θ resulta deformada.

Consideremos una teoŕıa con un término cinético canónicamente normalizado y un prepotencial
real Kähler K(z, z̄). La acción deformada es

S =

∫
dtdθdθ̄

[
1

4
(D ∗Ψ) ∗ (D̄ ∗ Ψ̄) +K∗(Ψ, Ψ̄)]

)
, (5.54)

con el prepotencial definido por

K∗(Ψ, Ψ̄) =

∞∑

n,m=0

1

(n+m)!

∂n+mK

∂zn∂z̄m
[Ψ∗ (n). . . ∗Ψ ∗ Ψ̄∗ (m). . . ∗Ψ̄] (5.55)

donde los corchetes [...] denotan todas las posibles permutaciones de los supercampos.
Una expresión no perturbativa para el prepotencial Kähler deformado puede obtenerse usando

una generalización de la ec.(5.18) para el caso de varios supercampos [74]-[76]. Sin embargo, como
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en el caso de un único supercampo, la deformación del prepotencial es controlada por el parámetro
c2, el cual en este caso es cero. Por lo tanto, el prepotencial no recibe correcciones debido a la
deformación. Como el término cinético tampoco es afectado por la deformación, la acción (5.54)
coincide con la del caso no deformado.

5.6. Resumen y Discusión

En este caṕıtulo analizamos deformaciones NAC del superespacio d = 1 N = 2 y estudiamos
como definir sobre éste modelos de Mecánica Cuántica. En particular, el énfasis fue puesto en la
determinación del número de supercargas rotas por la deformación NAC. Comenzando con una
deformación general del álgebra de las coordenadas fermiónicas del superespacio y trabajando en
la base quiral, encontramos que la mitad del álgebra de supersimetŕıa original (correspondiendo
a la subálgebra generada por Q) puede ser preservada, de manera equivalente a lo que ocurre en
teoŕıas de campos NAC. Mediante el empleo de un producto Moyal para implementar la defor-
mación, construimos una teoŕıa supersimétrica N = 2 deformada en términos del supermultiplete
(1,2,1) y con un superpotencial arbitrario. El lagrangiano resultante toma la misma forma que
el correspondiente al superespacio no deformado, pero con un superpotencial efectivo tomando el
lugar del superpotencial original. Dicho superpotencial efectivo fue obtenido haciendo uso de una
fórmula no perturbativa hallada en el contexto de modelos sigma NAC bidimensionales.

Una vez obtenido el lagrangiano en término de los campos componentes, el paso siguiente fue
estudiar la cantidad de supercargas admitidas por dicho modelo. La expresión para la supercarga Q
en término de los campos componentes es fácilmente obtenida, ya que corresponde a la subálgebra
SUSY N = 1

2 que sobrevive a la deformación. El hecho de que el hamiltoniano H deformado
es todav́ıa Q-exacto nos permitió hallar una segunda carga supersimétrica Q̄, la cual, junto con
Q y H, satisfacen el álgebra de supersimetŕıa d = 1 N = 2. En consecuencia, llegamos a la
llamativa conclusión de que el modelo deformado tiene (al menos a nivel clásico) tantas supercargas
conservadas como el modelo no deformado. Al pasar a la versión cuántica de la teoŕıa, hallamos que
la no hermiticidad de las supercargas (consecuencia de la no hermiticidad del modelo deformado)
dificulta realizar un análisis análogo sobre la conservación de las mismas. A pesar de esta dificultad,
encontramos que en los casos en los que la teoŕıa no deformada es supersimétrica, el ı́ndice de
Witten no cambia al encender la deformación. Este resultado nos permitió saber en qué casos las
supercargas de la teoŕıa cuántica no están espontáneamente rotas.

A continuación y basándonos en el trabajo de Ivanov y Smilga [78], mostramos que el hamilto-
niano de la teoŕıa deformada pertenece a una categoŕıa de operadores conocida como operadores
crytohermı́ticos. Esto significa que, a pesar de ser en apariencia no hermı́ticos, es posible definir
un espacio de Hilbert apropiado de manera que el espectro del hamiltoniano sea real. De hecho,
mostramos que existe un operador R tal que el hamiltoniano conjugado es manifiestamente autoad-
junto. Más aún, la R-conjugación de las supercargas Q y Q̄ lleva a supercargas rotadas que son
hermı́ticas conjugadas entre śı.

Finalizamos el caṕıtulo formulando la teoŕıa deformada en términos del supermultiplete (2,2,0),
esto es, utilizando supercampos quirales complejos en vez de supercampos reales. En este caso,
requirir que el producto Moyal preserve la condición de quiralidad restringe la clase de deformaciones
posibles. De hecho, estos v́ınculos sobre el parámetro de la deformación resultan ser demasiado
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restrictivos, ya que la acción deformada termina coincidiendo con la no deformada.
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Caṕıtulo 6

Cuerdas No Abelianas - Efecto
Meissner No Abeliano

Este caṕıtulo servirá principalmente para presentar el contexto en el cual aparecen las confi-
guraciones BPS del tipo cuerda no abeliana y, a la vez, introducir las herramientas necesarias
para los estudios originales que expondremos en los caṕıtulos siguientes. Esto será logrado
mediante la exposición de una de las principales aplicaciones que tiene este tipo de cuer-
da, que consiste en su utilización para obetener, mediante el efecto Meissner no abeliano,
el confinamiento de monopolos no abelianos en ciertas teoŕıas con N = 2 supersimetŕıas.
Más precisamente, el modelo (microscópico) con el que trabajaremos tendrá un grupo de
gauge U(N), un término de Fayet-Iliopoulos para el factor U(1) y términos de masa grandes
y (aproximadamente) degeneradas para los N hipermultipletes de materia. Presentaremos
un completo tratamiento cuasi-clásico del sector BPS de este modelo, que incluirá la ob-
tención del conjunto de ecuaciones de primer orden y la derivación de una teoŕıa efectiva
de bajas enerǵıas para las coordenadas colectivas. Esta descripción (macroscópica) efectiva
vendrá dada por un modelo sigma CPN−1 con y sin términos de masa. Los monopolos
confinados (unión de cuerdas en el modelo microscópico) serán mapeados sobre kinks BPS
del modelo CPN−1. Finalmente, estudiaremos que ocurre con los monopolos confinados en
el ĺımite no abeliano de términos de masa degenerados, donde una simetŕıa global SU(N)
es restaurada.

A lo largo de la última década quedó claro que los métodos y técnicas basados en la supersimetŕıa
constituyen una de las pocas y más adecuadas herramientas para estudiar la cromodinámica cuánti-
ca y otras teoŕıas de gauge en el régimen de acoplamiento fuerte. En este sentido, resultan espe-
cialmente útiles los sectores BPS (ver caṕıtulo 2) presentes en algunas teoŕıas supersimétricas, ya
que permiten obtener resultados exactos a nivel cuántico, incluso en acoplamiento fuerte.

Los solitones BPS aparecen en aquellas teoŕıas supersimétricas en las cuales la superálgebra
posee extensiones centrales. En general estas cargas centrales están presentes ya a nivel clásico,
aunque también existen varios casos interesantes en los que dichas cargas aparecen como una
anomaĺıa cuántica. Un ejemplo del poder de la supersimetŕıa es la milagrosa cancelación que tiene
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lugar en el cálculo de correcciones cuánticas de cantidades tales como la masa o la carga topológica
del solitón. Debido a que los solitones BPS preservan parte de la supersimetŕıa, los modos bosónicos
y fermiónicos están degenerados y su número resulta balanceado. Aśı, por ejemplo, si un solitón
es BPS-saturado (y por lo tanto, pertenece a un supermultiplete corto), éste seguirá siendo BPS-
saturado después de las correcciones cuánticas, y su masa continuará coincidiendo exactamente con
la carga central. Como hemos visto en el caṕıtulo 2, debido a la saturación de la cota de Bogomol’nyi,
los solitones BPS se caracterizan además por satisfacer ecuaciones diferenciales de primer orden
(conocidas como ecuaciones de Bogomol’nyi o de autodualidad), lo que facilita enormemente la
busqueda y el análisis de las correspondientes soluciones.

Existe una gran variedad de solitones BPS en teoŕıas de campos en 4 dimensiones: paredes de
dominio, tubos de flujo (vórtices), monopolos y diones, y las varias uniones entre estos objetos.
De todos ellos, nosotros estaremos particularmente interesados en un tipo de configuraciones BPS
tipo cuerda, encontrada muy recientemente y conocida como cuerdas no abelianas [27]-[30]. Este
tipo de cuerdas es considerada actualmente como una pieza básica para la futura comprensión del
fenómeno de confinamiento presente en teoŕıas de gauge tipo QCD.

En 1994, Seiberg y Witten [53],[52] presentaron la primera demostración de la presencia del
efecto Meissner dual en una teoŕıa no abeliana. Su celebrada prueba anaĺıtica del confinamiento
lineal de quarks causó una gran conmoción en la comunidad cient́ıfica. Tomó tres años advertir
[79] que los tubos de flujo en la solución de Seiberg-Witten no son el tipo de cuerdas que aparecen
en QCD. Hanany, Strassler y Zaffaroni analizaron en 1997 los tubos de flujo cromoeléctrico en
la solución de Seiberg-Witten y mostraron que ellos eran esencialmente abelianos, por lo que los
hadrones que ellos confinaran tendŕıan muy poco que ver con los de QCD. El espectro hadrónico
seŕıa significativamente más rico. Por ejemplo, en el caso SU(3), tres tubos de flujo de Seiberg-
Witten no se aniquilarán entre śı, como si ocurre en QCD. Desde entonces, la búsqueda de tubos de
flujo y monopolos genuinamente no abelianos continuó, hasta que finalmente fueron descubiertos
en 2003-04.

En este caṕıtulo introduciremos las cuerdas no abelianas y mostraremos, en lo que constituye
una de sus principales aplicaciones, como pueden ser utilizadas para demostrar la presencia del
efecto Meissner no abeliano y el confinamiento de monopolos no abelianos en ciertas teoŕıas con
N = 2 supersimetŕıas. Además de esta interesant́ısima aplicación, dicha exposición nos permi-
tirá introducir los elementos básicos necesarios para los estudios que encararemos en los caṕıtulos
siguientes.

6.1. Modelo Básico: N = 2 SQCD

El modelo con el que trabajaremos deriva de la cromodinámica supersimétrica (SQCD) N = 2
con grupo de gauge SU(N + 1) y con Nf = N sabores de hipermultipletes de materia en la
representación fundamental del grupo de gauge, a los que llamaremos quarks [52]. En un punto
genérico de la rama de Coulomb de esta teoŕıa, el grupo de gauge es roto a U(1)N . Sin embargo,
nosotros estaremos interesados en un subespacio particular de la rama de Coulomb sobre el cual el
grupo de gauge se rompe a SU(N) × U(1). Para ubicarnos en este régimen debemos realizar una
determinada elección de los términos de masa de los quarks.

La rotura SU(N + 1) → SU(N) × U(1) ocurre a una escala m, que suponemos muy alta,
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m≫ ΛSU(N+1), donde ΛSU(N+1) es la escala de la teoŕıa SU(N + 1). Consecuentemente, las masas
de los bosones de gauge del sector SU(N + 1)/SU(N) × U(1) y las de sus supercompañeros son
muy grandes -proporcionales a m- y lo mismo ocurre con la (N + 1)-ésima componente de color de
los campos de quarks.

Dado que estamos interesados en fenómenos a escalas ≪ m, nuestro punto de partida será en-
tonces el modelo SU(N) × U(1) con Nf = N en la representación fundamental de SU(N), que
emerge luego de la rotura SU(N+1)→ SU(N)×U(1). Tanto o más importante aún, la elección de
los parámetros de masa de los quarks escalares (squarks) mr de manera que mr ≫ ΛSU(N+1) nos
permitirá asegurarnos que la teoŕıa de gauge se encuentra en un régimen de acoplamiento débil.
Trabajar con una teoŕıa en la que las interacciones permanecen débiles a toda escala es de funda-
mental importancia, ya que nos posibilitará realizar el análisis de manera confiable en un contexto
donde la dinámica del modelo es bien entendida y donde, en particular, los vórtices no abelianos
pueden ser estudiados en un régimen semi-clásico.

6.1.1. SU(N)× U(1) N = 2 SQCD

El contenido de campos de SU(N) × U(1) N = 2 SQCD con N sabores es el siguiente. El
multiplete vectorial N = 2 consiste del campo de gauge U(1) Aµ y el campo de gauge SU(N)
AA

µ (A = 1, ..., N2 − 1), y sus supercompañeros fermiones de Weyl (λ1
α, λ

2
α) y (λ1A

α , λ2A
α ), más los

campos escalares complejos a y aA. Estos últimos están en la representación adjunta de SU(N),
mientras que el ı́ndice espinorial de los λ’s toma valores α = 1, 2.

Los hipermultipletes de quarks de la teoŕıa SU(N)×U(1) consiste en campos escalares complejos
qa

r y q̃r
a (squarks) y fermiones de Weyl ψa

r y ψ̃r
a, todos en la representación fundamental de SU(N).

Aqúı a = 1, ..., N es el ı́ndice de color mientras que r = 1, ..., N es el ı́ndice de sabor.
La acción que corresponde a la parte bosónica de la teoŕıa toma la forma [28]

S =

∫
d4x

{
− 1

4e21
FµνF

µν − 1

4e22
FA

µνF
Aµν +

1

e21
∂µa∂

µa+
1

e22
∇µa

A∇µaA

+ Dµq̄
rDµqr +Dµq̃

rDµ ¯̃qr − V (q, q̃, aA, a)
}

(6.1)

donde

q̄r
a ≡ (qa

r)
∗, ¯̃qa

r ≡ (q̃r
a)
∗, Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, FA

µν = ∂µA
A
ν − ∂νA

A
µ − fABCAB

µA
C
ν , (6.2)

∇µ es la derivada covariante en la representación adjunta de SU(N), y

Dµq
a
r ≡ ∂µq

a
r −

i√
2N

Aµq
a
r −AA

µ (TA)abq
b
r, Dµq̃

r
a ≡ ∂µq̃

r
a +

i√
2N

Aµq̃
r
a +AA

µ (TA)baq̃
r
b. (6.3)

Por simplicidad suprimimos los ı́ndices del grupo de gauge que están sumados, e.g.

(φ̄rTAφr) ≡ (TA)abφ̄
r
aφ

b
r (6.4)

Además, consideramos a los generadores TA de la representación fundamental N de SU(N) como
matrices antihermı́ticas que satisfacen

[(TA)ab]
∗ = −(TA)ba, [TA, TB] = fABCTC , (TATB)aa = −1

2
δAB . (6.5)
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El potencial V (q, q̃, aA, a) en la acción (6.1) es la suma de términos F y D,

V (q, q̃, aA, a) =
e22
2

(
1

e22
fABC āBaC − q̄rTAqr + q̃rTA ¯̃qr

)2

+
e21
4N

(q̄rqr − q̃r ¯̃qr −Nξ)2

+ 2e22| q̃rTAqr|2 +
e21
2
| q̃rqr|2

+
1

2

N∑

r=1

{
|(a+

√
2mr + 2TAaA)qr|2

+ |(a+
√

2mr + 2TAaA)¯̃qr|2
}

(6.6)

La primera y segunda ĺınea representan téminos D mientras que las restantes corresponden a
términos F. Por su parte, ξ es un parámetro real conocido como parámetro de Fayet-Iliopoulos
(FI).

6.1.2. La Estructura de Vaćıo

Revisemos brevemente cómo es la estructura de vaćıo de nuestro modelo SU(N) × U(1). La
teoŕıa subyacente N = 2 SQCD con grupo de gauge SU(N + 1) tiene una gran variedad de vaćıos
[38],[80],[81]. Existen N vaćıos con acoplamiento fuerte, conocidos como vaćıos Seiberg-Witten,
cada uno de los cuales corresponde a una teoŕıa de gauge SU(N + 1) puro. En adición a estos, hay
un número de vaćıos conocidos como vaćıos de quarks r, donde r es el número de sabores de quarks
que desarrollan un VEV en dicho vaćıo. Aqúı nos enfocaremos en el vaćıo aislado con el máximo
valor posible de r,

r = N. (6.7)

La teoŕıa (6.1) no es más que el trucado de bajas enerǵıas de la teoŕıa SU(N +1) SQCD completa,
describiendo la f́ısica alrededor de este vaćıo.

Los vaćıos de la teoŕıa (6.1) son determinados por los ceros del potencial (6.6). Los campos en
la representación adjunta desarrollan el siguiente VEV

〈A〉 = − 1√
2




m1 · · · 0
...

. . .
...

0 . . . mN



 , (6.8)

donde hemos definido la matriz escalar

A =
1

2
a+ TAaA. (6.9)

Para valores genéricos de las masas de los quarks, el subgrupo SU(N) del grupo de gauge es
roto a U(1)N−1. Sin embargo, para la elección especial

m1 = m2 = ... = mN , (6.10)
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que es la que nos interesará en este caṕıtulo, el grupo de gauge SU(N)× U(1) permanece clásica-
mente no roto.

Si el valor del parámetro FI es tomado real, podemos explotar las rotaciones de gauge para
hacer también reales a los VEV de los quarks. Luego, en el caso considerado, ellos toman la forma
diagonal en color-sabor

〈qa
r〉 =

√
ξ




1 · · · 0
...

. . .
...

0 . . . 1



 , 〈q̃r
a〉 = 0, (6.11)

donde hemos escrito a los campos de quarks como matrices de N × N en los ı́ndices de color y
sabor. Esta forma particular del condensado de squarks es dictada por la segunda y tercer ĺınea en
la eq.(6.1).

Los campos de vaćıo (6.11) llevan a la rotura de los grupos SU(N) de sabor y de color. Sin
embargo, un grupo SU(N) global sobrevive,

U(1)× SU(N)c × SU(N)s −→ SU(N)c+s (6.12)

que implica una rotación simultánea en los grupos de sabor y de color.
Concluiremos esta sección discutiendo efectos cuánticos en la teoŕıa (6.1). A una escala alta m

(del orden de las masas de los quarks) el grupo de gauge SU(N + 1) es roto a SU(N)× U(1) por
condensación de los campos en la adjunta cuando la condición (6.10) se satisface. El sector SU(N)
es asintóticamente libre. Al decrecer la enerǵıa, la evolución de la constante de acoplamiento, si no
es interrumpida, llevará a la teoŕıa a un régimen de acoplamiento fuerte. Esto invalidaŕıa nuestro
análisis semiclásico. Una manera de evitar esto es tomar un parámetro FI ξ grande,

ξ ≫ ΛSU(N). (6.13)

Esta condición asegura un acoplamiento débil en el sector SU(N) debido a que el acoplamiento de
gauge SU(N) deja de correr debajo de la escala de VEV de los quarks, la cual es determinada por
ξ. Más expĺıcitamente,

8π2

e22(ξ)
= N log

√
ξ

ΛSU(N)
≫ 1. (6.14)

6.2. Cuerdas Abelianas ZN Elementales

Veamos cómo son las soluciones de cuerda BPS [38],[27],[28] en el modelo (6.1). Consideraremos
primero el caso de masas de quarks iguales (6.10), donde el grupo global SU(N)c+s permanece no
roto. Primero encontraremos las soluciones abelianas para las cuerdas ZN , y luego, en la sección
siguiente, mostraremos que en este ĺımite ellas adquieren un moduli orientacional.

De hecho, en el caso genérico de masas distintas, el grupo SU(N)c+s es expĺıcitamente roto
y solo las cuerdas ZN sobreviven a esta rotura. Al tomar masas iguales, el grupo SU(N)c+s es
restaurado y la solución general para las cuerdas elementales no abelianas adquiere un espacio
móduli isomorfo a CPN−1, mientras que las cuerdas ZN son solo N puntos discretos sobre este
espacio móduli.

91



Las soluciones de cuerda no involucran a los campos adjuntos a y aA, ni a los squarks q̃. Luego,
para encontrar las soluciones clásicas podemos fijar el valor de estos campos a ser el de sus VEV’s.
Esto es consistente con las ecuaciones de movimiento. Por supuesto, a nivel cuántico los campos
empezarán a fluctuar, desviándose de sus VEV’s.

Con esta simplificación la acción del modelo resulta

S =

∫
d4x

{
− 1

4e21
FµνF

µν − 1

4e22
FA

µνF
Aµν

+ Dµq̄
rDµqr −

e21
4N

(q̄rqr −Nξ)2 +
e22
2

( q̃rTAqr)
2

}
(6.15)

Ya que en el modelo considerado se da la rotura espontánea del sector U(1), dicho modelo
debe admitir cuerdas de Abrikosov-Nielsen-Olesen (ANO) convencionales [25],[26] , obtenidas al
descartar la parte SU(N)c de la acción. Sin embargo, éstas no son las cuerdas en las que estamos
interesados. Para construir cuerdas elementales ZN embeberemos una solución de cuerda abeliana
en uno de los elementos diagonales de q y Aµ. Aśı, por ejemplo, si q∗ y A∗µ denotan los perfiles de
los campos de Higgs y gauge del vórtice abeliano, el análogo no abeliano tendrá la forma:

qa
r =

√
ξdiag(1, 1, ..., q∗),

(Aµ)ab = diag(0, 0, ..., A∗µ), x→∞ (6.16)

Tales cuerdas pueden ser llamadas elementales; su tensión es 1/N-ésimo de la tensión de la cuerda
ANO. Aśı, la cuerda ANO puede ser vista como un estado ligado de N cuerdas elementales.

Más concretamente, la solución de la cuerda ZN (un progenitor de la cuerda no-abeliana) puede
ser escrita como sigue [28]:

q =





ϕ(r) 0 · · · 0 0
0 ϕ(r) · · · 0 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · ϕ(r) 0
0 0 · · · 0 einθϕ̃(r)




,

AA
i T

A =





1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0
0 0 · · · 0 −(N − 1)





i

N
(∂iθ)(fN (r)− n),

Ai =

√
2

N
(∂iθ)(−f(r) + n), (6.17)

donde (r, θ) son las coordenadas polares en el espacio transverso bidimensional.
Las condiciones de contorno en el origen siguen del requerimiento de que los campos sean no

singulares. Esto implica que

nϕ̃(0) = 0, fN (0) = n, f(0) = n. (6.18)
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Por otro lado, en el infinito espacial las configuraciones deben tender asintóticamente a sus valores
de vaćıo y luego

ϕ(∞) = ϕ̃(∞) =
√
ξ, f(∞) = fN (∞) = 0 (6.19)

Derivemos ahora las ecuaciones de primer orden que determinan las funciones perfil haciendo
uso de la representación de Bogomol’nyi del modelo (6.15). Mediante el método de Bogomol’nyi
[19], la densidad de enerǵıa del sector bosónico toma la forma

H =

∫
d2x

{
1

2e21
[B − η e21√

2N
(q̄rφr −Nξ)]2 +

1

2e22
[BA + iηe22q̄

rTAqr]
2

+
1

2
|Diqr + iηǫ j

i Djqr|2 − η
√
N

2
ξB

}
(6.20)

donde

B =
1

2
ǫijFij , BA =

1

2
ǫijFA

ij (6.21)

La representación de Bogomol’nyi lleva a las siguientes ecuaciones de primer orden

Diqr + iηǫ j
i Djqr = 0,

B = η
e21√
2N

(q̄rqr −Nξ),

BA = −iηe22q̄rTAqr, (6.22)

Para las configuraciones que satisfacen (6.22), la enerǵıa del objeto BPS es dada por el último
término de superficie en (6.20).

Sustituyendo el ansatz (6.17) en las ecs.(6.22) obtenemos las ecuaciones de primer orden para
las funciones perfil de la cuerda ZN [38],[28]

r∂rϕ+
η

N
(f − fN )ϕ = 0

r∂rϕ̃+
η

N
(f − (1−N)fN )ϕ̃ = 0

1

r
∂rf + η

e21
2

((N − 1)ϕ2 + ϕ̃2 −Nξ) = 0

1

r
∂rfN + η

e22
2

(ϕ̃2 − ϕ2) = 0 (6.23)

Claramente, el ansatz (6.17) admite permutaciones, que llevan a otras soluciones de cuerdas ZN

del tipo (6.17). Estas pueden obtenerse cambiando en (6.17) la posición del campo que se enrrolla.
En suma, tenemos N cuerdas ZN elementales.
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6.3. Cuerdas Elementales No Abelianas

Las cuerdas ZN elementales en el modelo (6.1) dan lugar a cuerdas auténticamente no abelianas
cuando se satisface la condición (6.10) [27]-[30]. Esto significa que, en adición al móduli traslacional
usual, ellas poseen móduli extra correspondiendo a la rotura espontánea de una simetŕıa no abeliana.
De hecho, mientras el vaćıo “plano” (6.11) es SU(N)c+s simétrico, la solución (6.17) rompe esta
simetŕıa a U(1)× SU(N − 1) (para N > 2). Esto asegura la existencia de un móduli orientacional
de 2(N − 1) dimensiones.

Para obtener la solución de cuerda no abeliana a partir de la cuerda ZN (6.17) debemos actuar
con una rotación de color-sabor que preserva el vaćıo (6.11). Con este fin, es conveniente primero
pasar al gauge singular donde los campos escalares no se enrrollan en el infinito, mientras que el
flujo viene de la vecindad del origen. En este gauge tenemos

q = U





ϕ(r) 0 · · · 0 0
0 ϕ(r) · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · ϕ(r)
0 0 · · · 0 ϕ̃(r)




U−1,

AA
i T

A = U





1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0
0 0 · · · 0 −(N − 1)




U−1 i

N
(∂iθ)fN (r),

Ai = −
√

2

N
(∂iθ)f(r), (6.24)

donde U es una matriz de SU(N)c+s. Esta matriz parametriza los modos cero orientacionales de la
cuerda asociados con la dirección de flujo en el grupo SU(N)c+s. Ya que la simetŕıa de color-sabor
no es rota por el VEV de los campos escalares, los modos cero orientacionales son f́ısicos y no meros
artificios de la invarianza de gauge.

6.4. Teoŕıa Efectiva en la Hoja de Mundo

Como vimos en la sección anterior, la solución de cuerda no abeliana (6.24) está caracterizada
por dos móduli traslacionales (la posición de la cuerda en el plano x-y) y 2(N − 1) móduli orienta-
cionales. En esta sección encontraremos la teoŕıa bidimensional efectiva de bajas enerǵıas sobre la
hoja de mundo de la cuerda para el móduli. Como es usual, el móduli traslacional se desacopla,
por lo que nos enfocaremos en la dinámica del móduli orientacional interno. Nuestra cuerda es un
estado 1/2-BPS en la teoŕıa de gauge supersimétrica N = 2 con ocho supercargas. Por lo tanto, hay
cuatro supercargas que actúan en la teoŕıa de la hoja de mundo. Esto significa que la teoŕıa efectiva
sobre la hoja de mundo posee N = 2 supersimetŕıas. Como veremos, esta teoŕıa resultará ser un
modelo bidimensional CPN−1 [27]-[30].
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6.4.1. Derivación del Modelo CPN−1

Como es claro de la solución de cuerda (6.24), no cada elemento de U da lugar a un modulus. El
subgrupo SU(N − 1) × U(1) permanece no roto por la solución de cuerda en consideración, luego
el espacio moduli es

SU(N)c+s

SU(N − 1)× U(1)
∼= CPN−1 (6.25)

Con esto en mente, parametrizamos la matrices que entran en (6.24) como sigue:

1

N






U





1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0
0 0 · · · 0 −(N − 1)




U−1






a

b

= −nan∗b +
1

N
δa
b , (6.26)

donde na es un vector complejo en la representación fundamental de SU(N) que satisface

n∗an
a = 1. (6.27)

Como veremos más abajo, una fase U(1) resultará gaugeada en el modelo sigma efectivo. Esto
implica que el número correcto de grados de libertad es 2(N − 1).

Con la anterior parametrización, la solución de cuerda (6.24) puede reescribirse como

q =
1

N
(ϕ̃(r) + (N − 1)ϕ(r)) + (ϕ̃(r)− ϕ(r))

(
n · n∗ − 1

N

)

AA
i T

A = −i
(
n · n∗ − 1

N

)
∂iθfN(r)

Ai = −
√

2

N
∂iθf(r) (6.28)

donde por brevedad suprimimos todos los ı́ndices de SU(N). La notación es evidente.
Asumamos que el móduli orientacional son funciones de las coordenadas de la hoja de mundo

xk (k = 0, 3) que vaŕıan muy lentamente. De esta manera, el móduli na pasan a ser campos de un
modelo sigma (1 + 1)-dimensional sobre la hoja de mundo. Ya que na parametriza los modos cero
de la cuerda, no hay término potencial en este modelo sigma.

Para obtener el término cinético debemos sustituir nuestra solución (6.28), la cual depende
del móduli na, en la acción (6.15), suponiendo que los campos adquieren una dependencia de las
coordenadas xk (k = 0, 3) via na(xk). Al hacer esto, inmediatamente se observa que nuestra solución
debe ser modificada: debemos incluir en ésta las componentes k = 0, 3 del potencial de gauge, las
cuales dejan de ser nulas. Un ansatz adecuado (lo cual solo podrá ser verificado a posteriori) [28],[82]
es

AA
α (TA)ab = (∂αn

an∗b − na∂αn
∗
b − 2nan∗b(n

∗∂αn))ρ(r) α = 0, 3 (6.29)

donde hemos introducido una nueva función perfil ρ(r) que será determinada por su ecuación de
movimiento a través de un procedimiento de minimización.
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Usando el ansatz anterior para el potencial de gauge podemos calcular el tensor de curvatura
de SU(N), el cual toma la forma

FA
αi(T

A)ab = −(∂αn
an∗b −na∂αn

∗
b − 2nan∗b(n

∗∂αn))∂iρ(r)− i(∂αn
an∗b +na∂αn

∗
b)∂iθfN(1− ρ) (6.30)

Notar que para tener una contribución finita de los campos de gauge en la acción debemos imponer
las condiciones de contorno

ρ(0) = 1 ρ(∞) = 0 (6.31)

Después de introducir el ansatz modificado en la acción (6.15) arrivamos al sector bosónico de
la acción efectiva de bajas enerǵıas

Seff = 2β

∫
dtdx3(∂αn∗∂αn− (n∗∂αn)(∂αn

∗n)) (6.32)

donde la constante de acoplamiento β es dada por

β =
2π

e22
I (6.33)

e I es la integral

I =

∫ ∞

0
rdr[(∂rρ)

2 +
1

r2
f2

N(1− ρ)2 +
e22
2

(2(ϕ̃ − ϕ)2(1− ρ) + (ϕ̃2 + ϕ2)ρ2)] (6.34)

La teoŕıa definida por la ec.(6.32) no es más que el modelo bidimensional CPN−1. Para ver
esto, podemos eliminar el segundo término en (6.32) introduciendo un campo de gauge U(1) no
propagante (auxiliar). Por otro lado, debido a la naturaleza BPS de las cuerdas en consideración,
la teoŕıa efectiva en la hoja de mundo debe poseer cuatro supercargas. Aśı, la teoŕıa efectiva
será un modelo N = 2 supersimétrico, del cual (6.32) es el sector bosónico. En la próxima sección
revisaremos estas cuestiones, a la vez que discutiremos la f́ısica subyacente.

Aśı, vemos que el modelo CPN−1 resulta ser (el sector bosónico de) la teoŕıa efectiva de bajas
enerǵıas sobre la hoja de mundo de la cuerda no abeliana. Su constante de acoplamiento está rela-
cionada a la constante de acoplamiento e22 en cuatro dimensiones via la integral (6.34). Esta integral
debe ser vista como una “acción” para la función perfil ρ.

Variando (6.34) con respecto a ρ obtenemos la ecuación de segundo orden que debe satisfacer
la función ρ,

−d
2ρ

dr2
− 1

r

dρ

dr
− 1

r2
f2

N(1− ρ) +
e22
2

((ϕ̃2 + ϕ2)ρ− (ϕ̃− ϕ)2) = 0 (6.35)

Después de algo de álgebra y haciendo uso extensivo de las ecuaciones de primer orden (6.23), se
puede mostrar que la solución de (6.35) es

ρ = 1− ϕ̃

ϕ
(6.36)

Además, esta solución satisface las condiciones de contorno (6.31). Sustituyendo esta solución en la
expresión (6.34), encontramos que I se reduce a una derivada total con un valor dado por el flujo
de la cuerda. Esto es,

I =

∫ ∞

0
dr

[

2∂r

(
ϕ̃

ϕ

)(
−η ϕ̃

ϕ
fN

)
+

(

1−
(
ϕ̃

ϕ

)2
)

η∂rfN

]

= −η
[(

ϕ̃

ϕ

)2

fN − fN

]∣∣∣∣∣

∞

0

= |n|(6.37)

96



La ecuación (6.37) luego implica que en el caso de un vórtice de carga 1 vale que

β =
2π

e22
(6.38)

La constante de acoplamiento bidimensional es aśı determinada por el acoplamiento no abeliano en 4
dimensiones. Esta relación es obtenida a nivel clásico. En la teoŕıa cuántica ambas constantes corren
y luego debemos especificar a que escala la relación (6.38) toma lugar. El modelo bidimensional
CPN−1 es una teoŕıa efectiva apropiada para describir la dinámica interna de la cuerda a bajas
enerǵıas, menores que la inversa del espesor de la cuerda. Éste a su vez viene dado por las masas
de los multipletes de gauge/quarks en la teoŕıa SU(N) × U(1), que son del orden de e

√
ξ. Aśı, el

parámetro e
√
ξ juega el rol de un cutoff f́ısico ultravioleta (UV) en la acción (6.32). Ésta será la

escala a la cual es válida la ec.(6.38). Debajo de esta escala, el acoplamiento β corre de acuerdo a
su flujo del grupo de renormalización.

6.4.2. Dinámica del Modelo CPN−1 con Supersimetŕıa N = 2

El modelo CPN−1 fue resuelto por Witten en el ĺımite de N grande [83]. Aqúı repasaremos
brevemente algunos de sus resultados y estudiaremos sus implicancias sobre las cuerdas en 4 di-
mensiones.

El modelo sigma CPN−1 es asintóticamente libre y fluye a acoplamiento fuerte en el infrarojo
[84]. Como una función de la enerǵıa E, el flujo de la constante de acoplamiento β viene dada por

4πβ = N log
E

Λσ
, (6.39)

donde Λσ es la escala dinámica del modelo sigma. El cut-off UV del modelo sigma es determinado
por e2

√
ξ.

Por su parte, la ec.(6.38) que relaciona los acoplamientos en 2 y 4 dimensiones es válida a esta
enerǵıa. Luego,

ΛN
σ = eN2 ξ

N
2 e
− 8π2

e2
2 = ΛN

SU(N) (6.40)

donde usamos la relación (6.14) para la escala dinámica ΛSU(N). Vemos aśı que las escalas dinámicas
de las teoŕıas microscópica (6.15) y macroscópica (6.32) coinciden! Por otro lado, debido al VEV
de los quarks, la constante de acoplamiento 4-dimensional se congela a e2

√
ξ, no hay términos

logaŕıtmicos debajo de esta escala. Son los logaritmos de la teoŕıa en la hoja de mundo los que
dominan.

Clásicamente, el campo na puede orientarse en una dirección arbitraria. Luego, podŕıa esperarse
una rotura espontánea de SU(N) y la aparición de bosones goldstone. Sin embargo, esto no es lo que
ocurre. Efectos cuánticos restauran la simetŕıa. Más aún, la condición (6.27) deja de satisfacerse.
Debido al acoplamiento fuerte tenemos más grados de libretad que en la teoŕıa original, esto es, N
campos n devienen dinámicos y adquieren una masa Λσ.

El modelo tiene N vaćıos, los cuales difieren entre śı por el VEV del operador bifermiónico
quiral [83]. En el régimen de acoplamiento fuerte el condensado quiral es el parámetro de orden.
La simetŕıa quiral U(1) del modelo CPN−1 es expĺıcitamente rota a una simetŕıa discreta Z2N por
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la anomaĺıa quiral. Mientras que el condensado quiral rompe Z2N a Z2. Este es el origen de la
degeneración de los estados de vaćıo.

En términos de la teoŕıa 4-dimensional, esto resulta en que la orientación de la cuerda no tiene
ninguna dirección particular, esta difuminada por todo el móduli. Estas cuerdas son genuinamente
no abelianas. Los N vaćıos de la teoŕıa efectiva CPN−1 son herederas de las N cuerdas elementales
no abelianas. Notar que estas cuerdas se encuentran en un régimen altamente cuántico. Ellas no
son las cuerdas ZN de la teoŕıa semiclásica, ya que na no está alineado en el vaćıo.

6.4.3. Masas de Quarks Distintas

Para entender de qué manera los efectos cuánticos rompen la degeneración continua del vaćıo en
el modelo sigma CPN−1 N = 2 es instructivo empezar con una teoŕıa microscópica deformada de
manera que el móduli posea esta degeneración rota ya clásicamente. Una vez hecho esto, podemos
recuperar el caso original suprimiendo suavemente la deformación.

Supongamos ahora que la igualdad de las masas (6.10) deja de ser válida e introduzcamos una
pequeña diferencia entre las masas. Con masas distintas el grupo de gauge U(N) es roto a U(1)N por
la condensación de los escalares adjuntos (ver ec.(6.8)). Los bosones de gauge fuera de la diagonal,
como aśı también los campos de quarks qa

r fuera de la diagonal, adquieren masas proporcionales a
las varias diferencias de masa (∆mrs = mr −ms). Luego, la teoŕıa efectiva de bajas enerǵıas (i.e.,
enerǵıas ≪ ∆mrs) solo contiene campos de gauge y quarks diagonales. La acción correspondiente
toma la forma

S =

∫
d4x

{
− 1

4e21
FµνF

µν − 1

4e22
FH

µνF
Hµν

+ Dµq̄
rDµqr −

e21
4N

(q̄rqr −Nξ)2 +
e22
2

( q̃rTHqr)
2

}
(6.41)

donde H = 1, ..., N − 1 corre sobre los generadores de Cartan del grupo de gauge SU(N), mientras
que qa

r solo incluye las componentes diagonales.
Las ecuaciones de primer orden obtenidas de la acción (6.41) son

Diqr + iηǫ j
i Djqr = 0,

B = η
e21√
2N

(q̄rqr −Nξ),

BH = −iηe22q̄rTHqr, (6.42)

Dado que las soluciones de cuerdas ZN (6.17) tienen una forma diagonal, ellas automáticamente
satisfacen las ecs.(6.42).

Sin embargo, ahora las cuerdas ZN elementales (6.17) son las únicas soluciones. La familia de
soluciones se volvió discreta. El grupo global SU(N)c+s es roto a U(1)N−1 y los vectores na solo
pueden tomar N posiciones fijas,

na = δaa0 , a0 = 1, ..., N (6.43)

Estas N soluciones corresponden obviamente a las cuerdas ZN elementales.
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Veamos qué ocurre a nivel de la teoŕıa efectiva en la hoja de mundo. Si la diferencia de masas
es mucho menor que

√
ξ, el conjunto de parámetros na deviene cuasimóduli. Introduciendo los

cuasimóduli orientacionales na, las masas distintas generan un término de potencial en la teoŕıa
efectiva bidimensional. De hecho, para la elección genérica de masasma (con ma ≪

√
ξ), el potencial

toma la forma [30]

V
CP

N−1 = 2β

{
N∑

a=1

|m̃a|2|na|2− |
N∑

a=1

m̃a|na|2 |2
}

(6.44)

donde m̃a = ma−m y m =
∑N

a=1ma/N . Este potencial tiene N vaćıos, los cuales coinciden con las
N cuerdas ZN en la teoŕıa microscópica. El modelo CPN−1 con el potencial (6.44) no es más que
la truncación bosónica del modelo sigma bidimensional N = 2 conocido como modelo CPN−1 con
retorcimiento de masa (masa “twisted′′). Éste es una generalización del modelo CPN−1 N = 2
no masivo, que preserva cuatro supercargas.

Como ya fue mencionado, el modelo sigma da una descripción efectiva de la dinámica de las
cuerdas no abelianas a bajas enerǵıas, i.e. a enerǵıas mucho menores que la inversa del espesor de
la cuerda. Momentos t́ıpicos en la teoŕıa CPN−1 con masa twisted son del orden de m̃. Luego,
para que la dinámica de bajas enerǵıas pueda ser dada en buena aproximación por el modelo sigma
bidimensional imponemos la condición

|m̃| ≪ e2
√
ξ (6.45)

La descripción en términos del modelo sigma CPN−1 con masa twisted da un entendimiento
mucho más claro de la dinámica de las cuerdas no abelianas. Si las masas m̃a son mucho mayores
que la escala del modelo CPN−1 Λσ, la constante de acoplamiento β se congela a una escala
grande (del orden de las masas m̃a) y la teoŕıa está en un régimen de acoplamiento débil. Luego
el análisis semiclásico es aplicable. El modelo sigma anteriormente mencionado tiene N vaćıos que
corresponden a

na = δaa0 , a0 = 1, ..., N (6.46)

Ellos corresponden a las cuerdas abelianas ZN . Al reducir las diferencias de masas m̃a hasta que
alcanzan el valor Λσ, el modelo CPN−1 entra en un régimen de acoplamiento fuerte. A m̃a = 0
la simetŕıa global SU(N)c+s de la teoŕıa microscópica es restaurada. Ahora na ya no tiene una
dirección particular y la condición (6.27) deja de valer. La teoŕıa de la hoja de mundo todav́ıa
tiene N vaćıos (por el ı́ndice de Witten! [71]). Estos vaćıos corresponden a N cuerdas no abelianas
elementales en un régimen cuántico de acoplamiento fuerte.

6.5. Monopolos Confinados como Kinks del Modelo CPN−1

La teoŕıa (6.1) está en la fase de Higgs y luego los monopolos magnéticos de esta teoŕıa deben
estar en la fase confinante. Si empezamos con una teoŕıa con grupo de gauge SU(N + 1) roto
a SU(N) × U(1) por condensación del escalar adjunto a (a partir de la cual emerge la teoŕıa
(6.1)), los monopolos del sector SU(N + 1)/SU(N) × U(1) pueden ser ubicados en los puntos
finales de las cuerdas ZN considerados previamente. Estos monopolos son infinitamente pesados
cuando m→∞. Aśı, en la teoŕıa de bajas enerǵıas (6.1), estos monopolos pueden ser considerados
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como infinitamente pesados y luego, las cuerdas ZN son estables. Sin embargo, los monopolos que
residen en el grupo de gauge SU(N) todav́ıa están presentes en la teoŕıa (6.1). Al encender el
parámetro FI ξ, los squarks condensan, lo que lleva al confinamiento de estos monopolos. Como
veremos a continuación, estos monopolos aparecen en la unión de dos cuerdas no abelianas y pueden
interpretarse como kinks en la teoŕıa sobre la hoja de mundo que interpolan entre distintos vaćıos
del modelo CPN−1 [85],[29],[30].

El resto de esta sección lo dedicaremos a seguir la evolución de estos monopolos confinados,
desde el régimen semiclásico hasta bien dentro del régimen cuántico. Comencemos desde el régimen
en el que los monopolos están débilmente confinados. Supongamos |∆mrs| ≫

√
ξ y asumamos a

todas las masas del mismo orden. En este ĺımite los VEV de los squarks pueden ser despreciados,
y la estructura de vaćıo es determinada por los VEV de los campos adjuntos aA, ver (6.8). En
el caso no degenerado la simetŕıa de gauge SU(N) es rota a U(1)N−1. Esta es la situación de
manual para la aparición de monopolos de ’t Hooft-Polyakov SU(N). El tamaño del monopolo es
del orden de |∆mrs|−1. La solución permanece válida hasta distancias mucho mayores, del orden de
ξ−1/2. A distancias mayores que ξ−1/2 el VEV de los squarks deviene importante. Como es usual,
la condensación de carga U(1) lleva a la formación de tubos de flujo magnético U(1), con tamaño
transverso del orden de ξ−1/2. Aśı, en este ĺımite tenemos monopolos de ’t Hooft-Polyakov muy
débilmente confinados.

Verifiquemos que estos monopolos magnéticos corresponden a la unión de dos cuerdas. Consid-
eremos la unión de dos cuerdas ZN que corresponden a dos vaćıos “vecinos” del modelo CPN−1.
Para el a0-ésimo vaćıo, na es dado por (6.46), mientras que para el a0+1-ésimo vaćıo, na es dado por
la misma ecuación con a0 → a0 + 1. El flujo de la unión de estas cuerdas es dado por la diferencia
de los flujos de cada una de ellas. Usando (6.28) se obtiene que el flujo de la unión es

4π × diag
1

2
{..,0, 1,−1, 0, ...}, (6.47)

con la entradas no nulas ubicadas en las posiciones a0 y a0 +1. Estos son precisamente los flujos de
N −1 monopolos de ’t Hooft-Polyakov distintos ocurriendo en la teoŕıa de gauge SU(N), si SU(N)
es espontáneamente roto a U(1)N−1. Vemos aśı que el en ĺımite semiclásico de |∆mrs| grande, los
monopolos abelianos juegan el rol de unión de las cuerdas abelianas ZN .

Ahora reduzcamos el valor de |∆mrs|. Si este parámetro se encuentra en el intervalo

Λσ ≪ |∆mrs| ≪
√
ξ, (6.48)

el tamaño del monopolo (∼ |∆mrs|−1) deviene mayor al tamaño transverso de las cuerdas que
conecta. De esta manera, el flujo magnético que se origina en el monopolo está verdaderamente
confinado. Una pregunta natural es cómo este monopolo confinado es visto desde el punto de vista
de la teoŕıa efectiva CPN−1 sobre la hoja de mundo. Notemos primero que en el rango (6.48) |∆mrs|
es suficientemente pequeña como para que sea válida la descripción de la dinámica de bajas enerǵıas
en término del modelo CPN−1 con masa twisted. Por otro lado, al ser |∆mrs| mucho mayor que la
escala dinámica del modelo CPN−1, éste último se encuentra en el régimen de acoplamiento débil,
lo que nos permite utilizar un tratamiento semiclásico. En este régimen se encuentra que, mientras
las cuerdas elementales ZN de la teoŕıa microscópica corresponden a N vaćıos del modelo CPN−1,
el monopolo (que en la teoŕıa microscópica actúa como unión de dos cuerdas ZN ) es un kink que
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que interpola entre estos vaćıos. Esto es, gracias a que ambas teoŕıas (microscópica y macroscópica)
se encuentran en acoplamiento débil, puede mostrarse expĺıcitamente que la solución clásica de la
teoŕıa microscópica que corresponde a la unión de dos cuerdas ZN está en correspondencia uno-a-
uno con las soluciones tipo kink de la teoŕıa en la hoja de mundo. Además, se encuentra que las
masas del monopolo y el kink son idénticamente iguales [29].

Si seguimos disminuyendo |∆mrs| hasta alcanzar Λσ y luego enviando ∆mrs a cero, la teoŕıa
efectiva en la hoja de mundo entra en un régimen de acoplamiento fuerte, a la vez que la simetŕıa
SU(N)c+s es restaurada. El monopolo para a ser un objeto verdaderamente no abeliano. En este
ĺımite el tamaño del monopolo crece hasta, a un nivel clásico, explotar. Aśı, clásicamente diŕıamos
que el monopolo desaparece. Aqúı es donde dominan los efectos cuánticos en la teoŕıa sobre la hoja
de mundo. Mientras que el espesor de la cuerda (en la dirección transversa) es ∼ ξ−1/2, el tamaño
en la dirección z del kink (que representa al monopolo confinado en un régimen altamente cuántico)
es mucho mayor, ∼ Λ−1

σ . Por lo tanto, su tamaño no diverge como predice la teoŕıa clásica, sino
que permanece finito en el ĺımite ∆mrs → 0, estabilizado por efectos no perturbativos en el modelo
CPN−1. Más aún, el modelo sigma en la hoja de mundo desarrolla un “mass gap”, y ningún estado
no masivo está presente en el espectro. Aśı, la masa del monopolo confinado (el kink en el modelo
CPN−1) resulta también determinada por la escala Λσ. Esto nos da una noción de lo que es un
monopolo no abeliano confinado; esto es, un kink en el modelo bidimensional CPN−1 no masivo
[29].
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Caṕıtulo 7

Vórtices No Abelianos en Teoŕıas de
Chern-Simons

En este caṕıtulo construiremos vórtices no abelianos para una teoŕıa de Chern-Simons-Higgs
en d = 2+1 con N = 2 supersimetŕıas. Los resultados expuestos representan nuevos aportes
originales de esta tesis. La introducción de N campos de Higgs en la representación funda-
mental del grupo de gauge U(N) nos permitirá tener un grupo de color-sabor SU(N) que
permanece no roto en la fase asimétrica. Mediante el método de Bogolol’nyi, encontraremos
las ecuaciones de autodualidad de primer orden. Para resolver las mismas consideraremos
un ansatz rotacionalmente simétrico. Mostraremos que estas soluciones son verdaderamente
no abelianas parametrizándolas en términos de coordenadas colectivas orientacionales. La
teoŕıa efectiva de bajas enerǵıas para el móduli orientacional resultará ser el modelo sigma
CPN−1 unidimensional N = 2 supersimétrico. Finalizaremos el estudio de estas soluciones
analizando la mecánica cuántica de esta teoŕıa efectiva en el caso N = 2.

Las teoŕıas de Chern-Simons en 3 dimensiones espacio-temporales ocupan un lugar relevante
en el contexto de Teoŕıas Cuánticas de Campos por diversos motivos. Para comenzar, proveen
un método alternativo invariante de gauge de generación de masa [86],[87]. Además, el ĺımite de
alta temperatura de teoŕıas de campos en d = 4 dimensiones son efectivamente tridimensionales y
términos de Chern-Simons son inducidos en d = 3 dimensiones a través de la anomaĺıa de paridad
[88],[89]. Teoŕıas de tipo Chern-Simons también juegan un rol en interesantes fenómenos de materia
condensada [90],[91],[92] y en el cálculo de invariantes topológicos de variedades 3-dimensionales
[93],[94], a la vez que están relacionadas con teoŕıas de campos conformes bidimensionales [95].

Sistemas abelianos de Chern-Simons-Higgs autoduales fueron encontrados en [96],[97]. Alĺı se
mostró que el potencial de Higgs deb́ıa tomar una forma especial de sexto orden, en cuyo caso la
funcional enerǵıa del sistema posee una cota de Bogomol’nyi. Esta cota es saturada por soluciones
de las ecuaciones de autodualidad, que describen configuraciones tipo vórtice, tanto topológicas
como no topológicas [98].

Las teoŕıas de Chern-Simons-Higgs con grupos de gauge no abelianos hab́ıan sido estudiadas
anteriormente en [31],[32]. Al incluir N campos de gauge en la representación adjunta de SU(N)
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(lo que asegura máxima rotura del grupo de gauge), fueron halladas soluciones de vórtices. Ya
que el potencial considerado era de cuarto orden, estas soluciones no eran autoduales. Soluciones
autoduales análogas para el grupo de gauge SU(2) y potencial sexto fueron encontradas en [99]. Sin
embargo, en estas construcciones el flujo magnético está siempre dirigido a lo largo de un vector
fijo en el sugálgebra de Cartan del grupo de gauge. Al no poseer un móduli relacionado con la
orientación del flujo magnético, estas soluciones son en este sentido abelianas.

El propósito de este caṕıtulo será la búsqueda de soluciones de vórtice no abelianas cuando la
dinámica del campo de gauge es gobernada por una acción de Chern-Simons. Para hallar dichos
vórtices consideraremos la teoŕıa de Chern-Simons supersimétrica N = 2 con grupo de gauge
U(N) acoplada a N multipletes escalares. De esta manera, el patrón de rotura de simetŕıa debido
al potencial de sexto orden es tal que un grupo global SU(N) permanece no roto, lo que nos
permitirá hallar vórtices con un espacio móduli orientacional. No está de más enfatizar que solo
es presencia de un término de Chern-Simons existen soluciones de vórtice (con enerǵıa finita)
eléctricamente cargados. Luego, el modelo en el que estamos interesados lleva a nuevas soluciones de
cuerdas no abelianas, distintas a las estudiadas en el caṕıtulo anterior. Además, la existencia de un
tipo de anión con nuevos grados de libertad, como aquellos debido al espacio móduli orientacional,
podŕıa resultar muy útil en problemas de materia condensada.

7.1. La Teoŕıa

Consideremos la extensión N = 2 supersimétrica del modelo de Chern-Simons-Higgs no abeliano
d = 2 + 1-dimensional. El contenido de campos de la teoŕıa viene dado por un multiplete vectorial
U(N) que consiste del potencial de gauge Aµ (donde µ, ν, ... = 0, 1, 2 son ı́ndices de Lorentz),
acoplado a N multipletes escalares, cada uno de los cuales contiene un escalar complejo q y un
fermión de Dirac χ. Además de la simetŕıa de gauge U(N), el lagrangiano también posee una
simetŕıa de sabor SU(N). Bajo estos dos grupos, los multipletes escalares transforman como (N, N̄).
Aśı, los campos q y χ pueden ser vistos como matrices de N×N q = qa

r y χ = χa
r, donde los ı́ndices

a, b, ... = 1, 2, ..., N refieren al grupo de gauge y r, s, ... = 1, 2, ..., N al grupo de sabor.
Respecto de los campos de gauge, los escribiremos en términos de matrices en la representación

fundamental de U(N), esto es, Aµ = AA
µT

A, donde TA (A,B, ... = 1, 2, ..., N2) son los generadores
de la representación N. Siguiendo la notación de [100], tomamos la métrica del espacio-tiempo
ηµν = diag(+1,−1,−1), ǫ012 = +1 y usamos generadores antihermı́ticos TA que satisfacen

[(TA)ab]
∗ = −(TA)ba, [TA, TB ] = fABCTC , (TATB)aa = −1

2
δAB . (7.1)

Una vez que los campos auxiliares son eliminados por medio de las ecuaciones de movimiento,
el lagrangiano para el sistema de Chern-Simons-Higgs N = 2 (sin superpotencial holomorfo) toma
la forma [100],[101]

L =
κ

2
ǫµνρ

(
FA

µνA
A
ρ −

e

3
fABCAA

µA
B
ν A

C
ρ

)
+Dµq̄

rDµqr +
i

2
χ̄r 6Dχr

− e
2

4κ
(q̄rTAqr − iξA)(χ̄sTAχs)−

e2

2κ
(χ̄rTAqr)(q̄

sTAχs)

− e4

8κ2
(q̄r{TA, TB}qr)(q̄sTAqs − iξA)(q̄tTBqt − iξB) (7.2)
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donde

q̄r
a ≡ (qa

r)
∗, χ̄r

a ≡ (χa
;r)
∗, FA

µν = ∂µA
A
ν − ∂νA

A
µ + efABCAB

µA
C
ν (7.3)

y

Dµq
a
r ≡ ∂µq

a
r + eAA

µ (TA)abq
b
r, Dµq̄

r
a ≡ ∂µq̄

r
a − eAA

µ (TA)baq̄
r
b, 6Dχa

r ≡ 6∂χa
r + e6AA(TA)abχ

b
r.

(7.4)
Por simplicidad no escribimos los ı́ndices del grupo de gauge que están sumados, e.g.,

(q̄rTAqr) ≡ (TA)abq̄
r
aq

b
r, (χ̄rTAχr) ≡ (TA)abχ̄

r
aχ

b
r, etc. (7.5)

La barra sobre los espinores denota la conjugación compleja de los mismos (sin multiplicación por
la matriz γ0).

Los parámetros de Fayet-Iliopoulos ξA son nulos salvo para el factor U(1) del grupo de gauge
total (tomamos ξA=1 ≡

√
N/2 ξ). Como es usual para teoŕıas C-S no abelianas, una cuantización

(invariante de gauge) consistente requiere que el coeficiente κ satisfaga [86]:

κ =
me2

8π
(m = ±1,±2, ...). (7.6)

Notar que el potencial renormalizable de sexto orden para el campo escalar no está relacionado al
superpotencial (el cual en nuestro caso es cero) y es uńıvocamente determinado por la supersimetŕıa
N = 2 del modelo.

Las ecuaciones de movimiento obtenidas a partir de la variación de la acción son

DµDµqr = − e
2

4κ
TAqr(χ̄

sTAχs) +
e2

2κ
TAχr(χ̄

sTAqs)

− e4

8κ2
{TA, TB}qr(q̄sTAqs − iξA)(q̄tTBqt − iξB)

− e4

4κ2
TAqr(q̄

s{TA, TB}qs)(q̄tTBqt − iξB), (7.7)

i 6Dχr =
e2

2κ
TAχr(q̄

sTAqs − iξA) +
e2

κ
TAqr(q̄

sTAχs), (7.8)

κǫµνρFA
νρ = eJAµ, (7.9)

donde la corriente de materia conservada JAµ = (ρA,JA) es dada por

JAµ = Dµq̄rTAqr − q̄rTADµqr +
i

2
χ̄rγµTAχr. (7.10)

La componente 0 de la ec.(7.9),

2κBA = eρA (7.11)

no es más que la versión Chern-Simons de la ley de Gauss e implica que cualquier objeto con carga
magnética debe poseer además carga eléctrica.
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Las transformaciones de supersimetŕıa N = 2 del lagrangiano (7.2) son

δAA
µ =

ie

2κ

(
ǭγµq̄

rTAχr + ǫγµχ̄
rTAqr

)
,

δqr = ǭχa, δq̄r = ǫχ̄a,

δχr = −2iγµǫDµqr +
e2

κ
ǫTAqr(q̄

sTAqsb− iξA),

δχ̄r = −2iγµǭDµq̄
r +

e2

κ
ǭq̄rTA(q̄sTAqs − iξA). (7.12)

Los vaćıos supersimétricos de la teoŕıa corresponden a aquellas configuraciones constantes para
las que potencial se anula. Esto ocurre con las configuraciones del campo escalar que satisfacen

0 =
(
q̄r

c(T
A)cdq

d
r − iξA

)
(TA)abq

b
s = −1

2
(qa

r q̄
r
b − ξδa

b ) qb
s, (7.13)

Para obtener el último término es útil la relación válida para las matrices de la representación
fundamental de U(N),

(TA)ab(T
A)cd = −1

2
δa
dδ

c
b . (7.14)

De la ec.(7.13) puede verse que existen dos tipos de vaćıos. La fase (gauge) simétrica, donde

qa
r = 0 (7.15)

y la fase asimétrica, donde

qa
r q̄

r
b = ξδa

b . (7.16)

Es claro que en la fase asimétrica hay solo un vaćıo el cual, a menos de rotaciones de gauge, toma
la forma

qa
r =

√
ξδa

r . (7.17)

El vaćıo (7.17) tiene el patrón de rotura de simetŕıa [27],[28]

U(N)c × SU(N)s −→ SU(N)c+s, (7.18)

donde el grupo no roto SU(N)c+s es una rotación simultánea de gauge y sabor.

7.2. Vortices No Abelianos

7.2.1. Cota de Bogomol’nyi y Ecuaciones de Autodualidad

El hamiltoniano para el sector bosónico de la teoŕıa es

H =

∫
d2x

(
D0q̄

rD0qr +
−→D q̄r · −→Dqr +

e4

8κ2
(q̄r{TA, TB}qr)(q̄sTAqs − iξA)(q̄tTBqt − iξB)

)
(7.19)
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A partir de éste, podemos encontrar ecuaciones de primer orden para el vórtice mediante el
método de Bogomol’nyi usual. Esto es, si usamos la relación

−→D q̄r · −→Dqr = (D1 ∓ iD2)q̄
r(D1 ± iD2)qr ± ieBAq̄rTAqr ∓ itr (∂1 J

A
2 − ∂2 J

A
1 )TA (7.20)

y la ley de Gauss ec.(7.11), el hamiltoniano puede ser escrito como

H =

∫
d2x

{(
D0q̄

r ∓ ie2

2κ
(q̄sTAqs − iξA)q̄rTA

)(
D0qr ±

ie2

2κ
(q̄tTBqt − iξB)TBqr

)

+ (D1 ∓ iD2)q̄
r(D1 ± iD2)qr

}
± eξΦ (7.21)

La integral en el último término del lado derecho de la ec.(7.20) no contribuye a la enerǵıa ya que
puede escribirse como un término de superficie que desaparece en el infinito espacial para cualquier
solución de enerǵıa finita. Por otro lado, Φ es la carga topológica dada por

Φ = −i
∫
d2x trB (7.22)

la cual coincide con el flujo magnético U(1).
La enerǵıa es aśı acotada de acuerdo con

H ≥ eξ|Φ| (7.23)

Es claro de la ec.(7.21) que la cota es saturada por configuraciones que satisfacen la ley de Gauss
y las ecuaciones de autodualidad (de Bogomol’nyi):

D0qr −
ie2

2κ
η(q̄sTAqs − iξA)TAqr = 0

(D1 − iηD2)qr = 0 (7.24)

con η = ± siendo el signo de la carga topológica. Ya que configuraciones estáticas que son pun-
tos estacionarios de la enerǵıa también son puntos estacionarios de la acción, las ecuaciones de
Euler-Lagrange serán satisfechas por configuraciones estáticas que obedezcan la ley de Gauss y las
ecuaciones de autodualidad.

Como es bien sabido, la existencia de una cota de Bogomol’nyi para la enerǵıa está estrechamente
relacionada con la supersimeŕıa N = 2 de la teoŕıa [50]. De hecho, requerir la saturación de la cota
de Bogomol’nyi (7.23) es equivalente a buscar configuraciones invariantes ante la mitad de las
transformaciones de supersimetŕıa (7.12). Para verificar esto definamos primero los parámetros

ǫ± =
1

2

(
1± ηγ0

)
ǫ. (7.25)

La variación supersimétrica del campo fermiónico χ en un background bosónico que satisfacen la
ec.(7.24) resulta

δχr = −2i(γµDµqr + ηD0qr)ǫ
+ (7.26)

y luego el campo χ permanece invariante ante cualquier transformación de supersimetŕıa con
parámetro ǫ+ = 0. Respecto de la variación supersimétrica de los campos bosónicos, ellas son
automáticamente nulas ya que la configuración inicial es puramente bosónica. De esta manera que-
da claro que las soluciones autoduales son 1/2 BPS, con ǫ+ los parámetros de la supersimetŕıa rota
y ǫ− los parámetros de la supersimetŕıa conservada.
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7.2.2. Solución de Multivórtice No Abeliano

Comencemos la busqueda de vortices no abelianos en este modelo considerando el siguiente
ansatz para los vórtices ZN elementales [28]:

q =





ϕ(r) 0 · · · 0 0
0 ϕ(r) · · · 0 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · ϕ(r) 0
0 0 · · · 0 einθϕ̃(r)




,

A
SU(N)
i =





1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0
0 0 · · · 0 −(N − 1)





i

Ne
(∂iθ)[n− fN (r)],

A
SU(N)
0 =





1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0
0 0 · · · 0 −(N − 1)




igN (r),

A
U(1)
i =

√
2

N

1

e
(∂iθ)[−n+ f(r)],

A
U(1)
0 =

√
2Ng(r), (7.27)

donde i = 1, 2 denota las coordenadas del espacio transverso y (r, θ) son las coordenadas polares
en este espacio.

Si insertamos este ansatz en la ley de Gauss (7.11) y en las ecuaciones de autodualidad (7.24)
obtenemos las ecuaciones diferenciales de primer orden satisfechas por las funciones perfil

r∂rϕ+
η

N
(f − fN )ϕ = 0

r∂rϕ̃+
η

N
(f − (1−N)fN )ϕ̃ = 0

1

r
∂r(f − fN)− ηNe

4

8κ2
ϕ2(ϕ2 − ξ) = 0

1

r
∂r(f − (1−N)fN )− ηNe

4

8κ2
ϕ̃2(ϕ̃2 − ξ) = 0

gN =
ηe

4Nκ
(ϕ̃2 − ϕ2)

g = − ηe

4Nκ
(ϕ̃2 − (1−N)ϕ2 −Nξ) (7.28)

Las condiciones de contorno en el origen se obtienen de imponer que los campos sean no singu-

108



lares. Esto implica que
nϕ̃(0) = 0, fN (0) = n, f(0) = n. (7.29)

Mientras que en el infinito espacial, la finitud de la enerǵıa requiere que

ϕ(∞) = ϕ̃(∞) = 0 or
√
ξ, ϕ(∞)f(∞) = ϕ(∞)fN (∞) = 0 (7.30)

Al buscar soluciones de las ecs.(7.28) consideraremos solo el caso Φ > 0. Soluciones con flujo
magnético negativo están relacionadas con las anteriores por medio de la transformación

ϕ→ ϕ, ϕ̃→ ϕ̃, f → −f, fN → −fN , g → −g, gN → −gN . (7.31)

Notar que, con este ansatz, el flujo magnético (7.22) y la carga eléctrica U(1) toman la forma

Φ =

√
N

8

e

κ
QU(1) =

2π

e
(f(0)− f(∞)) =

2π

e
(n+ α) (7.32)

donde hemos escrito f(∞) ≡ −α, siendo α = 0 cuando ϕ(∞) 6= 0 o una constante indeterminada
cuando ϕ(∞) = 0.

Para lograr un mayor entendimiento de estas soluciones es conveniente definir nuevas funciones
perfil h(r) y h̃(r) como:

h(r) =
1

N
(f(r)− fN (r)), h̃(r) =

1

N
(f(r)− (1−N)fN (r)). (7.33)

En término de estas funciones, las ecs.(7.28) se reducen a dos conjuntos de ecuaciones. Cada uno
de éstos es idéntico al conjunto de ecuaciones satisfecho por los perfiles del vórtice autodual de
Chern-Simos abeliano [96],[98]. Esto es, un primer conjunto de ecuaciones para las funciones (ϕ, h)

r∂rϕ+ hϕ = 0,
1

r
∂rh−

e4

8κ2
ϕ2(ϕ2 − ξ) = 0 (7.34)

con las condiciones de contorno

h(0) = 0, ϕ(∞) = 0 or
√
ξ, ϕ(∞)f(∞) = 0, (7.35)

y un conjunto de ecuaciones idéntico para las funciones (ϕ̃, h̃)

r∂rϕ̃+ h̃ϕ̃ = 0,
1

r
∂rh̃−

e4

8κ2
ϕ̃2(ϕ̃2 − ξ) = 0 (7.36)

pero con las condiciones de contorno menos restrictivas

nϕ̃(0) = 0, h̃(0) = n, ϕ̃(∞) = 0 or
√
ξ, ϕ̃(∞)h̃(∞) = 0. (7.37)

Como es mostrado en [96], estas ecuaciones admiten soluciones tipo vórtice para las cuales
ϕ → √ξ y ϕ̃ → √ξ a largas distancias. Éstas son configuraciones topológicas no triviales que
tienen, como puede verse de la ec.(7.32), flujo magnético cuántizado Φ = 2πn/e. Por lo tanto,
argumentos topológicos impiden que puedan ser deformadas de manera continua a la solución de
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vaćıo. Por otro lado, también existen soluciones no topológicas para las cuales el campo de Higgs
q se aproxima al mı́nimo simétrico a largas distancias [98]. Su flujo no está cuantizado, de hecho
resulta expresado en términos del parámetro arbitrario α que describe la solución. El resto de este
caṕıtulo nos restringiremos al estudio de configuraciones del primer tipo, esto es, soluciones en el
sector topológico. En este caso, las ecs.(7.34), (7.36) admiten solución para cada entero no nulo
n. Como veremos a continuación, estas soluciones llevan a una generalización verdaderamente no
abeliana de los vórtice abelianos primero discutidos en [96].

Una simplificación importante del ansatz (7.27) aparece como resultado de que la solución de
vaćıo

ϕ(r) ≡
√
ξ, h(r) ≡ 0, (7.38)

es la única solución de las ecs.(7.34)[98]. Luego, los campos de Higgs y de gauge en la ec.(7.27)
toman la forma simple

q = diag(
√
ξ,
√
ξ, ...,

√
ξ, einθϕ̃(r))

Ai = diag(0, 0, ..., 0, 1)
i

e
∂iθ(f(r)− n), i = 1, 2

A0 = diag(0, 0, ..., 0, 1)
ie

4κ
(ξ − ϕ̃2) (7.39)

donde Aµ = A
SU(N)
µ + i√

2N
A

U(1)
µ I, µ = 0, 1, 2. Además, las funciones perfil (ϕ̃(r), f(r)) satisfacen

las siguientes ecuaciones de primer orden y condiciones de contorno

r∂rϕ̃+ fϕ̃ = 0,
1

r
∂rf −

e4

8κ2
ϕ̃2(ϕ̃2 − ξ) = 0,

nϕ̃(0) = 0, f(0) = n, ϕ̃(∞) =
√
ξ, f(∞) = 0 (7.40)

y luego coinciden con los perfiles de un vórtice de Chern-Simons abeliano autodual con n unidades
de carga topológica [96].

Discutamos ahora algunas propiedades del espacio móduli de los vórtices. Mientras que el vaćıo
en la fase asimétrica es SU(N)c+s-simetrico, la solución dada por la ec.(7.27) rompe esta simetŕıa a
U(1)×SU(N−1). Esto significa que existe un conjunto de soluciones con la misma carga topológica
parametrizado por el cociente [27],[28]

SU(N)c+s

SU(N − 1)× U(1)
∼= CPN−1 (7.41)

De esta manera, en el caso de vórtices de carga unitaria el espacio móduli se descompone como

M∼= C×CPN−1 (7.42)

donde C parametriza el centro de masa de la configuración del vórtice. La presencia de estas coor-
denadas colectivas orientacionales extra le dan al vórtices un carácter genuinamente no abeliano.

Respecto de vórtices de carga n, es de esperar que, debido a su naturaleza BPS, existan solu-
ciones correspondiendo a |n| vórtices de carga unidad bien separados. Luego, como pasa usualmente
con solitones que satisfacen ecuaciones de tipo Bogomol’nyi, el espacio moduli de vórtices de carga
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|n| debe poseer tantos parámetros independientes como sea necesario para determinar el estado de
|n| vórtices independientes de carga 1. Como hemos visto, cada vórtice de carga 1 es caracterizado
por su posición en el plano, más 2(N − 1) parámetros que describen la orientación del vórtice en el
grupo SU(N)c+s. Luego, la dimensión del espacio móduli de vórtices de carga |n| será 2|n|N .

Podemos mostrar expĺıcitamente la naturaleza no abeliana de la solución (7.27) aplicando una
rotación de color-sabor que preserve el vaćıo asimétrico. Con este fin, es conveniente primero pasar
al gauge singular, donde los campos escalares no se enrrollan en el infinito mientras que el flujo del
vórtice aparece en la vecindad del origen. En este gauge, los campos de Higgs y gauge pueden ser
escritos como

q = U





√
ξ 0 · · · 0 0

0
√
ξ · · · 0 0

...
...

. . .
...

...
0 0 · · · √ξ
0 0 · · · 0 ϕ̃(r)




U−1,

A
SU(N)
i = −U





1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0
0 0 · · · 0 −(N − 1)




U−1 i

Ne
(∂iθ)f(r),

A
SU(N)
0 = U





1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0
0 0 · · · 0 −(N − 1)




U−1 iηe

4Nκ
(ϕ̃2 − ξ),

A
U(1)
i =

√
2

N

1

e
(∂iθ)f(r),

A
U(1)
0 = − ηe√

8Nκ
(ϕ̃2 − ξ), (7.43)

donde U ∈ SU(N) parametriza las coordenadas colectivas orientacionales asociadas con la rotación
del flujo en SU(N).

7.3. Teoŕıa Efectiva en la Ĺınea de Mundo del Vórtice

En esta sección derivaremos una teoŕıa efectiva de bajas enerǵıas para las coordenadas colectivas
orientacionales en la ĺınea de mundo del vórtice. Al igual que en el caṕıtulo anterior, parametrizamos
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las matrices presentes en la ec.(7.43) como sigue:

1

N






U





1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0
0 0 · · · 0 −(N − 1)




U−1






a

b

= −nan∗b +
1

N
δa
b , (7.44)

donde na es un vector complejo en la representación fundamental de SU(N), y

n∗an
a = 1 a = 1, ..., N (7.45)

Con esta parametrización la solución de vórtice (7.43) toma la forma

q =
1

N
[ϕ̃+ (N − 1)

√
ξ] + (ϕ̃−

√
ξ)

(
n · n∗ − 1

N

)

A
SU(N)
i =

i

e

(
n · n∗ − 1

N

)
∂αθf(r)

AU(1)
α =

√
2

N

1

e
∂iθf(r)

A
SU(N)
0 = − iηe

4κ
(ϕ̃2 − ξ)

(
n · n∗ − 1

N

)

A
U(1)
0 =

ηe√
8Nκ

(ϕ̃2 − ξ) (7.46)

donde i = 1, 2. Por simplicidad hemos suprimido todos los ı́ndices de SU(N).
Para obtener la teoŕıa efectiva de bajas enerǵıas supondremos que los móduli na son funciones

suficientemente suaves de la coordenada t, lo que promueve las 2(N − 1) coordenadas colectivas a
campos dinámicos sobre la ĺınea de mundo del vórtice. Introduciendo la configuración resultante en
el lagrangiano (7.2) y realizando la integral sobre el plano (x1, x2) finalizamos con un modelo sigma
unidimensional para las coordenadas bosónicas na. Sin embargo, antes de hacer esto, será necesario
modificar nuestro ansatz. El punto es que nuestra solución fue obtenida a través de una rotación
de color-sabor, la cual ahora posee una dependencia en la coordenada t. En consecuencia, la com-
ponente 0 del potencial de gauge debe ser modificada. Siguiendo un ansatz similar al usado en el
caṕıtulo anterior, proponemos

A
SU(N)
0 = − iη e

4κ
(ϕ̃2 − ξ)

(
n · n∗ − 1

N

)
− 1

e
[∂0n · n∗ − n · ∂0n

∗ − 2n · n∗(n∗∂0n)]ρ(r)

A
U(1)
0 =

η e√
8Nκ

(ϕ̃2 − ξ) (7.47)

donde hemos introducido una nueva función perfil ρ(r) que será determinada por su ecuación de
movimiento a través de un procedimiento de minimización.

El término cinético para na se origina en los términos cinéticos de los campos de gauge y escalar
en la ec.(7.2), mientras que, debido a que na parametriza los modos cero del vórtice, ningún término
potencial aparece en este modelo sigma.
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Usando el ansatz anterior para el potencial de gauge podemos calcular el tensor de curvatura
del campo de gauge U(N),

F0i = − i
e
(∂0n · n∗ + n · ∂0n

∗)εij
xj

r2
f(r)(1− ρ(r)) +

iηe

4κ

xi

r
∂rϕ̃

2(r)n · n∗

+
1

e
[∂0n · n∗ − n · ∂0n

∗ − 2n · n∗(n∗∂0n)]
xi

r
∂rρ(r) (7.48)

Luego, el término de Chern-Simons en el lagrangiano (7.2) es tal que

ǫµνρ(FA
µνA

A
ρ −

e

3
fABCAA

µA
B
ν A

C
ρ ) = − η

κr
f∂rϕ̃

2 (7.49)

La ec.(7.49) implica que cuando el término de Chern-Simons domina la dinámica del campo de
gauge, los únicos términos dependientes de t que contribuyen al lagrangiano efectivo vendrán del
término cinético del campo escalar.

Se tiene finalmente

Seff =
2π

e2
I0

∫
dt [∂tn

∗∂tn+ (n∗∂tn)2] (7.50)

donde la constante I0 está dada por la siguiente integral definida en término de las cantidades
adimensionales r̂ = e2r, ϕ̂ = e−1ϕ̃ y ξ̂ = e−2ξ,

I0 =

∫ ∞

0
dr̂ r̂

[
(ϕ̂2 + ξ̂)ρ2 + 2(1 − ρ)(ϕ̂−

√
ξ̂)2
]
. (7.51)

La minimización de la integral I0 da la ecuación de movimiento para ρ. Nótese que, al contrario de
lo que vimos en el caṕıtulo anterior para el caso de teoŕıas de Yang-Mills, en este caso ρ resulta un
campo no dinámico que puede ser puesto fácilmente en términos de ϕ̃, tomando la forma

ρ =
(ϕ̃−√ξ)2
ϕ̃2 + ξ

. (7.52)

Debido a que la acción (7.50) es invariante ante las transformaciones de gauge U(1)

ni → eiϑ(t)ni, n∗i → e−iϑ(t)n∗i (7.53)

y a que los campos na deben satisfacer el v́ınculo

n∗an
a = 1, (7.54)

la teoŕıa efectiva sobre la ĺınea de mundo resulta corresponder al modelo sigma CPN−1 unidimen-
sional, como ya hab́ıa sido anticipado utilizando argumentos de simetŕıa.
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7.4. Cuantización del Modelo CP1 N = 2 Unidimensional

En esta sección analizaremos el modelo definido por la ec.(7.50) en el caso N = 2, tanto
a nivel clásico como cuántico, como una manera de describir las propiedades de bajas enerǵıas
de los vórtices de Chern-Simons no abelianos U(2). Como hemos visto en la sección anterior, la
dinámica de las coordenadas colectivas n1(t), n2(t) viene dada por una teoŕıa CP1 unidimensional.
El lagrangiano correspondiente toma la forma

LB =
2π

e2
I0 [∂tn

∗∂tn+ (n∗∂tn)2] (7.55)

con las coordenadas n1, n2 satisfaciendo el v́ınculo

n∗n = n∗1n
1 + n∗2n

2 = 1 (7.56)

Con el fin de cuantizar esta teoŕıa será conveniente resolver primero el v́ınculo (7.56) a través de
la proyección estereográfica. Esto nos lleva a utilizar la representación holomorfa del lagrangiano
(7.55). La representación holomorfa es definida en términos de un campo complejo z(t) y su complejo
conjugado z̄(t), los cuales son funciones del tiempo y toman valores sobre la variedad Kahler CP1.
De esta manera, el lagrangiano efectivo (7.55) puede ser reescrito como

LB = gzz̄ ż ˙̄z (7.57)

donde los campos z, z̄ no están sujetos a ningún v́ınculo. En (7.57) usamos la notación ż = ∂tz,
mientras que gzz̄ es la métrica de CP1

gzz̄ =
r20

(1 + zz̄)2
. (7.58)

Además, hemos renombrado la constante de acoplamiento como r20, de manera que r0 ∝ e−1. En
el caso del espacio target CP1, esto implica que el escalar de curvatura R resulta R ∝ e2. Notar
que debido a la condición Kahler de esta variedad, gzz̄ puede ser derivado a partir de un potencial
Kahler. Esto es, gzz̄ = ∂z∂̄z̄K con K = r20 log(1 + zz̄).

El lagrangiano (7.57) aún no determina el modelo en el que estamos interesados. Ya que los
vórtices permanecen invariantes ante la acción de la mitad de las supersimetŕıas (esto es, ante
una supercarga compleja), la teoŕıa en la ĺınea de mundo debe tener N = 2 supersimetŕıas. Aśı,
podemos usar la supersimetŕıa no rota para reconstruir el sector bosónico de la teoŕıa. Esto lleva a
que la mecánica cuántica del móduli orientacional en el régimen de bajas enerǵıas viene dado por
un modelo sigma unidimensional CP1 N = 2 supersimétrico. El lagrangiano para esta teoŕıa es

L = gzz̄ ż ˙̄z +
i

4
gzz̄

(
ψ̄Dtψ − D̄tψ̄ψ

)
(7.59)

donde ψ(t) es una variable grassmann compleja y ψ̄(t) su complejo conjugado. Ademas, Dt y D̄t

son las derivadas covariantes

Dtψ = ψ̇ + Γżψ, D̄tψ̄ = ˙̄ψ + Γ̄ ˙̄zψ̄, (7.60)
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con Γ = gz̄z∂zgzz̄ y Γ̄ = gz̄z∂̄z̄gzz̄ siendo los simbolos de Christoffel. El lagrangiano (7.59) es
invariante ante la transformación de supersimetŕıa N = 2

δz = ǫψ, δψ = −2iǭż,

δz̄ = ψ̄ǭ, δψ̄ = 2iǫ ˙̄z. (7.61)

7.4.1. Variables Canónicas

Con el fin de realizar la cuantización canónica de la teoŕıa necesitamos obtener, a partir de la
ec.(7.59), los momentos canónicos, los cuales toman la forma

p ≡ ∂L
∂ż

= gzz̄ ˙̄z +
i

4
gzz̄,zψ̄ψ, π ≡ ∂lL

∂ψ̇
= − i

4
gzz̄ψ̄,

p̄ ≡ ∂L
∂ ˙̄z

= gzz̄ ż +
i

4
gzz̄,z̄ψψ̄, π̄ ≡ ∂lL

∂ ˙̄ψ
= − i

4
gzz̄ψ. (7.62)

donde ∂l denota la derivada izquierda.

El hamiltoniano puede escribirse como

H ≡ ż p+ ˙̄zp̄+ ψ̇π + ˙̄ψπ̄ − L = żgzz̄ ˙̄z (7.63)

De la ec.(7.62) inmediatamente encontramos que el formalismo canónico involucra los v́ınculos
fermiónicos de segunda clase

c1 = π +
i

4
gzz̄ψ̄, c2 = π̄ +

i

4
gzz̄ψ. (7.64)

Debido a estos v́ınculos, resulta necesario utilizar el formalismo de Dirac [102]. Comenzando con
los corchetes de Poisson usuales

{z, p}PB = 1, {z̄, p̄}PB = 1, {ψ, π}PB = −1, {ψ̄, π̄}PB = −1, (7.65)

definimos los corchetes de Dirac para dos campos variables f y g como

{f, g}DB ≡ {f, g}PB − {f, ca}PBC−1
ab {cb, g}PB, a, b = 1, 2 (7.66)

donde

Cab ≡ {ca, cb}PB (7.67)

Ahora, dentro del formalismo de Dirac, los corchetes de Dirac básicos resultan

{z, p}DB = {z̄, p̄}DB = 1, {ψ, ψ̄}DB = −2igz̄z, (7.68)

{ψ, p}DB = −1

2
Γψ = ({ψ̄, p̄}DB)∗, (7.69)

{ψ, p̄}DB = −1

2
Γ̄ψ = ({ψ̄, p}DB)∗, (7.70)
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con todas las otras reglas de conmutación triviales omitidas.
Las supercargas N = 2 Q, Q̄ que corresponden a las transformaciones (7.61) toman la forma

Q = pψ, Q̄ = p̄ ψ̄. (7.71)

Es fácil ver que estas cargas satisfacen la superálgebra N = 2

{Q, Q̄}DB = −2iH, {Q,Q}DB = {Q̄, Q̄}DB = 0 (7.72)

Existe un conjunto obvio más simple de variables canónicas, las cuales separan las variables
grassmann de las ordinarias y que permiten pasar más fácilmente a una representación expĺıcita de
la mecánica cuántica. Aśı, si introducimos la tetrada e, ē dada por

eē = g =⇒ e = ē =
r0

1 + zz̄
, (7.73)

podemos definir
λ = eψ, λ̄ = ēψ̄. (7.74)

Luego, el conjunto z, p, λ y sus complejos conjugados satisfacen

{z, p}DB = {z̄, p̄}DB = 1, {λ, λ̄}DB = −2i (7.75)

como las únicas ecuaciones canónicas no triviales.

7.4.2. Cuantización Canónica

Como es usual, el pasaje de la teoŕıa clásica a la teoŕıa cuántica se hace reemplazando las
variables reales por operadores hermı́ticos, junto con el cambio de corchetes

{ , }DB −→ −i[ , ]. (7.76)

Es inmediato encontrar una representación mecano-cuántica del álgebra ec.(7.75). Para las
variables p y p̄ utilizamos la representación

p = e−1(−i∂z)e, p̄ = ē−1(−i∂̄z̄)ē, (7.77)

donde los factores que involucran la tetrada son necesarios para mantener la relación de hermiticidad
entre p y p̄ ante el produto interno

〈Ψ1|Ψ2〉 =
∫
d2zgzz̄Ψ

†
1(z, z̄)Ψ2(z, z̄) (7.78)

donde Ψ(z, z̄) denota la función de onda “invariante” asociada con el ket |Ψ〉. Con respecto a las
variables fermiónicas, es conveniente emplear una representación de matrices de 2 × 2 para ψ, ψ̄,
las cuales aśı toman la forma

ψ =
√

2

(
0 0
1 0

)
, ψ̄ =

√
2

(
0 1
0 0

)
. (7.79)
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En lo que respecta a las supercargas N = 2 Q y Q̄, generalizaremos la expresión clásica ec.(7.71)
adoptando el siguiente ordenamiento para los operadores cuánticos correspondientes

Q ≡ 1

2
{p, ψ} = ψ(p − i

4
Γ), Q̄ ≡ 1

2
{p̄, ψ̄} = ψ̄(p̄ +

i

4
Γ̄) (7.80)

Para asegurar la supersimetŕıa del sistema, requerimos además que el operador hamiltoniano
esté definido por

H ≡ 1

2
{Q, Q̄} (7.81)

Luego, usando las expresiones dadas por las ecs.(7.77),(7.79), el hamiltoniano toma la forma

H =

(
ĀA 0
0 AĀ

)
. (7.82)

con

A = ie−1(∂z +
3

4
Γ), Ā = iē−1(∂̄z̄ −

1

4
Γ̄) (7.83)

Como es bien sabido, las autofunciones de ĀA y AĀ están estrechamente relacionadas debido
a la supersimetŕıa. Más expĺıcitamente, si ϕn es una autofunción de AĀ con autovalor no nulo En,
luego Āϕn es una autofunción de AĀ con el mismo autovalor En. Respecto al caso de autovalor
nulo, a partir del hecho que A† = Ā para el producto interno (7.78), se encuentra que los modos
cero de AĀ y ĀA corresponden a estados aniquilados por Ā y A, respectivamente. Es fácil ver que
el operador A dado por la ec.(7.83) no tiene modos ceros normalizables, y por lo tanto tampoco el
operador ĀA. Basándonos en estos argumentos, podemos resolver el problema de autovalores para
el operador hamiltoniano H mediante la siguiente prescripción

HΨn = EnΨn ⇐⇒ Ψn =

(
Āϕn

ϕn

)
(7.84)

donde (En, ϕn) resuelve el problema de autovalores para el operador AĀ, esto es, AĀϕn = Enϕn.
Para determinar el espacio de autoestados del operador h = AĀ, rescribamoslo como [103]

h = −e−1ē−1

(
∂z +

Γ

4

)(
∂̄z̄ −

Γ̄

4

)
= − 1

2r20∂z∂̄z̄Θ
(∂z − ∂zΘ)(∂̄z̄ + ∂̄z̄Θ) (7.85)

con Θ = K/r20 = log
√

1 + zz̄. Dado un operador de la forma (7.85), resulta natural definir las
funciones de onda “reducidas” ϕ̂,

ϕ(z, z̄) ≡ e−Θ ϕ̂(z, z̄) (7.86)

Aśı, el operador “reducido” ĥ es

ĥ = eΘ h e−Θ = − 1

2r20∂z∂̄z̄Θ
(∂z − 2∂zΘ)∂̄z̄ (7.87)

El generador de rotaciones sobre el origen en el plano proyectado Ĵ = z∂z − z̄∂̄z̄ conmuta con
ĥ. Luego, podemos diagonalizar a ambos simultáneamente y descomponer ϕ̂ como

ϕ̂ = zjP (zz̄). (7.88)
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Si escribimos a la función indeterminada P como una función de x

x ≡ 1− zz̄
1 + zz̄

, (7.89)

la condición de autoestado ĥϕ̂ = Eϕ̂ lleva a la siguiente ecuación diferencial ordinaria para la
función P (x),

(1− x2)
d2P

dx2
+ (1− 2j − 3x)

dP

dx
+ r20EP = 0. (7.90)

Ésta es una ecuación diferencial de la forma de Jacobi, cuyas soluciones regulares en el intervalo
[-1,1] son los polinomios de Jacobi

P (j,1−j)
n (x) ≡ (−1)n

2nn!
(1− x)−j(1 + x)j−1 d

n

dxn
{(1 − x)n+j(1 + x)n−j+1}

=
1

2n

n∑

m=0

(
n+ j
m

)(
n− j + 1
n−m

)
(1− x)n−m(1 + x)m (7.91)

Notar también que los polinomios de Jacobi P
(j,1−j)
n están definidos para j ≥ −n, 1 − j ≥ −n, lo

que lleva a cotas superior e inferior para los valores permitidos de j.
Finalmente, juntando estos últimos resultados encontramos que

ϕj
n =

1

r0

√
2n!(n+ 1)Γ(n + 2)

πΓ(n+ j + 1)Γ(n − j + 2)

zj

√
1 + zz̄

P (j,1−j)
n

(
1− zz̄
1 + zz̄

)
,

En =
1

r20
n(n+ 2), n = 0, 1, 2, ... j = −n,−n+ 1, ..., n + 1 (7.92)

corresponden al conjunto ortonormal de autofunciones de h = AĀ y sus respectivos autovalores.

7.5. Resumen y Discusión

Este caṕıtulo tuvo como fin presentar la construcción y posterior análisis de un nuevo tipo
de configuración tipo cuerda presente en ciertas teoŕıas de Chern-Simons, caracterizada por ser
verdaderamente no abeliana. Para lograr esto adaptamos al caso de modelos de Chern-Simons
los resultados obtenidos en el contexto de teoŕıas de Yang-Mills 4-dimensionales descriptos en el
caṕıtulo anterior. Comenzamos construyendo una teoŕıa de Chern-Simons N = 2 supersimétrica
con grupo de gauge SU(N) acoplada a N multipletes escalares. Para esta teoŕıa obtuvimos una cota
de tipo Bogomol’nyi para la enerǵıa, cuya saturación permitió encontrar un conjunto ecuaciones de
autodualidad de primer orden.

Nuestros resultados originales incluyeron la solución de las ecuaciones de autodualidad mediante
un ansatz particular rotacionalmente simétrico, que nos permitió obtener soluciones análogas a las
de las cuerdas ZN elementales descriptas en el caṕıtulo anterior. Además, encontramos que con este
ansatz las ecuaciones para las funciones perfil se reducen a aquellas del modelo de Chern-Simons
abeliano. Posteriormente, utilizando las rotaciones de color-sabor que dejan invariante al vaćıo
asimétrico, obtuvimos genuinas cuerdas elementales no abelianas. La existencia del espacio móduli
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orientacional no trivial de estas cuerdas fue mostrada expĺıcitamente mediante la parametrización
de los campos de gauge y Higgs en términos de las coordenadas colectivas orientacionales.

Otro de los resultados originales obtenidos fue el estudio de la teoŕıa de bajas enerǵıas para
las coordenadas del espacio móduli orientacional. La misma fue derivada considerando al móduli
como una función lentamente variable de la coordenada temporal e introduciendo la configuración
resultante en el lagrangiano original. La teoŕıa efectiva aśı obtenida corresponde a un modelo sigma
CPN−1 unidimensional definido sobre la ĺınea de mundo del vórtice. Debido a que los vórtices
autoduales son 1/2 BPS, la verdadera teoŕıa efectiva resulta ser el modelo sigma CPN−1 N = 2.
Finalmente, completamos el análisis de la teoŕıa efectiva supersimétrica realizando la cuantización
de la misma en el caso N = 2.
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Caṕıtulo 8

Cuerdas No Abelianas
Auto-Gravitantes

En este caṕıtulo completamos la presentación de los resultados originales de esta tesis, que
consisten en la construcción expĺıcita de cuerdas no abelianas auto-gravitantes para teoŕıas
de Einstein-Yang-Mills-Higgs. Consideraremos Ns campos de Higgs en la representación
fundamental del grupo de gauge U(1) × SU(Nc) de manera de tener un grupo SU(Nc) de
color-sabor que permanezca no roto. La elección de un ansatz adecuado para la métrica
nos permitirá encontrar ecuaciones de Bogomol’nyi de primer orden. Éstas serán resueltas
mediante un ansatz rotacionalmente simétrico. En el caso Nc = Ns, las soluciones son cuer-
das locales y son genuinamente no abelianas, ya que están parametrizadas por coordenadas
colectivas orientacionales. Cuando Nc < Ns, las soluciones corrresponden a cuerdas semilo-
cales, las que, ademas de los grados de libertad orientacionales, adquieren coordenadas
colectivas adicionales relacionadas con su tamaño transverso. Las teoŕıas efectivas para el
móduli correspondiente son halladas, mostrando que todos los modos cero son normalizables
en presencia de gravedad, incluso en el caso semilocal.

Las configuraciones tipo vórtice en teoŕıas de campos en espacio-tiempo curvos fueron estudiadas
exhaustivamente en el pasado. El modelo más simple y más común en el cual estas configuraciones
aparecen es el modelo de Einstein-Maxwell-Higgs [104]-[110]. En general, las teoŕıas de Einstein-
Maxwell-Higgs admiten dos tipos de soluciones, que pueden ser distinguidas por sus geometŕıas
asintóticas. Aśı, los comportamientos asintóticos deben corresponder a una de las dos métricas de
Levi-Civita [111],

ds2 = dt2 − (dx3)2 − dρ2 − (a1ρ+ a2)dθ
2, (8.1)

que es el cono, o

ds2 = (b1ρ+ b2)
4

3 (dt2 − (dx3)2)− dρ2 − (b1ρ+ b2)
− 2

3 dθ2, (8.2)

que es una métrica Kasner. La rama Kasner no tiene las caracteŕısticas requeridas para describir
una cuerda cósmica “estándar”, y por ello es usualmente descartada en las aplicaciones f́ısicas.
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Dependiendo de cuán fuerte es el acoplamiento gravitacional (medido por el parámetro Gξ),
cada una de las métricas (8.1) y (8.2) puede tener a su vez dos comportamientos totalmente
distintos. Esto es, para el rango Gξ << 1, que incluye la escala de rotura de simetŕıa GUT y la
mayoŕıa de las aplicaciones en cosmoloǵıa, a1 y b1 son positivos, y luego, (8.1) es el cono estándar
[104],[105], mientras que (8.2) es la forma asintótica del universo magnético de Melvin [106]. Para
cuerdas supermasivas, las cuales tienen Gξ & 1, a1 y b1 son negativos y luego hay una singularidad
cónica tanto en la métrica tipo Kasner [107] como en la métrica cónica [108]. Cuando consideramos
a la teoŕıa de Einstein-Maxwell-Higgs en el ĺımite de Bogomol’nyi, el acoplamiento cŕıtico lleva
a una simplificación considerable del problema, ya que todas las ecuaciones de segundo orden
pueden ser reemplazadas por un análogo en espacio curvo de las ecuaciones de Bogomol’nyi [109].
Soluciones tipo cuerda en el ĺımite de Bogomol’nyi de la teoŕıa con un único campo de Higgs
fueron analizadas en [109],[110]. La generalización a más de un campo de Higgs fue considerada en
[112],[113], donde las soluciones estudiadas correspond́ıan a vórtices gravitantes semilocales. Una
consecuencia inmediata de las ecuaciones de Bogomol’nyi es que la métrica toma necesariamente
la forma asintótica cónica (8.1) (ver [109],[108]). Este comportamiento también es heredado por las
extensiones localmente supersimétricas del modelo de Maxwell-Higgs [114],[115].

Resultados análogos para el caso de soluciones tipo cuerda en teoŕıas de Einstein-Yang-Mills-
Higgs son bastante incompletos (para un análisis reciente de cuerdas en teoŕıas de Einstein-Yang-
Mills ver [116]). El propósito de este caṕıtulo apunta justamente a estudiar aspectos relacionados con
este tipo de soluciones, no analizados anteriormente. Para ello buscaremos teoŕıas de Einstein-Yang-
Mills-Higgs que admitan soluciones de cuerdas no abelianas locales y semilocales. Ya que estaremos
interesados en el ĺımite de Bogomol’nyi del modelo, solo cuerdas con métricas asintóticamente
cónicas serán análizadas. Más en detalle, la teoŕıa que consideraremos es el modelo de Einstein-
Yang-Mills-Higgs en 4 dimensiones con grupo de gauge U(1)× SU(Nc), Nf sabores y un potencial
de Higgs arbitrario. Dicho potencial de Higgs será determinado a posteriori cuando busquemos
el ĺımite de Bogomol’nyi de la teoŕıa. De esta manera, al considerar un ansatz conveniente para
la métrica y una determinada forma cuártica para el potencial lograremos reducir las complejas
ecuaciones de movimiento a un conjunto de ecuaciones (de Bogomol’nyi) de primer orden. Una vez
obtenidas las ecuaciones de Bogomol’nyi, buscaremos mediante un ansatz rotacionalmente simétrico
el análogo auto-gravitante de las cuerdas ZN elementales. Utilizando la simetŕıa global de sabor-
color que deja invariante el vaćıo, mostraremos que dichas cuerdas son genuinamente no abelianas.
Más aún, encontraremos que en el caso Nf = Nc las cuerdas son locales y están parametrizadas
por las coordenadas del móduli orientacional, mientras que en el caso Nf > Nc las cuerdas son
semilocales y además del móduli orientacional adquieren nuevas coordenadas colectivas relacionadas
con variaciones del tamaño transverso. Finalizaremos el caṕıtulo estudiando las teoŕıas de bajas
enerǵıas sobre la hoja de mundo de la cuerda para las coordenadas del móduli, tanto en el caso
local como en el semilocal.

Antes de comenzar con la exposición de los resultados obtenidos, es conveniente hacer un breve
comentario sobre las ecuaciones de Bogomol’nyi. A lo largo de los caṕıtulos precedentes hemos visto
la estrecha relación existente entre la supersimetŕıa global y las cotas de Bogomol’nyi de una teoŕıa.
Dicha conexión sigue existiendo en el caso de supergravedad, esto es, sigue siendo válida la relación
entre la supersimetŕıa local y las cotas de Bogomol’nyi para solitones gravitantes. Por lo tanto, a
pesar de que para los fines buscados en este caṕıtulo es suficiente (y más conveniente) limitarnos a
trabajar con una teoŕıa puramente bosónica, es fácil presentar una manera alternativa de obtener
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las ecuaciones de Bogomol’nyi. Para ello basta con considerar la teoŕıa de supergravedad de la
cual nuestro modelo representa el sector bosónico, y luego obtener las ecuaciones de Bogomol’nyi
buscando configuraciones que anulen la mitad de las transformaciones de supersimetŕıa.

8.1. La Teoŕıa

El contenido de campos de la teoŕıa viene dado por la métrica del espacio-tiempo gµν , donde
µ, ν, ... = 0, 1, 2, 3 son ı́ndices espacio-temporales, un campo de gauge Aµ del grupo SU(Nc)×U(1)
y Ns escalares complejos q. Además de la simetŕıa SU(Nc)×U(1), el lagrangiano también posee una
simetŕıa de sabor SU(Ns). Bajo estos dos grupos, los campos escalares transforman como (Nc, N̄s).
Aśı, q puede ser visto como una matriz de Nc×Ns q = qa

r, donde los ı́ndices a, b, ... = 1, 2, ..., Nc

refieren al grupo de gauge y r, s, ... = 1, 2, ..., Ns al grupo de sabor.
Los campos de gauge serán representados por matrices en la representación fundamental de

SU(Nc) × U(1), o sea, Aµ = AA
µT

A + i/
√

2NcAµ, donde TA (A,B, ... = 1, 2, ..., N2
c − 1) son los

generadores de la representación Nc de SU(Nc). Usaremos generadores anti-hermı́ticos TA que
satisfacen

[(TA)ab]
∗ = −(TA)ba, [TA, TB] = fABCTC , (TATB)aa = −1

2
δAB . (8.3)

La acción toma la forma

S =

∫
d4x
√
g

{
− 1

16πG
R− 1

4e21
gµρgνσFµνFρσ −

1

4e22
gµρgνσFA

µνF
A
ρσ +Dµq̄

rDµqr − V (q, q̄)

}
(8.4)

donde
q̄r

a ≡ (qa
r)
∗, Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, FA

µν = ∂µA
A
ν − ∂νA

A
µ − fABCAB

µA
C
ν (8.5)

y

Dµq
a
r ≡ ∂µq

a
r −

i√
2Nc

Aµq
a
r −AA

µ (TA)abq
b
r, Dµq̄

r
a ≡ ∂µq̄

r
a +

i√
2Nc

Aµq̄
r
a +AA

µ (TA)baq̄
r
b. (8.6)

Además, usamos las convenciones Rµ
νρσ = Γµ

νσ,ρ−Γµ
νρ,σ +Γµ

ωσΓω
νρ−Γµ

ωρΓω
νσ, Rµν = Rρ

µρν , signatura
(+,−,−,−) and g = −detgµν .

Por simplicidad no escribimos los ı́ndices del grupo de gauge que están sumados, e.g.,

(q̄rTAqr) ≡ (TA)abq̄
r
aq

b
r (8.7)

Las ecuaciones de movimiento obtenidas a partir de la variación de la acción son

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR = 8πG(TU(1)

µν + T SU(Nc)
µν + Tmat

µν ), (8.8)

∂µ(
√
ggµρgνσFρσ) = e21

√
gjν , (8.9)

(∂µδ
AB + fABCAC

µ )(
√
ggµρgνσFB

ρσ) = e22
√
gjAν , (8.10)

[Dµ(
√
ggµνDµq)]

a
r = −√g ∂V

∂q̄r
a

, (8.11)
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donde los tensores de enerǵıa-impulso y las corrientes de gauge vienen dados por

TU(1)
µν =

1

e21

(
−FµρF

ρ
ν +

1

4
gµνFρσF

ρσ

)
, (8.12)

T SU(Nc)
µν =

1

e22

(
−FA

µρF
A ρ
ν +

1

4
gµνF

A
ρσF

Aρσ

)
, (8.13)

Tmat
µν = Dµq̄

rDνqr +Dν q̄
rDµqr − gµνDρq̄

rDρqr + gµνV, (8.14)

jµ =
i√
2Nc

(Dµq̄rqr − q̄rDµqr), (8.15)

jAµ = Dµq̄rTAqr − q̄rTADµqr. (8.16)

Con el fin de estudiar soluciones tipo cuerda, suponemos que la métrica y los campos de gauge
y de materia son estáticos y simétricos ante traslaciones en x3. Además, nos restringiremos a
configuraciones puramente magnéticas. Aśı, consideraremos el siguiente ansatz para la métrica y
los campos de gauge,

ds2 = L2dt2 + hijdx
idxj −K2(dx3)2, (8.17)

Aµdx
µ = Aidx

i, i, j = 1, 2 (8.18)

donde los campos L, K, Ai y hij dependen solo de las coordenadas transversas xk (k = 1, 2).

Con este ansatz las componentes del tensor de Ricci toman la forma

R00 = −L[(hijL,j),i + γk
ikh

ijL,j]−
L

K
hijK,iL,j = − L

K
(KL,i);i, (8.19)

R33 = K[(hijK,j),i + γk
ikh

ijK,j] +
K

L
hijL,iK,j =

K

L
(LK ,i);i, (8.20)

Rij = rij −
1

L
(L,i,j − γk

ijL,k)−
1

K
(K,i,j − γk

ijK,k) (8.21)

= rij −
L,i;j

L
− K,i;j

K
, (8.22)

Ri0 = Ri3 = 0, R03 = 0, (8.23)

donde γk
ij, rij y “;”denotan la conexión, el tensor de Ricci y la derivada covariante correspondiendo

a la métrica transversa bidimensional hij .

En lo que concierne al tensor de curvatura del campo de gauge, sus componentes no nulas son
determinadas por una única componentes magnética, o sea,

Fij = ǫijB, (8.24)

FA
ij = ǫijB

A, (8.25)

donde introducimos el campo tensorial covariantemente constante ǫij = −ǫji, normalizado tal que
ǫijǫ

jk = δk
i .
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8.2. Ecuaciones de Bogomol’nyi

Podemos simplificar significativamente el problema si encontramos condiciones de autodualidad
similares a las de espacio-tiempo plano, i.e. si el sistema admite un ĺımite de Bogomol’nyi. Es bien
sabido [109]-[110] que en el modelo abeliano de Higgs se obtienen propiedades de autodualidad en
espacio-tiempo curvo si L(xi) y K(xi) son constantes. A continuación veremos que también en el
presente modelo de Higgs generalizado podemos encontrar un ĺımite de Bogomol’nyi si tomamos

L(xi) = 1, K(xi) = 1. (8.26)

Usando estas condiciones es fácil verificar que Rij = rij y R = r, lo que lleva a que Gij se anula
idénticamente. La ecuación de Einstein (8.8) luego implica la anulación de Tij, o sea,

− 1

2e21
B2hij −

1

2e21
B2hij +Diq̄

rDjqr +Dj q̄
rDiqr − hijDk q̄

rDkqr + hijV = 0 (8.27)

La última ecuación implica

Diq̄
rDjqr +Dj q̄

rDiqr ∝ hij (8.28)

Sin pérdida de generalidad podemos tomar la métrica bidimensional hij a ser conformemente plana,
i.e.

hij = −Ω2δij (8.29)

Luego, podemos escribir la condición (8.28) como

Dz q̄
rDzqr = 0 (8.30)

con z = x + iy. La manera más simple de resolver esta ecuación es requiriendo que Dzq
a
r = 0 o

Dz q̄
r
a = 0. Volviendo a un sistema de coordenadas espaciales arbitrario, encontramos la condición

de autodualidad covariante para el campo de Higgs

Diqr + iηǫ j
i Djqr = 0, (8.31)

donde η = ±1 corresponde a las soluciones autodual y antiautodual. Notar, sin embargo que, en
contraste con lo que ocurre en el caso abeliano (Ns = 1)[117], las ecuaciones (8.26) no implican a
priori las ecuaciones de autodualidad (8.31).

Si ahora volvemos a la ec.(8.27) y usamos la ecuación de autodualidad del Higgs, obtenemos la
siguiente condición para el potencial de Higgs

V =
B2

2e21
+
BABA

2e22
. (8.32)

Para obtener ecuaciones de primer orden para los campos de gauge debemos considerar las
ecuaciones del Higgs y notar que para configuraciones de Higgs autoduales, ecs.(8.11) devienen

(
BA(TA)ab +

i√
2Nc

Bδa
b

)
qb

r = iη
∂V

∂q̄r
a

(8.33)

125



Ahora, si consideramos a B y BA como funciones de q, de las ecuaciones de Yang-Mills (8.9),(8.10)
se ve que estas funciones deben ser cuadráticas en q. Luego, con el fin de satisfacer la relación
(8.33), deberemos considerar un potencial cuártico para la teoŕıa. El potencial cuártico más general
que respeta las simetŕıas de gauge y de sabor puede escribirse como:

V (q, q̄) = c1 + c2q̄
rqr + c3(q̄

rqr)
2 + c4(q̄

rTAqr)
2 (8.34)

De la ec.(8.33) obtenemos que

B = η
√

2Nc(c2 + 2c3q̄
rqr), BA = 2iηc4q̄

rTAqr. (8.35)

Las constantes cα (α = 1, ..., 4) son determinadas por requerir: primero, que configuraciones que
satisfacen las condiciones de autodualidad (8.31) y (8.35) sean solución de las ecuaciones de Yang-
Mills (8.9),(8.10) y segundo, que el potencial de Higgs alcance un mı́nimo para q̄rqr = Ncξ. Luego,
las ecuaciones de autodualidad para los campos de gauge toman la forma

B = η
e21√
2Nc

(q̄rqr −Ncξ),

BA = −iηe22q̄rTAqr, (8.36)

mientras que el potencial resulta

V (q, q̄) =
e21

4Nc
(q̄rqr −Ncξ)

2 − e22
2

(q̄rTAqr)
2. (8.37)

En resumen, las ecuaciones de primer orden de autodualidad para los campos de gauge y Higgs son

Diqr + iηǫ j
i Djqr = 0,

B =
1

2
ǫjiFij = η

e21√
2Nc

(q̄rqr −Ncξ),

BA =
1

2
ǫjiFA

ij = −iηe22q̄rTAqr, (8.38)

Vale la pena mencionar que la existencia de las ecuaciones de primer orden (8.38) está es-
trechamente relacionada con la posibilidad de tener una teoŕıa localmente supersimétrica cuyo
sector bosónico coincida con nuestro modelo. De hecho, esta teoŕıa de supergravedad podŕıa ser
usada para obtener no solo las ecuaciones de Bogomol’nyi para los campos de materia (8.38),
sino también ecuaciones de primer orden (de Bogomol’nyi) para el campo gravitatorio [118]. Más
precisamente, las ecuaciones de Bogomol’nyi pueden ser obtenidas de requerir la anulación de la
variación supersimétrica de los campos fermiónicos. En particular, la transformación supersimétrica
del gravitino debe conducir a una ecuación espinorial de Killing de primer orden para el parámetro
supersimétrico. Las ecuaciones de Einstein luego son automáticamente satisfechas como consecuen-
cia de la condición de integrabilidad de esta ecuación de Killing.

Claramente, el potencial de Higgs (8.37) es definido positivo. Requerir su anulación lleva, debido
al primer término, a que q desarrolle un valor de expectación de vaćıo (VEV) y, debido al segundo,
a que este VEV satisfaga

qa
r q̄

r
b = ξδa

b . (8.39)
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Discutamos brevemente como es el vaćıo del potencial de Higgs (8.37), y como depende éste de
Nc y Ns. Es claro a partir de (8.39) que no hay ningún vaćıo con potencial nulo para Ns < Nc,
por lo que este caso es trivial. En el caso Ns = Nc existe un único vaćıo aislado que, a menos de
transformaciones de gauge, toma la forma

qa
r =

√
ξδa

r . (8.40)

La configuración de vaćıo (8.40) tiene el patrón de rotura de simetŕıa [27]-[28]

U(1)× SU(Nc)× SU(Ns) −→ SU(N)c+s, (8.41)

donde el grupo sobreviviente no roto SU(N)c+s es una rotación simultánea de color y sabor. Fi-
nalmente, en el caso Ns > Nc la teoŕıa tiene una rama de vaćıos de Higgs, denotada NNc,Ns [27].
Por ejemplo, para teoŕıas abelianas, las cuales admiten cuerdas semilocales [119]-[120], el vaćıo es
simplemente N1,Ns = CPNs−1. En general, la rama de Higgs es el grassmanniano de Nc planos en
CNs ,

NNc,Ns = Gr(Nc, Ns) =
SU(Ns)

U(1)× SU(Nc)× SU(Ns −Nc)
(8.42)

Éste es un espacio simétrico, y podemos elegir cualquiera de los vaćıos para trabajar, sin perdida
de generalidad. Acá tomaremos,

qa
r =

√
ξδa

r r = 1, ..., Nc

qa
r = 0 r = Nc + 1, ..., Ns (8.43)

En este vaćıo, el esquema de rotura de simetŕıa es

U(1)× SU(Nc)× SU(Ns) −→ S[U(Nc)c+s × U(Ns −Nc)] (8.44)

donde S[⊗iU(Ni)] significa que eliminamos el factor U(1) diagonal de ⊗iU(Ni).
Volviendo a las ecuaciones de movimiento, es claro que con el potencial de Higgs ec.(8.37), la

condición (8.32) es satisfecha automáticamente por configuraciones de gauge autoduales. Aśı, las
únicas ecuaciones de segundo orden que quedan por resolver son las componentes 00 y 33 de las
ecuaciones de Einstein. Ambas llevan a la siguiente expresión para el escalar de Ricci bidimensional
r,

r = 16πG(hijDiq̄
rDjqr − 2V ) (8.45)

Usando la identidad

hijDiq̄
rDjqr =

1

2
hij(Diq̄

r − iηǫ l
i Dlq̄

r)(Djqr + iηǫ k
j Dkqr)

− iηBAq̄rTAqr + η
1√
2Nc

Bq̄rqr + η

√
Nc

2
ǫikji;k (8.46)

y las ecuaciones de autodualidad (8.38), podemos reescribir la ecuación (8.45) para r como,

r = 8π
√

2NcGη(ξB + ǫikji;k), (8.47)
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donde para configuraciones autoduales la corriente U(1) toma la forma

ji = − η√
2Nc

ǫ j
i (q̄rqr),j . (8.48)

Ahora, en el sistema de coordenadas conforme r puede expresarse de manera simple,

r = Ω−2∆ log Ω2 (8.49)

donde ∆ es el laplaciano del espacio plano, i.e., ∆ = δij∂i∂j . A partir de la ec.(8.47) obtenemos la
siguiente ecuación para Ω2:

∆(log Ω2) = −8πG[∆(q̄rqr) +
√

2NcηξF12] (8.50)

8.2.1. La Cota de Bogomol’nyi

Como es bien sabido, la noción de enerǵıa en relatividad general plantea problemas ausentes en
el caso de relatividad especial. En el presente caso, ya que estamos considerando configuraciones
de materia estáticas y axisimétricas, las cuales tienden asintóticamente a sus valores de vaćıo, la
métrica transversa bidimensional tenderá asintóticamente a la de un cono plano. Luego, podemos
tomar al ángulo de déficit total δ como una medida de la enerǵıa gravitacional por unidad de
longitud (ver [110] y sus referencias). En nuestro caso, el ángulo de déficit δ toma la forma,

δ

8πG
=

∫
d2x
√
gT 0

0

=

∫
d2x
√
h

{
1

2e21
B2 +

1

2e22
BABA − hijDiq̄

rDjqr + V

}
(8.51)

Por medio de la identidad (8.46) y el método de Bogomol’nyi, la densidad de enerǵıa T 0
0 puede ser

reescrita como

T 0
0 =

1

2e21
[B − η e21√

2Nc
(q̄rqr −Ncξ)]

2 +
1

2e22
[BA + iηe22q̄

rTAqr]
2

+
1

2
√
h
|Diqr + iηǫ j

i Djqr|2 − η
√
Nc

2
ξB + η

√
Nc

2
ǫkiji;k (8.52)

Aśı, la integración de (8.52) lleva a una cota de Bogomol’nyi para la enerǵıa, i.e.

δ

8πG
≥ ξ|Φ|, (8.53)

donde Φ es un número topológico definido por

Φ =

√
Nc

2

∫
d2x
√
hB =

√
Nc

2

∮
Aidσ

i = 2πn. (8.54)

Como era de esperarse, podemos ver que la cota es saturada justamente por aquellas configuraciones
que satisfacen las ecuaciones de autodualidad (8.38).
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8.3. Cuerdas No Abelianas Locales - Nc = Ns = N

Para encontrar soluciones tipo vórtice no abeliano de las ecuaciones de autodualidad conside-
ramos configuraciones rotacionalmente simétricas a través del ansatz para cuerdas ZN elementales
[28]:

q =





ϕ(r) 0 · · · 0 0
0 ϕ(r) · · · 0 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · ϕ(r) 0
0 0 · · · 0 einθϕ̃(r)




,

AA
i T

A =





1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0
0 0 · · · 0 −(N − 1)





i

N
(∂iθ)(fN (r)− n),

Ai =

√
2

N
(∂iθ)(−f(r) + n), (8.55)

donde (r, θ) son las coordenadas polares en el espacio bidimensional transverso.
Insertando este ansatz en las ecuaciones de autodualidad (8.38), llegamos a las ecuaciones

diferenciales de primer orden para las funciones perfil

r∂rϕ+
η

N
(f − fN)ϕ = 0

r∂rϕ̃+
η

N
(f − (1−N)fN )ϕ̃ = 0

1

r
∂rf + η

e21
2

Ω2((N − 1)ϕ2 + ϕ̃2 −Nξ) = 0

1

r
∂rfN + η

e22
2

Ω2(ϕ̃2 − ϕ2) = 0 (8.56)

Las condiciones de contorno en el origen se obtienen de pedir que los campos sean no singulares.
Esto implica que

nϕ̃(0) = 0, fN (0) = n, f(0) = n. (8.57)

En el infinito espacial, las configuraciones deben tender asintóticamente a sus valores de vaćıo, y
luego

ϕ(∞) = ϕ̃(∞) =
√
ξ, f(∞) = fN (∞) = 0 (8.58)

La primera y segunda ecuación de (8.56) puede ser resuelta para los perfiles de los campos de gauge

f =
η

2
r∂r((1−N) logϕ2 − log ϕ̃2),

fN =
η

2
r∂r(logϕ

2 − log ϕ̃2) (8.59)
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Es claro que ϕ̃ debe tener un cero solo en r = 0, mientras que ϕ, que no se enrolla en el infinito,
no debeŕıa tener ceros. Luego, la ec.(8.59) será válida en todo el plano salvo el origen.

Respecto del campo Ω2, después de usar las ecs.(8.55) y (8.59), su ecuación de movimiento
(8.50) deviene

∆{log Ω2 + 8πG[(N − 1)ϕ2 + ϕ̃2 − ξ log(ϕ2(N−1)ϕ̃2)]} = 0 (8.60)

Para una solución de vórtice de carga |n|, ϕ̃ tendrá un comportamiento ϕ̃ ∼ const r|n| cuando
r → 0. De esto se obtiene que

log Ω2 + 8πG[(N − 1)ϕ2 + ϕ̃2 − ξ log(
ϕ2(N−1)ϕ̃2

r2|n|
)] (8.61)

es armónica y acotada, y por lo tanto es constante. En particular, esto implica que el factor conforme
tiene el siguiente comportamiento en el infinito

Ω2 ∼ const r2(B−1) if r →∞, (8.62)

donde B = 1− 8π|n|Gξ. Imponiendo que la constante en la ec.(8.62) sea ξB−1, podemos escribir la
forma asintótica de la métrica como

ds2 ∼ dt2 − (dx3)2 − (ξr2)B−1(dr2 + r2dθ2) (8.63)

Aśı, encontramos que la métrica correspondiendo a una única cuerda no abeliana local tiene el
mismo comportamiento asintótico que una cuerda abeliana gravitante (dada por la ec.(8.1)). Este
comportamiento está caracterizado por el parámetro adimensional Gξ, el cual determina cuan
fuerte es el acoplamiento gravitacional de la cuerda [104]. Si Gξ < 1

8π (i.e. B > 0), la métrica es
asintóticamente cónica. Esto puede ser visto fácilmente de considerar una nueva coordenada radial
ρ dada por

√
ξρ = B−1(

√
ξr)B, que lleva a la forma minkowskiana (8.1) para la métrica asintótica:

ds2 ∼ dt2 − (dx3)2 − dρ2 −B2ρ2dθ2. (8.64)

El ángulo de déficit que corresponde a la métrica (8.64) es

δ = 2π(1−B) = 16π2|n|Gξ. (8.65)

Cuando la escala de rotura de simetŕıa crece, δ se vuelve mayor que 2π, y la imagen de un espacio-
tiempo de la cuerda cónico debe ser abandonado. Para una cuerda cŕıtica (con Gξ = 1/8π y δ = 2π),
el espacio bidimensional es como un cilindro en el infinito. Finalmente, las cuerdas supercŕıticas
tienen un ángulo de déficit mayor que 2π, lo que ocurre para Gξ > 1/8π. Esto significa que en el
infinito el espacio-tiempo es como un cono invertido, que se cierra con una singularidad cónica a una
distancia propia finita. Aquellas cuerdas que tienen un ángulo de déficit δ ≥ 2π son conocidas como
cuerdas supermasivas [108]. Debido a la presencia de una singularidad en la métrica, las cuerdas
supermasivas son consideradas como de poco interés f́ısico.

Ya que la ecuación de Einstein restante puede ser integrada expĺıcitamente, en este punto
quedamos solo con un sistema de ecuaciones acopladas para las funciones perfil del Higgs,

∆ log(ϕ2(N−1)ϕ̃2) = e21Ω
2((N − 1)ϕ2 + ϕ̃2 −Nξ)

∆ log(ϕ−2ϕ̃2) = e22Ω
2(ϕ̃2 − ϕ2), (8.66)

130



donde Ω2 es determinado a partir de la ec.(8.61). Desafortunadamente, al igual que en el caso plano
G = 0, no es posible resolver estas ecuaciones anaĺıticamente. Sin embargo, podemos establecer a
partir de ec.(8.56) los comportamientos asintóticos de las soluciones cerca de r = 0 y para r grande.
Cerca del eje polar, los primeros términos del desarrollo en serie de potencias de r son

ϕ ∼ ϕ0 +
ϕ0

8N

(
(e22 − e21)ϕ2

0 + e21N(ϕ2
0 − ξ)

)
r2,

ϕ̃ ∼ ϕ̃0r
|n|,

f ∼ n+
η

4
e21Ω

2
0(ϕ

2
0 −N(ϕ2

0 − ξ))r2,

fN ∼ n+
η

4
e22Ω

2
0ϕ

2
0r

2, r → 0 (8.67)

donde ϕ0 y ϕ̃0 son dos constantes arbitrarias y Ω2
0 = Ω2(r = 0) puede ser determinado a través de

(8.61). Respecto del comportamiento para r grande, las funciones perfil son claramente modificadas
por la métrica no trivial. A pesar de esto, pasando a las coordenadas minkowskianas podemos obte-
ner el comportamiento exponencial usual de las cuerdas ANO [25],[26]. Aśı, usando la coordenada
radial ρ definida por

√
ξρ = B−1(

√
ξr)B (para B > 0), el comportamiento a grandes distancias

resulta ser

ϕ ∼
√
ξ + ϕ∞ρ

− 1

2 (e−M1ρ − e−M2ρ),

ϕ̃ ∼
√
ξ + ϕ∞ρ

− 1

2 (e−M1ρ − (1−N)e−M2ρ),

f ∼ ϕ∞ηNe1Bρ
1

2 e−M1ρ,

fN ∼ ϕ∞ηNe2Bρ
1

2 e−M2ρ, ρ→∞ (8.68)

donde ϕ∞ es una constante arbitraria y Mi = ei
√
ξ (i = 1, 2). El comportamiento dominante de ϕ,

ϕ̃ viene dado por la mayor exponencial en
(8.68).
Discutamos ahora algunas caracteŕısticas del espacio móduli. Mientras que el vaćıo tiene simetŕıa

SU(N)c+s, la solución dada por la ec.(8.55) rompe esta simetŕıa a U(1)×SU(N −1). Esto significa
que existe un conjunto de soluciones con la misma carga topológica parametrizado por el cociente
[27],[28]

SU(N)c+s

SU(N − 1)× U(1)
∼= CPN−1 (8.69)

Aśı, si suponemos que las coordenadas colectivas del centro de masa están desacopladas, el espacio
móduli en el caso de un vórtice de carga unidad toma la forma

M∼= C×CPN−1 (8.70)

donde C parametriza el centro de masa de la configuración de vórtice. La presencia de estas coorde-
nadas colectivas orientacionales hace que el vórtice sea genuinamente no abeliano. Podemos hacer
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expĺıcita la naturaleza no abeliana de la solución (8.55) actuando con el grupo global SU(N)c+s

que preserva el vaćıo. Para esto, es conveniente primero pasar al gauge singular donde los campos
escalares no se enrollan en el infinito, mientras que el flujo se origina en la vecindad del origen. En
este gauge, los campos de gauge y Higgs pueden ser escritos como

q = U





ϕ(r) 0 · · · 0 0
0 ϕ(r) · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · ϕ(r)
0 0 · · · 0 ϕ̃(r)




U−1,

AA
i T

A = U





1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0
0 0 · · · 0 −(N − 1)




U−1 i

N
(∂iθ)fN (r),

Ai = −
√

2

N
(∂iθ)f(r), (8.71)

donde U ∈ SU(N) parametriza las coordenadas colectivas orientacionales asociadas con la rotación
del flujo en SU(N). Repitiendo lo hecho en los caṕıtulos 6 y 7, parametrizamos estas matrices como
sigue:

1

N






U





1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0
0 0 · · · 0 −(N − 1)




U−1






a

b

= −nan∗b +
1

N
δa
b , (8.72)

donde na es un vector complejo en la representación fundamental de SU(N), y

n∗an
a = 1 a = 1, ..., N (8.73)

Con esta parametrización, la solución de vórtice (8.71) toma la forma

qa
b =

1

N
(ϕ̃(r) + (N − 1)ϕ(r))δa

b + (ϕ̃(r)− ϕ(r))

(
nan∗b −

1

N
δa
b

)

AA
i (TA)ab = −i

(
nan∗b −

1

N
δa
b

)
∂iθfN(r)

Ai = −
√

2

N
∂iθf(r) (8.74)

Vale la pena mencionar que el factor conforme Ω2, obtenido a partir de la ec.(8.61), resulta inde-
pendiente de las coordenadas colectivas orientacionales na. Este hecho será utilizado más adelante
cuando estudiemos la teoŕıa efectiva de bajas enerǵıas.
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8.4. Cuerdas No Abelianas Semilocales - Nc = N , Ns = N + Ne

Podemos escribir fácilmente la extensión del ansatz (8.55) para el caso Ns > Nc como sigue

q =





ϕ(r) 0 · · · 0 0 ρ1
1(r) · · · · · · ρ1

Ne
(r)

0 ϕ(r) · · · 0 0 ρ2
1(r) · · · · · · ρ2

Ne
(r)

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 0 · · · ϕ(r) 0
...

. . .
...

0 0 · · · 0 einθϕ̃(r) ρN
1 (r) · · · · · · ρN

Ne
(r)




,

AA
i T

A =





1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0
0 0 · · · 0 −(N − 1)





i

N
(∂iθ)(fN(r)− n),

Ai =

√
2

N
(∂iθ)(−f(r) + n), (8.75)

Con este ansatz, las ecuaciones de autodualidad (8.31) llevan a las siguientes ecuaciones de
primer orden para las funciones perfil

r∂rϕ+
η

N
(f − fN )ϕ = 0

r∂rϕ̃+
η

N
(f − (1−N)fN )ϕ̃ = 0

r∂rρ
a
r +

η

N
(f − fN )ρa

r = 0

r∂rρ
N
r +

η

N
(f − (1−N)fN −Nn)ρN

r = 0 (8.76)

donde a = 1, ..., N − 1 y r = 1, ..., Ne. Además, necesitamos especificar las condiciones de contorno,
las que determinarán las soluciones de estas ecuaciones. No es dif́ıcil ver que para

tener campos no singulares que tienden asintóticamente a configuraciones de vaćıo, las condi-
ciones de contorno para las funciones perfil del campo de Higgs deben ser

nϕ̃(0) = 0, ϕ(∞) = ϕ̃(∞) =
√
ξ,

ρa
r(∞) = ρN

r (∞) = 0. (8.77)

Las ecuaciones para ρa
r y ρN

r pueden ser resueltas en términos de ϕ y ϕ̃ a través de las relaciones

ρa
r(r) = χa

rϕ(r), ρN
r (r) = χr

ϕ̃(r)

r|n|
(8.78)

donde χa
r y χr (a = 1, ..., N−1; r = 1, ..., Ne) son parámetros complejos. Ahora, la primera relación

en la ec.(8.78) solo puede ser compatible con las condiciones de contorno (8.77) si χa
r , y luego ρa

r,
son idénticamente cero.
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Respecto a los campos de gauge, las ecuaciones para las funciones perfil toman la forma

1

r
∂rf + η

e21
2

Ω2((N − 1)ϕ2 + (1 +
χ̄rχr

r2|n|
)ϕ̃2 −Nξ) = 0

1

r
∂rfN + η

e22
2

Ω2((1 +
χ̄rχr

r2|n|
)ϕ̃2 − ϕ2) = 0, (8.79)

las cuales deben ser complementadas con las condiciones de contorno

fN (0) = f(0) = n, f(∞) = fN (∞) = 0 (8.80)

Obtenemos aśı una familia de soluciones para los campos de Higgs y gauge parametrizada por Ne

parámetros complejos χr, los cuales, como veremos a continuación, determinan el tamaño y la ori-
entación de las soluciones. Estas configuraciones de cuerdas no son las cuerdas ANO convencionales,
sino las cuerdas conocidas como semilocales. Éstas pueden ser consideradas como un h́ıbrido entre
una cuerda ANO y un “lump” de modelo sigma. Como queda claro a partir de las ecs.(8.75), (8.76)
y (8.79), cuando los parámetros χr tienden a cero, reobtenemos las cuerdas no abeliana locales de
la sección anterior. Por otro lado, cuando |χr| tiende a infinito, la solución (8.75) deviene un lump
de modelo sigma sobre el espacio target NN,N+Ne (ver debajo). Mientras los vórtices son estables
debido a que Π1(U(N)) = Z, los lumps lo son por que Π2(NN,N+Ne) = Z.

En lo que concierne a la métrica del espacio-tiempo correspondiendo a estas configuraciones,
después de obtener las funciones perfil del campo de gauge fN y f usando la primera y segunda
ecuación de (8.76), la ecuación (8.50) para el factor conforme Ω2 puede rescribirse como

∆{log Ω2 + 8πG[(N − 1)ϕ2 + (1 +
χ̄rχr

r2|n|
)ϕ̃2 − ξ log(ϕ2(N−1)ϕ̃2)]} = 0 (8.81)

Siguiendo el mismo razonamiento que en la sección anterior podemos inferir que

log Ω2 + 8πG[(N − 1)ϕ2 + (1 +
χ̄rχr

r2|n|
)ϕ̃2 − ξ log(

ϕ2(N−1)ϕ̃2

r2|n|
)] (8.82)

es una constante. Esto lleva al mismo comportamiento en el infinito que en el caso de las cuerdas
locales, i.e.

Ω2 ∼ const r2(B−1) if r →∞, (8.83)

con B = 1 − 8π|n|Gξ. Luego, el análisis del comportamiento de la métrica como una función de
Gξ hecho para las cuerdas locales (ver discusión posterior a la ec.(8.62)) es también válido para las
cuerdas semilocales.

Al igual que en el caso local, podemos obtener el comportamiento asintótico de los campos de
gauge y de Higgs a partir de las ecuaciones de primer orden (8.76) y (8.79). Cerca del eje polar, el
comportamiento de las funciones perfil es

ϕ ∼ ϕ0 +
ϕ0

8N

(
(e22 − e21)(ϕ2

0 − χ̄rχrϕ̃
2
0) + e21N(ϕ2

0 − ξ)
)
r2,

ϕ̃ ∼ ϕ̃0r
|n|,

f ∼ n+
η

4
e21Ω

2
0(ϕ

2
0 − χ̄rχrϕ̃

2
0 −N(ϕ2

0 − ξ))r2,

fN ∼ n+
η

4
e22Ω

2
0(ϕ

2
0 − χ̄rχrϕ̃

2
0)r

2, r→ 0 (8.84)
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donde ϕ0 y ϕ̃0 son constantes arbitrarias. Para estudiar el comportamiento a grandes distancias
es conveniente pasar a coordenadas minkowskianas, de la misma manera que como fue hecho en el
caso local. Aśı, fijando

√
ξρ = B−1(

√
ξr)B (para B > 0), la métrica toma la forma asintótica (8.64)

y el comportamiento de la función perfil para ρ grande resulta

ϕ ∼
√
ξ

(
1 +

2n2(e21 − e22)
Ne21e

2
2

ξ|n|χ̄rχr(B
√
ξρ)−α−2

)
,

ϕ̃ ∼
√
ξ

(
1− 1

2
ξ|n|χ̄rχr(B

√
ξρ)−α − 2n2((N − 1)e21 + e22)

Ne21e
2
2

ξ|n|χ̄rχr(B
√
ξρ)−α−2

)
,

f ∼ nξ|n|χ̄rχr(B
√
ξρ)−α − 2η(α + 2)Bn2

e21
ξ|n|χ̄rχr(B

√
ξρ)−α−2,

fN ∼ nξ|n|χ̄rχr(B
√
ξρ)−α − 2η(α + 2)Bn2

e22
ξ|n|χ̄rχr(B

√
ξρ)−α−2, ρ→∞ (8.85)

donde α = 2|n|B−1. El decrecimiento como potencia del campo magnético en el infinito es una
diferencia significativa respecto del decaimiento exponencial usual de las cuerdas ANO, el cual
está asociado con el confinamiento del flujo magnético [120]. Más aún, las cuerdas semilocales
desarrollan coordenadas colectivas adicionales χr relacionadas a variaciones ilimitadas de su tamaño
transverso. El ancho del tubo de flujo resulta aśı completamente indeterminado, en vez de ser la
longitud de onda Compton de la part́ıcula vectorial como en la cuerda ANO. Esto lleva a un
efecto dramático: las cuerdas semilocales, en contradistinción con las cuerdas ANO, no llevan a un
confinamiento lineal.

Con el fin de parametrizar la solución de cuerda semilocal (8.75) en términos de las coordenadas
colectivas orientacionales, pasamos los campos al gauge singular y luego aplicamos una rotación de
color-sabor SU(N)c+s. Una vez hecho esto, los campos de gauge y de Higgs pueden ser expresados
como

qa
r = (ϕ̃(r)− ϕ(r))

(
nan∗r −

1

N
δa
r

)

+
1

N
(ϕ̃(r) + (N − 1)ϕ(r))δa

r r = 1, ..., N

qa
r = ϕ̃(r)

e−inθ

r|n|
eiδnaχr r = N + 1, ..., N +Ne

AA
i (TA)ab = −i

(
nan∗b −

1

N
δa
b

)
∂iθfN(r)

Ai = −
√

2

N
∂iθf(r) (8.86)

donde usamos la misma parametrización para las matrices SU(N)c+s que en la sección anterior.
Aśı, na es un vector complejo en la representación fundamental de SU(N) que satisface

n∗an
a = 1 a = 1, ..., N (8.87)

Además, la fase δ es una función arbitraria del móduli orientacional, i.e. δ = δ(n, n∗). Esta arbi-
trariedad en la parametrización (8.72) resultará útil cuando estudiemos la acción efectiva de bajas
enerǵıas.
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Podemos ver además que, en el caso de la configuración de vórtice de carga 1, la ec.(8.86) da
la solución parametrizada en término de todos los grados de libertad esperados, esto es, 2(N −
1) coordenadas colectivas orientacionales dadas por na y 2Ne coordenadas colectivas del tamaño
transverso dadas por χr (por supuesto, además hay que agregar las dos coordenadas colectivas
correspondiendo a la posición del centro de masa).

8.4.1. Lump de Modelo Sigma Grassmanniano

El ĺımite de gran tamaño transverso de la cuerda, la solución (8.75) se aproxima a un instantón
del modelo sigma bidimensional sobre la rama de Higgs del vaćıo NN,N+Ne = Gr(N,N+Ne), i.e., un
lump grassmanniano. El propósito de esta subsección será estudiar con un poco más de detalle esta
cuestión. De hecho, como mostraremos a continuación, en el ĺımite de tamaño transverso grande
seremos capaces de resolver de forma anaĺıtica las ecs.(8.76), (8.79) y (8.82) para los campos de
materia y la métrica espacio-temporal, lo que nos permitirá tener una prueba directa de la relación
anteriormente enunciada.

Con este fin, será conveniente primero suponer la igualdad de las constantes de acoplamiento,
e1 = e2 = e. Esto simplifica enormemente el problema sin llevar a una pérdida substancial de
generalidad. Una vez hecha esta suposición, definimos una nueva función perfil k(r) = f(r)−fN (r),
la cual en adición a ϕ satisface las siguientes ecuaciones

r∂rϕ+
η

N
kϕ = 0

1

r
∂rk + η

e2

2
NΩ2(ϕ2 − ξ) = 0 (8.88)

complementadas por las condiciones de contorno

k(0) = 0, k(∞) = 0, ϕ(∞) =
√
ξ. (8.89)

Claramente, las soluciones para k y ϕ son las de vaćıo, esto es,

k(r) ≡ 0, ϕ(r) ≡
√
ξ. (8.90)

En lo que respecta al resto de las ecuaciones, luego de usar (8.90) ellas se reducen a

r∂rϕ̃+ ηfϕ̃ = 0

1

r
∂rf + η

e2

2
Ω2((1 +

χ̄rχr

r2|n|
)ϕ̃2 − ξ) = 0

log Ω2 + 8πG[(1 +
χ̄rχr

r2|n|
)ϕ̃2 − ξ log(

ϕ̃2

r2|n|
)] = const (8.91)

con las condiciones de contorno

f(0) = n, f(∞) = 0, ϕ̃(0) = 0, ϕ̃(∞) =
√
ξ. (8.92)

Notar que en el ĺımite de tamaño grande, i.e., χ̄rχr >> (e2ξ)−|n|, podemos considerar

χ̄rχrr
2(|n|−1)

e2ξ(r2|n| + χ̄rχr)2
∼= 0. (8.93)
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Luego, las soluciones de (8.91) tienen la forma

ϕ̃ =
√
ξ

r|n|√
r2|n| + χ̄rχr

, (8.94)

f =
nχ̄rχr

r2|n| + χ̄rχr
, (8.95)

Ω2 = const(r2|n| + χ̄rχr)
−8πGξ (8.96)

De esta manera, vemos que mientras estas expresiones sean válidas, el campo de Higgs q en la
ec.(8.75) toma la forma

q =





√
ξ 0 · · · 0 0 0 · · · · · · 0

0
√
ξ · · · 0 0 0 · · · · · · 0

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 0 · · · √ξ 0
...

. . .
...

0 0 · · · 0 einθϕ̃(r) χ1
ϕ̃(r)

r|n| · · · · · · χNe

ϕ̃(r)

r|n|




, (8.97)

con ϕ̃ dado por la ec.(8.94). Usando esta expresión para q es fácil verificar que la condición de vaćıo

qa
r q̄

r
b = ξδa

b . (8.98)

se satisface para todo r. Aśı, el campo de Higgs define un mapa del plano R2 sobre la variedad de
vaćıo Gr(N,N + Ne). Este mapa es anaĺıtico y de grado n, i.e. un lump grassmanniano de carga
|n|.

8.5. Acción Efectiva para la Dinámica de Bajas Enerǵıas de la
Cuerda

El conocimiento del espacio móduli de las configuraciones de vórtices es un ingrediente necesario
en la aplicación de éstos a distintos problemas f́ısicos, como por ejemplo su empleo en cosmoloǵıa
como cuerdas cósmicas. Como vimos en los caṕıtulos anteriores, la dinámica de bajas enerǵıas de
los vórtices puede ser descripta por medio de la aproximación geodésica introducida por Manton
[121], según la cual la dinámica clásica de los solitones es aproximada por su movimiento geodésico
en el espacio de soluciones estáticas/estacionarias. En el caso de soluciones tipo vórtice, el pro-
cedimiento seguido en los caṕıtulos 6 y 7 fue suponer que las coordenadas colectivas son funciones
de las coordenadas de la hoja de mundo de la cuerda t, x3 que vaŕıan lentamente. Reinsertando el
ansatz en la acción original, las coordenadas del móduli devienen aśı campos de un modelo sigma
(1+1)-dimensional sobre la hoja de mundo. Aunque aqúı seguiremos estos mismos pasos, la gener-
alización del método de Manton al caso de solitones gravitantes, al momento, no está totalmente
bien desarrollada (ver [122] para un tratamiento formal del tema y algunas aplicaciones previas a
agujeros negros y lumps en CP1 en [123]-[126]).
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8.5.1. Teoŕıa en la Hoja de Mundo para Cuerdas Locales

En el caso de vórtices locales (Ns = Nc), consideramos el ansatz ec.(8.74) y suponemos que el
móduli orientacional son funciones lentamente variables de las coordenadas de la hoja de mundo,
i.e. na = na(t, x3). Sustituyendo la solución (8.74) en la acción (8.4) y realizando la integral sobre
el plano (x1, x2), finalizamos con un modelo sigma bidimensional para los campos na. Ya que na

parametriza los modos cero de la cuerda, ningún término potencial estará presente en este modelo
sigma.

Sin embargo, los parámetros del móduli entran en (8.74) a través de una rotación de color-
sabor la cual ahora obtiene una dependencia en las coordenadas t y x3. Esto lleva a que el ansatz
original deba ser complementado agregando componentes A0 y A3 del campo de gauge no triviales.
Repitiendo lo hecho en el caṕıtulo 6, proponemos

AA
α (TA)ab = (∂αn

an∗b − na∂αn
∗
b − 2nan∗b(n

∗∂αn))ρ(r) α = 0, 3 (8.99)

donde una nueva función perfil ρ(r) fue introducida, la cual será determinada por su ecuación de
movimiento a través de un proceso de minimización.

Dado que el tensor de curvatura del campo de gauge SU(N) toma la forma

FA
αi(T

A)ab = −(∂αn
an∗b−na∂αn

∗
b−2nan∗b(n

∗∂αn))∂iρ(r)−i(∂αn
an∗b +na∂αn

∗
b)∂iθfN(1−ρ) (8.100)

vemos que para tener una contribución finita en la acción, ρ(r) debe satisfacer

ρ(0) = 1 ρ(∞) = 0 (8.101)

Después de insertar el ansatz modificado en la acción (8.4), obtenemos la acción efectiva de
bajas enerǵıas

Seff = 2β

∫
dtdx3(∂αn∗∂αn− (n∗∂αn)(∂αn

∗n)) (8.102)

La constante de acoplamiento β está relacionada al acoplamiento 4-dimensional e22 a través de la
relación

β =
2π

e22
I (8.103)

donde I es la integral

I =

∫ ∞

0
rdr[(∂rρ)

2 +
1

r2
f2

N (1− ρ)2 +
e22
2

Ω2(2(ϕ̃− ϕ)2(1− ρ) + (ϕ̃2 + ϕ2)ρ2)] (8.104)

La integral I puede ser vista como una acción para la función perfil ρ. Aśı, I es extremada por
configuraciones ρ satisfaciendo la ecuación de segundo orden

−d
2ρ

dr2
− 1

r

dρ

dr
− 1

r2
f2

N (1− ρ) +
e22
2

Ω2((ϕ̃2 + ϕ2)ρ− (ϕ̃− ϕ)2) = 0 (8.105)

Como fue hecho en el caṕıtulo 6 para el caso de espacio-tiempo plano, usando las ecuaciones de
primer orden (8.56) puede mostrarse que la solución de (8.105) viene dada por

ρ = 1− ϕ̃

ϕ
(8.106)
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Además, esta solución satisface las condiciones de contorno (8.101). Sustituyendo esta solución en
la expresión (8.104) para la integral I, puede verificarse que esta integral se reduce a una derivada
total con un valor dado por el flujo de la cuerda. Esto es,

I =

∫ ∞

0
dr

[

2∂r

(
ϕ̃

ϕ

)(
−η ϕ̃

ϕ
fN

)
+

(

1−
(
ϕ̃

ϕ

)2
)

η∂rfN

]

= −η
[(

ϕ̃

ϕ

)2

fN − fN

]∣∣∣∣∣

∞

0

= |n| (8.107)

Volviendo a la teoŕıa efectiva para las coordenadas orientacionales dada por la ec.(8.102), esta
corresponde a un modelo sigma CPN−1 bidimensional, como ya hab́ıa sido anticipado mediante
argumentos de simetŕıa. Esto puede ser fácilmente verificado a partir de la invariancia la acción
(8.102) ante las transformaciones de gauge U(1)

na → eiϑ(t,x3)na, n∗a → e−iϑ(t,x3)n∗a (8.108)

y del v́ınculo nan∗a = 1 para los campos. Como fue mostrado en el caṕıtulo 6, el modelo sigma
CPN−1 es también la teoŕıa que gobierna la dinámica efectiva de los vórtices en espacio-tiempo
plano. Como consecuencia de esto podemos concluir que, a este nivel de aproximación, la dinámica
del móduli orientacional de una única cuerda local no parece verse afectada por la presencia del
acoplamiento gravitacional. Varias propiedades de la dinámica de la teoŕıa dependen de cómo es el
espacio móduli (como, por ejemplo, la probabilidad de reconexión de cuerdas cósmicas en el régimen
de bajas enerǵıas). Aśı, si el espacio móduli de un número arbitrario de solitones tampoco cambiara,
la f́ısica de bajas enerǵıas de cuerdas locales gravitantes seŕıa la misma que la correspondiente
a cuerdas locales en espacio-tiempo plano. Como veremos a continuación, esta situación cambia
considerablemente en el caso de vórtices semilocales.

8.5.2. Teoŕıa en la Hoja de Mundo para Cuerdas Semilocales

Estudiemos el caso Ns > Nc. Ahora debemos considerar que tanto el móduli orientacional na

como el de tamaño χr son funciones lentamente variables de las coordenadas de la hoja de mundo
de la cuerda t, x3. Por simplicidad tomaremos iguales a las constantes de acoplamiento de gauge,
e1 = e2 = e. Podemos aśı tomar fN = f y ϕ =

√
ξ en las expresiones de la ec.(8.86) para los campos

en el gauge singular. Además, debemos proponer un ansatz para las componentes Aα (α = 0, 3) del
campo de gauge, por lo que consideraremos la misma expresión (8.99) que en el caso de las cuerdas
locales. Respecto de la métrica del espacio-tiempo, debido a la dependencia del factor conforme Ω2

con el móduli de tamaño χr (ver la ec.(8.82)), en el caso de cuerdas semilocales también la métrica
deviene dependiente de las coordenadas de la hoja de mundo.

Introduciendo el ansatz (8.86) y (8.99) en la acción (8.4) llegamos a la acción efectiva para las
coordenadas del móduli. El lagrangiano correspondiente Leff puede descomponerse en dos partes,

Leff = Lχ,n + Lχ. (8.109)

La primera parte Lχ,n da la acción efectiva para las coordenadas orientacionales na, mientras que
la segunda Lχ incluye los términos cinéticos del móduli de tamaño χr y es independiente de na.
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Las expresiones para estos lagrangianos son

Lχ,n = 2βI0(∂
αn∗∂αn− (n∗∂αn)(∂αn

∗n))

+ βI1(n
∗∂αn+ i∂αδ)(∂αχ̄

rχr − χ̄r∂αχr + χ̄rχr(n
∗∂αn+ i∂αδ)) (8.110)

Lχ = − 1

8G

∫ ∞

0
rdr

(
1

2
Ω−2∂α(Ω2)∂α(Ω2)− 2∂α∂α(Ω2) +

1

r
∂r(r∂r(log Ω2))

)

+ β

∫ ∞

0
rdr

{
1

r2
∂αf∂αf + e2Ω2

[
∂αϕ̃∂αϕ̃+

1

r2|n|
∂α(ϕ̃χ̄r)∂α(ϕ̃χr)

]

− e2

[
∂rϕ̃∂rϕ̃+

(
1

r
fϕ̃

)2

+ (∂rϕ̃− |n|
1

r
ϕ̃)2

χ̄rχr

r2|n|
+

(
1

r
(f − n)ϕ̃

)2 χ̄rχr

r2|n|

]}
(8.111)

donde β = 2π/e2 y Ii (i = 0, 1) son las integrales dadas por

I0 =

∫ ∞

0
rdr[(∂rρ)

2 +
1

r2
f2(1− ρ)2 +

e2

2
Ω2(2(ϕ̃−

√
ξ)2(1− ρ)

+ (ϕ̃2 + ξ)ρ2 + ϕ̃2 χ̄
rχr

r2|n|
(1− ρ)2] (8.112)

I1 = e2
∫ ∞

0
rdr

Ω2

r2|n|
ϕ̃2 (8.113)

El primer término en Lχ,n coincide con el lagrangiano de un modelo sigma CPN−1 bidimensional
para los campos na multiplicado por la integral I0, que depende del móduli de tamaño χr. Por otro
lado, el segundo término en Lχ,n incluye términos cinéticos que mezclan el móduli orientacional na

y el de tamaño χr. Estos términos son similares a los términos encontrados en [127]. En nuestro
caso, el segundo término en Lχ,n puede ser eliminado eligiendo la fase δ tal que

∂αδ = in∗∂αn. (8.114)

Con respecto a Lχ, la primera ĺınea en (8.111) representa la contribución del término de Hilbert-
Einstein en la acción (8.4), mientras que la segunda y tercera ĺınea vienen del sector de Yang-Mills-
Higgs. Es claro que en la primera ĺınea en Lχ sólo el primer término debe ser considerado, ya que
el resto son derivadas totales. Además, el factor conforme Ω2 puede ser puesto en término de ϕ̃ y
χr simplemente usando la relación (8.82).

Como hicimos en el caso Ns = Nc, consideramos la integral I0 como una acción para la función
perfil ρ. Aśı, a partir de I0 obtenemos la ecuación de segundo orden que debe satisfacer la función
ρ

−d
2ρ

dr2
− 1

r

dρ

dr
− 1

r2
f2(1− ρ) +

e2

2
Ω2((ϕ̃2 + ξ)ρ− (ϕ̃−

√
ξ)2 − ϕ̃2 χ̄

rχr

r2|n|
(1− ρ)) = 0 (8.115)

con las condiciones de contorno ρ(0) = 1, ρ(∞) = 0. Esta ecuación es resuelta por

ρ = 1− ϕ̃√
ξ

(8.116)
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como puede verificarse usando las ecuaciones de primer orden (8.76) y (8.79) para las funciones
perfil. Sustituyendo esta solución en I0, encontramos que la integral se reduce a

I0 =

∫ ∞

0
dr

[
2∂r

(
ϕ̃√
ξ

)(
−η ϕ̃√

ξ
f

)
+

(
1− ϕ̃2

ξ

)
η∂rf + r

e2

2
Ω2 χ̄

rχr

r2|n|
ϕ̃2

]

= |n|+ e2

2

∫ ∞

0
rdrΩ2 χ̄

rχr

r2|n|
ϕ̃2 (8.117)

Usando esta última expresión para I0 y la fase δ dada por la ec.(8.114), el lagrangiano Lχ,n toma
una forma más simple dada por

Lχ,n = 2β(|n|+ e2

2

∫ ∞

0
rdrΩ2 χ̄

rχr

r2|n|
ϕ̃2)(∂αn∗∂αn− (n∗∂αn)(∂αn

∗n)) (8.118)

A esta altura ya tenemos las herramientas para encarar una cuestión de gran importancia en lo
que respecta a cuerdas semilocales, que es la normalizabilidad de los modos cero. El espacio móduli
de cuerdas no abelianas semilocales en espacio plano (Ω2 = 1) fue obtenido recientemente en [127]-
[129], mediante el procedimiento de Manton. A pesar de algunas diferencias entre los resultados
de estos trabajos, en todos ellos se encuentra que algunos de los modos cero orientacional y de
tamaño son no normalizables. De hecho, ellos encuentran que para un único vórtice semilocal,
todos los móduli son no normalizables. La no normalizabilidad de un modo cero se manifiesta a
través de un término cinético infinito para este modo, producido por divergencias logaŕıtmicas en el
infrarrojo. Como consecuencia de esto, el correspondiente móduli resulta estar “congelado” en esta
aproximación, ya que cualquier cambio en éste está impedido por una inercia infinita. Por otro lado,
se encontró en el caso de lumps CP1 auto-gravitantes [126] que la deformación del espacio-tiempo
introducida por la gravedad es suficiente para remover la singularidad. Podŕıa esperarse, luego, que
en el caso de cuerdas semilocales, el espacio móduli previamente congelado se descongele una vez
que los efectos gravitacionales son tomados en cuenta. De hecho, se puede ver fácilmente que esto
es lo que ocurre simplemente usando las expansiones asintóticas en el infrarrojo obtenidas de las
ecs.(8.83) y (8.85),

ϕ̃ ∼
√
ξ −
√
ξ

2

χ̄rχr

r2|n|

f ∼ n
χ̄rχr

r2|n|

Ω2 ∼ const r2(B−1) if r →∞ (8.119)

donde B = 1−8π|n|Gξ (notar que estas expansiones son válidas si B > 0). Aśı, introduciendo estas
expansiones en las expresiones (8.111) y (8.118) para los lagrangianos efectivos, se puede verificar
fácilmente que todos los modos son normalizables cuando las cuerdas son acopladas a gravedad.

Volviendo a Lχ, para poder escribir este lagrangiano como un modelo sigma seŕıa necesario
poner a la expresión (8.111) expĺıcitamente en términos de los campos χr. Desafortunadamente,
esto no es posible ya que no conocemos como dependen las funciones perfil f y ϕ̃ del móduli de
tamaño. Lo que podemos hacer, sin embargo, es utilizar el ĺımite de gran tamaño transverso

χ̄rχrm
2
W >> 1 (8.120)
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(donde tomamos el enrollamiento n igual a 1 y llamamos m2
W = e2ξ). Como fue mostrado previ-

amente, en este ĺımite tenemos soluciones anaĺıticas expĺıcitas dadas por las ecs.(8.94)-(8.96), no
solo para los campos de materia sino también para la métrica espacio-temporal. Respecto de este
último campo, aqúı elegiremos a la constante arbitraria en (8.96) tal que el factor conforme tome
la forma

Ω2 =
1

(m2
W (r2 + χ̄rχr))8πGξ

(8.121)

Es conveniente recordar que el comportamiento de la correspondiente métrica bidimensional hij =
Ω2δij depende del parámetro Gξ (o, equivalentemente, del valor del ángulo de déficit δ). Si Gξ <
1/8π, esta métrica es asintóticamente cónica, con un ángulo de déficit δ = 16π2Gξ. Si Gξ = 1/8π,
el ángulo de déficit es 2π y luego el espacio transverso es asintóticamente ciĺındrico. Finalmente,
un ángulo de déficit mayor que 2π, correspondiendo a Gξ > 1/8π, significa que el infinito espacial
es como un cono invertido, con una singularidad cónica a una distancia propia finita.

Aśı, introduciendo las expresiones (8.94)-(8.96) para las funciones perfil en (8.111) y (8.118),
obtenemos los siguientes lagrangianos efectivos Lχ y Lχ,n:

β−1Lχ =

(
1

12
− (9−B)(m2

W χ̄rχr)
B

8(2−B)

)
∂α(χ̄sχs)∂α(χ̄tχt)

(χ̄uχu)2
+

(m2
W χ̄rχr)

B

1−B
∂αχ̄s∂αχs

χ̄tχt
−m2

W

β−1Lχ,n = 2

(
1 +

(m2
W χ̄rχr)

B

4(1−B)

)
(∂αn∗∂αn− (n∗∂αn)(∂αn

∗n)) (8.122)

Finalmente, dependiendo otra vez del valor del parámetro Gξ, tres teoŕıas diferentes resultan de
(8.122) para la dinámica efectiva del vórtice en el ĺımite de tamaño transverso grande:

• Primer caso: 0 < B < 1 o Gξ < 1
8π , métrica asintótica cónica

β−1Leff =
(m2

W χ̄rχr)
B

1−B

(
∂αχ̄s∂αχs

χ̄tχt
− (1−B)(9−B)

8(2 −B)

∂α(χ̄sχs)∂α(χ̄tχt)

(χ̄uχu)2

+
1

2
(∂αn∗∂αn− (n∗∂αn)(∂αn

∗n))

)
(8.123)

• Segundo caso: B = 0 o Gξ = 1
8π , métrica asintótica ciĺındrica

β−1Leff =
∂αχ̄r∂αχr

χ̄sχs
− 23

48

∂α(χ̄rχr)∂α(χ̄sχs)

(χ̄tχt)2
+

5

2
(∂αn∗∂αn− (n∗∂αn)(∂αn

∗n)) (8.124)

• Tercer caso: B < 0 o Gξ > 1
8π , métrica asintótica cónicamente singular

β−1Leff =
1

12

∂α(χ̄rχr)∂α(χ̄sχs)

(χ̄tχt)2
+ 2(∂αn∗∂αn− (n∗∂αn)(∂αn

∗n)) (8.125)

Es interesante notar que para cuerdas supermasivas (Gξ ≥ 1/8π) la dinámica de los modos
orientacionales se desacopla de la de los modos de tamaño. Más aún, el lagrangiano para el móduli
orientacional de cuerdas semilocales supermasivas corresponde a aquel del modelo sigma CPN−1

bidimensional, al igual que en el caso de cuerdas locales.
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Por otro lado, el caso de mayor relevancia resulta ser el primero, con Gξ < 1/8π, ya que éste
incluye el rango de aplicaciones f́ısicas (e.g., los datos cosmológicos dan un ĺımite superiorGξ < 10−6

para cuerdas cósmicas -ver [130] y sus referencias-). En este caso, el lagrangiano (8.123) presenta
términos que mezclan los móduli de tamaño y orientacionales, lo que lleva a una teoŕıa mucho más
compleja. Es de esperar que aparezcan este tipo de términos en el lagrangiano debido a que nuestra
teoŕıa efectiva debe ser considerada una deformación de la teoŕıa obtenida en espacio-tiempo plano
en [128],[127].

A partir de las expresiones (8.123)-(8.125) es claro que en el ĺımite de tamaño transverso grande
todos los modos son normalizables, para cualquier valor del parámetro B. Esto podŕıa tener varias
consecuencias en la f́ısica de bajas enerǵıas de la teoŕıa. Si un efecto de descongelamiento similar
toma lugar también en el espacio móduli de un número arbitrario de cuerdas acopladas a gravedad,
varios análisis previos de la dinámica de cuerdas (como aquellos hechos en [131],[129], donde fue
estudiada la reconexión de cuerdas cósmicas no abelianas), podŕıan verse afectados considerable-
mente. Vemos aśı que, contrario a lo que pasa para una única cuerda local, la presencia de gravedad
produce importantes cambios en el espacio móduli de las cuerdas semilocales, los cuales pueden ser
relevantes para las propiedades f́ısicas de este tipo de defecto topológico.

8.6. Resumen y Discusión

El principal resultado obtenido en este caṕıtulo fue la construcción de un nuevo tipo de solu-
ciones de cuerdas auto-gravitantes, caracterizadas principalmente por ser genuinamente no abelia-
nas. Para esto consideramos una teoŕıa de Einstein-Yang-Mills-Higgs en cuatro dimensiones con
grupo de gauge G = U(1)×SU(Nc), Nf campos escalares en la representación fundamental de G y
un potencial de Higgs a priori indeterminado. Guiados por resultados obtenidos en el caso abelianos
[109]-[110], propusimos un ansatz para la métrica del espacio-tiempo, el cual nos permitió encon-
trar ecuaciones de Bogomol’nyi de primer orden. Además, la consistencia del procedimiento fijó el
potencial de Higgs a tener la forma cuártica dada por la ecuación (8.37). El potencial resultante
lleva a un patrón de rotura de simetŕıa que contiene un grupo global no roto SU(N)s+c. Como
vimos en los caṕıtulos precedentes, esta propiedad del potencial es necesaria para poder encontrar
soluciones de cuerda que tengan un espacio móduli orientacional.

Para resolver las ecuaciones de Bogomol’nyi propusimos un ansatz rotacionalmente simétri-
co, similar al utilizado en los caṕıtulos anteriores para obtener las cuerdas ZN elementales. En el
caso Nf = Nc mostramos que este ansatz lleva a cuerdas locales no abelianas auto-gravitantes.
El carácter no abeliano resulta evidente a partir de la existencia de un conjunto de coordenadas
colectivas orientacionales que parametrizan la solución. Con respecto al caso Nf > Nc, una general-
ización del ansatz anterior nos permitió construir cuerdas semilocales no abelianas auto-gravitantes.
En este caso, las cuerdas semilocales adquieren, además de los grados de libertad orientacionales,
nuevas coordenadas colectivas relacionadas con variaciones del tamaño transverso. En el ĺımite de
gran tamaño transverso fuimos capaces de encontrar soluciones anaĺıticas expĺıcitas, tanto para los
campos de materia como para la métrica del espacio-tiempo. Dichas soluciones nos permitieron
mostrar la relación existente entre el vórtice semilocal y el lump del modelo sigma grassmanniano.

Finalmente, fueron obtenidas las acciones efectivas sobre la hoja de mundo de la cuerda para
las coordenadas del móduli. En el caso de cuerdas locales, la dinámica del móduli orientacional
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resultó ser la misma que la correspondiente al espacio-tiempo plano, esto es, la dada por el modelo
sigma CPN−1 bidimensional. Por el contrario, cuando consideramos cuerdas semilocales, los efec-
tos gravitacionales ya aparecen a nivel de la teoŕıa de bajas enerǵıas, cambiando radicalmente la
dinámica del móduli. Encontramos que la gravedad altera completamente la situción correspondien-
te a G = 0, ya que, sorprendentemente, todos los modos orientacionales y de tamaño que estaban
“congelados” en espacio-tiempo plano devienen normalizables cuando las cuerdas son acopladas a
gravedad.
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Caṕıtulo 9

Conclusiones

Presentamos aqúı el conjunto de conclusiones a las que llegamos en los caṕıtulos previos, sobre
los trabajos originales que contituyen esta tesis, de manera de ponerlos en perspectiva y señalar
además ĺıneas de posibles trabajos futuros que se dejan abiertas.

Nuestro trabajo tuvo por marco la supersimetŕıa y su realización en teoŕıas de campos. En
particular, hemos estudiado en profundidad dos aspectos de las teoŕıas de campos supersimétrica
que han despertado un notable interés en los últimos 5 años, a saber: los superespacios no(anti)con-
mutativos y las configuraciones BPS-saturadas del tipo cuerdas no abelianas.

En lo que concierne a los superespacios NAC, un aporte importante de esta tesis fue el estudio,
en el caṕıtulo 4, de deformaciones dependientes de la posición espacio-temporal, tanto en el contexto
de teoŕıas de campos como en el de teoŕıas de cuerdas. Comenzamos analizando la posibilidad de
definir teoŕıas de campos (de gauge) sobre tales superespacios deformados. Nuestras investigaciones
estuvieron motivadas por una interesante observación hecha por Shifman y Gorsky en [64], en donde
relacionan la deformación de las coordenadas espinoriales del superespacio con la degeneración
espectral de las teoŕıas ordinarias de Yang-Mills con N = 1 supersimetŕıa. A partir de esta relación,
los autores mencionados conjeturaron que la supersimetŕıa N = 1

2 podŕıa ser definida para un
parámetro Cαβ dependiente de las cooordenadas del espacio-tiempo. Ya que hasta entonces solo el
caso Cαβ constante hab́ıa sido considerado, analizar este nuevo tipo de deformaciones es importante
debido a la relación que existe entre Cαβ y el tensor de campo del gravifotón.

En el caso de la geometŕıa no conmutativa ordinaria, la implementación de un producto es-
trella asociativo cuando el parámetro de la deformación Θµν(x) depende de las coordenadas es
extremadamente complicada [58] (ver también [132],[133] y sus referencias). En contraste, la de-
formación no(anti)conmutativa del superespacio N = 1 que posee coordenadas espinoriales θα

satisfaciendo

{θα, θβ} = Cαβ(y) (9.1)

(donde Cαβ es una función de las coordenadas quirales yµ) y el resto de las supercoordenadas, yµ y
θ̄α̇, permaneciendo (anti)conmutantes puede obtenerse de manera natural y simple a partir de un
simple producto Moyal (dado por la ec.(4.4)), de manera que la asociatividad y otras propiedades
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básicas puedan ser preservadas.

Los resultados obtenidos muestran que la subálgebra generada por Qα sobrevive a la deforma-
ción y luego, al igual que en el caso de Cαβ constante, es posible definir una supersimetŕıa N = 1

2 .
Mostramos que la multiplicación de supercampos quirales es igual al caso de deformaciones con-
stantes, mientras que el caso de supercampos quirales es más complejo debido a que la regla de
Leibnitz para la derivación de un producto deja de ser válida. Al estudiar el multiplete vectorial,
encontramos la sugerente condición

∂µC
µν = 0, (9.2)

que debe ser satisfecha por el parámetro de la deformación para lograr que supercampos de cur-
vatura transformen de manera covariante de gauge.

Con todos estos ingredientes, construimos el lagrangiano de QCD con N = 1
2 supersimetŕıas

y el parámetro de la deformación Cαβ dependiente de la posición. En base a la expresión en
campos componentes de este último modelo discutimos los efectos de la deformación. En particular,
estudiando la anomaĺıa Konishi confirmamos la conjetura hecha en [64] de que la contribución
anómala al conmutador que lleva a la condensación de gluinos tiene la misma forma que en el
superespacio ordinario.

Al respecto, quedan por cubrir varios asuntos interesantes relacionados con nuestro trabajo.
En particular, una cuestion importante que resta por analizar es ver si términos anómalos como
aquellos presentes en (4.53) aparecen a nivel cuantico en los conmutadores de la ec.(4.49). Otra
interesante ĺınea de investigación dentro del marco de la teoŕıa de campos es el estudio de las
correcciones introducidas por la deformación dependiente de las coordenadas a las ecuaciones BPS
o de auto-dualidad. Dichas correcciones fueron analizadas anteriormente para instantones [11],[134]-
[136], monopolos [137] y lumps en modelos sigma [138], pero únicamente en el caso de deformaciones
constantes.

El paso siguiente fue investigar si tales deformaciones dependientes de la posición pod́ıan tener su
origen en la teoŕıa de cuerdas. Para llevar a cabo dicho análisis fue necesario utilizar el formalismo
h́ıbrido de cuantización de la teoŕıa de cuerdas, que permite calcular los propagadores para las
coordenadas del superespacio, y a partir de ellos inferir el álgebra de las supercoordenadas. Más en
detalle, comenzando con el modelo de supercuerdas tipo II definido sobre R

2,2 × CY6 en presencia
de un campo de fondo de gravifotón autodual lineal fuimos capaces de construir un superespacio
N = 1, d = 2+2 deformado de manera que el álgebra de las supercoordenadas coincid́ıa exactamente
con la deformación considerada al comienzo del caṕıtulo.

Además, encontramos que sigue siendo válida la relación de proporcionalidad entre el parámetro
de la deformación Cαβ y el tensor de campo del gravifotón Fαβ , Cαβ(y) = α′2Fαβ(y). Esta relación
permitió entender el origen de la ecuación diferencial (9.2), que es necesaria para definir de manera
consistente teoŕıas de super Yang-Mills en el superespacio deformado. En el marco de la teoŕıa de
cuerdas, dicha ecuación no es más que la ecuación de movimiento del campo de gravifotón que se
deriva de la teoŕıa de supergravedad.
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Es importante aclarar que los resultados anteriores fueron obtenidos al orden más bajo en α′.
Para extender su validez a todos los ordenes es necesario estudiar la invarianza conforme de la
teoŕıa definida por el lagrangiano (4.55). No es dif́ıcil ver que la invarianza conforme se mantiene
a todos los ordenes en α′. De hecho, nuestra elección del campo de fondo es independiente de las
coordenadas nulas V1 y V2 (o, alternativamente, U1 y U2). Luego, cuando separamos los campos Ui

de la forma Ui = U b
i +U c

i , donde U b
i es un background clásico y U c

i son las fluctuaciones cuánticas,
esta última no posee términos con los que contraerse y, por lo tanto, no contribuye a la acción
efectiva. Esto nos permite fijar Ui = U b

i , lo que deja al lagrangiano (4.55) cuadrático en los campos
cuánticos. Es directo verificar que para este lagrangiano cuadrático la anomaĺıa conforme es nula.

Volviendo a la superálgebra deformada que obtuvimos, vale la pena realizar algunos comentarios.
Primero, es interesante notar que este álgebra de las supercoordenadas implica que las coordenadas
bosónicas x = y − iθσθ̄ son no conmutativas, y el parámetro de la correspondiente deformación
también depende de las coordenadas espacio-temporales. Por otro lado, la deformación resultante
puede ser fácilmente generalizada. De hecho, como fue mostrado en [16], puede obtenerse un con-
mutador no nulo entre las coordenadas bosónicas quirales y al introducir una 2 forma B NS-NS no
nula, mientras que un resultado similar para el conmutador y−θ se obtiene a través del gravitini Ψ.
Finalmente, otro hecho interesante es que la dependencia lineal del parámeto C con las coordenadas
del espacio-tiempo es muy similar a una vieja propuesta de Schwarz y van Nieuwenhuizen [8], donde

analizan una posible subestructura del espacio-tiempo a través de la relación {θα, θβ} = γαβ
µ xµ.

Siguiendo con el estudio de superespacios no(anti)conmutativos, en el quinto caṕıtulo de esta
tesis analizamos deformaciones NAC del superespacio d = 1 + 0 N = 2 y estudiamos cómo definir
sobre éste modelos de Mecánica Cuántica. En particular, el énfasis fue puesto en la determinación
de cuántas supercargas resultaban rotas como consecuencia de la deformación NAC.

Comenzando con una deformación general del álgebra de las coordenadas fermiónicas del su-
perespacio y trabajando en la base quiral, encontramos que la mitad del álgebra de supersimetŕıa
original (correspondiendo a la supercarga Q) puede ser preservada, de igual manera a lo que ocurre
en teoŕıas de campos NAC. Utilizamos un producto Moyal adecuado para implementar la deforma-
ción. Mediante este producto definimos la teoŕıa SUSY N = 2 deformada, expresada en términos
del supermultiplete (1,2,1) y con un superpotencial genérico. La introducción de este potencial fue
lograda gracias al uso de un resultado notable (ver ec.(5.18)), hallado en el contexto de modelos
sigma bidimensionales NAC-deformados, que permitió obtener una expresión cerrada para el su-
perpotencial deformado. De esta manera encontramos que el lagrangiano resultante toma la misma
forma que el original no deformado, pero con el superpotencial reemplazado por un superpotencial
efectivo. Por su parte, este superpotencial efectivo se obtiene promediando el valor del superpoten-
cial original en el intervalo (φ− cF/2, φ+ cF/2), donde c está relacionado con los parámetros de la
deformación a través de la fórmula (5.19). Como consecuencia, el superpotencial NAC-deformado
depende no solo de φ, sino también de F .

En lo que respecta a las supersimetŕıas del modelo deformado, la expresión en término de los
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campos componentes para la carga Q sobreviviente fue fácilmente hallada mediante el uso del
operador diferencial correspondiente. Sorprendentemente, encontramos además una segunda carga
Q̄ utilizando el hecho de que el hamiltoniano aún en el caso deformado es Q-exacto. Esta carga Q̄,
la cual está conservada y es nilpotente, define junto con Q una realización no lineal del álgebra de
supersimetŕıa N = 2:

{Q, Q̄}P = H, {Q,Q}P = 0, {Q̄, Q̄}P = 0 (9.3)

Como resultado de esto, encontramos el inesperado resultado de que (al menos clásicamente) el
modelo deformado tiene tantas supercargas conservadas como el no deformado.

Seguidamente analizamos la conservación de estas supercargas en la teoŕıa cuántica y estudi-
amos en que casos ellas estaban espontáneamente rotas. El hecho de que el hamiltoniano era, en
apariencia, no hermı́tico dificultó el análisis debido a que un hamiltoniano no hermı́tico lleva a
supercargas no hermı́ticas. A pesar de esto, fuimos capaces de encontrar que el ı́ndice de Witten
de la teoŕıa no se ve afectado por la deformación en aquellos casos en los que la teoŕıa original no
deformada es supersimétrica. Este resultado nos permitió determinar la diferencia entre el número
de estados bosónicos y fermiónicos aniquilados por la supercarga, y luego saber en qué casos la
supercarga no está espontáneamente rota

Finalmente, formulamos la teoŕıa deformada en términos del supermultiplete (2,2,0), o sea,
mediante el uso de supercampos quirales complejos en vez de supercampos reales. En este caso, el
requerimiento de que el producto Moyal preserve la condición de quiralidad impone v́ınculos sobre
los tipos posibles de deformaciones. De hecho, estos v́ınculos resultan ser demasiado restrictivos,
ya que la acción deformada resultante toma la misma forma que la no deformada.

Nuestro trabajo sugiere que las teoŕıas de campos NAC podŕıan tener más supersimetŕıas que
la cantidad usualmente esperada a partir de la rotura del superálgebra. Seŕıa interesante, con vis-
tas a futuras investigaciones, obtener un entendimiento más profundo de esta importante cuestión.
Al respecto, cabe mencionar además la publicación de Ivanov y Smilga [78], en la que mostraron,
basándose en nuestro trabajo [39], que el hamiltoniano deformado (5.23), a pesar de ser aparente-
mente complejo, posee un espectro real. Esto puede ser visto mediante la construcción de un
operador R tal que el hamiltoniano conjugado H̃ = eRHe−R sea manifiestamente autoadjunto. En
el caso del modelo de Mecánica Cuántica NAC, fue mostrado en [78] que la R-conjugación también
lleva a supercargas rotadas eRQe−R y eRQ̄e−R que son hermı́ticas conjugadas entre śı.

La Mecánica Cuántica no(anti)conmutativa es un tema de mucho interés también por su conec-
ción con los modelos sigma no lineales. Es sabido que la adición de más estructura al superespacio
por medio de deformaciones NAC lleva a nuevas deformaciones en geometŕıa compleja, cuyo sig-
nificado geométrico todav́ıa no es entendido [139]. El estudio de modelos sigma no lineales unidi-
mensionales, debido a su mayor simplicidad, puede resultar útil en este contexto. Finalmente, de
similar manera a lo que ocurre con la Mecánica Cuántica no conmutativa, la MC NAC puede tener
aplicaciones en problemas de materia condensada. Por ejemplo, fue mostrado en [140] que en mo-
delos de supermatrices aparecen como soluciones clásicas superesferas difusas, y sus fluctuaciones
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dan origen a teoŕıas de campos NAC. También fueron reportadas en [141],[142] interesantes rela-
ciones entre los niveles más bajos de Landau y la geometŕıa NAC. Según estos desarrollos recientes,
los sistemas Hall cuánticos supersimétricos se muestran como el “set-up” f́ısico más simple de la
geometŕıa NAC.

Los últimos dos caṕıtulos fueron dedicados a presentar el otro aspecto de las teoŕıas de campos
supersimétricas investigado en esta tesis. En ellos expusimos los resultados de nuestras investi-
gaciones sobre las configuraciones clásicas de campos BPS-saturadas conocidas como cuerdas no
abelianas. Analizamos su existencia en contextos previamente no considerados, a la vez que para
cada caso estudiamos su correspondiente dinámica de bajas enerǵıas.

Más en detalle, los resultados originales mostrados en el caṕıtulo 7 tuvieron como principal fin
la construcción y posterior análisis de este nuevo tipo de cuerda (vórtice) genuinamente no abeliana
en teoŕıas de Chern-Simons en espacio-tiempos tridimensionales. Para lograr esto adaptamos re-
sultados obtenidos recientemente en el contexto de teoŕıas de Yang-Mills en d = 4 dimensiones,
donde fueron encontradas (ver caṕıtulo 6) cuerdas no abelianas con varias caracteŕısticas comunes
a las cuerdas de QCD. Comenzamos el caṕıtulo con la construcción de la teoŕıa de Chern-Simons
N = 2 supersimétrica con grupo de gauge U(N) acoplada a N multipletes escalares. Para esta
teoŕıa encontramos una cota de Bogomol’nyi para la enerǵıa, a partir de la cual arrivamos al con-
junto de ecuaciones de autodualidad de primer orden. Para resolver las ecuaciones de autodualidad
propusimos un ansatz particular rotacionalmente simétrico. Con este ansatz, mostramos que las
ecuaciones diferenciales para las funciones perfil toman la misma forma que las correspondientes al
caso abeliano. Sin embargo, gracias a la presencia de rotaciones de sabor-color que dejan el vaćıo
asimétrico invariante, encontramos que la solución propuesta tiene un espacio móduli orientacional
no trivial. Mediante la aplicación de esta rotación de sabor-color fuimos capaces de expresar a los
campos de gauge y de Higgs en términos de las coordenadas colectivas orientacionales.

Otro de los resultados relevantes dado en este caṕıtulo fue la obtención de la teoŕıa de bajas
enerǵıas para el espacio móduli orientacional. Esto fue logrado suponiendo a las coordenadas del
móduli como funciones lentamente variables de la ĺınea de mundo del vórtice y luego, sustituyendo
la configuración resultante en el lagrangiano original. La teoŕıa efectiva aśı obtenida corresponde
al modelo sigma CPN−1 unidimensional. Ya que los vórtices autoduales son 1/2-BPS, la extensión
supersimétrica del modelo corresponde al modelo sigma CPN−1 N = 2 supersimétrico. Para com-
pletar el análisis de la teoŕıa efectiva supersimétrica llevamos a cabo la cuantización de esta teoŕıa
de bajas enerǵıas en el caso N = 2.

Existen varios aspectos relacionados con nuestros resultados que merecen futuros análisis. En
particular, un punto importante es el estudio de las soluciones correspondiendo a vórtices múltiples.
Para este propósito seŕıa interesante buscar soluciones similares a las encontradas en [143],[144],
que consisten en un estado compuesto de dos vórtices no abelianos coincidentes en la teoŕıa de
Yang-Mills. Otro aspecto que podŕıa ser de relevancia corresponde al caso de vórtices no abelianos
semilocales en teoŕıas de Chern-Simons, que aparecen cuando el número de sabores es mayor que
N [145]. De particular interés es el estudio de la dinámica cuántica de los vórtices no abelianos
de Chern-Simons, ya que ellos podŕıan estar relacionados con un nuevo tipo de objeto tipo anión,
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con posibles aplicaciones en sistemas planares. Con esto en mente, seŕıa útil analizar en el futuro
la mecánica cuántica de las teoŕıas de bajas enerǵıas para el móduli orientacional, en particular,
realizar la extensión para N genérico del análisis dado en esta tesis del modelo CPN−1 para N = 2.

Completamos la exposición de nuestros estudios sobre cuerdas no abelianas analizando en el
caṕıtulo 8 las propiedades de este tipo de soluciones en presencia de gravedad. En el pasado, el
estudio de soluciones tipo vórtice en espacio-tiempo curvos se limitó a las teoŕıas de Einstein-
Maxwell-Higgs, es decir, a generalizaciones auto-gravitantes de las cuerdas ANO. De manera que el
principal objetivo del caṕıtulo 8 radicó en presentar una generalización verdaderamente no abeliana
de las cuerdas autogravitantes anteriormente citadas.

Comenzamos la búsqueda de estas soluciones considerando una teoŕıa de Einstein-Yang-Mills-
Higgs con grupo de gauge G = U(1) × SU(Nc), Ns sabores en la representación fundamental de
G y un potencial arbitrario que seŕıa determinado “a posteriori” de manera consistente. Un ansatz
adecuado para la métrica del espacio-tiempo nos permitió encontrar ecuaciones de autodualidad (de
primer orden), tanto para los campos de gauge como para los de Higgs. El procedimiento seguido
para obtener dichas ecuaciones determinó la forma del potencial de Higgs. Al estudiar los vaćıos de
este potencial encontramos que para el caso Ns ≥ Nc existen configuraciones de enerǵıa nula en las
que un subgrupo global SU(Nc)c+f de rotaciones de sabor-color permanece no roto. La presencia
de este potencial es esencial para tener cuerdas no abelianas, i.e. cuerdas que posean un espacio
moduli orientacional.

Basándonos en las cuerdas elementales ZN halladas en el espacio-tiempo plano, propusimos en
el caso Nc = Ns un ansatz rotacionalmente simétrico. A partir de este ansatz obtuvimos, mediante
rotaciones de sabor-color que dejan invariante al vaćıo, cuerdas locales autogravitantes genuina-
mente no abelianas. El carácter no abeliano de estas cuerdas fue hecho expĺıcito parametrizándolas
en términos de las coordenadas colectivas orientacionales. Para el caso Nc < Ns, una generaliza-
ción del ansatz anterior nos permitió construir cuerdas semilocales autogravitantes no abelianas.
En este caso, las cuerdas semilocales adquieren, además de los grados de libertad orientacionales,
nuevas coordenadas colectivas relacionadas con variaciones del tamaño transverso. Haciendo uso
de resultados obtenidos en el pasado en el caso abeliano fuimos capaces de resolver exactamente
las ecuaciones de autodualidad en el ĺımite de gran tamaño transverso. Las expresiones anaĺıticas
para la métrica y los campos de gauge y Higgs nos posibilitaron mostrar expĺıcitamente la relación
existente entre los vórtices semilocales y los lumps del modelo sigma grassmanniano.

Respecto a las propiedades gravitacionales de las cuerdas, encontramos que el comportamiento
asintótico de la métrica del espacio-tiempo, tanto en el caso local como en el semilocal, coincide con
el de la métrica de las cuerdas abelianas ANO. Más precisamente, el comportamiento está caracter-
izado por el parámetro adimensional Gξ (o, equivalentemente, por el ángulo de déficit δ, δ ∝ Gξ).
Dependiendo de si Gξ es mayor, igual o menor a 1/8π, la métrica asintótica será respectivamente
cónica, ciĺındrica o cónicamente singular.

Finalmente, estudiamos la dinámica efectiva de bajas enerǵıas de las cuerdas no abelianas
autogravitantes. Esto fue hecho utilizando el método de Manton, mediante el cual hallamos la
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acción efectiva para las coordenadas colectivas. En el caso de cuerdas locales, la dinámica del
móduli orientacional resultó ser la misma que la correspondiente al espacio-tiempo plano, esto es,
la dada por el modelo sigma CPNc−1 bidimensional. Esto nos llevó a concluir que, a este nivel de
aproximación, la dinámica del móduli orientacional de una única cuerda local no se ve afectada por la
presencia del acoplamiento gravitacional. Por el contrario, cuando consideramos cuerdas semilocales
encontramos que los efectos gravitacionales cambian drásticamente la dinámica del móduli, incluso
en el caso de un único vórtice. De hecho, gracias al acoplamiento de gravedad, todos los modos cero,
tanto orientacionales como de tamaño, son normalizables (en franco contraste con lo que ocurre en
espacio-tiempo plano).

En vista de los resultados descriptos arriba, seŕıa interesante estudiar su relevancia en lo que
respecta a la f́ısica de las cuerdas cósmicas. Por ejemplo, los cambios en el espacio móduli inducidos
por la gravedad podŕıan llevar a una probabilidad de reconección menor a 1. Para analizar esto,
seŕıa necesario buscar soluciones correspondiendo a vortices gravitantes compuestos, análogos a los
encontrados en espacio-tiempo plano en [143],[144], lo que permitiŕıa obtener información sobre la
dinámica de dos vórtices intersecándose. Para llevar a cabo dicho estudio también resultaŕıa muy
útil obtener una generalización al caso de solitones gravitantes del método de matriz de móduli
descripto en [146].
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[101] S. J. J. Gates y H.Ñishino, “Remarks on the N=2 supersymmetric Chern-Simons theories,”
Phys. Lett. B 281, 72 (1992).

[102] P. A. M. Dirac, “Generalized Hamiltonian dynamics,” Can. J. Math. 2, 129 (1950).

[103] G. V. Dunne, “Hilbert Space For Charged Particles In Perpendicular Magnetic Fields,” An-
nals Phys. 215, 233 (1992).

[104] D. Garfinkle, “General Relativistic Strings,” Phys. Rev. D 32, 1323 (1985).

[105] P. Laguna-Castillo y R. A. Matzner, “Coupled Field Solutions For U(1) Gauge Cosmic
Strings,” Phys. Rev. D 36, 3663 (1987).

[106] M. Christensen, A. L. Larsen y Y. Verbin, “Complete classification of the string-like solu-
tions of the gravitating Abelian Higgs model,” Phys. Rev. D 60, 125012 (1999) [arXiv:gr-
qc/9904049].

[107] P. Laguna y D. Garfinkle, “Space-Time Of Supermassive U(1) Gauge Cosmic Strings,” Phys.
Rev. D 40, 1011 (1989).

[108] M. E. Ortiz, “A New look at supermassive cosmic strings,” Phys. Rev. D 43, 2521 (1991).

[109] B. Linet, “A vortex line model for infinite straight cosmic strings,” Phys. Lett. A 124, 240
(1987).

[110] A. Comtet y G. W. Gibbons, “Bogomolny bounds for cosmic strings,” Nucl. Phys. B 299,
719 (1988).

[111] A. Vilenkin, “Gravitational Field Of Vacuum Domain Walls and Strings,” Phys. Rev. D 23,
852 (1981).

[112] G. W. Gibbons, M. E. Ortiz, F. Ruiz Ruiz y T. M. Samols, “Semilocal Strings and
Monopoles,” Nucl. Phys. B 385, 127 (1992) [arXiv:hep-th/9203023].

159



[113] J. D. Edelstein, “Semi-local cosmic strings and the cosmological constant problem,” Phys.
Lett. B 390, 101 (1997) [arXiv:hep-th/9610163].

[114] G. Dvali, R. Kallosh y A. Van Proeyen, “D-term strings,” JHEP 0401, 035 (2004) [arXiv:hep-
th/0312005].

[115] A. Achucarro, A. Celi, M. Esole, J. Van den Bergh y A. Van Proeyen, “D-term cosmic strings
from N = 2 supergravity,” JHEP 0601, 102 (2006) [arXiv:hep-th/0511001].

[116] D. V. Gal’tsov, E. A. Davydov y M. S. Volkov, “Einstein-Yang-Mills strings,” Phys. Lett.
B 648, 249 (2007) [arXiv:hep-th/0610183], D. V. Gal’tsov y E. A. Davydov, “Cylindrically
symmetric solitons in Einstein-Yang-Mills theory,” Phys. Rev. D 75, 084016 (2007) [arXiv:hep-
th/0612273].

[117] G. Clement, “Gravitating Chern-Simons vortices,” Phys. Rev. D 54, 1844 (1996) [arXiv:gr-
qc/9512021].

[118] G. W. Gibbons y C. M. Hull, “A Bogomolny Bound For General Relativity and Solitons In
N=2 Supergravity,” Phys. Lett. B 109, 190 (1982); M. Cvetic, S. Griffies y S. J. Rey, “Static
domain walls in N=1 supergravity,” Nucl. Phys. B 381, 301 (1992) [arXiv:hep-th/9201007];
G. W. Gibbons, D. Kastor, L. A. J. London, P. K. Townsend y J. H. Traschen, “Super-
symmetric selfgravitating solitons,” Nucl. Phys. B 416, 850 (1994) [arXiv:hep-th/9310118];
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