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Título: Puntos racionales en variedades sobre cuerpos finitos. Esti-

maciones, algoritmos y aplicaciones.

Resumen: Dada una variedad algebraica V de�nida sobre un cuerpo �nito Fq conside-

ramos el conjunto de puntos q�racionales V(Fq) de V . Tratamos dos problemas que

surgen a partir de tal consideración: estimar el cardinal de V(Fq) y encontrar un ele-

mento de V(Fq). El abordaje de estos problemas se sostiene en la utilización de métodos

de teoría de eliminación efectiva y versiones efectivas de los Teoremas de Bertini. Esti-

mamos la cantidad V(Fq) de puntos q�racionales en el caso en que V es una variedad

absolutamente irreducible. Las estimaciones se expresan en términos de parámetros in-

trínsecos asociados a la variedad V , principalmente el grado. Damos un algoritmo para

encontrar un punto de V(Fq) cuando V es absolutamente irreducible y está de�nida por

una sucesión regular reducida. Su complejidad en tiempo es grosso�modo cuadrática en

el logaritmo de q y un invariante geométrico del sistema de entrada. Este invariante,

denominado el grado del sistema, está acotado por el número de Bézout del sistema.

El algoritmo funciona para cuerpos de cualquier característica, pero requiere que q sea

mayor que el grado de la variedad a la cuarta.
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Title: Rational points in varieties over finite fields. Estimates, algo-

rithms and applications.

Abstract: For a given variety V de�ned over a �nite �eld we consider the set of

q�rational points V(Fq) of V . We consider two di�erent problems arising form this

consideration: estimating the cardinality of V(Fq) and �nding an element of V(Fq).

Our approach rely on methods of e�ective elimination theory and e�ective versions of

the Bertini theorems. We estimate the number of q�rational points V(Fq) when V is

absolutely irreducible. Our estimates are expressed in terms of intrinsic parameters of

V , mainly the degree of V . We also exhibit a probabilistic algorithm which computes a

rational point of an absolutely irreducible variety over a �nite �eld de�ned by a reduced

regular sequence. Its time�space complexity is roughly quadratic in the logarithm of the

cardinality of the �eld and a geometric invariant of the input system. This invariant,

called the degree, is bounded by the Bézout number of the system. Our algorithm works

for �elds of any characteristic, but requires the cardinality of the �eld to be greater than

a quantity which is roughly the fourth power of the degree of the input variety.
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No sé si mi canto es lindo

o si saldrá medio triste

nunca juí zorzal ni esiste

plumaje mas ordinario

yo soy pájaro corsario

que no conoce el alpiste.

Yo soy de los del montón

no soy �or de invernadero

soy como el trébol campero

crezco sin hacer barullo

me aprieto contra los yuyos

y así lo aguanto al Pampero.

De seguro si uno piensa

le halla el nudo a la madeja

porque la copla más vieja

como la raíz de la vida

tiene al alma por guarida

que es ande anidan las quejas.

Por eso el hombre al cantar

con emoción verdadera

echa su pena pa'afuera

pa'que la lleven los vientos

y ansí siquiera un momento

se alivia su embichadera.

No es que no ame a su trova

ni que desprecee su canto

es como cuando un quebranto

en la noche de los llanos

hace a�ojar al paisano

y el viento le lleva el canto.

En asuntos del cantar

la vida nos va enseñando

que sólo se va volando

la copla que es livianita

siempre caza palomitas

cualquiera que anda cazando.

Fragmentos de El payador perseguido

de Atahualpa Yupanqui
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1 Introducción

Every �eld has its taboos. In algebraic geometry the taboos are (1) writing a draft that can be

followed by anyone but two or three of one's closest friends, (2) claiming that a result has applica-

tions, (3) mentioning the word �combinatorial�, and (4) claiming that algebraic geometry existed

before Grothendieck (only some handwaving references to �the Italians� are allowed provided they

are not supported by speci�c references). Gian�Carlo Rota, Indiscrete Thoughts, 1997.

Consideremos una variedad algebraica afín o proyectiva V de�nida sobre un cuerpo

�nito Fq: V es el conjunto de ceros comunes (en la clausura algebraica Fq de Fq) de una

familia de polinomios (homogéneos en el caso proyectivo) con coe�cientes en Fq. Decimos

entonces que V es una Fq�variedad. El conjunto de puntos de V con coordenadas en Fq

es lo que denominaremos el conjunto de puntos q�racionales de V y denotaremos por

V(Fq).

En este trabajo nos proponemos dar cuenta, esencialmente, de los siguientes problemas

1. Obtener estimaciones y resultados de existencia sobre el número |V(Fq)| de puntos

q�racionales de una Fq�variedad V .

2. Desarrollar algoritmos efectivos para calcular un elemento de V(Fq).

Como una consecuencia natural de los dos puntos anteriores vamos a incursionar

también en un aspecto, digamos, aplicado:

3. Estudiar aplicaciones a problemas concretos vinculados a la criptografía.

Sin pretensiones de exhaustividad pasamos, a continuación, a describir la historia y

el estado actual de la matemática involucrada en estos problemas.

1.1. Antecedentes

1.1.1. Estimaciones y resultados de existencia

La cuestión de contar de manera exacta, de estimar, de garantizar la existencia o de

encontrar puntos q�racionales de una variedad V , es un tema clásico de la geometría

aritmética; sus orígenes se pueden rastrear en los intentos de Gauss y Jacobi por estudiar

1



1 Introducción

ciertos tipos de congruencias, y ha ocupado, entre otros, a Hardy, Littlewood, Chevalley,

Davenport, Mordell, Hasse, Weil, Lang, Dwork y Deligne.

En 1948, André Weil [Wei48] demuestra lo que se ha dado en llamar la �Hipótesis de

Riemann sobre cuerpos �nitos� (había anunciado este resultado en 1940) que podemos

enunciar del modo siguiente: si C⊂P2 es una curva no singular absolutamente irreducible

de grado δ y género g de�nida sobre Fq, el número |C(Fq)| de puntos q�racionales de la

curva C veri�ca la estimación∣∣|C(Fq)|−(q+1)
∣∣≤ 2gq1/2. (1.1)

Esta estimación también se conoce como estimación de Hasse�Weil, pues Helmut Hasse

demostró en los años 30 el resultado para curvas de género 1. Al año siguiente, Weil

[Wei49] formula una serie de conjeturas acerca de la función zeta de cualquier variedad

proyectiva no singular y sugiere el desarrollo de una teoría de cohomología adecuada

para emprender la tarea de demostrar dichas conjeturas.

Si tomamos en cuenta la desigualdad 2g ≤ (δ−1)(δ−2), obtenemos el equivalente a

(1.1) en el caso afín: ∣∣|C(Fq)|−q
∣∣≤ (δ−1)(δ−2)q1/2 +δ+1. (1.2)

En 1954, Serge Lang y Weil [LW54] establecen un �prototipo� de estimación sobre el

número de puntos q�racionales de Fq�variedades absolutamente irreducibles. Demues-

tran que si V ⊂ Pn es una Fq�variedad absolutamente irreducible de dimensión r y grado

δ, el número de puntos q�racionales |V(Fq)| veri�ca la siguiente estimación:∣∣|V(Fq)|−pr

∣∣≤ (δ−1)(δ−2)qr−1/2 +C(n,r,δ)qr−1, (1.3)

donde pr := qr +qr−1 + · · ·+q+1 y C(n,r,δ) es una constante independiente de q y no

explícita, en el sentido siguiente: si bien se sabía que la constante C(n,r,δ) dependía de

los parámetros señalados, no se proporcionaba ninguna cota superior sobre el valor de la

misma. Interpretando esta estimación en términos a�nes tenemos que si V ⊂ An es una

Fq�variedad absolutamente irreducible de dimensión r y grado δ, el número de puntos

q racionales |V(Fq)| de V veri�ca la estimación:∣∣|V(Fq)|−qr
∣∣≤ (δ−1)(δ−2)qr−1/2 +C(n,r,δ)qr−1. (1.4)

Hacia �nes de la década del 60 Serguei Stepanov sorprende a la comunidad de Teoría de

números al presentar una demostración de las conjeturas de Weil para curvas utilizando

métodos elementales: una combinación de argumentos combinatorios con un análisis

detallado de ciertas extensiones de cuerpos de funciones en característica positiva. Una

sorpresa semejante tuvo lugar en 1960 cuando Bernard Dwork [Dwo60] demuestra la

2



1.1 Antecedentes

racionalidad de la función zeta para cualquier variedad V , afín o proyectiva, no singular

y singular, sin seguir el camino trazado por Weil sino perfeccionando herramientas y

métodos de análisis p�ádico.

Si bien se habían demostrado algunas de las conjeturas de Weil hacia �nes de los 60,

el estado de las estimaciones hacia 1973 no permitía aún obtener estimaciones explícitas

para la constante C(n,r,δ) involucrada en la estimación (1.3), según nos informa Jean�

René Joly en [Jol73, Pag. 89].

En una serie de trabajos de principos de los 70, Wolfgang Schmidt, continuando con

el trabajo de Stepanov, comienza a proporcionar estimaciones y resultados de existencia

sobre la cantidad de puntos q�racionales de diferentes variedades. En un trabajo de 1974

[Sch74] proporciona una cota inferior no trivial (y por ende un resultado de existencia)

sobre el número de puntos q�racionales |H(Fq)| de una hipersuper�cie H absolutamente

irreducible de grado δ:

|H(Fq)|> qn−1 −(δ−1)(δ−2)qn−3/2 −(5δ2 +δ+1)qn−2, (1.5)

asumiendo que q> 104n3δ5P3([4 logδ]) donde P(u) es el u�ésimo primo (esta imposición

sobre el cardinal del cuerpo �nito es lo que denominaremos �regularidad�). Sin embargo,

no provee la correspondiente cota superior. Posteriormente, en [Sch76] (un texto que

podríamos considerar un clásico) obtiene la siguiente estimación explícita:∣∣|H(Fq)|−qn−1
∣∣≤ (δ−1)(δ−2)qn−3/2 +6δ2θ2θ

qn−2,

con θ := (δ+1)δ/2. Lo relevante de la estimación estriba no en el término de error

(doblemente exponencial) sino en el método propuesto y en el hecho de que se obtiene,

por primera vez, una estimación explícita válida para cualquier Fq�hipersuper�cie abso-

lutamente irreducible. De ahí en adelante, estos resultados de Schmidt se erigieron en

referencias ineludibles para todos aquellos que trataran este u otros problemas vincula-

dos. Al mismo tiempo, la cota inferior y la condición de regularidad bajo la cual ésta

es válida no han sido mejoradas desde entonces. El método que desarrolla Schmidt para

obtener la estimación se basa en estimar la cantidad de puntos q�racionales en la inter-

sección de la Fq�hipersuper�cie absolutamente irreducible H con una Fq�variedad lineal

genérica de dimensión 2. Es decir, estima la cantidad de puntos q�racionales de una cur-

va. Para eso, cuenta con que, genéricamente, la curva que se obtiene es absolutamente

irreducible y por lo tanto puede aplicar la estimación de Hasse-Weil. Lo interesante de su

trabajo es que obtiene estimaciones sobre la cantidad de intersecciones (curvas) que no

resultan ser absolutamente irreducibles. Esto es lo que hoy denominaríamos una versión

efectiva del primer Teorema de Bertini.

En 1998, combinando (1.5) con el método de Schmidt [Sch76] y la versión efectiva

del primer Teorema de Bertini debida a Erich Kaltofen [Kal95], Ming-Deh Huang y

3



1 Introducción

Yiu-Chung Wong [HW98] obtienen:∣∣|H(Fq)|−qn−1
∣∣≤ (δ−1)(δ−2)qn−3/2 +(δ2 +2δ5)qn−2 +2δ7qn−5/2, (1.6)

bajo la misma condición de regularidad de (1.5).

Finalmente, Sudhir Ghorpade y Gilles Lachaud ([GL02b], [GL02a]) encuentran un

valor explícito para la constante C de (1.4). Más precisamente, en [GL02a, Remark 11.3]

(ver también [GL02b, Theorem 4.1]) se muestra la siguiente estimación:∣∣|V(Fq)|−qr
∣∣≤ (δ−1)(δ−2)qr−1/2 +6 ·2s(sd+3)n+1qr−1, (1.7)

donde s es el número de ecuaciones que de�nen V , y d es el máximo de los grados de

las mismas. En el caso de una hipersuper�cie H, la estimación (1.7) toma la forma∣∣|H(Fq)|−qn−1
∣∣≤ (δ−1)(δ−2)qn−3/2 +12(δ+3)n+1qn−2. (1.8)

La demostración de este resultado sigue un método basado en una generalización del

Teorema débil de Lefschetz a variedades singulares y estimaciones de los números de

Betti de unos espacios de cohomología étale `�ádica.

La descripción anterior es, a grandes rasgos, la situación en términos de estimaciones

generalistas. Por estimaciones generalistas entendemos estimaciones que no consideran

cualidades particulares de las variedades con las que se tratan.

No es descabellado imaginar que ante la presencia de alguna característica particular

de la variedad en cuestión (no singular, intersección completa, normal, etc) podamos

obtener mejores estimaciones y resultados de existencia. Desde esta perspectiva, existen

resultados de conteo bajo hipótesis más restrictivas sobre la geometría de las variedades

en consideración. Un resultado clásico en tal sentido es la conocida estimación para va-

riedades absolutamente irreducibles no singulares sobre cuerpos �nitos de Pierre Deligne

[Del74] �su trabajo representó la culminación del programa iniciado por Weil� que ex-

presa que el número de puntos q�racionales |V(Fq)| de una intersección completa V ⊂ Pn

no singular de dimensión r y multigrado d satisface la estimación:∣∣|V(Fq)|−pr

∣∣≤ b ′r(n,d)qr/2, (1.9)

donde b ′r(n,d) es el r�ésimo número de Betti primitivo de V .

Posteriormente, en un trabajo de 1991, Christopher Hooley [Hoo91] extiende en forma

no efectiva la estimación (1.9) a intersecciones completas arbitrarias. Si V ⊂ Pn es una

Fq�variedad intersección completa de dimensión r y dimensión de singularidades m,

entonces la cantidad de puntos q�racionales de V veri�ca la siguiente estimación:∣∣|V(Fq)|−pr

∣∣ =O(q(r+m+1)/2). (1.10)
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1.1 Antecedentes

La constante involucrada en la estimación, si bien independiente de q, no es explícita.

La demostración proporcionada por Hooley (1.10) consiste en considerar sucesivas sec-

ciones por hiperplanos de V hasta que se obtiene una sección no singular. El número de

puntos q�racionales de estas secciones no singulares se estima aplicando (1.9). Notemos

la familiaridad con el método de Schmidt.

Al respecto, cabe mencionar que en los trabajos de Ghorpade y Lachaud se han

obtenido versiones efectivas de dichas estimaciones, utilizando las herramientas coho-

mológicas mencionadas anteriormente. En [GL02b], [GL02a] obtienen una versión ex-

plícita de (1.10). Si V se de�ne con s := n− r ecuaciones de multigrado d := (d1, . . . ,ds)

y d := m�ax1≤i≤sdi, entonces∣∣|V(Fq)|−pr

∣∣≤ b ′r−m−1(n−m−1,d)q(r+m+1)/2 +Cm(V)q(r+m)/2. (1.11)

La constante Cm(V) puede acotarse por 9 ·2s · (sd+3)n+1 y b ′r−m−1(n−m−1,d) es el

(r−m− 1)�ésimo número de Betti primitivo de una intersección completa no singular

en Pn−m−1 de dimensión r−m−1 y multigrado d. Observemos que si m= −1, en otras

palabras, si V es no singular, (1.11) no es más que la estimación de Deligne (1.9).

Supongamos que V ⊂Pn es una Fq�variedad normal e intersección completa de dimen-

sión r, grado δ y multigrado d := (d1, . . . ,dn−r). Entonces la dimensión de singularidades

de V puede acotarse por r−2 y por lo tanto (1.11) toma la forma∣∣|V(Fq)|−pr

∣∣≤ b ′1(n− r+1,d)qr− 1
2 +9 ·2n−r

(
(n− r)d+3

)n+1
qr−1. (1.12)

El número de Betti b ′1(n− r+1,d) es menor o igual que (δ−1)(δ−2), y la igualdad es

válida si y solo si V es una hipersuper�cie; concluimos que esta estimación mejora la

estimación de Lang�Weil (1.3) y su versión explícita en [GL02b], [GL02a].

Señalemos �nalmente, que una cantidad de aplicaciones hacen uso de estimaciones

explícitas sobre el valor de la constante C :=C(n,r,δ) (ver e.g., [HW99], [Kna01], [Rag02],

[Bog05], entre otros). Más aún, para algunas familias particulares de variedades se han

proporcionado mejores estimaciones (ver e.g., [SS90], [Sko92], [Luo99]).

1.1.2. Búsqueda de puntos q–racionales

La resolución de sistemas de ecuaciones polinomiales sobre cuerpos �nitos es un pro-

blema NP�completo aun si las ecuaciones son cuadráticas y están de�nidas sobre F2

([GJ79]). Más aún, [vzGKS97] muestra que determinar el número de puntos q�racionales

de una curva plana rala (sparse) sobre un cuerpo �nito Fq es # P�completo. La ausencia

de algoritmos e�cientes para hallar puntos racionales en variedades algebraicas sobre

cuerpos �nitos es un hecho reconocido en el ámbito del cálculo simbólico. De hecho,

esta carencia ha propiciado el surgimiento de diversos esquemas criptográ�cos de clave
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pública basados en la di�cultad de la resolución de sistemas de ecuaciones polinomiales

sobre cuerpos �nitos [IM88], [CKPS00].

Podríamos decir, entonces, en lo que atañe a la búsqueda efectiva de soluciones de estos

sistemas, que no existe demasiada literatura sobre el tema, si bien se han tratado casos

particulares. Por ejemplo, en el paper [vzGSS03] se exhibe un algoritmo determinístico

que calcula todos los puntos de una curva plana de�nida sobre Fp, el cuerpo primo de

característica p. La complejidad del mismo es de O(δ5p) operaciones sobre Fp, donde

δ es el grado del polinomio libre de cuadrados que de�ne la curva. Por otro lado, los

trabajos de [KS99], [CKPS00] y [BFS03] exhiben algoritmos que resuelven un sistema

sobredeterminado de ecuaciones cuadráticas sobre un cuerpo �nito sobre la base de

técnicas de �linealización�.

Los algoritmos de búsqueda de puntos racionales en una variedad general sobre un

cuerpo �nito se basan generalmente en técnicas de reescritura (ver por ejemplo [CLO92,

CLO98]). Desafortunadamente, tales algoritmos tienen complejidad superexponencial,

hecho que los hace absolutamente inadecuados para tratar con los problemas que suelen

aparecer en la práctica. De hecho, sus variantes más e�cientes (véase por ejemplo [Fau02])

tienen una complejidad del peor caso superior a la de la búsqueda exhaustiva para

sistemas de ecuaciones polinomiales sobre F2 [CKPS00].

Un enfoque diferente se propone en [HW99]. Allí, el sistema polinomial en conside-

ración se trata mediante deformaciones, basadas en una perturbación del sistema original

seguido de un método de �seguimiento de las curvas� (path-following). Sin embargo, la

perturbación, generalmente, introduce soluciones espurias que resultan computacional-

mente difíciles de identi�car y eliminar a efectos de obtener las verdaderas soluciones.

De hecho, el algoritmo de Huang-Wong es algebraicamente robusto o universal en el

sentido de [HMPW98] y [CGH+03], lo cual implica en particular que su complejidad en

tiempo es al menos exponencial.

1.2. Supuestos básicos

Independientemente del problema concreto con el cual tratemos a lo largo de la tesis

(estimaciones o algoritmos), y de las herramientas particulares con las que estos proble-

mas sean resueltos, nuestros métodos consisten, esencialmente, en desarrollar versiones

efectivas de los teoremas de Bertini y utilizar herramientas de teoría de eliminación tales

como las formas de Chow.

Usualmente, las estimaciones, los resultados de existencia de puntos racionales en va-

riedades de dimensión arbitraria y la complejidad de los algoritmos de búsqueda de

puntos racionales, se expresan en términos del número de Bézout (el producto de los

grados de las ecuaciones) del sistema en consideración (véase e.g., [GL02a], [GL02b] y

[HW99]). Así, las estimaciones y los resultados de existencia pueden resultar en sobres-
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timaciones de tipo exponenciales, como puede apreciarse comparando los resultados de

Ghorpade�Lachaud y de Schmidt. Nuestra propuesta para las estimaciones y los resul-

tados de existencia es que dependan del grado de la variedad en consideración. Así, las

cotas permiten diferenciar las variedades de acuerdo a parámetros geométricos que, en

los casos �geométricamente bien condicionados� (léase casos de grado bajo), resultan

exponencialmente mejores que las cotas existentes.

Para acometer la faceta algorítmica de nuestro trabajo, vamos a considerar, como

punto de partida, algoritmos de eliminación para la resolución de sistemas sobre los

números reales o complejos, cuya principal característica es que distinguen entradas de

acuerdo a consideraciones geométricas. Estos algoritmos desarrollados a lo largo de los

trabajos [GHMP95], [Par95], [GHM+98], [GHH+97], [GHMP97], [BGHM97], [BGHM01],

[BGHP04], [BGHP05] (ver también [HMW01], [GLS01], [Lec03], [Sch03], [PS04]), po-

drían considerarse como parte de una nueva generación de algoritmos para la resolución

de sistemas de ecuaciones polinomiales.

El punto clave es que la variedad algebraica original se reemplaza por una hipersu-

per�cie birracionalmente equivalente contenida en un espacio ambiente adecuado. Esta

hipersuper�cie y su polinomio minimal pueden producirse mediante proyecciones li-

neales genéricas. La ecuación minimal posee la información necesaria sobre la dimensión

y el grado de la variedad original y sobre un conjunto de variables independientes, que

permite despejar (desacoplar) las restantes variables en función de las independientes.

Con esta idea, todos los resultados intermedios que aparecen en dichos algoritmos son

formas eliminantes y describen proyecciones de variedades algebraicas relacionadas con

el sistema de entrada. Por lo tanto, el tamaño de los resultados intermedios se controla

a partir de consideraciones geométricas. La complejidad en tiempo resultante de estos

procedimientos de eliminación es �nalmente polinomial en todos los parámetros que

miden su comportamiento: los parámetros extrínsecos (número de variables, el grado

de la ecuaciones de entrada y la cantidad de operaciones aritméticas necesarias para

evaluarlas) y un parámetro intrínseco: el grado del sistema de entrada (ver [GHH+97] y

[BGHM97]), que se de�ne como el máximo de los grados de las variedades intermedias.

En tanto las operaciones aritméticas básicas estén contadas sólo a costo unitario, esta

descripción del carácter de la complejidad de estos algoritmos es casi óptimo.

Nuestra idea es, dentro de este marco, desarrollar algoritmos para resolver sistemas de

ecuaciones polinomiales sobre cuerpos �nitos, teniendo presente las particularidades del

trabajo sobre los mismos. Nuestros resultados sobre estimaciones proporcionan condi-

ciones para que esto pueda realizarse.

Por otro lado, todos los algoritmos de búsqueda de puntos racionales en variedades so-

bre cuerpos �nitos conocidos poseen una característica particular, denominada robustez

algebraica. Informalmente, un algoritmo se dice algebraicamente robusto si, teniendo

como entrada una familia playa de problemas de eliminación, produce soluciones �es-
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tables�, es decir, soluciones que dependen del problema paramétrico en consideración,

y no de la instancia paramétrica que la de�ne. En [CGH+03] se ha demostrado que

todo algoritmo algebraicamente robusto requiere necesariamente tiempo exponencial de

ejecución en el peor caso. De esta manera, concluimos que el objetivo de producir un

algoritmo e�ciente (polinomial) general para los procesos de eliminación geométrica no

puede alcanzarse en forma evolutiva, es decir, construyendo mejoras sucesivas de los

métodos conocidos. Esta conclusión no depende del tipo de algoritmos de eliminación

considerado, ni de las representaciones (estructuras de datos) empleadas, sino más bien

de la pretensión de universalidad con la que habitualmente se diseñan los algoritmos de

eliminación. Teniendo en cuenta estos resultados, hemos reorientado la algorítmica co-

rrespondiente hacia una distinción de acuerdo a parámetros geométricos, como el �grado

del sistema de entrada� que hemos mencionado más arriba y el grado de la variedad en

consideración. Esta �adaptatividad� es el punto clave de los resultados que obtenemos

en nuestro trabajo algorítmico: si bien es cierto que en el peor caso tiene complejidad

de tipo exponencial (aunque siempre polinomial en el número de Bézout del sistema de

entrada), nuestro algoritmo de�ne una noción de �buen condicionamiento� (problemas

bien condicionados son aquellos para los cuales el grado del sistema es polinomial) y

resulta polinomial para esta clase de problemas.

1.3. Resultados obtenidos y organización del trabajo

Pasamos a describir como está organizado el trabajo y cuales son los resultados más

importantes que hemos obtenido, los cuales se enuncian como Teorema 1, Teorema

2, etc.

El Capítulo 2 está destinado a presentar el vocabulario básico que utilizaremos. Se

presentan allí las nociones, en cierto modo, transversales; principalmente, la noción de

grado de una variedad. Destinamos una sección a introducir la forma de Chow de una

variedad y enunciar algunas de sus propiedades. Esta noción revestirá de una importancia

fundamental, ya sea desde las estimaciones como desde el aspecto algorítmico de nuestro

trabajo.

En el Capítulo 3 comenzamos presentando algunas cotas superiores sobre la canti-

dad de puntos q�racionales de diferentes variedades a�nes o proyectivas. Aplicando la

desigualdad de Bézout (2.1) de [Hei83] en lugar de los clásicos argumentos combinato-

rios, obtenemos cotas superiores que mejoran y generalizan algunos resultados clásicos,

mediante el uso de argumentos simples de la teoría de intersección. Posteriormente, pre-

sentamos resultados clásicos sobre el número promedio de ceros de una hipersuper�cie

y discutimos cómo esto justi�ca el modo de obtener estimaciones para variedades cua-

lesquiera. La última sección del capítulo discurre acerca de la noción de regularidad:

condiciones sobre la cantidad de elementos que debe tener un cuerpo �nito para que
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ciertos hechos geométricos�algebraicos tengan lugar sobre dicho cuerpo �nito.

Los métodos para obtener estimaciones sobre la cantidad de puntos q�racionales de

una hipersuper�cie H absolutamente irreducible de grado δ consisten en intersecar la

hipersuper�cie con variedades lineales de dimensión 2. En el caso genérico, la curva

resultante es absolutamente irreducible y por lo tanto, puede aplicarse la estimación de

Hasse�Weil. La cuestión radica, entonces, en llevar a cabo este proceso de manera efectiva

y es aquí donde surge la necesidad de disponer de versiones efectivas del primer teorema

de Bertini. Inspirados por el trabajo de Kaltofen [Kal95], abordamos este problema en

forma algorítmica. A partir de un algoritmo que calcula los factores irreducibles de grado

a lo sumo D de un polinomio bivariado de grado δ (ver la Sección 4.1), estimamos la

cantidad de variedades lineales L de dimensión 2 tales que la curva intersección H∩L no
tiene componentes absolutamente irreducibles de grado a lo sumoD. En suma, en nuestro

método, tributario del método de Schmidt, reducimos e�cientemente la estimación sobre

la hipersuper�cie a estimar sobre curvas. Este análisis cristaliza en el Teorema 4.3.2 que,

a continuación, enunciamos.

Teorema 1 Sea H⊂An una Fq�hipersuper�cie absolutamente irreducible de grado

δ. Entonces es válida la siguiente estimación:∣∣|H(Fq)|−qn−1
∣∣≤ (δ−1)(δ−2)qn−3/2 +5δ

13
3 qn−2

Observemos que la estimación anterior mejora todas las estimaciones conocidas para

Fq�hipersuper�cies absolutamente irreducibles y es válida sobre cualquier cuerpo �nito

Fq.

En seguida, utilizando la cota inferior provista por la estimación anterior, obtenemos

una estimación aún mejor pero con una condición de regularidad. Este resultado se

presenta en el Teorema 4.3.3.

Teorema 2 Sea H ⊂ An sea una Fq�hipersuper�cie absolutamente irreducible de

grado δ. Si q > 15δ
13
3 entonces∣∣|H(Fq)|−qn−1

∣∣≤ (δ−1)(δ−2)qn−3/2 +(5δ2 +δ+1)qn−2.

La importancia de esta última estimación no radica solamente en que estamos en presen-

cia de una estimación sensiblemente mejor que la anterior �ya que pasamos de O(δ13/3)

a O(δ2) en el segundo término de error, siempre y cuando q > 15δ
13
3 � sino que tam-

bién, como consecuencia de ella, deducimos la misma cota inferior (no trivial) que la

de Schmidt (1.5) pero con una condición de regularidad ostensiblemente menor, como

puede apreciarse en el Corolario 4.3.4

Teorema 3 Sea H⊂An una Fq�hipersuper�cie absolutamente irreducible de grado

9
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δ. Si q > 15δ13/3 entonces

|H(Fq)|≥ qn−1 −(δ−1)(δ−2)qn−3/2 +(5δ2 +δ+1)qn−2.

Al mismo tiempo, en términos de resultados de existencia, mediante una aplicación di-

recta de la versión efectiva del Primer Teorema de Bertini de Kaltofen (Corolario 4.1.2),

probamos en forma muy simple (Teorema 4.3.5) que una Fq�hipersuper�cie absoluta-

mente irreducible de grado δ tiene un punto q�racional si q > 2δ4.

En el Capítulo 5 hacemos uso de la teoría de formas de Chow con el objeto de ex-

tender las estimaciones de hipersuper�cies a variedades equidimensionales a�nes. En

primer lugar, obtenemos una cota sobre el grado de la condición genérica que posi-

bilita que una variedad afín equidimensional de�nida sobre un cuerpo arbitrario sea

birracionalmente equivalente a una hipersuper�cie. Conociendo dicho grado, traducimos

convenientemente dicho resultado a un resultado que proporciona condiciones de regu-

laridad bajo las cuales una Fq�variedad equidimensional es birracionalmente equivalente

a una Fq�hipersuper�cie mediante una proyección lineal de�nida sobre Fq. Este es el

contenido del Teorema 5.1.3, que enunciamos a continuación:

Teorema 4 Sea V ⊂ An una Fq�variedad equidimensional de dimensión r y grado

δ. Si q > 2(r+1)δ2 existen formas lineales Y1, . . . ,Yr+1 ∈ Fq[X1, . . . ,Xn] tales que

(i) La extensión de anillos Fq[Y1, . . . ,Yr] ↪→ Fq[V ] es una extensión entera.

(ii) La función coordenada inducida por Yr+1 en Fq[V ] es un elemento primitivo

de la extensión de anillos Fq[Y1, . . . ,Yr] ↪→ Fq[V ].

(iii) W := π(V) es una Fq�hipersuper�cie de grado δ birracionalmente equivalente

a V.

Este teorema �al cual retornaremos en ocasión del trabajo algorítmico� nos permite

reducir el caso de una Fq�variedad absolutamente irreducible al de una Fq�hipersuper�cie

absolutamente irreducible. Utilizando las estimaciones del Capítulo 4, la construcción

explícita del mor�smo birracional dado por el Teorema 4 y que, en el caso en que

V es absolutamente irreducible, tenemos una condición de regularidad lineal en δ (cf.

Teorema 5.1.4), llegamos a la siguiente estimación (Teorema 5.2.1):

Teorema 5 Sea V ⊂An una Fq�variedad absolutamente irreducible de dimensión r

y grado δ. Si q > rδ entonces:∣∣|V(Fq)|−qr
∣∣≤ (δ−1)(δ−2)qr− 1

2 +5δ
13
3 qr−1.

Es de observar que esta estimación mejora la estimación (1.7) en los casos de codimensión

baja, por ejemplo 2r≥ n+1 y grado de las ecuaciones bajo, por ejemplo d≤ (n− r).
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El contenido de los Capítulos 4 y 5 recién esbozado se presenta en el trabajo [CM06b].

Finalmente, como una consecuencia natural del trabajo anterior, en el Capítulo 6

establecemos mejores resultados de conteo y existencia bajo hipótesis más restrictivas

sobre la geometría de las variedades en consideración; más precisamente, en el caso de

una variedad proyectiva intersección completa normal. Como antes, vamos a requerir,

en este caso, de una versión efectiva del Segundo Teorema de Bertini. El Teorema 6.2.3

representa una versión propia de tal resultado:

Teorema 6 Sea V ⊂ Pn una variedad intersección completa normal de dimensión

r y grado δ, y sea π : V→ Pr−1 una proyección lineal genérica. Entonces existe una

variedad W ⊂ Pr−1 de grado a lo sumo 2(n− r)2(d−1)2δ tal que la �bra π−1(y) es

una curva no singular de grado acotado por δ para cada y /∈W.

Así como el número de puntos q�racionales de una curva absolutamente irreducible se

estima utilizando la estimación de Hasse�Weil, ahora, el número de puntos q�racionales

de estas curvas no singulares e intersección completa se estima aplicando la estimación

(1.9). Aplicando los resultados del Capítulo 5 obtenemos la siguiente estimación (Teo-

rema 6.3.1):

Teorema 7 Sea V ⊂ Pn una Fq�variedad intersección completa normal de dimen-

sión r, grado δ y multigrado d. Si q > 2(r+ 1)(n− r)(d− 1)δ es válida la siguiente

estimación: ∣∣|V(Fq)|−pr

∣∣≤ b ′1(n− r+1,d)qr−1/2 +2(n− r)2d2δ2qr−1,

donde b ′1(n− r+1,d) denota el primer número de Betti de una curva intersección

completa no singular en Pn−r+1 de multigrado d.

Como hemos señalado, esta nueva estimación, válida bajo la condición de regularidad

q > 2(r+ 1)(n− r)(d− 1)δ, mejora claramente (1.12) en el caso de una hipersuper�cie.

De hecho, para una hipersuper�cie (1.12) es∣∣|V(Fq)|−pn−1

∣∣≤ (δ−1)(δ−2)qn−3/2 +18(δ+3)n+1qn−2.

Esta estimación también mejora (1.12) en los casos de codimensión baja, por ejemplo

2r ≥ n+ 1 y grado de las ecuaciones bajo, por ejemplo d ≤ (n− r). Al mismo tiempo,

mejoramos nuestra propia estimación generalista C≤ 5δ13/3 del Teorema 5.

La segunda parte de este trabajo concierne al aspecto algorítmico, es decir, a la búsque-

da efectiva de soluciones q�racionales. En el trabajo [CM06a] se presenta por primera

vez el algoritmo que vamos a desarrollar. Es un algoritmo probabilístico que calcula un

punto q�racional de una Fq�variedad afín absolutamente irreducible de�nida por una

sucesión regular reducida. La complejidad de nuestro algoritmo es cuadrática en el log-

aritmo de la cantidad de elementos del cuerpo y un invariante geométrico del sistema
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de entrada análogo al mencionado en característica cero, el "grado del sistema", siempre

acotado por el número de Bézout del sistema.

Sea entonces V una Fq�variedad absolutamente irreducible de dimensión r y grado δ

de�nida por polinomios F1, . . . ,Fn−r ∈ Fq[X1, . . . ,Xn] de grado a lo sumo d, que forman

una sucesión regular reducida, es decir, para cada s = 1, . . . ,n− r el ideal (F1, . . . ,Fs)

es radical. Consideremos las variedades intermedias Vs := V(F1, . . . ,Fs), sea δs := degVs

y ∆ := m�ax1≤s≤n−r δs. Por un instante, �jemos s y supongamos que hemos realiza-

do un cambio de variables, transformando las variables X1, . . . ,Xn en nuevas variables

Y1, . . . ,Yn, y que hemos elegido un punto P(s) ∈ An−s con las siguientes propiedades:

1. Las variables están en posición de Noether con respecto a Vs con Y1, . . . ,Yn−s

variables libres. Por lo tanto, la proyección πs : Vs→ An−s en las formas lineales

Y1, . . . ,Yn−s es un mor�smo �nito.

2. La forma Yn−s+1 induce un elemento primitivo de la extensión entera de anillos

Fq[Y1, . . . ,Yn−s] ↪→ Fq[Vs].

3. El punto P(s) = (p1, . . . ,pn−s) es un punto no rami�cado del mor�smo πs y la

�bra de dimensión cero VP(s) := π−1
s (P(s)) tiene δs puntos. Además, si P(s+1) =

(p1, . . . ,pn−s−1) denota el vector de An−s−1 conformado por las primeras n−s−1

coordenadas de P(s), resulta que P(s+1) es punto no rami�cado de πs+1 y la �bra

VP(s+1) tiene la siguiente propiedad: para cada Q ∈ VP(s+1) , el mor�smo πs es no

rami�cado en πs(Q).

La puesta en marcha del algoritmo descansa sobre la posibilidad de que las condiciones

anteriores se veri�quen simultáneamente en cada una de las n− r etapas del mismo.

De las dos primeras condiciones ya hemos dado cuenta en el Teorema 4. La tercera

condición es la que requiere ser elaborada. Nuevamente, obtenemos una cota superior

sobre el grado de la condición genérica que subyace a la posibilidad mencionada. En

efecto, el Teorema 7.2.7 proporciona tal cota de grado que presentamos en el siguiente

resultado.

Teorema 8 Existe un polinomio B con coe�cientes en Fq y n(n+ 1)+n− 1 inde-

terminadas de grado acotado por 4n4d∆4 tal que para cada (λ,γ,P) ∈ An(n+1) ×
An−1 con B(λ,γ,P) 6= 0, de�niendo las formas lineales (Y1, . . . ,Yn) = λX+γ y P(s) =

(p1, . . . ,pn−s), para cada s= 1, . . . ,n− r se veri�can simultáneamente las siguientes

condiciones:

(i) el mor�smo πs :Vs→An−s es �nito, P(s) ∈An−s es un punto de levantamiento

(no rami�cado) de πs y la forma lineal Yn−s+1 es un elemento primitivo de

la �bra π−1
s (P(s)).
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(ii) El mor�smo πs+1 : Vs+1→ An−s−1 es �nito, P(s+1) ∈An−s−1 es un punto de

levantamiento de πs+1 y la forma lineal Yn−s es un elemento primitivo de la

�bra π−1
s+1(P(s+1)).

(iii) Cada punto Q ∈ πs

(
π−1

s+1(P(s+1))
)
es un punto de levantamiento de πs y la

forma lineal Yn−s+1 es un elemento primitivo de π−1
s (Q).

Con un resultado de esta índole es sencillo establecer una condición de regularidad

para que los hechos anteriores acontezcan sobre un cuerpo �nito. Así es, entonces, cómo

se inicia el algoritmo: determinando de antemano una extensión �nita K de Fq de cardinal

mayor que 60n4d∆4. Aplicando el lema de Zippel�Schwartz, la probabilidad de elegir

un elemento (λ,γ,P) ∈ Kn(n+1)×Kn−1 que no anula al polinomio B es mayor o igual

que 14/15.

Observemos que en el último paso de nuestro algoritmo recuperamos la variedad de

entrada V . Como es una Fq�variedad estamos interesados en describirla mediante formas

lineales Z1, . . . ,Zr+1 ∈ Fq[X1, . . . ,Xn] y un punto de levantamiento P = (p1, . . . ,pr) ∈ Fr
q

de la proyección π→ Ar en las formas Z1, . . . ,Zr. El Corolario 7.2.8 da una condición

de regularidad para obtener tal descripción. Concluimos el Capítulo 7 con una versión

efectiva del primer teorema de Bertini (Teorema 7.3.1). Este resultado nos permitirá

reducir la búsqueda del punto q�racional de V a la búsqueda de un punto q�racional en

una curva absolutamente irreducible de�nida sobre Fq.

Teorema 9 Existe un polinomio no nulo C ∈ Fq[Ω1, . . . ,Ωr] de grado a lo sumo 2δ4

tal que si ω := (ω1, . . . ,ωr) ∈ Ar no anula a C y Lω ⊂ An es la variedad lineal de

dimensión n−r+1 parametrizada por las ecuaciones Z1 =ω1T +p1, . . . ,Zr =ω1T +

pr entonces V ∩Lω es una variedad afín absolutamente irreducible de dimensión 1

(Ω1, . . . ,Ωr y T son nuevas indeterminadas y (p1, . . . ,pr) son las coordenadas del

punto P).

El algoritmo puede dividirse en tres etapas principales, etapas que se corresponden,

cada una, con un capítulo del trabajo.

Fijamos un cuerpo �nito K que extiende a Fq con |K|> 60n4d∆4 y elegimos aleatoria-

mente (λ,γ,P) ∈ Kn(n+1)×Kn−1. Con probabilidad mayor a 14/15 el punto (λ,γ,P) no

anula al polinomio B del Teorema 8. Quedan de�nidas formas lineales Y = (Y1, . . . ,Yn) =

λX+γ y un punto P = (p1, . . . ,pn−1) tales que para cada 1 ≤ s ≤ n− r− 1 son válidas

las condiciones de dicho teorema.

La primera parte (Capítulo 8) es un proceso que, tomando como dato de entrada la

sucesión regular reducida F1, . . . ,Fn−r ∈ Fq[X1, . . . ,Xn] que de�ne la variedad V , pro-

porciona una descripción completa de una sección lineal genérica de dimensión cero

de nuestra variedad de entrada V . Tal descripción está representada por la proyección

�π : V → Ar en las formas lineales Y1, . . . ,Yr ∈ K[X1, . . . ,Xn] y una parametrización de la

�bra no rami�cada �π−1(p1, . . . ,pr).
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Este procedimiento se lleva a cabo en r− 1 pasos; en el paso s�ésimo se calcula una

descripción completa de una sección lineal de dimensión cero de la variedad intermedia

Vs+1, representada por la �bra no rami�cada π−1
s+1(P(s+1)) de la proyección lineal πs+1 :

Vs+1 → An−s−1 en las formas Y1, . . . ,Yn−s−1 (que resulta ser además un mor�smo

�nito). Para esto, en la Sección 8.3 la �bra no rami�cada π−1
s (P(s)) del paso previo se

�levanta�, aplicando la versión del operador de Newton�Hensel global de [GLS01], a la

curva

WP(s+1) = Vs∩ {Y1 = p1, . . . ,Yn−s−1 = pn−s−1}.

Posteriormente, intersecando esta curva con la hipersuper�cie de�nida por Fs+1 obte-

nemos una descripción completa de la �bra π−1
s+1(P(s+1)). Esta intersección se considera

en las Secciones 8.4.1 y 8.4.2. Una de las ventajas de este levantamiento es que, al tra-

bajar con este tipo de curvas, podemos describirlas por medio de polinomios bivariados,

los cuales pueden representarse y manipularse por su escritura densa con un costo algo-

rítmico razonable. Este enfoque constituyó un cambio importante en la algorítmica y fue

obtenido por primera vez, simultánea e independientemente, en los trabajos [GLS01],

[HMW01].

El Capítulo 9 trata con la segunda parte del algoritmo, y en ella nos dedicamos a

obtener una descripción de una sección lineal de dimensión cero Fq�de�nible de V .

Nuestra intención es pasar de la descripción anterior con formas lineales Y1, . . . ,Yr+1 ∈
K[X1, . . . ,Xn] y un punto de levantamiento P ∈ Kr, a una descripción con formas lineales

Z1, . . . ,Zr+1 ∈ Fq[X1, . . . ,Xn] y un punto de levantamiento Q ∈ Fr
q . Este pasaje se logra

de�niendo una homotopía, basada en un levantamiento de Newton�Hensel global. Esta

homotopía deforma el mor�smo �nito �π : V → Ar y la �bra genérica K�de�nible no

rami�cada �π−1(P) en un mor�smo �nito π :V→Ar de�nido sobre Fq y una �bra genérica

no rami�cada π−1(Q) de�nida sobre Fq, donde Q es un punto con coordenadas en Fq.

Nos abocamos a describir la tercera y última etapa del algoritmo, es decir, el contenido

del Capítulo 10. Aplicando el Teorema 9 obtenemos una curva plana C de�nida sobre

Fq absolutamente irreducible con la propiedad de que cualquier punto q�racional suave

de C inmediatamente proporciona un punto q�racional de la variedad V . ¾Cómo lleva-

mos a cabo entonces el cálculo de un punto q�racional suave de esta curva plana? Las

condiciones de regularidad garantizan que la curva tiene su�cientes puntos q�racionales

del tipo requerido. Mediante un algoritmo probabilístico que involucra el cálculo de un

número de máximo común divisores y factorización de polinomios univariados con coe-

�cientes en Fq, encontramos un punto q�racional de la curva plana, y, por ende, de la

variedad V .

El siguiente resultado (Teorema 10.3.1) resume el costo del algoritmo delineado en los

párrafos precedentes.

Teorema 10 Sea q > 8n2dδ4. Si los polinomios F1, . . . ,Fn−r que de�nen la va-
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1.3 Resultados obtenidos y organización del trabajo

riedad V se evalúan con T operaciones en Fq, entonces un punto q�racional de V

puede calcularse con O
(
(nT +n5)M(∆)M(d∆) logq

)
operaciones en Fq, donde M(m) :=

m log2m log logm.

Debemos señalar que, por primera vez en el ámbito de la resolución de sistemas de

ecuaciones polinomiales sobre cuerpos �nitos, se presenta un algoritmo cuya compleji-

dad es polinomial en el número de Bézout del sistema, teniendo incluso una complejidad

exponencialmente mejor nuestra estimación de complejidad del peor caso en los casos

"geométricamente bien condicionados". Como se observa, nuestro algoritmo funciona

para cuerpos de característica arbitraria, pero requiere que la cantidad de elementos

del mismo sea al menos del orden de una potencia cuarta del grado de la variedad de

entrada. Esto también constituye una mejora sustancial respecto de todos los algoritmos

anteriormente presentados (ver por ejemplo [HW99]), dado que éstos requieren que el

cuerpo �nito tenga cardinal al menos del orden de una potencia quinta del grado del sis-

tema o del número de Bézout del sistema, pudiendo éstos ser exponenciales con respecto

al grado de la variedad de entrada.

Finalmente, en el Capítulo 11 analizamos de qué manera este algoritmo y las técni-

cas subyacentes al mismo, contribuyen al criptoanálisis de los esquemas criptográ�cos

multivariados sobre cuerpos �nitos. Los resultados de este capítulo aparecen en forma

resumida en [CMW06].

Es una idea difundida en ciertos ambientes de la criptografía que la di�cultad intrínseca

de la resolución de sistemas de ecuaciones polinomiales implicaría la seguridad de un

esquema criptográ�co que codi�que mensajes como soluciones de ciertos sistemas de

ecuaciones polinomiales sobre cuerpos �nitos (ver por ejemplo [IM88], [CKPS00]).

Se ha pensado durante cierto tiempo que cualquier problema de tipo NP�completo

podría ser utilizado a �nes de obtener esquemas criptográ�cos seguros. Esta creencia fue

derribada y los intentos por construir criptosistemas utilizando el problema de la mochi-

la �intentos que fracasaron rotundamente� constituyen un ejemplo de las limitaciones

de este enfoque. En el caso que nos concierne, el de los sistemas de ecuaciones polino-

miales sobre cuerpos �nitos, creemos que ciertos parámetros geométricos, asociados a

los sistemas de ecuaciones polinomiales en consideración, son claves para garantizar la

seguridad del esquema criptográ�co multivariado en cuestión. En particular, estudiamos

tales parámetros y presentamos un algoritmo, polinomial con respecto a los mismos,

que decodi�ca el esquema criptográ�co correspondiente. De esta forma, creemos apor-

tar evidencia acerca de que la seguridad de los esquemas criptográ�cos multivariados

es una cuestión delicada que puede analizarse empleando herramientas de la teoría de

eliminación efectiva.

Dados F1, . . . ,Fn ∈ Fq[X1, . . . ,Xn] polinomios de grado a lo sumo d, consideramos la

aplicación F : An→An de�nida por F(x) :=
(
F1(x), . . . ,Fn(x)

)
. Asumiendo que la restric-

ción de F a Fn
q es biyectiva, desarrollamos un algoritmo que, dado y(0) ∈ Fn

q , calcula
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el único punto x(0) ∈ Fn
q tal que F(x(0)) = y(0). Para eso, pensamos el grá�co de F co-

mo una subvariedad V ⊂A2n (absolutamente irreducible) y consideramos la proyección

π : V → An en las variables Y1, . . . ,Yn. Denotemos por δ el grado de V y por D el grado

del mor�smo π. La idea es deformar el sistema F(X) = y(0) en un sistema F(X) = F(x(1)),

donde x(1) es un punto con coordenadas en una extensión �nita K de Fq. La deformación

que planteamos está fuertemente inspirada por el trabajo [PS04]. Nuestro resultado es

el siguiente (ver Teorema 11.3.7):

Teorema 12 Si los polinomios F1, . . . ,Fn se evalúan con T operaciones sobre Fq, la

única solución q�racional del sistema F(X) = y(0) puede calcularse con O((T +n4 +

D2)nδ2) operaciones sobre Fq.

En nuestra idea de identi�car parámetros relevantes en términos criptográ�cos vemos

que el grado de la variedad en cuestión, el grá�co de la función F, y el grado del mor�smo

proyección surgen naturalmente como parámetros a tener en cuenta. En este sentido,

no nos resulta útil aplicar el algoritmo proporcionado en el Teorema 10 ya que la

complejidad de éste depende del grado del sistema de ecuaciones. Notemos, no obstante,

que en el caso en que el grado del sistema es igual al grado de la variedad, la complejidad

del algoritmo del Teorema 11 es claramente superior a la del algoritmo del Teorema

10, y en esa situación convendría aplicar este último.
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2 Preliminares

En este capítulo presentamos de�niciones, resultados y vocabulario de geometría alge-

braica y álgebra conmutativa que serán utilizados a lo largo de todo el trabajo. Seguimos

principalmente los textos [Kun85], [Sha94], [Eis95].

2.1. Definiciones y terminología básica

Dado un cuerpo K denotaremos por An(K) el espacio afín de dimensión n de�nido

sobre K y por Pn(K) el espacio proyectivo de dimensión n de�nido sobre K.

De�nición 2.1.1. Sea K un cuerpo y sea K la clausura algebraica de K.

(i) Un subconjunto V ⊂ An(K) es una K�variedad afín si existen polinomios en

K[X1, . . . ,Xn] tal que V es el conjunto de ceros comunes de estos polinomios

en An(K).

(ii) Un subconjunto V ⊂ Pn(K) es una K�variedad proyectiva si existen polinomios

homogéneos en K[X0,X1, . . . ,Xn] tal que V es el conjunto de ceros comunes de

estos polinomios en Pn(K).

Cuando tratemos con el espacio afín o proyectivo de dimensión n sobre un cuerpo

algebraicamente cerrado escribiremos An y Pn.

A continuación, una serie de de�niciones y resultados válidos tanto para K�variedades

a�nes como para K�variedades proyectivas; por eso, simplemente, los enunciamos como

resultados válidos para K�variedades. Cuando algún resultado dependa de la naturaleza

afín o proyectiva de la variedad lo mencionaremos explícitamente.

Dada una K�variedad V en el espacio n�dimensional denotamos por I(V) el ideal de la

variedad y por K[V ] su anillo de coordenadas. Observemos que I(V) es un ideal radical

y por lo tanto K[V ] resulta ser una K�álgebra reducida.

A cada K�variedad afín V ⊂ An podemos asociarle una K�variedad proyectiva: la

clausura proyectiva V ⊂ Pn (respecto de la K�topología de Zariski de Pn, considerando

una inmersión de An en Pn). La clausura proyectiva V es la menor variedad proyectiva

que contiene a V . Los puntos de V \V se denominan puntos del in�nito. La dimensión

de V es igual a la de V y V es irreducible si y solo si V lo es.

De�nición 2.1.2. Sea V una K�variedad y sea K la clausura algebraica de K.
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2 Preliminares

1. V se dice K�irreducible si no puede descomponerse como unión de K�variedades

propias.

2. V se dice absolutamente irreducible si es irreducible como K�variedad.

3. V se dice relativamente irreducible (con respecto a K) si es K�irreducible y existe

una extensión algebraica K ′ de K y K ′�variedades absolutamente irreducibles

V1, . . . ,VN tal que V = V1∪·· ·∪VN.

Señalemos que, en el caso relativamente irreducible, la variedad V resulta ser equidi-

mensional.

Lema 2.1.3. (Lema de Normalización de Noether) Sea V una K�variedad afín

de dimensión r con K un cuerpo in�nito. Existen r formas lineales Y1, . . . ,Yr ∈
K[X1, . . . ,Xn] tales que

1. las clases de Y1, . . . ,Yr en K[V ], denotadas por y1, . . . ,yr, son K�algebraicamente

independientes sobre K[V ],

2. la extensión K[y1, . . . ,yr] ↪→ K[V ] es una extensión entera de anillos.

Más adelante, vamos a mostrar que, aún en el caso en que K sea un cuerpo �nito, per-

dura la validez del resultado anterior si imponemos ciertas condiciones sobre el cardinal

de K.

Supongamos que hemos realizado un cambio lineal de coordenadas, transformando las

variables X1, . . . ,Xn en nuevas variables Y1, . . . ,Yn. Decimos que las variables Y1, . . . ,Yn

están en posición de Noether respecto de V si las variables Y1, . . . ,Yr veri�can las condi-

ciones del Lema 2.1.3. Las variables Y1, . . . ,Yr se denominan variables libres mientras que

Yr+1, . . . ,Yn se denominan variables dependientes.

De�nición 2.1.4. Sean V y W dos K�variedades irreducibles de igual dimensión

y sea f : V →W un mor�smo dominante. Denotemos por f∗ el mor�smo inducido

entre los cuerpos de funciones. El grado de la extensión �nita de cuerpos f∗(K(W))⊂
K(V) se denomina el grado del mor�smo f.

De esta de�nición se deduce el siguiente Teorema:

Teorema 2.1.5. [Sha94, Ch. II, �6, Theorem 3] Sea f : V →W un mor�smo �nito

de variedades irreducibles con W una variedad normal (el anillo de coordenadas

es integralmente cerrado). Entonces la cantidad de preimágenes de cada y ∈W es

menor o igual que el grado de f.

A continuación, presentamos la noción de punto no rami�cado.
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De�nición 2.1.6. Decimos que f es no rami�cado en y ∈W o que y es un punto no

rami�cado de f si la cantidad de preimágenes de y es igual al grado de f.

Teorema 2.1.7. [Sha94, Ch. II, �6, Theorem 4] En las condiciones de la de�nición

anterior, si la extensión de cuerpos es separable, existe un abierto U ⊂W tal que

para cada y ∈U el mor�smo f es no rami�cado en y.

Si bien las de�niciones y resultados anteriores justi�can gran parte de nuestra tarea,

necesitamos extenderlos ya que no siempre trataremos con variedades irreducibles; al

mismo tiempo, los mor�smos con los cuales trataremos en nuestro trabajo son proyec-

ciones lineales en algún espacio afín o proyectivo. De ahí que brindemos una de�nición

particular de no rami�cación, que, en el caso de variedades irreducibles, resultará equi-

valente a la anterior.

Consideremos entonces una K�variedad equidimensional V de dimensión r (K un cuer-

po perfecto) de�nida por una sucesión regular F1, . . . ,Fn−r ∈ K[X1, . . . ,Xn] y supon-

gamos que hemos realizado un cambio lineal de coordenadas, transformando las varia-

bles X1, . . . ,Xn en nuevas variables Y1, . . . ,Yn, de modo que éstas están en posición de

Noether respecto de V . Consideremos el mor�smo �nito π : V → Ar de�nido por la

proyección en Y1, . . . ,Yr. Si P ∈ Ar, deducimos que el cardinal de la �bra VP := π−1(P)

es menor o igual que el rango del K[Y1, . . . ,Yr]�módulo libre K[V ].

De�nición 2.1.8. Un punto P = (p1, . . . ,pr) ∈Ar es un punto no rami�cado de π si

el ideal generado por F1, . . . ,Fn−r,Y1 −P1, . . . ,Yr −Pr es radical.

Lo interesante de la de�nición anterior es que es una de�nición que pone en juego el

teorema de la función implícita. En efecto, obtenemos el siguiente resultado.

Lema 2.1.9. Un punto P ∈ Ar es un punto no rami�cado de π si, y solo si, la

matriz Jacobiana respecto de las variables dependientes (∂Fj/∂Yr+k)1≤j,k≤n−r(x)

es inversible para cada x ∈ VP := π−1(P).

Demostración. Sea P ∈ Ar un punto no rami�cado y consideremos el ideal radical I :=

(F1, . . . ,Fn−r,Y1 − P1, . . . ,Yr − Pr). En particular, el ideal I es el ideal de la �bra VP.

De [CLO98, Chapter 4, Corollary 2.6] se sigue que VP es no singular. Por lo tanto, el

criterio del jacobiano implica que la matriz (∂Fj/∂Yr+k)1≤j,k≤n−r(x) es inversible para

cada x ∈ VP := π−1(P).

Por otro lado, supongamos que la matriz jacobiana es inversible para cada x ∈ VP.

Entonces, no es un divisor de cero en K[Y1, . . . ,Yn]/I. Deducimos de [Eis95, Theorem

18.15] que K[Y1, . . . ,Yn]/I es reducido, y por ende, que el ideal I es radical.

Como consecuencia, llegamos a que si P ∈Ar es un punto no rami�cado de π entonces

el cardinal de la �bra VP es igual a la dimensión del K�espacio vectorial K[Y1, . . . ,Yn]/I,

donde I = (F1, . . . ,Fn−r,Y1 −P1, . . . ,Yr −Pr). Esta dimensión es igual al rango de K[V ]
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como K[Y1, . . . ,Yr]�módulo libre, que coincide con el grado del mor�smo π, es decir, el

rango del anillo total de fracciones K(V) como K(Y1, . . . ,Yr)�álgebra. Así vemos que, en

este caso, la De�nición 2.1.8 extiende la De�nición 2.1.6.

2.2. El grado de una variedad

Sea V una K�variedad equidimensional de dimensión r. Adoptamos la de�nición u-

sual de grado de una variedad; es decir, el grado degV de V es el número máximo de

puntos en la intersección de V con una variedad lineal genérica L de codimensión r

para la cual |V ∩L|<∞. En cambio, si V es una K�variedad arbitraria seguimos [Hei83,

De�nition 1, Remark 2] y de�nimos el grado de V como la suma de los grados de sus

K�componentes irreducibles; en símbolos, si V = V1∪·· ·∪VN es la descomposición de V

en K�componentes irreducibles entonces degV :=
∑N

i=1degVi.

Si V ⊂An es una K�variedad de grado δ, su clausura proyectiva V ⊂ Pn también tiene

grado δ (ver por ejemplo [CGH91, Proposition 1.11]).

Con la de�nición de grado que hemos dado, el grado de la intersección de dos varie-

dades satisface la Desigualdad de Bézout ([Hei83, Ful84, Vog84]).

Teorema 2.2.1. Si V y W son K�variedades entonces

degV ∩W ≤ degV degW. (2.1)

El próximo resultado garantiza que las proyecciones lineales de una variedad arbitraria

tienen grado acotado por el grado de la variedad.

Lema 2.2.2. [Hei83, Lemma 2] Sea φ : V →W un mor�smo lineal entre K�varie-

dades. Entonces degφ(V)≤ degV.

Consideremos ahora una K�variedad V ⊂ An irreducible de dimensión r y grado δ.

Supongamos que hemos elegido variables Y1, . . . ,Yn con Y1, . . . ,Yr variables libres, de

modo tal que la extensión de cuerpos K(Y1, . . . ,Yr) ↪→ K(V) es separable. La proyección

π : V→Ar en las formas Y1, . . . ,Yr es un mor�smo dominante. De la Proposición 2.1.7 y

de la de�nición de grado de una variedad deducimos que si D es el grado de la extensión

de cuerpos K(Y1, . . . ,Yr) ↪→ K(V), entonces D es menor o igual que δ.

Finalmente, enunciamos un resultado que se revelará de suma importancia al momento

de obtener estimaciones sobre la cantidad de puntos q�racionales de una Fq�variedad.

Proposición 2.2.3. [HS82, Proposition 2.3] Sean V1, . . . ,Vs⊂An variedades. Supon-

gamos que dimV1 = r y sea D el máximo de los grados de V2, . . . ,Vs. Entonces se

veri�ca que deg(V1∩·· ·∩Vs)≤ degV1D
r.
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2.3. La forma de Chow de una variedad y la noción de solución

geométrica

En esta sección presentamos la noción de forma de Chow de una variedad V . Es un

concepto decisivo ya que su consideración trae aparejada una serie de consecuencias

positivas para nuestro trabajo. La forma de Chow constituye el puntapié inicial para

probar un número de propiedades de las variedades con las cuales se tratan: propiedades

de la dimensión de una variedad, la de�nición de grado de las mismas, etc. En esta

sección seguimos el texto de Hodge�Pedoe [HP68] aunque [Sam67] y, en menor medida,

[Sha84], pueden citarse también como referencias; de todos modos, Shafarevich señala

que las dos primeras son las referencias que deben consultarse si se desea indagar en

mayor detalle las propiedades de la forma de Chow. El texto de Hodge�Pedoe es muy

interesante desde una perspectiva histórica: constituye una muestra de cómo se hacía

geometría algebraica antes de la introducción de los métodos del álgebra conmutativa.

Por supuesto, que todo el lenguaje se puede reformular en términos actuales. Esto es lo

que hacemos en esta sección.

Sea V ⊂ An una K�variedad irreducible de dimensión r y grado δ(con K un cuerpo

perfecto in�nito) y sea K la clausura algebraica de K.

Sea Λ := (Λi,j)1≤i≤r+1,1≤j≤n una matriz de indeterminadas y Γ := (Γ1, . . . , Γr+1) un

vector de indeterminadas sobre K. Para cada 1 ≤ i ≤ r+ 1, denotamos por Λ(i) :=

(Λi,1, . . . ,Λi,n) la i�ésima �la de Λ. De�nimos a continuación r+ 1 formas lineales

genéricas de K(Λ,Γ)[X1, . . . ,Xn] mediante las ecuaciones

Ỹi :=

n∑
j=1

ΛijXj + Γi (i= 1, . . . , r+1). (2.2)

Si consideramos la extensión de cuerpos K ↪→ K(Λ,Γ), la variedad V , pensada como

una K(Λ,Γ)�variedad, también es irreducible y de dimensión r. Por lo tanto, el ani-

llo de coordenadas de V como K(Λ,Γ)�variedad resulta isomorfo a K(Λ,Γ)⊗K K[V ]. Si

ξ1, . . . ,ξn ∈ K[V ] denotan las funciones coordenadas inducidas por X1, . . . ,Xn, reem-

plazando en (2.2) de�nimos r+1 elementos de K(Λ,Γ)⊗K K[V ] como

Ŷi :=

n∑
j=1

Λi,jξj + Γi.

Estos elementos son algebraicamente dependientes sobre K(Λ,Γ), lo cual implica que

existe un polinomio PV ∈ K[Λ,Γ, Ỹ1, . . . , Ỹr+1] irreducible, de modo tal que en K(Λ,Γ)⊗K

K[V ] se veri�ca la siguiente identidad:

P(Λ,Γ, Ŷ1, . . . , Ŷr+1) = 0. (2.3)
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Este polinomio se denomina la forma de Chow de la variedad V . Es un polinomio

multihomogéneo y satisface las siguientes cotas de grado:

deg
Ỹ1,...,Ỹr+1

PV = deg
Ỹr+1

PV = δ,

degΛ(i),Γi
PV ≤ δ.

Si φ ∈ K[Λ,Γ, Ỹ1, . . . , Ỹr+1] es otro polinomio tal que φ(Λ,Γ, Ŷ1, . . . , Ŷr+1) = 0 entonces

PV divide a φ. Además, es el único polinomio, salvo escalares, separable respecto de

cada indeterminada Ỹi con la propiedad de ser nulo si y solo si las formas lineales tienen

un cero en común en la variedad.

Observación 2.3.1. Si V ⊂ Pn es una K�variedad proyectiva irreducible de dimensión

r y grado δ, argumentando en forma similar, se obtiene la forma de Chow PV de la

variedad V . Consideramos formas lineales genéricas como en (2.2), aunque homogéneas.

Notemos que para una elección adecuada del hiperplano del in�nito {X0 = 0}, éste no

contiene a V . Entonces, dimV ∩ {X0 = 0} = r− 1 y, si escribimos Va� := V ∩ {X0 = 1},

tenemos que Va� ⊂An es una variedad afín irreducible (cuya clausura proyectiva es V),

de dimensión r y grado δ. En este sentido, podemos visualizar la forma de Chow de Va�
como una especialización de la forma de Chow de V .

Cuando V es una variedad equidimensional de dimensión r y grado δ de�nimos la

forma de Chow PV de V como el producto de las formas de Chow de cada componente

irreducible. Claramente, PV es un polinomio multihomogéneo de grado δ en cada grupo

de indeterminadas Λ(i), Γi y en Ỹ1, . . . , Ỹr. Además, como K[Λ,Γ, Ỹ1, . . . , Ỹr][Ỹr+1]/(PV)

es una K�álgebra reducida y K es un cuerpo perfecto, como consecuencia de [Mat80,

Proposition 27.G] deducimos que K(Λ,Γ, Ỹ1, . . . , Ỹr)[Ỹr+1]/(PV) es una K(Λ,Γ, Ỹ1, . . . , Ỹr)�

álgebra reducida. Esto implica que, en particular, PV es un elemento separable respecto

de Ỹr+1.

Continuamos con otras propiedades, a la postre decisivas, de la forma de Chow. De

(2.3) deducimos para cada j= 1, . . . ,n que la identidad

∂PV

∂Λr+1,j
(Λ,Γ, Ŷ1, . . . , Ŷr+1)+

∂PV

∂Ỹr+1

(Λ,Γ, Ŷ1, . . . , Ŷr+1)
∂Ỹr+1

∂Λr+1,j
= 0

es válida en K[Λ,Γ ]⊗K K[V ]. Observemos que, como consecuencia de la separabilidad

de PV respecto de Ỹr+1, el polinomio ∂PV/∂Ỹr+1 es no nulo. Como ∂Ỹr+1/∂Λi,j = ξj

podemos escribir

∂PV

∂Λr+1,j
(Λ,Ŷ1, . . . , Ŷr+1)+ξj

∂PV

∂Ỹr+1

(Λ,Ŷ1, . . . , Ŷr+1) = 0. (2.4)

Como K es algebraicamente cerrado, existe (λ,γ)∈ K
(r+1)(n+1)

, a partir del cual de�n-
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imos r+1 formas lineales

Yi :=

n∑
j=1

λijXj +γi,

tales que, si denotamos por ζi :=
∑n

j=1λi,jξj +γi los elementos de K[V ] inducidos por

estas formas lineales, resulta que ζ1, . . . ,ζr son algebraicamente independientes sobre el

cuerpo K, la extensión de cuerpos K(Y1, . . . ,Yr) ↪→ K(V) es separable de grado D≤ δ y la

ecuación irreducible que relaciona ζ1, . . . ,ζr+1 es igual a

m(ζ1, . . . ,ζr+1) := PV(λ,γ,ζ1, . . . ,ζr+1) = 0.

Es más, las formas lineales Y1, . . . ,Yr+1 se pueden elegir de modo que la extensión de

anillos K[Y1, . . . ,Yr] ↪→ K[V ] sea una extensión entera. Cada una de las condiciones an-

teriores es una condición genérica. Por lo tanto, existe (λ,γ) ∈ K
(r+1)(n+1)

que permite

que todas, se veri�quen simultáneamente. Más adelante, nos interesará encontrar cotas

superiores para el grado de esas condiciones genéricas, lo que redundará en versiones

efectivas de dichos resultados.

Especializando entonces (2.4) en (Λ,Γ) = (λ,γ) para un elemento (λ,γ) conveniente,

y reemplazando PV(λ,γ,Y1, . . . ,Yr+1) por m(Y1, . . . ,Yr+1), obtenemos que la identidad

∂m

∂Ỹr+1

(ζ1, . . . ,ζr+1)ξj −vj(ζ1, . . . ,ζr+1) = 0 (2.5)

es válida en K[V ], donde los n polinomios

vj(Y1, . . . ,Yr+1) := −
∂PV

∂Λr+1,j
(Y1, . . . ,Yr+1)

tienen coe�cientes en K y grado acotado por δ−1. En consecuencia, los polinomios

m(Y1, . . . ,Yr+1) y
∂m

∂Yr+1
(Y1, . . . ,Yr+1)Xj −vj(Y1, . . . ,Yr+1) (1≤ j≤ n) (2.6)

pertenecen al ideal de la variedad I(V) como K�variedad. En suma, de�nen una variedad

que contiene a la variedad V .

Por otro lado, si x ′ es un punto cualquiera que satisface las ecuaciones (2.6) y tal

que (∂m/∂Yr+1)(x ′) 6= 0 podemos probar que x ′ ∈ V . Esta última a�rmación, que será

demostrada en el Capítulo 5, muestra que el sistema de ecuaciones hallado caracteriza la

variedad V . Este sistema de ecuaciones para la variedad V es lo que daremos en llamar

una solución geométrica de la variedad V . La sucesión de argumentos esgrimidos en

torno a la forma de Chow, nos permiten proporcionar la siguiente de�nición:

De�nición 2.3.2. Sea V ⊂ An una K�variedad equidimensional de dimensión r y

grado δ. Una solución geométrica de V es una reescritura de V mediante un cambio
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lineal de coordenadas Y = AX+γ, dado por una matriz inversible A de tamaño

n×n con entradas en K y un vector γ ∈ K
n tal que:

Las variables Y1, . . . ,Yn están en posición de Noether respecto de V, siendo

Y1, . . . ,Yr variables libres.

La forma lineal Yr+1 induce un elemento primitivo de la extensión entera de

anillos K[Y1, . . . ,Yr] ↪→ K[V ]; es decir, un elemento yr+1 ∈ K[V ] cuyo polinomio

minimal m ∈ K[Y1, . . . ,Yr][T ] sobre K[Y1, . . . ,Yr] satisface la condición degTm=

D, donde D es el rango del K[Y1, . . . ,Yr]�módulo libre K[V ]. Observemos que

degm≤ δ.

El polinomio minimal m de yr+1 sobre K[Y1, . . . ,Yr].

Una parametrización genérica de V mediante los ceros de m dada por poli-

nomios

vr+2(Y1, . . . ,Yr,T), . . . ,vn(Y1, . . . ,Yr,T) ∈ K[Y1, . . . ,Yr][T ]

de grados degT vr+j <D y tal que

∂m

∂Yr+1
(Y1, . . . ,Yr,Yr+1)Yr+j −vr+j(Y1, . . . ,Yr,Yr+1) ∈ I(V)

para 2≤ j≤n−r. Observemos que la parametrización es única salvo elementos

no nulos de K.

Otras denominaciones para la representación de la variedad dada por la de�nición

anterior, suelen ser representación paramétrica o monoidal [HP68] o también re-

presentación racional univariada [Rou99]. Nosotros, también diremos que las ecua-

ciones parametrizan las variables por los ceros del minimal m. Es importante resaltar

que la noción de solución geométrica tiene una larga historia que se remonta por lo

menos hasta Leopold Kronecker [Kro82] (ver también [Mac16], [Zar95]). Los trabajos

[CG83] y [GM89] podrían considerarse como los primeros en los cuales esta noción fue

implícitamente usada por primera vez en computación simbólica moderna.

La importancia y la utilidad de esta noción se pondrá de mani�esto a lo largo de toda

la tesis. Observemos que en el caso en que V es una K�variedad de dimensión cero, este

resultado podría considerarse una variante e�ciente del clásico Shape Lemma [CLO98].

En los capítulos venideros daremos versiones efectivas de los resultados aquí enunciados.

Si bien nuestros resultados estarán enunciados para Fq�variedades, los mismos tienen un

rango de validez más amplio que se extiende a cuerpos perfectos cualesquiera.
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3 Cotas superiores, estimaciones y resultados
de existencia

En este capítulo presentamos cotas superiores, algunas clásicas, otras propias, sobre la

cantidad de puntos q�racionales de algunas variedades particulares. Motivamos además

la discusión sobre el modo de obtener estimaciones y sobre el papel desempeñado por la

noción de regularidad.

3.1. Algunas cotas superiores

Sea Fq el cuerpo �nito de q elementos y Fq su clausura algebraica. Sea V una variedad

en el espacio (afín o proyectivo sobre Fq) de dimensión n. Un punto x ∈ V con coorde-

nadas en Fq es un punto q�racional de V . Denotaremos por V(Fq) al conjunto de puntos

q�racionales de una variedad V . En el caso en que V es afín tenemos que

V(Fq) := V ∩An(Fq) = {(x1, . . . ,xn) ∈ An(Fq) : (x1, . . . ,xn) ∈ V},

mientras que si V es una variedad proyectiva escribimos

V(Fq) := V ∩Pn(Fq) = {(x0 : x1 : · · · : xn) ∈ Pn(Fq) : (x0 : x1 : · · · : xn) ∈ V},

donde (x0 : x1 : · · · : xn) es un sistema de coordenadas homogéneas de x∈ V . Por ejemplo,

el espacio afín de dimensión n sobre Fq tiene cardinal |An(Fq)| = qn, mientras que el

espacio proyectivo de dimensión n sobre Fq tiene cardinal pn := |Pn(Fq)| = qn +qn−1 +

· · ·+q+1.

Dada una variedad V surge entonces el problema de calcular o de estimar, el número

|V(Fq)| de puntos q�racionales de V . Hay abundante material sobre el conteo exacto de

puntos q�racionales de curvas proyectivas; también, sobre ecuaciones diagonales, formas

cuadráticas, etc. En general, no es posible determinar |V(Fq)| explícitamente y, por ende,

los esfuerzos se dirigen hacia una reformulación del problema en términos de lograr cotas

superiores, cotas inferiores o estimaciones sobre la cantidad de puntos q�racionales. Es

más, en vistas de algunas aplicaciones, es su�ciente garantizar la existencia de puntos

q�racionales.

Comencemos con el caso de una hipersuper�cie y presentemos un resultado clásico.
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Proposición 3.1.1 ([LN83], [Sch76]). Sea F ∈ Fq[X1, . . . ,Xn] un polinomio de grado

d. Entonces la cantidad de ceros q�racionales de F (puntos q�racionales de la

hipersuper�cie de�nida por F) es a lo sumo dqn−1. Si F es homogéneo entonces la

cantidad de ceros q�racionales no nulos es a lo sumo d(qn−1 −1).

Las notas del texto [LN83] informan que el caso afín de la proposición anterior fue

demostrado por primera vez por Oystein Ore en 1922.

En el caso de ciertas Fq�hipersuper�cies, Jean-Pierre Serre proporciona una cota su-

perior más precisa.

Proposición 3.1.2 ([Ser91]). Sea H⊂ Pn una Fq�hipersuper�cie de grado d≤ q+1.

La cantidad de puntos q�racionales veri�ca |H(Fq)|≤ δqn−1 +pn−2.

A continuación presentamos algunas cotas superiores para el número de puntos q�

racionales de ciertas variedades. Estos resultados son consecuencia de argumentos ele-

mentales de teoría de eliminación efectiva y de la Desigualdad de Bézout (2.1). El

propósito es mostrar como estos argumentos simpli�can las pruebas previas (cf. [LN83],

[Sch74], [Sch76]), de índole combinatoria, y proporcionan, en algunos casos, mejores re-

sultados. El primer resultado que presentamos es una cota superior para la cantidad

de puntos q�racionales de una variedad V arbitraria. Este resultado generaliza el de la

Proposición 3.1.1.

Proposición 3.1.3. Sea V una variedad de dimensión r y grado δ en el espacio

de dimensión n sobre Fq. El número de puntos q�racionales |V(Fq)| veri�ca la

siguiente desigualdad:

|V(Fq)|≤

δqr si V es afín,

δpr si V es proyectiva.

Demostración. Comenzamos con el caso afín. Para cada 1 ≤ i ≤ n, consideramos la

Fq�hipersuper�cie Wi ⊂An de�nida por el polinomio Xq
i −Xi. Por lo tanto, el conjunto

de puntos q�racionales de V se escribe en la forma V(Fq) = V ∩W1∩·· ·∩Wn. Si V(Fq)

es vacío el grado es igual a 0 y la cota es válida. Supongamos entonces que V tiene

puntos q�racionales, con lo cual V(Fq) es una variedad de dimensión cero. Aplicamos la

Proposición 2.2.3 y obtenemos

|V(Fq)| = |V ∩W1∩·· ·∩Wn| = deg(V ∩W1∩·· ·∩Wn)≤ δqr,

lo que demuestra el resultado en el caso afín.

Pasamos al caso proyectivo. En este caso la demostración es por inducción en la

dimensión de V . Si r= 0 entonces es claro que |V(Fq)|≤ δ, con lo cual podemos suponer

que r ≥ 1. Supongamos, en primer lugar, que V es absolutamente irreducible. Después
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de un cambio lineal de coordenadas asumimos que el hiperplano del in�nito {X0 = 0} no

contiene a V .

Entonces Va� := V ∩ {X0 = 1} es una variedad afín de dimensión r cuya clausura

proyectiva es V . Por lo tanto, degVa� = degV = δ y así del caso afín deducimos que

|Va�(Fq)|≤ δqr.

Por otro lado, como el hiperplano del in�nito no contiene a V resulta que V∞ :=

V ∩ {X0 = 0} = V \Va� es una variedad proyectiva de dimensión a lo sumo r− 1 y de

grado acotado por δ. Por hipótesis inductiva tenemos que |V∞(Fq)|≤ δpr−1.

En suma,

|V(Fq)| = |Va�(Fq)|+ |V∞(Fq)|≤ δqr +δpr−1 = δpr.

Esto completa el paso inductivo cuando V es absolutamente irreducible. Ahora, si V es

una variedad proyectiva arbitraria, consideramos V = V1 ∪ ·· · ∪VN la descomposición

de V en componentes absolutamente irreducibles. Cada componente Vi tiene dimensión

a lo sumo r y si denotamos por δi el grado de cada componente Vi, el grado de V es

δ=
∑N

i=1 δi. De este modo

|V(Fq)|≤
N∑

i=1

|Vi(Fq)|≤
N∑

i=1

δipr ≤ δpr.

Esto termina la demostración de la proposición.

Señalemos que el resultado anterior, en el caso proyectivo, es demostrado en [GL02b,

Proposition 12.1] aunque con una demostración diferente. Sin embargo, nuestra demos-

tración es más sencilla e ilustra el tipo de argumentos que utilizaremos.

Proposición 3.1.4. Sean F1, . . . ,Fm ∈ Fq[X1, . . . ,Xn] (m ≥ 2) polinomios de grado

acotado por d sin factores en común en Fq[X1, . . . ,Xn] y consideremos V ⊂ An la

variedad de�nida por F1, . . . ,Fm. Entonces |V(Fq)|≤ d2qn−2.

Demostración. Como F1 y F2 no tienen factores en común en Fq[X1, . . . ,Xn], tenemos

que la variedad V ′ de�nida por F1 y F2 es una variedad de dimensión n− 2. De la

Proposición 3.1.3 y de la desigualdad de Bézout (2.1) concluimos que |V ′(Fq)|≤ d2qn−2

y por lo tanto |V(Fq)|≤ d2qn−2.

La cota superior que acabamos de obtener mejora las cotas 2nδ3qn−2 de [Sch74,

Lemma 4] y δ3qn−2 de [Sch76, Lemma IV.3D].

Proposición 3.1.5. Sea V ⊂ An una Fq�variedad relativamente irreducible de di-

mensión r y grado δ. Entonces |V(Fq)|≤ δ2qr−1/4.
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Demostración. Sea V = V1∪ ·· ·∪VN la descomposición de V en componentes absolu-

tamente irreducibles y denotemos por δi el grado de cada componente Vi. El conjunto

de puntos q�racionales V(Fq) está contenido en cada una de las componentes Vi [HP68,

Ch. X, 12, Theorem II,]; en particular, tenemos que V(Fq) ⊂ (V1∩V2)(Fq). Aplicamos

la Proposición 3.1.3 y obtenemos |(V1∩V2)(Fq)|≤ δ1δ2q
r−1 ≤ δ2qr−1/4.

En el caso de una Fq�hipersuper�cie relativamente irreducible V , nuestra cota superior

toma la forma |V(Fq)| ≤ δ2qn−2/4. De esta manera, con este resultado mejoramos la

cota superior δqn−1 − (δ− 1)qn−2, de [CR96, Theorem 3.1], válida bajo la condición

1 < δ < q−1. Nuestra cota es válida para todo q, y además para δ ≤ q, se veri�ca que

δ2qn−2/4 < δqn−1 −(δ−1)qn−2.

3.2. Número promedio de ceros

En la sección anterior exhibimos distintas cotas superiores para la cantidad de puntos

q�racionales de diferentes variedades. No obstante, no disponemos de ninguna informa-

ción sobre cómo estimar la cantidad de puntos q�racionales. Si bien en la Introducción

hemos discurrido sobre diferentes estimaciones, aún está pendiente la discusión sobre

cómo llegar a ellas. En esta sección, justamente, intentamos motivar esta discusión, re-

mitiéndonos a resultados sobre número promedio de ceros y el consecuente error que se

comete al estimar con ese número promedio. Para eso presentamos algunos resultados

clásicos que justi�carán la manera de lograr estimaciones.

Para cada natural d, consideremos el conjunto Ωd de los polinomios F∈ Fq[X1, . . . ,Xn]

de grado acotado por d. Dado un polinomio F ∈Ωd, sea N(F) el número de ceros q�

racionales de F, es decir, el número de ceros en Fn
q . Con estas notaciones, estos resultados

clásicos ([Sch76],[LN83]):

1

|Ωd|

∑
F∈Ωd

N(F) = qn−1.

1

|Ωd|

∑
F∈Ωd

(N(F)−qn−1)2 = qn−1 −qn−2.

Estos resultados expresan que un polinomio F ∈ Fq[X1, . . . ,Xn] en n indeterminadas

tiene en promedio qn−1 ceros en Fn
q y que el valor promedio de (N(F) − qn−1)2 es

qn−1 −qn−2 =O(qn−1). Entonces, si H es una Fq�hipersuper�cie vamos a estimar por

qn−1 el número de sus puntos q�racionales y esperamos que
∣∣|H(Fq)|−qn−1

∣∣ sea del

orden de O(q(n−1)/2). Por supuesto, esto puede conducir a estimaciones groseras si no

tomamos en consideración algunas características geométricas de las hipersuper�cies en

cuestión, como por ejemplo, la cantidad de componentes irreducibles.

Felizmente, hay una cantidad de situaciones en las que la ocurrencia del caso esperado
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tiene lugar. Por ejemplo, la estimación de Hasse�Weil (1.1):∣∣|C(Fq)|−p1

∣∣≤ 2gq1/2.

Es más, esta estimación es óptima en general, ya que existen curvas cuya cantidad de

puntos q�racionales es exactamente la que se deduce de la estimación. Estas curvas se

denominan curvas maximales. Por otro lado, la estimación de Lang�Weil está lejos de lo

que se espera obtener.

Ahora, ¾cómo justi�camos el hecho de estimar el número de puntos q�racionales de una

Fq�variedad arbitraria de dimensión r absolutamente irreducible por qr? Una variedad

irreducible de dimensión r en el espacio ambiente de dimensión n es birracionalmente

equivalente a una hipersuper�cie en el espacio ambiente de dimensión r+1. Si además,

el mor�smo birracional está de�nido sobre Fq, los puntos q�racionales de la hipersu-

per�cie se corresponden con los de V (suponiendo que sea una Fq�hipersuper�cie); solo

resta estimar el número de puntos q�racionales en los cerrados no isomorfos, y, como

éstos tienen dimensión menor que r, asintóticamente, podemos soslayar el aporte a la

estimación de los puntos q�racionales de estos conjuntos. Esto justi�ca la manera de esti-

mar y genera la siguiente pregunta, ¾bajo qué condiciones existe un mor�smo birracional

de�nido sobre Fq?

Por otro lado, hasta el momento, no hemos hecho mención alguna respecto de los

resultados de existencia de puntos q�racionales: dada una Fq�variedad V decidir si tiene

un punto q�racional o también, determinar una cota inferior positiva para la cantidad

de puntos q�racionales de V (esta formulación del problema engloba a la primera).

Por ejemplo, podemos deducir cotas inferiores sobre el número de puntos q�racionales a

partir de las estimaciones, lo que en el caso de la estimación de Hasse-Weil resulta en que

la cantidad de puntos q�racionales de una curva proyectiva C absolutamente irreducible

no singular de género g está acotada inferiormente por q+1−2gq1/2. Observemos que

para que la cota inferior sea positiva es preciso establecer cierta relación entre q y g.

También es posible obtener cotas inferiores que no provienen de estimaciones como la

cota inferior de Schmidt (1.5): el número |H(Fq)| de puntos q�racionales de una Fq�

hipersuper�cie H absolutamente irreducible de grado δ está acotado inferiormente por

qn−1 −(δ−1)(δ−2)qn−3/2 −(5δ2 +δ+1)qn−2 asumiendo que q> 104n3δ5P3([4 logδ]),

donde P(u) es el u�ésimo primo. Observemos que la cota inferior es válida solamente

después de imponer condiciones sobre el tamaño del cuerpo �nito. Además, bajo esas

condiciones, la cota inferior es positiva.

3.3. La noción de regularidad

Supongamos que F es un elemento de Fq[X1, . . . ,Xn] de grado d. Por lo tanto, la

Proposición 3.1.1 establece que F tiene a lo sumo dqn−1 ceros q�racionales. Para garan-
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3 Cotas superiores, estimaciones y resultados de existencia

tizar entonces que exista x ∈ Fn
q que no anule a F requerimos que q > d. Este resultado,

en apariencia inocente, reviste de una importancia fundamental ya que representa el

punto de partida desde el cual es posible que las condiciones genéricas se transforman

en resultados efectivos. Una gran cantidad de de�niciones y resultados de álgebra y

geometría algebraica se enuncian en términos genéricos sobre cuerpos algebraicamente

cerrados o sobre cuerpos in�nitos. Sin embargo, esta manera de enunciarlos no es obs-

táculo para que esos resultados también cobren legítima existencia sobre cuerpos �nitos.

Simplemente, en caso de conocer una cota superior, digamos D, sobre el grado de cierta

condición genérica que deseamos obtener, imponemos que nuestro cuerpo �nito Fq tenga

cardinal mayor que D; de esa forma, Proposición 3.1.1 mediante, logramos que exista un

punto con coordenadas en Fq que no anula a la condición genérica y, en consecuencia, el

resultado que esta condición entraña, es válido sobre Fq. Esto exige un esfuerzo ya que no

siempre es posible determinar cotas superiores sobre el grado de las condiciones genéricas

que se están estudiando. Con todo, este requerimiento sobre la cantidad de elementos de

un cuerpo �nito que posibilita la realización de ciertas condiciones genéricas geométricas

y/o algebraicas sobre dicho cuerpo �nito es lo que denominaremos regularidad.

Estos son algunos ejemplos de la noción de regularidad:

Si q > d un polinomio F ∈ Fq[X1, . . . ,Xn] de grado d no es la función nula sobre

Fn
q .

Si q > 4g2 la cota inferior de la estimación de Hasse�Weil es no trivial y, por lo

tanto, la curva tiene puntos q�racionales.

Si q > 104n3δ5+ε el número de puntos q�racionales de una Fq�hipersuper�cie

absolutamente irreducible es mayor o igual que qn−1 − (δ− 1)(δ− 2)qn−3/2 −

(5δ2 +δ+1)qn−2.

A lo largo de este trabajo iremos presentando diferentes resultados de esta índole. La

cuestión radica entonces en determinar cotas superiores sobre el grado de la condición

genérica en danza, y una vez conocido este grado, determinar el cardinal del cuerpo

�nito.

A �nes ilustrativos del tipo y el modo en que obtendremos nuestros resultados pre-

sentamos una versión efectiva del Lema de normalización de Noether.

Proposición 3.3.1. Sea V ⊂ An una Fq�variedad equidimensional de dimensión

r y grado δ. Existe un polinomio no nulo A, con coe�cientes en Fq, en r(n+ 1)

indeterminadas y de grado a lo sumo rδ tal que para cada (λ,γ) ∈ Ar(n+1) con

A(λ,γ) 6= 0, de�niendo las formas lineales Y := λX+γ := (Y1, . . . ,Yr), la extensión de

anillos Fq[Y1, . . . ,Yr] ↪→ Fq[V ] es una extensión entera.

Demostración. Retomemos las notaciones de la Sección 2.3. Introducimos una matriz

de indeterminadas Λ := (Λij)1≤i≤r+1,1≤j≤n sobre Fq, un vector de indeterminadas Γ :=
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(Γ1, . . . , Γr+1) y, para cada 1≤ i≤ r+1, denotamos por Λ(i) := (Λi,1, . . . ,Λi,n) la i�ésima

�la de Λ. Consideremos, además, las r+ 1 formas lineales genéricas Ỹ := ΛX+ Γ . En

consecuencia, disponemos de la forma de Chow PV ∈ Fq[Λ,Γ, Ỹ1, . . . , Ỹr+1] de la variedad

V . Recordemos que veri�ca las siguientes cotas de grado:

deg
Ỹ1,...,Ỹr+1

PV = deg
Ỹr+1

PV = δ,

degΛ(i),Γi
PV ≤ δ for 1≤ i≤ r+1.

Denotamos por Ã1 ∈Fq[Λ,Γ ] el coe�ciente no nulo del monomio Ỹδ
r+1 de PV , pensando

PV como un elemento de Fq[Λ,Γ ][Ỹ1, . . . , Ỹr+1] y consideramos, a su vez, un coe�ciente

A1 ∈ Fq[Λ(1), . . . ,Λ(r), Γ1, . . . , Γr] de un monomio no nulo de Ã1, pensando Ã1 como un

elemento de Fq[Λ(1), . . . ,Λ(r), Γ1, . . . , Γr][Λ
(r+1), Γr+1]. Observemos que degA1 ≤ rδ. Si

(λ,γ) ∈Ar(n+1) es un elemento para el cual A1(λ,γ) 6= 0, de�nimos las r formas lineales

Y := (Y1, . . . ,Yr) := λX+γ. Dado que A∗
1 := Ã1(λ,γ,Λ(r+1), Γr+1)∈ Fq[Λ(r+1), Γr+1] es un

polinomio no nulo, existen n vectores linealmente independientes w1, . . . ,wn ∈ Fn
q y ele-

mentos a1, . . . ,an ∈ Fq tales que A∗
1(wk,ak) 6= 0 para cada 1≤ k≤ n. Considerando las

n formas lineales `k :=wkX+ak resulta que el polinomio PV(λ,γ,wk,ak,Y1, . . . ,Yr, `k)

representa una ecuación de dependencia entera sobre Fq[Y1, . . . ,Yr] para la función coor-

denada de Fq[V ] de�nida por `k. Como Fq[`1, . . . , `n] = Fq[X1, . . . ,Xn] comprobamos que

la extensión de anillos es una extensión entera. De�nimos como A := A1, el polinomio

cuya existencia garantiza la proposición.

Entonces, para que Y1, . . . ,Yr sean formas lineales de Fq[X1, . . . ,Xn], deberíamos tomar

(λ,γ) ∈ Fr(n+1)
q que no anule al polinomio A de la Proposición 3.3.1. Por la Proposición

3.1.1, el polinomio A tiene a lo sumo rδqr(n+1)−1 ceros en Fr(n+1)
q . Concluimos que

imponiendo la condición de regularidad q > rδ logramos tal cometido.

Corolario 3.3.2. Sea V ⊂ An una Fq�variedad equidimensional de dimensión r y

grado δ. Entonces si q > rδ, existen formas lineales Y1, . . . ,Yr ∈ Fq[X1, . . . ,Xn] tales

que la extensión de anillos Fq[Y1, . . . ,Yr] ↪→ Fq[V ] es una extensión entera.

Para concluir la sección, mostramos cómo los resultados de regularidad pueden abor-

darse en términos probabilísticos. El próximo resultado, una reescritura de la Proposi-

ción 3.1.1, es el conocido �en el ámbito del cálculo simbólico� Lema de Zippel�Schwartz

([Zip79], [Sch80]).

Teorema 3.3.3. Sea F ∈ Fq[X1, . . . ,Xn] un polinomio de grado a lo sumo d y sea

µ > 0. Si K es una extensión �nita de Fq con |K| > µd entonces la probabilidad de

elegir al azar a ∈ Kn tal que F(a) 6= 0 es mayor o igual que 1−1/µ.

Por supuesto, este resultado supone una distribución uniforme de probabilidad en

los elementos de Kn. Reiteramos que nos permite reinterpretar la regularidad desde un

punto de vista probabilístico.
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4 Estimaciones para hipersuperficies afines

Las estimaciones sobre el número de puntos q�racionales de una Fq�hipersuper�cie

H⊂An absolutamente irreducible de [Sch76], [HW98], dependen de manera decisiva de

una versión efectiva del primer Teorema de Bertini (véase e.g., [Sha94, �II.6.1, Theorem

1]): la intersección de H con una variedad lineal genérica L⊂An de dimensión 2 es una

curva absolutamente irreducible. En nuestro contexto, por versión efectiva del teorema

de Bertini entendemos estimar el número de Fq�variedades lineales L para las cuales

H∩L no es una curva absolutamente irreducible. Las estimaciones sobre la cantidad de

puntos q�racionales de hipersuper�cies que presentaremos en este capítulo derivan de

una variante efectiva del primer teorema de Bertini.

4.1. Un Teorema de Bertini efectivo

Consideremos un polinomio F ∈ Fq[X1, . . . ,Xn] absolutamente irreducible de grado δ y

sea H⊂ An la Fq�hipersuper�cie de�nida por F. Nuestras estimaciones sobre el número

de puntos q�racionales de H derivan del análisis de las variedades que se obtienen al

intersecar H con una Fq�variedad lineal de dimensión 2.

Necesitamos entonces una estimación sobre el número de Fq�planos L ⊂ An (Fq�

variedades lineales de dimensión 2) de�nidos sobre Fq para los cuales H∩L tiene una

componente absolutamente irreducible, de�nida sobre Fq, de grado a lo sumo D, para

1≤D≤ δ−1.

Siguiendo [Kal95], vamos a estudiar la condición genérica que garantiza la no existencia

de componentes irreducibles de H∩ L de grado a lo sumo D. Para eso, en la Sección

4.1.1 presentamos un algoritmo que, dado un polinomio F ∈ K[X,Y] calcula los factores

irreducibles de F sobre K de grado a lo sumo D. Luego, en la Sección 4.1.2 obtenemos

una cota superior sobre la condición genérica en consideración.

4.1.1. Cálculo de los factores irreducibles de grado a lo sumo D

El algoritmo que presentamos es una variante del correspondiente algoritmo de [Kal95]

(ver también [GKL04]).

Algoritmo Factorización sobre el cuerpo de coe�cientes de grado a lo sumo D.

Input: Un polinomio F ∈ K[X,Y] mónico en X de grado a lo sumo δ, donde K es un

cuerpo arbitrario, tal que la resultante ResX(F(X,0),∂F(X,0)/∂X) 6= 0, y un entero D con
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1≤D≤ δ−1.

Output: O bien el algoritmo devuelve los factores irreducibles de F de�nidos sobre K

de grado a lo sumo D, o bien F no tiene factores irreducibles en K[X,Y] de grado a lo

sumo D.

Fijamos el máximo orden de aproximación requerido: `max← 2Dδ.

Para todas las raíces ζi ∈ K de F(X,0) ∈ K[X] Realizar los pasos N y L.

Paso N: Sea Ki := K(ζi). Fijamos los puntos iniciales de la iteración de Newton

αi,0← ζi ∈ Ki, βi,0← (∂F/∂X)(αi,0,0)
−1 ∈ Ki.

(Describimos la iteración de Newton)

Para j← 0, . . . ,blog2(`m�ax)c Hacer

αi,j+1← (αi,j −βi,jF(αi,j,Y)) mod (Y2j+1
),

βi,j+1← (
2βi,j −(∂F/∂X)(αi,j+1,Y)β2

i,j

)
mod (Y2j+1

).

(Observemos que αi,j+1 y βi,j+1 son polinomios de Ki[Y] que satisfacen

F(αi,j+1,Y)≡ 0 mod (Y2j+1
),

βi,j+1 · (∂F/∂X)(αi,j+1,Y)≡ 1 mod (Y2j+1
).

Fijamos la raíz aproximada

αi← αi,blog2(`m�ax)c+1 mod (Y`m�ax+1) ∈ Ki[Y].

(Calculamos las potencias de αi.)

Para µ← 0, . . . ,δ−1 Hacer

`m�ax∑
k=0

a
(µ)
i,k Y

k← α
µ
i mod (Y`m�ax+1) with a(µ)

i,k ∈ Ki.

Paso L: Buscamos el polinomio de grado menor en K[X,Y] cuya raíz es αi.

Para m← 1, . . . ,D Hacer

Fijamos el orden de aproximación: `← 2mδ.

(Chequeamos si la ecuación αm
i +
∑m−1

µ=0 hi,µ(Y)α
µ
i ≡ 0 mod (Y`+1) tiene

solución para hi,µ(Y) ∈ K[Y] con deg(hi,µ) ≤ m − µ. Escribiendo hi,µ(Y) =∑m−µ
η=0 ui,µ,ηY

η, con ui,µ,η ∈ K, y agrupando los coe�cientes de Yk llegamos al

siguiente problema.)

Para 0 ≤ k ≤ `, resolver el siguiente sistema lineal sobre K en las variables
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ui,µ,η (0≤ µ≤m−1, 0≤ η≤m−µ):

a
(m)
i,k +

m−1∑
µ=0

m−µ∑
η=0

a
(µ)
i,k−ηui,µ,η = 0 (donde a

(µ)
i,ν = 0 for ν < 0), (4.1)

(Como deghi,µ ≤ m − µ, para cada µ tenemos m − µ + 1 indeterminadas,

y por lo tanto el sistema tiene (m+1)(m+2)/2−1 indeterminadas.)

Si (4.1) tiene una solución entonces

Fi(X,Y)← Xm +

m−1∑
µ=0

m−µ∑
η=0

ui,µ,ηY
ηXµ.

(El polinomio Fi(X,Y) es un factor irreducible de F(X,Y) de grado D o tiene algún factor

irreducible de grado menor que D.)

Veri�car si Fi ha sido producido por una raíz ζl con l < i. Si no, agregar Fi a la

lista de factores irreducibles de grado menor que D.

Si (4.1) no tiene solución para todo i= 1, . . . ,δ y m= 1, . . . ,D, entonces F no tiene

factores irreducibles en K[X,Y] de grado a lo sumo D.

El lema siguiente justi�ca la validez del algoritmo:

Lema 4.1.1. El polinomio F(X,Y) tiene un factor irreducible sobre K de grado a

lo sumo D si y solo si al menos uno de los Dδ sistemas lineales (4.1) tiene una

solución en K.

Demostración. Supongamos que (4.1) tiene una solución en K, esto es, existe 1≤ i≤ δ y
un polinomio no nulo G(X,Y)∈K[X,Y] de grado a lo sumo 1≤m≤D tal que G(αi,Y)≡
0 (mod Y2mδ+1). Denotemos por ρ ∈ K[Y] la resultante ρ(Y) := ResX(F,G). Evaluando

la identidad correspondiente en X = αi concluimos que ρ(Y)≡ 0 (mod Y2mδ+1). Como

ρ es un polinomio de grado a lo sumo 2mδ, entonces ρ = 0. Por lo tanto, F y G tienen

un factor común no trivial en K[X,Y], y, en consecuencia, F tiene un factor de grado a lo

sumo D.

Supongamos ahora que F(X,Y) tiene un factor irreducible G(X,Y) ∈ K[X,Y] de grado a

lo sumo D≥ 1. Existe entonces una factorización no trivial de F(X,Y) =G(X,Y)H(X,Y)

sobre K[X,Y]. Sea 1≤ i≤ δ un entero para el cual G(αi,0,0) = 0. Entonces G(αi,0,0) 6= 0,
lo cual implica que H(αi,0,Y) 6≡ 0 mod (Y) y de esta manera

H(αi,j,Y) 6≡ 0 mod (Y) para 1≤ j≤ blog2(`max)c+1.

Por lo tanto H(αi,Y) 6≡ 0 mod (Y), y como F(αi,Y)≡ 0 mod (Y2Dδ+1) podemos a�rmar

que G(αi,Y)≡ 0 mod (Y2Dδ+1). Concluimos que los coe�cientes de G, considerado como
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un polinomio de K[Y][X], constituyen una solución de al menos uno de los Dδ sistemas

lineales (4.1). Esto completa la demostración.

4.1.2. Sobre la existencia de componentes irreducibles de grado dado

Sea F ∈ K[X1, . . . ,Xn] un polinomio absolutamente irreducible de grado δ y sea D un

entero tal que 1≤D≤ δ−1. Dados ν1, . . . ,νn,ω2, . . . ,ωn ∈K, consideramos el polinomio

χ(X,Y,Z2, . . . ,Zn) := F(X+ν1,ω2X+Z2Y+ν2, . . . ,ωnX+ZnY+νn)

como un elemento de K[X,Y,Z2, . . . ,Zn]. Siguiendo [Kal95, Lemma 4 y Lemma 5], existe

un polinomio no nulo Υ ∈ K[T1, . . . ,Tn,U2, . . . ,Un] de grado a lo sumo 2δ2 tal que si

ν1, . . . ,νn,ω2, . . . ,ωn ∈ K veri�can que

Υ(ν1, . . . ,νn,ω2, . . . ,ωn) 6= 0, (4.2)

entonces son válidas las siguientes condiciones:

el coe�ciente principal de χ con respecto a X es un elemento no nulo de K,

el discriminante de χ(X,0,Z2, . . . ,Zn) con respecto a X es no nulo,

χ es un elemento irreducible de K[X,Y,Z2, . . . ,Zn].

Asumiendo la condición (4.2), Kaltofen prueba un hecho crucial para su versión efec-

tiva del primer teorema de Bertini [Kal95, Theorem 5]: muestra la existencia de un poli-

nomio Ψ ∈ K[Z2, . . . ,Zn] de grado a lo sumo 3δ4/2− 2δ3 + δ2/2 tal que para cualquier

η := (η2, . . . ,ηn) ∈ Kn−1
con Ψ(η) 6= 0, el polinomio bivariado χ(X,Y,η2, . . . ,ηn) ∈ K[X,Y]

es absolutamente irreducible.

Consideremos el polinomio

Ξ := Υ(T1, . . . ,Tn,U2, . . . ,Un)Ψ(Z2, . . . ,Zn).

Es un polinomio en 3n− 2 indeterminadas, con coe�cientes en K, y de grado acotado

por 3δ4/2−2δ3 +5δ2/2. Si tomamos una (3n−2)�upla

(ν,ω,η) := (ν1, . . . ,νn,ω2, . . . ,ωn,η2, . . . ,ηn) ∈ K3n−2

que no anula a Ξ, entonces el polinomio

χ(X,Y,η2, . . . ,ηn) := F(X+ν1,ω2X+η2Y+ν2, . . . ,ωnX+ηnY+νn)

es absolutamente irreducible. En particular, si K= Fq deducimos el siguiente corolario:
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Corolario 4.1.2. Sea F ∈ Fq[X1, . . . ,Xn] absolutamente irreducible de grado δ. Exis-

ten a lo sumo (3δ4/2−2δ3 +5δ2/2)q3n−3 elementos (ν,ω,η)∈ F3n−2
q para los cuales

χ(X,Y,η) no es absolutamente irreducible.

Queremos obtener una estimación sobre el grado, similar a la de degΞ, de la condición

genérica que subyace al hecho que el polinomio χ(X,Y,η2, . . . ,ηn) no tiene factores abso-

lutamente irreducibles de grado a lo sumo D, para 1≤D ≤ δ−1. El próximo teorema,

una variante de [Kal95, Theorem 5], será de suma importancia al momento de obtener

las estimaciones.

Teorema 4.1.3. Sea 1≤D≤ δ−1 y supongamos que ν1, . . . ,νn,ω2, . . . ,ωn satisfacen

la condición (4.2). Existe un polinomio no nulo ΨD ∈ K[Z2, . . . ,Zn] de grado

degΨD ≤Dδ2(D+1)(D+2)−
1

8
(D2 +3D)(D2 +3D+2)δ

tal que para cada η := (η2, . . . ,ηn) ∈ Kn−1
con ΨD(η) 6= 0, el polinomio

χ(X,Y,η) := f(X+ν1,ω2X+η2Y+ν2, . . . ,ωnX+ηnY+νn)

no tiene factores irreducibles de grado acotado por D en K[X,Y].

Demostración. Como χ es irreducible over K[Z2, . . . ,Zn][X,Y], el Lema de Gauss implica

que χ es irreducible sobre K(Z2, . . . ,Zn)[X,Y]. Aplicamos el algoritmo Factorización

sobre el cuerpo de coe�cientes... al polinomio

ψ :=
1

l
χ ∈ K(Z2, . . . ,Zn)[X,Y],

donde l ∈ K es el coe�ciente principal de χ con respecto a X. Como ψ(X,0) ∈ K[X],

la raíz ζi usada para construir el cuerpo Ki := K(ζi) del algoritmo es, en realidad, un

elemento de K para 1≤ i≤ δ. Entonces la irreducibilidad de ψ sobre K(Z2, . . . ,Zn)[X,Y]

implica que el sistema lineal (4.1) derivado en el paso L no tiene solución en Ki para

1 ≤m ≤D y 1 ≤ i ≤ δ. Esto signi�ca que para m =D y 1 ≤ i ≤ δ, la matriz ampliada

del sistema, M̃(i)
D (Z2, . . . ,Zn), tiene rango mayor que el de la matriz de los coe�cientes

M
(i)
D (Z2, . . . ,Zn). Es más, como ∂ψ(X,0)/∂X∈K, todos los denominadores utilizados en

la construcción de este sistema son elementos de K. Sea Ψ(i)
D ∈ K[Z2, . . . ,Zn] un menor

maximal no nulo de la matriz ampliada M̃(i)
D (Z2, . . . ,Zn) y sea η := (η2, . . . ,ηn) ∈ Kn−1

tal que
∏δ

i=1Ψ
(i)
D (η) 6= 0. Entonces el sistema (4.1) no tiene soluciones para i= 1, . . . ,δ,

lo que a su vez implica que χ(X,Y,η2, . . . ,ηn) no tiene ningún factor irreducible sobre

K[X,Y] de grado a lo sumo D, ya que el algoritmo Factorización sobre el cuerpo de

coe�cientes... debería haber calculado tal factor de χ(X,Y,η) sobre K. El polinomio

ΨD :=
∏δ

i=1Ψ
(i)
D es el polinomio que estamos buscando.
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Resta aún demostrar la cota de grado para ΨD. La demostración sigue esencialmente

la demostración de [Kal95, Theorem 5], teniendo en cuenta simplemente que la cantidad

de indeterminadas es diferente y que el orden de aproximación también lo es. Cada raíz

ζi de ψ(x,0) da lugar a un sistema lineal, para m =D, que tiene (D+ 1)(D+ 2)/2− 1

indeterminadas. Cualquier menor maximal no nulo Ψ(i)
D satisface la siguiente cota de

grado:

degZ2,...,Zn
Ψ

(i)
D ≤

∑(D+1)(D+2)/2−1
j=0 (`m�ax − j)

≤ 2Dδ(D+1)(D+2)/2−(D2 +3D)(D2 +3D+2)/8.

Deducimos en forma inmediata la cota de grado para ΨD.

Dado que el Teorema 4.1.3 es válido bajo la condición (4.2), si de�nimos

ΞD := Υ(T1, . . . ,Tn,U2, . . . ,Un)ΨD(Z2, . . . ,Zn),

tenemos que ΞD es un polinomio en 3n− 2 indeterminadas con coe�cientes en K de

grado acotado por

degΞD ≤D3δ2 −
1

8
D4δ−

3

4
D3δ+3D2δ2 −

11

8
D2δ+2Dδ2 −

3

4
Dδ+2δ2,

que satisface la siguiente propiedad: para cada (ν,ω,η) ∈ K
3n−2

con

ΞD(ν,ω,η) 6= 0, el polinomio χ(X,Y,η2, . . . ,ηn) no tiene factores irreducibles sobre K

de grado acotado por D. Nuevamente, considerando K = Fq tenemos el siguiente coro-

lario:

Corolario 4.1.4. Sea F ∈ Fq[X1, . . . ,Xn] un polinomio absolutamente irreducible de

grado δ ≥ 2 y sea D un entero tal que 1 ≤ D ≤ δ− 1. Existen a lo sumo (D3δ2 −

D4δ/8−3D3δ/4+3D2δ2 −11D2δ/8+2Dδ2 −3Dδ/4+2δ2)q3n−3 elementos (ν,ω,η)∈
F3n−2
q para los cuales χ(X,Y,η2, . . . ,ηn) tiene un factor irreducible sobre Fq[X,Y] de

grado acotado por D.

4.2. Sobre las secciones lineales de dimensión 1 de una

Fq–hipersuperficie absolutamente irreducible

En esta sección vamos a interpretar los resultados de la sección previa desde un punto

de vista geométrico. Consideramos el cuerpo K := Fq y vamos a pensar a cada (ν,ω,η) ∈
F3n−2
q no nulo como una parametrización de una Fq�variedad lineal de An de dimensión

2.

Sea F ∈ Fq[X1, . . . ,Xn] de grado δ. Si L ⊂ An es un Fq�plano, vamos a representar

la restricción de F a L como un polinomio bivariado FL ∈ Fq[X,Y], donde X,Y son los
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parámetros de una parametrización de L, de�nida sobre Fq. Por supuesto, habría que

considerar que ocurre si consideramos otra parametrización de L de�nida sobre Fq. El

polinomio FL está bien de�nido salvo un cambio de coordenadas lineales de�nido sobre

Fq. Por lo tanto, tiene sentido referirse al grado de FL y a la irreducibilidad o irreducibil-

idad absoluta de FL; además, el número de componentes absolutamente irreducibles no

depende de la parametrización elegida (cf. [Sch76, V.�4]).

En particular, vamos a considerar los Fq�planos de An que se parametrizan del siguien-

te modo:

X1 = ν1+X, Xi = νi +ωiX+ηiY (2≤ i≤ n). (4.3)

Introducimos algunas notaciones. PorMT denotamos el conjunto de todos los Fq�planos

de An de�nidas sobre Fq, y por M, el subconjunto formado por los elementos de MT

con una parametrización como en (4.3).

Sea entonces L ∈M y consideremos la restricción de F a L, es decir, el polinomio

FL ∈Fq[X,Y]. Vamos a denotar por ν(L) el número de factores absolutamente irreducibles

en Fq[X,Y] de FL. Observemos que este número veri�ca 0 ≤ ν(L) ≤ δ− 1; en el caso en

que F es idénticamente 0 sobre L de�nimos ν(L) := q. Posteriormente, para 0 ≤ j ≤ δ y

j= q−1 consideramos los siguientes subconjuntos de M:

Πj :=
{
L ∈M : |ν(L)−1| = j

}
.

Por lo tanto, si j ∈ {0,2, . . . ,δ−1} y L ∈Πj, el polinomio FL tiene j+1 factores absoluta-

mente irreducibles en Fq[X,Y]; si L ∈ Π1, el polinomio FL es relativamente irreducible o

tiene 2 factores absolutamente irreducibles en Fq[X,Y]; y, �nalmente, Πq−1 es el conjunto

de planos L para los cuales FL es idénticamente nulo.

Lo importante es que, cada vez que L pertenezca a Πj para j ∈ {0,2, . . . ,δ− 1}, el

polinomio FL tendrá un factor absolutamente irreducible de grado a lo sumo Dj :=

bδ/(j+1)c.

Del Teorema 4.1.3 y del Corolario 4.1.4 deducimos que para cada L ∈M con una

parametrización dada por (ν,ω,η), con ΞDj
(ν,ω,η) 6= 0, el polinomio FL no tiene fac-

tores absolutamente irreducibles en Fq[X,Y] de grado acotado por Dj. En otras palabras,

para cada (ν,ω,η) ∈ F3n−2
q con esta propiedad, el polinomio FL tiene a lo sumo j fac-

tores irreducibles sobre Fq, lo que en particular implica que L /∈Πj∪·· ·∪Πδ−1. Tenemos

entonces, ligero abuso de notación mediante, que

Πj∪·· ·∪Πδ−1 ⊂ {(ν,ω,η) ∈ F3n−2
q : ΞDj

(ν,ω,η) = 0}.

Teniendo en cuenta que cada elemento de M tiene q3(q−1) parametrizaciones (de�-
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nidas sobre Fq) del tipo (4.3), de la Proposición 3.1.3 deducimos:

|Πj|+ · · ·+ |Πδ−1|≤ degΞDj

q3n−3

q3(q−1)
.

Por lo tanto, como una consecuencia del Corolario 4.1.4 obtenemos

δ−1∑
k=j

|Πk|≤
(
δ5

(
1
j3 − 1

8j4

)
+3δ4

(
1
j2 − 1

4j3

)
+δ3

(
2
j − 11

8j2

)
− 3

4
δ2

j +2δ2
)

q3n−6

(q−1) . (4.4)

La siguiente proposición es fundamental para nuestras estimaciones sobre la cantidad

de puntos q�racionales de una Fq�hipersuper�cie absolutamente irreducible, ya que nos

va a permitir obtener una mejor estimación que la que se obtendría por una aplicación

directa del Corolario 4.1.2.

Proposición 4.2.1. Sea F ∈ Fq[X1, . . . ,Xn] un polinomio absolutamente irreducible

de grado δ mayor que 1. Entonces

δ−1∑
j=1

j|(Πj)|≤ (2δ
13
3 +3δ

11
3 )

q3n−3

q3(q−1)
.

Demostración. En primer lugar, si δ = 2 la expresión
∑δ−1

j=1 j|(Πj)| consiste solo del

término |Π1| y, por lo tanto, el Corolario 4.1.2 proporciona la siguiente acotación:

|Π1|≤
(
3

2
δ4 −2δ3 +

5

2
δ2

)
q3n−6

(q−1)
≤ 3

2
δ4 q

3n−6

(q−1)
. (4.5)

Supongamos entonces que δ ≥ 3. Sea r un número real, que �jaremos luego, en el

intervalo abierto (1,δ−1) y escribamos:

δ−1∑
j=1

j|Πj|=

brc∑
j=1

j|Πj|+

δ−1∑
j=brc+1

j|Πj|≤brc
δ−1∑
j=1

|Πj|+

δ−1∑
j=brc+1

(j− brc)|Πj|.

Del Corolario 4.1.2 tenemos que:

brc
δ−1∑
j=1

|Πj|≤ r
(
3

2
δ4 −2δ3 +

5

2
δ2

)
q3n−6

(q−1)
. (4.6)

Por otro lado, de la desigualdad (4.4) tenemos que:

δ−1∑
j=brc+1

(j− brc)|Πj| =

δ−1∑
j=brc+1

(|Πj|+ · · ·+ |Πδ−1|)

≤
(
δ5c1 +3δ4c2 +δ3c3 − 3

4δ
2c4 +2δ2

)q3n−6

(q−1)
,

(4.7)
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donde c1,c2,c3,c4 son los números siguientes:

c1 :=

δ−1∑
j=brc+1

1

j3
−
1

8j4
, c2 :=

δ−1∑
j=brc+1

1

j2
−
1

4j3
,

c3 :=

δ−1∑
j=brc+1

2

j
−
11

8j2
, c4 :=

δ−1∑
j=brc+1

1

j
.

Tenemos que acotar estas expresiones convenientemente. Para eso observemos que si g

es una función real, positiva y decreciente entonces

δ−1∑
j=brc+1

g(j)≤
∫δ−1

r
g(x)dx.

También, si δ ≥ 3, entonces 1 < δ/(δ− 1) ≤ 3/2 . Ahora, �jando r := δ
1
3 , aplicamos las

acotaciones anteriores y obtenemos las siguientes desigualdades:

δ5c1 ≤ δ5
(

1
2(δ

1
3 )−2 − 1

24(δ
1
3 )−3 − 1

2(δ−1)−2 + 1
24(δ−1)−3

)
≤ 1

2δ
13
3 − 1

24δ
4 − 1

2δ
3 + 9

64δ
2

3δ4c2 ≤ 3δ4
(
δ− 1

3 − 1
8(δ

1
3 )−2 −(δ−1)−1 + 1

8(δ−1)−2
)

≤ 3δ
11
3 − 3

8δ
10
3 −3δ3 + 27

32δ
2

δ3c3 ≤ δ3(2 ln(δ−1)+ 11
8 (δ−1)−1 −2 lnδ

1
3 − 11

8 δ
− 1

3 )

≤ 4
3δ

3 lnδ+ 33
16δ

2 − 11
8 δ

8
3 .

Deducimos, por lo tanto, la siguiente acotación:

δ5c1 +3δ4c2 +δ3c3 − 3
4δ

2c4 +2δ2 ≤

≤ 1
2δ

13
3 − 1

24δ
4 +3δ

11
3 − 3

8δ
10
3 + 4

3δ
3 lnδ− 7

2δ
3 − 11

8 δ
8
3 + 323

64 δ
2

(4.8)

Finalmente, de (4.6), (4.7) y (4.8) y de 4
3δ

3 lnδ≤ 3δ3+1/3 deducimos que∑δ−1
j=1 j|Πj| ≤ 2δ

13
3 − 1

24δ
4 +3δ

11
3 + 5

8δ
10
3 − 7

2δ
3 − 11

8 δ
8
3 + 5

2δ
7
3 + 323

64 δ
2

≤ 2δ
13
3 +3δ

11
3

para δ≥ 3. De esta manera demostramos la proposición.
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4.3. Estimaciones para una Fq–hipersuperficie absolutamente

irreducible

En esta sección obtenemos diferentes tipos de estimaciones sobre el número de pun-

tos q�racionales de una Fq�hipersuper�cie absolutamente irreducible. En primer lugar,

mostramos una estimación sin regularidad que mejora las estimaciones (1.8) y (1.6).

Luego, una estimación que mejora tanto el lado derecho como la condición de regulari-

dad de la cota inferior (1.5), proporcionando al mismo tiempo una cota superior.

Nuestro enfoque combina ideas de [Sch74] y [Sch76] junto con la estimación de la

sección previa.

4.3.1. Una estimación sin regularidad

En lo que sigue, utilizaremos el siguiente lema de [Sch74].

Lema 4.3.1. [Sch74, Lemma 5] Sea F ∈ Fq[X,Y] un polinomio de grado δ > 0 y sea ν

el número de factores absolutamente irreducibles de F de�nidos sobre Fq. Entonces

el número N de ceros q�racionales de F satisface la siguiente estimación:

|N−νq|≤ω(q,δ)+δ2,

donde ω(q,δ) := (δ−1)(δ−2)q1/2 +δ+1.

Sea F ∈ Fq[X1, . . . ,Xn] absolutamente irreducible de grado δ > 0. Recordemos que MT

representa el conjunto de Fq�planos de An y M el conjunto de Fq�planos con una

parametrización como en (4.3). Además, para j∈ {0,2, . . . ,δ−1}, si L∈Πj, el polinomio FL

tiene j+1 factores absolutamente irreducibles de�nidos sobre Fq; si L ∈Π1, el polinomio

FL, o bien es relativamente irreducible, o bien tiene 2 factores absolutamente irreducibles

de�nidos sobre Fq. Finalmente, Πq−1 es el conjunto de Fq�planos L ∈M para los cuales

FL es idénticamente cero. Introducimos las siguientes cantidades:

A := |M|, B :=

δ−1∑
j=1

j|Πj|, C := |Πq−1|, D := |MT |− |M|.

Cada elemento de M se representa por D ′ := q3(q−1) parametrizaciones diferentes de

tipo (4.3). Teniendo en cuenta que hay q2n−1(qn−1 − 1) parametrizaciones diferentes

de tipo (4.3), concluimos que el cardinal de M es

A=
q2n−1(qn−1 −1)

q3(q−1)
. (4.9)
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Aplicando la Proposición 4.2.1, tenemos que B≤ (2δ
13
3 +3δ

11
3 ) q3n−3

q3(q−1)
, y por lo tanto

B

A
≤

(
2δ

13
3 +3δ

11
3

) qn−2

qn−1 −1
. (4.10)

Argumentando de manera recursiva podemos pensar, sin pérdida de generalidad, que

F no puede expresarse como polinomio en n− 2 variables (ver e.g., [Sch76]). Fijemos

c ∈ Fn−2
q para el cual F(c,Xn−1,Xn) es idénticamente cero. Escribimos

F=
∑
α∈J

fαX
α1
n−1X

α2
n ,

donde J ⊂ Z≥0 × Z≥0 es un conjunto �nito y fα ∈ Fq[X1, . . . ,Xn−2] para cada α =

(α1,α2) ∈ J . Como F no es un elemento de Fq[X1, . . . ,Xn−2], se sigue que fα(c) = 0

para cada α ∈ J . La absoluta irreducibilidad de F implica que los polinomios {fα : α ∈
J }⊂ Fq[X1, . . . ,Xn−2] no tienen factores en común no triviales en Fq[X1, . . . ,Xn−2] y, en

consecuencia, el Lema 3.1.4 implica que existen a lo sumo δ2qn−4 elementos c ∈ Fn−2
q

para los cuales F(c,Xn−1,Xn) = 0; en otrs términos, existen a lo sumo δ2qn−4 variedades

lineales L de M paralelas a X1 = 0, . . . ,Xn−2 = 0 para las cuales FL = 0. Si A0 denota

el número de subespacios diferentes de M, repitiendo este argumento para todos los

subespacios de M obtenemos

C

A
≤ δ2qn−4A0

qn−2A0
=
δ2

q2
. (4.11)

De (4.9) y de

|MT | =
qn(qn −1)(qn −q)

q2(q2 −1)(q2 −q)

derivamos una acotación de la proporción D/A:

D

A
=
1

A
(|MT |−A) =

1

A

qn(qn−1 −1)(qn−1 −q)

q2(q2 −1)(q2 −q)
≤ 4

3q2
. (4.12)

Finalmente, como cada punto x ∈ Fn
q está contenido en

E=
(qn −1)(qn −q)

(q2 −1)(q2 −q)

variedades L ∈MT , obtenemos la acotación

A

E
≤ qn−2. (4.13)

Estamos en condiciones de enunciar y probar nuestra estimación sobre la cantidad

de puntos q�racionales de una Fq�hipersuper�cie absolutamente irreducible. Nuestra
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estimación es válida para cualquier cuerpo �nito Fq, es decir, es válida sin ninguna

condición de regularidad.

Teorema 4.3.2. Sea H ⊂ An una Fq�hipersuper�cie absolutamente irreducible de

grado δ. Entonces el número de puntos q�racionales |H(Fq)| de H satisface la si-

guiente estimación:∣∣|H(Fq)|−qn−1
∣∣≤ (δ−1)(δ−2)qn−3/2 +5δ

13
3 qn−2

Demostración. Sea F∈Fq[X1, . . . ,Xn] el polinomio absolutamente irreducible que de�ne

H. Como el teorema es cierto si δ= 1 vamos a suponer que δ≥ 2. EscribiendoN := |H(Fq)|

tenemos que

∣∣N−qn−1
∣∣≤ 1

E

( ∑
L∈M

|N(FL)−q| +
∑

L∈MT \M

|N(FL)−q|

)
, (4.14)

donde el símbolo N(FL) representa la cantidad de ceros q�racionales del polinomio FL.

Dado L ∈ Πj con j ∈ {0, . . . ,δ−1}, el Lema 4.3.1 implica que∣∣N(FL)−q
∣∣≤ ∣∣N(FL)−ν(L)q

∣∣+ ∣∣ν(L)−1
∣∣q≤ω(q,δ)+δ2 + jq,

donde ν(L) es la cantidad de factores absolutamente irreducibles de�nidos sobre Fq del

polinomio FL. Tenemos entonces que

∑
L∈M

|N(FL)−q| ≤
δ−1∑
j=0

( ∑
L∈Πj

(
ω(q,δ)+δ2 + jq

))
+
∑

L∈Πq−1

(q2 −q)

≤
(δ−1∑

j=0

|Πj|
)(
ω(q,δ)+δ2

)
+q

q−1∑
j=1

j|Πj|

≤ A(ω(q,δ)+δ2)+Bq+Cq(q−1).

Reemplazando en (4.14), de (4.10), (4.11), (4.12), (4.13) obtenemos para δ≥ 3:

|N−qn−1| ≤ 1
E

(
A(ω(q,δ)+δ2)+Bq+Cq(q−1)+Dq2

)
≤ A

E

(
ω(q,δ)+δ2 + B

Aq+ C
Aq(q−1)+ D

Aq
2
)

≤ qn−2
(
ω(q,δ)+δ2 +(2δ

13
3 +3δ

11
3 )4

3 +δ2 + 4
3

)
≤ (δ−1)(δ−2)qn−3/2 +5δ

13
3 qn−2.

(4.15)

Si δ= 2, combinando (4.14) con la acotación (4.5) de la demostración de la Proposición
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4.2.1, obtenemos

|N−qn−1| ≤ qn−2
(
ω(q,δ)+δ2 +(3

2δ
4 −2δ3 + 5

2δ
2)4

3 +δ2 + 4
3

)
≤ (δ−1)(δ−2)qn−3/2 +(2δ4 +3δ)qn−2

≤ (δ−1)(δ−2)qn−3/2 +5δ
13
3 qn−2.

(4.16)

Con nuestra estimación mejoramos la estimación de [HW98]∣∣|H(Fq)|−qn−1
∣∣≤ (δ−1)(δ−2)qn−3/2 +(2δ5 +δ2)qn−2 +2δ7qn−5/2,

válida solo para q>cn3δ5 log3 δ, y también mejoramos la estimación de [GL02a], [GL02b]

que, en el caso de una hipersuper�cie, toma la forma∣∣|H(Fq)|−qn−1
∣∣≤ (δ−1)(δ−2)qn−3/2 +12(δ+3)n+1qn−2.

Por otro lado, cabe mencionar que en [CR96, Theorem 3.2 and 3.4]), los autores

muestran que para un polinomio F ∈ Fq[X1, . . . ,Xn] de grado δ > 1, que de�ne una Fq�

hipersuper�cie H, son válidas las siguientes a�rmaciones sobre el conjunto de puntos

q�racionales H(Fq) para q su�cientemente grande:

(i) si F es absolutamente irreducible entonces |H(Fq)|< δqn−1 −(δ−1)qn−2,

(ii) si F tiene un factor no lineal absolutamente irreducible de�nido sobre Fq, entonces

|H(Fq)|< δqn−1 −(δ−1)qn−2.

Se interrogan por la posibilidad de extender la validez de las a�rmaciones anteriores a

todo q. Si bien no damos una respuesta a la inquietud planteada, nuestras estimaciones

proveen valores explícitos q0 = q0(δ) y q1 = q1(δ) tales que (i) vale para q ≥ q0 y

(ii) para q≥ q1. De hecho, el Teorema 4.3.2 implica que podemos elegir q0 := 13δ
10
3 y

q1 := 9δ
13
3 .

4.3.2. Una estimación con regularidad

En esta sección vamos a exhibir una estimación sobre el número de puntos q�racionales

de una Fq�hipersuper�cie absolutamente irreducible que mejora la del Teorema 4.3.2,

aunque es válida bajo una cierta condición de regularidad. Por supuesto, invocamos las

notaciones utilizadas a lo largo de este capítulo.

Teorema 4.3.3. Sea H ⊂ An una Fq�hipersuper�cie absolutamente irreducible de

grado δ. Si q>15δ
13
3 el número de puntos q�racionales |H(Fq)| satisface la siguiente
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estimación: ∣∣|H(Fq)|−qn−1
∣∣≤ (δ−1)(δ−2)qn−3/2 +(5δ2 +δ+1)qn−2.

Demostración. Como antes, como el teorema es cierto para δ= 1, podemos asumir sin

pérdida de generalidad que δ≥ 2.
Para un plano L ∈Πj (j > 0), del Lema 4.3.1 tenemos que

∣∣N(FL)−q
∣∣< jq+ω(q,δ)+

δ2. Por lo tanto,∣∣N(FL)−Nq2−n
∣∣ ≥

∣∣N(FL)−q
∣∣−q2−n

∣∣N−qn−1
∣∣

≥ jq−ω(q,δ)−δ2 −ω(q,δ)−5δ
13
3

≥ 1
2 jq,

donde la última desigualdad es válida si y solo si 1
2 jq≥ 2q

1/2(δ−1)(δ−2)+2(δ+1)+

δ2 +5δ
13
3 . Y la validez de esta última se desprende de la condición sobre q.

Aplicando [Sch74, Lemma 6] tenemos que 1
4q

2
∑q−1

j=1 j
2|Πj| ≤ δEqn−1, y luego que∑q−1

j=1 j|Πj|≤ 4δEqn−3. Entonces∣∣N−qn−1
∣∣ = 1

E

∣∣∑
L∈M

(2)
T

(
N(FL)−q

)∣∣≤ 1
E

∑
L∈M

(2)
T

∣∣(N(FL)−q)
∣∣

≤ 1
E

(
(A+D)

(
ω(q,δ)+δ2

)
+
∑q−1

j=1 2jq|Πj|
)

≤ qn−2
(
ω(q,δ)+δ2 +8δ

)
≤ qn−2

(
ω(q,δ)+5δ2

)
.

De esta estimación deducimos inmediatamente una cota inferior no trivial sobre la

cantidad de puntos q�racionales de una Fq�hipersuper�cie absolutamente irreducible.

Corolario 4.3.4. Sea H una Fq�hipersuper�cie absolutamente irreducible de grado

δ. Si q > 15δ13/3 el número de puntos q�racionales |H(Fq)| satisface la siguiente

cota inferior no trivial:

|H(Fq)|≥ qn−1 −(δ−1)(δ−2)qn−3/2 +(5δ2 +δ+1)qn−2.

Nuestra estimación mejora signi�cativamente la condición de regularidad de [Sch74]

(la que presentamos en (1.5)) q > 104n3δ5ϑ3([4 logδ]) y, al mismo tiempo, provee una

cota superior, no proporcionada en [Sch74].

En el contexto de la resolución de ecuaciones polinomiales sobre cuerpos �nitos, es

preciso disponer de cotas inferiores sobre el número de puntos q�racionales de una Fq�

hipersuper�cie absolutamente irreducible H, como las de los Teoremas 4.3.2 y 4.3.3 o

la de [Sch74], ya que permiten establecer condiciones sobre la existencia de un pun-
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to q�racional de una hipersuper�cie H. De hecho, de [Sch74] se deduce que una Fq�

hipersuper�cie absolutamente irreducible de grado δ tiene un punto q�racional si q >

104n3δ5ϑ3([4 logδ]). Del Teorema 4.3.2 vemos que esta condición puede mejorarse a

q > 9δ
13
3 . Sin embargo, un argumento sencillo permite mejorar signi�cativamente esta

condición de regularidad:

Teorema 4.3.5. Sea H una Fq�hipersuper�cie absolutamente irreducible de grado

δ. Si q > 2δ4 entonces H tiene un punto q�racional.

Demostración. Sea F ∈ Fq[X1, . . . ,Xn] el polinomio absolutamente irreducible que de-

�ne H. Dado que q > 2δ4, del Corolario 4.1.2 concluimos que existe (ν,ω,η) ∈ F3n−2
q

para el cual χ(X,Y) := F(X+ν1,ω2X+η2Y+ν2, . . . ,ωnX+ηnY+νn) es absolutamente

irreducible de grado δ. La estimación (1.2) muestra que χ tiene al menos q−(δ−1)(δ−

2)q
1
2 −δ−1 ceros q�racionales. Para q > 2δ4 la cantidad anterior es un número estric-

tamente positivo, y por lo tanto χ tiene al menos un cero q�racional, que da lugar a un

puntoq�racional de H.

Finalmente, observemos que, en el caso en que la característica de Fq es su�cientemente

grande, las estimaciones de los Teoremas 4.3.2 y 4.3.3 pueden mejorarse, utilizando una

versión efectiva del primer teorema de Bertini debida a S. Gao [Gao03]. De [Gao03,

Theorem 5.1] deducimos el siguiente resultado:

Corolario 4.3.6. Sea Fq un cuerpo �nito de característica mayor que 2δ2. Sea

F ∈ Fq[X1, . . . ,Xn] un polinomio absolutamente irreducible de grado δ > 1. Existen a

lo sumo 3
2δ

3 q3n−3

q3(q−1)
Fq�planos L⊂An (con parametrizaciones como en (4.3)) tales

que la restricción fL es un polinomio absolutamente irreducible.

Con las notaciones de la Sección 4.3.1, del Corolario 4.3.6 obtenemos

B

A
:=
1

A

δ−1∑
j=1

j|Πj|≤
δ

A

δ−1∑
j=1

|Πj|≤
3

2

δ4

A

q3n−3

q3(q−1)
≤ 3

2
δ4 qn−2

qn−1 −1
.

Combinando esta acotación para la proporción B/A con (4.15) de la demostración del

Teorema 4.3.2, obtenemos la siguiente estimación sobre el número |H(Fq)| de puntos

q�racionales de una Fq�hipersuper�cie absolutamente irreducible H⊂ An de grado δ:∣∣|H(Fq)|−qn−1
∣∣≤ (δ−1)(δ−2)qn−3/2 +3δ4qn−2.

A su vez, repitiendo el procedimiento de la demostración del Teorema 4.3.3, es decir,

reemplazando en esa demostración, la cota inferior que se obtiene del Teorema 4.3.2 por

la estimación anterior, obtenemos para q > 27δ4:∣∣|H(Fq)|−qn−1
∣∣≤ (δ−1)(δ−2)qn−3/2 +(5δ2 +δ+1)qn−2.
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4 Estimaciones para hipersuper�cies a�nes

En suma, podemos enunciar el siguiente corolario:

Corolario 4.3.7. Sea Fq un cuerpo �nito de característica mayor que 2δ2, y sea

H⊂ An una Fq�hipersuper�cie absolutamente irreducible de grado δ > 1. Entonces∣∣|H(Fq)|−qn−1
∣∣≤ (δ−1)(δ−2)qn−3/2 +3δ4qn−2.

Además, si q > 27δ4, entonces∣∣|H(Fq)|−qn−1
∣∣≤ (δ−1)(δ−2)qn−3/2 +(5δ2 +δ+1)qn−2.

Estas estimaciones mejoran las de los Teoremas 4.3.2 y 4.3.3 para característica mayor

que 2δ2, pero no mejoran el resultado de existencia del Teorema 4.3.5. De hecho, el

Corolario 4.3.7 no provee una cota inferior no trivial sobre la cantidad de puntos q�

racionales de H para q ≤ 4δ4. Teniendo en cuenta que estimaciones como las de los

Teoremas 4.3.2 y 4.3.3 y Corolario 4.3.7 no proporcionan cotas inferiores no triviales para

q ≤ (δ− 1)2(δ− 2)2, podemos a�rmar que nuestro resultado de existencia del Teorema

4.3.5 se aproxima a este valor óptimo.

4.4. Una estimación para una Fq–hipersuperficie arbitraria

Concluimos el capítulo con una estimación sobre la cantidad de puntos q�racionales de

una Fq�hipersuper�cie arbitraria. La estimación se expresará en términos de la cantidad

de componentes absolutamente irreducibles de�nidas sobre Fq.

Dada una Fq�hipersuper�cie H arbitraria de grado δ consideramos la descomposición

de H en componentes Fq�irreducibles:

H=H1∪·· ·Hσ∪Hσ+1∪·· ·∪Hm.

El ordenamiento propuesto responde al criterio siguiente:

1. las componentes H1, . . . ,Hσ son absolutamente irreducibles;

2. las componentes Hσ+1, . . . ,Hm son relativamente irreducibles.

La idea en que se basa la estimación es que solo las componentes H1, . . . ,Hσ son

relevantes a los �nes de estimar |H(Fq)|.

Denotemos por δi el grado de cada una de las componentes H1, . . . ,Hm, sea ∆ :=∑σ
i=1 δi y recordemos que δ=

∑m
i=1 δi.

Teorema 4.4.1. El número de puntos q�racionales |H(Fq)| de la Fq�hipersuper�cie

H veri�ca la siguiente estimación:∣∣|H(Fq)
∣∣−σqn−1|≤ sign(σ)(∆−1)(∆−2)qn− 3

2 +(5∆
13
3 +δ2/2)qn−2,
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4.4 Una estimación para una Fq�hipersuper�cie arbitraria

donde sign(σ) := 0 para σ= 0 y sign(σ) := 1 en caso contrario.

Demostración. Escribimos N := |H(Fq)| y Ni := |Hi(Fq)| para 1 ≤ i ≤m. Podemos ex-

presar la diferencia
∣∣N−σqn−1

∣∣ del siguiente modo:

∣∣N−σqn−1
∣∣≤ ∣∣N−

σ∑
i=1

Ni

∣∣+ σ∑
i=1

∣∣Ni −qn−1
∣∣.

Para cada σ+1≤ i≤m, la Fq�hipersuper�cie Hi es relativamente irreducible. Por lo

tanto, la Proposición 3.1.5 implica que

N−

σ∑
i=1

Ni ≤
m∑

i=σ+1

Ni < q
n−2

m∑
i=σ+1

δ2
i /4≤ qn−2δ2/4. (4.17)

Por otro lado,

σ∑
i=1

Ni −N≤
∑

1≤i<j≤σ

|Hi∩Hj(Fq)|≤ qn−2
∑

1≤i<j≤σ

δiδj ≤ qn−2δ2/2. (4.18)

De (4.17) y (4.18) obtenemos:

∣∣N−

σ∑
i=1

Ni

∣∣≤ qn−2δ2/2. (4.19)

Para cada 1 ≤ i ≤ σ, la Fq�hipersuper�cie Hi ⊂ An es absolutamente irreducible.

Podemos aplicar el Teorema 4.3.2 y concluir que:

σ∑
i=1

∣∣Ni −qn−1
∣∣ ≤ qn−2

σ∑
i=1

(
(δi −1)(δi −2)q1/2 +5δ

13
3

i

)
≤ sign(σ)(∆−1)(∆−2)qn− 3

2 +5∆
13
3 qn−2.

Terminamos la demostración combinando las dos estimaciones obtenidas.

Tenemos que señalar que si las componentes Fq�irreducibles de la hipersuper�cieH son

relativamente irreducibles, la estimación que acabamos de dar se reduce esencialmente

a la cota superior proporcionada por la Proposición 3.1.5. Señalemos también que el

método empleado en esta sección será retomado cuando estimemos la cantidad de puntos

q�racionales de una Fq�variedad arbitraria (cf. Teorema 5.3.1).
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5 Estimaciones para variedades afines

Una variedad V absolutamente irreducible de dimensión r en el espacio de dimensión

n es birracionalmente equivalente a una hipersuper�cie H, absolutamente irreducible,

en el espacio de dimensión r+ 1. Este hecho es el que nos permite estimar la cantidad

de puntos q�racionales de una Fq�variedad absolutamente irreducible V , a partir de

estimar los de una Fq�hipersuper�cie H absolutamente irreducible. Para eso, obtenemos

condiciones de regularidad bajo las cuales existe una Fq�hipersuper�cie birracionalmente

equivalente a la Fq�variedad dada.

5.1. Reducción a una hipersuperficie

Consideremos una Fq�variedad V ⊂ An equidimensional de dimensión r y grado δ.

Nuestros próximos resultados establecen condiciones para que una proyección lineal

genérica π : V → Ar+1, de�nida por formas lineales de�nidas sobre Fq, induzca un mor-

�smo birracional con inversa Fq�de�nible. Este hecho nos permitirá extender las estima-

ciones sobre la cantidad de puntos q�racionales de una hipersuper�cie absolutamente

irreducible al caso de una variedad absolutamente irreducible.

Sea Λ := (Λij)1≤i≤r+1,1≤j≤n una matriz de indeterminadas de (r+ 1)×n y para

cada 1 ≤ i ≤ r+ 1 denotemos por Λ(i) := (Λi,1, . . . ,Λi,n) la i�ésima �la de Λ. Sea

Γ := (Γ1, . . . , Γr+1) un vector de indeterminadas y de�namos Ỹ :=ΛX+ Γ .

Proposición 5.1.1. Existe un polinomio no nulo A ∈ Fq[Λ,Γ ] de grado a lo sumo

2(r+1)δ2 tal que para cada (λ,γ)∈A(r+1)(n+1) con A(λ,γ) 6= 0, de�niendo las formas

lineales Y := λX+γ := (Y1, . . . ,Yr+1), se veri�can las siguientes condiciones:

(i) La extensión de anillos Fq[Y1, . . . ,Yr] ↪→ Fq[V ] es una extensión entera.

(ii) La forma lineal Yr+1 induce un elemento primitivo de la extensión entera de

anillos Fq[Y1, . . . ,Yr] ↪→ Fq[V ]; esto es, el grado de la ecuación de dependencia

entera minimal de Yr+1 sobre Fq[Y1, . . . ,Yr] es igual al rango de Fq[V ] como

Fq[Y1, . . . ,Yr]�módulo libre.

Demostración. Consideremos la forma de Chow PV ∈Fq[Λ,Γ, Ỹ1, . . . , Ỹr+1] de la variedad

V . Recordemos que veri�ca las siguientes cotas de grado:

deg
Ỹ1,...,Ỹr+1

PV = deg
Ỹr+1

PV = δ,
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degΛ(i),Γi
PV ≤ δ for 1≤ i≤ r+1.

De la Proposición 3.3.1, deducimos que existe A1 ∈Fq[Λ,Γ ] de grado acotado por rδ tal

que si (λ,γ)∈A(r+1)(n+1) no anula aA1(λ,γ) 6= 0, la extensión de anillos Fq[Y1, . . . ,Yr] ↪→
Fq[V ] es entera.

La forma de Chow PV es un elemento separable de Fq(Λ,Γ, Ỹ1, . . . , Ỹr)[Ỹr+1], con lo cual

PV y ∂PV/∂Ỹr+1 son coprimos en Fq(Λ,Γ, Ỹ1, . . . , Ỹr)[Ỹr+1] y, por ende, el discriminante

ρ := Res
Ỹr+1

(PV ,∂PV/∂Ỹr+1)

de PV con respecto a Ỹr+1 es un elemento no nulo de Fq[Λ,Γ, Ỹ1, . . . , Ỹr] que veri�ca las

siguientes cotas de grado:

deg
Ỹ1,...,Ỹr

ρ≤ (2δ−1)δ,

degΛ(i),Γi
ρ≤ (2δ−1)δ para 1≤ i≤ r+1.

Sea ρ1 ∈ Fq[Λ,Γ ] un coe�ciente no nulo de un monomio de ρ, considerando ρ como

un elemento de Fq[Λ,Γ ][Ỹ1, . . . , Ỹr]. De�nimos entonces el polinomio A ∈ Fq[Λ,Γ ], del

enunciado de la Proposición, como A :=A1ρ1. Es claro que el grado de A está acotado

por 2(r+1)δ2.

Tomemos entonces un elemento cualquiera (λ,γ) ∈ A(r+1)(n+1) que no anule al poli-

nomio A, y denotemos por (λ∗,γ∗)∈Ar(n+1) la matriz formada por las primeras r �las de

(λ,γ). Para simpli�car la escritura vamos a considerar los polinomios P∗V y ρ∗, obtenidos

a partir de PV y ρ evaluando las indeterminadas Λ(1), . . . ,Λ(r), Γ1, . . . , Γr en (λ∗,γ∗). De

esta manera, ρ∗ es un polinomio no nulo de Fq[Λ(r+1), Γr+1,Y1, . . . ,Yr] que coincide con

el discriminante de P∗V(Λ(r+1), Γr+1,Y1, . . . ,Yr, Ỹr+1) con respecto a Ỹr+1.

Si ξ1, . . . ,ξn ∈ Fq[V ] son las clases inducidos por X1, . . . ,Xn, de�nimos r elementos de

Fq[V ] (las clases de las formas lineales Y1, . . . ,Yr) como ζi :=
∑n

j=1λi,jξj. Introducimos

además la indeterminada Ŷr+1 :=
∑n

j=1Λr+1,jξj. De las propiedades de la forma de

Chow de V presentadas en la Sección 2.3 deducimos que para cada 1≤ k≤n, la identidad

(∂P∗V/∂Ỹr+1)(Λ(r+1), Γr+1,ζ1, . . . ,ζr, Ŷr+1)ξk+

+(∂P∗V/∂Λr+1,k)(Λ(r+1), Γr+1,ζ1, . . . ,ζr, Ŷr+1) = 0
(5.1)

es válida en Fq[Λ(r+1), Γr+1]⊗Fq Fq[V ].

El discriminante ρ∗ puede expresarse como una combinación polinomial entre P∗V y

∂P∗V/∂Ỹr+1. De (5.1) deducimos la existencia de n polinomios no nulos P1, . . . ,Pn ∈
Fq[Λ(r+1), Γr+1,Z1, . . . ,Zr+1], para los cuales se satisfacen las n identidades

ρ∗(Λ(r+1), Γr+1,ζ1, . . . ,ζr)ξk +Pk(Λ(r+1), Γr+1,ζ1, . . . ,ζr, Ŷr+1) = 0. (5.2)
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Reemplazando en cada una de las n identidades (5.2) Λ(r+1) y Γr+1 por λ(r+1) y γr+1,

respectivamente, concluimos que Yr+1 induce un elemento primitivo de la extensión de

Fq�álgebras Fq(Y1, . . . ,Yr) ↪→ Fq(Y1, . . . ,Yr)⊗Fq Fq[V ].

Observemos que Fq[V ] es un Fq[Y1, . . . ,Yr]�módulo libre de rango (�nito) igual a la

dimensión del Fq(Y1, . . . ,Yr)�espacio vectorial de Fq(Y1, . . . ,Yr)⊗Fq Fq[V ]. Por otro la-

do, dado que Fq[Y1, . . . ,Yr] es integralmente cerrado tenemos que la ecuación minimal

sobre Fq(Y1, . . . ,Yr) de un elemento ξ ∈ Fq[V ] es igual a la ecuación minimal de depen-

dencia entera de ξ sobre Fq[Y1, . . . ,Yr] (ver [Kun85, Lemma II.2.15]). Combinando esta

observación con el hecho que Yr+1 induce un elemento primitivo de la extensión de

Fq�álgebras Fq(Y1, . . . ,Yr) ↪→ Fq(Y1, . . . ,Yr)⊗Fq Fq[V ] concluimos que Yr+1 también in-

duce un elemento primitivo de la extensión de Fq�álgebras Fq[Y1, . . . ,Yr] ↪→ Fq[V ]. Esto

muestra la condición (iii).

Elijamos (λ,γ) ∈A(r+1)(n+1) que no anule al polinomio A obtenido en la Proposición

5.1.1 y sean Y = (Y1, . . . ,Yr+1) := λY+γ las consecuentes r+1 formas lineales. Lo rele-

vante de la Proposición 5.1.1 es que, bajo estas condiciones, expresa que la Fq�variedad

V es birracionalmente equivalente a una Fq�hipersuper�cie W ⊂ Ar+1 de grado δ: la

imagen de V bajo la proyección de�nida por las formas lineales Y1, . . . ,Yr+1. Es decir, la

elección de Y1, . . . ,Yr+1 implica que si escribimos

π : V → Ar+1

x 7→ (
Y1(x), . . . ,Yr+1(x)

)
,

la imagen W := π(V) es una hipersuper�cie de Ar+1de grado δ, de�nida por un poli-

nomio m ∈ Fq[Y1, . . . ,Yr+1] separable y mónico en Yr+1 de grado degm= degYr+1
m= δ

(observemos que este polinomio se obtiene a partir de la forma de Chow y resulta ser la

ecuación minimal de Yr+1 en la extensión entera de anillos Fq[Y1, . . . ,Yr] ↪→ Fq[V ]).

Nuestro próximo resultado muestra, no solo que la variedad V es birracionalmente

equivalente a la hipersuper�cie W sino que, además, caracteriza los abiertos isomorfos.

Para eso, de�nimos las siguientes subvariedades V1 ⊂ An y W1 ⊂ Ar+1:

V1 :=

{
x ∈ An :

∂m

∂Yr+1
(Y1(x), . . . ,Yr+1(x)) = 0

}
,

W1 :=

{
y ∈ Ar+1 :

∂m

∂Yr+1
(y) = 0

}
.

Proposición 5.1.2. π|V\V1
: V \V1→W \W1 es un isomor�smo de abiertos Zariski.

Demostración. Como π(V \V1) ⊂W \W1, el mor�smo π|V\V1
: V \V1→W \W1 está

bien de�nido.

Mostramos en primer lugar que π es inyectivo. Notemos que, especializando la identi-
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dad (5.1) de la demostración de la Proposición 5.1.1 en Λ(r+1) = λ(r+1) y Γr+1 = γr+1,

obtenemos los polinomios v1, . . . ,vn ∈ Fq[Y1, . . . ,Yr+1] de (2.5) junto con las correspon-

dientes n identidades

vi(Y1, . . . ,Yr+1)−Xi ·
∂m

∂Yr+1
(Y1, . . . ,Yr+1)≡ 0 mod I(V) . (5.3)

Sean x := (x1, . . . ,xn),x ′ := (x ′1, . . . ,x
′
n)∈V \V1 tales que π(x) = π(x ′). Tenemos entonces

que Yi(x) = Yi(x
′) para 1≤ i≤ r+1. Por lo tanto, dado que (∂q/∂Yr+1)(y) 6= 0, de (5.3)

observamos que xi = x ′i para 1≤ i≤ n; es decir, π es inyectivo.

Mostramos ahora que π|V\V1
: V \ V1 → W \W1 es suryectivo. Escribamos m0 :=

∂m/∂Yr+1, sea y := (y1, . . . ,yr+1) un punto de W \W1, y consideremos el elemento

de An

x :=

(
v1

m0
(y), . . . ,

vn

m0
(y)

)
.

Tenemos que probar que x pertenece a V \V1. Para eso, sea f un elemento cualquiera

del ideal I(V) y consideremos el polinomio �f := (m0(Y1, . . . ,Yr+1))N
f, con N := degf.

Pensando a �f como un polinomio en n+ 1 indeterminadas, es fácil ver que existe g ∈
Fq[T1, . . . ,Tn+1] tal que �f=g(m0X1, . . . ,m0Xn,m0); además, �f∈ I(V), con lo cual �f(z) = 0

para todo z ∈ V y, por lo tanto, de (5.3) concluimos que

g(v1, . . . ,vn,m0)
(
Y1(z), . . . ,Yr+1(z)

)
= 0.

En particular, m divide a f̂ := g(v1, . . . ,vn,m0) en Fq[Y1, . . . ,Yr+1] y por lo tanto f̂(y) =

m0(y)Nf(x) = 0. Teniendo en cuenta que m0(y) 6= 0 concluimos que f(x) = 0, es decir,

x ∈ V \V1.

Para completar la demostración de la suryectividad de π resta probar que π(x) = y.

Observemos que la identidad (5.3) muestra que cualquier z ∈ V veri�ca

Yi(z)m0

(
Y1(z), . . . ,Yr+1(z)

)
−

n∑
j=1

λi,j vj

(
Y1(z), . . . ,Yr+1(z)

)
= 0

para 1≤ i≤ r+1. Como antes, esto implica quem divide al polinomio Yim0−
∑n

j=1λi,jvj

en Fq[Y1, . . .Yr+1], lo que a su vez muestra que

yi =

n∑
j=1

λi,j(vj/m0)(y) =

n∑
j=1

λi,jxj

para 1≤ i≤ r+1. De esta forma, mostramos que π(x) = y.
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Para terminar, probamos que π|V\V1
: V \V1→W \W1 es un isomor�smo. Sea

φ : W \W1 → V \V1

y 7→ (
v1

m0
(y), . . . ,

vn

m0
(y)

)
.

Nuestras argumentaciones muestran que φ está bien de�nido y que π◦φ es la identidad

de W \W1.

Nuestra meta es estimar la cantidad de puntos q�racionales de V a partir de la es-

timación para los puntos q�racionales de la hipersuper�cie W; pero para obtener estas

estimaciones, es preciso que W sea una Fq� hipersuper�cie. En tanto las formas lin-

eales Y1, . . . ,Yr+1 pertenezcan a Fq[X1, . . . ,Xn], W será una Fq�hipersuper�cie. De esta

manera, trasladamos la cuestión a un enunciado de existencia de un punto q�racional

(λ,γ) que no anule a un polinomio: el polinomio A obtenido en la Proposición 5.1.1.

Dicha proposición nos facilita una condición de la regularidad para que los resultados

anteriores sean válidos sobre Fq.

Teorema 5.1.3. Sea V ⊂ An una Fq�variedad equidimensional de dimensión r y

grado δ. Si q > 2(r+ 1)δ2 existen formas lineales Y1, . . . ,Yr+1 ∈ Fq[X1, . . . ,Xn] tales

que

(i) La extensión de anillos Fq[Y1, . . . ,Yr] ↪→ Fq[V ] es una extensión entera.

(ii) La función coordenada inducida por Yr+1 en Fq[V ] es un elemento primitivo

de la extensión Fq[Y1, . . . ,Yr] ↪→ Fq[V ].

(iii) W := π(V) es una Fq�hipersuper�cie de grado δ birracionalmente equivalente

a V.

Demostración. Consideremos el polinomio A provisto por la Proposición 5.1.1. Sea

H := {(λ,γ) ∈ A(r+1)(n+1) : A(λ,γ) = 0} la hipersuper�cie, de grado a lo sumo 2(r+

1)δ2, de�nida por A. La cantidad de puntos q�racionales de H es menor o igual que

2(r+ 1)δ2q(r+1)(n+1)−1. Dado que q > 2(r+ 1)δ2 existe (λ,γ) ∈ F(r+1)(n+1)
q tal que

A(λ,γ) 6= 0. De�nimos las formas lineales Y = (Y1, . . . ,Yr+1) = λX+γ ∈ Fq[X1, . . . ,Xn].

Deducimos entonces las tres a�rmaciones del enunciado del Teorema. En efecto, (i) y

(ii) son consecuencias de la Proposición 5.1.1. En tanto que (iii) se deduce de 5.1.2 y

del hecho de que W es una Fq�hipersuper�cie pues las formas lineales Y1, . . . ,Yr+1 ∈
Fq[X1, . . . ,Xn] (ver e.g., [Kun85]).
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En el caso de una Fq�variedad absolutamente irreducible, utilizando las mismas ideas

de las Proposiciones 5.1.1 y 5.1.2, podemos obtener resultados similares con una condi-

ción de regularidad más baja que la del Teorema 5.1.3.

Teorema 5.1.4. Sea V una Fq�variedad absolutamente irreducible de dimensión r

y grado δ. Si q > rδ existen formas lineales Y1, . . . ,Yr+1 ∈ Fq[X1, . . . ,Xn] tales que

(i) La extensión de cuerpos Fq(Y1, . . . ,Yr) ↪→ Fq(V) es separable y la forma lineal

Yr+1 induce un elemento primitivo de la misma.

(iii) La Fq�hipersuper�cie W := π(V) tiene grado acotado por δ y es birracional-

mente equivalente a V.

Demostración. Dado que PV es separable respecto de Ỹr+1, en el desarrollo de PV en

potencias de Ỹr+1 existe un monomio Ã1Ỹ
j0
r+1, con j0 no divisible por la característica

de Fq y Ã1 ∈ Fq[Λ,Γ, Ỹ1, . . . , Ỹr] no nulo. A su vez, consideremos un coe�ciente A1 ∈
Fq[Λ(1), . . . ,Λ(r), Γ1, . . . , Γr] de un monomio nulo de Ã1, pensando Ã1 como un elemento

de Fq[Λ(1), . . . ,Λ(r), Γ1, . . . , Γr][Λ
(r+1), Γr+1, Ỹ1, . . . , Ỹr]. Observemos que degA1 ≤ rδ.

Sea (λ,γ) ∈ Ar(n+1) un elemento tal que A1(λ,γ) 6= 0 y de�namos las r formas li-

neales Y := (Y1, . . . ,Yr) := λX+γ. Por lo tanto, PV(λ,Λ(r+1),γ,Γr+1,Y1, . . . ,Yr, Ỹr+1) es

un polinomio separable de Fq(Λ(r+1))[Ỹr+1]. De aquí, vamos a demostrar que la ex-

tensión de cuerpos Fq(Y1, . . . ,Yr) ↪→ Fq(V) es separable. En efecto, como el polinomio

A∗
1 := Ã1(λ,γ,Λ(r+1), Γr+1) es un elemento no nulo de Fq[Λ(r+1), Γr+1], existen n vec-

tores linealmente independientes w1, . . . ,wn ∈ Fn
q y elementos a1, . . . ,an ∈ Fq tales que

A∗
1(wk,ak) 6= 0 para cada 1≤ k≤ n. Considerando las n formas lineales `k :=wkX+ak,

el polinomio PV(λ,γ,wk,ak,Y1, . . . ,Yr, `k) representa una ecuación separable no trivial

para `k en la extensión Fq(Y1, . . . ,Yr) ↪→ Fq(V), que resulta una potencia del polinomio

minimal de `k en esta extensión [Sam67]. Concluimos que cada `k es un elemento separa-

ble de la extensión Fq(Y1, . . . ,Yr) ↪→Fq(V) y, como Fq[`1, . . . , `n] = Fq[X1, . . . ,Xn], compro-

bamos que la extensión es separable. En particular, existen λr+1,1, . . . ,λr+1,n ∈ Fq tales

que la forma lineal Yr+1 = λr+1,1X1 + · · ·+λr+1,nXn induce un elemento primitivo de

la extensión. Entonces, bajo la proyección π : V → Ar+1 en Y1, . . . ,Yr+1, demostramos,

al igual que en la Proposición 5.1.2, que la hipersuper�cie π(V) es birracionalmente

equivalente a V . Del Lema 2.2.2 deducimos que tiene grado acotado por δ.

Mostremos, �nalmente, que las formas lineales Y1, . . . ,Yr+1 pueden elegirse con co-

e�cientes en Fq. Dado que q > rδ, existe (λ,γ) ∈ Fr(n+1)
q que no anula al polinomio

A1, y a partir del cual de�nimos las formas Y1, . . . ,Yr. A continuación, como q > δ

podemos aplicar la versión efectiva del teorema del elemento primitivo que se pre-

senta en [BG04], y asegurar la existencia de elementos λr+1,1, . . . ,λr+1,n ∈ Fq tales

que la forma lineal Yr+1 := λr+1,1X1 + · · ·+ λr+1,nXn induce un elemento primitivo

de Fq(Y1, . . . ,Yr) ↪→ Fq(V). Concluimos que W es una Fq�hipersuper�cie absolutamente

irreducible pues el mor�smo π se de�ne mediante formas lineales en Fq[X1, . . . ,Xn].
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5.2 Estimaciones para Fq�variedades absolutamente irreducibles

Una ventaja inmediata del Teorema 5.1.4 es que esta mejor condición de regularidad

se traslada a la estimación que obtendremos.

5.2. Estimaciones para Fq–variedades absolutamente irreducibles

Vamos a exhibir estimaciones explícitas sobre la cantidad de puntos q�racionales de

una Fq�variedad absolutamente irreducible. Las estimaciones que obtenemos son conse-

cuencia de combinar la reducción al caso de una hipersuper�cie de la Sección 5.1 con las

estimaciones para hipersuper�cies de la Sección 4.3.

Teorema 5.2.1. Sea V ⊂An una Fq�variedad absolutamente irreducible de dimen-

sión r y grado δ. Si q > rδ es válida la siguiente estimación:∣∣|V(Fq)|−qr
∣∣≤ (δ−1)(δ−2)qr− 1

2 +5δ
13
3 qr−1. (5.4)

Demostración. En primer lugar, el teorema es válido en los casos n= 1, δ= 1 ó r= 0 y,

en el caso n= 2 y r= 1, no es otra cosa que la estimación de Hasse�Weil (1.2). Podemos

pensar entonces que n≥ 3, δ≥ 2 y r > 0.
Bajo la condición q> rδ, el Teorema 5.1.4 muestra que la hipersuper�cieW = π(V)⊂

Ar+1 (birracionalmente equivalente a V bajo la proyección lineal de�nida por las formas

lineales Y1, . . . ,Yr+1) es una Fq�hipersuper�cie de grado acotado por δ. Además, de la

Proposición 5.1.2 deducimos que los puntos q�racionales de W satisfacen la siguiente

estimación: ∣∣|V(Fq)|−qr
∣∣≤ ∣∣|W(Fq)|−qr

∣∣+ |(V ∩V1)(Fq)|+ |(W∩W1)(Fq)|,

donde V1 ⊂An, yW1 ⊂Ar+1 son las Fq�hipersuper�cies de�nidas en la sección anterior.

De la desigualdad de Bézout (2.1) y de la Proposición 3.1.3 deducimos las siguientes

cotas superiores:
|(V ∩V1)(Fq)| ≤ δ(δ−1)qr−1,

|(W∩W1)(Fq)| ≤ δ(δ−1)qr−1.
(5.5)

Para estimar la cantidad de puntos q�racionales de W, basta tener presente que W ⊂
Ar+1 es una Fq�hipersuper�cie absolutamente irreducible de grado δ. Por lo tanto,

aplicando la estimación de la tercera línea de (4.15) obtenemos∣∣|W(Fq)|−qr
∣∣≤ (δ−1)(δ−2)qr− 1

2 +
(

8
3δ

13
3 +4δ

11
3 +2δ2 +δ+ 7

3

)
qr−1.

De esta última estimación y de (5.5), inmediatamente deducimos el resultado cuando

δ≥ 3. Cuando δ = 2, combinamos (5.5) con la segunda línea de (4.16) y arribamos a la

estimación enunciada.
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5 Estimaciones para variedades a�nes

Si estimamos
∣∣|W(Fq)| − qr

∣∣ usando el Teorema 4.3.3 en lugar del Teorema 4.3.2,

obtenemos el siguiente resultado:

Corolario 5.2.2. Sea V ⊂An una Fq�variedad absolutamente irreducible de dimen-

sión r y grado δ. Si q >m�ax{rδ,15δ
13
3 } es válida la siguiente estimación:∣∣|V(Fq)|−qr

∣∣≤ (δ−1)(δ−2)qr− 1
2 +7δ2qr−1.

Finalmente, del Corolario 4.3.7, una estimación en el caso que la característica de Fq

es mayor que 2δ2.

Corolario 5.2.3. Sea V ⊂An una Fq�variedad absolutamente irreducible de dimen-

sión r y grado δ. Si la característica de Fq es mayor que 2δ2 y q > rδ tenemos la

estimación ∣∣|V(Fq)|−qr
∣∣≤ (δ−1)(δ−2)qr− 1

2 +4δ4qr−1.

Si además q > 27δ4 tenemos la estimación∣∣|V(Fq)|−qr
∣∣≤ (δ−1)(δ−2)qr− 1

2 +7δ2qr−1.

La estimación obtenida en el Teorema 5.2.1 nos permite, al mismo tiempo, disponer de

una cota inferior no trivial sobre el número de puntos q�racionales de una Fq�variedad

absolutamente irreducible V de dimensión r y grado δ y, por lo tanto, asegurar la exis-

tencia de un punto q�racional de V , para q>m�ax{rδ,9δ
13
3 }. No obstante, argumentando

de manera similar a la del Teorema 4.3.5, obtenemos un mejor resultado de existencia.

Corolario 5.2.4. Sea V ⊂An una Fq�variedad absolutamente irreducible de dimen-

sión r y grado δ. Si q >m�ax{rδ,2δ4} entonces V tiene un punto q�racional.

Demostración. Como q > rδ, del Teorema 5.1.4 concluimos que existe una Fq�hipersu-

per�cieW⊂Ar+1 absolutamente irreducible birracionalmente equivalente a V . Al mismo

tiempo, de q> 2δ4 concluimos que existe un Fq�plano L⊂Ar+1 para el cualW∩L es una
Fq�curva absolutamente irreducible de Ar+1. La estimación de Hasse�Weil (1.2) muestra

que |(W ∩L)(Fq)| ≥ q−(δ− 1)(δ− 2)q
1
2 − δ− 1. Además, de la desigualdad de Bézout

deducimos que, siW1 denota la Fq�hipersuper�cie de la Proposición 5.1.2, entonces |W∩
L∩W1|≤ δ(δ−1), lo cual implica que |(W \W1)∩L)(Fq)|≥ q−(δ−1)(δ−2)q

1
2 −δ2 −1.

Esta cantidad es estrictamente positiva para q> 2δ4 y así existe un punto q�racional de

W \W1. Apelando nuevamente a la Proposición 5.1.2 concluimos que V tiene un punto

q�racional.

5.3. Estimaciones para Fq–variedades arbitrarias

Este capítulo concluye con una estimación sobre la cantidad de puntos q�racionales

de una Fq�variedad arbitraria. La manera en que procedemos para obtener la estimación
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5.3 Estimaciones para Fq�variedades arbitrarias

es similar a la de la Sección 4.4.

Sea V una Fq�variedad de dimensión r y grado δ y consideremos la descomposición

de V en componentes Fq�irreducibles:

V = V1∪·· ·Vσ∪Vσ+1∪·· ·∪Vρ∪Vρ+1∪·· ·∪Vm.

Supongamos que el ordenamiento propuesto responde al criterio siguiente:

1. las componentes V1, . . . ,Vσ son absolutamente irreducibles y tienen dimensión r;

2. las componentes Vσ+1, . . . ,Vρ son absolutamente irreducibles y tienen dimensión

acotada por r−1;

3. las componentes Vσ+1, . . . ,Vρ son relativamente irreducibles.

Denotamos por δi el grado de cada componente Vi y por ∆ la suma de los grados de

las componentes V1, . . . ,Vσ, es decir ∆=
∑σ

i=1 δi.

Teorema 5.3.1. Si q > rδ el número |V(Fq)| de puntos q�racionales de la variedad

V satisface la siguiente estimación:∣∣|V(Fq)|−σqr
∣∣≤ sign(σ)(∆−1)(∆−2)qr−1/2 +

(
5∆

13
3 +δ2

)
qr−1, (5.6)

donde sign(σ) := 0 para σ= 0 y sign(σ) := 1 en caso contrario.

Demostración. Como en la demostración del Teorema 4.4.1, escribimos N := |V(Fq)| y

Ni := |Vi(Fq)|. Luego, acotamos la diferencia
∣∣N−σqr

∣∣:
∣∣N−σqr

∣∣≤ σ∑
i=1

∣∣Ni −qr
∣∣+ ∣∣N−

σ∑
i=1

Ni

∣∣.
Para cada 1≤ i≤ σ, Vi es una Fq�variedad absolutamente irreducible de dimensión r

y grado δi. Aplicando el Teorema 5.2.1 obtenemos que

σ∑
i=1

∣∣Ni −qr
∣∣ ≤

σ∑
i=1

(
(δi −1)(δi −2)qr−1/2 +5δ

13
3

i qr−1
)

≤ sign(σ)(∆−1)(∆−2)qr−1/2 +5∆
13
3 qr−1.

(5.7)

Resta estimar el término
∣∣N−

∑σ
i=1Ni

∣∣. Para cada σ+ 1 ≤ i ≤ ρ, la Fq�variedad Vi

tiene dimensión a lo sumo r−1 y grado δi; la Proposición 3.1.3 implica que Ni ≤ δiq
r−1.

Por otro lado, para cada ρ+1≤ i≤m, la Fq�variedad Vi es relativamente irreducible y

por lo tanto la Proposición 3.1.5 muestra que Ni ≤ δ2
iq

r−1/4. Entonces tenemos que

N−

σ∑
i=1

Ni ≤
m∑

i=σ+1

Ni ≤ qr−1
m∑

i=σ+1

δ2
i ≤ δ2qr−1. (5.8)
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5 Estimaciones para variedades a�nes

El Lema 3.1.3 implica que

σ∑
i=1

Ni −N≤
∑

1≤i<j≤σ

|(Vi∩Vj)(Fq)|≤ qr−1
∑

1≤i<j≤σ

δiδj ≤ δ2qr−1. (5.9)

De las estimaciones (5.8) y (5.9) concluimos que
∣∣N−

∑σ
i=1Ni

∣∣≤ δ2qr−1. Combinando

esta estimación con (5.7) terminamos la demostración del teorema.
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6 Una estimación para una variedad
intersección completa normal

Las estimaciones generalistas de los capítulos anteriores pueden no ser, y de hecho

no son, las mejores estimaciones si consideramos variedades particulares. Es decir, la

generalidad de la estimación puede no tomar en cuenta ciertas características geométricas

de la variedad que podrían ser ventajosas a los �nes de obtener mejores estimaciones.

En ese sentido, en este capítulo, desarrollamos una versión efectiva del segundo Teorema

de Bertini, y aplicamos los métodos precedentes para obtener una estimación para la

cantidad de puntos q�racionales de una Fq�variedad proyectiva intersección completa

normal.

6.1. Sobre la existencia de buenas proyecciones lineales

Comenzamos recordando algunas de�niciones y resultados que usaremos en este capí-

tulo.

Sea V ⊂ Pn una K�variedad intersección completa. Sean F1, . . . ,Fn−r ∈ K[X0, . . . ,Xn]

los polinomios homogéneos que generan el ideal I(V) de V . Denotamos por di el grado

de cada Fi y por d :=m�ax1≤i≤n−rdi. Los grados de los polinomios dependen solamente

de V y no del sistema de generadores. Ordenando los di de modo que d1 ≥ d2 ≥ ·· · ≥
dn−r, escribimos d := (d1, . . . ,dn−r) y lo denominamos el multigrado de la intersección

completa V . En particular, el grado de V es δ=
∏n−r

i=1 di.

Recordemos que una K�variedad V ⊂ Pn irreducible es normal si para cada x ∈ V
existe un abierto U afín con x ∈ U tal que el anillo de coordenadas afín K[U] es inte-

gralmente cerrado. Una variedad no singular es normal y si V es una curva, normalidad

y no singularidad son conceptos equivalentes. Recordamos el criterio de normalidad de

Serre:

Una intersección completa V ⊂Pn es normal si y solo si V es regular en codimen-

sión 1 (i.e., la dimensión de singularidades de V tiene por lo menos codimensión

2 en V).

Enunciamos el teorema de conexión de Hartshorne tal como es citado en el texto de

Kunz.

Teorema 6.1.1. [Kun85, Ch. VI, Theorem 4.2.] Sea V una K�variedad proyectiva

de dimensión positiva. Si V es intersección completa (con respecto a K) entonces,
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6 Una estimación para una variedad intersección completa normal

para cualquier K�subvariedad W ⊂ V de codimensión mayor o igual que 2, V \W

es conexo en la K�topología (de Zariski). En particular, V es conexo.

Como una consecuencia interesante de este resultado se tiene que una curva intersec-

ción completa normal V ⊂ Pn es absolutamente irreducible. En efecto, por el Teorema de

Hartshorne la curva es conexa, luego, si tuviera componentes absolutamente irreducibles,

los puntos de intersección serían puntos singulares, lo que contradiría la normalidad de

la curva.

Consideremos una Fq�variedad V ⊂Pn absolutamente irreducible intersección comple-

ta de dimensión r y grado δ. La interpretación proyectiva del lema de normalización de

Noether 2.1.3 asegura que para una elección genérica de variedades lineales Lr y Ln−r−1

de Pn de dimensión r y n− r−1 respectivamente, tenemos las identidades

Lr∩Ln−r−1 = /0, V ∩Ln−r−1 = /0.

Además, bajo la proyección central πr desde Ln−r−1, la imagen de V es Lr y cada punto

y de Lr tiene �bra �nita. Finalmente, si Y0, . . . ,Yr son formas lineales de Fq[X0, . . . ,Xn]

que de�nen la variedad lineal Ln−r−1 y de�nimos

πr : V → Lr

x 7→ (Y0(x) : · · · : Yr(x)),

el mor�smo πr es �nito. Nuestro primer resultado justi�ca la posibilidad de una elección

adecuada para la variedad lineal Ln−r−1:

Lema 6.1.2. Existen índices 0 ≤ ir+1 < · · · < in ≤ n tales que, de�niendo Yj := Xij

para r+1≤ j≤ n, las formas lineales Yr+1, . . . ,Yn son Fq�linealmente independien-

tes y U := {x ∈ V : (∂Fi/∂Yr+j)1≤i,j≤n−r(x) 6= 0} es un abierto Zariski no vacío de

V.

Demostración. Como V es absolutamente irreducible existen formas lineales Y0, . . . ,Yr ∈
Fq[X0, . . . ,Xn] tales que Fq(Y0, . . . ,Yr) ↪→ Fq(V) es una extension algebraica separable.

Al mismo tiempo, estas formas lineales pueden elegirse de modo tal que la proyección

πr : V→ Pr sea un mor�smo �nito. A �nes de la argumentación, supongamos que hemos

�jado estas formas lineales y sea λ[0:r] ∈ Fq
(r+1)×(n+1) la matriz cuyas �las están for-

madas por los coe�cientes de estas formas lineales.

Siguiendo [Sha94, II.6.3, Theorem 4] vemos que existe una �bra no rami�cada y :=

(y0 : · · · : yr) ∈ Pr de πr (i.e., el número de imágenes inversas de y es igual al grado de

la extensión de cuerpos Fq(Y0, . . . ,Yr) ↪→ Fq(V)). Sea x ∈ π−1
r (y) un elemento arbitrario.

Como πr es no rami�cado en x entonces la diferencial dxπr : TxV → Ty Pr entre los

espacios tangentes TxV y Ty Pr a V en x y a Pr en y es inyectiva (ver [Dan94, �5, 5.2 ]).
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6.1 Sobre la existencia de buenas proyecciones lineales

Esto implica que la matriz de (n+1)× (n+1)

Dr(x) :=



λ0,0 . . . λ0,n

...
...

λr,0 . . . λr,n
∂F1
∂X0

(x) . . . ∂F1
∂Xn

(x)
...

...
∂Fn−r

∂X0
(x) . . .

∂Fn−r

∂Xn
(x)


,

es inversible. Considerando el desarrollo de Laplace del determinante de Dr(x), con-

cluimos que existen dos conjuntos disjuntos de índices 0 ≤ i0 < i1 < · · · < ir ≤ n y

0≤ ir+1 < · · ·< in ≤ n tales que cada una de las matrices siguientes son no singulares:

(∂Yi/∂Xij
)0≤i,j≤r,

(
(∂Fi/∂Xir+j

)(x)
)
1≤i,j≤n−r

.

Dado que la matriz (∂Yi/∂Xij
)0≤i,j≤r es inversible deducimos que las formas lineales

Y0, . . . ,Yr,Xir+1
, . . . ,Xin son Fq�linealmente independientes. De�niendo Yj := Xij

para

r+ 1 ≤ j ≤ n, la matriz
(
(∂Fi/∂Yr+j)(x)

)
1≤i,j≤n−r

es no singular, lo cual implica que

U := {x ∈ V : (∂Fi/∂Yr+j)1≤i,j≤n−r(x) 6= 0} es un abierto Zariski no vacío de V .

Supongamos haber elegido formas lineales Yr+1, . . . ,Yn que cumplen las condiciones

del Lema 6.1.2. Nuestro próximo resultado provee una cota superior sobre el grado de

la condición genérica que subyace a la elección de la variedad lineal Lr. Consideremos

una matriz de indeterminadas Λ := (Λi,j)0≤i≤r,0≤j≤n; para cada 0≤ i≤ r denotemos la

i�ésima �la de Λ por Λ(i) := (Λi,0,Λi,1, . . . ,Λi,n) y de�namos Ỹ := (Ỹ0, . . . , Ỹr) := ΛX

con X := (X0, . . . ,Xn).

Argumentando de modo similar al del Teorema 5.1.4 obtenemos la siguiente versión

proyectiva del mismo:

Proposición 6.1.3. Existe un polinomio no nulo A ∈ Fq[Λ] de grado a lo sumo

(r+1)(2δ+1) tal que para cada λ ∈ Fq
(r+1)(n+1) con A(λ) 6= 0 de�niendo las formas

lineales Y := (Y0, . . . ,Yr) := λX, entonces, se veri�can las siguientes condiciones:

(i) el mor�smo πr : V → Pr de�nido por Y0, , . . . ,Yr es �nito,

(ii) Fq(Y0, . . . ,Yr) ↪→ Fq(V) es una extensión separable,

(iii) si Yr+1, . . . ,Yn son las formas lineales del Lema 6.1.2, entonces Y0, . . . ,Yn son

Fq�linealmente independientes.

Del Lema 6.1.2 y la Proposición 6.1.3 deducimos el principal resultado de esta sección:

Corolario 6.1.4. Sea q > 2(r+ 1)(n− r)(d− 1)δ. Entonces existen formas lineales

Y0, . . . ,Yr ∈ Fq[X0, . . . ,Xn] que satisfacen las siguientes condiciones:
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6 Una estimación para una variedad intersección completa normal

(i) El mor�smo πr : V → Pr de�nido por Y0, , . . . ,Yr es �nito,

(ii) Si U es el abierto del Lema 6.1.2, el mor�smo πr−1 : V \U→ Pr−1 de�nido

por Y0, , . . . ,Yr−1 es �nito,

(iii) Fq(Y0, . . . ,Yr) ↪→ Fq(V) es una extensión separable,

(iv) Fq(Y0, . . . ,Yr−1) ↪→ Fq(C ) es separable para cada componente absolutamente

irreducible C de V \U,

(v) Si Yr+1, . . . ,Yn son las formas lineales del Lema 6.1.2, entonces Y0, . . . ,Yn son

Fq�linealmente independientes.

Demostración. De la Proposición 6.1.3 se sigue que existe un polinomio A ∈ Fq[Λ]

de grado a lo sumo (r+ 1)(2δ+ 1) tal que, para cada λ ∈ Fq
(r+1)(n+1) con A(λ) 6= 0,

de�niendo Y := (Y0, . . . ,Yr) := λX, se veri�can las condiciones (i), (iii) y (v). Considere-

mos la descomposición de V \U = ∪s
i=1Ci en componentes absolutamente irreducibles.

Observemos que dimCi = r− 1 para cada 1 ≤ i ≤ s. De la demostración del Teorema

5.1.4 concluimos que, para cada 1 ≤ i ≤ s, existe un polinomio no nulo A(i) ∈ Fq[Λ] de

grado a lo sumo r(degCi + 1) tal que si λ ∈ Fq
(r+1)(n+1) no anula a A(i), las formas

lineales Y := (Y0, . . . ,Yr) := λX satisfacen la condición (ii) y (iv). Como
∑s

i=1deg(Ci) =

deg(V \U) ≤ (n− r)(d− 1)δ, concluimos que el polinomio A∗ := A ·A(1) · · ·A(s) tiene

grado a lo sumo (r+ 1)(2δ+ 1)+ (r+ 1)(n− r)(d− 1)δ ≤ 2(r+ 1)(n− r)(d− 1)δ, y por

lo tanto, si λ ∈ Fq
(r+1)(n+1) no anula a A∗(λ), las formas lineales Y := (Y0, . . . ,Yr) := λX

satisfacen las condiciones (i)�(v). Aplicando la Proposición 3.1.3 existe λ ∈ Fq
(r+1)(n+1)

tal que A∗(λ) 6= 0. Las formas lineales Y := λX veri�can las condiciones del corolario.

6.2. Una versión efectiva del segundo teorema de Bertini

Esta sección está destinada a presentar una versión efectiva del segundo teorema de

Bertini. El segundo teorema de Bertini establece (ver e.g., [Sha94, II.6.2, Theorem 2])

que si f : V1→ V2 es un mor�smo dominante de variedades irreducibles de�nidas sobre

un cuerpo de característica cero y V1 es no singular, existe un abierto U de V2 tal que

la �bra f−1(y) es no singular para cada y ∈ U. La versión que presentamos, además

de ser efectiva, ya que proporciona una cota superior sobre el grado de la subvariedad

de V2 que de�ne �bras singulares, es válida para variedades de�nidas sobre cuerpos de

cualquier característica. Una versión efectiva de una forma débil del teorema de Bertini

es presentada en [Bal03]. No obstante, la cota de grado es exponencialmente más alta

que la nuestra.

Supongamos que q > 2(r+ 1)(n− r)(d− 1)δ y sean Y0, . . . ,Yn ∈ Fq[X0, . . . ,Xn] for-

mas lineales que satisfacen las condiciones (i)�(v) del Corolario 6.1.4. Consideramos las

proyecciones πr : V→ Pr y πr−1 : V→ Pr−1 de�nidas como πr(x) := (Y0(x) : · · · : Yr(x)) y
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πr−1(x) := (Y0(x) : · · · : Yr−1(x)). El mor�smo πr está bien de�nido y es �nito; πr−1 está

bien de�nido fuera de la subvariedad de dimensión cero π−1
r (0 : · · · : 0 : 1) y, de la elección

de las formas lineales Y0, . . . ,Yr−1, deducimos que π−1
r−1(y) es una curva equidimensional

de V para cada y ∈ Pr−1. No solo vamos a probar que existe una subvariedad W ⊂ Pr−1

propia tal que π−1
r−1(y) es no singular para cada y∈U (hecho conocido) sino que además,

vamos a proporcionar una estimación sobre el grado de W.

Para x∈V e y := πr−1(x)∈ Pr−1, denotamos por TxV y TyPr−1 los espacios tangentes

a V en x y a Pr−1 en y respectivamente. Por dxπr−1 : TxV → TyPr−1 denotamos la

diferencial de πr−1 en x. El lema siguiente establece una condición su�ciente para que

la �bra Vy := π−1
r−1(y) correspondiente a y ∈ Pr−1 sea no singular.

Lema 6.2.1. Si para cada x ∈ Vy se veri�ca que x es un punto regular de V y que

dxπr−1 es suryectiva entonces Vy es una curva no singular.

Demostración. Sea x un elemento arbitrario de Vy. Como la composición de TxVy ↪→
TxV con dxπr−1 es la aplicación nula, concluimos que el espacio tangente TxVy a Vy en

x está contenido en el núcleo de dxπr−1. Dado que dxπr−1 es suryectiva y que x es un

punto regular de V obtenemos:

dimTxVy ≤ dimKerdxπr−1 = dimTxV−dimTyPr−1 = dimTxV−(r−1) = 1.

Por otro lado, como cada componente de Vy tiene dimensión 1 entonces, para cada

x ∈ Vy, la dimensión de TxVy es mayor o igual que 1. Es decir, todos los puntos de Vy

son puntos regulares.

A continuación damos una condición su�ciente sobre x para que la diferencial dxπr−1

sea suryectiva.

Lema 6.2.2. Sea U = {x ∈ V : det(∂Fi/∂Yr+j)1≤i,j≤n−r(x) 6= 0} el abierto Zariski del

Lema 6.1.2. Entonces dxπr−1 es suryectiva para cada x ∈U\π−1
r (0 : · · · : 0 : 1).

Demostración. Sea x := (x0 : · · · : xn) ∈ U. Dado que x es un punto regular de V ,

de dimKerdxπr−1 = r− dimImdxπr−1, observamos que la suryectividad de dxπr−1

es equivalente a la condición dimKerdxπr−1 = 1. Suponiendo que Y0(x) 6= 0 podemos

considerar la situación afín en la que πr−1 está localmente de�nido por πr−1(x) :=

(Y1(x), . . . ,Yr−1(x)). En vistas de la de�nición de U, el núcleo Kerdxπr−1 está represen-

tado por el espacio afín de�nido por las ecuaciones lineales Fq�linealmente independi-

entes
∑n

j=1(∂Fi/∂Yj)(x)(Yj −Yj(x)) = 0 (1 ≤ i ≤ n− r), Yk −Yk(x) = 0 (1 ≤ k ≤ r− 1).
Por lo tanto Kerdxπr−1 tiene dimensión 1. Esto completa la demostración.

Finalmente, enunciamos nuestra versión efectiva del segundo teorema de Bertini.
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Teorema 6.2.3. Existe una subvariedad propia W ⊂ Pr−1 de grado a lo sumo 2(n−

r)2(d− 1)2δ tal que Vy es una curva no singular de grado a lo sumo δ para cada

y /∈W.

Demostración. Sea Z⊂ V el conjunto de puntos x tales que dxπr−1 no es suryectiva, y

denotemos por Vreg y Vsing los subconjuntos de V de puntos regulares y puntos singulares,

respectivamente. Podemos expresar Z como

Z= (Z∩Vreg)∪ (Z∩Vsing) = (Z∩Vreg)∪ (Z∩Vsing),

con (Z∩Vreg) la clausura Zariski (proyectiva) de Z∩Vreg. El Lema 6.2.2 implica que

Z⊂ V \U, i.e.,

Z⊂ {x ∈ V : F1(x) = · · ·= Fn−r(x) = det(∂Fi/∂Yr+j)1≤i,j≤n−r(x) = 0}.

Dado que V es normal, el conjunto de puntos singulares Vsing tiene codimensión al menos

2 en V y, por lo tanto, Z∩Vsing tiene dimensión a lo sumo r−2.

A�rmación. Existe un cerrado Zsing ⊂ V de codimensión dos en V y de grado

acotado por (n− r)2(d−1)2δ tal que Vsing ⊂ Zsing.

Demostración de la A�rmación. La matriz Jacobiana (∂Fi/∂Xj)1≤i≤n−r,1≤j≤n+1 tiene

Nr :=
(
n+1
n−r

)
menores maximales M1, . . . ,MNr . Si x ∈ V es un punto regular, existe

entonces un menorMj tal queMj(x) 6= 0. En consecuencia, podemos elegir γ1, . . . ,γNr ∈
Fq, tales que

∑Nr
j=1γjMj(x) 6= 0. Sea G :=

∑n
j=1γjMj. Del criterio del Jacobiano tenemos

que Z∩Vsing ⊂ V ∩ {G= 0}⊂ V ; la irreducibilidad absoluta de V implica que V ∩ {G= 0}

es una variedad proyectiva equidimensional de dimensión r−1.

Consideremos la descomposición de V ∩ {G = 0} en componentes absolutamente irre-

ducibles, es decir V ∩ {G= 0} = ∪s
i=1Ci. Todas las componentes Ci (1≤ i≤ s) intersecan

el conjunto de puntos regulares Vreg pues la dimensión de Vsing es menor o igual que

r−2. Como antes, podemos elegir entonces xi ∈ Ci∩Vreg y γ̃1, . . . , γ̃Nr ∈ Fq de modo que

el polinomio H :=
∑Nr

j=1 γ̃jMj no se anula en ninguno de los puntos xi. Los polinomios

G y H tienen grado acotado por (n− r)(d−1).

De�nimos la variedad Zsing :=V∩ {G= 0,H= 0}. Observemos que Zsing es una variedad

proyectiva equidimensional de dimensión r−2 que contiene a Vsing y cuyo grado es menor

o igual que (n− r)2(d−1)2δ. Así terminamos la demostración de la a�rmación.

A�rmación. Existe un cerrado Zreg ⊂ V de grado a lo sumo (n− r)2(d− 1)2δ tal

que Z∩Vreg ⊂ Zreg y πr−1(Zreg) es un cerrado propio de Pr−1.

Demostración de la A�rmación. Surgen dos posibilidades para el cerrado Z∩Vreg o

bien dimZ∩Vreg = r−1 o, en su defecto, dimZ∩Vreg < r−1.
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Estudiamos, en primer lugar, qué ocurre cuando dimZ∩Vreg = r− 1. Expresamos

Z∩Vreg como unión de sus componentes absolutamente irreducibles Z∩Vreg = ∪t
i=1Di

y nos encontramos con que la imagen por πr−1 de cada componente Di es un cerrado

propio de Pr−1. En efecto, si para alguna componente Di tuviéramos que πr−1(Di) =

Pr−1 entonces dimDi = r−1. En consecuencia, como Di ⊂ Z⊂ V \U, resultaría que Di

es una componente absolutamente irreducible de V \U; por consiguiente, del Corolario

6.1.4, la extensión de cuerpos Fq(Y0, . . . ,Yr−1) ↪→ Fq(Di) sería una extensión separable.

De este modo, aplicando [Sha94, II.6.2, Lemma 2] llegamos a una contradicción: existe

un abierto Zariski no vacío O de Di tal que dxπr−1 es suryectiva para cada x ∈ O. Así,

para cada 1≤ i≤ t, necesariamente πr−1(Di) es un cerrado propio de Pr−1.

Un punto regular x ∈ Vreg pertenece a Z∩Vreg si y solo si M(x) (la matriz Jacobiana

de F1, . . . ,Fn−r,Y0, . . . ,Yr−1 respecto de X0, . . . ,Xn evaluada en x) tiene rango menor

que n. Si x ∈ Vreg es un punto para el cual la diferencial dxπr−1 es suryectiva (por

ejemplo, podemos tomar x en el abierto no vacío U del Lema 6.2.2), la matriz M(x)

tiene rango total n, con lo cual posee un menor no nulo de tamaño n×n. Denotemos

por M(1), . . . ,M(n+1) los menores maximales de la matriz M y de�namos el polinomio

G̃ :=
∑n+1

j=0 ηjM
(j) donde, para 1≤ j≤n+1, los elementos ηj ∈Fq son tales que G̃(x) 6= 0.

Entonces V ∩ {G̃= 0} es una variedad proyectiva equidimensional de dimensión r−1 que

contiene a Z∩Vreg y por ende a Z∩Vreg.
Sea V ∩ {G̃ = 0} = ∪t ′

i=1Ei la descomposición de V ∩ {G̃ = 0} en componentes absolu-

tamente irreducibles. Nuevamente, como dimVsing ≤ r− 2 y cada componente Ei tiene

dimensión r−1 para cada 1 ≤ i ≤ t ′, la intersección Ei∩Vreg es no vacía. Supongamos

que E1, . . . ,Et ′′ son las componentes contenidas en Z∩Vreg para t ′′≤ t ′. Esto nos permite

asegurar que para cada t ′′+1≤ i≤ t ′ existe un punto xi ∈Ei∩(Vreg \Z) y, con el mismo

argumento de la a�rmación anterior, que existen η̃1, . . . , η̃n+1 ∈ Fq tales que el polinomio

H̃ :=
∑n+1

j=1 η̃jMj no tiene como raíces a ninguno de los puntos xt ′′+1, . . . ,xn+1. De�nimos

la variedad Zreg :=V∩ {G̃= 0,H̃= 0}. Es una variedad proyectiva de dimensión r−1 cuyo

grado veri�ca degZreg ≤ δdeg G̃deg H̃≤ (n−r)2(d−1)2δ; además Z∩Vreg ⊂Zreg ⊂V . Al
mismo tiempo, Zreg puede expresarse en la forma Zreg = ∪t ′′

i=1Ei∪ Z̃ con dim Z̃≤ r−2 y
dimπr−1(Ei)≤ r−2 para 1≤ i≤ t ′′, lo cual demuestra que πr−1(Zreg) está estrictamente

contenido en Pr−1. Esto prueba la a�rmación cuando dimZ∩Vreg = r−1.

El análisis de la posibilidad dimZ∩Vreg < r−1 es más sencillo ya que no tenemos que

manipular componentes de Z∩Vreg de dimensión r−1. Tomamos los polinomios G̃, H̃ e

inmediatamente dimπr−1(Zreg)≤ r−2. Demostramos la a�rmación

Estamos en condiciones de demostrar completamente el teorema. De las a�rmaciones

previas se desprende que Z∪Vsing ⊂ Zsing ∪Zreg y que Zsing ∪Zreg es una subvariedad

propia de V de dimensión r− 1 y grado a lo sumo 2(n− r)2(d− 1)2δ. Además, W :=

πr−1(Zreg∪Zsing) es una subvariedad propia de Pr−1, la cual, Lema 2.2.2 mediante,

tiene grado a lo sumo 2(n− r)2(d− 1)2δ. Si y ∈ Pr−1 \W entonces cada x ∈ Vy es un
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punto regular de V que no pertenece a Z: en otras palabras, la diferencial dxπr−1 es

suryectiva. El Lema 6.2.1 nos proporciona la no singularidad de la curva Vy. Que el

grado es a lo sumo δ se deriva de la desigualdad de Bézout (2.1).

Dado que para cada y /∈W la curva Vy es no singular e intersección completa, el

teorema de conexión de Hartshorne implica que Vy es conexa y luego, absolutamente

irreducible.

6.3. La estimación

En esta sección obtenemos una estimación sobre el número de puntos q�racionales

de una Fq�variedad V ⊂ Pn normal e intersección completa de dimensión r, grado δ y

multigrado d := (d1, . . . ,dn−r). La estimación toma como punto de partida la estimación

de Deligne [Del74] sobre el número de puntos q�racionales de una Fq�curva C ⊂ Pn

intersección completa no singular de grado δ y multigrado d:∣∣|C(Fq)|−p1

∣∣≤ b ′1(n,d)q1/2, (6.1)

donde b ′1(n,d) denota el primer número de Betti primitivo de una intersección completa

no singular C⊂ Pn de dimensión 1 y multigrado d. Es válida la desigualdad b ′1(n,d)≤
(δ−1)(δ−2), con igualdad si y solo si n= 2.

Denotemos por d el máximo de los grados de los polinomios que de�nen V y asumamos

la condición de regularidad q>2(r+1)(n−r)(d−1)δ. Bajo esta condición existen formas

lineales Y0, . . . ,Yn ∈ Fq[X0, . . . ,Xn] que satisfacen las condiciones (i)�(v) del Corolario

6.1.4. Para cada y ∈ Pr−1(Fq), denotamos por Ny el número de puntos q�racionales de

la curva equidimensional Vy := π−1
r−1(y) ⊂ V . Vamos a estimar |V(Fq)| en términos de

las cantidades Ny.

Teorema 6.3.1. Sea V ⊂ Pn una Fq�variedad intersección completa normal de di-

mensión r, grado δ ≥ 2 y multigrado d. Si q > 2(r+ 1)(n− r)(d− 1)δ, es válida la

estimación∣∣|V(Fq)|−pr

∣∣≤ b ′1(n− r+1,d)qr−1/2 +
(
b ′1(n− r+1,d)+δdegW+2

)
qr−1,

donde W ⊂ Pr−1 es la variedad del Teorema 6.2.3.

Demostración. Comencemos expresando |V(Fq)| en términos de las cantidades Ny con

y ∈ Pr−1(Fq):

|V(Fq)| =
∑

y∈Pr−1(Fq)

Ny +e, (6.2)
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donde e es el número de puntos q�racionales de π−1
r (0 : · · · : 0 : 1). Como πr es un mor�smo

�nito y Pr es una variedad normal el cardinal de cada �bra de πr es menor o igual que

δ. En particular, e≤ δ.
Si restamos pr en ambos miembros de (6.2) y usamos que pr = p1pr−1 − qpr−2,

obtenemos: ∣∣|V(Fq)|−pr

∣∣ ≤
∑

y∈Pr−1(Fq)

|Ny −p1| + qpr−2 +δ. (6.3)

Considerando la variedad W ⊂ Pr−1 del Teorema 6.2.3, podemos descomponer la

sumatoria de (6.3) del siguiente modo:∑
y∈Pr−1(Fq)

|Ny −p1| =
∑

y/∈W(Fq)

|Ny −p1|+
∑

y∈W(Fq)

|Ny −p1| .

La tarea se reduce entonces a estimar las cantidades |Ny −p1| bajo dos circunstancias

diferentes: cuando y es un punto q�racional de W y cuando y es un punto q�racional

de Pr−1 que no pertenece a W.

Si y ∈ W(Fq), aplicando la Proposición 3.1.3 tenemos que Ny ≤ δp1 y |W(Fq)| ≤
degWpr−2. De la condición δ≥ 2, deducimos la desigualdad |Ny −p1|≤ (δ−1)p1 y, por

lo tanto, la estimación∑
y∈W(Fq)

|Ny −p1|≤ (δ−1)p1 ·degWpr−2 ≤ δdegWqr−1. (6.4)

En el segundo caso �es decir, cuando y es un punto q�racional de Pr−1 que no

pertenece a W� el Teorema 6.2.3 asegura que la �bra Vy es una Fq�curva intersec-

ción completa no singular en Pn−r+1 de grado a lo sumo δ y multigrado d. Aplicando

la estimación (6.1) a esta curva, obtenemos que |Ny −p1|≤ b ′1(n− r+1,d)q1/2, donde

b ′1(n−r+1,d) es el número de Betti correspondiente. Escribiendo b ′1 := b ′1(n−r+1,d)

llegamos a la estimación∑
y/∈W(Fq)

|Ny −p1| ≤ b ′1q
r−1/2 +b ′1pr−2q

1/2 ≤ b ′1q
r−1/2 +b ′1q

r−1. (6.5)

Para concluir, simplemente combinamos (6.3), (6.4) y (6.5) con la acotación qpr−2 +

δ≤ 2qr−1.

Ahora, si tenemos en cuenta que el grado de la variedad W obtenida en el Teorema

6.2.3 es menor o igual que 2(n− r)2(d−1)2δ, deducimos el siguiente corolario:

Corolario 6.3.2. Bajo las mismas condiciones del Teorema 6.3.1 es válida la si-
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guiente estimación:∣∣|V(Fq)|−pr

∣∣≤ (δ−1)(δ−2)qr−1/2 +2(n− r)2d2δ2qr−1.
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7 Búsqueda de puntos q–racionales:
preparación de los datos de entrada

De aquí en más, nuestros esfuerzos se dirigen a calcular un punto q�racional de una

Fq�variedad V ⊂ An absolutamente irreducible de dimensión r y grado δ, de�nida por

una sucesión regular reducida. Retomando lo hecho en el Capítulo 5, obtenemos cotas

superiores sobre el grado de ciertas condiciones genéricas necesarias para el desarrollo

del algoritmo. Además, determinamos la existencia de una variedad lineal afín L ⊂ An

de codimensión r−1 de modo que V ∩L es una curva absolutamente irreducible de An

de grado δ. De esta manera reducimos el cálculo del punto q�racional de V al cálculo de

un punto q�racional de una curva absolutamente irreducible.

7.1. Soluciones geométricas compatibles

Sea V ⊂An una Fq�variedad equidimensional de dimensión r y grado δ. Consideremos

una solución geométrica de V , tal como fue de�nida en la sección 2.3. Es decir, tenemos

variables Y1, . . . ,Yn en posición de Noether respecto de V , con Y1, . . . ,Yr variables libres,

Yr+1 un elemento primitivo de la extensión entera de anillos Fq[Y1, . . . ,Yr] ↪→ Fq[V ], el

polinomio minimal m ∈ Fq[Y1, . . . ,Yr,T ] de Yr+1, de grado a lo sumo δ, y las parame-

trizaciones

∂m

∂Yr+1
(Y1, . . . ,Yr,Yr+1)Yr+k −vr+k(Y1, . . . ,Yr,Yr+1) ∈ I(V) (2≤ k≤ n− r),

donde cada vr+k ∈ Fq[Y1, . . . ,Yr,T ] tiene grado a lo sumo δ−1.

Bajo estas condiciones la proyección π en las formas Y1, . . . ,Yr resulta un mor�smo

�nito. Supongamos además que V está de�nida por una sucesión regular F1, . . . ,Fn−r ∈
Fq[X1, . . . ,Xn].

De�nición 7.1.1. Un punto P := (p1, . . . ,pr) ∈Ar es un punto de levantamiento de V

(respecto de π) si la matriz jacobiana de F1, . . . ,Fn−r con respecto a las variables

dependientes Yr+1, . . . ,Yn es inversible en cada x ∈ VP := π−1(P). La �bra VP :=

π−1(P) se denomina una �bra de levantamiento de P.

Observemos que con esta de�nición, en particular, del lema 2.1.9 deducimos que P es

un punto no rami�cado de π.
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Supongamos ahora que P es un punto de levantamiento de π que no anula el discrimi-

nante del polinomio m respecto de T . La solución geométrica de V induce una solución

geométrica de la �bra de levantamiento VP. Esta solución geométrica de VP viene dada

por las formas lineales Yr+1, . . . ,Yn, el polinomio minimal m(P,T) de Yr+1 y las para-

metrizaciones

∂m

∂Yr+1
(P,Yr+1)Yr+2 −vr+2(P,Yr+1), . . . ,

∂m

∂Yr+1
(P,Yr+1)Yn −vn(P,Yr+1).

Una solución geométrica de V de este tipo se dice compatible con P. Observemos que,

en estas circunstancias, el grado de VP, es decir, el cardinal de VP es igual a δ, el grado

de la variedad.

7.2. Los preparativos

Sea V ⊂ An una Fq�variedad absolutamente irreducible de dimensión r y grado δ

de�nida por polinomios F1, . . . ,Fn−r ∈ Fq[X1, . . . ,Xn] de grado acotado por d. De aquí en

adelante supondremos que n ≥ 3 y que d ≥ 2. Supongamos que los polinomios forman

una sucesión regular reducida: el ideal (F1, . . . ,Fs) es radical para cada s= 1, . . . ,n− r.

Para cada s= 1, . . . ,n−r, cada uno de estos ideales intermedios de�ne una Fq�variedad

Vs equidimensional de dimensión n−s. Vamos a denotar por δs el grado de Vs. Con esta

notación, Vn−r = V y δn−r = δ. De�nimos también el grado geométrico ∆ de V como el

máximo de los grados de las variedades intermedias; en simbolos, ∆= m�ax1≤s≤n−r δs.

Fijemos una serie de notaciones que utilizaremos a lo largo del desarrollo del algorit-

mo.Sea s un número natural �jo entre 1 y n− r. Supongamos que hemos realizado un

cambio lineal de coordenadas de modo que las variables Y1, . . . ,Yn están en posición de

Noether respecto a la Fq�variedad Vs y que Y1, . . . ,Yn−s son variables libres. Por lo tanto,

la proyección πs :Vs→An−s es un mor�smo �nito. Si, además, la forma lineal Yn−s+1 es

un elemento primitivo de la extensión entera de anillos inducida Fq[Y1, . . . ,Yr] ↪→ Fq[V ],

su minimal será denotado por m(s). Supongamos también que P(s) ∈An−s es un punto

de levantamiento de πs; vamos a denotar por VP(s) := π−1
s (P(s)) la correspondiente �bra

(de dimensión cero) de levantamiento.

Para poner en marcha el algoritmo aún resta determinar la posibilidad de obtener las

siguientes dos condiciones:

1. una normalización de Noether simultánea de las variedades V1, . . . ,Vn−r y elemen-

tos primitivos adecuados; es decir, un cambio de coordenadas lineal de modo que

las nuevas variables Y1, . . . ,Yn estén en posición de Noether respecto de cada una

de las variedades intermedias Vs, y que la forma lineal Yn−s+1 sea un elemento

primitivo de la extensión de anillos Fq[Y1, . . . ,Yn−s] ↪→ Fq[Vs].
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2. puntos de levantamiento P = (p1, . . . ,pn−s) ∈An−s de πs tales que el vector P∗ =

(p1, . . . ,pn−s−1) ∈An−s−1, conformado por las primeras n−s−1 coordenadas de

P, sea punto de levantamiento de πs+1 y tales que la �bra VP∗ tenga la siguiente

propiedad: para cada Q ∈ VP∗ , el mor�smo πs es no rami�cado en πs(Q).

Nuestra tarea consiste en la determinación de una cota superior sobre el grado de la

condición genérica que se desprende de exigir estas condiciones.

Sea Λ := (Λij)1≤i≤n−s+1,1≤j≤n una matriz de indeterminadas de (n− s+ 1)×n, y
sea Γ := (Γ1, . . . , Γn−s+1) un vector de indeterminadas. De�nimos nuevas indeterminadas

Ỹ := ΛX+ Γ = (Ỹ1, . . . , Ỹn−s+1). Para cada (λ,γ) ∈ A(n−s+1)(n+1) escribimos Y := λX+

γ := (Y1, . . . ,Yn−s+1).

Para dar cuenta de la primera de las condiciones enunciadas, vamos a reformular la

Proposición 5.1.1. Reescribimos su enunciado haciéndolo depender de s.

Proposición 7.2.1. Existe un polinomio no nulo As ∈ Fq[Λ,Γ ] de grado a lo sumo

2(n−s+1)δ2
s tal que para cada (λ,γ) ∈A(n−s+1)(n+1) con As(λ,γ) 6= 0, el mor�smo

πs es �nito y la forma lineal Yn−s+1 induce un elemento primitivo de la extensión

entera de anillos Fq[Y1, . . . ,Yn−s] ↪→ Fq[Vs].

La segunda condición es la que facilita la obtención de una solución geométrica de

la variedad Vs de modo que ningún punto P ∈ VP(s+1) anule el discriminante del co-

rrespondiente polinomio minimal m(s). De esta forma, no tendremos que tratar con

multiplicidades durante el algoritmo.

Teorema 7.2.2. Existe un polinomio no nulo Bs ∈ Fq[Λ,Γ, Ỹ1, . . . , Ỹn−s], de grado

acotado por 4(n− s+3)2ndδ2
sδ

2
s+1 tal que si (λ,γ,P) ∈ A(n−s+1)(n+1)×An−s es un

punto que no anula a Bs, se satisfacen las siguientes condiciones:

(i) el mor�smo πs : Vs→An−s es �nito, P ∈An−s es un punto de levantamiento

de πs y la forma lineal Yn−s+1 es un elemento primitivo de la �bra π−1
s (P).

(ii) El mor�smo πs+1 : Vs+1 → An−s−1 es �nito, P∗ ∈ An−s−1 es un punto de

levantamiento de πs+1 y la forma lineal Yn−s es un elemento primitivo de la

�bra π−1
s+1(P∗).

(iii) Cada punto Q ∈ πs

(
π−1

s+1(P∗)
)
es un punto de levantamiento de πs y la forma

lineal Yn−s+1 es un elemento primitivo de π−1
s (Q).

Con el objeto de facilitar la lectura de la demostración del teorema, enunciamos y

demostramos una serie de lemas previos.

Sean As y As+1 los polinomios que se obtienen al aplicar la Proposición 7.2.1 a las

variedades Vs y Vs+1 respectivamente.

Comenzamos con el siguiente resultado técnico. Es una versión simpli�cada de un

resultado de [HMW01, Lemma 1 (iii)] con una mejor cota de grado.
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Lema 7.2.3. Sea H ∈ Fq[Λ,Γ,X] un polinomio de grado a lo sumo D. Supongamos

que la clausura Zariski V̂s de (A(n−s+1)(n+1)×Vs)∩ {H= 0,As 6= 0} tiene dimensión

menor o igual que (n− s+1)(n+2)−2. Consideremos el mor�smo

Φ∗ : A(n−s+1)(n+1)×Vs → A(n−s+1)(n+1)×An−s

(λ,γ,x) 7→ (
λ,γ,λ∗x+γ∗

)
,

donde λ∗ representa las primeras n−s �las de λ y γ∗ las primeras n−s coordenadas

de γ. Entonces la clausura Zariski de la imagen de V̂s bajo Φ∗ está contenida en

una hipersuper�cie de A(n−s+1)(n+1)×An−s de grado a lo sumo 2(n− s+2)Dδ2
s.

Demostración. Si para cada 1≤ k≤ n, tomamos derivadas parciales con respecto a la

variable Λn−s+1,k como en (2.4) obtenemos la siguiente identidad en Fq[Λ,Γ ]⊗Fq Fq[Vs]:

∂PVs

∂Ỹn−s+1

(Λ,Γ, Ŷ)ξk +
∂PVs

∂Λn−s+1,k
(Λ,Γ, Ŷ) = 0, (7.1)

donde Ŷ :=Λξ+Γ y ξ := (ξ1, . . . ,ξn) es el vector de funciones coordenadas de Vs induci-

das por X.

Denotemos por Ĥ el elemento de Fq[Λ,Γ, Ỹ] obtenido al reemplazar en H cada Xk por

−(∂PVs/∂Ỹn−s+1)−1(∂PVs/∂Λn−s+1,k) (1 ≤ k ≤ n) y, luego, limpiar denominadores.

Observemos que deg
Ỹ
Ĥ= deg

Ỹn−s+1
Ĥ≤Dδs y degΛ,Γ Ĥ≤ (n− s+1)Dδs.

Sea R := Res
Ỹn−s+1

(PVs , Ĥ) ∈ Fq[Λ,Γ, Ỹ1, . . . , Ỹn−s] la resultante de PVs y Ĥ con res-

pecto a Ỹn−s+1. Como la matriz de Sylvester de PVs y Ĥ es una matriz de tamaño

a lo sumo (D+ 1)δs× (D+ 1)δs con a lo sumo Dδs columnas con coe�cientes de PVs

o entradas nulas, y a lo sumo δs columnas con coe�cientes de Ĥ o entradas nulas, el

grado de R está acotado por 2(n− s+ 2)Dδ2
s. Por otro lado, de la identidad (7.1) y

de las propiedades de la resultante concluimos que R(Λ,Γ, Ỹ1, . . . , Ỹn−s) se anula sobre la

variedad V̂s y, dado que dim V̂s ≤ (n−s+1)(n+2)−2, entonces R(Λ,Γ, Ỹ1, . . . , Ỹn−s) 6= 0
y por lo tanto, es la ecuación que de�ne la hipersuper�cie buscada.

A partir de considerar los siguientes polinomios de Fq[Λ,Γ,X]

Ds := det



Λ1,1 . . . Λ1,n

...
...

Λn−s,1 . . . Λn−s,n
∂F1
∂X1

. . . ∂F1
∂Xn

...
...

∂Fs
∂X1

. . . ∂Fs
∂Xn


,Ds+1 := det



Λ1,1 . . . Λ1,n

...
...

Λn−s−1,1 . . . Λn−s−1,n
∂F1
∂X1

. . . ∂F1
∂Xn

...
...

∂Fs+1

∂X1
. . .

∂Fs+1

∂Xn


enunciamos los siguientes lemas
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Lema 7.2.4. La clausura Zariski V̂s del conjunto

(A(n−s+1)(n+1)×Vs)∩ {Ds = 0,As 6= 0}

es una subvariedad de A(n−s+1)(n+1)×An equidimensional de dimensión (n− s+

1)(n+2)−2.

Demostración. Consideremos la descomposición de Vs en componentes irreducibles:

Vs = C1∪·· ·∪CN. Entonces

A(n−s+1)(n+1)×Vs =
N[

i=1

A(n−s+1)(n+1)×Ci

es la descomposición de A(n−s+1)(n+1)×Vs en componentes irreducibles. Escribamos

A(n−s+1)(n+1)×C para indicar una de estas componentes irreducibles y sea x ∈ C un

punto no singular de Vs. ComoDs(Λ,x) 6= 0 existe λ∈A(n−s+1)n tal queDs(λ,x) 6= 0. Es
decir, existe un punto (λ,γ,x)∈A(n−s+1)(n+1)×C que no pertenece a la hipersuper�cie

de�nida por Ds. Por otro lado, si 0 denota la matriz nula de A(n−s+1)n, entonces

Ds(0,x) = 0 para todo x ∈ Vs. Es decir, la hipersuper�cie {Ds = 0} tiene intersección

no vacía y propia con cada una de las componentes A(n−s+1)(n+1)×C . En de�nitiva,

esto muestra que (A(n−s+1)(n+1)×Vs)∩ {Ds = 0} es una variedad equidimensional de

dimensión (n− s+ 1)(n+ 2)− 2 y, por lo tanto, la clausura Zariski del conjunto V̂s es

vacía o una variedad equidimensional de dimensión (n− s+1)(n+2)−2.

Con una demostración análoga tenemos también el siguiente lema.

Lema 7.2.5. La clausura Zariski V̂s+1 del conjunto

(A(n−s)(n+1)×Vs+1)∩ {Ds+1 = 0,As+1 6= 0}

es una subvariedad de A(n−s)(n+1)×An equidimensional de dimensión (n−s)(n+

2)−2.

Consideremos los siguientes mor�smos:

Φs : V̂s → A(n−s+1)(n+1)×An−s

(λ,γ,x) 7→ (
λ,γ,Y1(x), . . . ,Yn−s(x)

)
,

Φs+1 : V̂s+1 → A(n−s)(n+1)×An−s−1

(λ∗,γ∗,x) 7→ (
λ∗,γ∗,Y1(x), . . . ,Yn−s−1(x)

)
.

De los Lemas 7.2.4 y 7.2.5 y luego, como consecuencia del Lema 7.2.3 deducimos que

la clausura Zariski de ImΦs está contenida en una hipersuper�cie de A(n−s+1)(n+1)×
An−s de grado a lo sumo 2(n− s+2)n(d−1)δ2

s, y que la clausura Zariski de ImΦs+1
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está contenida en una hipersuper�cie de A(n−s)(n+1) ×An−s−1 de grado a lo sumo

2(n− s+ 1)n(d− 1)δ2
s+1. Estas hipersuper�cies están de�nidas por polinomios B̂s ∈

Fq[Λ,Γ, Ỹ1, . . . , Ỹn−s] y B̂s+1 ∈ Fq[Λ,Γ, Ỹ1, . . . , Ỹn−s−1], respectivamente.

Sean ρs,ρs+1 ∈ Fq[Λ,Γ, Ỹ1, . . . , Ỹn−s] los discriminantes de las variedades Vs y Vs+1,

de�nidos en la demostración de la Proposición 5.1.1. Recordemos que degρs ≤ (n− s+

2)(2δ2
s −δs) y degρs+1 ≤ (n− s+1)(2δ2

s+1 −δs+1).

Lema 7.2.6. La clausura Zariski del conjunto

(A(n−s+1)(n+1)×Vs+1)∩ {ρsB̂s = 0,As+1 6= 0}

tiene dimensión a lo sumo (n− s+1)(n+2)−3.

Demostración. En primer lugar, la aplicación Φs puede ser regularmente extendida a

A(n−s+1)(n+1)×Vs. De la de�nición de As, deducimos que esta extensión induce un

mor�smo �nito, al que también denotaremos por Φs, abuso de notación mediante:

Φs : (A(n−s+1)(n+1)×Vs)∩ {As 6= 0} → (A(n−s+1)(n+1)×An−s)∩ {As 6= 0}
(λ,γ,x) 7→ (

λ,γ,Y1(x), . . . ,Yn−s(x)
)

Como (A(n−s+1)(n+1)×Vs)∩ {Ds = 0,As 6= 0} es una subvariedad equidimensional de

(A(n−s+1)(n+1)×Vs)∩ {As 6= 0} de dimensión (n−s+2)(n+1)−2, vemos que Φs({Ds =

0}) es una hipersuper�cie de (A(n−s+1)(n+1)×An−s)∩ {As 6= 0}) de�nida, por lo tanto,

por el polinomio B̂s. Es decir, tenemos la identidad Φs({Ds = 0,As 6= 0}) = {B̂s = 0,As 6=
0}.

Observemos que la hipersuper�cie {As = 0} no contiene ninguna de las componentes

irreducibles de A(n−s+1)(n+1) ×Vs+1. Esto implica que para cada componente irre-

ducible D de A(n−s+1)(n+1)×Vs+1 el conjunto D ∩ {As 6= 0} es denso en D . Supon-

gamos, por el momento, que existe una componente irreducible D de A(n−s+1)(n+1)×
Vs+1 contenida en Φ−1

s ({ρsB̂s = 0}). Entonces

D ∩ {As 6= 0}⊂Φ−1
s ({ρsB̂s = 0})∩ {As 6= 0} =Φ−1

s ({ρsB̂s = 0}∩ {As 6= 0}),

lo que implica

Φs(D ∩ {As 6= 0})⊂Φs ◦Φ−1
s ({ρsB̂s = 0}∩ {As 6= 0})⊂ {ρsB̂s = 0}∩ {As 6= 0}.

Concluimos queΦs(D)⊂ {ρsB̂s = 0}; pero esta conclusión es errónea. En efecto, podemos

escribir D = A(n−s+1)(n+1)×D0 donde D0 es una componente irreducible de Vs+1. Sea

x ∈ D0 un punto no singular de Vs+1 y de Vs. Para una elección genérica de un punto

(λ,γ) ∈ A(n−s+1)(n+1), la �bra Vs ∩ {λ∗X+γ∗ = λ∗x+γ∗} es no rami�cada (ver e.g.,

[Mum95, �5A]) y la forma lineal λ(n−s+1)X+γn−s+1 separa sus puntos. Esto muestra
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que cualquier punto y∈Vs∩{λ∗X+γ∗ = λ∗x+γ∗} satisface las condiciones Ds(λ,γ,y) 6= 0
y ρs(λ,γ,y) 6= 0. Por lo tanto el punto (λ,γ,λ∗x+ γ∗) pertenece a Φs(D) \ {ρsB̂s =

0}, lo que contradice la condición Φs(D) ⊂ {ρsB̂s = 0}. De esta forma completamos la

demostración del lema.

Ahora sí, pasamos a demostrar el Teorema 7.2.2.

Demostración del Teorema 7.2.2. Del Lema 7.2.6 y del Lema 7.2.3 deducimos que la

imagen del mor�smo

Ψs : (A(n−s+1)(n+1)×Vs+1)∩{ρsB̂s = 0,As+1 6=0}→ A(n−s+1)(n+1)×An−s−1

(λ,γ,x) 7→ (
λ,γ,Y1(x), . . . ,Yn−s−1(x)

)
está contenida en una hipersuper�cie de A(n−s+1)(n+1)×An−s−1 de grado a lo sumo

4(n− s+2)2ndδ2
sδ

2
s+1. Sea B̃s el polinomio que de�ne esta hipersuper�cie.

Estamos en condiciones de de�nir el polinomio del enunciado del teorema. De�nimos

Bs := AsAs+1ρsρs+1B̂sB̂s+1B̃s. Considerando las cotas de grado de cada uno de sus

factores, el polinomio Bs tiene grado acotado por 4(n−s+3)2ndδ2
sδ

2
s+1. Sea (λ,γ,P) ∈

A(n−s+1)(n+1)×An−s un punto tal que Bs(λ,γ,P) 6= 0. A�rmamos que (λ,γ,P) satisface

las condiciones (i), (ii) y (iii) del enunciado del Teorema 7.2.2. Denotemos por (λ∗,γ∗)

las primeras n− s �las de (λ,γ) y por P∗ el vector formado por las primeras n− s− 1

coordenadas de P. Como As(λ,γ)As+1(λ∗,γ∗) 6= 0, de la Proposición 7.2.1 concluimos

que las proyecciones πs y πs+1 son mor�smos �nitos.

Dado que As(λ,γ) 6= 0, la condición B̂s(λ,γ,P) 6= 0 implica que Ds(λ,γ,x) 6= 0 para

cada x ∈ π−1
s (P). Por lo tanto, P es un punto de levantamiento de πs. De manera similar

mostramos que P∗ es un punto de levantamiento de πs+1.

Finalmente, las condiciones ρs(λ,γ,P) 6= 0 y ρs+1(λ∗,γ∗,P∗) 6= 0 muestran que Yn−s+1

y Yn−s son elementos primitivos de π−1
s (P) y π−1

s+1(P∗), respectivamente. Por otro la-

do, las condiciones B̃s(λ,γ,P
∗) 6= 0 y As+1(λ∗,γ∗) 6= 0 implican que, para cada x ∈

π−1
s+1(P∗), tenemos que (ρsB̂s)

(
λ,γ,P∗,Yn−s(x)

)
6= 0. Dado que As(λ,γ) 6= 0, deduci-

mos que Ds(λ,γ,Q) 6= 0 y que ρs(λ,γ,πs(Q)) 6= 0 para cada Q ∈ π−1
s (P∗,Yn−s(x)) con

x ∈ π−1
s+1(P∗). Esto muestra la condición (iii) del enunciado del Teorema 7.2.2.

La ventaja de tener a disposición el resultado anterior es que nos va a permitir determi-

nar de antemano las formas lineales y los puntos de levantamiento necesarios en cada eta-

pa de algoritmo. Es decir, eligiendo adecuadamente (λ,γ,P) ∈ An(n+1)×An−1 quedan

determinadas n formas lineales λX+γ= (Y1, . . . ,Yn) y un punto P= (p1, . . . ,pn−1) tales

que para cada s= 1, . . . ,n− r se satisfacen simultáneamente todas las condiciones enun-

ciadas en el Teorema 7.2.2. Posteriormente, determinaremos un cuerpo �nito donde esta

elección puede llevarse a cabo con buena probabilidad de éxito. En el próximo teorema
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brindamos una cota superior sobre el grado de un polinomio cuya no anulación implica

los resultados mencionados.

Teorema 7.2.7. Existe un polinomio B∈ Fq[Λ,Γ, �Y] de grado acotado por 4n4d∆4 tal

que para cada (λ,γ,P) ∈ An(n+1)×An−1 con B(λ,γ,P) 6= 0 se veri�can simultánea-

mente las condiciones del Teorema 7.2.2 para cada s= 1, . . . ,n− r−1.

Demostración. Para cada 1 ≤ s ≤ n− r− 1, consideramos el polinomio Bs ∈ Fq[Λ,Γ, �Y]

proporcionado por el Teorema 7.2.2 y de�nimos B := detΛ
∏n−r−1

s=1 Bs. Teniendo en

cuenta las cotas de grado de sus factores, el polinomio B tiene grado acotado por 4n4d∆4.

Sea (λ,γ,P)∈An(n+1)×An−1 un punto que no anula al polinomio B. Como detλ 6= 0
entonces Y = λX+γ es un cambio lineal de coordenadas. Dado que Bs(λ,γ,P) 6= 0 para
cada s, son válidas las condiciones enunciadas en el Teorema 7.2.2.

Sin embargo, dado que V es una Fq�variedad estamos interesados en obtener formas

lineales Z1, . . . ,Zr+1 ∈ Fq[X1, . . . ,Xn] y un punto P ∈ Fr
q de modo que la proyección

π : V → Ar en Z1, . . . ,Zr sea un mor�smo �nito, que P sea punto de levantamiento y

que la forma Zr+1 sea un elemento primitivo de la �bra π−1(P). La existencia de estas

formas lineales y del punto P no puede ser garantizada a menos que el cuerpo �nito Fq

tenga su�ciente cantidad de elementos. Por lo tanto, deberíamos encontrar una condición

genérica cuyo grado proporcione la regularidad necesaria para que estos hechos puedan

acontecer sobre Fq. El resultado siguiente proporciona una tal condición genérica que

depende del grado de la variedad δ mas que del grado geométrico ∆.

Corolario 7.2.8. Si q > (r+ 2)(2ndδ2 − δ) existen formas lineales Z1, . . . ,Zr+1 ∈
Fq[X1, . . . ,Xn] y un punto P ∈ Fr

q tales que el mor�smo proyección π : V → Ar en

Z1, . . . ,Zr es �nito, P ∈Ar es un punto de levantamiento de π y Zr+1 es un elemento

primitivo de la �bra π−1(P).

Demostración. Consideremos el polinomio B̂ := An−rB̂n−rρn−r ∈ Fq[Λ,Γ, Ỹ1, . . . , Ỹr],

donde An−r es el polinomio de la Proposición 7.2.1 para s = n− r, B̂n−r es el poli-

nomio de la prueba del Teorema 7.2.2 con s = n− r− 1 y ρn−r es el discriminante

correspondiente (en este caso Λ es una matriz de indeterminadas de tamaño (r+1)×n
y Γ es un vector de r+1 indeterminadas). Observemos que deg B̂ ≤ (r+2)(2ndδ2 −δ).

Como la cantidad de elementos de Fq es mayor que (r+2)(2ndδ2 −δ) de la Proposición

3.1.3 deducimos que podemos elegir (λ,γ,P) ∈ F(r+1)(n+1)
q ×Fr

q que no anula a B̂ y me-

diante el cual de�nimos las formas lineales λX+γ = (Z1, . . . ,Zr+1). Argumentando de

manera similar al último parágrafo de la demostración del Teorema 7.2.2 tenemos que

las formas lineales Z1, . . . ,Zr+1 y el punto P satisfacen las condiciones enunciadas.
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7.3. Reducción al caso bidimensional

En esta sección culminamos nuestras consideraciones sobre la preparación de los datos

de entrada, reduciendo el problema de calcular un punto q�racional de la Fq�variedad ab-

solutamente irreducible V al de calcular un punto q�racional de una Fq�curva absoluta-

mente irreducible. Para esto, disponemos del primer teorema de Bertini (ver e.g., [Sha94,

�II.6.1, Theorem 1]), el cual a�rma que la intersección de V con una variedad lineal

genérica L⊂An de dimensión n−r+1 es una curva absolutamente irreducible.Vamos a

exhibir una cota superior para el grado de la condición genérica que subyace a la elección

de L.

Sea (λ,γ,P) ∈ A(r+1)(n+1) ×Ar tal que B̂(λ,γ,P) 6= 0, donde B̂ es el polinomio del

Corolario 7.2.8. Sea (Z1, . . . ,Zr+1) = λX+γ y sean Yr+2, . . . ,Yn formas lineales tales que

Z1, . . . ,Zr+1,Yr+2, . . . ,Yn son Fq�linealmente independientes, y sea P := (p1, . . . ,pr). La

proyección π : V → Ar de�nida por π(x) :=
(
Z1(x), . . . ,Zr(x)

)
es un mor�smo �nito, y

por lo tanto la imagen W := π̃(V) de V bajo la aplicación π̃ : V → Ar+1 de�nida por

π̃(x) :=
(
Z1(x), . . . ,Zr+1(x)

)
es una hipersuper�cie de Ar+1. La elección de las formas

lineales Z1, . . . ,Zr+1 implica que esta hipersuper�cie tiene grado δ y está de�nida por

un polinomio m ∈ Fq[Z1, . . . ,Zr+1], mónico en Zr+1.

Teorema 7.3.1. Sean Ω := (Ω1, . . . ,Ωr) y T nuevas indeterminadas. Existe un poli-

nomio no nulo C ∈ Fq[Ω] de grado a lo sumo 2δ4 tal que si ω := (ω1, . . . ,ωr) ∈ Ar

no anula a C y Lω ⊂An es la variedad lineal de dimensión n−r+1 parametrizada

por Zk =ωkT +pk (1≤ k≤ r), entonces V ∩Lω es una variedad afín absolutamente

irreducible de dimensión 1.

Demostración. De la Proposición 5.1.2 deducimos que V es birracionalmente equiva-

lente a la hipersuper�cie W ⊂Ar+1 de�nida por el polinomio m(Z1, . . . ,Zr+1). Como V

es absolutamente irreducible, W lo es y, por lo tanto, m es un polinomio absolutamente

irreducible. Siguiendo a [Kal95], consideramos m̃ ∈ Fq[Ω,T ][Zr+1] el polinomio de�nido

como m̃ :=m
(
Ω1T+p1, . . . ,ΩrT+pr,Zr+1

)
. Observemos que m̃ es un elemento mónico

de Fq[Ω,T ][Zr+1]

La demostración de la Proposición 5.1.1 muestra que la elección de P implica que el

discriminante del polinomio m(P,Zr+1) es no nulo; pero m̃(Ω,0,Zr+1) = m(P,Zr+1),

con lo cual m̃(Ω,0,Zr+1) es un elemento separable de Fq[Ω][Zr+1].

Aplicando [Kal95, Theorem 5] concluimos que existe un polinomio C ∈ Fq[Ω] de gra-

do acotado por 3
2δ

4 −2δ3 + 1
2δ

2 ≤ 2δ4 tal que para ω ∈ Ar con C(ω) 6= 0, el polinomio

m̃(ω,T,Zr+1) es absolutamente irreducible. De aquí deducimos immediatamente el teo-

rema.
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8 Una fibra de levantamiento de V definida
sobre una extensión de Fq

Este capítulo marca el inicio concreto de nuestro algoritmo para calcular un punto

q�racional de una Fq�variedad V absolutamente irreducible de�nida por una sucesión

regular de Fq[X1, . . . ,Xn]. A partir de las cotas de grado sobre las condiciones genéricas

que atraviesan este proceso, vamos a considerar una extensión �nita K de Fq, y obtener

una sección lineal de dimensión cero de�nida sobre K de nuestra variedad de entrada V .

Este procedimiento (recursivo) constituye la primera etapa del algoritmo.

8.1. Sobre el modelo algorítmico y el costo de las operaciones

Los algoritmos en teoría de eliminación se describen usualmente codi�cando poli-

nomios multivariados por el vector de todos sus coe�cientes, no nulos en el caso ralo

(sparse). Esta descripción conlleva una di�cultad, en cierto modo insalvable: un poli-

nomio genérico en n indeterminadas de grado d tiene
(
d+n

n

)
= O(dn) coe�cientes no

nulos, con lo cual la representación densa o rala de polinomios multivariados requiere

tamaño exponencial y su manipulación requiere usualmente un número exponencial de

operaciones aritméticas con respecto a n y a d. Para evitar estos contratiempos es

que codi�caremos los datos de entrada, de salida y todos los resultados intermedios de

nuestros cálculos por medio de esquemas de evaluación o, su equivalente en inglés,

straight�line programs (cf. [vzG86], [Hei89], [Str90], [Par95], [BCS97]).

De�nición 8.1.1. Sea K un cuerpo arbitrario. Un straight�line program β en el

cuerpo K(X1, . . . ,Xn) es una sucesión �nita de funciones racionales (F1, . . . ,Fk) ∈
K(X1, . . . ,Xn)k tales que para cada 1≤ i≤ k, Fi es un elemento de {X1, . . . ,Xn}, o bien

un elemento de K (un parámetro), o existen 1≤ i1, i2 < i tales que Fi = Fi1
◦i Fi2

,

donde ◦i representa alguna de las operaciones aritméticas +,−,×,÷.

Decimos que un straight�line program β es libre de divisiones si ◦i es diferente de ÷
para 1≤ i≤ k.
Surge naturalmente la necesidad de �medir� la complejidad de β. Una medida ade-

cuada para este �n es el tiempo (cf. [vzG86], [BCS97], [Sav98]). De�nimos el tiempo

como la cantidad total de operaciones aritméticas realizadas durante la evaluación del
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8 Una �bra de levantamiento de V de�nida sobre una extensión de Fq

straight�line program. Decimos que el straight�line program β calcula, representa o

evalúa un subconjunto S de K(X1, . . . ,Xn) si S⊂ {F1, . . . ,Fk}.

Sin embargo, un modelo de computación basado solo en straight�line programs presen-

ta algunas limitaciones ya que nuestro modelo incluye decisiones y selecciones (sujetas

a su vez, a previas decisiones). Consideraremos entonces redes aritméticas, que son

straight�line programs con rami�caciones (branchings). El tiempo de evaluación de

una red aritmética se de�ne de manera análoga al caso de straight�line programs (ver

e.g., [vzG86], [BCS97] para más precisiones sobre la noción de red aritmética).

Otra cuestión a resolver cuando trabajamos con polinomios con coe�cientes en un

cuerpo K es el identity testing problem, el cual, en forma general puede enunciarse del

siguiente modo:

Problema. Dado un polinomio F∈K[X1, . . . ,Xn] (representado mediante una cierta

estructura de datos) decidir si representa la función nula sobre K.

Los primeros trabajos que dieron cuenta de este problema (presentando algoritmos

probabilísticos para su tratamiento) fueron publicados de manera casi simultánea por

R. Zippel [Zip79] y J. Schwartz [Sch80]. En este trabajo, seguimos sus ideas, haciendo

un uso constante de lo que se conoce como Lema de Zippel-Schwartz, ya enunciado como

Teorema 3.3.3, y que ahora reenunciamos.

Teorema 8.1.2. Sea F ∈ Fq[X1, . . . ,Xn] un polinomio de grado a lo sumo d y sea

µ > 0. Si K es una extensión �nita de Fq tal que |K| > µd entonces la probabilidad

de elegir al azar a ∈ Kn tal que F(a) 6= 0 es mayor que 1−1/µ.

En cuanto al costo de las operaciones aritméticas que llevaremos a cabo, consideramos

para cadam∈N la constante M(m) :=m log2m log logm. Esta constante está relacionada

con el costo de las operaciones básicas de enteros y polinomios.

Los algoritmos a los que recurrimos (algoritmo de Euclides, cálculo de resultantes,

interpolación, factorización de polinomios univariados sobre un cuerpo �nito, etc.) y

los correspondientes resultados de complejidad, son los que se presentan en el texto

[vzGG99]. También constituyen buenas referencias los textos [BP94], [GCL92], [BCS97].

La multiplicación, división y máximo común divisor de enteros de talla bit m es de

orden O(M(m)). Si R es un anillo conmutativo, el número de operaciones aritméticas en

R de la multiplicación y la división de polinomios de R[T ], de grado a lo sumo m, puede

llevarse a cabo con O(m logm log logm).

El máximo común divisor de dos polinomios, de grado a lo sumo m, sobre un cuerpo

K puede efectuarse con O(M(m)) operaciones aritméticas en K. El cálculo de resultantes

e interpolación tiene la misma complejidad.

Un elemento cualquiera de un cuerpo �nito Fq tiene talla bit O(logq). En particular,

una operación aritmética en un cuerpo �nito Fq puede realizarse en forma determinística

con O(M(logq)) operaciones bit.
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8.2 Una solución geométrica de V

8.2. Una solución geométrica de V

El Teorema 7.2.7 muestra la existencia de un polinomio B en n(n+1)+n−1 indeter-

minadas, de grado acotado por 4n4d∆4, de modo que, cada vez que tomamos (λ,γ,P) ∈
An(n+1)×An−1 con B(λ,γ,P) 6= 0, de�niendo las formas lineales λX+γ = (Y1, . . . ,Yn),

y escribiendo P = (p1, . . . ,pn−1), logramos que para cada s = 1, . . . ,n− r− 1 se veri�ca

simultáneamente:

El mor�smo πs : Vs→ An−s, la proyección en las formas lineales Y1, . . . ,Yn−s, es

�nito y la forma lineal Yn−s+1 induce un elemento primitivo de la extensión entera

de anillos Fq[Y1, . . . ,Yn−s] ↪→ Fq[Vs].

El punto P(s) := (p1, . . . ,pn−s) ∈An−s conformado por las primeras n−s coorde-

nadas de P es un punto de levantamiento de πs y Yn−s+1 es un elemento primitivo

de la �bra π−1
s (P(s)).

Cada punto Q ∈ πs

(
π−1

s+1(P(s+1))
)
es un punto de levantamiento de πs y la forma

lineal Yn−s+1 es un elemento primitivo de π−1
s (Q).

Consideremos un cuerpo �nito K, que extiende a Fq, de cardinal mayor que 60n4d∆4.

Considerando la cantidad de elementos de K y el Teorema 8.1.2 concluimos que la pro-

babilidad de elegir (λ,γ,P) ∈ Kn(n+1)×Kn−1 que no anule al polinomio B es mayor o

igual que 14/15. Supongamos entonces haber elegido (λ,γ,P) ∈ Kn(n+1)×Kn−1.

Notemos que, como las formas lineales Y1, . . . ,Yn pertenecen a K[Y1, . . . ,Yn] y P∈Kn−1,

cada una de las �bras de levantamiento VP(s) es una K�variedad.

Todavía resta introducir algunas notaciones. El polinomio minimal de la función co-

ordenada inducida por Yn−s+1 en la extensión entera Fq[Y1, . . . ,Yn−s] ↪→ Fq[Vs] será

denotado por m(s). Es un elemento de Fq[Y1, . . . ,Yn−s+1] de grado δs y de�ne una

K�hipersuper�cie de An−s+1 birracionalmente equivalente a Vs, con lo cual podemos

suponer entonces que m(s) pertenece a K[Y1, . . . ,Yn−s+1]. De la demostración de la

Proposición 5.1.2 concluimos que existe una solución geométrica de Vs conformada por

m(s) y por polinomios v(s)
n−s+2, . . . ,v

(s)
n en K[Y1, . . . ,Yn−s+1].

Esta solución geométrica de Vs resulta compatible con P(s), ya que el discrimi-

nante de m(s) respecto de Yn−s+1 no se anula en P(s). De este modo, los polinomios

m(s)(P(s),Yn−s+1),v
(s)
n−s+k(P(s),Yn−s+1) (2 ≤ k ≤ s) forman una solución geométrica

de la �bra VP(s) con Yn−s+1 como elemento primitivo y el grado de VP(s) es igual a δs.

En las circunstancias anteriores, vamos a exhibir un algoritmo que calcula una solución

geométrica de una �bra de levantamiento K�de�nible VP(n−r) de la variedad V . Este

algoritmo que calcula una solución geométrica de VP(n−r) es un procedimiento recursivo

que procede en r−1 pasos. En el paso s�ésimo calculamos una solución geométrica de

la �bra de levantamiento VP(s+1) a partir de una solución geométrica de la �bra de

levantamiento VP(s) . Este cálculo se divide en dos etapas principales:
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8 Una �bra de levantamiento de V de�nida sobre una extensión de Fq

1. La primera, que podemos denominar De la �bra a la curva, es la más sencilla.

Aplicando la versión efectiva del operador de Newton de [GLS01], �levantamos�

la solución geométrica de la �bra VP(s) a una solución geométrica de la siguiente

K�variedad equidimensional de dimensión 1 (ver la Sección 8.3):

WP(s+1) := Vs∩ {Y1 = p1, . . . ,Yn−s−1 = pn−s−1}.

La variedadWP(s+1) se denomina una curva de levantamiento. La curvaWP(s+1)

puede describirse como el conjunto de ceros comunes de los polinomios Y1 −

p1, . . . ,Yn−s−1 −pn−s−1,F1, . . . ,Fs y, en particular, la �bra VP(s) está contenida

en WP(s+1) .

2. La segunda etapa, denominadaDe la curva a la �bra, consiste en construir a partir

de la solución geométrica de la curva WP(s+1) obtenida en la primera etapa, una

solución geométrica para la �bra de levantamiento VP(s+1) =WP(s+1) ∩V(Fs+1).

Esto lo haremos del siguiente modo: calculamos la ecuación minimal de Yn−s−1 en

VP(s+1) (ver la Sección 8.4.1) y posteriormente, obtenemos las parametrizaciones

por los ceros de esta ecuación minimal aplicando una versión efectiva del clásico

Shape Lemma (ver la Sección 8.4.2).

Un punto importante en nuestro algoritmo es que en todo momento tratamos con

polinomios en una o dos variables. Esto permite tratar con la escritura densa de los

mismos sin aumentar la complejidad.

8.3. De la fibra a la curva

En esta sección describimos como calcular una solución geométrica de la curva de

levantamiento WP(s+1) a partir de una solución geométrica de la �bra de levantamiento

VP(s) . Fijemos entonces s con 1≤ s≤ n− r−1.

Consideremos los polinomios m(s)(P(s),Yn−s+1),v
(s)
n−s+k(P(s),Yn−s+1) (2 ≤ k ≤ s),

los cuales forman una solución geométrica de VP(s) con Yn−s+1 como elemento primitivo.

Obtendremos una solución geométrica de WP(s+1) aplicando el operador de Newton�

Hensel global de [GLS01]. De acuerdo a las hipótesis sobre la curva WP(s+1) , la proyec-

ción deWP(s+1) en A1 de�nida por Yn−s y el punto de levantamiento P(s), tenemos que

WP(s+1) consiste de δs �ramas� analíticas que están sobre Yn−s = pn−s. La intersec-

ción de cada una de estas �ramas� con el hiperplano Yn−s = pn−s consiste de un punto

distinto de la �bra de levantamiento VP(s) . En consecuencia, por la no rami�cación de

P(s) tenemos que, aplicando el operador de Newton�Hensel usual no arquimediano en el

anillo Fq[[Yn−s −pn−s]], a partir de cada punto de VP(s) es posible obtener aproxima-

ciones (no arquimedianas) de orden de precisión arbitrario de la correspondiente rama

de la curva WP(s+1) .
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El apelativo global del operador de Newton�Hensel de [GLS01] tiene que ver con que

éste calcula simultáneamente aproximaciones de todas las ramas de WP(s+1) que están

sobre Yn−s = pn−s. En lo que sigue, vamos a aplicar este operador a �n de calcular el

polinomio minimal mF ∈ Fq[Yn−s,Yn−s+1] de un elemento F ∈ Fq[WP(s+1) ] en la exten-

sión de anillos Fq[Yn−s] ↪→ Fq[WP(s+1) ]. Dado que conocemos cotas sobre el grado del

polinomio minimal mF, aunque trabajemos con series de potencias truncadas, podemos

garantizar que después de un número, �jado de antemano, de iteraciones, llegamos a la

solución correcta.

Para poder aplicarlo es necesario que WP(s+1) satisfaga ciertas condiciones geométri-

cas adecuadas. Denotamos por Is el siguiente ideal de K[Y1, . . . ,Yn]:

Is := (F1(Y1, . . . ,Yn), . . . ,Fs(Y1, . . . ,Yn),Y1 −P1, . . . ,Yn−s−1 −Pn−s−1).

Nuestro próximo resultado muestra que estamos en condiciones de aplicar el operador de

Newton global a la �bra de levantamiento VP(s) para obtener una solución geométrica

de la curva WP(s+1) .

Lema 8.3.1. WP(s+1) es una K�variedad equidimensional de dimensión 1 y grado

δs de�nida por el ideal radical Is.

Demostración. Probamos, en primer lugar, que WP(s+1) es una curva mostrando que

los polinomios que de�nen el ideal Is forman una sucesión regular de K[Y1, . . . ,Yn]. Sea

Ln la variedad lineal de�nida por el sistema de ecuaciones Y1 = p1, . . . ,Yn−s−1 = pn−s−1

en An y, para cada 1≤ i≤ s, sea Ln−i la variedad lineal de�nida por el mismo sistema

de ecuaciones en An−i. Observemos que para 1≤ i≤ s tenemos que

{Fj(P
(s+1),Yn−s, . . . ,Yn) = 0;1≤ j≤ i} = Vi∩Ln = π−1

i (Ln−i).

Como πi es un mor�smo �nito, tenemos que dimVi∩Ln = dimLn−i =n−i−(n−s−1) =

s+ 1− i para 1 ≤ i ≤ s. Esto implica que WP(s+1) = Vs ∩ Ln es equidimensional de

dimensión 1.

Mostramos, a continuación, que la curva WP(s+1) tiene grado δs. De la Desigualdad

de Bézout (2.1) deducimos fácilmente que degWP(s+1) ≤ δs. Como πs es un mor�smo

�nito, la restricción πs|W
P(s+1)

:WP(s+1) → Ln−s también lo es. Además, el punto P(s)

es un punto de levantamiento, con lo cual

|(πs|W
P(s+1)

)−1(P(s))| = |π−1
s (P(s))| = δs.

En consecuencia,

δs = |π−1
s (P(s))| = |WP(s+1) ∩ {Yn−s = pn−s}|≤ degWP(s+1) ≤ δs.
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Es decir, WP(s+1) tiene grado δs.

Resta probar que Is es un ideal radical. Como P(s) es un punto de levantamiento del

mor�smo πs, del Lema 2.1.9 concluimos que el determinante de la matriz(
∂Fi(P

(s+1),Yn−s, . . . ,Yn)/∂Yn−s+j

)
1≤i,j≤s

no se anula en ningún punto de VP(s) =WP(s+1) ∩ {Yn−s = pn−s}. Más aún, de |VP(s) | =

δs = degWP(s+1) , podemos a�rmar que la variedad lineal {Yn−s = pn−s} interseca cada

componente irreducible deWP(s+1) . Entonces la función coordenada deWP(s+1) de�ni-

da por el determinante de la matriz precedente no es un divisor de 0 en Fq[WP(s+1) ] y

de [Eis95, Theorem 18.15] concluimos que Is es radical.

Estamos ahora en condiciones de exhibir un algoritmo que calcula una solución ge-

ométrica de la curva de levantamiento WP(s+1) a partir de una solución geométrica de

la �bra VP(s) .

Proposición 8.3.2. Teniendo como datos de entrada

un straight�line program que evalúa los polinomios F1, . . . ,Fs en tiempo T ,

la representación densa de elementos de K[Yn−s+1] que forman una solución

geométrica de VP(s),

puede calcularse en forma determinística la representación densa de polinomios de

K[Yn−s,Yn−s+1] que constituyen una solución geométrica de WP(s+1)con O
(
(nT +

n5)M(δs)
2
)
operaciones en K.

Demostración. En primer lugar, la curva de levantamiento WP(s+1) es naturalmente

isomorfa a la curva W∗
P(s+1) ⊂ As+1, mediante la proyección en As+1 de�nida por

Yn−s, . . . ,Yn. Esta proyección permite identi�car la �bra de levantamiento VP(s) con

la variedad

V∗
P(s) :=W∗

P(s+1) ∩ {Yn−s = pn−s}.

Más aún, la �bra genérica de la proyección π̂s+1 : W∗
P(s+1) → A1 inducida por Yn−s

tiene cardinal δs �decimos que la proyección es un mor�smo �nito genéricamente no

rami�cado de grado δs. En particular, la �bra V∗
P(s) es no rami�cada y tiene cardinal

δs.

Los polinomios m(s)(P(s),Yn−s+1),v
(s)
n−s+k(P(s),Yn−s+1) (2 ≤ k ≤ s), introducidos

antes del enunciado del Lema 8.3.1, forman una solución geométrica de V∗
P(s) . Estamos en

condiciones entonces de aplicar el operador de Newton global de [GLS01, II.4] y concluir

que existe una red aritmética β en K que calcula una solución geométrica deW∗
P(s+1) , que

es, al mismo tiempo, una solución geométrica de WP(s+1) . Como la solución geométrica
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de V∗
P(s) consiste de polinomios univariados con coe�cientes en K, la solución geométrica

de WP(s+1) también está formada por polinomios con coe�cientes en K.

La evaluación de la red aritmética β requiere O
(
(nT +n5)M(δs)

2
)
operaciones arit-

méticas en K.

8.4. De la curva a la fibra

8.4.1. La intersección

Si bien ya disponemos de un elemento primitivo de la �bra VP(s+1) , para llevar ade-

lante el algoritmo necesitaremos cambiar de elemento primitivo y calcular los correspon-

dientes minimales de estos elementos primitivos. En esta sección, entonces, mostramos

un algoritmo que calcula la ecuación minimal del elemento de Fq[VP(s+1) ] inducido por

la forma lineal Lλ := Yn−s +λYn−s+1 para una elección adecuada de λ ∈ K.
Con el objeto de facilitar la lectura, en esta sección aligeraremos la notación del

siguiente modo:

el punto de levantamiento P(s+1) será denotado por P;

la �bra de levantamiento VP(s+1) será denotada por VP;

la curva de levantamiento WP(s+1) será denotada por WP.

Sin embargo, los resultados obtenidos se enunciarán en términos de P(s+1), VP(s+1)

y WP(s+1) . La notación establecida será utilizada tanto en las argumentaciones previas

y posteriores, como durante el transcurso de la demostración de los mismos.

Dado λ ∈ A1 consideramos la forma lineal Lλ := Yn−s + λYn−s+1 y la proyección

πλ :WP→ A1 de�nida por πλ(x) := Lλ(x). Nuestro próximo resultado proporciona una

condición su�ciente (y consistente) sobre λ, que asegura que reemplazar la variable

Yn−s por Lλ no modi�ca la situación obtenida en la Sección 7.2, es decir πλ es un

mor�smo �nito y cada elemento de πλ(VP) de�ne una �bra no rami�cada de πλ. Para

eso introducimos una indeterminada Λ.

Lema 8.4.1. Existe un polinomio no nulo Es ∈ Fq[Λ] de grado acotado por 4∆3, tal

que para cada λ ∈ A1 con Es(λ) 6= 0 se veri�can las siguientes condiciones:

(i) La proyección πλ :WP(s+1) → A1 de�nida por Lλ es un mor�smo �nito.

(ii) Lλ separa los puntos de la �bra de levantamiento VP(s+1).

(iii) Cada elemento de πλ(VP(s+1)) es un punto de levantamiento de πλ.
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Demostración. La elección de las formas lineales Y1, . . . ,Yn−s+1 y del punto P implica

que la función coordenada de�nida por Yn−s+1 es un elemento primitivo de la exten-

sión entera de anillos Fq[Yn−s] ↪→ Fq[WP], cuyo polinomio minimal es m(s)(P,Yn−s+1).

Además, Fq[WP] es un Fq[Yn−s]�módulo libre de rango δs.

En primer lugar, vamos a determinar una condición genérica para (i). Consideremos

la forma lineal LΛ := Yn−s +ΛYn−s+1 y denotemos por m(s)
Λ el siguiente elemento de

K[Λ,Y1, . . . ,Yn−s−1,LΛ,Yn−s+1]:

m
(s)
Λ :=m(s)(Y1, . . . ,Yn−s−1,LΛ −ΛYn−s+1,Yn−s+1).

Comom(s) tiene grado δs y LΛ−ΛYn−s+1 es lineal tanto en LΛ,Yn−s+1 como en Lλ,Λ,

entonces

degLΛ,Yn−s+1
m

(s)
Λ ≤ δs, degLΛ,Λm

(s)
Λ ≤ δs.

Evaluando m(s)
Λ en P podemos escribir:

m
(s)
Λ (Λ,P,LΛ,Yn−s+1) = aδs(Λ)Yδs

n−s+1 +aδs−1(Λ,LΛ)Yδs−1
n−s+1 + · · ·+a0(Λ,LΛ),

donde aδs , . . . ,a0 son elementos de K[Λ,LΛ] de grado acotado por δs. Dado que

m
(s)
Λ (0,P,Yn−s,Yn−s+1) =m(s)(P,Yn−s,Yn−s+1)

y que m(s)(P,Yn−s,Yn−s+1) es un elemento mónico de K[Yn−s][Yn−s+1] de grado δs en

Yn−s+1, concluimos que el coe�ciente principal aδs es un elemento no nulo de K[Λ] (de

grado acotado por δs). Probaremos luego que si λ ∈A1 y aδs(λ) 6= 0 entonces se cumple

la condición (i).

Supongamos que VP := {Q1, . . . ,Qδs+1
} y consideremos el polinomio

Es,1(Λ) =
∏

1≤j<k≤δs+1

(
LΛ(Qj)−LΛ(Qk)

)
.

Como Yn−s separa los puntos de la �bra de levantamiento VP, entonces LΛ(Qj) −

LΛ(Qk) 6= 0 para 1 ≤ j < k ≤ δs+1, y por lo tanto Es,1 es un elemento no nulo de

Fq[Λ] de grado a lo sumo δ2
s+1. Mostraremos luego que si λ ∈A1 y Es,1(λ) 6= 0 entonces

se cumple la condición (ii).

Finalmente, analizamos (iii). Consideremos la hipersuper�cie de A2 de�nida por el

siguiente polinomio:

m
(s+1)
LΛ

(Λ,LΛ) :=
∏

1≤j≤δs+1

(LΛ −LΛ(Qj)) ∈ K[Λ,LΛ].

Esta hipersuper�cie tiene grado δs+1 y contiene al conjunto de puntos de la forma
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(
λ,Lλ(x)

)
con λ∈A1 y x∈VP. A�rmamos quem(s+1)

LΛ
y el discriminante ρ(s)

Λ (Λ,P,LΛ)∈
K[Λ,LΛ] del polinomio m(s)

Λ (Λ,P,LΛ,Yn−s+1) introducido anteriormente no tienen fac-

tores en común, no triviales, en K(Λ)[LΛ]. Supongamos, por el contrario, que tienen

un factor común no trivial en K(Λ)[LΛ]. Dado que m(s+1)
LΛ

es un elemento mónico de

K[Λ][LΛ], en realidad existe un factor común h ∈ K[Λ,LΛ]\K[Λ] no divisible por Λ. Te-

niendo en cuenta que m(s+1)
LΛ

(0,Yn−s) =m(s+1)(P,Yn−s) y que ρ(s)
Λ (0,P,Yn−s) es igual

al discriminante ρ(s)(P,Yn−s) de m(s)(P,Yn−s,Yn−s+1) con respecto a Yn−s+1, vemos

que h(0,Yn−s) es un factor común no trivial de ρ(s)(P,Yn−s) y m(s+1)(P,Yn−s). Sea

α ∈ Fq una raíz de h(0,Yn−s) y sea Q un punto de VP tal que α = Yn−s(Q). Luego,

(p1, . . . ,pn−s−1,α) = πs(Q) y el polinomio m(s)(πs(Q),Yn−s+1) (de grado δs) no tiene

δs raíces, dado que ρ(s)(πs(Q)) = 0. Es decir, o bien πs(Q) no es un punto de levan-

tamiento de πs, o bien Yn−s+1 no es un elemento primitivo de π−1
s (πs(Q)), contradi-

ciendo la condición (iii) del Teorema 7.2.2. Esto prueba nuestra a�rmación.

La resultante Es,2 ∈ K[Λ] de m(s+1)
LΛ

(Λ,LΛ) y ρ(s)
Λ (Λ,P,LΛ) con respecto a LΛ es un

elemento no nulo de Fq[Λ] de grado a lo sumo 2(2δs − 1)δsδs+1 que proporciona una

condición genérica necesaria para que se cumpla (iii).

De�nimos entonces Es :=aδsEs,1Es,2. De las cotas de grado de cada uno de sus factores

deducimos que Es tiene grado menor o igual que 4∆3. Tomemos λ∈A1 que no anula a Es

y consideramos la forma lineal Lλ := Yn−s +λYn−s+1. De�nimos el siguiente polinomio

de Fq[Y1, . . . ,Yn−s−1,Lλ,Yn−s+1]:

m
(s)
λ :=m

(s)
Λ (λ,Y1, . . . ,Yn−s−1,Lλ,Yn−s+1).

Estamos en condiciones de mostrar que se veri�can (i), (ii) y (iii) del enunciado del

Lema.

Comencemos mostrando la validez de (i). Para eso vamos a mostrar que Fq[Lλ] ↪→
Fq[WP] es una extensión entera de anillos. Escribimos `λ = yn−s + λyn−s+1, donde

`λ, yn−s y yn−s+1 denotan las funciones coordenadas de Fq[WP] inducidas por Lλ,

Yn−s y Yn−s+1 respectivamente. De la identidad m(s)(P,yn−s,yn−s+1) = 0 en Fq[WP],

deducimos que m(s)
λ (λ,P,`λ,yn−s+1) = 0 en Fq[WP] y, como aδs(λ) 6= 0, tenemos que

m
(s)
λ (P,Lλ,Yn−s+1) ∈ Fq[Lλ][Yn−s+1] representa una ecuación de dependencia entera

sobre Fq[Lλ] para yn−s+1. Por otro lado, el mor�smo πλ :WP→ A1 resulta dominante

(si así no fuera, la proyección de WP en A1 de�nida por Yn−s no sería dominante) con

lo cual Fq[Lλ] ↪→ Fq[`λ,yn−s+1] es inyectiva y, por lo tanto, es una extensión entera

de anillos. Finalmente, la extensión Fq[`λ,yn−s+1] ↪→ Fq[WP] es entera y por lo tanto,

Fq[Lλ] ↪→ Fq[WP] es una extensión entera de anillos.

En segundo lugar, fácilmente mostramos que se veri�ca (ii). La forma Lλ separa los

puntos de la �bra VP pues Es,1(λ) =
∏

1≤i<j≤δs+1

(
Lλ(Qi)−Lλ(Qj)

)
6= 0.

Por último, nos abocamos a (iii). Sea Q un punto cualquiera de VP. De Es,2(λ) 6= 0,
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el discriminante ρ(s)
λ (P,Lλ) de m(s)

λ (P,Lλ,Yn−s+1) con respecto a Yn−s+1 no se anula

en Lλ(Q). Por lo tanto m(s)
λ (P,Lλ(Q),Yn−s+1) tiene δs raíces distintas en Fq y, en

consecuencia, la �bra π−1
λ (Lλ(Q)) tiene δs puntos distintos; en otras palabras, es una

�bra no rami�cada.

Teniendo en cuenta que el cuerpo K tiene más de 60n4d∆4 elementos, el Teorema

8.1.2 asegura que podemos elegir λ∈ K con probabilidad al menos 1−1/60n4 de obtener

Es(λ) 6= 0. Supongamos entonces que hemos elegido λ ∈ K con la propiedad esperada

y consideremos la correspondiente forma lineal Lλ := Yn−s +λYn−s+1. A continuación

presentamos un algoritmo que calcula la ecuación minimal de la función coordenada de

VP(s+1) inducida por Lλ.

El inverso de (∂m
(s)
λ /∂Yn−s+1)(P,Lλ,Yn−s+1) módulo m(s)

λ (P,Lλ,Yn−s+1) es un ele-

mento de K(Lλ)[Yn−s+1] de grado a lo sumo δs −1. Para cada 2≤ k≤ s representemos

por w(s)
n−s+k(P,Lλ,Yn−s+1) ∈ K(Lλ)[Yn−s+1] el resto módulo m(s)

λ (P,Lλ,Yn−s+1) de

v
(s)
n−s+k(P,Lλ −λYn−s+1,Yn−s+1)(∂m

(s)
λ /∂Yn−s+1)−1(P,Lλ,Yn−s+1).

Sean

fs+1 := Fs+1

(
P,Lλ,Yn−s+1,w

(s)
n−s+2(P,Lλ,Yn−s+1), . . . ,w

(s)
n (P,Lλ,Yn−s+1)

)
,

y

gs+1 := ResYn−s+1

(
m

(s)
λ (P,Lλ,Yn−s+1), fs+1

)
, (8.1)

donde ResYn−s+1
(f,g) denota la resultante de f y g con respecto a Yn−s+1.

Observemos que fs+1 ∈ K(Lλ)[Yn−s+1] es un polinomio de grado a lo sumo dδs en

Yn−s+1 y que los denominadores de sus coe�cientes son divisores de un polinomio de

K[Lλ] de grado acotado por (2δs −1)δs. Por otro lado, de [GLS01, Corollary 2] se sigue

que gs+1 es un elemento de K[Lλ] de grado a lo sumo dδs. Nuestro próximo resultado

muestra que podemos calcular de manera e�ciente la ecuación minimal de Lλ en K[VP].

Proposición 8.4.2. Teniendo como datos de entrada

un straight�line program que representa a Fs+1 en tiempo T ,

una solución geométrica de la curva WP(s+1),

λ ∈ K que veri�ca las condiciones del Lema 8.4.1,

puede calcularse con O
(
(T +n)M(dδs)M(δs)

)
operaciones en K la representación

densa del polinomio minimal m(s+1)
Lλ

(P(s+1),Lλ) ∈ K[Lλ] de la función coordenada

de VP(s+1) inducida por Lλ, con probabilidad de éxito mayor o igual que 1−1/45n3.
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Demostración. Sea λ ∈ K un elemento que satisface las condiciones del Lema 8.4.1. En

[HMW01, Lemma 8] se prueba la siguiente identidad:

m
(s+1)
Lλ

(P,Lλ) =
gs+1

gcd(gs+1,g
′
s+1

) .
Esta identidad permite reducir de manera e�ciente el cálculo de m(s+1)

Lλ
(P,Lλ) al del

polinomio gs+1 de (8.1). A su vez, éste puede de�nirse como la resultante con respec-

to a la variable Yn−s+1 de dos elementos de K(Lλ)[Yn−s+1] de grados acotados por

δs y δs − 1: m(s)
λ (P,Lλ,Yn−s+1) y el resto de fs+1 módulo m(s)

λ (P,Lλ,Yn−s+1). Esta

resultante se calcula aplicando el Algoritmo de Euclides Extendido (en forma abre-

viada, EEA) en K(Lλ)[Yn−s+1] con O
(
M(δs)

)
operaciones aritméticas en K(Lλ) (ver

[vzGG99, Corollary 11.16]). Además, el cálculo de fs+1 requiere la inversión modular de

(∂m
(s)
λ /∂Yn−s+1)−1(P,Lλ,Yn−s+1), que se calcula aplicando el EEA en K(Lλ)[Yn−s+1]

a los polinomios m(s)
λ (P,Lλ,Yn−s+1) y (∂m

(s)
λ /∂Yn−s+1)(P,Lλ,Yn−s+1).

Para calcular la representación densa de gs+1, aplicaremos el EEA sobre un anillo de

series de potencias K[[Lλ−α]], con α∈ K un elemento tal que todos los elementos de K[Lλ]

invertidos durante la ejecución del EEA sean unidades del anillo K[[Lλ −α]]. Para que el

algoritmo sea �efectivo�, durante su ejecución calcularemos aproximaciones adecuadas

en K[Lλ] de los resultados intermedios de nuestros cálculos, que son obtenidos truncando

los desarrollos en series de potencias de K[[Lλ −α]] de estos resultados intermedios. Por

lo tanto, tenemos que determinar el grado de precisión requerido para que, truncando

las series de potencias obtengamos el resultado correcto.

De modo similar a la demostración de [vzGG99, Theorem 6.52], deducimos que todos

los denominadores de los elementos de K(Lλ) que aparecen durante la aplicación del EEA

a m(s)
λ (P,Lλ,Yn−s+1) y fs+1 son divisores de a lo sumo δs +1 polinomios de K[Lλ] de

grado acotado por (dδs +δs)(2δs −1)δs. Por otro lado, los denominadores que aparecen

durante la aplicación del EEA a m(s)
λ (P,Lλ,Yn−s+1) y (∂m

(s)
λ /∂Yn−s+1)(P,Lλ,Yn−s+1)

son divisores de a lo sumo δs +1 polinomios de K[Yn−s] de grado acotado por (2δs −1)δs.

Por lo tanto, el producto de todos los denominadores que aparecen durante las dos

aplicaciones del EEA tiene grado acotado por (dδs + δs + 1)(2δs − 1)δs(δs + 1) ≤ 4dδ4
s.

Como el cuerpo K tiene cardinal mayor que 60n4d∆4, del Teorema 8.1.2 concluimos que

existe α ∈ K que no anula ninguno de los denominadores que aparecen como resultado

intermedio del EEA. Más aún, la probabilidad de elegir al azar tal α ∈ K es al menos

1−1/45n3.

Como la salida de nuestro algoritmo es un polinomio de grado a lo sumo dδs, bastará

calcular las series de potencias que aparecen como resultados intermedios a orden dδs+1.

Finalmente, mostramos que las operaciones descritas previamente se llevan a cabo con

las estimaciones de complejidad enunciadas.

En primer lugar, calculamos el inverso de (∂m
(s)
λ /∂Yn−s+1)(P,Lλ,Yn−s+1) módulo
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m
(s)
λ (P,Lλ,Yn−s+1), calculamos w(s)

n−s+k(P,Lλ,Yn−s+1) para 2 ≤ k ≤ s, luego calcula-

mos fs+1 módulo m(s)
λ (P,Lλ,Yn−s+1), y �nalmente calculamos gs+1. Todos estos cál-

culos se pueden llevar a cabo con O
(
(T +n)M(δs)

)
operaciones aritméticas en K(Lλ).

Cada una de estas operaciones aritméticas se realiza en el anillo de series de potencias

K[[Lλ −α]] a precisión dδs +1 con O
(
M(dδs)

)
operaciones aritméticas en K. En suma, el

cálculo de gs+1 se realiza con O
(
(T +n)M(dδs)M(δs)

)
operaciones aritméticas en K.

Finalmente, calculamos gs+1/gcd(gs+1,g
′
s+1) con O

(
M(dδs)

)
operaciones en K.

El algoritmo delineado en la Proposición 8.4.2 no solo extiende el algoritmo de [GLS01,

Algorithm II.7] a cuerpos �nitos, sino que también proporciona estimaciones sobre la

probabilidad de las elecciones que tienen lugar (no presentes en este último). Al mismo

tiempo las estimaciones de complejidad de la Proposición 8.4.2 mejoran ostensiblemente

las de [HMW01, Proposition 1].

8.4.2. Una solución geométrica de VP(s+1)

En esta sección vamos a presentar un algoritmo que calcula una parametrización de

las variables Yn−s+1, . . . ,Yn por los ceros de m(s+1)(P(s+1),Yn−s), completando de este

modo, el s�ésimo paso recursivo del algoritmo principal.

Como en la sección anterior, para simpli�car notaciones vamos a denotar el punto

de levantamiento P(s+1) por P, la �bra de levantamiento VP(s+1) por VP y la curva de

levantamiento WP(s+1) por WP.

Comenzamos discutiendo cómo obtener la parametrización de Yn−s+1 por los ceros

de m(s+1)(P,Yn−s). Recordemos que tal parametrización está representada por

∂m(s+1)

∂Yn−s
(P,Yn−s)Yn−s+1 −v

(s+1)
n−s+1(P,Yn−s),

con v(s+1)
n−s+1(P,Yn−s) un polinomio con coe�cientes en K de grado a lo sumo δs+1 −1.

Sean λ1 y λ2 dos elementos no nulos de K que satisfacen las condiciones del Lema 8.4.1

y consideremos las correspondientes formas lineales Li := Yn−s +λiYn−s+1, con i= 1,2.

Supongamos que disponemos de las ecuaciones minimales m(s+1)
1 (P,L1), m(s+1)

2 (P,L2)

y m(s+1)(P,Yn−s) de L1, L2 e Yn−s sobre Fq[VP], respectivamente (estas ecuaciones se

calculan aplicando el algoritmo de la Proposición 8.4.2). Considerando estos polinomios

como elementos de K[Yn−s,Yn−s+1], supongamos además que L2 separa los ceros co-

munes de m(s+1)(P,Yn−s) y m
(s+1)
1 (P,L1). Argumentando como en la demostración del

Lema 8.4.1, concluimos que existe un polinomio no nulo Ês ∈ Fq[Λ] de grado acotado por

∆4 tal que para cada λ2 con Ês(λ2) 6= 0, la forma lineal L2 satisface nuestra suposición.
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Consideremos la siguiente K�variedad de dimensión 0:

Ws+1 :=
{
(x1,x2) ∈ A2 :m(s+1)(P,x1) = 0,m

(s+1)
i (P,x1 +λix2) = 0 para i= 1,2

}
.

Si π̃s : VP → A2 representa la proyección en las formas lineales Yn−s,Yn−s+1, la va-

riedadWs+1 es la imagen de π̃s. En efecto, como los ceros de cada uno de los minimales

m(s+1)(P,T),m
(s+1)
1 (P,T) y m(s+1)

2 (P,T) se obtienen evaluando la forma lineal corres-

pondiente en los puntos de la �bra VP, tenemos que π̃s(VP) ⊂Ws+1. Por otro lado, la

forma L2 separa los ceros comunes de m(s+1)(P,Yn−s) y m
(s+1)
1 (P,L1), y el polinomio

m
(s+1)
2 (P,L2), de grado δs+1, se anula en el conjunto L2

(
π̃s(VP)

)
de cardinal δs+1.

Concluimos que Ws+1 = π̃s(VP).

La forma lineal Yn−s separa los puntos de VP con lo cual también separa los puntos

de Ws+1. Esta es una variedad de dimensión 0 y grado δs+1. Aplicando la versión

clásica del Shape Lemma a Ws+1 (ver e.g., [CLO98]), vemos que existe un polinomio

wn−s+1 ∈ K[Yn−s] de grado a lo sumo δs+1−1 tal que Yn−s+1−wn−s+1(Yn−s) se anula

en la variedad Ws+1.

Sea α ∈ Fq una raíz arbitraria de m(s+1)(P,Yn−s) y sea β := wn−s+1(α). Como

Yn−s separa los puntos de Ws+1 deducimos que (α,β) es el único punto de Ws+1

cuya coordenada Yn−s es igual a α. En consecuencia, Yn−s+1 = β es la única raíz

en común entre m(s+1)
1 (P,α+ λ1Yn−s+1) y m(s+1)

2 (P,α+ λ2Yn−s+1). El polinomio

m
(s+1)
2 (P,α+λ2Yn−s+1) no tiene factores múltiples �vista la elección de λ2� y. por lo

tanto, tenemos la siguiente identidad en K(α)[Yn−s+1]:

gcd
(
m

(s+1)
1 (P,α+λ1Yn−s+1),m

(s+1)
2 (P,α+λ2Yn−s+1)

)
= Yn−s+1 −β. (8.2)

Consideremos la descomposición en factores irreducibles en K[Yn−s] del polinomio

minimal m(s+1)(P,Yn−s):

m(s+1)(P,Yn−s) = h1 · · ·hN.

Podemos pensar que cada factor irreducible hj ∈ K[Yn−s] se corresponde con una K�

componente irreducible Cj de Ws+1. Si αj ∈ Fq es una raíz arbitraria de hj, tenemos

el isomor�smo K(αj)' K[Yn−s]/hj(Yn−s). De (8.2), deducimos que existe un polinomio

vj ∈ K[Yn−s] de grado a lo sumo deghj − 1, a partir del cual establecemos la siguiente

identidad en (K[Yn−s]/hj(Yn−s)) [Yn−s+1]:

gcd
(
m

(s+1)
1 (P,Yn−s+λ1Yn−s+1),m

(s+1)
2 (P,Yn−s+λ2Yn−s+1)

)
=Yn−s+1−vj(Yn−s). (8.3)

Deducimos entonces que Yn−s+1 − vj(Yn−s) ≡ 0 mod I(Cj) y, por lo tanto, que para
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cada 1≤ j≤N tenemos que

h ′j
(∏

i6=j

hi

)
(Yn−s+1 −vj) ∈ I(Ws+1)⊂ I(VP).

Naturalmente, llegamos al polimomio que estamos buscando:

v
(s+1)
n−s+1(P,Yn−s) :=

∑
1≤j≤N

h ′jvj

∏
i6=j

hi mod m(s+1)(P,Yn−s). (8.4)

De su propia de�nición, resulta que el polinomio v(s+1)
n−s+1(P,Yn−s) es un elemento de

K[Yn−s] de grado a lo sumo δs+1 −1, y que

∂m(s+1)

∂Yn−s
(P,Yn−s)Yn−s+1 −v

(s+1)
n−s+1(P,Yn−s)=

N∑
j=1

h ′j
(∏

i6=j

hi

)
(Yn−s+1 −vj)

pertenece al ideal I(VP). En suma, representa la parametrización de Yn−s+1 por los ceros

de m(s+1)(P,Yn−s).

Estimamos la complejidad y la probabilidad de éxito del algoritmo recién descrito.

Lema 8.4.3. El algoritmo recién descrito calcula

el polinomio minimal m(s+1)(P(s+1),Yn−s) de la función coordenada inducida

por Yn−s en K[VP(s+1) ];

la parametrización de Yn−s+1 por los ceros de m(s+1)(P(s+1),Yn−s),

con O
(
(T +n)M(∆)

(
M(d∆)+ log(q∆)

))
operaciones en K y probabilidad de éxito al

menos 1−1/60n.

Demostración. Sea Es el polinomio del enunciado del Lema 8.4.1 y sea Ês el poli-

nomio introducido al inicio de esta sección. Recordemos que degEs ≤ 4∆3 y deg Ês ≤
∆4. Aplicando el Teorema 8.1.2 elegimos λ1 y λ2 elementos distintos de K tales que

Es(λ1)Es(λ2)Ês(λ2) 6= 0 con probabilidad de éxito al menos 1−1/72n3. Una vez elegi-

dos estos valores quedan determinadas las formas lineales Li = Yn−s + λiYn−s+1 con

i = 1,2. El algoritmo presentado en la Proposición 8.4.2, nos permite calcular las ecua-

ciones minimales m(s+1)(P,Yn−s),m
(s+1)
1 (P,L1) y m(s+1)

2 (P,L2) de Yn−s,L1 y L2, res-

pectivamente, con O
(
(T +n)M(dδs)M(δs)

)
operaciones en K y con probabilidad de éxito

al menos 1−1/15n3 (esta probabilidad proviene de aplicar tres veces este algoritmo).

La factorización en K[Yn−s] del minimal m(s+1)(P,Yn−s) puede llevarse a cabo con

O
(
log(n)

(
M(δ2

s+1)+ M(δs+1) log(q∆)
))

operaciones en K y con probabilidad de éxito al

menos 1−1/16n3 (ver [vzGG99, Corollary 14.30]).

Finalmente, para calcular los polinomios v1, . . . ,vN de (8.3) y el polinomio v(s+1)
n−s+1

de (8.4), aplicamos el Algoritmo de Euclides extendido. Esto se lleva a cabo en forma

94



8.4 De la curva a la �bra

determinística con O
(
δs+1M(δs)

)
operaciones en K (ver [vzGG99, Corollary 11.16]).

Sumando las estimaciones de complejidad y probabilidad de cada paso del algoritmo,

obtenemos el resultado enunciado.

Resta obtener las parametrizaciones de las variables Yn−s+2, . . . ,Yn.

Lema 8.4.4. Dada una solución geométrica deWP(s+1) y la salida del algoritmo del

Lema 8.4.3, los polinomios v(s+1)
n−s+2(P(s+1),Yn−s), . . . ,v

(s+1)
n (P(s+1),Yn−s) que para-

metrizan las variables Yn−s+2, . . . ,Yn por los ceros de m(s+1)(P(s+1),Yn−s) pueden

calcularse en forma determinística con O(s∆M(∆)) operaciones en K.

Demostración. En primer lugar, escribimos m ′(P,Yn−s) para representar el inverso de

la derivada (∂m(s+1)/∂Yn−s)(P,Yn−s) módulo m(s+1)(P,Yn−s); es un polinomio con

coe�cientes en K de grado a lo sumo δs+1.

A partir de la parametrización de Yn−s+1, escribiendo

wn−s+1(P,Yn−s) :=m ′(P,Yn−s)v
(s+1)
n−s+1(P,Yn−s)

tenemos que Yn−s+1 −wn−s+1(P,Yn−s) pertenece al ideal I(VP). Observemos que como

los polinomios que conforman la solución geométrica de WP(s+1) pertenecen al ideal

I(VP), reemplazando en ellos Yn−s+1 por wn−s+1 obtenemos nuevos polinomios que

también pertenecen al ideal I(VP).

Deducimos de la condición (iii) del Teorema 7.2.2 que el discriminante ρ(s)(P,Yn−s)

no tiene raíces en común con m(s+1)(P,Yn−s). Esto implica que la clase del polinomio

(∂m(s)/∂Yn−s+1)
(
P,Yn−s,wn−s+1

)
es una unidad del anillo K[Yn−s]/

(
m(s+1)(P,Yn−s)

)
.

En consecuencia, si bn−s+1 ∈ K[Yn−s] denota su inverso módulo m(s+1)(P,Yn−s), se

desprende que Yn−s+k − bn−s+1 · v
(s)
n−s+k

(
P,Yn−s,wn−s+1

)
pertenece al ideal I(VP).

Escribiendo entonces

wn−s+k := bn−s+1 ·v
(s)
n−s+k

(
P,Yn−s,wn−s+1

)
(2≤ k≤ s), (8.5)

tenemos que los polinomios Yn−s+2 −wn−s+2, . . . ,Yn −wn pertenecen a I(VP). Mul-

tiplicando wn−s+k por (∂m(s+1)/∂Yn−s)(P,Yn−s) (2 ≤ k ≤ s), y reduciendo módulo

m(s+1)(P,Yn−s), obtenemos los polinomios v(s+1)
n−s+k ∈ K[Yn−s] (2 ≤ k ≤ s) que estamos

buscando.

Estimemos el costo de las operaciones realizadas. Calculamos con O(M(δs)) opera-

ciones en K el polinomio m ′(P,Yn−s). Los polinomios bn−s+1 y wn−s+k (2≤ k≤ s) de
(8.5) pueden calcularse con O(sδsM(δs+1)) operaciones en K. Finalmente, los polinomios

v
(s+1)
n−s+k(P,Yn−s) (2≤ k≤ s) pueden calcularse con la misma complejidad.

En de�nitiva, como consecuencia de la Proposición 8.4.2 y los Lemas 8.4.3 y 8.4.4,
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8 Una �bra de levantamiento de V de�nida sobre una extensión de Fq

podemos presentar un algoritmo para calcular los polinomios

m(s+1)(P,Yn−s),v
(s+1)
n−s+k(P,Yn−s) ∈ K[Yn−s],(1≤ k≤ s)

que forman una solución geométrica de VP. La proposición siguiente resume las estima-

ciones de complejidad y probabilidad de este algoritmo.

Proposición 8.4.5. El algoritmo subyacente a la Proposición 8.4.2 y los Lemas

8.4.3 y 8.4.4 tiene como entrada

un straight�line program en tiempo T que representa el polinomio Fs+1,

los polinomios m(s)(P(s+1),Yn−s,Yn−s+1) y v(s)
n−s+k(P(s+1),Yn−s,Yn−s+1) (2≤

k ≤ s), que forman una solución geométrica de la curva de levantamiento

WP(s+1) calculada en la Proposición 8.3.2,

y devuelve una solución geométrica de la �bra de levantamiento VP(s+1) con O
(
(T +

n)M(∆)
(
M(d∆) + log(q∆)

))
operaciones en K, con probabilidad de éxito al menos

1−1/60n.

El algoritmo precedente extiende al caso de característica positiva los algoritmos de

[HMW01] y [GLS01], tiene una mejor complejidad asintótica (en términos del número

de operaciones aritméticas realizadas) que [HMW01], y similar a la de [GLS01]. Tam-

bién hemos contribuido a este último al proveer estimaciones sobre la probabilidad de

éxito del algoritmo, estimaciones que no estaban explicitadas en [GLS01]. Finalmente,

es importante señalar que, gracias a nuestro preprocesamiento, hemos simpli�cado no-

tablemente los algoritmos de [HMW01] y [GLS01].

8.5. Una solución geométrica de V definida sobre K

En esta sección, estamos en condiciones de describir el algoritmo que calcula una

solución geométrica K�de�nible de nuestra variedad de entrada V . Recordemos que el

cuerpo K es una extensión �nita de Fq y que |K| > 60n4d∆4. Para un punto (λ,γ,P)

elegido al azar en Kn(n+1)×Kn−1, si B es el polinomio del Teorema 7.2.7, deducimos

que B(λ,γ,P) es distinto de cero con probabilidad al menos 14/15. Supongamos entonces

que hemos elegido este punto. Por lo tanto, podemos aplicar de manera recursiva los

algoritmos presentados en las Proposiciones 8.3.2 y 8.4.5, que calculan sucesivamente una

solución geométrica de la curva de levantamientoWP(s+1) , y de la �bra de levantamiento

VP(s+1) . De esta manera, al �nal del (n− r− 1)�ésimo paso recursivo obtenemos una

solución geométrica de la �bra de levantamiento VP(n−r) . Para simpli�car, de ahora

en adelante la denotaremos VP. Teniendo en cuenta las estimaciones de complejidad y

probabilidad de las Proposiciones 8.3.2 y 8.4.5, obtenemos el siguiente teorema:
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Teorema 8.5.1. El algoritmo descrito anteriormente calcula una solución geométri-

ca, de�nida sobre K, de la �bra de levantamiento VP del sistema de entrada F1 =

· · ·= Fn−r = 0, con O
(
(nT +n5)M(∆)

(
M(d∆)+ log(q∆)

))
operaciones en K y devuelve

el resultado correcto con probabilidad al menos 1−1/12.

La estimación de complejidad del Teorema 8.5.1 mejora de manera signi�cativa la

estimación de complejidad O(dn2
) de [HW99], la estimación O(d2r) de [HW00] y las

estimaciones de los algoritmos que utilizan bases de Gröbner. Señalemos también que

combinando este algoritmo con técnicas de levantamiento p�ádico, como las de [GLS01],

para una elección adecuada del primo p, se obtiene un algoritmo probabilístico e�ciente

para calcular una solución geométrica de una variedad equidimensional sobre Q de�nida

por una sucesión regular reducida.
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9 Una fibra de levantamiento de V definida
sobre Fq

El objetivo de este capítulo es el de caracterizar el pasaje de la solución geométrica

de la �bra VP de�nida sobre K �esta solución geométrica fue obtenida en el capítulo

anterior� a una solución geométrica de una �bra de levantamiento de una proyección Fq�

de�nible, con un punto de levantamiento con coordenadas en Fq y un elemento primitivo

dado por una forma lineal con coe�cientes en Fq. El polinomio minimal de la forma lineal

tendrá coe�cientes en Fq mientras que las parametrizaciones de las variables dependientes

tendrán coe�cientes en K.

Para eso vamos a �deformar� las formas lineales Y1, . . . ,Yr en nuevas formas lineales

Z1, . . . ,Zr ∈ Fq[X1, . . . ,Xn]. La deformación se de�ne como una homotopía del estilo

(1− T)Yj + T Zj para 1 ≤ j ≤ r+ 1, donde T es una nueva indeterminada. El cálculo de

esta solución geométrica tiene un doble interés: por un lado, nos permitirá obtener un

punto q�racional de V y por otro, permite que la condición de regularidad bajo la cual

el algoritmo funciona correctamente, dependa solo del grado de la variedad δ y no del

grado geométrico ∆.

9.1. Formas lineales definidas sobre Fq

Sea (λ,γ,P)∈ Kn(n+1)×Kr el punto �jado en la Sección 8.2 y consideremos las formas

lineales Y1, . . . ,Yn y el punto P := (p1, . . . ,pr) que quedan determinados.

SiM es una matriz dem×n vamos a denotar porM[1:i] la submatriz deM de tamaño

i×n, formada por las primeras i �las de M (1≤ i≤m).

Introducimos una matriz de indeterminadas Λ = (Λij)1≤i≤r+1,1≤j≤n de tamaño (r+

1)×n, un vector de indeterminadas Γ := (Γ1, . . . , Γr+1) y formas lineales genéricas Ỹ :=

(Ỹ1, . . . , Ỹr+1) :=ΛX+ Γ .

Lema 9.1.1. Si q > 8n2dδ4 es posible elegir en forma aleatoria, con probabilidad

de éxito mayor o igual que 1- 1/16 un punto (ν,η,Q) en F(r+1)(n+1)
q ×Fr

q de modo

que, de�niendo las formas lineales Z := (Z1, . . . ,Zr+1) := νX+η,

1. los conjuntos de formas lineales Z1, . . . ,Zr,Yr+1, . . . ,Yn y Z1, . . . ,Zr+1,

Yr+2, . . . ,Yn inducen cambios lineales de coordenadas;
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9 Una �bra de levantamiento de V de�nida sobre Fq

2. el mor�smo π : V → Ar de�nido por Z1, . . . ,Zr es �nito, Q es punto de levan-

tamiento de π y Zr+1 es un elemento primitivo de la �bra de levantamiento

VQ := π−1(Q).

Demostración. Vamos a considerar dos matrices de tamaño n×n. Una de ellas, ∆1,

es la matriz que tiene a Λ[1:r] como submatriz de r×n en sus primeras r �las y los

coe�cientes de las formas lineales Yr+1, . . . ,Yn en las últimas n− r �las; la otra, ∆2, es

la matriz que tiene a Λ[1:r+1] como submatriz de (r+1)×n en sus primeras r+1 �las

y los coe�cientes de las formas lineales Yr+1, . . . ,Yn en las últimas n− r− 1 �las. Al

mismo tiempo, volvemos al polinomio B̂, el polinomio obtenido en el Corolario 7.2.8.

De�nimos el polinomio B ′ := det(∆1)det(∆2)B̂ ∈ Fq[Λ,Γ, Ỹ1, . . . , Ỹr]. El grado de B ′ es

menor o igual que 2(r+2)ndδ2 y Fq tiene más de 8n2dδ4 elementos; en consecuencia,

el Teorema 8.1.2 asegura que podemos elegir aleatoriamente un elemento (ν,η,Q) en

F(r+1)(n+1)
q ×Fr

q con probabilidad al menos 1−1/16 de no anular a B ′.

Luego de realizada la elección podemos mostrar que se cumplen las condiciones enun-

ciadas en el Lema. Que det(∆1∆2(ν)) sea distinto de cero implica que los conjuntos de

formas lineales inducen cambios lineales de coordenadas. Por otro lado, como B̂(ν,η,Q)

es distinto de cero del Corolario 7.2.8, deducimos que se veri�ca la segunda condición

del enunciado del lema.

Elegimos (ν,η,Q) ∈ F(r+1)(n+1)
q ×Fr

q que satisfaga las condiciones del Lema 9.1.1.

En otras palabras, disponemos de una matriz ν de tamaño (r+ 1)×n con coe�cientes

en Fq y un vector η := (η1, . . . ,ηr+1) ∈ Fr+1
q �los cuales dan lugar a las formas lineales

Z1, . . . ,Zr+1� y de un punto de levantamiento Q := (q1, . . . ,qr) ∈ Fr
q .

Introducimos ahora nueva indeterminada T y de�nimos una matriz Λ̂ ∈ K[T ]n×n y un

vector columna Γ̂ ∈ K[T ]n del siguiente modo:

Λ̂ := (1−T)λ +T∆1(ν[1:r]),

Γ̂ := (1−T)γt +T(η1, . . . ,ηr,γr+1, . . . ,γn)t.

Sea W ⊂ An
(
Fq(T)

)
la variedad que de�nen F1, . . . ,Fn−r en Fq(T)

n
. Escribimos Ẑ :=

(Ẑ1, . . . , Ẑn) := Λ̂X+ Γ̂ y P̂ := (p̂1, . . . , p̂r) := (1− T)P+ TQ. Como Λ̂ es un elemento

inversible de Fq(T)
n×n

, tenemos que X = Λ̂−1(Ẑ− Γ̂); de aquí, cada uno de los poli-

nomios F̂j := Fj(Λ̂
−1(Ẑ− Γ̂)) es un elemento de Fq(T)[Ẑ1, . . . , Ẑn], para 1 ≤ j ≤ n− r.

Observemos que el punto (Λ̂, Γ̂ , P̂) ∈An(n+1)
(
Fq(T)

)
×Ar

(
Fq(T)

)
no anula al polinomio

B̂ del enunciado del Corolario 7.2.8. Entonces, reemplazando el cuerpo Fq por Fq(T),

de este Corolario 7.2.8 se desprende que la extensión de anillos Fq(T)[Ẑ1, . . . , Ẑr] ↪→
Fq(T)[X1, . . . ,Xn]/(F1, . . . ,Fn−r) es entera , que P̂ es un punto de levantamiento de la

proyección lineal πe : W → Fq(T)
r
de�nida por Ẑ1, . . . , Ẑr, y que Ẑr+1 = Yr+1 es un

elemento primitivo de la �bra de levantamiento W
P̂

:= (πe)−1(P̂).
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Denotemos por m̂
Ẑr+1

:= m̂
Ẑr+1

(P̂, Ẑr+1)∈ Fq(T)[Ẑr+1] la ecuación minimal de Ẑr+1

en Fq(T)[W
P̂
]. Como W

P̂
y Ẑr+1 son K(T)�de�nibles, vemos que m̂

Ẑr+1
es un elemento

de K(T)[Ẑr+1]. Es más, nuestra elección de P̂ y Ẑ1, . . . , Ẑr+1 implica que m̂
Ẑr+1

es un

elemento separable de K(T)[Ẑr+1] de grado δ. Llamemos ρ̂ ∈ K[T ] al producto entre su

denominador y el numerador del discriminante de m̂
Ẑr+1

con respecto a Ẑr+1. Vamos

a trabajar en el anillo local K[T ]ρ̂, pero previamente necesitamos el siguiente resultado:

Lema 9.1.2. Los polinomios F̂1(P̂,Yr+1, . . . ,Yn), . . . , F̂n−r(P̂,Yr+1, . . . ,Yn) forman una

sucesión regular y generan un radical ideal Î
P̂
de K[T ]ρ̂[Yr+1, . . . ,Yn]. Además la

extensión de anillos

K[T ]ρ̂ ↪→ K[T ]ρ̂[Yr+1, . . . ,Yn]/̂I
P̂

(9.1)

es una extensión entera de rango δ.

Demostración. Supongamos que la sucesión no es regular. Entonces existe 1≤ j≤n−r

tal que F̂j(P̂,Yr+1, . . . ,Yn) es un divisor de cero módulo el ideal generado por los poli-

nomios F̂1(P̂,Yr+1, . . . ,Yn), . . . , F̂j−1(P̂,Yr+1, . . . ,Yn). Si reemplazamos T = 0 en estos poli-

nomios, el polinomio Fj(P,Yr+1, . . . ,Yn) es un divisor de cero módulo el ideal genera-

do por F1(P,Yr+1, . . . ,Yn), . . . ,Fj−1(P,Yr+1, . . . ,Yn), contradiciendo el Lema 8.3.1. Por lo

tanto, F̂1(P̂,Yr+1, . . . ,Yn), . . . , F̂n−r(P̂,Yr+1, . . . ,Yn) constituyen una sucesión regular. De

manera similar mostramos que el determinante de la matriz jacobiana de los polinomios

F̂1(P̂,Yr+1, . . . ,Yn), . . . , F̂n−r(P̂,Yr+1, . . . ,Yn) respecto de Yr+1, . . . ,Yn no es un divisor de

cero módulo el ideal Î
P̂
. De [Eis95, Theorem 18.15] concluimos que el ideal Î

P̂
es radical.

Observemos que, dado que estamos considerando polinomios con coe�cientes en el

anillo K[T ]ρ̂, el elemento m̂
Ẑr+1

∈ K[T ]ρ̂[Ẑr+1] proporciona una ecuación de dependencia

entera para la función coordenada ẑr+1 inducida por Ẑr+1 en la extensión de anillos

(9.1) y, por lo tanto, la extensión de anillos K[T ]ρ̂ ↪→ K[T ]ρ̂[ẑr+1] es entera.

Si denotamos por ξ1, . . . ,ξn las funciones coordenadas de K[T ]ρ̂[Yr+1, . . . ,Yn]/̂I
P̂
in-

ducidas por X1, . . . ,Xn y argumentamos como en (5.2) de la demostración de la Proposi-

ción 5.1.1, probamos la existencia de polinomios P̂1, . . . , P̂n ∈ K[T ]ρ̂[Ẑr+1] tales que ξk =

P̂k(ẑr+1) (1 ≤ k ≤ n) y que hacen que la extensión K[T ]ρ̂[ẑr+1] ↪→ K[T ]ρ̂[ξ1, . . . ,ξn]

= K[T ]ρ̂[Yr+1, . . . ,Yn]/̂I
P̂
sea una extensión entera de anillos. En suma, la extensión (9.1)

es entera.

Resta mostrar que K[T ]ρ̂[Yr+1, . . . ,Yn]/̂I
P̂
es un K[T ]ρ̂�módulo libre de rango δ. El

rango es a lo sumo δ y, dado que m̂
Ẑr+1

(P̂, Ẑr+1) es la ecuación de dependencia entera

minimal de ẑr+1 en la extensión (9.1), y tiene justamente grado δ, concluimos que el

rango de K[T ]ρ̂[Yr+1, . . . ,Yn]/̂I
P̂
como K[T ]ρ̂�módulo libre es δ.

Consideremos la variedad afín equidimensional V̂ ⊂ An−r+1 de�nida por el ideal Î
P̂

y sea π̂ : V̂ → A1 el mor�smo inducido por la proyección en la coordenada T . Del Lema
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9.1.2 se desprende que V̂ es una variedad de dimensión 1 y grado δ, y que π̂ es un

mor�smo dominante.

Lema 9.1.3. Una solución geométrica de la �bra VQ con Yr+1 como elemento

primitivo puede calcularse con O
(
(nT +n5)M(δ)2

)
operaciones en K.

Demostración. Observemos en primer lugar que V̂ ∩ {T = 0} = {0}×VP y que T = 0

es punto de levantamiento del mor�smo π̂. En este caso, dado que el mor�smo π̂ es

dominante, aplicamos el operador de Newton�Hensel de [Sch03] y calculamos polinomios

m̂(T,Yr+1), v̂r+k(T,Yr+1) (2≤ k≤ n− r) que forman una solución geométrica de V̂ con

un costo de O
(
(nT +n5)M(δ)2

)
operaciones en K.

Como T = 1 también es un punto de levantamiento del mor�smo π̂, la solución ge-

ométrica es compatible con T = 1 lo que nos permite evaluarla en T = 1 y, de esa manera,

obtener polinomios m̂(1,Yr+1), v̂r+k(1,Yr+1) (2≤ k≤ n− r) que constituyen una solu-

ción geométrica de la �bra de levantamiento V̂ ∩ {T = 1} = {1}×VQ, y por ende de VQ,

con Yr+1 como elemento primitivo.

9.2. Un algoritmo para una solución geométrica de una fibra

Fq–definible

Finalmente, en esta sección mostramos cómo obtener una solución geométrica de la

�bra de levantamiento VQ con la forma lineal Zr+1 ∈ Fq[X1, . . . ,Xn] como elemento

primitivo. En particular, el polinomio minimal de Zr+1 tendrá coe�cientes en Fq, lo que

resultará fundamental al momento de calcular el punto q�racional de V .

Proposición 9.2.1. Sea q > 8n2dδ4. Dado como dato de entrada

un straight�line program en tiempo T que representa los polinomios de en-

trada F1, . . . ,Fn−r,

los polinomios m(n−r)(P,Yr+1), v(n−r)
r+k (Yr+1) (2 ≤ k ≤ n− r), calculados en el

Teorema 8.5.1, que constituyen una solución geométrica de la �bra de levan-

tamiento VP,

pueden calcularse polinomios m(Q,Zr+1) ∈ Fq[Zr+1], vr+k(Q,Zr+1) ∈ K[Zr+1] (2 ≤
k ≤ n− r) que forman una solución geométrica de la �bra de levantamiento VQ

con O
(
(nT +n5)M(δ)2

)
operaciones en K. El algoritmo proporciona el resultado

correcto con probabilidad de éxito al menos 1-1/16.

Demostración. Aplicando el Lema 9.1.3 calculamos polinomios m̂(1,Yr+1),v̂r+k(1,Yr+1)

(2≤ k≤ n−r) que constituyen una solución geométrica de la �bra de levantamiento VQ

con Yr+1 como elemento primitivo con O
(
(nT +n5)M(δ)2

)
operaciones sobre K.
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9.2 Un algoritmo para una solución geométrica de una �bra Fq�de�nible

Sin embargo, necesitamos una solución geométrica de VQ con Zr+1 como elemento

primitivo. Tenemos entonces que calcular el minimal de Zr+1 �el cual tendrá coe�cientes

en Fq� y las parametrizaciones de las variables Yr+1, . . . ,Yn por los ceros de dicho mini-

mal. La forma de proceder remeda lo que hemos hecho en los diferentes capítulos en los

que se desarrolló el algoritmo.

Abordamos en primer lugar, el cálculo del minimal m(Q,Zr+1) de Zr+1. Para eso,

de�nimos para cada 2≤ k≤ n− r, el polinomio ŵr+k(1,Yr+1) ∈ K[Yr+1]:

ŵr+k(1,Yr+1) := (∂m̂/∂Yr+1)−1(1,Yr+1) · v̂r+k(1,Yr+1) mod m̂(1,Yr+1).

Con esta de�nición, la identidad Yr+k = ŵr+k(1,Yr+1) es válida en K[VQ]. Si escribimos

Zr+1 = α1Z1 + · · ·+αrZr +αr+1Yr+1 + · · ·+αnYn, de la identidad

Res
(
m̂(1,Yr+1),g

)
=
∏

x∈VQ

g(Yr+1(x)),

deducimos que la ecuación minimal que veri�ca la forma lineal Zr+1+T Yr+1 en Fq[T ]⊗Fq
Fq[VQ] se puede expresar como

mZr+1+T Yr+1
(Q,T,S) =

= ResU
(
m̂(1,U),S−

r∑
k=1

αkqk −(αr+1 +T)U−

n∑
k=r+2

αkŵk(1,U)
)
,

(9.2)

donde, recordemos, Q= (q1, . . . ,qr). Siguiendo [ABRW96], como en la demostración de

la Proposición 5.1.1, tenemos la siguiente congruencia:

mZr+1+T Yr+1
(Q,T,Zr+1)≡m(Q,Zr+1)+

+T
(
∂m/∂Zr+1(Q,Zr+1)Yr+1 −vr+1(Q,Zr+1)

)
mod (T2).

Aquím(Q,Zr+1) representa el polinomio minimal de la función coordenada de�nida por

Zr+1 en K[VQ] y la identidad (∂m/∂Zr+1)(Q,Zr+1)Yr+1 = vr+1(Q,Zr+1) es válida en

K[VQ]. Es decir, calculando el minimal de Zr+1 + TYr+1 calculamos, al mismo tiempo,

el polinomio minimal de Zr+1 y la parametrización de Yr+1 en términos de Zr+1.

La resultante (9.2) se calcula por interpolación en la variable S, a orden T2. De esta

forma reducimos el problema al cálculo de δ resultantes de polinomios univariados de

K[T ] de grado a lo sumo 1. Usando algoritmos rápidos para resultantes univariadas e

interpolación sobre K (ver e.g., [BP94], [vzGG99]), concluimos que la representación

densa de m(Q,Zr+1) y vr+1(Q,Zr+1) puede calcularse en forma determinística con

O(δM(δ)) operaciones aritméticas sobre K.

Resta calcular los polinomios vr+2(Q,Zr+1), . . . ,vn(Q,Zr+1) que parametrizan las

variables Yr+2, . . . ,Yn por los ceros de m(Q,Zr+1). En primer lugar, vamos a calcular
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9 Una �bra de levantamiento de V de�nida sobre Fq

polinomios wr+2(Q,Zr+1), . . . ,wn(Q,Zr+1) con coe�cientes en K de grado acotado por

δ−1 tales que Yr+k =wr+k(Q,Zr+1) en K[VQ] para k= 2, . . . ,n−r. Luego, multiplican-

do por (∂m/∂Zr+1)(Q,Zr+1) y reduciendo modularmente, obtenemos los polinomios

vr+2(Q,Zr+1), . . . ,vn(Q,Zr+1).

El polinomio wr+1(Q,Zr+1) se calcula como el resto de (∂m/∂Zr+1)−1(Q,Zr+1) ·
vr+1(Q,Zr+1) módulo m(Q,Zr+1). Recordemos que en K[VQ], tenemos las siguientes

identidades:

Yr+1 =wr+1(Zr+1), Yr+k = ŵr+k(1,Yr+1)(2≤ k≤ r).

De aquí, vemos que para 2 ≤ k ≤ n− r, cada polinomio wr+k(Q,Zr+1) coincide con

el resto de ŵr+k

(
1,vr+1(Zr+1)

)
módulo m(Q,Zr+1). Los polinomios wr+k(Q,Zr+1)

(2≤ k≤ n− r) pueden entonces calcularse con O(δM(δ)) operaciones aritméticas en K.

Para terminar la demostración, basta reunir los resultados parciales de complejidad y

probabilidad de cada paso del algoritmo.

En este punto es preciso detenerse, y hacer hincapié en algunos aspectos relevantes

del algoritmo. En vistas de las condiciones que, necesariamente, deben imponerse de

acuerdo al algoritmo que hemos desarrollado, podríamos haber determinado entonces

que el mismo funciona correctamente si q es mayor que 60n4d∆4. Ahora, esto hubiera

acarreado el hecho de que la regularidad dependiera de ∆, el grado geométrico de V , y

tendríamos dos consecuencias, digamos, no deseadas: por un lado ∆ puede ser mucho

más grande que δ, el grado de V ; por otro, acaso una cuestión de índole �losó�ca: el

cuerpo K es un cuerpo auxiliar (es decir, cualquier otro cuerpo cuyo cardinal veri�cara

la condición requerida serviría), no desempeña ningún rol importante para encontrar

un punto q�racional y, por lo tanto, no sería natural que la condición de regularidad

dependiera de los grados de las variedades intermedias.
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10 Cálculo de un punto q–racional de V

En este capítulo termina de con�gurarse el algoritmo probabilístico que calcula un

punto q�racional de la variedad V .

Sea K la extensión �nita de Fq introducida en la Sección 8.2 y consideremos las formas

lineales Z1, . . . ,Zr+1,Yr+2, . . . ,Yn encontradas en el capítulo anterior, las cuales confor-

man un conjunto linealmente independiente. La proyección lineal π :V→Ar determinada

por Z1, . . . ,Zr es un mor�smo �nito y Q := (q1, . . . ,qr)∈ Fr
q es un punto de levantamien-

to de π. Finalmente, supongamos que hemos calculado, Proposición 9.2.1 mediante, los

polinomios m(Q,Zr+1) ∈ Fq[Zr+1], vr+k(Q,Zr+1) ∈ K[Zr+1] (2≤ k≤ n−r) que forman

una solución geométrica de la �bra de levantamiento VQ.

10.1. Una solución geométrica de una curva plana

Dado ω := (ω1, . . . ,ωr) ∈Ar consideramos la variedad lineal Lω ⊂An parametrizada

por las ecuaciones Z1 = ω1T +Q1, . . . ,Zr = ωrT +Qr y de�nimos la variedad Cω :=

V ∩Lω. Si bien Cω es una curva contenida en V , no obstante, puede pensarse como una

curva de An−r+1 de�nida por los polinomios

F1(ωT +Q,Zr+1,Yr+2, . . . ,Yn), . . . ,Fn−r(ωT +Q,Zr+1,Yr+2, . . . ,Yn).

Bajo esta interpretación, consideramos πω : Cω→ A1 la proyección inducida por T .

Lema 10.1.1. La variedad Cω es una variedad equidimensional de dimensión 1 y

grado δ, el mor�smo πω es �nito y 0 es un punto no rami�cado de πω.

Demostración. La variedad lineal Lω, como subvariedad de Ar, tiene dimensión 1;

como π es un mor�smo �nito y Cω = π−1(Lω) concluimos que dimCω = dimAr Lω = 1.

Además, Cω está de�nida por n− r polinomios en An−r+1, y por lo tanto no tiene

componentes irreducibles de dimensión 0; es decir, Cω es equidimensional de dimensión

1.

La �nitud del mor�smo πω proviene del hecho que Fq[T ] ↪→ Fq[Cω] es una exten-

sión entera de anillos; esto, a su vez, proviene del hecho que la extensión de anillos

Fq[Z1, . . . ,Zr] ↪→ Fq[V ] es entera pues π es un mor�smo �nito.

Observemos que π−1
ω (0) = VQ. Por lo tanto, usando que Q es punto de levantamiento
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10 Cálculo de un punto q�racional de V

de π y aplicando la Desigualdad de Bézout tenemos

δ= degVQ ≤ degCω ≤ degV = δ.

Por lo tanto, degCω = δ y 0 es un punto no rami�cado de πω.

Denotemos por m(ωT +Q,Zr+1) ∈ Fq[T,Zr+1] el polinomio minimal de (la función

coordenada de�nida por) Zr+1 en la extensión entera Fq[T ] ↪→ Fq[Cω]. La notación

elegida para el minimal de Zr+1 pone de mani�esto la dependencia del mismo de

los puntos ω y Q; asumimos esta dependencia a lo largo del capítulo y escribimos

h(T,Zr+1) :=m(ωT +Q,Zr+1).

Consideremos entonces el mor�smo π̃ω : Cω → A2 de�nido por la proyección en

T,Zr+1. La clausura de la imagen de Cω es una curva plana Wω de�nida, justamente,

por el polinomio h(T,Zr+1).

De la Proposición 5.1.2 deducimos que π̃ω induce una equivalencia birracional π̃ω :

Cω→Wω, de�nida sobreWω\W̃ω (W̃ω es la curva de�nida por ∂h/∂Zr+1), que puede

expresarse en términos de los polinomios que constituyen una solución geométrica de la

curva Cω.

Trasladamos así, el problema de calcular un punto q�racional de Cω al de calcular

un punto q�racional de Wω \ W̃ω. Usando la inversa birracional de�nida a partir de

la solución geométrica, aunque no necesariamente Fq�de�nible, obtenemos un punto

q�racional de Cω y por lo tanto uno de V . (El mor�smo π̃ω es Fq�de�nible y como

Zr+1 es una forma lineal con coe�cientes en Fq, la preimagen de un punto q�racional de

Wω \W̃ω es un punto q�racional de Cω.)

Estaríamos tentados a pensar que el problema se resuelve calculando una solución

geométrica de la curva Cω. No es su�ciente pues, para que este procedimiento sea

viable, necesitamos que la curvaWω tenga al menos un punto q�racional; y no podemos

asegurarlo si al menos no tiene una componente absolutamente irreducible de�nida sobre

Fq. Más aún, no queda claro siquiera que una curva absolutamente irreducible tenga

un punto q�racional; sin embargo, bajo una condición de regularidad adecuada (la del

Capítulo 9) vamos a poder garantizar que la curva Wω tiene puntos q�racionales. En

primer lugar, vamos a elegir ω ∈ Ar de modo que la curva Wω sea absolutamente

irreducible. Sea entonces C ∈ Fq[Ω1, . . . ,Ωr] el polinomio de grado acotado por 2δ4 del

Teorema 7.3.1. Este teorema asevera que para cada ω ∈ Fr
q con C(ω) 6= 0, la curva Wω

es absolutamente irreducible.

Como en el Capítulo 9 supongamos que q> 8n2dδ4. Podemos elegir aleatoriamente ω

en Fr
q para el cual C(ω) 6= 0 con probabilidad al menos 1−1/72. Supongamos entonces

que hemos elegidoω. Resumimos las consideraciones anteriores en el siguiente resultado.

Proposición 10.1.2. Sea q > 8n2dδ4. A partir de
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10.2 Calculando un punto racional de Cω

un straight�line program que evalúa los polinomios F1, . . . ,Fn−r en tiempo T ,

la representación densa de polinomios de K[Zr+1] que forman una solución

geométrica, provista por la Proposición 9.2.1, de una �bra de levantamiento

VQ,

puede calcularse en forma determinística la representación densa de elementos

m(ωT +Q,Zr+1) ∈ Fq[T,Zr+1], vr+k(ωT +Q,Zr+1) ∈ K[T,Zr+1] (2 ≤ k ≤ n− r), que

constituyen una solución geométrica de la curva absolutamente irreducible Cω,

con O
(
(nT +n5)M(∆)2

)
operaciones en K.

Demostración. Argumentando como en la demostración del Lema 8.3.1, los polinomios

F1(ωT +Q,Zr+1,Yr+2, . . . ,Yn), . . . ,Fn−r(ωT +Q,Zr+1,Yr+2, . . . ,Yn)

forman una sucesión regular y generan un ideal radical de Fq[T,Zr+1,Yr+2, . . . ,Yn]. Apli-

cando el algoritmo de la Proposición 8.3.2 obtenemos, con la cantidad de operaciones

indicada, polinomios m(ωT +Q,Zr+1) ∈ Fq[T,Zr+1], vr+k(ωT +Q,Zr+1) ∈ K[T,Zr+1]

(2≤ k≤ n− r), que conforman una solución geométrica de la curva Cω.

10.2. Calculando un punto racional de Cω

En esta sección ponemos en marcha la discusión de la sección anterior mostrando

un algoritmo probabilístico que calcula un punto q�racional de la curva Cω. Para eso,

supongamos que estamos en las condiciones de la sección anterior: elegimos ω ∈ Fr
q tal

que la curva planaWω de�nida por h(T,Zr+1)∈ Fq[T,Zr+1] es absolutamente irreducible

de grado δ. Consideremos, además, la curva plana W̃ω de�nida por ∂h/∂Zr+1.

Recordemos que nuestra tarea consiste en hallar un punto en (Wω \ W̃ω)(Fq). Las

condiciones impuestas sobre Fq garantizan, por un lado, que el conjunto (Wω \W̃ω)(Fq)

es no vacío, y, por el otro, que existe buena probabilidad de elegir un punto al azar en

(Wω \W̃ω)(Fq).

Lema 10.2.1. Si q > 8n2dδ4, entonces

|(Wω \W̃ω)(Fq)|≥ q−q1/2δ2 −δ2. (10.1)

En particular, existe al menos un punto q�racional de Wω \W̃ω, y por lo tanto de

V.

Demostración. De la estimación de Hasse�Weil (1.2) deducimos que la cantidad de

puntos q�racionales de Wω satisface la siguiente estimación:∣∣|Wω(Fq)|−q
∣∣≤ δ2q1/2.
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10 Cálculo de un punto q�racional de V

En particular, deducimos la cota inferior |Wω(Fq)|≥ q−δ2q1/2.

La variedad Wω ∩ W̃ω tiene dimensión 0 y grado acotado por δ(δ− 1). De aquí, la

siguiente cota superior para la cantidad de puntos q�racionales: |(Wω ∩ W̃ω)(Fq)| ≤
δ(δ−1). Combinando la cota inferior anterior con esta cota superior obtenemos la cota

inferior de (10.1).

Finalmente, la cota inferior de (10.1) es un número positivo pues q > 8n2dδ4. En

suma, Wω \W̃ω tiene un punto q�racional.

Con la certeza de que
(
Wω \W̃ω

)
(Fq) es no vacío podemos abordar la tarea de hallar

uno de sus elementos. En realidad, la tarea consiste en hallar un cero (a,b) ∈ F2
q del

polinomio h(T,Zr+1) que no sea cero de ∂h/∂Zr+1. Para eso, trataremos de encontrar,

en primer lugar, a ∈ Fq de modo que el polinomio univariado h(a,Zr+1) tenga una raíz

b en Fq y que lleve a que el punto (a,b) pertenezca a
(
Wω \ W̃ω

)
(Fq) (veri�camos

si h(a,Zr+1) es libre de cuadrados). La cuestión probabilística que atraviesa este pro-

cedimiento surge, entonces, de la necesidad de estimar la cantidad de elecciones de a∈Fq

necesarias para que h(a,Zr+1) tenga una raíz b en Fq tal que (a,b) ∈
(
Wω \W̃ω

)
(Fq).

Para cada a ∈ Fq, el polinomio h(a,Zr+1) tiene a lo sumo δ raíces en Fq; en otras

palabras, cada a ∈ Fq da lugar a lo sumo a δ puntos (a,b) ∈Wω \W̃ω. Esta observación

y (10.1) permiten la siguiente estimación:

|{a ∈ Fq : (Wω \W̃ω)(Fq)∩ {T = a} 6= /0}|≥ q−q1/2δ2 −δ2

δ
.

Deducimos la siguiente cota inferior para la probabilidad de elegir a ∈ Fq que origine un

punto q�racional (a,b) ∈Wω \W̃ω:

Prob
(
{a ∈ Fq : (Wω \W̃ω)(Fq)∩ {T = a} 6= /0}

)
≥ q−q1/2δ2 −δ2

qδ
. (10.2)

Si q> 8n2dδ4, de la estimación sobre la probabilidad (10.2) concluimos que, después de

a lo sumo δ elecciones al azar, encontraremos con probabilidad al menos 1−2q−1/2δ2 ≥
1−1/6 un elemento a∈ Fq para el cual existe (a,b)∈Wω \W̃ω(Fq). Este paso se reduce

a calcular el máximo común divisor entre h(a,Zr+1) y Zq
r+1 −Zr+1 hasta que este sea

un elemento no constante de Fq[Zr+1]. Una vez hallado a ∈ Fq, aplicando [vzGG99,

Corollary 14.16], el cálculo de b ∈ Fq se reduce al de un número de máximo común

divisores y a factorización en Fq[Zr+1]. El resultado siguiente resume el algoritmo recién

descrito:

Proposición 10.2.2. Sea q> 8n2dδ4. A partir de la solución geométrica de la curva

Cω, provista por la Proposición 10.1.2, es posible calcular un punto q�racional

de la curva Cω con O
(
nδM(δ) logq

)
operaciones en K. El algoritmo devuelve el

resultado correcto con probabilidad al menos 1−25/144.
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Demostración. Dado a ∈ Fq, de�nimos el siguiente polinomio de Fq[Zr+1]:

h∗a(Zr+1) := gcd
(
h(a,Zr+1),Z

q
r+1 −Zr+1

)
.

Aplicando [vzGG99, Corollary 11.16]) podemos calcular h∗a con O
(
M(δ) logq

)
opera-

ciones en Fq. Además, decidir si h(a,Zr+1) es un polinomio libre de cuadrados requiere

O
(
M(δ)

)
operaciones en Fq. De la estimación sobre la probabilidad (10.2) vemos que de-

spués de a lo sumo δ elecciones al azar, encontramos, con probabilidad al menos 1−1/6,

un elemento a ∈ Fq tal que h(a,Zr+1) es libre de cuadrados y h∗a es un polinomio no

constante de Fq[Zr+1]. Por lo tanto, encontrar tal a ∈ Fq y calcular el polinomio h∗a
requiere a lo sumo O

(
δM(δ) logq

)
operaciones en Fq.

Como h∗a se factoriza en factores lineales simples en Fq[Zr+1], la factorización de h∗a
en Fq[Zr+1] puede llevarse a cabo con O(M(δ) logq) operaciones en Fq y se obtiene el

resultado correcto con probabilidad por lo menos 1−1/144 (ver eg., [vzGG99, Theorem

14.9]). Cualquier raíz b ∈ Fq de h∗a proporciona un punto q�racional (a,b) ∈ F2
q de

Wω \W̃ω.

Especializamos las parametrizaciones de Yr+k (2≤ k≤n−r) por los ceros de m(ωT+

Q,Zr+1) en T = a y Zr+1 = b y obtenemos un punto racional de Cω (observemos que

la elección de a asegura que las especializaciones están bien de�nidas). Esto completa la

prueba de la proposición.

10.3. El algoritmo final

Finalmente, estamos en condiciones de describir el algoritmo completo:

1. Comenzamos ejecutando el algoritmo delineado en el Teorema 8.5.1 para obtener

una solución geométrica de la �bra de levantamiento VP.

2. Obtenemos una solución geométrica de la �bra de levantamiento VQ y de la curva

absolutamente irreducible Cω aplicando los algoritmos de las Proposiciones 9.2.1

y 10.1.2.

3. Aplicamos el algoritmo de la Proposición 10.2.2 para conseguir un punto q�racional

de la curva Cω ⊂ V .

Resumimos las consideraciones anteriores en el siguiente resultado:

Teorema 10.3.1. Sea q > 8n2dδ4. A partir de un straight�line program que evalúa

los polinomios de entrada F1, . . . ,Fn−r en tiempo T puede calcularse un punto q�

racional de la variedad V con O
(
(nT +n5)M(∆)M(d∆) logqM(log(q∆))

)
operaciones

bit y con probabilidad de éxito al menos 2/3 > 1/2.
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10 Cálculo de un punto q�racional de V

Nuestro algoritmo puede ser extendido al caso de una Fq�variedad equidimensional

V (de�nida por una sucesión regular reducida), en tanto tenga una componente absolu-

tamente irreducible de�nida sobre Fq. De hecho, el algoritmo del Teorema 8.5.1 puede

ser aplicado en este caso, porque solo requiere que la variedad V sea equidimensional y

esté de�nida por una sucesión regular reducida. Con un argumento similar al del Teo-

rema 7.3.1 y de la Proposición 10.1.2, obtenemos una solución geométrica de una curva

C⊂V de�nida sobre Fq, con al menos una componente absolutamente irreducible de�ni-

da sobre Fq. Luego, usando algoritmos rápidos para factorización bivariada y tests de

irreducibilidad absoluta (ver e.g., [Kal95]), calculamos tal componente absolutamente

irreducible; a esta componente le aplicamos el algoritmo de la Proposición 10.2.2. Si

q > 8n2dδ4, nuestra estimación asintótica de complejidad y las estimaciones de proba-

bilidad son las mismas que las del Corolario 10.3.1.
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11 Una aplicación a la criptografía

Este capítulo constituye una aplicación, al ámbito criptográ�co, de las herramientas

algorítmicas desarrolladas a lo largo de esta tesis. Estudiamos el problema de invertir

un mor�smo polinomial biyectivo F : Fn
q → Fn

q . El interés por este tipo de problemas se

origina en los casos en que dicho mor�smo F codi�ca alguna permutación de un esquema

criptográ�co.

11.1. El contexto

Sean F1, . . . ,Fn polinomios en Fq[X] := Fq[X1, . . . ,Xn]. Consideremos la aplicación poli-

nomial F : An→ An de�nida por F1, . . . ,Fn, es decir F(x) = (F1(x), . . . ,Fn(x)). Decimos

que F es un automor�smo si existe una aplicación polinomial G= (G1, . . . ,Gn) : An→An

tal que Xi =Gi(F1, . . . ,Fn) para todo 1≤ i≤ n. Decidir si un conjunto de n polinomios

de�ne un automor�smo es un problema duradero y forma parte de lo que se conoce como

la Conjetura del Jacobiano: F de�ne un automor�smo si y solo si el determinante de la

matriz jacobiana (∂Fi/∂Xj)1≤i,j≤n es una unidad.

Desde el trabajo [IM88] se han construido esquemas de clave pública cuya seguridad

se sostiene en la di�cultad de resolver sistemas de ecuaciones polinomiales sobre cuer-

pos �nitos; pero, en general, los esquemas que se proponen son vulnerados a través de

�ataques� ad hoc (ver e.g., [WP05], [KS99]). Esta situación podría proporcionar indicios

sobre el hecho de que invertir los mor�smos polinomiales utilizados en criptografía de

clave pública �típicamente de�nidos por polinomios cuadráticos� no constituye un prob-

lema difícil, y pone de mani�esto la necesidad de caracterizar parámetros que midan tal

di�cultad.

Carl Sturtivant y Zhi�Li Zhang [SZ90] presentan un algoritmo para invertir una apli-

cación polinomial del tipo descrito, asumiendo que F es un automor�smo de Fq[X]n cuya

inversa tiene grado (dn)O(1), con d el máximo de los grados de los polinomios F1, . . . ,Fn.

El algoritmo tiene una complejidad de (T nd)O(1) operaciones aritméticas en Fq, donde

T es el número de operaciones aritméticas necesarias para evaluar F.

Desde el punto de vista de la criptografía, el problema crítico es el de calcular la

imagen inversa de un punto y(0) ∈ Fn
q bajo una aplicación F, más que el de invertir el

mor�smo F. En este sentido, resolvemos aquel bajo hipótesis más relajadas que las de

[SZ90]. Más precisamente, mostramos un algoritmo probabilístico que, dado un punto
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y(0) ∈ Fn
q y un straight�line program que evalúa F en Fq[X1, . . . ,Xn], calcula el punto

x(0) ∈ Fn
q para el cual F(x(0)) = y(0).

La complejidad del algoritmo es grosso modo O((T n4 +δ2)nδ2), donde L es la com-

plejidad de la evaluación de F y δ es el grado del grá�co de F. Creemos que el grado

δ podría desempeñar un papel importante para medir la di�cultad de invertir F; de-

bería ser tenido en cuenta como un parámetro que estime la seguridad de los esquemas

criptográ�cos subyacentes.

11.2. Preparación de los datos de entrada

Dados polinomios F1, . . . ,Fn ∈ Fq[X1, . . . ,Xn] de grado acotado por d, consideremos la

aplicación polinomial F : An→An de�nida por F(x) := (F1(x), . . . ,Fn(x)). En particular,

la restricción de F, de Fn
q en Fn

q , está bien de�nida y será denotada también por F.

Sea V ⊂ A2n la Fq�variedad dada por el grá�co del mor�smo F:

V := {(x,y) ∈ A2n : yi = Fi(x), 1≤ i≤ n}.

Vamos a suponer que F satisface las siguientes condiciones (usuales en las situaciones

criptográ�cas en que estamos interesados).

(i) F : Fn
q → Fn

q es biyectivo.

(ii) La proyección π : V→An de�nida por π(x,y) := y es un mor�smo �nito. En parti-

cular, para cada y∈An la �bra Vy :=π−1(y) es una subvariedad de V de dimensión

0.

Bajo las condiciones anteriores, la variedad V (dado que es un grá�co) es una Fq�

variedad absolutamente irreducible de dimensión n y F es un mor�smo dominante.

En consecuencia, las indeterminadas Y1, . . . ,Yn son algebraicamente independientes en

Fq[V ]. Sea δ el grado de V y D el grado del mor�smo π.

Supongamos que disponemos de una solución geométrica de la Fq�variedad V . En par-

ticular, disponemos de una forma lineal L ∈Fq[Y1, . . . ,Yn] cuyo minimalmL (un elemento

de Fq[Y1, . . . ,Yn,T ]) veri�ca degTmL = D. Entonces V es birracionalmente equivalente

a la hipersuper�cie H de�nida por mL ∈ Fq[Y1, . . . ,Yn,T ]. Como V es absolutamente

irreducible, H y por lo tanto mL lo son.

Dado y(0) ∈Fn
q denotamos por Vy(0) la �bra correspondiente. Para calcular la preima-

gen x(0) ∈ Fn
q de y(0), o lo que es lo mismo, el punto (x(0),y(0)) ∈ Vy(0) , vamos a

deformar el sistema F(X) = y(0) en otro sistema F(X) = F(x(1)), con x(1) un punto elegido

en forma aleatoria en una extensión �nita K de Fq, extensión que será determinada

oportunamente, como hicimos durante el desarrollo del algoritmo. Debemos señalar que

esta deformación está in�uenciada por el trabajo [PS04].
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En primer lugar, debemos entonces establecer cotas apropiadas sobre el grado de las

condiciones genéricas que subyacen a la elección de x(1).

Lema 11.2.1. Existe un polinomio A∈Fq[X1, . . . ,Xn] de grado a lo sumo 3dδ4 tal que

para cada x∈An con A(x) 6= 0, el punto y := F(x) satisface las siguientes condiciones:

(i) y es un punto de levantamiento de π : V → An,

(ii) La curva C ⊂ An+1 de�nida por F(X) = y+(S−1)(y−y(0)) es absolutamente

irreducible.

Demostración. Sea L ∈ Fq[X] una forma lineal que induce un elemento primitivo de

la extensión de anillos Fq[Y1, . . . ,Yn] ↪→ Fq[V ] y sea mL ∈ Fq[Y1, . . . ,Yn][T ] su polinomio

minimal.

Si �A1 ∈ Fq[Y1, . . . ,Yn] denota el discriminante demL con respecto a T , de la irreducibi-

lidad absoluta de mL concluimos que �A1 6= 0. En realidad, podemos expresarlo como

un polinomio en las indeterminadas X1, . . . ,Xn de�niendo A1 := �A1(F(X1, . . . ,Xn)). De

este modo, A1 pertenece a Fq[X1, . . . ,Xn] y tiene grado acotado por (2D−1)dδ; además,

como el mor�smo F es dominante, existe x ∈ An tal que A1(x) 6= 0. En otras palabras,

A1 es un polinomio no nulo.

De�nimos m̃L(X,S,T) :=mL(F(X)+(S−1)(F(X)−y(0)),T) ∈ Fq[X,S,T ]. Notemos que

m̃L es un elemento mónico de Fq[X,S][T ] ya que mL ∈ Fq[Y][T ]. Si y es un punto de

levantamiento de π y x es cualquier punto de la �bra Vy, tenemos que m̃L(x,1,T) =

mL(y,T) es un polinomio separable de Fq[X][T ].

Aplicando entonces el Teorema 7.3.1, existe un polinomio A2 ∈ Fq[X] de grado acotado

por 2dδ4 tal que para cada x ∈ Fn
q con A2(x) 6= 0 el polinomio m̃L(x,S,T) es absoluta-

mente irreducible.

De�nimos el polinomio del enunciado del lema como A := A1A2. Observemos que

A ∈ Fq[X] y que A tiene grado a lo sumo 3dδ4. Ahora, si x ∈ An es tal que A(x) 6= 0
y si de�nimos y := F(x), se veri�can las condiciones (i) y (ii) del enunciado del lema.

En efecto, de A1(x) 6= 0 se sigue que �A1(y) 6= 0; es decir, el discriminante de mL(y,T)

con respecto a T es distinto de cero. Deducimos que mL(y,T) tiene D raíces distintas

y por lo tanto, y es un punto de levantamiento de π. Para terminar, dado que y es un

punto de levantamiento de π y que A2(x) 6= 0, el polinomio m̃L(x,S,T) es absolutamente

irreducible y la curva C también.

Supongamos que ya hemos elegido x ∈ An que veri�ca las condiciones del Lemma

11.2.1 y sea y := F(x). Sean Λ := (Λ1, . . . ,Λn) nuevas indeterminadas.

Lema 11.2.2. Existe un polinomio no nulo B ∈ Fq[Λ] de grado a lo sumo 2D2 tal

que para cada λ ∈An con B(λ) 6= 0, la forma lineal L = λ1X1 + · · ·+λnXn separa los

puntos de las �bras Vy y Vy(0).
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Demostración. Sea Vy ∪Vy(0) := {P1, . . . ,PD ′}. Consideramos la forma lineal genérica

LΛ :=Λ1X1+ · · ·+ΛnXn y de�nimos el polinomio B(Λ) :=Π1≤i<j≤D ′(LΛ(Pi)−LΛ(Pj)).

Como D ′ ≤ 2D, B ∈ Fq[Λ] es un polinomio no nulo de grado a lo sumo 2D2. Cualquier

λ ∈ An que no anule a B proporciona una forma lineal L que separa los puntos de Vy y

de Vy(0) .

La cuestión radica en determinar una extensión �nita K de Fq de modo de poder

garantizar la existencia de λ,x∈ Kn que satisfagan los Lemas 11.2.1 y 11.2.2. El próximo

resultado establece que podemos realizar esta elección en forma aleatoria en cualquier

extensión de Fq de grado adecuado.

Corolario 11.2.3. Con las mismas notaciones que en los Lemas 11.2.1 y 11.2.2,

�jamos µ> 0 y elegimos una extensión �nita K de Fq tal que |K|> 4µdδ4. La proba-

bilidad de elegir (λ,x) ∈ K2n que no anule al polinomio AB es al menos 1−1/µ.

Demostración. La probabilidad de elegir aleatoriamente x ∈ Kn que no anula al poli-

nomio A es al menos 1−3dδ4/|K|≥ 1−3/4µ. Habiendo realizado esta elección, podemos

elegir un elemento λ∈ Kn no anula a B con probabilidad al menos 1−2D2/|K|≥ 1−1/4µ.
Por lo tanto, la probabilidad de elegir al azar (λ,x) ∈ K2n tal que (AB)(λ,x) 6= 0 es al

menos (1−3/4µ)(1−1/4µ)≥ 1−1/µ.

11.3. El algoritmo

Sea K un cuerpo de cardinal O(dδ4) que extiende a Fq. Corolario 11.2.3 mediante,

asumimos haber elegido (λ,x(1)) ∈ K2n que veri�ca las condiciones de los Lemas 11.2.1

y 11.2.2. Por lo tanto, y(1) := F(x(1)) es un punto de levantamiento de π : V → An, la

curva C ⊂ An+1 de�nida por

F(X) = y(1) +(S−1)(y(1) −y(0)) (11.1)

es absolutamente irreducible, y la forma lineal L := λ1X1 + · · ·+λnXn ∈ K[X] separa los

puntos de las �bras Vy(1) y Vy(0) . Consideremos la proyección πS : C → A1 de�nida

por πS(s,x) := s. Observemos que πS es un mor�smo �nito de grado D, que S = 1 es

un punto de levantamiento de πS y que π−1
S (1) = {1}×C1 y π−1

S (0) = {0}×C0, donde

C1 = F−1(y(1)) y C0 = F−1(y(0)) . Además, como L separa los puntos de Vy(1) se sigue

que L es un elemento primitivo de K[S] ↪→ K[C ].

El algoritmo que �nalmente calcula el punto x(0) consta de tres etapas principales.

En primer lugar, calculamos el polinomio minimal mS(S,T) de L en la extensión de

anillos K[S] ↪→ K[C ]. Luego calculamos una solución geométrica de la curva C . Por último,

calculamos efectivamente el punto x(0).
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11.3.1. Cálculo de un polinomio minimal

Consideremos la factorización de mS(S,T) en el anillo de series de potencias K[[S−

1]][T ]. Como mS(1,T) es separable y de grado D existen D series de potencias distin-

tas σ(1), . . . ,σ(D) ∈ K[[S− 1]] tales que el polinomio mS(S,T) se factoriza como mS =∏D
i=1(T −σ(i)). Más aún, mS(1,T) puede factorizarse en la forma mS(1,T) =

∏D
i=1(T −

σ(i)(1)), donde σ(i)(1) representa el término constante de σ(i) para 1 ≤ i ≤ D. Co-
mo mS(1,T) es el polinomio minimal de la forma lineal L en K[Vy(1) ] entonces, si

Vy(1) = {P1, . . . ,PD}, tenemos que mS(1,T) =
∏D

i=1(T−L(Pi)). Dado que x(1) pertenece

a la �bra Vy(1) existe una serie σ(i) para el cual L(x(1)) = σ(i)(1). En aras de simpli�car

la notación, escribimos σ en lugar de σ(i).

En primer lugar, calculamos la serie de potencias σ truncada a orden N := 2Dδ; es

decir, calculamos el polinomio σN ∈ Fq[S], de grado a lo sumo N, congruente a σ módulo

(S−1)N+1. La idea es recuperar mS(S,T) a partir de una ecuación que anule a σN.

Lema 11.3.1. Sea g ∈ K[S,T ] con degSg≤ δ y degT g≤D que, además, satisface la

siguiente congruencia

g(S,σN)≡ 0 mod (S−1)N+1. (11.2)

Entonces mS divide a g en K[S,T ].

Demostración. Sea g∈ K[S,T ] una solución de (11.2) con las condiciones de grado seña-

ladas. La resultante h∈K[S] de g ymS respecto de T tiene grado a lo sumo N y pertenece

al ideal generado por mS y g. Dado que mS(S,σN) y g(S,σN) son congruentes a 0

módulo (S−1)N+1, tenemos que h(S)≡ 0 módulo (S−1)N+1 y, por lo tanto, que h= 0.

Derivamos la existencia de un factor común a mS y g en K(S)[T ]. Teniendo en cuenta la

irreducibilidad de mS en K(S)[T ] y el lema de Gauss, concluimos la demostración.

El Lema 11.3.1 evidencia la caracterización de mS como una solución no nula de

(11.2): la solución de grado mínimo. Observemos entonces que nos encontramos en la

misma situación que la de la Sección 4.1.1. El sistema (11.2) representa un sistema de

ecuaciones lineales cuyas incógnitas son los coe�cientes del polinomio g, y las ecuaciones

de este sistema se obtienen calculando las potencias σN, . . . ,σ
D
N truncadas a orden N+1.

Procederemos como en el algoritmo de la sección 4.1.1 aunque, en este caso, traba-

jamos solamente con la raíz x(1). Comenzamos calculando σN, aplicando el operador

de Newton, tal como fue aplicado en esa sección, sobre el anillo de series de potencias

K[[S−1]]. Evaluando (11.1) en S= 1, obtenemos el sistema y(1) = F(X). Como y(1) es un

punto de levantamiento de π, del Lema 2.1.9 se desprende que ninguna de las soluciones

de y(1) = F(X) anulan el determinante de la matriz Jacobiana JF := (∂Fi)/(∂Xj)1≤i,j≤n.

En particular, detJF(x(1)) 6= 0. Por lo tanto, estamos en condiciones de llevar adelante la

iteración de Newton. La diferencia, es que en aquella instancia, tratamos con un único
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polinomio bivariado, mientras que en este caso lo aplicaremos a un sistema de ecua-

ciones polinomiales �en este sentido, se asemeja a la forma en que fue utilizado durante

el desarrollo del algoritmo, con la salvedad de que en este caso, la iteración de Newton

es local� dado por el sistema de ecuaciones

G(S,X) := F(X)−y(1) −(S−1)(y(1) −y(0)).

Sea NG el operador de Newton�Hensel NG(X) := X− J−1
F (X)G(S,X) y denotemos por

N
(k)
G la k�ésima iteración de NG. Si de�nimos Ψk :=N

(k)
G (x(1)) ∈ K[[S−1]]n entonces

G(S,Ψk)≡ 0 mod (S−1)2k
. (11.3)

El polinomio mS(S,L(X)) pertenece al ideal de K[S,X] generado por G pues se anula

sobre la curva C , con lo cual (11.3) implica que mS(S,L(Ψk))≡ 0 módulo (S−1)2k
. De

la identidad L(Ψk)(1) = L(x(1)) deducimos también que L(Ψk) ≡ σ mod (S−1)2k
. De

este modo, aplicando κ := dlog2(N+1)e iteraciones del operador de Newton obtenemos

σN truncando a orden N+1 la serie de potencias L(Ψκ). Luego, calculamos las potencias

σ2
N, . . . ,σ

D
N multiplicando y truncando.

La multiplicación de dos matrices de tamaño n×n con coe�cientes en K requiere

O(nω) operaciones en K, donde ω < 2,376 (teóricamente), pero en la práctica usual-

mente se considera ω = log2 7 ∼ 2,81 (cf. [BP94]). La siguiente proposición proporciona

la estimación de complejidad del procedimiento descrito anteriormente:

Proposición 11.3.2. Si los polinomios F1, . . . ,Fn se evalúan con T operaciones sobre

K, entonces las potencias σN, . . . ,σ
D
N, truncadas a orden N+ 1, pueden calcularse

con O
(
(T +n1+ω)M(Dδ)

)
operaciones en K.

Demostración. En primer lugar, apelando al teorema de Baur�Strassen [BS83], dado

que los polinomios F1, . . . ,Fn se evalúan con T operaciones en K, evaluamos las entradas

de JF con O(T ) operaciones aritméticas. Luego, el determinante y la matriz adjunta de

JF con O(T +n1+ω) operaciones aritméticas [BP94].

Para calcular Ψk+1 a partir de Ψk, calculamos la matriz inversa J−1
F (Ψk) como el

producto J−1
F (Ψk) = detJF(Ψk)−1 ·Adj

(
JF(Ψk)

)
Utilizando inversión rápida de series de potencias podemos calcular detJF(Ψk)−1 con

O
(
(T +n1+ω)M(2k)

)
operaciones aritméticas ([vzGG99], [BP94]). Con un costo similar,

la adjunta Adj
(
JF(Ψk)

)
y el producto detJF(Ψk)−1 ·Adj

(
JF(Ψk)

)
.

Por lo tanto, el cálculo de Ψk para 2≤ k≤ κ requiere O
(
(T +n1+ω)

∑κ−1
k=0 M(2k)

)
=

O
(
(T +n1+ω)M(Dδ)

)
operaciones aritméticas.

Los pasos restantes no cambian la complejidad total.

Discutimos ahora como resolver el sistema de ecuaciones que surge en (11.2). Se trata

de un sistema lineal con N+ 1 ecuaciones y Dδ incógnitas representadas por los coe�-
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cientes de la solución g ∈ K[S,T ] de (11.2). Un sistema arbitrario de O(Dδ×Dδ) puede
resolverse con O((Dδ)ω) operaciones aritméticas ([BP94] presenta algoritmos rápidos

para esta tarea); no obstante, en este caso, vamos a sacar provecho (en vistas de mejorar

la estimación de la complejidad) del hecho siguiente: ordenando las incógnitas en forma

adecuada, la matriz M del sistema (11.2) es una matriz Toeplitz en bloques.

Lema 11.3.3. La matriz M del sistema (11.2) puede expresarse como una matriz

Toeplitz en bloques con D bloques.

Demostración. Para empezar, escribimos el polinomio

g(S,T) :=

δ∑
j=0

D∑
k=0

Aj,k(S−1)jTk

cuyos coe�cientes indeterminados Aj,k representan las incógnitas del sistema. Además,

las potencias de σN pueden expresarse como

σk
N ≡

N∑
h=0

αh,k(S−1)h mod (S−1)N+1 (1≤ k≤D).

Por lo tanto, �jando i con 0 ≤ i ≤ N, la i�ésima ecuación de (11.2) es una ecuación

homogénea
δ∑

j=0

D∑
k=0

αi−j,kAj,k = 0, (11.4)

(con αi−j,k = 0 para i− j < 0) que expresa que el coe�ciente de (S−1)i en g(S,σN) es

cero.

Fijemos k0 y llamemos M(k0) a la submatriz de M de tamaño (N+ 1)× δ formada

por las columnas de M correspondientes a las incógnitas Aj,k0
para 0 ≤ j ≤ δ. Como

consecuencia de (11.4) la matrizM(k0) resulta ser una matriz Toeplitz y, ordenando las

incógnitas Aj,k según el orden lexicográ�co inverso aplicado al conjunto de pares (k,j),

concluimos que M es una matriz Toeplitz en bloques, con D bloques.

El Lema 11.3.3 nos permite resolver (11.2) usando la teoría de matrices de rango de

desplazamiento �jo (cf. [BP94], [Pan01]). De [Pan01, Chapter 5] se sigue que una base

del espacio nulo de una matriz Toeplitz en bloques de tamaño 2Dδ×Dδ con D bloques

puede calcularse en forma probabilística con O
(
D2M(Dδ)

)
operaciones en K. De esa base

obtenemosmS dentro de la misma estimación de complejidad. Para concluir, la siguiente

proposición resume el costo de calcular el polinomio minimal mS:

Proposición 11.3.4. El polinomio mS ∈ K[S,T ] puede calcularse con O
(
(T +n1+ω +

D2)M(Dδ)
)
operaciones en K con probabilidad de éxito 1−1/µ.
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11.3.2. Una solución geométrica de una sección plana

La tarea en ciernes consiste en extender el algoritmo de la sección previa a un al-

goritmo que calcula una solución geométrica de la curva C de�nida en (11.1). Sea

Λ := (Λ1, . . . ,Λn) un vector de nuevas indeterminadas y consideremos la proyección

πΛ : An×C→An×A1 de�nida como πΛ(λ,s,x) := (λ,s). Como πS es un mor�smo �nito,

el mor�smo πΛ es �nito y, por lo tanto, la extensión de anillos K[Λ,S] ↪→ K[Λ]⊗K K[C ] es

entera. El polinomio minimalmΛ ∈ K[Λ,S,T ] de la forma lineal LΛ :=Λ1X1 + · · ·+ΛnXn

en K[Λ,S] ↪→ K[An]⊗K K[C ] es un elemento separable de K[Λ,S][T ], tal que ∂mΛ/∂T no

es divisor de cero de K[An]⊗K K[C ], que satisface las cotas de grado degTmΛ ≤ D,
degSmΛ ≤ δ y degΛmΛ ≤ δ. Recordemos que si reemplazamos Λ en λ tenemos que

mΛ(λ,S,T) =mS(S,T) y, posteriormente, las n parametrizaciones requeridas:

∂mS

∂T
(S,T)Xk −vk(S,T) = 0 (1≤ k≤ n), (11.5)

donde vk := ∂mΛ
∂Λk

(λ,S,T). Conociendo el polinomio minimal ms, resta calcular las para-

metrizaciones v1, . . . ,vn. Para ese �n, consideramos el desarrollo de Taylor de orden uno

de mΛ(Λ,S,T) en potencias de Λ−λ := (Λ1 −λ1, . . . ,Λn −λn):

mΛ =mS +

n∑
k=1

∂mΛ(λ,S,T)

∂Λk
(Λk −λk) mod(Λ−λ)2.

Calcularemos este desarrollo de Taylor aplicando el algoritmo que subyace a la Proposi-

ción 11.3.4 a la forma lineal genérica LΛ. Cada operación aritmética en este algoritmo es

una operación aritmética entre dos polinomios de K[Λ], truncados a orden (Λ−λ)2. Da-

do que sumar o multiplicar dos polinomios de K[Λ] truncados a orden (Λ−λ)2 requiere

O(n) operaciones aritméticas en K obtenemos:

Proposición 11.3.5. Una solución geométrica de C puede calcularse con O
(
(T +

n1+ω +D2)nM(Dδ)
)
operaciones en K.

11.3.3. Cálculo de un punto racional

En esta sección mostramos �nalmente como hallar la única solución en Fn
q del sistema

F(X) = y(0).

Consideremos una solución geométrica K�de�nible de la curva C de�nida en (11.1).

Esta solución geométrica viene dada por una forma lineal L ∈ K[X], el polinomio mi-

nimal mS ∈ K[S,T ] de L en la extensión de anillos K[S] ↪→ K[C ] y las parametrizaciones

(∂mS/∂T)Xk −vk(S,T) de las variables X1, . . . ,Xn por los ceros de mS, para k= 1, . . . ,n.

Sea π−1
S (0) =: {0}×C0 donde C0 = F−1(y(0)). Nuestras hipótesis sobre F implican que

x(0) es el único punto q�racional de C0. Como L separa los puntos de π−1
S (0), de una solu-
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ción geométrica de C podemos obtener una solución geométrica de C0. De hecho, reem-

plazando S por 0 enmS,v1, . . . ,vn obtenemos polinomiosmS(0,T),v1(0,T), . . . ,vn(0,T)∈
K[T ] que representan una descripción de la �bra C0. El inconveniente de esta repre-

sentación es la posible presencia de multiplicidades, representadas por factores múltiples

de mS(0,T), que son también factores de v1(0,T), . . . ,vn(0,T). Para eliminarlas, pro-

cedemos del siguiente modo: en primer lugar, calculamos

a(T) := gcd
(
mS(0,T),

∂mS

∂T
(0,T)

)
,

y limpiamos de cuadrados mS(0,T) calculando m0(T) :=mS(0,T)/a(T). A continuación,

dado que a(T) divide a vk(0,T), obtenemos

∂mS

∂T
(0,T)/a(T)Xk −vk(0,T)/a(T), (1≤ k≤ n).

Para terminar, como m0 y (∂mS/∂T)(0,T)/a(T) son elementos coprimos de K[T ], inver-

timos (∂mS/∂T)(0,T)/a(T) módulo m0 y llegamos a las parametrizaciones Xk −wk(T).

Proposición 11.3.6. Dada una solución geométrica de C , provista por el algorit-

mo de la Proposición 11.3.5, podemos calcular una solución geométrica m0(T),X1−

w1(T), . . . ,Xn −wn(T) de la variedad de dimensión cero C0 con O(nδM(D)) opera-

ciones en K.

Demostración. La representación densa de los polinomiosmS(0,T),v1(0,T), . . . ,vn(0,T)

puede calcularse con O(nDδ) operaciones aritméticas en K. El resto de las operaciones

consiste en multiplicaciones, máximo común divisores e inversiones modulares de poli-

nomios univariados, cuyos grados son menores o iguales que D; esto adiciona O
(
nM(D)

)
operaciones en K.

Buscamos los puntos K�racionales de C0 remedando la demostración de la Proposi-

ción 10.2.2. ConO
(
M(D) log |K|

)
operaciones en K calculamos h := gcd(m0,T

|K|−T)∈K[T ]

[vzGG99, Corollary 11.16]. La factorización de h en K[T ] se lleva a cabo probabilística-

mente con O
(
M(D) log |K|

)
operaciones en K [vzGG99, Theorem 14.9]. Las raíces de h

son los valores L(P) que se obtienen al evaluar la forma lineal L en los puntos P ∈ C0(K).

En particular, L(x(0)) ∈ K es una raíz de h.

Evaluamos los polinomios wk en las raíces α de h y obtenemos x(0) como el único

punto q�racional que se expresa como
(
w1(α), . . . ,wn(α)

)
.

Reuniendo los resultados de las Proposiciones 11.3.5 y 11.3.6 obtenemos el principal

resultado de este capítulo:

Teorema 11.3.7. El único punto q�racional solución del sistema F(X) = y(0) puede

calcularse con O
(
(T +n1+ω +D2)nM(Dδ)M(logqδ) + M(D)M2(logqδ)

)
operaciones
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11 Una aplicación a la criptografía

bit.

Dado que D≤ δ, la estimación de complejidad que hemos logrado puede ser descrita

como polinomial en T (el costo de evaluar F1, . . . ,Fn), las cantidades n y logq, y δ el

grado del grá�co de F. Por lo tanto, el interés de nuestro algoritmo, y la consecuente

(in)seguridad de los criptosistemas basados en aplicaiones polinomiales sobre cuerpos

�nitos, descansa en el parámetro δ. Recordemos que en el peor caso δ= degF1 · · ·degFn.

Adaptando los argumentos de [CGH+03] es posible probar que cualquier algoritmo uni-

versal que resuelva F(X) = y(0) tiene necesariamente complejidad (degF1 · · ·degFn)Ω(1),

mostrando de esta manera la seguridad del correspondiente criptosistema con respecto

a algoritmos universales de decodi�cación. Un algoritmo universal es un algoritmo que

no distingue los sistemas de entrada de acuerdo a invariantes geométricos y representa

un modelo para los algoritmos estandar basados en técnicas de reescritura, tales como

los algoritmos de bases de Gröbner.

Como colofón, algunas observaciones acerca del comportamiento de nuestro algoritmo

bajo las hipótesis de [SZ90]. Recordemos que [SZ90] requiere que la aplicación polinomial

F : An → An sea polinomialmente inversible, con inversa G := (G1, . . . ,Gn) de grado

(nd)O(1). Entonces muestran que G puede calcularse con (T nd)O(1) operaciones. Bajo

estas condiciones, tenemos que la proyección π : V → An tiene grado 1, es decir, D =

1. Más aún, es fácil mostrar que el polinomio minimal mS(S,T) tiene grado acotado

por e := m�ax1≤k≤ndegGk, y los algoritmos presentados en las Proposiciones 11.3.5 y

11.3.6 tienen en realidad complejidad T (nd)O(1). Esto muestra que nuestro resultado

de complejidad es polinomial con las hipótesis más fuertes de [SZ90].
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Para concluir este trabajo, planteamos algunas re�exiones sobre la tarea llevada a

cabo, sobre los resultados obtenidos. A la vez, planteamos algunas inquietudes, algunos

interrogantes, y posibles líneas de investigación que se despliegan a lo largo de la tesis.

En términos de estimaciones generalistas, las estimaciones obtenidas en los Capí-

tulos 4 y 5 están cerca de ser óptimas. Es decir, aun en el caso de que se mejoren

las cotas de grado de las versiones efectivas del primer teorema de Bertini (recien-

temente Gregoire Lecerf [Lec06] ha obtenido una de orden O(δ2) para cuerpos de

característica mayor que 2δ2), lo que llevaría a mejorar el segundo término de error

de dichas estimaciones, los métodos que hemos empleado no permiten mejorar el

término canónico del error de las mismas: (δ−1)(δ−2)qr−1/2. Este término es el

que impone condiciones de regularidad de orden por lo menos O(δ4) al momento

de deducir, a partir de las estimaciones, resultados de existencia y cotas inferi-

ores no triviales sobre el número de puntos q�racionales. Sin embargo, obtuvimos

resultados de existencia con la misma condición de regularidad (Teorema 4.3.5 y

Corolario 5.2.4) aplicando directamente una versión efectiva del primer teorema

de Bertini.

La optimalidad antes señalada nos permite entrever que es necesario considerar

familias particulares de variedades (distinguidas por alguna condición geométri-

ca tal como no singularidad, intersección completa, etc) y bene�ciarse de estas

condiciones para obtener resultados de existencia, cotas superiores e inferiores o

estimaciones. Nuestra estimación para una variedad intersección completa normal

del Capítulo 6 es un primer paso en este sentido. Naturalmente, esperamos que

nuestros métodos puedan ser extendidos a �n de obtener una versión efectiva de

las estimaciones de Hooley (1.10). Creemos que es posible obtener mejores estima-

ciones que las de Ghorpade y Lachaud (1.11).

No conocemos ejemplos de Fq�variedades absolutamente irreducibles que no tengan

puntos q�racionales, que nos permitan justi�car que la imposición de condiciones

de regularidad no es un hecho arbitrario.

Como una doble evidencia, por un lado de la ausencia de resultados en casos especí-

�cos y, por otro, de que en casos especí�cos podemos obtener mejores resultados,

tenemos la siguiente conjetura debida a Lachaud [GL02a, Conjecture 12.2]:
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Conjetura: Si V ⊂Pn es una Fq�variedad intersección completa de dimensión

r≥ n/2 y de grado δ≤ q+1 entonces

|V(Fq)|≤ δpr −(δ−1)p2r−n.

Es sabido que la conjetura es válida cuando V tiene codimensión 1 (en este caso,

la conjetura no es más que la cota de Serre presentada en la Proposición 3.1.2) y

cuando V es unión de variedades lineales de la misma dimensión.

¾Qué podemos decir respecto de la determinación del número exacto de puntos

q�racionales de una Fq�variedad? No es demasiado lo que se conoce. En el caso de

Fq�hipersuper�cies, los ejemplos en los cuales se ha determinado de manera exac-

ta la cantidad de puntos q�racionales son sumamente particulares (por ejemplo,

ecuaciones diagonales); en el caso de Fq�variedades es más notoria la ausencia de

resultados.

En términos de estimaciones, podríamos considerar que un gran problema por

resolver es el de obtener �como hicieran Stepanov y Schmidt con los resultados de

Weil� demostraciones elementales de los resultados de Deligne (1.9).

En cuanto al aspecto algorítmico del trabajo, ya hemos señalado que nuestro al-

goritmo puede ser extendido al caso de una Fq�variedad equidimensional V , en

tanto tenga una componente absolutamente irreducible de�nida sobre Fq. Sin em-

bargo, no puede ser extendido a situaciones más generales dado que carecemos

de herramientas para tratar el caso de una Fq�variedad relativamente irreducible.

Es este el caso que permanece inexplorado, ya sea por su di�cultad intrínseca,

por la imposibilidad de aplicar nuestras herramientas o por la casi inexistente

bibliografía. Una di�cultad clave es que los puntos q�racionales de una variedad

relativamente irreducible anulan el discriminante de la misma (el discriminante de

la forma de Chow de V) y, por lo tanto, no es posible aplicar nuestras técnicas

para calcular puntos q�racionales. Por ejemplo, una Fq�variedad proyectiva nor-

mal relativamente irreducible no tiene puntos q�racionales [FHJ94]. Sin embargo,

creemos que el caso relativamente irreducible ocurre con una probabilidad muy

baja (las únicas referencias, a la vez que evidencias, sobre este hecho se encuen-

tran en unos trabajos de los años '60 de Leonard Carlitz [Car63, Car65]). Esto

sugiere una posible línea de trabajo: estudiar con que frecuencia aparece este caso,

o en otras palabras, caracterizar el caso promedio y, en consecuencia, desarrollar

algoritmos que funcionen adecuadamente en el caso promedio.

Queda pendiente la cuestión de considerar criptosistemas concretos y analizar có-

mo se pueden aplicar nuestras herramientas algorítmicas a �nes de criptoanalizar-
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los. Consideramos que algoritmos que funcionan en el caso promedio podrían ser

importantes en el ámbito criptográ�co.

Las observaciones precedentes pretenden poner de mani�esto la necesidad de de-

sarrollar nuevos métodos, nuevos enfoques, para dar cuenta de las tareas no con-

templadas en nuestro trabajo y en la literatura matemática, en general.
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