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Titulo: PUNTOS RACIONALES EN VARIEDADES SOBRE CUERPOS FINITOS. HSTI-
MACIONES, ALGORITMOS Y APLICACIONES.

ReEsuMEN: Dada una variedad algebraica V definida sobre un cuerpo finito [f; conside-
ramos el conjunto de puntos g-racionales V(F;) de V. Tratamos dos problemas que
surgen a partir de tal consideracién: estimar el cardinal de V(F;) y encontrar un ele-
mento de V(F;). El abordaje de estos problemas se sostiene en la utilizacién de métodos
de teoria de eliminacién efectiva y versiones efectivas de los Teoremas de Bertini. Esti-
mamos la cantidad V(F;) de puntos g-racionales en el caso en que V es una variedad
absolutamente irreducible. Las estimaciones se expresan en términos de parametros in-
trinsecos asociados a la variedad V, principalmente el grado. Damos un algoritmo para
encontrar un punto de V(F;) cuando V es absolutamente irreducible y esta definida por
una sucesién regular reducida. Su complejidad en tiempo es grosso—modo cuadratica en
el logaritmo de g y un invariante geométrico del sistema de entrada. Este invariante,
denominado el grado del sistema, estd acotado por el ntimero de Bézout del sistema.
El algoritmo funciona para cuerpos de cualquier caracteristica, pero requiere que q sea
mayor que el grado de la variedad a la cuarta.
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ABSTRACT: For a given variety V defined over a finite field we consider the set of
g-rational points V(Fy) of V. We consider two different problems arising form this
consideration: estimating the cardinality of V(F,) and finding an element of V().
Our approach rely on methods of effective elimination theory and effective versions of
the Bertini theorems. We estimate the number of g-rational points V(F;) when V is
absolutely irreducible. Our estimates are expressed in terms of intrinsic parameters of
V, mainly the degree of V. We also exhibit a probabilistic algorithm which computes a
rational point of an absolutely irreducible variety over a finite field defined by a reduced
regular sequence. Its time—space complexity is roughly quadratic in the logarithm of the
cardinality of the field and a geometric invariant of the input system. This invariant,
called the degree, is bounded by the Bézout number of the system. Our algorithm works
for fields of any characteristic, but requires the cardinality of the field to be greater than
a quantity which is roughly the fourth power of the degree of the input variety.
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No sé si mi canto es lindo
o si saldra medio triste
nunca jui zorzal ni esiste
plumaje mas ordinario

yO soy pajaro corsario
que no conoce el alpiste.

Yo soy de los del montén

no soy flor de invernadero
soy como el trébol campero
crezco sin hacer barullo

me aprieto contra los yuyos
y asi lo aguanto al Pampero.

De seguro si uno piensa

le halla el nudo a la madeja
porque la copla maés vieja
como la raiz de la vida

tiene al alma por guarida

que es ande anidan las quejas.

Por eso el hombre al cantar
con emocidén verdadera
echa su pena pa’afuera
pa’que la lleven los vientos
y ansi siquiera un momento
se alivia su embichadera.

No es que no ame a su trova
ni que desprecee su canto

es como cuando un quebranto
en la noche de los llanos

hace aflojar al paisano

y €l viento le lleva el canto.

En asuntos del cantar

la vida nos va ensefiando
que s6lo se va volando
la copla que es livianita
siempre caza palomitas

cualquiera que anda cazando.

Fragmentos de El payador perseguido
de Atahualpa Yupanqui
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1 Introduccidén

Every field has its taboos. In algebraic geometry the taboos are (1) writing a draft that can be
followed by anyone but two or three of one’s closest friends, (2) claiming that a result has applica-
tions, (3) mentioning the word “combinatorial”, and (4) claiming that algebraic geometry ezisted
before Grothendieck (only some handwaving references to “the Italians” are allowed provided they

are not supported by specific references). GIAN-CARLO RoOTA, Indiscrete Thoughts, 1997.

Consideremos una variedad algebraica afin o proyectiva V definida sobre un cuerpo
finito Fy: V es el conjunto de ceros comunes (en la clausura algebraica F, de F;) de una
familia de polinomios (homogéneos en el caso proyectivo) con coeficientes en F,. Decimos
entonces que V es una Fy—variedad. El conjunto de puntos de V con coordenadas en [,
es lo que denominaremos el conjunto de puntos g-racionales de V y denotaremos por
V(Fy).

En este trabajo nos proponemos dar cuenta, esencialmente, de los siguientes problemas

1. Obtener estimaciones y resultados de existencia sobre el nimero |V(I)| de puntos
g-racionales de una [fy—variedad V.

2. Desarrollar algoritmos efectivos para calcular un elemento de V/(IF).

Como una consecuencia natural de los dos puntos anteriores vamos a incursionar
también en un aspecto, digamos, aplicado:

3. Estudiar aplicaciones a problemas concretos vinculados a la criptografia.

Sin pretensiones de exhaustividad pasamos, a continuacién, a describir la historia y
el estado actual de la matemaética involucrada en estos problemas.

1.1. Antecedentes

1.1.1. Estimaciones y resultados de existencia

La cuestion de contar de manera exacta, de estimar, de garantizar la existencia o de
encontrar puntos g-racionales de una variedad V, es un tema clasico de la geometria
aritmética; sus origenes se pueden rastrear en los intentos de Gauss y Jacobi por estudiar
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ciertos tipos de congruencias, y ha ocupado, entre otros, a Hardy, Littlewood, Chevalley,
Davenport, Mordell, Hasse, Weil, Lang, Dwork y Deligne.

En 1948, André Weil [Wei48| demuestra lo que se ha dado en llamar la «Hipétesis de
Riemann sobre cuerpos finitos» (habia anunciado este resultado en 1940) que podemos
enunciar del modo siguiente: si C C P? es una curva no singular absolutamente irreducible
de grado & y género g definida sobre Iy, el nimero |C(Fy)| de puntos g-racionales de la
curva C verifica la estimacién

IC(Fy)l —(q+1)| < 2gq'/2. (1.1)

Esta estimacion también se conoce como estimacién de Hasse—-Weil, pues Helmut Hasse
demostr6é en los afios 30 el resultado para curvas de género 1. Al afio siguiente, Weil
[Wei49] formula una serie de conjeturas acerca de la funcién zeta de cualquier variedad
proyectiva no singular y sugiere el desarrollo de una teoria de cohomologia adecuada
para emprender la tarea de demostrar dichas conjeturas.

Si tomamos en cuenta la desigualdad 2g < (6 —1)(6 —2), obtenemos el equivalente a

(1.1) en el caso afin:

IC(Fy)l—a| < (6-1)(6—-2)q"/?+5+1. (1.2)

En 1954, Serge Lang y Weil [LW54] establecen un “prototipo” de estimacién sobre el
nimero de puntos g-racionales de [,—variedades absolutamente irreducibles. Demues-
tran que si V C P™ es una [F,—variedad absolutamente irreducible de dimensién r y grado
b, el niimero de puntos g-racionales |V(Fy)| verifica la siguiente estimacion:

IV(Eg) —pe| < (6—-1)(6—2)g" /2 +C(n,7,8)q" ", (1.3)

donde pr:=q"+q" " '+---+q+1y C(n,r,5) es una constante independiente de q y no
explicita, en el sentido siguiente: si bien se sabia que la constante C(n,r,0) dependia de
los pardmetros seflalados, no se proporcionaba ninguna cota superior sobre el valor de la
misma. Interpretando esta estimacion en términos afines tenemos que si V C A™ es una
[Fy—variedad absolutamente irreducible de dimensién r y grado 0, el numero de puntos
q racionales [V(Fy)| de V verifica la estimacién:

IV(F)—a"| < (6—=1)(6—2)q" '/ +C(n,7,8)q" . (1.4)

Hacia fines de la década del 60 Serguei Stepanov sorprende a la comunidad de Teoria de
nimeros al presentar una demostracién de las conjeturas de Weil para curvas utilizando
métodos elementales: una combinacién de argumentos combinatorios con un andlisis
detallado de ciertas extensiones de cuerpos de funciones en caracteristica positiva. Una
sorpresa semejante tuvo lugar en 1960 cuando Bernard Dwork [Dwo60] demuestra la
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racionalidad de la funcién zeta para cualquier variedad V, afin o proyectiva, no singular
y singular, sin seguir el camino trazado por Weil sino perfeccionando herramientas y
métodos de andlisis p—adico.

Si bien se habian demostrado algunas de las conjeturas de Weil hacia fines de los 60,
el estado de las estimaciones hacia 1973 no permitia atin obtener estimaciones explicitas
para la constante C(n,r,d) involucrada en la estimacién , segtin nos informa Jean—
René Joly en [Jol73| Pag. 89].

En una serie de trabajos de principos de los 70, Wolfgang Schmidt, continuando con
el trabajo de Stepanov, comienza a proporcionar estimaciones y resultados de existencia
sobre la cantidad de puntos g-racionales de diferentes variedades. En un trabajo de 1974
[Sch74] proporciona una cota inferior no trivial (y por ende un resultado de existencia)
sobre el niimero de puntos q-racionales [H([F,)| de una hipersuperficie H absolutamente
irreducible de grado 6:

H(F ) >q™ ' = (6—1)(6—2)q™ 32 — (552 +5+1)q™ 2, (1.5)

asumiendo que q > 10*n35°P3([4log 6]) donde P(u) es el u—ésimo primo (esta imposicién
sobre el cardinal del cuerpo finito es lo que denominaremos «regularidady). Sin embargo,
no provee la correspondiente cota superior. Posteriormente, en [Sch76] (un texto que
podriamos considerar un clésico) obtiene la siguiente estimaciéon explicita:

IH(F )| — g™ 1| < (6—1)(8—2)q™ /2 +6526%° q" 2,

con 0 := (6+1)6/2. Lo relevante de la estimacién estriba no en el término de error
(doblemente exponencial) sino en el método propuesto y en el hecho de que se obtiene,
por primera vez, una estimacion explicita véalida para cualquier F;—hipersuperficie abso-
lutamente irreducible. De ahi en adelante, estos resultados de Schmidt se erigieron en
referencias ineludibles para todos aquellos que trataran este u otros problemas vincula-
dos. Al mismo tiempo, la cota inferior y la condicién de regularidad bajo la cual ésta
es valida no han sido mejoradas desde entonces. El método que desarrolla Schmidt para
obtener la estimacion se basa en estimar la cantidad de puntos g—racionales en la inter-
seccién de la [Fy—-hipersuperficie absolutamente irreducible H con una [F,—variedad lineal
genérica de dimensién 2. Es decir, estima la cantidad de puntos g—racionales de una cur-
va. Para eso, cuenta con que, genéricamente, la curva que se obtiene es absolutamente
irreducible y por lo tanto puede aplicar la estimaciéon de Hasse-Weil. Lo interesante de su
trabajo es que obtiene estimaciones sobre la cantidad de intersecciones (curvas) que no
resultan ser absolutamente irreducibles. Esto es lo que hoy denominariamos una versién
efectiva del primer Teorema de Bertini.

En 1998, combinando ([1.5) con el método de Schmidt [Sch76] y la version efectiva
del primer Teorema de Bertini debida a Erich Kaltofen [Kal95], Ming-Deh Huang y
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Yiu-Chung Wong [HW98] obtienen:
[H(Fq)[—a™ [ < (6-1)(6—-2)a™ %2+ (8% +26%)q™ 2 +267q™ %2, (1.6)

bajo la misma condicién de regularidad de ([1.5)).

Finalmente, Sudhir Ghorpade y Gilles Lachaud (|[GLO2b], [GL02a]) encuentran un
valor explicito para la constante C de ([1.4). Mas precisamente, en [GL02a, Remark 11.3]
(ver también [GLO2b, Theorem 4.1]) se muestra la siguiente estimacion:

IV(Fg)l—q"| < (6—1)(6—2)q" /2 +6-25(sd+3)""'q" ", (1.7)

donde s es el niimero de ecuaciones que definen V, y d es el maximo de los grados de
las mismas. En el caso de una hipersuperficie H, la estimacién (1.7) toma la forma

IH(F)—q™ ' < (5—1)(6—2)g™ /2 +12(64+3)" g™ 2. (1.8)

La demostracion de este resultado sigue un método basado en una generalizacién del
Teorema débil de Lefschetz a variedades singulares y estimaciones de los niimeros de
Betti de unos espacios de cohomologia étale {—adica.

La descripcién anterior es, a grandes rasgos, la situacién en términos de estimaciones
generalistas. Por estimaciones generalistas entendemos estimaciones que no consideran
cualidades particulares de las variedades con las que se tratan.

No es descabellado imaginar que ante la presencia de alguna caracteristica particular
de la variedad en cuestién (no singular, interseccién completa, normal, etc) podamos
obtener mejores estimaciones y resultados de existencia. Desde esta perspectiva, existen
resultados de conteo bajo hipodtesis mas restrictivas sobre la geometria de las variedades
en consideracién. Un resultado clasico en tal sentido es la conocida estimacién para va-
riedades absolutamente irreducibles no singulares sobre cuerpos finitos de Pierre Deligne
[Del74] —su trabajo representé la culminacién del programa iniciado por Weil- que ex-
presa que el nimero de puntos g-racionales |V([Fy )| de una interseccién completa V C P™
no singular de dimensién r y multigrado d satisface la estimacién:

|IV(Fy)|—pr| < bl(n,d)q™/?, (1.9)

donde bl(n,d) es el r-ésimo nimero de Betti primitivo de V.

Posteriormente, en un trabajo de 1991, Christopher Hooley [Hoo91] extiende en forma
no efectiva la estimacién a intersecciones completas arbitrarias. Si V C P™ es una
[Fy—variedad interseccién completa de dimensién r y dimensién de singularidades m,
entonces la cantidad de puntos g-racionales de V verifica la siguiente estimacién:

IV(Fg)|—pr| = O(q!mHmH1/2), (1.10)
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La constante involucrada en la estimacién, si bien independiente de q, no es explicita.
La demostracién proporcionada por Hooley consiste en considerar sucesivas sec-
ciones por hiperplanos de V hasta que se obtiene una seccién no singular. El nimero de
puntos g—racionales de estas secciones no singulares se estima aplicando . Notemos
la familiaridad con el método de Schmidt.

Al respecto, cabe mencionar que en los trabajos de Ghorpade y Lachaud se han
obtenido versiones efectivas de dichas estimaciones, utilizando las herramientas coho-
moldgicas mencionadas anteriormente. En [GLO02b], [GL02a] obtienen una versiéon ex-
plicita de (1.10). Si V se define con s :=n—r ecuaciones de multigrado d:= (ds,...,ds)
y d:=mdax <i<s di, entonces

IV(E) —pe| <bf_p q(n—m—1,d) g™ ™ /24 Crp (V) gmt™/20 (1.11)

La constante C,,(V) puede acotarse por 9-25-(sd+3)"*' y bl ;(m—m—1d)esel
(r—m—1)—ésimo ntmero de Betti primitivo de una interseccién completa no singular
en P~ ™1 de dimensién r—m—1 y multigrado d. Observemos que si m = —1, en otras

palabras, si V es no singular, ((1.11)) no es mas que la estimacién de Deligne ([1.9)).

Supongamos que V C P™ es una F;—variedad normal e interseccién completa de dimen-
sioén 1, grado & y multigrado d:=(dy,...,dn—r). Entonces la dimensién de singularidades
de V puede acotarse por r—2 y por lo tanto ([1.11)) toma la forma

‘\V(Fq)l—pr‘ <b] (n—r—H,d)qT_% +9-2“_r((n—r)d+3)n+]qr_]. (1.12)

El nimero de Betti bj(n—r+1,d) es menor o igual que (6—1)(8—2), y la igualdad es
valida si y solo si V es una hipersuperficie; concluimos que esta estimacién mejora la
estimacién de Lang-Weil y su versién explicita en [GLO2b], [GL02a].

Seflalemos finalmente, que una cantidad de aplicaciones hacen uso de estimaciones
explicitas sobre el valor de la constante C:=C(n,r,8) (ver e.g., [HW99|, [Kna01], [Rag02],
[Bog05], entre otros). Mas atn, para algunas familias particulares de variedades se han
proporcionado mejores estimaciones (ver e.g., [SS90], [Sko92], [Luo99]).

1.1.2. Bulsqueda de puntos g-racionales

La resolucién de sistemas de ecuaciones polinomiales sobre cuerpos finitos es un pro-
blema NP-completo aun si las ecuaciones son cuadraticas y estan definidas sobre [,
(IGJ79]). Més atin, [vzGKS97| muestra que determinar el nimero de puntos g-racionales
de una curva plana rala (sparse) sobre un cuerpo finito I; es # P-completo. La ausencia
de algoritmos eficientes para hallar puntos racionales en variedades algebraicas sobre
cuerpos finitos es un hecho reconocido en el dmbito del calculo simbélico. De hecho,
esta carencia ha propiciado el surgimiento de diversos esquemas criptograficos de clave
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publica basados en la dificultad de la resolucién de sistemas de ecuaciones polinomiales
sobre cuerpos finitos [IM88], [CKPS00].

Podriamos decir, entonces, en lo que ataile a la biisqueda efectiva de soluciones de estos
sistemas, que no existe demasiada literatura sobre el tema, si bien se han tratado casos
particulares. Por ejemplo, en el paper [vzGSS03| se exhibe un algoritmo deterministico
que calcula todos los puntos de una curva plana definida sobre I}, el cuerpo primo de
caracteristica p. La complejidad del mismo es de O(5°p) operaciones sobre [F,, donde
0 es el grado del polinomio libre de cuadrados que define la curva. Por otro lado, los
trabajos de [KS99|, [CKPS00| y [BFS03| exhiben algoritmos que resuelven un sistema
sobredeterminado de ecuaciones cuadraticas sobre un cuerpo finito sobre la base de
técnicas de «linealizaciony.

Los algoritmos de btisqueda de puntos racionales en una variedad general sobre un
cuerpo finito se basan generalmente en técnicas de reescritura (ver por ejemplo [CLO92,
CLO98|). Desafortunadamente, tales algoritmos tienen complejidad superexponencial,
hecho que los hace absolutamente inadecuados para tratar con los problemas que suelen
aparecer en la practica. De hecho, sus variantes mas eficientes (véase por ejemplo [Fau02])
tienen una complejidad del peor caso superior a la de la btsqueda exhaustiva para
sistemas de ecuaciones polinomiales sobre F, [CKPS00].

Un enfoque diferente se propone en [HW99]. Alli, el sistema polinomial en conside-
racién se trata mediante deformaciones, basadas en una perturbacién del sistema original
seguido de un método de «seguimiento de las curvas» (path-following). Sin embargo, la
perturbacién, generalmente, introduce soluciones espurias que resultan computacional-
mente dificiles de identificar y eliminar a efectos de obtener las verdaderas soluciones.
De hecho, el algoritmo de Huang-Wong es algebraicamente robusto o universal en el
sentido de [HMPW098] y [CGH™ 03], lo cual implica en particular que su complejidad en
tiempo es al menos exponencial.

1.2. Supuestos basicos

Independientemente del problema concreto con el cual tratemos a lo largo de la tesis
(estimaciones o algoritmos), y de las herramientas particulares con las que estos proble-
mas sean resueltos, nuestros métodos consisten, esencialmente, en desarrollar versiones
efectivas de los teoremas de Bertini y utilizar herramientas de teoria de eliminaciéon tales
como las formas de Chow.

Usualmente, las estimaciones, los resultados de existencia de puntos racionales en va-
riedades de dimensién arbitraria y la complejidad de los algoritmos de biisqueda de
puntos racionales, se expresan en términos del nimero de Bézout (el producto de los
grados de las ecuaciones) del sistema en consideracion (véase e.g., [GL02a|, [GL02b] y
[HW99]). Asi, las estimaciones y los resultados de existencia pueden resultar en sobres-
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timaciones de tipo exponenciales, como puede apreciarse comparando los resultados de
Ghorpade-Lachaud y de Schmidt. Nuestra propuesta para las estimaciones y los resul-
tados de existencia es que dependan del grado de la variedad en consideracién. Asi, las
cotas permiten diferenciar las variedades de acuerdo a parametros geométricos que, en
los casos «geométricamente bien condicionados» (léase casos de grado bajo), resultan
exponencialmente mejores que las cotas existentes.

Para acometer la faceta algoritmica de nuestro trabajo, vamos a considerar, como
punto de partida, algoritmos de eliminacién para la resolucién de sistemas sobre los
ntmeros reales o complejos, cuya principal caracteristica es que distinguen entradas de
acuerdo a consideraciones geométricas. Estos algoritmos desarrollados a lo largo de los
trabajos [GHMP95], [Par95], [GHM 98|, [GHH 97|, [GHMP97], [BGHM97], [BGHMO01],
[BGHPO04|, [BGHPO05| (ver también [HMWO1|, [GLSO01], [Lec03], [Scho03|, [PS04]), po-
drian considerarse como parte de una nueva generacién de algoritmos para la resolucién
de sistemas de ecuaciones polinomiales.

El punto clave es que la variedad algebraica original se reemplaza por una hipersu-
perficie birracionalmente equivalente contenida en un espacio ambiente adecuado. Esta
hipersuperficie y su polinomio minimal pueden producirse mediante proyecciones li-
neales genéricas. La ecuacién minimal posee la informacién necesaria sobre la dimensién
y el grado de la variedad original y sobre un conjunto de variables independientes, que
permite despejar (desacoplar) las restantes variables en funcién de las independientes.
Con esta idea, todos los resultados intermedios que aparecen en dichos algoritmos son
formas eliminantes y describen proyecciones de variedades algebraicas relacionadas con
el sistema de entrada. Por lo tanto, el tamafio de los resultados intermedios se controla
a partir de consideraciones geométricas. La complejidad en tiempo resultante de estos
procedimientos de eliminacién es finalmente polinomial en todos los parametros que
miden su comportamiento: los pardmetros extrinsecos (ntumero de variables, el grado
de la ecuaciones de entrada y la cantidad de operaciones aritméticas necesarias para
evaluarlas) y un pardmetro intrinseco: el grado del sistema de entrada (ver [GHH 97| y
[BGHMO9T]), que se define como el méximo de los grados de las variedades intermedias.
En tanto las operaciones aritméticas béasicas estén contadas s6lo a costo unitario, esta
descripcién del cardcter de la complejidad de estos algoritmos es casi 6ptimo.

Nuestra idea es, dentro de este marco, desarrollar algoritmos para resolver sistemas de
ecuaciones polinomiales sobre cuerpos finitos, teniendo presente las particularidades del
trabajo sobre los mismos. Nuestros resultados sobre estimaciones proporcionan condi-
ciones para que esto pueda realizarse.

Por otro lado, todos los algoritmos de btisqueda de puntos racionales en variedades so-
bre cuerpos finitos conocidos poseen una caracteristica particular, denominada robustez
algebraica. Informalmente, un algoritmo se dice algebraicamente robusto si, teniendo
como entrada una familia playa de problemas de eliminacién, produce soluciones «es-
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tablesy, es decir, soluciones que dependen del problema paramétrico en consideracién,
y no de la instancia paramétrica que la define. En [CGH'03] se ha demostrado que
todo algoritmo algebraicamente robusto requiere necesariamente tiempo exponencial de
gjecucion en el peor caso. De esta manera, concluimos que el objetivo de producir un
algoritmo eficiente (polinomial) general para los procesos de eliminacién geométrica no
puede alcanzarse en forma evolutiva, es decir, construyendo mejoras sucesivas de los
métodos conocidos. Esta conclusiéon no depende del tipo de algoritmos de eliminacién
considerado, ni de las representaciones (estructuras de datos) empleadas, sino mas bien
de la pretensién de universalidad con la que habitualmente se disefian los algoritmos de
eliminacién. Teniendo en cuenta estos resultados, hemos reorientado la algoritmica co-
rrespondiente hacia una distincién de acuerdo a pardmetros geométricos, como el «grado
del sistema de entrada» que hemos mencionado mads arriba y el grado de la variedad en
consideracién. Esta «adaptatividad» es el punto clave de los resultados que obtenemos
en nuestro trabajo algoritmico: si bien es cierto que en el peor caso tiene complejidad
de tipo exponencial (aunque siempre polinomial en el nimero de Bézout del sistema de
entrada), nuestro algoritmo define una nocién de «buen condicionamiento» (problemas
bien condicionados son aquellos para los cuales el grado del sistema es polinomial) y
resulta polinomial para esta clase de problemas.

1.3. Resultados obtenidos y organizacion del trabajo

Pasamos a describir como estd organizado el trabajo y cuales son los resultados mas
importantes que hemos obtenido, los cuales se enuncian como Teorema 1, Teorema
2, etc.

El Capitulo [2| estad destinado a presentar el vocabulario bésico que utilizaremos. Se
presentan alli las nociones, en cierto modo, transversales; principalmente, la nocién de
grado de una variedad. Destinamos una seccién a introducir la forma de Chow de una
variedad y enunciar algunas de sus propiedades. Esta nocién revestird de una importancia
fundamental, ya sea desde las estimaciones como desde el aspecto algoritmico de nuestro
trabajo.

En el Capitulo [3| comenzamos presentando algunas cotas superiores sobre la canti-
dad de puntos g-racionales de diferentes variedades afines o proyectivas. Aplicando la
desigualdad de Bézout de [Hei83| en lugar de los clasicos argumentos combinato-
rios, obtenemos cotas superiores que mejoran y generalizan algunos resultados clasicos,
mediante el uso de argumentos simples de la teoria de interseccién. Posteriormente, pre-
sentamos resultados clasicos sobre el nimero promedio de ceros de una hipersuperficie
y discutimos como esto justifica el modo de obtener estimaciones para variedades cua-
lesquiera. La tultima seccién del capitulo discurre acerca de la nocién de regularidad:
condiciones sobre la cantidad de elementos que debe tener un cuerpo finito para que
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ciertos hechos geométricos—algebraicos tengan lugar sobre dicho cuerpo finito.

Los métodos para obtener estimaciones sobre la cantidad de puntos g—racionales de
una hipersuperficie H absolutamente irreducible de grado & consisten en intersecar la
hipersuperficie con variedades lineales de dimensién 2. En el caso genérico, la curva
resultante es absolutamente irreducible y por lo tanto, puede aplicarse la estimacién de
Hasse—Weil. La cuestién radica, entonces, en llevar a cabo este proceso de manera efectiva
y es aqui donde surge la necesidad de disponer de versiones efectivas del primer teorema
de Bertini. Inspirados por el trabajo de Kaltofen [Kal95|, abordamos este problema en
forma algoritmica. A partir de un algoritmo que calcula los factores irreducibles de grado
a lo sumo D de un polinomio bivariado de grado & (ver la Seccién [4.1), estimamos la
cantidad de variedades lineales L de dimensién 2 tales que la curva interseccién HNL no
tiene componentes absolutamente irreducibles de grado a lo sumo D. En suma, en nuestro
método, tributario del método de Schmidt, reducimos eficientemente la estimacién sobre
la hipersuperficie a estimar sobre curvas. Este analisis cristaliza en el Teorema [4.3.2] que,
a continuacién, enunciamos.

Teorema 1 Sea H C A™ una Iy -hipersuperficie absolutamente 1rreducible de grado
5. Entonces es vdlida la siguiente estimacion:

H(F,) —q™ ' < (5—1)(5—2)q™ /24555 q™ 2
q

Observemos que la estimacién anterior mejora todas las estimaciones conocidas para
[Fy—-hipersuperficies absolutamente irreducibles y es valida sobre cualquier cuerpo finito
Fy.

En seguida, utilizando la cota inferior provista por la estimacién anterior, obtenemos
una estimacién atn mejor pero con una condicién de regularidad. Este resultado se
presenta en el Teorema |4.3.3

Teorema 2 Sea H C A™ sea una Fy—hipersuperficie absolutamente irreducible de
grado &. St q > 15673 entonces

IH(F)—q™ ' < (5—1)(6—2)g™ 32+ (562 + 5+ 1)q™ 2.

La importancia de esta tltima estimacién no radica solamente en que estamos en presen-
cia de una estimacion sensiblemente mejor que la anterior —ya que pasamos de O(5'3/3)
a O(6%) en el segundo término de error, siempre y cuando q > 15673 — sino que tam-
bién, como consecuencia de ella, deducimos la misma cota inferior (no trivial) que la
de Schmidt pero con una condicién de regularidad ostensiblemente menor, como
puede apreciarse en el Corolario [4.3.4]

Teorema 3 Sea H C A™ una F,-hipersuperficie absolutamente irreducible de grado
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5. Siq>155"3/3 entonces
H(F ) > q™ ' —(6—1)(6—2)q™3/2 +(56% +6+1)q"™ 2.

Al mismo tiempo, en términos de resultados de existencia, mediante una aplicacién di-
recta de la version efectiva del Primer Teorema de Bertini de Kaltofen (Corolario [4.1.2)),
probamos en forma muy simple (Teorema que una F,-hipersuperficie absoluta-
mente irreducible de grado & tiene un punto g-racional si q > 25%.

En el Capitulo [5| hacemos uso de la teoria de formas de Chow con el objeto de ex-
tender las estimaciones de hipersuperficies a variedades equidimensionales afines. En
primer lugar, obtenemos una cota sobre el grado de la condicién genérica que posi-
bilita que una variedad afin equidimensional definida sobre un cuerpo arbitrario sea
birracionalmente equivalente a una hipersuperficie. Conociendo dicho grado, traducimos
convenientemente dicho resultado a un resultado que proporciona condiciones de regu-
laridad bajo las cuales una [F;—variedad equidimensional es birracionalmente equivalente
a una [y-hipersuperficie mediante una proyeccién lineal definida sobre IF. Este es el
contenido del Teorema que enunciamos a continuacién:

Teorema 4 Sea V C A™ una F,-variedad equidimensional de dimension v y grado
5. S1.q>2(r+1)5% existen formas lineales Y1,...,Yri1 € Fq[Xy,...,Xn] tales que

(i) La exrtension de anillos Fq Yq,...,Y:] <—>Fq [V] es una extensidén entera.

(il) La funcidn coordenada inducida por Yri1 en Fy[V] es un elemento primitivo
de la eztension de anillos Fy[Y1,...,Y:] — Fy[V].

(iil) W:=mn(V) es una Fy—hipersuperficie de grado & birracionalmente equivalente
aV.

Este teorema —al cual retornaremos en ocasién del trabajo algoritmico— nos permite
reducir el caso de una F;—variedad absolutamente irreducible al de una [F;—-hipersuperficie
absolutamente irreducible. Utilizando las estimaciones del Capitulo |4, la construccién
explicita del morfismo birracional dado por el Teorema 4 y que, en el caso en que
V es absolutamente irreducible, tenemos una condicién de regularidad lineal en o (cf.
Teorema [5.1.4)), llegamos a la siguiente estimacion (Teorema [5.2.1)):

Teorema 5 Sea V C A™ una Fy—variedad absolutamente irreducible de dimension r
y grado &. St q >1d entonces:

IV(F)—a"| < (6-1)(6-2)q" 2 +565 q" .

Es de observar que esta estimaciéon mejora la estimacién ((1.7)) en los casos de codimension
baja, por ejemplo 2r > n+1 y grado de las ecuaciones bajo, por ejemplo d < (n—r).

10
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El contenido de los Capitulos 4 y 5 recién esbozado se presenta en el trabajo [CMO06b].

Finalmente, como una consecuencia natural del trabajo anterior, en el Capitulo [f]
establecemos mejores resultados de conteo y existencia bajo hipétesis mas restrictivas
sobre la geometria de las variedades en consideracidén; mas precisamente, en el caso de
una variedad proyectiva interseccién completa normal. Como antes, vamos a requerir,
en este caso, de una versiéon efectiva del Segundo Teorema de Bertini. El Teorema [6.2.3
representa una versiéon propia de tal resultado:

Teorema 6 Sea V C P™ una variedad interseccion completa normal de dimension
Ty grado b, y sea 7:V — P " una proyeccion lineal genérica. Entonces existe una
variedad W C P*~! de grado a lo sumo 2(n—1)2(d—1)25 tal que la fibra ' (y) es
una curva no singular de grado acotado por & para caday ¢ W.

Asi como el nimero de puntos g—racionales de una curva absolutamente irreducible se
estima utilizando la estimacién de Hasse—Weil, ahora, el ntimero de puntos g-racionales
de estas curvas no singulares e interseccién completa se estima aplicando la estimacion
. Aplicando los resultados del Capitulo [5| obtenemos la siguiente estimacién (Teo-

rema [6.3.1):

Teorema 7 Sea V C P" una Fy—variedad interseccion completa normal de dimen-
swon 1, grado & y multigrado d. St q > 2(r+1)(n—7)(d—1)0 es vdlida la siguiente
estimacion:

IV(F)l—pr| <bj(m—7+1,d)q" /2 +2(n—7)?d?6%q" ",

donde b (n—r+1,d) denota el primer nimero de Betti de una curva interseccion
completa no singular en P+ de multigrado d.

Como hemos sefialado, esta nueva estimacion, valida bajo la condicién de regularidad
q>2(r+1)(n—r)(d—1)5, mejora claramente ([1.12)) en el caso de una hipersuperficie.
De hecho, para una hipersuperficie ((1.12)) es

IV(F) | —pnt]| < (6—=1)(6—-2)q"™ /2 +18(5+3)" g™ 2.

Esta estimacién también mejora ((1.12) en los casos de codimensiéon baja, por ejemplo
2r >n+1 y grado de las ecuaciones bajo, por ejemplo d < (n—r). Al mismo tiempo,
mejoramos nuestra propia estimacién generalista C < 55'3/3 del Teorema 5.

La segunda parte de este trabajo concierne al aspecto algoritmico, es decir, a la bisque-
da efectiva de soluciones g-racionales. En el trabajo [CMO06a|] se presenta por primera
vez el algoritmo que vamos a desarrollar. Es un algoritmo probabilistico que calcula un
punto g-racional de una [F;—variedad afin absolutamente irreducible definida por una
sucesién regular reducida. La complejidad de nuestro algoritmo es cuadratica en el log-
aritmo de la cantidad de elementos del cuerpo y un invariante geométrico del sistema

11
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de entrada andlogo al mencionado en caracteristica cero, el "grado del sistema", siempre
acotado por el nimero de Bézout del sistema.

Sea entonces V una Fy—variedad absolutamente irreducible de dimensién v y grado &
definida por polinomios Fy,...,Fn—r € F4[X1,...,Xy,] de grado a lo sumo d, que forman
una sucesién regular reducida, es decir, para cada s =1,...,n—r el ideal (Fy,...,Fs)
es radical. Consideremos las variedades intermedias Vs := V(Fq,...,Fs), sea &5 :=degV;
y A:=mdxXi<s<n_r0s. Por un instante, fijemos s y supongamos que hemos realiza-
do un cambio de variables, transformando las variables Xi,...,X;, en nuevas variables
Y1,...,Yn, ¥ que hemos elegido un punto P(s) € A"~S con las siguientes propiedades:

1. Las variables estdn en posiciéon de Noether con respecto a Vs con Yq,...,Yn s
variables libres. Por lo tanto, la proyeccién 715 : Vs — A™ 5 en las formas lineales
Yi,...,Yn_s es un morfismo finito.

2. La forma Y _s+1 induce un elemento primitivo de la extensidén entera de anillos
FqlY1,. ., Yn_s] = Fy[Vs].

3. El punto P8) = (py,...,pn_s) €8 un punto no ramificado del morfismo 75 y la
fibra de dimensién cero Vp(s) = 7[5_1 (P(s)) tiene 5 puntos. Ademas, si P(s*1) =
(P1,...,Pn_s_1) denota el vector de A™ 3~ conformado por las primeras n—s—1
coordenadas de P(), resulta que P(s*!) es punto no ramificado de ¢ y la fibra
Vp(s+1) tiene la siguiente propiedad: para cada Q € Vp(s+ 1), €l morfismo 75 es no
ramificado en 75 (Q).

La puesta en marcha del algoritmo descansa sobre la posibilidad de que las condiciones
anteriores se verifiquen simultdneamente en cada una de las n—r etapas del mismo.
De las dos primeras condiciones ya hemos dado cuenta en el Teorema 4. La tercera
condicién es la que requiere ser elaborada. Nuevamente, obtenemos una cota superior
sobre el grado de la condicién genérica que subyace a la posibilidad mencionada. En
efecto, el Teorema [7.2.7| proporciona tal cota de grado que presentamos en el siguiente
resultado.

Teorema 8 Eziste un polinomio B con coeficientes en Fq ynn+1)+n—1 inde-
terminadas de grado acotado por 4n*dA* tal que para cada (A,y,P) € A™MH1)
A™1 con B(A,y,P) #0, definiendo las formas lineales (Y1,...,Yn) =AX+7y y P(S) =
(P1,...,Pn_s), para cada s =1,..., n—1 se verifican stmultdineamente las siguientes
condiciones:

(i) el morfismo 7s: Vs — A™"S es finito, P(5) € A"~ es un punto de levantamiento

(no ramaficado) de 15 y la forma lineal Y511 es un elemento primitivo de
la fibra ;T (P(s)),

12
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(i1) El morfismo 1.1 :Vei1 — A™ 571 es finito, PSH) ¢ A5 es un punto de
levantamiento de 511 y la forma lineal Y5 es un elemento primitivo de la
fibra 7t (PLsF1),

(iil) Cada punto Q € 7, (71_] (P(S“L”)) es un punto de levantamiento de 75 y la

s+1
forma lineal Yn_.1 es un elemento primitivo de 75 ' (Q).

Con un resultado de esta indole es sencillo establecer una condicién de regularidad
para que los hechos anteriores acontezcan sobre un cuerpo finito. Asi es, entonces, como
se inicia el algoritmo: determinando de antemano una extension finita K de I, de cardinal
mayor que 60n*dA*. Aplicando el lema de Zippel-Schwartz, la probabilidad de elegir
un elemento (A,y,P) € K*(™+1) x K"=1 que no anula al polinomio B es mayor o igual
que 14/15.

Observemos que en el dltimo paso de nuestro algoritmo recuperamos la variedad de
entrada V. Como es una F,—variedad estamos interesados en describirla mediante formas
lineales Zy,...,Z, 1 € F4[X1,...,Xn] y un punto de levantamiento P = (py,...,p:+) € Fy
de la proyeccién 7t — A" en las formas Z;,...,Z,. El Corolario da una condicién
de regularidad para obtener tal descripcién. Concluimos el Capitulo [7] con una versién
efectiva del primer teorema de Bertini (Teorema . Este resultado nos permitira
reducir la biisqueda del punto g-racional de V a la biisqueda de un punto q-racional en
una curva absolutamente irreducible definida sobre F.

Teorema 9 Eziste un polinomio no nulo C € Fq [Q1,...,Q,] de grado a lo sumo 254
tal que s1 w:= (w1,...,w,) € A" no anula a C y L, C A™ es la variedad lineal de
dimension n—r+1 parametrizada por las ecuaciones Z1 = w1 T+p1,...,Zr =wi T+
P+ entonces VNLy, es una variedad afin absolutamente irreducible de dimension 1
(Q1,...,Q: y T son nuevas indeterminadas y (p1,...,pr) sSon las coordenadas del
punto P).

El algoritmo puede dividirse en tres etapas principales, etapas que se corresponden,
cada una, con un capitulo del trabajo.

Fijamos un cuerpo finito K que extiende a [F; con |K| > 60n*dA? y elegimos aleatoria-
mente (A,y,P) € KM+ x K" =1, Con probabilidad mayor a 14/15 el punto (A,y,P) no
anula al polinomio B del Teorema 8. Quedan definidas formas lineales Y = (Yy,...,Yn) =
AX+v y un punto P = (p1,...,pn_1) tales que para cada 1 <s <n—r—1 son validas
las condiciones de dicho teorema.

La primera parte (Capitulo [8) es un proceso que, tomando como dato de entrada la
sucesion regular reducida Fq,...,Fn—r € F4[Xy,...,X] que define la variedad V, pro-
porciona una descripcién completa de una seccién lineal genérica de dimensién cero
de nuestra variedad de entrada V. Tal descripcién estd representada por la proyecciéon
7t:V — A" en las formas lineales Y7,...,Y; € K[X1,...,Xn] ¥ una parametrizacién de la
fibra no ramificada A~ ' (p1,...,pr).

13
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Este procedimiento se lleva a cabo en r—1 pasos; en el paso s—ésimo se calcula una
descripcién completa de una seccién lineal de dimensién cero de la variedad intermedia
Vi1, representada por la fibra no ramificada 7t | ; (P(s*1)) de la proyeccitn lineal 7, 1 :
Vei1 — A" 571 en las formas Y7,...,Yn_s_1 (que resulta ser ademas un morfismo
finito). Para esto, en la Seccién la fibra no ramificada 71;1 (P(s)) del paso previo se
«levantay, aplicando la versién del operador de Newton—Hensel global de [GLS01], a la
curva

Whpis+1) =Vs Y1 =p1,...,Yn s 1 =Pn-s_1)

Posteriormente, intersecando esta curva con la hipersuperficie definida por Fs, 1 obte-
nemos una descripcién completa de la fibra 7t ', (P(s*1)). Esta interseccién se considera
en las Secciones y Una de las ventajas de este levantamiento es que, al tra-
bajar con este tipo de curvas, podemos describirlas por medio de polinomios bivariados,
los cuales pueden representarse y manipularse por su escritura densa con un costo algo-
ritmico razonable. Este enfoque constituyd un cambio importante en la algoritmica y fue
obtenido por primera vez, simultinea e independientemente, en los trabajos [GLSO01],
[HMWO01].

El Capitulo [9] trata con la segunda parte del algoritmo, y en ella nos dedicamos a
obtener una descripcién de una seccién lineal de dimensién cero Fy—definible de V.
Nuestra intencion es pasar de la descripcién anterior con formas lineales Yq,...,Y, 11 €
K[Xj,...,Xn] y un punto de levantamiento P € K", a una descripcién con formas lineales
Zy,...,Zry1 €Fg[Xq,...,Xn] y un punto de levantamiento Q € F;. Este pasaje se logra
definiendo una homotopia, basada en un levantamiento de Newton-Hensel global. Esta
homotopia deforma el morfismo finito 7t: V — A" y la fibra genérica K-definible no
ramificada 7t~ ' (P) en un morfismo finito 7t: V — AT definido sobre [, y una fibra genérica
no ramificada 7t~ ' (Q) definida sobre [y, donde Q es un punto con coordenadas en ;.

Nos abocamos a describir la tercera y tltima etapa del algoritmo, es decir, el contenido
del Capitulo Aplicando el Teorema 9 obtenemos una curva plana C definida sobre
[, absolutamente irreducible con la propiedad de que cualquier punto g-racional suave
de C inmediatamente proporciona un punto g-racional de la variedad V. ;Coémo lleva-
mos a cabo entonces el calculo de un punto g-racional suave de esta curva plana? Las
condiciones de regularidad garantizan que la curva tiene suficientes puntos q-racionales
del tipo requerido. Mediante un algoritmo probabilistico que involucra el célculo de un
numero de maximo comun divisores y factorizacién de polinomios univariados con coe-
ficientes en [y, encontramos un punto g-racional de la curva plana, y, por ende, de la
variedad V.

El siguiente resultado (Teorema (10.3.1)) resume el costo del algoritmo delineado en los
parrafos precedentes.

Teorema 10 Sea q > 8n?dé*. Si los polinomios Fy,...,Fn_, que definen la va-
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1.3 Resultados obtenidos y organizacién del trabajo

riedad V se evalian con T operaciones en F,, entonces un punto q-racional de V
puede calcularse con O ((nT+n5)M(A)M(dA) log q) operaciones en Iy, donde M(m) :=
mlog2 mloglogm.

Debemos sefialar que, por primera vez en el dmbito de la resolucién de sistemas de
ecuaciones polinomiales sobre cuerpos finitos, se presenta un algoritmo cuya compleji-
dad es polinomial en el nimero de Bézout del sistema, teniendo incluso una complejidad
exponencialmente mejor nuestra estimacién de complejidad del peor caso en los casos
"geométricamente bien condicionados". Como se observa, nuestro algoritmo funciona
para cuerpos de caracteristica arbitraria, pero requiere que la cantidad de elementos
del mismo sea al menos del orden de una potencia cuarta del grado de la variedad de
entrada. Esto también constituye una mejora sustancial respecto de todos los algoritmos
anteriormente presentados (ver por ejemplo [HW99]), dado que éstos requieren que el
cuerpo finito tenga cardinal al menos del orden de una potencia quinta del grado del sis-
tema o del ntimero de Bézout del sistema, pudiendo éstos ser exponenciales con respecto
al grado de la variedad de entrada.

Finalmente, en el Capitulo analizamos de qué manera este algoritmo y las técni-
cas subyacentes al mismo, contribuyen al criptoandlisis de los esquemas criptograficos
multivariados sobre cuerpos finitos. Los resultados de este capitulo aparecen en forma
resumida en [CMWO06].

Es una idea difundida en ciertos ambientes de la criptografia que la dificultad intrinseca
de la resolucién de sistemas de ecuaciones polinomiales implicaria la seguridad de un
esquema criptogréafico que codifique mensajes como soluciones de ciertos sistemas de
ecuaciones polinomiales sobre cuerpos finitos (ver por ejemplo [IM88|, [CKPS00]).

Se ha pensado durante cierto tiempo que cualquier problema de tipo NP-completo
podria ser utilizado a fines de obtener esquemas criptograficos seguros. Esta creencia fue
derribada y los intentos por construir criptosistemas utilizando el problema de la mochi-
la —intentos que fracasaron rotundamente- constituyen un ejemplo de las limitaciones
de este enfoque. En el caso que nos concierne, el de los sistemas de ecuaciones polino-
miales sobre cuerpos finitos, creemos que ciertos pardmetros geométricos, asociados a
los sistemas de ecuaciones polinomiales en consideracién, son claves para garantizar la
seguridad del esquema criptografico multivariado en cuestién. En particular, estudiamos
tales pardmetros y presentamos un algoritmo, polinomial con respecto a los mismos,
que decodifica el esquema criptografico correspondiente. De esta forma, creemos apor-
tar evidencia acerca de que la seguridad de los esquemas criptograficos multivariados
es una cuestion delicada que puede analizarse empleando herramientas de la teoria de
eliminacién efectiva.

Dados Fy,...,Fn € F4[X7,...,X] polinomios de grado a lo sumo d, consideramos la
aplicacién F: A™ — A™ definida por F(x) := (F;(x),...,Fn(x)). Asumiendo que la restric-
cién de F a [F}" es biyectiva, desarrollamos un algoritmo que, dado y® e g, calcula
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1 Introduccién

el inico punto x(©) ¢ Fg" tal que F(x(0)) =y(%). Para eso, pensamos el grafico de F co-
mo una subvariedad V C A’™ (absolutamente irreducible) y consideramos la proyecciéon
7.V — A™ en las variables Yq,..., Y. Denotemos por 6 el grado de V y por D el grado

%) en un sistema F(X) =F(x(1)),

del morfismo 7t. La idea es deformar el sistema F(X) =y
donde x(!) es un punto con coordenadas en una extensién finita K de . La deformacién

que planteamos estd fuertemente inspirada por el trabajo [PS04]. Nuestro resultado es
el siguiente (ver Teorema [11.3.7)):

Teorema 12 St los polinomios Fq,...,F, se evaluan con T operaciones sobre Iy, la
Unica solucion q-racional del sistema F(X) =y(®) puede calcularse con O((T +n*+
D?2)né?) operaciones sobre Fy.

En nuestra idea de identificar pardmetros relevantes en términos criptograficos vemos
que el grado de la variedad en cuestion, el grafico de la funcion F, y el grado del morfismo
proyecciéon surgen naturalmente como pardmetros a tener en cuenta. En este sentido,
no nos resulta atil aplicar el algoritmo proporcionado en el Teorema 10 ya que la
complejidad de éste depende del grado del sistema de ecuaciones. Notemos, no obstante,
que en el caso en que el grado del sistema es igual al grado de la variedad, la complejidad
del algoritmo del Teorema 11 es claramente superior a la del algoritmo del Teorema
10, y en esa situacién convendria aplicar este ultimo.
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2 Preliminares

En este capitulo presentamos definiciones, resultados y vocabulario de geometria alge-
braica y algebra conmutativa que serén utilizados a lo largo de todo el trabajo. Seguimos
principalmente los textos [Kun85|, [Sha94], [Eis95].

2.1. Definiciones y terminologia béasica

Dado un cuerpo K denotaremos por A™(K) el espacio afin de dimensién n definido
sobre K y por P™(K) el espacio proyectivo de dimensién n definido sobre K.

Definiciéon 2.1.1. Sea K un cuerpo y sea K la clausura algebraica de K.

(1) Un subconjunto V C A™(K) es una K-variedad afin si eristen polinomios en
K[Xq,...,Xn] tal que V es el conjunto de ceros comunes de estos polinomios
en A™(K).

(il) Un subcongunto V C P™(K) es una K—variedad proyectiva si ezisten polinomios
homogéneos en K[Xo,X1,...,Xn] tal que V es el conjunto de ceros comunes de
estos polinomios en P™(K).

Cuando tratemos con el espacio afin o proyectivo de dimensién n sobre un cuerpo
algebraicamente cerrado escribiremos A™ y P™.

A continuacion, una serie de definiciones y resultados validos tanto para K—variedades
afines como para K—variedades proyectivas; por eso, simplemente, los enunciamos como
resultados validos para K-variedades. Cuando algtin resultado dependa de la naturaleza
afin o proyectiva de la variedad lo mencionaremos explicitamente.

Dada una K-variedad V en el espacio n—-dimensional denotamos por I(V) el ideal de la
variedad y por K[V] su anillo de coordenadas. Observemos que I(V) es un ideal radical
y por lo tanto K[V] resulta ser una K-algebra reducida.

A cada K-variedad afin V C A™ podemos asociarle una K-variedad proyectiva: la
clausura proyectiva V C P™ (respecto de la K-topologia de Zariski de P™, considerando
una inmersién de A™ en P™). La clausura proyectiva V es la menor variedad proyectiva
que contiene a V. Los puntos de V\ V se denominan puntos del infinito. La dimensién
de V es igual ala de V y V es irreducible si y solo si V lo es.

Definicién 2.1.2. Sea V una K-variedad y sea K la clausura algebraica de K.
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2 Preliminares

1. V se dice K-irreducible sz no puede descomponerse como union de K—variedades
propias.

2. V se dice absolutamente irreducible s: es irreducible como K—variedad.

3. V se dice relativamente irreducible (con respecto a K) st es K—irreducible y existe
una ectension algebraica K' de K y K'—variedades absolutamente irreducibles
Vi,...,Vn tal que V=V U---UVyN.

Sefialemos que, en el caso relativamente irreducible, la variedad V resulta ser equidi-
mensional.

Lema 2.1.3. (Lema de Normalizacion de Noether) Sea V una K-variedad afin
de dimension r con K un cuerpo infinito. Ezisten r formas lineales Yi,...,Y; €
K[X1,...,Xn] tales que

1. las clases de Yq,...,Y; en K[V], denotadas por yi,...,yr, son K-algebraicamente
independientes sobre K[V],

2. la extension Klyi,...,yr] — K[V] es una extension entera de anillos.

Mas adelante, vamos a mostrar que, aiin en el caso en que K sea un cuerpo finito, per-
dura la validez del resultado anterior si imponemos ciertas condiciones sobre el cardinal
de K.

Supongamos que hemos realizado un cambio lineal de coordenadas, transformando las
variables X7,...,X;; en nuevas variables Y7,...,Y. Decimos que las variables Y7,...,Yn
estan en posicion de Noether respecto de V si las variables Yq,...,Y; verifican las condi-
ciones del Lema[2.1.3] Las variables Y7,...,Y, se denominan variables libres mientras que
Yi+1,...,Yn se denominan variables dependientes.

Definicion 2.1.4. Sean V y W dos K—variedades irreducibles de tgual dimension
y sea f:V— W un morfismo dominante. Denotemos por f* el morfismo inducido
entre los cuerpos de funciones. El grado de la extension finita de cuerpos f*(K(W)) C
K(V) se denomina el grado del morfismo f.

De esta definicién se deduce el siguiente Teorema:

Teorema 2.1.5. [Sha94, Ch. II, §6, Theorem 8] Sea f:V — W un morfismo finito
de variedades irreducibles con W una variedad normal (el anillo de coordenadas
es integralmente cerrado). Entonces la cantidad de preimdgenes de caday € W es
menor o igual que el grado de f.

A continuacién, presentamos la nocién de punto no ramificado.
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2.1 Definiciones y terminologia bésica

Definicién 2.1.6. Decimos que f es no ramificado en y € W o que y es un punto no
ramificado de f st la cantidad de prevmdgenes de y es igual al grado de f.

Teorema 2.1.7. [Sha9{, Ch. II, §6, Theorem 4] En las condiciones de la definicion
anterior, st la extension de cuerpos es separable, existe un abierto U C W tal que
para cada y € U el morfismo f es no ramaficado en y.

Si bien las definiciones y resultados anteriores justifican gran parte de nuestra tarea,
necesitamos extenderlos ya que no siempre trataremos con variedades irreducibles; al
mismo tiempo, los morfismos con los cuales trataremos en nuestro trabajo son proyec-
ciones lineales en algtin espacio afin o proyectivo. De ahi que brindemos una definicién
particular de no ramificacién, que, en el caso de variedades irreducibles, resultara equi-
valente a la anterior.

Consideremos entonces una K—variedad equidimensional V de dimensién r (K un cuer-
po perfecto) definida por una sucesién regular Fyq,...,F_; € K[Xy,...,X,] y supon-
gamos que hemos realizado un cambio lineal de coordenadas, transformando las varia-
bles X1,...,X en nuevas variables Y7,...,Yn, de modo que éstas estdn en posicion de
Noether respecto de V. Consideremos el morfismo finito m: V — A" definido por la
proyeccién en Yi,...,Y;. Si P € AT, deducimos que el cardinal de la fibra Vp := 7 '(P)

es menor o igual que el rango del K[Yq,...,Y;]-mddulo libre K[V].
Definicion 2.1.8. Un punto P = (p1,...,pr) € AT es un punto no ramificado de 7 st
el 1deal generado por Fy,...,Fn_+, Y1 —P1,...,Y: — Py es radical.

Lo interesante de la definicién anterior es que es una definicién que pone en juego el
teorema de la funcién implicita. En efecto, obtenemos el siguiente resultado.

Lema 2.1.9. Un punto P € A" es un punto no ramzificado de 7 si, y solo si, la
matriz Jacobiana respecto de las variables dependientes (0F;/0Yryi)1<j k<n—r(X)
es inversible para cada x € Vp :=7 (P).

Demostracion. Sea P € AT un punto no ramificado y consideremos el ideal radical I:=
(F1,...,Fn—r,Y1 —Pq,..., Y. — P;). En particular, el ideal I es el ideal de la fibra Vp.
De [CLO98, Chapter 4, Corollary 2.6] se sigue que Vp es no singular. Por lo tanto, el
criterio del jacobiano implica que la matriz (0F;/0Yr ik )1<j k<n—r(x) es inversible para
cada x € Vp:=m ' (P).

Por otro lado, supongamos que la matriz jacobiana es inversible para cada x € Vp.
Entonces, no es un divisor de cero en K[Yq,...,Yn]/I. Deducimos de [Eis95, Theorem
18.15] que K[Y1,...,Yn]/I es reducido, y por ende, que el ideal I es radical. O

Como consecuencia, llegamos a que si P € A" es un punto no ramificado de 7t entonces
el cardinal de la fibra Vp es igual a la dimensién del K-espacio vectorial K[Y7,...,Yn]/I,
donde I = (Fy,...,Fn—v,Y71 —P1,...,Y, —P,). Esta dimensién es igual al rango de K[V]
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2 Preliminares

como K[Yq,...,Y;]-médulo libre, que coincide con el grado del morfismo 7, es decir, el
rango del anillo total de fracciones K(V) como K(Y1,...,Y,)-4lgebra. Asi vemos que, en
este caso, la Definicién extiende la Definicion [2.1.6

2.2. El grado de una variedad

Sea V una K-variedad equidimensional de dimensién r. Adoptamos la definicién u-
sual de grado de una variedad; es decir, el grado degV de V es el ntimero maximo de
puntos en la interseccién de V con una variedad lineal genérica L de codimensién r
para la cual [VNL| < co. En cambio, si V es una K-variedad arbitraria seguimos [Hei83,
Definition 1, Remark 2] y definimos el grado de V como la suma de los grados de sus
K—-componentes irreducibles; en simbolos, si V=V U---UVy es la descomposicién de V
en K—componentes irreducibles entonces degV := Z?‘:] degV;.

Si V. C A™ es una K—variedad de grado 8, su clausura proyectiva V C P" también tiene
grado o (ver por ejemplo [CGH91), Proposition 1.11]).

Con la definicién de grado que hemos dado, el grado de la interseccién de dos varie-
dades satisface la Desigualdad de Bézout (|Hei83| Ful84), Vog84]).

Teorema 2.2.1. StV y W son K—variedades entonces
degVNW < degVdegW. (2.1)

El préximo resultado garantiza que las proyecciones lineales de una variedad arbitraria
tienen grado acotado por el grado de la variedad.

Lema 2.2.2. [Hei83, Lemma 2] Sea ¢:V — W un morfismo lineal entre K—varie-
dades. Entonces deg (V) < degV.

Consideremos ahora una K-variedad V C A™ irreducible de dimensién r y grado 9.
Supongamos que hemos elegido variables Y7,...,Y, con Yq,...,Y; variables libres, de
modo tal que la extensién de cuerpos K(Y7y,...,Y,) < K(V) es separable. La proyeccién
71:V — A" en las formas Y7,...,Y; es un morfismo dominante. De la Proposicién y
de la definicién de grado de una variedad deducimos que si D es el grado de la extension
de cuerpos K(Y7,...,Y;) <= K(V), entonces D es menor o igual que 9.

Finalmente, enunciamos un resultado que se revelara de suma importancia al momento
de obtener estimaciones sobre la cantidad de puntos g-racionales de una [;—variedad.

Proposicion 2.2.3. [HS82, Proposition 2.3] Sean Vi,...,Vs C A™ variedades. Supon-
gamos que dimV); =1 y sea D el mdzimo de los grados de V3,...,Vs. Entonces se
verifica que deg(ViN---NVy) <degV;DT".
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2.3 La forma de Chow de una variedad y la nocién de solucién geométrica

2.3. Laforma de Chow de una variedad y la nocién de solucion
geométrica

En esta seccién presentamos la nocién de forma de Chow de una variedad V. Es un
concepto decisivo ya que su consideraciéon trae aparejada una serie de consecuencias
positivas para nuestro trabajo. La forma de Chow constituye el puntapié inicial para
probar un niimero de propiedades de las variedades con las cuales se tratan: propiedades
de la dimensién de una variedad, la definicién de grado de las mismas, etc. En esta
seccién seguimos el texto de Hodge—-Pedoe [HP68] aunque [Sam67] y, en menor medida,
[Sha84|, pueden citarse también como referencias; de todos modos, Shafarevich sefiala
que las dos primeras son las referencias que deben consultarse si se desea indagar en
mayor detalle las propiedades de la forma de Chow. El texto de Hodge-Pedoe es muy
interesante desde una perspectiva histérica: constituye una muestra de cémo se hacia
geometria algebraica antes de la introduccién de los métodos del dlgebra conmutativa.
Por supuesto, que todo el lenguaje se puede reformular en términos actuales. Esto es lo
que hacemos en esta seccion.

Sea V C A™ una K-variedad irreducible de dimensién r y grado &(con K un cuerpo
perfecto infinito) y sea K la clausura algebraica de K.

Sea A= (A4 j)1<i<r+1,1<j<n una matriz de indeterminadas y I':= (Ty,...,[ 1) un
vector de indeterminadas sobre K. Para cada 1 <1i < r+1, denotamos por AL =
(Ai,1,...,/A{,n) la i-ésima fila de A. Definimos a continuacién r+ 1 formas lineales
genéricas de K(A,T")[X1,...,X;,] mediante las ecuaciones

n
Yi=) AgXj+h (i=1,...,741). (2.2)
j=1

Si consideramos la extensién de cuerpos K — K(A,T'), la variedad V, pensada como
una K(A,T)-variedad, también es irreducible y de dimensién r. Por lo tanto, el ani-
llo de coordenadas de V como K(A,T')—variedad resulta isomorfo a K(A,T') ®x K[V]. Si
£1,...,&n € K[V] denotan las funciones coordenadas inducidas por Xi,...,X,, reem-
plazando en definimos v+ 1 elementos de K(A,T') @k K[V] como

n
Yii=) Auj&+T
j=1

Estos elementos son algebraicamente dependientes sobre K(A,T), lo cual implica que
existe un polinomio Py € K[A, F,\~(1 - ,\~G+1] irreducible, de modo tal que en K(A, ') ®
K[V] se verifica la siguiente identidad:

P(ATY1,... o) =0. (2.3)
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Este polinomio se denomina la forma de Chow de la variedad V. Es un polinomio
multihomogéneo y satisface las siguientes cotas de grado:

,,,,, 1

= degy, Yo Py =degy  Pv=39,

Sigpe K[/\,F,\?b...,?rﬂ] es otro polinomio tal que q;(/\,r,\?h...,\?m) =0 entonces
Pv divide a ¢. Ademas, es el tinico polinomio, salvo escalares, separable respecto de
cada indeterminada \N(i con la propiedad de ser nulo si y solo si las formas lineales tienen
un cero en comin en la variedad.

Observacion 2.3.1. Si V C P™ es una K-variedad proyectiva irreducible de dimensién
T y grado J, argumentando en forma similar, se obtiene la forma de Chow Py de la
variedad V. Consideramos formas lineales genéricas como en (2.2, aunque homogéneas.
Notemos que para una eleccién adecuada del hiperplano del infinito {X¢ = 0}, éste no
contiene a V. Entonces, dimV N{Xo =0} =r—1 y, si escribimos Vg := VN{Xp =1},
tenemos que V,g C A™ es una variedad afin irreducible (cuya clausura proyectiva es V),
de dimension r y grado 6. En este sentido, podemos visualizar la forma de Chow de Vg
como una especializaciéon de la forma de Chow de V.

Cuando V es una variedad equidimensional de dimensién r y grado 6 definimos la
forma de Chow Py de V como el producto de las formas de Chow de cada componente
irreducible. Claramente, Py es un polinomio multihomogéneo de grado 6 en cada grupo
de indeterminadas AV T} y en Yi,...,Y,. Ademas, como K[A,T,Y1,...,Yx][Yri1]/(Pyv)
es una K-algebra reducida y K es un cuerpo perfecto como consecuencia de [Mat80
Proposition 27.G| deducimos que K(A, FY1, ,Y )[Yr+1]/(PV) es una K(A, FY1, ,Y )—
algebra reducida. Esto implica que, en particular, Py es un elemento separable respecto
de Vr+1 .

Continuamos con otras propiedades, a la postre decisivas, de la forma de Chow. De
deducimos para cada j =1,...,n que la identidad

N N ~ Y,
(ALY, YY)+ (ALY V) !

vV — Tl _)
0N 11 j aYr+1 aAT+1’j

es valida en K[A, T ®k K[V]. Observemos que, como consecuencia de la separabilidad
de Py respecto de \7r+1, el polinomio aPV/a\?m es no nulo. Como a\?m/a/\i‘j =§&;
podemos escribir

oP =~ = oP = =~
e (ALY Y1) 8 = (A Y Ve ) =0, (24)
a/\.r_._])] T+]
—(r+1)(n+1)

Como K es algebraicamente cerrado, existe (A,y) €K , a partir del cual defin-
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imos r+ 1 formas lineales

n
Yi = Z)\inj +Yi,
j=1
tales que, si denotamos por (; := Z;‘ﬂ Ai ;&5 +vi los elementos de K[V] inducidos por
estas formas lineales, resulta que (1,...,(; son algebraicamente independientes sobre el
cuerpo K, la extensién de cuerpos K(Y1,...,Yy) <— K(V) es separable de grado D <6 y la
ecuacioén irreducible que relaciona (y,...,(r41 es igual a

m(Ch---‘CrH) ::PV()\)Y>C1)"-vCT‘+1) =0.

Es més, las formas lineales Y7,...,Y;;1 se pueden elegir de modo que la extensién de
anillos K[Y7,...,Y,] < K[V] sea una extensién entera. Cada una de las condiciones an-

teriores es una condicién genérica. Por lo tanto, existe (A,y) e k"D

que permite
que todas, se verifiquen simultdneamente. Mas adelante, nos interesard encontrar cotas
superiores para el grado de esas condiciones genéricas, lo que redundara en versiones
efectivas de dichos resultados.
Especializando entonces en (A,I') = (A,y) para un elemento (A,y) conveniente,
y reemplazando Pv(A,v,Yq,...,Yrs1) por m(Yy,...,Y;. 1), obtenemos que la identidad
om

—(C1y-, Ge41)E —vi(Cry e Gri1) =0 (2.5)

aYr+1

es valida en K[V], donde los n polinomios

0Pv

Vj (Y1,...,Y: 1) = _W
T »)

(Y1)'-')Y‘r‘+])

tienen coeficientes en K y grado acotado por 6 — 1. En consecuencia, los polinomios

om

m(Y1>---,Yr+1)YW
-

(Y1, Yo )X —v5(Yy,.., Y1) (1 <5 <) (2.6)
pertenecen al ideal de la variedad I(V) como K-variedad. En suma, definen una variedad
que contiene a la variedad V.

Por otro lado, si x’ es un punto cualquiera que satisface las ecuaciones y tal
que (0m/dYyy1)(x’) #0 podemos probar que x’ € V. Esta ultima afirmacién, que sera
demostrada en el Capitulo 5, muestra que el sistema de ecuaciones hallado caracteriza la
variedad V. Este sistema de ecuaciones para la variedad V es lo que daremos en llamar
una solucion geométrica de la variedad V. La sucesién de argumentos esgrimidos en
torno a la forma de Chow, nos permiten proporcionar la siguiente definicién:

Definicion 2.3.2. Sea V C A™ una K—variedad equidimensional de dimension r y
grado §. Una solucién geométrica de V es una reescritura de V mediante un cambio
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lineal de coordenadas Y = AX+7vy, dado por una matriz inversible A de tamario
nxn con entradas en K y un vector y € K" tal que:

= Las variables Yi,...,Yn estdn en posicion de Noether respecto de V, siendo
Y1,...,Y: variables libres.

» La forma lineal Y1 1nduce un elemento primitivo de la extension entera de
anillos K[Y7,...,Y:] = K[V], es decir, un elemento y,1 € K[V] cuyo polinomio
minamal m € K[Y7,...,Y,][T] sobre K[Yq,...,Y;] satisface la condicion degy m =
D, donde D es el rango del K[Y7,...,Y:]-mddulo libre K[V]. Observemos que
degm < 9.

= El polinomio minimal m de y, 1 sobre K[Y7,...,Y,].

» Una parametrizaciéon genérica de V mediante los ceros de m dada por poli-
nomios
VT+2(Y1 yooe )YT)T)v" . )VTL(Y1 Yoo )Yr)T) € K[Y1 Yoo )YT][T]

de grados degyvryj; <D y tal que

om
0Yri1

(Y1 )'“)YT)Yf—I—] )YT+j _VT+5(Y1 )'“)YT)Yf—I—]) € I(V)

para 2 <j<n-—r. Observemos que la parametrizacion es unica salvo elementos
no nulos de K.

Otras denominaciones para la representacién de la variedad dada por la definicion
anterior, suelen ser representacion paramétrica o monoidal [HP68| o también re-
presentacion racional univariada [Rou99]. Nosotros, también diremos que las ecua-
ciones parametrizan las variables por los ceros del minimal m. Es importante resaltar
que la nocién de solucién geométrica tiene una larga historia que se remonta por lo
menos hasta Leopold Kronecker [Kro82] (ver también [Mac16|, [Zar95]). Los trabajos
[CG83| y [GM89] podrian considerarse como los primeros en los cuales esta nocién fue
implicitamente usada por primera vez en computaciéon simbélica moderna.

La importancia y la utilidad de esta nocién se pondré de manifiesto a lo largo de toda
la tesis. Observemos que en el caso en que V es una K—variedad de dimension cero, este
resultado podria considerarse una variante eficiente del clasico Shape Lemma [CLO98].
En los capitulos venideros daremos versiones efectivas de los resultados aqui enunciados.
Si bien nuestros resultados estardn enunciados para [;—variedades, los mismos tienen un
rango de validez mas amplio que se extiende a cuerpos perfectos cualesquiera.
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3 Cotas superiores, estimaciones y resultados
de existencia

En este capitulo presentamos cotas superiores, algunas clasicas, otras propias, sobre la
cantidad de puntos g-racionales de algunas variedades particulares. Motivamos ademas
la discusién sobre el modo de obtener estimaciones y sobre el papel desempeiiado por la
nocién de regularidad.

3.1. Algunas cotas superiores

Sea Iy el cuerpo finito de g elementos y F, su clausura algebraica. Sea V una variedad
en el espacio (afin o proyectivo sobre F,;) de dimensién n. Un punto x € V con coorde-
nadas en [ es un punto g-racional de V. Denotaremos por V(F;) al conjunto de puntos
g-racionales de una variedad V. En el caso en que V es afin tenemos que

V(Ey) = VNA"™(Fy) ={(x1,...,xn) € A™(Fy) : (x1,...,xn) € V],
mientras que si V es una variedad proyectiva escribimos
V(Fq) := VNP (Fy) ={(x0:x1:-:xn) €PM(Fy) : (x0:%x7 1+ :xn) € V],

donde (x¢:x7:---:xn) es un sistema de coordenadas homogéneas de x € V. Por ejemplo,
el espacio afin de dimensién n sobre F; tiene cardinal [A™(Fy)| = q™, mientras que el
espacio proyectivo de dimensién n sobre [, tiene cardinal p, := [P™(Fy)|=q™ + qn '+
g1,

Dada una variedad V surge entonces el problema de calcular o de estimar, el niimero
|V(Fy)| de puntos g-racionales de V. Hay abundante material sobre el conteo exacto de
puntos g-racionales de curvas proyectivas; también, sobre ecuaciones diagonales, formas
cuadréticas, etc. En general, no es posible determinar |V(F,)| explicitamente y, por ende,
los esfuerzos se dirigen hacia una reformulacién del problema en términos de lograr cotas
superiores, cotas inferiores o estimaciones sobre la cantidad de puntos g-racionales. Es
maés, en vistas de algunas aplicaciones, es suficiente garantizar la existencia de puntos
g-racionales.

Comencemos con el caso de una hipersuperficie y presentemos un resultado clasico.
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3 Cotas superiores, estimaciones y resultados de existencia

Proposicion 3.1.1 ([LN83], [Sch76]). Sea F € Fy[Xy,...,Xn] un polinomio de grado
d. Entonces la cantidad de ceros q-racionales de F (puntos q-racionales de la
hipersuperficie definida por F) es a lo sumo dq™~'. Si F es homogéneo entonces la
cantidad de ceros q-racionales no nulos es a lo sumo d(q™ ' —1).

Las notas del texto [LN83| informan que el caso afin de la proposicién anterior fue
demostrado por primera vez por Oystein Ore en 1922.

En el caso de ciertas Fy—hipersuperficies, Jean-Pierre Serre proporciona una cota su-
perior més precisa.

Proposicion 3.1.2 ([Ser91]). Sea H C P™ una F,-hipersuperficie de grado d < q+1.
La cantidad de puntos q—racionales verifica [H(Fy)| < 3q™ N +pn_a.

A continuacién presentamos algunas cotas superiores para el niimero de puntos gq-
racionales de ciertas variedades. Estos resultados son consecuencia de argumentos ele-
mentales de teoria de eliminacion efectiva y de la Desigualdad de Bézout (2.1). El
propdsito es mostrar como estos argumentos simplifican las pruebas previas (cf. [LN83],
[Sch'74], [Sch76]), de indole combinatoria, y proporcionan, en algunos casos, mejores re-
sultados. El primer resultado que presentamos es una cota superior para la cantidad
de puntos g-racionales de una variedad V arbitraria. Este resultado generaliza el de la
Proposicién [3.1.1

Proposicion 3.1.3. Sea V una variedad de dimension r y grado O en el espacio
de dimension n sobre F,. El nimero de puntos q-ractonales |V(Fy)| verifica la
sigurente desigualdad:

oq" s1 'V es afin,

IV(Fq)l < , :
Opr stV es proyectiva.

Demostracion. Comenzamos con el caso afin. Para cada 1 <1i < mn, consideramos la
[Fy—hipersuperficie W; C A™ definida por el polinomio Xf‘ —Xj. Por lo tanto, el conjunto
de puntos g-racionales de V se escribe en la forma V(F,) =VNWiN---NWy. Si V(Fy)
es vacio el grado es igual a 0 y la cota es valida. Supongamos entonces que V tiene
puntos g-racionales, con lo cual V() es una variedad de dimensién cero. Aplicamos la
Proposicién y obtenemos

IV(F) = [VAW; N N Wy | =deg(VAW; N---NWy) < 8q,

lo que demuestra el resultado en el caso afin.

Pasamos al caso proyectivo. En este caso la demostracién es por induccién en la
dimensién de V. Si r =0 entonces es claro que [V([Fy)| < 9, con lo cual podemos suponer
que r > 1. Supongamos, en primer lugar, que V es absolutamente irreducible. Después
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3.1 Algunas cotas superiores

de un cambio lineal de coordenadas asumimos que el hiperplano del infinito {Xo = 0} no
contiene a V.

Entonces Va.g := VN{Xo = 1} es una variedad afin de dimensién r cuya clausura
proyectiva es V. Por lo tanto, degV.,g = degV =5 y asi del caso afin deducimos que
[Varr (Bl < 847

Por otro lado, como el hiperplano del infinito no contiene a V resulta que V,, =
VN{Xo =0} =V\ Vag es una variedad proyectiva de dimensién a lo sumo r—1 y de
grado acotado por 8. Por hipétesis inductiva tenemos que [V (Fy)| < dpr—1.

En suma,
\V(Fq)| = [Vag (Fg )|+ Voo (Fg )| < 8G" +8pr—1 = 8p--.

Esto completa el paso inductivo cuando V es absolutamente irreducible. Ahora, si V es
una variedad proyectiva arbitraria, consideramos V = V; U---UVyN la descomposicién
de V en componentes absolutamente irreducibles. Cada componente V; tiene dimensién
a lo sumo r y si denotamos por &; el grado de cada componente V;j, el grado de V es
5§=3 N, 5;. De este modo

N N
VE) <Y Vi(F)I <Y sipr < 5pr.
i=1 i=1

Esto termina la demostracién de la proposicion.
O

Seflalemos que el resultado anterior, en el caso proyectivo, es demostrado en [GLO02D),
Proposition 12.1] aunque con una demostracién diferente. Sin embargo, nuestra demos-
tracion es maés sencilla e ilustra el tipo de argumentos que utilizaremos.

Proposicion 3.1.4. Sean Fi,...,Fin € Fq[Xq,...,Xn] (m > 2) polinomios de grado
acotado por d sin factores en comun en Fq[Xi,...,Xn] y consideremos V C A™ la
variedad definida por Fq,...,Fi. Entonces |V(Fy)| < d?qn—2.

Demostracion. Como F; y F, no tienen factores en comun en E [X1,...,Xn], tenemos
que la variedad V'’ definida por F; y F, es una variedad de dimensién n —2. De la
Proposicién y de la desigualdad de Bézout concluimos que [V/(F,)| < d?q™ 2
y por lo tanto |V(Fy)| < d*q™2. O

La cota superior que acabamos de obtener mejora las cotas 2n&3q™ 2 de [Sch74)
Lemma 4] y 53q™ 2 de [Sch76, Lemma IV.3D].

Proposicion 3.1.5. Sea V C A™ una F,-variedad relativamente irreducible de di-
mension v y grado 5. Entonces |V(Fy)| < 8%q™ /4.
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Demostracion. Sea V=V;U---UVyN la descomposicién de V en componentes absolu-
tamente irreducibles y denotemos por d; el grado de cada componente V;. El conjunto
de puntos g-racionales V(F,) estd contenido en cada una de las componentes V; [HP68,
Ch. X, 12, Theorem II,]; en particular, tenemos que V(Fy) C (Vi NV2)(Fy). Aplicamos
la Proposicién y obtenemos |(V1 N'V2)(Fq)| < 01 5,71 < 8%qT1 /4. O

En el caso de una Fy—hipersuperficie relativamente irreducible V, nuestra cota superior
toma la forma |V(Fy)| < 52q™2/4. De esta manera, con este resultado mejoramos la
cota superior 6q™ ' — (5 —1)q™ 2, de [CR96, Theorem 3.1], valida bajo la condicién
1 < &< q—1. Nuestra cota es valida para todo q, y ademas para 6 < q, se verifica que
2qn2/4 < dq™ 1 —(5—1)q™ 2.

3.2. Numero promedio de ceros

En la seccién anterior exhibimos distintas cotas superiores para la cantidad de puntos
g-racionales de diferentes variedades. No obstante, no disponemos de ninguna informa-
cién sobre como estimar la cantidad de puntos g-racionales. Si bien en la Introduccién
hemos discurrido sobre diferentes estimaciones, atin estd pendiente la discusién sobre
coémo llegar a ellas. En esta secciéon, justamente, intentamos motivar esta discusién, re-
mitiéndonos a resultados sobre ntimero promedio de ceros y el consecuente error que se
comete al estimar con ese ntimero promedio. Para eso presentamos algunos resultados
clasicos que justificardn la manera de lograr estimaciones.

Para cada natural d, consideremos el conjunto Q4 de los polinomios F € I [Xj, ..., Xx]
de grado acotado por d. Dado un polinomio F € Q4, sea N(F) el nimero de ceros q—
racionales de F, es decir, el numero de ceros en F;'. Con estas notaciones, estos resultados
clasicos ([Sch76],|[LN83]):

FEQd
1
(N(F) . n—1 )2 —qn—1_ -2
TN FEZQ q a" g
d
Estos resultados expresan que un polinomio F € Fy[Xy,...,Xs] en n indeterminadas

tiene en promedio q™~' ceros en Fg" v que el valor promedio de (N(F) —q™ 1?2 es
g1 —q™ 2 =0(q™"'). Entonces, si H es una [Fy—hipersuperficie vamos a estimar por
q™ " el namero de sus puntos q-racionales y esperamos que ||H(Fy)|—q™'| sea del
orden de O(q(™~1)/2). Por supuesto, esto puede conducir a estimaciones groseras si no
tomamos en consideracién algunas caracteristicas geométricas de las hipersuperficies en
cuestion, como por ejemplo, la cantidad de componentes irreducibles.

Felizmente, hay una cantidad de situaciones en las que la ocurrencia del caso esperado
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tiene lugar. Por ejemplo, la estimacién de Hasse-Weil (|1.1)):
IC(Fy)l —p1| < 29q"/2.

Es mas, esta estimacién es 6ptima en general, ya que existen curvas cuya cantidad de
puntos g-racionales es exactamente la que se deduce de la estimacion. Estas curvas se
denominan curvas maximales. Por otro lado, la estimaciéon de Lang—Weil esta lejos de lo
que se espera obtener.

Ahora, jcémo justificamos el hecho de estimar el nimero de puntos q-racionales de una
[Fy—variedad arbitraria de dimensi6én r absolutamente irreducible por q"? Una variedad
irreducible de dimensién r en el espacio ambiente de dimensién n es birracionalmente
equivalente a una hipersuperficie en el espacio ambiente de dimension r+ 1. Si ademas,
el morfismo birracional est4 definido sobre I, los puntos g-racionales de la hipersu-
perficie se corresponden con los de V (suponiendo que sea una [F;-hipersuperficie); solo
resta estimar el nimero de puntos g-racionales en los cerrados no isomorfos, y, como
éstos tienen dimensién menor que r, asintoticamente, podemos soslayar el aporte a la
estimacion de los puntos g—racionales de estos conjuntos. Esto justifica la manera de esti-
mar y genera la siguiente pregunta, ;bajo qué condiciones existe un morfismo birracional
definido sobre [F,?

Por otro lado, hasta el momento, no hemos hecho mencién alguna respecto de los
resultados de existencia de puntos g-racionales: dada una F,—variedad V decidir si tiene
un punto g-racional o también, determinar una cota inferior positiva para la cantidad
de puntos g-racionales de V (esta formulacién del problema engloba a la primera).
Por ejemplo, podemos deducir cotas inferiores sobre el nimero de puntos g—racionales a
partir de las estimaciones, lo que en el caso de la estimacién de Hasse-Weil resulta en que
la cantidad de puntos g-racionales de una curva proyectiva C absolutamente irreducible
no singular de género g esta acotada inferiormente por q+1—2gq'/2. Observemos que
para que la cota inferior sea positiva es preciso establecer cierta relaciéon entre q y g.
También es posible obtener cotas inferiores que no provienen de estimaciones como la
cota inferior de Schmidt : el nimero [H(F,)| de puntos g-racionales de una Fy—
hipersuperficie H absolutamente irreducible de grado 0 estd acotado inferiormente por
qm T —(6—1)(6—2)q™3/2 — (552 +6+1)q™ 2 asumiendo que q > 10*n35°P3([41og?]),
donde P(u) es el u—ésimo primo. Observemos que la cota inferior es vilida solamente
después de imponer condiciones sobre el tamafio del cuerpo finito. Ademas, bajo esas
condiciones, la cota inferior es positiva.

3.3. Lanocién de regularidad

Supongamos que F es un elemento de IF([Xj,...,X;,] de grado d. Por lo tanto, la
Proposicién establece que I tiene a lo sumo dq™~' ceros g-racionales. Para garan-
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tizar entonces que exista x € Fj' que no anule a F requerimos que q > d. Este resultado,
en apariencia inocente, reviste de una importancia fundamental ya que representa el
punto de partida desde el cual es posible que las condiciones genéricas se transforman
en resultados efectivos. Una gran cantidad de definiciones y resultados de algebra y
geometria algebraica se enuncian en términos genéricos sobre cuerpos algebraicamente
cerrados o sobre cuerpos infinitos. Sin embargo, esta manera de enunciarlos no es obs-
taculo para que esos resultados también cobren legitima existencia sobre cuerpos finitos.
Simplemente, en caso de conocer una cota superior, digamos D, sobre el grado de cierta
condicién genérica que deseamos obtener, imponemos que nuestro cuerpo finito [, tenga
cardinal mayor que D; de esa forma, Proposicién mediante, logramos que exista un
punto con coordenadas en I que no anula a la condicién genérica y, en consecuencia, el
resultado que esta condicién entrafia, es valido sobre ;. Esto exige un esfuerzo ya que no
siempre es posible determinar cotas superiores sobre el grado de las condiciones genéricas
que se estan estudiando. Con todo, este requerimiento sobre la cantidad de elementos de
un cuerpo finito que posibilita la realizacién de ciertas condiciones genéricas geométricas
y/o algebraicas sobre dicho cuerpo finito es lo que denominaremos regularidad.
Estos son algunos ejemplos de la nocién de regularidad:

= Si g > d un polinomio F € Fy[Xy,...,X,] de grado d no es la funcién nula sobre

F.

= Si q >4g? la cota inferior de la estimacién de Hasse-Weil es no trivial y, por lo
tanto, la curva tiene puntos g-racionales.

= Si g > 10"n35°"¢ el ntimero de puntos g-racionales de una [Fy—hipersuperficie
absolutamente irreducible es mayor o igual que q™ ' — (6§ —1)(6 —2)q™3/2 —
(562 4+6+1)g" 2.

A lo largo de este trabajo iremos presentando diferentes resultados de esta indole. La
cuestion radica entonces en determinar cotas superiores sobre el grado de la condicién
genérica en danza, y una vez conocido este grado, determinar el cardinal del cuerpo
finito.

A fines ilustrativos del tipo y el modo en que obtendremos nuestros resultados pre-
sentamos una versién efectiva del Lema de normalizacién de Noether.

Proposicién 3.3.1. Sea V C A™ una Fy—variedad equidimensional de dimension
T y grado b. Eziste un polinomio mo nulo A, con coeficientes en Fq, en r(n+1)
indeterminadas y de grado a lo sumo 6 tal que para cada (A, y) € A"+ con
A(A,v) #£0, defintendo las formas lineales Y :=AX+vy:=(Y1,...,Y:), la extension de
anillos Fq[Y1,...,Y:] = F4[V] es una eztension entera.

Demostracién. Retomemos las notaciones de la Seccién Introducimos una matriz
de indeterminadas A := (A4j)1<i<r4+1,1<j<n SObre Fq, un vector de indeterminadas I':=
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(Ty,...,Tv4+1) v, para cada 1 <i<rt+1, denotamos por A1) := (Ai,1,...,Ain) lai-ésima
fila de A. Consideremos, ademaés, las r+ 1 formas lineales genéricas Y := AX+T. En
consecuencia, disponemos de la forma de Chow Py € Fy[A, nYs,... ,\7T+1] de la variedad
V. Recordemos que verifica las siguientes cotas de grado:

- deg?] »“'v?T+1 PV :deg?r—F] PV - 6,
- deg/\(il‘ripv <bforT<i<r+1.

Denotamos por /~\1 € Fy[A, T €l coeficiente no nulo del monomio \75’ 1 de Py, pensando
Py como un elemento de Fy[A,T] [\71 ,...,\NGH] y consideramos, a su vez, un coeficiente
At eFy A" ... A0 1y ... Ty] de un monomio no nulo de Aj, pensando A; como un
elemento de I A AT T TATHD T ] Observemos que degAp < 16. Si
(A, v) € AT+ 1) es un elemento para el cual Aq(A,y) #0, definimos las r formas lineales
Y:=(Y1,...,Ys) :=AX~+vy. Dado que A% :=A; (A, v, A1 Iiq) € Fy AUV T 1] es un
polinomio no nulo, existen n vectores linealmente independientes wq,...,wy, € E? y ele-
mentos aj,...,an € Fy tales que Aj(wy,ax) # 0 para cada 1 < k <n. Considerando las
n formas lineales {y := wy X+ ay resulta que el polinomio Py (A,y,wy,ax,Y1,...,Yr, &)
representa una ecuacién de dependencia entera sobre Fq[Y7,...,Y;] para la funcién coor-
denada de F,[V] definida por {x. Como Fqy[{1,...,{n] =F4[Xs,...,X] comprobamos que
la extension de anillos es una extensidén entera. Definimos como A := Aq, el polinomio
cuya existencia garantiza la proposicion. O

Entonces, para que Y7,...,Y, sean formas lineales de F;[X;,...,X,], deberiamos tomar
(A,y) € E;(nﬂ) que no anule al polinomio A de la Proposicién Por la Proposicién
el polinomio A tiene a lo sumo r5q" (1)~ ceros en Fj "'
imponiendo la condicién de regularidad q > rb logramos tal cometido.

). Concluimos que

Corolario 3.3.2. Sea V C A™ una F,-variedad equidimensional de dimension v y
grado b. Entonces st q > 1, existen formas lineales Y1,...,Yr € Fq[X1,...,Xn] tales
que la eztension de anillos Fq[Y1,...,Y:] = Fy[V] es una eztension entera.

Para concluir la seccidén, mostramos coémo los resultados de regularidad pueden abor-
darse en términos probabilisticos. El préximo resultado, una reescritura de la Proposi-
ci6on [3.1.7] es el conocido —en el &mbito del calculo simbélico— Lema de Zippel-Schwartz
(|Zip79], [Sch80]).

Teorema 3.3.3. Sea F € Fq [X1,...,Xn] un polinomio de grado a lo sumo d y sea
n>0. S1 K es una extension finita de Fy con |K| > pd entonces la probabilidad de
elegir al azar a € K" tal que F(a) #0 es mayor o igual que 1—1/q.

Por supuesto, este resultado supone una distribucién uniforme de probabilidad en
los elementos de K™. Reiteramos que nos permite reinterpretar la regularidad desde un
punto de vista probabilistico.

31



3 Cotas superiores, estimaciones y resultados de existencia

32



4 Estimaciones para hipersuperficies afines

Las estimaciones sobre el numero de puntos g-racionales de una [ -hipersuperficie
H C A™ absolutamente irreducible de [Sch76|, [HW98|, dependen de manera decisiva de
una version efectiva del primer Teorema de Bertini (véase e.g., [Sha94) §11.6.1, Theorem
1]): la interseccién de H con una variedad lineal genérica L C A™ de dimensién 2 es una
curva absolutamente irreducible. En nuestro contexto, por versién efectiva del teorema
de Bertini entendemos estimar el nimero de F,-variedades lineales L para las cuales
HNL no es una curva absolutamente irreducible. Las estimaciones sobre la cantidad de
puntos g-racionales de hipersuperficies que presentaremos en este capitulo derivan de
una variante efectiva del primer teorema de Bertini.

4.1. Un Teorema de Bertini efectivo

Consideremos un polinomio F € F;[Xj,...,Xn] absolutamente irreducible de grado o y
sea H C A™ la Fy—hipersuperficie definida por F. Nuestras estimaciones sobre el nimero
de puntos g-racionales de H derivan del andlisis de las variedades que se obtienen al
intersecar H con una [F,—variedad lineal de dimensi6n 2.

Necesitamos entonces una estimacién sobre el nimero de F;—planos L C A™ (IFq—
variedades lineales de dimensién 2) definidos sobre [, para los cuales HNL tiene una
componente absolutamente irreducible, definida sobre F;, de grado a lo sumo D, para
1<D<&é-1.

Siguiendo [Kal95|, vamos a estudiar la condicién genérica que garantiza la no existencia
de componentes irreducibles de HNL de grado a lo sumo D. Para eso, en la Seccién
presentamos un algoritmo que, dado un polinomio F € K[X,Y] calcula los factores
irreducibles de F sobre K de grado a lo sumo D. Luego, en la Seccién 4.1.2| obtenemos
una cota superior sobre la condicién genérica en consideracién.

4.1.1. Célculo de los factores irreducibles de grado a lo sumo D

El algoritmo que presentamos es una variante del correspondiente algoritmo de [Kal95]|
(ver también [GKLO04]).

Algoritmo Factorizacion sobre el cuerpo de coeficientes de grado a lo sumo D.

Input: Un polinomio F € K[X,Y] ménico en X de grado a lo sumo 6, donde K es un
cuerpo arbitrario, tal que la resultante Resx (F(X,0),0F(X,0)/0X) #0, y un entero D con
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1<D<b&-1.

Output: O bien el algoritmo devuelve los factores irreducibles de F definidos sobre K
de grado a lo sumo D, o bien F no tiene factores irreducibles en K[X,Y] de grado a lo
sumo D.

Fyamos el mdazimo orden de aprorimacion requerido: {mqx ¢ 2D6.

Para todas las raices (; € K de F(X,0) € K[X] Realizar los pasos N y L.

Paso N: Sea K; :=K(;). Fiyamos los puntos iniciales de la iteracion de Newton
oi,0 i €Ki, Bi,o  (BF/0X)(0i,0,0) " € K.

(Describimos la iteracién de Newton)

Para j«—0,...,|log,(¢max) | Hacer

Kij+1 (Oéi,j — Bi,jF((Xi,j,Y)) mod (Yzi+1 ))
Bij1 e (2805~ (9F/0X) (@i j1,Y)B2;) mod (Y2').

(Observemos que o j+1 ¥ PBi,j+1 son polinomios de Ki[Y] que satisfacen
Floij+1,Y) =0 mod (Y2,

Bij+1-(0F/0X) (i j41,Y)=1 mod (Y2j+1 y

Fyamos la raiz aprorimada

O = O, [log, (tma) ) +1 WO (Yim&HT) € Ky[Y].
(Calculamos las potencias de «;.)
Para w«0,...,0—1 Hacer

3 aly Y e ol mod (YimetT) with ) € Ks.

1

Paso L: Buscamos el polinomio de grado menor en K[X,Y] cuya raiz es o;.
Para m«1,...,D Hacer

Fiyamos el orden de aprozimacion: { < 2mod.

(Chequeamos si la ecuacién oc?l—l—zrz_ol hi’u(Y)ociILL =0 mod (Y**7) tiene

soluciéon para hy ,(Y) € K[Y] con deg(hi,) < m — p. Escribiendo h; . (Y) =
Z::O”ui‘u,nw, con ui .y € K, y agrupando los coeficientes de Y* llegamos al
siguiente problema.)

Para 0 < k <{, resolver el siguiente sistema lineal sobre K en las wvariables
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4.1 Un Teorema de Bertini efectivo

ag?]:) + alt Ui,un =0 (donde ag‘uv) =0 for v<0), (4.1)

(Como deghi, < m —yu, para cada p tenemos m — u + 1 indeterminadas,
y por lo tanto el sistema tiene (m+1)(m+2)/2—1 indeterminadas.)

S tiene una solucion entonces

m—Im—p

FiGY) XM > w0 YIXM
n=0 n=0

(El polinomio F;(X,Y) es un factor irreducible de F(X,Y) de grado D o tiene algin factor
irreducible de grado menor que D.)

Verificar s1 Fy ha sido producido por una raiz (1 con l<i. St no, agregar Fi a la
lista de factores irreducibles de grado menor que D.

S1 no tiene solucion para todoi=1,....6 ym=1,...,D, entonces F no tiene
factores irreducibles en K[X,Y] de grado a lo sumo D.

El lema siguiente justifica la validez del algoritmo:

Lema 4.1.1. El polinomio F(X,Y) tiene un factor irreducible sobre K de grado a
lo sumo D st y solo st al menos uno de los D6 sistemas lineales tiene una
solucion en K.

Demostracion. Supongamos que tiene una solucién en K, esto es, existe 1 <1<dy
un polinomio no nulo G(X,Y) € K[X,Y] de grado a lo sumo 1 <m <D tal que G(«i,Y) =
0 (mod Y?™%+1), Denotemos por p € K[Y] la resultante p(Y):= Resx(F, G). Evaluando
la identidad correspondiente en X = o; concluimos que p(Y) =0 (mod Y2™+1). Como
p es un polinomio de grado a lo sumo 2mJd, entonces p = 0. Por lo tanto, F y G tienen
un factor comiin no trivial en K[X,Y], y, en consecuencia, F tiene un factor de grado a lo
sumo D.

Supongamos ahora que F(X,Y) tiene un factor irreducible G(X,Y) € K[X,Y] de grado a
lo sumo D > 1. Existe entonces una factorizacién no trivial de F(X,Y) = G(X,Y)H(X,Y)
sobre K[X,Y]. Sea 1 <1< un entero para el cual G(«;,0,0) =0. Entonces G(«; 0,0) #0,
lo cual implica que H(xi,0,Y) # 0 mod (Y) y de esta manera

H(o5,Y) #0 mod (Y) para 1 <j < |log;({max)| +1.

Por lo tanto H(x;,Y) % 0 mod (Y), y como F(«,Y) =0 mod (Y2P®+1) podemos afirmar
que G(xi,Y) =0 mod (Y?P®*1). Concluimos que los coeficientes de G, considerado como
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4 Estimaciones para hipersuperficies afines

un polinomio de K[Y][X], constituyen una solucién de al menos uno de los D sistemas
lineales (4.1). Esto completa la demostracion. O

4.1.2. Sobre la existencia de componentes irreducibles de grado dado

Sea F € K[X1,...,Xn] un polinomio absolutamente irreducible de grado & y sea D un
entero tal que 1 <D < §—1. Dados v1,...,Vn,W2,...,wn € K, consideramos el polinomio

XX, Y, Za, ..., Zn) = F(X+vi,waX+ZY+vo, . ..,wn X+ Zn Y +vy)

como un elemento de K[X,Y,Z;,...,Z,]. Siguiendo [Kal95, Lemma 4 y Lemma 5], existe

un polinomio no nulo Y € K[Ty,..., T, Us,..., U] de grado a lo sumo 25% tal que si
V1,..0y Vi, W2,...,wn € K verifican que
Y(V1v"-)vn)w2>"')wn) #0> (42)

entonces son validas las siguientes condiciones:
= el coeficiente principal de x con respecto a X es un elemento no nulo de K,
» el discriminante de x(X,0,Z>,...,Z) con respecto a X es no nulo,
= ¥ es un elemento irreducible de K[X,Y,Z>,...,Zn].

Asumiendo la condicién , Kaltofen prueba un hecho crucial para su version efec-
tiva del primer teorema de Bertini [Kal95, Theorem 5|: muestra la existencia de un poli-
nomio ¥ € K[Z,,...,Z,] de grado a lo sumo 356%/2—263 +&%/2 tal que para cualquier
n:=Mm2,...,Mn) ek con Y(n) # 0, el polinomio bivariado x(X,Y,m2,...,Mn) € K[X,Y]
es absolutamente irreducible.

Consideremos el polinomio
E::;Y(H,”.JHJUQV.thJQ“ZZV”,Zn)

Es un polinomio en 3n —2 indeterminadas, con coeficientes en K, y de grado acotado
por 36%/2—253 +56%/2. Si tomamos una (3n—2)-upla

. —3n—2
(V>W,n) = (’Vl ,...,'Vn,(Uz,...,(Un,T]z,---,T]n) ek
que no anula a =, entonces el polinomio

X(X)Y>T|2»" . »ﬂn) = F(X+V1 vaX +T12Y+’V2,---)wnX+T1nY+’Vn)

es absolutamente irreducible. En particular, si K =T, deducimos el siguiente corolario:
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4.1 Un Teorema de Bertini efectivo

Corolario 4.1.2. Sea F € Fy[X1,...,Xy] absolutamente irreducible de grado 5. Ezis-
ten a lo sumo (36%/2—286%+562/2)q3" 3 elementos (v,w,n) € IF;“_Z para los cuales
x(X,Y,n) no es absolutamente irreducible.

Queremos obtener una estimacién sobre el grado, similar a la de deg=, de la condicién
genérica que subyace al hecho que el polinomio x(X,Y,nz2,...,Mn) no tiene factores abso-
lutamente irreducibles de grado a lo sumo D, para 1 <D < $—1. El préximo teorema,
una variante de [Kal95, Theorem 5|, serd de suma importancia al momento de obtener
las estimaciones.

Teorema 4.1.3. Sea 1 <D <6—1 y supongamos que vi,...,Vu,W2,...,Wn Satisfacen
la condicion . Eziste un polinomio no nulo Yp € K[Z,,...,Z,] de grado

deg¥p < D5%(D +1)(D +2)—%(D2+3D)(D2+3D +2)8

tal que para cada 1n:= (M2,...,Mn) € K™ con Yo (n) #0, el polinomio
X(X»Y,ﬂ) = f(X+V1 »CUZX‘H'IZY‘FVZ, ceey wTLX—i_T]nY—i_’VTL)
no tiene factores irreducibles de grado acotado por D en K[X,Y].

Demostracion. Como X es irreducible over K[Z5,...,Z,][X,Y], el Lema de Gauss implica
que ¥ es irreducible sobre K(Z;,...,Z»)[X,Y]. Aplicamos el algoritmo Factorizacidn
sobre el cuerpo de coeficientes... al polinomio

b= %Xef(zz,...,zn)[X,Y],

donde 1 € K es el coeficiente principal de X con respecto a X. Como (X,0) € K[X],
la raiz (; usada para construir el cuerpo K; :=K({;) del algoritmo es, en realidad, un
elemento de K para 1 <1i < 5. Entonces la irreducibilidad de 1 sobre K(Z5,...,Z+)[X,Y]
implica que el sistema lineal derivado en el paso L no tiene solucién en K; para
1<m <Dy 1<i<6. Esto significa que para m=D y 1 <1i <, la matriz ampliada
del sistema, MS) (Z3,...,Zy), tiene rango mayor que el de la matriz de los coeficientes
Mg) (Z3,...,Z+). Es mas, como 0\(X,0)/0X € K, todos los denominadores utilizados en
la construccién de este sistema son elementos de K. Sea ‘Pg) €XK[Z>,...,Z] un menor
maximal no nulo de la matriz ampliada MS) (Z2,...,2n) ysean:=(n2,...,Mn) € K
tal que Hf:1 ‘Pg) (n) # 0. Entonces el sistema 1) no tiene soluciones parai=1,...,59,
lo que a su vez implica que x(X,Y,n2,...,Mn) no tiene ningin factor irreducible sobre
K[X,Y] de grado a lo sumo D, ya que el algoritmo Factorizacion sobre el cuerpo de
coeficientes... deberia haber calculado tal factor de x(X,Y,n) sobre K. El polinomio

Yp = ]_[f:] ‘Pg) es el polinomio que estamos buscando.
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4 Estimaciones para hipersuperficies afines

Resta atin demostrar la cota de grado para Wp. La demostracién sigue esencialmente
la demostracion de [Kal95, Theorem 5], teniendo en cuenta simplemente que la cantidad
de indeterminadas es diferente y que el orden de aproximacién también lo es. Cada raiz
(i de P(x,0) da lugar a un sistema lineal, para m = D, que tiene (D+1)(D+2)/2—1
indeterminadas. Cualquier menor maximal no nulo ‘PB) satisface la siguiente cota de

grado:
i D+1)(D+2)/2—1 .
degs, o W5 < TPV 0 9)
< 2D§(D+1)(D+2)/2—(D?+43D)(D?+3D+2)/8.
Deducimos en forma inmediata la cota de grado para ¥Yp. O

Dado que el Teorema es valido bajo la condicién (4.2)), si definimos
ED ::Y(T1 PR »Tn)u2»- .. )un)lyD (ZZ)' .- )Zn)>

tenemos que =p es un polinomio en 3n — 2 indeterminadas con coeficientes en K de
grado acotado por

deg=p < D352—%D46— %D35—|—3D262— %D25+2D52—§D5+252,
que satisface la siguiente propiedad: para cada (v,w,m) € "% con

=p(v,w,n) # 0, el polinomio x(X,Y,n2,...,Mn) no tiene factores irreducibles sobre K
de grado acotado por D. Nuevamente, considerando K =F; tenemos el siguiente coro-
lario:

Corolario 4.1.4. Sea F € Fy4[X1,...,Xn] un polinomio absolutamente irreducible de
grado 6 > 2 y sea D un entero tal que 1 <D < 0—1. Ezisten a lo sumo (D362—
D46/8—3D35/4+3D2%62—11D2%5/8+42D8% —3D6/4+26%)q3" 3 elementos (v,w,n) €
Ef“_z para los cuales x(X,Y,n2,...,Nn) tiene un factor irreducible sobre E (X,Y] de
grado acotado por D.

4.2. Sobre las secciones lineales de dimension 1 de una
[Fq—hipersuperficie absolutamente irreducible

En esta seccién vamos a interpretar los resultados de la seccién previa desde un punto
de vista geométrico. Consideramos el cuerpo K:=[F, y vamos a pensar a cada (v,w,n) €
Fg’“_z no nulo como una parametrizacién de una [f;—variedad lineal de A™ de dimensién
2.

Sea F € F4[Xy,...,Xy] de grado 6. Si L C A™ es un Fy-plano, vamos a representar
la restriccién de F a L como un polinomio bivariado Fr € Fy[X,Y], donde X,Y son los
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pardmetros de una parametrizacién de L, definida sobre I;. Por supuesto, habria que
considerar que ocurre si consideramos otra parametrizacién de L definida sobre [Fy. El
polinomio F; estd bien definido salvo un cambio de coordenadas lineales definido sobre
[Fq. Por lo tanto, tiene sentido referirse al grado de F; y a la irreducibilidad o irreducibil-
idad absoluta de Fi; ademaés, el nimero de componentes absolutamente irreducibles no
depende de la parametrizacién elegida (cf. [Sch76, V.§4]).

En particular, vamos a considerar los [f;—planos de A™ que se parametrizan del siguien-
te modo:
X1 =vi+X, Xi=vi+wiX+nY (2<i<n). (4.3)

Introducimos algunas notaciones. Por Mt denotamos el conjunto de todos los F;—planos
de A™ definidas sobre [y, y por M, el subconjunto formado por los elementos de Mt
con una parametrizacién como en ((4.3).

Sea entonces L € M y consideremos la restriccién de F a L, es decir, el polinomio
Fr € Fy[X,Y]. Vamos a denotar por v(L) el nimero de factores absolutamente irreducibles
en Fy[X,Y] de Fr. Observemos que este nimero verifica 0 <v(L) < 6—1; en el caso en
que F es idénticamente 0 sobre [ definimos v(L) := q. Posteriormente, para 0 <j <4 y
j=q—1 consideramos los siguientes subconjuntos de M:

IT; ::{LGM:IV(L)—H:]'}.

Por lo tanto, si j €{0,2,...,6 -1} y L €TTj, el polinomio Fy tiene j+ 1 factores absoluta-
mente irreducibles en [y [X,Y]; si L € Ty, el polinomio Fi es relativamente irreducible o
tiene 2 factores absolutamente irreducibles en I, [X, Y]; y, finalmente, ITq_1 es el conjunto
de planos L para los cuales F es idénticamente nulo.

Lo importante es que, cada vez que L pertenezca a IT; para j € {0,2,...,6 — 1}, el
polinomio Fi tendrd un factor absolutamente irreducible de grado a lo sumo Dj :=

18/G+1)].

Del Teorema y del Corolario deducimos que para cada L € M con una
parametrizaciéon dada por (v,w,n), con Zp;(v,w,n) # 0, €l polinomio Fr no tiene fac-
tores absolutamente irreducibles en Iy [X, Y] de grado acotado por Dj. En otras palabras,
para cada (v,w,n) € }Fg‘“*z con esta propiedad, el polinomio F; tiene a lo sumo j fac-
tores irreducibles sobre [, lo que en particular implica que L ¢ TT; U---UTI5_1. Tenemos
entonces, ligero abuso de notacién mediante, que

U UTTs—1 C{(v,w,m) €™ 2:Zp; (v,w,n) =0}

Teniendo en cuenta que cada elemento de M tiene q>(q— 1) parametrizaciones (defi-
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nidas sobre [y) del tipo (4.3), de la Proposicién deducimos:

_ q3n—3
|+ +[Ts—1| < deg=p; Pla—1)
Por lo tanto, como una consecuencia del Corolario obtenemos
5—1
Z]nu§@5G%—§%>+%4G%—Z%)+ﬁ(7—él)—§ﬁ+2$)q 3 (4.4)
k=j

La siguiente proposicién es fundamental para nuestras estimaciones sobre la cantidad
de puntos g-racionales de una [F;—-hipersuperficie absolutamente irreducible, ya que nos
va a permitir obtener una mejor estimacién que la que se obtendria por una aplicacién
directa del Corolario [£.1.2]

Proposicion 4.2.1. Sea F € Fy[X1,...,Xn] un polinomio absolutamente irreducible
de grado 6 mayor que 1. Entonces

Demostracién. En primer lugar, si 6 =2 la expresién Zf;] jl(TT5)| consiste solo del
término |TT;| y, por lo tanto, el Corolario proporciona la siguiente acotacion:

3 5 3n—6
M| < (54 283+ 52) q <

3 n—6
2 2 )J(g=1)"2 (q-1)

(4.5)
Supongamos entonces que & > 3. Sea r un nimero real, que fijaremos luego, en el
intervalo abierto (1,6 —1) y escribamos:

5—1 [r] 5—1

Zi|ﬂj|=ZJ|ﬂ\+ > imi<r Zm)w Z j— [r))IT).

=1 =1 =[r]+1 =lr]+

Del Corolario tenemos que:

5—1 3 4 ; 5 ) q3n76
J<r(28%—283+2 . :
ri;IIT]I_r<26 & +25)(q_” (4.6)

Por otro lado, de la desigualdad (4.4]) tenemos que:

5—1 5—1
SG-lrhiml = > (MWl 4+ Msa)
j=|r]+1 j=|7)+1 (4.7)
q3n—6
< (8%c1+38%2+83c3—25%¢cq +262)(q—1)’
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donde c1,c2,c3,c4 son los ntimeros siguientes:

. 1 1 . 1 1
1= 3 ga 27 2753
IR )
&5—1 5—1

2 11 1

C3 = 7—87, Cq = Z -.
B i 8 . j
j=[r]+1 j=[r]+1

Tenemos que acotar estas expresiones convenientemente. Para eso observemos que si g
es una funcién real, positiva y decreciente entonces

o1 5—1
> aliz|  eiax

j=[r]+1 '

También, si § > 3, entonces 1 < 6/(6—1) <3/2 . Ahora, fijando r:= 6%, aplicamos las
acotaciones anteriores y obtenemos las siguientes desigualdades:

e < 8 (%(55)72—2]*4(5%)73—%(6—1)*2+£—4(6—1)73)
354C2 < 364 (57%—%(5§)*2_(5_])—1+%(6_1),2>
< 355 — 255 —38% + 2282
83c3 < 53(2111(5—1)-1-%(6—])—1_21n5%_115—§)

443 3352 1148

Deducimos, por lo tanto, la siguiente acotacion:

55C1 +364C2 +5303 — %52C4 +252 <

<lgd 154 1355 3512 483105783 1155 4 32342 (4:8)
S 203 T 7707 1303 =503 4307 00— 507 =503 + 7
Finalmente, de (4.6)), (4.7) v (4.8) y de 2631n6 < 363+ 1/3 deducimos que
3
YO < 263 — et 4385 +3675 — 8% — 163 4 36F 4 32352
< 255 4355
para 8 > 3. De esta manera demostramos la proposicién. O
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4.3. Estimaciones para una [Fg—hipersuperficie absolutamente
irreducible

En esta seccién obtenemos diferentes tipos de estimaciones sobre el ntimero de pun-
tos g-racionales de una [Fy—hipersuperficie absolutamente irreducible. En primer lugar,
mostramos una estimacién sin regularidad que mejora las estimaciones y .
Luego, una estimacién que mejora tanto el lado derecho como la condicién de regulari-
dad de la cota inferior , proporcionando al mismo tiempo una cota superior.

Nuestro enfoque combina ideas de [Sch74] y [Sch76] junto con la estimacién de la
seccién previa.

4.3.1. Una estimacion sin regularidad

En lo que sigue, utilizaremos el siguiente lema de [Sch74].

Lema 4.3.1. [Sch74, Lemma 5] Sea F € F,[X,Y] un polinomio de grado d >0 y sea v
el numero de factores absolutamente irreducibles de F definidos sobre ;. Entonces
el numero N de ceros q—racionales de F satisface la siguiente estimacion:

IN —vq| < w(q,8)+ 8%,

donde w(q,8):=(6—1)(6—2)q"/2+6+1.

Sea F € Fy[Xy,...,X,] absolutamente irreducible de grado 6 > 0. Recordemos que Mt
representa el conjunto de F,;—planos de A™ y M el conjunto de [;—planos con una
parametrizacién como en . Ademas, paraj€{0,2,...,6—1}, si L €Tlj, el polinomio Fy
tiene j+1 factores absolutamente irreducibles definidos sobre Fg; si L € Ty, el polinomio
Fr, o bien es relativamente irreducible, o bien tiene 2 factores absolutamente irreducibles
definidos sobre F,. Finalmente, IT,_; es el conjunto de F;—planos L € M para los cuales
F1 es idénticamente cero. Introducimos las siguientes cantidades:

5—1
A:=M|, B:=) jll, C:=[Mgal, D:=[Myl-M|
j=1

Cada elemento de M se representa por D’ := q3(q— 1) parametrizaciones diferentes de
tipo 1i Teniendo en cuenta que hay q?"~'(q™ ' — 1) parametrizaciones diferentes
de tipo (4.3]), concluimos que el cardinal de M es

an—l (qn—l o 1)

AT B

(4.9)
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Aplicando la Proposicién [4.2.1, tenemos que B < (26% —1—36%)%, y por lo tanto
B n—2
<< (25% +35%) qaniur (4.10)

Argumentando de manera recursiva podemos pensar, sin pérdida de generalidad, que
F no puede expresarse como polinomio en n —2 variables (ver e.g., [Sch76]). Fijemos
ce IF(?*Z para el cual F(¢,Xn_1,X:.) es idénticamente cero. Escribimos

F=) faXi X2,

xeg
donde J C Zxo X Z>o es un conjunto finito y fy € Fy[X1,...,Xn—2] para cada a =
(x1,002) € 9. Como F no es un elemento de Fy[Xj,...,Xn_2], se sigue que fy(c) =0

para cada « € 7. La absoluta irreducibilidad de F implica que los polinomios {fy : & €
J} C FylX1,...,Xn—2] no tienen factores en comin no triviales en Fy[Xj,...,Xn_2] y, en
consecuencia, el Lema implica que existen a lo sumo 32q™ * elementos ¢ € IF(;‘*Z
para los cuales F(c,X_1,Xn) =0; en otrs términos, existen a lo sumo 52q™~* variedades
lineales L de M paralelas a X7 =0,...,X,,_» =0 para las cuales Ff =0. Si Ay denota
el numero de subespacios diferentes de M, repitiendo este argumento para todos los
subespacios de M obtenemos

2 n—4 2
€ %" A0 8 (4.11)
De y de
_q™(q"—=1)(q"—q)
M| =

derivamos una acotacién de la proporcién D/A:

D_1 1q g™ '=1)(q""'—q) _ 4
Z — (IMT]—A) = — < —. 4.12
A AMIEA = g —e S 3 (+.12)
Finalmente, como cada punto x € ;" esta contenido en
g @ —N"—a)
(g2=1)(q?—q)
variedades L € My, obtenemos la acotacién
%g q 2. (4.13)

Estamos en condiciones de enunciar y probar nuestra estimacién sobre la cantidad
de puntos g-racionales de una Fy—hipersuperficie absolutamente irreducible. Nuestra
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estimacién es vélida para cualquier cuerpo finito [y, es decir, es valida sin ninguna
condicion de regularidad.

Teorema 4.3.2. Sea H C A™ una Fy-hipersuperficie absolutamente irreducible de
grado 6. Entonces el numero de puntos q-racionales [H(Fy)| de H satisface la si-
guiente estimacion:

IH(Fy) —q™ 1| < (5—1)(6—2)g" /2 4555 q™ 2

Demostracion. Sea F € Fy[Xy,...,X,] el polinomio absolutamente irreducible que define
H. Como el teorema es cierto si 6 =1 vamos a suponer que b > 2. Escribiendo N :=[H(F )|
tenemos que

\N—q““\gé(Zm(FL)—m + > |N(FL)—q|>, (4.14)
LeM LeM+\M

donde el simbolo N(F; ) representa la cantidad de ceros g-racionales del polinomio Fy .

Dado L €TT; con j €{0,...,6 — 1}, el Lema implica que
IN(FL) —q| < |N(FL) =v(L)q| + [v(L) = 1|q < w(q,8) +5° +jdq,

donde v(L) es la cantidad de factores absolutamente irreducibles definidos sobre F; del
polinomio F;. Tenemos entonces que

6—1
S NFD—a < Y (X (wla®)+s*+ia))+ Y (a*—a)
LeM j= O LelT; Leﬂq 1

< (Zlﬂl) (a,8)+82) +qZJ\ﬂ|

ji=1
< A(w(q,6)+62)+Bq+Cq(qf1).

Reemplazando en (4.14), de (4.10)), (4.11)), (4.12)), (4.13) obtenemos para > 3:

IN—q™ |

IN

£ (A(w(q,8)+8%)+Bq+Cq(q—1)+Dg?)
2 (w(q,8)+8%+Bq+Salg—1)+Rq?)

<

¥ (4.15)
< g2 (w(,0)+87+ (25 +365 )3 +57+1)
< (8-1)(8—2)q" /2455 g2,

Si & =2, combinando ({4.14) con la acotacion (4.5|) de la demostracién de la Proposiciéon
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4.2.1], obtenemos

IN—g™ | < gV 2 (w(q,8)+8%+(386%—203+36%)3+62+3)
< (6-1)(0—2)q™3/2 +(26* +35)q™? (4.16)
< (5-1)(6-2)g"3/2 455 q" 2,

Con nuestra estimacién mejoramos la estimacién de [HW98|
[H(E)I—q™ 1| < (6-1)(6-2)q" /% +(26% +8%)q™ % +287q" /2,

valida solo para q > cn38°log® 5, y también mejoramos la estimacion de [GL02a], [GL02b]
que, en el caso de una hipersuperficie, toma la forma

IHE) —q™ ' < (5-1)(6—2)q™ /2 +12(5+3)" g™ 2.

Por otro lado, cabe mencionar que en [CR96, Theorem 3.2 and 3.4]), los autores
muestran que para un polinomio F € F4[X1,...,Xy] de grado 6 > 1, que define una F,—
hipersuperficie H, son validas las siguientes afirmaciones sobre el conjunto de puntos
g-racionales H(IF;) para q suficientemente grande:

(i) si F es absolutamente irreducible entonces [H(F,)| < dqn ! —(6—1)q™ 2,

(ii) si F tiene un factor no lineal absolutamente irreducible definido sobre [, entonces
H(Fq)l < 8g™ 1 —(8—1)q" 2.

Se interrogan por la posibilidad de extender la validez de las afirmaciones anteriores a
todo g. Si bien no damos una respuesta a la inquietud planteada, nuestras estimaciones
proveen valores explicitos qo = qo(8) ¥ q1 = q1(0) tales que (i) vale para q > qo ¥
(ii) para q > q7. De hecho, el Teorema implica que podemos elegir qp := 1365 y
q1:=95"3.

4.3.2. Una estimacion con regularidad

En esta seccién vamos a exhibir una estimacién sobre el niimero de puntos g-racionales
de una [Fy-hipersuperficie absolutamente irreducible que mejora la del Teorema
aunque es valida bajo una cierta condicién de regularidad. Por supuesto, invocamos las
notaciones utilizadas a lo largo de este capitulo.

Teorema 4.3.3. Sea H C A™ una F,-hipersuperficie absolutamente irreducible de
grado 6. St q > 15673 el nimero de puntos q-racionales |H(IFy)| satisface la siguiente
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4 Estimaciones para hipersuperficies afines

estimacion:
IH(Fy)l— g™ | < (6—1)(6—2)q™ /2 + (562 +6+1)q"™ 2

Demostracion. Como antes, como el teorema es cierto para 6 =1, podemos asumir sin
pérdida de generalidad que & > 2.

Para un plano L € TT; (j > 0), del Lematenemos que |[N(FL) —q| <jq+w(q,8)+
52. Por lo tanto,

IN(FL)=Na2™| > [N(F)—a|—q> "[N—q"|
jq—w(q,8)— 8% —w(q,8)—565

i,

AVARAVARLYS

donde la ltima desigualdad es valida si y solo si 3jq >2q"/2(6—1)(6—2)+2(5+1)+
524563 . Y la validez de esta tltima se desprende de la condicién sobre (.

Aphcando [Sch74] Lemma 6] tenemos que 4q Z] 1 ]2|T[ | < 8Eq™', y luego que
P JjITT;| < 45Eq™3. Entonces

IN=a" 1 = g|Z oue (NFO=a)[ < £ X, 2 [(N(FU) = a)|
E(A—I—D q5)+62)+zq121q\ﬂ\)

qn 2 (w(q,8)+ 5% +895)

qn 2 (w(q,8)+58%).

IN A

IN

O]

De esta estimacién deducimos inmediatamente una cota inferior no trivial sobre la
cantidad de puntos g-racionales de una [Fy—hipersuperficie absolutamente irreducible.

Corolario 4.3.4. Sea H una F,—hipersuperficie absolutamente irreducible de grado
5. Si q>155'3/3 el numero de puntos q-racionales IH(Fy)| satisface la siguiente
cota inferior no trivial:

H(Fy)| > q™ ' —(6—1)(6—-2)q™ /2 4+ (562 +5+1)q™ 2

Nuestra estimacién mejora significativamente la condicién de regularidad de [Sch74]
(la que presentamos en ) q > 10"n35%93([41logd]) y, al mismo tiempo, provee una
cota superior, no proporc1onada en [Sch74].

En el contexto de la resolucién de ecuaciones polinomiales sobre cuerpos finitos, es
preciso disponer de cotas inferiores sobre el nimero de puntos g-racionales de una Fy—
hipersuperficie absolutamente irreducible H, como las de los Teoremas y 0
la de [Sch74], ya que permiten establecer condiciones sobre la existencia de un pun-

46



4.3 Estimaciones para una [F;-hipersuperficie absolutamente irreducible

to g-racional de una hipersuperficie H. De hecho, de [Sch74] se deduce que una Fq—
hipersuperficie absolutamente irreducible de grado 6 tiene un punto g-racional si q >
10413693 ([41ogd]). Del Teorema vemos que esta condicién puede mejorarse a
q> 955 . Sin embargo, un argumento sencillo permite mejorar significativamente esta
condicién de regularidad:

Teorema 4.3.5. Sea H una [Fy—hipersuperficie absolutamente irreducible de grado
5. Si q > 25 entonces H tiene un punto q-racional.

Demostracion. Sea F € Fy[Xj,...,X,] el polinomio absolutamente irreducible que de-
fine H. Dado que q > 25, del Corolario concluimos que existe (v,w,n) € Fg“_z
para el cual x(X,Y) :=F(X+vi,w2X+m2Y+va,...,wnX+1nNnY+v,) es absolutamente
irreducible de grado 6. La estimacion muestra que x tiene al menos q—(6—1)(d—
ZJq% —6—1 ceros g-racionales. Para q > 25% la cantidad anterior es un ntimero estric-
tamente positivo, y por lo tanto x tiene al menos un cero g-racional, que da lugar a un
puntog-racional de H. O

Finalmente, observemos que, en el caso en que la caracteristica de I, es suficientemente
grande, las estimaciones de los Teoremas y pueden mejorarse, utilizando una
version efectiva del primer teorema de Bertini debida a S. Gao |[Gao03]. De [Gao03,
Theorem 5.1] deducimos el siguiente resultado:

Corolario 4.3.6. Sea F; un cuerpo finito de caracteristica mayor que 252, Sea

FeFqlX1,...,Xn] un polinomio absolutamente irreducible de grado & > 1. Ezxisten a
lo sumo 363%

que la restriccion fi es un polinomio absolutamente irreducible.

Fy—planos L C A™ (con parametrizaciones como en ) tales

Con las notaciones de la Seccién [4.3.1] del Corolario obtenemos

B —1 5 1 3n—3 3 4 qn—Z
4 ml< > L MR D
AT g” il= Z‘ |—2Aq( 1) =20 g

Combinando esta acotacién para la proporcién B/A con (4.15)) de la demostracion del
Teorema |4.3.2, obtenemos la siguiente estimacién sobre el nimero [H(Fy)| de puntos
g-racionales de una [F;—hipersuperficie absolutamente irreducible H C A™ de grado :

IH(Fg)l— g™ 1| < (5—1)(5—2)q™ /2 +35%q™ 2.

A su vez, repitiendo el procedimiento de la demostracién del Teorema [4.3.3] es decir,
reemplazando en esa demostracién, la cota inferior que se obtiene del Teorema por
la estimacién anterior, obtenemos para q > 275%:

IHE) —q™ ' < (6—-1)(8—2)q™ /2 + (582 +5+1)q"™ 2
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4 Estimaciones para hipersuperficies afines

En suma, podemos enunciar el siguiente corolario:

Corolario 4.3.7. Sea F; un cuerpo finito de caracteristica mayor que 262, y sea
H C A™ una I —hipersuperficie absolutamente irreducible de grado & > 1. Entonces

IH(E)[— ™' < (8—1)(6—2)q™ 3/ +35%q" 2.
Ademds, si q > 275%, entonces
IH(Fy)l— g™ | < (6—1)(6—2)q™ /2 + (562 +5+1)q"™ 2.

Estas estimaciones mejoran las de los Teoremas y para caracteristica mayor
que 262, pero no mejoran el resultado de existencia del Teorema De hecho, el
Corolario no provee una cota inferior no trivial sobre la cantidad de puntos g—
racionales de H para q < 45%. Teniendo en cuenta que estimaciones como las de los
Teoremas [4.3.2]y [¢.3.3]y Corolario no proporcionan cotas inferiores no triviales para
q < (6—1)%(56—2)?, podemos afirmar que nuestro resultado de existencia del Teorema
se aproxima a este valor 6ptimo.

4.4. Una estimacion para una [Fy—hipersuperficie arbitraria

Concluimos el capitulo con una estimaciéon sobre la cantidad de puntos q-racionales de
una Fy—hipersuperficie arbitraria. La estimacién se expresard en términos de la cantidad
de componentes absolutamente irreducibles definidas sobre IFy.

Dada una Fy-hipersuperficie H arbitraria de grado 6 consideramos la descomposicién
de H en componentes [,—irreducibles:

H=H;U--HeUHg41 U UHm.

El ordenamiento propuesto responde al criterio siguiente:

1. las componentes Hy,...,Hs son absolutamente irreducibles;
2. las componentes Hyy1,...,Hyn son relativamente irreducibles.
La idea en que se basa la estimacién es que solo las componentes Hy,...,Hs son

relevantes a los fines de estimar [H(F)|.
Denotemos por &; el grado de cada una de las componentes Hy,...,H;, sea A :=
> {1 8; y recordemos que 6 = i, d;.

Teorema 4.4.1. El numero de puntos q—racionales |H(F,)| de la Fy—hipersuperficie
H verifica la siguiente estimacion:

IH(Fy)| — 0™ | < sign(o)(A—=1)(A=2)q"™ 3 + (545 +82/2)q" 2,
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4.4 Una estimacién para una [Fy—hipersuperficie arbitraria

donde sign(o):=0 para 0 =0 y sign(o):=1 en caso contrario.

Demostracion. Escribimos N := [H([Fy)| y N; :=[H;(Fy)| para 1 <i < m. Podemos ex-
presar la diferencia ‘N —oq™! ‘ del siguiente modo:

o o
}N—O'qniw < ‘N—ZNi‘—i—Z‘Ni—qn*w.
i=1 i=1

Para cada 0+ 1 <1i<m, la F;-hipersuperficie H; es relativamente irreducible. Por lo
tanto, la Proposicién implica que

o m m
N=Y Ny< > Ny<q¥? ) 8f/4<q™?8/4. (4.17)
i=1 i=o0+1 i=o0+1
Por otro lado,
(e}
2 Ni=N< 3 HinHE)I<q™? Y &8 <qt i (4.18)
i=1 1<i<j<o 1<i<j<o

De (4.17)) y (4.18) obtenemos:

o
IN=> Ny <q™25%/2. (4.19)
i=T
Para cada 1 <1i < o, la [Fy-hipersuperficie H; C A™ es absolutamente irreducible.
Podemos aplicar el Teorema y concluir que:
13
3

o (e}
Y INi—g™ | < qv2) ((Bi—1)(8:—2)q"/ 24557 )
i=1

P

1
< sign(o)(A—T1)(A—2)q™ 3 +5AF q" 2.
Terminamos la demostracién combinando las dos estimaciones obtenidas. O

Tenemos que sefialar que si las componentes [ —irreducibles de la hipersuperficie H son
relativamente irreducibles, la estimacién que acabamos de dar se reduce esencialmente
a la cota superior proporcionada por la Proposicién Seflalemos también que el
método empleado en esta seccién serd retomado cuando estimemos la cantidad de puntos
g-racionales de una Fy—variedad arbitraria (cf. Teorema [5.3.1)).
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5 Estimaciones para variedades afines

Una variedad V absolutamente irreducible de dimensién r en el espacio de dimensién
n es birracionalmente equivalente a una hipersuperficie H, absolutamente irreducible,
en el espacio de dimensién r+ 1. Este hecho es el que nos permite estimar la cantidad
de puntos g-racionales de una Fy—variedad absolutamente irreducible V, a partir de
estimar los de una F,;—hipersuperficie H absolutamente irreducible. Para eso, obtenemos
condiciones de regularidad bajo las cuales existe una IF;—hipersuperficie birracionalmente
equivalente a la F;—variedad dada.

5.1. Reduccién a una hipersuperficie

Consideremos una [Fy—variedad V C A™ equidimensional de dimensién r y grado .
Nuestros préximos resultados establecen condiciones para que una proyecciéon lineal
genérica 71: V — A" definida por formas lineales definidas sobre [y, induzca un mor-
fismo birracional con inversa [;—definible. Este hecho nos permitird extender las estima-
ciones sobre la cantidad de puntos g-racionales de una hipersuperficie absolutamente
irreducible al caso de una variedad absolutamente irreducible.

Sea A= (Aij)1<i<r+1,1<j<n una matriz de indeterminadas de (r+1) xn y para
cada 1 <1i<r+1 denotemos por All) := (Ai1,..-,Ain) la i~ésima fila de A. Sea
I':=(Ty,...,Ty41) un vector de indeterminadas y definamos Y := AX+T.

Proposicion 5.1.1. Eziste un polinomio no nulo A € Fy[A,T] de grado a lo sumo
2(r+1)d? tal que para cada (A, y) € ATV cop A(Xy) £0, definiendo las formas
lineales Y:=AX+v:=(Y1,...,Yr11), se verifican las siguientes condiciones:

(i) La extension de anillos Fq Y1,...,Y:] HFq [V] es una extensidén entera.

(i1) La forma lineal Y, 1 induce un elemento primitivo de la extension entera de
anillos Fq Y1,...,Y:] %Fq [V], esto es, el grado de la ecuacién de dependencia
entera minimal de Y,i1 sobre Fy[Y1,...,Y:] es igual al rango de F4[V] como
Fy[Y1,...,Ys]-mddulo libre.

Demostracion. Consideremos la forma de Chow Py € Fq A, F,\~(1 yen ,\?r+1] de la variedad
V. Recordemos que verifica las siguientes cotas de grado:

= degy, v, ,Pv=degy Pv=34,
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5 Estimaciones para variedades afines

. deg/\m,ripv <bfor 1 <i<r+1.

Dela Proposici()n deducimos que existe A1 € F4[A,T] de grado acotado por 5 tal
quesi (A,y) € AU (1) noanulaa Aq(A,y) #0, la extension de anillos Fy [Yy, ..., Y] —
Fq[V] es entera.

La forma de Chow Py es un elemento separable de E (A, F,\Nﬁ yorn ,Vr) [VT+]], con lo cual
Py y an/a\?m son coprimos en F, (/\,F,\Nﬁ ,...,\NG)[\N(H]] ¥y, por ende, el discriminante

p:= Resy | (Pv,dPy/0Yr41)

de Py con respecto a \~G+1 es un elemento no nulo de Fq A, I",\?1 e ,\N(r] que verifica las
siguientes cotas de grado:

- degy, g p<(26-1)5,

w degpi) P < (26—1)dbpara 1 <i<r+1.

Sea py € E [A,T] un coeficiente no nulo de un monomio de p, considerando p como
un elemento de E A T] [\71 ,...,VT]. Definimos entonces el polinomio A € E [A,T], del
enunciado de la Proposicién, como A :=A1p;. Es claro que el grado de A estad acotado
por 2(r+1)8%.

Tomemos entonces un elemento cualquiera (A,y) € AT+ (n+1)

que no anule al poli-
nomio A, y denotemos por (A*,y*) € A™(™*+1) la matriz formada por las primeras r filas de
(A,v). Para simplificar la escritura vamos a considerar los polinomios Py, y p*, obtenidos
a partir de Py y p evaluando las indeterminadas AW ADY T T en (A, v*). De

esta manera, p* es un polinomio no nulo de T, [A("+1)

,Tr11,Y71,...,Y:] que coincide con
el discriminante de Pi‘,(/\(””,l}ﬂ Y7 ,...,YT,\?H]) con respecto a \N(TH.

Siéq,...,&n € Fq [V] son las clases inducidos por Xj,..., Xy, definimos r elementos de
Fy[V] (las clases de las formas lineales Y7,...,Yy) como (i:=) ;" ;A ;&;. Introducimos
ademds la indeterminada Y;;1 := Z;‘:] Ar4+1,5&5. De las propiedades de la forma de

Chow de V presentadas en la Seccién[2.3|deducimos que para cada 1 < k <n, la identidad

(aPik//a?T+1 )(A(T+]))FT+1 )C] yoee )CT)?f+1 )E»k+

_ (5.1)
+(6Pt//a/\T+1 ,k)(/\(r+])»r1‘+] )C] )"'aCT)YY+1) - O

es valida en Fg[AUF1) 1] @p FqlV].

El discriminante p* puede expresarse como una combinacién polinomial entre Py, y
E)Pi,/a\?rﬂ. De deducimos la existencia de n polinomios no nulos Pq,...,P, €
F, ACH1) i q,Z1,...,Z+41], para los cuales se satisfacen las n identidades

p*(/\(r+]))rT‘+1aC1 ). "»CT)Evk+Pk(A(r+1))rT+] )C] »"'»CT»V’F-F]) =0. (52)
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Reemplazando en cada una de las n identidades 1} ATHD) g g por AT y oy,
respectivamente, concluimos que Y; 71 induce un elemento primitivo de la extensién de
F,—algebras Fq(Y1,...,Y:) = Fq(Y1,...,Ys) ®F, Fy[VI.

Observemos que Fq[V] es un Fy[Yq,...,Y:]-médulo libre de rango (finito) igual a la
dimensién del Fy(Y7,...,Y;)-espacio vectorial de Fq(Y7,...,Y:) ®F, Fy[V]. Por otro la-
do, dado que Fq[Y7,...,Y,] es integralmente cerrado tenemos que la ecuacién minimal
sobre Fq(Y7,...,Y;) de un elemento & € Fy[V] es igual a la ecuacién minimal de depen-
dencia entera de & sobre Fq[Y7,...,Y;] (ver [Kun85, Lemma II.2.15]). Combinando esta
observacién con el hecho que Y;;; induce un elemento primitivo de la extensiéon de
Fq-algebras Fy(Yq,...,Y:) = Fq(Y1,...,Yy) ®F, F4[V] concluimos que Y, también in-
duce un elemento primitivo de la extensién de F,—élgebras Fy[Y7,...,Y:] — Fq[V]. Esto
muestra la condicién (iii). O

Elijamos (A,y) € AT (™M+1) que no anule al polinomio A obtenido en la Proposicién
5.1.1)y sean Y =(Y7,...,Yy;1) :=AY +y las consecuentes r+ 1 formas lineales. Lo rele-
vante de la Proposicion es que, bajo estas condiciones, expresa que la F;—variedad
V es birracionalmente equivalente a una F,-hipersuperficie W C AT de grado 5: la
imagen de V bajo la proyeccién definida por las formas lineales Y1,...,Y; 1. Es decir, la
eleccion de Yq,...,Y,,1 implica que si escribimos

wm: Vo — ATH
X = (Y](X),"'»YT+](X)))

la imagen W :=m(V) es una hipersuperficie de A™*'de grado 5, definida por un poli-
nomio m € E [Y1,...,Yy11] separable y ménico en Y, de grado degm = dngT+1 m=2>5
(observemos que este polinomio se obtiene a partir de la forma de Chow y resulta ser la
ecuaciéon minimal de Y, en la extension entera de anillos Fy[Y1,...,Y:] = F4[V]).

Nuestro proximo resultado muestra, no solo que la variedad V es birracionalmente
equivalente a la hipersuperficie W sino que, ademas, caracteriza los abiertos isomorfos.
Para eso, definimos las siguientes subvariedades V; C A™ y W7 c A™+1:

0
V] = {XGATL: m (Y1(X))"->YT+1(X)):O})
0Yri1

om

= AT+ =0y.
4 {y € AR (v) 0}

Proposicion 5.1.2. 7t v, : V\V; = W\W; es un isomorfismo de abiertos Zarisk:.

Demostracion. Como 7t(V\ Vi) C W\ Wy, el morfismo mly\v, : V\Vi — W\ W, esté
bien definido.

Mostramos en primer lugar que 7t es inyectivo. Notemos que, especializando la identi-
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dad (5.1) de la demostracion de la Proposicion en AT = A+ gy MLy =y,
obtenemos los polinomios v1,..., vy € Fq[Y7,...,Yr 1] de li junto con las correspon-
dientes n identidades

om
Vi(Y1)-")YT‘+1)_Xi (Y1a YT+1) =0 mod I(V) . (53)
Yy i1
Sean x:=(x1,...,Xn),x" = (x],...,%5,) € V\V; tales que 7t(x) =7t(x’). Tenemos entonces

que Yi(x) =Y;i(x') para 1 <i<r+1. Por lo tanto, dado que (0q/0Y,+1)(y) #0, de (5.3)
observamos que x; = x] para 1 <i<mn; es decir, 7 es inyectivo.

Mostramos ahora que 7y, : V\ Vi — W\ W; es suryectivo. Escribamos mg :=
om/0Y;41, sea y := (y1,...,Yyro1) un punto de W\ Wi, y consideremos el elemento

de A™
X 1= (“(y),...,v“(y))
mo mo

Tenemos que probar que x pertenece a V\ V;. Para eso, sea f un elemento cualquiera
del ideal I(V) y consideremos el polinomio f := (mo(Y1,..., Y1 ))N f, con N :=degf.
Pensando a f como un polinomio en n+ 1 indeterminadas, es facil ver que existe g €
FqlT1,..., Tny1] tal que f= g(moX1 - moXn,mO) ademas, f € I(V), con lo cual f(z) =0
para todo z € V y, por lo tanto, de concluimos que

g(v1,...,vn,mo)(Y1 (Z)>-'-)YT+1 (Z)) =0.

En particular, m divide a f:=g(v1,...,vn, mo) en Fq[Y1,...,Yr41] y por lo tanto fly) =
mo(y)Nf(x) = 0. Teniendo en cuenta que mo(y) # 0 concluimos que f(x) =0, es decir,
X e V\V1 .

Para completar la demostracién de la suryectividad de 7t resta probar que 7t(x) =y.
Observemos que la identidad ([5.3) muestra que cualquier z € V verifica

Yi(z)mo (Y1(2),..., Yrga( ZN ivi(Y1(2),...,Yr41(2)) =0

para 1 <i<r+1. Como antes, esto implica que m divide al polinomio Y;mo— Zj“:1 AijVj
en Fq[Y7,...Yr41], lo que a su vez muestra que

n

yi:Z)\ljv)/mO Z?\llx)

=1

para 1 <i<r+1. De esta forma, mostramos que 7t(x) =y.

54



5.1 Reduccién a una hipersuperficie

Para terminar, probamos que 7ty v, : V\ V7 — W\ W; es un isomorfismo. Sea

d : WAW; — V\V;
V1 Vn
. ((y),...,(y)>.
mo mo

Nuestras argumentaciones muestran que ¢ esta bien definido y que wo ¢ es la identidad
de W\W1 .
O

Nuestra meta es estimar la cantidad de puntos g-racionales de V a partir de la es-
timacién para los puntos g—racionales de la hipersuperficie W; pero para obtener estas
estimaciones, es preciso que W sea una Fy— hipersuperficie. En tanto las formas lin-
eales Y1,..., Y41 pertenezcan a Fy[Xy,...,Xn], W serd una F,-hipersuperficie. De esta
manera, trasladamos la cuestién a un enunciado de existencia de un punto g-racional
(A,v) que no anule a un polinomio: el polinomio A obtenido en la Proposicién
Dicha proposicién nos facilita una condicién de la regularidad para que los resultados
anteriores sean validos sobre .

Teorema 5.1.3. Sea V C A™ una Fy-variedad equidimensional de dimension v y
grado §. Si q > 2(r+1)5% ezisten formas lineales Yi,...,Yry1 € FqX1,...,X] tales
que

(i) La eztension de anillos Fy[Y1,...,Y:] = Fy4[V] es una extension entera.

(il) La funcién coordenada inducida por Yri1 en Fy[V] es un elemento primitivo
de la extension Fq[Y1,...,Y:] — Fq[V].

(iil) W:=mn(V) es una Fy—hipersuperficie de grado d birracionalmente equivalente
a V.

Demostracion. Consideremos el polinomio A provisto por la Proposicién Sea
H:={(A,y) e A0+ AN y) =0} la hipersuperficie, de grado a lo sumo 2(r+
1)82, definida por A. La cantidad de puntos g-racionales de H es menor o igual que
2(r+1)62qmtD(+1)=T Dado que q > 2(r+1)62 existe (A,y) € IF‘CETH)(TLH) tal que
A(A,y) # 0. Definimos las formas lineales Y = (Y7,...,Yr41) =AX+vy € Fg[Xq,..., Xnl.
Deducimos entonces las tres afirmaciones del enunciado del Teorema. En efecto, (i) y
(ii) son consecuencias de la Proposicién En tanto que (iii) se deduce de y
del hecho de que W es una Fy-hipersuperficie pues las formas lineales Yq,...,Y, 1 €
FqX1,...,Xn] (ver e.g., [Kun85]).

O
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5 Estimaciones para variedades afines

En el caso de una Fy—variedad absolutamente irreducible, utilizando las mismas ideas
de las Proposiciones y [5.1.2) podemos obtener resultados similares con una condi-
cioén de regularidad mas baja que la del Teorema [5.1.3

Teorema 5.1.4. Sea V una F,-variedad absolutamente 1rreducible de dimension r
y grado b. S1 q >1d existen formas lineales Y1,...,Yr1 € Fy4[Xy,..., X] tales que

(i) La eztension de cuerpos Fq(Y1,...,Y:) = Fy(V) es separable y la forma lineal
Yr41 tnduce un elemento primitivo de la misma.

(iii) La Fy-hipersuperficie W :=m(V) tiene grado acotado por & y es birracional-
mente equivalente a V.

Demostracion. Dado que Py es separable respecto de \N(TH, en el desarrollo de Py en

potencias de Y, 1 existe un monomio A;Y’% ., con jo no divisible por la caracteristica

T+12
de Fy y A1 € Fq A,TY7,...,Y:] no nulo. A su vez, consideremos un coeficiente A; €
E A AT L T] de un monomio nulo de ,Xh pensando ;\1 como un elemento

de Fy (AT AD) 1y RIACTY T VgL, Y] Observemos que deg Aq < v6.

Sea (A,y) € AT™+1) yn elemento tal que Aj(A,y) # 0 y definamos las r formas li-
neales Y := (Y1,...,Y;) := AX+. Por lo tanto, Pyv(A, A"t v Ty ,Y1,...,YT,\~(T+1) es
un polinomio separable de Fq(A(T+1))[Vr+1]. De aqui, vamos a demostrar que la ex-
tension de cuerpos Fy(Y7,...,Yr) — Fy(V) es separable. En efecto, como el polinomio

£ = A1 (A, v, AU I 1) es un elemento no nulo de Fy[A+1) ], existen n vec-
tores linealmente independientes w1,...,wn € E? y elementos ay,...,an € Fy tales que
A (wy,ax) #0 para cada 1 <k <n. Considerando las n formas lineales {y :=wi X+ ax,
el polinomio Py (A,y,wy,ax,Yq,...,Ys, {x) representa una ecuaciéon separable no trivial
para {y en la extension Fq(Y7,...,Y;) = Fq(V), que resulta una potencia del polinomio
minimal de {y en esta extensioén [Sam67|. Concluimos que cada {x es un elemento separa-
ble de la extension Fy (Y7,...,Y:) = Fy (V) y, como Fq {1, ..., 8,] =F4[X1, ..., Xn], compro-
bamos que la extension es separable. En particular, existen Ayy1,1,...,Ar+1 n € Fy tales
que la forma lineal Y, 1 =A, 11Xy +---+Arp1 n Xy, induce un elemento primitivo de
la extensién. Entonces, bajo la proyeccién 71: V — A™ ' en Yq,...,Y, 1, demostramos,
al igual que en la Proposicién que la hipersuperficie 71(V) es birracionalmente
equivalente a V. Del Lema deducimos que tiene grado acotado por 6.

Mostremos, finalmente, que las formas lineales Y7,...,Y; 1 pueden elegirse con co-
eficientes en F,. Dado que q > 18, existe (A,y) € Fq (m+1) que no anula al polinomio
A1, y a partir del cual definimos las formas Y7,...,Y;. A continuacién, como q > §
podemos aplicar la versién efectiva del teorema del elemento primitivo que se pre-
senta en [BGO4|, y asegurar la existencia de elementos A.i1,1,...,Ar;1n € Fy tales
que la forma lineal Y,i71 :=A,y11X7+ -+ Ar11 n Xy induce un elemento primitivo
de Fy(Y1,...,Ys) = Fy(V). Concluimos que W es una F,~hipersuperficie absolutamente
irreducible pues el morfismo 7 se define mediante formas lineales en Fy[X7,...,X]. O
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5.2 Estimaciones para [F,—variedades absolutamente irreducibles

Una ventaja inmediata del Teorema es que esta mejor condicién de regularidad
se traslada a la estimacién que obtendremos.

5.2. Estimaciones para [F;—variedades absolutamente irreducibles

Vamos a exhibir estimaciones explicitas sobre la cantidad de puntos g-racionales de
una F;—variedad absolutamente irreducible. Las estimaciones que obtenemos son conse-
cuencia de combinar la reduccién al caso de una hipersuperficie de la Seccién [5.1] con las
estimaciones para hipersuperficies de la Seccién 4.3

Teorema 5.2.1. Sea V C A™ una F,-variedad absolutamente irreducible de dimen-
s1on v y grado &. St q >1d es vdlida la siguiente estimacion:

1 13

IV(F)l—q"| < (6-1)(8—-2)q" 24553 q" . (5.4)

Demostracion. En primer lugar, el teorema es valido en los casosn=1,8=16r=0y,
enel cason=2y r=1, no es otra cosa que la estimacién de Hasse—Weil . Podemos
pensar entonces que n>3,6>2y r>0.

Bajo la condicién q > 19, el Teorema muestra que la hipersuperficie W = (V) C
AT+ (birracionalmente equivalente a V bajo la proyeccién lineal definida por las formas
lineales Y7,...,Yr11) es una Fy-hipersuperficie de grado acotado por 6. Ademas, de la
Proposicion deducimos que los puntos g-racionales de W satisfacen la siguiente
estimacidn:

IV(Fq)l = a"| < [[W(F)l = a" | +1(V OV (Fg) +[(WN W7 ) (Fy ),

donde V; C A™, y W; Cc A" son las [Fy-hipersuperficies definidas en la seccién anterior.
De la desigualdad de Bézout (2.1) y de la Proposicién deducimos las siguientes

cotas superiores:
[(VNV1)(Fq )l
|(WNW1)(Fq )l

6(6_‘])q1‘71‘

5(6—1)q™ . (5:5)

<
<

Para estimar la cantidad de puntos g-racionales de W, basta tener presente que W C
A™T es una [Fy—hipersuperficie absolutamente irreducible de grado 6. Por lo tanto,
aplicando la estimacion de la tercera linea de (4.15]) obtenemos

[IW(E) —ar| < (6-1)(5-2)a™ 2 + (§6° +46% +262+5+5)a .

De esta tltima estimacién y de (5.5, inmediatamente deducimos el resultado cuando
b > 3. Cuando 6 =2, combinamos (j5.5)) con la segunda linea de (4.16)) y arribamos a la
estimacién enunciada. O
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5 Estimaciones para variedades afines

Si estimamos ||W(Fy)|—q"| usando el Teorema en lugar del Teorema
obtenemos el siguiente resultado:

Corolario 5.2.2. Sea VC A™ una Fy—variedad absolutamente irreducible de dimen-
sion v y grado d. St q > méx{ré,]Sé%} es vdlida la siguiente estimacion:

IV(Fy)l—q"| < (5—1)(6—2)q" "2 +75%q" ",

Finalmente, del Corolario 4.3.7, una estimacion en el caso que la caracteristica de [,
es mayor que 252.

Corolario 5.2.3. Sea V C A™ una Fy—variedad absolutamente irreducible de dimen-
sion v y grado §. St la caracteristica de Fy es mayor que 26% y q > 15 tenemos la
estimacion

[IV(Ey)|—q"| < (8—1)(8—2)q" "> +45%q"".

Si ademds q > 276% tenemos la estimacion
IV(F)l—q"| < (5-1)(6—2)q" 2 +76%q" .

La estimacién obtenida en el Teorema[5.2.1|nos permite, al mismo tiempo, disponer de
una cota inferior no trivial sobre el nimero de puntos g-racionales de una F,—variedad
absolutamente irreducible V de dimensién r y grado 6 y, por lo tanto, asegurar la exis-
tencia de un punto g-racional de V, para q > max{ré,%%}. No obstante, argumentando
de manera similar a la del Teorema obtenemos un mejor resultado de existencia.

Corolario 5.2.4. Sea V C A™ una Fy—variedad absolutamente irreducible de dimen-
sion v y grado 5. Si q > max{rd, 25} entonces V tiene un punto q—racional.

Demostracion. Como g > 19, del Teorema [5.1.4| concluimos que existe una Fy—hipersu-
perficie W ¢ A" absolutamente irreducible birracionalmente equivalente a V. Al mismo
tiempo, de q > 26* concluimos que existe un Fq—plano L C AT+ para el cual WNL es una
[F,—curva absolutamente irreducible de A™" 1. La estimacién de Hasse-Weil muestra
que |[(WNL)(Fy)l > q— (6—1)(6—2)q% — 0 —1. Ademas, de la desigualdad de Bézout
deducimos que, si W7 denota la [F;-hipersuperficie de la Proposicién entonces [WN
LNW;[<8(d—1), lo cual implica que [(W\W7)NL)(Fy)| > q— (6—1)(6—2)q% —52—1.
Esta cantidad es estrictamente positiva para q > 26 y asi existe un punto q-racional de
W\ W;. Apelando nuevamente a la Proposicién concluimos que V tiene un punto
g-racional. O

5.3. Estimaciones para [Fy—variedades arbitrarias

Este capitulo concluye con una estimacién sobre la cantidad de puntos g-racionales
de una Fy—variedad arbitraria. La manera en que procedemos para obtener la estimacion
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5.3 Estimaciones para [F,—variedades arbitrarias

es similar a la de la Seccién [£.4]
Sea V una [fy-variedad de dimensién r y grado & y consideremos la descomposicién
de V en componentes [;—irreducibles:

V=ViU-VeUVeip1U---UVoUVyy U+ UVin.

Supongamos que el ordenamiento propuesto responde al criterio siguiente:
1. las componentes V7,..., Vs son absolutamente irreducibles y tienen dimensién r;

2. las componentes Vs41,...,V, son absolutamente irreducibles y tienen dimensién
acotada por r—1;

3. las componentes Vi 1,...,V, son relativamente irreducibles.

Denotamos por d; el grado de cada componente V; y por A la suma de los grados de
las componentes V7,...,Vy, es decir A=3 7 ;8.

Teorema 5.3.1. Si q > 16 el numero |V(IFy)| de puntos q-racionales de la variedad
V satisface la siguiente estimacion:

IV(Fy)l— 0q"| < sign(o)(A—T1)(A—2)q" /24 (5475 +62)q" 1, (5.6)

donde sign(c):=0 para 0 =0 y sign(c):=1 en caso contrario.

Demostracion. Como en la demostracion del Teorema |4.4.1} escribimos N :=|V(Fy)| y
N; :=[V;(Fy)|. Luego, acotamos la diferencia N —oq"|:

o o
IN—0oq"| < Z‘Ni—qr“l—‘N—ZNi‘.
im1 iz

Para cada 1 <i< o, V; es una [f,—variedad absolutamente irreducible de dimensién v
y grado ;. Aplicando el Teorema [5.2.1| obtenemos que

o

o
Ni—q'| < 3 ((5i—1)(6—2)q" /21557 ¢
1
i=1 1i=1

< sign(o)(A—1)(A—2)q" /2 +5A% g™ .

(5.7)

Resta estimar el término [N—3 7 | Ny|. Para cada 0+1<i<p, la Fy—variedad V;
tiene dimensién a lo sumo r—1 y grado 9;; la Proposici()nimplica que N; < &;q™ .
Por otro lado, para cada p+1 <1i <m, la F;—variedad V; es relativamente irreducible y
por lo tanto la Proposicién muestra que Nj < ZSiqu_1 /4. Entonces tenemos que

o m m
N=Y Ny< > Ny<q™ ') s7<8*q . (5.8)
i=1 i=o+1 i=o+1
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5 Estimaciones para variedades afines

El Lema implica que

o
D Ni=N< 3 ((VinVy)(Fg)l<a™ ! ) &8 <87 (5.9)
i=1

1<i<j<o 1<i<j<o

De las estimaciones 1) y 1) concluimos que }N —> 7 Ni‘ < %2q"'. Combinando
esta estimacion con ((5.7) terminamos la demostracion del teorema. O
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6 Una estimacion para una variedad
interseccion completa normal

Las estimaciones generalistas de los capitulos anteriores pueden no ser, y de hecho
no son, las mejores estimaciones si consideramos variedades particulares. Es decir, la
generalidad de la estimacién puede no tomar en cuenta ciertas caracteristicas geométricas
de la variedad que podrian ser ventajosas a los fines de obtener mejores estimaciones.
En ese sentido, en este capitulo, desarrollamos una versién efectiva del segundo Teorema
de Bertini, y aplicamos los métodos precedentes para obtener una estimacién para la
cantidad de puntos g-racionales de una [F,—variedad proyectiva interseccién completa

normal.

6.1. Sobre la existencia de buenas proyecciones lineales

Comenzamos recordando algunas definiciones y resultados que usaremos en este capi-
tulo.

Sea V C P™ una K-variedad interseccién completa. Sean Fq,...,F_+ € K[Xp,...,Xn]
los polinomios homogéneos que generan el ideal [(V) de V. Denotamos por d; el grado
de cada F; y por d :=mdxj<i<n_rdi. Los grados de los polinomios dependen solamente
de V y no del sistema de generadores. Ordenando los d; de modo que d; >d, > --- >
dn_r, escribimos d:= (dy,...,dn_+) y lo denominamos el multigrado de la interseccién
completa V. En particular, el grado de V es 6 =[]i—{ di.

Recordemos que una K-variedad V C P™ irreducible es normal si para cada x € V
existe un abierto U afin con x € U tal que el anillo de coordenadas afin K[U] es inte-
gralmente cerrado. Una variedad no singular es normal y si V es una curva, normalidad
y no singularidad son conceptos equivalentes. Recordamos el criterio de normalidad de
Serre:

Una interseccion completa V C P™ es normal sty solo stV es regular en codimen-
sion 1 (i.e., la dimension de singularidades de V tiene por lo menos codimension
2enV).

Enunciamos el teorema de conexién de Hartshorne tal como es citado en el texto de
Kunz.

Teorema 6.1.1. [Kun85, Ch. VI, Theorem 4.2.] Sea V una K-variedad proyectiva
de dimension positiva. Si V es interseccion completa (con respecto a K) entonces,
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6 Una estimacién para una variedad intersecciéon completa normal

para cualquier K—subvariedad W C V de codimension mayor o igual que 2, V\W
es conezo en la K-topologia (de Zariski). En particular, V es conezo.

Como una consecuencia interesante de este resultado se tiene que una curva intersec-
cién completa normal V C P™ es absolutamente irreducible. En efecto, por el Teorema de
Hartshorne la curva es conexa, luego, si tuviera componentes absolutamente irreducibles,
los puntos de interseccién serian puntos singulares, lo que contradiria la normalidad de
la curva.

Consideremos una [Fy—variedad V C P™ absolutamente irreducible interseccién comple-
ta de dimensién r y grado 0. La interpretacién proyectiva del lema de normalizacién de
Noether asegura que para una eleccion genérica de variedades lineales [, y Ly, 1
de P™ de dimensiéon r y n—r—1 respectivamente, tenemos las identidades

L:NLy_+1=0, VNL,_,_1=0.

Ademas, bajo la proyeccion central 7t desde [, 1, la imagen de V es L. y cada punto
y de L, tiene fibra finita. Finalmente, si Yo,...,Y, son formas lineales de F,[Xo,...,Xxn]
que definen la variedad lineal [,,_,_7 y definimos

n.: V. — L,
x = (Yolx) -2 Ye(x)),

el morfismo 71, es finito. Nuestro primer resultado justifica la posibilidad de una eleccién
adecuada para la variedad lineal L, _,_1:

Lema 6.1.2. Ezisten indices 0 <i,1q <--- <in <n tales que, definiendo Y; :=Xj;
para v+1<j<mn, las formas lineales Yyi1,...,Yn son Fq-linealmente independien-
tes y UW:i={x € V:(0Fi/0Yr4j)1<ij<n—r(x) #0} es un abierto Zariski no vacio de
V.

Demostracion. Como V es absolutamente irreducible existen formas lineales Yp,...,Y: €
Fq[Xo,...,Xn] tales que Fq(Yo,...,Ys) = Fq(V) es una extension algebraica separable.
Al mismo tiempo, estas formas lineales pueden elegirse de modo tal que la proyeccién
7 : V — PT sea un morfismo finito. A fines de la argumentacién, supongamos que hemos
fijado estas formas lineales y sea Al € F,("*1)*(n+1) 13 matriz cuyas filas estén for-
madas por los coeficientes de estas formas lineales.

Siguiendo [Sha94, II.6.3, Theorem 4| vemos que existe una fibra no ramificada y :=
(yo:---:yr) €P" de 7, (i.e., el nimero de imégenes inversas de y es igual al grado de
la extension de cuerpos Fy (Yo, ..., Yy) = Fy(V)). Sea x € 7' (y) un elemento arbitrario.
Como 7, es no ramificado en x entonces la diferencial dym, : TxV — T, P" entre los
espacios tangentes T,V y TyP" a Ven x y a P" en y es inyectiva (ver [Dan94, §5, 5.2 |).
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6.1 Sobre la existencia de buenas proyecciones lineales

Esto implica que la matriz de (n+1) x (n+1)

)\0,0 )\O,n
D (X) L AT,O o e }\T,n
r{X) = oF oF
() ax(x) ’
OFn_ OFn_
X (x) ... X (x)

es inversible. Considerando el desarrollo de Laplace del determinante de D,(x), con-
cluimos que existen dos conjuntos disjuntos de indices 0 <ip<i1 < ---<i, <ny
0<ip41 <---<in <n tales que cada una de las matrices siguientes son no singulares:

(0Y1/0Xi;)o<i,j<r,  ((OF/0Xi, ;) (X)) jen_y-

Dado que la matriz (0Y;/ axii Jo<i,j<r es inversible deducimos que las formas lineales
Yo,.., Y5, Xi, ,y,..., X, son E—linealmente independientes. Definiendo Yj := Xi, para

r+1<j<n, la matriz ((0F;/0Yr4;j)(x)) es no singular, lo cual implica que

1<4,j<n—r
U:={x € V:(0F/0Yr1j)1<i j<n—r(x) # 0} es un abierto Zariski no vacio de V. O
Supongamos haber elegido formas lineales Y;.1,...,Yn que cumplen las condiciones

del Lema Nuestro préximo resultado provee una cota superior sobre el grado de
la condicién genérica que subyace a la eleccién de la variedad lineal L,. Consideremos
una matriz de indeterminadas A := (A4 j)o<i<r,0<j<n; Para cada 0 <i <r denotemos la
i~ésima fila de A por AV == (A; 0,Ai1,...,Ai,n) ¥ definamos Y := (Yo,...,Y;) := AX
con X:= (Xo,...,Xn).

Argumentando de modo similar al del Teorema [5.1.4] obtenemos la siguiente versiéon
proyectiva del mismo:

Proposiciéon 6.1.3. Eziste un polinomio mo nulo A € E [A] de grado a lo sumo
(r+1)(20+1) tal que para cada A EE(‘"“”“*” con A(A) #0 definiendo las formas

lineales Y := (Yy,...,Y:) :=AX, entonces, se verifican las sigutentes condictones:
(i) el morfismo 7, :V — P" definido por Yy,,...,Y: es finito,
(i1) Fq(Yo,...,Yy) = F4(V) es una extension separable,

(iii) st Yr41,...,Yn son las formas lineales del Lema[6.1.2, entonces Yo,...,Yn son
Fy—linealmente independientes.

Del Lema y la Proposicién deducimos el principal resultado de esta seccién:

Corolario 6.1.4. Sea q > 2(r+1)(n—7)(d—1)4. Entonces ezxisten formas lineales
Yo,...,Yr € F4[Xo,...,Xn] que satisfacen las siguientes condiciones:
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6 Una estimacién para una variedad intersecciéon completa normal

(1) El morfismo m,:V — P" definido por Yy,,...,Y: es finito,

(il) S1 U es el abierto del Lema el morfismo m._1: V\U —= P™ ! definido
por Yo,,...,Yr_1 es finito,

(iit) Fq(Yo,...,Ys) = Fq(V) es una eztension separable,

(iv) Fq(Yo,...,Yr—1) = F4(C) es separable para cada componente absolutamente
1rreducible C de V\ U,

(V) S%Yri1,...,Yn son las formas lineales del Lema[6.1.2, entonces Yo,...,Yn son
Fy—linealmente independientes.

Demostracion. De la Proposicion se sigue que existe un polinomio A € Fy[A]
de grado a lo sumo (r+1)(25+1) tal que, para cada A € F,("*1("*+1) con A(A) #£ 0,
definiendo Y :=(Yp,...,Y:) :=AX, se verifican las condiciones (i), (iii) y (v). Considere-
mos la descomposicién de V\ U = U;_,; (G en componentes absolutamente irreducibles.
Observemos que dim (G =r—1 para cada 1 <1i <s. De la demostracién del Teorema
m concluimos que, para cada 1 <1i<'s, existe un polinomio no nulo AV € Fy[A] de
grado a lo sumo r(deg G +1) tal que si A € Fy("*1("*1) no anula a AV, las formas
lineales Y := (Yo,...,Yr) := AX satisfacen la condicién (ii) y (iv). Como ) ;_,deg(G) =
deg(V\U) < (n—7)(d—1)8, concluimos que el polinomio A*:=A-A(1)...A(S) tiene
grado a lo sumo (r+1)(20+ 1)+ (r+1)(n—7)(d—1)0 <2(r+1)(n—1)(d—1)d, y por
lo tanto, si A € Fy("* 1 ("*+1) no anula a A*(\), las formas lineales Y := (Yo, ..., Yy) := AX
satisfacen las condiciones (i)—(v). Aplicando la Proposicién existe A € F,(r+1)(n+1)
tal que A*(A) #0. Las formas lineales Y := AX verifican las condiciones del corolario. [

6.2. Una version efectiva del segundo teorema de Bertini

Esta seccion esta destinada a presentar una versiéon efectiva del segundo teorema de
Bertini. El segundo teorema de Bertini establece (ver e.g., [Sha94, I1.6.2, Theorem 2])
que si f: V7 — V> es un morfismo dominante de variedades irreducibles definidas sobre
un cuerpo de caracteristica cero y V7 es no singular, existe un abierto U de V> tal que
la fibra f~'(y) es no singular para cada y € U. La versién que presentamos, ademas
de ser efectiva, ya que proporciona una cota superior sobre el grado de la subvariedad
de V, que define fibras singulares, es valida para variedades definidas sobre cuerpos de
cualquier caracteristica. Una version efectiva de una forma débil del teorema de Bertini
es presentada en [Bal03|. No obstante, la cota de grado es exponencialmente mas alta
que la nuestra.

Supongamos que q > 2(r+1)(n—7r)(d—1)0 y sean Yo,...,Yn € F4[Xo,...,Xn] for-
mas lineales que satisfacen las condiciones (i)—(v) del Corolario Consideramos las
proyecciones 7, : V — P" y 7.1 : V — P" ! definidas como 7, (x) := (Yo(x):---: Yr(x)) ¥
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6.2 Una versién efectiva del segundo teorema de Bertini

e 1(x) = (Yo(x):---: Yy _1(x)). El morfismo 71, estd bien definido y es finito; 71,1 esta

bien definido fuera de la subvariedad de dimensién cero 7t; ' (0:---:0:1) y, de la eleccién

—1

+_1(y) es una curva equidimensional

de las formas lineales Yy,...,Y,_1, deducimos que 7

de V para cada y € P*~'. No solo vamos a probar que existe una subvariedad W c P"!
—1

T—1
vamos a proporcionar una estimacién sobre el grado de W.

propia tal que 7t__'; (y) es no singular para cada y € U (hecho conocido) sino que ademas,

Parax € Vey:=m,_1(x) €P""!, denotamos por T,V y T,P"~! los espacios tangentes
aVenxya P! envy respectivamente. Por dym,—1: TV — TyIP’T*1 denotamos la
diferencial de 7,1 en x. El lema siguiente establece una condicién suficiente para que
la fibra V,, = 71:_]1 (y) correspondiente a y € P! sea no singular.

Lema 6.2.1. S para cada x € V se verifica que x es un punto reqular de V y que
dxmr—1 es suryectiva entonces Vy es una curva no singular.

Demostracion. Sea x un elemento arbitrario de V. Como la composicién de T,V —
TV con dym,_1 es la aplicacién nula, concluimos que el espacio tangente T,V, a Vy, en
x esta contenido en el niicleo de dy7— 1. Dado que dy7-_1 es suryectiva y que x es un
punto regular de V obtenemos:

dimT,Vy <dimKerdym,_1 = dimTXV—dimTyIP’r*] =dimT,V—(r—1)=1.

Por otro lado, como cada componente de V,, tiene dimensién 1 entonces, para cada
x € Vy, la dimensién de TV, es mayor o igual que 1. Es decir, todos los puntos de V,
son puntos regulares. O

A continuacién damos una condicién suficiente sobre x para que la diferencial d 7,4
sea suryectiva.

Lema 6.2.2. Sea U={x €V :det(0F;/0Yr1j)1<ij<n—r(x) #0} el abierto Zariski del
Lema . Entonces dym, 1 es suryectiva para cada x € Ll\Tt:1 (0:---:0:1).

Demostracion. Sea x := (xp :---:xn) € U. Dado que x es un punto regular de V,
de dimKerdym,_1 =1 —dimImdym,._;, observamos que la suryectividad de dy7m,_1
es equivalente a la condicién dimKerd, 7,1 = 1. Suponiendo que Yy(x) # 0 podemos
considerar la situacién afin en la que 7. estd localmente definido por 7, 1(x) :=
(Y1(x),...,Yr_1(x)). En vistas de la definicién de U, el nicleo Kerd, 7, 1 estd represen-
tado por el espacio afin definido por las ecuaciones lineales F,—linealmente independi-
entes Z]lel (OF/0Y;)(x)(Y; —=Y;(x)) =0 (1 <i<mn—71), Yr—VYi(x)=0 (1 <k<r—1).
Por lo tanto Kerdym,_1 tiene dimensién 1. Esto completa la demostracién. ]

Finalmente, enunciamos nuestra versién efectiva del segundo teorema de Bertini.
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6 Una estimacién para una variedad intersecciéon completa normal

Teorema 6.2.3. Eziste una subvariedad propia W C P! de grado a lo sumo 2(n—
1)2(d—1)25 tal que Vy es una curva no singular de grado a lo sumo & para cada

ygw.

Demostracion. Sea Z C V el conjunto de puntos x tales que dy7._1 no es suryectiva, y
denotemos por Vieg ¥ Viing l0s subconjuntos de V de puntos regulares y puntos singulares,
respectivamente. Podemos expresar Z como

= (Zﬂvreg) U (vasing) = (Zﬂvreg) ) (vasing)»

con (ZNVieg) la clausura Zariski (proyectiva) de Z N Vieg. El Lema implica que
ZCcV\,ie,

ZC {X eVv: Fq (X) == Fn,r(X) = det(aFi/aYr+j)]Singn,T(X) = 0}.

Dado que V es normal, el conjunto de puntos singulares Vg, tiene codimension al menos
2 en V y, por lo tanto, ZN Vi, tiene dimensioén a lo sumo r—2.

Afirmacion. Eziste un cerrado Zg,s C V de codimension dos en V y de grado
acotado por (n—r)2(d—1)%5 tal que Vsing C Zsing-

Demostracion de la Afirmacidn. La matriz Jacobiana (0F;/0Xj)1<i<n—r,1<j<n+1 tiene

N, = (1‘:1) menores maximales Mj,...,Mxy,. Si x € V es un punto regular, existe
entonces un menor M; tal que M;(x) # 0. En consecuencia, podemos elegir y1,..., YN, €

[y, tales que Z]N:H vYiM;(x) #0. Sea G := Z;; v;M;. Del criterio del Jacobiano tenemos
que ZN Ving C VN{G =0} C V; la irreducibilidad absoluta de V implica que VN{G =0}
es una variedad proyectiva equidimensional de dimensién r—1.

Consideremos la descomposicién de VN{G = 0} en componentes absolutamente irre-
ducibles, es decir VN{G =0} =U;_, Ci. Todas las componentes (i (1 <1i < s) intersecan
el conjunto de puntos regulares Ve, pues la dimension de Vging €s menor o igual que
T—2. Como antes, podemos elegir entonces xi € CiNVieg ¥ Y1,---, YN, € Fq de modo que
el polinomio H:= Z)N:T] Y;M; no se anula en ninguno de los puntos x;. Los polinomios
G y H tienen grado acotado por (n—r)(d—1).

Definimos la variedad Zgn, := VN{G =0,H =0}. Observemos que Z;,, €s una variedad
proyectiva equidimensional de dimensién r—2 que contiene a Ving ¥ Cuyo grado es menor
o igual que (n—7)%(d—1)26. Asi terminamos la demostracién de la afirmacion.

Afirmacion. Eziste un cerrado Z..; CV de grado a lo sumo (m—r)2(d—1)%6 tal
que ZNVieg C Zreg Y Tir—1(Zreg) €5 un cerrado propio de PrT.

Demostracion de la Afirmacion. Surgen dos posibilidades para el cerrado ZN Ve 0
bien dimZNVyeg =7—1 0, en su defecto, dimZNVieg <T—1.
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6.2 Una versién efectiva del segundo teorema de Bertini

Estudiamos, en primer lugar, qué ocurre cuando dimZ NV, = v — 1. Expresamos
Dy
y nos encontramos con que la imagen por 7,1 de cada componente D; es un cerrado

Z N Vg como unién de sus componentes absolutamente irreducibles Z N Vyeg = UL
propio de P™~'. En efecto, si para alguna componente D; tuviéramos que 7,1 (7)) =
P™! entonces dim D; =r— 1. En consecuencia, como D; C Z C V\ U, resultaria que 2
es una componente absolutamente irreducible de V \ U; por consiguiente, del Corolario
la extension de cuerpos Fq(Yo,...,Yr—1) < Fq(D;) seria una extension separable.
De este modo, aplicando [Sha94, I1.6.2, Lemma 2] llegamos a una contradiccién: existe
un abierto Zariski no vacio O de D; tal que dy7,_1 es suryectiva para cada x € O. Asi,
para cada 1 <1< t, necesariamente 7t,_1 (%) es un cerrado propio de P™'.

Un punto regular x € V,ez pertenece a ZNV;eq si y solo si M(x) (la matriz Jacobiana
de Fq,...,Fn—+,Y0,...,Yy_1 respecto de Xo,..., X, evaluada en x) tiene rango menor
que n. Si x € Vieg €5 un punto para el cual la diferencial dy7._7 es suryectiva (por
ejemplo, podemos tomar x en el abierto no vacio U del Lema , la matriz M(x)
tiene rango total n, con lo cual posee un menor no nulo de tamafio n x n. Denotemos
por M M(“JF” los menores maximales de la matriz M y definamos el polinomio
G:= Z)mLO] mM 1) donde, para 1 <j <n+1, los elementos n; € [y son tales que é(x) #0.
Entonces Vﬁ{G =0} es una variedad proyectiva equidimensional de dimensién r—1 que
contiene a ZOV,reg y por ende a ZN Vieg.

Sea Vﬁ{G 0} = Ut _1E; la descomposicién de Vﬂ{G =0} en componentes absolu-
tamente irreducibles. Nuevamente, como dim Vi, <T—2 y cada componente Z; tiene
dimensién r—1 para cada 1 <1i < t’, la intersecciéon E; M Vieg €8 NO vacia. Supongamos
que Eq,...,Ey» son las componentes contenidas en T\/reg para t” <t’. Esto nos permite
asegurar que para cada t”+1 <1 <t’ existe un punto x; € i N (Vieg \ Z) ¥, con el mismo
argumento de la afirmacién anterior, que existen 71,...,Mn 1 € [y tales que el polinomio
H:= Z;‘Jﬁ] 1;M; no tiene como raices a ninguno de los puntos x¢#41,...,Xn+1. Definimos
la variedad Z;eg := Vﬂ{G =0, H= 0}. Es una variedad proyectiva de dimensién r—1 cuyo
grado verifica deg Z;.; < ddeg G degﬁ <(n—r)%(d—1 )26 ademas ZOVIeg - Zreg CV.Al
mismo tiempo, Z,.; puede expresarse en la forma Z,; = U;_ E; UZ con dimZ <r-2y
dim7t,_1(E;) <r—2paral<i<t”,locual demuestra que m esta estrictamente
contenido en P*~'. Esto prueba la afirmacién cuando dimZ N Vyeg =1—1.

El analisis de la posibilidad dimZ N Vg < T—1 es mas sencillo ya que no tenemos que
manipular componentes de T\/,reg de dimensién r— 1. Tomamos los polinomios é,ﬁ e
inmediatamente dim 7, 1 (Zyeq) < T—2. Demostramos la afirmacién

Estamos en condiciones de demostrar completamente el teorema. De las afirmaciones
previas se desprende que ZU Vging C Zging U Zreg ¥ QUE Zging U Zieg €8 una subvariedad
propia de V de dimensién r—1 y grado a lo sumo 2(n—71)?(d—1)26. Ademas, W :=
Tt 1(Zreg U Zsing) €5 una subvariedad propia de P*1, la cual, Lema mediante,
tiene grado a lo sumo 2(n—1)%(d—1)%6. Si y € P"~'\ W entonces cada x € Vy es un
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6 Una estimacién para una variedad intersecciéon completa normal

punto regular de V que no pertenece a Z: en otras palabras, la diferencial dy7,_1 es
suryectiva. El Lema nos proporciona la no singularidad de la curva Vy. Que el
grado es a lo sumo 0 se deriva de la desigualdad de Bézout (2.1)).

O

Dado que para cada y ¢ W la curva V, es no singular e interseccién completa, el
teorema de conexién de Hartshorne implica que V,, es conexa y luego, absolutamente
irreducible.

6.3. La estimacion

En esta seccién obtenemos una estimacién sobre el nimero de puntos g-racionales
de una Fy—variedad V C P™ normal e interseccién completa de dimensién r, grado & y
multigrado d:=(dq,...,dn_+). La estimacién toma como punto de partida la estimacion
de Deligne [Del74] sobre el nimero de puntos g-racionales de una Fy—curva C C P™
interseccién completa no singular de grado 6 y multigrado d:

IC(Fy) | —p1| < b (n,d)q’/2, (6.1)

donde bj(n,d) denota el primer nimero de Betti primitivo de una intersecciéon completa
no singular C C P™ de dimensién 1 y multigrado d. Es valida la desigualdad bj(n,d) <
(6—1)(6—2), con igualdad si y solo si n =2.

Denotemos por d el méximo de los grados de los polinomios que definen V y asumamos
la condicién de regularidad q > 2(r+1)(n—r)(d—1)5. Bajo esta condiciéon existen formas
lineales Yo,...,Yn € Fq[Xo,...,Xn] que satisfacen las condiciones (i)-(v) del Corolario

Para cada y € P"~'(IF,), denotamos por N, el niimero de puntos q-racionales de
1

la curva equidimensional V :=7

;(y) C V. Vamos a estimar |V(IFy)| en términos de
las cantidades Ny .

Teorema 6.3.1. Sea V C P™ una Fy-variedad interseccion completa normal de di-
mension v, grado 6 > 2 y multigrado d. St q > 2(r+1)(n—71)(d—1)d, es vdlida la
estimacion

IV(Eg)|—pr| <bj(n—7+1,d)g" "2+ (bj(n—7+1,d) + 5degW +2)q" ',
donde W c P! es la variedad del Teorema|6.2.3.

Demostracion. Comencemos expresando [V(IFy)| en términos de las cantidades N, con
y e P 1 (Fy):

VF)l = ) Ny+e, (6.2)
yePT =1 (Fy)
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donde e es el niimero de puntos q-racionales de 7t; ' (0:---:0:1). Como 71, es un morfismo
finito y P es una variedad normal el cardinal de cada fibra de 71, es menor o igual que
0. En particular, e < 9.

Si restamos p, en ambos miembros de y usamos que pr =Pi1Pr—1 — qPr_2,
obtenemos:

IVF)=ps] < > INy—pP1l+aqpr2+5. (6.3)
yePr—1 ()

Considerando la variedad W C P™~! del Teorema podemos descomponer la

sumatoria de del siguiente modo:

Z |Ny _pl‘: Z |Ny_p1|+ Z ‘Ny_p”-

yePr— 1 (Iy) yEW (Fy) yeW (Fy)

La tarea se reduce entonces a estimar las cantidades [Ny —p1| bajo dos circunstancias
diferentes: cuando y es un punto g-racional de W y cuando y es un punto g-racional
de P*~! que no pertenece a W.

Si y € W(Fy), aplicando la Proposicién tenemos que Ny < &p; y [W(F)| <
deg Wp,—_>. De la condicién & > 2, deducimos la desigualdad [Ny —p1/ < (6—1)p1 y, por
lo tanto, la estimacion

Z INy —p1/ < (6—1)p7-degWp, » < 5degWq" . (6.4)
UEW(Fq)

En el segundo caso —es decir, cuando y es un punto g-racional de P™~! que no
pertenece a W- el Teorema [6.2.3| asegura que la fibra Vy es una [y—curva intersec-
cién completa no singular en P*~"+! de grado a lo sumo & y multigrado d. Aplicando
la estimacién a esta curva, obtenemos que [Ny, —pi/ <bj(n—r+]1 ,d)q'/2, donde
bj(n—r+1,d) es el namero de Betti correspondiente. Escribiendo b} :=bj(n—r+1,d)
llegamos a la estimacioén

> MNy—pil < bjg" "2 4bipr2q"? < biq" 2 4big" (6.5)
UEW (E,)

Para concluir, simplemente combinamos (/6.3)), (6.4) y (6.5) con la acotaciéon qp,_2 +
5<2q" .

O]

Ahora, si tenemos en cuenta que el grado de la variedad W obtenida en el Teorema
es menor o igual que 2(n—r)%(d—1)26, deducimos el siguiente corolario:

Corolario 6.3.2. Bajo las mismas condiciones del Teorema |6.3.1] es vdlida la si-
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6 Una estimacién para una variedad intersecciéon completa normal

guiente estimacion:

IV(Fq)|—p+| < (8-1)(8-2)a" /2 +2(n—7)?d?6*q" .
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7 Busqueda de puntos (-racionales:
preparacion de los datos de entrada

De aqui en maés, nuestros esfuerzos se dirigen a calcular un punto g-racional de una
Fy—variedad V C A™ absolutamente irreducible de dimensién r y grado §, definida por
una sucesién regular reducida. Retomando lo hecho en el Capitulo |5, obtenemos cotas
superiores sobre el grado de ciertas condiciones genéricas necesarias para el desarrollo
del algoritmo. Ademads, determinamos la existencia de una variedad lineal afin L C A™
de codimensién r—1 de modo que VNL es una curva absolutamente irreducible de A™
de grado 6. De esta manera reducimos el calculo del punto g-racional de V al calculo de
un punto g-racional de una curva absolutamente irreducible.

7.1. Soluciones geométricas compatibles

Sea V C A™ una [f;-variedad equidimensional de dimensién 1 y grado . Consideremos
una solucién geométrica de V, tal como fue definida en la seccién Es decir, tenemos
variables Y7,...,Y, en posicién de Noether respecto de V, con Yi,...,Y, variables libres,
Y;+1 un elemento primitivo de la extensién entera de anillos Fy[Y1,..., Y] < Fy[V], el
polinomio minimal m € Fy[Yq,...,Y:,T] de Y;41, de grado a lo sumo §, y las parame-
trizaciones

(Y1)"')Yr)YT+1 )YT+k_vT+k(Y1)"')YT)YT+1) € I(V) (2 < kS TL—T),

donde cada v, € Fq[Y1,...,Y:, T] tiene grado a lo sumo &—1.

Bajo estas condiciones la proyeccién 7t en las formas Yi,...,Y: resulta un morfismo
finito. Supongamos ademas que V estad definida por una sucesiéon regular Fq,...,F 1 €
FqlX1,..., Xnl.

Definicion 7.1.1. Un punto P:= (p1,...,pr) € AT es un punto de levantamiento de V
(respecto de 1) si la matriz jacobiana de Fy,...,F_ con respecto a las variables
dependientes Yyi1,...,Yn es tnversible en cada x € Vp := n'(P). La fibra Vp =
' (P) se denomina una fibra de levantamiento de P.

Observemos que con esta definicién, en particular, del lema deducimos que P es
un punto no ramificado de .
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Supongamos ahora que P es un punto de levantamiento de 7t que no anula el discrimi-
nante del polinomio m respecto de T. La solucién geométrica de V induce una solucién
geométrica de la fibra de levantamiento Vp. Esta solucién geométrica de Vp viene dada

por las formas lineales Y, .1,...,Yn, €l polinomio minimal m(P,T) de Y,, 1 y las para-
metrizaciones
om om
(P)Yr+1 )Yr+2 *Vr+2(P)Yr+1 )) ceey 7(P>Yr+1 )Yn *Vn(P>Yr+1 )
aYr+1 aYT+1

Una solucién geométrica de V de este tipo se dice compatible con P. Observemos que,
en estas circunstancias, el grado de Vp, es decir, el cardinal de Vp es igual a 9, el grado
de la variedad.

7.2. Los preparativos

Sea V C A™ una [Fy—variedad absolutamente irreducible de dimensién r y grado o
definida por polinomios Fy,...,Fn—r € F4[X1,...,Xn] de grado acotado por d. De aqui en
adelante supondremos que n > 3 y que d > 2. Supongamos que los polinomios forman
una sucesion regular reducida: el ideal (Fq,...,Fs) es radical para cada s=1,...,n—.

Paracadas=1,...,n—7, cada uno de estos ideales intermedios define una [,—variedad
Vs equidimensional de dimensién n—s. Vamos a denotar por 05 el grado de V. Con esta
notacién, V,,_ =V y dn—r = 0. Definimos también el grado geométrico A de V como el
maximo de los grados de las variedades intermedias; en simbolos, A =maxj<s<n_rds.

Fijemos una serie de notaciones que utilizaremos a lo largo del desarrollo del algorit-
mo.Sea s un numero natural fijo entre 1 y n—r. Supongamos que hemos realizado un
cambio lineal de coordenadas de modo que las variables Y7,...,Y;, estdn en posicién de
Noether respecto a la [Fy—variedad Vs y que Y7,..., Y, s son variables libres. Por lo tanto,
la proyeccion 7 : Vg — A™ 5 es un morfismo finito. Si, ademaés, la forma lineal Y;, 511 €s
un elemento primitivo de la extensién entera de anillos inducida Fy[Y7,...,Y:] < Fq[V],
su minimal serd denotado por m(s). Supongamos también que P($) € A™~S es un punto
de levantamiento de 7s; vamos a denotar por Vp(s) = 715_] (P(s)) la correspondiente fibra
(de dimensién cero) de levantamiento.

Para poner en marcha el algoritmo aiin resta determinar la posibilidad de obtener las
siguientes dos condiciones:

1. una normalizacién de Noether simultdnea de las variedades V1,...,V,_; ¥ elemen-
tos primitivos adecuados; es decir, un cambio de coordenadas lineal de modo que
las nuevas variables Y7,...,Y, estén en posicién de Noether respecto de cada una
de las variedades intermedias Vs, y que la forma lineal Y, 5,1 sea un elemento
primitivo de la extensi6n de anillos Fy[Y1,...,Yn_s] < Fq[Vs].
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2. puntos de levantamiento P = (py,...,pn—s) € A" 5 de 7t tales que el vector P* =
(P1,...,Pns_1) € A" 3571 conformado por las primeras n —s— 1 coordenadas de
P, sea punto de levantamiento de 751 y tales que la fibra Vp- tenga la siguiente
propiedad: para cada Q € Vp+, €l morfismo 715 es no ramificado en 715 (Q).

Nuestra tarea consiste en la determinacién de una cota superior sobre el grado de la
condicién genérica que se desprende de exigir estas condiciones.

Sea A:= (Aij)1<i<n—s+1,1<j<n una matriz de indeterminadas de (n—s+1) xn, y
sea [':=(I",...,h_s+1) un vector de indeterminadas. Definimos nuevas indeterminadas
Y = AX+T = (\71,...,\7n,s+1 ). Para cada (A,y) € AM—s+D(n+1) eseribimos Y := AX +
vy=(Y1,...,Yn_s41)-

Para dar cuenta de la primera de las condiciones enunciadas, vamos a reformular la
Proposicién Reescribimos su enunciado haciéndolo depender de s.

Proposicion 7.2.1. Eziste un polinomio no nulo Ag € Fq [A,T] de grado a lo sumo
2(n—s+1)82 tal que para cada (A, y) € A=+ con A (N, y) #0, el morfismo
s es finito y la forma lineal Y541 tnduce un elemento primitivo de la extension
entera de anillos Fy[Y1,...,Yn_s] — Fy[Vsl.

La segunda condicién es la que facilita la obtencién de una solucién geométrica de
la variedad Vs de modo que ningtin punto P € Vp(s+1) anule el discriminante del co-
rrespondiente polinomio minimal m($). De esta forma, no tendremos que tratar con
multiplicidades durante el algoritmo.

Teorema 7.2.2. Eziste un polinomio no nulo Bs € I, [A,R\~(1,...,\~(n_s], de grado
acotado por 4(n—s—|—3)2nd6§62+] tal que si (A,y,P) € AM—stD(n+T) s An=s o5 yn

S
punto que no anula a Bg, se satisfacen las siguientes condiciones:

(i) el morfismo ms: Vs — A™S es finito, P € A"% es un punto de levantamiento
de 75 y la forma lineal Yo 11 es un elemento primitivo de la fibra 7 ' (P).

(ii) Bl morfismo me 1 : Ver1 — A™ 571 es finito, P* € A" 571 es un punto de
levantamiento de 511 y la forma lineal Yn_s es un elemento primitivo de la

fibra 7[;11 (P*).

cas -1
(iil) Cada punto Q € (g,

lineal Yn_s11 es un elemento primitivo de 7 ' (Q).

(P*)) es un punto de levantamiento de ms y la forma

Con el objeto de facilitar la lectura de la demostracién del teorema, enunciamos y
demostramos una serie de lemas previos.

Sean Ag y As41 los polinomios que se obtienen al aplicar la Proposicién a las
variedades Vs y V5.1 respectivamente.

Comenzamos con el siguiente resultado técnico. Es una versién simplificada de un
resultado de [HMWO01, Lemma 1 (iii)] con una mejor cota de grado.
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Lema 7.2.3. Sea H € F4[A,T;X] un polinomio de grado a lo sumo D. Supongamos
que la clausura Zariski Vs de (AM—stN (1) 5 VOYA[H =0,A #0) tiene dimension

menor o igual que (n—s+1)(n+2)—2. Consideremos el morfismo

DO* - A(nfs—H)(n—H) xVs — AM—s+1)(n+1) o An—s

(A, y,x%) — (A v, A x+v"),

donde \* representa las primeras n—s filas de A y v* las primeras n—s coordenadas
de v. Entonces la clausura Zariski de la imagen de \75 bajo ®* estd contenida en
una hipersuperficie de A(M—sTD (1) 5 An=s de grado a lo sumo 2(n—s+2)D52.

Demostracion. Si para cada 1 <k <n, tomamos derivadas parciales con respecto a la
variable Ay g1 k COmMO en 1' obtenemos la siguiente identidad en Fy[A,T] ®F, Fq[Vsl:
OPv -

oPv S
—Ys (ATY)&4+—2(A,TY) =0, 7.1
aYn,s_,_] « a/\n—s+1 Lk ( )

donde Y := ANE+T vy &:=(&1,...,&n) es el vector de funciones coordenadas de Vs induci-
das por X.

Denotemos por H el elemento de g8 [/\,I“,\?] obtenido al reemplazar en H cada Xy por
—(ans/a\?n_sH)*](aPVS/a/\n_SH,k) (1 <k <n)y, luego, limpiar denominadores.
Observemos que deg\?ﬁ =degy, | H<Dsy deg/\)rﬁ <(n—s+1)Dbds.

Sea R:= ResVn,s+1 (va,ﬁ) eF, [/\,I“,% ,...,\7“,5] la resultante de Py, y H con res-
pecto a Vn_sﬂ. Como la matriz de Sylvester de Py, y H es una matriz de tamafio
a lo sumo (D+1)6s x (D+1)ds con a lo sumo D& columnas con coeficientes de Py,
o entradas nulas, y a lo sumo 65 columnas con coeficientes de H o entradas nulas, el
grado de R esta acotado por 2(n —s+2)D&2. Por otro lado, de la identidad y

de las propiedades de la resultante concluimos que R(A, F,\Nﬁ ,-..,Yn_s) se anula sobre la
variedad \75 y, dado que dim \75 <(n—s+1)(n+2)—2, entonces R(/\,F,\NG ,...,\7“_5) #0
y por lo tanto, es la ecuacién que define la hipersuperficie buscada. O

A partir de considerar los siguientes polinomios de Fq AT X]

/\1,1 /\],n /\1,1 Al,n

D. — det /\nfsj /\nfs,n D — det /\nfsf1,1 /\nfsfl,n
s —4ae oF, oF; yUst1:=0ae oF, 0F;
0X, 0Xn 0X, 0Xn
oF oF OFs 41 0F 11
90X, 0Xn 90X, 0Xn

enunciamos los siguientes lemas
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Lema 7.2.4. La clausura Zarisk: \75 del conjunto
(A HDIHD V) N {Ds = 0,A #0)

es una subvariedad de AM—sTNM+T) s AN equidimensional de dimension (n—s+
1(n+2)—2.

Demostracion. Consideremos la descomposicién de Vs en componentes irreducibles:
Vs=C1U---U(CN. Entonces
N
A(n—s+l)(n+1) x Vg = U A(n—s—H)(n—H) x Ci

i=1

es la descomposicion de AM—s+1(M+1) s« v/ en componentes irreducibles. Escribamos
Am=s+1)(+1) o © para indicar una de estas componentes irreducibles y sea x € C un
punto no singular de V. Como D (A, x) #0 existe A € A(M—s+1M ta] que D (A, x) #0. Es
decir, existe un punto (A,y,x) € A(M=s+D(n+1) » © que no pertenece a la hipersuperficie
definida por Ds. Por otro lado, si 0 denota la matriz nula de A(™—s*1" entonces
D (0,x) =0 para todo x € Vs. Es decir, la hipersuperficie {Ds = 0} tiene interseccion
no vacia y propia con cada una de las componentes A(M—s+t1(+1) 5~ En definitiva,
esto muestra que (AM—s+tDM+1) w vV )N{D, =0} es una variedad equidimensional de
dimensiéon (n—s+1)(n+2)—2 y, por lo tanto, la clausura Zariski del conjunto Vs es
vacia o una variedad equidimensional de dimensiéon (n—s+1)(n+2)—2. O

Con una demostracién analoga tenemos también el siguiente lema.

Lema 7.2.5. La clausura Zarisk: \75+1 del conjunto
(A V)N {Dsr = 0,Ag41 #0)

es una subvariedad de A(M—s) (1) w A™ equidimensional de dimension (n—s)(n+
2)—2.

Consideremos los siguientes morfismos:

Os: Vs o Alnosthan) o pnes
()\>Y)X) — (}\)YaY1 (X)a e )YTL—S(X)))

~

(Ds—H . vs+1 - A(nfs](‘rwr]) % An—s—1
(A*,'Y*,X) = (A*)Y*)Y1 (X)w-')Ynfsf] (X))

De los Lemas y y luego, como consecuencia del Lema deducimos que
la clausura Zariski de Im @ est4 contenida en una hipersuperficie de A(M—s+1(n+1)

A™% de grado a lo sumo 2(n—s+2)n(d—1)82, y que la clausura Zariski de Im @, 1
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esta contenida en una hipersuperficie de A(M—s)(+1) x An—s—1 de grado a lo sumo
2(n—s+1)n(d—1)6§+1. Estas hipersuperficies estan definidas por polinomios ﬁs €
FylA Y1, Yn_s] ¥ Bey1 € Bg[A,T,Y1,...,Yn__1], respectivamente.

Sean ps,Psi1 € Fq [/\,F,\?1 ,...,Vn_s] los discriminantes de las variedades Vs y Vg1,
definidos en la demostraciéon de la Proposicién Recordemos que degps < (n—s+

2)(26%—53) y degps+1 < (n—s—H)(Zég+1 —ds541).
Lema 7.2.6. La clausura Zariski del conjunto

(AT 5 V1) N{psBs = 0, A1 # 0}
tiene dimension a lo sumo (n—s+1)(n+2)—3.

Demostracion. En primer lugar, la aplicacién @ puede ser regularmente extendida a
AM=s+D(+1) v De la definicién de Ag, deducimos que esta extensiéon induce un
morfismo finito, al que también denotaremos por @, abuso de notacién mediante:

0N (A(n—s+l)(n+1) % Vs)m{As 7&0} - (A(n—s+1)(n+1) XAn_S) ﬁ{As 7&0}
()\vY»X) = ()\)Y)Yl (X))"')YTI*S(X))

Como (AM=s+DM+1) v )N{Ds =0,A # 0} es una subvariedad equidimensional de
(AM=s+M+T) V)N {A, #0) de dimensiéon (n—s+2)(n+1)—2, vemos que @ ({Ds =
0}) es una hipersuperficie de (A(M—sT1(M+1) 5 An=s)"[A £ 0}) definida, por lo tanto,
por el polinomio ﬁs. Es decir, tenemos la identidad ®¢({Ds =0,As #0}) :{ﬁs =0,As #
0}.

Observemos que la hipersuperficie {As = 0} no contiene ninguna de las componentes
irreducibles de AM—s+tD(n+1) v ;. Esto implica que para cada componente irre-
ducible D de Am—s+1(+1) v 1 el conjunto DN{A # 0} es denso en D . Supon-
gamos, por el momento, que existe una componente irreducible 9 de A(M—s+1M+1)
Ve41 contenida en @' ({psBs = 0}). Entonces

DN{As #0} C D7 ({psBs = 0}) N{As #0) = O3 ' ({psBs = 01N {As #0)),
lo que implica
D (DN{As #0}) C D03 ({psBs = 0)N{Ag #0}) C {psBs = 0}N{A¢ #0).

Concluimos que O (D) C {psgS =0}; pero esta conclusion es errénea. En efecto, podemos
escribir O = AM—s+D(n+1) 5 7y donde Dy es una componente irreducible de Vs41. Sea
x € Dy un punto no singular de V.1 y de V;. Para una eleccién genérica de un punto
(A,y) € An=sT1(+1) "1 fibra Vo N{A* X +v* = A*x +v*} es no ramificada (ver e.g.,
[Mum95, §5A]) y la forma lineal A(™ =SV X +vy, . separa sus puntos. Esto muestra
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que cualquier punto y € Vo N{A*X+v* = A*x+v*} satisface las condiciones D (A,y,y) #0
vy ps(A,v,y) #0. Por lo tanto el punto (A,y,A*x+vy*) pertenece a CDS(Q))\{pS§5 =
0}, lo que contradice la condiciéon ®(D) C {psﬁS = 0}. De esta forma completamos la
demostracién del lema. O

Ahora si, pasamos a demostrar el Teorema [7.2.2

Demostracion del Teorema [7.2.2. Del Lema y del Lema deducimos que la
imagen del morfismo

wS:(A(n—s+1)(n+1) Xvs+1 )m{psgs _ O,AS+1 #O}—) AMm—s+1)(n+1) g pn—s—1
(A)Y»X) = ()\)Y>Y1 (X)> ey Ynos (X))

esta contenida en una hipersuperficie de A(M—s+1)(n+1) 5 An=s=T de grado a lo sumo
4(n—s+2)2ndd282, . Sea By el polinomio que define esta hipersuperficie.

Estamos en condiciones de definir el polinomio del enunciado del teorema. Definimos
Bs i= AsAg 1 psps+1§5§s+1§5. Considerando las cotas de grado de cada uno de sus
factores, el polinomio By tiene grado acotado por 4(n—s+3)?nds282, . Sea (A,y,P) €
Am=s+T(+1) s An=$ yn punto tal que Bg(A,y,P) #0. Afirmamos que (A,y,P) satisface
las condiciones (i), (ii) y (iii) del enunciado del Teorema Denotemos por (A*,v*)
las primeras n —s filas de (A,y) y por P* el vector formado por las primeras n—s—1
coordenadas de P. Como A (A, y)Aq;1(A*,v*) #0, de la Proposicién concluimos
que las proyecciones 7tg y 7541 son morfismos finitos.

Dado que A (A,y) # 0, la condicién Es(k,y,P) # 0 implica que Dg(A,v,x) # 0 para
cada x € n;1 (P). Por lo tanto, P es un punto de levantamiento de 7ts. De manera similar
mostramos que P* es un punto de levantamiento de 75 1.

Finalmente, las condiciones ps(A,v,P) #0y psi1(A*,v*,P*) #0 muestran que Yn g1
—1

¥y Yn_s son elementos primitivos de 7

(P)y 71;11 (P*), respectivamente. Por otro la-
do, las condiciones ES(A,V,P*) #0y Asi1(A*,v*) #0 implican que, para cada x €
715111(13*), tenemos que (psgs)(?\,y,P*,Yn_s(x)) #£ 0. Dado que Ag(A,y) # 0, deduci-
mos que Ds(A,y,Q) #0 y que ps(A,y,7s(Q)) # 0 para cada Q € 7y ' (P*,Yn_s(x)) con
X € 71;1] (P*). Esto muestra la condicién (iii) del enunciado del Teorema

O]

La ventaja de tener a disposicién el resultado anterior es que nos va a permitir determi-
nar de antemano las formas lineales y los puntos de levantamiento necesarios en cada eta-
pa de algoritmo. Es decir, eligiendo adecuadamente (A,y,P) € A™M™+1) 5 A1 quedan
determinadas n formas lineales AX+v =(Y7,...,Yn) y un punto P = (p1,...,pn_1) tales
que para cada s =1,...,n—r se satisfacen simultaneamente todas las condiciones enun-
ciadas en el Teorema [7.2.2] Posteriormente, determinaremos un cuerpo finito donde esta
eleccién puede llevarse a cabo con buena probabilidad de éxito. En el préximo teorema
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brindamos una cota superior sobre el grado de un polinomio cuya no anulacién implica
los resultados mencionados.

Teorema 7.2.7. Eziste un polinomio B € Ty [A,TY] de grado acotado por 4n*dA* tal
que para cada (A,y,P) e AMMH1) s An=T con B(A,y,P) #0 se verifican simultdnea-
mente las condiciones del Teorema para cada s=1,....n—r—1.

Demostracidon. Para cada 1 <s <n—r—1, consideramos el polinomio B, € F, A, TY]
proporcionado por el Teorema y definimos B := det/\H;L:_{_] Bs. Teniendo en
cuenta las cotas de grado de sus factores, el polinomio B tiene grado acotado por 4n*dA*.

Sea (A,y,P) € An("+1) 5 A"~T un punto que no anula al polinomio B. Como det A #0
entonces Y =AX+y es un cambio lineal de coordenadas. Dado que Bs(A,v,P) # 0 para

cada s, son validas las condiciones enunciadas en el Teorema [7.2.2 O

Sin embargo, dado que V es una [F;—variedad estamos interesados en obtener formas
lineales Zy,...,Z: 41 € Fg[Xq,...,Xn] y un punto P € F] de modo que la proyeccién
n:V — A" en Zy,...,Z; sea un morfismo finito, que P sea punto de levantamiento y
que la forma Z,,; sea un elemento primitivo de la fibra 7~ (P). La existencia de estas
formas lineales y del punto P no puede ser garantizada a menos que el cuerpo finito [y
tenga suficiente cantidad de elementos. Por lo tanto, deberiamos encontrar una condicién
genérica cuyo grado proporcione la regularidad necesaria para que estos hechos puedan
acontecer sobre [Fy. El resultado siguiente proporciona una tal condicién genérica que
depende del grado de la variedad & mas que del grado geométrico A.

Corolario 7.2.8. Si q > (v+2)(2ndé? —§) existen formas lineales Z1,...,Zv41 €
FqlX1,...,Xnl y un punto P € Fy tales que el morfismo proyeccion m:V — A" en
Z1,...,Zy es finito, P € AT es un punto de levantamiento de mt y Z, 1 es un elemento
primitivo de la fibra ' (P).

Demostracion. Consideremos el polinomio B:= An,rgnqpnfr S Fq [/\,F,\NH ,..‘,\71»],
donde A, _, es el polinomio de la Proposicién para s=n-—r, ﬁn,r es el poli-
nomio de la prueba del Teorema [7.2.2( con s=n—1—1 y pn_ es el discriminante
correspondiente (en este caso A es una matriz de indeterminadas de tamafio (r+1) xn
y I' es un vector de v+ 1 indeterminadas). Observemos que deg§ < (r+2)(2ndd? —53).
Como la cantidad de elementos de F; es mayor que (r+2) (2ndd% —5) de la Proposicién
deducimos que podemos elegir (A,y,P) e Fy H1 M1 F7 que no anula a B y me-
diante el cual definimos las formas lineales AX+vy = (Z1,...,Zy11). Argumentando de
manera similar al altimo parégrafo de la demostracién del Teorema tenemos que
las formas lineales Z1,...,Z;4+1 y €l punto P satisfacen las condiciones enunciadas. [
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7.3. Reduccion al caso bidimensional

En esta seccién culminamos nuestras consideraciones sobre la preparacién de los datos
de entrada, reduciendo el problema de calcular un punto g-racional de la F;—variedad ab-
solutamente irreducible V al de calcular un punto g-racional de una F;—curva absoluta-
mente irreducible. Para esto, disponemos del primer teorema de Bertini (ver e.g., [Sha94,
§11.6.1, Theorem 1]), el cual afirma que la interseccién de V con una variedad lineal
genérica L C A™ de dimensién n—r+1 es una curva absolutamente irreducible.Vamos a
exhibir una cota superior para el grado de la condicién genérica que subyace a la eleccion
de L.

Sea (A,y,P) e ATHNM+T) s AT tal que ﬁ(?\,y,P) # 0, donde B es el polinomio del
Corolario Sea (Z1,...,Zy++1) =AX+7vy ysean Y;42,..., Yy, formas lineales tales que
Z1y..sZvs1,Yr42,...,Yn sOn E—linealmente independientes, y sea P:=(p1,...,pr). La
proyeccion 7: V — A" definida por 7t(x) := (Z;(x),...,Z:(x)) es un morfismo finito, y
por lo tanto la imagen W := (V) de V bajo la aplicacién 7w: V — A™ ! definida por
7T(x) == (Z1 (%)y.ee, Zrin (x)) es una hipersuperficie de A™"'. La eleccién de las formas
lineales Z1,...,Z+41 implica que esta hipersuperficie tiene grado 6 y estd definida por
un polinomio m € Fy[Z1,...,Z,11], ménico en Z, 1.

Teorema 7.3.1. Sean Q:=(Qq,...,Q;) y T nuevas indeterminadas. Ezriste un poli-
nomio no nulo C GE [Q] de grado a lo sumo 26 tal que si w:= (w1,...,w;) € AT
no anula a C y L, C A™ es la variedad lineal de dimension n—r+1 parametrizada
por Zy =w T+pk (1 <k<r), entonces VNLy, es una variedad afin absolutamente
irreducible de dimension 1.

Demostracion. De la Proposicion deducimos que V es birracionalmente equiva-
lente a la hipersuperficie W C A™*! definida por el polinomio m(Zy,...,Z,41). Como V
es absolutamente irreducible, W lo es y, por lo tanto, m es un polinomio absolutamente
irreducible. Siguiendo a [Kal95|, consideramos m € Fq [Q,TI[Z,1] €l polinomio definido
como m:= m(Q1T—|—p1 yene ,QrT—l-pT,ZrH). Observemos que m es un elemento moénico
de T, [Q, T1[Zy 41]

La demostracién de la Proposicién [6.1.1| muestra que la elecciéon de P implica que el
discriminante del polinomio m(P,Z,,1) es no nulo; pero m(Q,0,Z,,1) = m(P,Z,,1),
con lo cual m(Q,0,Z.,1) es un elemento separable de Fq [Q][Z;41].

Aplicando [Kal95, Theorem 5] concluimos que existe un polinomio C € F,[Q)] de gra-
do acotado por 35 —253 4 552 < 25 tal que para w € A" con C(w) # 0, el polinomio
m(w,T,Z.,1) es absolutamente irreducible. De aqui deducimos immediatamente el teo-
rema. O
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8 Una fibra de levantamiento de V definida
sobre una extension de Fq

Este capitulo marca el inicio concreto de nuestro algoritmo para calcular un punto
g-racional de una F,—variedad V absolutamente irreducible definida por una sucesién
regular de [ [Xy,...,X]. A partir de las cotas de grado sobre las condiciones genéricas
que atraviesan este proceso, vamos a considerar una extension finita K de I, y obtener
una seccién lineal de dimensiéon cero definida sobre K de nuestra variedad de entrada V.
Este procedimiento (recursivo) constituye la primera etapa del algoritmo.

8.1. Sobre el modelo algoritmico y el costo de las operaciones

Los algoritmos en teoria de eliminacién se describen usualmente codificando poli-
nomios multivariados por el vector de todos sus coeficientes, no nulos en el caso ralo
(sparse). Esta descripciéon conlleva una dificultad, en cierto modo insalvable: un poli-
nomio genérico en n indeterminadas de grado d tiene (¢1™) = O(d™) coeficientes no
nulos, con lo cual la representacién densa o rala de polinomios multivariados requiere
tamaflo exponencial y su manipulacién requiere usualmente un nimero exponencial de
operaciones aritméticas con respecto a n y a d. Para evitar estos contratiempos es
que codificaremos los datos de entrada, de salida y todos los resultados intermedios de
nuestros calculos por medio de esquemas de evaluacion o, su equivalente en inglés,

straight-line programs (cf. [vz2G86], [Hei89|, [Str90], [Par95], [BCS9T)).

Definicion 8.1.1. Sea K un cuerpo arbitrario. Un straight-line program 3 en el
cuerpo K(Xy,...,Xn) es una sucesion finita de funciones racitonales (Fy,...,Fy) €
K(X1,...,Xn)¥ tales que para cada 1 <1<k, F; es un elemento de {X1,...,Xn}, 0 bien
un elemento de K (un pardmetro), o existen 1<ij,i, <i tales que Fy =F;, o; Fy,,
donde o; representa alguna de las operaciones aritméticas +,—, X, +.

Decimos que un straight-line program (3 es lzbre de divisiones si o; es diferente de +
para 1 <i<k.

Surge naturalmente la necesidad de «medir» la complejidad de 3. Una medida ade-
cuada para este fin es el tzempo (cf. [vzG86], [BCS97], [Sav98|). Definimos el tiempo
como la cantidad total de operaciones aritméticas realizadas durante la evaluacién del
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straight-line program. Decimos que el straight-line program (3 calcula, representa o
evalia un subconjunto S de K(Xy,...,X) si S C{Fy,...,Fx}

Sin embargo, un modelo de computacién basado solo en straight-line programs presen-
ta algunas limitaciones ya que nuestro modelo incluye decisiones y selecciones (sujetas
a su vez, a previas decisiones). Consideraremos entonces redes aritméticas, que son
straight-line programs con ramificaciones (branchings). El tiempo de evaluacién de
una red aritmética se define de manera anéloga al caso de straight-line programs (ver
e.g., [vzG86], [BCS97| para mas precisiones sobre la nocién de red aritmética).

Otra cuestién a resolver cuando trabajamos con polinomios con coeficientes en un
cuerpo K es el identity testing problem, el cual, en forma general puede enunciarse del
siguiente modo:

Problema. Dado un polinomio F € K[Xq,...,Xy] (representado mediante una cierta
estructura de datos) decidir st representa la funcion nula sobre K.

Los primeros trabajos que dieron cuenta de este problema (presentando algoritmos
probabilisticos para su tratamiento) fueron publicados de manera casi simultdnea por
R. Zippel [Zip79] y J. Schwartz [Sch80|. En este trabajo, seguimos sus ideas, haciendo
un uso constante de lo que se conoce como Lema de Zippel-Schwartz, ya enunciado como
Teorema y que ahora reenunciamos.

Teorema 8.1.2. Sea F € Fy[X1,...,Xy] un polinomio de grado a lo sumo d y sea
n>0. S1 K es una extension finita de Fy tal que |K| > pd entonces la probabilidad
de elegir al azar a € K™ tal que F(a) #0 es mayor que 1—1/p.

En cuanto al costo de las operaciones aritméticas que llevaremos a cabo, consideramos
para cada m € N la constante M(m) := mlog2 mloglog m. Esta constante esta relacionada
con el costo de las operaciones bésicas de enteros y polinomios.

Los algoritmos a los que recurrimos (algoritmo de Euclides, cilculo de resultantes,
interpolacién, factorizacién de polinomios univariados sobre un cuerpo finito, etc.) y
los correspondientes resultados de complejidad, son los que se presentan en el texto
[vzGG99|. También constituyen buenas referencias los textos [BP94], [GCL92|, [BCS97].

La multiplicacién, divisién y méximo comin divisor de enteros de talla bit m es de
orden O(M(m)). Si R es un anillo conmutativo, el nimero de operaciones aritméticas en
R de la multiplicacién y la divisién de polinomios de R[T], de grado a lo sumo m, puede
llevarse a cabo con O(mlogmloglogm).

El mé&ximo comun divisor de dos polinomios, de grado a lo sumo m, sobre un cuerpo
K puede efectuarse con O(M(m)) operaciones aritméticas en K. El cdlculo de resultantes
e interpolacién tiene la misma complejidad.

Un elemento cualquiera de un cuerpo finito F; tiene talla bit O(logq). En particular,
una operacién aritmética en un cuerpo finito F; puede realizarse en forma deterministica
con O(M(logq)) operaciones bit.
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8.2. Una solucién geométricade V

El Teorema muestra la existencia de un polinomio B en n(n+1)+n—1 indeter-
minadas, de grado acotado por 4n*dA*#, de modo que, cada vez que tomamos (A,y,P) €
A 5 An=T con B(A,y,P) # 0, definiendo las formas lineales AX +v = (Y1,...,Yn),

y escribiendo P = (p1,...,pPn_1), logramos que para cada s =1,...,n—r—1 se verifica
simultaneamente:
s El morfismo 75 : Vs — A™ %, la proyeccién en las formas lineales Yy,...,Yn_s, €S

finito y la forma lineal Y;, 51 induce un elemento primitivo de la extension entera
de anillos Fq[Y1,...,Yn_s] < Fq[Vsl.

» El punto P(8):= (p1,...,pn_s) € A" conformado por las primeras n—s coorde-
nadas de P es un punto de levantamiento de 715 y Y,,_s41 €s un elemento primitivo
de la fibra 7] (Pls)).

= Cada punto Q € 7 (71;11 (P(S“))) es un punto de levantamiento de 75 y la forma

lineal Y, ;1 es un elemento primitivo de 75 ' (Q).

Consideremos un cuerpo finito K, que extiende a I, de cardinal mayor que 60n*dA%.
Considerando la cantidad de elementos de K y el Teorema [8.1.2| concluimos que la pro-
babilidad de elegir (A,y,P) € KM™+1) x K"~ que no anule al polinomio B es mayor o
igual que 14/15. Supongamos entonces haber elegido (A,y,P) € KMn+1) 5o k=T,

Notemos que, como las formas lineales Y1,...,Y,, pertenecen aK[Y7,...,Y ]y PeK™ 1,
cada una de las fibras de levantamiento Vp(s) es una K-variedad.

Todavia resta introducir algunas notaciones. El polinomio minimal de la funcién co-
ordenada inducida por Y,_;1 en la extensién entera Fy[Yq,...,Yn_s] — Fy[V] sera
denotado por m(s). Es un elemento de E [Y1,...,Yn_s4+1] de grado &5 y define una
K-hipersuperficie de A™ 5! birracionalmente equivalente a Vs, con lo cual podemos
suponer entonces que mls) pertenece a K[Yq,...,Yn_s+1]. De la demostracién de la
Proposicién [5.1.2] concluimos que existe una solucién geométrica de V; conformada por
m!s) y por polinomios viflerz,...,vT(f) en K[Yy,...,Yn_s11].

Esta solucién geométrica de V resulta compatible con P(5), ya que el discrimi-
nante de m(s) respecto de Y,,_ .1 no se anula en P(s). De este modo, los polinomios
mS)(P) Y, o 1g ),vfflﬁk(P(s),Yn,H]) (2 <k < s) forman una solucién geométrica
de la fibra Vp(s) con Y41 como elemento primitivo y el grado de Vp(s) es igual a 0.

En las circunstancias anteriores, vamos a exhibir un algoritmo que calcula una solucién
geomeétrica de una fibra de levantamiento K-definible Vp(n—+) de la variedad V. Este
algoritmo que calcula una solucién geométrica de Vp(n ) es un procedimiento recursivo
que procede en r— 1 pasos. En el paso s—ésimo calculamos una solucién geométrica de
la fibra de levantamiento Vp (<1 1) a partir de una solucién geométrica de la fibra de
levantamiento Vp (). Este célculo se divide en dos etapas principales:
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8 Una fibra de levantamiento de V definida sobre una extensién de [,

1. La primera, que podemos denominar De la fibra a la curva, es la més sencilla.
Aplicando la version efectiva del operador de Newton de [GLS01], «levantamos»
la solucién geométrica de la fibra Vp(s) a una solucién geométrica de la siguiente
K-variedad equidimensional de dimensi6n 1 (ver la Seccion [8.3)):

Wp(s+1) =Ven{Y1 =p1,...,Yn—s—1 =Pn—s—1J-

La variedad Wp (s +1) se denomina una curva de levantamiento. La curva Wp s+ 1)
puede describirse como el conjunto de ceros comunes de los polinomios Y7 —
P1y--os Yn—s—1 —Pn—s—1,F1,...,Fs ¥y, en particular, la fibra Vp(s) estd contenida
en WP (s+1)-

2. Lasegunda etapa, denominada De la curva a la fibra, consiste en construir a partir
de la solucién geométrica de la curva Wp s+ 1) obtenida en la primera etapa, una
solucién geométrica para la fibra de levantamiento Vp(s+1) =Wp(s+1) NV(Fs41).
Esto lo haremos del siguiente modo: calculamos la ecuacién minimal de Y;;_s_1 en
Vp(s+1) (ver la Seccion y posteriormente, obtenemos las parametrizaciones
por los ceros de esta ecuacién minimal aplicando una versién efectiva del clasico
Shape Lemma (ver la Seccion [8.4.2)).

Un punto importante en nuestro algoritmo es que en todo momento tratamos con
polinomios en una o dos variables. Esto permite tratar con la escritura densa de los
mismos sin aumentar la complejidad.

8.3. Delafibra ala curva

En esta seccién describimos como calcular una solucién geométrica de la curva de
levantamiento Wp (s +1) a partir de una solucién geométrica de la fibra de levantamiento
Vp(s). Fijemos entonces scon 1 <s<n—r—1.

Consideremos los polinomios ms)(P(s) Y, (4 ),vifistk(P(s),Yn_sﬂ) (2<k<s),
los cuales forman una solucién geométrica de Vp(s) con Yy, 541 como elemento primitivo.

Obtendremos una solucién geométrica de Wp (s +1) aplicando el operador de Newton-—
Hensel global de [GLS01]. De acuerdo a las hipétesis sobre la curva Wp(s+1), la proyec-
cién de Wp(s+1) en A' definida por Y,,_ v el punto de levantamiento P($), tenemos que
Wy (s+1) consiste de ds «ramas» analiticas que estan sobre Y,,_s =pn_s. La intersec-
cién de cada una de estas «ramas» con el hiperplano Y,,_s =pn_s consiste de un punto
distinto de la fibra de levantamiento V(s). En consecuencia, por la no ramificacién de
P(s) tenemos que, aplicando el operador de Newton—Hensel usual no arquimediano en el
anillo Fy[[Yn—s —pn—sll, a partir de cada punto de Vp(s) es posible obtener aproxima-
ciones (no arquimedianas) de orden de precisiéon arbitrario de la correspondiente rama
de la curva Wp(s41).
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8.3 De la fibra a la curva

El apelativo global del operador de Newton—-Hensel de [GLS01] tiene que ver con que
éste calcula simultdneamente aproximaciones de todas las ramas de Wp(s+1) que estan
sobre Y,,_s =pn_s. En lo que sigue, vamos a aplicar este operador a fin de calcular el
polinomio minimal mf € Fy[Yn_s,Yn_s4+1] de un elemento F € Fq[Wp(s+1)] en la exten-
si6n de anillos Fq Yn_s] — Fq [Wp s+ 1)]. Dado que conocemos cotas sobre el grado del
polinomio minimal my, aunque trabajemos con series de potencias truncadas, podemos
garantizar que después de un niimero, fijado de antemano, de iteraciones, llegamos a la
solucién correcta.

Para poder aplicarlo es necesario que W5 (s 1) satisfaga ciertas condiciones geométri-
cas adecuadas. Denotamos por I el siguiente ideal de K[Y7,...,Yn]:

Ig:=(F1(Y1,..,Yn)y oo Fs (Y1, Yn) Y1 —=P1, oo Yoo s—1 — Pros—1).

Nuestro préximo resultado muestra que estamos en condiciones de aplicar el operador de
Newton global a la fibra de levantamiento V() para obtener una solucién geométrica
de la curva Wp(s+1).

Lema 8.3.1. Wp(s+1) es una K-variedad equidimensional de dimension 1 y grado
ds definida por el ideal radical 1.

Demostracion. Probamos, en primer lugar, que Wp s+ 1) €s una curva mostrando que
los polinomios que definen el ideal I forman una sucesiéon regular de K[Y7,...,Y,]. Sea
L™ la variedad lineal definida por el sistema de ecuaciones Y1 =p1,...,Yn_s-1 =Pn_s_1
en A™ y, para cada 1 <i<s, sea L™ la variedad lineal definida por el mismo sistema
de ecuaciones en A™ 1. Observemos que para 1 <1i <s tenemos que

FPETD Y, Yn) =01 <<t =VinTt = H(L™Y).

Como 713 es un morfismo finito, tenemos que dimV; NL" =dim[™" ' =n—i—(n—s—1)=
s+1—1i para 1 <1i<s. Esto implica que Wp(s+1) = Vs NL™ es equidimensional de
dimensién 1.

Mostramos, a continuacién, que la curva Wp (1) tiene grado 0. De la Desigualdad
de Bézout (22.1) deducimos facilmente que degWp (s 1) < &s. Como 75 es un morfismo

finito, la restriccién nS\WP( ) :Whp(s+1) = L™° también lo es. Ademas, el punto p(s)

s+1
es un punto de levantamiento, con lo cual

‘(T[S‘Wp(er'l) )7] (P(S)” = ‘7‘[;1 (P(S))‘ = 65'
En consecuencia,

os = |7T;1 (P(S))‘ = |Wp(s+1) N{Yn_s =Pn-s)I < deng(s+n <.
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8 Una fibra de levantamiento de V definida sobre una extensién de [,

Es decir, Wp(s+1) tiene grado 8.
Resta probar que I, es un ideal radical. Como P5) es un punto de levantamiento del
morfismo 75, del Lema [2.1.9] concluimos que el determinante de la matriz

(OF (P Yn gy, Yn ) /0Yn_s45)

1<1,j<s

no se anula en ningn punto de Vp(s) =Wp(s+1) {Yn_s =pn_s). Més atin, de |[Vp(s)| =
ds =degWp(s+1), podemos afirmar que la variedad lineal {Y,,_s =pn_s} interseca cada
componente irreducible de Wp s+ 1. Entonces la funcién coordenada de Wp (s +1) defini-
da por el determinante de la matriz precedente no es un divisor de 0 en Fq[Wp(s11)] ¥
de [Eis95, Theorem 18.15] concluimos que I es radical.

O

Estamos ahora en condiciones de exhibir un algoritmo que calcula una solucién ge-
omeétrica de la curva de levantamiento Wy (s+1) a partir de una solucién geométrica de
la fibra Vp ().

Proposicion 8.3.2. Teniendo como datos de entrada
= un straight-line program que evalda los polinomios Fq,...,Fs en tiempo 7T,

= [a representacion densa de elementos de K[Y,_s.1] que forman una solucion
geométrica de Vp (s,

puede calcularse en forma deterministica la representacion densa de polinomios de
K[Yn—s,Yn—s+1] que constituyen una solucidn geométrica de Wp(s1)con O((nT—I—
n5)M(6$)2) operaciones en K.

Demostracion. En primer lugar, la curva de levantamiento Wp(s+1) es naturalmente
isomorfa a la curva W5, ,,, C AS*!, mediante la proyeccion en AS*™! definida por
Yn—s,..., Yn. Bsta proyeccién permite identificar la fibra de levantamiento Vp(s) con
la variedad

pis) = Wit M{Yn_s =Pn_st

Mas atn, la fibra genérica de la proyeccién 7is 1 tWhisin) — A inducida por Yy _s
tiene cardinal 63 —decimos que la proyeccidén es un morfismo finito genéricamente no
ramificado de grado ds. En particular, la fibra V},,, es no ramificada y tiene cardinal
ds.

Los polinomios m(s)(P(s) Y, <1 ),V$15+k(P(S),Yn75+]) (2 <k <s), introducidos
antes del enunciado del Lema forman una solucién geométrica de Vi, . Estamos en
condiciones entonces de aplicar el operador de Newton global de [GLS01, II.4] y concluir
que existe una red aritmética 3 en K que calcula una solucién geométrica de Wi (s41),que

es, al mismo tiempo, una solucién geométrica de Wp(s+1). Como la solucién geométrica
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8.4 De la curva a la fibra

consiste de polinomios univariados con coeficientes en K, la solucién geométrica

de V5,
de Wp(s+1) también estd formada por polinomios con coeficientes en K.

La evaluacién de la red aritmética B requiere O((nT +n°)M(85)?) operaciones arit-
meéticas en K.

O

8.4. De lacurva a la fibra

8.4.1. La interseccion

Si bien ya disponemos de un elemento primitivo de la fibra Vp(s11), para llevar ade-
lante el algoritmo necesitaremos cambiar de elemento primitivo y calcular los correspon-
dientes minimales de estos elementos primitivos. En esta seccién, entonces, mostramos
un algoritmo que calcula la ecuacién minimal del elemento de Fy[Vp(s+1)] inducido por
la forma lineal £y :=Yn_s+AYn_s+1 para una eleccién adecuada de A € K.

Con el objeto de facilitar la lectura, en esta seccién aligeraremos la notacién del
siguiente modo:

= el punto de levantamiento P(5*1) sera denotado por P;
= la fibra de levantamiento Vp s+ 1) serd denotada por Vp;

= la curva de levantamiento Wp (s 1) serd denotada por Wp.

Sin embargo, los resultados obtenidos se enunciardn en términos de P(S“), Vpis+1)
y Wp(s+1). La notacién establecida serd utilizada tanto en las argumentaciones previas
y posteriores, como durante el transcurso de la demostracién de los mismos.

Dado A € A' consideramos la forma lineal £y := Yn_s+AYn_s4+1 ¥ la proyeccién
min : Wp — A definida por () := £, (x). Nuestro préoximo resultado proporciona una
condicién suficiente (y consistente) sobre A, que asegura que reemplazar la variable
Yn_s por £, no modifica la situacién obtenida en la Seccién es decir 71, es un
morfismo finito y cada elemento de 7t (Vp) define una fibra no ramificada de 7). Para
eso introducimos una indeterminada A.

Lema 8.4.1. Eziste un polinomio no nulo Es € Fy[A] de grado acotado por 4A3, tal
que para cada A € A' con Eg(A) #0 se verifican las siguientes condiciones:

(1) La proyeccion m : Wp(s+1) — Al definida por Ly es un morfismo finito.
(il) Ly separa los puntos de la fibra de levantamiento Vp(si1).

(iii) Cada elemento de ma(Vp(s+1)) es un punto de levantamiento de ).

87



8 Una fibra de levantamiento de V definida sobre una extensién de [,

Demostracion. La eleccién de las formas lineales Y7,...,Y g1 v del punto P implica
que la funcién coordenada definida por Y, 51 es un elemento primitivo de la exten-
sién entera de anillos Fy[Yy, 5] < Ty [Wp], cuyo polinomio minimal es m($) (P, Yy . 1).
Ademas, Fy[Wp] es un Fy[Yy_s]-moédulo libre de rango §.

En primer lugar, vamos a determinar una condicién genérica para (i). Consideremos
la forma lineal LA :=Yn_ s+ AYn_s4+1 ¥ denotemos por me) el siguiente elemento de

K[/\)Y] yooe »Yn—s—l )L/\,YTL—S-I—]]:

mE{s) =ml*) (Y1, Ynos 1, LA —AYn 541, Yn-s11).
Como m!®) tiene grado & y LA —AYy_s1 eslineal tanto en L4, Yy _s41 como en Ly, A,
entonces
dEgLA,Ynsz m(/\s) <, degLA,,\mE\S) < .

Evaluando mf\s) en P podemos escribir:

MU (AP LA Y oy 1) = as (A)YSS

n—s+

cas, (A LAY e ao(A L),

n—s+

donde as,,...,ao son elementos de K[A, L5] de grado acotado por &;. Dado que
mﬁ\S) (0,P,Yn_s,Yn_s41) = ms) (P,Yn—s,Yn—st1)

y que mS) (P, Y, Yn_s+1) es un elemento moénico de K[Yn_][Yn_s1] de grado 5 en
Yn—s+1, concluimos que el coeficiente principal as, es un elemento no nulo de K[A] (de
grado acotado por ). Probaremos luego que si A € A' y as, (A) # 0 entonces se cumple
la condicién (1).

Supongamos que Vp :={Q1,...,Qs, ,} y consideremos el polinomio

Es1(A) = H (LA(Q5) —LA(Qx)).

1< <k<ds41

Como Y,,_s separa los puntos de la fibra de levantamiento Vp, entonces LA(Qj) —
LA(Qk) #0 para 1 <j <k <ds41, y por lo tanto Es 7 es un elemento no nulo de
Fy[A] de grado a lo sumo 6§+]. Mostraremos luego que siA € A y Es,1(A) # 0 entonces
se cumple la condicién (ii).

Finalmente, analizamos (iii). Consideremos la hipersuperficie de A? definida por el
siguiente polinomio:

mE A L) = T (£a—LA(Q)) €KIA, LAl

1<5<86 41

Esta hipersuperficie tiene grado 8541 y contiene al conjunto de puntos de la forma
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(A, Lr(x)) con A€ A y x € Vp. Afirmamos que m(LSAH)

y el discriminante pgf) (AP, LA) €
K[A, LA] del polinomio mﬁf) (AP, LA, Yn_s11) introducido anteriormente no tienen fac-
tores en comun, no triviales, en K(A)[LA]. Supongamos, por el contrario, que tienen
un factor comin no trivial en K(A)[LA]. Dado que m(LSAH) es un elemento moénico de
K[A][LA], en realidad existe un factor comian h € K[A, LA]\ K[A] no divisible por A. Te-
niendo en cuenta que m;H (0, Yn, ) =mGH(P Y, _s) v que p%)(O,P,Yn,S) es igual
al discriminante p(8)(P,Yn_s) de m(8) (P, Yn_s, Yn_ S+1) con respecto a Y., 5.1, vemos
que h(0,Yn_s) es un factor comin no trivial de p(8)(P,Yn_s) y m+t1(P,Y,,_¢). Sea
« € Fy una raiz de h(0,Yn_s) y sea Q un punto de Vp tal que oc:Yn_s(Q). Luego,
(P1,--,Pr_s—1,%) =7 (Q) v el polinomio m() (714(Q),Yn_s+1) (de grado &) no tiene
& raices, dado que p's) (75 (Q)) = 0. Es decir, o bien 75(Q) no es un punto de levan-
tamiento de 75, o bien Y;, ;1 no es un elemento primitivo de 75 ' (75(Q)), contradi-
ciendo la condicién (iii) del Teorema |7.2.2) m Esto prueba nuestra afirmacion.
La resultante E; » € K[A] de mLSH

elemento no nulo de Fy[A] de grado a lo sumo 2(25s —1)8s8s+1 que proporciona una

(AN LA) Y pg\s)(/\,P, L) con respecto a LA es un

condicién genérica necesaria para que se cumpla (iii).

Definimos entonces Es :=as_Es 1Es 2. Delas cotas de grado de cada uno de sus factores
deducimos que E tiene grado menor o igual que 4A3. Tomemos A € A' que no anula a E;
y consideramos la forma lineal £ := Y, _s+AYn_s+1. Definimos el siguiente polinomio
de Fq Yi,0. 0, Ynos— 1, L0, Yn_si1]:

mg\S) = m;f)()MYh-- 3 Ynos—1, L, Yn—s+1 )

Estamos en condiciones de mostrar que se verifican (i), (il) y (iii) del enunciado del
Lema.

Comencemos mostrando la validez de (i). Para eso vamos a mostrar que Fq [La] =
Fq [Wp] es una extensiéon entera de anillos. Escribimos ¢y = yn_s +Ayn_s+1, donde
lxn, YUn—s ¥ Yn—s+1 denotan las funciones coordenadas de F,[Wp] inducidas por £,
Ynos ¥ Yn_si1 respectivamente De la identidad m(s) (P,yn_ s,yn s+1)=0en E (W],
deducimos que m)\ (7\ P,lxn,Yn—s+1) =0 en Fy[Wp] y, como as (A) # 0, tenemos que

g\ )(P, L, Yn—s+1) € Fq[LAl[Yn_s+1] representa una ecuacién de dependencia entera
sobre Fy[£)] para yn_s+1. Por otro lado, el morfismo 7, : Wp — A resulta dominante
(si asi no fuera, la proyeccién de Wp en A' definida por Y,,_s no seria dominante) con
lo cual Fy[£y] = Fylla,yn—s+1] es inyectiva y, por lo tanto, es una extensiéon entera
de anillos. Finalmente, la extension Fy[lx,yn—s+1] — F4[Wp] es entera y por lo tanto,
Fq[£A] = F4q[Wp] es una extension entera de anillos.

En segundo lugar, ficilmente mostramos que se verifica (ii). La forma £, separa los
puntos de la fibra Vp pues Es1(A) =[T1<i_j5, (LA (Q1) — La(Qj)) #0.

Por ltimo, nos abocamos a (iii). Sea Q un punto cualquiera de Vp. De Eg »>(A) #0,
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8 Una fibra de levantamiento de V definida sobre una extensién de [,

el discriminante pg\s)(P, £,) de mg\s)(P, L7, Yn_s4+1) con respecto a Y_s,1 no se anula
en L£)(Q). Por lo tanto mg\s)(P,L)\(Q),Yn_SH) tiene 8, raices distintas en F, y, en
consecuencia, la fibra 71;1 (LA(Q)) tiene &5 puntos distintos; en otras palabras, es una
fibra no ramificada.

O

Teniendo en cuenta que el cuerpo K tiene mas de 60n*dA* elementos, el Teorema
asegura que podemos elegir A € K con probabilidad al menos 1—1/60n* de obtener
Es(A) # 0. Supongamos entonces que hemos elegido A € K con la propiedad esperada
y consideremos la correspondiente forma lineal £y :=Yn_s+AYn_s+1. A continuacién
presentamos un algoritmo que calcula la ecuacién minimal de la funcién coordenada de
Vp(s+1) inducida por L.

El inverso de (dm ™ /dYn ¢4 1)(P,£a,Yn ¢+ 1) médulo m{*) (P, £a, Y 1 1) es un ele-
mento de K(Ly)[Yn_s+1] de grado a lo sumo &5 — 1. Para cada 2 < k < s representemos

por W;Sls_,_k(P,L?\»Yn—s—b—l) € K(Ly)[Yn—s+1] el resto médulo m;\S)(Pa L\, Yn_s11) de

VSis+k(P, Ly —AVn 541, Yn_st1 )(amﬁf)/aYnsz )P LA, Ynos41)-

Sean

fs+1 = FS+1 (P) L)\aYTlfs+1 )WS15+Z(P> L}\)Yﬂfer.I ))- .. »W‘(rf] (P) L?\)Ynfer] )))

Js+1 = ReSYn_S+] (mg\S) (Pa L?\)YTL—S—I—] ))fS-O-])a (81)

donde Resy, . ,(f,g) denota la resultante de f y g con respecto a Yn,_s 1.
Observemos que fgs1 € K(L))[Yn_s+1] es un polinomio de grado a lo sumo dds en
Yn_s+1 ¥ que los denominadores de sus coeficientes son divisores de un polinomio de
K[Lx] de grado acotado por (265 —1)ds. Por otro lado, de [GLS01, Corollary 2] se sigue
que gs.1 es un elemento de K[£)] de grado a lo sumo dbs. Nuestro préximo resultado
muestra que podemos calcular de manera eficiente la ecuacién minimal de £, en K[Vp].

Proposicion 8.4.2. Teniendo como datos de entrada

= un straight-line program que representa a Fs,1 en tiempo 7T,
= una solucién geométrica de la curva Wp(s+1),

= A € K que verifica las condiciones del Lema|8.4.1

puede calcularse con O((T+n)M(d65)M(6S)) operaciones en K la representacion
densa del polinomio minimal m(LSAH)(P(SH),L;\) € K[£yp] de la funcidn coordenada

de Vp(s+1) 1nducida por Ly, con probabilidad de éxito mayor o igual que 1 —1/45n3.
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Demostracion. Sea A € K un elemento que satisface las condiciones del Lema En
[HMWO01, Lemma 8] se prueba la siguiente identidad:

(s+1) Os+1
m P, L)) = .
A ( )\) ng(gS+1>g;+1)

Esta identidad permite reducir de manera eficiente el calculo de mfj”(P, L)) al del

polinomio gs1 de . A su vez, éste puede definirse como la resultante con respec-
to a la variable Y, .1 de dos elementos de K(Ly)[Yn_s:+1] de grados acotados por
5s ¥ 65 —1: m\¥ (P, £y, Yn_s11) ¥ el resto de fo 1 médulo m\* (P, Ly, Y 41). Esta
resultante se calcula aplicando el Algoritmo de Euclides Extendido (en forma abre-
viada, EEA) en K(L))[Yn—s+1] con O(M(és)) operaciones aritméticas en K(Ly) (ver
[vzGG99, Corollary 11.16]). Ademas, el calculo de fs 1 requiere la inversién modular de
(am(;)/avn,m )= V(P, Lx,Yn—_s+1), que se calcula aplicando el EEA en K(£x)[Yn_s11]
a los polinomios m\* (P, £, Yn 1) y (dm® /0Ys ¢4 1)(P L, Yo s 11)-

Para calcular la representaciéon densa de g5 1, aplicaremos el EEA sobre un anillo de
series de potencias K[£) — «f], con & € K un elemento tal que todos los elementos de K[ L]
invertidos durante la ejecucion del EEA sean unidades del anillo K[£L) — «]. Para que el
algoritmo sea «efectivo», durante su ejecucién calcularemos aproximaciones adecuadas
en K[£,] de los resultados intermedios de nuestros calculos, que son obtenidos truncando
los desarrollos en series de potencias de K[£) — «]] de estos resultados intermedios. Por
lo tanto, tenemos que determinar el grado de precisién requerido para que, truncando
las series de potencias obtengamos el resultado correcto.

De modo similar a la demostracién de [vzGG99, Theorem 6.52], deducimos que todos
los denominadores de los elementos de K(£)) que aparecen durante la aplicaciéon del EEA
a mg\SJ (P,Lx,Yn_s+1) ¥ fs+1 son divisores de a lo sumo &5+ 1 polinomios de K[£)] de
grado acotado por (dds+05)(20s—1)ds. Por otro lado, los denominadores que aparecen
durante la aplicacién del EEA a mg\s) (P, LA, Yn_si1) Y (am‘;]/avn_m (P, LA, Yn_s41)
son divisores de a lo sumo &5 + 1 polinomios de K[Y;, 5] de grado acotado por (265 —1)ds.
Por lo tanto, el producto de todos los denominadores que aparecen durante las dos
aplicaciones del EEA tiene grado acotado por (dds + &g+ 1)(285 —1)84(5s+1) < 4dd?.
Como el cuerpo K tiene cardinal mayor que 60n*dA*, del Teorema [8.1.2] concluimos que
existe o« € K que no anula ninguno de los denominadores que aparecen como resultado
intermedio del EEA. Mas atin, la probabilidad de elegir al azar tal o € K es al menos
1—1/45n3.

Como la salida de nuestro algoritmo es un polinomio de grado a lo sumo ddg, bastara
calcular las series de potencias que aparecen como resultados intermedios a orden dés+1.

Finalmente, mostramos que las operaciones descritas previamente se llevan a cabo con
las estimaciones de complejidad enunciadas.

En primer lugar, calculamos el inverso de (am(;) /OYn_s+1)(P, Ln,Yn_s+1) moédulo
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8 Una fibra de levantamiento de V definida sobre una extensién de [,

(s)
n—s+k

mos fsy1 moédulo m)\ )(P L2, Yn_s11), y finalmente calculamos g5 1. Todos estos cal-

S)(P I, Yn_si1), calculamos w (P, La,Yn_s+1) para 2 < k <, luego calcula-
culos se pueden llevar a cabo con O((‘T—l—n)M(és)) operaciones aritméticas en K(Ly).
Cada una de estas operaciones aritméticas se realiza en el anillo de series de potencias
K[Ly — ol a precision d8s+1 con O(M(d8)) operaciones aritméticas en K. En suma, el
calculo de gs. 1 se realiza con O((‘T+n)M(d65)M(65)) operaciones aritméticas en K.

Finalmente, calculamos gs41/gcd(gs+1,9%, ;) con O(M(d8s)) operaciones en K.  [J

El algoritmo delineado en la Proposici()nno solo extiende el algoritmo de [GLS01),
Algorithm II.7] a cuerpos finitos, sino que también proporciona estimaciones sobre la
probabilidad de las elecciones que tienen lugar (no presentes en este tltimo). Al mismo
tiempo las estimaciones de complejidad de la Proposicién mejoran ostensiblemente
las de [HMWO01), Proposition 1].

8.4.2. Unasoluciéon geométricade Vp(si1)

En esta secciéon vamos a presentar un algoritmo que calcula una parametrizacién de
las variables Yn,_¢1,...,Yn por los ceros de m(st1) (P(s+1) 'y ) completando de este
modo, el s—ésimo paso recursivo del algoritmo principal.

Como en la seccién anterior, para simplificar notaciones vamos a denotar el punto
de levantamiento P(s*!) por P, la fibra de levantamiento Vp (511, por Vp y la curva de
levantamiento Wp (s +1) por Wp.

Comenzamos discutiendo como obtener la parametrizaciéon de Y,, ;1 por los ceros

de mST1(P,Y,,_s). Recordemos que tal parametrizacién esta representada por
v (P,Yn_s)Yn_s1 _V( S+](P Yn—s),
0Yn—s
con vifjgb (P,Y,—s) un polinomio con coeficientes en K de grado a lo sumo 6541 —1.

Sean A7 y A2 dos elementos no nulos de K que satisfacen las condiciones del Lema
y consideremos las correspondientes formas lineales £; :=Yn_s+A{Yn_st+1,coni=1,2.
Supongamos que disponemos de las ecuaciones minimales mf“ (P,L1), m SH (P, £5)
y mBH (P Yn_¢) de £y, £ e Yy sobre IB‘q [Vp], respect1vamente (estas ecuaciones se
calculan aplicando el algoritmo de la Proposicién (8.4.2] . Considerando estos polinomios
como elementos de K[Y,,_s,Yn_s11], supongamos ademés que L, separa los ceros co-

n
munes de mSt1 (P Y, _¢) y S+

( P, £1). Argumentando como en la demostracién del
Lema|[8.4.1] concluimos que ex1ste un polinomio no nulo Es €F,[A] de grado acotado por
q

A* tal que para cada A, con ES (A2) #0, la forma lineal £, satisface nuestra suposicién.
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Consideremos la siguiente K—variedad de dimensién 0:
Wit = {(x1,x2) € A? :mB TP xq) :O,m (ST (P xq + Aix2) = 0 para i = 1,2}.

Si7s:Vp — A? representa la proyecciéon en las formas lineales Y5, Yn_s+1, la va-
riedad Wi 1 es la imagen de 7ts. En efecto, como los ceros de cada uno de los minimales

mst (P, T), m s+”(P,T) y mzS+1 (P, T) se obtienen evaluando la forma lineal corres-
pondiente en los puntos de la fibra Vp, tenemos que 7t5(Vp) C W5, 1. Por otro lado, la
forma £, separa los ceros comunes de mst") (P, Y, _¢) y mf“ (P,L1), y el polinomio
m(SH)(P £L;), de grado 4,1, se anula en el conjunto LZ(T[S(VP)) de cardinal 641.
Concluimos que W, 1 =75 (Vp).

La forma lineal Y;,_s separa los puntos de Vp con lo cual también separa los puntos
de W, 1. Esta es una variedad de dimensién 0 y grado 6s71. Aplicando la versién
clasica del Shape Lemma a W1 (ver e.g., [CLO98|), vemos que existe un polinomio
Wn_s+1 € K[Yn_s] de grado a lo sumo 65,1 —1tal que Yn_s11—Wn_st1(Yn_s) se anula
en la variedad W 1.

Sea « € F; una raiz arbitraria de mEF(P Y, ) v sea B :=wn_si1(x). Como
Yn—s separa los puntos de Ws,; deducimos que («,3) es el inico punto de Wy
cuya coordenada Y,_ es igual a «. En consecuencia, Y,,_s11 = [ es la finica raiz
ST P o+ MYy 1) y myTY

(P o+A2Yn_s11) no tiene factores miltiples —vista la eleccién de A,— y. por lo

en comtn entre m! (P,c+ A2Yn_s11). El polinomio
1 +

s+1

tanto, tenemos la siguiente identidad en K(x)[Yn_s41]:
1 1
ged (mﬁs+ (P &+ A1 Yn o1 ),m(f+ (P A2 Y o1 )) =Yn_s+1—B. (8.2)
Consideremos la descomposicién en factores irreducibles en K[Y,, ] del polinomio
minimal m+t1 (P, Y, _):
(S_H (P Yn s) :hl "'hN-

Podemos pensar que cada factor irreducible h; € K[Y,,_;] se corresponde con una K-
componente irreducible G de Wy 1. Si o € Fy es una raiz arbitraria de h;, tenemos
el isomorfismo K(a;) >~ K[Yyn_sl/hj(Yn_s). De , deducimos que existe un polinomio
vj € K[Yn_s] de grado a lo sumo degh; —1, a partir del cual establecemos la siguiente
identidad en (K[Yn—s]/hj(Yn—s)) [Yn—s+1l:

1 1)
ng(“lgH )(P>Ynfs+?\]Ynfs+1)> (s+1) (P Yn s‘l’)\ZYn s+1 ))ZYnfer]_vj(Ynfs)' (8'3)

Deducimos entonces que Y541 —V;j(Yn—s) =0 mod I(() y, por lo tanto, que para

93



8 Una fibra de levantamiento de V definida sobre una extensién de [,

cada 1 <j <N tenemos que

R (] The) (Ynosi1—vy) € IWe 1) CI(Vap).
i#j

Naturalmente, llegamos al polimomio que estamos buscando:

V(P Ya) = Y Ry mod mEFU(R Y, ). (8.4)
1<j<N i

(s+

De su propia definicion, resulta que el polinomio v '

(P Yn_s) es un elemento de
K[Yn_s] de grado a lo sumo d5.1—1, y que

s+1) N

om!
(P,Yn—s)Yn_st1—V S+51+] (P,Yn—s) Zh), Hh Yn—s+1—Vj)

0Yn—s

pertenece al ideal I(Vp). En suma, representa la parametrizacién de Y,, s, 1 por los ceros
de m+ (P Y, ).
Estimamos la complejidad y la probabilidad de éxito del algoritmo recién descrito.

Lema 8.4.3. El algoritmo recién descrito calcula

= el polinomio minimal ms+tV (PST1) Y, ) de la funcidn coordenada inducida
por Yn_s en K[Vp(s+1)];

= la parametrizacion de Yn_s.1 por los ceros de msT1(P(s+1) vy, ),

con O((T +n)M(A)(M(dA) +1log(qA))) operaciones en K y probabilidad de ézito al
menos 1—1/60n.

Demostracion. Sea Eg el polinomio del enunciado del Lema y sea ES el poli-
nomio introducido al inicio de esta seccién. Recordemos que degEs < 4A3 y degﬁs <
A*. Aplicando el Teorema elegimos A1 y A, elementos distintos de K tales que
Es(Aq )ES(AZ)ES(Az) # 0 con probabilidad de éxito al menos 1—1/72n3. Una vez elegi-
dos estos valores quedan determinadas las formas lineales £; = Yn_s +A{Yn_s+71 con
i=1,2. El algoritmo presentado en la Proposicién [8.4.2] nos permite calcular las ecua-
$+1 'PL1) y m(zs+1)(P,L2) de Yn_s, L1y Lo, res-
pectivamente, con O ((7 +n)M(dds)M (55)) operaciones en K y con probabilidad de éxito

ciones minimales ms*1 (P Y, _¢),m

al menos 1—1/15n3 (esta probabilidad proviene de aplicar tres veces este algoritmo).
La factorizacién en K[Yn_] del minimal m{S*1)(P,Y,,_;) puede llevarse a cabo con
O (log(n) (M(82,1) +M(8s+1)1og(qA))) operaciones en K y con probabilidad de éxito al
menos 1—1/16n3 (ver [v2GG99, Corollary 14.30]).
. . . . . (s+1)
Finalmente, para calcular los polinomios v1,...,vN de 1i y el polinomio v, "'/ /4
de ([8.4), aplicamos el Algoritmo de Euclides extendido. Esto se lleva a cabo en forma
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8.4 De la curva a la fibra

deterministica con O(854+1M(8s)) operaciones en K (ver [vzGG99, Corollary 11.16]).
Sumando las estimaciones de complejidad y probabilidad de cada paso del algoritmo,
obtenemos el resultado enunciado. O

Resta obtener las parametrizaciones de las variables Y, _s42,...,Yn.

Lema 8.4.4. Dada una solucion geométrica de Wp(s+1) y la salida del algoritmo del
(s +1) (s+1) (s+1) p(s+1)

Lema|8.4.5, los polinomios v | +2( ) Yn_s), .., (P ,Yn_s) que para-

metrizan las variables Yn_s12,...,Yn por los ceros de mst (P 'y, ) pueden

calcularse en forma deterministica con O(sAM(A)) operaciones en K.

Demostracién. En primer lugar, escribimos m’(P,Y,, ) para representar el inverso de
la derivada (Om+") /9Yn_¢)(P,Yn_s) médulo mst1) (P Y,_); es un polinomio con
coeficientes en K de grado a lo sumo 44 1.

A partir de la parametrizaciéon de Y,,_¢1, escribiendo

Wn—s+1(P,Yn_s):i= (P Yn_s)v :+51+](P Yn_s)

tenemos que Yn s 11 —Wn_s11(P,Yn_s) pertenece al ideal I(Vp). Observemos que como
los polinomios que conforman la solucién geométrica de Wp(s+1) pertenecen al ideal
I(Vp), reemplazando en ellos Y, 511 por wy_ 41 obtenemos nuevos polinomios que
también pertenecen al ideal I(Vp).

Deducimos de la condicién (iii) del Teorema _ que el discriminante p(s) (P, Y,,_s)
no tiene raices en comin con m*+1(P,Y,,_,). Esto implica que la clase del polinomio
(dm$)/dYn_541) (P, Yn—s,Wn_s+1) €s una unidad del anillo K[Y_]/(m{sTV(PY,,_ S))

En consecuencia, si bn_s,1 € K[Y;,_¢] denota su inverso médulo mS+V (P Y, ), s
(s)

ik (P Yn_s,wn_s41) pertenece al ideal I(Vp).

desprende que Yn_sik —bn_s+1-V
Escribiendo entonces

Wn stk = bn_st1 'VSls+k (Pyynfs»wn—er]) (2<k<s), (8-5)

tenemos que los polinomios Yy, sy2 —Wn_s12,...,Yn —Wn pertenecen a I(Vp). Mul-
tiplicando wy_¢ i por (dmS+1)/aY, ¢)(P,Yn_s) (2<k <'s), y reduciendo médulo
(s+ )k € K[Yn_s] (2 <k <s) que estamos

ms+1(PY,, ), obtenemos los polinomios Vst

buscando.
Estimemos el costo de las operaciones realizadas. Calculamos con O(M(ds)) opera-
ciones en K el polinomio m’(P,Y;,_s). Los polinomios by, 511 ¥ Wn_s+k (2<k<s) de

(8.5) pueden calcularse con O(sdsM(ds41)) operaciones en K. Finalmente, los polinomios
(s+1)

nsik(P,Yn_s) (2<k <s) pueden calcularse con la misma complejidad. O

En definitiva, como consecuencia de la Proposicion [8.4.2] y los Lemas [8.4.3| y [8.4.4]
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8 Una fibra de levantamiento de V definida sobre una extensién de [,

podemos presentar un algoritmo para calcular los polinomios

MR Yy ), v (P V) €KIYn o], (1 <k <5s)

que forman una solucién geométrica de Vp. La proposicién siguiente resume las estima-
ciones de complejidad y probabilidad de este algoritmo.

Proposicion 8.4.5. El algoritmo subyacente a la Proposicion y los Lemas
Yy tiene como entrada

= un straight—line program en tiempo T que representa el polinomio Fg1,

= los polinomios m(s) (PG Y Y o11) y vEflSJrk(P(S“),Yn_s,Ynfsjq) (2<

k <s), que forman una solucion geométrica de la curva de levantamiento
Whp(s+1) calculada en la Proposicion

y devuelve una solucion geométrica de la fibra de levantamiento Vp(s+1) con O ((T+
n)M(A)(M(dA) +1log(qA))) operaciones en K, con probabilidad de ézito al menos
1—1/60m.

El algoritmo precedente extiende al caso de caracteristica positiva los algoritmos de
[HMWO01] y [GLSO01], tiene una mejor complejidad asintética (en términos del nimero
de operaciones aritméticas realizadas) que [HMWO01], y similar a la de [GLS01]. Tam-
bién hemos contribuido a este dltimo al proveer estimaciones sobre la probabilidad de
éxito del algoritmo, estimaciones que no estaban explicitadas en [GLS01]. Finalmente,
es importante sefialar que, gracias a nuestro preprocesamiento, hemos simplificado no-
tablemente los algoritmos de [HMWO01] y [GLS01].

8.5. Una solucién geométrica de V definida sobre K

En esta seccion, estamos en condiciones de describir el algoritmo que calcula una
soluciéon geométrica K—definible de nuestra variedad de entrada V. Recordemos que el
cuerpo K es una extensiéon finita de F; y que |K| > 60n*dA%. Para un punto (A,v,P)
elegido al azar en K™™*+1) x K"~1 si B es el polinomio del Teorema 7.2.7, deducimos
que B(A,v,P) es distinto de cero con probabilidad al menos 14/15. Supongamos entonces
que hemos elegido este punto. Por lo tanto, podemos aplicar de manera recursiva los
algoritmos presentados en las Proposiciones[8.3.2)y[8.4.5], que calculan sucesivamente una
solucién geométrica de la curva de levantamiento Wy (s+1), y de la fibra de levantamiento
Vp(s+1). De esta manera, al final del (n—r—1)-ésimo paso recursivo obtenemos una
solucién geométrica de la fibra de levantamiento Vp(n ). Para simplificar, de ahora
en adelante la denotaremos Vp. Teniendo en cuenta las estimaciones de complejidad y
probabilidad de las Proposiciones y obtenemos el siguiente teorema:
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Teorema 8.5.1. El algoritmo descrito anteriormente calcula una solucion geométri-
ca, definida sobre K, de la fibra de levantamiento Vp del sistema de entrada F1 =
o+ =Fn_r =0, con O((nT +n°)M(A)(M(dA)+log(qA))) operaciones en K y devuelve
el resultado correcto con probabilidad al menos 1—1/12.

La estimacién de complejidad del Teorema mejora de manera significativa la
estimacion de complejidad O( d“z) de [HW99], la estimaciéon O(d?") de [HW0O] y las
estimaciones de los algoritmos que utilizan bases de Grobner. Sefialemos también que
combinando este algoritmo con técnicas de levantamiento p—adico, como las de [GLS01],
para una eleccién adecuada del primo p, se obtiene un algoritmo probabilistico eficiente
para calcular una solucién geométrica de una variedad equidimensional sobre (Q definida
por una sucesién regular reducida.
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9 Una fibra de levantamiento de V definida
sobre I

El objetivo de este capitulo es el de caracterizar el pasaje de la solucién geométrica
de la fibra Vp definida sobre K —esta solucién geométrica fue obtenida en el capitulo
anterior— a una solucién geométrica de una fibra de levantamiento de una proyeccién F,—
definible, con un punto de levantamiento con coordenadas en [y y un elemento primitivo
dado por una forma lineal con coeficientes en ;. El polinomio minimal de la forma lineal
tendréa coeficientes en [F; mientras que las parametrizaciones de las variables dependientes
tendran coeficientes en K.

Para eso vamos a «deformar» las formas lineales Y7,...,Y; en nuevas formas lineales
Zy,...,Zy € F4[Xq,...,Xn]. La deformacién se define como una homotopia del estilo
(T=T)Y;+TZ; para 1 <j <r+1, donde T es una nueva indeterminada. El calculo de
esta solucidén geométrica tiene un doble interés: por un lado, nos permitird obtener un
punto g-racional de V y por otro, permite que la condicién de regularidad bajo la cual
el algoritmo funciona correctamente, dependa solo del grado de la variedad & y no del
grado geométrico A.

9.1. Formas lineales definidas sobre [y

Sea (A,y,P) e KM 1) KT el punto fijado en la Seccién y consideremos las formas
lineales Yq,...,Yn y el punto P:=(p1,...,pr) que quedan determinados.

Si M es una matriz de m x n vamos a denotar por M!":! la submatriz de M de tamafio
ixn, formada por las primeras i filas de M (1 <i<m).

Introducimos una matriz de indeterminadas A = (Aij)1<i<r41,1<j<n de tamafio (r+
1) x n, un vector de indeterminadas I':= (Ty,...,[41) y formas lineales genéricas Y=
(Y1,..., Y1) :i= AX+T.

Lema 9.1.1. S q > 8n?dd* es posible elegir en forma aleatoria, con probabilidad

de érito mayor o tgual que 1- 1/16 un punto (v,n,Q) en IFOETH)(TH” x Fy de modo
que, definiendo las formas lineales Z:= (Zy,...,Z+11) :=vX+n,
1. los conjuntos de formas bineales Z1,....,Z+,Ye41,..0sYn Y Z1,...,Zv11,
Yyt2,...,Yn tnducen cambios lineales de coordenadas,
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9 Una fibra de levantamiento de V definida sobre Iy

2. el morfismo m:V — A" definido por Z1,...,Z, es finito, Q es punto de levan-
tamiento de m y Z,- 11 es un elemento primitivo de la fibra de levantamiento

Vg = 1 (Q).

Demostracion. Vamos a considerar dos matrices de tamafio n x n. Una de ellas, Ay,
es la matriz que tiene a A"l como submatriz de r x n en sus primeras r filas y los
coeficientes de las formas lineales Y;1,...,Yn en las tltimas n—r filas; la otra, Ay, es
la matriz que tiene a A"+ como submatriz de (r+ 1) x n en sus primeras v+ 1 filas
y los coeficientes de las formas lineales Y;,1,...,Yn en las dltimas n—r—1 filas. Al
mismo tiempo, volvemos al polinomio ﬁ, el polinomio obtenido en el Corolario
Definimos el polinomio B’ := det(Aﬂdet(Az)g €Ty AT Y1,...,Y,]. El grado de B’ es
menor o igual que 2(r+2)ndé? y I, tiene mas de 8n?dé* elementos; en consecuencia,
el Teorema asegura que podemos elegir aleatoriamente un elemento (v,n,Q) en
Eﬁrﬂ 1)y F7 con probabilidad al menos 1—1/16 de no anular a B’

Luego de realizada la elecciéon podemos mostrar que se cumplen las condiciones enun-
ciadas en el Lema. Que det(A1A,(v)) sea distinto de cero implica que los conjuntos de
formas lineales inducen cambios lineales de coordenadas. Por otro lado, como ﬁ(v,n, Q)
es distinto de cero del Corolario deducimos que se verifica la segunda condicién
del enunciado del lema. O

Elegimos (v,n,Q) € IFqTH (1) o Fy que satisfaga las condiciones del Lema
En otras palabras, disponemos de una matriz v de tamafio (r+ 1) x n con coeficientes
en F, y un vector n:=(n1,...,Mr+1) € IFCT“ —los cuales dan lugar a las formas lineales
Zy,...,Zy+1— y de un punto de levantamiento Q :=(q1,...,qr) € Fy.

Introducimos ahora nueva indeterminada T y definimos una matriz A e K[T™™™ y un
vector columna T € K[T]™ del siguiente modo:

A = (1=TA +TA (v,

1)
i

(1 _T)Yt +T(n1 yer sy Y41,y >Yn)t'

Sea W C A™ (Fq(T)) la variedad que definen Fq,...,F,_, en mﬂ Escribimos Z :=
(Z1, ,Z )= AX+T y P .= (P1,...,pr) = (1 =T)P+TQ. Como A es un elemento
inversible de IFq(T)nX , tenemos que X = AT (Z—F), de aqui, cada uno de los poli-
nomios F; :=F; (/A\* (Z—T)) es un elemento de E(T)[Z,...,Zn], para 1 <j<n-—r.
Observemos que el punto (A,T P) € AMF(F, (T)) x A™(Fq(T)) no anula al polinomio
B del enunciado del Corolario Entonces, reemplazando el cuerpo IFq por IFq(T)
de este Corolario se desprende que la extensién de anillos Fq(T)[Z1, ,Z ] —
Fy (T)[X4 ,...,Xn]/(F1,...,anr) es entera , que P es un punto de levantamiento de la

proyecciéon lineal 7€ : W — IFq(T)r definida por 21,...,2, y que ZH] =Y;y1 €8 un
elemento primitivo de la fibra de levantamiento W5 := (re€) 1 (ﬁ).
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Denotemos por T’ﬁzr+1 = ﬁlZH] (ﬁ,th )€ W[ZTH] la ecuacién minimal de Zr“
en [y (T)[W5]. Como W5 y Zr41 son K(T)-definibles, vemos que “AlZTH es un elemento
de K(T)[Z41]. Es mas, nuestra elecciéon de P y Z4,...,Z, 1 implica que T/Y\LZT+1 €s un
elemento separable de K(T)[Z,, 1] de grado 4. Llamemos p € K[T] al producto entre su
denominador y el numerador del discriminante de ﬁmzrﬂ con respecto a Zrﬂ. Vamos

a trabajar en el anillo local K[T];, pero previamente necesitamos el siguiente resultado:

Lema 9.1.2. Los polinomios ﬁ (ﬁ,YH] ,...,Yn),...,fn_r(/P\,Yr“ yeory, Yn) forman una
sucesion reqular y generan un radical ideal /1\13 de K[Tl5[Yr11,...,Ynl. Ademds la
extension de anillos

~

K(Tls = KT5Ye 1, Yol /T (9.1)

es una extension entera de rango o.

Demostracion. Supongamos que la sucesiéon no es regular. Entonces existe 1 <j<n-—r

tal que fj(ﬁ,YrH,...,Yn) es un divisor de cero médulo el ideal generado por los poli-
nomios ?1 (ﬁ,th veesYn), ... ,?]-4 (5,Yr+1 ,-.-,Yn). Sireemplazamos T =0 en estos poli-
nomios, el polinomio F;(P,Y;41,...,Yn) es un divisor de cero médulo el ideal genera-
do por Fy(P,Yr11,...,Yn),...,Fj—1(P,Yr11,...,Yn), contradiciendo el Lema [8.3.1] Por lo
tanto, f1 (ﬁ,YTH e ,Yn),...,fn_r(ﬁ,YH] ,-.-,Yn) constituyen una sucesién regular. De

manera similar mostramos que el determinante de la matriz jacobiana de los polinomios
?1 (ﬁ,YrH ,‘..,Yn),...,?n,r(ﬁ,YrH,...,Yn) respecto de Y;11,...,Yn no es un divisor de
cero médulo el ideal Tf,. De [Eis95, Theorem 18.15] concluimos que el ideal /1\13 es radical.

Observemos que, dado que estamos considerando polinomios con coeficientes en el
anillo K[T]5, el elemento T?LZHL] € K[T]a[ZrH] proporciona una ecuacién de dependencia
entera para la funcién coordenada z,,; inducida por ZTH en la extension de anillos
y, por lo tanto, la extension de anillos K[T]5 <— K[T]5[z11] es entera.

Si denotamos por &;1,...,&, las funciones coordenadas de K[T]5[Yyy1,...,Yn] /T,; in-
ducidas por Xji,...,X, ¥y argumentamos como en de la demostracién de la Proposi-
cién probamos la existencia de polinomios ﬁ1 ,...,ﬁn € K[T]5[2T+1] tales que &x =
ﬁk(/z}“) (1 <k <n) y que hacen que la extensién K[Tl5(z, 1] — K[TI5[&1,...,&n]
=K[T5[Yrg1,..., Ynl //I\lg sea una extensién entera de anillos. En suma, la extensién
es entera.

Resta mostrar que K[T]5[Yyy1,...,Yn] /T]g es un K[T];-moédulo libre de rango 5. El
rango es a lo sumo 6 y, dado que “ATZTH (ﬁ,th) es la ecuacion de dependencia entera
minimal de Z, 1 en la extensién (9.1)), y tiene justamente grado §, concluimos que el

rango de K[T]5[Y;+1,...,Yn]/I5 como K[T]5-modulo libre es 5. O

Consideremos la variedad afin equidimensional V c An T+ definida por el ideal T,g
y sea Tt: V — A el morfismo inducido por la proyeccién en la coordenada T. Del Lema

101



9 Una fibra de levantamiento de V definida sobre Iy

se desprende que V es una variedad de dimensién 1 y grado 0, y que 7 es un
morfismo dominante.

Lema 9.1.3. Una solucion geométrica de la fibra Vo con Y. 1 como elemento
primitivo puede calcularse con O((n‘T—I—n5)M(6)2) operaciones en K.

Demostracion. Observemos en primer lugar que vn {(T=0}={0}xVp yque T=0
es punto de levantamiento del morfismo 7t. En este caso, dado que el morfismo 7T es
dominante, aplicamos el operador de Newton—-Hensel de [Sch03] y calculamos polinomios
AT, Yrs1), Vrak(T,Yss1) (2<k <n—1) que forman una solucién geométrica de V con
un costo de O((n7 +n>)M(8)?) operaciones en K.

Como T =1 también es un punto de levantamiento del morfismo 7, la solucién ge-
omeétrica es compatible con T =1 lo que nos permite evaluarla en T =1 y, de esa manera,
obtener polinomios M(1,Y; 1), Vrik(1,Yr41) (2<k <n-—r) que constituyen una solu-
cién geométrica de la fibra de levantamiento \70{T =1}={1}xVq, y por ende de Vq,
con Y41 como elemento primitivo. O

9.2. Un algoritmo para una solucion geomeétrica de una fibra
[Fq—definible

Finalmente, en esta seccién mostramos cé6mo obtener una solucién geométrica de la
fibra de levantamiento Vg con la forma lineal Z, ;1 € F4[X1,...,X] como elemento
primitivo. En particular, el polinomio minimal de Z, 1 tendrd coeficientes en [y, lo que
resultard fundamental al momento de calcular el punto g-racional de V.

Proposicion 9.2.1. Sea q > 8n?dd*. Dado como dato de entrada

= un straight—line program en tiempo I que representa los polinomios de en-
trada Fq,...,Fn_r,

= los polinomios m™ (P, Y, 1), vﬁ?)(Yﬁq) (2<k<n-—r), calculados en el
Teorema (8.5.1, que constituyen una solucion geométrica de la fibra de levan-
tamiento Vp,

pueden calcularse polinomios m(Q,Z,11) € Fq[Zr11], viik(Q,Zr1) € K[Zr 1] (2<
k <n—7) que forman una solucion geométrica de la fibra de levantamiento Vg
con O((nT+n5)M(5)2) operaciones en K. El algoritmo proporciona el resultado
correcto con probabilidad de ézxito al menos 1-1/16.

Demostracion. Aplicando el Lema calculamos polinomios m(1,Y;4 1),V (1,Yr41)
(2 <k <n-—r) que constituyen una solucién geométrica de la fibra de levantamiento Vg
con Y;; 1 como elemento primitivo con O((nT+n5)M(6)2) operaciones sobre K.
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9.2 Un algoritmo para una solucién geométrica de una fibra [, —definible

Sin embargo, necesitamos una solucién geométrica de Vo con Z, 7 como elemento
primitivo. Tenemos entonces que calcular el minimal de Z, 1 —€l cual tendré coeficientes
en [y~ y las parametrizaciones de las variables Y, 1,...,Yy por los ceros de dicho mini-
mal. La forma de proceder remeda lo que hemos hecho en los diferentes capitulos en los
que se desarroll6 el algoritmo.

Abordamos en primer lugar, el calculo del minimal m(Q,Z,, 1) de Z, ;. Para eso,
definimos para cada 2 <k < n—r, el polinomio Wy (1,Yr4+1) € K[Y;11]:

{Dr+k(1>y%+1):::(aﬁi/ayg+1)_](])Y}+1)‘vr+k(1)y%+1) mod ﬁi“,Y}+]),

Con esta definicion, la identidad Yy =Wy4k(1,Yr41) es valida en K[Vq]. Si escribimos
Ziv1=01Z1+ -+ 0Ly + %11 Y1+ -+ Yn, de la identidad

Res (ﬁl(1,Yr+]),g) = H g(YT‘Jr] (X))»
xeVq

deducimos que la ecuacién minimal que verifica la forma lineal Z, 1+ TY; 1 en Fq[T] ®F,
Fq [V@] se puede expresar como

Mz,  14+TYr 4 (Q)T)S) =

A . = (9.2)
= Resu(mm,u),S— D e — (o1 +TIU= ) akwkm,u)),
k=1 k=r+2
donde, recordemos, Q = (q7,...,qr). Siguiendo [ABRW96]|, como en la demostraciéon de

la Proposicién [5.1.1] tenemos la siguiente congruencia:

mz. o 47v, 1 (Q T Zrp1) =m(Q,Z, 1)+
+T(0m/0Z,41(Q,Zr1) Vo1 —Vrs1(Q, Zy41) ) mod (T2).

Aqui m(Q, Z, 1) representa el polinomio minimal de la funcién coordenada definida por
Z.41 en K[VQ] y la identidad (0m/0Z,1)(Q,Zr4+1)Yr41 =Vr41(Q,Z;41) es valida en
K[Vq]. Es decir, calculando el minimal de Z, 1+ TY;11 calculamos, al mismo tiempo,
el polinomio minimal de Z, 1 y la parametrizacién de Y., en términos de Z,, 1.

La resultante se calcula por interpolacién en la variable S, a orden TZ. De esta
forma reducimos el problema al calculo de 6 resultantes de polinomios univariados de
K[T] de grado a lo sumo 1. Usando algoritmos rapidos para resultantes univariadas e
interpolaciéon sobre K (ver e.g., [BP94], [v2GG99]), concluimos que la representacién
densa de m(Q,Z,11) ¥ v+1+1(Q,Z11) puede calcularse en forma deterministica con
O(&M(d)) operaciones aritméticas sobre K.

Resta calcular los polinomios v, 2(Q,Zs4+1),...,vn(Q,Z+41) que parametrizan las
variables Y;42,...,Yn por los ceros de m(Q,Z,1). En primer lugar, vamos a calcular
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9 Una fibra de levantamiento de V definida sobre Iy

polinomios w4 2(Q,Z:41),...,Wwn(Q,Z;41) con coeficientes en K de grado acotado por
d—1 tales que Yrpx =wrik(Q,Zr41) en K[Vg] para k=2,..., n—r. Luego, multiplican-
do por (0m/0Z,1)(Q,Zr+1) vy reduciendo modularmente, obtenemos los polinomios
Vir2(Q,Zr41), v (Q, Zrs).

El polinomio wy1(Q,Zy41) se calcula como el resto de (0m/0Z,41)" ' (Q,Zs41) -
Vr41(Q,Zr41) moédulo m(Q,Z,41). Recordemos que en K[Vg], tenemos las siguientes
identidades:

i1 =wrp1(Zog1), Yo =wr(1,Ye 1) (2 <k <)

De aqui, vemos que para 2 < k <n—r, cada polinomio wy(Q,Zy41) coincide con
el resto de Wy (1,vr41(Zr41)) médulo m(Q,Z11). Los polinomios Wy (Q,Zr41)
(2<k <n-—r) pueden entonces calcularse con O(5M(6)) operaciones aritméticas en K.

Para terminar la demostracién, basta reunir los resultados parciales de complejidad y
probabilidad de cada paso del algoritmo. O

En este punto es preciso detenerse, y hacer hincapié en algunos aspectos relevantes
del algoritmo. En vistas de las condiciones que, necesariamente, deben imponerse de
acuerdo al algoritmo que hemos desarrollado, podriamos haber determinado entonces
que el mismo funciona correctamente si q es mayor que 60n*dA*. Ahora, esto hubiera
acarreado el hecho de que la regularidad dependiera de A, el grado geométrico de V, y
tendriamos dos consecuencias, digamos, no deseadas: por un lado A puede ser mucho
més grande que 9§, el grado de V; por otro, acaso una cuestién de indole filoséfica: el
cuerpo K es un cuerpo auxiliar (es decir, cualquier otro cuerpo cuyo cardinal verificara
la condicién requerida serviria), no desempeifia ningin rol importante para encontrar
un punto g-racional y, por lo tanto, no seria natural que la condicién de regularidad
dependiera de los grados de las variedades intermedias.
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10 Célculo de un punto g-racional de V

En este capitulo termina de configurarse el algoritmo probabilistico que calcula un
punto g-racional de la variedad V.

Sea K la extension finita de [, introducida en la Seccién 8.2y consideremos las formas
lineales Z1,...,Z++1,Yr+2,..., Y, encontradas en el capitulo anterior, las cuales confor-
man un conjunto linealmente independiente. La proyeccién lineal 7t: V — A" determinada
por Zy,...,Zy es un morfismo finito y Q :=(dq1,...,dr) € Fj es un punto de levantamien-
to de 7. Finalmente, supongamos que hemos calculado, Proposicién mediante, los
polinomios M(Q,Z; 1) € Fq[Zr41], Vi1 (Q,Zr41) €K[Zr41] (2<k <n—7) que forman
una solucién geométrica de la fibra de levantamiento Vg.

10.1. Una solucion geométrica de una curva plana

Dado w:=(w7,...,wy) € AT consideramos la variedad lineal [, C A™ parametrizada
por las ecuaciones Z1 = w1 T+ Qq,...,Zy = W, T+ Q, y definimos la variedad C,, :=
VNL. Si bien Cy, es una curva contenida en V, no obstante, puede pensarse como una
curva de A" "1 definida por los polinomios

F] ((,UT+ Q)ZT+1 )YT+2)' .. )YTI))" . aFTLfT(wT+ Q)ZT+] )YTJrZ)"' »YTL)'
Bajo esta interpretacién, consideramos 7y, : C, — A la proyeccién inducida por T.

Lema 10.1.1. La variedad C,, es una variedad equidimensional de dimension 1 y
grado &, el morfismo 1y, es finito y 0 es un punto no ramificado de T,.

Demostracion. La variedad lineal L,, como subvariedad de A", tiene dimensién 1;
como 7t es un morfismo finito y C,, = (L) concluimos que dim Cy, =dimyr Ly, =1.
Ademas, C,, esta definida por n —r polinomios en A" "+! y por lo tanto no tiene
componentes irreducibles de dimensién 0; es decir, C, es equidimensional de dimensién
1.

La finitud del morfismo 7, proviene del hecho que Fq [T] — Fq [Cw] es una exten-
sién entera de anillos; esto, a su vez, proviene del hecho que la extensién de anillos
FqlZ1,...,Zy] = F4[V] es entera pues 7 es un morfismo finito.

Observemos que 71, (0) = Vq. Por lo tanto, usando que Q es punto de levantamiento
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10 Calculo de un punto q-racional de V

de 7t y aplicando la Desigualdad de Bézout tenemos
b =degVqg <degCy <degV =5.

Por lo tanto, degC,, =8 y 0 es un punto no ramificado de 7. O

Denotemos por m(wT + Q,Z;11) € F4[T,Z41] el polinomio minimal de (la funcién
coordenada definida por) Z,;; en la extensién entera Fq [T] — Fq [Cw]. La notacién
elegida para el minimal de Z,.;; pone de manifiesto la dependencia del mismo de
los puntos w y Q; asumimos esta dependencia a lo largo del capitulo y escribimos
hT,Zri1) =m(wT+Q,Zr11).

Consideremos entonces el morfismo 7., : Co, — A? definido por la proyeccién en
T, Z-11. La clausura de la imagen de C,, es una curva plana W, definida, justamente,
por el polinomio h(T,Z;1).

De la Proposici6n deducimos que 7, induce una equivalencia birracional 7, :
Cw — Wy, definida sobre W, \\/NVw (VNVw es la curva definida por 0h/0Z, 1), que puede
expresarse en términos de los polinomios que constituyen una solucién geométrica de la
curva C,.

Trasladamos asi, el problema de calcular un punto g-racional de C,, al de calcular
un punto g-racional de W, \Ww. Usando la inversa birracional definida a partir de
la solucién geométrica, aunque no necesariamente Fy—definible, obtenemos un punto
g-racional de Cy, y por lo tanto uno de V. (El morfismo 71, es [Fy—definible y como
Z;41 es una forma lineal con coeficientes en Iy, la preimagen de un punto g-racional de
W \Ww es un punto g-racional de C,.)

Estariamos tentados a pensar que el problema se resuelve calculando una solucién
geométrica de la curva C,. No es suficiente pues, para que este procedimiento sea
viable, necesitamos que la curva W, tenga al menos un punto g—racional; y no podemos
asegurarlo si al menos no tiene una componente absolutamente irreducible definida sobre
Fy. M&s aun, no queda claro siquiera que una curva absolutamente irreducible tenga
un punto g-racional; sin embargo, bajo una condicién de regularidad adecuada (la del
Capitulo @ vamos a poder garantizar que la curva W, tiene puntos q-racionales. En
primer lugar, vamos a elegir w € A" de modo que la curva W, sea absolutamente
irreducible. Sea entonces C € Fy[Q1,...,Q,] el polinomio de grado acotado por 25% del
Teorema Este teorema asevera que para cada w € Fj con C (w) #0, la curva W,
es absolutamente irreducible.

Como en el Capitulo @supongamos que q > 8n?dé*. Podemos elegir aleatoriamente w
en [y para el cual C(w) # 0 con probabilidad al menos 1—1/72. Supongamos entonces
que hemos elegido w. Resumimos las consideraciones anteriores en el siguiente resultado.

Proposicién 10.1.2. Sea q > 8n2dd*. A partir de
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10.2 Calculando un punto racional de C,

= un straight-line program que evalua los polinomios Fy,...,Fn_; en tiempo T,

= [a representacion densa de polinomios de K[Z. 1] que forman una solucion
geométrica, provista por la Proposicion de una fibra de levantamiento
Vo,

puede calcularse en forma deterministica la representacion densa de elementos
m(wT+Q,Zr41) € Iy (TZr1], Veg(wT+Q,Zry1) €K[TZrj1] 2<k<n—1), que
constituyen una solucion geométrica de la curva absolutamente irreducible C,,
con O((nT +n°)M(A)?) operaciones en K.

Demostracion. Argumentando como en la demostracién del Lema [8.3.1] los polinomios
F] ((UT+ QaZT+1 )YT+2) s aYTI))' . »Fn—r(wT+ Q)ZT‘+1 )YT—I—Z) s )YTL)

forman una sucesién regular y generan un ideal radical de Fy [T, Z,41,Yr42,..., Ynl. Apli-
cando el algoritmo de la Proposicién obtenemos, con la cantidad de operaciones
indicada, polinomios m(wT + Q,Z,11) € Fq[T,Z;11], vrgx(WT +Q,Zr41) € K[T, Z141]
(2<k <n-—r), que conforman una solucién geométrica de la curva C. L]

10.2. Calculando un punto racionalde Cy,

En esta seccién ponemos en marcha la discusiéon de la seccién anterior mostrando
un algoritmo probabilistico que calcula un punto g-racional de la curva C,,. Para eso,
supongamos que estamos en las condiciones de la seccion anterior: elegimos w € F tal
que la curva plana W, definida por h(T,Z,;1) € Fy[T,Z, 1] es absolutamente irreducible
de grado 0. Consideremos, ademads, la curva plana Ww definida por 0h/0Z; 1.

Recordemos que nuestra tarea consiste en hallar un punto en (W, \Ww)(Fq). Las
condiciones impuestas sobre F; garantizan, por un lado, que el conjunto (W, \Ww)(IFq)
es no vacio, y, por el otro, que existe buena probabilidad de elegir un punto al azar en

(Weo \We,) (Fy )
Lema 10.2.1. Si q > 8n?dé?, entonces
(W \We)(Fy)| > q—q'/28% 2. (10.1)

En particular, existe al menos un punto q—ractonal de Wy, \Ww, y por lo tanto de
V.

Demostracion. De la estimacién de Hasse-Weil ([1.2)) deducimos que la cantidad de
puntos g-racionales de W, satisface la siguiente estimacién:

W (Fg)l—q| < 8%q'/2.
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10 Calculo de un punto q-racional de V

En particular, deducimos la cota inferior (W, (Fy)| > q— 52q1/2.

La variedad W, ﬂWw tiene dimensién 0 y grado acotado por 6(6—1). De aqui, la
siguiente cota superior para la cantidad de puntos g-racionales: [(W, ﬁVNVw)(IFq)I <
5(d—1). Combinando la cota inferior anterior con esta cota superior obtenemos la cota
inferior de ((10.1)).

Finalmente, la cota inferior de 1) es un nimero positivo pues q > 8n?ds*. En
suma, W, \Ww tiene un punto g-racional. O

Con la certeza de que (Ww \Ww) (IFq) es no vacio podemos abordar la tarea de hallar
uno de sus elementos. En realidad, la tarea consiste en hallar un cero (a,b) € ]FO% del
polinomio h(T,Z,;1) que no sea cero de 0h/0Z, . Para eso, trataremos de encontrar,
en primer lugar, a € F; de modo que el polinomio univariado h(a,Z,;1) tenga una raiz
b en Fy y que lleve a que el punto (a,b) pertenezca a (W, \Ww)(IFq) (verificamos
si h(a,Z,41) es libre de cuadrados). La cuestién probabilistica que atraviesa este pro-
cedimiento surge, entonces, de la necesidad de estimar la cantidad de elecciones de a € Iy
necesarias para que h(a,Z,; 1) tenga una raiz b en F; tal que (a,b) € (Ww \Ww) (Fq).

Para cada a € Fg, el polinomio h(a,Z,;1) tiene a lo sumo o raices en Fq; en otras
palabras, cada a € F; da lugar a lo sumo a § puntos (a,b) € W, \Ww. Esta observacién
y permiten la siguiente estimacién:

1/262*52

{a € Fy : (W \We)(Fg) N{T = a) £0) > 19 -

Deducimos la siguiente cota inferior para la probabilidad de elegir a € F; que origine un
punto g-racional (a,b) € W, \ W,:

q_q1/262_62

o (10.2)

Prob <{a €Ty (Weo \We)(Fq) N{T = a}#@}) >

Si q > 8n?ds*, de la estimacion sobre la probabilidad concluimos que, después de
a lo sumo & elecciones al azar, encontraremos con probabilidad al menos 1—2q~ /252 >
1—1/6 un elemento a € [F; para el cual existe (a,b) € W, \Ww (Fy). Este paso se reduce
a calcular el maximo comiin divisor entre h(a,Z,,1) y Zf 1 — Zr+1 hasta que este sea
un elemento no constante de Fy[Z,,1]. Una vez hallado a € F,, aplicando [vzGG99,
Corollary 14.16], el calculo de b € I, se reduce al de un niimero de maximo comin
divisores y a factorizacién en Fy[Z, 1]. El resultado siguiente resume el algoritmo recién
descrito:

Proposicién 10.2.2. Sea q >8n?dd*. A partir de la solucion geométrica de la curva
Cw, provista por la Proposicion es posible calcular un punto q—racional
de la curva Cy con O(néM(é)log q) operaciones en K. El algoritmo devuelve el
resultado correcto con probabilidad al menos 1—25/144.
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10.3 El algoritmo final

Demostracion. Dado a € [y, definimos el siguiente polinomio de Fq[Z,1]:
hZ(ZrJr] ) = ng (h(a,ZrJﬂ ))Z:‘_H - Z‘r+1 ) .

Aplicando [vzGG99, Corollary 11.16]) podemos calcular h} con O(M(é)log q) opera-
ciones en [;. Ademas, decidir si h(a,Z1) es un polinomio libre de cuadrados requiere
O(M( 6)) operaciones en [f;. De la estimacién sobre la probabilidad vemos que de-
spués de a lo sumo 6 elecciones al azar, encontramos, con probabilidad al menos 1—1/6,
un elemento a € F; tal que h(a,Z, 1) es libre de cuadrados y h}, es un polinomio no
constante de Fy[Z,;1]. Por lo tanto, encontrar tal a € F; y calcular el polinomio h}
requiere a lo sumo O(éM(é)log q) operaciones en [fy.

Como hj se factoriza en factores lineales simples en Fy[Z, 1], la factorizacién de hf
en Fy[Z,;1] puede llevarse a cabo con O(M(d)logq) operaciones en F; y se obtiene el
resultado correcto con probabilidad por lo menos 1—1/144 (ver eg., [vzGG99, Theorem
14.9]). Cualquier raiz b € F; de h} proporciona un punto g-racional (a,b) € Iqu de
W \ We.

Especializamos las parametrizaciones de Y,k (2 <k <n—r) por los ceros de m(wT+
Q,Zy+1)en T=ay Z,y1 =b y obtenemos un punto racional de C,, (observemos que
la eleccién de a asegura que las especializaciones estan bien definidas). Esto completa la
prueba de la proposicién. O

10.3. El algoritmo final

Finalmente, estamos en condiciones de describir el algoritmo completo:

1. Comenzamos ejecutando el algoritmo delineado en el Teorema para obtener
una soluciéon geométrica de la fibra de levantamiento Vp.

2. Obtenemos una solucién geométrica de la fibra de levantamiento Vg y de la curva
absolutamente irreducible C, aplicando los algoritmos de las Proposiciones [9.2.1

y[10.1.2]

3. Aplicamos el algoritmo de la Proposicién [10.2.2|para conseguir un punto g-racional
de la curva C,, C V.

Resumimos las consideraciones anteriores en el siguiente resultado:

Teorema 10.3.1. Sea q > 8n?dé*. A partir de un straight-line program que evalia
los polinomios de entrada Fq,...,Fn_ en tiempo T puede calcularse un punto q—
racional de la variedad V con O((nT+n5)M(A)M(dA)logq M(log(qA))) operaciones
bit y con probabilidad de éxito al menos 2/3 >1/2.
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10 Calculo de un punto q-racional de V

Nuestro algoritmo puede ser extendido al caso de una F,—variedad equidimensional
V (definida por una sucesion regular reducida), en tanto tenga una componente absolu-
tamente irreducible definida sobre F;. De hecho, el algoritmo del Teorema puede
ser aplicado en este caso, porque solo requiere que la variedad V sea equidimensional y
esté definida por una sucesién regular reducida. Con un argumento similar al del Teo-
rema y de la Proposicién [10.1.2) obtenemos una solucién geométrica de una curva
C C V definida sobre I, con al menos una componente absolutamente irreducible defini-
da sobre Fy. Luego, usando algoritmos réapidos para factorizacién bivariada y tests de
irreducibilidad absoluta (ver e.g., [Kal95]), calculamos tal componente absolutamente
irreducible; a esta componente le aplicamos el algoritmo de la Proposicién Si
q > 8n?dd*, nuestra estimacién asintética de complejidad y las estimaciones de proba-
bilidad son las mismas que las del Corolario
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11 Una aplicacion a la criptografia

Este capitulo constituye una aplicacién, al &mbito criptogréafico, de las herramientas
algoritmicas desarrolladas a lo largo de esta tesis. Estudiamos el problema de invertir
un morfismo polinomial biyectivo F:Fj* — Fj'. El interés por este tipo de problemas se
origina en los casos en que dicho morfismo F codifica alguna permutacién de un esquema
criptografico.

11.1. EIl contexto

Sean Fy,...,Fn polinomios en Fy[X] :=F4[X1,...,Xn]. Consideremos la aplicacién poli-
nomial F: A™ — A™ definida por Fy,...,Fn, es decir F(x) = (F;(x),...,Fn(x)). Decimos
que F es un automorfismo si existe una aplicacién polinomial G =(Gy,...,Gn):A™ — A™
tal que X; = Gi(Fq,...,F) para todo 1 <1< mn. Decidir si un conjunto de n polinomios

define un automorfismo es un problema duradero y forma parte de lo que se conoce como
la Conjetura del Jacobiano: F define un automorfismo si y solo si el determinante de la
matriz jacobiana (0F;/0X;)1<i,j<n €s una unidad.

Desde el trabajo [IM88| se han construido esquemas de clave publica cuya seguridad
se sostiene en la dificultad de resolver sistemas de ecuaciones polinomiales sobre cuer-
pos finitos; pero, en general, los esquemas que se proponen son vulnerados a través de
«ataques» ad hoc (ver e.g., [WP05|, [KS99]). Esta situacién podria proporcionar indicios
sobre el hecho de que invertir los morfismos polinomiales utilizados en criptografia de
clave piblica —tipicamente definidos por polinomios cuadraticos— no constituye un prob-
lema dificil, y pone de manifiesto la necesidad de caracterizar pardmetros que midan tal
dificultad.

Carl Sturtivant y Zhi-Li Zhang [SZ90| presentan un algoritmo para invertir una apli-
cacién polinomial del tipo descrito, asumiendo que F es un automorfismo de F, [X]™ cuya
inversa tiene grado (dn)°("), con d el méaximo de los grados de los polinomios Fy, ..., F.
El algoritmo tiene una complejidad de (7nd)©(!) operaciones aritméticas en F,, donde
T es el numero de operaciones aritméticas necesarias para evaluar F.

Desde el punto de vista de la criptografia, el problema critico es el de calcular la
imagen inversa de un punto y(®) e [y bajo una aplicaciéon F, mas que el de invertir el
morfismo F. En este sentido, resolvemos aquel bajo hipdtesis méas relajadas que las de
[SZ90|]. Mas precisamente, mostramos un algoritmo probabilistico que, dado un punto
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11 Una aplicacién a la criptografia

yl® e Fg* y un straight-line program que evalia F en Fy[Xy,...,Xn], calcula el punto
x(©) € F* para el cual F(x(%)) =y(©).

La complejidad del algoritmo es grosso modo O((Tn*+6%)nd?), donde L es la com-
plejidad de la evaluacion de F y 6 es el grado del grafico de F. Creemos que el grado
0 podria desempefiar un papel importante para medir la dificultad de invertir F; de-
beria ser tenido en cuenta como un pardmetro que estime la seguridad de los esquemas

criptograficos subyacentes.

11.2. Preparacion de los datos de entrada

Dados polinomios F1,...,Fn € F4[X7,...,Xn] de grado acotado por d, consideremos la
aplicacién polinomial F: A™ — A™ definida por F(x):= (F;(x),...,Fn(x)). En particular,
la restriccion de F, de Fg" en Fj', esta bien definida y sera denotada también por F.

Sea V C A’™ la Fy—variedad dada por el grafico del morfismo F:

Vi={(x,y) € A*™: yi =Fi(x), 1 <i<n}

Vamos a suponer que F satisface las siguientes condiciones (usuales en las situaciones
criptogréficas en que estamos interesados).

(1) F:TFg — Ty es biyectivo.

(i) La proyeccién 7t:V — A™ definida por 7t(x,y) :=y es un morfismo finito. En parti-
cular, para caday € A™ lafibra V,, := 7~ (y) es una subvariedad de V de dimensién
0.

Bajo las condiciones anteriores, la variedad V (dado que es un grafico) es una Fy—
variedad absolutamente irreducible de dimensién n y F es un morfismo dominante.
En consecuencia, las indeterminadas Y7,...,Y, son algebraicamente independientes en
Fq [V]. Sea 6 el grado de V y D el grado del morfismo 7.

Supongamos que disponemos de una solucién geomeétrica de la [f;—variedad V. En par-

ticular, disponemos de una forma lineal £ € F[Y1,..., Y] cuyo minimal m, (un elemento
de Fy[Yq,...,Yn,T]) verifica degt m, = D. Entonces V es birracionalmente equivalente
a la hipersuperficie H definida por m, € Fq[Y1,...,Yn,T]. Como V es absolutamente

irreducible, H y por lo tanto m, lo son.
Dado y(®) ¢ [Fg" denotamos por Vy (o) la fibra correspondiente. Para calcular la preima-
gen x(0) ¢ Fg- de y(®, o lo que es lo mismo, el punto (x(°) y(®)) e Vy(0), vamos a

0) en otro sistema F(X) =F(x(")), con x(!) un punto elegido

deformar el sistema F(X) =y
en forma aleatoria en una extensién finita K de [, extensién que serd determinada
oportunamente, como hicimos durante el desarrollo del algoritmo. Debemos sefialar que

esta deformacién esta influenciada por el trabajo [PS04].
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11.2 Preparacién de los datos de entrada

En primer lugar, debemos entonces establecer cotas apropiadas sobre el grado de las
condiciones genéricas que subyacen a la eleccién de x(1).

Lema 11.2.1. Eziste un polinomio A € Fy[X1,...,Xn] de grado a lo sumo 3ds* tal que
para cada x € A™ con A(x) #£0, el puntoy:=F(x) satisface las siguientes condiciones:

(i) y es un punto de levantamiento de m:V — A™,

(i) La curva ¢ c A™ definida por F(X) =y+(S—1)(y—y(?) es absolutamente
irreducible.

Demostracién. Sea L € Fy[X] una forma lineal que induce un elemento primitivo de
la extension de anillos Fy[Y1,...,Yn] < Fq[V] y sea m. € Fy[Y1,...,Yn][T] su polinomio
minimal.

Si A1 € Fq [Y1,...,Yn] denota el discriminante de m . con respecto a T, de la irreducibi-
lidad absoluta de m, concluimos que A; # 0. En realidad, podemos expresarlo como
un polinomio en las indeterminadas Xj,..., Xy definiendo A := A;(F(Xi,...,Xn)). De
este modo, A pertenece a Fy[X1,...,Xn] y tiene grado acotado por (2D —1)d$; ademas,
como el morfismo F es dominante, existe x € A™ tal que A;j(x) #0. En otras palabras,
A7 es un polinomio no nulo.

Definimos m,(X,S,T) :==m,(F(X)+ (S—1)(F(X)—y(9)),T) € Fq[X,S,T]. Notemos que
m, es un elemento moénico de Fy[X,SI(T] ya que m, € Fy[Y][T]. Si y es un punto de
levantamiento de 7 y x es cualquier punto de la fibra V,, tenemos que m,(x,1,T) =
m,(y,T) es un polinomio separable de Fq [X][T].

Aplicando entonces el Teorema existe un polinomio A, € Fq [X] de grado acotado
por 2d5* tal que para cada x € F; con Aj(x) #0 el polinomio m,(x,S,T) es absoluta-
mente irreducible.

Definimos el polinomio del enunciado del lema como A := AjA,. Observemos que
A € F4[X] y que A tiene grado a lo sumo 3dé*. Ahora, si x € A™ es tal que A(x) #0
y si definimos y := F(x), se verifican las condiciones (1) y (ii) del enunciado del lema.
En efecto, de A1(x) #0 se sigue que Aq(y) = 0; es decir, el discriminante de m,(y,T)
con respecto a T es distinto de cero. Deducimos que m,(y,T) tiene D raices distintas
y por lo tanto, y es un punto de levantamiento de 7t. Para terminar, dado que y es un
punto de levantamiento de 7ty que A, (x) # 0, el polinomio m,(x,S,T) es absolutamente
irreducible y la curva C también. O

Supongamos que ya hemos elegido x € A™ que verifica las condiciones del Lemma
11.2.1|y sea y:=F(x). Sean A :=(Ay,...,An) nuevas indeterminadas.

Lema 11.2.2. Eziste un polinomio no nulo B € Fy[A] de grado a lo sumo 2D? tal
que para cada A € A™ con B(A) #£0, la forma lineal L =M\ X7+---+An X, separa los
puntos de las fibras Vy y V(o).
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11 Una aplicacién a la criptografia

Demostracion. Sea Vy UV (o) = {P1,...,Pp/}. Consideramos la forma lineal genérica
L= X7+ +AnXy y definimos el polinomio B(A) :=TT1<i<j<p/(LA(Pi) —LA(P;)).
Como D’ < 2D, B € F4[A] es un polinomio no nulo de grado a lo sumo 2D?. Cualquier
A € A™ que no anule a B proporciona una forma lineal L que separa los puntos de V, y
de Vy (0)- ]

La cuestiéon radica en determinar una extensién finita K de F; de modo de poder
garantizar la existencia de A,x € K™ que satisfagan los Lemas[11.2.1]y El préximo
resultado establece que podemos realizar esta eleccién en forma aleatoria en cualquier
extensién de F; de grado adecuado.

Corolario 11.2.3. Con las mismas notaciones que en los Lemas|[11.2.1| y|11.2.2,

fijamos w>0 y elegimos una extension finita K de Fy tal que |K| >4udd*. La proba-
bilidad de elegir (A, x) € K2™ que no anule al polinomio AB es al menos 1—1/p.

Demostracién. La probabilidad de elegir aleatoriamente x € K™ que no anula al poli-
nomio A es al menos 1—3d6%/|K| > 1—3/4u. Habiendo realizado esta eleccién, podemos
elegir un elemento A € K™ no anula a B con probabilidad al menos 1—2D?/|K| > 1—1/4y.
Por lo tanto, la probabilidad de elegir al azar (A,x) € K?™ tal que (AB)(A,x) #0 es al
menos (1—3/4u)(1—1/4u) >1-1/p. O

11.3. El algoritmo

Sea K un cuerpo de cardinal O(dd*) que extiende a [Fy. Corolario mediante,
asumimos haber elegido (A,x(!)) € K™ que verifica las condiciones de los Lemas
y Por lo tanto, y!") := F(x(1)) es un punto de levantamiento de 7t: V — A™, la
curva C C A™*! definida por

FX) =y M +(S—1) " —y'O) (11.1)

es absolutamente irreducible, y la forma lineal £:=A1X; +---+ A Xn € K[X] separa los
puntos de las fibras Vym y Vy(O). Consideremos la proyeccién ms : C — A'! definida
por 7s(s,x) :=s. Observemos que 7ts es un morfismo finito de grado D, que S=1 es
un punto de levantamiento de 7s y que 7@1 M={1txCy 7T§1 (0) ={0} x (o, donde
G=F'uy")y G=F"(y®). Ademés, como L separa los puntos de V(1) se sigue
que L es un elemento primitivo de K[S] — K[(].

El algoritmo que finalmente calcula el punto x(°©)

consta de tres etapas principales.
En primer lugar, calculamos el polinomio minimal mg(S,T) de £ en la extensién de
anillos K[S] < K[(]. Luego calculamos una solucién geométrica de la curva C. Por altimo,

calculamos efectivamente el punto x(©).
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11.3 El algoritmo

11.3.1. Calculo de un polinomio minimal

Consideremos la factorizacién de mg(S,T) en el anillo de series de potencias K[[S —
1][T]. Como mg(1,T) es separable y de grado D existen D series de potencias distin-
tas o1, ... 0(P) e K[S —1] tales que el polinomio mg(S,T) se factoriza como mg =
HP:1 (T—o'Y)). Mas aan, ms(1,T) puede factorizarse en la forma mg(1,T) = ]_[le (T—
o(V(1)), donde oV (1) representa el término constante de o) para 1 <1i< D. Co-
mo mg(1,T) es el polinomio minimal de la forma lineal £ en K[Vym] entonces, si
Vo ={P; ,...,Pp}, tenemos que mg(1,T) = ]_[P:1 (T—L(P;)). Dado que x!) pertenece
alafibra V(1) existe una serie o(V) para el cual £L(x(V) =V (1). En aras de simplificar
la notacién, escribimos o en lugar de o).

En primer lugar, calculamos la serie de potencias ¢ truncada a orden N :=2D§9; es
decir, calculamos el polinomio oy € Fy[S], de grado a lo sumo N, congruente a ¢ médulo

(S—1)N*1. La idea es recuperar ms(S,T) a partir de una ecuacién que anule a oy .

Lema 11.3.1. Sea g € K[S,T] con degsg <0 y degyg <D que, ademds, satisface la
siguiente congruencia
g(S,on) =0 mod (S—1)N*T, (11.2)

Entonces ms divide a g en K[S,T].

Demostracion. Sea g € K[S,T] una solucién de con las condiciones de grado sefia-
ladas. La resultante h € K[S] de g y ms respecto de T tiene grado a lo sumo N y pertenece
al ideal generado por ms y g. Dado que ms(S,on) ¥ ¢(S,on) son congruentes a 0
médulo (S—1)N*1, tenemos que h(S) =0 médulo (S—1)N*1 y, por lo tanto, que h =0.
Derivamos la existencia de un factor comin a mg y g en K(S)[T]. Teniendo en cuenta la
irreducibilidad de mg en K(S)[T] y el lema de Gauss, concluimos la demostraciéon. [

El Lema evidencia la caracterizacién de ms como una solucién no nula de
(11.2): la solucién de grado minimo. Observemos entonces que nos encontramos en la
misma situacién que la de la Seccién El sistema representa un sistema de
ecuaciones lineales cuyas incognitas son los coeficientes del polinomio g, y las ecuaciones
de este sistema se obtienen calculando las potencias oy, ..., 6113] truncadas a orden N+1.

Procederemos como en el algoritmo de la seccion aunque, en este caso, traba-
jamos solamente con la raiz x!'). Comenzamos calculando oy, aplicando el operador
de Newton, tal como fue aplicado en esa seccién, sobre el anillo de series de potencias
K[S —1]. Evaluando en S =1, obtenemos el sistema y!') = F(X). Como y(!) es un
punto de levantamiento de 7, del Lema se desprende que ninguna de las soluciones
de y!") =F(X) anulan el determinante de la matriz Jacobiana Jr := (9F;)/(0X;)1<i j<n-
En particular, det J(x(1)) # 0. Por lo tanto, estamos en condiciones de llevar adelante la
iteracién de Newton. La diferencia, es que en aquella instancia, tratamos con un dnico
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11 Una aplicacién a la criptografia

polinomio bivariado, mientras que en este caso lo aplicaremos a un sistema de ecua-
ciones polinomiales —en este sentido, se asemeja a la forma en que fue utilizado durante
el desarrollo del algoritmo, con la salvedad de que en este caso, la iteracion de Newton
es local- dado por el sistema de ecuaciones

G(8,X) =F(X) =y = (s =)' =y

(k)

Sea Ng el operador de Newton—-Hensel Ng(X) := X — ]}?1 (X)G(S,X) y denotemos por
N(Gk) la k—-ésima iteracién de Ng. Si definimos Wy := N (x(1) € K[S—1]™ entonces

G(S,¥y) =0 mod (S—1)2". (11.3)

El polinomio mg(S,£(X)) pertenece al ideal de K[S,X] generado por G pues se anula
sobre la curva (C, con lo cual () implica que mg(S, £L(¥x)) =0 médulo (S—1 )Zk. De
la identidad £(Wy)(1) = £(x(1)) deducimos también que £(Wx) = o mod (S —1)2k. De
este modo, aplicando « := [log,(N +1)] iteraciones del operador de Newton obtenemos

on truncando a orden N +1 la serie de potencias £(W,). Luego, calculamos las potencias

2 D
GN,---’GN

La multiplicacién de dos matrices de tamafio n x n con coeficientes en K requiere

multiplicando y truncando.

O(n®) operaciones en K, donde w < 2,376 (tedricamente), pero en la practica usual-
mente se considera w =1log,7 ~ 2,81 (cf. [BP94]). La siguiente proposicién proporciona
la estimacion de complejidad del procedimiento descrito anteriormente:

Proposicion 11.3.2. Si los polinomzios Fq,...,F se evalidan con T operaciones sobre
K, entonces las potencias UN,...,GR, truncadas a orden N+ 1, pueden calcularse
con O((T+n'*®)M(Ds)) operaciones en K.

Demostracion. En primer lugar, apelando al teorema de Baur-Strassen [BS83|, dado
que los polinomios Fq,...,F;, se evaliian con 7 operaciones en K, evaluamos las entradas
de J§ con O(7) operaciones aritméticas. Luego, €l determinante y la matriz adjunta de
JF con O(7 +n'+%) operaciones aritméticas [BP94].

Para calcular Wy, a partir de Wy, calculamos la matriz inversa Jp T (W) como el
producto Ji ' (Wi) =det Jr (Vi) =" - Adj(Jr (k)

Utilizando inversién rapida de series de potencias podemos calcular det J¢ (Wi )~ ' con
O((T+n'T*)M(2%)) operaciones aritméticas ([vaGG99], [BP94]). Con un costo similar,
la adjunta Adj(Jr(¥x)) y el producto detJ(Wi) ™'~ Adj(Jr(Yk)).

Por lo tanto, el célculo de Wy para 2 < k < k requiere O((Z +n'*%) P M(2%)) =
O((‘T—I—n”“’)M(Dé)) operaciones aritméticas.

Los pasos restantes no cambian la complejidad total. O

Discutimos ahora como resolver el sistema de ecuaciones que surge en ([11.2)). Se trata
de un sistema lineal con N+ 1 ecuaciones y Db incdgnitas representadas por los coefi-
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cientes de la solucién g € K[S,T] de . Un sistema arbitrario de O(Dd x Do) puede
resolverse con O((Dd)?) operaciones aritméticas ([BP94] presenta algoritmos rapidos
para esta tarea); no obstante, en este caso, vamos a sacar provecho (en vistas de mejorar
la estimacién de la complejidad) del hecho siguiente: ordenando las incognitas en forma
adecuada, la matriz M del sistema es una matriz Toeplitz en bloques.

Lema 11.3.3. La matriz M del sistema puede erpresarse como una matriz
Toeplitz en blogques con D blogues.

Demostracion. Para empezar, escribimos el polinomio

5 D
g(S,Th=) > Ajx(S—1)T*

§=0 k=0

cuyos coeficientes indeterminados A; i representan las incognitas del sistema. Ademas,
las potencias de on pueden expresarse como

N
oN =) ani(S—1)"mod (S—-T)NT (1<k<D).
h=0

Por lo tanto, fijando i con 0 <i < N, la i—ésima ecuacién de (11.2)) es una ecuacién
homogénea

5 D
ZZ“ifj,kAj,k:O» (11.4)
j=0%k=0
(con &i_j 1 =0 para i—j < 0) que expresa que el coeficiente de (S —1 ) en g(S,on) es
cero.

Fijemos ko y llamemos M(ko) a la submatriz de M de tamafio (N+1) x & formada
por las columnas de M correspondientes a las incégnitas Aj x, para 0 <j < 5. Como
consecuencia de la matriz M (ko) resulta ser una matriz Toeplitz y, ordenando las
incégnitas A; i segin el orden lexicografico inverso aplicado al conjunto de pares (k,j),
concluimos que M es una matriz Toeplitz en bloques, con D bloques. O

El Lema nos permite resolver usando la teoria de matrices de rango de
desplazamiento fijo (cf. [BP94], [Pan01]). De [Pan01, Chapter 5] se sigue que una base
del espacio nulo de una matriz Toeplitz en bloques de tamafio 2D x D6 con D bloques
puede calcularse en forma probabilistica con O (DZM(Dé)) operaciones en K. De esa base
obtenemos mg dentro de la misma estimacién de complejidad. Para concluir, la siguiente
proposicién resume el costo de calcular el polinomio minimal mg:

Proposicion 11.3.4. El polinomio ms € K[S, T] puede calcularse con O((‘I—{—n”“’ +
DZ)M(DZS)) operaciones en K con probabilidad de éxito 1—1/p.
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11 Una aplicacién a la criptografia

11.3.2. Una solucién geométrica de una seccion plana

La tarea en ciernes consiste en extender el algoritmo de la seccién previa a un al-
goritmo que calcula una solucién geométrica de la curva C definida en (11.I). Sea
A= (Aq,...,An) un vector de nuevas indeterminadas y consideremos la proyeccién
TiA A" x C— A™ x A! definida como 7tA (A, s,x) := (A, s). Como 7ts es un morfismo finito,
el morfismo 7t es finito y, por lo tanto, la extensién de anillos K[A, S] — K[A] @k K[(] es
entera. El polinomio minimal ma € K[A,S,T] de la forma lineal L := A1 X7+ +AnXn
en K[A,S] — K[A™] @k K[C] es un elemento separable de K[A,S][T], tal que dmAx /0T no
es divisor de cero de K[A™] ® KI[(C], que satisface las cotas de grado degr ma < D,
degsma < 0 y degp ma < 8. Recordemos que si reemplazamos A en A tenemos que
ma(A,S,T) =ms(S,T) y, posteriormente, las n parametrizaciones requeridas:

0

%(S,T)xk—vk(s,ﬂ:o (1<k<mn), (11.5)
donde vy := %T“TQ(?\,S,T). Conociendo el polinomio minimal mg, resta calcular las para-
metrizaciones v1,...,v. Para ese fin, consideramos el desarrollo de Taylor de orden uno

de ma(A,S,T) en potencias de A—A:= (A7 —Ay,...,An—An):

n
oma(A,S, T
ma =ms+ Z /g(/\k)(/\k—Ak) mod (A —A)2.
k=1

Calcularemos este desarrollo de Taylor aplicando el algoritmo que subyace a la Proposi-
cién a la forma lineal genérica L. Cada operacién aritmética en este algoritmo es
una operacién aritmética entre dos polinomios de K[A], truncados a orden (A —A)Z. Da-
do que sumar o multiplicar dos polinomios de K[A] truncados a orden (A —A)? requiere
O(n) operaciones aritméticas en K obtenemos:

Proposicion 11.3.5. Una solucion geométrica de C puede calcularse con O((‘T—l—
nltw —I—Dz)nM(Dé)) operaciones en K.

11.3.3. Calculo de un punto racional

En esta secciéon mostramos finalmente como hallar la anica solucién en Fj* del sistema
F(X) =y,

Consideremos una solucién geométrica K—definible de la curva C definida en (|11.1).
Esta solucién geométrica viene dada por una forma lineal £ € K[X], el polinomio mi-
nimal mg € K[S,T] de L en la extensién de anillos K[S] <— K[(] y las parametrizaciones
(0ms/0T) Xk —vi (S, T) de las variables Xy,...,X;, por los ceros de mg, parak=1,...,n.
Sea 75 ' (0) =:{0} x Cp donde (o =F'(y(?)). Nuestras hipétesis sobre F implican que
0)

x(0) es el tinico punto g-racional de Cy. Como L separa los puntos de 7t§1 (0), de una solu-
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cién geométrica de C podemos obtener una solucién geométrica de (. De hecho, reem-
plazando S por 0 en mg,v1,...,v, obtenemos polinomios mg(0,T),v1(0,T),...,vn(0,T) €
K[T] que representan una descripciéon de la fibra (. El inconveniente de esta repre-
sentacion es la posible presencia de multiplicidades, representadas por factores multiples
de ms(0,T), que son también factores de v;(0,T),...,vn(0,T). Para eliminarlas, pro-
cedemos del siguiente modo: en primer lugar, calculamos

ams

a(T) :=ged(ms(0,T), 3T

(0,T)),

y limpiamos de cuadrados mg (0, T) calculando mo(T) :=ms(0,T)/a(T). A continuacién,
dado que a(T) divide a v (0, T), obtenemos
ams

-7 (0 1/a(M)Xk—vic(0,T)/a(T), (1<k<mn).

Para terminar, como mgy y (0ms/0T)(0,T)/a(T) son elementos coprimos de K[T], inver-
timos (0ms/0T)(0,T)/a(T) moédulo my y llegamos a las parametrizaciones Xy —wy (T).

Proposicion 11.3.6. Dada una solucion geométrica de C, provista por el algorit-
mo de la Proposicio’n podemos calcular una solucidn geométrica mo(T), X7 —
wi(T),...,Xn—wn(T) de la variedad de dimension cero (o con O(ndM(D)) opera-
ciones en K.

Demostracion. La representacién densa de los polinomios ms(0,T),v1(0,T),...,va(0,T)
puede calcularse con O(nD&6) operaciones aritméticas en K. El resto de las operaciones
consiste en multiplicaciones, maximo comin divisores e inversiones modulares de poli-
nomios univariados, cuyos grados son menores o iguales que D; esto adiciona O(nM(D))
operaciones en K.

O

Buscamos los puntos K-racionales de () remedando la demostraciéon de la Proposi-
cién Con O(M(D) log IKI) operaciones en K calculamos h:= ged(mo, T —T) e K[T]
[vaGG99, Corollary 11.16]. La factorizacién de h en KI[T] se lleva a cabo probabilistica-
mente con O(M(D)log|K|) operaciones en K [vzGG99, Theorem 14.9]. Las raices de h
son los valores £(P) que se obtienen al evaluar la forma lineal £ en los puntos P € (5 (K).
En particular, £(x(°)) € K es una raiz de h.

Evaluamos los polinomios wy en las raices « de h y obtenemos x(°) como el tnico
punto q-racional que se expresa como (wi(«),...,wn(a)).

Reuniendo los resultados de las Proposiciones y obtenemos el principal
resultado de este capitulo:

Teorema 11.3.7. El unico punto q-racional solucion del sistema F(X) =y°) puede
calcularse con O((‘T—I—n”“’ + D?)nM(D&)M(log g&) + M(D)M?(log q6)) operaciones
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11 Una aplicacién a la criptografia

bit.

Dado que D < 9, la estimacion de complejidad que hemos logrado puede ser descrita
como polinomial en 7 (el costo de evaluar Fy,...,Fy), las cantidades n y logq, y & el
grado del grafico de F. Por lo tanto, el interés de nuestro algoritmo, y la consecuente
(in)seguridad de los criptosistemas basados en aplicaiones polinomiales sobre cuerpos
finitos, descansa en el pardmetro 6. Recordemos que en el peor caso 6 =degF;---degF,,.
Adaptando los argumentos de [CGH 03| es posible probar que cualquier algoritmo uni-
versal que resuelva F(X) =y(°) tiene necesariamente complejidad (degFq ---deg Fo)Q),
mostrando de esta manera la seguridad del correspondiente criptosistema con respecto
a algoritmos universales de decodificacién. Un algoritmo universal es un algoritmo que
no distingue los sistemas de entrada de acuerdo a invariantes geométricos y representa
un modelo para los algoritmos estandar basados en técnicas de reescritura, tales como
los algoritmos de bases de Grébner.

Como colofén, algunas observaciones acerca del comportamiento de nuestro algoritmo
bajo las hipétesis de [SZ90]. Recordemos que [SZ90] requiere que la aplicacién polinomial
F:A™ — A™ sea polinomialmente inversible, con inversa G := (Gy,...,Gy,) de grado
(nd)©"). Entonces muestran que G puede calcularse con (7nd)°!") operaciones. Bajo
estas condiciones, tenemos que la proyeccién 7w:V — A™ tiene grado 1, es decir, D =
1. Méas atin, es facil mostrar que el polinomio minimal mg(S,T) tiene grado acotado
por e :=mdax;<x<ndeg Gy, y los algoritmos presentados en las Proposiciones y
tienen en realidad complejidad 7(nd)©!"). Esto muestra que nuestro resultado
de complejidad es polinomial con las hipétesis mas fuertes de [SZ90].
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12 Conclusiones

Para concluir este trabajo, planteamos algunas reflexiones sobre la tarea llevada a
cabo, sobre los resultados obtenidos. A la vez, planteamos algunas inquietudes, algunos
interrogantes, y posibles lineas de investigacién que se despliegan a lo largo de la tesis.

» En términos de estimaciones generalistas, las estimaciones obtenidas en los Capi-
tulos [4] y [B] estan cerca de ser 6ptimas. Es decir, aun en el caso de que se mejoren
las cotas de grado de las versiones efectivas del primer teorema de Bertini (recien-
temente Gregoire Lecerf [Lec06] ha obtenido una de orden O(52) para cuerpos de
caracteristica mayor que 262), lo que llevaria a mejorar el segundo término de error
de dichas estimaciones, los métodos que hemos empleado no permiten mejorar el

r—1/2 HEste término es el

término canénico del error de las mismas: (6—1)(6—2)q
que impone condiciones de regularidad de orden por lo menos O(5%) al momento
de deducir, a partir de las estimaciones, resultados de existencia y cotas inferi-
ores no triviales sobre el niimero de puntos g-racionales. Sin embargo, obtuvimos
resultados de existencia con la misma condicién de regularidad (Teorema y
Corolario aplicando directamente una version efectiva del primer teorema

de Bertini.

» La optimalidad antes sefialada nos permite entrever que es necesario considerar
familias particulares de variedades (distinguidas por alguna condicién geométri-
ca tal como no singularidad, interseccién completa, etc) y beneficiarse de estas
condiciones para obtener resultados de existencia, cotas superiores e inferiores o
estimaciones. Nuestra estimacién para una variedad interseccién completa normal
del Capitulo [6] es un primer paso en este sentido. Naturalmente, esperamos que
nuestros métodos puedan ser extendidos a fin de obtener una versién efectiva de
las estimaciones de Hooley . Creemos que es posible obtener mejores estima-
ciones que las de Ghorpade y Lachaud (1.11)).

= No conocemos ejemplos de [f;—variedades absolutamente irreducibles que no tengan
puntos g-racionales, que nos permitan justificar que la imposicién de condiciones
de regularidad no es un hecho arbitrario.

= Como una doble evidencia, por un lado de la ausencia de resultados en casos especi-
ficos y, por otro, de que en casos especificos podemos obtener mejores resultados,
tenemos la siguiente conjetura debida a Lachaud |[GL02a, Conjecture 12.2]:
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Conjetura: StV CP" es una [Fy—variedad interseccion completa de dimension
r>n/2 y de grado 6 < q+1 entonces

‘V(Fqﬂ < 6pr - (6 —1 )pZT—n-

Es sabido que la conjetura es valida cuando V tiene codimensién 1 (en este caso,
la conjetura no es mas que la cota de Serre presentada en la Proposicién [3.1.2]) y
cuando V es unién de variedades lineales de la misma dimensién.

i Qué podemos decir respecto de la determinacién del ntimero exacto de puntos
g-racionales de una [f;—variedad? No es demasiado lo que se conoce. En el caso de
[Fy—-hipersuperficies, los ejemplos en los cuales se ha determinado de manera exac-
ta la cantidad de puntos g-racionales son sumamente particulares (por ejemplo,
ecuaciones diagonales); en el caso de F,—variedades es mas notoria la ausencia de
resultados.

En términos de estimaciones, podriamos considerar que un gran problema por
resolver es el de obtener —como hicieran Stepanov y Schmidt con los resultados de
Weil- demostraciones elementales de los resultados de Deligne ((1.9).

En cuanto al aspecto algoritmico del trabajo, ya hemos sefialado que nuestro al-
goritmo puede ser extendido al caso de una Fy—variedad equidimensional V, en
tanto tenga una componente absolutamente irreducible definida sobre I. Sin em-
bargo, no puede ser extendido a situaciones mads generales dado que carecemos
de herramientas para tratar el caso de una [;—variedad relativamente irreducible.
Es este el caso que permanece inexplorado, ya sea por su dificultad intrinseca,
por la imposibilidad de aplicar nuestras herramientas o por la casi inexistente
bibliografia. Una dificultad clave es que los puntos g-racionales de una variedad
relativamente irreducible anulan el discriminante de la misma (el discriminante de
la forma de Chow de V) y, por lo tanto, no es posible aplicar nuestras técnicas
para calcular puntos g-racionales. Por ejemplo, una F;—variedad proyectiva nor-
mal relativamente irreducible no tiene puntos g-racionales [FHJ94]. Sin embargo,
creemos que el caso relativamente irreducible ocurre con una probabilidad muy
baja (las tnicas referencias, a la vez que evidencias, sobre este hecho se encuen-
tran en unos trabajos de los aflos '60 de Leonard Carlitz |[Car63, [Car65]). Esto
sugiere una posible linea de trabajo: estudiar con que frecuencia aparece este caso,
o en otras palabras, caracterizar el caso promedio y, en consecuencia, desarrollar
algoritmos que funcionen adecuadamente en el caso promedio.

Queda pendiente la cuestién de considerar criptosistemas concretos y analizar cé-
mo se pueden aplicar nuestras herramientas algoritmicas a fines de criptoanalizar-



los. Consideramos que algoritmos que funcionan en el caso promedio podrian ser
importantes en el ambito criptografico.

Las observaciones precedentes pretenden poner de manifiesto la necesidad de de-
sarrollar nuevos métodos, nuevos enfoques, para dar cuenta de las tareas no con-
templadas en nuestro trabajo y en la literatura matemaética, en general.

123



12 Conclusiones

124



Bibliografia

[ABRW96]

[Bal03]

[BCS97]

[BFS03]

[BGO04]

[BGHM97]

[BGHMO1]

[BGHPO04]

[BGHPO5]

[Bog05]

M.E. Alonso, E. Becker, M.-F. Roy y T. Wérmann. Zeroes, multiplicities
and idempotents for zerodimensional systems. En Algorithms in Algebraic
Geometry and Applications, Proceedings of MEGA’94, volumen 143 de
Progr. Math., paginas 1-15, Boston, 1996. Birkhduser Boston.

E. Ballico. An effective Bertini theorem over finite fields. Advances in
Geometry, 3:361-363, 2003.

P. Biirgisser, M. Clausen y M.A. Shokrollahi. Algebraic Complezity The-
ory, volumen 315 de Grundlehren Math. Waiss. Springer, Berlin, 1997.

M. Bardet, J.-C. Faugere y B. Salvy. Complexity of Grobner ba-
sis computation for semi-regular overdetermined sequences over I
with solutions in F,. Rapport de Recherche INRIA RR-5049,
www.inria.fr/rrrt/rr-5049.html, 2003.

J. Brawley y S. Gao. On density of primitive elements for field extensions.
Manuscrito, disponible en www.math.clemson.edu/ " sgao/, 2004.

B. Bank, M. Giusti, J. Heintz y G.M. Mbakop. Polar varieties and efficient
real equation solving: The hypersurface case. J. Complezity, 13(1):5-27,
1997.

B. Bank, M. Giusti, J. Heintz y G.M. Mbakop. Polar varieties and efficient
real elimination. Math. Z., 238(1):115-144, 2001.

B. Bank, M. Giusti, J. Heintz y L.M. Pardo. A first approach to generalized
polar varieties. Kybernetika (Prague), 40(5):519-550, 2004.

B. Bank, M. Giusti, J. Heintz y L.M. Pardo. Generalized polar varieties:
Geometry and algorithms. J. Complezity, 21(4):377-412, 2005.

A. Bogdanov. Pseudorandom generators for low degree polynomials. En
H.N. Gabow y R. Fagin, editores, Proceedings of the 37th Annual ACM
Symposium on Theory of Computing, Baltimore, MD, USA, May 22-
24, 2005, paginas 21-30, New York, 2005. ACM.

125



BIBLIOGRAFIA

[BP94]

[BS83]

[Car63]

[Car65]

[CG83]

[CGHO1]

[CGH*03]

[CKPS00]

[CLO92]

[CLOYS]

[CMO06a]

[CMO6b]

[CMWO6]

126

D. Bini y V. Pan. Polynomial and matriz computations. Progress in
Theoretical Computer Science. Birkhduser, Boston, 1994.

W. Baur y V. Strassen. The complexity of partial derivatives. Theoret.
Comput. Sci., 22:317-330, 1983.

L. Carlitz. The distribution of irreducible polynomials in several indetermi-
nates. Ill. J. Math., 7:371-375, 1963.

L. Carlitz. The distribution of irreducible polynomials in several indetermi-
nates II. Can. J. Math., 17:261-266, 1965.

A.L. Chistov y D.Y. Grigoriev. Subexponential time solving systems of
algebraic equations. I, II. LOMI preprints E-9-83, E-10-83, Steklov Institute,
Leningrad, 1983.

L. Caniglia, A. Galligo y J. Heintz. Equations for the projective closure and
effective Nullstellensatz. Discrete Appl. Math., 33:11-23, 1991.

D. Castro, M. Giusti, J. Heintz, G. Matera y L.M. Pardo. The hardness of
polynomial equation solving. Found. Comput. Math., 3(4):347-420, 2003.

N. Courtois, A. Klimov, J. Patarin y A. Shamir. Efficient algorithms
for solving overdefined systems of multivariate polynomial equations. En
B. Preneel, editor, EUROCRYPT 2000, volumen 1807 de Lecture Notes
in Comput. Sci., paginas 71-79, Berlin, 2000. Springer.

D. Cox, J. Little y D. O’Shea. Ideals, Varieties, and Algorithms: an intro-
duction to computational algebraic geometry and commutative algebra.
Undergrad. Texts Math. Springer, New York, 1992.

D. Cox, J. Little y D. O’Shea. Using algebraic geometry, volumen 185 de
Grad. Texts in Math. Springer, New York, 1998.

A. Cafure y G. Matera. Fast computation of a rational point of a variety over
a finite field. Aceptado para su publicaciéon en Mathematics of Computation,
disponible en www.arxiv.org/pdf/math.AG/0406085, 2006.

A. Cafure y G. Matera. Improved explicit estimates on the number of
solutions of equations over a finite field. Finite Fields Appl., 12(2):155-
185, 2006.

A. Cafure, G. Matera y A. Waissbein. Inverting bijective polynomial maps
over finite fields. En G. Seroussi y A. Viola, editores, Proceedings of
the 2006 Information Theory Workshop, ITW2006 (Punta del Este,



BIBLIOGRAFIA

[CRO6]

[Dan94]

[Del74]

[Dwo60]

[Eis95]

[Fau02]

[FHJ94|

[Ful84]

[Gao03]

[GCLY2]

[GHH97]

[GHM 98]

Uruguay, March 13-17, 2006), paginas 27-31. IEEE Information Theory
Society, 2006.

J.P. Cherdieu y R. Rolland. On the number of points of some hypersurfaces
in F'. Finite Fields Appl., 2(2):214-224, 1996.

V. Danilov. Algebraic varieties and schemes. En I.R. Shafarevich, editor,
Algebraic Geometry I, volumen 23 de Encyclopaedia of Mathematical
Sciences, paginas 167-307. Springer, Berlin Heidelberg New York, 1994.

P. Deligne. La conjecture de Weil. I. Inst. Hautes Etudes Sci. Publ. Math.,
43:273-307, 1974.

B. Dwork. On the rationality of the zeta function of an algebraic variety.
Am. J. Math., 82:631-648, 1960.

D. Eisenbud. Commutative Algebra with a View Toward Algebraic
Geometry, volumen 150 de Grad. Texzts in Math. Springer, New York,
1995.

J.-C. Faugére. A new efficient algorithm for computing grobner bases with-
out reduction to zero (F5). En T. Mora, editor, ISSAC’02: Proceedings
of the International Symposium on Symbolic and Algebraic Computa-
tion, Lille, France, July 7-10, 2002, paginas 75-83, New York, 2002. ACM
Press.

M. Fried, D. Haran y M. Jarden. Effective counting of the points of definable
sets over finite fields. Israel J. Math., 85(1-3):103-133, 1994.

W. Fulton. Intersection Theory. Springer, Berlin Heidelberg New York,
1984.

S. Gao. Factoring multivariate polynomials via partial differential equations.
Math. Comp., 72:801-822, 2003.

K. Geddes, S. Czapor y G. Labahn. Algorithms for computer algebra.
Kluwer Acad. Publ., Dordrecht, 1992.

M. Giusti, K. Hagele, J. Heintz, J.E. Morais, J.L. Montafia y L.M. Pardo.
Lower bounds for Diophantine approximation. J. Pure Appl. Algebra,
117,118:277-317, 1997.

M. Giusti, J. Heintz, J.E. Morais, J. Morgenstern y L.M. Pardo. Straight—
line programs in geometric elimination theory. J. Pure Appl. Algebra,
124:101-146, 1998.

127



BIBLIOGRAFIA

[GHMPY5]

[GHMPY7]

[GI79]

[GKLO4]

[GLO02a]

[GLO2b]

[GLS01]

[GM89]

[Hei83]

[Hei89]

128

M. Giusti, J. Heintz, J.E. Morais y L.M. Pardo. When polynomial equation
systems can be solved fast? En G. Cohen, M. Giusti y T. Mora, editores, Ap-
plied Algebra, Algebraic Algorithms and Error Correcting Codes, Pro-
ceedings AAECC-11, volumen 948 de Lecture Notes in Comput. Sci.,
péginas 205-231, Berlin, 1995. Springer.

M. Giusti, J. Heintz, J.E. Morais y L.M. Pardo. Le r6le des structures de
données dans les problémes d’élimination. C. R. Math. Acad. Sci. Paris,
325:1223-1228, 1997.

M. Garey y D. Johnson. Computers and Intractability: A Guide to the
Theory of NP-Completeness. Freeman, San Francisco, 1979.

S. Gao, E. Kaltofen y A. Lauder. Deterministic distinct-degree factorization
of polynomials over finite fields. J. Symbolic Comput., 38(6):1461-1470,
2004.

S. Ghorpade y G. Lachaud. FEtale cohomology, Lefschetz theorems and
number of points of singular varieties over finite fields. Mosc. Math. J.,
2(3):589-631, 2002.

S. Ghorpade y G. Lachaud. Number of solutions of equations over finite
fields and a conjecture of Lang and Weil. En A.K. Agarwal et al., editores,
Number Theory and Discrete Mathematics (Chandigarh, 2000), paginas
269-291, New Delhi, 2002. Hindustan Book Agency.

M. Giusti, G. Lecerf y B. Salvy. A Grobner free alternative for polynomial
system solving. J. Complezity, 17(1):154-211, 2001.

P. Gianni y T. Mora. Algebraic solution of systems of polynomial equa-
tions using Grobner bases. En L. Huguet y A. Poli, editores, Proceedings
5th International Symposium on Applied Algebra, Algebraic Algorithms
and Error—Correcting Codes, AAECC-5, Menorca, Spain, June 15—-19,
1987, volumen 356 de Lecture Notes in Comput. Sct., paginas 247-257,
Berlin, 1989. Springer.

J. Heintz. Definability and fast quantifier elimination in algebraically closed
fields. Theoret. Comput. Sci., 24(3):239-277, 1983.

J. Heintz. On the computational complexity of polynomials and bilin-
ear mappings. A survey. En L. Huguet y A. Poli, editores, Proceedings
5th International Symposium on Applied Algebra, Algebraic Algorithms
and Error—Correcting Codes, AAECC-5, Menorca, Spain, June 15-19,



BIBLIOGRAFIA

[HMP W8]

[HMWO1]

[Hoo91]

[HP68]

[HS82]

[HW98]

[HW99]

[HW00]

[IM88]

[Jol73]

[Kal9s]

1987, volumen 356 de Lecture Notes in Comput. Sci., paginas 269-300,
Berlin, 1989. Springer.

J. Heintz, G. Matera, L.M. Pardo y R. Wachenchauzer. The intrinsic com-
plexity of parametric elimination methods. FElectron. J. SADIO, 1(1):37-
51, 1998.

J. Heintz, G. Matera y A. Waissbein. On the time-space complexity of
geometric elimination procedures. Appl. Algebra Engrg. Comm. Comput.,
11(4):239-296, 2001.

C. Hooley. On the number of points on a complete intersection over a finite
field. Journal of Number Theory, 38(3):338—-358, 1991.

W. Hodge y D. Pedoe. Methods of algebraic geometry. Vol. II. Cambridge
Math. Lib., Cambridge Univ. Press, Cambridge, 1968.

J. Heintz y C. P. Schnorr. Testing polynomials which are easy to compute.
En International Symposium on Logic and Algorithmic, Zurich 1980,
volumen 30 de Monogr. Enseig. Math., paginas 237-254, 1982.

M.-D. Huang y Y.-C. Wong. An algorithm for approximate counting of
points on algebraic sets over finite fields. En J. Buhler, editor, Third Inter-
national Symposium on Algorithmic Number Theory, ANTS-III, Port-
land, Oregon, USA, June 21-25, 1998, volumen 1423 de Lecture Notes
in Comput. Sci., paginas 514-527, Berlin, 1998. Springer.

M.-D. Huang y Y.-C. Wong. Solvability of systems of polynomial congru-
ences modulo a large prime. Comput. Complezity, 8(3):227-257, 1999.

M.-D. Huang y Y.-C. Wong. Extended Hilbert irreducibility and its appli-
cations. J. Algorithms, 37(1):121-145, 2000.

H. Imai y T. Matsumoto. Public quadratic polynomial-tuples for efficient
signature-verification and message-encryption. En C.G. Giinther, editor,
Advances in Cryptology - EUROCRYPT ’88, Workshop on the Theory
and Application of Cryptographic Techniques, Davos, Switzerland, May
25-27, 1988, volumen 330 de Lecture Notes in Computer Science, paginas
419-453, Berlin, 1988. Springer.

J.-R. Joly. Equations et variétés algébriques sur un corps fini. Enseign.
Math., 19:1-117, 1973.

E. Kaltofen. Effective Noether irreducibility forms and applications. J.
Comput. System Sci., 50(2):274-295, 1995.

129



BIBLIOGRAFIA

[Kna01]

[Kro82]

[KS99)

[Kung5]

[Lec03]

[Lec06]

[LN83]

[Luo99)

[LW54]

[Mac16]

[Mat80]

[Mum5)

[Pan01]

[Par95]

130

M. Knapp. Artin’s conjecture for forms of degree 7 and 11. J. London
Math. Soc. (2), 63:268-274, 2001.

L. Kronecker. Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen
Grossen. J. Reine Angew. Math., 92:1-122, 1882.

A. Kipnis y A. Shamir. Cryptanalysis of the HFE Public Key Cryptosystem
by relinearization. En M.J. Wiener, editor, Proceedings of Advances in
Cryptology — CRYPTO’99, Santa Barbara, California, USA, August
15-19, 1999, volumen 1666 de Lecture Notes in Comput. Sci., paginas
19-30, Berlin, 1999. Springer.

E. Kunz. Introduction to Commutative Algebra and Algebraic Geome-
try. Birkhduser, Boston, 1985.

G. Lecerf. Computing the equidimensional decomposition of an algebraic
closed set by means of lifting fibers. J. Complezity, 19(4):564-596, 2003.

G. Lecerf. Sharp precision in Hensel lifting for bivariate polynomial factor-
ization. Math. Comp., 75(254):921-933, 2006.

R. Lidl y H. Niederreiter. Finite fields. Addison—Wesley, Reading, Massa-
chusetts, 1983.

W. Luo. Rational points on complete intersections over F,,. Int. Math. Res.
Not., 16:901-907, 1999.

S. Lang y A. Weil. The number of points of varieties in finite fields. Amer.
J. Math., 76:819-827, 1954.

F. S. Macaulay. The Algebraic Theory of Modular Systems. Cambridge
Univ. Press, Cambridge, 1916.

H. Matsumura. Commautative Algebra. Benjamin, 1980.

D. Mumford. Algebraic Geometry I. Complex Projective Varieties. Clas-
sics Math., Springer, Berlin, 2nd edition, 1995.

V. Pan. Structured matrices and polynomaials. Unified superfast algo-
rithms. Birkh&duser, Boston, 2001.

L.M. Pardo. How lower and upper complexity bounds meet in elimination
theory. En G. Cohen, M. Giusti y T. Mora, editores, Applied Algebra, Alge-
braic Algorithms and Error Correcting Codes, Proceedings of AAECC-
11, volumen 948 de Lecture Notes in Comput. Sci., paginas 33—69, Berlin,
1995. Springer.



BIBLIOGRAFIA

[PS04]

[Rag02]

[Rou99]

[Sam67]

[Sav9s]

[Sch74]

[Sch76]

[Sch80]

[Scho3]

[Ser91]

[Shag4]

[Sha94]

[Sko92]

[SS90]

[Str90]

L.M. Pardo y J. San Martin. Deformation techniques to solve generalized
Pham systems. Theoret. Comput. Sct., 315(2-3):593-625, 2004.

J.-F. Ragot. Probabilistic absolute irreducibility test for polynomials. J.
Pure Appl. Algebra, 172(1):87-107, 2002.

F. Rouillier. Solving zero—dimensional systems through the rational univari-
ate representation. Appl. Algebra Engrg. Comm. Comput., 9(5):433-461,
1999.

P. Samuel. Méthodes d’algébre abstraite en géométrie algébrique.
Springer, Berlin Heidelberg New York, 1967.

J.E. Savage. Models of Computation. Ezploring the Power of Comput-
ing. Addison Wesley, Reading, Massachussets, 1998.

W. Schmidt. A lower bound for the number of solutions of equations over
finite fields. J. Number Theory, 6(6):448-480, 1974.

W. Schmidt. Equations over Finite Fields. An Elementary Approach.
Volumen 536 en Lectures Notes in Math., Springer, New York, 1976.

J.T. Schwartz. Fast probabilistic algorithms for verification of polynomial
identities. J. ACM, 27(4):701-717, 1980.

E. Schost. Computing parametric geometric resolutions. Appl. Algebra
Engrg. Comm. Comput., 13:349-393, 2003.

J-P. Serre. Lettre & M. T'sfasman. Astérisque, 198-200:351-353, 1991.

I.LR. Shafarevich. Basic algebraic geometry. Grad. Texts in Math.,
Springer, New York, 1984.

I.LR. Shafarevich. Basic Algebraic Geometry: Varieties in Projective
Space. Springer, Berlin Heidelberg New York, 1994.

A. Skorobogatov. Exponential sums, the geometry of hyperplane sections,
and some diophantine problems. Israel J. Math., 80:359-379, 1992.

I. Shparlinski y A. Skorobogatov. Exponential sums and rational points on
complete intersections. Mathematika, 37:201-208, 1990.

V. Strassen. Algebraic complexity theory. En J. van Leeuwen, editor, Hand-
book of Theoretical Computer Science, capitulo 11, paginas 634-671. El-
sevier, Amsterdam, 1990.

131



BIBLIOGRAFIA

[5290]

[Vog84]

[vz2G86]

[v2GG99]

[vzGKS97]

[v2GSS03]

[Wei4d8]

[Wei49]

[WPOS5]

[Zar95]

[Zip79]

132

C. Sturtivant y Z.-L. Zhang. Efficiently inverting bijections given by straight
line programs. En Proceedings of the 31st Annual Symposium on Foun-
dations of Computer Science, FOCS’90 (St. Louts, Missourt, October
22-24, 1990), volumen 1, paginas 327-334. IEEE Computer Society Press,
1990.

W. Vogel. Results on Bézout’s theorem, volumen 74 de Tata Inst. Fun-
dam. Res. Lect. Math. Tata Inst. Fund. Res., Bombay, 1984.

J. von zur Gathen. Parallel arithmetic computations: a survey. En J. Grus-
ka, B. Rovan y J. Wiedermann, editores, Proceedings of the 12th Interna-
tional Symposium on Mathematical Foundations of Computer Science,
Bratislava, Czechoslovakia, August 25-29, 1996, volumen 233 de Lecture
Notes in Comput. Sci., paginas 93-112, Berlin, August 1986. Springer.

J. von zur Gathen y J. Gerhard. Modern computer algebra. Cambridge
Univ. Press, Cambridge, 1999.

J. von zur Gathen, M. Karpinski y I. Shparlinski. Counting curves and their
projections. Comput. Complezity, 6(3):64-99, 1997.

J. von zur Gathen, I. Shparlinski y A. Sinclair. Finding points on curves
over finite fields. SIAM J. Comput., 32(6):1436-1448, 2003.

A. Weil. Sur les courbes algébriques et les varietés qui s’en déduisent.
Hermann, Paris, 1948.

A. Weil. Number of solutions of equations in finite fields. Bull. Amer.
Math. Soc., 55:497-508, 1949.

C. Wolf y B. Preneel. Taxonomy of public key schemes based on the problem
of multivariate quadratic equations. Cryptology ePrint Archive, Report
2005/077, 2005. http://eprint.iacr.org/.

O. Zariski. Algebraic surfaces. Classics Math., Springer, Berlin, 1995.

R. Zippel. Probabilistic algorithms for sparse polynomials. En EUROSAM
”79: Proceedings of International Symposium on Symbolic and Alge-
braic Computation, Marseille 1979, volumen 72 de Lecture Notes in
Comput. Sci., paginas 216-226, Berlin, 1979. Springer.


http://eprint.iacr.org/

	Portada
	Resumen
	Abstract
	Índice general
	Introducción
	Antecedentes
	Estimaciones y resultados de existencia
	Búsqueda de puntos q--racionales

	Supuestos básicos
	Resultados obtenidos y organización del trabajo

	Preliminares
	Definiciones y terminología básica
	El grado de una variedad
	La forma de Chow de una variedad y la noción de solución geométrica

	Cotas superiores, estimaciones y resultados de existencia
	Algunas cotas superiores
	Número promedio de ceros
	La noción de regularidad

	Estimaciones para hipersuperficies afines
	Un Teorema de Bertini efectivo
	Cálculo de los factores irreducibles de grado a lo sumo D 
	Sobre la existencia de componentes irreducibles de grado dado

	Secciones lineales de dimensión 1
	Estimaciones para una Fq--hipersuperficie absolutamente irreducible
	Una estimación sin regularidad
	Una estimación con regularidad

	Una estimación para una Fq--hipersuperficie arbitraria

	Estimaciones para variedades afines
	Reducción a una hipersuperficie
	Estimaciones para Fq--variedades absolutamente irreducibles
	Estimaciones para Fq--variedades arbitrarias

	Una estimación para una variedad intersección completa normal
	Sobre la existencia de buenas proyecciones lineales
	Una versión efectiva del segundo teorema de Bertini
	La estimación

	Búsqueda de puntos q--racionales: preparación de los datos de entrada
	Soluciones geométricas compatibles
	Los preparativos
	Reducción al caso bidimensional

	Una fibra de levantamiento de V definida sobre una extensión de Fq
	Sobre el modelo algorítmico y el costo de las operaciones
	Una solución geométrica de V
	De la fibra a la curva
	De la curva a la fibra
	 La intersección
	 Una solución geométrica de VP(s+1)

	Una solución geométrica de V definida sobre K 

	Una fibra de levantamiento de V definida sobre Fq
	Formas lineales definidas sobre Fq 
	Un algoritmo para una solución geométrica de una fibra Fq--definible

	Cálculo de un punto q--racional de V
	Una solución geométrica de una curva plana
	Calculando un punto racional de C
	El algoritmo final

	Una aplicación a la criptografía
	El contexto
	Preparación de los datos de entrada
	El algoritmo
	Cálculo de un polinomio minimal
	Una solución geométrica de una sección plana
	Cálculo de un punto racional


	Conclusiones
	Bibliografía

