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Estabilidad orbital de solitones en ecuaciones con estructura hamiltoniana

Resumen

Esta tesis está dedicada al estudio de la estabilidad orbital de un par de ecuaciones diferenciales que

tienen en coḿun el hecho de poseer una estructura hamiltoniana, ellas son la ecuación de Schr̈odinger y

la de Klein-Gordon, ambas con término no lineal del tipo potencial y dato de borde periódico.

En primer lugar probamos que para este tipo de problema existe solución fundamental, con su corres-

pondiente perfil solit́on. Luego centramos el estudio de la estabilidad del flujo de la ecuación entorno de

esta solucíon fundamental, para lo que construimos una conveniente función de Lyapunov usando las

cantidades conservadas por el flujo de las ecuación.

Para el caso de la ecuación de Schr̈odinger probamos la estabilidad orbital de las soluciones, bajo

algunas condiciones sobre los parámetros de la ecuación. Los resultados alcanzados son comparables con

los ya conocidos para esta misma ecuación con dominio espacial no acotado. Debido al comportamiento

estable de las soluciones que inician cercanas al perfil solitón, tambíen introdujimos un ḿetodo nuḿerico

para la simulacíon de la dińamica, para esto realizamos el estudio completo de la existencia y unicidad

de los solitones discretos y del comportamiento estable de las soluciones discretas. Esto mismo nos

permitió probar la convergencia del método.

Por último, los resultados previos conocidos determinaban la inestabilidad de las soluciones de la

ecuacíon de Klein-Gordon con dominio espacial no acotado, por lo tanto no era esperable obtener algo

distinto en nuestro caso. La aplicación del ḿetodo aqúı dado, si bien no nos da la estabilidad, nos permite

caracterizar la dirección responsable de la inestabilidad, en el caso que la haya.

Palabras claves: Sistemas hamiltonianos, Schrödinger periódico no lineal potencial; Klein-Gordon

periódico no lineal potencial; estados fundamentales; solitón; cantidades conservadas; estabilidad or-

bital; diferencias finitas, convergencia del método.





Orbital stability of solitons in hamiltonian equations

Abstract

This thesis is devoted to the study of the orbital stability in a pair of hamiltonian type differen-

tial equations: Schrödinger and Klein-Gordon equation, both with potential nonlinear term and periodic

boundary data.

At first we proved for this kind of problems there exists ground state, with itscorresponding profile

soliton. Then we centered our attention in to study the stability of the equation fluxwhen the initial data

is closed to soliton, for this we built a suitable Lyapunov function using conservation laws.

For the Schr̈odinger equation we proved orbital stability of the solutions, under some conditions

over parameters of the equation. We obtained comparable results with the well-known ones for spatial

non bound domain. Due to stable behavior of solutions with initial data closed to soliton profile, we

introduced a numeric method for the dynamic simulation, for this we studied existence and unicity of the

discrete solitons and stable behavior of discrete solutions. With this result weproved convergence of the

method.

At last, for Klein-Gordon equation with spatial non bound domain instability previous results were

given, then we could not expect a different result for our case. The application of the method developed

here, although it does not give us the stability, it allows us to characterize the instability direction, in the

case that is it.

Keywords: Hamiltonian systems; Periodic Potential Nonlinear Schrödinger; PeriodicPotential Non-

linear Klein-Gordon; ground states; solitons; conservation laws; orbitalstability; finite differences; con-

vergence of the method .
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B.1. Demostracíon de la proposición (4.2.1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

B.1.1. Existencia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

B.1.2. NormaLp deVσ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

B.2. Condiciones de ortogonalidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 78
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Caṕıtulo 1

Introducci ón

Este trabajo está dedicado al estudio del comportamiento de las soluciones de un par de ecuaciones

diferenciales no lineales que tienen en común una estructura hamiltoniana, ellas son la ecuación de

Schr̈odinger no lineal y la ecuación de Klein-Gordon. El t́ermino no lineal en cada ecuación produce un

delicado balance entre el efecto disipativo o dispersivo de la parte linealy el efecto de empinamiento

de la parte no lineal lo que da lugar a la aparición de soluciones especiales llamadas “ground states” o

“soluciones fundamentales”, las que poseen un perfil definido inalterable en el tiempo, al que llamamos

“solitón”, y que son soluciones del problema estacionario asociado. En la primera parte de esta tesis

presentamos un pequeño resumen histórico de como se descubrió este tipo de feńomeno.

La ecuacíon de Schr̈odinger lineal fue presentada en la década de 1920 por el fı́sico austŕıaco Erwin

Schr̈odinger como la ecuación b́asica de la mećanica cúantica, la solucíon de la misma describe la pro-

babilidad de que un electrón se encuentre en determinados niveles de energı́a, a partir de entonces los

modelos f́ısico que contemplan el efecto cuántico incluyen alguna variante de esta ecuación. A mediados

del siglo XX se modeĺo la trasmisíon de pulsos ĺaseres en fibraśopticas mediante la ecuación lineal de

Schr̈odinger ḿas un t́ermino no lineal de tipo potencial, a la que se llamó “Schr̈odinger ćubica”, aunque

en general nosotros plantearemos la ecuación con una potenciaσ positiva.

La existencia de soluciones y el comportamiento de las mismas para el caso de laecuacíon de

Scḧodinger con dominio en todoRn fueron desarrollados por varios matemáticos, siendo uno de los

primeros y principales T. Kato a partir las década de los ’50. Disponemos de resultados de existencia

local y global y tambíen de unicidad para casos muy generales de no linealidades, pero aún más hay

resultados de blow-up para la solución bajo ciertas condiciones de los parámetros. Para un compendio de

todos estos resultados recomendamos el libro de T. Cazenave [7]. Respecto a los resultados de estabilidad

de las soluciones, algunos trabajos de W. Strauss y de M. Weinstein de mediados de los ’80 introducen

la idea de caracterizar a las soluciones solitones como mı́nimos de un funcional no lineal, el funcional de

1



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 2

Galliardo-Nirenberg, usan esto para controlar la variación de la funcíon de Lyapunov que se construye

con la enerǵıa y otra cantidad conservada por el flujo, obteniendo un resultado de estabilidad orbital, esto

es, si el dato inicial de la ecuación est́a cerca de la solución solit́on entonces la solución de la ecuación se

mantiene cerca de láorbita del solit́on (no necesariamente deél mismo). Para ellos el concepto deórbita

de una funcíon involucra todos los cambios de fases y traslaciones de las misma, lo que tienesentido

cuando el dominio espacial es todoRn.

Respecto a la ecuación de Schr̈odinger con dominio espacial acotado y con datos de borde periódi-

cos, debido a los trabajos de J: Bourgain y de O. Kavian de finales de los ’80, tenemos resultados de

existencia, unicidad y blow-up semejantes a los ya comentados, aunque las técnicas usadas por ellos son

esencialmente diferentes. Respecto a la estabilidad de las soluciones en el caso períodico no se conocı́an

resultados ańalogos a los obtenidos para todoRn porque las t́ecnicas usadas por W. Strauss y de M.

Weinstein no son extensibles a este caso. La caracterización de las soluciones solitones como mı́nimo de

la funcional de G-N, a pesar que es posible hacerlo, no resultaútil para el estudio de la estabilidadórbital

por no disponer de las traslaciones. Aplicaremos técnicas de la teorı́a de perturbaciones para obtener en

el caso períodico las estimaciones adecuadas para adaptar la demostración de la estabilidad orbital de las

soluciones cercanas al solitón, donde el concepto déorbita ahora śolo contemplaŕa los cambios de fase.

Con este resultado en la mano nos planteamos si la ecuación discretizada mediante la técnica usual de

diferencias finitas, tiene propiedades similares de estabilidad. Logramos probar que el flujo discreto tam-

bién es orbit́almente estable respecto al solitón discreto y que esto garantiza la convergencia del método

numérico a la solucíon continua.

En una segunda parte abordamos la ecuación de Klein-Gordon que tiene especial importancia en la

teoŕıa de la relatividad. Mediante una técnica est́andar se puede reescribir esta ecuación de segundo orden

en el tiempo como un sistema sólo de primer orden temporal que además presenta estructura hamilto-

niana. Usaremos esto para probar existencia de soluciones del sistema mediante una adaptación de la

bien conocida t́ecnica de Duhamel. Si nos reducimos al caso en que la no linealidad es también del tipo

potencial, podremos probar la existencia de soluciones solitones, pero la estabilidad tendŕa un destino

diferente. De un trabajo de J. Shatah y W. Strauss de 1985, se sabe quepara ciertos valores de los paráme-

tros, las soluciones solitones de la ecuación de Klein-Gordon en todoRn, conn = 2 o 3, son orbit́almente

inestables, es decir que cualquier solución del problema con dato inicial cercano al solitón se aleja de su

órbita con el paso del tiempo. No es posible adaptar la técnica desarrollada por estos autores para tener

un resultado ańalogo en nuestro caso, lo que nos quedará como un problema abierto, pero si aplicamos

a nuestro caso la técnica desarrollada para el estudio de la estabilidad de la ecuación de Schr̈odinger,

obtenemos al menos para los casos en que sı́ hay inestabilidad, una “dirección de inestabilidad”, es decir

que podemos describir cuál es la componente del flujo que determina la inestabilidad.
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En el caṕıtulo 2 hacemos una somera presentación de la teoŕıa de semigrupo y del concepto de so-

lit ón con una introducción hist́orica. En el caṕıtulo 3 presentamos la noción de sistemas hamiltonianos

con un listado de ejemplos que, esperamos, clarifiquen el concepto, además en cada uno de ellos mos-

tramos algunas cantidades conservadas que determinan la dinámica y la presencia de ondas viajeras. El

caṕıtulo 4 est́a dedicado a la ecuación de Schr̈odinger no lineal, en primer lugar hacemos una revisión

de los resultados existentes en dominios no acotados, sobre todo respectoa la estabilidad orbital, luego

desarrollamos los resultados para la ecuación períodica y porúltimo los resultados nuḿericos. Se puede

decir que este es el capı́tulo central de la tesis. Poŕultimo en el caṕıtulo 5 abordamos la ecuación de

Klein-Gordon desarrollando en primer lugar la existencia de solución del sistema, y luego desarrollamos

la caracterización de la inestabilidad.

Con el objetivo de no distraer la atención de los desarrollos conceptuales, desviamos el desarrollo de

los ćalculos t́ecnicos a los aṕendices, los que están debidamente señalados.





Caṕıtulo 2

Conceptos preliminares

En este caṕıtulo realizaremos una revisión de varios conceptos, definiciones y resultados básicos

conocidos sobre los que construiremos los resultados propios de esta tesis. En cada uno de ellos detalla-

remos las referencias que el lector puede consultar.

2.1. Teoŕıa de Semigrupo.

El concepto de semigrupo es fundamental para el tratamiento de ecuaciones diferenciales lineales de

primer orden en cotextos muy amplios. La idea básica reside en extender el método usado en ecuaciones

lineales de primer orden enR





ẋ = λx

x(0) = x0

que tiene por solución general a

x(t) = x0eλt

Si x ∈ Rn y A ∈ Rn×n entonces el sistema lineal de primer orden,





ẋ = Ax

x(0) = x0

tiene por solucíon general a

x(t) = eAtx0

dondeeAt representa una matriz que genera el flujo de la ecuación (ver [12]).

2.1.1. Semigrupo de operadores lineales. Generador infinitesimal.

Los conceptos anteriores los podemos extender al caso en queA es un operador en un espacio de

BanachX, donde tiene sentido la derivada Frechet. Esta teorı́a se debe a T. Kato, siendo [14] la referencia

5



CAPÍTULO 2. CONCEPTOS PRELIMINARES 6

obligada, de todos modos recientemente muchos autores la han desarrolladocon mucho detalle. En lo

que sigue haremos una breve reseña siguiendo esencialmente a T. Cazenave en [7] y [8].

Definición 2.1.1 Dado un espacio de Hilbert X, decimos que una familia paramétrica, en elparáme-

tro t, de operadores continuos T(t) ⊂ L (X) es un semigrupo de operadores si cumple las siguientes

condiciones

1. T(t1 + t2) = T (t1) ◦ T (t2) ∀t1 ≥ 0, ∀t2 ≥ 0.

2. T (0) = I

3. l ı́mt→0
t≥0
‖T (t) u0 − u0‖ = 0 ∀u0 ∈ X (es decir que para todo u0 ∈ X la aplicación

t → T (t) u0 es C([0,+∞),X))

Además, decimos que el semigrupo es de contracción si cumple la condición

4. ∀t ≥ 0 ‖T(t)‖L(X) ≤ 1

Definición 2.1.2 El generador infinitesimal del semigrupo es un operador A definido por





D(A) =

{

u ∈ X / existe l ı́m
t→0+

T(t)u− u
t

en X

}

Au= l ı́m
t→0+

T(t)u− u
t

∀u ∈ D (A)

Definición 2.1.3 Si A∈ L (X) definimos

eA
=

∑

n≥0

1
n!

An

siendo esta serie convergente en norma pues se verifica que
∥
∥
∥eA

∥
∥
∥ ≤ e‖A‖.

El resultado central de esta etapa es el siguiente

Teorema 2.1.1Si A es un operador m−disipativo en un espacio de Banach X, con dominio D(A) denso

en X, y definimos T(t) = eAt para todo t≥ 0, entonces(T (t))t≥0 es un semigrupo de contracción de

operadores continuos.

Dado el problema





ut(t) = Au(t) ∀t ≥ 0

u (0) = u0 con u0 ∈ D (A)

entonces

u(t) = T(t)u0 = eAtu0
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es la única solución del problema en C([0,+∞),D (A)) ∩C1 ([0,+∞),X) . Además para toda x∈ D (A)

y toda t≥ 0 se cumple que

T (t) Ax= AT (t) x

En el teorema anterior pedimos queA sea un operadorm−disipativo, esta es una condición necesaria

para aplicar el teorema de Hille-Yosida, de todos modos esto no representauna restriccíon en lo que

a nosotros nos interesa pues en nuestros ejemplosX siempre seŕa un espacio de Hilbert yA o bien un

operador autoadjunto definido no negativo (es decir que〈Au, v〉 = 〈u,Av〉 y 〈Au,u〉 ≥ 0 para todou y

v ∈ X) ó A seŕa un operador antisiḿetrico (es decir que〈Au, v〉 = − 〈u,Av〉). En estos dos casos se prueba

fácilmente queA esm−disipativo, de modo que podemos aplicar este teorema con tranquilidad.

Operadores en espacios de Hilbert complejos. Extensión a un Hilbert real.

Si (X,b) es un espacio de Hilbert complejo con la forma sesquilineal linealb : X× X→ C, podemos

definir naturalmente una forma bilineal real〈., .〉 : X × X→ R dada por〈u, v〉 = Re(b (u, v)) .

Si A es unR−operador lineal sobreX, y si adeḿasA esC−lineal entoncesiA tambíen resulta ser un

R−operador lineal sobreX. Si D (A) es denso enX, vale que(iA)∗ = −iA∗, y si adeḿasA es autoadjunto

entoncesiA es antisiḿetrico y(iA)∗ = −iA.

Extensión a un grupo. Reversibilidad.

Si A es ansiḿetrico, el semigrupoT (t) = eAt resulta ser un grupo por lo que, para todo tiempot ≥ 0,

T (t) es una isometrı́a y por lo tanto adquiere reversibilidad en el tiempo.

Teorema 2.1.2Sea A es un operador antisimétrico, entonces podemos extender(T (t))t≥0 a un grupo

uniparamétrico T(t) : R→ L (X) tal que

1. T(t1 + t2) = T (t1) ◦ T (t2) ∀t1 y t2 ∈ R.

2. T (0) = I

3. T (t) x ∈ C (R,X) , ∀x ∈ X.

4. ∀t ∈ R y ∀x ∈ X, ‖T(t)x‖ = ‖x‖ , por lo tanto‖T(t)‖L(X) = 1.

Además para todo x∈ D (A) , u (t) = T (t) x cumple u∈ C (R,D (A)) ∩C1 (R,X) y es solución de la

ecuación

u′ (t) = Au(t) ∀t ∈ R
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Corolario 2.1.1 Con la notación del Teorema 2.1.2 tenemos que para todo tiempo t∈ R se verifica que

T∗ (t) = T (−t)

Notemos que con la notación exponencial, el resultado del Corolario 2.1.1 toma la forma

eA∗t
= e−At

2.1.2. Aplicacíon a la existencia de soluciones de sistemas no lineales.

Lo hasta aqúı descripto sirve para la existencia de soluciones de sistemas de ecuaciones lineales

homoǵeneas. En primer lugar extenderemos estos conceptos al caso de sistemaslineales no homoǵeneos

y en segundo término a la existencia de soluciones de sistemas de ecuaciones no lineales para el caso de

los llamados problemas semilineales. Para un desarrollo de estos temas ver el caṕıtulo 4 de [8].

Sistemas No Homoǵeneos

Notamos con(T (t))t≥0 al semigrupo de contracción generado por un operadorA m−disipativo en

un espacio de HilbertX. Si para unT > 0 dado se tiene quef : [0,T] → X es continua yx ∈ D (A) , nos

planteamos la existencia de solución del sistema





u′(t) = Au(t) + f (t) ∀t ∈ [0,T]

u (0) = x
(2.1)

donde naturalmente se requiere queu ∈ C ([0,T],D (A)) ∩ C1 ([0,T],X) . En la teoŕıa de ecuaciones

ordinarias este problema se resuelve usando variación de los paŕametros o la también llamada “f́ormula

de Duhamel”, la que enunciaremos en el contexto general expuesto.

Lema 2.1.1 Sea x∈ D (A) y sea f∈ C ([0,T],X) . Una solución u∈ C ([0,T],D (A))∩C1 ([0,T],X) del

problema (2.1) necesariamente cumple

u (t) = T (t) x+
∫ t

0
T (t − s) f (s) ds ∀t ∈ [0,T] (2.2)

Observacíon 2.1.1 El lema anterior sólo da una condición necesaria para que u(t) sea una solución del

problema (2.1). En el contexto tan general enunciado por el lema (conel dato inicial sólo en el denso

D (A)) para garantizar que u(t) dado por (2.2) sea una solución del problema hay que pedirle un poco

más de regularidad a f(t). De todos modos en la cita ya mencionada se prueba que lo pedido en el lema

es suficiente para que la u(t) dada en (2.2) sea solución, para esto debe extenderse el espacio Xa otro X̄

(provisto de una norma que considere al flujo del operador) y el operador A, sólo dénsamente definido

en X, a otro Ā totalmente definido en̄X.
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Problemas Semilineales

Ahora consideraremos el caso más general en que el sistema tiene un segundo miembro que depende

de la misma solución (a esto se le llama un problema semilineal). Estos resultados son particularmente

importantes para nosotros porque todos los problemas que abordaremos son de este tipo. Una condición

muy frecuente que se le pide a este segundo miembro es ser Lipschitz continuasobre conjuntos acotados.

Definición 2.1.4 Una función F: X → X es Lipschitz continua en subconjuntos acotados de X si para

toda M > 0, existe una constante L(M) tal que, para toda x, y ∈ BM (bola de centro0 y radio M) se

cumple

‖F(y) − F(x)‖ ≤ L(M) ‖y− x‖

Queremos analizar la existencia de soluciones de un problema semilineal. La idea es recurrir nueva-

mente a la f́ormula de Duhamel para obtener al menos un candidato a solución. Si pensamos que laf (t)

del problema (2.1) se transforma en unaF(u), entonces el problema semilineal toma la forma





u′(t) = Au(t) + F(u(t)) ∀t ∈ [0,T]

u (0) = x
(2.3)

y buscamosu ∈ C ([0,T],D (A)) ∩C1 ([0,T],X) . Por Duhamel

u (t) = T (t) x+
∫ t

0
T (t − s) F (u(s)) ds ∀t ∈ [0,T] (2.4)

Si pedimos queF sea Lipschitz continua en subconjuntos acotados hay resultados de existencia y unici-

dad local (ver [7]).

En el caso queX sea de Hilbert yA sea antisiḿetrica, es decir queT (t) es una isometrı́a para todo

tiempot, tambíen tenemos existencia en[−T,T] (reversibilidad).

2.2. Solitones

El concepto de “solit́on” es fundamental para el desarrollo de los resultados centrales de esta tesis.

Hay varias maneras de dar este concepto. Siguiendo a [23] diremos que un solitón es una onda no lineal

que posee las siguientes propiedades:

1. Un perfil de onda localizado que se propaga sin cambios en algunas desus propiedades (forma,

velocidad, masa, momento, etc.).

2. Las ondas localizadas son estables contra colisiones mutuas y retienen su identidad.
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A la primera la conocemos como la condición de onda solitaria y a la segunda como la condición

de comportamiento corpuscular de la onda. A continuanción veremos una reseña hist́orica del descubri-

miento y tipificacíon de ambas propiedades.

El primero en prestar atención al feńomeno de las ondas solitarias fue John Scott-Russell quien en

1834, en un canal estrecho de Escocia, obsevó que al detenerse súbitamente una barcaza se generaba un

pico de agua que seguı́a viajando sin deformarse y sin perder velocidad por bastante tiempo y distancia.

En 1844 presentó su informe “Report on Waves” en la British Association, refiriéndose a este tipo de

ondas con el t́ermino “solitary waves” (ondas solitarias) mostrando experimentalmente que larelacíon

entre la velocidadc de la onda, la alturah promedio del agua y la alturaa del pico de la onda está dado

porc2
= g (h+ a) (dondeg es la constante de la gravedad, ver [10]). Este tipo de fenómeno siguío siendo

estudiado por cientı́ficos destacados como Stokes, Boussinesq y Rayleigh en las décadas de 1870 y1880,

hasta que en 1895 los fı́sicos alemanes Kortegew y de Vries presentaron la ecuación que modeliza este

fenómeno, la que actualmente se la nombra como la ecuación KdV. A la misma nos referiremos ḿas

adelante.

En el mismo informe de Russel antes citado, está impĺıcito que si el perfil original de la onda es

arbitrario (es decir que no necesariamente es una onda solitaria) y que por ejemplo tiene un par de

elevaciones, entonces las distintas velocidades de cada elevación hacen quéestas se vayan separando y

evolucionen cada una hacia una onda solitaria. Pero además aparece otro fenómeno que śolo seŕıa de

esperar en ondas lineales donde vale el principio de superposición. Si tenemos un perfil inicial de onda

con dos elevaciones de distintas alturas moviéndose ambas en la misma dirección de modo que la de

mayor altura está retrasada respecto a la menor, entonces la primera alcanza y sobrepasa a la segunda

interactuando ambas por un lapso de tiempo. Después de separarse las dos permanecen con la misma

forma y velocidad, aunque se observa un retraso de fase por lo que queda claro que no es un fenómeno

lineal.

En 1955, Fermi, Pasta y Ulam en el laboratorio de Los Alamos, trabajando numéricamente en redes

anarḿonicas con un modelo de fonones (cuya expresión discretizada es semejante a la de la KdV) ha-

llaron que la enerǵıa no se distribuye uniformemente en los modos, como deberı́a suceder si el sistema

fuera erǵodico, y que adeḿas el sistema regresaba al estado inicial después de un perı́odo (feńomeno

de recurrencia). Diez años despúes Zabusky y Kruskal [28], resolviendo numéricamente la KdV con

modelos de redes no lineales, también observaron el mismo fenómeno de recurrencia y que además los

pulsos-ondas que tenı́an la propiedad antes descrita de mantenerse idénticas despúes de colisiones entre

ellas, eran cada una del tipo secante hiperbólica al cuadrado (es decir que el perfil del solitón tiene la

forma generalu = sech2(x)) que eran las soluciones particulares ya halladas por Kortegew y de Vries.

Por lo tanto quedaba demostrado que este tipo de ondas solitarias tenı́an un comportamiento estable se-
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mejante a las partı́culas. Como en la fı́sica moderna el sufijo “ón” se usa para indicar comportamiento

de part́ıcula (de aqúı, por ejemplo, las palabras “fotón”, “fonón” y “gravitón”) se usa la palabra “solitón”

para nombrar una onda solitaria con propiedades de partı́cula.





Caṕıtulo 3

Sistemas Hamiltonianos

Una de las ideas centrales en el desarrollo de esta tesis es el uso de la estructura hamiltoniana que po-

seen las ecuaciones centrales que abordaremos. A continuación daremos una breve noción, acompãnada

de varios ejemplos, de lo que se entiende por estructura hamiltoniana de un sistema de ecuaciones dife-

renciales. Este concepto admite un marco más amplio dentro de la geometrı́a diferencial (ver [2]), pero

no es el objetivo de este trabajo abordar el problema con esa perspectiva. En cada sección indicamos las

referencias especı́ficas, pero como complemento sugerimos ver [3], [16] y [17].

3.1. Definicíon y ejemplos de sistemas Hamiltonianos

El sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden en un espacio de HilbertX, determinado por

la aplicacíon F : I × X→ X
ż= F(t, z)

tiene una estructura hamiltoniana si existe un funcionalH : X→ C y un operador antisiḿetricoJ enX

tal que el sistema se escribe

ż= JH ′(z) (3.1)

siendoH ′ la derivada variacional del funcionalH .
A continuacíon damos ejemplos.

3.1.1. Ecuacíon de Newton. Momentos Lineales.

Si tenemos un sistema de referencia espacio-temporal e indicamos la posición de una masam en

cada instantet con el vectorx(t), entonces su velocidad y aceleración seŕan respectivamentev(t) = ẋ(t)

y a(t) = ẍ(t). Seǵun la segunda ley de Newton, si am se le aplica una fuerzaF(t, x, ẋ) la ecuacíon del

13
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movimiento es

mẍ(t) = F (t, x, ẋ)

En una amplia gama de casos se tiene que la fuerzaF dependéunicamente de manera explı́cita de la

posicíon x y que adeḿas es un campo potencial, es decir que existe una función U(x) diferenciable, tal

queF(x) = −∇U(x). Aśı, en estos casos, la ecuación de Newton queda reducida a

mẍ(t) = −∇U(x) (3.2)

Si multiplicamos ambos miembros porẋ e integramos, tenemos que

m
2
‖ẋ‖2 = −U(x) +C

DefinimosT (ẋ) = m
2 ‖ẋ‖

2 como la enerǵıa cińetica de la masam (debida al hecho que la masa está en

movimiento) yU(x) la enerǵıa potencial de la masam (debida a la fuerza que actúa en la posicíon x

que ocupa la masa). Láultima igualdad dice que la sumaT + U (enerǵıa total del sistema) se mantiene

constante sobre las trayectorias solución de la ecuación (3.2), es decir que es un invariante del flujo.

Definimos el hamiltoniano de la ecuación como la enerǵıa total:

H(x, ẋ) = T + U =
m
2
‖ẋ‖2 + U(x)

que acabamos de ver que se mantiene constante sobre soluciones de la ecuación.

Llamemosq a la “posicíon generalizada” (en este ejemploq = x), y p = mv(t) al “momento lineal”.

Usando esto podemos reescribir laH de la siguiente manera

H(p,q) =
1

2m
‖p‖2 + U(q)

Con esta expresión deH , a la ecuacíon del movimiento (3.2), que naturalmente es de segundo orden, la

podemos reducir a un sistema de primer orden






q̇ =
∂H
∂p

ṗ = −∂H
∂q

Para verlo con ḿas claridad podemos pensar queq y p tienen una sola variable, de modo queH(p,q) =
1

2mp2
+ U(q) y aśı el sistema de dos por dos






q̇ =
∂H
∂p

=
p
m

ṗ = −∂H
∂q

= −U′(q)
(3.3)
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Notemos que la primer ecuación es la expresión del momento lineal y la segunda resulta ser efectivamente

la ecuacíon del movimiento de Newton.

Si observamos queJ =




0 1

−1 0




es una matriz antisiḿetrica, entonces (3.3) respeta la forma

general enunciada en (3.1), pues




q̇

ṗ




=





0 1

−1 0









∂H
∂q
∂H
∂p





3.1.2. Ecuacíon KdV

Para modelizar el feńomeno de propagación de ondas solitarias en aguas playas descritas y estudiadas

por J. Scott-Russell en las décadas de 1830 y 1840, los fı́sicos alemanes Kortegew y de Vries presentaron,

en 1895, una ecuación esencialmente no lineal, a la que se llamó desde entonces “ecuación KdV”. Si

u(x, t) da la altura de la onda respecto a la media de la superficie se tiene que el fenómeno de propagación

de una onda en aguas playas está dado por

ut + uxxx+ uux = 0 (3.4)

Esta ecuación tiene una estructura hamiltoniana, para esto definimos

J = ∂

∂x
y H(u) =

∫
+∞

−∞

(

1
2

u2
x −

1
6

u3
)

dx

dondeJ es el operador antisiḿetrico yH es el hamiltoniano. Es fácil verificar que (ver aṕendice(A.1))

∂H
∂u
= −uxx−

1
2

u2

aśı a la ecuacíon (3.4) la podemos reescribir

ut = J
∂H
∂u

de modo que cumple tener una estructura hamiltoniana.

3.1.3. Ecuacíon lineal de Schr̈odinger

En el marco de la mecánica cúantica Erwin Schr̈odinger presentó en la d́ecada de 1920 la ecuación

básica que cumple la función de onda de un electrón, la que esencialmente da la probabilidad de que un

electŕon se encuentre en un determinado nivel de energı́a. Esta ecuación, en una forma simplificada y en

una variable espacial, toma la formaiut = −uxx, la que se puede reescribir como

ut = iuxx
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Si definimos

J = −i y H(u) =
1
2

∫
+∞

−∞
u2

xdx

claramente tiene una estructura hamiltoniana

ut = J
∂H
∂u
= −i (−uxx) = iuxx

3.1.4. Ecuacíon de Schr̈odinger no lineal

La ecuacíon no lineal de Schrödinger aparece en la descripción mateḿatica de diversos fenómenos

fı́sicos, por ejemplo en la propagación de un pulso electromagnético emitido a trav́es de un medio con

ı́ndice de refracción dependiente de la intensidad del campo aplicado, también en la propagación de

ondas electromagnéticas en un plasma o en el movimiento de ciertos vórtices en la mećanica de fluidos

(para referencias ver [26])

En particular, en el estudio de la propagación de una onda electromagnética a trav́es de una fibra

óptica, se halĺo que este feńomeno se puede modelar con la ecuación de Schr̈odinger no lineal del tipo

potencial, es decir con un término adicional de la forma|u|2σ u. En la aplicacíon es importante el caso

σ = 1, al que se llama “Schrödinger ćubico”. La ecuacíon queda

ut = iuxx+ i |u|2σ u

En este caso el operador antisimétricoJ vuelve a ser multiplicar por−i, y el hamiltoniano es

H(u) =
∫
+∞

−∞

(

1
2

u2
x −

1
2σ + 2

|u|2σ+2
)

dx

Se puede generalizar el problema colocando como término no lineal un potencialV′ (|u|) . Aśı, el caso

general es

ut = iuxx+ iV ′ (|u|) u (3.5)

El operador antisiḿetricoJ sigue siendo multiplicar por−i y el hamiltoniano es

H(u) =
∫
+∞

−∞

(

1
2

u2
x − V (|u|)

)

dx

Ver el desarrollo de algunos de estos cálculos en el aṕendice (A.2).

3.1.5. Ecuacíon de Klein-Gordon

Esta ecuación es no lineal porque es la ecuación de onda ḿas un t́ermino dado por un potencial

evaluado en la solución. Aparece en relatividad.

utt − uxx+ V′ (u) = 0 (3.6)
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Para exhibir su estructura hamiltoniana debemos pasarla a un sistema de primerorden. Si llamamos

ϕ = u y ψ = ut entonces tenemos que la ecuación de Klein-Gordon es equivalente al sistema





ϕ̇ = ψ

ψ̇ = ϕxx− V′ (ϕ)
(3.7)

Si definimos

J =




0 I

−I 0




y H (ϕ, ψ) =

∫ [

1
2
|ϕx|2 +

1
2
|ψ|2 + V (ϕ)

]

dx

seŕan respectivamente el operador antisimétrico y el hamiltoniano del sistema, de modo que se verifica

que





ϕ̇ =
∂H
∂ψ

ψ̇ = −∂H
∂ϕ

En el caso queV′(u) = sen(u) la ecuacíon toma el nombre de ecuación de Sine-Gordon, la cual ha

sido muy estudiada. También tenemos el caso en queV′(u) = u − |u|2σ u, sobreél centraremos nuestra

atencíon.

El desarrollo de los ćalculos se encuentra en el apéndice (A.3)

3.2. Cantidades conservadas

Para poder describir cualquier sistema mecánico es importante hallar la mayor cantidad posible de

simetŕıas o, lo que es lo mismo, cantidades conservadas por el sistema. Esto está formalizado en el

teorema de Noether (ver [2]) en el marco de la mecánica. Por lo tanto hallar cantidades conservadas por

el flujo del sistema diferencial pasa a ser una cuestión esencial para el estudio del mismo.

Cuando un sistema admite una formulación hamiltoniana tenemos inmediatamente que, si el funcio-

nalH no depende explı́citamente del tiempot (como en todos los ejemplos que presentamos), entonces

el hamiltoniano se conserva sobre el flujo del sistema. Para verificar loúltimo calculemos la deriva-

da temporal total de laH (u) . Recordemos que el operadorJ es antisiḿetrico, que el producto〈, 〉 es

simétrico y que el hamiltoniano no depende explı́citamente det, por lo tanto

d
dtH (u) =

〈

∂H
∂u

,ut

〉

=

〈

∂H
∂u

,J ∂H
∂u

〉

= −
〈

J ∂H
∂u

,
∂H
∂u

〉

=

= −
〈

ut,
∂H
∂u

〉

= −
〈

∂H
∂u

,ut

〉

= − d
dtH (u)

de donde
d
dt
H (u) = 0 (3.8)
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Pero por lo general necesitaremos más cantidades conservadas para determinar la dinámica del flujo

de la ecuacíon. En general la existencia de ellas depende mucho de la ecuación que estemos tratan-

do, aunque hay un resultado general que podemos aprovechar en muchos casos. En [10] se prueba lo

siguiente: si se tiene una ecuación de la forma

∂T
∂t
+
∂X
∂x
= 0 (3.9)

donde tantoT (la densidad) comoX (el flujo) no involucran derivadas con respecto at y X→ ctecuando

|x| → +∞, entonces la ecuación anterior se puede integrar explı́citamente dando

d
dt

(∫
+∞

−∞
T dx

)

= 0 o
∫
+∞

−∞
T dx= cte

aśı la cantidad
(∫
+∞
−∞ T dx

)

(t) es una constante del movimiento.

A continuacíon exhibiremos cantidades conservadas en varios de los ejemplos ya vistos, usando estos

resultados generales o alguno especı́fico para cada ecuación.

3.2.1. Ecuacíon KdV

Esta ecuación es rica en leyes de conservación, comencemos con las más inmediatas.

Sabemos por (3.8) que el hamiltoniano es una constante del movimiento (conservación de la enerǵıa),

es decir que siu(t, x) es solucíon de 3.4 entonces

H(u) =
∫
+∞

−∞

(

1
2

u2
x −

1
6

u3
)

dx= cte (3.10)

se conserva sobre el flujo de la ecuación.

Por otro lado para usar (3.9) podemos reescribir la ecuación KdV en esa forma definiendoT = u y

X = uxx+
1
2u2

0 =
∂T
∂t
+
∂X
∂x
=
∂u
∂t
+

∂
(

uxx+
1
2u2

)

∂x
= ut + uxxx+ uux

por lo tanto, como ya vimos
(∫
+∞
−∞ T(u) dx

)

(t) es una constante del movimiento, ası́ si u(t, x) es solucíon

de (3.4)

C(u) =
∫
+∞

−∞
u(t, x) dx= cte

es decir que hay conservación de la masa.

Ahora, si multiplicamos la (3.4) poru y a todo le sumamos y restamos el términouxuxx podemos

reescribir la (3.4) de la forma

∂

∂t

(

1
2

u2
)

+
∂

∂x

(

uuxx−
1
2

u2
x +

1
3

u3
)

= 0
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por lo tanto, usando otra vez (3.9) conT = 1
2u2 y X = uuxx− 1

2u2
x − 1

3u3 tenemos que

I (u) =
∫
+∞

−∞
u2(t, x) dx= cte

es decir que el flujo de la (3.4) conserva la normaL2(R). Fı́sicamente se dice que hay conservación del

momento.

Fı́sicamente era de esperar que estas cantidades se conservaran, pero¿son laśunicas o hay ḿas?.

Lax en [16] prob́o que hay infinitas cantidades conservadas por el flujo de la ecuación y prob́o que

éstas cumplen una recurrencia funcional: la recursión de Lenard, que enunciaremos a continuación. Sean

H1(u) = I (u) =
∫
+∞
−∞ u2(t, x) dx y H2(u) = H(u) =

∫
+∞
−∞

(
1
2u2

x − 1
6u3

)

dx, y adeḿas definimos los opera-

dores

J = ∂

∂x
y K = − ∂

3

∂x3
− 1

3
u
∂

∂x
− 1

3
∂

∂x
u

Construimos el funcionalHn+1 a partir delHn de modo que se cumpla la relación

J ∂Hn+1

∂u
= K ∂Hn

∂u
paran = 1,2,3, . . .

En particularH1(u) y H2(u) lo cumplen. LosHn aśı definidos se conservan sobre las trayectorias de

la ecuacíon. Una ecuación que presenta infinitas cantidades conservadas se dice que es completamente

integrable.

3.2.2. Ecuacíon de Schr̈odinger no lineal

La ecuacíon (3.5) tiene muchas cantidades conservadas, sólo veremos las que ḿas nos interesa.

Ya sabemos por (3.8) que el hamiltoniano

H(u) =
∫
+∞

−∞

(

1
2

u2
x − V (|u|)

)

dx (3.11)

se preserva por el flujo de la ecuación. Otra importante cantidad conservada es la normaL2 de la solucíon

N(u) = ‖u‖22 =
∫
+∞

−∞
u2dx (3.12)

que representa la probabilidad que un electrón se encuentre en un determinado nivel de energı́a.

En el caso especial queV′(u) = |u|2σ u hallamos una tercera cantidad conservada. DefinimosAu =

iux, entonces también se conserva el funcional

〈Au,u〉 =
∫
+∞

−∞
iuxū dx (3.13)

La verificacíon de esto se lo puede ver en el apéndice (3.8).

Dependiendo de la no linealidadV(u) se presentan distintas cantidades conservadas, de todos modos

a lo largo de este trabajo sólo usaremos las dos primeras que presentamos.
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3.2.3. Ecuacíon de Klein-Gordon

Debido a la estructura hamiltoniana del sistema (3.7) sabemos, por (3.8), queel funcional hamilto-

niano

H (ϕ, ψ) =
∫ [

1
2
|ϕx|2 +

1
2
|ψ|2 + V (ϕ)

]

dx (3.14)

se conserva sobre solucionesϕ(t, x) de la ecuacíon de Klein-Gordon (3.6).

El funcional

Q (ϕ, ψ) = Im

(∫

ϕψ̄ dx

)

(3.15)

llamado el funcional de “carga”, no es invariante por el flujo del sistema si el potencialV(x) es arbitrario,

en este caso sólo se preserva Gauge, es decir que se preserva por cambios de fasede la solucíon. Para que

Q (ϕ, ψ) sea preservado por el flujo del sistema además debe cumplirse queV′ (ϕ) ϕ̄ ∈ R (esto en general

no se cumple, aunque sı́ lo hacen algunos términos no lineales como por ejemploV′(ϕ) = ϕ − |ϕ|2σ ϕ).

El desarrollo de los ćalculos de esta parte se encuentran en el apéndice (A.3).

3.3. Ondas viajeras y solitones

Ya dimos en la sección 2.2 la nocíon de solit́on. Vimos que la existencia de solitones está muy

ligada a la existencia de cantidades conservadas por el flujo de la ecuación, pero la sola presencia de

estas cantidades no garantiza la existencia de ellos. Un solitón es un feńomeno esencialmente no lineal

porque justamente la acción de una no linealidad compensa, con mucha exactitud, el efecto dispersivo

o el disipativo esperado. La estructura hamiltoniana nos garantiza una cantidad conservada pero no la

existencia de solitones, ası́ por ejemplo est́a el caso de la ecuación potencial de Newton o el caso de la

Schr̈odinger lineal, que son ecuaciones hamiltonianas que no presentan solitones.

A continuacíon estudiaremos, para algunos ejemplos, la existencia de ondas viajeras enel sentido

clásico, es decir solucionesu(t, x) que consisten en un perfilf (ξ) que se desplaza, en el sentido que si

ξ = x − ct (c es una constante), entoncesu(t, x) = f (x− ct) es solucíon de la ecuación. Si la ecuacíon

adeḿas conserva alguna otra cantidad aparte del hamiltoniano decimos que esta solución onda viajera es

adeḿas un solit́on.

3.3.1. Solit́on en la KdV

En la seccíon 2.2 nos referimos al hecho histórico del descubrimiento, por parte de John Scott-

Russell, de los solitones a partir de la observación de la formacíon de ondas solitarias en canales de

agua. Con la presentación de la ecuación KdV a fines del siglo XIX, se pudo calcular explı́citamente una

solucíon “solitary wave” (onda solitaria) de esta ecuación a partir de su expresión como potencial. Esto
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es, si consideramosu(t, x) = f (ξ) con ξ = x − ct (c es una constante) tenemos que la ecuación 3.4 se

transforma en

−c f ′ − f f ′ + f ′′′ = 0

que se la puede integrar y obtenemos

−c f − 1
2

f 2
+ f ′′ = A

dondeA es una constante de integración. Si multiplicamos porf ′ e integramos, tenemos:

1
2

(

f ′
)2
=

1
6

f 3
+

1
2

c f2
+ A f + B

De una onda solitaria podemos esperar que su perfil se aplane cuando lavariable tiende a±∞, es decir

que podemos imponer las condiciones de bordef , f ′ y f ′′ → 0 cuandox→ ±∞, con lo queA = B = 0,

por lo tanto nos queda la ecuación
(

f ′
)2
= f 2

(

1
3

f + c

)

de donde
∫

d f

f
(

1
3 f + c

)1/2
= ±

∫

dξ

siendo la primer integral explı́citamente calculable mediante el cambio de variablef = −3csech2 θ, de

donde obtenemos, sic ≥ 0, que

f (x− ct) = −3csech2
(

3c1/2 (x− ct− x0)
)

que posee las caracterı́sticas del perfil de una onda viajera.

El hecho de hallar explı́citamente la solución no es lo habitual en este tipo de cálculo, de hecho por

lo general se llega a integrales elı́pticas que no son resolubles en términos de funciones elementales (ver

[10] cap. 2).

3.3.2. Solitones de la Sine-Gordon

La ecuacíon de Sine-Gordon es el caso particular de la Klein-Gordon (3.6) con eltérmino no lineal

V′(u) = sen(u).

utt − uxx+ senu = 0

Tambíen buscamos soluciones ondas viajeras de la formau(t, x) = f (x− ct) . Derivando y reemplazando

en la ecuacíon vemos que un tal perfilf (ξ) debe satisfacer la ecuación

(

1− c2
)

f ′′ = senf
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si multiplicamos ambos miembros porf ′ e integramos tomando como constante de integración a 1,

obtenemos
1− c2

2
(

f ′
)2
= 1− cos f

de donde se deduce la ecuación
f ′

√

1− cos f
= ±

√

2
1−c2 (3.16)

o su expresíon integral equivalente
∫

d f
√

1− cos f
= ±

√

2
1−c2

∫

dξ

La ecuacíon (3.16) la podemos resolver explı́citamente. Para eso, notemos que

1− cos f = 2 sen2
(

f
2

)

, por lo tanto tenemos

f ′

2 sen
(

f
2

) = ± 1
√

1− c2

Si tomamos

f (ξ) = 4 arctan
(

keξ/
√

1−c2
)

para unk > 0 cualquiera, y derivamos vemos que satisface exactamente estaúltima ecuacíon. Por lo

tanto podemos afirmar que una solución en forma de onda viajera de la Sine-Gordon es

u(t, x) = 4 arctan
(

ke(x−ct)/
√

1−c2
)

En esta expresión est́an comprendidas dos tipos de solución solit́on de la S-G, el tipokink y antikink,

dependiendo del signo que se usó al determinarla.

3.3.3. Solitones en Schrödinger no lineal

En el caso de la ecuación de Schr̈odinger si buscamos soluciones tipo “onda viajera” de acuerdo al

concepto cĺasico anterior, no obtenemos un buen resultado. Pero, dado que la ecuación de Schr̈odinger

es esencialmente de variable compleja nos conviene cambiar el concepto de onda viajera pensando que

la traslacíon se produce en la fase, es decir que debemos buscar soluciones de laformau(t, x) = R(x)eiEt,

siendoR(x) un perfil fijo. Al poner esta expresión en la ecuación con no linealidad potencial obtenemos

R′′ − ER+ R2σ+1
= 0 (3.17)

Si multiplicamos esta ecuación porR′ e integramos, obtenemos

1
2

(

R′
)2 − E

2
R2
+

1
2σ + 2

R2σ+2
=

C
2

(3.18)
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Esta expresión tiene una clara interpretación en t́erminos de energı́a. Pensando en la forma de energı́a

de la ecuacíon del movimiento de Newton decimos que el términoT(R′) = 1
2 (R′)2 es la enerǵıa cińetica

(aunque lo es śolo formalmente porque la derivada no es respecto al tiempo sino respecto ala variable

espacial) yU (R) = −E
2 R2
+

1
2σ+2R2σ+2 es la enerǵıa potencial. Siguiendo esta lı́nea afirmamos queC2 es

la enerǵıa total del sistema.

Si por un momento nos restringimos al casoσ = 1 (Schr̈oediger ćubico) tenemos queU (R) =

R2
(

1
4R2 − E

2

)

es una funcíon par conR= 0 ráız doble y otras dos raı́ces simples. Adeḿas la ecuación

1
2

(

R′
)2
=

C
2
− U(R) = 0

paraC > 0 tiene exactamente dos soluciones simples−R0 y R0, lo que es evidente desde el perfil del

potencial dado en la figura (3.1)

Figura 3.1

Pasemos la ecuación (3.18) a su forma integral

∫ R0

−R0

dR
√

C + ER2 − 1
2R4
= ±

∫ R0

−R0

dx

la que ya no podemos calcular explı́citamente. Desde esta expresión podemos interpretar a la constante

C como la enerǵıa total del sistema y podemos hallar el perı́odo y la frecuencia de la solución (que

obviamente dependen del valor deC).





Caṕıtulo 4

Ecuación de Schr̈odinger no lineal

4.1. En todoRn

En este caṕıtulo desarrollamos una revisión de las ideas y resultados previamente conocidos sobre

la ecuacíon no lineal de Schrödinger (NLS). Muchos autores han trabajado en este problema, nosotros

seguiremos esencialmente a T. Cazenave, A. Strauss y M. Weinstein (ver [7], [22], [24], [25], [26] y

[27]).

La ecuacíon de Schr̈odinger no lineal parax ∈ Rn es

φt = i∆φ + iV ′
(

|φ|2
)

φ (4.1)

conV (φ) , el potencial del operador que aporta la parte no lineal, en una clase muy general de funciones.

En particular nos interesa el caso en que la no linealidad es del tipo potencial V′(x) = xσ.

A continuacíon revisaremos los resultados existentes sobre el problema de Cauchy





φt = i∆φ + iV ′
(

|φ|2
)

φ enRn × R+

φ(x,0) = φ0 (x) conφ0 ∈ H1 (Rn)

Ya hemos hablado de la estructura hamiltoniana que presenta este operador. Ahora, haremos men-

ción de los resultados de existencia y unicidad de solución, existencia de solitones y de la estabilidad

relacionados con ellos.

Recordemos como queda el problema de Cauchy de la NLS en el caso del término no lineal potencial

V′(x) = xσ





φt = i∆φ + i |φ|2σ φ enRn × R+

φ(x,0) = φ0 (x) conφ0 ∈ H1 (Rn)
(4.2)

25
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4.1.1. Existencia y Unicidad de Soluciones.

Existen varios textos que analizan la existencia, unicidad y comportamiento de blow-up de las solu-

ciones para el caso en que el dominio es todoRn. Nosotros damos como referencia principal a [7], donde

el autor hace un recopilación detallada de los resultados conocidos para la ecuación de Schr̈odinger en

un contexto muy general y ejemplificando con no linealidades especı́ficas, pero siempre con el dominio

espacialRn. En lo que a nosotros respecta, tomamos los siguientes resultados: en el caso de la ecuación

(4.2) localmente existe solución para todo valor del parámetroσ > 0, pero hay solucíon global śolo para

σ < 2/n pues est́a probada la existencia de blow-up para el caso crı́tico y supercŕıtico.

4.1.2. Existencia de solitones

Como ya lo vimos en (3.3.3) sabemos que existen soluciones solitones de la ecuación de Schr̈odinger

no lineal (4.2). Vimos, aunque en la sección (3.3.3) śolo lo hicimos en dimensión n = 1, que estas

soluciones teńıan la formaφ(x, t) = R(x)eiEt (conE > 0) y que el perfil del solit́onR(x) debe ser solución

de la ecuacíon

∆R− ER+ V′
(

|R|2
)

R= 0 (4.3)

W. Strauss en [22] prob́o que la ecuación (4.3) tiene una solución radial, positiva, suave y con decai-

miento exponencial en∞, a la que llamamos el estado fundamental o perfil del solitón.

Cuando la ecuación (4.3) tiene la no linealidad potencial, tenemos una nueva caracterización de la

solucíon particular hallada por Strauss. Esta caracterización fue introducida por M. Weinstein en [26]

y [27] donde determina que este perfil solitón es el ḿınimo de un funcional no lineal, al que nosotros

llamamos el funcionalJ de Gagliardo-Nirenberg.

Supongamos queR es una solución de la ecuación

∆R− ER+ R2σ+1
= 0 (4.4)

por lo tantoR ∈ H1 (Rn)∩L2σ+2 (Rn) .Esto nos sugiere usar la desigualdad de interpolación de Gagliardo-

Nirenberg, la que asegura que si 0< σ < 2
n−2, entonces existe una constante optimaC > 0 tal que, para

todou ∈ H1
0 (Rn) ∩ L2σ+2 (Rn) , tenemos que

‖u‖2σ+2
2σ+2 ≤ C ‖∇u‖σn

2 ‖u‖
2+σ(2−n)
2 (4.5)

Si definimos el funcional

J (u) =
‖∇u‖σn

2 ‖u‖
2+σ(2−n)
2

‖u‖2σ+2
2σ+2

(4.6)

la desigualdad (4.5) nos dice que está inferiormente acotado. M. Weinstein, en [26], prueba queJ alcanza

el ı́nfmo enH1 en una funcíonR(x) que cumple las siguientes propiedades:
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R es positiva y siḿetrica respecto a algún origen de coordenadas

R ∈ H1 ∩C∞

R es una solución de la ecuación estacionaria (4.4).

Hacemos notar que la prueba queR(x) es siḿetrica respecto a algún origen de coordenadas usa las

simetrizaciones de Schěgo. Lo que ellas hacen es reordenar una función que es el ḿınimo de un funcional

y dar otra funcíon, ahora śı simétrica, que sigue siendo un mı́nimo del mismo funcional, pero láunica

condicíon que se requiere para aplicarlas es que el dominio sea todoR
n (debido a como se construyen

esta simetrizaciones). Estoúltimo impide que podamos extender automáticamente este resultado al caso

en que se trabaja en un intervalo.

En los trabajos ya citados esta nueva caracterización del solit́on se usa para abordar el problema de

la estabilidad orbital de los mismos.

4.1.3. Estabilidad

En [24] M. Weinstein prueba la estabilidad orbital de las soluciones solitones, esto es que, bajo ciertas

restricciones, si el dato inicialφ0 del problema (4.2) está cerca del solit́on R (en un sentido a precisar)

entonces la solución correspondiente se mantiene cerca para todo tiempo. Esto dice que la presencia de

un solit́on determina la dińamica del sistema.

Para hacer un resumen de estos resultados y de las técnicas usadas, en primer lugar debemos definir

los siguientes conceptos

Definición 4.1.1 Dada una funciónψ (x, t) definimos su órbita como el conjunto

Gψ =
{

ψ (· + x0, t) eiγ / (x0, γ) ∈ Rn × [0,2π)
}

(4.7)

Observacíon 4.1.1 La ecuación NLS tiene fase y traslaciones simétricas, esto quiere decirque siφ(x, t)

es solución de la NLS entoncesφ(x+ x0, t) eiγ también lo es, siendoγ ∈ [0,2π) y x0 ∈ R. De aquı́ queda

claro por qué se define de este modo a la órbita de una solución

Definición 4.1.2 Definimos la distancia de una funciónφ (x, t) a la órbita deψ (x, t) como la cantidad

que depende del parámetro E:

ρ2
E

(

φ (t) ,Gψ
)

= ı́nf
x0 y γ

{∥
∥
∥∇φ (· + x0, t) eiγ − ∇ψ

∥
∥
∥

2
L2 + E

∥
∥
∥φ (· + x0, t) eiγ − ψ

∥
∥
∥

2
L2

}

(4.8)

Notemos que elx0 = x0(t) y tambíenγ = γ (t) , es decir que son funciones del tiempot.
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Observacíon 4.1.2 Es razonable dar este concepto de distancia porque se está minimizando la parte

cuadrática de las cantidades conservadas.

Definición 4.1.3 Dado que tanto el hamiltonianoH como la normaN (dados en (3.11) y (3.12) respec-

tivamente) son cantidades conservadas por el flujo de la ecuación, definimos como función de Lyapunov

de la dinámica del problema a

E (φ) = H (φ) + EN (φ)

que en el caso particular de la ecuación con no linealidad potencial es

E (φ) (t) =
∫

Rn
|∇φ|2 − 1

σ + 1
|φ|2σ+2

+ E |φ|2 dx (4.9)

La idea central del trabajo mencionado es usar la función de LyapunovE (φ) aplicada a una solución

φ(x, t) y al solitón R(x), esto permite medir la desviación de la solucíon respecto al solitón. A continua-

ción desarrollaremos esto porque es una de las ideas centrales que usaremos en lo que sigue.

Si φ(x, t) es una solución de la ecuación (4.2) podemos pensar que en cada tiempot su representante

óptimo en(x0, γ) es una perturbación del solit́onR(x) , es decir que

φ(x+ x0, t)e
iγ ≡ R(x) + u (x, t) + iv (x, t) (4.10)

donde(x0, γ) dependen det y son los que minimizan (4.8) para el caso en queψ = R.

Podemos hallar la diferencia∆E entre el valor del funcionalE en el dato inicialφ0 y el valor del mis-

mo en el solit́on R, esta cantidad da una idea de la diferencia de energı́a total que hay inicialmente entre

el dato inicial del problema y el del estado fundamental. Luego, usaremosla invariancia del funcionalE
sobre trayectorias del flujo de la ecuación y aśı podremos reescribir∆E en t́erminos de la perturbación

w = u+ iv

∆E ≡ E [

φ0(·)] − E [R(·)]
= E [

φ(·, t)] − E [R(·)]
= E

[

φ(· + x0, t)eiγ
]

− E [R]

= E [R+ w] − E [R]

(4.11)

La última expresíon nos sugiere aplicar una expansión de Taylor. Al calcular la primer derivada varia-

cional deE enR vemos que se anula, y la segunda variación deE enR se la acota inferiormente, sobre

subespacios adecuados, por la suma de las formas cuadráticas
〈

Lσ+u,u
〉

y
〈

Lσ−v, v
〉

, más algunos t́erminos

de mayor orden. Al fin, la acotación que obtenemos es

∆E ≥ 〈

Lσ+u,u
〉

+
〈

Lσ−v, v
〉 −C1 ‖w‖2+θH1 −C2 ‖w‖6H1 conθ > 0
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siendoLσ+ y Lσ− : H1
0 → L2 los operadores lineales dados por

Lσ−φ = −φ′′ + Eφ − R2σφ (4.12)

Lσ+φ = −φ′′ + Eφ − (2σ + 1)R2σφ (4.13)

El trabajo central desarrollado en [24] es la obtención de cotas inferiores de las formas cuadráticas
〈

Lσ+u,u
〉

y
〈

Lσ−v, v
〉

en t́erminos de‖w‖2H1 , hasta obtener el control inferior de∆E dado por

∆E ≥ C1 ‖w‖2H1 −C2 ‖w‖2+θH1 −C3 ‖w‖6H1 conθ,C1,C2 y C3 > 0 (4.14)

es decir que el valor de∆E no puede estar por debajo del valor que toma en‖w‖H1 la función

g(x) = Cx2
(

1− axθ − bx4
)

(4.15)

la que tiene aproximadamente el perfil dibujado en la figura (4.1).

Figura 4.1

¿Para qúe nos sirve esta acotación de la diferencia∆E ?. El principal teorema de estabilidad de [24]

usa este control inferior de la desviación de la funcíon de Lyapunov de una manera muy interesante, lo

enunciamos a continuación y damos un esbozo de su demostración

Teorema 4.1.1Seaσ < 2/n con n= 1 o n= 3. Seaφ(x, t) la única solución de la ecuación no lineal de

Schrödinger con dato inicialφ0 ∈ H1. Entonces el solitón R es orbitalmente estable, i.e. para cadaε > 0

existe unδ(ε) > 0, tal que siρE (φ0,GR) < δ(ε) entonces

ρE (φ(t),GR) < ε para todo t> 0

Demostracíon:. Supongamos que el mı́nimo de (4.8) se realiza en(x0, γ). Por (4.14), tenemos que

∆E ≥ C ‖w‖2H1

(

1− a‖w‖θH1 − b‖w‖4H1

)
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Luego

∆E ≥ g (ρE (φ(t),GR)) (4.16)

dondeg(x) es el que definimos en (4.15), notar queg(0) = 0 y g(t) > 0 para 0< t ≪ 1. Podemos

obtener la estabilidad desde (4.16): seaε > 0 suficientemente pequeño, entonces la continuidad deEen

H1 implica que existeδ(ε) > 0 tal que∆E < g(ε) paraρE(φ0,GR) < δ(ε). Ya que∆E no depende det,

desde (4.16) concluı́mos queg (ρE(φ(t),GR)) < g(ε), parat > 0.

Aśı, ya queρE(φ(t),GR) es una funcíon continua det,

ρE(φ(t),GR) < ε parat > 0 (4.17)

por lo tanto el solit́onR(x) es orbitalmente estable.

En la seccíon siguiente adaptaremos al caso continuo periódico lo hecho en [24] para obtener cotas

de las formas cuadráticas
〈

Lσ+u,u
〉

y
〈

Lσ−v, v
〉

.

4.2. La ecuacíon periódica

En esta sección abordaremos uno de los temas centrales de esta tesis. Nos planteamos el problema de

la ecuacíon de Schr̈odinger con no linealidad potencial y condiciones periódicas de borde en el intervalo

[0,1] . La denominaremos ecuación períodica no lineal de Schrödinger (PNLS). Por otro lado, en los

problemas de confinamiento de electrones en un intervalo espacial la función de onda debe anularse en

los bordes, por lo que agregamos esta condición aunque no sea necesaria para la periodicidad.





∂tφ = i∂2
xφ + i |φ|2σ φ (x, t) ∈ (0,1) × R>0

φ(0, t) = φ(1, t) = 0 t > 0

φ′(0, t) = φ′(1, t) t > 0

φ(x,0) = φ0(x) 0 ≤ x ≤ 1

(4.18)

¿Por qúe plantearnos el problema periódico?. Las t́ecnicas mencionadas en la sección anterior, donde

el dominio espacial era todoR o Rn, no pueden ser extendidas de manera automática a un intervalo

porque para aplicarlas era fundamental contar con la invariancia de las soluciones por cambios de fase y

traslaciones rı́gidas y tambíen poder hacer uso de los cambios de escala. En el caso periódico con valores

de borde fijos, la invariancia por cambio de fase no ofrece diferencia pero las traslaciones y los cambios

de escala ya no tienen sentido, por lo que, a la hora de ajustar distancias, perdemos un grado de libertad.

En una primera etapa analizaremos la existencia de solitones y la estabilidad orbital de ellos en

el caso períodico con datos de borde nulos. La idea es aplicar el teorema de estabilidad(4.1.1) para

lo que necesitamos obtener cotas inferiores convenientes para las formascuadŕaticas dadas porLσ− y

Lσ+, aunque el ḿetodo va a diferir totalmente del empleado por M. Weinstein en [24] porqueél usaba
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el hecho que el solitón Rσ es un ḿınimo del funcional de G-N. Nosotros podrı́amos haber usado una

técnica semejante aquı́, para lo que hub́ıeramos necesitado redefinir este funcional, pero de todos modos

no logramos obtener por este camino las cotas deseadas que permiten aplicarel teorema de estabilidad ya

mencionado. Optamos por aplicar técnicas de la teorı́a de perturbaciones para lograr este objetivo. En una

segunda etapa analizaremos el problema discretizado, la estabilidad orbitalde los solitones discretos y

la convergencia de las soluciones discretas hacia la solución del continuo. En el caso discreto el método

utilizado, aunque sigue los lineamentos generales similares al del continuo, requiere la definicíon de

nuevos espacios y de algunas técnicas especı́ficas.

Las cantidades conservadas por la ecuación (4.18) son exactamente las mismas que las conservadas

por la ecuacíon en todoR, lo que es esperable porque la conservación de estas cantidades está relacionada

con la estructura del operador y no con los datos de borde o condiciones iniciales. De todos modos, de

todas las posibles cantidades conservadas nosotros sólo usaremos la probabilidadN y la enerǵıaH

N (φ) = ‖φ‖22 (4.19)

H (φ) = ‖∂xφ‖22 −
1

σ + 1
‖φ‖σ+2

σ+2 (4.20)

Además, en el estudio de la estabilidad orbital de los solitones del problema periódico no podemos

aplicar las traslaciones que se usaban en [24], por lo que en este caso ladefinición deórbita de un

elemento y de la distancia de un elemento dado a laórbita de otro śolo dependeŕan de los cambios de

fase.

4.2.1. Existencia y unicidad de soluciones

En el caso de la ecuación períodica con no linealidad del tipo potencial, Bourgain y Kavian demos-

traron ([4] y [15]) que el problema a valores iniciales asociado a (4.18)est́a bien planteado en un espacio

de Sobolev. Podemos resumir los resultados en los siguientes dos teoremas.El primero de ellos da la

existencia local de una solución, y el segundo, usando leyes de conservación, prueba la existencia global

de la misma para los valores subcrı́ticos del exponente.

Teorema 4.2.1Si φ0 ∈ Hs con s≥ 0, entonces existen T= T (φ0) > 0 y una únicaφ ∈ C (0,T,Hs)

solución fuerte de (4.18), y la aplicaciónφ0 7→ φ es continua.

Teorema 4.2.2Seaσ < 2, si φ0 ∈ Hk con k ∈ N0, entonces existe una únicaφ ∈ C
(

R,Hk
)

solución

fuerte de (4.18).

Tambíen, paraσ ≥ 2, O. Kavian ([15]) prob́o que existen soluciones que explotan.
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4.2.2. Solitones del períodico continuo

Como nosotros nos reducimos a trabajar conx ∈ R podemos usar el ḿetodo de la energı́a para

analizar la existencia y las propiedades de los solitonesRσ como soluciones de la ecuación estacionaria

con condiciones de borde periódicas





R′′ − ER+ R2σ+1
= 0 parax ∈ (0,1)

R(0) = R(1) = 0

R′(0) = R′(1)

(4.21)

Proposición 4.2.1

Para todo E> 0 y σ > 0 existe al menos una solución Rσ(x) de la ecuación (4.21) que satisface las

siguientes propiedades

1. Rσ es perı́odica con perı́odo uno, vale que Rσ(0) = Rσ(1/2) = Rσ(1) = 0.

2. Rσ es impar en[0,1] con respecto a x= 1/2, es positiva en(0,1/2), es monótona creciente en

[0,1/4] y simétrica en[0,1/2] con respecto al punto medio (por lo tanto tiene un máximo en ese

punto).

3. Rσ ∈ C∞ ∩ H1
0[0,1/2].

Además se verifica que para1 ≤ p < +∞

‖Vσ‖p =
∥
∥
∥E + 4π2 − R2σ

σ (x)
∥
∥
∥

p
→
σ→0

0

Demostracíon: Ver aṕendice (B.1).

Observacíon 4.2.1 Como vemos en la proposición es natural buscar soluciones en el espacio de fun-

ciones definidas en[0,1] que sean impares respecto a x= 1/2. Esto tiene sentido porque además este

conjunto es invariante por el flujo de la ecuación. Esto se prueba de la siguiente manera. Supongamos

queφ (x, t) es una solución de la ecuación (4.18) con dato inicialφ0(x) impar respecto al punto medio

x = 1/2 (es decir queφ0(x) = −φ0(1− x) para todo0 ≤ x ≤ 1). Nombramos conψ(x, t) a la solución del

problema (4.18) con dato inicialψ0(x) = −φ0(1− x)





∂tψ = i∂2
xψ + i |ψ|2σ ψ (x, t) ∈ (0,1) × R>0

ψ(0, t) = ψ(1, t) = 0 t > 0

ψ′(0, t) = ψ′(1, t) t > 0

ψ(x,0) = ψ0(x) = −φ0(1− x) 0 ≤ x ≤ 1
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sabemos que la solución existe y es única, y por como planteamos el problema ella debe ser

ψ(x, t) = −φ(1− x, t)

para todo tiempo t> 0. Pero además comoφ0(x) = −φ0(1− x) para todo0 ≤ x ≤ 1 entonces sucede que

ψ(x, t) es también solución del problema original del queφ(x, t) ya era solución, por lo tantoψ(x, t) =

φ(x, t), entonces

φ(x, t) = −φ(1− x, t) para (x, t) ∈ (0,1) × R>0

4.2.3. Estabilidad orbital de los solitones

Órbita y distancia

Para la estabilidad orbital del solitón necesitamos definir láorbita de una función dada y la distancia

de una funcíon a laórbita de otra. Estos dos conceptos están definidos en (4.7) y en (4.8), pero en este

caso śolo podemos usar los cambios de fase y no las traslaciones. Por lo tanto, volvemos a definir este

concepto en el contexto de la ecuación períodica del siguiente modo

Gψ =
{

ψ (·, t) eiγ / γ ∈ [0,2π)
}

(4.22)

ρ2
E

(

φ (t) ,Gψ
)

= ı́nf
γ∈[0,2π)

{∥
∥
∥∇φ (·, t) eiγ − ∇ψ

∥
∥
∥

2
L2 + E

∥
∥
∥φ (·, t) eiγ − ψ

∥
∥
∥

2
L2

}

(4.23)

Como el operador que define la ecuación es el mismo que el de la ecuación en toda la recta (sólo

estamos cambiando las condiciones de borde) entonces tiene las mismas cantidades conservadas y por

lo tanto la misma funcional de Lyapunov (4.9). Siφ(x, t) es una solución de la ecuación (4.18) podemos

pensar nuevamente que en cada tiempot su representantéoptimo enγ es una perturbación del solit́on

R(x) , esto es

φ(x, t)eiγ
= R(x) + u (x, t) + iv (x, t) (4.24)

con las restricciones

u (0, t) = u (1, t) = v (0, t) = v (1, t) = 0 para todot > 0

ux (0, t) = ux (1, t) y vx (0, t) = vx (1, t) para todot > 0

Esta caracterización de los elementos de laórbita de una solución como un perturbado del perfil so-

lit ón, nos permite hallar condiciones sobre las componentes de la perturbación, con el fin de caracterizar

los representantes de laórbita de la solucíon que realizan la distancia al solitón en cada tiempot (en el

sentido dado en (4.23)). En resumen, tenemos la condición de ortogonalidadv ∈
(

R2σ+1
)⊥

en L2 [0,1]
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que debe satisfacerv (x, t) en todo tiempot para realizar el ḿınimo de la distancia (ver apéndice (B.2)).

De manera extendida esta condición es
∫ 1

0
R2σ+1(x)v(x, t)dx= 0 (4.25)

Como consecuencia inmediata tenemos quev , R.

En el caso de todoR teńıamos tambíen la condicíon de ortogonalidadu ∈
(

R2σR′
)⊥

que se deb́ıa a la

minimizacíon de la distancia en las traslaciones. Sin embargo sólo se usaba esta condición para asegurar

que la parte real de la perturbación u ∈ (R′)⊥ en L2 para todo tiempot. En nuestro caso aseguraremos

esto, bajo ciertas condiciones, sin necesidad de considerar las traslaciones.

Función de Lyapunov y variaciones entorno deR

Como las cantidades conservadas (4.19) y (4.20) son las mismas que en el caso de la ecuación en

todo Rn, es razonable definir la misma función de LyapunovE dada en (4.9) y también analizar su

diferencia∆E, entre el valor deE en el dato inicialφ0 y el valor del mismo en el solitónR, como medida

de desviacíon. Al igual que en (4.11) podemos expresar esta diferencia como∆E ≡ E [R+ w] − E [R] y

realizar una expansión de Taylor. Al fin obtenemos una expresión de la forma

∆E ≥ 〈

Lσ+u,u
〉

+
〈

Lσ−v, v
〉 −C1 ‖w‖3H1 −C2 ‖w‖6H1

siendoLσ− y Lσ+ los ya definidos en (4.12) y (4.13) (ver el apéndice (B.3) para el cálculo de esta desigual-

dad).

Nuestro principal objetivo es ahora obtener cotas inferiores de las formas cuadŕaticas
〈

Lσ+u,u
〉

y
〈

Lσ−v, v
〉

en t́erminos de‖w‖2H1 para aśı tener una cota inferior de∆E dado por

∆E ≥ C1 ‖w‖2H1 −C2 ‖w‖3H1 −C3 ‖w‖6H1 conC1,C2 y C3 > 0 (4.26)

Seguiremos śolo en parte las técnicas usadas en [24] para obtener este control inferior de∆E.

Cota inferior de
〈

Lσ−v, v
〉

Proposición 4.2.2 El operador Lσ− es autoadjunto y no negativo en L2 [0,1/2] con núcleo generado por

R. Es decir que podemos afirmar que

〈

Lσ−v, v
〉 ≥ 0 para v∈ L2 [0,1/2]
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Demostracíon:. QueLσ− es un operador autoadjunto es inmediato, como ası́ tambíen queLσ−(R) = 0.

ComoR > 0 (en el sentido que lo es en(0,1/2) , y en (1/2,1) es el reflejo impar) entonces podemos

afirmar queλ = 0 es el primer autovalor deLσ− con autofuncíon R. Por lo tantoLσ− es un operador no

negativo.

Veamos ahora queλ = 0 es un autovalor simple con Nu
(

Lσ−
)

= gen{R}. Si planteamos el problema

ordinario, lineal de segundo orden con valor inicial





Lσ−v = 0

v(0) = 0

sabemos que tiene un subespacio solución de dimensíon uno (parametrizado por el valorv′(0)), por lo

tanto laúnica solucíon que adeḿas satisfacev(1/2) = 0, sin ser la solucíon nula, seŕaR(x) o un ḿultiplo

deél. Se suele decir que en este sentido,R es no degenerado.

Corolario 4.2.1 Existe C> 0 tal que para v∈
(

R2σ+1
)⊥
, con v, 0 se cumple

〈

Lσ−v, v
〉 ≥ C 〈v, v〉 > 0 (4.27)

Demostracíon:. Si ı́nfv∈L2

〈

Lσ−v, v
〉

〈v, v〉 = 0, por la proposicíon estéınfimo se lo alcanza enR y vale 0, por

lo tanto si pedimos quev ∈
(

R2σ+1
)⊥

entonces eĺınfimo no puede ser 0 porque sino se contradice la

condicíon (4.25), puesR <
(

R2σ+1
)⊥
. Por lo tanto, existeC > 0 tal que para todov ∈

(

R2σ+1
)⊥

〈

Lσ−v, v
〉

〈v, v〉 ≥ C

de donde se tiene la desigualdad buscada.

De todos modos la desigualdad (4.27) no nos alcanza para el control inferior de∆E que buscamos.

Necesitamos que la norma dev que aparece sea laH1
0. En la siguiente proposición usamos la desigualdad

(4.27) para obtener otra adecuada.

Proposición 4.2.3 Existe C> 0 tal que para v∈
(

R2σ+1
)⊥

vale que

〈

Lσ−v, v
〉 ≥ C ‖v‖2

H1
0

(4.28)

Demostracíon:. La idea es usar la desigualdad (4.27) para obtener otra por debajo que contenga a la

norma‖v‖H1
0
. Usaremos que existe una constanteC1 > 0 tal que

〈

Ev− R2σv, v
〉

≥ −C1 〈v, v〉 , lo que es

inmediato por la continuidad. Combinando esta desigualdad con la (4.27) tenemos que

〈

Lσ−v, v
〉 ≥ 〈−vxx, v〉 −C1 〈v, v〉 ≥ 〈−vxx, v〉 −

C1

C
〈

Lσ−v, v
〉
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de donde (

1+
C
C1

)

〈

Lσ−v, v
〉 ≥ 〈−vxx, v〉

Si a estáultima expresíon le sumamos (4.27) obtenemos
(

1
C
+ 1+

C
C1

)

〈

Lσ−v, v
〉 ≥ 〈−vxx, v〉 + 〈v, v〉 = ‖v‖2H1

0

si llamamosC = CC1
C1+CC1+C2 entonces tenemos que

〈

Lσ−v, v
〉 ≥ C ‖v‖2

H1
0
∀v ∈

(

R2σ+1
)⊥

Cota inferior de
〈

Lσ+u,u
〉

Es inmediato verificar que
〈

Lσ+R,R
〉

< 0 y queLσ+ (R′) = 0. Cabe aclarar queR′ no es una función en

el espacio en que nosotros planteamos el problema porque no es impar en[0,1] respecto ax = 1/2, sin

embargo igualmente podemos realizar el análisis de los autovalores deLσ+ porque podemos pensar por un

momento que trabajamos en una clase más general de funciones que contiene a la que nosotros elegimos,

por ejemploL2 [0,1] , entonces lo autovalores no cambian, a lo sumo se agregarán algunos que es lo que

sucede en nuestro caso. EnL2[0,1] el operadorLσ+ tiene el primero y el segundo autovalor negativos, el

tercero esλ = 0 con autofuncíon asociadaR′(x) y los siguientes son positivos. Esto se debe a la teorı́a

de oscilaciones y a queR′(x) tiene exactamente tres raı́ces en [0,1]. Además todas las autofunciones de

este operador son pares o impares, comenzando con par y luego impar y aśı de manera alternada (ver

el aṕendice (B.4.1)). Nosotros nos reducimos a buscar soluciones en el espacio de funciones impares,

por lo tanto es claro que el primer autovalor aquı́ seŕa negativo y tendrá autofuncíon impar (corresponde

al segundo autovalor en todoL2[0,1]) y el segundo autovalor en el espacio de las impares es positivo

(corresponde al cuarto autovalor en todoL2[0,1]).

Queremos controlar enR⊥ el valor de la forma cuadrática
〈

Lσ+u ,u
〉

, de modo que el valor de esta

forma en la proyección deu sobreR⊥ (ver (4.24)) est́e acotado inferiormente por el cuadrado de su

norma. Deberemos hacer una suposición, relativamente natural. La idea es la siguiente: si suponemos

que el dato inicialφ0 y R tienen la misma normaL2, como el flujo de la ecuación conserva esta norma,

entonces en todo tiempot la solucíonφ(x, t) y el solitónR tambíen tendŕan la misma normaL2

∫ 1

0
|φ (x, t)|2 dx=

∫ 1

0
R2(x)dx (4.29)

es decir que podemos imaginar que tantoRcomo todo el flujo de la ecuación comparten la misma cáscara

de esfera enL2 [0,1] . Si ańalogamente a (4.10) pensamos que la soluciónφ (x, t) es una perturbación de
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R, entonces (4.29) se transforma (ver apéndice (B.4)) en la condición

〈R,u〉 = −1
2

[〈u,u〉 + 〈v, v〉] (4.30)

que tiene un signo negativo muy esperado, porque〈R,u〉 da la intensidad y el sentido de la proyección

de u en la direccíon deR, y como valen (4.10) y (4.29) podemos pensar queu + iv es una “pequẽna”

perturbacíon deR en la ćascara de una bola, por lo tanto debe ser casi ortogonal aR y “apuntar hacia

abajo” respecto aR, por esto el producto interno es negativo.

A continuacíon probamos el resultado que nos permite asegurar queLσ+ es un operador no negativo

sobreR⊥, siendo este el primer paso para obtener la cota que buscamos.

Proposición 4.2.4 El operador Lσ+ es autoadjunto en L2 ∩ H1
0[0,1], y siσ es suficientemente pequeño

entonces la forma cuadrática definida por Lσ
+ es positiva en R⊥σ

〈

Lσ+u,u
〉

> 0 para u∈ R⊥σ (4.31)

Demostracíon:. El operadorLσ+ posee un śolo autovalor negativo porque por un lado〈Lσ+Rσ,Rσ〉 < 0 y

por otroLσ+R′σ = 0, siendo queR′σ tiene exactamente unaúnica ráız en el intervalo [0,1/2], es decir que

R′σ es autofuncíon del segundo autovalorλσ2 = 0 enL2[0,1/2]. Por lo observado al inicio de esta sección

podemos asegurar que en nuestro caso el segundo autovalor será estrictamente positivo. Entonces, por la

teoŕıa de oscilaciones, tenemos garantizado que el primer autovalorλσ1 < 0 es simple, con autofunción

normalizadavσ, esto es que‖vσ‖2 = 1 y Lσ+vσ = λσ1 vσ.

Usando la igualdad (4.30) podemos obtener una cota de la forma cuadrática
〈

Lσ+u ,u
〉

del tipo que

busćabamos. El desarrollo de esto es uno de los núcleos principales de este trabajo y se encuentra en el

aṕendice (B.4).

Proposición 4.2.5 Si 0 < σ ≪ 1 y u ∈ H1
0 [0,1] satisface (4.30) entonces existen constantes D,D1 and

D2 > 0, tales que verifican

〈

Lσ+u,u
〉 ≥ D ‖u‖2

H1
0
− D1 ‖wx‖2 ‖w‖22 − D2 ‖w‖42 (4.32)

Demostracíon:. Descomponemosu en sus componentes paralelas y perpendiculares respecto aR :

u = u‖ + u⊥

con

u‖ = 〈u,R〉R

= −1
2

[〈u,u〉 + 〈v, v〉] R (4.33)
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y

u⊥ = u− u‖

= u− 1
2

[〈u,u〉 + 〈v, v〉] R (4.34)

Introduciendo esta descomposición deu dentro de la forma cuadrática tenemos que

〈

Lσ+u,u
〉

=
〈

Lσ+u‖,u‖
〉

+ 2
〈

Lσ+u‖,u⊥
〉

+
〈

Lσ+u⊥,u⊥
〉

por lo tanto debemos acotar cada uno de estos tres términos.

Por (4.30), (4.31) y (4.34) sabemos que existed > 0 para el que se verifica

〈

Lσ+u⊥,u⊥
〉 ≥ d 〈u⊥,u⊥〉 (4.35)

= d

[

〈u,u〉 + 1
4

[〈u,u〉 + 〈v, v〉]2
]

Usando (4.30) y (4.33) tenemos que

〈

Lσ+u‖,u‖
〉

=
1
4

〈

Lσ+R,R
〉

[〈u,u〉 + 〈v, v〉]2 (4.36)

Finalmente desde (4.34) concluı́mos que existen constantesd′ y d′′ > 0 tal que

〈

Lσ+u⊥,u‖
〉

= 〈u,R〉 〈Lσ+u⊥,R
〉

= −1
2

[〈u,u〉 + 〈v, v〉] 〈Lσ+u⊥,R
〉

≥ −d′ ‖w‖2 ‖wx‖2 − d′′ ‖w‖42 (4.37)

Ahora, con las desigualdades (4.35),(4.36) y (4.37) obtenemos la cota inferior (4.32).

Para obtener un resultado general deberı́amos relajar la restricción sobre la norma que impusimos en

(4.30) pero lamentablemente el resultado que obtuvimos es sólo parcial, por lo que mantendremos esta

condicíon.

4.3. Discretizacíon de la ecuacíon periódica

4.3.1. Ecuacíon Semidiscreta

Con el fin de tener un ḿetodo nuḿerico que nos permita calcular la solución de la ecuación de

Schr̈odinger no lineal con datos periódicos, desarrollaremos a continuación el proceso de discretización

de la variable espacial a través de un ḿetodo de diferencias finitas. Dadon ∈ N partimos al intervalo
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[0,1] en 4n intervalos de longitudh = 1
4n, es decir que tenemos la partición equiespaciada de[0,1] de

4n+ 1 puntos, dada por

x j = jh con 0≤ j ≤ 4n

Si llamamosφ j = φ(x j) y aplicamos el ḿetodo de diferencias finitas a la ecuación (4.18), en cada nodo

obtenemos la ecuación diferencial no lineal

φ′j =
i

h2

(

φ j+1 − 2φ j + φ j−1

)

+ i
∣
∣
∣φ j

∣
∣
∣
2σ
j
φ j (4.38)

Notaremos conφh al vector de 4n+1 lugares dado porφh = (φ0, φ1, . . . , φ4n) . Sin embargo, como para to-

do tiempot la primera yúltima coordenadas son iguales a cero, podemos pensar queφh = (φ1, . . . , φ4n−1) ,

pero siempre tendremos presente que están los dos extremos y valen cero. También llamaremosAh a la

matriz cuadrada dada por la discretización centrada de la segunda derivada cambiada de signo, yD (φh)

a la matriz diagonal que describe la parte no lineal de (4.38). Notar que la condición de anularse en los

bordes est́a inclúıda en la matrizAh

Ah =
1
h2





2 −1 0 · · · 0 0

−1 2 −1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 · · · 2 −1

0 0 0 · · · −1 2





y D (φh) =





|φ1|2σ 0 · · · 0

0 |φ2|2σ · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · |φn|2σ





Por lo tanto, para cadan ∈ N, tenemos la ecuación semidiscreta (SDPNLS) asociada a (4.18) dada por el

sistema de ecuaciones diferenciales complejas no lineales

φ′h = −iAhφh + iD (φh) φh (4.39)

Aśı, para cada valor den ∈ N tenemos el flujo del sistema (4.39) con imagen enC4n−1. Nuestro objetivo

es ver que, si para cadan ∈ N, planteamos directamente el problema discreto con dato inicial cercano

al solitón discretoRh entonces se tiene también estabilidad orbital, y esto nos dará una herramienta para

probar la convergencia del método, es decir que, para todo tiempot se tiene queφh(t) →
h→0

φ(t) en el

sentido de láorbita.

4.3.2. Definiciones b́asicas

Daremos la noción de estabilidad usando nuevamente el método de Lyapunov. En la sección (4.2.3)

definimos para el caso periódico los conceptos déorbita y distancia de un elemento a laórbita de otro,

usando el hecho que cambios de fase preservan la solución de la ecuación PNLS. Esto se pude llevar al

espacio discreto sin necesidad de pasar al conjunto de poligonales.

A continuacíon definimos los espacios, con sus respectivas normas, en los que trabajaremos.
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Definición 4.3.1 LlamamosV al subespacio de las funciones poligonales en[0,1] con condiciones de

periodicidad y de nulidad en los bordes. En particularV ⊂ H1
0[0,1].

Observacíon 4.3.1 Dado un vector uh ∈ C4n+1, con h= 1
4n, siempre podemos asociarle una poligonal

enV con nodos equiespaciados:

U(uh)(x) =






u1
h x si 0 ≤ x ≤ h
u2−u1

h (x− h) + u1 si h≤ x ≤ 2h
u3−u2

h (x− 2h) + u2 si 2h ≤ x ≤ 3h
...

...

u4n−1−u4n−2
h (x− (4n− 2) h) + u4n−2 si (4n− 2) h ≤ x ≤ (4n− 1) h

−u4n−1
h (x− (4n− 1) h) + u4n−1 si (4n− 1) h ≤ x ≤ 4nh= 1

(4.40)

Definición 4.3.2 Sea n∈ N y h= 1
4n, definimos el espacio

Sh =
{

u ∈ C4n−1/u2n = 0 y u2n+ j = −u2n− j para0 ≤ j ≤ 2n− 1
}

es decir que son vectores antisimétricos respecto al punto medio.

El hecho de pedir que los vectores deSh sean antisiḿetricos respecto a su centro, obliga a la perio-

dicidad. El subespacioSh es invariante por el flujo de la ecuación (4.39) por lo que nos restringiremos a

buscar soluciones allı́.

Por razones prácticas y debido a la simetrı́a de los vectores deSh, en lo que sigue trabajaremos en

C
2n−1 como representantes de la primera mitad de los vectores deSh. Por abuso de notación volvemos a

nombrar conSh a estos vectores.

Definición 4.3.3 LlamamosVh ⊂ V a las poligonales en[0,1] con4n − 1 nodos interiores equiespa-

ciados, con valor nulo en el nodo central y antisimétrico respecto a éste.

Es inmediato que toda poligonal enVh proviene de levantar, como en (4.40), un vector deSh.

Definición 4.3.4 Definimos el operador de evaluación Eh : Vh→ Sh dado por

(Eh f ) j = f ( jh) 1 ≤ j ≤ 2n− 1

y podemos ver al operador Uh definido en (4.40) deSh enVh que devuelve la poligonal con vértices en

los puntos
(

jh, v j

)

, 1 ≤ j ≤ 2n− 1, como la inversa de Eh.
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Definición 4.3.5 Sea n∈ N y h = 1
4n. En Sh definimos el siguiente productos y las siguientes normas:

dados uh, vh ∈ Sh

〈uh, vh〉h =
n∑

j=1

hujv j

|uh|pp,h =
n∑

j=1

h
∣
∣
∣u j

∣
∣
∣
p

‖uh‖21,h = 〈(I + Ah) uh,uh〉h

Observacíon 4.3.2 Si a cada vector deSh le asociamos una función escalonada entonces tenemos que

el producto interno y las normas recién definidas corresponden alproducto interno en L2 [0,1] y a la

normas en L2 [0,1] y H1 [0,1] de ellas. La relación entre la noma|uh|2,h y la de la poligonal‖U (uh)‖L2

la daremos más adelante.

Definición 4.3.6 Dado un vector vh ∈ Sh definimos su órbita como el vector con todos los posibles

cambios de fases

Gvh = {vh eiγ / γ ∈ (0,2π]} (4.41)

Definición 4.3.7 Dado wh y vh ∈ Sh definimos la distancia de wh a la órbitaGvh de la siguiente manera

ρ2
E
(

wh,Gvh

)

= ı́nf
γ∈[0,2π)

{〈

Ah

(

vh eiγ − wh

)

, vh eiγ − wh

〉

h
+ E

〈

vheiγ − wh, vheiγ − wh

〉

h

}

(4.42)

Definición 4.3.8 Los operadores discretos asociados a Lσ
− y a Lσ+ son respectivamente Lh

− y Lh
+ : Sh →

Sh, definidos por

Lh
−φh = Ahφh + Eφh − D(Rh)φh

Lh
+φh = Ahφh + Eφh − (2σ + 1)D(Rh)φh

(4.43)

Aunque Lh− y Lh
+ dependen deσ, en lo que sigue omitimos hacer mención directa de esto para no recargar

aún más la escritura.

4.3.3. Solitones del problema semidiscreto

La ecuacíon estacionaria asociada a (4.39) al introducir una discretización espacial con paso constanteh

da un sistema no lineal con término geńerico dado por la ecuación de recurrencia

r j−1 − 2r j + r j+1

h2
− Er j + r2σ+1

j = 0 con 1≤ j ≤ 4n− 1 (4.44)

(pensemos que al intervalo [0,1] lo partimos en 4n+ 1 nodos, conx0 = 0, xn =
1
4, x2n =

1
2 y x4n = 1).
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Queremos probar que existe una solución de este sistema discreto con la forma esperada: positiva en

los nodos del intervalo(0,1/2) con un reflejo impar en los del intervalo(1/2,1) (y por lo tanto que se

anule enx2n =
1
2), que sea siḿetrica respecto axn =

1
4 en los nodos del intervalo(0,1/2) , y que tenga un

máximo en ese nodo.

Para la existencia debemos usar solamente el hecho que satisface la recurrencia (4.44). Como esta

recurrencia es a dos valores para atrás podemos usar un método de shooting para intentar acertar justo en

la solucíon que queremos. Para esto, en lo que sigue, dejaremos que la ecuación de recurrencia evolucione

lo que necesite, es decir que dejaremos que la iteración se escape del intervalo[0,1] hacia la derecha

(eventualmente hasta∞).

Lema 4.3.1

Para cada n∈ N, n ≥ 2, y h = 1
4n, existe Rh solución de la ecuación de recurrencia (4.44) con las

propiedades de simetrı́a requeridas:

1. Rh es positiva en los nodos correspondientes al intervalo(0,1/2) , y en este mismo intervalo es

simétrica respecto al punto medio x= 1/4, teniendo un máximo en el mismo. Es decir que

rh
j > 0 para todo1 ≤ j ≤ 2n− 1

rh
n− j = rh

n+ j para todo0 ≤ j ≤ n

2. Rh tiene simetrı́a impar respecto al x= 1/2, es decir que en el intervalo(1/2,1) será negativo,

con un mı́nimo en el nodo correspondiente a x= 3/4. Es decir que

rh
2n+ j = −rh

2n− j para todo0 ≤ j ≤ 2n

Demostracíon:. Ver el aṕendice (C.1).

4.3.4. Funcional de Lyapunov y estabilidad

En esta sección hacemos un vista rápida del ḿetodo a seguir para obtener un resultado de estabilidad

para el caso discreto, la idea es hacer un planteo y un desarrollo semejante al expuesto en la sección

(4.2.3).

Para cadan ∈ N y h = 1
4n, el sistema discreto (4.39) también presenta cantidades conservadas sobre

el flujo: el hamiltoniano y la masa discreta

Hh[φh] =

〈(

Ah −
1

σ + 1
D(Rh)

)

φh, φh

〉

h

Nh[φh] = |φh|22,h
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De manera ańaloga a lo que hicimos en el caso periódico continuo (4.2.3) construı́mos un funcional

de Lyapunov con estas cantidades conservadas por el flujo del sistemadiscreto

Eh[φh] = Hh[φh] + ENh
[

φh
]

(4.45)

EstimaremosEh en t́erminos deρE. Nuevamente como en (4.10) escribimos la solución como el solit́on

discreto ḿas una perturbación, esto es:

φh (t) eiγ
= Rh + wh(t) conwh(t) = uh(t) + ivh(t) (4.46)

Usando la conservación deEh, tenemos que

∆Eh = Eh
[

φ0
] − Eh [Rh]

= Eh

[

φh(t)eiγ
]

− Eh [Rh]

= Eh [Rh + wh(t)] − Eh [Rh]

Entonces, haciendo una expansión de Taylor enRh, obtenemos

∆Eh ≥
〈

Lh
+uh,uh

〉

+

〈

Lh
−vh, vh

〉

−C1 ‖wh‖31,h −C2 ‖wh‖61,h (4.47)

Aún más, la primera variación deEh desparece, la segunda es una función cuadŕatica enuh y vh, y

los restantes términos sonO
(

‖wh‖31,h
)

que pueden ser estimados por una interpolación de Gagliardo-

Nirenberg.

Análogamente a lo que sucede en el caso continuo al plantear la solución en la forma (4.46) sabemos

que existeγh ∈ (0,2π] que minimiza la distancia (4.42) para el casoRh

ρ2
E
(

Rh,Gvh

)

= ı́nf
γ∈[0,2π)

{〈

Ah

(

vh eiγ − Rh

)

, vh eiγ − Rh

〉

h
+ E

〈

vh eiγ − Rh, v eiγ − Rh

〉

h

}

(4.48)

obteniendo la condición de ortogonalidad

〈D(Rh)Rh, vh〉h = 0 (4.49)

que debe ser cumplida por la perturbación del solit́on. Ver los ćalculos en el aṕendice (C.2).

Con la restriccíon adecuada de espacios, al final obtenemos un control inferior de la parte cuadŕatica

de la desigualdad de (4.47) dada por

〈

Lh
+uh,uh

〉

h
+

〈

Lh
−vh, vh

〉

h
≥ C3 ‖wh‖21,h −C4 ‖wh‖31,h −C4 ‖wh‖41,h (4.50)

Con esto podemos aplicar la técnica introducida en [26] y ya presentada en la sección (4.1.3) que nos

permite obtener el resultado de estabilidad orbital buscado.
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4.3.5. Lemas T́ecnicos

En esta sección probaremos algunos resultados técnicos que serán usados en las demostraciones de

los teoremas centrales.

Continuidad de la función Uh

Lema 4.3.2 Para todo vh ∈ Sh se verifica la igualdad

‖Uhvh‖H1
0
= ‖vh‖1,h −

h2

6
〈Ahvh, vh〉 (4.51)

Demostracíon:. Ver el aṕendice (C.3).

Corolario 4.3.1 Uh : Sh→ H1
0 es una aplicación lineal y continua, con constante de continuidad C= 1,

independiente de h, i.e.

‖Uhvh‖H1
0
≤ ‖vh‖1,h (4.52)

Demostracíon:. Es una consecuencia inmediata de la igualdad (4.51).

Aproximaci ón de la pendiente inicial

En la demostración de la existencia deRh no determinamos exactamente cuál es el valor inicial

rh
1 que daRh sino que śolo probamos (ver aṕendice C.1) que existe uńunico valorα∗h en el intervalo

I (h) = [αmı́n(h), αmáx(h)] tal que si la recursión comienza con valorrh
1 = h tan

(

α∗h
)

entonces obtenemos

Rh.

Por otro lado es f́acil ver desde la misma ecuación continua (4.21) que la solución R(x) satisface lo

siguiente.

Lema 4.3.3 Si el máximo valor del solitón continuo es A= R(1/4) y 0 < h < 1/4, entonces

R(h) = hA

√

A2σ

σ + 1
− E +

h3

3!
EA

√

A2σ

σ + 1
− E +O

(

h4
)

(4.53)

Demostracíon:. Ver el aṕendice (C.4.1).

A ráız de estóultimo sospechamos que en el proceso discreto de iteración deberemos tomar como

valor derh
1 a alguna cierta cantidad de términos de la expansión (4.53). En lo que sigue nombraremos

conβ0 = R′ (0) , es decir que

β0 = A

√

A2σ

σ + 1
− E
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Convergencia de los estados estacionarios

Queremos analizar si el vectorRh hallado discretamente representa al solitón R(x) del problema

continuo, es decir si la poligonal que se forma con los valores del vectorRh se acerca, en algún sentido a

determinar, a la curvaR(x).De modo equivalente, queremos ver si el vector formado por las evaluaciones

de la funcíon R(x) en los nodosx j = jh est́an cerca, por ejemplo en norma|.|h , del vectorRh. Para esto

necesitamos calcular el orden del error

∣
∣
∣
∣e

h
j

∣
∣
∣
∣ =

∣
∣
∣
∣R( jh) − rh

j

∣
∣
∣
∣

Recordemos la ecuación de recurrencia para unh dado y para todoj ≥ 1

u j+1 = −2u j + u j−1 + h2u j

(

E − u2σ
j

)

(4.54)

Si u1 (α) = h tan(α) entoncesu j = u j (α) , es decir que el valor en cada nodo depende deα.

El problema continuo con datos de borde es equivalente a plantear el siguiente problema de valores

iniciales 




−U′′ +
(

E − U2σ
)

U = 0

U (0) = 0

U′ (0) = β

(4.55)

en donde a las distintas asignaciones deβ le corresponde una solución distintaUβ (x) . Por supuesto que

cada valor deβ en el problema de valores iniciales (4.55) se corresponde con un valor diferente en el

borde derecho del problema de valores en el borde.

Desde la misma ecuación podemos asegurar que

Uβ (h) = βh+
1
3!

Eβh3
+ . . .

por lo tanto
Uβ (h)

h
= β +

1
6

Eβh2
+ . . .

Definimos

α (h, β) = β +
1
6

Eβh2 (4.56)

Dadoβ, llamaremosu (α (h, β)) a la recurrencia (4.54) que comienza con valoru1 = h tan(α (h, β)) . En

la siguiente proposición probaremos que la solución continuaUβ (x) y el vectoru (α (h, β)) est́an cerca

en los nodos con ordenh2.

Proposición 4.3.1
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Fijado h= 1
4N yβ > 0, siα (h, β) = β+ 1

6Eβh2, entonces la solución Uβ (x) de (4.55) y el vector u(α (h, β))

solución de (4.54) satisfacen que

∣
∣
∣
∣e
β
j

∣
∣
∣
∣ =

∣
∣
∣u j (α (h, β)) − Uβ ( jh)

∣
∣
∣ = O

(

h2
)

y en particular
∣
∣
∣
∣e
β
2N

∣
∣
∣
∣ =

∣
∣
∣u2N (α (h, β)) − Uβ (1/2)

∣
∣
∣ = O

(

h2
)

Demostracíon:. Ver aṕendice (C.4.2).

Sabemos que (ver el apéndice(C.1)) para cadah, existe unúnicoα∗h > 0 tal que la sucesiónu j

(

α∗h
)

es

el solitón discretoRh (es decir queu2N

(

α∗h
)

= R(1/2) = 0). Sea

β∗h =
α∗h

1+ 1
6Eh2

(4.57)

el valor deβ que corresponde a este valorα∗h. Nombramos conUβ∗h
a la solucíon de (4.55) con dato

U′
β∗h

(0) = β∗h. En particular, por la proposición (4.3.1)

∣
∣
∣Uβ∗h

(1/2)
∣
∣
∣ =

∣
∣
∣
∣Uβ∗h

(1/2) − u2N

(

α∗h
)∣∣
∣
∣ = O

(

h2
)

Por otro lado, ya nombramos conβ0 = R′ (0) , entoncesUβ0 (x) = R(x). Para cadah tenemos asociado el

valor

α0 (h) = α (h, β0) = β0 +
1
6

Eβ0h2

y la recurrenciau j (α0 (h)) . Por la proposicíon (4.3.1), se verifca que

|u2N (α0 (h))| = |u2N (α0 (h)) − R(1/2)| = O
(

h2
)

Con estos elementos podremos probar que el solitón discretoRh y la evaluacíon del solit́on continuoEhR

est́an cerca, en el sentido de la norma|.|h .

Proposición 4.3.2 Si N≥ 2 y h= 1
4N , entonces

∣
∣
∣
∣e

h
j

∣
∣
∣
∣ =

∣
∣
∣
∣R( jh) − rh

j

∣
∣
∣
∣ = O (h) para todo1 ≤ j ≤ n

de donde concluı́mos que

|EhR− Rh|2,h = O (h) →
h→0+

0 (4.58)

Demostracíon:. Ver el aṕendice (C.4.3).
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4.3.6. Acotacíon inferior de Lh
−

Por un simple ćomputo podemos verificar queSh es invariante por el operador

Lh
− = Ah + EIh − D(Rh) : Sh→ Sh

Usando la forma tridiagonal de−Ah+D(Rh) probaremos que los autovalores de este operador son simples.

Lema 4.3.4

Los autovalores del operador−Ah + D(Rh) son simples, y los autovectores asociados a dos autovalores

distintos son ortogonales.

Demostracíon:. Simplicidad de los autovalores

Supogamos queuh y vh ∈ Sh son autovectores no nulos, linealmente independientes, del mismo

autovalorλ. Si u2n−1 , 0 y v2n−1 , 0, entonces existeα , 0 y β , 0 que verifican que

αu2n−1 + βv2n−1 = 0

Cualquier combinación lineal de los vectoresuh y vh es tambíen un autovector del mismo operador, es

decir que para todo par (γ, δ) de paŕametros complejos se tiene que(−Ah + D(Rh) − λI )
(

γ~u+ δ~v
)

= 0

en particular tenemos lo mismo para el par de parámetros(α, β) . Por lo tanto






(

−2+ r2σ
1 − λ

)

(αu1 + βv1) − (αu2 + βv2) = 0

(αu1 + βv1) +
(

−2+ r2σ
2 − λ

)

(αu2 + βv2) + (αu3 + βv3) = 0
...

(αui−2 + βvi−2) +
(

−2+ d2σ
i−1 − λ

)

(αui−1 + βvi−1) + (αui + βvi) = 0

(αui−1 + βvi−1) +
(

−2+ r2σ
i − λ

)

(αui + βvi) + (αui+1 + βvi+1) = 0
...

(αu2n−2 + βv2n−2) +
(

−2+ r2σ
2n−1 − λ

)

(αu2n−1 + βv2n−1) = 0

Al serαu2n−1 + βv2n−1 = 0, usando láultima ecuacíon, tenemos queαu2n−2 + βv2n−2 = 0. Por la forma

tridiagonal del sistema podemos obtener de manera recursivaαui + βvi = 0, ∀i = 1, . . . ,2n− 1. Aśı

αuh + βvh = 0

entonces{uh, vh} es linealmente dependiente, lo que contradice lo supuesto. Luego los autovalores son

simples.

Queda por ver el caso en queu2n−1 = 0 o v2n−1 = 0. En realidad lo podemos descomponer en dos

casos posibles:
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Si u2n−2 , 0 y v2n−2 , 0 podemos seguir como antes. Siu2n−2 = 0 y v2n−2 = 0 seguimos buscando

para atŕas hasta llegar a algún valor no nulo.

Si u2n−1 , 0 y v2n−1 = 0 (o viceversa) se nos presenta algo esencialmente distinto. Como habı́amos

supuesto queuh y vh eran linealmente independientes, entonces ˜vh = uh + vh seguiŕa siendo un

autovector del mismo autovalorλ, y ṽ2n−1 , 0, y ahora se sigue igual que antes pero con los

vectoresuh y ṽh.

Ortogonalidad de autovectores de distintos autovalores

Si λ1 y λ2 son dos autovalores distintos del operadorAh−D(Rh) con autovectoresuh y vh respectiva-

mente, entoncesuh ⊥ vh enSh. La técnica para probar esto es la usual:





−Ahuh + D(Rh)uh − λ1uh = 0

−Ahvh + D(Rh)vh − λ2vh = 0

Dado queAh y D(Rh) son siḿetricos podemos transponer la primer ecuación y postmultiplicarla porvh,

y adeḿas premultiplicar la segunda ecuación poruh. Restando esta dos expresiones obtenemos:

(λ2 − λ1) 〈uh, vh〉h = 0

y comoλ1 , λ2 concluimos que〈uh, vh〉h = 0.

Como(−Ah + D(Rh) − EIh) Rh = 0 tenemos queRh es un autovector de−Ah + D(Rh) con autovalor

E. Aún más, probaremos que el primer autovalor esE.

Lema 4.3.5

El primer autovalorλh
1 del operador Ah − D(Rh) enSh es−E, con autovector Rh. Luegoλ = 0 es el

primer autovalor de Lh− = Ah − D(Rh) + EIh enSh, con autovector Rh. Además, autovectores del primer

autovalorλh
1 no se anulan en los nodos interiores y conservan el signo.

Demostracíon:. Llamamos

Ra(vh,h) =
〈Ahvh, vh〉h − 〈D(Rh)vh, vh〉h

|vh|22,h
(4.59)

al cociente de Rayleigh del operadorAh − D(Rh), sabemos que su primer autovalor es

λh
1 = mı́n

vh∈Sh

Ra(vh,h) (4.60)

con autovectorvh, para cadah.

Autovectores del primer autovalorλh
1 conservan el signo
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El vector |vh| = (|vh|)i = |vi | 1 ≤ i ≤ n − 1, tambíen realiza el ḿınimo (4.60), y por lo tanto|vh|
tambíen es un autovector de autovalorλh

1 en el subespacioSh.

Para probar esto alcanza con ver que

〈Ah |vh| − D(Rh) |vh| , |vh|〉h ≤ 〈Ahvh − D(Rh)vh, vh〉h (4.61)

〈Ah |vh| , |vh|〉h ≤ 〈Ahvh, vh〉h :

Sabemos que〈Ahvh, vh〉h = 2
h

n−1∑

j=0

(∣
∣
∣v j

∣
∣
∣
2 − Re

(

v j+1v j

))

y que Re(zw) ≤ |z| |w| , por lo tanto tenemos

que

〈Ah |vh| , |vh|〉h = 2
h

n−1∑

j=0

(∣
∣
∣v j

∣
∣
∣
2 −

∣
∣
∣v j+1

∣
∣
∣

∣
∣
∣v j

∣
∣
∣

)

≤ 2
h

n−1∑

j=0

(∣
∣
∣v j

∣
∣
∣
2 − Re

(

v j+1v j

))

= 〈Ahvh, vh〉h

〈−D(Rh) |vh| , |vh|〉h = 〈−D(Rh)vh, vh〉h , lo que es inmediato.

De este modo se cumple la desigualdad (4.61). Por lo tan toRa(|vh| ,h) ≤ Ra(vh,h), pero comovh

realizaba el ḿınimo del cociente de Rayleigh, entonces|vh| tambíen realiza el ḿınimo de (4.60), es decir

que|vh| es un autovector del primer autovalorλh
1. Por la simplicidad de los autovalores (ver lema 4.3.4)

tenemos quevh = |vh| o vh = − |vh| , es decir que conserva el signo.

Autovectores del primer autovalorλh
1 no se anulan en los nodos interiores

Si vh es un autovector del primer autovalorλh
1, entonces no se anula en ningún nodo interior, es decir

quev j , 0,∀1 ≤ j ≤ n− 1. Estoúltimo se debe esencialmente a la forma tridiagonal deAh +D(Rh), y lo

probamos del siguiente modo:

Supongamos quev j0 = 0 para alǵun 2≤ j0 ≤ n− 2, entonces laj0−ésima ecuación del sistema es

−v j0−1 +
(

2− r2σ
j0

)

v j0 − v j0+1 = −Evj0

pero comov j0 = 0, tenemos que:

−v j0−1 − v j0+1 = 0⇒ v j0+1 = −v j0−1⇒ v j0+1 = v j0−1 = 0

porquevh no cambia de signo. Por recurrencia se obtiene quevh = 0, lo que es absurdo.

Si v1 = 0, la primera ecuación del sistema

(

2− r2σ
1

)

v1 − v2 = −Ev1

queda

v2 = 0

con lo que estamos en el caso anterior.
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Si vn−1 = 0, se concluye de igual modo.

El primer autovalor es−E con autovector Rh

Si suponemos queλh
1 < −E o λh

1 > −E, entonces por el lema 4.3.4 sus respectivos autovectoresvh

y Rh son ortogonales, pero comoRh > 0, en el sentido deSh, necesariamentevh debe cambiar de signo,

cosa que se probó que no pasa. Luegoλh
1 = −E es el primer autovalor del operadorAh − D(Rh), con

autovectorRh. Es decir queλh
1 = 0 es el primer autovalor del operadorLh

− = Ah−D(Rh)+EIh enSh, con

autovectorRh. LuegoLh
− es un operador no negativo enSh.

En lo que sigue queremos trabajar en el subespacio deSh que satisfaga la condición (4.49). Sea

Lh =
{

vh ∈ Sh/ 〈D(Rh)Rh, vh〉h = 0
}

= (D(Rh)Rh)⊥

El primer autovalorλh
1 de Lh

− restringido al subespacioLh, est́a dado por el ḿınimo del cociente de

Rayleigh:

λh
1 = ı́nf

vh∈Lh

〈

Lh
−vh, vh

〉

h

|vh|22,h
Ya queRh < Lh, entoncesλh

1 > 0. Probaremos que existe una constanteC > 0 tal queλh
1 ≥ C.

Proposición 4.3.3

Siλh
1 es el primer autovalor de Lh− enLh, entonces existe una constante C> 0 tal queλh

1 ≥ C para h> 0

suficientemente pequeño.

Demostracíon:. Consideramos las bases usuales de las funciones de elementos finitos{ϕi}1≤i≤n−1 enVh

(poligonales con v́ertices en los nodos{xi = ih}1≤i≤n−1, que en particular está enH1
0[0,1/2]). Notar que

si w ∈ Vh entoncesw(x) =
∑n−1

i=1 w(xi)ϕi(x) (ver [5]).

Por el principio de Rayleigh-Ritz (ver [19]), tenemos que el primer autovalor del operador continuo

sobre el espacioVh, con la base de elementos finitos es

λh
e1 = mı́n

〈w〉
máx
α∈R
R(αw) = mı́n

w∈Vh
‖w‖2=1

R(w) (4.62)

con w ∈ Vh. Entonces, siw =
∑

qiϕi y R es la evaluación del cociente de Rayleigh en los elementos

finitos

R(w) =

∑

i

∑

j
qiq j

∫ (

ϕ′iϕ
′
j − R2σϕiϕ j

)

dx

∑

i

∑

j
qiq j

∫

ϕiϕ jdx
(4.63)

En [19] se prueba que

λh
e1 ≥ λ1 (4.64)
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(en realidad allı́ se prueba que esta desiguladad vale para todos los autovalores del operador continuo y

el correspondiente autovalor del operador continuo restringido al espacio de poligonales generado por

los elementos finitos).

Ahora vamos a probar que el autovalorλh
e1 del operador continuo (restringido aVh) y el autovalor

λh
1 del operador discreto enSh, se encuetran cerca sih es suficientemente pequeño.

Seauh ∈ Sh, entoncesUh(uh) ∈ Vh, y comoUh(uh)(xi) = ui tenemos que

Uh(uh)(x) =
n−1∑

i=1

uiϕi(x)

Evaluado enUh(uh), podemos darle a (4.63) la siguiente forma:

R(Uh(uh)) =
〈Ahuh,uh〉h − 〈D(EhR)uh,uh〉h +O(h)

|uh|2h − h2

6

∣
∣
∣u′h

∣
∣
∣
2
h

(4.65)

y tenemos

Ra(uh,h) − R(Uh(uh)) →
h→0+

0.

de modo que podemos concluı́r que
∣
∣
∣λh

1 − λ1

∣
∣
∣ es pequẽno parah suficientemente pequeño, yλh

1 ≥ C.

Ver los ćalculos en el aṕendice (C.5).

Por la proposicíon anterior existe una constanteC1 > 0 tal que
〈

Lh
−vh, vh

〉

h
≥ C1 |vh|22,h ∀vh ∈ Lh (4.66)

de donde inmediatamente tenemos que

〈vh, vh〉h ≤
1

C1

〈

Lh
−vh, vh

〉

h

Nuestro inteŕes es obtener una cota inferior de
〈

Lh
−vh, vh

〉

h
del estilo de (4.66), pero donde inferior-

mente se tenga la norma‖v‖21,h . Para esto observemos lo siguiente:
〈

Lh
−vh, vh

〉

h
= 〈Ahvh, vh〉h + 〈Evh, vh〉h + 〈−D(Rh)vh, vh〉h

︸                               ︷︷                               ︸

≥−C〈vh,vh〉h

≥

≥ 〈Ahvh, vh〉h −C 〈vh, vh〉h ≥ 〈Ahvh, vh〉h −
C

C1

〈

Lh
−vh, vh

〉

h

de modo que
(

1+
C

C1

) 〈

Lh
−vh, vh

〉

h
≥ 〈Ahvh, vh〉h

Si a estáultima expresíon le sumamos (4.66) obtenemos

(

1
C1
+ 1+

C

C1

)
〈

Lh
−vh, vh

〉

h
≥ 〈Ahvh, vh〉h + 〈vh, vh〉h = ‖vh‖21,h

si llamamosC2
=

C1

1+C1+C
entonces tenemos que

〈

Lh
−vh, vh

〉

h
≥ C ‖vh‖21,h ∀vh ∈ Lh (4.67)
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4.3.7. Acotacíon inferior de Lh
+

Es inmediato que
〈

Lh
+Rh ,Rh

〉

h
< 0, pues

〈

Lh
+Rh ,Rh

〉

h
= 〈AhRh + ERh − (2σ + 1)D(Rh)Rh ,Rh〉h = −2σ 〈D(Rh)φh〉h

Necesitamos probar queLh
+ define una forma cuadrática positiva enR⊥h . Usando la acotación (ver [19])

λ1 ≤ λh
e1 ≤ λ1 + 2δh2λ2

1

y siguiendo la idea desarrollada en la sección 4.2 y en las estimaciones de la cota deLh
− de la seccíon

precedente, obtenemos una cota inferior positiva para
〈

Lh
+v, v

〉

h
enR⊥h

〈

Lh
+v, v

〉

h
> C enR⊥h

Además impondremos la condición

〈φh(t), φh(t)〉h = 〈Rh,Rh〉h t ∈ R (4.68)

De (4.46) y (4.68) tenemos que

〈uh,Rh〉h = −
1
2

[〈uh,uh〉h + 〈vh, vh〉h
]

(4.69)

Con esto podemos obtener una estimación inferior de
〈

Lh
+uh,uh

〉

h
.

Proposición 4.3.4 Seaσ < 2. Si uh ∈ Sh satisface (4.69) existen constantes D,D1 and D2 > 0, que

verifican
〈

Lh
+uh,uh

〉

h
≥ D ‖uh‖21,h − D1 〈Ahwh,wh〉h |w|22,h − D2 |w|42,h (4.70)

Demostracíon:. La demostracíon es totalmente análoga a la de la proposición (4.2.5). Tomemos〈Rh,Rh〉h ≤
M, y escribimos

uh = (uh)‖ + (uh)⊥

con

(uh)‖ = 〈uh,Rh〉h Rh (4.71)

= −1
2

[〈uh,uh〉h + 〈vh, vh〉h
]

Rh

y

(uh)⊥ = uh − (uh)‖ (4.72)

= uh −
1
2

[〈uh,uh〉h + 〈vh, vh〉h
]

Rh
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Tenemos que

〈

Lh
+uh,uh

〉

h
=

〈

Lh
+

(uh)‖ , (uh)‖
〉

h
(4.73)

+ 2
〈

Lh
+

(uh)‖ , (uh)⊥
〉

h
+

〈

Lh
+

(uh)⊥ , (uh)⊥
〉

h

y existed > 0 que verifica

〈

Lh
+

(uh)⊥ , (uh)⊥
〉

h
≥ d 〈(uh)⊥ , (uh)⊥〉h (4.74)

= d

[

〈uh,uh〉h +
1
4

[〈uh,uh〉h + 〈vh, vh〉h
]2
]

desde (4.69), (4.71) tenemos que

〈

Lh
+

(uh)‖ , (uh)‖
〉

h
=

1
4

〈

Lh
+Rh,Rh

〉

h

[〈uh,uh〉h + 〈vh, vh〉h
]2 (4.75)

Finalmente desde (4.69) concluı́mos que

〈

Lh
+

(uh)⊥ , (uh)‖
〉

h
= 〈uh,Rh〉h

〈

Lh
+

(uh)⊥ ,Rh

〉

h
(4.76)

≥ −d′ 〈Ahwh,wh〉h |w|22,h − d′′ |w|42,h

Ahora, desde (4.74),(4.75) y (4.76) obtenemos la cota inferior (4.70).

4.3.8. Resultados Centrales

Ahora śı tenemos todos los elementos para probar los dos principales resultados deesta parte. Pri-

mero enunciaremos y probaremos la estabilidad orbital de las soluciones numérica, luego usaremos este

resultado para probar la convergencia de las soluciones numéricas a la continua.

Teorema 4.3.1Seaσ < 2 yφh(t) la única solución de la ecuación no lineal de Schrödinger semidiscreta

con dato inicialφ0 ∈ Sh. Entonces existe un solitón discreto Rh orbitalmente estable, i.e. para cadaε > 0

existe unδ(ε) > 0, tal que si|φ0|22,h = |Rh|22,h y ρE
(

φ0,GRh

)

< δ(ε) entonces

ρE
(

φh(t),GRh

)

< ε para todo t> 0

Diremos que las órbitas de los solitones son estables.

Demostracíon:. Supongamos que el mı́nimo de (4.23) se realiza enγh. Por (4.47), reemplazando (4.67)

y (4.70) tenemos que

∆Eh ≥
〈

Lh
+uh,uh

〉

+

〈

Lh
−vh, vh

〉

−C1 ‖wh‖2+θ1,h −C2 ‖wh‖61,h
≥ C3 ‖wh‖21,h −C4 ‖wh‖2+θ1,h −C5 ‖wh‖61,h
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Luego

∆Eh ≥ g
(

ρe
(

φh(t),GRh

))

(4.77)

con

g(t)) = ct2
(

1− atθ − bt4
)

cona,b, c, θ > 0

Notar queg(0) = 0 y g(t) > 0 para 0< t ≪ 1.

Podemos obtener la estabilidad desde (4.77): seaε > 0 suficientemente pequeño, entonces la conti-

nuidad deEh enSh implica que existeδ(ε) > 0 tal que∆Eh < g(ε) paraρE(φ0,GRh) < δ(ε). Ya que∆Eh

no depende det, desde (4.77) concluı́mos queg
(

ρE(φh(t),GRh)
)

< g(ε), parat > 0.

Aśı, ya queρE(φh(t),GRh) es una funcíon continua det,

ρE(φh(t),GRh) < ε parat > 0 (4.78)

y el solitónRh es orbit́almente estable.

Teorema 4.3.2Sea Eh : H1
0 → Sh el operador de evaluación en los nodos{x j} y φ(t) la solución de

(PNLS), entonces∀t > 0,
∣
∣
∣eiγhφh(t) − eiγEh(φ(t))

∣
∣
∣
2,h →h→0

0

conγh el mı́nimo en (4.23) como antes yγ el correspondiente mı́nimo en el caso continuo.

Demostracíon:. Consideremosγh y γ como en la demostración del teorema anterior. Desde (4.78),

(4.58), la continuidad del operador de evaluación Eh y la estabilidad orbital en el caso continuo, obtene-

mos la siguiente desigualdad
∣
∣
∣eiγhφh(t) − eiγEh(φ(t))

∣
∣
∣
2,h ≤

≤
∣
∣
∣eiγhφh(t) − Rh

∣
∣
∣
2,h + |Eh(R) − Rh|2,h +

∣
∣
∣Eh(R) − eiγEh(φ(t))

∣
∣
∣
2,h ≤

≤ ρE
(

φh(t),GRh

)

+ |Eh(R) − Rh|2,h +CρE (φ(t),GR) →
h→0

0



Caṕıtulo 5

Ecuación de Klein-Gordon

En estéultimo caṕıtulo estudiaremos la ecuación de Klein-Gordon.

En una primera etapa probaremos la existencia de soluciones para el casocon dato de borde periódico

mediante el cĺasico ḿetodo de Duhamel, para lo cual usaremos la reescritura de la ecuación como un

sistema hamiltoniano vista en (3.1.5).

En una segunda etapa aplicaremos el método antes descripto para el estudio de la estabilidad de las

soluciones estacionarias. Debemos tener presente los resultados ya existentes (ver [11] y [20]) para el

caso de esta ecuación con dato en todoRn, conn = 2 o 3. En particular en el trabajo de Shata y Strauss

recíen mencionado, a modo de ejemplo dan condiciones sobre los valores deσ y de la frecuenciaE en el

caso de la ecuación de Klein-Gordon con no linealidadV′ (u) = u− |u|2σ u, que discriminan los casos de

inestabilidad y de posible estabilidad de la solución solit́on, pero, recordemos que siempre ellos trabajan

en la ecuacíon con dominio en todoRn, conn = 2 o 3. La t́ecnica usada por ellos no es reproducible en

el caso de datos de borde periódico porque usan, de manera esencial, la proyección sobre la superficie

de isocarga de la curva de los solitones para las distintas frecuenciasE, lo que logran mediante el uso

de reescales. En los ensayos numéricos hechos en nuestro caso, el de la ecuación de K-G peŕıodica

unidimensional y con no linealidad potencialV′ (u) = u − |u|2σ u, evidenciamos que es esperable que

la solucíon solit́on sea inestable, por lo que queda planteado como problema abierto el hecho de hallar

condiciones sobre los parámetros para garantizar la inestabilidad de la correspondiente solución śoliton.

Lo que śı desarrollaremos es que si aplicamos la técnica vista en el capı́tulo anterior, entonces podemos

obtener una cierta caracterización de la geometrı́a de la inestabilidad, para los casos en que ella suceda.

En otras palabras, lo que sı́ logramos es exhibir, para los casos en que hubiera inestabilidad, la dirección

responsable de la misma, es decir qué componente debe tener la perturbación del solit́on para que la

órbita de la solucíon se aleje déel.

55
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5.1. Existencia de soluciones de la ecuación K-G

Consideremos la ecuación de Klein-Gordon (3.6) con dato de Dirichlet en el caso periódico






∂2
t ϕ − ∂2

xϕ + V′ (ϕ) = 0 parax ∈ [0,1] y parat > 0

ϕ(0, t) = ϕ(1, t) = 0 para todot > 0

ϕ′(0, t) = ϕ′(1, t) para todot > 0

ϕ(x,0) = ϕ0(x) parax ∈ [0,1]

ϕ′(x,0) = ϕ1(x) parax ∈ [0,1]

(5.1)

siendoV ∈ C1(R) en ambos casos.

Recordemos que en (3.1.5) vimos la reducción de la ecuación a la forma de un sistema hamiltoniano.

Gracias a la formulación de primer orden y usando lo expuesto en la sección (2.1.2), podemos aplicar el

clásico ḿetodo de Duhamel,

Teorema 5.1.1Si (ϕ0, ψ0) ∈ H1 × L2,entonces existen T> 0 y una única(ϕ, ψ) ∈ C
(

0,T,H1 × L2
)

∩
C1

(

0,T, L2 × H−1
)

solución de (5.1), siendo además la aplicación(ϕ0, ψ0) 7→ (ϕ, ψ) continua.

Demostracíon:. Consideremos el grupo unitarioS (t) = exp(tJA), por variacíon de los paŕametros la

solucíon puede escribirse como

(ϕ, ψ) (t) = S (t) (ϕ0, ψ0) +
∫ t

0
S (t − τ) (0,V′ (ϕ)

)
(τ) dτ (5.2)

Consideremos la aplicaciónΓ : XT,R→ XT,R definida por

Γ (ϕ, ψ) (t) = S (t) (ϕ0, ψ0) +
∫ t

0
S (t − τ) (0,V′ (ϕ)

)
(τ) dτ

conXT,R el conjunto

XT,R =

{

(ϕ, ψ) ∈ C
(

0,T,H1 × L2
)

: máx
0≤t≤T

‖(ϕ, ψ) (t) − S (t) (ϕ0, ψ0)‖ ≤ R
}

Ya queV′ es una funcíon suave, podemos decir que‖(0,V′ (ϕ))‖ ≤ C
(‖ϕ‖H1

) ‖ϕ‖H1. Luego,Γ es una

aplicacíon contractiva siT es suficientemente pequeño. Ver el desarrollo en el apéndice (D.1).

Teorema 5.1.2Si V es una función inferiormente acotada, entonces la solución de (5.1) está global-

mente definida.

Demostracíon:. Dado queV ≥ −my queH es constante sobre las trayectorias, entonces tenemos que
∫

[

(ϕx)
2
+ ψ2

]

dx≤ H (ϕ0, ψ0) +m
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Por la desigualdad de Cauchy

ϕ2 (x, t) ≤ 2ϕ2
0 (x) + 2

(∫ t

0
ψ (x, t) dt

)2

≤ 2ϕ2
0 (x) + 2t

∫ t

0
ψ2 (x, t) dt

Integrando enx

∫

ϕ2 (x, t) dx≤ 2
∫ (

ϕ2
0 (x) + t

∫ t

0
ψ2 (x, t) dt

)

dx

≤ 2
[

‖ϕ0‖2 + t2 (H (ϕ0, ψ0) +m)
]

Luego

‖(ϕ, ψ)‖H1×L2 ≤ 2‖ϕ0‖H1 +

(

2t2 + 1
) (

m+ F
(‖(ϕ0, ψ0)‖H1×L2

))

DondeF(‖(φ, ψ)‖H1×L2) = 1
2

(

‖φx‖22 + ‖ψx‖22
)

+ M(R), conM(R) = max0≤|z|≤R|V(z)|.
Para el desarrollo de los cálculos ver el aṕendice (D.1).

Teorema 5.1.3Si(ϕ0, ψ0) ∈ H2×H1, entonces existe una única(ϕ, ψ) ∈ C
(

R,H2 × H1
)

∩C1
(

R,H1 × L2
)

solución de (5.1).

Demostracíon:. Como(ϕ0, ψ0) ∈ H2 × H1 ⊂ H1 × L2 por la primera parte tenemos la solución (ϕ, ψ) ∈
H1 × L2, queremos ver que(ϕ, ψ) ∈ H2 × H1.

Como(ϕ, ψ) son solucíon del sistema

∂t (ϕ, ψ)t
= J

(

A (ϕ, ψ)t
+

(

V′ (ϕ) ,0
))

entonces el par(ϕx, ψx) satisface un sistema lineal con coeficientes continuos que dependen de(ϕ, ψ)

∂t (ϕx, ψx)
t
= J

(

A (ϕx, ψx)
t
+

(

V′′ (ϕ)ϕx,0
))

(5.3)

Es decir queϕx satisface la ecuación

∂2
t ϕx − ∂2

xϕx + V′′ (ϕ)ϕx = 0

Si consideramosV′′ (ϕ) = g (x, t) continua (puesϕ ∈ H1) entoncesϕx satisface una ecuación de onda

con potencial

∂2
t φ − ∂2

xφ + g(x, t)φ = 0 (5.4)

por lo tanto nos alcanza con probar que esta ecuación con dato inicial enH1 tiene solucíon única enH1,

de este modoϕx ∈ H1. Ver esto en [18] hecho por el ḿetodo de Galerkin.
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5.2. Ecuacíon con no linealidad potencial

En lo que sigue siempre consideraremos la ecuación con la no linealidad potencialV′(u) = u−|u|2σ u

∂2
t ϕ − ∂2

xϕ + ϕ − |ϕ|2σ ϕ = 0

ϕ(x,0) = ϕ0(x) y ϕ′(x,0) = ϕ1(x)

ϕ(0, t) = ϕ(1, t) = 0 y ϕ′(0, t) = ϕ′(1, t)

(5.5)

La versíon sistema es






·
ϕ = ψ
·
ψ = ϕxx− ϕ + |ϕ|2σ ϕ

(5.6)

5.2.1. Existencia de solitones

Si buscamos soluciones del problema de valores iniciales que tengan la forma especial





ϕ(x, t) = R(x)eiEt

ψ(x, t) = iER(x)eiEt

se ve queR debe ser solución de la ecuación estacionaria

−R′′ +
(

1− E2
)

R− |R|2σ R= 0 (5.7)

con condiciones de borde periódicas. Para esta ecuación tenemos hecho, en la sección (4.2), la existencia

de solucíon, únicamente debemos cambiar el parámetroE por 1− E2.

5.2.2. Órbita, distancia y función de Lyapunov

El camino que haremos es semejante al realizado con la ecuación de Schr̈odinger en (4.1.3) o (4.2.3).

Daremos el concepto déorbita de un elemento del espacio y de distancia de uno dado a laórbita de otro,

luego usaremos las cantidades conservadas por el sistema para definir una funcional de Lyapunov, de

modo que la variación deésta evaluada en el solitón y en los elementos de laórbita, nos de una medida

de la desviacíon del flujo respecto a láorbita del solit́on.

Recordemos que las cantidades conservadas por el sistema son el halmintonianoH y la cargaQ

H (ϕ, ψ) =
∫ (

1
2
|ψ|2 + 1

2
|ϕx|2 +

1
2
|ϕ|2 − |ϕ|

2σ+2

2σ + 2

)

dx

Q (ϕ, ψ) = Im

(∫

ϕψ̄ dx

)
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Definimos laórbita de un elemento deH1 × L2 como

G(ϕ,ψ) = {(ϕ, ψ) eiγ / γ ∈ (0,2π]}

La distancia de un elemento a laórbita de otro se la define pidiendo que la parte cuadrática de la funcíon

de Lyapunov sea ḿınima enγ. Definimos el cuadrado de la distancia como

ρ2
E

(

( f ,g) ,G(ϕ,ψ)

)

= ı́nf
γ∈[0,2π)

{

1
2

(∥
∥
∥ϕ eiγ − f

∥
∥
∥

2
2 +

∥
∥
∥ϕx eiγ − fx

∥
∥
∥

2
2 +

∥
∥
∥ψ eiγ − g

∥
∥
∥

2
2

)

(5.8)

+ E Im
〈

ϕ eiγ − f , ψ eiγ − g
〉}

o de manera extendida

ρ2
E

(

( f ,g) ,G(ϕ,ψ)

)

= ı́nf
γ∈[0,2π)

{

1
2

(∫ 1

0

∣
∣
∣ϕ eiγ − f

∣
∣
∣
2
+

∣
∣
∣ϕx eiγ − fx

∣
∣
∣
2
+

∣
∣
∣ψ eiγ − g

∣
∣
∣
2
)

+ E Im
∫ 1

0

(

ϕ eiγ − f
) (

ψ eiγ − g
)

}

Consideramos una solución (φ, ψ) del problema inicial con dato(φ0, ψ0) y pensamos que es una

pequẽna perturbacíon del solit́on (R, iER) . Decimos queγ es el valor del parámetro que minimiza la

distancia a láorbita del solit́on





φ(x, t)eiγ
= R(x) + w(x, t)

ψ(x, t)eiγ
= iER(x) + z(x, t)

(5.9)

dondew(x, t) = u(x, t) + iv (x, t) es la perturbación de la posicíon y z(x, t) = p(x, t) + iq (x, t) es la

perturbacíon de la velocidad.

De manera ańaloga a lo que sucedı́a en la ecuación de Schr̈odinger (por ejemplo ver (4.2.3)) tenemos

que, del hecho de expresar la solución de la forma (5.9), nos aparecen naturalmente condiciones sobre

la parte real e imaginaria de la perturbación para la existencia de unγ(t) mı́nimizante de la distancia. La

condicíon que obtenemos en este caso es exactamente la misma que en Schrödinger
〈

R2σ+1, v
〉

=

∫

R2σ+1v dx= 0 (5.10)

Para el ćalculo de la misma ver el apéndice (D.2.1).

Definimos como funcíon de Lyapunov a

E (ϕ, ψ) = H (ϕ, ψ) + Q (ϕ, ψ)

que se conserva sobre el flujo de la ecuación. Usaremos la diferencia∆E como medida de la desviación

de laórbita de la solucíon respecto a láorbita del solit́on.

∆E = E [

φ0, ψ0
] − E [R, iER]

= E
[

φeiγ, ψeiγ
]

− E [R, iER] por conservación deE
= E [R+ w, iER+ z] − E [R, iER]

(5.11)
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Queremos dar condiciones para que esteúltimo término quede controlado inferiormente por una función

de ‖w‖H1y ‖z‖L2 que, para valores pequeños de la perturbación, tenga orden cuadrático y coeficiente

positivo. Haciendo una expansión de Taylor de laE(ϕ, ψ) en(R, iER) , la primera variacíon se anula (ver

aṕendice (D.2.2))

∂E
∂ϕ

[R, iER] ≡ 0

∂E
∂ψ

[R, iER] ≡ 0

por lo que(R, iER) es un punto crı́tico deE.
Usando la segunda variación, calculada en el apéndice (D.2.2), podemos decir que la expansión de

Taylor de segundo orden del funcionalE queda expresado como:

∆E = E[R+ w, iER+ z] − E[R, iER] =

=
1
2

[
∂2E
∂ϕ2

[R, iER](w, z) + 2
∂2E
∂ϕ∂ψ

[R, iER](w, z) +
∂2E
∂ψ2

[R, iER](w, z) +O(‖w‖3 , ‖z‖3)

=
1
2

[
〈

Lσ+u,u
〉

+
〈

Lσ−v, v
〉

+ ‖Eu‖22 + ‖Ev‖22 + 2E
∫

(vp− uq)dx+ ‖p+ iq‖22+

+O(‖w‖3 , ‖z‖3)

=
1
2

[
〈

Lσ+u,u
〉

+
〈

Lσ−v, v
〉

+ ‖Eu− q‖22 + ‖Ev+ p‖22 +O(‖w‖3 , ‖z‖3) (5.12)

Notemos que la parte cuadrática de△E difiere de la del caso Schrödinger śolo en los t́erminos‖Eu− q‖22
y ‖Ev+ p‖22 .

Con el objetivo de implementar la técnica usada para el estudio de la estabilidad de la ecuación de

Schr̈odinger, debemos controlar inferiormente esta expresión con t́erminos de segundo orden en‖w‖H1 y

‖z‖H1 con coeficientes positivos. Para esto necesitamos definir un par de nuevos operadores lineales,U+

y U−, de modo que las formas cuadráticas por ellos definidos incluyan a estos nuevos términos.

5.2.3. Geometŕıa de las superficies de isocarga

Como el operador de Schrödinger conserva la normaL2 de la solucíon podemos pensar que la geo-

metŕıa asociada enL2 es la usual.Ya vimos que la normaL2 de la solucíon de la ecuación de Klein-Gordon

no se conserva aunque sı́ lo hace la cargaQ. Por lo tanto necesitamos hallar la geometrı́a deL2 × L2 aso-

ciada a esta cantidad conservada. Queremos determinar cuales son las superficies de isocarga enL2× L2.

En realidad nos reduciremos a calcular la superficie de isocarga que corresponde al solitón (R, iER) .

Q(R, iER) = Q(ϕ, ψ)

Nuevamente pensemos que (ϕ, ψ) = (R+ u + iv, iER+ p + iq). Si desarrollamos estáultima igualdad

tenemos que
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−E
∫

R2dx= Q(R, iER) = Q(ϕ, ψ) = Q(R+ u+ iv, iER+ p+ iq) =

= Im
∫

(R+ u+ iv) (iER+ p+ iq)dx=
∫

(vp− (R+ u) (ER+ q)) dx=

= −E
∫

R2dx+
∫

(vp− uq) dx−
∫

R(Eu+ q) dx

por lo tanto
∫

R(Eu+ q) dx=
∫

(vp− uq) dx (5.13)

Esta es la condición de isocarga respecto a la del solitón. De estóultimo tenemos que el subespacio

tangente a la hipersuperficie deL2 ([0,1],C) × L2 ([0,1],C) de isocarga tiene por ecuación a
∫

R(Eu+ q) dx= 0 (5.14)

El espacioX y su producto interno

Definimos los siguientesR-espacios vectoriales

X =

{

(u+ iv, p+ iq) ∈ L2 ([0,1] ,C) × L2 ([0,1],C) /
〈

R2σ+1, v
〉

= 0
}

(estoúltimo para que cumpla

la condicíon (5.10)).

X1 = L2 ([0,1] ,R) × iL2 ([0,1],R) (claramenteX1 ⊂ X).

X2 =
{

(iv, p) ∈ iL2 ([0,1] ,R) × L2 ([0,1],R) /
〈

R2σ+1, v
〉

= 0
}

Notemos queX = X1 ⊕ X2 porqueX1 aporta la parte real de la primera componente y la parte

imaginaria de la segunda yX2 aporta la parte imaginaria de la primera componente y la parte real de la

segunda.

Definimos enX (comoR espacio vectorial) el producto interno

〈〈(ϕ1, ψ1) , (ϕ2, ψ2)〉〉 = Re〈ϕ1, ϕ2〉 + Re〈ψ1, ψ2〉 (5.15)

Notemos queX1 y X2 son perpendiculares según este producto interno.

La superficie de isocarga y su espacio tangente

Definición 5.2.1 Consideremos enX la hipersuperficie de isocarga que pasa por(R, iER) y llamaremos

T al hiperplano tangente a esta superficie por(R, iER) . Además, por (5.14) sabemos que T viene dado

por

T =

{

(ϕ, ψ) ∈ X/
∫

R(Eu+ q) dx= 0, con u= Re(ϕ) y q= Im(ψ)

}

Observacíon 5.2.1 El subespacio T queda caracterizado vı́a el producto interno (5.15) como el ortogo-

nal a (ER, iR) enX

T = {(ER, iR)}⊥
X
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Demostracíon:. Sea(ϕ, ψ) ∈ {(ER, iR)}⊥
X

entonces

0 = 〈〈(ϕ, ψ) , (ER, iR)〉〉 = Re〈ϕ,ER〉 + Re〈ψ, iR〉 = Re
(

E
∫

Rϕ
)

+ Re
(

−i
∫

Rψ
)

=

= E
∫

Ru+
∫

Rq=
∫

R(Eu+ q)

que es justamente la condición (5.14) de pertenencia aT.

Observacíon 5.2.2 Notar que la condición para que(ϕ, ψ) ∈ T recae únicamente sobre su componente

enX1, por lo tanto si definimos T1 ⊂ X1como T1 = {(ER, iR)}⊥
X1

entonces

T = T1 ⊕ X2

Demostracíon:. Bastaŕa verificar las dos inclusiones:

Si (u+ iv, p+ iq) ∈ T1 ⊕ X2⇒
∫

R(Eu+ q) = 0

Si 0 = 〈〈(u+ iv, p+ iq) , (ER, iR)〉〉 = Re
∫

(u+ iv) ER+ Re
∫

(p+ iq) (−iR) =
∫

ERu+ qR =
∫

R(Eu+ q)

Definición 5.2.2 Si R⊥ es el ortogonal a R en L2 ([0,1],R) (con el producto usual), defino los siguientes

subespacios

S1 =
(

R⊥ × i{0}) ⊕ ({0} × iR⊥
) ⊂ T1,. Notar que S1 tiene todos los pares de T1 con ambas compo-

nentes en R⊥, o sea(u, iq) con u,q ∈ R⊥.

S = S1 ⊕ X2 ⊂ T

Observacíon 5.2.3 S tiene codimensión2 enX y, por lo tanto, codimensión1 en T.

Demostracíon:. Dado(u+ iv, p+ iq) ∈ X partamosu y q seǵunR, esto esu = u‖ + u⊥ y q = q‖ + q⊥, de

este modo

(u+ iv, p+ iq) =
(

u‖ + u⊥ + iv, p+ iq‖ + iq⊥
)

=
(

u‖, iq‖
)

+ (u⊥ + iv, p+ iq⊥)
︸                ︷︷                ︸

∈S
Como

(

u‖, iq‖
)

= (αR, iβR) (porque tantou‖ comoq‖ son ḿultiplos deR), por lo tanto obtenemos una

descomposición deX como la suma deS más un subespacio de dimensión 2. ComoS ⊂ T entonces la

codimensíon deS enT es 1, siendo(R,−iER) la direccíon enT ortogonal aS.
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Proyeccíon sobreS⊥

Si consideramos el proyector deX sobreS⊥, geoḿetricamente el plano de proyección seŕa el gene-

rado por{(ER, iR) , (R,−iER)} , es decir que

(ϕ, ψ) = (ϕ, ψ)‖ + (ϕ, ψ)⊥

donde el primer t́ermino es la componente paralela

(ϕ, ψ)‖ =
〈〈(ER, iR) , (ϕ, ψ)〉〉

(

1+ E2) ‖R‖22
(ER, iR) +

〈〈(R,−iER) , (ϕ, ψ)〉〉
(

1+ E2) ‖R‖22
(R,−iER) (5.16)

y el segundo es la componente perpendicular, que está enS

(ϕ, ψ)⊥ = (ϕ, ψ) − (ϕ, ψ)‖ (5.17)

Descomposicíon de la perturbación

Ahora vamos a considerar un vector de perturbación del solit́on (u+ iv, p+ iq) ∈ X, lo descompone-

mos en sus proyecciones (5.16) y (5.17):

(u+ iv, p+ iq) = (u+ iv, p+ iq)‖ + (u+ iv, p+ iq)⊥

con

(u+ iv, p+ iq)‖ =

∫

R(Eu+ q)
(

1+ E2) ‖R‖22
(ER, iR) +

∫

R(u− Eq)
(

1+ E2) ‖R‖22
(R,−iER)

y

(u+ iv, p+ iq)⊥ = (u+ iv, p+ iq) − (u+ iv, p+ iq)‖ ∈ S

En lo que sigue vamos a suponer que el flujo del sistema mantiene la carga delsolitón. En realidad

lo que sabemos es que mantiene la carga del dato inicial, por lo tanto consideraremos un dato inicial que

tenga la misma carga que el solitón y que est́e “cerca” deéste. Resumiendo, vamos a considerar el caso

particular que el flujo permanezca dentro de la superficie de isocarga correspondiente al solitón(R, iER) ,

y por lo tanto el vector perturbación debeŕa cumplir, para todo tiempo, la condición (5.13).

Calculemos el orden de los coeficientes de la componente paralela de la perturbacíon:

∫

R(Eu+ q) dx=
∫

(vp− uq) dx (por (5.13)), tiene orden cuadrático.

∫

R(u− Eq) dx, tiene solo orden lineal. Para ver esto en primer lugar consideremos el casoen

que la perturbación (u+ iv, p+ iq) , adeḿas de estar en la superficie de isocarga, está en el plano

generado por(R,−iER) y (ER, iR) , es decir que

(u+ iv, p+ iq) = α (R,−iER) + β (ER, iR)
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con la condicíon de isocarga

Eα2
+

(

1+ E2
)

αβ +
(

1− E2
)

β + Eβ2
= 0

Esto da una hiṕerbola en el planoαβ. De la ecuacíon impĺıcita se tiene queβ ≈ α2, y como por

(??) sabemos queβ es cuadŕatica respecto a la perturbación, por lo tantoα es lineal. En el caso que

(u+ iv, p+ iq) est́e en la superficie de isocarga pero tenga componete no nula enS, tenemos que

(u+ iv, p+ iq) = α (R,−iER) + β (ER, iR) + (u0 + iv0, p0 + iq0)

con (u0 + iv0, p0 + iq0) ∈ S (es decir que〈u0,R〉 = 0, 〈q0,R〉 = 0 y
〈

v0,R2σ+1
〉

= 0), al pedir la

condicíon de isocarga nos queda la ecuación

Eα2
+

(

1+ E2
)

αβ +
(

1− E2
)

β + Eβ2
= −Q (u0 + iv0, p0 + iq0)

‖R‖22
que tiene un comportamiento muy parecido al primero, es decir que el orden deβ respectoα vuelve

a ser 2.

5.2.4. Operador linealU

Con el fin de poder expresar (5.12) de una manera manejable, introducimos la definicíon del operador

U y de sus partesU+ y U−.

Definición 5.2.3 Definimos los operadores

U+ : X1→ X1 dado por

〈〈U+ (u, iq) , (a, id)〉〉 = 〈

Lσ+u,a
〉

+ 〈Eu− q,Ea− d〉

Por el teorema de representación sabemos que hay un único elemento deX1 de modo que queda

bien defnida la aplicación lineal por la forma bilineal, ası́

〈〈U+ (u, iq) , (u, iq)〉〉 = 〈

Lσ+u,u
〉

+ ‖Eu− q‖22

U− : X2→ X2 dado por

〈〈U− (iv, p) , (ib, c)〉〉 = 〈

Lσ−v,b
〉

+ 〈Ev+ p,Eb+ c〉

de modo que

〈〈U− (iv, p) , (iv, p)〉〉 = 〈

Lσ−v, v
〉

+ ‖Ev+ p‖22
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Definimos U: X→ X dado por

〈〈U (u+ iv, p+ iq) , (a+ ib, c+ id)〉〉 =

=
〈

Lσ+u,a
〉

+ 〈Eu− q,Ea− d〉 + 〈

Lσ−v,b
〉

+ 〈Ev+ p,Eb+ c〉

Observacíon 5.2.4 La definición de U tal que U|X1
= U+ y U|X2

= U−, es única.

Demostracíon:. Alcanza con mostrar que la expresión de〈〈U (u+ iv, p+ iq) , (a+ ib, c+ id)〉〉 es la re-

cién dada, śolo usando el hecho queU |X1
= U+ y U |X2

= U−

〈〈U (u+ iv, p+ iq) , (a+ ib, c+ id)〉〉 = 〈〈U (u, iq) + U (iv, p) , (a, id) + (ib, c)〉〉 =
= 〈〈U (u, iq) , (a, id)〉〉 + 〈〈U (u, iq) , (ib, c)〉〉 + 〈〈U (iv, p) , (a, id)〉〉 + 〈〈U (iv, p) , (ib, c)〉〉 =
= 〈〈U+ (u, iq) , (a, id)〉〉 + 〈〈U− (iv, p) , (ib, c)〉〉+
+〈〈U+ (u, iq) , (ib, c)〉〉
︸                    ︷︷                    ︸

=0

+ 〈〈U− (iv, p) , (a, id)〉〉
︸                    ︷︷                    ︸

=0

=

= 〈〈U+ (u, iq) , (a, id)〉〉 + 〈〈U− (iv, p) , (ib, c)〉〉 =
=

〈

Lσ+u,a
〉

+ 〈Eu− q,Ea− d〉 + 〈

Lσ−v,b
〉

+ 〈Ev+ p,Eb+ c〉
Los dos t́erminos centrales se anulan debido a queU+ (u, iq) ∈ X1, U− (iv, p) ∈ X2, y a queX1 y X2

son ortogonales.

En definitiva, la expresión deU como forma cuadrática es

〈〈U (u+ iv, p+ iq) , (u+ iv, p+ iq)〉〉 = 〈

Lσ+u,u
〉

+ ‖Eu− q‖22 +
〈

Lσ−v, v
〉

+ ‖Ev+ p‖22

Esta es la expresión que deberı́amos controlar inferiormente para tener estabilidad.

Observacíon 5.2.5 U es autoadjunto

Demostracíon:. 〈〈U (u+ iv, p+ iq) , (a+ ib, c+ id)〉〉 = 〈

Lσ+u,a
〉

+〈Eu− q,Ea− d〉+〈Lσ−v,b
〉

+〈Ev+ p,Eb+ c〉 =
=

〈

Lσ+a,u
〉

+ 〈Ea− d,Eu− q〉 + 〈

Lσ−b, v
〉

+ 〈Eb+ c,Ev+ p〉 =
= 〈〈U (a+ ib, c+ id) , (u+ iv, p+ iq)〉〉

Positividad deU sobre el subespacioS

Sea(u+ iv, p+ iq) ∈ S (es decir queu y q ∈ R⊥ y
〈

R2σ+1, v
〉

= 0), queremos ver queU es positivo

enS. Por lo hecho para Schrödinger sabemos que
〈

Lσ−v, v
〉 ≥ 0 y si adeḿas comov cumple la condicíon

〈

R2σ+1, v
〉

= 0 teńıamos que
〈

Lσ−v, v
〉

> 0, es decir que con esa condición el funcionalLσ− es inyectivo.

Tambíen ya sab́ıamos que
〈

Lσ+u,u
〉

0 enR⊥.

En consecuencia tenemos que existeC > 0 tal que, para todo(u+ iv, p+ iq) ∈ S,

〈〈U (u+ iv, p+ iq) , (u+ iv, p+ iq)〉〉
〈〈(u+ iv, p+ iq) , (u+ iv, p+ iq)〉〉 ≥ C (5.18)

C es el primer autovalor del funcionalU sobre el subespacioS.
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5.2.5. Conclusíon: dirección de inestabilidad

Para usar la técnica vista en el caso de la ecuación de Schr̈odinger hasta aquı́ sólo obtuvimos el

control necesario sobre la forma cuadrática en un subespacio de codimensión uno en el espacio tangente

a la isocarga en el solitón. Si tuvieramos un resultado de inestabilidad del solitón (como ejemplo el

dado en ([20]) pero con las diferencias ya mencionadas en la introducción de este capı́tulo) entonces la

direccíon de inestabilidad serı́a la del componente (R,−iER), porque en el resto deS y en la direccíon

de (ER, iR) tenemos un control inferior cuadrático del funcionalU y por lo tanto del crecimiento de la

variacíon de la funcíon de LyapunovE, de modo que si el flujo se mantuviera dentro de este subespacio

entonces podrı́amos hacer un razonamiento análogo al hecho en el capı́tulo anterior y aśı obtendŕıamos

un resultado de estabilidad. Pero el complemento ortogonal de (R,−iER) no es invariante por el flujo

de la ecuacíon, o al menos no hay nada que indique que esto suceda, entonces después de evolucionar

la solucíon tendŕa componente no nula es esa dirección, alej́andose de láorbita del solit́on. Estas son

las conclusiones que se desprenden del hecho de haber aplicado a la ecuacíon de Klein-Gordon las

técnicas desarrolladas para la ecuación de Schr̈odinger y habiendo supuesto que el solitón en este caso

es inestable.



Apéndice A

Hamiltonianos y Cantidades Conservadas

Aqúı realizamos los ćalculos para verificar la estructura hamiltoniana y la conservación de algunos

funcionales sobre el flujo de la correspondiente ecuación. En cada caso se indica a qué seccíon de los

caṕıtulos precedentes corresponde cada uno de ellos.

A.1. La ecuacíon KdV

Defińıamos

J = ∂

∂x
y H(u) =

∫
+∞

−∞

(

1
2

u2
x −

1
6

u3
)

dx

Es inmediato queJ es un operador antisiḿetrico

〈Ju, v〉 =
∫

Juvdx=
∫

uxvdx= −
∫

uvxdx= − 〈u,Jv〉
Calculamos la derivada variacional de laH
∂H
∂u

(ϕ) = d
dǫ H (u+ ǫϕ)|ǫ=0 =

∫ (

uxϕx − 1
2u2ϕ

)

dx=
∫ (

−uxx− 1
2u2

)

ϕdx

por lo tanto
∂H
∂u
= −uxx−

1
2

u2

Aśı a la ecuacíon (3.4) la podemos reescribir

ut = J
∂H
∂u
=

∂

∂x

(

−uxx−
1
2

u2
)

= −uxxx− uux

con lo que queda probado que la KdV tiene una estructura hamiltoniana.

A.2. La ecuacíon de Schr̈odinger

Nos reduciremos a analizar el caso en que la no linealidad es del tipo potencial

ut = iuxx+ i |u|2σ u

67
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A.2.1. Estructura Hamiltoniana

Queremos ver que

J = −i y H(u) =
∫
+∞

−∞

(

1
2

u2
x −

1
2σ + 2

|u|2σ+2
)

dx

son los operadores antisimétrico y hamiltoniano respectivamente, de modo que la ecuación toma la forma

ut = J
(

∂H
∂u

)

(A.1)

A continuacíon, desarrollaremos los cálculos que nos permiten afirmar esto.

1. J es un operador antisiḿetrico.

〈Ju, v〉 = −iuv = uiv = −u−iv = − 〈u,Jv〉

2. Para que tenga estructura hamiltoniana debemos verificar la igualdad (A.1). Para esto calculemos

la derivadas variacional deH
∂H
∂u
=

∂

∂ǫ
H(u+ ǫω)

∣
∣
∣
∣
∣
ǫ=0
=

∂

∂ǫ
1
2

∫ [

(ux + ǫωx)2 − 1
σ+1 |u+ ǫω|

2σ+2
]

dx
∣
∣
∣
∣
∣
ǫ=0
=

=

∫ [

Re(uxωx) − |u|2σ Re(uω)
]

dx= Re
∫ [

−uxx− |u|2σ u
]

ωdx

Por lo tanto variacionalmente tenemos que

∂H
∂u
= −uxx− |u|2σ u

A.2.2. Cantidades conservadas

Aqúı probaremos que los funcionales descriptos en (3.2.2) efectivamente seconservan sobre el flujo

de la ecuacíon NLS.

Conservacíon de la probabilidad

La normaL2 de la solucíon se conserva:
d
dt

(∫

|u|2 dx
)

=
d
dt

(∫

uū dx
)

=

∫

(utū+ uūt) dx=
∫

2 Re(utū) dx=

= 2 Re
∫

(iuxx+ iV ′(|u|)u) ū dx= 2 Re
(

i
∫

uxxū dx+ i
∫

V′(|u|)uū dx
)

=

= 2 Re
(

i
∫

− |ux|2 dx+ i
∫

V′(|u|) |u|2 dx
)

= 0

Conservacíon del Hamiltoniano

Por (3.2) sabemos que el hamiltoniano se conserva.
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Conservacíon del momento

En el caso especial queV(u) = 1
2σ+1 |u|

2σ+1 hallamos una tercera cantidad conservada, un momento

del flujo. DefinimosAu= iux, entonces el funcional (3.13)

〈Au,u〉 =
∫
+∞

−∞
iuxū dx

se conserva:

d
dt

(∫

iuxū dx
)

= i
(∫

uxtū dx+
∫

uxūt dx
)

= −i
∫

utūx dx+ i
∫

uxūt dx= 2 Im
∫

utūx dx=

= 2 Im
∫ (

iuxx+ i |u|2σ u
)

ūx dx= 2 Im
(

i
∫ (

uxxūx + |u|2σ uūx

)

dx
)

=

= 2 Re
(∫ (

uxxūx + |u|2σ uūx

)

dx
)

= 2 Re
∫

uxxūx dx+ 2 Re
∫

|u|2σ uūx dx= 0

En laúltima igualdad el primer término es igual a cero porque si llamamosz=
∫

uxxūx dx, entonces

z=
∫

uxxūx dx= −
∫

uxūxx dx= −z̄, por lo tanto 2 Rez= z+ z̄= 0. Para verificar que el segundo término

tambíen es igual cero hacemos lo siguiente:

Re
∫

|u|2σ uūx dx= Re
∫

|u|2σ uūx dx= Re
∫

|u|2σ ūux dx

y por otro lado

Re
∫

|u|2σ uūx dx= −Re
∫ [

|u|2σ u
]

x
ū dx= −Re

∫ [(

|u|2σ
)

x
|u|2 + |u|2σ uxū

]

dx=

= −Re
∫ [

2σ |u|2σ Re(uxū) + |u|2σ uxū
]

dx= − (2σ + 1) Re
∫

|u|2σ uxū dx

Por lo tanto, uniendo las dos expresiones tenemos que

Re
∫

|u|2σ ūux dx= − (2σ + 1) Re
∫

|u|2σ uxū dx

de este modo:

Re
∫

|u|2σ uūx dx= Re
∫

|u|2σ ūux dx= 0

A.3. La ecuacíon de Klein Gordon

A.3.1. Estructura Hamiltoniana

Si llamamosϕ(x, t) a la solucíon de la ecuación de Klein-Gordon yψ = ϕx, en (3.1.5) vimos la

expresíon en forma de sistema (3.7)





ϕ̇ = ψ

ψ̇ = ϕxx− V′ (ϕ)

Defińıamos los operadores

J =




0 I

−I 0




y H (ϕ, ψ) =

∫ [

1
2
|ϕx|2 +

1
2
|ψ|2 + V (ϕ)

]

dx
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como el operador antisiḿetrico y el hamiltoniano, de modo que el sistema se transforma en






ϕ̇ =
∂H
∂ψ

ψ̇ = −∂H
∂ϕ

(A.2)

A continuacíon, desarrollaremos los cálculos que nos permiten afirmar esto.

Expresión en forma de sistema de la ecuación de KG

Verifiquemos que la ecuación (3.6) y el sistema (3.7) son dos expresiones de lo mismo:




ϕ̇

ψ̇




=





ψ

∂2
xϕ − V′ (ϕ)




=





0 I

−I 0









−∂2
xϕ

ψ




+





0 I

−I 0









V′ (ϕ)

0





Los datos iniciales del problema se transforman enϕ0(x) y ψ0(x) = ϕ1(x).

Sistema Hamiltoniano

El sistema (3.7) es hamiltoniano:

1. J es un operador antisiḿetrico.
〈

J




ϕ

ψ




,





u

v





〉

=

〈




ψ

−ϕ




,





u

v





〉

=

∫

uψ −
∫

vϕ

〈




ϕ

ψ




,−J





u

v





〉

=

〈




ϕ

ψ




,





−v

u





〉

= −
∫

vϕ +
∫

uψ

2. La propiedad central que debe verificar el sistema es que se pueda escribir como





ϕ̇

ψ̇




= J

(

∂H
∂ (ϕ, ψ)

)

para esto calculemos la derivadas variacional deH y finalmente verifiquemos la igualdad






ϕ̇ =
∂H
∂ψ

ψ̇ = −∂H
∂ϕ

Para la derivada variacional separamos el cálculo de los dos términos

a)
∂H
∂ψ
=

∂

∂ǫ
H(ϕ, ψ + ǫω)

∣
∣
∣
∣
∣
ǫ=0
=

∂

∂ǫ
1
2

∫ [

(∂xϕ)2
+ (ψ + ǫω)2

+ 2V (ϕ)
]

dx
∣
∣
∣
∣
∣
ǫ=0
=

=

∫

ψωdx

Entonces, variacionalmente tenemos que
∂H
∂ψ
= ψ = ϕ̇
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b)
∂H
∂ϕ
=

∂

∂ǫ
H(ϕ + ǫω, ψ)

∣
∣
∣
∣
∣
ǫ=0
=

=
∂

∂ǫ
1
2

∫ [

(∂xϕ + ǫωx)
2
+ ψ2

+ 2V (ϕ + ǫω)
]

dx
∣
∣
∣
∣
∣
ǫ=0
=

∫ [

ϕx ωx + V′ (ϕ)ω
]

dx=

=

∫ [−ϕxx + V′ (ϕ)
]

ωdx=
∫ [−ϕtt

]

ωdx

Entonces, variacionalmente tenemos que
∂H
∂ψ
= −ϕtt = −ψ̇

A.3.2. Cantidades conservadas

El sistema (3.7) tiene leyes de conservación o cantidades conservadas que ya fueron nombradas en

(3.2.3). Aqúı desarrollaremos los cálculos para la verificación de esto.

Conservacíon del Hamiltoniano

Como lo vimos en (3.2) siempre el halmintoniano se preserva sobre el flujo del sistema. Igualmente

verificamos aqúı los ćalculos
d
dt
H(ϕ, ψ) = 1

2

d
dt

∫ [

(∂xϕ)2
+ ψ2

+ 2V (ϕ)
]

dx=
∫ [

ϕxϕ̇x + ψψ̇ + V′ (ϕ) ϕ̇
]

dx=

=

∫ [−ϕxxϕ̇ + ψϕ̈ + V′ (ϕ) ϕ̇
]

dx=
∫ [−ϕxx+ ϕ̈ + V′ (ϕ)

]

ψdx= 0

Conservacíon de la Carga

Si la no linealidad esV′ (ϕ) = ϕ − |ϕ|2σ ϕ, entonces el funcional (3.15) se preserva por el flujo. Esto

es consecuencia de un hecho más general que describimos a continuación.
d
dt
Q(ϕ, ψ) =

d
dt

Im
∫

ϕ̄ψdx= Im
∫ [

ϕ̄tψ + ϕ̄ψt
]

dx= Im
∫ [

ϕ̄tψ + ϕ̄ψt
]

dx=

= Im
∫ [

ψ̄ψ + ϕ̄ (ϕxx− V′ (ϕ))
]

dx= Im
∫ (

|ψ|2 − |ϕx|2 − V′ (ϕ) ϕ̄
)

dx

Entonces
d
dt
Q(ϕ, ψ) = 0⇔ V′ (ϕ) ϕ̄ ∈ R





Apéndice B

Demostraciones y Propiedades de la PNLS

B.1. Demostracíon de la proposicíon (4.2.1)

Para probar la existencia de soluciones de la ecuación no lineal estacionaria usamos teorı́a del po-

tencial. Pero adeḿas obtenemos una caracterización de las soluciones respecto a sus simetrı́as y a su

comportamiento para valores deσ tendiendo a cero.

B.1.1. Existencia

FijadosE ∈ R y σ > 0, la ecuacíon del solit́on es

−R′′ + ER− R2σ+1
= 0

multiplicándola porR′ e integrando tenemos que

(

R′
)2 − ER2

+
1

σ + 1
R2σ+2

= C

evaluando enx = 0, comoR(0) = 0, tenemos queC = (R′(0))2 . Además desde el análisis del potencial

sabemos que el solitonR es antisiḿetrico respecto ax = 1
2, positivo en el intervalo

(

0, 1
2

)

y simétrico en

el mismo respecto ax = 1
4 de modo que alcanza el valor máximo A = R

(
1
4

)

en ese punto, por lo tanto

R′
(

1
4

)

= 0. Desde estóultimo, si evaluamos la ecuación enx = 1
4, tenemos que

C = −EA2
+

1
σ + 1

A2σ+2

Por otro lado

R′(x) = ±
√

C + ER2(x) − 1
σ + 1

R2σ+2(x)

podemos tomar el signo+ porque consideramos queR′(0) > 0. Entonces

x =
∫ x

0

R′(ξ)
√

C+ER2(ξ)− 1
σ+1R2σ+2(ξ)

dξ

73
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evaluando enx = 1
4 y haciendo el cambio de variablesR = R(ξ) y recordando queR

(
1
4

)

= A tenemos

que
1
4
=

∫ A

0

dR
√

C+ER2− 1
σ+1R2σ+2

que al introducir la expresión deC nos queda

1
4
=

∫ A

0

dR
√

−E(A2−R2)+ 1
σ+1(A2σ+2−R2σ+2)

Con el cambio de variableR= At estaúltima igualdad se transforma en

1
4
=

∫ 1

0

Adt
√

−EA2(1−t2)+ 1
σ+1 A2σ+2(1−t2σ+2)

=
1
√
|E|

∫ 1

0

dt
√

1
(σ+1)|E|A

2σ(1−t2σ+2)−sg(E)(1−t2)

entonces √
|E|
4
=

∫ 1

0

dt
√

A2σ
(σ+1)|E| (1−t2σ+2)−sg(E)(1−t2)

(B.1)

A partir de este momento nombraremosAσ al valor ḿaximo del solit́on Rσ, para indicar su depen-

dencia deσ. Usando la expresión (B.1) podemos calcular el lı́mite deA2σ
σ cuandoσ→ 0.

Lema B.1.1

Fijado E ∈ R, si Aσ = máx
x∈[0,1/2]

Rσ(x) = Rσ(1/4), entonces

l ı́m
σ→0+

A2σ
σ = E + 4π2 (B.2)

Demostracíon:. Si E , 0, llamamosL (σ) = A2σ
σ

(σ+1)|E| , entonces la ecuación (B.1) toma la forma

F (L, σ) =
∫ 1

0

dt√
L(σ)(1−t2σ+2)−sg(E)(1−t2)

=

√
|E|
4

Por el teorema de la función impĺıcita, existe un entorno del punto
(

sg(E) + 4π2

|E| ,0
)

donde existe una

función continuaL (σ) tal queL (0) = sg(E) + 4π2

|E| . Esto es inmediato dado que

∂F
∂L
= −1

2

∫ 1

0

(1−t2σ+2)dt
(√

L(1−t2σ+2)−sg(E)(1−t2)
)3

luego

∂F
∂L

(

sg(E) +
4π2

|E| ,0
)

= −1
2

∫ 1

0

(1−t2)dt
(√(

sg(E)+ 4π2
|E|

)

(1−t2)−sg(E)(1−t2)
)3

= −|E|
3/2

16π3

∫ 1

0

dt√
(1−t2)

= −|E|
3/2

32π2
, 0
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entonces

lı́m
σ→0+

A2σ
σ = E + 4π2

Si E = 0, no podemos usar (B.1), por lo tanto debemos analizarlo tomando una de las expresiones

integrales anteriores, donde tiene sentido evaluar enE = 0, aśı por ejemplo

1
4
=

∫ 1

0

dt
√

1
σ+1 A2σ

σ (1−t2σ+2)

entonces, siA
2σ
σ

σ+1 → L ≥ 0 cuandoσ→ 0, es decir que

√
L

4
=

∫ 1

0

dt√
1−t2
=
π

2

luego

L = 4π2

de donde

lı́m
σ→0+

A2σ
σ = 4π2

La ecuacíon del solit́on paraE ≤ 0 no presenta interés (el potencial tiene forma de parábola e incluye

el caso cŕıtico σ = 0 en el que eĺunico E admisible esE = 1 − 4π2, que tiene la forma exacta de

paŕabola), por lo que nos restringimos a analizar el caso en queE > 0. La idea es que al serE > 0 el

potencial tiene la forma de W (como se ve en la figura (B.1)),

Figura B.1

por lo tanto al mover el nivel de la constanteC tenemos soluciones que van desde perı́odo infinito

(valores deC muy cercanos a 0) y que tienden decrecientemente a cero cuandoC tiende a+∞. Notemos

que en la familia de curvas con forma de W (correspondientes a valores deE > 0), se tiene que a medida

queσ→ 0, las curvas del potencial son cada vez más amplias y el corte de cada una de ellas con la recta
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de alturaC se produce enAσ → +∞ cuandoσ→ 0 (es decir que la amplitud del solitón es cada vez ḿas

grande a medida queσ→ 0).

Definición: A la diferencia entre el valor deR2σ
σ (x) y el valor ĺımite E + 4π2 de su ḿaximo la

llamaremosVσ

Vσ = E + 4π2 − R2σ
σ (B.3)

B.1.2. NormaLp deVσ

Por (B.2) sabemos que el valor máximo deR2σ
σ tiende aE + 4π2, pero ahora queremos ver que en

realidad toda la curvaR2σ
σ (x) tiende puntualmente a la recta horizontal de alturaE + 4π2, salvo en las

puntas del intervalo donde siempre valen 0.Geoḿetricamente las curvasR2σ
σ (x) se “planchan” a esa altura

en el interior del intervalo cuandoσ→ 0. Notemos que esto no significa que‖Vσ‖∞ → 0 pues para todo

σ > 0 hay un conjunto de medida no nula en que el valor deVσ es cercano aE+4π2. Luego probaremos

que esta convergencia no es solo puntual sino que también la tenemos para cualquier 1≤ p < +∞, es

decir que

‖Vσ‖p →
σ→0

0 para 1≤ p < +∞

Para ver esto antes probamos el siguiente resultado:

Lema B.1.2

Si0 ≤ x0 ≤ 1/4 entonces

l ı́m
σ→0

(

Rσ (x0)
Aσ

)

= sen(2πx0) (B.4)

Demostracíon:. Consideremos 0≤ x0 ≤ 1/4 fijo, por lo tanto

x0 =

∫ Rσ(x0)

0

dR
√

−E
(

A2
σ − R2

)

+
1

σ+1

(

A2σ+2
σ − R2σ+2

)
=

R=Aσt

=
1
√

E

∫ Rσ(x0)
Aσ

0

dt
√

A2σ
σ

(σ+1)E

(

1− t2σ+2) − (

1− t2
)

ComoRσ (x0) ≤ Aσ ⇒ 0 ≤ Rσ(x0)
Aσ
≤ 1. Seaα = l ı́mσ→0

(
Rσ(x0)

Aσ

)

que existe, aunque sea en el sentido

de una subsucesión, por ser una función acotada.

Como ĺımσ→0

(
A2σ
σ

(σ+1)E

)

=
E+4π2

E = 1+ 4π2

E , podemos decir que

√
Ex0 =

∫ α

0

dt
√

4π2

E

(

1− t2
)
=

√
E

2π

∫ α

0

dt
√

1− t2
=

√
E

2π
arcsen(α)
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de donde

α = sen(2πx0)

Por lo tanto

lı́m
σ→0

(

Rσ (x0)
Aσ

)

= sen(2πx0) para todo 0≤ x0 ≤ 1/4

Es decir que a pesar queAσ (el valor ḿaximo) tiende a+∞, en realidadRσ(x) tambíen tiende a+∞
en todo punto del intervalo

(

0, 1
4

)

, pero de modo que en cada punto guardan esa proporción.

Proposición B.1.1

Para todo1 ≤ p < +∞, tenemos que

‖Vσ‖p →
σ→0

0

Demostracíon:. Primero veamos la convergencia puntual. Por (B.2) sabemos queA2σ
σ → E+4π2 cuando

σ→ 0, por lo tanto alcanzará con probar que

R2σ
σ (x)

A2σ
σ

→
σ→0+






1 si x , 0 (es decir que 0< x ≤ 1/4)

0 si x = 0
(B.5)

Para probar esto distinguimos dos casos:

Si x , 0, usamos (B.4) para obtener

lı́m
σ→0+

(

Rσ(x)
Aσ

)2σ

= exp

[

2 lı́m
σ→0+

(

σ ln

(

Rσ(x)
Aσ

))]

= e0
= 1

Si x = 0, tenemos directamente que

lı́m
σ→0

(

Rσ(0)
Aσ

)2σ

= l ı́m
σ→0

0 = 0

Consideramos ahora 1≤ p < +∞ . Para probar que‖Vσ‖p → 0, por la simetŕıa deRσ alcanzaŕa con

probar que
1
4
‖Vσ‖pp =

∫ 1/4

0

∣
∣
∣E + 4π2 − R2σ

σ (x)
∣
∣
∣
p

dx →
σ→0+

0

lo que obtenemos del siguiente modo:
∫ 1/4
0 |Vσ|p dx=

∫ 1/4
0

∣
∣
∣E + 4π2 − R2σ

σ (x)
∣
∣
∣
p

dx=

=

∫ 1/4
0

∣
∣
∣
∣
∣
∣

E + 4π2

A2σ
σ

− R2σ
σ (x)

A2σ
σ

∣
∣
∣
∣
∣
∣

p

︸                    ︷︷                    ︸

→0 si x,0

∣
∣
∣A2σ
σ

∣
∣
∣
p

︸︷︷︸

≤M

dx→ 0

donde usamos (B.2) y (B.5).
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B.2. Condiciones de ortogonalidad

Al considerar que láorbita de la solucíon de la ecuación es un perturbado del solitón en el sentido

de la expresíon (4.10), podemos dar una condición necesaria sobre la parte imaginariav (x, t) de la per-

turbacíon para que represente, para cada tiempot, al elemento de láorbita de la solucíon que realiza la

distancia al solit́onR(x). Para esto haremos la minimización de la distancia (B.6) respecto aγ.

ρ2
E (φ (t) ,GR) = ı́nf

x0 y γ

{∥
∥
∥φx (·, t) eiγ − R′

∥
∥
∥

2
L2 + E

∥
∥
∥φ (·, t) eiγ − R

∥
∥
∥

2
L2

}

(B.6)

Para esto haremos el cálculo de cada término por separado

1. d
dε

∥
∥
∥φx(x, t)ei(γ+ε) − R′(x)

∥
∥
∥

2
L2

∣
∣
∣
∣
ε=0
=

=
d
dε

∫ 1

0

(

φx(x, t)ei(γ+ε) − R′(x)
) (

φx(x, t)e−i(γ+ε) − R′(x)
)

dx

∣
∣
∣
∣
∣
∣
ε=0

=

=

∫ 1

0
− R′(x)

(

iφx(x, t)eiγ − iφx(x, t)e−iγ
)

dx=

=

∫ 1

0
− R′(x)i

(

2iIm
(

φx(x, t)eiγ
))

dx=
∫ 1

0
2R′(x)Im

(

φx(x, t)eiγ
)

dx=

= 2
∫ 1

0
R′(x)vx(x, t)dx= −2

∫ 1

0
R′′(x)v(x, t)dx=

= 2
∫ 1

0
R2σ+1(x)v(x, t)dx− 2E

∫ 1

0
R(x)v(x, t)dx

de este modo tenemos

d
dε

∥
∥
∥φx(x, t)e

i(γ+ε) − R′(x)
∥
∥
∥

2

L2

∣
∣
∣
∣
∣
ε=0
= 2

∫ 1

0
R2σ+1(x)v(x, t)dx− 2E

∫ 1

0
R(x)v(x, t)dx

2. d
dε

∥
∥
∥φ(x, t)ei(γ+ε) − R(x)

∥
∥
∥

2
L2

∣
∣
∣
∣
ε=0
=

=
d
dε

∫ 1

0

(

φ(x, t)ei(γ+ε) − R(x)
) (

φ(x, t)e−i(γ+ε) − R(x)
)

dx

∣
∣
∣
∣
∣
∣
ε=0

=

=

∫ 1

0
− R(x)

(

iφ(x, t)eiγ − iφ(x, t)e−iγ
)

dx=

=

∫ 1

0
− R(x)i

(

2iIm
(

φ(x, t)eiγ
))

dx=
∫ 1

0
2R(x)Im

(

φ(x, t)eiγ
)

dx=

= 2
∫ 1

0
R(x)v(x, t)dx

aśı tenemos que
d
dε

∥
∥
∥φ(x, t)ei(γ+ε) − R(x)

∥
∥
∥

2

L2

∣
∣
∣
∣
∣
ε=0
= 2

∫ 1

0
R(x)v(x, t)dx

Al juntar las dos expresiones e igualándolas a cero (porque queremos que sea un mı́nimo), tenemos que
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0 = d
dε

(∥
∥
∥φx(x, t)eiγ − R′(x)

∥
∥
∥

2
L2 + E

∥
∥
∥φ(x, t)eiγ − R(x)

∥
∥
∥

2
L2

)∣∣
∣
∣
∣
ε=0
=

= 2
∫ 1

0
R2σ+1(x)v(x, t)dx− 2E

∫ 1

0
R(x)v(x, t)dx+ 2E

∫ 1

0
R(x)v(x, t)dx=

= 2
∫ 1

0
R2σ+1(x)v(x, t)dx

Por lo tanto, como condición para que haya unγ ∈ R que minimice (B.6) la parte imaginariav (x, t)

debeŕa cumplir, para todo tiempot, la condicíon de ortogonalidad (4.25)
∫ 1

0
R2σ+1(x)v(x, t)dx= 0

B.3. Expansíon de Taylor de∆E

Aqúı hallaremos la desigualdad

∆E ≡ E [R+ w] − E [R] ≥ 〈

Lσ+u,u
〉

+
〈

Lσ−v, v
〉 −C1 ‖w‖3H1 −C2 ‖w‖6H1

Recordemos queR(x) es una funcíon real yw(x, t) = u(x, t) + iv(x, t).

Para hallar la expansión de Taylor de esta diferencia, calcularemos la primera y la segunda variación

del funcionalE en R, la primera variacíon se anula mientras que la segunda nos devuelve la forma

cuadŕatica buscada

1. E′ [R] (w) = ∂
∂εE [R+ εw]

∣
∣
∣
ε=0 =

=
∂
∂ε

∫ 1
0

(∣
∣
∣(R+ εw)′

∣
∣
∣
2 − 1

σ+1 |R+ εw|
2σ+2
+ E |R+ εw|2

)

dx
∣
∣
∣
∣
∣
ε=0
=

=

∫ 1
0

(

2Re(R′wx) − 2R2σRe(Rw) + 2ERe(Rw)
)

dx=

= 2Re
∫ 1
0

(

R′wx − R2σ+1w+ ERw
)

dx=

= 2Re
∫ 1
0

(

−R′′ − R2σ+1
+ ER

)

wdx= 0

por serR un solit́on.

2. E′′ [R] (w,w) = ∂
∂εE′ [R+ εw] (w)

∣
∣
∣
ε=0 =

= 2Re ∂
∂ε

∫ 1
0

(

(R′ + εwx) wx − (R+ εw)2σ+1 w+ E (R+ εw) w
)

dx
∣
∣
∣
∣
ε=0
=

= 2Re
∫ 1
0

(

|wx|2 − 2σR2σRe(w)w− R2σ |w|2 + E |w|2
)

dx=

= 2Re
∫ 1
0

(

|ux|2 + |vx|2 − 2σR2σu (u− iv) − R2σ
(

u2
+ v2

)

+ E
(

u2
+ v2

))

dx=

= 2
∫ 1
0

(

|ux|2 − (2σ + 1) R2σu2
+ Eu2

)

+

(

|vx|2 − R2σv2
+ Ev2

)

dx=

= 2
∫ 1
0

(

|ux|2 − (2σ + 1) R2σu2
+ Eu2

)

+ 2
∫ 1/2
0

(

|vx|2 − R2σv2
+ Ev2

)

dx=

= 2
(〈

Lσ+u,u
〉

+
〈

Lσ+v, v
〉)

El 2 se va porque es el término cuadŕatico de Taylor.
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3. Los deḿas t́erminos son el negativo de los términos de mayor orden que aparecen en la expansión

de Taylor.

B.4. Acotacíon de las formas cuadŕaticas
〈

Lσ
+
u, u

〉

B.4.1. Estudio de la paridad de las autofunciones deLσ
+

Sabemos queR(x) es impar respecto ax = 1
2 y que en

(

0, 1
2

)

es positivo (por lo tanto en la otra mitad

del intervalo es negativo). Por lo tanto es inmediato queR2σ es una funcíon par y positiva respecto a

x = 1
2.

Nos interesa ver queLσ+ restringido al espacio de las funciones deL2 [0,1] impares respecto ax = 1
2

tiene unúnico autovalor negativo y el segundo ya es positivo.

Por el momento miremos al operador enL2 [0,1] , sabemos que tiene al menos un autovalor negativo

porque
〈

Lσ+R,R
〉

< 0 aunqueRno es una autofunción asociada a ese autovalor. Seaλ1 el primer autovalor

(obviamente es negativo) con autofunción ϕ1 (x) asociada.́Esta debe conservar el signo en todo(0,1),

entonces supongamos que es siempre positivo, por lo tanto no puede estaren el conjunto de las funciones

impares.

Consideremos ahora el segundo autovalorλ2 con autofuncíonϕ2 (x) . Esta autofuncíon debe tener un

cero en(0,1) , pero de primera no tiene por qué ser impar. El tercer autovalor esλ3 = 0 con autofuncíon

ϕ3 (x) = R′(x) que es una función par (respecto ax = 1
2) con dos ráıces en el(0,1) . Por lo tanto

λ1 < λ2 < 0 = λ3. Si logramos ver queϕ2 (x) es impar podemos asegurar queλ2 es el primer autovalor

del operador enL2 [0,1] impares respecto ax = 1
2.

Para ver queϕ2 (x) es una funcíon impar haremos primero un análisis general de las autofunciones.

Si φ (x) es autofuncíon del autovalorλ entoncesφ (x) es solucíon del problema de Sturm-Liouville





−φ′′ (x) + Eφ (x) − R2σ (x) φ (x) = λφ (x)

φ′ (0) = φ′ (1)

Peroφ (1− x) tambíen es solucíon del mismo problema, debido a queR2σ (1− x) = R2σ (x). Por la

simplicidad de los autovalores tenemos que existeC constante tal que

φ (1− x) = Cφ (x) (B.7)

Por lo tanto, si evaluamos esta expresión enx = 1
2 tenemos que

φ

(

1
2

)

= Cφ

(

1
2

)

de donde

φ

(

1
2

)

= 0 ó C = 1 (B.8)
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Por otro lado derivando la igualdad (B.7) tenemos

−φ′ (1− x) = Cφ′ (x) (B.9)

y si nuevamente evaluamos enx = 1
2 se tiene que

−φ′
(

1
2

)

= Cφ′
(

1
2

)

de donde

φ′
(

1
2

)

= 0 ó C = −1 (B.10)

Analizando los casos que se presentan teniendo en cuenta (B.8) y (B.10)tenemos lo siguiente:

1. Si en (B.8) se cumpe queC = 1, entonces en (B.10) se debe satisfacer queφ′
(

1
2

)

= 0. Pero el heho

de serC = 1 nos dice queφ (x) es una funcíon par respecto ax = 1
2 (debido a (B.7)).

2. Si en (B.8) se cumpe queφ
(

1
2

)

= 0, entonces en (B.10) se debe satisfacer queC = −1. Por lo tanto

φ (x) es una funcíon impar respecto ax = 1
2 (debido a (B.7)).

Este ańalisis nos dice que todos las autofunciones deLσ+ son funciones pares o impares. Por lo dicho

antes sucede queϕ1 es par,ϕ2 es impar,ϕ3 es par y aśı sucesivamente. Al restringirnos a las funciones

impares (respecto ax = 1
2) tenemos que el primer autovalor esλ2 < 0 (con autofuncíonϕ2 (x) impar) y

el segundo autovalor seráλ4 > 0 (con autovalorϕ4 impar).

B.4.2. Desarrollo de la condicíon (4.30)

Aqúı mostraremos que si suponemos que la solución y el solit́on permanecen en la cáscara de una

misma bola enL2
∫ 1

0
|φ (x, t)|2 dx=

∫ 1

0
R2(x)dx

entonces tenemos la condición

〈R,u〉 = −1
2

[〈u,u〉 + 〈v, v〉]

Veamos esto:
∫ 1
0

R2(x)dx=
∫ 1
0 |φ (x, t)|2 dx=

∫ 1
0 |R(x) + u(x, t) + iv (x, t)|2 dx=

=

∫ 1
0

(

|R+ u|2 + |v|2
)

dx=
∫ 1
0

(

R2
+ u2
+ 2Ru+ v2

)

dx

entonces

∫ 1

0

(

u2
+ 2Ru+ v2

)

dx= 0

de donde obtenemos la expresión que busćabamos.
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B.4.3. Simplicidad deλ = 0 como autovalor deLσ
+

Este resultado para la ecuación con dominio acotado es más sencillo que cuando el dominio es todo

R.

Es inmediato queLσ+ (R′) = 0 (evaluado enR′ y reescribiendo la expresión como una derivada).

Queremos ver queR′ es laúnica autofuncíon de autovalorλ = 0 deLσ+ .

El conjunto solucíon del problema dado por la ecuación diferencial ordinaria lineal y de segundo

orden con dato de borde 




Lσ+( f )(x) = 0 0≤ x ≤ 1

f (0) = R′(0)

tiene dimensíon uno. ComoR′ ya es una solución no trivial entoncesR′ es base del conjunto solución,

por lo tanto toda otra solución necesariamente es un múltiplo deR′. De aqúı tenemos queλ = 0 es un

autovalor simple deLσ+ .

B.4.4. Convergencia del primer autovalor deLσ
+

Si definimos el operadorL0u = −u′′ − 4π2u es f́acil ver que el problema con datos de contorno

periódico tiene primer autovalorλ0
1 = 0 con autofuncíon asociada normalizadaR0(x) =

√
2sen(2πx) .

La expresíon de los operadoresLσ− y Lσ+ como perturbaciones deL0, usando la expresiónVσ dada en

(B.3), es

Lσ−u =
(

−u′′ − 4π2u
)

+ Vσu (B.11)

Lσ+u =
(

−u′′ − 4π2u
)

− 2σ
(

E + 4π2
)

u+ (2σ + 1)Vσu (B.12)

El problema asociado al operadorLσ−con dato de contorno periódico tiene primer autovalorλσ1 = 0 con

autofuncíon asociadaRσ. Por lo tanto, trivialmente,λσ1 = λ
0
1 = 0.

El el problema asociado al operadorLσ+ tambíen con datos de contorno periódicos, tendŕa primer

autovalorλσ1 , y nuestro objetivo es probar queλσ1 → λ0
1 = 0. Una vez que tenemos esto hecho, debe-

mos verificar, usando resultados de la teorı́a de perturbaciones, que las correspondientes autofunciones

normalizadas, tanto paraLσ− como paraLσ+ , tambíen convergen aR0(x) =
√

2sen(2πx) .

Sabemos que el primer autovalor deLσ+ esλσ1 < 0, porque
〈

Lσ+Rσ,Rσ
〉

< 0, aunqueRσ no es la

autofuncíon asociada a este primer autovalor. Nuestro objetivo es ver queλσ1 → 0 cuandoσ → 0, y

para esto buscamos una cota inferior deλσ1 que lo haga, la que obtenemos controlando inferiormente el

cociente de Rayleight del operadorLσ+ escrito en su forma perturbada:

R[u] =

∫

|u′|2 dx−
(

4π2
+ 2σ

(

E + 4π2
)) ∫

u2dx+ (2σ + 1)
∫

Vσu2dx
∫

u2dx
(B.13)
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Bastaŕa probar que para todoη > 0 existeσ0(η) > 0 tal que si 0< σ < σ0 entonces

R[u] ≥ −η

por lo tanto, si 0< σ < σ0(η) tenemos que

−η ≤ λσ1 < 0

Para obtener este resultado necesitamos algunos resultados previos, losque daremos en las siguientes

observaciones y lemas.

Observacíon B.4.1 Recordemos la desigualdad de Gagliardo Nierenberg en una variable ([6] pag 147).

Si I es un intervalo acotado,1 ≤ r ≤ +∞, 1 ≤ q ≤ p ≤ +∞, entonces∃C > 0 tal que

‖u‖p ≤ C
∥
∥
∥u′

∥
∥
∥

a

r
‖u‖1−a

q

con0 ≤ a ≤ 1 dado por a
(

1
q −

1
r + 1

)

=
1
q −

1
p. Notar que se podemos reemplazar‖u′‖r por ‖u‖W1,r .

Observacíon B.4.2 Si p> 1 y p′ es su conjugado, entonces para todo u∈ H1 se cumple que
∣
∣
∣
∣
∣

∫

Vσu2dx
∣
∣
∣
∣
∣
≤ ‖Vσ‖p ‖u‖22p′

Demostracíon:. Por la desigualdad de Ḧolder parap y p′ conjugados tenemos que
∣
∣
∣
∣
∣

∫

Vσu2dx
∣
∣
∣
∣
∣
≤ ‖Vσ‖p

∥
∥
∥u2

∥
∥
∥

p′

adeḿas
∥
∥
∥u2

∥
∥
∥

p′

p′
=

∫ (

u2
)p′
=

∫

u2p′
= ‖u‖2p′

2p′ , entonces
∥
∥
∥u2

∥
∥
∥

p′
= ‖u‖22p′

Lema B.4.1 Para todo u∈ H1 y p′ > 1 se cumple que

‖u‖22p′ ≤ C
∥
∥
∥u′

∥
∥
∥

1− 1
p′

2 ‖u‖
1+ 1

p′
2 (B.14)

Demostracíon:. Si aplicamos la desigualdad de G-N (primera observación) con los valores de los paráme-

tros: p = 2p′, q = 2 y r = 2, de dondea = 1
2 −

1
2p′ =

1
2p (notar quep se uśo primero en el sentido en que

aparece en la desigualdad de G-N, y en laúltima expresíon dea el p que aparece es el conjugado dep′).

Entonces tenemos que

‖u‖2p′ ≤ C
∥
∥
∥u′

∥
∥
∥

1
2p

2 ‖u‖
1− 1

2p

2

entonces

‖u‖22p′ ≤ C
∥
∥
∥u′

∥
∥
∥

1
p

2 ‖u‖
2− 1

p

2 = C
∥
∥
∥u′

∥
∥
∥

1− 1
p′

2 ‖u‖
1+ 1

p′
2
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Lema B.4.2 Para todo u∈ H1
0[0,1] se verifica la desigualdad

‖u′‖22
‖u‖22

≥ 4π2

Demostracíon:. El cociente‖
u′‖22
‖u‖22

es el cociente de Rayleight del problema






−u′′ = λu

u (0) = u (1)

que tiene por primer autovalor aλ1 = 4π2, entonces:

4π2
= λ1 = mı́n

∫

(u′)2 dx
∫

u2dx
≤
‖u′‖22
‖u‖22

Lema B.4.3 Si p y p′ > 1 son conjugados,ε > 0 y u ∈ H1, entonces

∣
∣
∣
∣
∣

∫

Vσu2dx
∣
∣
∣
∣
∣
≤ ε2p

2p

∥
∥
∥u′

∥
∥
∥

2
2 +

p′ + 1
2p′

(C
ε

) 2p′
p′+1
‖Vσ‖

2p′
p′+1
p ‖u‖22

Para el caso p= p′ = 2 tenemos que

∣
∣
∣
∣
∣

∫

Vσu2dx
∣
∣
∣
∣
∣
≤ ε4

4

∥
∥
∥u′

∥
∥
∥

2
2 +

3
4

(C
ε

) 4
3

‖Vσ‖
4
3
2 ‖u‖

2
2 (B.15)

Demostracíon:. En primer lugar recordemos que la desigualdad numérica de Ḧolder afirma que sia y b

son ńumeros positivos yq y q′ > 1 son conjugados, entonces

ab≤ aq

q
+

bq′

q′

Ahora sip y p′ > 1 son conjugados, usando la desigualdad (B.14) tenemos que

‖Vσ‖p ‖u‖22p′ ≤ C
∥
∥
∥u′

∥
∥
∥

1− 1
p′

2 ‖u‖
1+ 1

p′
2 ‖Vσ‖p

Al último miembro de esta desigualdad le podemos aplicar la desigualdad numérica de Ḧolder tomando

para unε > 0





a = ε ‖u′‖
1− 1

p′
2

b = C
ε ‖u‖

1+ 1
p′

2 ‖Vσ‖p
q = 2p

q′ = 2p′

p′+1
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De este modo obtenemos

‖Vσ‖p ‖u‖22p′ ≤

(

ε ‖u′‖
1− 1

p′
2

)2p

2p
+

(

C
ε
‖u‖

1+ 1
p′

2 ‖Vσ‖p
) 2p′

p′+1

2p′

p′+1

=

=
ε2p

2p

∥
∥
∥u′

∥
∥
∥

2
2 +

p′ + 1
2p′

(C
ε

) 2p′
p′+1
‖Vσ‖

2p′
p′+1
p ‖u‖22

De donde tenemos que para todop > 1 y ε > 0

∣
∣
∣
∣
∣

∫

Vσu2dx
∣
∣
∣
∣
∣
≤ ε2p

2p

∥
∥
∥u′

∥
∥
∥

2
2 +

p′ + 1
2p′

(C
ε

) 2p′
p′+1
‖Vσ‖

2p′
p′+1
p ‖u‖22

En el caso particular quep = p′ = 2 nos queda

∣
∣
∣
∣
∣

∫

Vσu2dx
∣
∣
∣
∣
∣
≤ ε4

4

∥
∥
∥u′

∥
∥
∥

2
2 +

3
4

(C
ε

) 4
3

‖Vσ‖
4
3
2 ‖u‖

2
2

Ahora śı tenemos los resultados necesarios para obtener una estimación por debajo del primer auto-

valor deLσ+ vı́a una acotación inferior del cociente (B.13).

Proposición B.4.1 Para todoη > 0 existeσ0(η) > 0 tal que si0 < σ < σ0 entonces

R[u] ≥ −η

Por lo tanto, al serλσ1 < 0 tenemos que

λσ1 →
σ→0+

0

Demostracíon:. Con los resultados anteriores podemos estimar por debajo aR[u]

R[u] =

∫

|u′|2 dx−
(

4π2
+ 2σ

(

E + 4π2
)) ∫

u2dx+ (2σ + 1)
∫

Vσu2dx
∫

u2dx
≥

≥
‖u′‖22 −

(

4π2
+ 2σ

(

E + 4π2
))

‖u‖22 − (2σ + 1)
∣
∣
∣

∫

Vσu2dx
∣
∣
∣

‖u‖22
≥

≥
‖u′‖22 −

(

4π2
+ 2σ

(

E + 4π2
))

‖u‖22 − (2σ + 1)

[

ε4

4 ‖u′‖
2
2 +

3
4

(
C
ε

) 4
3 ‖Vσ‖

4
3
2 ‖u‖

2
2

]

‖u‖22
=

=

[

1− (2σ + 1) ε
4

4

] ‖u′‖22
‖u‖22
−

[

4π2
+ 2σ

(

E + 4π2
)]

− 3
4 (2σ + 1)

(
C
ε

) 4
3 ‖Vσ‖

4
3
2 ≥

≥
[

1− (2σ + 1) ε
4

4

]

4π2 −
[

4π2
+ 2σ

(

E + 4π2
)]

− 3
4 (2σ + 1)

(
C
ε

) 4
3 ‖Vσ‖

4
3
2 =

= − (2σ + 1) ε4π2 − 2σ
(

E + 4π2
)

− 3
4 (2σ + 1)

(
C
ε

) 4
3 ‖Vσ‖

4
3
2 =

= −
[

ε4π2
]

−
[

2σ
(

ε4π2
+ E + 4π2

)]

−
[

3
4 (2σ + 1)

(
C
ε

) 4
3 ‖Vσ‖

4
3
2

]

Queremos acotar cada término por separado
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ε4π2 ≤ η ⇔ 0 < ε ≤ η1/4
√
π

por lo tanto si tomamosε = η1/4
√
π

tenemos que el primer términoε4π2 es

exactamente igual aη.

Para la cota del segundo término usamos que ya elegimosη = ε4π2.

2σ
(

ε4π2
+ E + 4π2

)

= 2σ
(

η + E + 4π2
)

Pedimos que láultima expresíon sea menor queη y aśı tenemos que

2σ
(

η + E + 4π2
)

≤ η⇔ σ ≤ η

2
(

η + E + 4π2)

Definimos

σ1(η) =
η

2
(

η + E + 4π2)

Por lo tanto, siσ ≤ σ1(η) y ε = η1/4
√
π

entonces el segundo término est́a acotado porη.

Para el tercer término volvemos a usar la elecciónη = ε4π2 y adeḿas la cota del segundo término

σ ≤ σ1(η)

3
4 (2σ + 1)

(
C
ε

) 4
3 ‖Vσ‖

4
3
2 ≤

3
4

(
η

η+E+4π2 + 1
) (

C
√
π

η1/4

) 4
3 ‖Vσ‖

4
3
2 =

=
3
4C

4
3π

2
3

2η+E+4π2

η1/3(η+E+4π2) ‖Vσ‖
4
3
2

Ahora śı podemos pedir que esta expresión sea menor o igual queη, de modo que

3
4

C
4
3π

2
3

2η + E + 4π2

η1/3 (

η + E + 4π2)
‖Vσ‖

4
3
2 ≤ η

entonces

‖Vσ‖2 ≤




4
3

η4/3
(

η + E + 4π2
)

2η + E + 4π2

1

C
4
3π

2
3





3
4

=
η

C
√
π

(

4
3
η + E + 4π2

2η + E + 4π2

) 3
4

Ahora, debido a la proposición (B.1.1) (‖Vσ‖2 → 0 cuandoσ → 0), sabemos que dadoη > 0

existeσ2(η) > 0 tal que para todo 0< σ ≤ σ2(η) vale la desigualdad anterior.

En resumen, si 0< σ ≤ σ0(η) = mı́n{σ1(η), σ2(η)} tenemos que

R[u] ≥ −3η

y de aqúı podemos afirmar que

−3η ≤ λσ1 < 0
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Proposición B.4.2 Si vσ es un autofunción normalizada del primer autovalorλσ1 < 0 del operador Lσ+ ,

es decir que‖vσ‖2 = 1 y Lσ+vσ = λσ1 vσ, entonces se verifican las siguientes convergencias en L2

vσ →
√

2sen(2πx)

Rσ
‖Rσ‖

→
√

2sen(2πx)

cuandoσ→ 0. Por lo tanto
∥
∥
∥
∥
∥

Rσ
‖Rσ‖

− vσ

∥
∥
∥
∥
∥

2
→
σ→0

0

Demostracíon:. Volvamos a ver a los operadoresLσ− y Lσ+ como perturbaciones del operadorL0 (ver

B.11 y B.12) y adeḿas recordemos que por la proposición (B.1.1) sabemos que la perturbaciónVσ → 0.

Como adeḿas el primer autovalor tanto deL0 como deLσ− y Lσ+ es simple, entonces podemos aplicar

lo desarrollado en ([14]). La idea es que al ser simple el primer autovalor, tanto del operadorL0 sin

perturbar como de los operadores perturbadosLσ− y Lσ+ , entonces el autoespacio asociado a cada uno de

ellos es unidimensional, pero aún más hay convergencia de los autoespacios correspondientes al primer

autovalor, tanto deLσ− como deLσ+ , hacia el autoespacio del primer autovalorλ0 = 0 deL0. Por lo tanto

hay convergencia de las autofunciones normalizadas deLσ− y Lσ+ haciaR0 =
√

2sen(2πx).

Para fundamentar estóultimo usamos la notación empleada en ([14]) y abordamos sólo el casoLσ−

porqueLσ+ es similar. Llamamos

R(ζ) = (L0 − ζ)−1

al operador resolvente deL0 enζ ∈ C (los autovalores deL0 son singularidades deR) y

R(ζ, σ) =
(

Lσ− − ζ
)−1

al operador resolvente deLσ− enζ. El operador de proyección al autoespacio asociado al primer autovalor

deL0 es

P = − 1
2πi

∫

Γ

R(ζ)dζ

dondeΓ es una curva simple y cerrada enC que encierra y aisla a una singularidad deR, por ejemplo

λ0 = 0. De modo absolutamente análogo definimos el operador de proyección al autoespacio asociado al

primer autovalor deLσ− como

Pσ = −
1

2πi

∫

Γ

R(ζ, σ)dζ

Queremos probar que

‖Pσ − P‖B(L2) →σ→0
0

para lo que alcanzará con probar que

‖R(ζ, σ) − R(ζ)‖B(L2) →σ→0
0 (B.16)
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Para probar esto consideremos

Vσ = Lσ− − L0

entonces para todoζ ∈ Γ
Lσ− − ζ = [1+ Vσ] (L0 − ζ)

invirtiendo el operador, tenemos

R(ζ, σ) = R(ζ) [1+ Vσ]−1 (B.17)

Por la proposicíon (B.1.1) sabemos que‖Vσ‖2 → 0, por lo tanto paraσsuficientemente chico tenemos

que

‖Vσ‖2 < 1

por lo tanto podemos expandir el segundo miembro de (B.17) en serie de Neumann

R(ζ, σ) = R(ζ)
+∞∑

n=0

(−1)n Vn
σ

luego

R(ζ, σ) − R(ζ) = −R(ζ)Vσ
+∞∑

n=0

(−1)n Vn
σ (B.18)

Como el operador resolvente está definido de la siguiente manera

R(ζ) : L2[0,1]→ H1 [0,1] ֒→ L∞ [0,1]

podemos acotar la norma del primer factor en (B.18) de la siguiente manera

‖VσR(ζ)‖2
B(L2) = sup

‖u‖2=1

∫ 1

0
V2
σ (R(ζ)u)2 dx

≤ ‖Vσ‖22 sup
‖u‖2=1

‖R(ζ)u‖2∞

≤ ‖Vσ‖22 ‖R(ζ)‖2
B(L2,H1)

por lo tanto (B.18) en norma es

‖R(ζ, σ) − R(ζ)‖B(L2) ≤ C ‖Vσ‖2 ‖R(ζ)‖B(L2,H1) →σ→0
0

de donde probamos (B.16)

Integrando‖R(ζ, σ) − R(ζ)‖ sobre una curva simple cerradaΓ ⊂ C que rodee aλ0 = 0 y a ninǵun

otro autovalor deL0, y que adeḿas tambíen haga lo mismo para el primer autovalor deLσ− (cosa que

podemos asegurar porqueλσ1 → λ0) y debido a queR(ζ) y R(ζ, σ) son uniformemente acotados en

Γ,entonces tenemos la convergencia que querı́amos

‖Pσ − P‖B(L2) →σ→0
0
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Desde aqúı podemos asegurar la convergencia de las autofunciones normalizadaspor que el rango de

cada uno de los proyectoresPλ1(σ) y Pλ1 es el autoespacio asociado al primer autovalor deL0 y deLσ− ,

respectivamente.

Para el caso del operadorLσ+ los ćalculos son similares, debemos usar (B.12) donde ahora la expresión

de la perturbación tiene dos t́erminos: uno es exactamenteVσ y el otro es unaO(σ), de modo que estamos

en una situación ańaloga a la anterior.

Lo anterior dice que a medida queσ se achica la normalización del solit́on se acerca a la correspon-

diente autofucíon negativa, es decir que elRσ cada vez está más cerca del eje del cono de negatividad.

Esto śolo no alcanza para probar lo que nosotros querı́amos: paraσ suficientemente pequeño se tiene

que
〈

Lσ+u,u
〉

> 0 parau ∈ R⊥σ, u , 0. Para esto necesitamos probar que la “apertura” del cono de ne-

gatividad se mantiene estrictamente menor que 90o a medida queσ → 0, porque de este modo, dado

queRσ se acerca al eje del cono, el hiperplanoR⊥σ estaŕa totalmente fuera déel, salvo el origen, paraσ

suficientemente pequeño.

Proposición B.4.3 Sea vσ como antes y sea uσ una función normalizada cualquiera en la cáscara del

cono de negatividad de Lσ+ , es decir que‖uσ‖2 = 1 y
〈

Lσ+uσ,uσ
〉

= 0 (notar que no decimos que uσ

está en el núcleo de Lσ+), entonces

〈uσ, vσ〉 → 0 ó 〈uσ, vσ〉 →
1
2

Dicho de otro modo, el “ángulo” que forman uσ y vσ se acerca a 0o o a 60o a medida queσ→ 0.

Demostracíon:. Para esto calculamos lo siguiente, usando propiedades anteriores y el hecho queLσ+ es

autoadjunto.

λσ1 〈vσ,uσ〉 =
〈

Lσ+vσ,uσ
〉

=
〈

Lσ+ (vσ − uσ) + Lσ+uσ, (uσ − vσ) + vσ
〉

=

=
〈

Lσ+ (vσ − uσ) ,uσ − vσ
〉

+
〈

Lσ+ (vσ − uσ) , vσ
〉

+
〈

Lσ+uσ,uσ
〉

︸       ︷︷       ︸

=0

=

= − 〈

Lσ+ (vσ − uσ) , vσ − uσ
〉

+
〈

Lσ+vσ, (vσ − uσ)
〉

=

= − 〈

Lσ+ (vσ − uσ) , vσ − uσ
〉

+ λσ1 −
〈

Lσ+vσ,uσ
〉

=

= − 〈

Lσ+ (vσ − uσ) , vσ − uσ
〉

+ λσ1 − λ
σ
1 〈vσ,uσ〉

Comparando el primer y elúltimo miembro tenemos que

2λσ1 〈vσ,uσ〉 = −
〈

Lσ+ (vσ − uσ) , vσ − uσ
〉

+ λσ1

de donde

〈vσ,uσ〉 =
〈

Lσ+ (vσ − uσ) , vσ − uσ
〉

−2λσ1
+

1
2

Como sabemos queλσ1 → 0 cuandoσ→ 0, entonces

〈

Lσ+ (vσ − uσ) , vσ − uσ
〉→ 0
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por ser〈vσ,uσ〉 el coseno deĺangulo formado porvσ y poruσ, es una cantidad acotada. Si
〈

Lσ+ (vσ − uσ) , vσ − uσ
〉→

0 se pueden dar dos posibles situaciones: o bienvσ −uσ → 0 (es decir que el cono se va cerrando) o bien

vσ − uσ tienden a un elemento del mismo cono, lo que obliga que elángulo formado por ellos dos sea de

60o (de esta manerauσ, vσ y vσ − uσ son los tres lados de un triángulo equiĺatero).



Apéndice C

Demostraciones y propiedades en el caso

discreto

C.1. Demostracíon lema de existencia de solitones

Aqúı desarrollamos algunos de los cálculos del lema (4.3.1). En la demostración de la existencia

aparecen las propiedades esperadas enunciadas en el lema.

C.1.1. Existencia

Para la existencia debemos usar solamente el hecho que satisface la recurrencia (4.44). Como esta

recurrencia es a dos valores para atrás podemos usar un método de shooting para intentar acertar justo en

la solucíon que queremos. Para esto en lo que sigue dejaremos que la ecuación de recurrencia evolucione

lo que necesita, es decir que dejaremos que la iteración se escape del intervalo[0,1] hacia la derecha

(eventualmente hasta∞).

Desde la expresión en recurrencia (4.44) podemos escribir la pendiente de la solución en el intervalo
[

x j , x j+1

]

de la forma
r j+1 − r j

h
= hr j

(

E − r2σ
j

)

+
r j − r j−1

h

desde donde es evidente que la pendiente de la solución discreta en el intervalo
[

x j , x j+1

]

aumenta res-

pecto a la del intervalo
[

x j−1, x j

]

en una cantidadhr j

(

E − r2σ
j

)

, es decir que sir2σ
j < E la pendiente

en el intervalo
[

x j , x j+1

]

seŕa mayor a la que tenı́a en el
[

x j−1, x j

]

, y si r2σ
j > E entonces la pendiente

en el intervalo
[

x j , x j+1

]

puede seguir siendo positiva pero seguro que será menor que la que tenı́a en el
[

x j−1, x j

]

.Si losr j siempre crecieran con una tasa mayor o igual que la del paso anterior, necesariamente

tendeŕıan a∞, esto significa que para algún j necesariamente se verifica queE − r2σ
j < 0 porque la

altura E est́a fija. Por lo tanto desde el nodox j la tasa de crecimiento de las pendientes comenzará a

91
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disminuir, producíendose en la poligonal que representa a la solución discreta un cambio de concavidad

(la variacíon de la tasa de crecimiento pasa de ser positiva a negativa).

Ahora fijemosh y demos un valorr1 > 0 para el nodox1 = h. En lo que sigueN es el primer valor

del sub́ındice para el querN+1 ≤ rN (es decir que es el primer intervalo
[

x j , x j+1

]

en el que la poligonal

tiene pendiente negativa o cero). Cuanto más pequẽno es el valor der1 el primer valorN seŕa cada

vez ḿas grande, porque para que la pendiente cambie de signo o se anule necesitamos quer2σ
N ≥ E.

Análogamente, sir1 > E1/2σ entoncesN = 1 (en un paso la pendiente se hace negativa). Tenemos una

representación de esto en la figura (C.1).

Figura C.1

En resumen, si fijamosn ≥ 2 y h = 1
4n, entonces

si r1→ 0⇒ N→ +∞ (es decir quexN = Nh>
1
4

)

si r1 >

(

E +
1
h2

)1/2σ

⇒ N = 1 (es decir quexN = x1 = h <
1
4

)

por lo tanto, para cadan ≥ 2 y h = 1
4n existe un intervalo de las pendientes admisibles

I (h) = [αmı́n (h) , αmáx (h)] ⊂


0,arctan





1
h

(

E +
1
h2

)1/2σ




 (C.1)

de modo que sir1
h ∈ I (h) entoncesxN =

1
4. El valor αmı́n(h) lo determinamos como el primer valor

positivo para el que, si comenzamos la recurrencia con el valorr1 = hαmı́n, entonces los valores de losr j

irán creciendo hasta el nodoxN =
1
4, y rN+1 = rN (para cualquier otro valorα < αmı́n sucedeŕa querN+1 >

rN). Análogamente determinamos el valorαmáx(h) como el primer valor para el que, si comenzamos con

r1 = hαmáx, entonces losr j creceŕan hasta el nodoxN−1 y rN−1 = rN (para cualquier otro valorα > αmáx

sucedeŕa querN−1 > rN). Dicho en otras palabras, el intervaloI (h) nos da el rango de valores de las

pendientes iniciales que nos garantiza que la iteración que comience con un valor de pendiente en ese

rango alcanzará su ḿaximo en el nodoxN =
1
4, y que vale menor o igual en los nodosxN−1 y xN+1.
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Queremos probar que además existe enI (h) un valor
rh
1
h , para el que la correspondiente poligonal tiene

las simetŕıas deseadas, es decir que no sólo alcance su ḿaximo enxN =
1
4, sino que adeḿasrh

N−1 = rh
N+1

(y en consecuenciar2N = 0 y tambíen tendŕa la propiedad de reflejo impar en los nodosx2N+1, . . . , x4N).

A esta n-upla la llamaremos el solitónRh.

Fijamosh y sólo por lo que sigue nombraremos conrmı́n y rmáx a los vectores que se obtienen con

los valores en el primer nodormı́n
1 = h tan(αmı́n) y rmáx

1 = h tan(αmáx) respectivamente. Por la definición

sabemos quermı́n
N−1 < rmı́n

N = rmı́n
N+1 y quermáx

N−1 = rmáx
N > rmáx

N+1. Pero adeḿas podemos asegurar que

rmı́n
N−1 < rmı́n

N < rmáx
N−1 (C.2)

donde laúltima desigualdad se debe a que el valor máximo de la sucesión crece a medida que crece la

pendiente inicial. Ahora, no sabemos si el valorrmáx
N+1 est́a por arriba, por abajo o coincide con el valor

rmı́n
N+1.

Definimos las funciones

RN−1 (α) = rN−1

RN+1 (α) = rN+1

est́an bien definidas y son continuas en el intervaloI (h). Además es f́acil ver queRN−1 (α) es una funcíon

mońotona creciente enI (h). A primera vista no podemos garantizar la monotonı́a deRN+1 (α) , pero

śı vale que

rmı́n
N−1 < RN+1(αmı́n) = rmı́n

N+1 = rmı́n
N < rmáx

N−1

debido a (C.2). Adeḿas por la misma definición deαmáx, tenemos que

RN+1(αmáx) = rmáx
N+1 < rmáx

N = rmáx
N−1 = RN−1(αmáx)

es decir que las curvas continuasRN+1 (α) y RN−1 (α) necesariamente se cruzan al menos una vez en el

intervaloI (h) = [αmı́n, αmáx] . Representamos esquemáticamente esto en la figura (C.2).

El valor α∗ correspondiente al punto de corte hace que si la recursión toma el valorr1 = h tan(α∗)

en el nodox1 entoncesrN−1 = rN+1, que es lo que buscábamos. Al vector solución de la recurrencia

que tenga el valorr1 = h tan(α∗) en el primer nodo lo llamaremosRh o solitón discreto con pasoh, que

obviamente satisface la simetrı́a entre los nodosxN−1 y xN+1tambíen tendŕa todas las simetrı́as que le

ped́ıamos (por ejemplorh
2N = 0 y losrh

j ≤ 0 para 2N + 1 ≤ j ≤ 4N).

C.1.2. Unicidad

El argumento de la prueba de existencia no garantiza la unicidad, porque en el gŕafico anterior podrı́a

haber varios puntos de corte. Una manera de probar la unicidad es por lasimetŕıa que debe tener el vector
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HrminLN-1

HrminLN+1

HrmaxLN-1

HrmaxLN+1

RN-1HΑL

RN+1HΑL

Αmin ΑmaxΑ*

Figura C.2

Rh, pues al serx0 = 0, xN−1 = xN+1 esto obliga a quex2N = 0. Notemos que el valor dex2N es mońotono

decreciente respecto al valor de la pendienteα, por lo tanto si hubiera dos valores deα que hacen que

xN−1 = xN+1 necesariamente para esos dos valores deα sucede quex2N = 0, luego x2N (α) no seŕıa

mońotona.

C.2. Condición de ortogonalidad

La condicíon de ortogonalidad (4.49) obtenida a partir de la minimización respecto a los cambios de

fases la probamos haciendo la derivada variacional de cada término.

Al derivar el primer t́ermino tenemos:
d
dε

〈

Ah

(

φh(t) ei(γ+ǫ) − Rh

)

, φh(t) ei(γ+ǫ) − Rh

〉

h

∣
∣
∣
∣
ε=0

= − d
dε

[

ei(γ+ǫ) 〈Ahφh(t) ,Rh〉h + e−i(γ+ǫ) 〈AhRh, φh(t) 〉h
]∣∣
∣
∣
ε=0
=

= −ieiγ 〈Ahφh(t) ,Rh〉h + ie−iγ 〈AhRh, φh(t) 〉h =
= −ieiγ 〈Ahφh(t) ,Rh〉h + ie−iγ〈Ahφh(t) ,Rh〉h =
= −i

(

2i Im
〈

Ah

(

eiγφh(t)
)

,Rh

〉

h

)

=

= 2Im 〈Ah (Rh + u(x, t) + iv(x, t)) ,Rh〉h =
= 2 〈Ahv(x, t),Rh〉h = 2 〈AhRh, v(x, t)〉h = 2 〈−ERh + D(Rh)Rh, v〉h
aśı obtuvimos

d
dε

〈

Ah

(

φh(t) ei(γ+ǫ) − Rh

)

, φh(t) ei(γ+ǫ)
〉

h

∣
∣
∣
∣
∣
ε=0
= −2E 〈Rh, v〉h + 2 〈D(Rh)Rh, v〉h

La derivada del segundo término es:
d
dε

〈

φh(t) ei(γ+ǫ) − Rh, φh(t) ei(γ+ǫ) − Rh

〉

h

∣
∣
∣
∣
ε=0
=

=
d
dε

[〈

φh(t) ei(γ+ǫ), φh(t)ei(γ+ǫ)
〉

h
+ 〈Rh,Rh〉h −

(〈

φh(t) ei(γ+ǫ)
h ,Rh

〉

h
+
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+

〈

Rh, φh(t) ei(γ+ǫ)
〉

h

)]∣∣
∣
∣
ε=0
=

= −
(

ieiγ 〈φh(t) ,Rh〉h − ie−iγ 〈Rh, φh(t) 〉h
)

=

= −i
(

eiγ 〈φh(t) ,Rh〉h − e−iγ〈φh(t) ,Rh〉h
)

=

= −i
(

2i Im
〈

eiγφh(t) ,Rh

〉

h

)

= 2Im 〈Rh + u(x, t) + iv(x, t),Rh〉h =
= 2 〈v,Rh〉h
de este modo tenemos

d
dε

〈

φh(t) ei(γ+ǫ) − Rh, φh(t) ei(γ+ǫ) − Rh

〉

h

∣
∣
∣
∣
∣
ε=0
= 2 〈Rh, v〉h

Para tener la derivada variacional de (4.48) sumamos las dos fórmulas anteriores, multiplicando por

E a la segunda igualdad, y lo igualamos a cero:

0 = −2E 〈Rh, v〉h + 2 〈D(Rh)Rh, v〉h + 2E 〈Rh, v〉h = 2 〈D(Rh)Rh, v〉h
Aśı, la condicíon para que haya unγ ∈ (0,2π] que minimice a (4.48) es:

〈D(Rh)Rh, vh〉h = 0

C.3. Cota de la norma de las poligonales

Aqúı demostraremos el lema (4.3.2). Para estimar (4.52), primero probaremos lassiguientes tres

identidades

Como
n−1∑

i=0
|vi+1 − vi |2 =

n−1∑

i=0
(vi+1 − vi) (vi+1 − vi) =

=

n−1∑

i=0

(

|vi |2 − 2Re(vivi+1) + |vi+1|2
)

=

= |v1|2 + |v1|2 − 2Re(v1v2) + |v2|2 + |v2|2 − 2Re(v2v3) + |v3|2 + . . . + |vn−1|2 =

= 2
n−1∑

i=0

(

|vi |2 − Re(vivi+1)
)

= 2
n−1∑

i=0

(

|vi |2 − Re(vivi+1)
)

Aśı probamos la identidad

n−1∑

i=0

h
(

|vi |2 − Re(vivi+1)
)

=
h2

2

n−1∑

i=0

|vi+1 − vi |2
h

(C.3)

Usando la igualdad (C.3) podemos dar una expresión para

〈Ahvh, vh〉h = 1
h2

n−1∑

i=1
(−vi−1 + 2vi − vi+1) vih =

=
2
h

(
n−1∑

i=1
|vi |2 −

n−1∑

i=1
Re(vivi+1)

)

=

n−1∑

i=0

|vi+1 − vi |2
h
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de este modo tenemos

〈Ahvh, vh〉h =
n−1∑

i=0

|vi+1 − vi |2
h

(C.4)

Podemos relacionar la normaL2 del derivado de la poligonalUhvh con la norma discreta

∥
∥
∥(Uhvh)′

∥
∥
∥

2
L2 =

1/2∫

0

∣
∣
∣(Uhvh)′

∣
∣
∣
2

dx=
n−1∑

i=0

(i+1)h∫

ih

∣
∣
∣
vi+1−vi

h

∣
∣
∣
2

dx=
n−1∑

i=0

1
h |vi+1 − vi |2

∥
∥
∥(Uhvh)′

∥
∥
∥

2
L2 = 〈Ahvh, vh〉h =

∣
∣
∣v′h

∣
∣
∣
2
h

(C.5)

donde usamos (C.4).

Ahora probamos (4.52):

‖Uhvh‖2H1
0
= ‖Uhvh‖2L2 +

∥
∥
∥(Uhvh)′

∥
∥
∥

2
L2 =

por (C.5)

1/2∫

0

|Uhvh|2 dx+ 〈Ahvh, vh〉h =

=

n−1∑

i=0

(i+1)h∫

ih

∣
∣
∣
vi+1−vi

h (x− ih) + vi

∣
∣
∣
2

dx+ 〈Ahvh, vh〉h =

=

n−1∑

i=0

[

h |vi+1−vi |2
3 + h |vi |2 + 2hRe

(
(vi+1−vi )vi

2

)]

+ 〈Ahvh, vh〉h =

=

n−1∑

i=0
h |vi |2 +

n−1∑

i=0
h
[

|vi+1−vi |2
3 + Re(vi+1vi) − |vi |2

]

+ 〈Ahvh, vh〉h =

= ‖vh‖21,h +
n−1∑

i=0
h
[

|vi+1−vi |2
3 −

(

|vi |2 − Re(vi+1vi)
)]

=

=
por (C.3)

‖vh‖21,h +
n−1∑

i=0
h

[

|vi+1−vi |2
3 − h2

2

n−1∑

i=0

|vi+1 − vi |2
h

]

=

= ‖vh‖21,h −
h2

6

n−1∑

i=0

1
h |vi+1 − vi |2 ≤ ‖vh‖21,h

De este modo tenemos que

‖Uhvh‖2H1
0
≤ ‖vh‖21,h

C.4. Resultados de convergencia

C.4.1. Demostracíon del lema (4.3.3)

De la ecuacíon del solit́on

R′′ = ER− R2σ+1

multiplicando ambos miembros porR′ e integrando, tenemos que

R′2 = C + ER2 − 1
σ + 1

R2σ+2



APÉNDICE C. DEMOSTRACIONES Y PROPIEDADES EN EL CASO DISCRETO 97

Como queremos queR′(1/4) = 0, si llamamosA = R(1/4) y usando queR(0) = 0, entonces

R′(0) =
√

C = A

√

A2σ

σ + 1
− E

donde tomamos la rama positiva de la raı́z porque queremos queR(x) crezca en el intervalo(0,1/4) .

Además desde la ecuación es inmediato queR′′(0) = 0 y queR′′′(0) = ER′(0) = EA
√

A2σ

σ+1 − E.

Aśı, si evaluamos la expansión de Taylor enx = h, tenemos que

R(h) = hA

√

A2σ

σ + 1
− E +

h3

3!
EA

√

A2σ

σ + 1
− E +O

(

h4
)

C.4.2. Demostracíon de la proposicíon (4.3.1)

Queremos probar que la funciónUβ (x) solucíon del problema (4.55) y el vectoru (α (h, β)) solucíon

de (4.54) difieren en los nodos en un ordenh2, es decir

∣
∣
∣u j (α (h, β)) − Uβ ( jh)

∣
∣
∣ = O

(

h2
)

Recordemos queUβ (x) es solucíon del problema de valores iniciales






U′′β − EUβ + U2σ+1
β = 0

Uβ (0) = 0

U′β (0) = β

Calculamos la consistencia del método evaluando el esquema numérico en los valores de la solución

exactaUβ (x) en cada uno de los nodos. Como

Uβ

(

x j+1

)

= Uβ

(

x j

)

+ hU′β
(

x j

)

+
h2

2
U′′β

(

x j

)

+
h3

3!
U′′′β

(

x j

)

+
h4

4!
U(iv)
β

(

x j + ξ1h
)

Uβ

(

x j−1

)

= Uβ

(

x j

)

− hU′β
(

x j

)

+
h2

2
U′′β

(

x j

)

− h3

3!
U′′′β

(

x j

)

+
h4

4!
U(iv)
β

(

x j − ξ2h
)

Por lo tanto, la evaluación del esquema enUβ(x) alrededor del nodox j seŕa

T j =
1
h2

[

Uβ

(

x j+1

)

− 2Uβ

(

x j

)

+ Uβ

(

x j−1

)]

− EUβ

(

x j

)

+ U2σ+1
β

(

x j

)

= U′′β
(

x j

)

+
2h2

4!
U(iv)
β

(

x j + ξh
)

− EUβ

(

x j

)

+ U2σ+1
β

(

x j

)

=
h2

12
U(iv)
β

(

x j + ξh
)

= O
(

h2
)

Para el ćalculo del error hacemos la diferencia entre el esquema en la solución exactaUβ(x) y en

el resultado de la iteración u (α (h, β)) (la que toma valor inicialu1 = h tan(α (h, β))). Por simplicidad
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escribiremosuα(h,β)
j en vez deu j (α (h, β)) . Además notaremos coneβj = Uβ

(

x j

)

− uα(h,β)
j , que a su vez

por simplicidad dentro de los cálculos śolo nombraremos conej .

0 =

[

1
h2

[

Uβ

(

x j+1

)

− 2Uβ

(

x j

)

+ Uβ

(

x j−1

)]

− EUβ

(

x j

)

+ U2σ+1
β

(

x j

)

− T j

]

−

−
[

1
h2

[

uα(h,β)
j+1 − 2uα(h,β)

j + uα(h,β)
j−1

]

− Euα(h,β)
j +

(

uα(h,β)
j

)2σ+1
]

=
1
h2

(

ej+1 − 2ej + ej−1

)

− Eej +

(

U2σ+1
β

(

x j

)

−
(

uα(h,β)
j

)2σ+1
)

− T j

=
1
h2

(

ej+1 − 2ej + ej−1

)

− Eej + (2σ + 1) S̃ jej − T j

dondeS̃ j = ξ
2σ ≃ C, conξ ∈

(

Uβ,u j

)

. Desde esta expresión obtenemos la ecuación en recurrencia que

deben satisfacer los errores.

ej+1 = −ej−1 + 2ej + h2 [E − (2σ + 1) C] ej + h2T j (C.6)

Para dar una estimación del orden del errorej en cada uno de los nodos debemos estudiar la acumulación

de errores que introduce esta recursión, es decir que debemos hacer la estimación de estabilidad del

esquema.

Las ráıces del polinomio indicial de la parte lineal de la recursión esλ = 1 como ráız doble, entonces

la estabilidad no está garantiza. Una base de soluciones de la recursión

ej+1 = −ej−1 + 2ej (C.7)

viene dada por las sucesiones(1,1,1, . . .) y (1,2,3, . . .) , entonces las magnitudesej irán creciendo li-

nealmente conj. Que este crecimiento sea lineal y no exponencial alcanzará para obtener, en nuestro

caso, un resultado adecuado. Para desarrollar esto llamaremos

q j = h2 [E − (2σ + 1) C] ej + h2T j

y desde el hecho queT j = O
(

h2
)

, tenemos que

∣
∣
∣q j

∣
∣
∣ = O

(

h4
)

+O
(

h2
) ∣
∣
∣ej

∣
∣
∣ (C.8)

Si definimosB =





0 1

−1 2




, E j =





ej

ej+1




y Q j =





0

q j




entonces la recursión (C.6) toma la forma

E j = BEj−1 + Q j

Si aplicamos iteŕadamente esta igualdad obtenemos

E j = BjE0 +

j−1∑

k=0

BkQ j−k (C.9)
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Lo que observamos acerca del crecimiento lineal de las magnitudes de las soluciones de la recursión

(C.7) es equivalente a decir que
∥
∥
∥Bk

∥
∥
∥ ≤ Ck (C.10)

Para estimar
∥
∥
∥E j

∥
∥
∥ usamos un argumento inductivo. En primer lugar, usando (4.56) tenemos que el

errore1 es

|e1| =
∣
∣
∣
∣Uβ(h) − uα(h,β)

1

∣
∣
∣
∣ =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
Uβ(h) −

(

hβ +
h3

3!
β

)∣
∣
∣
∣
∣
∣
= O

(

h4
)

y dado quee0 = 0, entonces

‖E0‖ = O
(

h4
)

Estimar‖E1‖ es, en realidad, estimar|e2| . Usando (C.10) y (C.8) para el casoj = 1 tenemos que

|e2| ≤ ‖E1‖ = ‖BE0 + Q1‖ ≤ ‖BE0‖ + |q1| = O
(

h4
)

+O
(

h2
)

|e1| = O
(

h4
)

donde nuevamente usamos que|e1| = O
(

h4
)

.

Por hiṕotesis inductiva suponemos que para todo 0≤ k ≤ j tenemos que|ek| = O
(

h2
)

(notemos que

parae1 y e2 teńıamos orden cuarto, pero en general sólo podemos esperar uno cuadrático) entonces por

(C.9) tenemos
∣
∣
∣ej+1

∣
∣
∣ ≤

∥
∥
∥E j

∥
∥
∥ ≤

∥
∥
∥BjE0

∥
∥
∥ +

j−1∑

k=0

∥
∥
∥Bk

∥
∥
∥

∥
∥
∥Q j−k

∥
∥
∥

Analicemos por separado cada uno de los términos que aparecen en la cota anterior. Para el primero

∥
∥
∥BjE0

∥
∥
∥ ≤

∥
∥
∥Bj

∥
∥
∥ ‖E0‖ ≤ C j ‖E0‖

Por lo tanto
∥
∥
∥BjE0

∥
∥
∥ ≤ C j.O

(

h4
)

= O
(

h3
)

Para el segundo, por (C.10) y (C.8) obtenemos

j−1∑

k=0

∥
∥
∥Bk

∥
∥
∥

∥
∥
∥Q j−k

∥
∥
∥ ≤

j−1∑

k=0

Ck
(

O
(

h4
)

+O
(

h2
) ∣
∣
∣ej−k

∣
∣
∣

)

Ahora usamos la hiṕotesis inductiva,|ek| = O
(

h2
)

para todo 0≤ k ≤ j, por lo tanto

j−1∑

k=0

∥
∥
∥Bk

∥
∥
∥

∥
∥
∥Q j−k

∥
∥
∥ ≤

j−1∑

k=0

Ck
(

O
(

h4
)

+O
(

h6
))

= O
(

h4
)

j−1∑

k=0

k = O
(

h2
)

De lo anterior se desprende que, para todoj, la estimacíon del orden del error
∣
∣
∣
∣e
β
j

∣
∣
∣
∣ es

∣
∣
∣
∣e
β
j

∣
∣
∣
∣ =

∣
∣
∣
∣Uβ ( jh) − uα(h,β)

j

∣
∣
∣
∣ = O

(

h2
)

(C.11)
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Corolario C.4.1 Si β∗h es la pendiente correspondiente aα∗h dada en (4.57) yβ0 es la pendiente corres-

pondiente al solitón continuo Uβ0(x) = R(x), entonces

β∗h →h→0+
β0 (C.12)

Demostracíon:. Por la proposicíon tenemos que la soluciónUβ∗h
(x) difiere de la solucíon discretau j

(

α∗h
)

un ordenh2 en los nodos. En particular, comou2N

(

α∗h
)

= 0,

∣
∣
∣Uβ∗h

(1/2)
∣
∣
∣ = O

(

h2
)

por lo tantoUβ∗h
(1/2) →

h→0
0.

Siβ∗h9 β0, entonces tendrı́amos dos soluciones positivas distintas del problema con dato de contorno

nulo enx = 0 y x = 1
2, lo que no puede pasar. Luego las pendientesβ∗h se acercan a la pendienteβ0 del

solitón continuo.

C.4.3. Demostracíon de la proposicíon (4.3.2)

Nuestro objetivo es ver que

|Rh − EhR|h =
2N−1∑

j=1

h
∣
∣
∣
∣u j

(

α∗h
)

− R( jh)
∣
∣
∣
∣ = O (h) →

h→0+
0

Alcanzaŕa con probar que
∣
∣
∣eh

1

∣
∣
∣ =

∣
∣
∣
∣u1

(

α∗h
)

− R(h)
∣
∣
∣
∣ = O

(

h2
)

porque de esto se deduce, de igual forma que en (C.4.2), que para todoj vale

∣
∣
∣
∣e

h
j

∣
∣
∣
∣ =

∣
∣
∣
∣u j

(

α∗h
)

− R( jh)
∣
∣
∣
∣ = O (h)

Veamos esto:

∣
∣
∣
∣u1

(

α∗h
)

− R(h)
∣
∣
∣
∣ =

∣
∣
∣
∣u1

(

α∗h
)

− Uβ∗h
(h) + Uβ∗h

(h) − R(h)
∣
∣
∣
∣

≤
∣
∣
∣
∣u1

(

α∗h
)

− Uβ∗h
(h)

∣
∣
∣
∣ +

∣
∣
∣Uβ∗h

(h) − R(h)
∣
∣
∣

El término
∣
∣
∣
∣u1

(

α∗h
)

− Uβ∗h
(h)

∣
∣
∣
∣ = O

(

h2
)

por lo probado en (C.11).

Para ver que el segundo término
∣
∣
∣Uβ∗h

(h) − R(h)
∣
∣
∣ = O

(

h2
)

necesitaremos algunos resultados previos.

En primer lugar notemos que

∣
∣
∣Uβ∗h

(h) − R(h)
∣
∣
∣ =

∣
∣
∣
∣
∣
β∗hh+

1
6

Eβ∗hh3
+ . . . − β0h− 1

6
Eβ0h3 − . . .

∣
∣
∣
∣
∣

= h
∣
∣
∣β∗h − β0

∣
∣
∣ +O

(

h3
)
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por lo tanto alcanza con probar que

∣
∣
∣β∗h − β0

∣
∣
∣ = O

(

hγ
)

para alǵunγ ≥ 1

En primer lugar recordemos que la ecuación (4.55) se la puede reescribir como un sistema no lineal

de primer orden con el cambio de variableV = U′






U′ = V

V′ =
(

E − U2σ
)

U
con dato inicial(U (0) ,V (0)) = (0, β) (C.13a)

del que tenemos resultados de continuidad y de diferenciabilidad respectoa los paŕametros iniciales (ver

[21] o [9]), en particular respecto aβ.

Al segundo miembro de (C.13a) lo nombraremos con

F (x, y) =
(

y, x
(

E − x2σ
))

y por lo tanto su matriz jacobiana es

D (F) (x, y) =





0 1

E − (1+ 2σ) x2σ 0




(C.14)

Lema C.4.1

(Continuidad respecto aβ)

Si φ (x, β) es la solución del sistema (C.13a) con pendiente inicialβ, y K es la constante Lipschitz

del segundo miembro entonces para todo x∈ [0,1] y para dos valores cualesquiera deβ tenemos que

|φ (x, β1) − φ (x, β2)| ≤ eKx |β1 − β2|

En particular si x= 1
2 tenemos que

∣
∣
∣
∣
∣
∣
φ

(

1
2
, β1

)

− φ
(

1
2
, β2

)∣
∣
∣
∣
∣
∣
≤ e

K
2 |β1 − β2|

Demostracíon:. Ver [21] o [9].

Este resultado es insuficiente para lo que nosotros queremos porque sólo nos da un control inferior

de la diferencia
∣
∣
∣β∗h − β0

∣
∣
∣ . Como

O
(

h2
)

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
φ

(

1
2
, β∗h

)

− φ
(

1
2
, β0

)∣
∣
∣
∣
∣
∣
≤ e

K
2
∣
∣
∣β∗h − β0

∣
∣
∣

sólo podemos asegurar que no pueden acercarse más ŕapido que con orden cuadrático, pero áun no

sabemos siquiera si se acercan.
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Lema C.4.2

(Diferenciabilidad respecto aβ)

La soluciónφ (x, β) del sistema (5.6) con pendiente inicialβ, es derivable respecto aβ y ∂φ
∂β

(x) es la

solución del sistema 




X′ = D (F) X

X (0) = (0,1)

donde D(F) es la dada en (C.14).

Demostracíon:. Ver [21] o [9].

Observacíon C.4.1 En nuestro caso∂V
∂β

(1/2) = −1 (la variación de la pendiente de la solución en x= 1
2

es−1)

Demostracíon:. Como en nuestro caso

D (F) =





0 1

E − (2σ + 1) U2σ 0





entonces tr(DF) = 0, y como el WronskianoW (x) satisface la ecuación

W′ (x) = tr (DF) W (x)

entonces tenemos queW (x) = cte. Pero adeḿas

W (0) = det





β 0

0 1




= β

W (1/2) = det





−β ∂U (1/2)

0 ∂V (1/2)




= −β.∂V (1/2)

comoW es constante tenemos queβ = −β.∂V (1/2) y por lo tanto

∂V (1/2) = −1

Consideremos la recta tangente a la curvaUβ∗h
(x) en el punto

(
1
2,Uβ∗h

(1/2)
)

, la que corta al eje de las

x enxh
1. Tambíen notaremos conxh

0 a la primera ráız positiva deUβ∗h
(x) . Notemos que en generalxh

0 , xh
1

y lo único que podemos asegurar es que ambos están del mismo lado respecto ax = 1
2, pero no sabemos

cuál de los dos es mayor que el otro.

Vamos a ver que en cualquier casoxh
0 y xh

1→
1
2 y ambos con ordenh2.
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Lema C.4.3

Vale que

xh
0 −

1
2
= O

(

h2
)

y xh
1 −

1
2
= O

(

h2
)

Demostracíon:. Veamos primero los casos en quexh
0 y xh

1 son mayores que12.

Sabemos queUβ∗h
(x) es una funcíon con unúnico punto de inflexíon en su parte creciente (entre 0

y su eje de simetrı́a) y por lo tanto también tendŕa unúnico punto de inflexíon en su parte decreciente

(entre su eje de simetrı́a y xh
0), pero siempre es convexo enxh

0 (el punto de inflexíon puede estar cerca de

él dependiendo deσ y deE). Veamos los distintos casos que se presentan.

1. SiUβ∗h
(x) es convexo enx = 1

2 entonces lo será en el intervalo
(

1
2, x

h
0

)

porque el punto de inflexión

est́a a la izquierda de12, entonces12 < xh
1 < xh

0. Observemos que

U′β∗h
(1/2) < U′β∗h

(

xh
0

)

= −β∗h < 0

situacíon representada en la figura (C.3).

x0
hx1

h

yh

UΒ*hH1�2L

UΒ*hHxL

1�2

Figura C.3

Por lo tanto la recta tangente aUβ∗h
(x) en xh

0, toma enx = 1
2 el valoryh < Uβ∗h

(1/2) , es decir que

yh = O
(

h2
)

, por lo tantoU′
β∗h

(

xh
0

)

=
yh

xh
0−

1
2
. Pero como tambiénU′

β∗h

(

xh
0

)

= −β∗h, entonces

yh

xh
0 −

1
2

= −β∗h

luego, comoβ∗h→ β0 , 0 tenemos quexh
0 −

1
2 = O

(

h2
)

, y en consecuenciaxh
1 −

1
2 = O

(

h2
)

.

2. SiUβ∗h
(x) es ćoncavo enx = 1

2 se nos presentan dos posibilidades.

Si 1
2 < xh

1 < xh
0, esto obliga a queUβ∗h

(x) corte la recta tangente a ella misma enx = 1
2, por lo

tanto tiene el punto de inflexión entre1
2 y xh

1, y

U′β∗h
(1/2) < U′β∗h

(

xh
0

)

< 0

por lo que podemos repetir lo hecho para el caso convexo. El esquema gráfico es el de la

figura (C.4).
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x0
h

x1
h

yh

UΒ*hHxL

UΒ*hH1�2L

1�2

Figura C.4

Si 1
2 < xh

0 < xh
1 tenemos que el punto de inflexión deUβ∗h

(x) est́a entre1
2 y xh

0, pero en este

punto lo que importa es la relación entreU′
β∗h

(1/2) y U′
β∗h

(

xh
0

)

. La primera posibilidad es que

U′β∗h
(1/2) ≤ U′β∗h

(

xh
0

)

< 0

lo que est́a representado en la figura (C.5).

x1
h

x0
h

yh

UΒ*hHxL

1�2

Figura C.5

En este caso podemos repetir exactamente el razonamiento anterior.

La otra posibilidad es que

U′β∗h

(

xh
0

)

< U′β∗h
(1/2) < 0

que est́a representada en la figura (C.6).
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x0
h

yh

UΒ*hH1�2L

UΒ*hHxL

1�2

Figura C.6

En este caso debemos hacer algo distinto. Por la definición tenemos que

U′β∗h
(1/2) =

Uβ∗h
(1/2)

1
2 − xh

1

< 0

Por otro lado sabemos queUβ0 (1/2) = 0 y queU′β0
(1/2) = −β0, y como la variacíon de las

pendientes enx = 1
2 entorno deβ0 es igual a−1 (ver observación C.4.1) entonces

−1+O
(

β∗h − β0

)

=

U′
β∗h

(1/2) − U′β0
(1/2)

β∗h − β0
=

Uβ∗h
(1/2)

1
2−xh

1
+ β0

β∗h − β0
(C.15)

por lo tanto
Uβ∗h

(1/2)
1
2 − xh

1

= −β∗h +O
(

β∗h − β0

)2

desde aqúı es inmediato quexh
1 −

1
2 = O

(

h2
)

(porqueβ∗h→ β0).

Los casos en quexh
0 y xh

1 son menores que12 salen de forma ańaloga.

Proposición C.4.1

Existe1 ≤ γ ≤ 2 tal que
∣
∣
∣β∗h − β0

∣
∣
∣ = O

(

hγ
)

Demostracíon:. Es inmediato queU′
β∗h

(1/2)→ −β0. Si llamamosg (h) a

g (h) = U′β∗h

(

xh
0

)

− U′β∗h
(1/2) = −β∗h − U′β∗h

(1/2)

podemos estimar el orden deg (h) de la siguiente manera. ComoU′′
β∗h

(0) = 0 y xh
0 −

1
2 → 0 con ordenh2,

entonces

0 = U′′β∗h

(

xh
0

)

≃
U′
β∗h

(1/2) − U′
β∗h

(

xh
0

)

h2
=
−g (h)

h2
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por lo tanto,g tiene por lo menos orden cuadrático.

Para calcular el orden deβ∗h−β0 usamos la aproximación dada en (C.15) junto a la expresión deg (h)

β0 − β∗h = β0 + U′β∗h
(1/2) + g (h)

=

(

U′β∗h
(1/2) − U′β0

(1/2)
)

+ g (h)

= −
(

β∗h − β0

)

+O
(

β∗h − β0

)2
+ g (h)

de donde

g (h) = O
(

β∗h − β0

)2

entonces al menos

β∗h − β0 = O (h)

Notar que el orden podrı́a ser un poco mejor, pero por lo visto con la continuidad respecto aβ, nunca

superaŕa el orden 2.

Estamos entonces en condiciones de asegurar que

|EhR− Rh|2,h = O (h) →
h→0

0

C.5. Cota inferior de Lh
−

Aqúı realizamos los ćalculos de la proposición (4.3.3). En primer lugar desarrollamos la expresión

(4.65). Calculamos cada término y factor por separado.

1.
n−1∑

i=1

n−1∑

j=1
uiu j

∫ 1/2
0

ϕi(x)ϕ j(x)dx= |uh|2h − h2

6 〈Ahuh,uh〉

Para calcular esto tenemos que distinguir los siguientes casos:

Si i = j :
∫ 1/2
0

(ϕi(x))2 dx=
∫ (i+1)h
(i−1)h

(ϕi(x))2 dx=

=

∫ ih

(i−1)h

(
1
h (x− ih) + 1

)2
dx+

∫ (i+1)h
ih

(

−1
h (x− ih) + 1

)2
dx= 2

3h

Si j = i − 1 :
∫ 1/2
0

ϕi(x)ϕi−1(x)dx=
∫ ih

(i−1)h

(

−1
h (x− ih)

) (
1
h (x− ih) + 1

)

dx= 1
6h

Si j = i + 1 :
∫ 1/2
0

ϕi(x)ϕi+1(x)dx=
∫ (i+1)h
ih

(

−1
h (x− ih) + 1

) (
1
h (x− ih)

)

dx= 1
6h

Si i , j, j , i−1 y j , i+1 tenemos que
∫ 1/2
0

ϕi(x)ϕ j(x)dx= 0 porqueϕi y ϕ j tienen soporte

disjunto.
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Ahora śı podemos ver la igualdad:
n−1∑

i=1

n−1∑

j=1
uiu j

∫ 1/2
0

ϕi(x)ϕ j(x)dx= 2
3h |u1|2 + h

6u1u2 +
h
6u2u1 +

2
3h |u2|2+

+
h
6u2u3 +

h
6u3u2 + . . . +

h
6un−1un−2 +

2
3h |un−1|2 =

=
2
3h

n−1∑

i=1
|ui |2 + 1

6h
n−1∑

i=1
2Re(uiui+1) =

n−1∑

i=1
h |ui |2 − h

3

n−1∑

i=1
|ui |2 + h

3

n−1∑

i=1
Re(uiui+1) =

= |uh|2h − 1
3

[
n−1∑

i=0
h
(

|ui |2 − Re(uiui+1)
)
]

=
por (C.3)

= |uh|2h − h2

6

n−1∑

i=0

|ui+1 − ui |2
h

=
por (C.4)

|uh|2h − h2

6 〈Ahuh,uh〉

2.
n−1∑

i=1

n−1∑

j=1
uiu j

∫ 1/2
0

ϕ′i (x)ϕ′j(x)dx= 〈Ahuh,uh〉h

Para calcular esto tenemos que distinguir los siguientes casos:

Si i = j :
∫ 1/2
0

(

ϕ′i (x)
)2

dx=
∫ (i+1)h
(i−1)h

(

ϕ′i (x)
)2

dx=

=

∫ ih

(i−1)h

(
1
h

)2
dx+

∫ (i+1)h
ih

(

−1
h

)2
dx= 2

h

Si j = i − 1 :
∫ 1/2
0

ϕ′i (x)ϕ′i−1(x)dx=
∫ ih

(i−1)h

(

−1
h

) (
1
h

)

dx= −1
h

Si j = i + 1 :
∫ 1/2
0

ϕ′i (x)ϕ′i+1(x)dx=
∫ (i+1)h
ih

(

−1
h

) (
1
h

)

dx= −1
h

Si i , j, j , i − 1 y j , i + 1 tenemos que
∫ 1/2
0

ϕ′i (x)ϕ′j(x)dx = 0 porqueϕ′i y ϕ′j tienen

soporte disjunto.

Ahora śı podemos ver la igualdad:
n−1∑

i=1

n−1∑

j=1
uiu j

∫ 1/2
0

ϕ′i (x)ϕ′j(x)dx= 2
h |u1|2 − 1

hu1u2 − 1
hu2u1 +

2
h |u2|2−

−1
hu2u3 − 1

hu3u2 + . . . − 1
hun−1un−2 +

2
h |un−1|2 =

=
2
h

n−1∑

i=1
|ui |2 − 1

h

n−1∑

i=1
2Re(uiui+1) =

por (C.3)

n−1∑

i=0

|vi+1 − vi |2
h

= 〈Ahuh,uh〉h

3.
n−1∑

i=1

n−1∑

j=1
uiu j

∫ 1/2
0

R2σ(x)ϕi(x)ϕ j(x)dx= 〈D(EhR)uh,uh〉h +O(h)

Distinguimos los siguientes casos:
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Si i = j : comoϕ2
i (x) > 0 en((i − 1) h, (i + 1) h) sabemos que existeξi ∈ ((i − 1) h, (i + 1) h)

tal que
∫ (i+1)h
(i−1)h

R2σ(x)ϕ2
i (x)dx= R2σ(ξi)

∫ (i+1)h
(i−1)h

ϕ2
i (x)dx=

=
2
3hR2σ(ξi) = 2

3h
[

R2σ(ih) +
(

R2σ
)′

(ξ̃i)(ξi − ih)
]

Hicimos Taylor enih, aśı ξ̃i ∈ (ξi , ih) ó ξ̃i ∈ (ih, ξi) . Notar que|ξi − ih| < h.

Si j = i − 1 : Comoϕi(x)ϕi−1(x) > 0 en((i − 1) h, ih) sabemos que existeϑi ∈ ((i − 1) h, ih)

tal que
∫ ih

(i−1)h
R2σ(x)ϕi(x)ϕi−1(x)dx= R2σ(ϑi)

∫ ih

(i−1)h
ϕi(x)ϕi−1(x)dx=

=
h
6R2σ(ϑi) = h

6

[

R2σ(ih) +
(

R2σ
)′

(ϑ̃i)(ϑi − ih)
]

Hicimos Taylor en (i − 1)h, aśı ϑ̃i ∈ (ϑi , ih) . Notar que|ϑi − (i − 1)h| < h.

Si j = i + 1 : Comoϕi(x)ϕi+1(x) > 0 en(ih, (i + 1) h) sabemos que existeζi ∈ (ih, (i + 1) h)

tal que
∫ (i+1)h
ih

R2σ(x)ϕi(x)ϕi+1(x)dx= R2σ(ζi)
∫ (i+1)h
ih

ϕi(x)ϕi−1(x)dx= h
6R2σ(ζi) =

=
h
6

[

R2σ(ih) +
(

R2σ
)′

(ζ̃i)(ζi − ih)
]

Hicimos Taylor enih, aśı ζ̃i ∈ (ih, ζi) . Notar que|ζi − ih| < h.

Si i , j, j , i − 1 y j , i + 1 tenemos que
∫ 1/2
0

R2σ(x)ϕi(x)ϕ j(x)dx= 0 porqueϕi y ϕ j tienen

soporte disjunto.

Ahora śı veamos la igualdad:
n−1∑

i=1

n−1∑

j=1
uiu j

∫ 1/2
0

R2σ(x)ϕi(x)ϕ j(x)dx=

=
2
3hR2σ(h) |u1|2 + h

6R2σ(h)u1u2 +
h
6R2σ(h)u2u1 +

2
3hR2σ(2h) |u2|2+

+
h
6R2σ(2h)u2u3 +

h
6R2σ(2h)u3u2 +

2
3hR2σ(3h) |u3|2 + h

6R2σ(3h)u3u4+

+ . . . + h
6R2σ((n− 3)h)un−2un−3 +

2
3hR2σ((n− 2) h) |un−2|2+

+
h
6R2σ((n− 2)h)un−2un−1 +

h
6R2σ((n− 2)h)un−1un−2+

+
2
3hR2σ((n− 1) h) |un−1|2 +

n−1∑

i=1

2
3h

((

R2σ
)′

(ξ̃i)(ξi − ih)
)

|ui |2+

+

n−1∑

i=1

h
6

((

R2σ
)′

(ϑ̃i)(ϑi − (i − 1)h)
)

uiui−1 +
n−1∑

i=1

h
6

((

R2σ
)′

(ζ̃i)(ζi − ih)
)

uiui+1 =

=

n−1∑

i=1

hR2σ(ih) |ui |2

︸               ︷︷               ︸

=〈D(EhR)uh,uh〉h

+
h
3

n−1∑

i=1
R2σ(ih)

(

Re(uiui+1) − |ui |2
)

+

+

n−1∑

i=1

2
3h

((

R2σ
)′

(ξ̃i)(ξi − ih)
)

|ui |2+
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+

n−1∑

i=1

h
6

((

R2σ
)′

(ϑ̃i)(ϑi − (i − 1)h)
)

uiui−1+

+

n−1∑

i=1
h1

6

(

R2σ
)′

(ζ̃i)(ζi − ih)uiui+1 = 〈D(EhR)uh,uh〉h +O(h)

En la última expresíon estamos afirmando que losúltimos t́erminos son unaO (h) . Verifiquemos

esto.

h
3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

n−1∑

i=1
R2σ(ih)

(

Re(uiui+1) − |ui |2
)
∣
∣
∣
∣
∣
∣
≤

0≤R(x)≤C

≤ h
3

n−1∑

i=1

∣
∣
∣
∣

(

Re(uiui+1) − |ui |2
)∣∣
∣
∣ =

h
3

n−1∑

i=1
|(Re(uiui+1) − Re(uiui))| =

=
h
3

n−1∑

i=1
|(Re(ui (ui+1 − ui)))| ≤ h

3

n−1∑

i=1
|ui | |ui+1 − ui | =

=
h
3

n−1∑

i=1
|ui | |ui+1 − ui | ≤ h

6

(
n−1∑

i=1
|ui |2

)1/2 (
n−1∑

i=1
|ui+1 − ui |2

)1/2

=

=
h
6

(
n−1∑

i=1
h |ui |2

)1/2 (
n−1∑

i=1

|ui+1−ui |2
h

)1/2

=
h
6 |uh|h

∣
∣
∣u′h

∣
∣
∣
h
≤ O(h)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

n−1∑

i=1

2
3h

((

R2σ
)′

(ξ̃i)(ξi − ih)
)

|ui |2
∣
∣
∣
∣
∣
∣
≤

≤ 2
3h

n−1∑

i=1

∣
∣
∣
∣

(

R2σ
)′

(ξ̃i)
∣
∣
∣
∣ |ξi − ih| |ui |2 ≤ 2

3hM
n−1∑

i=1
h |ui |2 = 2

3hM |uh|2h ≤ O(h)
∣
∣
∣
∣
∣
∣

h
6

n−1∑

i=1

((

R2σ
)′

(ϑ̃i)(ϑi − (i − 1)h)
)

uiui−1 +
((

R2σ
)′

(ζ̃i)(ζi − ih)
)

uiui+1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
≤

≤ h2

6 M
n−1∑

i=1
(|ui | |ui−1| + |ui | |ui+1|) ≤ h2

6 M





(
n−1∑

i=1
|ui |2

)1/2 (
n−1∑

i=1
|ui−1|2

)1/2

+

+

(
n−1∑

i=1
|ui |2

)1/2 (
n−1∑

i=1
|ui+1|2

)1/2
 ≤ h

3M |uh|2h ≤ O(h)

Ahora podemos comprobar queRa(uh,h) − R(Uh(uh)) →
h→0+

0

Ra(uh,h) − R(Uh(uh)) =

=
〈Ahuh,uh〉h − 〈D(EhR)uh,uh〉h +O(h)

|uh|2h − h2

6

∣
∣
∣u′h

∣
∣
∣
2
h

− 〈Ahuh,uh〉h − 〈D(Rh)uh,uh〉h
|uh|22,h

=

=

− 〈D(EhR)uh,uh〉h |uh|22,h + |uh|22,h O(h) + 〈Ahuh,uh〉h h2

6

∣
∣
∣u′h

∣
∣
∣
2
h
+

(

|uh|2h − h2

6

∣
∣
∣u′h

∣
∣
∣
2
h

)

|uh|22,h
+ |uh|2h 〈D(Rh)uh,uh〉h − h2

6

∣
∣
∣u′h

∣
∣
∣
2
h
〈D(Rh)uh,uh〉h

=

=

〈(D(Rh) − D(EhR)) uh,uh〉h |uh|22,h +O(h) +O(h2)
(

|uh|2h − h2

6

∣
∣
∣u′h

∣
∣
∣
2
h

)

|uh|22,h
→

h→0+
0
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esto se debe a queD(Rh) − D (EhR) →
h→0+

0 por la proposicíon (4.3.2), aśı

Ra(uh,h) − R(Uh(uh)) →
h→0+

0.



Apéndice D

Demostraciones y propiedades en KG

D.1. Existencia de soluciones y convergencia

D.1.1. Demostracíon del teorema (5.1.1)

Justifiquemos las afirmaciones de la demostración, (ver ańalogo en [13] pag 6-10).

1. Γ : XT,R→ XT,R. Para esto debemos probar que si(ϕ, ψ) ∈ XT,R entoncesΓ (ϕ, ψ) (t) ∈ XT,R :

a) JA : H1 × L2→ L2 × H−1

b) ‖JA‖ ≤ 1 porque
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

JA





ϕ

ψ





∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

L2×H−1

=

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥





0 I

−I 0









−∂2
xϕ

ψ





∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

L2×H−1

=

=

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥





ψ

∂2
xϕ





∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

L2×H−1

= ‖ψ‖L2 +

∥
∥
∥∂2

xϕ
∥
∥
∥

H−1 ≤ ‖ψ‖L2 + ‖ϕ‖H1

Para estóultimo recordemos que
∥
∥
∥∂2

xϕ
∥
∥
∥

H−1 = sup
‖w‖H1

〈

∂2
xϕ,w

〉

L2

que se obteńıa de la siguiente manera
∣
∣
∣
∣

〈

∂2
xϕ,w

〉

L2

∣
∣
∣
∣ =

∣
∣
∣

∫

ϕxxw dx
∣
∣
∣ =

∣
∣
∣−

∫

ϕxwx dx
∣
∣
∣ =

∣
∣
∣〈ϕx,wx〉L2

∣
∣
∣ ≤ ‖ϕx‖L2 ‖wx‖L2

entonces
∥
∥
∥∂2

xϕ
∥
∥
∥

H−1 ≤ ‖ϕx‖L2 ≤ ‖ϕ‖H1

c)

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

S (t)





ϕ

ψ





∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

H1×L2

= ‖(ϕ, ψ)‖H1×L2

porqueS (t) es un operador unitario.

d) ‖V′ (ϕ) (τ)‖2L2 =

b∫

a
(V′(ϕ))2 (τ) dτ =

V′(0)=0

b∫

a
(V′(ϕ) − V′(0))2 (τ) dτ =

=

b∫

a

(

V
′′
(ξ)ϕ

)2
(τ) dτ ≤ K2 ‖ϕ‖22

111
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Veamos los detalles. Usamos queϕ y V′′ ∈ C[a,b], aśı ∃ m(t) = mı́n
a≤x≤b

(ϕ(t, x)) ≤ ϕ(t, x) ≤
máx
a≤x≤b

(ϕ(t, x)) = M(t), por lo tanto existeK(t) = máx
m(t)≤z≤M(t)

|V′′(z)| , y comom(t) ≤ ξ(t) ≤ M(t)

entonces
∣
∣
∣V
′′
(ξ)

∣
∣
∣ ≤ K(t).

e) ‖Γ (ϕ, ψ) (t) − S (t) (ϕ0, ψ0)‖ =
∥
∥
∥
∥

∫ t

0
S (t − τ) (0,V′ (ϕ)) (τ) dτ

∥
∥
∥
∥

H1×L2
≤

≤
∫ t

0 ‖S (t − τ)‖ ‖(0,V′ (ϕ)) (τ)‖H1×L2 dτ ≤
∫ t

0 ‖V
′ (ϕ) (τ)‖L2 dτ ≤

≤
∫ t

0

(

K ‖ϕ‖L2
)
(τ) dτ ≤

∫ t

0
K (τ)

(

R+ ‖S (τ) (ϕ0, ψ0)‖H1×L2
)

dτ ≤
≤

∫ t

0
K (τ)

(

R+ ‖S (τ)‖ ‖(ϕ0, ψ0)‖H1×L2
)

dτ ≤
≤

∫ t

0
K (τ)

(

R+ ‖(ϕ0, ψ0)‖H1×L2
)

dτ ≤ R
∫ t

0
K (τ) dτ + ‖(ϕ0, ψ0)‖H1×L2

Al pedir que estéultimo miembro sea menor queRse obtiene un valor deT.

2. Podemos elegir̃T para el queΓ sea una contracción enXT̃,R

‖Γ (ϕ1, ψ1) (t) − Γ (ϕ2, ψ2) (t)‖ =

=

∥
∥
∥
∥

∫ t

0
S (t − τ) (0,V′ (ϕ1) − V′ (ϕ2)) (τ) dτ

∥
∥
∥
∥

H1×L2
≤

≤
∫ t

0 ‖V
′ (ϕ1) − V′ (ϕ2)‖L2 dτ ≤

∫ t

0
K(τ) ‖ϕ1 − ϕ2‖L2 (τ)dτ ≤

≤
∫ t

0
K (τ)

(

2R+ 2‖S (τ) (ϕ0, ψ0)‖H1×L2
)

dτ ≤

≤ 2
(

R
∫ t

0
K (τ) dτ + ‖(ϕ0, ψ0)‖H1×L2

)

D.1.2. Demostracíon del teorema (5.1.2)

Teńıamos que
∫

ϕ2 (x, t) dx≤ 2
[

‖ϕ0‖2 + t2 (H (ϕ0, ψ0) +m)
]

y queremos tener una estimación de la forma

‖(ϕ, ψ)‖H1×L2 ≤ 2‖ϕ0‖H1 +

(

2t2 + 1
) (

m+ F
(‖(ϕ0, ψ0)‖H1×L2

))

Veamos esto:

‖(ϕ, ψ)‖H1×L2 = ‖ϕ‖2L2 + ‖ϕx‖2L2 + ‖ψ‖2L2 ≤ ‖ϕ‖2L2 + (H (ϕ0, ψ0) +m) ≤
≤ (H (ϕ0, ψ0) +m) + 2‖ϕ0‖2 + 2t2 (H (ϕ0, ψ0) +m) =

= 2‖ϕ0‖2 +
(

2t2 + 1
)

(H (ϕ0, ψ0) +m)

Pero necesitamos que estaúltima cota dependa de‖(ϕ0, ψ0)‖H1×L2 y no delH (ϕ0, ψ0) (porque no

sabemos exactamente como es esta cantidad). Para poder obtener una cotaque solo dependa de‖(ϕ0, ψ0)‖
vamos a usar un argumento que sólo sirve en el caso periódico y es el siguiente

Sabemos que

H (ϕ, ψ) =
1
2
‖ϕx‖2L2 +

1
2
‖ψ‖2L2 +

1∫

0

V(ϕ)dx
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y si ϕ ∈ H1 fijo, entonces

‖ϕ‖∞ ≤ C ‖ϕ‖1/2
L2 ‖ϕx‖1/2L2 = R

entonces si llamamosM(R) = máx
0≤|z|≤R

|V (z)| tenemos

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1∫

0

V(ϕ)dx

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

≤
1∫

0

M(R)dx= M(R)

dondeR depende de‖ϕ‖H1 , y por lo tanto si(ϕ, ψ) ∈ H1 × L2 entonces

H (ϕ, ψ) ≤ 1
2
‖ϕx‖2L2 +

1
2
‖ψ‖2L2 + M(R) =: F(‖(ϕ, ψ)‖H1×L2)

D.2. Klein-Gordon con no linealidad potencial

D.2.1. Condiciones de ortogonalidad

Buscamos condiciones sobre las partes reales e imaginarias de las perturbación w(x, t) y z(x, t) de

(5.9) para que exista un valorγ ∈ [0,2π) que realice la distancia en (5.8) de una solución(ϕ, ψ) a laórbita

deG(R,iER), es decir

ρ2
E
(
(ϕ, ψ) ,G(R,iER))

)

= ı́nf
γ∈[0,2π)

{

1
2

(∫ 1

0

∣
∣
∣ϕ eiγ − R

∣
∣
∣
2
+

∣
∣
∣ϕx eiγ − R′

∣
∣
∣
2
+

∣
∣
∣ψ eiγ − iER

∣
∣
∣
2
)

+ E Im
∫ 1

0

(

ϕ eiγ − R
) (

ψ eiγ − iER
)

}

(D.1)

Para esto calculamos la derivada variacional, perturbandoγ, y lo igualamos a 0 (condición de ḿınimo).

La condicíon resultante es la misma que en la ecuación de Schr̈odinger

〈

R2σ+1, v
〉

= 0

Para verificar esto en primer lugar hagamos el cálculo de minimizacíon en cada t́ermino de (D.1)

donde usamos las igualdades

ϕ(t)eiγ
= R(x) + u(x, t) + iv(x, t)

ψ(t)eiγ
= iER(x) + p(x, t) + iq(x, t)

1. d
dε

[
∫ 1
0

∣
∣
∣ϕei(γ+ε) − R

∣
∣
∣
2

dx
]∣∣
∣
∣
∣
ε=0
=

d
dε

[〈

ϕei(γ+ε) − R, ϕei(γ+ε) − R
〉]∣∣
∣
∣
ε=0
=

= −i
[〈

ϕ eiγ,R
〉

−
〈

R, ϕ eiγ
〉]

= −i2i Im
〈

ϕ eiγ,R
〉

=

= 2 Im 〈R+ u+ iv,R〉 = 2 〈R, v〉 .
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Aśı tenemos
d
dε

[∫ 1

0

∣
∣
∣ϕei(γ+ε) − R

∣
∣
∣
2

dx

]∣
∣
∣
∣
∣
∣
ε=0

= 2 〈R, v〉

2. d
dε

[
∫ 1
0

∣
∣
∣ϕxei(γ+ε) − R′

∣
∣
∣
2

dx
]∣∣
∣
∣
∣
ε=0
=

d
dε

[〈

ϕxei(γ+ε) − R′, ϕxei(γ+ε) − R′
〉]∣∣
∣
∣
ε=0
=

= −i
[〈

ϕxeiγ,R′
〉

−
〈

R′, ϕxeiγ
〉]

= i
[

−2i Im
〈

R′, ϕxeiγ
〉]

=

= 2 Im 〈R′,R′ + ux + ivx〉 = 2 〈R′, vx〉 = −2 〈R′′, v〉

Aśı tenemos
d
dε

[∫ 1

0

∣
∣
∣ϕxe

i(γ+ε) − R′
∣
∣
∣
2

dx

]∣
∣
∣
∣
∣
∣
ε=0

= −2
〈

R′′, v
〉

3. d
dε

[
∫ 1
0

∣
∣
∣ψei(γ+ε) − iER

∣
∣
∣
2

dx
]∣∣
∣
∣
∣
ε=0
=

d
dε

[〈

ψei(γ+ε) − iER, ψei(γ+ε) − iER
〉]∣∣
∣
∣
ε=0
=

= −i
[〈

ψeiγ, iER
〉

−
〈

iER, ψeiγ
〉]

= −2 Im
〈

iER, ψeiγ
〉

= −2E Im i 〈R, p+ iq〉 = −2E 〈R, p〉

Aśı tenemos
d
dε

[∫ 1

0

∣
∣
∣ψei(γ+ε) − iER

∣
∣
∣
2

dx

]∣
∣
∣
∣
∣
∣
ε=0

= −2E 〈R, p〉

4. d
dε

[

Im
∫ 1
0

(

ϕei(γ+ε) − R
) (

ψei(γ+ε) − iER
)

dx
]∣∣
∣
∣
∣
ε=0
=

=
d
dε Im

[〈

ϕei(γ+ε) − R, ψei(γ+ε) − iER
〉]∣∣
∣
∣
ε=0
=

= Im
(

−
〈

iϕeiγ, iER
〉

−
〈

R, iψeiγ
〉)

= Im
(

−E
〈

ϕeiγ,R
〉

+ i
〈

ψeiγ,R
〉)

=

= Im (−E 〈R+ u+ iv,R〉 + i 〈p+ iq,R〉) = −E 〈v,R〉 + 〈p,R〉

Aśı tenemos

d
dε

[

Im
∫ 1

0

(

ϕei(γ+ε) − R
) (

ψei(γ+ε) − iER
)

dx

]∣
∣
∣
∣
∣
∣
ε=0

= 〈R, p〉 − E 〈R, v〉

Ahora śı podemos hallar la condición de ortogonalidad
d
dε

{

1
2

∫ 1
0

[∣
∣
∣ϕei(γ+ε) − R

∣
∣
∣
2
+

∣
∣
∣ϕxei(γ+ε) − R′

∣
∣
∣
2
+

∣
∣
∣ψei(γ+ε) − iER

∣
∣
∣
2
]

dx+

+E Im
∫ 1
0

[(

ϕei(γ+ε) − R
) (

ψei(γ+ε) − iER
)
]}∣∣

∣
∣
∣
ε=0
=

= 〈R, v〉 − E 〈R, p〉 − 〈R′′, v〉 − E2 〈R, v〉 + E 〈R, p〉 =
〈

−R′′ +
(

1− E2
)

R, v
〉

=

=

〈

R2σ+1, v
〉

estoúltimo se verifica por serRsolitón.

D.2.2. Ćalculo de la primera y de la segunda variacíon deE

Aqúı desarrollamos el ćalculo de la primera y de la segunda variación del funcional de LyapunovE
en el solit́on del sistema(R, iER) .
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Primera variaci ón

La E(ϕ, ψ) es una funcíon de dos variables, por lo que debemos calcular las distintas derivada direc-

cionales parciales.

1. ∂E
∂ϕ

[

ϕ, ψ
]
(w, z) = ∂

∂εE
[

ϕ + εw, ψ
]∣∣
∣
ε=0 =

=
∂
∂ε

[∫ (
1
2 |ψ|

2
+

1
2 |ϕx + εwx|2 + 1

2 |ϕ + εw|
2 − 1

2(σ+1) |ϕ + εw|
2σ+2

)

dx+

+E Im
∫

(ϕ + εw) ψ̄dx
]∣∣
∣
∣
ε=0

de donde

∂E
∂ϕ

[

ϕ, ψ
]
(w, z) = Re

∫
(

ϕxw̄x + ϕw̄+ |ϕ|2σ Re(ϕw̄)
)

dx+ E Im
∫

wψ̄dx (D.2)

Ahora recordemos queR(x) es una funcíon que devuelve valores reales y veamos el caso particular

en que(ϕ, ψ) = (R, iER) , w = u+ iv y z= p+ iq

∂E
∂ϕ [R, iER] (u+ iv, p+ iq) =

= Re
∫ (

R′ (ux − ivx) + R(u− iv) + R2σ+1u
)

dx+ E Im
∫

(u+ iv) (−iER) dx=

=

∫ (

R′ux + Ru+ R2σ+1u
)

dx− E2
∫

Rudx=

=

∫ (

−R′′ +
(

1− E2
)

R+ R2σ+1
)

udx= 0, por lo tanto

∂E
∂ϕ

[R, iER] ≡ 0

2. ∂E
∂ψ

[

ϕ, ψ
]
(w, z) = ∂

∂εE
[

ϕ, ψ + εz
]∣∣
∣
ε=0 =

=
∂
∂ε

[∫ (
1
2 |ψ + εz|

2
+

1
2 |ϕx|2 + 1

2 |ϕ|
2 − 1

2(σ+1) |ϕ|
2σ+2

)

dx+ E Im
∫

ϕ
(

ψ̄ + εz̄
)

dx
]∣∣
∣
∣
ε=0

de donde
∂E
∂ψ

[

ϕ, ψ
]
(w, z) = Re

∫

ψz̄dx+ E Im
∫

ϕz̄dx (D.3)

De nuevo veamos el caso particular en que
[

ϕ, ψ
]

= (R, iER) , y las perturbaciones sonw = u+ iv

y z= p+ iq

∂E
∂ψ [R, iER] (u+ iv, p+ iq) = Re

∫

(iER(p− iq)) dx+ E Im
∫

R(p− iq) dx=

=

∫

ERqdx− E
∫

Rqdx= 0

Por lo tanto
∂E
∂ψ

[R, iER] ≡ 0

Por lo tanto tenemos que(R, iER) es un punto crı́tico del funcionalE.
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Segunda variacíon

Calculamos las derivadas parciales de segundo orden en el solitón (R, iER)
∂2E
∂ϕ2 [R, iER] (w, z) , ∂2E

∂ψ∂ϕ [R, iER] (w, z) , ∂
2E
∂ψ2 [R, iER] (w, z) y ∂2E

∂ϕ∂ψ [R, iER] (w, z)

1. ∂2E
∂ϕ2 [R, iER] (w,w) =

∂

∂ε
[ ∂E∂ϕ (R+ εw, iER) (w)]

∣
∣
∣
∣
∣
ε=0
=

=
∂

∂ε

[

Re
∫ (

(R′ + εw′) w̄′ + (R+ εw) w̄+ |R+ εw|2σ Re((R+ εw) w̄)
)

dx+

= +E Im
∫

w (−iER) dx
]∣∣
∣
∣
ε=0
=

= Re
∫ (

|w′|2 + |w|2 + 2σR2σ Re(w) w̄+ R2σ |w|2)
)

dx

Si lo evaluamos enw = u+ iv y z= p+ iq, nos queda

∂2E
∂ϕ2 [R, iER] (u+ iv,u+ iv) =

= Re
∫ (

u2
x + v2

x + u2
+ v2
+ 2σR2σ

(

u2 − iuv
)

+ R2σ
(

u2
+ v2

))

dx=

=

∫

u2
x + v2

x + u2
+ v2
+ 2σR2σu2

+ R2σ
(

u2
+ v2

)

dx=

=

∫

u2
x + u2

+ (2σ + 1) R2σu2dx+
∫

v2
x + v2

+ R2σv2dx=

=

∫

u2
x +

(

1− E2
)

u2
+ (2σ + 1) R2σu2dx+

∫

v2
x +

(

1− E2
)

v2
+ R2σv2dx+ E2

∫ (

u2
+ v2

)

dx=

=
〈

Lσ+u,u
〉

+
〈

Lσ−v, v
〉

+ ‖Eu‖22 + ‖Ev‖22
Donde

〈

Lσ+u,u
〉

=

〈

−uxx+
(

1− E2
)

u− (2σ + 1) R2σu,u
〉

〈

Lσ−v, v
〉

=

〈

−vxx+
(

1− E2
)

v− R2σv, v
〉

2. ∂2E
∂ψ∂ϕ [R, iER] (w, z) =

∂

∂ε
[ ∂E∂ψ (R, iER+ εz) (w)]

∣
∣
∣
∣
∣
ε=0
=

=
∂

∂ε

[

Re
∫ (

R′w̄′ + Rw̄+ R2σ Re(Rw̄)
)

dx+ E Im
∫

w (−iER+ εz̄) dx
]
∣
∣
∣
∣
∣
ε=0
=

= E Im
∫

wz̄dx

Si lo evaluamos enw = u+ iv y z= p+ iq, nos queda

∂2E
∂ψ∂ϕ [R, iER] (u+ iv, p+ iq) = E Im

∫

(u+ iv) (p− iq) dx= E
∫

(vp− uq) dx

3. ∂2E
∂ϕ∂ψ [R, iER] (z,w) =

∂

∂ε
[ ∂E∂ϕ (R+ εw, iER) (z)]

∣
∣
∣
∣
∣
ε=0
=

=
∂

∂ε

[

Re
∫

(iERz̄) dx+ E Im
∫

(R+ εw) z̄dx
]
∣
∣
∣
∣
∣
ε=0
= E Im

∫

wz̄dx

Queda igual que en el caso anterior. Si lo evaluamos enw = u+ iv y z= p+ iq, nos queda

∂2E
∂ϕ∂ψ [R, iER] (u+ iv, p+ iq) = E

∫

(vp− uq) dx
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4. ∂2E
∂2ψ

[R, iER] (z, z) =
∂

∂ε
[ ∂E∂ψ (R, iER+ εz) (z)]

∣
∣
∣
∣
∣
ε=0
= Re

∫

ψz̄dx+ E Im
∫

ϕz̄dx

=
∂

∂ε

[

Re
∫

(iER+ εz) z̄dx+ E Im
∫

Rz̄dx
]
∣
∣
∣
∣
∣
ε=0
= Re

∫

|z|2 dx=
∫

|z|2 dx

Si lo evaluamos enw = u+ iv y z= p+ iq, nos queda

∂2E
∂2ψ

[R, iER] (p+ iq, p+ iq) =
∫ (

p2
+ q2

)

dx= ‖p+ iq‖22
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