EXISTENCIA DE SOLUCIONES

PARA UN PROBLEMA DE SCHRODINGER-POISSON

Resumen:En este trabajo tomaremos en cuenta el problema de Cauchy para la ecuacién de
Schrodinger—Poissardiu = —42u + V(u) u — f(|u?) u, dondef representa una interaccion local
no lineal (tomaremos en cuenta tanto el caso repullsivd como el caso atractivb < 0),V es la
solucién particular de la ecuacion de Poisson dadaper1/2|x|+(C—|uf?)y C € CZ es el perfil
de dopaje, das impurezasDemostraremos que el problema esta localmente bien planteado en los
espacios de Sobole¥ := {¢ € HS(R) : [(1+x?)Y2|¢|? < oo}, cualquiera sea> 1; ello significa:
existencia local, unicidad y continuidad de la solucion con respecto al dato inicial. A continua-
cion, introducimos un funcional de energia y exhibimos algunas leyes de conservacién que nos
permitirdn obtener estimacionagriori. En el caso atractivo, tales estimaciones son validas para
f € C®; no obstante, en el caso repulsiffo>- 0 asumiremos que el exponente dessubcriti-
co. De estas hipotesis sobfetales estimaciones permiten demostrar la existencia de soluciones
globales. Pasamos, luego, a un problema variacional y mostramos que la restriccion de la energia
a una esfera de? tiene un minimo e siempre que el radio no supere un vatoitico; mas
aun, demostramos que para radios mayores que elardioo la energia no esta acotada inferior-
mente. Luego mostramos que tanto en el aafiaco como en ekubcriticoel minimo resulta ser
un estado fundamental para el problema de Cauchy (dado que los estados fundamentales permiten
construir soluciones globales tendremos que hacer las mismas consideraciones sobre el exponente
de f). Ademéas demostramos que el vatwitico esta dado por la carga total de las impurezas e
incluimos una breve discusién acerca de la relevancia fisica que tiene este fenémeno. Finalmente,
retomamos el problema de evolucion y mostramos que pard la solucion presenta un efecto
regularizante que es local en el espacio y en el tiempo; mas precisamente, en este problema la
soluciéon gana, localmente en el espacio y en el tiempo, media derivada.

Palabras claves Schrodinger—Poisson; estados fundamentales; hipétesis de neutralidad; buen
planteo; leyes de conservacion; efecto regularizante.



I



EXISTENCE OF SOLUTIONS

FOR A SCHRODINGER-POISSON PROBLEM

Abstract: In this work we take under consideration the Cauchy problem for the Schrodinger—
Poisson type equatiomu = —d2u + V(u)u — f(Ju?®) u, where f represents a local nonlinear
interaction (we take into account both attractive and repulsive modéls)taken as a suitable
solution of the Poisson equationV: = 1/2|x| = (C— |u|2), C € C¢ is the doping profile, or
impurities We show that this problem is locally well posed in the weighted Sobolev sgdces
HS(R) N LA(R) for all s> 1, whereL2(R) := {¢ € L2(R) : [ u(x)l¢l? < eo} andu(X) := (1+ X312,
which means : local existence, uniqueness and continuity of the solution with respect to the initial
data. We then introduce a well defined energy functional and show some conservation laws which
leads taa priori estimates that are valid fdre C* in the attractive case ; however,fif> 0 such
estimates are valid by assuming the exponentt f subcritical So, under suitable assumptions
on f, we use this estimates to show the existence of global solutions. We turn to a variational
problem and show that the restriction®to a sphere i has attainable minimum which belong
toHIN Lﬁ provided the radius not exceed soaniical value; moreover, it is shown that for values
of the radius greater than thisitical value, energy is not bounded from below. We then show that
both in thecritical andsubcriticalinstances the minimum is a ground state of the Cauchy problem
(since, ground states yield global solutions same assumptiohsloall be made). In addition, we
show that thigcritical value is the total charge given by the impurities, and we briefly discuss the
physical relevance of this phenomenon. Finally, and resuming the evolution problem, we establish
that fors > 1 local in time and space smoothinfjexts are present in the solution ; more precisely,
in this problem there is locally a gain of half a derivative.

Keywords: Schrodinger—Poisson; ground states; neutrality assumption; well-posedness; con-
servation laws; smoothingfect.
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1 Introduccion

1.1. Preliminares
En este trabajo tomaremos en cuenta el problema de Cauchy para la ecuacion de Schrédinger

i ou = —02u+V(uu- f(u?)u (1.1)

u(x, 0) = ¢(x), XeR, (1.2)
acoplada con la ecuacion de Poisson
92V =C—u?, XeR. (1.3)

Aqui f representa un modelo no lineal para la interaccion entre las cargas. Tipicamemnte, para
interacciones repulsivas, la elecciénfés) = r“ no obstante los resultados son presentados en
un contexto mas general. El perfil de dopaje, también llantasiémpurezassta representado
por C; asumiremos, como es habitual, que es una funcién regular con soporte compacto. Debido
a que las soluciones fundamentales de la ecuacion de Poisson en toda la recta no estan acotadas,
el decaimiento, la regularidad y la acotacién del término no I¥¢a) u dependen de una buena
eleccién dev, mas precisamente, del potencial Newtoniano. Dado que la energia juega un papel
relevante en este problema, tanto desde el punto de vista matematico como fisico, y dado que
ciertas propiedades de la energia requieren un potencial Newtoniano simétrico; citemos, por caso,
la conservacion de la energia (ver Lema 3.3.1) y la posibilidad de construir estados fundamentales
a partir de los minimos de la energia (ver Lema 4.2.1) tomaremos en cuenta la siguiente solucion
del problema de Poisson

_ x| 2
V_E*@—M), (1.4)
gue es la que se obtiene al considerar la siguiente condicién de configivip:co) < 0 <

ax V(+00) .

Estudiaremos el buen planteo del problema (1.1)—(1.3) en los espacios de SaB@EwnN
L2(R), dondeLZ(R) := {p € L? : [ulpf? < oo}, u(x) = (L + x})¥?y s > 1. Esto significa:
existencia local, unicidad y continuidad de la solucion con respecto al dato inicial.

En los dltimos veinte afios las ecuaciones de Schrédinger no lineales han recibido un gran
impulso debido fundamentalmente a sus aplicaciones en Optica no lineal, ver [19, 24], y en el
campo de la mecanica cuéntica, ver [15, 20].

Desde el punto de vista matematico la ecuacion de Schroédinger aparece como un problema de-
licado puesto que posee una mezcla de las propiedades que tienen tanto las ecuaciones parabdlicas
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como las hiperbdlicas. En efecto, se trata de una ecuaasineversible, tiene leyes de conserva-

cion e incluso algunas propiedades dispersivas como la ecuacién de Klein—-Gordon —no obstante,
en la ecuacién de Schrodinger, la velocidad de propagacién es infinita—. Por otro lado, comparte
con las ecuaciones parabdlicas una especie de efecto regularizante; sin embargo, la reversibilidad
temporal evita que el semigrupo generado sea analitico.

El problema de evolucion para la ecuacion de Schroédinger con una interaccion local no lineal
fue estudiado por J. Ginibre y G. Velo, ver [12], quienes plantean el problema en los espacios de
SobolevHS(RN) y muestran que, bajo adecuadas hipétesis sobre la interafcéxisten solu-
ciones globales cuando> N/2 y N < 7. La teoria enH! esta profundamente desarrollada en
Cazenave, [6]. En ese trabajo y por medio de metddos estandar de punto fijo —expresion integral
de Duhammel, inmersiones de Sobolev, interpolacion, etc.— se prueba el buen pIanteoHﬂcal en
de la ecuacién de Schrddinger con interacciones locales bastante generales y con interacciones
no locales del tipo Hartree, es decir, donde el potencial esta dadé(ppe W = |uj, para un
nucleoW que satisfac®V € LP + L*; asimismo, empleando leyes de conservacion y estimaciones
a priori se obtienen resultados de existencia global. Cabe destacar que en nuestro caso el acople
con la ecuacién de Poisson produce un potentigara el cual las condiciones anteriores no son
validas (el correspondiente nuclébno esta acotado).

Entre las interacciones locales resulta de especial interés ef gso= |u*” u. Para este tipo
de interaccion, Glassey demostro, ver [11], que para 2/N existen soluciones que explotan
en tiempo finito. En el caso criticd = 2/N Weinstein, ver [28], establece una condicion sufi-
ciente para que existan soluciones globales, tal condicion est4 expresada en términos del estado
fundamental que se obtiene al resolver un problema variacional.

Ahora bien, en circuitos integrados microscopicos la respuesta del dispositivo depende fuer-
temente de los efectos cuanticos; la dinamica del sistema esta gobernada por el Hamiltoniano
cuantico en vez del clasico. Para un estado puro, la correspondiente funcion desatidéace la
ecuacion de Schrédinger

. G
matw:—ﬁaﬁwvlp xeRN, (1.5)

dondeV es el potencial electrostatico. Puede ocurrir que la funcién de onda se presente como una
superposicion de estados puigs}jcv, donde cada uno de los estados satisface la ecuacion de
Schrodinger (1.5). Las magnitudes fisicas relevantes del problemabservablestales como
densidad de carga, densidad de corriente y densidad de energia cinética se expresan, respectiva-
mante, mediante las expresiones:

n0) = > AP, I0)=h ) 4ImwiVe),  KE) =1 Y AV,

dondeAj > O es la probabilidad de encontrar la carga en el estadin tal caso la ecuacion de
Poisson se escribe
AV = -n(X), xeRN.

F. Castella, [7], estudia el sistema de ecuaciones que se obtiene al considerar al estado de la
carga como una superposicion de todos los infinitos estados posibles, donde la no linealidad esta



1.2 Resultados

dada por el acople con la ecuacién de Poisson. Mediante el empleo de apropiadas desigualdades
de Strichartz demuestra que el problema esta bien planteal asimismo, exhibe un tipo de
propiedad regularizante que es diferente de la que tomaremos en cuenta en este trabajo.

Como hemos expresado oportunamente, el hecho de que la ecuacién de Schrédinger presente
efectos regularizantes parece contradecir la reversibilidad temporal, no obstante ambos fenédmenos
son compatibles. De hecho, en el caso lildfeu = —42 u, se sabe que si el dato iniciale L?
entoncesi(t) permanece ehP para casi todg, para cualquiep € [2, +o0), aungue tal resultado no
puede ser cierto patado tiempot. Este es un tipo de efecto regularizante, en tanto las funciones
deLP son mas regulares que laslde Si bien la literatura considera el efecto anterior cayanar
regularidadresulta méas expresivo enunciarlo coperder singularidadnos referiremos a este
tipo de efecto regularizante corada Strichatz El resultado de Castella es, puada Strichatz

Por otro lado, T. Kato demostro, ver [14], que las soluciones de la ecuacion de Korteweg—de
Vries (KdV)

W+ W+ wWdyw =0 xteR (1.6)

satisfacen la desigualdad

T R

f f 10x WX, t)]? dxdt< C(T, R, [w(x, O)ll,2) , (1.7)

-T -R

es decir, en la ecuacion (KdV) la soluciéon gana, localmente en el espacio y en el tiempo, una
derivada.

Resultado similar para el grupo de Schrddin@?i}teR fue establecido simultaneamente por
P. Constantin y J.-C. Saut, ver [9], P. Sj6lin, ver [25] y L. Vega, ver [27]. En tales trabajos se
demuestra que, para un dato inigia¢ L2, se verifica

T R

f f I(1— 8)Y4 €% g2 dxdt< C(TR.lgollL2) (1.8)
R

T -

en este caso la ganancia local es de media derivada.

Mas aun, Ber—Artzi, Klainerman, ver [4], establecieron la validez global, en el espacio y el
tiempo, del resultado anterior. Asimismo, G. Ponce, ver [21], y D. Rial, ver [22], establecieron
resultados similares para la ecuacion de Benjamin—-Ono y para la ecuacién de Schroédinger con
derivada donde la ganacia es de media y de un cuarto de derivada, respectivamente. De todas
maneras, queremos resaltar que en la ecuacion (lineal) de Schrédinger la solucidon gana media
derivada. Es este el tipo de propiedad regularizante la que desarrollaremos en este trabajo, para
distinguirla de la anterior diremasla Kata.

1.2. Resultados

El primer resultado que desarrollamos es el buen planteo local del problema (1.1)—(1.3) en el
espacioH.
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Teorema 3.2.1 Supongamos que & C*(R) y tomemos s> 1. Para cada¢ € H tal que
IIqﬁllf2 < |ICll.2 existen T= T(¢) > 0y una Unica soluciéon maximal @ C((-=T(¢), T(¢)), H) N
CH(-T(¢), T(¢)), HS2) para el problema (1.1)—(1.3). u es maximal en tanto verifica quésa)i ¥
+0co entoncegju(t)|lyy — +oo cuando t— T(¢).

A continuacién mostramos que si la interaccion local tiene exporseiteriticoentonces la
solucién maximal esta definida globalmente.

Teorema 3.4.1 Supongamos que € C*(R) es tal qugf(r)] < r? con0 < o < 2y tomemos
s> 1. Si¢ € H es tal quel|¢>||f2 <|ICll.: entonces [¢) = +co.

Aprovechamos las estimaciones obtenidas a través de la energia para estudiar la existencia de
estados fundamentales. Resultado que se ofrece en los siguientes teoremas, que se refieren respec-
tivamente a los casdgl||?, < ICll. y lglIZ, = IICll,z.

Teoremas 4.3.2 y 4.3.4Supongamos que € C®(R) es tal qugf(r)) <r“con0 <o < 2y
tomemos s 1. Sea S := {¢p € HM : |Igl?, = IICll.» — A} dondeO < A < |ICl|... Entonces existe
o € HWY tal que Hpa) < E(¢) para todog € Sa.

Observacion 1 Del teorema anterior se desprende que la funcigixut) = et ga(X) es un
estado fundamental del problema (1.1)—(1.3), doides el correspondiente multiplicador de
Lagrange.

Observacion 2 Si bien el teorema anterior estd enunciado para 4 los minimos obtenidos y
los correspondientes estados fundamentales son funcichege€ Observaciones 4.3.5y 4.3.15.

Observacion 3 Asimismo demostramos que}leﬂilf2 > ||C||.1 la energia no esta acotada inferior-
mente.

Finalmente, retomamos el problema de evolucion y mostramos que también el caso no lineal
existe un efecto regularizandda Kato. Mas precisamente.

Teorema 5.3.1 Sea (ft) la Unica solucién maximal del problema (1.1)—(1.3) dada por el Teo-
rema 3.2.1 entonces
ue g ((-T.T). H?).

loc

Observacion 4 Este resultado representa una extensién de los anteriores al caso no lineal.

Observacion 5 Asimismo, para & [3/2, 2) resulta que (t) € L@C((—T, T) xR). Esto representa

una significativa mejora del resultado del Teorema 3.2.1 puesto que alli sélo se afirmdtjj«e u
C((-T,T),H%?).



2 Resultados Previos

Dedicaremos este capitulo a la descripcion de los resultados tanto como a la notacién que utili-
zaremos en el resto del trabajo.

2.1

2.1.1.

Notacion

Operadores

Oxu = % Cuando no haya riesgo de confusion, es decir, cuando representemos la derivada

de una funcién, notaremas.

La transformada de Fourief.

TU(K) := F(u)(K) := f u(x) e Z*Kdx (2.1)
Con esta definicién, la antitransformada se escribe de la siguiente manera.
FW(X) = [v(K) €27 *kdk

El potencial de Bessel de ordenJs.
FISU)(K) := (1 + K?)¥2T(K).

El conmutador entre dos operadoreyg B :
[A: B] = AB-BA

2.1.2. Espacios

C'é(R) sera el espacio de funciones, k-veces diferenciables, con soporte compacto en
Co := Cp(R) seré el espacio de funciones continuas que tienden a cero en infinito.
S := S(R) el espacio de Schwartz de las funciones de rapido decaimiento en infinito.

LP := LP(R). Los espacio& P de la recta con k p < . El exponente conjugado gesera

denotadqy’ := prl
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= Cuando consideremos funciones del tiempo con valores en un espacio de Banach, digamos

X, el correspondiente espacio de funciones integrables sera notéidiX) dondel es el
intervalo.

= L2:={peL?: [¢%u < oo}, dondeu(x) := (1 + x*)*2. Eventualmente consideraremos el
espacid} :={p e L' : [pu < oo}.

= B(E, F) denotara el espacio de funciones lineales continuas entre dos espacios delBanach

y F. CuandoE = F escribiremo$B(E).
= Los espacios de Sobolev fraccionaribis.:= {¢ € L? : J5(¢) € L?}.

= H = HN Lﬁ. Dado que en muchas situaciones el espacio corresponiente a eado
resultanatural para el problema, lo distinguiremos mediante la notagih.

= El producto escalar de? como espacio vectori@omplejo sera notadd: ; -).
= El correspondiente producto escalaal sera(-; -} := Re(:; -).

= || - ||s la norma enHs. En particular se tiene que: |l 2 = || - llo, ambas notaciones seran
utilizadas indistintamente.

= || - |Ix la norma enX, un espacio de Banach diferenteld&

= -1 =115+ 1l - >, la norma ert.
M

2.2. Interpolacion
Recopilamos en esta seccion algunos resultados relacionados con interpolacion.

Lema 2.2.1 Desigualdad de Gagliardo—Nirenberg. Ver Cazenave, [6] Th. 2.3.7.
Seanl < p,g,r <oy jmeNtalesqued < j <m. Sif e [j/m, 1] es tal que

E—i_{_g }_T +(1_9)
p N r N q

entonces existe € C(9, p, g, 1, j, m N) tal que para cada & D(RN) se verifica

kel <> kel el

k=] lkl=m

>

Observacion 2.2.1Tomando p=2(c +1), j=0, m=N =1y g=r = 2 obtenemos

20+2 2
U243 < C [19x Ul 752 (2.2)
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El producto anterior puede ser transformado en una suma como lo indica el siguiente lema.

Lema 2.2.2 Sean ab, ¢ € [0, +o0) nimeros cualesquiera. S@a< p < o« y sea p el exponente
conjugado de pEntonces existe &) > Otal que

ab<eaP+C(g)b” .

Observacion 2.2.2 Aplicando el lema anterior a la desigualdad (2.2) obtenemos, para easda

0, la estimacién
20+4

20+2 2 e
Ul < ellullf + Cle, )il - (2.3)

Teorema 2.2.1Interpolacion real. (Riesz—Thorin) Ver Reed—Simon [23] Th. IX.17.

Sean(M; v1) y (N; v») dos espacios de medida con medida$inita. Sean, ademad, <
Po, P1, o, 1 < . Supongamos que T es una transformacion lineal que satisface

(i) T :LP(M,v1) — L%(N,v2) con norma||T]|g(ro, %) < Mg .
(i) T : LPY(M,v1) = L%(N,v2) con norma||T||ge, ) < My.
(iiy T : LP(M,v1) nLPL(M,v1) = L%(N,v2) N L%(N, v2).
Entonces, para cada € LP° n LPt y para cada te (0, 1) se verifica que Tp) € L% y ademas

IT@)lle < MFE M [lllLe

donde pt =tp;*+(1-t)pyly gt =togt + (1-t)o5t.

A continuacién destacamos dos corolarios importantes.

Propiedad 2.2.1 Desigualdad de Young.

Seanl < p,q,r < oo tales quel + r~t = p~ + g~ entonces

llo = ¥llr < llellee [l

Propiedad 2.2.2 Desigualdad de Hausd#Young.

Supongamos que< p < 2y seafF la transformada de Fourier —definida por (2.1)—. Entonces
F : LPRN) - LP (RN

es acotada. Mas auln, se verifica
IF gLy < 1.
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Teorema 2.2.2Interpolacion compleja. (Stein.) Ver Reed—Simon [23] Th 1X.21.

Sean(M; v1) y (N; vp) dos espacios de medida con medida$inita. Sean, ademad, <
Po, P1, o, 01 < o. Supongamos que TS — B(LPo +LP:, L% + %) es continua, uniformemente
acotada y analitica en el interior de la banda:S {ze C : 0 < Rg2) < 1}. Supongamos, ademas,
que T satisface

(i) VyeR T(iy) € B(LP(M,v1),LL(N,v2). Mo := sup|[T(iy)llgro L) < .
yeR

(i) vyeR T@A+iy) e B(LPY(M,v1), LE(N,v2). Mz :=sup|T(1+iy)llgrr,La) < co.
yeR

(i) T (2@ :LP(M,v1) NLPL(M,v1) = LD(N,v2) N L%(N,v,), paracada z=S.
Entonces, para cadad (0, 1) se verifica que
T(t) : LP(M,v1) = L%(N, vo)

y ademas
ITOlseLay < Mé_t Mtl,

donde p=tp;*+(1-t)pyly gt =togt + (1-t)o5t.
Una aplicacién importante de este teorema es la siguiente caracterizacion de los espacios in-
termedios para los espacios de Sobolev fraccionarios. BggnB; dos espacios de Banach y

sea 0< o < 1. El correspondiente espacio de interpolacion eByg B; sera notadoBy, B1]..
(Estamos siguiendo la notacion de Adams, [1], 7.11y ss.)

Propiedad 2.2.3 Sed) < o < 1y sean s dos nimeros reales cualesquiera. EntoriegsHS],, =
H(l—o-)r+o-s'
2.3. Analisis Armonico

Describimos aqui algunas de las propiedades de los espéicmpge utilizaremos con frecuen-
cia.
Lema 2.3.1 Para s> 1/2 el espacio Htiene estructura de algebra. Es decir, existe una constante

C(s) > Otal que para cualquier par de funcionese € HS se verifica

g ells < C(s) l1gllslells.-

Lema 2.3.2 Para s> 1/2 se verifica la inclusion Fl — Cy. Mas precisamente, existg§ > 0
tal que para todap € HS se verifica

llgllLe < C(9) llells - (2.4)
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Lema 2.3.3 Primer Teorema del Conmutador de Calderon. Ver Ponce, [21] Th. 2.6.

Sea#A : R — R una funcién C y sea H la transformada de Hilbert

—yp 1 [ ey
(He)(X) := V.P. - f e ydy.
R
Entonces el operaddH ; AJ dy : L% — L2 estéa bien definido y verifica

ITH ; A dx ¢llo < Cllox All= ligllo

Lema 2.3.4 Ver Cojfman-Meyer, [8], Th. IlI.

SeaA : R — R una funcion C. Sea b una funcion tal que) (k)| < C; |k|~) para j=0,1,2,...
y sea B el correspondiente operador pseudo—diferencial.
Entonces el operaddB; A dy : L2 — L2 esta bien definido y verifica

I[B; A dx¢llo < ClloxAllL= ligllo-

Lema 2.3.5 Ver Folland, [10], Lema 6.16.
Seaw € S. Entonces existe una constante=GC(w) tal que para todap € L? se verifica

I[3Y2; w] 32 ¢llo < Cllgllo.

Lema 2.3.6 Supongamos que s 1. Existe, entonces, un operador acotadceBB(L?) tal que
verifica la siguiente igualdad
J®—1=08,0J%1B.

DemostrAciON.— Dado que la transformada de Fourfees unitaria sera suficiente mostrar que el
operadob := F ((ax IS8 - 1)) es acotado. Por otro ladoges el operador de multiplicacion

dado por
2\s/2 _
b(k) = —i M .
k(1 + k?)(s-1)/2

Ahora bien, comd € L®(R) resulta quéd € B(L?). Por lo tanto, tomand8 = ¥~ b conclui-
mos la demostracion. n

El siguiente resultado juega un papel importante en este trabajo puesto que nos permite levantar
resultados validos para= 1 al caso genera > 1.



2 Resultados Previos

Lema 2.3.7 Supongamos qu&< r < 1y que ke N. Recordemos que := (1 + x?)¥/2. Entonces
existe una constante() tal que para cada € H se verifica

LI 1] @llo < Cu) llellk -

DemostraciON.— Seal el operador lineal dado pdr := [J;u]. A partir del Lema 2.3.6 y del
Lema 2.3.4 podemos deducir gue H® —» H®y queL : H* — H?! son acotados. Dado que, para
cada 0< o < 1, se verifica H% HY],, = H“, (ver Proposicién 2.2.3) aplicando el Teorema 2.2.2
obtenemos quk : H” — HY es un operador acotado. Obtenemos, entonces, la estimacion

197 [3; i ello < Cu) lleller -

Por otro lado, dado que se verifica la siguiente igualdad
[ u] = 3735 + 35 3
sera suficiente con estimal'[; u] para pequefios valores dedigamos O< r < 1.
Tomemos, pues,8r <1ysea
(L+ky)/2-1
—

Dado queb € L*® y satisface las hip6tesis del Lema 2.3.4 resulta due 1 + dx By que
[J7; 4] € B(L?), dondeB es el correspondiente operador pseudo—diferencial.
Eso concluye la demostracion.

b(k) =

Lema 2.3.8 Ver Ponce, [21], Lemma 2.7.
Sea J el potencial de Bessel de ordenS$ s> 1y N = 1 entonces

I13%; ¢l wllo < Clidx¢lls ¥lls-1-

Observacion 2.3.1Como H c HS! el lema anterior sigue siendo valido si reemplazaiitis 1
por || - ls.

Lema 2.3.9 Ver Kato, [14], Lemma A.3.
Sea#A € C*(C; C) en el sentido real, cori(0) = 0. Entonces

IAW@)Is < A(llglls), s> n/2,

dondeA es una funcién monétona que sélo dependerle

Observacion 2.3.2Si ae C®(R) y ¢ € H® entonces la funciom,(y) = a(y) ¢ satisface:
1A @)lls < Alells) ol

dondeA es una funcién monétona que sélo depende.de a

10



2.4 Lemas ad-hoc

2.4. Lemas ad-hoc

Utilizando algunos de los resultados de la secciéon anterior sobre Analisis Arménico demostra-
. . . i 2
remos las siguientes propiedades relevantes para el (o)} icr.

Lema 2.4.1 Para cada A> 0 fijo, el grupo de Schrodingde @A}, esta bien definido efl
y satisface lo siguiente:

= (1€OAD g0 = [igllo.

n (1€OAD glgy < (1+ CA, ) 1971) [1glly.

DEMOSTRACION.— LlamemosT,a := —92 + Ay al generador infinitesimal y denotemos mediante

Ua(t) := et al correspondiente semigrupo. Dado diyees un operador real obtenemos la

conservacion de la carga. (Asimismo, deducimosldng) es en realidad un grupo.)
Consideremos el operador de energia asociado al operador

_1 2 A2
Haly) = EHax olita + EIIQDIILE : (2.5)
Es inmediato verificar quElA €s una cantidad conservada:

Ha(Ua(t)g) = Ha(y) -

Por otro lado, de la definicion se deduce éeinduce una norma equivalentdf al|yq) :

Ha(¢) < CL(A)lIlI5,) < Co(A) Ha(o) (2.6)
(2.7)

Deducimos, pues, que
IUA®) 6113, < CANISIE ) - (2.8)

y el resultado es cierto pasa= 1.

Como quedd dicho utilizaremos el Lema 2.3.7 para levantar el resultado anterior al caso general
s> 1

Llamandoy := Ua(t)¢, tendremos que

$0135¢; 9} = {01 ; 35359}
= {1020, 53¢} — (i Aug; I° 3¢}

= —{iA[JI% u] ¢; I3¢}.

11



2 Resultados Previos

Aplicando el Lema 2.3.7 obtenemos la estimacion,

I[I%; 1] ¢llo < Cu) llglls-1 »

a partir de la cual obtenemag|y||2 < C(A, 1) ll¢llsll¢lls-1. Simplificando obtenemos la estimacion

Allells < C(A, 1) llplls—1 -

Un argumento inductivo estandar nos permite obtener el resultado. [

Consideremos ahora el ca8c= 0. El correspondiente grupo sera, puds,.= gto,

Observacion 2.4.1En este caso el control sobre la normf;\diado por

1
2 2 2
< ¢l + NIl -

IUA®AIE; < 5

deja de ser valido.

Lema 2.4.2 El grupo Uy(t) esté bien definido e y verifica:

= || Up(t)¢lls = ll¢lls. Valido paracualquierse R.

= IUo(®)9llz < C(t liglipe

DemosTrACION.— La primer afirmacion es consecuencia de la iguald&gi] = 0.
Para obtener la segunda introducimos la notagiéa Ug(t)¢, y consideramos la estimacion

t
IO, < 01Z; + 2 [ [1i 4060 dxldt
0
t
< W0, + 210l [ ol Ioxe(©)lode
0

< Iz + C thdples 19115 (2.9)

La dependencia continua en el dato inicial requiere algin tipo de continuidad de la familia
con respecto al parametfo Tal control esta garantizado por el siguiente lema.

12



2.4 Lemas ad-hoc

Lema 2.4.3 Sean AB > 0 entonces se verifica
IVA(®)(¢) — Us(®)(@)llzr < C(t, A B)IA—BllI¢llg -

DemostraciON.— Nuevamente, comenzaremos demostrando elsash A partir de la identidad

Ha(¢) = Hg(¢) + A; B ||¢>||ﬁ2 ,'y de la conservacion dda deducimos que

Ha(¢) — Ha(Ug(t)¢) = %3 (11, — VeI, )

Estos resultados junto con las estimaciones (2.6) -Agd8 distintos de 0-y (2.9) —cagb=0
0 B = 0- ofrecen la desigualdad requerida, ya que:

IUA) ¢ — Us(t) gl < C(A) Ha(¢ — Ua(-t) Us(t) ¢)
< C(A) |Ha(9) — HaUs(®) 9)

< C(t,A B)IA- Bl ll$llpw -

Aplicando un argumento inductivo como en el Lema 2.4.1 obtenemos la validez del resultado
en el caso general> 1. [

Finalizamos este capitulo con un resultado util sobre el decaimiento de la solucion de un tipo
especial de ecuacion ordinaria, resultado que sera utilizado para demostrar que el minimo en el
caso critico tiene el decaimiento suficiente como para pertendugewar Teorema 4.3.4. Para tal
fin, consideramos los siguientes lemas previos.

Lema 2.4.4 Seay € C2(l) una funcién real que satisfagg(xg) > 0, ¥’(Xo) > 0y ¢ > A%y,
entonces para cada X Xg se verifica qu&/(x) > 0.

DEMOSTRACION.— Supongamos que exista> Xg tal quey(x) < 0. En tal caso, podremos tomar
X1 = inf{x > Xo : ¥(X) < 0}. Dado quexp < X1, quey(x) > 0 parax € (Xg, X1) y quey’(xg) > 0
resulta que el maximo deen [xo, x1] es interior. Lo cual contradice la hipotegig(x) > 12y(x) >
0. [ ]

Corolario 2.4.1 Bajo las hipétesis del Lema 2.4.)flirp W(X) = +o0.

DemosTrACION.— ES consecuencia directa de la expresion

_ ’ 17 (X - X0)2 ’
Y(X) = ¥(Xo) + ¢’ (X0)(X = X0) + ¢ (C)T > (o) + ¥ (X0)(X — Xo) -

13



2 Resultados Previos

Lema 2.4.5 Consideremos el intervalo £ [a, +c0). Sea qe C(l) tal que q> 42 > Oy sea
ue L?(1) tal que
-u” +qu=0. (2.10)
Entonces ocurre so6lo una de las siguientes alternativas
() u=0.
(i) uu" <0enl.

DEMOSTRACION.—  Supongamos qu& € | verifica u(xg)u’(xg) = 0, multiplicando la ecuacion
(2.10) poru e integrando enxp, X] obtenemos

u(Xu’ (X) = u(Xo)u'(Xo) + fxo (U2(€) + q(€)uP())de
> 12 f " u2(&)dé.

Xo
Consideremos la funciGn dada por

W) = f (€.

Xo
De la definicion day deducimos que, para € [Xg, +), se verificay,y’ > 0. Usando la

estimacion (2.11) tendremos qui& > A%y. Por otro lado, coma € L2(l), v resulta acotada. El

Lema 2.4.1 nos permite deducir gue= 0. Obtenemos, entonces, que 0. L]

(2.11)

Observacion 2.4.2Si u € L(I), u # 0 es una solucion real de la ecuacion (2.10), a partir
del Lema 2.4.5 deducimos que u ‘ytignen signo constante. Podemos, entonces, suponer que
u>0>uU.

Lema 2.4.6 Sea u como en el Lema 2.4.5 con 0. Entonces U< -Au en |.

DemosTrACION.— Consideremog = —u’/u. De acuerdo con el Lema 2.4.5 tendremos ¢ue 0

enl. Usando la ecuacion (2.10) deducimos @ue= ¢ — g. Supongamos, entonces, que exista
c € | tal queg(c) < 1. Reemplazando en la igualdad anterior obtenem(g < 0y, por lo
tanto,¢(X) < A para todox > ¢ (donde hemos utilizado un argumento inductivo). De esta manera,
parax > ¢, se verificap’(X) < ¢(c)*> — A de donde deducimos qu€x) — —co, contradiciendo la
positividad dep. [

Hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema 2.4.2 Consideremos el intervalo # [a, +). Sea ge C(l) tal que > 1% > 0y sea
ue L?(1) tal que
-u” +qu=0.
Entonces (X) = O(e™) para X — +co.
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3 Buen Planteo del Problema

3.1. Introduccién

Dedicaremos este capitulo al estudio del buen planteo local en los espacios de $6belev
HSN Lf, cons > 1 del problema de Cauchy

i du=—-d5u+ V(U u- f(lu?u 3.1)
u(x, 0) = ¢(x), (3.2)

donde la interaccion local satisfate= C*(R), el perfil de dopaje&c € CZ° y el potencialV esta
dado por

V(U) = '_)2" £ (C = UP). 3.3)

Observacion 3.1.1Como estamos trabajando énda la recta, el potencial V no esta priori
acotado.

Para ser mas precisos, introducimos las siguientes funciones
Vot = [ B () - ) ay. (3.4)
AU) = [IClIL2 = llullg (3.5)
El potencial puede escribirse, entonces, de la siguiente manera:
V(u) = %,u(x) A(U) + Voo (U). (3.6)
A continuacién establecemos algunas consideraciones relevantes.

Observacion 3.1.2La inclusionH — Lﬁ garantiza que Vu) esta bien definida.

Observacion 3.1.3A partir de la conservacion de la carga (ver Lema 3.2.2 mas abajo) resulta
que Au) = A(¢).

15



3 Buen Plantealel Problema

Observacion 3.1.4Dado que \,(u) € L* (ver Lema 3.2.1) si el dato inici@ es tal que A&¢) # 0
entonces Y) = O(|X)) para|x| — +oo.

Observacion 3.1.5De las observaciones anteriores deducimos que el potencial resulta acotado
inferiormente si y solo si @) > 0.

Observacion 3.1.6La condicion A¢) > 0 significa||¢||(2) < |ICll1, es decir, es una condicion
sobre el tamafio del dato inicial.

El resultado de buen planteo local sera obtenido para datos inigigles satisfagai(¢) > 0.
Cabe destacar que si el dato iniciaés tal queA(¢) = 0 entonced/(u) = Vo (u) de modo que
el potencial es acotado. Tenemos entonces dos casos diferentes, dependiendo del tamafio del dato
inicial: A(¢) > 0y A(¢) = 0. Motivados por los resultados del Capitulo 4 los denominarerass
subcriticoy caso criticorespectivamente.

3.2. Existencia local. Casos critico y subcritico

Dado que demostraremos la existencia de soluciones para el problema de Cauchy (3.1)—(3.3)
utilizando el método de punto fijo comenzaremos por establecer el siguiente resultado.

Lema 3.2.1 Seap € H.y consideremos la funcionMlada por (3.4). Las siguientes afirmaciones
son validas.

IVeo @)l < 1IC = Pl -

Voo (1) = Veo(@2)llL < lllgpal? — |<P2|2|||_3 < (llealliz + llg2ll 2) llpr — eall 2.

19x Voo (@)llz < CICIILz » gllge) 1IC = lplllge.

l10x Voo (91) = Ox Voo (@2) Il < Clllpalles » ll2ll) Nl — @2l

DemostrACION.— Las dos primeras afirmaciones son consecuencia directa de la desigualdad
IX =y — u(X)| < u(y) y de la igualdadul® — [vi? = T(u — V) + V(T — V).

Observaci6n 3.2.1Tomando j H®n L}y llamando V.(j) := [ 2254 j(y) dy, resulta que la
eleccion j= |p1]2 — |¢2)? conduce a la identidad M¢1) — Veo(¢2) = Vo).
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3.2 Existencia local. Casos critico y subcritico

X
Consideremos ahota (X) := f j(y) dy, derivando (3.4) con respecto a la variaklebtene-

—00
mos ,

1+pu
5
Veamos ahora como aprovechar la identidad anterior para demostréy, quéj) esta eri_ﬁ.
Para eso, consideremg&s— —oo; en tal caso resulta queu’(x) < 2—}(2 gue es una funcién de
L2. Por otro lado

3xVes(j) = h = h(00)

(3.7)

0 0 X X
[ uoonrax< [( [ [ ueaiioniicidydz)ax
0 0 O
< [ [ [ uoionic@icydxaz

0 0
< f f H@u)i) 1@ dy dz

—00 —00

2
< .
< WL -cor0n
Por otro lado, sk — +co la estimacion anterior puede adaptarse al intervaled®) consideran-
+00

do la funciénh,(x) := [ j(y) dy. Reemplazando alternativamerjte C — ¢|? y j = lp1]* — l¢2l?
X

obtenemos

10x Voo (@)l 2 < CIIC = I3

19x Veo (02) = x Veol2)liz < Cllleal® = lp2llls -

Veamos ahora cdmo mostrar la propiedad Lipschitz. Considersnxod, a partir del Lema
2.3.6 sabemos que el potencial de Bessel puede escrilfirsel + Bd,JS!; igualdad que nos
permite deducir

J(xVeo(])) = Ox Veo(j) + B I H (N = h(+e0) ),
y por lo tanto

10 Voo (DllHs < 110 Vo (})lIL2 + IIBIIg(LZ)(IIJIIHH +Cy) IIJ'IILﬁ)-

De esta manera, haciendo el reemplazoC — ¢ y | = |#1]? — |¢2°, obtenemos la tercer y
cuarta afirmaciones. [
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3 Buen Plantealel Problema

La siguiente ley de conservacion nos sera util en lo sucesivo.
Lema 3.2.2 Conservacion de la carga.

Sean L una funcioreal, (a, b) un intervalo alrededor del origen yeEJC((a, b), HS) N

Cl((a, b), HH) una solucién de la ecuacioju = —42u + L(u) u. Entonces para cadad (a, b)
se verifica

IUC, Oli2 = llu(, O)ll2 -
DemostrACION.— Derivando con respecto al tiempo obtenemos

O Ul = {du; u}
={id2u; u} + (i L(u)u; u)
= —{i Oy u; Oy U}

=0.

Dado quel es una funcién real tenemos que Reg((1)) = 0. Por otro lado, el Lema 2.3.2 indica
gue el término de contorno en la integracién por partes es nulo. Eso concluye la demoswacion.

Consideramos a continuacion el siguiente problema auxiliarféija:

i 0u = —02u+ Auu+ Ve(uu- f(uu (3.8)
u(x, 0) = ¢(x). (3.9)
Propiedad 3.2.1 Supongamos qued C®(R) y que s> 1. Para cadap € H existen T= T(¢) > O

y una Gnica solucién maximal@C([0, T(¢)), H) N C1([0, T(¢)), H%2) del problema (3.8)—(3.9).
u es maximal en el sentido siguiente: $#T < +oo entoncegu(t)||¢y — +oo cuando t— T(¢).

DemostraciON.— Consideremos el grupo unitarida(t) generado poriTa. SeaF el operador
dado por la férmula de Duhamel

Fa(W) = Ua( ¢ —i | Ua(t—9)(Ve(u)u- f(lu?)u)ds, (3.10)

o%”

en tal caso tendremos planteado el problema de puntb £jo) = u. Veamos ahora quEa esta
bien definido ernH, para facilitar la escritura omitiremos el subindice
A partir del Lema 2.4.1 deducimos la siguiente estimacion

IFUllg < C(t)(ll¢ollw + Voo (W) u = F(lu?) U||‘H)
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3.2 Existencia local. Casos critico y subcritico

gue nos permite trasladar las estimaciones —tanto para la buena definidibeateo para la
contractividad (es decir, la propiedad Lipschitz)— a las no linealidatigés.,. Veamos en primer
lugar cdmo acotar cada una de ellas.

Aplicando el Lema 2.3.9 a la interaccién no lineal obtenemos
1 (ui?) ulls < F(ulls) llulls.
mientras que la inclusi6H® — L* (Lema 2.3.2) nos permite obtener
I (u®) ullz < 1F QUi fullz -
Tenemos, pues, la estimacion requeridd£n

I (ui?) ullgr < C(F, llulls) llull - (3.11)

Dado que
JPVe (U u = [JI%; Ve (W] U+ Ve (u) JPu,

aplicando el Lema 2.3.8 y utilizando la acotacioriMie(Lema 3.2.1) obtenemos la estimacién en
HS

Vo (U) Ulls < C10x Veo (Ulls [1Ulls + Voo (W)l (Ul -
Asimismo, la acotacion d¥,, permite obtener la siguiente estimacion para la norniaﬁen
Voo (U) Ull2 < [IVeo (U)lIL= [lull 2 -
De esta manera obtenemos la estimaciotifen

Voo () Ul < C(lIUlle) Ul - (3.12)

La buena definicion dE es consecuencia, entonces, de las estimaciones (3.11) y (3.12).

Veamos ahora que es contractiva. Para tal fin, llamamag) := V..(u) u—f(Ju?) u, al término
no lineal; en tal caso tendremos,

t

F(u) - F(v) = —i f Un(t - 9)(W(u) — w(v)) ds.

0

Tomandd| - || ¥ aplicando el Lema 2.4.1 obtenemos la estimacion

IF(U) = FMllz < C(A ) lIw(u) — W(W)llg ,
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3 Buen Plantealel Problema

de donde concluimos que basta con acotar el término no lineal.

Sean, puesy,v € H tales qud|ully ,|IVilr < R. Como

1
f(uPyu- f(vP)v= [ SR A9 ds
01
- [ t9D u-vds
0

1
+ f 2 1/(A9P) %9 Re (2 (u- ) ds,
0

dondez(s) = su+(1—s) v, argumentos similares a los utilizados en la Observacion (2.3.2) ofrecen
la siguiente estimacion gn®

I (ui?) u— f(VM?)Vils < C(f, R [lu - Vlls.
Para la acotacién de la norrhé reagrupamos los términos y obtenemos

I Qui?)u— F(M?) v,z <
<IFQUB) =V liz + 11 (1) = F(vP)) vil2

< IFQUPies = vilz + IVils I1F(uiP) = FVP)lIz - (3.13)
Por otro lado, dado qug(-) € C* resulta que
I (u®) = £(v)liz < CCE R flu =iz
Tenemos, pues, la siguiente estimacion

IfQu) u— fF(v) Vilgr < C(F, R)[lu = Vilgy. (3.14)

Consideremos, ahora, la identidad
I3(Veo(U) U= Veo(V) V) =[I%; Voo (U) = Veo(M] U+ (Veo(U) — Vo (V) J5U
+[JI%; Voo (W] (U= V) + Vo (V) I3 (U= V).

Utilizando las acotaciones del Lemma 3.2.1 obtenemos las siguientes estimaciones:
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3.2 Existencia local. Casos critico y subcritico

I[3%; (Vo () = Voo (V)] Ullo < C10x Voo () = 0x Veo (Wl I1Ullo

<C(R)lu— Vs

l(Voo (U) = Vo (V)) I°Ullo < C[IVeo(U) = Vo (W)l lUlls

<CRlu=Vvls.

I[3%; Voo (W] (U = V)llo < [10x Voo (U)ls llu = Vlls

< C(R)lu—Vlls.

Voo (V) 3% (U = V)llo < Voo (V)lIL> [l = VI

<CR)lu-Vs.

La estimacion para la norma},2 sale aplicando el mismo argumento utilizado para el término
(3.13) de la interaccion local, y considerando ademds la propiedad Lipschitz que ofrece el Lema
3.2.1:

IVeo (U) U = Ve () Vil 2 < C(R) U= V|2 .

Obtenemos, pues, la siguiente estimacion:
[IVeo(U) U = Voo (V) Mgy < Cu, R) [JU = VI (3.15)

Finalmente, las estimaciones (3.14) y (3.15) permiten demostrar que el término no lineal es
localmente Lipschitz y, por lo tanto, que el operaBags contractivo. [

Dado que el problema auxiliar que venimos de introducir depende del paraineque, a la
postre, representara el tamafio del dato inicial- y que las esferas no resultan invariantes por el
flujo respectivo, para obtener la dependencia continua en el dato inicial tendremos que analizar la
evolucién de dos soluciones que comiencen en esferas cercanas. De eso trata el lema siguiente.

Lema 3.2.3 Sean AB > 0, Fa y Fg los operadores dados por la férmula (3.109y, ¢g € H
los respectivos datos iniciales, entonces se tiene la estimacion

IFA(U) = Fe(lly < C(t, A B) (1A= Bl + liga — dalls + lu - Vil

DemosTrACION.— La demostracion es consecuencia inmediata del Lema 2.4.3 y de las estimaciones
(3.11), (3.12), (3.14) y (3.15). [

Los resultados anteriores permiten obtener el buen planteo del problema (3.1)—(3.2) cuando el
dato inicial satisfacé\(¢) > 0. Como lo expresa el siguiente teorema.
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3 Buen Plantealel Problema

Teorema 3.2.1 Supongamos que & C®(R) y consideremos & 1. Para cada¢ € H, tal
queligllo < |ICll.2 existen T= T(¢) > 0y una Unica solucién maximal @ C([0, T(¢)), H) N
CY([0, T(¢)), HS?) del problema (3.1)—(3.2). u es maximal en el sentido siguiente(¢si ¥ +co
entoncegu(t)|lgx — +oo cuando t— T(¢).

DeMoSTRACION.— TomemosA = A(¢). La Proposicion 3.2.1 indica que existe C([0, T(¢)), H)N

CY([0, T(¢)), HS2) solucién del problema (3.8)—(3.9). Por otro lado, la conservacion de la carga
(Lema 3.2.2) indica qué\(¢) = A(u); finalmente, la definicion dé(u) y de V. (u) —ver (3.5)

y (3.4)- indican qué&/(u) = Au + V. (u) de donde concluimos quees solucion del problema
(3.1)-(3.2). [

Observacion 3.2.2Dado que la funcion (x, t) := T(x, —t) resuelve el problema erT(¢), 0] el
resultado es valido e(-T(¢), T(¢4)).

Observacion 3.2.3En lo sucesivo escribiremos T en lugar de@).

Observacion 3.2.4Dado que el tipo de no linealidad que presenta el problema (3.1)—(3.2) es real
puede aplicarse la ley de conservacion de la carga dada por el Lema 3.2.2. A partir de la cual la
unicidad se deduce inmediatamente.

Observacion 3.2.5La dependencia continua de u con respecto al dato inigi@s consecuencia
directa del Lema 3.2.3.
3.3. Leyes de conservacion

Este problema, es decir, cuanéfoesta dado por la expresiéon (3.3) presenta una importante
caracteristica que esta dada por el siguiente lema.

Lema 3.3.1 Conservacion de la energia.

Supongamos que A 0y que s> 1. Supongamos ademas quesfC®. Sean V el potencial
dado por la expresién (3.3 € H y E el siguiente funcional denergia.

lpl?
1 1 1 1
£ = 3 10xeli+ 3 Vo) + 5 (5 )i -5 [ [roorax @as)
0

Siue C((-T,T), H)NCYX((-T, T), H>?) es la Ginica solucion del problema (3.1)—(3.2) entonces
para todo te (—T, T) se verifica que Ri(t)) = E(u(0)).
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3.3 Leyes de conservacion

DemosTrACION.— Veamos primero la buena definicion. Tomengos HS. Dado ques > 1, es
inmediato verificar quéy ¢ € L2. De la estimaciofig|| .~ < C|l¢lly1, (ver Lema 2.3.2) deducimos
la siguiente cota para el término integral

Il

[ [ [ teraq < ifieropag il
0

A partir de la igualdad/(¢) = %,u(x) + V() (ver Observacién 3.6) obtenemos

A
V@) ¢ie)| < 5 el + IV (@l el

Observacion 3.3.1El argumento anterior puede adaptarse para obtener la siguiente estimacion

X
(5 el ¢l < Nl el
1

Esto muestra quE esta bien definido ef.
Veamos ahora qUE se conserva. Para tal fin tomamos en consideracion la identidad (3.3) y

definimos la siguiente funciéri/(x) := X « C. De esta manera podremos escribir la energia como
2
sigue

lpf?

1 1 1 1

E(9) = Sloxel+ 5 (U ¢l - 5 (% " IQDIZ)QD;QO} - Eff F(r)drdx (3.17)
0

El calculo de la derivada temporal conduce a la siguiente expresién

OHE = {-020; 0 u} + (UU) U; O u) — 3{(F + |u) u; oy u)
—210c (% # u2) u; up - f f(u?) Re(ud; U) dx
R
Ahora bien, dado qu{ f(Jul®) Re(ud; t) dx = { f(Jul?) u; d; u} podemos escribir:

1 X 1 (I
O E = {95u+L(u);du} - 70t (5 x |u|2) u; U+ 5{(5 * |u|2) u; 9 u}.

El primer término de la igualdad anterior desaparece pesssolucion de la ecuacion, mientras
gue los restantes términos son iguales debido a la paridig] Bsto muestra qUE es constante
a lo largo de la trayectoria(t). L]
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3 Buen Plantealel Problema

3.4. Existencia globalen H

En esta seccion nos ocuparemos de establecer resultados globales para el problema (3.1)—(3.2).
Dado que la existencia de soluciones globales esta fuertemente relacionada con el exponente cri-
tico de la interaccion local (ver Weinstein, [28]) algun control debe ser hecho. Esto sugiere las
siguientes dos hipétesis alternativas:

(H1) f>0: f(r)<r? con O<o<2
(H2) f<0: feCR).

Observacion 3.4.1Como f < 0 significa que la interaccion es atractiva ninguna hipétesis adi-
cional es necesaria. Por otro lado, dado que la interaccion local esta dada @af)iu, el caso

o = 2 corresponde al exponente critico (ver [11] y [28]). De esta manera, en el casoOf
asumiremos que el exponente de f es subcritico.

Teorema 3.4.1 Supongamos que A 0. Supongamos ademas que (H1) o (H2) se cumplen. Sea
¢ € Hyseaue C((-T,T),H) nCY(-T, T), HS?) la Gnica solucion (local) del problema (3.1)—
(3.2). Entonces {y) = +oo (es decir, u esta globalmente definidan)

DemosTrACION.— COmenzamos por observar que una manera estandar de obtener existencia global
en problemas de evolucién es mostrar que la soluciéon permanece en una region acotada del espa-
cio: método que se conoce como «estimacia@psgori». De esta manera podremos limitarnos a
mostrar como estimdiu||s y ||u|||_5. Mas aun, utilizando las ideas del Lema 2.4.1 bastara con tomar
el casos= 1.

Tomemos entonces= 1y seau € C((-T,T),H' n L) n C}((-T,T),H™) la Gnica solucién
del problema (3.1)—(3.2). Usando que los térmit(éé* |u|2) u; u} y A{iu; u} son no negativos
obtenemos la siguiente expresién

lu?

E(¢) = E(U) > %II6XUIIS+ % {Veo(U) U; U} —% f f f(r)drdx
0

Asi si se cumple (H1) tendremos que

ui?

1 1 20+2
5 [ [ forad < iz, (3.18)
0

Aplicando, entonces, la estimacién (2.3) —ver la desigualdad de Gagliardo—Nirenberg (Lema
2.2.1) y las observaciones alli enunciadas— obtenemos

20+4
—0

O s

20+2

Ull?23 < ellullf + C(e, o)ull (3.19)
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3.4 Existencia global en H

a partir de la cual, y considerando la desigualdd(u)|| .~ < ||uCll.1 + ||u||i2 (ver Lema 3.2.1),
obtenemos ’

1 2 2 2 2 2 Cas
> llox ullg < E(¢o) + lluCllL2 llullg + ||U|||_5 llullg + e llullf + C(e, o) lully™ -

Tomando entonces < 1/2 y usando la conservacién de la carga (Lema 3.2.2) obtenemos la
siguiente estimacion
llullz < C(¢) (1 +[lull2) - (3.20)

ui?

Por otro lado, si se verifica (H2), el termmé)ff f(r)drdx sera no negativo. Eso nos
0

conduce a la estimacion,
1
§||axu||3 < E(¢) + Vool 119113,

de donde podemos recuperar la estimacion (3.20).

Veamos ahora como estimar el térmifugt)||
dad, valida parac [0, T),

fz; para lo cual consideremos la siguiente identi-
U

t
d
2 _ 2 N2 ’
UG DI, = 11917, + f - (U ) at

0

Usando qué; u = i 92 u—i (V(u)— f(Ju]?)) uy que los términos correspondienteg() y f(jul?)
son nulos (pues ambas son funciones reales) obtenemos la siguiente expresion

t

10D, = i, +2 [ 11030t
0

Tomando médulo en la igualdad anterior obtenemos
t
I, < lglZ, +2 f i u; A O ujl dt
H H

0

t

< ||¢|Iﬁ5 + 2||0x plloo f [lu(t)llo [19x u(t’)llo dt’
0

t
< W0, + 20l ol [ 13U lodt
0
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3 Buen Plantealel Problema

Ahora bien, aplicando la estimacion (3.20) obtenemos

t
||u(t)||L3 <C(p)(1+t+ f ||u(t’)||L/3 dt’). (3.21)
0

t
Consideremos ahoidt) == 2(1+t+ [ ()2 dt)Y? - C()Y/%t - t. A partir de la identidad

0
(3.21) tenemos quE(t) < 0y, por lo tanto] (t) < 1(0). Finalmente, un despeje adecuado produce
las estimaciones, validas é®.

lu(®)llz < C1(9) (1 +17). (3:22)

lu(t)lly < Co(¢) (1 +t2). (3.23)

Adaptando el argumento inductivo del Lema 2.4.1 y usando las estimaciones (3.11) y (3.12)
obtenemos la validez del resultado para el caso general. [
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4 Existencia de Estados Fundamentales

4.1. Comportamiento del Potencial

En esta seccion nos ocuparemos de entender el tipo de condicién de contorno que debemos
tomar en cuenta para que las soluciones de la ecuacion de Poisson

GZV =C - g, (4.1)

dondeC e CZ(R) (el perfil de dopaje) es dato, puedan interpretarse como potenaiedesvos.
Asimismo, estamos interesados en obtener informacién sobre el potencial que obtenemaos en fun-
cion de la funciorp que ponemos. Basicamente, queremos describir la relacion que existe entre la
acotacion del potencial, la propiedad Lfl y lo que definiremos comHdip6tesis de Neutralidad
Resultados que se expresan en el Teorema 4.1.1.

Observacion 4.1.1Dado que estamos modelando una interaccion atractiva esperamos que el
potencial V sea decreciente cerca €eo y creciente cerca de-co; por lo tanto, si V resulta
continuo, sera acotado inferiormente.

Dado que trabajaremos éth sera (til tener a mano que tipo de propiedades satisface una
solucién de (4.1) cuandpe HL.

Lema4.1.1 Seap € H! y sea V una solucién de (4.1) entonces las siguientes afirmaciones son
vélidas:

(@) VeC2

(b) Existen y son finitos los limitesim o,V = 6y V*.

[X| =+

DemosTrRACION.— La primer afirmacion es consecuencia de la inclusiér— C, ver Lema 2.3.2.
Para la segunda afirmacion considerarRos 0 tal que Sopl) € [-R, R], en cuyo caso se
tendréd?V = —|¢|?> € L .. Recordando la definicion del nimekover (3.5),

IX|>R*
A(@) = [ICli2 = lIglIZ, , (4.2)
resulta quedy V* — dxV~ = A(¢). Mas aln, dado quélV e L|1X|>R, ambos nimero8y V* son
finitos. u
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4 Existencia de Estados Fundamentales

Observacion 4.1.2Del lema anterior se deduce qagV € L*.

Motivados por los resultados que desarrollaremos en las secciones siguientes introducimos la
siguiente definicion.

Definicién 4.1.1 Si¢ € L? es tal que

IClls - ligllZ, = O (4.3)
diremos quep satisface laHipotesis de Neutralidad
Observacion 4.1.3Utilizaremos A= 0 e Hipétesis de Neutralidadndistintamente.

Mas adelante veremos que el cdse 0 resulta critico para el problema de minimizar la energia
(ver Observacion 4.3.10 mas abajo) de modo que también utilizaremos la exgasaderitico

Antes de continuar con las propiedades de las soluciones de la ecuacion (4.1) y motivados por la
observacién anterior introducimos la siguiente nomenclatura para cada uno de los posibles valores
gue puede tomah.

» A> 0, esdecirgy, V™ < dx V™. Lo llamaremosaso subcritico

= A< 0, esdecirgy V™ > dxV*. Lo llamaremosaso supercritico.

De este modo, una solucién cualquigfaatisface una y sélo una de las tres clasificaciones
dadas previamente. Por otro lado, para conocer cual es el sighp\fenecesitamos primero
situar el origen de coordenadas, dado que estamos integrando la ecuacion (4.1) esta@&jaré que
estara definido salvo constantes. Pues bien, la eleccién de la constante —es decir, la eleccion del
origen de coordenadas— conduce a la clasificacién del problema en los términos de la Observacién
4.1.1. Asi la interaccién seré atractia y solo si vale lo siguiente

OV~ <0< V. (4.4)

En otras palabras, para obtener un campo atractivo tenemos que situar el origen de coordenadas
entre las asintotas dg V. Esto motiva la siguiente definicion.

Definicion 4.1.2 Seap € HL. Una condicion de contorno para la ecuacion (4.1) se diginisible
si satisface la condicion (4.4).

El tipo de potenciales que tomaremos en consideracidn seran, pues, aquellos que se obtienen al
resolver el problema
KV =C—lof
(4.5)
OV admisible.

IMés precisamente, analizando caso por caso se observa que la Unica eleccion que conduce a un campo que sea
atractivo en el infinito es la dada por (4.4).
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4.1 Comportamiento del Potencial

Observacion 4.1.4En el caso critico lainica condicion de contornadmisiblees la condicién
de Neumann. En tal caso se recupera la nocién de unicidad como lo expresa el siguiente lema.

Lema 4.1.2 Seag € H' tal que satisface la Hipotesis de Neutralidad (4.3), entonces el problema
(4.5) satisfaceunicidad Dado que son potencialesnicidadsignifica que dos soluciones cuales-
quiera difieren en una constante.

Observacion 4.1.5La propiedad anterior no es vdlida en el caso subcritico puesto que la elec-
cion de condiciones de contoraamisibleses multiple.

Observacion 4.1.6En el caso A> 0, y para una funciérnp € L2, el potencial V dado por (3.3)
esté bien definida, verificdV~ = 0y, por lo tanto, es admisible.

En otras palabras, para ugac Lﬁ la eleccionV = % x (C — |¢|%) conduce a un potencial

admisible. (En el casA > 0, se entiende.)

Observacion 4.1.7En el caso supercritico las condiciones de contannoca son admisibles.

El siguiente lema sera de utilidad en lo sucesivo.

Lema 4.1.3 Seap € H' y sea V una solucion de (4.1). Entonces son equivalentes:
(@) VelL™.
(b) oxV e L.

DemostrACION.— (D) = (@) es inmediato. Veamos la otra.

ComodyV € C resulta queéiyV € Lﬁ)c. Como quedé dicho en el Lemma 4.10%,V es decre-
ciente en R, +0) de manera que valen las desigualdades siguientes

de donde deducimos qug V(X) tiene signo parg| — co. Tenemos entonces que, paga> M,
vale

+00

T|(9XV(2)|dz: if&XV(z)dz

X

= (V(+e0) - V(X))

< 2|Vl

Con esto demostramos qdgV(X) € '—[lM too)" De manera completamente similar podemos

obtener quéy V(X) € L(l_c>o M) Eso finaliza la demostracion.

Con esta informacién estamos en condiciones de relacionar el crecimieMtoaleel decai-
miento deg.
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4 Existencia de Estados Fundamentales

4.1.1. Caso subcritico

Lema 4.1.4 Supongamos quges tal que &) > 0y sea V una solucién cualquiera del problema
(4.5). Sig € H! entonces & L>.

Observacion 4.1.8Dado que ser admisible implica que el correspondiente potencial V es acota-
do inferiormente, \& L™ pero tiene minimo.

Observacion 4.1.9Para ¢ € H el potencial% « (C — |¢|?) esta bien definido pero no resulta
acotado.

DemosTrACION.— A partir del Lemma 4.1.1 sabemos gdees continua de modo que hay que

mostrar queV tiende a infinito en los bordes. Como estamos en el caso subcritico alguna de las

dos derivadas tiene signo. Supongamosa@é™ > 0, en tal caso exist¥ > Rtal quedy V(X) >

n > 0. Se tendra, pues, la siguiente estimacion pavalida en M, +o0): V(X) > V(M) +n(x—M).
Concluimos qué/ X2 oo |

Observacion 4.1.10En el caso en quéy V* = 0 aplicando L’Hopital se obtiene

V(X)
~ — 0. (4.6)

Es decir, V es sublineal en la regién donglgv* = 0

4.1.2. Caso critico

La Observacion 4.1.10 no genera ningun problema en el caso critico —donde ambos limites son
nulos— puesto que tenemos la siguiente caracterizacion.

Teorema 4.1.1Seany € H' y C € CZ y consideremos el problema (4.5). Entonces dos cuales-
quiera de las siguientes afirmaciones implican la tercera.

= ¢ satisface la Hip6tesis de Neutralidad.
LIRS lel
s Vel®

Observacion 4.1.11Este teorema demuestra que, bajo la Hip6tesis de Neutralidad, la condicion
necesaria y suficiente para que el potencial resulte acotado es @@jlrﬁ.

DemostrAciON.— El Lema 3.2.1 junto con la identidad (3.6) del Capitulo anterior muestran que la
Hipodtesis de Neutralidad junto con la propiedad Lfl producen un potencial acotado. Por otro
lado, el Lema 4.1.4 muestra que un potencial acotado —en el caso admisible— implica la Hip6tesis
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4.1 Comportamiento del Potencial

de Neutralidad. Lo que realmente importa es que la Hipétesis de Neutralidad juntb &d®
implicang € L2.

La Propiedad 4.1.2 —valida bajo la Hipétesis de Neutralidad— permite ®égip) = 0. Ade-
mas, que se cumpla la Hipotesis de Neutralidad en un problema admisible ifiplica =
0x V™~ = 0 de manera que podemos escribir

V(x)=fxfza§V(r)drdz,

—00 —00

expresion que, después de un manejo algebraico, se transforma en
X
V(X) = xx V(X) - f ro2v(r)dr.
Supongamos, pues, gue< —R. Los signos permiten escribir,
X
[ rioPar = ve9 - xa,v(x.

ComoV es acotadap € Lﬁ((—oo, -R])) & x0xV(X) € L*((—0, —R]). EligiendoV(+) = 0
y usando quéy V" = 0 podemos adaptar las cuentas anteriores al interRafecd).

Veamos ahora quedy V(X) € L¥([R, +)). El Lema 4.1.3 y la hipbtesig € L™ implican que
dyxV € L1 Fijemose > 0 y tomemosM > O tal que

X
fc?x V(2dz< e.
M

Usando queély V es decreciente y quaV* = 0 obtenemos quéxV(2) > 0 y que vale la

siguiente estimacion:
X

(x=M) oy V(X) < f xV(29dz< g,
M

haciendo un despeje adecuado se obtiene
[x0xV(X)| < & + Mo Vil -

Eso conlcuye la demostracion. L]
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4 Existencia de Estados Fundamentales

4.2. El método de la energia.

En lo sucesivo nos ocuparemos del problema de encontrar estados fundamentales para el si-
guiente problema de Schrédinger—Poisson

idu=—-02u+V(uu- f(u? u, 4.7
u(,-) = ¢ (4.8)
82V =C —|u?, (4.9)
0xV admisible (4.10)

En principio nos limitaremos a trabajar en el espadi@ := H! n Lﬁ. No obstante, a partir
de la ecuacién diferencial que satisface el minimo podemos deducir que éste y, por lo tanto, el
correspondiente estado fundamental son funci@ies/er Observaciones 4.3.5y 4.3.15.

Observacion 4.2.1Llamandov(X) := |x| resulta que los espacio%ly L2 N L2 tienen los mismos
elementos y las normds ez yll- ||L§ son equivalentes, de hecho se tiene la siguiente estimacion:

16117, < 19117, < 191122 + 17, (4.11)
Introduciendo la funcién
— [(IX=¥-IX
W(x) = | =5 Cl)dy. (4.12)
tendremos que
X _ IX|
> * C= ”C”LIE +Y(X). (4.13)

Observacion 4.2.2Eligiendo como centro de coordenadas el centro de masa msulta quay
tiene soporte compacto contenido en el soport€ ddas adn, en tal caso tendremos la identidad

R
(%) = f (v 1X) C(sg(x) y)dy> 0.
x|

Por otro lado, llamando
o(y) = XEMZEN, @14
obtenemos
(5107610} = N2 10, — [ [ o Io07160)7 iy, @15

Observacion 4.2.3La funciong tiene las siguientes caracteristicas.

» Sopp) = {(x,y) e R?: xy> 0O}

32



4.2 EIl método de la energia.

= Para xy> 0 se tieneo(x,y) = min{|x], |yl}.

Reemplazando las identidades (4.13) y (4.15) en la expresion (3.17) podemos escribir la energia
como sigue

1 1 1
E(9) = S10xIIZ2 + ICI Y 80} + 19117, (ICLe ~ A7)

612

+ | [ exymeeriomiaxdy-5 [ [ foydrax (4.16)
0

El términollq&llf2 (||C||L1 - ||¢||Ez) sugiere la siguiente clasificacion del problema, comparar con
la Observacion 4.1.3:

= Caso subcriticoA := ||Cl|,1 — ||q>||f2 > 0 (ver la definicion dé\ en el Lema 4.1.1).
= Caso criticoA = 0. Segun la Observacion 4.1.3 eHgpotesis de Neutralidad

= Caso supercriticcA < 0.

Finalizaremos esta seccion con el siguiente lema donde mostramos que los minimos de la ener-
gia proveen estados fundamentales. De esta modo, convertimos el problema de hallar estados
fundamentales en un problema de optimizacion. De ese problema nos ocupamos en la seccion que
sigue.

Lema 4.2.1 Sea L el operador diferencial definido por el lado derecho de (4.7), es dégjr

~-02¢ + V(¢) ¢ — T(l¢>)  dondeg € H y sea E la energia definida eH por (3.17). Entonces
VE = L.

DemosTRACION.— Tenemos que demostrar gig e H 'y Vo € L2 valed Ey)(¢) = {L(¢), ¢}, donde

I E(e) = lim (6 + o) - E(@))

Por densidad bastara con hacerlo paga/.

El término de la energia cinética satisface
1 2 1 2 . & 2
51006 + eQ)I? = SI0GI +£10 ¢;.9 0} + 11

1 2 2 .. & 2
= §||c9¢|| +e{=0"¢; o} + EII&OII . (4.17)

33



4 Existencia de Estados Fundamentales

Para la interaccion local definimegs) := |¢> + 2 Re ¢ ¢) y d(¢) := |¢ + g¢f?, a partir de los
cuales podemos escribir:

s feaffr T

2 c(e)

o2

ff”gReff(kbl +n(8))¢¢+—ff(7(s))l<pl (4.18)

El término de la energia potencial lo desdoblamos en sus partes homogéneas. Por un lado tene-
mos,

{|X|

2
_{U 5 C (¢ +89); (6 + )] = =Coi o) + {| l*C¢;<p} E{U*Cgo . (419

2

Y por otro,

A i epl 9+ e0) 0+ 20) = 5[5 = 10P 00} + 2 (5w 10P b1)

2N Re 0910)+ 06D,

la simetria dex| conduce a la igualdad

(X Re 02 010) = (5 + 0P 610

de donde deducimos

4{' X s lp+ el 0+ £0); (0 + £¢)} =

X ool +0E).  (420)

||
{ <o o) +elS
Juntando las igualdades (4.17)—(4.20) se tiene

E(¢ + e¢) = E(¢) + &{L(¢); ¢} + O(£?)

de donde concluimos quéE = L.
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4.3 La existencia de minimos

4.3. La existencia de minimos

4.3.1. Caso subcritico

Observacion 4.3.1Dado que los estados fundamentales estan globalmente definidos haremos
las mismas consideraciones que las hechas para la existencia global. Es decir, asumiremos que la
interaccion local f satisface (H1) o (H2).

Lema 4.3.1 Supongamos que la interaccion f cumple (H1) o (H2). SgéaSsfera en B dada
por Sa := {¢ € L? : ||<;5||E2 = |ICll.x — A} donde||IC||.» > A > 0. Entonces E es coerciva en
SanN 7'{(1).

DemosTRACION.— Si se cumple (A2), la coercividad @eenSa N H® se deduce inmediatamente
de la desigualdad

E(¢) > 1/2110x #IZ, = Wl 19117, + L/4111%, (ICI: ~ 11817-) (4.21)

Cuandof es repulsiva, la estimaciof(r) < r” cono < 2, permite controlar el término de la
interaccion local con la norma ét. Mas precisamente, paras < 1/2 las estimaciones (3.18)
y (3.19) nos permiten deducir la desigualdad

20+4

1 1
E(9) > (5 — &) 0xliE, = Ce) gl + 1%, (Il ~ IgiE2)

El lema esta, pues, demostrado. [

Observacion 4.3.2La coercividad de E en Sn H permite definir, para cad@ < A < ||C]|,1
la cantidad:

Ap = Inf{E(®) : ¢ € Sal,
y adem& garantiza la existencia de una sucesion minimizante, es decir, existeSa tal que
E(¢n) — Aa.

El siguiente lema fija condiciones apropiadas de compacidad y resultara de utilidad para de-
mostrar la existencia de minimos.

Lema 4.3.2 Seal < p < co. Sed{p;}jej una familia acotada en(R) y supongamos que satisface
las siguientes hipotesis

= Ve > O existe R> Otal queVvj e J f lpjIP < &P. Es decir, la masa esta uniformemente
IX>R

localizada.

= Ye > 0existes > Otal quevih < § valef lpj(x+h) —¢;(X)|Pdx < P. Es decir, la masa no
se concentra.
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4 Existencia de Estados Fundamentales

. L, LP
Entonces existep € LP y una sucesiop, tal quegn, — o.

DemostrAciON.— Ver Teorema 2.21 en Adams, [1]. [

Corolario 4.3.1 La inclusionH) — L2 es compacta.

DemosTrACION.— CoOnsiste en adaptar las hip6tesis del Lema (4.3.2). Sea, entgpoas,sucesion
acotada erf{, y seaM > 0 tal que|lenllr < M entonces valen las siguientes estimaciones:

- 1 1 1
[ e <R [ ixieni < Zlenl < Glial < ZM

IXI>R IXI>R
jW%W+m—%quc¥wmmscﬁM,

de donde se deduce la validez de la afirmacion. ]

Teorema 4.3.2 Supongamos que la interaccién local f satisface (H1) o (H2) y supongamos que
A > 0. Entonces existga € HD tal que Hpa) = min{E(¢) : ¢ € Sal.

DemosTrACION.— La existencia ddp = inf{E(¢) : ¢ € Sa} es consecuencia de la coercividad de
E enSanHD. Sea, puedgn}n € Sa N H® una sucesiéon minimizante. Coriidgn,) es acotada,

la coercividad implica que,, es acotada e (). Sea, entonced > 0 tal que||dx dnllyr < My
lignll 2 < M. Dado que la bola et es débilmente compacta (es el Teorema de Alaoglu en un

espacio de Hilbert) existene H® y una subsucesién, que también IIamarempslue verifican
Ht L2
én — ¢y dn — ¢. Aplicando el Corolario 4.3.1 a la sucesipp obtenemos,, 5 ¢, de donde

deducimos que € Sa N HWD.
Esto ofrece la desigualdaid < E(¢). Veamos ahora quE(¢) < Aa.
Comoy € L™ se sigue que
%{w¢n;¢n}—> %{W;qb}.
Para el término coffi utilizamos la siguiente estimacion.

I¢nl? o[

ffm%ffﬂnqmmzznmﬁmml
[06nZeo +1611Z 0]
0 0

2 2
<l Mlnl = [l -
[0,2M]

. . . L2 .
El término correspondiente a la energia cinética verifigs, — 0x ¢ de donde deducimos que
[10x @1l SlﬁnH0x¢nM2-
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4.3 La existencia de minimos

Observacion 4.3.3Los resultados anteriores no utilizan la hipotegis Lﬁ.

Para el término integral introducimos el operadgr. L — L definido por

T, = f o(x.) gy) dy. (4.22)

dondep esta definida por (4.14). La buena definicion de este operador es consecuencia de la
desigualdad

ITo(@ll> < g2 -
Tendremos entonces

{To(lpnl®); 16nl?} = {To(182); 162} = {To(Iénl? = 18%); 1812} + {To(nl?); Ipnl® — 11}

= {lgnl® = 1617 To(10P)} + (To(dnl®); Ionl® — 161},

de donde deducimos que

(T, (bnl?); I8l = (To(012); 10123 < llignl® = 1612112 (lnllizy + lgllL2,) -

L2 . .
Dado quegn — ¢,y queldll 2, < MYy |I¢nll 2, < M, concluimos la convergencia de los
términos integrales:

2 [ a0 axdy— 5 [[ etx oo axdy

Anélogamente a lo hecho para el término con la energia cinetica, de la convergencia debil

¢ deducimos quédll 2 < Iim lignll 2.
Tenemos entonces que
E(¢) < limE(¢n) = 1a. (4.23)

Como ya hemos probado que vale la desigualdad contraria, resulE{#jue 1a. Eso concluye
la demostracion.
]

, . HD . .
Observacion 4.3.4De la igualdad (4.23) se deduce q#ig — ¢, es decir, la sucesién minimi-
zante converge fuertemente Bl

Observacion 4.3.5Comoga es continua (Lema 2.3.2) de la ecuacion diferengiah = L(¢a),
dondex es el correspondiente multiplicador de Lagrange, podemos deducisgaeC>™(R).

Corolario 4.3.3 Sea A> 0, seaga € H\ tal que H¢a) = Min(E(¢) : ¢ € Sa}y sead el
correspondiente multiplicador de Lagrange. La funci@ixt) = €4t ¢ es una solucién (global)
fuerte de la ecuacion (4.7).
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4 Existencia de Estados Fundamentales

4.3.2. Caso supercritico

Como en este caso el término con la norpdaesta restando tenemos que saber si el término
positivo %{TQ(|¢|2); |¢|°} alcanza para mantener la carga localizada. El siguiente ejemplo muestra
que esto no ocurre.

Ejemplo 4.3.1 Consideremos para cada R0 la siguiente funcion

IR-1
Wy =
¢R (X) =a ﬁ |X| <1

OR(¥) =1 4@y = xe [R.R +R] (4.24)

0 otro caso

donde a> 0 es una cantidad cualquiera.
Observacion 4.3.6La funcionggr(x) definida por (4.24) verifica

ll¢rll® = @°. Luego, el parametro a es la norma ef L

—+00

R
|I¢>Rllf20 ——— +00. Paratodo0 < c< 1.

El término integral satisface

%fo(X,y) 6RO IBr(Y)I” dxdy< M.

Para cualquier2 < p valegg € LP y ||¢rllLr — O.

L2
¢ = 0.

Observacion 4.3.7El término de la interaccion local es negligible independientemente del expo-
nente. No obstante, sélo podria ayudar a localizar la carga en el caso atractivo.

Observacion 4.3.8Ciertamentegr ¢ H! pero podemos suavizarla con norma Bcotada uni-
formemente en R. Supondremos entonceggueH?.

Lema 4.3.3 Para cada A< 0 existe una sucesiofr}r-ra) que verificallgrllo = (IClli1 — Ay

ademas
R—+oc0
E(¢r) —— —o0.

Observacion 4.3.9Comparar con la Observacion 4.1.7.
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4.3 La existencia de minimos

4.3.3. Caso critico

Observacion 4.3.10Comparando los resultados del Teorema 4.3.2 con los del Lema 4.3.3 se
comprende el motivo por el cual el cagg)|, 1 = ||<;3||E2 es critico.

De acuerdo con laidentidad (4.16) la energia, dfifgdtesis de Neutralidgcdadopta la siguiente
expresion.

|gf?
Lt 1 1
E0) = 51007, + 5w o0+ 3a)+ 5 [ [ H0drax, (4.25)
0
donde hemos introducido la funcién:
a(g) := f T,(6)() (62 dx. (4.26)

El siguiente lema fija un tipo de convexidad que satisface el término dado por la faigion
La demostracion es consecuencia inmediata de la definicion y sera omitida.

Lema 4.3.4 Seap = ¢1 + ¢2 donde Sofw1) C [-R R] y Soff¢2) N Sofdp1) = 0. Entonces
a(9) = algy) + al¢2) + 2lIe2l: lpallf; - (4.27)

Observacion 4.3.11Bajo las hipotesis del lema anterior se deduce la igualdad

1
E(g) = E(#) + E(g2) + 5 llgallc2 I6ally, (4.28)

Con respecto a la coercividad, la demostracion hecha en el Lema 4.3.1 permite obtener el si-
guiente resultado.

Lema 4.3.5 Supongamos que se cumple (H1) o (H2). Sel®sfera en Edada por $ = {¢ €
L2: ||q§||f2 = ||C||.+}. Entonces E es coerciva ery 8 H™.

En el caso subcritico la coercividad efies suficiente para demostrar la compacidati‘ede
la sucesién minimizante; en este caso, sélo se tiene coercividdd gne es insuficiente para ese
propdésito. No obstante, el comportamiento de una sucesion acotadeedta caracterizado por
el siguiente lema, ver Lions, [18] Lema I.1.

Lema 4.3.6 Sea¢y, € L? tal que|l¢nll.2 = 1. Entonces ocurre una y sélo una de las siguientes
situaciones:

(@) (Dicotomia)

Existen B € R, una sucesién R— oo, y dos sucesiones e L2,k = 1,2, tales que
on =1 + 9%,y ¢ verifica
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4 Existencia de Estados Fundamentales

= SofeY?) € [~Ro, Rol, conligi 2 = 1y

» Sofp?) € R — [-Ry. Ri]. conlg@)l 2 = v,

donde0 <y < L

(b) (Desaparicion)
Para cada | intervalo de medida finita y para cada 0 existe @ tal que para n> ng vale

f lpnl? < &.
|

(c) (Compacidad)
Para cadas > 0 existe R= R(¢) > Otal que

f 162 > 1-¢.
[-RR]

Presentamos ahora el principal resultado de esta seccién.

Teorema 4.3.4 Supongamos que la interaccion local f satisface (H1) o (H2). Exigte Sg N
HO tal que Heo) = min{E(¢) : ¢ € So}.

DEMOSTRACION.— Seap, € So N H! una sucesion minimizante. La coercividadElen H* implica
1

. H . i .
que existep € H! tal queg, — ¢. Para convertir la convergencia débil en convergencia fuerte,
alcanzard con mostrar que una sucesion minimizante sélo puede satisfacer la situacion (c) del
Lema 4.3.6.

Observacion 4.3.12En el caso subcritico esta condicién es consecuencia inmediata de la coer-
cividad de E en £, que no esta disponible en el caso critico.

Supongamos que ocurre (a). En tal caso, de la igualdad (4.28) deducimBésgue E(¢§,2)).
Por otro lado la coercividad del Lema 4.3.5 implica que exitte R tal queE(¢§,2)) > a(¢§,2)) -M.
A partir de la igualdad
(@) > Rullgt " = Ray*,
y usando ques > 0 obtenemo%(¢,) — oo, lo cual contradice la propiedad minimizante de la
sucesion.
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4.3 La existencia de minimos

Supongamos que ocurre (b). Es el mismo argumento. Usa fuertemente el hechg de@ue

Concluimos que so6lo puede ocurrir (¢). Hemos demostrado, entonces, que la sucesién minimi-
zantegy, satisface la hipotesis de localizacion que requiere el Lema 4.3.2. Aplicando, pues, ese

2
Lema tenemos qug, i ¢ de donde deducimos gyes Sp Y, por lo tantolg < E(¢).

De la demostracién del Teorema 4.3.2 deducimos lo siguiente

1 1
W dnidnl = ZICHL{Y ¢: 6}

|pnl? o[

f‘off(s)efoff(s).

10x BllLz < 1im|ox ¢nll.2 -

Finalmente, aplicando el Lema de Fatou a la sucegiony) := o(X, y) [n(X)I? [#n(y)|? obtene-
mos

a(¢) < lima(en) . (4.29)

Tenemos, pues, qQUE¢) < 1o = liIME(¢n), comog € Sy resulta queE(p) = 1o. ESto muestra
que existe un minimo e8y N H™.

Veamos ahora qug € L2. Comenzaremos considerando la ecuacion diferencial que satisface
¢, ecuacion que se obtiene considerando el gradiente de la energia dada por (4.25).

Observacion 4.3.13Los célculos hechos en Lema 4.2.1, ofrecen para H arbitraria la si-
guiente expresion.

VE(p) = 050 + ¥ o+ To(lelP) ¢ — Tl . (4.30)

Si ¢ € L2 pueden reagruparse los términos de la ecuacion anterior para obtener la que ofrece
el citado lema. En este caso, la ausencia de la hipatesid.2 no permite definir el potencial
@ + |¢|?, de manera que hay que considerar otro potencial. De hechogpark? se tiene la
siguiente igualdad

W09 + o)) = 5 (€~ 1620 + gl

gue pone de manifiesto que dos potenciales admisiblesttipdéesis de Neutralidadiifieren en
una constante. Lo interesante es que la constante en este ¢iafipeBe esta manera recupera-
mos el resultado del Teorema 4.1.1, a saber,

T,(pf%) e L® &= g¢e L2
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4 Existencia de Estados Fundamentales

Observacion 4.3.14Dado que

+00
f lp(2)|° dz x> 0

Ix To(lelA)(X) = (4.31)

X
X
—f|¢(z)|2dz x< 0,

resulta que 'g(lqbolz) es un potencial admisible en el sentido de la Definicion 4.1.2.

Sea, puesp € H! el minimo deE y consideremos la ecuacion diferencvd(¢) = ¢ que sale
del multiplicador de Lagrange, don¥é& esta dada por (4.25),

~0%p+y o+ To(l?) ¢ — F(Ip7) ¢ — 2 = 0.

Observacion 4.3.15Dado quep € H* resulta quep € C(R) de manera qué?2 ¢ es continua y
por lo tanto,¢ € C*.

Supongamos qu§g(|¢|2) ¢ L*™. A partir de las igualdades dadas por (4.31) deducimos que
0x T,(I612) tiene signo e — oo, de donde concluimos que (/2 K%, sg () oo,
Comog¢ Ko, 0 (Lema 2.3.2) resulta que, para> 1, se verifica la desigualdad

a(x) = To(l6?) ¢ — T(181) ¢ — A6 ~ To(l6?) ¢ > M? ¢,

aplicando el Teorema 2.4.2 obtenemos ¢(¢ ~ O(e"™>), por lo tantop € Lﬁ. El Teorema 4.1.1
provee, entonces, una contradiccion. De esta manera tenemas(@ € L™ y, por lo tanto,
¢ el

Queda demostrado que existen minimos y que esté&i(®En .
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5 Efecto Regularizante

5.1. Introduccion. Estimaciones a la Strichartz

Las propiedades dispersivas de la ecuacion de Schrédinger son el punto de partida para la ob-
tencion de diferentes resultados conocidos bajo el nombre comun de “Efecto Regularizante”. Para
identificar en forma precisa cual de ellos es el qgue tomaremos en cuenta dedicamos esta secciéon
introductoria a la descripcion de algunos resultados basicos. Dado que nuestro trabajo esta orienta-
do al caso unidimensional, presentaremos tales resultadad bra descripcion exhaustiva puede
verse en Cazenave [6] y en las referencias alli citadas.

La primer propiedad regularizante que presenta la ecuacién de Schrédinger

idiu=-02u (5.1)
es consecuencia del siguiente lema.

Lema 5.1.1 Sea Ut) el grupo unitario generado pord2 y sea Kt, x) la funcién definida en
R — {0} x R por

1 10 i
K(t =(— e 4t |
t.x) = (77 t
Entonces, para cada € S(R) y cada t# O vale

U(t)e = K(t, X) =4 ¢. (5.2)

DemosTrACION.— Aplicando transformada de Fourier (en la variakjeen la ecuacién (5.1) y
resolviendo la ecuacion ordinaria que satisfaggobtenemos la siguiente expresion

U = e M50 (5.3)
Dado que}((T)(k) = e4“iK°t tomando antitransformada obtenemos el resultado. L]
Como quedo dicho, el lema anterior permite obtener el siguiente efecto regularizante.
Propiedad 5.1.1 Sea pe [1,2] y sea p € [2, »] el exponente conjugado de pntonces, para

cada t# 0 el operador Ut) : LP — LP es continuo. Mas aln, patac LP se verifica la siguiente
estimacion

3=

-1
2

U®¢lle < (Arlthe 2 llelie .
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5 Efecto Regularizante

DemostrACION.— Seap € S(R). Aplicando la desigualdad de Young (ver Propiedad 2.2.1 en el
Capi tulo 1) en la expresion (5.2) deducimos que

-1
VOl < (4rt) 2 llglle -

ComoS(R) es denso eh! obtenemos quel (t) € B(L1, L™) y satisface

_1
U OllgreLey < (4rlth) 2.

Aplicando|| - ||, 2 en (5.3) obtenemos

(U (t)”B(LZ) <1.

Obtenemos el caso general interpolando eptre 2 y p = oo. (Aplicar el Teorema 2.2.1
(Teorema de Riesz—Thorin).) [

Observacion 5.1.1La propiedad anterior es, basicamente, una propiedad de la transformada de
Fourier (en esencia es la desigualdad de Haussdorf-Young, ver Lema 2.2.2). Mas aln, a partir de
la formula (5.2) obtenemos la expresion

iy

ix2 i X-
U(t)p(x) = (4rity 2 % f &5 e () dy.

gue podemos interpretarla diciendo que, salvo cambios de escala y multiplicacién por una funcion
de modulo 1, W) no es mas que la transformada de Fourier. De manera que esta propiedad
regularizante puede verse como una consecuencia de la interferencia destructiva.

Observacion 5.1.2Cabe destacar que la propiedad anterior tiene como principal desventaja el
hecho de que los espacio8 ho son invariantes por ().

No obstante la observacion anterior, este primer efecto regularizante ofrece estimagivoes
ri que resultan utiles para el problema no homogéneo. Tales estimaciones fueron obtenidas por
Strichartz [26], y luego generalizadas por Ginibre y Velo [13]. Para expresar dicho resultado hare-
mos uso de la siguiente definicion.

Definicion 5.1.1 Diremos que el pafqg, r) esadmisiblesi se verifica lo siguiente

(i) 2<r < o0
.2 1 1
(ll) azé—r.

Consideremos entonces el problema no homogéneo,

iotu+d2u=f

ui0) = ¢.
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5.1 Introduccion. Estimaciones a la Strichartz

Teorema 5.1.1 Valen las siguientes propiedades

(i) Para cadag € L?y para cada par admisiblég,r), la funcién t — U(t)e pertenece a
L9(R, LN NC(R, L?). Mas aln, existe una constante=0C(q) tal que, para todap € L? vale
la siguiente desigualdad

IUC)ellLag,ry < C(a) gl 2 -

(i) Sean | un intervalo (acotado o no),J 1y ty € J. Sean, ademéasy, p) un par admisible y
f e LY (1,L”). Entonces, para cada par admisil(e, r), la funcion definida para € | por

t

t— Df(t) = f Ut-9 f(9ds,

to

pertenece a (I, L") n C(J, L?). Mas aln, existe una constante=-C(q, y) tal que, para
toda fe L”' (1, L*") vale la siguiente desigualdad

[DflLaq,Lry < C(a,y) ||f|||_y’(|,|_p’) .

DemostrAcION.— Ver Cazenave, [6], Teorema 3.2.5. |

Una consecuencia importante de este teorema es el decaimiebfodenla solucion en el
problema homogéneo. Como lo muestra el siguiente corolario.

Corolario 5.1.2 Seanp € H' y r € (2, ]. Entonces

t—+oc0
U ®)¢llr — 0.

Mencionemos, finalmente, una extensién importante de las estimaciones anteriores al Sistema
de Schrodinger—Poisson (ver Castella, [7]). Para tal fin consideremos una sycesi@n(x)} jex
de funciones d&?, que seré el dato inicial, una sucesion (fija)= {1;j}jar de nimeros reales no
negativos (normalizados de tal suerte gqug; = 1), que interpertaremos como la probabilidad
de que el dato iniciap esté en cada uno de lestados purog(t, x), donde los estados puros
satisfacen el Sistema de ecuaciones de Schradinger (planteadoepRP:

ioyj(t,x) = -Axyj(t,x) + V(LX) yj(t, X),
YjeN (5.4)

i(0,x)  =¢j(X).

Dado que la ecuacion de Poisson depende de la cargan(Qtal := ¥ jay 4; l¥j(t, X)), los
estados puros estan acoplados a través de la expresiov gada por

V(t, X) = (47 |X) " % N(t, X) . (5.5)
Consideremos, finalmente, el siguiente espacio:

LP() = {¢ = (@))jerr : Igllioqy = ) AjligjliZs < oo}
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5 Efecto Regularizante

Observacion 5.1.3El sistema (5.4) acoplado con (5.5) admite solucién Unica. Mas aun, los na-
meros4;j son constantes en el tiempo, ver F. Brezzi—P. Markowich [5].

Observacion 5.1.4Sefialemos ademas que si se toma en cuenta la interaccién con la red crista-
lina, es decir, si se considera un sistema cuantibeertq resulta quet; = 1;(t). Ver A. Arnold

[3].
El resultado es, entonces, el siguiente.

Teorema 5.1.3 Estimaciones tipo Strichartz para estados cuanticos mixtos.
Sean T> 0y (g, r,) un par admisible. Entonces valen las siguientes afirmaciones:

(i) Para cadag € LP(2) la funcion t— U(t)¢ pertenece a ¥([-T, T], L"(1)). Mas aln, existe
una constante G- C(q) tal que,

U OllLag-T.m.ry) < C@) llellzay -

(i) Para cada para admisibléa, b) existe una constante € C(a, g) tal que para cualquier
f e LY([-T,T],L"(2)) se verifica

t
Hfua— 9 f(s)ds{
0

(iii) En particular, existe una constante € C(q) tal que para cada f Yﬂ’r vale

La([—T,T],Lb(/l)) < C(a" q) H f ”Lq,([—T,T],L" (/1)) .

t
U(t-9) f(9)dg| o < C(@ Q) lIfllver.
| [v-9 o <ciwonm

qr —
XT

Donde los espaciosX e Y{' estan dados por
X3P = LY(-T, T1,L" (D) N L°(-T. T1, L3(D)
Y= LY (=T TL LY () + LY-T, T1L L3(D) -
5.2. Efecto regularizante a la Kato
Comenzaremos esta seccion por el siguiente efecto regularizante que presenta la ecuacién de
Korteweg—de Vries (KdV), resultado que fue demostrado por Kato en [14].
Consideremos entonces la ecuacién KdV generalizada:
du+du+a(u)dxu=0, (5.6)

dondea € C*(R).
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5.2 Efecto regularizante a la Kato

Teorema 5.2.1Sea s> 3/2, seagp € H® el dato inicial y sed—T; T) el intervalo maximal, donde
T = T(¢). Sea ue C((-T, T); HS) la Gnica solucion de (5.6) tal que(x1 0) = ¢. Entonces, para
cada0< T; < T y0< R< +c0 se verifica

ue L¥([-Ty, Ta]; H(-R R)),
con norma dependiendo solo [iigls, Ry Ts.
Resultados similares son validos para la ecuacion lineal de Schrédinger

iou=(-A+V)u (5.7)

u(x, 0) = ¢(x) € L2R™ n > 3. (5.8)
dondeV es una funcion real acotada tal que, para algunas cons@istes0, satisface
VO < C(L+x?)7.

Dado que la restriccion deA + V al espacidCy’(R") es esencialmente autoadjunta tiene una
Unica extension autoadjunta EAR") a la que llamaremos-(A + V). Finalmente, la proyeccion
sobre el espectro continuo sera notégda

El resultado es, entonces, como sigue. Ver Ben—Artzi, Klainerman, [4].

Teorema 5.2.2 Supongamos qu&no es ni un autovalor ni un valor de resonancia(@e + V)~
y seap € Pae(L?(RM). Entonces existe una constante C tal que,(8it) es la Gnica solucion de
(5.7)—(5.8) entonces

[ [ e p@y ] cas VP ux off dxdts Cll e
R JRN

En particular pard& = 0 tenbemos el siguiente corolario.

Corolario 5.2.3 Sea (x, t) la Unica solucién del problema (5.7)—(5.8) core\0. Entonces existe
una constante G- C(n), n > 3, tal que

f f (1+ X2 |1 = A4 ux B dxdt< CliglZ g
R JR"

Observacion 5.2.1Los resultados previos muestran que el grupo en el caso lineal mejora la
regularidad local. Mas precisamente, la solucién gana globalmente media derivada.

En la ecuacién de Benjamin—Ono (BO)

du+udu+HP u=0 xteR (5.9)
u(x, 0) =¢, (5.10)

dondeH es la transformada de Hilbert (ver Lema 2.3.3), Ponce mostré el siguiente resultado, ver
[21].
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5 Efecto Regularizante

Teorema 5.2.4Para cada¢ € HS(R) con s> 3/2 el problema (5.9)—(5.10) tiene una Unica
solucion ft) que pertenece a la clase

C(R, H3(R)) N L2 (R, HSY2(R)).

loc loc
Observacion 5.2.2En este caso también se obtiene una ganancia (local) de media derivada.
Finalmente, para la ecuacion no lineal de Schrédinger con derivada

idu=—2u+dx(Ty(u)u) xeR,t>0 (5.11)

uix,0)=¢, (5.12)

dondeT ;(u) = [u? — AH(Ju]?), 2 > 0 y H es la transformada de Hilbert, Rial, ver [22], demostr¢ el
siguiente efecto regularizante.

Teorema 5.2.5Sean T> 0y w € H® y supongamos que el dato iniciale L. Entonces existe
una constante G C(T, w, ||¢||E) > O tal que si u es la Unica solucién del problema (5.11)—(5.12)

entonces
2
f llwulZy. < C.
[0.T]

Observacion 5.2.3En este caso s6lo se gana un cuarto de derivada.

5.3. El resultado principal

En esta seccién establecemos el tipo de efecto regularizante que presentan las soluciones del
problema dado por

i 0u=—d2u+V(uu- f(u?u, (5.13)
u(x, 0) = ¢(x), (5.14)

dondef € C*(R), C € CT(R)y V() := X« (C - |u?).
Tal efecto regularizante esta descripto en el siguiente teorema.

Teorema 5.3.1Supongamos ques 1y que|lgll 2 < ||Cll 1. Sea (t) la Unica solucion maximal
del problema (5.13)—(5.14) dada por el Teorema 3.2.1. Entonces
ueLZ ((-T.T). Ho'?).

loc loc

Observacion 5.3.1Como consecuencia de este teorema resulta @)&U—Ilffcl/z para casi todo

t € (=T, T). Deducimos entonces que, para casi todo (T, T) y para cadas > 0, se verifica
u(t) € Cg £. De esta manera, para valores pequefios deds precisamente, paraes[3/2, 2), la
solucién satisface’ue Lﬁ)c((—T, T) x R). Lo cual representa una importante mejora con respecto

al resultado t e C((-T, T), HS2) dado por el Teorema (3.2.1).
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5.3 El resultado principal

Observacion 5.3.2Como quedd dicho, este resultado es una generalizacion (local en el espacio
y el tiempo) del caso lineal dado por el Teorema 5.2.2.

DemosTrACION.— Haremos la demostracion en varias etapas.

Primer etapa:
Consideremos € C° y R € R tales que sopf) € [-R, R], entonces pard; < T(¢) se verifica
la siguiente desigualdad:

f [ 03720 < - f f 91242,

-T; -T; -

Eligiendow € C° tal que O< w < 1y w = 1 en -R R] tendremos que

ff|JS+l/2u|2 ffa)lJS+1/2u|2 f{st+1/2 JS+1/2U}

-T1 - -T1 -T1

podremos, pues, restringirnos a este tipo de funciones de soporte compacto.
La siguiente identidad sera de utilidad en lo sucesivo

(IS u; 332 1) = (I35 - D)u; IY2(IS - 1)u)
2{w(J% - 1)u; Ju) + {(I° = 1) u; [IY2; w] IY? u}

+{wdY?u; 3Y2 ). (5.15)

Veamos ahora como eliminar las medias derivadas de la identidad anterior. Para eso considera-
mosQ € C* tal quew = dxQ, la transformada de HilbeH (ver Lema 2.3.3) y los operadores
de proyeccion dados pér. ;= 1/2(1+1H) (ver Rial, [22]). Asimismo, consideramos la siguiente
igualdad:

1
500(QIPLu; I°P.U) =
(iQJI0P.u; I°P. )
—{iQIP.VU) U, I°PLut + {i QI°P, f(U)u; I°P. U} (5.16)

Por otro lado, el término lineal puede escribirse de la siguiente manera, donde la simetria elimina
el segundo término en la primer igualdad:

(iQISH2 P, u; ISP U} = (i [Q; 9] 9x ISPL U; ISP U} + {i Qay ISP u; dy ISP, u)

—{i w8y PP u; 3P, u}. (5.17)
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Usando que la transformada de Hilbert satisfdée= -1y [H; J9] = [H; 4] = 0 deducimos
la siguiente expresion,

~{iwdyx PP u; I°PLu} = {iwHHx I°P. u; I°P. U}
={i[w;H]0xH I°P.u; P, u}
+{iHwHdI°P,u; 3P, U}
={B1H J*P.u; J°P. u}

+{wHdx I°P.u; JI°P. U}, (5.18)
donde hemos definidB; := i [w; H] dx.
Observacion 5.3.3Dado que 3—1 conmuta con Plas identidades (5.16), (5.17) y (5.18) siguen
siendo validas si el operador e reemplaza pors}- 1.

Observacion 5.3.4Aplicando el Lema 2.3.3 obtenemos que el operadoe®acotado en 1.
Mas aun, el correspondiente término en la identidad (5.18) satisface la estimacion

{B1H (J°-1)P.u; (J°- 1) P, u}| < C(w) ||u||§. (5.19)

Por otro lado, dado quEld, = Dy queJ = (1 + D?)¥2, dondeD es el operador pseudo—
diferencial cuyo simbolo €k|, tenemos que

{wHxV; VI ={wDvV; vV} ={w(D-J)V; V} + {wJV, V}
={w(D -V, v} + {[w; IY?] IV2v; v} + {w IY?v; JV/? )
={BoV; V} + {w JY?v; JY2 v}, (5.20)

dondeB; := w (D - J) + [w; JV/?] JY2.

Observacion 5.3.5Adaptando la demostracion del Lema 2.3.6 obtenemos que el operaddr D
es acotado. Por otro lado el Lema 2.3.5 afirma que el operddod?/?] J/2 también lo es, de
modo que Bresulta acotado. Asimismo, se cumple la siguiente estimacion:

{B2 (35— 1) P, u; (35— 1) P, u}| < C(w) [lull3. (5.21)
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5.3 El resultado principal

Haciendo el reemplazo= P.(J°-1)uen (5.20), reemplazandi por J°— 1 en (5.16)—(5.18)
y haciendo un despeje adecuado obtenemos la siguiente expresion,

1
{w IY2(3% - 1P, u; IY2(I5 - 1)P. U} = £501(Q (I5-1)P,u; (I°-1)P.uw

F{B1H(J5-1)P. u;(J°- 1)P. u}
—{B2(I°-1)P.u; (I*- 1) P, u}

+ términos no lineales (5.22)

Segunda etapa:
En esta etapa mostraremos que si el resultado es validdPparantonces es valido para
Para tal fin, comenzamos considerando la identidad

{wdYV2v; 312y} = {wIYV?P v, JYV2P v} + {w Y2 P_v; JY2 P_v)

+2{w IV2 P, v; V2 P_v}
de la cual deducimos que sera suficiente acotar el dltimo término. Dado que,
(wIY2P,v; IY2P_v} = {[3Y2; W] V2P, v; P_V} + {w I P, v; P_V},

aplicando el Lema 2.3.5 obtenem¢s)?; w] Y2 P, v; P_v}| < C(w) [VlI3. Por otro lado, el
Lema 2.3.6 aplicado a la igualda@dy J P, v; P_v} = {[P-;w] J P, V; v}, produce la siguiente
identidad,

{wIPyv, PV} ={[P-; w] 0xg P+ V; V} + {[P-; w] P+ V; v},

a partir de la cual y haciendo el reemplaze J®u podemos obtener las estimaciones,

|{[P_ - w] xg P, JSu; JSu}| < C(w) U2,

’{[P_ - W] P, JSu; JSu}j < C(w) U2,
de donde podemos concluir que

{wIYV?v; 3%\ <

{wIY2P,v; 3Y2P, v} + {w Y2 P_v; Y2 P_ v} + C(w) ||ull?, (5.23)

Tercer etapa:
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5 Efecto Regularizante

La acotacion de los términos no lineales. Comencemos considerando las igualdades
(iQI° - 1)P. f(UP)u; %P, U} = {i P QP (I° - 1) f(UP) u; (3° - 1 u}

(iQI-1)P. VWU (I*-1)P.u = {iP.QP. (3= 1)V() u; (J°- 1) u}.
Llamando® := P. Q P., podemos escribir
{io -1V u,(I°-1u} = {i®[I% V()] u; (I° - 1) u}

+{iQ[P; VU] (I°-1)u; (I°-1)P.u}.
Ahora bien, dado que el potencial puede escribirse
V(u) = g,u + Voo (U)
tendremos la igualdad
o=V u (I°-1)u = (i ®[(I° - 1); V()] u; (I° - 1) U}

+{iQ[Ps; Voo (W] (I° = D) u; (I° - 1) P, u}
+{iD[(I°-1); p]u; (3% - 1) u}
+{iQ[Ps;u] (I°-1)u; (I°-1)P.u}. (5.24)
Las propiedades dé,, dadas por el Lema 3.2.1 junto con el Lema 2.3.7 permiten acotar los tres

primeros términos en (5.24). La acotacion del ultimo término es consecuencia de los Lemas 2.3.3
y 2.3.6. Hemos obtenido, entonces, la estimacién para el término con el potencial,

i@ (3° - V(U u; (3° - 1)u)| < Cw) Ul (5.25)
Finalmente, con respecto al término local, la Observacion 2.3.2 permite obtener la estimacion
[ i@ (3° - 2) f(u?) u; (3° - Du| < C@) T (lulls) U (5.26)

Conclusion
Aplicando la desigualdad de Cauchy—Schwarz en la expresion (5.15) obtenemos
{w ISV2 P u; 332 P, U < {w IVH(I° - 1)u; 323 - Du)
+ 2||ullsllulls + C(w) llulls[lullo + llull1 llullo

< {w IY2(3% - 1)u; IY?(35 - 1) u)

+ C(w) llulls lully -
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5.3 El resultado principal

Usando la expresion (5.22), las estimaciones (5.25), (5.26) e integrando en un intervalo com-
pactol C (=T, T) obtenemos, respectivamante

f (w352 P, u; 352 P, uj dt < Clw) max(Iu(- Ol
|
+C(w) f. G, V)llsdt

+0(@) [ T2 IOl
de donde deducimos que
f{a) JSH2 P,y 332 P, uydt < C(ll], w) max{|iu(- s}
|

Si agregamos las estimacioreepriori del Capitulo 3, para lo cual tenemos que restringirnos al
caso exponente subcritico obtendremos

f {w 52 P, u; 352 P, ubdt < C(Il, w)lIglIZ, -
|
Finalmente la estimacién (5.23) de la segunda etapa ofrece la estimacion deseada:

f f 322 < C(1, @) maxIuC Dls)
|

Eso concluye la demostracion. L]
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