
EXISTENCIA DE SOLUCIONES

PARA UN PROBLEMA DE SCHRÖDINGER–POISSON

Resumen:En este trabajo tomaremos en cuenta el problema de Cauchy para la ecuación de
Schrödinger–Poissoni ∂tu = −∂2

xu + V(u) u − f (|u|2) u , donde f representa una interacción local
no lineal (tomaremos en cuenta tanto el caso repulsivof > 0 como el caso atractivof < 0),V es la
solución particular de la ecuación de Poisson dada por:V = 1/2 |x|∗

(
C−|u|2

)
y C ∈ C∞c es el perfil

de dopaje, olas impurezas. Demostraremos que el problema está localmente bien planteado en los
espacios de SobolevH := {ϕ ∈ Hs(R) :

∫
(1+ x2)1/2 |ϕ|2 < ∞}, cualquiera seas≥ 1; ello significa:

existencia local, unicidad y continuidad de la solución con respecto al dato inicial. A continua-
ción, introducimos un funcional de energía y exhibimos algunas leyes de conservación que nos
permitirán obtener estimacionesa priori. En el caso atractivo, tales estimaciones son válidas para
f ∈ C∞; no obstante, en el caso repulsivof > 0 asumiremos que el exponente def essubcríti-
co. De estas hipótesis sobref , tales estimaciones permiten demostrar la existencia de soluciones
globales. Pasamos, luego, a un problema variacional y mostramos que la restricción de la energía
a una esfera deL2 tiene un mínimo enH siempre que el radio no supere un valorcrítico; más
aún, demostramos que para radios mayores que el valorcrítico la energía no está acotada inferior-
mente. Luego mostramos que tanto en el casocrítico como en elsubcríticoel mínimo resulta ser
un estado fundamental para el problema de Cauchy (dado que los estados fundamentales permiten
construir soluciones globales tendremos que hacer las mismas consideraciones sobre el exponente
de f ). Además demostramos que el valorcrítico está dado por la carga total de las impurezas e
incluimos una breve discusión acerca de la relevancia física que tiene este fenómeno. Finalmente,
retomamos el problema de evolución y mostramos que paras ≥ 1 la solución presenta un efecto
regularizante que es local en el espacio y en el tiempo; más precisamente, en este problema la
solución gana, localmente en el espacio y en el tiempo, media derivada.

Palabras claves: Schrödinger–Poisson; estados fundamentales; hipótesis de neutralidad; buen
planteo; leyes de conservación; efecto regularizante.









EXISTENCE OF SOLUTIONS

FOR A SCHRÖDINGER–POISSON PROBLEM

Abstract: In this work we take under consideration the Cauchy problem for the Schrödinger–
Poisson type equationi ∂tu = −∂2

xu + V(u) u − f (|u|2) u , where f represents a local nonlinear
interaction (we take into account both attractive and repulsive models),V is taken as a suitable
solution of the Poisson equation :V = 1/2 |x| ∗

(
C − |u|2

)
, C ∈ C∞c is the doping profile, or

impurities. We show that this problem is locally well posed in the weighted Sobolev spacesH :=
Hs(R)∩ L2

µ(R) for all s≥ 1, whereL2
µ(R) := {ϕ ∈ L2(R) :

∫
µ(x) |ϕ|2 < ∞} andµ(x) := (1+ x2)1/2,

which means : local existence, uniqueness and continuity of the solution with respect to the initial
data. We then introduce a well defined energy functional and show some conservation laws which
leads toa priori estimates that are valid forf ∈ C∞ in the attractive case ; however, iff > 0 such
estimates are valid by assuming the exponent off is subcritical. So, under suitable assumptions
on f , we use this estimates to show the existence of global solutions. We turn to a variational
problem and show that the restriction ofE to a sphere inL2 has attainable minimum which belong
to H1∩L2

µ provided the radius not exceed somecritical value; moreover, it is shown that for values
of the radius greater than thiscritical value, energy is not bounded from below. We then show that
both in thecritical andsubcriticalinstances the minimum is a ground state of the Cauchy problem
(since, ground states yield global solutions same assumptions onf shall be made). In addition, we
show that thiscritical value is the total charge given by the impurities, and we briefly discuss the
physical relevance of this phenomenon. Finally, and resuming the evolution problem, we establish
that fors≥ 1 local in time and space smoothing effects are present in the solution ; more precisely,
in this problem there is locally a gain of half a derivative.

Keywords: Schrödinger–Poisson; ground states; neutrality assumption; well–posedness; con-
servation laws; smoothing effect.
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1 Introducción

1.1. Preliminares

En este trabajo tomaremos en cuenta el problema de Cauchy para la ecuación de Schrödinger

i ∂tu = −∂
2
xu+ V(u) u− f (|u|2) u (1.1)

u(x,0) = φ(x) , x ∈ R , (1.2)

acoplada con la ecuación de Poisson

∂2
x V = C − |u|2 , x ∈ R . (1.3)

Aquí f representa un modelo no lineal para la interacción entre las cargas. Típicamemnte, para
interacciones repulsivas, la elección esf (r) = rσ no obstante los resultados son presentados en
un contexto más general. El perfil de dopaje, también llamadolas impurezasestá representado
porC; asumiremos, como es habitual, que es una función regular con soporte compacto. Debido
a que las soluciones fundamentales de la ecuación de Poisson en toda la recta no están acotadas,
el decaimiento, la regularidad y la acotación del término no localV(u) u dependen de una buena
elección deV, más precisamente, del potencial Newtoniano. Dado que la energía juega un papel
relevante en este problema, tanto desde el punto de vista matemático como físico, y dado que
ciertas propiedades de la energía requieren un potencial Newtoniano simétrico; citemos, por caso,
la conservación de la energía (ver Lema 3.3.1) y la posibilidad de construir estados fundamentales
a partir de los mínimos de la energía (ver Lema 4.2.1) tomaremos en cuenta la siguiente solución
del problema de Poisson

V =
|x|
2
∗
(
C − |u|2

)
, (1.4)

que es la que se obtiene al considerar la siguiente condición de contorno:∂x V(−∞) ≤ 0 ≤
∂x V(+∞) .

Estudiaremos el buen planteo del problema (1.1)–(1.3) en los espacios de SobolevHs(R) ∩
L2
µ(R), dondeL2

µ(R) := {ϕ ∈ L2 :
∫
µ |φ|2 < ∞}, µ(x) = (1 + x2)1/2 y s ≥ 1. Esto significa:

existencia local, unicidad y continuidad de la solución con respecto al dato inicial.

En los últimos veinte años las ecuaciones de Schrödinger no lineales han recibido un gran
impulso debido fundamentalmente a sus aplicaciones en óptica no lineal, ver [19, 24], y en el
campo de la mecánica cuántica, ver [15, 20].

Desde el punto de vista matemático la ecuación de Schrödinger aparece como un problema de-
licado puesto que posee una mezcla de las propiedades que tienen tanto las ecuaciones parabólicas
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1 Introducción

como las hiperbólicas. En efecto, se trata de una ecuacióncasireversible, tiene leyes de conserva-
ción e incluso algunas propiedades dispersivas como la ecuación de Klein–Gordon –no obstante,
en la ecuación de Schrödinger, la velocidad de propagación es infinita–. Por otro lado, comparte
con las ecuaciones parabólicas una especie de efecto regularizante; sin embargo, la reversibilidad
temporal evita que el semigrupo generado sea analítico.

El problema de evolución para la ecuación de Schrödinger con una interacción local no lineal
fue estudiado por J. Ginibre y G. Velo, ver [12], quienes plantean el problema en los espacios de
SobolevHs(RN) y muestran que, bajo adecuadas hipótesis sobre la interacciónf , existen solu-
ciones globales cuandos > N/2 y N ≤ 7. La teoría enH1 está profundamente desarrollada en
Cazenave, [6]. En ese trabajo y por medio de metódos estándar de punto fijo –expresión integral
de Duhammel, inmersiones de Sobolev, interpolación, etc.– se prueba el buen planteo local enH1

de la ecuación de Schrödinger con interacciones locales bastante generales y con interacciones
no locales del tipo Hartree, es decir, donde el potencial está dado porV(u) = W ∗ |u|2, para un
núcleoW que satisfaceW ∈ Lp+ L∞; asimismo, empleando leyes de conservación y estimaciones
a priori se obtienen resultados de existencia global. Cabe destacar que en nuestro caso el acople
con la ecuación de Poisson produce un potencialV para el cual las condiciones anteriores no son
válidas (el correspondiente núcleoW no está acotado).

Entre las interacciones locales resulta de especial interés el casof (u) u = |u|2σ u. Para este tipo
de interacción, Glassey demostró, ver [11], que paraσ ≥ 2/N existen soluciones que explotan
en tiempo finito. En el caso críticoσ = 2/N Weinstein, ver [28], establece una condición sufi-
ciente para que existan soluciones globales, tal condición está expresada en términos del estado
fundamental que se obtiene al resolver un problema variacional.

Ahora bien, en circuitos integrados microscópicos la respuesta del dispositivo depende fuer-
temente de los efectos cuánticos; la dinámica del sistema está gobernada por el Hamiltoniano
cuántico en vez del clásico. Para un estado puro, la correspondiente función de ondaψ satisface la
ecuación de Schrödinger

i ~ ∂t ψ = −
~2

2m
∂2

xψ + V ψ x ∈ RN , (1.5)

dondeV es el potencial electrostático. Puede ocurrir que la función de onda se presente como una
superposición de estados puros{ψ j} j∈N, donde cada uno de los estados satisface la ecuación de
Schrödinger (1.5). Las magnitudes físicas relevantes del problema,los observables, tales como
densidad de carga, densidad de corriente y densidad de energía cinética se expresan, respectiva-
mante, mediante las expresiones:

n(x) =
∑

λ j |ψ j(x)|2 , J(x) = ~
∑

λ j Im(ψ∗j ∇ψ j) , K(x) = ~2
∑

λ j |∇ψ j |
2 ,

dondeλ j ≥ 0 es la probabilidad de encontrar la carga en el estadoψ j . En tal caso la ecuación de
Poisson se escribe

∆V = −n(x) , x ∈ RN .

F. Castella, [7], estudia el sistema de ecuaciones que se obtiene al considerar al estado de la
carga como una superposición de todos los infinitos estados posibles, donde la no linealidad está
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1.2 Resultados

dada por el acople con la ecuación de Poisson. Mediante el empleo de apropiadas desigualdades
de Strichartz demuestra que el problema está bien planteado enL2, asimismo, exhibe un tipo de
propiedad regularizante que es diferente de la que tomaremos en cuenta en este trabajo.

Como hemos expresado oportunamente, el hecho de que la ecuación de Schrödinger presente
efectos regularizantes parece contradecir la reversibilidad temporal, no obstante ambos fenómenos
son compatibles. De hecho, en el caso libre:i∂t u = −∂2

x u, se sabe que si el dato inicialφ ∈ L2

entoncesu(t) permanece enLp para casi todot, para cualquierp ∈ [2,+∞), aunque tal resultado no
puede ser cierto paratodo tiempot. Este es un tipo de efecto regularizante, en tanto las funciones
deLp son más regulares que las deL2. Si bien la literatura considera el efecto anterior comoganar
regularidad resulta más expresivo enunciarlo comoperder singularidad, nos referiremos a este
tipo de efecto regularizante comoà la Strichatz. El resultado de Castella es, pues,à la Strichatz.

Por otro lado, T. Kato demostró, ver [14], que las soluciones de la ecuación de Korteweg–de
Vries (KdV)

∂t w+ ∂3
x w+ w∂x w = 0 x, t ∈ R (1.6)

satisfacen la desigualdad

T∫
−T

R∫
−R

|∂x w(x, t)|2 dxdt≤ C(T,R, ‖w(x,0)‖L2) , (1.7)

es decir, en la ecuación (KdV) la solución gana, localmente en el espacio y en el tiempo, una
derivada.

Resultado similar para el grupo de Schrödinger{ei t∂2
x}t∈R fue establecido simultáneamente por

P. Constantin y J.-C. Saut, ver [9], P. Sjölin, ver [25] y L. Vega, ver [27]. En tales trabajos se
demuestra que, para un dato inicialφ ∈ L2, se verifica

T∫
−T

R∫
−R

|(1− ∂2
x)

1/4 ei t∂2
x φ|2 dxdt≤ C(T,R, ‖φ0‖L2) , (1.8)

en este caso la ganancia local es de media derivada.
Más aún, Ber–Artzi, Klainerman, ver [4], establecieron la validez global, en el espacio y el

tiempo, del resultado anterior. Asimismo, G. Ponce, ver [21], y D. Rial, ver [22], establecieron
resultados similares para la ecuación de Benjamin–Ono y para la ecuación de Schrödinger con
derivada donde la ganacia es de media y de un cuarto de derivada, respectivamente. De todas
maneras, queremos resaltar que en la ecuación (lineal) de Schrödinger la solución gana media
derivada. Es este el tipo de propiedad regularizante la que desarrollaremos en este trabajo, para
distinguirla de la anterior diremosà la Kato.

1.2. Resultados

El primer resultado que desarrollamos es el buen planteo local del problema (1.1)–(1.3) en el
espacioH .
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1 Introducción

Teorema 3.2.1 Supongamos que f∈ C∞(R) y tomemos s≥ 1. Para cadaφ ∈ H tal que
‖φ‖2

L2 ≤ ‖C‖L1 existen T= T(φ) > 0 y una única solución maximal u∈ C((−T(φ),T(φ)),H)∩
C1((−T(φ),T(φ)),Hs−2) para el problema (1.1)–(1.3). u es maximal en tanto verifica que si T(φ) <
+∞ entonces‖u(t)‖H → +∞ cuando t→ T(φ).

A continuación mostramos que si la interacción local tiene exponentesubcríticoentonces la
solución maximal está definida globalmente.

Teorema 3.4.1 Supongamos que f∈ C∞(R) es tal que| f (r)| ≤ rσ con0 ≤ σ < 2 y tomemos
s≥ 1. Siφ ∈ H es tal que‖φ‖2

L2 ≤ ‖C‖L1 entonces T(φ) = +∞.

Aprovechamos las estimaciones obtenidas a través de la energía para estudiar la existencia de
estados fundamentales. Resultado que se ofrece en los siguientes teoremas, que se refieren respec-
tivamente a los casos‖φ‖2

L2 < ‖C‖L1 y ‖φ‖2
L2 = ‖C‖L1.

Teoremas 4.3.2 y 4.3.4Supongamos que f∈ C∞(R) es tal que| f (r)| ≤ rσ con0 ≤ σ < 2 y
tomemos s= 1. Sea SA := {φ ∈ H (1) : ‖φ‖2

L2 = ‖C‖L1 − A} donde0 < A ≤ ‖C‖L1. Entonces existe

φA ∈ H
(1) tal que E(φA) ≤ E(φ) para todoφ ∈ SA.

Observación 1 Del teorema anterior se desprende que la función uA(x, t) = e−λ i t φA(x) es un
estado fundamental del problema (1.1)–(1.3), dondeλ es el correspondiente multiplicador de
Lagrange.

Observación 2 Si bien el teorema anterior está enunciado para s= 1 los mínimos obtenidos y
los correspondientes estados fundamentales son funciones C∞. Ver Observaciones 4.3.5 y 4.3.15.

Observación 3 Asimismo demostramos que si‖φ‖2
L2 > ‖C‖L1 la energía no está acotada inferior-

mente.

Finalmente, retomamos el problema de evolución y mostramos que también el caso no lineal
existe un efecto regularizanteà la Kato. Más precisamente.

Teorema 5.3.1 Sea u(t) la única solución maximal del problema (1.1)–(1.3) dada por el Teo-
rema 3.2.1 entonces

u ∈ L2
loc

(
(−T,T),Hs+1/2

loc

)
.

Observación 4 Este resultado representa una extensión de los anteriores al caso no lineal.

Observación 5 Asimismo, para s∈ [3/2,2) resulta que u′(t) ∈ L2
loc

(
(−T,T)×R

)
. Esto representa

una significativa mejora del resultado del Teorema 3.2.1 puesto que allí sólo se afirma que u′(t) ∈
C
(
(−T,T),Hs−2).
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2 Resultados Previos

Dedicaremos este capítulo a la descripción de los resultados tanto como a la notación que utili-
zaremos en el resto del trabajo.

2.1. Notación

2.1.1. Operadores

∂t u = ∂u
∂t =

du
dt .

∂x u = ∂u
∂x. Cuando no haya riesgo de confusión, es decir, cuando representemos la derivada

de una función, notaremosu′.

La transformada de Fourier:F .

û(k) := F (u)(k) :=
∫

u(x) e−i 2π x k dx. (2.1)

Con esta definición, la antitransformada se escribe de la siguiente manera.

F −1(v)(x) :=
∫

v(k) ei 2π x k dk.

El potencial de Bessel de ordens: Js.

F Js(u)(k) := (1+ k2)s/2 û(k).

El conmutador entre dos operadoresA y B :

[A : B] = AB− BA

2.1.2. Espacios

Ck
c(R) será el espacio de funciones, k-veces diferenciables, con soporte compacto enR.

C0 := C0(R) será el espacio de funciones continuas que tienden a cero en infinito.

S := S(R) el espacio de Schwartz de las funciones de rápido decaimiento en infinito.

Lp := Lp(R). Los espaciosLp de la recta con 1≤ p ≤ ∞. El exponente conjugado dep será
denotadop′ := p

p−1.
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2 Resultados Previos

Cuando consideremos funciones del tiempo con valores en un espacio de Banach, digamos
X, el correspondiente espacio de funciones integrables será notadoLp(I ,X) dondeI es el
intervalo.

L2
µ := {ϕ ∈ L2 :

∫
ϕ2µ < ∞}, dondeµ(x) := (1 + x2)1/2. Eventualmente consideraremos el

espacioL1
µ := {ϕ ∈ L1 :

∫
ϕ µ < ∞}.

B(E, F) denotará el espacio de funciones lineales continuas entre dos espacios de BanachE
y F. CuandoE = F escribiremosB(E).

Los espacios de Sobolev fraccionarios.Hs := {ϕ ∈ L2 : Js(ϕ) ∈ L2}.

H := Hs ∩ L2
µ. Dado que en muchas situaciones el espacio corresponiente al casos = 1

resultanaturalpara el problema, lo distinguiremos mediante la notaciónH (1).

El producto escalar deL2 como espacio vectorialcomplejoserá notado〈· ; ·〉.

El correspondiente producto escalarreal será{· ; ·} := Re〈· ; ·〉.

‖ · ‖s la norma enHs. En particular se tiene que‖ · ‖L2 = ‖ · ‖0, ambas notaciones serán
utilizadas indistintamente.

‖ · ‖X la norma enX, un espacio de Banach diferente deHs.

‖ · ‖2
H

:= ‖ · ‖2s + ‖ · ‖
2
L2
µ

la norma enH .

2.2. Interpolación

Recopilamos en esta sección algunos resultados relacionados con interpolación.

Lema 2.2.1 Desigualdad de Gagliardo–Nirenberg. Ver Cazenave, [6] Th. 2.3.7.

Sean1 ≤ p,q, r ≤ ∞ y j,m ∈ N tales que0 ≤ j < m. Si θ ∈ [ j/m,1] es tal que

1
p
=

j
N
+ θ

(
1
r
−

m
N

)
+

(1− θ)
q

,

entonces existe C= C(θ, p,q, r, j,m,N) tal que para cada u∈ D(RN) se verifica∑
|k|= j

‖∂k
x ϕ‖Lp ≤ C

( ∑
|k|=m

‖∂k
x ϕ‖Lr

)θ
‖ϕ‖1−θLq .

Observación 2.2.1Tomando p= 2(σ + 1), j = 0, m= N = 1 y q= r = 2 obtenemos

‖u‖2σ+2
L2σ+2 ≤ C ‖∂x u‖σL2 ‖u‖

σ+2
L2 . (2.2)
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2.2 Interpolación

El producto anterior puede ser transformado en una suma como lo indica el siguiente lema.

Lema 2.2.2 Sean a,b, ε ∈ [0,+∞) números cualesquiera. Sea1 ≤ p ≤ ∞ y sea p′ el exponente
conjugado de p. Entonces existe C(ε) > 0 tal que

a b≤ εa p +C(ε) b p′ .

Observación 2.2.2Aplicando el lema anterior a la desigualdad (2.2) obtenemos, para cadaε >

0, la estimación

‖u‖2σ+2
L2σ+2 ≤ ε‖u‖

2
1 +C(ε, σ)‖u‖

2σ+4
2−σ

0 . (2.3)

Teorema 2.2.1 Interpolación real. (Riesz–Thorin) Ver Reed–Simon [23] Th. IX.17.

Sean〈M ; ν1〉 y 〈N ; ν2〉 dos espacios de medida con medidasσ-finita. Sean, además,1 ≤
p0 , p1 , q0 ,q1 ≤ ∞. Supongamos que T es una transformación lineal que satisface

(i) T : Lp0(M, ν1)→ Lq0(N, ν2) con norma‖T‖B(Lp0 ,Lq0) ≤ M0 .

(ii) T : Lp1(M, ν1)→ Lq1(N, ν2) con norma‖T‖B(Lp1 ,Lq1) ≤ M1 .

(iii) T : Lp0(M, ν1) ∩ Lp1(M, ν1)→ Lq0(N, ν2) ∩ Lq1(N, ν2) .

Entonces, para cadaϕ ∈ Lp0 ∩ Lp1 y para cada t∈ (0,1) se verifica que T(ϕ) ∈ Lqt y además

‖T(ϕ)‖Lqt ≤ M1−t
0 Mt

1 ‖ϕ‖Lpt ,

donde p−1
t = t p−1

1 + (1− t) p−1
0 y q−1

t = t q−1
1 + (1− t) q−1

0 .

A continuación destacamos dos corolarios importantes.

Propiedad 2.2.1 Desigualdad de Young.

Sean1 ≤ p ,q , r ≤ ∞ tales que1+ r−1 = p−1 + q−1 entonces

‖ϕ ∗ ψ‖Lr ≤ ‖ϕ‖Lp ‖ψ‖Lq .

Propiedad 2.2.2 Desigualdad de Hausdorff–Young.

Supongamos que1 ≤ p ≤ 2 y seaF la transformada de Fourier –definida por (2.1)–. Entonces

F : Lp(RN)→ Lp′(RN)

es acotada. Más aún, se verifica
‖F ‖B(Lp,Lp′ ) ≤ 1 .
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2 Resultados Previos

Teorema 2.2.2 Interpolación compleja. (Stein.) Ver Reed–Simon [23] Th IX.21.

Sean〈M ; ν1〉 y 〈N ; ν2〉 dos espacios de medida con medidasσ-finita. Sean, además,1 ≤
p0 , p1 , q0 ,q1 ≤ ∞. Supongamos que T: S→ B(Lp0+Lp1, Lq0+Lq1) es continua, uniformemente
acotada y analítica en el interior de la banda S:= {z ∈ C : 0 ≤ Re(z) ≤ 1}. Supongamos, además,
que T satisface

(i) ∀y ∈ R T(i y) ∈ B(Lp0(M, ν1), Lq0(N, ν2). M0 := sup
y∈R
‖T(i y)‖B(Lp0 ,Lq0) < ∞ .

(ii) ∀y ∈ R T(1+ i y) ∈ B(Lp1(M, ν1), Lq1(N, ν2). M1 := sup
y∈R
‖T(1+ i y)‖B(Lp1 ,Lq1) < ∞ .

(iii) T (z) : Lp0(M, ν1) ∩ Lp1(M, ν1)→ Lq0(N, ν2) ∩ Lq1(N, ν2) , para cada z∈ S .

Entonces, para cada t∈ (0,1) se verifica que

T(t) : Lpt (M, ν1)→ Lqt (N, ν2)

y además
‖T(t)‖B(Lpt ,Lqt ) ≤ M1−t

0 Mt
1 ,

donde p−1
t = t p−1

1 + (1− t) p−1
0 y q−1

t = t q−1
1 + (1− t) q−1

0 .

Una aplicación importante de este teorema es la siguiente caracterización de los espacios in-
termedios para los espacios de Sobolev fraccionarios. SeanB0 y B1 dos espacios de Banach y
sea 0≤ σ ≤ 1. El correspondiente espacio de interpolación entreB0 y B1 será notado [B0, B1]σ.
(Estamos siguiendo la notación de Adams, [1], 7.11 y ss.)

Propiedad 2.2.3 Sea0 ≤ σ ≤ 1y sean r, s dos números reales cualesquiera. Entonces[Hr ,Hs]σ =
H(1−σ)r+σs.

2.3. Análisis Armónico

Describimos aquí algunas de las propiedades de los espaciosHs que utilizaremos con frecuen-
cia.

Lema 2.3.1 Para s> 1/2 el espacio Hs tiene estructura de álgebra. Es decir, existe una constante
C(s) > 0 tal que para cualquier par de funcionesφ, ϕ ∈ Hs se verifica

‖φϕ‖s ≤ C(s) ‖φ‖s ‖ϕ‖s .

Lema 2.3.2 Para s> 1/2 se verifica la inclusión Hs ↪→ C0. Más precisamente, existe C(s) > 0
tal que para todaϕ ∈ Hs se verifica

‖ϕ‖L∞ ≤ C(s) ‖ϕ‖s . (2.4)

8



2.3 Análisis Armónico

Lema 2.3.3 Primer Teorema del Conmutador de Calderón. Ver Ponce, [21] Th. 2.6.

SeaA : R→ R una función C∞ y sea H la transformada de Hilbert

(H ϕ)(x) := V.P.
1
π

∫
R

ϕ(y)
x− y

dy.

Entonces el operador[H ;A] ∂x : L2→ L2 está bien definido y verifica

‖[H ;A] ∂x ϕ‖0 ≤ C ‖∂xA‖L∞ ‖ϕ‖0

Lema 2.3.4 Ver Coiffman-Meyer, [8], Th. III.

SeaA : R→ R una función C∞. Sea b una función tal que|b( j)(k)| ≤ C j |k|− j para j = 0,1,2, . . .
y sea B el correspondiente operador pseudo–diferencial.

Entonces el operador[B ;A] ∂x : L2→ L2 está bien definido y verifica

‖[B ;A] ∂x ϕ‖0 ≤ C ‖∂xA‖L∞ ‖ϕ‖0.

Lema 2.3.5 Ver Folland, [10], Lema 6.16.
Seaω ∈ S. Entonces existe una constante C= C(ω) tal que para todaϕ ∈ L2 se verifica

‖[J1/2 ;ω] J1/2 ϕ‖0 ≤ C ‖ϕ‖0.

Lema 2.3.6 Supongamos que s≥ 1. Existe, entonces, un operador acotado B∈ B(L2) tal que
verifica la siguiente igualdad

Js− 1 = ∂x ◦ Js−1 B.

D́.– Dado que la transformada de FourierF es unitaria será suficiente mostrar que el
operadorb := F

(
(∂x Js−1)−1(Js− 1)

)
es acotado. Por otro lado,b es el operador de multiplicación

dado por

b(k) = −i
(1+ k2)s/2 − 1

k (1+ k2)(s−1)/2
.

Ahora bien, comob ∈ L∞(R) resulta queb ∈ B(L2). Por lo tanto, tomandoB = F −1 b conclui-
mos la demostración.

El siguiente resultado juega un papel importante en este trabajo puesto que nos permite levantar
resultados válidos paras= 1 al caso generals> 1.
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2 Resultados Previos

Lema 2.3.7 Supongamos que0 ≤ r ≤ 1 y que k∈ N. Recordemos queµ := (1+ x2)1/2. Entonces
existe una constante C(µ) tal que para cadaϕ ∈ Hk se verifica

‖[Jk+r ; µ] ϕ‖0 ≤ C(µ) ‖ϕ‖k .

D́.– SeaL el operador lineal dado porL := [J ; µ]. A partir del Lema 2.3.6 y del
Lema 2.3.4 podemos deducir queL : H0→ H0 y queL : H1→ H1 son acotados. Dado que, para
cada 0≤ σ ≤ 1 , se verifica [H0; H1]σ = Hσ, (ver Proposición 2.2.3) aplicando el Teorema 2.2.2
obtenemos queL : Hσ → Hσ es un operador acotado. Obtenemos, entonces, la estimación

‖Jσ [J ; µ]ϕ‖0 ≤ C(µ) ‖ϕ‖σ .

Por otro lado, dado que se verifica la siguiente igualdad

[Jr ; µ] = Jr−1 [J ; µ] + [Jr−1 ; µ] J

será suficiente con estimar [Jr ; µ] para pequeños valores der, digamos 0≤ r ≤ 1.
Tomemos, pues, 0≤ r ≤ 1 y sea

b(k) =
(1+ k2)r/2 − 1

k
.

Dado queb ∈ L∞ y satisface las hipótesis del Lema 2.3.4 resulta queJr = 1 + ∂x B y que
[Jr ; µ] ∈ B(L2), dondeB es el correspondiente operador pseudo–diferencial.

Eso concluye la demostración.

Lema 2.3.8 Ver Ponce, [21], Lemma 2.7.

Sea Js el potencial de Bessel de orden s. Si s≥ 1 y N = 1 entonces

‖[Js ;ϕ] ψ‖0 ≤ C ‖∂x ϕ‖s ‖ψ‖s−1.

Observación 2.3.1Como Hs ⊆ Hs−1 el lema anterior sigue siendo válido si reemplazamos‖·‖s−1

por ‖ · ‖s.

Lema 2.3.9 Ver Kato, [14], Lemma A.3.

SeaA ∈ C∞(C;C) en el sentido real, conA(0) = 0. Entonces

‖A(ϕ)‖s ≤ Ã ( ‖ϕ‖s) , s> n/2,

dondeÃ es una función monótona que sólo depende deA.

Observación 2.3.2Si a∈ C∞(R) y ϕ ∈ Hs entonces la funciónAϕ(ψ) = a(ϕ)ψ satisface:

‖Aϕ(ψ)‖s ≤ Ã
(
‖ϕ‖s

)
‖ψ‖s ,

dondeÃ es una función monótona que sólo depende de a.
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2.4 Lemas ad-hoc

2.4. Lemas ad-hoc

Utilizando algunos de los resultados de la sección anterior sobre Análisis Armónico demostra-
remos las siguientes propiedades relevantes para el grupo{ei t(∂2

x−Aµ)}t∈R.

Lema 2.4.1 Para cada A> 0 fijo, el grupo de Schrödinger{ei t(∂2
x−Aµ)}t∈R está bien definido enH

y satisface lo siguiente:

‖ei t(∂2
x−Aµ) φ‖0 = ‖φ‖0.

‖ei t(∂2
x−Aµ) φ‖H ≤

(
1+C(A, µ) t[s]−1) ‖φ‖H .

D́.– LlamemosTA := −∂2
x + Aµ al generador infinitesimal y denotemos mediante

UA(t) := e−i t TA al correspondiente semigrupo. Dado queTA es un operador real obtenemos la
conservación de la carga. (Asimismo, deducimos queUA(t) es en realidad un grupo.)

Consideremos el operador de energía asociado al operadorTA,

HA(ϕ) :=
1
2
‖∂x ϕ‖

2
L2 +

A
2
‖ϕ‖2

L2
µ
. (2.5)

Es inmediato verificar queHA es una cantidad conservada:

HA(UA(t)ϕ) = HA(ϕ) .

Por otro lado, de la definición se deduce queHA induce una norma equivalente a‖ · ‖H (1) :

HA(φ) ≤ C1(A)‖φ‖2
H (1) ≤ C2(A) HA(φ) (2.6)

(2.7)

Deducimos, pues, que

‖UA(t) φ‖2
H (1) ≤ C(A)‖φ‖2

H (1) , (2.8)

y el resultado es cierto paras= 1.
Como quedó dicho utilizaremos el Lema 2.3.7 para levantar el resultado anterior al caso general

s> 1.
Llamandoϕ := UA(t)φ, tendremos que

1
2∂t{Jsϕ; Jsϕ} = {∂t ϕ; Js Jsϕ}

= {i ∂2
x ϕ; Js Jsϕ} − {i A µ ϕ; Js Jsϕ}

= −{i A [Js; µ] ϕ; Jsϕ} .
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Aplicando el Lema 2.3.7 obtenemos la estimación,

‖[Js ; µ] ϕ‖0 ≤ C(µ) ‖ϕ‖s−1 ,

a partir de la cual obtenemos∂t‖ϕ‖
2
s ≤ C(A, µ) ‖ϕ‖s ‖ϕ‖s−1. Simplificando obtenemos la estimación

∂t‖ϕ‖s ≤ C(A, µ) ‖ϕ‖s−1 .

Un argumento inductivo estándar nos permite obtener el resultado.

Consideremos ahora el casoA = 0. El correspondiente grupo será, pues,U0 := ei t ∂2
x.

Observación 2.4.1En este caso el control sobre la norma L2
µ dado por

‖UA(t)φ‖2
L2
µ
≤

1
A
‖φ‖2H1 + ‖φ‖

2
L2
µ
.

deja de ser válido.

Lema 2.4.2 El grupo U0(t) está bien definido enH y verifica:

‖U0(t)φ‖s = ‖φ‖s. Válido paracualquier s ∈ R .

‖U0(t)φ‖L2
µ
≤ C(t, µ)‖φ‖H (1)

D́.– La primer afirmación es consecuencia de la igualdad [Js ; ∂2
x] = 0.

Para obtener la segunda introducimos la notaciónϕ := U0(t)φ, y consideramos la estimación

‖ϕ(t)‖2
L2
µ
≤ ‖φ‖2

L2
µ
+ 2

t∫
0

∣∣∣{i ϕ; ∂x (µ) ∂x ϕ}
∣∣∣dt′

≤ ‖φ‖2
L2
µ
+ 2‖∂x µ‖∞

t∫
0

‖ϕ(t′)‖0 ‖∂x ϕ(t′)‖0 dt′

≤ ‖φ‖2
L2
µ
+C t ‖∂x µ‖∞ ‖φ‖

2
1 . (2.9)

La dependencia continua en el dato inicial requiere algún tipo de continuidad de la familiaUA

con respecto al parámetroA. Tal control está garantizado por el siguiente lema.
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2.4 Lemas ad-hoc

Lema 2.4.3 Sean A, B ≥ 0 entonces se verifica

‖UA(t)(φ) − UB(t)(φ)‖H ≤ C(t,A, B) |A− B| ‖φ‖H .

D́.– Nuevamente, comenzaremos demostrando el casos= 1. A partir de la identidad

HA(φ) = HB(φ) +
A− B

2
‖φ‖2

L2
µ
, y de la conservación deHA deducimos que

HA(φ) − HA(UB(t)φ) =
A− B

2

(
‖φ‖2

L2
µ
− ‖UB(t)φ‖2

L2
µ

)
.

Estos resultados junto con las estimaciones (2.6) –casoA y B distintos de 0– y (2.9) –casoA = 0
o B = 0– ofrecen la desigualdad requerida, ya que:

‖UA(t) φ − UB(t) φ‖H (1) ≤ C(A) HA

(
φ − UA(−t) UB(t) φ

)
≤ C(A)

∣∣∣∣HA(φ) − HA(UB(t) φ)
∣∣∣∣

≤ C(t,A, B) |A− B| ‖φ‖H (1) .

Aplicando un argumento inductivo como en el Lema 2.4.1 obtenemos la validez del resultado
en el caso generals> 1.

Finalizamos este capítulo con un resultado útil sobre el decaimiento de la solución de un tipo
especial de ecuación ordinaria, resultado que será utilizado para demostrar que el mínimo en el
caso crítico tiene el decaimiento suficiente como para pertenecer aL2

µ, ver Teorema 4.3.4. Para tal
fin, consideramos los siguientes lemas previos.

Lema 2.4.4 Seaψ ∈ C2(I ) una función real que satisfaceψ(x0) > 0, ψ ′(x0) ≥ 0 y ψ′′ ≥ λ2ψ,
entonces para cada x≥ x0 se verifica queψ(x) > 0.

D́.– Supongamos que existax′ > x0 tal queψ(x) < 0. En tal caso, podremos tomar
x1 = ı́nf{x > x0 : ψ(x) < 0}. Dado quex0 < x1, queψ(x) > 0 parax ∈ (x0, x1) y queψ′(x0) > 0
resulta que el máximo deψ en [x0, x1] es interior. Lo cual contradice la hipótesisψ′′(x) ≥ λ2ψ(x) >
0.

Corolario 2.4.1 Bajo las hipótesis del Lema 2.4.4,l ı́m
x→+∞

ψ(x) = +∞.

D́.– Es consecuencia directa de la expresión

ψ(x) = ψ(x0) + ψ′(x0)(x− x0) + ψ′′(c)
(x− x0)2

2
> ψ(x0) + ψ′(x0)(x− x0) .
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Lema 2.4.5 Consideremos el intervalo I= [a,+∞). Sea q∈ C(I ) tal que q ≥ λ2 > 0 y sea
u ∈ L2(I ) tal que

−u′′ + qu= 0 . (2.10)

Entonces ocurre sólo una de las siguientes alternativas

(i) u ≡ 0.

(ii) u u′ < 0 en I.

D́.– Supongamos quex0 ∈ I verifica u(x0)u′(x0) ≥ 0, multiplicando la ecuación
(2.10) poru e integrando en [x0, x] obtenemos

u(x)u′(x) = u(x0)u′(x0) +
∫ x

x0

(u′2(ξ) + q(ξ)u2(ξ))dξ

≥ λ2
∫ x

x0

u2(ξ)dξ.
(2.11)

Consideremos la funciónψ dada por

ψ(x) =
∫ x

x0

u2(ξ)dξ.

De la definición deψ deducimos que, parax ∈ [x0,+∞), se verificaψ, ψ′ ≥ 0. Usando la
estimación (2.11) tendremos queψ′′ ≥ λ2ψ. Por otro lado, comou ∈ L2(I ), ψ resulta acotada. El
Lema 2.4.1 nos permite deducir queψ ≡ 0. Obtenemos, entonces, queu ≡ 0.

Observación 2.4.2Si u ∈ L2(I ), u . 0 es una solución real de la ecuación (2.10), a partir
del Lema 2.4.5 deducimos que u y u′ tienen signo constante. Podemos, entonces, suponer que
u > 0 > u′.

Lema 2.4.6 Sea u como en el Lema 2.4.5 con u> 0. Entonces u′ ≤ −λu en I.

D́.– Consideremosφ = −u′/u. De acuerdo con el Lema 2.4.5 tendremos queφ > 0
en I . Usando la ecuación (2.10) deducimos queφ′ = φ2 − q. Supongamos, entonces, que exista
c ∈ I tal queφ(c) < λ. Reemplazando en la igualdad anterior obtenemosφ

′

(c) < 0 y, por lo
tanto,φ(x) < λ para todox > c (donde hemos utilizado un argumento inductivo). De esta manera,
parax > c, se verificaφ′(x) < φ(c)2 − λ de donde deducimos queφ(x) → −∞, contradiciendo la
positividad deφ.

Hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema 2.4.2Consideremos el intervalo I= [a,+∞). Sea q∈ C(I ) tal que q≥ λ2 > 0 y sea
u ∈ L2(I ) tal que

−u′′ + qu= 0 .

Entonces u(x) = O(e−λx) para x→ +∞.
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3 Buen Planteo del Problema

3.1. Introducción

Dedicaremos este capítulo al estudio del buen planteo local en los espacios de SobolevH =

Hs∩ L2
µ cons≥ 1 del problema de Cauchy

i ∂tu = −∂
2
xu+ V(u) u− f (|u|2) u (3.1)

u(x,0) = φ(x) , (3.2)

donde la interacción local satisfacef ∈ C∞(R), el perfil de dopajeC ∈ C∞c y el potencialV está
dado por

V(u) :=
|x|
2
∗
(
C − |u|2

)
. (3.3)

Observación 3.1.1Como estamos trabajando entoda la recta, el potencial V no estáa priori
acotado.

Para ser más precisos, introducimos las siguientes funciones

V∞(u) :=
∫
|x− y| − µ(x)

2

(
C(y) − |u(y)|2

)
dy, (3.4)

A(u) := ‖C‖L1 − ‖u‖20 . (3.5)

El potencial puede escribirse, entonces, de la siguiente manera:

V(u) =
1
2
µ(x) A(u) + V∞(u). (3.6)

A continuación establecemos algunas consideraciones relevantes.

Observación 3.1.2La inclusiónH ↪→ L2
µ garantiza que V(u) está bien definida.

Observación 3.1.3A partir de la conservación de la carga (ver Lema 3.2.2 más abajo) resulta
que A(u) = A(φ).
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3 Buen Planteodel Problema

Observación 3.1.4Dado que V∞(u) ∈ L∞ (ver Lema 3.2.1) si el dato inicialφ es tal que A(φ) , 0
entonces V(u) = O(|x|) para |x| → +∞.

Observación 3.1.5De las observaciones anteriores deducimos que el potencial resulta acotado
inferiormente si y sólo si A(φ) ≥ 0.

Observación 3.1.6La condición A(φ) ≥ 0 significa ‖φ‖20 ≤ ‖C‖L1, es decir, es una condición
sobre el tamaño del dato inicial.

El resultado de buen planteo local será obtenido para datos inicialesφ que satisfaganA(φ) ≥ 0.
Cabe destacar que si el dato inicialφ es tal queA(φ) = 0 entoncesV(u) = V∞(u) de modo que
el potencial es acotado. Tenemos entonces dos casos diferentes, dependiendo del tamaño del dato
inicial: A(φ) > 0 y A(φ) = 0. Motivados por los resultados del Capítulo 4 los denominaremoscaso
subcríticoy caso críticorespectivamente.

3.2. Existencia local. Casos crítico y subcrítico

Dado que demostraremos la existencia de soluciones para el problema de Cauchy (3.1)–(3.3)
utilizando el método de punto fijo comenzaremos por establecer el siguiente resultado.

Lema 3.2.1 Seaϕ ∈ H . y consideremos la función V∞ dada por (3.4). Las siguientes afirmaciones
son válidas.

‖V∞(ϕ)‖L∞ ≤ ‖C − |ϕ|2‖L1
µ
.

‖V∞(ϕ1) − V∞(ϕ2)‖L∞ ≤ ‖|ϕ1|
2 − |ϕ2|

2‖L1
µ
≤

(
‖ϕ1‖L2

µ
+ ‖ϕ2‖L2

µ

)
‖ϕ1 − ϕ2‖L2

µ
.

‖∂x V∞(ϕ)‖H ≤ C(‖C‖L1
µ
, ‖ϕ‖H ) ‖C − |ϕ|2‖H .

‖∂x V∞(ϕ1) − ∂x V∞(ϕ2)‖H ≤ C(‖ϕ1‖H , ‖ϕ2‖H ) ‖ϕ1 − ϕ2‖H .

D́.– Las dos primeras afirmaciones son consecuencia directa de la desigualdad∣∣∣∣|x− y| − µ(x)
∣∣∣∣ ≤ µ(y) y de la igualdad|u|2 − |v|2 = u(u− v) + v(u− v).

Observación 3.2.1Tomando j∈ Hs∩ L1
µ y llamando V∞( j) :=

∫
|x−y|−µ(x)

2 j(y) dy, resulta que la
elección j= |ϕ1|

2 − |ϕ2|
2 conduce a la identidad V∞(ϕ1) − V∞(ϕ2) = V∞( j).
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3.2 Existencia local. Casos crítico y subcrítico

Consideremos ahorah−(x) :=
x∫
−∞

j(y) dy, derivando (3.4) con respecto a la variablex obtene-

mos

∂x V∞( j) = h− h(+∞)
1+ µ′

2
. (3.7)

Veamos ahora cómo aprovechar la identidad anterior para demostrar que∂x V∞( j) está enL2
µ.

Para eso, consideremosx → −∞; en tal caso resulta que 1+ µ′(x) ≤ 1
2x2 , que es una función de

L2
µ. Por otro lado

0∫
−∞

µ(x)|h(x)|2 dx≤

0∫
−∞

( x∫
−∞

x∫
−∞

µ(x)| j(y)| | j(z)|dy dz
)
dx

≤

0∫
−∞

0∫
z

0∫
−∞

µ(y)| j(y)| | j(z)|dy dx dz

≤

0∫
−∞

0∫
−∞

µ(z)µ(y)| j(y)| | j(z)|dy dz

≤ ‖ j‖2
L1
µ((−∞;0])

.

Por otro lado, six→ +∞ la estimación anterior puede adaptarse al intervalo [0,+∞) consideran-

do la funciónh+(x) :=
+∞∫
x

j(y) dy. Reemplazando alternativamentej = C − |ϕ|2 y j = |ϕ1|
2 − |ϕ2|

2

obtenemos

‖∂x V∞(ϕ)‖L2
µ
≤ C ‖C − |ϕ|2‖L1

µ

‖∂x V∞(ϕ1) − ∂x V∞(ϕ2)‖L2
µ
≤ C ‖|ϕ1|

2 − |ϕ2|
2‖L1

µ
.

Veamos ahora cómo mostrar la propiedad Lipschitz. Consideremoss ≥ 1, a partir del Lema
2.3.6 sabemos que el potencial de Bessel puede escribirseJs = 1 + B∂xJs−1; igualdad que nos
permite deducir

Js(∂x V∞( j)
)
= ∂x V∞( j) + B Js−1 (

h′ − h(+∞) µ′′
)
,

y por lo tanto

‖∂V∞( j)‖Hs ≤ ‖∂V∞( j)‖L2 + ‖B‖B(L2)

(
‖ j‖Hs−1 +C(µ) ‖ j‖L1

µ

)
.

De esta manera, haciendo el reemplazoj = C − |φ|2 y j = |φ1|
2 − |φ2|

2 , obtenemos la tercer y
cuarta afirmaciones.
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La siguiente ley de conservación nos será útil en lo sucesivo.

Lema 3.2.2 Conservación de la carga.

Sean L una funciónreal, (a,b) un intervalo alrededor del origen y u∈ C
(
(a,b),Hs

)
∩

C1
(
(a,b),Hs−2

)
una solución de la ecuación i∂t u = −∂2

x u+ L(u) u. Entonces para cada t∈ (a,b)
se verifica

‖u(·, t)‖L2 = ‖u(·,0)‖L2 .

D́.– Derivando con respecto al tiempo obtenemos

∂t ‖u(t)‖2 = {∂t u; u}

= {i ∂2
x u; u} + {i L(u) u; u}

= −{i ∂x u; ∂x u}

= 0.

Dado queL es una función real tenemos que Re (i L(u)) = 0. Por otro lado, el Lema 2.3.2 indica
que el término de contorno en la integración por partes es nulo. Eso concluye la demostración.

Consideramos a continuación el siguiente problema auxiliar paraA fijo :

i ∂tu = −∂
2
xu+ Aµu+ V∞(u) u− f (|u|2) u (3.8)

u(x,0) = φ(x) . (3.9)

Propiedad 3.2.1 Supongamos que f∈ C∞(R) y que s≥ 1. Para cadaφ ∈ H existen T= T(φ) > 0
y una única solución maximal u∈ C([0,T(φ)),H)∩C1([0,T(φ)),Hs−2) del problema (3.8)–(3.9).
u es maximal en el sentido siguiente: si T(φ) < +∞ entonces‖u(t)‖H → +∞ cuando t→ T(φ).

D́.– Consideremos el grupo unitarioUA(t) generado por−i TA. SeaF el operador
dado por la fórmula de Duhamel

FA(u) = UA(t) φ − i

t∫
0

UA(t − s)
(
V∞(u) u− f (|u|2) u

)
ds, (3.10)

en tal caso tendremos planteado el problema de punto fijoFA(u) = u. Veamos ahora queFA está
bien definido enH , para facilitar la escritura omitiremos el subíndiceA.

A partir del Lema 2.4.1 deducimos la siguiente estimación

‖F(u)‖H ≤ C(t)

(
‖φ0‖H + ‖V∞(u) u− f (|u|2) u‖H

)
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3.2 Existencia local. Casos crítico y subcrítico

que nos permite trasladar las estimaciones –tanto para la buena definición deF como para la
contractividad (es decir, la propiedad Lipschitz)– a las no linealidaddesf y V∞. Veamos en primer
lugar cómo acotar cada una de ellas.

Aplicando el Lema 2.3.9 a la interacción no lineal obtenemos

‖ f (|u|2) u‖s ≤ f̃ (‖u‖s) ‖u‖s ,

mientras que la inclusiónHs ↪→ L∞ (Lema 2.3.2) nos permite obtener

‖ f (|u|2) u‖L2
µ
≤ ‖ f (|u|2)‖L∞ ‖u‖L2

µ
.

Tenemos, pues, la estimación requerida enH ,

‖ f (|u|2) u‖H ≤ C( f , ‖u‖s) ‖u‖H . (3.11)

Dado que

Js V∞(u) u = [Js ; V∞(u)] u+ V∞(u) Js u ,

aplicando el Lema 2.3.8 y utilizando la acotación deV∞ (Lema 3.2.1) obtenemos la estimación en
Hs

‖V∞(u) u‖s ≤ C ‖∂x V∞(u)‖s ‖u‖s+ ‖V∞(u)‖L∞ ‖u‖s .

Asimismo, la acotación deV∞ permite obtener la siguiente estimación para la norma enL2
µ

‖V∞(u) u‖L2
µ
≤ ‖V∞(u)‖L∞ ‖u‖L2

µ
.

De esta manera obtenemos la estimación enH

‖V∞(u) u‖H ≤ C(‖u‖H ) ‖u‖H . (3.12)

La buena definición deF es consecuencia, entonces, de las estimaciones (3.11) y (3.12).

Veamos ahora queF es contractiva. Para tal fin, llamamosw(u) := V∞(u) u− f (|u|2) u , al término
no lineal; en tal caso tendremos,

F(u) − F(v) = −i

t∫
0

UA(t − s)
(
w(u) − w(v)

)
ds.

Tomando‖ · ‖H y aplicando el Lema 2.4.1 obtenemos la estimación

‖F(u) − F(v)‖H ≤ C(A, t) ‖w(u) − w(v)‖H ,
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3 Buen Planteodel Problema

de donde concluimos que basta con acotar el término no lineal.

Sean, pues,u, v ∈ H tales que‖u‖H , ‖v‖H ≤ R. Como

f (|u|2) u− f (|v|2) v =

1∫
0

d
ds

( f (|z(s)|2) z(s)) ds

=

1∫
0

f (|z(s)|2) (u− v) ds

+

1∫
0

2 f ′(|z(s)|2) z(s) Re (z(s) (u− v)) ds,

dondez(s) = s u+(1−s) v , argumentos similares a los utilizados en la Observación (2.3.2) ofrecen
la siguiente estimación enHs

‖ f (|u|2) u− f (|v|2) v‖s ≤ C( f ,R) ‖u− v‖s .

Para la acotación de la normaL2
µ reagrupamos los términos y obtenemos

‖ f (|u|2) u− f (|v|2) v‖L2
µ
≤

≤ ‖ f (|u|2) (u− v) ‖L2
µ
+ ‖

(
f (|u|2) − f (|v|2)

)
v‖L2

µ

≤ ‖ f (|u|2)‖L∞ ‖u− v‖L2
µ
+ ‖v‖L∞ ‖ f (|u|2) − f (|v|2)‖L2

µ
. (3.13)

Por otro lado, dado quef (·) ∈ C∞ resulta que

‖ f (|u|2) − f (|v|2)‖L2
µ
≤ C( f ,R) ‖u− v‖L2

µ
.

Tenemos, pues, la siguiente estimación

‖ f (|u|2) u− f (|v|2) v‖H ≤ C( f ,R) ‖u− v‖H . (3.14)

Consideremos, ahora, la identidad

Js(V∞(u) u− V∞(v) v
)
= [Js ; V∞(u) − V∞(v)] u+ (V∞(u) − V∞(v)) Js u

+[Js ; V∞(v)] (u− v) + V∞(v) Js (u− v) .

Utilizando las acotaciones del Lemma 3.2.1 obtenemos las siguientes estimaciones:
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3.2 Existencia local. Casos crítico y subcrítico

‖[Js ;
(
V∞(u) − V∞(v)

)
] u‖0 ≤ C ‖∂x V∞(u) − ∂x V∞(v)‖s ‖u‖0

≤ C(R) ‖u− v‖s.

‖
(
V∞(u) − V∞(v)

)
Js u‖0 ≤ C ‖V∞(u) − V∞(v)‖L∞ ‖u‖s

≤ C(R) ‖u− v‖s .

‖[Js ; V∞(v)] (u− v)‖0 ≤ ‖∂x V∞(u)‖s ‖u− v‖s

≤ C(R) ‖u− v‖s .

‖V∞(v) Js (u− v)‖0 ≤ ‖V∞(v)‖L∞ ‖u− v‖s

≤ C(R) ‖u− v‖s .

La estimación para la normaL2
µ sale aplicando el mismo argumento utilizado para el término

(3.13) de la interacción local, y considerando además la propiedad Lipschitz que ofrece el Lema
3.2.1:

‖V∞(u) u− V∞(v) v‖L2
µ
≤ C(R) ‖u− v‖L2

µ
.

Obtenemos, pues, la siguiente estimación:

‖V∞(u) u− V∞(v) v‖H ≤ C(µ,R) ‖u− v‖H . (3.15)

Finalmente, las estimaciones (3.14) y (3.15) permiten demostrar que el término no lineal es
localmente Lipschitz y, por lo tanto, que el operadorF es contractivo.

Dado que el problema auxiliar que venimos de introducir depende del parámetroA –que, a la
postre, representará el tamaño del dato inicial– y que las esferas no resultan invariantes por el
flujo respectivo, para obtener la dependencia continua en el dato inicial tendremos que analizar la
evolución de dos soluciones que comiencen en esferas cercanas. De eso trata el lema siguiente.

Lema 3.2.3 Sean A, B ≥ 0, FA y FB los operadores dados por la fórmula (3.10) yφA, φB ∈ H

los respectivos datos iniciales, entonces se tiene la estimación

‖FA(u) − FB(v)‖H ≤ C(t,A, B)
(
|A− B| + ‖φA − φB‖H + ‖u− v‖H

)
.

D́.– La demostración es consecuencia inmediata del Lema 2.4.3 y de las estimaciones
(3.11), (3.12), (3.14) y (3.15).

Los resultados anteriores permiten obtener el buen planteo del problema (3.1)–(3.2) cuando el
dato inicial satisfaceA(φ) ≥ 0. Como lo expresa el siguiente teorema.
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3 Buen Planteodel Problema

Teorema 3.2.1Supongamos que f∈ C∞(R) y consideremos s≥ 1. Para cadaφ ∈ H , tal
que‖φ‖0 ≤ ‖C‖L1 existen T= T(φ) > 0 y una única solución maximal u∈ C([0,T(φ)),H) ∩
C1([0,T(φ)),Hs−2) del problema (3.1)–(3.2). u es maximal en el sentido siguiente: si T(φ) < +∞
entonces‖u(t)‖H → +∞ cuando t→ T(φ).

D́.– TomemosA = A(φ). La Proposición 3.2.1 indica que existeu ∈ C([0,T(φ)),H)∩
C1([0,T(φ)),Hs−2) solución del problema (3.8)–(3.9). Por otro lado, la conservación de la carga
(Lema 3.2.2) indica queA(φ) = A(u); finalmente, la definición deA(u) y de V∞(u) –ver (3.5)
y (3.4)– indican queV(u) = Aµ + V∞(u) de donde concluimos queu es solución del problema
(3.1)–(3.2).

Observación 3.2.2Dado que la función v(x, t) := u (x,−t) resuelve el problema en(−T(φ),0] el
resultado es válido en(−T(φ),T(φ)).

Observación 3.2.3En lo sucesivo escribiremos T en lugar de T(φ).

Observación 3.2.4Dado que el tipo de no linealidad que presenta el problema (3.1)–(3.2) es real
puede aplicarse la ley de conservación de la carga dada por el Lema 3.2.2. A partir de la cual la
unicidad se deduce inmediatamente.

Observación 3.2.5La dependencia continua de u con respecto al dato inicialφ es consecuencia
directa del Lema 3.2.3.

3.3. Leyes de conservación

Este problema, es decir, cuandoV está dado por la expresión (3.3) presenta una importante
característica que está dada por el siguiente lema.

Lema 3.3.1 Conservación de la energía.

Supongamos que A≥ 0 y que s≥ 1. Supongamos además que f∈ C∞. Sean V el potencial
dado por la expresión (3.3),ϕ ∈ H y E el siguiente funcional deenergía.

E(ϕ) =
1
2
‖∂x ϕ‖

2+
1
2
{V(ϕ)ϕ;ϕ} +

1
4
{

(
|x|
2
∗ |ϕ|2

)
ϕ;ϕ} −

1
2

∫ |ϕ|2∫
0

f (r)dr dx. (3.16)

Si u∈ C((−T,T),H)∩C1((−T,T),Hs−2) es la única solución del problema (3.1)–(3.2) entonces
para todo t∈ (−T,T) se verifica que E(u(t)) = E(u(0)).
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3.3 Leyes de conservación

D́.– Veamos primero la buena definición. Tomemosϕ ∈ Hs. Dado ques ≥ 1, es
inmediato verificar que∂x φ ∈ L2. De la estimación‖ϕ‖L∞ ≤ C ‖ϕ‖H1, (ver Lema 2.3.2) deducimos
la siguiente cota para el término integral

∣∣∣∣ ∫ |ϕ|2∫
0

f (r)dr dx
∣∣∣∣ ≤ ‖ f ‖L∞[0;‖ϕ‖1] ‖ϕ‖0 .

A partir de la igualdadV(ϕ) = A
2 µ(x) + V∞(ϕ) (ver Observación 3.6) obtenemos∣∣∣∣{V(ϕ)ϕ;ϕ}

∣∣∣∣ ≤ A
2
‖ϕ‖2

L2
µ
+ ‖V∞(ϕ)‖L∞ ‖ϕ‖

2
0 .

Observación 3.3.1El argumento anterior puede adaptarse para obtener la siguiente estimación∣∣∣∣{ |x|2 ∗ |ϕ|2 ϕ;ϕ}
∣∣∣∣ ≤ ‖ϕ‖2L2

µ
‖ϕ‖20 .

Esto muestra queE está bien definido enH .

Veamos ahora queE se conserva. Para tal fin tomamos en consideración la identidad (3.3) y
definimos la siguiente funciónU(x) := |x|2 ∗C. De esta manera podremos escribir la energía como
sigue

E(ϕ) =
1
2
‖∂x ϕ‖

2+
1
2
{U φ; ϕ} −

1
4

{ ( |x|
2
∗ |ϕ|2

)
ϕ;ϕ

}
−

1
2

∫ |ϕ|2∫
0

f (r) dr dx. (3.17)

El cálculo de la derivada temporal conduce a la siguiente expresión

∂t E = {−∂2
x u; ∂t u} + {U(u) u; ∂t u} − 1

2{
(
|x|
2 ∗ |u|

2
)

u; ∂t u}

−1
4 {∂t

(
|x|
2 ∗ |u|

2
)

u; u} −
∫
R

f (|u|2) Re(u∂t u) dx.

Ahora bien, dado que
∫

f (|u|2) Re(u∂t u) dx= { f (|u|2) u; ∂t u} podemos escribir:

∂t E = {∂2
x u+ L (u); ∂t u} −

1
4
{∂t

(
|x|
2
∗ |u|2

)
u; u} +

1
2
{

(
|x|
2
∗ |u|2

)
u; ∂t u}.

El primer término de la igualdad anterior desaparece puesu es solución de la ecuación, mientras
que los restantes términos son iguales debido a la paridad de|x|. Esto muestra queE es constante
a lo largo de la trayectoriau(t).
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3 Buen Planteodel Problema

3.4. Existencia global en H

En esta sección nos ocuparemos de establecer resultados globales para el problema (3.1)–(3.2).
Dado que la existencia de soluciones globales está fuertemente relacionada con el exponente crí-
tico de la interacción local (ver Weinstein, [28]) algún control debe ser hecho. Esto sugiere las
siguientes dos hipótesis alternativas:

(H1) f > 0 : f (r) ≤ rσ con 0≤ σ < 2.

(H2) f < 0 : f ∈ C(R).

Observación 3.4.1Como f < 0 significa que la interacción es atractiva ninguna hipótesis adi-
cional es necesaria. Por otro lado, dado que la interacción local está dada por f(|u|2) u, el caso
σ = 2 corresponde al exponente crítico (ver [11] y [28]). De esta manera, en el caso f> 0
asumiremos que el exponente de f es subcrítico.

Teorema 3.4.1Supongamos que A≥ 0. Supongamos además que (H1) o (H2) se cumplen. Sea
φ ∈ H y sea u∈ C((−T,T),H) ∩C1((−T,T),Hs−2) la única solución (local) del problema (3.1)–
(3.2). Entonces T(φ) = +∞ (es decir, u está globalmente definida enH .)

D́.– Comenzamos por observar que una manera estándar de obtener existencia global
en problemas de evolución es mostrar que la solución permanece en una región acotada del espa-
cio: método que se conoce como «estimacionesa priori». De esta manera podremos limitarnos a
mostrar cómo estimar‖u‖s y ‖u‖L2

µ
.Más aún, utilizando las ideas del Lema 2.4.1 bastará con tomar

el casos= 1.
Tomemos entoncess = 1 y seau ∈ C((−T,T),H1 ∩ L2

µ) ∩ C1((−T,T),H−1) la única solución

del problema (3.1)–(3.2). Usando que los términos{
(
|x|
2 ∗ |u|

2
)

u; u} y A{µu; u} son no negativos
obtenemos la siguiente expresión

E(φ) = E(u) ≥
1
2
‖∂x u‖20 +

1
2
{V∞(u) u; u} −

1
2

∫ |u|2∫
0

f (r) dr dx.

Así si se cumple (H1) tendremos que

∣∣∣∣12
∫ |u|2∫

0

f (r) dr dx
∣∣∣∣ ≤ 1

σ + 1
‖u‖2σ+2

L2σ+2 , (3.18)

Aplicando, entonces, la estimación (2.3) –ver la desigualdad de Gagliardo–Nirenberg (Lema
2.2.1) y las observaciones allí enunciadas– obtenemos

‖u‖2σ+2
L2σ+2 ≤ ε‖u‖

2
1 +C(ε, σ)‖u‖

2σ+4
2−σ

0 , (3.19)
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3.4 Existencia global enH

a partir de la cual, y considerando la desigualdad‖V∞(u)‖L∞ ≤ ‖µC‖L1 + ‖u‖2
L2
µ

(ver Lema 3.2.1),

obtenemos

1
2
‖∂x u‖20 ≤ E(φ0) + ‖µC‖L1 ‖u‖20 + ‖u‖

2
L2
µ
‖u‖20 + ε ‖u‖

2
1 +C(ε, σ) ‖u‖

2σ+4
2−σ

0 .

Tomando entoncesε < 1/2 y usando la conservación de la carga (Lema 3.2.2) obtenemos la
siguiente estimación

‖u‖1 ≤ C(φ)
(
1+ ‖u‖L2

µ

)
. (3.20)

Por otro lado, si se verifica (H2), el término
1
2

∫ |u|2∫
0

f (r) dr dx será no negativo. Eso nos

conduce a la estimación,
1
2
‖∂xu‖

2
0 ≤ E(φ) + ‖V∞‖L∞ ‖φ‖

2
0 ,

de donde podemos recuperar la estimación (3.20).

Veamos ahora cómo estimar el término‖u(t)‖2
L2
µ
; para lo cual consideremos la siguiente identi-

dad, válida parat ∈ [0,T),

‖u(·, t)‖2
L2
µ
= ‖φ‖2

L2
µ
+

t∫
0

d
dt′

(
‖u(t′)‖2

L2
µ

)
dt′ .

Usando que∂t u = i ∂2
x u− i

(
V(u)− f (|u|2)

)
u y que los términos correspondientes aV(u) y f (|u|2)

son nulos (pues ambas son funciones reales) obtenemos la siguiente expresión

‖u(·, t)‖2
L2
µ
= ‖φ‖2

L2
µ
+ 2

t∫
0

{i ∂2
x u; µu}dt′ .

Tomando módulo en la igualdad anterior obtenemos

‖u(t)‖2
L2
µ
≤ ‖φ‖2

L2
µ
+ 2

t∫
0

|{i u; ∂x µ ∂x u}|dt′

≤ ‖φ‖2
L2
µ
+ 2‖∂x µ‖∞

t∫
0

‖u(t′)‖0 ‖∂x u(t′)‖0 dt′

≤ ‖φ‖2
L2
µ
+ 2‖∂x µ‖∞ ‖φ‖0

t∫
0

‖∂x u(t′)‖0 dt′ .

25
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Ahora bien, aplicando la estimación (3.20) obtenemos

‖u(t)‖L2
µ
≤ C(φ)

(
1+ t +

t∫
0

‖u(t′)‖L2
µ
dt′

)
. (3.21)

Consideremos ahoraI (t) := 2
(
1+ t +

t∫
0

‖u(t′)‖L2
µ
dt′

)1/2
−C(φ)1/2t − t. A partir de la identidad

(3.21) tenemos queI ′(t) ≤ 0 y, por lo tanto,I (t) ≤ I (0). Finalmente, un despeje adecuado produce
las estimaciones, válidas enH (1).

‖u(t)‖L2
µ
≤ C1(φ) (1+ t2) , (3.22)

‖u(t)‖1 ≤ C2(φ) (1+ t2) . (3.23)

Adaptando el argumento inductivo del Lema 2.4.1 y usando las estimaciones (3.11) y (3.12)
obtenemos la validez del resultado para el caso general.
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4 Existencia de Estados Fundamentales

4.1. Comportamiento del Potencial

En esta sección nos ocuparemos de entender el tipo de condición de contorno que debemos
tomar en cuenta para que las soluciones de la ecuación de Poisson

∂2
x V = C − |φ|2 , (4.1)

dondeC ∈ C∞c (R) (el perfil de dopaje) es dato, puedan interpretarse como potencialesatractivos.
Asimismo, estamos interesados en obtener información sobre el potencial que obtenemos en fun-
ción de la funciónφ que ponemos. Básicamente, queremos describir la relación que existe entre la
acotación del potencial, la propiedadφ ∈ L2

µ y lo que definiremos comoHipótesis de Neutralidad.
Resultados que se expresan en el Teorema 4.1.1.

Observación 4.1.1Dado que estamos modelando una interacción atractiva esperamos que el
potencial V sea decreciente cerca de−∞ y creciente cerca de+∞; por lo tanto, si V resulta
continuo, será acotado inferiormente.

Dado que trabajaremos enH1 sera útil tener a mano que tipo de propiedades satisface una
solución de (4.1) cuandoφ ∈ H1.

Lema 4.1.1 Seaφ ∈ H1 y sea V una solución de (4.1) entonces las siguientes afirmaciones son
válidas:

(a) V ∈ C2.

(b) Existen y son finitos los límitesl ı́m
|x|→+∞

∂x V = ∂x V±.

D́.– La primer afirmación es consecuencia de la inclusiónH1 ↪→ C, ver Lema 2.3.2.
Para la segunda afirmación consideramosR > 0 tal que Sop(C) ⊆ [−R,R], en cuyo caso se

tendrá∂2
x V = −|φ|2 ∈ L1

|x|>R. Recordando la definición del númeroA, ver (3.5),

A(φ) := ‖C‖L1 − ‖φ‖2L2 , (4.2)

resulta que∂x V+ − ∂x V− = A(φ). Más aún, dado que∂2
x V ∈ L1

|x|>R, ambos números∂x V± son
finitos.
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Observación 4.1.2Del lema anterior se deduce que∂x V ∈ L∞.

Motivados por los resultados que desarrollaremos en las secciones siguientes introducimos la
siguiente definición.

Definición 4.1.1 Siφ ∈ L2 es tal que

‖C‖L1 − ‖φ‖2L2 = 0 (4.3)

diremos queφ satisface laHipótesis de Neutralidad.

Observación 4.1.3Utilizaremos A= 0 eHipótesis de Neutralidadindistintamente.

Más adelante veremos que el casoA = 0 resulta crítico para el problema de minimizar la energía
(ver Observación 4.3.10 más abajo) de modo que también utilizaremos la expresióncaso crítico.

Antes de continuar con las propiedades de las soluciones de la ecuación (4.1) y motivados por la
observación anterior introducimos la siguiente nomenclatura para cada uno de los posibles valores
que puede tomarA.

A > 0, es decir,∂x V− < ∂x V+. Lo llamaremoscaso subcrítico.

A < 0, es decir,∂x V− > ∂x V+. Lo llamaremoscaso supercrítico.

De este modo, una solución cualquieraV satisface una y sólo una de las tres clasificaciones
dadas previamente. Por otro lado, para conocer cual es el signo de∂x V± necesitamos primero
situar el origen de coordenadas, dado que estamos integrando la ecuación (4.1) está claro que∂x V±

estará definido salvo constantes. Pues bien, la elección de la constante –es decir, la elección del
origen de coordenadas– conduce a la clasificación del problema en los términos de la Observación
4.1.1. Así la interacción será atractiva1 si y sólo si vale lo siguiente

∂x V− ≤ 0 ≤ ∂x V+. (4.4)

En otras palabras, para obtener un campo atractivo tenemos que situar el origen de coordenadas
entre las asíntotas de∂x V. Esto motiva la siguiente definición.

Definición 4.1.2 Seaφ ∈ H1.Una condición de contorno para la ecuación (4.1) se diráadmisible
si satisface la condición (4.4).

El tipo de potenciales que tomaremos en consideración serán, pues, aquellos que se obtienen al
resolver el problema 

∂2
x V = C − |φ|2

∂x V± admisible .
(4.5)

1Más precisamente, analizando caso por caso se observa que la única elección que conduce a un campo que sea
atractivo en el infinito es la dada por (4.4).
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4.1 Comportamiento del Potencial

Observación 4.1.4En el caso crítico laúnica condición de contornoadmisiblees la condición
de Neumann. En tal caso se recupera la noción de unicidad como lo expresa el siguiente lema.

Lema 4.1.2 Seaφ ∈ H1 tal que satisface la Hipótesis de Neutralidad (4.3), entonces el problema
(4.5) satisfaceunicidad. Dado que son potenciales,unicidadsignifica que dos soluciones cuales-
quiera difieren en una constante.

Observación 4.1.5La propiedad anterior no es válida en el caso subcrítico puesto que la elec-
ción de condiciones de contornoadmisibleses múltiple.

Observación 4.1.6En el caso A≥ 0, y para una funciónφ ∈ L2
µ, el potencial V dado por (3.3)

está bien definida, verifica∂x V− = 0 y, por lo tanto, es admisible.

En otras palabras, para unaφ ∈ L2
µ la elecciónV = |x|

2 ∗ (C − |φ|2) conduce a un potencial
admisible. (En el casoA ≥ 0, se entiende.)

Observación 4.1.7En el caso supercrítico las condiciones de contornonuncason admisibles.

El siguiente lema será de utilidad en lo sucesivo.

Lema 4.1.3 Seaφ ∈ H1 y sea V una solución de (4.1). Entonces son equivalentes:

(a) V ∈ L∞.

(b) ∂x V ∈ L1.

D́.– (b)⇒ (a) es inmediato. Veamos la otra.
Como∂x V ∈ C resulta que∂x V ∈ L1

loc. Como quedó dicho en el Lemma 4.1.1,∂x V es decre-
ciente en [R,+∞) de manera que valen las desigualdades siguientes

∂x V(R) > ∂x V(x) > ∂x V(+∞) = ∂x V+ ∈ R ,

de donde deducimos que∂x V(x) tiene signo para|x| → ∞. Tenemos entonces que, para|x| > M,
vale

+∞∫
x

|∂x V(z)|dz= ±

+∞∫
x

∂x V(z)dz

= ±(V(+∞) − V(x))

≤ 2‖V‖L∞ .

Con esto demostramos que∂x V(x) ∈ L1
[M,+∞). De manera completamente similar podemos

obtener que∂x V(x) ∈ L1
(−∞,−M]) . Eso finaliza la demostración.

Con esta información estamos en condiciones de relacionar el crecimiento deV con el decai-
miento deφ.
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4 Existencia de Estados Fundamentales

4.1.1. Caso subcrítico

Lema 4.1.4 Supongamos queφ es tal que A(φ) > 0 y sea V una solución cualquiera del problema
(4.5). Siφ ∈ H1 entonces V< L∞.

Observación 4.1.8Dado que ser admisible implica que el correspondiente potencial V es acota-
do inferiormente, V< L∞ pero tiene mínimo.

Observación 4.1.9Para φ ∈ H el potencial |x|2 ∗ (C − |φ|2) está bien definido pero no resulta
acotado.

D́.– A partir del Lemma 4.1.1 sabemos queV es continua de modo que hay que
mostrar queV tiende a infinito en los bordes. Como estamos en el caso subcrítico alguna de las
dos derivadas tiene signo. Supongamos que∂x V+ > 0, en tal caso existeM > R tal que∂x V(x) ≥
η > 0. Se tendrá, pues, la siguiente estimación paraV, válida en [M,+∞): V(x) > V(M)+η(x−M).

Concluimos queV
x→+∞
−−−−−→ +∞.

Observación 4.1.10En el caso en que∂x V± = 0 aplicando L’Ĥopital se obtiene

V(x)
x
→ 0. (4.6)

Es decir, V es sublineal en la región donde∂x V± = 0

4.1.2. Caso crítico

La Observación 4.1.10 no genera ningún problema en el caso crítico –donde ambos límites son
nulos– puesto que tenemos la siguiente caracterización.

Teorema 4.1.1Seanφ ∈ H1 y C ∈ C∞c y consideremos el problema (4.5). Entonces dos cuales-
quiera de las siguientes afirmaciones implican la tercera.

φ satisface la Hipótesis de Neutralidad.

φ ∈ L2
µ

V ∈ L∞

Observación 4.1.11Este teorema demuestra que, bajo la Hipótesis de Neutralidad, la condición
necesaria y suficiente para que el potencial resulte acotado es pedirφ ∈ L2

µ.

D́.– El Lema 3.2.1 junto con la identidad (3.6) del Capítulo anterior muestran que la
Hipótesis de Neutralidad junto con la propiedadφ ∈ L2

µ producen un potencial acotado. Por otro
lado, el Lema 4.1.4 muestra que un potencial acotado –en el caso admisible– implica la Hipótesis
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4.1 Comportamiento del Potencial

de Neutralidad. Lo que realmente importa es que la Hipótesis de Neutralidad junto conV ∈ L∞

implicanφ ∈ L2
µ.

La Propiedad 4.1.2 –valida bajo la Hipótesis de Neutralidad– permite elegirV(−∞) = 0. Ade-
más, que se cumpla la Hipótesis de Neutralidad en un problema admisible implica∂x V+ =
∂x V− = 0 de manera que podemos escribir

V(x) =

x∫
−∞

z∫
−∞

∂2
x V(r) dr dz,

expresión que, después de un manejo algebraico, se transforma en

V(x) = x∂x V(x) −

x∫
−∞

r∂2
x V(r) dr .

Supongamos, pues, quex < −R. Los signos permiten escribir,

x∫
−∞

|r | |φ(r)|2 dr = V(x) − x∂x V(x) .

ComoV es acotada,φ ∈ L2
µ((−∞,−R]) ⇐⇒ x∂x V(x) ∈ L∞((−∞,−R]). EligiendoV(+∞) = 0

y usando que∂x V+ = 0 podemos adaptar las cuentas anteriores al intervalo [R,+∞).

Veamos ahora quex∂x V(x) ∈ L∞([R,+∞)). El Lema 4.1.3 y la hipótesisV ∈ L∞ implican que
∂x V ∈ L1. Fijemosε > 0 y tomemosM > 0 tal que

x∫
M

∂x V(z)dz< ε.

Usando que∂x V es decreciente y que∂x V+ = 0 obtenemos que∂x V(z) > 0 y que vale la
siguiente estimación:

(x− M) ∂x V(x) <

x∫
M

∂x V(z) dz< ε ,

haciendo un despeje adecuado se obtiene∣∣∣x∂x V(x)
∣∣∣ < ε + M ‖∂x V‖L∞ .

Eso conlcuye la demostración.
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4 Existencia de Estados Fundamentales

4.2. El método de la energía.

En lo sucesivo nos ocuparemos del problema de encontrar estados fundamentales para el si-
guiente problema de Schrödinger–Poisson

i ∂t u = −∂2
x u+ V(u) u− f (|u|2) u , (4.7)

u(0, ·) = φ (4.8)

∂2
x V = C − |u|2 , (4.9)

∂x V admisible. (4.10)

En principio nos limitaremos a trabajar en el espacioH (1) := H1 ∩ L2
µ. No obstante, a partir

de la ecuación diferencial que satisface el mínimo podemos deducir que éste y, por lo tanto, el
correspondiente estado fundamental son funcionesC∞. Ver Observaciones 4.3.5 y 4.3.15.

Observación 4.2.1Llamandoν(x) := |x| resulta que los espacios L2
µ y L2 ∩ L2

ν tienen los mismos
elementos y las normas‖ · ‖L2

ν
y ‖ · ‖L2

µ
son equivalentes, de hecho se tiene la siguiente estimación:

‖φ‖2
L2
ν
≤ ‖φ‖2

L2
µ
≤ ‖φ‖2L2 + ‖φ‖

2
L2
ν
. (4.11)

Introduciendo la función

ψ(x) :=
∫
|x− y| − |x|

2
C(y) dy, (4.12)

tendremos que
|x|
2
∗ C = ‖C‖L1

|x|
2
+ ψ(x) . (4.13)

Observación 4.2.2Eligiendo como centro de coordenadas el centro de masa deC resulta queψ
tiene soporte compacto contenido en el soporte deC. Más aún, en tal caso tendremos la identidad

ψ(x) :=

R∫
|x|

(y− |x|)C
(

sg (x) y
)
dy> 0 .

Por otro lado, llamando

%(x, y) :=
|x| + |y| − |x− y|

2
, (4.14)

obtenemos { |x|
2
∗ |φ|2 φ; φ

}
= ‖φ‖2L2 ‖φ‖

2
L2
ν
−

"
%(x, y)|φ(x)|2 |φ(y)|2 dx dy. (4.15)

Observación 4.2.3La función% tiene las siguientes características.

Sop(%) = {(x, y) ∈ R2 : x y≥ 0}.
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4.2 El método de la energía.

Para x y≥ 0 se tiene%(x, y) = mı́n{|x|, |y|}.

Reemplazando las identidades (4.13) y (4.15) en la expresión (3.17) podemos escribir la energía
como sigue

E(φ) =
1
2
‖∂xφ‖

2
L2 +

1
4
‖C‖L1{ψφ; φ} +

1
4
‖φ‖2

L2
ν

(
‖C‖L1 − ‖φ‖2L2

)

+
1
4

"
%(x, y)|φ(x)|2 |φ(y)|2 dx dy−

1
2

∫ |φ|2∫
0

f (r) dr dx. (4.16)

El término‖φ‖2
L2
ν

(
‖C‖L1 − ‖φ‖2

L2

)
sugiere la siguiente clasificación del problema, comparar con

la Observación 4.1.3:

Caso subcrítico:A := ‖C‖L1 − ‖φ‖2
L2 > 0 (ver la definición deA en el Lema 4.1.1).

Caso crítico:A = 0. Segun la Observación 4.1.3 es laHipótesis de Neutralidad.

Caso supercrítico:A < 0.

Finalizaremos esta sección con el siguiente lema donde mostramos que los mínimos de la ener-
gía proveen estados fundamentales. De esta modo, convertimos el problema de hallar estados
fundamentales en un problema de optimización. De ese problema nos ocupamos en la sección que
sigue.

Lema 4.2.1 Sea L el operador diferencial definido por el lado derecho de (4.7), es decir L(φ) =
−∂2

x φ + V(φ) φ − f (|φ|2) φ dondeφ ∈ H y sea E la energía definida enH por (3.17). Entonces
∇E = L.

D́.– Tenemos que demostrar que∀φ ∈ H y ∀ϕ ∈ L2 vale∂ E(φ)(ϕ) = {L(φ), ϕ}, donde

∂ E(φ)(ϕ) = l ı́m
ε→0

1
ε

(E(φ + ε ϕ) − E(φ)).

Por densidad bastará con hacerlo paraϕ ∈ H .

El término de la energía cinética satisface

1
2
‖∂(φ + εϕ)‖2 =

1
2
‖∂φ‖2 + ε {∂ φ; ∂ ϕ} +

ε2

2
‖∂ϕ‖2

=
1
2
‖∂φ‖2 + ε {−∂2 φ; ϕ} +

ε2

2
‖∂ϕ‖2 . (4.17)
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4 Existencia de Estados Fundamentales

Para la interacción local definimosc(ε) := |φ|2 + 2ε Re (φϕ) y d(ε) := |φ + εϕ|2, a partir de los
cuales podemos escribir:

1
2

∫ d(ε)∫
0

f =
1
2

∫ |φ|2∫
0

f +
1
2

∫ c(ε)∫
|φ|2

f +
1
2

∫ d(ε)∫
c(ε)

f

=
1
2

∫ |φ|2∫
0

f + ε Re
∫

f (|φ|2 + η(ε)) φϕ +
ε2

2

∫
f (γ(ε)) |ϕ|2 . (4.18)

El término de la energía potencial lo desdoblamos en sus partes homogéneas. Por un lado tene-
mos,

1
2

{ |x|
2
∗ C (φ + εϕ); (φ + εϕ)

}
=

1
2

{ |x|
2
∗ C φ; φ

}
+ ε

{ |x|
2
∗ C φ;ϕ

}
+
ε2

2

{ |x|
2
∗ Cϕ;ϕ

}
. (4.19)

Y por otro,

1
4

{ |x|
2
∗ |φ + εϕ|2 (φ + ε ϕ); (φ + ε ϕ)

}
=

1
4

{ |x|
2
∗ |φ|2 φ; φ

}
+

2ε
4

{ |x|
2
∗ |φ|2 φ;ϕ

}

+
2ε
4

{ |x|
2
∗ Re (φϕ) φ; φ

}
+O(ε2) ,

la simetría de|x| conduce a la igualdad{ |x|
2
∗ Re (φϕ) φ; φ

}
=

{ |x|
2
∗ |φ|2 φ;ϕ

}
,

de donde deducimos

1
4

{ |x|
2
∗ |φ + εϕ|2 (φ + ε ϕ); (φ + ε ϕ)

}
=

1
4

{ |x|
2
∗ |φ|2 φ; φ

}
+ ε

{ |x|
2
∗ |φ|2 φ; φ

}
+O(ε2) . (4.20)

Juntando las igualdades (4.17)–(4.20) se tiene

E(φ + ε ϕ) = E(φ) + ε{L(φ);ϕ} +O(ε2)

de donde concluimos que∇E = L.
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4.3 La existencia de mínimos

4.3. La existencia de mínimos

4.3.1. Caso subcrítico

Observación 4.3.1Dado que los estados fundamentales están globalmente definidos haremos
las mismas consideraciones que las hechas para la existencia global. Es decir, asumiremos que la
interacción local f satisface (H1) o (H2).

Lema 4.3.1 Supongamos que la interacción f cumple (H1) o (H2). Sea SA la esfera en L2 dada
por SA := {φ ∈ L2 : ‖φ‖2

L2 = ‖C‖L1 − A} donde‖C‖L1 ≥ A > 0. Entonces E es coerciva en

SA ∩H
(1).

D́.– Si se cumple (A2), la coercividad deE enSA ∩ H
(1) se deduce inmediatamente

de la desigualdad

E(φ) > 1/2‖∂x φ‖
2
L2 − ‖ψ‖L∞ ‖φ‖

2
L2 + 1/4‖φ‖2

L2
ν

(
‖C‖L1 − ‖φ‖2L2

)
(4.21)

Cuandof es repulsiva, la estimaciónf (r) ≤ rσ conσ < 2, permite controlar el término de la
interacción local con la norma enH1. Más precisamente, para 0< ε < 1/2 las estimaciones (3.18)
y (3.19) nos permiten deducir la desigualdad

E(φ) > (
1
2
− ε) ‖∂x φ‖

2
L2 −C(ε) ‖φ‖

2σ+4
2−σ

L2 +
1
4
‖φ‖2

L2
ν

(
‖C‖L1 − ‖φ‖2L2

)
.

El lema está, pues, demostrado.

Observación 4.3.2La coercividad de E en SA ∩ H (1) permite definir, para cada0 < A < ‖C‖L1

la cantidad:
λA := inf{E(φ) : φ ∈ SA},

y además garantiza la existencia de una sucesión minimizante, es decir, existeφn ∈ SA tal que
E(φn)→ λA.

El siguiente lema fija condiciones apropiadas de compacidad y resultará de utilidad para de-
mostrar la existencia de mínimos.

Lema 4.3.2 Sea1 ≤ p < ∞.Sea{ϕ j} j∈J una familia acotada en Lp(R) y supongamos que satisface
las siguientes hipotesis

∀ε > 0 existe R> 0 tal que∀ j ∈ J
∫
|x|>R

|ϕ j |
p < εp. Es decir, la masa está uniformemente

localizada.

∀ε > 0 existeδ > 0 tal que∀|h| < δ vale
∫
|ϕ j(x+ h)− ϕ j(x)|p dx< εp. Es decir, la masa no

se concentra.
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4 Existencia de Estados Fundamentales

Entonces existenϕ ∈ Lp y una sucesiónϕn tal queϕn
Lp

−−→ ϕ.

D́.– Ver Teorema 2.21 en Adams, [1].

Corolario 4.3.1 La inclusiónH (1) ↪→ L2 es compacta.

D́.– Consiste en adaptar las hipótesis del Lema (4.3.2). Sea, entonces,ϕn una sucesión
acotada enH , y seaM > 0 tal que‖ϕn‖H ≤ M entonces valen las siguientes estimaciones:∫

|x|>R

|ϕn|
2 ≤ R−1

∫
|x|>R

|x||ϕn|
2 ≤

1
R
‖ϕn‖µ ≤

1
R
‖ϕn‖H ≤

1
R

M ,

∫
I

|ϕn(x+ h) − ϕn(x)|2 ≤ C h2‖ϕn‖H1 ≤ C h2 M ,

de donde se deduce la validez de la afirmación.

Teorema 4.3.2Supongamos que la interacción local f satisface (H1) o (H2) y supongamos que
A > 0. Entonces existeφA ∈ H

(1) tal que E(φA) = mı́n{E(φ) : φ ∈ SA}.

D́.– La existencia deλA = inf{E(φ) : φ ∈ SA} es consecuencia de la coercividad de
E enSA ∩H

(1). Sea, pues,{φn}n ∈ SA ∩H
(1) una sucesión minimizante. ComoE(φn) es acotada,

la coercividad implica queφn es acotada enH (1). Sea, entonces,M > 0 tal que‖∂x φn‖H1 < M y
‖φn‖L2

ν
< M. Dado que la bola enH (1) es débilmente compacta (es el Teorema de Alaoglu en un

espacio de Hilbert) existenφ ∈ H (1) y una subsucesión, que también llamaremosφn, que verifican

φn
H1

−−⇀ φ y φn
L2
ν
−−⇀ φ. Aplicando el Corolario 4.3.1 a la sucesiónφn obtenemosφn

L2

−−→ φ, de donde
deducimos queφ ∈ SA ∩H

(1).

Esto ofrece la desigualdadλA ≤ E(φ). Veamos ahora queE(φ) ≤ λA.

Comoψ ∈ L∞ se sigue que
1
2
{ψφn; φn} −→

1
2
{ψφ; φ} .

Para el término conf utilizamos la siguiente estimación.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∫ |φn|

2∫
0

f (r) −
∫ |φ|2∫

0

f (r)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ‖ f ‖L∞[0,‖φn‖2L∞
+‖φ‖2

L∞
]
‖|φn|

2 − |φ|2‖L1

≤ ‖ f ‖L∞[0,2 M]
‖|φn|

2 − |φ|2‖L1 .

El término correspondiente a la energía cinética verifica∂x φn
L2

−−⇀ ∂x φ de donde deducimos que
‖∂x φ‖L2 ≤ l ı́m‖∂x φn‖L2.
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4.3 La existencia de mínimos

Observación 4.3.3Los resultados anteriores no utilizan la hipótesisφ ∈ L2
µ.

Para el término integral introducimos el operadorT% : L1
ν −→ L∞ definido por

T%(g)(x) :=
∫

%(x, y) g(y) dy, (4.22)

donde% está definida por (4.14). La buena definición de este operador es consecuencia de la
desigualdad

‖T%(g)‖L∞ ≤ ‖g‖L1
ν
.

Tendremos entonces

{T%(|φn|
2); |φn|

2} − {T%(|φ|
2); |φ|2} = {T%(|φn|

2 − |φ|2); |φ|2} + {T%(|φn|
2); |φn|

2 − |φ|2}

= {|φn|
2 − |φ|2; T%(|φ|

2)} + {T%(|φn|
2); |φn|

2 − |φ|2} ,

de donde deducimos que

|{T%(|φn|
2); |φn|

2} − {T%(|φ|
2); |φ|2}| ≤ ‖|φn|

2 − |φ|2‖L1 (‖φn‖L2ν + ‖φ‖L2ν) .

Dado que,φn
L2

−−→ φ , y que ‖φ‖L2ν ≤ M y ‖φn‖L2ν ≤ M, concluimos la convergencia de los
términos integrales:

1
4

"
%(x, y)|φn(x)|2 |φn(y)|2 dx dy→

1
4

"
%(x, y)|φ(x)|2 |φ(y)|2 dx dy.

Análogamente a lo hecho para el término con la energía cinetica, de la convergencia débilφn
L2
ν
−−⇀

φ deducimos que‖φ‖L2
ν
≤ l ı́m‖φn‖L2

ν
.

Tenemos entonces que
E(φ) ≤ l ı́mE(φn) = λA. (4.23)

Como ya hemos probado que vale la desigualdad contraria, resulta queE(φ) = λA. Eso concluye
la demostración.

Observación 4.3.4De la igualdad (4.23) se deduce queφn
H (1)

−−−→ φ, es decir, la sucesión minimi-
zante converge fuertemente enH (1).

Observación 4.3.5ComoφA es continua (Lema 2.3.2) de la ecuación diferencialλ φA = L(φA),
dondeλ es el correspondiente multiplicador de Lagrange, podemos deducir queφA ∈ C∞(R).

Corolario 4.3.3 Sea A> 0, seaφA ∈ H
(1) tal que E(φA) = mı́n{E(φ) : φ ∈ SA} y seaλ el

correspondiente multiplicador de Lagrange. La función uA(x, t) = ei λ t φA es una solución (global)
fuerte de la ecuación (4.7).
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4 Existencia de Estados Fundamentales

4.3.2. Caso supercrítico

Como en este caso el término con la normaL2
ν está restando tenemos que saber si el término

positivo 1
4{T%(|φ|

2); |φ|2} alcanza para mantener la carga localizada. El siguiente ejemplo muestra
que esto no ocurre.

Ejemplo 4.3.1 Consideremos para cada R> 0 la siguiente función

φR(x) :=



φ(1)
R (x) := a

√
R− 1
2R

|x| < 1

φ(2)
R (x) :=

a
R

x ∈ [R2,R2 + R]

0 otro caso

(4.24)

donde a> 0 es una cantidad cualquiera.

Observación 4.3.6La funciónφR(x) definida por (4.24) verifica

‖φR‖
2 = a2. Luego, el parámetro a es la norma en L2.

‖φR‖
2
L2
νc

R→+∞
−−−−−→ +∞. Para todo0 < c ≤ 1.

El término integral satisface

1
4

∫ ∫
%(x, y) |φR(x)|2 |φR(y)|2 dx dy≤ M .

Para cualquier2 < p valeφR ∈ Lp y ‖φR‖Lp → 0.

φ(2)
R

L2

−−⇀ 0.

Observación 4.3.7El término de la interacción local es negligible independientemente del expo-
nente. No obstante, sólo podría ayudar a localizar la carga en el caso atractivo.

Observación 4.3.8Ciertamente,φR < H1 pero podemos suavizarla con norma H1 acotada uni-
formemente en R. Supondremos entonces queφR ∈ H1.

Lema 4.3.3 Para cada A< 0 existe una sucesión{φR}R>R(A) que verifica‖φR‖0 = ‖C‖L1 − A y
además

E(φR)
R→+∞
−−−−−→ −∞.

Observación 4.3.9Comparar con la Observación 4.1.7.
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4.3 La existencia de mínimos

4.3.3. Caso crítico

Observación 4.3.10Comparando los resultados del Teorema 4.3.2 con los del Lema 4.3.3 se
comprende el motivo por el cual el caso‖C‖L1 = ‖φ‖2

L2 es crítico.

De acuerdo con la identidad (4.16) la energía, en laHipótesis de Neutralidad, adopta la siguiente
expresión.

E(φ) =
1
2
‖∂xφ‖

2
L2 +

1
2
{ψφ; φ} +

1
4

a(φ) +
1
2

∫ |φ|2∫
0

f (r) dr dx, (4.25)

donde hemos introducido la función:

a(φ) :=
∫

T%(φ)(x) |φ(x)|2 dx. (4.26)

El siguiente lema fija un tipo de convexidad que satisface el término dado por la funcióna(·).
La demostración es consecuencia inmediata de la definición y será omitida.

Lema 4.3.4 Seaφ = φ1 + φ2 donde Sop(φ1) ⊆ [−R,R] y Sop(φ2) ∩ Sop(φ1) = ∅. Entonces

a(φ) = a(φ1) + a(φ2) + 2‖φ2‖
2
L2 ‖φ1‖

2
L2
ν
. (4.27)

Observación 4.3.11Bajo las hipótesis del lema anterior se deduce la igualdad

E(φ) = E(φ1) + E(φ2) +
1
2
‖φ2‖

2
L2 ‖φ1‖

2
L2
ν
. (4.28)

Con respecto a la coercividad, la demostración hecha en el Lema 4.3.1 permite obtener el si-
guiente resultado.

Lema 4.3.5 Supongamos que se cumple (H1) o (H2). Sea S0 la esfera en L2 dada por S0 := {φ ∈
L2 : ‖φ‖2

L2 = ‖C‖L1}. Entonces E es coerciva en S0 ∩ H1.

En el caso subcrítico la coercividad enL2
ν es suficiente para demostrar la compacidad enL2 de

la sucesión minimizante; en este caso, sólo se tiene coercividad enH1, que es insuficiente para ese
propósito. No obstante, el comportamiento de una sucesión acotada deL2 está caracterizado por
el siguiente lema, ver Lions, [18] Lema I.1.

Lema 4.3.6 Seaφn ∈ L2 tal que‖φn‖L2 = 1. Entonces ocurre una y sólo una de las siguientes
situaciones:

(a) (Dicotomía)
Existen R0 ∈ R, una sucesión Rn → ∞, y dos sucesionesφ(k)

n ∈ L2 , k = 1,2, tales que
φn = φ

(1)
n + φ

(2)
n , y φ(k)

n verifica
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4 Existencia de Estados Fundamentales

Sop(φ(1)
n ) ⊆ [−R0,R0], con‖φ(1)

n ‖L2 = 1− γ

Sop(φ(2)
n ) ⊆ R − [−Rn,Rn], con‖φ(2)

n ‖L2 = γ,

donde0 < γ < 1.

(b) (Desaparición)
Para cada I intervalo de medida finita y para cadaε > 0 existe n0 tal que para n> n0 vale∫

I

|φn|
2 < ε.

(c) (Compacidad)
Para cadaε > 0 existe R= R(ε) > 0 tal que∫

[−R,R]

|φ|2 ≥ 1− ε.

Presentamos ahora el principal resultado de esta sección.

Teorema 4.3.4Supongamos que la interacción local f satisface (H1) o (H2). Existeφ0 ∈ S0 ∩

H (1) tal que E(φ0) = mı́n{E(φ) : φ ∈ S0}.

D́.– Seaφn ∈ S0∩H1 una sucesión minimizante. La coercividad deE enH1 implica

que existeφ ∈ H1 tal queφn
H1

−−⇀ φ. Para convertir la convergencia débil en convergencia fuerte,
alcanzará con mostrar que una sucesión minimizante sólo puede satisfacer la situación (c) del
Lema 4.3.6.

Observación 4.3.12En el caso subcrítico esta condición es consecuencia inmediata de la coer-
cividad de E en L2ν , que no está disponible en el caso crítico.

Supongamos que ocurre (a). En tal caso, de la igualdad (4.28) deducimos queE(φn) > E(φ(2)
n ).

Por otro lado la coercividad del Lema 4.3.5 implica que existeM ∈ R tal queE(φ(2)
n ) > a(φ(2)

n )−M.
A partir de la igualdad

a(φ(2)
n ) > Rn‖φ

(2)
n ‖

4 = Rnγ
4,

y usando queγ > 0 obtenemosE(φn) → ∞, lo cual contradice la propiedad minimizante de la
sucesión.
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4.3 La existencia de mínimos

Supongamos que ocurre (b). Es el mismo argumento. Usa fuertemente el hecho de queγ > 0.

Concluimos que sólo puede ocurrir (c). Hemos demostrado, entonces, que la sucesión minimi-
zanteφn satisface la hipótesis de localización que requiere el Lema 4.3.2. Aplicando, pues, ese

Lema tenemos queφn
L2

−−→ φ de donde deducimos queφ ∈ S0 y, por lo tantoλ0 ≤ E(φ).

De la demostración del Teorema 4.3.2 deducimos lo siguiente

1
2
{ψφn; φn} −→

1
4
‖C‖L1{ψφ; φ} .

∫ |φn|
2∫

0

f (s) −→
∫ |φ|2∫

0

f (s) .

‖∂x φ‖L2 ≤ l ı́m‖∂x φn‖L2 .

Finalmente, aplicando el Lema de Fatou a la sucesióngn(x, y) := %(x, y) |φn(x)|2 |φn(y)|2 obtene-
mos

a(φ) ≤ l ı́ma(φn) . (4.29)

Tenemos, pues, queE(φ) ≤ λ0 = l ı́mE(φn), comoφ ∈ S0 resulta queE(φ) = λ0. Esto muestra
que existe un mínimo enS0 ∩ H1.

Veamos ahora queφ ∈ L2
ν. Comenzaremos considerando la ecuación diferencial que satisface

φ, ecuación que se obtiene considerando el gradiente de la energía dada por (4.25).

Observación 4.3.13Los cálculos hechos en Lema 4.2.1, ofrecen paraϕ ∈ H1 arbitraria la si-
guiente expresión.

∇E(ϕ) = −∂2
x ϕ + ψϕ + T%(|ϕ|

2)ϕ − f (|ϕ|2)ϕ . (4.30)

Si ϕ ∈ L2
ν pueden reagruparse los términos de la ecuación anterior para obtener la que ofrece

el citado lema. En este caso, la ausencia de la hipótesisϕ ∈ L2
ν no permite definir el potencial

|x|
2 ∗ |ϕ|

2, de manera que hay que considerar otro potencial. De hecho, paraφ ∈ L2
ν se tiene la

siguiente igualdad

ψ(x) + T%(|ϕ|
2)(x) =

|x|
2
∗ (C − |ϕ|2)(x) + ‖ϕ‖2

L2
ν
,

que pone de manifiesto que dos potenciales admisibles en laHipótesis de Neutralidad, difieren en
una constante. Lo interesante es que la constante en este caso es‖ϕ‖L2

ν
. De esta manera recupera-

mos el resultado del Teorema 4.1.1, a saber,

T%(|ϕ|
2) ∈ L∞ ⇐⇒ ϕ ∈ L2

ν .

41



4 Existencia de Estados Fundamentales

Observación 4.3.14Dado que

∂x T%(|ϕ|
2)(x) =



+∞∫
x

|ϕ(z)|2 dz x> 0

−

x∫
−∞

|ϕ(z)|2 dz x< 0 ,

(4.31)

resulta que T%(|φ0|
2) es un potencial admisible en el sentido de la Definición 4.1.2.

Sea, pues,φ ∈ H1 el mínimo deE y consideremos la ecuación diferencial∇E(φ) = λφ que sale
del multiplicador de Lagrange, donde∇E está dada por (4.25),

−∂2
x φ + ψφ + T%(|φ|

2) φ − f (|φ|2) φ − λφ = 0 .

Observación 4.3.15Dado queφ ∈ H1 resulta queφ ∈ C(R) de manera que∂2
x φ es continua y

por lo tanto,φ ∈ C∞.

Supongamos queT%(|φ|2) < L∞. A partir de las igualdades dadas por (4.31) deducimos que

∂x T%(|φ|2) tiene signo en|x| → ∞, de donde concluimos queT%(|φ|2)
|x|→∞
−−−−−→ sg (x)∞.

Comoφ
|x|→∞
−−−−−→ 0 (Lema 2.3.2) resulta que, para|x| � 1, se verifica la desigualdad

q(x) := T%(|φ|
2) φ − f (|φ|2) φ − λφ ∼ T%(|φ|

2) φ > M2 φ ,

aplicando el Teorema 2.4.2 obtenemos queφ(x) ∼ O(e−M x), por lo tantoφ ∈ L2
µ. El Teorema 4.1.1

provee, entonces, una contradicción. De esta manera tenemos queT%(|φ|2) ∈ L∞ y, por lo tanto,
φ ∈ L2

ν .

Queda demostrado que existen mínimos y que están enH (1).
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5 Efecto Regularizante

5.1. Introducción. Estimaciones à la Strichartz

Las propiedades dispersivas de la ecuación de Schrödinger son el punto de partida para la ob-
tención de diferentes resultados conocidos bajo el nombre común de “Efecto Regularizante”. Para
identificar en forma precisa cuál de ellos es el que tomaremos en cuenta dedicamos esta sección
introductoria a la descripción de algunos resultados básicos. Dado que nuestro trabajo está orienta-
do al caso unidimensional, presentaremos tales resultados enR. Una descripción exhaustiva puede
verse en Cazenave [6] y en las referencias allí citadas.

La primer propiedad regularizante que presenta la ecuación de Schrödinger

i ∂t u = −∂2
x u (5.1)

es consecuencia del siguiente lema.

Lema 5.1.1 Sea U(t) el grupo unitario generado por i∂2
x y sea K(t, x) la función definida en

R − {0} × R por

K(t, x) :=
( 1
4π i t

)1/2 e
i |x|2

4 t .

Entonces, para cadaϕ ∈ S(R) y cada t, 0 vale

U(t)ϕ = K(t, x) ∗x ϕ. (5.2)

D́.– Aplicando transformada de Fourier (en la variablex) en la ecuación (5.1) y
resolviendo la ecuación ordinaria que satisfacêu(t) obtenemos la siguiente expresión

û(t)(k) = e−i |k|2 t ϕ̂(k) . (5.3)

Dado queK̂(t)(k) = e−4π2 i|k|2 t , tomando antitransformada obtenemos el resultado.

Como quedó dicho, el lema anterior permite obtener el siguiente efecto regularizante.

Propiedad 5.1.1 Sea p∈ [1,2] y sea p′ ∈ [2,∞] el exponente conjugado de p. Entonces, para
cada t, 0 el operador U(t) : Lp→ Lp′ es continuo. Más aún, paraϕ ∈ Lp se verifica la siguiente
estimación

‖U(t)ϕ‖Lp′ ≤
(
4π |t|

) 1
p′ −

1
2 ‖ϕ‖Lp .
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5 Efecto Regularizante

D́.– Seaϕ ∈ S(R). Aplicando la desigualdad de Young (ver Propiedad 2.2.1 en el
Capí tulo 1) en la expresión (5.2) deducimos que

‖U(t)ϕ‖L∞ ≤
(
4π |t|

)− 1
2 ‖ϕ‖L1 .

ComoS(R) es denso enL1 obtenemos queU(t) ∈ B(L1, L∞) y satisface

‖U(t)‖B(L1,L∞) ≤
(
4π |t|

)− 1
2 .

Aplicando‖ · ‖L2 en (5.3) obtenemos

‖U(t)‖B(L2) ≤ 1 .

Obtenemos el caso general interpolando entrep = 2 y p = ∞. (Aplicar el Teorema 2.2.1
(Teorema de Riesz–Thorin).)

Observación 5.1.1La propiedad anterior es, básicamente, una propiedad de la transformada de
Fourier (en esencia es la desigualdad de Haussdorf–Young, ver Lema 2.2.2). Más aún, a partir de
la fórmula (5.2) obtenemos la expresión

U(t)ϕ(x) =
(
4π i t

)−1/2 e
i |x|2

4t

∫
e−

i x·y
2 t e

i |y|2

4 t ϕ(y) dy,

que podemos interpretarla diciendo que, salvo cambios de escala y multiplicación por una función
de módulo 1, U(t) no es más que la transformada de Fourier. De manera que esta propiedad
regularizante puede verse como una consecuencia de la interferencia destructiva.

Observación 5.1.2Cabe destacar que la propiedad anterior tiene como principal desventaja el
hecho de que los espacios Lp no son invariantes por U(t).

No obstante la observación anterior, este primer efecto regularizante ofrece estimacionesa prio-
ri que resultan útiles para el problema no homogéneo. Tales estimaciones fueron obtenidas por
Strichartz [26], y luego generalizadas por Ginibre y Velo [13]. Para expresar dicho resultado hare-
mos uso de la siguiente definición.

Definición 5.1.1 Diremos que el par(q, r) esadmisiblesi se verifica lo siguiente

(i) 2 ≤ r ≤ ∞ ;

(ii)
2
q
=

1
2
−

1
r
.

Consideremos entonces el problema no homogéneo,

i ∂t u+ ∂2
x u = f

u(0) = ϕ .
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5.1 Introducción. Estimaciones à la Strichartz

Teorema 5.1.1Valen las siguientes propiedades

(i) Para cadaϕ ∈ L2 y para cada par admisible(q, r), la función t → U(t)ϕ pertenece a
Lq(R, Lr )∩C(R, L2). Más aún, existe una constante C= C(q) tal que, para todaϕ ∈ L2 vale
la siguiente desigualdad

‖U(·)ϕ‖Lq(R,Lr ) ≤ C(q) ‖ϕ‖L2 .

(ii) Sean I un intervalo (acotado o no), J= I y t0 ∈ J. Sean, además,(γ, ρ) un par admisible y
f ∈ Lγ

′

(I , Lρ
′

). Entonces, para cada par admisible(q, r), la función definida para t∈ I por

t → Φ f (t) :=

t∫
t0

U(t − s) f (s) ds,

pertenece a Lq(I , Lr ) ∩ C(J, L2). Más aún, existe una constante C= C(q, γ) tal que, para
toda f ∈ Lγ

′

(I , Lρ
′

) vale la siguiente desigualdad

‖Φ f ‖Lq(I ,Lr ) ≤ C(q, γ) ‖ f ‖Lγ′ (I ,Lρ′ ) .

D́.– Ver Cazenave, [6], Teorema 3.2.5.

Una consecuencia importante de este teorema es el decaimiento enLr de la solución en el
problema homogéneo. Como lo muestra el siguiente corolario.

Corolario 5.1.2 Seanϕ ∈ H1 y r ∈ (2,∞]. Entonces

‖U(t)ϕ‖Lr
t→±∞
−−−−−→ 0 .

Mencionemos, finalmente, una extensión importante de las estimaciones anteriores al Sistema
de Schrödinger–Poisson (ver Castella, [7]). Para tal fin consideremos una sucesiónϕ := {ϕ j(x)} j∈N
de funciones deL2, que será el dato inicial, una sucesión (fija)λ := {λ j} j∈N de números reales no
negativos (normalizados de tal suerte que

∑
λ j = 1), que interpertaremos como la probabilidad

de que el dato inicialϕ esté en cada uno de losestados purosψ j(t, x), donde los estados puros
satisfacen el Sistema de ecuaciones de Schrödinger (planteado parax ∈ R3):

∀ j ∈ N


i ∂t ψ j(t, x) = −∆xψ j(t, x) + V(t, x)ψ j(t, x) ,

ψ j(0, x) = ϕ j(x) .
(5.4)

Dado que la ecuación de Poisson depende de la carga totaln(t, x) :=
∑

j∈N λ j |ψ j(t, x)|2, los
estados puros están acoplados a través de la expresión paraV dada por

V(t, x) =
(
4π |x|

)−1
∗x n(t, x) . (5.5)

Consideremos, finalmente, el siguiente espacio:

Lp(λ) := {φ = (φ j) j∈N : ‖φ‖Lp(λ) :=
∑

λ j‖φ j‖
2
Lp < ∞} .
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5 Efecto Regularizante

Observación 5.1.3El sistema (5.4) acoplado con (5.5) admite solución única. Más aún, los nú-
merosλ j son constantes en el tiempo, ver F. Brezzi–P. Markowich [5].

Observación 5.1.4Señalemos además que si se toma en cuenta la interacción con la red crista-
lina, es decir, si se considera un sistema cuánticoabierto, resulta queλ j = λ j(t). Ver A. Arnold
[3].

El resultado es, entonces, el siguiente.

Teorema 5.1.3Estimaciones tipo Strichartz para estados cuánticos mixtos.
Sean T> 0 y (q, r, ) un par admisible. Entonces valen las siguientes afirmaciones:

(i) Para cadaφ ∈ Lp(λ) la función t→ U(t)φ pertenece a Lq([−T,T], Lr (λ)). Más aún, existe
una constante C= C(q) tal que,

‖U(·)φ‖Lq([−T,T],Lr (λ)) ≤ C(q) ‖φ‖L2(λ) .

(ii) Para cada para admisible(a,b) existe una constante C= C(a,q) tal que para cualquier
f ∈ Lq′([−T,T], Lr ′(λ)) se verifica

∥∥∥∥ t∫
0

U(t − s) f (s) ds
∥∥∥∥

La([−T,T],Lb(λ))
≤ C(a,q) ‖ f ‖Lq′ ([−T,T],Lr′ (λ)) .

(iii) En particular, existe una constante C= C(q) tal que para cada f∈ Yq,r
T vale

∥∥∥∥ t∫
0

U(t − s) f (s) ds
∥∥∥∥

Xq,r
T

≤ C(a,q) ‖ f ‖Yq,r
T
.

Donde los espacios Xq,rT e Yq,r
T están dados por

Xq,r
T := Lq([−T,T], Lr (λ)) ∩ L∞([−T,T], L2(λ))

Yq,r
T := Lq′([−T,T], Lr ′(λ)) + L1([−T,T], L2(λ)) .

5.2. Efecto regularizante à la Kato

Comenzaremos esta sección por el siguiente efecto regularizante que presenta la ecuación de
Korteweg–de Vries (KdV), resultado que fue demostrado por Kato en [14].

Consideremos entonces la ecuación KdV generalizada:

∂t u+ ∂3
x u+ a(u) ∂x u = 0 , (5.6)

dondea ∈ C∞(R).
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5.2 Efecto regularizante à la Kato

Teorema 5.2.1Sea s> 3/2, seaφ ∈ Hs el dato inicial y sea(−T; T) el intervalo maximal, donde
T = T(φ). Sea u∈ C((−T,T); Hs) la única solución de (5.6) tal que u(x,0) = φ. Entonces, para
cada0 < T1 < T y 0 < R< +∞ se verifica

u ∈ L2([−T1,T1]; Hs+1(−R,R)) ,

con norma dependiendo sólo de‖φ‖s, R y T1.

Resultados similares son válidos para la ecuación lineal de Schrödinger

i∂tu = (−∆ + V) u (5.7)

u(x,0) = φ(x) ∈ L2(Rn) n ≥ 3 . (5.8)

dondeV es una función real acotada tal que, para algunas constantesC, δ > 0 , satisface

|V(x)| ≤ C (1+ |x|2)−1−δ .

Dado que la restricción de−∆ + V al espacioC∞0 (Rn) es esencialmente autoadjunta tiene una
única extensión autoadjunta enL2(Rn) a la que llamaremos (−∆ + V)̃ . Finalmente, la proyección
sobre el espectro continuo será notadaPac.

El resultado es, entonces, como sigue. Ver Ben–Artzi, Klainerman, [4].

Teorema 5.2.2Supongamos que0 no es ni un autovalor ni un valor de resonancia de(−∆ + V)̃
y seaφ ∈ Pac(L2(Rn)). Entonces existe una constante C tal que, si u(x, t) es la única solución de
(5.7)–(5.8) entonces∫

R

∫
Rn

(1+ |x|2)−1−δ
∣∣∣(I + (−∆ + V)̃ Pac)

1/4 u(x, t)
∣∣∣2 dx dt≤ C ‖φ‖2L2(Rn) .

En particular paraV ≡ 0 tenbemos el siguiente corolario.

Corolario 5.2.3 Sea u(x, t) la única solución del problema (5.7)–(5.8) con V≡ 0. Entonces existe
una constante C= C(n), n ≥ 3, tal que∫

R

∫
Rn

(1+ |x|2)−1
∣∣∣(I − ∆)1/4 u(x, t)

∣∣∣2 dx dt≤ C ‖φ‖2L2(Rn) .

Observación 5.2.1Los resultados previos muestran que el grupo en el caso lineal mejora la
regularidad local. Más precisamente, la solución gana globalmente media derivada.

En la ecuación de Benjamin–Ono (BO)

∂t u+ u∂xu+ H∂2
xu = 0 x, t ∈ R (5.9)

u(x,0) = φ , (5.10)

dondeH es la transformada de Hilbert (ver Lema 2.3.3), Ponce mostró el siguiente resultado, ver
[21].
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5 Efecto Regularizante

Teorema 5.2.4Para cadaφ ∈ Hs(R) con s > 3/2 el problema (5.9)–(5.10) tiene una única
solución u(t) que pertenece a la clase

C(R,Hs(R)) ∩ L2
loc(R,H

s+1/2
loc (R)).

Observación 5.2.2En este caso también se obtiene una ganancia (local) de media derivada.

Finalmente, para la ecuación no lineal de Schrödinger con derivada

i∂t u = −∂2
x u+ ∂x(Tλ(u) u) x ∈ R , t > 0 (5.11)

u(x,0) = φ , (5.12)

dondeTλ(u) = |u|2 − λH(|u|2), λ > 0 y H es la transformada de Hilbert, Rial, ver [22], demostró el
siguiente efecto regularizante.

Teorema 5.2.5Sean T> 0 y ω ∈ H∞ y supongamos que el dato inicialφ ∈ L2. Entonces existe
una constante C= C(T, ω, ‖φ‖2L) > 0 tal que si u es la única solución del problema (5.11)–(5.12)
entonces ∫

[0,T]
‖ωu‖2H1/4 ≤ C .

Observación 5.2.3En este caso sólo se gana un cuarto de derivada.

5.3. El resultado principal

En esta sección establecemos el tipo de efecto regularizante que presentan las soluciones del
problema dado por

i ∂tu = −∂
2
xu+ V(u) u− f (|u|2) u , (5.13)

u(x,0) = φ(x) , (5.14)

dondef ∈ C∞(R), C ∈ C∞c (R) y V(u) := |x|2 ∗
(
C − |u|2

)
.

Tal efecto regularizante está descripto en el siguiente teorema.

Teorema 5.3.1Supongamos que s≥ 1 y que‖φ‖L2 ≤ ‖C‖L1. Sea u(t) la única solución maximal
del problema (5.13)–(5.14) dada por el Teorema 3.2.1. Entonces

u ∈ L2
loc

(
(−T,T),Hs+1/2

loc

)
.

Observación 5.3.1Como consecuencia de este teorema resulta que u(t) ∈ Hs+1/2
loc para casi todo

t ∈ (−T,T). Deducimos entonces que, para casi todo t∈ (−T,T) y para cadaε > 0, se verifica
u(t) ∈ Cs−ε

loc . De esta manera, para valores pequeños de s, más precisamente, para s∈ [3/2,2), la
solución satisface u′ ∈ L2

loc((−T,T) × R). Lo cual representa una importante mejora con respecto
al resultado u′ ∈ C((−T,T),Hs−2) dado por el Teorema (3.2.1).
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Observación 5.3.2Como quedó dicho, este resultado es una generalización (local en el espacio
y el tiempo) del caso lineal dado por el Teorema 5.2.2.

D́.– Haremos la demostración en varias etapas.

Primer etapa:
Consideremosω ∈ C∞c y R ∈ R tales que sop(ω) ⊆ [−R,R], entonces paraT1 < T(φ) se verifica

la siguiente desigualdad:

T1∫
−T1

∫
|ωJs+1/2 u|2 ≤ ‖ω‖L∞

T1∫
−T1

R∫
−R

|Js+1/2 u|2 .

Eligiendoω ∈ C∞c tal que 0≤ ω ≤ 1 yω ≡ 1 en [−R,R] tendremos que

T1∫
−T1

R∫
−R

|Js+1/2 u|2 ≤

T1∫
−T1

∫
ω|Js+1/2 u|2 =

T1∫
−T1

{ωJs+1/2 u; Js+1/2 u} ,

podremos, pues, restringirnos a este tipo de funciones de soporte compacto.
La siguiente identidad será de utilidad en lo sucesivo

{ωJs+1/2 u; Js+1/2 u} = {ωJ1/2(Js− 1)u; J1/2(Js− 1)u}

+ 2{ω(Js− 1)u; Ju} + {(Js− 1)u; [J1/2;ω]J1/2 u}

+ {ωJ1/2 u; J1/2 u}. (5.15)

Veamos ahora cómo eliminar las medias derivadas de la identidad anterior. Para eso considera-
mosΩ ∈ C∞ tal queω := ∂xΩ, la transformada de HilbertH (ver Lema 2.3.3) y los operadores
de proyección dados porP± := 1/2(1± i H ) (ver Rial, [22]). Asimismo, consideramos la siguiente
igualdad:

1
2
∂t 〈ΩJs P± u ; Js P± u〉 =

{iΩ Js∂2
x P± u; Js P± u}

−{iΩ Js P± V(u) u; Js P± u} + {iΩ Js P± f (u) u; Js P± u} . (5.16)

Por otro lado, el término lineal puede escribirse de la siguiente manera, donde la simetría elimina
el segundo término en la primer igualdad:

{iΩJs∂2
x P± u; Js P± u} = {i [Ω ; ∂x] ∂x Js P± u; Js P± u} + {iΩ ∂x Js P± u; ∂x Js P± u}

= −{i ω∂x Js P± u; Js P± u} . (5.17)
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Usando que la transformada de Hilbert satisfaceH2 = −1 y [H; Js] = [H; ∂x] = 0 deducimos
la siguiente expresión,

−{i ω∂x Js P± u; Js P± u} = {i ωH H ∂x Js P± u; Js P± u}

= {i [ω ; H] ∂x H Js P± u; Js P± u}

+ {i H ωH ∂x Js P± u; Js P± u}

= {B1 H Js P± u; Js P± u}

± {ωH ∂x Js P± u; Js P± u} , (5.18)

donde hemos definidoB1 := i [ω ; H] ∂x.

Observación 5.3.3Dado que Js−1 conmuta con P± las identidades (5.16), (5.17) y (5.18) siguen
siendo válidas si el operador Js se reemplaza por Js− 1.

Observación 5.3.4Aplicando el Lema 2.3.3 obtenemos que el operador B1 es acotado en L2.
Más aún, el correspondiente término en la identidad (5.18) satisface la estimación∣∣∣∣{B1 H (Js− 1)P± u; (Js− 1)P± u}

∣∣∣∣ ≤ C(ω) ‖u‖2s . (5.19)

Por otro lado, dado queH∂x = D y que J = (1 + D2)1/2, dondeD es el operador pseudo–
diferencial cuyo símbolo es|k|, tenemos que

{ωH∂x v; v} = {ωD v; v} = {ω (D − J) v; v} + {ω J v; v}

= {ω (D − J) v; v} + {[ω ; J1/2] J1/2 v; v} + {ω J1/2 v; J1/2 v}

= {B2 v; v} + {ω J1/2 v; J1/2 v} , (5.20)

dondeB2 := ω (D − J) + [ω ; J1/2] J1/2.

Observación 5.3.5Adaptando la demostración del Lema 2.3.6 obtenemos que el operador D− J
es acotado. Por otro lado el Lema 2.3.5 afirma que el operador[ω, J1/2] J1/2 también lo es, de
modo que B2 resulta acotado. Asimismo, se cumple la siguiente estimación:∣∣∣∣{B2 (Js− 1)P± u; (Js− 1)P± u}

∣∣∣∣ ≤ C(ω) ‖u‖2s . (5.21)
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Haciendo el reemplazov = P±(Js− 1)u en (5.20), reemplazandoJs por Js− 1 en (5.16)–(5.18)
y haciendo un despeje adecuado obtenemos la siguiente expresión,

{ω J1/2(Js− 1)P± u; J1/2(Js− 1)P± u} = ±
1
2
∂t 〈Ω (Js− 1)P± u ; (Js− 1)P± u〉

∓ {B1 H (Js− 1)P± u; (Js− 1)P± u}

− {B2 (Js− 1)P± u; (Js− 1)P± u}

± términos no lineales. (5.22)

Segunda etapa:
En esta etapa mostraremos que si el resultado es válido paraP± u entonces es válido parau.

Para tal fin, comenzamos considerando la identidad

{ω J1/2 v; J1/2 v} = {ω J1/2 P+ v; J1/2 P+ v} + {ω J1/2 P− v; J1/2 P− v}

+2 {ω J1/2 P+ v; J1/2 P− v}

de la cual deducimos que será suficiente acotar el último término. Dado que,

{ω J1/2 P+ v; J1/2 P− v} = {[J1/2 ;ω] J1/2 P+ v; P− v} + {ω J P+ v; P− v} ,

aplicando el Lema 2.3.5 obtenemos
∣∣∣{[J1/2 ;ω] J1/2 P+ v; P− v}

∣∣∣ ≤ C(ω) ‖v‖20. Por otro lado, el
Lema 2.3.6 aplicado a la igualdad,{ω J P+ v; P− v} = {[P− ;ω] J P+ v; v}, produce la siguiente
identidad,

{ω J P+ v; P− v} = {[P− ;ω] ∂x g P+ v; v} + {[P− ;ω] P+ v; v},

a partir de la cual y haciendo el reemplazov = Js u podemos obtener las estimaciones,∣∣∣∣{[P− ;ω] ∂x g P+ Js u; Js u}
∣∣∣∣ ≤ C(ω) ‖u‖2s,∣∣∣∣{[P− ;ω] P+ Js u; Js u}
∣∣∣∣ ≤ C(ω) ‖u‖2s ,

de donde podemos concluir que

{ω J1/2 v; J1/2 v} ≤

{ω J1/2 P+ v; J1/2 P+ v} + {ω J1/2 P− v; J1/2 P− v} +C(ω) ‖u‖2s , (5.23)

Tercer etapa:
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La acotación de los términos no lineales. Comencemos considerando las igualdades

{iΩ (Js− 1)P± f (|u|2) u; Js P± u} = {i P±ΩP± (Js− 1) f (|u|2) u; (Js− 1)u}

{iΩ (Js− 1)P± V(u) u; (Js− 1)P± u} = {i P±ΩP± (Js− 1)V(u) u; (Js− 1)u} .

LlamandoΦ := P±ΩP±, podemos escribir

{i Φ (Js− 1)V(u) u; (Js− 1)u} = {i Φ [Js; V(u)] u; (Js− 1)u}

+ {iΩ [P± ; V(u)] (Js− 1)u; (Js− 1)P± u} .

Ahora bien, dado que el potencial puede escribirse

V(u) =
A
2
µ + V∞(u)

tendremos la igualdad

{i Φ (Js− 1)V(u) u; (Js− 1)u} = {i Φ [(Js− 1); V∞(u)] u; (Js− 1)u}

+ {iΩ [P± ; V∞(u)] (Js− 1)u; (Js− 1)P± u}

+ {i Φ [(Js− 1); µ] u; (Js− 1)u}

+ {iΩ [P± ; µ] (Js− 1)u; (Js− 1)P± u} . (5.24)

Las propiedades deV∞ dadas por el Lema 3.2.1 junto con el Lema 2.3.7 permiten acotar los tres
primeros términos en (5.24). La acotación del último término es consecuencia de los Lemas 2.3.3
y 2.3.6. Hemos obtenido, entonces, la estimación para el término con el potencial,∣∣∣∣{i Φ (Js− 1)V(u) u; (Js− 1)u}

∣∣∣∣ ≤ C(ω) ‖u‖2s. (5.25)

Finalmente, con respecto al término local, la Observación 2.3.2 permite obtener la estimación∣∣∣∣ {i Φ (Js− 1) f (|u|2) u; (Js− 1)u}
∣∣∣∣ ≤ C(ω) f̃ (‖u‖s) ‖u‖

2
s. (5.26)

Conclusión
Aplicando la desigualdad de Cauchy–Schwarz en la expresión (5.15) obtenemos

{ω Js+1/2 P± u; Js+1/2 P± u} ≤ {ω J1/2(Js− 1)u; J1/2(Js− 1)u}

+ 2‖u‖s ‖u‖1 +C(ω) ‖u‖s ‖u‖0 + ‖u‖1 ‖u‖0

≤ {ω J1/2(Js− 1)u; J1/2(Js− 1)u}

+C(ω) ‖u‖s ‖u‖1 .
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Usando la expresión (5.22), las estimaciones (5.25), (5.26) e integrando en un intervalo com-
pactoI ⊆ (−T,T) obtenemos, respectivamante∫

I
{ω Js+1/2 P± u; Js+1/2 P± u}dt ≤ C(ω) máx

I
{‖u(·, t)‖s}

+C(ω)
∫

I
‖u(·, t′)‖s dt′

+C(ω)
∫

I
f̃
(
‖u(·, t′)‖s

)
‖u(·, t′)‖s dt′ ,

de donde deducimos que∫
I
{ω Js+1/2 P± u; Js+1/2 P± u}dt ≤ C(|I |, ω) máx

I
{‖u(·, t)‖s} .

Si agregamos las estimacionesa priori del Capítulo 3, para lo cual tenemos que restringirnos al
caso exponente subcritico obtendremos∫

I
{ω Js+1/2 P± u; Js+1/2 P± u}dt ≤ C(|I |, ω)‖φ‖2

H
.

Finalmente la estimación (5.23) de la segunda etapa ofrece la estimación deseada:∫
I

∫
|ωJs+1/2 u|2 ≤ C(|I |, ω) máx

I
{‖u(·, t)‖s} .

Eso concluye la demostración.
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