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Resumen

En el presente trabajo analizamos qué estructuras propias de la teoria modular
de Tomita y Takesaki en dalgebras de von Neumann estandar pueden exten-
derse al caso de *-dlgebras topologicas mds generales. Para ello demostramos,
en primer lugar, que es posible establecer una biyeccion entre el espacio de
formas lineales positivas continuas sobre una *-dlgebra con unidad localmen-
te convexa A y el conjunto Cycl(A) de las clases de equivalencia unitaria de

sus *

-representaciones cerradas débilmente continuas fuertemente ciclicas,
generalizando asi el cldasico teorema de la construccion GNS que se plantea
habitualmente en el marco de las C*-dlgebras con unidad. Probamos asimismo
que, en el caso en que el dlgebra A es tonelada y cuasicompleta, esta biyeccion
puede extenderse, siempre a menos de equivalencia unitaria, a una biyeccion
entre el conjunto de los subespacios hilbertianos inmersos en el espacio anti-
dual topologico débil de A, A*, que son *-estables frente a la accion antidual
reqular izquierda de A sobre A* y la coleccion de los respectivos nicleos re-
productivos. A continuacion demostramos que esta biyeccion multiple puede
hacerse un isomorfismo conico trasladando adecuadamente la estructura de
cono reqular estrictamente convexo que presenta el conjunto de subespacios
hilbertianos al que nos referimos a los demds espacios involucrados en el
teorema. Por ultimo, discutimos las implicaciones de estos resultados en el
contexto de los estados KMS y de la teoria modular de Tomita-Takesaki. En
particular, demostramos que si 3 es cualquier nimero real y A es una *-dl-
gebra con unidad localmente convexa tonelada cuasicompleta nuclear sobre la
que actia un grupo continuo monoparamétrico de *-automorfismos de cre-
cimiento a lo sumo polinomial «, toda funcional (o, 3)-KMS sobre A tiene
una unica descomposicion integral en términos de funcionales (c, 3)-KMS
extremales.

Palabras clave: Estados KMS, Teoria modular, Teorema GNS, *-algebras topolo-

gicas.
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Abstract

In this thesis we analyse which structures from Tomita- Takesaki modular
theory on von Neumann algebras can be extended when the topology on the
algebra is more general. In order to do that, we prove that there is a bijec-
tion between the space of positive linear continuous forms on a locally con-
vex *-algebra A with unit and the set Cycl(A) of unitary equivalence classes
of its closed weakly continuous strongly cyclic *-representations, a bijection
that generalizes the classical GNS construction theorem usually proved for
the unital C*-algebra case. After that we prove that, when the algebra A is
barrelled and quasi-complete, this bijection can be extended, up to unitary
equivalence, to a bijection between the set of Hilbert subspaces embedded in
the topological antidual space of A, A*, that are *-invariant under the reqular
left antidual action of A on A*, and the collection of the corresponding po-
sitive kernels relative to A*. It is also proved that this bijection can be made
a cone isomorphism by translating the strict convexr reqular cone structure
the Hilbert subspaces set has to the other spaces involved in the theorem. We
discuss the implications of these results in the context of KMS states and
Tomita-Takesaki modular theory. In particular, if 3 is any real number, A
1s a locally convexr quasi-complete barrelled nuclear *-algebra with unit and o
1s a continuous monoparametric group of *-automorphisms of at most poli-
nomial growth acting on A, every («, 3)-KMS functional on A has a unique
integral decomposition in terms of extremal (o, 3)-KMS functionals.

Keywords: KMS states, Modular theory, GNS theorem, Topological *-algebras.
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1. INTRODUCCION

El objetivo de la presente tesis es ver bajo qué condiciones es posible
extender algunos conceptos y resultados de la teoria modular de M. Tomita
y M. Takesaki (ver [60]), originalmente formulada en el contexto de las dlge-
bras de von Neumann, para el caso de las *-adlgebras topoldgicas localmente
convexas en general.

El resultado central de la teoria de automorfismos modulares a la que
hacemos referencia esta contenido en un teorema demostrado por Tomita en
dos trabajos que nunca fueron publicados y que luego fue reexaminado por
Takesaki (ver [60] y referencias). Estos trabajos significaron un importante
avance en la clasificacién de las algebras de von Neumann y en la construccion
de técnicas de calculo relacionadas con el tema. El interés intrinsecamente
matematico de la teoria modular se sustenta, pues, en estas aplicaciones.

Sin embargo, del teorema al que hacemos referencia se deducen numerosos
corolarios que tienen una significacion fisica mas que elocuente.

En esta introducciéon intentaremos discutir los conceptos fisicos subyacen-
tes en la teoria modular de Tomita y Takesaki, conceptos que, como es bien
sabido, estan intimamente relacionados con la caracterizaciéon de los estados
de equilibrio termodinamico o estads KMS, y que constituyen la motivacion
principal del trabajo.

1.1. Estados de equilibrio térmico. La condicién KMS.

Recordemos brevemente cémo se describe a los estados de equilibrio térmi-
co en términos estrictamente algebraicos en el marco de la formulacion de la
teoria de campos en C*-dlgebras.

Sea A una C*-algebra con unidad, correspondiente al dlgebra de los ob-
servables del sistema fisico en estudio o, alternativamente, al algebra de los
campos, y sea w un estado admisible del sistema, entendiendo por estado
admisible a toda funcional lineal positiva normal sobre A.
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Asumamos ademas que a : R x A — A es un grupo monoparamétrico
continuo de *-automorfismos sobre A al que, en adelante, identificaremos con
el grupo de evolucion temporal.

Para todo par de elementos a,b € A, definimos las siguientes funciones

auxiliares:

as(t) = (bovalw) — (blw) (a|w) (1.1)
y

(1) = ((a)blw) — (a|w) (blw) (1.2)

siendo t cualquier elemento en R.

Dado un pardmetro real § no nulo, se dice que el estado w satisface
la condicion («, 3)-KMS, o sencillamente, que es un estado («, 3)-KMS con
parametro [ si se verifica que la funcién F; puede prolongarse analiticamente
al dominio complejo Dy dado por

Dg={2€C:0<Imz <} (1.3)
cuando 3 > 0, o por
Ds={z€C: (3 <Imz <0} (1.4)

en el caso en que # < 0, de modo tal que F es acotada en este dominio, y
si se satisface que GY%, toma los valores de borde de F en Dg, o sea, si

ap(t) = Fop(t + i) (1.5)

para todo t € R.
La ecuacién anterior puede escribirse, alternativamente, de la siguiente
manera:

(awa)ble) = {barsipalw) (1.6)

en donde a y b son elementos de A y t € R.

En adelante, a los estados que satisfacen la condicién (o, 3)-KMS los
subindicaremos con el parametro f3.

La identidad (1.6) fue obtenida por Kubo (ver [35]) e independientemen-
te por Martin y Schwinger (ver [39]) en 1957 en un intento por describir a
los estados térmicos en mecdanica estadistica cuantica, de ahi su denomina-
cién, y fue luego adaptada a un contexto puramente algebraico por Haag,
Hugenholtz y Winnink (ver [24]) en 1967.
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Su importancia radica en el hecho de que, junto con los requerimientos
de acotacién y analiticidad de las funciones F; y G, es condicién necesaria
y suficiente para caracterizar a los estados de equilibrio termodindmico.

Una forma intuitiva de ver que, en efecto, los estados KMS son los que
se corresponden con los sistemas en equilibrio resulta de considerar el caso
especifico en que A es una *-dlgebra de operadores actuando sobre un espacio
de Hilbert H,, de dimensién finita n € N, esto es, si A esta incluida en L(H,).

Dado que L(H,) es isomorfa como *-algebra al dlgebra M, (C) de las
matrices complejas de dimensién n x n, A resulta isomorfa a una *-subalge-
bra de M, (C).

Todo grupo monoparamétrico continuo de *-~automorfismos sobre A actia,
en consecuencia, a través de *-automorfismos interiores (en M, (C)) isométri-
cos, de manera que existe una matriz hermitica h € M, (C), generadora del
grupo, a la que en fisica se suele llamar la matriz hamiltoniana del sistema,
tal que

h

aa = eae (1.7)

para todo t € R y todo a € A.

Mas atin, como todo elemento en A es entero con respecto a «, la accion
del grupo sobre A puede prolongarse analiticamente a todo el plano complejo,
de modo tal que

a,a = e ae*h (1.8)

para todo z € C y todo a € A.
Asumamos ahora que wg es un estado (a, 5)-KMS sobre A, de manera

que
(e™hae tblwy) = (be'th=PhgeithtBh|,) (1.9)

para todo a,b € Ay todo t € R.
Observemos que, en particular, se satisface que

(ablwg) = (be " ae™|wg) (1.10)

para todo a,b € A. Basta con poner ¢t = 0 en la ecuacién (1.9).
Consideremos, ahora, la funcional w’ dada por

(alw') = (e"alwg) (1.11)

para todo a € A.
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Es fécil verificar que w’ es una funcional tracial sobre A, o sea, una fun-
cional multiplicativa sobre A.
En efecto, para todo par de elementos a,b € A se satisface que

(ablo’) = (e™ablwg) = (bae|wg) = (e”"balws) = (balw’) (1.12)

en donde, para la segunda igualdad, hemos usado la ecuacién (1.10).

Como para toda algebra de dimensién finita las funcionales traciales coin-
ciden, a menos de un posible factor constante, con la traza ordinaria, obte-
nemos que

(e"alwg) oc Tr(a) (1.13)

para todo a € A, o sea, que
(alwg) o< Tr(e™""a) (1.14)
Hemos comprobado, luego, que wg es de la forma:
(alws) = Tr(psa) (1.15)

para todo a € A, en donde pg es una matriz a la que se conoce como matriz
densidad del sistema.
Recordando que wg es un estado sobre A y con ello

(elwg) =1 (1.16)

en donde e es la unidad en el algebra, la matriz densidad estd dada por

- (117)
ps = — 1.17
Zs
siendo Zg la funcion de particion de Gibbs, o sea,
Zg = Tr (e (1.18)

Se observa, entonces, que los estados KMS se corresponden precisamente
con los estados de equilibrio térmico descriptos en el ensamble canénico.

Como es evidente, la relacion entre la temperatura absoluta 1" del sistema
y el parametro KMS esta dada por

3=1/kT (1.19)
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en donde k es la constante de Boltzmann.

Existe una extensa bibliografia referida a los estados KMS y al anélisis
de sus propiedades (ver, por ejemplo, [4], [10], [11], [21]).

Nosotros estaremos especificamente interesados en aquellas caracteristicas
que mantienen relacién con la teoria de automorfismos modulares sobre &l-
gebras de von Neumann.

Esta vinculacion entre los estados KMS y la teoria de Tomita y Takesaki
queda particularmente de manifiesto cuando se estudian las representacio-
nes GNS del dlgebra de observables inducidas por los estados KMS. Vale
aclarar que estas representaciones tienen, a su vez, una relevancia intrinseca
en lo que a las aplicaciones en la fisica se refiere, ya que los estados en los
folios asociados son aquellos que se desvian del equilibrio térmico sélo por
excitaciones locales.

Uno de los aspectos mas interesantes de las representaciones GNS indu-
cidas por estados KMS es que siempre es posible construir canénicamente, a
partir de cada una de ellas, una segunda representacion conjugada.

Las representaciones conjugadas también aparecen en la teoria modular
y en este contexto se demuestra la estrecha relacion que éstas mantienen con
la estructura del conmutante de las representaciones originales, de aqui la
importancia de los estados KMS y de la teoria de Tomita y Takesaki en la
clasificacién de las algebras de von Neumann.

A continuacion describiremos explicitamente cémo se desarrolla esta cons-
truccion en el caso de las C-*algebras y de las algebras de von Neumann en
particular (para méas detalles referimos a [11] y [12]).

Sea A una C*-algebra con unidad sobre la que actia un grupo continuo
monoparamétrico de *-automorfismos a. Sea (3 un parametro real cualquiera.
Por ultimo, sean ws un estado (o, 3)-KMS sobre A y 73 la representacion
GNS de A inducida por wg. Notaremos con Hy al espacio de representacién
de 7.

Es posible, entonces, definir un operador autoadjunto h (no necesaria-
mente acotado) y un operador antiunitario J actuando sobre Hg tales que se
verifican las siguientes propiedades.

En primer lugar, se satisface que el grupo de evolucién temporal actia
sobre mg(A), *-subdlgebra del dlgebra L(Hg) de operadores acotados sobre
Hg, a través de *-automorfismos interiores en L(Hpg), de manera tal que el
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generador infinitesimal del grupo es h, esto es, se tiene que

h

ms(oqa) = e™mg(a)e” (1.20)

para todo t € R y todo a € A.
Por otra parte, si con {23 notamos al vector ciclico de g en Hg, se tiene
que €3 es anulado por £, o sea

h€lz =0 (1.21)
y que {25 es estable frente a la accién de J, esto es,
JQ = Qp (1.22)
Ademas, para todo a € A se tiene que
75(a*)Qs = Je P2 15(a)Qp (1.23)

Por ultimo, se demuestra que J es un operador hermitico, y con ello se
satisface que
J=J=J" (1.24)

de donde resulta que la expresion:
7ms(a) = Jmg(a)J (1.25)

con a € A, define una nueva representaciéon 7z de A sobre Hg, a la que se
suele llamar la representacion conjugada de mg.

Respecto de la representacién conjugada, se verifica que para todo ele-
mento a de A, las normas de mg(a) y de 7g(a) coinciden y, lo que es més
importante, que la clausura débil de Tg(A) es isomorfa al conmutante de
m(A), o sea,

(T5(A4))" = (m5(A))’ (1.26)

Por ultimo, se tiene que {23 es asimismo un vector ciclico para 73 y que
se satisface la siguiente identidad:

(alws) = (Qslmp(a)2p) = (s[Ts(a) ) (1.27)

para todo a € A, en donde, como es habitual, el paréntesis representa al
producto interno sobre Hp.
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Es evidente que todas estas caracteristicas pueden ser interpretadas como
manifestaciones de la invariancia de los sistemas en equilibrio térmico frente
a una simetria similar a la de inversion temporal.

La verdadera naturaleza de esta simetria y la magnitud de sus impli-
caciones en la fisica s6lo se advierte si se contrastan estas construcciones
en términos del teorema de Tomita-Takesaki, que es lo que haremos en la
siguiente seccion.

1.2. El teorema de Tomita y Takesaki en algebras de von

Neumann.

Repasaremos ahora los elementos basicos de la teoria de automorfismos
modulares (ver [60]). Para evitar complicaciones innecesarias, sélo discuti-
remos el caso que originalmente trataron Tomita y Takesaki, o sea, asumi-
remos que el algebra en consideracion es un algebra de von Neumann en
forma estandar. Para la generalizacién de la teoria modular al caso de las
C*-élgebras con unidad referimos a [12], [61] y [62].

Sea L(H) el 4lgebra de operadores acotados sobre un espacio de Hilbert
H, espacio al que supondremos separable.

Sea R un &algebra de von Neumann en forma estdndar sobre H, esto
es, una *-subdlgebra débilmente cerrada de L(H) que contiene al operador
identidad y tal que existe un vector ciclico y separador §2 para R en H.

Dado que €2 es un vector ciclico, el dominio

D = RQ (1.28)

es un subespacio denso de H.
Si con R/ notamos al conmutante de R, el dominio

D' =R (1.29)

es también un subespacio denso de H. Esto resulta de haber supuesto que {2
es un vector separador de R.
Se definen, pues, los siguientes dos operadores de conjugacién: el operador
S: D — D, dado por
Saf) = a*2 (1.30)

para todo a € R, y el operador F' : D' — D', definido por
Fad'Q) = a™Q (1.31)
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para todo a’ € R'.

Puede demostrarse que ambos operadores son clausurables en H. Nota-
remos con S y F a las respectivas clausuras.

De acuerdo con el teorema de la descomposicion polar, existe una tnica
forma de representar a todo operador cerrado en H como composicion de
una antiisometria lineal con un operador autoadjunto positivo.

Con esto, se tiene que existe una tnica descomposicién de S de la forma

S = JAY? (1.32)

en donde J se extiende a un operador antiunitario, ya que D es denso en H,
y A es un operador autoadjunto positivo, en general, no acotado, en H.

A Jy a A selos suele denominar, respectivamente, la conjugacion modular
y el operador modular de R.

A partir de estas definiciones es sencillo demostrar las siguientes propie-
dades.

En primer lugar, se tiene que

FS=A (1.33)

SF=A" (1.34)

Respecto de la conjugacion modular en R se satisface que, ademas de ser
un operador antiunitario, es hermitico, de manera que

J=J=J"! (1.35)
Por ltimo, se verifica que
JAY2aQ = A2 JaQ) = a*Q (1.36)

para todo a € R.
Asimismo es facil ver que 2 es estable frente a la acciéon tanto de J como

de A, esto es,
JO =0 (1.37)

AQ =0 (1.38)

Por 1ultimo, la siguiente expresion:

Uv) = A" (1.39)



1. Introduccion 15

con v € R, define un grupo monoparamétrico continuo de transformaciones
unitarias sobre H, del que se demuestra que

JUW)J = U(v) (1.40)

para todo v € R.
Para la demostracién de la identidad anterior se usa que

JAT = A1 (1.41)

Dadas todas estas definiciones, estamos en condiciones de discutir el teo-
rema de Tomita y Takesaki.

Este teorema expresa, en esencia, que el grupo sobre H que acabamos de
introducir define a su vez un grupo de *-automorfismos sobre el dlgebra R.

En efecto, el teorema de Tomita y Takesaki muestra que

JRJ =R (1.42)
de donde resulta que, para todo v € R,

U(v)RU*(v) =R (1.43)

Uw)R'U*(v)=R (1.44)

Se tiene, luego, que la coleccién de *-automorfismos {0, : v € R}, con
o,a =U(v)aU*(v) (1.45)

en donde v € Ry a € R, determina sobre R un grupo monoparamétrico
continuo de *-automorfismos sobre R al que se lo suele denominar el grupo
de automorfismos modulares o, simplemente, el grupo modular de R,y al que
notaremos o.

La interpretacién fisica del teorema de Tomita-Takesaki se obtiene des-
pués de observar que todas las expresiones a las que nos referimos antes tienen
analogia con las expresiones que se obtienen al estudiar las representaciones
GNS asociadas a estados KMS.

En efecto, si definimos el hamiltoniano modular como el operador h tal
que

A=eh (1.46)
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se tiene que el grupo modular queda definido por la ecuacion
o,a = e e (1.47)

para todo v € R.

El operador h resulta ser un operador autoadjunto, cuyo espectro no es
necesariamente acotado. Se tiene ademas que €2 es vector propio de h con
autovalor 0.

Hecha esta observacién, la analogia entre las ecuaciones (1.20)-(1.25) y
las ecuaciones (1.35)-(1.45) queda de manifiesto.

En efecto, es facil comprobar que el estado w sobre R dado por la expresion

(alw) = (£2]af2) (1.48)

satisface la condicién («, 5)-KMS si se identifica al grupo modular con el
grupo de evolucién temporal ”térmicamente reescaleado”, o sea,

0, = a_p (1.49)

La conclusién relevante en términos fisicos es la siguiente: todo estado de
equilibrio con temperatura absoluta dada por 5 = 1/kT puede ser caracte-
rizado como un estado fiel (o sea, ciclico y separador) sobre el dlgebra de
observables cuyo grupo modular o es el de las traslaciones temporales. El
parametro del grupo v esta relacionado con el tiempo por

t=—pv (1.50)

En el caso en que el dlgebra de observables presenta, ademas, invariancia
frente a la accion de un grupo de simetrias de gauge, a los estados de equi-
librio térmico se los caracteriza de la misma manera con la salvedad de que
el grupo modular debe identificarse con un subgrupo monoparamétrico del
grupo de simetrias que son generadas por las traslaciones temporales y por
las transformaciones de gauge.

1.3. Teoria modular en algebras topoldgicas.

Como ya mencionamos, el teorema de Tomita y Takesaki tiene numerosos
corolarios y, como puede intuirse ya de los comentarios finales de la seccion
anterior, muchos de ellos suponen consecuencias importantes desde el punto
de vista de la fisica.
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Aunque no discutiremos estos aspectos con detalle (referimos para ello,
por ejemplo, a [11] y a [21]) mencionaremos que a partir del teorema de
Tomita y Takesaki es posible clasificar a los estados de equilibrio segin cri-
terios de estabilidad (ver [22]), de pasividad (ver [49]) y de conmutatividad
asintético-temporal (ver, por ejemplo, [2], [23] y [58]).

Asimismo el teorema de Tomita y Takesaki permite introducir la nociéon
de equilibrio en teorias locales, y con ello analizar y caracterizar con rigor
formal a las transiciones de fase en teorfas de campos cuédnticos (ver [14]).

Por otra parte, la posibilidad de identificar al grupo modular con un sub-
grupo monoparamétrico del producto semidirecto de las traslaciones tem-
porales y de las transformaciones de gauge ha sido origen de numerosas
publicaciones en las que se ha intentado interpretar geométricamente esta
identificacién (ver [6] y, en particular, [7]), y los campos de aplicacién de los
resultados que se han obtenido van desde las teorias de campos en espacios
curvos (ver [56]) hasta las teorias de campos con invariancia conforme (ver
13] y [27)).

Sin embargo, hay aspectos de la teoria modular que no resultan del todo
satisfactorios.

Uno de estos aspectos, que es la motivacion principal de la presente tesis,
es que como ya dijimos, la teoria modular estda planteada excluyentemente
en el marco de las dlgebras de von Neumann en forma estandar y no en el de
las algebras topoldgicas en general.

Si bien podria presuponerse que esta restriccion es de indole puramente
formal y que el planteo correcto de una teoria modular en élgebras localmente
convexas en general no debiera llevar a resultados sustancialmente diferentes
de los que se han obtenido en el contexto de las W*-algebras, es de esperar que
la posibilidad de considerar topologias no normables dé lugar, por ejemplo,
a métodos de aproximacion que en el caso de las algebras de von Neumann
resultan imposibles, incluso, de definir.

Las édlgebras de von Neumann conforman una categoria de objetos alta-
mente rigida. Una manifestacion de este hecho, corolario también del teorema
de Tomita y Takesaki, es que todo grupo de automorfismos sobre un algebra
de von Neumann en forma estandar siempre es un subgrupo del grupo de
automorfismos interiores del algebra.

Asi, cualquier método perturbativo que intente dar cuenta de una ruptura
en la invariancia modular o que intente dar cuenta de una evolucion fuera
del equilibrio o de un proceso irreversible, queda circunscripto al grupo de
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automorfismos interiores.

Ahora bien, es un hecho bien conocido que incluso para las C*-dlgebras
en general, y recordemos que las W*-algebras son ejemplos de C*-algebras,
no todo grupo de automorfismos es implementable como grupo de automor-
fismos interiores.

Las limitaciones que imponen las hipétesis sobre las dlgebras en estudio
en la teoria modular son evidentes.

Por otra parte, existen varias formulaciones de la mecénica cudntica y
de las teorias de campos que estan planteadas en términos de *-adlgebras con
topologias alternativas a las topologias normables.

De hecho, en trabajos previos hemos considerado la posibilidad de refor-
mular la teoria de campos cuantica en términos de pro-C*-algebras nucleares
toneladas (ver [28] y [29]).

Cabe mencionar que en los trabajos a los que hacemos referencia, mos-
tramos que es posible reconstruir una teoria de representacién satisfactoria
y que presenta como ventaja accesoria respecto de las formulaciones tra-
dicionales el hecho de que la accion del algebra se puede definir sobre un
triplete de Gel’fand nuclear y a través de operadores nucleares esencialmente
autoadjuntos con espectros no necesariamente acotados.

Asimismo, logramos establecer una teoria de representacién funcional pa-
ra el caso conmutativo que define a la transformada de Gel’fand con imagen
en el espacio de funciones sobre un espacio localmente compacto con la to-
pologia de la convergencia puntual sobre sus subconjuntos compactos, a di-
ferencia del caso de las C*-algebras, en el que el espacio de funciones es sobre
un conjunto compacto y con la topologia inducida por la norma del supremo.

También logramos demostrar un teorema de descomposicion de estados
en estados extremales, que segun se vera en lo que sigue del trabajo, resulta
esencial al discutir estados KMS en algebras topoldgicas en general.

Para completar el esquema formal que formulaciones alternativas como
ésta presentan resulta necesario definir correctamente las condiciones de equi-
librio para los estados cuando la topologia del algebra que caracteriza al sis-
tema fisico no se corresponde con la topologia inducida por una C*-norma.
Esta descripcién de los estados asociados al equilibrio térmico en un marco
algebraico general fue la motivacion principal del presente trabajo.

Como hemos visto, el teorema de Gel'fand, Naimark y Segal juega un
papel esencial en lo que a las aplicaciones fisicas de la teoria modular se
refiere. Si bien en [28] hemos dado una versién del teorema GNS para alge-
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bras no normadas, esta versién estd tambien circunscripta a una topologia
muy particular, esto es, una topologia nuclear tonelada generada por C*-
seminormas.

En funcién de caracterizar a la construccion GNS para *-dlgebras topolo-
gicas mas generales, hemos visto conveniente hacer uso de la teoria de subes-
pacios hilbertianos de espacios vectoriales localmente convexos de Schwartz
(ver [53]), cuyos aspectos fundamentales presentamos en el capitulo 2.

En esa seccion repasamos brevemente la definicion de subespacio hilber-
tiano y de los nicleos reproductivos asociados y analizamos la estructura de
cono regular estrictamente convexo que la coleccion de subespacios hilbertia-
nos de un espacio localmente convexo cuasicompleto presenta.

Esta estructura sera importante dado que sera una estructura heredada
por la coleccion de las *-representaciones cerradas ciclicas del dlgebra de ob-
servables. Asimismo sera una estructura heredada por los subconos convexos
de funcionales KMS del cono de funcionales positivas sobre el dlgebra.

Por 1ultimo, discutimos algunas de las consecuencias que se pueden de-
mostrar a partir de la biyeccién que existe entre el espacio de subespacios
hilbertianos de un determinado espacio vectorial localmente convexo y el con-
junto de los nicleos positivos relativos a su espacio antidual topolégico, como
por ejemplo, la posibilidad de sumar arbitrariamente e incluso de integrar
subespacios hilbertianos. Repasamos brevemente el caso de los subespacios
hilbertianos normales.

En el capitulo 3 repasamos los aspectos mas importantes de la teoria de
representacién de dlgebras de operadores no acotados sobre espacios hilber-
tianos.

Como veremos, el concepto de *-representacién de Powers (ver [47] y
[48]) extiende la nocién habitual de representacién de dlgebras de operadores
acotados para el caso de operadores no acotados, y es el marco natural en
que deben definirse las representaciones cuando las topologias de las dlgebras
en cuestién no estan dadas por C*-normas.

Redefinimos convenientemente el concepto de subrepresentacion y presen-
tamos algunos de los elementos basicos de la teoria de algebras de operadores
no acotados. En particular, demostramos que es posible extender satisfacto-
riamente el teorema de la construccion GNS para el caso de las *-dlgebras
localmente convexas con unidad.

En el capitulo 4 demostramos que la biyeccién que establece el teorema
GNS entre la familia de clases de equivalencia unitaria de las *-representacio-
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nes cerradas fuertemente ciclicas débilmente continuas de las *-algebras to-
poldgicas toneladas cuasicompletas con unidad y la familia de las funcionales
positivas continuas se extiende a una biyeccién con la coleccion de subespacios
hilbertianos inmersos en el espacio antidual topolégico del dlgebra que son
estables frente a la accién antidual regular izquierda y con la familia de ni-
cleos positivos estables relativos al este espacio antidual.

Asimismo demostramos que es posible definir en la coleccién de *-repre-
sentaciones ciclicas del dlgebra una estructura de cono regular estrictamente
convexo que hace de esta biyeccién multiple un isomorfismo cénico.

En el capitulo 5 presentamos algunos resultados de la teoria de estados
KMS en algebras localmente convexas. Mostramos que practicamente todos
los ingredientes de la teoria modular estan presentes cuando el planteo del
problema se hace en algebras topoldgicas toneladas cuasicompletas.

Aprovechando la estructura de cono convexo que definimos sobre el espa-
cio de *-representaciones cerradas ciclicas débilmente continuas del algebra
de los campos, mostramos, finalmente, que existe una tnica descomposiciéon
extremal para los estados KMS cuando el dlgebra en consideracion es nuclear.

Por 1ltimo, en la seccién 6 presentamos nuestras conclusiones.



2. SUBESPACIOS HILBERTIANOS DE ESPACIOS
VECTORIALES TOPOLOGICOS.

En el estudio de las representaciones de las C*-algebras resulta impres-
cindible considerar la estructura de los subespacios cerrados del espacio de
Hilbert en que el algebra esta representada.

De la misma manera, cuando las *-algebras que se analizan dejan de ser
algebras con una topologia definida por una norma y se pasa a considerar
*-algebras topoldgicas localmente convexas, es importante estudiar la estruc-
tura de los subespacios de un dado espacio vectorial topoldgico que, sin ser
subespacios cerrados del mismo, preservan, en cambio, propiedades hilber-
tianas.

La definicién de los subespacios hilbertianos de espacios vectoriales to-
polégicos fue sugerida por primera vez por N. Aronzsajn en 1950 (ver, por
ejemplo, [3]) y luego fue desarrollada con mayor generalidad por L. Schwartz
en [53].

En esencia, si con F notamos a un espacio vectorial localmente convexo
y H es un subespacio lineal de F, se dice que H es un subespacio hilbertiano
de F si H esta provisto de una estructura hilbertiana y H esta inmerso
continuamente en F.

Las propiedades y caracteristicas fundamentales de los subespacios hilber-
tianos de un espacio localmente convexo fueron estudiadas exhaustivamente
por Schwartz en [53]. Las aplicaciones del concepto, sin embargo, exceden los
aspectos mencionados en estas referencias.

A modo de ejemplo, en [26] puede encontrarse la vinculacién entre los
subespacios hilbertianos de un espacio vectorial topolégico y el estudio de los
procesos gaussianos. En [17] se estudia la interrelacién entre la estructura de
subespacios hilbertianos de un espacio vectorial y la teoria de descomposicion
conica. Més recientemente, en [40], puede verse la relacién que mantienen los
subespacios hilbertianos respecto de la definicién de subdualidades y en [41]
la relevancia que tienen en relacién a la teoria de operadores no acotados
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sobre espacios hilbertianos.

En nuestro caso estaremos interesados en el papel que juegan los subespa-
cios hilbertianos inmersos en el espacio antidual de una *-algebra topoldgica
respecto de las representaciones ciclicas de ésta algebra.

En este capitulo repasaremos los aspectos mas importantes de la teoria
de subespacios hilbertianos de Schwartz e introduciremos algunos conceptos
nuevos que seran relevantes en capitulos posteriores.

En lo que sigue del trabajo, y a menos que indiquemos explicitamente otro
caso, asumiremos que el cuerpo de escalares de todos los espacios vectoriales
involucrados es el de los nimeros complejos C.

Por regla general, omitiremos las demostraciones de los resultados que
pueden consultarse en las referencias bibliograficas y sélo daremos una breve
resenia de las mismas cuando los argumentos empleados resulten imprescin-
dibles al discutir aspectos estrictamente originales del trabajo.

2.1.  Antiespacios topoldgicos.

Una de las propiedades que caracterizan a los espacios de Hilbert es la
existencia de un isomorfismo candnico, o isomorfismo de Riesz, entre éstos
y sus respectivos espacios antiduales, i.e., los espacios de formas antilineales
continuas sobre éstos.

Resulta natural, entonces, introducir el siguiente concepto en lo que se
refiere al estudio de los subespacios hilbertianos de espacios topoldogicos en
general.

Definicién 2.1.1: Diremos que un espacio vectorial localmente convexo se-
parable Hausdorff E es un antiespacio de E si existe un antiisomorfismo de
E sobre E. Al antiisomorfismo en cuestién lo noteremos con © y diremos que
es una conjugacion sobre E.

De la definicién es inmediato observar que si E es antiespacio de E a
través del antiisomorfismo © : E — E, entonces E es antiespacio de F a
través del antiisomorfismo reciproco, esto es, a través de ©': E — E.

Por otra parte, y a menos de isomorfismos, debe resultar evidente que
existe un tnico antiespacio de E. En efecto, dados dos antiespacios E; y
E, de E, asociados a los antiisomorfismos ©7 : E — E; yOy: F — E,,

respectivamente, se tiene que ©, 0 es un isomorfismo de E; sobre Es.
9 2
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Cabe mencionar, sin embargo, que en el caso de espacios metrizables, y
en particular en el caso de los espacios hilbertianos, no podremos, en ge-
neral, identificar antiespacios a menos que se trate de antiisomorfismos que
preserven ademas la respectiva estructura métrica, o sea, antiisomorfismos
isométricos.

A continuacién daremos tres ejemplos de antiespacios que tendran impor-
tancia en lo que sigue.

Ejemplo 2.1.2: Si sobre un espacio vectorial topologico E se preserva la
estructura aditiva pero se define una nueva ley de multiplicacion por escalares
dada por

(A &) — A¢ (2.1)

en donde A € Cy ¢ € E, se tiene que el espacio vectorial topolégico que
resulta, provisto con la topologia inicial definida sobre F, es antiespacio de
E. El antiisomorfismo asociado es simplemente la identidad.

Con este ejemplo queda claro que para todo espacio vectorial topologico
es posible definir un antiespacio.

Ejemplo 2.1.3: Sean F un antiespacio de £y © : E — E el antiisomorfis-
mo correspondiente. Sean E’ y E los espacios duales topoldgicos de F y de
E, respectivamente.

La aplicacion traspuesta de O, @', es, evidentemente, un antihomeomor-
fismo de E sobre E' , de modo tal que si se equipa a E y a E’ con las
topologias correspondientes, resulta en un antiisomorfismo. El antiisomorfis-
mo reciproco nos permite considerar a ' como modelo de antiespacio de £,
esto es, podemos identificar a E con E.

Este antiespacio es el que, en ultima instancia, resultara relevante en lo
que resta del trabajo. Se justifica, pues, la siguiente definicion.

Definiciéon 2.1.4: Sea E un espacio vectorial topolégico localmente convexo
Hausdorff separable y sea E su antiespacio relativo al antiisomorfismo © :
E — E. Diremos que el espacio dual topolégico de E, identificable como
antiespacio de E’, es el espacio antidual de E' y lo notaremos con E*.

Debemos aclarar que, como ya mencionamos, se suele denominar antidual
al espacio de funcionales antilineales continuas sobre E. Ciertamente este
espacio constituye un modelo de antiespacio para E’, aquel que resulta de
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considerar como antiespacio de E al que fue definido en el primer ejemplo,
sin embargo, el concepto que acabamos de introducir es mas general.
Asimismo resultard conveniente considerar la forma sesquilineal sobre

E* x E dada por

(z&) = (0'2,&) = (z,0¢) (2.2)
en donde ahora x € E* y £ € E.

Evidentemente esta forma expresa la antidualidad en que estan los espa-
cios X y E.

En el caso en que el espacio en cuestién es un espacio de Hilbert, H,
en virtud del isomorfismo de Riesz, al que notaremos de ahora en mas con
0, podemos considerar como modelo de antiespacio de H a su dual H’, de
manera que la antidualidad que acabamos de definir se reduce simplemente
a la que define el producto interno en H. En efecto, tenemos que

(x] ) = (02€) (2.3)

para todo x € H* y todo &£ € H.

En adelante, cuando el espacio en cuestién sea un espacio hilbertiano y
a menos de que se presente alguna ambigiiedad en la notacion, intentaremos
evitar hacer referencia explicita al isomorfismo de Riesz, de manera que, en
lugar de la expresién (2.3), escribiremos

(z[ &) = (#[€) (2.4)

Ejemplo 2.1.5: Por tltimo, mencionaremos un ejemplo que serd importante
cuando consideremos el caso particular de las *-algebras.

Si sobre E se ha definido un antiautomorfismo se tiene que E es anties-
pacio de si mismo para la conjugacion que esta aplicacion define.

Vale aclarar que en este caso aparece una ambigédad en lo que respecta al
modelo de antiespacio de E, ya que por antiespacio de E puede considerarse
a F ya sea a través del antiisomorfismo reciproco, ya sea a través de la doble
aplicacion del antiautomorfismo.

Sin embargo, cuando el antiautomorfismo es, ademas, una involucién, que
sera el caso cuando se trate de *-algebras, esta ambigiiedad desaparece.

Otro concepto que sera importante en las secciones subsiguientes es el
que se desprende de la siguiente definicién.
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Definicién 2.1.6: Sean F y I’ dos espacios vectoriales topolégicos localmen-
te convexos Hausdorff separables y sea u : F — F una transformacion lineal.
Llamaremos transformacion adjunta de w a la aplicacién u* : F* — E*
definida por

(wyl€) = (ylug) (2.5)

para todo y € F* y todo £ € E.
En el caso en que u sea una transformacion antilineal, la ecuacién anterior
debe reemplazarse por la siguiente expresion

(wyl€) = (ylug) (2.6)

para todo y € F'* y todo ¢ € E.

La vinculacién entre la transformacién adjunta y la transformacion tras-
puesta de un mismo operador u se hace evidente si uno introduce, ademas,
el concepto de transformacion conjugada.

Definicién 2.1.7: Si u es una aplicacion lineal o antilineal de F en F', en
donde E y F son dos espacios localmente convexos Hausdorff separables, se
define la transformacién conjugada de u como la transformacién @ : E — F
dada por

en donde O y O son los antiisomorfismos asociados a los antiespacios de
E y F| respectivamente.

De la ecuacién (2.7) se obtiene que @ es precisamente u* y que se satisface
que
u” =0k (2.8)

Por supuesto, si los dos espacios en consideracion son espacios hilbertia-
nos, u” resulta ser la transformacién adjunta usual de w.

2.2.  Subespacios hilbertianos de espacios vectoriales
topologicos.

La siguiente definicién se corresponde con la que fue introducida por
Schwartz en [53].
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Definicién 2.2.1: Sean F y I dos espacios vectoriales topolégicos localmen-
te convexos Hausdorff separables. Diremos que F' es un subespacio topoldgico
de E, y lo notaremos

FLE (2.9)

si existe una transformacién lineal inyectiva, j, débilmente continua, de F' en

E.

Si identificamos a F' con su imagen a través de la transformacion que lo
inyecta en F, cosa que haremos de ahora en maés, el concepto que acabamos
de introducir coincide algebraicamente con el habitual, y es sélo desde un
punto de vista topoldgico que ambas nociones difieren.

En efecto, la diferencia que mantiene esta definicion de subespacio topo-
l6gico con respecto a la definicién ordinaria es que complementariamente con
la topologia sobre jF' heredada en tanto que subespacio lineal de E, estamos
admitiendo la posibilidad de que sobre jF' se pueda considerar una topologia
mas fina que la anterior: aquella topologia localmente convexa que hace de j
un isomorfismo de F' sobre jF.

En el caso en que F' sea un espacio metrizable haremos la identificacion
de F' con jF a la que acabamos de referirnos sélo cuando esta topologia haga
de 7 un isomorfismo isométrico.

Para la situacion particular en que un subespacio topoldgico es en si mis-
mo un espacio de Hilbert tenemos la siguiente definicion.

Definicién 2.2.2: Sea F un espacio vectorial topoldgico localmente convexo
Hausdorff separable. Si un espacio de Hilbert H es un subespacio topoldgico
de E diremos simplemente que es un subespacio hilbertiano de E.

Al producto interno definido sobre H lo notaremos como es usual, de
modo que escribiremos

(¢l ) (2.10)

para todo par ¢,1 € H. Alternativamente, si existe alguna ambigiiedad en
la notacién, incluiremos como subindice al espacio en cuestién, de manera
que escribiremos, en lugar de (2.10),

(V) i (2.11)

Como ya mencionamos, si H es un subespacio hilbertiano de E, de manera

que tenemos
J

L E (2.12)



2. Subespacios hilbertianos de espacios vectoriales topolégicos. 27

en donde j es una transformacion débilmente continua inyectiva, identificare-
mos a H con su imagen a través de j, de manera que H puede caracterizarse
en tanto subespacio lineal algebraico de E provisto de una estructura hilber-
tiana tal que la inclusiéon de H en E' es continua, o sea, tal que la topologia
definida por la norma en H es mas fina que la topologia inducida sobre H
por E en tanto subespacio lineal.

Cabe volver a destacar que si sobre un mismo subespacio lineal se de-
finen dos estructuras hilbertianas diferentes, a los subespacios hilbertianos
resultantes los consideraremos distintos.

La siguiente proposicién muestra que en lo que a la determinacién de sus
subespacios topoldgicos se refiere la topologia inicial sobre E es hasta cierto
punto irrelevante, en el sentido de que la caracterizaciéon de un espacio de
Hilbert como subespacio hilbertiano de E depende de la dualidad entre F y
E’ o, si se prefiere, de la antidualidad entre 'y E*.

Proposicién 2.2.3: Sea H un espacio de Hilbert contenido en un espacio
localmente convexo Hausdorff separable E. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. H es un subespacio hilbertiano de F.
2. La inyeccion canoénica de H en F es débilmente continua.

3. La inyeccién canénica de H en F es continua cuando se considera sobre
E la topologia Mackey.

Demostracién: La demostraciéon puede encontrarse en [40], pag. 36. O

En adelante supondremos que F es un espacio vectorial localmente con-
vexo Hausdorff separable cuasicompleto, es decir, un espacio topolégico tal
que todo subconjunto cerrado y acotado en F es completo.

La necesidad de imponer esta condicion sobre E se desprende de la si-
guiente proposicion.

Proposicién 2.2.4: Sea Hy un subespacio lineal de un espacio localmente
convexo Hausdorff sparable cuasicompleto F, provisto de una estructura pre-
hilbertiana tal que la inclusion de Hy en E, que notaremos j, es continua.
Sea Hy el espacio completado de Hy y sea J la (unica) aplicacién continua
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de Hy en E que prolonga a j. Entonces existe un subespacio hilbertiano H
de E que contiene densamente a Hj si, y sélo si J es inyectiva.

En este caso se tiene, ademas, que H es la imagen de Hy a través de J
con la estructura hilbertiana transportada de H,.

Demostracién: Ver [53], pag. 125. O

Destacamos que la cuasicompletitud de E es necesaria en la demostracién
de la proposicién anterior precisamente para poder garantizar la unicidad de
la prolongacién continua J de j.

Uno de los conjuntos que seran importantes en lo que resta del trabajo es
el que conforman los subespacios hilbertianos de un dado espacio vectorial
E, al que notaremos de ahora en méas con Hilb(E).

Como ya se destaca en [53], Hilb(E) posee una estructura de cono regu-
lar estrictamente convexo, estructura que tendra consecuencias importantes
cuando discutamos sus analogias con el conjunto de las representaciones irre-
ducibles ciclicas de las *-algebras topolégicas.

Repasaremos a continuacion las definiciones mas importantes.

Definicién 2.2.5: Sea I' un conjunto cualquiera. Se dice que I' es un cono
convezxo si I' esta provisto de las siguientes estructuras:

1. Una ley de multiplicacion por escalares no negativos, aplicacion de R x
['en I', a la que notaremos

(N, &) — X (2.13)
tal que se satisface que
1£=¢ (2.14)
para todo £ € I', y ademas
()€ = Auf) (2.15)

para todo £ € I' y todo par A\, u € Ry.
2. Una ley de adicion interna, aplicacion de I' xI' en I, a la que noteremos

(& ¢) = E&+¢ (2.16)

de la que se asume que es asociativa, conmutativa y que esta provista
de un elemento neutro 0.
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Pediremos ademas que el producto sea ditributivo respecto de la adicion
tanto en R como en I', de manera que

(A4 )€ = A&+ pg (2.17)
para todo par A\, p € R, ytodo{ €l y
AME+C) =X+ X (2.18)
paratodo A e R, y &, C €T, y que
06 =X0=0 (2.19)
para todo AR, y todo £ € T.

Definicién 2.2.6: Sea [ un cono convexo. Si dados &, ¢ € T" tales que £+( =
0 se tiene que £ = ¢ = 0, se dira que I' es un cono estrictamente convezxo.

Observamos que en el caso en que I' es un cono contenido en un espacio
vectorial real ordenado esta definicion equivale a pedir que

rN{-T} (2.20)

Definicién 2.2.7: Sea [' un cono convexo. Si dados &,(,n en I' se satisface
que &£ 4+ ¢ = £ + n implica que ¢ = 1 diremos que [' es un cono regular.

El concepto de cono regular estrictamente convexo contenido en un espa-
cio vectorial real satisface todas las propiedades que se mencionaron antes,
y en esencia, éste es el tnico caso admisible, dado que a todo cono estricta-
mente convexo regular I' se le puede asociar candénicamente, y a menos de
isomorfismos, un tinico espacio vectorial real G tal que G esta generado por
el cono I'.

En efecto, si sobre I' x I' se define la relacion de equivalencia

(£,€) ~ (¢.¢)siig+ " =8+¢ (2.21)

y se define
G=(TxT)/~ (2.22)

la identificacién de la clase (§,&) con la diferencia £ — &' en G muestra que
[' genera a G.
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Dado un cono regular estrictamente convexo I', puede definirse canénica-
mente una relacion de orden como sigue: se tiene que & < ( si existe n € I’
tal que ( =&+ 1.

Como es facil comprobar, si existe un tal elemento, debe ser tinico, y si G
es el espacio vectorial generado por I'; se tiene que GG es un espacio vectorial
ordenado en el que I' coincide con el cono de elementos positivos de G.

Ahora bien, en Hilb(F) pueden definirse una multiplicacién exterior por
nimeros reales no negativos, una ley de adicién interna y, consecuentemente,
una relacién de orden de manera tal que Hilb(E) adquiere una estructura de
cono regular estrictamente convexo.

Una discusion detallada acerca de estas operaciones y del ordenamiento
en Hilb(E) puede encontrarse en [53]. Aqui sélo mencionaremos los aspectos
mas remarcables de las respectivas construcciones.

1. Ley de multiplicacién exterior sobre Hilb(FE) por niimeros rea-
les no negativos.

La accién del grupo multiplicativo R.q sobre Hilb(E) se define de la
siguiente manera: dados un subespacio hilbertiano H de E y un niimero
real A > 0, el espacio lineal subyacente de AH sera, por definicion, el
mismo espacio H pero provisto de la norma que es (1/v/\) veces la
norma sobre H, o sea

1
|| ||,\H = ﬁ || ||H (2.23)

Esta accion de R+ sobre Hilb(E) se extiende a Rs, identificando al
espacio AH con el subespacio {0} cuando A = 0.

Evidentemente, el producto asi definido resulta asociativo, esto es, se

satisface que
AuH) = (A H (2.24)

para todo par A\, u > 0.

2. Ley de adicién interna en Hilb(F).

Sean H; y Hy dos subespacios hilbertianos de F, y sean j; : H| — F
y J2 : Hy — FE las correspondientes inclusiones.

Consideremos el espacio Hy x Hs, o sea, el producto hilbertiano de H;
vy H,. Este espacio, evidentemente, no es subespacio de E. Sin embargo
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existe una aplicacion natural ® de Hy x Hy en E que es lineal y continua
dada por

(g1, 2) = Ji(¢1) + ja(2) (2.25)
en donde ¢; € Hy y ¢ € Hs.

El ntcleo de esta transformacion es cerrado en E, de manera que el
espacio cociente (H; X Hy)/Ker(®) posee un estructura canénica de
espacio hilbertiano.

El espacio Hy + Hs, suma de H; y Hs, se define como la imagen de
H, x Hy a través de @, equipado con la tinica norma que hace de la bi-
yeccién canénica entre (Hy x Hy)/Ker(®) y ®(H; x Hy) un isomorfismo
isométrico.

Esta norma esta explicitamente dada por
2 . 2 2
||¢||H1+H2 = min {||¢1||H1 + ||¢2||H2 L D (1, P2) = ﬁb} (2.26)

La ley de adicién que acabamos de definir es, salvo isomorfismos, con-
mutativa, asociativa y satisface que

A(Hy + Hy) = AHy, + AHy, YA >0 (2.27)

Ademas, para todo subespacio hilbertiano H — FE, se verifica que

A+ pu)H=XH +puH, YApu>0 (2.28)

. Orden parcial sobre Hilb(FE).

Por ultimo se define sobre Hilb(F) un orden parcial de la siguiente
manera. Dados dos subespacios hilbertianos H; y Hy de E, diremos
que Hy < Hy si Hi C H, y la inclusién de Hy; en H, es un operador
continuo de norma a lo sumo 1, o sea, si

10, = W0l VO € Ha (2.29)

Es facil verificar que, para H # {0}, se cumple que
ANH<H,& & VA<1 (2.30)

¥y que
H, + H, > H, (2.31)
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Hy + Hy > H, (2.32)

para todo par de subespacios hilbertianos Hy y Hy de E.

La relacion de orden que acabamos de definir coincide con la que discu-
timos anteriormente y tiene las siguientes propiedades.

Proposicién 2.2.8: Sean H; y H, dos subespacios hilbertianos de E.

1. Para que H; C H, es necesario y suficiente que exista una constante
A > 0 tal que Hy < A\Hs.

2. Para que H; N Hy = {0} es necesario y suficiente que se satisfaga que
si un subespacio hilbertiano de E, H, verifica simultaneamente que
H < H, y H < H,, entonces H = {0}.

Demostraciéon: Las demostraciones pueden consultarse en [53], Prop. 2, pag.
137, y en [53], Prop. 3, pag. 138. O

Comentario. Cabe mencionar que cuando ker(®) = 0, entonces H; N Hy =
{0} y H, + H, es simplemente la suma directa hilbertiana de H; y Hy. En
este caso y como es usual, escribiremos H = H; ® Hs.

La definicion de suma de dos subespacios hilbertianos es concordante
con una construccién mas general referida a los espacios que son imégenes de
aplicaciones lineales, construccion que discutiremos con detalle més adelante,
y que aqui repasamos brevemente.

Sean E y F' dos espacios vectoriales topoldgicos localmente convexos
Hausdorft separables cuasicompletos y sea u : F — F una aplicacién li-
neal continua. Sea H un subespacio hilbertiano de E y sea j la inyeccién
candnica de H en E.

Dado que uj : H — F' es también una transformacién continua, su nu-
cleo es un subespacio cerrado de H. El espacio imagen de H a través de uj,
equipado con la estructura hilbertiana que hace a la restriccién de uj sobre
ker(uj)® una isometrfa lineal, es un subespacio hilbertiano de F'.

Como ya mencionamos, las operaciones que acabamos de definir dan a
Hilb(E) una estructura de cono regular estrictamente convexo.
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La importancia de esta estructura se visualizara en términos del que es el
resultado més importante de la teoria de subespacios hilbertianos de espacios
topoldgicos de Schwartz, resultado que muestra la existencia de una biyeccion
entre Hilb(E) y la familia de todas las formas sesquilineales no negativas
separable y débilmente continuas sobre E* x E*.

Como veremos, esta biyeccién es un isomorfismo para la estructura de
cono en Hilb(FE), o sea, preserva las operaciones que acabamos de definir,
asi como el orden parcial.

2.3.  Nucleos relativos a espacios vectoriales topolégicos.
La siguiente definicién fue originalmente dada por N. Aronzsajn en [3].

Definicién 2.3.1: Sean E un espacio vectorial topoldgico localmente conve-
xo Hausdorff separable cuasicompleto y E* su espacio antidual. Diremos que
una aplicacién lineal h : E* — E es un nucleo relativo a F si h es continua
cuando se provee a E'y a E* de sus topologias débiles o(E*, E) y o(E, E*),
respectivamente.

La importancia de los niicleos en este contexto radica en que, bajo ciertas
condiciones que discutiremos a continuacion, es posible construir o reprodu-
ciriin subespacio hilbertiano de F a través de un ntcleo h.

Definicién 2.3.2: Diremos que una aplicacién h : E* — E es hermitica si,

y sélo si se satisface que
h=h* (2.33)

o sea, si se verifica que

(x[hy) = (y|hz) (2.34)

para todo x,y € E*.

Es facil demostrar que todo operador hermitico de E* en E resulta ne-
cesariamente un nucleo relativo a E.

Definicién 2.3.3: Diremos que una aplicacién h de E* en E es positiva

cuando se satisface que
(x|hz) >0 (2.35)

para todo x € E*.
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Los operadores positivos tienen multiples propiedades. En la siguiente
proposicion mencionamos las mas importantes.

Proposicién 2.3.4: Sea E un espacio vectorial topologico localmente con-
vexo Hausdorff separable y sea h : E* — E un operador positivo. Se tiene,
entonces, que

1. h es hermitico.
2. h es un nucleo relativo a E.
3. Se satisface la desigualdad de Cauchy-Schwartz, o sea, se tiene que
(2] hy)[* < (x| ha) (yl hy) (2.36)
para todo x,y € E*.

Demostracién: Ver [53], Prop. 5, pag. 140. O

Las expresiones anteriores sugieren que en lugar de considerar nicleos
relativos a E/ pueden indistintamente considerarse formas sesquilineales sobre
EX x E*.

En efecto, dado un nicleo relativo a E, éste define una forma sesquilineal,
que notaremos asimismo con h, separable y débilmente continua sobre E* x
E>* mediante la siguiente expresion

h(z,y) = (z[ hy) (2.37)

en donde z,y € E*.

Reciprocamente se tiene que para que una forma sesquilineal sobre E* x
E* sea definida por un ntcleo relativo a E de acuerdo con la ecuacion ante-
rior, es suficiente que la forma sea separable y débilmente continua.

Es facil demostrar que la forma h es hermitica, o sea, que se satiasface
que

h(z,y) = h(y, =) (2.38)
para todo x,y € E*, si y sélo si el nticleo asociado es hermitico.

Asimismo se comprueba que la forma h es positiva, o sea, se verifica que

h(z,z) >0 (2.39)

para todo x € E*, si y solo si el nicleo asociado es también positivo.
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2.4. Ntcleos reproductivos de subespacios hilbertianos.

Sea H un subespacio hilbertiano de F y sea j la inclusion candénica de H
en F.

Dado que j es una transformacion continua, la transformacién adjunta
de j, 7%, resulta una proyecciéon con rango denso débilmente continua de E*
en H*.

Este ultimo, por otra parte, es isomorfo a H a través del isomorfismo de
Riesz, 0, de manera que la transformacién dada por

h = j0;* (2.40)

es una aplicacién lineal débilmente continua de E* en E, o sea, un nicleo
relativo a F.

Definicién 2.4.1: Sean E un espacio vectorial topologico localmente con-
vexo Hausdorff separable cuasicompleto y sea H un subespacio hilbertiano
de E. Al nicleo relativo a E dado por la ecuacién (2.40) lo denominaremos
el nicleo reproductivo de H en E.

Por una cuestion de claridad, en la definicion de ntcleo reproductivo
hicimos referencia explicita al isomorfismo entre H* y H. En lo que resta
del capitulo evitaremos hacer esta referencia de modo que en lugar de la
expresion (2.40) escribiremos simplemente

h=jj* (2.41)

Mencionaremos a continuacién algunas de las propiedades mas relevantes
que muestran los ntcleos reproductivos de subespacios hilbertianos.

Proposicién 2.4.2: Sea H un subespacio hilbertiano de E. Sea h el nticleo
reproductivo de H en E. Se tiene, entonces, que h es la unica aplicacion
débilmente continua de E* en E tal que se satisface que

(x| hy) = (7*2|7*y) (2.42)
para todo par x,y € E*

Demostracién: Consultar [53], Prop. 6, pag. 142 para la demostraciéon.  [J
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De esta proposicion resulta como corolario que todo nicleo reproductivo
es hermitico y positivo.
En efecto, si x,y son dos elementos de E*, se tiene que

(x| hy) = (7*=|7%y) = (F*ylj*x) = (y| hx) (2.43)

de donde resulta que es hermitico.

Por otra parte, de la ecuacién anterior se tiene que
1 ex 112
(x| ha) = (j"z|j*z) = ||j=||" =0 (2.44)

para todo x € E*, y con ello se observa que h es un nicleo positivo.
Por tltimo, tenemos la siguiente caracterizacion de un subespacio hilber-
tiano en términos de su nucleo reproductivo.

Proposicién 2.4.3: Sea E un espacio localmente convexo Hausdorff sepa-
rable cuasicompleto. Sean H un subespacio hilbertiano de E y h el respectivo
ntcleo reproductivo. Entonces H puede identificarse con la completacién de
la imagen de E* a través de h respecto de la norma dada por

|hx|| = /(x| hz) (2.45)
para todo x € E*.

Demostracion: Ver la demostracion en [53], Prop. 7, pag. 143. O

2.5.  La biyeccién entre L1 (FE) y Hilb(E).

Sea F un espacio localmente convexo Hausdorff separable cuasicompleto
y sea B su espacio antidual topolégico.

En lo que sigue, y a menos que indiquemos lo contrario, supondremos
que ambos espacios estan equipados con sus respectivas topologias débiles,
o(E*,E)y o(E,E*).

Notaremos con L£(E) al conjunto de todos los operadores continuos de
E* en E'y con LT(E) al subconjunto de L(E) constituido por sus elementos
positivos. Los niicleos reproductivos pertenecen por supuesto a este conjunto.

Como mencionamos antes, la correspondencia que a cada h € L(FE) le
asigna la forma sesquilineal dada por

h(x,y) = (x|hy) (2.46)
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es un isomorfismo (hasta ahora, algebraico) de L(FE) sobre el espacio de
formas sesquilineales separable y débilmente continuas sobre E* x E*.
Esta isomorfismo restringido a £ (E) resulta una biyeccién pero esta vez
con las formas sesquilineales no negativas sobre £* x E*.
El resultado principal de la teoria de subespacios hilbertianos de Schwartz,
resultado que ya adelantamos secciones previas, puede ser enunciado de la
siguiente manera.

Teorema 2.5.1: Consideremos un espacio vectorial localmente convex se-
parable Hausdorff cuasicompleto E. Se tiene, entonces, que la aplicacién que
hace corresponder a cada subespacio hilbertiano H de E su respectivo nucleo
reproductivo h es una biyeccién de Hilb(E) sobre £1(E).

Demostracion:  La demostracion de este teorema no es complicada pero
resulta tediosa, y puede encontrarse en el trabajo original de Schwartz [53].

Aqui s6lo mencionaremos los aspectos mas destacados del procedimiento.

Primero mostraremos que H esta efectivamente determinado por su nu-
cleo reproductivo h.

Como ya vimos en la proposicién 2.4.3, hE* es un subespacio denso de
H y no existe ningtin elemento no nulo de H que sea ortogonal a él.

Sea B la bola unitaria en H.

Dado que B es débilmente compacta en H, la imagen de B a través de
7 es débilmente cerrada en E, y siendo este conjunto un convexo resulta, a
fortiori, cerrado en E para la topologia original.

Se tiene pues que la imagen de B en F es la clausura en E del conjunto

{hx (x| ha) P < 1} (2.47)

Con esto queda demostrado que H esta determinado por su nicleo repro-
ductivo.

Mas aun, puede demostrarse que dado un elemento £ € E, éste es imagen
a través de j de un elemento de H si, y sélo si

(=] £)]
sup {W (x| hx) > O} < 400 (2.48)

siendo el valor de esta expresién su norma en H.
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Ahora demostraremos que dado un elemento h € L1 (E), podemos definir
un subespacio hilbertiano H de E de modo tal que su nicleo reproductivo
coincida con h.

Sea E*/ker(h) el espacio cociente de E* respecto del nticleo de h, equi-
pado con la estructura prehilbertiana que se deriva de la forma sesquilineal
que define h.

La inyeccién canoénica h : E*/ker(h) — E asociada con h tiene una
extensién también inyectiva h sobre la completacién de E*/ ker(h).

El espacio imagen H = Im(h) con la tnica estructura hilbertiana que
hace de h una isometria es un subespacio hilbertiano de E, cuyo nicleo re-

productivo es, precisamente, h. 0

Comentario. Cabe destacar la similitud que tiene el procedimiento que se
emplea para construir el subespacio hilbertiano H de E en la demostracion
de este teorema y el que se emplea para construir el espacio de representacion
de una C*-algebra en la demostracion del teorema de Gel’fand, Naimark y
Segal.

2.6. Consecuencias de la biyeccion entre LT (E) y Hilb(E).

2.6.1. Estructura cénica de Hilb(E).

Ya hemos visto que Hilb(£) admite una estructura de cono regular es-
trictamente convexo.

Por otra parte, el conjunto de operadores hermiticos de EX en E, L1 (E),
en tanto subespacio de L(E), resulta un espacio vectorial real ordenado tal
que la coleccién de sus elementos positivos es L1 (F), de donde se desprende
que LT (E) es también un cono regular estrictamente convexo.

Una de las caracteristicas salientes de la biyeccién entre Hilb(E) y LT (FE)
que presentamos en la seccién anterior es que se trata de un isomorfismo
conico.

En efecto, pueden probarse las siguientes proposiciones.

Proposiciéon 2.6.1: Sea E un espacio localmente convexo Hausdorff separa-
ble cuasicompleto. Sean H y H' dos subespacios hilbertianos de E' y notemos
con h y h/, respectivamente, a sus ntcleos reproductivos. Dado un nimero
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real no negativo \ se tiene que
H =)H < h' = \h (2.49)

Demostracién: Ver [53], Prop. 11, pag. 159. O

Por otra parte, se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 2.6.2: Sea E un espacio localmente convexo Hausdorff sepa-
rable cuasicompleto. Sean H,H, y H, tres subespacios hilbertianos de E y
sean h,h; y a hg sus respectivos nucleos reproductivos. Entonces,

H=H +Hy<= h="hy+ hsy (250)

Demostracién:  Ver [53], Prop. 12, pag. 160. O

Por 1ltimo, puede demostrarse la siguiente proposicion.

Proposicién 2.6.3: Sea E un espacio localmente convexo Hausdorff sepa-
rable cuasicompleto y sean H; y Hy dos subespacios hilbertianos de E. Si
con hy y hy notamos, respectivamente, a los nticleos reproductivos de H; y
H, se satisface que

Hi < Hy <= hy < hy (2.51)

en donde recordamos que h; < hy significa que hy — hy pertenece a L1 (FE).

Demostracion: La demostracién puede encontrarse en [53], Prop. 13, pag.
160. 0J

Las consecuencias del isomorfismo entre Hilb(£) y £7(E) son muchas
y todas tendran relevancia en lo que sigue del trabajo, de manera que las
listaremos a continuacién.

Proposicién 2.6.4: Sean H; y H dos subespacios hilbertianos de E. Enton-
ces, para que exista un subespacio hilbertiano H, de F tal que H = H + H»
es necesario y suficiente que H > H;.

Demostracion:  [53], Prop. 14, pag. 161. O

En las condiciones de la proposicion anterior se tiene que Hs es tinico. En
adelante notaremos Ho = H — H;.
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Proposicién 2.6.5: Sean H; y Hs dos subespacios hilbertianos de E y sean
hy y hs sus respectivos nicleos reproductivos. Para que H; C Hs es necesario
y suficiente que exista una constante positiva A tal que hy < Ahs.

Demostracién: Ver [53], Prop. 15, pag. 161. O

Comentario. Como corolario de esta proposicién se tiene que Hy; y Hs son
isomorfos como espacios vectoriales (con estructura hilbertiana eventualmen-
te diferente) si, y sélo si existe una constante A > 0 tal que hy < Ahgy y

ha < Ahy.

Por otra parte, se deduce de las proposiciones anteriores el siguiente re-
sultado.

Proposicién 2.6.6: Sean H; y Hs dos subespacios hilbertianos de E y sean
hi y hy sus nucleos reproductivos. Entonces, H; N Hy = {0} si, y sélo hy y
ho son excluyentes, esto es, si la existencia de un nicleo positivo k tal que
k < hyy k < hy implica que k = 0.

Demostracion: La demostracion de esta proposiciéon puede consultarse en
[53], Prop. 16, pag. 162. O

La siguiente proposicion se demuestra a partir del resultado anterior.

Proposiciéon 2.6.7: Sean H y H; dos subespacios hilbertianos de E con nu-
cleos reproductivos h y hy, respectivamente. Para que H; sea subespacio de
H con la estructura hilbertiana inducida por éste es necesario y suficiente que
h — hy pertenezca a LT (FE) y que h; y h — hy sean mutuamente excluyentes.

Bajo estas condiciones, el inico subespacio hilbertiano H, de E tal que
H = H,+ H, es el subespacio ortogonal de H; en H, también con la estructura
hilbertiana heredada de H.

Demostracién: Ver [53], Prop. 17, pag. 162. O

Por ultimo, mencionamos los siguientes resultados.

Proposicién 2.6.8: Sea [ un conjunto ordenado y sea {H;};c; un filtrado
decreciente de subespacios hilbertianos de E. Sean h; (i € I) sus respectivos
ntcleos reproductivos. Entonces, el espacio

H=inf{H,:icl} (2.52)
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existe, es subespacio hilbertiano de F y tiene por nicleo reproductivo a
h =inf{h; :i € I} (2.53)

operador que coincide con limh; en £7(E) cuando se provee a éste con la
topologia de la convergencia simple débil.

Se verifica que H es el subespacio de N;crH; constituido por aquellos
Y € FE tales que

sup{||¥||lg, 11 € I} < o0 (2.54)
Ademas, se tiene que
[0]lr = sup{[|¢]lm, i € I} = lim |||, (2.55)
y
(¢[¥) 5 = lim (¢|¢)H2 (2.56)

Demostracion:  Ver [53], Prop. 18, pag. 162. O

Proposicién 2.6.9: Sea I un conjunto ordenado. Sea {H,};c;r un filtrado
creciente de subespacios hilbertianos de E'y sean h; (i € I) sus respectivos nu-
cleos reproductivos. Para que el filtrado sea mayorado en Hilb(E) es necesario
y suficiente que

sup{(z|h;z) i€ I} < o0 (2.57)

para todo x € E*.
En este caso se tiene que el subespacio hilbertiano de £ dado por

H =sup{H;:iel} (2.58)
existe y su nucleo reproductivo esta dado por
h =sup{h;:i€el} (2.59)

que coincide con lim h; en L7 (E) provisto con la topologia de la convergencia
simple débil.

Se satisface que H es la completacion en E del subespacio U;c H; respecto
de la estructura hilbertiana dada por

[l = inf {[[¢]

g, o1 €I} =lim 4|

i, (2.60)

(0[) g = lim (¢|¢) p, (2.61)
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Demostracién: Ver [53], Prop. 18, pag. 162. O

Estas dos proposiciones muestran resultados que son esenciales para poder
definir correctamente las sumas infinitas de subespacios hilbertianos.

Maés adelante veremos que son asimismo imprescindibles para poder defi-
nir la suma arbitraria de *-representaciones de una dada *-algebra topoldgica.

Trataremos este tema en la siguiente subseccién.

2.6.2. Sumas infinitas de subespacios hilbertianos.

Sea un espacio localmente convexo Hausdorff separable cuasicompleto F.

Consideremos una coleccién de subespacios hilbertianos de E, {H;}ier,
en donde [ es ahora un conjunto de indices no necesariamente ordenado. Sea
{hi}ier la respectiva coleccién de nicleos reproductivos.

La suma hilbertiana abstracta de esta coleccién de espacios es el espacio

H = @ieIHi (2'62)
cuyos elementos son aquellos de la forma ¢ = {¢; }ic; tales que

> lilly, < oo (2.63)

iel

La estructura hilbertiana de H queda definida a través de la norma dada
por la siguiente expresion:

o7 = llo:ll7, (2.64)

el

Como es sencillo notar, aquellos elementos de H para los cuales todos los
¢; son nulos salvo en un ntimero finito conforman un espacio denso en H, al
que notaremos Hy = ®;cr H;.

La siguiente proposicion permite definir la suma infinita de subespacios
hilbertianos a la vez que indica bajo qué condiciones un elemento de £ puede
ser considerado elemento de alguno de los subespacios hilbertianos de E.

Proposicién 2.6.10: Sean {H,};c; una familia de subespacios hilbertianos
de E y {h;}ier la coleccién de sus respectivos nicleos reproductivos. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:
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1. La aplicacién &, : Hy — E dada por

Dop = > ¢ (2.65)

icl
es continua.

2. Lassumas ) ,_, H;, en donde J es una parte finita de /, son mayoradas
en Hilb(FE).

3. Para todo x € £, se satisface que

> alhir) < oo (2.66)

el

Demostracion: La demostracion de este importante resultado puede verse
en [53], Prop. 19, pag. 166. O

Definicién 2.6.11: Bajo las hipotesis de la proposicién anterior, diremos
que la coleccién {H;}ier es una familia sumable de subespacios hilbertianos
de F.

Sea ® la aplicacion lineal continua que prolonga a &y sobre H y sea
Ker(®) su niicleo.
Evidentemente ® admite la siguiente factorizacién:

HZ H/Ker(®) > E (2.67)

en donde 7 es la proyeccién canénica de H sobre H/Ker(®).

Recordemos que siendo ¢ una transformacién continua, Ker(®) es un
cerrado de H y con ello queda definida canénicamente sobre H/Ker(®) una
estructura hilbertiana.

Definicién 2.6.12: Sea {H,;};c; una coleccién sumable de subespacios hil-
bertianos de E. Llamaremos suma de los subespacios hilbertianos { H;};cr al
espacio imagen de H a través de ®, con la estructura hilbertiana tranportada
de H/Ker(®) por @ y lo notaremos Y ier Hi.
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Como en el caso de las sumas finitas, se tiene que los elementos de ) .., H;
son los elementos de la forma ) . ; ¢;, sumables en E, con ¢; € H; para todo
i €1, tales que >, [ill7, < oo.

Se satisface, ademas, que

1615, m, = int {Z loills, = D¢ = ¢} (2.68)

i€l 1€l

Por otra parte, puede demostrarse que »_._; H; es el supremo de la colec-

i€l

cién de sumas finitas > ., H;, con J C [ finito, y el respectivo nicleo re-

ieJ
productivo esta dado por EZZ.G 7 hi, sumable en L(E) cuando se provee a este
espacio de la topologia de la convergencia simple.

Se tiene también que si un subespacio hilbertiano de E es suma directa
hilbertiana de una coleccién {H;};e; de subespacios cerrados mutuamente
ortogonales, el nicleo reproductivo de este espacio es h = )., h;, siendo
esta serie sumable en L(F) para la topologia de la convergencia simple.

Otra consecuencia importante que se desprende de la definicién de suma

infinita de subespacios hilbertianos esta expresada en la siguiente proposicion.

Proposiciéon 2.6.13: Sea I un conjunto de indices. Sea F un espacio local-
mente convexo Hausdorff separable cuasicompleto. Consideremos un familia
de elementos de F, {&; }ic;. Entonces, para que exista un subespacio hilber-
tiano de E que admita a esta familia como base hilbertiana es necesario y
suficiente que
Y e P < oo (2.69)
i€l
para cualquier elemento x € E* y que {;}ics sea hilbertianamente libre en
E.

Demostracién: Ver [53], Prop. 21, pag. 169. O

2.6.3. Integrales de subespacios hilbertianos.

De forma andloga al caso de las sumas infinitas, es posible definir inte-
grales de subespacios hilbertianos.

La discusién sobre este tema que presentamos a continuacion difiere li-
geramente de la que introdujera originalmente Schwartz en [53]. Para mads
detalles respecto de la teoria de integracién en conos referimos a [63].
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En toda esta seccién A serd un espacio topoldgico Hausdorff equipado
con una medida de Radoén p, esto es, una medida interna regular localmente
finita sobre los conjuntos de Borel de A.

Como antes, E sera un espacio localmente convexo Hausdorff separable
cuasicompleto.

Sea F' un espacio topoldgico cualquiera.

Definicién 2.6.14: Dada una transformaciéon ¢ de A en F', diremos que ¢
es pu-medible si para todo subconjunto compacto K de A y todo € > 0 existe
un conjunto compacto K’ contenido en K tal que u(K|K’) < ey tal que la
restriccién de ¢ a K’ es continua.

Con esta definicién es posible introducir el siguiente concepto.

Definicién 2.6.15: Sea {H,} ca una familia de subespacios hilbertianos
de E y sea {hy}xea la coleccién de sus respectivos nicleos reproductivos.
Diremos que { Hy }aea €s continua si la aplicacién A — H,, es continua cuando
se considera sobre L(F) la topologia de la convergencia simple débil.

Andlogamente, diremos que la coleccion {Hy}aea es pu-medible si la apli-
cacion A — H) es asimismo p-medible.

Si {H,}xea es una familia p-medible de subespacios hilbertianos de E,
diremos que una aplicacién A — ¢(A) € E es un campo medible si para cada
A € A se tiene que ¢(\) € H,.

A partir de la definicién anterior es posible demostrar el siguiente lema.

Proposicién 2.6.16: Sea K un subconjunto compacto de A. Si {H)} ek
y ¢|K son ambas continuas se tiene que la aplicacion A — |[[¢(\)||m, es
semicontinua por debajo, y por lo tanto es pu-medible.

Demostracién: Ver la demostracion en [26], Prop. 3.4.2, pag. 32. O

A partir de la proposicion anterior es posible definir el espacio de clases de
equivalencia de campos de cuadrado integrable, médulo campos nulos en casi
todo punto, al que notaremos L?(u, { Hy}xea) y proveerlo de una estructura
hilbertiana.
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En efecto, dada una familia p-medible { H)} ea de subespacios hilbertia-
nos de E, L*(u, { Hx}xea) se define como el espacio de clases de equivalencia
de campos p-medibles tales que

/A 16012, dpu(A) < oo (2.70)

con la norma dada por la raiz cuadrada de la expresion anterior.
Se puede demostrar la siguiente proposicion.

Proposicién 2.6.17: Sea {H)} ca una coleccién p-medible de subespacios
hilbertianos de F tal que

/A<x|h>\x> du(N) < oo (2.71)

para todo x € E*. Entonces, existe un subespacio hilbertiano H de E cuyo
ntcleo reproductivo h esta dado por

h = / hadp(\) (2.72)

en el sentido de que para todo par de elementos x,y en E* se satisface que
(altw) = [ Golhaw) du(y) (273)
A

Si se define la aplicacion ® : L*(u, {H;}ic;) — E mediante la siguiente
ecuacion':

B(0) = / (N () (2.74)

en donde ¢ es cualquier campo de cuadrado integrable, se satisface que ®
es continua, que el espacio H es la imagen de L*(p, {H)}xea) a través de
® y que la restriccion de & al complemento ortogonal de su ntucleo es un
isomorfismo isométrico.

Demostracién: Ver [26], Prop. 3.4.6, pag. 35. O

Finalmente es posible introducir el concepto de integral de subespacios
hilbertianos.

1 Nétese que esta expresion estd bien definida ya que todo campo de cuadrado integrable
con valores en F es p-sumable.
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Definiciéon 2.6.18: Bajo las hipotesis de la proposicién anterior, diremos
que la familia {Hy}xcp) es p-sumable.

Respecto del espacio H diremos que es la integral de la coleccion { Hy}aea)
y lo notaremos

H:Amww (2.75)

En el caso en que el nicleo de ® es {0}, esto es, cuando ® es un isomorfis-
mo isométrico de L?(u, { Hy}rea) sobre H, la integral anterior se dird que es
una integral directa de la familia {H)}ea), ¥ en consecuencia emplearemos
la siguiente notacion:

H:/%MMM (2.76)

En este caso se tiene que todo f € H tiene una tnica descomposicion
integral en F, de manera tal que

b= / H(\)dp(N) (2.77)
Se satisface ademas que
o] = / 16012, dpu(N) (2.78)
y que
(6,)m = / (6 [EON)) m,dp(N) (2.79)

para todo par de elementos ¢, € H.
Si K C A es un subconjunto p-medible, es posible definir en forma analoga
la integral

@:Lﬂmwm (2.80)

como el subespacio hilbertiano de E que tiene por ntucleo reproductivo a

hK::/Lh(AﬁuﬂA) (2.81)

Dado que hx < h se tiene que Hg es subespacio hilbertiano de H y la
inclusién candnica de Hig en H es de norma a lo sumo unitaria.

Debe quedar claro que si la integral en cuestién es una integral directa,
Hy resulta ser un subespacio cerrado de H, y que dos de tales subespacios,
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digamos, Hx y H}, son mutuamente ortogonales si, y sélo si Ky K’ son
disjuntos.

Por tltimo, sea H = [, Hydu()\) una integral de subespacios hilbertianos
de E, no necesariamente directa.

Si con Ay notamos al nicleo reproductivo de de Hi en H, se tiene que
la aplicaciéon que hace corresponder a cada subconjunto pg-medible K de A el
ntcleo M, es una medida semiespectral, esto es, toma valores en el conjunto
de operadores positivos en H.

Luego, esta aplicacion es numerablemente aditiva respecto de la topologia
fuerte y se satisface que Ry, = Idy. Si la integral es directa, la medida es
estrictamente espectral.

El teorema espectral nuclear de Maurin (ver [41]) es, en este contexto, el
reciproco de la afirmacién que acabamos de hacer.

Explicitamente, consideremos un subespacio hilbertiano H de E y note-
mos con h a su operador reproductivo. Asumamos, ademads, que la aplicacién
que asocia a cada subconjunto p-medible K de A el correspondiente nicleo
reproductivo de Hx en H es una medida semiespectral.

Notemos, finalmente, con hg al nucleo reproductivo de Hg, esta vez en

E. o sea, se tiene que
hi = jhj” (2.82)

en donde j es la inclusién candnica de H en F.
Dadas estas definiciones, podemos enunciar el siguiente teorema.

Teorema 2.6.19: Bajo las condiciones que acabamos de mencionar, si ade-
mas se tiene que E es un espacio conuclear, o sea, un espacio localmente
convexo que es dual fuerte de un espacio nuclear tonelado, entonces:

1. Existe una medida de Radon pu tal que si u(K) = 0 se tiene que hx = 0,
o sea, que h es absolutamente continuo con respecto a pu.

2. Si h es absolutamente continuo con respecto a u, existe una familia
p~sumable de ntcleos reproductivos relativos a E, {hy)} ek, tales que

hi = /K h()du(\) (2.83)

para todo conjunto de Borel K C A.
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3. Si, en particular, h es una medida espectral, se tiene que
®
h = / h(N)du(X) (2.84)
A

Demostracion: Este teorema es una simple adaptacion del teorema espec-
tral de Maurin en términos de subespacios hilbertianos. La demostracion es
andloga a la que se puede encontrar en [41], Teo. 4.8, pdg. 133. O

2.6.4. Efecto de una aplicacion continua.

Como tltima consecuencia del isomorfismo entre L£(F) y Hilb(E), discu-
tiremos con mas profundidad las propiedades que se preservan a través de la
aplicacién de una transformacion lineal débilmente continua.

Sean F y F' dos espacios vectoriales topolégicos localmente convexos
Hausdorff separables cuasicompletos, y sea u una aplicaciéon débilmente con-
tinua de E en F'.

Dado un subespacio hilbertiano H de F, notaremos con N al ntcleo de
la restriccién de u a H, esto es, N = H Nu {0}

Es evidente que la transformacion u se factoriza como

HZS H/N S (2.85)

en donde 7 es la proyeccién canénica de H sobre H/N y 4 es una transfor-
macién continua e inyectiva, de manera que establece una biyeccion entre
H/N y la imagen de H a través de u.

En adelante notaremos con u(H) al subespacio hilbertiano de F' que re-
sulta de transportar la estructura hilbertiana de H/N sobre la imagen de H
a través de u. Con esto se tiene que 4 es un isomorfismo isométrico y u(H)
es el menor subespacio hilbertiano de I, respecto de la relacion de orden de-
finida en Hilb(F'), tal que F resulta una transformacién continua de norma
a lo sumo 1 de H en este espacio.

La norma en u(H) estd dada por

[0l = it {llol7 ¢ € HAY =g} (2.86)

El producto interno, por su parte, esta dado por

(1]v2)umry = (D1]02) (2.87)
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en donde ¢y, ¢ € H/N con 11 = gy y 1y = Ugs.

En el caso en que u es una aplicacion antilineal, definiremos sobre u(H)
una estructura hilbertiana antitransportando la de H/N de modo tal que la
ecuaciéon anterior queda reescrita de la siguiente manera:

(V1l2)ugery = (P2ld1)m (2.88)

en donde (b1,¢2 S H/N con wl = ﬁ¢1 y 1/12 = ’ll(ﬁg
La siguiente proposicién caracteriza a u(H) como subespacio hilbertiano
de F.

Proposiciéon 2.6.20: Sea H un subespacio hilbertiano de E tal que su nu-
cleo reproductivo es h y sea u una transformacién débilmente continua de E
en F. El nicleo reproductivo de u(H) en F es

hy = uhu™ (2.89)
Demostracién:  [53], Prop. 21, pag. 176. O

Algunos de los corolarios que se desprenden de este resultado son impor-
tantes. En particular podemos mencionar el siguiente.

Sea GG un subespacio denso de E provisto de una topologia localmente
convexa cuasicompleta, tal que la inyeccién de G en E es débilmente conti-
nua. Evidentemente £ puede identificarse con subespacio débilmente denso
de G* con una inclusiéon también débilmente continua.

Se demuestra en [53] que para que un subespacio hilbertiano H de E sea
también subespacio hilbertiano de G resulta necesario y suficiente que su nu-
cleo h relativo a E se prolongue a una aplicacion lineal positiva h débilmente
continua de G* en G.

Por ultimo, cabe mencionar que la aplicacion H — u(H) de Hilb(E) en
Hilb(F') definida por cualquier transformacién lineal o antilineal continua
u de F en F es un homomorfismo para las estructuras de conos regulares
estrictamente convexos que poseen Hilb(E) y Hilb(F), o sea, se satisface que
para todo subespacio hilbertiano H de E y todo nimero real no negativo A,

u(AH) = Mu(H) (2.90)
para todo par Hy, Hy € Hilb(E) se verifica que

Hy < Hy = u(H,) < u(H,) (2.92)
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2.7.  Subespacios hilbertianos normales y subnormales.

En esta seccién estudiaremos las propiedades de los subespacios hilber-
tianos de un espacio topologico F en el caso particular en que su espacio
antidual es asimismo un subespacio topoldgico de F.

Antes de esto introduciremos algunas nociones relativas a aquellos espa-
cios topoldgicos que incluyen continuamente a su antidual.

Definicién 2.7.1: Sea F un espacio vectorial topoldgico localmente convexo
Hausdorff separable cuasicompleto. Diremos que E es regular si existe una
inyeccién débilmente continua I de £ en E. Si se tiene que [ es una transfor-
macién hermitica diremos que E es un espacio regular hermitico. Si, ademas,
se satisface que I es un operador positivo diremos que E es un espacio regular
positivo.

La inyeccién I nos permitira, en adelante, identificar a £* como subes-
pacio topolégico de E.

Recordemos que, si £ es un espacio regular hermitico, la hermiticidad
de I se traduce en que, para todo para todo par de elementos x,y € E* se
verifica que

(z|ly) = (y|Iz) (2.93)
es decir, que
I1=1I" (2.94)

De aqui resulta que si E/ es un espacio regular hermitico, I es débilmente
(luego, fuertemente) continua. Por otra parte, siendo I inyectiva, I es de
rango denso, y dado que I = I se tiene que E* puede identificarse con un
subespacio topolégico denso de F.

Cuando ademas tenemos que I es un operador positivo, éste define un
subespacio hilbertiano de E privilegiado: el subespacio hilbertiano que tiene
por ntcleo reproductivo a I. Este subespacio contiene a £ como subespacio
denso con inyeccion débilmente continua.

Introduciremos, pues, la siguiente definicion.

Definiciéon 2.7.2: Sea F un espacio localmente convexo Hausdorff separable
cuasicompleto regular positivo y sea I la correspondiente inclusiéon de E*
en E. Al subespacio hilbertiano que esta aplicacién define en E como nu-
cleo reproductivo lo llamaremos el subespacio hilbertiano candnico de E con
respecto a I o, simplemente, el subespacio de tipo L? asociado a I.
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En adelante, a la coleccién de subespacios hilbertianos canénicos de E' lo
notaremos L*(FE).

Es facil visulalizar que existe una biyeccion entre la coleccién de subes-
pacios hilbertianos densos de 'y L?(E).

En efecto, si H es un subespacio hilbertiano denso de FE, su ntcleo re-
productivo es necesariamente una inyeccion positiva débilmente continua de
E* en E. Con ello se tiene que E es un espacio regular positivo respecto de
esta aplicacidn, tal que el subespacio de tipo L? asociado es isométricamente
isomorfo a H.

Cabe aclarar que los subespacios hilbertianos canénicos de un dado espa-
cio localmente convexo E son mutuamente isomorfos, si bien nos resultara en
general imposible identificar a los subespacios de tipo L? asociados a dos in-
yecciones débilmente continuas positivas de E* en E a menos de que estas
transformaciones coincidan, dado que estos isomorfismos no son, en principio,
isométricos.

Definicién 2.7.3: Sean E un espacio regular e I la correspondiente inclu-
sién de E* en E. Sea I un subespacio topoldgico de E. Diremos F' es un
subespacio cuasinormal de E si E* es un subespacio topoldgico de F' com-
patible con la regularidad de E.

La compatibilidad con la regularidad de E a la que hacemos referencia
en la definicién anterior es en el sentido de que si notamos con j y u a las
inclusiones de F' en F y de E* en F, respectivamente, o sea, si tenemos el
siguiente diagrama

EXS FPLE (2.95)
entonces F' es un subespacio cuasinormal de E si se satisface que

I=ju (2.96)

Definicién 2.7.4: Sea E un espacio regular hermitico y sea I la corres-
pondiente inclusion de E* en E. Dado un subespacio cuasinormal F' de E
diremos que es un subespacio normal de E si la inclusiéon de E* en F es de
rango denso.

Si asumimos que F' es subespacio normal de E, adjuntando el diagrama
(2.95) se tiene que F* también puede identificarse débilmente como subes-
pacio normal de E. En efecto, se tiene que

<L FSE (2.97)



2. Subespacios hilbertianos de espacios vectoriales topoldgicos. 53

en donde u* es una inyeccin débilmente continua también de rango denso.

Notemos que si F' es reflexivo, F'* puede no sélo identificarse débilmente
como subespacio normal de E sino también cuando se consideran las respec-
tivas topologias fuertes.

Ahora bien, la identificacion de F* como subespacio topoldgico de E
puede, en principio, estar en contradiccion con cualquier otra identificacion
que se haga respecto de estos espacios, y este hecho resulta particularmente
importante cuando F' es un espacio hilbertiano.

En efecto, asumamos que H es un subespacio hilbertiano normal de E. La
identificacién de H* como subespacio hilbertiano normal de E es compatible
con la identificacién de H* con H solamente cuando

ur = j (2.98)

o sea, cuando
I=ju=3j0j"=h (2.99)

De esta manera se tiene que ambas identificaciones son consistentes sélo
si la inyeccién de E* en E se hace a través del nticleo reproductivo de H, o
lo que es lo mismo, si H es un espacio de tipo L? de E.

En lo que sigue no asumiremos que H es un subespacio hilbertiano canéni-
co de E. En este sentido, resulta relevante analizar la relaciéon existente entre
los nticleos reproductivos de H y de H*.

Un resultado importante se desprende de la siguiente proposicion.

Proposicién 2.7.5: Sea H un subespacio hilbertiano normal de F de nu-
cleo reproductivo h y sea h el niicleo reproductivo de H* en tanto subespacio
hilbertiano de E. Entonces, h y h son transformaciones lineales de E* en E
que se prolongan univocamente en transformaciones lineales continuas de H*
en H yde H en H*, respectivamente. Estas prolongaciones son precisamente
los isomorfismos candénicos mutuamente reciprocos entre H y H*.

Demostracién:  [53], Prop. 28, pag. 212. O

Observamos, pues, que en cierto sentido ambas transformaciones son in-
versas la una de la otra.

De la misma manera en que ya presentamos el procedimiento para re-
construir a H en E a partir de su nucleo reproductivo h, cuando se tiene que
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H es, ademas, un subespacio hilbertiano normal de E es posible reconstruir
al espacio H* en E a partir de h.
En efecto, recordemos (ver Prop. 2.4.3) que H es la completacién en F

1/2

de hE*, provisto de la norma dada por ||hz|| = (x|hz)'” para todo z € E*.

Para el caso de H* se tiene la siguiente proposicién.

Proposicién 2.7.6: Sea H un subespacio hilbertiano normal de E y sea h
su nucleo reproductivo. Se tiene que H* es la completacién en E de TE*,
provisto de la norma

| Iz|| = (z|Iz)"? (2.100)
para x € E*, y del producto escalar
(zly) = (z[Iy) (2.101)
en donde z,y € E*.

Demostracién:  [53], Prop. 29, pag. 212. O

Comentario. Notemos que a pesar de esta identificacion, la transformacion
I no es el ntcleo reproductivo de H*.
Como corolario de la proposicion anterior se obtiene el siguiente resultado.

Proposicién 2.7.7: Sean H y K dos subespacios hilbertianos de E. Asu-
mamos que H es normal. Sea u una transformacion lineal continua de F en
E. Se satisface, luego, que

1. La condicién necesaria y suficiente para que u(H*) < K es que para
todo par de elementos x,y € E* se verifique que

[(lu(Iy)* < (xlkz) (ylhy) (2.102)

en donde k es el nicleo reproductivo de K y h es el ntcleo reproductivo
de H.

Esta condicion se cumple si, para todo x € E* se tiene que

(z|kx)* (x| ha)/? (2.103)

DN | —

[{zlu(lz))] <
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2. La condicién necesaria y suficiente para que u(H*) > K es que, para
todo x € £, se satisfaga que

L) N Y
p{ I yeE }z( ) (2.104)

condicién que se satisface, en particular, cuando

[(elu(Iy))[* > (z|kz) (y|hy) (2.105)
Demostraciéon:  [53], Prop. 29 bis, pag. 213. O

El siguiente resultado muestra bajo qué condiciones el espacié £ puede
ser interpretado como subespacio topoldgico de un subespacio hilbertiano H
de F.

Proposicién 2.7.8: Sea H un subespacio hilbertiano de E y sea h su nu-
cleo reproductivo. Para que E* sea subespacio topoldgico de H con una
inyeccion débilmente continua es necesario y suficiente que E* provisto de
la seminorma 2.100, tenga una inyecciéon continua en F.

Dicho de otra manera, es necesario y suficiente que la bola unitaria

B={z€E": (zlhz) <1} (2.106)

sea débilmente acotada en E.

Se tiene, ademas, que H es normal si, y sélo si £ provisto con la topologia
que define la seminorma que acabamos de mencionar tenga una completacion
en F, o sea, que B sea cerrada en E* para la topologia inducida por E.

Demostracién: Ver la demostracion en [53], Prop. 30, pag. 214. O

Dado un subespacio hilbertiano de F, ya sea éste normal o no, la inyeccion
j : H — FE siempre tiene una adjunta j* : £ — H*, sélo que en este caso
H™> no es, en principio, identificable en tanto subespacio hilbertiano de E.

Tenemos ademés que ||x||gx = ||7*z||gx para todo x € E*. Si H no
es denso en E, j* no es inyectiva y ||z|[gx no es una norma sino que es
una seminorma. Sin embargo, cabe mencionar que ||z||gzx es siempre una
isometria densa de E* en H* y permite considerar a H* como completacion
del primero.



2. Subespacios hilbertianos de espacios vectoriales topoldgicos. 56

Por ultimo, discutiremos brevemente el caso en que el niicleo reproductivo
h es prolongable. Para més detalles referimos a [53] y [54].

Diremos que un nicleo f : E* — FE es prolongable cuando f es débilmente
continuo de E* en E* y se prolonga univocamente a una transformacion
lineal débilmente continua de E en E. A esta prolongacién la notaremos
también con f.

Si f es un ntcleo prolongable y g es un ntcleo cualquiera, tiene sentido
componer ambos ntcleos de la siguiente manera

fg-E* % ELE (2.107)

gf EXLE<%E (2.108)

Si f es un nucleo prolongable, diremos que g es una inversa a derecha de

fsi
gf =1 (2.109)

en donde, como antes, [ es la inyeccién de E* en E, prolongable de E en F.
Respectivamente, diremos que g es una wnversa a izquierda de f si

fg=1 (2.110)

En caso de que g sea un nicleo inverso de f tanto a derecha como a
izquierda, diremos que es un nicleo inverso bildtero o simplemente un nicleo
inverso de f.

Con estas definiciones es posible demostrar otro de los resultados impor-
tantes de la teoria de subespacios hilbertianos Schwartz.

Teorema 2.7.9: Sea H un subespacio hilbertiano de E, sea h su ntcleo
reproductivo y asumamos que h es prolongable. Entonces, para que H sea
normal es necesario y suficiente que h tenga un nicleo inverso [ positivo.
En general, no puede asegurarse, bajo estas condiciones, que este nticleo
sea Unico. Sin embargo se tiene que el nticleo reproductivo hde H* en E es
el menor ntucleo positivo inverso de h.
Se deduce de esto que existe un ntcleo positivo n tal que

l=h+n (2.111)
en donde h y n son mutuamente excluyentes. Mdas atn, se satisface que

hn=nh=0 (2.112)
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El subespacio hilbertiano L correspondiente a [, se descompone como
suma directa de dos subespacios cerrados ortogonales, a saber, N = L N
h~'{0}, correspondiente al niicleo n, y H*, adherencia de E* en L.

Por ultimo, se verifica que hh es la identidad sobre H y que hh es el
proyector ortogonal de L sobre H*.

Demostracion: La demostracion de este teorema puede consultarse en [53],
Teo. 31, pag. 219. U

Notemos que dado que h es un isomorfismo de H* sobre H, H*Nh~'{0}
coincide con {0}. La proposicién anterior nos da la forma general de los ni-
cleos positivos inversos de h y de la estructura general de los subespacios
hilbertianos correspondientes.

Terminaremos este capitulo dando una definicion que generaliza el con-
cepto de subespacio normal.

Definicién 2.7.10: Sea E un espacio localmente convexo separable Haus-
dorff cuasicompleto. Sea F' un subespacio topolégico de E. Diremos que F
es un subespacio subnormal de E si existe un subespacio topoldgico regular
hermitico M de E que contiene normalmente a F. Diremos que F' es estricta-
mente subnormal si la inclusion de M en E es un homomorfismo. Por ultimo,
si F' es un subespacio estrictamente subnormal de £ y como subespacio nor-

mal de M es de tipo L?, diremos que es un subespacio subnormal de tipo L>
de F.

Para ver que este concepto es una generalizacion de la definicién de sub-
espacio normal nétese que todo subespacio normal F' de un espacio regular
hermitico E' es estrictamente subnormal. Basta considerar M = E en la
definicién previa, considerando como inclusion a la identidad sobre E.

Mas aun, si I’ es un subespacio estrictamente subnormal de E y notamos
con j a la inclusién de F' en E, M es simplemente la completacion de j(F')
respecto de la topologia que este subespacio hereda de F, esto es, Ep = j(F)

De aqui debe resultar claro que todos los resultados que expusimos para
subespacios normales siguen siendo vélidos para subespacios estrictamente
subnormales si las hipdtesis sobre E se restringen a Ep.

Como ejemplo de subespacios subnormales mencionaremos el caso de los

espacios de Hardy como subespacios topoldgicos del espacio antidual S(R)*
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del espacio de funciones reales infinitamente diferenciables y de decrecimiento
rapido, S(R).

Como es bien sabido, S(R) estd débilmente incluido en S(R)*, siendo la
inclusién un operador positivo. Si se identifica a S(R) con S(R)** resulta
que el subespacio hilbertiano cuyo nicleo reproductivo es esta inclusién es el
espacio de funciones de cuadrado integrable, L*(R).

Sinotamos con H™(R) y H~(R) a los espacios de Hardy, o sea, a los espa-
cios de funciones de cuadrado integrable que son prolongables analiticamente
sobre los semiplanos superior e inferior del plano complejo, respectivamente,
se tiene que ambos son subespacios topolégicos de S(R)* a través de las
inclusiones que son composiciones de las inclusiones de HT(R) y H~(R) en
L*(R) y de la inclusién canénica de L*(R) en S(R)*.

Dado que ambos son subespacios cerrados de L?*(R) y que, como acaba-
mos de ver, L*(R) es un subespacio de tipo L? de S(R)*, se tiene que HT(R)
y H~(R) son subespacios subnormales de S(R)*. Més atin, son ambos sub-
espacios subnormales de tipo L? de S(R)*.



3. REPRESENTACIONES DE *-ALGEBRAS.

En esta seccién introduciremos algunos conceptos basicos acerca de las
representaciones y *-representaciones de *-dlgebras siguiendo como referencia
el libro de K. Schmiidgen (ver [52]).

Debemos destacar, sin embargo, que a algunos de los conceptos que se de-
finen en [52] los hemos modificado o extendido en funcién de las aplicaciones
de estas nociones en capitulos posteriores.

Siempre denotaremos por A a un algebra con escalares en el cuerpo de
los niimeros complejos C. Por regla general, asumiremos que A es un algebra
con unidad y a la unidad de A la notaremos con e.

3.1. Representaciones de *-algebras.

La siguiente definicién fue originalmente presentada por Powers en [47]
a fines de la década de los '70, publicacién en la que se inicia el estudio
sistematico de las representaciones de las algebras de operadores no acotados
sobre espacios hilbertianos.

Definicién 3.1.1: Una representacion m de un algebra A en un espacio de
Hilbert H(w) es una transformaciéon de A en un conjunto de operadores
lineales, todos ellos definidos en un dominio comin D(7), denso en H (), tal
que se satisfacen las siguientes condiciones:

1. D(m) es invariante frente a la accién de A, esto es, para todo a € A se
tiene que
m(a)D(m) C D(n) (3.1)

2. 7 es lineal y multiplicativa sobre A, o sea, se tiene que para todo par
de elementos a,b € A y todo A € C,

m(a+b) =m(a) + m(b) (3.2)
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m(Aa) = Ar(a) (3.3)

m(ab) = m(a)m(b) (3.4)

3. Asumiremos, por tltimo, en el caso en que A sea un algebra con unidad,
que la imagen de la unidad e a través de 7 es Idp(y), 0 sea, el operador
identidad sobre D().

Como es evidente, la nocién que acabamos de introducir es una genera-
lizacion inspirada en la teoria de operadores no acotados sobre espacios de
Hilbert de la nocién habitual de representacién, en la que se asume simple-
mente que D(7) coincide con H(m) y que la accién de A se realiza a través
operadores acotados.

La definiciéon que daremos a continuacion presenta ligeras diferencias res-
pecto de la que se puede encontrar en las referencias.

Como veremos en la siguiente seccidn, la definicion de extension de una
representacién que presentamos es la apropiada en lo que a algebras de ope-
radores no acotados se refiere.

Definicién 3.1.2: Sean 7 y 7o dos representaciones del dlgebra A en los es-
pacios de Hilbert H(m)y H(m) y sean D(my) € H(m) y D(my) C H(ms) sus
respectivos dominios. Diremos que 7 es una extension de 7y, y denotaremos

esto con
T Z 9 (35)

si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. Para todo a € A se verifica que

m1(a) 2D ma(a) (3.6)

mé&s precisamente, que D(m) O D(my) y que la restriccién de m(a) a
D(m5) coincide con my(a) para todo a € A.

2. H(my) es un subespacio hilbertiano de H ().

Alternativamente, cuando m; sea una extension de 7o diremos que 7y es una
subrepresentacion de .
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Noétese que, en general, en la definicién de extension suele asumirse que
para que T, sea una subrepresentacion de m, H(my) debe ser un subespacio
cerrado de H(m), de modo tal que el producto escalar sobre H(ms) es la
restriccién a H(my) del producto escalar definido sobre H (7).

En nuestro caso estamos asumiendo que H(ms) es un subespacio hilber-
tiano de H(m;) en tanto subespacio topolégico, de modo que la estructura
métrica de ambos espacios puede, en principio, no coincidir.

Con el objeto de definir una nocién andloga a la de operador cerrado pero
en este caso para una representacion, es usual proveer al dominio de una dada
representaciéon m de una topologia particular, inducida por la accién del 4l-
gebra.

La correspondiente definicion es la siguiente.

Definicién 3.1.3: Sea 7 una representacién de A en H(w) y sea D(mw) C
H(7) su dominio. A la topologia localmente convexa sobre D(m) generada
por la familia de seminormas

Pa(@) = [I7(a)ol| (3.7)

para ¢ € D(m), en donde || - || es la norma sobre H(w) y a € A, la llamaremos
la topologia del grifico de A sobre D().

La topologia del grafico puede ser caracterizada en forma alternativa de
acuerdo con la siguiente proposicion.

Proposicién 3.1.4: Sea 7 una representacién de A en H(m) y sea D(m) C
H(7) su dominio. La topologia del grafico de A sobre D(7) es la més débil
de las topologias localmente convexas sobre D(7) de aquellas que hacen que,
para todo a € A, la inyeccién canénica de D(7) en su completacion relativa
a la topologia determinada por la norma

¢ = |l + [ m(a)oll (3.8)

sea una transformacion continua.

En consecuencia, la topologia del grafico puede interpretarse como una
topologia proyectiva en el sentido de la teoria de espacios vectoriales local-
mente convexos (ver, por ejemplo, [51]).

Cabe mencionar que si A es un algebra con unidad, la topologia del grafico
es siempre més fina que la topologia inducida por H(w) sobre D(r).
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Mas ain, es sencillo ver que la topologia del grafico esta generada por
una unica norma sobre H () si, y sélo si, para todo a € A, el operador m(a)
puede extenderse a un operador acotado (necesariamente tinico) sobre H ().

Definicién 3.1.5: Sea 7 una representacion de A en un espacio de Hilbert
H(m) con dominio D(7). Diremos que 7 es una representacién clausurable
de A si la imagen de cada elemento de A a través de m es un operador
clausurable, considerando a su dominio como D(w). Si D(7) es completo
cuando se lo equipa con la topologia del grafico diremos que 7 es una repre-
sentacion cerrrada de A.

Sea m una representacion clausurable de A y sea m(a) la clausura del
operador 7(a), asumiendo como dominio de 7(a) al mismo que hemos definido
para la representacion, sea cual fuere el elemento a € A que se considere.

Notaremos con D(7) a la completacién de D(7) en

() D(n(a)) (3.9)

respecto de la topologia del gréfico.
El espacio D(T) resulta ser un dominio para una representaciéon cerrada
de A en H(7) que extiende a 7 y que se define como sigue.

Definicién 3.1.6: Sea 7 una representacion clausurable de A en H () y sea
D(7) como antes. A la representacién 7 dada por

7m(a) = w(a) [ D(T) (3.10)
para cada a € A, la llamaremos la clausura de .

Es facil comprobar que 7 es una extension cerrada de m que es minimal
respecto del orden que hemos definido para las representaciones de una dada
algebra.

Por supuesto, se satisface que una representacion es cerrada si, y sélo si
es clausurable y coincide con su clausura.

Dado que nuestra intenciéon es estudiar a las representaciones de las alge-
bras involutivas, de ahora en mas asumiremos que A es una *-algebra.

Recordemos que un algebra se denomina una *-algebra si sobre A se ha
definido una involucion, esto es, un antiendomorfismo

a—a* (3.11)
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tal que
(ab)* = b*a* (3.12)
para todo par a,b € A,
()" =a (3.13)
para todo a € A, y tal que
e =e (3.14)

cuando A es unital.

De la misma manera en que es posible definir un operador adjunto para el
caso de un operador actuando en un espacio hilbertiano, para las representa-
ciones de *-algebras es posible construir una representacion con propiedades
analogas.

Definicién 3.1.7: Sea m una representacion de A en un espacio de Hilbert
H(7) y sea D(m) su dominio. Consideremos el conjunto

D(m*) = () D(x(a)*) (3.15)
acA
en donde 7(a)* es el operador adjunto de m(a) para cada a € A. Por tltimo,
sea H* la clausura de D(7*) en H. A la la representacién 7* de A en H* con
dominio D(7*) dada por

m(a) = mw(a*)* | D(7¥) (3.16)
para todo a € A, la llamaremos la representacion adjunta de .

La representacion adjunta de una representacién dada siempre es una re-
presentaciéon cerrada y es la méas grande de entre las representaciones 7 de
A en el espacio de Hilbert H* que satisfacen la igualdad

(@] 7(a) ) = (m(a”) & ] ¥) (3.17)

para todo a € A, ¢ € D(w) y todo ¢ € D(m).
Siguiendo la analogia con el caso de los operadores no acotados sobre
espacios de Hilbert, introduciremos los siguientes conceptos.

Definiciéon 3.1.8: Sea 7 una representacion de A. Diremos que 7 es adjun-
table si H = H*. Diremos que es bicerrada si coincide con la representacion

biadjunta de 7, esto es, si T = (7%)*.



3. Representaciones de *-dlgebras. 64

Todas las nociones que introdujimos hasta ahora motivan, por ultimo,
la siguiente definicion de representacion hermitica o *-representacion de una
*-algebra.

Definicién 3.1.9: Una representacion 7w de una *-algebra A en un espacio de
Hilbert H con dominio comin D(7) se dice una representacion hermitica o,
simplemente, una *-representacion de A, si m# C 7*. Dicho en otros términos,
si para todo ¢, 9 € D(7), se satisface que

(@] m(a)y) = (w(a®) | ) (3.18)
para todo a € A.

Como primera consecuencia que se desprende de la definicién, observamos
que toda *-representacién de A resulta automaticamente adjuntable.

Por otra parte, si se tiene que A es una *-dlgebra de Banach entonces una
*-representacion m de A en un espacio de Hilbert H es cerrada si, y sélo si
D(m) coincide con H.

Por 1ltimo, si 7 es una *-representacion de una *-algebra A en un espacio
hilbertiano H y D(w) = H, se tiene, a partir del teorema del gréfico cerrado,
que 7 es una representacion acotada, esto es, la imagen de A a través de w
estd incluida en el conjunto de operadores acotados sobre H.

Como sucede en el caso de los adjuntos de los operadores hermiticos
sobre un espacio de Hilbert, la representacion adjunta de una dada *-re-
presentacién m puede no ser una *-representacion. Sin embargo, y como ya
hemos mencionado, siempre serd una representacion cerada que extiende a
m. Mas atn, cada *-representacién que prolonga a 7 resulta necesariamente
una restriccién de 7*.

Definicién 3.1.10: Diremos que una *-representacion m de una *-algebra A
es maximal si toda *-representacién que extiende a 7 en el mismo espacio de
Hilbert coincide con ella. Diremos que es autoadjunta si

T=mn" (3.19)

Finalmente, una *-representacion 7 se dira que es esencialmente autoadjunta
si su clausura es una *-representacion autoadjunta, o sea, si

T=7" (3.20)
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Algunas de las propiedades mas importantes que presentan las *-repre-
sentaciones de *-algebras estan enunciadas en la siguiente proposicion.

Proposiciéon 3.1.11: Sea 7 una *

Hilbert H con dominio D().

-representacién de A en un espacio de

1. T y @ son ambas *-representaciones de A, y 1 C 7 C 7 C 7*. Més

ain, D(T) = (,eq D(7(a)).
2. 7 es una *-representacién autoadjunta si, y sélo si, D(7*) C D(m).

3. m* es una *-representacion autoadjunta si, y sélo si, es una *-represen-
tacion.

4. Si 7 es una *-representacion autoadjunta entonces es una representa-
ciéon maximal.

Demostracion: Ver [52], Prop. 8.1.12, pag. 205. O

Dada una coleccién de representaciones de una misma algebra A, un me-
canismo para generar nuevas representaciones resulta de considerar la suma
directa de las representaciones dadas.

Asumamos que {m; : i € I} es una familia de representaciones de A, y
notemos con H(m;) y D(m;), respectivamente, a los espacios hilbertianos y
los dominios en que estas representaciones estan definidas para cada i €
I. Sea H(m) = ®erH(m;) la suma directa de los elementos de la familia
{H(m;) :1 € I} y notemos con D(m) a la coleccién de elementos de H(7) de
la forma ¢ = (¢;);c;r en donde ¢; € D(m;) para cada ¢ € I. Por supuesto,
D(m) es un espacio denso en H (7).

Podemos, pues, introducir la siguiente definicion.

Definicién 3.1.12: A la representaciéon 7 en H(m) con dominio en D(7) que
resulta de hacer

m(a)p = (mi(a)9i);cr (3.21)

para todo a € A, la llamaremos la suma directa de la familia {m; : i € I} y

r=Fm (3.22)

la notaremos con
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Es inmediato de la definicién que @®;c;m; es clausurable si, y sélo si cada
m; lo es y ademas se satisface bajo estas condiciones que

t=P# (3.23)
Por otra parte, si suponemos que A es una *-algebra se tiene que

= (3.24)
iel
y, por supuesto, @;crm; resulta adjuntable, bicerrada, hermitica, esencial-
mente autoadjunta, o autoadjunta si, y solo si cada m; es, respectivamente,
adjuntable, bicerrada, hermitica, esencialmente autoadjunta, o autoadjunta,
para cada 7 € I.

Definicién 3.1.13: Dado un subespacio lineal S de D(7), diremos que es
invariante frente a la accién de 7 si m(a)S C S para todo a € A. Dado un
subespacio cerrado K de H(w) diremos que éste es invariante frente a la
accién de la representacion si existe un subespacio lineal de D(w) denso en
K e invariante frente a 7.

Comentario. Cabe remarcar en este punto la diferencia entre ambos con-
ceptos de invariancia.

La definicion precedente queda justificada si se observa que dado un sub-
espacio lineal S de D(m) invariante frente a la accién de 7, la restriccién de
m a S define una nueva representacion, subrepresentacion de 7, en el espacio
hilbertiano que resulta de completar S en H (7).

Reciprocamente, si se tiene un subespacio cerado K de H(w) invariante
frente a 7 y se considera al conjunto D (m) formado por todos los elementos
¢ € D(m) N K tales que m(a)¢ € K para todo a € A, se tiene que Dg(7)
es el subespacio lineal més grande en el sentido de la inclusion de D(w) N
K invariante por 7 y siendo éste denso en K, resulta ser un dominio, por
restriccion, de una subrepresentacion de m en K.

Ahora bien, siguiendo con este ultimo caso, aunque K sea invariante
frente a la accion de 7 esto no es necesariamente cierto para el complemento
ortogonal de K en H ().

Asimismo, no es cierto en general que D(7) N K sea invariante frente a
la accién de w, de manera que no coincide con D ().
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Estas situaciones no se producen si se esta bajo las hipotesis de la siguiente
definicion.

Definicién 3.1.14: Seas S un subespacio lineal de D(7) y K un subespacio
cerrado de H (). Diremos que S, respectivamente K, reducen a la represen-
tacién 7 si existen representaciones m; y m de A tales que m = m D mo y
S = D(m), respectivamente K = H(m).

Mencionaremos algunas consecuencias inmediatas de la definicién ante-
rior.

Sea S un subespacio lineal de D(). Entonces se tiene que S reduce a 7
si, v sélo si la completacion de S es un subespacio invariante frente a 7 de
H(7) y su intersecciéon con D(m) coincide con S.

Por otra parte, si K es un subespacio cerrado de H(w) que reduce a 7
entonces K es invariante por m, se satisface que el dominio de la correspon-
diente subrepresentacién coincide con D(m) N K y este dltimo espacio reduce
a .

Miés atin, es facil verificar que un subespacio cerrado K de H(7) reduce a
7 si, y sélo si D(m)NK y D(m) N K+ son invariantes frente a m y Py D (1) C
D(m), en donde Pk es el proyector ortogonal sobre K.

Definicién 3.1.15: Una representacion 7 se denomina irreducible si los tini-
cos subespacios lineales de D(m) que la reducen son {0} y D(7).

El siguiente lema caracteriza a las representaciones irreducibles.

Lema 3.1.16: Para cualquier representacién m de A los siguientes enuncia-
dos son equivalentes.

1. 7 es irreducible.

2. Cada descomposicion m = m; @ w9 de m como suma directa de m y o
implica que H(m;) = {0} o bien H(my) = {0}.

3. Cada descomposicién m = m; @ 79 de m como suma directa de m y 7o
implica que H(m ) = H(m) o bien H(my) = H ().

4. Los tnicos subespacios cerrados de H(m) que reducen a m son {0} y
H(m).
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Demostracion:  La demostracién de este lema puede verse en [52], Lema
8.3.5, pag. 214. O

Por 1ltimo, y en funciéon de lo que veremos en las secciones que siguen,
introducimos el siguiente concepto.

Definicién 3.1.17: Sea 7 una *-representacién de una *-algebra A sobre un
espacio de Hilbert H y sea D(7) su dominio. Un vector ¢ € D(m) se dice
que es débilmente ciclico o simplemente, un vector ciclico de 7 si el conjunto
{m(a)$ : a € A} es denso en H, en cuyo caso la representacién se dird que
es una representacion ciclica. Si {m(a) ¢ : a € A} es denso en D(7) cuando
éste esta equipado con la topologia del grafico, entonces diremos que ¢ es un
vector fueretemente ciclico de m. Una *-representacién m que tenga un vector
fuertemente ciclico se dird que es una representacion fuertemente ciclica.

Asumamos que 7 es una *-representacién de una *-dlgebra A en un espacio
hilbertiano H y sea ¢ un elemento cualquiera de D(7). Sea 7 la restriccion
de 7 sobre {m(a) ¢ : a € A}. Se tiene luego que ¢ es un vector fuertemente
ciclico si, y solo si la clausura de 7 es una extension de .

3.2.  Funcionales positivas y estados de una *-algebra.

Dada una *-dlgebra A existen multiples posibilidades para establecer un
orden parcial en A. El mas habitual de estos ordenamientos es el que se define
a continuacion.

Definicién 3.2.1: Sea A una *-algebra sobre C y sea x un elemento de A.
Diremos que a es positivo, y escribiremos a > 0, si, y sé6lo si existe b € A tal
que a = b*b.

Al cono de elementos positivos de A lo notaremos I', de manera que
tenemos

I'={a€A:3be A a =10} (3.25)

y dados a,b € A diremos que a supera a b, esto es, a > b, cuando

a—beT (3.26)
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Comentario. Como acabamos de mencionar, esta no es la unica forma de
establecer un orden parcial en una *-adlgebra. Otra forma es definir un or-
den espectral, esto es, definir como positivo a todo elemento cuyo espectro
esta contenido en el conjunto de los niimeros reales positivos. En principio,
no es cierto que ambos ordenamientos coincidan, si bien tipicamente es el
caso.

Ahora bien, establecido un orden en A es posible definir, en consecuencia,
un orden parcial en el espacio antidual de A del siguiente modo.

Definicién 3.2.2: Una funcional lineal w sobre A se dice que es una funcio-
nal positiva si la imagen de I' a través de w estd incluida en el conjunto de
los reales no negativos, o sea, si para todo a € A se satisface que

(a*a,w) >0 (3.27)

Un elemento de A se dira positivo si es imagen a través del antiisomorfismo
canénico entre A’ y A* de una funcional positiva.

En adelante, y en virtud de este antiisomorfismo, no haremos distinciéon
entre los elementos del espacio dual y los elementos del espacio antidual, de
manera que cada vez que hablemos de funcionales positivas debera entenderse
elementos del espacio antidual que son imagen a través de este antiisomor-
fismo de alguna funcional positiva.

Tendremos, pues, que w € A* es positivo si se verifica que para todo
a € A,

(a*alw) >0 (3.28)

Un concepto que resulta de particular interés en fisica estda vinculado
estrechamente al de funcionales positivas y es el siguiente.

Definicién 3.2.3: Sea w una funcional positiva sobre una *-dlgebra A con
unidad. Si w es continua, esto es, pertenece al espacio antidual topolégico de
A, vy la imagen de la unidad en A a través de w es 1, se dice que w es un
estado sobre A.

Las funcionales positivas continuas y, en particular, los estados sobre una
*-algebra, juegan un papel central en el estudio de sus representaciones, de
manera que sera conveniente repasar algunas de sus propiedades fundamen-
tales.
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Proposicién 3.2.4: Sea A una *-algebra con unidad.

1. Si w es una funcional positiva sobre A, para todo a € A se satisface
que
(a"|w) = (alw) (3.29)

2. Dada una funcional positiva w sobre A, se satisface la desigualdad de
Cauchy-Schwarz, esto es, para todo par a,b € A se tiene que

[(@*blo)? < {a*alw) (*blw) (3.30)

3. Dadas dos funcionales positivas sobre A, w; y ws, se verifica que w; < wy
si, y solo si
(a*alwy) < (a*a|ws) (3.31)

para todo a € A.

Demostracién: Ver [45], pag. 921 y [45], Lema 9.4.3, pag. 923. O

3.3. El teorema de Gel’fand-Naimark-Segal en *-algebras

topologicas.

Todas las definiciones que introdujimos en las subsecciones precedentes
permiten finalmente enunciar y demostrar el teorema de Gel’fand, Naimark
y Segal extendido al caso de las *-algebras localmente convexas.

Antes de formular este teorema, intruduciremos un ultimo concepto y
demostraremos un lema que nos resultara util.

Definicién 3.3.1: Sea 7w una representacion de un algebra topologica A en
un espacio de Hilbert H(m) con dominio denso D(r). Se dice que 7 es débil-
mente continua si para todo a € A se satisface que

a— (¢|w(a)y) (3.32)

es continua en tanto funcional sobre A para cada par de elementos ¢, €
D(m).
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Polarizacion de por medio, se tiene que una representaciéon es débilmente
continua si y sélo si se satisface que la funcional sobre A dada por

a — (¢[m(a)9) (3.33)

para cada ¢ € D(m) es continua.

Lema 3.3.2: Sea A una *-algebra. Si w es una funcional positiva sobre A,
entonces el conjunto

N, ={a € A: (a*alw) =0} (3.34)

es un ideal a izquierda del algebra A, ideal al que se conoce con el nombre de
ideal de Gel’fand. Si A es una algebra topoldgica cuasicompleta y w es una
funcional continua, N, es un ideal cerrado de A.

Demostracion: Consideremos dos elementos cualesquiera de N, a y b. En-
tonces, en primer lugar tenemos que

{((a+b)*(a+b)|w) = (a*a+ a*b+ b"a + b*b|lw) = 2Re (a*b|w) (3.35)
Pero dado que
Re (a*blw) < (a*alw)'’* (b*blw)/? =0 (3.36)

se tiene que
((a+b)*(a+b)|w) =0 (3.37)

y con ello resulta que a +b € N,
Por otra parte, es evidente que si A € C y a € N, entonces Aa € N,,.
Por 1ltimo, para todo a € A, dado b en N, se satisface que

((ab)*(ab)|w) = (b* (a*ab) |w) (3.38)
y dado que de la ecuacién (3.30) se tiene que
(b* (a*ab) |w) < (b*bjw)"? ((a*ab)* (a*ab) |w)"* = 0 (3.39)

resulta que
((ab)*(ab)|lw) =0 (3.40)

y ab € N,,.
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Esto demuestra que IV, es un ideal a izquierda de A.
La clausura de N, cuando A es cuasicompleta resulta inmediatamente de
la continuidad de w. 0

El siguiente teorema fue originalmente demostrado por Gel’fand y Nai-
mark e independientemente por Segal para el caso de las C*-algebras. Se
trata de uno de los pilares de la teoria de representacién de estas algebras y
puede reformularse para el caso de las *-algebras topoldgicas de la siguiente
manera.

Teorema 3.3.3: Para cada funcional positiva continua w de una *-algebra
localmente convexa con unidad A existe una *-representacién cerrada débil-
mente continua fuertemente ciclica m, de A sobre un espacio de Hilbert H,,
tal que, para todo a € A,

(a|w> = <¢w ‘ 7Tw<a)¢w) (3.41)

en donde ¢, € D(m,) = D, es un vector fuertemente ciclico de 7.

La representacion m, estd determinada por w a menos de equivalencia
unitaria.

Maés aun, se satisface que la representacion m, es irreducible si, y solo si
w es extremal o indescomponible.

Demostracion: La demostracion de este teorema para el caso de *-algebras
topoldgicas en general presenta similitudes con la correspondiente para el
caso de las C*-algebras, demostracion que puede consultarse, por ejemplo, en
[11].

Consideremos la forma sobre A x A dada por

(a,b) — (a*blw) (3.42)

en donde a,b € A.

Esta forma es, evidentemente, una forma sesquilineal y de la positividad
de w se desprende que es, ademéds, no negativa, de manera que define sobre
A un producto interno semidefinido.

Si con D,, notamos al espacio que resulta de dividir a A por N, o sea

D, = A/N, (3.43)
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y con p a la proyeccién canénica de A sobre D, tenemos que la forma sobre
f)w X l~7w dada por
(pa, pb) = {a"blw) (3.44)

resulta bien definida, dado que N,, es un ideal a izquierda de A (ver Lema
3.3.2).

Se tiene, pues, que la ecuacion (3.44) determina un producto interno sobre
D,

Teniendo en cuenta, nuevamente, que N, es un ideal a izquierda de A,
dados by,by € A se tiene que p(b;) = p(by) implica siempre que p(ab;) =
p(aby), paratodo a € A. Con ello, si a es cualquier elemento de A, la expresién

7, (a)(pb) = p(ab) (3.45)

con b € A, define, sin ambigiiedades, un operador lineal de D, en si mismo.
Demostraremos ahora que la aplicacién

a— 7,(a) (3.46)

es una *-representacién de A con dominio D, = D(7,) en el espacio de
Hilbert H,, que resulta de completar a D,, respecto de la norma que se deriva
del producto interno (3.44).

En primer lugar se tiene que, para toda terna de elementos a,b,c € A, se
satisface que

7w (ab)(pe) = plabe) = 7, (a)(p(be)) = 7o (@) (b) (pe) (3.47)

de manera que la acciéon de 7, sobre D, es multiplicativa.
Ademas, se verifica que

(pa, 7 (b) (pe)) = (pa, p(be)) = w(abe) (3.48)
para a,b,c € A, pero considerando que
w(a*be) = w((b*a)*c) = (p(ba), pc) = (7, (b")(pa), pc) (3.49)
se tiene que
(pa, T (b) (pe)) = (7 (b")(pa), pc) (3.50)

Dado que la linealidad de la aplicacién 7, : A — L(D,,) es evidente,
lo mismo que el hecho de que 7,(e) = 1, resulta que 7, es, en efecto, una
*_representacion de A con dominio D,, en el espacio de Hilbert H.,.
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Ahora bien, si se define ¢, = pe, es claro que (Ao, = D,,, de manera
que ¢,, es un vector ciclico de 7.
Por otra parte, se satisface que

(alw) = (pelpa) = (pelp(ac)) = (dul7u(a)d. ) (3.51)

para todo a € A.

Resta, luego, demostrar la unicidad de la representacién a menos de equi-
valencia unitaria.

Asumiendo que existe otra *-representacion 7’ de A tal que, para toda
a € A, se satisface que (a|w) = (¢'|7'(a)¢’), siendo ¢’ un cierto vector ciclico
de 7', tenemos que

I (@)'||* = (x'(a)¢' |7 (@)¢) = (¢ |’ (a"a)¢) = {a*alw) (3.52)

2
, de modo que la transformacién

ﬁw(a)q;w

expresion que coincide con ’

U(r'(a)¢) = Fuhu (3.53)

define una aplicacién isométrica de 7/(A)¢ en D,,, que se extiende por conti-
nuidad a un operador unitario de H(7'), completacién de 7(A)¢, sobre H,,,
de donde resulta que 7’ es unitariamente equivalente a 7.

Con ésto hemos demostrado que dada una funcional positiva w sobre una
*-algebra A existe una *-representacion ciclica 7, de A y un vector ciclico (ﬁu
tal que se satisface la ecuacién (3.51), y que esta representacién en tunica a
menos de equivalencia unitaria.

Notese que hasta este punto de la discusion la condicién de élgebra to-
polégica de A no entrd en juego, asi como tampoco ninguna propiedad de
la representacion que pudiera estar relacionada, como su continuidad o su
clausura.

Sea 7, la representacién que es clausura de 7.

Notemos con D,, al dominio de .

La demostracion de que 7, es una *-representacion ciclica de A en H, =
H.,,, que tiene por vector ciclico a ¢, = b, tal que se satisface la ecuacién
(3.41), resulta inmediatamente de lo que hemos discutido hasta ahora.

Que 7, es una representacion fuertemente ciclica resulta de notar que ¢,,
es, efectivamente, un vector fuertemente ciclico de 7, ya que, por definicion,

D, = Tw(A)p, = m,(A)P, es denso en D,,.
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El hecho de que 7, es débilmente continua se deduce inmediatamente de
la continuidad de la funcional

(alo) = (Bulfu(@)bs) = (Gulmu(a)s) (3.54)

Queda, pues, por demostrar la unidicidad de .

Asumamos que existe una segunda *-representacién 7’ de A que satisface
todas las hipdtesis del teorema y sea ¢’ un vector fuertemente ciclico de 7'

La representacion que resulta de restringir a @’ sobre w(A)¢’ es, como ya
demostramos, unitariamente equivalente a 7, de donde resulta que existe
una isometria U que correlaciona a esta restriccion con 7.

De ([52], Prop. 8.2.2. (iv), pag. 137), en donde se demuestra que todo
operador acotado que correlaciona a dos representaciones se extiende univo-
camente a un operador que correlaciona a las respectivas clausuras, resulta,
finalmente, que U se extiende a un operador unitario que correlaciona a 7’
con 7, que es lo que queriamos demostrar.

Respecto de la irreducibilidad de la representacién cuando la funcional w
es extremal, la demostracion no presenta diferencias respecto de la demos-
tracién para el caso de las C*-algebras, de manera que referimos a [11]. U



4. REPRESENTACIONES CiCLICAS Y SUBESPACIOS
HILBERTTANOS.

La generalizacion del teorema de Gel’fand, Naimark y Segal para el caso
de las *-algebras localmente convexas que presentamos en el capitulo ante-
rior, asi como las versiones de este teorema que aparecen en [47] y en [52],
presentan una deficiencia en lo que a la naturaleza topoldgica de los espacios
involucrados se refiere.

En efecto, el inico aspecto del resultado en que la topologia del algebra
en cuestién resulta importante es en funcion de demostrar la continuidad
débil de las *-representaciones que se obtienen.

Es interesante destacar que incluso en la formulacién original del teore-
ma GNS, el hecho de que la topologia del dlgebra esté determinada por una
C*-norma sélo contribuye a la caracterizacién de las representaciones ciclicas
en lo que respecta a la continuidad de tales representaciones, y ésto se des-
prende de que la positividad de una funcional sobre una C*-algebra garantiza
automéaticamente su continuidad!.

Esta situacion para *-algebras en general se puede analizar desde dos
perspectivas diferentes.

En primer lugar, las definiciones de representacién y de *-representacion
de *-algebras que repasamos en el capitulo anterior estan inspiradas en la
teoria de operadores no acotados sobre espacios hilbertianos. Estas defini-
ciones, si bien resultan satisfactorias a la hora de generalizar resultados im-
portantes de la teoria de representacion de algebras de operadores acotados,
presentan un inconveniente que asimismo estd manifiesto en la teoria de ope-
radores no acotados, y es la arbitrariedad del dominio que se considera para
cada representacion.

Salvo por la definicion de la topologia del grafico, que sélo es relevante
en lo que respecta a la clausura de una representaciéon dada, los dominios

1 Para una discusién més detallada acerca de los teoremas de continuidad automética
en algebras topoldgicas en general referimos a [37] y a [65].
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de definicién estan poco caracterizados en tanto espacios topoldgicos y este
hecho es, en tltima instancia, el que deja en segundo plano a la topologia del
algebra como variable del problema de la descripcién de sus representaciones
ciclicas.

Por otra parte, y como ya mencionamos, el teorema GNS muestra que
es posible establecer una correspondencia biunivoca entre la coleccién de
funcionales continuas positivas sobre una *-algebra y la familia de las clases
de equivalencia unitaria de sus *-representaciones cerradas débilmente con-
tinuas fuertemente ciclicas. El primero de estos espacios es topologizable
naturalmente como subconjunto del espacio antidual del algebra no asi el
segundo. Resulta sugestivo que en ninguna referencia importante al teorema
GNS exista interés por transportar una estructura topoldgica al conjunto de
representaciones ciclicas y hacer de la biyeccion GNS un isomorfismo.

En funciéon de estas observaciones hemos encontrado que a la hora de
estudiar sisteméticamente a las representaciones ciclicas de las *-algebras to-
poldgicas resulta conveniente considerar aquellas representaciones que se ob-
tienen de restringir representaciones separable y fuertemente continuas sobre
espacios topoldgicos diferentes de los espacios de Hilbert que suelen tenerse
exclusivamente en cuenta. Esta restriccion la haremos sobre los subespacios
densamente invariantes de ciertos subespacios hilbertianos contenidos conti-
nuamente en él.

Explicitamente, dada una representacién separable y fuertemente conti-
nua 7 de una *-dlgebra topoldgica A sobre un espacio vectorial localmente
convexo E, consideraremos las *-representaciones de A sobre cada subespacio
hilbertiano 7*-estable H de E (ver Def. 4.1.1) que resultan de restringir a la
representacién original sobre hE* | siendo h el nicleo reproductivo de H.

Destacamos que la idea de emplear representaciones fuertemente conti-
nuas sobre espacios vectoriales topoldgicos en funcion de estudiar las propie-
dades que estas representaciones tienen cuando son restringidas a sus subes-
pacios hilbertianos estd inspirada en [41], referencia en la que para analizar
las caracteristicas de los operadores no acotados sobre un espacio de Hil-
bert se emplea, asimismo, un espacio topolégico que lo contiene continua y
densamente.

En lo que resta del capitulo, E serd un espacio vectorial topoldgico local-
mente convexo Hausdorff separable y H sera un subespacio hilbertiano de
E. Notaremos con j a la inclusiéon canénica de H en E y con h al ntucleo
reproductivo de H.
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A menos que resulte necesario, evitaremos hacer referencia al antiisomor-
fismo canénico, 6, entre H* y H.

4.1. Subespacios hilbertianos estables.

Sea A una *-algebra localmente convexa con unidad.
Asumamos que 7w es una representacién de A separable y fuertemente
continua sobre el espacio vectorial £ dada por

(a,€) = m(a)¢ (4.1)

endondea € Ay € FE.

La accién de A que define 7 sobre E permite, asimismo, definir en forma
natural una accién 7 sobre el espacio antidual de £, E*, compatible con la
involucion en A, dada por

7 (a)r =7 (a*)* x (4.2)

para todo a € A y todo x € E*.

Comentario. Notese que es esencial involucionar al elemento del dlgebra
antes de adjuntar su accién en orden de obtener una accién sobre E* que sea

multiplicativa, o sea, que sea estrictamente una representacion de A sobre
E*.

Cuando se equipa a E* con la topologia débil la accién de A sobre el
antidual resulta separablemente continua. En el caso en que A es tonelada,
si se equipa a E* con la topologia fuerte, 7* también es separablemente
continua.

Introducimos la siguiente definicion.

Definicién 4.1.1: Sea 7 un representacién separable y fuertemente conti-
nua de A sobre E. Sea H un subespacio hilbertiano de E. Diremos que H es
estable frente a la accion de A a través de m, o simplemente, que es w-estable,

si se satisface que
wh Ch (4.3)

en donde con esto queremos indicar que para todo z € E* y todo a € A
existe un elemento y € E* tal que

m(a)hx = hy (4.4)
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Diremos que H es *-estable frente a la accion de A a través de m o 7*-
estable si se tiene que

wh = ht* (4.5)

o sea, si para todo x € E* y todo a € A se satisface que
m(a)hz = hr™(a)x (4.6)

Evidentemente, la *-estabilidad de un subespacio hilbertiano implica su
estabilidad.

Asimismo, si un subespacio hilbertiano H de E es m-estable, entonces es
invariante frente a la accion de 7.

Si tenemos que H es un subespacio hilbertiano de E m-estable podemos
definir la accién de A sobre hE* por restriccion, y con ello obtenemos una
representacién de A en H a la que notaremos my. El dominio de my es 7% E*,
conjunto al que en adelante notaremos Dy.

Si ademas H es m*-invariante, podemos dar explicitamente esta accién a
través de la siguiente ecuacion

mo(a)j x =771 (a)x (4.7)
para todo x € E* y todo a € A, o bien, escribiendo formalmente
mo(a)hx = h™(a)x (4.8)

Es importante destacar que si bien esta ultima ecuacion es idéntica a la
ecuacién (4.6), mientras que la ecuacién (4.6) expresa una propiedad de una
representacion continua sobre E*| la ecuacion (4.8), previa identificacién de
H con la completacion de hE* en E, define la acciéon de A sobre H a través
de m.

Respecto de la representacién que queda asi definida, podemos demostrar
la siguiente proposicion.

Proposicién 4.1.2: Sean F un espacio vectorial topoldogio localmente con-
vexo Hausdorff separable cuasicompleto y H un subespacio hilbertiano de E.
Sean A una *-algebra topoldgica y m una representacion continua de A en E
tal que H es *-invariante frente a la accion de A a través de m. Entonces, la
ecuacion (4.7) define una *-representacién de A en H.
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Demostracion: Dado un elemento cualquiera a € A, definimos los siguientes

conjuntos:
M, ={¢ € H|F € H:x(a)jp = ji} (4.9)
y el espacio dado por
M= ()M, (4.10)
acA

Es evidente que M es un subespacio lineal de H que contiene a Dy.

Consideremos un elemento z € E* y un elemento cualquiera ¢ de M.

Dado que 5 y 7% son débilmente continuas y j7*E* es denso en H, se
satisface que, para todo ¢ € H y todo y € E*,

(7*yle) = (ylio) (4.11)
de donde resulta que
(mo(@)j*z|¢) = (57 (a)x|6) = (7" (a)e|jo) (4.12)
y con ello se tiene que
(mo(a)s*x|¢) = (x|m(a*)je) (4.13)
Por otra parte,
(z|m(a*)jg) = (z|jmo(a*)d) = (5 z|mo(a")9) (4.14)

en donde hemos usado que ¢ € M.
Tenemos, pues, que

(mo(a)j*x|e) = (5*x|mo(a®)9) (4.15)
o sea, se tiene que ¢ pertenece al dominio de my(a)* y que
jmo(a) ¢ = m(a”)jo (4.16)

para todo ¢ € M«.
Reciprocamente, si ¢ pertenece al dominio de my(a)*, entonces

(x]jmo(a) @) = (57 @[mo(a)*d) = (mo(a)j™x|¢) = (j 7" (a)z|¢)  (4.17)

Pero como

(77 (a)z]¢) = (7" (a)zljp) = (z|m(a*)j¢) (4.18)
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se tiene que
(zljmo(a) @) = (x|m(a”)jo) (4.19)

de modo que 7(a*)jop = jmo(a)*¢ € H y con ello ¢ € M.

Hemos demostrado que M,- es el dominio maximal de my(a)* y, en con-
secuencia, que M es el dominio de 7.

Ahora bien, como M es un subespacio de H que contiene densamente a
Dy, resulta que 7 es una extensién de my y de ello se deduce, finalmente,
que 7y es una *-representacion de A sobre H. O

En la seccién que sigue usaremos este resultado para demostrar que las
representaciones GNS se pueden obtener siempre como restricciones de la
accién antidual regular de A sobre A*.

4.2.  Correspondencia entre formas positivas y niicleos.

Nuestra intencion en esta seccién es demostrar que toda funcional positiva
continua w sobre una *-algebra localmente convexa con unidad A define,
candénicamente, un subespacio hilbertiano H,, de A* que es *-invariante frente
a la accién antidual regular izquierda de A.

Si con j, notamos a la inclusion de H,, en A*, veremos que la restriccion
de la representacion de A que queda asi definida en A* sobre j,A C H,
resulta, en virtud de la proposicion que acabamos de demostrar, una *-re-
presentacién de A en H,, que es débilmente continua y fuertemente ciclica,
y con ello, resulta unitariamente equivalente a la representacién GNS de A
correspondiente a w.

Dicho en otros términos, en lugar de hacer la construccién GNS proyec-
tando al algebra sobre el dominio de la representacion, la haremos inyectando
al espacio de representacién en el antidual.

La accion regular izquiera de A, esto es, la accién de A sobre si misma
por multiplicacion a izquierda, define una acciéon de A sobre su antidual, a
la que llamaremos la accion antidual reqular izquierda de A, de acuerdo con
la siguiente expresion:

(blaw) = (a*b|w) (4.20)

en donde w es cualquier elemento en A* y a,b € A.
Dado que la accién regular es separable y fuertemente continua sobre A,
la respectiva accién antidual es también una representacién continua de A
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sobre A* cuando se provee a A* de la topologia débil o, alternativamente, si
se provee a A* de la topologia fuerte en el caso en que A es tonelada, cosa
que asumiremos de ahora en mas.

De la misma manera en que se define la acciéon antidual regular izquier-
da de A es posible definir una accién antidual regular derecha mediante la
siguiente expresion:

(blwa) = (ba*|w) (4.21)

para w € A* y a,b € A, pero esta accién no constituye una representacion
de A.

Cabe aclarar que si bien la ecuacién (4.21) no define estrictamente una
representacién de A, si determina una representacién sobre A* de A, anti-
espacio de A, cuando a éste se lo equipa con la estructura de *-algebra que
hace de la conjugacion un *~homomorfismo, o sea, si se define una involucion
sobre A mediante la siguiente expresién:

(©a)* = Oa* (4.22)

en donde O es el antiisomorfismo canénico entre Ay Ay a € A. En efecto,
la correspondencia de (A, AX) en A* dada por

(Oa,w) — wa (4.23)

es, estrictamente hablando, una representacion.

Comentario. Esta involucién no nos permitird, en general, identificar a A
con A (ver Ejemplo 2.1.5). Sin embargo, en lo que sigue evitaremos hacer
mencion explicita a este hecho y cuando hablemos de la representacion que
determina la accién antidual regular derecha de A deberd entenderse la re-
presentacién de A que esta accién define sobre A*.

Sea w una funcional continua positiva sobre A, de manera que tenemos
que
(a*alw) >0 (4.24)

para todo a € A.

De la continuidad de w y de la continuidad de la accién antidual regular
izquierda de A resulta que la forma sesquilineal h, sobre A x A definida a
través de la siguiente férmula

ho(a,b) = (a*b|w) (4.25)
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para a,b € A, es separablemente continua. Lo mismo ocurre si consideramos
el operador h,, de A en A* asociado a la forma (4.25) dado por

hy,a = aw (4.26)

que resulta débilmente continuo.
Més atin, la positividad de w implica la positividad (y hermiticidad) de
h.,. En efecto, dado que para toda funcional positiva w se cumple que

(a*w) = {alw) (4.27)

para todo a € A, tenemos que

(blh,a) = (a"blw) = ((b*a)*|w) = (b*a|w) = (a|h,b) (4.28)

para todo par de elementos a,b € A, de donde resulta que h,, es hermitico.
Por otra parte,
{(alhya) = (a"a|w) >0 (4.29)

para todo a € A, y con esto se comprueba que h,, es positivo.

Entonces, si identificamos a A** con A, la ecuacién (4.26) determina un
ntcleo? positivo relativo a AX que es reproductivo de un subespacio hilber-
tiano de A, al que notaremos de ahora en adelante con H,, del cual es facil
demostrar que es *-estable frente a la accion antidual regular izquierda de A.

En efecto, si a es un elemento cualquiera de A, se tiene que

ah,b = a(bw) = (ab)w = h,ab (4.30)

para todo b € A, o sea,
ah, = hya (4.31)

para todo a € A.

Consideremos finalmente la clausura de la *-representaciéon de A sobre
H,, que resulta de restringir a la accién antidual regular izquierda de A sobre
ho,A = {aw :a € A} como en la seccién anterior. A esta representaciéon la
notaremos .

El dominio D, C H, de 7, es la clausura de jA en H, respecto de la
topologia del grafico, en donde j, es la inclusién canénica de H, en A*.

2 Recordemos que estamos asumiendo que A es una *-algebra tonelada, de manera que
A* es un espacio cuasicompleto.
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Como ya adelantamos, es posible demostrar que la representacion que
acabamos de definir es unitariamente equivalente a la representaciéon GNS
asociada a w. Basta ver para ello que la representacion es fuertemente ciclica
y débilmente continua.

Ahora bien, dado que

ho,A = Ah,e = Aw (4.32)

se tiene que el vector
Q. =je (4.33)

es ciclico para 7.

Si asumimos, ademads, que A es cuasicompleta tenemos que €), es un
vector fuertemente ciclico de 7.

Por otra parte, de la continuidad de w se deduce la continuidad débil de
T, ya que es evidente que se verifica la siguiente identidad:

<a|w> = (Qw|7rw(a)Qw) (4.34)

para todo a € A.

Esta caracterizacion de las representaciones GNS para algebras localmen-
te convexas toneladas cuasicompletas con unidad es alternativa a la que pre-
sentamos en el capitulo anterior pero tiene la virtud de poner en evidencia no
solo la correspondencia entre representaciones ciclicas y funcionales positivas
sino también una correspondencia entre éstas, los subespacios hilbertianos in-
mersos en el antidual del dlgebra que se representa y los respectivos nucleos
reproductivos.

A continuacién presentamos uno de los resultados importantes del trabajo
en el que se muestra que esta multiple correspondencia es una biyeccién.

Teorema 4.2.1: Sea A una *-algebra topolédgica localmente convexa tone-
lada cuasicompleta con unidad. Entonces, existe una biyeccion entre los si-
guientes conjuntos:

1. La familia de clases de equivalencia unitaria, Cycl(A), de las *-repre-
sentaciones cerradas débilmente continuas fuertemente ciclicas de A.

2. El conjunto de formas lineales positivas continuas sobre A.
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3. El conjunto de subespacios hilbertianos del espacio antidual topolé-
gico de A, A*, que son *-estables frente a la acciéon antidual regular
izquierda de A.

4. La coleccion de nucleos positivos relativos a A* que son *-estables frente
a la accién antidual regular izquierda de A.

Demostracion: La biyeccién entre 1. y 2. es precisamente la que estda dada
por la construccion GNS, de manera que remitimos a la demostracién del
Teorema 3.3.3

Por otra parte, el hecho de que A sea tonelada garantiza la cuasicom-
pletitud de A*, de manera que estamos bajo las hipdtesis de la teoria de
subespacios hilbertianos de Schwartz y la biyeccién entre 3. y 4. es uno de
sus resultados.

Queda, entonces, por demostrar, por ejemplo, que esta correspondencia
entre funcionales positivas continuas y nicleos *-estables frente a la accion
antidual regular izquierda de A es una biyeccion.

Dado un ntcleo reprocuctivo® h : A — A, *-estable frente a la accién de
A sobre A*, definimos

w = he (4.35)

en donde e es la unidad de A.

Queremos ver que el nicleo reproductivo que esta funcional define coin-
cide con h.

Pero esto resulta de notar que, para toda a € A,

h,a = aw = ahe = h(ae) = ha (4.36)

Inversamente, sea w una funcional positiva continua sobre A y h,, el niicleo
reproductivo asociado.

Evidentemente se tiene que h,e coincide con w, y con esto queda demos-
trado el teorema. 0

Uno de los aspectos mas interesantes que se desprenden de este teorema
es que sobre la familia de clases de equivalencia unitaria de las *-represen-
taciones cerradas fuertemente ciclicas débilmente continuas de una *-algebra
tonelada cuasicompleta con unidad A, a la cual notaremos de ahora en mas

3 Volvemos a remarcar el hecho de que estamos siempre identificando a A con A**.
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Cycl(A), es posible definir una estructura de cono regular estrictamente con-
vexo de modo tal que la biyeccion miltiple a la que se hace referencia preser-
va la estructura de cono que hereda la coleccién de subespacios hilbertianos
Hilba(A*) de A* que son *-estables frente a la accién antidual regular iz-
quierda de A en tanto subcono de Hilb(A*). Dicho de otra forma, es posible
hacer de estas multiples biyecciones isomorfismos de conos.

Discutiremos este tema en la siguiente seccién.

4.3. Estructura conica del espacio de representaciones ciclicas.

Como acabamos de mencionar, es posible definir sobre la coleccion de
clases de equivalencia unitaria de las *-representaciones cerradas débilmente
continuas fuertemente ciclicas de una *-dlgebra localmente convexa tonelada
A, Cycl(A), una estructura de cono estrictamente convexo regular tal que
la multiple biyeccién cuya existencia hemos demostrado en el teorema 4.2.1
preserva esta estructura.

En efecto, consideremos las siguientes definiciones.

1. Ley de multiplicacién exterior sobre Cycl(A) por niimeros rea-
les no negativos.

Sea m una *-representacion cerrada débilmente continua fuertemente
ciclica de una *-algebra localmente convexa tonelada cuasicompleta con
unidad A sobre el espacio de Hilbert H. Sean D el dominio de 7.
Finalmente, sea €2 un vector ciclico de la representacién.

Identificaremos a H como subespacio hilbertiano de A* *-estable frente
a la accién antidual regular izquierda de A de acuerdo con el Teore-
ma 4.2.1, esto es, identificaremos a 7 con la representacién GNS que
pertenece a la correspondiente clase de equivalencia.

Dado un numero real positivo A, definiremos a la representacion Aw
como la representacién sobre AH con igual dominio que 7 tal que su
accion sobre D coincide algebraicamente con la de 7, o sea, tal que

(Am)(a)p = m(a)¢ (4.37)

para todo ¢ € D y todo a € A.

4 Dado que estamos identificando a H como subespacio hilbertiano de AX, H y \H
coinciden en tanto espacios lineales, de modo que D es subespacio lineal de A\H.
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Extenderemos la accién de R+ sobre Cycl(A) a R definiendo

Om =0 (4.38)

Evidentemente Am es un *-representacion cerrada débilmente continua
para la que {2 constituye un vector fuertemente ciclico y que extiende
a 7w para todo \ > 1.

De la asociatividad de la multiplicacién por reales no negativos sobre
Hilb(A*) se deduce inmediatamente la asociatividad de la multiplica-
cién por reales no negativos sobre Cycl(A).

. Ley de adicién interna en Cycl(A).

Sean 71 y 79 dos *-representaciones cerradas débilmente continuas fuer-
temente ciclicas de una *-algebra localmente convexa tonelada cuasi-
completa A. Sean H; y Hs los repectivos espacios de representacion,
identificados, como antes, como subespacios hilbertianos de A*. Nota-
remos con Di y Dy a los dominios de 71 y w9 y con ;7 y €y a los
respectivos vectores ciclicos.

Sean ¢1, ¢y € D1y @2, ¢4 € Dy tales que ©(¢1, 92) = ®(¢), ¢5).

Se tiene, entonces, que ji¢1 + joo = 1P + Jadh, en donde j; y jo son
respectivamente las inclusiones de Hy y Hy en A*.

Luego, para todo a € A, se satisface que

Ami(a)pr + jome(a)pe = a(jigr + jada) = ajidr + ajag2
= ajid) + ajadhy = a(jid] + jadh)
= jimi(a)dy + jama(a)ds (4.39)
de manera que ®(m(a)p1, ma(a)pe) = ®(m1(a)dy, ma(a)dh).

Con esto, para todo a € A, la siguiente correspondencia:

D(¢1, ¢2) — P(mi(a)or, ma(a)p2) (4.40)

en donde ¢y € Dy, ¢ € Dy y ® es la aplicacion candnica de H; & Ho
sobre H; + Hy dada por la ecuacién (2.25), queda bien definida para
todo elemento en ®(D; x Ds).

Maés atn, es facil comprobar que se trata de una *-representacion de A
sobre Hy + Hy con dominio ®(D; x Ds).
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Extendiendo por continuidad la accién de esta representacién sobre la
completacién de ®(D; x Dy) en Hy + H, respecto de la topologia del
grafico obtenemos una *-representacién cerada de A sobre H; + H,
débilmente continua tal que Q = ®(€; + Q) es un vector fuertemente
ciclico.

A esta representacién la llamaremos la suma de 7w y m y en conse-
cuencia la notaremos m + 7.

Es facil verificar que esta ecuacion define una ley de adicién que es con-
mutativa, asociativa y distributiva respecto del producto por ntimeros
reales no negativos en Cycl(A).

Asimismo es inmediato observar que

Ay + m) = Amy + Ao (4.41)
Por tltimo, si Ker(®) = {0}, se tiene que m; + 13 coincide con m; @ 7.

3. Orden parcial sobre Cycl(A).

Por tltimo, podemos definir un orden parcial sobre Cycl(A) compatible
con las operaciones que acabamos de introducir.

Dadas dos representaciones m; y my en Cycl(A) diremos que m; < 7o si
y s6lo si 7 es una subrepresentacion de .

Como para el caso de los subespacios hilbertianos, tenemos que, para
m # 0, se satisface

ar<m  VA<1 (4.42)
y que
T+ Ty > M (4.43)
y
T + 7o Z Up) (444)

para todo par de elementos 71 y my pertenecientes a Cycl(A).

Dadas estas definiciones estamos en condiciones de demostrar las siguien-
tes proposiciones.

Proposiciéon 4.3.1: Sea A un ntimero real no negativo. Sean w y w; dos fun-
cionales continuas positivas sobre una *-algebra localmente convexa tonelada
cuasicompleta A. En virtud de los isomorfismos introducidos en el Teorema
4.2.1 las siguientes afirmaciones son equivalentes.
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1. Si con 7, y m,, notamos a las representaciones asociadas a w y wy,
respectivamente, se satisface que

Tw = A, (4.45)
2. Se tiene que
W= Aw; (4.46)
esto es,
(alw) = X (alwq) (4.47)

para todo a € A.

3. Los nitcleos reproductivos h,, y h,, definidos por w y w; como en la
ecuacién (4.26) verifican que

he = Aho, (4.48)

4. Finalmente, si con H, y H,, notamos a los subespacios hilbertianos
*-estables frente a la accién antidual regular izquierda de A asociados
a w Yy a wp, respectivamente, entonces

H, = AH,, (4.49)

Demostracion: Asumamos que 7, = A7, .
Se tiene, luego, que

(alw) = (Qlmo(a)) g, = (Au)] M) (@) (A1) ap, (4.50)

Por otra parte, tenemos que

(A Q)| (Ary) (a)(Ale))Ale =A (Qw1|7rw1(a>9w1)le = A(afwr) (4.51)

con lo que hemos demostrado que la afirmacién (1) implica la afirmacion (2).
El hecho de que (2) implica (3) se deduce inmediatamente de la ecuacién
(4.26) y del hecho de que la accién antidual regular a izquierda de A es lineal.
La implicacién (3) = (4) ha sido demostrada por Schwartz en [53].
Falta pues demostrar que (4) implica (1). Pero esto resulta de la defini-
cién de la multiplicacién por reales no negativos en Cycl(A) y de observar
que la acciéon de A a través de m,, como a través de m,, coinciden. O

Las siguientes dos proposiciones las enunciamos sin dar las demostraciones
ya que éstas son analogas a la que acabamos de presentar.
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Proposiciéon 4.3.2: Como antes, supongamos que A es una *-algebra local-
mente convexa tonelada cuasicompleta y sean w, w; y wy tres funcionales
continuas positivas sobre A. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Se tiene que
T = Moy + T, (4.52)

en donde 7, 7,, vV 7., son las representaciones asociadas a w, wy y ws.

2. Se satisface que
W= wj + wsy (4.53)

3. Si hy, hy, v hy, son los nicleos reproductivos asociados a w, wy y wa,
respectivamente, a través del isomorfismo del Teorema 4.2.1, entonces

he = by + he, (4.54)

4. Sean H,, H,, v H,, los subespacios hilbertianos de A* en que actian
Ty, Tw, ¥ Tw,, €0tonces

H, = H, + H,, (4.55)

Por 1ltimo, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 4.3.3: Dadas dos funcionales continuas positivas sobre una *-
algebra localmente convexa tonelada cuasicompleta A, w y wq, las siguientes
afirmaciones son equivalentes.

1. Si nuevamente notamos con 7, y 7,, a las representaciones asociadas
a estas funcionales, entonces

Tw < Ty (4.56)

2. Se tiene que

en donde recordemos que esto significa que
(a*a|w) < (a*a|w;) (4.58)

para todo a € A.
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3. Los nucleos reproductivos h,, y h,, determinados por w y w; satisfacen
que

he, < ho, (4.59)
para el orden definido en £ (A*)

4. Por ultimo, sean H, y H,, los subespacios hilbertianos asociados a w
y a wq, respectivamente, entonces

H, < H,, (4.60)

Con esto hemos comprobado que la biyeccién definida en el Teorema 4.2.1
es un isomorfismo para la estructura de cono que puede definirse sobre los
cuatro espacios involucrados.

La consecuencia principal de este hecho es que todas las propiedades que
listamos respecto de la estructura conica del espacio de los subespacios hil-
bertianos de un dado espacio vectorial topoldgico y sus consecuencias en el
capitulo 2 tienen un correlato inmediato en términos de las clases de equiva-
lencia unitaria de las representaciones continuas ciclicas de A.

Dado que las respectivas demostraciones se obtienen facilmente emplean-
do las tres proposiciones anteriores, no presentaremos detalles en este sentido.



5. ESTADOS KMS SOBRE ALGEBRAS TOPOLOGICAS.

En este capitulo aplicaremos algunos de los resultados que obtuvimos en
las secciones anteriores en la descripcion de las funcionales KMS asociadas a
*-algebras topologicas.

Veremos que varios de los "ingredientes”de la teoria modular de Tomita
y Takesaki aparecen naturalmente en este contexto sin necesidad de imponer
fuertes restricciones a las topologias de los espacios que estan involucrados.

Muchas de las definiciones y conceptos que siguen a continuacién ya son
conocidos en el marco de las C*-dlgebras (ver, por ejemplo, [11] y [21]) o son
ligeras adaptaciones de otras que pueden encontrarse en [52].

5.1. Elementos enteros y grupos de automorfismos.

Uno de los problemas que aparecen al tratar con funcionales KMS sobre
algebras topoldgicas en general esta asociado al "buen comportamiento” que
estas funcionales deben presentar frente a la accién del grupo de automorfis-
mos que las define.

En este sentido, introducimos las siguientes definiciones.

Definicién 5.1.1: Sea E un espacio vectorial topologico localmente conve-
x0. Sea ) un subconjunto abierto de C. Diremos que una funciéon continua
¢ de Q2 en E es holomorfa en §2 si para todo disco D incluido en €2 y todo
z € D se tiene que o)
1 z p
o(2) = i Jop 7 — 2 dz (5.1)

en donde 0D es la frontera del dominio D.
En particular, si ¢ es holomorfa en todo el plano complejo, diremos que

es una funcién entera.

Definiciéon 5.1.2: Sea F un espacio vectorial topolégico localmente convexo
y sea o : R x EF — F una aplicacién lineal tal que se satisfacen las siguientes
hipétesis:
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1. Para todo t € R, el endomorfismo «; : £ — F dado por

aé = a(t,§) (5.2)

para todo £ € E, es un operator continuo.

2. Para todo par de elementos t1,t5 € R se verifica que

Qg ity = Qg Oy, (53)

3. Para el caso particular en que ¢t = 0, se tiene que

4. « es conjuntamente continua.

Bajo estas condiciones diremos que « es un grupo monoparamétrico con-
tinuo de automorfismos sobre E

Nétese que las primera tres hipdtesis en esta definicion garantizan, preci-
samente, que las transformaciones «; son automorfismos sobre E. En efecto,
para todo t € R, se satisface que

ooy = ooy = o = ldg (5.5)

de modo que
ay=a;! (5.6)
de donde resulta que todo a; tiene un endomorfismo inverso continuo.
Por otra parte, en el caso en que E es un espacio tonelado la cuarta condi-
cion puede relajarse, dado que ésta equivale a asumir que « es separablemente
continua.

Definicién 5.1.3: Sea E un espacio localmente convexo y sea o un grupo
monoparamétrico continuo de automorfismos continuos sobre F. Si £ es un
elemento de F tal que la funcién

t— oué (5.7)

es restriccién sobre R de una funcién con valores en E entera (necesariamente
tnica) diremos que & es un elemento entero de E con respecto a a.
Al conjunto de los elementos enteros de E relativos a a lo notaremos F,,.
Por tltimo, dado un elemento entero £ € FE,, a la funciéon entera que
prolonga a la funcién dada por la ecuacién (5.7) la notaremos

PR (5.8)
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Respecto de la definicién anterior, si & v & son dos elementos enteros de
E con respecto a @ y A1 y A2 son dos nimeros complejos cualesquiera, por
el principio de prolongacion analitica se satisface que

. (Mi&1 + Aaba) = Mady + Ao (5.9)

Es facil, también, comprobar que si £ € E, entonces o, ¢ € E,.
Ademas, si z; y 29 son dos nimeros complejos, se tiene que

2y 42,6 = 0,8 (5.10)

para todo & € F,.

Todo esto implica que F, es un subespacio de E invariante bajo la accion
de «,, para todo z € C.

Sea Hol, (F) el espacio de funciones enteras ¢ con valores en E tales que

ap(z) = ¢(z +1) (5.11)

para todo t € R. Este espacio es un subespacio cerrado del espacio Hol(E)
compuesto por todas las funciones enteras con valores en E provisto con la
topologia de la convergencia uniforme sobre los subconjuntos compactos de
C.

Una caracterizacion importante del espacio de elementos enteros de F
con respecto al grupo a resulta de observar que la funcién (5.8) verifica la
identidad (5.11) y, con ello, pertenece a Hol, (E).

En efecto, puede demostrarse la siguiente proposicion.

Proposicién 5.1.4: La aplicacién que a cada elemento ¢ € FE, le hace
corresponder la funcion
z— aé (5.12)

es una biyeccién entre E, y Hol,(F).

Demostracién: Ver [5], Prop. 5.2.3, pag. 453. O

Si E es un espacio cuasicompleto y se equipa a F, con la topologia que
hace de esta biyeccién un homeomorfismo, mas explicitamente, si se con-
sidera a F, en tanto espacio topoldgico con la topologia generada por las
seminormas

pr(§) = sup {p(a:f) : 2z € K} (5.13)
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en donde K es un subconjunto compacto de C y p es una seminorma continua
sobre E, entonces existe una inclusion continua de E, en E, o sea, se tiene
que E, es un subespacio topoldgico de F.

Ahora bien, el hecho de considerar al espacio de elementos enteros respec-
to de un grupo de automorfismos « sobre E responde, como ya mencionamos,
a la necesidad de encontrar un subespacio de E que tenga un buen comporta-
miento respecto de la accién de a. En efecto, la proposicion anterior muestra
que « actia sobre E, por traslaciones.

En este sentido, es conveniente considerar, ademas, aquellos grupos de
automorfismos que permiten garantizar que F, es un subespacio denso de FE.

Definicién 5.1.5: Sea F un espacio vectorial localmente convexo y sea o un
grupo monoparamétrico continuo de automorfismos sobre E. Sea € un niumero
real no negativo. Diremos que « es un grupo ezxponencialmente acotado con
cota superior € si para toda seminorma continua p sobre F, la transformacion

£ — sup {p(atf‘)e’e‘t' ‘te R} (5.14)

también define una seminorma continua sobre £.

En forma equivalente, puede decirse que un grupo es exponencialmente
acotado con cota superior € si para toda seminorma continua p sobre E existe
una seminorma continua ¢ sobre E tal que

peuf) < el'lq() (5.15)

para todo £ € E.

Es importante destacar, en primer lugar, que si F es un espacio tonelado,
entonces « es exponencialmente acotado con cota superior € si y sélo si para
todo £ € E y toda seminorma continua p sobre E se verifica que

sup {]o(oztﬁ)e’dt| :t € R} < +o00 (5.16)

Por otra parte, cuando E es un espacio de Banach, se satisface que to-
do grupo monoparamétrico continuo de automorfismos es exponencialmente
acotado.

Las siguientes dos proposiciones resumen las caracteristicas mas impor-
tantes de los grupos exponencialmente acotados en relacién con sus respec-
tivos espacios de elementos enteros.
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Proposiciéon 5.1.6: Sea E un espacio vectorial localmente convexo cuasi-
completo y sea a un grupo monoparamétrico continuo de automorfismos
sobre E exponencialmente acotado con cota superior € > 0. Entonces « defi-
ne por restriccion un grupo exponencialmente acotado sobre F, con la misma
cota superior.

Demostracion: La demostracién puede consultarse en [5], Prop. 5.2.7, pag.
454. O

Proposicién 5.1.7: Sea E un espacio vectorial localmente convexo cuasi-
completo y sea o un grupo monoparamétrico continuo de automorfismos
sobre E exponencialmente acotado con cota superior ¢ > 0. Entonces, se
satisface que:

1. E, es un subespacio denso de F.
2. B,y (E,), son isomorfos como espacios vectoriales topolégicos.

3. Si F' es un subespacio de F, invariante bajo la accion de o y denso en
E. entonces F' es denso en F,,.

Demostracion: Para la demostracion de este resultado, que puede encontrar-
se en [5], Prop. 5.2.8, pdg. 454, resulta esencial considerar el homeomorfismo
entre F, y Hol,(F) que se introdujo en la proposicién 5.1.4. 0

Un caso importante para la fisica de grupos monoparamétricos continuos
de automorfismos exponencialmente acotados es el que definimos a conti-

nuacion.

Definicién 5.1.8: Sea E un espacio vectorial localmente convexo cuasicom-
pleto y sea a un grupo monoparamétrico continuo de automorfismos sobre
E. Diremos que « es de crecimiento a lo sumo polinomial si para toda se-
minorma continua p existe una seminorma continua ¢ sobre £ y un nimero
natural n tales que

plae€) < (1+[t))" q(€) (5.17)
para todo t € Ry todo &£ € E.

El siguiente lema es consecuencia inmediata de la definicion que acabamos
de dar. Omitimos la demostracion.
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Lema 5.1.9: Sea F un espacio vectorial localmente convexo cuasicompleto
y sea « un grupo monoparamétrico continuo de automorfismos continuos
sobre E de crecimiento a lo sumo polinomial. Entonces « es exponencialmente
acotado con cota superior € para todo € > 0.

El caso que sera de interés para nosotros es especificamente aquel en que
el grupo de automorfismos actiia sobre una *-algebra topoldgica.

En adelante asumiremos, entonces, que A es una *-algebra localmente
convexa cuasicompleta y que a es un grupo monoparamétrico continuo de
*~automorfismos continuos sobre A (en tanto *-dlgebra), esto es, un grupo de
automorfismos que actiian multiplicativamente sobre A y que son compatibles
con la involucién en A.

Tenemos, luego, que

ai(ab) = (aza) (aub) (5.18)
para todo par a,b € Ay todot € R, y que
aa* = (aa)” (5.19)

para todo a € Ay todo t € R.
Si con A, notamos al espacio de elementos enteros de A con respecto a
a es sencillo demostrar las siguientes proposiciones.

Proposicién 5.1.10: Sea A una *-algebra localmente convexa cuasicomple-
ta y sea o un grupo monoparamétrico continuo de *~-automorfismos sobre A.
Entonces:

1. Se satisface que
a,(ab) = (aa) (a.b) (5.20)

para todo par de elementos a,b € A, y todo z € C, y

a.a* = (aza)* (5.21)
para todo a € A, y todo z € C.

2. A, es una *-subalgebra de A invariante frente a la accién de a.

3. « define, por restriccion, un grupo monoparamétrico continuo de *-au-
tomorfismos sobre A,.
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Demostracion: Las expresiones (5.20) y (5.21) se obtienen por simple pro-
longamiento analitico de las ecuaciones (5.18) y (5.19), siendo la segunda
parte de la proposiciéon una consecuencia inmediata de éstas.

Por 1ultimo, la demostracion de la tercera afirmacién es similar a la de la
proposicion 5.1.6, de manera que omitiremos los detalles. 0

Si o es un grupo exponencialmente acotado se demuestra, ademas, el
siguiente resultado.

Proposicién 5.1.11: Sea o un grupo monoparamétrico continuo de *-au-
tomorfismos exponencialmente acotado con cota superior € > 0 sobre una
*-algebra localmente convexa cuasicompleta A.

1. El grupo que define o por restriccion sobre A, es también exponencial-
mente acotado, con la misma cota superior que a.

2. A, es una *-subalgebra densa de A.
3. (As), es isomorfa en tanto *-algebra a A,.

4. Si B es una *-subdlgebra a-invariante de A, densa en A entonces B es
densa en A,.

Demostracion: La demostracién es completamente andloga a la de las pro-
posiciones 5.1.6 y 5.1.7. U

Antes de terminar esta seccién serd conveniente ilustrar los conceptos
que acabamos de discutir con tres ejemplos especialmente importantes en las
aplicaciones a la fisica.

Ejemplo 5.1.12: Sea H un espacio de Hilbert de dimension finita y sea
a un grupo monoparamétrico continuo de *-automorfismos sobre el dlgebra
L(H) de operadores acotados sobre H.

Bajo estas condiciones « actia necesariamente sobre L(H) a través de
automorfismos interiores isométricos, esto es, siempre existe un operador au-
toadjunto h sobre H tal que para todo a € L(H) y todo t € R se satisface
que

aa = etge (5.22)
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De aqui resulta que todos los elementos de L(H) son enteros con respecto

a a, o sea,

L(H)y = L(H) (5.23)

y que
a.a = e ae” " (5.24)

para todo z € C.

Ejemplo 5.1.13: Notemos con S(R) al espacio de Schwartz, o sea, al espacio
de funciones infinitamente diferenciables de decrecimiento rapido sobre la
recta real.

Considerando sobre este espacio el producto puntual de funciones y la
conjugacién compleja ordinaria como involucién, resulta que S(R) es una
*-algebra abeliana nuclear tonelada metrizable completa.

Sea « el grupo monoparamétrico continuo de *-automorfismos sobre S(R)
definido por las traslaciones.

Se tiene, luego, que « es de crecimiento polinomial, esto es, para toda
seminorma continua p sobre S(R) existen una seminorma continua ¢ sobre
S(R) y un numero n € N tales que, para todo ¢ € S(R) y todo t € R,

p(¢) < (1+[t)" q(o) (5.25)

en donde
¢i(x) = ¢z +1) (5.26)

para todo xz € R.
De aqui resulta que el grupo de las traslaciones sobre el espacio de Schwartz
es exponencialmente acotado con cota superior € para todo ¢ > 0.

Ejemplo 5.1.14: Sea H un espacio de Hilbert y sea h un operador auto-
adjunto definido sobre un dominio D, por supuesto, denso en H. Sea D(h)
el espacio de vectores analiticos de h, entendiendo por esto al conjunto de
elementos ¢ de H tales que ¢ pertenece al dominio de A" para todon € Ny
que satisfacen la siguiente identidad:

o0

1
> Rl < +o0 (5.27)

n=1

para todo real no negativo r.
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Consideremos sobre D(h) la topologia generada por las seminormas

pe(6) = 3 el (5.28)
n=1
con r > 0.
Como D(h) es un nucleo para h, el operador sobre H que resulta de
restringir a h sobre D(h) es, también, un operdor autoadjunto.
Asumiremos, entonces, sin perder generalidad, que D(h) es el dominio de
definicién de h.

Dado un elemento t € R, sea U; el operador dado por

actuando sobre D(h).

Como es bien sabido, este operador puede extenderse univocamente a
un operador unitario, al que notaremos de la misma manera, y con ello se
tiene que la familia {U; : ¢ € R} define un grupo monoparamétrico continuo
de isometrias sobre H y, en consecuencia, la coleccién de endomorfismos de
L(H) dados por

apa = UsaU_y (5.30)

para todo a € L(H) y todo t € R, conforma un grupo monoparamétrico
continuo de *-automorfismos sobre L(H).
En el caso particular en que un vector ¢ es analitico, la expresion

U.p = e = i %h”qﬁ (5.31)
n=0 ’

tiene sentido para todo z € C. De esta manera, la expresion
oa = U,aU_, (5.32)

en donde a es, ahora, cualquier elemento de L (D(h)), define la prolongacion
analitica de la ecuacion (5.30).

Finalmente, consideremos el conjunto A compuesto por todos los elemen-
tos de L (D(h)) tales que

sup {|laza|l : z € C} < o0 (5.33)

en donde K es cualquier subconjunto compacto de C y la norma es la norma
del supremo en L(H).
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Si proveemos a A con la topologia generada por las seminormas
pr(a) = sup{||a.a|l : z € C} (5.34)

en donde, como antes, K es cualquier subconjunto compacto de C, puede
demostrarse (ver [11]) que A es estable frente al producto y a la involucién
definidas en L(H). Mas atin, se muestra en la misma referencia que A es
una *-algebra localmente convexa para la cual ambas operaciones resultan
continuas.

Asimismo se comprueba que A es una *-subdalgebra de Fréchet de L (D(h)),
o sea, una *-algebra de Fréchet inmersa continuamente en L (D(h)).

Por 1ltimo, todo elemento en A es entero con respecto a «, y si con
A® notamos a la *-subdlgebra cerrada de L(H) compuesta por todos los
elementos a € L(H) tales que la aplicacién

t— a (5.35)
es continua, A es una *-subalgebra de A%*. Ma&s aun, se satisface que

A= (A7), (5.36)

5.2. Estados KMS y estados centrales.

Estamos en condiciones de definir, finalmente, a los estados KMS sobre
*-algebras localmente convexas.

En lo que sigue de la seccién, A serda una *-algebra localmente convexa
tonelada cuasicompleta con unidad y « sera un grupo monoparamétrico con-
tinuo exponencialmente acotado de *-automorfismos sobre A.

Definicién 5.2.1: Sea w una funcional positiva continua sobre A y sea 3 un
nimero real cualquiera. Diremos que w satisface la condicién («, 5)-KMS o,
alternativamente, que w es una funcional («, 3)-KMS sobre A, si se verifica
que

(ablw) = (baigalw) (5.37)

para todo a € A, y todo b € A.
Si ademas se satisface que

(elw) =1 (5.38)
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en donde e es la unidad de A, diremos que w es un estado («, 3)-KMS sobre
A.

En el caso particular en que = —1 hablaremos, simplemente, de fun-
cionales o estados KMS o de funcionales o estados modulares.

Definiciéon 5.2.2: Sea w una funcional positiva continua sobre A. Diremos
que w es una funcional abeliana, tracial o central sobre A o, simplemente,
una traza sobre A, si

(ablw) = (ba|w) (5.39)

para todo par de elementos a,b € A.
Como antes, si se satisface que

(elw) =1 (5.40)
diremos que w es un estado central o estado tracial sobre A.

Cuando el grupo de automorfismos en consideracion es el grupo trivial, o
sea, cuando para todo t € R se tiene que

ay = IdA (541)

todo elemento de A resulta entero con respecto a «, o sea, A, = A, y la
condicion («, 3)-KMS es equivalente, para cualquier valor de /3, a la condicién
expresada en la ecuacion (5.39).

Es evidente, entonces, que las funcionales centrales pueden tratarse sim-
plemente como un caso particular de las funcionales (a, 5)-KMS.

Maés ain, si w es una funcional («, 3)-KMS con 3 # 0, puede decirse que
[ cuantifica”la desviacién que mantiene w respecto de una traza sobre A, en
el sentido de que, si el grupo a no es trivial, una funcional es tracial si, y sélo
si satisface la condicién («, § = 0)-KMS.

En efecto, si w es una funcional («, 8 = 0)-KMS y consideramos un ele-
mento fijo b € A, entonces A, esta contenido en el nicleo de la transformacion
dada por

a — (ablw) — (ba|w) (5.42)

para todo a € A, y la equivalencia entre la condicién («, 5 = 0)-KMS y la

condicion (5.39) resulta de observar que A, es un subespacio denso de A.
Una de las consecuencias inmediatas que se desprende de las definiciones

que dimos antes es que, cuando [ # 0, una funcional continua w sobre A
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es una funcional (a, 3)-KMS si, y sélo si w es una funcional KMS sobre A
con respecto al grupo o’ que resulta de reescalear a « con 3, esto es, con
respecto al grupo dado por

of =a_g (5.43)

para todot € R. Por lo tanto, muchas veces nos resultara suficiente considerar
funcionales modulares en lugar de funcionales (a, 3)-KMS en general.

La siguiente proposicién muestra bajo qué condiciones las funcionales
(e, B)-KMS satisfacen la mas cruda de las caracteristicas asociadas al equi-
librio termodinamico, esto es, su invariancia con respecto a la accion de .

Proposicién 5.2.3: Sea a un grupo monoparamétrico continuo de *-auto-
morfismos de crecimiento a lo sumo polinomial sobre una *-algebra localmen-
te convexa tonelada con unidad A y sea w una funcional («a, 3)-KMS sobre
A con 3 # 0.
Bajo estas condiciones se tiene que w es invariante frente a la accién de
«, esto es,
(apalw) = (a|lw) (5.44)

para todo a € Ay todo t € R.

Demostracion: La demostracion de esta proposicion es similar a la que puede
formularse en el contexto de las C*-algebras (ver [11]).

Como acabamos de mencionar, podemos asumir sin perder generalidad
que w es una funcional modular, o sea, que g = —1.

Dado que A, es un subespacio denso de A, bastard demostrar que la
identidad (5.44) se satisface para todo t € R y todo a € A,.

Sea, entonces, a un elemento fijo de A, y sea p una seminorma continua
sobre A tal que | (a|lw) | < p(a).

Dado que a es de crecimiento a lo sumo polinomial, deben existir una
seminorma continua ¢ sobre A y un ntimero natural n tales que

pleva) < (1+t])" g(a) (5.45)

para todo t € R y todo a € A.
Consideremos el conjunto

M = sup {g(a_) : 0 <6 < 1} (5.46)
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Se tiene, luego, que

(ow—isalw)] = [{ar(a_isa)lw)| < plas (a_isa))
< (T4 t) " glazisa) < M (1+ [¢])" (5.47)

para todo t € R y para todo § € [0, 1].
Ahora bien, si w es una funcional modular tenemos que, para todo z € C,

(a,ialw) = (a—i(a.a)|lw) = (a.alw) (5.48)

en donde hemos usado la expresién (5.37) con b = e.
Esta periodicidad de la funcién z — (o, alw), junto con la ecuacién (5.47),
implican que
[{azalw)] < M (1 +[Re(2)])" (5.49)

para todo z € C.

De aqui resulta que la funcién entera z — (a,a|w) es una funcién poliné-
mica.

Finalmente, dado que toda funcién entera polindémica periddica es necesa-
riamente constante, queda demostrado que la funcional w es invariante frente
a la accion de « sobre A. O

De la misma manera que en la formulacion de la mecanica cuéntica en es-
pacios hilbertianos es posible definir la representacion de Heisenberg a partir
de la representacion de Schrodinger y viceversa, en el contexto algebraico, da-
do un grupo monoparamétrico continuo de *-automorfismos sobre el algebra
de los campos es posible definir un grupo monoparamétrico continuo de auto-
morfismos sobre el correspondiente espacio antidual simplemente adjuntando
la accién del primero.

Mas explicitamente, dado un grupo monoparamétrico continuo de *-au-
tomorfismos « sobre A, los endomorfismos sobre A* dados por

af = (a_y)” (5.50)

para todo t € R, conforman un grupo monoparamétrico continuo de auto-
morfismos sobre A*, al que llamaremos el grupo antidual de a.

Notese el cambio de signo en el parametro ¢. Este cambio responde a la
conveniencia de preservar el ordenamiento en el grupo. Ademas, esta es la
unica forma de definir al grupo antidual de o de modo que su accién sea
compatible con la adjuncién de la representacién regular de A cuando «
esta dada por automorfismos interiores.
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Proposicién 5.2.4: Sea a un grupo monoparamétrico continuo de *-auto-
morfismos sobre una *-dlgebra localmente convexa A. Sea w una funcional
continua sobre A. Entonces, para todo a € A se satisface que

o) (aw) = (a) o w (5.51)

o) (wa) = (a7w) xa (5.52)

para todo t € R.
Demostracion: La expresion (5.51) resulta de notar que, para todo b € A,
{(oqa) o wlb)y = (afw| (wa)*b) = (ajw| (wa™) b) (5.53)
Por otra parte,
(afw| (wa*) by = (w|a_y [(wa*) b]) = (w|a*a_b) = (aw|a_b) (5.54)
Finalmente, se tiene que
(aw|a_sb) = (o, (aw)|b) (5.55)
para todo b € A, de donde resulta que
) (aw) = (ya) o) w (5.56)

que es lo que queriamos demostrar.
La identidad (5.52) se obtiene usando argumentos idénticos, de manera
que omitimos los detalles. |

Si w es una funcional invariante frente a la accién de «, en particular, si
w es una funcional KMS y « es de crecimiento a lo sumo polinomial, se tiene
que para todo t € R,

o) (W) = w (5.57)
y en este caso las expresiones anteriores quedan escritas de la siguiente ma-
nera:

o) (aw) = (a) w (5.58)
y

) (wa) = waa (5.59)
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para todo t € R.

Sea a un elemento de A entero con respecto a « y sea w una funcional
continua sobre A.

La siguiente identidad:

(alafw) = (o zalw) (5.60)

define la prolongacion analitica de la funcién ¢ — a;'w a todo el plano com-
plejo, de modo tal que toda funcional continua sobre A, resulta un elemento
entero para la accién del grupo antidual de « restringido a A,,.

Proposicién 5.2.5: Sea a un grupo monoparamétrico continuo de *-auto-
morfismos sobre una *-algebra localmente convexa A. Sea w una funcional
continua sobre A. Entonces, para todo a € A, se tiene que

o (aw) = (aza) o) w (5.61)

o (wa) = (fw) aza (5.62)

para todo z € C.

Demostracion: La demostracion de esta proposicion resulta simplemente de
prolongar analiticamente las expresiones de la proposicion 5.2.4. U

Como antes, si w es una funcional a-invariante se verifica que para todo
z€C,
X

af (w) =w (5.63)

z

y las ecuaciones anteriores quedan de la siguiente manera:

al(aw) = (a.a)w (5.64)

ol (wa) = waa (5.65)

para todo z € C.

Nuestra intencién es caracterizar a los subespacios hilbertianos de A* *-
estables respecto de la accién regular izquierda de A que estan asociados a
las funcionales (o, 3)-KMS sobre A.

Para ello, los siguientes resultados resultaran tutiles.
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Proposicién 5.2.6: Sea o un grupo monoparamétrico continuo de *-auto-
morfismos sobre una *-algebra localmente convexa A y sea w una funcional
continua sobre A. Luego, las siguientes proposiciones son equivalentes.

1. w es una funcional (a, 3)-KMS.

2. Para todo a € A, se tiene que

wa_iga = aw (5.66)

3. Se satisface que
(aig/ga) W= Wa_ig/2a (5.67)

para todo a € A,.
Demostracion: La demostracion de esta proposiciéon es analoga a la que se
encuentra en el contexto de las C*-algebras.

En nuestro caso, es una consecuencia inmediata de la proposicion 5.2.5.
En efecto, en primer lugar tenemos que, sia € A, y b € A,

(blwa_iga) = (b (a—ipa)" |w) = (basa*|w) (5.68)

en donde hemos usado la ecuacién (5.21).
Por otra parte, w es una funcional («a, 3)-KMS si, y sélo si

(bapa*|w) = (a*blw) = (blaw) (5.69)
Se tiene, luego, que
Wa_iga = aw (5.70)
que es lo que queriamos demostrar. O

De la proposicion anterior se deduce que, en particular, w es una funcional
tracial sobre A si, y solo si
aw = wa (5.71)

para todo a € A.

Lema 5.2.7: Sea a un grupo monoparamétrico continuo exponencialmen-
te acotado de *-automorfismos sobre una *-dlgebra localmente convexa A.
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Entonces, si para toda funcional continua w sobre A se define la funcional
continua w* a través de la formula

(alw”) = (a*|w) (5.72)

para todo a € A, tiene que

(axw)* = o w* (5.73)

z

para todo z € C.

Demostracion: Sea a un elemento de A,.
En primer lugar, de las ecuaciones (5.60) y (5.72) se obtiene que

{a] (afw)") = (a*|azw) = (a_za*|w) (5.74)

Pero en virtud de la ecuacién (5.21),

(a_za*|w) = ((a_.a)" |w) = (a_.alw*) = (alafw*) (5.75)

en donde nuevamente hemos usado las expresiones (5.60) y (5.72).
Se tiene, pues, que

{a] (afw)") = (alaZw*) (5.76)

para todo a € A,.
Dado que A, es denso en A, se tiene, finalmente, que

(afw)" = aZw* (5.77)

para todo z € C, que es lo que queriamos demostrar. O

Por 1ltimo, recordemos que si w es una funcional continua sobre A en-

tonces
(aw)* = w*a* (5.78)

para todo a € A y que, en consecuencia, si w es una funcional hermitica, se

satisface que
(aw)* = wa* (5.79)

A continuacién introduciremos algunos conceptos ya en el contexto de
la teoria modular de Tomita-Takesaki y veremos su relacion con el Teorema
4.2.1.



5. Estados KMS sobre algebras topoldgicas. 109

Consideremos sobre A el antiautomorfismo dado por
Z(a) = a;g2a” (5.80)

para todo a € A.
Notese que Z no sélo es un antiautomorfismo sino que es una involucion
sobre A esto es, se tiene que
=2 =1Idy (5.81)

De la ecuacién (5.80) se obtiene que el operador adjunto de = estd dado
por

[1]

“(w) = oy, (5.82)

para todo w € A*.

X es antilineal. Mdas aun, se

De esta ultima expresién se desprende que =
trata también de una involucién, esta vez sobre A*, involucién que en el caso

en que w es central coincide con la definicién (5.72), o sea, se satiface que

(1]

“w=w* (5.83)

Consideremos ahora la representacion 7, asociada a w. Como antes, note-
mos con H, y h, al subespacio hilbertiano de A* en el que actia 7, y a su
nucleo reproductivo, respectivamente. Sea D,, el dominio de 7.

* sobre H, lo notaremos J.

A la restriccion del operador =

Este operador es, precisamente, el andlogo de la conjugaciéon modular de
la teoria de Tomita y Takesaki.

Tenemos la siguiente caracterizacion de w cuando se trata de una funcio-

nal («, 3)-KMS.

Proposicién 5.2.8: Sea o un grupo monoparamétrico continuo exponen-
cialmente acotado de *-automorfismos sobre una *-algebra localmente con-
vexa cuasicompleta tonelada A con unidad. Sean w una funcional positiva
continua sobre A y  un numero real. Entonces, w es una funcional (a, 3)-
KMS si, y sélo si J es un operador antiunitario sobre H,,.

Demostracion: En primer lugar observemos que si A, es el nticleo repro-
ductivo de H,,, entonces empleando soélo las definiciones correspondientes se
obtiene que

X

[1]

“heZa = Z%hyougpa” = 2 (aw/ga*) w= osz/z [(ozw/ga*) u)]* (5.84)



5. Estados KMS sobre algebras topoldgicas. 110

para todo a € A.
Por otra parte, dado que w es una funcional positiva resulta, luego,
hermitica y, en virtud de las ecuaciones (5.79) y (5.21), tenemos que

= O‘iiﬁ/Q [w (aiﬁ/2a*)*] = afiﬁ/Qwa*iﬁﬂa = wa—iga

(5.85)
De acuerdo con la Proposicién 5.2.6, w es una funcional («, 3)-KMS sobre

aiiﬁ/Z [(aiﬂﬂa*) w}

A si, y solo si wa_;ga = aw = h,a para todo a € A.
Con esto hemos comprobado que para que w sea una funcional («a, 3)-
KMS es condicion necesaria y suficiente que

=X h= = he, (5.86)

Pero =*h,= es el nicleo reproductivo de JH,,, de manera que w es una
funcional («, 3)-KMS sobre A si, y sélo si JH, = H,, o sea, si J es un opera-
dor antiunitario sobre H,, y con esto queda demostrada la proposicion. Il

Definiremos una nueva representacion de A sobre H,, con dominio en D,,
a través de la siguiente ecuacion:

Tw(a)p = pa_;g/2(a”) (5.87)
para todo ¢ € D, y todo a € A.

En el caso en que w es una funcional central se satisface, en particular,
que
Tw(a)p = pa* (5.88)
para todo ¢ € D,, y todo a € A.
La relacién que mantiene esta nueva representacion con 7, recuerda a la
relacion existente entre una representacién asociada a un estado («, 5)-KMS
y su representacion conjugada. En efecto, se tiene que, para todo a € A,

7.(a) = Jr,(a)J (5.89)

En el caso en que w es una funcional cuya representacién asociada es
autoadjunta', se satisface que el conmutante de 7, (A), 7,(A), as{ como

I La caracterizacién de los subespacios hilbertianos de A* correspondientes a las re-
presentaciones en Cycl(A) que son autoadjuntas es complicada. En este sentido podemos
decir que, si A es un subespacio positivo de A* y la accién regular izquierda de A es estable
con respecto a la identificacién de A como subespacio topolégico de A*, todo subespacio
hilberiano de tipo L? de AX *-estable frente a esta accién esté necesariamente asociado a
una representacién autoadjunta.
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el conmutante de 7,(A), T,(A), que de acuerdo con la ecuacién anterior
esta dado por

To(A) = Jro(A)J (5.90)

son ambas algebras de von Neumann (ver [52] para mas detalles).
Consideremos el dlgebra de von Neumann que se obtiene al intersectar a
Tw(A) y T, (A):
M, =m,(A) N7, (A) (5.91)

y notemos con M al cono de los elementos positivos de M,,, de manera que
M ={a€M,:a>0} (5.92)

Como para el caso de las C*-algebras con unidad, podemos demostrar el
siguiente resultado.

Teorema 5.2.9: Sean A una *-algebra localmente convexa tonelada cuasi-
completa con unidad y a un grupo monoparamétrico continuo de *-automor-
fismos sobre A exponencialmente acotado. Sea w una funcional («, 3)-KMS
sobre A tal que su representacion asociada es autoadjunta. Sea I' el cono
regular estrictamente convexo de funcionales («, 3)-KMS sobre A. Se tiene
entonces que la cara generada por w en I'; esto es, el conjunto

['(w) ={w €T existe A > 0tal quew’ < \w} (5.93)

es isomorfo a M.
Para todo a € M, se satisface que

a=JaJ (5.94)

Mas aun, la cara generada por w en en el cono de todas las funcionales
(o, )-KMS sobre A conforma un reticulado.

Demostracién: Sean w'y w dos funcionales («, 5)-KMS tales que 0 < o’ < w.
Se tiene, entonces, el siguiente diagrama:

H, < H, < A* (5.95)

Notemos con k al nicleo reproductivo de H,, como subespacio hilbertiano
de H,.
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De la *-estabilidad de H,, y H, frente a la acciéon antidual regular izquier-
da de A y del hecho de que la representacién asociada a w es autoadjunta,
se deduce que k pertenece a 7, (A)".

Ahora bien, de la proposicién 5.2.8 se tiene, por otra parte, que

JH, = H, (5.96)
y
JH, = H, (5.97)
de donde resulta que
JkJ = JkJ =k (5.98)

y con esto, en virtud de la ecuacién (5.89), queda demostrado que k es un
elemento de 7,(A)".

Entonces se satisface que k € M, y siendo k un operador positivo, se
obtiene que k € M.

Supongamos, ahora, que k es un operador perteneciente a M, de donde
resulta, en particular, que k pertenece a m,(A)’.

Siendo éste un operador positivo, debe existir un subespacio hilbertiano
K de H, invariante frente a la accién de m, que tiene a k por nicleo repro-
ductivo.

Sea k' el nicleo reproductivo de K como subespacio hilbertiano de A* y
consideremos el elemento w’ que es imagen de la unidad de A a través de £/,

0 sea,

Ww'=FKe (5.99)

Dado que k pertenece al conmutante de 7, (A), resulta que H, es un
subespacio hilbertiano m,-estable de A*.
Se tiene, entonces,

Tu(a)k'b = KT, (a)b (5.100)

para todo par de elementos a,b € A, en donde, segiin puede verse, hemos
usado que 7, es autoadjunta.
La expresién anterior puede rescribirse de la siguiente manera:

Tw(a)(bw') = (T,(a)b) W' (5.101)

o bien, como sigue:
bw'a_igpa* =b (aw/Qa*) W' (5.102)
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Dado que A, es un subespacio denso de A, se tiene, finalmente, que
wa_igpa = (igpa®) W' (5.103)

para todo a € A, o sea, w' es una funcional («, 3)-KMS sobre A.

Con esto hemos demostrado que M es isomorfo a la cara generada por
w en en el cono de todas las funcionales (a, 3)-KMS sobre A.

Queremos ahora demostrar que este espacio es un reticulado.

Para esto, observemos primero que el hecho de que

a=JaJ (5.104)

para todo a € M implica que sigue valiendo la misma identidad para todo
elemento hermitico a de M,,, basta recordar que M es un algebra de von
Neumann.

Por otra parte, de la antilinealidad de J resulta que, si

a = a +iay (5.105)
es un elemento cualquiera de M, con a; y as hermiticos, entonces
JaJ = J(ay +iaz)J = a; —iay = a* (5.106)
Luego, para todo par de elementos a,b € M,
a*b* = JaJ*bJ = JabJ = (ab)* = b*a* (5.107)

en donde hemos usado que J es una involucién sobre H,, o sea, que J? =
Idy,.

De aqui se deduce que M es un algebra conmutativa, lo cual implica que
M es un reticulado (ver [57]). O]

5.3.  Descomposicion extremal de estados KMS.

Por 1ltimo, en esta seccién demostraremos que, dados un grupo monopa-
ramétrico exponencialmente acotado de *~-automorfismos actuando sobre una
*-algebra nuclear tonelada cuasicompleta A con unidad y un ntmero real 3,
toda funcional («, 3)-KMS sobre A cuya representacién GNS es autoadjunta
admite una tnica descomposicion extremal.
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El resultado es similar al que puede encontrarse en [5] para el caso de
estados KMS sobre *-algebras autoderivadas nucleares que son limites induc-
tivos estrictos de espacios de Fréchet y que tienen una identidad aproximada
equicontinua.

Sea A7 el cono cerrado estrictamente convexo de funcionales positivas
sobre A y consideremos una seccién Souslin? S de A%, o sea, un subconjunto
Souslin de A% que intersecta a cada uno de sus rayos en exactamente un
punto no trivial.

El caso méas habitual que se considera en el contexto de la fisica es aquel
en que S coincide con los estados sobre A, esto es,

S={we Al (ew)=1} (5.108)

pero podemos considerar una seccién de A% arbitraria.

Sea I' cualquier subcono convexo cerrado de AJ.

Si w pertenece a I', con I'N (w — I') notaremos al intervalo de funcionales
entre 0 y w respecto del orden definido por I', y con I'(w) a la cara generada
por w en I', de modo que tenemos

Tw)=JI'N(w-T) (5.109)

AERT

Por 1ltimo, notaremos con OI' a la coleccién de elementos extremales en
', o sea, a la familia de aquellos elementos w € T tales que I'(w) = Rt w.
Demostramos la siguiente proposicion.

Proposicién 5.3.1: Sea A una *-dlgebra nuclear tonelada cuasicompleta
con unidad. Sea I' un subcono cerrado en A. Entonces, I' estd generado por
sus rayos extremales, o sea, I' es la clausura de la capsula convexa de OI'

Demostracion:  Dado que los intervalos I' N (w —T') con w € T', son sub-
conjuntos acotados de A* (ver [51] para més detalles), la demostracién de la
proposicién se obtiene a partir de los teoremas 5.5 y 5.8 de [63]. O

Por otra parte, tenemos el siguiente resultado, que en [28] demostramos
para el caso de una pro-*-algebra nuclear con unidad.

2 Un conjunto S se dice que es Souslin si existen un espacio Polish P, o sea, un espacio
metrizable completo separable, y una transformacién de P en S de rango denso (ver [51]
o [64]).
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Proposicién 5.3.2: Sea A una *-dlgebra nuclear tonelada cuasicompleta
con unidad. Sea I'" un subcono convexo cerrado de AY. Sea S una seccién
Souslin de A% y consideremos el conjunto

9S = SNar (5.110)

de elementos extremales de S.
Entonces, para cada elemento w en I' existe una medida de Radon u sobre
0S tal que w se descompone en elementos de 0S8, o sea, se satisface que

w :/ W' dp(w') (5.111)
o8

Mas auin, esta medida queda univocamente determinada por w si, y sélo
si la cara generada por w en I', I'(w), es un reticulado respecto del orden
inducido por I' sobre I'(w).

Demostracion: Esta proposicion se prueba empleando, nuevamente, el hecho
de que todos los intervalos I' N (w —T') con w € T" son acotados en A*. En
efecto, la demostracion de la proposiciéon es consecuencia inmediata de los
teoremas 1.18 y 1.19 de [63]. O

Finalmente, y a modo de corolario, tenemos la siguiente proposicién para
el caso especifico de las funcionales KMS.

Este resultado generaliza resultados previos obtenidos por Hegerfeldt (ver
[25]).

Proposicién 5.3.3: Sea A una *-dlgebra nuclear tonelada cuasicompleta
con unidad y sea o un grupo monoparamétrico continuo exponencialmente
acotado de *-automorfismos sobre A. Dado un numero real §, notaremos
con I'g al cono de funcionales («, 3)-KMS sobre A y con dSs al conjunto
de funcionales extremales («, 3)-KMS sobre A normalizadas por una seccion
Souslin § de A% arbitraria, esto es

0S; =S Nl (5.112)

Entonces, si wg es una funcional (a, 3)-KMS sobre A tal que su correspon-
diente representacién GNS es autoadjunta, existe una tinica medida de Radon
sobre 0S5 tal que

wgs :/ W dp(w') (5.113)
0S5
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Demostracion: La situacién que se presenta en esta proposicién es un caso
particular de la proposicién anterior. Basta notar que, dado que la represen-
tacion asociada a w es autoadjunta, del teorema 5.2.9 se deduce que la cara

generada por w en I's es un reticulado. U



6. CONCLUSIONES

Cuando en 1943, Gel’fand, Naimark e, independientemente, Segal, de-
mostraron el ya clasico teorema de la construccién GNS para C*-algebras con
unidad, introdujeron con ello una de las herramientas que hoy dia resultan
esenciales para estudiar las representaciones de tales dlgebras, y de las alge-
bras de von Neumann en particular.

La construccion GNS no sélo reduce el analisis de las representaciones
ciclicas de una C*-dlgebra al de las funcionales positivas definidas sobre ella
sino que ademads permite interpretar el rol que juegan las C*-algebras en lo
que a sus aplicaciones en la fisica se refiere.

Uno de los mejores ejemplos de esto lo constituye el estudio de los proce-
sos en equilibrio termodindmico y los respectivos estados KMS, estados que
fueron objeto de estudio de la presente tesis.

En lo que respecta a los estados KMS, la construccion GNS no solamente
permite demostrar gran parte de sus propiedades sino que es, incluso, parte
misma de su definicién.

Todo intento de describir procesos dinamicos en el contexto de una for-
mulacién en términos de *-algebras topoldgicas no necesariamente normadas
supone, entonces, la necesidad de extender la construccion GNS para tales
algebras.

El primero de los resultados relevantes del trabajo (ver el teorema 3.3.3)
fue, pues, llevar adelante esta extensién del teorema GNS para *-dlgebras
localmente convexas con unidad.

Se demostro que, dada una dlgebra A con esas caracteristicas, existe una
biyeccién entre el conjunto Cycl(A) de las clases de equivalencia unitaria de
sus *-representaciones cerradas débilmente continuas y fuertemente ciclicas
de A sobre espacios hilbertianos y la coleccion A de funcionales positivas
continuas sobre A.

Esta biyeccién permite, a posteriori, topologizar convenientemente al es-
pacio Cycl(A) de manera tal que esta correspondencia sea un isomorfismo de
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espacios topoldgicos.

La necesidad de recurrir a una generalizacion del teorema GNS para *-
algebras topoldgicas mas generales que las C*-dlgebras responde no sélo a
la necesidad de describir procesos termodindmicos en un marco algebraico
amplio sino también a otras razones, como ya adelantamos en la Introduccién.

Desde un punto de vista estrictamente matematico, las *-algebras local-
mente convexas no necesariamente normadas aparecen con regularidad y en
contextos muy variados, y en este sentido el estudio de sus representaciones
es intrinsecamente interesante.

Respecto de las motivaciones fisicas, basta mencionar que practicamente
todas las axiomaticas de teorias de campos que se han formulado hacen
uso de espacios topolégicos no hilbertianos, tal el caso de la axiomatica de
Wightmann, y en este sentido, el necesidad de considerar *-algebras topolo-
gicas que no sean C*-algebras es evidente.

Otro de los resultados importantes del trabajo (ver el teorema 4.2.1) fue
describir la relacion entre las representaciones ciclicas de una *-algebra topo-
logica A y los subespacios hilbertianos *-estables frente a la accién regular
izquierda del algebra sobre su antidual.

Pudimos demostrar que la biyeccién que se determina a través de la cons-
truccion GNS, cuando el dlgebra A es tonelada y cuasicompleta, puede ex-
tenderse a una biyeccién multiple entre Cycl(A), la familia de funcionales
positivas continuas sobre A, el conjunto Hilb4(A*) de subespacios hilbertia-
nos de A* *-estables frente a la accién de A y la coleccién de los respectivos
ntcleos reproductivos.

Entre los aspectos interesantes que se obtienen a partir de esta multiple
biyeccion, el mas relevante es el hecho de que permite transportar la estructu-
ra de cono regular estrictamente convexo que posee Hilb4(A*) como subcono
convexo cerrado de Hilb(A*) a Cycl(A), o sea, esta biyeccion no sélo es un
isomorfismo topoldgico sino que puede hacerse un isomorfismo cénico.

La estructura de cono regular estrictamente convexo de Cycl(A) es nove-
dosa en el contexto de la teoria de representacion de &dlgebras, y permite
definir la suma infinita y la integraciéon de representaciones, siendo la suma
y la integracion directa de representaciones un caso particular.

Por otra parte, y tal vez sea éste uno de los aspectos mas interesantes
de discutir, la correspondencia entre representaciones GNS de una algebra y
la coleccién de subespacios hilbertianos en el antidual permite estudiar a las
representaciones del dlgebra en espacios con métricas indefinidas, espacios a
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los que Schwartz denominé hermiticos (ver [53]).

Recordemos que uno de los grandes problemas de la teoria cuantica de
campos formulada en términos de C*-algebras es que atin no ha dado cuenta
de las teorias cuanticas con vinculos ni de las teorias de gauge en particular.

Las representaciones que suelen usarse en estas teorias se realizan siempre
sobre espacios vectoriales en los que si bien suele estar definida una forma
sesquilineal, esta no es definida positiva y, en consecuencia, poco tiene que
ver esta forma con las topologias de los respectivos espacios.

En efecto, aunque esta forma sesquilineal determina la topologia del espa-
cio de estados fisicos, esto es, la topologia de la cohomologia de cierto auto-
morfismo nilpotente definido sobre una extension del dlgebra de los campos,
en nada afecta a la topologia del espacio de representacion original.

El uso de C*-dlgebras no pareciera ser relevante en este contexto. Por
otra parte, el estudio sistematico de Schwartz respecto de los subespacios
hermiticos de un espacio vectorial localmente convexo (ver [53]) podria plan-
tear soluciones interesantes en este sentido.

En el dltimo capitulo del trabajo empleamos los resultados de las secciones
previas en la caracterizacion de las funcionales KMS sobre dlgebras topologi-
cas toneladas y cuasicompletas. La existencia de una suerte de conjugacion
modular nos permitié demostrar (ver teorema 5.2.9) que las funcionales KMS
estan asociadas a subespacios hilbertianos inmersos en el antidual tales que
si se restringe la accion de esta conjugacion sobre ellos se obtiene un operador
antiunitario.

Con este resultado pudimos, finalmente, probar que para toda funcional
KMS sobre una *-dlgebra tonelada cuasicompleta nuclear con unidad existe
una descomposicién integral en términos de funcionales KMS puras con igual
parametro KMS.
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