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Resumen

El problema de la correspondencia cudntico-clasica es fundamental para entender la emer-
gencia del mundo cldsico a partir de sistemas regidos por la mecanica cudntica. La pérdida
de correspondencia para tiempos cortos en sistemas clasicamente cadticos se ve reestable-
cida en presencia de un entorno que introduzca decoherencia. Al enfoque usual del estu-
dio de la correspondencia, mediante la evolucion temporal de valores medios de observ-
ables, util generalmente en escalas de tiempos pequefios, oponemos un enfoque a tiempos
grandes. Estudiamos el spectro del propagador de matrices densidad en presencia de rui-
do, en los limites de # — O la fuerza de ruido despreciable.

Los sistemas de interés son los mapas cudnticos sobre el toro ya que son los sistemas
mads simples en los cuales aparecen todas las caracteristicas fundamentales de los sistemas
cadticos. Para modelar los sitemas abiertos utilizamos el formalismo de superoperadores
y la representaciones de los mismos en suma de operadores o forma de Kraus. Estos su-
peroperadores introducen decoherencia (y pueden producir efectos disipativos también).
Mostramos que el espectro del propagador que resulta de componer un mapa unitario con
un ruido de tipo difusivo estd intimamente relacionado con las cantidades cldsicas que
determinan los decaimientos de las funciones de correlacion: las Resonancias de Ruelle
Pollicott. Para esto introducimos dos métodos que nos permiten calcular una parte rele-
vante del espectro del propagador. Ademés mostramos como cantidades como la entropia
lineal y el eco de Loschmidt,de reciente interés en el estudio de temas fundamentales,
tienen un comportamiento a tiempos largos que tiene un régimen universal determinado
por la resonancia cldsica de médulo mayor.

Finalmente estudiamos distintos modelos de ruido de relevancia en computacidn cudnti-
ca relacionando algoritmos con mapas y utilizando todas las herramientas de representa-
ciones en el espacio de fases. Encontramos diferencias fundamentales entre superoper-
adores que preservan el oprador identidad respecto de aquellos que no lo preservan. Estos
ultimos son caracteristicos de procesos disipativos, los primeros solamente introducen

decoherencia y difusion.

Palabras clave: correspondencia cudntico-clédsica, sistemas cudnticos abiertos, de-

caimeinto asintético, semigrupos dindmicos cudnticos.



Diffusion and Dissipation in Quantum Maps and Algorithms: Spectral
Quantum-Classical Correspondence and Noise Models

Abstract

The issue of quantum-classical correspondence is key to understanding the emergence of
the classical world from systems geverned by quantum laws. The fast loss of correspon-
dence in classically chaotic quantum systems is reestablished in the presence of decoher-
ence caused by an environment. To the usual approach to the study of correspondence in
short time scales through the time evolution of mean values of observables we opose a
long time approach. We study the spectrum of the propagator of density matricies in the
presence of noise, in the 7 — 0 and negligible noise strength limits.

The systems studied are quantum maps on the torus because they provide simple ex-
amples where all the main features of chaotic systems appear. To model open systems we
use the superoperator formalism and their operator sum or Kraus representations. These
superoperators introduce decoherence (and also dissipation). We show that the spectrum
of the propagator resulting of the composition of a unitary map and a difusive noise chan-
nel is closely related to the classical quantities that determine the correlation function
decay: the Ruelle-Pollicott resonances. To do so we introduce two ways of eficiently
computing the relevant part of the spectrum. Moreover we show how time dependent
quantities like the linear entropy and the Loschmidt echo, of interest in issueas related to
foundations of physics, exhibit a long time behavior with a universal regime determined
by the largest classical resonance.

Finally, we study different models of noise which are relevant in quantum computation
and quantum information. We relate quantum algorithms with quantum maps and use
phase space techniques. We also find fundamental differences between identity preserving
channels with respect to identity non-preserving ones. The latter correspond to dissipative

processe while the former correspond to diffusion and decoherence.

Keywords: Quantum-classical correspondence, open quantum systems, asymptotic de-

cay, quantum dynamical semigroups.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Planteo del problema

Uno de los problemas de la mecdnica cudntica es lograr entender como surge a partir
de ella la mecénica cldsica. La interpretacién “ortodoxa” de Bohr suponia que habia una
separacion entre los mundos cudnticos y clésicos, y cada uno seguia sus propias leyes.
La informacioén que uno podria obtener del sistema cudntico surgiria de la interaccién
con un aparato de medicidn cldsico y el consiguiente colapso de la funcion de onda. Sin
embargo esta vision no es absolutamente necesaria. En parte gracias a Bohr. El principio
de correspondencia indica que los resultados de la mecanica cudntica deben converg-
er a los de la mecdnica clésica en el limite de ndmeros cudnticos grandes o, en otras
palabras cuando %, comparado con cualquier accidn caracteristica del sistema, es des-
preciable. El teorema de Ehrenfest demuestra la validez del principio de correspondencia
(hasta tiempos suficientemente largos) para sistemas cldsicamente integrables. Sin embar-
go para sistemas cuyo equivalente cldsico no es integrable, que presentan una estructura
del espacio de fases con puntos fijos hiperbdlicos y la dindmica es cadtica, el teorema de
Ehrenfest pierde validez mucho mas rdpidamente. Asi se puede pensar en ejemplos de
sistemas macroscépicos que deberian exhibir efectos cudnticos en tiempos relativamente
pequefios [, 2]. Ademads el teorema de Ehrenfest tampoco permite explicar la naturaleza
intrinsecamente probabilistica de la mecdnica cudntica. Solamente da una correspondecia

para la evolucién de los valores medios de ciertos observables.



1.1 Planteo del problema

La manera de sortear estos obstaculos es suponiendo (con razén) que el sistema cudnti-
co bajo estudio no es un sistema aislado. Es decir, suponemos que el sistema que queremos
estudiar es solamente un subsistema de uno mayor que como un todo evoluciona unita-
riamente. Ahora, la evolucidn unitaria causard que después de un determinado tiempo, el
sistema tenga correlaciones cudnticas fundamentales con el resto del total al que llamamos
entorno (o también ambiente). Se dice entonces que sistema y entorno estan entrelazados.
En general, la informacién sobre el entorno no es accesible, por lo que uno solamente
puede seguir la evolucidén del sistema en cuestion. Como consecuencia, la evolucion del
sistema es no-unitaria y uno de los efectos que aparecen debido a la no-unitariedad es la
decoherenci. Como su nombre sugiere, la decoherencia es la pérdida de coherencia de
fase del sistema debido a interaccion con el ambiente. Asi, un estado puro se transforma
en una mezcla estadistica. El tipo de ambiente determina en qué base la matriz densi-
dad resultante es diagonal. Se produce una superseleccion inducida por el entorno. De
este modo, se puede explicar por qué hay estados preferidos, llamados punteros que per-
manecen intactos mientras que las superposiciones de estos pierden coherencia de fase.
El nombre de punteros se debe a que en el proceso de medicidn, estos estados son los
que se correlacionan (entrelazan) con los estados que uno “ve” en el aparato. El hecho de
estar entrelazados permite identificar el estado del aparato con el estado del sistema. La
decoherencia actiia como una medicién o monitoreo continuo del sistema.

La descripcion detallada de la dindmica inducida por la interaccién con un entorno
es por lo general dificil de tratar. Para describir la dindmica de sistemas abiertos es u-
sual suponer que el entorno es “grande” y el acoplamiento con el sistema pequefio. Re-
sulta pues razonable suponer que se cumple la aproximacién de Born-Markov segin la
cual se dice que el entorno “no tiene memoria”, es decir que las correlaciones del ambi-
ente decaen mucho mads rapido que cualquier tiempo caracteristico del sistema. Bajo esta
aproximacion la evolucidn del sistema puede ser descripta por una ecuacién diferencial de
primer orden llamada ecuacion maestra o ecuacion de Lindblad [3]]. Esta ecuacidn genera
un mapeo de matrices densidad en matrices densidad con el tiempo como pardmetro. La
condicién de Born-Markov requiere que la dependencia con el pardmetro tiempo cumpla

con la estructura de semigrupo [3} 4]. Estos semigrupos se llaman operaciones cudnti-

' También puede haber disipacién. Como veremos, decoherencia no implica disipacién pero disipacién
si implica decoherencia.
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cas, superoperadores, o simplemente canales, equivalentemente dependiendo del contex-
to. Durante este trabajo no nos interesard el mecanismo por el cual la decoherencia (y la
disipacidn) ocurre, sino mas bien estudiar cudl es el efecto de determinado entorno ac-
tuando luego de un determinado intervalo de tiempo fijo. El superoperador generado por
la ecuacidon maestra ya no depende del tiempo y puede pensarse como un mapa.

Este formalismo resulta ttil para el estudio de mapas cudnticos cadticos en presen-
cia de ruido: los llamamos mapas cuanticos abiertos. Tanto los mapas clasicos como
los cudnticos proporcionan modelos sencillos que presentan las principales caracteristi-
cas generales de sistemas tanto integrables como no integrables. Un ejemplo especifico
son los que surgen de discretizar la dindmica mediante secciones de Poincaré y las sec-
ciones estroboscopicas. El atractivo de estos mapas recae en que son sistemas de pocos
grados de libertad que pueden exhibir las caracteristicas principales de sistemas cadticos.
Su implementacién numérica es en general simple y en muchos casos (como en los ma-
pas pateados) puede implementarse de forma computacionalmente eficiente utilizando
rutinas de transformada de Fourier rdpida. Ademds algunos mapas pueden ser descriptos
en terminos de dindmica simbdlica.

Mediante la introduccién de decoherencia hay propiedades cldsicas que emergen na-
turalmente. El estudio de la evolucién temporal a tiempos cortos de cantidades como la
entropia lineal [[1, 5 6] y el eco de Loschmidt [[7, 18}, 9, [10] para sistemas cadticos cudnticos
en presencia de decoherencia, permite observar un régimen de decaimiento exponencial
(independiente de los pardmetros) regido por una cantidad esencialmente clésica: el expo-
nente de Lyapunov més grande. Este comportamiento universal proporciona también una
forma de identificar sistemas cudnticos cadticos por lo que se conoce como sensibilidad
exponencial a pequerias variaciones en la dindmica [11].

En esta tesis nos concentramos en un andlisis (complementario) del espectro del su-
peroperador para entender el comportamiento a tiempos largos. En un trabajo reciente,
Nonnemacher [12] demostré un teorema que dice que el espectro del propagador cudnti-
co de matrices densidad, suavizado mediante un ruido difusivo debe converger al espectro
del propagador clasico, llamado operador de Perron-Frobenius, de densidades en el espa-
cio de fases, suavizado segtin un ruido equivalente, en el limite de # — O.

A lo largo de esta tesis, el espacio de fases que consideramos es el toro bidimensional

cuantizado. Los estados son vectores en un espacio de Hilbert de dimensién N, donde
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N define la constante de Planck efectiva como N = 1/(27h). Para sistemas cadticos, el
espectro puntual del propagador suavizado estd compuesto por las denominadas resonan-
cias de Ruelle-Pollicott que determinan los decaimientos de las funciones de correlacion.
El calculo de las resonancias clasicas es en general complicado. Los esquemas utilizados
recientemente consisten en discretizar y truncar en el espacio de Fourier un operador que
en principio tiene dimension infinita. El cdlculo cudntico directo también presenta proble-
mas cuando N — oo, ya que es necesario diagonalizar una matriz de N2 x N2. Es por esto
que presentamos algunos esquemas de aproximacién numérica del espectro principal, es
decir los autovalores de mayor médulo, que determina el comportamiento asintético tanto
de las funciones de correlacion como también el eco de Loschmidt y la entropia lineal.
De forma andloga a [lI, 5] el hecho de que estos autovalores sean esencialmente los
mismos para un amplio rango de pardmetros (tanto N como la intensidad del ruido) im-
plica que se corresponden con las resonancias de Ruelle-Pollicott cldsicas. Asi se de-
mostraria otro tipo de correpondencia que llamaremos correspondencia espectral, rela-
cionada con comportamientos a tiempos largos, que es complementaria a la usualmente
estudiada, relacionada con tiempos cortos y que llamamos correspondencia dinamica.
El estudio de mapas abiertos ha cobrado un renovado interés con el auge de la in-
formacion cudntica [[13), (14} [15, 16} [17]. Un algoritmo cudntico es un mapa unitario. La
implementacién de un algoritmo involucra necesariamente ruido e interacciones con el
ambiente que pueden ser modeladas con el formalismo de superoperadores. Por lo tanto
podemos en muchos casos utilizar herramientas y conocimientos sobre mapas en espacios
de fase compactos para enteneder algunas propiedades de los algoritmos de computacién
cudntica. Los algoritmos cudnticos consisten en un conjunto de operaciones que se real-
izan sobre una o varias unidades 16gicas cudnticas o qubits . Fisicamente un qubit es un
sistema cudntico con dos niveles bien definidos. Hasta el momento, los esquemas de com-
putadoras cudnticas existentes (trampas de iones, cavidades Opticas, resonancia magética,
etc) pueden manejar sin pérdida significativa de coherencia solamente unos pocos qubits .
La razon es que a medida que aumenta el nimero de qubits mantener el sistema aislado se
hace cada vez mas dificil. Es por eso que resulta de interés entender mecanismos de ruido
que pueden afectar estos sistemas, Nos servimos de métodos de espacio de fases y mapas
cudnticos para tratar generalizaciones a muchos gubits de ruidos conocidos y ademads es-

tudiamos diferencias fundamentales entre canales que preservan la identidad (unitales) y
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los que no la preservan (no-unitales).

1.2. Estructura de la tesis

Organizamos esta tesis de la siguiente manera. Los Caps. 2l y 3 contienen los ele-
mentos teoricos basicos que utilizamos durante el trabajo. Asi en el Cap. Rlintroducimos
la cinematica y dindmica en el espacio de fases elegido: el 2-toro. Ademds damos una
breve introduccidn a representaciones en el espacio de fases, dando importancia a la fun-
cion de Wigner por su utilidad como densidad de (cuasi-)probabilidad asi como por sus
propiedades para visualizar estados de forma grafica. Introducimos también la funcién
de cuerdas, que guarda estrecha relacién con la funcion de Wigner y la utilizamos para
estudiar algunos ruidos. Ademas damos la definicion estdndar de mapa cudntico.

En el Cap. B damos un muy breve repaso por el formalismo de superoperadores para
describir la evolucién de sistemas abiertos que cumplen la hipétesis Markoviana. Tam-
bién se describe la llamada forma de Kraus o representacion en suma de operadores, que
utilizamos para modelar los diferentes canales de ruido.

En el Cap. |l describimos en detalle 1o que llamamos mapa cuantico abierto como
un esquema de dos etapas: primero un mapa unitario seguido del ruido. En este capitulo
también introducimos el canal de ruido Gaussiano cuya forma de Kraus permite una in-
terpretacion simple en el espacio defases. El efecto de este ruido es de difusién y puede
pensarse como coarse-graining del propagador unitario. La definicion del superoperador

que implementa el ruido Gaussiano y la descripcion de sus propiedades se encuentra en

= Ignacio Garcia-Mata y Marcos Saraceno, Spectral Properties and Classical Decays
in Quantum Open Systems, Phys. Rev. E. 69, 056211 (2004).

Definimos en detalle lo que entendemos por correspondencia dindmica y espectral en
el Cap. Bl donde ademds damos detalles del espectro cldsico y cudntico y enunciamos en
forma simplificada el Teorema de Nonnemacher [[12].

En el Cap. il mostramos los resultados obtenidos. Este capitulo puede dividirse en
dos partes. Por un lado, para sortear el problema de clacular el espectro para N — oo
proponemos dos métodos diferentes que permiten obtener la parte mds significativa del

espectro. Por el otro realizamos un estudio de los decaimientos asintéticos de la entropia
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lineal y del eco de Locshmidt. Los resultados del andlisis espectral del superoperador
suavizado, relacionando los autovalores con las resonancias de Ruelle Pollicott y con los

decaimientos asint6ticos fueron publicados en

= Ignacio Garcia-Mata, Marcos Saraceno y Maria Elena Spina, Classical decays in
decoherent quantum maps, Phys. Rev. Lett. 91, 064101 (2003).

= Ignacio Garcia-Mata y Marcos Saraceno, Spectral Properties and Classical Decays
in Quantum Open Systems, Phys. Rev. E. 69, 056211 (2004).

Ademads escribimos un breve review sobre estos temas que aparece en

= Ignacio Garcia-Mata y Marcos Saraceno, Spectral Approach to Chaos and Quantum-
Classical Correspondence in Quantum Maps, Mod. Phys. Lett. B 19, 341 (2005,
World Scientific).

En el Cap. [l realizamos un estudio sistematico de modelos de ruidos relevantes tanto
en la teoria de infromacién cudntica como en la de mapas cudnticos abiertos. Estable-
cemos también diferencias entre ruidos unitales y no unitales. Los trabajos generados

relacionados con estos temas son:

(a) M. Leandro Aolita, Ignacio Garcia-Mata y Marcos Saraceno, Noise Models for Su-
peroperators in the Chord Representation, Phys. Rev. A 70, 062301 (2004),

donde se trantan las generalizaciones de canales de ruido unitales que ademds son proce-
sos unitarios aleatorios y los operadores de Kraus son proporcionales a las traslaciones en

el espacio de fases, y

(b) Ignacio Garcia-Mata, Marcos Saraceno, Maria Elena Spina y Gabriel Carlo, Phase-

space contraction and quantum operations, Phys. Rev. A 72, 069512 (2005).

donde interpretamos los canales de ruido no-unitales como procesos relacionados con
contraccion del espacio de fases. De esta manera asociamos dichos canales con procesos
disipativos.

Finalizamos el trabajo con un resumen y algunas perspectivas en el Cap. 8. Como
complemento agregamos dos apéndices. En el Ap. [Al damos algunas definiciones y no-

taciones de dlgebra de operadores y superoperadores utilizados a lo largo de la tesis.
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Dedicamos el Ap. [Bl para demostrar detalladamente por qué el método iterativo utilizado
en la Sec. proporciona con buena aproximacién los primeros autovalores del propa-

gador suavizado.



Capitulo 2

Mecanica cuantica en el espacio de fases

2.1. [Espacio de de Hilbert

Durante este trabajo usaremos espacios de Hilbert que cuantizan un espacio de fases
con condiciones de borde bien definidas, es decir espacio de fases compacto. El espacio
de fases compacto mds simple es el el 2-Toro T2. Podemos pensar a T? en el plano como
un cuadrado de lado unidad repetido periédicamente. Dada una funcién de onda | y) sobre

el toro al cuantizar se imponen las siguientes condiciones de quasi-periodicidad
(q+1ly) = (qly)  (p+1]y) = e (ply) 2.1
donde |g),|p) son estados de posicién y momento relacionados por
(plv) = —— [ Mg y)dg 22)
V27nh

Y Xg» Xp son los llamados angulos de Floquet. La Ec. (2.1)) determina una constante de

Planck efectiva

1
= 2.3
2N 2.3)
con N entero y los estados de posiciéon y momento admitidos son
gn=n+xs)/N
|4n): |px)  donde { (nt 2N 2.4)
pr=(k+2p)/N
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con k,n enteros.
Queda entonces definida una
transformada discreta

(Plgn) = o~ (2mi/N) (k+p) (n+24)

o

(2.5)
que en el caso y;, = xp = 0, es
la transformada de Fourier discre-
ta (TFD) de dimensién N. El limite
cléasico corresponde a tomar N — oo,

De esta manera el espacio de fa-
ses es compacto y si un estado ocupa
un drea igual a 27h entonces caben
exactamente N estados. Asi el esta-
do | ) es un vector en un espacio de
Hilbert de dimension N que llamare-

mos #y. Los estados de posicion y

© 0o o 0o o

7
7
7

¢ 000 00 O0OGO GO OO0 o

X

i,

2nh
Figura 2.1: Representacion esquematica de los

estados cuanticos sobre T°. También esta rep-
resentada la grilla Gy y los angulos de Floquet.

momento son franjas verticales y horizontales de

ancho 1/N respectivamente. Los puntos (g, px) definen una grilla Gy de N x N puntos

(Fig. 2.1).

2.2. Matriz Densidad

Un vector |@) en %y representa un estado puro. Cuando la evolucién del sistema no

es unitaria, los estados dejan de ser “rayos” en un el espacio .7¢y. Es apropiado usar el

operador (o matriz) densidad. Introdcido por von Neumann para describir propiedades

estadisticas en mecdnica cudntica, como su nombre lo indica, el operador densidad es un

operador lineal actuando sobre .7#y. Nos centraremos en espacio de dimension finita, por

lo que podemos asociar al operador densidad una matriz de N x N y llamaremos .7 al

espacio de operadores sobre 7y .

Repasamos algunas de las propiedades y notaciones de la matriz densidad.
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= la matriz densidad de un estado puro |¢) se define como
p = 19)(9] (2.6)
= p es Hermitica y semidefinida positva.
» La matriz densidad de un estado general general se puede escribir como
p= Zpi|¢i><¢i| (2.7

2.3.

donde p; > 0y Y, p; = 1. Esta ecuacion nos da la idea de un ensemble estadistico

de estados |¢;) con distribucién dada por p;.

Por definicion, tenemos
Trlp] = 1. (2.8)

También es fécil ver que
Tr[p?] < 1. (2.9)

La igualdad vale si y solo si p representa un estado puro, es decir si existe algin
cambio de base tal que la matriz densidad pueda escribirse como la Ec. (2.6)). La

cantidad Tr[p?] da una medida de pureza.

Traslaciones sobre el toro

En en el plano real R? el grupo de Weyl asocia a cada vector v = (g1, p1) un operador

de traslacion

T, = o~ i/0)(@1P—p10) (2.10)

unitario en L? (Rz)ﬁl y que cumple con la propiedad de grupo

TVTV/ — ei(i/Zh)V/\V/Tvﬁ»v/ ] (2 1 1)

IEl espacio de funciones de cuadrado integrable.
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En 6ptica cudntica son también conocidos como operadores de desplazamiento y se de-
finen en funcién de operadores de creacion y destruccion.

La definicién de operadores de traslacidn sobre el toro presenta algunas dificultades.
La principal es que los operadores Q y P con las reglas canénicas de conmutacién no estdn
bien definidos en este espacio de Hilbert discreto. Sin embargo el procedimiento usual es,
siguiendo el trabajo de Schwinger [[18], usar operadores de ‘corrimiento’H ciclicosUyV

tales que si |g) y |p) son estados de posicion y momento entonces

Ullg) = |g+q1); Utlp) = e*(Zﬂi/N)611p|p>

| . 2.12)
VPip) = [p+pi);  VPlg) = PTNPag) (

De la dltima ecuacién se deduce que estos operadores satisfacen la siguiente propiedad

de conmutacion
VPUe = yayPe2mi/Nap, (2.13)

Imponiendo simetria en (2213) se obtienen los operadores de traslacién cuénticos sobre el

toro

>

) = Uy P ei7/N)ap

= yPydeiz/Nap (2.14)

como una composicién de corrimientos en posicion y momento (donde g, p =0,....N —1).
Aclaramos que no distinguiremos la notacién para traslaciones sobre R? y T? porque
utilizaremos solamente las dltimas. Existen N2 de estos operadores YA"(% p) ¥ cumplen la
siguiente propiedad

Tr(T3T) = NSy, (2.15)

para todo ¢, B. En este punto hemos introducido letras griegas para representar puntos en
el espacio de fases, notacién que usaremos cuando sea conveniente y quedard clara por

contexto. Ademads, de la definicién se puede ver que cumplen la siguiente propiedad de

%La palabra en inglés es shift.
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grupo,
Toly = WN@BT, g (2.16)

donde a A B es el producto simpléctico
anB =qip2—piq2, (2.17)

donde & = (q1,p1) y B = (g2, p2)-
Asi definidos, los operadores de traslacién consituyen un conjunto ortogonal completo

en %2, por lo que cualquier operador puede representarse en la base de las traslaciones.

2.4. Mapas cuanticos

Clasicamente un sistema dindmico esta definido por un conjunto de ecuaciones difer-

enciales de primer orden
x= f(x,1), (2.18)

con x un punto en el espacio de fases. El procedimiento estdndar es reducir la dimensién
de la solucién usando un mapa discreto que se obtiene por ejemplo observando el flujo a
intervalos de tiempos fijos (mapa estroboscOpico) o de la interseccion transversal del flujo
con una hipersuperficie &7 de dimension r — 1, con r la dimensién del espacio de fases

(seccion de Poincaré). Lo que resulta es una recurrencia
Ynt1=M(yn), yE P (2.19)

donde el tiempo es un indice discreto que llamamos .

Los mapas que preservan areas tienen asociados una transformacion candnica finita.
La representacion unitaria [[19]] de esta transformacion candnica es lo que se llama la ver-
sién cudntica de un mapa clésico, o simplemente mapa cudntico. En el limite semicldsico
i — 0 (0 N — oo, en el caso discreto) debe reproducir la dindmica cldsica. En R? el pro-
cedimiento es esta’lndarH Una aproximacion del propagador unitario, en la representacion

de posicion, estd dada por la férmula de Van Vleck (adaptada al toro), en la representacion

3Ver por ejemplo [20].
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mixta 12
0%F,
<Pm‘U|‘]n \/—Z‘ap/aq

—ZF(p ) +in , (2.20)

p'=(m+xp)/N
q=(m+xq)/N

donde —F>(p’,q) = S(p’,q) es la accién a lo largo del camino cldsico que conecta g1 con
q>. Las fases extra u son los llamados indices de Maslov y dan cuenta de fases adicionales
debido a las cdusticas.

Esta aproximacion es exacta solamente en el caso de mapas simplécticos lineales en
R? en cuyo caso F> es la funcién generatriz cuadritica de la transformacién lineal. De
todas formas, siguiendo diferentes procediemientos (ad hoc), algunos de los mapas mas
representativos han sido cuantizados: mapas integrables como traslaciones [[18] y ciza-
lladuras, pero también cadticos y mixtos como mapas del gato [21}, 22], del panadero
[23, 24]] y el mapa estdndar [25)]. Ademads se pueden cuantizar cizalladuras no-lineales

no-conmutativas, o “mapas pateados” asi como Hamiltonianos periddicos [26].

2.5. Representaciones en el espacio de fases

2.5.1. La funciéon de Wigner

La mecdnica clésica “ocurre” en el espacio de fases. Las leyes de movimiento de la
mecdnica Hamiltoniana estdn determinadas por transformaciones canénicas del espacio
de fases [27]]. El estado del sistema en un instante dado queda completamente determinado
por un punto o por una distribucién en el espacio de fases. En mecénica cudntica el princi-
pio de indeterminacién hace imposible definir pares de de puntos (coordenada, momento)
y definir un espacio de fases cudntico puede ser problematico. Sin embargo la funcién
de Weyl-Wigner cumple con este objetivo (casi) a la perfeccion. Si las coordenadas y
momentos son variables continuas, dada una matriz densidad p, se define la funcién de

Wigner como [28]]

©° dx ix
Y (q,p) :/w P P g —x/2|plg+x/2). (2.21)

Esta funcién permite mapear el estado del sistema sobre el espacio de fases. Sin embar-

go no es una funcién definida positiva, por lo que no puede ser interpretada como una



2.5 Representaciones en el espacio de fases 21

densidad de probabilidades. No obstante, tiene las siguientes propiedades que la definen
(i) # (q,p) es una funcion real.

(i1) El producto interno de Hibert-Schmidt entre dos matrices densidad es
Tr(pipa) = 2mh [ (o) #a(et)dar, (222)

donde, como antes, & = (g, p).

(i1i)) Laintegral alo largo de cualquier linea es positivay da las probabilidades marginales

correctas.

Como muestran Bertrand y Bertrand
[29] estas propiedades determinan univo-
camente la funcién de Wigner. En otras
palabras, la funcién de Wigner tiene to-
da la informacién disponible sobre un
estado cudntico.

La funcién de Wigner es especial-
mente Util para mostrar las caracteristi-

cas cudnticas de un sistema en el espa-

cio de fases. El ejemplo “canénico” es )
Figura 2.2: Funcion de Wigner para un es-

el de un estado superposicion de dos es- tado superposicion de dos pagquetes Gaus-
tados de minima incertidumbre (estados S'anos-

coherentes del oscilador arménico unidimensional, por ejemplo), en el que cada uno por
separado tiene una funcién de Wigner del tipo
1 (x—x0)*  (p—po)’c’

Pi(4:p) = - exp {— 2 } (2.23)

Si suponemos que estan sobre el eje p = 0 y separados una distancia Ag, la funcién de
Wigner de la superposicion tiene la forma
1 { q2 p2 62

1
Pi2(q,p) ~ 5(#i(q,p) +72(q,p)) + — exp ————} cos(Agp/h). (2.24)
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Las funciones #(q,p) y #2(q, p) son simplemente las funciones de Wigner de cada uno
de los paquetes Gaussianos por separado. El término oscilatorio (cuya frecuencia depende
de la distancia entre los dos paquetes) da cuenta de que el estado es una superposicion
cudntica (ver Fig. 2.2). Los efectos del ambiente en un sistema cudntico, que transforman
un estado puro en un estado mezcla, se observan en la funcién de Wigner porque, como

veremos, hacen desaparecer los términos oscilatorios y la funcién queda positiva.

Importante: Los operadores unitarios correspondientes a transformaciones
canodnicas lineales transforman el simbolo de Weyl de cualquier operador co-
mo una variable clésica [30]. Esto quiere decir que para cualquier mapa lineal
tipo gato de Arnold, el propgador de la funciéon de Wigner es idéntico al de las
densidades cldsicas. Esta es una de las razones por las que el uso de la llamada
funcién de Wigner se ha generalizado a lo largo del tiempo.

En términos apropiados, la funcién de Wigner es el simbolo de Weyl del operador densi-

dadH El simbolo de Weyl de un operador A cualquiera se define como

1
A=s - / do#4(00)Rg. (2.25)

donde R son los operadores de reflexion repecto del punto ¢ del espacio de fases. Son
también llamados operadores de punto o de centro ya que se identifican con un punto
respecto del cual se hace la reflexién. Los operadores de reflexion R, estdn relacionados
con las traslaciones (o desplazamientos) T (sobre el plano) mediante la transformada de

Fourier

R(at) = 27er /dﬁTﬁ exp [——[3 /\a} (2.26)

El hecho que la funcién de Wigner sea real es consecuencia de que los operadores de
punto R(a) son Hermiticos.

El simbolo de un operador en la base de las traslaciones se llama funcion de cuerdas
[30], también conocida (especialmente en Optica cudntica) como funcidn caracteristica.
En la Fig. mostramos la relacién entre cuerdas y centros. Representamos un autoes-
tado del Hamiltoniano de Harper. La trayectoria cldsica (indicada en la figura) estd sobre
el borde y describe una orbita cerrada. La funcién de Wigner estd sobre la trayectoria

cldsica y dentro aparecen los términos oscilatorios cudnticos. El nombre de “cuerdas”

4No es la intencién de este trabajo profundizar sobre la funcién de Weyl-Wigner y sus sutilezas. Para un
andlisis muy completo de la representacién de Weyl sobre el toro ver [30, 311].
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1 | | ®
Trayectoria clasica I

Centro

Figura 2.3: Funcion de Wigner para un autoestado del Mapa de Harper. Es-
quematicamente se indica una parte de la trayectoria clasica desde un punto o_
hasta o, y la respectiva cuerda con su centro a.

estd relacionado con la forma de encontrar las fases oscilatorias de la funcién de Wign-
er en un punto & en términos de el drea simpléctica encerrada por la trayectoria cldsica
y la cuerda centrada en el punto o (ver [30] y referencias). Las cuerdas mads largas es-
taran relacionadas con las oscilaciones mas rdpidas (en la figura més cercanas al centro).
En secciones posteriores utilizaremos esta nocion para entender la decoherencia inducida

por superoperadores que tienen una expresion simple en la representacion de cuerdas.

2.5.2. Representaciones en un espacio de fases compacto

Repasamos brevemente nociones sobre representaciones en espacios discretos. El es-
pacio de operadores .77} es también un espacio de Hilbert, con el producto de Hilbert-
Schmidt definiendo la norma. Sea una base ortonormal de operadores Oy € %2, con
a=0,1,...,N*> — 1 que eventualmente pueden ser mapeados en los N2 puntos (g, p) de
la grilla Gy definida en la Sec. 2.l Entonces un operador arbitrario A € .74,» puede ex-

pandirse en esta base como
A=Y Ox(a)0q (2.27)
o



2.5 Representaciones en el espacio de fases 24

donde la funcién de “componentes” de A en la base de los Oy

o) ¥ Tr[0" (@) A] (2.28)
es el simbolo de A en esta representacion. En la Sec. vimos que, si bien no es trivial,
se pueden definir los operadores de traslacion sobre el toro como desplazamientos cicli-
cos. Asi definidos los Ty, forman un conjunto ortogonal completo. Por lo tanto, cualquier
operador A € 77, tiene una representacion como combinacién lineal de traslaciones (nor-
malizadas)

A=L Y, ()T, (2.29)

N acGy

donde Gy es la grillade N x N puntos @ = (g, p) y el simbolo

A %Tr[T;A] (2.30)
es la funcién de cuerdas de A (la normalizacién esta dada por la constante 1/ V/N).

La generalizacion de la funcion de Wigner para el toro no es tan directa como la de
cuerdas. Estd demostrado que un intento ingenuo falla. Supongamos que usamos la forma
discreta de la Ec. (Z.26) para definir los operadores de punto sobre el toro simplemente
como la TFD de las trsalaciones. El problema es que los operadores R asi obtenidos no
son Hermiticos, por lo que no se puede asegurar que la Wigner resultante sea real [13]].
El problema se soluciona al considerar que, por cuestiones de simetria, la construccién de
los operadores de punto sobre el toro requieren sumar sobre periodos que son el doble de
lo esperado [31]. Esto es equivalente a considerar un espacio de fases con una grilla Goy
de 2N x 2N y definir ahora si los operadores de punto como

2N—-1

T
Z Tk exp [—zﬁ(kq —mp)|. (2.31)
m,k=0

R(q,p) = (2N)2

Asi, tenemos un total de 4N? operadores de los cuales solamente N2 son independientes.

Se puede demostrar la relacién

R(q+o,N,p+0o,N) =R(q,p)(—1)o,q+0,p+ 0,0,N (2.32)
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de donde se puede deducir que basta con determinar los operdores de punto en una sub-
grilla de N x N y los demds quedan determinados. Miquel et al. [I13] muestran que la

funcion de Wigner discreta definida como

Wy () = Te{R(a)p) (2.33)

cumple con las propiedades (i), (ii) y (ii) (en la pag. 2I)) necesarias para una “buena”
funcién de Wigner. La Ec. (Z33) puede interpretarse como el valor de expectacién de
un operador Hermitico (que depende paramétricamente de un punto & en el espacio de
fases). Por lo tanto, queda claro que % asi definida es real. En la Fig. 2.4 representamos

(a) (b) (©) (d)
L -

q

Figura 2.4: Funcion de Wigner para distintos estados. (a) Estado de posicion; (b)
superposicionc coherente de dos estados de posicion; (c) estado coherente. En
estos tres se obsevan las oscilaciones debidas a la interferencia con las imagenes.
El panel (d) corresponde a la funcion de Wigner de un estado de posicion modifi-
cada (ver pag.[26) para que no aparezcan las oscilaciones ‘espureas’.

tres estados sobre el toro: (a) estado de posicidn; (b) superposicion coherente de dos esta-
dos de posicion; (c) estado coherente. Como se puede ver, en todos aparacen ademds de
la distribucién esperada, términos de interferencia (con longitudes de onda cortas). Estos
términos pueden entenderse como interferencias del estado con sus imédgenes (a veces
llamadas “fantasmas”) debidas a la periodicidad del toro. Ademads, la funcién de Wign-
er para una matriz densidad de N X N es un arreglo de datos de 2N x 2N, pero toda la
informacion del estado esta contenida en un arreglo de N x N. Lo demds es informacién
redundante. De aqui en mads, solo a los fines de la representacion grafica, utilizare-
mos una modificacion de la definicién dada en (Z.33) [32)]. Simplemente notamos que
los términos oscilatorios correspondientes a las imdgenes “fantasmas” son los de menor
longitud de onda (recordar que la frecuecia de oscilacion esta relacionada con la distan-
cia). Ahora, la funcién de cuerdas en el 2-toro esta relacionada con la de Wigner por
una transformada de Fourier discreta (en 2-D). Por lo tanto, las oscilaciones debidas a las
imagenes estardn relacionadas con las cuerdas mads largas. Siguiendo este razonamiento,
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construimos la nueva funcion de Wigner de la siguiente manera:
1. Partimos de # (g, p) definida en (233).

2. Obtenemos la funcién de cuerdas % '(n,m) mediante transfomada de Fourier (que
también serd de 2N x 2N).

3. Seleccionamos el arreglo de N x N compuesto por las “cuerdas cortas”, es decir, los
indices m,n € [O,N/2 —1JU[2N—N/2—1,2N —1].

4. Antitransformamos, pero ahora solamente este arreglo de N x N. Obtenemos una
nueva funcién de Wigner (ahora de N x N) que también tiene toda la informacién
disponible [32] 8

En la Fig. 24 (d) se ve como ejemplo la funcién de Wigner de un estado de posicién
(equivalente al que aparece en (a)) sin su correspondiente imagen fantasma. Existen otros
métodos para eliminar las imdgenes que también se basan en la redundancia que existe en

la Wigner de 2N x 2N (ver por ejemplo [33]]).

2.5.3. Husimi

La funcién de Husimi es un suavizado Gaussiano de la funcién de Wigner en un area
de tamafio /. Contiene toda la informacién accesible de un estado cudntico y, por ser un
suavizado, no muestra las oscilaciones (con valores negativos) de la funcién de Wigner.
Por lo tanto es un buen candidato a distribucién de probabilidades. Sin embargo este
mismo suavizado hace que estructuras semicldsicas importantes dse pierdan.

Dado un estado p, la funcién de Husimi puede definirse como el simbolo normalizado
en la base de estados coherentes |z). Sobre el toro los estado coherentes pueden definirse

mediante Gaussianas periddicas y forman una base sobrecompleta y no ortogonal ya que

(2.34)

El conjunto de estados coherentes sirve para representar cualquier estado mediante la

>Sin embargo esta nueva Wigner no propaga cldsicamente las transformaciones simplécticas.
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Wigner Husimi
1 ‘ N ‘ ‘ ]

q

Figura 2.5: Comparacion entre la funcion de Wigner (izquierda) y la de Husimi
(derecha). Se puede ver que la funcion de Wigner muestra las oscilaciones cor-
respondientes a interferencias cuanticas. La Funcion de Husimi, en cambio, es po-
sitiva en todo el toro. (El codigo de colores es equivalente al utilizado en la Fig. E:ﬂ
de la pag. 23).

funcién de Bargmann en el toroH

1 1/4
() =— N2+ V=g, (ign (q ik \/§z> iN (2.35)
h N
donde 63 es la funcién theta de Jacobi [36]].
Luego dado un estado p la funcién de Husimi es
1
H(2) = == Trl[) 2. (2.36)

(zlz)

Algunas propiedades (que no demostramosﬁ) son:

= Al igual que la funcién de Wigner, .7 es el valor de expectacion de un operador
Hermitico, por lo que tambien es real.

= Es positiva en todo el espacio de fases.

= si el estado representado es un estado puro y el espacio de Hilbert tiene dimension
N, la funcién de husimi tiene N ceros.

Ver [34, 33]] para representaciones de Bargmann en el Toro
"Ver por ejemplo [33], 37.
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En la Fig. a modo ilustrativo mostramos la funcién de Wigner (derecha) y Husimi
(izquireda) de un estado sobre el toro. Se pueden ver claramente las diferencias. La fun-
cion de Wigner exhibe las oscilaciones producto de la interferencioa entre distintos puntos
de la parte “clasica”. La de Husimi por su parte, al ser un suavizado Gaussiano, muestra
la parte cldsica ensanchada respecto de la de Wigner y las oscilaciones han sido borradas.

Existen representaciones intermedias dependientes de un pardmetro[38]] que, siendo
también buenas representaciones de la mecdnica cudntica, permiten en algunos ver las

estructuras hiperbdlicas de autoestados cadticos[39)]

Nota.

En este trabajo solamente la utilizaremos ocasionalmente como alternativa de
representacion grafica a la funcién de Husimi y no haremos ningtn tipo de andli-.
sis de la funcidn en si (ceros, etc)



Capitulo 3
Sistemas Abiertos

La mecdnica cudntica que se ensefia en los cursos de grado es unitaria. Es decir, dado
un Hamiltoniano, se resuelve la ecuacién de Schrodinger y se obtiene, para un estado
inicial determinado, el estado final a tiempo ¢ mediante la evolucién por un propagador
unitario. Todo esto es completamente correcto si el sistema en cuestion es perfectamente
aislado (cosa que se asume al suponer que un Hamiltoniano describe la evolucién del
sistema). Lamentablemente, un sistema completamente aislado estd lejos de ser el caso
general, de hecho es un caso extremadamente raro. La gran dificultad para realizar con
éxito experimentos con trampas de iones o de electrodindmica cudntica en cavidades, en
los que el control de la interaccion con sistemas externos es muy buena, no hace mds que
confirmar este hecho.

Por eso es necesario considerar el caso general en el que el sistema a estudiar estd en
contacto o interactda (si tenemos suerte, interactia “débilmente”) con otro sistema (que
llamamos enforno) cuyo estado es en principio inaccesible o muy dificil de conocer. La
evolucion del sistema completo (sistema + entorno) sigue siendo unitaria (de nuevo, con-
siderando que el sistema “completo” esté razonablemente aislado). Esta evolucion provo-
ca que un estado que inicialmente no tiene correlaciones entre sistema y entorno, instantes
después esté correlacionado de manera fundamental (y cudntica). Se dice que luego de la
interaccién el sistema y el entorno estdn en un estado entrelazadoEI. En las palabras del

mismo Schrodinger

'En inglés entangled.
2Traduccién libre de la traduccién al inglés del articulo [40] que aparece en [4.1]].
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“Cuando dos sistemas interactian, sus funciones-psi, como hemos visto, no entran en
interaccion sino que inmediatamente dejan de existir y toma su lugar una tinica para el
sistema combinado.”

Como ejemplo consideremos un estado inicial del sistema completo
o) = ) aulsn(0)) ® | we(0)) 3.1
n

que es un producto de los estados de los dos sistemas (donde por conveniencia escribimos
el estado del sistema de interés como superposicion coherente de una base ortonormal

|sn)). Luego de un tiempo ¢ el sistema completo evoluciona y su estado tiene la forma
Zocn|sn Yen(t)) (3.2)

donde ahora |e, (1)) son los estados a los que evoluciona el entorno dado que el sistema
evolucione al estado |s,(7)). A esto se refiere Schrodinger al decir que no tiene ya sentido
referirse a la “funcién-psi” de cada parte. Como el estado del entorno es inaccesible,
debemos “olvidarnos” de él. Esto se hace mediante la traza parcial. A partir del estado

puro (B2)) obtenemos la matriz densidad del sistema
p(t) = w(t)(y(r)| = Za On|$n (1)) len(t)) (em(2) | {sm(2)] (3.3)
y tomamos la traza sobre los estados del entorno. Asi obtenemos

ps(t) = Tre[p(1)] = Y 0y Clulsn (1)) (5 (1) [{em(?) en(1)). 3.4)

Si el médulo | (e, (¢)|en(t))| ~ 1 significa que sistema y entorno estdn “poco” entrelazados
y la evolucion es unitaria. El estado resultante sigue siendo un estado puro. Si, por el con-
trario | (e (t)|en(t))| ~ 0, entonces sélo sobreviven los términos de la diagonal (en la base
dada) de p, y el estado final es completamente mezcaldo. La pureza Tr[p?] de la matriz
densidad resultante sirve para medir dos cosas (estrechamente relacionadas por supuesto):
por un lado, la cantidad de entrelazamiento entre dos sistemas que como un todo evolucio-

nan unitariamente H, es decir si los dos subsistemas estan entrelazados al trazar se obtiene

3La importancia del entrelazamiento en el &mbito de la informacién cudntica y computacién cudntica
han realzado el interés en el estudio de medidas de entrelazamiento (ver [42]).
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un estado mezcla; por otro lado sirve como medida de la pérdida de informacion cudntica
de un siststema en interaccién con un entorno. Esta tltima interpretacion es la que usamos
durante la tesis.

La reduccién de los términos no diagonales se llama decoherencia. El concepto de
decoherencia fue desarrollado en los afios 70 y principios de los 80 principalmente en los
trabajos de Zeh y Zurek y sirvi6 para romper con la interpretacion ortodoxa que indicaba
que hay una clara divisién entre 1o macroscopico y clasico de lo microscopico y cuéntico.
Ayudo a entender por qué si bien en principio fodo es cudntico, hay cosas que se manifies-
tan de forma aparentemente clasica. La decoherencia introduce reglas de superseleccion
que indican que hay estados preferidos o estados puntero que son robustos, mientras que
cualquier superposicion de estos en presencia de un entorno pierde coherencia (i.e. los
términos de interferencia “no-cldsicos” se borran). La decohernecia y la superseleccion
de estados punteros pueden ser pensados como el efecto resultante de un ambiente que
esta monitoreando el sistema continuamente[2)].

Aparte de por cuestiones de interpretacion y fundamentos de la mecédnica cudntica, la
decoherencia cobré importancia recientemente por varias razones. Una es el auge de la
teoria de informacén y computacién cudntica donde es muy importante mantener la co-
herencia de un sistema de (preferentemente) muchos subsitemas cudnticos. Pero también
un gran numero de nuevos experimentos han surgido (como, por ejemplo, experimen-
tos de difracciéon de “macro”-moléculas en Viena o los de cavidades de microondas en
Paris) en los que se puede observar la decoherencia en accion y también controlarla. El
tratamiento usual consiste en suponer que el entorno es Markoviano, esto es que los tiem-
pos caracteristicos de los decaimientos en las correlaciones del entorno deben ser mucho
menores que cualquier tiempo caracteristico del sistema. Dicho de otra manera, se pide
que el entorno “no tenga memoria”. Ademads, usualmente se asume acoplamiento débil,
en cuyo caso se cumple la aproximacién de Born-Markov. Asi se obitene la evoluciéon
de la matriz densidad a partir de una ecuacién diferencial de primer orden, o ecuacion
maestra

Como ocurre en mecdnica cldsica a veces es ttil reducir la ecuacion diferencial que de-
fine un sistema dindmico a un mapa discreto (en general usando una seccién de Poincaré).
Se puede asi, usando un modelo simplificado estudiar las caracteristicas principales de la

dindmica. En lo que sigue usamos un enfoque analogo. No modelamos la interaccién con
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el entorno sino el efecto que el entorno produce sobre el sistema. Este enfoque es en
general usado en el dmbito de mapas cudnticos asi como también en el tratamiento de

algoritmos [43]] o problemas de scattering[44]].

3.1. Superoperadores

Podemos pensar la evolucion de un sistema abierto como la evolucién de una parte
de un sistema mds grande que evoluciona unitariamente. Suponemos que el espacio de

Hilbert total puede separarse en dos subsistemas
Hior = Ha @ H) (3.5)

donde a es el sistema de interés y b es el que actia como “ambiente”. Si la matriz del

sistema total es Py entonces la evolucién estd dada por la ecuaciéon de Liouville-von

Neumann 3
Prot 1
= —|H,p]. 3.6
La solucién de esta ecuacion para todo tiempo puede ser escrita por medio del propagdor
unitario U (1) = e H/M como
P(t) = Uso(1) prot(0) Uy (1) 3.7

En general la evolucién unitaria (B.7) produce entrelazamiento entre los subsistemas, es
decir deja de ser un estado producto (salvo casos triviales de estado inicial). La forma de
obtener la evolucidn del subsistema a es mediante la traza parcial de los grados de libertad

del sistema b

Pa(t) = Trgl[Una (1) P ()T (1)] = S1 (o). (3.8)

El operador S; representa una forma general de transfomacion vélida de una matriz den-
sidad. A este tipo de mapas los llamaremos superoperador, operacion cuantica, canal
cuantico o simplemente ruido indistintamente y dependiendo del contexto en que aparez-

ca. Si asumimos que la evolucién dada por S; es Markoviana entonces S; forma un semi-
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grupo dindmico cudntico (con un parametro ). En este caso debe cumplirse

Sl‘l (Sl‘z (pa)) - St1+l‘2 (pu) (39)

Los semigrupos dindmicos cudnticos son generados por una ecuacién diferencial lineal
a primer orden o ecuacion maestra (ver Sec. [[.Z1l pag. B2y ss.). Como nuestro interés

principal son los mapas, reemplazamos los subindices ¢ por un indice entero n asi

Pr+1=S(pn) = S(Sn(po)) (3.10)

donde queda explicito el caracter Markoviano de los mapas.

3.2. Representacion de Kraus

Sea |or) una base ortonormal de b, entonces tenemos

Pa=S(pa) = Trp[U (pa®[0)(0])UT] = } (at|U|0) pa(O|U | ) (3.11)

o

donde ahora

Ko & (alU|0) (3.12)

son operadores que actian sobre el sistema a solamente. Asi queda definida la repre-

sentacion en suma de operadores
Spa =Y KapaK{, (3.13)
o

o representacion de Kraus [45] y K, son los operadores de Kraus. El superoperador S es
un operador actuando en el espacio de Liouville L(.#) de matrices densidad (complejas,

Hermiticas semidefinidas positvas) con las siguientes propiedades:

» Es lineal, es decir si py,pr € L(A) y p € C entonces

S(p1+pp2) =S(p1) +pS(p2). (3.14)
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Notar ademas que el espacio de superoperadores es convexo. Es decir sean S1,S; €
L(L(27)),p € R,0 < p <1, entonces

PS1+(1=p)S, =83 € L(L(J7)) (3.15)

ademds en general S| +S, & L(L(.77)).
= Es HermitianaH esto es

P =Y KapiKy =p, (3.16)
o

= Preserva la traza (PT). Esta propiedad es escencial para que el mapa sea de matrices

densidad en matrices densidad. Esta condicion se cumple si
Trlp,] = Tr[Spa] = Tr[pa Yy KoKa] = Tr[pa] = 1. (3.17)
o

En la ecuacién anterior usamos la propiedad ciclica de la traza Tr[AB] = Tr[BA| y
ademds la definicion de los K, (Ec. (3.12))) de donde de la unitariedad de U se sigue

que

Y KiKa = Y (0,|UT|ow){0|U|0)

o

= (0,/UTU0p) = 1, (3.18)

donde I, es la identidad en el subespacio a. Ademads, se puede ver [47] que dada
una representacion de Kraus siempre existe una extension del espacio de Hilbert
A% y un operdaor actuando sobre .77, ® #% tal que vale la Ec. (B.11)). Por lo que la

condicién de preservacion de la traza en funcion de los operadores de Kraus
Y KiKo=1, (3.19)
a

es necesaria y suficiente.

» Es completamente positivo (CP). Un mapa de operadores es positivo si lleva oper-

4Diferenciamos “Hermitiano” i.e. que preserva la hermiticidad, de “Hermitico” o autoadjunto en el
sentido usual de operadores lineales (ver por ejemplo [46].



3.2 Representacion de Kraus 35

adores positivos a operadores positivos. Ahora, un mapa S que actiia sobre L(5%;)
es CP si una extension trivial S® 1), : L(5, @ },) — (4, ® 7)) es también un

mapa positivo.

Se puede demostrar[47] que un mapa que cumpla las anteriores propiedades tiene una
representacion en suma de operadores. Las propiedades descriptas se cumplen tanto para
mapas como para la evolucidn a tiempo continuo. La diferencia es que en el dltimo caso
la suma de operadores los operadores de Kraus pueden depender del tiempo.

Cabe aclarar que la representacion de Kraus no es unica ya que se puede ver que dado

un operador unitario %/ entonces
S =Y KapKi =) GppGjy (3.20)
o B

con Gg = Up oKy Ademds si N es la dimension de 77, entonces el nimero de operadores
de Kraus no excede N2. Los mapas cu’anticos descriptos en la Sec. 24 tienen una forma

de Kraus trivial dada por

p'=U(p) L

La evolucion de una matriz densidad en términos de un superoperador representado

UpU™. (3.21)

en forma de Kraus nos provee de un formalismo general para tratar algunas caractefisticas
de la evolucidn de sistemas abiertos. Por ejemplo, generalmente un sistema preparado ini-
cialmente en un estado puro evolucionara hasta un estado mezclado. Este efecto se conoce
como decoherencia. La decoherencia cumple un papel esencial para entender (entre otras
cosas) por qué se puede separar entre el mundo clasico y el cudntico. Es decir, por qué no
observamos efectos cudntcos en sistemas macroscopicos por ejemplo. La decoherencia,
que puede interpretarse como el efecto de la interaccén entre un sistema y su ambiente,
actia seleccionando una base privilegiada de estados (punteros) sobre la cual no existen

superposiciones.



Capitulo 4

Difusion por ruido Gaussiano

4.1. Mapas cuanticos abiertos

Cuando hacemos experimentos numéricos en mecdnica cldsica la irreversibilidad pue-
de aparecer tanto por interacciones con sistemas externos no contempladas asi como por
posibles errores de truncacion debido a la precision de la mdquina, que es finita. Este
tipo de efectos se puede modelar mediante algin término estocéstico tipo Langevin en las
ecuaciones.

En mecdnica cudntica la interaccién con un ambiente introduce decoherencia. Pro-
ponemos modelar las fluctuaciones inducidas por el entorno mediante procesos aleatorios
que suavicen la evolucion unitaria. Como simplficaciéon suponemos que el propagador
completo S estd compuesto por dos pasos. Una parte unitaria U, correspondiente al mapa
cuantico en si, compuesta con el ruido D¢ que es dado explicitamente en forma de Kraus,
donde € es uno o mas parametros que determinan el tipo y la fuerza de la interaccion. La

evolucion de la matriz densidad estd dada por la iteracion de este propagador en la forma

Pn+1 = Se(Pn) = De o U(py). 4.1)

donde € representa la fuerza del ruido y puede ser relacionado con la constante de aco-
plamiento entre sistema y entorno. Este tipo de esquemas de dos etapas ha sido objeto de
estudio en trabajos recientes [0, 48,149, 50,151, [12)]. Aparecen naturalmente en los casos en

los que el ruido es despreciable durante la evolucidn unitaria. Suponiendo que la evolucién
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Figura 4.1: Representacion esquematica del modelo de evolucion ruidosa en dos
etapas: primero la evolucion unitaria que imaginamos tiene un tiempo caracteristi-
co r; y después el ruido con un tiempo 1, > 1, .

de @I) proviene de la exponenciacién directa de la ecuacién de Lindblad. Entonces si a
primer orden la parte unitaria y la interaccién conmutan, las dos partes pueden separarse
en un producto de propagadores. Un ejemplo fisico es el micromaserEl. Hay algunos casos
como los mapas pateados en los que la interaccidon puede tener lugar entre cada patada
(ver el esquema de la Fig. B)). El caso del billar dentro de un bafio térmico, considerando
que la interaccién con las paredes es esencialmente unitaria mientras que la evolucién
libre es ruidosa, es otro buen ejemplo. Cabe mencionar también, para el caso de circuitos
cudnticos, la situacion en que se pueden despreciar los errores por imperfeccion en las

compuertas pero no los ruidos del canal en general.

4.2. Procesos unitarios aleatorios

La froma de simular un proceso aleatorio es mediante una suma incoherente de posi-
bles transformaciones unitarias sobre la matriz densidad. Asi, sea {Up,Uy,---,U;} un

conjunto de operadores unitarios en .72, un porceso unitario aleatorio (PUA) puede ser

'Ver por ejemplo [52]
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escrito en suma de operadores como

d
D" (p) =Y ciUipU;'. (4.2)
i=1
con ¢; reales y positivos. Como vimos en Sec. B.dl para que una suma de superoperadores

sea un superoperador, debe ser una suma convexa, es decir, ¢; > 0y
Y =1 (4.3)
i

que es también la condicién para que preserve la traza (PT). Ademads la condicién PT,

junto con la unitariedad (U,-Ul-T = I) implican que el mapa es unital (preserva la identidad)

DPVA(N) =1 (4.4)

Un mapa unital y que preserva la traza se llama doblemente estocdstico. Una matriz de

elementos m;; es estocdstica si

Y mij=1Vj (4.5)

por lo que es biestocdstica si su adjunta es estocdstica (i.e. } ; mji =1).

Un mapa biestocatico tiene al uno como tnico autovalor sobre el circulo unidad y
los demds autovalores en el plano complejo dentro de un circulo de radio g donde se
cumple que g < 1, es decir que es contractivo. Bajo ciertas propiedades (ergodicidad)
que debe cumplir el canal, se puede ver [53] que ademads la entropia de Von Neuman

S(p) = —Tr[plogp] nunca decrecet.

2 Algunas propiedades mas de canales biestocésticos pueden encontrarse por ejemplo en [54, 55, 56]
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4.3. Canal Gaussiano.

4.3.1. Definicion

Consideraremos procesos biestocdsticos con una forma de Kraus generalizada
ch a)TapTy,. (4.6)

con) ,Ce(a)=1,y0 < e <1 un pardmetro que controla la fuerza del ruido. Los Ty, son
los operadores de traslacion sobre el toro definidos en la Sec. (pag. [[8). Este canal
toma el estado inicial p y lo transforma en una suma incoherente de traslaciones 7, p T;
cada una con probabilidad C¢ ().

Veamos algunas propiedades de D. Los operdores de traslacion forman un conjunto
ortogonal completo en el espacio de operadores. Segiin la Ec. (Z.13) es preciso normalizar
segun

1
ﬁTa 4.7)

para que la base de operadores sea ortonormal. Como se vio en la Sec. el simbolo

Ta —

de un operador A € L(J7) en esta base

AE) = %Tr[TgA]. (4.8)

es la funcién de cuerdas. Andlogamente usando las propiedades de T, se puede definir el

simbolo del superoperador D en una base normalizada de superoperadores como

;
L 1p Ty
Dy = NTr[ﬁDg T NZZCS ) TH{ T3 Tu Ty T5)
1 .
= LCel(o)e” PN S5, = C(B)3p, (4.9)
[0

C(B) = <Y Ce(a)e P, (4.10)
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Por lo tanto el ruido es diagonal en la representacion de cuerdas. De lo anterior es claro
que las autofunciones de D¢ son T con autovalor C (B). Introducimos aqui una repre-
sentacion alternativa del superoperador: su descomposicion espectral. Para eso es util
usar otra notacion. El espacio de operadores L(.7¢y) con el producto de Hilbert-Schmidt
entre operadores es un espacio de Hilbert. Por 1o que los operadores son vectores en un

espacio de Hilbert. Usando una notacién tipo Dirac (ver Ap. [Al)
A) € L(A4), (BeL(A)" y (BlA) < Tr[BA] @.11)

(donde el asterisco en L(7#y)* denota espacio dual [46]]) podemos escribir la descom-

posicion espectral de D como
Dclp) =Y |T3)C(B)(T5lp) ZC )P|Tp) (4.12)
B

donde pg = (Tg|p) es la funcién de cuerdas de p. Entonces en la representacion de cuer-
das la accién de un ruido de la forma @) es modular la funcién de cuerdas con el
coeficiente C(fB).

Para simular un entorno difusivo del estilo que cldsicamente supondria una evolucién
seglin una ecuacidn estocdstica tipo Langevin, proponemos (una pequefia modificacion
de) el llamado canal Gaussiano. El canal Gaussiano implementa en cada paso una suma
aleatoria (incoherente) con distribucién Gaussiana de todas las posibles traslaciones en el
espacio de fases. Es decir en la Ec. @.6) el coeficiente C¢ () es una funcién Guassiana de
o (centrada en o = 0). Esto implica que con alta probabilidad el ruido no hace nada (es
decir, aplica T{q o pTJ)’O) = p) y aplica una suma incoherente de traslaciones con prob-
abilidad decreciente segun el tamafo del desplazamiento. Debido a la perdiodicidad del

toro la funcién Ce (o) = Ce(q, p) debe cumplir
Ce(g+n,p+m)=Ce(q,p) (4.13)

con n,m enteros. Por lo tanto para implementar el canal Gaussiano esta funcion deberia
ser una suma periddica de Gaussianas (funcion @ de Jacobi). Por simplicidad optamos

por una alternativa. Dado que el ruido es diagonal en la representacién de cuerdas, por



4.3 Canal Gaussiano. 41

lo tanto queda determinado por sus autovalores C (B) = 5£<“, V) (usamos dos indices

explictamente en este caso). Luego proponemos como autovalores la funcion

1 /eN

2
Ce(1,V) = exp [—5 (7) (sin®[mu/N] +sin®[zv/N]) | . (4.14)

Esta es una funcion suave, cuasi-Gaussiana y periédica de las variables enteras p,Vv.

(a) (b)
800

600

0.5 400

200

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 4.2: (a) Representacion en el plano complejo del espectro C:(u,v) para el
canal Gaussiano D, (N = 100, € = 0,2). Todos los autovalores son reales y posi-
tivos; (b) Distribucion de los modulos de los autovalores representados en (a). Se
observa una fuerte acumulacion de autovalores cerca del origen.

Ademads, su tranformada de Fourier es positiva, por lo que queda asegurada lo positividad
de D;. Es facil ver

Ce(,v) e @ VIR (4.15)

que es una funcién Gaussiana (no normalizada) de ancho ¢ = 1/(eN). De acuerdo a la
Ec. @9, 5£<u, v) es el espectro de D¢. En la Fig. .2 (a) estdn representados en el plano
complejo todos los autovalores, para € = 0,2. El espectro es real y positivo y como se ve

en la Fig. B2 (b) tienen una fuerte acumulacion cerca del origen.

4.3.2. Difusion y Decoherencia

El ruido definido en @.8) con los coeficientes C¢() dados por la transformada de
Fourier de @.14) se puede interpretar como una difusién Gaussiana. La forma de C¢ ()

determina la probabilidad con que se aplican los operadores de traslacion sobre la matriz
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densidad. Con alta probabilidad el ruido no hace nada y la forma de C¢ () determina el
peso de las demads traslaciones Ty,. Tendrdn efecto significativo aquellas tales que o <
€/(2m) (que es el ancho de C¢()). La difusion se observa en las representaciones del
espacio de fases como un ensanchamiento del paquete. Ademads la suma incoherente de
traslaciones produce decoherencia porque las oscilaciones desplazadas sumadas de forma

aleatoria se anulan (total o parcialmente).

t=1 t=2 =3 t=4

- T T T T T T T T T T T T
L ] L -
fe}
S % alln Z alls alln -
L L] -
o 1 | 1 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1

Figura 4.3: Evolucidn utilizando el canal Gaussiano D, (¢ = 0,08) de un estado inicial
superposicion de dos estados coherentes sobre el toro (N = 64). Se puede ver
como la intrdeferncia se borra gradualmente y los paquetes Gaussianos originales
se ensanchan.

Este efecto se explica mediante la funcién de cuerdas y su relacién con la funcién de
Wigner. La funcién de cuerdas y la funcion de Wigner estan relacionadas por la transfor-
mada de Foruier. Como D es diagonal en la representacion de cuerdas su efecto sobre la
funcién de cuerdas de una matriz densidad es simplemente modular la funcién de cuerdas
con el kernel 58( W, v) de la Ec. @I4). Este kernel borra efectivamente las cuerdas largas
(mayores que 1/(egN)). Al calcular la funcién de Wigner, mediante la transformada de
Foruier discreta (teniendo en cuenta que se debe tomar la dimension 2N) se obtiene

2N—1
De(#p) = ), Ce(a)¥# (B—a), (4.16)
B=0

donde # (—a) = # (2N — &) y D¢ es el superoperador D, actuando sobre la funcion de
Wigner. Luego, por definicion las cuerdas largas esdn relacionadas con las oscilaciones
rapidas de la funcién de Wigner. Por lo tanto el superoperador D ademads de ir ensanchan-

do la parte “clasica” de la funcion de Wigner, ird borrando paulatinamente los términos
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de interferencia. En la Fig. mostramos la accién de D¢ sobre un estado que estd for-
mado por la superposicion de dos estados coherentes (similar al de la Fig. 2.2 pero sobre
el toratl). Se puede ver como en cada paso se va borrando la parte oscilatoria interme-
dia correspondiente a las interferencias cudnticas y los paquetes originales (en rojo) se

ensanchan debido a la difusién.

4.3.3. Propagador unitario suavizado

En lugar de pensar que el ruido modula con la forma de 68 (u,Vv) los elementos de
la matriz densidad (en la representacién de cuerdas), podemos interpretarlo de forma al-
ternativa como una especie de suav1zadoH del propagador unitario. Segun el esquema de
dos etapas propuesto en la Sec. Bl para el caso del ruido difusivo D¢, si U es un mapa

unitario cualquiera la evolucion esta dada por
p' =S:(p ch o) T,UpU'T]. (4.17)

En la representacion de cuerdas es

1l T Tp

Sap = NTr[ﬁS£<ﬁ
A 2mi

= mi-tuLus § LCnexlTrany

1
)= 5 L Ce T U TU )

= Ce(Q)Uop (4.18)

donde %,p = Tr[T4U TgU T]/N es el elemento de matriz del propagador unitario en la
representacion de cuerdas. Al igual que en la funcién de cuerdas de un estado, el ruido
actua sobre el superoperador unitario suprimiendo las cuerdas largas que corresponeden

a las oscilaciones rapidas.

3Se utilizo la variacién de la funcién de Wigner que no tiene imagenes.
4Coarse graining.
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4.3.4. Espectro del propagador suavizado

De ahora en mas nos referiremos a S como el propagador suavizado. Como vimos en
la Sec. una suma convexa de operadores unitarios es un PUA o, en otras palabras es
un mapa biestocdstico. Es facil ver que S también es un PUA ya que T, U es un operador
unitario. Por lo tanto este mapa es una contracciéon. Enumeramos algunas propiedades del

espectro:
1. S¢ es unital por lo que Ay = 1 es autovalor y su autofuncén es py =1/N.

2. la parte restante del espectro se encuentra dentro del circulo unidad y es simétri-
ca con respecto al eje real. los pares de autovalores complejos conjugados entre

si correponden a autofunciones que son Hermiticas conjugadas entre si.

3. Como se cumple
S.0S) =D? (4.19)

los autovalores de D¢ son lo valores singulares de S¢. Por lo tanto el espectro de S¢

estd contenido en el anillo
e (5) < ) < e 2(F) (sn’lm/N) (4.20)
En el limite de N grande podemos entonces escribir

2 >
N

- (—8) <mnjnl< -2 @.21)
T 2

4. El superoparador suavizado no es normal, esto es Sgsz + SZ»Sg, y por lo tanto tiene
diferentes autofunciones a derecha e izquierda para cada autovalor. El problema de

autovalores a derecha e izquierda para cada autovalor A, A* puede escribirse como

SeR: = AiR; SR = AR (4.22)
SiLi=ArL; SILT = ML (4.23)
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donde L;, R; componen un conjunto biortogonal
Tr (L{R;) = Tr(LiR;) =Tr (L{R}) = 8. (4.24)

y asumimos la normalizacién Tr (LjL,-) =Tr (RjR,-) = 1. Elegimos en particular
Lo=Ry=1/N para Ay = 1 y por lo tanto todos las demds autofunciones tiene traza
nula. Siempre que nos refiramos a los autovalores A;, i =0, ..., N> — 1 supondremos

la siguiente ordenacion

1=2 > M| > || > > [An_1| (4.25)

5. Usando la notacién de la Sec. B.3.1] (pag. EQ), la descomposicion espectral de Sg¢
queda
Se =) [R)Ai(Lil. (4.26)

La obtencion directa del espectro de S¢ se ve obstaculizada porque involucra la diago-
nalizacién de una matriz no Hermitica de N2 x N2. Esto puede resultar un problema si se
quieren deducir propiedades clésicas a partir del espectro porque para eso se deben tomar

limites de N grande (idealmente infinito).



Capitulo 5

Caos y correspondencia

5.1. Caos

La definicién estandar de caos cldsico involucra el concepto de sensibilidad a pequeias
prerturbaciones en las condiciones iniciales. Es decir, dos puntos cuya posicion inicial en
el espacio de fases es tan cercana como uno quiera, se separan a un ritmo exponencial. Es
decir, sean dos puntos X; y X, en el espacio de fases, la distancia & (x;,x;) en funcién del

tiempo (para tiempos “grandes”) estd dada por
18, (x1,%2)| = |8o(x1,%2)| 5.1)

donde &y (x1,X) es la distancia inicial. La tasa de separacion A (que en general varia pun-
to a punto) es el exponente de Lyapunov maximo. El exponente de Lyapunov positivo
tiene asociada una direccién a lo largo de la cudl el estiramiento es mdximo (variedad
inestable). Si el sistema es conservativo, la existencia de un exponente de Lyapunov pos-
itivo implica que existe también uno negativo y por lo tanto también implica que hay una
direccioén a lo largo de la cudl las distancias disminuyen (variedad estable). Para que haya
caos no es suficiente la existencia de exponentes de Lyapunov positivos sino que haya
cruzamientos entre variedades estables e inestables. En otras palabras, es necesario que
el sistema sea localmente inestable (Lyapunov positivos) y globalmente mezclaEl [S7]. En

un sistema mezcla, dada una bola arbitraria de condiciones iniciales, sin importar cuin

ILa palabra correspondiente en inglés es mixing .



5.1 Caos 47

pequeiia, existe un tiempo finito tal que la interseccién con cualquier otra bola finita es
no nula. Para esto es necesario que las ecuaciones de movimiento, ya sea que provengan
de un Hamiltoniano o no, sean no lineales. Si el flujo en el espacio de fases surge de un
Hamiltoniano, entonces H debe ser una funcién cuya expansion en términos de posicion
y momento tiene términos de orden por lo menos cubico.

La ecuacion de Schrodinger, que rige la evolucion de estados en mecdnica cudntica,
es una ecuacion lineal y completamente determinista. La evolucion unitaria que resulta
de la ecuacién de Schrédinger implica que dados dos estas iniciales [¢(0)) y |w(0)) que
evolucionan con el mismo Hamiltoniano, se cumple |(y(¢)|(¢))|? = [(w(0)|¢(0))|? por
lo que no podemos separar comportamientos regulares y cadticos en mecanica cudntica
mediante la separacion exponencial de trayectorias. Por lo tanto, la definicién candnica
de sistema cudntico cadtico es la de aquellos cuya contraparte cldsica lo es (Lypunov
positivo, mixing, etc.).

Es deseable, por otro lado, alguna definicién o caracterizacion de “caos cudntico” sin
necesidad de recurrir, en principio, a el limite clésico.ﬁ Esto se puede hacer mediante
el estudio de estadistica de niveles (o cuasi-niveles) de energia. Los sistemas de dos o
mas grados de libertad que son cldsicamente integrables presentan una distribucién de
niveles que tienden a agruparse y que exhiben cruces cuando se varia algiin pardmetro en
el Hamiltoniano. La distribucién de separaciones de niveles vecinos es Poissoniana, esto
es como si los niveles surgieran de algin proceso aleatorio sin correlaciones. Si el sistema
es clasicamente cadtico los niveles estan correlacinados de tal manera que los curces son
repelidos fuertemente. Existen tres grados universales de repulsion que dependen del tipo
de simetrias. La importancia de estas simetrias se vio reforzada a partir de la conjetura
de Bohigas et al. [S9] sobre las caracteristicas universales de las fluctuaciones espectrales
para sistemas clasicamente cdoticos usando las teorias de matrices aleatorias.

En lugar de la separacién exponencial de trayectorias (que como vimos no es valida
en mecdnica cudntica), Peres [ 1] propuso una forma alternativa de caracterizar sistemas
cadticos: extrema sensibilidad a pequefios cambios en la dindmica. Este concepto si puede
ser utilizado en mecdnica cudntica, por ejemplo comparando la dindmica de un Hamilto-

niano con otro que presente alguna “pequefia” perturbacion. Esta sensiblidad, que desde

%La literatura existente es vasta. Solamente remitimos, por ejemplo a [58] donde también se puede
encontrar una gran cantidad de referencias.



5.2 Correspondencia dinamica 48

luego existe en los sistemas cldsicamente cadticos [60], fue observada en experimentos
de eco de spin donde se observa un un régimen universal para el decaimiento del eco de

Loschmidt determinado por el maximo exponente de Lyapunov del sistema.

5.2. Correspondencia dinamica

El principio de correspondencia de Bohr sostiene que en algtin limite cldsico (nimeros
cudnticos “grandes” o cuando 7 es despreciable frente a cualquier valor caracteristico de
la accidn) la teoria cudntica debe reproducir las predicciones de la mecdnica cldsica con
errores despreciables. El principio de correspondencia de Bohr esta sustentado por el teo-
rema de Ehrenfest que muestra que la evolucién de los valores medios de la posicion y el
momento, para una funcion de onda lo suficientemente localizada estd dada por las ecua-

ciones de Newton. El teorema de Ehrenfest es valido siempre que valga la aproximacién

(VV(F) = VV(r)|,— (5.2)

esto es, mientras que el valor medio de la fuerza sea aproximadamente igual a la fuerza
evaluada en el valor medio de la posicién. El tiempo durante el que se mantiene la corre-
spondencia para sistemas integrables puede llegar a ser relativamente grande.

En sistemas cldsicamente cadticos la situacion es diferente. La pérdida de la corre-
spondencia se da en escalas de tiempos pequefios debido a la existencia de variedades
estables e inestables. Para ilustrar esta afirmacion consideramos el siguiente ejemplo [2]]
Supongamos que la variedad inestable del sistema clésico estd sobre el eje de posicién x,
y que el paquete tiene inicialmente un ancho en momento Apy. Como consecuencia, un

tiempo ¢ después la indeterminacién en momento habra disminuido seguin,
Ap ~ Apoexp(—At), (5.3)

donde A es el coeficiente de expansién (contraccion) determinado por el los exponentes

de Lyapunov. Asi mismo (apelando de forma un tanto descuidada al principio de indeter-
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minacién de Heisenberg) el paquete se estirard en la direccion x segin

Avre L exp(ar). (5.4)

Apo
El problema radica en que un crecimiento exponencial de Ax entra en conflicto con la
idea de una un gradiente de potencial actuando sobre un punto en el espacio de fases. Una
funcién de ondas puede tener coherencia en regiones de tamafio mayor que la escala en
la que las no linearidades del potencial implican cambios significativos en el gradiente. Si
suponemos que esta escala es del orden de L, el tamafio del sistema en cuestion, entonces

el paquete inicial se expandird hasta esa escala en un tiempo del orden de

g~ L A’;l ol (5.5)

>

No es posible determinar el valor de la fuerza en ningin lugar especifico. Este es el de-

nominado tiempo de Ehrenfest y una expresion general es [61]]

e~y (5.6)
donde S es algin valor caracteristico de la accion del sistema. Para sistemas regulares (A =
0) la dependencia con 7 del tiempo de Ehrenfest es una ley de potencias, mientras que para
sistemas cldsicamente cadticos tg — oo con i — 0 pero siguiendo una ley logaritmica,
es decir de forma mucho mads lenta. El ejemplo usualmente citado para ilustrar ordenes
de magnitud en la perdida decorrespondencia es el caso de Hyperion, una de las lunas
de Saturno, que presenta una dindmica cadtica. El tiempo claculado para la pérdida de
correspondencia en este sistema es del orden de diez afios, después de lo cual deberian
observarse discrepancias con las predicciones cldsicas.

En el espacio de fases la rotura de la correspondencia se explica mediante la evolucion
de la funciéon de Wigner. Aplicando la transformada de Weyl a la ecuacién de Liouville-
von Neumann se obtiene la ecuacion de movimiento para la funcién de Wigner en funcién
del corchete de Moyal

- B ‘ AP (=1)" ons1)
W = [H7 W]Moyal - {H7 W}Pmsson +Z ( V. (57)

2n41)1220 7"
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El corchete de Moyal es entoces el corchete de Poisson que da la evolucion cldsica més
correcciones cudnticas. Como las correciones son del orden de 7 o mayores, en el limite
de 7 muy pequefio el sistema deberia evolucionar de acuerdo al corchete de Poisson y los
efectos cudnticos no se deberian observar. Pero como sabemos, para sistemas cadticos el
estado se “estira” exponencialmente rapido a lo largo de la variedad inestable y desarrolla
estructuras coherentes en distancias grandes y a la vez también produce compresion expo-
nencialmente rapida por la variedad estable. Esto causa que las correcciones al corchete
de Poisson crezcan y se hagan no despreciables (como antes en un tiempo del orden del
tiempo de Ehrenfest 7z que como vimos puede ser corto incluso en sistemas macroscopi-
Cos).

La solucién surge si introducimos un pequefio acomplamiento con un entorno. En el
limite de altas tempreaturas de un entorno Ohmico se obtiene una ecuacién equivalente
a (&) pero con dos términos mds, uno de friccién mas uno de difusién (en el limite de
altas temperaturas el de friccién se puede despreciar). El término de difusién introduce
decoherencia y ademds no permite compresion a escalas mds pequefias que 7. Ademads
Zurek y Paz [1l] conjeturaron que para un amplio rango del pardmetro de difusién la
pérdida de coherencia, medida a través de la entropia debia ser solamente dependiente del
exponente de Lyapunov cldsico.

A modo de descripcidn, en la Fig. vemos un ejemplo (aunque en este caso para
un mapa sobre el toro) de como la decoherencia reestablece la correspondencia. En la
fila de gréficos superior se ve la evolucidon por un mapa clésico cadtico (con difusién)
de una distribucidn cldsica simulando un autoestado de posicion. En la fila intermedia se
ve la evolucién de la funcion de Wigner por el correspondiente mapa cudntico sin ruido.
Se puede apreciar que rapidamente aparecen interferencias y se pierde la imédgen clésica.
Finalmente en la fila inferior vemos la evolucién con el ruido difusivo Gaussiano descripto
en el Cap. Hl Se puede ver en los primeros pasos aparecen interferencias debidas a las no
lienaridades, pero rdpidamente son suprimidas y se nota como la funcién de Wigner sigue

la dindmica clésica del panel superior.
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Figura 5.1: Comparacion entre la evolucion clasica con difusion (arriba), la evolu-
cion cuantica unitaria (en el medio) y la evolucion cuantica difusiva (abajo) de la
funcion de Wigner de un estado de posicidon por un mapa caético.

5.3. Correspondencia espectral

Como tema central de esta tesis, damos un enfoque perfectamente complementario a la
correspondencia que llamamos dindmica. Si en la seccidn anterior el problema era el com-
portamiento de sistemas cadticos y la correspondencia a tiempos pequefios, en esta sec-
cién nos ocupamos del comportamiento asintético o a tiempos grandes Es natural oponer
a la correspondencia “en tiempo” una correpondencia “en espectro” [62, 112, 63, 64]]. Tra-
bajos recientes [64} 163, 165]] se han ocupado de mostrar numéricamente las relaciones entre
espectro clasico y cuantico mediante el truncado de los modos de Fourier del propagador
cuantico.

Sin pretender la rigurosidad matematica de otros trabajos [62, [12]], exponemos las ca-
racteristicas principales del espectro del propagador cldsico de densidades y su relacion
con las tasas de decaimiento exponencial de las funciones de correlacion. Finalmente

enunciamos, de forma simplificada, un teorma que relaciona los espectro cldsico y cuanti-
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co para los propagadores suavizados con ruido Gaussiano, lo que nos permite establecer

la correspondencia a través del espectro.

5.3.1. Evolucion clasica de densidades

La interaccion con el medio ambiente transforma estados puros en estados mezcla,
por eso es esencial encarar el problema de la correspondencia (o la pérdida de la misma)
mediante la dindmica de matrices densidad y de su representacion en el espacio de fases.

Como la separacién exponencial mds el mixing hacen que sea practicamente imposi-
ble la prediccién de trayectorias individuales, el tratamiento establecido es mediante la
descripcion de la geometria del espacio de soluciones posibles y la evaluacién de prome-
dios sobre este espacio.

La evolucién clésica de una distribucién p(x) estd dada por la ecuacién de Liouville

dp
S =Zp) (5.8)
para sistemas Hamiltonianos, es
Z(p) ={H,p} (5.9)

donde { , } denota el corchete de Poisson. El operador de Liouville .Z es le generador in-
finitesimal del grupo de traslaciones temporales en el espacio de densidades. El operador

de Perron-Frobenius (PF) # rige la evolucion temporal de una densidad de probabilidaes

p(x.1) = Zip(x,0) = [ S(x~®'y)p(y.0)dy (5.10)

Por otro lado la evolucidn de observables estd determinada por el adjunto del PF, el op-

erador de Koopman. Sea una cantidad observable A, su valor a tiempo ¢ estd dado por

Aly,1) = / 5(x — D'y)A(x)dx. (5.11)

Para un mapa ® invertible y que preserva volimenes en el espacio de fases, se pude ver
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que la ecuacién Ec. (B.I0) se reduce a
p(x,t) = Z,p(x,0) = p(d'x,0) (5.12)

Supongamos que la dindmica puede reducirse a un mapa estroboscépico mediante
una seccion de Poincaré M que preserva dreas. En ese caso la solucidn estd dada por una

recurrencia cuya ecuacion en funcion del PF y del mapa M tiene la forma [57]]

Prit = Ppn = / dX'8(x — M(X')) pu(X). (5.13)

El propagador asi definido es unitario en el espacio de funciones de cuadrado integrable
IL2. Es decir la dindmica es lineal y determinista.

La irreversibilidad puede aparecer por varios factores. En simulaciones numéricas
de sistemas inestables (o cuya dindmica presenta estiramiento exponencial) se requiere
una precision inalcanzable si se quieren observar comportamientos a tiempos largos. El
error de redondeo introduce un factor aleatorio. Ademas los sistemas cerrados son sola-
mente una aproximacién. Para simular sistemas realistas debe considerarse posibles inter-
acciones con otro sistema o con un bafio térmico. Una forma de incluir esta aleatoriedad
es a través de términos tipo Langevin que implican difusion. La difusién provoca una
retriccién del espacio de funciones de densidad posible a espacios diferentes de L2 y el
propagador deja de ser una distribucion tipo delta de Dirac para ser una funcién mas suave
(coarse graining).

Un primer paso a la hora de determinar y caracteriizar propiedades estadisticas es
estimar el comportamiento temporal de la funcién de correlacién. Para dos funciones

arbitrarias definimos la funcién de correlacién como

Ci(f.9) = [ 1) Z'g(xdx— [ F(0ax [ g(x)ax. (514

Los sistemas que tienen la propiedad de mixing , en particular los sistemas cadticos,
cumplen

G(f.8) —=0 (5.15)

El decaimiento es exponencial y la tasa de decaimiento asintético de las funciones de
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correlacion estd dada por las llamadas resonancias de Rulle-Pollicott (RP). Para sistemas

Anosov-A estas son los polos del resolvente

R(z) = (5.16)

del PF en una hoja de Riemann superior [[66} 167].

Recientemente, particularmente en el dmbito de la teoria de informacién cudntica,
también cobré interés el estudio del comportamiento de la cantidad conocida como fi-
delidad. En pocas palabras puede definirse la fidelidad a tiempo ¢ como el overlap entre
una funcién de ondas inicial evolucionada usando un determinado Hamiltoniano H con
la misma funcién de ondas evolucionada con un Hamiltoniano H que difiere del primero
en una pequefia perturbacion caracterizada por el parametro €. En experimentos de eco de
spin también es conocida como eco de Loschmidt [7]. La fidelidad fue propuesta original-
mente [[11]] como una medida de estabilidad de la dindmica cuéntica ya que la dindmica
unitaria no permitia caracterizar caos cudntico mediante el concepto de separcidon expo-
nencial de condiciones iniciales. La idea es caracterizar como cadtico un sistema que es
sensible ante perturbaciones en la dindmica. Asi se econtrd que los sistemas cldsicamente
cadticos muestra comportamiento universal, para un determinado rango del parametro €.
Para tiempos pequeiios el decaimiento de la fidelidad estd determinado por el exponente
de Lyapunov mayor mientras que para tiempos grandes la aproximacion al valor de satu-
racion esta dado por las resonancias de Ruell-Pollicott clésicas.

Las mismas consideraciones son validas en mecdanica clasica [60]. La ecuacion de Li-
ouville clasica es unitaria y reversible como la ecuacion de Schrodinger pero se puede pro-
bar que la fidelidad cldsica (como se define en [60)]) que describe la estabilidad estructural
ante perturbaciones muestra un comportamiento asintético andlogo al de las funciones de
correlacion. En particular para sistemas cadticos estd determinado por las resonancias de
Ruelle-Pollicott del operador de PF.

Como el PF es un operador en un espacio de dimension infinita, el cdlculo de los po-
los de la Ec. (&.I6) no es trivial. Existen, sin embrago varios métodos de aproximacion
de las resonancias de RP. Uno de los métodos consiste en estudiar directamente evolu-

ciones temporales de cantidades e interpolar los decaimientos exponenciales [68]]. Méto-

3Para mas detalles ver Cap. @ (pag.[79).
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dos mds avanzados incluyen el uso de técnicas de determinante de Fredholm, funciones

zeta dindmicas y expansiones en ciclos [69, [70] ademads de el uso de la férmula de trazas

[51]. Las técnicas de dindmica simbdlica y particiones de Markov en el estudio del de-

caimiento de correlaciones es introducida por Brini ef al. en [[Z1]].

Las resonancias de RP también
pueden relacionarse con el espectro del
propagador PF & adaptado a un espa-
cio diferente de LL>. Recientemente en
un trabajo muy detallado y completo,
ademads de preciso, Blank et al. [62] pro-
porcionaron una descripcion del espec-
tro del propagador de PF para sistemas
Anosov-A. La idea central es que, para
mapas que preservan areas, si restringi-
mos & a espacios como L” donde la
norma esencialmente da una idea de me-

dida el espectro no da informacién util

Figura 5.2: Representacion esquematica
del espectro de &2. Los puntos represen-
tan el espectro puntual (c,) y el circulo
rayado de radio r representa el espectro
esencial.

de la dindmica. Por esta razon los autores construyen espacios de Banach fuertemente

anisotrépicos de funciones adaptdas a la dindmica del sistema en cuestiénﬁ. Estos espa-

cios de Banach especialmente contruidos estdn compuestos por conjuntos asimétricos de

funciones que son cada vez mds suaves a lo largo de la variedad inestable y mds singu-

lares (“dual de suave”) a lo largo de la variedad estable. El resultado principal es que

en estas bases el propagador es cuasi-compacto. Ademds demostraron que el espectro es

estable ante perturbaciones aleatorias y propusieron un método esquemadtico para obtener

una aproximacion del espectro mediante metrices finitas, previa discretizacion.

La estructura del espectro puede ser descripta de la siguiente manera:

= Espectro puntual, de multiplicidad finita

Ops = {Aisr < Ai < Ao =1} (5.17)

4Cycle expansion, ver [57).
5Espacios similares son utilizados en [[72].
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para un radio r < 0,y
= Espectro esencial, dentro del circulo de radio r

En la Fig. se ve una representacion esquematica en el plano complejo del espectro del
operador cuasi-compacto.

Cabe resaltar que una caracteristica fundamental de los sistemas hiperbdlicos es que
la distancia entre Ao = 1 y A; es estrictamente distinta de cero. Esto es fundamental para
que haya decaimiento exponencial. Para demostrar esto usamos un razonamiento sim-
plificado. Asumiendo que el espectro puntual o, es no degenerado y ademads usando la
hipétesis (vélida en todos los casos estudiados) de que r < 1, entonces se puede hacer

una aproximacién del PF mediante los primeros términos de la descomposicion espectral

P Y LR(L, ) (5.18)

donde Z; y .%; son las autofunciones a derecha e izquierda respectivamente. Usando esta

expansion podemos reescribir la expresion (5.14) de la funcion de correlacion Cr, como
Cre(t) = Y 4 (f, %:)(Z:.8) (5.19)
i

donde se observa claramente el papel dominante del espectro G, en el comportamiento
temporal de Cy,. Asi mismo, teniendo en cuanta que definimos o, ordenado por médulo
decreciente, es claro que el comportamiento asintético esta dado por

Cre(t) — A(f.21)(L1,8). (5.20)

t—

Esta ecuacion indica la importancia de A; (y su distancia al circulo unidad) en el compor-

tamiento a tiempos garndes.

5.3.2. Aproximacion del espectro del Perron-Frobenius

El andlisis de la seccién anterior permitié identificar directamente el espectro del PF,
adaptado a espacios de funciones especialmente diseiiados, con las resonancias de RP.

Cualquier método de cdlculo numérico del espectro debe implicar aproximaciones o trun-
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caciones ya que el operador acttia en espacios de funciones de dimension infinita. Existen
varias maneras de hacerlo pero aqui describiremos brevemente dos de los métodos més
utilizados para calcular aproximaciones de este espectro.
Truncacion en bases ordenadas

El método de truncacion de una base ordenada para calcular el espectro de & es usado
por ejemplo por Manderfeld ef al. [64], Khodas et al. [65] y Hasegawa y Saphir [[73]], entre
otros y es revisado y explicado por Fishman en [[/4]. Aqui resumimos los pasos a seguir

de la siguiente manera

1. Elegir una base, adecuada segin la topologia del espacio de fases, que esté natu-
ralmente ordenada por resolucion. Tipicamente modos de Fourier, polinomios de

Legendre [[73]] o arménicos esféricos [64].

2. Truncar hasta una dimension deseada N dejando las componentes de oscilaciones

rapidas afuera. Esto actia como coarse graining.

3. Calcular los autovalores del operador truncado. Se observa que a medida que se au-
menta N en lugar de recuperar el espectro unitario, hay autovalores que permanecen

congelados dentro del circulo unidad, independientemente de N.

4. se comparan estos autovalores truncados con los obtenidos directamente por con-

tinuacidn analitica del resolvente (B.16)).

Debemos resaltar que este método ha sido implementado con cierto éxito [[/5] atn en el
caso de sistemas con comportamiento mixto, es decir, con zonas de estabilidad inmersas
en un mar cadtico.
Convolucidn con kernel Gaussiano

Como el anterior, este método consiste en un coarse-graining pero mediante la con-
volucién con un kernel Gaussiano %, de ancho caracteristico . El resultado es que la
delta de Dirac de la Ec. (E13) es reemplazada por una Gaussianaﬁ (12 163

(x-M(x'))?

Prr1 =P 0 Dspn = /dX/e o (5.21)

Que en el caso de estar sobre el toro debe ser debidamente periodizada.
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Esto actia efectivamente como si se agregara un ruido difusivo en las ecuaciones de
movimiento [[76, 63]]. Debemos aclarar que, como para hacer los cdlculos numéricos debe
hacerse una discretizcion (de tamaio, digamos N). Los autovalores del propagador dis-
cretizado y suavizado se aproximan a las resonancias en el limite N — ooy 0 — 0. Estos
limites no conmutan, es decir si 6 — 0 mas rdpido que N — oo entonces la matriz resul-
tante es unitaria (es una matriz de permutacion) y las resonancias no aparecen porque el

espectro esta sobre el circulo unidad.

5.3.3. Correspondencia a través del espectro del propagador cuanti-

co suavizado

En el Cap. ll describimos el efecto del ruido Gaussiano tanto sobre la matriz densidad
como sobre superoperador que propaga la matriz densidad. El ruido Gaussiano produce
decoherencia y difusion. El efecto de difusion es equivalente al producido por el kernel
Gaussiano de la Ec. (321)). En los dos casos el kernel Gaussiano sirve para modelar efec-
tos incontrolables que introducen irreversibilidades, resultando en una evolucién no uni-
taria. El teorema de Nonnemacher [[12]] que vale en general (no solamente para sistemas
cadticos) permite relacionar los espectros de ambos propagadores (cudntico y cldsico)

suavizados. En forma simplificada podemos enunciarlo de la siguiente manera:

Teorema. Sea un mapa suave sobre el toro y un pardmetro de suavizado € ~ 0

arbitrario, entonces el espectro del propagador cudntico S¢ = D¢ o U converge

en el limite cldsico N — « al espectro puntual del propagador cldsico & o Dspy,

de la Ec. (L2]).
Es decir, en el limite de N — ooy el ruido tendiendo a cero, los expectros cudntico y clasico
son iguales. Es importante tener en cuenta que el orden en el cual se toman los limites no
es intercambiable: si el ruido tiende a cero as rdpido que N — oo se recupera la dindmica
unitaria. El teorema puede ser extendido de forma inmediata a mapas sobre cualquier otro
espacio de fases compacto, como el caso de la esfera usado en [64, [/5, 65, [77].

En el caso de que U sea la versién cudntica de un mapa cadtico, entonces si se toma
adecuadamente el limite € — 0 se ve que a partir del propagador cudntico suavizado se
encuentran las resonancias de RP que son las cantidades clésicas y que determinan los

decaimientos exponenciales de cantidades como la correlacion.
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Como vimos la forma intuitiva de mostrar la correspondencia (y la eventual ruptura
de la misma) entre sistemas cudnticos y cldsicos es mediante el estudio de la evolucién
temporal de algin observable. Nuestro enfoque que propone como complemento hacer un
andlisis espectral del sistema y ver bajo qué condiciones se puede dar una corresponden-
cia. Se puede pensar como andlogo de otros sistenas fisicos en los que muchas veces es

conveniente (o brinda otro tipo de informacién) un anélisis en frecuencias que en tiempos.



Capitulo 6

Resultados numeéricos

6.1. Espectro del superoperador suavizado

Como se vio en el capitulo anterior el espectro del propagador cudntico suavizado
puede ser relacionado directamente con el espectro del propagador clasico cuando es
suavizado de forma equivalente. Es decir si se usa un kernel de difusién Gaussiano, el an-
cho de esta funcion debe ser equivalente en ambos casos. Ademads, para mapas hiperbo6li-
cos, en el limite del pardmetro de suavizdo € tendiendo a cero, el espectro estd entera-
mente contenido dentro del circulo unidad, a excepcién del autovalor 1. Asi, calculando
el espectro del superoperador cudntico es posible obtener las resonancias RP que deter-
minan las tasas de decaimiento de cantidades clésicas dependientes del tiempo como la
autocorrelacioén asi como cantidades cudnticas como el eco de Loschmidt y la entropia
lineal (decaimiento de la pureza).

Con la aparicion de las resonancias de RP se establece una forma de corresponden-
cia complementaria al teorema de Ehrenfest para la evolucién de los valores medios de
observables. Sin embarago, el cdlculo puede presentar problemas. Como se indic6 en el
Cap. Bl el propagador cldsico tiene dimensién infinita y el cdlculo de las resonancias re-
quiere ciertas aproximaciones o truncaciones. La ventaja del propagador cudntico (en el
toro) es que es una matriz finita, por lo que el paso de discretizacion no es necesario. Sin
embargo el superoperador es una matriz de N> x N2 y en el limite semicldsico N — oo este

célculo resulta intratable. Un andlisis simlple nos indica que los autovalores relevantes
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son los que tienen mayor médulo, ya que son éstos los que determinan los decaimientos
a tiempos grandes, mientras que para tiempos pequenos como veremos, los decaimientos
estdn dominados por el exponente de Lyapunov mds grande. Teniendo en cuenta esto,
usamos métodos de aproximacion que permiten obtnener la parte relevante del espectro,
sin necesidad de resolver por completo el problema de autovalores. A su vez, mostramos
que no es necesario alcanzar el limite N — oo ya que el espectro se estabiliza en los valores

cldsicos para un amplio rango de valores de N y del pardmetro €.

6.1.1. Mapas pateados

Por motivos de eficiencia utilizaremos para los cdlculos numéricos mapas que pueden
escribirse como sucesiones de cizallamientos, o “patadas” (kicks), primero una de poten-

cial (kick en momentos), seguida de una de cinética (kick en posicién):

Patada de potencial

(p’>:<1 —V’(q>><p>c§f<”_vl(q>>, (6.1)
q 0 1 q 4

seguida de una

(-5
q -7 1 q q—T'(p")

Patada cinética

(mod1), (6.3)

donde el simbolo ‘prima’ indica la correspondiente coordenada transformada. La Ec. (6.3))

estd asociada a una transformacién candnica tipo F; [27, [78]]

Fy(q.p")=V(q)+p'q—T(p") (6.4)



6.1 Espectro del superoperador suavizado 62

a través de las ecuaciones de la transformacion candnica

p = %—? (6.5)
g = 3—1;% (6.6)

El mapa cudntico asociado a esta transformacion tiene la forma simple
U — o2TNT(p) ,~2miNV (§) (6.7)

que puede implementarse de forma eficiente usando transformadas de Fourier rpidas.

Para los cdlculos numéricos utilizamos dos mapas:

1. La version cudntica [22]] del mapa

/ .
= p+q —27ksin|2w
p=prrd 27 od1) 6.8)
qd = q+p +2nksin2np’]
que es un gato de Arnol’d perturbado. Este mapa tiene un exponente de Lyapunov
uniforme (practicamente) independiente de k mientras que las resonancias de Ruelle-
Pollicot dependen fuertemente de la perturbacién. Para el caso del gato sin pertur-

bar, k = 0, los decaimientos son superexponenciales, esto es, todas las resonancias

estdn en el origen [12].

2. El mapa de Harper

"= p—2mk;sin(2n
Pr= p=2mkisinmq) 6.9)
qd = q+2mkysin(2np’)
que deriva de un Hamiltoniano que describe una particula sujeta impulsos periddi-
cos, cuya amplitud depende de la posicion de la particula [[79]. Variando los parame-

tros k| y k; se puede ir desde una dindmica completamente regular (k,k; < 0.0175)

a completamente cadtico (k1,ky 2 0.1). En todos los cdlculos tomamos k; = kp = k.
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6.1.2. Meétodo iterativo
6.1.2.1. Descripcion

La idea es reducir el problema de autovalores de N> x N2 correspondiente al cilculo
del espectro del superoperador suavizado a un problema de dimension, esperablemente,
mucho menor y que la informacién que se obtenga de ahi sea ttil. En otras palabras, inten-
tamos obtener los principales autovalores, es decir los de mayor médulo, diagonalizando
una matriz “pequefia”. Si bien el término “pequefia” no es del todo preciso, diremos que
nos conformamos que la dimensién sea del orden de 10 x 10 (valores tipicos para N en
los célculos realizados van desde 50 hasta 450, por lo que diagonalizar N> x N? puede
resultar por lo menos penoso).

Para encarar el problema usamos los conocimientos cualitativos que tenemos del es-
pectro de mapas como S, (Ec. @I7) en la pag. E3). Esta es un matriz que es una suma
convexa de matrices unitarias y por lo tanto es biestocdstica. Esto implica, entre otras
cosas, que su espectro es complejo y estd contenido completamente dentro del circulo
unidad, excepto el autovalor 1. Por ser S¢ unital sabemos que el estado uniforme p; =1/N
corresponde al autovalor unidad. Ademds como el mapa U corresponde, en los casos con-
siderados a un mapa (que cldsicamente es) ergédico y mixing deducimos que py es el
tnico estado de autovalor unidad.

Antes que nada reduciremos la dimensién a (N> — 1) x (N? — 1) simplemente proyectan-
do el espacio de estados sobre el espacio ortongonal a p;. Esto se puede hacer de la sigu-
iente manera. Sea un estado p llamaremos p* a las matrices ortogonales (en el sentido de

Hilbert-Schmidt) a p; que definimos como

p < (p—p). (6.10)

La ortogonalidad se demuestra de manera simple, utilizando el producto escalar de Hilbert-

Schmidt para matrices (usamos la notacién “tipo” Dirac definida en la Sec. B3l en la

pag. Elﬂ)

(p*lp) = Trlp +pr) = Trl(p —I/N)I/N] = - ThiNp 1] =0 (6.11)

' También en el Ap.[Al
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donde usamos (por definicién) Tr[p] = 1y Tr[I] = N. Por lo que el espacio ortogonal de

p1 es el espacio de las matrices sin traza, ya que
1
Tr[p*] =Tr[p —I/N] = NTr[Np—I] =0. (6.12)

Luego, proyectando sobre el subespacio de matrices de traza nula (ya no se pueden
llamar “estados’) nos liberamos de calcular el autovalor unidad que de antemano sabemos
que es parte del espectro y conocemos su autofuncion. Esto puede parecer poco pero a la
hora de hacer experimentos numéricos reduce algunos tipos de redundancias que pueden
resultar en errores [[80)].

Para el segundo paso nos basamos en el método de Lanczos [8U]. Ademds nos in-
spiramos en trabajos recientes [63, 81} (72, 62]. El método, que llamamos iterativo, se
basa en construir bases (de dimension reducida) adaptadas a la dindmica sobre la cual
proyectaremos el superoperador de manera que el problemas de autovalores generalizado
que obtenemos sea sensiblemente menor en dimensiones.

El método iterativo consta de varios pasos que pasamos a destallar. Partiendo de un
estado cualquiera p, como se indicé el primer paso es proyectar dicho estado sobre el
subespacio ortogonal a py y llamamos a esta nueva matriz (de traza nula) pg. Luego me-

diante sucesivas iteraciones del mapa construimos los dos conjuntos .% y %

F = {po,pis---sPys---}, (6.13)

B = {po,Pi,--Pps---} (6.14)
donde

Pn = Se(p,_1) =Sg(po) (6.15)

py = Si(ps_1) =Sl (po). (6.16)

y en principio podriamos ir hasta N elementos para cada conjunto. Tal como definimos
estos conjuntos podemos ver que los elementos de .% poseen informacion de la evolucion
“hacia adelante” mientras que los elementos de . poseen informacion de la evolucién

“hacia atras”. Destacamos que la dindmica es irreversible por lo que interpretamos estas
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comillas como evolucién ruidosa y lo que determina el sentido de la evolucidn es la parte
unitaria de S¢. En este sentido decimos que estos conjuntos estan adaptados a la dindmica
del sistema. En la Fig. (en la pag. BT)) se puede ver (fila inferior) cémo evoluciona
un estado inicial segin un mapa unitario compuesto con ruido difusivo Gaussiano. Las
sucesivas iteraciones pueden identificarse con los elementos pf (n =0,...,6) del conjunto
# . Comparando con la fila superior de la misma figura que corresponde a la dindmica del
mapa cléasico, con un ruido difusivo equivalente, vemos que los elementos de .% se alinean
segln las variedades inestables del mapa clasico.

Representado en la notaciéon de vectores, queda claro que el conjunto 4 es el conjunto

dual de .7, ya que

(Pile2) = (P38t 1pf) = (St'Ip§) = (pylpo) ©17)

donde pg = pj. Luego proyectando S, sobre el conjunto (no-ortogonal) % tenemos los

siguientes elementos de matriz

[Seli; = (p/1Selpf) = (p71Se(P})) = (P [P11)- (6.18)

Como dijimos el conjunto & (y el .%) no es ortogonal. Por lo tanto para diagonalizar la

matriz obtenida es necesario resolver un problema de autovalores generalizado
det [[sg]ij—z [0]1.].] ~0 (6.19)

donde
[O1;; = (/1P5) (6.20)
es la matriz de overlaps entre elementos de . y Z. Cabe destacar que la estructura de

ambas matrices es muy simple. Es facil ver, a partir de la Ec. (&I7), que

(pilp7) = (polpit ;) = (piy;lpo) (6.21)

por lo que la estructura de las matrices armadas es muy simple ya que sus elementos

sobre las diagonales perpendiculares a la diagonal principal son iguales. Hasta aqui no se
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introdujo ninguna ventaja puesto que en principio el tamand de los conjuntos adaptados
podria ser N2 y el problema de autovalores seria esencialmente el mismo.

Este punto se resuelve teniendo en cuenta que por la estructura del espectro descripta
en la Sec. B34l los elementos de matriz decrecen esencialmente como |A;|*/. Como
consecuencia, las matrices [S¢] y [O] tienen valores significativos solamente para valores
pequefios de (i+ j). Asi se introduce un corte natural en la dimensién de estas matrices o,
si se quiere, de la cantidad de elementos en los conjuntos .# y % que llamaremos 7y;x.
Si tomamos npmax demasiado grande, las matrices construidas son singulares puesto que

tienen cada vez mas filas y columnas con entradas (esencialmente) nulas.
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Figura 6.1: Comparacion entre los autovalores obtenidos usando el método iterati-

vo () y los obtenidos a partir del propagador clasico suavizado (e), para el gato de
Arnold perturbado. A la izquierda mostramos los autovalores en el plano complejo
y a la derecha su logaritmo. Datos: N = 100, = 0.4, k = 0.01 (arriba), K = 0.02 (abajo)

El problema de autovalores queda entonces reducido a nmax X nmax. En el Ap. [Bl de-
mostramos que resolviendo este problema de autovalores reducido se obtienen (en buena

aproximacion) los primeros npyax autovalores de Se.
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6.1.2.2. Resultados

Calculamos el espectro del propagador clésico correspondiente al mapa de la Ec. (6.8))
usando un suavizado Gaussiano del propagador de Perron-Frobenius y lo comparamos
con el espectro aproximado obtenido usando el método iterativo. En la Fig. vemos la
comparacion para dos valores de la perturbacién (a) k = 0.1y (b) k = 0.02. La dimensién
es N = 100 y el valor de corte tomado en ambos casos es nyax = 10. Como se esperaba
por el teorema de Nonnenmacher, se puede ver claramente una buena coincidencia para
los autovalores de mayor médulo. Las discrepancias aparecen a medida que disminuye
el mddulo de |A;|. Esta es una de las limitaciones del método: sdlo se pueden calcular un
numero pequefio de autovalores porque la precision se pierde a medida que incrementa-
MOS Mmax.-

Para mostrar que estas cantidades

son realmente clasicas realizamos otro

1

célculo. Primero calculamos solamente
|A1| variando N y € y observamos que
a medida que N crece y € disminuye,
1 el valor se hace aproximadamente con-

stante (Fig. [6.2)). Esta afirmacién debe

1]

valer (segun el teorema de Nonnemach-

0.1 02 03 04 05 06 0.7 08 09

r 1 er) para todos los autovalores. Nos con-

Q

o o 02 03 04 formamos con mostrarlo para los de

€ mayor médulo que son los que determi-

Figura 6.2: Mddulo del autovalor principal pan los decaimientos.

|A1| como funcion de ¢ para diferentes val- . )

ores de N. A medida que N crece (y ¢ de- Variando los parametros N y € ob-
crece) el valor se hace constante, permitien-
do extrapolar para obtener el valor clasico.
(I;Zlorlnapa es el gato perturbado (6.8) con k = g para el caso del gato perturbado con
k = 0.02. En la Fig. se puede ver que hay una amplia regién en el espacio de los

tuvimos los primeros 10 autovalores de

pardmetros (sombreada de color amarillo) en la que el espectro principal permance es-
encialmente invariante ante cambios de € o N. Estos son los valores clasicos correspon-
dientes a las resonancias de Ruelle-Pollicot. También se puede ver en el grafico que los

limites € — 0 y N — oo, necesarios en principio para obtener las resonancias de RP no son
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conmutativos. Si fijamos N y tomamos valores de € — 0 se puede ver que recuperamos el
espectro del mapa unitario y los autovalores sobre el circulo unidad (que en el caso de la
figura corresponde a In(r) = 0). Por lo tanto al tomar los limites debemos hacer N — oo
mas rapido que € — 0.

La linea cortada (dibujada a “mano alzada™) sobre el grifico (Fig. [6.3) sugiere una
relacion funcional 6ptima entre € y N que divide la regién clasica de la cudntica (sugerida
en esquedticamente en la Fig. [6.4). En [12], Nonnenmacher supone una relacion €(N) y

deduce que como condicion necesaria debe cumplirse que
Ne(N) > 1. (6.22)

Esta relacion es obvia si se piensa que 1/N =
27h por lo que la Ec. (6&.22) implica que, para
que el ruido sea significativo, el tamafio € del
suavizado (grano grueso) debe ser mayor que la

minima escala cudntica 1/N (que es, por ejem-

Clésico plo, la distancia entre dos posiciones contiguas

sobre el toro). En la Fig. mostramos es-

o quemadticamente la relacion entre € y N que sepa-
Cuantico

= ra el comportamiento cldsico y cudntico. Al mo-

N
mento de terminar la tesis, la relacion 6ptima

Figura 6.4: E m | n- . . . .
degnuciaa 6funcigr?:leer?trges ay ?\?%eue €(N) no fue encontrada ni analitica ni numéri-

separa el comportamiento clasico
del cuantico.
En un trabajo reciente Toscano et al. [82] investigan los tiempos de ruptura de la cor-

camente.

respondencia entre la mecdnica cldsica y la cudntica de un sistema cadtico. Encuentran
un ley de escaleo universal que tiende a cero a medida que crece el pardmetro de difusiéon
(y obviamente también cuando % — 0). Conjeturamos que esta relacion puede estar rela-
cionada con la funcién €(N) que buscamos pero hasta el momento no lo hemos probado.

Ademads de clacular el espectro principal, el método iterativo nos permite obtener en
buena aproximacion las autofunciones. En la Fig. mostramos la funcién de Husimi de
las cuatro primeras (sin contar py que es trivial). Se puede ver, como esperdbamos que las

R; se alinean de acuerdo a las variedades inestables (arriba) mientras que las L; se alinean
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Figura 6.3: Espectro principal de S; para diferentes valores de € y N. Si 4, es el
i~ésimo autovalor, entonces In(4;) = In(r;) +i¢; (con r; = |4;]) y las coordenadas en
el grafico son (¢, —In(r)). Los rangos de los ejes son ¢ € [—7, 7] y —In(r) € [0,6]. El
mapa es el gato perturbado de la Ec. (6.8) con k = 0.02 y el valor de truncado es

Nmax =

de acuerdo a las variedades estables. Dentro de la presicion de la maquina, los productos

(Li|Se|Rj) = 4;6; (6.23)
(RilS¢lLj) = 2] (6.24)
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se cumplen, lo cual significa que ademds de ser autofunciones correctas se satisface la
condicién de biortogonalidad @24), por lo que deducimos que son las autofunciones

buscadas. El hecho de que la representacion de Husimi de R; y L; tome valores positivos

manifolds
1 clasicos

Figura 6.5: Funcion de Husimi para las primeras cuatro autofunciones derechas (R;)
e izquierdas (L;) de S; para el gato perturbado con ruido disfusivo. Datos: N = 100,
k=0.02, e =0.3, y el valor de truncado n,,x = 12. En el extremo derecho se muestran
los manifolods clasicos inestable (arriba) y estable (abajo).

se debe a que son operadores no Hermiticos y de traza nula.

6.1.2.3. Ventajas y limitaciones del método

El método descripto en las secciones anteriores permite, con buena aproximacion, cal-
cular los principales autovalores de una matriz doblemente estocéstica. La ventaja de este
método estd en que permite reducir considerablemente el problema de autovalores (siem-
pre y cuando estén dadas las condiciones enumeradas en el Ap. B). Asi si las dimensiones
tipicas de los espacios de Hilbert utilizados eran del orden de 450 con este método se
pudieron obtener, por lo menos para los casos tratados, entre los 10 y 15 primeros autoval-
ores. Esto es reducimos el problema de diagonalizar una matriz de ~ 202500 x 202500 a
~ 15 x 15. Esto es favorable siempre y cuando sélo se necesiten los autovalores de mayor
modulo. Tal es el caso de la determinacion de las tasas de decaimientos a tiempos grandes
de algunas cantidades como la entropia lineal o el eco de Loschmidt (Sec. [6.3)). Sin em-

bargo, como se ve en la Fig. a medida que disminuye el médulo de A; la precision
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del método disminuye. Ademads la cantidad de autovalores que se pueden calcular con
precision depende de (1 — |A;|) ya que es esencialmente ésta cantidad la que determina el
médulo de los elementeos de matriz de la Ec. (&.21)).

Por lo tanto antes de utilizar este método se debe determinar primero el nimero de
autovalores relevantes a calcular. Luego es conveniente tener una idea del orden de mag-
nitud de la cantidad (1 — |4,

Este proceso es quizds lo mds engorroso, ya que a priori no se conocen los 6rdenes de

) y determinar el tamafio npn,x de la matriz a diagonalizar.

magnitud y, por lo menos en los casos presentados aqui, fue determinado al tanteo.

6.1.3. Truncacion en la representacion de cuerdas
6.1.3.1. Definicion y resultados

Si necesitamos realizar un estudio algo mds completo del espectro quizas sea conve-
niente diagonalizar el superoperador completo, que como vimos puede resultar (virtual-
mente) imposible, o truncar la matriz de una manera inteligente que nos de una cantidad
considerablemente mayor, por lo menos que la que nos da el método iterativo. Para esto
nos valemos de las propiedades espectrales del ruido Dy.

Como vimos en la Sec. B3l y Sec. B33
el efecto del ruido Gaussiano sobre el propa-
gador unitario es suavizarlo. Como se ve en la
Ec. @I8), en la representaciéon de cuerdas el
efecto de D; es simplemente modular los ele-
mentos del propagador unitario U con el kernel
58<“, v) (Ec. @I4). Esto se esquematiza en la
Fig. Solo sobreviven los elmentos que corre-
sponden a las cuerdas “cortas” que en la figuras

corresponden a los cuatro picos de Ce (i, V) (0

las cuatro zonas claras en la regién proyectada
Figura 6.6: Representacion de

por debajo). EL efecto sobre un estado se ob-
Cg([.i,V)-

serva en la funcién de Wigner. Las oscilaciones
rapidas de la funciéon de Wigner, asociadas a las intereferencias cudnticas, se corresponden

con las cuerdas largas. El progresivo suavizado de las oscilaciones introduce decoherencia
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(como se ve en la Fig. de la pag. @2)

La idea entonces es construir el superoperador en la representacion de cuerdas -,
segin la Ec. (I8]) y truncar para valores de o mayores que algin valor a determinar,
dependiendo de la cantidad de autovalores que se quieran calcular, del ancho de Ce (u,v),
es decir igualar a cero los elementos tales que & > a/(e€N) (donde a > 1). En otras pal-
abras, el método consiste en anular los modos de Fourier grandes (que en Wigner se
traduce en oscilaciones de longitud de onda pequeiia). Este método es andlogo al utiliza-
do en [64, [75] para el caso de mapas sobre la esfera, donde se truncan los indices altos
en la base de armdnicos esféricos. Cabe aclarar que, si bien esta forma de calcular el es-
pectro es valida, como se demuestra en [[77]], el superoperador truncado resultante no es
completamente positivo, un requisito (que algunos reclaman como) necesario para que
corresponda a un proceso fisico posible.

La dimensién de la matriz que resulta luego de truncar es del orden de 4(a/(€))? ya
que debemos considerar cuatro veces el drea de una de las regiones claras en la parte
inferior de la figura Fig. 66 que es del orden de cudrado del semi-ancho de C¢(f1, V).

A diferencia del método iterativo, esta forma de calcular el espectro aproximado per-
mite hacerlo tanto para mapas cuyo andlogo cldsico es regular, mixto o completamente
caotico. Esto no era posible en el método iterativo dado que depende crucialmente de la
presencia de un gap entre 49 = 1 y |4;]. En la Fig. mostramos las diferencias entre
espectros del mapa de Harper variando el pardmetro k desde regular (a), mixto (b) y (c),
hasta completamente cadtico (d). En el caso regular, tomamos k£ = 0.008 y se puede ver
que el espectro es en realidad cercano al del ruido D, (Fig. (a), pag I o sea que en
este caso es el mapa unitario el que actia como perturbacion del ruido (y no al revés). A
medida que aumentamos k vemos que el espectro se va distribuyendo dentro del circulo
unidad pero el gap 1 —|A;| se mantiene aproximadamente nulo. Solamente en el caso
cadtico todos los autovalores estdn claramente dentro del circulo unidad.

En la figura Fig. se ve el resultado del cdlculo del espectro S¢ para tres valores
diferentes de a usando el mismo mapa de la Ec. (&.8)) que es completamente cadtico
y por ende tiene un gap finito. Para a = 1 el corte es todavia insuficiente y el cédlculo
no da el resultado esperado. Sin embargo, para la parte principal del espectro y hasta
valores (de |A|) del orden de 10~ el espectro se estabiliza a partir de a = 2. A medida

que aumentamos a aparecen mds autovalores, cada vez mds cercanos al origen. Como
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Figura 6.7: Comparacion de los espectros de S (N = 100, € = 0.2 para el Harper de
a Ec. (6.9) con distintos valores de k. (a) k = 0.008, regular; (b) k = 0.047 mixto; (c)k =
0.079, mixto; (d) kK = 0.2, caético. Los cuadrados pequenos son los correpondientes
diagramas de fases. Los circulos tienen radio unidad.

complemento, en la Fig. graficamos el espectro obtenido para diferentes valores de
N en el caso del mapa de Harper (Ec. (6.9)) completamente caético (k = 0,2), tomando
un valor de truncado fijo (a = 2). Se ve que para N = 50 el espectro estd completamente
dentro del circulo unidad con un gap significativo y para N = 100 y 200 el espectro se
estabiliza en los valores que asociamos con las resonancias RP.

Con este método se puede reducir entonces efectivamente el problema de diagonalizar

matrices N> x N? a matrices del orden de N x N y conseguir asf los N autovalores de



6.1 Espectro del superoperador suavizado

74

0.2

-0.2

Re(M\)

Figura 6.8: Comparacion del espectro calculado mediante la truncacion del super-
operador en la representacion de cuerdas a una dim = 4(a/¢)?, tomando tres valores
de « diferentes: (A) a = 1. y dim = 16; () a = 2.0 y dim = 100; () a = 3.0 y dim = 196.
El mapa es el gato perturbado con k =0.02 y N = 100.
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Figura 6.9: Comparacion del espectro calculado mediante la truncacion del super-

operador en la representacion de cuerdas a una dim = 4(a/¢)? (con a = 2., tomando
tres valores de N diferentes: (A) N = 50; (H) N = 100; (¢)N = 200. El mapa es el Harper

k=0.2.
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mayor médulo. Comparando con el método iterativo podemos remarcar que los métodos
se complementan, ya que el primero permite obtener de forma muy rdpida y eficiente los
primeros 10 (aprox.) autovalores, mientras que si se necesita un andlisis espectral mas
completo, el segundo método permite obtener del orden de N primeros autovalores, que
en el caso de tratarse de un sistema cadtico es a todos los fines practicos suficiente ya que

la mayor parte se acumula en el origen [62].

6.2. Decaimiento de la funcion de autocorrelacion

Supongamos que la evolucion estd dada por un mapa S, compuesto por una parte
unitaria y un ruido gaussiano caracterizado por el pardmetro € como en la Ec. @.I7). Este

superoperador no es normal, es decir
T T
S:S; #S.S;

y, como consecuencia, sus autofunciones a derecha e izquierda son diferentes. Sean |R;) y
(L;| 1as autofunciones a derecha e izquierda respectivamente, tales que la descomposicioén

espectral de S; es

Se =) [R)Ai(Lil, (6.25)

donde A, es el correspondiente autovalor que suponemos, por simplicidad, no degenerado
y ordenado segin Ag = 1 > |A4;]| > |A;]| > -+ > |Ay—1|. Si tomamos un estado cualquiera

p y lo proyectamos sobre el subespacio de traza nula, es decir, si definimos

Po=p —pi (6.26)

(donde como antes p; = I/N) entonces podemos expandir py segin

N2—1

Ipo) =) rilR:) (6.27)

i=1
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donde r; = (Li|po) = Tr[L:f Po]- Equivalentemente podemos escribir

(po| = Z I( (6.28)

donde /; = (R;|po) = Tr[Rj- Po]- En forma andloga a la funcién de correlacion clasica de la

Ec. @20) definimos la autocorrelacion cudnticad como
Cp(n) = (Polpn) Zz*r,/ln (6.29)

Como los autovalores estdn ordenados por médulo decreciente, el decaimiento del médulo

de la autocorrelacion se comporta en funcion de n (para n grande) como
—Yn
[Cp(n)] o< e

y la tasa de decaimiento es

Y= —log|A|.

Como se vio en la Sec. 6.1l el espectro del propagador de un sistema cldsicamente
cadtico suavizado con ruido Gaussiano es cldsico para un amplio rango en el espacio de
los pardmetros N y €. Podemos decir que en esta region las correlaciones cudnticas decaen

con las mismas tasas de decaimiento que la cldsicas, i.e. las resonancias RP.

6.3. Comportamiento asint6tico

En esta seccion estudiamos la evolucion temporal de dos cantidades que han ganado
relevancia ultimamente tanto para entender temas fundamentales de mecdnica cudntica y
caos cuantico como en el ambito de la informacién cuéntica.

Por un lado la entropia lineal

S & —log(Tr[p2) (6.30)

donde p, es la n-ésima iteracion de algiin estado inicial p por un mapa cudntico. La en-

ZNo usamos diferentes tipo de letra para la correlacién cldsica y cudntica. Queda claro por contexto.
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tropia lineal es el logaritmo de la pureza (Tr[pz]) en funcién del tiempo. La evolucién de
un estado puro en un sistema abierto estd caracterizada en generalt] por una pérdida de
pureza. Esto puede entenderse como flujo de informacién hacia el ambiente que deja de
ser accesible. Una interpretacion equivalente es la de medida de entrelazamiento entre dos
sistemas que, visto como un todo, evolucionan unitariamente. Si inicialmente el estado del
sistema total es producto y cada subsitema se encuentra en estado puro, la evolucién uni-
taria tipcamente produce correlaciones cudnticas fundamentales, o entrelazamiento entre
estos estados. Deja de tener sentido el estado cudntico de cada subsistema por separado.
Cuanto mayor es el entrelazamiento entre ellos, menor es la pureza del estado de cada

subsistema y mayor es la entropia lineal de cada uno individualmente,

o
~ T
L+ k= 0.005 ,
L x k= 0.010 ]
Nto k= 0.015 N
L x k= 0.020 ,
+ | ]
o~
m | |
© | ]
o - ]
I 5 8 ® ]
& o L I
r ® 0 5 10 B
o P . | | L | ‘ \
0 4 8 12 16 20

Figura 6.10: Entropia lineal S, para el gato de Arnold perturbado (6.8) para varios
valores de k y N =450, € = 0.05. El estado inicial es un estado coherente (puro) del
que se sustrajo p;. Se observan los dos regimenes lineales diferentes. La pendiente
de las lineas solidas se calculo con el método iterativo. El cuadro pequefio muestra
la evolucion de S, para un estado inicial sin proyectar que satura en S, = log(N) ~
6.11. La pendiente inicial esta dada por el Lyapunov del mapa clasico.

3Como veremos (Sec. [Z.2), puede haber casos en que la pureza aumenta, sin embargo, en general, la
pureza de un estado puro en los primeros pasos disminuye.
4Para un review sobre medidas de entrelazamiento ver [22].
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Mediante el estudio de un modelo simple de dindmica hiperbdlica (un oscilador armé-
nico invertido), en presencia de un medio ambiente, Zurek y Paz [l1]] dedujeron que, para
un amplio rango de valores de la fuerza de acoplamiento entre el sistema y el ambiente,
la entropia lineal debe crecer linealmente (o la pureza decaer exponencialmente) con una
pendiente determinada por el mdximo exponente de Lyapunov positivo. Eventualmente,
esta seria una de las formas propuestas para caracterizar un sistema cuantico como caos
cudntico. Para sistemas finitos este comportamiento estd limitado por la dimension del
sistema. Para tiempos del orden del tiempo de Ehrenfest, el crecimiento de la entropia lin-
eal satura en un valor dado por log N (en computacion cudntica, para sistemas de k qubits
donde N = 2* usualmente se define S, con log,, asi el valor de saturacion es simplemente
k).

Se puede ver que la aproximacion al valor de saturacién también se da en forma expo-
nencial. Después del tiempo de Ehrenfest el estado del sistema es aproximadamente p;.
Siguiendo el razonamiento utilizado para extraer el autovalor unidad del espectro, proyec-
tamos el estado inicial p a evolucionar sobre el subespacio ortogonal a p;. Esto se logra
simplemente restando p; a p (Ecs. (&.I0) y (6&12))). De la seccién anterior podemos de-
ducir que la pendiente para el decaimiento a tiempos grandes estard determinada por la
resonancia de Ruelle-Pollicott de mayor médulo A;. Las expansiones (©.27) y (©.28) nos

permiten calcular

S, = —log (Tr[p?]) = — log ((pn\pn)) = —log | Y 1rilAi> (6.31)

que en el limite n — oo es
S, = —2nlog(|A1]) + cte. (6.32)

Es decir, el crecimiento es lineal y la pendiente es 21n(|A;|) o la pureza se acerca exponen-
cialmente a 1 /N como ~ |A;|~%" (el 2 de diferencia con el exponente en la autocorrelacién
sale del cuadrado en la definicion de la pureza).

En la Fig. se muestran resultados obtenidos para el gato perturbado (&.8]). Este
mapa es especialmente ttil en este caso ya que el exponente de Lyapunov es A = #
aproximadamente en un amplio rango de k (claramente, siempre y cuando k siga siendo

una “perturbacién”), mientras que las resonancias de Ruelle-Pollicott y en especial A; de-
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penden fuertemente de k. Se observa inicialmente el crecimiento lineal Lyapunov (puede
verse mejor en la figura pequefia insertada, donde también se ve la saturacién) que es
igual para todos los valores de k tomados. Luego de un tiempo, las pendientes cambian
de acuerdo a la Ec. (&32)). Las pendientes de las rectas sélidas dibujadas fueron obtenidas
usando el método iterativo descripto en la Sec. Se puede ver que los resultados se
ajustan bien a la prediccion.

La otra cantidad que consideraremos es el eco de Loschmidt. La definicién usualH,

dado un sistema caracterizado por un Hamiltoniano H, y un estado inicial |y), es
M(t) = | (yle! ot e Ry 2, (6.33)

donde X es una perturbacion constante. Puede ser interpretada de dos maneras equiva-

lentes:

(a) Seevoluciona un estado inicial |y) hacia adelante en el tiempo con el Hamiltoniano
Hp y se invierte la dindmica, pero suponemos que esta inversion es imperfecta y
calculamos la probabilidad de volver al estado inicial en funcién del tiempo. La

imperfeccion estd representada por la perturbacion X.

(b) Se evolucionan dos sistemas preparados en el mismo estado inicial |y) . Se los
propaga hacia adelante en el tiempo con el mismo Hamiltoniano Hy, pero uno de
ellos con una perturbacién X. El eco M(¢) es simplemente el overlap (o la proyec-

cion ) entre esos dos estados en funcién del tiempo.

El eco de Loschmidt fue propuesto por Peres [[L1]] para explicar la irreversibilidad
en mecdnica cudntica. La inestabilidad de los sistemas cadticos ante perturbaciones en
la dindmica permite explicar las diferencias en el comportamiento del eco de sistemas
cadticos con respecto a sistemas integrables. Aparte de la perturbacion es preciso hacer
un promediado sobre los posibles valores de la perturbacion. Esto actia como coarse-
graining [11]] equivalente a una evolucién no unitaria.

Un avance se produjo mediante experimentos de echo de spin en RMN [84, [85], que

permiten revertir la dindmica, donde la perturbacion son las imperfecciones en los pulsos.

SVer [, [10, 91 B3] entre muchos.
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Trabajos tedricos posteriores ([[Z, I8, 9, [10], entre muchos) demuestran que, en determi-
nadas condiciones el decaimiento de M(¢) es independiente del acoplamiento al ambiente
(o de la decoherencia) y depende escencialmente de la dindmica. Especificamente del
mayor exponente de Lyapunov clasico. Esto estd de acuerdo con las predicciones hechas
para la entropia lineal [1l]. Ademds sucesivos trabajos posteriores [83]] encuentran otros
regimens “universales” (que aqui no trataremos), como la regla de oro de Fermi (ROF).
Dependiendo del valor de la perturbacién y del tiempo el sistema se comporta de acuerdo
a al régimen Lyapunov o al de ROF. En nuestros calculos el comportamiento a tiempos
pequeiios corresponde siempre al régimen Lyapunov.

Ademds de comprobar el comportamiento independiente de la decoherencia para M (¢)
nosotros mostramos que, luego de saturar naturalmente por la dimension finita del espa-
cio de Hilbert, al igual que lo demostrado para la entropia lineal, el eco M(t) se acerca
exponencialmente a su valor de saturacién con una tasa dada por la resonancia de Ruelle-
Pollicott cldsica de mayor médulo. Para ello, utilizamos una definicién del eco diferente,
pero equivalente a la usada en la literatura (y practicamente idéntica a la usada para cal-
cular la fidelidad en el caso clésico [[60]]). En lugar de evolucionar estados puros y luego
promediar sobre realizaciones, nosotros evolucionamos matrices densidad, inicialmente
puras, pero en presencia del ruido difusivo Gaussiano descripto en la Sec. Ademas,
como en el caso de la entropia, al tratarse de mapas, el tiempo es discreto y lo llamamos

n. Por lo tanto, la definicién que usamos para el eco de Loschmidt es
M, = Tr[p;px] (6.34)

donde p’ significa que la evolucién tiene una pequefia perturbacion respecto de la evolu-
cion sin primar. Es decir lo definimos como el overlap entre dos estados evolucionados
con mapas iguales a menos de una perturbacién. En el caso del gato preturbado, evolu-

cionamos con k y k + 0k. Asi, podemos reescribir (6.34) como

M, = Ti[(S{)"(po)(Se)" (po)] (6.35)

donde, como antes, si p es un estado inicial arbitrario, tomamos como estado a evolu-

cionar uno perpendicualr a p; definido como pg = p — py.
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Figura 6.11: Decaimiento del eco de Loschmidt mas alla del tiempo de Ehrenfest.
El mapa es el gato de Arnold perturbado (8.8) con N = 450, £ = 0.1. La linea sodlida
da los ecos mientras que las lineas punteadas dan las entropias perturbada y no
perturbada (—S/, y —S,). El mapa es el gato perturbado y se tomaron dos valores de
k (+ =k =0.005, x =k = 0.017) y una perturbacion 6k = 0.002. La linea cortada para
tiempos cortos marca el régimen Lyapunov.

Consideremos la desigualdad de Schwartz para el producto interno entre dos elemen-
tos de un espacio de Hilbert (en nuestro caso, los operadores lineales con el producto de
Hilbert-Schmidt)

Trlp}pu] </ Trl(p'n) Tr{(p, 2. (636)

El logaritmo natural de esta desigualdad nos da

log[M,] < [log(Tr[(pn)z])+log(Tr[(p,2)2])}=—%(Sn+S;)- (6.37)

| =

Esta ecuacion es vdlida para cualquier valor de la perturbacién, que puede ser todo lo
pequeia que uno quiera. Por lo tanto deducimos que debe valer la igualdad. Asi, en el

limite de tiempos grandes tenemos

log(M,) ~ n (log(|A1]) +1og(|A{])) - (6.38)
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Figura 6.12: Calculo de la entropia lineal S, (izquierda) y del (log del) eco M,
(derecha) para varios valores del parametro de difusidn ¢ € [0.001,0.1]. En los dos
casos se observa el régimen Lyapunov inicial y luego el régimen Ruelle-Pollicot. El
mapa es el gato perturbado con N =450 y k =0.005. La linea cortada tiene pendiente

(£)]10g(ALyap. )| & (£)0.9624.

En el Cuadro hacemos un resumen del comportamiento asintético de las cantidades
menciondas. Como aclaramos antes, el 2 en la entropia lineal se debe a la potencia 2 en

la definicién, que baja con el logaritmo.

Cuadro 6.1: Comportamiento asintotico de la funcion de autocorrelacion C,, la en-
tropia lineal S, y el eco de Loschmidt.

Cantidad Definicion Comp. asintético Log
Autocorrelacion Tr[popn] — 1 /N ~ Al ~ nlin[A]
Entropia Lineal —In[Tr[p?] — 1/N] ~ —2nln[A;] ~ —2nln[A;]
Eco de Loschmidt Trlpnp,] — 1/N ~ AfAL ~ n(In[A1]+In[A{])

En la Fig. mostramos la evolucién de log(M,,) para el gato perturbado (6.8
tomando dos k diferentes y una perturbacion pequeiia 6k. No solamente se pueden distin-
guir claramente los dos regimenes lineales si no que ademads se comprueba la Ec. (6.37) ya

que se ve exactamente a log(M,,) (para n grande) como el promedio de las dos entropias.
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Finalmente en la Fig. mostramos la evolucidn tanto de la entropia lineal (izquier-
da) como del (log del) eco de Loschmidt (derecha) para el gato perturbado con ruido
difusivo para varios valores de €. Vemos que para valores de € pequenos la evolucién es
solamente una perturbacion de la unitaria y el decaimiento de la pureza no es exponen-
cial. A medida que aumentamos el pardmetro de decoherencia llegamos a un punto en
que satura y el comportamiento es independiente, tanto para el régimen Lyapunov inicial,
como para el régimen Ruelle posterior. El grifico del eco es practicamente equivalente.
La linea cortada muestra el régimen Lyapunov inicial.

En resumen hemos visto como introduciendo ruido difusivo se pueden obtener can-
tidades clasicas a partir de un sistema cudntico, que ademads pueden ayudar a distinguir
sistemas cadticos cudnticos. En otras palabras, una forma de correspondencia, alternativa
y a la vez complementaria a la del simple anélisis de la evolucion temporal fue estable-
cida mediante el espectro del propagador, en presencia de un ambiente modelado con un

kernel Gaussiano.



Capitulo 7

Modelos de ruido

La necesidad de controlar precisamente la dindmica de un sistema cudntico es funda-
mental en una variedad de temas de la fisica actual, en especial en temas relacionados con
los fundamentos de la mecdnica cudntica, asi como también en ingenieria o ciencias de
la informacién. En particular, en informacién cudntica recientes avances en técnicas de
nanotecnologia hacen vital el desarrollo de estrategias de control de sistemas cudnticos
abiertos cuya dindmica es irreversible. Es necesario por tanto, y antes que nada, entender
los posibles mecanismos que introducen irreversibilidades o ruidos en un sistema fisico.

Un algoritmo cudntico es bdsicamente un mapa unitario actuando sobre un espacio de
Hilbert de dimensién N = 2%, donde k es el nimero de qubits o bits cudnticos. Un qubit es
esencialente cualquier sistema fisico que tenga dos niveles cudnticos bien identificables.
Podemos asociar con el espacio de Hilbert de los k qubits un espacio de fases y utilizar las
herramientas conocidas (como la funcién de Wigner) para tratar de entender los posibles
efectos de los errores que pueden ocurrir al implementar un algoritmo de computaciéon
cuantica.

En este capitulo por lo tanto damos generalizaciones para muchos qubits de ruidos de
un gubit conocidos [43}56], utilizando el enfoque de mapas cudnticos en el toro. También
utilizando el concepto de espacio de fases deteminamos las diferencias fundamentales

entre mapas que preservan el operador identidad de aquellos que no lo preservan.
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7.1. Canales cuanticos de muchos qubits

En computacion cudntica se llaman canal cudntico a la transformacion que sufre un
estado al atravesar un circuito o un conjunto de compuertas cudnticas en las que hay
algun tipo de pérdida de informacion [86]. El tratamiento usual en la literatura es estudiar
canales de un solo qubit (N = 2), que se pueden reducir a estudiar mapeos del vector de
Bloch.

Aqui, siguiendo [49| [17], damos la generalizacién en forma de suma de Kraus para
muchos qubits de dos ruidos conocidos y lo hacemos utilizando las técnicas y conocimien-
tos de superoperadores en espacios de fases compactos como el 2-toro. Para describir el
estado de un sistema de k qubits utilizamos vectores en un espacio de Hilbert de di-
mensién N = 2X. Por ejemplo, el estado de un sistema de k qubits puede ser denotado
equivalentmente como

|y) =1010...001) = |m)

donde m es el nimero entero cuya expansion binaria es la lista de ceros y unos correspon-
diente al estado individual de cada qubit El Tenemos asi definida una base ortonormal |m)
conm=0,...,N— 1. Se puede entonces directamente asociar esta base con una base de
posicion, tal que |m) corresponde a la posicion ¢, = m/N, en un espacio de fases cudntico
correspondiente al 2-toro (como en el Cap. B)). La base de momentos se define mediante
la transformada de Fourier discreta.

En el caso de que los canales preserven la identidad (i.e. son unitales), daremos su
version como PUA, donde usamos como operadores unitarios las traslaciones sobre el toro
(con la normalizacién adecuada). Como se muestra en la Sec. B.3.Jlun superoperador cuya
forma de Kraus es una suma convexa de traslaciones es diagonal en la representacion de
cuerdas y su espectro es muy fécil de obtener. Es directamente la transformada de Fourier
de los coeficientes que conforma la suma convexa. Este es el caso del canal despolarizante

y del atenuador de faseE el superoperador puede escribirse en la forma

Dep = (1—¢€)p+ey Ce(a)TupT, (7.1)

'El orden de los qubits que definen el niimero entero m es arbitrario.
2Depolarizing channel y phase damping channel respectivamente
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donde € es la fuerza del ruido.

7.1.1. Canal despolarizante

El canal despolarizante actuando sobre un solo gubit (CD1Q) lo deja intacto con prob-
abilidad (1 — €) mientras que con probabilidad € lo despolariza, es decir lo deja en un es-
tado mezcla. En general la forma de Kraus para canales de un qubit es dados en términos

de los operadores de Pauli. Asi para el CD1Q los operadores de Kraus son [[86) 43]]

My = (1_8)17

2
M =/501= /31,91 (7.2)
M, _\/;GZZ 2(2228_1)627 .

—

o \ I I
0 0.5 1

Figura 7.1: Funcion de Wigner del estado resultante luego de aplicar el canal de-

spolarizante SP tres veces para N = 64 y € =0,85. El estado inicial es del tipo gato
de Schrodinger compuesto por la superposicion de dos estados coherentes cen-
trados en (¢, p) = (0,35,0,35) y (0,6,0,6). (El codigo de colores es equivalente al de la

Fig. pag 23).

son los generadores del grupo SU(2) y ademds son una base ortonormal de .775. Esta
estructura de los Kraus es sugerente. Para un nimero k de qubits la generalizacion directa

de ([Z2)) se puede construir de la siguiente manera

My = (1_ )17

— Ne
My = 2(N2— 1)%"

(7.3)
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donde ¥, es el elemento u-€simo del conjunto de N? —1 generadores del grupo SU(N)
(con N = 2%). Estos son Hermiticos y ortogonales (en el producto de Hilbert-Schmidt).

Ademds en funcion de los operadores F;; de transicion en la base computacional dados

por
Py =10l (7.4)
toman la forma .
Ujt = Pjk+ Fyj,
Vit =" i(Pjx— Py;),
W = —\/%(Pn—FPzz—i— , 7
\ o+ Py —1Pyy41)

donde 1 < j<k<N,1<I<KN-—-1y

N — {U012,U013,003, -+ Vi, Vi3, Vo3,
‘”7W17W27"'7WN—1}- (76)

Usando la Ec. (Z3) y el hecho de que, si identificamos la base computacional con la base

de posicion, los P;; se expanden en funcion de las traslaciones como

1 Nl 1N ! SR
_ t B i it
Pl] - N Z Tr |:T(Q7P)Plj] 71((171)) — N Z e le(l ])Tv(l-*j,p)? (77)
se puede escribir el canal despolarizante para muchos gubits, o simplemente CD, en fun-

cion de los Ty, de la siguiente manera

€ N-—1
SSDp:(l—z-:)TOpTJ+m Y T,pT;. (7.8)
a=0

Escrito de esta manera tiene una interpretacion simple en el espacio de fases, si identifi-
camos la base computacional con un estado de posicién (por ejemplo). Con probabilidad
(1 — €) deja el estado p intacto mientras que aplica todas las traslaciones posibles con
idéntica probabilidad &£/N?. En la Fig. [Z1l se puede ver el efecto producido por SSD so-
bre una superposicion de dos estados coherentes (representados mediante la funcién de

Wigner), con € = 0,9. El valor de € fue tomado excesivamente grande para resaltar el
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Figura 7.2: Grafico, en el plano complejo, de (a) el espectro del canal despolar-
izante generalizado. Notar la degeneraciéon N> — 1 en (1 — ¢,0); (b) El espectro del
canal de amortiguamiento de fases sobre una linea n;p = n,q +n; donde N = 32,
ny = 1,np = 2,n; = 2. Hay N> — N autovalores en (1 —¢,0) y N (degeneracion 2) auto-
valores en el circulo de radio ¢ centrado en (1 —¢,0); y (c) El espectro del canal de

amortiguamiento de fases sobre la linea con N =32, n; = 1,n, = 0,n3 =2. Hay N> — N
autovalores en (1 —,0) y N autovalores iguales a 1.

efecto. Ademads se ve la aproximacion al estado invariante del ruido que es la distribu-
ci6n uniforme. El espectro de SSP estd dado, de acuerdo a las Ecs. (E3) y @I0), por la
transformada de Fourier de los coeficientes que aparecen en la representacion de Kraus

generalizada, es decir

ZCD(B) _ (1—8)—}—8;%61.(2%/1\/)[3/\&

= (l—¢)+¢€dgy. (7.9)

Vemos que el autovalor (1 — €) corresponde a todos los T (con o # 0) por lo que la

degeneracion es N 21 (Fig. (a)). El autovalor 1, por ser unital, corresponde a Ty = 1.

7.1.2. Amortiguamiento de Fase

El canal de amortiguamiento de fase (AF) es ampliamente usado en informacién y
computacion cudntica, asi como en el estudio de temas fundamentales de mecdnica cuanti-
ca (problema de la medicidn, interpretaciones, etc.), porque brinda un ejemplo simple y
efectivo de como actia la decoherencia seleccionando una base preferida de de estados

puntero.
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Para un solo qubit (N = 2) los operadores de Kraus, en la base computacional, son

My =+/(1-¢),
My = E0)(0], (7.10)
My = e[1)(1].

Resulta ilustrativo observar el efecto del canal AF de un gubit sobre una matriz densidad
arbitraria py, luego de actuar n veces. Por la definicién de los Kraus en la Ec. (ZI0) se

puede verificar que luego de n iteraciones se tiene

(SCAF)n(p()) _ ( Poo (1 - 8)np01 > ‘ (7.11)
) (I—¢€)"pio pii

La accidn de la decoherencia se aprecia claramente. Los términos no diagonales (coheren-
cias) decaen exponencialmente con (1 — €) y las poblaciones permanecen intactas en la
base computacional. La base computacional es entonces la base preferida de estados
robustos ante el ruido.

Para el caso de k = log, N qubits proponemos una pequefia variacion. Expresamos la

forma general sin determinar a priori la base preferida (de estados punteros) como

N-1
SeAp=(1-¢)p+e Y CjP,pP. (7.12)
=0

Si identificamos V' €Cj;F;; con los operadores de Kraus entonces Cj; debe ser real y posi-

tivo. Ademds, la preservacion de la traza impone que la condicién
Y Ci=1 (7.13)
ij

deba satisfacerse. La generalizacién del canal dado por los Kraus de la Ec. (ZI0) para
muchos qubits tiene una forma simple en el espacio de fases si usamos la convencién
habitual de identificar la base computacional con los autoestados de posicion y si ademds
tomamos C;; = 0;;. La base preferida, y que permanece inalterada ante el ruido, es la de
posicion.

Utilizando nuevamente la relacién (Z7)) se obtiene la expresién en funcién de oper-
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adores de traslacion,

) (7.14)

N—1
SCAF— (1—e)1oT+ % Y T, © T(&p

p=0
En el toro, los operadores T(E,p) son traslaciones en momento, es decir, a lo largo de lineas
verticales. Esta experesion en términos de operadores unitarios permite una interpretacion
directa en el espacio de fases. Como antes, con probabilidad (1 — €) el estado no cambia

pero ahora, con probabilidad € se implementan traslaciones en momento.

En realidad, la eleccién de que la base computacional sea la base de posicion es ar-
bitraria. Los operadores P;; podrian ser los proyectores (para i = j) y transiciones (para
i # j) en cualquier base del espacio de fases. En particular podemos tomar como base

lineas paralelas sobre el toro. Definimos una linea sobre la grilla de N x N como
Ly, nyns ={(q,p) € GN; nip = nag+ns, ny,ny,n3 € N} (7.15)

El CAF escrito en funcién de traslaciones sobre lineas arbitrarias sobre el toro del tipo
(Z13) toma la forma (ver [49]])

CAF __ ¥ & +
Spiman = (1= €)T00) © T 0) + Y, TunoT,, (7.16)
(4:P)ELnynyny

donde R es un nimero entero que indica el nimero total de puntos de la grilla que estan
contenidos en la linea. Si n; o ny es impar entonces R = N. Si por el contrario los dos son
pares entonces es R = 2N (ver [[L3]).

Nuevamente, escrito asi el canal es diagonal en la representacion de cuerdas. El auto-

valor correspondiente a la trasalcion T(% p) estd dado por
T (g,p) = 1 —e(1 — e CTNIsImg, ) (7.17)
para n; # 0, mientras que si n; = 0y ny # 0 el autovalor correspondiente es

SCAF (g p)=1—¢(1 - ei(ZE/N)pns/nzgqyo)' (7.18)
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-
o)
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Figura 7.3: Funcion de Wigner de un estado tipo gato de Shrodinger, compuesto
por la superposicion de dos estados coherentes sobre el toro, antes y despues de
aplicar el CAF ST/, con N =64 y £ = 0,85. A la derecha se puede ver claramente la

proyeccion sobre las lineas paralelas a p = —g (mod 64). (El cédigo de colores es
equivalente al de la Fig. pag 23).

La estructura en el plano complejo del espectro dado por (ZI7) y (ZI8)) se ve en la figura
Fig.[Z2 (b) y (c).

Para ilustrar el ejemplo de CAF en una linea arbitraria, en la Fig. se muestra

SCAF

elefectode S, ..

una vez mds a partir de una superposicion de dos estados coherentes
sobre el toro, conny = 1,ny; = —1 y n3 =0. Se puede ver que el canal selecciona y proyecta
sobre las componentes paralelas a la line p = —¢g. La tnica diferencia que habria con el
caso n3 # 0 seria que las lineas oscuras aparecerian despalzadas verticalmente. También
se manifiesta la decoherencia en la atenuacion en el patrén oscilatorio correspondiente a

la interferencia entre los dos paquetes iniciales.

7.2. Canales Disipativos

En general tanto en mecdnica cldsica como cudntica, el término disipacidn se relaciona
con la pérdida de energia del sistema (hacia el entorno). En sistemas dindmicos, en partic-
ular en mapas, no siempre estd claro el concepto de energia. Sin embargo, dado un campo
de velocidades en el espacio de fases, un sistema dindmico es disipativo si la divergencia
de dicho campo es no nula. Dicho de otra manera, hay disipacién si el flujo no preserva
volimenes en el espacio de fases. Para mapas y superoperadores cudnticos es también en
general dificil definir, no solo el concepto de energia, sino también el concepto de volu-

men del espacio de fases. Mostramos en esta seccion, que aquellos superoperadores que
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no preservan la identidad (es decir, que son no unitales) pueden identificarse con proce-
sos disipativos (o que no preservan volimenes). Los atractores, que tienen una estructura
fractal caracteristica de sistemas cldsicamente cadticos con disipacion, pueden ser recu-
perados a partir de su equivalente cudntico en presencia de un canal de ruido no unital que

simule un efecto de friccion (Sec. [1.2.3).

7.2.1. De Kraus a Lindblad y vuelta a Kraus

Supongamos que tenemos la evolucion de un sistema en contacto con un ambiente que
cumple la aproximacion de Born-Markov. Como vimos la matriz densidad en este caso
evoluciona mediante un superoperador completamente positivo que puede ser escrito en

forma de Kraus como

pr =Si(p) = Y KupK]. (7.19)

Para un tiempo infinitesimal dt tenemos que

par = Po+ O/(dr) (7.20)

por lo que podemos elegir los Kraus de la siguiente manera

[+diA, a=0
—{ tatd, a=0 (7.21)

“ VdiL,, a>0

donde A es un operador a determinar. Para ello, teniendo en cuenta esta definicion, es-
cribimos
S(p)—p

pr~ =" =(Ap+pAT)+ Y LipL], (7.22)
dt a>0

donde nos quedamos hasta el primer orden en dt. Hasta ahora A es arbitrario por lo que

lo podemos escribir (sugestivamente) como

A=0@—iH (7.23)
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con ® y H operadores Hermiticos y orden cero en dt. Reemplazando en la Ec. (Z.22)

tenemos
p =—ilH,p]+(Op+p®)+ Y LipL]. (7.24)

Finalmente obtenemos ® de la condicién de preservacién de la traza Y, KK, = I, pues a

primer orden en dt tenemos

I =Y KiK,=I+dt(A"+A)+dt Y LiL,
a

a>0
0 =20+ LiL,
a>0
1
= 0 =—- "L .
5 2 LaL (7.25)
a>0

Claramente H, que funciona como Hamiltoniano efectivo, se obtiene usando ((Z2Tl),[Z.23))
y (Z23). Asi, rescribiendo (Z.24)) obtenemos la ecuacién maestra de Lindblad o simple-

mente ecuacion de Lindblad [3]]

1 1
s _ _ t_ Loy o1 04
p = ZLp)= z[H,p]—l—a§>O<LapLa SLiLap szaLa)

= ilt.pl+ 5 Y ([Lap L))+ [LapLl]) (726)
a>0

Casi simultineamente, Lindblad [3]] y Gorini, Kossakowski y Sudarshan [4] (para es-
pacios de dimension finita) demostraron que un semigrupo dindmico es completamente
positivo si y solo si es generado por una ecuacién de la forma (Z.26). Claramente, en el
primer término del segundo miembro el Hamiltoniano efectivo H genera la evolucion uni-
taria. Los otros términos dan cuenta de las posibles transiciones a las que estd expuesto el
sistema como resultado de la interaccioén con el ambiente, generando la parte no unitaria
de la evolucién. Los operadores L, son los llamados operadores de Lindblad, también

conocidos como operadores de saltos cudnticos.
El hecho de poder escribir la evolucién en forma de ecuacién de primer orden im-
plica que el entorno es Markoviano o que “no tiene memoria”. Esto es, las correlaciones
en el ambiente decaen en tiempos caracteristicos mucho mas pequefios que los tiempos

caracteristicos del sistema. A esta condicion para derivar una ecuacién del tipo (Z28)
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usualmente se agrega la de acoplamiento débil (aproximacién de Born-Markov).

Para entender los efectos de esta ecuacidn es til ver el comportamiento en el espacio
de fases en el limite cldsico (ver por ejemplo [87, I88]). Usando la transformacion de Weyl
que lleva la matriz densidad a la funcién de Wigner se obtiene (a orden cero en %) una
ecuacion diferencial tipo Fokker-Planck. La ecuacion de Fokker-Planck describe la evolu-
cion de una densidad de probabilidad en el espacio de fases en presencia de difusion (que
puede provenir de un término aleatorio en una ecuacién de Langevin) y de disipacion. La
difusion estd dada por los términos de derivada segunda en las coordenadas generalizadas
mientras que la disipacion estd dada por la divergencia del vector de drift que denotamos
como A pero que no definiremos. En [87] (ver también [88]) se muestra que la disipacién

en la ecuacion resultante para la funcién de Wigner estd dada por
=i} {La(4,P) La(g,p)"} — diVA. (7.27)
a

donde L,(q, p) es el simbolo de Weyl del operador de Lindblad correspondiente y * denota
complejo conjugado. El { , } es el corchete de Poisson cldsico. Una divergencia no nula
en la Ec. (Z27) implica que los voliumenes en el espacio de fases no se preservan ya
que la divergencia del vector de drift estd relacionada con la divergencia del campo de
velocidades.

De lo anterior se deduce que hay disipacién si L,L], # L} L,. En particular si los Lind-
blad son Hermiticos no hay disipaciénﬁ Esto tiene una implicancia fundamental en la
ecuacion maestra, y por ende también en la forma de los Kraus: La disipacion implica
que los Lindblad no conmutan con su adjunto, lo que a su vez implica que los Kraus no

conmutan con su adjunto. Esto significa que
L) #0 = S(I) #1 (7.28)

es decir, que la dindmica es no—unitalH En otras palabras podemos decir que disipacion
implica no-unitalidad (y vice versa). Si el mapa S es unital puede haber sé6lo difusion o

decoherencia, pero no relajamiento. Sin embargo, en el caso de ser no unital tendremos

3Esto es cierto siempre y cuando, siendo L, Hermitico, la dependencia en ¢ y p de L,(gq, p) sea tipo

La(4;p) = La(q): La(g; P) = La(p) 0 bien Lu(g; p) = €(qp).
“4Recordar que unital significa que preserva la identidad, o S(I) = I (Sec. pagBR).
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por lo general las dos cosas.
El ejemplo mas conocido de mapa no unital es el canal de amortiguamiento de ampli-
tud (AA) que en el caso de un Unico qubit simula el decaimiento desde el estado exitado

emitiendo un fotén al ambiente. Los operdores de Kraus para este ruido son [43}, |36]

K0:<1 0 ) K1:<0 ﬁ). (.29
0 Vi—p 0 0

que es evidentemente no unital ya que

S*(1) = Y KK = tp 0 (7.30)
a 0 l_p

(en el caso trivial p = 0 es S = I). La evolucién de una matriz densidad general p en la

base computacional (de autoestados de o;) es

(7.31)

SM(p) = < Poo+ppP11 V1—ppor )
VIi—=ppio (1—p)pn

donde se ven claramente los dos efectos. La decoherencia actia reduciendo los términos
no diagonales en un factor /1 — p y la disipacion actia reduciendo las poblaciones en
p11 € incrementdndolas en pgp en un término igual a p. Este es un caso de un ruido por el

cual partiendo de un estado mezcla se puede llegar a un estado puro (i.e. |0)(0)).

7.2.2. Contraccion del espacio de fases

Intentaremos explicar qué entendemos por ruido disipativo apelando al concepto cldsico
de contraccién de volumenes en el espacio de fases. En las secciones anteriores definimos
como disipativos los canales que son no unitales. Por ello, dado un canal S, proponemos

cuantificar la disipacion mediante una pardmetro que mida la no-unitalidad. Definimos

’

o _ Te[(S(pr) —pr)?] _ 1
n= o] = NTr[FZ] (7.32)
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donde nuevamente p; = I /N es la densidad uniforme y

e 1 1
r%'sp)—p = NZ(KQKJ—KJKQ) — NZ[KQ,KZ] (7.33)

a a

donde usamos la condicién de preservacion de la traza. El pardmetro 1) tiene las siguientes

propiedades:
= N1=0siysolosi S(I)=1.

= es la distancia de Hilbert-Schmidt entre S(p;) y p;. Ahora p; representa la densidad
uniforme (clasicamente, el ensemble microcandnico) por lo que una distancia finita
significa que la probabilidad se concentra en algunos lugares mientras que en otros
disminuye. Es por este motivo que relacionamos este parametro con la contraccion
de volimenes disponibles en el espacio de fases. Es decir, si bien no hay pérdida
de probabilidad, hay regiones del espacio de fases que disminuyen fuertemente la

probabilidad de ser ocupadas.

= Una relacién quizas mds precisa con la contraccion se obtiene mediante la variaciéon

de la pureza
palp) =Trlpy] = Tt[(S"(p))?], (7.34)

a “tiempo” n. Expandiendo el cuadrado en (.32)) obtenemos

_Tr [S(pr)* —(p1)?] _ pi(pr) — po(pr)
Tr{(pr)?] polpr)

(7.35)

Esta cantidad la podemos relacionar con los operdores de Lindblad ya que si tomamos
un coarse-graining del tiempo Az suficientemente pequefio y expandimos la pureza

a segundo orden
1
p:(pr) = po(pr) + po(pr)At + 5150(131)&2 +- (7.36)
Teniendo en cuenta que

p=Tilp?] = p=2Trlpp] (7.37)
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y que de la Ec. (Z.28)
1

pr="=2(p) =+ Y[l L] (7.38)

a
se deduce que po(pr) = 0. Esto era de esperar ya que el p; es el estado maxima-
mente mezclado y la pureza toma su minimo valor posible 1/N. Entonces podemos

escribir (para At = 1)

PI(P;)O(_pi?)O(PI) _ %;Tr <[La,LZ][LbaLZ]> . (7.39)

En el limite cldsico, teniendo en cuenta las Ecs. (Z27) y (Z33) obtenemos

n— e / dgdp(divA)?. (7.40)

Como consecuencia, 1] puede entenderse como un pardmetro de contraccion global
de los volumenes en el espacio de fases ya que como se destacé la divergencia del

vector de drift se relaciona con la disipacion.
Por su parte el operador I tiene las siguientes propiedades:
= Es Hermitico y de traza nula (en dimension finita).

= Tiene representacion real en el espacio de fases (Wigner, Husimi) y da una idea lo-
cal de donde ocurre la disipacion. (Esto se verd graficamente en la seccion siguiente

mediante un ejemplo.)

7.2.3. Ejemplo simple de canal disipativo

7.2.3.1. Definicion del modelo

Un poco inspirdndonos en el canal de amortiguamiento de amplitud, generalizado para
una dimension arbitraria, pero también siguiendo el tipo de modelos de ruido difusivo
compuesto por suma convexa de dos superoperadores de la Sec. [.1] proponemos estudiar

la familia de superoperadores definida por

D:(p) = (1-¢€)p+eY. pijFipF}, (7.41)
ij
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donde los P;; son operadores de transicion como en la Sec. Z1ly p;; es una matriz real y

positiva. La preservacion de la traza se cumple si
Y PP =Y Py pli=1 (7.42)
ij i J
donde 7 significa ‘transpuesta’. Por lo tanto como se debe cumplir
ZP:’ =1
i

la matriz de coeficientes p;; debe ser estocdstica. Como buscamos familias no-unitales
basta que p;; # pji; para i # j.
La forma simple de D, permite un primer andlisis aun sin dar una forma explicita de

pij- Si expandimos la matriz densidad en la base de los P;; como

p =Y pijPij, con pij=Tri[P;ip]= (ilp|i) (7.43)

ij

el efecto de D, es

De(p)=(1—¢€)p+e) Pi) pijpjj (7.44)
i j

donde inmediatamente se observa que los términos no diagonales decaen por un factor
(I — &) minetras que el cambio en los elementos de la diagonal estd determinado por
la forma de p;;. En el caso de que p;; = 9;; como indicamos antes, el ruido es unital
pero ademads corresponde al amortiguamiento de fase descripto en la Sec. [Z1] o, en otras
palabras, decoherencia donde la base preferida es exactamente |i) en la que estdn definidos
los P;j; no sirve como canal disipativo.

Buscamos un ruido que simule disipacion, especificamente que reproduzca los efectos
de una “friccion” cldsica.. Suponemos entonces que los P;; son transiciones en momen-
to y buscamos la forma de la matriz p;; tal que los elementos de la diagonal decaigan
hacia el estado fundamental (es decir momento nulo). En el toro el estado fundamental
en la base de momentos es Pyy = |0)(0| = |N)(N| = Pyn. Al construir el ruido que pro-

duce decaimientos de los elementos de la diagonal debemos tener en cuenta esta simetria.
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Proponemos entonces la forma

N/2

Dea(p) = (1—€)p+e Y PagiPFPl, (7.45)
i,j=—N/2

con a € (0,1) y el indice [ai] es la parte entera de (i) (ademas los indices negativos son
tomados mod(N)). La Ec. (Z43) es equivalente a la Ec. (Z4I)) donde la matriz p;; tiene la

estructura

1, parai=[ojyje0,N/21]
pij=4 1, parai=[ajl+(1—a)(N—-1)yje[N/2,N-1] . (7.46)

0, todos los demds casos

En la Fig. [Z4 mostramos esquematica-

mente la estructura de la matriz p;;

donde un cuadrado negro toma el valor

) aN/2 0=0
“1” y uno blanco el valor “0”. La matriz '

asi construida es trivialmente estocdsti-
ca y solamente es biestocdstica cuando
es diagonal (i.e. simétrica). En el caso

especial o¢ < 1/N tomamos pg; =1y --_-'-_

pij = 0 para todo i # 0.

Figura 7.4: Esquema de la matriz p;; corre-

Como se indicé antes, el término .
sEondlente a la Ec. (Z47) para el modelo

(1 —€)p da cuenta de la decoherencia
(en este caso la base preferida es la de momentos). El término restante modifica los ele-
mentos de la diagonal de la siguiente manera: lleva las componentes de p en P;; = |i) (i
a Pgjj[ai = |[ai]){[eti]| con un factor € multiplicando. Tener en cuenta ademds la forma
simétrica de hacerlo. Es decir, las componentes con i < N /2 decaen hacia el Py mientras

que las componentes con i > N /2 lo hacen hacia el Py_j y—1.

7.2.3.2. ElcasoN =2

Antes de continuar con el andlisis podemos considerar el caso de un sistema de qubits

y que P;; sean proyectores en la base computacional. Especificamente, nos detenemos en
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el caso de un tinico qubit (N = 2) y comparamos con el canal AA descripto en la Sec. [Z.2.1]
(en la pag. B3). Es fécil obtener, a partir de la Ec. (Z43) los operdores de Kraus (que en

este caso son tres en lugar de dos)

(V=g 0 (Ve O [0 Ve
o (T ) me () e (D). o

El dnico valor no trivial de @ es @ = 1/2 que al tomar parte entera es igual a tomar @ = 0.
La evolucién de la matriz densidad presenta una pequea diferencia con el caso del AA.

Mediante un cédlculo simple obtenemos

Poo+€p11 (1 —¢€)por
Dg7a - . (7.48)
) ( (1-e)pin (1-e)pi )

La decoherencia afecta los términos no diagonales con un término (1 — &), en lugar
de V(1 —¢€), que es exactamente la forma en que decaen las coherencias en el amor-
tiguamiento de fase (para un qubit ) descripto en la Sec. (pag.B9). Sin embargo las

poblaciones decaen de la misma manera que el AA y el estado py evoluciona segiin

I+¢ 0
Sga] — ; 749
all) ( . (1_8)> (7.49)

de manera que el efecto total es como una mezcla entre los dos ruidos.

7.2.3.3. El caso general

Volvemos al caso de un N arbitrario y consideramos los P;; como proyecciones en

momento. El pardmetro de contraccién 7] se puede calcualar explicitamente como

N = NTr[(Dea(l/N)—1/N)?]
e2 |
= 5T | =2} Poijai +Zp[ai1,[aﬂp[ajuaﬂ]

L i ij

T
_ %Tr lzj:\<aj|ai>|2—N] (7.50)
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donde Tr[Y; Pgj) ()] = N- Ahora, (@ j|a;) = 0,1 por lo que el cuadrado es irrelevante y
lo sacamos para hacer mas fécil el cdlculo. Si consideramos N grande (y hacemos abuso

de la notacién) podemos pasar a variables continuas para hacer la suma

Y (0] //5 xi—x})) //5 xi— ;)

ij
1 N
—Y &i=—. 7.51

a2l
n==¢e <—a ) (7.52)

En la figura Fig. mostramos 1 () para dos valores fijos de €. Se ve que los puntos

Finalmente obtenemos

obtenidos numéricamente encajan perfectamente con la expresion obtenida con la aprox-

imacion continua. Ademas se observa un valor de saturacion en
n(e=1/N,e) =e*(N—1). (7.53)

que se puede entender de la siguiente manera: como la dimension del espacio de Hilbert
es N, la parte entera [ai] (i =0,---N — 1) para cualquier de o < 1/N (= 27mh) es cero.

Para llegar al valor de saturacion el cédlculo de (Z32) ya no vale, porque 1(0) diverge.
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Figura 7.5: Parametro de contraccion n en funcion de o para el modelo de la
Ec. (Z.45) para dos valores de ¢: (x) £ = 0,5, (A) £ = 0,75.
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Debemos tomar directamente todos los Pyo;j; = Fo; y asi se llega a

2
n(a <1/N,e) = %Tr[NZPOO _=e}N-1). (7.54)

En particular, el caso @ < 1/N es interesante ya que la ecuacién para para el valor medio

en momento es
(p") = (1—¢)(p) (7.55)

donde usamos explicitamente el simbolo " para denotar operador para que no se confunda
con la matriz p;;. Esta ecuacion tiene exactamente la forma de una friccién proporcional
a la velocidad ya que (suponiendo que el mapa resulta de pasos de tiempo infinitesimales)
N PPV (p) .
G~ —((p") —(p)) = -~ "=~ —¢q. (7.56)
m m

Sea F un campo de velocidades en el espacio de fases cldsico tal que
x = F(x,1). (7.57)

Entonces si div(F) # 0 los volimenes en el espacio de fases no se conservan y hay disi-
pacion y en particular si div(F) < 0 los volimenes se contraen. Al ser una funcién de
puntos en el espacio de fases la divergencia nos da una imagen local de la disipacién. En
el caso de la Ec. (Z.33) (y también de la Ec. (Z36)) la divergencia es constante en todo el
toro e igual a —¢&.

Ahora veamos como la representacion en el espacio de fases del operador I', definido
en (Z33), nos da informacion local de la disipacién. Es qtil recordar (ver Cap. B) que
la representacién de Husimi de un proyector P; en la base de momentos es una franja

horizontal de ancho 7 centrada en el momento p = i/N. Para este modelo simple teniendo

en cuenta (Z33) y (Z.43) obtenemos

€ N/2 ¢ N/2
I = N Z (P[ai][ai] _Pii) = N < Z P[ai][ai] —I) . (7.58)
i=—N/2 i=—N/2

Este resultado tiene una interpretacion intutiva puesto que el primer término es una suma

(incoherente) de autoestado de momento. Hay N de ellos en la suma pero solamente aN
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BN ——

Figura 7.6: Representacion de la funcion de Husimi de I" para el modelo D, para
varios valores de «. Las regiones claras son negativas (disipacion) y las oscuras
son positivas (decoherencia).

(1-o)

son diferentes. Es por esto que al restar la identidad habrd zonas negativas, donde fal-
tan proyectores y zonas positivas, porque algunos se suman mas de una vez. Una repre-
sentacién de I" para distintos valores de o puede verse en la Fig. 1.6 donde se utilizé la
funcién de Husimi. Como el operador es Hermitico, la representacién es real, pero por
ser de traza nula toma tanto valores positivos como negativos. Los lugares donde I'(q, p)
es negativa son donde la compresion tiene lugar. En las regiones positivas (oscuras en la
figura) el efecto del ruido es como el de un amortiguamiento de fase. Es decir, pura deco-
herencia con la base de momentos (en este caso) como base preferida (estados puntero).
Volviendo al caso o < 1/N se ve que I'(¢g,p) es uniformemente negativa en todo el

espacio de fases, excepto en el Pyg. En el limite cldsico esta region es de drea nula.

7.2.3.4. Composicion con un mapa unitario

Finalmente, queremos comprobar que el modelo propuesto tiene algunas de las carac-
teristicas deseadas. Lo hacemos comparando con un mapa cldsico disipativo conocido.
Siguiendo el el esquema de dos etapas para mapas cudnticos abiertos, planteado en la

Sec. 1 calculamos numéricamente el estado invariante del superoperador

S(p) =Dea(U(p)) (7.59)

donde U es la version cudntica del mapa standard sobre el toro

g = q+p (7.60)
p = O&p—2mksin(27q) (7.61)
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0 g 1

Figura 7.7: Estados invariantes clasico (izquierda) cuantico (derecha) para el mapa
standard con disipacion. En el caso cuantico se utilizé el modelo propuesto en la
Ec. con o ~ 0.

(donde se sobreentiende que ¢ y p son tomadas mod(1) y considramos un valor de k
para el que el mapa es completamente cadtico) y tomamos & ~ 0. El mapa cldsico con
disipacion tiene un atractor extrafio con estructura fractal (Fig. [Z77] izquierda). El panel
derecho de la Fig. [Z77l muestra la funcién de Husimi del correspondiente estado invari-
ante cudntico. La estructura es esencialmente la misma que para el caso cldsico pero la
resolucién estd limitada por el tamafio de 7 .

En la Fig. mostramos el estado invariante del mapa standard cudntico compuesto
con el ruido disipativo D¢y para varios valores de € y «. Esta figura es util para ilus-
trar “por separado” los efectos de la disipacion y la decoherencia. Como el pardmetro &€
controla la fuerza del ruido, en la hilera superior correspondiente a € ~ 0 se ve que el
estado invariante no tiene una estructrua semejante a la cldsica que aparece en la Fig. [
En este caso la evolucién por el mapa es una perturbacion de la evolucién unitaria. A
medida que € aumenta se comienza a apreciar el efecto de los diferentes valores de .
El caso o ~ 0 (columna izquierda) es equivalente al de la Fig. 7l En contraposicién
el estado invariante correspondiente a & ~ 1 es la densidad uniforme, como se esperaba
dado que el ruido es unital. La “sombra” que se observa se puede explicar a partir de la
definicion del operador I' y la Fig. A medida que o aumenta la regién de disipacién

(en color claro en la Fig. [Z.6) se hace cada vez més pequeiia asi como el pardmetro de
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Figura 7.8: Funcion de Husimi para el estado invariante del mapa estandar cuantico
con disipacion dada por D, tomando diferentes valores de o y ¢ y fijando N = 64.
Se puede observar la diferencia entre o ~ 0 (disipacion) y o ~ 1 (difusion) asi co-
mo los casos intemdios. El parametro ¢ controla la fuerza del ruido, siendo £ ~ 0
aproximadamente unitario.

compresion global 1. El ruido se hace cada vez mas similar a un superoperador unital,
al menos en las regiones superior e inferior, de ancho /2, del toro. Por lo tanto den-
tro de las regiones sombreadas de la Fig. el ruido actia como un amortiguador de
fase con una base de estados preferidos dado por los proyectores en momento P;;, con
i=A{0,---,[aN/2]} U{[(1 —o/2)N] —1,--- ,N — 1}, mientras que en las regiones claras
tiene lugar una disipacion fipo friccién correspondiente a la ecuacién (clasica) (Z36) y
solamente en esa regién se vislumbra la estructura del atractor cldsico. Dicho de otra
manera, El ruido se corresponde con una friccién cldsica uniforme que tiene lugar en una
region central del toro de ancho (1 — ).

Esta posibilidad de “jugar” entre pura decoherencia y distintos tipos de disipacion es

uno de los principales atractivos de este modelo. El otro es su extrema simplicidad.



Capitulo 8
Resumen y Perspectivas

Hemos estudiado el problema de la emergencia del mundo clésico a partir del cudnti-
co particularmente para el caso de sistemas cudnticos cuyo andlogo clasico es cadtico.
El principio de correspondencia de Bohr y el teorema de Ehrenfest fallan para tiempos
muy cortos en estos sistemas. Hay sistemas macroscopicos en los que a tiempos ra-
zonablemente cortos deberian observarse efectos cudnticos como estados tipo gato de
Schroédinger. Sin embargo en ningin caso se observan estos efectos. El motivo es que
todos los sistemas fisicos estdn de una forma u otra en contacto con otro que funciona co-
mo ambiente efectivo u observador. Ningin sistema puede considerarse completamente
aislado y por lo tanto la decoherencia juega un papel fundamental en el restablecimiento
de las propiedades clésicas.

Los trabajos de Peres [[L1]] y la conjetura de Zurek y Paz [[1]] fueron fundamentales
para predecir como la decoherencia permitiria observar propiedes cldsicas en un sistema
cudntico cadtico. La evolucién temporal de algunas cantidades estd regida por el expo-
nente de Lyapunov del sistema cldsico equivalente, independientemente de la fuerza del
ruido (o del valorde la constante de acoplamiento con el entorno). Esto que hemos llama-
do correspondencia dinamica ha sido verificado numéricamente en forma extensa tanto
para la entropia lineal [} 16, 48]] como para el eco de Loschmidt [[7, 18, 9L [10].

Siguiendo algunos trabajos recientes [64, [75), 1651 163l [12]] hemos encarado el proble-
ma de la correspondencia desde otro punto de vista. Lo hemos llamado correspondencia
espectral. Este enfoque es complementario al de la evolucion temporal ya explica el cm-

portamiento de cantidades como la entropia lineal pero para tiempos grandes.
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Las cantidades cldsicas que dominan el comportamiento a tiempos grandes son las
llamadas resonancias de Ruelle-Pollicot y se definen como los polos del resolvente del
propagador de Perron Frobenius (PF) [66, 67] cldsico. También pueden relacionarse con
el espectro puntual del PF suavizado. El coarse graining se implementa limitando la suavi-
dad del espacio de funciones sobre el que el PF actda. Para sistemas uniformemente
hiperbdlicos, Blank et al. [62] describieron sus caracteristicas y ademds mostraron que
es robusto ante perturbaciones. Por otro lado, Nonnemacher [[12] mostr6 que el espectro
del propagador cudntico en presencia de ruido Gaussiano converge unifomemente al del
clasico (suavizado de forma equivalente). Dado este marco tedérico, realizamos compro-
baciones numéricas. Los sistemas elegidos son los mapas cudnticos sobre el toro ya que
son los sistemas mds simples que poseen todas las propiedades deseadas de un sistema
caotico. Introducimos la decoherencia mediante un superoperador que implementa una di-
fusion Gaussiana (Cap. ), con una interpretacion simple en el espacio de fases. Este ruido
implementa un coarse graining del propagador suavizado. Utilizando la representacion de
cuerdas se puede explicar el efecto del ruido como una truncacién efectiva de los modos
rapidos del propagador unitario.

Para establecer la correspondencia espectral se debe llegar al limite cldsico N — oo
(h — 0). En el contexto de superoperadores esto es dificil computacionalmente porque im-
plica resolver un problema de autovalores de de N> x N2. El método iterativo (Sec. [6.1.2)
nos permiti6 obtener los autovalores mds grandes con buena precisién y como compro-
bamos rigen el decaimiento (hacia el valor de saturacién) de la entropia lineal y del eco
de Loschmidt. Estas cantidades son de importancia actual en el contexto de la teoria de
informacion cudntica. Para reforzar estos resultados, mostramos que en un amplio rango
de valores de N y del pardmetro de difusion € el espectro se estabiliza en concordancia
con lo indicado por el teorema de Nonemacher. En el limite N — oo son las resonancias
de Ruelle-Pollicot clésicas.

El método iterativo consiste en diagonalizar una matriz (del orden) de 10 x 10 por lo
que es muy eficiente para obtener los decaimientos asintéticose, ya que solamente son
necesarios los autovalores de mayor modulo. Para obtener un mayor nimero de autoval-
ores, de manera de establecer mds precisamente la correspondencia espectral, utilizamos
la funcion de cuerdas. El ruido Gaussiano implementa una truncacion efectiva del super-

operador en la representacion de cuerdas reduciendo el tamafio de la matriz a diagonalizar.
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Pudimos establecer variando el tamafio de la matriz resultante luego de truncar, que el
espectro se estabiliza para matrices de dimensiones del orden de N x N. Para sistemas
fuertemente cadticos, esto es mds que suficiente, ya que la mayor parte del espectro del
propagador suavizado se acumula en el origen [62]. Este método es similar al utilizado
(para mapas en la esfera) en [64, [75) 165l].

Como perspectiva de trabajo queda determinar la relacion 6ptima entre N y €, que es-
tableceria la separacion en el espacio de los pardmetros entre cldsico y cudntico. Algunos
adelantos en esta direccion, aunque con un enfoque diferente, fueron hechos por Toscano,
et al. en [82] donde encuentran una relacién universal para el tiempo de ruptura de la
correspondencia midiendo la distancia entre distribuciones cldsicas y cuasi-distribuciones
(Wigner) cuanticas. Hay un trabajo reciente de Horvat et al. [89] en esta linea, pero usan-
do la norma L? omo definicién de distancia.

También relacionamos mapas cudnticos sobre el toro con algoritmos de computacion
cudntica. Un algoritmo cudntico es en si un mapa unitario. En los casos en los que un con-
junto de compuertas debe ser aplicado en forma repetida, el algoritmo puede ser pensado
como un mapa iterativo y se puede suponer que vale el modelo de “dos etapas” (Sec. d.1)
que implementamos para mapas cudnticos abiertos, si suponemos que la implementacién
del algoritmo completo es perfecta y los ruidos solo afectan el sistema entre operacién y
operacion. Las técnicas de superoperadores utilizadas en el estudio de mapas cudnticos
son entonces aplicables en el contexto de la teoria de informacién cudntica. Mantener la
coherencia en un circuito cudntico es uno de los problemas fundamentales de la com-
putacén cudntica. La dificultad de dicho problema se ve incrementada exponencialmente
a medida que aumenta el nimero de qubits . Por lo tanto, resolver el problema de escala-
bilidad en computacion cudntica implica entender y controlar los diferentes mecanismos
de ruido que pueden introducir errores en el sistema. Con este objetivo en el Cap. [l de-
scribimos generalizaciones para sistemas de muchos gubits de dos ruidos conocidos, el
ruido despolarizante y el amortiguamiento de amplitud, como procesos unitarios aleato-
rios escritos en forma de Kraus generalizada como suma convexa de traslaciones sobre
el toro. Como estos ruidos son diagonales en la representacion de cuerdas, vimos que su
espectro estd determinado como la transformada de Fourier del arreglo de coeficientes de
dicha suma convexa.

Finalmente en la Sec. diferenciamos entre ruidos puramente difusivos o deco-
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herentes de los demds que son disipativos (ademads de tener decoherencia). Entendemos
disipacion haciendo una analogia con un concepto clésico. Esto es, llamamos disipativo
cualquier proceso que no preserve volimenes en el espacio de fases. Utilizando algunos
resultados conocidos [I87]] en el formalismo de ecuaciones maestras y relacionamos la no
preservacion de volumenes en el espacio de fases con la no-unitalidad del superoperador
que implementa el ruido. Luego definimos un pardimetro que mide no-unitalidad y da una
idea cuantitativa de disipacion (global). A su vez mostramos graficamente que el oper-
ador definido como la suma de los conmutadores de los operadores de Kraus que definen
el ruido da informacioén (local) sobre la disipacién. Usamos un modelo simple de ruido no
unital, que implementa una disipacién en momento que produce un fecto equivalente a la
fricciéon. Mostramos que cuando se compone con un mapa unitario, el estado invariante
muestra caracteristicas similares a las del atractor extrafio clasico.

En el marco de la informacién cudntica corregir ruidos no unitales es una tarea dificil.
En general en los esquemas de correccidn se supone que son despreciables y solo se cor-
rigen los ruidos unitales como el amortiguamiento de fases. Queda como posible trabajo

futuro idear esquemas de control y correccién de ruidos no unitales.



Apéndice A
Vectores, operadores y superoperadores

El espacio .74} de operadores lineales que actian sobre .7y es en si un espacio ve-
cotrial que por ser un espacio de Hilbert debe ser compacto y tener un producto interno y
una norma que induce una métrica. El producto interno “natural” en el espacio de matrices

complejas de N x N es el producto de Hilben—Schmithl
(A,B) = Tr[A" B], (A.1)

con A, B € J#,». Alternitavamente y cuando sea conveniente por claridad usaremos para

el producto interno entre operadores la notacién tipo Dirac
(A|B) = (A,B) = Tr[A"B] (A.2)

donde se sobrentiende la correspondencia uno a uno entre la representacion |B) y el el-
emento B € .7Z». La misma correspondencia se asume para los elementos en el espacio
dual de 742 que en este caso son representados por (A.

La norma inducida por este producto interno es

1A == /(A]A) = / TH[ATA] (A.3)

'Ver por por ejemplo el libro de Andlisis Funcional de Reed y Simon[46]]




111

y a partir de esta norma se puede definir una distancia entre operadores como

9(A,8) = /(A-BN(A) - B) = /T{A-B)TA-B). (A4

Las operaciones cudnticas son operadores lineales sobre este espacio de Hilbert. Da-
da una base ortonormal {/A\,}f\’: _Olde operadores en .7/, una operacién cudntica puede
escribirse como

S:ZSU/A\Z@/A\j, (A.5)

donde el simbolo ® representa la accién adjunta o izquierda-derecha, AT © A(p) def

ATPA. Cabe aqui hacer una diferenciacién para esta representacién. Llamamos autoad-

junto a un superoperador S tal que S* = S, donde S’ es el adjunto usual

A

(A,S(B)) = Tr[ATS(B)] = Tr[(ST(A))"B] = (ST (A),B). (A.6)

Por otro lado, llamamos Hermitiano o que preserva la Hermiticidad a un mapa que lle-
va operadores autoadjuntos (Hermiticos) a operadores autoadjuntos. Es decir si AT = A,

entonces

[S(A)]" = Zs*A ATAT

A

= Zs* AAAT S(A). (A7)

La dltima igualdad se cumple si y solo si s;; = s . En otras palabras, si el arreglo de
coeficientes s;;, que llamaremos S, corresponde a una matriz autoadjunta. De lo anterior
deducimos que dada la expansion (A3 de un superoperador Hermitiano en la base de
operadores A se puede encontrar la forma diagonal (1lamada expansién en suma de op-
eradores o simplemente forma de Kraus) del mismo simplemente diagonalizando $ que
podré escribirse como

sij = UaMUyj (A.8)

donde A son los autovalores (reales) y U es la transformacién unitaria que diagonaliza s.
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Asi, definiendo

[=p

u=3 A, (A.9)
i
la expansién en suma de operadores de S generalizada es

S=Y LEeZ" (A.10)
u

Notar que si S es CP entonces A, > 0, por lo que la Ec. (3.13) puede llevarse a la forma
de Ec. (B.13) simplemente haciendo K, = \/Z © u-

Queda por definir la otra forma de expresar un superoperador que usaremos: la de-
scomposicion espectral. Para esto suponemos (usando la notacién pseudo-Dirac) que exis-
ten conjuntos completos de auto-operadores {|R;) f\f 0 UL ?Zal, a derecha e izquier-

da respectivamente, tales que

S|Ri) = AilRi) (A.11)
S'IL) = AIL)). (A.12)
y que cumplen con
(Li|Rj) = &;j. (A.13)
Luego S puede reescribirse como
S=Y MIR)(Li. (A.14)

Destacamos que en esta expresion utilizamos otra forma de actuar del supeoperoperador

llamada (a veces) direct

ZVer las notas de C. M. Caves en http://info.phys.unm.edu/~caves



Apéndice B

Calculo del espectro mas significativo de

una matriz biestocastica

En este apéndice mediante una proposiciéon que demostramos, explicamos por qué el
metodo iterativo de la Sec. da correctamente los primeros npyax autovalores de una
matriz biestocdstica. El método estd basado en el método de Lanczos [80], pero también
tiene una raiz en el método variacional utilizado por Florido ef al. [81] y Blum y Agam

[63]. No hacemos aqui consideraciones cuantitativas en cuanto a la presicion del método.

Proposicion. Sea A una matriz en C"", con n grande. Sean los autovalores de A orde-
nados tales que 1 > |Ag| > |A1| > -+ > |A, — 1| (donde asumimos simple multiplicidad).
Supongamos que {li ?;01 y {ri}?;ol son las correspondientes bases de autovectores a

izquierda y derecha, tales que

AI’,‘ = lﬂ'i (Bl)
Al = AL, (B.2)

y sea ug € C" un vector tal que
|(l,~,uo)| >0 y |(r,-,u0)| >0 Vi<k (B.3)

para algiin k < n, donde ( , ) denota producto escalar. Entonces los primeros k autoval-

ores pueden ser estimados a partir del problema de autovalores de dimension k X k dado



114

por

Der[jsz(AT,uo,k)A%f(A,uo,k) —z%fT(AT,uo,k)%(A,uo,k)] —0 (B4)

donde la T significa transposiciony J# (A,ug,k) es la matriz de Krylov [80] cuyas colum-
nas son

H (A, up, k) = [uo,Auo,Azuo,...,AHuo] . (B.5)

Demostracion. La demostracién que haremos es bastante simple aunque no del todo

rigurosa. Los conjuntos {l,-}?;ol y {ri} ! de autevectores de A a izquierda y derecha son

completos, y pueden ser normalizados seguin
(li,rj) = 5,']'. (B6)

Por lo tanto existen las siguientes expansiones de u
n—1
wy = Y 0yr; (B.7)
i=0
n—1
w = Y Bili (B.8)
i=0
Podemos usar estas expansiones para escribir

HT(AT ug, k) A (A, ug, k)

YiBili

Y BiAl -
- Yo Y odir, - Y oA | (B9
: J J j

k—1
Zi ﬁili* li
que escrito componente a componente da

AT w0 A (Ao k)| = Y oA} ()
Lj

= Y apra/ A, (B.10)
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y de la misma manera podemos escribir

AT w0 AK Auo )| = T oA A ()
l7]

= Y BiauAt A" (B.11)
Asi la Ec. (B.4) puede ser reescrita como

Det

n—1
Y aiBdY A (A —z)] = 0. (B.12)
i=0

Si se cumplen todos los requisitos del enunciado esta ecuacién no es mas que el mis-
mo problema de autovalores pero reescrito. Ahora, como A; estdn ordenados por médulo
decreciente y asumiendo que los mds pequefios se acumulan cerca del origen, dejando
unos pocos (digamos k) con médulo apreciable podemos despreciar la contribucion de
los dltimos n — k terminos de la suma. De esta forma la Ec. (B:12) es el determinante de

un producto de tres matrices cuadradas de k x k

Det[A"Z A] = Det[AT] Det[Z] Det[A] = 0 (B.13)
donde
| VO ¥ R
1 A A2 - At
a=| 7 t _ : (B.14)
1 A lszl T )'/f: 11
ooPo(Ao —2) 0 0
0 o B (A — 0
5= , 1[31(. 1=2) (B.15)
0 0 o 1B 1(M—1—2)

La matriz A es una matriz de Vandermonde. El determinante de una matriz de Vander-
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monde Ax (Ao, ..., Ax_1) estd dado por

Det[Ac(Ao, .- 1)l = J] A=) (B.16)

0<i<j<k—1
De la Ec. (B.I6) se puede ver que si el espectro de A es no degenerado, entonces A es
invertible. Ademas por la estructura de A se puede determinar el valor de truncado k dado
que tomando k demasiado grande A se hace singular (por lo menos en lo que respecta a
una precision razonable). Entonces, de las propiedades de los determinantes la Ec. (B-13)

se reduce a
Det[Z] = [ [ otwBu (A —2) = 0. (B.17)
u

Como por hipétesis oy B, # 0 entonces la Ec. (B.I7) brinda la solucién deseada, i.e. los
primeros k autovalores de A. O
En la prictica, la utilidad de este método depende fuertemente del valor (1 — |A;])

que determina la convergencia y la rapidez con que decaen los términos de la suma en la

Ec. (B13).
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