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Resumen

En esta tesis se estudian ciertos aspectos de la estructura geométrica y
de la cuantificación de las teoŕıas de gauge (Relatividad General y teoŕıas
de Yang-Mills).

Para el caso de la Relatividad General, se trabaja en el marco de la
gravedad cuántica canónica y del formalismo de cuantificación canónica de
Dirac. Dado que la principal diferencia entre la Relatividad General y otras
teoŕıas de gauge es la presencia de un v́ınculo hamiltoniano, se estudian
modelos de minisuperespacios con un número finito de grados de libertad en
los que la única invariancia de la teoŕıa es la derivada de dicho v́ınculo. En
particular se estudia el problema del tiempo en gravedad cuántica canónica,
los distintos tipos de simetŕıas temporales propios de las teoŕıas con un
v́ınculo hamiltoniano y el problema de imponer condiciones de contorno
sobre el espacio de soluciones de la ecuación de Wheeler-DeWitt.

Para el caso de las teoŕıas de Yang-Mills se propone un formalismo ge-
ométrico denominado Principio de Gauge Extendido. Las tres entidades
geométricas fudamentales de una teoŕıa de Yang-Mills -los campos de gauge,
los fantasmas generadores del complejo BRST y el fijado de gauge- son unifi-
cadas en una nueva entidad geométrica: una conexión extendida en un fi-
brado principal adecuadamente elegido. Con el objeto de poder definir esta
conexión extendida es necesario generalizar el fijado de gauge utilizándose
para ello una conexión de fijado de gauge en lugar de las secciones usuales.
A partir de las ecuaciones para la curvatura de la conexión extendida se
derivan las transformaciones BRST de los campos de gauge y de los fantas-
mas sin necesidad de imponer las condiciones de horizontalidad habituales.
A continuación se estudia la implementación del principio de gauge exten-
dido a nivel de la cuantificación de las teoŕıas de Yang-Mills con integral
de camino. Se muestra que la conexión de fijado de gauge, aún cuando no
defina en general una sección en el espacio de los campos, define siempre
una sección de la proyección inducida en el espacio de los caminos. Con el
objeto de definir dicho fijado de gauge a nivel de la integral de camino se
aplica el método de Faddeev-Popov al fijado de gauge generalizado. Una
diferencia fundamental con respecto al formalismo usual es que la conexión
de fijado de gauge está globalmente bien definida, aún cuando la topoloǵıa
del fibrado sea no trivial (obstrucción de Gribov). De esta manera se mues-
tra que la formulación del principio de gauge extendido provee una posible
solución al problema de cuantificar teoŕıas de gauge en presencia de este tipo
de obstrucciones.

Palabras claves: Teoŕıas de Gauge, Relatividad General, Cosmologia
cuántica, Yang-Mills, Principio de Gauge, formalismo BRST, Gribov.
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Geometrical Structure and Quantization of Gauge Theories

Abstract

In this thesis we study certain aspects of the geometrical structure and
quantization of gauge theories (General Relativity and Yang-Mills theories).

In the case of General Relativity, we work in the framework of canonical
quantum gravity and Dirac’s canonical quantization method. Given that
the main difference between General Relativity and other gauge theories is
the existence of a hamiltonian constraint, we study minisuperspace models
with a finite number of degrees of freedom (in this kind of models the only
relevant invariance is the invariance defined by the hamiltonian constraint).
In particular we address the problem of time in canonical quantum gravity,
the different kinds of time symmetries in a theory with a hamiltonian cons-
traint and the problem of imposing boundary conditions on the space of
solutions of the Wheeler-DeWitt equation.

In the case of Yang-Mills theories we propose a geometrical formalism
called Extended Gauge Principle. The three fundamental geometrical enti-
ties of a Yang-Mills theory -the gauge fields, the gauge fixing and the ghost
fields which generate the BRST complex- are unified in a new geometrical
entity: an extended connection in a properly chosen principal fiber bundle.
In order to define this extended connection it is necessary to generalize the
gauge fixing by using a gauge fixing connection instead of the usual local
sections. From the equations for the curvature of the extended connection
we derive the BRST transformations of the gauge and ghost fields without
imposing the usual horizontality conditions. We address then the imple-
mentation of the extended gauge principle for the quantization of Yang-Mills
theories at the level of the path integral. We show that this gauge fixing con-
nection, even if it does not define in general a section in the space of fields,
defines always a section of the induced projection in the space of paths.
In order to find its path integral formulation, we apply the Faddeev-Popov
method to the generalized gauge fixing procedure. A fundamental difference
with the usual formalism is that the gauge fixing connection is globally well
defined even when the topology of the fiber bundle is not trivial (Gribov’s
obstruction). In this way we show that the formulation of the extended
gauge principle provides a possible solution to the problem of quantifying
gauge theories in the presence of such an obstruction.

Keywords: Gauge Theories, General Relativity, Quantum Cosmology,
Yang-Mills, Gauge Principle, BRST formalism, Gribov.
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Introducción

La determinación fundamental de las teoŕıas de gauge es la de ser

teoŕıas caracterizadas por la presencia de v́ınculos entre las variables

canónicas, siendo estos v́ınculos una consecuencia de la existencia de

simetŕıas locales en la teoŕıa. Dada la existencia de dichos v́ınculos,

los métodos tradicionales de cuantificación (cuantificación canónica,

integral de camino, etc.) no pueden ser directamente aplicados. Al

efecto de poder cuantificar dichas teoŕıas existen fundamentalmente

dos estrategias.

Según la primera de ellas se establece que es necesario reducir la

teoŕıa de gauge clásica a una teoŕıa ordinaria -sin v́ınculos ni invarian-

cia de gauge- antes de cuantificar. Para ello es necesario resolver los

v́ınculos y separar de esta manera los verdaderos grados de libertad de

la teoŕıa (o equivalentemente, definir un conjunto completo de grados

de libertad invariantes de gauge). Técnicamente, dicho procedimiento

implica una reducción de la teoŕıa al aśı denominado espacio de fases

reducido (superficie de v́ınculo cocentada por la acción del grupo de

simetŕıa). Dicha teoŕıa reducida podrá luego ser cuantificada siguiendo

alguno de los métodos ordinarios para cuantificar teoŕıas clásicas sin

invariancia de gauge. El problema con dicho método es que usualmente

resulta técnicamente imposible reducir la teoŕıa al espacio de fases re-

ducido. Por otra parte y más allá de la complicación técnica, dicha

reducción implica en general la pérdida de la covariancia o la localidad

expĺıcitas de la teoŕıa.

La segunda estrategia consiste en cuantificar la teoŕıa manteniendo

todos los grados de libertad, tanto los grados de libertad f́ısicos como

los de gauge. El procedimiento usual es fijar el gauge, es decir se-

leccionar un único representante para cada clase de equivalencia de

objetos gauge equivalentes. El problema será entonces el de extraer de

la teoŕıa cuántica aśı obtenida información invariante de gauge.

El primero de dichos métodos fué propuesto por Dirac y consiste en

identificar el subespacio de estados cuánticos f́ısicos con el núcleo de

los operadores cuánticos lineales asociados a los v́ınculos clásicos (ver

Refs.[35, 50]).

Siguiendo la misma filosof́ıa de no reducir el sistema, el formalismo

BRST (Becchi-Rouet-Stora-Tyutin) representa una poderosa extensión

del método de Dirac (ver Refs.[12, 49, 50, 85, 84]). En lugar de reducir

el espacio de fases eliminando los grados de libertad no f́ısicos, el espacio

de fases es extendido aún más agregando grados de libertad fermiónicos

(fantasmas). Puede demostrarse entonces que la teoŕıa con el gauge fijo

5
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posee una simetŕıa ŕıgida fermiónica en el espacio de fases extendido,

a saber la simetŕıa BRST. Como dicen M. Henneaux y C. Teiltelboim

en Ref.[50]:

It is a remarkable ocurrence that the road to progress

has invariably been toward enlarging the number of vari-

ables and introducing a more powerful symmetry rather

than conversely aiming at reducing the number of vari-

ables and eliminating the symmetry.1

La simetŕıa BRST está generada por un operador Ω nilpotente de

orden 2, el cual define el correspondiente complejo y su teoŕıa de co-

homoloǵıa asociada, la cohomoloǵıa BRST. El punto fundamental es

que el operador Ω está construido de modo tal que su cohomoloǵıa

en grado cero H0(Ω) coincide con el conjunto de observables de la

teoŕıa (funciones invariantes de gauge sobre la superficie de v́ınculo).

Es importante destacar que mientras que el método de Dirac es una

prescripción para cuantificar teoŕıas de gauge, el formalismo BRST de-

pende de un análisis canónico y geométrico de dichas teoŕıas válido

tanto para las versiones clásicas como cuánticas de las mismas.

Aún contándose con estos métodos, las teoŕıas de gauge presentan

diversos tipos de obstrucciones a su cuantificación. Ejemplos para-

digmáticos de dichas dificultades son el problema del tiempo en teoŕıas

generalmente covariantes como la Relatividad General y el problema de

Gribov en teoŕıas de gauge en general (ver Refs.[6, 8, 52, 55, 59, 60, 61]

y Refs.[45, 78] respectivamente). El problema del tiempo en gravedad

cuántica es una consecuencia de la presencia de un tipo particular de

1Ver también las siguientes consideraciones de A. Einstein (citadas por J. Bar-
bour en Ref.[5]):

We want to distinguish more clearly between quantities that belong to a
physical system as such (are independent of the choice of the coordinate
system) and quantities that depend on the coordinate system. One’s
initial reaction would be to require that physics should introduce in its
laws only the quantities of the first kind. However, it has been found
that this approach cannot be realized in practice, as the development of
classical mechanics has already clearly shown. One could, for example,
think -and this was actually done- of introducing in the laws of classical
mechanics only the distance of material points from each other instead
of coordinates; a priori one could expect that in this manner the aim
of the theory of relativity should be most readily achieved. However,
the scientific development has not confirmed this conjecture. It cannot
dispense with coordinate systems and must therefore make use in the co-
ordinates of quantities that cannot be regarded as the result of definable
measurements.
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v́ınculo en la estructura canónica de la teoŕıa, a saber el v́ınculo hamil-

toniano. La presencia de dicho v́ınculo tiene como consecuencia que

no exista en la teoŕıa una variable temporal privilegiada. Esta carac-

teŕıstica de las teoŕıas generalmente covariantes torna problemática la

interpretación canónica de las mismas en términos de evoluciones tem-

porales de variables dinámicas. Dado que el formalismo ordinario de la

mecánica cuántica depende de la existencia de una variable temporal

bien definida, la cuantificación de teoŕıas con un v́ınculo hamiltoniano

dista de ser completamente entendida. Por otra parte, el problema de

Gribov en teoŕıas de gauge es una consecuencia de la no trivialidad

topológica de los espacios fibrados asociados a los espacios de config-

uración correspondientes. Dicha topoloǵıa no trivial impide fijar el

gauge de manera global, es decir seleccionar por medio de una sección

global del fibrado en cuestión un único representante para cada clase

de equivalencia.

En esta tesis se estudiarán algunos aspectos de ambos problemas.

En la primera parte se estudiará el problema del tiempo en cosmoloǵıa

cuántica canónica y en la segunda se propondrá un formalismo geomé-

trico extendido para las teoŕıas de Yang-Mills que permite implementar

la cuantificación de dichas teoŕıas aún en la presencia de obstrucciones

de Gribov.

La primera parte de esta tesis (Sección N◦2) es una continuación del

trabajo [24], en el que se estudió la cuantificación canónica del modelo

cosmológico de Taub por medio del método de Dirac. En Ref.[20] se

propone una interpretación y una generalización de las condiciones de

contorno sobre el espacio de soluciones de la ecuación de Wheeler–

DeWitt propuestas en Ref.[24]. A dichos efectos se reconsideró la

pertinencia del formalismo de los sistemas parametrizados como mod-

elo privilegiado para comprender la estructura canónica de una teoŕıa

con un v́ınculo hamiltoniano. A partir de un análisis de los diferentes

tipos de simetŕıas temporales de una teoŕıa generalmente covariante,

se propuso una modificación de dicho formalismo a los efectos de poder

describir un v́ınculo hamiltoniano cuadrático en todos sus momentos

como lo es el v́ınculo de la Relatividad General (y no lineal en uno de

sus momentos como en el formalismo de los sistemas parametrizados).

Para ello se mostró en Ref.[20] que la Relatividad General, además de

las simetŕıas ante inversiones temporales propias de la mecánica clásica

o cuántica, posee otra simetŕıa asociada al pasaje de una hoja a otra

del v́ınculo hamiltoniano. El contenido f́ısico sobre cada una de dichas

hojas es completamente equivalente, por lo que la diferencia entre am-

bas es puro gauge. Si la teoŕıa es reducida por medio de la separación
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de un reloj f́ısico, las dos hojas corresponden a los dos posibles senti-

dos de avance de dicho reloj. Las condiciones de contorno propuestas

en Ref.[20] pueden interpretarse entonces en términos de una fijación

de gauge que rompe dicha simetŕıa (lo cual equivale a elegir arbitraria-

mente un sentido de avance del reloj). En Ref.[25] se analizaron algunos

modelos provenientes de la cosmoloǵıa de cuerdas a bajas enerǵıas para

los que los análisis realizados en Refs.[20, 24] resultan relevantes.

En la segunda parte de esta tesis (Sección N◦3) se propondrá una

extensión del principio de gauge para teoŕıas de Yang-Mills. Esta ex-

tensión fué efectuada en los trabajos [21, 22] (en Ref.[23] podrá en-

contrarse una versión resumida del formalismo general). Las teoŕıas

de Yang-Mills son teoŕıas de gauge definidas en un G-fibrado principal

P → M donde G es un grupo de Lie y M el espacio-tiempo. Según

el principio de gauge, con el objeto de garantizar que la teoŕıa sea in-

variante ante transformaciones de gauge locales generadas por el grupo

de gauge G de los automorfismos verticales de P , es necesario definir

una conexión A. En una trivialización local, esta conexión puede ser

identificada con los campos de gauge usuales Aaµ. Si se define el espacio

de configuración A de todas las conexiones en P → M , la acción del

grupo de gauge G sobre cada conexión define el G -fibrado principal

A → A /G , donde A /G es el espacio de las órbitas de las conexiones

gauge equivalentes. El fijado de gauge de una teoŕıa de Yang-Mills

requiere la definición de una sección σ : A /G → A que seleccione

un único representante A ∈ A para cada órbita [A] ∈ A /G . Puede

entonces afirmarse que en una teoŕıa de gauge del tipo Yang-Mills ex-

isten tres entidades geométricas fundamentales : los campos de gauge,

el fijado de gauge y los fantasmas generadores del complejo BRST (in-

troducido este último a los efectos de recuperar la simetŕıa de gauge en

la teoŕıa con el gauge fijo). En Ref.[21] se demostró que estos tres com-

ponentes de una teoŕıa de Yang-Mills pueden ser considerados como

diferentes aspectos de una única entidad geométrica unificada. Se de-

mostró que la misma es una conexión extendida A en un espacio fibrado

que unifica el G-fibrado principal P → M sobre el espacio-tiempo y

el G -fibrado principal A → A /G en el espacio de configuración de

los campos de gauge. Las principales referencias para dicha construc-

ción geométrica son los trabajos de M.F. Atiyah y I.M. Singer [3] y L.

Baulieu y I.M. Singer [10]. Con el objeto de definir la conexión exten-

dida A fué necesario generalizar el concepto de fijado de gauge: el gauge

no se fija por medio de una sección σ : A /G → A sino por medio de

una conexión η en el mismo fibrado principal. Una primera ventaja es
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que los fantasmas del complejo BRST pueden ser naturalmente asoci-

ados a dicha conexión de fijado de gauge η (ya sea identificándolos con

una conexión universal en la aśı denominada álgebra de Weil o bien

asociándolos -en una trivialización local- con la parte vertical canónica

de la conexión η). Por otra parte, la noción de conexión es más general

que la noción de sección ya que toda sección σ induce una conexión

ησ, pero no toda conexión η puede ser integrada a una sección (una

obstrucción local es la curvatura y una global es la monodromı́a). En

otros términos, el concepto de conexión está globalmente bien definido

aún cuando la topoloǵıa del fibrado A → A /G sea no trivial. En

este sentido la generalización propuesta permite cuantificar teoŕıas de

Yang-Mills aún en la presencia de una obstrucción de Gribov.

En la Sección N◦1 se resumirán las principales nociones de la teoŕıas

hamiltonianas con v́ınculos, del método de Dirac para la cuantificación

de dichas teoŕıas y del formalismo BRST.



1. Teoŕıas de Gauge

La importancia de la teoŕıa general de la relatividad de Einstein no

fué solamente la de proveer una teoŕıa relativista de la gravitación. La

Relatividad General fué también el comienzo de un programa general de

geometrización de todas las interacciones fundamentales. Esta “genera-

lización” de la Relatividad General al resto de las interacciones pudo ser

efectuada bajo la forma de las teoŕıas de Yang-Mills. El principio rector

de dicho programa es el principio de gauge y las teoŕıas formuladas a

partir de dicho principio son denominadas teoŕıas de gauge.

La Relatividad General y las teoŕıas de Yang-Mills son los dos e-

jemplos privilegiados de teoŕıas de gauge. La caracteŕıstica determi-

nante de dichas teoŕıas es la presencia de v́ınculos entre las variables

canónicas. Aśı como la presencia de cantidades conservadas es una

consecuencia de la existencia de simetŕıas globales de la teoŕıa (primer

teorema de Noether), la existencia de v́ınculos es una consecuencia

de la existencia de simetŕıas locales de la teoŕıa (segundo teorema de

Noether). Que una cierta teoŕıa posea una simetŕıa local significa

que la teoŕıa es invariante ante transformaciones dependientes de la

posición en el espacio-tiempo de los sistemas de referencia correspon-

dientes (los cuales permiten dotar de coordenadas a los diferentes ob-

jectos geométricos de la teoŕıa).

Describiremos ahora el escenario geométrico de las teoŕıas de gauge.

Los diferentes campos de la teoŕıa estarán definidos por medio de la

asignación de un cierto elemento geométrico a cada punto x del espacio-

tiempo M . Por ejemplo un campo vectorial define un vector v en cada

espacio tangente a cada punto x ∈ M (es decir v(x) ∈ TxM). Más

generalmente, sobre cada x ∈M puede definirse un cierto conjunto Fx
de objetos geométricos que definirán al campo en cuestión (vectores,

formas diferenciales, tensores, etc.). Estos espacios Fx tienen sistemas

de referencia S que pueden “rotarse” por medio de la acción de algún

grupo G (para el caso de los campos vectoriales tangentes a M , el

grupo G es el grupo lineal GL(n)). Se tiene entonces una variedad

de base (el espacio-tiempo M) en cada uno de cuyos puntos x existe

un espacio de objetos geométricos Fx (denominados fibras) sobre cuyos

sistemas de referencia S actúa un grupo de “rotaciones” G (el cual será

denominado grupo estructural). Se dirá que dicha estructura define un

espacio fibrado asociado2.

2En el Apéndice A1 podrá encontrarse un resumen de las nociones básicas de la
teoŕıa de los espacios fibrados.
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Teoŕıas de Gauge 11

Dado un espacio fibrado de este tipo, es posible definir otra estruc-

tura geométrica en la que sobre cada punto x de la base M se tiene el

espacio Gx de todos los sistemas de referencia S en el espacio de objetos

geométricos Fx. Cada sistema de referencia S en Gx puede ser “rotado”

por medio de un elemento g del grupo G y dados dos sistemas de refe-

rencia S1 y S2 en Gx existe una única “rotación” g del grupo estructural

G tal que g · S1 = S2. Esto tiene como consecuencia que los espacios

Gx de sistemas de referencia sean todos isomorfos al grupo estructural

G. Existe sin embargo una diferencia fundamental entre los espacios

Gx y el grupo estructural G: este último tiene un origen privilegiado

(su elemento neutro) mientras que Gx no. Técnicamente se dirá que

las fibras Gx son G-torsores. Esta estructura geométrica en la que se

tiene una “copia” (sin elemento neutro) del grupo estructural G sobre

cada punto x del espacio-tiempo M se denomina G-fibrado principal y

se denotará P →M (donde P es el espacio total del fibrado).

Dado que sobre cada punto x del espacio-tiempo se tiene un espacio

de objetos geométricos Fx distinto, no existe una forma canónica de

poder comparar objetos geométricos pertenecientes a fibras Fx distin-

tas. En otras palabras, aún si consideramos los objetos geométricos en

cada fibra independientemente de toda asignación de coordenadas, los

mismos no tienen una naturaleza absoluta gracias a la cual se podŕıa

decidir si dos objetos en fibras distintas son iguales o no. Esto es una

consecuencia de la equivalencia fundamental entre transformaciones

pasivas (transformación del sistema de referencia) y transformaciones

activas (transformación del objeto geométrico).

Con el objeto de poder relacionar objetos geométricos pertenecientes

a fibras distintas existen en principio dos procedimientos. En primer lu-

gar es posible identificar sistemas de referencia S en fibras distintas por

medio de la identificación de cada espacio Gx de sistemas de referencia

con el grupo estructural G. Para ello es necesario elegir arbitrariamente

un elemento neutro -un origen- en cada fibra Gx. Técnicamente esta

elección puede efectuarse por medio de una sección σ : M → P del

G-fibrado principal correspondiente. Dicha sección permite establecer

un isomorfismo entre el espacio total P del fibrado principal y un es-

pacio producto de la forma M ×G. Este procedimiento es denominado

trivialización del fibrado. Como ahora todas las fibras Gx fueron iden-

tificadas, tiene sentido afirmar que los sistemas de referencia S en cada

una de ellas tienen que “rotar” al uńısono. En este sentido, resulta

sensato exigir que la teoŕıa tenga una simetŕıa global ante rotaciones

de los sistemas de referencia definidas por un único elemento g ∈ G
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para todos los espacios Gx. En otros términos la teoŕıa debeŕıa ser in-

variante ante rotaciones generadas por elementos de G independientes

del espacio-tiempo. El problema con este procedimento es que la identi-

ficación entre los espacios Gx de sistemas de referencia y el grupo G no

es canónica. Cada sección σ define una cierta identificación posible sin

que ninguna tenga un privilegio particular. Esto es una consecuencia

del hecho de que se están identificando artificialmente objetos isomor-

fos pero distintos. En efecto, que todas las fibras Gx sean isomorfas

al grupo G no significa que exista un isomorfismo canónico. Por otra

parte, si el fibrado es topológicamente no trivial, no es posible efec-

tuar dicha identificación globalmente por medio de una única sección

σ : M → P . En ese caso será necesario cubrir M con abiertos Ui
y definir secciones locales σi : Ui → P sobre cada abierto (las cuales

permiten definir isomorfismos locales de la forma P |Ui
' Ui × G). El

hecho de que los isomorfismos locales no sean canónicos significa que

estrictamente hablando un G-fibrado principal P → M no es un es-

pacio producto ni siquiera localmente. Considerarlo como un espacio

producto es en efecto trivializarlo. Se pierde de esta manera una de

las caracteŕısticas fundamentales de un espacio fibrado, a saber que sus

fibras, aún siendo isomorfas, son distintas. Por otra parte, y a partir

del principio de localidad implementado por la relatividad especial, se

sabe que toda “conexión” f́ısica (o transmisión de información) entre

eventos separados en el espacio-tiempo tiene que estar mediada por al-

guna interacción local. Teniendo en cuenta este principio de localidad,

la identificación global, ŕıgida y ad hoc entre las distintas fibras Gx por

medio de una sección σ no parece satisfacer dicha exigencia.

En segundo lugar es posible, en lugar de identificar a las distintas fi-

bras Gx por medio de secciones trivializantes, introducir una estructura

geométrica adicional, a saber una conexión ω. Una conexión permite

conectar a las fibras Gx definiendo transportes paralelos entre elemen-

tos pertenecientes a fibras distintas a lo largo de caminos γ en la base

M . Una conexión permite también definir el transporte paralelo de

los objetos geométricos pertenecientes a las fibras Fx de los fibrados

asociados correspondientes. Estos transportes paralelos dependen en

general del camino γ tomado en M por lo que las fibras aśı conectadas

no quedan identificadas. Puede decirse entonces que una conexión, al

no trivializar el fibrado, respeta la heterogeneidad introducida por el

espacio-tiempo M entre los distintos espacios internos Fx.

Como ahora los sistemas de referencia S ∈ Gx en cada fibra Fx
no están identificados, debeŕıa ser posible rotar cada uno de ellos por

medio de una rotación g ∈ G distinta para cada x ∈ M . En otros
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términos, la teoŕıa debeŕıa ser invariante ante rotaciones dependientes

del espacio-tiempo de los sistemas de referencia S ∈ Gx, es decir ante

transformaciones definidas por mapas de la forma g(x) : M → G. Estas

transformaciones son denominadas transformaciones de gauge locales y

pueden identificarse con los automorfismos del fibrado P →M3. Estas

transformaciones locales actúan también sobre las conexiones ω y puede

demostrarse que ambas acciones se cancelan de modo tal que la teoŕıa

resultante es naturalmente invariante ante dichas transformaciones. El

conjunto de todas las transformaciones de gauge locales g(x) forma un

grupo, el aśı denominado grupo de gauge G de la teoŕıa.

Podŕıa objetarse sin embargo que la introducción de una conexión

ω implica también, como suced́ıa con las secciones trivializantes σ,

la definición ad hoc de una estructura geométrica adicional. Sin em-

bargo, una de las ideas más importantes de la f́ısica del siglo XX es

que las conexiones geométricas son las entidades matemáticas ade-

cuadas para describir satisfactoriamente las interacciones f́ısicas que

“conectan” eventos espacio-temporales distintos. La idea intuitiva de

que una interacción f́ısica permite conectar eventos separados en el

espacio-tiempo adquiere de esta manera un sentido geométrico riguroso.

De esta manera, las “conexiones fundamentales”, al definir grados de

libertad efectivos de la teoŕıa, no son ni una estructura geométrica

fija (un background absoluto) ni un elemento arbitrario de la teoŕıa

(un puro gauge). La Relatividad General fué la primer teoŕıa en im-

plementar dicha identificacion4. Este esquema conceptual pudo luego

ser extrapolado exitosamente al resto de las interacciones fundamen-

tales por medio de las teoŕıas de Yang-Mills. La noción geométrica de

conexión permitió de esta manera “generalizar” la Relatividad General

a todas las fuerzas fundamentales de la naturaleza.

Como ya se dijo, la equivalencia entre transformaciones activas y

pasivas implica que los “puntos geométricos” descriptos por las coor-

denadas correspondientes no tienen un sentido geométrico absoluto.

En primer lugar, la invariancia de la Relatividad General ante el grupo

Diff (M) de los difeomorfismos del espacio-tiempo M implica que los

puntos x ∈M no tienen un contenido f́ısico observable (ver Refs.[37, 67,

3La caracterización de las transformaciones de gauge locales como mapas g(x) :
M → G es válida únicamente cuando el fibrado P → M es trivial. Para el caso
general ver Sección N◦3.2.

4Esta descripción no pretende seguir el orden histórico de la interrelación entre
conceptos matemáticos y f́ısicos: la noción de conexión sobre un espacio fibrado es
cronológicamente posterior a la Relatividad General.
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70])5. En segundo lugar, si los campos f́ısicos relevantes están descrip-

tos por secciones de los fibrados asociados correspondientes φ : M → E

(con φ(x) ∈ Fx), la invariancia de la teoŕıa ante transformaciones de

gauge locales generadas por la acción local del grupo estructural G

sobre los sistemas de referencia S en cada fibra Fx implica que los

objetos geométricos en Fx tampoco tienen un sentido geométrico abso-

luto (en el sentido de que no es posible identificar a priori objetos en

Fx con objetos en Fx′). De esta manera, una teoŕıa con simetŕıas de

gauge locales tiende a eliminar los distintos backgrounds absolutos de la

teoŕıa (tanto en lo referente a la base M como a las fibras Fx). Ahora

bien, dado que para garantizar dicha invariancia local es necesario in-

troducir estructuras geométricas dinámicas adicionales (conexiones),

puede afirmarse que una teoŕıa de gauge permite substituir los back-

grounds absolutos de la teoŕıa por nuevos grados de libertad asociados a

las interacciones f́ısicas (por ejemplo el espacio absoluto de Newton por

el campo gravitatorio de Einstein). Podŕıamos decir entonces que la

Relatividad General inaugura un programa de “machianizacion” pro-

gresiva de la f́ısica, en el sentido de que la dinámica ya no tiene lugar

en un background geométrico absoluto (“movimiento absoluto”) sino

que, por el contrario, toda dinámica no es más que una correlación

(“movimiento relativo”) entre grados de libertad materiales y grados

de libertad geométricos (ver Ref.[7]). En la Figura N◦1 se resumen las

principales caracteŕısticas de las teoŕıas de gauge.

La descripción efectuada hasta aqúı es covariante, en el sentido de

que no se ha efectuado una separación expĺıcita entre el espacio y el

tiempo. Con el objeto de describir las soluciones de una teoŕıa f́ısica en

términos canónicos, es decir en términos de la evolución temporal de

sus grados de libertad, es necesario separar expĺıcitamente el espacio

y el tiempo. Dicha separación puede ser efectuada por medio de un

difeomorfismo φ : M → R×M (3) donde M (3) es una variedad rieman-

niana tridimensional. Los fibrados P → M sobre el espacio-tiempo

pueden entonces ser obtenidos como el pullback de los correspondi-

entes fibrados sobre el espacio M (3). El problema con esta separación

5El grupo Diff (M) induce una acción sobre el espacio F de los campos en M . En
consecuencia la información f́ısica estará contenida en el espacio cociente F

Diff (M)

(dos configuraciones de campo serán consideradas f́ısicamente equivalentes si puede
pasarse de una a otra por medio de un elemento de Diff (M)). Esto significa que
si por ejemplo φ es un campo escalar, el valor de φ en un punto x del espacio-
tiempo no tiene contenido f́ısico observable. Por el contrario la cantidad relativa
φ(∗) donde ∗ representa algun otro evento f́ısico es invariante ante la acción de
Diff (M), definiendo en consecuencia un observable de la teoŕıa.
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Fig. 1. Teoŕıas de gauge.

es que rompe la covariancia expĺıcita de la teoŕıa. Por otra parte el

espacio-tiempo M puede no ser difeomorfo a un espacio producto de

la forma R×M (3). La relación entre los formalismos covariantes y los

formalismos canónicos, aśı como la hipotética superioridad de alguno

de dichos formalimos permanece todav́ıa como un problema abierto6.

6Con respecto a la preferencia de los métodos covariantes por sobre los canónicos
véase la siguiente afirmación categórica de B. DeWitt en Ref.[34]:

There exists an anomaly today in the pedagogy of physics. When
expounding the fundamentals of quantum field theory physicists
almost universally fail to apply the lessons that relativity the-
ory taught them early in the twentieth century. Although they
usually carry out their calculations in a covariant way, in deriving
their calculations rules they seem unable to wean themselves from
canonical methods and Hamiltonians, which are holdovers from
the nineteenth century and are tied to the cumbersome (3+1)-
dimensional baggage of conjugate momenta, bigger-than-physical
Hilbert spaces, and constraints. There seems to be a feeling that
only canonical methods are “safe”; only they guarantee unitary.
This is a pity because such a belief is wrong, and it makes the
foundations of field theory unnecessarily cluttered.

Por el contrario M. Henneaux y C. Teitelboim dicen en Ref.[50]:

The most thorough and foolproof treatment of gauge systems is
that which proceeds through the Hamiltonian formulation. [...]
one may rightly regard the Hamiltonian formulation as the more
fundamental one [...]
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En el resto de esta sección se describirá la teoŕıa general de los sis-

temas hamiltonianos con v́ınculos, el método de Dirac para su cuan-

tificación y el formalismo BRST.

1.1. Sistemas Hamiltonianos con v́ınculos.

El movimiento real de un sistema clásico entre dos puntos es aquel

que hace que la acción

S[qi(t)] =

∫
L(qi, q̇i)dt

sea estacionaria. Dicha solución satisface las ecuaciones de Euler-

Lagrange
d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0, i = 1, ..., N.

Estas ecuaciones pueden reescribirse como

q̈k
∂2L

∂q̇kq̇i
=
∂L

∂qi
− q̇k ∂2L

∂qk∂q̇i
.

De esta ecuación pueden despejarse las aceleraciones en función de

las posiciones y las velocidades a ese tiempo solo si la matriz ∂2L
∂q̇k∂q̇i es

invertible, es decir, si el determinante

(1.1) det

(
∂2L

∂q̇k∂q̇i

)
no se anula. Si por el contrario dicho determinante se anula, entonces

las aceleraciones no estarán uńıvocamente determinadas por las posi-

ciones y las velocidades. En ese caso la solución de las ecuaciones de

movimiento contendrá funciones arbitrarias del tiempo.

En el marco del formalismo hamiltoniano donde pk = ∂L
∂q̇k

el deter-

minante (1.1) puede reescribirse como

det

(
∂pi
∂q̇k

)
.

Si dicho determinante se anula, entonces las velocidades no pueden

obtenerse de forma única a partir de las coordenadas y los momentos.

La anulación del determinante refleja de esta manera la existencia de

v́ınculos entre los momentos. Existen entonces funciones φm tales que

φm
(
qi, pi

)
= 0, m = 1, ...,M.

Estas condiciones son denominadas v́ınculos primarios debido al he-

cho de que las ecuaciones de movimiento no fueron utilizadas para

obtenerlas.
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Como los momentos no son independientes, su variación debe res-

tringirse a la superficie definida por las condiciones φm = 0. La restric-

ción a dicha superficie puede obtenerse introduciendo en la acción los

correspondientes multiplicadores de Lagrange. La acción asume aśı la

forma

S =

∫ (
piq̇

i −H (
qi, pi

)− umφm)
dt.

Las ecuaciones de movimiento correspondientes a esta acción son

q̇i =
∂H

∂pi
+ um

∂φm
∂pi

,

ṗi = −∂H
∂qi
− um∂φm

∂qi
,

φm
(
qi, pi

)
= 0.

La ecuación para la evolución temporal de una magnitud f́ısica genérica

F es

Ḟ = {F,H}+ um {F, φm} .
Sobre la superficie de v́ınculo φm = 0 vale la igualdad

um {F, φm} = {F, umφm} − {F, um}φm,
= {F, umφm} .

Por lo tanto podemos escribir la igualdad débil

Ḟ ≈ {F,HT} ,
donde HT es el Hamiltoniano total

(1.2) HT = H + umφm.

La igualdad débil “≈” significa que dos funciones F y G serán

débilmente iguales F ≈ G si coinciden en la subvariedad definida por

los v́ınculos φm = 0. En otros términos F ≈ G si y solo si

F −G = cm(q, p)φm.

Dado que la dinámica del sistema tiene lugar en la superficie de

v́ınculo φm = 0 (que denotaremos Σ), dos funciones que coinciden

en Σ no pueden ser distinguidas, aún cuando difieran en el resto del

espacio de fases P . Esto significa que el álgebra de funciones relevantes

será el álgebra de funciones suaves sobre Σ (que denotaremos C∞(Σ)).

El espacio C∞(Σ) puede ser algebraicamente caracterizado del modo

siguiente. El conjunto de funciones que se anulan sobre la superficie

de v́ınculo Σ forma un ideal N del álgebra de funciones C∞(P ) en el
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espacio de fases P 7. En efecto, si una función f se anula en Σ, entonces

gf también se anulará en Σ para cualquier g ∈ C∞(P ). El álgebra

de funciones sobre la superficie de v́ınculo C∞(Σ) puede entonces ser

identificada al cociente

C∞(P )/N .
Dicho cociente es el conjunto de clases de equivalencia de funciones

en C∞(P ) que difieren en funciones que se anulan sobre Σ, es decir en

funciones pertenecientes a N . En otras palabras, F y G pertenecerán

a la misma clase de equivalencia si y solo si

F = G+ k,

donde k ∈ N (es decir que k es una función que se anula en Σ). Aunque

difieran en todo P , las funciones F y G son entonces idénticas como

funciones sobre Σ.

1.1.1. Vı́nculos secundarios. Un requisito de consistencia necesario es

que las ecuaciones dinámicas preserven los v́ınculos primarios en el

tiempo. En otros términos es necesario que se satisfagan las ecuaciones

φ̇m = 0.

Escribiendo expĺıcitamente dichas ecuaciones se obtienen m condi-

ciones de consistencia

(1.3) [φm, H] + um
′
[φm, φm′ ] = 0.

Estas condiciones pueden ser separadas en tres tipos:

• Pueden satisfacerse idénticamente.

• Pueden dar origen a nuevas ecuaciones independientes de los

v́ınculos primarios de la forma

φk(q
i, pi) = 0.

Estas ecuaciones serán denominadas v́ınculos secundarios.

• Pueden imponer condiciones sobre las funciones um.

Los v́ınculos secundarios difieren de los primarios debido al hecho

de que para derivarlos hace falta usar las ecuaciones de movimiento.

Si existe un v́ınculo secundario φk (qi, pi) = 0, es necesario iterar el

proceso imponiendo la nueva condición de consistencia

[φk, H] + um
′
[φk, φm′ ] = 0.

Nuevamente, esta condición puede satisfacerse idénticamente, dar

lugar a nuevos v́ınculos secundarios o imponer condiciones sobre las

7Dada una cierta álgebra A, un ideal B de A es una subálgebra tal que se satisface
AB ⊂ B, es decir que xy ∈ B si y (o x) ∈ B.
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funciones um. Al final de dicho proceso de iteración se tendrán K

v́ınculos secundarios

φk(q
i, pi) = 0, k = M + 1, ...,M +K.

En total se tendrán J = M + K v́ınculos primarios y secundarios

φj = 0, j = 1, ..., J .

Una vez que se encontró un conjunto completo de J v́ınculos prima-

rios y secundarios pueden analizarse las restricciones impuestas por las

ecuaciones dinámicas sobre los multiplicadores de Lagrange um. Dichas

restricciones están dadas por las ecuaciones

(1.4) [φj, H] + um [φj, φm] ≈ 0,

donde m está sumado desde 1 hasta M y j puede tomar cualquier

valor desde 1 hasta J . Este es un sistema de J ecuaciones lineales

inhomogéneas en las M ≤ J variables desconocidas um.

La solución general de (1.4) tiene la forma

um = Um + λaV m
a ,

con a = 1, ..., A. Las funciones Um son las soluciones particulares de

(1.4), mientras que el término λaV m
a es la solución más general de las

ecuaciones homogéneas

(1.5) um [φj, φm] ≈ 0,

expresada como combinación lineal de las soluciones linealmente in-

dependientes V m
a . Si los coeficientes um no son arbitrarios (dado que

deben satisfacer las condiciones de consistencia) los coeficientes λa son

ahora completamente arbitrarios.

Sustituyendo estas expresiones en el Hamiltoniano total HT (1.2) se

obtiene

HT = H + Umφm + λaV m
a φm.

Dicho Hamiltoniano total puede ser también reescrito como

(1.6) HT = H ′ + λaφa,

donde

(1.7) H ′ = H + Umφm

y

(1.8) φa = V m
a φm.

donde los λa son los únicos coeficientes arbitrarios de la teoŕıa.



Teoŕıas de Gauge 20

1.1.2. Vı́nculos de primera clase y v́ınculos de segunda clase. Además

de la clasificación de los v́ınculos en v́ınculos primarios y secundarios

existe otra clasificación que jugará un rol mucho más importante en

la teoŕıa de los sistemas hamiltonianos con v́ınculos, a saber la clasifi-

cación en v́ınculos de primera clase y v́ınculos de segunda clase.

Una función F (q, p) será de primera clase si su corchete de Poisson

con todos los v́ınculos es débilmente nulo

{F, φj} ≈ 0, j = 1, ..., J.

Dicha propiedad puede también ser expresada como

{F, φj} = rj
′
j φj′ .

Un función F (q, p) será por el contrario de segunda clase si al menos

existe un v́ınculo tal que su corchete de Poisson con F (q, p) no es

débilmente nulo.

En particular, H ′ y φa dados por (1.7) y (1.8) son de primera clase

(lo cual es una consecuencia de las ecuaciones (1.4) y (1.5)). De esta

manera el Hamiltoniano total HT (1.6) es la suma del Hamiltoniano de

primera clase H ′ y los v́ınculos primarios de primera clase φa multipli-

cados por coeficientes arbitrarios.

1.1.3. Vı́nculos de primera clase y transformaciones de gauge. La pre-

sencia de las funciones arbitrarias del tiempo λa en el Hamiltoniano

total HT es una consecuencia del hecho de que las variables canónicas

(q, p) no son todas independientes. Esto tiene como consecuencia que si

bien un par (q, p) define uńıvocamente un estado f́ısico, dado un estado

f́ısico existen muchos pares (q, p) que lo representan. La relación entre

los pares (q, p) y los estados f́ısicos no es entonces biuńıvoca.

Ahora estudiaremos la evolución de una magnitud F a los efectos

de analizar el papel de los v́ınculos primarios φa. Si la magnitud F no

depende expĺıcitamente del tiempo, su evolución dinámica estará dada

por la ecuación

Ḟ = {F,H ′}+ λa {F, φa} .
La arbitrariedad en la elección de la funciones λa hace que la evolución

de la magnitud F no quede totalmente determinada: para una misma

condición inicial F (to) = F0, la función F puede tomar en un instante

posterior t diversos valores según la elección que se haga de los coefi-

cientes arbitrarios λa. El valor de F en to + ∆t será

F (to + ∆t) = F0 + Ḟ∆t = F0 + {F,H ′}∆t+ λa∆t {F, φa} .



Teoŕıas de Gauge 21

Si elegimos otro conjunto de valores diferentes λ′a, el valor de F (to + ∆t)

cambiará, siendo la diferencia

δF (to + ∆t) = (λa − λ′a) ∆t {F, φa} .
Podemos entonces reescribir el cambio de F (to + ∆t) como

δεF = εa {F, φa} ,(1.9)

donde εa = (λa − λ′a) ∆t.

El estado f́ısico de un sistema no puede depender sin embargo de la

elección arbitraria de los coeficientes λa. Ambos valores de F (to + ∆t)

deben corresponder entonces al mismo estado f́ısico. Podemos concluir

de esta manera que la transformación infinitesimal (1.9) generada por

la función εaφa vincula descripciones equivalentes de un mismo estado

f́ısico. Los v́ınculos primarios de primera clase φa son entonces gener-

adores de transformaciones de gauge.

Puede demostrarse que los corchetes de Poisson [φa, φa′ ] y [φa, H
′]

también generan transformaciones de gauge (donde φa y φa′ son v́ınculos

primarios de primera clase). Si bien estos corchetes de Poisson son com-

binaciones lineales de v́ınculos de primera clase, no necesariamente se

tratará de v́ınculos primarios. Podŕıa postularse entonces que todos

los v́ınculos de primera clase (tanto los primarios como los secunda-

rios) generan transformaciones de gauge (“conjetura de Dirac”). En los

sistemas f́ısicos usuales la conjetura de Dirac se satisface (un contrae-

jemplo puede encontrarse en Ref.[50]). La distinción verdaderamente

relevante es entonces la distinción entre v́ınculos de primera clase y

v́ınculos de segunda clase (ya que dichas distinción reposa sobre la es-

tructura fundamental de la teoŕıa hamiltoniana, a saber los corchetes

de Poisson). Con el objeto de unificar todos los v́ınculos de primera

clase puede entonces definirse el Hamiltoniano extendido

HE = H ′ + ζaGa,

donde Ga son todos los v́ınculos de primera clase (primarios y secun-

darios). Los v́ınculos Ga satisfacen entonces

[Ga, Gb] = Cc
abGc ≈ 0.

1.1.4. Observables. En una teoŕıa con invariancia de gauge es nece-

sario definir funciones que sean invariantes ante transformaciones de

gauge, es decir funciones cuyos valores no dependan de la elección de

los parámetros arbitrarios de la teoŕıa. Dichas funciones O serán de-

nominadas observables y deben satisfacer

{O, Ga} ≈ 0.
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Fig. 2. Espacio de fases reducido.

Dado que según esta expresión un observable debe ser gauge in-

variante débilmente (es decir solamente sobre la superficie de v́ınculo

Σ), los observables pueden ser identificados con las funciones sobre el

espacio obtenido al cocentar Σ por la acción del grupo de las transfor-

maciones de gauge. El espacio aśı obtenido es denominado espacio de

fases reducido

Pred = Σ/G = {(q, p) ∈ Ga = 0} /G ,
donde G denota el grupo de las transformaciones de gauge (ver Figura

N◦2). Los observables son entonces funciones sobre el espacio de fases

reducido Pred = Σ/G .

Se denominará órbita al conjunto de pares de variables canónicas

(q, p) que representan a un mismo estado f́ısico. En otros términos,

una órbita es una clase de equivalencia de estados gauge equivalentes.

Denotaremos [(q, p)] a la clase de equivalencia correspondiente a un

cierto estado f́ısico:

[(q, p)] = {(q, p) · U,U ∈ G } ,
donde (q, p)·U denota la acción de la transformación de gauge generada

por U ∈ G sobre el estado (q, p). De esta manera, por medio de
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una transformación de gauge U es posible pasar de un elemento de la

órbita a otro. Por definición un observable O tiene el mismo valor para

todos los representantes (q, p) de una misma órbita [(q, p)]. Bajo ciertas

condiciones puede demostrarse que la acción de G sobre la superficie

de v́ınculo Σ define un G -fibrado principal

Σ
π−→ Σ/G ,

siendo las fibras π−1 [(q, p)] las órbitas de la teoŕıa.

En principio podŕıa intentarse reformular la teoŕıa en el espacio de

fases reducido Pred eliminando todos los grados de libertad de gauge

y trabajando únicamente con cantidades invariantes de gauge. Sin

embargo, al tomar el cociente de la superficie de v́ınculo Σ por el grupo

de simetŕıa G se pierden en general ciertas caracteŕısticas deseables de

la teoŕıa como la localidad o la covariancia expĺıcita.

Una segunda alternativa es trabajar en todo el espacio de fases ori-

ginal P . En ese caso es necesario establecer un método que permita

separar el contenido f́ısico (gauge invariante) de la información depen-

diente del gauge. En el marco de esta estrategia el procedimiento usual

es el de fijar el gauge por medio de la definición de una subvariedad de

la superficie de v́ınculo Σ isomorfa al espacio de fases reducido Pred. A

dichos efectos se imponen las aśı denominadas condiciones de fijado de

gauge

ζb (q, p) ≈ 0.(1.10)

Para que el fijado de gauge sea satisfactorio, las funciones de fijado

de gauge ζb deben satisfacer dos condiciones.

En primer lugar el gauge debe ser accesible. Dado un conjunto de

variables canónicas (q, p) ∈ Σ, debe existir una transformación de gauge

U tal que (q, p) · U perteneza a la subvariedad definida por (1.10).

En segundo lugar es necesario que las condiciones (1.10) fijen el gauge

completamente. Esto significa que no debe existir una transformación

de gauge ademas de la identidad que preserve (1.10). En otras palabras

las ecuaciones

δua [ζb, Ga] ≈ 0(1.11)

deben implicar

δua = 0.(1.12)

Las condiciones de fijado de gauge deben ser tales que para cada

órbita exista una y solo una configuración que satisfaga dichas condi-

ciones. Puede demostrarse que este requisito implica que el número de

condiciones de gauge debe ser igual al número de v́ınculos de primera
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clase independientes. Los corchetes de Poisson [ζb, Ga] definen entonces

una matriz cuadrada. Para que (1.11) implique (1.12) esta matriz debe

ser inversible, para lo cual debe satisfacerse la condición

det [ζb, Ga] 6= 0.(1.13)

La condición (1.13) asegura solo localmente que las condiciones de

fijado de gauge seleccionen un único representante en cada órbita. En

otras palabras, la condición (1.13) impide que la superficie ζb = 0

sea tangente a las órbitas, pero no garantiza que globalmente dicha

superficie no corte a una órbita más de una vez.

En términos geométricos, el fijado de gauge equivale a definir una

sección σ del G -fibrado principal Σ
π−→ Σ/G , es decir un mapa

Σ
π // Σ/G ,

σ

��

tal que π ◦σ = idΣ/G . Por medio de la sección σ se selecciona un único

representante (q, p) ∈ Σ para cada órbita [(q, p)] ∈ Σ/G . Si el fibrado

es topológicamente no trivial, entonces no es posible definir una única

sección global σ (obstrucción de Gribov, ver Refs.[45, 78]).

1.2. Método de Dirac.

Como ya se dijo existen fundamentalmente dos estrategias para cuan-

tificar una teoŕıa de gauge. En primer lugar se puede intentar reducir

la teoŕıa a una teoŕıa ordinaria sin v́ınculos ni invariancia de gauge.

La teoŕıa aśı reducida puede entonces ser cuantificada siguiendo al-

gunos de los procedimientos usuales (cuantificación canónica, integral

de camino, etc.).

En segundo lugar es posible cuantificar directamente todos los grados

de libertad, tanto los grados de libertad f́ısicos como los de gauge. En

este caso la invariancia de gauge será impuesta recién a nivel cuántico.

Fué P. M. Dirac el primero en proponer un tal método [35]. Según el

método de Dirac todos los grados de libertad deben estar asociados a

operadores. Con el objeto de imponer la invariancia de gauge sobre

los estados cuánticos, los generadores de las transformaciones de gauge

Ga deben también ser promovidos al rango de operadores Ĝa. Todo

estado f́ısico |ψ〉 deberá permanecer invariante ante una transformación

de gauge, es decir satisfacer

eiε
aĜa|ψ〉 = |ψ〉.

Esta ecuación será satisfecha si |ψ〉 satisface

Ĝa|ψ〉 = 0,
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siendo esta ecuación la versión cuántica del v́ınculo clásico Ga = 0.

Dado que esta ecuación es lineal, toda combinación lineal de estados

f́ısicos será también un estado f́ısico.

Dados dos v́ınculos, Ga y Gb, las correspondientes ecuaciones de

v́ınculo cuánticas serán

Ĝa|ψ〉 = 0,

Ĝb|ψ〉 = 0.

Si multiplicamos dichas ecuaciones por Ĝb y Ĝa respectivamente y

luego las restamos, se obtiene.[
Ĝa, Ĝb

]
|ψ〉 = 0.

Para que esta condición también se satisfaga seŕıa necesario que[
Ĝa, Ĝb

]
= f̂ cabĜc.(1.14)

Como los v́ınculos son de primera clase, se satisface que el corchete

de Poisson entre dos cualquiera de ellos es una combinación lineal de

todos. Sin embargo a nivel cuántico no es cierto que (1.14) se satis-

face automáticamente, ya que las funciones de estructura f cab son ahora

operadores f̂ cab que no necesariamente están a la izquierda de los ope-

radores de v́ınculo Ĝc. En ese caso los operadores Ĝc dejan de ser de

primera clase por lo que no pueden seguir siendo considerados como

generadores de transformaciones de gauge.

Otra posible fuente de inconsistencia en la condición Ĝa|ψ〉 = 0

proviene de la evolución dinámica del sistema cuántico. Para que la

evolución dinámica preserve dichas condiciones se debe satisfacer[
Ĝa, Ĥ

]
|ψ〉 = 0,

para lo cual debe satisfacerse[
Ĝa, Ĥ

]
= ĉcaĜc.

A nivel clásico el Hamiltoniano H tiene corchete de Poisson con los

v́ınculos Ga débilmente nulo (es decir, fuertemente igual a una com-

binación lineal de los v́ınculos). Sin embargo a nivel cuántico no está

garantizado que los operadores ĉca queden a la izquierda de Ĝc. Si ello

no sucede, entonces la ecuación de Schrödinger mapeará estados f́ısicos

en estados que no son invariantes de gauge.

De esta manera puede perderse la invariancia de gauge debido a

efectos puramente cuánticos (denominados anomaĺıas). Esto significa

que le método de Dirac no es directamente aplicable en presencia de

dichas anomaĺıas.
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1.3. Formalismo BRST.

But, I believe no more in that giant thing of which you

speak and call space than I could be brought to believe

in ghosts. I can neither see such a thing nor form any

conception of it...8

La idea fundamental del formalismo BRST es la de reemplazar una

teoŕıa con una simetŕıa de gauge local por la teoŕıa con el gauge fijo

y una simetŕıa ŕıgida fermiónica (simetŕıa BRST) definida en un es-

pacio de fases extendido. Esta simetŕıa está definida por medio de un

operador nilpotente δBRST de orden 2 que define un complejo con su

correspondiente teoŕıa de cohomoloǵıa

H∗(δBRST ) =
Ker∗(δBRST )

Im∗−1(δBRST )
.

Los generadores del complejo BRST son los aśı denominados fantas-

mas. La propiedad fundamental de dicho formalismo es que el operador

BRST está construido de modo tal que su cohomoloǵıa en grado cero

coincide con el conjunto de observables de la teoŕıa

H0(δBRST ) = {Observables} ,(1.15)

es decir con el conjunto de funciones invariantes de gauge sobre el

espacio de fases reducido Σ/G .

Dado que en el formalismo BRST el gauge de la teoŕıa fué fijado, la

acción correspondiente puede ser usada para definir una cuantificación

con integral de camino. En efecto, la integración sobre los grados de

libertad no f́ısicos -que en la teoŕıa sin el gauge fijo tiene como resultado

la aparición de un infinito proveniente del volumen del grupo de gauge-

es eliminada por medio del fijado de gauge.

Por otra parte, el formalismo BRST permite trabajar con funciones

definidas sobre el espacio de fases original P , no siendo de esta manera

necesario construir expĺıcitamente el espacio de fases reducido Pred =

Σ/G . La información invariante de gauge es recuperada a nivel coho-

mológico por medio de la propiedad (1.15).

Con el objeto de construir un operador δBRST que satisfaga la pro-

piedad (1.15) es necesario tener en cuenta que la noción de observable

implica dos restricciones aplicadas sobre el álgebra C∞(P ) de funciones

en el espacio de fases:

8A. Einstein, Zum Relativitätsproblem, Scientia 15:337-348, 1914. Citado por J.
Barbour en Ref.[5].
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i) En primer lugar es necesario reemplazar el álgebra C∞(P ) por el

álgebra C∞(Σ) de funciones sobre la superficie de v́ınculo Σ.

ii) En segundo lugar es necesario restringirse a las funciones inva-

riantes de gauge sobre Σ, es decir a las funciones en C∞(Σ/G ).

Estos dos momentos de la definición de un observable son imple-

mentados en el formalismo BRST por medio de la definición de dos

derivaciones auxiliares:

i) La primera derivación δ genera una resolución de Koszul-Tate

del álgebra C∞(Σ) de funciones sobre la superficie de v́ınculo Σ. La

propiedad fundamental de δ es la de implementar la restricción a Σ a

través de su homoloǵıa en grado cero:

H0(δ) = C∞(Σ),

Hk(δ) = 0, k 6= 0.

ii) La segunda derivación es un diferencial vertical d que actúa sobre

el álgebra de formas diferenciales verticales duales a los vectores tan-

gentes a las órbitas. El diferencial vertical d es tal que su cohomoloǵıa

en grado cero calculada en H0(δ) = C∞(Σ) define el conjunto de fun-

ciones sobre Σ constantes a lo largo de las órbitas, es decir el conjunto

de funciones sobre Σ invariantes de gauge.

El formalismo BRST permite luego combinar las derivaciones δ y d

en un nuevo diferencial δBRST definido como

δBRST = δ + d+ ...,

donde los términos suplementarios son en general necesarios para garan-

tizar la nilpotencia del diferencial BRST.

Resumiendo, el diferencial de Kozsul-Tate δ proyecta sobre el álgebra

C∞(Σ) de funciones sobre la superficie de v́ınculo Σ, el diferencial exte-

rior vertical d proyecta sobre el álgebra C∞(Σ/G ) de funciones sobre el

espacio de fases reducido Pred = Σ/G y los términos restantes garanti-

zan la nilpotencia del desarrollo perturbativo.

En lo que sigue se resumirán los pasos fundamentales en la con-

strucción del diferencial δBRST (ver Refs.[44, 50, 85, 79].

1.3.1. Complejo de Koszul-Tate. El complejo de Koszul-Tate provee de

una caracterización homológica del álgebra de funciones en una sub-

variedad Σ del espacio de fases P definida por los v́ınculos Ga = 0. En

otras palabras el complejo de Koszul-Tate permite identificar a todas

aquellas funciones que coincidan en la superficie de v́ınculo Σ. La idea

es reemplazar el álgebra C∞(P ) de funciones en el espacio de fases P

por el álgebra C∞ (Σ) de funciones sobre la superficie de v́ınculo Σ. La



Teoŕıas de Gauge 28

definición de este complejo requiere el agregado de tantas variables adi-

cionales como v́ınculos tenga la teoŕıa. Dichas nuevas variables serán

denominadas momentos fantasma.

El complejo de Koszul-Tate debe ser tal que se satisfaga9

H0 (δ) = C∞ (Σ) ,(1.16)

Hk (δ) = 0 k 6= 0.

Ahora bien, el álgebra de funciones C∞ (Σ) puede ser identificada al

álgebra C∞(P ) de funciones en el espacio de fases P cocentada por el

ideal N de funciones que se anulan en Σ. Es decir que dos funciones

en C∞(P ) que difieren en una función que se anula en Σ serán conside-

radas como funciones idénticas en C∞ (Σ). Es necesario entonces que

se satisfaga

H0 (δ) ≡ Ker (δ)0

Im (δ)1

=
C∞(P )

N .

Tenemos entonces que definir δ de modo tal que se verifique

Ker (δ)0 = C∞(P )(1.17)

y

Im (δ)1 = N .(1.18)

Para satisfacer (1.17) es suficiente con pedir

δzA = 0,(1.19)

con zA una variable cualquiera del espacio de fases. Dado que δ es una

derivación, esto implica δF
(
zA

)
= 0 para cualquier función F en el

espacio de fases. Con el objeto de que C∞(P ) sea el núcleo de δ en

grado cero es necesario definir la graduación k del complejo (que se

denotará en lo sucesivo antigh) de modo tal que

antigh zA = 0.

9En términos de álgebra homológica, esta representación de C∞ (Σ) se denomina
resolución homológica de un álgebra. Una resolución homológica de un álgebra A

viene dada por otra álgebra diferencial graduada Ã con diferencial δ tal que

H0

(
Ã, δ

)
= A,

Hk

(
Ã, δ

)
= 0 k 6= 0.

De esta manera una resolución homológica representa al álgebra A como el co-
ciente H0

(
Ã, δ

)
. En otras palabras cada elemento de A es obtenido por medio de

la identificación de elementos de Ã. A la inversa, al pasar de A a Ã, es decir al
“resolver” el álgebra A, se deshace dicha identificación.
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Para satisfacer (1.18) hay que tener en cuenta que un elemento

del ideal N puede ser expresado como una combinación lineal de los

v́ınculos con funciones en el espacio de fases como coeficientes. Es decir

que

F ≈ 0⇔ F = F aGa.

Introduciremos entonces los generadores Pa (momentos fantasmas)

del complejo de Koszul-Tate definiendo la acción de δ sobre los mismos

como

δPa = −Ga.(1.20)

De esta manera se satisface que

F ≈ 0⇔ F = δ (−F aPa) = −F aδ (Pa) = F aGa,

es decir que las funciones F que se anulan sobre la superficie de v́ınculo

Σ pertenecen a la imagen del diferencial δ. La idea intuitiva es la de

definir un “cero” generalizado que contenga a todas aquellas funciones

que se anulen sobre la superficie de v́ınculo Σ. Como por (1.19), todas

las funciones sobre el espacio de fases F (zA) son δ-cerradas, es nece-

sario definir el complejo de modo tal que las funciones nulas sobre la

superficie de v́ınculo sean δ-exactas. De esta manera dichas funciones,

aún siendo δ-cerradas, desaparecerán al pasar a la homoloǵıa. Podemos

decir entonces que los nuevos generadores Pa “matan” a las funciones

nulas sobre la superficie de v́ınculo al hacer que sean exactas, es decir,

homológicamente nulas10.

Como antigh Ga = 0, (1.20) implica que antigh Pa = 1 (dado que en

un complejo homológico la derivación reduce el grado). La paridad de

Grassmann de Pa se define como ε(Pa) = 1. La derivada δ puede ser

extendida a cualquier elemento del álgebra C [Pa]⊗C∞(P ) (polinomios

en Pa con funciones en el espacio de fases como coeficientes) pidiendo

que δ sea una derivada impar. Como δ2 se anula sobre los generadores,

10En términos generales, para eliminar ciertos elementos ϑ de una teoŕıa se
pueden agregar variables adicionales Pa, un diferencial nilpotente δ y la graduación
pertinente de modo tal que se satisfaga

δϑ = 0,

δPa = ϑ.

De esta manera al pasar a la homoloǵıa los elementos Pa desaparecerán por no
ser δ-cerrados mientras que los elementos ϑ desaparecerán por ser δ-exactos. La
extensión de las variables originales por medio del agregado de las nuevas variables
Pa posibilita la eliminación homológica de los elementos ϑ. Puede decirse entonces
las nuevas variables Pa “matan” homológicamente a los elementos ϑ.
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δ es nilpotente y define el diferencial de Koszul-Tate. Esta construcción

puede ser resumida por medio del siguiente diagrama

0
δ0←− C∞(P ) ⊃ N δ1←− C1 [Pa]⊗ C∞(P )← ...,

donde C1 [Pa]⊗C∞(P ) son los polinomios lineales en Pa con coeficientes

en C∞(P ).

En virtud de su construcción puede afirmarse entonces que el álgebra

diferencial [C [Pa]⊗ C∞(P ), δ] provee una resolución homológica del

álgebra de funciones C∞ (Σ) sobre la superficie de v́ınculo Σ (es decir

que se satisface (1.16)).

1.3.2. Diferencial vertical. Las funciones de v́ınculo Ga definen vec-

tores “verticales” (o longitudinales) por medio de la expresión

Xλ
a = σλµ∂µGa,

donde σλµ es un tensor antisimétrico que define la estructura simpléctica

del espacio de fases. Dicho tensor está definido como

σλµ =
[
xλ, xµ

]
,

donde xλ son coordenadas del espacio de fases P . La estructura sim-

pléctica dada por σλµ permite expresar el corchete de Poisson entre dos

funciones F y G como

[F,G] = ∂λFσ
λµ∂µG.

La transformación de gauge de una función F puede entonces ser

expresada como

[F,Ga] = Xλ
a ∂λF ≡ ∂aF.

Puede afirmarse entonces que los vectores Xλ
a tangentes a las órbitas

son los generadores de las transformaciones de gauge. Puede definirse

el álgebra de formas diferenciales verticales como el álgebra de for-

mas que actúan solamente sobre dichos vectores verticales. Es posible

también definir un diferencial vertical d que actúe sobre dichas formas

diferenciales verticales. Dicho diferencial satisface la propiedad

(dF ) (X) = ∂XF,

donde F es una función sobre la superficie de v́ınculo Σ y X un vec-

tor longitudinal. Dada esta álgebra diferencial, es posible definir la

cohomoloǵıa vertical como

Hp(d) =
Ker (d)p

Im (d)p−1
.(1.21)

Para p = 0, (1.21) define a las funciones invariantes de gauge.
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En el caso irreducible, los vectores Xa son independientes. Puede

entonces definirse sobre la superficie de v́ınculo Σ una base de 1-formas

ηa tal que

ηa(Xb) = δab ,

con a, b = 1, ...,m. Las 1-formas ηa serán en lo sucesivo denominadas

fantasmas. Las formas verticales serán entonces polinomios en las 1-

formas ηa con funciones sobre la superficie de v́ınculo Σ como coefi-

cientes. El álgebra exterior vertical es entonces isomorfa a C∞ (Σ) ⊗
C [ηa] . En dicha representación, el diferencial d queda completamente

caracterizado por las propiedades

dF = (∂aF ) ηa,

dηa =
1

2
ηbηcfacb,

donde las funciones de estructura facb satisfacen

[Xa, Xb] = f cabXc.

La graduación del álgebra exterior vertical es denominada número

de fantasma puro. Se tiene entonces

pure gh ηa = 1,

pure gh zA = 0.

Aún cuando las formas diferenciales verticales están definidas sobre

la superficie de v́ınculo Σ, sus componentes pueden ser consideradas

como funciones en el espacio de fases P . Las formas diferenciales ver-

ticales serán entonces polinomios en ηa con funciones en el espacio de

fases P como coeficientes

α =
1

p!
αa1...a1(q, p)η

a1 ...ηa1 .(1.22)

Para ello es necesario identificar dos formas si coinciden en Σ

α ∼ α′ ⇔ αa1...a1(q, p) ≈ α′a1...a1
(q, p).

Dado que las transformaciones de gauge y las funciones de estruc-

tura facb(q, p) están definidas en todo el espacio de fases P , la derivada

exterior d puede ser extendida a las formas (1.22). Sin embargo, en

general d2 es zero solamente sobre la superficie de v́ınculo

d2 ≈ 0,

dado que los campos vectoriales Xq no cierran fuera de Σ. En términos

de esta descripción, la cohomoloǵıa longitudinal está definida por los

polinomios (1.22) débilmente cerrados modulo los polinomios débilmen-

te exactos.
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1.3.3. Espacio de fases extendido. El complejo de Koszul-Tate y el

complejo exterior vertical poseen el mismo número de generadores

con la misma paridad de Grassmann. Es entonces posible considerar

a los fantasmas ηa y a los momentos fantasmas Pa como variables

canónicamente conjugadas en un espacio de fases extendido Pext. El

correspondiente corchete de Poisson será

[Pa, ηa] = −δba.
Las graduaciones antigh y pure gh pueden ser extendidas a Pext

definiendo

antigh ηa = 0,

pure gh Pa = 0.

En número de fantasma gh se define como

gh A = pure gh A− antigh A,

y

gh AB = gh A+ gh B.

Contrariamente a las graduaciones antigh y pure gh, el número de

fantasma gh tiene un generador canónico dado por

G = iηaPa,
tal que verifica

[A,G ] = i (gh A)A.

Los diferenciales δ y d fueron definidos en C [Pa]⊗C∞ (P ) y C∞ (P )⊗
C [ηa] respectivamente. El diferencial δ puede ser extendido a todo el

espacio de fases extendido imponiendo

δηa = 0.

La extensión de la derivada exterior longitudinal d al espacio de fases

extendido se realiza definiendo

dPa = ηcf bcaPb.
Esta definición permite satisfacer

[δ, d] = 0.

Por otra parte puede demostrarse que d2 es δ-exacto (lo cual es una

consecuencia de la nilpotencia de d sobre la superficie de v́ınculo Σ).

Como se explicará en la sección siguiente esta propiedad es fundamental

a los efectos de combinar el diferencial vertical d con el diferencial del
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complejo de Kozsul-Tate δ a los efectos de definir el diferencial BRST

δBRST .

1.3.4. Diferencial modulo δ. Sea δ un diferencial y d una derivación

impar. Se dice que d es un diferencial modulo δ si (i) d conmuta con δ

(en sentido graduado)

dδ + δd = 0,

(es decir que d induce una derivación en la homoloǵıa H∗ (δ)) y (ii) si

d2 es δ-exacto, es decir si

d2 = − [δ,∆] ≡ −δ∆−∆δ,

para alguna derivación ∆ (es decir que la derivación inducida es un

diferencial d2 = 0 en H∗ (δ)). Estas dos condiciones implican entonces

que d define un diferencial nilpotente en H∗ (δ). Puede considerarse por

lo tanto la cohomoloǵıa de d en H∗ (δ), que denotaremos H∗ (
d|H∗(δ)

)
.

Una clase de cohomoloǵıa de d estará entonces determinada por un

elemento x que es δ-cerrado

δx = 0

y d-cerrado módulo δ

dx = δy.

La cohomoloǵıaH∗ (
d|H∗(δ)

)
está entonces caracterizada por las iden-

tificaciones

x ∼ x+ dz + δz′,

con δz = 0.

En nuestro caso un observable O es una función invariante de gauge

sobre la superficie de v́ınculo Σ. QueO sea invariante de gauge significa

que debe pertenecer al núcleo de d. Sin embargo estamos calculando

la cohomoloǵıa de d restringida a H∗ (δ) (es decir a las funciones sobre

la superficie de v́ınculo Σ) y el cero en H∗ (δ) está formado por el

conjunto de funciones que se anulan sobre la superficie de v́ınculo Σ

(es decir por los elementos exactos δy ≈ 0). Es necesario entonces que

dO = 0 ≈ F aGa = δ (−F aPa).
El ejemplo que nos interesa de diferencial modulo δ es entonces el

siguiente. Sea s un diferencial y supongamos que la graduación del

álgebra es tal que la expansión de s en dicha graduación comienza por

δ y sigue con d, es decir

s = δ + d+ ...,(1.23)

gr(d) = gr (δ) + 1.
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La condición de nilpotencia s2 = 0 implica que δ es un diferencial

(δ2 = 0) y que d es un diferencial modulo δ.

Dado un diferencial δ y un diferencial d modulo δ, en general no es

posible construir un diferencial s que los combine como en (1.23). Sin

embargo si δ define una resolución homológica como en nuestro caso, en-

tonces śı es posible. Este resultado constituye un teorema fundamental

de la teoŕıa de perturbaciones homológica (ver Ref.[50], Teorema 8.3):

Teorema. (a) Si H∗ (δ) = 0 para todo k 6= 0, entonces existe un

diferencial s con gh s = 1 que combina d con δ según

s = δ + d+ s(1) + s(2) + ...,

s2 = 0,

con antigh s(k) = k y gh s(k) = 1.

(b) Un diferencial s que combina d con δ de esta manera satisface

Hk(s) = Hk
(
d|H∗(δ)

)
.

La cohomoloǵıa de d en H∗ (δ) está definida por las ecuaciones

dx = δy,

x ∼ x+ dz + δz′,

con

antigh x = antigh z = 0

y

antigh y = antigh z′ = 1.

1.3.5. Acción canónica del diferencial BRST. Es posible mostrar que

la acción del diferencial BRST δBRST sobre una función F admite una

representación canónica por medio de los corchetes de Poisson de la

forma

δBRSTF = [F,Ω] .

La propiedades asociadas a la graduación de δBRST implican

ε (Ω) = 1,

gh Ω = 1.

Se pedirá también que el operador BRST Ω sea real

Ω∗ = Ω.

La nilpotencia de orden 2 de δBRST asumirá la forma

[Ω,Ω] = 0(1.24)

(dado que Ω es una cantidad fermiónica, esta es una condición no trivial

sobre Ω).
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Con el objeto de satisfacer [Pa,Ω] = δPa + ..., el operador BRST Ω

debe comenzar como

Ω = ηaGa + ...(1.25)

Con el objeto de determinar los otros términos puede seguirse un

método recursivo. Para ello se expande a Ω en términos del número de

antifantasma (graduación antigh), es decir

Ω =
∑
p≥0

Ωp,(1.26)

Ω0 = ηaGa,

gh Ωp = 1,

antigh Ωp = p.

Las funciones Ωp pueden entonces escribirse como polinomios en ηa

y Pa de la forma

Ωp = ηb1 ...ηbp+1U
(p)a1...ap

bp+1...b1
Pap ...Pa1 .

Los coeficientes U
(p)a1...ap

bp+1...b1
son funciones solamente de las variables del

espacio de fases original y son denominados funciones de estructura de

orden p. Imponiendo la condición de nilpotencia (1.24) se obtiene un

conjunto de ecuaciones para los términos Ωp que pueden resolverse en

forma recursiva teniendo en cuenta que el primer término está dado

por (1.25). Puede también demostrarse que el operador BRST Ω es

único a menos de transformaciones canónicas.

Un caso particular de fundamental importancia -dado que será el caso

relevante para teoŕıas de Yang-Mills- se da cuando las transformaciones

de gauge forman un grupo, es decir cuando se satisface

[Ga, Gb] = f cabGc,

con f cab constantes. En ese caso la condición de nilpotencia (1.24) se

satisface usando únicamente los dos primeros términos Ω0 y Ω1 de la

expansión (1.26). Puede demostrarse entonces que el operador BRST

Ω está dado por la expresión

Ω = ηaGa − 1

2
ηbηcfacbPa.(1.27)

En el caso general de álgebras abiertas (donde f cab son ahora fun-

ciones) los términos de orden superior Ωp con p ≥ 2 serán necesarios

af́ın de garantizar la nilpotencia de Ω.
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1.3.6. Dinámica en el espacio de fases extendido. En general, dada la

propiedad fundamental del formalismo BRST

H0(s) = {Observables} ,
se denominará observable BRST a toda función A(z, η,P) en el espacio

de fases extendido que satisfaga

sA ≡ [A,Ω] = 0,

gh A = 0.

En general los observables BRST A(z, η,P) tendrán la forma

A(z, η,P) = A0(z) +
∑
p≥1

A(p),

antigh A(p) = p.

donde A0(z) es el correspondiente observable clásico. La condicion

[A,Ω] = 0 determina entonces un conjunto de ecuaciones para los

términos A(p) que pueden ser resueltas recursivamente.

Puede demostrarse que esta extensión BRST-invariante de A0 está

definida a menos de un término BRST-exacto. En la teoŕıa original,

un observable F (q, p) satisface

{F,Ga} ≈ 0,

y está representado por la clase de equivalencia

F ′(q, p) = F (q, p) + kaGa ≈ F (q, p).(1.28)

En el espacio de fases extendido, puede demostrarse que dada una

función K con gh K = −1, la cantidad {K,Ω} es un observable, es

decir que satisface {{K,Ω} ,Ω} = 0 y gh {K,Ω} = 0. Dado que

gh K = −1, la función K debe ser de la forma

K = −ka(q, p)Pa + ηaKbc
a PbPc + ...

Por lo tanto tendremos

{K,Ω} |η=P=0 = kaGa.

En consecuencia, en el espacio de fases extendido la extensión BRST-

invariante de un observable estará dada por la clase de equivalencia

F ′ ≈ F + {K,Ω} ,
siendo esta definición equivalente a (1.28).

Es interesante señalar que, dado que Hk(s) es en general distinto

de cero para k > 0, la cohomoloǵıa BRST no provee una resolución

del álgebra de observables clásicos. Para recuperar dichos observables
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no es suficiente con pasar a la cohomoloǵıa, siendo necesario también

imponer la condición de número de fantasma cero.

Estudiaremos ahora la extensión BRST-invariante del Hamiltoniano

H0. Como H0 es invariante de gauge (para asegurar la consistencia

dinámica de la teoŕıa)

[H0, Ga] = V bGb,

H0 posee una extensión BRST-invariante

H0 → H,

[H,Ω] = 0.(1.29)

La ecuación (1.29) tiene como consecuencia no solo que el Hamil-

toniano extendido H es un observable, sino también que Ω es una

cantidad conservada dado que dΩ
dt

= [Ω, H]. En este sentido puede

afirmarse que Ω define una simetŕıa global de la teoŕıa.

Este Hamiltoniano extendido H genera la evolución temporal de

cualquier función F en el espacio de fases extendido según

Ḟ = [F,H] .

La dinámica de las funciones BRST-invariantes no se modificará a

nivel cohomológico si se modifica el Hamiltoniano extendido H agre-

gando términos BRST-exactos

H  H + [K,Ω] ,(1.30)

con gh K = −1. Elegir un elemento K en (1.30) implica elegir un

representante de H en la clase de equivalencia [H] de Hamiltonianos

cohomológicamente equivalentes. Dado que el Hamiltoniano H genera

la evolución dinámica, se dirá que la elección de dicho representante

equivale a fijar el gauge y el elemento K se denominará fermión de

fijado de gauge.

Para cualquier fermión de fijado de gauge K, se satisface

[H + [K,Ω] ,Ω] = 0.

De esta manera se puede afirmar que la teoŕıa con el gauge fijo es

invariante ante la transformación BRST global generada por Ω. La

correspondiente acción invariante BRST con el gauge fijo Sgf es

Sgf =

∫ (
q̇ipi + η̇aPa −H − [K,Ω]

)
dt.
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1.3.7. Cohomoloǵıa BRST cuántica. Con el objeto de implementar el

formalismo BRST a nivel cuántico, es necesario promover a los fan-

tasmas η y a sus momentos canónicamente conjugados P al rango de

operadores en el correspondiente espacio de Hilbert. Al mismo tiempo

la carga BRST Ω debe también estar representada por un operador

lineal en dicho espacio de Hilbert. Dado que el corchete de Poisson de

dos funciones que anticonmutan define a nivel cuántico un anticonmu-

tador, la nilpotencia de Ω toma la forma

(1.31) [Ω,Ω] = Ω2 = 0.

Por otra parte, dado que a nivel clásico Ω es real, se pide que el

correspondiente operador lineal sea auto-adjunto

Ω∗ = Ω,

donde ∗ denota el conjugado hermı́tico. La realización de un operador

BRST cuántico dependerá de si es efectivamente posible construir un

operador que satisfaga (1.31). Esta construcción puede ser obstruida

debido al problema del ordenamiento de los operadores.

Análogamente al formalismo BRST clásico, un observable será un

operador lineal A que satisface

[A,Ω] = 0,

y que está definido a menos de términos BRST-exactos de la forma

[B,Ω]:

A ∼ A+ [B,Ω] .

Dado que los operadores BRST-exactos son BRST-cerrados es posi-

ble definir la cohomoloǵıa BRST cuántica para los operadores H∗
op(Ω).

Del mismo modo que en el método de Dirac, es necesario imple-

mentar una condición que permita seleccionar a los estados f́ısicos del

sistema. Dado que a nivel clásico la invariancia BRST y la invariancia

de gauge son equivalentes, a nivel cuántico la correspondiente condición

será que los estados f́ısicos deben ser invariantes BRST

(1.32) Ωψ = 0.

Esta definición de los estados f́ısicos satisface que un observable A

mapea estados f́ısicos en estados f́ısicos. En efecto

ΩAψ = AΩψ = 0,

dado que [A,Ω] = 0.

Por otra parte, dada la hermiticidad de Ω, los observables BRST-

exactos de la forma [K,Ω] definirán elementos de matriz nulos entre
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estados f́ısicos

(ψ1, [K,Ω]ψ2) = 0.

Dado que Ω es también nilpotente a nivel cuántico, Ω definirá la co-

rrespondiente cohomoloǵıa BRST cuántica para los estados H∗
st(Ω). La

condición (1.32) no es suficiente para seleccionar a los estados f́ısicos.

Además de dicha condición es necesario también identificar a los es-

tados que difieren en elementos BRST-exactos e imponer la condición

de número de fantasma cero. Esto significa que ψ y ψ + Ωχ deben ser

identificados. La identificación de Ωχ con cero es leǵıtima dado que

el estado BRST-exacto Ωχ tiene producto escalar nulo con cualquier

estado f́ısico ψ

(ψ,Ωχ) = (Ωψ, χ) = 0⇔ Ωψ = 0,

donde se usó la hermiticidad de Ω.

La extensión BRST cuántica de los v́ınculos clásicos es

Ĝa =
[
P̂a, Ω̂

]
.

En efecto, el operador de Dirac Ĝa corresponde al término sin fantas-

mas en el resultado del conmutador. Esto significa que los operadores

Ĝa son cohomológicamente nulos. En consecuencia, dichos operadores

producen estados nulos cuando actúan sobre estados f́ısicos ψ

Ĝaψ = Ω (−Paψ) = Ωχ ∼ 0,

donde se usó que Ωψ = 0.



2. Problema del tiempo en Gravedad Cuántica Canónica

En las Secciones N◦2.1-2.6 se estudiarán algunos aspectos del aśı de-

nominado problema del tiempo en gravedad cuántica canónica. En la

Sección N◦2.1 se describirá el formalismo ADM gracias al cual la Rela-

tividad General puede ser formulada como una teoŕıa que describe la

evolución temporal de la geometŕıa del espacio. En la Sección N◦2.2

se describirán algunas de las estrategias propuestas en la bibliograf́ıa

para resolver el problema del tiempo en gravedad cuántica canónica.

En la Sección N◦2.3 se presentarán los resultados obtenidos en Ref.[20]

en lo referente a la necesidad de contar con un formalismo de sistemas

parametrizados con un v́ınculo hamiltoniano cuadrático en todos sus

momentos (como el v́ınculo de la Relatividad General). En la Sección

N◦2.4 se presentará el análisis propuesto en Ref.[20] en lo concerniente

a los distintos tipos de simetŕıas temporales propias de las teoŕıas ge-

neralmente covariantes como la Relatividad General. En la Sección

N◦2.5 se ejemplificarán las consideraciones propuestas por medio de al-

gunos modelos de minisuperespacios provenientes de la teoŕıa de cuer-

das bosónicas cerradas a bajas enerǵıas (ver Ref.[25]). En la Sección

N◦2.6 se reinterpretarán las condiciones de contorno sobre el espacio

de soluciones de la ecuación de Wheeler–DeWitt propuestas en Ref.[24]

(para el modelo de Taub) a la luz de las consideraciones precedentes.

2.1. Formalismo ADM y Cuantificación Canónica.

En esta sección describiremos la formulación hamiltoniana de la Rel-

atividad General conocida como formulación ADM (Arnowitt-Deser-

Misner) (ver Refs.[2, 4, 52, 63]).

Con el objeto de poder describir la geometŕıa del espacio-tiempo en

términos de la evolución temporal de la geometŕıa del espacio, es nece-

sario que la 4-variedad lorentziana que representa el espacio-tiempo

(que denotaremos M) sea difeomorfa a R × M , donde M es una

variedad que representa a las hipersuperficies espaciales (que supon-

dremos compactas) y t ∈ R un parámetro que representa al tiempo.

La caracteŕıstica fundamental de esta formulación es que esta foliación

del espacio-tiempo en un conjunto de hipersuperficies espaciales M

parametrizadas por un parámetro temporal t es hasta cierto punto ar-

bitraria. En otra palabras, dada una 4-variedad M, existen muchos

difeomorfismos

φ :M → R×M
x 7→ (τ(x), σ(x)),

40
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con τ : M → R y σ : M → M . El mapa τ es denominado función

de tiempo global. Esta función de tiempo global τ también puede ser

definida como el pull-back

τ = φ∗t,

de la proyección R×M t−→ R. La inversa de φ puede considerarse como

una familia uniparamétrica de inmersiones

φ−1
t : M →M.

Dado que M es una hipersuperficie espacial de R×M , la restricción

a M de la métrica g de M debe ser una métrica riemaniana 3g sobre

M . En otros términos

g (v, v) > 0,

para todo v ∈ TpM no nulo. Es entonces posible encontrar un campo

de vectores temporales unitarios n normales a M , es decir un campo

de vectores que satisface

g (n, n) = −1,

g (n, v) = 0 ∀v ∈ TpM.

En principio existen dos direcciones posibles para el vector normal

n. Elegir una de dichas direcciones equivale a definir que dirección de

la variedadM será considerada como el futuro.

Ahora bien, dado un vector v ∈ TpM, el mismo puede ser descom-

puesto en las direcciones tangente y normal a M :

v = −g (v, n)n︸ ︷︷ ︸
⊥

+ (v + g (v, n)n)︸ ︷︷ ︸
‖

.

(ver Figura N◦3).

Puede verificarse en efecto que la componente normal de n es n

mismo y que la componente tangencial de cualquier vector v es efecti-

vamente ortogonal a n:

−g (n, n)n = n,

g (v + g (v, n)n, n) = g (v, n) + g (v, n) g (n, n) = 0.

En particular, dados dos vectores u, v en M , puede descomponerse

la derivada covariante ∇uv (donde ∇ es la conexión de Levi-Civita en

M) en sus componentes tangencial y normal:

∇uv = −g (∇uv, n)n+ (∇uv + g (∇uv, n)n) .(2.33)
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Fig. 3. Descomposición de un vector en las componentes

tangente y normal a las hipersuperficies espaciales.

El término normal de dicha descomposición define un tensor simétrico

denominado curvatura extŕınseca K

K (u, v) = −g (∇uv, n) .

La curvatura extŕınseca K mide cuán curvada está la hipersuperficie

M como variedad sumergida en el espacio-tiempo M. Si la hiper-

superficie M está extŕınsecamente curvada en M, entonces el vector

resultante del transporte paralelo de v ∈ TpM definido por la conexión

∇ en M en la dirección definida por u ∈ TpM no será tangente a M ,

es decir tendrá una componente normal K (u, v)n. Por el contrario la

aśı denominada curvatura intŕınseca de M mide la curvatura propia

de M , independientement de toda inmersión en una variedad de mayor

dimensión. En otras palabras la curvatura intŕınseca es la curvatura

de la métrica 3g de la variedad M .

Puede demostrarse que el segundo término de (2.33) define la co-

nección de Levi-Civita 3∇uv asociada a la métrica 3g. Para ello es

necesario demostrar que dicho término satisface la regla de Leibnitz,

que preserva la métrica y que no tiene torsión.

Supongamos ahora que elegimos una foliación particular, es decir un

cierto difeomorfismo

φ :M→ R×M.
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Dicho difeomorfismo define las hipersuperficies espaciales M como

las hipersuperficies que satisfacen τ(x) = ctte., con x ∈ M y τ = φ∗t.
Puede también calcularse el pushforward por φ−1 del campo vector

∂t ∈ T (R×M):

∂τ = φ−1
∗ ∂t ∈ TM.

Para cada x ∈M , el mapa

φ−1
x : R → M

t 7→ φ−1(x, t)

define una curva enM. El campo vector ∂τ es la familia uniparamétrica

de vectores tangentes a dicha curva. El punto fundamental es que el

campo vector ∂τ no es necesariamente ortogonal a las hipersuperficies

τ = ctte.. En efecto el vector ∂τ puede ser descompuesto en las direc-

ciones tangenciales y normal a M :

∂τ = −g (∂τ , n)n+ (∂τ + g (∂τ , n)n) .

Ahora definiremos los campos vectores lapse N y shift ~N como

∂τ = Nn+ ~N,

es decir

N = −g (∂τ , n) ,

~N = ∂τ + g (∂τ , n)n.

Puede demostrarse que la métrica del espacio tiempo puede ser ex-

presada en términos de los campos vectores lapse N y shift ~N como

ds2 = −N2dτ 2 + gij
(
dxi +N idτ

) (
dxj +N jdτ

)
,

donde gij son las componentes de la métrica espacial 3g.

Gracias a la foliación del espacio-tiempo, es posible reformular la

Relatividad General como una teoŕıa hamiltoniana que describe la

evolución temporal de la métrica 3g de las hipersuperficies espaciales.

El espacio de configuración de la teoŕıa (también denominado superes-

pacio) será entonces el espacio Riem(M) de todas las métricas rieman-

nianas 3gij sobre M .

A los efectos de definir los momentos canónicamente conjugados, es

necesario escribir el Lagrangiano de Einstein-Hilbert en términos de gij
y ġij. En primer lugar es posible mostrar que las derivadas temporales

ġij de la métrica están vinculadas a la curvatura extŕınsecaK por medio

de la expresión

Kij =
1

2N

(
ġij −3 ∇iNj −3 ∇jNi

)
.(2.34)
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En términos de la métrica gij y la función de lapso N , el Lagrangiano

L = R
√−g toma la forma

L =
√

3gNR.

Si ahora expresamos R en términos de la métrica gij y la curvatura

extŕınseca, se obtiene (tirando términos de superficie que integran a

cero para 3-variedades M compactas)

L =
√

3gN
(
3R + tr

(
K2

)− (trK)2) .
Teniendo en cuenta que la curvatura extŕınseca K depende de ġij de

acuerdo a la expresión (2.34), el momento canónicamente conjugado a

gij es

pij =
∂L
∂ġij

=
√

3g
(
Kij − tr (K) gij

)
.

El Hamiltoniano de la Relatividad General será entonces

H
(
gij, p

ij
)

=

∫
M

(
pij ġ

ij − L)
d3x

=

∫
M

Hd3x

=

∫
M

(
NH⊥ +N iHi

)
d3x,

con

H⊥ = Gijklp
ijpkl −(3) R

√
3g,

Hi = −23∇jpij,

donde Gijkl es la supermétrica definida como

Gijkl =
1

2

√
3g (gikgjl + gilgjk − gijgkl) .

Variando la acción correspondiente con respecto a las variables gij y

pij se obtienen las ecuaciones de movimiento que rigen sus evoluciones

dinámicas. Por el contrario, variando con respecto a las funciones de

lapso N y shift N i se obtienen los v́ınculos

H⊥ = 0,(2.35)

Hi = 0.(2.36)

Estas ecuaciones corresponden a las ecuaciones de Einstein G00 = 0

y G0i = 0 respectivamente. Estos dos v́ınculos representan en el marco

del formalismo hamiltoniano la covariancia general de la teoŕıa. En

efecto el v́ınculo (2.35) (denominado v́ınculo hamiltoniano) garantiza
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que la teoŕıa sea invariante ante reparametrizaciones del parámetro

utilizado para foliar el espacio-tiempo, mientras que el v́ınculo (2.36)

garantiza la invariancia ante cambios en las coordenadas espaciales de

las hipersuperficies. Puede demostrarse que este sistema de v́ınculos

es de primera clase, es decir que el corchete de Poisson entre dos cua-

lesquiera de ellos es nulo sobre la superficie de v́ınculo.

Una vez formulada la Relatividad General como un sistema hamil-

toniano, es posible aplicar el método de Dirac para la cuantificación de

sistemas hamiltonianos con v́ınculos (ver Refs.[33, 35]).

La métrica gij y los momentos pij son promovidos al rango de ope-

radores que satisfacen las reglas de conmutación

[ĝij(x), ĝkl(x
′)] = 0,[

p̂ij(x), p̂kl(x′)
]

= 0,[
ĝij(x), p̂

kl(x′)
]

=
i

2

(
δki δ

l
j + δliδ

k
j

)
δ (x, x′) .

Teniendo en cuenta que los momentos pij están linealmente rela-

cionados con la curvatura extŕınseca, el último de estos conmutadores

define una “relación de incertidumbre” entre las curvaturas extŕınsecas

e intŕınsecas.

En la representación de coordenadas, los operadores ĝij y p̂ij actúan

sobre los estados cuánticos de la siguiente forma

ĝijΨ (gij(x)) = gij(x)Ψ (gij(x)) ,

p̂ij(x)Ψ (gij(x)) = −i δ

δgij
Ψ (gij) ,

donde Ψ (gij) es un funcional en el espacio Riem(M) de todas las

métricas riemannianas 3gij sobre M .

De acuerdo con el método de Dirac, es necesario substituir los opera-

dores ĝij y p̂ij en las expresionesH⊥ yHi. Si se imponen los operadores

resultantes Ĥ⊥ y Ĥi como restricciones sobre los estados cuánticos del

sistema Ψ (gij(x)) se obtienen las ecuaciones

Gijkl(x)
δ2Ψ (gij(x))

δgij(x)δgkl(x)
−

√
g(x)R(x)Ψ (gij(x)) = 0,(2.37)

δΨ (gij(x))

δgij(x)
|j = 0.(2.38)

La ecuación (2.37) es la llamada ecuación de Wheeler-DeWitt y cons-

tituye la versión cuántica del v́ınculo hamiltoniano clásico (2.35). Las

ecuaciones (2.38) garantizan que el funcional Ψ (gij) sea invariante ante

transformaciones de coordenadas en las hipersuperficies espaciales.
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2.2. Problema del tiempo en Gravedad Cuántica.

El aśı denominado problema del tiempo en Gravedad Cuántica es una

consecuencia de los diferentes roles jugados por la noción de tiempo en

la Relatividad General y la Mecánica Cuántica. Para una discusión

general sobre dicho problema ver Refs.[6, 8, 48, 52, 55, 59, 60, 61].

Puede decirse que en mecánica cuántica el tiempo t es un tiempo new-

toniano, es decir un background externo absoluto no asociado a grado

de libertad alguno. Dicho tiempo newtoniano aparece expĺıcitamente

como un parámetro t en la ecuación de Schrödinger dependiente del

tiempo. Este tiempo paramétrico no está asociado a un operador por

lo que no es un observable de la teoŕıa. Por otra parte, la existencia de

dicho parámetro temporal es necesaria para las interpretaciones usuales

de la misma. En efecto, la medición de un sistema cuántico tiene lu-

gar a un cierto tiempo t, el producto interno en el espacio de Hilbert

tiene que satisfacer la propiedad de ser conservado en el tiempo t y un

conjunto completo de observables que conmutan deben conmutar a un

tiempo t fijo.

Por el contrario en Relatividad General, la invariancia de la teoŕıa

ante el grupo Diff (M) de difeomorfismos del espacio-tiempoM, torna

problemática la definición de una variable temporal privilegiada. En

efecto, en Relatividad General las coordenadas locales sobre el espacio-

tiempo no tienen una significación f́ısica observable. A los efectos de

dotar a los puntos del espacio-tiempo de significación observable es

necesario utilizar grados de libertad f́ısicos de la teoŕıa (part́ıculas, relo-

jes f́ısicos, coincidencias, etc.). Por otra parte en Relatividad General,

nociones como causalidad y tiempo propio dependen de la métrica del

espacio-tiempo (es decir del campo gravitatorio), por lo que dichas no-

ciones solo adquieren un sentido definido después de que las ecuaciones

de movimiento de la teoŕıa fueron resueltas. Además, dado que una

noción de tiempo f́ısicamente relevante depende de grados de libertad

genuinos de la teoŕıa, la cuantificación de la misma debeŕıa implicar

también una cuantificación del tiempo, en principio incompatible con

el tiempo paramétrico de la mecánica cuántica.

En principio existen tres estrategias fundamentales para intentar re-

solver dicha incompatibilidad:

• Identificar un tiempo como función de las variables canónicas

y resolver los v́ınculos de la teoŕıa antes de cuantificar. La

cuantificación es luego efectuada por medio de una ecuación

de Schrödinger dependiente del tiempo. En principio puede

suceder que una teoŕıa clásica pueda ser cuantificada por medio
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de variables temporales distintas. En ese caso no resulta claro

si las teoŕıas cuánticas obtenidas por medio de la separación

de tiempos distintos son equivalentes (problema de la elección

múltiple del tiempo). Por otra parte la presencia de obstruc-

ciones topológicas globales puede tornar imposible la elección

de una variable temporal globalmente bien definida (problema

del tiempo global).

• Identificar una noción de tiempo despues de cuantificar.

• Prescindir de toda noción fundamental de tiempo.

En las dos últimas opciones la cuantificación se realiza por medio

de la ecuación de Wheeler–DeWitt ĤΨ = 0 asociada al v́ınculo ha-

miltoniano clásico H = 0. Sin embargo, la ausencia de una variable

temporal privilegiada impide en principio intepretar la función de onda

resultante en términos de un producto interno definido positivo y con-

servado en el tiempo (problema del espacio de Hilbert). La ecuación de

Wheeler–DeWitt es, como la ecuación de Klein-Gordon, una ecuación

hiperbólica. Se sabe como definir un producto interno definido po-

sitivo y conservado en el tiempo para el espacio de soluciones de la

ecuación de Schrödinger (ecuación parabólica), pero no para el espacio

de soluciones de una ecuación del tipo Klein-Gordon como la ecuación

de Wheeler–DeWitt. En teoŕıa de campos en el espacio de Minkowski,

el espacio de soluciones de la ecuación de Klein-Gordon puede ser sepa-

rado en frecuencias positivas y negativas. La restricción al subespacio

de frecuencias positivias permite definir un producto interno positivo.

En teoŕıa de campos sobre espacios curvos, la separación en frecuen-

cias positivas y negativas solo puede realizarse si tanto la métrica del

espacio-tiempo como el potencial son estacionarios, es decir si existe

un vector de Killing temporal y el potencial es constante a lo largo de

sus órbitas (esta propiedad puede relajarse a vectores de Killing con-

formes). Si estas condiciones no pueden ser satisfechas, entonces no es

posible restringirse a la interpretación de una part́ıcula. Para el caso de

la geometrodinámica, dicho conjunto de propiedades no es satisfecho

(ver Ref.[60]).

En los casos en los que es posible separar una variable temporal

adecuada, se puede extraer de la ecuación de Wheeler–DeWitt (in-

dependiente del tiempo), una ecuación de Schrödinger dependiente

del tiempo. Como dice J. Barbour en Ref.[8], en gravedad cuántica

canónica la situación es en cierto sentido inversa con respecto a la

mecánica cuántica ordinaria. Si en esta última la ecuación de Schrö-

dinger independiente del tiempo ĥψ = Eψ es derivada de la ecuación

de Schrödinger dependiente del tiempo ĥψ = i∂ψ
∂t

, en gravedad cuántica
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canónica una ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo tiene que

ser definida a partir de la ecuación de Wheeler–DeWitt ĤΨ = 0 (la

cual puede ser considerada como una ecuación de Schrödinger indepen-

diente del tiempo con autovalor cero).

Existen en principio dos formas de definir una ecuación de Schrödin-

ger para un sistema dinámico con un v́ınculo hamiltoniano H = 0 cua-

drático en todos sus momentos. La primera posibilidad es realizar una

transformación canónica de modo tal que el Hamiltoniano resultante

sea lineal en uno de los momentos canónicos

H(Q,P ) H(q0, p0, q
µ, pµ) = p0 + h(q0, qµ, pµ).

Si el Hamiltoniano reducido h es definido positivo, entonces la co-

ordenada q0 puede ser definida como un parámetro temporal leǵıtimo

para la evolución del sistema (ver Refs.[13, 19, 40]).

La otra posibilidad es llevar el v́ınculo hamiltoniano por medio de

un rescaleo a un v́ınculo de la forma

H = p2
0 − h2 = 0,

con h2 = pµp
µ + V (qµ, q0). Un v́ınculo de ese tipo puede ser luego

factorizado en dos hojas disjuntas H = (p0 + h) (p0 − h) = 0. En cada

una de dichas hojas el momento p0 tiene un signo definido. La coor-

denada q0 (módulo un signo) puede entonces ser elegida como tiempo

t. Mas adelante analizaremos el significado de esta factorización. Una

ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo puede entonces ser

asociada a cada factor p0 ± h. Esta separación del v́ınculo original en

dos v́ınculos lineales en p0 requiere la existencia de un momento p0 que

no se anule nunca, lo cual no necesariamente sucede en las variables

originales. Este requisito es una consecuencia del hecho de que una

variable temporal leǵıtima no puede invertir el sentido de su evolución.

En efecto para que q0 pueda ser elegida como tiempo, se debe satis-

facer la condición [q0,H] > 0, lo cual conduce a la condición p0 6= 0 (ver

Ref.[47]). Además, para que las teoŕıas cuánticas en cada hoja estén

bien definidas, es necesario que el operador correspondiente al Hamil-

toniano reducido h sea autoadjunto para garantizar de esta manera

que la evolución sea unitaria. Dado que en el proceso de factorización

el Hamiltoniano reducido h es obtenido tomando una ráız cuadrada(
h =

√
pµpµ + V (qµ, q0)

)
, el operador asociado ĥ será auto-adjunto

solo si el término dentro de la ráız cuadrada es definido positivo. Esta

condición impone una fuerte restricción al proceso de reducción des-

cripto. También puede suceder que el modelo no pueda ser reducido

en las variables canónicas originales, siendo en consecuencia necesario
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realizar una transformación canónica a un nuevo conjunto de variables

que permita reducir el sistema y definir un operador Hamiltoniano ĥ

auto-adjunto. En ese caso, es posible que la variable elegida como

tiempo dependa tanto de las coordenadas originales como de los mo-

mentos (t ≡ q0 = q0 (qµ, pµ)). Dado que los momentos dependen de la

curvatura extŕınseca de las hipersuperficies, este tipo de variables tem-

porales son denominadas tiempos extŕınsecos [58]. Por el contrario, las

variables temporales que solo dependen de las coordenadas qµ (es de-

cir de la geometŕıa intŕınseca de las hipersuperficies) son denominadas

tiempos intŕınsecos. El modelo cosmológico de Friedmann-Robertson-

Walker con k = 0,−1 con constante cosmológica acoplado a un campo

escalar no masivo y el modelo de Kantowski-Sachs son ejemplos de este

último caso (con Hamiltonianos reducidos dependientes del tiempo).

Si el proceso de reducción puede ser llevado a cabo satisfactoria-

mente, entonces se tendrán dos espacios de Hilbert, cada uno con su

correspondiente ecuación de Schrödinger ±i ∂ψ
∂q0

= ĥψ. Podemos de-

cir entonces que dicho método de cuantificación preserva la topoloǵıa

de la superficie de v́ınculo: la separación de las soluciones clásicas en

dos conjuntos disjuntos tiene como consecuencia a nivel cuántico la

separación de la teoŕıa en dos espacios de Hilbert.

Llegados a este punto, existen distintos caminos posibles. En primer

lugar, se puede considerar al modelo reducido como un sistema cuántico

ordinario. Se considera entonces que la variable q0 juega el mismo rol

que el parámetro t de la ecuación de Schrödinger ordinaria. En cada

espacio de Hilbert, el producto interno f́ısico es definido como

(Ψ|Φ) =

∫
dq δ(q0 − q̃0)Ψ∗(q)Φ(q).

Este producto interno es el producto interno usual a tiempo fijo

t ≡ q0 = q̃0, pudiéndose recuperar aśı la estructura de espacio de

Hilbert de la mecánica cuántica ordinaria. El fijado de dicho tiempo

por medio de la delta de Dirac opera como una fijación de gauge, ya

que el producto interno sin dicha delta incluye una integración sobre

la variable “espúrea” t = q0. Sin embargo, dicho procedimiento olvida

que la variable q0, lejos de ser el parámetro t de la mecánica cuántica

ordinaria, es un grado de libertad genuino (geométrico o no) elegido

como reloj f́ısico. En ese caso no resulta claro por que, al cuantificar

el modelo, dicho grado de libertad debeŕıa ser tratado como un mero

parámetro.
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Otra propuesta para el producto interno proviene de la aśı denomi-

nada interpretación de Schrödinger náıf. En el marco de dicha inter-

pretación el producto interno es definido como

〈Ψ|Φ〉 =

∫
dqΨ∗(q)Φ(q).

Este producto interno es una extensión a variables genéricas q del

producto interno

〈Ψ|Φ〉 =

∫
Riem(M)

dgΨ∗(g)Φ(g),

donde la medida dg está definida sobre el espacio Riem(M) de las

métricas riemannianas sobre la 3-variedad M . Este tipo de producto

interno no es un producto interno a tiempo fijo, ya que se está in-

tegrando también sobre el reloj f́ısico q0. La cantidad |Ψ(q0, qµ)|2 es

interpretada como la amplitud de probabilidad estática de encontrar

al sistema en el punto (q0, qµ) del espacio de configuración extendido

C0 (y no como la amplitud de probabilidad dependiente del parámetro

temporal q0 de encontrar al sistema en qµ al medir q̂µ a tiempo q0). El

problema con esta interpretación es que ni el reloj f́ısico q0 ni el resto

de las variables qµ definen observables del sistema (ya que no conmutan

con el superhamiltonianoH = p0+h(q
µ, pµ)). No resulta entonces claro

cual es el sentido operacional de una tal asignación de probabilidades.

2.3. Sistemas parametrizados cuadráticos.

En esta sección se describirán los análisis efectuados en Ref.[20] sobre

la relación entre el v́ınculo hamiltoniano de los sistemas generalmente

covariantes como la Relatividad General y el formalismo de los sistemas

parametrizados (ver Refs.[50, 55]).

Una de las propiedades fundamentales de la estructura hamiltonia-

na de la Relatividad General es la presencia del v́ınculo hamiltonia-

no H = 0. Dado que los aśı denominados sistemas parametrizados

poseen un v́ınculo similar, estos sistemas han sido considerados como

modelos privilegiados para analizar el problema del tiempo en gravedad

cuántica. La idea fundamental de los sistemas parametrizados es la de

promover formalmente el tiempo t (el tiempo absoluto de Newton) al

rango de variable dinámica por medio de la incorporación de un nuevo

parámetro “temporal” arbitrario τ .
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Comencemos entonces con una acción ordinaria de la forma

(2.39) S [qµ(t), pµ(t)] =

t2∫
t1

pµdq
µ − h (qµ, pµ) dt, µ = 1, ..., n.

El conjunto original de variables canónicas {qµ, pµ} (µ = 1, ..., n)

puede ser extendido por medio de la identificación q0 ≡ t, p0 ≡ −h. El

conjunto extendido de variables dependerá ahora de un nuevo parámetro

f́ısicamente irrelevante τ . El conjunto {q0, qµ, p0, pµ} puede ser variado

en forma independiente si la definición de p0 es incorporada en la acción

por medio del v́ınculo

(2.40) H = p0 + h = 0,

con el correspondiente multiplicador de Lagrange N . La nueva acción

es ahora

(2.41) S
[
qi (τ) , pi (τ) , N (τ)

]
=

τ2∫
τ1

(
pi
dqi

dτ
−NH

)
dτ, i = 0, ..., n.

Las ecuaciones de Hamilton correspondientes a esta acción son

dq0

dτ
= N,

dqµ

dτ
= N

∂h

∂pµ
,

dpµ
dτ

= −N ∂h

∂qµ
.

La presencia del multiplicador de Lagrange N (τ) tiene entonces

como consecuencia que la dinámica del sistema esté indeterminada en

el parámetro f́ısicamente irrelevante τ . Es entonces necesario fijar el

gauge. El fijado de gauge N = 1 (q0 = τ) permite recuperar las ecua-

ciones de Hamilton correspondientes a la acción (2.39).

En el espacio de configuración extendido C0 = {q0 ≡ t, qµ} las solu-

ciones de las ecuaciones de movimiento son “curvas” estáticas sin una

parametrización privilegiada. La teoŕıa es entonces invariante ante

reparametrizaciones del parámetro f́ısicamente irrelevante τ . En efecto,

no tiene sentido hablar de la velocidad absoluta de movimiento del

sistema en el espacio de configuración extendido C0. Sin embargo es

importante destacar que dichas curvas tienen un sentido privilegiado:

la dirección creciente de q0 ≡ t.

Veremos ahora cuales son las transformaciones de las variables qi, pi
y N que dejan a la acción extendida (2.41) invariante ante la repara-

metrización τ → τ + ε(τ). Dado que el v́ınculo de primera clase H
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genera transformaciones de gauge se tiene

δqi(ε) = ε(τ)
{
qi, H

}
= ε(τ)

∂H

∂pi
,

δpi(ε) = ε(τ) {pi, H} = −ε(τ)∂H
∂qi

.

La variación de la acción extendida (2.41) será

δS =

τ2∫
τ1

dτ
(
q̇iδpi + piδq̇

i −HδN −NδH)
.

El último término es cero y una integración por partes del segundo

permite expresar la acción como

δS =

τ2∫
τ1

dτ

(
−ε∂H

∂qi
q̇i − ε∂H

∂pi
ṗi −HδN

)
+

[
pε
∂H

∂pi

]τ2
τ1

.

Si el multiplicador de Lagrange N transforma como

δN(τ) = ε̇(τ),

se tendrá

δS =

[
ε(τ)

(
p
∂H

∂pi
−H

)]τ2
τ1

.

Si se pide que la transformación se anule en los extremos

ε(τ1) = ε(τ2) = 0,

la acción (2.41) será invariante ante reparametrizaciones.

En general, la propiedad de un Lagrangiano L que determina que la

acción correspondiente S =
∫ Ldτ sea invariante ante reparametriza-

ciónes τ → τ̃ ≡ f(τ) con ḟ > 0 es que sea homogéneo de grado uno en

las velocidades, es decir que satisfaga

L (q, λq̇) = λL (q, q̇) .

En efecto

S =

τ2∫
τ1

L(q, q̇)dτ =

τ̃2∫
τ̃1

L
(
q,
dq

dτ̃
ḟ

)
dτ̃

ḟ
=

τ̃2∫
τ̃1

L
(
q,
dq

dτ̃

)
dτ̃ .
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Dado un Lagrangiano homogéneo, el correspondiente Hamiltoniano

es

H =
∂L
∂q̇
q̇ − L

= λ−1

(
∂L(q, λq̇)

∂(λq̇)
λq̇ − L(q, λq̇)

)
= λ−1H.

Como λ es arbitrario, H debe ser nulo. Por otra parte, si H es nulo

se tiene

∂L(q, λq̇)

∂q̇
q̇ = L(q, λq̇).

El lado izquierdo puede ser escrito como λpqq̇ = λL. En consecuencia

λL(q, q̇) = L(q, λq̇), por lo que L es homogéneo.

De esta manera cualquier sistema dinámico puede ser formulado

como un sistema parametrizado. En el proceso de parametrización,

el tiempo “verdadero” t es promovido formalmente al rango de va-

riable dinámica. El tiempo t “escondido” entre las variables dinámicas

puede sin embargo ser facilmente identificado debido al hecho de que su

momento canónicamente conjugado aparece linealmente en el v́ınculo

(2.40).

El formalismo de los sistemas parametrizados ha sido utilizado como

modelo para entender la estructura canónica de la Relatividad Gene-

ral. Dado que dicha teoŕıa tiene un v́ınculo hamiltoniano de la forma

H = 0, podŕıa suponerse que la Relatividad General es un sistema

dinámico ordinario con una acción expresada en forma parametrizada.

Si este fuese el caso, se podŕıa intentar reducir el sistema separando al

“verdadero” tiempo t y formulando la teoŕıa como un sistema dinámico

ordinario de la forma (2.39). Existe una cierta interpretación general

de las teoŕıas de gauge según la cual la presencia de v́ınculos entre

las variables canónicas pone de manifiesto la existencia de variables

espúreas en la teoŕıa, es decir de variables no asociadas a grados de

libertad genuinos. En el caso de los sistemas generalmente covariantes

como la Relatividad General, la variable redundante seŕıa el tiempo t,

el cual habŕıa sido identificado formalmente a una variable dinámica q0

a los efectos de garantizar la covariancia expĺıcita de la teoŕıa. Según

esta concepción, la reducción del sistema equivale a identificar los ver-

daderos grados de libertad separando dichas variables redundantes.



Problema del tiempo en Gravedad Cuántica Canónica 54

Diferentes alternativas fueron propuestas para dicha variable tempo-

ral, pero ninguna de ellas ha podido superar los diferentes problemas

que aparecen en el proceso de reducción (ver Refs.[59, 60]).

La estrategia descripta parte del supuesto de que una invariancia

de gauge no tiene contenido f́ısico, no siendo más que un lenguaje

particular para expresar una teoŕıa. Desde la célebre objeción de

Kretschmann contra el supuesto sentido f́ısico de la covariancia gene-

ral, se ha propuesto que, dado que cualquier teoŕıa ordinaria puede ser

formulada en lenguaje covariante, toda teoŕıa de gauge no es más que

una teoŕıa ordinaria formulada en dicho lenguaje. Sin embargo, esta

interpretación de la invariancia de gauge no tiene en cuenta la asimetŕıa

entre ambos lenguajes. Un formalismo covariante es lo suficientemente

poderoso como para poder reexpresar covariantemente teoŕıas ordina-

rias (la mecánica newtoniana puede ser efectivamente reformulada en

lenguage covariante). Esto no significa que toda teoŕıa de gauge sea

una reexpresión covariante de una teoŕıa ordinaria. Que un lenguaje

sea más poderoso que otro significa que todo lo que pod́ıa expresarse

con este último puede también ser expresado en el nuevo lenguaje. Sin

embargo gracias al nuevo lenguaje deben poder expresarse cosas fuera

del alcance del lenguaje anterior. El punto decisivo no es entonces si

la mecánica newtoniana puede formularse en lenguaje covariante, sino

si la Relatividad General podŕıa haberse formulado en un lenguaje no

covariante. En el caso de los sistemas parametrizados, esto significa

que si bien todo sistema mecánico ordinario puede parametrizarse in-

corporando un v́ınculo hamiltoniano de la forma H = p0 + h = 0, no

todo v́ınculo hamiltoniano H = 0 puede reducirse a un v́ınculo de esa

forma particular.

Según esta otra interpretación, la presencia de v́ınculos no implica

que existan en la teoŕıa variables espúreas o redundantes: todas las

variables canónicas representan grados de libertad genuinos. La pre-

sencia de v́ınculos entre los mismos tiene como consecuencia que solo

las correlaciones entre los distintos grados de libertad tienen un sentido

f́ısico observable (ya que no existe un background de fondo que permita

dotar de contenido observable a la “posición” absoluta de los distintos

grados de libertad). En efecto, y como ya se dijo, ni el reloj f́ısico q0 ni

el resto de las variables qµ definen observables de la teoŕıa, ya que no

conmutan con el superhamiltoniano H = p0 + h(qµ, pµ)
11. Ahora bien,

si se quiere fijar arbitrariamente un sistema de coordenadas, habrá que

utilizarse alguno de dichos grados de libertad f́ısicos para definirlo. En

11Un ejemplo de observable de una teoŕıa parametrizada está dado por la canti-
dad O(q, q0) = q−q(q0), donde q(q0) es una solución de las ecuaciones de Hamilton
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ese caso podrán resolverse los v́ınculos para el resto de las variables y

trabajar en esta reducción particular del sistema, reducción esta que

no tiene privilegio absoluto alguno. En el caso de los sistemas gene-

ralmente covariantes como la Relatividad General, es en ciertos casos

posible elegir una de las variables canónicas para asumir el rol de reloj

f́ısico. Dicho reloj permitirá describir las soluciones de la teoŕıa en

términos de la evolución temporal del resto de los grados de libertad.

Sin embargo, dicho reloj f́ısico no mide un parámetro absoluto t pri-

vilegiado, sino que define una variable temporal posible. Según esta

interpretación, la suposición de que hay un tiempo “escondido” entre

las variables dinámicas es una hipótesis infundada que atenta contra el

esṕıritu covariante de la Relatividad General.

Además de no haberse podido separar para el caso general un “ver-

dadero” tiempo global t, existe otra importante objeción contra la in-

terpretación de la estructura canónica de la Relatividad General como

un sistema ordinario expresado en lenguaje parametrizado: el v́ınculo

(2.40) es lineal en el momento p0 conjugado al tiempo q0 ≡ t, mientras

que el v́ınculo hamiltoniano de la Relatividad General es cuadrático

en todos sus momentos. A los efectos de comprender esta diferencia,

en Ref.[20] se propuso una extensión del formalismo de los sistemas

parametrizados con el objeto de poder describir sistemas f́ısicos que no

necesariamente pueden ser considerados en términos de una evolución

temporal de sus variables dinámicas. El formalismo propuesto (sis-

temas parametrizados cuadráticos) es más general que la mecánica

ordinaria, en el sentido de que si bien toda teoŕıa ordinaria puede ser

parametrizada, no toda teoŕıa parametrizada puede ser reducida a una

teoŕıa ordinaria.

Se considerará por lo tanto que una de las propiedades fundamen-

tales de la Relatividad General es que sus soluciones no representan en

general una evolución temporal de ciertas variables dinámicas, siendo

por el contrario una teoŕıa que selecciona ciertas configuraciones rela-

tivas (no dinámicas) de sus variables canónicas. Solo en ciertos casos

dichas configuraciones estáticas podrán ser consideradas como evolu-

ciones dinámicas. Para ello será necesario, no recuperar el verdadero

tiempo, sino elegir un reloj f́ısico adecuado. Un reloj f́ısico es un grado

de libertad genuino que puede asumir el rol de parámetro de evolución

para el resto de las variables canónicas. Como fué señalado por varios

asociadas al Hamiltoniano reducido h (ver Refs.[70, 72]). En efecto

{O, p0 + h} =
∂h

∂pq
− ∂q

∂q0
= 0.
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autores, no es posible observar la evolución de variables canónicas como

q1 o q2 a lo largo del tiempo newtoniano t, sino solamente la evolución

de ciertas variables relativa al cambio de otra variable, es decir evolu-

ciones de la forma q2 (q1)(ver por ejemplo Refs.[70, 72])12. En ese caso

no es realmente importante si el reloj f́ısico es una grado de libertad

geométrico o un grado de libertad asociado a los campos de materia

(ver por ejemplo Ref.[19]). De hecho, y como se verá más adelante,

en ciertos modelos cosmológicos con un campo dilatónico, este último

jugará el rol de reloj f́ısico. Por el contrario, si uno estuviese buscando

el “verdadero” tiempo, debeŕıa esperarse que dicho tiempo fuese un

grado de libertad estrictamente geométrico de la teoŕıa. La elección de

un reloj f́ısico debe ser entonces interpretada como un fijado de gauge

parcial (elección del multiplicador de Lagrange N (τ)). En general en

teoŕıas de gauge, el fijado de gauge no es un método para seleccionar

los verdaderos grados de libertad, sino una elección particular de un

sistema de coordenadas sin privilegio alguno. De hecho es necesario

garantizar que la teoŕıa con el gauge fijo no depende del gauge elegido.

En Ref.[20] el formalismo de los sistemas parametrizados fué modi-

ficado convenientemente con el objeto de implementar la nueva inter-

pretación propuesta.

El primer punto a tener en cuenta es que, no existiendo un par

de variables canónicas privilegiadas {q0 = t, p0 = −h}, todos los mo-

mentos deben aparecer en pie de igualdad en el v́ınculo hamiltoniano

(como efectivamente sucede en la Relatividad General). Esto significa

que ningún momento canónico debe aparecer linealmente en el v́ınculo

como sucede con el v́ınculo de los sistemas parametrizados (2.40).

La intepretación propuesta en Ref.[20] impone entonces la necesidad

de encontrar un formalismo en el que todos los momentos aparezcan

cuadráticamente en el v́ınculo hamiltoniano.

Existe también un segundo argumento para buscar un formalismo

de sistemas parametrizados con un v́ınculo cuadrático en todos los mo-

mentos canónicos. Como ya se dijo, las soluciones de la teoŕıa son

trayectorias estáticas en el espacio de configuración extendido C0, es

decir configuraciones relativas entre las diferentes variables de la forma

q2 (q1). Con el objeto de describir dichas trayectorias estáticas como

12En 1918 el filosofo Ludwig Wittgenstein escribió en la proposición 6.3611 de su
Tractatus Logico-philosophicus: “We can no compare any process with ‘the flow of
time’ -which does not exist-, but with another process (as the motion of a chronome-
ter, for example). Therefore the description of the flow of time is only possible using
another process.”
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evoluciones dinámicas, es necesario elegir un reloj f́ısico. La diferencia

fundamental con el formalismo ordinario de los sistemas parametriza-

dos es que estas trayectorias no tienen un sentido de evolución privile-

giado. Ambas direcciones pueden ser elegidas como dirección de avance

del reloj f́ısico. Esta ambiguedad puede ser introducida en el forma-

lismo de los sistemas parametrizados modificando convenientemente el

v́ınculo hamiltoniano. Si uno quiere selecionar una cierta variable q0

como reloj f́ısico se tiene que elegir también que sentido de la trayectoria

será considerado como el sentido de avance del reloj (t = q0 o t = −q0).

La trayectoria estática no privilegia ningún sentido en particular por lo

que ambas posibilidades deben ser accesibles para reducir el sistema.

Estas dos opciones corresponden a los v́ınculos K+ = p0 + h = 0 y

K− = p0 − h = 0 respectivamente. Ambas posibilidades pueden ser

incorporadas en el formalismo si se usa un v́ınculo hamiltoniano de la

forma H = (p0 + h) (p0 − h) = p2
0 − h2 = 0. Para que dicha facto-

rización pueda ser efectuada es necesario que el v́ınculo hamiltoniano

original sea cuadrático en el momento conjugado a q0. La existencia de

dos hojas en el v́ınculo hamiltoniano, lejos de ser una redundancia in-

necesaria, adquiere de esta manera un significado preciso asociado a la

necesidad de no privilegiar ninguno de los sentidos posibles de evolución

de la trayectoria. Cada hoja del v́ınculo hamiltoniano H = 0 estará

entonces asociada a cada uno de los posibles sentidos de evolución. La

acción resultante es

(2.42) S
[
qi (τ) , pi (τ) , N (τ)

]
=

∫
pµdq

µ + p0dq
0 −N (

p2
0 − h2

)
dτ.

El v́ınculo H = 0 se satisface si uno de los factores se anula. El

sistema puede ser entonces reducido eligiendo t = q0 o t = −q0, co-

rrespondiendo cada una de dichas elecciones a las hojas p0 + h = 0 y

p0 − h = 0 respectivamente. La ecuación de Hamilton para la variable

q0 es
dq0

dτ
= N

∂H

∂p0

= 2Np0

La condición de fijado de gauge t ≡ q0 = τ equivale a la siguiente

elección del multiplicador de Lagrange N:

dq0

dτ
=
dt

dτ
= 2Np0 = 1,

es decir

N (τ) =
1

2p0 (τ)
.

Si ahora introducimos el fijado de gauge (q0 = t, p0 = −h), la acción

asume la forma standard (2.39). El v́ınculo p0 + h = 0 implica que el
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multiplicador de Lagrange N puede también ser expresado como

N = − 1

2h

Por el contrario, la elección de fijado de gauge t ≡ −q0 = τ implica

que el multiplicador de Lagrange N debe satisfacer

dq0

dτ
= − dt

dτ
= 2Np0 = −1,

es decir

N = − 1

2p0

.

Si ahora introducimos el fijado de gauge (q0 = −t, p0 = h) en la

acción (2.42), se reobtiene la acción standard (2.39) de un sistema no

parametrizado. En términos de h, el multiplicador de LagrangeN sigue

valiendo N = − 1
2h

.

Resumiendo, si t = q0, entonces pt = p0 = −h; si t = −q0, entonces

pt = −p0 = −h. En ambos casos pt = −h con h > 0. Habiéndose

elegido uno de los factores del v́ınculo hamiltoniano como factor nulo,

el otro tendrá, sobre la superficie de v́ınculo, un signo definido, siendo

entonces posible reescalear el v́ınculo hamiltoniano con este factor. Si

por ejemplo se eligeK+ = p0+h = 0 (t = q0 como reloj f́ısico), se tendrá

p0 = −h < 0 y entonces el otro factor será K− = p0 − h = −2h < 0.

De esta manera, tanto la necesidad de tener un v́ınculo hamilto-

niano en el que todos los momentos aparezcan en pie de igualdad

(cuadráticamente), aśı como la necesidad de no privilegiar ninguno

de los dos sentidos posibles para la “temporalización” de las trayec-

torias estáticas, conducen naturalmente al formalismo de los sistemas

parametrizados cuadráticos propuesto en Ref.[20]. En dicho trabajo se

postuló entonces que dicho formalismo es el adecuado para el estudio

de la estructura canónica de la Relatividad General.

El formalismo de los sistemas parametrizados lineales es el adecuado

para describir sistemas en los que un verdadero tiempo esta “escon-

dido” entre las variables canónicas. Este tiempo escondido define un

sentido de evolución privilegiado, por lo que es innecesaria la presencia

en el v́ınculo hamiltoniano de la hoja correspondiente al otro posible

sentido de la evolución. Por el contrario, el formalismo de los sistemas

parametrizados cuadráticos es el adecuado para describir sistemas en

los que no existe ninguna variable temporal “escondida”. Si se quiere

describir las soluciones en términos de evoluciones temporales, entonces

será necesario, en los casos en los que sea posible, elegir un reloj f́ısico.

Sin embargo ninguno de los sentidos de dicho reloj son privilegiados

por el sistema. Diremos en consecuencia que la Relatividad General
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no es una teoŕıa parametrizada, sino una teoŕıa que admite soluciones

desparametrizables. La existencia de una variable temporal global no

es una propiedad de la teoŕıa sino únicamente de algunas de sus solu-

ciones.

En la términoloǵıa propuesta en Ref.[70] se dirá que una teoŕıa f́ısica

generalmente covariante describe correlaciones entre observables par-

ciales. Una solución de un sistema dinámico (un movimiento f́ısico)

estará dada por una curva no parametrizada γ en el espacio de con-

figuración extendido C0 (espacio de configuración que incluye a todo

posible reloj f́ısico). Cada una de las coordenadas q de C0 será denomi-

nada un observable parcial (de esta manera, el tiempo medido por todo

posible reloj f́ısico será también un observable parcial). Dicha curva γ

será solución de una cierta ecuación f(q) = 0. Se denotará Γ al espacio

de los movimientos f́ısicos γ del sistema (o espacio de fases covariante).

Un punto de Γ (es decir una curva γ en C0) será denominado un es-

tado covariante. Resumiendo, cada estado covariante γ en el espacio

Γ define una correlación entre observables parciales en el espacio de

configuración extendido C0.
Un sistema f́ısico estará entonces caracterizado por el espacio de

configuración extendido C0 de sus observables parciales, por el espacio

de fases covariante Γ de los estados covariantes γ y por una ecuación

de evolución f = 0 con

f : Γ× C0 → R.

En el lenguaje covariante (C0,Γ, f) las nociones de estado instantáneo

de un sistema, de evolución temporal o de observable a un tiempo fijo

no juegan un rol fundamental.

En los casos particulares en los que un sistema puede ser reducido por

medio de la elección de un reloj f́ısico global, el espacio de configuración

extendido tendrá la forma

C0 = R× C,
donde C es el espacio de configuración ordinario.

Esta formulación extendida (o covariante) de la mecánica es más

general que la formulación ordinaria dado que todo sistema mecánico

ordinario puede ser parametrizado, mientras que no todo sistema ex-

tendido puede ser reducido e interpretado en términos de una evolución

temporal. En este sentido la mecánica covariante (sistemas parametriza-

dos cuadráticos) no es una teoŕıa de la evolución temporal de las varia-

bles f́ısicas, sino una teoŕıa de la correlación entre observables parciales.
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2.4. Transformaciones de inversión de movimiento y de in-

versión del reloj.

La interpretación del v́ınculo hamiltoniano de la Relatividad General

presentada en la sección anterior tiene consecuencias en lo referente a

las simetŕıas temporales de una teoŕıa con un v́ınculo de ese tipo. En

Ref.[20] se estudiaron dichas simetŕıas. En esta sección describiremos

los resultados obtenidos.

En un sentido vago se podŕıa afirmar que cada una de las elecciones

del sentido de evolución del reloj f́ısico (t = q o t = −q) corres-

ponde a una cierta “inversión temporal” de la otra. Si este fuese el

caso, entonces la elección de un sentido de evolución correspondeŕıa a

una suerte de ruptura de la simetŕıa ante inversiones temporales de la

teoŕıa. Sin embargo, al elegirse un reloj f́ısico y un sentido para su

evolución, es decir al elegir una de las hojas del v́ınculo hamiltonia-

no H = (p0 + h) (p0 − h) = 0, se obtiene un sistema clásico ordinario

descripto por una acción no parametrizada. Es sabido que un sis-

tema clásico o cuántico ordinario posee, bajo ciertas condiciones, una

simetŕıa ante “inversiones temporales”. Si cada hoja posee una simetŕıa

ante “inversiones temporales”, entonces el pasaje de una hoja a la otra

no puede ser identificado con la operación de inversión temporal. La

elección de una hoja del v́ınculo hamiltoniano no puede correspon-

der entonces a una ruptura de la simetŕıa ante inversiones temporales

propia de una teoŕıa ordinaria. En Ref.[20] esta situación fué clarifi-

cada. El resultado del análisis es que existen dos tipos de operaciones

de inversión temporal que deben ser cuidadosamente diferenciadas.

La primera de dichas operaciones de simetŕıa es la transformación

de inversión temporal ordinaria de la mecánica clásica o cuántica. Esta

operación no corresponde a una inversión en la dirección del tiempo,

sino a una inversión del movimiento del sistema. En efecto, dicho

movimiento invertido se despliega en la misma dirección del tiempo que

la solución original. En Ref.[20] esta operación fué denominada trans-

formación de inversión de movimiento. Dada una trayectoria clásica

{q (qi, pi, ti, t) , p (qi, pi, ti, t)} que se extiende desde {qi, pi} a tiempo ti
hasta {qf , pf} a tiempo tf , puede definirse otra trayectoria dada por

qmr (qmri = qf , p
mr
i = −pf , ti,t) = q (qf ,−pf , ti,t) ,

pmr (qmri = qf , p
mr
i = −pf , ti,t) = p (qf ,−pf , ti,t) .

En estas expresiones, el tiempo t corresponde a algún reloj f́ısico qr.

Esta trayectoria “invertida” será solución de las mismas ecuaciones de
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movimiento solo si el Hamiltoniano reducido es cuadrático en p e inde-

pendiente de t. Esta solución con el movimiento invertido {qmr, pmr}
se despliega desde qf a tiempo ti hasta qi a tiempo tf . Dicha solución

comienza entonces en el mismo tiempo ti que la solución original y

evoluciona en la misma dirección del tiempo t. Sin embargo sus condi-

ciones iniciales fueron invertidas con respecto a la solución original: la

nueva solución {qmr, pmr} comienza con momento invertido pmri = −pf
en la posición final qmri = qf de la trayectoria original.

Esta transformación de inversión de movimiento no corresponde

como suele afirmarse a la operación de “pasar la peĺıcula al revés”.

Con el objeto de clarificar este punto, es necesario tener en cuenta que,

siendo el reloj una variable dinámica, el mismo debe ser inclúıdo en

la hipotética peĺıcula. Si se pasa la peĺıcula al revés, se verá al reloj

marchar hacia atrás. Sin embargo, como ya se dijo, la solución con

el movimiento invertido {qmr, pmr} avanza en la misma dirección del

tiempo t que la solución original. En otras palabras, en la solución

con el movimiento invertido el reloj debe continuar marchando hacia

adelante. En consecuencia, la solución con el movimiento invertido no

corresponde a la operación de “pasar la peĺıcula al revés”, operación

está en la que todos los grados de libertad, tanto el reloj f́ısico como

el resto de las variables dinámicas, marchaŕıan hacia atrás. Por el

contrario, la solución con el movimiento invertido corresponde a otra

peĺıcula en la que todo se comporta como si marchase hacia atrás, con

excepción del reloj f́ısico que continúa marchando hacia adelante. La

operación de inversión de movimiento invierte todas las variables, salvo

el reloj f́ısico. Dada una cierta solución en el espacio de configuración

extendido C0 = {qr, q}, el resultado de la operación de inversión de

movimiento no es la misma curva (la misma peĺıcula) desplegada en

sentido inverso, sino otra curva (otra peĺıcula) que se despliega en la

misma dirección del tiempo. Sin embargo si se considera esta situación

en el espacio de configuración reducido C = {q} la trayectoria con el

movimiento invertido śı coincide con la trayectoria original (recorrida

en sentido contrario). Sin embargo esta coincidencia es una apariencia

producto del hecho de que no se consideró la dinámica del reloj (estas

trayectorias en el espacio de configuración reducido C = {q} correspon-

den a peĺıculas en las que no se incluye al reloj f́ısico).

Por otra parte, existe otra simetŕıa asociada al pasaje de una hoja

a otra del v́ınculo hamiltoniano H = (p0 + h) (p0 − h) = 0. Esta o-

peración involucra también un cambio en la dirección de evolución de

la variable utilizada como reloj f́ısico. Esta transformación fué de-

nominada en Ref.[20] operación de inversión del reloj. La solución
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con el reloj invertido será una solución de las ecuaciones de Hamilton

correspondientes a la otra hoja del v́ınculo hamiltoniano. Esta trans-

formación śı corresponde ahora a la operación de “pasar la peĺıcula al

revés”. Dada una cierta solución en el espacio de configuración exten-

dido C0 = {qr, q}, el gráfico de la curva obtenida por medio de dicha

operación de inversión del reloj coincide con la curva original, siendo la

única diferencia el sentido de la evolución a lo largo de dicha curva. En

otras palabras, la solución con el reloj invertido corresponde a la misma

peĺıcula (la misma curva en el espacio de configuración extendido C0)
proyectada hacia atrás.

Dada una solución S1 de las ecuaciones de movimiento en una de

las hojas (hoja I) del v́ınculo hamiltoniano, es posible definir otras

tres soluciones relacionadas con la primera por medio de estas dos

operaciones de simetŕıa. En primer lugar es posible, por medio de

la operación de inversión de movimiento IM , encontrar otra solución

S2 = Smr1 en la misma hoja I del v́ınculo hamiltoniano. En segundo

lugar, por medio de la operación de inversión del reloj IR, es posible

encontrar la solución correspondiente a la inversión del reloj de S1.

Esta solución S3 = Scr1 esta en la hoja II del v́ınculo hamiltoniano. En

último lugar es posible encontrar una cuarta solución S4 componiendo

estas dos operaciones: la inversión de movimiento IM de la solución

S3 = Scr1 encontrada por medio de la inversión del reloj IR de S1 da

como resultado una solución S4 = Smr3 en la hoja II del v́ınculo. Esta

última solución también puede ser obtenida a partir de la inversión del

reloj IR de S2, es decir S4 = Smr3 = Scr2 . El siguiente diagrama resume

las relaciones entre las distintas soluciones:

Hoja I : S1

IR
��

IM // S2 = Smr1

IR
��

Hoja II : S3 = Scr1
IM // S4 = Smr3 .

Supongamos que tenemos un sistema dinámico compuesto de dos

variables q1 y q2 con un v́ınculo hamiltoniano H(q1, q2, p1, p2) = 0.

Supongamos ahora que existe una solución particular de las ecuaciones

de movimiento que describe una trayectoria en el espacio de configu-

ración extendido (q1, q2) que pasa por los puntos (q1 = −1, q2 = A) y

(q1 = 1, q2 = B). Como todav́ıa no se ha elegido un reloj f́ısico esta

trayectoria es una trayectoria estática. Supongamos ahora que elegi-

mos a q1 como reloj f́ısico (para ello es necesario que para un cierto valor

de q1 no existan dos valores de q2). Como se dijo, tenemos ahora dos

opciones en lo referente a la dirección de avance del reloj f́ısico, a saber
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Fig. 4. Transformaciones de inversión de movimiento y

de inversión del reloj.

t = q1 o t = −q1. Supongamos que elegimos a la dirección creciente de

q1 como dirección creciente del tiempo t, es decir t = q1. Solo ahora

podemos afirmar que el sistema se mueve desde A hasta B a medida

que el tiempo t (= q1) avanza (solución S1 de la Figura N◦4). A partir

de esta primera solución S1 es posible construir otras tres soluciones por

medio de las dos transformaciones definidas. En primer lugar es posi-

ble definir una solución S2 obtenida a partir de la primera por medio

de una transformación de inversión de movimiento (ver Figura N◦4).

Esta solución esta en la misma hoja I del v́ınculo hamiltoniano que

la solución original S1. La trayectoria correspondiente a esta solución

va desde (t = q1 = −1, q2 = B) hasta (t = q1 = 1, q2 = A). La variable

dinámica q2 se mueve desde B hasta A a medida que el tiempo (t = q1)

pasa. En segundo lugar es posible definir otra solución S3 obtenida a

partir de la primera por medio de una transformación de inversión de

reloj (ver Figura N◦4). En esta solución S3 = Scr1 el sistema se mueve

desde B hasta A a medida que el tiempo t = −q1 pasa. Finalmente

podemos definir otra solución S4 a partir de una transformación de

inversión de movimiento de la solución S3 (ver Figura N◦4). En esta

solución S4 el sistema se mueve desde A hasta B a medida que el tiempo
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t = −q1 pasa. Estas dos últimas soluciones (S3 y S4) corresponden a la

elección de la dirección decreciente de q1 como dirección creciente del

tiempo t, es decir al fijado de gauge t = −q1. Estas dos soluciones se

encuentran en la hoja II del v́ınculo. Este ejemplo debeŕıa clarificar la

diferencia entre la transformación de inversión de movimiento propia

de la mecánica clásica y la mecánica cuántica y la transformación de

inversión del reloj por la cual se pasa de una hoja a otra del v́ınculo

hamiltoniano. La confusión entre estas dos operaciones proviene del

hecho de que usualmente se piensa el problema en el espacio de confi-

guración reducido C, lo cual equivale a mirar una peĺıcula en la cual no

aparece ningún reloj. En el espacio de configuración reducido de nues-

tro ejemplo (el eje q2) estas cuatro soluciones se reducen efectivamente

a dos.

Es importante destacar que las soluciones relacionadas por medio de

una operación de inversión del reloj poseen el mismo contenido f́ısico.

Este contenido f́ısico está determinado por las correlaciones dadas por

las curvas γ (definidas por ecuaciones de la forma f(q1, q2) = 0) en

el espacio de configuración extendido C0. Dicho contenido f́ısico viene

expresado por proposiciones de la forma :“Cuando q1 vale x, q2 vale

y.” Si por ejemplo, q1 es el volumen del universo y q2 una variable

que mide su anisotroṕıa solo puede afirmarse que para cierto volumen

q1 la anisotroṕıa q2 vale tanto. Sin embargo no tiene sentido hablar

del cambio en la anisotroṕıa a medida que el universo se expande (o

se contrae). Afirmar que una cierta solución γ describe un universo en

expansión o contracción es puro gauge. Solo existen correlaciones entre

el volumen q1 y la anisotroṕıa q2. En otras palabras, la inversión del

reloj invierte el sentido de todas las variables. Sin embargo como no

existe un background externo que permita referenciar dicha inversión, la

misma es inobservable y el sentido de avance a lo largo de la trayectoria

γ en el espacio de configuración extendido C0 es puro gauge. Dicho en

términos clásicos, dado que no hay un background externo absoluto,

solo es observable el movimiento relativo.

La principal diferencia entre el formalismo de los sistemas para-

metrizados lineales y el formalismo de los sistemas parametrizados

cuadráticos es que este último es invariante ante la operación de in-

versión del reloj. En general, cualquier solución de un sistema dinámico

ordinario (la cual tiene un sentido de evolución intŕınseco) puede ser

considerada como una trayectoria estática γ si se considera formal-

mente al tiempo como una variable dinámica en un espacio de configu-

ración extendido C0 = {q0 = t, qµ}. Inversamente, cualquier trayectoria

estática γ (la cual no posee en consecuencia un sentido de evolución
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determinado a priori) puede ser “temporalizada” por medio de la

elección de un reloj f́ısico. Podŕıa decirse que si el formalismo de los

sistemas parametrizados lineales es adecuado para describir las solu-

ciones de un sistema dinámico como soluciones estáticas en un espacio

de configuración extendido C0 = {q0, qµ}, el formalismo de los sistemas

parametrizados cuadráticos es el adecuado para decribir una trayectoria

estática γ en C0 = {q0, qµ} como una trayectoria dinámica en un espa-

cio de configuración reducido C = {qµ}. En el primer caso, la solución

dinámica tiene un sentido de evolución privilegiado definido por el ver-

dadero tiempo t. En consecuencia, al considerarla formalmente como

una solución estática por medio del procedimiento de parametrización,

es innecesario considerar un v́ınculo hamiltoniano con una estructura

de dos hojas. Por el contrario, en el segundo caso no existe un sentido

privilegiado para la “temporalización” de la trayectoria estática. To-

das las variables canónicas son grados de libertad genuinos, no hay un

tiempo “escondido” entre ellas. Esto tiene como consecuencia que no

exista un sentido de evolución privilegiado para su temporalización. El

v́ınculo hamiltoniano debe por lo tanto inclúır los dos posibles senti-

dos de evolución, lo cual significa que debe ser cuadrático en todos sus

momentos.

A continuación caracterizaremos la implementación de estas simetŕıas

a nivel clásico y cuántico.

2.4.1. Transformaciones clásicas. Las ecuaciones de Hamilton para las

variables reducidas correspondientes a la acción (2.42) son

dqµ

dτ
= N

∂H

∂pµ
,

dpµ
dτ

= −N ∂H

∂qµ
.

En el gauge t ≡ q0 = τ , p0 = −h estas ecuaciones toman la forma

dqµ

dq0
=

∂h

∂pµ
,(2.43)

dpµ
dq0

= − ∂h

∂qµ
,

donde se usó que N = − 1
2h

.

Como ya se dijo, la transfomación de inversión de movimiento de una

cierta solución es una solución de las mismas ecuaciones de movimiento.

Ahora definiremos la transformación de inversión temporal {qcr, pcr}
de una solución {q, p}. Para ello se tendrá en cuenta que dicha trans-

formación equivale a una transformación de inversión de movimiento
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más una inversión del reloj f́ısico t→ tcr = −t
qcr (qcri = qf , p

cr
i = −pf , tcri = −tf , tcr = −t) = q (qf ,−pf ,−tf ,−t) ,

pcr (qcri = qf , p
cr
i = −pf , tcri = −tf , tcr = −t) = p (qf ,−pf ,−tf ,−t) .

Estas soluciones no satisfacen las ecuaciones de Hamilton (2.43) co-

rrespondientes al gauge t ≡ q0 = τ . Por el contrario, estas soluciones

son soluciones en la otra hoja p0− h = 0 del v́ınculo hamiltoniano. En

otras palabras, son soluciones correspondientes al gauge t ≡ −q0 = τ .

En efecto estas soluciones satifacen las ecuaciones de Hamilton
dqµ

d (−q0)
=

∂h

∂pµ
,

dpµ
d (−q0)

= − ∂h

∂qµ
,

correspondientes al gauge t ≡ −q0 = τ , p0 = h.

2.4.2. Transformaciones cuánticas. En mecánica cuántica estas dos o-

peraciones asumen formas muy sencillas. Dada una solución particular

Ψ+ (qµ, q0) de la ecuación de Schrödinger

(2.44) i
∂

∂q0
Ψ+

(
qµ, q0

)
= ĥΨ+

(
qµ, q0

)
correspondiente a la hoja p0 +h = 0 (denotada “+”) del v́ınculo hamil-

toniano, la solución obtenida a partir de la operación de inversión de

movimiento está dada por

(2.45) Ψmr
+

(
qµ, q0

)
= TΨ+

(
qµ,−q0

)
,

donde T es un operador antiunitario que, en representación de coorde-

nadas, es igual al operador de conjugación compleja TΨ (q) = Ψ∗ (q).

Es importante destacar que la solución con el movimiento invertido

Ψmr
+ es una solución de la misma ecuación de Schrödinger (2.44). Por

ejemplo para el caso de la función de onda de una part́ıcula libre

Ψ (x, t) = e−i(wt−kx),

la transformación (2.45) transforma dicho estado en

Ψmr (x, t) = e−i(wt+kx).

Esta función de onda representa un estado de la misma enerǵıa que

Ψ (x, t), avanzando en la misma dirección del tiempo, pero con el mo-

mento lineal k invertido.

Podŕıa decirse que si el operador T invierte el sentido de todas las

variables qi = {q0, qµ}, la substitución q0 → −q0 en (2.45) cancela

dicha inversión para la variable q0. Dado que para efectuar esta o-

peración es necesario invertir el signo de la variable q0 que define al
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tiempo, esta operación fué usualmente denominada “inversión tempo-

ral”. Sin embargo, resulta ahora claro que es necesario invertir el signo

de la variable elegida como tiempo, justamente para que la operación

resultante no invierta el sentido del tiempo.

Por el contrario, la versión cuántica de la operación de inversión

del reloj es efectuada únicamente por medio de la acción del operador

antiunitario T (ahora se quiere invertir también el sentido de q0):

Ψcr
−

(
qµ, q0

)
= TΨ+

(
qµ, q0

)
.

La solución con el reloj invertido Ψcr
− no es una solución de la ecuación

de Schrödinger (2.44), sino una solución de la ecuación de Schrödinger

correspondiente a la hoja p0−h = 0 del v́ınculo hamiltoniano (denotada

“−”):

(2.46) −i ∂
∂q0

Ψ−
(
qµ, q0

)
= ĥΨ−

(
qµ, q0

)
.

Esta ecuación es una ecuación de Schrödinger ordinaria en el tiempo

t = −q0.

Es importante remarcar que cada hoja del v́ınculo hamiltoniano (p+

h = 0 y p−h = 0) corresponde a soluciones de enerǵıa positiva. Lo que

cambia al pasar de una hoja a la otra es el sentido de avance del reloj

f́ısico y no el signo de la enerǵıa. De hecho, si h 6= h(t) las soluciones

estacionarias de la ecuación de Schrödinger (2.44) son

ΨE
+

(
qµ, q0

)
= e−iEq

0

ϕ (qµ) = e−iEtϕ (qµ) ,

mientras que las soluciones estacionarias de la ecuación de Schrödinger

(2.46) son

ΨE
−

(
qµ, q0

)
= eiEq

0

ϕ∗ (qµ) = e−iEtϕ∗ (qµ) ,

lo cual muestra que ambos conjuntos de soluciones son soluciones de

enerǵıa positiva para las dos posibles elecciones del reloj f́ısico (t = q0

o t = −q0).

Una consecuencia importante del presente análisis es que la simetŕıa

asociada a la operación de inversión del reloj no depende de la sepa-

ración efectiva de un reloj f́ısico. A nivel cuántico dicha transformación

asume la forma de una conjugación compleja. A los efectos de efectuar

esta operación no es necesario haber elegido una variable que defina al

tiempo t. Por el contrario, una transformación cuántica de inversión de

movimiento depende de la separación efectiva de un reloj f́ısico. Para

efectuar dicha transformación es en efecto necesario elegir una variable

canónica para definir el tiempo t, ya que hay que substituir t por −t
en la ecuación de Schrödinger (ademas de efectuar una conjugación

compleja).
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2.5. Modelos cosmológicos.

En esta sección ejemplificaremos las consideraciones precedentes con

algunos modelos cosmológicos de minisuperespacios. Dichos modelos

provienen en su mayoŕıa de la teoŕıa de cuerdas bosónicas cerradas

a bajas enerǵıas (ver Ref.[25] para un review general). También se

considerará la cuantificación canónica del modelo de Taub estudiada

en Ref.[24] (ver también Ref.[20]).

2.5.1. Tiempo intŕınseco. Comenzaremos considerando un v́ınculo hamil-

toniano (escaleado) de la forma

(2.47) −p2
1 + p2

2 + Ae(aq
1+bq2) = 0,

con a 6= b. Este v́ınculo hamiltoniano corresponde a varios modelos

cosmológicos dilatónicos (ver ecs. (4.123) y (4.124) en el Apéndice

A2), a saber a los casos λ = 0, k = 0, c 6= 0; λ = 0, k = ±1, c = 0;

λ 6= 0, k = 0, c = 0. Se puede ver que el cambio de coordenadas

x ≡ 1

2
(aΩ + bφ) , y ≡ 1

2
(bΩ + aφ)

conduce a un v́ınculo de la forma

(2.48) H = −p2
x + p2

y + ζe2x = 0,

con sgn(ζ) = sgn(A/(a2 − b2)). La ecuación de Wheeler-DeWitt co-

rrespondiente a este v́ınculo es

(2.49)

(
∂2

∂x2
− ∂2

∂y2
+ ζe2x

)
Ψω(x, y) = 0.

La solución general para el caso ζ > 0 es

Ψω(x, y) =
[
a+(ω)eiωy + a−(ω)e−iωy

]
×

[
b+(ω)Jiω(

√
|ζ|ex) + b−(ω)Niω(

√
|ζ|ex)

]
,(2.50)

con Jiω y Niω las funciones de Bessel y Neumann de orden imaginario

respectivamente. Por el contrario, para ζ < 0, la solución general es

Ψω(x, y) =
[
a+(ω)eiωy + a−(ω)e−iωy

]
×

[
b+(ω)Iiω(

√
|ζ|ex) + b−(ω)Kiω(

√
|ζ|ex)

]
,(2.51)

donde Iiω y Kiω son funciones modificadas de Bessel. La obtención

de dichas soluciones no finaliza el proceso de cuantificación ya que

todav́ıa no se sabe que condiciones de contorno hay que imponer sobre

el correspondiente espacio de soluciones.

En lugar de resolver la ecuación de Wheeler–DeWitt, se podŕıa haber

reducido el sistema por medio de la identificación de un reloj f́ısico y
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la resolución de la correspondiente ecuación de Schrödinger. En efecto

este modelo admite un reloj f́ısico intŕınseco ya que el potencial no se

anula para valores finitos de las coordenadas. Dependiendo del signo

de la constante ζ en el v́ınculo (2.48), estos modelos admiten como

reloj f́ısico global a las variables x o y. Para el caso ζ > 0 el tiempo

estará definido por la variable t = ±x, siendo el Hamiltoniano reducido

(dependiente del tiempo)

h =
√
p2
y + ζe2x.

Si por el contrario ζ < 0, el reloj f́ısico será t = ±y y el Hamiltoniano

reducido (independiente del tiempo) estará dado por

h =
√
p2
x − ζe2x.

En ambos casos puede elegirse como dirección de avance del tiempo

aśı definido a cualquiera de los signos de la variable elegida como reloj

(±x para ζ > 0 o ±y para ζ < 0).

En el primer caso, ζ > 0 (t = ±x), la ecuación de Schrödinger

correspondiente es

i
∂

∂x
Ψ(x, y) = ±

(
− ∂2

∂y2
+ ζe2x

)1/2

Ψ(x, y).

En el segundo caso (ζ < 0, t = ±y) la ecuación de Schrödinger es

i
∂

∂y
Ψ(x, y) = ±

(
− ∂2

∂x2
− ζe2x

)1/2

Ψ(x, y).

En ambos casos se tiene un par de espacios de Hilbert asociados a

las dos hojas del v́ınculo hamiltoniano, cada uno con su correspondien-

te ecuación de Schrödinger. Si se considera a estas ecuaciones como

ecuaciones de Schrödinger ordinarias, las variables elegidas como reloj

f́ısico cumplen el rol de parámetro temporal externo. En ese caso, se

tendrá en cada uno de dichos espacios de Hilbert el producto interno

ordinario definido positivo, lo cual permite aplicar la interpretación

probabiĺıstica usual de las funciones de onda. Sin embargo esta inter-

pretación no es realista ya que las variables elegidas como reloj f́ısico

son genuinas variables dinámicas por lo que no resulta consistente no

cuantificarlas. En otras palabras, la cuantificación de una teoŕıa con

un reloj f́ısico debeŕıa contemplar también la cuantificación del reloj.

Es importante destacar que en estos modelos los relojes f́ısicos (t =

±x para ζ > 0 o t = ±y para ζ < 0) pueden ser elegidos entre las coor-

denadas originales, siendo en consecuencia innecesario efectuar trans-

formaciones canónicas. En casos como este la cuantificación por medio
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de una ecuación de Schrödinger puede ser aplicada directamente. Sin

embargo esta situación no es representativa del caso general.

También es importante destacar que los casos ζ > 0 y ζ < 0 no

son simétricos: si en el caso ζ < 0 (t = ±y) el Hamiltoniano reducido

h = h (x, px) es independiente del tiempo, en el caso ζ > 0 (t = ±x) el

Hamiltoniano reducido h = h (x, py) es dependiente del tiempo.

Para el caso ζ < 0, las soluciones estacionarias a las ecuaciones de

Schrödinger correspondientes a ambas hojas (t = ±y) son

(2.52) Ψω
±(x, y) = e∓iωy

[
b+(ω)Iiω(

√
|ζ|ex) + b−(ω)Kiω(

√
|ζ|ex)

]
.

En lo que respecta al factor dependiente de x, pueden aplicarse las

condiciones de contorno habituales, es decir exigir que las funciones de

onda decaigan en las zonas clásicamente prohibidas. Esta prescripción

selecciona las funcionesKiω(
√|ζ|ex). Es claro a partir de esta expresión

que el espacio de soluciones (2.51) de la ecuación de Wheeler–DeWitt

para ζ < 0 es la suma directa de los espacios de soluciones de las ecua-

ciones de Schrödinger correspondientes a cada hoja del v́ınculo hamil-

toniano. Para el caso en el que el Hamiltoniano reducido h depende del

tiempo (ζ > 0, t = ±x) la relación entre ambos espacios de soluciones

no es directa debido a la presencia de ambigüedades en el ordenamiento

de los operadores. En ese caso no existe una equivalencia directa entre

las soluciones de la ecuación de Wheeler–DeWitt y las soluciones de la

ecuación de Schrödinger (ver Sección N◦2.6).

Como consecuencia de una correcta elección de los relojes f́ısicos, en

ambos casos el Hamiltoniano reducido h es real, por lo que el operador

de evolución es auto-adjunto y la evolución unitaria. Por el contrario,

una incorrecta elección de los relojes, como por ejemplo t = ±x para

el caso ζ < 0, conduce a un Hamiltoniano reducido que no es real para

todos los valores de las variables, siendo la teoŕıa resultante no unitaria.

Otro aspecto remarcable es que los relojes f́ısicos no están necesaria-

mente asociados a grados de libertad geométricos. Por ejemplo, para el

caso λ 6= 0, k = 0, c = 0 la coordenada geométrica Ω es un reloj f́ısico

leǵıtimo y el Hamiltoniano reducido depende únicamente del campo di-

latónico y del campo antisimétrico (este último a través de la constante

λ). Por el contrario, para el caso λ = 0, k = 1, c = 0, el reloj f́ısico es

el campo dilatónico, mientras que el Hamiltoniano depende solo de la

geometŕıa (ver ecs. (4.123) y (4.124) en el Apéndice A2).

2.5.2. Tiempo extŕınseco. En Ref.[24] se estudió la cuantificación del

modelo homogéneo y anisótropo de Taub. Dicho modelo es particular-

mente interesante ya que, aún cuando no es posible separar un tiempo



Problema del tiempo en Gravedad Cuántica Canónica 71

intŕınseco, puede ser reducido por medio de un tiempo extŕınseco con

un Hamiltoniano reducido independiente del tiempo. El espacio de con-

figuración correspondiente está definido por una variable β+ que mide

la anisotroṕıa y una variable Ω que mide el volumen del universo. El

v́ınculo hamiltoniano de dicho modelo es

(2.53) H = −p2
Ω + p2

+ + 12π2e−4Ω(e−8β+ − 4e−2β+),

mientras que los v́ınculos de los momentos son idénticamente satisfe-

chos. El v́ınculo hamiltoniano (2.53) no tiene un potencial definido

positivo, por lo cual la variable Ω no puede ser usada como tiempo

intŕınseco para la reducción del sistema. Sin embargo, por medio de la

transformación de coordenadas

Ω = v − 2u,

β+ = u− 2v,

el v́ınculo hamiltoniano (2.53) puede ser llevado a la forma

(2.54) H =
1

6

(
p2
v + 36π2e12v

)− 1

6

(
p2
u + 144π2e6u

)
.

En Ref.[24] se mostró que por medio de la transformación canónica

q = Arc sinh
(
− pv

6π
e−6v

)
,

p2
q =

1

36

(
p2
v + 36π2e12v

)
,

con función generatriz

(2.55) F1 (v, q) = −πe6v sinh q,

es posible llevar el v́ınculo hamiltoniano a la forma

(2.56) H = 6p2
q −

1

6

(
p2
u + 144π2e6u

)
.

El sistema tiene entonces un reloj f́ısico dado por la variable q con

un Hamiltoniano reducido h independiente del tiempo. Es necesario

elegir entonces cual dirección del reloj q será utilizada como dirección

de tiempo creciente. La expresión (2.56) puede ser factorizada como

(2.57) H =
(
6pq +

√
p2
u + π2e6u

) (
6pq −

√
p2
u + 144π2e6u

)
.

El v́ınculo H = 0 se satisface si alguno de los factores es nulo. La

elección de uno de dichos factores equivale a elegir cual dirección del

reloj q será considerada como dirección de tiempo creciente. El otro

factor tendrá sobre la superficie de v́ınculo un signo definido por lo que

es posible reescalear el v́ınculo de modo tal que el nuevo v́ınculo sea

lineal en pq.
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Este modelo puede entonces ser cuantificado tanto por medio de una

ecuación de Wheeler–DeWitt (como en Ref.[64]), como por medio de

las ecuaciones de Schrödinger correspondientes a cada hoja del v́ınculo

factorizado (2.57). Es importante remarcar que esta reducción a un

v́ınculo factorizable no es directa, dado que fué necesario utilizar una

transformación canónica no trivial. Si esta transformación canónica no

fuese conocida, uno estaŕıa obligado a trabajar con las soluciones de

la ecuación de Wheeler–DeWitt y a imponer condiciones de contorno

sobre dicho espacio de soluciones.

Otro ejemplo que puede ser resuelto siguiendo la prescripción pro-

puesta en Ref.[24] deriva del modelo cosmológico dilatónico definido

por el v́ınculo hamiltoniano escaleado (ver Apéndice A2)

(2.58) H = −p2
Ω + p2

φ + 2ce6Ω+φ + λ2e−2φ = 0.

Este modelo corresponde a un universo plano con un campo di-

latónico φ y un campo antisimétrico no nulo Bµν proveniente del sector

NS-NS de las teoŕıas efectivas de cuerdas. Este modelo no puede ser

resuelto separando variables y en el caso c < 0 el potencial puede anu-

larse, por lo que no admite un tiempo intŕınseco. Sin embargo, dado

que este modelo proviene de la teoŕıa de cuerdas a bajas enerǵıas, lo

cual tiene sentido en el ĺımite φ → −∞, el factor eφ ≡ V (φ) en el

primer término del potencial verifica V (φ) = V ′(φ) � 1. Puede en-

tonces estudiarse el v́ınculo que se deriva de reemplazar ceφ por una

constante c que satisface |c| � |c|. El nuevo v́ınculo es entonces

(2.59) H = −p2
Ω + p2

φ + 2c̄e6Ω + λ2e−2φ = 0.

La ecuación de Wheeler–DeWitt asociada a este v́ınculo es

(2.60)

(
∂2

∂Ω2
− ∂2

∂φ2
+ 2ce6Ω + λ2e−2φ

)
Ψ(Ω, φ) = 0,

y sus soluciones son

Ψω(Ω, φ) =
[
a(ω)Iiω

(|λ|e−φ) + b(ω)Kiω

(|λ|e−φ)]
×

[
c(ω)Iiω/2

(√
|2c|e3Ω

)
+ d(ω)Kiω/2

(√
|2c|e3Ω

)]
,(2.61)

donde Iν y Kν son funciones modificadas de Bessel.

En principio no se sabe cuales son las condiciones de contorno a ser

impuestas sobre dichas soluciones. Si se utiliza el criterio standard, los

términos que incluyen a las funciones Iν debeŕıan ser descartados, ya

que dichas soluciones divergen en las regiones clásicamente prohibidas.

De hecho, esta ha sido la elección para el caso del modelo de Taub

en Ref.[64]. Sin embargo, como se mostró en Ref.[24], las funciones
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Iiω(|λ|e−φ) no deben ser descartadas, ya que en el modelo reducido el

dilatón φ está asociado al reloj f́ısico usado para reducir el modelo.

Por medio de una transformación canónica análoga a la utilizada en

Ref.[24] para el modelo de Taub, el v́ınculo puede ser llevado a la forma

(2.62) H = −p2
Ω + p2

s + 2ce6Ω = 0,

con

s = ±arcsinh

(
pφe

φ

|λ|
)
,

ps = ±|λ|e−φ cosh s.(2.63)

Para el caso c < 0, el momento ps no se anula y el reloj f́ısico es

t = ±s. De acuerdo a la definición de la nueva variable s el reloj

t = ±s es una función tanto de φ como de pφ , siendo en consecuencia

un tiempo extŕınseco. Este reloj f́ısico no está entonces asociado a la

métrica, sino al campo de materia.

El v́ınculo (2.62) puede ser ahora factorizado en dos hojas

(2.64) H =

(
ps −

√
p2

Ω − 2ce6Ω

)(
ps +

√
p2

Ω − 2ce6Ω

)
= 0

y llevado por medio de un reescaleo a un v́ınculo lineal en ps. Si se

impone la condición ps = h =
√
p2

Ω + |2c|e6Ω, entonces el reloj f́ısico

estará dado por la variable −s (t = −s y pt = −ps). Si por el con-

trario se impone la condición ps = −h = −√
p2

Ω + |2c|e6Ω, entonces el

reloj f́ısico será la variable s (t = s and pt = ps). En ambos casos el

Hamiltoniano reducido h no depende del tiempo t = ±s. Esto ase-

gura la equivalencia a nivel cuántico del v́ınculo factorizado (2.64) y

del v́ınculo original (2.62). Las ecuaciones de Schrödinger asociadas a

las elecciones t = ±s son

±i ∂
∂s

Ψ±(Ω, s) =

(
− ∂2

∂Ω2
+ |2c|e6Ω

)1/2

Ψ±(Ω, s),(2.65)

donde las soluciones Ψ± corresponden a las hojas K± = ps ± h = 0.

Dado que dichas funciones de onda están relacionadas entre śı por

medio de una transformación de inversión del reloj f́ısico, las mismas

satisfacen Ψ+ = (Ψ−)∗. Como el Hamiltoniano reducido ĥ no depende

del tiempo, puede proponerse una solución general (válida para las dos

hojas) de la forma ΨE(Ω, t) = ϕE (Ω) e−iEt, donde ϕE (Ω) satisface

la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo ĥ (Ω)ϕE (Ω) =

EϕE (Ω). Dado que ĥ es un operador con una ráız cuadrada, es

necesario usar el teorema espectral y resolver la ecuación derivada
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ĥ2 (Ω)ϕE (Ω) = E2ϕE (Ω) (ver Ref.[15]). La solución general de esta

ecuación es

(2.66) ϕω (Ω) =
[
c(ω)Iiω/2

(√
|2c|e3Ω

)
+ d(ω)Kiω/2

(√
|2c|e3Ω

)]
.

Las funciones Iiω/2

(√|2c|e3Ω)
tiene que ser descartadas ya que di-

vergen en la zona clásicamente prohibida Ω → ∞. Las soluciones

estacionarias de las ecuaciones de Schrödinger (2.65) son entonces de

la forma

(2.67) Ψω
±(Ω, s) = d(ω)Kiω/2

(√
|2c|e3Ω

)
e∓iωs.

2.6. Condiciones de contorno para la ecuación de Wheeler-

DeWitt.

Como se mostró en los ejemplos precedentes, existen principalmente

dos esquemas de cuantificación. Siendo la ecuación de Wheeler-DeWitt

una ecuación hiperbólica, tiene el doble de soluciones que la ecuación

parabólica de Schrödinger (lineal en ∂
∂t

). Si el Hamiltoniano reducido

h no depende del tiempo, el espacio de soluciones de la ecuación de

Wheeler-DeWitt ĤΨ = 0 será simplemente la suma directa de los es-

pacios de soluciones de las ecuaciones de Schrödinger correspondientes

a las dos hojas del v́ınculo hamiltoniano

Ker Ĥ = Ker K̂+ ⊕Ker K̂−,

donde K̂+ y K̂− son los operadores correspondientes a los factores p0+h

y p0 − h respectivamente.

Podŕıa suceder sin embargo que, aún cuando el Hamiltoniano re-

ducido h sea independiente del tiempo, la correspondencia entre las

soluciones de la ecuación de Wheeler-DeWitt y las soluciones de la

ecuación de Schrödinger no sea directa. Para el modelo cosmológico

dilatónico descripto por el v́ınculo hamiltoniano (2.59), el pasaje a la

forma factorizada (2.64) está mediado por la transformación canónica

(2.63). Las soluciones (2.61) de la ecuación de Wheeler-DeWitt (2.60)

y las soluciones (2.67) de las ecuaciones de Schrödinger (2.65) no están

expresadas en términos de las mismas variables ((Ω, φ) y (Ω, s) respec-

tivamente). En Ref.[24], esta situación fué analizada para el modelo

de Taub. En dicho trabajo se propuso un criterio para imponer condi-

ciones de contorno sobre el espacio de soluciones de la ecuación de

Wheeler-DeWitt para aquellos casos en los que no se sabe como re-

ducir el sistema. Describiremos ahora dicha propuesta.

En Ref.[24] se propuso que las soluciones de la ecuación de Wheeler-

DeWitt (2.60) pueden ser puestas en relación con las soluciones de las
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ecuaciones de Schrödinger (2.65) por medio de una versión cuántica de

la transformación canónica clásica (2.63) utilizada para reducir el sis-

tema. Bajo ciertas condiciones dos sistemas cuánticos cuyos Hamilto-

nianos son canónicamente equivalentes a nivel clásico, tienen como esta-

dos cuánticos funciones de onda que pueden ser puestas en relación por

medio de las correspondientes “transformaciones canónicas cuánticas”.

Esta versión cuántica de las transformaciones canónicas clásicas puede

ser entendida como una generalización de la transformada de Fourier.

Es en efecto posible considerar a la transformada de Fourier como la

versión cuántica de la transformación canónica clásica que intercambia

coordenadas y momentos. La función generatriz de dicha transfor-

mación canónica es F1 (q,Q) = Qq y las ecuaciones que definen dicha

transformación son

p =
∂F1

∂q
= Q, P = −∂F1

∂Q
= −q.

La transformada de Fourier

Ψ (q) = N

∫
dpeipqΦ (p)

puede ser expresada como

(2.68) Ψ (q) = N

∫
dQeiF1(q,Q)Φ (Q) .

Es natural preguntarse entonces si dicha expresión sigue siendo válida

para una transformación canónica dada por una función generatriz

cualquiera F1 (q,Q). Si este fuese el caso, se dispondŕıa de una trans-

formada de Fourier generalizada entre representaciones cuánticas aso-

ciadas a sistemas canónicamente equivalentes a nivel clásico. Se tendŕıa

entonces el siguiente esquema

H(q)

F1(q,Q)

����

// Ψ(q)

H(Q) // Φ(Q).

∫
dQeiF1(q,Q)

OO

En general este no es el caso: ciertas condiciones deben cumplirse

para que dichas transformaciones generalizadas sean válidas. En Ref.[42]

se mostró que la expresión (2.68) es válida si la siguiente condición se

satisface

(2.69) Hq

(
−i ∂
∂q
, q

)
eiF1(q,Q) = HQ

(
i
∂

∂Q
,Q

)
eiF1(q,Q)

(donde se asumen también ciertas condiciones de contorno en los ĺımites

de integración). Si la transformación canónica está definida por medio
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de otro tipo de función generatriz (F2, F3 or F4), expresiones análogas

pueden ser utilizadas.

En particular, la transformación canónica (2.63) utilizada para pasar

del v́ınculo hamiltoniano (2.59) al v́ınculo hamiltoniano factorizado

(2.64) satisface este requerimiento. Las soluciones de las ecuaciones

de Schrödinger (2.65) pueden entonces ser puestas en relación con las

soluciones de la ecuación de Wheeler-DeWitt (2.60) por medio de la

transformada de Fourier generalizada.

Por medio de este formalismo puede estudiarse ahora el problema

de imponer condiciones de contorno en el espacio de soluciones de la

ecuación de Wheeler-DeWitt (2.60). En primer lugar, hay que no-

tar que la dependencia en Ω es la misma para ambas representaciones

((Ω, φ) y (Ω, s)). Esto significa que se pueden aplicar, sobre el factor

que depende de Ω en las soluciones (2.61) de la ecuación de Wheeler-

DeWitt, las mismas condiciones de contorno que se impusieron previa-

mente sobre las soluciones de las ecuaciones de Schrödinger. En efecto,

dada nuestra elección del reloj f́ısico como función de φ y pφ (ver (2.63)),

la variable Ω es una auténtica variable dinámica. De esta manera

pueden descartarse en la solución (2.61) las funciones Iiω/2

(√|2c|e3Ω)
,

dado que divergen en la zona clásicamente prohibida Ω → ∞. A con-

tinuación es necesario imponer condiciones de contorno sobre el factor

que depende de φ en (2.61). Es necesario entonces decidir si se descar-

tarán las funciones Iiω
(|λ|e−φ) o las funciones Kiω

(|λ|e−φ). El criterio

utilizado es que las soluciones f́ısicas serán aquellas funciones cuyas

transformadas de Fourier generalizadas coinciden con los factores e−iωs

o eiωs en las soluciones Ψ± (2.67) de las ecuaciones de Schrödinger

(2.65). Se podŕıa suponer que las soluciones correctas son aquellas que

tienden a cero en la zona clásicamente prohibida φ→ −∞, es decir las

funciones Kiω

(|λ|e−φ). Pero la transformada de estas funciones es una

combinación lineal de la forma

aeiωs + be−iωs,

por lo que deben ser descartadas. Si por el contrario se aplica la trans-

formada de Fourier generalizada a las funciones I±iω
(|λ|e−φ) se obtiene

la correspondencia

I±iω
(|λ|e−φ)↔ e∓iωs.

Las funciones Iiω
(|λ|e−φ) y I−iω

(|λ|e−φ) representan entonces los

estados de enerǵıa positiva correspondientes a las elecciones del reloj

f́ısico t = s y t = −s respectivamente. Si elegimos t = s, la solución de
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la ecuación de Wheeler-DeWitt (2.60) es entonces

(2.70) Ψω(Ω, φ) = ã (ω) Iiω
(|λ|e−φ)Kiω/2

(√
|2c|e3Ω

)
.

Sin embargo el verdadero problema en el caso general es el de definir

condiciones de contorno para las soluciones de la ecuación de Wheeler-

DeWitt cuando no se sabe como reducir el sistema o bien cuando am-

bas cuantificaciones no son equivalentes debido al problema del orde-

namiento de los operadores (para hamiltonianos reducidos dependien-

tes del tiempo). Si se tiene un sistema reducido con su correspondiente

ecuación de Schrödinger como en el modelo de Taub, entonces ya no

es necesario pasar por la “representación” de Wheeler-DeWitt. Sin

embargo, dado que para el modelo de Taub ambos conjuntos de solu-

ciones son conocidos, su análisis es de gran importancia a los efectos de

comprender que tipo de condiciones de contorno es necesario imponer

sobre la ecuación Wheeler-DeWitt para el caso general. Para los casos

en los que se sabe como reducir el sistema, estas condiciones de con-

torno generales debeŕıan seleccionar los mismos estados cuánticos que

la cuantificación del modelo reducido (módulo los cambios de represen-

tación correspondientes). En Refs.[20, 24] se estudió dicho problema.

Describiremos ahora estos resultados.

Supongase que se tiene el siguiente v́ınculo hamiltoniano escaleado

(2.71) H = p2
0 + V

(
q0

)− h2 (qµ, pµ) ,

con V (q0) > 0. En otras palabras, supongase que no existe un acopla-

miento no minimal entre cierta variable q0 y el resto de las variables

canónicas qµ. Dada esta forma del v́ınculo hamiltoniano, las soluciones

de la correspondiente ecuación de Wheeler-DeWitt tendrán la forma

Ψ
(
q0, qµ

)
= Θ

(
q0

)
Φ (qµ) .

Si el potencial V (q0) fuese idénticamente nulo, podŕıa elegirse la

variable q0 como reloj f́ısico. Puede suponerse entonces que un reloj

f́ısico adecuado es una cierta función de q0 que, en la región donde

V (q0) → 0, coincide con q0. Seŕıa de esperar entonces que las solu-

ciones f́ısicas Ψ (q0, qµ) de la ecuación de Wheeler-DeWitt correspon-

diente a (2.71) tiendan, en la región donde V (q0)→ 0, a funciones de

onda de la forma

e−iEq
0

Φ (qµ) ,

con Φ (qµ) tendiendo a cero en la región clásicamente prohibida aso-

ciada a qµ. En otros términos, si no se sabe como separar un reloj

f́ısico, pero se sabe que una cierta variable q0 es un reloj f́ısico en una

cierta zona con un Hamiltoniano reducido h independiente del tiempo,
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entonces se pueden imponer como condiciones de contorno que los es-

tados f́ısicos deben ser los estados que tienden en esa región a funciones

con un factor de la forma e−iEq
0
.

La aplicación de este criterio a las soluciones de la ecuación de

Wheeler-DeWitt (2.60) permite seleccionar a los estados cuánticos co-

rrectos, es decir a los estados cuánticos (2.70) correspondientes a la

cuantificación del modelo reducido (módulo un cambio de representa-

ción). El v́ınculo hamiltoniano (2.59) tiene en efecto la forma (2.71).

En la región donde el término de potencial λ2e−2φ va a cero, es decir

en la región φ→∞, la variable φ es un reloj f́ısico. De acuerdo con el

criterio propuesto, hay que seleccionar aquellas funciones que tienden

en la región φ → ∞ a funciones con un factor e−iEφ. Si se consideran

las expresiones asintóticas de las funciones Kiω

(|λ|e−φ) y I±iω
(|λ|e−φ)

en ese ĺımite, se ve que la primera tiende a una combinación lineal de

la forma aeiEφ + be−iEφ, mientras que I±iω
(|λ|e−φ) tiende a funciones

de la forma e±iEφ.
Por otra parte, la relación entre estos dos formalismos de cuantifi-

cación se torna problemática cuando el Hamiltoniano reducido h de-

pende del tiempo. Mientras que los v́ınculos H = p2
0 − h2 = 0 y H =

(p0 + h) (p0 − h) = 0 son clásicamente equivalentes, a nivel cuántico

esta equivalencia se rompe si el Hamiltoniano reducido h depende de

la variable elegida como reloj f́ısico. En efecto, una función de onda

en el núcleo de alguno de los operadores K̂+ o K̂− correspondientes a

los factores (p0 + h) y (p0 − h) respectivamente (es decir una solución

de la ecuación de Schrödinger), no es necesariamente aniquilada por

el operador Ĥ asociado a la ecuación de Wheeler-DeWitt. En efecto,

si el Hamiltoniano reducido h depende del tiempo el producto de los

operadores de Schrödinger K̂+ y K̂− no es igual al operador de Wheeler-

DeWitt Ĥ. Los dos posibles ordenamientos de los operadores de Schrö-

dinger son

K̂±K̂∓ = − ∂2

∂t2
− ĥ2 ∓

[
−i ∂
∂t
, ĥ

]
.

Si h 6= h(t) (i.e., [pt, h] = 0), entonces

K̂+K̂− = K̂−K̂+ = Ĥ = − ∂2

∂t2
− ĥ2.

Si h = h(t), entonces el operador de Wheeler-DeWitt Ĥ es igual a

Ĥ =
1

2

(
K̂+K̂− + K̂−K̂+

)
.

Las soluciones de las ecuaciones de Schrödinger K̂±Ψ± = 0 no son

entonces soluciones de la ecuación de Wheeler-DeWitt ĤΨ = 0 cuando
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el Hamiltoniano reducido h depende del tiempo. De esta manera, un

v́ınculo con un potencial dependiente del tiempo constituye una obs-

trucción a la existencia de una correspondencia directa entre las solu-

ciones de la ecuación de Wheeler-DeWitt y las ecuaciones de Schrödin-

ger13.

Esta no equivalencia entre cuantificaciones distintas debido al proble-

ma del ordenamiento de los operadores, no es sin embargo un problema

espećıfico de la gravedad cuántica canónica, sino un problema asociado

a toda cuantificación de una teoŕıa clásica. La forma particular en que

dicho problema aparece en gravedad cuántica canónica establece una

diferencia entre una cuantificación que permite una interpretación en

términos de evoluciones temporales (cuantificación por medio de una

ecuación de Schrödinger ) y una cuantificación que no permite dicha

intepretación (cuantificación por medio de una ecuación de Wheeler–

DeWitt ).

Un ejemplo de un sistema con un Hamiltoniano reducido h depen-

diente del tiempo está dado por el modelo cosmológico dilatónico co-

rrespondiente al v́ınculo hamiltoniano (2.48) para ζ > 0. La forma

factorizada de dicho v́ınculo es

H =
(
−px +

√
p2
y + ζe2x

)(
px +

√
p2
y + ζe2x

)
= 0,

siendo el potencial dependiente del tiempo para t = ±x. En consecuen-

cia, a pesar de que a nivel clásico este producto es equivalente al v́ınculo

(2.48), a nivel cuántico ambos v́ınculos difieren en términos asociados

13Como se explica en Ref.[15], si el Hamiltoniano reducido h depende del tiempo
la solución a la ecuación de Schrödinger i∂Ψ(x,t)

∂t = ĥ (x, p, t) Ψ (x, t) toma la forma

(2.72) Ψ (x, t) = T
[
e
−i

∫ t
t0

ĥ(t′)dt′
]
Ψ(x, t0) ,

donde T es el operador de ordenamiento temporal. Si la condición

(2.73) [h (t) , h (t′)] = 0

se satisface, la expresión (2.72) asume la forma

Ψ (x, t) = e
−i

∫ t
t0

ĥ(t′)dt′Ψ(x, t0) .

La condición (2.73) implica también que existe un conjunto completo conservado
de autoestados del operador hamiltoniano ĥ (t), es decir una base de estados que
son autoestados de ĥ a todo tiempo. Si ΨE (x) es un autoestado de ĥ (t0), entonces
ΨE (x) será un autoestado de ĥ (t) a todo tiempo, es decir existirá una función E (t)
tal que

ĥ (t)ΨE (x) = E (t) ΨE (x) .

La evolución temporal de un tal estado está dada por

ΨE (x, t) = e
−i

∫ t
t0

E(t′)dt′ΨE (x, t0) .
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a los conmutadores entre p̂x y el potencial ζe2x. En consecuencia, estos

v́ınculos clásicamente equivalentes tienen asociadas teoŕıas cuánticas

distintas. Sin embargo, para este caso particular un cambio de coorde-

nadas permite eliminar esta ambigüedad (ver Ref.[77]). Considérese el

v́ınculo (2.47) y def́ınanse las variables

u = αe
1
2
(aq1+bq2) cosh

(
bq1 + aq2

2

)
,

v = αe
1
2
(aq1+bq2) sinh

(
bq1 + aq2

2

)
,

con α =
√|A|. Estas coordenadas permiten escribir el v́ınculo es-

caleado en la forma equivalente

H = −p2
u + p2

v + ηm2 = 0,

con η = sgn(A) y m2 = 4/|a2 − b2|. Las soluciones de la ecuación

de Wheeler-DeWitt correspondientes a este v́ınculo hamiltoniano coin-

ciden ahora con las soluciones de las correspondientes ecuaciones de

Schrödinger, pudiendo elegirse como reloj f́ısico a las coordenadas u o

v dependiendo de η (para η = 1 se tiene pu 6= 0 y t = ±u, mientras

que para η = −1 se tiene pv 6= 0 y t = ±v).
Por supuesto, una solución de este tipo solo puede ser aplicada a

un número limitado de modelos de minisuperespacios. El caso de un

Hamiltoniano reducido h dependiente del tiempo es en efecto el caso

general. Es una idealización pensar que es posible encontrar un grado

de libertad no acoplado al resto (además del acoplamiento minimal

dado por el v́ınculo hamiltoniano) para ser utilizado como reloj f́ısico.

En otras palabras, no es de esperar que sea posible encontrar un “reloj

libre”. En general, el sistema reducido será un sistema abierto, es decir

un sistema que interactúa con el reloj. Si el Hamiltoniano reducido h

depende del tiempo, la enerǵıa del sistema reducido cambiará. Dado

que el reloj f́ısico es un grado de libertad genuino, el cambio en la

enerǵıa del sistema reducido es una consecuencia de su interacción con

el reloj. Este cambio en la enerǵıa “reducida” del sistema corresponderá

entonces a la variación del momento del reloj f́ısico (pt = −h): si el

reloj cambia su “velocidad” de avance, la enerǵıa total de los otros

grados de libertad también se modificará.

Una consecuencia de este análisis es que si en general todo Hamilto-

niano reducido h depende del tiempo definido por el reloj f́ısico corres-

pondiente, la teoŕıa resultante no será invariante ante una inversión de

movimiento (operación esta que corresponde a la inversión “temporal”

usual). De esta manera, la necesidad de definir al tiempo por medio
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de un grado de libertad genuino tiene como consecuencia que la teoŕıa

sea irreversible ante inversiones temporales. En general se considera

que los sistemas con un Hamiltoniano dependiente del tiempo surgen

cuando se estudian subsistemas abiertos del universo que interactúan

con un cierto entorno. La dependencia temporal de la enerǵıa es una

consecuencia de la interacción del sistema con su entorno. Si se consi-

dera a todo el universo, no existe por definición un entorno con el que

pueda intercambiar enerǵıa, por lo que el Hamiltoniano del universo

no debeŕıa depender del tiempo. Sin embargo, de las consideraciones

precedentes se desprende que solo es posible hablar de evoluciones tem-

porales si se elige a un grado de libertad genuino para ser utilizado como

reloj f́ısico (en otros términos, solo es posible hablar de la evolución

temporal de un subsistema abierto del universo). Como dicho reloj

estará necesariamente acoplado a los grados de libertad restantes el

Hamiltoniano reducido dependerá del tiempo aśı definido y la teoŕıa

será necesariamente irreversible (ante inversiones de movimiento).

De esta manera las condiciones de contorno sobre el espacio de solu-

ciones de la ecuación de Wheeler-DeWitt propuestas en Ref.[24] fueron

reinterpretadas en Ref.[20] como una ruptura de simetŕıa de la inva-

riancia ante inversión del reloj f́ısico propia de una teoŕıa con un v́ınculo

hamiltoniano cuadrático en todos los momentos canónicos. Dichas

condiciones de contorno permiten separar al espacio de soluciones en

aquellos estados que avanzan en el tiempo t = q0, de aquellos que

avanzan en el tiempo t = −q0, estando estos dos subespacios relaciona-

dos por medio del operador T de inversión del sentido de avance del

reloj f́ısico. El hecho de que el operador de Wheeler-DeWitt Ĥ sea

real tiene como consecuencia que, dada una cierta solución Ψ de la

ecuación de Wheeler–DeWitt ĤΨ = 0, el estado complejo conjugado

Ψ∗ también será una solución. El espacio de soluciones S de la ecuación

de Wheeler–DeWitt puede entonces ser descompuesto como una suma

directa S = C ⊕ C∗.
En el caso de la solución (2.61) de la ecuación de Wheeler–DeWitt

(2.60), el factor dependiente de φ puede expresarse equivalentemente

como una combinación lineal de las funciones modificadas de Bessel

Kν y Iν o como una combinación lineal de las funciones modificadas

de Bessel Iν y I−ν . Pero mientras que las funciones Kν y Iν no están

relacionadas por medio de una conjugación compleja, las funciones I±ν
satisfacen la propiedad Iν = I∗−ν . Como φ es la variable asociada

al reloj f́ısico, los factores asociados a los estados f́ısicos deben estar

dados por las funciones I±iω
(|λ|e−φ), es decir por las funciones que
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admiten una transformación de inversión del reloj no trivial. Si ahora

consideramos el factor dependiente de Ω, vemos que el factor elegido

Kiω/2

(√|2c|e3Ω
)

satisface K∗
ν = K−ν = Kν . Este factor es entonces

real por lo que no contiene información sobre el sentido de la evolución

temporal de la solución. Las soluciones seleccionadas por la condiciones

de contorno propuestas

Ψω(Ω, φ) = ã (ω) I±iω
(|λ|e−φ)Kiω/2

(√
|2c|e3Ω

)
tienen entonces un factor I±iω que define el sentido de avance temporal

de la solución y un factor Kiω/2 invariante ante inversiones de dicho

sentido. Es importante destacar que estas condiciones de contorno

eliminan la posibilidad de tener soluciones reales de la ecuación de

Wheeler-DeWitt.

Una diferencia importante entre las transformaciones de inversión

del reloj y de inversión del movimiento es que una teoŕıa con un Ha-

miltoniano reducido dependiente del tiempo h (t), aún cuando no sea

simétrica ante una transformación de inversión del movimiento, será

simétrica ante una transformación de inversión del reloj. Esto sig-

nifica que aún cuando no sea posible reducir el sistema por medio de

un Hamiltoniano reducido h independiente del tiempo, el espacio de

soluciones de la ecuación de Wheeler-DeWitt deberá seguir siendo una

suma directa de subspacios relacionados por medio del operador de in-

versión del reloj T . Por otra parte, y como ya se dijo, la operación

de inversión del reloj, es decir del sentido de avance temporal de la

solución, no requiere de la separación efectiva de un reloj f́ısico. Esto

significa que estas condiciones de contorno debeŕıan poder ser extra-

poladas al caso general en el que no se sabe como separar un reloj

f́ısico.

Comentando la interpretación de la ecuación de Wheeler–DeWitt en

términos de la ecuación de Klein-Gordon y el consiguiente intento de

separar las frecuencias positivas de las negativas, C. Isham dice Ref.[52]:

There are good physical reasons for selecting just the

positive-energy solutions for the point-particle but the

justification for the analogous step in the gravitational

case is not clear. In particular, it is quite legitimate for

the geometries along a path in superspace to both ex-

pand and contract in volume, and this means a classical

solution to Einstein’s equations can have either sign of

E. Therefore, there is no justification for picking just

the positive-frequency modes.
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Sin embargo no es correcto considerar las soluciones asociadas a cada

hoja como soluciones con un contenido f́ısico distinto (en el caso cos-

mológico una expansión o una contracción). En efecto, el contenido

f́ısico de ambas hojas es exactamente el mismo. Aún cuando las solu-

ciones asociadas a cada hoja son interpretadas como soluciones que

avanzan en los tiempos t = q0 y t = −q0, la única información relevante

que puede ser extráıda de la teoŕıa concierne las posibles correlaciones

entre la variable q0 y el resto de las variables canónicas. En otras pa-

labras, los únicos enunciados relevantes tienen la forma : “Cuando el

volumen del universo ω vale x, la anisotroṕıa β vale y”. El sentido de

evolución de la trayectoria es entonces puro gauge. En consecuencia, es

posible elegir una de las dos hoja sin que dicha elección implique una

perdida de soluciones con un contenido f́ısico distinto.



3. Principio de Gauge Extendido en Teoŕıas de Yang-Mills

En esta segunda parte se estudiará la estructura geométrica y la

cuantificación con integral de camino de las teoŕıas de gauge del tipo

Yang-Mills a partir de lo que se denominó en Ref.[21] Principio de

Gauge Extendido. En términos geométricos el espacio de configuración

de una teoŕıa de Yang-Mills está dado por el conjunto A de conexio-

nes A sobre el G-fibrado principal P → M , donde M es el espacio-

tiempo y G un grupo de Lie compacto. Dada una familia de secciones

σi : Ui ⊂ M → P , una conexión A define una familia de 1-formas

Aµ en M (campos de gauge). El grupo de gauge G es el grupo de los

automorfismos del fibrado P →M (denominados transformaciones de

gauge locales). La acción del grupo de gauge G sobre las conexiones

A en A garantiza la invariancia de la teoŕıa ante estas transforma-

ciones de gauge locales. El espacio de las configuraciones f́ısicas de

campo corresponde entonces al espacio de las órbitas A /G . Puede

demostrarse que bajo ciertas hipótesis se obtiene una estructura de G -

fibrado principal π : A → A /G . Dado que en general es dificil poder

trabajar en el espacio de las órbitas A /G , es usual trabajar en A por

medio de una fijación de gauge. Para ello es necesario elegir para cada

configuración f́ısica de campo en A /G , un representante en la órbita

correspondiente. Esta elección define una sección de fijado de gauge σ

A
π // A /G .

σ

��

Sin embargo, debido a obstrucciones topológicas asociadas a la no

trivialidad del fibrado A → A /G , es en general imposible definir una

única sección de fijado de gauge global (obstrucción de Gribov, ver

Refs.[45, 78]).

Los antecedentes históricos para el estudio de la estructura geométrica

subyacente al principio de gauge extendido propuesto en Ref.[21] son

los siguientes. En los años 80’ las teoŕıas de gauge fueron el centro

de importantes desarrollos matemáticos, especialmente la teoŕıa de

Donaldson sobre invariantes de 4-variedades [36] y la interpretación

de la misma debida a Witten en términos de una teoŕıa de campos

topológica [86, 87] (para una introducción general sobre teoŕıas topoló-

gicas de campos ver Refs.[14, 28, 41]). Estos trabajos motivaron el es-

tudio de las propiedades topológicas del espacio de las órbitas A /G de

los campos de gauge. Se demostró que la no trivialidad de ciertos inva-

riantes está estrechamente relacionada con la no trivialidad topológica
84
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del fibrado A → A /G . En Ref.[10] Baulieu y Singer mostraron que la

teoŕıa de Witten puede ser interpretada en términos del fijado de gauge

por medio del método BRST de una acción con una simetŕıa topológica.

A dichos efectos, los autores unificaron los campos de gauge A y los

campos fantasmas c correspondientes a la simetŕıa ordinaria de una

teoŕıa de Yang-Mills en una conexión extendida ω = A + c definida

en un fibrado principal convenientemente elegido. La curvatura F de

ω se separa naturalmente en la forma F = F + ψ + φ, donde ψ y φ

son el fantasma para la simetŕıa topológica y el fantasma de fantasma

respectivamente (la necesidad de introducir un fantasma de fantasma

proviene de la dependencia entre la simetŕıa topológica y la simetŕıa

ordinaria de una teoŕıa de Yang-Mills). Expandiendo las expresiones

para la curvatura F y la correspondiente identidad de Bianchi, las

transformaciones BRST de los distintos campos son elegantemente re-

cobradas. Usualmente se afirma que el pasaje de esta teoŕıa topológica

a una teoŕıa ordinaria -no topológica- de Yang-Mills está mediado por

las aśı llamadas condiciones de horizontalidad (o platitud), es decir por

la imposición de las condiciones ψ = φ = 0 o, equivalentemente F = F

(ver por ejemplo Refs.[9, 11, 41, 81]). En ese caso, una conexión exten-

dida de la forma ω = A+ c puede ser también definida para una teoŕıa

de Yang-Mills ordinaria con una curvatura horizontal F = F .

En Ref.[21] se consideró una extensión del principio de gauge por

medio de la definición de una conexión extendida en el marco de las

teoŕıas de Yang-Mills ordinarias. Según este principio de gauge exten-

dido la localización de una teoŕıa con una simetŕıa global requiere la

definición de una conexión extendida en un fibrado principal apropia-

damente elegido. Por medio de dicha conexión extendida se definen

los campos de gauge, los fantasmas del complejo BRST y el fijado de

gauge de la teoŕıa.

Intuitivamente si los fantasmas c pueden combinarse con las cone-

xiones A como fué propuesto en Ref.[10], esto significa que los fantas-

mas debeŕıan estar asociados a alguna conexión en un cierto espacio

fibrado (para que la formula ω = A + c propuesta en Ref.[10] pueda

intepretarse como una suma de conexiones). Sin embargo, como se

mostró en Ref.[16] los fantasmas pueden identificarse con las formas

de Maurer-Cartan del grupo de gauge G . Ahora bien, puede verse

que las formas de Maurer-Cartan pueden asociarse a la parte vertical

canónica de una conexión en el G -fibrado principal A → A /G . Los

fantasmas no son entonces una conexión, sino una cierta parte de una

conexión. De esta manera se propuso en Ref.[21] que de alguna manera

la conexión extendida ω = A+c propuesta en Ref.[10] está incompleta:



Principio de Gauge Extendido en Teoŕıas de Yang-Mills 86

en lugar del fantasma c habŕıa que agregar una conexión η en el fi-

brado A → A /G , estando los fantasmas c incluidos naturalmente en

la parte vertical canónica de dicha conexión η. De esta manera la

conexión extendida propuesta en Ref.[21] tiene la forma A = A + η.

El punto fundamental es que la conexión η, siendo por definición una

distribución horizontal, puede ser usada para definir un fijado de gauge

generalizado de la teoŕıa. El argumento principal es que una conexión

define en cada punto del fibrado un espacio horizontal que puede ser

pensado como un germen infinitesimal de primer orden de una sección.

De esta manera, los fantasmas c y el fijado de gauge son dos aspectos de

la misma entidad geométrica, a saber la conexión η. En consecuencia

la nueva conexión extendida A = A + η incluye los campos de gauge

A, los fantasmas c y el fijado de gauge definido por η. El principio

de gauge extendido puede entonces resumirse por medio del siguiente

diagrama

Conexión extendida A = A+ η


A Campos de gauge

η

{
Fantasmas BRST

Fijado de gauge.

Técnicamente, se demostró en Ref.[21] que las conexiones A en el

G-fibrado principal sobre el espacio-tiempo P → M y la conexión de

fijado de gauge η en el G -fibrado principal A → A /G pueden ser

unificadas en una única conexión extendida A = A+ η en el G-fibrado

principal A × P → A ×M .

Por otra parte el fijado de gauge por medio de una conexión es una

noción más general que la habitual ya que dada cualquier sección σ :

A /G → A , siempre existe una única conexión η tal que σ(A /G )

define una sección paralela. Por el contrario no toda conexión puede

ser integrada a una sección (debido a la monodromı́a o a la curvatura

de la conexión). Además, aún cuando no sea posible definir una sección

de fijado de gauge global σ (obstrucción de Gribov), es siempre posible

definir una conexión de fijado de gauge global η.

Se mostró también en Ref.[21] que el nuevo formalismo permite re-

cobrar las transformaciones BRST para una teoŕıa de Yang-Mills or-

dinaria sin imponer las condiciones de horizontalidad usuales. Esto

significa que la curvatura extendida derivada de A no tendrá necesa-

riamente la forma horizontal F = F , aún en el caso de una teoŕıa de

Yang-Mills ordinaria (no topológica).

En Ref.[22] se estudió la aplicación del principio de gauge extendido

a la cuantificación de teoŕıas de Yang-Mills por medio de integrales de

camino. El punto fundamental es que la conexión η puede ser usada
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para definir una sección inducida ση en el espacio de los caminos en

A . A cada camino [γ] en A /G la sección ση le asigna el camino en

A obtenido por medio del transporte paralelo definido por η de una

condición inicial en A . Con el objeto de introducir el fijado de gauge

generalizado definido en Ref.[21], se mostró que es posible utilizar el

método de Faddeev-Popov. De esta manera se encontró la acción con

el gauge fijo Sgf . Se mostró también que dicho fijado de gauge puede

alternativamente ser implementado por medio de los fermiones de fijado

de gauge usuales. Dado que el parámetro de los transportes paralelos

de fijado de gauge es el tiempo t, el contexto natural para implementar

dicho fijado de gauge es la formulación hamiltoniana de las teoŕıas de

Yang-Mills.

En la Sección N◦3.1 se resumen las principales nociones de la teoŕıa de

conexiones sobre espacios fibrados (en lo referente a la teoŕıa de espacios

fibrados ver Apéndice A1). En la Sección N◦3.2 se definen el escenario

geométrico general y la conexión extendida A. En la Sección N◦3.3

se calcula la curvatura F de A y se reobtienen las transformaciones

BRST para los campos de gauge y lo fantasmas. En la Sección N◦3.4

se compara el formalismo propuesto con el formalismo usado en teoŕıas

de Yang-Mills topológicas. En la Sección N◦3.5 se estudia la relación

entre los fantasmas y la conexión de fijado de gauge η. En la Sección

N◦3.6 se resume la formulación hamiltoniana de las teoŕıas de Yang-

Mills. En la Sección N◦3.7 se define el fijado de gauge generalizado

a nivel de la integral de camino. En la Sección N◦3.8 se calcula la

acción con el gauge fijo Sgf por medio del método de Faddeev-Popov.

En la Sección N◦3.9 se muestra que la acción Sgf puede también ser

encontrada por medio de la definición de un fermión de fijado de gauge.

3.1. Conexiones en espacios fibrados.

En lo que sigue se hará un uso extensivo de la noción de conexión

sobre un fibrado principal. En el caso de un fibrado principal sobre una

variedad de dimensión finita con grupo estructural compacto existen

tres definiciones equivalentes de conexión (ver Refs.[27, 36, 56]). En

lo que sigue se considerarán también conexiones en dimensión infinita.

La teoŕıa de conexiones en dimensión infinita es discutida en Ref.[57].

En el Apéndice A1 de esta tesis podrán encontrarse las definiciones

básicas de la teoŕıa de espacios fibrados (fibrados principales, fibrados

asociados, etc.).

Sea K un grupo de Lie con álgebra de Lie k y sea

π : E → X
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un K-fibrado principal sobre la variedad X (tanto K como X pueden

ser de dimensión infinita). Una conexión sobre E es una distribución

H, es decir, un campo suave de espacios vectoriales

Hp ⊂ TEp, p ∈ E,
donde TEp es el espacio tangente a E en p, tal que

(1) Para todo p ∈ E existe una descomposición de la forma

TEp = Hp ⊕Ker dπp.

(2) El campo es preservado por la acción de K sobre TE (equiva-

riancia).

En otros términos, una conexión puede ser considerada como una

separación K-invariante de la secuencia exacta14

0 // Ker dπ // TE
dπ // TX // 0.

El término Ker dπp define los denominados subespacios verticales

VpE del tangente a E. El subespacio vertical VpE de un K-fibrado

principal E → X en un punto p ∈ E es un subspacio de TpE tangente

a la fibra Fx con x = π(p). Estos subespacios verticales pueden también

definirse del modo siguiente. Para cada punto p de un K-fibrado prin-

cipal E → X existe una transformación lineal

ιp : k→ TpE

que define un isomorfismo entre el álgebra de Lie k y el espacio tangente

a la fibra TpF en p. Dicha transformación lineal ιp se define del modo

siguiente. Sea ξ ∈ k y gt el subgrupo uniparamétrico generado por ξ.

El vector ξ satisface entonces

d

dt
gt

∣∣∣
t=0

= ξ ∈ k.

Si g ∈ K, entonces escribiremos Rg : E → E para la función p 7→
pg (acción a derecha de K sobre las fibras de E). Dado que π(p) =

π (pgt) = x, la curva pgt está inclúıda en Fx. El isomorfismo ιp se define

según

(3.74) ξ] = ιp(ξ) =
d

dt
(pgt)|t=0 ∈ VpE.

14Que una secuencia

...
mn−2−−−−→ Cn−1

mn−1−−−−→ Cn
mn−−→ Cn+1

mn+1−−−−→ ...

sea exacta significa que los morfirmos mn satisfacen

Ker (mn) = Im (mn−1) ∀n.
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Fig. 5. Equivariancia de las distribuciones horizontales.

De esta manera, se puede definir un vector ξ] vertical en cada punto

de E y construir un campo vector ξ] denominado campo vector funda-

mental.

Una conexión define entonces una única separación del espacio tan-

gente TpE en un subespacio vertical y uno horizontal

TpE = HpE ⊕ VpE.
La condición (2) de la definición de conexión significa que los sub-

espacios horizontales HpE son equivariantes ante la acción del grupo

estructural K. En otros términos, los subespacios horizontales HpE

satisfacen

(3.75) HpgE = Rg∗HpE,

con p ∈ E y g ∈ K. Esto significa que un subespacio HpE en p genera

todos los subespacios horizontales sobre la misma fibra. En efecto el

subespacio horizontal HpgE en pg puede ser obtenido a partir de HpE

por medio del pushforward Rg∗HpE (ver Figura N◦5). Una conexión

en un K-fibrado principal es entonces una distribución horizontal K-

equivariante.

Esta definición de conexión es una definición puramente geométrica.

Es necesario entonces establecer un modo sistemático de separar los
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subespacios horizontales HpE y verticales VpE que pueda ser utilizado

en cálculos concretos. A dichos efectos se define una 1-forma ω sobre E

valuada en el álgebra de Lie de K (ω ∈ Ω1(E)⊗k) y K-equivariante. La

1-forma K-equivariante ω define una proyección sobre los subespacios

verticales VpE ' k tal que se satisface

ωp
(
ξ]

)
= ξ,

con ξ] ∈ VpE y ξ ∈ k. En otros términos, vale

ωp ◦ ιp = idk.

El subespacio horizontal HpE se define entonces como el núcleo de

ω

(3.76) HpE ≡ Ker ωp = {v ∈ TpE|ωp(v) = 0} .
La acción de K sobre ω se define por medio de la acción adjunta

(3.77) R∗gω = adg−1ω.

Como la acción adjunta adg−1 está definida sobre el álgebra de Lie

k, en la expresión (3.77) adg−1 actúa sobre la imagen de ω. En otros

términos se tiene la composición

TpE
ωp−→ k

adg−1−−−→ k.

Para v ∈ TpE vale entonces(
R∗gωpg

)
(v) = ωpg (Rg∗v) = g−1ωp(v)g.

En otras palabras, es lo mismo calcular la imagen por el mapa adg−1

de ωp(v) ∈ k que contraer el vector Rg∗v ∈ TpgE con la 1-forma de

conexión en ese punto ωpg. La propiedad (3.77) es la traducción en

términos de la 1-forma ω de la K-equivariancia (3.75) de las distribu-

ciones horizontales HpE.

Para verificar que las definiciones en términos de distribuciones y

de 1-formas son compatibles mostraremos ahora que los subespacios

horizontales definidos en (3.76) satisfacen la propiedad (3.75). Para

ello tomemos un vector v ∈ HpE, donde HpE está definido por (3.76),

y apliquemos ω sobre su pushforward en pg, es decir sobre el vector

Rg∗v ∈ TpgE:

ωpg (Rg∗v) =
(
R∗gωpg

)
(v) = g−1ωp(v)g = 0,

ya que ωp(v) = 0. En consecuencia se satisface que Rg∗v ∈ HpgE.

Otra forma alternativa de definir una conexión es utilizar una tri-

vialización local de E definida sobre un cubrimiento {Ui} de X. Una

conexión puede ser entonces definida por medio de una familia {ωi} de
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1-formas en {Ui ⊂ X} valuadas en k (ωi ∈ Ω1(Ui)⊗ k). Sean entonces

los homeomorfismos

φi : Ui ×K → π−1 (Ui)

y las funciones de transición

φij : Ui ∩ Uj → K.

Sobre el abierto Ui se puede definir una sección local σi inducida por

la trivilización local φi como

σi (x) = φi (x, e) ,

donde e es el elemento identidad deK. Dada una conexion ω ∈ Ω1(E)⊗
k, los elementos de la familia {ωi} pueden ser entonces definidos como

ωi = σ∗i ω ∈ Ω1(Ui)⊗ k.

En los puntos x ∈ Ui∩Uj los elementos de la familia ωi y ωj definidos

a partir de la conexión ω por medio de las trivializaciones locales φi y

φj están relacionados por medio de la expresión

ωi(x) = adφji(x)−1ωj(x) + (φ∗jiθMC)(x) ∈ k,

donde θMC ∈ Ω1(K) ⊗ k es la forma de Maurer-Cartan del grupo K

(ver Apéndice A1). Inversamente, dada una familia de 1-formas locales

{ωi} tal que satisfacen estas relaciones, entonces puede demostrarse que

existe una única conexión ω ∈ Ω1(E)⊗ k tal que ωi = σ∗i ω.

3.1.1. Levantado horizontal y transporte paralelo. Dada una conexión

ω en un K-fibrado principal E
π−→ X es posible definir los levantados

horizontales de caminos γ en la base X del fibrado. Sea

γ : [0, 1]→ X

una curva en X. La curva

γ̃ : [0, 1]→ E

es denominada el levantado horizontal de γ si satisface

• π ◦ γ̃ = γ.

• el vector ˙̃γ(t) tangente a γ̃(t) es ω-horizontal, es decir ˙̃γ(t) ∈
Hω
γ̃(t)E (o equivalentemente ωγ̃(t)( ˙̃γ) = 0).

Si u0 ∈ π−1 (γ(0)), entonces existe un único levantado horizontal

γ̃(t) tal que γ̃(0) = u0. El levantado horizontal γ̃(t) define el transporte

paralelo de u0 a lo largo del camino γ(t) ⊂ X.
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3.1.2. Curvatura de una conexión. Una conexión ω permite separar a

un vector tangente X ∈ TpE como

X = Xh +Xv,

con Xh ∈ HpE y Xv ∈ VpE.

Sea ζ ∈ Ωr(E)⊗ k y X1, ..., Xr+1 ∈ TpE. La derivada covariante de

ζ se define como

Dζ(X1, ..., Xr+1) ≡ dEζ(X
h
1 , ..., X

h
r+1),

donde dE es la derivada exterior en E.

La curvatura Ω de la conexión ω se define como

Ω = Dω ∈ Ω2(E)⊗ k.

Puede demostrarse que la curvatura Ω satisface

R∗gΩ = adg−1Ω.

Si X,Y ∈ TpE, entonces la conexión ω y la curvatura Ω satisfacen

la ecuación de estructura de Maurer-Cartan

(3.78) Ω (X,Y ) = dEω (X,Y ) +
1

2
[ω(X), ω(Y )] ,

la cual puede expresarse también como

Ω = dEω +
1

2
ω ∧ ω.

Una propiedad importante de la curvatura Ω es que es horizontal,

es decir que Ω (X,Y ) = 0 si X o Y son vectores verticales (X o Y en

VpE).

También es posible demostrar que la curvatura Ω satisface la identi-

dad de Bianchi

DΩ = 0.

Dada una trivialización local de E → X definida sobre un cubri-

miento {Ui} de X por medio de una familia de secciones locales σi, la

forma local de la curvatura es

Ωi = σ∗iΩ ∈ Ω2(Ui)⊗ k.

En estas coordenadas locales, la identidad de Bianchi toma la forma

(3.79) dXΩi + [ωi,Ωi] = 0,

donde dX es la derivada exterior en X.

Las formas locales de la curvatura pueden expresarse en términos de

las formas locales de la conexión por medio de la expresión

Ωi = dXωi +
1

2
ωi ∧ ωi.
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3.1.3. Derivada covariante en fibrados asociados. Mostraremos ahora

de que manera una conexión en un fibrado principal E permite definir

una derivada covariante en los fibrados asociados aE. Sea Λ = Λα
µXαdx

µ

la forma local de una conexión ω en un K-fibrado principal E → X

(donde {Xα} es una base del álgebra de Lie k) y sea V = E ×K F

un fibrado vectorial asociado a E donde F es un espacio vectorial de

dimensión p. Sea ρ una representación del álgebra de Lie k tal que

ρ(Xα)
i
j es una matriz de p× p que define un endomorfismo del espacio

vectorial F . En lo sucesivo indicaremos µ, ν, ... los ı́ndices de la base

X, i, j, ... los ı́ndices del espacio vectorial F y α, β, ... los ı́ndices del

álgebra de Lie k. La imagen

ρ(Λ) = Λα
µρ(Xα)dx

µ

se denomina matriz de conexión y sus elementos son las cantidades

ρ(Λ)ij = Λαρ(Xα)
i
j

con Λα = Λα
µdx

µ. Si establecemos la notación

Tα
.
= ρ(Xα),

Λi
j

.
= ρ(Λ)ij,

entonces

Λi
j = Λα(Tα)

i
j

= Λi
jµdx

µ,

con Λi
jµ = Λα

µ(Tα)
i
j. Los números Λi

jµ se denominan coeficientes de

conexión.

Se puede ahora definir el diferencial covariante

∇ : Γ (V )→ Ω1 (X)⊗ Γ (V ) ,

el cual verifica la propiedad

∇ (fσ + τ) = σ ⊗ (df) + (∇σ)f +∇τ.
El operador ∇ estará definido si se conocen los valores de ∇ei, donde

ei(x) ∈ V (con x ∈ X) es una base de secciones independientes. Dichos

valores se definen como

∇ei = ejΛ
j
i .

Si v = vjej es una sección de V entonces se tendrá

∇v = (∇ej)vj + ejdv
j

= eiΛ
i
jv
j + eidv

i

= ei
(
Λi
jv
j + dvi

)
= ei

(
Λi
jµv

j + ∂µv
i
)
dxµ.
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Dado que la imagen de ∇ son 1-formas en Ω1 (X) valuadas en sec-

ciones de V , podemos evaluar ∇v en un vector ξ = ξν∂ν tangente a

X

∇ξv = 〈∇v, ξ〉 = ei
(
Λi
jµv

j + ∂µv
i
)
ξµ.

La sección ∇ξv representa la derivada covariante de la sección v en

la dirección dada por ξ.

3.2. Principio de gauge extendido.

En esta sección construiremos la conexión extendida A introducida

en Ref.[21]. Dicha conexión extendida es la entidad geométrica fun-

damental de lo que en dicho trabajo se denominó principio de gauge

extendido.

A dichos efectos consideraremos un G-fibrado principal P → M ,

donde M es ahora el espacio-tiempo y G un grupo de Lie compacto

con álgebra de Lie g.

Una transformación de gauge es un automorfismo f : P → P del

fibrado P →M definido por un mapa equivariante

ϕ : P → G,

con ϕ(ua) = a−1ϕ(u)a = Ada−1ϕ(u) para u ∈ P y a ∈ G (ver Refs.[29,

30]). El automorfismo f se define entonces como

f(u) = uϕ(u).

La equivariancia de ϕ implica

f(ua) = uaϕ(ua) = uaa−1ϕ(u)a = f(u)a.

Si ahora tomamos el fibrado asociado

Ad(P ) = P ×G G→M,

donde la acción de G sobre G es la acción adjunta Adag = aga−1, puede

demostrarse que existe una correspondencia biuńıvoca entre secciones

de Ad(P ) y mapas equivariantes ϕ : P → G (ver Apéndice A1). Las

transformaciones de gauge pueden identificarse entonces con las sec-

ciones de Ad(P ) y el grupo de gauge G con el espacio Γ(Ad(P )) de

secciones de Ad(P ).

Si en particular P → M es un fibrado trivial, es posible definir

una sección global σ : M → P . En ese caso las transformaciones de

gauge pueden ser consideradas como mapas ϕ̃ : M → G. Cualquier

u ∈ π−1(x) puede escribirse como u = σ(x)a para algún a ∈ G. Por lo
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tanto ϕ(u) = ϕ(σ(x)a) = a−1ϕ(σ(x))a. En consecuencia, si se define

un mapa

ϕ̃ = ϕ ◦ σ : M → G,

valdrá ϕ(u) = a−1ϕ̃(x)a con u = σ(x)a.

También puede definirse el fibrado vectorial

ad(P ) = P ×G g→M

asociado a la representación adjunta de G sobre su álgebra de Lie g

(adgξ = gξg−1 con g ∈ G y ξ ∈ g). El álgebra de Lie Lie(G ) del grupo

de gauge G puede identificarse con el espacio Γ(ad(P )) de secciones de

ad(P ). Los elementos de Lie(G ) pueden ser entonces identificados con

los mapas G-equivariantes

g : P → g.

Ahora consideraremos conexiones A ∈ Ω1(P )⊗ g sobre el G-fibrado

principal P →M con curvatura F ∈ Ω2(P )⊗g. Pasando a coordenadas

locales definidas por una familia de secciones {σi} se definen entonces

los campos de gauge Ai = σ∗iA ∈ Ω1(M)⊗ g y la intensidad de campo

Fi = σ∗i F ∈ Ω2(M)⊗ g. Dichas cantidades pueden expresarse como

Ai = Aaiµdx
µ ⊗ Ta,

Fi = F a
iµνdx

µ ∧ dxν ⊗ Ta,
donde Ta es una base de g.

Denotaremos A al espacio de configuración de todas las conexiones

A en P . El espacio A es un espacio af́ın modelado sobre el espacio

Ω1(M)⊗ g. Si A es una conexión en P , puede demostrarse que el pull-

back g∗A con g ∈ G es también una conexión en P . Se dirá que g∗A
define la acción a derecha del grupo de gauge G sobre la conexión A

G ×A → A

(g, A) 7→ A · g .
= g∗A.

A nivel de los campos de gauge Ai = σ∗iA sobre M , las transfor-

maciones de gauge pueden ser vistas como una transformación de las

secciones σi : Ui → P . En efecto, un automorfismo g : P → P induce

una transformación

Ai  σ∗i (g∗A) = (g ◦ σi)∗A.
Ahora bien, g◦σi es una sección σ̃i : Ui → P . Existirá entonces algún

% : Ui → G tal que, para cada x ∈ Ui, σi(x) = σ̃i(x)%(x) = g◦σi(x)%(x).
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Si el fibrado P →M es trivial puede demostrarse que los campos de

gauge Aaµ transforman según la expresión

gAaµ = g−1Aaµg + g−1dg,(3.80)

con g : M → G.

La acción del grupo de gauge G sobre A no es libre por lo que en

general el cociente A /G no es una variedad. El problema puede ser sin

embargo resuelto utilizando las aśı llamadas conexiones referenciadas

(framed connections, ver Ref.[36]). Si x0 es un punto en M , entonces

una conexión referenciada A sobre P es un par (A,ϕ) formado por

una conexión A sobre P junto con un isomorfismo de G-espacios ϕ :

G → Px0 . El grupo G actúa libremente sobre el espacio AFr = A ×
Hom(G,Px0) de las conexiones referenciadas. Se denotará B al cociente

B = (A × Hom(G,Px0)) /G .

Otro modo de mirar el problema es fijar la referencia φ y considerar

el estabilizador G0 ⊂ G

G0 = {g ∈ G | g(x0) = 1}.

Entonces B = A /G0. Dado que la acción es libre y usando el

teorema del fijado de gauge de Coulomb de Uhlenbeck se sigue que

AFr → B es un G -fibrado principal. En lo sucesivo denotaremos A
para el espacio de las conexiones referenciadas AFr.

Según el procedimiento usual para fijar el gauge, es necesario definir

una sección σ : A /G → A que seleccione un único representante

A ∈ A para cada órbita [A] ∈ A /G . Dicha sección puede ser definida

por medio de una función

(3.81) F (gA) = 0,

con gA dado por (3.80). Esta ecuación permite despejar g = g(A) tal

que para todo A, vale que g(A)A satisface (3.81).

Sin embargo puede demostrarse que si la topoloǵıa del fibrado no es

trivial, entonces no es posible definir una única sección global σ. Esta

obstrucción a la fijación del gauge por medio de una única sección se

denomina problema de Gribov (ver Refs.[45, 78]). Con el objeto de

demostrar que en general no existe una sección global σ consideremos

la secuencia exacta de grupos de homotoṕıa

...→ πn (G )→ πn (A )→ πn (A /G )→ πn−1 (G )→ ...
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(ver Refs.[30, 66, 73]). Si el fibrado tiene una sección global σ : A /G →
A , entonces puede definirse una trivialización

A ' A

G
× G .

En ese caso la secuencia exacta larga se parte en secuencias exactas

cortas de la forma

0→ πn (G )→ πn (A )→ πn (A /G )→ 0.

Tendremos en consecuencia que

(3.82) πn (A ) ≈ πn (G )⊕ πn (A /G ) ∀n.

Como A es un espacio af́ın, es contráıble, es decir que πn (A ) = 0

∀n. Por otra parte, puede demostrarse que el grupo de gauge G posee

grupos de homotoṕıa no triviales por lo que no es posible satisfacer

la relación (3.82). En consecuencia el fibrado A → A /G no puede

ser trivial como se supuso al principio. No puede existir entonces una

sección de fijado de gauge global σ : A /G → A . Este importante

resultado fué obtenido por I.M. Singer en Ref.[78].

En una teoŕıa de Yang-Mills existen en consecuencia dos espacios

fibrados de relevancia, a saber el G-fibrado principal P → M y el G -

fibrado principal A → A /G . Con el objeto de definir un escenario

geométrico unificado es necesario construir un nuevo espacio fibrado

que incluya a estos dos fibrados. Para ello se tomará el pull-back del

fibrado P →M por la proyección p : A ×M →M . El nuevo fibrado es

un G-fibrado principal p∗(P )→ A ×M , donde el espacio total p∗(P )

puede ser identificado con A × P :

p∗(P ) = A × P

��

P

��
A ×M p // M.

El grupo de gauge G tiene una acción sobre A ×M inducida por

su acción sobre A . Esta acción está cubierta por la acción de G sobre

p∗(P ) inducida por su acción sobre A y P .

El fibrado p∗(P ) induce un G-fibrado principal (ver Ref.[3])

Q = (A × P )/G
π−→ A /G ×M.
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Fig. 6. Familia universal de conexiones.

Se tiene entonces la torre de fibrados principales:

G // p∗(P ) = A × P
q

��

G // Q = (A × P )/G

π

��
A /G ×M.

El G-fibrado principal

p∗(P ) = A × P → A ×M
puede ser considerado como una familia universal (parametrizada por

el espacio A de todas las conexiones) de G-fibrados principales P →M

con conexiones tautológicas A. Esto significa que en cada punto A en

el espacio de todas las conexiones A existe una copia del G-fibrado

principal P →M con conexión A (ver Figura N◦6).

Puede definirse entonces una familia universal de conexiones A del

modo siguiente. Sea (A, x) un punto de A ×M . Entonces los elementos
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de la fibra p∗(P )(A,x) tienen la forma (A, p), p ∈ P . Fijemos uno de

dichos elementos. Sea

v ∈ Tp∗(P )(A, p)

un vector tangente tal que

π∗(v) ∈ TM ⊂ T (A ×M)

(es decir que v está contenido en una copia de P en A × P ). En-

tonces A(v) = A(v). Se escribirá HU para la distribución asociada a

la familia A. Para cada elemento A ∈ A la distribución HU induce la

distribución HA ⊂ TP definida por la conexión A. Esta familia uni-

versal de conexiones A permite definir transportes paralelos a lo largo

de caminos contenidos en cualquier copia de M dentro de A ×M .

Elijamos ahora una conexión en el G -fibrado principal A → A /G .

Escribiremos

η ∈ Ω1(A )⊗ Lie(G )

para la 1-forma asociada a esta conexión y Hη para la distribución

correspondiente.

La conexión η definirá el fijado de gauge de la teoŕıa. En lugar de

seleccionar por medio de una sección de fijado de gauge σ un represen-

tante fijo A ∈ A para cada elemento [A] en el espacio de las órbitas

A /G , la conexión η permite transportar paralelamente cualquier con-

dición inicial A0 pertenciente a la fibra π−1([A0]).

Esta noción de fijado de gauge es más general que el fijado de gauge

usual por medio de una sección σ. En efecto, toda sección

σ : A /G → A

puede ser obtenida integrando una conexión plana ησ a partir de una

condición inicialA0 perteneciente a la sección σ (es decirA0/σ(π(A0)) =

A0). En efecto, dada una sección σ, puede definirse una conexión aso-

ciada ησ tal que la distribución Hησ sea siempre tangente a la sección

σ. En los puntos A ∈ A no pertenecientes a la imagen de σ, los subes-

pacios horizontales pueden ser definidos usando la equivariancia de las

conexiones. Por ejemplo, si A = A0 · g con g ∈ G y A0 ∈ σ(A /G ) la

distribución Hησ en A valdrá

Hησ(A) = Rg∗Hησ(A0).

Si ahora integramos la distribución Hησ con A0 como condición ini-

cial, se reobtiene la sección σ. Por el contrario, una conexión no

puede en general ser integrada, aún localmente, a una sección. Una

obstrucción local es la curvatura y una obstrucción global es la mo-

nodromı́a. Este es un resultado standard para el caso de fibrados de
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dimensión finita. Para el caso de dimensión infinita el resultado está

establecido en Ref.[57]. Por otra parte, es siempre posible definir una

conexión global η, aún cuando la topoloǵıa del fibrado A → A /G sea

no trivial (obstrucción de Gribov). De esta manera, el fijado de gauge

por medio de una conexión η es efectivamente una generalización del

fijado de gauge usual por medio de secciones.

Esta generalización de la noción de fijado de gauge puede verse como

una reproducción a nivel del fibrado A → A /G de lo que sucede con

el fibrado P → M . Como se explicó en la Sección N◦1, en lugar de

identificar de un modo global y ŕıgido a todas las fibras Gx (con x ∈M)

por medio de una sección trivializante s : M → P , se puede definir una

conexión A, la cual permite realizar transportes paralelos entre las dis-

tintas fibras. A diferencia de una sección, estos transportes paralelos

no establecen una identificación entre las distintas fibras (ya que en

general dependen del camino) por lo que no trivializan el fibrado: las

fibras Gx, aún siendo isomorfas, siguen siendo expĺıcitamente distin-

tas. Esta estrategia permitió en el caso del fibrado P → M introducir

naturalmente a los campos de gauge Aaµ asociados a las distintas inte-

racciones fundamentales. En el caso del fibrado A → A /G , el fijado

de gauge usual por medio de una sección σ : A /G → A , establece una

identificación entre todas las fibras π−1([A]) (con [A] ∈ A /G ), iden-

tificando cada una de ellas al grupo de gauge G . Dicha identificación

equivale a trivializar el fibrado (al menos localmente). Sin embargo,

si seguimos la analoǵıa con el fibrado P → M , debeŕıamos pregun-

tarnos si, en lugar de identificar a las fibras y trivializar el fibrado,

no seŕıa más conveniente relacionar a las distintas fibras π−1([A]) por

medio de transportes paralelos definidos por una conexión. Como vere-

mos a continuación esta estrategia permite en primer lugar introducir

naturalmente a los fantasmas del complejo BRST. En segundo lugar

no existen obstrucciones globales al fijado de gauge por medio de una

conexión. En tercer lugar es posible considerar a los campos de gauge

y a la conexión de fijado de gauge como partes de una única conexión

extendida en un espacio fibrado convenientemente elegido.

De esta manera tenemos un G-fibrado principal P →M con conexio-

nes A y un G -fibrado principal A → A /G con conexión η. Analizare-

mos ahora como es posible, a partir de estas dos conexiones, definir

una única conexión en el fibrado unificado A × P → A ×M .

La distribución Hη asociada a la conexión de fijado de gauge η y la

distribución HU asociada a la familia universal de conexiones A definen
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una distribución suave H̃ sobre Tp∗(P ). Si (A, p) ∈ p∗(P ), entonces

(3.83) H̃(A, p) = Hη(A)⊕HU(A)(p).

Demostraremos ahora la siguiente proposición:

Proposición. La distribución H̃ es transversal a las órbitas de la

acción de G sobre A × P y a las fibras de p∗(P ).

Dem. Sea (A, p) ∈ p∗(P ). Entonces se tienen dos homomorfismos

de espacios vectoriales

ι : g→ TpP

y

κ : Lie(G )→ TAA .

Estos homomorfismos son inducidos por las estructuras de fibrado

principal de P y A . Para cada punto p hay también un homomorfismo

de evaluación entre álgebras de Lie

τp : Lie(G )→ g

dado por

τp(g) = g(p),

donde se usó la identificación de los elementos de Lie(G ) con mapas

equivariantes g : P → g. Con estas definiciones, el espacio tangente a

la órbita FG de la acción de G en un punto (A, p) es igual a

(3.84)

TFG (A, p) = {v − v ∈ TAA ⊕ TpP | v = κ(g) y v = ι(τp(g))} .

Diagramáticamente se tiene

g ∈ Lie G

τp

��

ι◦τp
%%LLLLLLLLLL

κ // VAA

g ι // VpP.

La proposición se sigue del hecho de que el espacio tangente a las

órbitas está contenido en la suma de los espacios tangentes a las órbitas

en A y P

TFG (A, p) ⊂ VAA ⊕ VpP.
Ahora bien, la distribución H̃(A, p) dada por (3.83) es transversal a

dichos espacios. �
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La distribución H̃ no define sin embargo una conexión en p∗(P ) ya

que el espacio tangente a (A, p) se descompone como

Tp∗(P )(A, p) = TFG (A, p)⊕Hη(A)⊕HU(A)(p)︸ ︷︷ ︸
H̃(A, p)

⊕ι(g),

siendo ι(g) el subespacio vertical. En otras palabras, la distribución

H̃ no define espacios vectoriales complementarios a los subespacios

verticales ι(g). Esto es una consecuencia del hecho de que el grupo

de gauge G no forma parte de la dirección vertical en el fibrado A ×
P → A × M . Podŕıa decirse que en esta descomposición “sobra”

el término TFG (A, p). Si eliminasemos dicho término, entonces H̃
definiŕıa subespacios complementarios al subespacio vertical ι(g). En

efecto, si cocentamos el fibrado A × P → A × M por el grupo de

gauge G , la distribución H̃ śı define una conexión. Tenemos entonces

el siguiente lema.

Lema. La distribución H̃ es G -invariante e induce una conexión

H en el G-fibrado principal Q = (A × P )/G → A /G ×M .

Este lema se sigue de la invariancia de las distribuciones Hη y HU .

La situación puede entonces ser resumida mediante el siguiente dia-

grama

A × P

%%LLLLLLLLLLL
q

xxqqqqqqqqqq

Q = A×P
G

%%LLLLLLLLLL
A ×M

yytttttttttt

A
G
×M.

Sea ahora E una conexión sobre el fibrado A ×P → A ×M obtenida

como el pull-back de la conexión H por la proyección A × M →
A /G ×M . Este pull-back puede ser visto tanto en el lenguaje de las

distribuciones como en el de las formas.

El mapa

q : A × P → Q

induce un mapa

q∗ : T (A × P )→ TQ.

En cada punto (A, p) el subespacio de

T(A, p)(A × P )

que define E es

q−1
∗ (Hq(A, p)).
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La 1-forma A ∈ Ω1 (A × P ) ⊗ g asociada a E es el pull-back por q

de la 1-forma asociada a H . Identificaremos ahora la distribución E
y la 1-forma A.

La distribución que define la nueva conexión en cada punto (A, p) es

la suma directa

(3.85) E(A,p) = TFG (A, p)⊕Hη(A)⊕HU(A)(p)︸ ︷︷ ︸
H̃(A, p)

.

Si (A, p) ∈ A ×P y v = v1 + v2 ∈ TAA ⊕TpP , entonces definiremos

la 1-forma A valuada en g sobre A × P como

(3.86) A(v) = A(A, p)(v2) + η(v1)(p) ∈ g.

Demostraremos ahora que efectivamente cualquier vector v en la dis-

tribución (3.85) pertenece al núcleo de la 1-forma A.

Lema. Si v ∈ TFG (A, p)⊕ H̃(A, p), entonces A(v) = 0.

Dem. (i) Si

v ∈ HU(A)(p) ⊂ H̃(A, p),

entonces

A(v) = A(A, p)(v) = A(v) = 0

por definición de la conexión A.

(ii) Si

v ∈ Hη(A) ⊂ H̃(A, p),

entonces

A(v) = η(v)(p) = 0

por definición de la conexión η.

(iii) Si

v = κ(g)− ι(τp(g)) ∈ TFG (A, p),

entonces

A (v) = −A(A, p)(ι(τp(g))) + η (κ(g)) (p) = −A(ι(τp(g))) + η (κ(g)) (p).

Por definición de conexión A ◦ ι = idg y η ◦ κ = idLie(G ). Se tiene

entonces A (v) = −τp(g) + g(p) = 0 por definición del homomorfismo

de evaluación τp. Diagramáticamente se tiene

g ∈ Lie G

κ

��

id=η◦κ

''NNNNNNNNNNN

τp // g ∈ g

id=A◦ι
%%LLLLLLLLLLL

ι // TpP

A

��
TAA

η // g ∈ Lie G
τp // g ∈ g.

�
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Se ve de esta manera que el espacio TFG (A, p) tangente a la acción

del grupo de gauge G sobre A × P está inclúıdo en la distribución

E definida por la 1-forma A. La presencia del término TFG (A, p) en

dicha distribución muestra que el grupo de gauge G , aún viniendo del

factor A de A × P , tiene que actuar tanto sobre A como sobre P a

los efectos de definir un subespacio horizontal. Esto significa que esta

construcción geométrica no es una adición trivial de conexiones en un

espacio producto. El hecho de que TFG (A, p) defina un subespacio

horizontal gracias a la cancelación de los factores A(A, p)(v2) y η(v1) en

(3.86) es otra manifestación del hecho de que la teoŕıa aśı definida será

invariante ante la acción del grupo de gauge G gracias a la cancelación

mutua de la acción de G sobre P con la acción de G sobre las conexiones

A.

La conexión definida por A en elG-fibrado principal A ×P → A ×M
será la conexión extendida definitoria del principio de gauge extendido.

3.3. Curvatura extendida y transformaciones BRST.

En esta sección se estudiará la curvatura F de la conexión extendida

A. Dado que se tiene el difeomorfismo

p∗(P ) ' A × P,
el complejo de de Rham de p∗(P ) es el producto tensorial graduado

de los complejos de de Rham de A y P . Este hecho tiene dos conse-

cuencias. En primer lugar, las formas diferenciales tienen una bigra-

duación natural ((q, p)-formas ∈ Ωq(A ) ⊗ Ωp(P )). En segundo lugar,

la derivada exterior ∆ en p∗(P ) puede ser descompuesta como la suma

de la derivada exterior δ en A y la derivada exterior d en P :

∆ = δ + d.

Usando esta separación de la derivada exterior y la bigraduación na-

tural de las formas diferenciales se obtiene la siguiente descomposición

de la curvatura F:

F = ∆AA = ∆A +
1

2
[A,A] = F

(2,0) + F
(1,1) + F

(0,2),

donde

F
(2,0) = δη +

1

2
[η, η] ≡ φ,(3.87)

F
(1,1) = δA + dη + [A, η] ≡ ψ,(3.88)

F
(0,2) = dA +

1

2
[A, A] ≡ F.(3.89)
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La familia de (0, 2)-formas F es la familia universal de formas de

curvatura correspondientes a la familia universal de conexiones A. En

este sentido la ecuación (3.89) es la extensión a familias de la ecuación

de estructura de Maurer-Cartan.

La (2, 0)-forma φ es la curvatura de la conexión η y la (1, 1)-forma

ψ es un término mixto que involucra tanto el campo de gauge A como

la conexión de fijado de gauge η. Este último término muestra nueva-

mente que esta construcción geométrica mezcla de un modo no trivial

las estructuras geométricas provenientes de los fibrados P → M y

A → A /G .

Ahora procederemos a descomponer las ecuaciones (3.87) y (3.88)

con el objeto de recobrar las transformaciones BRST usuales de los

campos de gauge y de los fantasmas. La foliación del espacio de las

conexiones A por las fibras de la proyección π : A → A /G determina

un subfibrado ker dπ de TA . Las secciones Ωk
V (A ) de ∧k(ker dπ)∗ para

k > 0 seran denominadas formas diferenciales verticales. Se definirá

Ω0
V (A ) = C∞(A ).

El diferencial del complejo de de Rham de A induce un diferencial

δV sobre las formas verticales. El complejo

Ω∗
V (A )⊗ Ω∗(P )⊗ Lie(G )

será denominado complejo vertical. La existencia de una conexión η en

el G -fibrado principal A → A /G define en cada punto una separación

TAA = ker dπ ⊕ Hη

y una separación similar en los espacios duales

TAA ∗ = ker dπ∗ ⊕ H∗η.
Tomando secciones se obtiene

(3.90) Ω1(A ) = Ω1
V (ker dπ∗) ⊕ Γ(H∗η).

Tensorizando ambos lados de (3.90) con Ω∗(P )⊗ Lie(G ) se obtiene

Ω1(A )⊗ Ω∗(P )⊗ Lie(G ) =
(
Ω1
V (A )⊗ Ω∗(P )⊗ Lie(G )

)
⊕ (

Γ(H∗η)⊗ Ω∗(P )⊗ Lie(G )
)
.

(3.91)

Esta decomposición muestra que se puede identificar el complejo

vertical con un subcomplejo de

Ω∗(A )⊗ Ω∗(P )⊗ Lie(G ).

Por medio de dicha identificación la forma η puede ser identificada

con una forma vertical. En particular, se ve que las (1, 1)-formas tienen
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una decomposición en dos términos uno de los cuales es la parte de

grado (1, 1) del complejo vertical.

Escribiremos ahora la descomposición expĺıcita de ambos lados de

la ecuación (3.88). Sean pV y pH los proyectores sobre los factores

asociados a la decomposicion (3.90). Si se consideran a los elementos

de

Ω0(A )⊗ Ω1(P )⊗ Lie(G )

como funciones sobre A valuadas en

Ω1(P )⊗ Lie(G ),

entonces δ tiene una descomposición natural

δ = δV + δH ,

donde δV = pV ◦ δ y δH = pH ◦ δ.
La 1-forma A correspondiente a la familia universal de conexiones

puede ser interpretada como una función

A : A → Ω1(P )⊗ g.

La inclusión natural g ⊂ Lie(G ) induce la inclusión

Ω1(P )⊗ g ⊂ Ω1 ⊗ Lie(G ).

La 1-forma A puede ser considerada entonces como una función

A : A → Ω1(P )⊗ Lie(G ).

El elemento δA ∈ Ω1(A ) ⊗ Ω1(P ) ⊗ Lie(G ) puede entonces ser

descompuesto como

δA = δVA + δHA,

con

δVA ∈ Ω1
V (A )⊗ Ω∗(P )⊗ Lie(G ),

δHA ∈ Γ(H∗η)⊗ Ω∗(P )⊗ Lie(G ).

La familia universal de conexiones A induce una familia de conexio-

nes en cada uno de los fibrados vectoriales asociados a P . En particular,

A determina una familia de conexiones sobre ad(P ) = P ×G g → M .

Recordando que Lie(G ) = Γ(ad(P )), esta familia de conexiones puede

ser vista como un homomorphismo

dA : p∗(Lie(G ))→ p∗(Ω1(P ))⊗ p∗(Lie(G )),

dado en cada copia {A} × Lie(G ) por la derivada covariante

dA : Lie(G )→ Ω1(P )⊗ Lie(G )
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asociada a la conexión A. Para definir el codominio de este homomor-

fismo se usó que

Ω1(M) ' Ω1(P )basicas ⊂ Ω1(P ),

donde Ω1(P )basicas son las 1-formas básicas en P , es decir las 1-formas

ω invariantes (LXω = 0) y horizontales (ω(X) = 0) con X ∈ V P .

El término dAη es por definición la extensión

1⊗ dA : Ω1(A )⊗ Lie(G )→ Ω1(A )⊗ Ω1(P )⊗ Lie(G )

aplicada a η. Dado que el homomorphismo 1 ⊗ dA actúa sobre el se-

gundo factor, el mismo preserva las formas verticales. Se sigue entonces

que

dAη = dη + [A, η]

es una forma vertical. A partir de estas consideraciones se ve que el

sumando vertical en el lado izquierdo de (3.88) es

(3.92) δVA + dη + [A, η].

Consideraremos ahora el lado derecho de la ecuación (3.88). Dado

que la conexión A es el pull-back de la conexión definida por la dis-

tribución H en el G-fibrado principal

Q = (A × P )/G → A /G ×M,

lo mismo es cierto de la curvatura F. Si llamamos ωH y FH a las formas

de conexión y curvatura asociadas a la distribución H respectivamente,

entonces tendremos

A = q∗ωH

y

F = q∗FH ,

donde q es la proyección

A × P q−→ (A × P )/G .

Vale entonces que

F(X) = q∗FH (X) = FH (q∗X).

Ahora bien, si X es un vector tangente a las fibras de la acción

de G sobre A × P (es decir si X = (v,−v) ∈ TFG con TFG dado

por (3.84)), entonces vale que q∗X = 0 (ya que al cocentar por G , los

vectores tangentes a la acción de G se anulan). Se tiene en consecuencia

que

F(X) = FH (q∗X) = 0.
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Obtuvimos entonces que la contracción de la curvatura F con un

vector (v,−v) tangente a las fibras de la acción de G sobre A × P es

cero:

(3.93) ι(v,−v)F = 0.

Analizando las diferentes componentes de F, se obtiene que

(1) ι(v,−v)F(2,0) = ι(v)F
(2,0) = 0 dado que F

(2,0) es inducida por la

conexión η y v es vertical para esta conexión.

(2) ι(v,−v)F(0,2) = ι−vF(0,2) = 0 dado que F
(0,2) es inducida por la

conexión A y v es vertical para esta conexión.

(3) ι−vF(1,1) = 0 dado que v es tangente a las fibras de p∗(P ).

De estas consideraciones y de la ecuación (3.93) se sigue que

0 = ι(v,−v)F = ι(v,−v)F(1,1) = ιvF
(1,1) = ιvψ.

De esta manera se demostró la siguiente proposición:

Proposición. El elemento ψ es horizontal para la conexión η.

La ecuación (3.88) se separa entonces en las ecuaciones

δVA = −dAη,(3.94)

δHA = ψ.(3.95)

Si efectuamos la substitución η  c (donde c son los fantasmas

asociados a la simetŕıa de gauge de una teoŕıa de Yang-Mills) e identifi-

camos el diferencial vertical δV con el operador BRST, la ecuación (3.94)

es la extensión a familias de la transformación BRST usual de la

conexión A. En la Sección N◦3.5 se aclarará cual es la relación en-

tre los fantasmas c y la conexión de fijado de gauge η que autoriza

a intepretar la ecuación (3.94) como la transformación BRST de los

campos de gauge A.

La ecuación para la (2, 0)-forma φ también puede ser canónicamente

descompuesta en componentes pertenecientes a los complejos verticales

y horizontales. El diferencial δ actuando sobre elementos de

Ω1(A )⊗ Ω0(P )⊗ Lie(G )

también tiene una decomposición

δ = δV + δH ,
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donde ahora

δV = δ ◦ pV
y

δH = δ ◦ pH .
La parte horizontal δH corresponde a la derivada covariante con res-

pecto a la conexión η. Se tiene en consecuencia la separación

δη = δV η + δHη ∈ Ω2(A )⊗ Ω0(P )⊗ Lie(G ).

Por definición de la curvatura φ asociada a la conexión η se tiene

(3.96) δHη = φ.

La componente vertical δV η de la ecuación debe ser tal que

δV η + δHη = δη = φ− 1

2
[η, η] ,

donde se usó la ecuación de estructura de Maurer-Cartan. Se obtiene

entonces

(3.97) δV η = −1

2
[η, η] .

Nuevamente, si efectuamos la substitución η  c (e identificamos δV
con δBRST ), esta última ecuación coincide con la transformación BRST

usual de los fantasmas c. Este resultado (aśı como la ecuación (3.94))

parece indicar que los fantasmas debeŕıan poder asociarse -en algún

sentido a precisar- con la “parte vertical” de la conexión de fijado de

gauge η. En la Sección N◦3.5 aclararemos dicha identificación aśı como

la relación entre los fantasmas y las formas de Maurer-Cartan del grupo

de gauge G .

Resulta remarcable que a los efectos de recuperar las transforma-

ciones BRST para una teoŕıa de Yang-Mills ordinaria (es decir no

topológica) no haya sido necesario imponer las aśı denominadas condi-

ciones de horizontalidad (o platitud) sobre la curvatura extendida F.

Dichas condiciones de horizontalidad tienen la forma

F = F

o equivalentemente

φ = ψ = 0

(ver por ejemplo Refs.[9, 11, 41, 81]). Por otra parte, si la topoloǵıa

del fibrado A → A /G es tal que no es posible definir una conexión

η plana, entonces es estrictamente incorrecto imponer la condición de

horizontalidad φ = 0.
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3.4. Principio de gauge extendido y teoŕıas de Yang-Mills to-

pológicas.

El principal antecedente para la definición de una conexión extendida

en teoŕıas de Tang-Mills es el trabajo de L. Baulieu y I. M. Singer sobre

teoŕıas de Yang-Mills topológicas [10]. Procederemos ahora a comparar

ambos formalismos.

Las teoŕıas de Yang-Mills topológicas fueron introducidas por E. Wi-

tten en Ref.[86] con el objeto de proveer una representación en términos

de teoŕıa de campos de los invariantes de Donaldson de 4-variedades

(ver Ref.[36]). Sin embargo fué recién en el trabajo de L. Baulieu y I.

M. Singer que la teoŕıa de Witten fué reinterpretada en el contexto de

la cuantificación BRST de una acción con una simetŕıa topológica (para

una introducción general a teoŕıas topológicas de campo ver Refs.[14,

28, 41]).

La acción clásica de una teoŕıa de Yang-Mills topológica es la integral

sobre una 4-variedad M de la primera clase de Chern del G-fibrado

principal P →M. La acción es entonces

SYMT =

∫
M

Tr (F ∧ F ) ,

donde F es la curvatura de la conexión A. Como esta acción es la inte-

gral de una clase de cohomoloǵıa, su valor no depende del representante

particular elegido dentro de cada clase. En consecuencia, SYMT es in-

variante ante deformaciones continuas arbitrarias de la conexión A.

Esta invariancia define la simetŕıa topológica δTopA = ε (x) donde ε (x)

es una 1-forma valuada en el álgebra de Lie g. Ademas de esta simetŕıa

topológica, la acción SYMT es invariante ante las transformaciones de

gauge usuales δYMA = dAξ (x) donde ξ (x) es una 0-forma valuada en

g. La teoŕıa es entonces invariante ante transformaciones generales de

la forma

δA = dAξ (x) + ε (x) .

En el marco del formalismo BRST es necesario introducir campos

fantasmas para cada una de dichas simetŕıas. Se definen entonces la 0-

forma c y la 1-forma ψ, ambas de número de fantasma gh = 1 (donde el

número de fantasma está definido por la graduación como forma en A ).

Dichas formas son los fantasmas correspondientes a la simetŕıa de gauge

ordinaria y la simetŕıa topológica respectivamente. La transformación

BRST del campo de gauge A tendrá entonces la forma

δBRSTA = −dAc+ ψ,(3.98)
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donde los parámetros infinitesimales fueron reemplazados por los co-

rrespondientes campos fantasmas.

Dado que el parámetro ε de la simetŕıa topológica está definido a

menos de una transformación de gauge ε ∼ ε + dAε (x) (es decir que ε

posee su propia invariancia de gauge), estas dos simetŕıas no son inde-

pendientes. Es entonces necesario introducir un fantasma de fantasma.

Se define entonces una 0-forma φ de número de fantasma gh φ = 2.

En Ref.[10] la transformación BRST (3.98) aśı como las transfor-

mación BRST para el resto de los campos fueron reobtenidas por

medio del formalismo geométrico definido en Ref.[3]. Para ello se

definio una conexión extendida ω = A + c con curvatura F = ∆ωω =

F (2,0) +F (1,1) +F (0,2), donde ∆ = δ+d. Expandiendo esta ecuación en

la bigraduación correspondiente e identificando F (0,2) .
= F, F (1,1) .

= ψ

y F (2,0) .= φ se obtiene

φ = δc+
1

2
[c, c] ,

ψ = δA + dAc,

F = dA +
1

2
[A, A] .

Si efectuamos la substitución c η, estas ecuaciones son equivalen-

tes a las ecuaciones (3.87, 3.88, 3.89) obtenidas en Ref.[21] en el marco

del principio de gauge extendido para teoŕıas de Yang-Mills ordinarias.

Dado que las teoŕıas de Yang-Mills topológicas son invariantes ante

deformaciones continuas arbitrarias de la conexión A, el diferencial δ en

A coincide con el diferencial BRST correspondiente δBRST−Top. Por

el contrario, en teoŕıas de Yang-Mills ordinarias el diferencial BRST

δBRST−YM coincide con el diferencial del complejo vertical δV asociado

al álgebra exterior sobre las fibras (ver Figura N◦7).

El formalismo introducido en Ref.[10] para teoŕıas de Yang-Mills

topológicas y el formalismo denominado principio de gauge extendido

definido en Ref.[21] para teoŕıas de Yang-Mills ordinarias poseen im-

portantes diferencias:

1- En la teoŕıa topológica la conexión extendida ω = A + c está

formada a partir del campo de gauge A y el fantasma c asociado a

la simetŕıa de gauge ordinaria. El gauge de la teoŕıa topológica debe

luego ser fijado para cada una de las simetŕıas. Por el contrario, en el

marco del principio de gauge extendido para teoŕıas de Yang-Mills or-

dinarias, en la conexión extendida A = A+η no aparece expĺıcitamente

el fantasma c sino la conexión de fijado de gauge η. Como se aclarará

en la Sección N◦3.5 existen el menos dos formas de vincular al fantasma
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Fig. 7. Diferencial BRST en teoŕıas de Yang-Mills or-

dinarias y topológicas.

c con la conexión η. En primer lugar, dada una trivialización local, el

fantasma c puede asociarse a la parte vertical canónica de la conexión

η. En segundo lugar la conexión η puede ser definida como la imagen

del fantasma c (considerado como la forma de Maurer-Cartan del grupo

de gauge G ) ante un homomorfismo de Chern-Weil. Sin embargo la

conexión η, ademas de introducir a los fantasmas, fija el gauge de la

teoŕıa. De esta manera la conexión extendida A incluye a los campos

de gauge A, a los fantasmas c y el fijado de gauge definido por η.

2- En el marco del principio de gauge extendido los campos ψ y φ

no son interpretados como campos fantasmas. En efecto en teoŕıas de

Yang-Mills ordinarias solo es necesario introducir el fantasma c asocia-

do a la simetŕıa de gauge ordinaria. En estas teoŕıas, el número de

fantasma está definido como la graduación como forma en el complejo

vertical (y no como forma en todo A como en las teoŕıas topológicas).

Dado que los campos ψ y φ son horizontales (ya que son componentes

de la curvatura F de A), poseen número de fantasma cero. Sin embargo,

dado que en Ref.[21] no fué necesario imponer las condiciones de ho-

rizontalidad ψ = φ = 0 para reobtener las transformaciones BRST de

los campos, ψ y φ pueden ser no nulos aún en teoŕıas no topológicas.

A partir de dichos campos debeŕıa ser posible calcular observables

topológicos asociados a la no trivialidad del fibrado A → A /G . En

particular, si el fibrado no admite una conexión η plana, el campo φ

(curvatura de η) no puede ser cero.

3- En el trabajo de L. Baulieu y I.M. Singer la conexión ω es una

conexión natural, definida por medio de los complementos ortogonales
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a las órbitas de G. Con el objeto de definir dichos complementos or-

togonales se usa el hecho de que el espacio A × P tiene una métrica

riemanniana invariante ante G × G (ver Ref.[3]). En nuestro caso la

conexión A, siendo tautológica en la dirección de P , no es natural en

la dirección de A . En efecto, la conexión de fijado de gauge η -la cual

define la conexión extendida A en la “dirección” de A - puede ser li-

bremente elegida. Esta libertad es justamente la libertad de elegir el

gauge en el marco del principio de gauge extendido.

3.5. Relación entre los fantasmas y la conexión de fijado de

gauge.

En esta sección se analizará la relación entre los fantasmas de una

teoŕıa de Yang-Mills ordinaria y la conexión de fijado de gauge η intro-

ducida en Ref.[21].

Sea una sección local

σi : Ui ⊂ A /G → A ,

y la trivialización inducida corrrespondiente

ϕσi
: Ui × G → π−1 (Ui) ⊂ A .

Por medio de esta trivialización ϕσi
, podemos tomar el pull-back de

η, es decir considerar η del lado de Ui × G . La sección local σi define

por medio de su tangente otra dirección “horizontal” además de la

definida por la distribución Hη. Esta distribución puede entonces ser

descompuesta en las nuevas direcciones horizontales (Ui) y verticales

(G ) definidas por σi. Para hacer esto es necesario primero tomar el

pull-back de η por σi

ηi = σ∗i η ∈ Ω1 (Ui)⊗ Lie (G ) .

Este pull-back definirá la componente “horizontal” de η. Sea ahora

un vector tangente X a Ui × G , es decir un vector de la forma

X = W + V ∈ T([A],g) (Ui × G ) .

Puede demostrarse que el pull-back de la conexión η por ϕσi
actuando

sobre dicho vector X toma la forma

ϕ∗σi
η([A],g) (W + V ) = adg−1ηi(W ) + θMC(V ),

donde

θMC ∈ Ω1 (G )× Lie (G )

es la forma de Maurer-Cartan del grupo de gauge G (ver Figura N◦8).

Dicha forma satisface la propiedad θMC (κ(ξ)) = ξ, donde ξ ∈ Lie (G )
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Fig. 8. Pull-back de la conexión de fijado de gauge por

medio de una trivialización local.

y κ es el homomorfismo canónico Lie (G )
κ−→ TG . La forma de Maurer-

Cartan satisface además

(3.99) dG θMC = −1

2
[θMC , θMC ] ,

siendo esta relación equivalente a (3.97) (para una definición de la

forma de Maurer-Cartan ver Apéndice A1). Teniendo en cuenta la

similitud entre (3.99) y (3.97), en Ref.[16] los fantasmas del complejo

BRST fueron identificados con las formas de Maurer-Cartan θMC del

grupo de gauge G .

De esta manera la trivialización ϕσi
permite separar a la conexión

η en una parte horizontal adg−1ηi que depende de la conexión η y una

parte vertical canónica θMC (en el sentido de que no depende ni de η

ni de la sección σi). Si identificamos de acuerdo con Ref.[16] a los fan-

tasmas con las formas de Maurer-Cartan θMC , entonces el pull-back de

la conexión de fijado de gauge η por medio de la trivialización local ϕσi

muestra que los fantasmas aśı definidos pueden ser asociados a la parte

vertical canónica de η. De esta manera puede decirse que en el marco

del principio de gauge extendido los fantasmas y el fijado de gauge de la

teoŕıa son diferentes aspectos de la misma entidad geométrica, a saber

la conexión η en el G -fibrado principal A → A /G .



Principio de Gauge Extendido en Teoŕıas de Yang-Mills 115

Sin embargo, esta identificación de los fantasmas con la parte vertical

canónica de la conexión η reposa sobre una trivialización del fibrado,

es decir sobre la definición de una familia {σi} de secciones locales.

Estas secciones establecen una identificación (no canónica) entre las

distintas fibras del fibrado A → A /G y el grupo de gauge G . Es de

esperar entonces que la parte “vertical” de la conexión η (la cual es

una 1-forma en A ) pueda ser identificada con las 1-formas canónicas

sobre G . Sin embargo, en el marco del principio de gauge extendido,

la introducción de la conexión de fijado de gauge η substituye a la

trivialización del fibrado por medio de las secciones locales {σi}. Es

necesario entonces preguntarse si no existe una forma alternativa de

caracterizar la relación entre la conexión de fijado de gauge η y los

fantasmas que no requiera trivializar el fibrado. En Refs.[21, 23] se

propuso en efecto otra forma de comprender dicha relación. Para ello

es necesario introducir el álgebra de Weil del grupo de gauge G (ver

Refs.[32, 46, 54, 80]).

El álgebra de Weil es un modelo algebraico universal para el álgebra

generada por una conexión y su curvatura. Una conexión η sobre un

G -fibrado principal A → A /G es un elemento de Ω1 (A ) ⊗ Lie(G ).

Estos elementos pueden ser considerados como mapas del dual Lie(G )∗

en Ω1 (A ). Del mismo modo la curvatura φ de η es un elemento de

Ω2 (A ) ⊗ Lie(G ), es decir un mapa de Lie(G )∗ en Ω2 (A ). Se tiene

entonces las siguientes equivalencias

η ∈ Ω1 (A )⊗ Lie(G ) ↔ η : Lie(G )∗ → Ω1 (A ) ,

φ ∈ Ω2 (A )⊗ Lie(G ) ↔ φ : Lie(G )∗ → Ω2 (A ) .

Esto significa que tanto la conexión η como su curvatura φ pueden

ser consideradas como mapas de Lie(G )∗ al álgebra exterior Ω∗ (A ) de

formas en A . Esto sugiere la posibilidad de construir sobre Lie(G )∗

un modelo algebraico universal para el álgebra de una conexión y su

curvatura. Estas consideraciones debeŕıan motivar las definiciones si-

guientes.

El álgebra de Weil de un álgebra de Lie k de un grupo de Lie K es

el producto tensorial

W (k) = S∗k∗ ⊗ ∧∗k∗

de un álgebra simétrica S∗k∗ y el álgebra exterior ∧∗k∗ construida a

partir del dual k∗ al álgebra de Lie k. Sea Ta una base de k y ϑa una

base de su espacio dual k∗. El álgebra de Weil está entonces generada
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por los elementos

θa = 1⊗ ϑa,
ζa = ϑa ⊗ 1.

La graduación se define asignando grado 1 a θa y grado 2 a ζa. Ya que

la conexión y la curvatura pertenecen a un álgebra de formas diferen-

ciales valuadas en el álgebra de Lie correspondiente, vamos a tensorizar

el álgebra de Weil W (k) con el álgebra de Lie k. Sean entonces los

elementos θ y ζ en W (k)⊗ k definidos como

θ = θa ⊗ Ta,
ζ = ζa ⊗ Ta.

El elemento θ coincide con la forma de Maurer-Cartan θMC del grupo

de Lie. El diferencial de Weil δW se define de modo que su acción sobre

estos elementos sea

δWθ = ζ − 1

2
[θ, θ] ,

δWζ = − [θ, ζ] .

Estas ecuaciones reproducen a nivel del modelo universal la ecuación

de estructura de Maurer-Cartan (3.78) y la identidad de Bianchi (3.79)

respectivamente.

El diferencial de Weil δW puede ser decompuesto en dos diferenciales

δW = δH + δk.

El primero de ellos coincide con la derivada covariante

δH = ζa ⊗ ιa,
donde ιa es la multiplicación interior de grado −1 sobre W (k). El

segundo diferencial es

δk = θaKa +
1

2
fabcθaθbιc,

donde Ka es una derivación lineal de grado 0 definida como

Ka = −fabc
[
ζb

∂

∂ζc
+ θbιc

]
,

donde fabc son las constantes de estructura del álgebra de Lie. Es-

tas derivaciones lineales definen una representación de K sobre W (g)

definidas por la acción coadjunta de K sobre W (k). El diferencial δk
es el diferencial asociado a la cohomoloǵıa de álgebra de Lie de k con
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valores en la representación definida por Ka. La acción de estos dos

diferenciales sobre θ es

δHθ = ζ,

δkθ = −1

2
[θ, θ] .

Estas ecuaciones coinciden con las ecuaciones (3.96) y (3.97) respec-

tivamente. De esta manera se reproduce a nivel del modelo universal

la separación de la ecuación δη = φ− 1
2
[η, η] en una componente ver-

tical canónica δV η = −1
2
[η, η] y una componente horizontal δHη = φ

que depende de la conexión de fijado de gauge η. De esta manera es

posible identificar el diferencial BRST con el diferencial δk y la coho-

moloǵıa BRST con la cohomoloǵıa del álgebra de Lie a valores en la

representación correspondiente.

Ahora mostraremos como es posible vincular a los fantasmas (iden-

tificados con las formas de Maurer-Cartan del grupo de gauge G ) con

la conexión de fijado de gauge η sin trivializar el fibrado. Para ello

es necesario tener en cuenta que toda conexión η sobre un G -fibrado

principal A → A /G puede ser definida como la imagen de la forma

de Maurer-Cartan θMC del grupo de gauge G ante un homomorfismo

de Chern-Weil15. Un homomorfismo de Chern-Weil es un mapa ω\ del

álgebra W (Lie(G )) ⊗ Lie(G ) al álgebra Ω∗(A ) ⊗ Lie(G ) de formas

diferenciales sobre A valuadas en Lie(G ):

ω\ : (W (Lie(G ))⊗ Lie(G ), δW) −→ (Ω∗ (A )⊗ Lie(G ), δ) .

Si identificamos de acuerdo con Ref.[16] a los fantasmas con la forma

de Maurer-Cartan θMC del grupo de gauge G , entonces esta definición

de una conexión nos permite reconsiderar la relación entre los fantas-

mas y la conexión de fijado de gauge η. En efecto, en lugar de identificar

15Esta propiedad de universalidad hace del álgebra de Weil un análogo algebraico
del fibrado universal EG→ BG. Dado un grupo G, se denomina fibrado universal
al G-fibrado EG→ BG tal que todo G-fibrado principal P →M puede ser obtenido
como el pullback de EG por un mapa f : M → BG. Se tiene entonces el siguiente
diagrama

P ∼= f∗EG

��

EG

��
M

f // BG.

Puede demostrarse que si dos mapas f, g : M → BG son homotópicos, entonces
los G-fibrados principales f∗EG y g∗EG serán isomorfos. Puede concluirse en-
tonces que las clases de isomorfismo de G-fibrados principales P → M están en
correspondencia biuńıvoca con las clases de homotoṕıa de mapas f : M → BG (ver
Ref.[18])
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Fig. 9. Homomorfismos de Chern-Weil.

a los fantasmas con la parte vertical canónica de la conexión η (lo cual

depende de la definición de una trivialización local), es posible conside-

rarlos, en tanto que formas de Maurer-Cartan, como la conexión univer-

sal definida enW (Lie(G ))⊗Lie(G ). De esta manera, puede afirmarse

que la conexión de fijado de gauge η está dada por una inmersion par-

ticular de los fantasmas (formas de Maurer-Cartan consideradas como

conexión universal) en el fibrado A → A /G . La inmersión de θMC en

Ω∗ (A ) ⊗ Lie(G ) por medio de un homomorfismo de Chern-Weil par-

ticular ω\ define entonces una conexión particular de fijado de gauge

η = ω\(θMC).

Podemos afirmar entonces que fijar el gauge es elegir un homomor-

fismo de Chern-Weil. De esta manera, diferentes “encarnaciones” del

fantasma universal θMC definen diferentes fijados de gauge de la teoŕıa

(ver Figura N◦9).
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3.6. Formulación hamiltoniana de las teoŕıas de Yang-Mills.

Hasta ahora hemos trabajado con estructuras geométricas covarian-

tes, es decir que no hemos separado expĺıcitamente el espacio del tiempo.

Dado que el fijado de gauge generalizado se efectúa por medio de trans-

portes paralelos en el tiempo definidos por la conexión de fijado de

gauge η, la implementación del mismo requiere formular la teoŕıa en

términos canónicos, es decir en términos de estructuras geométricas es-

paciales dependientes del tiempo. Es necesario entonces reformular el

principio de gauge extendido en el marco de un formalismo hamiltonia-

no. En esta sección fijaremos la notación y resumiremos la formulación

hamiltoniana de las teoŕıas de Yang-Mills.

En lo sucesivo denotaremosM para el espacio-tiempo. Supondremos

que la 4-variedad M puede ser foliada con hipersuperficies espaciales

por medio de un difeomorfismo

ι :M→ R×M,

donde M es una 3-variedad riemanniana (asumiremos por simplicidad

que M es compacta). Sea G un grupo de Lie compacto con un producto

interno fijo en su álgebra de Lie g y sea P →M un G-fibrado principal.

Usando el difeomorfismo ι y el hecho de que R es contráıble podemos

asumir que el fibrado P →M sobre el espacio-tiempoM es el pullback

de un G-fibrado principal P →M

P ∼= p∗(P )

��

P

��
M p // M,

donde p :M' R×M →M es la proyección.

Denotaremos A a las conexiones en P. Dado que podemos identificar

a P con R× P , cada conexión A tiene una descomposición canónica

(3.100) A = A(t) + A0(t)dt,

donde A(t) es una conexión dependiente del tiempo sobre P y A0(t)

es una sección dependiente del tiempo del fibrado asociado ad(P ) =

P ×G g.

Gracias a la descomposición (3.100) una conexión en P corresponde

a un camino en el conjunto de los pares (A, A0). Denotaremos G al

grupo de los automorfismos de P y lo llamaremos el grupo de gauge.

El grupo G actúa sobre el conjunto de pares (A, A0). Sobre la primera

coordenada la acción corresponde a la acción usual sobre conexiones.

La acción sobre la segunda coordenada está inducida por la acción
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natural sobre fibrados asociados. Esta acción es la restricción de la

acción del grupo de los automorfismos de P a {t}×M . Sea A el espacio

de las conexiones A en P . La acción del grupo de gauge G sobre A
es libre (ver Ref.[36]). Asumiremos entonces que π : A → A /G es

un G -fibrado principal. Denotaremos A las conexiones en A y [A] las

clases de equivalencia en A /G .

En coordenadas locales esta descomposición 3+1 corresponde a la

descripción usual en el marco de la formulación hamiltoniana de las

teoŕıas de Yang-Mills (ver Refs.[38, 49]). La correspondiente acción

canónica tiene la forma

(3.101) S =

∫
dt

∫
d3x

(
Ȧakπ

k
a −H0

(
πka , B

k
a

)− Aa0φa) ,
donde πka = F k0

a y Ba
k = 1

2
εkmnF

amn (con F a
mn las intensidades de

campo).

El Hamiltoniano de Yang-Mills H0

(
πka , B

k
a

)
es

H0

(
πka , B

k
a

)
=

1

2

[
πkaπ

a
k +Bk

aB
a
k

]
,

y las funciones φa son

φa = −∂kπka + f cabπ
k
cA

b
k.

De la forma de la acción (3.101) resulta que los pares (Aak, π
k
a) son

las variables canónicas de la teoŕıa, mientras que la componente tem-

poral Aa0 de los campos de gauge no es una variable dinámica, sino el

multiplicador de Lagrange para el v́ınculo de Gauss generalizado

φa ≈ 0.

3.7. Fijado de gauge generalizado en integrales de camino.

3.7.1. Fijado de gauge por medio de secciones. El principal problema

en la cuantificación de teoŕıas de gauge es el cómputo de las amplitudes

de transición

(3.102) 〈[A0]|[A1]〉 =

∫
T ∗P([A0],[A1])

exp{iS} DA Dπ,

donde S es la acción definida en (3.101), DA es la medida de Feynman

en el espacio P([A0], [A1]) de los caminos en A /G

P([A0], [A1]) = {γ : [0, 1]→ A /G | γ(0) = [A0], γ(1) = [A1]},
y Dπ es una medida en el espacio de los momentos.

Dado que la geometŕıa del espacio cociente A /G es en general com-

plicada, se suele reemplazar la integral (3.102) por una integral sobre los

caminos en el espacio af́ın A . A dichos efectos, se eligen dos elementos
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A0 ∈ π−1[A0], A1 ∈ π−1[A1] en las fibras de [A0] y [A1] respectivamente

y se reemplaza la integral (3.102) por

(3.103) 〈A0|A1〉 =

∫
T ∗P(A0, A1)

exp{iS}DA Dπ,

donde la integral es ahora sobre el espacio cotangente al espacio P(A0, A1)

de los caminos en A

P(A0, A1) = {γ : [0, 1]→ A | γ(0) = A0, γ(1) = A1}.
El problema con este procedimiento es que introduce un infinito en

la integral de camino proveniente de la integración sobre grados de

libertad no f́ısicos. La proyección π : A → A /G induce una proyección

π̃ : P(A0, A1)→ P([A0], [A1]).

El grupo de mapas

P̃G = {g(t) : [0, 1]→ G | g(0) = g(1) = idG }
actúa sobre P(A0, A1) por medio de una multiplicación punto a punto

y las fibras de π̃ consisten en las órbitas de la acción de P̃G . Dado que

la acción S es invariante ante la acción de P̃G , es necesario extraer

el volumen de este grupo de la integral (3.103). A dichos efectos, el

procedimiento usual es el de fijar el gauge definiendo una sección σ :

A /G → A tal que σ([Ai]) = Ai, i = 0, 1. La sección de fijado de

gauge σ induce un mapa ρ

P(A0, A1)
π̃ // P([A0], [A1]),

ρ
uu

dado por ρ(γ) = σ ◦ γ, el cual define una sección de π̃. Esta sección ρ

induce una trivialización

P(A0, A1) ' P([A0], [A1])× P̃G ,

aśı como una descomposición similar a nivel del fibrado contangente.

Es importante remarcar que la definición de una sección de fijado

de gauge σ en el G -fibrado principal A → A /G en el espacio de

los campos (ver Figura N◦10), es solo un paso auxiliar para definir una

sección ρ de la P̃G -proyección P(A0, A1)→ P([A0], [A1]) en el espacio

de los caminos en el cual la integral de camino está definida (ver Figura

N◦11). Sin embargo, cuando la topoloǵıa del fibrado A → A /G no

es trivial, no es posible fijar el gauge por medio de una única sección

global σ (ver Refs.[45, 78]).
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Fig. 10. Fijado de gauge por medio de una sección: es-

pacio de los campos.

Fig. 11. Fijado de gauge por medio de una sección: es-

pacio de los caminos.
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3.7.2. Fijado de gauge por medio de conexiones. Consideraremos ahora

el fijado de gauge generalizado definido en Ref.[21]. Dicho fijado de

gauge está definido por medio de una conexión de fijado de gauge η en

lugar de por medio de una sección σ.

Consideraremos ahora caminos en A con la condición inicial A0 fija

y la condición final definida a menos de una transformación de gauge.

En otros términos, la condición final puede ser cualquier elemento de

la fibra final π−1[A1]. El espacio de caminos correspondiente es

P(A0, π
−1[A1]) = {γ : [0, 1]→ A | γ(0) = A0, π(γ(1)) = [A1]}.

El grupo de los caminos

PG = {g(t) : [0, 1]→ G | g(0) = idG }
actúa sobre P(A0, π

−1[A1]), siendo el cociente P([A0], [A1]). Denota-

remos la proyección como

(3.104) π : P(A0, π
−1[A1])→ P([A0], [A1]).

Puede demostrarse que la acción del grupo de los caminos PG sobre

P(A0, π
−1[A1]) es libre.

Definamos ahora el fijado de gauge generalizado por medio de la

conexión de fijado de gauge η en el fibrado A → A /G . En el caso gene-

ral (con curvatura o monodromı́a), la conexión η no induce una sección

de A → A /G ya que los transportes paralelos dependen del camino.

Sin embargo, puede mostrarse que la conexión de fijado de gauge η

siempre define una sección inducida ση de la proyección (3.104). En

efecto, los transportes paralelos a lo largo de caminos en A /G de la

condición inicial A0 ∈ π−1[A0] definen una sección ση de la proyección

π

P(A0, π
−1[A1])

π // P([A0], [A1]).

ση

tt

En otras palabras, la sección ση asigna a cada camino [γ] ∈ P([A0], [A1])

su levantado horizontal γh con condición inicial A0 definido por medio

de η

γh = ση ([γ]) ∈ P(A0, π
−1[A1]).

La condición local para que un camino γ pertenezca a la imagen

de ση es que los vectores γ̇ tangentes a γ pertenezcan en cada punto

A ∈ A al subespacio horizontal Hη
A definido por la forma de conexión

η. Teniendo en cuenta que por definición Hη
A = Ker ηA, esta condición

de fijado de gauge asume la forma

η(γ̇) = 0, ∀t.
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Fig. 12. Fijado de gauge por medio de una conexión:

espacio de los campos.

En una trivialización local esta condición define una ecuación or-

dinaria no lineal (ver Ref.[62])16. El punto fundamental es que, aún

cuando la conexión de fijado de gauge η no define en general una sección

del fibrado A → A /G como el fijado de gauge usual, siempre define

una sección ση de la proyección π en el espacio de los caminos. En la

Figura N◦12 los caminos γ y γ′ se proyectan sobre el mismo camino [γ]

en el espacio de las órbitas A /G . Sin embargo, solamente el camino γ′

satisface la condición de fijado de gauge de ser siempre tangente a la

distribución Hη definida por η. En el espacio de los caminos esto sig-

nifica que los dos caminos γ y γ′ pertenecen a la misma fibra π−1([γ]),

pero solamente γ′ pertenece a la sección ση inducida por η (ver Figura

N◦13). Teniendo en cuenta que estrictamente la integral de camino

es una integral sobre el espacio de los caminos (y no sobre el espacio

de los campos), la sección ση inducida por la conexión η alcanza para

eliminar el volumen infinito del grupo de los caminos PG en la integral

de camino.

16El teorema de existencia de transportes paralelos fué extendido a dimensión
infinita en Ref.[57, Teorema 39.1]. Se demuestra también alĺı que el transporte pa-
ralelo depende suavemente del camino. Asumiremos en consecuencia que la sección
ση es suave y que su imagen es una subvariedad suave de P(A0, π

−1[A1]). Por
definición, esta subvariedad es transversal a la acción de PG .



Principio de Gauge Extendido en Teoŕıas de Yang-Mills 125

Fig. 13. Fijado de gauge por medio de una conexión:

espacio de los caminos.

En general, si π : X → X/G es un espacio cociente, entonces

cualquier sección σ : X/G → X induce una trivialización global X '
X/G×G. Dicha trivialización está dada por la función

Φ : X/G×G→ X, Φ([x], g) = σ([x])g.

El espacio de los caminos P(A0, π
−1[A1]) puede entonces ser fac-

torizado como P([A0], [A1])×PG (una descomposición similar es in-

ducida en el fibrado cotangente).

El fijado de gauge generalizado puede también definirse como el es-

pacio nulo de un cierto funcional del modo siguiente. Como ya se

dijo, el álgebra de Lie Lie(G ) puede ser identificada con las secciones

del fibrado adjunto ad(P ). La métrica invariante sobre g induce una

métrica < , >ad(P ) sobre ad(P ). Usando esta métrica se define una

métrica G -invariante sobre Lie(G ) = Γ(ad(P )) como

(3.105) 〈σ1, σ2〉Lie(G ) =

∫
M

< σ1(p), σ2(p) >ad(P ) dx.

Luego puede definirse el funcional F : P(A0, π
−1[A1])→ R como

(3.106) F(γ) =

1∫
0

‖η(γ̇(t))‖2Lie(G ) dt.
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Este es un funcional positivo y la imagen de la sección ση es el espacio

nulo de F .

3.8. Principio de gauge extendido y método de Faddeev-Popov.

Se procederá ahora a implementar el fijado de gauge por medio de

una conexión a nivel de la integral de camino. A dichos efectos se

mostrará que es posible utilizar el método de Faddeev-Popov con el

fijado de gauge generalizado. Comenzaremos entonces introduciendo

el fijado de gauge generalizado en la amplitud de transición

(3.107) 〈A0|π−1[A1]〉 =

∫
T ∗P(A0, π−1[A1])

exp{iS}DA Dπ.

La primera posibilidad para la condición de fijado de gauge es δ(F(γ))

donde δ es la delta de Dirac sobre R y F(γ) el funcional (3.106). La

ventaja de este procedimiento es que no requiere un producto de dis-

tribuciones. Esta condición de fijado de gauge tiene una representación

integral directa de la forma

δ(F(γ)) =

∫
dλeiλF(γ)

=

∫
dλeiλ

∫
γ ‖η(γ̇(t))‖2Lie(G )

dt

=

∫
dλeiλ

∫
γ

∫
M ‖η(γ̇(t))‖2g dxdt.

La segunda posibilidad está basada sobre la observación elemental

de que la integral de una función continua positiva es cero si y solo

si la función es cero en todos los puntos. Se puede entonces definir la

condición de fijado de gauge

δ(η(γ̇)) = lim
N

N∏
k=1

δLie(G )(η(γ̇(tk)))(3.108)

= lim
N,M

N∏
k=1

M∏
j=1

δg(η(γ̇(tk))(xj)),

donde δLie(G ) es la función delta sobre Lie(G ) definida como un pro-

ducto infinito de las deltas de Dirac δg sobre g. Si Ta es una base fija

de g, puede expresarse δg(η(γ̇(tk))(xj)) en términos de δ(η(γ̇(tk))(xj)
a)

donde ahora la función delta es la delta de Dirac usual sobre R
3.
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Como es usual se define el elemento ∆−1[γ] como

∆−1[γ] =

∫
PG

Dg′δ(η( ˙γg′)),

donde γg′ denota la acción a derecha de PG sobre P(A0, π
−1[A1]).

Puede demostrarse ahora que el elemento ∆−1[γ] es PG -invariante.

En efecto

∆−1[γg] =

∫
PG

Dg′δ(η( ˙γgg′))

=

∫
PG

D(gg′)δ(η( ˙γgg′))

=

∫
PG

D(g′′)δ(η( ˙γg′′))

= ∆−1[γ].

Es posible entonces expresar el número uno del modo siguiente:

1 = ∆[γ]

∫
PG

Dg′δ(η( ˙γg′))).

El elemento ∆[γ] corresponde al determinante del operador que mide

la variación de la condición de fijado de gauge ante transformaciones

de gauge infinitesimales. Insertando este factor en (3.107) se obtiene

〈A0|π−1[A1]〉 =

∫
T ∗P(A0, π−1[A1])

DA Dπ∆[γ]

∫
PG

Dg′ δ(η( ˙γg′))) exp{iS} .

Como ya se mostró, el elemento ∆−1[γ] es PG -invariante. Si se

efectúa ahora una transformación de gauge que lleve γg′ a γ se obtiene

〈A0|π−1[A1]〉 =

∫
PG

Dg′
∫

T ∗P(A0, π−1[A1])

DA Dπ∆[γ] δ(η(γ̇))) exp{iS} ,

donde se usó que la acción S es también invariante ante transforma-

ciones de gauge. De esta manera se pudo aislar el factor infinito asocia-

do al volumen del grupo de caminos PG . Seguiremos ahora el método

de Faddeev-Popov a los efectos de encontrar los nuevos términos que

aparecen en la acción provenientes de la delta de Dirac δ(η(γ̇))) y del

determinante de Faddeev-Popov ∆[γ].

Con el objeto de encontrar una representación integral de la delta de

Dirac δ(η(γ̇)) de la condición de fijado de gauge, comenzaremos con la

representación integral de la delta de Dirac δLie(G ) sobre Lie(G ) usada
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en (3.108). Si ξ es un elemento de Lie(G ), la delta de Dirac δLie(G )(ξ)

definida como

δLie(G )(ξ) = lim
M

M∏
j=1

δg(ξ(xj)),

puede expresarse en términos de las representaciones integrales de la

delta de Dirac δg(ξ(xj)) sobre g como

δLie(G )(ξ) = lim
M

M∏
j=1

∫
dλ(xj)e

i
∑M

j=1〈λ(xj),ξ(xj)〉g ,

=

∫
D̃λei

∫
dx〈λ(x),ξ(x)〉g ,

=

∫
D̃λei〈λ,ξ〉Lie(G ) ,

donde λ es una sección de ad(P ) = P ×G g y D̃λ = limM

∏M
j=1 dλ(xj).

La delta de Dirac δ(η(γ̇)) de la condición de fijado de gauge puede

entonces ser expresada como

δ(η(γ̇)) = lim
N

N∏
k=1

δLie(G )(η(γ̇(tk)))

= lim
N

N∏
k=1

∫
D̃λke

i
∑N

k=1〈λk,η(γ̇(tk))〉Lie(G )

=

∫
Dλei

∫
γ〈λ,η(γ̇(t))〉Lie(G )dt

=

∫
Dλei

∫
γ

∫
M 〈λ,η(γ̇(t))〉gdxdt,

donde λ es una sección dependiente del tiempo de ad(P ) = P ×G g. La

medida final Dλ es entonces

Dλ = lim
N

N∏
k=1

D̃λk = lim
N,M

N∏
k=1

M∏
j=1

dλk(xj).

Calcularemos ahora el determinante de Faddeev-Popov ∆[γ]. Dado

un camino γ(t) en P(A0, π
−1[A1]), queremos calcular la variación de la

condición de fijado de gauge η(γ̇) = 0 ante una transformación de gauge

infinitesimal definida por un vector X en el álgebra de Lie del grupo

de los caminos PG = {g(t) : [0, 1]→ G |g(0) = idG }. Sea u → ku el

subgrupo uniparamétrico de PG generado por X. El vector X está

entonces dado por

X = d
du
ku|u=0 ∈ Lie(PG ).
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Este vector puede también ser considerado como un camino t→ Xt

donde 0 ≤ t ≤ 1 y Xt ∈ Lie(G ) ∀t. Con el objeto de encontrar

una expresión para los vectores Xt ∈ Lie(G ) es necesario considerar

el hecho de que ku describe una familia de caminos en el grupo de

gauge G (en otros términos ku para un cierto u fijo define un camino

g(t) ⊂ G ). Escribamos ku(t) para enfatizarlo. En consecuencia, para

un cierto tiempo t, el vector Xt ∈ Lie(G ) está dado por

Xt = X(t) = d
du
ku(t)|u=0 ∈ Lie(G ).

Si γ ∈ P(A0, π
−1[A1]) la variación infinitesimal de la condición de

gauge está dada por la expresión

(3.109)
d

du

(
ηγ(t)ku(t)

(
d

dt
Rku(t)γ(t)

)) ∣∣∣
u=0

.

El camino ku(t) en G parametrizado por t (con ku(0) = idG ) puede

ser expresado como

ku(t) = ku(t0)e
Xu(t−t0),

con Xu ∈ Lie(G ). Se tiene entonces

Xu = ku(t0)
−1 d

dt
ku(t)

∣∣∣
t=t0
∈ Lie(G )

(ver Figura N◦14).

A un cierto tiempo t0 la derivada temporal en (3.109) está dada por

d

dt
Rku(t)γ(t)

∣∣∣
t=t0

=
d

dt
Rku(t0)ku(t0)−1ku(t)γ(t)

∣∣
t=t0

(3.110)

=

(
d

dt
Rku(t0)γ(t)

∣∣
t=t0

)
+

d

dt
Rku(t0)−1ku(t)

(
Rku(t0)γ(t0)

) ∣∣
t=t0

= dRku(t0)(γ̇(t0)) + ι(γ(t0)ku(t0))(Xu).

El primer término es el diferencial de la acción de ku(t)
17 y el se-

gundo es el homomorphismo entre el algebra de Lie de G y los campos

vectoriales verticales definido por (3.74)18.

17Se usó que el diferencial df de una función f se define como

df(X) =
df(γ(t))

dt

∣∣∣
t=t0

,

con X = dγ(t)
dt

∣∣∣
t=t0

.
18Si se usa la forma usual para las transformaciones de gauge de las conexiones

γku = k−1
u γku + k−1

u dku,
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Fig. 14. Grupo de los caminos y grupo de gauge.

Aplicaremos ahora la conexión η a cada uno de dichos términos. En

primer lugar se tiene

ηγ(t0)ku(t0)(dRku(t0)(γ̇(t0))) = ad(k−1
u (t0))ηγ(t0)(γ̇(t0)).

Esta igualdad se sigue de la propiedad de equivariancia de la conexión:

R∗gηpg(v) = ηpg (Rg∗v) = adg−1ηp(v). Aplicando η al segundo término

de (3.110) se obtiene

ηγ(t0)ku(t0)

(
ι(γ(t0)ku(t0))(Xu)

)
= Xu.

La variación infinitesimal definida por X ∈ Lie(PG ) está dada

entonces por la suma de

d

du

(
ad(k−1

u (t0))ηγ(t0)(γ̇(t0))
) ∣∣∣

u=0
= ad(−Xt0)ηγ(t0)(γ̇(t0))

=
[−Xt0 , ηγ(t0)(γ̇(t0))

]
esta derivada temporal toma la forma

ad(k−1
u (t0))γ̇(t0) +

d

dt

(
ad

(
k−1

u (t)
)
γ(t0) + k−1

u (t)dku(t)
) ∣∣∣

t=t0
,

siendo el primer término igual al diferencial de la acción dRku(t0)(γ̇(t0)) y el segundo
igual a ι(γ(t0)ku(t0))(Xu).
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y
d
du
Xu

∣∣∣
u=0

.

Calculando este último término se obtiene

d

du
Xu

∣∣∣
u=0

=
d

du

(
ku(t0)

−1 d

dt
ku(t)

) ∣∣∣
u=0,t=t0

=

(
−ku(t0)−2dku(t0)

du

dku(t)

dt
+ ku(t0)

−1 d

dt

dku(t)

du

) ∣∣∣
u=0,t=t0

= −k0(t0)
−2dku(t0)

du

∣∣∣
u=0

dk0(t)

dt

∣∣∣
t=t0

+k0(t0)
−1 d

dt

[
dku(t)

du

∣∣∣
u=0

]
t=t0

= Ẋt0 ,

donde en el último paso se usó que k0(t) = idG ∀t.
La variación infinitesimal de la condición de fijado de gauge es en-

tonces

d

du

(
ηγ(t)ku(t)

(
d

dt
Rku(t)γ(t)

)) ∣∣∣
u=0

=
[−Xt, ηγ(t)(γ̇(t))

]
+ Ẋt.

Para cada camino fijo γ(t) esta expresión define un endomorfismo

lineal Mγ en Lie(PG ) (o un endomorfismo Mγ(t) en Lie(G ) para cada

t).

Con el objeto de seguir el procedimiento usual para exponenciar el

determinante de un operador introduciremos un álgebra de Grassmann

generada por las variables anticonmutantes c y c̄. El determinante de

Faddeev-Popov ∆[γ] puede entonces ser expresado como

∆[γ] =

∫
D c̄Dce

∫ 〈c̄t,Mγ(t)ct〉gd3xdt,

donde

Dc = lim
N

N∏
k=1

D̃ctk = lim
N,M

N∏
k=1

M∏
j=1

dctk(xj),

y lo mismo para D c̄.
Los campos anticonmutantes ct y c̄t pueden ser identificados con

las formas de Maurer-Cartan de Lie(G ), es decir con los elementos

canónicos de Ω1(G )⊗ Lie(G ) tal que ct(ξ) = ξ, ∀ξ ∈ Lie(G ).

Juntando todas las piezas, la amplitud de transición toma la forma

(3.111) 〈A0|π−1[A1]〉 =

∫
PG

Dg

∫
DA DπDλDcD c̄ exp{iSgf},
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donde Sgf es la acción con el gauge fijo

Sgf =

∫
d4x

(
Ȧkπ

k −H0 − A0φ+ 〈λ, η(γ̇)〉g− i〈c̄,Mγc〉g
)
.

Introduciendo expĺıcitamente los ı́ndices del álgebra de Lie g, los

endomorfimos Mγ(t)(x) pueden ser expresados como

Mγ(t)(x)
c
a = −ηγ(t)(γ̇(t))bf cab + δca∂0,

donde f cab son las constantes de estructura de g. La acción con el gauge

fijo toma entonces la forma

(3.112)

Sgf =

∫
d4x

(
Ȧakπ

k
a −H0 − Aa0φa + λaη(γ̇)

a + ic̄aη(γ̇)bf cabcc − ic̄aċa
)
.

Es interesante remarcar que el último término puede ser reescrito

como +iċac̄
a. Este término puede entonces ser interpretado como el

término cinético correspondiente al nuevo par de variables canónicas

(c, ic̄).

3.9. Fijado de gauge canónico.

En esta sección, mostraremos que también es posible reobtener la

acción con el gauge fijo (3.112) por medio del procedimiento canónico

de definir un fermión de fijado de gauge K (ver Refs.[49, 50]). Se

mostrará que por medio de la substitución

H0 → H0 + δBRSTK,

con H0 =
∫
d3xH0 y un fermión de fijado de gauge K adecuadamente

elegido, es en efecto posible recuperar la acción Sgf dada por (3.112).

Para ello definiremos el par canónico de fantasmas (ca,Pa) con cor-

chete de Poisson [ca,Pb] = −δab correspondiente al v́ınculo φa ≈ 0 (ley

de Gauss generalizada). El operador BRST correspondiente a esta

extención minimal del espacio de las fases es

ΩBRST = caφa − 1

2
cacbf cbaPc.

Las correspondientes transformaciones BRST de los fantasmas ca y

sus momentos conjugados Pa son

δBRST c
a = −1

2
cccbfabc,(3.113)

δBRSTPa = −φa + cbf cbaPc.
En lo sucesivo es necesario considerar al multiplicador de Lagrange

A0 para el v́ınculo de Gauss φa ≈ 0 como una variable canónica. A
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dichos efectos es necesario imponer un nuevo v́ınculo, a saber que su

momento canónicamente conjugado π0 sea nulo

π0 ≈ 0.

Es entonces necesario definir un nuevo par canónico de fantasmas

(ρa, c̄a) asociado a este nuevo v́ınculo de primera clase. En consecuen-

cia, el operador BRST tiene que ser extendido agregando un sector no

minimal de la forma

ΩNonmin
BRST = −iρaπ0a.

Esta extensión no minimal genera las siguientes transformaciones

BRST

δBRST c̄a = iπ0a,(3.114)

δBRSTπ0a = 0,

δBRSTA
a
0 = −iρa,

δBRSTρ
a = 0.

De acuerdo con estas transformaciones, las variables c̄a y Aa0 no son

BRST-cerradas por lo que no constribuyen a la cohomoloǵıa. Por otra

parte, las variables π0a y ρa, aún siendo BRST-cerradas, son BRST-

exactas y en consecuencia cohomológicamente nulas. Los pares (π0a, c̄a)

y (ρa, Aa0) son entonces pares cohomológicamente triviales.

Con el objeto de considerar a los pares (Aa0, π0b) y (ρa, c̄b) como pares

de variables canónicas con corchetes de Poisson [π0b, A
a
0] = [ρa, c̄b] =

−δab , incluiremos en la acción el término cinético∫ (
˙̄caρ

a + Ȧ0
a
π0a

)
dt.

Mostraremos ahora que la condición de fijado de gauge η (γ̇(t)) = 0

puede ser expresada como χa + Ȧ0
a

= 0 para algún χ. Si A = A(t) +

A0(t)dt es una conexión, entonces la componente A0 es una sección

de ad(P ), pudiendo ser en consecuencia identificada con un elemento

de Lie(G ). Por lo tanto, si se tiene un camino (A(t), A0(t)), entonces

A0(t) es un elemento de Lie(PG ). Dado que este álgebra de Lie es un

espacio vectorial, la derivada Ȧ0(t) puede también ser identificada con

un elemento del álgebra de Lie de PG . Puede entonces garantizarse

que existe un elemento χ ∈ Lie(PG ) tal que

χ(t) = η(γ̇(t))− Ȧ0(t).
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Elegiremos en consecuencia un fermión de fijado de gauge de la forma

usual (ver Ref.[50])

K =

∫
d3x (ic̄aχ

a − PaAa0) .(3.115)

La acción con el gauge fijo es entonces

(3.116)

Sgf =

∫
d4x

(
Ȧakπ

k
a + Ȧa0π

0
a + ċaPa + ˙̄caρ

a −H0 − δBRST K̃
)
,

donde K̃ = ic̄aχ
a − PaAa0.

Utilizando las transformaciones BRST (3.113) y (3.114), la extensión

de fijado de gauge δBRST K̃ está dada por

δBRST K̃ = −π0aχ
a + ic̄aδBRSTχ

a + Aa0φa − Aa0cbf cbaPc + iPaρa.
Si se identifica π0a con λa, los términos Ȧa0π

0
a y π0aχ

a dan el término

de fijado de gauge

Ȧa0π
0
a + π0aχ

a = π0a

(
χa + Ȧ0

a
)
,

= λaη (γ̇(t))a .

Puede mostrarse que la combinación de términos

ċaPa + Aa0c
bf cbaPc − iPaρa(3.117)

da cero. Para ello, es necesario utilizar la ecuación de movimiento

δSgf
δPa = ċa + Ac0c

bfabc + iρa = 0,

la cual puede ser resuelta para ρa. Substituyendo ρa en (3.117) y usando

que ċa y Pa son variables anticonmutantes, se obtiene que (3.117) es

idénticamente cero.

Por medio de una integración por partes se puede escribir ˙̄caρ
a ∼

−c̄aρ̇a. Si se incluye todo esto en (3.116), la acción con el gauge fijo

toma la forma

Sgf =

∫
d4x

(
Ȧakπ

k
a −H0 − Aa0φa + λaη (γ̇(t))a − ic̄a (δBRSTχ

a − iρ̇a)
)
.

Usando que χa = η(γ̇(t))a− Ȧa0(t), esta acción coincide con la acción

Sgf (3.112) si Ȧ0(t) transforma según la expresión

δBRST Ȧ0(t)
a = −iρ̇a.



4. Conclusiones

En esta tesis se estudiaron ciertos aspectos de la estructura geomé-

trica y la cuantificación de teoŕıas de gauge, es decir de teoŕıas carac-

terizadas por la presencia de v́ınculos entre sus variables canónicas.

A pesar de contarse con diversos métodos para cuantificar teoŕıas con

v́ınculos (método de Dirac y formalismo BRST), existen diversos tipos

de obstrucciones -tanto conceptuales como técnicas- a su cuantificación.

Ejemplos paradigmáticos de dichas obstrucciones son el problema del

tiempo en sistemas generalmente covariantes como la Relatividad Ge-

neral y el problema de Gribov en teoŕıas de gauge en general.

En la primera parte de esta tesis se continuó el trabajo [24] sobre

la cuantificación canónica de modelos cosmológicos de minisuperespa-

cios. El principal obstáculo para una correcta interpretación de la

estructura canónica de la Relatividad General y de su cuantificación

es la presencia de un v́ınculo hamiltoniano H = 0. Como es bien

sabido, una teoŕıa con un v́ınculo hamiltoniano no puede ser directa-

mente interpretada en términos de la evolución de sus grados de liber-

tad en función de un parametro temporal privilegiado. Con el objeto

de comprender las consecuencias de la presencia de un tal v́ınculo es

usual utilizar el formalismo de los sistemas parametrizados. Sin em-

bargo, dado que el v́ınculo hamiltoniano de la Relatividad General es

cuadrático en todos los momentos canónicos, la analoǵıa con el forma-

lismo de los sistemas parametrizados no es completamente adecuada

ya que dichos sistemas poseen un v́ınculo hamiltoniano lineal en uno

de sus momentos. En Ref.[20] se clarificó la diferencia entre el formalis-

mo de los sistemas parametrizados lineales y las teoŕıas generalmente

covariantes con un v́ınculo hamiltoniano cuadrático en todos los mo-

mentos. Los sistemas parametrizados lineales surgen cuando en una

teoŕıa ordinaria el tiempo es formalmente incluido entre los grados de

libertad dinámicos de la teoŕıa. En otros términos, dicho formalis-

mo permite expresar una teoŕıa ordinaria en lenguaje covariante. Sin

embargo, como se argumentó en Ref.[20], que toda teoŕıa puede ser

formulada en forma covariante no significa que toda teoŕıa covariante

sea una teoŕıa ordinaria expresada en forma parametrizada. En efecto,

una teoŕıa con un v́ınculo hamiltoniano cuadrático no puede ser inter-

pretada en términos de una teoŕıa ordinaria con una variable temporal

formalmente “escondida”. Con el objeto de “temporalizar” una teoŕıa

generalmente covariante es necesario elegir un reloj f́ısico, es decir una

variable dinámica monotonamente creciente sobre las soluciones que

pueda servir como parámetro temporal para la evolución del resto de

135
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las variables canónicas. La noción de reloj f́ısico no es entonces inter-

pretada en términos de una variable temporal privilegiada formalmente

considerada como un grado de libertad (espúreo) de la teoŕıa, sino en

términos de un grado de libertad genuino apto para ser utilizado como

reloj (no es en consecuencia necesario que dicho reloj f́ısico sea un grado

de libertad geométrico de la teoŕıa). Ahora bien, si todos los grados

de libertad son igualmente genuinos, todos los momentos conjugados

deben aparecer en el v́ınculo hamiltoniano en pie de igualdad, es decir

cuadráticamente. Por otra parte, reducir el sistema significa “tempo-

ralizar” una trayectoria originalmente estática, es decir una trayectoria

que se limita a establecer correlaciones entre los distintos grados de

libertad. En principio no existe ninguna razón para privilegiar alguno

de los dos sentidos posibles de evolución de la trayectoria. Esto tiene

como consecuencia que el v́ınculo hamiltoniano debe ser cuadrático

en el momento conjugado a la variable elegida como reloj f́ısico (ya

que cada uno de los signos de dicho momento corresponde a cada uno

de los sentidos posibles de temporalización de la trayectoria). Estos

dos argumentos permiten concluir que una teoŕıa fundamentalmente

covariante, es decir sin una variable temporal privilegiada, tiene nece-

sariamente que tener un v́ınculo hamiltoniano cuadrático en todos sus

momentos. Como se mostró en Ref.[20] lo que cambia de una hoja a la

otra del v́ınculo no es el signo de la enerǵıa sino la dirección de avance

del reloj f́ısico, correspondiendo ambas hojas a soluciones de enerǵıa

positiva. Se mostró tambien que el contenido fisico en ambas hojas es

exactamente el mismo, siendo la diferencia entre ambas puro gauge.

Esta estructura de doble hoja de un v́ınculo hamiltoniano cuadrático

en todos sus momentos tiene consecuencias en lo referente a las simetŕıas

temporales de una teoŕıa generalmente covariante como la Relativi-

dad General. En Ref.[20] se distinguieron los dos tipos de simetŕıas

temporales caracteŕısticas de una teoŕıa con un v́ınculo hamiltonia-

no cuadrático. La Relatividad General, a diferencia de la mecánica

clásica o cuántica ordinarias (sin v́ınculos) es invariante ante la transfor-

mación que permite pasar de una hoja a otra del v́ınculo hamiltoniano.

Según la interpretación propuesta esta operación consiste en invertir

la dirección de avance del reloj f́ısico. Sin embargo, es sabido que la

mecánica clásica o cuántica ordinarias (teoŕıas estas cuyas versiones

formalmente parametrizadas tienen un v́ınculo hamiltoniano con una

única hoja) son bajo ciertas condiciones invariantes ante inversiones

temporales. Se tiene entonces una simetŕıa asociada al pasaje de una

hoja a otra del v́ınculo hamiltoniano, pero cada hoja por separado tiene

a su vez una simetŕıa ante inversiones temporales. En Ref.[20] se aclaró
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esta aparente paradoja. A dichos efectos se estableció una distinción

entre las transformaciones de inversión del movimiento caracteŕısticas

de los sistemas clásicos y cuánticos ordinarios (sin v́ınculos) y las trans-

formaciones de inversión del reloj (caracteŕısticas de los sistemas fun-

damentalmente covariantes con un v́ınculo hamiltoniano cuadrático).

Esta distinción entre ambos tipos de simetŕıa temporal fué formulada

tanto a nivel clásico como a nivel cuántico. De esta manera, si una

teoŕıa clásica o cuántica ordinaria solo puede poseer una simetŕıa ante

inversiones de movimiento, una teoŕıa fundamentalmente covariante

puede poseer ambos tipos de simetŕıa.

A la luz de estas consideraciones, las condiciones de contorno so-

bre las soluciones de la ecuación de Wheeler-DeWitt propuestas en

Ref.[24] fueron clarificadas en Ref.[20]. La idea fundamental es que

dichas condiciones de contorno actúan como una ruptura de la simetŕıa

ante inversiones del reloj. Dado que la f́ısica en ambas hojas es comple-

tamente equivalente es necesario elegir arbitrariamente una de dichas

hojas. Como a nivel cuántico la transformación de inversión del reloj

asume la forma de una conjugación compleja, el problema de definir

condiciones de contorno sobre las soluciones de la ecuación de Wheeler-

DeWitt se reduce a encontrar una realización del espacio de soluciones

de la forma S = C ⊕ C∗. El espacio de la soluciones f́ısicas será en-

tonces C o C∗. La teoŕıa resultante no es más invariante ante inver-

siones del reloj, pero todav́ıa puede ser simétrica ante inversiones de

movimiento (como la mecánica clásica o cuántica ordinarias). De esta

manera es posible definir condiciones de contorno para la ecuación de

Wheeler-DeWitt con el significado preciso de seleccionar un sentido

para la temporalización de las trayectorias. Es importante destacar

que la noción de sentido de una trayectoria estática no depende de

la separación efectiva de un reloj f́ısico, por lo que las condiciones de

contorno propuestas debeŕıan poder implementarse en el caso general.

En Ref.[25] se ejemplificaron estas consideraciones con algunos modelos

cosmológicos con un número finito de grados de libertad. Queda como

un problema abierto el de proponer un modo sistemático de implemen-

tar las condiciones de contorno propuestas para el caso general.

En la segunda parte de este trabajo se estudió la estructura geo-

métrica y la cuantificación del segundo caso paradigmático de teoŕıas

de gauge, a saber las teoŕıas de Yang-Mills. El objetivo principal de

esta segunda parte fué el de construir una única entidad geométrica

-definida en un escenario geométrico extendido- que permita unificar

las tres estructuras fundamentales de una teoŕıa de Yang-Mills, a saber
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los campos de gauge, los fantasmas generadores del complejo BRST, y

el fijado de gauge. La entidad geométrica que permite efectuar dicha

unificación es una conexión en un fibrado principal convenientemente

elegido. Se definió de esta manera un principio de gauge extendido

según el cual la formulación de una teoŕıa con una simetŕıa de gauge

local requiere la definición de una tal conexión. Esta unificación es

una extensión del hecho conocido que los campos de gauge A y los

fantasmas c pueden ser unificados en una única entidad ω como ω = A+

c (ver Ref.[10]). La construcción de la conexión extendida fue realizada

en Ref.[21]. En Ref.[22] se estudió la implementación del principio

de gauge extendido en el marco de la cuantificación con integral de

camino de las teoŕıas de Yang-Mills. En Ref.[23] se presentó una versión

resumida del formalismo propuesto en ambos trabajos y se clarificó la

relación entre los fantasmas y el fijado de gauge.

A los efectos de definir una conexión extendida que incluya también

la definición del fijado de gauge de la teoŕıa, fué necesario en Ref.[21]

generalizar la noción de fijado de gauge. El primer paso en el pro-

ceso de unificación fué en efecto el reemplazo de la sección de fijado

de gauge σ : A /G → A por una conexión de fijado de gauge η en el

mismo fibrado principal. En lugar de elegir por medio de la sección

σ un representante fijo A para cada elemento [A] en el espacio de las

órbitas A /G , la conexión de fijado de gauge η permite transportar

paralelamente cualquier condición inicial A0 ∈ A perteneciente a una

fibra π−1[A0]. Esta generalización de la noción de fijado de gauge tiene

la importante ventaja de que, dada una trivialización local del fibrado

A → A /G , los fantasmas pueden ser asociados a la parte vertical

canónica de la conexión η. De esta manera los fantasmas y el fijado de

gauge pueden ser considerados como distintos aspectos de una única

entidad geométrica. Sin embargo, se mostró en Ref.[23] que es posi-

ble también entender la relación entre los fantasmas y la conexión η

sin utilizar una trivialización del fibrado. Para ello es necesario definir

el álgebra de Weil del grupo de gauge G , la cual es un modelo alge-

braico universal para el álgebra definida por una conexión genérica y

su curvatura. Puede verse entonces que el fantasma puede ser natural-

mente identificado con el generador canónico de dicha álgebra (forma de

Maurer-Cartan), mientras que la conexión de fijado de gauge η puede

ser considerada como la imagen de dicho generador ante un homomor-

fismo de Chern-Weil. De esta manera puede afirmarse el fantasma es

una conexión universal sobre el grupo de gauge G , mientras que su

“encarnación” en el fibrado A → A /G bajo la forma de la conexión η

define el fijado de gauge de la teoŕıa.
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El proceso de unificación puede ser luego continuado teniendo en

cuenta que las conexiones A (los campos de gauge) y la conexión de

fijado de gauge η pueden ser unificadas en una única conexión extendida

A en el G-fibrado principal A ×P → A ×M . Los campos de gauge, el

fijado de gauge y los fantasmas son de esta manera introducidos como

diferentes aspectos de esta única entidad geométrica extendida.

A partir de las ecuaciones que definen a las distintas componentes

de la curvatura F = ∆AA = F + ψ + φ de la conexión extendida fué

posible en Ref.[21] recobrar las transformaciones BRST de los campos

de gauge y de los fantasmas sin necesidad de imponer las condiciones

de horizontalidad o platitud usuales (φ = ψ = 0 o, equivalentemente

F = F ; ver Refs.[9, 11, 41, 81]).

A continuación se estudió en Ref.[22] la aplicación del principio de

gauge extendido para la cuantificación de teoŕıas de Yang-Mills por

medio de integrales de camino. Dado que el fijado de gauge se realiza

por medio del transporte paralelo de las condiciones iniciales, el formal-

ismo natural para su implementación es la formulación hamiltoniana de

las teoŕıas de Yang-Mills. El reemplazo de la sección de fijado de gauge

σ por una conexión de fijado de gauge η tiene la importante ventaja

de permitir definir un fijado de gauge global aún cuando la topoloǵıa

del fibrado A → A /G no sea trivial (obstrucción de Gribov). De

esta manera, se mostró en Ref.[22] que aún cuando en general no es

posible definir una sección global σ en el fibrado asociado a los cam-

pos de gauge, siempre es posible por medio de la conexión de fijado

de gauge η definir una sección inducida ση en el PG -fibrado princi-

pal P(A0, π
−1[A1])→ P([A0], [A1]) asociado al espacio de los caminos.

Dado que estrictamente la integral de camino no es una integración

en el espacio de los campos A , sino una integración en el espacio de

los caminos P(A0, π
−1[A1]), la sección ση permite en efecto eliminar el

volumen infinito del grupo PG de la integral de camino. A los efectos

de introducir este fijado de gauge en la integral de camino, se mostró

que los métodos usuales (Faddeev-Popov o fermión de fijado de gauge)

pueden seguir usándose con el nuevo fijado de gauge generalizado. De

esta manera se obtuvo la acción con el gauge fijo Sgf correspondiente

al gauge generalizado definido por la conexión η.

Queda como un problema abierto el estudio de la aplicación del for-

malismo propuesto para el cálculo de observables topológicos asociados

a la no trivialidad del fibrado A → A /G .
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A1. Elementos matemáticos.

4.0.1. Variables de Grassmann y álgebras diferenciales graduadas. Se

dirá que un álgebra asociativa19 A es Z2-graduada o superconmutativa

si A es una suma directa

A = A0 ⊕ A1,

de dos espacios complementarios tal que

xy = (−)εxεyyx,

con εu = 0 si u ∈ A0 y εu = 1 si u ∈ A1. Esto implica

A0A0 ⊂ A0,

A0A1 ⊂ A1,

A1A1 ⊂ A0.

La paridad εu es denominada paridad de Grassmann. Dado que

toda álgebra superconmutativa A es un espacio vectorial Z2-graduado,

el conjunto End(A) de transformaciones lineales de A es un álgebra

de Lie graduada. Dadas dos transformaciones lineales M1 y M2, su

conmutador graduado es

[M1,M2] = M1M2 − (−)εM1
εM2M2M1.

Puede demostrarse que el conmutador graduado satisface una versión

graduada de la identidad de Jacobi. La graduación de A induce una

graduación natural en End(A): una transformación lineal M tendrá

una paridad definida εM si Mx tiene paridad definida εM + εx.

Las transformaciones lineales que satisfacen la regla de Leibnitz

D(xy) = xDy + (−)εDεy(Dx)y,

son denominadas derivaciones graduadas.

4.0.2. Pushforwards y pullbacks. Dado un mapa entre dos variedades

f : M → N , el mismo induce diversos mapas en los espacios tangentes

y cotangentes asociados.

En primer lugar el mapa f permite definir por medio de la com-

posición de funciones el pullback de una función g : N → R, es decir

un mapa de la forma f ∗ : C(N)→ C(M), como f ∗g = g ◦ f : M → R.

19Es decir un espacio vectorial sobre C con un producto bilineal y asociativo con
respecto a la adición y a la multiplicación por escalares.
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En segundo lugar es posible definir el pushforward f∗ de un campo

vectorial V en M , es decir un mapa de la forma

f∗ : TpM → Tf(p)N

V 7→ f∗V.

El pushforward f∗V debe actuar sobre las funciones g : N → R.

Dada la función g y el mapa f , se puede definir la acción de f∗V sobre

g a partir de la acción de V sobre el pullback de g por f , es decir sobre

la función compuesta f ∗g = g ◦ f : M → R. El pushforward de V se

define entonces como

(f∗V ) (g) = V (g ◦ f).

Una vez definido el pushforward de campos vectoriales, es posible

definir el pullback de 1-formas en N , es decir un mapa de la forma

f ∗ : T ∗f(p)N → T ∗pM

ω 7→ f ∗ω.

El pullback f ∗ω debe actuar sobre campos vectoriales V en M . La

acción de f ∗ω sobre V puede ser definida a partir de la acción de ω sobre

el pushforward f∗V de V en N . El pullback de ω se define entonces

como

(f ∗ω) (V ) = ω (f∗V ) .

En resumen el mapa f : M → N permite definir los siguientes mapas

(ver Figura N◦15).

M
f−→ N

f ∗g = g ◦ f f∗←− g

V
f∗−→ (f∗V ) (g) = V (g ◦ f)

(f ∗ω) (V ) = ω (f∗V )
f∗←− ω.

4.0.3. Grupos y álgebras de Lie. Sea G un grupo de Lie. Las acciones

a derecha y a izquierda Rg, Lg : G→ G son definidas como

Rgh = hg

y

Lgh = gh,

para g, h ∈ G. Dado Lg puede definirse el pushforward de campos

vectoriales

Lg∗ : Th(G)→ Tgh(G).
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Fig. 15. Pushforwards y Pullbacks.

Un campo vectorial X invariante a izquierda es un campo que satis-

face la propiedad

Lg∗ (X|h) = X|gh,
es decir un campo tal que el pushforward Lg∗ del vector asignado por

el campo X a h es igual al mismo campo vector X evaluado en gh.

Un campo vector invariante a izquierda define el álgebra de Lie g de

G. Dado que un campo vector invariante a izquierda X ∈ g queda

completamente especificado por su valor en el elemento unidad e (y

viceversa), existe un isomorfismo de espacios vectoriales

g ∼= TeG.

El álgebra de Lie g es cerrada ante la operación definida por el

corchete de Lie

[Tα, Tβ] = fγαβTγ ,

donde {Tα} es una base de g y fγαβ las constantes de estructura.

Es posible definir una representación de G sobre śı mismo dada por

la acción adjunta

Adg : G → G

h 7→ Adgh ≡ ghg−1.
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El mapa tangente a Adg será el pushforward

Adg∗ : Th(G)→ Tghg−1(G).

Si restringimos dicho mapa a Te(G) ' g, Adg∗ mapea g sobre śı

mismo, ya que Adge = geg−1 = gg−1 = e y Tgeg−1(G) = Te(G) ' g.

Se puede demostrar que el correspondiente mapa adg ≡ Adg∗|Te(G) en

g está dado por

adg : g → g

A 7→ gAg−1,

con A ∈ g. Esta acción define entonces la representación adjunta de G

sobre su álgebra de Lie g dada por

ad : G× g → g

(g, A) 7→ adgA = gAg−1.

Una curva φ : R → G con φ(0) = e será denominada subgrupo

uniparamétrico de G si satisface la propiedad

φ(t)φ(s) = φ(t+ s).

Puede verse facilmente que φ−1(t) = φ(−t). Dado un subgrupo

uniparamétrico φ : R→ G, existe un campo vector X tal que

dφµ(t)

dt
= Xµ (φ(t)) .

Puede demostrarse que X es un campo vector invariante a izquierda.

Inversamente puede demostrarse que a todo campo vector invariante

a izquierda puede asignársele un subgrupo uniparamétrico φ(t). E-

xiste en consecuencia una correspondencia biuńıvoca entre subgrupos

uniparamétricos y campos vectores invariantes a izquierda.

Sea ahora G un grupo de Lie y V ∈ TeG. El mapa exponencial

exp : TeG→ G se define como

exp (tV ) = φV (t) t ∈ R,

donde φV es el subgrupo uniparamétrico de G generado por el campo

vector invariante a izquierda XV (con XV |g = Lg∗V ).

4.0.4. Formas de Maurer-Cartan. Dada una base {V1, ..., Vn} de g,

pueden definirse en cada punto g ∈ G n campos vectoriales invariantes

a izquierda {X1, ..., Xn} como Xµ|g = Lg∗Vµ. Como [Xµ, Xν ] |g es un

elemento de g en g, puede ser expresado en términos de {Xµ} como

[Xµ, Xν ] = cλµνXλ,

donde cλµν son las constantes de estructura del grupo de Lie G.
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Introduzcamos ahora una base dual a {Xµ} que denotaremos {θµ},
es decir tal que 〈θµ, Xν〉 = δµν . Puede verse que {θµ} es una base

de 1-formas invariantes a izquierda. Si G es un grupo de Lie conexo

de dimensión finita entonces el álgebra
∧

g∗ generada por {θµ} es el

subálgebra diferencial graduada de Ω∗(G) de formas diferenciales in-

variantes a izquierda, donde Ω∗(G) es el álgebra de formas diferenciales

sobre G. En otras palabras tenemos una inclusión i :
∧

g∗ ↪→ Ω∗(G).

Puede demostrarse que estas 1-formas satisfacen la ecuación de estruc-

tura de Maurer-Cartan

dθµ = −1

2
cµνλθ

ν ∧ θλ.
Es posible ahora definir una 1-forma θ : TgG → g valuada en el

álgebra de Lie g que lleva cada vectorXµ al elemento Vµ ∈ g a partir del

cual se generó el campo vector invariante a izquierda al cual pertenece

X. Dicha 1-forma se define entonces como

θ : X 7→ (Lg−1)∗X = (Lg)
−1
∗ X, X ∈ TgG.

La 1-forma θ será denominada forma de Maurer-Cartan. Es posible

demostrar que dicha 1-forma θ puede expresarse como

θ = Vµ ⊗ θµ.
La 1-forma θ satisface

dθ = −1

2
θ ∧ θ,

donde dθ ≡ Vµ ⊗ dθµ y

θ ∧ θ = [Vµ, Vν ]⊗ θµ ∧ θν .

4.0.5. Espacios fibrados. A continuación se establecerán las principales

nociones de la teoŕıa de espacios fibrados: espacio fibrado, sección de

un fibrado, pull-back, fibrados vectoriales, fibrados principales y fibrados

asociados.

Un espacio fibrado diferenciable (E, π,M, F,G) consiste en los sigu-

ientes elementos

• Una variedad diferenciable E llamada espacio total del fibrado.

• Una variedad diferenciable M llamada base del fibrado.

• Una variedad diferenciable F llamada fibra del fibrado.

• Un mapa suryectivo π : E →M llamado proyección. La imagen

inversa π−1(p) = Fp ∼= F con p ∈M es la fibra sobre p.

• Un grupo G, llamado el grupo de estructura, que actúa sobre F

por la izquierda.
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• Un cubrimiento {Ui} de M con difeomorfismos

φi : Ui × F → π−1(Ui),

tal que π ◦ φi(p, f) = p. Los mapas φi definen trivializaciones

locales del fibrado ya que φ−1
i mapea π−1(Ui) en el producto

directo Ui × F .

• Si escribimos φi(p, f) ≡ φi,p(f), el mapa φi,p : F → Fp es un

difeomorfismo. Sobre las intersecciones Ui ∩ Uj 6= 0 se pide

que tij(p) ≡ φ−1
i,p ◦ φj,p : F → F sea un elemento del grupo de

estructura G. De esta manera φi y φj están relacionadas por

medio de las funciones de transición

tij : Ui ∩ Uj → G.

Estas funciones de transición deben satisfacer las siguientes

condiciones de cociclo:

tii(p) = idG p ∈ Ui,
tij(p) = tji(p)

−1 p ∈ Ui ∩ Uj,
tij(p) · tjk(p) = tik(p)

−1 p ∈ Ui ∩ Uj ∩ Uk.
Un fibrado es una fibrado trivial si globalmente es isomorfo a un

espacio producto M × F . Intuitivamente, un espacio fibrado es un

“producto” en general no trivial entre dos variedades M y F tal que

localmente puede ser representado (en forma no canónica) por produc-

tos triviales de la forma Ui × F .

Dado un fibrado E
π−→ M , una sección s es un mapa s : M → E

tal que π ◦ s = idM . En otras palabras S manda elementos de la base

p ∈M a elementos de la fibra Fp sobre p. Si la sección s está definida

solo localmente, se dirá que s es una sección local.

Sea un fibrado E
π−→ M con fibra t́ıpica F . Dado un mapa f : N →

M , el par (E, f) define otro fibrado sobre N con la misma fibra t́ıpica

F . Este nuevo fibrado, llamado el pull-back de E por f , se denota f ∗E
y se define como

f∗E ≡ {(p, u) ∈ N × E|f(p) = π(u)} ,
siendo la proyección π̃(p, u) = p. En otras palabras, la fibra de f ∗E
sobre cada punto p ∈ N será igual a la fibra de E sobre f(p) ∈M . Se

tiene entonces el siguiente diagrama:

f∗E

π̃
��

E

π

��
N

f // M.
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Un fibrado vectorial es un fibrado cuya fibra t́ıpica es un espacio

vectorial real o complejo. Las funciones de transición son transforma-

ciones lineales pertenecientes a GL(k,R) o GL(k,C) respectivamente,

donde k es la dimensión de la fibra.

Un G-fibrado principal es un fibrado P
π−→M en el que la fibra t́ıpica

coincide con el grupo de estructura G. Ademas de la acción a izquierda

propia de todo fibrado, un fibrado principal posee una acción a derecha

de G sobre F :

P ×G → P

(u, a) 7→ ua,

con π(ua) = π(u). Dado que la acción de G sobre G es transitiva, las

fibras Fp = π−1(p) son difeomorfas a G. Es decir que, dados u1, u2 ∈
π−1(p), existe un único elemento a ∈ G tal que u1 = u2a. Es entonces

posible reconstruir la fibra Fp como Fp = {ua|a ∈ G} con π(u) = p.

Esto significa que, dado un elemento u ∈ Fp se puede establecer un

isomorfismo entre la fibra F y el grupo G dado por ua↔ a. Dada una

sección si sobre Ui es entonces posible definir una trivialización local

φi : Ui ×G→ π−1(Ui) dada por

φi(p, g) = si(p)g.

El siguiente teorema permite determinar cuando un fibrado principal

es trivial:

Teorema. Un G-fibrado principal P
π−→ M es trivial si y solo si

admite una sección global σ.

Dem. La sección σ define un homeomorfismo entre P yM×G. Como

la acción a derecha es libre y transitiva, cualquier elemento u ∈ P con

π(u) = p puede ser escrito como u = σ(p)a con a ∈ G. Se puede

entonces definir el mapa

Φ : P → M ×G
u = σ(p)a 7→ (p, a).

Se tiene entonces que P , siendo isomorfo al producto M × G, es

trivial. Inversamente, si P 'M ×G, entonces existe una trivialización

φ : M ×G→ P . Si se toma un elemento fijo g de G, entonces el mapa

σg : M → P

p 7→ φ(p, g)

es una sección global.

Dado un G-fibrado principal P
π−→M es posible construir un fibrado

asociado del modo siguiente. Supongase que G actúa a izquierda sobre



Apéndices 147

una variedad F (es decir que existe una representación ρ de G sobre

F ). Se puede entonces definir una acción de G sobre P × F como

(u, f) 7→ (ug, g−1f).

Puede demostrarse que el cociente con respecto a esta acción

P × F
G

≡ P ×G F,
es un fibrado sobre M con fibra t́ıpica F .

El siguiente lema permite caracterizar a los elementos del grupo de

gauge G como secciones de un fibrado asociado a P .

Lema. Existe una correspondencia uno a uno entre secciones del

fibrado asociado E = P ×G F →M y mapas ϕ : P → F que satisfacen

la propiedad de equivariancia ϕ(ua) = a−1 · ϕ(u) para todo u ∈ P y

a ∈ G.

Dem. Para todo p ∈ M podemos elegir un punto u ∈ P tal que

π(u) = p. El par (u, ϕ(u)) ∈ P × F determina un elemento sobre

p en P ×G F dado por la clase de equivalencia (ua, a−1ϕ(u)). Ahora

bien, puede verse que esta clase de equivalencia no depende del punto

u ∈ π−1p. En efecto, tomemos u′ = ug. El par (ug, ϕ(ug)) determinará

el punto (uga, a−1g−1ϕ(u)) = (ug′, g′−1ϕ(u)) con g′ = ga ∈ G. De esta

manera cada mapa equivariante ϕ : P → F define un elemento de

E = P ×G F sobre cada p ∈ M . Tenemos aśı definida una sección del

fibrado asociado E = P ×G F →M .

A2. Teoŕıa de cuerdas bosónicas y modelos cosmológicos.

La acción que describe la dinámica de la hoja de mundo de una

cuerda en una variedad con curvatura en presencia de un campo de

fondo es

SWS =
1

4πα′

∫
dσdτ

√
h (hαβgµν(X) + iεαβBµν(X)) ∂αXµ∂βXν

+
1

2π

∫
dσdτ

√
hR(X)φ(X),(4.118)

donde hαβ es la métrica en la hoja de mundo de la cuerda, R es el es-

calar de Ricci de esta métrica, gµν es la métrica del espacio-tiempo

de fondo, Bµν es un campo antisimétrico (usualmente denominado

NS-NS campo de 2-formas) y φ es el campo escalar del dilatón (ver

Refs.[68, 69]). Estos tres campos aparecen en el espectro sin masa de

la teoŕıa de cuerdas bosónicas cerradas. Los ı́ndices α, β corresponden

a las coordenadas en la hoja de mundo bidimensional, mientras que

los ı́ndices µ, ν, ρ corresponden a las coordenadas del espacio-tiempo
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D-dimensional. El parámetro α′ (usualmente llamado Regge slope) es

la inversa de la tensión de la cuerda, T = 1/(2πα′), la cual define

la escala de la teoŕıa a nivel cuántico. La acción (4.118) define una

teoŕıa de campos en dos dimensiones. Esta teoŕıa es invariante ante las

transformaciones

δBµν = ∂µΛν − ∂νΛµ,

δφ = φ0,

donde Λµ es un vector arbitrario y φ0 una constante.

La acción (4.118) es invariante ante la transformación conforme de

Weyl hαβ → Ω2(τ, σ)hαβ. Si se impone esta simetŕıa a nivel cuántico

(teoŕıa sin anomaĺıas conformes) las funciones beta deben anularse [68].

En consecuencia, a primer orden en α′ e introduciendo el tensor de

intensidad de campo Hµνρ asociado al campo antisimétrico Bµν

Hµνρ = ∂µBνρ + ∂ρBµν + ∂νBρµ,

se obtienen las ecuaciones

Rµν +∇µ∇νφ− 1

4
HµρδH

ρδ
ν = 0,(4.119)

∇δHδµν −∇δφHδµν = 0,

c−∇µ∇µφ+∇µφ∇µφ− 1

6
HµνρH

µνρ = 0,

donde, en principio, c = 2(D− 26)/(3α′). Sin embargo, c puede modi-

ficarse incluyendo más campos, de modo que en lo que sigue lo consi-

deraremos como un número real arbitrario.

Estamos ahora interesados en una formulación espacio-temporal de

la teoŕıa de la gravitación, análoga a la acción de Einstein-Hilbert para

la Relatividad General. Puede verse que las ecuaciones (4.119) pueden

ser interpretadas como las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange

de una teoŕıa de campos correspondientes a la acción

(4.120)

SSF =
1

16πGN

∫
dDx
√−ge−φ

(
−c+R +∇µφ∇µφ− 1

12
HµνρH

µνρ

)
,

donde GN es la constante de Newton en D dimensiones y R es el escalar

de Ricci del espacio-tiempo. De este modo, podemos interpretarla como

la acción efectiva a bajas enerǵıas de la teoŕıa de cuerdas bosónicas

cerradas en el ĺımite de tensión grande (α′ → 0). Una configuración

consistente de campos de fondo para la formulación de la teoŕıa de

cuerdas debe ser una solución clásica obtenida a partir del principio

variacional correspondiente a la acción (4.120). En otras palabras, el

requerimiento de preservar a nivel cuántico la invariancia conforme de
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la hoja de mundo bidimensional, a primer orden en la inversa de la

tensión de la cuerda, conduce a las mismas ecuaciones de movimiento

resultantes del principio variaciónal δS = 0 aplicado a la teoŕıa de

campos en D dimensiones dada por la acción (4.120).

Una formulación más familiar puede ser obtenida redefiniendo los

campos según gµν → eφgµν , de modo tal que la acción espacio-temporal

es ahora

SEF =
1

16πGN

∫
dDx
√−g

×
(
R− ce2φ/(D−2) +

1

D − 2
∇µφ∇µφ− e−4φ/(D−2)

12
HµνρH

µνρ

)
.

De este modo se obtiene la acción de Einstein en D dimensiones

incluyendo los términos de acoplamiento con el dilatón y el campo an-

tisimétrico. Esta forma para la teoŕıa de campos efectiva es conocida

como Einstein frame action, mientras que la acción (4.120) es usual-

mente denominada string frame action. La interpretación de los aspec-

tos gravitatorios de la teoŕıa es más directo en el Einstein frame. En

efecto, para el caso particular D = 4, el principio variacional δS = 0

conduce a las ecuaciones

∇µ∂
µφ+ ceφ − 1

16
e−2φH2 = 0,

∇δH
δ
µν + 2∇δφH

δ
µν = 0,

Rµν − 1

2
gµνR− c

2
gµνe

φ =
1

2

(
∇µφ∇νφ− 1

2
gµν(∇φ)2

)
+

+
1

4
e−2φ

(
HµρδH

ρδ
ν −

1

6
gµνH

2

)
,(4.121)

y a las identidades de Bianchi

(4.122) ∇[µHµρδ] = 0.

Puede reconocerse en (4.121) las ecuaciones de Einstein con una

función cosmológica dada por Λ = ceφ y con el tensor de enerǵıa-

impulso del dilatón y el tensor antisimétrico como fuente. La relación

entre el string frame y el Einstein frame puede ser clarificada si con-

sideramos las soluciones de las ecuaciones para el caso homogéneo e

isótropo. Dado que la métrica ds2 en el string frame está relacionada

con la métrica correspondiente ds̃2 en el Einstein frame por medio de la

expresión ds2 = eφds̃2, los resultados pueden ser facilmente traducidos.

Por ejemplo, para el caso c = 0 una solución posible es una cosmoloǵıa

plana donde el factor de escala se comporta como a ∼ τ 1/3. Recordando

la correspondiente evolución del dilatón en τ , este comportamiento
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puede ser traducido al Einstein frame como una evolución del factor

de escala b ∼ τ 1/2, es decir a la misma evolución que un universo

dominado por radiación (ver Ref.[43]).

Las ecuaciones de campo derivadas de la acción espacio-temporal

(4.120) admiten soluciones homogéneas e isótropas en cuatro dimen-

siones (ver Refs.[1, 43, 82, 83]). Estas soluciones tienen una métrica de

tipo Friedmann–Robertson–Walker

ds2 = N(τ)dτ 2 − a2(τ)

(
dr2

1− kr2
+ r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2

)
,

donde a es el factor de escala y k = (−1, 0, 1) determina la curvatura.

Para el dilatón φ y la intensidad de campo Hµνρ las condiciones de

homogeneidad e isotroṕıa conducen a

φ = φ(τ), Hijk = λ(τ)εijk,

donde εijk es la forma de volumen sobre las superficies de tiempo cons-

tante y λ es un número real. Las identidades de Bianchi (4.122) impli-

can que λ no depende del parámetro τ .

Escribamos ahora la forma expĺıcita de la acción para los modelos

considerados. Si se define b2(τ) ≡ e2Ω(τ), la acción en el Einstein frame

en cuatro dimensiones para el caso λ = 0 (el cual corresponde al campo

Bµν igual a cero) está dada por

S =
1

2

τ2∫
τ1

dτNe3Ω

[
− Ω̇2

N2
+
φ̇2

N2
− 2ceφ + ke−2Ω

]
,

donde el punto significa d/dτ . Por otra parte, para el caso k = 0

(universo plano) la acción asume la forma

S =
1

2

τ2∫
τ1

dτNe3Ω

[
− Ω̇2

N2
+
φ̇2

N2
− 2ceφ − λ2e−6Ω−2φ

]

(el factor (8πGN)−1 fue absorbido por medio de una redefinición de los

campos).

La forma hamiltoniana en el Einstein frame para los modelos con-

siderados es

S =

τ2∫
τ1

dτ
[
pΩΩ̇ + pφφ̇−NH

]
.

Para λ = 0 el v́ınculo hamiltoniano es

(4.123) H =
1

2
e−3Ω

(−p2
Ω + p2

φ + 2ce6Ω+φ − ke4Ω)
= 0,
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mientras que para k = 0 el v́ınculo hamiltoniano es

(4.124) H =
1

2
e−3Ω

(−p2
Ω + p2

φ + 2ce6Ω+φ + λ2e−2φ
)

= 0.

Estos dos v́ınculos hamiltonianos (o sus formas escaleadas H ≡
2e3ΩH = 0) son el punto de partida para la cuantificación canónica

de estos modelos.
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