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PROBLEMAS DE CONTROL OPTIMO CON EVOLUCION DE
TIPO VOLTERRA

Resumen

En el presente trabajo se estudian problemas de control 6ptimo donde el
estado evoluciona segin una ecuacion integral de tipo Volterra.
Para el caso de horizonte finito se buscan condiciones necesarias y de
transversalidad para un problema de horizonte variable con restricciones.
Para el caso de horizonte infinito se analizan condiciones necesarias para
un control éptimo con restricciones en el comportamiento asintético del es-

tado.

Palabras Claves

Principio del Maximo, Control Optimo, Ecuaciones de Volterra, Condiciones

Necesarias, Condiciones de Transversalidad.
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OPTIMAL CONTROL PROBLEMS WITH VOLTERRA TYPE
EVOLUTION

Abstract

We consider optimal control problems where the state is governed by a
Volterra integral equation.

For the case of a finite interval, we study necessary and transversality
conditions for a variable horizon problem with restrictions.

For the infinite horizon case we analyze necessary conditions for an op-

timal control with restrictions on the asymptotic behavior of the state.

Keywords

Maximum Principle, Optimal Control, Volterra Equations, Necessary Con-

ditions, Transversality Conditions.
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Introduccién

Dado I un intervalo cerrado en R cuyo extremo izquierdo es tg y las funciones
f:IxIxRY xU RN yg:I— RN, consideramos un proceso descripto
por la siguiente ecuacién de Volterra:

:L'(t) :g(t)+ f(tv‘g?x(*s)?u(s))ds (1)

to

para t € I. La funcién v : I — U llamada control serd, en un principio, una
funcién continua a trozos y el conjunto de controles I/ un espacio topoldgico
Hausdorff. Para cada control, la curva = : I — R solucién continua del
sistema (1) es llamada estado.

El problema que consideramos consiste en dar condiciones necesarias que

debe cumplir un par (x,u) para maximizar una integral de la forma

t1
/t L(t,x(t),u(t))dt (2)

0

sobre una clase de pares de funciones (z(t), u(t)) que satisfacen la ecuacién de
Volterra (1) sujeto a ciertas restricciones. Analizaremos dos casos distintos,
uno de horizonte finito en donde t1, el limite superior de la integral anterior,
es variable y finito de manera que la dindmica del sistema (1) se considera
en el intervalo I = [tg, 1] y otro de horizonte infinito en donde ¢; es fijo e
igual a 400 y por lo tanto I = [tg, +00).

Comencemos con el problema de horizonte finito. El caso en que la clase
de funciones sobre las cuales se debe maximizar (2) satisfacen la ecuacién

diferencial en RY
() = f(t z(t),u(t))
x(to) = xo (3)

donde los controles u son tomados en la clase de funciones continuas a trozos

fue estudiado por la escuela de Pontryagin [1] en 1964 y Hestenes [2] en 1966



desde distintos puntos de vista. Ambos autores obtienen condiciones nece-
sarias que debe cumplir un control éptimo, llamadas Principio del Mdzimo.

El resultado de Pontryagin considera un sistema auténomo

2'(t) = f(x(t), ult)) (4)

x(ty) = xo

con f, f; continuas y una funcional a maximizar del tipo

/tlL(x(t),u(t))dt

0
con L y L, continuas y en la familia de controles U formada por funciones
medibles Lebesgue. Con estas hipdtesis establece que si u* es un control
6ptimo y x* es la solucién de (4) que corresponde a u*, entonces existe una
constante & > 0 y una funcién vectorial A(t) absolutamente continua tal que

el vector (a, A) no es idénticamente nulo y:

8H * *
=~ (@ (1), (£), A1)

(a") (1) = %{ (27 (1), w" (1), A1)

H(z*(t),u™(t),\(t)) = max H(z*(t),u, A(t))

uel

>
~
—~
~+
~

en casi todo punto ¢ € [tg, t1], donde el Hamiltoniano H estd dado por
H(z,u,\) = aL(x,u) + X f(z,u).

Ademas determina que H(x*(t1),u*(t1), A(t1)) = 0.

La demostracion del teorema anterior se basa fundamentalmente en la
dependencia continua de la solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias
en los valores iniciales asi como en la propiedad de semigrupo de dichas
soluciones.

Miés tarde, en 1977, Michel [3] demuestra una versién mds general del

Principio del Méximo donde la funcional a maximizar es de tipo Mayer

Yo(x(tr)), (5)



(el caso en que la funcional es de tipo Lagrange como en (2) se deduce a
partir de este como se indica més adelante) y el sistema evoluciona segin
una ecuacién diferencial no auténoma de tipo (3). Asimismo, se les pide a

los estados que verifiquen restricciones en el tiempo final

Yi(z(t1)) <
Vi(z(tr)) = p+1<j<q. (6)

1<j<p

La demostracion de Michel es completamente diferente de la de Pontryagin.
No utiliza la dependencia continua de soluciones y reduce el problema a un
resultado clasico de programacién no lineal en dimensién finita. En este caso
considera controles u continuos a trozos y comenta que se puede obtener el
mismo resultado para controles medibles Lebesgue en puntos regulares de
la funcién f(s, z*(s),u*(s)), es decir, en puntos 7 tales que

T+b+a
lim 1/ f(s,x*(s),u”(s))ds = f(r,2* (1), u™(1)).

a—0,—0 a +b

Observar que si 7 es punto regular, entonces es punto de Lebesgue, pero no
vale la reciproca.

El resultado de Michel establece que bajo las condiciones descriptas an-
teriormente, si (z*,u*) es un par 6ptimo, existen nimeros ¢;, 0 < j <my

una funcién continua ¢(¢) que no se anula tales que

cj >0 para 0 <j<p, yce(x*(t1)) =0 para 1 < j < p;

alt) = 3 et (1) v q'(0) = o (1 (1), (1), (1)
=0

y el Hamiltoniano H (t,x,v,q(t)) = q(t) - f(t,x,v) alcanza su maximo re-
specto de v en el espacio U en u*(t) para todo t € [0, t1].

A partir de este resultado vemos que podemos también resolver el prob-
lema de maximizar una integral del tipo (2) para un sistema que evoluciona

segun una ecuacién diferencial del tipo (3) con las restricciones (6), agre-



gando una variable al sistema, es decir, consideramos

y tomando
Yo(z) = Tp1.

Luego, aplicando el resultado anterior tenemos en este caso que

H (t>$>v>q(t)> = q(t) ) (f(t,:c,v),L(t,x,v)),

y si llamamos A(t) = (qi(t),...,qn(t)) y siendo ¢,+1(t) constante, se tiene

que el Hamiltoniano resulta ser
H (t,2,v,q(t) = aL(t, 2,0)) + A1) - (¢, 2,v).

Méds atn, si suponemos que x(t;) es libre, es decir, no tenemos las restric-

ciones (6), obtenemos que
q(t1) = cothp(z*(t1)) = (0, ..., 0, co)
y por lo tanto se obtiene la condicién de transversalidad
A(t1) = 0. (7)

Un intento por extender el problema de maximizar (2) sobre una clase
de funciones que verifican la ecuacién diferencial (3) a una clase de fun-
ciones que verifican la ecuacién de Volterra (1) utilizando perturbaciones de
tipo Pontryagin fue hecho por Vinokurov [4] en 1969. Pero como senalan
Neustadt y Warga [5] en 1970 la demostracién es cuestionable.

Observemos que las ecuaciones diferenciales de tipo (3) se obtienen a
partir de las ecuaciones de Volterra de tipo (1) si tomamos g(t) constante
y f(t,s,z,u) independiente de ¢. Sin embargo, no es cierto que cualquier

ecuacion de Volterra se pueda reducir a una ecuacién diferencial. Ademsds,



las ecuaciones de Volterra tienen la ”desventaja”’de no tener la propiedad
de semigrupo. Es decir, si tomamos un tiempo ty < 7 < t1, entonces no es
cierto en general que la solucién z(t) de (1) con g(t) = xg sea solucién de la

nueva ecuacion de Volterra

t
) =)+ [ 1 (tss) @) ds,

como si pasa en el caso en que el integrando f no depende de su primer

coordenada t.

Mids tarde, fueron desarrollados otros resultados que involucran ecua-
ciones integrales por Neustadt (1976) [6], Bakke (1974) [7] y Hartl y Sethi
(1984) [8]. El resultado que aparece en el libro de Neustadt parece el més
general, utilizando resultados previos de teoria de operadores continuos en
espacios de Banach, pero no incluye ninguna variable adjunta. El resultado
de Bakke se obtiene utilizando el método de Hestenes, es decir, el uso de
conjuntos derivados. Ademas, el autor considera una clase de estados maés
pequenia, al tomar funciones con derivada continua a trozos. Y el Princi-
pio del Méximo que deducen Hartl y Sethi se obtiene transformando una
ecuacion integro-diferencial en un problema de control 6ptimo en derivadas
parciales no estandar, para el cual se consiguen condiciones necesarias us-
ando programacién dindmica. Es decir, se llega a una ecuacién integro-
diferencial en derivadas parciales (ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman)
que debe verificar la solucién del problema transformado.

En 1987, Carlson [9] estudia el problema de encontrar condiciones nece-
sarias para un control éptimo de una funcional de tipo Mayer, donde el
estado evoluciona segin una ecuacién de Volterra del tipo (1) dando una
demostracién elemental del Principio del Maximo. Si bien el autor utiliza
perturbaciones de tipo Pontryagin, toma una clase de controles (funciones
medibles Lebesgue) mayor que la clase de funciones utilizadas por Vinokurov
y Bakke (funciones continuas a trozos). Es por eso que debe considerar una

funcién f particular del tipo

f(t,s,z,u) = h(t,s,x) + G(t,s,z)k(s,z,u)



en el integrando de la ecuaciéon de Volterra con hipdtesis de acotacion en
ella y sus derivadas respecto de la variable z, es decir, se pide que para todo
compacto H C E™, donde E es un espacio euclideo, existan constantes M y

K tales que

para todo (s,z,u) € [to,t1] x H x U.

La demostracién de este resultado es una modificacién del trabajo de
Michel [3] y establece que si (z*,u*) es un par éptimo del funcional de tipo
Mayer (5), entre todos los pares (z,u) que verifican la ecuacién de Volterra
(1) y las restricciones (6), con z : [0,¢1] — E™ continua, ,u : [0,t1] — U C
E™ medible, donde U es cerrado, entonces existen constantes Ao, A1, ..., \g

y una funcién p : [0,¢1] — E™ tal que

) 2ol =1;

ii) A\; <0paraj=0,1,..p;

iii) A\jo;(z*(t1)) = 0 para j =1, ..., p;

iv) p(t) = —d(A) - De[h(ty,t,2%(t)) + G(tr, b, 2" () F (¢, 27 (1), u™(1))]

+ fttl p(s)Dzlh(s,t,x*(t)) + G(s,t,z*(t))F(t,x*(t),u*(t))]ds, donde

d(A) = = ) AjDalthj (" (t1)));

<.
I MQ
o

v) para casi todo ¢ € [0, ]
H(t,u"(t)) = max H(¢
(t,u*(t)) uea (t,u),

donde el Hamiltoniano estd definido por

H(t,u) = d()\)G(fl,t,ZL'*(t))—/tlp(S)G(S,t,l'*(t))dS F(t,z*(t),u).



Miés recientemente, en 1999, Burnap y Kazemi [10] estudiaron el mismo
problema de Carlson con el agregado de retardo no lineal en la variable de
estado.

Todos los autores anteriores que estudiaron condiciones necesarias con
restricciones integrales en horizonte finito, lo hicieron con el tiempo final ¢;
fijo.

La existencia de solucion para problemas de control éptimo de horizonte
finito con restriccién de tipo Volterra fue estudiado por Angell [12]. En este
articulo se prueba existencia de un par éptimo para un problema donde el

estado evoluciona segin una ecuacion de Volterra del tipo

t

x(t) = x(to) -l—/ g(t,s,z(s)) f(s,x(s), u(s))ds.

to

En la primera parte del presente trabajo se estudia un problema de con-
trol éptimo de horizonte variable, es decir, se buscan condiciones necesarias
que debe cumplir un control que maximiza la funcional (2) entre todos los
tiempos finitos ¢; y una clase de pares de funciones (z(t),u(t)) (con x con-
tinua y u continua a trozos en [tg,?1]) que satisfacen una ecuacién integral
de Volterra del tipo (1) con restricciones en el tiempo final ¢; y en el esta-
do en el tiempo final x(¢1). La diferencia fundamental de este trabajo con
los autores previos es que t; no es fijo, sino una variable a optimizar junto
con el control u, por lo cual se necesitan condiciones de derivabilidad de g
y f respecto de t y se obtiene una condicién de transversalidad que debe
cumplir el tiempo final ¢;. El desarrollo se basa en construir perturbaciones
admisibles de tipo Pontryagin que incluyan una variacién en el tiempo final
(Capitulo 2).

A partir del resultado obtenido en la primera parte de esta tesis (Teorema
1.3.1 , seccién 3.2), si consideramos que el integrando de la ecuacién de
Volterra (1) no depende de su primer coordenada t, se deducen los resultados
clasicos para ecuaciones diferenciales (ver seccién 3.3). Asimismo, en la

seccion 3.4, se considera el caso en que el tiempo final t; es fijo.



Luego, en las secciones 3.5 y 3.6 se extiende el Teorema 1.3.1 en dos
sentidos. En primer lugar, se consideran controles u en la clase de funciones
medibles y en segundo lugar se maximizan funcionales de tipo Mayer en lugar
de funcionales de tipo Lagrange (2). A partir de estas generalizaciones, se
analiza la relacién con los resultados anteriores para el caso en que el tiempo
final ¢; es dado.

Los resultados mencionados en los parrafos anteriores, demostrados en
la primera parte del presente trabajo, fueron aceptados para publicar en

"Journal of Optimization Theory and Applications’[11].

En la segunda parte del trabajo analizamos el problema de maximizar
una funcional descripta por una integral impropia del tipo (2) donde t; =
400, sobre una clase de pares admisibles que satisfacen una ecuacién de
Volterra y restricciones en el infinito.

El estudio de las condiciones necesarias en intervalos no acotados donde
el sistema evoluciona segun una ecuacién diferencial del tipo (3) fue sélo
comentado por Pontryagin en [1] y posteriormente estudiado por varios au-
tores. El primero en estudiar la extensién del caso horizonte finito a hori-
zonte infinito para un criterio de éptimo mas débil fue Halkin [13] en 1974.
En este paper, se demuestran condiciones necesarias andlogas a las de hor-
izonte finito para una funcional de tipo Lagrange impropia y un control
6ptimo débilmente dominado (z*, u*), es decir, (z*,u*) es tal que para todo
par admisible (x,u),

lim sup [/t L(t,m*(t),u*(t))dt—/ L(t,xz(t),u(t))dt| >0. (8)

T—+00 0 to

Asimismo se muestra que las condiciones de transversalidad que natural-
mente’se deberfan heredar del caso finito (lim;—,4o0 A(t) = 0), ver (7), no
se verifican para este problema. La técnica utilizada por Halkin consiste en
transformar el problema de horizonte infinito en un problema de horizonte
finito usando la propiedad de semigrupo de las soluciones.

Miés tarde, Michel [14] en 1982, demuestra un Principio del Méximo para



un problema de tipo Lagrange de horizonte infinito con tasa de descuento
intertemporal, donde el estado evoluciona segin una ecuacion diferencial
autéonoma. Reescalando el problema de horizonte infinito y agregando una
variable més al sistema, Michel consigue reducirlo a un problema de hor-
izonte finito y obtiene las condiciones necesarias pasando al limite. Este
reescale en el tiempo es posible nuevamente gracias a la propiedad de semi-
grupo de la solucién fundamental de la ecuacion diferencial ordinaria, lo
cual no es posible para Volterra. Asimismo, Michel prueba que con cier-
tas hipotesis adicionales, se puede obtener la condiciéon de transversalidad
esperada.

Un estudio detallado sobre problemas de control é6ptimo en intervalos no
acotados donde el sistema evoluciona segun una ecuacién diferencial (3) se
puede encontrar en el libro de Carlson, Haurie y Leizarowitz [15]. Este libro
presenta un resumen de los desarrollos del tema desde Halkin hasta 1987 e
inlcuye resultados de existencia y condiciones necesarias.

Por otro lado, Gani y Wiese [16] en 1987, prueban condiciones necesarias
para un problema de control éptimo de horizonte infinito més general donde
la evolucion del estado viene dada por una ecuacién diferencial con hipdtesis
mé&s débiles en la funcién f (se pide diferenciable Frechet a valores en un
espacio normado) y con la condicién de que lim;_, ;o z(t) = 0.

Luego, Smirnov [17] en 1996 presenta condiciones necesarias de optimal-
idad para un problema de tipo Lagrange donde el estado evoluciona segun
una ecuacién diferencial y tal que lim;_, o x(t) = 0. La novedad del trabajo
de Smirnov es que deduce condiciones de transversalidad usando teoria de
estabilidad y es formulada en términos de exponentes de Lyapunov de la
solucién de una ecuacién adjunta.

Finalmente, Seiertad [18] en 1999, prueba condiciones necesarias para

un problema de control éptimo donde el funcional a optimizar es de tipo

Z v;iYi(00)

1<i<m

Mayer lineal



entre todos los pares (y,u) tal que y es localmente absolutamente continua
y tiene limite en el infinito y u es medible Lebesgue. Admds el estado
evoluciona segiin una ecuacion diferencial con restricciones en el infinito.
Observar que aunque el funcional es bastante restrictivo, cualquier funcional
de tipo Lagrange puede ser llevado a un problema de este tipo. Si bien en
este caso se trabaja en R™ se pide poca regularidad sobre la funcién f que
determina la evolucién del estado. Asimismo, deduce las condiciones de
transversalidad esperadas para las restricciones dadas. Por otro lado, con
un ejemplo, pone en duda las condiciones de transversalidad obtenidas por
Smirnov.

Como ya mencionamos en cada caso, todos los resultados anteriores se
refieren a problemas de control 6ptimo de horizonte infinito donde el es-
tado evoluciona segin una ecuacion diferencial ordinaria del tipo (3). No
se conocen resultados de condiciones necesarias en donde la evolucién del
sistema sea dada por una ecuacién de Volterra.

La pregunta sobre existencia de soluciones para un problema de control
optimo de tipo Lagrange de horizonte infinito donde el estado evoluciona
segin una ecuacion de Volterra fue estudiada por Carlson [19] en 1990. Esta
pregunta incluye el problema de convergencia de la integral impropia. Para
asegurar dicha convergencia normalmente se considera una funciéon de peso
apropiada que representa el factor de descuento. Esta funcién es tomada

" con r > 0. Sin esta funcién

usualmente como una exponencial negativa e~
de peso, es necesario considerar nociones mas débiles de optimalidad para
las cuales no se necesita la convergencia de la integral impropia (2) cuando
tomamos t; = 4o00. El criterio de optimalidad maés utilizado para estos
casos se llama 6vertaking optimality’, que nosotros llamamos optimalidad
dominada, es decir, diremos que (z*,u*) es un par éptimo dominado si para
todo par admisible (x,u),
T T
lim inf [ /t Lt (£), u* (8))dt — / L(t, 2(t), u(t))dt| > 0.

T—-+00 o to

Notar que esta nocion de optimalidad es mas débil que la nocién clédsica pero

10



mas fuerte que la dada en (8).

En este articulo, Carlson prueba existencia de un 6ptimo de una fun-
cional de tipo Lagrange, que incluye una funcién de peso méas general que
una exponencial negativa, para un problema de control de horizonte infinito
donde la dindmica del sistema es descripta por una ecuaciéon de Volterra.
Para ello necesita condiciones clésicas de convexidad y seminormalidad en
relacion al integrando L.

Sin embargo, si no consideramos el peso en el integrando, el argumento
no funciona.

Por otro lado, en 1993, nuevamente Carlson [20], prueba la existencia
de un 6ptimo dominado para un problema de control de tipo Lagrange de
horizonte infinito sin condiciones de convexidad ni funcién de peso en el
integrando L, pero donde la evolucion del sistema esta dada por una ecuacion
diferencial.

En la segunda parte del trabajo que presentamos a continuacién, se
desarrollan condiciones necesarias para problemas de control 6ptimo de hor-
izonte infinito cuyas variables de estado evolucionan segin una ecuacién de
Volterra. El enfoque es muy distinto al utilizado por los autores que estudi-
aron el problema para ecuaciones diferenciales ya que en ningiin momento
se reduce el problema a horizonte finito. Las ideas utilizadas son una ex-
tensién de la primera parte. Al igual que en la primera parte, se prueba un
resultado para un funcional de tipo Lagrange y controles continuos a trozos
(Teorema 4.2.2 en seccién 6.2) para luego deducir resultados més generales

para funcionales de tipo Mayer y controles medibles Lebesgue.

Finalmente, se incluye un Apéndice que contiene algunos resultados

clasicos de ecuaciones de Volterra.

11



Parte 1

Horizonte finito
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Presentacion

Consideremos un proceso descripto por la siguiente ecuacién de Volterra

x(t)=g@t)+ | f(t,s,z(s),u(s))ds (1.1)

to

para t € [tg,t;] donde el estado z(t) € RY y el control u(t) € U un espacio
topolégico Hausdorff.

Dados t; > tp y un par de funciones {x,u} : [to,t1] C I — RN x U, que
satisfacen la ecuacion integral (1.1), se requiere también que el tiempo final

t1 y el estado en el tiempo final z (¢;) verifiquen

¢ (t1,z (1)) = 0,
¢ (tl, T (tl)) S 0.

El problema de control éptimo que analizamos en el siguiente trabajo
consiste en dar condiciones necesarias que debe cumplir un tiempo final ¢1,

un estado x y un control u para ser 6ptimos de la funcional

Tt z,0) = /tl Lt (t),u(t)dt (1.4)

to

13



entre todas las ternas “admisibles” (¢1,z,u) (ver definicién 1.2.1) de una
clase de tiempos, estados y controles que satisfacen (1.1), (1.2) y (1.3) para
todo t € [to,t1]. Una terna (¢}, z*,u*) es 6ptima si maximiza J sobre todas
las ternas admisibles (¢1,x,u).

En la secciéon 1.2 se da una descripcion precisa del problema y en la
seccion 1.3 el Principio del Méximo que se probaréd para una terna éptima
(t7,2*,u*) (teorema 1.3.1). En el Capitulo 2, dada una terna éptima, pro-
cedemos a definir nuevas ternas (t1,x,u), perturbaciones de la 6ptima, de
manera que resulten admisibles. Usando esta construccién, en el Capitulo
3 se prueba que dados finitos puntos en el intervalo [tg,t]] vale el teorema
1.3.1 para esos puntos, a partir de lo cual se deduce el resultado general de-
scripto en el Capitulo 1. A continuacién se prueba el mismo resultado para
controles medibles Lebesgue y una funcién f més particular, y se deducen
los resultados obtenidos por otros autores considerando el tiempo final #;
fijo. Ademads, se demuestra un Principio del Méximo andlogo para el caso
en que la funcional de tipo Lagrange (1.4) es reemplazada por una funcional
de tipo Mayer. Finalmente, se da una aplicacién del teorema probado en la

seccion 3.2.

1.2 Notacién y descripcion precisa del modelo

Vamos a considerar los siguientes conjuntos:
Rﬂ\r[:{xeRN:xi20}ny+:{a:€RN:xi>O}.
Qie) ={reR":0<z; <e}yQ"(e) ={z eR": —e < x; <e}.
Dado un vector z = (1, ..., z,) lamaremos ||z||; = D"/, |=;| a la norma
en /! y |z| a la norma usual en R” o en un espacio Euclideo n dimensional
cualquiera. Dado un conjunto A llamaremos cl(A) a la clausura y A€ al com-
plemento. Siempre que no de lugar a confusién usaremos indistintamente x
para determinar un vector fila o columna.

Sea U un espacio topoldgico Hausdorff, I un intervalo de R y tg € I fijo.
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Definimos

A={(t,s) el xI:ty<s<t}.

A lo largo del presente trabajo vamos a asumir las siguientes hipdtesis:

H1l) feC (A x RN x Y, RN ) y es continuamente diferenciable respecto de

sus primer y tercer coordenadas.
H2) gc C! (I,RN).
H3) ¢ € C' (I xRN, RM) y ¢ € C! (I x RN, RF2).

H4) L€ C (I x RN x U ,R) y es continuamente diferenciable respecto de

la variable z.

Definicién 1.2.1 Una terna (t1,x,u) se llama admisible si [to,t1] C I, el
control u : [tg,t1] — U es una funcion continua a trozos con finitas discon-
tinuidades de a lo sumo primera especie y el estado x : [tg,t1] — RN es una
funcion continua tales que la ecuacion integral (1.1) y las ecuaciones (1.2)

y (1.3) se satisfacen.

Vamos a asumir que existe al menos una terna admisible.

Sea (t],z*,u") una terna éptima, llamaremos
t
P = f (1, 87,27 (1), u” (1)) + [ fe(t], 8,27 (s),u” (s)) ds + g (£7)
to

R(t, s) a la resolvente de la ecuacién lineal de Volterra (ver Apéndice A) con

nucleo
fa (t,s,27 (s),u” (s))

y w*(t) a la solucién de la ecuacién de Volterra dual

w(t) = /t ' w(8) fo (s,t, 2™ (t),u” (t))ds+ Ly (t,z* (t) ,u* (t)).
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1.3 Resultado General

El resultado que probaremos en esta primera parte del trabajo es el siguiente:

Teorema 1.3.1 Sea (t7,z*,u*) una terna dptima de J tal que t7 es un

punto de continuidad de u*. Luego, existe (u1, 2, ) € RF x Rﬁf x Ry,
(p1, p2, ) # (0,0,0) tal que para todo t € [to,t]] punto de continuidad de
*

u*, se tiene que
H (t,u* (t)) = max H (t,v)

veU
donde H (t,v) estd definido por

H (t,v) = oL (t,z* (t) ,v)+\f (¢, t, 2" (t),v)—l—/t 12* (s) f(s,t,z" (t),v)ds

con A = —pidg (11, % (¢])) — patha (1,27 (1)) y 27 (s) = aw™ (s) + AR (1], ).
Mds aun, se verifican las siguientes condiciones de transversalidad

pade (81,27 (7)) + patpr (17, 27 (81)) = oL (t7, 27 (87) , u” (7)) + AP" - (1.5)

(2); ¢ (11,27 (¢7)) = 0 para todo j =1, ..., ka. (1.6)
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Capitulo 2

Resultados preliminares

2.1 Perturbaciones

Dada una terna éptima (t7,z*,u*), se quieren definir perturbaciones ad-
misibles. Para eso vamos a definir tiempos ¢ y controles u para los cuales
probaremos que existe x de manera que se satisfagan las ecuaciones (1.1),

(1.2) y (1.3) . Comenzamos definiendo

- t7+1 si I no es acotado
min {¢tf + 1,supI} si I es acotado

IF={tel:ty<t<b}.
Consideramos una particién del intervalo [to, t}]:
tr=10<n<n<.<7mp<t
donde 71, ..., 7, son puntos de continuidad de u*, y sean € > 0,
l=(l1,la,.... 1) €RY, lny1 €R

y V1, V2, ..., Uy tal que v; € U para todo ¢ = 1,...,n. Construimos los interva-

los Iy, Is, ..., I, de la siguiente manera:
1. Si 7y < Tit1, entonces I; = [, 7 + €l;).
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2. SiTp 1 <7 =" =Tm < Timt1, entonces para k < ¢ < m—1 se define
- .
Li=[ri+edtplimit+edigly)

3. Finalmente, 1,11 = (t*{ —el, 1,17 + 5l:{+1] con lfﬂ = max {0, +l,4+1}

Y Tng1 =t] — €lyyq-

Se tiene entonces que |I;| = €l; y para ¢ suficientemente pequeno, los
intervalos Iy, Is, ..., I,4+1 son disjuntos. Ahora, definimos una e-perturbacion

(de tipo Pontryagin) como

wlt) :{ wit) sit¢ U, L

(2.1)
V; sitel;

para t < t] y la extendemos continuamente al intervalo [t],b] con u*(t}).
Diremos que u : [to,t1] — U es una e- perturbacién admisible de w*(t) si
u (t) es un control admisible en [to,¢;] con t; = t] + elp,41 < b, es decir
si existe = : [tg,t1] — RY tal que se verifiquen las ecuaciones (1.1), (1.2)
y (1.3). Observar que si l,+1 > 0, y ¢7 es un punto de continuidad de u*,

entonces t] es un punto de continuidad de las perturbaciones wu.

2.2 Existencia de perturbaciones

Proposicién 2.2.1 Dados (t7,2*,u*) una terna dptima, vi, ..., v, tales que

vi €U para todoi=1,...nyto=190<7 <7 <..<7T, <{t] tal que 7; es

un punto de continuidad de uw* para todo i = 1,...,n, entonces existe g9 > 0

tal que para todo 0 < & < gg, siu : [to,t1] — U es una e- perturbacion de
*

u*, existe una unica z(t) solucion de la ecuacion integral (1.1) definida en

[to, t1] y 0x(t) = x(t) — 2*(t) = O (e|l]) para todo t € [to, Tni1].

Demostracién. Para probar esta proposicién, primero vamos a probar que
existe solucién en un entorno a derecha de ty, y usando que la solucién se

mantiene en un compacto, vamos a probar que estd definida en el intervalo

[to, t1].
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Sean (t],z*,u*) una terna éptima, [ = (I1,la, ..., ln, ln41) tal que HZHl <
M;y p > 0. A partir de aqui vamos a tomar g < 1y M; < b —t],
de manera que t; sea menor que b. Dado que z* estd definida en [to,¢]]
la extendemos al intervalo [tg,b] constantemente igual a z*(¢]). Definimos

entonces los compactos

A*={(t,s) e I" x I": s <'t},

Y:{xGRN:]:E—x*(sﬂ < pcon s € [to, ]},
n+1

V= U {vi} Ucl{u* (s) : s € [to,t]] es un punto de continuidad de u*}.
i=1

y sea C el subconjunto compacto de R x RV x ¢/
C=A"xXY xV.

Siendo f, f; y f. continuas, son uniformemente acotadas en C, es decir existe
Me tal que
[fl+ fel + 1 fa] < Mce

de donde tenemos también que f es uniformemente Lipschitz en x. Ademas

siendo ¢’ continua también podemos asumir que
/
lg'| < Mc

para todo t € I*.
Sea v < min {%, MLC, b— to} y u una e-perturbacién (definida por los
parametros fijados anteriormente y € > 0). Definimos entonces el espacio

métrico completo con la métrica del méaximo
Dy = {x: [to, to + v] — RY, continuas tal que |z(s) — 2*(s)| < p},

y el operador
A1 : D1 — Dn,



Veamos que A; estd bien definido y es una contraccién. Veremos primero que
dado x € Dy, Aj(z) € Dy. Siendo g y f continuas, A;(z) : [to, to +v] — RV

resulta continua. Sea to € [to,to + V], y supongamos ¢ < t, la diferencia

[A1(z)(t) — Ar(z)(t2)]
< ‘g(t) - g(tQ)‘ + \f(t,s,x(s),u(s)) - f(tQ,va(S)vu(s))’ ds

to

n / 1t 5, 2(s), u(s)) | ds

es chica si [t — t2| es pequeno.
Por otro lado, dado t € [tg, o + V|

t

[Av()(t) =2 (O] < [ [f(ts,2(s),uls)) = f(E,5,27(s),u"(s))|ds

to

<2Mcv < p

puesto que (t,s,z(s),u(s)) € Csitg <s<t<ty+uw.
Probemos ahora que la aplicacién A; es una contraccién. Sean x1 y x2
dos elementos en Dy, luego

[Ar(21)(t) = Aa(2) ()] < | | s,21(5), uls)) — [t s, 22(s), uls)) ds

to
t

= [ fa(t,s,2(s), u(s))l[x1(s) — za(s)|ds

to

< Meovmax |z1(s) — x2(s)|

donde Mcv < 1y &(s) es un punto intermedio. Luego, existe x solucién
definida en [tg,to + v] tal que para todo s € [to,to + V] se verifica que

2(s) — 2*(s)| < p.
Dado

. p
€1 < min ,
! {2(6—M01*| + Mc|I*]) p}

vamos a probar que se puede definir €5 € (0,1) tal que la perturbacién

definida para cualquier € < &4 verifica que el estado asociado x tiene intervalo
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maximal de existencia [tg,T) con T >t} y es tal que |z(s) — 2*(s)| < &1 en
[to,T). Sea

. €1
€9 = min {W,el, 1} ,

€ < g9, u una e- perturbacién, x solucién de la ecuacién integral (1.1) (que
sabemos esta definida en [ty, tg+v]) y supongamos que su intervalo maximal
de existencia es [tg,T). Sea T" = min{T,¢}}. Supongamos que existe un
t € (to,T") tal que |z(t) — x*(t)] > e1. Sea t* = inf {t € [ty,T") tal que
|x(t) —x*(t)| > e1}. Entonces |x(t*) — 2*(t*)| = e1 y |z(t) — 2*(t)| < &1 para
todo t < t*. Sin embargo,

"
| (t%) — 27 (") S/ [f(t,s,2(s),u(s)) = f(t,s,27(s), u"(s))|ds

to

g}%ﬂ, 7t 5,0(5),08) = (85,27 (3), " (5) | ds+

Zﬂ[to,t*]

/[to,t*]\UIi

< 2M¢g (Z lz) €+ t Mc‘l‘(s> — x*(s)‘ds

i=1 to

Joltys,2(5),0 (5))| [a(s) = a* () ds

t*
< 2McMe + Mc|x(s) — z*(s)|ds
to

donde z(s) es un punto intermedio. Luego, por Gronwall, obtenemos que
2(t") = ()] < (2MoMie™el ) e <oy,

Tenemos entonces que la solucién z definida en [tg,T") verifica que |z(s) —
x*(s)] < e1 para todo s € [ty,T”). Supongamos que T < tj. Veamos que se
puede extender. Sea n < min {ﬁ, 2(b— t*{)}, definimos el espacio métrico

completo
Do={y: [T — g, T+ g} — RY continuas tal que |y(s) — z*(s)| < p}

con la métrica del méximo y la aplicacion
t
As(0)(6) = 5(0) + [ Ft,.p(5)u(s))ds
a
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donde g(t) = g(t) + ftao f(t,s,x(s),u(s))ds, y x es la solucién en [tg,T).
Veamos que A2(Ds) C Ds. Siendo y continua, As(y) resulta continua. Hay
que ver que |As(y)(s) —2*(s)| < p paratodo s € [T — 4, T + 3] . Llamamos
a =T — 3 y notamos P = UI; N [tg,a], N = [to, a] — UI; el complemento de
P en [tg,a], PP = UL N[a,s] y N' = [a,s] — UI; el complemento de P’ en
[a,s]. Sis <t}

£ (s, (), () — f(s,7a* (1), () dr
/ (s, (), ulr)) — F(s,ry 2 (), ()] dr
< [ 18l ) = s, (), () dr
[ (sl () = flora () () dr
+ [ 1)) = f(sora” (). ()] dr
[ 1y ) = Flora () () dr
<ovice (S + [ 1l na)w 0)lle) - 2" (lar
+ [ Ualoraar)a ()lat) = a* ()
< ere Ml 4 Meei|a — to| + Mopn < p

por la eleccién de €1 y 1, y donde z1(r) y z2(r) son puntos intermedios. Si
s > t}, hay que ver que |Aa(y)(s) — xz*(t])| < p, lo cual se prueba en forma

similar al caso s <] pidiendo ademas que n < W?Hb)‘

Andlogamente al caso anterior As resulta ser una contraccién. Luego,

existe y solucién en [a, a + 7). Definiendo

{:U(t) si t<a

y(t) si t>a

22



se tiene que la solucién z estd definida en [tg,a+n] donde a+n > T, lo cual
es un absurdo. Luego, = esta definida en [tg,T") con T" > 7.
Finalmente, para asegurarnos de conseguir una extensién al intervalo

[to, t] + eln41] para el caso en que 0 < lp,4+1 < M; tomamos

. n
< R
€0 mm{ag, 2Ml}

de donde obtenemos que t} + elyp1 <t} +eM; <t7+3 <T+ 1.

Observar que si extendemos u* constantemente igual a u*(¢]) para s €
[t7, D], siguiendo el mismo razonamiento anterior, podemos extender z* solu-
cién de la ecuacién (1.1) al intervalo [¢],t} + 2] si e < eo.

Probamos luego que fijados 71, ..., Tn, U1, .., Un, 1,00, iy ln,lns1 y p >
0, para toda u, una e-perturbacién con € < ¢g, donde €y no depende de
I1,12, ..., 1n, lnt1 (sino de su cota en norma [') tenemos que existe = solucién

de la ecuacién integral (1.1) definida en [tg,t1] tal que
() — 2" ()| < p

para todo t € [tg, Th+1]. A continuacién probaremos que |dz(t)| = O (e l]),
t

()] = | [ [t s, 2(s),uls)) = [(t,s,27(s),u"(s))

to

J
< ;/h |f(t,s,z(s),v5) — f(t,s,2%(s),u*(s))| ds+
[ s () 6) = (s (5) (5] ds
[to t\UI;

< 2Mce <le‘> + tMC lz(s) — 2*(s)| ds

i=1 to

y por Gronwall, obtenemos que existe una contante positiva M tal que
62(t)| < Me |I| eMell”l,

[
En el siguiente lema vamos a obtener una escritura de dx(t) fundamental

para el desarrollo del presente trabajo.
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2.3 Propiedades de las perturbaciones

Lema 2.3.1 Bajo las hipdtesis de la anterior (proposicion 2.2.1), si t €

[7j,7j41] pero t ¢ U] I, entonces

dz(t) = Z {/ R(t,s)0f(s, i, vi)ds + df(t,m,v:)| el +o(e|l])  (2.2)

J
i=1
donde 6 f (s, 1i,v;) = f(s, 7, 2*(1i),vi) — f(s, 7, 2% (1), u*(75)).

Demostracién. La demostracion se hace por induccién en j. Si j = 0,
entonces t € [1,71] = [to,71] vy t ¢ U?:Jrll I;. Como u(t) = u*(t) en ese
intervalo, tenemos que dz(t) = 0. Supongamos ahora que (2.2) vale para todo
k < j, vamos a probar que vale para j+1. Seat € [7j41,Tj42] yt ¢ U?jllli.
Comencemos observando que si 7j41 = 7j42 entonces [Tj41, Tj4+2] = 0 y luego
(2.2) se verifica. Asumamos que [7j41, Tj42] # (). Para simplificar la notacién

escribiremos

fa(t,r) = falt,r,a”(r),u”(r)),

n+1
Q% =[r,m\ | T, (2.3)
=1
J ) n+1
P =@ = lto, i\ | 1,
i=0 i=1
n+1

Q= [, 1\ | L.
i=1
Dado que 7; es un punto de continuidad de u* se tiene que para cada t € I,

/ [f(t,s,2(s),v:) — f(t,s,2"(s),u*(s))] ds = 6 f(t, 73, vi)el; + o(e |l]). (2.4)

I;

Siendo f continuamente diferenciable en variable z y dx(s) = O(e |l|)

/P. f(t,s,x(s),u*(s)) — f(t,s,2™(s),u”(s))ds (2.5)

_ /P Fult, 5, 2%(5), u*(s))52(s)ds + ole |I]).
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Usando este mismo resultado (2.5) en el conjunto QE» 41 v laigualdad (2.4),
obtenemos que
1
dx(t) = Z 8f(t,7i,v:)el; + / fz(t,s)dz(s)ds + fz(t, s)dz(s)ds
i=1 Pi+1

t
Jj+1

+ o(ell]).

Observemos que si s € Pjy1 = [to, 7j+1]\ U=, Ii, usando la hipétesis induc-

tiva, dx(s) puede ser reemplazado por la ecuacién conocida (2.2). Luego, si

llamamos
j+1
h(t) = Z Of (t, 75, v;)el; + / fz(t, 8)0x(s)ds + o(e |l]),
i=1 Pit1

tenemos que
t

Sx(t) = h(t) + fa(t, s)0x(s)ds
Tj+1
que es una ecuacién lineal de Volterra con nucleo f, (t,s) y por lo tanto

t

dx(t) = R(t,s)h(s)ds + h(t)
Tj+1
es decir,
7+1 t
a(t) = 30 | [ R9)3 (s, mow)ds + 560, m,) | <l
i=1 [V 7i+1

J

/ Fult )0z(r)dr + oe |I]).
Pjy1

/:ﬁ R(t,s) (/Pj+1 fx(S,r)ég;(r)dr> dst

A continuacién vamos a reescribir los dltimos dos términos. Para empezar

observemos que

/T :1 R(t,s) ( /P - fa(s, r)éx(r)dr) ds + /P . fa(t,r)éz(r)dr

J

/.

J

/ R(t,s)fu(s,r)ds + fz(t,r)

Jj+1

dz(r)dr.
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Reemplazando dx(r) por la hipdtesis inductiva y definiendo

S;(t,r) —/ R(t,s)fz(s,r)ds + fz(t,r)

J

se tiene que

/ R(t,s)fz(s,r)ds + fz(t, 7“)] dz(r)dr

—kZ/kH Siv1(t,7) (Z
A e (L

R T' q 5f Qa Tuvz)dQ"i‘éf(T Tz:”z):| di) dr +0(€M)
R(r,s)df(q,7i,vi)dq + d f(r, TZ,Uz):| 5li> dr + o(e|l])

/rk+1 i (t,r [/ R(r,q)df(q,Ti,vi)dg + o f(r, szfuz)} elidr + o(e|l])

k i=1
Jj k
k=1i=1"Tk
i J Tht1 r
= Z Z (/ Sjti(t,r) R(r,q)df(q, 7, vi)dg + o f(r, Ti,Ui):| dr) el; + o(el])
i=1 k=i Y7k i
J Tj+1 r
= Z </ Siva(t,r {/ R(r,q)0f(q,mi,vi)dg+ 6 f(r TZ,UZ):| dr) el +o(el])
i=1 i i
Para la segunda igualdad usamos que [0z(s)] = O(e|l|) y el intervalo Iy

tiene medida eli. Haciendo distributiva y sacando factor comin 0 f(r, 7;, v;)

llegamos a que

/{Hl [/: R(t, s) fo(s,7)ds + fu(t,7)

Jj+1

_ /‘er f:jﬂ R(t, ) [quHl fe(s,7)R(r,q)dr + fx(s,q)} ds+
. J7 fo(t ) R(r, q)dr + fo(t,q)

[ [ 085w + 50,7, >] dr

] df(q, i, v:)dg.

Llamemos

o) = [ Rt | [7 rtsnraie s g s

Tj+1

+ /THl f=(t,")R(r,q)dr + f.(t,q),
q
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al primer factor del integrando anterior. Para cada g fijo, se tiene que k(¢, q)
es la solucién de la ecuacion integral

w(t) = fu(t,s,2%(s),u"(s))w(s)ds

Ti+1

+ /Tj+1 fas(t,T', m*(7'>7u*(7'>)R(7’, Q)dT' + fa:(t7Q7x*(q)7U*(Q))'

Pero por otro lado, sabiendo la siguiente propiedad de resolventes

/ fu(t, 5,27 (s), u™(s)) R(s, q)ds = R(t, q) = fa(t, 4,27 (q),u"(q))

(ver Apéndice A) se puede ver que R(t,q) también es solucién de la ecuacién

integral que satisface w(t) y por lo tanto k(¢,q) = R(t,q). Luego

j+1
dx(t) = [

t
/ Rt 8)5f (s, 72, vi)ds + 5f(t, 71, 00) | elit

Jj+1

=1

J Tj+1
> [ / R(t,q)0f (g, vi)dq} el +o(e 1)
=1 Ti

Jj+1

- Z [/t R(t, )5 f (s, 7i,vi)ds + 6 f (¢, 7, Uz‘)] eli +o(e[l])
i1 L/

tal como queriamos demostrar. m

2.4 Construccion de ternas admisibles

Comenzaremos demostrando un lema necesario para construir e —perturba-

ciones que verifiquen las restricciones (1.2) y (1.3).

Lema 2.4.1 Sea F € C (Q7(5),R¥) tal que F(0) =0, DF(0) = M € RF*™
con rg(M) =k y F es fuertemente diferenciable en el 0, esto es: para todo
z,y € Q1(0)

|F(x) = F(y) = M(z —y)| = p(a,y) |z —yl, (2.6)
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donde lim; ) (0,0) p(z,y) = 0. Luego para todo r € R, tal que Mr = 0,
existe 1 > 0 y una aplicacion 0 : [0,17] — R continua en [0,7] y derivable

en 0 que verifica:

3. 6(s) € QT (6) para todo s € (0,7].

4. F(0(s)) =0, s€[0,n].

Demostracién. Dado que rg (M) = k, sin pérdida de generalidad podemos
asumir que Mr = M'r'+ M"r" para todo r € R™ con M’ € R¥** inversible,
M" e RFXm=k) v o/ — 1 € RE ¢ = ppiq, oo € R™F. Sea F una
extensién continua de F' a Q™ (8). Podemos construir F' inductivamente de la
siguiente manera: supongamos que tenemos F; € C (Qj (0) x QT_j (6), Rk)
tal que Fj|QT(5) = F, DF;(0) = M y F} es fuertemente diferenciable en 0,
luego definimos
Fot(s25010") = { Fj(a!, xjq1,2") s? 0<zj41 <9 '
2F;(2',0,2") — Fj(«', —xj41.2") si —0 <zjp1 <0

Se tiene entonces que Fjy1 € C (Qj+1(5) X QTﬁj*l((S),Rk) , DF;11(0) =
My Fji1 es fuertemente diferenciable en 0. Luego, si tomamos Fp = F'
podemos definir F = F},,.

Consideremos ahora el conjunto de nivel {z € Q™(5)/F(z) = 0} . Siendo
DF(0) = M, con M’ inversible, del Teorema de la Funcién Implicita (ver

[21]) tenemos que existen 3 > 0y ¢ € C (Q™*(B),R¥) tal que:
1. ¢(0)=0

2. F(p(2"),2") = 0 para todo z” € QM *(p).
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Ademsds, como F' es fuertemente diferenciable en 0, se sigue que ¢ es

fuertemente diferenciable en 0 y:
M'Dyp(0) + M" = 0. (2.7)

Ahora, sea r € RT, tal que Mr = 0, entonces M'r" + M"r" = 0. Por otro
lado, la ecuacién (2.7) muestra que M'Dp(0)r” + M"r” = 0. Luego, siendo

M’ inversible, tenemos r’ = Dp(0)r”.

Finalmente, definimos la aplicacién
0 :[0,n] — R™ 0(s) = (¢(sr”),sr"”) para n suficientemente pequeno de

manera que §(s) € R, para todo s € (0,7) . =

A continuacién, dados vi,...,v, en U y Ti,..., T, en [to,t]] puntos de
continuidad de u*, construiremos una matriz M y una aplicacion F que
verifiquen las hipdtesis del lema anterior, de manera que dado r € R, tal
que Mr = 0, vamos a poder definir (ly,...,1l,+1) tal que la e-perturbacién
que determinan sea admisible. Notamos que en la presente construccién
Uiy ooy Up €D U Y T1, ..., Ty €1 [to, t]] estaran siempre fijos.

Definimos la matriz A = (aj az - - - a,) € RN*" donde a; son los siguientes
vectores columna:

]
ai:/ R(t5,8)6f (5,73, vi) ds + 6 (£, 75, ;)
Ti
Del lema 2.3.1 se tiene que para cualquier Iy, ...,l,+1 v € < €9

n

Tn+1
5‘7:(7—714—1) - Z |:/ R (Tn+17 8) 5f (37 Tiy Ui) ds + 5f (T’n-f-la Tiy Ui) Eli+0(€ ’”)

i=1
Luego
0x(Tnt1) = Ael + o(e]l])

si Th41 =t} (ver (B.2) en Apéndice B para el caso en que 7,41 = t1 < t]).
Definimos también los vectores columna
wi = ¢ (11,27 (7)) + bz (1], 2" (7)) P, (2.8)
wo = Yy (7, 2" (¢

— %
N~—
S—
_l_
=
8
—~
~
=%
8
*
—~
~
%
~—
S~—
3



Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que

Y (t1,2" (7)) =0, paraj=1,..,q,
¥ (t1, 27 (t7)) <0, para j = g+ 1,..., ka.

Siendo ¢ y 9 funciones de clase C!, dada cualquier e-perturbacion, se verifica

que

¢ (t,x (1)) = e (il —wilyy + s (8, 2 (7)) Al)

+o(e]), (2.9)
b (2 (1) = & (wallty | — waliy + 0 (8,27 (£])) Al)

+ 9 (8], 2" () + o(e |I]), (2.10)

donde [ = (ll, lQ, ceny ln) y Z = (ll, lg, ceny ln-‘,—l) .
Sea B la matriz de RF1h2)x(2+n+k2) qada por

B:<w1 w1 s (1,2 (1) A %m)_

i
we —wz Yo (11,27 (1]) A Tryscks

Definimos M la submatriz de B que se obtiene de suprimir las ultimas
ko — q filas y columnas. Supongamos que rg(M) = k1 + ¢. A continuacién
tomaremos valores de (I1,...,l,+1) tales que HiHl < n + 1. Por lo probado
anteriormente existe €g tal que para toda e—perturbacion con 0 < € < gqg
existe solucién z de la ecuacién integral (1.1) en [tg,t1]. Luego, para cada

0 < & < gp, definimos la aplicacién
Fo: QYH(e) — RM1Ha

de la siguiente manera: dados 01,02 € [0,¢), £ € Q%(e) y v € Q%(e),

consideramos la e-perturbacion con [y, ..., 1,11 dados por

elpy1 =01 — 02
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Observemos que como Z?:ll |l;| < n+1, para toda e-perturbacién con e < g

se tiene que existe z (t) el estado asociado. Por lo tanto podemos definir

(F2); (01,02,&,7) = ¢; (t1,z (t1)) para j =1,... ki,
(Fe) gy (01,02,6,7) = ¢ (t, 2 (t1)) +; para j = 1,...,q.

De la definicién de F. se ve que F.(0) = 0 y si (01,09,&,7) es tal que
F. (01,02,&,7) = 0y elegimos I, ...,l,+1 como antes, tendremos que la
e-perturbacién definida por esos pardmetros (con los v, ...,vn ¥ T1, ...y Ty
fijados anteriormente) es admisible, es decir que ahora también verifican
las restricciones (1.2) y (1.3). Ademds, de las ecuaciones (2.9) y (2.10)
concluimos que DF.(0) = M.

Queremos aplicar el lema 2.4.1; para eso resta probar que F; es continua
y fuertemente diferenciable en 0. Podemos ahora proceder en forma anéloga
al lema 2.3.1. En este caso, dadas dos e-perturbaciones diferentes (con
Vly ooy Up ¥ T1,..., Tn fijos), tenemos dos tiempos finales t1,ty diferentes y
estados z1,xo. Sin pérdida de generalidad asumimos que t; < to. Luego,

usando que
x1(t1) — za(te) = x1(t1) — x2(t1) + z2(t1) — x2(t2)

y tomando d; = ‘lll — lﬂ parai=1,...n; dy11 = l71L+1_l721+15 d=(dy,...,dy)
y d=(dy,...,dny1), se tiene que
21(t) — wa(ty) = Y ased; + Predniy + p (I1,12) 0 (e) |d] ;
i=1
donde lim 1 12, 0,0y P (ll, l2) = 0 (ver Apéndice B) y siendo ¢ y 1 funciones
de clase C! se deduce un resultado andlogo al obtenido en (2.9) y (2.10):

¢ (t1, 21 (t1)) — ¢ (t2, 22 (t2)) (2.11)
= & (@idns1 + 62 (" (1) Ad) + pu (1T, ) ofc) [d].
Y (tr, 21 (t1)) — ¥ (2, 22 (t2)) (2.12)

= & (wadnsr + U (£, 2" (£)) Ad) + po (ﬁ, 72) oe) |d

)
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donde
(71,721;111(0,0) (m (71, ﬁ) P2 (ﬁ, 72)) = (0,0).

De (2.11) y (2.12) podemos concluir que F; es continua y siendo ¢ y ¢

de clase C'! obtenemos que F. es fuertemente diferenciable en 0 ya que si

1 1 ¢1 1 .1 1
T = (0-170-2751a "'7£n?71? "-77(1)

2 2 2 2 2 2
y= (0-170-2751a "'7€n7'y17 -~-77q)

yparat=1,...,.nyj=1,2

J J

i
5ln+1—‘71_0

sy = &
entonces
|F.(2) = Fu(y) = DF.(0) (= )] = p (I, %) o(e) |d]

con lim(l—1 2)-(0,0) p (lT, ﬁ) = 0, de donde se deduce el resultado deseado

observando que si (z,y) — (0,0) entonces <ﬁ, ﬁ) — (0,0) y que ‘58‘ <
2|z —yl.

Por lo tanto, fijado r € Riﬂ"ﬂ tal que Mr = 0, utilizando el lema 2.4.1
se tiene que existen n > 0 suficientemente pequenio y 6 : [0, 7] — ]R?j"ﬂ tal

que para todo s € (0,7)], 6(s) € RZ"T y F. (6 (s)) = 0. Tomando

€ln+1 = 91 (S) — 92 (S) (2.13)

eli = 0;42(s)

se verifica que si u es una e-perturbaciéon con esos parametros, la terna

(t1,x,u) es admisible.
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Capitulo 3

Demostracion del Teorema
1.3.1

3.1 Resultado previo

Lema 3.1.1 Bajo las hipotesis del teorema 1.3.1, para cualquier e-perturbacion

admisible, existe (1, o, o) € R x R]j_z x Ry, (u1, p2,a) #(0,0,0) tal que
H (1;,v;) < H (13, u” (13))

para i =1,...,n y valen las condiciones de transversalidad (1.5) y (1.6).

Observacion 3.1.2 En este lema p1,pu2 y o dependen de los pardmetros

que definen la perturbacion (T1,To, ..., Tn Y V1,02, ..., Up).

Demostracion. Comenzamos definiendo el cono convexo cerrado K =

{Mr = jonﬂ} de R¥114, Pueden ocurrir dos cosas:

1. Si 0 ¢ int(K), entonces existe (p1,n) € R¥1T9 (uy,n) # (0,0) tal que
para todo v € K se tiene que (p1,n)v > 0. Tomando ug = (1,0, ...,0) €
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R*2 obtenemos que

0 = piw1 + pows,
0 < p¢s (17, 2" (7)) A + potps (87,27 (¢7)) A,
0< M.

Definiendo
A= —pde (b1, 27 (£7)) — patbe (11,27 (£1))
y a = 0, tenemos que
H (73,v;) < H (13, u" (1))
para todo i = 1,...,n, y las condiciones de transversalidad

pade (1, 2" (1)) + patie (11, 2" (£])) = AP™,
(2); ¢ (1,27 (1)) =0 Vi=1,... k.

. Si0€int (K), entonces K = RF+49 y rg(M) = k; +¢. Usando el lema
(2.4.1),dador € Riﬂ"ﬂ tal que Mr = 0, existen n > 0 suficientemente
pequetio, y 6 : [0,1] — R tal que 0(s) € RI" y F. (0(s)) =0
para todo s € (0,7]. Luego tomando los I; con ¢ = 1,...,n+ 1 como en
las ecuaciones (2.13) y € < g9 tenemos que las e— perturbaciones son
admisibles, y por lo tanto

tr t

/t L(t,z" (t),u* (t))dt > / L(t,z(t),u(t))dt. (3.1)
0 to

Supongamos que t; < t} (el caso t; > t] es andlogo), tenemos entonces
n
> [ L)) - Lt @), ©)d
i=1 71
+ / L, (t,x™ (t) ,u” (t)) dz(t)dt
[to,tl]\UIi

_ /ff L(t.a™ (), (1)) dt + o(e) < 0.

t1
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Definiendo 6 L(7;,v;) = L(7, 2*(73),vi) — L(7i, 2*(13),u*(7:)), para el
primer término usamos nuevamente que 7; es un punto de continuidad

de u*(t), de donde tenemos que

/ [L(t,x (t),v;) — L(t,x" (t),u” (t))]dt = SL(74,v;)el; + o(el;).
I;
(3.2)
Para simplificar la notacién en la presente demostracién llamaremos
Lo(t) = La(t, (), u" (1))
y usaremos la definicién de los conjuntos Qi“ Y Pnt1 = [to, Tn+1)\UI;
dadas en (2.3).

Para el segundo término, reemplazamos dx(t) en cada intervalo QI’“Jr1

por la ecuacién (2.2) y usando que |I;| = €l obtenemos

/P [Ly(t,z*(t), u™(t))] 0x(t)dt

n

Tk+1 k t
/ Ly (t) Z/ R(t,8)0f(s,7j,v;)ds + 5 f(t,7j,v;) | eljdt
T] le Tj

Haciendo el cambio en las sumas y siendo |, 41| = €l,41 tenemos

ol Tk+1 t

ZZ/ t) / R(t, 3)(5f(377_j,vj)d8—i—(Sf(t’Tj,Uj)] eldt

j=1k=j"Tk Tj

= {/t / R(t,s)df(s,7j,v5)ds + 5 f(t, TJ,UJ)] dt}gl.
j=1 /7

+o(e)

Si cambiamos el orden de integracién, obtenemos

S [ o st s [ Lossosmia
{1

/ R L(BR(E, $)dt + Ly (s)

of(s,j, vj)ds} el;
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y utilizando que w*(t) es la solucién de la ecuacién integral

w(s):/lw(t)fx(t,s)dt—i—Lx(s)

es decir
w*(s) = / 1 Lo (t,z*(t),u"(t))R(t, s)dt + Ly(s,z*(s),u"(s))

se tiene que
/ Ly (t) dx(t)dt =)
Pn+1 —

t
f .

{/ w*(s)éf(s,Tj,vj)ds}slj + o(e).

J

Para el dltimo término, observamos que ¢} es un punto de continuidad

de u* (también lo es para u en el caso en que t; > t7) y por lo tanto

/IL(t,x* (t),u* (1) dt = —L(£5, 2% (), u* (£2))elngr + o(e).  (3.3)

t1

Multiplicando por a > 0 los tres términos, obtenemos que

Z (aéL(n,vi) + /t1 aw*(s)df(s, Ti,vi)ds> el;

=1 i
+ aL(ty, z* (1), u"(t1))elnt1 + ofe) < 0.

Definimos el vector h € R>*"*4 de la siguiente manera:

by = —aL(t,, " (£), u*(£)),
ha = aL(t,a* (1), u* (),

para j =3,....,n+ 2,

t*
h; = —adL(1j,v;) — / 1 aw*(s)0 f(s,1j,v;)ds

j
yparaj=n+3,...2+n+gq

hj = 0.
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Luego, tenemos que
ho(s) >0

para todo s € [0,7], y como 0(s) = sr + o(s) podemos concluir que
hr > 0.

Por tltimo, por las condiciones de Kuhn Tucker (ver [22]), existe
(p1,v) € RF+9 tal que h+(u1,v) M > 0. Tomando ug = (1,0, ...,0) €

R*2 y A como antes, tenemos que
H(TZ‘,’UZ‘) S H (Ti,’u,* (Tz))

para i = 1,...,n y las condiciones de transversalidad (1.5) y (1.6).

3.2 Demostracion del Resultado General

Dada una terna éptima (¢, z*, u*), definimos las aplicaciones

Ty [to, t]] xU — R
Ty : [to, t}] x U — RY

de la siguiente manera:
t*
Iy (t,v) = 0L(t,v) —i—/ 1 w*(s)0f(s,t,v)ds
¢

Dat0) = 61, t0) + [ RGE9)55 s,
t

Ahora, definamos la aplicacién I'(t,v) = (I'i(t,v),Ta(t,v)) € RNt y el
p y

conjunto
G = {I'(t,v) con t € [ty,t}] punto de continuidad de u*,v € U} ¢ RV TL,

Sea D = U2, {I'(,v;)} un subconjunto denso de G donde 7, con i > 1,

son puntos de continuidad de u* y sean D,, = U, {I'(7;,v;)} para n > 1.
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Para cada n, por lema 3.1.1, se tiene que existe (u}l,u%,an) e RF x
Ri‘f xRy, (uh, p2, ) # (0,0,0) tal que vale la conclusién del lema. Siendo
(u}l,ui,an) # (0,0,0) podemos dividir el Hamiltoniano H,(t,v) por su
norma. Luego, sin pérdida de generalidad, podemos asumir que (u}l, u2, an)

tiene norma 1 y obtenemos
Hn(n,vi) S Hn(n,u*(n)) (3.4)

para i =1,...,n, donde
t*
H,(t,v) = an L(t,z*(t),v) + A\ f(t], ¢, 2" (t), v) +/ 1 20 (8) f(s,t,x*(t),v)ds
t

con An = — iz (£, " (1])) —pr b (1, 27 (81)) ¥ 25(5) = anw™(s)+ A R(H], ).

Ademds, valen las condiciones de transversalidad:
pade(t], 25 (8])) + pathe(8], 27 (8])) = an L(8, 2™ (8), w*(87)) + A P* (3.5)

(,ui)j Y;(t],2*(t7)) =0 para todo j = 1,..., ka.
Sea (,u}zk,,uflk,ank) una subsucesiéon convergente de (u}”,u%,an) y sea
(,ul, MQ,Q) su limite. Se sigue que (,ul, MQ,a) # (0,0,0). Queremos ver que

(ul, w2, a) sirve para probar el teorema. Definimos entonces
t]
H(t,v) = aL(t,z*(t),v) + Af(t],t, 2" (t),v) + / 2*(s)f(s,t,x*(t),v)ds
t

con A = — i go (8, 7 (£])) — 129 (t], 2% (1)) ¥ 2%(s) = aw*(s) + AR(t], 5).
Tomemos 7 € [to, t;] un punto de continuidad de u*, v € U y supongamos
que H(r,v) > H(1,u*(7)). Como

H(r,v) — H(t,u" (1)) = al'1(1,v) + AT'2(7,v),

y D es denso en G, podemos elegir k tal que H(1y,vr) — H (7, u*(7%)) > 0.

Finalmente, como \,, — Ay o, — «, podemos tomar ny, > k tal que
ano (Tk, Uk) — ano (Tk, ’u,*(Tk)) >0

lo cual contradice (3.4). Tomando limite cuando k — 400 a (3.5) se obtienen

las condiciones de transversalidad.
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3.3 Caso diferencial

Supongamos que el integrando f en la ecuacién de Volterra (1.1) no depende
de su primer coordenada t. Luego, estariamos en el caso andlogo a tener
una ecuacion diferencial. Mostraremos que con el teorema demostrado en
la seccién anterior podemos deducir el resultado clésico de Pontryagin [1],
Hesteness [2]. y Michel [3] para controles continuos a trozos con horizonte
variable.

La tesis del teorema 1.3.1 en este caso nos dice que si (¢, z*, u*) es una
terna 6ptima de J tal que ¢] es un punto de continuidad de u*, entonces
existe (pu1, 2, ) € RF1 x R{? x Ry, (p1, p2, ) # (0,0,0) tal que para todo
t € [to,t7] punto de continuidad de u*, se tiene que

H (t,u* (t)) = Iilgj(H (t,v)

donde H (t,v) esta definido por
t*
H(t0) = aL (63" (6).0) +AF (6" (0 0) + [ 2" () (00" (0, 0) ds
¢

con A = —pi¢g (81,27 (1)) — 2tz (8, 27 (17)) y 2% (s) = aw™ (s) + AR (], 5).
Mas aun, una solucién 6ptima verifica las siguientes condiciones de transver-

salidad

pade (8, % (1)) + patpe (7, 27 (7)) = oL (t7, 27 (1) , u” (81)) + AP

(m2); 5 (¢, 2" (t7)) = 0 para todo j = 1,..., ks.

Observemos que en este caso P* = f (7,2 (t]),u*(t])) + ¢9:(t]) y el Hamil-

toniano H puede ser escrito como
H (t,v) = aL(t,z" (t),v) + A1) f (¢, 2" (1), v)

donde "
1
A(t) = A +/ 2* (s) ds.
t

A partir de aqui se deducen facilmente los resultados anteriores.
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3.4 Tiempo final dado

En esta seccién mostraremos que usando el teorema 1.3.1, podemos deducir
un resultado para tiempo final fijo, que después relacionaremos con los tra-
bajos anteriores.

Supongamos que el tiempo final T' € I es dado, con las restricciones

Luego, si consideramos las funciones

$(tr,x(tr)) = (b — T, ¢(x(tr)) = 0
V) (t, 2 (t) =1 (2 (1) < 0.
y suponemos que (tj,z*,u*) es una terna Optima, claramente tj = T.
Ademss si aplicamos el teorema 1.3.1 tenemos que existe (1, 2, @) € RFF1x
R{? x Ry tal que (p1, 2, a) # (0,0,0) y para todo t € (t9,T") punto de con-
tinuidad de u*, se tiene que

H (t,u” (t)) = Iz?e%,){(H (t,v)

donde H (t,v) estd definido por
T
H(t0) = aL (80" (0),0)+Af (T,2" (0, 00+ [ 2 (5).f (s,t," (), 0) s
t
con A\ = — i1 (T,2* (T)) — ol (T, 2* (T)) y 2* (5) = ow* (5) + AR (T, ).
Mas aun, una solucién 6ptima verifica las siguientes condiciones de transver-

salidad
11 (T,a* (7)) = aL (T,a* (T) ,u*(T)) + AP*

(12); {/;j (T,z* (T)) =0 para todo j.
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Si llamamos v = (,u%, oy ,ui““) las ultimas k; coordenadas de p, se tiene

que

A =119 (" (T)) = povz (2" (T))
pi = aL (T, z* (T),u*(T)) + \P*

(n2), 4 (& (T)) =0 para todo j.

Observar que la segunda condicién siempre se verifica ya que ui estd libre,
por lo cual no hay condiciones de transversalidad en relaciéon a t7.

Por ultimo notar que si bien en el teorema probado anteriormente se
utilizan las hipdtesis de derivabilidad respecto a la variable ¢ sobre las fun-
ciones g y f, si consideraramos el problema para t; fijo desde el principio,
es facil ver que se puede reproducir la misma demostracién usando sélo la

continuidad respecto de t.

3.5 Controles Medibles Lebesgue

En esta seccion, queremos relacionar el presente trabajo con los trabajos de
Michel [3] y Carlson [9].

La diferencia sustancial es que ambos autores buscan condiciones nece-
sarias para un par (z*,u*) que optimice la funcional para un tiempo final
t7 fijo (en el presente trabajo ¢} es un pardmetro a optimizar). Ademds
de eso, Michel considera como conjunto de controles funciones continuas a
trozos y luego lo extiende a funciones medibles Lebesgue para ciertos puntos
regulares (ver en la introduccién). Por otro lado, Carlson, toma como con-
junto de controles admisibles a las funciones medibles Lebesgue definidas de
un intervalo fijo acotado I = [to,t]] a un espacio Euclideo de dimensién 7.
Para poder hacerlo, utiliza una funcién particular f en el integrando de la
ecuacion del estado y asume hipdtesis de acotacién sobre la funcién y sus
derivadas.

A continuacién, queremos mostrar que todo el trabajo hecho anterior-

mente en la presente tesis puede ser desarrollado en forma totalmente anélo-
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ga para controles medibles Lebesgue en la misma linea que lo desarrollado

por Michel en [3]. Para eso, definimos:

Definicién 3.5.1 Se dird que 7 es un punto regular de la funcion g(s) si

1 T+b+a
li — ds = .
im /T+b g(s)ds = g(7)

Consideremos E™ un espacio Euclideo de dimensién n, I un intervalo fijo
en Ry U C E™ cerrado.

Asumimos g : I — E% continuamente diferenciable, h : IxIx EN — EN
continua con sus derivadas parciales de orden 1 respecto de sus primer y
tercer coordenadas continuas; G : I x I x EV — EN*" una matriz de N x r
continua y sus entradas (Gy;) tienen derivadas parciales de orden 1 respecto
de sus primer y tercer coordenadas continuasy L,k : I x EN xUY — E x E"
continuas con sus primeras derivadas respecto de t € I y = € EV continuas.
Ademss se satisfacen las siguientes condiciones:

Para todo compacto S C EV, existe una constante positiva C' tal que
e(t, 2, )| + ko (b v, )] + |L(t, )| + | Lo(t, 2, 0)] < C

para todo (¢, z,u) € I xSxU, donde k, es la matriz de las primeras derivadas
parciales de k respecto de x.

Ahora, definimos la funcién f: I x I x EN xU — EV como
flt,s,z,u) = h(t,s,z) + G(t,s,z)k(s,z,u).

Dado ty € I, a la terna (t1,z,u) la llamamos admisible si las funciones
{z,u} : [to,t1] € I — EN*™ son tales que x es continua en [to,t1], u es
medible Lebesgue, se verifica la ecuacién (1.1) en [to,t1] y se satisfacen las
restricciones (1.2) y (1.3) para (t1,z(t1)).

Dada una terna 6ptima (¢f,z*,u*), tal que ¢] es un punto regular de las
funciones

V(t,s, x%(s),u"(s))
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para todo t € [to,t]], donde
V(t,s,x,u) = (G(t, s, z)k(s,x,u), L(s,z,u)),

definimos las e—perturbaciones de u* en 71, ..., 7, puntos regulares de las
funciones V (¢, s, x*(s), u*(s)).

A partir de las hipétesis mencionadas se demuestra el siguiente resultado:

Teorema 3.5.2 Sea (t],z*,u*) una terna dptima de J tal que t7 es un
punto regular de las funciones V. Luego, erxiste (u1, 2, ) € RF1 x Rf‘f X
Ry, (p1,p2, ) # (0,0,0) tal que para todo t € [to,t]] punto regular de las

funciones V', se tiene que

H (t,u” (t)) = Izr;lee}/){(H(t’v)

donde H (t,v) estd definido por
t*
H (t,v) = aL (t,x* (t),v)+Af (t],t,2" (t) ,v)+/ o (s) f (s, t,z" (t),v)ds
t

con A= =g (17, 2* (1)) = pathe (17, 27 (1)) y 2" (s) = aw™ (s) + AR (1], ).

Mads atn, se verifican las siguientes condiciones de transversalidad

pade (t1, 27 (17)) + patpe (87, 27 (1)) = oL (t7, 27 (8) ,u” (7)) + AP*

(p2); 95 (81, 2" (7)) =0 para todo j =1, ..., ks.

A continuaciéon vamos a hacer algunos comentarios sobre cémo probar
el teorema andlogo al 1.3.1 con las nuevas hipétesis. En la proposiciéon 2.2.1
tomamos sélo el conjunto compacto Y, de donde obtenemos que existe una

constante C' tal que
k| + |ke| < C

para todo (t,z,u) € I x Y x U. Por otro lado, siendo ¢’,h y G funciones

continuas, deducimos que

1+ 1fel +1fe] < M
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para todo (t,z,u) € I XY xUy
lg'| < M.

A partir de estas acotaciones, se prueba la proposicién 2.2.1 de las misma
forma que antes.

Pasamos ahora al lema 2.3.1. Siendo 7; punto regular de
G(t, s, 2"(s))k(s,2"(s),u"(s))

para todo t € [tg,t]] y como h(t,s,z*(s)) v f(t,s,z(s),v;) son funciones
continuas en s, se tiene que 7; es un punto regular de f(¢,s,z(s),v;) —
f(t,s,z*(s),u*(s)) y por lo tanto la igualdad (2.4) se cumple. Asimismo,
siendo que f tiene derivadas respecto de x continuas, también vale la igual-
dad (2.5). A partir de aqui la demostracion se sigue igual que el otro caso.

Para probar el lema 3.1.1, observemos nuevamente que, siendo 7; punto
regular de L(s,z*(s),u*(s)) y como L (t,z (t),v;) es una funcién continua

en la variable t, tenemos que 7; es un punto regular de
L(t,z" (t),u* (t)) — L(t,x(t),v;),

de donde se deduce que vale la igualdad (3.2). El mismo razonamiento se
puede utilizar para probar la igualdad (3.3) . El resto de la demostracién
sigue igual que el caso anterior.

Finalmente, resta probar que vale el teorema 1.3.1, para lo cual solo hace
falta definir el conjunto G ¢ EN*! como la imagen de la funcién I'(7,v) con
T € [to, t]] punto regular de V' (¢, s, z*(s), u*(s)) para todo t € [to,t]] y v € U.

La demostracién sigue igual que el caso anterior.

3.6 Funcional de tipo Mayer

Finalmente, en esta seccién vamos a obtener condiciones necesarias que debe

cumplir una terna (t1,z,u) que maximice una funcional de tipo Mayer
J(t1,z,u) = do(t1, z(t1)) (3.6)
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en lugar de la funcional (1.4). A partir de este resultado y los obtenidos en
las secciones 3.4 y 3.5 podemos deducir las mismas condiciones necesarias
que en [9].

Para eso, vamos a proceder en forma analoga a lo hecho anteriormente.
Supogamos que ¢g : R x RY — R es una funcién de clase C. Se prueba el

siguiente teorema:

Teorema 3.6.1 Sea (t7,z*,u*) una terna dptima tal que t5 es un punto de

continuidad de u*. Luego, existe (1, po, ) € RF1 x R{? x Ry, (1, po, o) #
al que para todo t € [ty unto de continuidad de u*, se tiene que

(0,0,0) tal que para todo t € [to,t]] punto d tinuidad de u*, se tiene q

H (t,u* (t)) = I})le%j(H (t,v)

donde H (t,v) estd definido por
t*
H (t,v) = A\f(t],t,z" (t),v) —l—/ " (s) f (s, t,z" (t),v)ds
t

con A = aDygo (8,0 (1)1 Dat (8, " (1) —pa Dot (5,27 (1)) y 2* (s) =
AR (t3,s). Mds aun, una solucion dptima verifica las siguientes condiciones

de transversalidad

—aDqgo (t7, 27 (17)) + p Dig (87, 27 (81)) + p2 Detp (87, 27 (£7)) = AP* (3.7)

(ug)j P (1,2 (t1)) =0 para todo j =1, ..., ka. (3.8)

Demostracién. La demostracién es totalmente analoga a la hecha en teo-
rema 1.3.1. Para probar el andlogo al lema 3.1.1 sélo hace falta notar que

la ecuacién (3.1) debe ser reemplazada por

¢o (t1,z(t1)) < do (81,27 (1))

y usando el mismo desarrollo que en las ecuaciones (2.9) y (2.10) obtenemos
que:
0> & (wolyyy = wolpyy + Dao (11,27 (7)) Al) + o(e |1]),
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donde
wo = Dyopo (t1, 2" (11)) + Duo (t7, 27 (¢7)) P".

Luego, multiplicamos por a > 0 y definimos el vector h € R*t"*+4 de Ia

siguiente manera:

hl = —Qwo,

ho = awy,
para j =3,....n+ 2,
hy = — (Dato (th.2" (1) A),
yparaj=n-+3,..,2+n+gq
hj = 0.
Siguiendo igual que la otra demostracién, obtenemos que
hr >0

y por lo tanto existe (u1,v) € R¥+9 tal que h + (u1,v) M > 0. Tomando

p2 = (v,0,...,0) € R*2 y A\ como antes, tenemos que
H (TZ',’UZ'> S H (Ti,u* (7‘1))

para i = 1,...,n y las condiciones de transversalidad (3.7) y (3.8).
Para terminar con la demostracién del teorema, observemos tan sélo que
en este caso

H(t,v) — H(1,u*(1)) = Al'2(T,v),

pudiendo reproducir la demostracién del teorema 1.3.1 como en la seccién

3.2. m
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3.7 Ejemplo

Aplicaremos el resultado obtenido a un ejemplo:

Se busca maximizar la funcional
t1
J(t,z,u) = / (z(t) —u?(t)) dt
0

entre todas las ternas {t1,x,u} tales que {x,u} : [0,#;] — R? satisfacen

t
x(t) = /0 sin(t)e”*z(s)ds + sin(t).

Del teorema 1.3.1 obtenemos que si (t7,z*, u*) es ptimo, entonces existe

a > 0 tal que para todo t € (to,t]) punto de continuidad de u*, se tiene que
H (t,u* (t)) > H (t,v)
para todo v € R , es decir, tomando oo = 1
t
(x* (t) — (u*(t))2) n / w* (s) sin(s)e"tz* (t)ds (3.9)
t
t*
> (2" (t) — U2) + / L (s)sin(s)e~tx* (t)ds
t
para todo v € R donde
t
w*(t) = / w* (s)sin(s)e"'ds + 1.
t
Ademas se tienen la condicién de transversalidad
0= (z"(t]) — (u" (1))

Como la ecuacién de evolucién del estado z(t) no depende de u(t) y/o anal-
izando la ecuacién (3.9) obtenemos que u*(t) = 0 es un control 6ptimo.

Ademas si resolvemos la ecuacién de Volterra tenemos que

}2(757 3) = Sin(t)e_se_% [e_t(cos t+sint)—e~%(cos s+sin s)]

¥ (t) = Sin(t)efé e™!(cost4sint)—1]
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De la condicién de transversalidad se tiene que z*(t7) = 0, es decir t7 = km
1 1

con k > 1. A partir de aqui y utilizando que

(2n+2)m (2n+3)m
/ Bt <0y / 2 (#)dt < 0
(2n+1)w (2n+1)m

para todo n > 0 obtenemos que ¢} = 7.
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Parte 11

Horizonte infinito
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Capitulo 4

Introduccion

4.1 Presentacion

Consideremos un proceso descripto por la ecuacién de Volterra

t

x(t)=g(t) + t f(t,s,x(s),u(s))ds (4.1)

para t € [tg, +00) donde el estado z(t) € RY y el control u(t) € U un espacio

topolégico Hausdorff. Se quiere maximizar la funcional

400
J(z,u) = /t Lt (), u(t) dt (4.2)

0
entre todos los pares “admisibles” (x,u) (ver definicién 4.2.1) de una clase
de estados y controles que satisfacen (4.1) para todo t € [tg, +00) y ciertas
restricciones en el comportamiento asintético del estado.

En la seccion 4.2 se da una descripcién precisa del problema y el Principio
del Maximo que se probara para un par éptimo (z*,u*) (teorema 4.2.2). En
la seccién 4.3 se dan algunas hipétesis alternativas mas faciles de verificar y
se muestra la buena definicién del Hamiltoniano en el teorema 4.2.2 (es decir,
que la integral impropia que incluye el Hamiltoniano es convergente). En el
Capitulo 5, dado un par éptimo, procedemos a definir nuevos pares (z,u),

perturbaciones del 6ptimo, de manera que resulten admisibles. Usando esta
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construccion, en el Capitulo 6, se prueba que dados finitos puntos en el
intervalo [tg, +00) vale el teorema 4.2.2 para esos puntos. Luego, se deduce
el resultado general descripto en el Capitulo 4. A continuacién se prueba
el mismo resultado sin restricciones en el comportamiento asintético del
estado y donde la funcién f de la ecuacién (4.1) no depende de su primera
coordenada t, deduciendo los resultados obtenidos por otros autores donde
el estado evoluciona segin una ecuacion diferencial. Ademads, se demuestra
un Principio del Maximo andlogo tanto para el caso en que los controles son
medibles Lebesgue como para el caso en que la funcional de tipo Lagrange
(4.2) es reemplazada por una funcional de tipo Mayer. Finalmente, se da

una aplicacién del teorema probado en la seccién 6.2.

4.2 Descripcién del modelo y resultado general

Consideramos ahora el problema de maximizar la funcional J definida en
(4.2) sobre todos los pares admisibles {x,u} : [tg, +00) — RN x U, tales que
el limite

X = lim z(¢) (4.3)

t——+o0

existe, se satisface la ecuacién de Volterra (4.1) y las restricciones

¢1 (X)
$2 (X)

0, (4.4)
0. (4.5)

IN

Definicién 4.2.1 Un par {z,u} : [tg, +00) — RN xU se llama admisible si
T es una funcion continua, u es una funcion continua a trozos con finitas
discontinuidades a lo sumo de primera especie, (4.2) es finita, el limite (4.3)

existe y las relaciones (4.1),(4.4) y (4.5) se satisfacen.
Sea {z*,u*} un par 6ptimo, vamos a asumir las siguientes hip6tesis:

H1) g: [to, +o0) — RY es una funcién continua.
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H2) L : [tg,+00) x RY x U — R es continua con derivada de primer or-
den con respecto a z € RY continua y tal que existe 1 (¢) funcién

integrable tal que:
| La(t, 27(2), w”(£))] < 4 (t)
para todo t > .

H3) f: [tg, +00) X [tg, +00) x RY x U — R¥ es continua con derivada de

primer orden respecto de x continua y se verifica que:

1. (a) Existe limy_ oo f(t,s,2,u) = F(s,2,u) para todo s < t, z € RV,
ueU.

(b) Dado un compacto K C [tg, +00) x RY x U, existe una constante

no negativa Cg:
‘f(t7 87 x7u)| + |f1‘(t,$,x, 'LL)’ S CK

para todo t >ty y (s,z,u) € K.

(c) Existe 12(t) funcién integrable tal que
[f(t,s,21,u™(s)) = f(t, 5, m2,u"(s))| < Y2(s)|z1 — 22
para todo t > s, x1 y x2 cerca de x*.

H4) Dado R(t, s) laresolvente de la ecuacién lineal de Volterra (ver Apéndice

A) con nucleo f(t,s,x*(s),u*(s)), asumimos que:
1. (a) Existe ¢*(t) funcién integrable tal que

[R(t,s)| < 97 (s)

para todo t > s.

(b) Existe lim; 4o R(,s) para todo s > to.
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H5) Existe 13(t) funcién integrable tal que para todo ¢ > 0, existe v > 0

tal que si |z — 2*(s)| < v, entonces

|q)x<t7svx7U*(S)) - (I)Z’(tasﬂx*(s)vu*(s))‘ < Csz(S)
para todo t > s > to, donde ®(t,s,x,u) = (f(t, s, z,u), L(s,z,u)).

H6) (¢1,¢2) : RY — R* x R*2 gon funciones de clase C1.

Bajo las hipdtesis dadas anteriormente, vamos a demostrar el siguiente

teorema:

Teorema 4.2.2 Sea {z*,u*} un par dptimo en la clase de pares admisibles
donde lim;_,, o 2*(t) = X*. Luego, existe (1, pu2,a) € RF x R{“ﬁ x Ry,
(1, 2, ) # (0,0,0) tal que Vt € [tg,+00) punto de continuidad de u* se
tiene que

H(t,u*(t)) = max H(t,u)

donde H (t,u) estd definido como
+oo
H(t,0) = aL(t," (0 u)+ Jim f(st.a’ (004 [ #(9)f (56,07 (0, u)ds
S§—T00 t

con X = —p1Dypy (X*) — paDypdo (X*) y 2%(s) = aw™(s) + A lim R(t, s)

t——+oo
siendo w* la solucion de la ecuacion integral

“+oo
w(t) = [ ws) st (0,07 (O)ds + Lot s’ (00 (0). (40
¢
Ademds, se verifica la condicion de transversalidad

(02); (92); (X*) =0 Vj=1,..k. (4.7)

4.3 Algunas consideraciones

La hipotesis H5 puede ser reemplazada por las dos siguientes hipétesis mas

fuertes:
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1. Existen v; > 0y 14(¢) funcién integrable tal que:
Lo (8, 2(t), u™ (1) = Lo (t, 2" (t), u" (£))| < tha(t)]a(t) — 2" (2)|"
para todo t > tg y = cerca de x*.

2. Existe v > 0y 95(t) funcién integrable tal que

[fa(t, s, 2(s),u™) = folt, 8,27 (s),u”)| < s(s)|a(s) — ™ (s)[™

para todo t > s > tg y x cerca de z*.

Por otro lado, siendo que las hipdtesis H4) en la resolvente R(t, s) no son
faciles de verificar, a continuaciéon damos dos hipdtesis distintas en el nticleo

fu(t,s,2*(s),u*(s)) a partir de las cuales se deducen las hipétesis H4).

Proposicién 4.3.1 Si existe una funcion integrable 1*(s) con ||[¢*||; < 1

tal que para todo t > s

|[fe(t, s, 2" (s),u™(s))| < ¥*(s)
y existe limy_, o0 f2 (L, s,2%(s),u*(s)) = Fa(s), entonces las hipdtesis H4)a)
y H4)b) se verifican.
Demostraciéon. Ver Apéndice C. m
Proposicién 4.3.2 Se pueden obtener la misma conclusion si existe a > 0
y * funcién acotada e integrable tal que | f(t,s,z*(s),u*(s))] < e”p*(s).
Demostraciéon. Ver Apéndice C. m

A continuacién vamos a probar que bajo las hipétesis pedidas el Hamil-

toniano H (¢, u) estd bien definido para todo t € [ty, +00) y u € U.
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Proposicion 4.3.3 Bajo las hipdtesis dadas en la seccion anterior, para

todo t € [tg,+00) y u € U, la siguiente integral converge

“+oo
/t 25(s)f(s,t,x*(t), u)ds.

Demostracién. Comencemos observando que el conjunto {(¢,z*(t),u)} es
compacto para cada t fijo, luego por hipé6tesis H3)b) existe una constante C'
tal que

[f(s,t,2%(),u)| < C

para todo s > tg, de donde obtenemos que

+00 +oo
/t 2 (5)f (5,1, 2 (£), u)ds gc/t 12%(s)] ds.

Por otro lado, como w* es solucién de la ecuacién integral (4.6) , hipdtesis
H2) y H4)a) implican que
+o0

[w*(s)] < Pu(r)*(s)dr + i (s),

S
y por hipétesis H4) tenemos que

lim R(r,s)

T—-+00

< P*(s)

para todo s > tg.

Luego, siendo z*(s) = aw*(s) + A li{rn R(r,s), se tiene que
rT—T00

+00 +o0 +o00
/ |2"(s)|ds < a/ |w*(s)|ds + )\/
t t t

+oo +00
<« (/ P1(r)Y*(s)drds +
t s

+oo
+A P*(s)ds

t

ds

lim R(r,s)

r—+00

“+oo

z/zl(s)ds>

t

obteniendo el resultado deseado. m

95



Capitulo 5
Perturbaciones

Dedicaremos este capitulo a definir una clase de controles admisibles de
tipo Pontryagin y establecer la relacién entre el estado éptimo y los estados

asociados a dichos controles.

5.1 Existencia de pares perturbados

Sea (z*,u*) un par 6ptimo. Luego, dados tg < 71 < ... < 7, puntos de
continuidad de u* ; vi,...,v, tales que v; € U para todo i = 1,...n y
I = (I1,12,...,1n) € R} tal que ||l||; < M, para cada ¢ > 0 definimos los
intervalos I; para i = 1,...,n de la misma manera que en la Seccién 2.1 y los

controles perturbados u : [tg, +00) — U como sigue:

w(t) :{ wr(t) siot¢ Ul 51)

V; si tel;
A dichos controles nuevamente los llamaremos e— perturbaciones. Ademas,
una vez dados 1 < ... < 7, ¥y 1,19, ...,1,, fijamos t; > 7,. Luego, para
€ suficientemente pequeno, los intervalos I; son disjuntos y para todo t €
Ul I; se verifica que t < ;.
Probaremos ahora que para ¢ suficientemente pequeno, dada una e— per-

turbacidn, existe  solucién de la ecuacién integral (4.1) definida en [tg, +00)
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que verifica que existe el limite (4.3).

Proposicién 5.1.1 Dados (z*,u*) un par dptimo, vy, ..., v, tales que v; € U
para todo i = 1,..mn ytg =17 <171 <1 < ... <7, < +00 tal que T;
es un punto de continuidad de u* para todo i = 1,...,n; entonces existe
go > 0 tal que para todo 0 < € < €9 y u una e- perturbacion de u* definida
con esos pardametros, la solucion x(t) de (4.1) estd definida en [to,+00) y
dx(t) = z(t) — x*(t) = O (e |l|) para todo t > ty.

Demostracion. Esta proposicién se prueba en forma andloga a la proposi-
cién 2.2.1 de la Parte 1. En este caso, fijemos p > 0, y sean t; como antes

tal que t1 > 7, + €l,, y los conjuntos
V={ze RN i |z — 2% (s)| < p con s € [to, t1]}

V= U {vi} Ucl{u* (s) : s € [to,t1] es un punto de continuidad de u*}.
i=1

Luego definimos K el subconjunto compacto de R x RV x ¢/
K= [to,tl] XY xV. (52)

Observemos que en este caso (a diferencia del caso finito) el compacto
depende de t; que depende de 7y, ...,7, y por lo tanto ¢ va a depender de
T1, ..., Tp, aunque resultard independiente de Iy, ..., I, si ||l||; < M;.

Trabajando en forma totalmente andloga a la proposicion 2.2.1 tenemos

que existe una constante My tal que

[fl+ 1 fal < Mk

de donde obtenemos que f es uniformemente Lipschitz en x. Luego, dada u
una e-perturbacién con los pardmetros 71 < ... < 7, y Iy, s, ..., I fijos, existe
v > 0 y una unica funcién continua z definida en [tg,to + ] solucién de la

ecuacién (4.1) tal que |x — z*(s)| < p.
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Dado

. P
€1 < min )
{2 (e W2l + Jlpall) p}

a continuacién vamos a probar que se puede definir g € (0,1) tal que x el
estado asociado a cualquier e-perturbacién con e < ¢ verifica que |z(s) —
x*(s)| < ey en [to,T), donde [tg,T) es el intervalo maximal de existencia.

Sea

. €1
€o = mm{W, 1} ,
u una e—perturbacién con £ < gy y supongamos que existe t € (to,T") tal
que |z(t) — x*(t)| > e1. Sea t* = inf {t € [to,T) tal que |z(t) — x*(t)| > €1}
Entonces |z(t*) — z*(t*)| = e1 y |z(t) — x*(t)| < €1 para todo t < t*. Sin

embargo,

(") — 2" ()] S/t [f(t,5,2(5),u(s)) = f(t,s,27(s),u"(s))lds

= Z /Izﬂ[to,t*] ’f(t’ & x<8)7 'Ui> B f(t7 8T (8)’ u (S))‘ ds+

i=1

/ |f(t,s,2(s),u"(s)) — f(t,s,27(s),u™(s))| ds
[to.t*\UL;

< 2My (Z zi> e+ [ a(s)|z(s) —x%(s)|ds

i=1 to
t*
< 2Mge + a(s)|z(s) — x*(s)|ds.
to

Luego, por Gronwall, obtenemos que

(1) — 2*(t%)| < (2MK6“W”1) e<el

Tenemos entonces que la solucién x definida en [ty,T") verifica para todo

s € [to,T') la desigualdad
|z(s) — 2" (s)| < 1.

Veamos ahora que x se puede extender més alla de [tg,T") y por lo tanto

estd definida en [tg, +00). Sean n < ﬁ yatalque T—n < a < T. Ademss,
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por absoluta continuidad de la integral podemos elegir 7 suficientemente

(/aﬁn z/zg(s)ds) <1

Definimos el espacio métrico completo

pequeno tal que

D= {y: [a,a+n] — RY continuas tal que |y(s) — z*(s)| < p}

con la métrica del méximo y la aplicacién

B)(t) = 3t) + / £t 5,5(s), u(s))ds

donde g(t) = g(t) + ft‘; f(t,s,x(s),u(s))ds, y x es la solucién en [tg, T).
Veamos que B(D) C D. Siendo y continua, B(y) resulta continua. Hay

que ver que |B(y)(s) — z*(s)| < p para todo s € [a,a + n]. Llamamos P =

UI; N [to, a], N = [to,a]\UI; al complemento de P en [tg,a], P' = UI;N]a, $]
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y N’ = [a, s]\ UI; al complemento de P’ en |[a, s]

[B(y)(s) — z*(s)|

a

£ (s, u(r) — £y, (), (1)) dr
/fsry u(r) = Fls,r,a (1), (1)) dr
< [ 1)) = fora @) )
+ [ 1)) = om0 ()l
[ 1)) = £Gs, 1" (0), ()
[ Uy () = a0 (1)
< OMye <§:;1z> + /N ()2 (r) — 2 (r)|dr
[ Ul () () - 2 ()ldr

< 2Mg Mie + [[12]|; e1 + Mk pn

< (el gglly o1 + 5 < o

por la eleccién de €1 y i, y donde ¥ es un punto intermedio.
Probemos ahora que la aplicacién B es una contraccién. Sean y1, 1o dos

elementos en D. Si T < t;, podemos elegir 1 tal que a +n < t; y entonces
t
[B(y1)(t) — B(y2)(t)] S/ [f(t;s,y1(s), u(s)) — f(t, s,y2(5),u(s))|ds
t
= [ 18t 5,3(6), u) l(s) = )l

< Mynmax |y1(s) — y2(s)|

donde g(s) es un punto intermedio y Mg.n < 1/2.
Si T > t1, podemos elegir n tal que T'—n > 7, + €9 M; de manera que
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T — > 1, + ¢l y entonces acotamos diferente
B0 ~ B0 < [ 110 5.01(5)0(6) = 10 5.00(5). ) s
= [ 1505160 ) = St ssm(s) () s
< [ valo)on(s) = )
< ([ aopds ) maxln) (o)

donde (fanrn @Zzg(s)ds) < 1.

Luego, existe y solucién en [a, a 4 7n]. Definiendo

z(t):{ xz(t) si t<a

y(t) si t>a

se tiene que la solucién z estd definida en [tg,a +n] donde a+n > T, lo cual
es un absurdo. Luego, x estd definida en [tg, +00).

Finalmente como tenfamos de antes |z(t) — 2*(t)| < p para todo t > tg

vale que
3] < 3 [ 1Fts.0(5),0) = (65,0 (6). " () s
i=1 71
[ st (9) - (ks (5) ' (s) | ds
[to,t\UI;
¢
<2Mpey iy li+ | [2(s)l|(s) — 2™(s)|ds.
to
Usando el lema de Gronwall obtenemos que

62:(t)| < 2Mxe |I| el¥2l

para todo t > tg. m
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5.2 Propiedades de pares perturbados

Lema 5.2.1 Bajo las hipdtesis de la proposicion 5.1.1, si t € [1j,Tjy1] ¥y
t ¢ U’ I; entonces

J
=1

dx(t) = Z {/ R(t,s)0f(s,i,vi)ds + df(t,mi,v;)| el +o(e|l])  (5.3)

donde 5f(577—iavi) = f(S,Ti,.iU*(Ti),’Ui) - f(s>7—iax*(7—i)7 U‘*(Tl))

Demostracion. La demostracién es similar a la hecha en el lema 2.3.1 de la

primera parte. Usaremos la misma notacién que en dicho lema para f,(t,7),

Q?y P jr Y Q;
Dado p > 0, consideramos nuevamente el compacto K definido en (5.2)

y la constante M tal que

[fl+ 1] < M.

Dado que 7; es un punto de continuidad de u* se tiene nuevamente que para

todo t > ty,

/ [f(t,s,2(s),v;) — f(t,s,2"(s),u*(s))] ds = 6 f(t, 74, vi)el; + o(e]l]).

I;
Usando la hipdtesis H5) se obtiene que
/P [f(t,s,2(s), u™(s)) = f(t,s,27(s),u"(s)) = fa(t, 5)dx(s)| ds = o(e]l]),
41

y usando el mismo resultado en el conjunto Q;- 41, tenemos que

j+1
Sx(t) = 8f(t, 7, vi)eli+ / fu(t, s)0x(s)ds+ t fa(t, 8)0x(s)ds+o(e |I]).
i=1 Pjt1 Tj+1

Siguiendo con la misma idea que en el caso finito, y siendo

t
R(t, s)ds < [[¢"[]

Ti+1
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tenemos que

j+1 t
u() = 30 | [ R9)3 (5,7 w)ds + 560, 7,0) | <l
=1 [/

/T 11 R(t,s) ( /P - fx(S,T)5aj(r)dr> dst

J

/ Fut,1)52(r)dr + o( [I]).
Pjt1

Si r € Pjy1, entonces < t; y por lo tanto (r,z*(r),u*(r)) € K, en conse-

cuencia existe una constante C' tal que

L'+1

J

/t R(t,s)fz(s,7r)ds + fx(t,r)] dr < C.

J+1

Luego, usando nuevamente la notacién

Si(t,r) = / R(t,s)fz(s,r)ds + fo(t,7)

tenemos que

L.

t

R(t,s) fz(s,7)ds + fo(t, 7’)] Sz (r)dr (5.4)

J Tj+1

k

J ‘a
= ; /Qﬁﬂ Sit1(t,r) <Z [/T R(r,q)éf(q,vi, m)dq + d f(r, Uini):| gli> dr

i=1

+o(e ).

Observemos que esta cuenta no difiere en nada del caso finito ya que
si bien ¢t no estd acotado, la variable r se estd integrando a lo sumo en el
intervalo finito [tp,t1] de manera que (r,z*(r),u*(r)) € K como notamos
anteriormente. La demostracién se sigue totalmente igual al lema 2.3.1.

Una observacién importante es que o(e|l|) es independiente de ¢t > ty. ®

Probaremos ahora que dada cualquier e-perturbacién, el estado asociado
x tiene limite finito. Siendo z* un estado éptimo, tenemos que existe el limite

(4.3). Procederemos a probar la existencia de . ligl dz(t).
— 400
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Proposicion 5.2.2 Dada u una e-perturbacion y x el estado asociado, el

limite (4.3) existe.

Demostracién. Sea t > t1, entonces

ox(t) :/t (f(t,s,2(s),u(s)) = f(t,s,27(s),u"(s))) ds

= ) f(t,s,x(s),u(s)) — f(t,s,z%(s),u™(s))ds

+ [ f(t,s,x(s),u”(s)) — f(t,s,2"(s),u"(s))ds.

t1

Tomamos nuevamente el compacto K definido en (5.2). Luego, por hipdtesis
H3)a) y H3)b) tenemos que

f(t,s,3(s),u(s)) = f(t,s,27(s),u’(s))

tiene limite cuando ¢ tiende a +o0o y es uniformemente acotada para todo
s € [to,t1] y para todo t > tp, de donde deducimos por el teorema de
convergencia acotada de Lebesgue que existe el limite

t1

lim ft,s,z(s),u(s)) — f(t,s,x™(s),u*(s))ds.

t——+00 to

Por otro lado, si s > ¢; usando hipétesis H3)c) y la proposicién 5.1.1

tenemos que existe una constante C' tal que

[f(t,s,2(s),u”(s)) = f(t,5,27(s), u™(5))] < a(s)]x(s) —a"(s)| < Cha(s)

donde (s) es integrable en [t1,4+00). Luego, usando el teorema de con-
vergencia dominada de Lebesgue, tenemos que el segundo término de la
igualdad anterior también tiene limite.

Entonces, concluimos que existe el limite (4.3) y de la proposicién 5.1.1

X — X* = O |l)).
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Proposicion 5.2.3 Dada u una e-perturbacion y x el estado asociado, la

integral impropia (4.2) converge.

Demostracién. Siendo {z*,u*} un par éptimo, en particular es un par
admisible y por lo tanto la integral impropia (4.2) converge. Para simplificar

la notacién, definimos
5L(Ti, Ui) = L(Ti, :L'*(TZ‘), ’Uz‘) — L(Ti, $*(Ti), u*(TZ))
y siendo 7; punto de continuidad de u* tenemos que

/I. (L(t,z(t),v;)) — L(t,z*(t),u”(t))) dt = 0L(7;,v;)el; + o(e |l]).

Por otro lado, por hipétesis H5) se tiene que
/ (L(t, (1), (1)) — Lt 2" (1) (1)) di
[t0,+00)\UIi
= / L. (t,z"(t),u*(t))ox(t)dt + o(e |]).
[t0,+00)\UIi

Luego, juntando todo llegamos a que

+o0
/ (L(t,xz(t),u(t)) — L(t,z*(t),u"(t))) dt

to

_ zn: SL (7, v:)el; + / Lao(t, 2*(t), u* (£))x(t)dt + o(c |I|)

i=1 [to,+oo)\UI;

que es finito por hip6tesis H2) obteniendo la conclusién deseada. m

5.3 Construccion de pares admisibles

Hemos probado hasta ahora que dados tg < 7 < ... < 7, puntos de con-
tinuidad de u* ; vy, ..., v, tales que v; € U para todo i = 1,...,n, entonces
existe g > 0 tal que para todo € < eg y I = (l1,l2,...,1,) € RY tal que
IZ]l; < M;, si definimos u una e-perturbacion con esos pardmetros, entonces
existe z solucién de (4.1) definida en [tg, +00) tal que existe el limite (4.3)

y la integral impropia (4.2) converge.
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Luego, para que dicho par (z,u) resulte admisible, resta probar que el
limite X satisface las restricciones (4.4) y (4.5).

El siguiente lema serd usado para definir una clase de pares admisibles

{z,u}.

Lema 5.3.1 Sea u una e-perturbacion tal que x el estado asociado tiene

limite (4.3). Luego, para i = 1,2 wvale la siguiente igualdad
¢i (X) = §i(X™) + Dypi (X*) Ale + o(e|1]).- (5.5)
Demostracién. Siendo ¢; de clase C!' y X — X* = O(e|l|) tenemos que
61 (X) = 65 (X) + Dai (X*) (X — X*) + o( [1]).

Comencemos notando que para cada i el conjunto {(7;, *(7;),v;)} es com-
pacto y por lo tanto f(s,7;,x*(7;),v;) es uniformemente acotada por una
constante para todo s >ty . Ademds, por hipétesis, R(t,s) es acotada por
la funcién ¥*(s) integrable en [to, +00) y existe

lim R(t,s)f(s, 7, x"(7i),v:).

t—+o00

Luego, por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue, se tiene que

t +oo
lim R(t,s)f(s, 7, 2" (73),v;)ds :/ lim R(t,s)f(s,7,z" (1), v;)ds.

t—-+o0 T t——+o0
7

La misma igualdad vale si en lugar de v; ponemos u* (7;). Por lo tanto,

podemos definir

donde .
Az(t) = / R(t, s)5f(s, Tis Ui)dS + (5f(t, Tiy Ui)

y A= (Aq,...,A,) € RV*" con A; los vectores columna de la matriz.
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Luego, usando (5.3) tenemos que

X — X*= lim 0x(t)
t——+o0

= 1 A;(t)el; [
i 3 A+ ofc )

= Ael; + o(el])
i=1
= Ael + o(e|l])
de donde obtenemos la conclusién deseada. m

De forma totalmente analoga al caso finito, dados vi,...,v, en U y
T1, ..., Tn, €1 [to, +00) puntos de continuidad de u*, construiremos una matriz
M y una aplicacién F' que verifiquen las hipétesis del lema 2.4.1 de la Parte
1, de manera que dado r € R, tal que Mr = 0, vamos a poder definir
(I1,...,1,) tal que la e-perturbacién que determinan sea admisible. Notamos
que en la presente construccion vy, ..., v, en U y 7, ..., T, en [ty, +00) estardn
siempre fijos.

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que
¢2j (X*) =0 ) paraj = ]-7"'aq )
qij (X*) <0,paraj=q+1,.., k.

Sean B € R(kitk2)x(ntka) 19 matriz dada por

B— ( Dz¢1 (X*)A Oklxkz )
Dypo (X*) A Tiyxhy

y M la submatriz de B que se obtiene de suprimir las tltimas ko — ¢ filas
y columnas y supongamos que rg (M) = ki + ¢. Sea K = {Mr T e RTF‘]}
el cono convexo cerrado de R¥119. Para poder definir una clase de pares

admisibles {x,u}, para cada 0 < £ < g¢ definimos la aplicacién
F.: QY (e) — RN
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de la siguiente manera: dados § € Q"(¢) y v € Q% (), consideramos la
e-perturbacién con

el =&

y z (t) la solucién de (4.1) que verifica (4.3); luego

(F2); (§,7) = (¢1); (X) para j =1,... ki,
(Fa)k1+j (&)= (¢2)j (X)+vjparaj=1,...,q

De la definicién de F. y de (5.5) tenemos que F.(0) = 0 y DF.(0) = M.
Para aplicar el lema 2.4.1 resta probar que F. es continua y fuertemente
diferenciable en 0. Para eso procedemos en forma andloga al lema 5.2.1.
En este caso, dadas dos e-perturbaciones diferentes tenemos dos estados

diferentes x1 y x2. Por lo tanto, si ¢ > ¢
2o (t) — w1 (t ZA ted; + p(1*,1%)o(e) |d|

donde lim(ll’l2)ﬁ(070)p(l1,l2) =0,d; = {l? —lH parat = 1,...,ny d =
(d1,...,dy) (Ver Apéndice B). Luego, tomando limite cuando ¢ — +oo de-
ducimos que
Xo— X1 = ZAiedi + p(1*,1%)o(e) |d|
i=1

lo cual implica que

¢i (X2) — ¢ (X1) = Dy (X*) Aed + p(I*,1%)o(e) |d]

para i =1, 2.
Entonces, siendo ¢1 y ¢ funciones de clase C'! tenemos en forma analoga,

al caso horizonte finito que F. es continua y fuertemente diferenciable en 0.
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Capitulo 6

Demostracion del Teorema

6.1 Resultado previo

Lema 6.1.1 Bajo las hipotesis del teorema 4.2.2, para cualquier e-perturbacion

admisible, existe (1, 1o, o) € R x le x Ry, (u1, po, ) #(0,0,0) tal que
H (15,v;) < H (13,u™ (1))

para i =1,...,n y se verifica la condicion de transversalidad (4.7).

Demostracién. Vamos a considerar dos posibles casos:

1. Si 0 ¢ int(K), entonces existe (u1,7) € R¥MF9 (u1,n) # (0,0) tal que
para todo v € K tenemos (u1,n)v > 0. Si tomamos ps = (1,0, ...,0) €
R y 1 = (1. 12), obtenemos

uB > 0.

Definimos

A= —p1 D1 (X*) — paDyppy (X7)

v a = 0, de donde deducimos que
H (1;,v;) < H (13,u” (7))
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para todo i = 1,...,n, y la condicién de transversalidad
(12); (62); (X*) =0 para todo j = 1,..., ks

. Si 0 € int (K), entonces K = R¥%4 y rank (M) = k1 + q.

Fijado r € R 7 tal que Mr = 0, y dada F. como antes, existen
n>0 suﬁmentemente pequeno y 6 : [0,n] — Rfrq tal que si s € (0,7)]
entonces 0(s) € Ry F. (0 (s)) = 0. Tomando

Eli = 92 (8)

la e-perturbacién de w*(t) resulta admisible. Luego, siendo (x*,u*)

optimo tenemos que

+00 +oo
/ L(t, (1), u* (£))dt > / Lit,a(t), u(®)dt.  (6.1)

to to
Si procedemos en forma similar a la proposicién 5.2.3 tenemos que

z": SL (7, v;)el; + / L. (t, 2" (t),u*(t))ox(t)dt + o(e) < 0.

— [to,+0o)\UI;
(6.2)

Usaremos la misma notacién que en el lema (3.1.1) de la primera parte.
En el segundo término, reemplazamos dz(t) por la ecuacién (5.3) en

cada intervalo Qk+1 y usamos que |I| = ely,

/ (Lo (t 2 (1), u* (£))] 6(t)dt
[to,+00)\UI;

Tk+1 k t
_Z/ L,(t) Z/ R(t,s)0f(s,7j,v5)ds + 0 f(t,75,v5) | eljdt
=177

+ o(e)

donde 7,,+1 = +00. Haciendo el cambio en las sumas tenemos

>y [

Jj=1k=j

:;{/ La(t)

7—Ic~t»1

t
/ R(t,s)0f(s,7j,v5)ds +f(t, ), vj)] el;dt
7j

/t R(t,s)0f(s,7j,v;)ds + 5f(t,7'j,vj)] dt} el;.

J
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Si cambiamos el orden de integracién, obtenemos

{/+OO/ R(t,s)0f (s, Tj,v])dsdt—i—/;oo Lx(t)df(t,’rj,’l)j)dt}glj
S

J

+oo
[/ L.(t)R(t,s)dt + Lm(s)] df(s, Ty, vj)ds} elj
S
y utilizando que w*(t) es la solucién de la ecuacién integral

+oo
w(s) = / w(t) fz(t, s)dt + Ly(s)

es decir

+oo
w*(s) = / Lo (t,z*(t),u*(t))R(t, s)dt + Ly(s,x*(s),u"(s))

se tiene que
+oo
/ L, (t) dx(t)dt = Z {/ w*(s)df(s, i, Ui)ds} eli+o(e).
[t0,+oo)\UI¢ i=1 Ti
Luego, multiplicando por a > 0, la expresién (6.2) se escribe como

n

+o00
0<— Z <Oé5L(Ti, v;) + / aw* (s)0f (s, i, vi)ds> el; + o(e).

=1

Definimos el vector h € R""4 de la siguiente manera: para j = 1,...,n,

—+00
hj = —adL(1j,v;) —/ aw*(s)df(s,7j,vj)ds

j
yparaj=n-+1,...n+q
hj =0.

Entonces, tenemos que
0 < hé(s)

para todo s € [0, 7], y como 6(s) = sr + o(s) podemos concluir que
0<hr.
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Por tltimo, por las condiciones de Kuhn Tucker (ver [22]), existe
(p1,v) € RF+9 tal que h+ (u1,v) M > 0. Tomando pg = (1,0, ...,0) €

R*2 y X como antes, tenemos que
H (13,v) < H (13,u” (13))

para i = 1,...,n y la condicién de transversalidad (4.7).

6.2 Demostracion del Resultado General

Demostracion. La demostracion es totalmente analoga a la hecha para el
caso horizonte finito s6lo que habra que reemplazar ¢} por lim: 4o -

Dado un par éptimo (z*,u*), definimos las aplicaciones
Iy : [to,+o0) xU — R
Iy : [to, +00) x U — RN
como sigue

+oo
y(t,v) = 6L(t,v) + /t w*(r)of(r,t,v)dr

S

Lo(t,v) = lim df(s,t,v)+ lim R(s,r)0f(r,t,v)dr.
S——+00 s—+00 Ju
Ahora definimos como antes I'(t,v) = (I'y(t,v),[a(t,v)) € RNl y
G = {I'(t,v) con t € [ty, +00) punto de continuidad de u*,v € U} ¢ RV,

La demostracién sigue igual al caso horizonte finito sélo que en este caso se
define

Hy,(t,v) = an L(t, 2" (t),v)+ h]ﬂrn f(s,t,a:*(t),v)+/+oo 2 (8)f(s,t,z*(t),v)ds
S—>1T00 t

con Ny, = —plDpd1(X*) — 2 Dypo(X*) v 25(5) = aw*(s) +)\nt lir+n R(t,s)

v la condicion de transversalidad:

(k2), (62); (X*) = 0

paratodo j=1,....ks. ®
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6.3 Resultado sin restricciones y caso diferencial

Supongamos que no se dan restricciones del estado en el infinito (k1 = kg =
0), es decir se quiere resolver el problema de maximizar la funcional (4.2)
entre todos los pares que verifiquen solamente la ecuacion integral (4.1).
Es facil ver del desarrollo hecho anteriormente que en este caso no nece-
sitaremos las hipotesis de limites. Es decir, no hard falta pedir que exista
lim¢ 4o f(t,s,z,u) (3a) ni que exista lim;—, 4o R(¢,s) (4b). Ademads resul-

tard A = 0,a > 0 y por lo tanto

“+o0o
H(t,u) = aL(t,z"(t),u) + oz/t w*(s)f(s,t,x™(t),u)ds

pudiendo tomar o = 1 sin pérdida de generalidad.

Si ademads suponemos que f no depende de su primer coordenada, con
lo cual estarfamos en el caso diferencial, se obtiene el multiplicador \(¢t) =
A+ f;oo w*(s)ds que en este caso nos da la conocida condicién de transver-
salidad lim;—, 1o A(t) = 0.

6.4 Controles Medibles Lebesgue

Nuevamente queremos dar un resultado para cuando los controles son fun-
ciones medibles Lebesgue. Seguiremos las mismas ideas que en el caso finito.

Consideramos E™ un espacio Euclideo n— dimensional, el intervalo I =
[to, +00) fijo en R y U C E™ cerrado. Asumimos g : I — EV continua;
h:IxIxEN — EN continua con derivadas parciales de primer orden
respecto de z continuas, G : I x I x EN — ENX" una matriz de N x r cuyas
entradas (Gj;) son continuas y tienen derivadas de primer orden respecto
de = continuas y k : I x EV x Y/ — E" continua con derivadas parciales de
primer orden con respecto a x continuas. Ademas, la siguiente condicién debe
satisfacerse: para todo compacto [tg,t1] X S C I x EN | existen constantes

K y M tales que

|k(t¢$7u)| + |]€I(t7x7u)‘ + ’L(tvxau)‘ + ’Lx(taxau” S K
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para todo (t,x,u) € [to,t1] x S x U, donde k, es la matriz de las primeras

derivadas parciales de k con respecto a = y
[h(t, 5,2)] + [t 5,2)| + |G(t, 5,2)] + |Galt,s,2) < M

para todo t > to, (s,z) € [to, 1] X S.

Definimos la funcién f: I x I x EN x U — EV como antes
f(t,s,x,u) = h(t,s,xz) + G(t,s,x)k(s,z,u).
Luego, tenemos que existe una constante C tal que
[f(t, s, 2z, u)| + | fa(t, s, 2,u)| < C

para todo t > to, (s,z) € [to,t1] x Sy u e U.

Dado un par (x,u) lo llamaremos admisible si las funciones {z,u} : I —
EN*™ son tales que  es continua en I, u es medible Lebesgue, satisfacen
la ecuacién integral (4.1) en I, la integral impropia (4.2) es finita, el limite

(4.3) existe y se verifican las restricciones (4.4) y (4.5).

Si (*,u*) es un par éptimo, definimos las e—perturbaciones de u* ex-
actamente igual al caso finito, es decir en 7, ..., 7, puntos regulares de las
funciones

V(t,s,x*(s),u"(s))

para todo t € I.

Con las mismas hipdtesis que en la Seccién 5.2 y las dadas encima en
lugar de H3)b) vamos a probar el teorema 4.2.2.

Sélo mencionaremos algunas consideraciones necesarias para probar la
proposicion 4.3.3, todas las afirmaciones del Capitulo 6 y el apéndice B.
Estas son: si tomamos el compacto K = [tg, t1] X Y tenemos las acotaciones

necesarias de f y f,. Ademas observemos el hecho de que 7; es punto regular
de

f(ta 87$(8)>Ui) - f(t7 Sa$*(8)’U*(S))
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y de
L(t,xz(t),v;)) — L(t, " (t), u*(t)).

Por tltimo notemos que en lugar de la hipétesis H3)b) en algunos casos

podemos usar que el conjunto (¢, x*(t)) es compacto y por lo tanto

£ (s, 8, 27(t), u)|

esta acotado para todo s > tgy u € U.

Finalmente, para probar el teorema 4.2.2 seguiremos las mismas ideas
expuestas para el caso de horizonte finito. Es decir, definimos el conjunto
G C EN*T! como la imagen de la funcién I'(r,v) con 7 € [tg, +00) punto
regular de V (¢, s, x*(s),u*(s)) para todo t € [ty,+00) y v € U de donde se

prueba el resultado deseado.

6.5 Funcional de tipo Mayer

Si ahora quisiéramos maximizar una funcional de tipo Mayer

$o(X) (6.3)

en lugar de la funcional (4.2), deberiamos proceder en forma andloga a
lo hecho en el Capitulo 5 y en las secciones 6.1 y 6.2. Supogamos que

¢ : RN — R es una funcién de clase C. Se prueba el siguiente teorema:

Teorema 6.5.1 Sea {z*,u*} un par optimo en la clase de pares admisibles
donde lim;_. o0 2*(t) = X*. Luego, existe (p1, po, ) € RF1 x ]Rf? x Ry,
(1, 2, ) # (0,0,0) tal que Vt € [tg,+00) punto de continuidad de u* se
tiene que

H(t,u*(t)) = max H(t,u)

donde H (t,u) estd definido como
+oo
H(tou) =\ lim fs. b’ () + [ () (5ot (), 0)ds
S—1T00 t
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con A = aDypo (X*)—u1Dydpy (X*)—peDydo (X*) y 2*(s) = X lim R(t,s).

t——+o0
Ademds, se verifica la condicién de transversalidad

(H2)j (d2); (X)) =0 Vj=1,.. k. (6.4)

Demostracion. La demostracién es totalmente andloga. Comencemos ob-
servando que la proposicién 4.3.3 se prueba de la misma forma si consider-
amos « = 0 en dicha demostracion. Por otro lado, no hard falta incluir la
proposicion 5.2.3. Para probar el andlogo al lema 6.1.1 sélo hace falta notar

que la ecuacién (6.1) debe ser reemplazada por
do (X) < ¢o (X7)
y usando el mismo desarrollo que en las ecuaciones (5.5) tenemos que:
0> Do (X*) Ale + o(el]).

Luego, multiplicamos por a > 0 y definimos el vector h € R"" de la

siguiente manera: para j = 1,...,n,
hj = = (Dago (t1, 2" (1)) A);

yparaj=n+1,...n+q
hj = 0.

Siguiendo igual que la otra demostracion, obtenemos que
hr >0

y por lo tanto existe (u1,v) € R¥+4 tal que h + (u1,v) M > 0. Tomando

w2 = (1,0, ...,0) € R*2 y X\ como antes, tenemos que
H (1;,v) < H (13, u” (13))

para i =1,...,n y la condicién de transversalidad (6.4) .
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Para terminar con la demostracién del teorema, observemos tan sélo que

para este nuevo Hamiltoniano H
H(r,v) = H(1,u™(7)) = A'2(7, v),
donde I's es la misma que antes, pudiendo reproducir la demostracién del
teorema 4.2.2 como en la seccién 6.2. m
6.6 Ejemplo

A continuaciéon mostraremos una aplicacion del resultado obtenido en Ia
segunda parte.

Se quiere encontrar la solucion éptima de

+oo
max /0 e (z(t) —uP(t)) dt (6.5)

u(t)eU
sujeto a
t11
x(t) = / [2e_te_53:(s) —u?(s)| ds + et (6.6)
0
tl}+moox(t) =0, u(t) € R.

Si definimos ¢(x) = =, tenemos que qﬁ(t li+m z(t)) = 0 y aplicando el
— T 00
teorema de horizonte infinito sabemos que existe (u,a) # (0,0) tal que
A=—p,a>0yVte0,+00) punto de continuidad de u* se tiene que
H(t,u*(t)) = H(t
(t,u™(¢)) = max H(t, u)

donde H (t,u) estd definido como
+oo 1
H(t,u) = ae™" (x(t) — u2) + M—u?) + / 2" (s) |:26_t6_s$(t) —u?| ds
t

con z*(s) = aw*(s) + )\t 1i+m (t,s) y w* solucién de la ecuacién integral
— 100

+oo
w(t) = /t w(8) fu(s,t,x™(t),u”(t))ds + Ly (t,x*(t),u"(t)).

7



Siendo f.(t, s, z,u) = %e*te*‘* obtenemos que R(t,s) = %e e Se 4

y por lo tanto tlim R(t,s) =0y

——+00

e—2t

+o0
w*(t) = / e R(s,t)ds+e P =ete 1.
t
Tenemos entonces que
+o0 e—2s 1
ae”! (z*(t) — u?) + A(—u?) + a/ e ‘e 4 [2etesx* (t) —u?| ds
¢
< ae™ (& () = [ () + A= [ O)])

+o00 e—2s 1 9
+ a/ e e 4 [26tesa}*(t) — [u*(t)] ] ds
t

que es equivalente a

+o0 e—2s
— <aet + A+ a/ ese4ds> u?
t
400 e—28 9
< - <oce_t + A+ a/ e_se4ds> [u*(¢)]
t

para todo t > 0 punto de continuidad de u* y para todo u € R.

Supongamos ahora que existe algin ¢ > 0 punto de continuidad de u*
tal que A(t) = ae P+ A+« f:oo e_se¥ds < 0. Luego para ese t se tendria
que

—A(tyu® < —A(t) [u*(t)]*

para todo u € R, es decir u? < [u*(t)]2 para todo u € R, lo cual es un
absurdo. Luego A(t) > 0 para todo ¢t punto de continuidad de u*. Queremos
probar ahora que A(t) > 0 para todo ¢t > 0 punto de continuidad de u*.
Supongamos que a = 0, luego A # 0 y como A(t) = A > 0, resulta
A > 0. Ahora supongamos que « > 0, siendo A(t) una funcién estrictamente
decreciente, continua y no negativa entonces no puede existir £g > 0 tal que

A(to) = 0 y por ende A(t) > 0 de donde deducimos que

u? > Ju (1)
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para todo ¢ > 0 punto de continuidad de u* y para todo u € R. Es decir,
u*(t) = 0 para esos valores de t.
A partir de aqui deducimos que la solucién 6ptima z* es aquella que

verifica la ecuacién integral

t
1
x¥(t) = /0 ie*tefsx*(s)ds +et

es decir
1— 672t

t
¥ (t) = /0 R(t,s)e ds+e 't =ete 4
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Apéndice A
Ecuaciones de Volterra

A.1 Existencia y unicidad de solucién

Una ecuacion de Volterra de segundo tipo es una ecuacién integral lineal de

la forma
+/ N(t,s)y(s)ds (A.1)

donde g y N son funciones dadas e y es desconocida. A la funcién N se la
llama ntcleo.

Supongamos que g definida de un intervalo [a,b] a R™ y N definida del
tridngulo A = {(¢t,s)/a < s <t < b} a R™" son funciones continuas y

supongamos que existe y solucién de la ecuacién de Volterra (A.1), luego se

+/atN(t,s) [g(s) +/asN(3,r)y(r)d7a] ds
+/tN(t,s)g(s)ds+/t /SN(t, )N (s, r)y(r)drds
/Nts ds—l—/ [/Nts sr)ds] y(r)dr

/th 9)g ds—i—/ Ro(t, r)y(r)dr

tiene que
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donde
Ri(t,r) = N(t,r)
Ry(t,r) = /tN(t, s)Ri(s,r)ds.

Repitiendo este procedimiento obtenemos que

K-1 t t
w0 =90)+ Y [ Bultogds+ [ Rittrpiar (a2)
k?:]. a a
donde los nicleos iterados Ry se calculan inductivamente como

Rilt,r) = / "N ) Ry (s, r)ds.

Sea M la cota superior del valor absoluto del nicleo N(¢,s) en el dominio

A. Es facil ver que

|R1(t7 S)| < M
|Ro(t,s)| < M?|t — s

Si ahora llamamos m a la cota superior del valor absoluto de g en [a,b],
obtenemos que
M* |t — |

sm—np

/ Ry(t,s)g(s)ds

y por lo tanto la serie

+oo
Ry(t,s)g(s)ds
kZ:l/a k(t,5)g

es absolutamente convergente y el ultimo término de la igualdad (A.2) tiende
a cero si K — +o0.
Luego, si existiera solucién y(t) de la ecuacién de Volterra (A.1) es tinica

y viene dada por la férmula
t
y(t) =g)+ [ Rit.s)g(s)ds (A.3)
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donde .
R(t,s) =) Ril(t,s).
k=1

Esta funcion se llama la resolvente de la ecuacién lineal de Volterra con
nucleo N.
Finalmente es ficil ver que la funcién definida por la ecuacién (A.3) es

continua y solucién de la ecuacién integral (A.1) con lo cual se probo:

Teorema A.1.1 Seang: [a,b] = R" y N : A — R"™ " funciones continuas.

Una ecuacion de Volterra de seqgunda especie

ywzmw+/ww@mww

tiene una unica solucion continua dada por la formula

v =g)+ [ Bl s)g(s)as

donde la resolvente es la serie convergente
+0o0
R(t,s) =Y Ril(t,s).
k=1
A.2 Ecuacion dual

Supongamos que ahora tenemos la ecuacién integral dual

b
1) =9+ [ u(s)N (s tyds (A.4)

Observar que la ecuacién anterior (A.1) estd en el espacio R™*! mientras
que la nueva ecuacion (A.4) esta en el espacio RY™. Procediendo en forma
equivalente al caso anterior obtenemos que esta ecuacién tiene solucién tnica

continua dada por la férmula



donde R es la misma resolvente anterior. Esto ultimo se debe a que si

definimos los ntcleos iterados para el caso dual

t
Rg(t,r):/ R} | (t,s)N(s,r)ds

se tiene que

Ry(t,s) = Rg(t, s)

ya que cada uno es igual a integrar k veces el nicleo N y por lo tanto

R(t,s) = R(t,s).

A.3 Propiedades

Dados g y N como antes y R la resolvente de la ecuacion lineal de Volterra

de nicleo N, valen las siguientes igualdades

/ N(t,s)R(s,r)ds = / R(t,s)N(s,r)ds = R(t,r) — N(t,7) (A.5)

para todo a < r < t < b. La demostraciéon de esta propiedad sale di-
rectamente de usar que N (t,s) se escribe como una serie absolutamente

convergente de los ntcleos iterados Rj.

A.4 Caso infinito

Supongamos ahora que g estd definida de un intervalo [a,+0c0) a R™ y N
de A = {(t,s)/a < s < t} a R™™"™. Consideramos la misma ecuacién de
Volterra (A.1). Usando el resultado anterior para intervalos acotados, para
cada b > a, se tiene que existe y,(t) solucién dnica continua definida en
[a,b]. Ademds si by > b, por unicidad en [a, bi] se tiene que yp, = yp,. Por
lo tanto, existe y(t) solucién tnica continua definida en [a, +00). Asimismo,

dados a < r < t fijos, usando la propiedad anterior para el caso finito
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tenemos que vale las igualdades (A.5), lo cual junto con Fubini nos permite

probar que
+oo
v0) =g)+ [ g(s)R(s.)ds (A.6)
t
es la solucién de la ecuacién dual

+o00
y(t) = g(t) + / y(5)N (s, t)ds.

Observar que en este caso pediremos que g sea acotada por una funcién
integrable y R(t,s) también acotada por una funcién integrable en s para

todo ¢t de manera que la ecuacién (A.6) resultard convergente para todo t.
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Apéndice B

Variacion entre dos

perturbaciones diferentes

En el presente Apéndice estudiaremos la variacién entre dos e—perturbacio-
nes diferentes tanto para el caso finito como infinito. En el caso de horizonte

finito nos interesa estudiar la diferencia

xl(tl) — xg(tQ)
y para el caso de horizonte infinito

lm 2 (t) — xa(t).

t—+o0

Dados v, ...,vp en U y 71, ..., Ty €n [to,t]] 6 en [to, +00) fijos, tomamos
dos e-perturbaciones diferentes. Llamamos x; al estado asociado a la per-
turbacién definida por los parametros l{, v lfL 41 bara el caso horizonte finito
y 1, ..., 13, para el caso horizonte infinito; y a los intervalos que éstos definen

I{, ...,IZH para j = 1,2. Por otro lado, definimos

K;
Ji

(1)
(1 U)K,
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para i = 1,....n + 1,y t1,t2 los tiempos finales para el caso de horizonte
finito. Observemos que J; son los intervalos donde las perturbaciones u; y
ug difieren.

Llamamos d; = ‘lll —l?} para ¢ = 1,...,n; dpy1 = l}LH — l721+1§ d =
(di,....,dn) y d = (di,...,dns1) . Para el caso de horizonte finito, sin pérdida
de generalidad asumimos que t; < t2, en cuyo caso [}, <12_;.

Comencemos viendo que la diferencia x1(t) — z2(t) para todo ¢ tiene

orden ¢ |d|. Dado t > ty, para algin k se tiene que

k
n1(®) = a(®) = Y- [ (Fs.1(5)un(5) = £t 5,02(5), a(s)) ds
i=17Ji

k
+ ;/Kl (f(t737x1(8)77}i) - f(t, 8,1'2(8)7%-)) ds
! /[to,t]\U(Iqu?) (F(t,5,21(5), u™(s)) = f(E: 5, 22(s), u"(s))) ds

Llamamos Q1 (t), Qa(t) y Q3(¢) al primer, segundo y tercer término respec-
tivamente. Para el caso de horizonte finito, los dos términos Qa(t) y Q3(t)
se comportan de la misma manera, siendo la diferencia marcada por la co-
ordenada en z. Por lo tanto como f es continuamente diferenciable en la
coordenada z, se tiene que existe una constante positiva M tal que

|Qa(t) + Q3(1)] < tM]azl(s) — xa(s)|ds.

to
Para el caso de horizonte infinito, siendo los intervalos K; acotados y con-
tenidos en [to,77] donde 17 es tal que para todo ¢ > T entonces t ¢
U, (I} UI?) y usando la hipétesis 3)b) tenemos que para cada i

‘/K (f(t,s,z1(s),v;) — f(t,s,22(5),v;))| ds
< [ 18t 5,5, 21(5) — aals)] ds

§M/K. |x1(s) — xa(s)| ds
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donde Z(s) es un punto intermedio entre z1 y xo. Para el tercer término

usamos la hipdtesis 3)c) y tenemos que

/ (f(t737x1(8)7U*(8)) _f(t787$2(3)7u>k(5)))d3
[to,t)\U (1}UI2)

<

/ P3(s) |z1(s) — xa(s)| ds.
[to.1\U (1} UI7)

Entonces, definimos la funcion integrable

- Y3(s) si s € [tg,+o0) —UK;
U(s) = ,
M si seUK;

y tenemos que para el caso horizonte infinito

Q2(2) + Q3()] < t W(s) [w1(s) — wa(s)| ds.

Por otro lado, tenemos que en el primer término es donde u; y wue son
diferentes, pero siendo la medida de J; igual a ed; y como tanto para el caso

horizonte finito como horizonte infinito (hipdtesis 3)b))
[f(t,5,21(5), ur(s)) = f(t, s, 22(s), ua(s))|
estd acotado; se tiene que existe una constante positiva C' tal que
()] < Celd].
Luego, usando Gronwall obtenemos que
|21 (t) — 22(t)| < CedeMtr—t0)

para todo t € [to, t]] para el caso de horizonte finito y

21(8) — wa(t)] < Ce Jd) el T

para todo t € [tg, +00) para el caso de horizonte infinito.
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A continuacién vamos a probar que si t € [r;,7j41] pero t ¢ [JIH! IMUTZ,

entonces

J
=> Ut (t,8)0f (s, 75,v;)ds + S f (t, 71, v;) | edi+p(1*,1*)o(e) |d|

=1
(B.1)

donde lim 1 j2y_,(0,0) P (ll, 12) =0.

La demostracién es totalmente analoga a la hecha en lema 2.3.1. Supong-
amos entonces que la igualdad de arriba vale para todo k < j, vamos a probar
que vale para j 4+ 1. Sea t € [1j11,Tj42] vy t ¢ UM} (I} U I?) . Comencemos
observando que si Tj;1 = Tjyo entonces [Tj41,Tjq2] = 0 y luego (B.1) se
verifica. Asumamos que [7j41, Tj+2] # . Usamos la misma notacién que en

el lema 2.3.1

n+1
Py = [to, 72\ | (TF U I7)
=1
n+1

Q) =lm\J (o).

Tomamos la siguiente particion de [to,t] = (Ufill Ji> (U]H ) UPj U
Q;- 41 Yy calculamos

/(f(t’ s,xl(s),ul(s)) - f(tv S5, xz(S),Ug(S))) ds

en cada uno de esos intervalos.

Si s € J;, entonces

f(t7 8,$1(S),U1(8)) - f(t7 S, x2(3)7u2(8)> = f(ta S, .%'1(8),71,*(8)) - f(tv 87x2(8)7 1)7;)

f(t7 8,$1(8),U1(8)) - f(t> S, ZL‘Q(S),UQ(S)) = f(ta S, 113‘1(5),1)@') - f(t> S, x2(8)7U*(5))'

Sin pérdida de generalidad, supongamos que vale la primera igualdad. Luego,
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como la medida del intervalo J; es ed; y x;(t) — 2*(t) = O(e |l¥)
/J_ (f(t.s,21(s),u"(s)) = f(t, 5,27 (5),u"(s))) ds = p(I", 1%)o(e) |di]
/J» (f(tv = 1:2(8)77)2') - f(t’ va*(8)7vi)) ds = p(ll, l2)0(5) |dl’

con lim(ll7l2)_,(0,0)p(l1712) = 0 (a partir de acd, cada vez que aparezca
p (I',1%) tendrd limite cero).

Por lo tanto, siendo 7; un punto de continuidad de ©* deducimos que

| 05,100, 06) = 188,25, ) s
= [ (509007 (9) = F(t5.07(5).00) s+ pl1 ol
= 0f(t, 75, v:)ed; + p(I*,1%)o(e)|dy].

Si s € K;, entonces

f(t7 37x1(3)7u1(3)) - f(tv 871'2(8), uQ(S)) = f(t, 8,1'1(8),7)1') - f(t7 S, x2(3)7vi)

y
/K- (f(t7 87x1(5)7vi) - f(ta Svl'Q(S)a Ui))ds = p(lla l2)0(6) |d| .

Por ltimo, si s € Pj4q U Q;H

f(t,S,$1(S),U1($))—f<t,S,.’BQ(S),UQ(S)) - f(tv37x1(5)7U*(S»_f(t?37x2(5)7u>‘<(3)>7

siendo z1(s) — z2(s) = O(e|d|) y usando que f es continuamente diferen-
ciable en la variable z para el caso de horizonte finito y la hipdtesis 5) para

horizonte infinito, se obtiene que
[ Gt @) - ftsa(s)u () ds
Pjt1

:/p- fa(t,s,2%(s),u"(s)) (w1(s) — 22(5)) ds + p(I", 1*)o(e) |d]
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Similarmente al 1ltimo término, podemos escribir la integral en el intervalo

t
i+1- Luego, tenemos que

fﬁl(t)—fﬂz(t)Z/ (f(t,s,21(s),u1(s)) = f(t, 5, 2(s), ua(s))) ds

to
J+1

= Z;éf(t, Ti, V;)ed; + /Pj+1 fa(t, s) (x1(s) — z2(s)) ds

+ fa(t,s) (x1(s) — 22(s)) ds + p(I',1*)o(e) |d] .

t
Qj+1

A partir de aqui la demostracién se desarrolla totalmente andloga al lema

2.3.1 para el caso de horizonte finito y al lema 5.2.1 para el caso horizonte

infinito.
Para el caso horizonte finito todavia nos queda ver cémo reescribir

a:l(tl) — HEQ(tQ).

Habiamos asumido que t; < to, por lo tanto podemos escribir
x1(t1) — za(ta) = x1(t1) — xa(t1) + z2(t1) — x2(t2).

Por lo probado anteriormente, tenemos que

n

_—
z1(t1) — 22(t1) = Z / R(t1,8)0 f (s, 7, v;)ds + 5f(t1»7'i,vi):| ed;

=1 -
+p(l',%)o(e) |d]

— Z /t1 R(t7,5)0f(s,7i,v;)ds + 5f(t’{,7'i,vl-)] ed;
i=1 LV
+ p(1',1%)o(e) |d] . (B.2)

La segunda igualdad vale ya que f es continua en su primera variable y
siendo f, continua en la primera variable, se tiene que R(t, s) también lo es

y R(t7,s)0f(s,7i,v;) es acotado.
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Resta ahora estudiar la diferencia
to
Ta(tz) — xa(t1) = g(t2) + [ f(t2, s, 22(8), ua(s))ds

to
t1

—g(t1) — t f(t1,s,22(8),u2(s))ds

= g(t2) —g(t1) + t f(ta,s,m2(s), uz(s))ds

[Pt ua(o) 1, 5.32(5) () .
0

Analicemos cada término por separado. Siendo g fuertemente derivable en

1], tenemos que

(t1)(t2 = t1) + Pl 1, [ g1)0(€) da |
1

g(ta) —g(t1) =g
g (t))e (—dng1) + p(IX,22)0(e) |dpt1] -

El segundo término se analiza igual que los intervalos J;. Para eso, recorde-
mos que consideramos u* definida en [tg, b] extendiéndola constantemente
igual a u*(t7) en [t7,b] y o* definida en [to,t] + 3]. Por la eleccién de e,

tenemos entonces que x* estd definida en el intervalo [to, t2]. Para s € [t1, t2],

f(t2,s,22(5), u2(s)) = f(t2,s, xa(s),u’(s)).

Luego independientemente de que t] sea mayor o menor que ty y siendo f

continuamente diferenciable en variables ¢t y =,

to

Pt s,2a(s) ua())ds = [ (13, 5,2%(s),u”(s))dsp (T 2) o(e) ldn

t1 t1
ademads siendo ¢t] un punto de continuidad de u* se tiene que

t2

Fta, 5, 22(s), ua(9))ds = F(E, 85, 2 (1), 0" (1) (ta—t1) 4 (I, 12) 0() ldnsa |

t1

Para el ultimo término, usamos nuevamente que f; es una funcién con-

tinua. Luego
f(ta, 8, 22(s), uz(s))—f(t1, s, w2(s), ua(s)) = fe(t1, 5, w2(s), u2(s))(t2—t1) = o(edn+1)
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de donde obtenemos que

/t C(f(t 5 23(5), us(5)) — f(tr, 5,25(5), un(s))) ds
t1

= ] ft(ﬁv S, x2(8)7u2(s))(t2 - tl)dS + O(€dn+1).

Siendo

/ (fut], 5, 22(s), ua(s)) = filt], s,22(5),u*(5))) (a—t1)ds = p (If) o(€) |dn1]

12

k3

y uz2(s) = u*(s) para todo s ¢ |JI_,I?, tenemos que

t1
t fe(t1, s, 22(s), uz(s))(t2 — t1)ds
t1
= fe(t, s, m2(5),u™(s)) (t2 — t1)ds + p (I?) 0(€) |dnt1] -
to

Nuevamente usamos que f; es continua para deducir que

t1 th
Fult 5, ma(s), 0 () (ta — t)ds = — [ fult, 27 (5), 0 (5))edns1dls
to to
+p (1%) ole) |dp+1]
21
= - ft(f{?Sax*(s)7U*(s))5dn+1d5
to

0 (11, 12) 0(€) dns1] -
De todo lo probado anteriormente se desprende que

z2(t2) — w2(t1)

g
o <9I(tf) + ft 11,27 (t), ' (8) + ] ft(t>{7s,x*(8)7u*(8))ds> edypt1
+p (11, 12) o(e) |dn41] -

Luego, juntando los dos términos de z1(t1) — x2(t2) concluimos que

z1(t1) — z2(te) = Z aed; + Pednir + p (I1,12) 0 (e) |d] .
i1
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Apéndice C

Hipotesis alternativas para la

Resolvente

Demostracion de la Proposicién 4.3.1
Probaremos por induccién en n que |Ry(t, s)| < ¢*(s)||v*]|7 ",

[Ri(t; )| = [ fa(t, )] < ¢7(s)
[Bn(t, s)| < / V() () [0 [7 2 dr < 0 ()|l |IT

Luego
+oo R
[R(t,8)| <Y |Ra(t, )] < 9%(s) D |I*|[f = Ko™ (s).
n=0

n=1
Por otro lado, si ty > t; probaremos por inducciéon en n que
|R,(t1,8) — Ry(ta,s)] bt oo 0.

Por hipdtesis

|R1(t1>3) - Rl(t27s)| = |f33(t178) - fz(t2, 5)’
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tiende a cero si t1 to tienden a infinito y
t1
|Rn(t1,8) — Ra(t2,s)] < / | fo(t1,7) — fu(te, 7)[|Rn-1(r, s)|dr
st2
[ Ul [Ruca(ro)lar
t
1 .
<) [ 10~ Llrlar
st2
+*(s) [ YT(r)dr
t1

también tiende a cero si t1 t2 tienden a infinito.

Ademss, dado p > 0 existe una constante N > 0 tal que
“+o0o
Dol <o
n=N

Por lo tanto, siendo Z:LFEON |Ry(t1,8)— Rn(te, s)| < :ZSN 29p*(s) (H@Z)*Hl)"*l

tenemos que
+oo
|[R(t1,s) — R(tz,8)] < |Ru(t1,s) — Ru(ta,s)|
n=1
N-1
=" |Ru(t1,5) = Ra(t, )]
n=1

+o00
+ 3 [Rultr, ) = Ralta, )
n=N

tiende a cero si 1 t2 tienden a infinito.

Demostracion de la Proposicién 4.3.2

Comencemos probando por induccién en n que

6_at1/1*(8) A (e—as _ e—at) n—1
Bt 8)] < (n—1)! ( a )
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donde A es tal que [1)*(s)| < A para todo s. Por hipdtesis
Rt s)] < e”""(s)

y ademas usando la hipétesis inductiva

S

* n—2 t
< efatA w (5)' (A> / e~ ar (efas _ efm")n—2 dr

(n—2)!'\a
Pi(s) (A e e*“t)nf1
(n—2)!(a> (n—1)a

e (B

a

=e %A

Luego, obtenemos que

A (efasiefat)

[R(t,s)] < e” "7 (s)e ,

. —at A(efasiefat) . ., .
y siendo e ¢« acotada para t > s, deducimos las hipétesis 4)a)

y 4)b). Observemos que en este caso se tiene , ligrn R(t,s) = 0.
— T 00
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