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Buenos Aires, 2005



Acotación y tipo débil de operadores fuertemente singulares
laterales en espacios Lpω con peso ω ∈ A+p

En este trabajo estudiamos propiedades de acotación fuertes y débiles de
operadores fuertemente singulares laterales en espacios Lpω, donde ω es un peso
en la clase de Sawyer A+p . Es de particular interés el tipo débil (1, 1) con peso
que no era conocido.
Probamos y utilizamos un teorema de interpolación entre espacios de Hardy

laterales, el cual obtuvimos gracias a una descomposición atómica con la propiedad
de que cada átamo tiene un vecino soportado a su derecha.
Para obtener esta descomposición desarrollamos una sencilla técnica que

permite partir un átomo en una suma de otros átomos.
Utilizando la descomposición mencionada, también probamos un teorema de

multiplicadores de Hörmander en H1
+ (ω).

Palabras y frases clave: operador fuertemente singular lateral, núcleo
fuertemente singular lateral, pesos, espacio de Hardy laterales, de-
scomposición atómica, interpolación.
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Strong and weak type inequalities for one-sided strongly
singular operators in Lpω spaces with weight ω ∈ A+p

In this work we study weak and strong type inequalities for one-sided strong-
ly singular operators in Lpω spaces with weights ω belonging to the Sawyer classes
A+p . We are particularly interested in the weighted weak (1, 1) inequality which
was not known.
We prove and use an interpolation theorem between one-sided Hardy spaces.

To prove it we obtain an atomic decomposition in which for every atom there
exists another supported contiguously at its right.
In order to get this atomic decomposition we have developed a rather simply

technique to break up an atom into a sum of others atoms.
Also, using this decomposition, we prove a Hörmander multiplier theorem

in H1
+ (ω).

Keywords and phrases: one-sided strongly singular operator, one-
sided strongly singular kernel, weights, one-sided Hardy spaces, atom-
ic decomposition, interpolation
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Introducción
Sea 0 < b < 1, se define el Operador Fuertemente Singular por medio del

multiplicador

cTf (ξ) = θ (ξ)
exp

³
i |ξ|b

´
|ξ|b/2

bf (ξ) , (1)

donde θ ∈ C∞ (Rn), θ (ξ) = 1 si |ξ| ≥ 1 y θ (ξ) = 0 si |ξ| ≤ 1/2.
El núcleo asociado a T es esencialmente como

K (x) =
exp

³
i |x|−b0

´
|x|n χ[−1,1] (x) ,

donde b0 = b
1−b .

I. I. Hirschman ([4]) y S. Wainger ([15]) estudian este operador obteniendo
acotaciones fuertes en Lp. En [2], C. Fefferman prueba el tipo débil (1, 1) en L1

y, utilizando la dualidad de H1 y BMO, C. Fefferman y E. M. Stein prueban
en [3] que es acotado de H1 en H1.
El estudio de este operador en el contexto de los espacios Lpω, donde ω es un

peso en la clase de Muckenhoupt, Ap, es realizado por S. Chanillo en [1].
Para obtener el tipo débil (1, 1) con pesos enA1, Chanillo sigue la demostración

de Fefferman en [2] hasta que se encuentra con un muy ingenioso argumento
basado en el Teorema de Plancharel, el cual no es válido al trabajar con pesos.
Chanillo sortea este problema utilizando un teorema de interpolación en-

tre espacios de Hardy con pesos debido a J.-O. Strömberg y A. Torchinsky
([13]). También utiliza un argumento geométrico con el que localiza el peso de
manera compatible con la descomposición de Calderón-Zygmund utilizada en la
demostración.
Para obtener el tipo fuerte (p, p) con pesos para 1 < p < ∞, Chanillo hace

uso de las cancelaciones producidas por las oscilaciones presentes en el núcleo
K. Este es el Lema 2.1 en [1] que transcribimos más adelante como Lema 2.12.
C. Segovia observa que la demostración de este lema dada por Chanillo es

lateral y, junto con L. de Rosa estudian este operador en su versión lateral:

K (x) =
exp

³
i |x|−b0

´
|x| χ[−1,0] (x) ,

x ∈ R, en el contexto de pesos en la clase de Sawyer, A+p .
No les fue difícil obtener el tipo fuerte (p, p) con pesos para 1 < p < ∞,

pero al encarar el tipo débil (1, 1) se encontraron con la necesidad de definir y
estudiar los espacios de Hardy laterales ([9], [10]).
En este trabajo probamos el tipo débil buscado siguiendo el trabajo y las

ideas de Chanillo.
Como primer paso obtuvimos un teorema de interpolación entre espacios

de Hardy laterales. Para esto hallamos una descomposición en átomos de estos
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espacios con la propiedad de que cada átomo de la descomposición esta “seguido”
por otro, con soporte contiguo. Con este fin se desarrolló una técnica bastante
sencilla para “partir” un átomo.
También utilizamos esta descomposición atómica especial para demostrar

un teorema de multiplicadores del tipo Hörmander-Mihlin en H1
+(ω), donde

ω ∈ A+1 .
No logramos generalizar el argumento geométrico de Chanillo, y sospechamos

que no es posible hacerlo, pero dimos otro argumento que utiliza el teorema de
la Integral Fraccionaria con pesos, que si se generaliza al caso lateral.
En la Sección 1 verificamos que el Núcleo Fuertemente Singular Lateral satis-

face las condiciones de los núcleos que se estudian en [2] y en [3] y por lo tanto
el Operador Fuertemente Singular Lateral es acotado en Lp, 1 < p < ∞, y es
débil (1, 1) en L1.
En la Sección 2 seguimos las ideas de Chanillo en [1] para obtener la acotación

en Lpω, ω ∈ A+p y 1 < p <∞. Se utilizan la Maximal Sharp Lateral y el espacio
BMO+ definidos por F. J. Martín-Reyes y A. de la Torre en [7].
En la Sección 3 demostramos el resultado principal de este trabajo: el tipo

débil (1, 1) en L1ω, ω ∈ A+1 . En la demostración se utiliza la Proposición 3.3 que
se obtendrá en la Sección 8 por un resultado de intepolación entre espacios de
Hardy laterales.
En la Sección 4 damos la definción de los epacios Hp

+(ω) introducida por L.
de Rosa y C. Segovia en [9] y [10] y obtenemos la desompocision atómica ya
mencionada.
En la Sección 5 construimos una función interpoladora entre espacios de

Hardy laterales similar a la que construyen J.-O. Strömberg y A. Torchinsky en
el Capítulo XII de [13] en el caso bilatero.
En la Sección 6 demostramos un teorema de multiplicadores de Hörmader-

Mihlin en H1
+(ν), ν ∈ A+1 . Como aplicación probamos que el Operador Integral

Fraccionaria Imaginaria es acotado en H1
+(ν) (Ejemplo 6.10) que utilizaremos

en la Sección 8.
En la Sección 7 probamos la acotación del Operador Fuertemente Singular

Lateral de H1
+(ν) y L

1
ν , ν ∈ A+1 .

Con los resultados de las Secciones 4, 5, 6 y 7, y siguiendo las ideas de
Chanillo, obtenemos en la Sección 8 la demostración del la Proposición 3.3.
Queda así termida la demostración del tipo débil deseado.
En la Sección 9 damos un Teorema de Interpolación entre espacios de Hardy

laterales análogo al que se encuentra en el Capítulo XII de [13] en el caso bilatero.
Como aplicación damos otra demostración de la Proposición 3.3.
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Notación
A continuación indicaremos algunas notaciones y convenciones que hemos

adopatado en este trabajo, algunas de las cuales ya fueron usadas en la Intro-
ducción.
Si E es un subconjunto medible Lebesgue de los números reales entonces su

medida se denotará por |E|.
La norma de Lpω se denotará en forma indistinta como k·kp,ω o k·kLpω ; y en

el caso ω (x) = 1 se escribirá k·kp o k·kLp .
Como es usual, C∞ representará al espacio de funciones reales infinitamente

derivables; y C∞0 al de funciones reales infinitamente derivables con soporte
compacto. S será el espacio de funciones de C∞ con derivadas rápidamente
decrecientes.
Si f y g son funciones, se dirá que f es O (g) si existe una constante c tal

que |f (x)| ≤ c |g (x)| para todo x ∈ R.
La transformada de Fourier de una distribución f se notará bf y la trasfor-

mada inversa, f∨. En el caso en que f sea una función integrable la definición
de la trasformada será:

bf (ξ) = Z
R
f (x) e−iξxdx.

Si 1 < p <∞ entonces p0 = p
p−1 es el conjugado de p. El conjugado de 1 es

∞ y viceversa. En el caso 0 < b < 1 el conjugado será b0 = b
1−b .

Si I = (a− δ, a) es un intervalo de diámetro δ > 0 y r > 0 entonces rI =
(a− rδ, a).
Las letras c, C y k suelen representar diferentes constantes, incluso en una

misma fórmula o razonamiento. Algunas veces subíndices indican la dependencia
respecto de algunos parámetros.
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1. Operadores Fuertemente Singulares Laterales
en Lp, 1 < p <∞

En esta primera sección definiremos los Operadores Fuertemente Singulares
Laterales y obtendremos el tipo fuerte (p, p) con 1 < p <∞ y el tipo débil (1, 1)
con respecto a la medida de Lebesgue.

1.1. Definición

Sea 0 < b < 1 definiremos el Operador Fuertemente Singular Lateral Tb como
el operador de convolución asociado al Núcleo Fuertemente Singular Lateral

Kb0 (x) =
exp

³
i |x|−b0

´
|x| χ[−1,0] (x) ,

donde x ∈ R y b0 = b
1−b .

Kb0 (x) define una distribución temperada soportada en [−1, 0], que también
llamaremos Kb0 del siguiente modo: sea ϕ en la clase de Schwartz S, entonces

hKb0 , ϕi = ĺım
ε→0+

Z exp
³
i |y|−b0

´
|y| χ[−1,−ε] (y)ϕ (y) dy.

Utilizando la fórmula de integración por partes podemos ver que efectiva-
mente el límite existe y que Kb0 es una funcional continua. En efecto,

hKb0 , ϕi = ĺım
ε→0+

Z exp
³
i |y|−b0

´
|y| χ[−1,−ε] (y)ϕ (y) dy =

= ĺım
ε→0+

1Z
ε

exp
³
iy−b

0
´

y
ϕ (−y) dy = i

b0
ĺım
ε→0+

1Z
ε

³
exp

³
iy−b

0´´0
yb

0
ϕ (−y) dy =

=
i

b0
ĺım
ε→0+

exp³iy−b0´ yb0ϕ (−y)¯̄̄1
ε
−

1Z
ε

exp
³
iy−b

0´³
yb

0
ϕ (−y)

´0
dy

 =

=
i

b0

exp (i)ϕ (−1)− ĺım
ε→0+

1Z
ε

exp
³
iy−b

0´³
b0yb

0−1ϕ (−y)− yb
0
ϕ0 (−y)

´
dy

 ,

que existe por ser ϕ y ϕ0 funciones acotadas y b0 > 0. Además se tiene que

|hKb0 , ϕi| ≤ 1

b0
kϕk∞ +

1Z
0

yb
0−1dy kϕk∞ + kϕ0k∞

que, por ser b0 > 0, implica que Kb0 es una distribución temperada.

10



Para f ∈ S, se tiene que

Tbf (x) = ĺım
ε→0+

Z exp
³
i |y|−b0

´
|y| χ[−1,−ε] (y) f (x− y) dy.

En efecto, si ϕ ∈ S y f ∈ S entonces

hTbf, ϕi = hKb0 ∗ f, ϕi =
¿
Kb0 ,

Z
f (x− y)ϕ (x) dx

À
=

= ĺım
ε→0+

Z −ε
−1

exp
³
i |y|−b0

´
|y|

Z
f (x− y)ϕ (x) dxdy =

= ĺım
ε→0+

Z Z −ε
−1

exp
³
i |y|−b0

´
|y| f (x− y) dy ϕ (x) dx =

=

Z
ĺım
ε→0+

Z −ε
−1

exp
³
i |y|−b0

´
|y| f (x− y) dy ϕ (x) dx.

En la última igualdad se puede aplicar Convergencia Mayorada pues ϕ ∈ S y,
utilizando integración por partes como antes, se tiene que¯̄̄̄
¯̄Z −ε−1

exp
³
i |y|−b0

´
|y| f (x− y) dy

¯̄̄̄
¯̄ ≤ 1

b0
kfk∞ +

1Z
0

yb
0−1dy kfk∞ + kf 0k∞ .

1.2. Acotaciones en Lp

El siguiente teorema resume resultados que se encuentran en [2] y en [3]:

Teorema 1.1 Sea 0 < b < 1 y sea K una distribución en Rn de soporte com-
pacto que coincide con una función localmente integrable en Rn − {0} y tal que
su transformada de Fourier bK es una función que verifica¯̄̄ bK (ξ)

¯̄̄
≤ c (1 + |ξ|)−nb/2 para ξ ∈ Rn,

R
|x|>2|y|1−b

|K (x− y)−K (x)| dx ≤ c para 0 < |y| ≤ 1.

Entonces el operador de convolución Tf = K ∗ f verifica

|{x ∈ Rn : |Tf (x)| > λ}| ≤ c1
λ
kfk1 ,

donde la constante c1 > 0 es independiente de f y de λ > 0; y para 1 < p <∞,
kTfkp ≤ cp kfkp ,

donde la constante cp > 0 es independiente de f .
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En la siguiente proposición obtendremos que la trasformada de Fourier del
Núcleo Fuertemente Singular Lateral satisface la estimación del teorema ante-
rior. Este resultado será útil a lo largo de este trabajo.

Proposición 1.2 Existe una constante c = c (b) > 0 tal que¯̄̄dKb0 (ξ)
¯̄̄
≤ c (1 + |ξ|)−b/2 .

Demostración. Este resultado puede encontrarse en la página 339 de [12]
para el caso b = 1/2.
Recordemos que 0 < b < 1, b0 = b

1−b y (b
0 + 1) (1− b) = 1.

Podemos escribir

dKb0 (ξ) =

Z
exp(i |x|−b0)

|x| χ[−1,0] (x) exp(−ixξ)dx =
1Z
0

exp(i
³
xξ + x−b

0
´
)

x
dx

=

1Z
0

exp(iΦ (x))

x
dx,

donde
Φ (x) = xξ + x−b

0
,

Φ0 (x) = ξ − b0x−(b
0+1),

Φ00 (x) = b0 (b0 + 1)x−(b
0+2).

Notar que la integral

1Z
0

exp(ix−b
0
)

x
exp(ixξ)dx

esta definida por el límite

ĺım
ε→0+

1Z
ε

exp(ix−b
0
)

x
exp(ixξ)dx = ĺım

ε→0+

1Z
ε

³
exp(ix−b

0
)
´0 xb0+1
(−ib0)

exp(ixξ)

x
dx

= ĺım
ε→0+

exp(ix−b
0
)
xb

0
exp(ixξ)

(−ib0)

¯̄̄̄
¯
1

ε

− ĺım
ε→0+

1Z
ε

exp(ix−b
0
)

³
xb

0
exp(ixξ)

´0
(−ib0) dx

= exp(i)
exp(iξ)

(−ib0) − ĺım
ε→0+

1Z
ε

exp(ix−b
0
)

³
b0xb

0−1 exp(ixξ) + iξxb
0
exp(ixξ)

´
(−ib0) dx

que existe pues b0 > 0. Esta cuenta prueba quedKb0 (ξ) es una función acotada.
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Estudiaremos el decaimiento en el infinito. Primero consideremos el caso
ξ → +∞.
Es inmediato verificar que Φ0 (x0) = 0 si, y solo si,

x0 =

µ
ξ

b0

¶ −1
b0+1

=

µ
ξ

b0

¶b−1
= cbξ

b−1,

donde cb = b01−b.
Sean

α = 1
2cbξ

b−1,

β = 3
2cbξ

b−1.

Partamos la integral en tres:

dKb0 (ξ) =

αZ
0

exp(iΦ (x))

x
dx+

βZ
α

exp(iΦ (x))

x
dx+

1Z
β

exp(iΦ (x))

x
dx (2)

= I1 + I2 + I3.

Para estimar I3, notemos que para β ≤ x ≤ 1 existe c > 0 tal que

Φ0 (x) ≥ cξ.

En efecto,

Φ0 (x) = ξ − b0x−(b
0+1) ≥ ξ − b0β−(b

0+1) = ξ − b0
µ
3

2
cbξ

b−1
¶−(b0+1)

= ξ − b0
µ
3

2
b01−b

¶−(b0+1)
ξ = ξ −

µ
3

2

¶−(b0+1)
ξ =

Ã
1−

µ
2

3

¶b0+1!
ξ > 0.
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Luego, integrando por partes, y teniendo en cuenta que como Φ00 (x) > 0
entonces 1

xΦ0(x) es decreciente, se tiene que

|I3| =

¯̄̄̄
¯̄̄ 1Z
β

exp(iΦ (x))

x
dx

¯̄̄̄
¯̄̄ =

¯̄̄̄
¯̄̄ 1Z
β

(exp(iΦ (x)))0
1

xΦ0 (x)
dx

¯̄̄̄
¯̄̄

≤
¯̄̄̄
exp(iΦ (x))

1

xΦ0 (x)
dx

¯̄̄̄1
β

+

¯̄̄̄
¯̄̄ 1Z
β

exp(iΦ (x))

µ
1

xΦ0 (x)

¶0
dx

¯̄̄̄
¯̄̄

≤ 1

Φ0 (1)
+

1

βΦ0 (β)
+

1Z
β

¯̄̄̄
¯
µ

1

xΦ0 (x)

¶0 ¯̄̄̄¯ dx
≤ 1

Φ0 (1)
+

1

βΦ0 (β)
−

1Z
β

µ
1

xΦ0 (x)

¶0
dx

= 2
1

βΦ0 (β)
≤ c

ξb−1ξ
≤ c

ξb
.

Para estimar I1 tengamos en cuenta que, para 0 ≤ x ≤ α = 1
2cbξ

b−1 existe
c > 0 tal que

|Φ0 (x)| ≥ cξ.

En efecto

Φ0 (x) = ξ − b0x−(b
0+1) ≤ ξ − b0

µ
1

2
cbξ

b−1
¶−(b0+1)

= ξ − b0
µ
1

2
cb

¶−(b0+1)
ξ(1−b)(b

0+1) =

Ã
1− b0

µ
1

2
b01−b

¶−(b0+1)!
ξ

=
³
1− 2b0+1

´
ξ < 0.

Luego, de manera análoga a la estimación de I3, se tiene que

|I1| =

¯̄̄̄
¯̄
αZ
0

exp(iΦ (x))

x
dx

¯̄̄̄
¯̄ =

¯̄̄̄
¯̄
αZ
0

(exp(iΦ (x)))
0 1

xΦ0 (x)
dx

¯̄̄̄
¯̄

≤
¯̄̄̄
exp(iΦ (x))

1

xΦ0 (x)
dx

¯̄̄̄α
0

+

¯̄̄̄
¯̄
αZ
0

exp(iΦ (x))

µ
1

xΦ0 (x)

¶0
dx

¯̄̄̄
¯̄

≤
¯̄̄̄

1

αΦ0 (α)

¯̄̄̄
+

αZ
0

¯̄̄̄
¯
µ

1

xΦ0 (x)

¶0 ¯̄̄̄¯ dx
En la última desigualdad se usa que ĺımx→0 1

xΦ0(x) = ĺımx→0 xb
0

b0−xb0+1ξ = 0.
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Como 1
xΦ0(x) es decreciente entonces

|I1| ≤
¯̄̄̄

1

αΦ0 (α)

¯̄̄̄
−

αZ
0

µ
1

xΦ0 (x)

¶0
dx = 2

¯̄̄̄
1

αΦ0 (α)

¯̄̄̄

≤ c
1

ξb−1ξ
=

c

ξb
.

En el caso α ≤ x ≤ β se tiene que

Φ00 (x) = b0 (b0 + 1)x−(b
0+2) ≥ b0 (b0 + 1)β−(b

0+2) (3)

= c
³
ξb−1

´−(b0+2)
= cξ(1−b)(b

0+1)+(1−b) = cξ2−b.

Luego, si

F (x) =

xZ
α

exp(iΦ (t))dt,

entonces
|F (x)| ≤ cξ(b−2)/2. (4)

En efecto, siguiendo la demostración del Lema de van der Corput (véase por
ejemplo página 332 en [12]), sea δ > 0 a determinar más adelante, y dividamos
del siguiente modo:

|F (x)| ≤
¯̄̄̄
¯̄
x0−δZ
α

exp(iΦ (t))dt

¯̄̄̄
¯̄+

¯̄̄̄
¯̄
x0+δZ
x0−δ

exp(iΦ (t))dt

¯̄̄̄
¯̄+

¯̄̄̄
¯̄

xZ
x0+δ

exp(iΦ (t))dt

¯̄̄̄
¯̄ . (5)

Sin perdida de generalidad, hemos supuesto α < x0 − δ < x0 < x0 + δ < x; en
otro caso no aparecería alguno de los sumandos anteriores.
Como Φ0 (x0) = 0, y usando el Teorema del Valor Medio y (3), se tiene, para

α ≤ t ≤ x0 − δ que

|Φ0 (t)| = |Φ0 (t)− Φ0 (x0)| ≥ cξ2−b (x0 − t) ≥ cξ2−bδ (6)
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y, por lo tanto,¯̄̄̄
¯̄
x0−δZ
α

exp(iΦ (t))dt

¯̄̄̄
¯̄ =

¯̄̄̄
¯̄
x0−δZ
α

(exp(iΦ (t)))0
1

Φ0 (t)
dt

¯̄̄̄
¯̄

≤
¯̄̄̄
exp(iΦ (t))

1

Φ0 (t)

¯̄̄̄x0−δ
α

+

¯̄̄̄
¯̄
x0−δZ
α

exp(iΦ (t))

µ
1

Φ0 (t)

¶0
dt

¯̄̄̄
¯̄

≤
¯̄̄̄

1

Φ0 (x0 − δ)

¯̄̄̄
+

¯̄̄̄
1

Φ0 (α)

¯̄̄̄
+

x0−δZ
α

¯̄̄̄
¯
µ

1

Φ0 (t)

¶0 ¯̄̄̄¯ dt
=

¯̄̄̄
1

Φ0 (x0 − δ)

¯̄̄̄
− 1

Φ0 (α)
−

x0−δZ
α

µ
1

Φ0 (t)

¶0
dt

=

¯̄̄̄
1

Φ0 (x0 − δ)

¯̄̄̄
− 1

Φ0 (α)
− 1

Φ0 (x0 − δ)
+

1

Φ0 (α)

≤ 2

¯̄̄̄
1

Φ0 (x0 − δ)

¯̄̄̄
.

Y usando (6), ¯̄̄̄
¯̄
x0−δZ
α

exp(iΦ (t))dt

¯̄̄̄
¯̄ ≤ c

1

ξ2−bδ
.

Análogamente se tiene que¯̄̄̄
¯̄

xZ
x0+δ

exp(iΦ (t))dt

¯̄̄̄
¯̄ ≤ c

1

ξ2−bδ
.

Además ¯̄̄̄
¯̄
x0+δZ
x0−δ

exp(iΦ (t))dt

¯̄̄̄
¯̄ ≤

x0+δZ
x0−δ

|exp(iΦ (t))| dt ≤ 2δ.

Reemplazando en (5)

|F (x)| ≤ c
1

ξ2−bδ
+ 2δ.

y, eligiendo δ = ξ(b−2)/2, se obtiene (4).
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Usamos (4) para estimar

|I2| =

¯̄̄̄
¯̄
βZ

α

exp(iΦ (x))

x
dx

¯̄̄̄
¯̄ =

¯̄̄̄
¯̄
βZ

α

F 0 (x)
1

x
dx

¯̄̄̄
¯̄

≤ |F (β)|
β

+

βZ
α

|F (x)| 1
x2

dx ≤ c
ξ(b−2)/2

ξb−1
+ cξ(b−2)/2

βZ
α

1

x2
dx

≤ c
ξ(b−2)/2

ξb−1
+ cξ(b−2)/2

1

α
= c

ξ(b−2)/2

ξb−1
+ cξ(b−2)/2

1

ξb−1

=
c

ξb/2
.

Reemplazando en (2) todas las estimaciones obtenidas se tiene que¯̄̄dKb0 (ξ)
¯̄̄
≤ c

ξb
+

c

ξb/2

y, por lo tanto, como 0 < b < 1, se tiene que

dKb0 (ξ) = O
³
ξ−b/2

´
(ξ → +∞) ,

como queríamos mostrar.
El caso ξ → −∞ es más sencillo pues Φ0 (x) 6= 0 para todo 0 ≤ x ≤ 1. Es

más,
|Φ0 (x)| = b0x−(b

0+1) − ξ ≥ −ξ = |ξ| . (7)

Luego, integrando por partes como se hizo para acotar I1 e I3, podemos
estimar

¯̄̄dKb0 (ξ)
¯̄̄
=

¯̄̄̄
¯̄
1Z
0

exp(iΦ (x))

x
dx

¯̄̄̄
¯̄ =

¯̄̄̄
¯̄
1Z
0

(exp(iΦ (x)))
0 1

xΦ0 (x)
dx

¯̄̄̄
¯̄

≤
¯̄̄̄

1

xΦ0 (x)

¯̄̄̄1
0

−
1Z
0

µ
1

xΦ0 (x)

¶0
dx

=

¯̄̄̄
1

Φ0 (1)

¯̄̄̄
− 1

Φ0 (1)
= 2

¯̄̄̄
1

Φ0 (1)

¯̄̄̄
≤ 2

|ξ| ,

y, por lo tanto, se tiene que

dKb0 (ξ) = O
¡
ξ−1

¢
(ξ → −∞) .

Juntando todas las estimaciones hemos probado que existe una contante
c = c (b) > 0 tal que ¯̄̄dKb0 (ξ)

¯̄̄
≤ c (1 + |ξ|)−b/2 .
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Ahora probaremos que el Núcleo Fuertemente Singular Lateral satisface la
estimacón del el Teorema 1.1.

Lema 1.3 Existe una constante c > 0 tal queZ
|x|>2|y|1−b

|Kb0 (x− y)−Kb0 (x)| dx ≤ c,

para todo 0 < |y| ≤ 1.

Demostración. Notar que como |y| ≤ 1 y 0 < b < 1 entonces

|x| > 2 |y|1−b ≥ 2 |y| . (8)

Recordemos que

|Kb0 (x− y)−Kb0 (x)| =
exp i|x−y|−b0

|x−y| χ[−1,0] (x− y)− exp i|x|−b0

|x| χ[−1,0] (x) .

Dividiremos el estudio en varios casos según las funciones caracteristicas sean
0 o 1.
Supongamos x > 0 y −1 < x− y < 0. Entonces

y > x > 0,

y, por (8),
y > 2y > 0.

Con lo cual este caso es vacío.
Supongamos x < −1 y −1 < x− y < 0. Entonces

y < 1 + x < 0

y, por (8), resulta que
x < 2y < 2 (1 + x) ,

de donde
−2 < x.

Además, por (8), es

|x− y| ≥ |x|− |y| > |x|
2

>
1

2
.

Luego, en este casoZ
|x|>2|y|1−b

|Kb0 (x− y)−Kb0 (x)| dx ≤
Z

|x|>2|y|1−b

¯̄̄̄
exp i|x−y|−b0

|x−y| χ[−2,−1] (x)
¯̄̄̄
dx ≤ 2.
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Supongamos −1 < x < 0 y x− y > 0. Entonces, por (8),

y < x < 2y < 0

y, por lo tanto, este caso es vacío.
Supongamos −1 < x < 0 y x− y < −1. Entonces

0 < x+ 1 < y

y, por (8),
1 > |x| > 2y,

de donde
y <

1

2
Luego

|x| = −x > 1− y >
1

2
.

y, por lo tanto, en este casoZ
|x|>2|y|1−b

|Kb0 (x− y)−Kb0 (x)| dx =
Z

|x|>2|y|1−b

¯̄̄̄
exp i|x|−b0

|x| χ[−1,0] (x)
¯̄̄̄
dx ≤ 2.

Por último en el caso −1 < x < 0 y −1 < x− y < 0 se usa el Teorema del
Valor Medio para obtener¯̄̄̄

exp i(y−x)−b0

y−x − exp i(−x)−b0

−x

¯̄̄̄
≤
Ã

c

|ty − x|b0+2
+

c

|ty − x|2
!
|y| ,

donde 0 < t < 1.
Por (8),

|ty − x| ≥ |x|− t |y| > |x|
2
,

de donde¯̄̄̄
exp i(y−x)−b0

y−x − exp i(−x)−b0

−x

¯̄̄̄
≤
Ã

c

|x|b0+2
+

c

|x|2
!
|y| ≤ c

|y|
|x|b0+2

pues −1 < x < 0.
Luego, en este caso,Z

|x|>2|y|1−b
|Kb0 (x− y)−Kb0 (x)| dx ≤ c

Z
|x|>2|y|1−b

|y|
|x|b0+2

dx

= c |y| (−1)
|x|b0+1

¯̄̄̄
¯
∞

2|y|1−b
= c |y| 1

|y|(1−b)(b0+1)
= c,

pues (1− b) (b0 + 1) = 1.
Como consecuencia de la proposición y el lema anteriores y el Teorema 1.1

se tiene el tipo débil (1, 1) y la acotación del operador Tb en Lp:
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Teorema 1.4 El Operador Fuertemente Singular Lateral Tbf = Kb0 ∗f verifica

|{x ∈ Rn : |Tbf (x)| > λ}| ≤ c1
λ
kfk1 ,

donde la constante c1 > 0 es independiente de f ∈ L1 y de λ > 0; y para
1 < p <∞,

kTbfkp ≤ cp kfkp ,
donde la constante cp > 0 es independiente de f ∈ Lp.
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2. Operadores Fuertemente Singulares Laterales
en Lp

ω, ω ∈ A+p , 1 < p <∞
En esta sección probaremos que los Operadores Fuertemente Singulares son

acotados en los espacios Lpω, 1 < p <∞, donde ω ∈ A+p .
Primero daremos definiciones y propiedades correspondientes a las clases A+p

y a los espacios BMO+.

2.1. Pesos de las clases Ap, A+p y A−p
Un peso en R es una función ω medible Lebesgue tal que ω (x) ≥ 0 para casi

todo x ∈ R. Si E ⊂ R es un conjunto medible Lebesgue entonces su ω-medida
es

ω (E) =

Z
E

ω (x) dx.

Se define la función maximal de Hardy-Littlewood bilátera como

Mf (x) = sup
s,h>0

1

s+ h

Z x+h

x−s
|f (t)| dt,

donde f ∈ L1loc (R).
Sea 1 < p < ∞. La clase de pesos para los cuales el operador M resulta

acotado en Lpω se denomina Ap y fue caracterizada en [8] por B. Muckenhoupt
como la de aquellos pesos ω que satisfacen la condiciónÃZ b

a

ω (t) dt

!ÃZ b

a

ω (t)
− 1
p−1 dt

!p−1
≤ C (b− a)

p
,

donde la constante C = C (ω, p) no depende de −∞ < a < b <∞.
Para el caso p = 1, se denomina A1 a la clase de pesos para los cuales el

operador M es débil (1, 1) en L1ω y esta caracterizada por la condición

Mω (x) ≤ Cω (x) ,

para casi todo x ∈ R. La constante C = C (ω) no depende de x.
Se definen las funciones maximales de Hardy-Littlewood laterales como

M+f (x) = sup
h>0

1

h

Z x+h

x

|f (t)| dt

y

M−f (x) = sup
h>0

1

h

Z x

x−h
|f (t)| dt

donde f ∈ L1loc (R).
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Sea 1 < p < ∞. La clase de pesos para los cuales el operador M+ resulta
acotado en Lpω se denomina A

+
p y fue caracterizada en [11] por E. Sawyer como

la de aquellos pesos ω que satisfacen la condiciónÃZ b

a

ω (t) dt

!µZ c

b

ω (t)−
1

p−1 dt

¶p−1
≤ C (c− a)p ,

donde la constante C = C (ω, p) no depende de −∞ < a < b < c <∞.
Para el caso p = 1, se denomina A+1 a la clase de pesos para los cuales el

operador M+ es débil (1, 1) en L1ω y está caracterizada por la condición

M−ω (x) ≤ Cω (x) ,

para casi todo x ∈ R. La constante C = C (ω) no depende de x.
También se define A+∞ =

S
p≥1

A+p .

Definiciones análogas corresponden a las clases A−p . Por ejemplo la condición
A−p con p > 1 es

µZ c

b

ω (t) dt

¶ÃZ b

a

ω (t)−
1

p−1 dt

!p−1
≤ C (c− a)p ,

donde la constante C = C (ω, p) no depende de −∞ < a < b < c <∞.
En el siguiente lema enunciaremos algunas de las propiedades de las clases

A+p que necesitaremos. (Resultados análogos se obtienen para las clases A
−
p .)

Lema 2.1 1. Si 1 ≤ p < q entonces A+p ⊂ A+q .

2. Si ω ∈ A+p para algún p ≥ 1 entonces ω es duplicante a izquierda. Esto es
existe una constante c = c (ω, p) > 0 tal que

ω (x− 2δ, x) ≤ cω (x− δ, x) ,

para todo x ∈ R y todo δ > 0. En cambio, si ω ∈ A−p para algún p ≥ 1
entonces ω es duplicante a derecha.

3. Si ω ∈ A+p , p ≥ 1, entonces ω (a,∞) = ∞ para todo a ∈ R o ω (x) = 0
para casi todo x.

4. Si ω ∈ A+p , p ≥ 1, entonces existe δ > 0 tal que ω1+δ ∈ A+p .

5. Si ω ∈ A+p , p > 1, entonces existe ε > 0 tal que ω ∈ A+p−ε.

6. Si ω ∈ A+p , p > 1, entonces ω
− 1
p−1 ∈ A−p0 , donde (p− 1) (p0 − 1) = 1.

7. Si ω ∈ A+p , p > 1, entonces ω
1−p0 ∈ A−p0 , donde (p− 1) (p0 − 1) = 1.

8. Si ω ∈ A+1 y 0 < α < 1 entonces ωα ∈ A+1 .
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Demostración. Las propiedades 1, 6, 7 y 8 son inmediatas de la caracteri-
zación de las clases de Sawyer y la desigualdad de Hölder.
La propiedad 4 para el caso p = 1 es el Teorema 6 en [5] que, combinado

con el Teorema de Factorización (Corolario 1 en [5]) da el caso p > 1. También
se puede encontrar en [11].
La propiedad 5 es el Corolario 2 en [5].
Para probar la propiedad de duplicación notemos que para y ∈ (x− 2δ, x)

se tiene que

M+χ(x−δ,x) (y) ≥
1

2
.

Luego, como M+ es acotado en Lpω, tenemos que

ω (x− 2δ, x) =
Z x

x−2δ
ω (y) dy ≤ 2p

Z ³
M+χ(x−δ,x) (y)

´p
ω (y) dy ≤ 2pc ω (x− δ, x) .

Por último probaremos la propiedad 3. Si ω (a,∞) <∞ tenemos que

ĺım
n→∞

Z a+2n

a+n

ω(x)dx = 0. (9)

Por la propiedad de duplicacion resulta que

ω (a, a+ n) ≤ Cωω (a+ n, a+ 2n) ,

y, como consecuencia de (9), ω (a,∞) = 0. Esto y la propiedad de duplicación
implican que ω (x) = 0 para casi todo x.

Observación 2.2 Puede probarse que si ω ∈ A+p entonces existen −∞ ≤
x−∞ ≤ x∞ ≤ ∞ tales que ω (x) = 0 para casi todo x ∈ (−∞, x−∞), ω (x) > 0
para casi todo x ∈ (x−∞, x∞) y ω (x) =∞ para casi todo x ∈ (x∞,∞).
Por simplicidad, en este trabajo supondremos que x−∞ = −∞ y x∞ =∞. Esta
suposición junto con la condición A+p garantizan que ω es localmente integrable.

El siguiente lema será utilizado en varias ocaciones.

Lema 2.3 1. Sea Ψ : R −→ [0,∞) una función con sop (Ψ) ⊂ [0,∞) de-
creciente e integrable en [0,∞) entonces existe una constante c > 0 tal
que

|Ψε ∗ f (z)| ≤ cM−f (z) ,

para todo ε > 0 y toda f ∈ L1loc.

2. Sea Ψ : R −→ [0,∞) una función con sop (Ψ) ⊂ (−∞, 0] creciente e
integrable en (−∞, 0] entonces existe una constante c > 0 tal que

|Ψε ∗ f (z)| ≤ cM+f (z) ,

para todo ε > 0 y toda f ∈ L1loc.
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Demostración. Daremos la demostración del caso 1 siendo la otra similar.

|Ψε ∗ f (z)| ≤ 1
ε

Z z

−∞
Ψ

µ
z − y

ε

¶
|f (y)| dy

=
1

ε

∞X
n=−∞

Z z−ε2n

z−ε2n+1
Ψ

µ
z − y

ε

¶
|f (y)| dy ≤

≤ 1
ε

∞X
n=−∞

Ψ (2n)

Z z

z−ε2n+1
|f (y)| dy

=
∞X

n=−∞
Ψ (2n) 2n+1

1

ε2n+1

Z z

z−ε2n+1
|f (y)| dy ≤

≤ 4
Ã ∞X
n=−∞

Ψ (2n) 2n−1
!
M−f (z) ≤ 4

µZ
Ψ (t) dt

¶
M−f (z) .

2.2. Maximal sharp lateral

En [7] F. J. Martín-Reyes y A. de la Torre definen la función maximal sharp
lateral y estudian el espacio BMO+ asociado.

Definición 2.4 Sea f ∈ L1loc (R) una función a valores reales. Se define

f#+ (x) = sup
h>0

1

h

x+hZ
x

f (y)− 1
h

x+2hZ
x+h

f (t) dt

+

dy,

donde z+ = máx (z, 0) .

Definición 2.5 f ∈ L1loc (R) pertenece a BMO+ si f#+ ∈ L∞.

El siguiente teorema también se encuentra en [7].

Teorema 2.6 Sean ω ∈ A+∞ y f ≥ 0 tal que M+ (f) ∈ Lp0ω para algún 0 < p0 <
∞. Entonces para todo p, p0 ≤ p <∞, se tiene que

∞Z
−∞

¡
M+ (f) (x)

¢p
ω (x) dx ≤ c

∞Z
−∞

³
f#+ (x)

´p
ω (x) dx,

donde la constante c > 0 no depende de f .

Definiremos otra maximal sharp lateral, que resultará ser mayor que la an-
terior.
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Definición 2.7 Sea f ∈ L1loc (R), se define

f##+ (x) = sup
h>0

1

h

x+hZ
x

¯̄̄̄
¯̄f (y)− 1h

x+hZ
x

f (t) dt

¯̄̄̄
¯̄ dy.

Lema 2.8 Si f ∈ L1loc (R), se tiene que

(|f |)#+ (x) ≤ 8f##+ (x) ,

para todo x ∈ R.

Demostración. Para cada h > 0.

1

h

x+hZ
x

|f (y)|− 1
h

x+2hZ
x+h

|f (t)| dt
+

dy ≤ 1

h

x+hZ
x

¯̄̄̄
¯̄|f (y)|− 1h

x+2hZ
x+h

|f (t)| dt
¯̄̄̄
¯̄ dy =

=
1

h

x+hZ
x

¯̄̄̄
¯̄ 1h

x+2hZ
x+h

(|f (y)|− |f (t)|) dt
¯̄̄̄
¯̄ dy ≤ 1

h

x+hZ
x

1

h

x+2hZ
x+h

||f (y)|− |f (t)|| dt dy ≤

≤ 1

h2

x+2hZ
x

x+2hZ
x

|f (y)− f (t)| dt dy ≤

≤ 1

h2

x+2hZ
x

x+2hZ
x

¯̄̄̄¯̄f (y)− 1h
x+2hZ
x

f (u) du

¯̄̄̄
¯̄+

¯̄̄̄
¯̄ 1h

x+2hZ
x

f (u) du− f (t)

¯̄̄̄
¯̄
 dt dy =

=
4

2h

x+2hZ
x

¯̄̄̄
¯̄f (y)− 1h

x+2hZ
x

f (u) du

¯̄̄̄
¯̄ dy + 4

2h

x+2hZ
x

¯̄̄̄
¯̄f (t)− 1h

x+2hZ
x

f (u) du

¯̄̄̄
¯̄ dt.

De donde, tomando supremo para h > 0,

(|f |)#+ (x) ≤ 8f##+ (x) .

Como consecuencia inmediata del Teorema 2.6 y el lema anterior tenemos:

Corolario 2.9 Sean ω ∈ A+∞ y f tal queM+ (f) ∈ Lp0ω para algún 0 < p0 <∞.
Entonces para todo p, p0 ≤ p <∞, se tiene que

∞Z
−∞

¡
M+ (f) (x)

¢p
ω (x) dx ≤ c

∞Z
−∞

³
f##+ (x)

´p
ω (x) dx,

donde la constante c > 0 no depende de f .
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Lema 2.10 Sean N ∈ N y ϕ ∈ L1loc (R). Si para cada x ∈ R existe g (x) ∈ R tal
que para cada δ > 0, ϕ se descompone como ϕ = ϕδ,1 + · · ·+ ϕδ,n (n ≤ N) con

1

δ

x+δZ
x

¯̄
ϕδ,i (y)− ax,δ,i

¯̄
dy ≤ g (x)

para algún ax,δ,i ∈ C entonces ϕ##+ (x) ≤ 2N g (x).

Demostración. No es difícil ver que

ϕ##+ (x) ≤ 2 sup
h>0

inf
a∈C

1

h

x+hZ
x

|ϕ (y)− a| dy

Luego, si para cada h > 0, es ax,h = ax,h,1 + · · ·+ ax,h,n, se tiene que

ϕ##+ (x) ≤ 2 sup
h>0

1

h

x+hZ
x

|ϕ (y)− ax,h| dy ≤ 2 sup
h>0

nX
i=1

1

h

x+hZ
x

¯̄
ϕh,i (y)− ax,h,i

¯̄
dy ≤

≤ 2ng (x) ≤ 2N g (x) .

2.3. Acotación en Lp
ω, 1 < p <∞

Definición 2.11 Sean 0 < b0 <∞ y 2 ≤ p <∞ se define el núcleo

K̃ (x) =
exp

³
i |x|b0

´
|x|(2+b0)/p

.

El siguiente lema es el Lema 2.1 en [1].

Lema 2.12 Si (2 + b0) /p < 1 entonces existe una constante c = c (p, b0) > 0 tal
que °°°K̃ ∗ f°°°

p
≤ c kfkp0 ,

donde 1
p +

1
p0 = 1.

El siguiente lema es la versión lateral del Lema 2.15 en [1]. La demostración
que damos es esencialmente la de Chanillo.

Lema 2.13 Sea f ∈ C∞0 (R). Si r > 1 entonces existe una constante c =
c (r, b0) > 0, que no depende de f , tal que

(Kb0 ∗ f)##+ (x0) ≤ c
¡
M+ (|f |r) (x0)

¢1/r
para todo x0 ∈ R.
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Demostración. Bastará con probar que Kb0 ∗ f está en las condiciones del
Lema 2.10 con g (x0) = c (M+ (|f |r) (x0))1/r
Sea I = (x0, x0 + δ). Fijamos un número δ0 = δ0 (b

0) > 0 tal que

2δ0 < δ
1/(b0+1)
0 < 1.

Como (M+ (|f |r) (x0))1/r es creciente en la variable r entonces bastará pro-
bar el lema para valores de r cercanos a 1 y, por lo tanto se puede suponer
que

(2 + b0) /r0 < 1, (10)

donde 1
r +

1
r0 = 1.

Se divide la demostración en dos casos.
Caso δ ≥ δ0.
Si I∗ =

³
x0, x0 +

2
δ0
δ
´
se descompone f = f1 + f2, donde f1 = fχI∗ .

Se tiene queZ
I

|Kb0 ∗ f (x)| dx ≤
Z
I

|Kb0 ∗ f1 (x)| dx+
Z
I

|Kb0 ∗ f2 (x)| dx.

El segundo sumando es nulo. En efecto, como sop(Kb0) ⊂ [−1, 0] entonces,
para t < x0 ≤ x se tiene que Kb0 (x− t) = 0. Y si t > x0+

2
δ0
δ y x ∈ I entonces

t− x = t− x0 + x0 − x > 2
δ0
δ − δ ≥

³
2
δ0
− 1
´
δ0 = (2− δ0) > 1 y, por lo tanto,

también se tiene que Kb0 (x− t) = 0.
El primer sumando se acota usando la Desigualdad de Hölder y el Teorema

1.4:

Z
I

|Kb0 ∗ f1 (x)| dx ≤ δ1/r
0

Z
I

|Kb0 ∗ f1 (x)|r dx
1/r

≤ cδ1/r
0

Z
R

|f1 (x)|r dx
1/r

= cδ1/r
0
δ1/r

 1
2
δ0
δ

x0+
2
δ0
δZ

x0

|f (x)|r dx


1/r

≤ cδ
¡
M+ (|f |r) (x0)

¢1/r
.

Por lo tanto en este caso hemos obtenido que

1

δ

Z
I

|Kb0 ∗ f (x)| dx ≤ c
¡
M+ (|f |r) (x0)

¢1/r
.

Caso δ ≤ δ0.
Se descompone f = f1 + f2 + f3 + f4 + f5 donde
f1 = fχ(x0,x0+2δ),
f2 = fχ

x0+2δ,x0+δ
1/(b0+1) ,

f3 = fχ
x0+δ

1/(b0+1),x0+1
y
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f4 = fχ[x0+1,x0+2).
Igual que en el caso anterior se tiene queZ

I

|Kb0 ∗ f1 (x)| dx ≤ δ
¡
M+ (|f |r) (x0)

¢1/r
.

Como sop (Kb0) ⊂ [−1, 0], el soporte de f5 implica que Kb0 ∗ f5 (x) = 0 para
todo x ∈ I.
Para estimar

R
I

|Kb0 ∗ f4 (x)| dx basta observar que

|Kb0 ∗ f4 (x)| ≤
x0+2Z
x0+1

|f (t)|
t− x

dt ≤
x0+2Z
x0+1

|f (t)|
1− δ

dt ≤ 1

1− δ0

x0+2Z
x0

|f (t)| dt

≤ cM+ (f) (x0) ≤ c
¡
M+ (|f |r) (x0)

¢1/r
,

de donde Z
I

|Kb0 ∗ f4 (x)| dx ≤ cδ
¡
M+ (|f |r) (x0)

¢1/r
.

Ahora estimaremos
R
I

|Kb0 ∗ f3 (x)− aI | dx, donde

aI =

x0+1Z
x0+δ

1/(b0+1)

exp(i (t− x0)
−b0
)

t− x0
f3 (t) dt ∈ C.

Para x ∈ I y x0+δ
1/(b0+1) < t < x0+1 se tiene que 0 < t−x < x0+1−x < 1

y, por lo tanto,

|Kb0 ∗ f3 (x)− aI | ≤
x0+1Z

x0+δ
1/(b0+1)

¯̄̄̄
¯exp(i (t− x)

−b0
)

t− x
− exp(i (t− x0)

−b0
)

t− x0

¯̄̄̄
¯ |f3 (t)| dt.

Usando el Teorema del Valor Medio obtenemos para x ∈ I y x0+δ1/(b
0+1) <

t < x0 + 1,¯̄̄̄
¯exp(i (t− x)

−b0
)

t− x
− exp(i (t− x0)

−b0
)

t− x0

¯̄̄̄
¯ ≤ ³ c

(t−ξ)2+b0 +
c

(t−ξ)2
´
(x− x0) ≤ c δ

(t−ξ)2+b0

donde x0 < ξ < x.
Como t− ξ > δ entonces

t− ξ = t− x0 + x0 − ξ > t− x0 − δ > t− x0 − (t− ξ) ,

de donde
t− ξ >

1

2
(t− x0) .
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Luego ¯̄̄̄
¯exp(i (t− x)

−b0
)

t− x
− exp(i (t− x0)

−b0
)

t− x0

¯̄̄̄
¯ ≤ c

δ

(t− x0)
2+b0

y, por lo tanto,

|Kb0 ∗ f3 (x)− aI | ≤ c

x0+1Z
x0+δ

1/(b0+1)

δ |f3 (t)|
(t− x0)

2+b0 dt.

Reescribiendo el miembro de la derecha para usar el Lema 2.3,

|Kb0 ∗ f3 (x)− aI | ≤ c

Z
t−x0≥δ1/(b0+1)

δ |f (t)|
(t− x0)

2+b0 dt = c

Z
t−x0≥δ1/(b0+1)

δ |f (t)|
δ
2+b0
b0+1

³
t−x0

δ1/(b
0+1)

´2+b0 dt
= c

Z
t−x0≥δ1/(b0+1)

|f (t)|
δ

1
b0+1

³
t−x0

δ1/(b
0+1)

´2+b0 dt = c

Z
t−x0≥δ1/(b0+1)

|f (t)|
δ

1
b0+1

³
t−x0

2δ1/(b
0+1) +

t−x0
2δ1/(b

0+1)

´2+b0 dt
≤ c

Z
t−x0≥0

|f (t)|
δ

1
b0+1

³
1 + t−x0

δ1/(b
0+1)

´2+b0 dt ≤ cM+ (f) (x0) ≤ c
¡
M+ (|f |r) (x0)

¢1/r
.

Y, promediando en el intervalo I, tenemos queZ
I

|Kb0 ∗ f3 (x)| dx ≤ cδ
¡
M+ (|f |r) (x0)

¢1/r
.

Por último se estima el término correspondiente a f2.
Para x ∈ I y x0 + 2δ < t < x0 + δ1/(b

0+1) se tiene, como en el caso anterior,
que 0 < t− x < 1. Luego puede escribirse

Kb0 ∗ f2 (x) =
Z
exp(i (t− x)

−b0
)

t− x
f2 (t) dt =

=

Z
exp(i (t− x)−b

0
)

(t− x)(2+b
0)/r0

Ã
1

(t− x)1−(2+b
0)/r0 −

1

(t− x0)
1−(2+b0)/r0

!
f2 (t) dt+

+

Z
exp(i |t− x|−b0)
|t− x|(2+b0)/r0

Ã
f2 (t)

(t− x0)
1−(2+b0)/r0

!
dt = A+B.

Por el Teorema del Valor Medio se tiene que¯̄̄̄
¯ 1

(t− x)1−(2+b
0)/r0 −

1

(t− x0)
1−(2+b0)/r0

¯̄̄̄
¯ = c

(x− x0)

(t− ξ)2−(2+b
0)/r0 ,
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donde x0 < ξ < x. Y teniendo en cuenta que para todo u ∈ I y x0+2δ < t vale
que

t− u ≥ 1
2
(t− x0) ,

podemos estimar

|A| ≤ c

Z
1

(t− x0)
(2+b0)/r0

(x− x0)

(t− x0)
2−(2+b0)/r0 |f2 (t)| dt ≤

≤ cδ

Z
t−x0>δ

1

(t− x0)
2 |f (t)| dt = cδ

Z
t−x0>δ

|f (t)|
δ2
¡
t−x0
δ

¢2 dt =
= c

Z
t−x0>δ

|f (t)|
δ
¡
t−x0
2δ + t−x0

2δ

¢2 dt ≤ c

Z
t−x0>0

|f (t)|
δ
¡
1 + t−x0

δ

¢2 dt.
Aplicando el Lema 2.3 tenemos que,

|A| ≤ cM+ (f) (x0) ≤ c
¡
M+ (|f (t)|r) (x0)

¢1/r
. (11)

Por otro lado, teniendo en cuenta (10) podemos utilizar el Lema 2.12 para
obtener, Z

I

|B| dx =
Z
I

¯̄̄̄
¯K̃ ∗

Ã
f2 (·)

(·− x0)
1−(2+b0)/r0

!
(x)

¯̄̄̄
¯ dx ≤

≤ δ1/r

Z
R

¯̄̄̄
¯K̃ ∗

Ã
f2 (·)

(·− x0)
1−(2+b0)/r0

!¯̄̄̄
¯
r0

(x) dx

1/r0

≤

≤ cδ1/r

ÃZ ¯̄̄̄
¯ f2 (x)

(x− x0)
1−(2+b0)/r0

¯̄̄̄
¯
r

dx

!1/r
=

= cδ1/r

 x0+δ
1/(b0+1)Z

x0+2δ

|f (x)|r
(x− x0)

r−(2+b0)(r−1) dx


1/r

.
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Entonces, si k0 es un entero tal que 2k0δ < δ1/(b
0+1) ≤ 2k0+1δ, se puede

estimar

Z
I

|B| dx ≤ cδ1/r

 k0X
k=1

x0+2
k+1δZ

x0+2kδ

|f (x)|r
(x− x0)

r−(2+b0)(r−1) dx


1/r

=

≤ cδ1/r

 k0X
k=1

2kδ

(2kδ)
r−(2+b0)(r−1)

1

2k+1δ

x0+2
k+1δZ

x0

|f (x)|r dx


1/r

≤

≤ cδ1/r

Ã
k0X
k=1

¡
2kδ
¢(1+b0)(r−1)!1/r ¡

M+ (|f |r) (x0)
¢1/r ≤

≤ cδ1/r
µ¡
2k0δ

¢(1+b0)(r−1)¶1/r ¡
M+ (|f |r) (x0)

¢1/r ≤
≤ cδ1/r

µ³
δ1/(b

0+1)
´(1+b0)(r−1)¶1/r ¡

M+ (|f |r) (x0)
¢1/r

=

= cδ1/rδ1/r
0 ¡
M+ (|f |r) (x0)

¢1/r
= cδ

¡
M+ (|f |r) (x0)

¢1/r
.

Esta estimación junto con (11) nos daZ
I

|Kb0 ∗ f2 (x)| dx ≤
Z
I

|A| dx+
Z
I

|B| dx ≤ cδ
¡
M+ (|f |r) (x0)

¢1/r
.

Teorema 2.14 Sea ω ∈ A+p , 1 < p < ∞ entonces existe una constante c > 0
tal que

kKb0 ∗ fkp,ω ≤ c kfkp,ω ,
para toda f ∈ Lpω.

Demostración. Supondremos f ∈ C∞0 (R).
Para utilizar el Corolario 2.9 probaremos que M+ (Kb0 ∗ f) ∈ Lpω. Por el

Teorema Maximal bastará con probar que Kb0 ∗ f ∈ Lpω. Teniendo en cuenta
(vease 4 del Lema 2.1) que existe s > 1 tal que ωs ∈ A+p , y que Kb0 ∗ f tiene
soporte en un intervalo acotado I, se tiene por el Teorema 1.4 y la Observación
2.2 que

kKb0 ∗ fkpp,ω =

Z
I

|Kb0 ∗ f (x)|p ω (x) dx ≤

≤
µZ

I

|Kb0 ∗ f (x)|ps
0
dx

¶1/s0 µZ
I

ω (x)
s
dx

¶1/s
≤

≤ c

µZ
I

|f (x)|ps0 dx
¶1/s0 µZ

I

ω (x)
s
dx

¶1/s
<∞.
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Luego, como |Kb0 ∗ f (x)| ≤ M+ (Kb0 ∗ f) (x) para casi todo x, y por el
Corolario 2.9 tenemos que

kKb0 ∗ fkp,ω ≤
°°M+ (Kb0 ∗ f)

°°
p,ω
≤ c

°°°(Kb0 ∗ f)##+
°°°
p,ω

.

Por el Lema 2.13

kKb0 ∗ fkp,ω ≤ c
°°°¡M+ (|f |r)¢1/r°°°

p,ω
,

donde r > 1.
Por 5 del Lema 2.1 podemos eligir r suficientemente cerca de 1 de manera

que ω ∈ A+p/r y, por lo tanto,

kKb0 ∗ fkp,ω ≤ c
°°°¡M+ (|f |r)¢1/r°°°

p,ω
=

= c
°°¡M+ (|f |r)¢°°1/r

p/r,ω
≤ c k(|f |r)k1/rp/r,ω = c kfkp,ω .
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3. Tipo débil (1, 1) en L1ω, ω ∈ A1+

En esta sección demostraremos el resultado principal de este trabajo: el tipo
débil (1, 1) del Operador Fuertemente Singular Lateral Tb0 en L1ω donde ω ∈ A1+.
Primero enunciaremos varios resultados que se utilizarán en la demostración,

algunos de los cuales serán probados en secciones posteriores.

3.1. Resultados previos

Definición 3.1 Para 0 < α < 1 se define el operador Integral Fraccionaria I+α
como

I+α f (x) =

Z ∞
x

f (y)

(y − x)1−α
dy,

donde f es una función medible.

El siguiente Teorema de la Integral Fraccionaria Lateral se encuentra en [6]:

Teorema 3.2 Sean 0 < α < 1, 1 < p < 1
α ,

1
q =

1
p − α, r = 1 + q

p0 y µ
q ∈ A+r .

Existe una constante c tal que para toda función medible f ,°°I+α f°°q,µq ≤ c kfkp,µp .

La siguiente proposición es la versión lateral del Lema (3.5) en [1], y será
demostrada en la Sección 8:

Proposición 3.3 Sea ω ∈ A+1 . Existe p0 = p0 (ω), 1 < p0 < 2, tal que el
operador Pb/p00 dado por el multiplicador

\Pb/p00f (ξ) = dKb0 (ξ) (ξ + i)b/p
0
0 bf (ξ)

resulta acotado en Lp0ω .

Definición 3.4 Dado 0 < α < 1 se define el operador G+α por el multiplicador

[G+αf (ξ) =
1

(ξ + i)α
bf (ξ) .

Observación 3.5 El operador G+b/p00 reemplazará al operador Gb/p00 en la demostración
del Teorema C en la página 100 de [1].

Lema 3.6 El núcleo asociado a G+α es

Φ (x) = cα
exp (x)

(−x)1−αχ(−∞,0) (x) .
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Demostración. La demostración de este lema puede encontrarse en [14] .
Verificaremos que bΦ (ξ) = (ξ + i)−α.
Utilizando el cálculo de residuos es fácil ver que para 0 < α < 1,

(ξ + i)−α =
1

2πi

Z +∞

−∞

x−α

x− (ξ + i)
dx,

e integrando directamente se tiene queZ +∞

0

e−iu(x−ξ)e−udu =
1

i (x− (ξ + i))
.

Luego,

(ξ + i)
−α

= 2π ĺım
N→∞

Z N

−N

1

xα

µZ +∞

0

e−iu(x−ξ)e−udu
¶
dx

= 2π ĺım
N→∞

Z +∞

0

eiuξe−u
ÃZ N

−N

1

xα
e−iuxdx

!
du

= 2π ĺım
N→∞

Z +∞

0

eiuξe−uuα−1
ÃZ uN

−uN

1

tα
e−itdt

!
du

= 2π

µZ ∞
−∞

1

tα
e−itdt

¶Z +∞

0

eiuξe−uuα−1 du

= cα

Z 0

−∞
e−ixξex (−x)α−1 dx

=
³
cαe

x (−x)α−1 χ(−∞,0) (x) b́(ξ) ,
donde cα = 2π

R∞
−∞

1
tα e
−itdt.

En la página 181 de [14] se calcula cα = (2π)
2 e−πiα/2/Γ (α) donde Γ es la

función Gamma.

3.2. Tipo débil (1, 1) con peso ω ∈ A+1

Teorema 3.7 Si ω ∈ A+1 entonces existe una constante c = c (ω, b) > 0 tal que
para toda f ∈ L1ω y λ > 0

ω {x : |Tbf (x)| > λ} ≤ c

λ
kfk1,ω .

Demostración. Se supondrá f ∈ C∞0 . Sea el abiertoΩ = {t :M+ (f) (t) > λ}.
Si Ik =

¡
ak, bk

¢
es una de las componentes conexas de Ω entonces, por ser

f ∈ C∞0 , Ik es un intervalo acotado.
En cada intervalo Ik consideramos la siguiente descomposición de Whitney

lateral:

xk1 = bk y xkj+1 =
ak + xkj
2

,

34



j = 1, 2....
Luego, si Ikj =

£
xkj+1, x

k
j

¢
, entonces Ik = ∪jIkj .

Se tiene control sobre los promedios de f en Ikj , esto es

1¯̄
Ikj
¯̄ Z

Ikj

|f (t)| dt ≤ 2λ. (12)

En efecto,

1¯̄
Ikj
¯̄ Z

Ikj

|f (t)| dt =
1

xkj − xkj+1

Z xkj

xkj+1

|f (t)| dt

≤ xkj − ak

xkj − xkj+1

1

xkj − ak

Z xkj

ak
|f (t)| dt ≤ 2M+ (f)

¡
ak
¢ ≤ 2λ.

Se definen

ψ(x) = f (x)χR−Ω (x) ,

fkj (x) = f (x)χIkj (x) ,

h (x) =
P

j,k f
k
j (x) .

Luego, como f (x) = ψ(x) + h (x),

ω {x : |Tbf (x)| > λ} ≤ ω {x : |Tbψ (x)| > λ/2}+ ω {x : |Tbh (x)| > λ/2} .

Utilizando la desigualdad de Chebychev y dado que, por el Teorema 2.14,
Tb es de tipo fuerte (2, 2) con peso ω ∈ A+1 ⊂ A+2 podemos acotar el primer
sumando por

4

λ2

Z
R
|Tbψ (x)|2 ω (x) dx ≤ c

λ2

Z
R
|ψ (x)|2 ω (x) dx = c

λ2

Z
R−Ω

|f (x)|2 ω (x) dx.

Si x ∈ R − Ω y h > 0 entonces 1
h

R x+h
x

|f (t)| dt ≤ λ y, por el Teorema de
Diferenciación de Lebesgue, |f (x)| ≤ λ, para casi todo x ∈ R− Ω. Luego

ω {x : |Tbψ (x)| > λ/2} ≤ c

λ

Z
R−Ω

|f (x)|ω (x) dx ≤ c

λ
kfk1,ω .

Ahora estimaremos ω {x : |Tbh (x)| > λ/2}.
Sea Ω = ∪3Ikj , donde 3Ikj =

¡
xkj − 3

¯̄
Ikj
¯̄
, xkj

¢
. Luego

ω {x : |Tbh (x)| > λ/2} ≤ ω
©
x ∈ R− Ω : |Tbh (x)| > λ/2

ª
+ ω

¡
Ω
¢
.
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Como ω es duplicante a izquierda, y usando el tipo débil (1, 1) de M+ con
peso ω ∈ A+1 , se tiene que

ω
¡
Ω
¢ ≤Xω

¡
3Ikj

¢ ≤ c
X

ω
¡
Ikj
¢
= c ω (Ω) ≤ c

λ
kfk1,ω .

Luego hay que estimar ω
©
x ∈ R− Ω : |Tbh (x)| > λ/2

ª
.

Llamando δb =
¡
1
100

¢ 1−b
b se descompone

h (x) =
X
|Ikj |≤δb

fkj (x) +
X
|Ikj |>δb

fkj (x) = h1 (x) + h2 (x) .

Luego es suficiente estimar

ω
©
x ∈ R− Ω : |Tbh1 (x)| > λ/4

ª
+ ω

©
x ∈ R− Ω : |Tbh2 (x)| > λ/4

ª
. (13)

Usando la desigualdad de Chebychev en el segundo sumando resulta que

ω
©
x ∈ R− Ω : |Tbh2 (x)| > λ/4

ª ≤ 4

λ

Z
R−Ω

|Tbh2 (x)|ω (x) dx. (14)

Pero, para x ∈ R− Ω,

|Tbh2 (x)| =

¯̄̄̄
¯̄̄Z
R

exp
³
i (y − x)−b

0´
y − x

χ[−1,0] (x− y)

 X
|Ikj |>δb

fkj (y)

 dy

¯̄̄̄
¯̄̄ ≤

≤
X
|Ikj |>δb

Z
Ikj

χ[−1,0] (x− y)

y − x
|f (y)| dy ≤

X
|Ikj |>δb

Z
Ikj

χ[−1,0] (x− y)

(y − x)2
|f (y)| dy.

Además, si x ∈ R − Ω, podemos suponer xkj − x ≥ 3
¯̄
Ikj
¯̄
pues si xkj < x

entonces χ[−1,0] (x− y) = 0 para todo y ∈ Ikj . Luego

0 < xkj − x = xkj − y + y − x ≤ ¯̄Ikj ¯̄+ y − x ≤ 1
3

¡
xkj − x

¢
+ y − x,

para todo y ∈ Ikj . O sea,

0 <
2

3

¡
xkj − x

¢ ≤ y − x

y, por lo tanto,

|Tbh2 (x)| ≤ c
X
|Ikj |>δb

Z
Ikj

χ[−1,0] (x− y)¡
xkj − x

¢2 |f (y)| dy.
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Reemplazando en (14) obtenemos

ω

½
x ∈ R− Ω : |Tbh2 (x)| > λ

4

¾
≤ c

λ

P
|Ikj |>δb

Z
R−Ω

Z
Ikj

χ[−1,0](x−y)
(xkj−x)

2 |f (y)| dy ω (x) dx

≤ c

λ

X
|Ikj |>δb

Z
Ikj

|f (y)| dy
Z

xkj−x≥3|Ikj |

ω (x) dx¡
xkj − x

¢2 .
Para casi todo z ∈ Ikj con

¯̄
Ikj
¯̄
> δb, usando el Lema 2.3 y que ω ∈ A+1 , se

tiene queZ
xkj−x≥3|Ikj |

ω (x) dx¡
xkj − x

¢2 ≤ Z
z−x≥2|Ikj |

ω (x) dx

(z − x)2
≤ c

Z
z−x>0

ω (x) dx¡¯̄
Ikj
¯̄
+ z − x

¢2 <

<
c

δb

Z
z−x>0

1¯̄
Ikj
¯̄ ω (x) dxµ
1 + z−x

|Ikj |
¶2 ≤ cM− (ω) (z) ≤ c ω (z) .

Luego

ω
©
x ∈ R− Ω : |Tbh2 (x)| > λ/4

ª ≤ c

λ

X
|Ikj |>δb

Z
Ikj

|f (y)| dy inf
z∈Ikj

es ω(z)

≤ c

λ
kfk1,ω .

Queda así estimado el segundo sumando de (13).
Para estimar ω

©
x ∈ R− Ω : |Tbh1 (x)| > λ/4

ª
se hará una nueva simplifi-

cación.
Sea φ ∈ C∞0 , φ (x) ≥ 0 tal que sop (φ) ⊂ (−1, 0) y

R
φ (x) dx = 1. Se definen

φkj (x) =
1¯̄

Ikj
¯̄1/(1−b)φ

 x¯̄
Ikj
¯̄1/(1−b)

 .

Como sop
³
φkj

´
⊂
³
− ¯̄Ikj ¯̄1/(1−b) , 0´ entonces

sop
³
φkj ∗ fkj

´
⊂
³
xkj+1 −

¯̄
Ikj
¯̄1/(1−b)

, xkj

´
.

Además, como en este caso
¯̄
Ikj
¯̄ ≤ δb,

¯̄
Ikj
¯̄1/(1−b)

=
¯̄
Ikj
¯̄b/(1−b) ¯̄

Ikj
¯̄ ≤ δ

b/(1−b)
b

¯̄
Ikj
¯̄
=

¯̄
Ikj
¯̄

100
=

¯̄
Ikj+1

¯̄
50

37



y, por lo tanto,

sop
³
φkj ∗ fkj

´
⊂ Ikj+1 ∪ Ikj . (15)

Para x ∈ R− Ω, consideremos la diferencia¯̄̄̄
¯̄̄Tbh1 (x)− Tb

 X
|Ikj |≤δb

φkj ∗ fkj

 (x)
¯̄̄̄
¯̄̄ .

Se tiene que, (véase Lema 3.8 más adelante),¯̄̄̄
¯̄̄Tbh1 (x)− Tb

 X
|Ikj |≤δb

φkj ∗ fkj

 (x)
¯̄̄̄
¯̄̄ =

¯̄̄̄
¯̄̄Tb
 X
|Ikj |≤δb

³
fkj − φkj ∗ fkj

´ (x)
¯̄̄̄
¯̄̄ ≤
(16)

≤
X
|Ikj |≤δb

¯̄̄
Tb

³
fkj − φkj ∗ fkj

´
(x)
¯̄̄
≤

∞X
j,k=1

¯̄̄
Tbf

k
j (x)− Tb

³
φkj ∗ fkj

´
(x)
¯̄̄
.

Usando que
R
φkj (t) dt = 1 se tiene que¯̄̄

Tbf
k
j (x)− Tb

³
φkj ∗ fkj

´
(x)
¯̄̄
=

=

¯̄̄̄Z
Kb0 (x− y) fkj (y) dy −

Z
Kb0 (x− y)

³
φkj ∗ fkj

´
(y) dy

¯̄̄̄
=

=

¯̄̄̄Z
Kb0 (x− y) fkj (y)

µZ
φkj (t) dt

¶
dy −

Z
Kb0 (x− y)

µZ
φkj (t) f

k
j (y − t) dt

¶
dy

¯̄̄̄
=

=

¯̄̄̄Z Z
Kb0 (x− y) fkj (y)φ

k
j (t) dy dt−

Z Z
Kb0 (x− y − t) fkj (y)φ

k
j (t) dy dt

¯̄̄̄
=

≤
Z Z

|Kb0 (x− y)−Kb0 (x− y − t)| ¯̄fkj (y)¯̄φkj (t) dy dt. (17)

Si x 6∈ 3Ikj , y ∈ Ikj y t ∈
³
− ¯̄Ikj ¯̄1/(1−b) , 0i entonces (vease el Lema 3.9 más

adelante) se tiene que

|Kb0 (x− y)−Kb0 (x− y − t)| ≤ c

Ã ¯̄
Ikj
¯̄1/(1−b)¡¯̄

Ikj
¯̄
+ xkj − x

¢2+b0 + 1

1 +
¡
xkj − x

¢2
!
χ(−∞,xkj−3|Ikj |) (x) .

Reemplazando en (17) y en (16) e integrando:
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Z
R−Ω

¯̄̄̄
¯̄̄Tbh1 (x)− Tb

 X
|Ikj |≤δb

φkj ∗ fkj

 (x)
¯̄̄̄
¯̄̄ω (x) dx

≤
∞X

j,k=1

Z
R−Ω

¯̄̄
Tbf

k
j (x)− Tb

³
φkj ∗ fkj

´
(x)
¯̄̄
ω (x) dx

≤ c
∞P

j,k=1

Z
xkj−x>3|Ikj |

Z Z · |Ikj |1/(1−b)
(|Ikj |+xkj−x)2+b0

+ 1

1+(xkj−x)
2

¸ ¯̄
fkj (y)

¯̄
φkj (t) dy dt ω (x) dx

= c
∞X

j,k=1

µZ ¯̄
fkj (y)

¯̄
dy

¶ Z
xkj−x>3|Ikj |

· |Ikj |1/(1−b)
(|Ikj |+xkj−x)2+b0

+ 1

1+(xkj−x)
2

¸
ω (x) dx.

Pero, como ω ∈ A+1 , la última integral se mayora por c inf esIkj ω. En efecto,

para casi todo z ∈ Ikj , teniendo en cuenta que 2+ b0− 1
1−b = 2+

b
1−b − 1

1−b = 1
y usando el Lema 2.3,

Z
xkj−x>3|Ikj |

¯̄
Ikj
¯̄1/(1−b)¡¯̄

Ikj
¯̄
+ xkj − x

¢2+b0 ω (x) dx ≤ Z
z−x>2|Ikj |

¯̄
Ikj
¯̄1/(1−b)¡¯̄

Ikj
¯̄
+ z − x

¢2+b0 ω (x) dx ≤
≤

Z
z−x>0

1¯̄
Ikj
¯̄ µ
1 + z−x

|Ikj |
¶2+b0 ω (x) dx ≤ cM−ω (z) ≤ c ω (z) .

Análogamente, para casi todo z ∈ Ikj , se tiene queZ
xkj−x>3|Ikj |

1

1 +
¡
xkj − x

¢2ω (x) dx ≤ c ω (z) .

Se ha obtenido

Z
R−Ω

¯̄̄̄
¯̄̄Tbh1 (x)− Tb

 X
|Ikj |≤δb

φkj ∗ fkj

 (x)
¯̄̄̄
¯̄̄ω (x) dx ≤

≤ c
∞X

j,k=1

Z ¯̄
fkj (y)

¯̄
dy inf esIkj ω ≤ c kfk1,ω .
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Con lo cual,

ω
©
x ∈ R− Ω : |Tbh1 (x)| > λ/4

ª ≤
≤ ω

x ∈ R− Ω :

¯̄̄̄
¯̄̄Tbh1 (x)− Tb

 X
|Ikj |≤δb

φkj ∗ fkj

 (x)
¯̄̄̄
¯̄̄ > λ/8

+
+ω

x ∈ R− Ω :
¯̄̄̄
¯̄Tb
 P
|Ikj |≤δb

φkj ∗ fkj

 (x)
¯̄̄̄
¯̄ > λ/8

 ≤
≤ c

λ
kfk1,ω + c ω

x ∈ R− Ω :
¯̄̄̄
¯̄Tb
 P
|Ikj |≤δb

φkj ∗ fkj

 (x)
¯̄̄̄
¯̄ > λ/8

 .

El último sumando se acota utilizando la desigualdad de Chebychev con el
exponente p0 dado en la Proposición 3.3, por

c

λp0

Z
R−Ω

¯̄̄̄
¯̄̄Tb
 X
|Ikj |≤δb

φkj ∗ fkj

 (x)
¯̄̄̄
¯̄̄
p0

ω (x) dx.

Utilizando la notación introducida en la Definición 3.4 y en la Proposición
3.3, y si 1

p0
+ 1

p00
= 1, entonces es

dTbf (ξ) =dKb0 (ξ) bf (ξ) =dKb0 (ξ) (ξ + i)b/p
0
0

1

(ξ + i)
b/p00

bf (ξ) = [Pb/p00 (ξ)
\G+b/p00 (ξ)

bf (ξ) ,
de donde se tiene que

Tb = Pb/p00 ◦G+b/p00 .
Luego, por la Proposición 3.3, el tipo débil (1, 1) del operador Tb quedará

probado si vemos que

Z
R

¯̄̄̄
¯̄̄G+b/p00

 X
|Ikj |≤δb

φkj ∗ fkj

 (x)
¯̄̄̄
¯̄̄
p0

ω (x) dx ≤ c λp0−1 kfk1,ω .

Observemos que por ser
¯̄
Ikj
¯̄ ≤ δb entonces

¯̄
Ikj
¯̄1/(1−b) ≤ 1

100

¯̄
Ikj
¯̄
y, por lo

tanto,

sop
³
φkj

´
⊂
µ
− 1

100

¯̄
Ikj
¯̄
, 0

¶
.

Como, (véase Lema 3.10 más adelante),

G+b/p00

 X
|Ikj |≤δb

φkj ∗ fkj

 (x) = X
|Ikj |≤δb

G+b/p00

³
φkj ∗ fkj

´
(x) ,
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llamando I
k
j = Ikj+1∪ Ikj , descomponemos

G+b/p00

 X
|Ikj |≤δb

φkj ∗ fkj

 (x) = X
|Ikj |≤δb

G+b/p00

³
φkj ∗ fkj

´
(x)χ

I
k
j
(x)+

+
X
|Ikj |≤δb

G+b/p00

³
φkj ∗ fkj

´
(x)χR−Ikj (x) = A+B.

Teniendo en cuenta (Lema 3.6) que el núcleo asociado a G+b/p00 es

Φ (x) = c
exp (x)

(−x)1−b/p00
χ(−∞,0) (x) ,

acotamos cada sumando de B para x < xkj+2 (pues si x > xkj entonces

G+b/p00

³
φkj ∗ fkj

´
(x) = 0):

¯̄̄
G+b/p00

³
φkj ∗ fkj

´
(x)
¯̄̄
≤

Z
Ikj

Φ ∗ φkj (x− y)
¯̄
fkj (y)

¯̄
dy

≤ sup
y∈Ikj

³
Φ ∗ φkj (x− y)

´Z
Ikj

¯̄
fkj (y)

¯̄
dy. (18)

Pero para x < xkj+2, y ∈ Ikj , z ∈ Ikj y t ∈ sop
³
φkj

´
⊂ ¡−14 ¯̄Ikj ¯̄ , 0¢ (con lo

cual 14
¯̄
Ikj
¯̄ ≤ y + t− x) se tiene que

0 < z + t− x = z − y + y + t− x ≤ ¯̄Ikj ¯̄+ y + t− x ≤ 5 (y + t− x) ,

o sea
x− y − t ≤ 1

5
(x− z − t) < 0,

y, por lo tanto,

Φ (x− y − t) ≤ Φ
µ
1

5
(x− z − t)

¶
. (19)

Luego, llamando Φ (u) = Φ
¡
u
5

¢
, tenemos

Φ ∗ φkj (x− y) ≤ Φ ∗ φkj (x− z) ,

y, promediando en z ∈ Ikj ,

Φ ∗ φkj (x− y) ≤ 1¯̄
Ikj
¯̄ Z

Ikj

Φ ∗ φkj (x− z) dz
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para todo y ∈ Ikj .
Reemplazando en (18), y usando (12), resulta que¯̄̄

G+b/p00

³
φkj ∗ fkj

´
(x)
¯̄̄
χR−Ikj (x) ≤

Z
Ikj

Φ ∗ φkj (x− z) dz
1¯̄
Ikj
¯̄ Z

Ikj

¯̄
fkj (y)

¯̄
dy

≤ 2λ

Z
Ikj

Φ ∗ φkj (x− z) dz = 2λΦ ∗ φkj ∗ χIkj (x) .

Luego,
|B| ≤ 2λΦ ∗

X
|Ikj |≤δb

φkj ∗ χIkj (x) .

Como sop
³
φkj ∗ χIkj

´
⊂ Ikj+1∪ Ikj y

°°°φkj ∗ χIkj °°°∞ ≤ °°°φkj°°°1 = 1, entonces°°°°°°Φ ∗
X
j,k

φkj ∗ χIkj

°°°°°°
∞

≤ 2°°Φ°°
1
<∞.

Luego |B| ≤ cλ yZ
R
|B|p0 ω (x) dx ≤ c λp0−1

Z
R
|B| ω (x) dx

= c λp0−1
Z
R

¯̄̄̄
¯̄̄ X
|Ikj |≤δb

G+b/p00

³
φkj ∗ fkj

´
(x)χR−Ikj (x)

¯̄̄̄
¯̄̄ω (x) dx

≤ c λp0−1
Z
R

X
|Ikj |≤δb

Z
Φ (x− y)

¯̄̄
φkj ∗ fkj (y)

¯̄̄
dy χR−Ikj (x) ω (x) dx

= c λp0−1
X
|Ikj |≤δb

Z
R−Ikj

Z
Φ (x− y)

¯̄̄
φkj ∗ fkj (y)

¯̄̄
dy ω (x) dx.

Por (19) y usando la desigualdad de Young,Z
R
|B|p0 ω (x) dx ≤ c λp0−1

X
|Ikj |≤δb

Z
R−Ikj

Φ (x− z)ω (x) dx

Z
Ikj

¯̄
fkj (y)

¯̄
dy,

para todo z ∈ Ikj .
Por el Lema 2.3 y, por ser ω ∈ A+1 ,Z

R−Ikj
Φ (x− z)ω (x) dx ≤ cM−ω (z) ≤ c ω (z) ,

para todo z ∈ Ikj .
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Con lo cual,Z
R
|B|p0 ω (x) dx ≤ c λp0−1

X
|Ikj |≤δb

inf esz∈Ikj ω (z)
Z
Ikj

¯̄
fkj (y)

¯̄
dy

≤ c λp0−1 kfk1,ω ,

como queríamos probar.
Por último veamos que

R |A|p0 ω (x) dx ≤ c λp0−1 kfk1,ω .
Como cada x ∈ R está a lo sumo en dos intervalos Ikj entoncesZ

R

|A|p0 ω (x) dx ≤ c
X
|Ikj |≤δb

Z
I
k
j

¯̄̄
G+b/p00

³
φkj ∗ fkj

´
(x)
¯̄̄p0

ω (x) dx

≤ c
X
|Ikj |≤δb

Z
R

³
I+b/p00

³¯̄̄
φkj ∗ fkj

¯̄̄´
(x)
´p0

ω (x) dx, (20)

donde I+b/p00 es el operador Integral Fraccionaria (ver Definición 3.1).

Si 1p =
1
p0
+ b

p
0
0

= 1 + b−1
p
0
0

entonces b
p
0
0

< 1
p < 1 y, como

¡
ω1/p0

¢p0 ∈ A+1 ,

podemos aplicar el Teorema 3.2 con α = b
p
0
0

, q = p0 y µ = ω1/p0 para obtener

Z
R

³
I+b/p00

³¯̄̄
φkj ∗ fkj

¯̄̄´
(x)
´p0

ω (x) dx ≤ c

Z
R

¯̄̄³
φkj ∗ fkj

´
(x)
¯̄̄p
ωp/p0 (x) dx

p0/p

= c

Z
R

¯̄̄̄Z
φkj (x− y) fkj (y) dy

¯̄̄̄p
ωp/p0 (x) dx

p0/p

≤

aplicando la desigualdad de Minkowski,

≤ c

Z
Z
R

¯̄̄
φkj (x− y) fkj (y)

¯̄̄p
ωp/p0 (x) dx

1/p

dy


p0

=

= c

Z
Z
R

φkj (x− y)
p
ωp/p0 (x) dx

1/p ¯̄
fkj (y)

¯̄
dy


p0

=

= c

Z
Z
R

|Ikj |
1−p
1−b

|Ikj |1/(1−b)φ
µ

x−y
|Ikj |1/(1−b)

¶p
ωp/p0 (x) dx

1/p ¯̄
fkj (y)

¯̄
dy


p0

≤
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como φ ∈ C∞0 , φ (x) ≥ 0 con sop (φ) ⊂ (−1, 0) podemos usar el Lema 2.3,

≤ c

ÃZ µ¯̄
Ikj
¯̄ 1−p
1−b M−ωp/p0 (y)

¶1/p ¯̄
fkj (y)

¯̄
dy

!p0

≤

y como ωp/p0 ∈ A+1 pues 0 < p/p0 < 1 y ω ∈ A+1 (ver Lema 2.1),

≤ c

µ¯̄
Ikj
¯̄ 1−p
1−b
¶p0/pµZ ¯̄

fkj (y)
¯̄
ω1/p0 (y) dy

¶p0
≤

usando la desigualdad de Hölder con exponentes p0 y p00,

≤ c

µ¯̄
Ikj
¯̄ 1−p
1−b
¶p0/p µZ ¯̄

fkj (y)
¯̄
dy

¶p0−1 Z ¯̄
fkj (y)

¯̄
ω (y) dy ≤

por (12),

≤ cλ
p0−1 ¯̄

Ikj
¯̄p0−1 µ¯̄

Ikj
¯̄ 1−p
1−b
¶p0/p Z ¯̄

fkj (y)
¯̄
ω (y) dy.

Recordando que 1
p = 1 +

b−1
p
0
0

o, equivalentemente 1
p0 =

1−b
p
0
0

, se tiene que

1− p

1− b

p0
p
=
−1
1− b

p0
p0
= −p0

p
0
0

= 1− p0.

Luego hemos probado queZ
R

³
I+b/p00

³¯̄̄
φkj ∗ fkj

¯̄̄´
(x)
´p0

ω (x) dx ≤ cλ
p0−1

Z
Ikj

¯̄
fkj (y)

¯̄
ω (y) dy.

Con lo cual, reemplazando en (20), tenemosZ
R

|A|p0 ω (x) dx ≤ c λ
p0−1 X

|Ikj |≤δb

Z
Ikj

¯̄
fkj (y)

¯̄
ω (y) dy ≤ c λ

p0−1 kfk1,ω ,

quedando así probado el tipo débil (1, 1) del operador Tb.

Lema 3.8 Con la notación de la demostración del Teorema 3.7 se tiene, para
casi todo x ∈ R, que¯̄̄̄

¯̄̄Tb
 X
|Ikj |≤δb

³
fkj − φkj ∗ fkj

´ (x)
¯̄̄̄
¯̄̄ ≤ X

|Ikj |≤δb

¯̄̄
Tb

³
fkj − φkj ∗ fkj

´
(x)
¯̄̄
.
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Demostración. Para abreviar llamemos Ψkj (x) = fkj (x)− φkj ∗ fkj (x). Por
el Teorema 1.4 sabemos que Tb es un operador acotado en L2. Luego°°°°°°Tb

 NX
j,k=1

Ψkj

− Tb

 ∞X
j,k=1

Ψkj

°°°°°°
2

=

°°°°°°Tb
 ∞X
j,k=N+1

Ψkj

°°°°°°
2

≤ c

°°°°°°
∞X

j,k=N+1

Ψkj

°°°°°°
2

,

(21)

donde se sobreentiende que se suma sobre aquellos índices j, k tales que
¯̄
Ikj
¯̄ ≤

δb.

Y como, por (15), sop
¡
Ψkj
¢ ⊂ Ikj+1∪ Ikj que se solapan de a dos, se tiene que°°°°°°

∞X
j,k=N+1

Ψkj

°°°°°°
2

2

=

Z ¯̄̄̄
¯̄ ∞X
j,k=N+1

Ψkj (t)

¯̄̄̄
¯̄
2

dt ≤ 2
Z ∞X

j,k=N+1

¯̄
Ψkj (t)

¯̄2
dt ≤

≤ 4
Z ∞X

j,k=N+1

µ¯̄
fkj (t)

¯̄2
+
¯̄̄
φkj ∗ fkj (t)

¯̄̄2¶
dt

= 4
∞X

j,k=N+1

Z ¯̄
fkj (t)

¯̄2
dt+ 4

∞X
j,k=N+1

Z ¯̄̄
φkj ∗ fkj (t)

¯̄̄2
dt.

Por la desigualdad de Young, y como
R
φkj (t)dt = 1, tenemos que°°°°°°

∞X
j,k=N+1

Ψkj

°°°°°°
2

2

≤ 8
Z

∪∞j,k=NIkj

|f (t)|2 dt,

que, por ser f ∈ C∞0 , tiende a 0 si N tiende a +∞.

Luego, teniendo en cuenta (21),

ĺım
N−→∞

Tb

 NX
j,k=1

Ψkj

 = Tb

 ∞X
j,k=1

Ψkj


en L2. Esto asegura la existencia de una subsucesión (Ni)

∞
i=1 tal que para casi

todo x,

ĺım
i−→∞

Tb

 NiX
j,k=1

Ψkj

 (x) = Tb

 ∞X
j,k=1

Ψkj

 (x) .
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Por lo tanto, para casi todo x,¯̄̄̄
¯̄Tb
 ∞X
j,k=1

Ψkj

 (x)
¯̄̄̄
¯̄ = ĺım

i−→∞

¯̄̄̄
¯̄ NiX
j,k=1

TbΨ
k
j (x)

¯̄̄̄
¯̄ ≤ ∞X

j,k=1

¯̄
TbΨ

k
j (x)

¯̄
,

como se había afirmado.

Lema 3.9 Con la notación de la demostración del Teorema 3.7 se tiene que, si¯̄
Ikj
¯̄ ≤ δb, x 6∈ 3Ikj , y ∈ Ikj y t ∈

³
− ¯̄Ikj ¯̄1/(1−b) , 0i, entonces

|Kb0 (x− y)−Kb0 (x− y − t)| ≤ c

Ã ¯̄
Ikj
¯̄1/(1−b)¡¯̄

Ikj
¯̄
+ xkj − x

¢2+b0 + 1

1 +
¡
xkj − x

¢2
!
χ(−∞,xkj−3|Ikj |) (x) .

Demostración. Para x 6∈ 3Ikj , y ∈ Ikj y t ∈
³
− ¯̄Ikj ¯̄1/(1−b) , 0i estimemos la

diferencia:

|Kb0 (x− y)−Kb0 (x− y − t)| =

=

¯̄̄̄
exp i(y−x)−b0

y−x χ[−1,0] (x− y)− exp i(y+t−x)−b0

y+t−x χ[−1,0] (x− y − t)

¯̄̄̄
.

Si x > xkj entonces χ[−1,0] (x− y) = χ[−1,0] (x− y − t) = 0. Por lo tanto
consideraremos

3
¯̄
Ikj
¯̄
< xkj − x.

Luego se tiene que para todo y ∈ Ikj y t ∈
³
− ¯̄Ikj ¯̄1/(1−b) , 0i es

xkj − x = xkj − y − t+ y + t− x <
¯̄
Ikj
¯̄
+
¯̄
Ikj
¯̄1/(1−b)

+ y + t− x

< 2
¯̄
Ikj
¯̄
+ y + t− x <

2

3

¡
xkj − x

¢
+ y + t− x,

esto es
1

3

¡
xkj − x

¢
< y + t− x. (22)

Sea db = 1 + δ
1/(1−b)
b + δb. Para 3

¯̄
Ikj
¯̄
< xkj − x consideraremos tres casos.

Si xkj − x > db entonces

y + t− x = xkj − x+ y − xkj + t > db −
¯̄
Ikj
¯̄− ¯̄Ikj ¯̄1/(1−b) > 1

y, por lo tanto, χ[−1,0] (x− y) = χ[−1,0] (x− y − t) = 0. Con lo cual, en este
caso, es

|Kb0 (x− y)−Kb0 (x− y − t)| = 0.
Si xkj − x < 1 entonces

0 < y + t− x ≤ xkj − x < 1,
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y, por lo tanto, χ[−1,0] (x− y) = χ[−1,0] (x− y − t) = 1, y

|Kb0 (x− y)−Kb0 (x− y − t)| =
¯̄̄̄
exp i(y−x)−b0

y−x − exp i(y+t−x)−b0

y+t−x

¯̄̄̄
χ[−1,−3|Ikj |]

¡
x− xkj

¢
.

Usando el Teorema del Valor Medio tenemos que¯̄̄̄
exp i(y−x)−b0

y−x − exp i(y+t−x)−b0

y+t−x

¯̄̄̄
≤
"

c

(y + θt− x)
2+b0 +

c

(y + θt− x)
2

#
|t| ,

donde 0 < θ < 1. Por (22) podemos acotar el último miembro por"
c¡

xkj − x
¢2+b0 + c¡

xkj − x
¢2
# ¯̄
Ikj
¯̄1/(1−b)

.

Y, siendo 0 < xkj − x < 1, tenemos que¯̄̄̄
exp i(y−x)−b0

y−x − exp i(y+t−x)−b0

y+t−x

¯̄̄̄
≤ c¡

xkj − x
¢2+b0 ¯̄Ikj ¯̄1/(1−b) .

Luego, en este caso, es

|Kb0 (x− y)−Kb0 (x− y − t)| ≤ c

¯̄
Ikj
¯̄1/(1−b)¡

xkj−x
¢2+b0 χ[−1,−3|Ikj |] ¡x− xkj

¢
= c

¯̄
Ikj
¯̄1/(1−b)µ

(xkj−x)+xkj−x
2

¶2+b0 χ[−1,−3|Ikj |] ¡x− xkj
¢ ≤ c

¯̄
Ikj
¯̄1/(1−b)¡¯̄

Ikj
¯̄
+ xkj − x

¢2+b0 .
Por último, si 1 ≤ xkj − x ≤ db entonces por (22),¯̄̄̄

¯̄exp
³
i (y + t− x)

−b0´
y + t− x

χ[−1,0] (x− y − t)

¯̄̄̄
¯̄ ≤ 3χ[−3,−1]

¡
x− xkj

¢
xkj − x

≤ c

1 +
¡
xkj − x

¢2
y, por lo tanto, en este caso es

|Kb0 (x− y)−Kb0 (x− y − t)| ≤ 2 c

1 +
¡
xkj − x

¢2 .

Lema 3.10 Con la notación de la demostración del Teorema 3.7 se tiene que

G+b/p00

 X
|Ikj |≤δb

φkj ∗ fkj

 (x) = X
|Ikj |≤δb

G+b/p00

³
φkj ∗ fkj

´
(x) .
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Demostración. Por (15), sop
³
φkj ∗ fkj

´
⊂ I

k

j = Ikj+1∪ Ikj que se solapan de

a dos y por lo tanto
P∞

j,k=1 φ
k
j ∗ fkj (y) converge puntualmente.

NX
j,k=1

G+b/p00

³
φkj ∗ fkj

´
(x) = G+b/p00

 NX
j,k=1

φkj ∗ fkj

 (x)
=

Z
Φ (x− y)

NX
j,k=1

φkj ∗ fkj (y) dy,

donde se sobreentiende que sólo se suma sobre aquellos índices tales que¯̄
Ikj
¯̄ ≤ δb. El lema sigue si podemos aplicar Convergencia Mayorada, para obte-

ner

ĺım
N→∞

Z
Φ (x− y)

NX
j,k=1

φkj ∗ fkj (y) dy =
Z
Φ (x− y)

∞X
j,k=1

φkj ∗ fkj (y) dy.

En efecto¯̄̄̄
¯̄Φ (x− y)

NX
j,k=1

φkj ∗ fkj (y)
¯̄̄̄
¯̄ ≤ |Φ (x− y)|

∞X
j,k=1

¯̄̄
φkj ∗ fkj (y)

¯̄̄
,

y, utilzando la desigualdad de Young, y teniendo en cuenta que
°°°φkj°°°

1
= 1 y

que los soportes de fkj son disjuntos, resultaZ
|Φ (x− y)|

∞X
j,k=1

¯̄̄
φkj ∗ fkj (y)

¯̄̄
dy ≤ kΦk1

∞X
j,k=1

°°°φkj ∗ fkj °°°
1
≤

≤ kΦk1
∞X

j,k=1

°°°φkj°°°
1

°°fkj °°1 ≤ kΦk1 kfk1 ,
que es finito por ser Φ ∈ L1 y f ∈ C∞0 .
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4. Espacios de Hardy Laterales
El tipo débil demostrado en la sección anterior utiliza la Proposición 3.3

cuya demostración, que daremos en la última sección, se basa en un resultado
de interpolación entre espacios de Hardy laterales, Hp

+ (ω), y en la acotación
del operador Tb entre H1

+ (ω) y L1ω. Estos resultados serán estudiados en las
Secciones 7 y 8.
En esta sección daremos las definciones y propiedades de los espacios de

Hardy laterales que fueron definidos y estudiados por L. de Rosa y C. Segovia
en [9] y [10]. Obtendremos una descomposición atómica de estos espacios con
propiedades especiales que nos permitirán superar las dificultades que aparecen
al trabajar con pesos laterales.

4.1. Definición de Hp
+ (ω)

Sea ω ∈ A+s , s ≥ 1. Recordemos (veáse la Observación 2.2) que en este tra-
bajo supondremos 0 < ω (x) <∞ para casi todo x ∈ R. Para mayor generalidad
en la definición de los espacios Hp

+ (ω) véase [9].
Se denominará D al espacio de funciones C∞ (R) con soporte compacto con

la topología usual, y D0 al espacio dual (espacio de distribuciones).
Se denominará S al espacio de funciones C∞ (R) con derivadas rápidamente

decrecientes de todos los órdenes con la topología dada por la familia de normas

kϕkα,β = sup
x∈R

"
(1 + |x|)β

αX
k=0

¯̄
Dkϕ (x)

¯̄#
,

donde α es un entero no negativo y β ∈ R≥0. El espacio dual S 0 es el espacio de
distribuciones temperadas.
Para cada c ∈ R sea el subespacio cerrado de S, Sc = {ϕ ∈ S : sop (ϕ) ⊂ [c,+∞)}

y sea S 0c su dual.
Se define S+−∞ como la unión

S+−∞ =
[
−∞<c

Sc,

y se denotará por
¡S+−∞¢0 al conjunto de funcionales lineales de S+−∞ que

restringidas a Sc están en S 0c, para todo −∞ < c.
Dadas φ ∈ S con sop (φ) ⊂ (−∞, 0] y f ∈ S 0, en [10] se define la maximal

M+
1 (f, φ, x) = sup

0≤y−x<t
|f ∗ φt (y)| ,

donde f ∗ φt (y) = hf, φt (y − ·)i y φt (u) = 1
tφ
¡
u
t

¢
.

Sean 0 < p <∞ y ω ∈ A+s , se dirá que f ∈
¡S+−∞¢0 pertenece a Hp

+,φ (ω) si

kfkHp
+,φ(ω)

:=

 +∞Z
−∞

M+
1 (f, φ, x)

p ω (x) dx

1/p

<∞.
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Sea γ un entero no negativo. Se define Φ+γ como la clase de funciones ϕ ∈ D
tal que sop (ϕ) ⊂ I = [−a, 0] para algún a > 0 y

|I|γ+1 kDγϕk∞ ≤ 1.

Sea f ∈ D0, en [9] (ver también [10]) se define la maximal

f∗+,γ (x) = sup
ϕ∈Φ+γ

|f ∗ ϕ (x)| .

Sean 0 < p <∞ y ω ∈ A+s , se dirá que f ∈ D0 pertenece a Hp
+,γ (ω) si

kfkHp
+,γ(ω)

:=

 +∞Z
−∞

f∗+,γ (x)
p ω (x) dx

1/p

<∞.

Los siguientes teoremas son los Teoremas A y B en [10].

Teorema 4.1 Sean 0 < p <∞ y ω ∈ A+s . Si β , γ ∈ N tales que p (β + 1) > s
y p (γ + 1) > s entonces

Hp
+,β (ω) = Hp

+,γ (ω) .

Además existen constantes c1 > 0 y c2 > 0 tales que

c1 kfkHp
+,β(ω)

≤ kfkHp
+,γ(ω)

≤ c2 kfkHp
+,β(ω)

,

para toda f ∈ D0.

Teorema 4.2 Sean 0 < p < ∞, ω ∈ A+s y φ ∈ S con sop (φ) ⊂ (−∞, 0] yR
φ 6= 0. Entonces, si p (γ + 1) > s,

Hp
+,φ (ω) = Hp

+,γ (ω) .

Además existen constantes c1 > 0 y c2 > 0 tales que

c1 kfkHp
+,γ(ω)

≤ kfkHp
+,φ(ω)

≤ c2 kfkHp
+,γ(ω)

,

para toda f ∈ ¡S+−∞¢0.
Teniendo en cuenta estos resultados siempre que se pueda nos referiremos al

espacio Hp
+ (ω) y a “la” norma k·kHp

+(ω)
.

Cabe aclarar que k·kHp
+(ω)

es una norma si p ≥ 1 y una p-norma si 0 < p < 1.

En ambos casos, con la métrica que inducen, Hp
+ (ω) es completo.
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4.2. Relación entre los espacios Hp
+ (ω) y Lp

ω

En el caso de que ω ∈ A+p con p > 1, probaremos que el espacio Hp
+ (ω) se

identifica con Lpω.
Veamos primero algunos lemas previos que necesitaremos.

Lema 4.3 Para toda h ∈ Lpω, p ≥ 1, es, para cada x ∈ R,

M+
1 (h, φ, x) = sup

0≤y−x<t

¯̄̄̄Z
h (u)φt (y − u) du

¯̄̄̄
≤ cM+h (x) ,

donde la constante c sólo depende de φ ∈ S con sop (φ) ⊂ (−∞, 0].

Demostración. Sea φ ∈ S con sop (φ) ⊂ (−∞, 0]. Como h ∈ Lpω, la con-
volución

R +∞
y

h (u)φt (y − u) du está definida.
Sean x ∈ R, y ∈ R y t > 0 tales que 0 ≤ y − x < t.
Se tiene que¯̄̄̄Z y+t

y

h (u)φt (y − u) du

¯̄̄̄
≤ kφk∞

1

t

Z y+t

y

|h (u)| du ≤ kφk∞
1

t

Z x+2t

x

|h (u)| du ≤

≤ 2 kφk∞M+h (x) .

Además como φ ∈ S¯̄̄̄
¯̄
+∞Z
y+t

h (u)φt (y − u) du

¯̄̄̄
¯̄ ≤ c

1

t

+∞Z
y+t

|h (u)|¡
u−y
t

¢2 du = c
1

t

+∞X
n=0

y+2n+1tZ
y+2nt

|h (u)|¡
u−y
t

¢2 du ≤
≤ c

1

t

+∞X
n=0

1

22n

y+2n+1tZ
y

|h (u)| du ≤ c
+∞X
n=0

2

2n
1

2n+1t

x+2n+1tZ
x

|h (u)| du ≤ c
+∞X
n=0

1

2n
M+h (x) .

Juntando estas dos estimaciones queda demostrado el lema.

Lema 4.4 Sea δ ∈ L1loc un peso duplicante a derecha. Si g ∈ Sa entonces g ∈ Lqδ
para todo q ≥ 1 y existen β ∈ N y una constante c tal que

kgkq,δ ≤ c kgk0,β .

Demostración. Bastará con acotarZ +∞

1

|g (x)|q δ (x) dx,

pues en caso de ser a < 1 entoncesZ 1

a

|g (x)|q δ (x) dx ≤ kgkq∞ δ ([a, 1]) <∞.
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Si 2d es la constante de duplicación a derecha de δ entonces, para β ∈ N tal
que qβ > d, se tiene queZ +∞

1

|g (x)|q δ (x) dx ≤ kgkq0,β
Z +∞

1

δ (x)

|x|qβ
dx = kgkq0,β

+∞X
n=0

Z 2n+1

2n

δ (x)

|x|qβ
dx ≤

≤ kgkq0,β
+∞X
n=0

1

2qβn

Z 2n+1

2n
δ (x) dx ≤ kgkq0,β

+∞X
n=0

2dn

2qβn
δ ([1, 2]) <∞.

Lema 4.5 Sean ω ∈ A+p , p > 1, ω (x) > 0, y h ∈ Lpω. Si para cada g ∈ S+−∞
definimos

hf, gi =
Z

h (x) g (x) dx,

entonces f ∈ ¡S+−∞¢0.
Demostración. Como ω ∈ A+p con p > 1 entonces (véase Lema 2.1) se tiene

que ω−
1

p−1 ∈ A−p0 donde (p− 1) (p0 − 1) = 1 y, por lo tanto, ω−
1

p−1 es duplicante

a derecha. Además como ω−
1

p−1 ∈ A−p0 entonces la hipótesis ω (x) > 0 asegura

que ω−
1

p−1 ∈ L1loc.
Luego, si g ∈ Sa tenemos, por la desigualdad de Hölder y el Lema 4.4, que

|hf, gi| =

¯̄̄̄Z
h (x) g (x) dx

¯̄̄̄
=

¯̄̄̄Z
h (x)ω (x) g (x)ω (x)

−1
dx

¯̄̄̄
≤

≤ khkp,ω
µZ

|g (x)|p0 ω (x)− 1
p−1 dx

¶1/p0
≤ c khkp,ω kgk0,β ,

para algún β ∈ N.

Teorema 4.6 Sean p > 1 y ω ∈ A+p , ω (x) > 0, entonces Hp
+ (ω) se identifica

con Lpω y
k·kHp

+(ω)
≡ k·kp,ω .

Demostración. Sea h ∈ Lpω. Por el Lema 4.5, h se identifica con una f ∈¡S+−∞¢0.
Por el Lema 4.3, M+

1 f (x) = M+
1 h (x) ≤ cM+h (x) y como ω ∈ A+p con

p > 1, entonces

kfkHp
+(ω)

=
°°M+

1 f
°°
p,ω
≤ c

°°M+h
°°
p,ω
≤ c khkp,ω .

Sea f ∈ Hp
+ (ω). Para todo t > 0,

|f ∗ φt (x)| ≤ sup
0≤y−x<t

|f ∗ φt (y)| =M+
1 f (x) ∈ Lpω, (23)
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y, por lo tanto, el conjunto
{f ∗ φt : t > 0}

es un compacto débil en Lpω. Luego existen tn → 0 y h ∈ Lpω tal que f ∗ φtn
converge a h débilmente. Esto esZ

f ∗ φtn (x)ψ (x)ω (x) dx −→
Z

h (x)ψ (x)ω (x) dx (24)

para toda ψ ∈ Lp
0
ω .

Para cada g ∈ Sa sea ψ = g/ω. Como ω1−p
0 ∈ A−p0 (véase Lema 2.1) y

ω (x) > 0 entonces ω1−p
0 ∈ L1loc y es duplicante a derecha. Luego, por el Lema

4.4, se tiene que g ∈ Lp
0

ω1−p0
y ψ = g/ω ∈ Lp

0
ω y, por (24),Z

f ∗ φtn (x) g (x) dx −→
Z

h (x) g (x) dx.

Por otro ladoZ
f ∗ φtn (x) g (x) dx =

¿
f,

Z
1

tn
φ

µ ·− x

tn

¶
g (x) dx

À
−→ hf, gi

y por lo tanto

hf, gi =
Z

h (x) g (x) dx

para toda g ∈ S+−∞. Luego f es la funcional lineal de
¡S+−∞¢0 asociada a h ∈ Lpω.

Además, de (24) se tiene, aplicando la desigualdad de Hölder, que

khkp,ω = sup
kψkp0,ω=1

¯̄̄̄Z
h (x)ψ (x)ω (x) dx

¯̄̄̄
= sup
kψkp0,ω=1

ĺım
n→∞

¯̄̄̄Z
f ∗ φtn (x)ψ (x)ω (x) dx

¯̄̄̄
≤ ĺıminf

°°f ∗ φtn°°p,ω ,
y, teniendo en cuenta (23),

khkp,ω ≤ kfkHp
+(ω)

.

4.3. Descomposición atómica de los espacios Hp
+(µ)

Daremos el Teorema de Descomposición Atómica obtenido en [9] pero con
una formulación análoga a la dada en [13] para el caso bilátero.

Definición 4.7 Si N ≥ 0 es un entero y 1 ≤ q ≤ ∞, una función a definida en
R es un (q,N)-átomo si existe un intervalo I que contiene al soporte de a tal que

1. kakq ≤ kχIkq ,
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2.
R
I
yka(y)dy = 0, para todo entero k, 0 ≤ k ≤ N.

Notar que en la definción anterior se tiene que kakq ≤ |I|1/q si 1 ≤ q < ∞,
y kak∞ ≤ 1 si q =∞.
La condición 2. es la denominada condición de momentos nulos.

Teorema 4.8 Sea µ un peso duplicante a izquierda con constante de dupli-
cación 2d. Sean 0 < p < ∞ y N un entero no negativo tal N > d

p1
− 2

donde p1 = mı́n {1, p}. Entonces, si {λk} ⊂ R≥0 y {ak} es una sucesión de
(∞, N)-átomos soportados en intervalos acotados {Ik} respectivamente, tales
que

°°PλkχIk
°°
Lpµ

< ∞, entonces Pk λkak converge incondicionalmente tanto

en el sentido de las distribuciones como en la norma de Hp
+(µ) a una distribu-

ción f ∈ Hp
+(µ). Además existe una constante a C1 = C1 (N, d, p1) tal que

kfkHp
+(µ)
≤ C1

°°°XλkχIk

°°°
Lpµ

.

Demostración. Sea a un (∞, N)-átomo soportado en un intervalo I =
(x0 − r, x0) donde |I| = r > 0 y sea 2I = (x0 − 2r, x0).
Recordemos que

M+
1 (a, x) = sup

0≤y−x<t
|a ∗ φt (y) |,

φ ∈ S, sop (φ) ⊂ (−∞, 0],
R
φ(t)dt 6= 0.

Estimaremos M+
1 (a, x) para x 6∈ 2I.

Si x ≥ x0 entonces

M+
1 (a, x) = sup

0≤y−x<t
|a ∗ φt (y) | = sup

0≤y−x<t
|
Z x0

x0−r
a (u)φt (y − u) du| = 0, (25)

pues y − u > 0 y por lo tanto φt (y − u) = 0.
Veamos que existe una constante c > 0 tal que si x ≤ x0 − 2r entonces

M+
1 (a, x) ≤ c

µ
r

x0 − x

¶N+2
. (26)

Sean 0 ≤ y−x < t y PN el Polinomio de Taylor de orden N de φ desarrollado
en y−x0

t . Usando los N momentos nulos del átomo a y la Fórmula del Resto se
tiene que

|a ∗ φt (y)| =
1

t

¯̄̄̄Z x0

x0−r
a (u)

µ
φ

µ
y − u

t

¶
− PN

µ
y − u

t

¶¶
du

¯̄̄̄
= c

1

t

¯̄̄̄
¯
Z x0

x0−r
a (u)DN+1φ

µ
y − ξ

t

¶µ
y − u

t
− y − x0

t

¶N+1
du

¯̄̄̄
¯ ≤

≤ c
1

t

Z x0

x0−r

¯̄̄̄
DN+1φ

µ
y − ξ

t

¶¯̄̄̄µ
x0 − u

t

¶N+1
du, (27)
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donde u < ξ < x0.
Como φ ∈ S, existe una constante cN > 0 tal que¯̄̄̄

DN+1φ

µ
y − ξ

t

¶¯̄̄̄
≤ cN³

1 +
¯̄̄
y−ξ
t

¯̄̄´N+2 = cN
tN+2

(t+ |y − ξ|)N+2

≤ c
tN+2µ³

t2 + |y − ξ|2
´1/2¶N+2 .

Siendo
³
t2 + |y − ξ|2

´1/2
la distancia desde (ξ, 0) a un punto cualquiera del

semicono 0 ≤ y − x < t por un sencillo argumento geométrico tenemos que

ξ − x√
2
≤
³
t2 + |y − ξ|2

´1/2
y, por lo tanto,¯̄̄̄

DN+1φ

µ
y − ξ

t

¶¯̄̄̄
≤ c

tN+2

(ξ − x)
N+2

≤ c
tN+2

(x0 − x)
N+2

.

La última desiguadad es debido a que x ≤ x0 − 2r y x0 − r < ξ < x0 implica
que

x0 − x ≤ c (ξ − x) .

Luego, reeplazando en (27), se tiene que

|a ∗ φt (y)| ≤
c

t

Z x0

x0−r

tN+2

(x0 − x)N+2

³r
t

´N+1
du = c

µ
r

x0 − x

¶N+2
,

de donde se deduce inmediatamente (26).
Además, como kak∞ ≤ 1, se tiene que para todo x es¯̄
M+
1 (a, x)

¯̄ ≤ sup
0≤y−x<t

Z
|a (y − u) |1

t
φ
³u
t

´
du ≤

Z
|φ (u) |du = c. (28)

Por (28), (26) y (25) resulta que

M+
1 (a, x) = χ2I (x)M

+
1 (a, x) + χ(−∞,x0−2r] (x)M

+
1 (a, x) + χ[x0,∞) (x)M

+
1 (a, x)

≤ cχ2I (x) + c
∞X
j=1

µ
r

x0 − x

¶N+2
(χ2j+1I (x)− χ2jI (x))

≤ cχ2I (x) + c
∞X
j=1

³ r

2jr

´N+2
(χ2j+1I (x)− χ2jI (x))

≤ c
∞X
j=0

2−(N+2)jχ2j+1I (x) .
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Luego, dadas una sucesión {λk} ⊂ R≥0 y una sucesión {ak} de (∞, N)-
átomos soportados en intervalos acotados {Ik} respectivamente, podemos des-
componer para cada k

M+
1 (ak, x) ≤ c

∞X
j=0

2−(N+2)jχ2j+1Ik (x) .

Con lo cual, para todo m > n, si p1 = mı́n {1, p}, se tiene que°°°°°
mX
k=n

λkak

°°°°°
p1

Hp
+(µ)

=

°°°°°M+
1

Ã
mX
k=n

λkak

!°°°°°
p1

Lpµ

≤
°°°°°

mX
k=n

λkM
+
1 ak

°°°°°
p1

Lpµ

≤ c

°°°°°°
mX
k=n

λk

∞X
j=0

2−j(N+2)χ2j+1Ik

°°°°°°
p1

Lpµ

≤ c
∞X
j=0

2−j(N+2)p1
°°°°°

mX
k=n

λkχ2j+1Ik

°°°°°
p1

Lpµ

.

Si 2d es la constante de duplicación a izquierda del peso µ se tiene por el
Lema 5.3 que°°°°°

mX
k=n

λkak

°°°°°
p1

Hp
+(µ)

≤ c
∞X
j=0

2−j(N+2)p12jd
°°°°°

mX
k=n

λkχIk

°°°°°
p1

Lpµ

.

Eligiendo N > d
p1
− 2 entonces°°°°°
mX
k=n

λkak

°°°°°
p1

Hp
+(µ)

≤ C1

°°°°°
mX
k=n

λkχIk

°°°°°
p1

Lpµ

, (29)

para todo m > n, donde C1 = c
∞P
j=0

2(d−(N+2)p1)j <∞.

Si
°°PλkχIk

°°
Lpµ

<∞ entonces, por (29) se tiene que
µ

mP
k=1

λkak

¶∞
m=1

es de

Cauchy en Hp
+(µ) y converge a alguna distribución f en H

p
+(µ). Además de (29)

se tiene que

kfkHp
+(µ)
≤ C1

°°°XλkχIk

°°°
Lpµ

,

donde C1 = c
∞P
j=0

2(d−(N+2)p1)j .

Teorema 4.9 Sean s ≥ 1, µ ∈ A+s y 0 < p < ∞. Supondremos que µ (x) > 0
para casi todo x. Entonces existe un entero N (p, µ) con la siguiente propiedad:
para toda f ∈ Hp

+(µ) y todo entero N ≥ N (p, µ), exiten una sucesión {λk} ⊂
R≥0 y una sucesión {ak} de (∞,N)-átomos soportados en intervalos acotados
{Ik} respectivamente, tales que

P
k λkak converge incondicionalmente a f tanto
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en el sentido de las distribuciones como en Hp
+(µ). Además existen constantes

C1, C2 > 0 que no dependen de f tales que

C2

°°°XλkχIk

°°°
Lpµ
≤ kfkHp

+(µ)
≤ C1

°°°XλkχIk

°°°
Lpµ

.

En el caso de que f ∈ L1loc(R), se tiene, para todo r > 0, queX
λrkχIk(x) ≤ Crf

∗
+,N (x)

r, (30)

para casi todo x ∈ R, donde Cr = cr 2r

2r−1 y c no depende ni de f ni de r.

Demostración. La demostración de este Teorema de Descomposición Atómi-
ca se encuentra esencialmemte en [9]. Daremos solamente las pequeñas modifi-
caciones necesarias para adaptar esta demostración a nuestro caso.
Una primera observación es que, como argumentan los mismos autores en

[10], la hipótesis 0 < p ≤ 1 requerida en [9] puede ser cambiada por 0 < p <∞.
Sean f ∈ L1loc(R) y n ∈ Z, con la notación utilizada en la demostración del

Teorema 2.2 en [9], se tiene que

Ωn =
©
x ∈ R/f∗+,N (x) > 2n

ª
es un conjunto abierto cuyas componentes conexas son intervalos abiertos dis-
juntos In,i (i = 1, 2, ...).
Ninguno de los intervalos In,i puede ser de la forma (a,∞) pues, por 3)

del Lema 2.1, µ (a,∞) = ∞, pero, por otro lado, usando la desigualdad de
Chebichev, se tiene que µ (Ωn) ≤ 2−np kfkHp

+(µ)
<∞.

Como suponemos que µ (x) > 0 para casi todo x entonces podría existir un
intervalo de la forma (−∞, b). En este caso será In,1 = (−∞, b), y si no existe
entonces se considerará In,1 = ∅.
En la demostración del Teorema 2.2 en [9] se obtiene una descomposición

para f ∈ L1loc(R) en D0 como

f =
+∞X

n=−∞

+∞X
i=1

Ãn,i (31)

donde Ãn,i son funciones tales que

sop
³
Ãn,i

´
⊂ In,i,

y °°°Ãn,i

°°°
∞
≤ c2n

donde la constante c no depende ni de f ni de la descomposición dada.
Además si i > 1 se tiene queZ

Ãn,i (x)x
kdx = 0,
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para todo 0 ≤ k ≤ N . Para Ãn,1 no se obtienen directamente momentos nulos.
Para simplificar supondremos In,1 = ∅ y por lo tanto no existe Ãn,1. En caso

de que In,1 6= ∅ entonces Ãn,1 puede ser descompuesto como en la demostración
del Teorema 2.4 en [9] para luego seguir la demostración de forma análoga.
Si llamamos

an,i (x) = (c2
n)
−1

Ãn,i (x)

tendremos que an,i (x) es un (∞, N)-átomo soportado en el intervalo In,i y,
reemplazando en (31),

f =
+∞X

n=−∞

+∞X
i=2

λn,ian,i, (32)

donde λn,i = c2n.
Veamos la desigualdad (30).
Primero observemos que la serie

P+∞
n=−∞ 2

nrχΩn (x) es convergente para casi
todo x ∈ R. En efecto para casi todo x ∈ R la serie P+∞

n=0 2
nrχΩn (x) tiene solo

una cantidad finita de sumandos pues

µ

Ã
+∞\
n=0

Ωn

!
≤ µ (Ωk) ≤ 2−kp kfkHp

+(µ)
,

para todo k ∈ N. Siendo µ (x) > 0 para casi todo x entonces se tiene que¯̄̄̄
¯
+∞\
n=0

Ωn

¯̄̄̄
¯ = 0.

Luego,

f∗+,N (x)
r =

+∞X
n=−∞

f∗+,N (x)
r
³
χΩn (x)− χΩn+1 (x)

´
≥

+∞X
n=−∞

2nr
³
χΩn (x)− χΩn+1 (x)

´
=

+∞X
n=−∞

2nrχΩn (x)−
+∞X

n=−∞
2nrχΩn+1 (x)

=
¡
1− 2−r¢ +∞X

n=−∞
2nrχΩn (x) =

¡
1− 2−r¢ +∞X

n=−∞
2nr

X
i>1

χIn,i (x)

= c−r
¡
1− 2−r¢ +∞X

n=−∞

X
i>1

λrn,iχIn,i (x) ,

obteniendose la desigualdad (30) para casi todo x ∈ R.
De esta desigualdad con r = 1 es inmediato que°°°°°

+∞X
n=−∞

X
i>1

λn,iχIn,i

°°°°°
Lpµ

≤ 2c°°f∗+,N°°Lpµ ≤ C kfkHp
+(µ)

<∞.
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Por el Teorema 4.8 y por (32) se tiene que

f =
+∞X

n=−∞

+∞X
i=2

λn,ian,i

donde la convergencia es incondicional tanto en el sentido de las distribuciones
como en la norma de Hp

+(µ) y

C2

°°°°°
+∞X

n=−∞

X
i>1

λn,iχIn,i

°°°°°
Lpµ

≤ kfkHp
+(µ)
≤ C1

°°°°°
+∞X

n=−∞

X
i>1

λn,iχIn,i

°°°°°
Lpµ

.

En caso de que f sea una distribución cualquiera en Hp
+(µ) entonces, como

L1loc(R) es denso en Hp
+(µ) (Teorema 3.23 en [10]) existe una sucesión fm ∈

L1loc(R) tal que fm −→ f en Hp
+(µ), kf1kHp

+(µ)
≤ 2 kfkHp

+(µ)
y, para m ≥ 2,

kfm − fm−1kHp
+(µ)
≤ 2−m kfkHp

+(µ)
. Luego, si llamamos g1 = f1 y, para m ≥ 2,

gm = fm − fm−1 entonces

f =
+∞X
m=1

gm (33)

en la norma de Hp
+(µ).

Como gm ∈ L1loc(R) entonces se tiene una descomposición atómica

gm =
+∞X
k=1

λm,kam,k (34)

con las propiedades deseadas.
Además, si p1 = mı́n {1, p}, entonces°°°°°

+∞X
m=1

+∞X
k=1

λm,kχIm,k

°°°°°
p1

Lpµ

≤
+∞X
m=1

°°°°°
+∞X
k=1

λm,kχIm,k

°°°°°
p1

Lpµ

≤ C
+∞X
m=1

kgmkp1Hp
+(µ)
≤ C

Ã
+∞X
m=1

2−mp1

!
kfkp1Hp

+(µ)
<∞.

Luego por el Teorema 4.8, (33) y (34) se tiene que

f =
+∞X
m=1

+∞X
k=1

λm,kam,k

donde la convergencia es incondicional en el sentido de la distribuciones y en la
norma de Hp

+(µ).
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4.4. Una descomposición atómica apropiada

Daremos un descomposición atómica de una distribución f ∈ Hp
+(µ) con

propiedades adicionales que necesitarermos.
Diremos que un intervalo J sigue al intervalo I si I = [c, d] y J = [d, e].
Probaremos que dada f ∈ Hp

+(µ) admite una descomposición atómica como
la dada en el Teorema 4.9 tal que para cada intervalo Ik existe otro intervalo
Ij que lo sigue. Para esto daremos dos lemas que nos permitirán “partir” un
átomo.

Lema 4.10 Sea r > 0. Existe una familia
©
ηj
ª+∞
j=−∞ de funciones en C∞0 (R)

tal que

1) 0 ≤ ηj(x) ≤ 1 y
P

j ηj(x) = χ(−∞,r)(x),

2) sop
¡
ηj
¢ ⊂ Ij =

£
r − 2−jr, r − 2−j−2r¤ ,

3) si x ∈ Ij entonces 14rj ≤ r − x ≤ rj , donde rj = r
2j ,

4) cada x pertenece a lo sumo a tres intervalos Ij ,

5) para cada entero no negativo i existe una constante ci > 0 tal que
¯̄
Diηj(x)

¯̄ ≤
cir
−i
j , para todo entero j.

Demostración. Sea

h(y) =

Z y/2

y

ρ(t)dt,

donde ρ ∈ C∞0 (R) es una función no negativa soportada en [−2,−1] tal queR
ρ(t)dt = 1, y sean

ηj(x) = h

µ
x− r

2−j−2r

¶
.

No es difícil ver que la familia
©
ηj
ª+∞
j=−∞ verifica las condiciones del lema.Véase

[9].

Lema 4.11 Sea a un (∞,N)-átomo con soporte contenido en un intervalo aco-
tado I. Existe una sucesión {aj} de (∞, N)-átomos con intervalos asociados
{Ij} tal que a = c

P
j aj puntualmente y en el sentido de las distribuciones,

donde c es una constante que no depende del átomo a.
Además se tiene que Ij ⊂ I, cada x ∈ I pertenece a lo sumo a tres Ij, el intervalo
Ij+2 sigue al Ij y |Ij+2| ≤ |Ij | ≤ 4 |Ij+2| .

Demostración. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que I = [0, r].
Como a es acotada y de soporte compacto, podemos definir

A(x) =
1

N !

Z ∞
x

(y − x)
N
a(y)dy,
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y se tiene que para casi todo x,

DN+1A (x) = (−1)N+1 a(x).
Como sop (a) ⊂ [0, r] entonces A(x) = 0 para todo x > r. Y si x < 0 entonces

la condición de los N momentos nulos de a implica que A(x) = 0. Por lo tanto
sop (A) ⊂ [0, r].
Luego, si

©
ηj
ª+∞
j=−∞ son las funciones del Lema 4.10 asociadas al intervalo

(−∞, r) y teniendo en cuenta la condición 1) se tiene que

A(x) =
∞X

j=−1
A(x)ηj(x). (35)

Llamemos
Aj(x) = A(x)ηj(x)

y
bj(x) = DN+1Aj(x).

Notar que, por la condición 2) del Lema 4.10, se tiene para j ≥ 0 que
sop (bj) ⊂ [r − 2−jr, r − 2−j−2r] = Ij ⊂ I,

y, por lo tanto, el intervalo Ij+2 sigue al Ij y |Ij | = 4 |Ij+2|.
En el caso j = −1 llamaremos I−1 := [0, r/2] con lo cual

sop (b−1) ⊂ I−1 ⊂ I,

I1 sigue a I−1 y |I1| < |I−1| < 4 |I1| .
También se tiene que

[0, r) =
∞[

j=−1
Ij ,

y cada x ∈ I pertenece a lo sumo a tres Ij .
Como sop(Aj) ⊂ Ij entonces bj tiene N momentos nulos. En efecto, si 0 ≤

k ≤ N , integrando por partes,Z
Ij

ykbj(y)dy =

Z
Ij

ykDN+1Aj(y)dy

= (−1)k k!
Z
Ij

DN+1−kAj(y)dy = 0.

Afirmamos que
kbjk∞ ≤ c,

donde c no depende ni de j ni del átomo a.
Por la Fórmula de Leibniz se tiene que

DN+1Aj(x) =
N+1X
k=0

ck,N DkA(x)DN+1−kηj(x). (36)

61



Para x ∈ sop
¡
ηj
¢
y k ≤ N, como kak∞ ≤ 1, tenemos que¯̄

DkA(x)
¯̄ ≤ Z r

x

(t− x)N−k |a(t)| dt ≤ (r − x)N+1−k , (37)

y ¯̄
DN+1A(x)

¯̄
= |a(x)| ≤ 1.

Luego, por (36) y condiciones 5) y 3) del Lema 4.10 obtenemos

|bj (x)| =
¯̄
DN+1Aj(x)

¯̄ ≤ cN

N+1X
k=0

(r − x)
N+1−k ¯̄

DN+1−kηj(x)
¯̄

≤ cN

N+1X
k=0

(r − x)
N+1−k

rN+1−kj

≤ cN (N + 2) = c, (38)

como habíamos afirmado.
Teniendo en cuenta la condición 4) del Lema 4.10 podemos derivar N + 1

veces (35) para obtener para casi todo x

a (x) = c
∞X

j=−1
aj (x) ,

donde aj(x) =
(−1)N+1

c bj(x) con c como en (38) son (∞,N)-átomos.
Por último veamos la convergencia en el sentido de las distribuciones. Sea

ϕ ∈ S. Como para casi todo x,

c

¯̄̄̄
¯̄ kX
j=−1

aj (x)

¯̄̄̄
¯̄ ≤ |a (x)|+ c |ak (x)| ≤ 1 + c

entonces, por Convergencia Mayorada,

ĺım
k→∞

*
kX

j=−1
aj , ϕ

+
= ĺım

k→∞

Z
I

kX
j=−1

aj (x)ϕ (x) dx

=

Z
I

a (x)ϕ (x) dx = ha, ϕi .

Como consecuencia de este lema y del Teorema 4.9 tenemos la descomposi-
ción buscada:

Teorema 4.12 Sean µ ∈ A+s y 0 < p < ∞. Existe un entero N (p, µ) con la
siguiente propiedad: para toda f ∈ Hp

+(µ) y todo entero N ≥ N (p, µ) , exiten
una sucesión {λk} ⊂ R≥0 y una sucesión {ak,j} de (∞, N)-átomos soportados
en intervalos {Ik,j} respectivamente, tales que

P
k,j λkak,j converge incondi-

cionalemente a f tanto en el sentido de las distribuciones como en Hp
+(µ).
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Además,

kfkHp
+(µ)

∼

°°°°°°
X
k,j

λkχIk,j

°°°°°°
Lpµ

y, para todo j, k, el intervalo Ik,j+2 sigue al Ik,j y |Ik,j+2| ≤ |Ik,j | ≤ 4 |Ik,j+2|.
En el caso de que f ∈ L1loc(R), se tiene, para todo r > 0, que¯̄̄̄

¯̄X
k,j

λrkχIk,j (x)

¯̄̄̄
¯̄ ≤ Crf

∗
+,N (x)

r, (39)

para casi todo x ∈ R, donde Cr = 3c
r 2r

2r−1 y c no depende ni de f ni de r.

Demostración. Sea N (p, µ) el entero dado por el Teorema 4.9. Se tiene que
para N ≥ N (p, µ) y f ∈ Hp

+(µ) exiten una sucesión {λk} ⊂ R≥0 y una sucesión
{ak} de (∞, N)-átomos soportados en intervalos acotados {Ik} respectivamente,
tales que

f =
X
k

λkak (40)

en el sentido de las distribuciones y existe una constante C > 0 que no depende
de f tal que °°°XλkχIk

°°°
Lpµ
≤ C kfkHp

+(µ)
. (41)

Por el Lema 4.11 existe una constante c > 0 tal que cada átomo ak se
descompone como

ak = c
X
j

ak,j , (42)

donde {ak,j} es una sucesión {ak,j} de (∞, N)-átomos soportados en intervalos
{Ik,j} que tienen todas las propiedades pedidas.
Luego, de (40) y (42), se tiene que

f = c
X
k

X
j

λkak,j , (43)

en el sentido de las distribuciones.
Además, como para cada k fijo si x ∈ Ik entonces x pertenece a lo sumo a

tres Ik,j , tenemos queX
k

X
j

λkχIk,j (x) ≤ 3
X
k

λkχIk (x) ,

de donde, usando (41),°°°°°°
X
k

X
j

λkχIk,j

°°°°°°
Lpµ

≤ 3
°°°°°X

k

λkχIk

°°°°°
Lpµ

≤ 3C kfkHp
+(µ)

<∞.
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Luego por el Teorema 4.8 tenemos que c
P

k,j λkak,j converge incondicional-
mente tanto en el sentido de las distribuciones como en la norma deHp

+(µ) a una
distribución de Hp

+(µ) que, por (43), debe ser f . Además existe una constante
C1 > 0 que no depende de f tal que

kfkHp
+(µ)
≤ C1

°°°°°°
X
k,j

λkχIk,j

°°°°°°
Lpµ

.

La desigualdad (39) es inmediata de la desigualdad (30) en el Teorema 4.9.

4.5. Algunos subespacios densos en Hp
+ (µ)

Como consecuencia inmediata del Teorema 4.9 se tiene que las combinaciones
lineales finitas de (∞, N)-átomos son, para N suficientemente grande, un sub-
espacio denso en Hp

+(µ).
Veremos que las combinaciones lineales finitas de (∞,N)-átomos que son

funciones de C∞0 (R) también son densas en Hp
+(µ).

Lema 4.13 Sea ψ ∈ C∞0 (R), sop (Ψ) ⊂ [−1, 0] , R ψ(u)du = 1. Si a es un
(∞, N)- átomo entonces, para cada s > 0, se tiene que ψs ∗ a es un (∞, N)-
átomo y ψs ∗ a ∈ C∞0 (R). Además si p > 0, q ≥ 1, µ ∈ A+q con constante
de duplicación a izquierda 2d y N un entero no negativo tal que p (N + 2) >
máx {1, d, q − 1}entonces

ĺım
s→0+

ψs ∗ a = a

en Hp
+ (µ).

Demostración. Sea a un (∞, N)- átomo soportado en un intervalo (x0 − r, x0)
donde r > 0, y sea s > 0. Es inmediato probar que ψs ∗ a es un (∞, N)- átomo
soportado en I = (x0 − (r + s) , x0). Veamos la convergencia en Hp

+ (µ).
Recordemos que kfkHp

+(µ)
=
°°M+

1 (f)
°°
p,µ

donde

M+
1 (f)(x) = sup

0<y−x<t
|f ∗ φt (y) |,

siendo φ ∈ S, sop (φ) ⊂ (−∞, 0],
R
φ(t)dt 6= 0.

Sea k ∈ N y 2kI = ¡x0 − 2k (r + s) , x0
¢
.

Debido a que sop (φ) ⊂ (−∞, 0], se tiene que M+
1 (ψs ∗ a − a) (x) = 0 si

x ≥ x0.
Como ψs ∗ a − a es una función acotada por 2 y tiene N momentos nulos

podemos usar la estimación (26) en la demostración del Teorema 4.8 obteniendo

M+
1 (ψs ∗ a− a, x) ≤ c

µ |I|
x0 − x

¶N+2
(44)

64



para x ≤ x0 − 2k |I|.
Si x ≤ x0 − 2k |I|,

2k−1 |I|
x0 − x

=
1

x0 − x

x0Z
x

χ2k−1I (t) dt ≤M+χ2k−1I (x) ,

y, reemplazando en (44), resulta que

M+
1 (ψs ∗ a− a, x) ≤ c

2(k−1)(N+2)
¡
M+χ2k−1I (x)

¢N+2
.

Luego, como µ ∈ A+q , p (N + 2) ≥ q y p (N + 2) > 1, tenemos que

x0−2k|I|Z
−∞

¯̄
M+
1 (ψs ∗ a− a) (x)

¯̄p
µ (x) dx ≤ c

2(k−1)p(N+2)

+∞Z
−∞

³
M+χ

2k−1I
(x)
´p(N+2)

µ (x) dx ≤

≤ c

2(k−1)p(N+2)
µ
¡
2k−1I

¢ ≤ c
2d(k−1)

2p(N+2)(k−1)
µ (I) =

c

2(p(N+2)−d)(k−1)
µ (I) . (45)

Ahora estimaremosZ
2kI

¯̄
M+
1 (ψs ∗ a− a) (x)

¯̄p
µ (x) dx.

Como M+
1 (f) (x) ≤ cM+(f) (x) bastará con estimarZ

2kI

¯̄
M+(ψs ∗ a− a) (x)

¯̄p
µ (x) dx.

Aplicando la desigualdad de Hölder con exponente α tal que pα > q,Z
2kI

¯̄
M+(ψs ∗ a− a) (x)

¯̄p
µ (x) dx ≤ µ

¡
2kI

¢1/α0 °°M+(ψs ∗ a− a)
°°
pα,µ

.

Y, como µ ∈ A+q ⊂ A+pα y pα > 1, tenemos queZ
2kI

¯̄
M+
1 (ψs ∗ a− a) (x)

¯̄p
µ (x) dx ≤ c µ

¡
2kI

¢1/α0 kψs ∗ a− akpα,µ . (46)

Dado ε > 0, como p (N + 2) > d, podemos elejir k suficientemente grande
como para que el miembro derecho de (45) sea menor que ε. Y siendo ψs una
aproximación de la identidad, fijado k, podemos elejir s > 0 suficientemente
pequeño como para que el miembro derecho de (46) sea menor que ε. Obtenemos
así que

ĺım
s→0+

kψs ∗ a− akHp
+(µ)

= 0,

como queríamos probar.
Como corolario inmediato de este lema y de los Teoremas 4.9 y 4.6 tenemos:
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Proposición 4.14 Si µ ∈ A+q para algún q ≥ 1 y N es suficientemente grande
entonces el subespacio(

nX
k=1

λkak : λk > 0, ak ∈ C∞0 (R) (∞, N)− átomo

)

es denso en Hp
+ (µ) y, si p > 1, es denso en Lpµ.

Las siguientes observaciones serán utilizadas en la Sección 9.

Observación 4.15 Sean a ∈ C∞0 (R) un (∞, N)-átomo soportado en (x0 − r, x0),
ψ como en el Lema 4.13 y, para s > 0, as = ψs ∗ a. Como sop (ψ) ⊂ [−1, 0]
entonces, si x < x0, se tiene que

|as (x)| =
¯̄̄̄Z x0

x

a (y)ψs (x− y) dy

¯̄̄̄
≤ 1

s
kψk∞ (x0 − x) .

Del mismo modo si t > 0 y as,t = ψt∗as podemos utilizar la estimación anterior
para obtener¯̄

as,t (x)
¯̄ ≤ Z x0

x

|as (y)ψt (x− y)| dy ≤ 1

st
kψk2∞ (x0 − x)2 ,

si x < x0.

Por lo anterior resulta que el conjunto de todas las combinaciones
nP

k=1

λkak

donde λk > 0 y ak ∈ C∞0 (R) es un (∞,N)-átomo tal que existe una constante
βk > 0, que depende del átomo ak, para la cual

|ak (x)| ≤ βk (x0 − x) (47)

y
|ak (x)| ≤ βk (x0 − x)

2 (48)

es un subespacio denso en Hp
+ (µ), si p > 1, es denso en Lpµ. Llamaremos A a

este subespacio.

Observación 4.16 Sea a ∈ C∞0 (R) un (∞, N)-átomo que, sin pérdida de gen-
eralidad, supondremos soportado en el intervalo [0, r] que cumple las desigual-
dades (47) y (48) para alguna constante β > 0. Si “partimos” a con el proced-
imiento del Lema 4.11 obtendremos a = c

P
j aj donde (ver la demostración del

Lema 4.11 y el Lema 4.10) aj ∈ C∞0 (R) son (∞,N)-átomos.

Probaremos que la derivada de los aj esta acotada independientemente de j.
Utilizando la notación de la demostración del Lema 4.11 se tiene que

c aj (x) = bj (x) = DN+1Aj (x)
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y, derivando una vez más (36), resulta que

Dbj (x) = DN+2Aj(x) =
N+2X
k=0

ck,N DkA(x)DN+2−k
j ηj(x). (49)

De modo análogo a la estimación (37), usando (47), tenemos que

¯̄
DkA(x)

¯̄ ≤ Z r

x

(t− x)N−k |a(t)| dt ≤ β (r − x)N+2−k , (50)

para x < r y k ≤ N . También se tienen¯̄
DN+1A(x)

¯̄
= |a(x)| ≤ β (r − x)

y ¯̄
DN+2A(x)

¯̄
= |Da(x)| ≤ kDak∞ .

Luego, por (49) y condiciones 5) y 3) del Lema 4.10 obtenemos

|Dbj (x)| =
¯̄
DN+2Aj(x)

¯̄ ≤ cN

N+2X
k=0

(r − x)N+2−k
¯̄
DN+2−kηj(x)

¯̄
≤ cN

N+2X
k=0

(r − x)N+2−k

rN+2−kj

≤ cN

N+2X
k=0

rN+2−kj

rN+2−kj

= cN (N + 3) = c,

donde la constante c no depende de j como habíamos afirmado.

Utilizando (48) para estimar en (50) se obtiene, de modo análogo, que la deriva-
da segunda de los aj esta acotada independientemente de j.

Resumiendo: al “partir” un átomo de los que conforman el subespacio denso
A definido en la observación anterior, los nuevos átomos tienen (además de las
propiedades enunciadas en el Lema 4.11) sus dos primeras derivadas acotadas
en forma uniforme.
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5. Una función interpoladora entre espacios de
Hardy laterales

Como primera aplicación de la descomposición atómica obtenida en el Teo-
rema 4.12 construiremos una “función interpoladora” entre espacios de Hardy
laterales con pesos en A+∞. Esto será el Teorema 5.1 y se corresponde con los
resultados con pesos biláteros del Capítulo XII de [13].
Luego daremos, como corolario, un caso particular de este teorema que uti-

lizaremos en la Sección 8.
Comenzaremos dando la notación necesaria y enunciando el resultado prin-

cipal.

5.1. Notación y resultado principal

Llamaremos Ω = {z ∈ C : 0 ≤ Re(z) ≤ 1}.
Si 0 < p0, p1 <∞ y z ∈ Ω, se define p(z) como

1

p(z)
=
1− z

p0
+

z

p1
,

y para 0 ≤ u ≤ 1 se define el número

µ(u) =
u p(u)

p1
.

Notar que para 0 ≤ u ≤ 1 se tiene que 0 ≤ µ(u) ≤ 1.
Con estos números, y dados ω y ν pesos en A+∞, se define el peso

µ(u)(x) = ω(x)1−µ(u)ν(x)µ(u).

En un claro abuso de notación llamamos µ(u) tanto al número como al peso.
Para un número fijo s, 0 < s < 1, se definen p = p(s) y µ = µ(s).
En el Lema 5.2 se probará que µ(u) ∈ A+∞. De hecho existe r, 1 ≤ r < ∞

tal que µ(u) ∈ A+r para todo 0 ≤ u ≤ 1.
Con esta notación podemos enunciar el resultado principal de esta sección:

Teorema 5.1 Sea f ∈ Hp
+ (µ). Entonces existe una función f (z) de variable

compleja z ∈ Ω, a valores en Hp0
+ (ω) + Hp1

+ (ν) tal que para u, 0 ≤ u ≤ 1,
f (u+ it) ∈ Hp

+(µ(u)), f (s) = f y

kf(u+ it)kp(u)
Hp
+(µ(u))

≤ c kfkpHp
+(µ)

, (51)

donde la constante c no depende ni de u + it, ni de f y su dependencia de los
pesos ω y ν es sólo através de la constante de la clase A+r a la que pertenezcan.
Además, si φ ∈ S con sop(φ) ⊂ (−∞, 0] tal que

R
φ (x) dx 6= 0, y F (x, t, z) =

f(z) ∗ φt (x), se tienen las siguientes propiedades:
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1. F (x, t, z) es uniformemente continua y acotada para z ∈ Ω y (x, t) en un
compacto de R2+.

2. F (x, t, z) es analítica para (x, t) fijo y z en el interior de Ω.

5.2. Lemas previos

Los siguientes lemas serán necesarios en la demostración del Teorema 5.1.
Se corresponden con el Lema 7 y el Lema 8 del Capítulo XII de [13].

Lema 5.2 Sean ω ∈ A+p , ν ∈ A+q con constantes Cω,p y Cν,q respectivamente,
0 < δ < 1 y η > 0.
Si s = p(1− δ) + qδ entonces

ω(x)1−δν(x)δ ∈ A+s .

Además, para todo par de intervalos I− = (a, b) e I+ = (b, c) con b − a =
η (c− b), se tiene queµ

1

|I−|
Z
I−

ω(x)dx

¶1−δ µ
1

|I−|
Z
I−

ν(x)dx

¶δ
≤ C

µ
1

|I+|
Z
I+

ω(x)1−δν(x)δdx
¶
,

donde C = (Cω,p)
1−δ (Cν,q)

δ (1+η)s

η no depende de I−e I+.

Demostración. Supondremos p > 1, q > 1. Por la desigualdad de Hölder
se tiene queµZ

I−
ω(x)1−δν(x)δdx

¶µZ
I+

¡
ω(x)1−δν(x)δ

¢− 1
s−1 dx

¶s−1

≤
Z
I−

ω(x)dx

1−δZ
I−

ν(x)dx

δ µZ
I+

¡
ω(x)1−δν(x)δ

¢− 1
s−1 dx

¶s−1

≤

Z
I−

ω(x)dx

Z
I+

ω(x)−
1

p−1 dx

p−1
1−δ Z

I−

ν(x)dx

Z
I+

ν(x)−
1

q−1 dx

q−1
δ

.

En la última desigualdad se utilizó la desigualdad de Hölder con exponentes
α = s−1

(p−1)(1−δ) y β =
s−1
(q−1)δ .

Como ω ∈ A+p y ν ∈ A+q entoncesZ
I−

ω(x)1−δν(x)δdx
µZ

I+

¡
ω(x)1−δν(x)δ

¢− 1
s−1 dx

¶s−1
≤ C1−δω,p C

δ
ν,q(c− a)s,

y, por lo tanto, ω(x)1−δν(x)δ ∈ A+s .
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Utilizando nuevamente que ω ∈ A+p y ν ∈ A+q y la desigualdad de Hölder
con exponentes α and β, tenemos queµZ

I−
ω(x)dx

¶1−δ µZ
I−

ν(x)dx

¶δ

≤ C1−δω,p C
δ
ν,q (c− a)

s

"µZ
I+

ω(x)−
1

p−1 dx

¶(p−1)(1−δ)µZ
I+

ν(x)−
1

q−1 dx

¶(q−1)δ#−1

≤ C1−δω,p C
δ
ν,q (c− a)s

µZ
I+

¡
ω(x)1−δν(x)δ

¢− 1
s−1 dx

¶(s−1)(−1)
≤ C1−δω,p C

δ
ν,q

µ
c− a

|I+|
¶s Z

I+
ω(x)1−δν(x)δdx.

Si b− a = η (c− b) entoncesµ
1

|I−|
Z
I−

ω(x)dx

¶1−δ µ
1

|I−|
Z
I−

ν(x)dx

¶δ
≤ C

1

|I+|
Z
I+

ω(x)1−δν(x)δdx,

donde C = C1−δω,p C
δ
ν,q

(1+η)s

η .

Lema 5.3 Dados 0 < p <∞ y η > 0, existe una constante C = C(p, η) tal que
si δ es un peso en la recta real entonces°°°XλkχIk

°°°
Lpδ

≤ C
°°°XλkχEk

°°°
Lpδ

,

cualesquiera sean los números λk > 0, los intervalos Ik y los conjuntos δ−medibles
Ek, donde Ek ⊂ Ik y δ(Ek) ≥ ηδ(Ik).
Además, si p está entre p0 y p1, la constante C = C(p0, p1, η) se puede elejir
independiente de p.

Demostración. Las principales ideas de esta demostración se encuentran
en la página 116 of [13].
Para el caso p ≥ 1, sea g ∈ Lp

0
δ , donde pp

0 = p+ p0, g ≥ 0 y kgk
Lp

0
δ

= 1.

Considerando la Maximal de Hardy-Littlewood con peso δ,

Mδ(g) (y) = sup
y∈I

1

δ (I)

Z
I

|g (t)| δ (t) dt,

(donde el supremo se toma sobre los intervalos acotados de R que contienen a
y) tenemos, para cada k, queZ

χIk(y)g(y)δ(y)dy ≤ δ(Ik) inf
y∈Ek

Mδ(g)(y)

≤ η−1δ(Ek) inf
y∈Ek

Mδ(g)(y) ≤ η−1
Z

χEk(y)Mδ(g)(y)δ(y)dy.
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Luego,Z ³X
λkχIk(y)

´
g(y)δ(y)dy ≤ η−1

Z ³X
λkχEk(y)

´
Mδ(g)(y)δ(y)dy

≤ η−1
°°°XλkχEk

°°°
Lpδ

kMδ(g)kLp0δ .

Como estamos trabajando en la recta real tenemos que

kMδ(g)kLp0δ ≤ Cp kgkLp0δ ,

donde la constante Cp no depende del peso δ ni de g. De hecho (Cp)
p0 = 2p

0+1p.
Por lo tantoZ ³X

λkχIk(y)
´
g(y)δ(y)dy ≤ Cpη

−1
°°°XλkχEk

°°°
Lpδ

,

de donde se deduce inmediatamente el lema para el caso p ≥ 1.
Veamos el caso 0 < p < 1.
Llamando Ψ =

P
λkχEk y Φ =

P
λkχIk definimos, para t > 0 fijo, los

conjuntos

E = {x ∈ R : Ψ (x) > t} y O =
n
x ∈ R :MδχE (x) >

η

2

o
.

Si Oc ∩ Ik 6= ∅ entonces δ(E ∩ Ik) ≤ η
2 δ (Ik), de donde

δ(E ∩Ek) ≤ δ(E ∩ Ik) ≤ η

2
δ (Ik) ≤ 1

2
δ (Ek) ,

y,

δ (Ek) ≤ 1
2
δ (Ek) + δ(Ec ∩Ek).

Por lo tanto
δ (Ek) ≤ 2δ(Ec ∩Ek)

y,
ηδ(Ec ∩ Ik) ≤ ηδ(Ik) ≤ δ (Ek) ≤ 2δ(Ec ∩Ek) if Oc ∩ Ik 6= ∅. (52)

Tomemos s ≥ 1 cualquiera. Por el Teorema de Diferenciación de Lebesgue
tenemos que para casi todo x ∈ Oc entonces x ∈ Ec y, por lo tanto,

Z
Oc

Φ (x)s δ (x) dx ≤
Z
Ec

 X
Oc∩Ik 6=∅

λkχIk(x)

s

δ (x) dx.

Como se cumple (52), podemos aplicar, con peso δ(x)χEc(x), el caso s > 1
que acabamos de probar, para estimar el último término por

c

Z
Ec

 X
Oc∩Ik 6=∅

λkχEk(x)

s

δ (x) dx,
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donde c =
¡
Cs2η

−1¢s
Así, tenemos queZ

Oc

Φ (x)
s
δ (x) dx ≤ c

Z
Ec
Ψ (x)

s
δ (x) dx. (53)

Como estamos trabajando en la recta real, Mδ es de tipo débil (1, 1) con
respecto al peso δ con constante 2 y, por lo tanto, tenemos que

δ (O) ≤ 4
η
δ (E) .

Luego

δ ({x : Φ (x) > t}) ≤ δ (O) + δ(Oc ∩ {x : Φ (x) > t})

≤ 4
η
δ (E) + 1

ts

Z
Oc

Φ (x)
s
δ (x) dx.

y, por (53),

δ ({x : Φ (x) > t}) ≤ 4
η
δ (E) + c

ts

Z
Ec
Ψ (x)s δ (x) dx.

De esta estimación se tiene que°°°XλkχIk

°°°p
Lpδ

=

Z +∞

0

ptp−1δ ({x : Φ (x) > t}) dt ≤

≤ 4
η

Z +∞

0

ptp−1δ (E) dt+ c

Z +∞

0

ptp−1−s
Z
Ec
Ψ (x)

s
δ (x) dx dt,

obteniéndose el lema pues para 0 < p < 1 el último término es igual aµ
4

η
+ c

p

s− p

¶°°°XλkχEk

°°°p
Lpδ

.

Además, si p está entre p0 y p1 eligiendo s > máx (p0, p1), se puede elejir la
constante C = C(p0, p1, η) de manera que no dependa de p.
El siguiente lema está contenido en el Teorema 1 de [6].

Lema 5.4 Sea δ ∈ A+∞.
1) Existe β > 0 tal que dados λ > 0 y (a, b) un intervalo tal que λ ≤ δ(a,x)

x−a para
todo x ∈ (a, b) entonces

|{x ∈ (a, b) : δ(x) > βλ}| > 1

2
(b− a).

2) Existe γ > 0 tal que dados λ > 0 y (a, b) un intervalo tal que λ ≥ δ(x,b)
b−x

para todo x ∈ (a, b) entonces

δ({x ∈ (a, b) : δ(x) < γλ}) > 1

2
δ(a, b).
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Para la segunda parte del lema también ver Remark (1) de [6].
Cabe señalar que si δ ∈ A+s con constante Cs entonces β sólo depende de

Cs y s. De hecho puede tomarse β como cualquier número positivo menor que¡
21/sCs

¢−1
. Una afirmación similar puede hacerse para la segunda parte del

lema: γ no depende del peso en A+s sino de la constante de la clase A
+
s (vease

[6]).

5.3. Demostración del Teorema 5.1

Demostración. Sea f ∈ Hp
+ (µ) entonces existe una descomposición

f =
X
k,j

λkak,j

como la dada en el Teorema 4.12, donde sop (ak,j) ⊂ Ik,j e Ik,j+2 “sigue” a Ik,j .
Se supondrá que los átomos ak,j tienen la cantidad de momentos nulos que fuera
necesaria.
Con la notación introducida al comienzo de esta sección y para z ∈ Ω,

definimos
f(z) =

X
k,j

λk,j(z)ak,j,

donde

λk,j(z) = λ
p/p(z)
k

µ
ω(Ik,j+2)

ν(Ik,j+2)

¶ (z−s)p
p0p1

.

Probaremos que°°°X |λk,j(u+ it)|χIk,j
°°°
L
p(u)

µ(u)

≤ C kfkp/p(u)
Hp
+(µ)

<∞ (54)

con lo cual, por el Teorema 4.8, se tiene que f(u + it) ∈ H
p(u)
+ (µ(u)) y existe

una constante C, que no depende de u, tal que

kf(u+ it)k
H
p(u)
+ (µ(u))

≤ C
°°°X |λk,j(u+ it)|χIk,j

°°°
L
p(u)

µ(u)

. (55)

En efecto, como µ(u) ∈ A+r con la misma constante Cr cualquiera sea u (ver
la demostración del Lema 5.2) entonces µ(u) es duplicante a izquierda con con-
stante de duplicación independiente de u. También hay que observar en la
demostración del Teorema 4.8 que la dependendecia de la constante respecto
de p (u) es continua. Luego C en (55) puede elejirse independiente de u.
Además de (54) y (55) se obtiene (51).
Primero probaremos que existe βk,j ∈ Ik,j+2 y una constante c tal que

µ(u)
¡
x, βk,j

¢
βk,j − x

≤ 4cµ(u)(Ik,j+2)|Ik,j+2| , (56)

para todo x ∈ Ik,j ∪ Ik,j+2, x < βk,j .
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En efecto, como M− es de tipo débil (1, 1) con constante 2, tenemos que,
para cada k, j,¯̄̄̄½

x ∈ Ik,j+2 :M
−(µ(u)χIk,j∪Ik,j+2)(x) > 4

µ(u)(Ik,j ∪ Ik,j+2)
|Ik,j+2|

¾¯̄̄̄
≤ |Ik,j+2|

2
,

y, por lo tanto, existe βk,j ∈ Ik,j+2 tal que

M−(µ(u)χIk,j∪Ik,j+2)(βk,j) ≤ 4
µ(u)(Ik,j ∪ Ik,j+2)

|Ik,j+2| ≤ 4cµ(u)(Ik,j+2)|Ik,j+2| ,

donde c es la constante de duplicación a izquierda de µ(u) y no depende de u.
Esto implica 56.
Llamaremos αk,j al extremo izquierdo de Ik,j , y

Ek,j =

½
x ∈ (αk,j , βk,j) : µ(u)(x) < γ4c

µ(u)(Ik,j+2)

|Ik,j+2|
¾
,

donde γ es la constante de la parte 2 del Lema 5.4. Debido a (56) podemos
aplicar la parte 2 del Lema 5.4 con λ = 4c

µ(u)(Ik,j+2)
|Ik,j+2| para obtener

µ(u)(Ek,j) ≥
µ(u)(αk,j , βk,j)

2
. (57)

Notar que como µ(u) ∈ A+r con la misma constante Cr cualquiera sea u
entonces la constante γ del Lema 5.4 puede ser elegida en forma independiente
de u (ver el comentario después del Lema 5.4).
Usando que Ik,j ⊂ (αk,j , βk,j) y, teniendo en cuenta (57), por el Lema 5.3

existe una constante C > 0 que no depende de u tal que°°°X |λk,j(u+ it)|χIk,j
°°°
L
p(u)

µ(u)

≤
°°°X |λk,j(u+ it)|χ(αk,j ,βk,j)

°°°
L
p(u)

µ(u)

≤ C
°°°X |λk,j(u+ it)|χEk,j

°°°
L
p(u)

µ(u)

= C
°°°X |λk,j(u+ it)|µ(u) (·) 1

p(u) χEk,j

°°°
Lp(u)

.

Por las definiciones de λk,j(u+ it), Ek,j y µ(u)(Ik,j+2), el último término se
acota por

C

°°°°°Pλ
p

p(u)

k

h
ω(Ik,j+2)
ν(Ik,j+2)

i (u−s)p
p0p1

·
γ4c

µ(u)(Ik,j+2)

|Ik,j+2|
¸ 1
p(u)

χEk,j

°°°°°
Lp(u)

≤ C

°°°°°°°°
P

λ
p

p(u)

k

h
ω(Ik,j+2)
ν(Ik,j+2)

i (u−s)p
p0p1

 1
|Ik,j+2|

Z
Ik,j+2

ω(x)1−µ(u)ν(x)µ(u)dx


1

p(u)

χEk,j

°°°°°°°°
Lp(u)

.
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Como (u−s)p
p0p1

= µ(u)−µ
p(u) y usando la desigualdad de Hölder esta expresión se

acota por

C

°°°°°Xλ
p

p(u)

k

³
ω(Ik,j+2)
ν(Ik,j+2)

´µ(u)−µ
p(u)

·
ω(Ik,j+2)

1−µ(u)ν(Ik,j+2)µ(u)

|Ik,j+2|
¸ 1
p(u)

χEk,j

°°°°°
Lp(u)

≤ C

°°°°°Xλ
p

p(u)

k

µ
ω(Ik,j+2)

1−µν(Ik,j+2)µ

|Ik,j+2|
¶ 1

p(u)

χIk,j∪Ik,j+2∪Ik,j+4∪Ik,j+6

°°°°°
Lp(u)

.

Por el Lema 5.2 y el Lema 5.3, el último término se acota por

C

°°°°°Xλ
p

p(u)

k

µ
µ(Ik,j+4)

|Ik,j+4|
¶ 1

p(u)

χIk,j+6

°°°°°
Lp(u)

≤ C

°°°°°Xλ
p

p(u)

k

µ
µ(Ik,j+2)

|Ik,j+2|
¶ 1

p(u)

χIk,j+4

°°°°°
Lp(u)

,

donde C no depende de u.
Consideremos

M+
µ g (x) = sup

h>0

1

µ(x, x+ h)

Z x+h

x

g (t)µ(t)dt.

Como M+
µ es de tipo débil (1, 1) respecto del peso µ con constante 2, tenemos

que, para cada k, j,

µ

µ½
x ∈ Ik,j+2 :M

+
µ (µ

−1χIk,j+2∪Ik,j+4)(x) > 4
|Ik,j+2 ∪ Ik,j+4|

µ(Ik,j+2)

¾¶
≤ µ (Ik,j+2)

2
,

y, como µ (Ik,j+2) > 0, existe ck,j ∈ Ik,j+2 tal que

M+
µ (µ

−1χIk,j+2∪Ik,j+4)(ck,j) ≤ 4
|Ik,j+2 ∪ Ik,j+4|

µ(Ik,j+2)
≤ 8 |Ik,j+2|

µ(Ik,j+2)
.

Esto implica que
µ(Ik,j+2)

8 |Ik,j+2| ≤
µ(ck,j , x)

x− ck,j

para todo x ∈ Ik,j+2 ∪ Ik,j+4, x > ck,j . Luego, si llamamos dk,j al extremo
derecho de Ik,j+4, y

Fk,j =

½
x ∈ (ck,j , dk,j) : µ(x) > β µ(Ik,j+2)

8|Ik,j+2|
¾
,

podemos aplicar la parte 1 del Lema 5.4 con λ =
µ(Ik,j+2)
8 |Ik,j+2| para obtener

|Fk,j | ≥ dk,j − ck,j
2

.
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Usando que Ik,j+4 ⊂ (ck,j , dk,j), el Lema 5.3 y la definción de Fk,j , tenemos
que°°°°Xλ

p
p(u)

k

³
µ(Ik,j+2)
|Ik,j+2|

´ 1
p(u)

χIk,j+4

°°°°
Lp(u)

≤
°°°°Xλ

p
p(u)

k

³
µ(Ik,j+2)
|Ik,j+2|

´ 1
p(u)

χ(ck,j ,dk,j)

°°°°
Lp(u)

≤ C

°°°°Xλ
p

p(u)

k

³
µ(Ik,j+2)
|Ik,j+2|

´ 1
p(u)

χFk,j

°°°°
Lp(u)

≤ C

°°°°Xλ
p

p(u)

k µ (·) 1
p(u) χFk,j

°°°°
Lp(u)

≤ C

°°°°Xλ
p

p(u)

k χIk,j+2∪Ik,j+4

°°°°
L
p(u)
µ

≤ C

°°°°Xλ
p

p(u)

k χIk,j+4

°°°°
L
p(u)
µ

≤ C

°°°°Xλ
p

p(u)

k χIk,j

°°°°
L
p(u)
µ

.

Hasta este punto hemos probado que°°°X |λk,j(u+ it)|χIk,j
°°°
L
p(u)
µ(u)

≤ C

°°°°Xλ
p

p(u)

k χIk,j

°°°°
L
p(u)
µ

. (58)

Primero supondremos que f ∈ L1loc(R) con lo cual podemos usar la desigual-
dad (39) con r = p

p(u) que, junto con el Teorema 4.2, nos da

C

°°°°Xλ
p

p(u)

k χIk,j

°°°°
L
p(u)
µ

≤ C

°°°°f∗ p
p(u)

+,N

°°°°
L
p(u)
µ

= C
°°f∗+,N°°p/p(u)Lpµ

≤ C kfkp/p(u)
Hp
+(µ)

<∞.

Luego, teniendo en cuenta (55), es

kf(u+ it)kp(u)
H
p(u)
+ (µ(u))

≤ C
°°°X |λk,j(u+ it)|χIk,j

°°°p(u)
L
p(u)
µ(u)

≤ C kfkpHp
+(µ)

, (59)

como queríamos probar.
En el caso general de que f ∈ Hp

+ (µ), como L1loc(R) es denso en Hp
+ (µ),

podemos considerar funciones fl ∈ L1loc(R) tales que°°°°°f −
nX
l=1

fl

°°°°°
Hp
+(µ)

≤ 2−n

y
kflkHp

+(µ)
≤ 2−l kfkHp

+(µ)
. (60)

Luego, si utilizamos el Teorema 4.12 para descomponer

fl =
X
k,j

λl,kal,k,j ,

tendremos que
f =

X
l,k,j

λl,kal,k,j (61)

con ¯̄̄̄
¯̄X
l,k,j

λrl,kχIl,k,j (x)

¯̄̄̄
¯̄ ≤ Cr

X
l

(fl)
∗
+,N (x)

r. (62)
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Utilizando la descomposición (61) de f para construir f (z) podemos repetir
todo lo anterior hasta (58). De donde, usando la desigualdad puntual (62), se
obtiene°°°X |λl,k,j(u+ it)|χIl,k,j

°°°
L
p(u)

µ(u)

≤ C

°°°°Xλ
p

p(u)

l,k χIl,k,j

°°°°
L
p(u)
µ

≤ C

°°°°°X
l

(fl)
∗ p
p(u)

+,N

°°°°°
L
p(u)
µ

.

En el caso de que p(u) ≥ 1 podemos aplicar la desigualdad de Minkowski, el
Teorema 4.2 y (60) para obtener°°°X |λl,k,j(u+ it)|χIl,k,j

°°°
L
p(u)

µ(u)

≤ C
X
l

°°°°(fl)∗ p
p(u)

+,N

°°°°
L
p(u)
µ

= C
X
l

°°°(fl)∗+,N°°° p
p(u)

Lpµ
≤

≤ C
X
l

kflk
p

p(u)

H
p
+
(µ)
≤ C

X
l

2−l
p

p(u) kfk p
p(u)

H
p
+
(µ)
≤ C kfk p

p(u)

H
p
+
(µ)

.

En el caso 0 < p(u) < 1, tenemos

°°°X |λl,k,j(u+ it)|χIl,k,j
°°°
L
p(u)

µ(u)

≤ C

°°°°°X
l

(fl)
∗ p
p(u)

+,N

°°°°°
L
p(u)
µ

=

= C

Z ÃX
l

³
(fl)
∗
+,N (x)

´ p
p(u)

!p(u)

µ (x) dx

 1
p(u)

≤

≤ C

ÃZ X
l

³
(fl)
∗
+,N (x)

´p
µ (x) dx

! 1
p(u)

= C

ÃX
l

kflkp
H
p
+
(µ)

! 1
p(u)

≤

≤ C

ÃX
l

2−lp
! 1

p(u)

kfkp/p(u)
H
p
+
(µ)
≤ C kfkp/p(u)

H
p
+
(µ)

.

En ambos casos obtenemos (59) con otra constante C, como queríamos pro-
bar.
Veamos que f (z) ∈ Hp0

+ (ω) +Hp1
+ (ν). Sea z = u+ it ∈ Ω, fijo.

Como
|λk,j(u+ it)| = λk,j(0)

1−µλk,j(1)µ

entonces se cumple una de las siguientes desigualdades:

|λk,j(u+ it)| ≤ λk,j(0) ó |λk,j(u+ it)| ≤ λk,j(1).

Sea I = {(k, j) : |λk,j(u+ it)| ≤ λk,j(0)}. Se definen

f0 (z) =
X

(k,j)∈I
λk,j(u+ it) ak

y
f1 (z) = f (z)− f0 (z) .
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Entonces f (z) = f0 (z)+ f1 (z) y, usando (59),

kf0 (z)kHp0
+ (ω) ≤ C

°°°°°°
X

(k,j)∈I
|λk,j(u+ it)|χIk,j

°°°°°°
L
p0
ω

≤ C
°°°Xλk,j(0)χIk,j

°°°
L
p0
ω

≤ C kfkp/p0
H
p(u)
+ (µ)

<∞,

y

kf1 (z)kHp1
+ (υ) ≤ C

°°°°°°
X

(k,j)/∈I
|λk,j(u+ it)|χIk,j

°°°°°°
L
p1
ν

≤ C
°°°Xλk,j(1)χIk,j

°°°
L
p1
ν

≤ C kfkp/p1
H
p(u)
+ (µ)

<∞.

Veamos que F (x, t, z) = f (z) ∗ φt (x) es uniformemente continua y acotada
para z ∈ Ω y (x, t) en un compactoK de R2+ = {(x, t) : x ∈ R , t > 0}, y analítica
en el interior de Ω.
Para esto consideremos

fn (z) =
nX

k,j=1

λk,j (z) ak,j.

Luego, como,

Fn (x, t, z) = fn (z) ∗ φt (x) =
nX

k,j=1

λk,j (z) ak,j ∗ φt (x)

es uniformemente continua y acotada para z ∈ Ω y (x, t) en un compacto K de
R2+, y analítica para en el interior de Ω, bastará probar que

Fn → F (63)

uniformemente en K ×Ω.
Como, por (59), se tiene que°°°Xλk,j(i)χIk,j

°°°
L
pi
i

≤ C kfkp/pi
Hp
+(µ)

<∞,

para i = 0, 1, entonces dado ε > 0 existe n tal que

C

°°°°°°
∞X

k,j=n+1

λk,j(i)χIk,j

°°°°°°
L
pi
i

< ε, i = 0, 1.

Repitiendo la descomposición hecha para f (z), ahora para f (z)− fn (z), se
tiene que, para cada z ∈ Ω fijo,

f (z)− fn (z) = fn0 (z) + fn1 (z) ∈ Hp0
+ (ω) +Hp1

+ (ν)
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con

kfni (z)kHpi
i
≤ C

°°°°°°
∞X

k,j=n+1

λk,j(i)χIk,j

°°°°°°
L
pi
i

< ε,

donde i = 0, 1. Notar que n no depende de z ∈ Ω.
Luego obtenemos (63) pues, para todo (x, t, z) ∈ K ×Ω,

|F (x, t, z)− Fn (x, t, z)| = |(f (z)− fn (z)) ∗ φt (x)|

≤ |fn0 (z) ∗ φt (x)|+ |fn1 (z) ∗ φt (x)| ≤ 2CK ε,

donde la última desigualdad se debe a que si (x, t) ∈ K entonces

|g ∗ φt (x)| ≤ CK kgkHr
+(δ)

para toda g ∈ Hr
+ (δ). En efecto, por ser compacto de R2+, K puede descompo-

nerse en una cantidad finita de conjuntos K = ∪kj=1Kj contenidos en la intersec-
ción de dos semiconos

©
(y, s) ∈ R2+ : 0 < y − aj < s

ª
y
©
(y, s) ∈ R2+ : 0 < y − bj < s

ª
,

donde aj < bj . Luego, si (x, t) ∈ Kj , se tiene que, para cada aj ≤ u ≤ bj ,

|g ∗ φt (x)| ≤ sup
0≤y−u<s

|g ∗ φs (y)| =M+
1 (g, φ, u) ,

y, por lo tanto,

|g ∗ φt (x)| ≤

 1

δ (aj , bj)

bjZ
aj

M+
1 (g, φ, u)

r
δ (u) du


1/r

≤ CK kgkHr
+(δ)

.

Observación 5.5 La constante C obtenida en (59) depende de los pesos ω y ν
sólo a través de la constante de la clase A+r a la que pertenezcan. Luego para
pesos que esten en una misma clase con la misma constante se obtendrá la
misma constante C. Esta observación será importante en la demostración de la
Proposición 3.3.

5.4. Un caso particular

Aplicaremos el Teorema 5.1 a un caso particular que utilizaremos en la Sec-
ción 8. Obtendremos una “función interpoladora” entre H1

+ (ν) y L
2.

Corolario 5.6 Sean 1 < p < 2, ν ∈ A+1 y f ∈ Hp
+

¡
ν2−p

¢
. Existe una función

f (z) definida en 1/2 ≤ Re(z) ≤ 1 tal que f
³
1
p

´
= f y

kf(u+ it)k1/u
H
1/u
+ (ν2−1/u)

≤ c kfkpHp
+(ν

2−p) .
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Demostración. Consideremos p0 = 2, p1 = 1 y ω (x) = 1. Entonces con la
notación del Teorema 5.1 se tiene

1

p(ξ)
=
1− ξ

2
+ ξ =

1 + ξ

2
,

µ(ξ) =
2ξ

1 + ξ

y
µ(ξ)(x) = ν(x)

2ξ
1+ξ ,

donde 0 ≤ ξ ≤ 1.
Sea ef (z) la función dada por el Teorema 5.1, tal que

ef µ2
p
− 1
¶
= f

y °°° ef(ξ + it)
°°°p(ξ)
H
p(ξ)
+ (µ(ξ))

≤ c kfkpHp
+(ν

2−p) .

La función lineal z 7→ 2z − 1 transforma 1/2 ≤ Re(z) ≤ 1 en 0 ≤ ξ ≤ 1 y
por lo tanto

f (z) = ef (2z − 1)
esta bien definida y

f

µ
1

p

¶
= f.

Además, como

p (2u− 1) = 1

u
y

µ(2u− 1)(x) = ν(x)2−1/u,

entonces
kf(u+ it)k1/u

H
1/u
+ (ν2−1/u)

≤ c kfkpHp
+(ν

2−p) .

Como consecuencia inmediata del Teorema 4.6 tenemos el siguiente corolario:

Corolario 5.7 Sean 1 < p < 2, ν ∈ A+1 y f ∈ Lpν2−p . Existe una función f (z)

definida en 1/2 ≤ Re(z) ≤ 1 tal que f
³
1
p

´
= f ,

°°°°f(12 + it)

°°°°2
2

≤ c kfkpp,ν2−p

y
kf(1 + it)kH1

+(ν)
≤ c kfkpp,ν2−p .
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6. Un teorema de multiplicadores de Hörman-
der

En la demostración de la Proposición 3.3 usaremos que el operador integral
fraccionaria imaginaria Rσ, σ ∈ R, definido a través de la transformada de
Fourier por el multiplicador

dRσf (ξ) = (ξ + i)
iσ bf (ξ) ,

es acotado en H1
+(ν), ν ∈ A+1 . También estaremos interesados en como depende

de σ la constante de acotación.
Este resultado se obtendrá al final de esta sección como ejemplo de un teo-

rema de multiplicadores de Hörmander.
La demostración de este teorema sigue las ideas del Capítulo XI en [13] y se

usa la descomposición atómica de H1
+(ν) con la propiedad del “siguiente” dada

en el Teorema 4.12.
Cabe aclarar que este teorema de multiplicadores es válido en Hp

+(ν) con
0 < p < ∞ y ν ∈ A+s para algún s ≥ 1, pero, por simplicidad, sólo daremos la
demostración en el caso p = 1, s = 1.

6.1. Resultado principal y lemas previos

En [12] puede encontrarse el siguiente resultado clásico sobre multiplicadores:

Teorema 6.1 Sea m : R − {0} −→ R una función de clase C1 tal que existe
una constante A > 0 tal que

|m (ξ)| ≤ A

y
|Dm (ξ)| ≤ A |ξ|−1

entonces m es un multiplicador en Lp, 1 < p <∞. Esto es que el operador Rm

definido por [Rmf (ξ) = m (ξ) bf (ξ) para f ∈ L2satisface

kRmfkp ≤ c kfkp ,

donde la constan c no depende de f ∈ L2 ∩Lp, y, por lo tanto, se extiende a un
operador acotado en Lp. Además la constante de acotación es un múltiplo de A.

Probaremos un resultado similar para multiplicadores en H1
+(ν):

Teorema 6.2 Sea m : R− {0} −→ R una función de clase Cα0 tal que existe
una constante A > 0 tal que

|Dαm(ξ)| ≤ A |ξ|−α , (64)

para todo ξ 6= 0, 0 ≤ α ≤ α0. Supongamos, además, que m se extiende a una
función analítica y acotada en el semiplano superior.
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Sean ν ∈ A+1 y 2
d la constante de duplicación a izquierda correspondiente a ν.

Supondremos que α0 es suficientemente grande como para que α0 > 2d + 1.
Entonces m define un operador acotado en H1

+(ν) y la constante de acotación
es un múltiplo de A.

Primero necesitaremos algunos lemas.

Lema 6.3 Sean ν ∈ A+1 , r > 0, J = (x0 − |J |, x0) y J+ = (x0, x0 + r|J |),
entonces existen constantes ε > 0 y c = c (r) > 0 tales queµ

1

|J |
Z
J

ν (x)1+ε dx

¶1/1+ε
≤ c

ν (J+)

|J+| .

Demostración. Como ν ∈ A+1 entonces (vease 4 del Lema 2.1) existe ε > 0
tal que ν1+ε ∈ A+1 . Luego, para cada y ∈ J+, se tiene que

1

|J |
Z
J

ν (x)1+ε dx ≤ |J |+ |J+|
|J |

1

|J |+ y − x0

yZ
x0−|J|

ν (x)1+ε dx

≤ (1 + r)M−
¡
ν1+ε

¢
(y) ≤ c (1 + r) ν (y)

1+ε
.

Por lo tanto, promediando en J+,µ
1

|J |
Z
J

ν (x)
1+ε

dx

¶1/1+ε
≤ c

1

|J+|
Z
J+

ν (x) dx = c
ν (J+)

|J+| .

Lema 6.4 Si ν ∈ A+1 entonces existe p, 1 < p < ∞, tal que para todo (p, 0)
átomo b soportado en un intervalo I = (x0 − |I|, x0), se tiene que

kbkH1
+(ν)
≤ c ν

¡
I+
¢
.

donde I+ = (x0, x0 + r|I|), r > 0, y la constante c = c (r) > 0 no depende de b.

Demostración. Sea ε > 0 dado por el lema anterior y sea p tal que p0 = 1+ε.
Si b es un (p, 0) átomo b soportado en un intervalo I = (x0 − |I|, x0), probaremos
que °°M+

1 (b)
°°
1,ν
≤ c ν

¡
I+
¢
,

donde
M+
1 (b, x) = sup

0≤y−x<t
|b ∗ φt (y) |,

φ ∈ S, sop (φ) ⊂ (−∞, 0],
R
φ(t)dt 6= 0.

Sea 2I = (x0 − 2|I|, x0).
Como

M+
1 (b, x) = sup

0≤y−x<t
|b ∗ φt (y) | ≤ cM(b)(x) ,
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entonces, utilizando la desigualdad de Hölder y el Teorema Maximal, se tiene
que Z

2I

M+
1 (b, x) ν (x) dx ≤ c

Z
2I

M(b)(x) ν (x) dx

≤ c

µZ
M(b)(x)p dx

¶1/pµZ
2I

ν (x)p
0
dx

¶1/p0
≤ c

µZ
|b(x)|p dx

¶1/pµ
1

|2I|
Z
2I

ν (x)
p0
dx

¶1/p0
|2I|1/p0

Por la definición de átomo (Definición 4.7) y el Lema 6.3 donde 1 + ε = p0,
J = 2I y J+ = I+ se tiene queZ

2I

M+
1 (b, x) ν (x) dx ≤ c |I|1/p ν (I

+)

|I+| |2I|
1/p0

= c
|I|
|I+|ν

¡
I+
¢
=

c

r
ν
¡
I+
¢
.

(65)
Sea x /∈ 2I.
Si x ≥ x0 e y > x, como sop (φt) ⊂ (−∞, 0] entonces

b ∗ φt (y) =
Z
I

b (u)φt (y − u) du = 0

y, por lo tanto,
M+
1 (b, x) = 0. (66)

Por último veamos el caso x ≤ x0 − 2|I| y 0 < y − x < t.
Utilizando la integral nula de b y el Teorema del Valor Medio, se tiene que

|b ∗ φt (y) | =
1

t

¯̄̄̄Z
I

b (u)φ

µ
y − u

t

¶
du

¯̄̄̄
=

=
1

t

¯̄̄̄Z
I

b (u)

µ
φ

µ
y − u

t

¶
− φ

µ
y − x0

t

¶¶
du

¯̄̄̄
(67)

≤ 1

t

Z
I

|b (u)|
¯̄̄̄
Dφ

µ
y − ξ

t

¶¯̄̄̄ |u− x0|
t

du,

donde u < ξ < x0.
Como φ ∈ S existe c > 0, tal que¯̄̄̄

Dφ

µ
y − ξ

t

¶¯̄̄̄
≤ c

1

1 +
³
y−ξ
t

´2 = c
t2

t2 + (ξ − y)2
.

Observemos que para ξ ∈ I fijo, t2 + (ξ − y)2 es el cuadrado de la distancia
del punto (ξ, 0) al punto (y, t) del semicono 0 ≤ y − x < t. Por un argumento
geométrico tenemos que la distancia es mínima si y = x+ξ

2 , esto es

t2 + (ξ − y)
2 ≥ t2 +

µ
ξ − x

2

¶2
≥
µ
ξ − x

2

¶2
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y, por lo tanto, ¯̄̄̄
Dφ

µ
y − ξ

t

¶¯̄̄̄
≤ c

t2

(ξ − x)
2 .

Si z ∈ I entonces, 0 < z− x = z− ξ + ξ − x < |I|+ ξ − x < 2 (ξ − x). Luego¯̄̄̄
Dφ

µ
y − ξ

t

¶¯̄̄̄
≤ c

t2

(z − x)2
,

para todo z ∈ I, ξ ∈ I y 0 ≤ y − x < t.
Mayorando en (67), obtenemos

|b ∗ φt (y) | ≤ c
|I|

(z − x)
2

Z
I

|b (u)| du,

para todo 0 ≤ y − x < t y z ∈ I.
Luego

M+
1 (b, x) ≤ c

|I|
(z − x)2

Z
I

|b (u)| du

≤ c
|I|

(z − x)
2

µZ
I

|b (u)|p du
¶1/p

|I|1/p0

≤ c
|I|

(z − x)2
|I|1/p|I|1/p0 ≤ c

|I|2
(z − x)2

,

para todo z ∈ I.
Utilizando el Lema 2.3 y por ser ν ∈ A+1 se tiene queZ

x0−x>2|I|

M+
1 (b, x) ν (x) dx ≤ c|I|2

Z
z−x>|I|

ν (x)

(z − x)
2 dx

= c|I|2
Z

z−x>|I|

2 ν (x)

(z − x)2 + (z − x)2
dx ≤ c|I|2

Z
z−x>|I|

ν (x)

|I|2 + (z − x)2
dx

≤ c|I|
Z

z−x>0

1

|I|
ν (x)

1 +
³
z−x
|I|
´2 dx ≤ c|I|M−ν(z) ≤ c|I| ν(z),

para casi todo z ∈ I.
Tomando el promedio en z ∈ I,Z

x0−x>2|I|

M+
1 (b, x) ν (x) dx ≤ cν(I) ≤ cν(I ∪ I+) ≤ cν(I+). (68)

De las estimaciones (65), (66) y (68) se obtiene°°M+
1 (b)

°°
1,ν
≤ c ν

¡
I+
¢
.
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Lema 6.5 Sea m un multiplicador que satisface (64) y K ∈ S 0 tal que bK = m.
Entonces K coincide en R − {0} con una función Cα0−2, y para todo β ∈ N0,
0 ≤ β < α0 − 1 existe cβ,α0 > 0 tal que, para todo R > 0,°°DβK

°°
∞,|x|∼R ≤ cβ,α0 AR−1−β,

donde
°°DβK

°°
∞,|x|∼R = sup

©¯̄
DβK (x)

¯̄
: R/2 < |x| < 2Rª .

Demostración. Sea ϕ ∈ C∞0 tal que ϕ(y) ≥ 0, sop (ϕ) ⊂ {y : 1/2 < |y| < 2}
y

+∞X
i=−∞

ϕ
¡
2−iy

¢
= 1,

para todo y 6= 0.
Para cada i = 1, 2, ... se define

mi (ξ) = ϕ
¡
2−iRξ

¢
m (ξ) .

Notar que

sop
¡
ϕ
¡
2−iRξ

¢¢ ⊂ ©y : 2i−1R−1 < |y| < 2i+1R−1ª .
Si

η (ξ) = 1−
+∞X
i=1

ϕ
¡
2−iξ

¢
,

se define
m0 (ξ) = η (Rξ)m (ξ) .

Notar que
sop (η (Rξ)) ⊂ ©y : |y| < 2R−1ª ,

y que
|η (Rξ)| ≤ 1. (69)

Para cada i = 0, 1, 2, ... sea Ki tal que cKi = mi. Como mi tiene soporte
compacto entonces Ki ∈ C∞.
Sea β ∈ N0, veamos que existe una constante c > 0 que no depende ni de R

ni de i tal que °°DβKi

°°
∞,|x|∼R ≤ cA 2i(β−α0+1)R−1−β. (70)

En efecto, si i = 0,°°DβK0

°°
∞,|x|∼R = c

°°°°³ξβm0

´∨°°°°
∞,|x|∼R

≤ c
°°°ξβm0

°°°
1
= c

Z
|ξ|<2R−1

|ξ|β |η (Rξ)| |m (ξ)| dξ.

Por (64) y (69) tenemos que°°DβK0

°°
∞,|x|∼R ≤ cA

Z
|ξ|<2R−1

|ξ|β dξ ≤ cAR−1−β ,

85



obteniendo así (70) para i = 0.
Veamos el caso i ≥ 1. Como |x| > R/2 entonces°°DβKi

°°
∞,|x|∼R ≤

c

Rα0

°°xα0DβKi

°°
∞ = cR−α0

°°°°³Dα0
³
|ξ|β mi

´´∨°°°°
∞

≤ cR−α0
Z

2i−1R−1<|ξ|<2i+1R−1

¯̄̄
Dα0

³
|ξ|β ϕ ¡2−iRξ¢m (ξ)´¯̄̄ dξ

≤ cR−α0
Z

2i−1R−1<|ξ|<2i+1R−1

X
r+s+t=α0

¯̄̄
Dr
³
|ξ|β

´¯̄̄ ¯̄
Ds
¡
ϕ
¡
2−iRξ

¢¢¯̄ ¯̄
Dt (m (ξ))

¯̄
dξ.

Para 2i−1R−1 < |ξ| < 2i+1R−1 es¯̄̄
Dr
³
|ξ|β

´¯̄̄
≤ c |ξ|β−r ≤ c

¡
2iR−1

¢β−r
.

Por ser ϕ ∈ C∞0 es¯̄
Ds
¡
ϕ
¡
2−iRξ

¢¢¯̄ ≤ ¡2−iR¢s ¯̄Dsϕ
¡
2−iRξ

¢¯̄ ≤ c
¡
2−iR

¢s
.

Por (64) se tiene que, para 2i−1R−1 < |ξ|,¯̄
Dt (m (ξ))

¯̄ ≤ A |ξ|−t ≤ cA
¡
2iR−1

¢−t
.

Luego, si r + s+ t = α0, es¯̄̄
Dr
³
|ξ|β

´¯̄̄ ¯̄
Ds
¡
ϕ
¡
2−iRξ

¢¢¯̄ ¯̄
Dt (m (ξ))

¯̄ ≤ cA 2i(β−α0)R−β+α0

y, por lo tanto,°°DβKi

°°
∞,|x|∼R ≤ cAR−α0

Z
2i−1R−1<|ξ|<2i+1R−1

2i(β−α0)R−β+α0dξ ≤ cA 2i(β−α0+1)R−1−β ,

obteniendo así (70).
Para 0 ≤ β < α0 − 1 se tiene por (70) que

∞X
i=0

DβKi (x)

converge uniformemente en {x : R/2 < |x| < 2R}.
Observar que

m =
∞X
i=0

mi,

puntualmente y en el sentido de las distribuciones, con lo cual

K =
∞X
i=0

Ki,
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en el sentido de las distribuciones.
Si ψ ∈ S con sop (ψ) ⊂ {x : R/2 < |x| < 2R},


DβK,ψ

®
= (−1)β K,Dβψ

®
= (−1)β

* ∞X
i=0

Ki,D
βψ

+

=
∞X
i=0

(−1)β Ki,D
βψ
®
=
∞X
i=0

(−1)β
Z

Ki (x)D
βψ (x) dx

=
∞X
i=0

Z
DβKi (x)ψ (x) dx =

Z ∞X
i=0

DβKi (x)ψ (x) dx.

Luego, para todoR > 0,DβK coincide con
∞P
i=0

DβKi (x) en {x : R/2 < |x| < 2R}.
Finalmente,

°°DβK
°°
∞,|x|∼R ≤

∞X
i=0

°°DβKi

°°
∞,|x|∼R ≤ cA

∞X
i=0

2i(β−α0+1)R−1−β ≤ cA R−1−β.

Lema 6.6 Sea m un multiplicador que se extiende a una función analítica y
acotada en el semiplano superior. Si K ∈ S 0 tal que bK = m entonces sop (K) ⊂
(−∞, 0].

Demostración. Sea ψ ∈ S, con sop
³bψ´ ⊂ (0,∞). Queremos ver queD

K, bψE = 0.
Por la Fórmula de Inversión se tiene que

ψ (x) = c

Z ∞
0

bψ (t) eixtdt.
Si z ∈ C consideramos

ψ (z) = c

Z ∞
0

bψ (t) eiztdt. (71)

Como

D
K, bψE = hm,ψi =

∞Z
−∞

m (x)ψ (x) dx = ĺım
R→∞

RZ
−R

m (x)ψ (x) dx,

y siendom (z)ψ (z) analítica en el semiplano superior, por el Teorema de Cauchy
bastará probar que

ĺım
R→∞

Z
CR

m (z)ψ (z) dz = 0, (72)
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donde CR es la semicircunferencia en el semiplano superior de radio R y centro
0.
Integrando dos veces por partes en (71) y usando que sop

³bψ´ ⊂ (0,∞) se
tiene que

z2ψ (z) = −c
Z ∞
0

D2bψ (t) eiztdt.
Luego, por ser

¯̄
eizt

¯̄ ≤ 1 para Im (z) > 0 y bψ ∈ S, resulta
¯̄
z2ψ (z)

¯̄ ≤ c

Z ∞
0

¯̄̄
D2bψ (t) eizt ¯̄̄ dt ≤ C <∞,

de donde, por ser m (z) acotada, se obtiene inmediatamente (72).

Lema 6.7 Sea m un multiplicador que cumple las hipótesis de los Lemas 6.5
y 6.6, y K ∈ S 0 tal que bK = m. Sea a un (∞, N0) átomo soportado en un
intervalo I = (x0 − |I|, x0) y sea ϕ como en la demostración del Lema 6.5. Si
se definen para i = 1, 2, ..,

ϕi (x) = ϕ
¡
2−i−1|I|−1x¢

y
Ki (x) = ϕi (x)K (x)

entonces, si β ∈ Z, 0 ≤ β ≤ N0+1, β < α0− 1, existe una constante c > 0, que
no depende de a tal que

bi = cA−12i(β+1) (Ki ∗ a)
es un (∞,N0) átomo soportado en el intervalo

¡
x0 − 2i+3|I|, x0 − 2i|I|

¢
.

Demostración. Primero veamos el soporte deKi∗a (x) =
R
I
a (y)Ki (x− y) dy.

Notar que, por la definición de ϕ y el Lema 6.6, se tiene que

sop (Ki) ⊂ sop (ϕi) ∩ sop (K) ⊂
¡−2i+2|I|,−2i|I|¢

y, por lo tanto, si x /∈ ¡x0 − 2i+3|I|, x0 − 2i|I|¢ entonces Ki ∗ a (x) = 0.
En efecto, para y ∈ I, si x < x0 − 2i+3|I| entonces

x− y <
¡
x0 − 2i+3|I|

¢− (x0 − |I|) = ¡1− 2i+3¢ |I| < −2i+2|I|.
y si x > x0 − 2i|I| entonces

x− y >
¡
x0 − 2i|I|

¢− x0 > −2i|I|.
Y, por lo tanto,

sop (Ki ∗ a) ⊂
¡
x0 − 2i+3|I|, x0 − 2i|I|

¢
.

Veamos que Ki ∗ a tiene N0 momentos nulos.
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Si 0 ≤ n ≤ N0, entoncesZ
Ki ∗ a (x) xndx =

Z Z
a (x− y)Ki (y) dy x

ndx

=

Z
Ki (y)

Z
a (x− y) xndx dy =

Z
Ki (y)

Z
a (u) (u+ y)n dudy = 0,

pues a tiene N0 momentos nulos.
Veamos que para 0 ≤ β < α0 − 1 existe una constante c > 0 tal que si

x ∈ (−2R,−R/2), ¯̄
DβKi (x)

¯̄ ≤ cAR−1−β , (73)

para todo R > 0 y para todo i = 1, 2, ....
En efecto, para cada x ∈ (−2R,−R/2),¯̄

DβKi (x)
¯̄
=
¯̄
Dβ

¡
ϕ
¡
2−i−1|I|−1x¢K (x)

¢¯̄ ≤
≤ c

X
r+s=β

¡
2−i−1|I|−1¢r ¯̄Drϕ

¡
2−i−1|I|−1x¢¯̄ |DsK (x)| . (74)

Como sop (Drϕ) ⊂ (−2, 2) entonces ¯̄2−i−1|I|−1x¯̄ ≤ 2 y, por lo tanto,
2−i−1|I|−1 ≤ 2

|x| <
4

R
.

Luego ¡
2−i−1|I|−1¢r < cR−r.

Como ϕ ∈ C∞0 entonces¯̄
Drϕ

¡
2−i−1|I|−1x¢¯̄ ≤ c.

Por el Lema 6.5
|DsK (x)| ≤ cAR−1−s.

Juntando estas estimaciones tenemos que si r + s = β entonces¡
2−i−1|I|−1¢r ¯̄Drϕ

¡
2−i−1|I|−1x¢¯̄ |DsK (x)| ≤ cAR−1−sR−r = cAR−1−β ,

y, por lo tanto, de (74), tenemos¯̄
DβKi (x)

¯̄ ≤ cAR−1−β ,

para todo x ∈ (−2R,−R/2), obteniendo (73).
Supongamos β ≥ 1 y, para cada x ∈ sop (Ki ∗ a) ⊂

¡
x0 − 2i+3|I|, x0 − 2i|I|

¢
,

sean Pβ(y) el Polinomio de Taylor de orden β − 1 de Ki (x− y) como función
de y en el punto x0 y

Rβ (y) = (y − x0)
β
Z 1

0

(1− s)
β−1

DβKi ((x− x0) + s (y − x0)) ds,
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el resto.
Si 0 < β ≤ N0 + 1 entonces, como a tiene N0 momentos nulos,

Ki ∗ a (x) =
Z
I

a (y)Ki (x− y) dy

=

Z
I

a (y) (Pβ(y) +Rβ (y)) dy =

Z
I

a (y)Rβ (y) dy

=

Z
I

a (y) (y − x0)
β
Z 1

0

(1− s)β−1DβKi ((x− x0) + s (y − x0)) ds dy.

Afirmamos que¯̄
DβKi ((x− x0) + s (y − x0))

¯̄ ≤ cA
¡
2i|I|¢−1−β .

En efecto, la afirmación se deduce inmediatamente de (73) con R = 2i+1|I|
ya que como sop (Ki) ⊂

¡−2i+2|I|,−2i|I|¢ entonces podemos suponer que
−2R = −2i+2|I| < (x− x0) + s (y − x0) < −2i|I| = −R/2.

Luego podemos acotar,

|Ki ∗ a (x)| ≤ c

Z
I

|a (y)| |y − x0|β
Z 1

0

(1− s)β−1
¯̄
DβKi ((x− x0) + s (y − x0))

¯̄
ds dy

≤ cA
¡
2i|I|¢−1−β |I|β Z

I

dy

Z 1

0

(1− s)
β−1

ds ≤ cA2i(−1−β),

y, por lo tanto,
bi = cA−1 2i(1+β) (Ki ∗ a)

es un (∞, N0) átomo soportado en el intervalo
¡
x0 − 2i+3|I|, x0 − 2i|I|

¢
.

El caso β = 0 es análogo y no es necesario considerar Polinomio de Taylor
alguno.

Lema 6.8 Con la misma notación e hipótesis del Lema 6.7, se definen

ϕ0 (x) = 1−
+∞X
i=1

ϕi (x)

y la distribución
K0 = ϕ0K.

Si a es un (∞, N0) átomo soportado en un intervalo I = (x0 − |I|, x0) entonces
existe una constante c > 0, que no depende de a, tal que

b0 = cA−1 (K0 ∗ a)
es un (p,N0) átomo (1 < p <∞) soportado en el intervalo (x0 − 23|I|, x0].
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Demostración. Notar que ϕ0 (x) = 1− ϕ1 (x) si |x| < 4|I| y ϕ0 (x) = 0 en
otro caso, y como sop (K) ⊂ (−∞, 0] entonces

sop (K0) ⊂ (−4|I|, 0].

Luego
sop (K0 ∗ a) ⊂ (x0 − 23|I|, x0].

En efecto, si ψ ∈ S con soporte disjunto de (x0−23|I|, x0], entonces
R
I
a (y)ψ (x+ y) dy

está soportada fuera de (−4|I|, 0], y, por lo tanto,

hK0 ∗ a, ψi =
¿
K0,

Z
I

a (y)ψ (x+ y) dy

À
= 0.

Por ser los soportes de Ki ∗ a disjuntos del soporte de K0 ∗ a si i ≥ 3, se
tiene que

K0 ∗ a = K ∗ a−
2X
i=1

Ki ∗ a

en (x0 − 23|I|, x0]. En efecto, si ψ ∈ S con sop (ψ) ⊂ (x0 − 23|I|, x0], entonces

hK0 ∗ a, ψi =
*"Ã

1−
+∞X
i=1

ϕi

!
K

#
∗ a, ψ

+
=

=

*Ã
K ∗ a−

+∞X
i=1

Ki ∗ a
!
, ψ

+
=

= hK ∗ a, ψi−
2X
i=1

hKi ∗ a, ψi ,

pues los soportes de Ki ∗ a son disjuntos de (x0 − 23|I|, x0] si i ≥ 3.
Por ser a acotada y de soporte compacto entonces, si Rm es el operador

definido por el multiplicador m = bK, se tiene que K ∗ a = Rma y, por el
Teorema 6.1, sabemos que K ∗ a ∈ Lp para todo p, 1 < p <∞, y

kK ∗ akLp ≤ cA kakLp ≤ cA|I|1/p.

Además, por el Lema 6.7, para β = 0 e i = 1, 2 se tiene que

kKi ∗ akLp ≤ cA2−i |sop (Ki ∗ a)|1/p ≤ cA|I|1/p.

Luego

kK0 ∗ akLp ≤ kK ∗ akLp +
2X
i=1

kKi ∗ akLp ≤ cA|I|1/p.
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Por último veamos los momentos nulos. Sean 0 ≤ n ≤ N0 y θ ∈ C∞0 tal que
θ (t) = 1 para todo t ∈ ¡x0 − 23|I|, x0¢ entonces

x0Z
x0−23|I|

K0 ∗ a (x) xndx =
x0Z

x0−23|I|

K0 ∗ a (x) xnθ (x) dx

= hK0 ∗ a, xnθ (x)i =
¿
K0,

Z
I

a (y) (x+ y)n θ (x+ y) dy

À
.

=

¿
K0,

Z
I

a (y) (x+ y)n dy

À
= hK0, 0i = 0,

donde se ha usado que para x ∈ sop (K0) ⊂ (−4|I|, 0] e y ∈ I = (x0 − |I|, x0) se
tiene que x+ y ∈ ¡x0 − 23|I|, x0¢ y, por lo tanto, θ (x+ y) = 1.
Por lo tanto existe c > 0 tal que cA−1 (K0 ∗ a) es un (p,N0) átomo soportado

en el intervalo
¡
x0 − 23|I|, x0

¢
.

6.2. Demostración del Teorema 6.2

Demostración. Sea f ∈ H1
+(ν), por el Teorema 4.12, para N0 suficiente-

mente grande se tiene una descomposición atómica

f
H1
+(ν)
=

X
k,j

λk ak,j , (75)

donde λk > 0 y ak,j son (∞,N0) átomos soportados en intervalos Ik,j . Además
Ik,j+2 es contiguo a la derecha de Ik,j , |Ik,j+2| ≤ |Ik,j | ≤ 4 |Ik,j+2| y

X
k,j

λk ν (Ik,j) =

°°°°°°
X
k,j

λk χIk,j

°°°°°°
1,ν

≤ c kfkH1
+(ν)

. (76)

Si 2d es la constante de duplicación a izquierda correspondiente a ν, por
hipótesis existe β ∈ N tal que 2d − 1 < β < α0 − 1, y sea N0 ∈ N tal que
β ≤ N0 + 1. De este modo estamos en las hipótesis de los lemas anteriores.
Sea M ∈ N, por los Lemas 6.7 y 6.8 se tiene

K ∗
MX

k,j=1

λk ak,j =
MX

k,j=1

λk (K ∗ ak,j) = cA
MX

k,j=1

λk

∞X
i=0

2i(−1−β)bk,j,i , (77)

donde bk,j,i es un (∞,N0) átomo soportado en el intervalo 2i+3Ik,j si i ≥ 1 y
bk,j,0 es un (p,N0) átomo soportado en el intervalo 23Ik,j , donde p es el dado
por el Lema 6.4. De este modo tenemos que

kbk,j,0kH1
+(ν)
≤ c ν (Ik,j+2) .
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Para i ≥ 1, bk,j,i es un (∞, N0) átomo y tenemos que

kbk,j,ikH1
+(ν)
≤ c ν

¡
2i+3Ik,j

¢ ≤ c 2i dν (Ik,j) ≤ c 2i dν (Ik,j+2) .

Luego, por la elección de β y teniendo en cuenta (77) y (76),°°°°°°K ∗
MX

k,j=1

λk ak,j

°°°°°°
H1
+(ν)

≤ cA
MX

k,j=1

λk

∞X
i=0

2i(−1−β) k bk,j,ikH1
+(ν)

≤ cA
MX

k,j=1

λk

Ã ∞X
i=0

2i(−1−β) 2i d
!
ν (Ik,j+2) (78)

= cA
MX

k,j=1

λkν (Ik,j+2) = cA

°°°°°°
MX

k,j=1

λk χIk,j+2

°°°°°°
1,ν

≤ cA kfkH1
+(ν)

.

El resultado buscado se obtiene haciendo tender M a ∞. Daremos un argu-
mento que justifique esto.
Notar que en la deducción de (78) también probamos que para todoM > N ,°°°°°°K ∗

MX
k,j=N

λk ak,j

°°°°°°
H1
+(ν)

≤ cA

°°°°°°
MX

k,j=N

λk χIk,j+2

°°°°°°
1,ν

y como
P
k,j

λk χIk,j converge en L
1
ν entonces la sucesión

Ã
K ∗

MP
k,j=1

λk ak,j

!
M≥1

es de Cauchy enH1
+(ν) y, por lo tanto converge a alguna distribución g ∈ H1

+(ν).
Luego tomando límite en (78) se tiene que

kgkH1
+(ν)
≤ cA kfkH1

+(ν)
.

El Teorema quedará probado si vemos que g = K ∗ f para f acotada y de
soporte compacto, que son densas en H1

+(ν). En este caso la descomposición
atómica de f (véase Teorema 4.12) cumpleX

k,j

λk χIk,j (x) ≤ cf∗+,γ (x) ,

donde c no depende ni de f ni de la descomposición y f∗+,γ es la gran maximal
para algún γ suficientemente grande.
Como f∗+,γ (x) ≤ cM (f) (x) y f ∈ L2, se tiene que f∗+,γ ∈ L2 y, por Con-

vergencia Mayorada,
P
k,j

λk χIk,j converge en L2. Luego, por ser

°°°°°°
MX

k,j=N

λk ak,j

°°°°°°
2

≤
°°°°°°

MX
k,j=N

λk χIk,j

°°°°°°
2

,
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la sucesión

Ã
MP

k,j=1

λk ak,j

!
M≥1

es de Cauchy en L2, y, por lo tanto, converge

en L2. Además, teniendo en cuenta (75), debe converger a f .
Por ser m una función acotada entonces el operador que define es acotado

en L2, por lo que la sucesión

Ã
K ∗

MP
k,j=1

λk ak,j

!
M≥1

converge a K ∗ f en L2.

Esto implica que

Ã
K ∗

MP
k,j=1

λk ak,j

!
M≥1

converge tanto a g como a K ∗ f

en el sentido de las distribuciones, y, por lo tanto, g = K ∗ f .

Observación 6.9 Notar que en la demostración anterior, la dependencia de la
constante c con el peso ν es a través de su constante en la clase A+1 . Luego,
para distintos pesos con la misma constante en la clase A+1 se tiene la misma
constante de acotación c. Esta observación será importante en la demostración
de la Proposición 3.3.

Ejemplo 6.10 Sean σ ∈ R y

m(ξ) = (ξ + i)
iσ
.

Se tiene que

Dαm(ξ) = iσ (iσ − 1) · · · (iσ − α+ 1) (ξ + i)iσ−α

y

|Dαm(ξ)| ≤ (|σ|+ α)α
¯̄̄
(ξ + i)iσ

¯̄̄
|ξ + i|−α ≤ (|σ|+ α)α exp (π |σ|) |ξ|−α

para todo α ∈ N0.
Además m (z) = (z + i)

iσ es una función analítica y acotada en el semiplano
superior. Luego, si ν ∈ A+1 , m define un operador Rσ acotado en H1

+(ν) y, para
α suficientemente grande, es

kRσfkH1
+(ν)
≤ c (|σ|+ α)α exp (π |σ|) kfkH1

+(ν)

para todo f ∈ H1
+(ν).
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7. Acotación del operador Tb de H1
+ (ν) en L1ν

La siguiente proposición es la versión lateral del Lema 3.6 en [1].

Proposición 7.1 Si ν ∈ A+1 entonces existe una constante c > 0 tal que para
toda f ∈ H1

+ (ν),
kTbfk1,ν ≤ c kfkH1

+(ν)
.

Demostración. Bastará probar que existe una constante c > 0 tal que para
todo átomo a ∈ H1

+ (ν) soportado en un intervalo I,

kTbak1,ν ≤ cν (I) . (79)

En efecto sea f acotada y de soporte compacto, que son densas en H1
+(ν), y

sea

f
H1
+(ν)
=

X
k

λkak

una descomposición atómica de f dada por el Teorema 4.9, que cumple

kfkH1
+(ν)
∼
°°°XλkχIk

°°°
1,ν

donde Ik son los intervalos asociados a cada átomo ak y, además,¯̄̄X
λkχIk(x)

¯̄̄
≤ Cf∗+,γ(x), (80)

para casi todo x ∈ R y algún γ suficientemente grande. Como f∗+,γ (x) ≤
cMf (x) y f ∈ L2ν , se tiene que f∗+,γ ∈ L2ν y teniendo en cuenta (80), por
Convergencia Mayorada,

P
λk χIk converge en L2ν . Al ser°°°°°

MX
k=N

λk ak

°°°°°
2,ν

≤
°°°°°

MX
k=N

λk χIk

°°°°°
2,ν

,

entonces la sucesión
MP
k=1

λk ak es de Cauchy en L2ν , y, por lo tanto, converge en

L2ν . Luego, como ν ∈ A1+ ⊂ A2+ entonces, por el Teorema 2.14, Tb es acotado en

L2ν y por lo tanto Tb
³PM

k=1 λkak

´
converge a Tbf en L2ν .

Por otro lado, por (79), se tiene que, para M > N ,°°°°°Tb
Ã

MX
k=N

λkak

!°°°°°
1,ν

≤
MX

k=N

λk kTbakk1,ν ≤ c
MX

k=N

λkν (Ik)

= c

°°°°°
MX

k=N

λkχIk

°°°°°
1,ν

.

95



Luego, como
P

λkχIk converge en L
1
ν , la sucesión Tb

³PM
k=1 λkak

´
es de Cauchy

en L1ν y, teniendo en cuenta el párrafo anterior, converge a Tbf en L1ν .
Además °°°°°Tb

Ã
MX
k=1

λkak

!°°°°°
1,ν

≤ c

°°°°°
MX
k=1

λkχIk

°°°°°
1,ν

≤ c kfkH1
+(ν)

de donde se deduce la proposición.
Probemos (79).
Sea a(x) un (0,∞) átomo deH1

+ (ν) soportado en un intervalo I = (x0 − δ, x0),
|I| = δ. Esto es Z

I

a(y)dy = 0,

|a(y)| ≤ 1.
La demostración se divide en dos casos según el tamaño del soporte.
Sea δ0 > 0 tal que 2δ0 < δ1−b0 < 1.
Caso: δ > δ0.
Sea I∗ = (x0 − 2δ/δ0, x0).
Si x /∈ I∗ entonces Tba(x) = 0. En efecto, recordando que

Tba(x) =

Z
I

exp
³
i (y − x)

−b0´
(y − x)

χ[0,1] (y − x) a(y) dy,

basta observar que para todo y ∈ I si x > x0 entonces y − x > 0; y si x0 − x >
2δ/δ0 entonces

y − x = y − x0 + x0 − x > −δ + 2δ/δ0 = (2/δ0 − 1)δ > δ/δ0 > 1.
Luego, utilizando que Tb es acotado en L2ν (Teorema 2.14) y que ν es dupli-

cante a izquierda, se tiene queZ
R
|Tba| ν dx =

Z
I∗
|Tba| ν dx ≤

µZ
R
|Tba| 2ν dx

¶1/2
ν (I∗)1/2

≤ c

µZ
I

|a| 2ν dx
¶1/2

ν (I)1/2 ≤ c ν (I)1/2 ν (I)1/2 = c ν (I) ,

como se quería demostrar.
Caso: δ < δ0.
Sea I∗ = (x0 − 2δ, x0). Como Tba(x) = 0 si x > x0 entoncesZ

R

|Tba| ν dx =

Z
I∗

|Tba| ν dx+
x0−2δZ
x0−1

|Tba| ν dx+
x0−1Z
−∞

|Tba| ν dx

= A+B + C.

Igual que en el primer caso se tiene que A ≤ c ν (I) .
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Para acotar C notemos que si x0−x ≥ 1 entonces, para todo y ∈ I, se tiene
que

y − x = x0 − x− (x0 − y) > 1− δ0,

y, por lo tanto,

|Tba(x)| =

¯̄̄̄
¯̄Z
I

exp
³
i (y − x)−b

0´
(y − x)

χ[−1,0] (x− y) a(y) dy

¯̄̄̄
¯̄

≤ c

Z
I

χ[−1,0] (x− y) dy.

Usando la estimación anterior y que ν ∈ A+1 , se tiene que

C ≤ c

Z
R

Z
I

χ[−1,0] (x− y) dy ν(x) dx = c

Z
I

Z
R

χ[−1,0] (x− y) ν(x) dx dy

= c

Z
I

yZ
y−1

ν(x) dxdy ≤ c

Z
I

M−ν(y) dy ≤ c

Z
I

ν(y) dy = c ν (I) .

Falta estimar B. Como x0 − 1 < x < x0 − 2δ implica que para todo y ∈ I,
0 < y − x < 1, entonces

Tba(x) =

Z
I

exp
³
i (y − x)

−b0´
y − x

a(y) dy.

Como en este caso 2δ < δ1−b < 1, consideremos

B =

Z
2δ≤x0−x<1

|Tba| ν dx =
Z

δ1−b≤x0−x<1

|Tba| ν dx+
Z

2δ≤x0−x<δ1−b
|Tba| ν dx = B1+B2.

Para estimar B1 usamos que
R
a(y) dy = 0 y el Teorema del Valor Medio,

obteniendo

|Tba(x)| =
¯̄̄̄
¯̄Z
I

exp
³
i (y − x)−b

0´
y − x

−
exp

³
i (x0 − x)−b

0´
x0 − x

 a(y) dy

¯̄̄̄
¯̄

≤ δ

Z
I

Ã
c

(ξ − x)b
0+2 +

c

(ξ − x)
2

!
|a(y)| dy ≤ δ

Z
I

c

(ξ − x)b
0+2 dy,

donde y < ξ < x0.
Notar que si z ∈ I y u ∈ I, como x−u > δ entonces u−x = u− z+ z−x ≥

−δ + z − x ≥ − (u− x) + z − x, con lo cual

2 (u− x) ≥ z − x. (82)
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Por lo tanto, considerando u = ξ,

|Tba(x)| ≤ c δ2
1

(z − x)b
0+2

para todo z ∈ I.
Luego, usando el Lema 2.3,

B1 ≤ c δ2
Z

x0−x≥δ1−b

ν(x)

(z − x)
b0+2 dx ≤ c δ2

Z
z−x≥δ1−b/2

ν(x)

(z − x)
b0+2 dx

= c δ2
1³

δ1−b
´b0+1 Z

z−x≥δ1−b/2

1

δ1−b
ν(x)¡

z−x
δ1−b

¢b0+2 dx ≤ c δ2
1³

δ1−b
´b0+1M−ν(z).

Como ν ∈ A+1 y (1− b) (b0 + 1) = 1 se tiene que, para casi todo z ∈ I,

B1 ≤ c δν(z),

y, promediando en I,
B1 ≤ c ν (I) .

Para estimar B2 escribamos

Tba(x) =

Z
I

exp
³
i (y − x)

−b0´
(y − x)

(2+b0)/p

"
1

(y − x)
1−(2+b0)/p −

1

(x0 − x)
1−(2+b0)/p

#
a(y) dy+

+

Z
I

exp
³
i (y − x)

−b0´
(y − x)

(2+b0)/p
1

(x0 − x)
1−(2+b0)/p a(y) dy = E + F.

Utilizando el Teorema del Valor Medio y (82), podemos estimar E por

|E| ≤
Z
I

1

(y − x)(2+b
0)/p

δ

(ξ − x)2−(2+b
0)/p |a(y)| dy ≤ c

δ2

(z − x)
2 ,

donde z es cualquiera en I.
Luego, usando el Lema 2.3 y que ν ∈ A+1 , se tiene,Z

2δ≤x0−x<δ1−b
|E| ν(x) dx ≤ c δ2

Z
δ≤z−x<δ1−b

1

(z − x)
2 ν (x) dx

≤ c δ

Z
δ≤z−x

1

δ

1¡
z−x
δ

¢2 ν (x) dx ≤ c δM−ν(z) ≤ c δ ν(z),

para casi todo z ∈ I.
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Y, promediando en I, Z
2δ≤x0−x<δ1−b

|E| ν(x) dx ≤ c ν (I) .

Por último, utilizando la Definición 2.11, estimemosZ
2δ≤x0−x<δ1−b

|F | ν(x) dx =

Z
2δ≤x0−x<δ1−b

¯̄̄
K̃ ∗ a(x)

¯̄̄ ν(x)

(x0 − x)1−(2+b
0)/p dx

≤
Z

δ≤z−x<δ1−b

¯̄̄
K̃ ∗ a(x)

¯̄̄ ν(x)

(z − x)
1−(2+b0)/p dx,

donde z es cualquiera en I.
Sean p > 1 y p0su conjugado. Por la desigualdad de Hölder el último término

se acota porZ
R

¯̄̄
K̃ ∗ a(x)

¯̄̄p
dx

1/p
 Z
δ≤z−x<δ1−b

ν(x)p
0

(z − x)p
0−(2+b0)(p0−1) dx


1/p0

.

Eligiendo p suficientemente grande se tiene que (2 + b0) /p < 1 (con lo que se
puede usar el Lema 2.12) y que νp

0 ∈ A+1 . Sea k0 tal que 2
k0δ ≤ δ1−b < 2k0+1δ.

Estimamos lo anterior por

c

Z
R

|a(x)|p0 dx
1/p0

 k0X
k=0

Z
2kδ≤z−x<2k+1δ

ν(x)p
0

(z − x)
p0−(2+b0)(p0−1) dx


1/p0

≤ c δ1/p
0

 k0X
k=0

¡
2kδ
¢1−p0+(2+b0)(p0−1) 1

2k+1δ

Z
0≤z−x<2k+1δ

ν(x)p
0
dx


1/p0

≤ c δ1/p
0
Ã

k0X
k=0

¡
2kδ
¢(1+b0)(p0−1)!1/p0 ³

M−νp
0
(z)
´1/p0

≤ c δ1/p
0
µ¡
2k0δ

¢(1+b0)(p0−1)¶1/p0 ³
νp

0
(z)
´1/p0

≤ c δ1/p
0 ³
δ(1−b)(1+b

0)(p0−1)
´1/p0

ν(z) = c δ1/p
0 ³
δ(p

0−1)
´1/p0

ν(z).

Luego, para casi todo z ∈ I, se tiene queZ
2δ≤x0−x<δ1−b

|F | ν(x) dx ≤ c δ ν(z).
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Y, promediando en I, Z
2δ≤x0−x<δ1−b

|F | ν(x) dx ≤ c ν (I) .

Observación 7.2 En la proposición anterior, la dependencia de la constante c
con el peso ν es a través de su constante en la clase A+1 . Luego, para distintos
pesos con la misma constante en la clase A+1 se tiene la misma constante de
acotación c. Esto será importante en la demostración de la Proposición 3.3.
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8. Demostración de la Proposición 3.3

8.1. Lemas previos

La siguiente versión del Lema de las Tres Líneas puede hallarse en el Capítulo
XII de [16].

Lema 8.1 Sea Φ (z) una función de variable compleja continua en 1/2 ≤ Re(z) ≤
1 y analítica en 1/2 < Re(z) < 1 tal que

log |Φ (z)| ≤ A exp (a |Im (z)|) , (83)

donde A > 0 y 0 < a < π.
Además, para j = 1/2, 1

|Φ (j + it)| ≤Mj(t) (84)

donde log |Mj(t)| es O (exp (a |t|)) y a < π.
Entonces para cada 1/2 < u < 1 existe una constante c = c

¡
u,M1/2,M1

¢
> 0

tal que
|Φ (u)| ≤ c.

Lema 8.2 Sea Ω ⊂ C un abierto y sea H : Ω × R −→ C una función tal
que H(w, x) es analítica en Ω para casi todo x ∈ R y, para todo K conjunto
compacto en Ω, existe una constante c > 0 tal que kH(w, ·)k2 ≤ c, para todo
w ∈ K. Entonces, para cada z ∈ Ω, se tiene que

ĺım
h→0

1

|h|
°°°°H (z + h, ·)−H (z, ·)− h

∂

∂z
H (z, ·)

°°°°
2

= 0.

Demostración. Sean z ∈ Ω fijo y r > 0 tal que Cr (z) = {w : |w − z| = r} ⊂
Ω. Por las Fórmulas Integrales de Cauchy se tiene que

1

|h|
°°°°H (z + h, ·)−H (z, ·)− h

∂

∂z
H (z, ·)

°°°°
2

=

=
c

|h|

°°°°°°°
Z

Cr(z)

Ã
H (w, ·)
w − z − h

− H (w, ·)
w − z

− h
H (w, ·)
(w − z)

2

!
dw

°°°°°°°
2

=

= c |h|

°°°°°°°
Z

Cr(z)

H (w, ·)
(w − z − h) (w − z)2

dw

°°°°°°°
2

≤

≤ c |h|

°°°°°°°
Z

Cr(z)

|H (w, ·)|
|w − z − h| |w − z|2 |dw|

°°°°°°°
2

≤ c
|h|
r3

°°°°°°°
Z

Cr(z)

|H (w, ·)| |dw|

°°°°°°°
2

.
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Utilizando la Desigualdad Integral de Minkowski y la hipótesis sobre H te-
nemos que el último término se acota por

c
|h|
r3

Z
Cr(z)

kH (w, ·)k2 |dw| ≤ c
|h|
r2
−→ 0.

Lema 8.3 Sean ν ∈ A+1 tal que ν (x) > 0 para casi todo x ∈ R, I e Ij intervalos
acotados de R tales que Ij ⊂ I entonces existe una constantes C = C (ν, I) que
no depende de j tal que

|Ij |
ν(Ij)

< C.

Demostración. Si I− es el intervalo contiguo a la izquierda de I de igual
longitud, se tiene que

I− ⊂
½
x :M+χIj (x) >

|Ij|
3 |I|

¾
.

En efecto, si x ∈ I− y h es la distancia de x al extremo derecho de I, entonces

M+χIj (x) ≥
1

h

Z x+h

x

χIj (t) dt =
|Ij |
h
≥ |Ij |
2 |I| .

Luego,

ν
¡
I−
¢ ≤ ν

µ½
x :M+χIj (x) >

|Ij |
3 |I|

¾¶
y, como ν ∈ A+1 , se tiene que M

+ es débil (1, 1) respecto del peso ν, y por lo
tanto

ν
¡
I−
¢ ≤ c

3 |I|
|Ij | ν (Ij) .

Luego, como ν (x) > 0, existe C = 3c |I| /ν (I−) > 0 tal que
|Ij |
ν (Ij)

≤ C

para todo j.

Lema 8.4 Si ν ∈ A+1 y ρ > 0 entonces νρ (x) = mı́n {ν (x) , ρ} ∈ A+1 . Además
satisfacen la condición A+1 con la misma constante.

Demostración. Sea C1,ν ≥ 1 la constante de la condición A+1 para ν, esto
es

M−ν (x) ≤ C1,νν (x) .
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Sea x ∈ R tal que νρ (x) = ν (x). Entonces para todo h > 0 se tiene que

1

h

Z x

x−h
νρ (t) dt ≤ 1

h

Z x

x−h
ν (t) dt ≤ C1,νν (x) = C1,ννρ (x) .

Sea x ∈ R tal que νρ (x) = ρ. Entonces para todo h > 0 se tiene que

1

h

Z x

x−h
νρ (t) dt ≤ 1

h

Z x

x−h
ρ dt = ρ = νρ (x) ≤ C1,ννρ (x) .

Lema 8.5 Sean ν ∈ A+1 tal que ν (x) > 0 para casi todo x ∈ R, I e Ij intervalos
acotados de R tales que Ij ⊂ I y ρ > 0. Si νρ es el peso definido en el lema
anterior entonces

0 < 1/ρ <
|Ij |

νρ(Ij)
< C,

donde C = C (νρ, I) no dependen de j.

Demostración. Por los lemas anteriores se tiene que

|Ij |
νρ(Ij)

< C,

con C = C (νρ, I).
Por otro lado,

|Ij |
νρ(Ij)

=
|Ij |R

Ij
νρ(t)dt

≥ |Ij |R
Ij
ρ dt

=
1

ρ
.

8.2. Demostración de la Proposición 3.3

Recordemos que queremos probar que existe p0 = p0 (ω), 1 < p0 < 2, tal que
el operador Pb/p00 dado por el multiplicador

\Pb/p00f (ξ) = dKb0 (ξ) (ξ + i)b/p
0
0 bf (ξ)

resulta acotado en Lp0ω .

Como ω ∈ A+1 entonces (véase Corolario 3 en [5]) ω (x) = h (x) (M−W (x))
σ

donde W ∈ L1loc, 0 < σ < 1 y h es una función tal que existe una constante
c > 0 y c−1 < h(x) < c. Sin pérdida de generalidad puede suponerse h (x) ≡ 1.
Siguiendo el argumento de Chanillo, sea ν (x) = (M−W (x))

η donde σ <
η < 1. Luego, ν ∈ A+1 .
Sea p0 = 2− σ/η, con lo cual 1 < p0 < 2, (2− p0) η = σ y ν2−p0 = ω.
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Dado ρ > 0 sea νρ (x) = mı́n {ν (x) , ρ}. Por el Lema 8.4 se tiene que νρ ∈
A+1 .
Consideramos la familia de operadores Lz, donde 1/2 ≤ Re(z) ≤ 1, definida

por el multiplicador

dLzf (ξ) =dKb0 (ξ) (ξ + i)b(1−z) bf (ξ) . (85)

Notar que L1/p0 = Pb/p00 .

Como, por la Proposición 1.2,
¯̄̄dKb0 (ξ)

¯̄̄
≤ c (1 + |ξ|)−b/2 y 1/2 ≤ Re(z)

entonces ¯̄̄dKb0 (ξ) (ξ + i)b(1−Re(z))
¯̄̄
≤
¯̄̄dKb0 (ξ)

¯̄̄
(1 + |ξ|)b/2 ≤ c.

Luego¯̄̄dKb0 (ξ) (ξ + i)b(1−z)
¯̄̄
=
¯̄̄dKb0 (ξ) (ξ + i)b(1−Re(z))

¯̄̄ ¯̄̄
(ξ + i)−ib Im(z)

¯̄̄
≤ c

¯̄̄
(ξ + i)

−ib Im(z)
¯̄̄
≤ c eb Im(z)Arg(ξ+i) ≤ c ebπ|Im(z)|, (86)

y, por lo tanto, Lz es un multiplicador en L2.
Sea

f =
nX

k=1

λkak,

donde λk > 0 y ak son (∞, N)-átomos soportados en intervalos acotados Ik.
Sea

fρ(z) =
nX

k=1

∞X
j=1

λρk,j (z) ak,j

la función de variable compleja z en 1/2 ≤ Re(z) ≤ 1 construida en el Corolario
5.7 para interpolar entre H1

+ (νρ) y L
2 tal que

fρ

³
1
p0

´
= f,

°°fρ( 12 + it)
°°2
2
≤ c kfkp0

p0,ν
2−p0
ρ

≤ c kfkp0p0,ω (87)

y
kfρ(1 + it)kH1

+(νρ)
≤ c kfkp0

p0,ν
2−p0
ρ

≤ c kfkp0p0,ω . (88)

Es importante notar que la constante c en (87) y en (88) no dependen de
ρ. En efecto (ver la Observación 5.5) c depende de la constante de la condición
A+1 del peso νρ que por el Lema 8.4 es la misma para todo ρ > 0.

Además, se tiene que fρ (z) ∈ L2 con

kfρ (z)k2 ≤ c, (89)
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donde la constante c no depende de z = u + it con 1/2 ≤ u ≤ 1. En efecto,
como, (véase Teorema 5.1),

λρk,j(z) = λp0zk

µ |Ik,j+2|
νρ(Ik,j+2)

¶p0z−1
,

y como, por el Lema 8.5, para cada k existe Ck > 0 tal que

1

ρ
<

|Ik,j+2|
νρ(Ik,j+2)

< Ck

para todo j, entonces existen constantes ηk,ρ tales que¯̄̄
λρk,j(z)

¯̄̄
≤ ηk,ρ

para todo 1/2 ≤ Re(z) ≤ 1 y todo j. Luego, teniendo en cuenta que Ik = ∪jIk,j
donde los intervalos Ik,j se solapan a lo sumo de a tres (véase Lema 4.11), se
obtiene (89):

kfρ (z)k2 =
°°°°°°

nX
k=1

∞X
j=1

λρk,j (z) ak,j

°°°°°°
2

≤
nX

k=1

°°°°°°
∞X
j=1

¯̄̄
λρk,j (z)

¯̄̄
χIk,j

°°°°°°
2

≤
nX

k=1

ηk,ρ3 |Ik|1/2 = c.

En forma análoga, como λρk,j (z) son funciones analíticas en 1/2 < Re(z) < 1
y los intervalos Ik,j se solapan una cantidad finita de veces, se tiene que, para
cada x ∈ R, fρ (z, x) es analítica en 1/2 < Re(z) < 1 y ∂

∂zfρ (z) ∈ L2.
Como el subespacio de las combinaciones lineales finitas de (∞, N)-átomos

es denso en Lp0ω , p0 > 1, para obtener la proposición bastará con probar que
existe una constante c, que no depende de f , tal que°°Pb/p00f°°p0,ω ≤ c kfkp0,ω . (90)

Dado ρ > 0 sea g una función acotada y de soporte compacto con kgk
p00,ν

2−p0
ρ

=

1 y consideremos

U (z) =

Z
Lz (fρ (z)) (x) g (x)

|g (x)| |g (x)|
p00(1−z) (νρ (x))

1−p0(1−z) dx.

Llamando

G (z, x) =
g (x)

|g (x)| |g (x)|
p00(1−z) (νρ (x))

1−p0(1−z) ,

como g es acotada de soporte compacto, νρ es acotada y 1/2 ≤ Re(z) ≤ 1
entonces

kG (z)k2 ≤ c, (91)

donde la constante c no depende de z.
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Siendo Lz un multiplicador en L2, de (89) y (91) se deduce la buena definición
de U (z).
Si probamos que

Φ (z) =
U (z)³

kfkp0,ω
´p0z

está en las condiciones del Lema 8.1 de manera tal que las funciones Mj(t) en
(84) no dependan de f , g y ρ, tendremos que¯̄̄

U
³
1
p0

´¯̄̄
≤ c kfkp0,ω ,

donde c no depende de f , g y ρ. Con lo cual¯̄̄̄Z ¡
Pb/p00f

¢
(x) g (x) (νρ (x))

2−p0 dx
¯̄̄̄
≤ c k fkp0,ω .

Luego, tomando supremo en g, kgk
p00,ν

2−p0
ρ

= 1, acotada y de soporte compacto,
resulta que °°Pb/p00f°°p0,ν2−p0ρ

≤ c kfkp0,ω ,
y, por el Teorema de Fatou, obtenemos (90).
Veamos primero que Φ verifica (84).
Si z = 1

2 + it,

¯̄
U
¡
1
2 + it

¢¯̄ ≤ Z
|Lz (fρ (z)) (x)| |g (x)|p

0
0/2 (νρ (x))

1−p0/2 dx

≤ kLz (fρ (z))k2
µZ

|g (x)|p00 (νρ (x))2−p0 dx
¶1/2

= kLz (fρ (z))k2 kgk
p00/2
p00,ν

2−p0
ρ

= kLz (fρ (z))k2 .

Luego, usando Plancharel y (86), y por (87), se tiene que¯̄
U
¡
1
2 + it

¢¯̄ ≤ c ebπ|t|
°° fρ ¡12 + it

¢°°
2
≤ c ebπ|t| k fkp0/2p0,ω

,

donde c no depende de f , g y ρ.
Si z = 1 + it,

\Lz (fρ (z)) (ξ) =dKb0 (ξ) (ξ + i)
ibt \fρ (z) (ξ) .

Luego, por el Ejemplo 6.10 y la Proposición 7.1, el operador L1+it : H1
+ (νρ) −→

L1νρ es acotado y, utilizando (88), se tiene que

|U (1 + it)| ≤
Z
|L1+it (fρ (1 + it)) (x)| νρ (x) dx

≤ α(t) kfρ(1 + it)kH1
+(νρ)

≤ cα(t) k fkp0p0,ω ,
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donde (véase Ejemplo 6.10) log (α(t)) = O (exp (|t|)). Además c y α(t) no de-
penden de ρ pues su dependencia con el peso νρ es através de su constante de
la condición A+1 que, por el Lema 8.4, es la misma que la del peso ν (véase
Observaciones 6.9 y 7.2).
Veamos que U (z) es una función analítica en 1/2 < Re(z) < 1. Probaremos

que la derivada de U es

U 0 (z) =
Z

∂

∂z
(Lzfρ (z)) (x)G (z, x) dx+

Z
Lz (fρ (z)) (x) ∂

∂z
G (z, x) dx

donde
∂

∂z
(Lzfρ (z)) =

µ
∂

∂z
Lz
¶
fρ (z) + Lz

µ
∂

∂z
fρ (z)

¶
y ∂

∂zLz esta definido por

\∂
∂z
Lzf (ξ) = ∂

∂z
dLzf (ξ) = −bdKb0 (ξ) log (ξ + i) (ξ + i)

b(1−z) bf (ξ) .
Notar que como 1/2 < Re(z) entonces, por (86), se tiene que¯̄̄dKb0 (ξ) log (ξ + i) (ξ + i)b(1−z)

¯̄̄
≤ c ebπ|Im(z)|,

y, por lo tanto, ∂
∂zLz es un multiplicador en L2.

1

|h| |U (z + h)− U (z)− U 0 (z)h| =

=
1

|h| |
Z
(Lz+hfρ (z + h)) (x)G (z + h, x) dx−

−
Z
(Lzfρ (z)) (x)G (z, x) dx−

−h
Z

∂

∂z
(Lzfρ (z)) (x)G (z, x) dx−

−h
Z
(Lzfρ (z)) (x) ∂

∂z
G (z, x) dx| ≤

≤ 1

|h| |
Z µ

Lz+hfρ (z + h)− Lzfρ (z)− h
∂

∂z
(Lzfρ (z))

¶
(x)G (z + h, x) dx|+

+
1

|h| |
Z
(Lzfρ (z)) (x)

µ
G (z + h, x)−G (z, x)− h

∂

∂z
G (z, x)

¶
dx|+

+|
Z

∂

∂z
(Lzfρ (z)) (x) (G (z + h, x)−G (z, x)) dx| = S1 + S2 + S3.
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El sumando S2 tiende a cero con h. En efecto,

1

|h| |
Z
(Lzfρ (z)) (x)

µ
G (z + h, x)−G (z, x)− h

∂

∂z
G (z, x)

¶
dx| ≤

≤ kLzfρ (z)k2
1

|h|
°°°°G (z + h)−G (z)− h

∂

∂z
G (z)

°°°°
2

−→ 0,

por el Lema 8.2 (tener en cuenta (91)).
El sumando S3 tiende a cero con h. En efecto,

|
Z

∂

∂z
(Lzfρ (z)) (x) (G (z + h, x)−G (z, x)) dx| ≤

≤
°°°° ∂

∂z
(Lzfρ (z))

°°°°
2

kG (z + h)−G (z)k2 −→ 0,

por Convergencia Mayorada.
Ver que el sumando S1 tiende a cero con h es tedioso:

1

|h| |
Z µ

Lz+hfρ (z + h)− Lzfρ (z)− h
∂

∂z
(Lzfρ (z))

¶
(x)G (z + h, x) dx | ≤

≤ c

|h|
°°°°Lz+hfρ (z + h)− Lzfρ (z)− h

∂

∂z
(Lzfρ (z))

°°°°
2

≤

≤ c

|h|
°°°°Lz+hfρ (z + h)− Lz+hfρ (z)− hLz+h

µ
∂

∂z
fρ (z)

¶°°°°
2

+

+
c

|h|
°°°°Lz+hfρ (z)− Lzfρ (z)− h

µ
∂

∂z
Lz
¶
fρ (z)

°°°°
2

+

+c

°°°°µ ∂

∂z
Lz
¶
fρ (z) + Lz+h

µ
∂

∂z
fρ (z)

¶
− ∂

∂z
(Lzfρ (z))

°°°°
2

=

= N1 +N2 +N3.

N1 =
c

|h|
°°°°Lz+hfρ (z + h)− Lz+hfρ (z)− hLz+h

µ
∂

∂z
fρ (z)

¶°°°°
2

=

=
c

|h|
°°°°Lz+hµfρ (z + h)− fρ (z)− h

∂

∂z
fρ (z)

¶°°°°
2

≤

≤ c

|h|
³
1 + ebπ Im(z+h)

´°°°°fρ (z + h)− fρ (z)− h
∂

∂z
fρ (z)

°°°°
2

−→ 0,

por el Lema 8.2 (tener en cuenta (89)).

N2 =
1

|h|
°°°°Lz+hfρ (z)− Lzfρ (z)− h

µ
∂

∂z
Lz
¶
fρ (z)

°°°°
2

=

=
1

|h|
°°°°dKb0 (ξ)

µ
(ξ + i)b(1−(z+h)) − (ξ + i)b(1−z) − h

∂

∂z
(ξ + i)b(1−z)

¶
\fρ (z) (ξ)

°°°°
2

−→ 0,
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aplicando el Lema 8.2 a la función

Hz (u+ it, ξ) =dKb0 (ξ) (ξ + i)b(1−u−it)\fρ (z) (ξ)

que para todo u+ it en un compacto de 1/2 < u < 1 cumple

kHz (u+ it)k2 ≤ c kfρ (z)k2 ≤ c,

pues, por (86), ¯̄̄dKb0 (ξ) (ξ + i)b(1−u−it)
¯̄̄
≤ c ebπ|t| ≤ c.

N3 =

°°°°µ ∂

∂z
Lz
¶
fρ (z) + Lz+h

µ
∂

∂z
fρ (z)

¶
− ∂

∂z
(Lzfρ (z))

°°°°
2

=

=

°°°°Lz+hµ ∂

∂z
fρ (z)

¶
− Lz

µ
∂

∂z
fρ (z)

¶°°°°
2

=

=

°°°°°³dKb0 (ξ) (ξ + i)
b(1−z−h) −dKb0 (ξ) (ξ + i)

b(1−z)´ \∂
∂z

fρ (z) (ξ)

°°°°°
2

−→ 0,

por Convergencia Mayorada (nuevamente se usa (86) y, por lo tanto, para |h|
pequeño se tiene que

¯̄̄dKb0 (ξ) (ξ + i)b(1−z−h) −dKb0 (ξ) (ξ + i)b(1−z)
¯̄̄
≤ c).

Veamos que U (z) es una función continua en Re(z) = 1/2 y en Re(z) = 1.

|U (z + h)− U (z)| =

=

¯̄̄̄Z
(Lz+hfρ (z + h)) (x)G (z + h, x) dx−

Z
(Lzfρ (z)) (x)G (z, x) dx

¯̄̄̄
≤

≤
¯̄̄̄Z
(Lz+hfρ (z + h)− Lz+hfρ (z)) (x)G (z + h, x) dx

¯̄̄̄
+

+

¯̄̄̄Z
(Lz+hfρ (z)− Lzfρ (z)) (x)G (z + h, x) dx

¯̄̄̄
+

+

¯̄̄̄Z
(Lzfρ (z)) (x) (G (z + h, x)−G (z, x)) dx

¯̄̄̄
= I1 + I2 + I3.

Para h tal que 1/2 ≤ Re(z + h) ≤ 1 usamos (91) y (86) para acotar:

I1 ≤ c kLz+h (fρ (z + h)− fρ (z))k2 ≤
≤ c ebπ|Im(z+h)| k fρ (z + h)− fρ (z)k2 −→ 0.

De modo análogo a la acotación de N3, se tiene que

I2 ≤ kLz+hfρ (z)− Lzfρ (z)k2 ≤
≤
°°°³dKb0 (ξ) (ξ + i)b(1−z−h) −dKb0 (ξ) (ξ + i)b(1−z)

´
\fρ (z) (ξ)

°°°
2
−→ 0.

109



Y, por Convergencia Mayorada,

I3 ≤ kLzfρ (z)k2 kG (z + h)−G (z)k2 −→ 0.

Por último, veamos que Φ (z) cumple la condición (83). En efecto, basta
observar que por (86), (91) y (89),

|U (z)| ≤ kG (z)k2 kLzfρ (z)k2 ≤ c ebπ|Im(z)| kfρ (z)k2 ≤ c ebπ|Im(z)|.
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9. Interpolación entre espacios de Hardy laterales
con pesos

En esta última sección probaremos un Teorema de Interpolación entre es-
pacios de Hardy laterales con pesos en A+∞ similar al probado por Strönberg y
Torchinsky en [13]. Como aplicación daremos otra demostración de la Proposi-
ción 3.3.

9.1. Definiciones

Sean V un espacio vectorial topológico y Aj (j = 0, 1) subespacios de V.
Sobre Aj esta definida k·kj que, para todo x, y ∈ Aj y todo escalar λ, satisface:

kxkj = 0 =⇒ x = 0.

kλxkj = |λ| kxkj .

kx+ ykj ≤ c
³
kxkj + kykj

´
, donde c es una constante que no depende de

x e y.³
Aj , k·kj

´
→ V.

Definición 9.1 En A0 +A1 se define

kvk = inf {ka0k0 + ka1k1 : v = a0 + a1, aj ∈ Aj} .

Se verifican, para todo v, w ∈ A0 +A1 y todo escalar λ,

kvk = 0 =⇒ v = 0.

kλvk = |λ| kvk .
kv + wk ≤ c (kvk+ kwk) .

Definición 9.2 Sean Ω = {z ∈ C : 0 ≤ Re(z) ≤ 1} y F = {f} una familia de
funciones de variable compleja, f : Ω −→ A0 + A1 que cumple para todo t ∈ R
y j = 0, 1:

1. f (j + it) ∈ Aj

2. kf (j + it)kj ≤ C.
Se define

kfkF = máx
½
sup
t
kf(it)k0 , sup

t
kf(1 + it)k1

¾
.
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Definición 9.3 Si 0 < s < 1, se definen los espacios intermedios

As = {a ∈ A0 +A1 : ∃f ∈ F , a = f(s)}

y
kaks = inf

f(s) = a
f ∈ F

kfkF .

Se verifican

kλfkF = |λ| kfkF para toda f ∈ F .
kλaks = |λ| kaks para todo a ∈ As.

9.2. Teorema de interpolación

Consideremos, con las definiciones de la sección anterior,³
Aj , k·kAj

´
,
³
Bj , k·kBj

´
, j = 0, 1.

F = {f}f∈F , eF = nf̃o
f̃∈F

.

As = {f(s)}f∈F , Bs =
n
f̃(s)

o
f̃∈F

.

Entonces tenemos el siguiente teorema de interpolación:

Teorema 9.4 Sea Lz : A0+A1 −→ B0+B1 (z ∈ Ω) una familia de operadores
tal que para j = 0, 1,

Lj+it : Aj −→ Bj

y, además, existen constantes c,β > 0 tales que para todo aj ∈ Aj y todo t ∈ R,

kLj+itajkBj ≤ c exp(βt2) kajkAj .

Si para toda f ∈ F y κ ∈ R se tiene que κeβz
2Lzf ∈ eF , entonces para cada s,

0 < s < 1,
Ls : As −→ Bs

y existe cs > 0 tal que
kLsakBs ≤ cs kakAs ,

para todo a ∈ As.
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Demostración. Dados ε > 0 y a ∈ As existe (Definición 9.3) f ∈ F tal que
f (s) = a y kfkF ≤ kakAs + ε.
Si definimos

g(z) = c−1eβz
2Lzf (z) ,

entonces, por hipótesis, g ∈ eF y, por la Definición 9.3, es

kg(s)kBs ≤ kgkF̃ .

Como f (s) = a, entonces

c−1eβs
2 kLsakBs = kg(s)kBs ≤ kgkF̃ = máx

½
sup
t
kg(it)kB0

, sup
t
kg(1 + it)kB1

¾

= máx

½
sup
t

³³
c−1e−βt

2
´
kLitf(it)kB0

´
, sup

t

³³
c−1eβ(1−t

2)
´
kL1+itf(1 + it)kB1

´¾
≤ máx

½
sup
t

³
e−βt

2

eβt
2 kf(it)kA0

´
, sup

t

³
eβ(1−t

2)eβt
2 kf(1 + it)kA1

´¾
≤

≤ eβmáx

½
sup
t
kf(it)kA0

, sup
t
kf(1 + it)kA1

¾
= eβ kfkF ≤ eβ

¡kakAs + ε
¢
.

Siendo ε > 0 arbitrario se tiene que

kLsakBs ≤ c e1−βs
2 kakAs ,

como queríamos probar.

9.3. Caracterización de k·ks
Con las definiciones introducidas en 9.1 tenemos la siguiente proposición que

relaciona a las “normas” intermedias con las k·kj (j = 0, 1).

Proposición 9.5 Si F es una familia como la dada en la Definición 9.2 que
además cumple las siguientes dos condiciones:

3. para toda f ∈ F se tiene que k eλzf ∈ F donde k, λ ∈ R,

4. si para j = 0 o j = 1 es kf (j + it)kj = 0 para todo t ∈ R entonces f(z) = 0
para todo z ∈ Ω,

entonces

kaks = inf
f(s) = a
f ∈ F

(µ
sup
t
kf(it)k0

¶1−s µ
sup
t
kf(1 + it)k1

¶s)
.
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Demostración. Veamos primero que el miembro de la izquierda es menor
o igual que el de la derecha.
Sea f ∈ F tal que f(s) = a. Si para j = 0 o j = 1 es supt kf (j + it)kj = 0

entonces, por la Condición 4, es f(z) = 0 para todo z ∈ Ω y kaks = 0, valiendo
la igualdad. Si no, sea λ ∈ R tal que

eλ =

sup
t
kf(it)k0

sup
t
kf(1 + it)k1

.

Sea g (z) = eλ(z−s)f (z) . Por la Condición 3 se tiene que g ∈ F y, además,
g(s) = f(s) = a.
Por la definición de λ se tiene que

kg (it)k0 = e−λs kf(it)k0 ≤
µ
sup
t
kf(it)k0

¶1−s µ
sup
t
kf(1 + it)k1

¶s
,

kg (1 + it)k1 = eλ(1−s) kf(1 + it)k1 ≤
µ
sup
t
kf(it)k0

¶1−s µ
sup
t
kf(1 + it)k1

¶s
.

Y, por lo tanto, (Definiciones 9.3 y 9.2),

kaks ≤ kgkF ≤
µ
sup
t
kf(it)k0

¶1−s µ
sup
t
kf(1 + it)k1

¶s
,

para toda f ∈ F tal que f(s) = a.
Para ver la otra desigualdad, consideremos ε > 0 y g ∈ F tal que g(s) = a

con kgkF ≤ kaks + ε.
Luego

inf
f(s) = a
f ∈ F

(µ
sup
t
kf(it)k0

¶1−s µ
sup
t
kf(1 + it)k1

¶s)
≤

≤
µ
sup
t
kg(it)k0

¶1−s µ
sup
t
kg(1 + it)k1

¶s
≤

≤ máx
½
sup
t
kg(it)k0 , sup

t
kg(1 + it)k1

¾
= kgkF ≤ kaks + ε.

9.4. Identificación de los espacios intermedios

En el caso en que los espacios Aj (j = 0, 1) sean espacios de Hardy laterales,
se identificarán los espacios intermedios con los espacios de Hardy correspondi-
entes.
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Definición 9.6 Sean ω, ν ∈ A+∞ y sea φ ∈ S con sop (φ) ⊂ (−∞, 0] ,
R
φ 6=

0. Llamaremos F = {f} a la familia de las funciones de variable compleja
f : Ω −→ Hp0

+ (ω) +Hp1
+ (ν) = Hp0

0 +Hp1
1 tales que:

1. F (x, t, z) = f(z)∗φt (x) es uniformemente continua y acotada para z ∈ Ω
y (x, t) en un compacto de R2+.

2. F (x, t, z) es analítica para (x, t) ∈ R2+ fijo y z en el interior de Ω.
3. f(j + it) ∈ H

pj
j y kf(j + it)kj ≤ C para j = 0, 1.

Es claro que F cumple las Condiciones 1, 2 y 3 dadas en la Definción 9.2 y
la Proposición 9.5.
Con esta definición y la notación dada en 9.1 y en la Sección 5 podemos

enunciar el resultado principal de esta sección:

Teorema 9.7 Sean A0 = Hp0
+ (ω) y A1 = Hp1

+ (ν), 0 < s < 1, p = p(s) y
µ = µ(s).

1. Si f ∈ F entonces f(s) ∈ Hp
+(µ) y

kf(s)kHp
+(µ)
≤
µ
sup
t
kf(it)k0

¶1−s µ
sup
t
kf(1 + it)k1

¶s
.

2. Si h ∈ Hp
+(µ) entonces existe f ∈ F tal que f(s) = h y, para 0 ≤ u ≤ 1,

se tiene que
kf(u+ it)kp(u)

H
p(u)
+ (µ(u))

≤ c khkpHp
+(µ)

,

donde la constante c no depende ni de u + it, ni de h y su dependencia
de los pesos ω y ν es sólo a través de la constante de la clase A+r a la que
pertenezcan.

La segunda parte de este teorema es el Teorema 5.1 que ya hemos demostrado
en la Sección 5. La demostración de la primera parte se hará en las próximas
dos subsecciones y es similar a la dada en [13].
Los siguientes corolarios dan la identificación de los espacios intermedios

buscada.

Corolario 9.8 La familia F cumple la Condición 4 de la Proposición 9.5.

Demostración. Sea f ∈ F tal que si j = 0 o j = 1 es kf (j + it)kj = 0 para
todo t ∈ R.
Por la primera parte del Teorema 9.7 se tiene que f(s) = 0 para todo 0 <

s < 1.
Del mismo modo, como f (·+ it0) ∈ F para cada t0 ∈ R, se tiene que

f(s+ it0) = 0 para todo 0 < s < 1.
Esto implica que F (x, t, z) = 0 para todo z en el interior de Ω.
Por la continuidad dada en 1 de la Definición 9.6 es F (x, t, z) = 0 para todo

z en Ω y, por lo tanto, f(z) = 0 para todo z ∈ Ω.
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Corolario 9.9 Si A0 = Hp0
+ (ω), A1 = Hp1

+ (ν), 0 < s < 1, p = p(s) y µ = µ(s)
entonces

As = Hp
+(µ)

y
k·ks ≡ k·kHp

+(µ)
.

Demostración. Sea h ∈ As. Por la primera parte del Teorema 9.7 se tiene
que para toda f ∈ F tal que f(s) = h entonces h = f(s) ∈ Hp

+(µ) y

khkHp
+(µ)

= kf(s)kHp
+(µ)
≤
µ
sup
t
kf(it)k0

¶1−s µ
sup
t
kf(1 + it)k1

¶s
.

Luego, por la Proposición 9.5 se tiene que khkHp
+(µ)
≤ khks .

Sea ahora h ∈ Hp
+(µ). Por la segunda parte del Teorema 9.7 existe f ∈ F

tal que h = f(s) ∈ As y

kf(j + it)kpjj ≤ c khkpHp
+(µ)

,

para j = 0, 1. Luego, usando la Proposición 9.5, resulta

khks ≤
µ
sup
t
kf(it)k0

¶1−s µ
sup
t
kf(1 + it)k1

¶s
≤ c

³
khkHp

+(µ)

´ p
p0
(1−s) ³

khkHp
+(µ)

´ p
p1
s

= c khkHp
+(µ)

.

Observación 9.10 Sean A0, A1, p y µ como en el Teorema 9.7. Consideremos
el subespacio A definido en la Observación 4.15. Para cada combinación lineal
finita de (∞,N)- átomos

h =
nX

k=1

λkak ∈ A,

sean f construida como en la demostración de la segunda parte del Teorema 9.7
y sus múltiplos por funciones exponenciales, r eλzf donde r, λ ∈ R.
La familia de todas estas funciones de variable compleja es una subfamilia de
la dada en la Definición 9.6 y cumple las condiciones de la Definición 9.2 y la
Proposición 9.5. Además, debido a su construcción, con esta subfamilia sigue
siendo válido el Teorema 9.7, reemplazando Hp

+(µ) por A. Luego, si utilizamos
esta familia para definir los espacios intermedios tendremos la identificación
dada por el Corolario 9.9:

As = A
y

k·ks ≡ k·kHp
+(µ)

.
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Proposición 9.11 Sea B0 = Lp0ω , B1 = Lp1ν y eF =
nefo la familia de las fun-

ciones de variable compleja ef : Ω −→ Lp0ω + Lp1ν tales que:

1. ef(z) es continua en la variable z ∈ Ω para casi todo x ∈ R.

2. Para casi todo x ∈ R, existen constantes A, c ∈ R y 0 < a < π tales que¯̄̄ ef (z)¯̄̄ ≤ c exp (A exp (a |Im (z)|)) .

3. ef(z) es analítica en el interior de Ω para casi todo x ∈ R.

4. ef(j + it) ∈ Bj y
°°° ef(j + it)

°°°
j
≤ C para j = 0, 1 y t ∈ R.

En en el Capítulo XII de [13] se demuestra que para 0 < s < 1, p = p(s) y
µ = µ(s) los espacios intermedios asociados son Bs = Lpµ.

9.5. Lemas previos a la demostración de la primera parte
del Teorema 9.7

El siguiente lema puede encontrarse en el Capítulo XII de [16].

Lema 9.12 Sea g : Ω −→ C una función continua en Ω y analítica en el
interior de Ω tal que

|g(z)| ≤ c exp(A(exp(a |Im(z)|))

para constantes c > 0, A y 0 < a < π.

Entonces, para 0 < s < 1, se tiene que

ln (|g(s)|) ≤
Z +∞

−∞
ln (|g(it)|)P0 (s, t) dt+

Z +∞

−∞
ln (|g(1 + it)|)P1 (s, t) dt,

donde P0 y P1 son los núcleos de Poisson para Ω.

Corolario 9.13 Con las hipótesis del Lema 9.12 y la notación introducida en
la Sección 5 se tiene que

|g(s)|p ≤
 1

1− s

+∞Z
−∞

|g(it)|p0 P0 (s, t) dt
1−µ1

s

+∞Z
−∞

|g(1 + it)|p1 P1 (s, t) dt
µ

.
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Demostración. Por el Lema 9.12,

|g(s)|p ≤ exp

p

+∞Z
−∞

ln (|g(it)|)P0 (s, t) dt+ p

+∞Z
−∞

ln (|g(1 + it)|)P1 (s, t) dt


= exp

p
p0
p0

1− s

1− s

+∞Z
−∞

ln (|g(it)|)P0 (s, t) dt
×

× exp
p

p1
p1

s

s

+∞Z
−∞

ln (|g(1 + it)|)P1 (s, t) dt


=

exp
 1

1− s

+∞Z
−∞

ln |g(it)|p0 P0 (s, t) dt


p
p0
(1−s)

×

×
exp

1
s

+∞Z
−∞

ln |g(1 + it)|p1 P1 (s, t) dt


p
p1
s

.

Teniendo en cuenta que
R
P0 (s, t) dt = 1−s y

R
P1 (s, t) dt = s podemos utilizar

la desigualdad de Jensen para mayorar el último término por 1

1− s

+∞Z
−∞

|g(it)|p0 P0 (s, t) dt


p
p0
(1−s)1

s

+∞Z
−∞

|g(1 + it)|p1 P1 (s, t) dt


p
p1
s

.

Y el corolario sigue pues (ver Sección 5) µ = p
p1
s y 1− µ = p

p0
(1− s).

Lema 9.14 Sea F : Ω −→ Lp0ω + Lp1ν = Lp00 + Lp11 tal que

1) Para casi todo x ∈ R (x fijo) F (·, x) es una función continua y acotada
en Ω y analítica en el interior de Ω.

2) Si j = 0, 1 entonces F (j + it, ·) ∈ L
pj
j y kF (j + it)k

L
pj
j
≤ k.

Entonces F (s, ·) ∈ Lpµ y

kF (s)kp,µ ≤
µ
sup
t
kF (it)kp0,ω

¶1−s µ
sup
t
kF (1 + it)kp1,ν

¶s
.

Demostración. Por el Corolario 9.13 tenemos que, para casi todo x ∈ R,
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kF (s)kpp,µ =

Z +∞

−∞
|F (s, x)|p ω(x)1−µν(x)µdx

≤
Z +∞

−∞

µ
1

1− s

Z +∞

−∞
|F (it, x)|p0 P0 (s, t) dtω(x)

¶1−µ
×

×
µ
1

s

Z +∞

−∞
|F (1 + it, x)|p1 P1 (s, t) dtν(x)

¶µ
dx

Utilizando la desigualdad de Hölder e intercambiando el orden de integración
podemos mayorar el último término porµ

1

1− s

Z +∞

−∞

Z +∞

−∞
|F (it, x)|p0 ω(x)dxP0 (s, t) dt

¶1−µ
×

×
µ
1

s

Z +∞

−∞

Z +∞

−∞
|F (1 + it, x)|p1 ν(x)dxP1 (s, t) dt

¶µ
≤

µ
sup
t
kF (it)kp0,ω

¶p0(1−µ)µ 1

1− s

Z +∞

−∞
P0 (s, t) dt

¶1−µ
×

×
µ
sup
t
kF (1 + it)kp1,ν

¶p1µ µ
1

s

Z +∞

−∞
P1 (s, t) dt

¶µ
=

µ
sup
t
kF (it)kp0,ω

¶(1−s)p µ
sup
t
kF (1 + it)kp1,ν

¶sp
.

La última igualdad se obtiene recordando que p1µ = sp y p0(1− µ) = (1− s) p
y que

R
P0 (s, t) dt = 1− s y

R
P1 (s, t) dt = s.

Lema 9.15 Sean 0 < p <∞ y f ∈ Hp
+(δ).

Entonces
sup

(y(·),t(·))

°°°f ∗ φt(·) (y (·))°°°
p,δ
=
°°M+

1 (f)
°°
p,δ

,

donde el supremo se toma sobre todos los pares de funciones medibles y : R −→ R
y t : R−→ R>0 que satisfacen la relación 0 ≤ y(x)− x < t(x) para todo x ∈ R.

Demostración. Se supondrá que δ (x) > 0 para casi todo x ∈ R. Sean
y : R −→ R y t : R−→ R>0 funciones medibles tales que 0 ≤ y(x) − x < t(x)
para todo x ∈ R. Recordando que

M+
1 (f, x) = sup

0≤u−x<s
|f ∗ φs (u)|

tenemos que, para todo x ∈ R,¯̄̄
f ∗ φt(x) (y (x))

¯̄̄
≤M+

1 (f, x).
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Luego °°°f ∗ φt(·) (y (·))°°°
p,δ
≤ °°M+

1 (f)
°°
p,δ

.

Para terminar la demostración, dado ε > 0 y si q = mı́n {p, 1}, construiremos un
par de funciones medibles Y : R −→ R y T : R−→ R>0 tales que 0 ≤ Y (x)−x <
T (x) para todo x ∈ R y para las cuales se verifique°°M+

1 (f)
°°q
p,δ
≤
°°°f ∗ φt(·) (y (·))°°°q

p,δ
+ εq

de donde es inmediato el lema.
Para m ∈ N, sea

Am = {x ∈ R : m− 1 ≤ |x| < m} .
Sean {(yk, tk) : k ∈ N} denso en R2+ y εpm = εp

2mδ(Am)
entonces definimos

Em
k =

©
x ∈ Am :M

+
1 (f, x)− εm <

¯̄
f ∗ φtk (yk)

¯̄
, 0 ≤ yk − x < tk

ª
.

Los conjuntos Em
k son medibles pues M+

1 (f, ·) es una función medible.
Consideraremos

Fm
1 = Em

1

y, si k ≥ 2,
Fm
k = Em

k −Em
k−1.

Luego los conjuntos Fm
k son medibles y disjuntos.

Como M+
1 (f) ∈ Lpδ y δ (x) > 0 para casi todo x ∈ R entonces M+

1 (f, x) es
finita para casi todo x. Luego, por la definición de M+

1 (f, ·) y la densidad de
{(yk, tk) : k ∈ N}, se tiene que, salvo medida nula,

Am =
[
k

Fm
k

y, por lo tanto,
R =

[
m,k

Fm
k .

Definimos
Y (x) =

X
m,k

ykχFm
k
(x)

y
T (x) =

X
m,k

tkχFm
k
(x).

Resulta que Y : R −→ R y T : R−→ R>0 son funciones medibles por ser Fm
k

conjuntos medibles. Además, para casi todo x ∈ R existen únicos k y m tal que
x ∈ Fm

k y, por lo tanto, 0 ≤ Y (x)− x = yk − x < tk = T (x) y

M+
1 (f, x)− εm <

¯̄
f ∗ φtk (yk)

¯̄
=
¯̄̄
f ∗ φT (x) (Y (x))

¯̄̄
≤M+

1 (f, x)
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Luego°°°M+
1 (f, ·)−

¯̄̄
f ∗ φT (·) (Y (·))

¯̄̄°°°p
p,δ
=

Z ³
M+
1 (f, x)−

¯̄̄
f ∗ φT (x) (Y (x))

¯̄̄´p
δ(x)dx

=
P
m,k

Z
Fm
k

³
M+
1 (f, x)−

¯̄̄
f ∗ φT (x) (Y (x))

¯̄̄´p
δ(x)dx ≤

X
m,k

Z
Fm
k

εpmδ(x)dx

=
X
m

Z
Am

εpmδ(x)dx =
X
m

εpmδ(Am)dx =
X
m

εp

2m
dx = εp.

Si p ≥ 1,°°M+
1 (f, ·)

°°
p,δ
−
°°°f ∗ φT (·) (Y (·))°°°

p,δ
≤
°°°M+

1 (f, ·)−
¯̄̄
f ∗ φT (·) (Y (·))

¯̄̄°°°
p,δ
≤ ε.

Si 0 < p < 1,°°M+
1 (f, ·)

°°p
p,δ
−
°°°f ∗ φT (·) (Y (·))°°°p

p,δ
≤
°°°M+

1 (f, ·)−
¯̄̄
f ∗ φT (·) (Y (·))

¯̄̄°°°p
p,δ
≤ εp.

9.6. Demostración de la primera parte del Teorema 9.7

Sean y : R −→ R y t : R−→ R>0 funciones medibles que satisfacen la relación
0 ≤ y(x) − x < t(x) y sea F (z, x) = f (z) ∗ φt(x) (y (x)). Como (ver 1 de la
Definición 9.6) f (z) ∗ φt (y) es continua para todo (z, y, t) ∈ Ω × R2+ entonces
F es una función medible por serlo (z, y (x) , t (x)). Veamos que a F puede
aplicársele el Lema 9.14.
Para z ∈ Ω fijo se tiene (ver Definición 9.6)

f(z) = f0(z) + f1(z) ∈ Hp0
0 +Hp1

1 .

Luego, para j = 0, 1,¯̄̄
fj(z) ∗ φt(x) (y (x))

¯̄̄
≤ sup
0≤y−x<t

|fj(z) ∗ φt (y)| =M+
1 (fj (z) , x) ∈ L

pj
j

y, entonces,

F (z, x) = f(z) ∗ φt(x) (y (x))
= f0(z) ∗ φt(x) (y (x)) + f1(z) ∗ φt(x) (y (x)) ∈ Lp00 + Lp11 .

Además,

|F (z, x)| =
¯̄̄
f(z) ∗ φt(x) (y (x))

¯̄̄
≤M+

1 (f (z) , x)
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y, en particular, por 3 de la Definición 9.6, se tiene que para j = 0, 1 y para
todo t ∈ R,

kF (j + it)k
L
pj
j
≤ °°M+

1 (f (j + it))
°°
L
pj
j
= kf (j + it)k

H
pj
j
≤ k. (92)

Por último, por 1 y 2 de la Definición 9.6, se tiene que para x ∈ R fijo F (z, x)
es una función continua y acotada para z ∈ Ω y analítica para z en el interior
de Ω.
Luego, por el Lema 9.14 y por (92), se tiene que F (s, ·) ∈ Lpµ y

kF (s)kp,µ ≤
µ
sup
t
kF (it)kp0,ω

¶1−s µ
sup
t
kF (1 + it)kp1,ν

¶s
≤

µ
sup
t
kf (it)kHp0

+ (ω)

¶1−s µ
sup
t
kf (1 + it)kHp1

+ (ν)

¶s
Por el Lema 9.15 obtenemos el resultado buscado:

kf(s)kHp
+(µ)

=
°°M+

1 (f (s))
°°
p,µ

= sup
(y(·),t(·))

°°°f ∗ φt(·) (y (·))°°°
p,µ

= sup
(y(·),t(·))

kF (s)kp,µ

≤
µ
sup
t
kf (it)kHp0

+ (ω)

¶1−s µ
sup
t
kf (1 + it)kHp1

+ (ν)

¶s
.

9.7. Aplicación: otra demostración de la Proposición 3.3

Por un cambio de variable lineal, todos los resultados obtenidos hasta ahora
en la franja 0 ≤ Re(z) ≤ 1 se obtienen considerando cualquier otra franja. En
particular para esta aplicación se utilizará la franja 1/2 ≤ Re(z) ≤ 1.
Consideremos la familia de operadores Lz, donde 1/2 ≤ Re(z) ≤ 1, definida

por el multiplicador en L2

dLzf (ξ) =dKb0 (ξ) (ξ + i)
b(1−z) bf (ξ) ,

y los pesos ω, ν y νρ de A
+
1 y el número p0, 1 < p0 < 2, tales que

ν2−p0 = ω,

definidos en la demostración de la Proposición 3.3.
Sean A1/2 = H2

+, A1 = H1
+(νρ) (en este caso es p (u) = 1/u y µ (u) = 2−1/u

para 1/2 ≤ u ≤ 1 ), y sea F la familia dada en la Observación 9.10 tal que

A1/p0 = A
y

k·k1/p0 ≡ k·kHp0
+ (ν

2−p0
ρ )

.
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Además las constantes de equivalencia de estas normas no dependen de ρ > 0
pues la constante de A+1 de νρ no depende de ρ (ver Lema 8.4, Observación 5.5
y Corolario 9.9).

Sean B1/2 = L2 y B1 = L1νρ y
eF =

nefo la familia dada en la Proposición
9.11. Entonces se tiene que para 1/2 ≤ s ≤ 1 es Bs = L

1/s

ν
2−1/s
ρ

y en particular

B1/p0 = Lp0
ν
2−p0
ρ

.

También aquí cabe observar que las normas son equivalentes con constantes que
no dependen de ρ > 0.
Probaremos que para toda h ∈ A1/p0 ,°°L1/p0h°°p0,ν2−p0ρ

≤ C khk
H
p0
+ (ν

2−p0
ρ )

, (93)

donde la constante C no depende ni de h ni de ρ > 0. Luego, como L1/p0 = Pb/p00
y khk

H
p0
+ (ν

2−p0
ρ )

≤ c khk
p0,ν

2−p0
ρ

, donde c no depende ni de h ni de ρ (véase el

Lema 4.6 y la demotración del Lema 5.2), tendremos que°°Pb/p00h°°p0,ν2−p0ρ
≤ c khk

p0,ν
2−p0
ρ

≤ c khkp0,ν2−p0 = c khkp0,ω .

Aplicando el Teorema de Fatou resultará°°Pb/p00h°°p0,ω ≤ c khkp0,ω ,

y siendo A1/p0 denso en Lp0ω quedará demostrada la Proposición 3.3.
Para probar (93) mostraremos que la familia Lz satisface las hipótesis del

Teorema 9.4 con constantes que no dependen de ρ.
Si z = 1

2 + it,

\L 1
2+it

g (ξ) =dKb0 (ξ) (ξ + i)
b( 12+it) bg (ξ)

donde g ∈ L2 ≡ H2
+. Como (véase (86) en la Sección 8)¯̄̄dKb0 (ξ) (ξ + i)

b( 12+it)
¯̄̄
≤ c ebπ|t|

entonces por el Teorema de Plancharel se tiene que°°°L 1
2+it

g
°°°
2
≤ C exp

¡
βt2
¢ kgk2 , (94)

donde C y β son constantes positivas suficientemente grandes.
Si z = 1 + it, dLzg (ξ) =dKb0 (ξ) (ξ + i)

ibt bg (ξ) .
Luego, por el Ejemplo 6.10 y la Proposición 7.1, el operador L1+it : H1

+ (νρ) −→
L1νρ es acotado y

kL1+itgk1,νρ ≤ C exp
¡
βt2
¢ kgkH1

+(νρ)
, (95)
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donde C y β son constantes positivas suficientemente grandes. Además la con-
stante C no depende de ρ > 0 (véase las Observaciones 6.9 y 7.2 y el Lema
8.4).

Veamos que para toda f ∈ F se tiene que κeβz
2Lzf ∈ eF .

Dada f ∈ F entonces

fρ (z) = r eλz
nX

k=1

∞X
j=1

λρk,j (z) ak,j

donde r, λ ∈ R y
nP

k=1

∞P
j=1

λρk,j (z) ak,j ha sido construida como se hizo en la

demostración de la segunda parte del Teorema 9.7 a partir de una combinación
lineal finita de (∞,N)- átomos

h =
nX

k=1

λkak ∈ A,

donde λk > 0 y ak ∈ C∞0 (R) estan soportados en intervalos Ik.
Recordemos (véase Lema 4.11) que ak (x) = c

P
j ak,j (x) donde ak,j ∈

C∞0 (R) es un (∞, N)−átomo soportado en un intervalo Ik,j . Además Ik = ∪jIk,j
donde los intervalos Ik,j se solapan a lo sumo de a tres y |Ik,j | ≤ c2−j |Ik|.
También recordemos (véase Teorema 5.1) que

λρk,j(z) = λp0zk

µ |Ik,j+2|
νρ(Ik,j+2)

¶p0z−1
.

Como, por el Lema 8.5, para cada k existe una constante C = C(k, νρ) tal
que

1

ρ
<

|Ik,j+2|
νρ(Ik,j+2)

< C

para todo j, entonces λρk,j(z) es acotada en la franja 1/2 ≤ Re(z) ≤ 1 uniforme-
mente en j. Esto es, existen constantes ηk,ρ tales que¯̄̄

λρk,j(z)
¯̄̄
≤ ηk,ρ (96)

para todo 1/2 ≤ Re(z) ≤ 1 y todo j.
Notar que fρ (z) ∈ L2 pues para cada k,¯̄̄̄
¯̄ ∞X
j=1

λρk,j(z) ak,j (x)

¯̄̄̄
¯̄ ≤ ηk,ρ

∞X
j=1

|ak,j (x)| ≤ ηk,ρ

∞X
j=1

χIk,j (x) ≤ 3ηk,ρχIk (x) ,

y, por lo tanto, tiene sentido Lz (fρ (z)).
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Para probar que κeβz
2Lzfρ cumple las propiedades 1, 2 y 3 de la definición

de eF dada en la Proposición 9.11 bastará con ver que las cumplen Lzfk, donde

fk (z) =
∞X
j=1

λρk,j(z) ak,j ,

k = 1, .., n. Y, como esta serie converge en L2, se tiene que

Lz (fk (z)) =
∞X
j=1

λρk,j(z) Lzak,j

en L2. Luego, para casi todo x ∈ R,

Lz (fk (z)) (x) =
 ∞X

j=1

λρk,j(z) Lzak,j
 (x) . (97)

Probaremos que, para casi todo x ∈ R, la serie
∞P
j=1

λρk,j(z) Lzak,j (x) con-
verge, y por (97) tendremos que

Lz (fk (z)) (x) =
∞X
j=1

λρk,j(z) Lzak,j (x) , (98)

para casi todo x ∈ R.
Primero estudiaremos el comportamiento de Lzak,j (x) como función de z.

Para esto reescribamos la definición de Lz aplicada a ak,j ∈ C∞0 (R):

\Lzak,j (ξ) = dKb0 (ξ) (ξ + i)b(1−z) dak,j (ξ)
= (ξ + i)b(1−z)−2dKb0 (ξ) (ξ + i)2 dak,j (ξ)
= (ξ + i)

b(1−z)−2dKb0 (ξ)
³
c (D + i)

2
(ak,j) b́(ξ) .

Luego, si llamamos bk,j = c (D + i)2 (ak,j) y si ψ (z) ∈ L2 es tal que [ψ (z) =
(ξ + i)b(1−z)−2, se tiene que, para casi todo x ∈ R,

Lzak,j (x) = ψ (z) ∗Kb0 ∗ bk,j (x) . (99)

Utilizando la Desigualdad de Hölder y el Teorema Plancharel tenemos que

|Lzak,j (x)| = |ψ (z) ∗Kb0 ∗ bk,j (x)| ≤ kψ (z)k2 kKb0 ∗ bk,jk2 =
=

°°°(ξ + i)
b(1−z)−2

°°°
2
kKb0 ∗ bk,jk2 .

Como para z = u+ iy, con 1/2 ≤ u ≤ 1, es¯̄̄
(ξ + i)

b(1−z)−2
¯̄̄
≤ eby arg(ξ+i) |ξ + i|b(1−u)−2 ≤ ebπ|y| |ξ + i|b/2−2 ≤
≤ ebπ|y| |ξ + i|−1 ,
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y teniendo en cuenta el Teorema 1.4 y que kbk,jk∞ ≤ ck, sop (bk,j) ⊂ Ik,j y
|Ik,j | ≤ c2−j |Ik| resulta que

|Lzak,j (x)| ≤ ebπ|y|
°°°(ξ + i)

−1
°°°
2
kKb0 ∗ bk,jk2 ≤ cebπ|y| kbk,jk2 (100)

≤ Ck2
−j/2 |Ik|1/2 ebπ|y|,

donde Ck > 0 no depende de j.
Utilizando (100) y (96) para acotar en (98) se tiene que la serie converge

como habíamos afirmado y que, para casi todo x ∈ R,

|Lz (fk (z)) (x)| ≤
∞X
j=1

¯̄̄
λρk,j (z)

¯̄̄
| Lzak,j (x)| ≤ Ckηk,ρ |Ik|1/2

 ∞X
j=1

2−j/2

 ebπ|y|,

(101)
de donde se deduce inmediatamente que Lzfk cumple la propiedad 2 de la
definición de eF .
Además de (101) se tiene que la serie en (98) converge uniformemente para

z en un compacto de la franja 1/2 ≤ Re (z) ≤ 1. Por lo tanto para probar que
Lz (fk (z)) (x) es continua en 1/2 ≤ Re (z) ≤ 1 y analítica en 1/2 < Re (z) < 1

para casi todo x ∈ R (propiedades 1 y 3 de la definición de eF) bastará con
probar que Lzak,j (x) es continua y analítica.
Primero veremos la continuidad.
Utilizando (99), resulta que

|Lz+hak,j (x)− Lzak,j (x)| = |ψ (z + h) ∗Kb0 ∗ bk,j (x)− ψ (z) ∗Kb0 ∗ bk,j (x)| ≤
≤ kψ (z + h)− ψ (z)k2 kKb0 ∗ bk,jk2 = kKb0 ∗ bk,jk2

°°°(ξ + i)b(1−z−h)−2 − (ξ + i)b(1−z)−2
°°°
2
,

que tiende a 0 cuando h tiende a 0, pues se puede aplicar Convergencia Mayorada
ya que si z = u+ iy y h = h1 + ih2 con |h| < 1/2 entonces

¯̄̄
(ξ + i)b(1−z−h)−2 − (ξ + i)b(1−z)−2

¯̄̄
=
¯̄̄
(ξ + i)b(1−z)−2

¯̄̄ ¯̄̄
(ξ + i)−bh − 1

¯̄̄
≤

≤ eby arg(ξ+i) |ξ + i|b(1−u)−2
¯̄̄̄
¯
Ã ∞X
m=0

1

m!
(−b h ln (ξ + i))m

!
− 1
¯̄̄̄
¯ ≤

≤ ebπ|y| |ξ + i|b(1−u)−2 |h b ln (ξ + i)|
¯̄̄
(ξ + i)

−bh
¯̄̄
≤

≤ ebπ|y| |ξ + i|b/2−2 b |ln (ξ + i)| ebπ|h2| |ξ + i|−bh1 ≤
≤ ebπ|y| |ξ + i|−3/2 b |ln (ξ + i)| ebπ/2 |ξ + i|1/2 =

= c |ξ + i|−1 b |ln (ξ + i)| ,

donde la constante c > 0 no depende de h y |ξ + i|−1 |ln (ξ + i)| ∈ L2.
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Ahora veremos la analiticidad de Lzak,j (x).
Como ∂

∂z (ξ + i)
b(1−z)−2

= −b ln (ξ + i) (ξ + i)
b(1−z)−2 ∈ L2 entonces existe

ψ0 (z) ∈ L2 tal que \ψ0 (z) = ∂
∂z (ξ + i)

b(1−z)−2, y, utilizando (99), resulta que

1

h

¯̄Lz+hak,j (x)− Lzak,j (x)− hψ0 (z) ∗Kb0 ∗ bk,j (x)
¯̄
=

=
1

h

¯̄
ψ (z + h) ∗Kb0 ∗ bk,j (x)− ψ (z) ∗Kb0 ∗ bk,j (x)− hψ0 (z) ∗Kb0 ∗ bk,j (x)

¯̄ ≤
≤
°°°° 1h ¡ψ (z + h)− ψ (z)− hψ0 (z)

¢°°°°
2

kKb0 ∗ bk,jk2 =

= kKb0 ∗ bk,jk2
°°°° 1h

µ
(ξ + i)

b(1−z−h)−2 − (ξ + i)
b(1−z)−2 − h

∂

∂z
(ξ + i)

b(1−z)−2
¶°°°°

2

,

que tiende a 0 cuando h tiende a 0, pues se puede aplicar Convergencia Mayorada
ya que si z = u+ iy y h = h1 + ih2 con |h| < 1/2 entonces

1

|h|
¯̄̄̄
(ξ + i)b(1−z−h)−2 − (ξ + i)b(1−z)−2 − h

∂

∂z
(ξ + i)b(1−z)−2

¯̄̄̄
=

=
1

|h|
¯̄̄
(ξ + i)

b(1−z)−2
¯̄̄ ¯̄̄
(ξ + i)

−bh − 1− h (−b) ln (ξ + i)
¯̄̄
=

=
1

|h|
¯̄̄
(ξ + i)

b(1−z)−2
¯̄̄ ¯̄̄̄¯
Ã ∞X
m=0

1

m!
(h (−b) ln (ξ + i))

m

!
− 1− h (−b) ln (ξ + i)

¯̄̄̄
¯ ≤

≤ 1

|h|
¯̄̄
(ξ + i)b(1−z)−2

¯̄̄
|hb ln (ξ + i)|2

¯̄̄
(ξ + i)−bh

¯̄̄
≤

≤ ebπ|y| |ξ + i|b/2−2 |h| |b ln (ξ + i)|2 ebπ|h2| |ξ + i|−bh1 ≤
≤ ebπ|y| |ξ + i|−3/2 |b ln (ξ + i)|2 ebπ|h2| |ξ + i|1/2 ≤

≤ c |ξ + i|−1 |ln (ξ + i)|2 ,
donde la constante c > 0 no depende de h y |ξ + i|−1 |ln (ξ + i)|2 ∈ L2.
Por último veamos que κeβz

2Lzfρ cumple la propiedad 4 de la definición deeF . En efecto, usando (94), (95) y la segunda parte del Teorema 9.7, se tiene que
si z = 1

2 + it°°°κeβ(1/2+it)2L1/2+it (fρ (1/2 + it))
°°°
2
= κeβ(1/4−t

2) °°L1/2+it (fρ (1/2 + it))
°°
2
≤

≤ κeβ(1/4−t
2)Ceβt

2 kfρ (1/2 + it)k2 ≤ κCeβ/4eλ/2c khkp0/2
H
p0
+

(ν
2−p0
ρ )

<∞,

y si z = 1 + it°°°κeβ(1+it)2L1+it (fρ (1 + it))
°°°
2
= κeβ(1−t

2) kL1+it (fρ (1 + it))k2 ≤

≤ κeβ(1−t
2)Ceβt

2 kfρ (1 + it)k2 ≤ κCeβ/4eλc khkp0
H
p0
+

(ν
2−p0
ρ )

<∞.
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