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ABSTRACT

Los pulsos laser ultracortos (picosegundos y femtosegundos) son cada vez mas
importantes en ciencia y tecnologia, por lo que es de gran interés el estudio de las
técnicas que permiten obtenerlos. La mas difundida es la llamada Kerr lens mode
locking (KLM), y es la empleada en el laser de Ti:Zafiro, que es actualmente la fuente
mas utilizada de pulsos ultracortos. Como los pulsos generados por estos laseres
presentan a menudo una gran variedad de inestabilidades, (comportamientos cuasi-
periodicos, variaciones en algunos pardmetros del pulso y no en otros, y hasta caos
deterministico), es importante por razones practicas y académicas entender la dinamica
resultante en detalle. En esta Tesis llamada Dindmica del mode-locking por efecto Kerr
se desarrolla un modelo adecuado para describir el caso mas general posible (no
restringido ninguin otro material activo o disefio de cavidad en particular), y se alcanza
una comprension de la dindmica del fenémeno de KLM y sus caracteristicas esenciales
accesible intuitivamente.

También existe una aparente contradiccion entre la postura de algunos autores, que
sostienen que la presencia de aberturas espaciales transversales dentro de la cavidad del
laser, convenientemente ubicadas son indispensables para que este tipo de
funcionamiento se pueda lograr, y las evidencias teéricas y experimentales que indican
que una descripcién sin aberturas puede explicar satisfactoriamente gran parte del
comportamiento de los laseres de Ti:Zafiro. En esta Tesis se determina que las aberturas
espaciales no son indispensables para describir al KLM, independientemente del medio

activo que se tome.

PALABRAS CLAVE: Mapas iterativos, cavidades laser, efecto Kerr, Sistemas
disipativos, Mode-locking por lente de Kerr
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ABSTRACT

Ultrashort laser pulses (picoseconds and femtoseconds) are becoming very important in
Science and technology, so there is a great interest in the technics from they can be
obtained. The most important one is the Kerr lens mode locking (KLM), which is
widely used for Ti:Zafiro laser, the most usual source for short pulses. This pulses
exhibit instabilities, as quasiperiodic behaviours, and deterministic chaos, so is very
important from both, the academic and practical point of view to understand their
dynamics. In this Thesis, a deep comprehension of the KLM dynamics and essential
characteristics is achieved, with a very simple and general model, for any active
medium and any cavity design.

There is although a conceptual discussion about the roll of apertures in KLM. Some
authors put forward the idea of fast saturable absorber, which is usually recognized as
essential to KLLM, but there are theoretical and experimental evidence indicating that is
possible to describe the Ti:Zaphire lasers behaviour, without including apertures in the
model. The fact that spatial apertures are not necessary for KLM description, is

demonstrated In this Thesis.

KEY WORDS: Iterative maps, Laser cavities, Kerr effect, Dissipative systems, Kerr-
Lens Mode-Locking.
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Resumen

Los pulsos laser ultracortos (picosegundos y femtosegundos) son cada vez mas
importantes en ciencia y tecnologia, por lo que es de gran interés el estudio de las
técnicas que permiten obtenerlos. Una técnica muy difundida para lograr pulsos laser
ultracortos es la llamada Kerr lens mode locking (KLLM). En particular, esta es la técnica
empleada en el laser de Ti:Zafiro, que es actualmente la fuente mas utilizada de pulsos
ultracortos. A pesar de que estos laseres son relativamente robustos, los pulsos
generados muestran a menudo una gran variedad de inestabilidades, incluyendo
comportamientos cuasi-periédicos, variaciones en algunos parametros del pulso y no en
otros y hasta caos deterministico. Es asi interesante desde el punto de vista académico, e
importante desde el punto de vista practico, entender la dindamica resultante en detalle, y
conocer cuales son las bases minimas para que el KLM se establezca.

Un problema de interés particular es que, segun algunos autores, la presencia de
aberturas espaciales transversales dentro de la cavidad del laser, convenientemente
ubicadas, son indispensables para que este tipo de funcionamiento se pueda producir
[1.14], pero, por otro lado, hay evidencias tedricas y experimentales que indican que
una descripcién sin aberturas puede explicar satisfactoriamente gran parte del
comportamiento de los laseres de Ti:Zafiro. [1.3], [1.4], [1.5], [1.6] y [1.7].

En esta Tesis, llamada Dindmica del mode-locking por efecto Kerr, estudio el caso mas
general posible (es decir, no restringido al Ti:Zafiro ni a ningin otro material activo o
disefio de cavidad en particular), apropiado para alcanzar una comprensién de la
dinamica del fendmeno de KLM y sus caracteristicas esenciales, con la idea de
determinar, entre otras cosas, si realmente la insercion de aberturas espaciales es
indispensable para obtener KLM. Empleo mapas estroboscopicos para describir el
sistema, debido a que la existencia de un reloj natural del sistema, dado por el tiempo de
round-trip en la cavidad, permite una facil ubicacién de las secciones de Poincaré. El
empleo de mapas permite bajar la dimensionalidad del problema y los célculos son mas
sencillos que con la descripcion alternativa que emplea ecuaciones diferenciales.
Ademas, no es necesario suponer que la variacion sufrida por las variables del pulso es
pequeiia de un round trip al siguiente, (tal como lo requiere la descripcion mediante

ecuaciones diferenciales), suposicion que raramente se cumple en la practica.



El objetivo de este tipo de estudio no es disefiar laseres u obtener concordancias
cuantitativas con observaciones realizadas sobre un medio activo o disefio de cavidad
particular, sino alcanzar una descripcién cualitativa del KLM y de sus propiedades
basicas y generales que sea accesible intuitivamente, por lo que, en cada paso, haré las
aproximaciones necesarias para simplificar el sistema lo mas posible. Por ejemplo: en el
capitulo 3, para simplificar las expresiones analiticas, supondré que el medio de Kerr
estd en un extremo de la cavidad, lo que es cierto en algunos disefios y no en otros. Sin
embargo, por el tipo de tratamiento del problema que se hace, sera evidente que las

conclusiones que se alcanzan no estén restringidas a ese disefio particular.

Este Trabajo esta dividido en capitulos, en los cuales describo las nociones tedricas
sobre las que se basa y el trabajo realizado. El contenido de estos capitulos puede

resumirse como sigue:

Capitulo 1. Introduccién

Incluye una breve introduccién al Mode-Locking y Mode-Locking por efecto Kerr. A
continuacién hay una descripcién de la propagaciéon de haces gaussianos. Las
herramientas matematicas las describo en las ultimas secciones, que corresponden a

mapas iterativos, rudimentos sobre fracciones continuas y geometria hiperbélica.

Capitulo 2. Modelo Preliminar

En este capitulo hay un estudio preliminar o primer modelo, que describe al sistema sin
perturbacion de Kerr. El objetivo es tener un acabado conocimiento de la dindmica de la
cavidad "vacia", e introducir el uso de herramientas matematicas que nunca fueron
usadas para describir el KLM (como la geometria hiperbdlica). Incluye la obtencién del
mapa iterativo para el primer modelo, en el que no incluyo el medio Kerr ni aberturas
espaciales en la cavidad, y supongo que se preserva la energia total del pulso. Luego
introduzco la expresion del mapa a n-vueltas. Considerando al mapa como una fraccioén
continua, en el marco de la geometria hiperbdlica y en el marco de la teoria de la
dinamica no lineal, estudio la estabilidad de los puntos fijos, y las trayectorias para
distintas regiones del espacio de parametros. Como paso posterior estudio la influencia

de la presencia de aberturas espaciales, pero atn sin un medio Kerr dentro de la cavidad.



Capitulo 3 Modelo sin aberturas y con efecto Kerr incluido

En esta instancia, estudio una cavidad sin aberturas, pero con medio Kerr. Analizo
numéricamente el acoplamiento de muchos mapas (con energia por pulso constante)
mediante la perturbaciéon de Kerr. Encuentro que el KLM aparece espontineamente
como un comportamiento colectivo. Después presento un nuevo mapa en cinco
variables, que incluye la potencia del pulso. Encuentro que ésta converge rapidamente,
y que se desacoplan las variables espaciales de las temporales por lo que, después de un
transitorio, la descripcidn del sistema queda simplificada a dos mapas de dos variables
(o de una variable compleja) desacoplados que tienen, ademas, una forma muy similar.
Este resultado permite comprender la razén del efecto (observado por otros autores en
laseres de Ti:Zafiro) de que las variables temporales del pulso se desestabilizan solo si
también lo hacen las espaciales. Analizo la estabilidad de sus puntos fijos. Estudio
analiticamente la convergencia a la soluciéon de KLM, y hallo que ésta depende de las
condiciones iniciales. Analizo entonces una regién del espacio dependiente de los
parametros, que llamo “region plausible”, dentro de la cual es posible la convergencia, y
se verifica numéricamente. También busco una region del espacio de parametros y un
conjunto de condiciones iniciales, que llamo "regién especial”, para la cual pueda
asegurar de forma mas certera la convergencia al punto fijo. Al hallar que estas
condiciones existen, demuestro que no es necesaria la presencia de aberturas para
obtener KLM, y al mismo tiempo obtengo un ejemplo de un sistema no lineal
conservativo que, sin embargo, como consecuencia de esa perturbacion, contrae su
espacio de fases. También explico por qué son mas eficientes las cavidades cerca del
borde de estabilidad geométrica para tener KLM, lo que hasta ahora era un hecho

empirico.

Capitulo 4. Caos, 6rbitas periddicas y bifurcaciones

En este Capitulo, muestro numéricamente qué sucede para otros valores de los
parametros, y otras condiciones iniciales fuera de la "region plausible" sin aberturas. En
particular, muestro indicios de que la frontera entre las condiciones que convergen al
punto fijo y las que divergen de él tienen una estructura fractal. A continuacién presento
el modelo para el sistema con aberturas espaciales presentes en la cavidad, y analizo los

puntos fijos y su estabilidad. Estudio con cierto detalle el caso en que el mapa es



expansivo y hay aberturas presentes, ya que el juego entre estas dos tendencias opuestas
produce dindmicas muy interesantes. Para ciertas combinaciones de los parametros,
muestro como aparecen Orbitas multiperiddicas, y algunas otras oOrbitas caracteristicas.
Encuentro que las soluciones multiperiddicas tienden a acumularse cerca de las zonas
(en el espacio de los parametros) que corresponden a orbitas de periodo bajo de la
cavidad "vacia". Incluyo también un estudio numérico sobre coémo bifurcan las
soluciones al variar los parametros. Finalmente, muestro algunas soluciones
representativas de distintas combinaciones de signos de los exponentes de Lyapunov, y
muestro algunas comparaciones con series temporales de la energia de los pulsos
obtenidas experimentalmente por otros autores, obteniendo una interesante
concordancia cualitativa en las formas, e inclusive cuantitativa en los valores de las
frecuencias principales de oscilacion. Estos resultados muestran que no es posible
afirmar, sin un estudio madas detallado, que ese tipo de oscilaciones se debe
necesariamente a una dinamica de mayor dimensionalidad (como Q-switch o batido de
modos).

Al final del caplitulo hay un resumen y se presentan las conclusiones



Capitulo 1. Introduccion.

El propésito de este capitulo, es introducir las bases minimas necesarias para el
desarrollo de los capitulos siguientes de este trabajo.

Describo a continuaciéon el concepto de mode-locking, ML activo y pasivo, ML por
efecto Kerr y la propagacion de haces gaussianos. Luego presento los mapas iterativos y

su dindmica, y algunos rudimentos sobre fracciones continuas y geometria hiperbélica.

1.1 Mode-Locking.

El Mode-Locking (ML) es un método que permite generar pulsos cortos. Se pueden
lograr pulsos mucho mas cortos que con otras técnicas, como por ejemplo el Q-
switching. Para comprender en qué consiste empiezo por describir someramente qué
ocurre dentro de la cavidad resonante de un laser. Dicha cavidad tiene modos discretos
de oscilacién, cada uno con una determinada frecuencia, y la forma de estos modos
depende de la simetria de la cavidad. Se dividen en modos longitudinales (separados
entre si por Av=c/2L, donde L es el largo de la cavidad y ¢ la velocidad de la luz ) y
modos transversales. Cuando un laser cuyo medio activo tiene ensanchamiento
inhomogéneo se enciende, en la cavidad pueden oscilar en principio una gran cantidad
de modos longitudinales. Son aquellos que estan dentro de la campana de ganancia. La
amplitud y la fase de cada uno de ellos no estan relacionadas con las de los demas
modos. La energia se distribuye entre todos los modos oscilantes que componen la
radiacién En la figura 1 se ve como se distribuyen los modos oscilantes dentro de la

campana de ganancia de un laser de ensanchamiento inhomogéneo.

®y, curva de
pérdidas ganancia
Modos
®y4 k-"*)-q-B 05(1—2 wq-l 0y w;:ﬁl wqﬂ tqu ?!)

Figura 1 distribucién de los modos dentro de la campana y pérdida
(ensanchamiento inhomogéneo)

Se dice que hay Mode-Locking si mediante algin mecanismo se logra que las fases de
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las componentes de la radiacion no cambien relativamente unas con otras. Para poder
describir el comportamiento del laser en esta situacion, conviene empezar por describir

el campo eléctrico total dentro de la cavidad como
X
E(1) =) E,expli(o, +no) +9,] (1.1)

N es el nimero total de modos oscilantes, w, es una frecuencia de referencia arbitraria,
¢, es la fase de el modo »n-ésimo, que en un laser de funcionamiento continuo varia al
azar con n y generalmente con el tiempo, y o es la separacion entre frecuencias wo=mnc/L.
A pesar de que en la figura 1, muestra que no todas las amplitudes son iguales,

supondremos para simplificar £,=1 y ¢,=0 para todos los modos. La expresion (1.1) es

entonces
(X2 sen(Nwt/2)
E()= expli\w, + nwt|=explio | |—F—= 1.2
® _(,VZ_:,),Z p[( ! )] p( ! ) sen(wt/2) (12)
La intensidad a la salida es proporcional a E(f)E’(¢), por lo que
Sen* (Nwt/2)
Pi)a = (1.3)

Sen® (w1/2)

La expresion (1.3) muestra claramente como la potencia es emitida en forma de un tren
de pulsos con un periodo 7=2n/0=2L/c que es el tiempo de transito de ida y vueltaen la

cavidad. Esto es ilustrado en la figura 2a.

|||||||l FAWHM=4

Ict) ICt) A J\
| .t '8 ) N 't
=0 =T

t=0 =T

A: 8 modos en fase, con amplitudes iguales B: modos en fase, con perfil gaussiano cn las amplitudes

Figura 2 Intensidad emitida [1.1]



Vale la pena analizar la validez de la aproximacién E,=1. En la figura 2a se muestra un
ejemplo con unos pocos modos en fase con amplitudes iguales, y en la figura 2b se
muestra un ejemplo con distribucion de amplitudes gaussiana. Se ve que la intensidad
que se obtiene en 2b difiere muy poco de la obtenida con la aproximacién en 2a. La
unica diferencia apreciable es que ya no se ven los picos secundarios[1.1]. El pico de
potencia de cada uno de estos pulsos es alto, y es igual a N veces la potencia promedio,
donde N es el nimero de modos acoplados. No es indispensable imponer demasiadas
condiciones sobre las amplitudes, pues es suficiente con tener los modos en fase para
tener un comportamiento pulsado. Aunque la forma de los pulsos varia segin sean las
E, [1.1], se justifica la aproximacién de tomar todas las amplitudes E,=1.

Por haber tomado todas las ¢,=0, la sefial en el tiempo es aproximadamente la
transformada de Fourier de la distribucion espectral de modos. Como es sabido, se
cumple entonces Av At > K donde Av y At son los anchos a altura mitad de i(v) e I(¢),
respectivamente y K es una constante el orden de la unidad. El pulso mas corto que
puede obtenerse (pulso limitado por transformada) para un ancho de banda espectral

dado tiene una duracion

T=—. (1.4)

En esta Tesis voy a tratar medios activos con ensanchamiento homogéneo. En este caso
todos los atomos o moléculas activas del medio producen transiciones de la misma
manera, y en ausencia de moduladores hay un solo modo longitudinal oscilando en la
cavidad. Cuando la luz pasa a través del medio activo, la intensidad se amplifica en un

factor Gy, , que es la ganancia, y para este tipo de materiales es [1.1]

_Go

1
1+ —
Isat

G, = (1.5)

donde Iy es la intensidad de saturacién, I es la intensidad y Go es la ganancia de
pequeiia sefial. Esto es valido cuando la ganancia esta en equilibrio con el campo. Como

el coeficiente de ganancia es directamente proporcional a la inversidn de poblacién, Gy



se obtiene reemplazando el valor estacionario de la inversion de poblacion en el
coeficiente de ganancia para el caso homogéneo.

Falta ahora saber como se logra que los modos estén en fase. Hay varias técnicas para
hacerlo. Se clasifican en activas y pasivas, segin se empleen o no elementos
(moduladores) que se activan externamente. A continuacién hago una breve descripcion

de las mismas.

1.1.1 Tipos de Mode-locking.

Hay dos grandes tipos de mode-locking, ML activo y ML pasivo. El activo se logra
ubicando un modulador acusto-optico o electro-6ptico, dentro de la cavidad. Estos
moduladores pueden ser moduladores de amplitud (AM) o moduladores de fase (FM).
Este tipo de mode-locking no tiene relacion con el tema que estudia esta Tesis, por lo
que no es pertinente discutir aqui sus caracteristicas. El lector interesado puede
consultar [1.1].

El mode-locking pasivo es el método que permite generar los pulsos mas cortos. Se
ubica un absorbente saturable (SA) dentro de la cavidad que funciona como obturador,
pero a diferencia de lo que sucede en el mode-locking activo no es accionado
externamente, sino que es el mismo pulso el que lo activa. Se tiene un efecto
equivalente al producido por un modulador, con la ventaja de no necesitar sistemas de
control y estabilizacién de frecuencia. El SA funciona entonces como un obturador
pasivo que es abierto a una frecuencia o = 2n/7. Generalmente, es un colorante, cuyo
espectro de absorcion incluye las longitudes de onda del laser. La luz de baja intensidad
pasa a través del colorante sin ser absorbida, pero hay una intensidad umbral a partir de
la cual el medio satura, permitiendo que la luz pase. El tiempo de absorcion es mucho
menor que el tiempo de ida y vuelta dentro de la cavidad T. Existe una clasificacion
entre absorbentes saturables rdpidos y lentos, es decir entre SA capaces absorber
nuevamente luego de un tiempo tipico que estd en la escala de pulsos ultracortos
(picosegundos, femtosegundos), y los que debido a su tiempo de relajacion se recuperan

en tiempos mas largos. Con los lentos, no es posible generar pulsos ultracortos.



1.1.2 Absorbentes saturables lentos.

El pulso empieza a formarse, a partir del ruido, cuya intensidad inicial es lo
suficientemente baja como para que el SA lo absorba de manera lineal. Habra cada tanto
algunas emisiones esporadicas con intensidad mayor que la media. Estas saturan el SA y
comienzan a circular dentro de la cavidad. Las pérdidas iniciales deben ser mayores que
la ganancia inicial (justo antes de la llegada del pulso), para que se inhiba el
funcionamiento continuo (CW) y se recorte el frente del pulso. Como la ganancia del
medio activo baja debido a que la inversion de poblacién del mismo empieza a bajar por
la emisién estimulada, la cola del pulso se recorta, pues no termina de pasar antes de
que la ganancia sea menor que las pérdidas. En la figura 3 muestro como se recorta el
frente del pulso en un pasaje por el absorbente saturable, y como se recorta la cola

debido al vaciamiento de la ganancia.
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Figura 3: dinamica de la conformacion de pulsos por ganancia y pérdida
para ML con absorbente saturable lento

1.1.3 Absorbentes saturables rapidos.

En este caso el SA recupera su nivel de absorcion inicial en un tiempo corto comparado
con la duracion del pulso 6ptico.

Nuevamente, una vez que alguna de las emisiones esporadicas con intensidad mayor
que la media satura el SA, comienzan a circular pulsos dentro de la cavidad. A

diferencia de lo que sucede para los lentos, donde el SA solamente recorta el frente del



pulso (ya que la cola se recorta por que cae la ganancia), ahora el SA recorta su frente y
su cola, que son las partes del pulso de menor intensidad. En principio, esto sucederia en
cada pasaje del pulso por el SA, y se acortaria indefinidamente. Esto no es asi debido a
que hay otro efecto que compite con el ya descripto, y es que las componentes de los
pulsos cuyas frecuencias estén en el centro de la campana de ganancia, se amplificaran
mas que las otras, de modo que las componentes que queden lejos del centro de dicha
campana seran absorbidas por el SA. Por lo tanto hay menos ancho de banda efectivo y
aporta un ensanchamiento temporal adicional, que limita el acortamiento del pulso al
pasar por el SA. En la figura 4, muestro como se recortan el frente y la cola del pulso en
un pasaje por el absorbente saturable. La ganancia se supone aproximadamente

constante mientras dura el pulso.
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Figura 4: dinamica de conformacion de pulso por pérdida
para ML por absorbente saturable rapido

Hay varias técnicas para tener un SA ficticio rdpido, como ser Additive Pulse Mode
Locking (APM), espejo no-lineal por reconversion de segunda armonica, etc. Una
alternativa novedosa como absorbente saturable rapido para laseres de estado solido, es
el Fabry-Perot saturable anti-resonante o SESAM, que consiste en un absorbente
saturable semiconductor integrado dentro de un Fabry-Perot operado en anti-resonancia.
Tiene alta intensidad de saturacion, bajas pérdidas y un umbral de dafio alto.

Todos los absorbentes saturables reales tienen como desventaja el dafio por potencia y

el deterioro acumulado en el tiempo.



1.1.4 Mode Locking por efecto Kerr.

El interés de esta Tesis esta centrado en la descripcion de la dinamica del Mode Locking
por efecto Kerr (KLM). Su gran ventaja radica en el hecho de que no hay dafio por
potencia ni deterioro acumulado en el tiempo. El efecto Kerr se produce debido a la
polarizacion electrénica en un cristal no lineal. Al propagarse la luz por este tipo de
cristales, si la intensidad es lo suficientemente grande se vuelve significativa la
respuesta no lineal de la polarizaciéon al campo incidente. La aparicion de estas
contribuciones no lineales es lo que se conoce como efecto Kerr. Si la luz es de mucha
intensidad, se puede llegar a apreciar este efecto en cualquier dieléctrico. Estas
variaciones en la polarizacién son muy rapidas, tienen tiempos de respuesta del orden de
los pocos femtosegundos y tienen por consecuencia variaciones en el indice de

refraccion del medio » proporcionales a la intensidad /

n=no+n211 (16)

donde nyes el indice de refraccion lineal y ny; es el coeficiente asociado al efecto Kerr.
Los medios mas usuales tienen ny; >0, por lo tanto a lo largo de este trabajo lo considero
siempre positivo. Este indice de refraccion dependiente de la intensidad, es el
responsable de lo que se denomina autoenfoque (SF). Debido al perfil gaussiano de los
haces de luz dentro de la cavidad del laser, el indice n es mayor en el centro y
disminuye hacia los bordes, y forman asi lo que se conoce como lente de Kerr. El
autoenfoque consiste simplemente en que el haz laser se enfoca debido a esta lente.

En el dominio temporal, hay un efecto analogo conocido como automodulacion de fase
o SPM. Para explicarlo supongo para simplificar que la intensidad del haz laser que se
propaga una distancia L por un medio Kerr, /(#), es homogénea en la coordenada
espacial transversal. Hay un desfasaje dependiente del tiempo que modula al pulso con

un factor

i_27rAn(l)L i2 7 ny I(I)L

ise) — p A = e A (1.7

e
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La frecuencia instantanea del pulso es

do
®, = —-
S (1.8)
y se va a modificar de acuerdo a
d Ay
Aw, = ———
i dr (1.9)

Esto nos dice que mientras la intensidad sube, es decir durante el flanco delantero del
pulso w; disminuye, y se incrementa cuando la intensidad decrece. Este efecto genera el
“chirp” o automodulacién de fase (SPM) como se muestra en la figura 5. Es un efecto

analogo a una dispersidn no lineal de la velocidad de grupo.

pulso suficientemente
7 / inenso

Automodulacion de
ticmpo fase por efecto Kemr

Figura 5 automodulacion de fase

Una descripcion tradicional del KLM se basa en el efecto combinado del autoenfoque
del haz laser debido al efecto Kerr y una abertura espacial dentro de la cavidad
responsable de introducir menos pérdidas a los pulsos de mayores intensidades. Se dice
que este efecto combinado, que se reconoce como esencial para el KLM, es equivalente
al de un absorbente saturable rapido. La presencia de esta abertura espacial tiene ademas
como consecuencia la pérdida de estabilidad del régimen continuo frente al pulsado.
Una descripcidn alternativa considera que el mecanismo por el cual se llega al KLM es
de tipo soliténico [1.2], a través de un delicado equilibrio entre la SPM y la dispersion
de velocidad de grupo lineal (GVD). Si bien las aberturas estan inevitablemente
presentes en la practica, una vez que el laser se ajusta a las aberturas para minimizar las
pérdidas, es aparentemente posible hacer una descripcion acertada del KLM sin incluir

aberturas espaciales [1.3], [1.4] [1.5] [1.6] y [1.7]. Es natural preguntarse entonces si el
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efecto Kerr por si mismo alcanza para producir el KLM. Si asi fuera, querria decir que
mediante la sola inclusion del término correspondiente al efecto Kerr, que por si mismo
no es disipativo, el sistema completo pasa a serlo (por disipativo entiendo la capacidad
de contraer el espacio de fases). El KLM podria entonces ser descripto como la
apariciéon espontdnea de un comportamiento colectivo autoorganizado, como
consecuencia de la interacciéon no lineal entre las variables dinamicas. Como la
evidencia hallada de este comportamiento hasta el momento es parcial y esta solamente
relacionada con los laseres de Ti:Zafiro, es deseable encontrar un resultado mas general
y sus causas.

Precisamente, uno de los propositos de esta Tesis es establecer conceptualmente si es
necesaria o no la presencia de algun tipo de abertura espacial para que cualquier laser
pueda funcionar en Kerr-lens-mode-locking (KLM). Esto puede establecerse soélo de
manera teérica, debido a que en la practica es imposible evitarlas debido al diametro
finito de los espejos y demas componentes de la cavidad del laser entre otras cosas.

En la practica se suponen haces gaussianos, que son las autofunciones del espacio libre,
y son las autofunciones de sistemas complejos mas generales en los que se verifique la

aproximacion paraxial.

1.2. Pulsos gaussianos y su propagacion.
Supongo que los pulsos son gaussianos dentro de la cavidad, tanto en el tiempo como en

el espacio. Estos pulsos son de la forma

ket ke
E(t)=E,e %% e 2P (1.10)
donde
_1_=%_,- ”n’}z (1.11)
qs /2

=Y . (1.12)

Para que 1/qs 1 tengan sentido fisico deben tener parte imaginaria negativa, en caso

contrario deberia ser por ejemplo el ancho del haz imaginario. La propagacion a través
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de un sistema Optico general se describe con estas dos variables, que se relacionan
mediante matrices de dimensién 4x4 [1.15]. En esta referencia, se muestra como un
elemento de un sistema 6ptico modifica la posicion y pendiente de la trayectoria, la
frecuencia central y tiempo de llegada del pulso al plano de referencia, respecto a esos
mismos parametros de un pulso de referencia. Las variables a la salida del sistema son
funcién de las variables a la entrada del mismo. El desarrollo de Taylor a primer orden
de dicha funcién, permite escribir para sistemas lineales invariantes con el tiempo (sin

tener en cuenta un medio tipo Kerr)

x A, B, 0 E) (x
® C, D, 0 F| |®
= - (1.13)
! G H 1 1| |t
f SALIDA O 0 O 1 f ENTRADA

A, B, C y D son los mismos elementos que los usuales en matrices de propagacion de
rayos, y los elementos restantes dan cuenta de la dispersion. Para redes o prismas
individuales G y F son distintos de cero. De todos modos combinando mas de un prisma
puede lograrse una matriz diagonal en bloques de 2x2. El caso méds comin en la practica
para las cavidades de los laseres disefiadas para operar en KLM, es aquel en que estas
matrices de 4x4 se pueden diagonalizar en dos bloques de 2x2 debido a que no se usan
redes, y los prismas, si es que se usan, aparecen de a pares con la cara de entrada del
primer prisma paralela a la cara de salida del segundo prisma (para compensar el efecto
de la dispersidn de la velocidad de grupo). En muchos casos, cuando hay un solo prisma
dentro de la cavidad, la matriz general ya no es diagonal en bloques. Voy a analizar
solamente las cavidades cuya matriz se puede diagonalizar en dos bloques de 2x2. Uno
de estos bloques es una matriz M que describe la parte espacial, y el otro es una matriz
M, que describe la parte temporal. Debe advertirse que esta diagonalizacién no es
posible si los pulsos son muy cortos (<10 fs) [1.8]

De modo que la matriz diagonalizada de propagacidn entre dos puntos Py P’ es

Ac B¢ 0 0
C, Dy 0 0

M=| § T (1.14)
0 0 4, B,
0 0 C, D,
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El determinante del bloque espacial es uno al igual que el determinante del bloque
temporal [1.15]. Después de propagar el parametro espacial del pulso de P a P°, se
transforma en

Cs + Dy 1

= ‘Ils , (1.15)
s 4, +B, —
ds

y después de propagar el parametro temporal del pulso de P a P’, se transforma en

1 C, +D; —
—'=—qlr. (1.16)
Ir A, +B, —

qr

Me restrinjo a uno solo de los dos casos, ya sea el temporal o el espacial. La matriz de
propagacion de varios elementos en cascada donde el haz se propaga en la direccién que
indica la figura 6 es M = M3.M2.M1. En el Apéndice 1 se reunen las expresiones para

las matrices que representan a los elementos dpticos mas comunes.

XNH M2 MEIS

Figura 6 Arreglo de diferentes elementos dpticos

La matriz de round-trip Mgt para la cavidad de un laser, es la matriz de propagacion
desde un plano de referencia hasta volver al mismo después de haber recorrido toda la
cavidad (es decir que cruza ese plano dos veces, una al ir y otra al volver). El tiempo T
que tarda en hacer este recorrido es el ya mencionado tiempo de ida y vuelta dentro de
la cavidad o tiempo de round trip. Para obtener la matriz Mgt hay que multiplicar las
matrices de todos los elementos que hay dentro de la cavidad. Suponiendo que tenemos
el ejemplo de la figura 6, la matriz de ida y vuelta es Mgt = M1.M2.M3.M3.M2.M1.

Hasta aqui expuse los conceptos basicos involucrados en esta Tesis. A continuacién
presento las herramientas matematicas que necesito para poder extraer la mayor
cantidad de informacién posible del sistema. Voy a introducir mapas iterativos,
fracciones continuas y la geometria hiperbolica. Seran de mucha utilidad en los

préximos capitulos.
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1.3  Mapas iterativos.

La descripcion del problema mediante mapas o ecuaciones diferenciales es equivalente.
La existencia de un reloj interno en la cavidad, provisto por el tiempo de ida y vuelta
dentro de la misma, posibilita encontrar facilmente la posicién de las secciones de
Poincaré. Los mapas son por lo tanto muy convenientes para describir el KLM, debido a
que tienen la ventaja de reducir la dimensionalidad del problema, volviendo los calculos
mas tratables. Permiten hacer simulaciones numéricas simples, y el analisis de la
estabilidad de sus soluciones periddicas es de esta manera muy sencillo. Una limitacién
que tiene esta descripcidn, es que no permite concluir nada acerca de la forma de los
pulsos. Para conocerla, son mas convenientes las ecuaciones diferenciales. En la
referencia [1.14] , se hace una descripcién con una ecuacién diferencial, donde se
presupone que la modificacion del pulso al atravesar cada elemento de la cavidad es
infinitesimal, pero eso muchas veces no se cumple. Como en esta Tesis busco
comprender de la manera mas simple y accesible las propiedades basicas del KLM,
describo al sistema mediante mapas, ya que para esta comprension no interesa la forma
precisa de los pulsos. Este formalismo ya ha sido usado con éxito en la descripcion de
algunos laseres KLM especificos. [1.4] [1.5] [1.7], [1.6], [1.9] y [1.10]

Un mapa es una aplicacién de un espacio en si mismo, es decir, una fzV->F . V es una
variedad del espacio de las fases I', y la llamaremos seccidén estroboscépica. El mapa se
construye a partir de las intersecciones de la trayectoria del sistema con V. Si F(t) es
dicha trayectoria en I', parametrizada con el tiempo t, para x;=F(t,) € [ U V, se puede
encontrar f de manera que Xnp+ 1= f(x,) =F(tp+;) € ' U V, siendo t,4+) el primer instante
posterior a t, para el que la trayectoria vuelve a intersecar a V. En el caso del laser sera
tss1=t, +T. x € R" donde N es la dimensién del mapa. La evolucién en el tiempo de un

sistema queda perfectamente descripta con su mapa estroboscopico.

1.3.1. Dinamica de los mapas.

Se puede obtener el régimen estacionario del sistema calculando los puntos fijos del
mapa, es decir encontrando los puntos invariantes por el mismo, para luego estudiar la
estabilidad de estas soluciones. Pueden existir otros tipos de comportamientos, como
por ejemplo trayectorias multiperiddicas u otra clase de soluciones hacia las que tienda
el sistema cuando n tiende a infinito, y que son conocidas como atractores del mapa.

Cada atractor tiene su cuenca de atraccion, determinada por todos los puntos que



tomados como condicién inicial para el mapa, llevan después de varias iteraciones
(pueden ser infinitas segun el caso) a dicho atractor. Dado un mapa f: V->V, se define la

cuenca de atraccién de un atractor 4 del mapa M; < V como

M={xeV/f"(x)>4} (1.17)

n—o
Se dice que un punto fijo x* es estable si para cualquier entorno de x*, N(x*), se
cumple que para cualquier condicion inicial tomada de dicho entorno, todas las
iteraciones del mapa caen dentro del entorno de x*. Si escribo los puntos de N(x*) como

perturbaciones de x*, y si el mapa se puede linealizar alrededor de x* puedo escribir

Xn = C+3x, (1.18)
Xn+1 = X*+3X,4+1= f(x*)+ D(x*) dx, (1.19)

donde D(x*) es el jacobiano del mapa. Entonces se cumple que
Oxp+1= D(x*) dx,, (1.20)

Esta ultima expresion indica que para conocer la estabilidad, hay que analizar los
autovalores A; y los autovectores V; de D(x*). Si la dimensién del mapa es d, y si
|7\.i |¢1, 1< i< d, los autovalores definen cémo se comporta a primer orden una
perturbacion dx, después de sucesivas aplicaciones del mapa. Si i k1, 1a proyeccion
de 8x, sobre el autovector V; se contrae, y si |ki | >1 diverge. Se dice entonces que el
punto fijo x* es estable si todos los autovalores de D(x*) cumplen i <1, y se dice que
es inestable si algin autovalor cumple [\ i | >1. Puede suceder asi que segin algunas
direcciones la perturbacién se contraiga y segun otras no. Estos son los puntos de
ensilladura. En el caso en que Al =1, los autovalores A, ya no definen el
comportamiento de la perturbacion, y hay que incluir términos de orden superior en
(1.19).

Las trayectorias multiperiédicas se encuentran hallando los puntos fijos del mapa a m-
vueltas. Este mapa se obtiene aplicando m veces a una condicion inicial genérica. Por lo
general son expresiones muy complicadas, pero en algunos casos pueden reducirse a

expresiones sencillas. La primera parte de esta Tesis es uno de estos casos. La
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estabilidad de las orbitas multiperiddicas se analiza estudiando los puntos fijos del mapa
a m-vueltas. En los sistemas sencillos el atractor suele ser un punto, una circunferencia o

un toro.

1.3.2. Caos y como determinar si un sistema es caoético.

Voy a introducir el concepto de caos, ya que usaré el término muchas veces. Un sistema
cadtico es aquel que tiene cierto tipo de evolucion en el tiempo [1.11]. Describe
movimientos turbulentos, que al ser analizados en detalle, son muy complejos. Para
definir el caos mas exactamente, se consideran solamente las secuencias Xo , X1 ,
X2peeerereens , generadas por un mapa Xn+1=F(X,) que sean acotadas, es decir que cumplan
P<x,<Q para todos los valores de n. Se dice que dicha secuencia es cadtica o turbulenta
si:

i)Es sensiblemente dependiente de las condiciones iniciales, es decir que si se parte de
dos condiciones iniciales infinitesimalmente cercanas una de la otra, la distancia entre
las sucesivas iteraciones de ambas diverge exponencialmente

i1)La funcion de correlacion C(m) para una dada secuencia cumple C(m)—0 a medida

que m—oo, donde

N N
C(m)=JI\VZ(xn—<x>)(x",m—<x>), < x >=Lim —!,Zx,, (1.21)
' m=| n->e m=|

iii)La secuencia no es periddica

En los sistemas cadticos, el atractor presenta una forma “extrafia”, y se caracteriza por
no tener una dimension entera y ser auto semejante, en suma, ser un fractal. El analisis
del atractor es pues una indicacidn del caracter caodtico del fenéomeno. El ritmo de
pérdida de predecibilidad también nos da informacién sobre el fenémeno. La medida de
este ritmo puede hacerse utilizando diferentes parametros, por ejemplo, los exponentes
de Lyapunov. Para un mapa, la manera de calcularlos consiste en hallar los autovalores
Aj. j=1...S del producto M(x, ,k) de los jacobianos de dimensiéon S a lo largo de la

trayectoria, y buscar el limite cuando & tiende a infinito

M(xo .xi) = J(x k1) J(xx2)... J(x 1) J(x 0). (1.22)

(A4 25 )=|Aval[M (xy, x,)] |§ (1.23)



Estos exponentes cuantifican la velocidad con que se separan dos trayectorias
inicialmente préximas del espacio de fases. Si el maximo autovalor es de médulo mayor
que 1, el sistema es cadtico. Si el producto de los exponentes es tal que A, As < 1, el
mapa contrae el area, y si A;_As =1 el mapa preserva el area. Voy a usar L;=Ln(})).....
Ls=Ln(As) para determinar si hay caos o no. En caso de que alguno de los (L, ...Ls ) sea

positivo, diré que el sistema es cadtico.

1.4 Fracciones continuas.

A pesar de que nunca han sido usadas para describir el comportamiento de las cavidades
Opticas, la manera de propagar pulsos gausianos sugiere una fuerte relacién con las
fracciones continuas cuando la propagacidén se hace en una cavidad éptica general. La
ventaja de usarlas es que permiten un tratamiento analitico mas profundo del sistema.
Describo a continuaciéon como surgen en el mismo, como se definen y sus propiedades
mas importantes. Las expresiones (1.15) (1.16) relacionan la variable que sale de la
cavidad con la que entra a la misma. En particular, partiendo de una condicién inicial, al
ir haciendo las sucesivas iteraciones se obtiene una expresion analitica tanto para las
variable compleja espacial dada por (1.11) como para la variable compleja temporal

dada por (1.12), que tiene la forma:

(1.24)

en donde a,y b, son nimeros reales o complejos (dependiendo de los elementos de la

matriz de propagacion (1.14)) y es exactamente lo que se define como una fraccién
continua. El nimero de términos puede ser tanto finito como infinito. Para una fraccién

continua, el n-ésimo convergente se define como

=a, + =Zn (1.25)
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Si existe el limite para n tendiendo a infinito de C, entonces se dice que la fraccion

continua es convergente.

Si para cada i >1, todo bes | y cada g es un natural diferente de O, entonces la

fraccion se dice que es una fraccion continua simple con la siguiente forma:

PR S (1.26)

Las fracciones continuas son muy usadas en teoria de nimeros. Se puede demostrar que
“un numero es racional si y solo si se puede expresar como una fraccion continua
simple finita”. Una fraccién continua simple infinita puede ser periddica o no periddica.
Un irracional es cuadratico (aquel que es soluciéon de una ecuacion cuadratica de la
forma ax’ +bx+c=0 a,b,c sonenterosy a # 0) siy solo si se puede representar por
una fraccion continua simple periodica.

Las fracciones continuas se utilizan para obtener aproximaciones racionales de los
numeros reales por medio de los convergentes. Si para cada i, se cumple que a; >2,
bi=t1, se puede demostrar que la fraccién continua es convergente [1.12].

Dada una fraccion continua donde A} = 1, Ap = ag, B.; = 0, Bo = 1 para el n-ésimo

convergente se verifica que

An = an An.] + bn An-2 (1.27)

Bn = an Bn.l + bn Bn.z (1 .28)
y también se verifica que

AnBii - Ap Ba=(-D™ ﬂ a, (1.29)

Hay muchas propiedades y teoremas interesantes mas, pero no son relevantes para esta

Tesis.



1.5  Geometria hiperbdélica.

Las expresiones (1.15) (1.16) pueden ser analizadas con la teoria de fracciones
continuas, y también dentro del marco provisto por la geometria hiperbélica, pues tienen
la particularidad de ser transformaciones de Mgebius. Este tipo de transformaciones
conservan las distancias y areas hiperbdlicas, que seran definidas en la seccién 1.5.1.
Pensando de manera abstracta, la geometria hiperbdlica es lo que se tiene al reemplazar
el postulado de paralelismo de Euclides por un axioma diferente. Una explicaciéon
informal de este axioma es la siguiente: Sea L una linea y p un punto que no pertenezca
a dicha linea. Sea M la linea perpendicular a L que pasa por p. El postulado de
paralelismo de Euclides establece que hay una sola linea que pase por p, que sea
perpendicular a M en el plano definido por M y L (Pumy), ¥ que no cruce L. El nuevo
axioma establece que existe algin 6 >0 de manera que una linea perteneciente a Py
que no cruza L pasa por p si y sélo si forma un angulo con M que esta entre 90-0 y
90+6.

Cuando Gauss, Bolyai y Lobatchevsky “descubrieron” la geometria hiperbolica,
exploraron las consecuencias de este axioma. Lejos de encontrar contradicciones,
hallaron muchos teoremas no intuitivos, diferentes a los de la geometria euclidea, pero
consistentes entre si. Observaron que a medida que hacian calculos y probaban
teoremas, todo era consistente. La compararon con la geometria euclidea. Se puede
probar que es posible desarrollar una nueva geometria consistente, suponiendo que la
geometria euclidea es consistente. Para hacerlo, se construye un modelo de la geometria
no euclidea a partir de la euclidea. Es decir, dado un conjunto de axiomas, un modelo
para esos axiomas es una construccién matematica dentro de la cual se suponen
verdaderos. No es una imagen exacta, pero a partir del mismo se pueden inferir las
propiedades geométricas [1.16]. Un modelo queda determinado al explicitar un conjunto
y equiparlo con una métrica.

Una dada figura, se puede representar con varios modelos posibles, pero se vera distinta
segun con cudl se represente. De todos modos, sus propiedades geométricas, por
ejemplo medidas de angulos, drea y perimetro, seran las mismas sea cual sea su
representacion. Pongo como ejemplo los circulos; en la geometria euclidea un circulo
esta formado por todos los puntos sobre un cierto plano que estdn a la misma distancia
de un determinado centro. En el plano hiperbdlico es lo mismo, salvo que hay que usar

para definirlo la distancia hiperbélica en lugar de la distancia euclidea. Si tenemos el
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circulo hiperbélico I' = {ze M: D(z,2y)= po} donde M es cualquier modelo del plano
hiperbélico y D es una distancia admisible para ese modelo, también es un circulo
euclideo, cuyo centro y radio pueden ser diferentes de z, y po.

Un modelo relevante para esta Tesis es el del semiplano superior, y lo presento en la

proxima subseccion.

1.5.1. El modelo del semiplano Superior (H).
El conjunto de numeros complejos H ={Z € C/ Im[Z ]> 0} (Z=x + iy, y>0)

equipado con la métrica

ds = - (1.30)

define al modelo del plano hiperbolico o de Lobachevsky. Esta métrica lleva
naturalmente a la definicion de area. Para cualquier conjunto A < H el area hiperbdlica

se define como [1.12]:

dx d
n(4)= —}-zy (1.31)

A

Si [=[0,1] es el intervalo unidad y y:7/ — H es un elemento de curva diferenciable en

H, entonces:

h(y)= —dt (1.32)

es la longitud hiperbolica de la curva. Es importante conocer la distancia hiperbodlica
entre dos puntos Z,W e H, que se define como p(Z W ) =Inf (h(y)) .

Hay varias formulas explicitas que se ajustan a esta definicion, como por ejemplo:



1 _|z-w
Tanh(z oz, w))— P (1.33)
Coshlp(z,w)) =1+ — -2 (1.34)

+ ,
2 Im(z) Im(w)
En esta Tesis voy a usar indistintamente el semiplano superior (Z=x + i y, y>0) y

el inferior (Z=x - i y, y>0), donde el modelo es también valido si se toma

H={ZeC/Im[Z]<0}.

1.5.2. Transformacion de Mdéebius.

Las transformaciones de Mdebius son una representacion del grupo SL(2,R) (Special
linear group), que consiste en las matrices de 2x2 invertibles que verifican que el
moédulo de su determinante es 1. Las transformaciones de Moebius se construyen
asignandole a cada matriz g = {{all, al2}, {a21, a22}} e SL(2,R), una transformacion

biyectiva:

T (Z): a”Z+a,2

£

(1.35)

a,Z+a,,

donde Ze H. Estas transformaciones son isometrias. Esto quiere decir que preservan la
distancia y el area hiperbdlica en H. El signo del determinante correspondiente a la
matriz g determina la orientacion de la isometria. Si este determinante vale 1, la
isometria preserva la orientacién, y si el determinante es —1 la isometria invierte la
orientacién. Si la | Tr(g) |>2 (<2), g es una matriz hiperbolica (eliptica), y si | Tr(g) |=2,
es una matriz parabodlica. Si T,(Z) es hiperbdlica tiene 2 puntos fijos reales, si es
parabodlica tiene uno solo, y si es eliptica tiene dos puntos fijos complejos conjugados,

es decir uno solo en H. Este ultimo es el caso de mayor interés para esta Tesis.
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Capitulo 2. Modelo Preliminar

Esta parte de la Tesis consiste en el estudio de las cavidades Opticas mediante mapas
iterativos. La herramienta bésica que uso son los mapas con variables complejas, que
por mucho tiempo s6lo aparecieron para resolver dificultades matematicas en algoritmos
de célculo. Sus aplicaciones directas en fisica eran raras. La que aqui presento es una
interesante aplicaciéon de los mapas complejos a la fisica. Hay antecedentes recientes
que usan este tipo de descripcion para estudiar la dindmica de ciertos sistemas. Por
ejemplo, se ha usado para estudiar el build-up de la radiacion y la coherencia del haz en
una cavidad con espejos que tienen una variacién transversal de la reflectividad [2.1], y
como resultado se encontré que la modificaciéon de los parametros del haz debida al
medio amplificador es la causa de la formacién de un ciclo limite.

Posteriormente, mediante el estudio de los residuos del jacobiano se determiné la
estabilidad de los puntos fijos [2.2]. También se usaron mapas complejos para una
generalizacion de cavidades confocales, encontrando por resultado orbitas con
periodicidad 2, y una evolucién del sistema que fue calificada como “muy complicada”,
y fue descripta como oscilaciones amortiguadas o sobreamortiguadas que se producen a
medida que el sistema converge al punto fijo [2.1]. Estas dos ultimas referencias citadas
tratan cavidades que solamente tienen dos espejos. El objetivo de este capitulo es
abordar cavidades mas generales. Al comienzo incluyo una seccién en la que hallo la
forma del mapa para una cavidad optica general en la que no hay un medio Kerr ni
aberturas, ya que el primer objetivo es conocer en profundidad el sistema no perturbado
para poder establecer con mayor exactitud, en secciones y capitulos posteriores, las
consecuencias de perturbar el sistema (con aberturas, con el efecto Kerr, y finalmente
con ambos). Analizo la dindmica de dicho mapa, y busco el mapa a m-vueltas como
herramienta para el analisis. Estudio el problema paralelamente dentro de varios marcos
tedricos que nunca fueron usados para estudiar cavidades Opticas (fracciones continuas y
geometria hiperbdlica), para obtener mas informacién. Por ejemplo, hay conclusiones
que no pueden ser sacadas del analisis estandar de la dinamica de los mapas, pero que si
pueden obtenerse, por ejemplo, analizdndolos como isometrias del plano complejo. En
una segunda seccion de este capitulo, incluyo aberturas débiles y hago el estudio

completo del mapa obtenido con esta perturbacién



2.1 El mapa sin perturbacion de Kerr y sin aberturas espaciales.

2.1.1 Construccién del mapa:

Para hallar el mapa hago la transformacién de las variables espacial y temporal 1/gs r del
pulso, dadas por (1.11) y (1.12), después de una ida y vuelta completa por la cavidad.
Tomo una posicion arbitraria del plano de calculo, y como matriz genérica de round trip
a (1.14). Los parametros del pulso se transforman como indican (1.15) y (1.16). Escribo

juntas las partes espacial y temporal, ya que tienen la misma forma:

= LA (2.1)
s Asr + Bs,r '_

S.T

Como las matrices temporal y espacial son de determinante uno, la Gltima expresion se

convierte en

Bs.r
(As,'rDs,r - 1) + DS.T T

gs.
. e 2.2)
Ts.r Asr + Bsy —— Asy + =L

ST 9sr

Ya es una forma bastante sencilla, pero depende de 3 parametros (4sr, Bsr y Ds 7). Para
simplificar el estudio del mapa busco un cambio de variables adecuado para que
dependa de uno solo. La importancia de este paso estd en simplificar las expresiones,
para poder describir posteriormente de manera mas facil y rigurosa las regularidades en
el comportamiento del sistema, y también encontrar exactamente qué magnitud fisica

rige su dinamica. Restando y sumando Ds /2 a ambos miembros queda:

B Ag,+ Ds.r _Agr PS.T 1

a5 2 2 Ay

Defino ahora la variable s r a partir de gsr , y el pametro mgr de la siguiente manera:



Wst = Bsidqsr-(Dsr-Asr)2=psr-iSsr (2.4)
msr=(Dsr+Asr)/2. 2.5)

El parametro ms del dominio espacial, determina la estabilidad geométrica de la
cavidad. El elemento de matriz Bs que aparece en el cambio de variables, si bien tiene
unidades de longitud, no es en general la longitud fisica o longitud éptica de la cavidad,
y puede ser positivo o negativo. Por ejemplo, para una cavidad simétrica (dos espejos de
radio R separados por una distancia L), Bs<0 significa que el valor de L/R esta entre 1 y
2, o sea que los focos de los espejos no se cruzan. Para la parte temporal, Bt tiene en
cuenta la propagacion a través de materiales dispersivos o sistemas opticos como pares
de prismas [2.18], por lo que también puede ser positivo o negativo. Para que tenga
sentido fisico, el signo de Sst debe ser el mismo que el de Bs . De ahora en adelante,
para simplificar la notacién trabajaré explicitamente con Ss7>0, o sea Bs>0, pero
teniendo en cuenta la existencia de la posibilidad de tener Sg1<0, o sea Bs<0. En el
dominio temporal, el parametro mr vale siempre 1 debido a la forma de las matrices
temporales enumeradas en el apéndice del capitulo 1 de esta Tesis.

Ya que debido a la forma de la matriz (1.14) las variables espaciales no estan acopladas
a las temporales, y debido a que la forma funcional de (2.3) es la misma para las
variables temporales y espaciales, llamo genéricamente A= mgsr, ¥ = ¥ s para
simplificar la notacién. Voy a aclarar cuando sea necesario si nos referimos a las
variables espaciales o temporales. La expresion del mapa con que voy a trabajar es

entonces:

1
A+y/.

=d - (2.6)

Tanto A como y son adimensionales. Queda A como el Gnico parametro del mapa, pero
hay que tener en cuenta que habra un A para el dominio espacial, coincidente con el
parametro de estabilidad geométrica, mientras que el temporal vale siempre 1 (apéndice
1). Como se vera mas adelzlnte, esta propiedad general permite comprender facilmente
el papel secundario jugado por la variables temporales en la dinamica del KLM.

Una propiedad importante de (2.6) es que es invertible, y el mapa inverso coincide con

el mismo mapa, pero reemplazando A por -A.



2.7)

Es un mapa complejo aunque A sea real, pues y = p -1 S es un complejo, y conviene

desdoblarlo en sus partes real e imaginaria de la siguiente manera:

A+p

= A————— 2.8
d (A + p)' +5? ( )
S
S = — . 2.9
(A + p)2 +5? ( )
Una forma alternativa de escribir (2.6) es:
pd o1ty (2.10)

A+y

Si bien es esencialmente el mismo mapa, esta manera de escribirlo sugiere mas

Z+a,
(Z)= MeT% on H Esta forma de
a,ZzZ+a,,

claramente una transformacion de Mdebius T,
visualizar el mapa es novedosa y de gran potencialidad, ya que permite aprovechar que
estas transformaciones son isometrias en H, y por esto conservan las distancias y areas
hiperbdlicas. La matriz geSL(2,R) ( invertible y el modulo de su determinante es uno)

que le corresponde es:

g=[f1 Az“], @.11)

Como su determinante es +1, preserva la orientacion. De acuerdo al analisis para las
transformaciones de Moebius, presentado en la seccion (1.5.2) de la Introduccion, habra
cambios cualitativos en la dindmica del sistema cuando el pardmetro A cruce por | Al =1.
Dado que | Tr(g) |=24,silAl<] tengo que la matriz g asociada a la transformacién es
eliptica (analizando la parte espacial, corresponde al caso llamado geométricamente

estable). En el caso contrario, es decir cuando |A [>1, la matriz g asociada a la

28



transformacion es hiperbélica (en la parte espacial corresponde al caso geométricamente
inestable), y si | A |=1 la matriz g asociada a la transformacién es parabélica (en el
dominio espacial corresponde al borde de estabilidad geométrica). Por la forma de todas
las matrices asociadas a propagaciones temporales, en el dominio temporal, A vale

siempre 1.

2.1.2 Mapa a n vueltas:

El mapa a n-vueltas es util para encontrar drbitas de periodicidades mayores que 1. Se
obtiene aplicando » veces seguidas el mapa (2.6). Si yy es la condicidn inicial de la cual
parto, y aplico el mapa una vez obtengo la expresion (2.10). Aplico nuevamente el mapa

ay'y reacomodando la expresién obtengo

A =1+dy' 24 -1+247 1)y,

(2.12)
A+y! 24 -1+24y,
Repitiendo n veces este procedimiento, llego a:
n_ IJln+P2nWO (2‘13)
P"+ Py,

donde P" |,; son polinomios que van a jugar un rol fundamental en la dinamica (los

hemos publicado en [2.7]). Las expresiones explicitas de los primeros polinomios son:

para n =0 P’ =0 P’ =1 P°=0

para n =1 P'=A%-1 P'=4 P =1

para n =2 P2=-1+2 4 P}’ =-1+247 P2=24

para n =3 P’ =1-54"+44" P’ =-34+44’ P =-1+4 4

para n =4 P'=44-124°+84" P*=1-847+84" P'=-44+84 (2.14)

Una simple inspeccién permite decir que
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P =(42-1) Py (2.15)

d;; —n P’ (2.16)
P =4P" P (2.17)
(P -p R =1 2.18)
(P ) -B"p" =1 (2.19)
P, =4P)" +B," (2.20)

El grado de P3" es M, y coincide con la periodicidad N disminuida en uno, es decir
M=N-1. Este mapa a n-vueltas (2.13) es el n-€simo convergente C, (1.25) de la fraccion
continua que queda al aplicar n-veces seguidas el mapa a una vuelta (2.6), sin
reacomodar la expresion. En este caso los coeficientes de la fraccidon continua son

reales, a;=2 A, bj=-1:

w,=A- 1A =C (2.21)

24-

24-——

2A4-... ! —
A+y,

Usando las propiedades (1.27) y (1.28) de las fracciones continuas, obtengo las

siguientes relaciones entre los polinomios validas para cualquier n:

Pz.zm = 2AP2.3" - Pz.zn_l (2.22)

Para tener la expresién de P, 3" hay que aplicar las expresiones (2.22) n veces, tomando
como valores inicales P2° =1, le =4, P3° =0, P3' =1, que se obtienen de (2.14). Al tener
determinado P;" quedan determinados los polinomios P," por (2.15)y P," por (2.17). Si

N= n-1, puedo escribir P;" como
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N
P"=>Y a4 (223)
i=0

Puede demostrarse por induccion que los coeficientes hallados para P;" satisfacen

0 Sii=N-(2k+1)
= N -k
a, 2N-2k( . }(_ 1)t Sii=N-2% k € Naturales (2.24)

En el apéndice 2.7 demuestro como los polinomios P," y P;" también pueden ser
escritos como senos y cosenos de un cierto angulo 6, y como consecuencia se obtiene la

equivalencia entre una cavidad 6ptica periddica y un ducto gaussiano.

2.1.3 Anailisis general de los puntos fijos y su estabilidad.

Las orbitas de periodicidad 1 del mapa (2.6) estan dadas por sus puntos fijos que son
v,=t /471, (2.25)

La estabilidad de estas soluciones estacionarias se determina calculando el médulo de
los autovalores del jacobiano del mapa (J), evaluado en el punto fijo. Los autovalores de

la matriz J de 2x2 satisfacen

Det(J)-ATr(J)+ A* =0 (2.26)
por lo tanto
P TréJ)i‘\;(Tr;j))' - Det(J). (2.27)

Para calcular los elementos de matriz del jacobiano derivo las expresiones para las
partes real e imaginaria de del mapa (2.6), es decir derivo las expreciones (2.8) y (2.9)

obteniendo:
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0 pra  (4+p) -5

= 5 (2.28)
G P ((A+p)2+Sz)
G Pn. 25(4
L (’“’) _ (2.29)
IS, ((A+p)'+Sz)
I8,. G P+
-=- ' (2.30)
p, s,
o Sn + ' Pn s
Lo - (2.31)
‘9 Sn a pll
Con estos elementos de matriz calculo la semitraza y el determinante:
2 2
Tr(J) _ (4+p)° -5 _ (2.32)
2 (( A+ p) 2, Sz)
Det(J) = S (2.33)
((A +p) + S2)
Reemplazando en (2.27), la expresién general para el autovalor queda:
(A+ pﬁjﬂ)2 _Sﬁmz ii\/4 (A+ pﬁm)zSﬁﬂ'2
Ay = - > (2.34)

((A+ 'Dﬁm)2 +Slijoz)

y dado que interesa determinar la estabilidad del punto fijo, calculo su médulo, que tiene

una expresion mucho mas sencilla:

PR (2.35)
(A tp fiyo + Sﬁ}"

!}L 121
Si | A <1, se obtienen entonces dos puntos fijos (2.25), y solamente uno de ellos
pertence al semiplano complejo H (1.5.1), de acuerdo a lo esperado para una isometria
asociada a una matriz eliptica. Los autovalores asociados a cada punto fijo son

complejos conjugados. Si | Al=1 se obtiene un tunico punto fijo, y = 0. Si |A |>1 se



obtienen dos puntos fijos reales, como se espera para una transformacién asociada a una

matriz hiperbélica. A continuacién analizo cada caso con mas detalle.

2.1.4 Analisis detallado del caso en que | A | <1.

El mapa (2.6) tiene en esta regién del parametro A un solo punto fijo imaginario puro
con sentido fisico, ya que es una transformacion eliptica. Si el elemento de 1a matriz de
propagacién espacial, Bs es positivo (negativo) serd el de parte imaginaria negativa
(positiva), es decir Sg positivo (negativo). En esta region del espacio de parametros el
punto fijo con sentido fisico se corresponde con haces confinados para la aplicacién
espacial. Para la aplicacién temporal, €l punto fijo corresponde a un pulso cuya duracion
y chirp varian a medida que se propaga a través del medio dispersivo de manera

soliténica. Con (2.35) calculo su estabilidad. Queda:
|4,] =1 (2.36)

que implica estabilidad indiferente. Por lo tanto, no alcanza con el analisis a orden uno
para conocer la estabilidad del punto fijo.

Voy a describir a continuacion las trayectorias, y a hacer algunas consideraciones
geométricas acerca de las mismas. Para visualizarlas, la herramienta ideal son las
simulaciones numéricas, y los graficos de las mismas. Al graficar p Vs S obtengo
trayectorias que estan todas sobre circunferencias con centros en p.=0, S.#0, para todos
los valores de A y condiciones iniciales elegidas. Como ejemplo muestro (figura 7) las
iteraciones para A=0.92388..., que es el maximo cero de P;K , partiendo de la condicién

inicial po=2 So=-3:



0.0

-1.0]

S
-2.0

230
15 05 05 15
P /5/

Figura 7 Trayectoria paara A=0.92388..., maximo cero de p;®

con condicioén inicial pg=2 S¢=-3:

Voy a formalizar este resultado numérico, que muestra que para esta regién del
parametro A todas las trayectorias estan sobre circunferencias. Para hacerlo, propongo la

ecuacién para la circunferencia sobre la que estd inscripta la trayectoria:

p* +(S-dy)’=R? (2.37)

Quiero verificar que dado un A y una condicidn inicial, la trayectoria estd integramente
contenida en esta circunferencia, y busco saber cuanto deben valer R y dy. La figura 8
indica quiénes son R y dy, y también la posicién del punto fijo.

Punto fijo
\ -

Figura 8 esquema de la circunferencia que incluye la trayectoria

Si una trayectoria esta integramente contenida en esta circunferencia, se verifica que si
un punto que puede ser la condicion inicial o no (p, S) pertenece a la circunferencia, su
iteracion siguiente también pertenece a la misma. Esto me permite construir un sistema

de ecuaciones de dos incognitas para resolver:

p2+S-dy) =R (2.38)
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2 2
A p+A S —dv| =r? .
i o) =

cuyo resultado es

4 _1-A’+p’+S®
2S

(2.40)

REP=ay?+4% -1, (2.41)

Es decir que si se parte de cualquier condicién inicial (po, So), la trayectoria estara
incluida en una circunferencia centrada en (0, dy) de radio R, con R y dy determinados
por las expresiones (2.40) y (2.41) evaluadas en (pg, Sp) . Otra forma de determinar que
R y dy son constantes es a través de las isometrias de H. La transformacién (2.10)
conserva las distancias hiperbélicas. Al iterar el punto fijo tengo el mismo punto fijo, y
al iterar la condicion inicial obtengo los puntos de la trayectoria. Esto me dice que la
distancia hiperbdlica entre el punto fijo y la condicidn inicial, debe conservarse a través
de sucesivas iteraciones, o sea que la trayectoria estara incluida en un circulo
hiperbélico cuyo centro hiperbdlico es el punto fijo. En la seccién 1.5 del capitulo
anterior, dije que un circulo hiperbélico coincide con un circulo euclideo, aunque el
centro y el radio hiperbdlicos no coinciden con el centro y radio euclideos. Por otra
parte, cualquier definicién apropiada para la distancia hiperbélica, da un valor que se
conserva con la transformacion. Por lo tanto usando una de las posibles definiciones,

(1.33), sé que debe mantenerse constante la siguiente expresion:

vy — |2 2 2 142 _ 1 47
Vvl P 4S8 +1-4-281-47 _ dy » (2.42)
21m(y, ) Im(y ;) 25 1- A -4
por lo tanto dy es constante. Esto me permite afirmar que:
1-A*+p*+8* =2 S dy (2.43)
p*+S*-2Sdy+dy’ = 4> -1+dy* =R? (2.44)

y asi queda demostrado, de manera mas elegante, que el radio R definido por la
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expresion (2.41) es constante.

Al graficar para un dado A las trayectorias obtenidas iterando el mapa (2.6) a partir de
distintas condiciones iniciales encuentro una familia de circulos a la que pertenecen
dichas trayectorias. En la figura 9 se observan los circulos correspondientes a
condiciones iniciales (po, So ) que indico con una flecha. Estos circulos estan ubicados
uno adentro del otro, y a medida que la distancia hiperbdlica entre la condicion inicial y
el punto fijo disminuye, el radio decrece siendo el caso limite el circulo de radio 0
centrado en el punto fijo. Puedo afirmar que el punto fijo del mapa (2.6) tiene
estabilidad indiferente, ya que si tomo una pequefia perturbacion del punto fijo como
condicidn inicial, me aseguro que su trayectoria va a estar totalmente incluida en una
circunferencia determinada por dicha perturbacién. La perturbacién nunca se va a
acercar al punto fijo menos de lo que permite dicha circunferencia, y por lo tanto no es
un punto fijo estable. Nunca se va a alejar mas de lo que permite dicha circunferencia,

por lo que tampoco se puede afirmar que sea inestable.

punto fijo

Figura 9 Circulos correspondientes a condiciones iniciales (po, So ),

indicadas con una flecha

El cambio de variables introducido en (2.4) y la dependencia del mapa con un tnico
parametro A, que se obtiene en (2.5) permiten esta descripcion tan precisa de las
trayectorias. A partir del uso novedoso en este tema de la geometria hiperbolica, se

fundamenta el comportamiento del sistema.
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Como la trayectoria esta sobre una circunferencia, es evidente que el sistema puede ser
descripto mediante una sola variable. Las expresiones posibles de esta tinica variable se
discuten en el Apéndice2.1 En este trabajo de Tesis, sin embargo, utilizaré solamente el

mapa complejo.

2.1.5 Orbitas multiperiédicas.

Los puntos fijos del mapa a una vuelta, son Orbitas periddicas del sistema (con
periodicidad 1) y son a su vez puntos fijos del mapa a n vueltas para cualquier n
independientemente del valor de A con que se trabaje. Existe la posibilidad de tener
periodicidades mayores. Para investigar estas orbitas multiperiédicas del sistema, uso el
mapa a n-vueltas (2.13) cuyos puntos fijos son las orbitas de periodo de n. Si el
parametro A es tal que se anula P3", por (2.15) también se anula P;", y el mapa a n-
vueltas (2.13) queda reducido a la identidad. Estas orbitas periodicas son de estabilidad
indiferente, pues para cualquier condicién inicial que se tome, después de n iteraciones
se vuelve al mismo punto del que se partid, y las perturbaciones ni crecen ni
disminuyen. Este tratamiento da una explicacion sencilla a resultados numéricos
obtenidos con anterioridad. Por ejemplo en la referencia [2.1], trabajando con cavidades

simétricas representadas por el esquema de la figura 10, donde

. _% (2.45)

Lente cpue representa la curvatura

de los espejos R ! :
|
|
|
I Z
] 7
L |
Elemento con transmision  am——
gaussiana i |

Figura 10 Esquema de una guia 6ptica generada con una cavidad simétrica



encontraron numéricamente Orbitas de periodo 3 para g=0.5. En ese caso la estabilidad
geométrica estd dada por la condicién 2¢°-1=-0.5, que a su vez coincide con mi
parametro A. Debido a que —0.5 es una raiz de P;’, puedo predecir la periodicidad de la
oOrbita resultante. Estos comportamientos podrian lograrse en la practica armando una
cavidad tal que su parametro A coincida con alguno de los ceros de algan P5", con ne
Naturales. Es obvio que para estos valores de A, el mapa a n vueltas no converge (ya
que tiene Orbitas periodicas).

En la seccién 2.1.2 muestro como mapa a n vueltas puede ser obtenido de la expresion
(2.21), que es el el n-ésimo convergente C, de la fraccion continua que queda al aplicar
n-veces seguidas el mapa a una vuelta (2.6). Si para cada i, se cumple que a; >2, bi=+l,
se puede demostrar que la fraccién continua es convergente (segun lo explicado en la
introduccion). Como los coeficientes son reales, a; =2 A, b; = -1 el mapa a n vueltas no
converge si el parametro A es menor que 1. Es decir que debe verificase que todos los
ceros de los polinomios P5" estén entre -1 y 1. En la figura 11, muestro los ceros de los
polinomios en funcién de 1/N, donde N es el grado del polinomio. A medida que N

crece hay cada vez mas ceros repartidos en todo el intervalo (-1,1), con una mayor

concentracion de ellos cerca de | Al =1.

Cero
1

0.5
0

1N

Figura 11 los ceros de los polinomios P;" en funcion de 1/N

Quiere decir que (pensando solamente en la parte espacial) para cualquier cavidad
geométricamente estable que se tome, hay una probabilidad muy grande de tener orbitas
periddicas de periodo n >1, sobre todo en la proximidad de los limites de estabilidad

geométrica A=x1. Si no las tuviera, basta con modificar ligeramente las condiciones




geométricas de la cavidad, hasta que el parametro de estabilidad geométrica A coincida
con un cero de algun de un polinomio P;™, donde M puede ser cualquiera.

Detallo a continuacidén algunas propiedades interesantes que pueden tener cierta utilidad,
referidas a los promedios de los polinomios hechos sobre 2M, cuya deduccién incluyo

en el apéndice2.2 y agrego una posible aplicacion de las mismas en apéndice2.3:

P2 (xmax )f =% . (246)

P. = 2.47
3 m (2.47)

PP = 20 47) (2.48)
P P" =0 (2.49)
PR -2 (2.50)
PP < -% 2.51)
RS RS =4 (P,f (2.52)

2.1.6 Analisis exhaustivo del caso en que |Al=1.

En principio voy a resaltar nuevamente que, debido a la forma de las matrices de
propagacion temporales, al hacer el producto de las mismas para obtener la matriz
temporal de round-trip, se obtiene por resultado una matriz con A=1. Por lo tanto, las
variables temporales se encuadran en esta regién, como asi también las variables
espaciales cuando estamos en el limite de estabilidad geométrica. Sabemos que en este
caso hay un solo punto fijo real, el origen y¢ = 0. Fisicamente, corresponde a una onda
plana para la parte espacial, y al funcionamiento continuo para la temporal. De (2.35) no

puedo decir si es estable o no, por que el mdédulo del autovalor evaluado en este punto

fijo es |7\.| =1. Por esto analizo directamente el mapa a » vueltas, y veo a qué tiende para

n tendiendo a infinito. Se puede comprobar que
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P ()=n
R (=P ()-r " () =1

" (1) =0.

El mapa a n-vueltas (2.13) se reduce entonces a:

'//n= PZ"(I) '//0 = . '//0
P(1)+P" (W, 1+ny,

y los mapas para p" y S" a n-vueltas son:

n=Po(l + "‘Po)"”So2
(1 +np, )2 +S02
Sy

S”= .
(+np,) +8,°

(2.53)
(2.54)
(2.55)

(2.56)

Independientemente de la condicion inicial de la que se parta, (2.57) y (2.58) tienden al

punto fijo yr= 0 para n—co. En consecuncia, el punto fijo es un atractor, y su cuenca de

atraccion es todo el espacio H. La transformacién es un ejemplo de una transformacién

parabdlica. Hice una simulaciéon numérica para ilustrar las trayectorias, partiendo de una

condicién inicial cualquiera, p=2 y S=-3, A=-1, que muestro en la figura 12, que

refleja el comportamiento que encontré en todos los casos que he probado

numéricamente. Se observa claramente la convergencia al punto fijo (el origen). Las

trayectorias ain estan incluidas en circunferencias. Para A=+1 tienen exactamente la

misma apariencia.

0.0}—

-10]

S ]

-2.0]
301 , ' , .
00 05 10 15 20

p

Figura 12 trayectoria para A=-1 y condicidn inicial p=2 y S=-3

Para la region | A | <1, las trayectorias estan inscriptas en circulos hiperbolicos con cierto
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radio. El radio euclideo del circulo definido por un cierto A y una cierta condicion
inicial fija, aumenta al aumentar A. También el radio hiperbélico. En la region | A [ =1,
tengo la situacion limite. Retomando las definiciones de distancia hiperbdlica, (1.33) y
(1.34), se ve facilmente que la distancia entre cualquier punto de la trayectoria y el punto
fijo yr =0+0i es p(y, yr) = . Es decir que para una condicién inicial fija, las
trayectorias estan incluidas en circulos hiperbdlicos cuyo radio hiperbédlico tiende a

infinito a medida que | Al se acercaa 1.

2.1.7 Andlisis exhaustivo del caso en que |Al>1

El mapa (2.10) en esta region es una transformacion eliptica. En este caso los dos puntos
fijos dados por (2.25) tienen ambos sentido fisico y son reales. En esta regi6n del
espacio de parametros tengo para la aplicacién espacial ondas esféricas no confinadas.

La estabilidad dada por el médulo de los autovalores (2.35) queda:

|4, ! = AT A -] (2.59)

—‘Ai\v‘:Az_ll :

Los médulos de los dos autovalores correspondientes a cada punto fijo no son iguales.
El punto fijo es estable cuando A>0 (o A<0) es A+ (L.), y el inestable es A. (A+). Dado
que para | A |=1 el punto fijo es un atractor cuya cuenca de atraccién es todo H, busco
ver si sucede lo mismo con el punto fijo estable de esta region. Para esto veo a dénde
converge el mapa a n-vueltas para n—o. Defino x, como el cociente entre P Py

por (2.22), puedo decir que

n+l
N A SRR S SR (2.60)

n+l 1)3" P3" x"
1)311-1

La expresion (2.60) introduce una fraccién continua para x, (1.25). En este caso los

coeficientes son reales, a; = 2A, b; = -1 para todos los valores de i. También expliqué
que si a; > 2, b;=z1 la fraccién continua tiene limite. Para el caso de A > 1, es evidente
que estoy dentro de esta condicion. De todos modos este caso también se encuadra en la
extension de la demostracion hecha en el apéndice2.4. Para A<-1, basta con definir

Yn= -Xn y multiplicar todo por -1, y queda de este modo definida para y, una fraccién
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continua idéntica a la anterior. Debido a (2.60), el Lim x, debe cumplir:

Lim x,,, =24~ Lim 1

n=>w

entonces se deduce que :

n=>wo

2.61)

n->o x
n

(2.62)

=AFV4’ -1 (2.62bis)

Verifico numéricamente que en (2.62) el signo + corresponde a los valores de A

positivos y el signo - corresponde a los valores de A negativos. Como (2.62bis) es la

inversa de (2.62), el signo - corresponde a los valores de A positivos y el signo +

corresponde a los valores de A negativos. Para mostrar como converge el cociente de los

polinomios P, incluyo a continuacién unos pocos valores de Py para A=1.9

P (1.9)=1
P2(1.9)=38
Py (1.9)=13.44
P (1.9)=47272
P;® (1.9)=166.194
P3%(1.9)=584.264
P5" (1.9)=2054.01
P3% (1.9)=7220.97

Py’ (1.9) P;%(1.9)=3.51555
1.9+41.9% -1 =1351555

1.9-1.9% =1 = 0.284451

y con A=-1.9
Ps'(-1.9)=1

P2 (-1.9)=-3.8

P (-1.9)=13.44
P (-1.9)=-47.272
P5* (-1.9) = 166.194
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P53 (-1.9) = -584.264
P57 (-1.9) = 2054.01
P5¥ (-1.9) =-7220.97

P37 (-1.9)/ P;® (-1.9) = -3.51555

—1.94y(=1.9)2 = 1 = —0.284450
—1.9-y(-1.9)? -1 = -351555

Estos resultados, ademas de convalidar (2.62bis), muestran que la convergencia es
rapida. En solamente 8 iteraciones (2.62bis) es una excelente aproximacién al valor

limite. Otro cociente que necesito es P»/P3 . Usando (2.17) llego a:

n P n-1

. 3
Lim =A- Lim =*+V A
n->o PB" n->o P3"

24 (2.63)

donde el signo + corresponde ahora a los valores que cumplen que A>0 y el - a los que
cumplen A<0.

Por ahora tengo la convergencia de los cocientes de polinomios, pero lo que busco es
quién es el atractor del sistema, es decir el valor al que converge el mapa a n vueltas.
Vuelvo a trabajar con la expresion (2.13). Dado que todos los ceros de P;" son menores
que 1, puedo dividir tanto el numerador como el denominador por P;" y calcular el

limite para n tendiendo a infinito. El resultado es

Pl" Pzn
+ Vo 2 2
T el @ .
Limy" = Lim FX = = =a. (2.64)
n->o n->o 2 im""//o
P"+y/o
3

El limite de (2.64) existe sélo si existe el limite de P," / P3", que esta dado por (2.63). Si
P,"/P;" tuviera limite infinito, convergeria a la misma condicién inicial yg, y eso seria

un absurdo. Como (2.64) debe cumplirse para todo y, entonces:

Limy" =a=+J4> -1 (2.65)

n—>w
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donde el signo + corresponde a valores de A positivos, y el - a los negativos. Esto se
debe a que el signo de P," / P;" es el signo de A, y eso se demuestra facilmente por
induccidn en el apéndice2.5.

Puedo afirmar entonces que el punto fijo estable es ademas un atractor, y que su cuenca
de atraccidn es todo el espacio complejo con sentido fisico.

Como ilustracion, muestro en la figural3 una simulaciéon numeérica para A=1.01, p (=2,
So=3. Del andlisis de un gran nimero de simulaciones para diversos valores de A y
condiciones iniciales, concluyo que cuanto mayor es el médulo de A, mas rapida es la

convergencia.

00 — -

-

-1.01

-2.01
-3.01__ _ , , -
00 05 10 15 20

P

Figura 13 Trayectoria para A=1.01, p =2, S ¢=3.

2.2El mapa sin perturbacion de Kerr con aberturas espaciales

2.2.1 Construccion del mapa:

Todas las cavidades dpticas reales tienen aberturas espaciales por muy débiles que sean,
debido a las dimensiones finitas de los elementos que las forman. Para analizar su
influencia, supongo una Unica abertura ubicada en el lugar dentro de la cavidad que
simplifique mas las cuentas, y ese lugar es uno de los espejos (que pueden ser planos o
no), como muestro en la figura 14. Es indistinto poner en el dibujo primero la abertura y
después el espejo o al revés, pues el producto entre las matrices correspondientes a un
espejo y una abertura es conmutativo (ver el apéndice del capitulo 1 con las expresiones
de las matrices). Entonces tomo para trabajar la figura ficticia 14 bis, en la que se indica
dénde pongo el plano de calculo. A diferencia de lo hecho para el caso de no tener
aberturas espaciales, donde el plano de calculo podia estar en cualquier sitio, aqui se lo
fija en un lugar para el que las cuentas se simplifiquen. Ya no es un lugar arbitrario. Es

un lugar extrafio, en el sentido de que no se pueden hacer mediciones alli. El pulso
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todavia no terminé de pasar por el espejo y ya le estoy calculando sus parametros
espaciales. De todos modos, la eleccidn de esta posicion ficticia para el plano no es una
limitacion, porque si quiero los parametros del haz en una posiciéon real basta con
propagar hasta la misma. Finalmente, las condiciones de estabilidad no dependen de
donde esta el plano de célculo, y con esta eleccion las expresiones que se obtienen son,

como se dijo, mas simples.

| [7 s
-"CD

Figura 14 Esquema real de la cavidad

Plano de Referencia

|
=
T C D
|
|

P

Figura 14 bis Esquema ficticio de la cavidad

La matriz espacial de propagaciéon (Mpp) dentro de una cavidad desde un punto
cualquiera P de la cavidad hasta volver al mismo punto P, tiene la propiedad de tener

=D. No me estoy refiriendo a la matriz de round trip (en la que el haz cruza el plano de
calculo en el mismo sentido), sino a la matriz que corresponde a que el haz va y viene
s6lo por una parte de la cavidad. La propiedad de My, de tener A=D se demuestra en el
apéndice2.6. Como se muestra en la figura 14 bis, se ubica el punto P coincidente con la
posicién del plano de referencia. Entonces M, tendra la forma:

A B
M=l 4-1 | (2.66)
B

Para tener la matriz de round-trip completa, falta incluir dos veces la abertura, ya que

pasa a través de la misma una vez al ir y otra al volver. Supongo una abertura gaussiana
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débil, asi que si Area = éarea (muy grande) de la abertura y defino:

-~ -1
) 2Area (2.67)
w

que es un valor positivo. Tomar a, negativo equivale a usar antiaberturas, es decir
objetos cuya transmision es complementaria a la de las aberturas.
La matriz de propagacion correspondiente a la abertura o antiabertura esta dada en el

apéndice del capitulo 1. Como pasa dos veces seguidas por dicha abertura defino

~ ~

a=2a. (2.68)

La matriz de round trip entonces queda de la forma

, 4 B
MRT= A" -1 .~ .4l (2.69)
B
Nuevamente escalo 1/g y defino:
Wsr = Bsrlgsr-(Dsr- Asr)/2 = psr-iSsr (2.70)
A=m 7= (Dsr+A7)/2 2.71)
a=Ba 2.72)

para obtener a partir de las propagaciones (1.15) v (1.16) de la introduccion (1.13) el

y )y

A+y A+y

mapa:

—ia 2.73)

Este nuevo mapa es simplemente el mapa (2.6) corrido en ia. Si defino:

A= a-2 2.74)
2
£ = ,,,+"7" (2.75)
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la expresion (2.73) se transforma en

, 1

§'= A —A'—-{-f (276)

Que tiene la misma forma del mapa sin aberturas. El mapa inverso, nuevamente es el
mismo mapa (2.76), pero evaluado en -A'. Uso segin convenga (2.73) o (2.76), pues
ambos describen la misma dinamica. Hay que tener cuidado de usar en cada caso la
variable que corresponda. Tomando partes real e imaginaria a (2.73) obtengo el mapa en

dos dimensiones:

A+p

e g ArP 2.77

? (4+p)2 +5° 277)
S

S'= ———+a 2.78

(4+ p) +5? 278)

Notese que la abertura no afecta el radio de curvatura del haz directamente, sino sélo al
tamaiio del haz.

Para tener el mapa a »n-vueltas, hago » iteraciones del mapa (2.76), y procediendo de la
misma manera que en la secciéon 2.1.2 llego a una expresion andloga a (2.13), pero sin
olvidar que los polinomios, a pesar de tener exactamente la misma forma que antes,
ahora estin evaluados en A’, que es complejo. Por supuesto siguen las mismas leyes de

formacién que antes y tienen los mismos ceros que antes.

n

) P (A4)+ P (A4) &, (2.79)
P, (A)+ P (4) &

Las orbitas multiperiddicas que tenia para el caso geométricamente estable, desaparecen
al incluir las aberturas, ya que los valores del parametro A’ en este caso son siempre
complejos, con parte imaginaria distinta de cero. El parametro A’ correspondiente a las
cavidades con aberturas no satisface nunca la condicién para tener Orbitas
multiperiédicas P;"(A’)=0, ya que para cualquier valor » los ceros de P3"(A’) son reales

entre -1y 1,y A’ es complejo.
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2.2.2 Analisis general de los puntos fijos y su estabilidad

Los puntos fijos que se obtienen para (2.73) son

>

vyo=-i%e 4-if) - (2.80)
(A+tyf)(A+yf) =1 (2.81)

Por (2.81), se cumple que Sg( Im[y ,+] ) = -Sg( Im[w r.] ) y nuevamente uno solo de
ellos tiene sentido fisico. Para analizar su estabilidad no hace falta volver a calcular los
elementos del jacobiano del mapa (2.73), pues es el mismo mapa (2.6) corrido en una
constante compleja, que al derivar es como si no estuviera. Por lo tanto valen las
expresiones (2.26) a (2.35). Para determinar la estabilidad uso (2.35), que escrita de

manera mas conveniente queda

P (2.82)
' A+W“

Usando (2.80) y desarrollando en serie de Taylor a orden mas bajo distinto de cero en a,

llego a
,A+wkzsl$a 1- 42 14 <1 (2.83)
avy, =1 -‘I’+(§] yy (2.84)
Entonces
i zlta -4 A< (2.85)
2.%= 1 A1 (2.86)

T 2

Ry g
(4i;A l)+(2)
Para | Al <1 y s- siempre es estable. La presencia de la abertura garantiza la existencia de

una solucién dindmicamente estable ain para esta region | Al <1, donde no las hay en el
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caso sin aberturas. Para | Al >1, el punto fijo estable nuevamente depende del signo de
A. Cuando A>0 (0 A<O0) es estable s+ (y,.), y el inestable es ;. (w+). Por (2.81),
la otra solucién debe ser necesariamente inestable. El punto fijo estable en ambas
regiones es el punto fijo que tiene sentido fisico.

Comparando los valores de (2.85) (2.86) con (2.59), veo que la solucion estable, es ain
mas estable que en el caso de no tener aberturas. Estos resultados estdn en completa
coincidencia con los de la ref [2.12], obtenidos por otros medios. Nuevamente, es
importante determinar si el punto fijo estable es un atractor del sistema, y ver cual es su
cuenca de atraccion. Siguiendo la misma idea que desarrollé en la seccién anterior,
busco el limite n—oo para el mapa a n vueltas (2.79). Ahora el mapa es para la variable
£, definida en (2.75). En la seccién 2.1.7 , para el caso | Al >1, defini x;,, y encontré su
limite. Ahora tengo una expresion andloga a (2.60), pero debo tener en cuenta que esta

todo evaluado en A’. Defino entonces Xp+; ’

n+l '
BT 1 a-L 2.87)

TR (4) [P (4)

En este caso los coeficientes no son reales, ya que a; = 2A’. La referencia [2.17]citada en
la introduccion, tiene en cuenta fracciones continuas para coeficientes reales. Agrego en
el apéndice2.4 una generalizacion para el caso a; complejo, | al >2, b=-1. En conclusién,
para | Al >1 puedo decir que X, converge. De manera analoga a lo hecho para llegar a

(2.62) y (2.62bis) llego a

Lim b — =A't/4"-1 (2.88)
n=>m })3
P T :
"L_IKZ ?’J = AFvA4" -1 (2.88bis)
3

Para | Al <1 debo mostrar de otro modo que X, tiene limite. Trato de verificar que
cualquier area hiperbdlica arbitraria, que llamaré Areay, disminuye cada vez que se
aplica el mapa (2.73), y veo qué pasa al hacer las sucesivas iteraciones. Si el area

euclidea asociada al Areay, tiende a cero, todas las condiciones iniciales que estén en
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dicha area tenderan a un mismo limite (el punto fijo estable). Pero dado que el area
Areay, es arbitraria, el limite sera un atractor cuya cuenca de atraccién sera todo el
espacio. Como corolario también habré demostrado que una fraccién continua con a;
complejo / Im[a; ] # 0y b; = -1, converge. Sea entonces el area hiperboélica Areay, el area
hiperbdlica asociada al area euclidea Area’.. El Area’. esta dada por la transformacién
(2.73) aplicada sobre el area euclidea Area,. El jacobiano del mapa determinado por
(2.77) y (2.78), tiene la misma forma funcional que en (2.33), por lo tanto, de acuerdo a

(1.31) de la introduccidn el Areay,’ queda:

Area,'= ,u(Areac ') = J d_p_:i.S; = j J (P, S )ip_cziS_ = J "—“—]‘*—?, dp dS
Area,’ S Areae S Area, (S +a A + W -
(2.89)
restando el area hiperbdlica asociada al area euclidea Area. obtengo:
' a2|A+\|;|4+2Sa|A+\p|2
W(A)-p(a)=- —Hgpas (290)
Arcac S(S+a|A+\|/I)

El integrando es negativo independientemente de cuanto valga y, por lo tanto el area

hiperbélica disminuye para todas las iteraciones. Suponiendo una abertura débil, puedo

quedarme a primer orden en a y usar:

~2alA+y|’ -2a

dp dS=J dpdS. (2.91)
Arcac S'

A -p(a)=

Areac

Por ahora, solamente puedo decir que el area hiperbélica siempre disminuye (no
necesariamente tiende a cero). Sea la sucesion dada por U,= p(A,). Es una sucesion
definida positiva y decreciente. Por lo tanto tiene limite y se cumple que | Uxs; . Ukl > 0

para k—o0, por lo tanto:
Uk+1- Uk=—{,,... INTEGRANDO dp dS —0 (2.92)

donde INTEGRANDO esta dado en (2.90) y es definido positivo. La unica manera de
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que el limite se cumpla es que el area euclidea tienda a cero. Como la tinica solucién
estable a la que puede tender el sistema es el punto fijo, entonces es un atractor de todo
el espacio. Nuevamente se verifica numéricamente que en (2.88) el signo + corresponde
a los valores de A positivos y el signo - corresponde a los valores negativos de A, al
contrario que en (2.88bis). Incluyo a continuacién como ejemplo, los valores de Py para

A'=0.25 - 5 i. Los valores para los polinomios son

P'(0.25-50)=1

P (0.25-5i)=0.5-10i

P5* (0.25-51)=100.75-10 i
P;*(0.25-5i)=-150.875-1012.5 i

P (0.25-51)=10150.3 +2025 i

P5%(0.25 -5 1) =25476 - 101503 i

P57 (0.25-5i)=-1.01244 10°- 307537

P (0.25-54)=-3.60707 10°—1.00722 107 i

Py’ (0.25 -5 i) P53 (0.25 - 5 /) =0.495156 — 10.0988 i

0.25-5 i+\/(0.25- 5 i)2 -1=0.495156 - 10.0988 i
0.25- 5 i—\/(0.25- 5 i)2 -1=0.00484352 + 0.0987843 i

ycon A=-0.25-5i
P (-025-50)=1
P2(025-50)=-05-10i

P (-0.25-51)=-100.75+ 10

Py* (-0.25-5 1) =150.875 + 1012 i

P3® (-0.25-5i)=100150.3 — 2025 i

P3¢ (-0.25-5 i) =-25476 — 101503 i

P37 (-0.25-5 i)=-1.01244 10° + 307537 i
P¥(-0.25 -5 i) =-3.60707 10°+ 1.00722 107 i

P3’ (-0.25 - 5 i)/ P3® (-0.25 - 5 i) = -0.495156 — 10.0988 i

-0.25- 5 i+\/(—0.25- 5 i)2 -1=-0.495156 + 10.0988 i
-0.25- 5 i—\’(—O.ZS- 5 i)2 —1=-0.00484352 - 0.0987843 i

Se ve que la convergencia es rapida. Numéricamente se observa que cuanto mayor sea g,
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mas rapida sera la convergencia. Calculo el limite usando (2.79) y llego a:

P | (4) £
i 4 /e
Limé&™ = Lim B4} =+ 421 (2.93)
n=>wm n=>o0 Plz" (A')
+
Pr(a)"®

este limite es independiente del valor de &g. El signo + corresponde a A > 0, y el signo -

corresponde a A < 0. De manera equivalente puedo escribir:
) ia 2
Limy" ==—2VA 1=y 3, cqapte (2.94)

Por lo tanto, vuelvo a confirmar que el punto fijo estable es ademas un atractor del
mapa, y su cuenca de atraccion es todo H. El punto fijo inestable es ademas un atractor
del mapa inverso, y su cuenca de atraccion es todo el espacio, para cualquier valor de A
y a que se tomen. La simulacién numérica para a = 107 ,Po =2, So=-3,A=0.9,
(figura 15) muestra que la trayectoria es muy diferente a la trayectoria circular que

aparece cuando no se incluyen aberturas (la flecha indica la condicién inicial):

12!

6 et

1510 35 0 5 10 15.
p

Figura 15 Trayectoria para a = 10'3, po=2, So=-3,A=0.9.

La condicién inicial se indica con una flecha

Muestro otra simulacion para a = 0.5, pp =2, So = -3, A = 0.5 (que es un cero de P*;) en

la figura 16 . Sobrevive en la trayectoria algo de la estructura de la érbita de periodo 3




que se tiene cuando no hay aberturas.

Oj

1 0 0 1 2
pl 2

Figura 16 a=0.5, pg =2, So =-3, A = 0.5 (que es un cero de P).

La condicién inicial se indica con una flecha

Dependiendo de el valor de los parametros las proyecciones sobre los ejes real e
imaginario de estas trayectorias pueden aparecer como monotonas, amortiguadas o con
evoluciones "complicadas"”, tal como se las describe_en la referencia [2.1]. La razén de
las diferentes evoluciones fue encontrada en la referencia [2.2] usando el angulo de
rotacion de la fase. En este capitulo encontré una explicacién muy sencilla y general a
los comportamientos descriptos como "complicados" en dichas referencias. Si A es un
cero de P;M para M grande, y a # 0, seglin el valor de a pueden aparecer, sobre las
proyecciones en los ejes real o imaginario, comportamientos oscilatorios realmente
dificiles de interpretar (sin los elementos presentados aqui) antes de alcanzar el punto
fijo estable.

Voy a detenerme un poco para analizar el punto fijo inestable (que no tiene sentido
fisico), dado que es un atractor del mapa inverso de (2.76). Este mapa inverso se obtiene
al cambiar los signos de A y a. En principio, una cavidad asi puede existir. Cabe
preguntarse entonces qué significa la convergencia a un punto fijo sin sentido fisico. La
respuesta a esta paradoja estd en que tener a con el signo cambiado, equivale a tener una
antiabertura, es decir un elemento en la cavidad cuya transmision crece con la distancia
al centro del eje Optico. Una cavidad asi necesariamente dispersa su energia lejos del eje
optico en unas pocas idas y vueltas por la cavidad, y colapsan la aproximacién paraxial
y la aproximacion gaussiana que subyacen en el formalismo de las matrices ABCD. La

distribuciéon de campo debe ser calculada entonces haciendo la integral de Kirchoff-
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Fresnel. Por otra parte, en las cavidades reales siempre existen otras aberturas que
compensan los efectos de las antiaberturas.

Si bien en este trabajo la ubicacidn de la abertura (o antiabertura) no es lo mas general
posible, es presumible que este resultado se mantenga para otras ubicaciones de la
misma. Un caso muy comun es que la abertura (o antiabertura) sea el mismo medio
activo. El caso mas comun de antiaberturas (espaciales) surge cuando el bombeo y las
condiciones de dopaje hacen que haya mas ganancia en los bordes del medio activo que

en el centro.
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Capitulo 3. Modelo sin aberturas y con efecto Kerr incluido

En este capitulo analizo el comportamiento de un laser funcionando en modo pulsado
debido al mode-locking producido por la lente de Kerr formada en el medio activo
(KLM). La técnica de KLM se ha aplicado en laseres de Titanio-Zafiro [3.1], Nd:YLF
[3.2], Nd:YAG [3.3], Cr-Forsterita [3.4] y Cr:LiSaf [3.5]. La dindmica de los mapas
obtenidos cuando el efecto Kerr es despreciable, estudiada en el capitulo anterior, es
simple debido a que la fisica subyacente es la de la propagacion de las ondas Opticas.
Pero, cuando se tiene en cuenta dicho efecto, como sucede en este capitulo, se pone de
manifiesto la utilidad de visualizar el formalismo ABCD como un mapa complejo. Uso
un modelo para describir el KLM, lo mas general y simple posible, independiente del
medio activo del laser. Como quiero establecer con claridad si son necesarias o no las
aberturas para que este tipo de funcionamiento pueda establecerse, no las incluyo en el
modelo. Como primer paso, describo qué sucede cuando hay un nimero grande (N) de
mapas como el de (1.4) del capitulo 2 (2.6) acoplados entre si mediante la perturbaciéon
de Kerr. Este tipo de estudio se ha hecho en [3.6] donde se estudian globalmente mapas
de Tkeda acoplados a través de un campo medio. Hay un andlisis muy incompleto sobre
este punto en [3.7], que amplio en este capitulo. Una vez logrado esto, el paso siguiente
es permitir la variaciéon de la potencia del pulso en el modelo. Hago un estudio
detallado, dejando ya de lado el acoplamiento entre los mapas, y concentro el esfuerzo
en la comprensién de un solo mapa de cinco variables (dos espaciales, dos temporales y
la intensidad del pulso), con la perturbacion de Kerr incluida. De la misma manera que
en el capitulo 2, también uso las herramientas proporcionadas por la geometria

hiperbdlica.

3.1 Mapas acoplados y mode-locking.

Tomo N mapas como (2.6) acoplados entre si a través de la perturbacién de Kerr,
siguiendo el tratamiento introducido en [3.6]. Cada uno de estos mapas tiene diferentes
condiciones iniciales a las del resto, y su factor de acoplamiento es funcién del
promedio de las variables de todos los mapas. Este término de acoplamiento
corresponde a la lente de Kerr inducida por el conjunto de todos los haces, y afecta a
cada uno de ellos de la misma manera. El valor de la lente es la suma inversa (como

impedancias en paralelo) de lentes elementales inducidas por cada haz o mapa:
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-1
fi o CI;iS; donde fes la distancia focal inducida, i es el indice de cada mapa, / es su

intensidad y C es la constante de Kerr. Por lo tanto, suponiendo que el plano de calculo
(cuya posicion hasta aqui era arbitraria) estd en la posicion de la lente de Kerr, cada

mapa se convierte en:

N
W)= 4 A+W"(i)+ZB/f" G.D

donde fy, es la distancia focal de la lente obtenida como la suma inversa sobre todas las
i-ésimas lentes en la n-ésima iteracién. El nimero complejo z depende de la posicidn de
la lente de Kerr dentro de la cavidad, y del disefio de la cavidad. Es sabido que afecta
criticamente el funcionamiento del mode-locking [3.8] y no puede ser tenido en cuenta
de una manera simple. Dejaré aqui z como un parametro libre.

Supondré que la energia esta igualmente distribuida entre todos los mapas y que no hay
intercambio de energia entre los mapas. Por lo tanto, el factor de area puede separarse de
la expresion para la intensidad, agrupando todas las constantes en el factor de

acoplamiento ¢. La expresion que queda para B/fy es:

Blfyn = &< Sp(i)*>. (3.2)

En el caso de la aplicacién temporal, la perturbacion es la automodulacion de fase

[3.12]. Es proporcional a Ii/zz y el exponente correspondiente a la variable promediada,

que ahora es la duracién de pulso 7, es -3 en lugar de -2.

Este modelo es demasiado crudo como para describir apropiadamente el proceso del
mode-locking. No se consideran las fases de los campos, ni el proceso de saturacién de
la ganancia, ni fenomenos de transporte de energia entre modos. Sin embargo, por los
resultados presentados en [3.6], es posible anticipar que ain este modelo tan simple
logra describir la auto-organizacién de los modos, y de hecho, como veremos, emerge
un comportamiento colectivo. Se hizo una simulacién numérica para un nuamero
creciente de mapas (3.1) con condiciones iniciales distribuidas de manera aleatoria, y

acoplados a través de (3.2). En cualquiera de las variables observadas, el

57



comportamiento periddico del caso no acoplado cambia. Adoptan un valor casi fijo para
el caso acoplado, y como es de esperar, las fluctuaciones decrecen al aumentar el
numero de mapas o al aumentar el coeficiente de acoplamiento. Como ilustracion,
muestro en la figura 17 el valor medio de la distancia focal del promedio de las lentes de
Kerr en el tiempo, para N=1000 y 4=0.9. En el caso desacoplado se refleja claramente el
caracter periodico de las orbitas. Los picos mas grandes, alcanzan valores de alrededor
de 2 (a.u.). Las unidades son arbitrarias pues el valor con que se reescala y, que es el
elemento de matriz B, no estd establecido. Al agregar el acoplamiento, con un valor
(arbitrario) de z = -(1+i) y de €= 0.1, el promedio de la lente se estabiliza (Figura 18).
Por otra parte, la méxima desviacidon estandar de cada mapa individual de su valor
promedio (en S°) tiende a cero, evidenciando que cada uno de los mapas individuales
llega al valor promedio. Este promedio de S sobre los N mapas y en el tiempo, es
aproximadamente 0.44, y mas grande que el valor del punto fijo no acoplado Sf =
0.436. Estos valores significan una reduccion en el tamafio del area del haz debido al

efecto Kerr. Este resultado concuerda con los resultados experimentales para laseres que

funcionan en KLLM [3.9].
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0.0 5.0x10° 1'.0><10‘ 1.5x10°"
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Figura 17 Valor medio de la distancia focal del promedio

de las lentes de Kerr en el tiempo, para N=1000 y 4=0.9
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Figura 18 Valor medio de la distancia focal del promedio
de las lentes de Kerr en el tiempo, para N=1000 y 4=0.9

con z =-(1+i) yde £=0.1

Otras formas funcionales para B/fy, y otros valores de z también logran reproducir el

comportamiento colectivo. Voy a incluir a modo de ejemplo la siguiente expresion para

Blf
Blfy = &< Sp(i)>. (3.3)

No es una eleccion caprichosa, como puede parecer en este momento, sino que esta
relacionada con resultados que voy a presentar més adelante en este capitulo (seccién
3.3.2 ) para un solo mapa. Tomo ¢ = 0.001, A = 0.9 y z = -1. El valor medio para el
caso desacoplado refleja nuevamente el caracter periddico de las érbitas de cada mapa
individual (figura 19). Al introducir el factor de acople, el valor medio de B/f; tiende a
un valor constante (figura 20) mostrando que todos los mapas individuales se comportan
aproximadamente de la misma manera. Las desviaciones estandar de todas las variables
respecto a sus promedios tienden a cero. En la figura 21, muestro el valor medio para el
caso € =0.001, A=0.9yz =-1- i Esnotoria la influencia de la forma de la cavidad
debido a que con este valor de z, converge al comportamiento colectivo de manera

diferente que en el caso anterior.
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Figura 19 Valor medio de la distancia focal del promedio

de las lentes de Kerr en el tiempo, para N=1000y A = 0.9

2.0x10°

16x107 -
<B/fn>

1 2><1D

8.0x10™

4.0x10™

0.0 -

. .
1teracion
Figura 20 Valor medio de la distancia focal del promedio
de las lentes de Kerr en el tiempo, para N=1000 con

A=09,6=000lyz =-].
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Figura 21 Valor medio de la distancia focal del promedio

de las lentes de Kerr en el tiempo, para N=1000 con

A=09,£=0.00lyz =-1- i

Voy a analizar mas detalladamente el caso en que | A |=1, ya que es el corresponde al
dominio temporal. Para A=1, y z = -1+0 i, cualquiera sea el valor de ¢ que se tome, el
promedio de B/f; también refleja un comportamiento colectivo de los mapas
individuales. En la figura 22 , hecha para &£ = 0.1, se ve como varia el promedio de B/fy
para un numero N=1000 (izquierda) y N=10000 (derecha) de mapas individuales. Se
observa que el valor medio permanece muy cercano a cero para las primeras iteraciones.
En esta etapa las desviaciones estandar para p y S (figuras 23 y 24) son muy cercanas a
cero. Esto no se debe a un acoplamiento dinamico entre los mapas, sino simplemente a
que cuando A = 1, si &= 0 todos los mapas convergen rapidamente a \y =0+ 0 7,y asi
las desviaciones estandar para p y S en el caso sin acoplar son cero. También en la
situacion desacoplada, si tenemos un A.£1, al iterar el mapa se observa que para una
gran cantidad de iteraciones estd cerca de cero. El acoplamiento se encarga de cambiar
el hecho de que el sistema se quede en el punto v = 0 + 0 7, pero su efecto se hace
notorio después de varias iteraciones (aproximadamente 11000 iteraciones). A partir de
este punto, el promedio de B/f, oscila en una banda angosta comprendida entre 0.02 y
0.03 u.a. para el caso de tomar el nimero de mapas N=10000. Las desviaciones estandar
para p y S (figuras 23 y 24) aumentan mucho, y ese aumento es dependiente del niimero

de mapas individuales acoplados. Podria parecer asi que el acoplamiento los esta
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desordenando. En realidad, el acoplamiento sigue generando un comportamiento
colectivo (como para el caso en que | Al <1). El aumento en la dispersion se debe a que
los mapas sin acople convergen al origen y en ese caso la dispersion es cero.
Comparando la situacién para N=1000 mapas individuales (izquierda) con la de
N=10000 (derecha), es evidente que estas desviaciones disminuyen mucho al aumentar
N. La diferencia fundamental con respecto a los valores de A que cumplen| A | <1, es el
aumento en el promedio y las desviaciones alrededor de las 11000 iteraciones. Lo que es
comun a todos los valores de A, es que las desviaciones estandar disminuyen al

aumentar el nimero N de mapas individuales.

3.0x107 1
0.04 - .
<B/fn> ; 2.0x10%
0.02- <B/fn>
1.0x107
0.00- sl
00 4.0x10° g.0x10* 00 e T
iteracion ' g e
iteracion
Figura 22&= 0.1, Variacion del promedio de B/f;; N=1000 (izquierda)
y N=10000 (derecha) mapas individuales.
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BOO -
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]
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i 04+
200 |
0 B 0.0-
0.0 agxi0'  BOx10'  1.2x10° 0.0 _40x10°, 8.0x10"
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Figura 23 Desviacion estandar para p para N=1000 (izquierda)
y N=10000 (derecha) mapas individuales.
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Figura 24 Desviacion estandar para N=1000 (izquierda)
y N=10000 (derecha) mapas individuales.

Los resultados obtenidos indican la aparicién espontdnea de un comportamiento
colectivo. A pesar de que este modelo esta muy lejos de ser una buena descripcion para
un laser que funciona en KLM, es un claro indicio de que el acoplamiento de Kerr

induce, como se espera, un comportamiento colectivo atin en ausencia de aberturas.

3.2 Efectos dependientes de la energia.

3.2.1 Perturbacion de Kerr.

El mapa (2.6) del capitulo anterior describe la propagaciéon de un haz dentro del
resonador de un laser. No he tenido en cuenta en los capitulos y secciones anteriores
ninguna dependencia en la evolucién de un haz con la energia del campo. Sin embargo,
el amplificador Optico y el material con efecto Kerr apreciable suman dos efectos
dependientes de la energia, que son la saturacion de la ganancia y el efecto Kerr. El
ultimo, afecta a la parte espacial del mapa, debido a la formacion de una lente cuya

distancia focal / [3.17]es dependiente de la intensidad donde

1 8y\2rIlgy d
f 7

= f,. (3.4

La intensidad / estd normalizada con la intensidad de saturacién Iy, para que no tenga



dimensiones, X es el area del haz, n es el indice de refraccion, y es el coeficiente de
Kerr, y d es la longitud efectiva del medio de Kerr. La matriz asociada a la perturbacion

de Kerr [3.10] es entonces:

1 0
My = ~B, 1 (3.5)
La perturbacion de Kerr afecta la parte temporal del mapa a través de la apariciéon de un

corrimiento de la frecuencia o chirp, que es dependiente de la intensidad, conocida como
la automodulacién de fase (SPM) [3.17]:

_8yy2m Ilgy,d

Tp

Br (3.6)

donde A es la longitud de onda central del laser. Llamo 1 (Bs) a la perturbaciéon
temporal (espacial). La matriz asociada a la perturbacion de Kerr para la parte temporal

[3.10] es entonces:

1 O
M'I'I,K= ﬁr 1

Al tener en cuenta estas perturbaciones, las variables espaciales y temporales en

principio quedan acopladas.

3.2.2 Mapa para la intensidad.

Asumo la validez de la ecuacién convencional para la saturacion de la ganancia (1.5). El
empleo de esta formula no es tan inmediato como puede parecer a primera vista, ya que
se obtiene de asumir que la ganancia esta en equilibrio con la intensidad del campo, y
para la mayoria de los laseres que funcionan en KLM, la evolucién de la inversion de
poblacién es mucho mas lenta que la de la intensidad del campo. Incluyo en el
Apéndice3 1 una demostracion de su validez para esta situacién. De todos modos, si se

permite un grado de libertad extra para la inversion de poblaciéon como se hace al
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describir el KLM en laseres de Titanio-Zafiro en [3.10], surgen nuevas inestabilidades
que modifican la estabilidad de la solucion KLM, pero no su existencia.

Para tener la ganancia total, hay que tener en cuenta que en la ida y vuelta por la cavidad
el haz pasa dos veces por el medio amplificador. Debido a (1.5), el valor medio de la
intensidad normalizado con la intensidad de saturacion (que aparece como /), después

de un round-trip esta dado entonces por:

1 - (;'O2 ]n — GOZIn
"+ 1L)0+ 1) 1+1+ Gy,

(3.8)

Donde I’, es el valor medio temporal de la intensidad cuando el haz cruza el
amplificador en la direccién opuesta a I, y Go es la ganancia de pequefia sefial
multiplicada por un factor de realimentacion (single passage feedback factor) debido a
las pérdidas lineales. Como veremos enseguida, esta aproximacion lleva a que se
desacoplen las variables temporales de las espaciales, que podran ser descriptas de una
manera elegante y simétrica. El mapa (3.8) tiene un punto fijo estable que es a su vez un

atractor de todo el espacio /= g — 1. Para comprobarlo escribo el mapa a n-vueltas

G,>" I I
I, = = °] . (3.9)
1+[ZG(,’]10 17n+ ZL I,
J=0 Gy 1=0 oj

La convergencia a su atractor va como Gy " y es muy réapida. Para valores tipicos de Gy
converge en unas pocas iteraciones, es decir, en unas pocas idas y vueltas completas del
haz dentro de la cavidad. Con un tratamiento completamente distinto, que usa una
ecuacion diferencial a derivadas parciales (master equation) para describir la dindmica
del KLM se llega al mismo resultado [3.13].

Mediante simulaciones numéricas se encuentra que el valor medio de la intensidad
converge a I, , mientras que las variables espaciales y temporales siguen sus trayectorias
sobre circunferencias perturbadas por el término de Kerr, que es pequefio. La energia del
pulso es proporcional a V(Ss.Sr”), de manera que después que el transitorio de la
intensidad ha pasado, se convierte en una variable esclava de Ss (=inversa del area del

haz) y de la variable Sr (= inversa de la duracién del pulso al cuadrado).
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3.2.3 Dependencia de las expresiones para los factores de Kerr dependiendo de la

longitud del medio activo.

Generalmente, el haz estd enfocado en el medio de Kerr. Por lo tanto, la distancia
efectiva d del medio, y en consecuencia las expresiones de PBs, fr dependen de la

relacién entre la longitud del medio de Kerr y la longitud de Rayleigh Z,

7 =700 5 (3.10)
SS

Supongo el haz focalizado en la barra, asi que el ancho minimo del haz o cintura wo

coincide con el ancho del haz en el medio activo. Hay dos casos posibles:

1) Z>L, (el mas comun en la practica):

En esta situacion la longitud del medio reduce las perturbaciones a:

8y 2w L, Iy,
= WISSEK*SSS

A A n B

(3.11)

8y 2wl I,
g, =-~ l”n”B' YIS, =K*, S, (3.12)
)

Después del transitorio en el que la intensidad converge, Ks'y K7 son constantes y la

perturbacion no acopla las variables espaciales a las temporales.

ii) Z<L:

Como S y Z; estan relacionadas, las expresiones son muy diferentes :

=87 27 7 Iy I

3.13

, — (3.13)
8y 2mwBs Iy 1S,

Br = (3.14)
nA B, Sy
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Después del transitorio para el que el valor medio de la intensidad normalizada con la
intensidad de saturacidon converge, Bs es constante, y la perturbacién Bt acopla las
variables espaciales a las temporales, contrariamente a lo que sucede en i).

Aclaracién: Supongo Sst>0. Si no lo fueran, en (3.11), (3.12), (3.13) y (3.14) hay que

usar | Ss,Tl

3.3 Analisis exhaustivo de un mapa individual de cinco variables.

3.3.1 Consideraciones generales sobre el mapa.

Por ahora tomo una cavidad absolutamente arbitraria, asi como la posicion del plano de
calculo. También supongo que el pulso induce una perturbacion de Kerr de la misma
magnitud tanto cuando va como cuando vuelve dentro de la cavidad. Esto no es
necesariamente cierto siempre, como se muestra en las referencias [3.14] y [3.15]. La
forma general de las matrices de round-trip espaciales y temporales a primer orden en la

constante de Kerr, son de la forma:

M, = (AS,T + aﬁs,r BS,T + st.r J (3.15)

Cer+ ch,'r D¢, + st,r

La forma precisa de Ps y Pr fue descripta en la seccion anterior. Si es que hay alguna
dependencia de las variables espaciales (temporales) con las temporales (espaciales) esta
en Bs y Br. Escalo gsrde la misma manera que en el capitulo anterior en (2.4) y (2.5), ¥
desarrollo en serie de Taylor a orden uno en la perturbacién de Kerr. Los coeficientes Bs

y Br quedan multiplicados también por Bs y B respectivamente, por lo que:

Ks = Bs Ks‘ (316)
Kr=BrKr (3.17)

Resumo la forma completa del mapa de cinco dimensiones que describe al sisterna para

una cavidad arbitraria:
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N
1 V. V.
WS:H»I = A - - Bs VI + 2 + 2 2
A+"|I.S‘n A+W.S'n (A+Ws,,)

1 /4 w.
Yrpn =1- +B, W + —+ ? 2 T (3.18)
1+WT" 1+an (1+WTn)

;- g’l,
" 1+(0+g)1,)

los valores de V,...V; y W,...W; se obtienen de los coeficientes de la matriz (3.15) y
dependen del disefio particular de la cavidad. Los diferentes signos de los términos de la
perturbacion espacial y temporal provienen del hecho de que los signos de los factores
no lineales de la perturbacién de cada matriz individual (3.5) y (3.7) son opuestos. La

forma general del Jacobiano del mapa (3.18) es:

apS n+l aS

Snel 0 0 0
Psn  OPgn
OPsn OSswa  OPram  OSpa. 0
oSs, oS, oSs, oSs,
s=| oo Prm Brm (3.19)
oPr » oPr,
OPsn OSsus OPram  OSr,. 0
GAYS GAY AT oS;,
OPsnat OSsut OPrun  OSr,.. ol,,,
ol ol ol ol ol

n n n n n

donde las derivadas cruzadas de las variables espaciales y temporales son
proporcionales a la constante de Kerr. La ecuacion de autovalores, a primer orden en la

constante de Kerr es:

Detd - 1.1) = (Ap+1 / An - 2).Dets - L. Ig).Det(It - X.I7) (3.20)

donde Js (Jr) es el Jacobiano de la matriz de 2x2 espacial (temporal), Is (It) es la matriz

identidad correspondiente. La ecuacion (3.20) permite calcular de manera facil los
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autovalores A. Simplemente hay que calcular los autovalores de dos matrices de 2x2 (y
una de 1x1), en lugar de una de 5x5. Después del transitorio en el que el valor medio
temporal de la intensidad se estabiliza, la ecuacion (3.20) es valida para todos los
ordenes en la constante de Kerr. A orden uno en la perturbacién de Kerr, este resultado

es independiente del lugar de la cavidad en el que esta ubicado el medio Kerr.

3.3.2 El mapa, sus puntos fijos estabilidad de los mismos

Para obtener el mapa tengo en cuenta el esquema de la figura 25:

Plano de Referencia

A B

Medio
Kerr

C D

SIS

I
I
I
I
I
P
Figura 25 Esquema de la cavidad con medio Kerr incluido

El plano de célculo estd indicado por P. La matriz de round-trip es el producto
M=Mierr M, donde M., tiene en cuenta el paso del haz por el medio Kerr tanto a la ida
como a la vuelta, M (=ABCD) es la matriz de ida y vuelta por el resto de la cavidad.
Considero el caso mas tipico para los laseres KLM, en el que la longitud de Rayleigh es
mayor que la longitud de la longitud del medio Kerr, y supongo que concluyé el
transitorio para el que el valor medio temporal de la intensidad converge. En esta
situacion los factores de la perturbacién son proporcionales a la variable correspondiente
(espacial o temporal) de acuerdo a (3.11) y (3.12). El mapa lo hallo de la misma manera
que (2.73), suponiendo ademas que la longitud de Rayleigh es mayor que la longitud
del medio, ubicando el medio Kerr en un extremo y usando la matriz My; en vez de la
matriz para la abertura. Se reobtiene la expresiéon (3.18) con V,=V3;=W,=W3=0y V=
W, = 1. Esto se cumple para algunos disefios de laseres KLM (como en [3.19]), y para
otros no. De nuevo, se hace la suposicién que permite tener las expresiones mas

simples:
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1
Vsnel =A4- 4—_KSSSn
A+ Vs, (3.21)

1
Wrng =1- 1—+l//— +K; S,
Tn

Puedo tomar la parte real e imaginaria para las partes espacial y temporal, quedando

como resultado el mapa

3

A + p n -—
Pstna = A- —-A—% FKs;Ser
+ ..
Vsin & (3.22)
SS.Tn
SS.Tn+l =T 3%
iA + 'll/S.'I'n

donde el signo — corresponde a las variables espaciales y el signo + a las temporales. El
Jacobiano de este mapa es el producto del Jacobiano de la parte espacial por el

Jacobiano de la parte temporal. Cada uno de ellos tiene la forma

1F2 Ko (44 o5 )Ss,
= L Rsr T Psr Psr (3.23)

ST ’ :

A + V/.\'.T n

donde nuevamente donde el signo — corresponde a las variables espaciales y el signo + a
las temporales. En K5 y Kt considero que I, = I/, es decir, estoy en el caso en que ya
paso el transitorio para el que el valor medio de la intensidad converge. Las variables
espaciales de las temporales quedan asi desacopladas, y puedo calcular los puntos fijos
espacial y temporal de (3.21) por separado. A primer orden en la constante de Kerr, los

puntos fijos de la parte espacial son:
1=K, (o K4
e, =t-—— - —ilt 1-A"+ (3.24)

Con esta expresion pueden calcularse los valores del didmetro y radio de curvatura de la

solucion estacionaria. Solamente una de las dos raices corresponde a una solucién con
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sentido fisico, debido a que la parte imaginaria de g debe ser negativa. Dependiendo del
signo de Bs(que escala g), serd estable una u otra. El punto fijo es estable si todos los
autovalores del mapa evaluados en el punto fijo tienen médulo menor que 1. Los

autovalores son:

(A+P/ )2 -s,’ ii\,![4(A+/f’f)2 S’ -4 KS, (A+pf)((A+pI )2 +sz)2 (3.25)
(a+p,F+s,)

A N2 =

y su modulo es:

P\n_z!z =1—2 Ks(A+pf)Sf ~1-2 K, 4 /I—AZ (3.26)

((A '*‘p/)z +sz)z

El punto fijo es entonces estable si Sign(4). Sign(Bg)>0, y es inestable en el caso
contrario (recordar que el signo de Ks depende del signo de Bs).

Los puntos fijos (w7y= prr -i Sry ) de la parte temporal de (3.21) son dos: El trivial
S7=0 =pr s, que corresponde al funcionamiento continuo o CW (para el que no hay

efecto Kerr); y
Sry=-Abs(K7), pry=-Kr°/2. (3.27)

Sts es negativo. Como expliqué en el capitulo anterior, el signo de Sgt debe tener el
mismo signo que Bg 1 (2.4), por lo que la solucién no trivial existe solamente si el factor
que escala las variables y la perturbacién, que es el elemento de la matriz temporal Br
es negativo (lo que vuelve K7<0). Esto significa que, para que el punto fijo sea estable,
la dispersién neta de la velocidad de grupo de la cavidad debe ser negativa. Como no
hay elementos que limiten el ancho de banda ni efectos inducidos por aberturas en el
modelo, esta restriccion es natural. Los autovalores se obtienen reemplazando 4 por 1 en
(3.25) y (3.26), teniendo en cuenta que hay que reemplazar Ks por -Kr debido a la
diferencia de signo entre la perturbacion de Kerr espacial y la temporal en (3.21). Una
vez hecho este reemplazo, el mapa temporal es idéntico al mapa espacial con A=1 aun

con la perturbacién de Kerr incluida. La diferencia con el caso espacial es que la
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variable yr que tiene sentido fisico es la que cumple Im(yy) > 0. El mddulo de los
autovalores es entonces 1-2.K77, y es siempre menor que 1, de modo que el punto fijo de
la parte temporal es siempre estable. Este resultado concuerda con los resultados
observados en las mediciones hechas en las referencias [3.15] [3.18], que muestran el
rol secundario que desempefian las variables temporales en algunas inestabilidades del
laser de Ti:Zafiro. Recordando que en el dominio espacial, A coincide con el parametro
de estabilidad geométrica, puedo agregar que este resultado concuerda con que las
cavidades para conseguir KLM son mas eficientes si estan cerca del limite de estabilidad

geométrica, o sea cerca de A=1 [3.8].

3.3.3 Cuenca de atraccion del punto fijo.

a)Analisis general.

Sin el término de Kerr las iteraciones del mapa estan sobre circunferencias, y como el
Jacobiano no es constante, sino que es una funcion del punto en el plano complejo, el
espacio de fases puede tanto expandirse como contraerse de una iteracion a la otra, pero
el promedio de su valor sobre un nimero muy grande de iteraciones es constante e igual
a la unidad. Debido a que el mapa es una isometria en A, el area hiperbdlica se preserva
en todas las iteraciones. Desde el punto de vista fisico, todas estas consideraciones son
razonables, porque estoy analizando la propagacién de un haz gaussiano, y es un sistema
conservativo. Al agregar el término de Kerr, las trayectorias del mapa se complican.
Quiero saber ahora si estas trayectorias convergen al punto fijo, es decir a la solucion de
mode-locking. Sé que si Signo(Ksr) = Signo(4) el punto fijo es estable, pero esto no
quiere decir necesariamente que es un atractor para todas las condiciones iniciales
posibles.

Presento a continuacioén algunas consideraciones, que permiten establecer con mayor
exactitud una regién del espacio de parametros en la cual es seguro obtener el KLM.
Aprovecho la discusion de la seccién anterior, que muestra que el mapa temporal es
equivalente a el mapa espacial con A=1, para trabajar en forma genérica para ambos
dominios a la vez, con un mapa como el correspondiente a la parte espacial de (3.21),
una variable = p -i Sy un parametro K. Hay que tener en cuenta que el signo de St

es negativo para que la variable total tenga parte imaginaria positiva. Como hice en el



capitulo anterior en la seccidn (2.2.2), vuelvo a trabajar con el area hiperbélica. Quiero
encontrar para qué region y que parametros puedo verificar que cualquier area
hiperboélica arbitraria, que llamaré Area;,, disminuye con certeza cada vez que se aplica
el mapa.

Sea pues Areay €l area hiperbdlica asociada al area euclidea Area y Area’y el area
hiperbélica asociada al area euclidea Area’.. Area’. se obtiene aplicando el mapa (3.21)
sobre el area euclidea Area,. De acuerdo a (1.31) de la Introduccién, usando la

expresion para el Jacobiano dada por (3.23) el Areay’ queda:

Area,'= p(Area, ')=f dp’ as =J J(p,S)d’D as =J 1-2 ng-*-p)sdp as
Areae Area

Area, S'Z S'Z
(3.28)
restando el drea hiperboélica asociada al 4rea euclidea Area. queda
u(drea, )~ u(Area,)= —J M dp dS . (3.29)
Areae

No puedo afirmar que el integrando sea siempre positivo, pues A+p puede adoptar
valores negativos. La expresion no permite establecer si el area hiperbodlica siempre
disminuye, como sucedia en el caso de tener aberturas espaciales incluidas y sin medio
Kerr en la cavidad. Para que disminuya, alcanzaria con demostrar que el area
hiperbolica decrece en promedio sobre un numero "grande" de iteraciones, ya que puede
crecer o decrecer de una iteracion a la otra. Es muy complicado encontrar este promedio
de manera correcta, y no se justifica el esfuerzo de hacerlo, ya que para condiciones
iniciales pertenecientes a cierta regién del espacio que defino a continuacién, en
principio se cumpliria (A+p) > 0 para todas las iteraciones, y el area hiperbdlica
decreceria. Para precisar quién es esta region, tomo p; = 0 y 1-A< §; <I+A que definen
una familia de circunferencias C; sobre las que estdn contenidas algunas de las posibles
trayectorias del mapa sin perturbar. Para cualquier condicion inicial que satisfaga la
ecuacién de dichas circunferencias, es de esperar que se cumpla -A<p, <4 para todas
las iteraciones del mapa perturbado por el efecto Kerr. Esto es debido a que la constante
de Kerr es mucho menor que uno y las trayectorias perturbadas no difieren demasiado

de las que no lo estan. Llamo a esta familia de circunferencias que cubre el interior de la
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circunferencia definida por el parametro A, junto con p = 0 y S=1+A (y cuyo radio es
R=|Al ) regi6n plausible. Para las condiciones iniciales pertenecientes a esta region en
principio se cumpliria (A+p) > 0 para todas las iteraciones. Todas las condiciones
iniciales de interés estan dentro de la regién de plausiblidad.

Podria llegar a pensarse que la trayectoria perturbada, no es tan parecida a la trayectoria
sin perturbar como seria deseable, y puede salir para alguna iteracién de esta zona de
plausibilidad. Si tomo un valor de la variable y dentro de la region plausible, que esté
cerca de y= —-A-1/(-2 A-i S’) =p-i S para algun S’ apropiado, su iteracion sale de la
misma, ya que y’=-A-K S |2 A-i8|?%-is, y entonces A+p’<0. Si algun punto de la
trayectoria estd definido de esta manera, no puedo asegurar que se quede dentro de la
region de interés. Un ejemplo numérico de esta situacion para A=0.9, K=0.05 es el
siguiente: Si tomo y = - 0.47 - 0.235 i como condicién inicial (que estd dentro de la
region plausible), y’= - 0.902 - 0.98 i esta afuera. Al seguir iterando la trayectoria puede
volver a entrar 0 no, por lo que no puedo predecir la convergencia. Este ejemplo
numérico corresponde a un punto muy cerca del borde de la region de plausibilidad, y
consecuentemente la circunferencia asociada a la trayectoria sin perturbar tiene un radio
muy cercano a A (R=0.89). Es de esperar que para condiciones iniciales que estén lo
suficientemente alejadas de este borde, la trayectoria del mapa no salga de la region.
Retomo la demostracién de convergencia. Suponiendo que (A+p) > O para todas las
iteraciones, es decir tomando condiciones iniciales dentro de la region plausible, y que
estén lo suficientemente alejadas de su borde, defino la sucesion de numeros reales dada
por Sy=p(dreaey), donde Areae; es el area que queda después de iterar k veces Areae.
Sk es una sucesion decreciente de numeros positivos, y por lo tanto tiene limite. Si tiene

limite se cumple que | Sy+1 - S| — 0 para k—eo, por lo tanto:

A+p

Sie1 - Sk =j | dp dS —0. (3.30)
Areack S

A+ .. . - . .
Como —S’D es una funcion definida positiva a partir de Ns, la inica manera de que el

limite exista es que el area euclidea arbitraria tienda a cero. Como la Unica solucion

estable del sistema es el punto fijo con sentido fisico, siempre que Signo(K)=Signo(A4),
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puedo decir que éste es un atractor.

Las simulaciones numéricas hechas tomando condiciones iniciales pertenecientes a la
region plausible, indican que el mapa converge. Estas simulaciones alcanzan por si
mismas para que el objetivo de esta Tesis de mostrar que las aberturas espaciales no son
imprescindibles conceptualmente para que se establezca el KLM, esté cumplido. La
figura 26 muestra como ejemplo la trayectoria que se obtiene al iterar el mapa (3.21)
para A=0.9, K=0.01, con condicién inicial y,=0.5-1.5 i dentro de la region plausible. La
trayectoria recuerda las obtenidas en la seccidn (2.2.2) del capitulo anterior, para un
mapa sin efecto Kerr incluido, pero que si tiene en cuenta aberturas espaciales. Tiene 7
ramas debido 4=0.9 esta muy cerca de 4=0.900969 que es el maximo cero de P3’
(2.22). La figura 27 muestra como varia la distancia entre los puntos de la trayectoria y

el punto fijo a medida que se va iterando el mapa.

-J.

L T T—
L LT T »

-,

Figura 26 Trayectoria para A=0.9, K=0.01 y condicidn inicial

ye=0.5-1.5 i . Radio de la circunferencia no perturbada=0.78
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Figura 27 Distancia al punto fijo de los puntos de la trayectoria del mapa
para A=0.9, K=0.01 y condicién inicial y=0.5-1.5i.

Radio de la circunferencia no perturbada=0.78

Oriento ahora el esfuerzo a encontrar una region del espacio de parametros y de
condiciones iniciales para las que pueda mostrar con mads rigor que el area hiperbélica
disminuye de iteracion en iteracion, o sea que (A+p,)>0 para todos los valores de n. A
esta region de convergencia segura, voy a hallarla en b). Por supuesto pueden existir
muchas otras regiones para las que también converja diferentes de esta, pero la virtud de
la que voy a presentar radica en que puede explicar el hecho empirico de que las
cavidades mas favorables para el funcionamiento KLM son aquellas que estan cerca del

borde de estabilidad geométrica

b) Eleccion de parametros y zona de trabajo:

Quiero encontrar parametros y regiones de condiciones iniciales para las que (A+p,)>0
para todas las iteraciones del mapa. Analizo en primer lugar el caso en que A=1

La figura 28 muestra en lila los valores de (A+p) para los que (A+p’)<l para A=l y
K=0.1. Si el valor de K disminuye, la franja superior aparece para valores de S mas
grandes. Para el caso limite K=0, desaparece por completo. La mancha inferior, aumenta
ligeramente al disminuir el valor de K (si K<0.46 casi no cambia, pero de todos modos
me interesan los K<<1). La diferencia de esa mancha entre K=0, y 0.1 es la casi

imperceptible marca negra que aparece en la linea que separa las regiones de la figura
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28. Analizo el valor razonable mas restrictivo, que es K=0.1. Para S < 10, es decir que
si 1-KS > 0. vale que si (1+p)=1 entonces (1+p”)=1. La condicion 1-KS>0 es una
aproximacion razonable. debido a que la constante de Kerr cumple K<<1. 1/K =10 es

una cota razonable para todos los valores de S.

S [T
10

0 0.2 0.406 0.3 1 1.2 1.4

Atp

Figura 28 Valores de (A+p) para los que (A+p’)<I para A=1 y K=0.1

Por el apéndice3.2 sé que si algun valor de p verifica (1+p,)<0 entonces (1+p,+1)>0.

Por (3.22) la parte del mapa correspondiente a la parte real para A=1 es:

1
Pra =1-KS, —- A (331)
L+y,

por lo tanto si / — K S, > 0 entonces p,.;>0 seguro. Se cumple entonces (1+p,+)=1. A
partir de este valor n, vale (1+p,+))=1 j=I...%0. Lo importante es que, o bien son todos
los valores de (1+p) positivos, o hay un (1+py) negativo y a partir de ese N todos los
siguientes son positivos. Asi, el area hiperbdlica disminuye para todos los n>N por
(3.29). Sea Areae un area euclidea arbitraria. Defino como Area,., al subconjunto de
puntos pertenecientes a Areae i - (Py.Sy) cuya Ny -€ésima iteracion cumple (1+py ny)<0.
Sea Ns = Max(N,...) donde cada x representa a cada \y, perteneciente a Ared,.,
Entonces si m > Ns, (1+p,)=1 para todos los puntos de Areae, el area hiperbolica
asociada a toda Areae disminuye.

Para establecer definitivamente si el punto fijo estable es un atractor o no, defino la
sucesion de numeros reales dada por Sy =p(Areae;), donde Areae; es el area que queda

después de iterar k+Ng+1 veces Areae. Sy es una sucesion decreciente de numeros
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positivos, y por lo tanto tiene limite. Si tiene limite se cumple que | Sks1 - Skl > 0 para
k—o0, por lo tanto se verifica (3.30), y como (4+p)/S es una funcién definida positiva a
partir de Ns, la unica manera de que el limite exista es que el area euclidea arbitraria
tienda a cero. Como la unica solucién estable del sistema es el punto fijo con sentido
fisico, siempre que Signo(K)=Signo(A4), puedo decir que éste es un atractor. Como la
parte temporal tiene A=1, este es el caso mas relevante. Para este modelo la parte
espacial converge seguro en el borde de estabilidad geométrica. Como aclaré en a), he
buscado una situacion de convergencia segura. También va a converger en muchos otros
casos, aunque no lo pueda predecir con certeza. Si me aparto infinitesimalmente de 4=1,
el comportamiento es practicamente el mismo. Para A=1-, §>0, J <<1, escribo el

mapa (3.31) y lo desarrollo en serie de Taylor a orden uno en ¢ . Queda la expresion:

Wn+l=1_8—KSn—;EI_KSn_ 1 _8[1'*';) (3-32)

1-8+vy, l+y, (+y, )

Tomando la parte real queda:

1+p P, =S,
p“l:l—KS"—m—& 1+(( n )2 2)2 (333)
Pn n l+pn +S"

Al pedir la condicion (A+p’)<I se obtienen figuras similares a las del caso A=1, que
permiten llegar a las mismas conclusiones. La figura 29, estid hecha para §=0.1 (a),
6=0.01 (b), y 6=0.001 (c). Muestra coloreada (la unién de las regiones en lila y
amarillo), la region en que (A+p’)<1. No hay diferencias apreciables al tomar K=0 en la
mancha inferior, y la franja superior otra vez desaparece. La sutil diferencia entre K=0 y
K=0.1 se manifiesta en el engrosamiento de la linea inferior que define las regiones
coloreadas. Lo que se ve en amarillo es (1+p’)<l cuando K=0 y é=0. Para & =0, el
limite a la derecha en (1+p) que define el extremo de la mancha inferior, estd en
(1+piim)=1. Al ir aumentando el valor de & , el valor de (1+pym) se va apartando de 1.
Hay una probabilidad muy pequefia de que para alguna iteracion n,, un punto x de la
trayectoria cumpla 1<(1+p)<(1+pim), ¥ partir de n,, ya no puedo asegurar que tipo de
comportamiento va a tener la trayectoria. Esto quiere decir que pueden existir algunas

pocas trayectorias que no converjan al punto fijo. Cuanto mas chico sea d, menor va a
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ser la probabilidad de tener trayectorias cuyo comportamiento sea impredecible. Por lo
tanto cuanto mas cerca esté la cavidad del borde de estabilidad, mas grande sera la
cuenca de atraccion del atractor del sistema, que es el punto fijo estable. El valor
d=0.11 es suficientemente grande como para correr apreciablemente el limite a la
derecha de la region inferior a (1+py,)=1.1. Ese valor ya no me sirve para predecir el
comportamiento del sistema, ya que no puedo asegurar que (1+p’)>0 para toda la
trayectoria. Los valores d>0.1 no sirven, pues (1+py,) se aleja mucho de 1.Tomando
otros valores de ¢, verifico que la franja superior aparece a partir de S= A/K , con

A=1-6 .

(@ ®) ©
[ ¢ . [ S | [T |

3 2 4
1+0 1+p0 142

Figura 29 Valores de (A+p) para los que (A+p’)<] para A=1-9 ,
K entre 0 y 0.1para 6=0.1 (a), 6=0.01 (b), y 6=0.001 (c).

Repitiendo el mismo analisis que para A=Il, concluyo que cerca del borde de
estabilidad geométrica. encuentro que si A — K S > 0 (para estar lejos de la franja
superior de la figura 29) el sistema converge al punto fijo estable. Queda explicado asi
en base a un tratamiento muy general por qué ésta es la situacion mas favorable para
KLM, lo que hasta el momento era un hecho empirico. Notese que la “region
plausible™ esta incluida en la “region especial”.

El resultado obtenido para la convergencia es también muy importante. No solamente
porque establece que las aberturas no son en principio necesarias para llegar a la
solucion de KLM, sino también porque muestra codmo un sistema conservativo
disminuye el volumen del espacio de fases y converge al punto fijo gracias a la
presencia de la perturbacion de Kerr. La convergencia es posible si Signo(K)=Signo(A)

por lo que el punto fijo con sentido fisico es estable, y los exponentes de Lyapunov que
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se discuten en la seccién 4.1.1 son ambos negativos salvo para algunos valores muy
chicos de A (del orden de K). Si Signo(K)=-Signo(A4), el punto fijo con sentido fisico es
inestable, y los exponentes de Lyapunov (seccion 4.1.1) o bien son ambos positivos o
uno es positivo y otro negativo para la mayoria de los valores de A. Con esta
combinacién de signos, el drea hiperbélica va a crecer indefinidamente en la regién
especial discutida (A — K S > 0). La causa de fondo de que pueda probarse convergencia
para A=l, es que la convergencia a 0+0 / del mapa sin perturbar con | Al=1 es muy
robusta. Si se aparta el | Al ligeramente de la unidad, el mapa tiene un punto fijo con
sentido fisico en una vecindad de 0+0 i, de estabilidad indiferente. Las trayectorias estan
sobre circunferencias (incluso pueden ser periddicas si A es un cero de algin 20 para
algin N), pero muchas iteraciones del mapa, estan muy cerca de 0+0 i, y aunque este
valor estd muy cerca del punto fijo del mapa, no converge al mismo por ser de
estabilidad indiferente. El efecto Kerr, estabiliza el punto fijo con sentido fisico que
sigue estando muy cerca de 0+0 i, y como la mayor parte del tiempo la trayectoria
perturbada también esta cerca de ese valor (ya que es efectivamente muy parecida a la
trayectoria sin perturbar por que K S <<I, para valores de S cercanos a cero, K<<1),

termina convergiendo al mismo.
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Capitulo 4. Caos, orbitas periddicas y bifurcaciones.

El capitulo 3 muestra que la solucién de KLM aparece espontineamente, ya que es un
atractor del sistema. Si A esta cerca del borde de estabilidad geométrica, basta con elegir
condiciones iniciales pertenecientes a la "region especial” (region del plano p, S que
cumple S<4/K) para asegurar la convergencia. En caso contrario, basta con tomar
condiciones iniciales dentro de la denominada “regién plausible” (incluida en la regién
especial si A<1 y determinada por la circunferencia definida por A, p= 0y S=1+A de
radio R=| A |). Esta region incluye el atractor del mapa y todas las condiciones iniciales
de interés practico.

Falta explorar el comportamiento para otros valores de A y fuera de la "regién
plausible". De esto se trata la primera seccion este capitulo. Queda en evidencia el hecho
de que las aberturas no juegan un rol tan importante para la apariciéon del KLM como se
creia, pero, siempre estan presentes en la realidad. Por eso en las secciones siguientes
muestro como se modifica el comportamiento del sistema cuando tengo en cuenta
aberturas en el modelo. En la tltima seccion incluyo ejemplos de trayectorias y muestro
qué se observa al medir la energia del pulso, para poder hacer una comparacién con

resultados experimentales obtenidos por otros autores en un laser de Ti:Zafiro KLM.

4.1 Descripcion fuera de la region plausible e inclusion de aberturas:

4.1.1 Exponentes de Lyapunov y fronteras.

Quiero ver qué sucede fuera de la region plausible, como asi también qué pasa con otros
valores de A. Lo mas sencillo es hacer una exploraciéon numérica. Como primer paso
vario A dejando fijos los demds parametros, y estudio los exponentes de Lyapunov. En
la figura 30 muestro los exponentes de Lyapunov dentro del rango lAl<l, para K=0.02
y una condicién inicial: yo =0+ {(1-A2)”2- A B/4}. Itero 2x107 veces para cada valor

de A.
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Figura 30 Exponentes de Lyapunov para| Al<l1, K=0.02
y condicion inicial: yo = 0 + i{(1-4%)'*- 4 B /4}

Si A4 y K tienen el mismo signo, ambos exponentes de Lyapunov son iguales y negativos,
a excepcion de algunos valores muy chicos de A (del orden de K). Los dos exponentes
negativos reflejan que el sistema converge al punto fijo. Si Signo(K)= -Signo(4) (el
punto fijo con sentido fisico es inestable), para la mayoria de los valores de A se cumple
que o bien uno de los exponentes es positivo y el otro negativo, 0 ambos son positivos.
Esto indica la posibilidad de tener caos. La distribucién de los valores de A con uno o
dos exponentes positivos, cambia con el valor de K

Para algunas condiciones iniciales aisladas y fuera de la region plausible, aun en la
situacion en que Signo(K)=Signo(4) y con A mayor que K, uno de los dos exponentes de
Lyapunov es positivo. Para tener nocién de cémo se distribuyen en el plano complejo, la
figura 31 muestra las que corresponden a A=0.9 y K=0.08. Los puntos corresponden a
las condiciones iniciales para los que al menos uno de los exponentes es positivo, y
tienen valores de (A+p) negativos. Los valores mas cercanos a cero y todavia
apreciables, estan alrededor de (A+p) = 0.9 -1.5 = -0.6, siendo todos los demas mas
negativos (fuera de la regién plausible). Esta figura muestra una frontera aparentemente
fractal entre la zona convergente y la divergente. La figura 31 bis es un zoom de la
region (la banda oscura en el centro de la fig.33) donde Re(y) =p varia entre -9 'y -12. Se

ve que es una réplica de lo que vemos para p entre —12 y —20.
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Figura 31 Condiciones iniciales para las que al menos uno de los

dos exponentes de Lyapunov es positivo. A=0.9 y K=0.08.
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Figura 31 bisAmpliacion de la region —12<p<-6

En definitiva, si A y K tienen el mismo signo, para la gran mayoria de las condiciones
iniciales los dos exponentes de Lyapunov son negativos, y el sistema converge al punto
fijo estable. Esto muestra que un mapa individual contrae el espacio de fases y que el
sistema puede converger a la solucion de KLM de acuerdo a lo predicho por esta teoria
aun en ausencia de aberturas espaciales y temporales. Con muchos mapas como estos

acoplados por la perturbacién de Kerr, el sistema también llega converger a la solucién
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de KLM. Ese es precisamente el sistema descripto en la seccion 3.1, en donde la funcién
de acoplamiento elegida (3.3) y el valor z = -1 corresponden al caso que acabo de

analizar.

4.1.2 Inclusiéon de aberturas espaciales en el modelo.

A pesar de que las aberturas espaciales no son esenciales para tener KLM, son
inevitables en la practica por muy débiles que sean, y es importarte saber en qué medida
alteran los resultados obtenidos hasta ahora. Por lo tanto las agrego al modelo. La
perturbacion en esta instancia se divide en dos componentes, una debido al efecto Kerr,
y otra debido a las aberturas espaciales.

Para obtener el mapa que incluye ambas perturbaciones tengo en cuenta el siguiente

esquema:

Plano de Referencia

|
| | A B

=]
-y | Ker

I
I

P

Figura 32 Esquema de la cavidad que incluye un

S/ S

medio Kerr y aberturas espaciales

El plano de célculo estd indicado por P. La matriz de round-trip es el producto
Mrt=MKerr,.Mab.MKerr; M, donde Mab tiene en cuenta el paso del haz por la abertura
tanto a la ida como a la vuelta, M (ABCD) es la matriz de ida y vuelta por el resto de la
cavidad, MKerTiga (vueita) tiene en cuenta el paso del haz por el medio Kerr a la ida

(vuelta). Como Mab;; = Mkerr|; =0, puedo simplificar escribiendo Mrt = MabKerr M,

1 0
MabKerr = . 4.1
abKerr (—ia-ﬂs IJ 4.1)

85



Considero nuevamente el caso en el que la longitud de Rayleigh es mayor que la
longitud de la longitud del medio Kerr, y construyo un mapa que es vélido una vez que
concluyd el transitorio para el que el valor medio temporal de la intensidad converge. En
esta situacion los factores de la perturbacién son proporcionales a la variable

correspondiente (espacial o temporal) de acuerdo a (3.11) y (3.12):

1
A+V/Sn

1 +KTSTn
1+V/Tn

WVspa =A- -KsS;, —ia

(4.2)

WT’H-] = l -

donde a= B A/nR’, , Bs es el elemento de la matriz de propagacion espacial, es la
longitud de onda del laser, y R, es el radio de la abertura.

Voy a trabajar solamente con la parte espacial, ya que, debido a que las variables no se
mezclan, el mapa temporal tiene un comportamiento independiente de la abertura
espacial. Por lo tanto, no voy a aclarar de ahora en mas el subindice de las variables
sobreentendiéndose que se trata de las variables espaciales.

Se puede tomar la parte real e imaginaria y como la variable es y = p - i S, nos queda el

mapa

A+ p, _KS

pn)2+Snz 43

g S, (4.3)
= +a

" (4+p, )+,

n

=A-
pn+l (A+

sus puntos fijos son:

+ 1-4 AKX +9). (4.4)
2 2

K.1-4 Aa (
-1
2 2. 1-4

Dependiendo del signo de Bs (que escala g), es estable y con sentido fisico una u otra

solucién para el punto fijo. La abertura no cambia la forma del jacobiano (3.23), ya que
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es una constante y al derivar el mapa se anula. Por lo tanto los autovalores también son
los mismos que (3.25). Lo que cambia es el valor del punto fijo en el cual los evalio,

que es (4.4)

2 1-2KAd+p,)S —
2.0 = s( Pf) lei»—jg_ F2K A -4 4.5)

((A+Pf)2 +S/2)2 -4

Por lo tanto, si Bs>0 (<0) Ia solucién estable con sentido fisico es y.+ (y.)
Para ver si es un atractor de todo el espacio de fases, miro qué sucede con la variacion

del area hiperboélica y la calculo usando el mapa para S dado por (4.3)

wan +1)= [ P~ [ S,.5,) 02
’ 4

1-2K ({4 S
o =J Ur0.)S joas )
A

(S,, +a§A+\|1ni1)-

La variacion de la misma después de una iteracion es:

3 2 4 _ 2
pldn +1)- p(4n)= ~2K(4+p,)S, ~a’ A+, - 25,0 A+ dpds  (4.7)
P S, (S,,+a A+n//,,')2

que desarrollada a orden uno en la abertura (que supongo débil) queda de la forma:

¢ 2aid+y,’
y(An + 1)— y(An)= _.J [E_Ii‘;prn) + al S_;"’f'z_l_. dp dsS . (4.8)
A

n n

Lo que obtengo es lo mismo que en el capitulo anterior sin considerar las aberturas, mas
un término en el integrando que es siempre positivo. La manera de demostrar la
convergencia de la integral del primer término del integrando, es exactamente la misma
que en el capitulo anterior para (3.31), y no la repito. Si Signo(K) = Signo(A4), converge
para la region plausible, y la presencia del segundo término en el integrando (que es
siempre positivo) contribuye a que converja mas rapidamente que (3.31). Como

consecuencia el punto fijo estable es un atractor. Si Signo(K) = -Signo(4), el anélisis es
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mas complicado, ya que hay una competencia entre la tendencia expansiva del mapa
con efecto Kerr y la contractiva debida a la abertura. Este caso es interesante, y sera

discutido en la seccion 4.1.4.

4.1.3 Ejemplos numéricos para Signo(K) = Signo(A).

Quiero ver como se distribuyen las condiciones iniciales en el plano complejo para las
que realmente converge al punto fijo, es decir quiero ver como la abertura cambia la
cuenca de atraccion. Hago nuevamente una simulacion numérica y grafico los puntos
para los que alguno de los exponentes de Lyapunov es positivo. La figura 33 muestra la
frontera fractal para los mismos parametros que el capitulo anterior, A=0.9, K=0.08.
a=0, representada con puntos oscuros, superpuesta con la frontera obtenida para
A=0.9, K=0.08, a= 10" representada por puntos lila abiertos. Se ve que pertenecen a la
misma frontera que obtengo si no hay aberturas. Los puntos se van diluyendo a medida
que aumenta el valor de a. Si la abertura es suficientemente fuerte (de diametro muy

pequeiio). el punto fijo es un atractor cuya cuenca de atraccion es todo el espacio.

0

.20 10 0
P

Figura 33 Frontera fractal A=0.9, K=0.08, «=0, representada con puntos oscuros, superpuesta

con la frontera obtenida para , A=0.9, K=0.08, a= 10 representada por circulos abiertos
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Los ejemplos siguientes apuntan a visualizar como cambian las trayectorias con las
aberturas. Las Figuras 34 y 35 muestran la evolucién del sistema en el plano complejo y
la distancia al punto fijo para un caso en que no hay aberturas espaciales cuando 4 = 0.7,
Ks= 0.1, yo= 8-3i, y las Figuras 36 y 37 muestran la evolucion del sistema en el plano
complejo y la distancia al punto fijo para los mismos parametros, pero incluyendo una
abertura débil (a=10'3). Las trayectorias son cualitativamente similares, y en ambos
casos el sistema alcanza al punto fijo después de unos pocos cientos de iteraciones.
Estos resultados corroboran el resultado tedrico obtenido y muestran que la dinamica
esta gobermada por el efecto Kerr. Para este ejemplo numérico elegi un valor para a que
corresponde a un didmetro de la abertura de media pulgada, es decir el didmetro de un
espejo de una cavidad estandar de un laser de Nd:YAG que funciona en el modo KLM.
Las aberturas mas fuertes, es decir con diametros mas chicos, suavizan la dinamica y

hacen que la convergencia al punto fijo sea mas rapida.

01 .. g
1 i .
-4 -
w
-84
-12
4 0 4 8
p

Figura 34 Evolucion del sistema en el plano complejo

cuando a=0, A = 0.7, Ks= 0.1, yo= 8-3J
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Figura 35 Distancia al punto fijo cuando a=0, 4 = 0.7, Kg= 0.1, yo= 8-3i
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Figura 36 Evolucion del sistema en el plano complejo

cuando a=10'3, A=0.7, Kg=0.1, yo= 8-3i
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Figura 37 Distancia al punto fijo cuando a=10'3, A=0.7, Ks= 0.1, yo= 8-3i

Al aumentar a, el médulo de los exponentes de Lyapunov (que en este caso son
negativos) aumentan. Para los valores de A cercanos a cero, donde sin aberturas hay un
exponente positivo y otro negativo, ambos exponentes se vuelvan negativos al tener a
#0. Lo mismo sucede para algunas de las condiciones iniciales para las que se tenia
algun valor de los exponentes positivo de la figura 33. Estos resultados muestran cémo
la abertura agranda la cuenca de atraccion del punto fijo. Asi, podemos deducir que, si
bien la presencia de aberturas no es imprescindible al KLM, ciertamente lo favorece al
aumentar la cuenca de atraccion y la velocidad de convergencia al punto fijo.

Para A<0 al menos uno de los exponentes de Lyapunov es siempre positivo en el caso
de no tener aberturas, y el espacio de fases se expande. Al tenerlas en cuenta, el espacio
puede llegar a contraerse. Este es un caso interesante, porque la interacciéon de dos
tendencias opuestas como se observa de (4.8), una debido al efecto Kerr, y la otra debida
al término disipativo provisto por la abertura, dan lugar a un comportamiento muy

complejo. Voy a describir mas detalladamente la zona con 4<0 en la préxima seccién.

4.1.4 Zona donde Signo(K) = - Signo(A).

Para A< 0, K>0y a = 0, el mapa diverge, y se puede observar que uno de los exponentes
de Lyapunov es positivo y el otro negativo, para casi todos los valores de K. Hay
algunos pocos casos para los que ambos exponentes son positivos. Esto se ve en las

figuras 30. Si hay una abertura cuyo didmetro es lo suficientemente chico, y el parametro
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A es positivo, dicha abertura fuerza al mapa a converger al punto fijo para cualquier
condicion inicial. Si 4 es negativo, la situacion es mas compleja, pues como ya he
dicho hay una competencia entre la expansion debida al efecto Kerr y la contraccion
debida a la abertura. En esta situacion el mapa puede converger a Orbitas
multiperiddicas, al punto fijo para aberturas lo suficientemente fuertes, o diverger para
aberturas mas débiles.

En la figura 38 muestro la region del pardmetro 4 en la que aparecen Orbitas
multiperiddicas. Rutas multiperiddicas al caos han sido observadas en el laser de
Ti:Zafiro por [4.1] . Tuve en cuenta para hacer el grafico periodos hasta 100. Es notable
la acumulacién de orbitas de periodo » (genérico) alrededor de determinados valores de
A. Estos valores estdn muy cerca de los valores para los cuales el mapa sin la
perturbacion de Kerr tiene 6rbitas de periodo bajo. Esta afirmacién se ve mejor en la
figura 39 donde muestro las regiones del parametro 4 donde hay orbitas con
periodicidad 7 solamente. Estan concentradas alrededor de los valores de 4 (4<0) para
los que P37(A)=0, es decir para A=-0.9009, -0.62469,-0.222521. Estos valores de 4
corresponden por lo tanto a los valores donde el mapa sin perturbaciéon de Kerr tiene
6rbitas multiperiodicas (ceros de P3"). Las figuras fueron hechas iterando 10° veces el

mapa para cada juego de parametros 4, K.

0.00
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0000 10 0.5 0.0

Figura 38 Region del parametro 4 en la que aparecen 6rbitas multiperiédicas
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Figura 39 Regiones del parametro 4 donde hay 6rbitas con periodicidad 7

4.1.5 Bifurcaciones y caos

Esta subseccion tiene como objetivo ilustrar la sorprendente complejidad del mapa (4.3)
mostrando algunas de las bifurcaciones de sus puntos fijos.

Comienzo variando la intensidad de la abertura @ para varios valores fijos de 4 y K. Las
figuras 40 y 41 muestran, para un caso representativo, los valores de p y S
correspondientes a los puntos del atractor para cada valor de a. Hice 10° iteraciones del
mapa partiendo de una condicién inicial arbitraria, con 4=-0.797 y K=0.08, y s6lo tengo
en cuenta los ultimos p valores, para evadir el transitorio inicial, donde p es la

periodicidad del atractor. El valor elegido para 4, estd muy cerca de 0.809017, que

cumple P35(A) = (. Es decir que las iteraciones del mapa sin perturbacion de Kerr,
evaluado en 4=0.809017 me dan una orbita de periodo 5 (y sus multiplos enteros
positivos). El atractor al que el sistema converge para ¢=0.003, es “casualmente” una
orbita multiperiddica de periodicidad 5. A medida que a disminuye (es decir a medida
que aumento el didmetro de la abertura) las ramas de las Orbitas bifurcan, siguiendo la
ruta al caos correspondiente a la duplicacién del periodo. Es decir, la periodicidad de las

orbitas va aumentando, y las periodicidades son multiplos pares positivos de 5.
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Figura 40 Valores de p correspondientes a los puntos del atractor en funcion de a. 10°
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Figura 41 Valores de S correspondientes a los puntos del atractor en funcién de a. 10°

iteraciones con condicion inicial arbitraria, con 4=-0.797 y K=0.08

El atractor también bifurca al variar 4, fijando a y K. Dentro de algunas ventanas el
atractor resultante es una Orbita multiperiddica. También aparece la ruta al caos
correspondiente a la duplicacion del periodo. En las figuras 42 y 43 muestro los valores

de p y S para las orbitas correspondientes a cada valor de 4. Los parametros fijos son
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a=0.004 y K=0.08, y el paso en A es 10~. Para los casos donde no encuentro un periodo
definido, dibujo los valores que adopta la trayectoria. Cerca de A=0.8 el sistema esta en
una region cadtica. Al disminuir el médulo de 4, entra en una ventana muiltiperiodica,
para luego bifurcar duplicando el periodo (a partir de A=-0.791 aproximadamente). Para

A entre —0.7876 y —0.7856 aparece otra regién caética.

0795 . -0790  -0.785
A

Figura 42 Valores de p para las 6rbitas en funcion de 4 para

a=0.004 y K=0.08, con paso en A de 10~

P

0792  -0.786
A

Figura 43 Valores de S para las 6rbitas en funcién de 4 para

a=0.004 y K=0.08, con paso en A de 107

.0.798
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En las figuras 44 y 45 se ve un acercamiento de esta Gltima regién caotica para los
mismos parametros. Se distinguen pequefias ventanas periodicas dentro de la misma. Si
el modulo de 4 disminuye (partiendo de la region caética alrededor de 4=-0.7865)
aparece una cascada inversa. El zoom la muestra claramente. También se observa un

resabio de las 6rbitas multiperiédicas que fueron bifurcando para dar lugar al caos.

~
1

N

07875 -07870 -0.7865 -0.7860
A

Figura 44 Acercamiento de la region cadtica para los valores de S, con 4=-0.797 v K=0.08

0

== — ) R I I R S C— r‘

T

TRy
e Elmﬂ'ﬂk*;h ![

. —pe =3 .

s —y —

Irr{(t/r)

0787 078  -0.785
A

Figura 45 Acercamiento de la region cadtica para los valores de S, con 4=-0.797 y K=0.08
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En las figuras 46 y 47, (hechas para a=0.005 y K=0.08, para p y S, con un paso de 10™), se
ve como a medida que 4—0 desde los valores negativos, el atractor tiende a una 6rbita
de periodicidad uno. Al pasar a los valores positivos de A, el atractor sigue siendo una
orbita de periodo uno, y bifurca de manera brusca en una de periodo dos en A=0.02. En
esa zona andémala no hay Orbitas periddicas. A partir de ese punto no se vuelve a

observar un comportamiento tan brusco.

I ¢ I

0.1 0.0 | 0.1

A
Figura 47 Valores de S para las 6rbitas en, para a=0.005 y K=0.08 un paso en A de 10
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Para tener una mejor aproximacion a qué es lo que pasa en la discontinuidad, en las
figuras 48 y 49 muestro los puntos correspondientes a la trayectoria no periodica para

cada valor de A de esa region (¢=0.005 y K=0.08, para py S, con un paso de 10%)

4 -
0.020688

0020691 0020694
A

Figura 48 Acercamiento a la zona anémala de p, para ¢=0.005 y X=0.08 un paso en A de 10

-1.5

0
vl

00206895  0.0206910  0.0206925
A

Figura 49 Acercamiento a la zona andmaia de S, para =0.005 y K=0.08 un paso en A de 10™

Cabe preguntarse qué sucede con esta regién anémala al variar K. Al aumentarlo, las
trayectorias no periodicas para cada valor de A de esa region, toman diferentes formas,
y la apariencia de las figuras 48 y 49 cambia. A mayor K, la figura se vuelve mas

compleja. Si K>0.02, esta region siempre aparece cerca de A=0.
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4.2 Ejemplos y aplicacién:

4.2.1 Algunos ejemplos de atractores no periédicos.

En subsecciones anteriores hablé de 6rbitas no periddicas, y de exponentes de Lyapunov
positivos. Es interesante mostrar alguna oOrbita que corresponda a cada una de las
combinaciones de signos de dichos exponentes posibles. No quiere decir que las que
voy a presentar sean las nicas formas que existen. Haria falta un estudio sistemaético
para poder afirmarlo. De hecho he encontrado otro tipo de trayectorias, pero voy a
incluir s6lo las mas interesantes. Hay dos exponentes de Lyapunov. Pueden ser ambos
positivos (dejo de lado este caso), uno positivo y el otro negativo o bien ambos
negativos. Si tengo uno positivo y otro negativo puede haber caos. La figura 50 de la
izquierda muestra una trayectoria obtenida numéricamente donde un exponente L; es
positivo y el otro L, es negativo. Los parametros elegidos son 4=-0.25, K=0.04 y
a=0.004, teniéndose L;=0.108 y L,=-0.035. La imagen de la derecha muestra el atractor
(puntos de la trayectoria entre 425000 y 500000 iteraciones). La imagen estatica no
termina de reflejar del todo el comportamiento del sistema. Cuando se observa su
evolucion, se ve que la region se va llenando de manera “pulsada”. Con esto quiero
significar que la trayectoria (derecha) se va acercando y alejando alternadamente de la

region central libre de puntos

15

Figura 50 Trayectoria y atractor correspondientes a

A=-0.25, K=0.04 y a=0.004, L,=0.108 y L,=-0.035.

Muestro otro ejemplo en la figura 51, para los parametros 4=-0.46, K=0.02 y a=0.004,
para los que L;=0.11 y L,=-0.062. Se ve un atractor (derecha) completamente distinto al
anterior. El sistema se mueve sobre una regién del espacio mucho més acotada, que

consiste en tres regiones diferenciadas. Va saltando de una a la otra. Notar que el
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exponente positivo L; en este caso es casi igual que el del caso anterior, por lo que la
expansién en la direccion correspondiente a este exponente no cambia demasiado. El
modulo del exponente de Lyapunov negativo, |Lo| en este caso es el doble que en el
caso anterior, por lo que el efecto de la contraccion en la direccion asociada a L es
mucho mas importante que antes. Esto explica por que el atractor en este caso esta
restringido a una region “menos desparramada” en el espacio que el atractor del ejemplo
anterior.
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Figura 51 Trayectoria y atractor correspondientes a parametros

A=-0.46, K=0.02 y a=0.004, L,=0.11 y L,=-0.062.

El ultimo ejemplo es tomando 4=-0.85, K=0.08 y ¢=0.004. (Figura 52). El exponente L,
disminuyo y | L, | aument6 respecto a los casos anteriores. Sus valores son L;=0.0523 y
1,=-0.1117. La trayectoria es notablemente mas simple (izquierda). Se ve un atractor
(derecha) restringido a una region mucho mas chica del espacio y estd compuesto por

cuatro segmentos. Va saltando de uno en otro.

0 -1 ey 0 UO -
. -0.03 4 \
Im(y) Im(y)

005 -

g -
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124
Z " ‘ 3 04 00 5 0.4 08

Figura 52 Trayectoria y atractor correspondientes a parametros
A=-0.85, K=0.08 y ¢=0.004, L,=0.0523 y L,=-0.1117.

Como se puede imaginar a partir de estas ultimas figuras, la variedad de trayectorias y
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atractores posibles es muy grande.

4.2.2 Discusion acerca de la energia del pulso y algunos ejemplos de atractores
periédicos.

En los ultimos tiempos, se empezd a trabajar sobre regimenes no estacionarios de
generacién de pulsos ultracortos, ya que proveen la posibilidad de explorar los
mecanismos fisicos que conducen a la formacion y estabilizacién de pulsos ultracortos.
La importancia de las modulaciones, ya sean inducidas o automodulaciones, radica en
que aumentan mucho la energia de los pulsos en el pico de la modulacién. Esto es til
para aplicaciones donde se necesita mas energia que la que hay disponible en los
osciladores tipicos. En la referencia [4.2] se reportan resultados experimentales vy
tedricos de automodulaciones en laseres de Ti:Zafiro, que ocurren a las frecuencias
tipicas de las oscilaciones de relajacion (efecto de Q-switch). Me propongo mostrar que
con el modelo presentado en esta Tesis, pueden obtenerse automodulaciones, cuya
frecuencia y caracteristicas quedan determinadas por el material del medio activo y los
parametros que se eligen para la cavidad del laser, y que son similares a las reportadas
en dicha referencia.

En el Apéndice 2 del capitulo 3, mostré como el valor medio temporal (hecho para la
duracién del pulso simétrico) de la intensidad es constante. Como la intensidad es
energia por unidad de tiempo y por unidad de &rea, la energia total del pulso va a ser
proporcional al area del haz. Es decir, va a ser proporcional a la inversa del moédulo de la
parte imaginaria de mi variable y, que es 1/S. Asi que, para realizar una comparacion
cualitativa con resultados experimentales (en los que se obtiene, en general, la energia
de cada pulso) debo graficar 1/S. El primer ejemplo que voy a mostrar en la figura 55
corresponde a 4=-0.72, a=0.003 y K=0.07. Corresponde a un atractor de periodo p=142.
Por supuesto, los dos exponentes de Lyapunov son negativos para todos los casos de
atractores periodicos. La forma de 1/S refleja las modulaciones para la energia con este
periodo p. Para cavidades tipicas de KLM, el tiempo de round trip es de
aproximadamente 10 ns. Por lo tanto, tengo periodos de aproximadamente 1.4 ps. Este
tiempo no esta muy lejos de los tiempos tipicos para las modulaciones medidas entre 2.5
y 4.5 ps en la referencia [4.2] , que alli son explicadas como un efecto de Q-switch. Las

figuras 53 y 54 muestran dos de las modulaciones obtenidas en dicha referencia.

101



detector signal (arb. units)

Ti:S laser pulse train
{

5 10 15
time {uss)

Figura 53 Tren de pulsos medido en [4.2]

(la figura pertenece a dicha referencia)

time (115)
Figura 54 Otro tren de pulsos medido en [4.2]

(la figura pertenece a dicha referencia)
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Figura 55 Atractor de periodo p=142 obtenido para 4=-0.72, a=0.003 y K=0.07

la figura 56 corresponde a los parametros 4=-0.92, =0.001 y K=0.03, y corresponde a
un atractor de periodo p=249, es decir a modulaciones de periodos de 2.49 ps. La
diferencia entre el méximo y el minimo valor de la modulacién (60 u.a, o unidades

arbitrarias) es mucho menor que en el caso anterior, que eran mas de 100 u.a.
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Figura 56 Atractor de periodo p=249 obtenido para 4=-0.92, ¢=0.001 y K=0.03

Mi ultimo ejemplo, en la figura 57 corresponde a los pardmetros 4=-0.96, a=0.003 y
K=0.07, y corresponde a un atractor de periodo p=285, es decir a modulaciones de

periodos de 2.85 ps. La modulacion es mucho mas marcada.
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Figura 57 Atractor de periodo p=285 obtenido para A=-0.96, a=0.003 y K=0.07

La conclusién de esta ultima seccidn es que pueden obtenerse modulaciones cuyas
formas y frecuencias tipicas estdn dentro del orden de las que pueden producirse para
oscilaciones de relajacion, pero que se explican simplemente como efecto combinado
del efecto Kerr y las aberturas espaciales. Esto indica que debe tenerse cautela antes de
afirmar que estas oscilaciones solo pueden ser causadas por dindmicas mas complejas
(en el sentido de que involucran mas grados de libertad) como el Q-switch o batidos
entre modos transversales. Una comparacion mas completa de las propiedades
estadisticas y topoldgicas de las series de tiempo tedricas y experimentales (lo que esta

mucho mas alla de los objetivos de esta Tesis) arrojaria luz sobre este tema.

Referencias:
[4.1] "A Quasiperiodic Route to Chaos in the Kerr Lens Modelocked Ti:Sapphire
Laser", S.R. Bolton, Mark R. Acton '00, Physical Review A, 62, 063803, (2000).

[4.2] J.Jasapara, W.Rudolph, V.Kalashnikov, D.Krimer, I.Poloyko y M.Lenzner; J.Opt.Soc.
Am.B 17, p.319 (2000).
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Resumen y conclusiones.

El objetivo primario de esta Tesis es entender las propiedades generales y
conocer cuales son las bases minimas para que el KLM se establezca. Para alcanzarlo,
se eligio, en cada paso para elaborar la descripcién del sistema, la alternativa mas simple
posible, de manera de ir aislando el nicleo del problema de sus complicaciones
accesorias. Este fue, naturalmente, un proceso de prueba y error. De los resultados
obtenidos es que se deduce que la aproximaciones realizadas no fueron exageradas.
Conviene repetir aqui que el proceso de KLM es intrinsecamente complicado, ya que
entrelaza de manera no lineal los parametros geométricos del campo (que tienen su
propia evolucion por difraccion) con los temporales, y también la energia del pulso y la
acumulada en el medio activo. Un tema central a considerar fue la importancia de la
existencia de aberturas espaciales dentro de la cavidad laser. Segin una corriente de
pensamiento, éstas funcionan como un absorbente saturable rapido y son esenciales para
obtener KLM. Segun otro criterio, éstas sirven para eliminar el modo de funcionamiento
continuo (que se ve favorecido, comparado al modo de funcionamiento pulsado, por el
ancho de banda finito del medio activo, es decir, por la presencia de "aberturas" en el
dominio temporal), pero luego no tienen un papel importante ni en la conformacién ni
en la estabilidad del pulso. Las aberturas (tanto en el dominio espacial como en el
temporal) son inevitables en la practica, pero permanecia la pregunta conceptual de si
seria posible, en principio, obtener KLM en ausencia de aberturas.

La primera decisién que se tomé al encarar el problema de obtener un modelo
esencial del KLM fue elegir una descripciéon mediante mapas iterativos. Esta, por un
lado, esta limitada en el sentido de que no es posible obtener la forma del pulso ni
considerar (al menos, en principio) situaciones con mas de un pulso por tiempo de ida y
vuelta dentro de la cavidad. Por otro lado, permite estudiar soluciones en las que es
grande la variacion pulso a pulso, o de un mismo pulso al atravesar un determinado
elemento dentro de la cavidad (lo que es inaccesible con el tratamiento alternativo que
emplea ecuaciones diferenciales). Ademas, la condicion de estabilidad de las soluciones
se obtiene muy facilmente. La segunda decision que se tomé fue describir el pulso de
KLM, tanto en su parte espacial como temporal, mediante parametros gaussianos (y, en

consecuencia, los elementos de la cavidad mediante matrices gaussianas). Esta
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aproximacion es valida hasta segundo orden en el tiempo y en la distancia transversal al
eje, y en la practica no representa ninguna limitacién para pulsos mayores que,
tipicamente, 10 fs.

Una vez establecido este marco general, el primer problema a resolver fue
encontrar una descripcion simple y compacta de la evolucion del campo dentro de una
cavidad laser sin perturbacion de Kerr. Asi, se desarrollé un estudio preliminar o primer
modelo, que describe al sistema mediante un mapa iterativo complejo (restringido, por
razones fisicas, a un semiplano) cuya variable es adimensional y que tiene un solo
parametro (llamado 4, real), que es la semitraza de la matriz de propagacién de ida y
vuelta dentro de la cavidad. Esta descripcion se aplica tanto a la parte espacial del pulso
(tamafio y curvatura del frente de onda) como a su parte temporal (duracién y chirp).

En la region l4]<1 (que corresponde a la condicidon usual de estabilidad
geomeétrica) se obtiene el resultado, conocido, de que el mapa tiene dos puntos fijos de
estabilidad indiferente, so6lo uno de ellos con sentido fisico. Las herramientas
matematicas introducidas, como las fracciones continuas y la geometria hiperbdlica,
permitieron estudiar bajo un dngulo diferente al usual el comportamiento del sistema, y
obtener facilmente resultados tales como los valores de 4 para los que se tienen drbitas
de periodo arbitrario. Estos surgen de una familia de polinomios similares a los de
Legendre, cuya existencia y ley de formacion se deduce de la teoria de fracciones
continuas. Si el pardmetro 4 del mapa es un cero de alguno de estos polinomios de
grado n-I, llamado P3", para algun n, la trayectoria es una Orbita periddica de
periodicidad n. De la geometria hiperbolica, si l4l<1 puede inferirse que todas las
trayectorias del mapa estan contenidas sobre circunferencias, cuvos radio y centro
dependen de A4 y de las condiciones iniciales. En l4]=1 hay una bifurcacion global, y
aunque las trayectorias siguen perteneciendo a circunferencias, el sistema converge al
unico punto fijo estable con sentido fisico, que es ademds un atractor para todo el
semiplano complejo con sentido fisico. El mapa que describe la evoluciéon de las
variables temporales cumple l4l=1,y por lo tanto éstas convergen sin excepcion a la
solucion que corresponde a emision laser continua. Si | 4]>1 el sistema tiene dos
puntos fijos reales, ambos con sentido fisico, pero uno solo es dinAmicamente estable y
es, ademads, un atractor para todo el semiplano.

La evolucion del campo cuando hay aberturas en la cavidad se describe mediante
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un mapa de la misma forma, pero en el que el parametro ahora es complejo: 4-ia, donde
a es inversamente proporcional al area de la abertura. El sistema es estructuralmente
inestable a permitir a distinto de cero. Las aberturas, por muy débiles que sean,
modifican radicalmente las trayectorias. En todos los casos hay un punto fijo estable, y
es atractor para todo el semiplano. Para | 4 |<1, la abertura estabiliza el punto fijo, que
estd ligeramente desplazado del punto fijo primario de estabilidad indiferente que se
obtenia con a=0. A pesar de todo, las trayectorias mantienen algin "recuerdo" de la
estructura primaria, ya que las orbitas de periodicidad », saltan alternativamente entre n
ramas distintas a medida que convergen al punto fijo. Para l4]=1 aparecen dos puntos
fijos, uno estable que es atractor del sistema, y otro inestable. Para | 4]>1 también hay
dos puntos fijos, y la convergencia al dindmicamente estable es mas rapida que cuando
no hay aberturas.

Se realizé una primera aproximacién a una descripcion de] KLM mediante el
analisis numérico del acoplamiento de muchos mapas, sin aberturas, a través de la
perturbacion de Kerr. La idea es que cada distribucion inicial de campo (representada
por una condicidn inicial aleatoria y diferente para cada mapa) induce en el medio Kerr
una muy débil lente. Las potencias de estas lentes se suman, y la lente total resultante
afecta a todas las distribuciones de campo por igual. Asi, el término de Kerr actia como
acoplamiento entre todas las distribuciones de campo iniciales, como si fuera un "campo
medio" en comun. Se obtuvo que cada mapa tiende a converger a un valor comun, de
manera que la dispersion entre los valores tomados por las variables de cada mapa
disminuye significativamente. Este efecto aumenta con la magnitud del término de
acople y también con el nimero de mapas. Se interpreté este resultado como un indicio
de que el KLM puede aparecer espontdneamente como un comportamiento colectivo
resultante del acoplamiento no lineal, aun en ausencia de aberturas espaciales.

La primera aproximacién al KLM recién descripta suponia una distribucién
uniforme de la energia entre todas las configuraciones iniciales del campo. Un camino
posible a seguir era eliminar esta condicién artificial de ligadura, y permitir, a través del
acoplamiento con el medio activo, un flujo de energia entre los mapas. Sin embargo,
enseguida se encontraron evidencias de que esta complicacidén no era necesaria, y que
era posible alcanzar una descripcién mucho mas sintética del KLM (y analiticamente

accesible en gran medida) empleando un solo mapa, convenientemente modificado. El
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modelo se obtiene incluyendo el medio Kerr (cuantificado por el parametro K, que se
supone una perturbacion) en la cavidad sin aberturas, y permitiendo variaciones en la
potencia del pulso. Esto lleva a una descripcion mediante un nuevo mapa de cinco
variables: las dos espaciales y las dos temporales ya mencionadas, mas la intensidad del
campo. Para valores convenientes (y usuales) de la ganancia, se encuentra
numéricamente que la variable "intensidad" converge rapidamente a un valor constante,
desacoplando las variables espaciales de las temporales. Asi, después de transcurrido un
transitorio, la descripcion del sistema queda reducida a dos mapas complejos
desacoplados que tienen, ademas, una forma muy similar.

Se encuentra numéricamente que cada uno de estos mapa converge a la soluciéon
de KLM para la mayoria de las condiciones iniciales si Signo(4)=Signo(K). Este
hallazgo por si mismo determina que la insercion de aberturas espaciales no es
indispensable para obtener KLM. El rol importante de las mismas queda reducido a que
la solucién continua pierda estabilidad. Lo sorprendente es que, para todas las
condiciones iniciales para las que el mapa converge, se tiene un sistema no lineal
conservativo que contrae su espacio de fases como consecuencia unicamente de la
perturbacion de Kerr, es decir, sin la presencia de ningin término disipativo. Un
argumento intuitivo muestra la existencia de una region, a la que pertenecen todas las
condiciones iniciales fisicamente relevantes, donde es plausible que converja al KLM.
También se encuentra una regién del espacio de parametros (cerca del borde de
estabilidad) y un conjunto de condiciones iniciales (dado por la condicién 24-KS >0),
llamada "region especial”, para la cual es posible asegurar la convergencia al KLM. El
hecho de que converja para | 4 Ipréximo a 1 muestra, sobre bases muy generales, por
qué son mas eficientes para KLM las cavidades cerca del borde de estabilidad
geométrica, lo que hasta ahora era un resultado empirico obtenido del disefio especifico
de cavidades.

Los resultados numéricos y analiticos muestran que:

i) La convergencia es posible si Signo(K)=Signo(A), donde el punto fijo con
sentido fisico es estable, y los exponentes de Lyapunov son ambos negativos
salvo para algunos valores muy chicos de 4 (del orden de KX).

it) No Hay convergencia a la solucién de KLM si Signo(K)= -Signo(4), ya que el

punto fijo con sentido fisico es inestable, y los exponentes de Lyapunov o bien
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son ambos positivos 0 uno es positivo y otro negativo para la mayoria de los
valores de A (esta ultima situacién indica la posibilidad de que este mapa

muestre una dindmica caética).

El modelo también proporciona una razén al resultado experimental (observado en
laseres de Ti:Zafiro) de que las variables temporales, en general, no se desestabilizan,
aunque si lo hagan las demas. La razon es que, como el mapa para la parte temporal
tiene siempre A=1, estas variables tienden a converger rapidamente a sus puntos fijos, y
son asi "esclavas" de las variables espaciales y de la energia del pulso.

La presencia (inevitable en la practica) de aberturas cambia ligeramente la
posicion de los puntos fijos, incrementa la estabilidad del que tiene sentido fisico y es
estable (cuando Signo(K)=Signo(4)) que sigue siendo atractor, y también acelera la
convergencia a éste.

Recuérdese que, para algunas condiciones iniciales, el espacio ocupado por las
iteraciones del mapa se expande indefinidamente en lugar de contraerse hacia el punto
fijo. La frontera (obtenida numéricamente) entre las condiciones iniciales para las que el
mapa converge y aquellas para las que diverge, dadas estas ultimas por la condicién de
que al menos uno de los exponentes de Lyapunov es positivo, tiene caracteristicas de
auto-similaridad que sugieren una dimensién fractal. Si se agregan aberturas, y a iguales
valores de los otros pardmetros, la frontera "retrocede” alejandose del punto fijo pero
manteniendo esencialmente la forma, con la diferencia de que en algunos puntos para
los que el mapa divergia ahora pasa a converger, ampliando asi la cuenca de atraccién
del punto fijo KLM.

El estudio detallado del caso en que el mapa (sin aberturas) es expansivo, y al
que se le agregan aberturas, evidencia dindmicas muy interesantes debidas al juego entre
las dos tendencias opuestas provistas por la contraccién debida a la abertura y la
expansion debida al efecto Kerr. Aparecen orbitas multiperiddicas, y algunas otras de
caracteristicas mas complejas. Las soluciones multiperiddicas tienden a acumnularse
cerca de las zonas (en el espacio de los parametros) que corresponden a 6rbitas de
periodo bajo de la cavidad "vacia". Una vez mads, a pesar de todas las perturbaciones
existentes, la cavidad sigue teniendo un "recuerdo" de los modos de oscilacién

primarios, determinados solamente por la difraccion. El estudio numérico muestra coémo
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las soluciones bifurcan, duplicando su periodo, al variar los parametros 4 y a. La
variedad de soluciones es muy grande, y los comportamientos son muy dependientes de
los parametros elegidos. Segun se los elija, los atractores presentan diferentes aspectos,
correspondiendo a distintas combinaciones de signos y valores de los exponentes de
Lyapunov.

El modelo desarrollado permite una nueva y sencilla interpretacion de ciertos
comportamientos pulsados (aparentmente cadticos) obtenidos experimentalmente. La
comparacion de los resultados de este modelo con series temporales observados por
otros autores en laseres de Ti:Zafiro muestran una concordancia cualitativa en las
formas, y cuantitativa en los valores de las frecuencias principales de oscilacion. Estos
resultados muestran que no es posible afirmar, sin un estudio mas detallado, que ese tipo
de oscilaciones se debe necesariamente a una dinamica de mayor dimensionalidad

(como Q-switch o batido entre modos transversales de orden superior).

Este trabajo de Tesis da una vision sencilla y general de muchos aspectos del
funcionamiento KLM. Desde el punto de vista practico, se han alcanzado algunas
conclusiones generales muy importantes. En particular, se logré establecer el rol de las
aberturas espaciales en el KLM (= favorecen, pero no determinan), encontrar una causa
al resultado experimental de que las variables espaciales (y la energia) del pulso pueden
desestabilizarse sin afectar las variables temporales, y dar una explicacion general al por
qué las cavidades KLM funcionan mejor cerca del limite de estabilidad. Desde el punto
de vista académico, se ha propuesto un nuevo objeto de estudio para la matematica no
lineal: un mapa iterativo, de forma simple pero de comportamiento complicado (ya que
su Jacobiano es funcién del punto), que tiene interés fisico inmediato y que provee
ademas un ejemplo de un sistema no lineal que contrae su espacio de fases a pesar de
que su dinamica es conservativa.

Como continuacién de la linea de investigacion propuesta en esta Tesis, seria interesante
encarar un estudio mas profundo de las fronteras (aparentemente fractales) entre
condiciones iniciales convergentes y divergentes, buscar su dimensionalidad, y ver
cémo cambia para variaciones mas amplias de los parametros 4 y K. Por otra parte, si
bien hay evidencia experimental de que los resultados obtenidos son generales, y validos

también para cavidades mas complicadas que las consideradas aqui (como las cavidades
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en Z tipicas para los laseres de Titanio-Zafiro) seria interesante completar la descripcién
eliminando la restriccion de que el medio de Kerr esté en un extremo de la cavidad. Otra
cuenta pendiente es cambiar la ecuacion de saturacion de la ganancia y permitir que la
inversion de poblacién no esté en equilibrio con el campo, para que el modelo incluya la
posibilidad de tener Q-switching. De comparar los resultados de este nuevo modelo con
los del caso presentado en esta Tesis (de competencia expansion de Kerr vs. aberturas) y
los experimentales, es plausible que pueda determinarse si esos complejos
comportamientos pulsados observados se deben realmente a Q-switch o no. También
hay que tener en cuenta que solamente se ha tenido en cuenta el caso mas comun en la
practica que corresponde a que la longitud de Rayleigh es mayor que la del medio
activo, y queda por desarrollar el caso contrario. Para definir otra posible linea a seguir,
recuerdo que las trayectorias del mapa perturbado tanto por las aberturas espaciales
como por el efecto Kerr, parecieran estar sobre espirales, y guardan cierto recuerdo de
las trayectorias sin perturbar. Por ejemplo si el mapa sin perturbar corresponde a una
cierta orbita de periodicidad N, la trayectoria perturbada aparece dividida en N ramas.
Por lo tanto, otro objetivo seria encontrar una adecuada descripcién matematica dentro
del plano hiperbdlico de dichas espirales para cada perturbacién, buscando las funciones
que describan la variacion de la distancia a su centro (punto fijo) y variaciones en los
angulos de giro. Esto podria llegar a servir para predecir zonas con distintos
comportamientos al combinar ambos efectos, y se podrian hallar mapas tal vez sencillos
para las distancias y angulos. También seria hacer una bisqueda sistematica de los
trabajos que los matematicos hallan hecho sobre ruptura de simetrias en el plano
hiperbdlico, y tratar de relacionar esos “recuerdos” en las trayectorias y formas de las
espirales con alguna simetria conservada. Creo que es fundamental para llegar a la
esencia de todos los comportamientos un conocimiento hondo de “teoria de grupos en el

plano hiperbélico”.
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Apéndice 1.
Agrego a continuacion una lista de las expresiones de los elementos Opticos mas

comunes con su matriz correspondiente.

Los elementos mas comunes para el dominio espacial son los siguientes:
La matriz de propagacion en el espacio libre de longitud L con indice de refraccién ng

€s:

n, (Al.D)

1y (A12)

10
_2 (A1.3)
R

La matriz para una abertura espacial gaussiana débil, es decir una abertura cuya area=

Area es muy grande es:

1 0
Mabe{_i A 1}[ L (1)] (Al.4)

Arearn

: . o L 1
La matriz para un ducto gaussiano , cuyo indice de refraccion es n(x)=n, — = n,x* y
2

n
y?=-1 es:
Ry

Cos (y z) Sen (72_)

Ny ¥ (AL.5)
—n, y Sen(y z) Cos (y z)
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Los elementos mds comunes para el dominio temporal son los siguientes:
_ao?

Una abertura temporal, con transmision es T (CU) =e ? cuya matriz es:

Mabt {(1) '2’1’ “] (A1.6)

La dispersion de la velocidad de grupo cuya matriz es:

_dVs 1
af v, (AL7)
1

0

donde Vg es la velocidad de grupo y fes la frecuencia.

Notese que en ambos casos los elementos de la diagonal son 1.



Apéndice 2

Apéndice2. 1 Mapa para una sola variable si |A | <1.

Como la trayectoria esta sobre una circunferencia, es evidente que el sistema puede ser
descripto mediante una sola variable.

Con un cambio de variables y algunas consideraciones geométricas llego facilmente a
que siempre que no haya aberturas ni medios no lineales y N <1, es posible describir
la propagacion de un haz gaussiano con una sola variable real. Considero el dibujo de la

trayectoria que muestro en la figura Al:

u r Vv _ejex
S
dy Up——AV =9
Ve f R
0
Figura Al

La distancia uv es igual a p que es la componente real de la variable y, y la distancia
u’u es igual a la componente imaginaria de y , o sea que es igual a S. Supongo que mi
variable real es r, y es la distancia u’v’. R es el radio de la circunferencia asociada a la

trayectoria. Llamo:
o=dy+R (A2.1)

Por semejanza de los tridngulos ouv y ou’v’ se cumple que:

roo_ P
dy+R dy+R-S

(A2.2)

Por lo tanto:
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r=—t0 (A2.3)

Falta verificar que se puede reconstruir la trayectoria de la variable compleja original a
partir de la trayectoria de r obtenida iterando el mapa. Para esto verifico si el rp4
obtenido al reemplazar en (A2.3) las variables pp+; Y Sp+1 (obtenidas al aplicar el mapa
(2.6) a y ) coincide con la expresién que obtengo al aplicar el mapa (2.6) directamente

al valor de r dado por (A2.3), es decir veo si las expresiones:

nu:d—A+A«A+€YtSﬁ—p (A2.4)
a((A+p) +SH)-S

S _ (A*=-D(a-S)+Aap
! Al@=-S)+ap

(A2.5)

son iguales. Lo son si o =dy # R que incluye el valor de o que propuse inicialmente.
El punto o coincide con a = dy + R y el punto u’ coincide con o = dy - R . Por lo tanto
hay dos variables reales posibles para describir al sistema. Una se obtiene hallando ro
como la interseccion entre la recta que une la condicién inicial yg con el punto o y el eje
real. Una vez hecha la transformacién se aplica el (2.6) a ro_ Para hallar la otra forma
posible, hay que hallar la interseccion entre la recta que une el punto yg con el punto u’
y el eje real. Y proceder de la misma manera.

Puedo volver a la variable compleja a partir de la variable real r, buscando la
interseccion de la recta que pasa por o y v’ con la circunferencia ya mencionada. Las

expresiones obtenidas verifican la transformacion (A2.3).

a” r
p == 5 (A2.6)
r’+a
2
a
§=—"_ (A2.7)
r’+a

Para esta Tesis, voy a usar el mapa complejo.
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Apéndice2.2 Propiedades de los valores medios de los polinomios:

Aunque sea tedioso de escribir y leer, incluyo una serie de propiedades de los
polinomios que se desprenden de estas periodicidades. Analizo valores medios de
ciertas funciones de los polinomios. Si el valor medio lo tomo sobre una orbita
periodica de periodicidad M, calcularlo equivale a sumar todos los valores que adoptan
en las sucesivas iteraciones hasta completar la orbita y dividir por M. Una propiedad

interesante de los polinomios P; es

P2 (xma.t )2. = (A28)

N —

donde X €s el maximo de todos los ceros de P3N+l, y el valor medio esta tomado sobre
un periodo. Como paso previo para demostrarla, busco cuanto vale la suma de los

cuadrados de los ceros. Factorizo al polinomio PN y queda

P = ﬁ(A -x,). (A2.9)

1=

Recuerdo para evitar confusiones que N es el grado del polinomio, y N+1 la
periodicidad. Si lo expando en potencias de A, los coeficientes quedan escritos en
funcién de los ceros x; de P3N"!. De este modo el coeficiente correspondiente a AN del

polinomio P3N también puede escribirse como

N

dya =~ Zx,' Xy (A2.10)
i=J.1

donde x; y x, son los ceros del polinomio P3N Es de gran utilidad la paridad definida
de los polinomios. P3"*'(A)= P;"*'(-A) si N es un niimero impar, y P;"*!(A)= -P3"* (-
A) si N es un niimero par. Los ceros entonces seran x; , X2 ... xnz2y, (0), -Xnz), .. X2, -
x; Segin la paridad aparecerd o no el nimero O entre ellos. Si en (A2.10) aparece el
término x; x; , también va a aparecer - x, x; y van a sobrevivir después de hacer la
sumatoria solamente los términos de la forma -x; 2. Por otra parte si normalizo al
polinomio, de modo que ay = 1, y uso la expresion (2.24) para los coeficientes, el

coeficiente an.> del polinomio se puede escribir
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Ay, =— ) X, =——4- (A2.11)

donde x ; con j entre 1 y [N/2] son todos los ceros positivos de P;"*!. Observando la
forma de PsN*!, puedo decir que O es raiz para N impar y no lo es para N par, o sea que
para cualquier N hay un nimero par de ceros positivos. Por eso ponemos [N/2] en el
limite superior de la sumatoria.

Se verifica numéricamente que sz (xmax), al ir variando j va generando a menos de un
signo, todos los valores de los ceros de P;"*! ademas del numero 1. Como ejemplo veo
que pasa para N=6. Los ceros de P3;’ son {-0.900969,-0.62349,-0.222521,
0.222521,0.62349, 0.900969}, mientras que los valores que toma sz (0.900969) al ir
variando j son {1, 0.900969, 0.62349, 0.222521, - 0.222521, - 0.62349, -0.900969, -1,
-0.900969...}. Esto quiere decir que el promedio de (P,) 2, no es mas que dos veces el
promedio de los ceros positivos elevados al cuadrado mas uno, y llego a lo que queria

demostrar

N+)
Pl F=——Sxr=t (N1 0.1 (A2.12)
“ ’ 2 2

También se verifica numéricamente que Pzg;j (xmax) al variar j toma ciertos valores
durante el primer periodo y los mismos valores pero cambiados de signo durante el
segundo. Volviendo a mi ejemplo con N=7. El maximo cero de P3’ es 0.900969, y Py
(0.900969)={1, 1.80194, 2.24698, 2.24698, 1.80194, 1, 0, -1,-1.80194, -2.244698, -
2.24698, -1.80194, 0.....}. Con P; sucede lo mismo. Es decir que P, 3 tienen periodicidad
2 (N+1). Por esto, en lugar de promediar sobre un periodo lo hago sobre dos.

El promedio de (P2)’ sobre un periodo coincide con el promedio en dos periodos, y a
partir de este valor se puede evaluar calcular el promedio de Ps; 2 Recordando (2.17) y

(2.22) puedo escribir

(p, ) =(ap" - B} =(42 =1)(B") -24 " P (A2.13)

(Psm )2 = (2AP3" - P )2 =4 AZ(PJ")2 +(P3"-l )2 -44P"P" (A214)
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Si sumo cada una de estas expresiones para todos los valores de n entre 0 y 2 (N+1), y

divido lo obtenido por 2 (N+1), tengo sus promedios sobre dos periodos completos. Es

decir que

(o} =62 +1)(p Y -44pP7 B

De estas expresiones obtengo entonces

n )P )

Bt

oAl pn A
P3 IPJ =5(1—7-)

Usando (2.17) y (2.22) puedo escribir que

Pzn P3n =A (P3n )2 _P3n-l P3n

n+l n n+l n n-1\2
Pz Px =AP3 Ps ’(Ps )
P2n+lf>3n = 2 A PZ” f)]" _Pzn-l P_-;"

Pz.snﬂpz.a" =24 (P.an )2 - Pz.an_'Pz.J"

de donde
Pzn P}n = 0
P
- 2
Pzn P]ml = __]_
2

(A2.15)

(A2.16)

(A2.17)

(A2.18)

(A2.19)

(A2.20)
(A2.21)

(A2.22)

(A2.23)

(A2.24)

(A2.25)

(A2.26)

Aqui termino con las propiedades de los polinomios, y doy por terminado el analisis

para esta region del parametro A
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Apéndice2.3 Ejemplo de cdlculo del valor medio de una funcién de las variables:
Calculo el valor medio de (A+p)/S para una 6rbita multiperiédica. Por (2.13) y (2.20)

puedo decir que

A+|,l/n_ P2"+]+P3"+]|//0 L
Sn Pzn +P3”'//0 Sn ’

(A2.27)

Haciendo un poco de algebra se obtiene

A+'//"= P2n+IP2n +P3n+lP3nEV/O!2 +(P2"+IPB" +P2nP3n+l)p

L (szl P _PznP3n+l)

S” So
(A2.28)
y solo me interesa el valor medio de la parte real
A+ pn P2n+lP2n + P3"+1P3"il//012 + (Pzn+lP3" + PznP3n+l )po
= . (A2.29)
S" So
Por las propiedades (A2.23) a (A2.26) ese valor medio es
" Ay,
Adrp_ 4, W"zl (A2.30)
s" 25, 2(1-4%)s,

Apéndice2.4 Generalizaciéon de la demostracion de convergencia de una fraccién
continua presentada en la referencia [Katok] para | ail >2, b=-1

Dada una fraccién continua defino

v (A2.31)

defino dos secuencias { pn } Y { gn }, con n 2 -2 inductivamente
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p2=0, po=1, pi=a pi-piz, 122 (A2.32)
q2=-1, ¢1=0; gi=ai gi1-q2, 122 (A2.33)

Voy a probar que z,=p,/qn . También voy a demostrar una serie de 3 propiedades para el

caso en que | a; | >2vi por induccion.

i) En primer lugar hay que demostrar que

1=|qo|<|q1|<|q2|< .............. <|q,,| ................

Paran=1,¢q;, =a1 qo-q.=a y lai| >2 v i, entonces se cumple la base de la
induccion 1=| gol <lqil.

Si se cumple para n-1, 1= Iqo | < |q| | < qu < o, < |qn.| |, entonces debe
cumplirse para n.

IQn|= Ian dn-1 -qn-zl ZI an Qn-ll-l Qn-2| >2|qn-1|-| qn-zl >2|qn-| I -| qn-ll =|qn-|| qqd.

Como I qnl - l dn-1 I >I dn-1 | '| Qn-zl , entonces Lim q, =%

Hn—x»

ii) Partiendo de las definiciones de p, y q, se comprueba facilmente que

L L _XPmPrs_, (A2.34)
° al — 1 X qn-l _qn—Z

!
o

como po=4ap, p-1=1, qo=1yq.,=0 entonces

7, =*%=1_ XPo= Py (A2.35)

y se cumple la base de la induccién. Ahora verifico que si se cumple para Z,.; también

se cumple para Z,. Basta con reemplazar x por a,-1/x en (A2.34)

(¥ @\ =1) Py =X Py _ XDy~ Doy _

= g (A2.36)
(x an—] - l)qn—l - X qn-Z x qn - qn—l

iif)Se puede verificar que vale pi., g;- pigi1 =1 aplicando repetidas veces (A2.32) y
(A2.33)



Di1 Gi - Di Gi-1 = Pi2 Gicl = Pi-l §i-2 = ceveeevveerieriineeesesisnnens = p.2 4.1 — p-1 42 = 1 entonces

Pi1Gi-pigia=1Vi (A2.37)

Por lo tanto

Pu _P__~1

9 49 94,9

(A2.38)

y si supongo que x = a,, entonces

zn=Pu/qn. (A2.39)

Usando (A2.38)podemos decir que z,, que no es mas que nuestra fraccién continua (A2.

31) tiene limite, pues

que es lo que queria demostrar.

Apéndice2.5 Como establecer el signo del atractor del mapa a n vueltas.

El limite del mapa a n vueltas es

P P
+
P3" PJ" WO (Az—l):thz—lWo
Limy" = Lim = =a (A2.41)
n->w n->@ Pzn 1JA2 “l+y
. T Vo 0
Py
Limy" =a=+JA4% -1 (A2.42)

n->m

Quiero demostrar que el signo + corresponde a valores de A positivos, y el - a los

negativos, ya que el signo de P," / P;" es el signo de A. Esto ultimo se demuestra
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facilmente por induccion

Para n=1, P,' / P3' =A y se verifica. Falta ver que si se cumple para n, también se
cumple para n+1. Una simple inspeccién de los polinomios permite ver que se cumple
que si P23" (A)= # P53" (-A) entonces P53™"' (A)= -[+ P23™' (-A)]. Por lo tanto el Sg
[P;" (A) P5" (A)] (= Sg[A]) es el mismo que Sg [P.™! (A) Ps™! (A)], y se cumple
entonces que Sg[P," / P;" ] = Sg [A]

Apéndice2. 6 La matriz espacial de propagacién de ida y vuelta dentro de una
cavidad desde un punto cualquiera P (Mpp) dentro de la cavidad hasta volver al

mismo punto P, tiene la propiedad de tener A=D.

Lo haré con el método de induccion completa de induccion completa.

En el dominio espacial, las matrices de propagacion a tavés de lentes, distancias,
espejos, aberturas, y todos los elementos que se puedan incluir dentro de una cavidad
sin astigmatismo son de esta forma, pues A=D=1. También son de esta forma las
matrices temporales. Para el caso mas sencillo, o sea N=2 tengo solamente dos matrices
cuyos elementos de matriz x;; cumplen X, = X2,. Por ejemplo puede ser un espejo y una

distancia.

-1 (A2.1)

La matriz de propagacion desde P a P sera el producto M1.M2.M1 satisface también

que sus elementos diagonales son iguales

A B
M1.M2.M1=[ ) (A2.2)
C 4

Supongo que vale para el caso de tener N elementos incluyendo al espejo que cierra la
cavidad, es decir que

MnaMi)2  (A2.3)



entonces por (A2.2) se verifica que al agregar un elemento mas (el N+1) a la cavidad,
(Mn+iMN Mnspi = (MM M2z (A2.4)

por (A2.2) y queda completa la demostracidn.

Apéndice2.7 Como escribir P, y P; en funcién de senos y cosenos y como encontrar

la equivalencia entre una cavidad 6ptica con un ducto gaussiano (dominio espacial)

Recordando que ¢ = A-1 defino X, y, de la siguiente manera
Xn=Py"+ P;" Yt (A2.5)
Yo =Py" +P2" yy (A2.6)

A partir de (2.20) que puedo escribir

Xnt1 = A (P2" + P3" w) + (P1" + P," wp) = (P2 + 3™ yp) (A2.7)
Vo1 = (A2-1) (P + P" y) + A (P + Py = (P,™ + P,™ yp (A2.8)

pues
(A2-1) P,"+ A P\" = (A1) (P,"+ A Py" =p,™! (A2.9)

(A2-1) P3" yr+ A P, ye= (P" + A Py") yr = P," iy (A2.10)

Esto quiere decir que si defino AA=A,BB=1,CC= A’-1, DD=A, donde
AA DD-BB CC=1, puedo escribir

Xn+1 = AA X, + BBy, (A2.11)
Yo+t1 5 CC Xn + DD Yn (A212)

O sea
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¥n= (Xn+1 - AA X,)/BB (A2.13)
Yn+1 = (Xns2 - AA Xp+1)/BB (A2.14)

Restando (A2.12) a (A2.14) tengo

Yare1 - Yor1 = 0 = Xns2 - (AA+DD) X,s1 + (AA DD- BB CC) x» (A2.15)

Xn+2 - (AA+DD) Xps1 + Xn =0 (A2.16)
Propongo

ya=Ee'"® (A2.17)

iei (n+2)9_(AA+DD)§ei (n+1)0 ei 9+ éei l‘l9=0 (A2.18)

(e’ %2-(AA+DD)e' ®+1=0 (A2.19)

! 2

e"’=AAJ;DDi,,,’(AA’;DD) ~1=A+- 4% -1 (A2.20)

P +P"yr=¢e'"® (A2.21)

P+ Py =y (P + Py yr) = yre ' MO (A2.22)
Por lo que

P," = Cos(n 6) (A2.23)

P;"=Sen(n0) [1-4° (A2.24)

La matriz de un ducto gaussiano (apéndice 1) de longitud z, donde el indice de

refraccion es

n(x) = ne-1/2 ny x* (A2.25)
s im (A2.26)
¥

tiene la forma
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M =[ Cos (y z) —SEZO(’ ’)] (A2.27)
—ny y Sen(y z) Coséz

Y de acuerdo a lo que visto en este capitulo (2.13)

. B(A)+P"(A)y, —1-4 Sen(nd)+ Cos(nd)y,
PZ"(A)+ PJ" (A) 78 Cos(n9)+ Sen(ne) "

Vi-4°

(A2.28)

y por consiguiente la matriz para n idas y vueltas dentro de la cavidad del laser es

Cos (n6) %}ﬂ_("Toz)

= (A2.29)
-1~ A%y Ser{n@) Cos (n6)

M

Por lo tanto una cavidad Optica, cuyo pariametro de estabilidad geométrica es A, es

equivalente a un ducto gaussiano cuyo pardmetro es y = /1- 4> /no



Apéndice 3

Apéndice 3.1 Saturacién de la ganancia

La aproximacion que voy a usar es que el perfil de intensidad del pulso es cuadrado en
lugar de gaussiano Figura 1. El ancho esta dado por la duracién del pulso, y su altura la
tomo como el promedio temporal de la intensidad real que es gaussiana. La figura [5] de
la introduccion, que explica la automodulacién de fase cambia. La curva de la
automodulacién de fase se convierte en dos picos abruptos, uno hacia arriba en -1, y
otro hacia abajo en +t,. En el medio vale cero. Si bien es una aproximacion, no es tan

burda como suponer la inversion de poblacion en equilibrio con el campo.

™~

b4

-Tp Tp f

Figura 1 automodulacién de fase para un perfil

de intensidad del pulso es cuadrado

Busco encontrar una expresion del tipo de la expresion (1.5) de la introduccion. Para
esto hay que partir de las ecuaciones de balance del laser. Una vez hecha la eliminacién
adiabatica de la polarizacién, es decir quedan reducidas a dos ecuaciones, una para la

inversion de poblacién A, y otra para la intensidad del campo /.

A=W-gIA-Avy, (A3.1)

I=gIA-KI (A3.2)

El término g / A representa la emision estimulada, A v, es el decaimiento espontaneo y
K I son las pérdidas y W es el bombeo y es constante, g esta relacionado con el
momento dipolar atémico, y v,, =1/T,, donde T, es el tiempo de relajacién del sistema.

De (A3.2) se deduce que
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Ln(D=gA-K (A3.3)

por lo que se cumpliran

A= LIn()+ K (A3.4)
g
A=w - Tepan-Yek _j_ gy (A3.5)
g g
Ahora tomo el valor medio temporal de esta ultima expresion y obtengo
tp Tp
[ Aa [k r1ar
-tp Yo K -tp
—=W- - (A3.6)
27p g 27p

ya que para un pulso simétrico que empieza en - T, y termina en T, se cumple que el
valor medio temporal de la derivada de la intensidad, como también el valor medio

temporal de la derivada del logaritmo de la intensidad son nulos, pues

TP Tp
Ith _" aF
p  _-in U F(zp)-F(-tp)

2tp 27p 27p

(A3.7)

y si F(tp)=F(-tp), como sucede en particular con la intensidad y su logaritmo, el valor

medio temporal es nulo. Supongo una forma gaussiana para el pulso

0=1, e{#) (A3.8)

Ty
[ aadt —
-tp _=W_7//K_10 vr Erf() K
27p g 2

(A3.9)
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-
Z

fe™dt y Erf(1)=0.842701. Defino

[\

donde Erf(z)=

. I, .x Erf() g
Y =Yyt — - (A3.10)
Ty
[ Aar .
<hs==r oy U K ke (A3.11)
27p g

El valor medio temporal de < A>= Kte. Ahora quiero saber cuanto vale el <A>. Como el

pulso es simétrico, tomando el valor medio temporal de (A3.2) obtengo
0=g<IA>-K<I>=> <IA>=<I>K/g. (A3.12)

Reemplazando en (A3.1)

<A>=W-g<IA>-Ay,=W-K<I>-Ay, (A3.13)

a su vez por (A3.5)

<A>=W-y,Kg-K<I> (A3.14)
La Unica manera de que esto se cumpla es'que
<A>=Klg (A3.15)
y por (A3.12)

<SAI>=<A><]> (A3.16)

Para obtener (1.5) de la introduccidn, busco la solucion estacionaria de el sistema de
ecuaciones formado por (A3.1) y (A3.2). Ahora trabajo con los valores medios. Por
(A3.1), (A3.11) y (A3.16)
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<A>-Kte=W -g<IA>-<A>vy, (A3.17)

W-g<I><A>-<A>y, =0 (A3.18)
donde

W' =W-Kie (A3.19)

Por (A3.15) llegoa

W. W.
<as=K_ 27”<1>= 7<”1> (A3.20)
8 1+2817 14
Yu Toyr

A partir de aqui, estoy en la misma situacion que para la deduccion (1.5) de la
introduccién, donde se toman los valores de / y de A estacionarios. Todo se resume en
tener en cuenta un bombeo corregido, W'. Los coeficientes de ganancia en los
materiales de los laseres son directamente proporcionales a la inversién de poblacién de
la transicién laser [3.12]. En mi aproximacién, uso el < A >. Como resultado entonces,
para medios con transiciones homogéneamente ensanchadas el coeficiente de ganancia
va a saturar al aumentar la intensidad (< / >), ain cuando la inversiéon de poblacién no
esté en equilibrio con el campo.

En (3.4) y (3.6) usaré entonces < /> en lugar de la intensidad 7 .

Apéndice 3.2 Si (A+p™)<0 da al iterar (A+p™")>0 y (A+p™")>0
En principio, siempre que 2 4 — K S sea positivo, debido a (3.22)

_ (A3.21)
")

es evidente que si (A+p™) es negativo, (A+p™") es positivo. Por lo tanto, se que si 2 4
— K S es positivo, y si (A+pnm) es negativo, (A+pp+1) €s positivo seguro, y ademads

Ademas se cumple que

A+p, =24-KS, , - ( - 0 (A3.22)
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es decir

A+ Py > @A KS, WA+ po ¥ +5,.%) (A3.23)
O sea que si (A+p™) es negativo, (A+p™") es también es positivo.
Apéndice 3.3 Busqueda de un caso en que (A+p™)<0 da al iterar (A+p™")>0 y
(A+pm+2)>0

Quiero inferir el signo de (A+p™"?) sabiendo que (A+p™) es negativo. Debido a

(A3.21), si (A+pm+1) >0 puedo escribir
(24-KS, X4+p,) —(4+p,)+(24-KS,)S,* >0 (A3.24)

Es una parabola en (A+pm). Si quiero que la desigualdad valga, debo pedir que no tenga

raices reales, o que (A+pm) sea mayor que la raiz mas grande (r2), o menor que la raiz

f
rl\ /r2

L atn)

Figura 2

mas chica (r1)(ver figura 2)

Las raices de (A3.21) son de la forma

o). ='E 1-4Q24-KS,)%S,"
+ , = ' e
Pmha 2(2A-KS,)

(A3.25)

quiero encontrar algunos casos para los que se cumpla que si (A+pp)< 0, (0 sea que
(A+pm+1)> 2 A — K S valga (A+pm+2)> 0. Si encuentro los casos para los que (A+pm+1) >
r2 , donde 12 es la raiz correspondiente a las variables primadas, el objetivo estara

cumplido. Basta con encontrar para que valores vale
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1+1-42 A~ K §,)" S’
2(2A-KSm+l)

24-KS, >

Si las raices no son imaginarias se cumple

14++1-4(2 4-K S,,,)*S,.,* . 1

m+l

2(2A_KSM.|) (ZA—KSM-H)

y alcanza con verificar

1
(2A—KSm+l)

(2A-KS,)>
44*-2K A(S,,, +S,)+K*S,S,,, >0

y pidiendo que S<A/K siempre

2
2 A2 +%>AK(S,,,+,+SM)>2A2

(A3.26)

(A3.27)

(A3.28)

(A3.29)

(A3.30)

Es decir que si se verifica siempre que S<A/K, después de un valor que cumpla

(A+pm)< 0, tengo dos iteraciones sucesivas que cumplen (A+pm+1)> 0 y (A+pm+2)> 0.



