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Resumen

El proceso de decollerencia para un sistema cuántico abierto con análogo clasico caótico (un

pozo doble perturbado armónicamente acoplado a un baño de infinitos osciladores arnninicos) es

estudiado. Se analiza el comportamiento (le. la tasa de producción de entropía mostrando que

posee dos regímenes relevantes: Para tiempos cortos ésta es proporcional a la intensidad del

acoplamiento sistema-entorno. Posteriormente. pero antes del equilibrio, entra en un régimen

donde es fijada por el exponente de L_\'apuno\'del sistema. Este segundo régimen es encontrado

siempre que el coeficiente (le difusión supere cierto valor umbral. El tiempo de transición entre

ambos regímenes muestra una dependencia lineal con la entopía del estado inicial y logaritmica
con el coeficiente de difusión.

Además, el desarrollo de.estructuras en la función de Wigner es investigado, observando que

para sistemas caóticos éstas saturan rápido. en un tiempo que concuerda con el tiempo (le Eln'en­

fest. Comprobamos que. contrariamente a conjeturas previas. cuando el sistema es inacroscópico

la saturación se produce a escalas que son típicamente. sub-Planckianas. Estas escalas determi­

nan la sensibilidad de un sistema cuántico a las perturbaciones. Mostramos que para sistemas
cuánticos caóticos la tasa de decaimiento de la Fidelidad. medida de la sensibilidad (le un sistema

cuántico a las perturbaciones, esta determinada por sus exponentes (le L)‘il])llll()\'. Esta escala

temporal establece el tiempo (le decolierencia (le un sistema acoplado a un entorno caótico.

Palabras Clave: decolierencia, caos. entropía. fidelidad. sub-Planck.



Abstract

The decoherence process for a classically chaotic quantum open system (a double well harmonically

perturbed coupled to a bath of infinite harmonic oscillators) is studied. The behaviour of the

entropy production rate is analysed, showing it posses two relevant regimes: For short times it is

proportional to the system-environment coupling strength. Afterwards, but before equilibration.

it enters a regime where it is fixed by the Lyapunov exponents of the system. This second regime

is reached only if the difussion coeficient if ab0ve certain threshold. The transition time between

both regimes shows a linear dependence on the initial entropy and a logarithmic one on the
diffussion coeficient.

Moreover, the structure development of the Wigner function is investigated, ohserving that

for chaotic systems it quickly saturates, in a tiemscale which agrees with the Ehrenfest time.

Contrarywise to previous conjectures, we verify that when the system is macroscopic saturation

happens tipically at sub-Planckian scales. These scales determine the sensitivity of a quantuln

system to perturbations. We show that for chaotic quantum systems the. rate of dee-ay of the

Fidelity, a measure of the sensitivity of a quantum system to perturhations. is determina] by its

Lyapunov exponent. This timescale establishes the decoherence time of ¡l system eoupled to a
(-haotic environment.

Keywords: decoherence. chaos. entropy, Fidelity.sub-Planck.
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Capítulo 1

Introducción

1.1 La mecánica cuántica y su límite clásico

La Teoría Cuántica ha sido desde sus orígenes una de las teorías más exitosas de la historia (le

la Física. En todas sus aplicaciones prácticas las predicciones de esta Teoría son correctas; no

hay ejemplos de conflicto entre sus pronósticos y los resultados de los experimentos realizados

para confirmarlas. Su dominio es notablemente amplio, pues explica con éxito desde la estructura

(le las estrellas (le neutrones a la estructura y función del ADN. Sin embargo, es frecuentemente

difícil conciliar nuestra percepción del Universo. que parece ajustarse bien a modelos clásicos, con

las predicciones de la Teoría Cuántica (Zurek, 1991). Es así que el debate sobre la relación entre

los modelos clásico y cuántico es tan antiguo como esta última Teoría.

La fuente de nuestra incomodidad con la Mecánica Cuántica reside en la contradicción entre

el principio de superposición y nuestra experiencia diaria clasica en donde este principio no se

cumple. Originalmente fue el mismo Schródinger quien formuló el problema, ideando su famoso

experimento imaginario: Si se encierra a un gato en una caja, pasado un tiempo cabc pregun­

tarse por su suerte, si estara éste vivo o muerto. En una descripción cuántica. el estado del

sistema gato cuando éste se encuentra vivo esta descripto por el vector (le onda |wl). mientras

que el estado del gato muerto está descripto por ILO-2);cada uno (le estos estados coincide con

un posible estado de la descripción clásica. La linealidad de la ecuación (le Schródinger impli­

ca que, siendo I‘l/Jl)y lun) soluciones de la misma, el estado superposición l'u'I)= l'u'u) + ¡191)es

también una posible solución. Cabe señalar que un estado de estas características, superposición

coherente de los estados que representan al gato vivo y al gato muerto, tiene propiedades quc lo

hacen drásticamente diferente del estado “clásico” en el que el gato se encuentra vivo con cicrta

probabilidad (o muerto. con la probabilidad complementaria). En efecto. si calculanios la pro­

babilidad de detectar al gato en una dada posicion, esta resulta ser P(:1:) = |'q'1¡(:1:)+ \II2(:1:)|2.
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Por lo tanto, si el estado contiene una superposición de las dos alternativas. la probabilidad de

detectar la posición (o cualquier otro observable) contendrá terminos de interferencia _\'diferira de

la probabilidad que se obtiene para el estado en el cual sabemos que el gato esta vivo o nmerto.

En efecto. P(.T) = |\II¡(:r)|2 + I‘l'2(.r)|"’+ 2Re(\I'1(:r)\II‘(;r)) 7€P¡(.’lï)+ P_)(.r). Estados que consis­

ten en la superposición de alternativas macroscó])icameiite distinguibles suelen dmrominarse. por

analogía con el ejemplo famoso de Sclu‘ódinger, “Gatos de Scllródinger". La función de onda que

describe a una partícula en el interior de un dispositivo Stt-‘rn-Gerlach. o la que describe a las

particulas en un experimento de doble rendija son otros posibles ejemplos de estados de este tipo.

superposición coherente de dos o mas alternativas clásicas.

Esta bien establecido que la materia a escala microsuipica debe ser descripta apelando per­

manentmnente a estados que contienen superposición de distintas alternativas clasicas. Pero la

mecanica cuántica permite la existencia de este tipo de estados para cualquier sistema. incluyendo

gatos u otros objetos macroscópicos. ¿Donde esta el límite para la aplicabilidad del principio de

superposición? ¿A partir de que escala los objetos se comportan clásicamente. tal como parecen

hacerlo innumerables objetos que encontramos en nuestra vida cotidiana? En definitiva: ¿Cómo

es posible obtener una descripción clasica macroscópica a partir de leyes cuanticas que tienen al

principio de superpOsición como una de sus bases fundamentales? Estas preguntas generaron un

gran debate desde los inicios mismos de la helecánicaCuántica.

Durante mucho tiempo se eludió la resolución del problema de la correspondencia entre ambas

teorías argumentando que el nudo del mismo se encuentra en el proceso de medici(')n:en el ejemplo

de Schródingm' el estado del gato puede conocerse sólo realizando una medida sobre el mismo. es

decir abriendo la caja para ver. Asi. la discusión del problema de correspomlencia cuant¡co-clasica

se ha visto largamente dominada por el llamado problema (le la medición. La primera explicación

ampliamente aceptada de cómo en el proceso de medida una sola alternativa (en el experimento

imaginario de Schródinger. el gato esta vivo o muerto, no ambas cosas a la vez) emerge de las

infinitas posibilidades que permite el principio de superposick'm. fue la denominada interpretación

de Copenhagen, propuesta por Niels Bohr, quien insistió en que un aparato por definición Clásico

es necesario para llevar a cabo la medición. Así. la teoría cuántica no sería universal _\'en el

proceso de medición se fuerza a la función de onda a colapsar en una de las alternativas clasicas

permitidas. La característica distintiva de la interpretacieni de Copenhagen es la existencia de una

línea divisoria entre lo cuántico y lo clásico (Zurek, 1991).

El status de la interpretación de Copenhagen siempre fue controversial. _\'aque si se acepta a

la l\/Ieeanica Cuántica como universalmente valida. debería ser aplicable a todo el Universo. En

ese contexto carece de sentido una frontera rígida entre el mundo cuántico y el clasico.

Habitualmente. en ausencia de un criterio adecuado para distinguir entre el mundo clasico _\'
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el cuántico, se acepta una identificación entre clásico y macroscópico. Sin embargo, esta forma de

plantear el problema es totalmente inadecuada. Ejemplos que señalan la naturaleza cuántica de

sistemas macroscópicos son, entre otros, una versión criogénica del detector de ondas gravitatorias

(la barra de Weber) que debe ser modelado cuánticamente a pesar de tener una masa de más de

una tonelada (Caves et al., 1980), o uniones superconductoras de Josephson que poseen estados

cuánticos que involucran un número macroscópico de electrones, pudiendo éstos, sin embargo,

tunelear entre los mínimos del potencial efectivo (Caldeira et al., 1983).

Durante décadas renombrados científicos buscaron alguna solución a este problema (Einstein

et al., 1935; Bell, 1964; Von Neumann, 1955; Everett, 1957; Wheeler et al., 1983). Si sistemas

macroscópicos no pueden ser considerados del lado clásico de la línea divisoria sin riesgos, hubo

quien se preguntó si no sería entonces posible que en realidad tal línea divisoria o frontera entre

ambos mundos no existiera. La denominada Interpretación de Universos Múltiples (Many World

Interpretation, MWI) de la Mecánica Cuántica desarrollada en los años ’50 por Hugh Everett

III afirma que tal frontera no existe (Everett, 1957). De acuerdo a esta interpretación todo el

Universo es descripto por la Teoría Cuántica y evoluciona siguiendo la ecuación de Schródinger.

Cada vez que una interacción adecuada tiene lugar entre dos subsistemas cuánticos del Universo,

la función de onda del mismo se subdivide de manera tal que desarrolla cada vez más ramas que

se multiplican interminablemente. Sin embargoI ninguna de las dos interpretaciones de la Teoría

Cuántica ha resuelto el problema. Mientras la interpretación de Copenhagen demanda a priori un

dominio clásico que fuerza una alternativa clásica como único resultado emergente en un proceso

de medida, la interpretación de Everett III, aún acomodando toda posible alternativa clásica

en las muchas ramas dinámicamente generadas de la función de onda del Universo, ni siquiera

permite definir claramente cuáles estados del Universo corresponden a las tales ramas, debido a la

libertad que la Mecánica Cuántica nos da para cambiar de base en el espacio de Hilbert. Ninguna

interpretación ha podido explicar porqué un observador percibe sólo una de las alternativas y no

una superposición coherente de las mismas.

1.2 La decoherencia

No fue sino en los últimos veinte años que una salida apropiada al problema de la correspon­

dencia entre la Mecánica Cuántica y Clásica ha sido propuesta manteniéndose con éxito como la

solución del mismo (Zurek, 1981; Zurek, 1982): la pérdida de coherencia o decoherencia causada

por la interacción entre el sistema y su entorno conlleva la supervivencia de sólo un pequeño

subconjunto de estados de la totalidad que contiene el enorme espacio de Hilbert del sistema.

Esta regla de súper-selección ha dado en llamarse selección inducida por el entorno (environment­
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induced-super-selection, o einselection). Como consecuencia, la clasicalidad de un sistema es

una propiedad emergente, inducida sobre el mismo por su interacción con el entorno. Toda super­

posición arbitraria de estados es desechada y naturalmente surge un conjunto preferido de estados

clásicamente permitidos, los denominados estados punteros, que corresponden a propiedades bien

definidas (las indicaciones de la aguja del aparato en mediciones cuánticas) y a puntos en el espacio
de fases de un sistema clásico.

La idea clave en la solución del problema de la medición y más generalmente, de la emergencia

del comportamiento clásico a partir de la dinámica cuántica, se conoce desde las fundaciones de

la Teoría Cuántica, pero su importancia y significado para resolver la transición cuántico-clásica

ha sido reconocida sólo recientemente: un sistema cuántico macroscópico nunca se encuentra

aislado de su entorno, _vpor lo tanto, no puede esperarse que su evolución esté gobernada por la

ecuación de Schódinger, que sólo es aplicable a sistemas cerrados. La naturaleza de la interacción

sistema-entorno permite que este último monitoree, sin perturbar, algunos estados del primero.

Simultáneamente el sistema, que si perturba al entorno, deja su huella sobre el mismo (Zurek,

1981). Esta huella contiene información sobre algunos estados particulares del sistema. Aquellos

estados del sistema que dejan una huella siendo a su vez mínimamente perturbados en el proceso,

son los estados preferidos o punteros. Su propiedad principal es la insensibilidad a ser monitoreados

por la interacción con el entorno y consecuentemente, su resistencia a ser entrelazados con los

estados de este último, que seria la consecuencia natural de la interacción. Estos estados del

sistema son los únicos que mantendrán una fieldescripción del sistema solamente: todos los demás

estados evolucionarán en estados conjuntos sistema-entorno, preservando su pureza solamente

cuando se amplía la noción de sistema y ambos son incluidos en un sistema más grande.

Después de estos veinte años transcurridos desde los trabajos pioneros de Zurek (Zurek, 198]:

Zurek, 1982), el rol del proceso de decoherencia en la emergencia de la clasicalidad del mundo

que nos rodea está bien establecido y muchas propiedades interesantes de este fenómeno han sido

comprendidas. Por ejemplo. la naturaleza de las escalas temporales involucradas en el proceso de

perdida de coherencia (Paz et al., 1993) y las caracteristicas fundamentales del proceso por el cual

los estados punteros son seleccionados por el entorno (Zurek, 1993; Zurek et al., 1993). Más aún,

ya se lia iniciado el estudio de la decolierencia desde el punto (le vista experimental y los primeros

experimentos que exploran la difusa frontera entre lo cuántico y lo clásico están comenzando a

dar resultados (Brune et al., 1996: Cheng et al., 1999; .\'l_\'attet al., 2000).
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1.3 Decoherencia en sistemas clásicamente caóticos

En el curso de estos estudios se fue haciendo evidente que el proceso de decoherencia posee

características muy peculiares en sistemas cuánticos cuyos análogos clásicos son caóticos. De

hecho, en tales sistemas la decoherencia parece ser absolutamente esencial para restablecer la

validez del principio de correspondencia, que en estos casos se ve violado en escalas temporales

muy cortas, que dependen sólo logaritmicamente de la constante de Planck. La causa de la

ruptura del principio de correspondencia puede entenderse de la siguiente manera: para esta

clase de sistemas, la evolución cuántica genera en forma continua la diseminación coherente del

estado inicial sobre escalas grandes tanto en posición como en momento. Así, un Hamiltoniano

clásico caótico genera una evolución cuántica que produce típicamente estados de] tipo Gato

de Schródinger, es decir, si se comenza con un estado bien localizado tanto en posición como en

momento, gaussiano por ejemplo, la evolución cuántica produce un estado altamente deslocalizado

que exhibe fuertes efectos de interferencia.

La razón por la cual un Hamiltoniano clásico caótico genera en su evolución cuántica estados

no-clásicos puede ser relacionada con el hecho de que la dinámica caótica está caracterizada por la

divergencia exponencial de trayectorias vecinas, a una tasa fijada por los exponentes de Lyapunov

Adel sistema. Para que sea posible presentar este argumento, basado en la noción de trayectorias,

es mejor formular la Mecánica Cuántica en el espacio de fases, tarea que puede ser llevada a

cabo empleando funciones de Wigner (Wigner, 1932) para representar al estado cuántico. Si se

prepara a un sistema cuántico en un estado clásico, con una función de Wigner bien localizada en

el espacio de fases y suave sobre regiones de área grande comparada con la constante de Planck h,

ésta evolucionará inicialmente siguiendo trayectorias clásicas en e] espacio (le fases. Luego de un

tiempo característico, el paquete inicialmente suave se verá estirado en alguna dirección, inestable,

(lel espacio de fases y debido a la conservación requerida del volumen, será contraído en la otra

dirección, estable, del mismo. Estas contracción y elongación se ven acompañadas también por el

pliegue de las trayectorias clásicas que, en un régimen totalmente caótico, tenderán a llenar todo

el espacio de fases disponible. La combinación de estos tres efectos —contracción, elongación y

plegamiento —fuerza al sistema a explorar el régimen cuántico: Al ser estirada en una dirección,

la función de onda se deslocaliza y como consecuencia del plegamiento de la misma, se desarrollan

interferencias cuánticas entre diferentes porciones de la misma, que mantienen la coherencia de

la función sobre largas distancias. Cuando la longitud de coherencia alcanza la escala de no

linealidad del potencial, el efecto de la energia potencial sobre el movimiento no puede continuar

representándose por la expresión clásica de fuerza, ya que no está claro siquiera dónde debe

evaluarse ésta para una función de onda deslocalizada. La escala temporal en la que esto sucede,
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denominada tiempo de Elirenfest 1h. es sorprendentemente corta pues depende logarítmicamente

de la constante de Planck y puede ser estimada empleando los argumentos delineados en los

párrafos anteriores.

Lo primero que a uno se le ocurre pensar es que esta descripción no puede ser válida para

objetos macroscópicos y que, seguramente, tales sistemas se encuentran bien a salvo de conside­

raciones cuanticas. Pero, debido al carácter caótico de la evolución. este no es el caso! lixisten

ejemplos obviamente macroscópicos donde el tiempo de Elirenfest es preocupantemente corto: lly­

perion, una de las lunas de Saturno. hace caóticamente impredecible su orientación en un tiempo

de Lyapunov A‘] de tan sólo 42 días (Wisdom, 1985). Las estimaciones del tiempo de lïliren­

fest para este componente del sistema solar (Zurek et al., 1995b) indican que luego de tan sólo

'20años la combinación de caos con dinámica cuántica harían que Hyperión se encontrara en una

superposición coherente de orientaciones macroscópicamente diferentes!

Concluimos entonces que luego de un tiempo relativamente corto, un cuerpo macroscópico cu_va

dinámica sea caótica se ve forzado a un estado flagrantemente no local, tipo Gato de Scliródinger,

cuya función de distribución estará extendida sobre distancias que, para potenciales gravitatorios.

pueden ser del orden del radio de la órbita de un planeta, y donde ciertamente la noción de tra­

yectoria dejará de tener sentido. lÏ-Jnla discusión original de Scliródinger era posible desviar la

atención hacia los procesos de medición. Sin embargo, para sistemas cuánticos caóticos esta forma

de evitar el problema _vano es posible. Éstos evolucionan en estados no locales (extravagante­

mente cuánticos) simplemente como resultado de la dinámica caótica. Y más aún. esto sucede

sorprendentemente rápido, aún para sistemas muy macroscópicos. l-Iyperión no es el único com­

ponente caótico del sistema solar. Algunos asteroides, como Cliiron, poseen una órbita inestable.

l-la_vtambién indicios de que el sistema solar como un todo es caóticamente inestable (Wisdom.

1985; Laskar, 1989). En todos estos casos simples cálculos para th conducen a tiempos que son

definitivamente menores que la edad del sistema solar. Entonces, si la evolución unitaria de sub­

sistemas cerrados fuese una descripción completa de la dinamica planetaria. los planetas podrían

encontrarse deslocalizados a lo largo de sus órbitas!

Afortunadamente, nada de esto sucede en realidad. La paradoja planteada se resuelve abrien­

do al sistema a la interacción con otros sistemas. El mismo fenómeno que soluciona el problema

de la medición, la selección inducida por el entorno y su consecuencia la deco/tereneni. se encuen­

tran en la raíz del problema de la correspondencia cuántico-clásica. La posibilidad de abrir un

sistema cuántico a la interacción con su entorno como medio para resolver la transickin cuántico­

clásiea ha sido firmemente ignorada por mucho tiempo. quizá porque en física clasica todos los

problemas de fundamental importancia han sido resueltos en sistemas aislados. Pero una vez que

el sistema lia sido abierto, es la decoherencia quien previene la deslocalización (lt a funció.‘ de
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distribución y elimina estados como los Gatos de Scliródingcrr.ayudando a restablecer el principio

de correspondencia para objetos macroscópicos que. como Hyperion. se comportan de acuerdo a

leyes clásicas.

Además, como fue originalmente sugerido por Zurek y Paz (Zurek et al.. 1994). el proceso

de decolierencia para sistemas clásicamente caóticos tiene otra característica muy importante. La

interacción con el entorno destruye la pureza del sistema puesto que este último se entrelaza con el

primero. Entonces, información que inicialmente está almacenada en el sistema se escapa liacia el

entorno y por consiguiente la decoherencia esta siempre acompañada por producción de entropía.

Esto es por supuesto válido tanto para sistemas clásicamente regulares como caóticos. Pero lo

que distingue a los sistema caóticos es la existencia (le un rango robusto de parametros para los

cuales la tasa a la cual la información fluye desde el sistema liacia el entorno. es decir. la tasa

de producción de entropía. se hace enteramente independiente de la intensidad del acoplamiento

entre el sistema y su entorno, y se ve fijada solamente por la dinamica del sistema, esto es. por

los exponentes de Lyapunov del mismo. La razón de tan sorprendente lieclio puede entenderse

usando un argumento muy simple: el proceso de decolierencia destruye las interferencias cuanticas

entre porciones distantes de la función de Wigner y simultáneamente. esta no puede continuar

contrayéndose indefinidamente sino que este proceso se detiene como consecuencia de su interac­

ción con el entorno, que típicamente es modelado como difusión (Zurek et al.. 1994). De esta

manera, la decolierencia pone un límite inferior a la estructura de pequeña escala que la función

de Wigner puede desarrollar. Como consecuencia. y debido a que ni la elongación ni el plega­

miento de la función de VVignerse ven substancialmente afectados por la difusión, la entropía del

sistema crece a una tasa esencialmente fijada por la tasa de expansión promedio de la función de

“"igner, determinada a su vez por el exponente de L_\'apunovdel sistema. En este regimen la tasa

de producción de entropía se hace indepcmlicntc de la constante de difusión. que por otro lado es

responsable de la totalidad del proceso!

El propósito de la presente Tesis es presentar evidencia numérica sólida confirmando este

resultado y estudiar algunos otros aspectos relacionados con el proceso de decoberencia. para un

sistema caótico particular. Nuestros estudios muestran claramente que la dependencia temporal de

la tasa de producción de entropía presenta dos regímenes bien diferenciados. Primero. se observa

un régimen inicial donde la tasa es proporcional a la intensidad del acoplamiento entre el sistema

y su entorno. En este régimen inicial la misma se comporta de. igual manera que para sistemas

regulares. Segundo, luego de este transitorio inicial, la tasa entra en un régimen donde su valor se

encuentra fijado. como fue conjeturado en (Zurek et al., 1994). por los exponentes de Lyapunov del

sistema y es independiente de la intensidad del acoplamiento con el entorno. Nuestros r(—2sultados

indican claramente que para que exista este segundo régimen es necesario que el coeficiente de
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difusión supere cierto valor umbral. Para valores menores del mismo la producción (le entropía

nunca se liace independiente de la intensidad del acoplamiento con e] entorno. Tambien mostramos

que el tiempo de transición f,.entre ambos regímenes depende linealmente (le la entropía del estado

inicial _vlogarítmicamente de. la intensidad del acoplamiento entre el sistema v su entorno.

1.4 Sensibilidad a las perturbaciones

Paralelamente al desarrollo de estos temas _ven una línea de investigación que originalmente

parecía tener poca relación con la dm-oherencia. Asher Peres propuso una forma de estudiar la

dinamica cuántica de sistemas clásicamente caóticos que permitiera definir el entonces elusivo con­

cepto de caos cuantiCO (Peres. 198-1). El problema surge cuando se lo quiere definir tal como se lo

hace en l\‘lecánica Clásica. Caos es la imposibilidad de predecir a tiempos largos el comlmrtamien­

to de un sistema (letcmnïmsta. Surge cada vez que la solución de las ecuaciones de movimiento

es ltipersensible a imprecisiones en las condiciones iniciales o. alternativamente. a perturbaciones

externas incontrolables. El comportamiento dinamico a tiempos largos aparece entonces como

aleatorio v sólo son posibles prcwliccionesestadísticas. En el contexto de la 1\'Iecanica Clasica. el

caos aparece siempre asociado a la divergencia exponencial de tra_v(r‘ctoriasvecinas. o equivalen­

temente. determina la ltipersensil)ilidad del sistema a perturbaciones en las condiciones iniciales.

Una definición similar de caos cuántico. basada en la evolución de estados iniciales levemente

diferentes. no conduce a divergencia exponencial alguna. debido a la unitaridad de toda evolución

cuántica. Es decir. la distancia entre dos funciones de onda que difieren sólo infinitesimaltnente.

medida por e] producto interno de las mismas. pernmnece constante en el tiempo. Esta propiedad

condujo a algunos autores (Casati et al.. 1986: Izrailev. 1990) a afirmar que el caos cuantico no

existe. es decir. que la evolución a tiempos largos de la función de onda es perfectamente pre­

decible. siempre que el Hamiltoniano sea conocido. Por este motivo la busqueda de senales de

caos cuantico en sistemas con un eqtlivalente clasico caótico se concentró por algun tiempo en la

investigación de las propiedades de sus estados estacionarios ((J‘utzwiller. 1990: Berrv. 1989) tales

como la rigidez espectral o la morfología de sus funciones de onda (Heller. 198-1):en la descripción

de las fluctuaciones espectrales por la Teoria de Matrices Aleatorias (Cuccietti et al.. 2002) o

en la relación entre correlaciones espectrales v transporte (Szafer et al.. 1993). entre otros. Sin

embargo. el problema real en física cuántica no es la preparacicni del estado inicial (Lamb. 1909).

sino aislar al sistema cuántico microscópico de la influencia de su entorno macroscópico. En otras

palabras. el verdadero Hamiltoniano no (fs eminem/o.Sólo conocemos un Hamiltoniano idealizado

que difiere del verdadero en una pequena perturbación A debida al control imperfecto del entorno.

Desde un punto de vista alternativo. Peres sugirió que la dinamica cuantica debiera distinguir
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entre dinámicas clásicas regulares _\'caóticas cuando se compara la evolución temporal de un anís-nm

estado inicial bajo la influencia de Hamiltonimms levemente diferentes. Es decir. la sensibilidad

dc un sistema cuántico debe investigarse perturbando al Hamiltoniano y no a las condiciones

iniciales. La cantidad natural para este estudio es la Fidelidad MU.) (Peres. 1984: Gardiner et al..

1997; Gardiner et al., 1998: .lacquod et al., 2001: Cerruti et al.. 2002) definida como el producto

interno entre los estados que resultan de evolucionar, a partir de. la misma condición inicial Iv).

bajo Hamiltonianos levemente diferentes. MU) = |(‘L/5Iexp[1,HAt/ñ]expl-¡Ht/ñ]1“)|"’. donde A es

la perturbación al potencial. HA = H + A. Si el sistema posee un análogo clásico regular. es

plausible que la perturbación A tenga poca influencia en la evolución cuántica. Por otra parte,

cuando el análogo clásico del sistema es caótico, el estado del sistema puede ser fuertemente

influido por una pequeña perturbación. Este estado será entonces impredecible si la perturbacicm

A es desconocida. Estas consideraciones han sido respaldadas tanto por estudios analíticos como

por variadas simulaciones numéricas (Peres. 1984: Peres. 1996: Wisniaki et al.. 2001: .lacquod et

al.. 2001; Jalabert, 2001: “"isniaki et al., 20011): Karkuszewski et al., 2001). Sin embargo. una

de las evidencias más importantes de caos clasico. los exponentes de Lyapuum'. 1>ermanecieroi1

por un tiempo sin conexión con la dinámica cuántica. Un claro avance en esta dirección fue

realizado recientemente por .lalabert y Pastawski (.lalabert, 2001). quienes inspirándose en algunos

experimentos de Resonancia Magnética Nuclear (NMR) (Pastawski et al.. 1995: Usaj et al.. 1998)

propusieron que el exponente de Lyapunov clásico se podría medir por la tasa de decaimiento de

la Fidelidad M (t), en este contexto conocida como Eco de Losclnnidt (Jalabert. 2001). En efecto.

la Fidelidad puede interpretarse como la probabilidad de retorno al estado inicial evolucionando

durante un tiempo t con el Hamiltoniano original H e imrolucimmndoluego. es decir, evolucionando

liacia atrás en el tiempo. con un Hamiltoniano perturbado H + A. en el espíritu del experimento

imaginario propuesto por Losclnnidt en su intento de refutar la hipótesis de caos molecular de

Boltzman (Balian. 1991). Los trabajos de .lalabert. Pastawski y colaboradores impulsaron una

intensa actividad que ha ayudado a comprender algunos aspectos (le la dependencia temporal del

Eco de. loscllmidt (Jacquod et. al.. 2001: Cuccietti et al.. 2002: “'isniaki et al.. 2001]): Benenti et

al.. 2002: Cerrnti et al., 2002: Vanicek et al.. 2003: Prosen, 2002).

Es interesante notar que la sensibilidad de un sistema cuántico frente a perturbaciones es

relevante para la decollerencia: Cuando el entorno tiene una contraparw clasica caótica. la lll­

persensibilidad a las perturbaciones hace que produzca decolierencia de manera muy eficaz. En

efecto. el decaimiento de la Fidelidad del entorno caótico. determina la eficiencia con la que este

cs capaz de provocar decolierencia sobre los sistemas a los que se encuentra acoplado.

En esta Tesis presentaremos evidencia clara que muestra que la escala temporal del dutaimiento

del Eco de Losclunidt de un sistema esta determinada. principalmente. por el tamaño de las
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estructuras de pequeña escala presentes en la función de distribución del estado en el espacio

de fases. Consideremos las funciones de distribución generadas a partir de la evolucion con los

Hamiltonianos H ,\' H + A. Inicialmente estas fttnciones son idénticas _\'al (-wolucionar acuntulan

lentamente un desplazamiento relativo debido a las perturbaciones diferentes a las que están

sometidas. Supongamos que la perturbación es suficientemente pequena como para no alterar

significativamente la evolución del sistema. Entonces. es claro que ttn decaimiento importante del

Eco de Losclnnidt ocurrirá cuando la perturbación sea suficiente para "desplazar" al estado en

una magnitud tal que ambas distribuciones ya no esten stnwrpuestas. Claramente. esto depende

no solatnente de la perturl.)ación. sino también de la pequeñez de la estructura que tiene la función

de distribución que caracteriza al estado. Las diferencias en el decaimiento del Eco en el caso

clásico caótico y su contraparte cuántica surgen justamente porque los mecanismos que gobiernan

la emergencia de estructura de escala pequeña en sus correspondientes funciones de distribucion
son cualitativan‘tente diferentes.

En el caso clásico. la región cubierta por una función de distribucion inicialmente sua\:e en el

espacio de fases. se contrae exponencialmthe como resttltado de su evolución caótica de tnanera

que su anclto decrece como exp(—/\f). Como esta contracción no tiene cota inferior. es claro que

el decaimiento del Eco ocurrirá a una tasa determinada ])I'(‘(lOllllllilllt(‘lll("lll(‘por este exponente

de Lyapunov. Contrastando esta situación. sí hay un límite en la estructura fina que la funcion

de “'igner de un sistema cuántico puede desarrollar. La interferencia coherente entre dos por­

ciones de una función de onda separados espacialmente una distancia AI en un estado tipo

Gato de Scltrodinger —posee una longitud de onda (5,,x h/Azr en la direccion de momento. De

manera equivalente cuando la S('!I)al'il('l(')lles en momento. la escala en posición alcanza valores

(ir 2 I'I/Ap. Entonces. cuando la envolvente de la función de \\'igner llega a cubrir la totalidad del

volumen A disponible del espacio de fases. las estructuras de la misma llegan a stt límite inferior.

a w ri, ><(5,,a TIx (TI/.4). Para objetos macroscópicos (.4 >> ft). estas escalas son típicamente sul)­

Plu.1ur¡."mn,n.s_\'tienen consecuencias físicas de in'tportancia. En el presente contexto. notablemente.

el decaimiento del Eco de Losclnnidt ocurre cttando el desplazamiento relativo entre las funciones

de \\'igner perturbada y sin perturbar es suficiente como para que las respectivas estructuras tinas
interfieran destructivatnente. En el curso de esta Tesis. estas ideas intuitivas serán confirmadas

mediante estudios numéricos sobre llll sistema que es clásicamente caótico.
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1.5 Estructura de la Tesis.

La estructura de la Tesis es la siguiente: en el Capítulo 2 presentamos una somera revisión del

problema de la correspondencia cuántico-clásica en el contexto del problema de. la medición. Co­

menzamos, empleando sistemas de dos estados. con una introducción a la dinámica condicional.

Ésta es responsable tanto del establecimiento del entrelazado entre el sistema y el aparato que.

determina el problema, como también de la deco/tercncia y la selección inducida por cl entorno

que lo resuelve. Los modelos de decolierencia que allí se presentan son muy sencillos y pue­

den servir como modelos idealizados del proceso de medición. Sin embargo estos son demasiado

simples para ser realistas. Por este motivo. en el Capítulo 3 el marco correcto para estudiar la

dinámica de un sistema cuántico abierto se presenta y discute. Derivamos allí una de las más

útiles herramientas para estudiar este problema: la ecuación maestra. F111¡(lamentalmente dos

diferentes aproximaciones de la misma son discutidas. ambas dando resultados consistentes. pero

una de ellas nos permite el estudio de la evolución del sistema sobre escalas temporales largas, lo

cual es relevante para la discusión del impacto de la (lecolierencia en el efecto túnel. Discutimos

también allí a qué denominamos entorno. presentando con detalle la forma en que inodelainos

su interacción con el sistema de. interés. Las ecuaciones maestras derivadas en este Capítulo son

inmediatamente aplicadas en la Sección 3.5. donde estudiamos la selección inducida por el entorno

y en particular el criterio de predictibilidad. El siguiente Capítulo se dedica al estudio de siste­

mas aislados clásicamente caóticos. ejemplificando los resultados intuitivos con analisis numéricos

realizados sobre el pozo doble perturbado peri(')(licamente,cuya descripción detallada realizamos

en la Sección 4.3. La ruptura de la correspm¡dencia para este sistema es investigada. así como

también se analiza el desarrollo de estructuras sub-Planckianas en su función de “'igner. En

el Capítulo 5 estudiamos el efecto (le la decolicrencia en la correspondenicia cnantico»clasica en

sistemas clásicamente caóticos. Para este analisis. seguimos la evolución de nuestro sistema para

condiciones iniciales muy simples (gaussianas). es decir. condiciones iniciales que desde un comien­

zo no exhiben efectos de interferencia cuántica alguna. de manera de fijar nuestra atención en el

juego que se establece entre dos efectos (-(mtreunlestos: la generación dinamica _\'la destrucción

por decoberencia de interferencias cuánticas. Mostramos en este Capítulo que la decolierencia no

sólo explica el origen de. la dinámica clásica. sino también que esta puede ser la responsable de la

pérdida de información que (la origen a la Segunda Le._\'de la Termodiiianiica. Lner en la Sec­

ción 5.2 la alta sensibilidad de un sistema cuántico con análogo clasico caótico a las pertnrbaciones
en el Hamiltoniano es analizada determinamlo la influencia de las estructuras sub-Planckianas en

el comportamiento (le la misma. Finalmente. en la Sección 5.3 las ideas intuitivas de las Secciones

anteriores son analizadas _\'corroboradas realizando estudios numéricos sobre el pozo doble del
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Capítulo anterior.

Los resultados originales contenidos en esta 'I‘esis han sido publicados en Phys. Rev. llell.

85, 3373 (2000) y Phys. Rev. li 64 056238 (2001). listos trabajos contienen los principales

resultados relacionados con las características del proceso (lcdecoherencia en sistemas clásicamente

caóticos y representan la primera evidencia numérica sólida confirmando la existencia del régimen

independiente de la difusión en la tasa de producción de entropía del sistema. Los resultados

originales relacionados con el rol de la estructura sub-l’lanckiana en la hipersensibilidad a las

perturbaciones serán enviados a publicar proximamente.



Capítulo 2

Correspondencia Cuántico-Clásica

En este Capitulo introducimos el problema de la,medición, un tema que lia dominado por mucho

tiempo la discusión sobre la relación entre las Teorías Cuántica y Clásica. Una de las propiedades

salientes de la Mecánica Clásica ha sido siempre su predictibilidad. Por otro lado. siempre se lia

pensado que la característica distintiva de la Mecánica Cuántica es su naturaleza probabilistica.

Frecuentemente se 11abuscado el origen de los problemas de interpretación de la Mecánica Cuántica

en este desacuerdo entre el determinismo clásico y la aleatoriedad cuántica. Sin embargo, las

ecuaciones fundamentales de ambas Teorías son perfectamente deterministas.

Una de las claves para la resolución del problema de interpretación (le la Teoria Cuántica

es la comprensión de que éste no surge si consideramos un Universo aislado. pues en este caso

la ecuación de Schródinger dicta una evolución perfectamente determinista para el estado global

del Universo (Zurek, 1981; Paz et aL, 2001). No hay necesidad alguna de colapso (le la función

(le onda del Universo si este se encuentra aislado (Von Neumann, 1955). Entonces, para poder

abordar el problema es necesario dividir al Universo en sistemas. Esta división es, sin embargo.

imperfecta y el Universo resulta ser un conjunto de sistemas abiertos interactuantes. Las corre­

laciones que la interacción mutua induce entre estos sistemas sera el concepto central tanto en el

problema de la medición que analizaremos en este Capítulo como en el problema mas general (le

la Correspondencia entre las Teorías Cuántica _\'Clasica.

La necesidad de una transición entre el determinismo cuántico del vector (le estado global dc

un sistema y el carácter definido de los estados de sistemas individuales clasicos puede ilustrarse

muy convenientemente con el ejemplo del problema de la medición. El proceso involucrado en

una medición es claramente no determinista, y en la interpretación de Copenhagen este elemento

aleatorio en la Teoría se adjudica al colapso de la función de onda toda vez que el sistema entra en

contacto con un aparato clásico. En una descripción puramente cuántica del proceso de medición

los (los sistemas interactuantes, sistema y aparato, evolucionan unitariamente correlacionándose.
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y el colapso de la función de onda no tiene lugar. Más aún. el principio de superposición nos

lleva a concluir que no está claro que observable del sistema esui siendo medido por el aparato _\'.

dependiendo del estado inicial del sistema, los roles del aparato y el sistema pueden intercambiarse!

Estos inconvtmientes pueden evitarse permitiendo al sistema conjunto aparato-sistema inte­

ractuar con un tercero, su entorno (Zurek, 1981). Ésta interacción produce deco/terencia. que. en

ciertas condiciones particularmente faciles de satisfacer para objetos macroseópicos. conduce a la

selección inducida. por el entorno de un pequeño subconjunto de estad0s casi-clasicos en el enorme

espacio de I-lilbert del problema. Contrastando la situación común en el mundo microscópico.

sistemas cuánticos macroscópicos pueden sólo aparecer en uno de los estados clásicos preselec­

cionados por el entorno. La clasicalidad es entonces una propiedad emergente, inducida en el

sistema por su interacción con el entorno. Además, la selección inducida por el entorno permi­

te a un observador externo (aparato) extraer información acerca del sistema sin que este se vea

perturbado.

Iniciamos este Capítulo con una reseña de la dinámica condicional que produce el característico

entrelazado entre los sistemas cuánticos involucrados y que constituye el nudo del problema de la

medición. lista interacción es también necesaria para producir deco/terencia y selección inducida.

por el entorno. que resuelven tanto este problema como muchos otros que surgen en el borde entre

los dominios cuántico y clásico. Los modelos de decoherencia que presentamos en este Capítulo

son muy simples y pueden ser de utilidad en estudios idealizados del proceso de medición.

2.1 El problema de la medición

Consideremos un sistema cuántico S inicialmente en el estado It") que interactúa. de manera

apropiada. con un aparato cuántico A inicialmente en el estado IA”). lzllestado del sistema

conjunto evolucionará un-itariamente de manera que (Paz et al., 2001)

l‘l’e)1‘ll”)Z I-4o)l ZO-¡Ib'il ®[-40) Zaida) 2' l.4.-) Nh). (2.1)

donde {|A,-)} y {ls.,-)}son estados en los espacios de Hilbert del aparato _\'del sistema. respec­

tivamente, y los a..- son coeficientes complejos. Inicialmente el sistema conjunto se encuentra

descorrelacionado: I‘llo) It") Q:Ho). En el estado NH) el sistema se encuentra correlacioi¡ado

con el aparato, de manera que ambos están ahora entrelamdos (no es posible escribir a Nu) como

producto simple de estados puros de cada subsistema).
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¿Qué observable es medido por el aparato?

La interacción requerida para establecer la correlación (2.1) entre el sistema a medir _\'el aparato

puede considerarse como una generalización de la medición bit por bit (Zurek, 1981), donde tanto

el sistema como el aparato son sistemas de dos estados IO)y Por ejemplo, éstos podrían ser

spines. Emplearemos esta interacción para ejemplificar la dinámica condicional involucrada en la

ecuación (2.1). Supongamos que el sistema de (los estados S se encuentra inicialmente en el estado

I+) = + |1)) y que el estado inicialdel aparato es |Ao). Una interacción como la (lescripta
por

(

Him = á 1)(1|°Ï<1(1.4- |Ao)(A1I - IA1)(A0|) e (2-2)

hará evolucionar unitariamente al estado inicial del sistema conjunto a un estado |\II,). g es la

constante de acoplamiento. Como puede comprobarse simplemente resolviendo la ecuación de

Schródinger,

|\I10)= + GOIAO) A, T}; H0)5':IAo)+ Il) 6€(cos¡9,IA0)+ tse1191|A1))]. (2.3)

donde 0,,= gt/2ÏL. Este estado es claramente un estado puro. No ha tenido lugar proceso irrever­

sible alguno, ni la función de onda ha colapsado. Sin embargo, si permitimos que la interacción

tenga una duración tal que gt = 7rh, y consideramos al sistema y al aparato como (los sistemas

independientes, la ilusión de colapso se hace aparente

1 H... l

I‘Po)= EGO) + I1))69IAo) —" fi [|0>®|Ao) +‘tI1)®IA1))l = I‘I’r). (2-4)

puesto que cada vez que el aparato es encontrado en el estado IAO),el sistema está en el estado

IO),mientras que cuando el aparato es encontrado en el estado |A1), el sistema está en el estado

Il). El estado del sistema se encuentra ahora inseparablemente correlaciouado —entrclazado —con

el estado del aparato.

A primera vista puede parecer que el problema de la medición en mecánica cuántica lia sido así

resuelto. Indudablemente. la mecánica cuántica predice una correlación del 100% entre el estado

del sistema y el del aparato.

Sin embargo. lo que ha medido el aparato no es tan evidente como pareciera. pues si en lugar

de emplear la base {|Ao). |A1)}, empleamos una base alternativa {|A+). |A_)} para el aparato,

definida por
1

lAi) = ñU-Aol i lAllle (2-5)

el estado IKII,)puede reescribirse como
1

l‘I’t)= ñ (|+) 6KIA+> + I-) 59 |A—)). (2-6)
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donde los estados Ii) -.: —};(|0)i -1¡l')) definen la nueva base para ei sistema .S'. l’or lo tanto.\ ..

también hay una correlación del 100% entre el estado del aparato y el del sistema en una base

completamente diferente. La pregunta “¿Qué observable lia medido el aparato?" no tiene una

respuesta unívoca: depende (le la descomposición elegida para Nu).

1.a libertad para elegir una base arbitraria está garantizada por el principio de superposición.

Se concluye entonces que todo lo que puede lograrse con esta interacción es llevar al aparato a un

estado que entrelace todas las posibles alternativas del mismo consistentes con el estado inicial.

En el caso general de la ecuación (2.1), la naturaleza entrelazada de este estado se hace evidente
si reescribimos la suma en una base diferente

Nu) Entra-MA»= Zaira/si) la) (2.7)
1' i

Por lo tanto, si quisieramos asociar el estado del aparato con un estado en la descomposición de

I‘lll), debemos entonces antes de realizar la medición decidir (¡uó descomposición de ll!!!) emplea­

remos, puesto que un cambio en la base del aparato corresponde a un cambio en la propiedad a

medir: si empleamos la base {IA.,-)}mediremos el observable ¿- -—-z,- s,—|s.,-)(s¡|del sistema. mientras

que si empleamos la base {|B,-)} mediremos el observable í' -: Z¡'r¡|'r.¡)<r¡|'. lil aparato. por estar

correlacionado con el sistema, contiene no sólo información sobre el observable s-(lel mismo. sino

también sobre cualquier otro observable definido sobre su espacio de llilbert. aún uno que no con­

mute con 3-. listas predicciones de la 'I‘eoria Cuántica para el proceso (le medición se correspondtm

con la no separabilidad en la paradoja de Einstein-Podelsky-Rosen (EPR) (liinstein et al.. 1935“.

Transferencia de información

lil ejemplo elegido para ilustrar les problemas que surgen en el modelo cuántico del proceso de

medición permite también mostrar otra particularidad del mismo. l'Inel contexto de computación

cuántica la interacción involucrada en la medición bit por bit es conocida como la versión cuántica

' La denominación estados relativos tiene su origen en la lnterpret ación de Universos Múltiples de l-Iverett (.\l\\'l).

La ecuación (2.7) deline el conjunto (le estados {|s)} (normalizados pero en general no mutuamente orlogonales)

del sistema S. mlativos a la base del aparato arbitrariamente elegida. De la misma manera. los estados lr.)

son los est ados del sistema relativos a la base IB.) del aparato. l-Énel ejemplo de la medición bit por l)l| de esta

sección. los estados IO) y Il) son los (ts/(idos mlalittos del sistema. relativos a la base del aparato {Hu}. |.-l¡)} quv

fue arbitrariamente elegida.
ïEn el experimento de [SPR aunque el haz de spines ha sido dividido dentro del dispositivo Sl(‘I‘Il-(;('l'lil(‘llen (los

haces bien separados. uno (le ellos portando definitivamente spin l l) _\'el otro I 1). una vez que los haces han Sldu

recombinados a la salida del dispositivo el átomo-detector puede proveemos información correcta y determinada

acerca (le la alineación del spin con respecto a otras direcciones. es decir. sobre observables diferentes de 0;. l-Ístu

es asi a pesar (le que los observables a: _\'(por ejemplo) 0,, no conmutan.
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de la operación lógica "controlled not” o c-not. Clasicamente, c-not altera el estado del aparato

A cuando el sistema se encuentra en el estado 1, caso contrario el estado del aparato no es
modificadoi

(l.4()—’OA() 1A()—>1A¡

0Al —>0A¡ 1A] —1A0 (2.8)

La operación cuántica c-not se deriva inmediatamente de la versión cuántica de.(2.8). con la única

diferencia de permitir superposiciones arbitrarias de los estados del sistema _\'aparato

(n'IO)+2311»? ('iIAo) +5|A1)) = 0'IÜ)Óï<-(‘JIAolMSI-41)) + HI1)M(7IA1>+ ¿IAo)) .(29)

En el c-not clásico la transferencia de información tiene una dirección siempre consistente con la

designación de roles de los dos sistemas participantes. El estado del sistema permanece inalterado

mientras el estado aparato se altera condicionalmente. ecuación (2.8)5. Pero aunque la tabla

de verdad del c-not cuántico, que se deduce de (2.9), es esencialemente la misma que (2.8).

la posibilidad de superposiciones hace que la dirección de la transferencia de información sea

ambigua. Esto puede verse claramente si se emplea la base conjugada. (en donde las fases entre

los estados base son definidas) tanto para el sistema como para el aparato. |:l:) = (IO):l: |1))/ fi

y IAi) = (IAo) :l: |A1))/\/Ï . La ecuación (2.9) escrita en esta base conduce a una nueva tabla de,
verdad

lillA+l —" lili/4+)

Ii)IA—) —' I:)IA—>

Es decir, en la base conjugada los roles del sistema y el aparato se. han intercambiado! El estado

del antiguo aparato permanece inalterado en la nueva base mientras el estado del antiguo sistema
es alterado condicionalmente q.

Así pues, cuando analizamos el problema de la medición con un modelo sist(una-aparato com­

pletamente cuántico, no sólo no es claro cuál es el observable. que el aparato esta midiendo, sino

que tampoco puede uno asegurar quién está midiendo y quién esta siendo medido!

¡En computación cuántica suele denominarse bit-blanco al sistema que juega el rol de aparato. y bil-control al

que juega el rol de sistema
r'La interacción que define al c-not cuántico es justamente la ecuación (2.2). Esta interacción altera condicio­

nalmente el estado del aparato dejando al estado del sistema invariante. justamente porque el observahle medido

por el aparato, s = soIO)(0l+ si il)(l| conmuta con H"... y es por consiguiente una constante de movimiento.
Si se reescrihe la l'orma de la interacción (2.2) como I-l,,., = gl1)(l| CK(1,; —l.4u)(.»'l¡i—I.‘i¡)(.rlu¡) = yll)(l!

I.4_)(.Il_ 1.la razón para esta inmunudad de los estados i.“¿), lA-) es evidente. puesto que claramente el observahle

.11= (¡+IA+)(A+| + n_|A_)(.4_i es una constante del movimiento ya que conmuta con el Hamiltoniano Hnn.
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¿Puede encontrarse un aparato en un estado no-clásico?

Por último, analicemos otra propiedad de los estados de nuestro aparato cuántico. su no clasica­

lidad. La libertad en la elección de las bases del espacio de l-Iilbert de los sistemas involucrados

permite elegir de manera arbitraria el observable a medir sobre el sistema S y a través de (2.1)

serán seleccionados los correspondientes estados (le A. Éstos serán, para casi toda elección de

la descomposición de NJ!) completamente no-clásicos y además dependerán del estado inicial del

sistema. En el dominio cuántico tal situación no es sorprendente. más aún, es común y ha sido

experimentalmente verificada: Monroe et al. (Monroe et al.. 1996) han podido establecer corre­

laciones entre los estados internos l T), | 1) de un ion con su localización IL), IR). de manera que
el estado tiene la forma

1 ' 1 r- o r)

q’ion= EUH ® IL) + I-)</. Im) = 75H T)¿( L) l IR)) 1-l l) (IL) - IÍ?>)}- (JU)

donde |:l:) z (I T) :t I 1))/\/Ï. Escrito de la primera forma el ion puede estar en una de sus dos

posibles localizaciones, dependiendo de su estado interno definido como una superposición de los

estados base y exitado; en la segunda los estados internos naturales del ion están correlacionados

con estados claramente no-clásicos, superposiciones del mismo en dos localizaciones diferentes.

Monroe et al. han logrado medir el estado interno del ion en la segunda descomposición y verifi­

caron que éste se encuentra efectivamente en una superposición de las localizaciones |L). 1]?)con

signo positivo o negativo, es decir, en estados de la forma “Gato de Scl'iródingef' par o impar. Si

las leyes de la Mecánica Cuántica fuesen universalmente válidas, estados tio-clásicos debieran ser

lo normal en un aparato que mide un sistema cuántico‘ aún siendo este macroscópico.

Resumiendo, el modelo del proceso de medición discutido en esta sección adolece de tres

problemas: no está claro quó observable mide el aparato: los roles del sistema _\-el aparato son

intercambiables; _\'los estados posibles del aparato luego de realizada la medición. aún cuando los

sistemas que intervengan en el proceso sean macroscópicos. son definitivamente rio-clasicos.

Estos tres puntos representan un problema pues contradicen todo loque nuestra pCl‘CCpClÓll

de la realidad indica. Por un lado, en aparatos macroscópicos reales. el estado del mismo está bien

definido, es decir, es un estado clásico y no una superposick’m coherente de los posibles resultados

de la medición. También observamos que la elección de que’ observable lia medido un aparato

no puede hacerse arbitrariamente _\'sabemos que la Mecanica Cuántica no permite la medición

simultánea y con precisión arbitraria de dos observables que no conmutan. l'n aparato real

(macroscópico) construído para medir momento, mide efectivamente momento y no su observablc

conjugado, posición. Y, por supuesto. nunca se presenta una ambigüedad en los roles del aparato
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y el sistema.

Entender porqué esto sucede es el objetivo de la interpretación de la Teoría Cuántica. En

la interpretación de Copenhagen el aparato es por definición clasico _\'entonces estos problema

nunca surgen. Pero, si se insiste en la universalidad de la Teoría Cuántica. tal como en la interpre­

tación de Universos Múltiples de Everett (MWI) (Everett. 1957), estos inconvenientes aparecen

inmediatamente. Sin embargo esta última teoría interpretativa falla también al no dar una expli­

cación satisfactoria al aparente colapso de la función de onda. Everett y sus seguidores intentaron

desviar la atención sobre este problema insistiendo que uno sólo debiera discutir correlaciones.

Ciertamente, las correlaciones están en el centro del problema. Pero lo que Se necesita saber no

es cómo calcularlas, puesto que ya sabemos hacerlo con la Teoría Cuántica tal como esta. sino

entender porqué algunos estados retienen las correlaciones y la mayoría no, a pesar del principio

de superposición, implícito en (2.1), que garantiza la libertad de elegir arbitrariamente una base

del espacio de Hilbert. O, dicho de otra manera, se necesita entender porqué en general los esta­

dos pierden su característico cntrclazamiento cuántico pero retienen selectivamente correlaciones

clásicas, que son también cuánticas en origen. pero que consistentemente siempre seleccionan la

misma base de estados cuánticos, violando así-el espíritu del principio de superposición.

Cabe preguntarse, entonces, qué determina. en los aparatos macroscópicos reales, la existencia

de esta base aparentemente {|A,,)}, que denominaremosbase de estados punteros, que

registra los correspondientes estados relativos {|p)} del sistema.

La interacción con el entorno es la característica que distingue al modelo correcto del proceso de

medición. Tal como mostró originalmente anek (Zurek, 1981). un aparato. debido a su continua

interacción con el entorno que lo monitorea, no puede ser observado en una superposición de

estados punteros. Estos estados emergen naturalmente como la base preferencial (¡nc nuestra
intuición indica.

2.2 Correlaciones cuánticas y clásicas

¿Qué clase de correlaciones esperamos aparezcan en el estado del sistema? Nuestra experiencia

(clásica) indica que. aún cuando no sabemos el resultado de una medida. sí tenemos certeza dc

cuales son las alternativas. Esto no es así para un sistema cuántico descripto por |<I),).como

mostramos en la Sección anterior. ¿Cómo puede nn observador que todavía no lia consultado el

aparato. expresar su ignorancia acerca del resultado de la medida y simnltaneamente expresar su

certeza sobre las alternativas posibles? La herramienta correcta para expresar esta intormack'm

es el operador densidad del sistema.

Ilna inemos ( ue dos )elotas, una ro'a v una verde, se colocan aleatoreamente en sendas ca'asl . . .
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idénticas numeradas l y 2. Si un observador mira una de las cajas _vve alli la pelota roja. sabrá

con certeza cuál es la que queda en la otra caja. El estado de este sistema clásico conjunto puede

(¡escribirse por el operador densidad.

l . . . .

012‘- 5ll”)("l1®l"l(l/l2 + ll")(l ll Zlmmi'z le ("3-1l)

que representa correctamente la información que poseemos: la certeza sobre las posibles alternati­

vas el observador encontrará en la caja 1o bien la pelota roja R o bien la verde l'—:la correlack’m

entre los contenidos de las cajas si en la caja 1 encuentra la pelota roja. en la ol ra. con certeza.

encontrara la verde —;y finalmente, nuestra ignorancia (clásica) acerca de cual alternativa se dará

en realidad. Una matriz densidad representando los resultados de un aparato correlacionado con

un sistema que está siendo medido. debiera, tener la misma forma. l’or el contrario. el operador

densidad p, asociado al estado IW!)dado por la ecuación (2.11)

p, =IWMI=átl0><01®le><AoI —no><1I lAell-‘lil
i ¡llllÜlQ/IAIM-‘lol + I1><1¡2¡.4¡>(.41n. (2.12)

posee, además de los términos que se desean, términos no diagonales que hacen que las posibles

alternativas clásicas ya no sean independientes, y lo que es peor tampoco determina cuáles son

las alternativas posibles. Von Neumann (Von Neumann. 19:35).consciente de estas dificultades.

postuló que ademas de la evolución unitaria que nos conduce al operador m. es necesaria la

existencia de un proceso ad hoc, una reducción no unitaria del estado del sistema. que lransl'ori'na

al estado puro Nh) en una mezcla apropiada

proc. no unilario l-_—¡
Í)! 1 l‘l’t)(‘l’rl El lÜ)<Ül3 lAell-‘lel ‘l llllll ¿3?l-‘ll)(-‘lll) lir- (2-13)

en donde ahora los coeficientes del operador pr pueden ser interpretados como probabilidades

clásicas, en el mismo sentido que en la ecuación (2.11).

Pero esta imposición arbitraria no es necesaria. Zurek propuso (Zurek. 1981: Zurek, 1982)

que el exceso de informack’m contenido en un estado puro como el descripto por p, puede ser

efectivamente eliminado abriendo el sistema a la interacción con grados de libertad externos al

mismo. a los que nos referiremos como el entorno.

2.3 Decoherencia y la emergencia del modelo clásico

Usualmente se da por sentado que un aparato mide efectivamente (ya sea perfecta o imperfec­

tamente) un observable particular determinado del sistema. Sin embargo, la Mecanica (.‘uantica

aplicada a sistemas compuestos aislados (aparato-sistema). no puede en principio determinar que
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observable lia sido medido. más aún, tampoco son unívocos los roles desempm'iados por los sub­

sistemas del sistema compuesto (aparato-sistema) _\'aque éstos pueden i1¡tercamblal'se. según se

mostró en la Sección 2.1.

La posibilidad de una solución natural a este problema surge cuando uno reconoce que:

(a) El aparato A interactúa con su entorno 8 mediante un Hamiltoniano especifico H_.¡¿-y

(b) el observador consulta sólo el resultado de la medición del aparato _\'no el estado del entorno.

En estas condiciones la interacción aparato-entorno puede ser considerada como un proceso

adicional de medición, tal como el proceso (2.1). que establece correlaciones no-separables entre,

ambos. Como resultado, la información acerca del entorno (usualmente considerada como ruido)

destruye la información acerca del sistema recién pre-medido S. Sin embargo. como mostraremos

en esta Sección, eligiendo adecuadamente el Hamiltoniano de esta nueva interacción H,45, los cs­

tudos punteros del aparato emergen como los únicos estados no perturbados por la interacck'm con

el entorno. Y consecuenteinente, los correspondiente estados relativos del sistema. correlaciona­

dos unívocamente con los estados punteros, determinan fehacientemente que observable ll'dsido

medido por el aparato.

2.3.1 El entorno

Definimos al entorno de un sistema como el conjunto de grados de libertad acoplados con el mismo

y que pueden, por consiguiente, ‘monitorear' sus estados. es decir, en el sentido (le la ecuación

(2.1), entrelazarse con éstos. Un entorno puede ser externo (como las partículas del aire. o los

fotones que se dispersan al interactuar con el aparato) o interno (como por ejemplo los fonones

u otras excitaciones en los materiales con los que esta construido un aparato). Frecuentemente.

los grados de libertad del entorno surgen de la división de los grados de libertad originales en dos

partes: el sistema (le interés por un lado, _\g'lo que resta por otro. En el problema de la medición.

el entorno puede definirse como aquellos grados de libertad que contribu_\'ensignificati\'amente a

la evolución del estado del aparato. Para un determinado dispositivo experimcmtal. un criterio

posible para determinar cuales grados de libertad pueden considerarse como el entorno podría

estar basado en la intensidad de la interacción entre el aparato y el posible entorno. El objetivo

(le tal criterio es excluir todos aquellos grados de libertad cuya contribucicm total a la interacci(')n

aparato-entorno puede ser despreciada a fines practicos. Eventualmente podríamos distinguir

entre el entorno más inmediato 8 y “el resto del mundo" o entorno remoto R. que no necesita ser

tomado en cuenta. La interacck’mentre E y R puede ser intensa en general. pero no sera tomada

en cuenta en los análisis que haremos pues sólo complicaria los argumentos que seran presentados

sin alterar significativamente las conclusiones. Esto es. consideraremos al entorno 8 aislado del

resto del Universo. y así entonces una base que expanda su espacio (le Hilbert puede ser
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introducida en forma apropiada.

'I‘res sistemas cuánticos. el sistema medido .5"el aparato A y el entorno 5, y las correlaciones

entre los mismos serán el objeto de la discusión que sigue. lin el proceso de medición cuántica.

.S'y A estarán acoplados. El entrelazado cuántico entre ambos sistemas, producto de la evolución

unitaria del sistema conjunto S-A, sera convertido en una correlación efectiva clasica como resul­

tado de la interacción entre el aparato A y el entorno 8. Los estados seleccionados por el entorno

son el foco de interés. En el aparato .4, éstos servirán como depósito de información. funcionando

como estados punteros del aparato. Este triángulo SAE es necesario para un estudio cuidadoso

de la pérdida de coherencia (o decoherencia) del estado [\IJ,)y sus consecuencias.

2.3.2 Modelos de decoherencia

Medición bit. por bit

El modelo más simple de decoherencia involucra tres sistemas de (los estados (Zurek. 1981: '/.-urek.

1993), denominados S, .4 y 6 en una obvia referencia a sus respectivos roles. Tal como en la

Sección 2.1, el proceso de medición comienza con la interacción del sistema con el aparato

(OIO) + 3|1)) e le) —-> alo) ’f/ IAo) 1“fill) <6I-41)-' I‘Í’)- (2.14)

en donde (.40|.41) = 0. La ecuación (2.111)es un ejemplo de una premed-icio'n tal como la descripta

por la ecuación (2.4). Como ya fue discutido anteriormente. lograr un estado correlaciomulo (l(‘

esta forma no es suficiente para afirmar que una medición lia tenido lugar. El estado im) p ede

reescribirse en cualquier base del espacio de Hilbert del sistema .S':el principio de superposición

garantiza la existencia de los estados puros correspondientes del aparato. lista ambigiiecla<

la base seleccionada puede evitarse con la ayuda de un sistema adicional. 8. que realim. a s .'e'/.

una premedición sobre A durante un tiempo gg! r: ha. donde gg es la constante de acoplamiento

entre el aparato y su entorno en una interacción definida de manera muy similar a (2.2). ('omo
resultado

(0 IU)zl-4o) +L3I1) 3 I-41)) Z‘lm) —* CIO) 21-40) <5lui) ‘i dll) Z"¡.41) Z in} N'>- (2.13)

Puede parecer que poco puede lograrse repitiendo el paso que condujo a las correlaciones del

par S-A y sus problemas asociados. pero, por el contrario. este no es el caso. 'I‘res sistemas

cuánticos correlacionados ya no están sujetos a la ambigüedad de la base tal como en HD). l-Zsto

es especialmente así cuando los estados del entorno están correlacionados con los productos de

los estados de la combinación sistema-aparato (Zurek. 1981). lin la ecuación (2.17)) esto puede
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garantizarse (independientemente de los valores de o y H. esto es. de las condiciones iniciales) si“.

(60'61) = (l . (2.16)

Cuando esta condición se satisface, la descripcicm del par S-A puede obtenerse fácilmente en
término de la matriz densidad reducida

PSA = TTaI‘I'H‘I’I = |01|2|0>(0| ¡440)(Aol + |53|2I1)(1I M I-41)(-41I- (2-17)

Esta matriz densidad contiene sólo térini110sque corresponden a correlaciones clásicas. como en

la ecuación (2.13).

Si la condición (2.16) no fuese satisfecha. es decir, si los estados ortogonales del entorno

no estuvieran correlacionados con el aparato en la base en la cual fue realizada la premedición

original (entre A y S), entonces sobre la diagonal de la matriz densidad p.45 aparecerían sumas

de productos en vez de simplemente productos de estados de S y A. Un ejemplo extremo de esta

situación es la matriz densidad antes de la premedición efectuada por el entorno sobre el aparato,

que corresponde al estado puro |<I>)de la ecuación (2.14)

p. = I<I>>(<I>I= ¡ar I0)<OI e IAo)(AoI + nzfi’IOMII cs<|A0><An

+ (“'.3l1)((’|5<|-41)(A0l + I9I2I1)(1I6<IA1)<A¡I. (2.18)

que posee términos fuera de la diagonal, responsables de que las diferentes alternativas clásicas

ya no sean independientes. La eliminación de estos términos como consecuencia de la interacción

con el entorno marca la desaparición de la ambigüedad en la base.

Vemos así que no es necesario el proceso no unitario que introdujo arbitrariamente von Neu­

mann, ya que la decoherencia naturalmente se (mcarga de eliminar el exceso de. información del

estado puro contenido en los términos fuera de la diagonal o coherencias, reduciéndolo a una mezcla

apropiada que sólo contiene las deseadas correlaciones clásicas. La desaparickin de. la coherencia

cuántica debida a una medición de un bit lia sido experimentalnlente verificada en interferometía

de nentrones y, más recientemente, de átomos (Rauch, 1998; Chapman et al.. 1995).

En este modelo es facil caracterizar a los estados punteros del aparato: para que estos es­

tados punteros pemanezcan inalterados, el Hainiltoniano de la interaccicm H,“- debe tener la

estructura de una premedición. como en la ecuación (2.2) y debe ser una función del observable

Á = (¿0|A0)(A0|+ (¿1|A1)(A¡| del aparato. Entonces. los estados del entorno contendrán informa­

ción sobre los estados punteros {|A0), lA¡)}. La condición [Has = (l ininediatainente implica

que los estados del aparato no son alterados pues A es una constante del movimiento.

"Esta condición puede comprobarse fácilmente simplemente escribiendo NI) en otra base y verificando que no

hay ambigüedad solamente si se cumple la ecuación(2.l(i). (Ïaso contrario _\'dependiendo de la condición inicial.

sera posible escribir a |\II) en un estado entrelazado de otra base. tal como en (2.15).
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Para este modelo tan simple (le entorno. y dependiendo (le la duración de la interacción aparato­

entorno. el estado al que el sistema conjunto SDS evoluciona podría. periódicamente. liacerse

independiente del mismo. con lo cual otra vez nos encontraríamos con el problema de no saber que

es lo que el aparato ha medido. liste problema puede evitarse únicamente si el modelo de entorno

se hace más realista, incorporando muchos grados de libertad (Zurek. 1982). Hasta aquí nuestro

objetivo ha sido simplemente ilustrar cómo el proceso (le. decoherencia tiene lugar. utilizando

para ello un modelo discreto muy sencillo de entorno. Con esta elección obviamos las dificultades

propias (le considerar un entorno mas realista. que de todas maneras no alterari'a en esencia los

resultados obtenidos. Cuando el modelo de entorno involucra muchos grados (le libertad. el proceso
de decoherencia se acerca más a una situación realista de decoherencia continua. A continuación

presentamos un ejemplo en donde el entorno está representado por N spines.

Entorno de N estados

Consideremos la decoherencia de un único bit cuántico (qu-bit) (Zurek. 1982: Paz et al.. 2001).

para lo cual describimos ahora la interacción (le un aparato (le dos estados {10).l1)} (nótense

las negritas. que empleamos para evitar los subíndices) con un entorno (le N spines. que pueden

pensarse como sistemas de dos estados “0),” |])¿.}. El ejemplo más simple de esta situación ocurre

cuando el llamiltoniano del aparato puede despreciarse HA 0 y la interacción tiene la forma

¡1,15= (l0)<0l—l1)(1l) e ngtloxol -II><1I)t-. (2.19)
k

Bajo la influencia (le este llamiltoniano el estado inicial

I4’(0)) Ii (alo) +bI1)) Z=I‘IiÏ-—¡(0kI0)kt BL-lllkl- (3-20)

evoluciona a

l‘Ï’Ull (130)8lrïntlll + (41))? l¿1(/l)., (2.21)

donde

l¿o(/)) —’“2:,¡(OA-CXÍÑUIL-Ülon l’ 3A-CXP(-’.(IL-')ll)k) '- l51l-lll- (13-1313)

La matriz densidad reducida del qu-bit es entonces

¡2,1 la!2|0)(0| -i ab‘r(r)|0)(1|+ a'br(!)|1)(0| t-|b|2|1)(1|. (2.23)

El coeficiente 7'(I). que determina el tamano relativo de los términos fuera de la diagonal. esta

dado por

r(l) : (60'81) I‘l2;0lcos(2gkl) la¡.(lokil')—l3k12)sen(2gkl)l . (2.2.1)
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A menos que el k-ésimo spin del entorno este inicialmente en un autoestado del Hamiltoniano dc

la interacción7 su contribución al producto es menor que uno. Por consiguiente, para entornos

grandes con muchos (N) spines para tiempos largos, los términos fuera de la diagonal seran

típicamente pequeños

lili)!2 e TNHiLill + (¡aki2 - lfir'l'zlzl’ (23m5)

Es posible representar visualmente el proceso de decoherencia para un qu-bit. La matriz

densidad de todo sistema de dos estados puede representarse como un punto en el interior o en

la superficie de una esfera de Bloch (Figura2.1). En término de los coeficientes a, b y 7'(t), las

coordenadas del punto son z = |a|2 - ¡(42,.7:: Re(ab*r) e y = Im(ab*r). Cuando el estado es

puro, 3:2+ 3/2+ 22 = 1, es decir, estados puros están en la superficie de la esfera de Bloch. Cuando

el estado es una mezcla, el punto que lo representa se encuentra en el interior de la misma. La

decoherencia no afecta a, o I),y por lo tanto la evolución de la matriz densidad, que ii'iicialinente

corresponde a un estado puro, ocurrirá sobre un plano con z constante. El punto representando

el estado del sistema estara a una fracción de su distancia máxima.

Figura 2.1: Esfera de Bloch representado las matrices densidades de un sistema de dos estados. Pun­
tos en la superficie corresponden a estados puros, mientras que un estado mezcla está representado
por un punto en el interior de la esfera. La decoherencia ocurre sobre un plano z =c0nstante, emer­
giendo en el proceso los estados punteros que están representados por los puntos (0.071)‘y (0,0. —l)
sobre el eje z.
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El número complejo 7'(f) puede exprt-Isarst-rcomo la suma de fases complejas rotando con las

frecuencias dadas por diferencias 3...1, entre los autovalores de energia del Hamiltoniano de in­

teracción. pesados con las probabilidades de encontrar esos autoestados de energía en el estado
inicial

2X

1-(f) = ZM exp(—1A;.;_.,!). (2.20)
.I=l

El índice j denota la parte correspondiente al entorno de los autoestados de (alergia del Hamil­

toniano de interacción (2.19). = [(l‘“í><|1)2 y: a; |()),\-. Las correslmndientes diferencias de

autoralores entre dos autoestados de energía IO) y |1)|j) son

A») = <0l(.ilH.45I:i>l1‘/- (2.27)

Hay 2'\ estados diferentes y. suponiendo no lia_\'degeneración. el mismo número de A..-:,

diferentes. Las probabilidades p, son entonces

n, = l(.il8(f = 0))!"’- (2.25)

que a su vez pueden expresarse facilmente en término de los cuadrados de n,_ y JL.apropiados.

La evolución de 1'(t) (2.26) es una consecuencia de las rotaciones de los vectores complejos

1),,exp(—/A.u,f) con frt-‘cuencias diferentes. El 1'(t) resultante comenzara con una amplitud l _\'

rapidamente se reducirá a un valor al)roximadamente igual a

2A
2 2 —.\' . .

(¡TUN )= E p] N 2 (2.25))

En este sentido la decolierencia es exponencialmente efectiva con el numero de sistemas: terminos

fuera de la diagonal decrecen expontateíalmente con el tamaño físico del entorno .\'. ('ualquier

estado inicial se acercara asintóticamente al eje z como resultado de la deenlierencia.

Estructura clásica dentro del espacio de Hilbert

La geometría de los flujos inducidos por la (.lecolierencia dentro de la esl'era de Bloclt exliibe

características que también se prestuuan en situaciones fisicas mas gent-males.que involucran de­

('()ll(-‘l'('ll(ïlilen espacios de Hilbert mas grandes. Estas caracteristicas son:

(i) Existencia de estados puros casi clasicos que consisten en todos los estados punteros seleccio­

nados por el entorno. quienes se ven mínimamente afectados por el entorno.

(ii) Existencia de un dominio clasico de distribución de prolmbilidades. que consiste en todas las
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mezclas de estados punteros.

(iii) Existencia de un dominio cuántico que consiste en matrices densidad más generales. Como re­

sultado de la decoherencia esta parte del espacio de Hilbert es eliminada por la selección inducida

por el entorno, cmergz'cndonaturalmente el dominio clásico.

La visualización de esta descomposición del espacio de Hilbert inducida por la decolierencia

es posible en el caso bidimensional estudiado aquí, en donde los estad0s punteros son los estados

{|0), que en este caso permanecen inalterados por el entorno, el dominio clásico corresponde

al segmento [-1, 1] del eje z, y el resto de la esfera de Bloch constituye el dominio cuántico. Sin

embargo, la existencia de los elementos (i)-(iii) es general y caracteriza la clasicalización de la
dinámica.

Una distinción clara entre el dominio clásico y el resto del espacio de Hilbert es posible sólo

en situaciones idealizadas. En una situación realista todo lo que puede requerirse es que haya

un contraste claro entre las tasas de producción de entropía dentro y fuera del dominio clásico.

Para situaciones más generales que las discutidas en los modelos de decollerencia de las secciones

previas, como por ejemplo en el caso de sistemas caóticos, veremos en el Capítulo 4 que dentro

del dominio clásico hay producción de entropía a una tasa más lenta que la observada fuera del

mismo. Notablemente, esta tasa está fijada por la dinámica clásica, es decir, por el Hamiltoniano

del sistema y no por el acoplamiento con el entorno. Esta distinción entre las tasas de producción

de la entropía fue conjeturada hace ya un tiempo por Paz y Zurek (Zurek et al.. 1994) y confirmada
numéricamente en el CllI'SOde esta Tesis.

2.3.3 Decoherencia y c-shifts

La discusión de las secciones anteriores puede generalizarsc a situaciones donde tanto el sistema

como el aparato y el entorno tengan muchos estados y donde las interacciones entre ellos sean

más complicadas. Supondremos aquí que el sistema se encuentra aislado y (¡no interactúa con el

aparato sólo brevemente. Como resultado de tal interacción el estado del aparato se entrclaza con

el del sistema, ailsi)] ix IAo) —»ziailsi) 6<|A,-). Por analogía con un c-not nos referimos

a esta operación condicional como un c-shift (Paz et al., 2001: Zurek, 2001). Esta correlaci(m

cuántica sufre de la misma ambigüedad de la base discutida previamente: el entrelazamiento entre

S y A implica que por cada estado puro de alguno de los dos sistemas, existe el correspondiente

estado puro del otro sistema. Más aún, eligiendo adecuadamente el estado inicial del sistema,

los roles del sistema y aparato pueden invertirse. Estas ambigüedades para el par S-A pueden
evitarse reconociendo el rol del entorno.

En la Figura 2.2a se representa el proceso de decoherencia esquemáticainentc, como una secuen­
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cia de c-shifts que. en alguna base fija. “miden” el estado del aparato almacenando la inl'ormacit’m

resultante en el entorno. [In buen aparato debe retener las correlaciones entre el observable (ch

sistema y alguno de sus observables, que llamaremos puntero. Esto sucede cuando la interacck’m

entre A y .S'(un c-shift) correlacione al estado del sistema con los estados punteros del aparato.

sin alterar al primero, mientras a su vez el entorno se correlaciona con los segundos sin perturbar­

los, pero destruyendo toda superposición coherente entre los mismos". La Figura 2.2a ilustra los

aspectos esenciales de] proceso de decoherencia que permite al aparato. a pesar de su interacción

con el entorno, actuar como un canal clásico de comunicación desproviSIo de ruido (Schumacher.

1996: Lloyd, 1997). Esto es posible pues la interacción c-shift del par A--¿' no perturba a los

estados punteros.

Sistema

Aparat (a)

ll V V

Entomo

Sistema

Dccohcrcncia (b)

Entomo

Ruido

Figura 2.2: (a) Representación gráfica del proceso de decoherencia (b) Los grados de libertad del
I' L Jentorno no solamente inducen decoherencia sino, en , . , ruido. En éste

último caso. los grados (le libertad de entorno perturban al estado de] aparato.

"Bs decir. en una medición idealizada. el observable del sistema juega el rol (le bil-control ("onrespecto al (t-shift

S .-|. En un aparato bien diseñado. el observable puntero es el [nl-blanco (ch (z-shift, S .4 pero es el hil-conlml

del (z-shift .4-5. Los autoest ados del observable puntero del aparato juega el papel de un alfabeto en un canal

(le comunicación. Ellos codifican el estado del sistema y retienen las correlaciones a pesar de la interacción con el
entorno.
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La ventaja de la representación gráfica del proceso de decoherencia como una secuencia de

c-shifts reside en su simplicidad. Sin embargo, en la realidad el proceso de decoherencia es

usualmente continuo, de manera tal que puede ser quebrado en c-shífts discretos sólo aproxima­

damente. Más aún, la información que almacena el entorno se encuentra usualmente distribuida

entre muchos grados de libertad. Y además el observable del aparato podría estar sujeto a ruido

y no solamente decoherencia, tal como se ilustra en la Figura 2.2b (Zurek. 2001).

La física básica de la decoherencia consiste en una simple premedición del entorno sobre el

aparato, como resultado de su interacción con el mismo

Im) 6.oleo) = Z ari-Isa ao¡Aa eo leo) —» Dni-Isa <>toIAj) 6.olei) = lam). (2.30)
j j

La decoherencia selecciona una base de estados punteros cuando los estados del entorno relativos

a la misma son ortogonales

(¿ik-j) = ¿ij- (2.31)

Cuando esta condición de ortogonalidad se satisface, la descomposición de Schmidt del estado

|<I>5,15) en subsistemas SA y 8 nos conduce a obtener estados productos |3¡) (>Ï<rIAi) como com­

pañeros de los estados ortogonales del entorno lei). La matriz densidad que describe el par S-A
conteniendo sólo correlaciones clásicas es entonces

03A = TWIÓSAEH‘Ï’SMI= z Ifl'jl2lsj)(sj| 5° lAj)(AjI: (2-32)
.‘Í

que es diagonal en la base de estados producto Isi) 69IAi).

Por simplicidad en la notación muchas veces no se hará referencia al sistema que no interactúa

con el entorno (aquí, el sistema S). Sin embargo es muy útil tener siempre en mente que la

preservación de las correlaciones entre S y A es el criterio empleado para definir los estados

punteros. La matriz densidad de un único objeto evolucionando en contacto con el entorno será

siempre diagonal en la misma base instantánea. Esta propiedad no debe ser empleada como único

criterio para emergencia de clasicalidad; más bien. es decisiva la habilidad de ciertos estados para

retener correlaciones a pesar del acoplamiento con el entorno (Paz et a.l.. 2001; Albreclit, 1993).

Esto es especialmente obvio en mediciones cuanticas. Cuando la interacción entorno—aparato tiene
la forma

HA: = z z IAp><ApI6: (r1:ï(l€)(e'l+ aftne’xel) . (2.33)
7’ ('>(

la base permanecerá inalterada. Entonces.cualquiercorrelacióncon losestados {|A¿.)}será

preservada. Y por definición. los estados del aparato que preserven correlaciones serán los estados
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punteros. Cualquier observable Á (zo-diagonal con el llamiltoniano de interacción 11,15será un

observable puntero posible. puesto que cuando el Hamiltoniano depende de Á. (zonmuta con Á.

[I-IA¿(Á),Á] = 0. Más aún, la dependencia del I-Iamiltoniano de interacción con el observable es

una precondición obvia para el “monitoreo” de ese observable por el entorno.

En procesos reales la (lecoherencia es un proceso continuo. y los modelos simples de medición

ilustrados en este capítulo pueden ser considerados como una instancia discreta elemental de (liclio

proceso. La descripción del fenómeno de decoherencia en sistemas continuos recae totalmente en

el uso de lo que se denomina ecuación maestra, una de las herramientas más prácticas para el

análisis de sistemas abiertos. En el siguiente capitulo realizaremos una revisión de las técnicas

más frecuentemente utilizadas para obtener dichas ecuaciones.



Capítulo 3

Dinámica de sistemas abiertos:
ecuaciones maestras

El problema de la correspondencia entre los mundos clásico y cuántico no se limita al problema de

la medición. Las predicciones de ambas teorías difieren, aún al nivel de los valores de expectación

de observables de un sistema, luego de un tiempo tn denominado tiempo de Elirenfest. En sistemas

clásicamente caóticos, esta escala temporal puede ser extremadamente corta pues depende sólo

logaritmicamente de la constante de Planck. En este Capitulo analizamos el rol de la decoherencia

y de la selección inducida por el entorno en el restablecimiento de la correspondencia cuántico­

clásica en Sistemas dinámicos. Nuestro análisis se basa en el estudio de las ecuaciones maestras,

que gobiernan la evolución de la matriz densidad reducida del sistema. Estas ecuaciones posibilitan

el estudio tanto de sistemas como de entornos con muchos grados de libertad. permitiendo entre

otras cosas, generalizar el modelo discreto de entorno a modelos continuos mas realistas.

El principio de superposición puede aplicarse solamente cuando el sistema cuántico que se

estudia se encuentra aislado. Cuando el sistema está abierto, su interacción con el entorno resulta,

inevitablemente, en un incesante monitoreo por el entorno de algunos de sus observables. Esto

conduce a la degradación (le estados iniciales puros en mezclas, cuyas matrices densidades son

muy frecuentemente diagonales en la misma base de estados preferidos. Esta base resulta casi

independiente del estado inicial del sistema y del entorno. Los estados preferidos son seleccionados

con la ayuda crucial del Hamiltoniano de interacción entre el sistema y sn entorno. El proceso de

decoherencia filtra la totalidad del espacio de Hilbert del problema y sólo un pequeño conjunto de

estados, los estados punteros, sobreviven a este proceso. Esta selección, conocida como selección

inducida por el entorno. es la responsable de la emergencia de una realidad clasica a escalas

macroscópicas.
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Frecuentemente el conjunto de estados preferidos seleccionados por el entorno es denominado

base de estados punteros en reconocimiento de su rol en el problema de la medici(')n. l'll criterio

para la selección de estos estados no puede basarse solamente en la diagonalización de la matriz

densidad. cuyos autoestados emergen como los estados punteros. La característica esencial de los

estados preferidos es su habilidad para sobrevivir el monitoreo del entorno. liste criterio heuri'stico

puede hacerse riguroso cuantificando la predictibilidad de la evolución de los candidatos a estados

clásicos (posibles estados punteros).

Las ecuaciones maestras son ecuaciones diferenciales en el operador densidad reducida p del

sistema de interés S. liste operador. que se obtiene tomando la traza del operador densidad total

del universo a sobre el espacio de llilbert del entorno S. p Trga. nos permitira responder a

todas las inquietudes de interés físico para el sistema S solamente. La ecuación de evolución de p

puede obtenerse en principio resolviendo la ecuación de von Neumann para el operador densidad

total, tomando luego la traza parcial. Sin embargo, este procedimimno es imposible de realizar

analíticamente salvo en contados casos (llu et al., 1992) y alguna aproximación debe hacerse en

un momento u otro. En este Capítulo intentamos realizar una presentación clara y comprensible

de ecuaciones maestras aproximadas, que nos conduzca rapidamente a las aproximaciones que

emplearemos posteriormente en esta Tesis. Revisiones completas de ecuaciones maestras aproxi­

madas pueden encontrarse en (Paz et al., 2001; Walls et al.. 199-1:Cohen-Tannoudji et al.. 1992:

l'lánggi et al., 1998), entre otros.

.\'os concentraremos en el esquema de aproximación mas simple, que se basa en expansiones

perturbativas en el acoplamiento sistema-entorno. que suponemos debil. Primeramente presenta­

mos el esquema general perturbativo obteniendo una ecuación maestra aproximada que aplicamos

luego a modelos concretos en las secciones siguientes. lil Movimiento Browniano (Itiantico. que

servira para introducir muchas de las nociones que acompañan al concepto de decoherencia _\'

selección inducida por el entorno. se discute en la Sección 3.2. lïin las Secciones 3.3 y 3.1 presen­

tamos las ecuaciones maestras que emplearemos cn el Capítulo la ecuación maestra en el límite

de altas temperaturas. y la ecuación maestra en la base (le l-‘loqttetde un sistema .S'que presenta

una simetría traslacional temporal. l-‘inalmente. en la Sección 3.-")discutimos algunos conceptos

importantes como el tiempo (le decoherencia.. que es la escala temporal en que la decoherencia

entra en juego. y el criterio de pTCdIÏC'llÏb’IÏl‘ÍdalL

3.1 Cálculo perturbativo de la ecuación maestra

El procedimiento aquí descripto supone que la intensidad de la interacción entre el sistema _\'el

entorno es pequeña. de modo que la teoría de pm'tnrbaciones pueda ser aplicada de la manera
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usual. Consideremos el Hamiltoniano del sistema total

H=H5+H¿-+l/’. (3.1)

donde H5 y H5 representan los Hamiltonianos del sistema _\fentorno res]iectivamente ,\' l’ es el

término que describe la interacción entre ambos. En la representación de interacción. la ecuación

de von Neumann que nos da la evolución del operador densidad total (r se escribe

‘LÏIá = [l"(1),ó]. (3.2)

El símbolo ‘ sobre un operador indica que éste está en la representación de interacckin. es decir

0 f = O = UTOU , con UU= ex ) —1.Hq + Ho t Ti. La ecuación de von Neumann 3.2 medeI o 0 q. I.

resolverse perturbativamente. obteniéndose una serie de Dyson

¿(a = ¿(0)+ ÏXÉVI/o'dt] I/Oiit-g [(41,[ray , [tïnfiunm . (3.3)n=()

Tomando la traza sobre los grados de libertad del entorno. la serie (3.3) nos conduce a la corres­

pondiente serie para el operador densidad reducida. Supondremos, ademas. que el estado inicial

del sistema compuesto SE no se encuentra correlacioitado. es decir, (¡(0) = ¡)(())>_<¡15(0). Con esta

hipótesis,

/3(t)= (1+Ul +U-_)+---)/)(()), (3.4)

donde

1 " ln-l A A A

U,,= (_)" / dr] / (¡tnT'l'g[H]. [ ¿2,--- . [tqm map: . (3.5)'¡rh . o . 0

La ecuación maestra puede obtenerse simplemente derivando teinporalmente la expresión (3.4)

para ¡3(f).empleando luego nuevamente, la expresión (3.4) para expresar el estado inicial del sistema

en término de ,3“). p(()) = (1 + U1 + Ug + -- - )-l Mi) _\'posteriormente. como la intensidad de la

interacción entre el sistema _\'el entorno es débil. se 'dpl'OXlll‘lilel lado derecho de la ecuación

resultante cortando las expansiones a segundo orden en el potencial de interacck’m V

¿(a (1:, +61) - (3.01) at)_1,.-r ..11",.>>..»
_ ¡tm [l (amm) ¿”ml — aan; [i,. [Matan .z.p(f.)]]

r A

+¿., /(Ít¡'1'r5 [ingww'rw-g [l/',,.p¿-(())y¡3(t)]]. (3.o)Ïl.'_()

Es importante notar que. esta ecuación. basada solamente. en dos hipótesis: (a) la Validez de la

expansión pertnrbativa a segundo orden en el acoplamiento sistema-enflirno _\'(b) inicialnicmte
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el sistema _\'el entorno no se encuentran correlacionados. es local en el tiempo. Ninguna otra

hipótesis ha sido requerida; en particular esta ecuación no .\'lark0\'iana.

lista ecuación maestra puede simplificarse aún mas si ademas suponemos que la interacción

entre el sistema y el entorno tiene la forma

l" : Ee (3.7)

(londe .S'(E) es un operador que actúa sobre el espacio de llilbert del sistema (entorno) solamente.

Entonces la ecuación (3.6) puede escribirse como

., l , , 1 ' _, _, ,

PU) z _(El) [Su/¡(t)! - —2 dll 95(1911)l-St-lótwflll
th h 0

1 ' .

WI. ¡TZ/d“ ga(l.l,¡) |.S',,{.S',¡./)}] . (3.8)y e

donde los núcleos gs(t,!.¡) y ya“, (1) dependen exclusivamente de las propiedades del entorno y

están dados por las funciones de correlación a dos tiempos de los operadores del entorno involu­

crados en la interacción SE

950,11) = (ElElt 'l-EnEtl - NENE“)

ga(t,(]) = (E1151)- El] .

La notación ( ) significa que se toma el valor medio del observable sobre el estado inicial del

entorno, (O) = 7’1‘¿(ng).

La ecuación maestra (3.8) a la que hemos llegado es muy general”. Ninguna hipótesis adicional

se ha realizado sobre el sistema de interés ni se ha establecido tnodelo alguno del entorno. l-Zn

esta ecuación. este último entra en juego solamente a través de los núcleos gs _\'ga. Según sea la

forma de las funciones gs y ga, podrán hacerse algunas aproximaciones. La mas conocida es la

llamada aproximación .\‘larkoviana, que corresponde al caso en que estos núcleos tienen una forma

“picuda” alrededor de l r f]. Cuando este es el caso, el entorno tiene un tiempo (le correlación

muy corto, es decir. rápidamente pierde memoria del sistema. y entonces la ecuación (3.8) puede

simplifi :arse significativamente. Pero la ecuación maestra (3.8) es válida también cuando no puede

hacerse hipótesis .‘-\'lark0\'ianaalguna y el entorno tiene tiempos (le correlación largos.

Para poder continuar con el análisis del problema abierto es necesario especificar la forma del

llatniltoniano del sistema, modelar de alguna manera concreta el entorno _\'/o recurrir a aproxi­
maciones adicionales.

' La forma de la interacción (3.7) puede distendcrse a una forma más general l' :"(53I .2’.la}. : luz). llegandose

a una e' .tación muy similar a la (3.8). como puede verse en (Paz el al.. 200]). Como los resultados son esencialmente

los mismos. por simplicidad nos rcstringimos a potenciales de la forma (3.7).
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Modelo del entorno y de su interacción con el sistema

Consideramos al entorno como un conjunto infinito de osciladores armónicos de masa 1n.¡y fre­
"I

. . - )' ' . ;
cuenc1a natural wi, cuvo Hamiltoniano es Hg = ¿171.¡a'?q¿. Supondremos tambieny 1 2m. 2 1 1

que el sistema de interés S es una partícula cuántica que se mueve en un espacio unidimensional

e interactúa con el entorno a través del operador V = S 6,6E = :1:6,4 Zl- gmi, bilineal en los

operadores posición 1:y q,-del sistema y entorno respectivamente, donde g¡ son las constantes de

acoplamiento. La forma de V está motivada en la naturaleza de las interacciones, que dependen de

la distancia. Si además suponemos que el entorno se encuentra inicialmente en equilibrio térmico

a temperatura T, la ecuación (3.8) se reduce a

p(t>=—/Odt’gsu-t')Ix<t),lx(t'),p(t)11“Aduna-w)Im<t).{a:<t'),p(t)}1, (3.10)

ya que el primer término del lado derecho de la ecuación (3.8) se anula pues Tr; (V(t)p¿-) = ().

Los núcleos gs y ga dependen solamente de la diferencia t —t’ 3' están definidos por

gsm = ¿Zigilï’uqmqimnh1)wale+2n(w))cosw<t)=u(t),

gm = ¿Daimlqium-(onh Áww.1(w)sinw<t)=nu>. (3.11)

donde B = 1/kBT y n(w) es el valor medio del número de ocupación de los osciladores del entorno.

1 + 2n(w) = coth(BÏw/2). El último término del lado derecho de la ecuación (3.11) se obtiene

definiendo una densidad espectral J = limAuHO 21K“, CHA“;¡9,12para el entorno. 1/(t)y
1¡(f,)se denominan comúnmente núcleos de ruido y disipación respectivamente, por razones que

serán evidentes cuando analicemos el Movimiento Browniano Cnántico, en la siguiente sección.

La ecuación maestra (3.10) es el punto de partida para las aproximaciones que emplearemos

en nuestros estudios numéricos en los capítulos subsiguientes. En las próximas secciones conside­

raremos tres diferentes casos. Primero analizaremos el movimiento Browniano cuántico. _\'aque

además de ser ilustrativo. es útil para comprender cualitativaniente cómo se realiza el proceso de

decoherencia. Muchas veces en el análisis de sistemas no lineales —objeto de estudio de esta Tesis

—haremos referencia a los resultados establecidos para este caso lineal. Sin embargo. es impor­

tante tener en mente que éstos son solamente simples estimaciones y deben consiguientemente

aplicarse con cuidado en otras circunstancias. Posteriormente, en la Sección 3.3 restringiremos la

ecuación (3.10) al caso especial de un entorno ólnnico en equilibrio térmico a altas temperaturas.

Obtendremos en este límite una ecuación maestra a coeficientes constantes en el tiempo, pero que

no estará restringida a sistemas lineales, como en el caso del Movimiento Browniano. Es decir,

el Hamiltoniano del sistema H5 quedará sin especificar, pudiendo ser en general no lineal. Esta
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ecuación maestra será empleada en el Capitulo :3,donde realizaremos una detallada investigación

del rol de la decoherencia en sistemas cuyos análogos clásicos son caótieos. Finalmente. como el

sistema que elegimos para estos estudios numéricos es dependiente del tiempo y, lo que es aqui

más importante, presenta una simetría de traslación temporal, en la Sección 3.1|explotarmnos esta

propiedad para encontrar una ecuación maestra en la representación de Floquet. La aproxima­

ción asi obtenida será útil para estudiar algunas propiedades del sistema abierto en el regimen de

tiempos largos.

Decoherencia en el espacio de fases

Para el análisis del fenómeno de deeohereneia y en particular de su rol en el restablecimiemo de

la correspondencia cuántico-clásica. será útil analizar la evolución un sistema cuántico empleando

su función de Wigner asociada (Wigner, 1932), cuya forma funcional puede ser obtenida a partir

del operador densidad

l 0C

Mmm) = 5/ du.c2"’"/"p(:L‘-—u,1'+u). (3.12)—oc

La función de Wigner permite el estudio de objetos cuánticos y la visualización de sus propie­

dades en el espacio de fases clásico. Asi, esta herramienta lleva a ambos mundos, clásico y

cuántico, a un terreno común, el espacio de fases, y posibilita la comparación de la estructu­

ra de sus soluciones, clásicas o cuánticas. Esta función es real y puede ser negativa. de modo

que no puede ser considerada como una distribución de probabilidades. Sin embargo. la in­

tegral sobre una de sus variables conduce a la distribución de probabilidades para la otra va­

riable: por ejemplo, fde(a:,p) It/‘(m)|2. Para un paquete gaussiano de mínima ineerleza

41(3))N exp [-(a: —11:0)2/262—l—mom/h], la función de Wigner es una gaussiana tanlo en :r como

en p

(1‘- zo)2 _ (P - pol-’62]277h CXP
(3.13)

Un sistema descripto por este tipo de función de Wigner está localixado tanto en a: como en p.

Ningún otro objeto del espacio de I'Iilbert es más cercano a un punto en el espacio (le fases clásico.

Es posible mediante el empleo de esta herramienta, diseñar una estrategia para (letm‘minar si

un estado exhibe comportamiento clasico: cada vez que W(1‘,p) es una mezcla.de paquetes de onda

localizados. como el de la ecuación (3.13), puede ser considerado como una distribuek'm clasica

de probabilidades en el espacio de fases. Pero cuando el estado que le dió origen es realmente

cuántico, i función de Wigner asociada presentará signos alternados, debido a que esta función

resulta de la transformación de Wigner de una superposición de paquetes de onda localizados y
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no de una mezcla de los mismos. El rol de la decolierencia en restablecer la correspoi¡dencia será

justamente eliminar las interferencias que dan origen a las oscilaciones de la función de Wigner.

tal como veremos en la Sección 3.5. La decollerencia en el espacio de fases debe conducirnos a

puntos, trayectorias y a la dinámica Newtoniaua.

Por otro lado. es claro que.el rol especial de la posición en la física clasica se debo. a la naturaleza

de las interacciones, que dependen de la distancia y entonces conmutan con la posición (Zurek.

1991: Zurek, 1981). Los estados que sobreviven a la decoherencia deben estar localizados. empero.

no pueden estar localizados en un punto a: pues esto implicaría por el principio de. incerteza de

Heisemberg un ancho infinito en momento. Como resultado, uu estado bien localizado en un cierto

instante estaría muy deslocalizado en el instante siguiente. Felizmente la evolución en el espacio

(le fases involucra también al Hamiltoniano propio del sistema, y entonces el conjunto (le estados

preferidos resulta ser un compromiso, pues se encuentran localizados tanto en posición como en
momento. Volveremos con más detalle a esta cuestión en la Sección 3.5.3. cuando definamos un

criterio de predictibilidad y lo apliquemos al caso del Movimiento Browniano Cuántico.

3.2 Movimiento Browniano Cuántico

Consideremos como sistema S a una partícula cuántica moviéndose en un espacio unidiniensional.

bajo la acción de un potencial armónico cuyo Hamiltoniano es

P2 1 2 2HS=m + ¿17.

Como este sistema es lineal, al igual que el entorno de osciladores, las ecuaciones (le Hcisemberp,‘

para los operadores del sistema S pueden desacoplarse y ser resueltas explícitan'icntc, obteniéndose

para el operador posición .1:(t) = ¿ECOSQt + Épsinflt. Reemplazando en la ecuación (3.10).
obtenemos finalmente para la ecuación maestra la expresión

1 1 - 'I'=— - ta ,2. — — . .:. .
p Hs+2m rom p] n7(f)[1,{p m1

- D(t) [1).[17,pl] — [:17.[]). pl] , (3.15)
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escrita ahora en la representación de Schródinger. Los coeficientes están definidos por

s23“) —Í—4/0lir’n(i’)cosm’, (3.10)

"¡(1) É/Oldt'nwfiinfit', (3.17)

13(1) ¿Ááf’l/(II)COSQÍI. (3.18)

¡(1) -É/Olil'u(t’)sinfll'. (3.19)

'I‘odos estos coeficientes dependen del tiempo; 0,. es el coeficiente de renormalización de la fre­

cuencia del sistema, 7 el de disipación y los últimos dos son, respectivamente, los coeficientes (le

difusión normal D y anómala f.

La ecuación maestra (3.15) es perturbativa. Sin embargo, por ser lineal este problema es

susceptible de ser resuelto exactamente (l-Iu et al., 1992). Lo notable cn este caso es que la

ecuación maestra del Movimiento Browniano Cuántico a la que se llega tiene la misma forma que

su versión perturbativa (3.15), difiriendo solamente en la dependencia temporal de sus coeficientes.

A partir de la ecuación maestra puede encontrarse una ecuación de evolución para la función (le

Wigner (3.12) asociada al estado p. lista ecuación toma la forma de una ecuación de Iï‘okker-l’lanck

-. 1 . . , . , o .

H —{H5 + ímflïuhrz. l/l } + 7(!)6,,(pH ) 'l-D(!)d;pll —f(l)(),',,H' (3.20)PB

Es posible ahora ver cualitativamente el efecto del entorno sobre el sistema. a partir de la

ecuación maestra (3.15) o (3.20). ljll primer término corresponde a la evolución clasica liiou­

villeana. idéntico al que se obtendría a partir de la ecuación de Schriklinger para el sistema S

aislado. ¡3| primer efecto del entorno es la alteración de la frecuencia (le oscilación del sistema.

renormalizándola; por la forma en (¡ue la renormalización interviene en la ecuación maestra (3.15).

la evolución unitaria de p no se ve alterada. Sin embargo. los otros trCs terminos (le la ecuación

maestra representan efectos no unitarios. Puede mostrarse facilmente que el segundo termino pro­

duce fricción (7 juega el papel dc una tasa (le relajación), mientras los otros (los producen difusión.

Por ejemplo, si a partir de su definición (O) = lfdxde(ar,p)W(a:.p) calculamos la evolución de

los valores medios de algunos observables del sistema,

I r A;­
_dt_ —(()Ilv) - ¡(P)­

, 2

dí; l _2<pÜIV) + 21) - 27072)­
dem)

dl -(a:(')IV) — —f —27(arp), (3.21)
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vemos que el término proporcional a 7 genera siempre relajackin; en cambio los otros (los términos

producen un cambio cuya tasa es proporcional a los coeficientes. positiva en el caso (le la difusión

normal y negativa en el caso de la difusión anón‘iala. Sin embargo. en el límite de altas tempera­

turas y entorno ólimico, estos coeficientes son constantes, positivos y dependen de la temperatura

del entorno, D N T y f N l/T, de manera que , para un estado inicial gaussiano por eieniplo, el

coeficiente de difusión normal aumentará el ancho de la distribución inicial ¡mientras el otro puede

despreciarsel. El término proporcional a D es el principal causante de la decolierencia, como

veremos en la Sección 3.5. Por otro lado, queda ahora claro el origen de la denominación de los

núcleos de ruido y disipación, pues el primero, 1/(t), está presente en los coeficientes de difusión

mientras que el segundo, 1¡(t) en el coeficiente de renormalización y de disipación.

Aunque la dependencia temporal de los coeficientes de la ecuación maestra es complicada,

dada una forma particular de la densidad espectral J (w) y del estado inicial del entorno, éstos

pueden ser explícitamente calculados (Hu et al., 1992). Los coeficientes de difusión dependen de la

temperatura, mientras que los otros dos son independientes de ella. Para una densidad espectral

ólnnica (J(w) = 2M70a;exp(-w2/w3), donde up es una frecuencia de corte, típicamente muy

grande), Q, y 7 toman rápidamente (en tiempos del orden de LHC-1)valores asintóticos mientras

que los coeficientes de difusión poseen un transitorio inicial (en escalas temporales también fijadas

por uc-l) independiente de la temperatura del entorno. El coeficiente de difusión normal D(t)

toma luego un \alor asintótico Doo= A4700C()tll(3ÏLQ/2)wc/ +92). El coeficientede difusión

anómalo también se aproxima a un valor asintótico que a altas temperaturas es despreciable frente

al valor asintótico Doo, aunque a aproximación es más gradual. algebraica más que. exponencial.

Sin embargo, para otro tipo de entornos no-ólnnicos, el comportamiento de los coeficientes es

bastante diferente, y su influencia en relación con la decolierencia lia sido analizada por algunos

autores (Hu et aL, 1992). Felizmente para los estudios numéricos que son el objeto de esta Tesis

es suficiente emplear ecuaciones maestras aproxin'iadas que involucran entornos ólnnicos a altas

temperaturas.

3.3 Ecuación maestra en el límite de altas temperaturas

En esta sección no especificaremos la forma del Hamiltoniano del sistema. Sólo nos r(-vstringiremos

al caso de una partícula cuántica moviéndose en una dimensión bajo la acción de un potencial

general que puede ser dependiente del tiempo y/o no lineal.

El caso especial más simple de la ecuación maestra (3.10) se obtiene si suponemos un entorno

'La dependencia con T de los coeficientes (le difusión en este límite sera justificada con mas detalle en la próxima
Sección.
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óhmico (Ju) = ¡Mm/h) a altas temperaturas. En este caso los núcleos se reducen a HU) ; 06(1)

y 11(1.)= 278“). con D 2m'yk137',obteniéndose una ecuación maestra a coeficientes constantes

que en la representación de Schródinger se escribe

. 1 . , Y.

p —-7h [I-Is,pl —217la:.{ï>.,/>}l- anta/¡tt (3.22)

A partir de esta expresión puede encontrarse fácilmente la siguiente ecuación de evolución para la

función de Wigner del sistema

- ' (-1)nh2n l (2n-l-1) r (211-11 _'
W“= {[102M’}pB ‘l- Z: l' (9p ' )W

n21

+ 273,, (pW) —tmaipu". (3.23)

Esta ecuación es muy conocida y ha sido derivada en diferentes contextos (llu et al.. 1992; (,‘aldeira

et al., 198-5; Unruh, 1989). Los efectos físicos incluídos en la misma son los mismos que los ya

descriptos para la ecuación del movimiento Browniano (3.15), sin la difusión anótnala pues en

este límite f N l/T —->0. y con el agregado de un termino adicional: al primer término del lado

derecho de esta ecuación, el corchete de Poisson que genera la evolución clásica de la función

de Wigner, se agregan términos de orden h2 o mayor que representan las correcciones cuánticas

a la evolución clásica Liouviliana. Iin el caso del Movimiento Browniano estos terminos están

ausentes justamente por ser el potencial V del sistema lineal, anulandose por consiguiente la

tercera derivada espacial del potencial y todas las de mayor orden. El efecto del entorno se reduce

aquí a los últimos dos términos, mientras la primera línea en la ecuación (3.23) es la ecuación (le

Scltródinger del sistema aislado en la representación de Wigner.

ljn el límite de altas temperaturas aquí considerado, el término (lisipativo puede ser ignorado

y sólo el término difusivo necesita ser tenido en cuenta. Al hacer esta aproxitnack'nt estamos

tomando el límite 7 —-0 mientras mantenemos D constante. Ademas, en nuestros estudios

posteriores el valor de la constante de difusión será tomado pequeño (le manera tal que la energía

se conserve (aproximadamente) sobre las escalas temporales de interés. l-lsimportante notar que

el límite (le altas temperaturas nos conduce al límite Markoviano, puesto que las expresiones (le los

núcleos obtenidas más arriba corresponden a tiempos (le correlación instantáneos. siendo entonces

la memoria del entorno nula a fines prácticos.

Cabe aqui l‘tacermención de las dificultades que pueden presentarse para resolver la ecuación

maestra en este límite o sn correspondiente ecuación de l7()kker-l’lanck(3.23): salvo en contados

casos, como el movimiento Browniano lineal o problemas de spines por ejemplo. una solución

analítica de esta ecuación no es posible. Se debe entonces recurrir a sn integración numérica para

obtener paso a paso la solución a tiempo l —lA! conociendo la misma a un tiempo anterior I. con



3.4. Ecuación maestra en la base de Floquet 41

la consiguiente acumulación de error. Esto impone una limitación a los tiempos a los que puede

calcularse una solución de suficiente precisión. Por ello, en el caso de querer estudiar el proceso

de decolierencia en el régimen de tiempos largos. es necesario recurrir a otras aproximaciones. tal

como la detallada en la siguiente Sección.

3.4 Ecuación maestra en la base de Floquet

Si el Hamiltoniano del sistema es periódico en el tiempo, H (t+T) = H (t), es posible encontrar una

ecuación maestra que, haciendo uso de esta simetría temporal, sea válida en escalas temporales

largas.

3.4.1 Base de Floquet

Un sistema cuántico descripto por un Hamiltoniano periódico en el tiempo (de período 7' = 27r/w)

posee una simetría de traslación temporal discreta que nos permite generar una evolución estro­

boscópica a partir del operador de Floquet (Shirley, 1965; Sambe, 1973) definido por el operador

evolución Ü(T) luego de un período completo de la perturbación periódica del sistema. De acuerdo

al Teorema de Floquet (Lewis et al., 1969) los autoestados del operador de Floquet, denominados

estados de Floquet o estados de cuasienergía, tienen la forma

I‘I'a(t)) = U(t)I‘I/n(0))=e‘¡5°'/"Ion(t)), (3.24)

loo(t)) = loa(t+r)). (3.25)

donde los autovalores En son las denominadas cuasienergías del sistema. Cada una de ellas re­

presenta en realidad una clase infinita de autovalores e“ = en + kw, L"= ().:t1.:t2.--- donde

cada elemento 60". de esta clase corresponde a soluciones equivalentes a (3.24), como puede verse

si definimos Iciar) = exp(1,kwt)|óa). En otras palabras, el espectro de cuasienergias es cíclico.

definido de manera similar a la estructura de las zonas de Brillouin en estado sólido (Asclicroft et

al., 1979).

Los estados de Floquet forman un conjunto completo de soluciones del espacio de Hilbert

del problema y se encuentran resolviendo el problema de autovalores del operador de Floquet,

U(7‘) |\IIO(O))= (i‘i‘°T/" |\I'n(0)), como puede verse de la ecuación (3.24). Emplearemos esta base

especial del espacio de Hilbert, apropiada pues posee las simetrías traslacionales del problema,

para encontrar una representación conveniente dc la ecuación maestra (3.10).
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3.4.2 Ecuación maestra promediada

Existen en la literatura varias aproximaciones que hacen uso (le la simetría de traslación temporal

del sistema (Utermann et al., 19911;Blümel et al., 199]). Nosotros seguimos (le cerca la apro­

ximación (le Kohler et. al. (Kohler et al.. 1998) aunque estos autores restringieron el uso de la

ecuación maestra obtenida al estudio del tuneleo caótico cerca de un cruce de cuasienergías.

Cuando la ecuación maestra (3.10) se escribe en la base de l’loquet y se toma ademas el

limite Markoviano de temperaturas altas para el entorno. la ecuación resultante posee coeficien­

tes T-periódicos. Calculando el promedio temporal de esta ecuación sobre un período T. puede

derivarse (ver Apéndice B) una ecuación maestra promediada

¿[lll= Z: A’juuafióat
05

donde á denota el promedio temporal en un período T del operador p, á ¿[gd/MI). Los

coeficientes Mwag están definidos por

'I. .

A'Iiwafi Z 'EÜH _ vu) ¿anófiu - D {63u((l'2))ua 'l' óan((372>)13v_ 2 «¡film! ((37)):311}

H- . , . ,
y ((A)),,‘., z g fl Tdt’(a),,(l,’)IAIC).,(f'))es el promedio temporal (en un periodo T) (le los elementos

(le matriz del operador A en la base de l-‘loquet. Siendo esta una ecuación a coeficientes constantes.

una vez que éstos han sido calculados (nume'ricamente. por ejemplo. en el caso de un sistema no

lineal), la solución se conoce entonces formalmente para todo tiempo

57W“) 2 Z: (CNI!)flmfiga¿;(()) (3.27)
(113

Naturalmente esta ecuación es válida siempre que consideremos tiempos (le evolución mucho ma­

yores que un período de la perturbación armónica, l >>T.

La dificultad en resolver esta ecuación reside en que el número n (le estados (le Floquet

típicamente necesarios para expandir con precisión un estado localizado en una región del es­

pacio de fases clásico de un sistema que presenta caos, es grande ya que los estados (le I'-"loquetse

encuentran en su mayoría extendidos sobre todo el mar caótico disponible en el espacio (le l'ases

clásico, y entonces el número necesario para expandir un estado muy localizado es naturalmente

grande.
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3.5 Decoherencia a altas temperaturas

3.5.1 Escala temporal de la decoherencia

Cuando nos limitamos a entornos óhmicos y altas temperaturas, la ecuación maestra (3.22) en la

representación de posición puede escribirse

. 1 MJkT . _
p = a [Hs p]- A/(z—sumar—amp — —ara-’11. (3.28)

En el límite clásico, cuando T1.es pequeño comparado con toda otra acción (como por ejemplo

V2M'kaT((a: —.1:’)2)),la evolución de la ecuación maestra está dominada por el último término

del lado derecho de (3.28) (Zurek, 2001b)

- I (1'- 1’) 2

p(:z:,:1:,t)= —')v[W] p, (3.29)

donde ADB= Ïl/ \/2MK3T es la longitud de onda térmica de de Broglie. La matriz densidad en

este caso pierde muy rápidamente sus términos no diagonales en la representación de posición

- ._ TI 2

“I’m/J)= P(IE=II,0)exp —7t /\DB
(3.30)

mientras los términos diagonales permanecen inalterados. La coherencia cuántica decae exponen­

cialmente a una tasa dada por la tasa de relajación multiplicada por el cuadrado (le la distancia

medida en término de la longitud de onda de de Broglie. Si la ecuación (3.30) fuese siempre válida,

los autoestados del observable posición serían los estados punteros. Los efectos de la evolución

de la matriz densidad en la representación de posición debidos a la ecuación (3.30) son fáciles

(le visualizar si consideramos como estado inicial la superposición de (los gaussianas (estados casi

clásicos) de ancho ó y separados una distancia Aa:

‘I’1(:r)+‘I'g(;1:),

WW”): NmM-wekfifiyL un)

donde N es una constante (le normalización.

La Figura 3.1 muestra a la izquierda la función de onda \II(:1:)y al centro su correspondimte

matriz densidad a t = 0, /)(J:,J:’) = \Il(:v)\II(.1.-’)'.que tiene cuatro picos. (los sobre la diagonal

y (los fuera de ella, para el caso en que los paquetes están muy separados A1" >> 6. Los picos

cerca de la diagonal a: = :r’ corresponden a las dos posibles localizaciones (le la partícula. La

coherencia cuántica tiene su origen en los picos fuera de la diagonal. para los que :1,-_\f:17’son muy

diferentes. Su existencia y tamaño muestra que la partícula no se encuentra en alguna (le las
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WI)

A:

Wiki) wii!)

Figura 3.1: Izquierda: Superposición coherente de dos paquetes de onda gaussianos, ecuación (3.31).

Esta función de onda 11(1),superposición de dos estados clásicos permitidos, se denomina Gato de

Schródinger. Centro: Matriz densidad correspondiente a la función de onda (¡(25), : [\I/>(\II|,en la

representación de posición. Derecha: Efecto de la decoherencia sobre la matriz densidad. A un

tiempo posterior a TDla matriz densidad conservará sólo los picos en la diagonal, pudiendo entonces

considerarse como una distribución de probabilidades clásica, con una probabilidad igual de encontrar

a la partícula en alguna de las localizaciones correspondientes a los paquetes de onda gaussianos.

posibles localizaciones sino que está en una superposición coherente de ellas. Estos decaen en una

escala temporal dada por el tiempo de deco/ierencia TD

(m-as’) 2-1 _ A,
TD — f 3.32

¿DB i )

cuya inversa, la tasa de decoherencia, es la tasa de relajación multiplicada por un factor que

puede ser enorme a escalas macroscópicas (ver Figura 3.1. a la derecha). Por ejemplo, a tempe­

ratura ambiente, longitudes del orden del cm y masas del orden de un gramo, la ecuación (3.32)
)40predice decoherencia en un tiempo aproximadamente li veces mas rapido que el tiempo (le

relajación 7’] .

3.5.2 Decoherencia en el espacio de fases

Es ilustrativo observar el efecto de la decoherencia en el espacio de fases. Cuando el estado

inicial es la superposición ‘Il(a:) dada por (3.31), la función de Wigner7 como consecuencia del

principio de superposición, presenta efectos de interferencia cuántica, es decir, es oscilante en la

región intermedia entre los paquetes localizados. En efecto, realizando una transformación de

Wigner sobre la matriz densidad p :. MMM, la función de Wigner asociada a Wtrir)es

u' : W] + Wa + Wim, (3-33)
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donde “"12 = l’l"1.2(.’lf.[))son las funciones de “'igner asociadas a las funciones de onda \I/¡ y ‘1'3.

y tienen la forma gaussiana dada por la ecuación (3.13). con zmz :bAzr y 1)“= (l respectivamente.
El término

p (52 .I'3 Amp

ll'mrwexp — ng —fi cos 7] (3.34)

representa las interferencias coherentes entre los dos estados localizados. Como los estados gans­

sianos estan separados en posición. las franjas de interferencia. de vector de onda H], = ¿kr/71..

estan alineadas a lo largo del eje p, como se observa en la Figura 3.2. Un estado mezcla de dos

estados gaussianos estaría descripto por los dos primeros términos I/l'] y lll). pero el termino osci­

lante estaría ausente. Estados como el descripto por la ecuación (3.31) o (3.33) son otro ejemplo

de un estado tipo Gato (le Schódmgeï: En una descripción clasica sólo los estados ll '1 y lll) son

posibles. La Mecanica Cuántica, sin embargo. permite superposiciones coherentes de los mismos

Si, tal como en la Sección anterior. nos con­

centramos sobre el último término de la ecua­

ción (3.23). vemos que su efecto sobre la parte

oscilatoria de la función de “'igner sera muy
\\\. diferente de su efecto sobre las dos gaussianas.\\ \\

p pues el término de interferencia esta dominado

por el coseno. W)", w cos(A;1rp/Ït), que es una

autofunción del operador de difusión HW. La
Figura 3.2: La función de Wigner correspondien- .

_ . . escala temporal de la decoherencra surge del
te al estado puro presenta dos plCOSpOSItlvos l
y una región entre ellos donde la función oscila, correspondlent’e antov‘llmf
señalando la presencia de interferencias. Es debi- -, -, i) Y _ .

' . _ . . _ Him "A3—{DA;1:'/ÏI'} X “mi. (3.35)do a este ultimo termino de mterferenma que esta

fundó“ no PUEde conSÏderarSe como una fundó“ Asi. la expresión para TI) dada por la ecuacióndd't'b"d bb'l‘dd l". ..‘ ­
e ¡s m “Clon e pm a l l a es c asma (5.32) se recupera desde otro punto de Vista.

,. 4/ 3
a]_ñ(.1—il) _Dñ2

TD —, -——/\7 —- hp.Dl)’

En este tiempo TD, casi instantáneo para objetos macroscópicos, la función de “'igner de es­

te ejemplo retendrá solamente los dos picos gaussianos, que corresponden a las dos alternativas

clasicas. Es decir. como resultado (le la iiiterarzcióncon el entorno emergen naturalmente los esta­

dos preferidos o punteros (Paz et al.. 2001). Zurek se refiere a estos lieclios como los responsables

de nuestra confianza en la Meeanica Clásica y en la percepción que tenemos de la realidad (Zurek.

20011)).

IÉqui\r'alenteme1rte. puede obtenerse el mismo resultado resolviendo la ecuat'ión H' = Í)(‘),.,,ll' por separación (le

variables y con la condición inicial (3.31).
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Nótese que para potenciales lineales. cuando el término de.correcciones cuanticas esta ausente.

la ecuación (3.23) no contiene 73explícitamente. Igualmente 7)interviene en el tiempo de decohe—

rencia a traves del vector de onda asociado a las oscilaciones de la función de “vignmp si],= ¿XI/T).

Es decir, la estuctura que desarrolle la función de '\\"ig11ei‘esta íntimamente ligada a la eficiencia

de la decoherencia sobre la misma. Yolveremos sobre este importantísimo punto en el siguente

capitulo.

La evolución de estados iniciales puros como el aqui considerado se muestra en la Figura 3.35

para funciones de VVigner superposición de dos gaussianas separadas en .’I'o en [L Hay una

diferencia notable en la tasa en la que las interferencias desaparecen entre los dos casos. Este

efecto es el esperado puesto que la interacción entre el sistema y el entorno. HW N ¡Zu/u],

depende de 2:. El observable ¡r es directamente monitoreado por el entorno. que puede entonces

distinguir los picos separados en 1'. Por ello. superposiciones de gaussianas separadas en ¿1‘perderán

coherencia en escalas TD.

Por otro lado. superposiciones de gaussianas

separadas en p son inicialmente inscnsibles al

monitoreo del entorno puesto que el estado ini­

cial se encuentra bien localizado en posición.

Sin embargo. luego de una escala temporal fi­

jada por la dinamica. los picos rotaran en el

espacio de fases, transfk)1'1na11(l()s(\asi en su­

perposicioncs separadas en ¿ry la dccoberencia
l- 01 /

tendra lugar.

Los resultadOs obtenidos en esta Sección

deben interpretarse con cuidado. pues las ecua­
ciones de donde se derivan sólo son validas ba­

jo ciertas circunstancias. Por ejemplo. el tiem­

po de decolim‘encia no puede ser menor que la

inversa de la frecuencia de corte 4.3..que es ma­

yor que cualquier otra frm'uencia (o ener- gía)
Figura 3.3: Evolución de estados tipo (latas dc
., .A. . . . . . involucrada en el problema v que fue introdu­i‘vclu'mlmgercuando las gaussmnas estan imeialmen- '
te separadas en (a) 3.o (b) ¡L cida al final de la Seccion 3.2. No obstante la

expresión para TD(3.32) no contiene un limite

inferior. También es claro que la dependencia cuadratica con la distancia no puede mantenerse para

separaciones arbitrariamente grandes. _\'la tasa de decoberencia debiera acercarse asintóticamenhx

a algun valor limite. saturando. Este efecto de saturación a grandes distancias ha sido comprobada
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en modelos de entorno formados por campos escalares cuanticos (Anglin et al.. 1997: Paz et al..

2001).

3.5.3 Criterio de Predictibilidad

La consecuencia mas importante del proceso de decoberencia es la selección, inducida por el

entorno, de un conjunto de estados estados punteros. que resultan ser los menos afectados por la

interacción con el entorno. Estos estados pueden obtenerse empleando un criterio de predictib'ililllul

sistemático (Zurek, 1993: Zurek et al., 1993). cuya idea basica es la siguientes para encontrar los

estados punteros se deben considerar todos los estados puros posibles del sistema y calcular la

entropía asociada con su matriz densidad reducida luego de cierto tiempo f. Los estados punteros

seran los que minimicen la producción de entropía.

Este criterio puede aplicarse a los modelos de medición cuántica del Capítulo anterior. para

los cuales el Hamiltoniano del sistema puede ser completamente despreciado. En tales casos los

estados punteros están asociados directamente con los autoestados del Hamiltoniano de interacción

ya que, debido a su estructura, éste conmuta con el observablc puntero. En situaciones más

realistas donde el Hamiltoniano del sistema no es despreciable los estados punteros no serán

seleccionados solamente por el Hamiltoniano de interacción sino por el efecto combinado de éste

con el Hamiltoniano propio del sistema. El mejor ejemplo donde podemos calcular estos estados

punteros es el modelo de Movimiento Browniano Cuántico de la Sección 3.2.

Para encontrar los estados punteros debemos minimizar la producción de entropía a cierto

tiempo. variando sobre estos tiempos para encontrar una respuesta estable. Sin embargo es más

simple estudiar la evolución de la pureza del sistema E = T'r/í" que emplear la entropía de von

Neumann,. Esta cantidad es igual a uno para estados puros _\'decrece cuando el estado del
sistema se entrelaza en un estado mixto como resultado de. la (revolución. La ecuación maestra

(3.22) permite escribir una ecuación de evolución para fi en e] límite de altas temperaturas y

entornos ómicos. Sólo los terminos (lifusivo y disipativo generan cambios en la entropía o en la

pureza pues términos (le la forma j) = [Ó.p] no alteran las (-Ktuacionesdebido a la propiedad cíclica
de la traza. Entonces

5' = 2a, e - 4D Tel-(¡FJI! —¡it-,rr). (3.30)

v . . . -) . . , . . . . ,
Si suponemos que el estado nncial es puro (p' = p) y desprecíamos el electo del termino de lriccion

en comparación con el termino difusivo. se encuentra que para estados iniciales puros

' _ .'—’\ .. '—’ . . ...E- —4D ,v- (3.3!)

Así entonces la pérdida de pureza es mínima para estados perfectamente localizados El termino
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disipativo en la ecuación (3.36) eausa. a tiempos tempranos _vpara estados mu_vlocalizados. un

crecimiento no físieo de la pureza por eneima de la unidad. Esto sueede en tiempos muv ('ot'tos.

tnenores o del orden de la inversa de la lreeueneia de (-orte“a. donde la eeuaeion maestra en el limite

de altas temperaturas tiene un eom]iortamiento anómalo esencialmente no físieo (l'urub. ION):

Anglin et al.. 1997). que esta íntimamente relacionado (-onel lieelio de que la eeuaeion maestra no

posee la forma de Lindblad. que preserva la positividad de la matriz densidad (Lindblad. lSJTU).

Para un oseilador armónieo de masa .ll v freeueneia S! los estados punteros relevantes para la

dinamica pueden encontrarse eonsiderando la perdida de pureza sobre un período del oseilador

Ap"
A5 = -20 (A13+ WS“ ). (3.35)

donde AJ‘ v A]; son las dispersiones del estado inicial en posición _vmomento res]wetivamente.

Para minimizar la pureza debemos variar sobre todos los estados iniciales posibles. Esto puede

lograrse facilmente. variando sobre todos los valores de la dispersión inieial tanto en momento

eomo en posieión de t.al manera que el lado dereelio de esta eeuaeion sea mínimo. (‘omo la

relaeión ALA]; Z Ii/2 debe satisfaeerse siempre. ('laramente el minimo se obtiene euando el estado

es de mínima ineerteza. De la eeuaeión resultante obtenemos los estados ptmteros eomo aquellos

que tengan Ar" = Ïi/2MS2 v Ap")= ¡UIQ/2. Asi los estados punteros son simplemente rshulos

("o/¡(rn'nfesmn interina. míninm. Este resultado no es sorprendente. despues de todo los estados

eolierentes son los estados mas eereamos a pttntos en el espaeio de fases. Estos estados son los

estados punteros de Movimiento Brotvniano Cuautieo pues son los mas robustos v resultan ser

los mas resistentes a la aeeión eombinada del sistema _vel entorno. Estan bien loealizados en

posieión _vpor eonsiguiente no seran perturbados signifieativamente por el entorno mouitoreando

su posieion. Ademas. la rotaeión indueida por el Hamiltoniano propio del sistema transforma la

prefereneia de estados localizados en posieión en prel'ereneia de estados loealizados en el espario
de fases.

Existe tambien un tereer regimen en donde la evolucion del entorno es mu_vlenta eomparada

eon las escalas dinamieas del sistema. ('ttando este es el ('aso es posible most rar (¡ue los est ados

punteros son simplemente los autoestados de energía del Hamiltouiano del sistema. aunque para

este regimen no es posible emplear el modelo lineal de 1\Iovimiento Browniano ('uantit-o pues.

(-omo la eeuaeión maestra en este limite tiene eoefieieutes oseilatorios. que no poseen signos bien

definidos. el eriterio de 7)!‘('(ÍÍ(:fiÍ)i/irlm/no provee ttn eonjunto robusto de estados en este ('as‘n.

Sin embargo puede examinarse este regimen usando un argumento mu_vsimple basado eu la

solución de la eeuaeión de Selu'odinger para el sistema total. tratando al entorno adiabatieamente.

Supongamos que el estado inieial del sistema ('ompuesto es ¡\II(U))= 4-“, ;(., . donde los

estados Io,) son autoestados de energía no degenerados del sistema. (-on energias diferentes E,.
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y Im) es un estado del entorno que, por simplicidad. consideraremos coherente. La ecuación de

Scln'ódinger para el sistema conjunto puede resolverse en la aproximación adiabática, obteniendo

|\II(t)) = zi ciexp(-1.E¡t/ïi)|d)¡) (¿C|€,-(t)), donde el estado |€,-(t)) que esta correlacionado con el

i-ésimo autoestado de energia del sistema, obedece la ecuación de Scliródinger

7h lei) = (CthnuIOz) I‘i) - (3.39)

En esta ecuación el operador ((D¡IH¿,,¿|d),)actúa sobre el espacio de Hilbert del entorno y depende

paramétricamente de los autoestados de energía del sistema. Si HM = S >iE. donde el operador

S actúa sobre el espacio de Hilbert del sistema y el operador E actúa sobre el espacio (le Hilbert

del entorno como un generador de traslación (como por ejemplo el operador momento), y como el

estado inicial del entorno es coherente, la solución de (3.39) será simplemente |e¡(t)) = Im + Süt)

donde Si,- = (óilSIqbi) 760. Entonces el producto interno (e¡(t)|cj(t)) z exp(-t2(S¡-¡ —.S'J-_.,-)2ñ2).Y

de esta manera superposiciones de autoestados (le energía serán degradados mientras estados de

autoenergía puros permanecerán inalterados, es decir, los autoestados de energía son los estados

punteros seleccionados. Este resultado tampoco es sorprendente, puesto que siendo el entorno

muy lento no alcanza a reaccionar antes de que el sistema evolucione y por consiguiente solamente

puede monitorear observables promediados en el tiempo. La energía es el único observable que no

promedia a cero _vpor consiguiente es el estado puntero que emerge naturalmente en este caso.

Hemos visto en este Capítulo cómo la interacción con el entorno permite la emergencia de es­

tados clásicos permitidos en el límite macroscópico. La decoherencia de estados con interferencia

nos conduce a puntos en el espacio de fases. La evolución de estos estados casi-clasicos debiera

conducirnos a las nociones de trayectorias y a la dinámica clasica. Sin el monitoreo continuo

del entorno los síntomas de pérdida de correspondencia se observan también en las discrepancias

entre las evoluciones temporales de observables dinámicos o, más drásticamente, en sus funcio­

nes de distribución. Para sistemas integrables como los desciptos en este Capítulo, la ruptura

de correspondencia ocurre muy lentamente _\'no representa entonces un problema en el límite

macroscópico. Sin embargo. en sistemas cuyos análogos clasicos son caóticos. la desviación del

comportamiento cuántico respecto del clásico ocurre muy rápidamente y la decoherencia resulta

esencial para el restablecimiento de la correspondencia. Nos ocuparemos (le estos problemas en

los siguientes capítulos.





Capítulo 4

Sistemas aislados: Ruptura de la
correspondencia

El estudio de la correspondencia entre las Teorías Cuántica y Clasica prest-rnta un aspecto que

no esta motivado por el problema (le. la medición _\'que genera interesantes lllt(€l'l'(){.’,'ullt(-EH.Ya

A. Einstein, al tratar en el año 1917 la cuantificación (le sistemas integrables anticipó que el mo­

vimiento caótico presenta ttn desafío para la corres])0n(len(:ia cuantico—clasica (Einstein. 1917).

Recién mu_\'posteriormente. cuando el alcance de las prediccioiu-s (le la mecanica clasica caótica

fue comprendido en su totalidad. la naturaleza de tal desafío salió a la luz. Los estudios sobre

la t-orrespon(lencia cuantico-clasica lian mostrado que en sistemas cuyos análogos clasicos son

caóticos la ruptura de la ctu'respondencia ocurre en tiempos muy cortos. ya que este depende sólo

lt>garítmicainentede de la constante (le Planck ñ y no según una ley de potencias como en el caso

de sistemas integrables (Berry et al.. 1979). En este Capítulo analizaremos las razones de esta vio­

lación al Principio de Corres]>ondencia. ejeniplificandolas en la Seccion 4.3 con estudios nuinericos

realizados sobre un pozo doble sujeto a una ])(-'l‘ïlll'l)2l('lólltemporal armónica. Entendiendo las

razones de la perdida de la correspor¡dencia (-‘ll('()llïl'ill‘(-‘.1110.\'como esta puede l'(‘Sï¡ll)l('('t-‘l‘.\‘(‘2las

(-vstructuras que las funciones de distribución clasica _\'cuantica son capaces de generar poseen

(-aracteristicas muy diferentes. A nivel clásico. estas pueden ser tan pequeñas como se quiera. Sin

embargo. en la evolución cuántica existe un límite por debajo del cual un sistema no presenta

(-‘Sil'lK'i’lll‘flen el espacio de fases. Para sistemas macroscópicos el tamano de esta estructura es

típicamente sub-Plancha"n y determina la sensibilidad de los sistemas cuanticos a perttn'baciones

externas. A su vez. esta sensibilidad es relevante en el proceso de decolierencia que permitira el

restableciniiento de la corres])ondencia.
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4.1 Ruptura de la correspondencia

4.1.1 Argumentos heurísticos

La dinamica clasica caótica esta caracterizada por divergencia exponencial de sus trayectorias.

mientras la conservación del volumen en el espacio de fases para una evolución Hamiltoniana

implica que la divergencia exponencial en alguna dirección inestable del espacio de fases debe

estar balanceada por una Convergencia exponencial de las Tl'il)'(“('ï()l‘lil>'en la dirección estable

com]ilementaria'. Como consecuencia. la función de distribucicm de probabilidades clasica que

describe la evolución del sistema se deforumra rapida _vdrásticamente haciendose delgada en la

dirección estable correspondiente a. por ejemplo momento. v desarrollando estructura en escalas
del tamano de

Ap“) = Apnexpt-M). (-1.1)

Apu es la extensión en momento de la función de distribución de probabilidades inicial _v/\ el expo­

nente de Lvapunov relevante que determina la tasa de contracción de la misma. Simultaneainente.

en la dirección inestable del espacio de fases. la posición se deslocaliza. Como la mecanica clasica

permite la determinación simultanea de observables conjugados —es decir. que no comnutan

con infinita precisión. un análisis clasico permitiría calcular la extensión de la distribución en la

dirección de posición a partir de su extensión inicial Ar“ como A:r(f) = Arnexpüf). hasta que

esta se vea confinada por el potencial v comience a plegarse. Sin embargo. en un analisis cuántico

esto no esta permitido. El principio de inderminación de Heisemberg pone un límite a la precisión

con que pueden determinarse simultaneamente dos observables conjugados. Así. un paquete de

onda cuva función de distribución se contraiga según la ecuación (4.1). resultara colierente sobre

distancias [(f) que pueden deducirse del principio de Heisemlwrg.

I(f) 2 (h/Apulexpt/V). (-1.2)

La perdida de correslmndencia entre las evoluciones clasica v cuántica puede entenderse de dos

maneras c(unplementarias: una de ellas es consecuencia de la contracción en la dirección estable.

que fuerza al sistema caótico a explorar el regimen cuanlico: la otra es resultado de la divergencia

exponencial en la dirección inestable. que conduce a la extensión coherente de la función (le
distribución sobre distancias del orden del tamaño del sistema.

'l.as tasas de expansión _vcontracción estan dadas por exponentes de Lvapunov ,\, positivos v negativos. res­

peclivanu-nle. l’ara evolución l'lamilloniana. estos deben slunar cero debido a la conservación de \'ulllll|(‘ll. TIM/n

punto del espacio de fases caótico (le un sislenia l'lalnilloniano es liipel'bólico. es decir. sus exponentes de l.vapunov

aparecen de a pares :/\,.
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Analizaremos primero la última razón, dejando la primera para la próxima subsección. Que

un paquete de ondas se extienda coherentemente cubriendo grandes regiones del espacio de fases

conduce inevitablemente a una pérdida de correspondencia: la evolución clasica idealiza puntos en

el espacio de fases, sobre los cuales actúa una fuerza dada por el gradiente a, V(:1:)del potencial

V(.r) evaluada en ese punto. Pero el paquete de ondas puede extenderse (:oherentemente sobre

regiones donde el potencial deja de ser lineal. y dentro de las cuales el gradiente del potencial

cambia significativamente. La escala de no linealidad del potencial x puede ser estimada equi­

parando la fuerza clásica (01V) con el término de mayor orden en las contribuciones no lineales

al potencial (82V), es decir x = «¿V/(92V. Por ejemplo, para el potencial gravitatorio x N L

donde L es el tamaño del sistema, que puede ser el radio de la órbita de un planeta. Cuando la

longitud de coherencia del paquete de onda alcanza la escala de no linealidad

l z x, (4.3)

el efecto de la energía potencial sobre el movimiento no puede continuar representándose por

la expresión clásica de fuerza, F (1:) = —ÜIV(.1'),puesto que ni siquiera está claro dónde debe

evaluarse el gradiente para una función de onda deslocalizada (Zurek et al., 1994; Zurek et al.,

1995). Como consecuencia, de la ecuación (4.3) se concluye que, luego de un tiempo dado por

A

t, =A-lh, , (4.4)1.

las predicciones que siguen de la evolución cuántica diferirán de sus correspondientes clásicas. Este

tiempo th se denomina tiempo de Elirenfest: es el tiempo hasta el cual un sistema cuántico que

comenzó su evolución en un estado gaussiano bien localizado continuara estandolo suficientemente,

(le manera que las correcciones cuánticas a las ecuaciones de movimiento que gobiernan sus valores

medios sean despreciablesl. Pero los síntomas (lc discrepancia no aparecen solamente a nivel de

los valores medios. Para tiempos mayores a th la combinación de caos clásico y el principio (le

incerteza hacen en.principio imposible el empleo del concepto (le trayectoria. Un sistema caótico

que ocupe inicialmente un volumen de tamaño del orden de h (le manera regular, luego (le un

tiempo th habrá evolucionado de una manera posiblemente muy complicada, a una función de

onda cuya envolvente se extenderá a todo el espacio de fases disponible y cuyas dimensiones son

comparables al tamaño del sistema. De esta manera la función de distribución resultante será muy

diferente de su correspondiente clásica, tal como muestra la Figura 4.1. El tiempo (le Ehrenfest

th define el horizonte de predictibilidad cuántica. más allá del cual hacer algún tipo de predicción

es, en principio, imposible.

'Las correcciones cuánticas dependen de las derivadas (le orden mayor a tres (le la función (le distribución respecto

(le p. Si el estado se deforma, pero continúa localizado y suficientemente suave. estas derivadas serán (lespreciables.
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t>tn

Figura 4.1: Funciones de distribución clásica (izquierda) y cuántica (derecha) para el sistema caótico
de la Sección 4.3 a t > th. Mientras la distribución cuántica presenta fuertes efectos de interferencia,
signo de la coherencia a grandes distancias característica de la evolución unitaria, en la distribución
clásica estos efectos están ausentes.

La expresion (4.4) es válida para sistemas caóticos; su dependencia logarímica con h resulta

de la sensibilidad exponencial en la evolución. En ausencia de inestabilidad exponencial, es decir

cuando /\ = O, la divergencia de trayectorias es típicamente polinómica, lo que conduce a una

relación también polinómica para el tiempo de Ehrenfest: th N (A/ñ)°‘, donde A es la acción

clásica del sistema. De esta manera, sistemas macroscópicos integrables (A >> h) seguirán una

evolución clásica por tiempos muy largos, siempre que estén bien localizados inicialmente. En

el límite h —>O, th también se hace infinito para sistemas caóticos, pero mucho más lentamente

debido al comportamiento logaritmico. Como veremos, esta lentitud causa inconvenientes en el

contexto del problema de la correspondencia cuántico-clasica.

4.1.2 Argumentos cuánticos

Los argumentos presentados en la subsección anterior pueden parecer inconsistentes, puesto que

el principio de indeterminación de Heisemberg no puede ser aplicado a sistemas que son clásicos.

Sin embargo un análisis completamente cuántico muestra que estos argumentos son esencialmente

correctos. Aún sistemas ostensiblemente clásicos deben respetar el principio de Heisemberg, pues
éstos son últimamente cuánticos.

La ruptura del Principio de Correspondencia puede ser estudiada más rigurosamente recurrien­

do a la representación de Wigner del estado cuántico de un sistema (Zurek, 1998). La ecuación

de evolución de la función de Wigner se obtiene tomando la transformada de Wigner (ver ecua­

ción (3.12)) de la ecuación de von Neumann, o equivalentemente de la ecuación de Schródinger.

Cuando el potencial V es analítico puede realizarse una expansión en términos de la constante de
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Planck y la ecuación de Schródinger en esta representación resulta

W = {Hs‘ n'}p3 + Z ——Ï'2"(_1)"02"“i/(q-)¡)2"+'n*(q- 4) (4 r)
.. ">l 22"(2”+ 1)! I . I, ..¡ . .o

donde H5 = 772/2771+ V es el Hamiltoniano del sistema. El primer término del lado derecho (le la

ecuación (4.5) es el corchetc de Poisson que gobierna la evolución Liuovilleana clasica del sistema.

Los siguientes son los términos de corrección cuántica, que serán despreciables cuando H'(:r, p)

sea una función razonablemente suave de p, es decir, cuando las derivadas de orden mayor que

tres (le W con respecto a 7)sean pequeñas.

Sin embargo. para sistemas caóticos la evolución cuántica de una función de distribución

inicialmente suave puede conducir rápidamente a la pérdida de la correspomlencia debido a (los

aspectos del mismo problema: la contracción y el plegan'iiento de la función (le distribución. Por un

lado, la presencia mera del corchete de Poisson predice que, en sistemas caóticos, las derivadas (le

la función de Wigner van a crecer exponencialmente como resultado de su contracción en momento,

ecuación (4.1). De esta manera, los términos en derivadas n-ésimas de la función de Wigner son

de la forma agw N Ap’" W con Ap dado por la ecuación (4.1). Así, las correcciones cuánticas
serán importantes luego de un tiempo tr, que puede ser estimado comparando la magnitud de las

correcciones no-lineales con la contribución del corchete de Poisson a la ecuación (4.5). Teniendo

en cuenta la definición para x de la sección anterior, se obtiene exactamente la ecuación (4.4) para

el tiempo de Ehrenfest. Luego de este tiempo th las correcciones cuanticas seran comparables al

primer término del lado derecho de (4.5) y entonces el corchete de Poisson ya no sera suficiente

para aproximar la evolución. Por otro lado, luego del tiempo tr, la función (le.distribución se

habra extendido sobre distancias del orden del tamaño del sistema, de acuerdo con la ecuación

(4.2) y comenzará entonces a plegarse sobre si misma. Es decir, la evolución cuántica de un

sistema caótico confinado en el espacio de fases. genera en forma dinámica estados del tipo Gato

(le Schródingcr. Estos estados son flagrantemente iio-clasicos. Un ejemplo simple de.estos estados

fue. presentado en el Capítulo anterior: la superposición (le dos estados gaussianos localizados

separados una distancia AJ: presenta términos clasicos y términos de interferencia cuya longitud

(le. onda es inversan‘iente proporcional a la separación (le los primeros. 6p w fit/Am. tal como

muestran las Figuras 3.1 y 3.2. Los estados coherentes forman una base sobre-completa (lel

espacio (le Hilbert, de manera que un estado puro puede representarse como una superposicicni de

los mismos. De esta manera pares de estados coherentes que contribuyen a la (lescompisición del

estado puro separados una distancia A12producen interferencias cuanticas cuya longitud de onda

característica es pequeña (6p N h/Am). La presencia de estas interferencias coherentes hace que.

H" deje de ser suave y entonces las derivadas (le la función de VVignerpresentes cn las correcciones
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cuanticas de la ecuación (4.5) crecen ctmsiderablemente. ahora por otros motivos. Esto tambien

conduce a la perdida de correspmtdencia.

4.1.3 Inestabilidad en sistemas macroscópicos

Podría argumentarse que sistemas realmente niacroscópict)s. tal como nos lo indica la experiencia
diaria. estan fuera del alcance de la dinamica cuántica. Por otro lado. nmclias veces. a l'alta de tm

criterio mejor que defina el posible borde entre los mundos clasico y cuantico se lia identificado

lo maerosuípico con lo clasico. Sin embargo. si el sistema macroscopico considerado presenta un

colnportamiento caótico. esta identificaciem es incorrecta.

Consideremos un objeto obviamente macroscópico _\'analicemos cuan rapidamente pttede el

mismo caer en un régimen cuántico. Hyperion. una de las lunas de Saturno tiene a]n'oxinmdamen­

te la forma de un elipsoide alargado. La interaccíem entre el momento euadrupolar de su campo

gravitatorio lv las mareas del campo gravitatorio de Saturno conduce a una oscilación caótica

que resulta en una divergencia exponencial de las posibles orientaciones de su eje en una escala

temporal de a]n'oximadamente el doble de su período orbital de 21(lías (“'isdom. 196-5). lla)"

tambien numerosos ejemplos de caos en el cinturón de asteroides (como el caso de ('liiron). con

inestabilidades exponenciales en sus órbitas del orden de unos l()().()(l()anos(Wisdom. 1985). Es­

timaciones del tiempo de Elu'enfest para un sistema como Hyperion ptteden realizarse facilmente

empleando la relación t,. = A" ln(LI"/ï¡) = A“ ln(.4/Ït) (Berry et al.. 1975)).donde L ,\' I" repre­

sentan el tamaño del espacio de fases en posición _\'momento respecti\'amente. mientras A N LP

es la acción del sistema. Esta expresion es mas conveniente que la (¡txpresión (—l.-l)debido a su

insensibilidad a las condiciones iniciales. De todas maneras. como L N \ _\'P > Ap“ resulta

f,. > I,,. siendo entonces f,. una cota superior del tiempo de Eln'eul'est. I’na estimación exagerada

de la accion clasica de Hyperion puede obtenerse de su energía de enlace El; y su tiempo orbital

f“: .-l/ÍI 2 Emo/TI 2: 1077.que es por supuestoenorme. Sin embargo. en el calculo de I, hay ttn

logaritmo. y así el tiempo de Eln'enl'est estimado es S()l'])l'(‘ll(l(‘l)l’(‘lll(‘llr(‘corto. I'll/W"'"" -l'_)(lí:ts

ln(l()77) 2 '2()años. La combinacit'm de las dinamicas caótica _\'cuantica predice que luego de

tan solo 20 años Hyperion se encontraría en una superposicit'm coherente de orientm-iones ma­

eroscó])icamente diferentes” Algunos estudios (?: Sussman et al.. 1992) nmestran indicios de que

aún el sistema solar como un todo es caóticameute inestable. siendo el exponente de L_\'apuno\'

que determina la tasa de divergencia de tren'ectorias vecinas en el espacio de fases. del orden de

A= 3.5 x 10‘“ años". Al'ortunadainet¡te _\'de acuerdo con la abrumadora evidencia experimental

disponible. es muy probable que tal inestabilidad no altere de manera crucial propiedades de las

órbitas de los planetas. tales como su distancia media al sol. aunque sus excentricitlades podrían

no estar tan a salvo de posibles alteraciones (Sussman et al.. 1992). Es mas bien la localización del
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planeta a lo largo de su órbita quien es exponencialmente susceptible a pequeñas perturbaciones.

Aunque las inestabilidades en estos sistemas tienen lugar en tiempos muy largos. en todos los

casos el tiempo de Ehrenfest estimado es definitivamente menor que la edad del sistema solar.

Estos ejemplos hacen evidente que el tamaño macroscópico de un sistema no es suficiente

para garantizar su clasicalidad. Así, la teoría cuántica implica que aún un sistema tan grande

como el sistema solar (o cualquier otro sistema caótico) es indeterminista cn principio, y no

simplemente caóticamente determinista: la predictibilidad clásica requiere, para sistemas caóticos,

condiciones iniciales de cada vez mayor precisión: este requerimiento es posible. en principio, en

mecánica clásica, pero, de acuerdo a la teoría cuántica, podría eventualmente violar el principio

de indeterminación de Heisemberg.

Un análisis cuántico (le la evolución de un objeto tan macroscópico como Hyper-ión fuerza

al mismo a existir en un estado no local. similar al del famoso ejemplo de Scliródinger. Pero

mientras en el caso del gato era posible suponer que el estado final superposición del gato vivo

y muerto podía ser evitado si el proceso de medida era cabalmente comprendido, esta forma (le

escapar al problema no es posible para el caso del sistema planetario. Si la evolución unitaria de

subsistemas cerrados del sistema solar fuese una descripción adecuada de su dinamica, los planetas

se encontrarían deslocalizados alrededor de sus órbitas y la dinamica planetaria ya no seguiría las

leyes de Newton. Sus componentes evolucionarían a estados altamente no clasicos simplemente

como resultado de su evolución dinámica (cuántica), y el proceso de medición no juega papel

alguno en la resolución (le la paradoja. Pero de alguna manera, afortunadamente, esto no es lo

que sucede. Los planetas se mueven siguiendo las leyes de Newton y mmca encontramos a algún

constituyente del sistema solar extendido a lo largo de su órbita. ¿Cual es. entonces. la solución

de esta paradoja. si se insiste en la validez universal de la Teoría Cuántica?

Así como la decoherencia inducida sobre el sistema por el entorno resuelve el problt-una de la

medición, veremos en el próximo Capítulo que el mismo fenómeno logra explicar la enterqcncia de

clasicalidad en sistemas caóticos. Es necesario y esencial entonces abrir al sistema _\'considerar

su interacción con otros sistemas (el entorno) para que estas descabelladas predicciones de la

mecánica cuántica para sistemas n'iacroscópicosdejen de molestarnos. La ecuación de Scln‘ódinger.

que gobierna la evolución de sistemas cuánticos cerrados. no puede aplicarse a sistemas abiertos

ni tampoco puede aplicarse tan inocentemente el principio de superposicicm. fuente y origen de

todos estos problemas.
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4.2 Estructuras a pequeña escala en el espacio de fases

Hay un aspecto de la dinamica cuántica que la diferencia de sti corres]>ondiente clasica mas alla de

su rol en la perdida de corresi>0ndencia. pues juega un papel decisivo en la determinación de la sen­

sibilidad de un sistema cuántico (o un entorno cuántico) a las l)(‘l'ïlll'l)il('l()ll(‘5v ctinst'cuentemente

es de suma importancia en el contexto de los procesos de decolierencia.

Tal como indica la ecuación (-1.1).la estructura que un sistema clasico caótico puede desarrollar

no tiene limite inferior. ¿Qué sucede con la estructura a pequeña escala en la versión cuaintica de

estos sisteu‘ias'.’En un sistema cuántico las estructuras mas pequeñas de la función de onda estan

determinadas por las frecut-mciasmas altas en el espacio de fases. Dada una energía finita (es

decir. frecuencia finita), la función de onda. y consiguientemente. la función de \\'igner asociada.

no podra alcanzar escalas tan pequeñas como las posibles para el sistema clasico. que decrecen

exponencialmente. Entonces. en un sistema cuántico debe existir una escala por debajo de la

cual no debiera haber estructura. Algunos autores lian conjeturado (Berr_vet al.. 1979) que la

estructura que la función de “'igner es capaz de desarrollar debe saturar. es decir. su contracción

debe detenerse a escalas del orden de la constante de Planck. Esta conjetura esta de acuerdo

con el principio de Heisemberg, y entonces usualmente se lia considerado que este implica que

estructuras en el espacio de fases asociadas con escalas sul)-leuzkimtus no existen o carecen de

significado físico. Si este fuese el caso. la función de “'igner debiera ser suave en escalas pequeñas

comparadas con fi.

Es evidente de la Figura -l.1 que. al menos en sistemas caóticos. pueden aparecer estructuras

a escalas sul)-Í’lunckiunus. Las mas pequeñas provienen de las interferencias _vsu origen puede

ilustrarse consideramlo nuevamente el estado tipo gain (lc Schrórlinycr de la Sección 3.23. El

termino ll)", N exp(—p"’(i'-’/Ïr"- ;'3,"(53)(:os(A:rp/Ïi) representa las interferencias entre los dos

paquetes gaussianos de anclio ó v tiene una frecuencia proporcional a la separación entre sus

picos. HP= Ar/ñ. Si un estado puro se representa como una superposición de estados coherentes.

las interferencias de menor longitud de onda surgen de pares de estados coherentes separados la

distancia maxima posible para el sistema en el espacio de fases. Asi. esperamos que las menores

escalas ocurran con longitudes de onda

lu_r= Íi/Ï’. (1,,= II L. (lb!

Entonces. en sistemas macroscópicos la estructura suh-Planck/mm aparecera a escalas asociadas

con la acción

Ii
extrjupzïi X—. (4.1)

.—l
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donde A es la acción clásica del sistema. que puede aproximarse como el producto de la extensión

de la envolvente de la función de VVigneren posición A37= L _\'momento Ap = P. A x L x P.

Estos valores de L y P están determinados a su vez por la energia E disponible y la forma

del potencial V(.1:). Es decir, P 5 v2mE y E —-V(1:) 2 0 determinan el soporte efectivo de la

distribución de probabilidades en el espacio de fases. Cálculos simples basados en la superposición

de cuatro gaussianas de ineerteza mínima llevan a los mismos resultados (Zurek. 2001). Estados

cuánticos ocupando un volumen A = LP en el espacio de fases pueden contener estructuras- en

su distribución de Wigner tan pequeñas como a. Estos estados surgen naturalmente: la evolución

llevará a casi cualquier sistema, con la notable excepción del oscilador armónico, a un estado del

tipo gato de Schró'dinger que inevitablemente. luego del tiempo que tome a la función de onda

extenderse sobre todo el espacio (le fases disponible. presentara un patrón de interferencias en una

escala dada por las ecuaciones (4.6) y (4.7). El tiempo que tarda el sistema en desarrollar esta

estructura es justamente el tiempo de Elirenfest dado por la expresión (4.4).

Esta escala a. en que la estructura satura puede. expresarse de una manera más sugestiva: el

número de estados ortogonales que pueden contenerse dentro de un volumen A del espacio de fases

es n. = A/ (21th). Es decir, a z ñ/n, donde n es la dimensión del espacio de Hilbert disponible.

De acuerdo con el principio de Heisemberg un sistema cuántico no puede estar localizado en

un volumen sub-Planckiano en el espacio de fases. De allí que uno se vea tentado a despreciar

escalas sub-Planckianas como irrelevantes aún si éstas aparecen en la distribución de Wigner. En

particular, si un estado no puede estar confinado por una medición a un volumen menor que

Ïl, entonces podría esperarse que no sea notablemente perturbado por desplazamientos mucho

menores que Esto no es así, como veremos en el próximo Capítulo. La escala a.<<ÏI juega un

papel fundamental en la determinación de la sensibilidad de sistemas cuánticos a perturbaciones;

desplazamientosen el espacio de fasesdel orden de ó N << sobre un estado con estructura

inavoritariamente en escalas del orden de a producirán un estado ortogonal al original (Peres.

1984: Peres, 1996). Esta sensibilidad a las perturbaciones, a su vez, determina el límite de la

eficiencia de la (lecoherencia (Karkuszewski et al.. 2001; Cuccietti et al.. 2003).

En el resto del presente Capítulo ilustrarenios a través (le estudios munóricos sobre un sistema

caótico particular cómo la evolución cuántica del mismo pierde rápidamente su corres]mndencia

clasica. tanto a niveles (le sus valores medios como también. y aún mas drasticanlente. en sus

funciones de distribución en el espacio de fases. Además, el mismo sistema servira para ilustrar

cómo la evolución cuántica rápidamente satura la estructura de la función de “Wagnera escalas
sub-Planckianas.
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4.3 Pozo doble con perturbación periódica: el sistema aislado

Aún cuando la mecanica cuántica predice que luego de un tiempo I,, la función de onda de

lll] sistema caótico se encuentra deslocalizada v la corres]iondencia con las predicciones clasicas

se pierden. es difícil encontrar a nuestro alrededor ejemplos de esta situación. Buscaremos al

analizar el ejemplo de esta Sección síntomas de pérdida de corres]>ondencia que sean factibles de

corroborar a traves de experimentos. Una de las formas de mas facil acceso experimental es la

comparación de valores medios. Tambien analizaremos las consecutmcias de la generación dinamica

de interferencias en la evolución cuántica. que conduce rapidamente a la formación (y sahtmción)

de estructuras en el espacio de fases de muy pequena escala. típicamente sul)-Pluntrlvirtnu.

Analizaremos la dinamica de una partícula cuántica aislada bajo la acción de un potencial de

pozo doble simétrico sujeto a una perturbación armónica. cuvo Hamiltoniauo es

¡,2 '2 ¡.1 . I

H_q(.t'.¡).t)= - BZ! + + F.t'co.s(..ut). (-1.6)

Este sistema no-lineal lia sido extensamente estudiado (Ileiclil et al.. 1984: Lin et al.. 1990: Lin

et, al.. 1992). A continuación detallamos someramente las características de su dinamica clasica.

discutin'ios la clase de condiciones iniciales que convienen a nuestros propósitos v finalmente men­

cionamos mu_vbrevemente los métodos en'ipleados en la resolución numérica de las ecuaciones de

Scliródinger v de Newton (una presentación mas exhaustiva de los mismos puede encontrarse en

el Apéndice A). Finalmente se presentan v discuten los resultados obtenidos numericamente.

Dinámica clásica

Cuando la perturbación armónica es nula. es decir F = (l. el sistema es integrable v exliibe el

espacio de fases generico de un sistema biestable. Tiene dos puntos fijos estables en .r = _L\/’Zi2B.-'l.

p = (l. con energía asociada E = -l()'B"’.4 v un punto fijo inestable en .'r = (l _v7)= (l. con E = t).

A partir de este último punto fijo la dinamica genera un toro denominado separatriz. pues divide

regiones del espacio de fases donde la partícula esta ligada a uno de los pozos (E < (l) de las

regiones donde la partícula se encuentra libre (E > (l). La presencia de la perturbación armónica

introduce un número infinito de zonas de resonancia primaria en el espacio de fases del sistema.

Los toros cerca de la separatriz del sistema integrable (E = (l) _\'los toros invariantes de l\'.¿\.\l

en la región entre resonancias son destruídos prt)gresivamente a medida que la amplitud F de

la perturbación crece. El espacio de fases del sistema comienza a verse caótico. presentando en

general una naturaleza mixta. como puede verse en la Figura 4.2 para dos conjuntos diferentes de

parametros del mismo. Las zonas alrededor de los dos puntos fijos estables v las cadenas de islas

resonantes forman regiones regulares del espacio de fases donde la dinamica del sistema es casi



4.3. Pozo doble con perturbación periódica: el sistema aislado 61

integrable. Los estratos caóticos entre regiones regulares se desarrollan a partir del entrelazado

liomoclínico, los intrincados entrelazamientos de los subespacios estable e inestable originados en

los puntos fijos hiperbólicos entre las islas resonantes o el punto fijo hiperbólico en el origen.

(b)

Figura 4.2: Espacio de fases estroboscópico del po­
zo doble (4.8) con parámetros (a) m = 1, B = 10,
A=1/32,F=1,w=5.35y(b)m=1,B=10,
A = 1/32, F = 10, tu = 6.07. Los bordes de las elipses
oscuras representan contornos de condiciones ini­
ciales gaussianas de mínima incerteza a 1/20 de su
máximo valor, centradas en mo= —3.7,po = 0, y con

varianzas A32 = .05, Ap = 1 sobre la isla regular a
la izquierda y 170= 1, po = 0, A12 = .05, A112= .05
sobre el mar caótico.

Condiciones iniciales

Para valores pequeños de la amplitud de la

perturbación. los estratos caóticos son tan del­

gados que sólo aquellos cercanos al punto fijo

inestable del sistema integrable pueden ser ob­

servados en el espacio de fases estroboscópico

del sistema. A medida que el valor de F cre­

ce, estas regiones caóticas incrementan su rele­

vancia mientras las islas resonantes de mayor

orden que las fundamentales (primarias) cer­

canas a los puntos fijos estables del sistema

integrable se hacen a su vez más y más pe­

queñas hasta ser casi invisibles. Para valores

grandes de F los diferentes estratos caóticos se

unifican en lo que se denomina el mar caótico;

las islas de estabilidad y las dos primeras islas
resonantes reducen su tamaño notablemente

(ver Figura 4.2b). En el estudio que sigue ele­

giremos los parámetros del sistema de manera

tal que o bien la mayoría del espacio de fases es

caótico, como en la Figura 4.2b, donde las is­

las de estabilidad alrededor de los puntos fijos

del sistema integrable se encuentran reducidas

a la invisibilidad y solamente se observan las

dos islas de resonancia primaria, o bien las re­

giones regulares coexisten con el mar caótico,

tal como se ve en la Figura 4.2a.

Dada la divergencia exponencial de trayectorias en sistemas caóticos, la comparación de predic­

ciones obtenidas a través de una sola trayectoria en el caso clasico y un paquete de ondas en el

cuántico, conducirá a una rapida pérdida de correspondencia. Pero el uso de una sola trayec­

toria es cuestionable. Los estados iniciales tanto clásico como cuántico debieran prepararse de
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manera que pueda accederse a ellos con mediciones que satisfagan el principio (le indeterminación

de Heisemberg. En particular. sería sensato comparar la evolución de una función de “'igner de

mínima incerteza con la evolución de una distribución de probabilidad clasica inicialmente idéntica

(Ballentine et al.. 1994: Miller et al., 1998).

Por otro lado. nos interesa concentrar la atención en la competencia entre dos efectos: la

generación dinámica de interferencias y destrucción por la decoherencia. Por esta razón estudia­

remos la evolución de nuestro sistema para condiciones iniciales muy simples - gaussianas - de

manera que estas no exhiban desde un comienzo efecto alguno de interferencia. Éstas surgirán
naturalmente a causa de la evolución cuántica del sistema.

Es nuestro propósito seguir la evolución de estados cuya distribución de “"igner inicial esta

totalmente contenida bien en alguna isla de regularidad o bien en el mar caótico. como se muestra

en la Figura 4.2a. pues, como ya mencionamos, la dinámica de estos estados es bien distinta. Este

requerimiento nos obliga a tomar un valor para T1suficientemente pequeño. ya que. por ejemplo.

para los parametros correspondientes a la Figura 4.2a, la isla más a la izquierda tiene un area

aproximada de .A = 677:si necesitamos estados bien localizados dentro de cada región (ya sea el

mar caótico o alguna isla de regularidad) necesitamos comparar éste area con la que ocupan las

elipses determinadas por los contornos de la función de “"igner digamos a 1/20 de su maximo

valor —el valor en el pico de la gaussiana- es decir A,. = 277ln(20)A1:Ap = 71n(2())f¡ (esta última

igualdad hace uso de Aerp = 71/2,pues estamos considerando estados iniciales puros. coherentes

y de mínima incerteza). Entonces. un valor razonable para h. que es el que elegimos para nuestros

calculos numéricos. es h = ().1 de manera que el area de la isla es cerca de 20 veces el tamaño del

estado inicial. Para los parámetros del sistema correspondientes a la Figura 4.2|). valores mayores

para ñ pueden también ser elegidos.

Métodos numéricos

La ecuación de Schródinger para este sistema fue resuelta utilizando dos metodos diferentes.

Primero. integramos esta ecuación por medio de un algoritmo iterativo que emplea un método

espectral de alta resolución (Feit et al.. 1982). que detallamos en el Apéndice A. Este algoritmo

tiene la ventaja conservar la unitaridad de la solución. propiedad importante a la hora de analizar

los efectos del entorno. pues los procesos que este induce son esencialmente iio-unitarios. De este

modo garantizamos que la pérdida de unitaridad no es debida a errores numéricos inherentes

al método empleado. Segundo, resolvimos la misma ecuación aplicando una tecnica numérica

basada en los estados de Floquet del sistema (Shirley, 1965). Este metodo consiste en encontrar

numéricamente los autoestados IW“) del operador de Floquet definido en la Sección 3.4.1, que

forman una base completa del espacio de. Hilbert del problema. Expandiendo el estado inicial
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en esta base, |\11(0))= zz=lcn|\110), la solución (le la ecuación de Scln'ódinger se hace trivial.

Ill/(0) = c" exp(—7.€,,t/ñ.)|\I'n(t)),donde en son las cuasienergíascorrespondientes al estado

de Floquet IW") (Milfeld et al., 1983). De esta manera. toda la dificultad del método queda

reducida al problema de encontrar los estados de Floqueti. Hemos empleado exitosamente este

método para algunos parámetros del sistema, pero no en todos los casos (le interés. En realidad,

la principal dificultad del método es el número n de estados que son necesarios para expandir con

precisión los estados iniciales elegidos. Este número crece rapidamente a medida que ÏI se hace

pequeño. Por ejemplo, para los parámetros de la Figura 4.2b. ,\' con fi = ().1. se necesitan más de

200 estados de Floquet para evolucionar un estado inicial gaussiano centrado en el mar caótico,

puestos que éstos se encuentran típicamente extendidos sobre todo el mar caótico.

A su vez, las ecuaciones de Newton fueron resueltas recurriendo a un algoritmo simpléctico

que permite la conservación del volumen en la evolución. Este algoritmo. descripto en detalle

en el Apéndice A, encuentra la solución a tiempo t iterativamente, con el consiguiente problema

de acumulación de error. De allí que la solución de las ecuaciones clásicas sean confiables sólo a

tiempos relativamente cortos.

En lo que sigue discutiremos soluciones típicas de la ecuación de Scliródinger para los estados
iniciales arriba indicados.

4.3.1 Estados iniciales en una isla regular

La serie temporal de los valores de expecta­

ción del observable posición :1:de la partícula, 4 _ i

tanto para la evolución clasica como cuántica (wm) A :1 \('¡Inlir'u

se muestra en la Figura 4.3. El estado ini- 2 ' ,1,\Q/.\V,{\\/ï ¿7‘ajax/cx}?
cial es una gaussiana centrada en 3:0 = —3.7. 0 r L i
p” = 0 y con a, = 0.05 y 0,, = 1, de manera

que (TJ-a,, = 71/2 con T1,= ().1 y corresponde a '2

la elipse izquierda en la Figura 4.2a. que (libu- 4
ja el contorno de la función de Wigner a 1/20 n > %

0 2 4 o s r/,- l()dcl máximo valor de la inisnia. Los valores

de expectación clásicos y cuanticos permane- Figura 4.3: Serie temporal de los valores de expec­

cen idénticos, dentro (le los errores numéricos ta°'°“ Clas'ms y cuant‘ms del Observable “7Para '05
, estados de la Figura4.2a.

de nuestros calculos, de acuerdo a resultados

previos (Lin et al., 1990; Lin et al., 1992: Berry et al., 1979). Para momentos de mayor orden de

los observables :r o p, diferentes condiciones iniciales inmersas dentro de las islas de estabilidad

o las resonantes y diferentes parámetros del sistema, se encontraron resultados similares. Estos
2Lo mismo ocurre cuando se está resolviendo la ecuación de Scliriidinger indepemdienle del tiempo. donde los

estados de Floquel no son otros que los autoestados dc energía del Hainilloniano.
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pueden entenderse como sigue: cuando el estado inicial se encuentra localizado dentro de una isla

regular. su descomposición en la base de estados de Floquet esta caracterizada por un número

pequeño de estados. en su mayoria localizados sobre la regiones regulares. Entonces sólo muy

pocas frecuencias entraran en juego en la dinámica v la serie temporal del valor (le expectación de

cualquier observable aparecera casi-periódica y regular. Mas aún. como los estados (le Floquet que

intervienen en la descomposición se encuentran localizados en toros integrables. la cuantización

EBK es posible y los valores de expectación clásicos v cuanticos se veran idénticos por largos

tiempos. La ruptura de la correspondencia se observará en tiempos inversamente proporcionales

a alguna potencia de Tr(Utermann et al.. 1994). lo cual es suficientemente lento como para no
causar dificultades con el límite clasico de la mecánica cuántica.

Sin embargo. como estados de Floquet localizados tienen su origen en la superposición de pares

casi degenerados relacionados por la simetría del Hamiltoniano. cada miembro del par con una

paridad diferente. la partícula cuántica eventualmente podra tunelear a traves del mar caótico

(Lin et al. 1990: Lin et al. 1992: Grossmann et al. 19925:Blinnel et al. 1991) hecho que esta

estrictamente prohibido para la partícula clasica. Las escalas temporales de tuneleo son muy largas

para los parámetros elegidos ( típicamente del orden de 50777100veces el periodo (le la perturbación

periódica). La acunnilación del error hace que una integración (le la ecuación de Scln'odinger por

un metodo iterativo cause problemas en este régimen de tiempos largos. donde lrav tuneleo. Sin

embargo. una solución basada en los estados de Floquet es mas conveniente ya que nos permite

conocer el estado a cualquier tiempo. siempre que lo hayamos calculado dentro del primer período

T de la perturbación periódica (Bliinlel et al. 1991: Dittricli et al.. 1993: 'lakaliaslri. 1969)

Aplicamos este metodo para varios conjuntos

(mm) de parametros del sistema. elegidos de manera

tal que el numero de estados de Floquet’ nece­

sarios para representar fielmente el espacio de

Hilbert del sistema se mantenga relativamen­

te bajo. pero que aun nos permita representar
estados bien localizados dentro de las islas re­

gulares. Uno de los conjuntos (le parametros

4o 8to2t/T usados con este proposito es: 'm = l. B = l().' - '-'") : : 4‘<_
Figura 4.4: Serie temporal de los valores de ex- A — l/¿w F “l-W ’“53 .‘ 7’ L El th"l
Pectación cuánticos (línea llena) y Clásicos (línea a cio de fases estroboscopict) correspt>n<liente a

trazos) de "' para un EStado m‘C‘allocallzado den' estos parametros es algo a medio camino entre
tro de una isla re ular ver el texto). , , _

g ( las Figuras 4.2a v 4.21). sm embargo el valor

usado de 71es diez veces mayor al valor empleado en los estados iniciales de la Figura 4.2a. Para
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estos parámetros, la Figura 4.4 muestra la evolución del valor de expectación de la posición, para

un estado inicial gaussiano, de incerteza mínima, localizado en la isla de regularidad a la izquierda,

centrado en x0 = —3.52,po = O, y con desviaciones A1: = .25 y Ap = 2. Este estado inicial pudo

ser expandido con sólo 20 estados de Floquet. Se observa claramente cómo el sistema tunelea

de una isla regular a la otra simétricamente relacionada (desviaciones del comportamiento clásico

se observan para tiempos bien por debajo del tiempo de tuneleo, que en este caso es del orden

de t = 567-). La evolución de las funciones de distribución clásicas y cuánticas se muestran en

10 t: 287' 10 t = 287

5 5 A '

O ‘ o , 4

._ v P.‘

-5 -5 g s

-1o —1o

-4 -2 O 2 4 -4 -2 0 2 4

lo t: 567- lo t = 567'

5 5

o Q o ¡_y
-5 -5

-1o '10

—4 —2 o 2 4 -4 -2 o 2 4

Figura 4.5: Funciones de distribución clásica (izquierda) y cuántica (derecha) para el caso de tuneleo.
Los parámetros son los mismos que los de la Figura4.4. Mientras la dinámica clásica prohibe el
tuneleo de la función de distribución de probabilidades, la correspondiente distribución clásica exhibe
este fenómeno claramente.

la Figura 4.5 para dos tiempos diferentes: iun tiempo a mitad de camino del tuneleo (t = 287),

donde la función de onda se encuentra completamente deslocalizada; y otro tiempo para el cual

el estado ha tuneleado a 1a isla regular a la derecha del espacio de fases (t = 567-). Nótese que

aunque el estado inicial tiene un pico dentro de la isla de más a la izquierda7 éste tiene una pro­

babilidad no nula de encontrarse en el mar caótico, debido al valor relativamente alto de ñ. Por

esta razón la cola de la distribución inicial gaussiana se extenderá sobre todo el mar caótico a

medida que transcurra el tiempo. Para el caso clásico este efecto no es muy importante puesto
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que este permanece dentro de la isla regular. Por el contrario. en la evolucit'mcuántica se observa

claratnente al paquete de onda ttmelear a través del mar caótico hacia la isla regular relacionada.
a la derecha.

4.3.2 Estados iniciales en el mar caótico

Valores medios

La dinamica caótica genera estructura muv fina en el espacio (le fases. tal como predice la ('(‘lliH'lÓll

(4.1) en el caso clasico. Aunque esta estructura es importante. frecuentemente es un síntoma de

perdida de corres])ondencia de mu_vdifícil acceso experimental directo _vse ve promediada a]

medir o calcular los valores medios de algún observable. Entonces podriamos esperar que. cuando

aparezcan efectos de interferencias. estos no influvau efectivamente en los valores medios _vlos

resultados cuanticos estén de acuerdo con los clasicos. Sin embargo. la ruptura de corres]mudettcia

tambien se observa en valores de expectacicm de observables que son suaves en el espacio de fases.

Para estados gaussianos inicialmente localizados dentro del mar caótico. como el correspon­

diente a la Figura 4.2a. el comportamiento es muy diferente al de un estado inicialmente localizado

en una región regular del espacio de fases. La Figura 4.3 muestra la serie temporal de los valores

de espectación clasicos _vcuánticos del ohservable posicion ct)t'resp()n(li(-!ntesa este estado inicial.

centrado en .ru = 1. pu = (l. _vcon desviaciones Ar" = .07)v Ap") = .05. Se observa que lllt'gu

de un tiempo mucho más corto que el correspondiente al caso regular. las discrepancias entre

las evoluciones clasicas v cuanticas se hacen evidentes. Para diferentes condiciones iniciales la

ruptura de la corresponde]¡cia ocurre a tiempos levemente distintos. Esto puede entenderse de

la siguiente manera: cada punto (.r.p) del espacio de fases es un ptutto lll])(‘l‘l)Óll('().con expo­

nentes de Lvapunov :t/\(:r.p) que difieren de un lugar a otro del mismo. Es decir. dependiendo

del lugar en donde este localizada la condición inicial. cu_vafunción de distribución es ll},(.r.p).

la distribución de exponentes de Lvapuno ' asociada sera diferente. Una estimación del llt'lllpu

f,, = Hua/,3) puede realizarse empleando el valor medio del exponente de L_vapunovpesado

sobre la condición inicial. :\ = _ft/;l'(l])ll'(¡(;l'.]))/\(:r.p),que lógicamente depende de la condición

inicial. Dado un conjunto de parametros para el sistema \ tendrá un valor fijo pero Ap“ tambien

depende de la condición inicial. Sin embargo. por estar dentro de un logaritmo. el valor estimado

de h, no es mu_vsensible a los cambios en el producto _vsi lo es a variaciones en el valor de

Á. Los exponentes de L_vapunov/\(.r.[)) fueron calculados empleando un metodo simplectim que

describimos en el Apéndice A. De todas maneras la ruptura de la correspomlencia ocurre. para

diferentes condiciones iniciales v varios conjuntos (le parametros del sistema. en tiempos muv cor­

tos. comparable en todos los casos con la escala dinámica T. Nuestros resultados son consistentes
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con una dependencia logaritmica de este tiempo ('(nl f1.

Es importante destacar que una rápida perdida de correspondericia es tambien posible en

sistemas integrables. pero sólo para condiciones iniciales muy especiales (como por ejemplo el

punto fijo liiperbólico presente en la versión integrable de nuestro sistema. ecuación (-1.3) con

F = 0. en a: = (l _\'p = (l). Por el contrario. en el caso caótico la pérdida de correspomlencia

es típica. Sucede luego de un tiempo muy corto (como muestra la Figura 4.3) para condiciones

iniciales genéricas.

Además de la marcada diferencia entre las predicciones cuanticas y clásicas se observa clara­

mente que el valor de expectación tiene un comportamiento mnclio más irregular que en el caso

integrable. Esto es lo esperado y, en el régimen cuántico. puede ser explicado: contrariameute

a lo que ocurre en el caso integrable o regular, el número de estados de Floquet necesarios para

expandir el estado inicial es bastante grande. Esto es así pues los estados de Floquet estan en su

inavoría extendidos sobre la totalidad del mar caótico, y por consiguiente para obtener un esta­

do gaussiano localizado se necesita la superposición de muchos estados de Floquet, en particular

en el límite semiclásico. De esta manera, la evolución de este estado inicial contendrá muchas

más frecuencias (unos cientos, típicamente), _\'la serie temporal del valor de expectación se vera

irregular.

Distribuciones: saturación de la estructura fina

La diferencia entre los valores de expectación cuánticos y clasicos es una consecuencia natural del

hecho de que al evolucionar la función de Wigner se liace cada vez mas y mas diferente de la

correspondiente distribución clásica. Esta situación se ilustra en la Figura 4.6 donde se.muestra

la evolución de la función de \Vig11erpara el estado inicial gaussiano localizado en el mar caótico

de la Figura 4.2a, comparándola con la correspondiente evolución de la distribución clasica, para

cuatro tiempos diferentes. Muy rápidamente, aún antes de que los valores de.expectación muestren

diferencia alguna, la distribución cuántica se ve afectada por efectos de interferencia a pequeña

escala, _\'evoluciona en una función de distribución claramente iio-clasica. Estos resultados estan

de acuerdo con resultados previos (Lin et al.. 1990: Lin et al.. 1992: Berry et al.. 1979: Habil) et

aL, 1998).

La dependencia temporal de la función de “"igner de la Figura 4.6 esta gobernada por la

ecuación (4.5). Tal como se discutió en las Secciones 4.1.1 y 4.1.2, cuando se. comienza con un

estado inicial gaussiano los términos de corrección cuántica, que contienen derivadas de alto orden

de la función de W'igner, serán inicialmente despreciables y la evolución inicialmente tenderá a

seguir un flujo Liouvilleano. es decir, seguirá las trayectorias clasicas. Esto es lo que se observa

tempranamente en la Figura 4.6, cuando las evoluciones de ambas distribuciones difieren sólo
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levemente. Luego, como todo punto del mar caótico es hiperbólico, la función de Wigner inicial­
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Figura 4.6: Funciones de distribución clásica (izquierda) y cuántica (derecha) para 4 tiempos dife­
rentes. Ya a tiempos tempranos (t < tn) se observan efectos de interferencia en la evolución cuántica,
pero luego de t N 27'éstas invaden la totalidad del espacio de fases y su longitud de onda llega a
escalas muy pequeñas, como se muestra en las figuras insertas en los diagramas a t = 2Ty t = 97',que
aumentan los diminutos rectángulos de área ñ dibujados sobre las funciones de Wigner.

mente regular se deformará, estirándose a lo largo del subespacio inestable y contrayéndose a lo

largo del estable, creciendo así sus derivadas y, consecuentemente, las correcciones cuánticas en la

ecuación (4.5). Además, como el movimiento está acotado, la función de Wigner eventualmente se

plegara surgiendo las interferencias y la estructura a pequeña escala. Estos efectos, contracción,

estiramiento y plegamiento de la función de distribución se observan claramente en la Figura. A

la izquierda, la evolución de la función de distribución de probabilidades clásica, se contrae, estira
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y pliega, pero no presenta interferencias, signo de la evolución cuántica. Éstas, evidentes aún a

tiempos menores que el tiempo de Ehrenfest, disminuyen su longitud de onda a medida que la

función de Wigner ocupa un volumen mayor del espacio de fases.

La escala temporal th para la cual las correcciones cuánticas entran en juego fue estimada en

la subsección anterior. En nuestras simulaciones numéricas verificamos que, luego de un tiempo

aproximadamente th z 0.57 para el conjunto de parámetros aquí considerado, la distribución

cuántica en el espacio de fases ya no se asemeja a la correspondiente distribución clásica y la

función de Wigner comienza a presentar efectos de interferencia. Para tiempos mayores a t z 27'

la función de Wigner invade la totalidad del espacio de fases disponible y las oscilaciones al­

canzan escalas muy pequeñas, de tamaño ap z 0.1 y az z 0.005, siendo el producto del orden

de a = amap Ra5 X 10-5 << 7L= 0.1. Los detalles incluídos en la Figura 4.6 a tiempos relevantes,

muestran el desarrollo de estructura a pequeña escala mencionado. Allí se muestra la distribución

de Wigner sobre una región de área h.

La Figura 4.7 muestra una secuencia de sectores de la función de Wigner de área ñ para tres

tiempos diferentes. Es claro que la estructura no es uniforme, como en el caso del ejemplo trivial

A,=0.l A¡:0.l A,:0.35

Figura 4.7: Sectores de la función de Wigner de área ñ para tres tiempos diferentes y en diferentes
regiones del espacio de fases. En el centro de cada región, marcado con una cruz, se indican las
coordenadas (334))del espacio de fases en donde se encuentra localizada esta porción de la función
de Wigner.
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de la superposición de dos gaussianas; regiones diferentes del espacio de fases presentarán, a un

dado tiempo, oscilaciones cuya longitud de onda puede ser muy diferente, tal como se ve en la

Figura 4.7 para t = 97'.

Típicamente la función de VVignerconstará de

dos partes, una mayoritariamente positiva que

refleja el comportamiento clásico de la función

de distribución, y otra que manifiesta la natu­
raleza cuántica de la evolución en donde es­

tarán presentes las interferencias con un com­

plejo patrón de frecuencias. Este patrón posee

una frecuencia que sera la máxima posible en

cada dirección y que indica la saturación de la

estructura en el espacio de fases. Las diferen­

tes regiones en que está dividida la función de

Wigner, y cuyas contribuciones a la hora de Figura 4.8: Función de Wígner para t = 2T. Sobre
_ la misma se marca en negro la región “clásica”.

calcular valores de expectac1ón de algún ob­

servable serán muy diferentes, se ilustran en la Figura 4.8. Como sera discutido en el Capítulo

siguiente, cada región posee una sensibilidad muy diferente a las perturbaciones.

La existencia de esta estructura sub-Planckiana en la función de W'igner no ha sido pre­

viamente observada y su relevancia ha sido notada sólo recientemente (Monteoliva et al., 2000;

Monteoliva et al., 2001; Karkuszewski et al., 2001; Cuccietti et al., 2003). La saturación de la

estructura desarrollada por la función de distribución a escalas sub-Planckianas es otra importan­

te caracteristica que distingue las dinámicas cuánticas y caóticas. En dinámica clásica caótica,

la estructura mas pequeña desarrollada por la función de distribución de probabilidades decrece

exponencialmente, de acuerdo con (4.1). La ecuación (4.7) tiene importantes consecuencias para

la decoherencia, puesto que el tamaño de las estructuras más pequeñas controla la sensibilidad a

las perturbaciones tanto en un sistema caótico como de un entorno caótico (Karkuszewski et al.,

2001). Como fue anticipado por Peres (Peres, 1996), los sistemas cuánticos son más sensibles a

las perturbaciones cuando sus contrapartes clásicos son caóticos que cuando éstos son regulares.

Sin embargo, contrastando con sistemas clásicos caóticos, los sistemas cuánticos no son exponen­

cialmente sensibles a perturbaciones infinitesimales, sino mas bien, la menor perturbación por la

que pueden ser afectados está determinada por a.



Capítulo 5

Decoherencia en sistemas caóticos

La decolierencia elimina toda superposición extravagante de estados del espacio de Hilbert de un

sistema, emergiendo en el proceso de selección inducida por el entorno nn conjunto privilegiado

de estados clásicamente permitidos, los estados punteros. Los casos en donde este proceso puede

ser estudiado analíticamente son pocos, como los sistemas de spines o los sistemas lineales. En

particular el Movimiento Browniano Cuántico permite mostrar cómo el antonio monitoreando al

sistema produce el deseado efecto de decoherencia que, en este contexto. es la eliminación de las

franjas de interferencias presentes en estados que inicialmente son del tipo Gato de Scln'ódinger.

Es decir, el estado inicial elegido para este análisis es un estado clásicamente prohibido. con el

cual claramente no es posible estudiar la correspondencia cuántico-clásica.

Cuando el sistema de interés es caótico es la propia dinámica quien genera. a partir de esta­

dos iniciales que pueden ser clásicos, estados deslocalizados _\'(lefinitivamentc iio-clásicos produ­

ciéndose la ruptura de la correspondencia en un tiempo del orden del tiempo de Ehrenfest th. Es

por esta razón que el estudio del fenómeno de la decoherencia en sistemas caóticos tiene particu­

lar interés: por un lado, salvo para condiciones iniciales especiales, un sistema lineal no genera

dinámicamente estados superposición (le estados clásicamente permitidos: por otro lado. en siste­

mas lineales estados iniciales genéricos pierden sn correspondericia clásica en tiempos muclio más

largos, demasiado como para que representen una real preocupaci(')n en el limite clásico. Hay. sin

embargo, una excepción a este último punto: en sistemas biestables (intt-sgrableso no) la dinámica

cuántica permite que un estado inicialmente localizado en las cercanías de nn punto fijo estable del

espacio de fases tunelee hacia el otro punto fijo estable, mientras que la dinámica clásica prohibe
este fenómeno.

En el presente Capítulo estudiaremos, fundamentalmente. el impacto de la decolierencia en sis­

temas cuyos análogos clásicos son caóticos. Cuando un sistema clásicamente caótico se encuentra

acoplado a un entorno, la decoherencia puede pensarse como el monitoreo, por parte del entorno,
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de algunos de los observables del primero. En este contexto las caracteristicas del fenomeno de

(l(-‘('()ll(!l'(‘ll('lilen sistemas caóticos pueden estudiarse empleando ecuaciones maestras. En la Sec­

ción 5.1 consideramos _vanalizamos ctialitativaniente un modelo de decolierencia que. a pesar de

su extrema simplicidad. captura la física relevante del lencnneno. De este analisis se desprende un

criterio para el restableciiniento de la correspondencia cnantico-—clasica_vsiniultaneaniente se hace

evidente que este restablecimiento tiene como precio la ll'l'(‘\'('l'Sll)lll(líl(lineludible del proceso. con

el consiguiente aumento de la entropía del sistema. En particular. este último fenomeno tiene

una característica muy especial cuando el sistema que pierde coherencia es caótico. que puede

emplearse para definir (:aOscuántico: la tasa de producción de entropía coincide con la tasa de

Kolmogorov-Sinai para sistemas clasicos. El análisis cualitativo es confirmado numeri<'¡unente en

la Sección 5.3 para un sistema particular. Luego. en la Sección 5.4 sobre este mismo sistema se
analiza numéricamente la influencia de la decoliereneia sobre el efecto túnel.

Por otro lado. en este Capítulo también estudiaremos la sensibilidad de un sistema cuántico

a las perturbaciones en el potencial. Nuestro interés en este tema reside en su conexion con los

procesos de (lt-'colierencia: cuando es el entorno de un sistema quien se comporta caóticainente.

su capacidad para causar decolrerencia sobre el mismo "esta determinada por la sensibilidad del

primero a las perturbaciones causadas por el segundo.

La relación entre la decolierencia v la sensibilidad de un sistema cuántico a las 1iertnrbaciones

puede entenderse facilmente con un ejemplo ilustrativo (Ix'arkuszewski et al.. 2001). Cuando un

sistema de dos estados inicialmente en un estado superposición de estados punteros {H}. |—)}

interactúa con un entorno generico E inicialmente en el estado pum |(Ï\. la evolución conjunta

sistennrentorno gobernada por el I‘Iainiltoniano H = H5 Ï-'15+ l'Fl-i-MH + lis"|—)(—|.conduce

al entrelazainiento de los estados de ambos subsistemas |\II(()))= (n|+) —ï.ii—)) lt} —- n[+)

|(,(i))+.í|—‘):-t lr- (1)) = “Its-5).donde los estados condicionales del entorno Ir:(f)) resultan de una

evolucion unitaria generada por Hg‘+ l El operador 15 _vlos proyectores actúan sobre el espacio

de Hilbert del sistema mientras H5 es el Hainiltoniano propio del entorno v lr}? son operadores

que actúan sobre el del entorno v representan el acoplamiento perturbativo sobre el estado del

spin. El estado del sistema S. inicialmente puro. se transformará eventualmente en una mete/u

de los estados punteros {l+). |—)} como resultado del monitoreo del entorno. El decaimiento

del producto interno (€?|(_) es un indicador de este proceso: una vez que el mismo se hace

despreciable. el estado del sistema S puede ser descripto en terminos de probabilidades clasicas en

vez de amplitudes cuánticas. Es entonces natural medir la efectividad de la decolierencia por la

magnitud [(5, |«_)|"’. Por otra parte. esta magnitud es tambien una medida de la sensibilidad del

entorno a las perturbaciones en (-‘Sfl‘c‘fllilrelación con la Fidelidad MU) definida en la Introducción

(Peres. 1925-1).Es importante destacar que si el estado inicial del entorno es una mezcla. la medida
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natural de la efectividad de la decoherencia difiere de la n'iencionada. Este punto sera discutido

con más detalle en el curso de este Capítulo.

En nuestros estudios hemos recurrido a una medida de la sensibilidad muy simple pero que

claramente captura la esencia del problema. Esta medida sera definida en la Sección 5.2. en donde

además discutiremos cualitativamente algunas de las características esperadas de esta función.

en particular la importancia del desarrollo de estructura sub-Planckiuna cn la función (lc distri­

bución del sistema para la determinación de la sensibilidad de un sistema cuántico. Más aún.

la naturaleza de las escalas temporales características de esta propiedad sera también analizada.

Nuestro análisis, corroborado posteriormente en la Sección 5.5 mediante estudios numéricos sobre

un sistema caótico particular, indican que los sistemas caóticos, debido a su extrema facilidad

para desarrollar tales estructuras de pequeña escala, son altamente sensibles a las perturbaciones.

Más aún, la escala temporal en que esto ocurre está relacionada con los exponentes de Lyapunov

del sistema clásico. Esta característica de los sistemas cuanticos caóticos. su capacidad para de­

sarrollar rápidamente estados extendidos sobre gran parte del espacio de fases disponible, liace

que sean muy eficientes a la hora de provocar pérdida de coherencia cuando actúan de entorno

de otro sistema cuántico. Sin embargo los modelos standard de decolierencia emplean osciladores

armónicos, tal como los modelos que hemos presentado en el Capítulo 3. Estos modelos lineales

de entorno corrigen esta deficiencia empleando muchos osciladores (infinitos) de manera tal que

cada uno es desplazado levemente por la interacción con el sistema.

5.1 Decoherencia y Caos

El problema que nos ocupa es la dinámica de un sistema cuya contraparte clasica es caótica.

descripto por un Hamiltoniano general Hs, que interactúa (lébilmente con un entorno modelado

por un conjunto infinito (le osciladores armónicos en equilibrio termico a tmnperatura T. Cuando

('i.)la interacción sistema-entorno es bilineal en operadores posición, los sistemas se encuentran

inicialmente desacoplados. (iii) la densidad espectral del entorno es ólnnica y (iv) considm‘amos

el limite de altas temperaturas, se obtiene una ecuación maestra muy sencilla. que ya hemos

discutido en la Sección 3.3 .\' que por comodidad reescribimos para futura referencia

‘- - (-1)"Ï'2" ¡(211+l) -('.’n+l) v -‘.’ ,- ­
w = {115.n }pB+Z ma, va” n +Dawn (0.1)n>l

Los términos disipativos estan ausentes pues limitaremos nuestro analisis a tiempos mucho menores

que los tiempos de relajación, del orden de N 7‘] (recordar que 1. — (l en el límite de altas

temperaturas aquí considerado). Este modelo. aún siendo muy simple. igualmente nos permitirá
realizar un estudio interesante del fenómeno de decolierencia.
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('on el objetivo de estudiar la correspomlencia cuantico-clasica. la evolucion del sistema

cuantico abierto debe compararse con la evoluchin clasica del mismo. l’ero la ecuación (23.1)

no puede ser comparada con la evolucion dictada por las ecuaciones de Newton del sistema. que

gobiernan la dinamica clasica del sistema aislado. En cambio. la mecanica estadistica clasica nos

provee de una ecuación de evolución correcta que tiene en cuenta los efectos del entorno sobre el
sistema

f). = {Hs- mp“ + Dig-3,1, (5.2)

donde _/',.(;r.p.r.) es la función de distribución de probabilidades clasica del sistema de interes. La

ecuación (5.2) es una ecuación de Fokker-Planck y coincide con la ecuación maestra (5.1) en el

límite fl — (l. cuando las correcciones cuanticas estan ausentes. Su dinamica es equivalente a la

ecuación de Langevin mzi"= —l"’(.‘r)+ FU). donde F(l) es un termino estocastico que representa

ruido blanco gaussiano.

5.1.1 Restablecimiento de la correspondencia: análisis cualitativo

Es instructivo analizar la ecuación maestra (5.1) de manera de tener una idea intuitiva de que

es lo que esta pasando con la dinamica de nuestro sistema. Cuando el termino de difusion esta

ausente. los estados simplemente obedecen la ecuación de Sclu'iidinger (4.5). Si el estado inicial

es suave. el término dominante en la ecuación (5.1) es el corclrete de Poisson _\'la dinamica sera

inicialmente idéntica a la correspondiente clasica (5.2) con D = (l. Como _\'afue discutido en la

Sección 4.1.2. la función de “'igner evolucionara inicialmente siguiendo la tra_\'ectorias no-lineales

clasicas. perdera su forma gaussiaua y desarrollara estructura cada vez mas fina mientras se pliega.

Si el estado inicial esta localizado en el mar caótico. esto sucede GX])()ll(-‘ll('l¡lllll(‘llí(‘rapido. Debido

a los efectos conjuntos del estiramiento _\'contracción de la función de Wigner en las direcciones

¡inestable _\'estable respectivamentc. y del plegamiento de la misma por ser acotada la region del

espacio de fases disponible para su expansión. los gradientes de la funcion de distribucion crecen y

las correcciones cuanticas presentes en la ecuación (5.1) se liacen importantes. de manera tal que

las discrepancias entre las predicciones cuauticas _\'clasicas comienzan a ser relevantes. 'l'ambien

comienzan a desarrollarse. simultaneamcnte. interferencias cuanticas entre porciones diferentes de

la función de onda. lo que genera oscilaciones en la funcion dc Wigner _\'consiguientenn-nte las

correcciones cuanticas en la ecuación maestra. tambien por este motivo. aumentan su importancia
relativa.

El termino (¡ue produce decolierencia en la ecuación (23.1)puede entenderse como el responsable

de dos efectos que estan lllÏ(‘l'l'("lil('l()llil(l()S.Por un lado. el termino de difusion tiende a disminuir

las oscilaciones en la función de “'igner. suprimiendo las interferencias cuanticas. Entonces. para
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este sistema, la decoherencia es la eliminación de las franjas de interferencia que son producidas

dinámicamente por las nolinealidades del potencial. Consecuentemente estados deslocalizados

como los gatos de Schródinger perderán su coherencia a gran escala. Una estimación de la escala

temporal que caracteriza la desaparición de las franjas de interferencias puede obtenerse a partir de

los resultados de la Sección 3.2 para el Movimiento Browniano Cuántico: franjas de interferencia

con un vector de onda característico (a lo largo del eje de momentos) kp, decaen exponencialmente

con una tasa dada por la ecuación (3.32), FD = 7'51 = Dkg. Un paquete de onda que se extienda
sobre distancias del orden de Ax, con partes que interfieran coherentemente, genera franjas de

interferencias con k = Ass/ñ. Concluímos entonces que FD = DAg/ÏL‘Q.Esta tasa de decoherencia

depende linealmente del coeficiente de difusión D. Cuando la función de Wigner se encuentra

coherentemente extendida sobre la totalidad del espacio de fases disponible, uno espera franjas

de interferencia con longitud de onda del orden de 71/L, donde L es el tamaño del sistema en

la dirección :1:*. La tasa a la cual estas interferencias desaparecen debido a la decoherencia es

entonces I‘L = DL2/ 712.Así, podemos derivar una condición que debe satisfacerse para que estas

interferencias sean destruidas eficientemente por el entorno: la tasa de destrucción FL, debe ser

más rápida que la de regeneración Qf fijada por la dinamica del sistema, y relacionada tanto con los

exponentes de Lyapunov como con la tasa de plegamiento de la función de Wigner. Entonces, si

of <<Pg, (5.3)

’/ las franjasde muypequeñaescalaseráneficientemen­
/ \r te destruidas y la función de Wigner permanecerá

\ esencialmente positiva.

X Sin embargo, la desaparición de las franjas de in­
\ terferencia no es la única consecuencia de la decohe­

rencia. Relacionado con este proceso hay una segundo

V <- efecto, también presente en la evolución clásica dic­

tada por la ecuación (5.2): mientras las franjas de

Figura 51: En presencia de decoherencia interferencia están siendo destruidas por la decohe­
la función de Wigner no puede contraerse rencia, el término de difusión tiende a extender las

Por debaJo de ‘70m eXtenderse wherente‘ regiones donde la función de Wigner es positiva. Es­
mente más allá de lCN h/ac. . . , . . ,

te efecto compite con su contracc1on en la direccmn

estable del espacio de fases, tal como se ilustra en la Figura 5.1, alcanzando un equilibrio cuando

se llega a un ancho crítico

ac = x/2D/A, (5.4)
*Estas franjas de interferencias son las responsables de la estructura sub-Planckiana mencionada en la Sección

4.3.2.
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por debajo del cual la función de W'igner no puede contraerse. (), equivalenitemente. la función de

Wiguer no puede extenderse col1erent(rtmentemas alla de 1,.N Ïi/(ï,..

Este ancho crítico se obtiene de un análisis cuidadoso de la ecuación maestra (5.1) para un

oscilador armónico invertido (Zurek et al., 1994) y coincide muy aproximadamente con la estima­

ción rapida que sigue de la ecuación (5.3), (If N /\ z D/UÏ = Fl!)de donde 0,. N t/D/A (Zurek

et al., 1995: Zurek et al., 1995b). Se ve aliora claramente cuando la evolución Liouvilleana clasica

generada por el corcliete de Poisson será una buena aproximack'm de la (woluck'mcuántica del sis­

tema abierto. El termino dominante de las correcciones cuanticas es comparable a la fuerza clásica

cuando %¿)Ï,ÏV(');ÍWz donde HIVUPIIVrepresenta la fuerza clasica en el corcliete de- , r

Poisson y x N «mV/¿23V es la escala de no-linealidad del potencial. Entonces las correcciones

cuanticas seran pequeñas cuando

xm. >> ñ, ó 1,,<< x. (5.5)

condición enteramente equivalente a la ecuación (5.3). En este caso la función de Wigner evo­

lucionará clásicamente siguiendo un flujo Liouvilleano mas efectos difusivos, ecuación (5.2), y la

correspondericia será restablecida. Este efecto puede entenderse como una consecuencia del prin­

cipio de incerteza de Heisemberg: el observable complementario al que esta siendo monitoreado

por el entorno resulta indeterminado y la función de Wigner se extenderá a lo largo de la direcci(')n

correspondiente en el espacio de fases. Cuando este proceso destruya las interfercmcias de longi­

tud de onda menor que (7,.o detenga la contracci(')n a escalas 03., coherencias a escalas mayores

que 1,.N ñ/m. habrán sido eliminadas y estados tipo gato de Scliródinger habran perdido su no

localidad típicamente cuántica.

Volviendo al ejemplo definitivamente macroscópico de la Sección 4.1 (Zurek, 2()()1b). un medio

muy rarificado (().l átomos/cm3, comparable a la densidad de los gases en la vecindad de planetas

masivos externos del sistema solar) a una temperatura de 100K (comparable con la temperatura en

superficie de los planetas mas grandes) sería suficiente para detener la deslocalización de Júpiter.

cuya inestabilidad caótica es del orden (le 4 10‘i años. El valor de lc resultante es del orden

de 1,.N 10’29cml. Así la decolierencia es extremadamente efectiva previniendo la extensión del

paquete de onda, y se verifica que le <<X N R por un margen enorme. De esta manera la paradoja

descripta en la Sección 4.1 no tiene posibilidad alguna de materializarse.

El ejen'iplo de caos cuántico en el sistema solar es una dramática demostración de la eficiencia

de la (lecolun'encia, pero sus consecuencias obviamente no estan restringidas a constituyentes del

sistema solar; en general todo sistema (cuántico) suficientemente macrosc(')picose vera forzado a

comportarse de acuerdo a las leyes de la Mecánica Clásica, como resultado de la selección inducida

)or el entorno. Este será el caso siem )re ( ue lc << a ( ue 1,. mede )ensarse como una medida. l
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de la resolución de las 'mediciones’ que el entorno lleva a cabo sobre el sistema.

Esta increíble eficiencia del entorno en el monitoreo y localización del estado de un objeto

cuántico macroscópico no es en realidad una sorpresa. Sabemos. por nuestra experiencia directa.

que los fotones son capaces de mantener un excelente registro de la localización de Júpiter. o de

cualquier otro cuerpo celeste. Esto debe ser así. puesto que obtenemos información visual acerca

del universo interceptando con nuestros ojos solamente una minúscula fracción dc la radiación

emitida o reflejada por el mismo.

La ecuación (5.5) establece un criterio simple para el restablecimiento de la correspondencia

cuántico-clásica. Pero lo más importante no es la existencia de un criterio sino la evidencia de

que el mismo proceso de decoherencia del que surgen los estados punteros de un aparato es el

responsable del restablecimiento de la correspondencia en procesos dinámicos.

5.1.2 Producción de entropía

La decoherencia es un fenómeno causado por el continuo monitoreo del entorno sobre el sistema,

que puede entenderse como un proceso de medición. Una medición involucra siempre transferencia

de información y la decoherencia no es una excepción, pues el entorno adquiere información sobre el

estado del sistema. Para un observador que ha medido el estado del sistema a t = () la información

que posee en un instante posterior está influida (en general, se vé disminuida) por la interacción

sistema-entorno. Cuando el observador y el entorno monitorean el mismo conjunto de observables,

la pérdida de información es mínima. Esta es la idea subyacente en el criterio de predictibilidad

de la Sección 3.5.3, una herramienta basada en el concepto de información que permite buscar los

estados punteros seleccionados por el entorno. Cuando, sin embargo, el observador y el entorno

monitorean observables diferentes (es decir. que no conmutan) el entorno seguira midiendo el

estado del sistema en la base de estados punteros y desde el punto de vista del observador. habra

pérdida de información. Esta pérdida puede analizarse de una manera muy simple calculando la

tasa de producción de entropía (le von Neumann. HVN = —T1'(plnp), donde p es el operador

densidad reducida del sistema. Un aumento de la entropía es un indicador de la irreversil)ilidad

del proceso que acompaña al restablecimiento de la correspondencia cuantico—clasicaen sistemas
caóticos.

Como se discute en (Zurek et al., 1994; Zurek et al.. 1995: Takahashi. 1989) y con detalle para

el Movimiento Browniano en la Sección 3.5.3, la tasa de producción de entropía distingue entre los

casos regular y caótico. Para estados regulares la decoherencia debiera producir entropía con una

tasa dependiente del coeficiente de difusión D, ecuación (3.37). Sin embargo. para estados caóticos

la tasa se hace independiente de D y es determinada por el exponente de Lyapunov del sistema.

El origen de esta independencia puede comprenderse empleando un argumento muy simple. La
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dinamica caótica expande a la función de Wigner exponenciahneirte rapido en la dirección inestable

del espacio de fases. Cuando la e\'olución es reversible este comporta]niento es contrarrestado

por la contracción de la función de “'ig‘ner en la direccicm complementaria. que corresponde a

exponentes de Lyapunov negativos. Ademas, el plegamiento de la función de distribución genera

interferencias. signo de coherencias cnanticas de largo alcance. Pero en presencia de la decoherem-ia

la contracción se detendrá en escalas 0,. w 2D/ /\ y la función de “'igner continuara su expansión

solamente a lo largo de la dirección inestable mient ‘as las interferencias son eliminadas. Es así que

durante este régimen el volumen cubierto por la función de Wigner crece exponencialmente con el

tiempo A(t) = arl(t) N (¡JI/Am exp(/\f) y como consecuencia. la entropía que es proporcional al

logaritmo del volumen A(t). crece linealmente con una tasa fijada por el exponente (le L_\'apnn()\'.

H N ,\.

Este resultado puede entenderse de una manera alternativa. Cuando la decoherencia restringe

la extensión coherente de un paquete de ondas a escalas 1,.N ÏI‘//\/2D. si este ocupa una región

de extensión mayor que lc. rapidamente perderá coherencia en nn tiempo TDmenor que el tiempo

asociado con la pérdida de predictibilidad clásica 1//\ _\'se (leteriorara en una mezcla de estados.

cada uno coherente sobre un volumen de dimensiones lr x m. Consecuentemente la matriz den­

sidad puede ser aproximada por una suma incoherente de estados razoiíablelnente localizados y

aproximadainente puros. Cuando N de estos estados contribuyen mas o menos igualmente en

la matriz densidad. la entropía resultará 'H = ln N. Esta discusión puede extenderst-I al caso

de un sistema (I-dimensional, en donde los exponentes de L_\'apuno\'aparecen de a pares :t/\' en

cada dimensión. I\r'Iientrasla inestabilidad exponencial extiende el tamaño de la distribución en

las direcciones inestables. I'(t) N exp(A‘t). la contracción se detiene en escalas del orden de rr}.

En este límite el número de estados puros necesarios para representar la matriz densidad crece

ex])onencialmente en cada dimensión.

A"2 —. (5.6)

El menor número de estados puros contenidos por ll" sera entonces N = I'l',’=l.’\". (‘onio resultado

la producciem de entropía aproximara. asi11t(')tican'1(mte.una tasa dada por la snina de exponentes

(le L_\'apnnov positivos

(I

'Hz Í),lnN z EN. (5-7)
1=l

n concordancia con el resultado para (l = 1. La t .1nación (5.!(. ) se hace precisa cuando el ancho

de la función de “'igner alcanza el ancho crítico a}. Este es nn resultado muy importante: la

decoherencia ayudara a restablecer la correspondencia cuantico-clasica. pero es evidente ahora que
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esto tiene su precio. La pérdida de información es una consecuencia inevitable de la erradicación

de estados del tipo gato de Schródinger. Éstos desaparecen porque el entorno está "vígilando' el

espacio de fases, y con su monitoreo localiza al sistema dentro de regiones de tamaño no mayor a

la ><oc.

La ecuación (5.7) representa un resultado tanto familiar como muy sorprendente. Es familiar

porque coincide con la fórmula de Kolmogorov-Sinai para la tasa de producción de entropía de un

sistema caótico clásico. obtenida a partir de argumentos matemáticos basados en una suerte de

promediado arbitrario pero fijo en el espacio de fases. En la discusión de los párrafos anteriores su

fundamento cuántico es evidente. El promediado es impuesto naturalmente por el acoplamiento

con el entorno. De todas maneras es un resultado sorprendente, puesto que es independiente de la

intensidad del acoplamiento entre el sistema y el entorno, aún cuando el proceso de decoherencia,

causado por esta interacción, es la fuente última del aumento de la entropía. Durante el curso de

esta Tesis estos argumentos, originalmente presentados por Zurek y Paz (Zurek et al., 1994), han

sido investigados y confirmados numéricamente (Monteoliva et al., 2000; Monteoliva et al., 2001).

Esta independencia es realmente notable y ha conducido a sospechar que la causa de la flecha

temporal podría rastrearse hasta el mismo fenómeno responsable de la emergencia de clasicalidad

en sistemas caóticos o en mediciones cuánticas. En algún sentido esto no es una sorpresa, ya

que von Neumann sabía que los procesos de medición son irreversibles (Von Neumann, 1955). Sí

es sorprendente, sin embargo, que este resultado (le aspecto clásico tenga raíces cuánticas, y que

estas raíces estén tan bien escondidas que la tasa de.producción de entropía dependa solamente

de los exponentes de Lyapunov clásicos.

De todas formas, aunque el entorno no entre explícitamente en la tasa de producción de

entropía (5.7), determina cuando esta fórmula asintótica es válida. Los exponentes de Lyapunov

entrarán en juego cuando las dimensiones de la función de distribución excedan los tamaños críticos

en las correspondientes direcciones li(t)/lí > 1. El tiempo en que esto sucede está determinado por

la intensidad de la interacción con el entorno, que determina lc. La decoherencia entonces dibuja el

bordeentre los mundos clásico y cuántico postulado por Bohr, mientras a ambos lados del mismo los

tiempos de decoherencia serán menores o mayores que las escalas temporales dinámicas. Tambien

nos provee de un esquema para definir las diferentes ramas requeridas por Everett en su teoría

MWI, mientras superposiciones coherentes de estas son eliminadas por la decoherencia. Por otro

lado es claro que la expansión exponencial del volumen cubierto por la función (le Wigner no ocurre

indefinidamente y luego de un tiempo se llegara a un equilibrio. Así, el régimen durante e] cual la

ecuación (5.7) es válida termina cuando A(t) z Ap”.es decir cuandot 2 tu] = A" ln(A,.,,Ap0/ñm.).

En la Sección 5.3 presentaremos evidencia numérica sólida confirmando la existencia de esta

fase independiente de D. Por simplicidad, en vez de analizar la entropía de von Neumann Híw =
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—T1'(/),.log:;pr) examiuaremos la entropía lineal. definida como H = - log(T'r(/)',-Ï)).que es una

buena medida del grado de mezcla del sistema _\'constituye un límite inferior de la entropía de

von Neumann (es decir, puede mostrarse que Hi-x 2 'H).

El argumento presentado en los párrafos anteriores acerca del rol del ancho crítico (7,.puede

parecer demasiado simple. pero captura sin embargo los aspectos esenciales del proceso dinamico.

Un argumento mas elaborado puede obtenerse usando la ecuación maestra (5.1 Los dos primeros

terminos de ¿sta ecuación no producen entropía pues corresponden a la evolución del sistema

aislado. Entonces la tasa de producción de entropía lineal puede siempre ser escrita como

. - '_)

H=ww . <-'a)
(ll ‘>

donde los corchetes denotan una integral sobre el espacio de fases. El lado derecho de esta

ecuación es proporcional al valor medio cuadrático del número de onda calculado con el cuadrado

de la transformada de Fourier de la función de “'igner. Esto implica que la tasa de produccicm

de (nitropía esta íntimamente relacionada con la estructura del espacio de fases presente en la

función de Wigner. Entonces. el régimen independiente de D comienza cuando la longitud de

onda media cuadrática a lo largo del eje. de momentos es proporcional a x/D (como en 0,7).

((¿),,H')2)/(H’2) N k5 N 0;") N Á/QD. Este comportamieuto cancela la dependencia con D en

que resulta entonces enteramente determinado por la dinamica. N /\. Hasta que esto suceda la

tasa de producción de entropía será proporcional a D.

Ademas de analizar el regimen independiente de D de la tasa de produccicm de entropía. en

la Sección 5.3 también analizamos la naturaleza de la transición entre el regimen dominado por

la difusión y el regimen caótico. El tiempo tr en el cual la transición ocurre puede ser estimado

siguiendo las mismas ideas del argumento previo: el tiempo para el cual el anclio de la función de

\\-"i;.',‘nerse aproxima al anclio crítico es t, z A‘l log(Ap(())/rr,.). De acuerdo a esta estimación I,.

debiera depender logarítmicamente de la constante de difusión y del ancho inicial de la función de

“'igner. Para estados iniciales gaussianos este último depende exl)oneiIcialmente de la entropía. y

entonces fr debiera variar linealmente con la entropía inicial. Los calculos numericos pr(--sentados
en la Sección 5.3 intentan corroborar estas ideas intuitivas.
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5.2 Sensibilidad a las perturbaciones

El estado de un sistema cuántico cuya dinámica este acotada a una región de volumen finito en el

espacio de fases desarrollara estructuras que no pueden ser menores que la acción a z h x (TL/A).

definida por la ecuación (4.7), donde A es el maximo volumen cubierto por la envolvente de la

función de W'igner en el espacio de fases. Esto es válido tanto para sistemas regulares como

caóticos. Sin embargo en este último caso estas escalas se alcanzan exponencialmente rapido. en

tiempos del orden del tiempo de Ehrenfest th. Para objet0s macroscópicos la acción a es sul)­

l’lanckiana, a = TI,x (Ti/A) <<Ïl. Debido al principio de incerteza. uno podria esperar que escalas

mucho menores que ñ,resulten físicamente irrelevantes. Sin embargo, veremos en esta Sección que,

definitivamente, este no es el caso.

En la dinámica clásica Hamiltoniana el caos surge pues las órbitas pueden ser inestables, es

decir, aparece siempre asociado a la divergencia exponencial de tra_\,'ectoriasvecinas, determinando

la hipersensibilidad del sistema a perturbaciones en las condiciones iniciales. Errores en la deter­

minación de las mismas crecen exponencialmente (Casati et al., 1975). En 1\'lecanicaCuántica la

situación es muy diferente, pues las leyes dinámicas dictan una evolución unitaria. |\lI,) = U|\Ilo).

l\lanteniendo inalterado el Hamiltoniano y con'ienzando desde condiciones iniciales levemente dife­

rentes, la evoluciónconduce a = UIlla) con el mismooperador unitario U. Consecuentemente

el producto escalar entre los estados perturbado y sin perturbar es constante: (\IIH\II,)= (WBI‘I’O).

En otras palabras, pequeñas imperfecciones en la preparación del estado inicial no crecen.

Desde un punto de vista alternativo, Asher Peres sugirió que la dinamica cuántica debiera

distinguir entre. dinámicas clásicas regulares y caóticas cuando se compara la evolucit'm temporal

de un mismo estado inicial bajo la influencia de Hamiltomïanos levemente diferentes. Es decir,

la sensibilidad de un sistema cuántico debe investigarse perturbando al Hamiltoniano _\'no a las

condiciones iniciales. La cantidad natural para este estudio es la Fidelidad J\l(t) definida como

el producto interno entre los estados que resultan de evolucionar. a partir de la misma condición

inicial I'lÍ2),bajo Hamiltonianos levemente diferentes. MU.) = |('u|exp[1vH¿t/h]exp[—th/ÏI,]'U))I2,

donde A es la perturbación al potencial, HA = H + A. Sistemas con análogos clasicos regula­

res se comportan de manera drásticamente diferente de aquellos cuyas (:(mtrapartes clasicas sean

caóticas. Peres sugirió que la tasa de decaimiento de ll/Í(f,)podría ser empleada para definir el

caos cuántico, es decir, sistemas cuánticos caótieos serían extremadamente sensibles a las pertur­

baciones en el potencial.

En esta Tesis mostraremos evidencia clara que indica que el desarrollo de estructura sub­

Planckiana en la función de Wigner es de suma importancia en la aparición de alta sensibilidad

de un sistema cuántico a perturbaciones. Por otra parte, es interesante notar que la estructura
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subaPIanckiana tiene un rol central en el comportamiento (le un sistema caótico cuando se lo

acopla con un entorno.

En efecto, la escala temporal del decaimiento de la Fidelidad de un sistema esta determinada.

principalmente, por el tamaño de las estructuras de pequeña escala presentes en su función de

Wigner. Las funciones de distribución generadas a partir de la evolución de una misma condición

inicial con l-lamiltonianos II y H 4 A acumularán lentamente un desplazamiento relativo en el

espacio de fases debido a las perturbaciones diferentes a las que están sometidas. Supongamos que

la perturbación es suficientemente pequeña como para no alterar significativamente la evolución

del sistema. l’uede entonces definirse la sensibilidad de un sistema cuántico a las perturbaciones

simplemente a partir del decaimiento del producto escalar entre el estado del sistema a cierto

tiempo f con el mismo estado desplazado una cantidad 6 (61.6,) en el espacio de fases

'2

M¿(I) z Alí/dx w*(m)c"¿v‘“'ór):”'Mau-¿nl

2Nïh /d3:dp W(:v,p, t)H'(a: -t-6,,7) + ó,,,1,). (5.9)

donde N z NICE)!2es una constante de normalización que para estados puros ortonorrnales

es uno. El desplazamiento ó puede interpretarse como el efecto de la perturbación sobre el estado

del sistema, que induce una evolución muy simple, equivalente a la acción de un operador despla­

zamiento en el espacio de fases que actúa en el último instante 1,,es decir, \II(:L',f) ¡LN/(ar) con

D¿ = 011),, donde Dïtllm) = tl/(zr --I-(SI) y D,,\II(:L‘)= exp(—7.6,.:L'/h)\ll(a:).

A partir de la ecuación (5.9) es sencillo entender el comportamiento esperado para A1,;(I).

Claramente, el decaimiento de esta función depende no solamente de la perturbación sino tambien

de la pequeñez de la estuctura que la ftmción de Wigner desarrolle localmente. Supongamos que

la función de Wigner W en la ecuación (5.9) posee estructura de muy pequeña escala tal como

muestra la Figura 4.7 del Capitulo anterior. Entonces esta integral tomará su valor maximo.

la unidad, solamente cuando las funciones de distribución no estén desplazadas entre sí. ’ara

desplazamientos pequeños respecto del tamaño típico de las estructuras de pequeña escala domi­

nantes, el integrando será aún positivo en casi todo su dominio, pero a medida que la i‘nagnitud

del desplazamiento aumente, el lado derecho de la ecuación (5.9) se reducirá muclio respecto de

la unidad. Si el patrón de interferencias es periódico el comportamiento de M¿(r) también sera

periódica (). Pero cuando las regiones de signos alternados aparecen distribuidas al azar. tal como

puede apreciarse abajo a la derecha en la I-‘igura 4.7, M¿(I) decaera cuando ó"A-VE y no revivir-a

significativamente para desplazamientos mayores.

Este análisis intuitivo puede ser confirmado más rigurosamente (Zurek, 2001). l’ara simplificar

la notación consideramos un desplazamiento de la forma ó r (().6,,), en cuyo caso la expresión
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(5.9) puede escribirse

M¿(t) = /d.r (NP-"l"|\II(J:)|2. (5.10)

Este es un resultado simple y sugestivo. El decaimiento de l\l¿(t) está (lado por la transformada

de Fourier de la distribución de probabilidades del estado del sistema a lo largo de una dirección

ortogonal al desplazamiento neto inducido por la perturbación. Esto nos conduce nuevamen­

te a escalas sub-Planckianas: para desplazamientos pequeños el exponente en la integral puede

expandirse, con lo cual

M50): 1- 65((1'2) —(11)2)/Ïi.2. (5.11)

Si la extensión espacial de la función de onda del sistema se define de la manera natural, L =

(.12)- (.1')2,donde los valores medios se toman sobre el estado del sistema, entonces el despla­

zamiento que nos conduce a un significativo decaimiento es

(5,,z Ti/L E ap, (5.12)

que concuerda con la estimación de las dimensiones de las estructuras sub-Planckianas, ecuación

(4.6). Un análisis equivalente resulta de considerar desplazamientos ó = ((51,(l), conduciendo a la

expresión 61 z Ti/P E af.

Así las estructuras sub-Planckianas de tamaño a N h2/A, frecuentemente consideradas sin sig­

nificado físico relevante, tienen, por el contrario. importantes consecuencias: desplazamientos tan

pequeños como ó z Ti/Ü son suficientes para inducir ortogonalidad entre los estados desplazado

y sin desplazar del sistema. determinando una alta sensibilidad del sistema cuántico a las per­

turbaciones. Más aún, en sistemas cuánticos caóticos estas escalas se alcanzan exponencialmente

rapido, en tiempos determinados fundamentalmente por el exponente de L_\'21.1)11110\'del mismo.

De esta manera, es de esperar que la escala de tiempos para la sensibilidad (le estos sistemas esté

fijada por el exponente de Lyapunov del sistema clasico.

Por otro lado, si el sistema considerado está abierto a la acción de un entorno. su sensibilidad

a las perturbaciones vera afectada justamente porque la decoherencia inducida por este afecta

el tamaño de las estructuras de pequeña escala que el sistema es capaz de desarrollar. Estudiando

la evolución de la función .I\I¿(t), ecuación (5.9). es posible analizar este efecto. Naturalmente. el

sistema es descripto ahora por la función de Wigner asociada a su matriz densidad reducida. y la

constante de normalización N es la inversa del valor de la integral cuando el desplazamiento es cero,

N‘l = 2Tl’ÏL[dad]; Wl’2(.r,p. t). de manera tal que también para estados mixtos l\l¡__.()= 1. Sabemos

que la decolierencia actúa de manera tal que contrarresta los efectos dinámicos de contracck'm de

la función de distribución en las direcciones estables del espacio de fases. imponiendo un límite
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inferior 0,. «- t/2I)//\ en el ancho de la función de Wigner. por debajo del cual esta no podra

contraerse. En otras palabras. en presencia de la decoherencia la mínima estructura desarrollada

por la función de Wigner en el espacio de fases dependerá de la temperatura del entorno a traves

del coeficiente D. Naturalmente, las direcciones estables e inestables no estan asociadas a una

dirección fija. del espacio de fases sino que cambian punto a punto. Sin embargo. es claro que la

estructura mínima dominante alcanzada por la función de Wigner en alguna dirección del espacio

de fases será mayor a mayor temperatura (mayor 1)), y que esto debiera reflejarse directamente

sobre la función M¿(t), que debiera decaer cuando ó, ó 6,, alcancen un límite relacionado con ar.

Cabe hacer aquí una importante aclaración: en sistemas cuyos estadOs iniciales no son puros

sino mezclas, como el considerado en el párrafo anterior, la ecuación (5.9) no es la correcta medida

dc la efectividad de la decolterencia si tal sistema actúa como entorno de otro. l'n ejemplo muy

similar al considerado en la introducción a este Capítulo es de utilidad para visualizar este punto.

Consideremos que un sistema de dos estados inicialmente en un estado superposición de estados

punteros {I-I»).|—)}, le") : oI-l-) -l 3¡—), interactúa con un entorno generico 5 inicialmente en el

estado mezcla.p. La interacción es tal que si el sistema se encuentra en el estado 5-) el estado

del entorno permanece inalterado. pero si es Iv-l»)el estado del entorno sufre un desplazamien­

to 1).; (1),; r exp(—zóIp/h)exp(-76,,a:/h)). La evolución conjunta sistema-entorno conduce al
entrelazamiento de los estados de ambos subsistemas

0-0 ¡uqe/12;) —. a, = |al2‘—)(—|zo + Ifilgl-é)(+I Dni)i

-I a;3'|—)(+¡ 2p!)Í y a't'ïl-t-M-i 21),).

Tomando la traza sobre el entorno. los elementos no diagonales de la matriz densidad reducida del

sistema en la base de sus estados punteros quedan multiplicados por un factor que es '1'r(pl)¿). es

decir. por el valor medio de D5. Si el estado es puro p ¡0)(cii entonces 'Í"I'(/)I),¡) < omo-[o >.

lis decir, pa 'a estados puros la medida de la decolierencia coincide con nuestra ntedida de la

sensibilidad. Pero si el estado del entorno es una mezcla la medida relevante para la decolterencia (‘s

'I’r(pD¿). lístudios numéricos sobre el comportamiento de este observable estan siendo analizados

al momento de presentar esta 'I‘esisy serán publicados próximamente.

En la Sección 5.5 presentaremos resultados numéricos que confirman el comportantiento espera­

do para ¡lío-(l),en particular mostraremos evidencia numérica sólida que corrobora la importancia

de la estructura sub-Planckiana en la determinación de la sensibilidad a las perturbaciones en llll

sistema cuántico con análogo clásico caótico. La naturaleza de las escalas temporales para la lii­

persensibilidad encontrada en estos sistemas será también numéricamente analizada. confirmando

la hipótesis que establece que esta escala está determinada. fundamentaln‘tente. por el exponente

de Lyapunov del sistema. Además, también eStudiaremos numéricamente el impacto de la de­
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coherencia sobre la sensibilidad de un sistema cuántico caótico. presentando evidencia clara que

indica cómo las propiedades del entorno alteran el comportamiento de la sensibilidad al imponer

una cota inferior en la escala que la función de Wigner puede desarrollar dinámicamente.

5.3 Decoherencia en el Pozo Doble Armónicamente Perturbado

En esta Sección presentamos resultados numéricos para el pozo doble con pertubación periódica,

ecuación (4.3), con la intención de corroborar las ideas presentadas en la Sección 5.1. Primero

mostramos cómo la decoherencia restaura la clasicalidad eliminando las franjas de interferencia

que se generan en la función de Wigner, según se observó en la Sección 4.3, verificando que en

todos los casos estudiados se satisfase la condición de clasicalidad (5.5). Luego nos concentra­

inos en el objetivo principal de esta Tesis: el estudio del comportamiento temporal de la tasa de

producción de entropía del sistema. Presentamos resultados que confirman la drástica diferencia

en el comportamiento de la tasa de producción de entropía entre sistemas regulares y caóticos.

En el primer caso, encontramos que la tasa depende linealmente del coeficiente de difusión D,

confirmando la ecuación (3.37). Por otro lado, para sistemas caóticos el comportamiento encon­

trado para la tasa muestra claramente que ésta sufre dos regímenes bien diferenciados. Primero la

entropía es producida a una tasa proporcional a D, tal como en sistemas regulares, y luego entra

en un régimen donde se hace enteramente independiente de la constante de difusión y pasa a estar

determinada por el exponente de Lyapunov del sistema. Estos resultados representan la primera

evidencia numérica sólida confirmando la conjetura de Paz y Zurek (Zurek et al.. 1994).

Los estudios numéricos de esta Sección están basados en la integración de las ecuaciones (5.1)

_\'(5.2). Para este fin empleamos algoritmos espectrales de alta resolución (Feit et al.. 1982),

generalización a 2-(l de los presentados en el Apéndice Al. Los resultados son estables ante

cambios tanto en la resolución del espacio de fases como en el paso de integración.

'Formalmente, la solución (le la ecuación (5.1) puede escribirse como H'(:r,p.f) = exp[L.,(:r,]),l)É ll'(:r,p,0)
donde

l , ')(-Ü'Ïl'" .(2n+1)“(an'n ML l, ,1 = u "tu + —):r ' \r)" * +[))'“!
q(T l) l j"! 5-} 'E.21:22..(-_)"+l)!( rI ‘u l

es un operador integral que actúa sobre Ia función de distribición a I = í), propagándola al tiempo I. El operador

exponencial, de la misma manera que en el Apéndice A puede descomponerse en el producto de tres operadores a

orden 0(dt.3) en el paso temporal de integración, empleando para ello el splitting opemtor algorilhm. (tada uno de

estos tres operadores depende sólo de 1' o p, actuando entonces como fases multiplicativas en la representación :r

o p respectivamente. Nos movemos de una a otra con transformadas de Fourier, (¡ue muy eficientemente pueden

calcularse numéricalnente empleando FFT en dos dimensiones. De.manera equivalt-nitese integra numéricamente la

ecuación (5.2), que es idéntica a (5.1) cuando h = 0.
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5.3.1 Restablecimiento del Principio de Correspondencia

Valores medios

En la Sección 4.3 mostrarnos cómo los va­

lores de expectación cuánticos y clásicos del 5 ‘ '

observable posición difieren luego de un tiem- <z(?>_ ¿’ ‘

po relativamente corto cuando el estado inicial
está localizado en el mar caótico. En la Fi- 3 P I“ 4

gura 5.2 mostramos cómo ese resultado se ve 2 _ vt s x q

afectado por la decoherencia. La dependencia I’ll lr li" \\Vf f
temporal del valor de expectación del observa- 1 h K l l

ble posición obtenida resolviendo la ecuación o l x n
o 2 4 6 8 t/r 10

maestra (5.1) para el conjunto de parámetros

del sistema de la Figura 4.3, h = 0.1 y para Figura 5.2: Serie temporal de los valores de ex­
un valor D Z 0.01 de la constante de dífw pectación clásicos y cuánticos de I para el estado

inicial localizado en el mar caótico de la Fi ura

Sión.’ : fdmdp ¿EW/Vu)"’t)7 se compara a 4.2a, cuando el sistema se abre a la acción dÏ un
la correspondiente serie temporal clásica que entorno (D 7,:0.01)
se obtiene resolviendo la equación (5.2), es de­

cir (5306)): jdmdp ¿rfc(:r,p, t). Es claro que, de acuerdo con los resultados obtenidos previamente

en (Habib et al. 1998), el principio de correspondencia ha sido restablecido aún para acoplamien­
tos débiles.

Distribuciones

Con respecto al comportamiento de la función de Wigner, que para el caso de una evolución aislada

se muestra en la Figura ¿1.6,el impacto de la decoherencia en las funciones de distribuckin puede

observarse en la Figura 5.3, donde comparamos la función de Wigner W del sistema abierto con

la función de distribución de probabilidades clásica fc, para tres tiempos diferentes. Iii entorno

se encuentra a una temperatura T caracterizada por D 0.01 (D : 277171331").Se observa

claramente que la decoherencia es en este caso suficiente para inducir clasicalidad, lo cual se refleja

a nivel de las funciones de distribución y consecuentemente, también a nivel de cualquier valor de

expectación. Es importante mencionar que la condición de clasicalidad discutida anteriorimente.

O'CX>> h. se satisface en nuestro caso: para los parámetros empleados en nuestros calculos ac z 0.2

y X z 4; nos encontrarnos entonces en un régimen (no muy definitivamente) clásico. Recordar que
h : 0.1 en nuestros cálculos.

La estructura de pequeña escala que la función de Wigner puede desarrollar en una evolución
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Figura 5.3: Funciones de distribución clásica (izquierda) y cuántica (derecha) para la condición
inicial caótica de la Figura 4.6, a t = 27'y t = 97, cuando el sistema se abre a la acción del entorno
(D = 0.01).

aislada y que ilustramos en la Figura 4.6, se detiene cuando ésta alcanza la cota inferior O’C

impuesta por el entorno. El detalle en la Figura 5.3 muestra la porción de area A = 3h de la

función de Wigner que se encuentra marcada por el rectángulo diminuto, a t = 97'. La estructura

sub-Planckiana observada en la evolución aislada ya no está presente: las franjas de interferencia

tienen un tamaño típico que está por arriba de ac = 0.2.

5.3.2 Producción de Entropia

En esta Sección estudiamos la dependencia temporal de la tasa de producción de entropía lineal.

La Figura 5.4 muestra la dependencia temporal de log(%) tanto para las condiciones iniciales
localizadas en islas de regularidad como para las que están localizadas en el mar caótico en la

Figura 4.2a y para el conjunto de parámetros del sistema referido en esa misma Figura. La Figura

5.4 ilustra uno de los puntos principales que queremos establecer en esta Tesis (Monteoliva et

al., 2000; Monteoliva et al., 2001). Lo primero que se observa es una drástica diferencia entre el

comportamiento de la tasa de producción de entropía para los casos regulares y caóticos. Para
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Figura 5.4: Evolución de la tasa de producción de entropía en escala logarítinica. La curva gruesa es
el exponente de Lyapunov temporal, promediado sobre la condición inicial caótica. La dependencia
lineal de la tasa con D se observa en el gráfico superior, correspondiente a estados iniciales regulares
y durante el transitorio inicial en el gráfico inferior, correspondiente a estados iniciales localizados
en el mar caótico. En este último caso la tasa se hace independiente de la difusión y es igual al
exponente de Lyapunov (si D no es demasiado pequeño, ver el texto).

condiciones iniciales regulares la entropía es siempre producida a una tasa que es linealmente

dependiente del coeficiente de difusión D, como se observa claramente en e] gráfico superior en

la Figura 5.4, tal como se esperaba de la discusión de la Sección 5.1.2. Por otro lado, para

condiciones iniciales caóticas el comportamiento es completamente diferente. A tiempos cortos la

tasa depende linealmente de D7 pero este régimen inicial es rápidamente seguido por otro donde la

tasa de producción de entropía es independiente del valor del coeficiente (le difusión. lia existencia

del transitorio inicial dependiente de Í) no es sorprendente. En verdad. es lo que debe esperarse si

el aumento de entropía se debe a: ('17)la destrucción de las franjas de interferencia (que inicialmente

son generadas a una tasa relativamente lenta), (7777)el crecimiento lento del area cubierta por la

parte positiva de la función de VVigner. Las oscilaciones, evidentes tanto en la evolución regular

como caótica de la tasa. tienen la frecuencia de la perturbación armónica del potencial y estan

relacionadas con cambios en la orientación de las franjas de interferei'icia (la decolierencia es mas

efectiva cuando las franjas están alineadas a lo largo del eje de momentos. puesto que el termino
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que la produce en la ecuación maestra (5.1) contiene derivadas parciales en esa dirección) y más

significativamente, al cambio inducido por la dinámica en el ancho de la función de Wigner en el

eje de los momentos.

Contrastando con este comportamiento inicial descripto en el párrafo anterior, condiciones

iniciales localizadas en el mar caótico presentan un segundo régimen muy diferente del anterior,

donde la tasa de producción de la entropía es independiente del valor del coeficiente de difusión D.

Más aún, el valor numérico de la tasa oscila alrededor del exponente local de Lyap'unov promediado

del sistema. Éste está representado por la curva gruesa que muestra la Figura 5.4 y se calcula

simplemente como el exponente de Lyapunov promedio sobre un conjunto de trayectorias pesado

con la distribución inicial, tal como se indica en el Apéndice A. El resultado que muestra la

Figura 5.4 es robusto bajo cambios en las condiciones iniciales y en los parametros caracterizando

la dinámica y confirma la conjetura presentada por primera vez en (Zurek et al, 1994; Zurek et

al., 1995) y analizada en la Sección 5.1.2 de esta Tesis.

Es interesante destacar que mientras la des- _ i V , X 1 , , , , . X , t , /. _

cripción presentada en (Zurek et al, 1994;Zu- 2: /// g

rek et al., 1995)está cualitativamente en buen 18Y ///J

acuerdo con los resultados aqui presentados, los “o : /,/i X :

argumentos en aquellostrabajos son demasiado 1'6_ /./ //
simples como para incluir algunos efectos im- M_'/l// l A 1j

portantes que observamos en nuestros resulta- ° l HÏO) 3 4
dos. En particular la naturaleza oscilatoría de 1.4 1 . k , I _

la tasa de producciónde la entropíafuecomple- 1,3; / r//

tamente pasada por alto. Sin embargo, habien- «e 12__ / g,r/«///'. /

do mencionadoestepunto,esaúnposiblecorro- 141Ll/z///'
borar algunos resultados importantes obtenidos 1 Á x i :

en (Zurek et al., 1994; Zurek et al, 1995) para el 2 25 1og(D—1) 3 35

tiempo de transición tc entre ambos regímenes. Figura 5 5. El tiempo de transición t entre el. . .0

Primero, analizamos la dependencia del tiempo régimen dominado por difusión y el régimen don­
de transición con el coeficiente de difusión D. de la tasa de PmdUCCiónde la entropía eStá fija‘

, . . da or el ex onente de L a unov de ende lineal­
Los resultados de este analisis se muestran en p p _ y p p

mente de la entropra (arriba) y logaritmicamente
la Flgura 5'5' del coeficiente de difusión (abajo). Los re­

Debido a la naturaleza oscilatoria de la ta- sultados numéricos fueron obtenidos usando los
parámetros: B = 10,a = 0,5,5 = 10,w = 6.16,sa, la definición de tc es ambigua. Aquí hemos
D = 10‘3 (arriba), 71(0)= 0 (abajo).

definido tc como el tiempo para el cual la tasa

llega a cierto valor luego del transitorio inicial. Como la tasa sufre un salto de dos órdenes de inag­
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nitud cuando pasa de un régimen al otro, esta definición es razonable. Definido tc de esta manera.

encontramos una dependencia logaritmica del tiempo (le transición con el coeficiente de difusión.

como puede verse en el gráfico inferior de la Figura Segundo, investigamosel comportamiento

del tiempo de transición como función de la entropía del estado inicial. Los parámetros del sistema

elegidos para este estudio fueron los de la Figura 4.2b. que permite estados iniciales contenidos

dentro del mar caótico con entropías de hasta 71(0) T ll. Los resultados obtenidos se muesu‘an en

el gráfico superior de la Figura 5.5, donde se observa claramente una dependencia lineal de, aTcon

la entropía inicial. Los resultados presentados en las Figuras 5.4 y 5.5 son robust0s ante cambios

en las condiciones iniciales y otros parámetros que caractericen la dinámica del sistema. Más aún.

los mismos confirman la hipótesis concerniente a la naturaleza de tc discutida en la Sección 5.1.2.

Es realmente notable que para tiempo largos (luego del transitorio) la tasa de producción de

entropía se encuentre fijada solamente por la dinámica, haciéndose independiente de l): Aunque

la producción de la entropía es en sí misma una consecuencia del acoplamiento con el entorno. el

valor de la tasa se hace independiente de él!

Existen dos limitaciones para la obtención de los resultados aquí presentados. l’or un lado el

coeficiente de difusión no puede ser muy grande: en ese caso el sistema se calienta muy rápidamente

y la entropía satura, haciendo poco confiables las simulaciones numéricas. Por otro lado, este

coeficiente tampoco puede ser muy pequeño: si ese es el caso, la decoherencia puede hacerse

muy débil y las franjas de interferencia persistirán a lo largo de muchos ciclos de la perturbacit’m

armónica; el valor mínimo de D requerido para una decoherencia eficiente puede ser estimado

con los mismos argumentos mencionados con anterioridad: si la función (le Wigner se extiende

sobre una región del tamaño de Aa: w L k 10, se necesita una constante de difusión mayor que

Dmin 2: liz/L2 w 10"1 para que el entorno sea capaz de eliminar las franjas de interferencia mas

pequeñas en un período de la perturbación armónica (esta no es otra que la condición Slf << l‘b).

De hecho. en la l-‘igura 5.1 se observa que cuando D z: 10"" la tasa de producción de entropía es

un orden de magnitud menor que la correspondiente a D : 10-4. Así. para valores de I) que son

muy pequeños la condición de clasicalidad no es satisfecha y nunca se alcanza la fase independiente

(le l) en la evolución: la función de Wigner retendrá una parte negativa relativamente significativa

y la decoherencia no será efectiva.

Concluímos esta Sección resumiendo brevemente estos importantes resultados. Ilemos mos­

trado claramente que el comportamiento temporal de la tasa de producción de entropía para

sistemas clásicamente caóticos presenta dos regímenes bien diferenciados. Primero. se observa un

régimen inicial donde la tasa es proporcional a la intensidad del acoplamiento entre el sistema

y su entorno. En este régimen inicial la misma se comporta de igual manera que para sistemas
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regulares, es decir, es proporcional a D. Segundo. luego de este transitorio inicial. la tasa entra

en un régimen donde su valor se encuentra fijado. como fue.conjeturado en (Zurek et al.. 1994).

por los exponentes de Lyapunov del sistema y es independiente de la intensidad del acoplamiento

con el entorno. Además, es claro que para que exista este segundo régimen es necesario que el

coeficiente de difusión supere cierto valor umbral. Para valores menores del mismo la producción

de entropía nunca se hace independiente de la intensidad del acoplamiento con el entorno. Tam­

bién mostramos que el tiempo de transición tr entre ambos regímenes depende linealmente de la

entropía del estado inicial _\'logarítmicamente de la intensidad del acoplamiento entre el sistema

y su entorno.

5.4 Decoherencia y la eliminación del tuneleo.

En esta Sección se estudia la eliminación del tuneleo, que es un efecto coherente, por la decohe­

rencia. Si la interacción con el entorno es suficientemente fuerte, la decoherencia debiera inhibir el

tuneleo de estados inicialmente localizados en islas regulares hacia las islas de regularidad relacio­

nadas por las simetrías. Este, en efecto, es el resultado observado en nuestros estudios numéricos

sobre el pozo doble sujeto a una perturbación armónica. Un estado inicialmente. localizado en una

isla regular, en presencia (le decoherencia permanecerá dentro de la misma. restableciéndose así

la correspondencia también en estos casos.

Para sistemas integrables la ruptura de la correspondencia sucede a tiempos tan largos (es­

calean según una ley de potencias con ñ) que no representan una preocupación. Sin embargo la

mecánica cuántica predice la posibilidad de tuneleo del estado inicial a través de. la barrera de

potencial presente en sistemas biestables como el pozo doble. Este fenómeno está prohibido

clásicamente. Es así que nos encontramos con una ruptura de la correspondencia para estos siste­

mas regulares, talnbién a tiempos largos, que sí representa un problema pues la desviación de las

predicciones cuánticas respecto de las clásicas es mucho más marcada. Dado que. el efecto túnel

es un fenómeno esencialmente coherente, el entorno debiera influir en la dinamica del sistema, ya

que su efecto es inducir una pérdida de coherencia.

Concentramos nuestra atención en el pozo doble simétrico con perturbación periódica. Para

estados iniciales localizados en islas regulares la correspondencia se rompe a tiempos muy largos,

cuando el efecto túnel se hace efectivo, como fue mencionado en la Sección 4.3. La influencia de

la decoherencia en este proceso fue investigada usando la ecuación maestra promediada (3.26).

Al resolver esta ecuación debemos ser cuidadosos y elegir un número suficientemente grande de

estados de Floquet, puesto que aunque el estado inicial puro involucra típicamente sólo unos pocos

estados de Floquet, la decoherencia genera una mezcla que involucra a muchos de éstos, haciendo
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crecer la entropía hasta un nivel donde todos los estados estarán ocupados con igual probabilidad

(nivel de saturación). Llegado este punto, las simulaciones 4 . Í

numéricas se hacen poco confiables, indicando que mas esta­

dos de Floquet deben ser incluídos en la base del espacio de

Hilbert. Resolvimos la ecuación maestra promediada cal­

culando la entropía de von Neumann HVN = —Tr(0loga), _
w‘url‘l'l‘mwlh,ll 1‘corroborando que esta permanezca siempre bien por de- W

bajo de los niveles de saturación mencionados. Para los 0 4o ao t/T

parámetros del sistema que empleamos en la Sección 4.3.1, Figura 56: Valor de expectación
y usando esta vez 40 estados de Floquet en vez de sólo 20, cuántico de mpara el estado de la Fi­

hemos podido estudiar con precisión el proceso de tuneleo gura 4-4'

desde un estado localizado en una isla regular a la isla simétricamente relacionada. La Figura 5.6

muestra la evolución del valor de expectación del observable posición. Se observa claramente que

el efecto túnel ha sido eliminado. Nótese que el valor asintótico de (I), aunque pequeño, no es nulo

y puede estimarse como xa = limtfioo [wings] dxdp xW(x, p, t) donde Q es la región del espacio de

fases dentro de la isla regular en donde

lO t: 287 10 está localizado el estado inicial. El re­

5 5 2 sultado numérico que muestra esta Figu­
o Q o vr". . . . . ,.r‘ ra es conmstente con esta est1mac10n, lo

75 -5 x‘ . . . . .
lo lo cual Significa que una parte Slgnlficativa

—4 -2 o 2 4 —4 —2 o 2 4 É del estado final esta atrapada en la isla

_ regular inicial.

10 t = 967’ 10 p i La evolución de la función de distribu­
5 5 ‘ i, , ción, que se muestra en la Figura 5.7 para

o o .7 tí 7 t = 287 y t = 567, ilustra el comporta­

miento descripto para el estado del siste­
I

U1
l

U1

—4 —2 o 2 4 —4 —2 o 2 4 ma: éste se encuentra atrapado en la isla

regular de más a la izquierda como resul­

. ,, , , . . , , tado de su interacción con el entorno. Es
Figura 5.7: Evolumon clasrca (Izquierda) y cuantica (de­
recha) del estado gaussiano inicialmente localizado en la Interesante nOtar que eSta Sltuamon Cam'
isla regular de más a la izquierda en el espacio de fases biaría drásticamente Si la interacción con

(ver Seccmn 4.3), cuando el Sistema a t = Ose abre a la el entorno fuese conectada a un tiempo
acción del entorno (D : 0.01), para el caso de tuneleo. . . . . .

to > O, es deCIr, Sl permitirnos al Siste­

ma evolucionar libremente con su Hamiltoniano propio antes de acoplarlo con el entorno. Este

procedimiento es muy sencillo de implementar cuando se esta resolviendo la ecuación maestra
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promediada (3.26).

Los resultados obtenidos de esta manera

son muy simples e intuitivos. Si conecta­

5 mos la interacción con el entorno cuan­

do el sistema ya ha tuneleado a la is­

la regular relacionada por la simetría a

la derecha de la barrera del potencial, a

t = 567, el entorno simplemente retendrá

alli al sistema, impidiéndole tunelear nue­

5 A vamente hacia la isla de origen. La Figu­

ra 5.8 muestra a la derecha la evolución

de la función de Wigner en este caso. Por

-4 -2 o 2 4 el contrario, si conectamos el entorno a

= 287, cuando el estado se encuentra a

_ mitad de camino del proceso de tuneleo,
Flgura 5.8: Evolución del estado gaussiano inicialmente

. . , . . es decir, se encuentra deslocalizado en lalocalizado en la isla regular de mas a la izquierda del
espacio de fases (ver Sección 4.3), cuando el entorno región intermedia entre las iSlas regUIa'
(D = 0.01)es conectado a to = 287(izquierda) 0 a to = 567 res, la decoherencia conduce a un estado

(derecha)' asintótico que tiene aproximadamente la

misma probabilidad a cada lado de la barrera del potencial, tal como se ilustra en la Figura 5.8,

columna izquierda.

5.5 Sensibilidad a las perturbaciones

En esta Sección analizamos la sensibilidad de un sistema cuántico caótico a las perturbaciones en

el potencial, estudiando numéricamente el comportamiento de M¿(t) para el pozo doble pertur­

bado armónicamente. Los resultados encontrados confirman ampliamente las estimaciones de la

Sección 5.2, determinándose así la importancia de las estructuras sub-Planckianas presentes en

la función de Wigner del sistema, hecho totalmente ignorado en la literatura por mucho tiempo.

En efecto, el decaimiento de M5 ocurre cuando el desplazamiento 6 es justamente del orden del

tamaño de estas estructuras. Además, en presencia de decoherencia este comportamiento se ve

significativamente alterado, ya que el tamaño que la estructura de la función de Wigner puede

alcanzar esta limitado por una escala crítica que depende de la temperatura del entorno. De

esta manera alternativa la hipótesis sobre la importancia de estas estructuras de pequeña escala

es corroborada. También hemos analizado la naturaleza del decaimiento, comprobando que éste
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ocurre en un tiempo determinado fundamentalmente por el exponente de Lyapunov del sistema. y

luego el ancho de la función MÓ-permanece estacionario en un valor directai'nente relacionado con

el tamaño mínimo de las estructuras finas de la función de \\’igner. En presencia de decolierencia

este último comportamiento se limita a un cierto periodo. luego del cual el mismo se ve dominado

por la difusión.

5.5.1 Rol de las estructuras sub-Planckianas

La sensibilidad se mide a través del decaimiento de A’IÓ‘U),ecuación (5.9), para un estado Ikll)

inicialmente gaussiano, de incerteza mínima y localizado en una región del espacio (le fases que

presenta caos, tal como se muestra en la Figura 4.2a. Los parámetros elegidos para el sistema son

los correspondientes a esta Figura. Es de esperar que7debido al desarrollo dinámico de estructura

fina en los estados de este sistema, desarrollo que fue ilustrado en la Sección 4.3.2, la función

A45“) decaerá justamente cuando 6Tw ar ó 6p w ap.

Las diferentes curvas de la Figura 5.9 representan la depei‘idencia de M¿('/:) con el desplaza­

miento para dos formas particulares del mismo 6 : (61,0) y 6 : (0.67,), a diferentes tiempos

1 : O, 0.57'7 17, 27', 37'757', 107 y lST. Los valores esperados en las mínimas longitudes de onda

6p = 0 6x : (J

1 | -____‘ w 1 t V ,

09 Ï‘ XM“ - 049 «
oa » tu lx "- 048 -‘, —

oi7 » - 0,7 ­

0.6 » ¿ - 0.6 «

05 - 1 — 05 l ­

0.4 - \=_ e - 0.4 -

0.3 _ — 0.3 — y

02 » - 0.2 - —

0.1 - * Y , — 0.1 » l _‘ e ­

o ' , ,».5; w K a 7.a-“ ",7 o ‘Á .. “¡NQ A N ,
o 0405 071 0.15 62 0.2 o 0.2 0.4 0,6 0.8 1 1.2 6p 1.4

o
Figura 5.9: Comportamiento A150) : |(W(t)[DIDp|\I/(t)>l*
z (izquierda) o al eje 7»(derecha). Las diferentes curvas corresponden a tiempos distintos,

para desplazamientos paralelos al eje

t: 0, .ST, T,2T, 37157, lOT, 157’. h : 0.1.

de la estructura fina fueron estimados calculando numéricamente el máximo ancho que la lun­

q’lïl) - (MÍ) ‘1’(Í)>2)1/2

y A190?)z ((ú/(tfipghl/(Ü) — <fl1(t)lp|\1/({)>2)1/2. El comportamiento (le estas funciones cambia

(,lrasticarneiite al tiempo í x 1.757. donde la función de onda se expande bruscamente pasando a

ción de onda NJ) del sistema alcanza al evolucionar: A32“) : (OM/JM? :1:
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ocupar gran parte del espacio de fases disponible. Los máximos valores alcanzados por Ar _vAp

son Arma, = Ax(t = 8.757) = 2.4468 y Apmw = AI(Í = 11.57) = 6.7810. Con estos valores.

(1,7.= Ti/Apmal. = 0.0147 y a,7 = ÏL/Al‘maI = 0.0408.

Puede observarse cualitativamente que el decaimiento de A1,;es más pronunciado a medida que

7‘,aumenta, y también se observa una cierta estabilización a partir de t 7-32T. El comportamiento

no es enteramente exponencial: luego del primer decaimiento la función revive periódicamente,

aunque cada vez que lo hace, su magnitud disminuye. Pueden entenderse estas oscilaciones ate­

nuadas de la siguiente manera: un desplazamiento de las funciones de VVigner en (5:,z ag, (o

67,z ap) conducen a una interferencia destructiva en la región en donde domina la estructura sub­

Planckiana; sin embargo un desplazamiento doble producirá interferencias constructivas pero, es

de esperarse, atenuadas. Además el período de estas oscilaciones debiera permitir, a cada tiempo

t, determinar la estructura minima dominante desarrollada por la función de Wigner del sistema,

corrigiendo los valores estimados para aI y (17,.La estabilización observada ocurre a un tiempo

que coincide aproximadamente con el tiempo en que la función de onda del sistema se expande

bruscamente y pasa a ocupar gran parde del espacio de fases disponible. Es decir, este resultado

esta en acuerdo con la conjetura, pues en ese momento en el sistema comienzan a aparecer las

estructuras de escala más pequeña.

5.5.2 Escala de tiempos para la hipersensibilidad

Estas observaciones son sólo cualitativas. Con el fin

de precisar la determinación del decaimiento, defini­

mos el ancho 6,.(t) como el valor de (51para el cual

Akira) cae a l/e de su valor a ó,r = O a cada tiem­

po. De manera equivalente puede definirse 5¡,(t).

La Figura 5.10 muestra el comportamiento de am­

bas cantidades con el tiempo, en escala logaritmica.

Primeramente, se observa la estabilización del ancho o 1 2 3 4 5 6 7 8

del decaimiento en ambas direcciones. Los minimos . r ,Figura 0.10: Comportamiento temporal del
valores que los anchos alcanzan en este reminen son ancho 3mm (punteada)y 5pm (a traz05)_ La

L

(ig.= 0.0145 y (ip= 0.05. Estos valores se encuentran recta i r el r L de TJ r

cerca de los valores de estimados para la estructura 5‘(Ver texml'

sub-Planckiana, a, = 0.0147 y al, = 0.0408 y concuerdan también con los valores observados

directamente sobre la función de Wigner, cuyas graficas se muestran en la Figura 4.7. donde las

longitudes de onda mínimas medidas sobre los graficos son AI k 0.013 y /\,, x 0.041 (ambos valo­

res a t = 97'). Segundo, se observa que antes de la estabilización el comportamiento del ancho es
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diferente en uno _votro caso, aunque la escala temporal en la que se alcanza la misma es única.

posible realizar una estimación de esta escala temporal. (¡ne det¡otninartnnos tiempo de Iii­

perseusibilidad ls, siguiendo argumentos muy simples. Siendo la función de distribucit'm asociada

al estado HI) del sistema inicialmente suave, su evolución estara en una primera etapa gobernada

por las ecuaciones clásicas, _vaque los términos de correcci(')n cuántica serán despreciables mien­

tras derivadas de mayor orden sean pequeñas, es decir. mientras la función de \\'igner no haya

desarrollado estructura a pequeña escala. Éstas comienzan a desarrollarse luego de un tiempo

determinado por el exponente de Lyapunov /\ del entorno. ya que la función de distribución se

contrae, en alguna dirección, como exp(—/\I). o bien se estira llegando a la maxima extensión

posible en el espacio de fases, como exp(/\I). Asi, es de esperarse que el tiempo en que MU)

decae significativamente sea precisamente el tiempo que el sistema tarde en desarrollar estas es­

tructuras a pequeña escala, de tamaños característicos (1,,_vap. De esta manera. el tiempo de

hipersensibilidad ts será

r, z x1 ln(Ap(0)/a,,) ó t, : x' ln(A:t‘(0)/a¡). (5.13)

siendo Aa:(()) (Ap(0)) la extensión inicial de la función-de distribución en rr (p). Dependiendo de

la dinámica de cada sistema particular. la función de “igner alcanzará masivamente la nn'nitna es­

cala en una dirección antes que en la otra dirección conjugada. Para el pozo doble a rin(')nican'ie¡¡te

perturbado. empleando los valores de aI y ap estimad0s nnmóricamente y un valor para el ex­

ponente de Lyapunov ;\ 1.516, la función de “'igner alcanza la mínima escala en la direcci('>n

a: antes que en p en el tiempo ts 1.8047: Este valor esta en correspondencia con los calculos

numéricos realizados. es decir, se ve en la 17igura 5.10 que la estabilización de los anchos ó, _\-(5,,

ocurre en el I“...estimado. liste cálculo es muy sensible al valor de /\. lil valor empleado es un

valor medio temporal del coeficiente de Lyapunov local promediado sobre la condición inicial /\(I)

sobre el intervalo en que el comportamiento del ancho es aproximadamente exponencial. es decir

A (1/7‘)_};;"A(/) 1.516 con '1‘ z ari.

Además por lo argutnentado en el párrafo anterior se espera que. de alguna manera. el coni­

portamiento de las funciones ancho muestren inicialmente una dependencia exponencial cuya tasa

este dominada por el exponente de l._vapunov. La curva inferior (punteada) en la Figura 5.10. que

muestra la evolución de ó_,(l), presenta un comportamiento inicial que coincide muy aproximada­

mente con el comportamiento esperado. En efecto, su pendiente sigue de cerca una dependmicia

exponencial. que está representada aqui por la recta de trazo lleno. Ésta tiene la pendiente del

coeficiente de Lyapunov A. La curva superior (línea a trazos) ¡nuestra la dependencia temporal

Il'Iste valor no varia significativamente si el intervalo de integración 'I‘se aumenta o disminuye levemente. _vaque

la función Mt) encierra un área comparativamente pequeña luego de I 27.
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de 5,,(t). Se observa un comportamiento inicia] bastante diferente y mayores fluctuaciones aún

despues (le la estabilizacion del ancho. Éstas tienen un periodo que coincide a]n'oximadamente

con el periodo T de la perturbación armónica en el potencial. Las diferencias en el comporta­

miento inicial del ancho 5,,(t) se deben mayormente. a cambios en la orientación de la función de

distribución debidos a la dinamica. Durante el primer período () < t < T. la función de Wigner no

lia desarrollado aún mucha estructura y las franjas de interferencia que se van generando estaran

orientadas mayormente en alguna dirección que va variando con el tiempo. Para que uu despla­

zamiento en p afecte el comportamiento de ALS"la orientación de las franjas (le interferencia es

importante, puesto que si éstas están orientadas a lo largo del eje de .r (es decir, tienen su origen

en la superposición de partes positivas de la función de Wigner separadas en p) un desplazan‘iien­

to en momentos 6,, no alterará mayormente a esta función. Luego, para tiempos T < f < 2T la

función de Wigner se extiende muy rapidamente y hay muchas partes que (le manera creciente

interfieren coherentemente independientemente de la orientación de la misma. es decir, el patrón

de interferencias ya no es tan regular, habrá franjas de interferencia orientadas tanto en .r como en

p. En este tramo la función de Wigner decae al valor en el que se estabiliza. De todas maneras es

evidente que este sistema es más sensible a desplazamientos en .r que en p, por las fluctuaciones.

Es plausible que la razón de este comportamiento sea que la dinámica genera más rápidamente

collerencias con franjas alineadas en la dirección p. De alu' que su eliminación sea más eficiente

cuando los desplazamientos son en :L'y no en p, pues en este último caso l1a_\'que esperar a que la

dinamica llaga rotar las franjas mal orientadas.

5.5.3 Sensibilidad de un sistema que interactúa con un entorno

Supongamos ahora que el sistema de la subsección anterior esta sujeto a la acción de uu entorno

modelado por un baño de osciladores armónicos. Considel'aremos el límite de altas temperaturas

_\'entornos óhmicos. cuya ecuación maestra analizamos en la Sección 3.3. Sería interesante com­

probar cómo la decoherencia que induce el entorno influye en la sensibilidad de] sistema cuántico

a las perturbaciones.

La Figura 5.11 muestra la evolución del anclio (le ll!¿(t) definido de la misma manera que

eu la Sección anterior, 31. _\'5,, para diferentes temperaturas (D = 2711.7]:1')del entorno D =

l()’3'5,10’3,10’2‘5, 10’2, comenzando con la condición inicial en la región caótica de la Figu­

ra 4.2a y los parametros correspondientes a la misma Figura. La curva inferior. de línea llena.

corresponde a la evolución del sistema aislado de la Sección anterior. donde la estabilizack'm ocurre

aproximadamente al valor estimado de (La.o (1.,,.Inicialmente las curvas no se diferencian entre

sí, puesto que la dinámica aún no ha generado estructura suficientemente tina a estos tiempos
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tempranos. Pero luego las diferencias son muy marcadas. Lo primero que se observa es que en

5: D=10‘2
1)=10‘2-5Ï

M D=ióï3 “Fog
4 UC= Üill

L e » ¡D ¿ 10:35". ac = 04063

_ __‘¿ t Ws Y . .‘, . ac= 0035

I \ x \_ V — e

ac = 0.2

<7C= 0.11

ac = 0.063

' ac = 0.035

l l 4 l J 1 A
0 2 4 6 10 12 14 16

Figura 5.11: COInportamiento temporal de 52(15)y 5,,(t). Las diferentes curvas corresponden a dife­
rentes valores del coeficiente de difusión D : 10’3'5,10’3,1045,10”, tal como se indica en el gráfico.
La curva inferior, de línea llena, corresponde a la evolución sin decoherencia D : 0 de la Sección
anteiror. Las líneas horizontales en gris corresponden a los valores estimados de o,7r: \/21)//\ a cada
valor de D.

ambas direcciones x y p, tal como esperábamos, la estructura mínima desarrollada por la función

de Wigner es mayor a mayor valor de D. Para valores bajos de D, es de esperarse que la decolie­

rencia actúe lentamente, la dinámica genera estructura fina a una tasa mayor que su destrucción

y ésta tendrá una longitud de onda menor que ac. Recién luego el efecto contrarrestante de la

difusión entra en juego. Eso es lo que se observa en las curvas para D : 10-35., cn donde el

aumento del valor encontrado para el ancho es gradual y recién parece cstabilizarse en cl último

tramo de esta simulación, a tiempos largos. A mayor valor de D los efectos de la (lccoherencia

se observan antes, como es claro en las curvas correspondientes a D : 10_3.,1()_2'5y 10‘2, en

forma progresiva. También, a mayor valor de D, el valor en que se estabiliza el ancho se man­
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tiene por menos tiempo, ya que luego la difusión termina dominando el comportamiento dc la

función de Wigner _\'el sistema sólo se comportará difusivamente, aumentando su extensión por
calentamiento.

Notablementc. los valores estimados para 0,. están en correspondencia aproxin'iada con los

'alores en que el ancho 5, (y no 5p) se estabiliza a cada valor de D, tal como se indica en la

Figura 5.11. El valor del exponente de Lyapunov empleado en la estimación de 0,. es A = 0.5.

Esto se debe a que en presencia de la decoherencia las franjas de interferencia que sobreviven,

(le longitud de onda mayor que ac, están mayoritariamente alineadas en dirección rr. es decir,

provienen de la interferencia de porciones positivas de la función de Wigner separadas en p.

puesto que la decolierencia es más eficiente en la dirección de momentos; el término que produce

decolierencia es proporcional a ÜPPW, mientras que franjas de interferencias alineadas en p tendrán

que esperar a que la dinámica las rote para que la decolierencia pueda eliminarlas.

Resumiendo, los resultados presentados en esta Secciónmuestran claramente el rol fundamental

que la estructura sub-Planckiana presente en la función de Wigner en la determinación de la

sensibilidad de un sistema cuántico a las perturbaciones. Nuestros resultados concuerdan con

la conjetura de que desplazamientos del orden de 6 N fi, donde a = ñ, x n/A es el tamaño

característico de las estructuras de pequeña escala desarrolladas por la función de distribución del

sistema, son suficientes para inducir ortogonalidad entre los estados del mismo y determinan la

alta sensibilidad de los sistemas clásicamente caóticos. Además. para estos sistemas estas escalas

se alcanzan muy rapidamente, estando la escala temporal de la sensibilidad fijada por el exponente

(le Lyapunov del mismo. Los resultados obtenidos para el caso de que el sistema este sujeto a

(lecolierencia confirman esta hipótesis. ya que la sensibilidad del mismo se ve significativamente

alterada en este caso debido a que el tamaño (le las estructuras presentes en la función de Wigner

no puede ser menor que el tamaño crítico ar, que depende de la temperatura del entorno.





Conclusiones

Como consecuencia de las interacciones entre el sistema y el entorno, se establecen entre ellos

correlaciones de manera tal que el segundo adquiere continuamente información sobre el primero.

La transferencia de información se mide calculando la entropía de von Neumann asociada al

sistema, o alternativamente, la entropía lineal. Los resultados presentados en esta Tesis muestran

el rol central que la producción de entropía juega en estudios de la decoherencia y hacen plausible

que la tasa de producción de entropía durante el proceso de decoherencia pueda emplearse también

como herramienta para dignosticar caos cuántico.

Notablemente, el límite clásico inducido po'r el entorno es muy diferente en sistemas cuánticos

caóticos del correspondiente a sistemas regulares. Para estos últimos la tasa de producción de

entropía es proporcional a la intensidad del acoplamiento con el entorno. En este trabajo hemos

presentado evidencia contundente indicando que para sistemas caóticos este límite exhibe una

fuente inevitable de impredictibilidad. En efecto. la tasa a la cual la información se pierde en

el entorno presenta dos regímenes bien diferenciados. Primeramente ésta es proporcional a la

intensidad del acoplamiento con el entorno pero este régimen inicial es rapidamente seguido por

otro donde la tasa de producción de entropía es independiente del mismo. La existencia del

transitorio inicial dependiente del coeficiente de difusión D se debe a que el aumento (le entropía

tiene su origen tanto en la destrucción de las franjas de interferencia, inicialmente generadas a

una tasa relativamente lenta, como en el crecimiento lento del área cubierta por la parte positiva

(le la función de Wigner. Contrastando con este comportamiento inicial. los sistemas caóticos

presentan un segundo régimen muy diferente del anterior. donde la tasa de producción de la

entropía es independiente del valor del coeficiente (le difusión D. Más aún. el valor numérico (le

la tasa oscila alrededor del exponente local de Lyapunov promediado del sistema que determina la

tasa de producción de entropía de un sistema caótico clásico. Este segundo régimen es encontrado

siempre que el coeficiente de difusión supere cierto valor umbral. Para valores menores del mismo

la producción de entropía mmca se hace independiente de la intensidad del acoplamiento con el

entorno pues en ese caso la decoherencia puede hacerse muy débil y las franjas de interferencia

persistirán por tiempos largos. Nuestros resultados también confirman estimaciones previas para



102 Decoherencia en sistemas (:aótit-os

el tiempo de transición ICentre los dos regímenes. Encontramos para ICresultados que indican

una dependencia lineal con la entropía inicial y logaritmica con el coeficiente de difusión.

Se concluye que para sistemas caóticos la clasicalidad emerge una vez que la decohtu‘encia es

efectiva pero, sorprendentemente, independientemente de la interacción con el entorno. aún cuando

el proceso de decoherencia, causado por esta interacción. es la fuente última del aumento de la

entropía. lil entorno no juega un rol explícito en la tasa de producción de entropía pero determina

cuando este régimen asintótico es válido. pues los exponentes de Lyapunov comienzan a regir el

comportamiento de la dinámica en el instante en que las dimensiones de la reg-¡óncubierta por

la función de Wigner alcanzan el tamaño crítico impuesto por la intensidad de la interacción con

el entorno. Los resultados obtenidos en el curso de nuestra investigación han sido parcialmente

publicados en los trabajos Phys. Rev. Lett. 85, 3373 (2000) y Phys. Rev. lï 64 056238 (200])

y representan la primera evidencia numérica sólida confirmando la existencia de este regimen

dominado por la dinámica clásica.

Además, hemos mostrado que funciones de Wigner confinadas a un volumen .4 en el espacio de

fases clásico pueden desarrollar estructuras tan pequeñas como, pero no menores que, la acción a

hz/A que para sistemas macroscópicos es sub-Plancktmta. liste resultado es sorprtmdente. puesto

que el principio de incerteza ha llevado a algunos autores a conjeturar que escalas sub l’lanckianas

son inexistentes o físicamente irrelevantes. La existencia de estructuras sub-Planckianas en la

función de Wigner ha sido observada por vez primera durante nuestros estudios _vlos trabajos

mencionados en el párrafo anterior presentan evidencia numérica de las mismas.

La saturación de la estructura desarrollada por la función de distribución a escalas sub­

l’lanckianas es una importante caracteristica que distingue las dinamicas caótieas clasicas y

cuánticas. En dinámica clásica caótica, la estructura mas pequeña desarrollada por la función

de distribución de probabilidades decrece exponencialmente, lo cual tiene importantes consecuen­

cias para la decoherencia. puesto que el tamaño de las estructuras mas pequeñas controla la

sensibilidad a las perturbaciones tanto en un sistema como en un entorno caótico. Sin embargo.

contrastando con sistemas clásicos caóticos, los sistemas euánticos no son exponenicialmente sen­

sibles a perturbaciones infinitesimales. sino más bien, la menor perturbación por la que pueden

ser afectados está determinada por a. En nuestros estudios hemos mostrado que. (:()llll‘al'lall’lClllO

a las conjeturas mencionadas más arriba, las escalas sub ¡Planckianas tienen gran importancia

física, puesto que desplazamientos del orden de 6 «- h/VÏ alcanzan para inducir ortogonalidad.

determinando consiguientemente la sensibilidad de sistemas cuánticos a las perttn'baciones. lin

particular, presentamos evidencia que muestra que la escala temporal para la sensibilidad de un

sistema cuántico caótico eSLádeterminada por el exponente dc Lyaptniov del mismo. Los resul­

tados obtenidos relacionados a nuestros estudios sobre la hipersensibilidad a las perturbaciones
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serán enviados a publicar próximamente.

Es de esperar que entornos que posean una dinámica inestable sean mucho más eficientes

en causar decoherencia que aquellos que sean regulares, ya que están evolucionando rápida y

constantemente en estados deslocalizados con estructura muy fina. Si un sistema es hipersensible a

las perturbaciones, cuando actúa de entorno de otro puede generar decollerencia muy eficazmente.

La escala a controla la sensibilidad de los sistemas cuánticos a las perturbaciones en el potencial

y por consiguiente, controla la eficiencia del proceso de selección de estados punteros inducido por

un entorno hipersensible, lo cual señala la emergencia de la clasicaJidad.





Apéndice A

Solución numérica de las ecuaciones

de Schródinger y Newton

Integración de la ecuación de Schródinger

La solución numérica de la ecuación de Schródinger fue obtenida recurriendo a un algoritmo espec­

tral originalmente desarrollado para potenciales independientes del tiempo (Feit et al., 1982) y que

facilmente hemos generalizado para su aplicación a sistemas dependientes del tiempo. Detallamos
a continuación las ideas fundamentales del mismo.

Supongamos que nuestro sistema es una partícula cuántica en una dimensión. cuyo Hamil­

toniano es H = ¡iz/2m + V(l‘,t), entonces, la ecuación de Scln‘üdinger en la representación (le

posición es

aq: 1 02 x11, _=___ / _
1.71.at 21710172 +l (.i,,t)\II. (A.1)

Un algoritmo para encontrar la solución a tiempo t + dt, conociendo la misma a tiempo t pue-r

ser obtenido empleando el denominado split opcmtm‘ algmithm. que divide el operador evolucion

(lo la siguiente manera

1 t+dl

U(i.t+dt) = exp(-5 (it/Hp) (A2)' v

¡"2 (ua? ' [V + 1V’ lr] dt “2 ("0" + 0( Ir")ex 1,—— xex —— , - (,, . XeX) 1—— .‘É (.' .
p 21712 I p ÏI 2 ' I 27122 J

La última expresión del lado derecho de esta ecuación se obtiene expandiendo el operador exponen­

cial que define al operador evolución. y empleando a su vez una expansión a primer orden en dt para

el potencial dependiente del tiempo, es decir aproximando Vw= l/(ar, t’) l"(:r. f) + V’(;r, f.)(t’-t).
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Los términos de tercer orden en df provienen del error al expandir los conmutadores en la expo­

nencial. ¿Cuál es la ventaja (le este operador evolución? Primero _\'principal, este algoritmo

preserva la tmitaridad de la solución al propagar la solución un paso dl. Segundo. cada exponen­

cial depende de sólo a: ó p, lo que nos permitirá, como veremos en el siguiente parrafo. el uso (le

tecnicas muy eficientes para la integración numérica de la ecuación de Scln'i'xlinger. La primera

característica es muy importante en el estudio numérico que nos ocupa. ya que por ejemplo. la

pérdida (le unitaridad conlleva un incremento en la entropía. Si deseam0s comparar estos resul­

tados con los correspondientes al sistema abierto. en donde el aumento de entropía resulta (le la

interacción con el entorno. es esencial que las técnicas numéricas empleadas sean confiables en

este aspecto: de otra manera no podríamos diferenciar claramente un tipo (le evoluck’m(lel otro

_vel análisis sería confuso.

(93) sobre \IJ(:L',t) es equivalente a., , - n . _ h'-’diObsenamos ahora que la apltcacnondel opeiador expumï
resolver la ecuación de la partícula libre para un tiempo dl/‘Za partir del tiempo inicial f. es decir

aq: 1 8211/
1.— = ———2. (A.3)(9! 2m 8:1:

La solución de la ecuación (A.3) puede obtenerse muy fácilmente con la ayuda de la representación

de Fourier de banda limitada de la función de onda ‘II

N/2 r)­

kll 3).! ‘11,,l e" í'nna; , Ault) (Mahal ()vtr-i /2+l

donde

dl 27 2 ,, _

41,.(14-dl) z Wn(t)e)tp—tfi n, (.-\..))

y Lo es la longitud de la grilla en donde se computa kl/(ar).El lado derecho de la ecuación (A2) es

entonces equivalente a una propagación libre sobre la mitad del incremento temporal dl. un cambio

(le fase por la acción del potencial en la totalidad del incremento temporal, _vuna propagación

(le partícula libre adicional sobre la mitad del dt. Si muchos factores del tipo (A2) son aplicados

sucesivamente, pares de operadores de partícula libre se combinan para formar propagadores (le

partícula libre en un incremento completo dt. El cálculo realiza entonces como una sucesión

(le propagadores de incremento completo dt aplicados en el espacio de los momentos. alternando

con cambios de fases de la función (le onda, que se realizan en el espacio (le posición. Las únicas

excepciones son los incrementos mitad al principio v al final del cálculo.

Iiste procedimiento, si se lo implementa con la ayuda de algoritmos I-‘FT (l-‘ast l’ourier 'I‘rans­

form), es muy eficiente pues involucra del orden de N log? N operaciones _vtambién muy preciso.
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ya que las derivadas espaciales son aproximadas a orden N-ésimo en A13.donde N es el número

de puntos de la grilla para \I'(.r) y A1: = Lo/N es el intervalo entre puntos (le la grilla. La longitud

de la grilla L0 debe ser elegida suficientemente grande para que la función (le onda sea desprecia­

ble en los bordes de la misma. A33,por otro lado, deber ser suficientemente pequeño como para

acomodar el ancho de banda espacial de las funciones de onda. Esto último puede asegurarse

monitoreando los coeficientes de Fourier y verificando que éstos sean pequeños en el borde de la

grilla en el espacio recíproco.

El incremento temporal dt debe ser elegido suficientemente pequeño para asegurar un cálculo

preciso de la evolución temporal de la función de onda. El criterio que guía esta selección se basa en

el ancho del espectro de energías, determinado por la transformada de Fourier de ('u')(.7:,0)|1j2(a:,t)).

El intervalo dt limita e] ancho de banda espectral de una función que puede representarse por

una serie de Fourier determinada por valores muestreados. Este ancho (le banda máximo es

AEmaI = 7r/dt. Así, el incremento dt debe ser elegido suficientemente pequeño para acomodar al

menos la totalidad del espectro de energías de los estados ligados, ó dt < mi.” donde AVmaI es
el máximo valor que toma el potencial para la grilla elegida. Cuando este criterio no se cumple,

aparecerán errores del tipo aliasing (Stoer et al., 1991). Excelentes resultados son normalmente

obtenidos cuando dt < 7r/3AVmaI. Si el potencial no está acotado, será necesario considerar una

restricción apropiada para aplicar el método.

Integración de las ecuaciones de Newton

La solución de las ecuaciones de Hamilton se obtiene recurriendo a un algoritmo simpléctico cuya

caracteristica fundamental es. al igual que en el método anterior para la ecuación de Schródinger,

que preserva el área (o volumen) en el espacio de fases. Para un sistema unidimensional cuyo

Hamiltoniano es H = p2/ 2m + V(1:,t), las ecuaciones de Hamilton pueden escribirse

R = {H(t), R} = L(t)R, (A15)

donde RT = (1:,p) y L(t) = {H (t), } es un operador que actúa sobre R llamado operador de Lion­

ville o Liouvilleano. De esta manera las ecuaciones de Hamilton pueden resolverse formalmente

de la siguiente manera

R(t + dt) = eftl+m‘"'L(",)R(t), (AJ)

es decir, para avanzar la solución un incremento temporal dt, hay que aplicar a la condición inicial
. , . . l+dlv , . , .

(la solucron en el tiempo anterior t) el operador exp(f, L(t')dt’). El metodo snnplectlco de

cuarto orden consiste en escribir este operador como producto de tres operadores exponenciales
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que separen la dependencia en :L‘de la dependencia en p. tal como en la subsección anterior para
la evolución cuántica

(+dt l+dl l+dl l+dl

exp( dt’L(t')) = exp(/ dI’Lg(l’)) exp(/ d!’Lg(!’)) exp(/ dt'L¡(I')) al 0(d!‘1). (A.8)f l f l

donde L,-(t) = {Hb }, H] y H3 dependen sólo de p, mientras que ¡12 depende de a: y de t. De

esta manera se aproxima la solución exacta, esto es, la evolución con el Liouvilleano L, como una

evolución con los Liouvilleanos L1, L2 y L3. Además, como cada Liouvilleano depende de en una

sola variable, la evolución gobernada por cada uno de ellos es muy sencilla y puede calcularse

fácilmente: para el caso de la dependencia en p, la coordenada p de R no cambia. pero sí lo hace

:c tal como lo haría una partícula libre; a la inversa en caso de dependencia en 3:.

De la aplicación de L1 sobre la condición inicial R0 se obtiene R1 = exp “2°”! ¡,¡(t’)dt’] R0,
de donde se observa que R1 no es más que la solución de las ecuaciones de I-Iamilton con H = H 1,

R1 = {H¡(p),R¡}, es decir

{ 21=8pH1(p) (A.9)¡11:0.

de donde

_. "a 1-1 dt

R]: (1, ) z (930 i p una) )_ (AJO)7)] pO

De manera similar se calculan R2 y R3, que resultan de la aplicación sucesiva de los Liouvilleanos

con las condiciones iniciales R1 y R2, respectivamente:

a: + 8 H (po)d!. :t‘o-l (9,11 (p0)dt -+-(9,113(p2)dl
R2 z 9t+dt p / / ' R = I I -ll+d! I I (A‘H)

Po - It 31112001J ld’ Po - t 81112(llst)d1’

Para obtener la forma de H], Hg y [13deben expandirse las exponenciales en la ecuación (A8). Da­

da que el I-Iamiltoniano del problema es cuadrático en p, es natural suponer la misma dependencia

para H1y Hg, es decir H1(p) = ap2 / 2m y H2(p) = 7p2/2m, debiendo solamente ajustarse las cons­

tantes de proporcionalidad a y 'y. Por otra parte, como sólo deseamos una aproximación a orden zi

en dt, la dependencia temporal en L2 en la exponencial central de (A.8) puede aproximarse con la

expansión de Taylor a segundo orden del integrando, [42(t’)z L2“) + Lí_,(l)(t’—t) —l»¿wow-1)?

y recién luego expandir la exponencial. Proponiendo [12(a:,l) s: [5V(m,I). luego de mucha álgebra

se encuentra que la ecuación (A.8) se satisface para o : 1: = 1/2 y ¿5’= 1. Así, los factores

exp(%2d—2')son equivalentes a la dinámica de una partícula libre sobre un incremento temporal

mitad ¿it/2.
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Por lo dicho, nuestro algoritmo simpléctico de orden 4 se reduce a

l+df

exp( dt’L(t')) = (A.l2)- l

2 dt 1 1 . ¡2 dt .

= 34%?) ><exp((V+ 53,th + ¿Üdet2)dt) x exp(2]—7;ï)+ (me).

Con la aplicación sucesiva de la expresión (A.13) los factores de los extremos se combinan de

manera de tener en realidad sólo una exponencial exp(%dt), que representa ahora la evolución

de una partícula libre en un incremento temporal completo dt. En una propagación a un tiempo

T = m dt, solamente los extremos de la cadena de exponenciales (primera y última propagación)

retendrán el factor mitad dt/2.

Exponentes de Lyapunov

Los exponentes de Lyapunov en un sistema caótico cuantifican ls divergencia exponencial de tra­

yectorias inicialmente vecinas. Para sistemas Hamiltonianos estos exponentes están relacionados

con los autovalores de una matriz simpléctica. El método detallado aquí hace uso de este hecho y

sigue básicamente el trabajo de Salman Habib ct al. (Habib et al., 1995).

Consideremos un sistema 2m-dimensional cuya dinámica está gobernada por las ecuaciones

dz
— = F z.t . A.13
dt < , ), < )

donde z = (21,22, . . . ,zm) y similarmente para F. Sea zo una dada trayectoria y supongamos que

deseamos estudiar trayectorias vecinas. Podemos entonces definir desviaciones de zo, Z = z —zo,

y linealizar la ecuación anterior. Se obtiene así un nuevo conjunto de ecuaciones para las variables
Z

dZ
a = DF(zo,t)Z. (A.14)

Este método puede emplearse toda vez que el sistema de ecuaciones lineal (A.14) pueda derivarse

de un Hamiltoniano. De ahora en más supondremos que ésta es la situación y escribiremos

Z = (ql , (12,. . . ,qm,p1,p2, . . . ,pm), donde qi y p,-son las coordenadas y el momento canónicainente

conjugado respectivamente. Entonces, la ecuación (A.14) puede escribirse

dZ

donde H es un polinomio cuadrático homogéneo en coordenadas y momentos. Un sistema de esta

clase es gobernado por una matriz simpléctica M que mapea las variables iniciales Z0 en Z(t)

Z(t) = MZ". (A.l(i)
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Sea ahora A definido por

A 1-liimxuwM'fl/m, (AJ?)

donde M ' es la matriz traspuesta de M. Los exponentes (le Lyapunov son entonces los logaritmos

de los autovalores de A (Bckmenn et al., 1985).

La matriz M satisface la ecuación de movimiento (Dragt et 31., 1983)
dM
í —JSM, (A125)

donde S es una matriz simétrica dada por

1 2m

mz,“ = 5 Elsüzizj, (A.19)1,]:

y donde

o 1
1]: I A­

(—1 o) ( 20)

1 es la matriz identidad de dimensión m. De esta ecuación se deduce que la evolución de M M ‘

está dada por

¿(MA/1‘) = JSMM‘ —MM‘SJ. (A21)

Los métodos usuales para obtener los exponentes de Lyapunov trabajan con M , que no es real ni

simétrica (de ahí la necesidad de reortogonalización) y que tiene elementos que crecen exponen­

cialmente. Para evitar estas dificultades puede explotarse el hecho de que M es simpléctica. (le

modo que puede escribirse como (Dragt et al., 1983)

M :2 exp(JSa) exp(J.S'C). (A22)

donde Sa (SC)es una matriz simétrica que anticonmuta (conmuta) con J. Nótese (¡ue la segunda

matriz en el lado derecho de la ecuación anterior es unitaria, de manera que MM' : exp('2.l.5',,).

Esta matriz M M ‘ tiene menos grados de libertad que M y sus autovectores son ortogonales.

Entonces. en vez de integrar la ecuación (A21) que tiene la dificultad del problema (le los grandes

números, enfocamos nuestra atención sobre el exponente J .S'aen la ecuación anterior, que siendo

un exponente, no presenta esta dificultad.

El siguiente paso es emplear una representación explícita para exp(.l.S'a). Para nuestros

propósitos es suficiente restringirnos a sistemas con un espacio de fases bidimensional. Cuan­

(lo estos sistemas son perturbados. representan el ejemplo más simple de una dinámica continua

caótica. Toda matriz simpléctica bidimensional puede escribirse como

M = exp(J.S'a) exp(JSC) = exp(,u(82 cosa + 33 sen (1)) exp(bB¡), (A23)
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donde a,b y n son coeficientes reales y los B,-son los elementos de la base (lel álgebra (le Lie sp(2)

Bl=(()1),B-2=(01)y33=(1-10 10 0-1
Entonces

MM" = exp[2/,L(Br_>cosa + Bg sen (1)] . (A25)

Así obtenemos para A

A = exp[(n/t)(B2 cosa + B3sena.)]. (A26)

Finalmente puede mostrarse fácilmente que los autovalores de esta matriz son exp(:i:¡¿/t). Los

exponentes de Lyapunov son entonces ip/t en el límite t —>oc. Con esta conveniente elección de

variables, la representación explícita de M M ' es

(A27)MM! _ cosh 2p + sen a senh 2p, cos a senh 2p
cos a senh 2p cosh 2p —sen a senh 2p. i

La dependencia temporal para a y ,u se obtiene introduciendo la expresión para AIM' en la

ecuación (A21).

Si por simplicidad suponemos ahora que H en (A.19) no contiene términos proporcionales a

qp, de manera que la matriz S tiene la forma

.' 0

S: ( ‘“ ) , (A28)0 5'22

luego de un poco de álgebra se llega finalmente al siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales

ordinarias para a y [L

du _ 1“ ) lo.
dt — 2 {22 811 (, sa
(la
a = 511+ 522- (32-2- s“) sen a. coth n. (A29)

De la condición inicial Il/I(0) = I, si elegimos p(()) = ()entonces cos2 a(0) = 1. es decir. (¿(0) = 0 ó 77.

Estas ecuaciones diferenciales forman la base (le nuestro método para calcular exponentes (le Lya­

pnnov en sistemas Hamiltonianos. Deben integrarse numéricamente paso a paso hasta encontrar

convergencia en los valores :t/L/t, si lo que se desea son los exponentes de Lyapunov asintóticos.

En algunas estimaciones este exponente asintótico, independiente de la condición inicial, es jus­

tamente lo que se desea. Sin embargo muchas veces, y en especial en las sinmlaciones numéricas
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del Capítulo 5, se hará uso de un exponente de Lyapunov temporal, definido simplemente como

A(zo,t) = ¡i/t, que depende de la condición inicial. Además. cuando lo que propagamos es una

función de distribución fo(:z:,p) y no una única condición inicial (50,12),se obtiene en realidad una

distribución de exponentes de Lyapunov /\(a:,p, t), uno para cada punto del dominio de la distri­

bución. El exponente de Lyapunov conveniente entonces es un exponente de Lyapunov temporal

promediado, definido por

Mi) = /dmdpfo(m,p)x(z.p,t). (A30)

Este exponente depende también de la condición inicial fo(:v,p), aunque para no complicar inne­
cesariamente la notación no se lo indica.



Apéndice B

Ecuación Maestra Promediada

En la parte periódica de la base de Floquet (cuyas propiedades se presentan someramente en la

Sección 3.4.1), {|q’),¿)},el operador densidad reducida del sistema puede escribirse

p = Z loa><oolplog><oil= Zamorano (B1)
(13 OH

donde F05“) = Iqba)(cpg|.Para encontrar la ecuación que gobierna la evolución temporal de este

operador, derivamos esta expresion respecto del tiempo.

¡2= Z: marnan) +moran) (13.2)
0’3

De las propiedades de los estados de Floquet mencionadas en la Sección 3.4.1, zÏLIón)= (H5 —

5,.)lwn), expresión que si introducimos en la ecuación para p nos conduce a

. ‘I _ 'l

pa.)= -¡[Hs.p(t>1+ Z; 01.1¡(t)rn.i(f)+fi 2; muxa" —mmm (13.3)Oi fl.

Ahora bien, esta expresión para f)debe ser idéntica a la obtenida via la ecuación maestra (3.10)’.
(le donde se deduce

= ¿(5" ‘WW - 5/0 “"rl-‘WMOMHI[mu-ran. pi]law»

+ (It’yn(r’)(o,,(t)| [:17,{.1:(t-r’.1.). p}] |o,,(1.)) (BA)

donde los kets Io,,(t)) representan la parte 'r-periódica del espectro de Floquet, :r:(f—f’.t) =

UÏ(t —t’,t)zU(t —t'J) y UU,—t’,t) = En exp(1.ant')|aóa(t —t'))(a)n(t)|. Los operadores posición

'La ecuación (3.10) está escrita en la representación (lo interacción. mientras que la expresión que so necesita
rlebe estar en la representación (lo Schródinger.
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también pueden expresarse en esta base periódica. quedando definidos asi coeficientes X05“) que

poseen la periodicidad 7' de la perturbación armónica del potencial

37: z -\’(113(f)r01ï(l)
03

.X-QSU)r (ÓoU) 32 03(1)) (13-5)

Siendo estos coeficientes T-periódicos, pueden expandirse en series de Fourier

A113“)Z Z cm“!A'mïn

Reemplazando las expresiones para losoperadores posición en la ecuación maestra (I‘M). se obtiene

la siguiente expresión

1 1 ‘ gsU’)
‘ _— E z 1(m+n)u)l I ­Í’uu m _(5¡¡ _ -—u)p¡w - .- paBU') C dl

1h 2 0,13 mn ' 0 gaul)

—' l l V F — I F r

[:0 ¡Alhlml.\”M.xfiunl ___e IApnml‘xfinn‘xflam

_ V II ' ' ' - 'vn I ' ' W
'l' Z (e LA¡om -\¡mn-\r,o1nÓBI/i e IA“, ll Anit/'n-xgïnntoau)

7]

donde Am”, = sa —5;,-+ nwt. y el segundo término del lado derecho de esta ecuación representa

en realidad (los, uno con el núcleo simétrico gs y los signos de adición superiores. el otro con el

núcleo asimétrico ga y los signos inferiores.

Consideramos ahora el limite de temperaturas altas del entorno, es decir, los núcleos de las

integrales toman el valor 93(1) r: Déu.) y gau) .: 21:5“), con D 2177.7}:¡{1‘el coeficiente de

difusión _\'7 la tasa de relajación del sistema. Con esta aproximación se llega a una ecuación

diferencial ordinaria para pm, cuyos coeficientes son T-periódicos

TI"l

_ Z 00:3Z (“(1,+7"1)wl)I;II/Oi

. l .. g

pm; Z ¡{(5}! - -—n“)Í)¡w_ D E paó' E (dm Hu)“; Zur/afin":
. 05

(1:3 TI"!

Zpuofinm = _ (-Yuan A2311":'l' A3311"A’uam) 'l Z (-Xunn-\'r]am 6131/I' A3111"-\_;ínnl (
7/

Yui/(¡Burn = - (Afiun Ayna" Á'Bum + Apam ‘\_,';II"A3101")

‘l Z (Ancrm-\'¡¡nn-\'nam 631/ïl' Ajrpn -\_aunA_,'3r¡m{su}:) ( -l
7!

Nuestro propósito es emplear esta ecuación maestra para estudiar la decoherencia en el proceso de

tuneleo. Consecuentemente los tiempos de evolución serán típicamente larg0s (ver Sección 4.3.1)
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y podemos hacer una aproximación similar a la de onda rotante, promediando la ecuación en un

período de la perturbación del potencial T = 27T/uJ,es decir, í dte‘("+’""‘"p(,¿(t) z am;(-r)ó,,,‘_,,
. — ni o . ,

y í f0?dtp03(t)z M, dondea denotaelpromediotemporalen un periodoTdeloperador
p. Si además recordarnos que En exp(mw(t —t’)) = ¿(t —t’) pueden calcularse las sumas

, 1 T . .

EEA/¡nnxna—nófiu = dt(Ó¡rIIIÓo)(ÓBIII01/)= < (0,.IIIÓ(¡)(03I-Tld)u)>
n n

Introduciendo todas estos resultados en la ecuación (B.10), y suponiendo además que D >>Angn'y

Vafin (esta hipótesis es generalmente válida en el límite de altas temperaturas, ya que D N T

mientras que 7 N l/T, y en particular, durante nuestras simulaciones numéricas hemos corrobo­

rado que la desigualdad se cumpla) se llega a la ecuación maestra promediada (3.26) (le la Sección
3.4.2.
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