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Resumen

El proceso de decoherencia para un sistema cudntico abierto con andlogo cldsico cadtico (un
pozo doble perturbado armonicamente acoplado a un baino de infinitos osciladores armonicos) es
estudiado. Se analiza el comportamiento de la tasa de produccion de entropia mostrando que
posee dos regimenes relevantes: Para tiempos cortos ésta es proporcional a la intensidad del
acoplamiento sistema-entorno. Posteriormente. pero antes del equilibrio, entra en un régimen
donde es fijada por el exponente de Lyvapunov del sistema. Este segundo régimen es encontrado
siempre que el coeficiente de difusion supere cierto valor umbral. El tiempo de transicién entre
ambos regimenes muestra una dependencia linecal con la entopia del estado inicial y logaritmica
con ¢l coeficiente de difusion.

Ademas, el desarrollo de estructuras en la funcion de Wigner es investigado, observando que
para sistemas caoticos éstas saturan rapido. en un tiempo que concuerda con el tiempo de Ehren-
fest. Comprobamos que. contrariamente a conjeturas previas, cuando el sistema es macroscépico
la saturacion se produce a escalas que son tipicamente sub-Planckianas. Estas escalas determi-
nan la sensibilidad de un sistema cuantico a las perturbaciones. Mostramos que para sistemas
cudnticos cadticos la tasa de decaimiento de la Fidelidad. medida de la sensibilidad de un sistema
cudantico a las perturbaciones, esta determinada por sus exponentes de Lyvapunov. Esta escala

temporal establece el tiempo de decoherencia de un sistema acoplado a un entorno cadtico.

Palabras Clave: decoherencia, caos. entropia. fidelidad. sub-Planck.



Abstract

The decoherence process for a classically chaotic quantum open system (a double well harmonically
perturbed coupled to a bath of infinite harmonic oscillators) is studied. The behaviour of the
entropy production rate is analysed, showing it posses two relevant regimes: For short times it is
proportional to the system-environment coupling strength. Afterwards, but before equilibration.
it enters a regime where it is fixed by the Lyapunov exponents of the system. This second regime
is reached only if the difussion coeficient if above certain threshold. The trausition timne between
both regimes shows a linear dependence on the initial entropv and a logarithmic one on the
diffussion coeficient.

Moreover, the structure development of the Wigner function is investigated, observing that
for chaotic systems it quickly saturates, in a tiemscale which agrees with the Elrenfest time.
Contrarywise to previous conjectures, we verify that when the svstem is macroscopic saturation
happens tipically at sub-Planckian scales. These scales deteriine the sensitivity of a quantum
svstein to perturbations. We show that for chaotic quantuin svstems the rate of decay of the
Fidelity, a measure of the sensitivity of a quantum system to perturbations. is determined by its
Lvapunov exponent. This timescale establishes the decoherence time of a system coupled to a

chaotic environment.

Keywords: decoherence. chaos. entropy. fidelity. sub-Planck.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 La mecéanica cuantica y su limite clasico

La Teoria Cuéntica ha sido desde sus origenes una de las teorias mas exitosas de la historia de
la Fisica. En todas sus aplicaciones practicas las predicciones de esta Teoria son correctas; no
hay ejemplos de conflicto entre sus prondsticos y los resultados de los experimentos realizados
para confirmarlas. Su dominio es notablemente amplio, pues explica con éxito desde la estructura
de las estrellas de neutrones a la estructura y funcién del ADN. Sin embargo, es frecuentemente
dificil conciliar nuestra percepcion del Universo. que parece ajustarse bien a modelos clasicos, con
las predicciones de la Teoria Cudntica (Zurek, 1991). Es asi que el debate sobre la relacion entre
los modelos clasico y cudntico es tan antiguo como esta dltima Teoria.

La fuente de nuestra incomodidad con la Mecanica Cuantica reside en la contradiccion entre
el principio de superposicion y nuestra experiencia diaria cldsica en donde este principio no se
cumple. Originalmente fue el mismo Schrodinger quien formulé el problema, ideando su famoso
experimento imaginario: Si se encierra a un gato en una caja, pasado un tiempo cabe pregun-
tarse por su suerte, si estard éste vivo o muerto. En una descripcidon cudntica. el estado del
sistema gato cuando éste se encuentra vivo estd descripto por el vector de onda [v)). mientras
que el estado del gato muerto esta descripto por |¢); cada uno de estos estados coincide con
un posible estado de la descripceién clasica. La linealidad de la ecuaciéon de Schrédinger impli-
ca que, siendo |¢n) ¥ |v)) soluciones de la misma, el estado superposicion |¢) = [¢) + [¥)) es
también una posible solucién. Cabe senalar que un estado de estas caracteristicas, superposicion
coherente de los estados que representan al gato vivo y al gato muerto, tiene propiedades que lo
hacen drasticamente diferente del estado “cldsico™ en el que el gato se encuentra vivo con cierta
probabilidad (o muerto. con la probabilidad complementaria). En efecto. si calculamos la pro-

babilidad de detectar al gato en una dada posicion, esta resulta ser P(x) = |v(x) + ¥o(x)|2
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Por lo tanto, si el estado contiene una superposicion de las dos alternativas. la probabilidad de
detectar la posicién (o cualquier otro observable) contendrd términos de interferencia v diterira de
la probabilidad que se obtiene para el estado en el cual sabemos que el gato esta vivo o muerto.
Eu efecto. P(r) = |V, (x)]? + [¥a(2)* + 2Re(¥, (x)¥*(r)) # Pi(x) + Po(r). Estados que consis-
ten en la superposicion de alternativas macroscépicamente distinguibles suelen denominarse. por
analogia con el ejemplo famoso de Schrédinger, “Gatos de Schrodinger™. La funcion de onda que
describe a una particula en el interior de un dispositivo Stern—-Gerlach. o la que describe a las
particulas en un experimento de doble rendija son otros posibles ejemplos de estados de este tipo.
superposicion coherente de dos o mas alternativas clasicas.

Esta bien establecido que la materia a escala microscopica debe ser descripta apelando per-
manentemente a estados que contienen superposicion de distintas alternativas cliasicas. Pero la
mecanica cudantica permite la existencia de este tipo de estados para cualquier sistema. incluvendo
gatos u otros objetos macroscopicos. (Donde esta el limite para la aplicabilidad del principio de
superposicion? ;A partir de qué escala los objetos se comportan clasicamente. tal como parccen
hacerlo innumerables objetos que encontramos en nuestra vida cotidiana? En definitiva: ; Cémo
es posible obtener una descripcion clasica macroscopica a partir de leves cuanticas que tienen al
principio de superposicién como una de sus bases fundamentales? Estas preguntas generaron un
gran debate desde los inicios mismos de la Mecdnica Cuantica.

Durante mucho tiempo se eludio la resolucion del problema de la correspondencia entre ambas
teorias argumentando que el nudo del mismo se encuentra en el proceso de medicion: en el ejemplo
de Schrodinger el estado del gato puede conocerse sélo realizando una medida sobre el mismo. es
decir abriendo la caja para ver. Asi. la discusion del problema de correspondencia cuantico-clasica
se ha visto largamente dominada por el lamado problema de la medicion. La primera explicacion
ampliamente aceptada de cémo en el proceso de medida una sola alternativa (en el experimento
imaginario de Schrodinger. el gato estd vivo o muerto. no ambas cosas a la vez) emerge de las
infinitas posibilidades que permite ¢l principio de superposicion. fue la denoniinada interpretacion
de Copenhagen, propuesta por Niels Bohr, quien insistié en ¢ue un aparato por definicion clisico
es necesario para llevar a cabo la medicion. Asi. la teoria cudntica no seria universal v en el
proceso de medicion se fuerza a la funcion de onda a colapsar en una de las alternativas cliasicas
permitidas. La caracteristica distintiva de la interpretacion de Copenhagen es la existencia de una
linea divisoria entre lo cudntico y lo clisico (Zurek, 1991).

El status de la interpretacion de Copenhagen siempre fue controversial. va que si se acepta a
la Mecdnica Cudntica como universalmente valida. deberia ser aplicable a todo el Universo. En
ese contexto carece de sentido una frontera rigida entre el mundo cuantico v el cldsico.

Habituahnente. en ausencia de un criterio adecuado para distinguir entre el mundo cldsico v
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el cuéntico, se acepta una identificacién entre cldsico y macroscdpico. Sin embargo, esta forma de
plantear el problema es totalmente inadecuada. Ejemplos que sefalan la naturaleza cuéntica de
sistemas macroscopicos son, entre otros, una versién criogénica del detector de ondas gravitatorias
(la barra de Weber) que debe ser modelado cuédnticamente a pesar de tener una masa de més de
una tonelada (Caves et al., 1980), o uniones superconductoras de Josephson que poseen estados
cuénticos que involucran un nimero macroscépico de electrones, pudiendo éstos, sin embargo,
tunelear entre los minimos del potencial efectivo (Caldeira et al., 1983).

Durante décadas renombrados cientificos buscaron alguna solucién a este problema (Einstein
et al., 1935; Bell, 1964; Von Neumann, 1955; Everett, 1957; Wheeler et al., 1983). Si sistemas
macroscépicos no pueden ser considerados del lado clésico de la linea divisoria sin riesgos, hubo
quien se preguntd si no seria entonces posible que en realidad tal linea divisoria o frontera entre
ambos mundos no existiera. La denominada Interpretacién de Universos Miltiples (Many World
Interpretation, MWI) de la Mecdnica Cudntica desarrollada en los afios '50 por Hugh Everett
III afirma que tal frontera no existe (Everett, 1957). De acuerdo a esta interpretacién todo el
Universo es descripto por la Teoria Cudntica y evoluciona siguiendo la ecuacién de Schrodinger.
Cada vez que una interaccién adecuada tiene lugar entre dos subsistemas cuédnticos del Universo,
la funcién de onda del mismo se subdivide de manera tal que desarrolla cada vez més ramas que
se multiplican interminablemente. Sin embargo, ninguna de las dos interpretaciones de la Teoria
Cuéntica ha resuelto el problema. Mientras la interpretacién de Copenhagen demanda a priori un
dominio cl4sico que fuerza una alternativa cldsica como 1inico resultado emergente en un proceso
de medida, la interpretacién de Everett III, aiin acomodando toda posible alternativa clésica
en las muchas ramas dindmicamente generadas de la funcién de onda del Universo, ni siquiera
permite definir claramente cuéles estados del Universo corresponden a las tales ramas, debido a la
libertad que la Mecénica Cudntica nos da para cambiar de base en el espacio de Hilbert. Ninguna
interpretacién ha podido explicar porqué un observador percibe sélo una de las alternativas y no

una superposicién coherente de las mismas.

1.2 La decoherencia

No fue sino en los dltimos veinte ahos que una salida apropiada al problema de la correspon-
dencia entre la Mecdnica Cudntica y Clésica ha sido propuesta manteniéndose con éxito como la
solucién del mismo (Zurek, 1981; Zurek, 1982): la pérdida de coherencia o decoherencia causada
por la interaccién entre el sistema y su entorno conlleva la supervivencia de sélo un pequeno
subconjunto de estados de la totalidad que contiene el enorme espacio de Hilbert del sistema.
Esta regla de siper-seleccién ha dado en llamarse seleccién inducida por el entorno (environment-
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induced-super-selection, o einselection). Como consecuencia, la clasicalidad de un sistcma es
una propiedad emergente, inducida sobre el mismo por su interaccién con el entorno. Toda super-
posicion arbitraria de estados es desechada v naturalmente surge un conjunto preferido de estados
cldsicamente permitidos, los denominados estados punteros, que corresponden a propiedades bien
definidas (las indicaciones de la aguja del aparato en mediciones cudnticas) v a puntos en el espacio
de fases de un sistema clésico.

La idea clave en la solucién del problema de la medicién v mas gencralmente, de la emergencia
del comportamiento clasico a partir de la dindmica cudntica, se conoce desde las fundaciones de
la Teoria Cudntica, pero su importancia y significado para resolver la transicion cudntico-cldsica
ha sido reconocida sélo recicntemente: un sistema cudntico macroscépico nunca se encuentra
aislado de su entorno, v por lo tanto, no puede esperarse que su evolucién esté gobernada por la
ecuacién de Schodinger, que sélo es aplicable a sistemas cerrados. La naturaleza de la interaccién
sistema—entorno permite que este ultimo monitoree, sin perturbar, algunos estados del primero.
Simultdneamente el sistema, que si perturba al entorno, deja su huella sobre el mismo (Zurek,
1981). Esta huella contiene informacién sobre algunos estados particulares del sistema. Aquellos
estados del sistema que dejan una huella siendo a su vez minimamente perturbados en el proceso,
son los estados preferidos o punteros. Su propiedad principal es la insensibilidad a ser monitoreados
por la interaccién con el entorno y consecuentemente, su resistencia a ser entrelazados con los
estados de este ltimo, que seria la consecuencia natural de la interaccién. Estos estados del
sistema son los Unicos que mantendran una fiel descripcion del sistema solamente: todos los demas
estados evolucionardn en estados conjuntos sistema-entorno, preservando su pureza solamente
cuando se amplia la nocién de sistema y ambos son incluidos en un sistema més grande.

Después de estos veinte afios transcurridos desde los trabajos pioneros de Zurek (Zurek, 1981:
Zurek, 1982). el rol del proceso de decoherencia en la emergencia de la clasicalidad del mundo
que nos rodea estd bien establecido y muchas propiedades interesantes de este fenémeno han sido
comprendidas. Por ejemplo. la naturaleza de las escalas temporales involucradas en el proceso de
pérdida de coherencia (Paz et al., 1993) v las caracteristicas fundamentales del proceso por el cual
los estados punteros son seleccionados por el entorno (Zurek, 1993; Zurek et al., 1993). Mds aun,
ya se ha iniciado el estudio de la decoherencia desde el punto de vista experimental y los primeros
experimentos que exploran la difusa frontera entre lo cudntico y lo cldsico estdn comenzando a
dar resultados (Brune et al., 1996: Cheng et al., 1999; Myatt et al., 2000).
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1.3 Decoherencia en sistemas clasicamente caéticos

Ion el curso de estos estudios se fue haciendo evidente que el proceso de decoherencia posee
caracteristicas muy peculiares en sistemas cudnticos cuyos andlogos cldsicos son cadticos. De
hecho, en tales sistemas la decoherencia parece ser absolutamente esencial para restablecer la
validez del principio de correspondencia, que en estos casos se ve violado en escalas temporales
muy cortas, que dependen sélo logaritmicamente de la constante de Planck. La causa de la
ruptura del principio de correspondencia puede entenderse de la siguiente manera: para esta
clase de sistemas, la evolucién cudntica genera en forma continua la diseminacién coherente del
estado inicial sobre escalas grandes tanto en posicién como en momento. Asi, un Hamiltoniano
cldsico cadtico genera una evolucién cudntica que produce tipicamente estados del tipo Gato
de Schrodinger, es decir, si se comenza con un estado bien localizado tanto en posicién como en
momento, gaussiano por ejemplo, la evolucién cudntica produce un estado altamente deslocalizado

que exhibe fuertes efectos de interferencia.

La razén por la cual un Hamiltoniano clédsico caético genera en su evolucién cudntica estados
no-clésicos puede ser relacionada con el hecho de que la dindmica cadtica estd caracterizada por la
divergencia exponencial de trayectorias vecinas, a una tasa fijada por los exponentes de Lyapunov
A del sistema. Para que sea posible presentar este argumento, basado en la nocién de trayectorias,
es mejor formular la Mecdnica Cuéntica en el espacio de fases, tarea que puede ser llevada a
cabo empleando funciones de Wigner (Wigner, 1932) para representar al estado cudntico. Si se
prepara a un sistema cudntico en un estado cldsico, con una funcién de Wigner bien localizada en
el espacio de fases y suave sobre regiones de drea grande comparada con la constante de Planck h,
ésta evolucionaré inicialmente siguiendo trayectorias cldsicas en el espacio de fases. Luego de un
tiempo caracteristico, el paquete inicialmente suave se vera estirado en alguna direccién, inestable,
del espacio dec fases y debido a la conservacién requerida del volumen, seré contraido en la otra
direccién, estable, del mismo. Estas contraccién y elongacién se ven acompanadas también por el
pliegue de las trayectorias cldsicas que, en un régimen totalmente caético, tenderdn a llenar todo
el espacio de fases disponible. La combinacién de estos tres efectos — contraccion, elongacién y
plegamiento - fuerza al sistema a explorar el régimen cudntico: Al ser estirada en una direccion,
la funcién de onda se deslocaliza y como consecuencia del plegamiento de la misma, se desarrollan
interferencias cudnticas entre diferentes porciones de la misma, que mantienen la coherencia de
la funcién sobre largas distancias. Cuando la longitud de coherencia alcanza la escala de no
linealidad del potencial, cl efecto de la energia potencial sobre el movimiento no puede continuar
representdndose por la expresion cldsica de fuerza, ya que no estd claro siquiera dénde debe

evaluarse ésta para una funcién de onda deslocalizada. La escala temporal en la quc esto sucede,
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denominada tiempo de Ehrenfest 1. es sorprendentemente corta pues depende logaritmicamente
de la constante de Planck v puede ser estimada empleando los argumentos delincados en los
parrafos anteriores.

Lo primero que a uno se le ocurrc pensar es que esta descripcion no puede ser vdlida para
objetos macroscopicos y que, seguramente, tales sistemas se encuentran bien a salvo de conside-
raciones cudnticas. Pero, debido al cardcter cadtico de la evolucion, este no es el caso! Iixisten
ejemplos obviamente macroscépicos donde el tiempo de Ehrenfest es preocupantemente corto: Hy-
perion. una de las lunas de Saturno. hace caéticamente impredecible su orientacién en un tiempo
de Lyapunov A~! de tan sélo 42 dias (Wisdom, 1985). Las estimaciones del ticmpo de Ehren-
fest para este componente del sistema solar (Zurek et al., 1995b) indican que luego de tan sélo
20 anos la combinacién de caos con dindmica cudntica harfan que Hyperion se encontrara ¢en una
superposicién coherente de orientaciones macroscépicamente diferentes!

Concluimos entonces que luego dec un tiempo relativamente corto, un cuerpo macroscopico cuva
dindmica sea caética se ve forzado a un estado flagrantemente no local, tipo Gato de Schrodinger,
cuya funcién de distribucion estara cxtendida sobre distancias que, para potenciales gravitatorios.
pueden ser del orden del radio de la dérbhita de un planeta, v donde ciertamente la nocién de tra-
vectoria dejaré de tener sentido. IIn la discusion original de Schrodinger era posible desviar la
atencion hacia los procesos de medicién. Sin embargo, para sistemas cuanticos cadticos esta forima
de cvitar el problema va no es posible. Estos evolucionan cn estados no locales (extravagante-
mente cuanticos) simplemente como resultado de la dindinica cadtica. Y mads ain, csto sucede
sorprendentemente rapido, aun para sistemas muy macroscopicos. lyperién no e¢s ¢l tnico comn-
ponente cadtico del sistema solar. Algunos asteroides, corno Chiron, poscen una érbita inestable.
Hay también indicios de que el sistema solar como un todo es cadticamente inestable (Wisdom.
1985; Laskar, 1989). LEn todos estos casos simples cédlculos para t;, conducen a ticmpos que son
definitivamente menores que la edad del sistema solar. lintonces, si la evolucidn unitaria de sub-
sistetnas cerrados fuese una descripcion completa de la dindmica planctaria. los planetas podrian
encontrarse deslocalizados a lo largo de sus érbitas!

Afortunadamente, nada de esto sucede en realidad. La paradoja planteada se resuclve abrien-
do al sistema a la interaccion con otros sistemas. El mismo fendmeno que soluciona ¢l problema
de la medicidn, la seleccion inducida por el entorno v su consccuencia, la decoherencia. s¢ encuen-
tran en la raiz del problema de la correspondencia cuantico—clasica. lLa posibilidad de abrir un
sistema cudntico a la interaccion con su entorno como medio para resolver la transicion cuantico-
clasica ha sido firmemente ignorada por mucho tiempo. quizd porque en fisica clasica todos los
problemas de fundamental importancia han sido resueltos en sistemas aislados. Pero una vez que

el sistema ha sido abierto, es la decoherencia quien previenc la deslocalizacion do o funcid: de
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distribucién y elimina estados como los Gatos de Schrodinger. avudando a restablecer el principio
de correspondencia para objetos macroscopicos que. como Hyperién. se comportan de acuerdo a
leves clasicas.

Ademas, como fue originalmente sugerido por Zurek y Paz (Zurek et al.. 1994). el proceso
de decoherencia para sistemas clasicamente cadticos tiene otra caracteristica muy importante. La
interaccion con el entorno destruye la pureza del sistema puesto que este tiltimo se entrelaza con el
primero. Entonces, informacion que inicialmente esta almacenada en el sistema se escapa hacia el
entorno y por consiguiente la decoherencia esta siempre acompaiada por produccién de entropia.
Esto es por supuesto valido tanto para sistemas clasicamente regulares como caéticos. Pero lo
que distingue a los sistema cadticos es la existencia de un rango robusto de pardmetros para los
cuales la tasa a la cual la informacién fluye desde el sistema hacia el entorno. es decir. la tasa
de produccién de entropia. se hace enteramente independiente de la intensidad del acoplamiento
entre el sistema y su entorno, y se ve fijada solamente por la dindmica del sistema, esto es. por
los exponentes de Lyapunov del mismo. La razén de tan sorprendente hecho puede entenderse
usando un argumento muy simple: el proceso de decoherencia destruye las interferencias cuanticas
entre porciones distantes de la funcion de Wigner y simultdneamente. ésta no puede continuar
contrayéndose indefinidamente sino que este proceso se detiene como consecuencia de su interac-
cién con el entorno, que tipicamente es modelado como difusion (Zurek et al., 1994). De esta
manera, la decoherencia pone un limite inferior a la estructura de pequena escala que la funcion
de Wigner puede desarrollar. Como consecuencia. y debido a que ni la elongacién ni el plega-
miento de la funcién de Wigner se ven substancialmente afectados por la difusion, la entropia del
sistema crece a una tasa esencialmente fijada por la tasa de expansion promedio de la funciéon de
Wigner, determinada a su vez por el exponente de Lyapunov del sistema. En este régimen la tasa
de produccién de entropia se hace independiente de la constante de difusion. que por otro lado es
responsable de la totalidad del proceso!

El propésito de la presente Tesis es presentar evidencia numérica solida confirmando este
resultado y estudiar algunos otros aspectos relacionados con el proceso de decoherencia. para un
sistema cadtico particular. Nuestros estudios muestran claramente que la dependencia temporal de
la tasa de produccion de entropia presenta dos regimenes hien diferenciados. Primero. se observa
un régimen inicial donde la tasa es proporcional a la intensidad del acoplamiento entre el sistema
v su entorno. En este régimen inicial la misma se comporta de igual manera que para sistemas
regulares. Segundo, luego de este transitorio inicial, la tasa entra en un régimen donde su valor sc¢
cncuentra fijado. como fue conjeturado en (Zurek et al., 1994). por los exponentes de Lyapunov del
sistema y es independiente de la intensidad del acoplamiento con el entorno. Nuestros resultados

indican claramente que para que exista este segundo régimen es necesario que el coeficiente de
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difusién supere cierto valor umbral. Para valores menores del mismo la produccion de entropia
nunca se¢ hace independiente de la intensidad del acoplamiento con el entorno. También mostramos
que el tiempo de transicion ¢, entre ambos regimenes depende linealmente de la entropia del estado

inicial v logaritmicamente de la intensidad del acoplamiento entre el sistema v su entorno.

1.4 Sensibilidad a las perturbaciones

Paralelamente al desarrollo de estos temas v en una luea de investigacion que originalimente
parccia tener poca relacion con la decoherencia. Asher Peres propuso una forma de estudiar la
dindmica cuantica de sistemas clasicamente caéticos que permitiera definir el entonces elusivo con-
cepto de caos cuantico (Peres. 1984). El problenta surge cuando se lo quicre definir tal como se lo
hace en Mecanica Cliasica. Caos ex la iimposibilidad de predecir a ticmpos largos el comportamien-
to de un sistema determinista. Surge cada vez que la solucion de las ccuaciones de movimiento
es hipersensible a imprecisiones en las condiciones iniciales o. alternativamente. a perturbaciones
externas incontrolables. El comportamiento dinamico a tiempos largos aparece entonces como
aleatorio v s6lo son posibles predicciones estadisticas. En el contexto de la Mecanica Clasica. ¢l
caos aparcce siempre asociado a la divergencia exponencial de travectorias vecinas. o equivalen-
temente. determina la hipersensibilidad del sistema a perturbaciones en las condiciones iniciales.
Una definicion similar de caos cuantico. basada en la evolucién de estados iniciales levemente
diferentes. no conduce a divergencia exponencial alguna. debido a la unitaridad de toda evolucion
cuantica. Esx decir. la distancia entre dos funciones de onda que difieren =olo infinitesimahnente.
medida por el producto interno de lax mismas, permanece constante en el tiempo. Esta propicedad
condujo a algunos autores (Casati et al.. 1986: Izrailev. 1990) a afirmar que el caos cudntico no
existe. ex decir. que la evolucion a tiempos largos de la funcién de onda es perfectamente pre-
decible. siempre que ¢l Hamiltoniano sca conocido. Por este motivo la iisqueda de senales de
Caos cuantico en sistemas con un equivalente clasico cadético se concentrd por algin tiempo en la
investigacion de las propiedades de sus estados estacionarios (Gutzwiller. 1990: Berrvy, 19389) tales
como la rigidez espectral o la morfologia de sus funciones de onda (Heller. 1984): en la deseripeidn
de las fluctuaciones espectrales por la Teoria de Matrices Aleatorias (Cuccietti et al.. 2002) o
en la relacion entre correlaciones espectrales v transporte (Szafer et al.. 1993). entre otros. Sin
embargo. ¢l problema real en fisica cudntica no es la preparacion del estado inicial (Lamb. 1969).
sino aislar al sistema cudntico microscopico de la influencia de su entorno macroscopico. En otras
palabras. ¢l verdadero Hamiltoniano no es conocido. Sélo conocemos un Hamiltoniano idealizado
que difiere del verdadero en una pequena perturbacion A debida al control imperfecto del entorno.

Desde un punto de vista alternativo. Peres sugirio que la dinamica cuantica debiera distinguir
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entre dindmicas cldsicas regulares ¥ cadticas cuando se compara la evolucion temporal de un mismo
estado inicial bajo la influencia de Hamiltonianos levemente diferentes. Es decir. la sensibilidad
de un sistema cuantico debe investigarse perturbando al Hamiltoniano v no a las condiciones
iniciales. La cantidad natural para este estudio es la Fidelidad M (t) (Peres. 19834: Gardiner et al..
1997: Gardiner et al., 1998: Jacquod et al., 2001: Cerruti et al.. 2002) definida como el producto
interno entre los estacdos que resultan de evolucionar, a partir de la misma condicién inicial [¢7).
bajo Hamiltonianos levemente diferentes. Af(t) = |(v|exp[tHat/h]exp[—:Ht/h]")[?. donde A es
la perturbacion al potencial. Ha = H + A. Si el sistema posee un andlogo clisico regular. es
plausible que la perturbacion A tenga poca influencia en la evolucion cuantica. Por otra parte.
cuando el andlogo clasico del sistema es caédtico, el estado del sistema puede ser fuertemente
influido por una pequena perturbacion. Este estado sera entonces impredecible si la perturbacion
A es desconocida. Estas consideraciones han sido respaldadas tanto por estudios analiticos como
por variadas simulaciones numéricas (Peres. 1984: Peres, 1996: Wisniaki et al.. 2001: Jacquod et
al.. 2001; Jalabert, 2001: Wisniaki et al., 2001b: Karkuszewski et al.. 2001). Sin embargo. una
de las evidencias mds importantes de caos clasico. los exponentes de Lyvapunov, permanecieron
por un tiempo sin conexion con la dinamica cudntica. Un claro avance en esta direccion fue
realizado recientemente por Jalabert y Pastawski (Jalabert, 2001). quienes inspirandose en algunos
experimentos de Resonancia Magnética Nuclear (NMR) (Pastawski et al.. 1995: Usaj et al.. 1998)
propusieron que el exponente de Lyapunov clasico se podria medir por la tasa de decaimiento de
la Fidelidad M (t). en este contexto conocida como Eco de Loschmidt (Jalabert. 2001). En efecto.
la Fidelidad puede interpretarse como la probabilidad de retorno al estado inicial evolucionando
durante un tiempo ¢ con el Hamiltoniano original H ¢ involucionando luego. es decir, evolucionando
hacia atrds en el tiempo. con un Hamiltoniano perturbado H + A. en el espiritu del experimento
hmaginario propuesto por Loschmidt en su intento de refutar la hipdtesis de caos molecular de
Boltzman (Balian, 1991). Los trabajos de Jalabert. Pastawski v colaboradores iimpulsaron una
intensa actividad que ha avudado a comprender algunos aspectos de la dependencia temporal del
Eco de loschmidt (Jacquod et al.. 2001: Cuccietti et al.. 2002: Wisniaki et al.. 2001h: Benenti et
al.. 2002: Cerruti et al., 2002: Vanicek et al., 2003: Prosen, 2002).

Es interesante notar que la seusibilidad de un sistema cudntico frente a perturbaciones es
relevante para la decoherencia: Cuando el entorno tiene una contraparte clisica cadtica. la hi-
persensibilidad a las perturbaciones hace que produzca decoherencia de manera muy eficaz. En
cfecto. el decaimiento de la Fidelidad del entorno cadtico. determina la eficiencia con la que este
es capaz de provocar decoherencia sobre los sistemas a los que se encuentra acoplado.

En esta Tesis presentaremos evidencia clara que mnuestra que la escala temporal del decaimiento

del Eco de Loschmidt de un sistema esta determinada. principalmente. por el tamano de las
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estructuras de pequena escala presentes en la funcion de distribucion del estado en el espacio
de fases. Consideremos las funciones de distribucion generadas a partir de la evolucion con lox
Hamiltonianos H v H + A. Inicialmente estas funciones son idénticas v al evolucionar acumulan
lentamente un desplazamiento relativo debido a las perturbaciones diferentes a las que estin
sometidas.  Supongamos que la perturbacion es suficientemente pequena como para no alterar
significativamente la evolucion del sistema. Entonces. es claro que un decainmiento importante del
Eco de Loschmidt ocurrira cuando la perturbacidn sea suficiente para “desplazar”™ al estado en
una magnitud tal que ambas distribuciones yva no estén superpuestas. Claramente, esto depende
no solamente de la perturbacion. sino también de la pequencz de la estructura que tiene la funcion
de distribucion que caracteriza al estado. Las diferencias en el decaimiento del Eco en el caso
cldsico cadtico v su contraparte cudantica surgen justamente porque los mecanismos que gobiernan
la cmergencia de estructura de escala pequena en sus correspondientes funciones de distribucion
son cualitativamente diferentes.

En el caso clasico. la regiéon cubierta por una funcion de distribucion inicialimente stave en el
espacio de fases. se contrae exponencialimente como resultado de su evolucion cadtica de manera
que su ancho decrece como exp(—=At). Como esta contraccion no tiene cota inferior. es claro que
el decaimiento del Eco ocurrira a una tasa determinada predominantemente por este exponente
de Lyvapunov. Contrastando esta situacion. si hay un limite en la estructura fina que la funcion
de Wigner de un sistema cuantico puede desarrollar. La interferencia coherente entre dos por-
ciones de una funcién de onda separados espacialimente una distancia Ax en un estado tipo
Gato de Schrédinger ~ posee una longitud de onda 4, = hi/Ax en la direecion de momento. De
manera equivalente cuando la separacion es en momento. la escala en posicion alcanza valores
o, =~ h/Ap. Entonces. cuando la envolvente de la funcion de Wigner llega a cubrir la totalidad del
volumen A disponible del espacio de fases. las estructuras de la misma Heegan a su Hmite inferior.
a ~ 8, xd, = h x (h/A). Para objetos macroscépicos (A > h). estas escalas son tipicamente sub-
Planckianas v ticnen consecuencias fisicas de importancia. En ¢l presente contexto. notablemente,
¢l decaimiento del Eco de Loschimidt ocurre cuando el desplazaniento relativo entre las funciones
de Wigner perturbada v sin perturbar es suficiente como para que las respectivas estructuras fnas
interfiecran destructivamente. En el curso de esta Tesis. estas ideas intuitivas serin confirmadas

mediante estudios numéricos sobre un sistema que es clasicamente cadtico.
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1.5 Estructura de la Tesis.

La estructura de la Tesis es la siguiente: en el Capitulo 2 presentamos una somera revision del
problema de la correspondencia cuantico-cldsica en el contexto del problema de la medicion. Co-
menzamos, empleando sistemas de dos estados. con una introduccion a la dindmica condicional.
Esta es responsable tanto del establecimiento del entrelazado entre el sistemna v el aparato que
determina el problema, como también de la decoherencia v la scleccion inducida por ¢l entorno
que lo resuelve. Los modelos de decoherencia que alli se presentan son muy sencillos v pue-
den servir como modelos idealizados del proceso de medicion. Sin embargo éstos son demasiado
simples para ser realistas. Por este motivo. en el Capitulo 3 el marco correcto para estudiar la
dindmica de un sistema cudntico abierto sc presenta v discute. Derivamos alli una de las mas
itiles herramientas para estudiar este problema: la ecuacién maestra. Fundamentalmente. dos
diferentes aproximaciones de la misma son discutidas. ambas dando resultados consistentes. pero
una de ellas nos permite el estudio de la evolucion del sistema sobre escalas temporales largas. lo
cual es relevante para la discusion del impacto de la decoherencia en el cfecto tinel. Discutimos
también alli a qué denominamos entorno. presentando con detalle la forma en que modelamos
su interaccion con el sistema de interés. Las ecuaciones maestras derivadas en este Capitulo son
inmediatamente aplicadas en la Seccion 3.5. donde estudiamos la seleccion inducida por el entorno
v en particular el criterio de predictibilidad. El siguiente Capitulo se dedica al estudio de siste-
mnas aislados clasicamente cadticos. ejemplificando los resultados intuitivos con analisis numéricos
realizados sobre el pozo doble perturbado periGdicamente, cuya descripcion detallada realizamos
en la Seccion 4.3. La ruptura de la correspondencia para este sistema es investigada. asi como
también se analiza el desarrollo de estructuras sub-Planckianas en su funcion de Wigner. En
el Capitulo 5 estudiamos ¢l efecto de la decoherencia en la correspondencia cudntico-cldsica en
sistemas cldsicamente cadticos. Para este analisis. seguimos la evolucion de nuestro sistema para
condictones iniciales muy simples (gaussianas). es decir. condiciones iniciales que desde un comien-
z0 no exhiben efectos de interferencia cuantica alguna. de manera de fijar nuestra atencion en el
juego que se establece entre dos efectos contrapuestos: la generacion dinamica v la destruceion
por decoherencia de interferencias cuanticas. Mostramos en este Capitulo que la decoherencia no
solo explica el origen de la dindmica cldsica. sino también que ésta puede ser la responsable de la
pérdida de informacion que da origen a la Segunda Lev de la Termodindmica. Luego en la Sec-
cion 5.2 la alta sensibilidad de un sistema cudntico con andlogo clasico cadtico a las perturbaciones
en el Hamiltoniano es analizada determinando la influencia de las estructuras sub-Planckianas en
el comportamiento de la misima. Finalmente. en la Seccion 5.3 las ideas intuitivas de las Secciones

auteriores son analizadas v corroboradas realizando estudios numéricos sobre el pozo doble del
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Capitulo anterior.

Los resultados originales contenidos en esta Tesis han sido publicados en PPhys. Rev. Lett.
85, 3373 (2000) y Phys. Rev. L 64 056238 (2001). Iistos trabajos conticnen los principales
resultados relacionados con las caracteristicas del proceso de decoherencia en sistemas cldsicamente
cadticos y representan la primera cvidencia numérica sdlida confirmando la existencia del régimen
independiente de la difusién en la tasa de produccién de entropia del sistema. Los resultados
originales relacionados con el rol de la estructura sub-Planckiana en la hipersensibilidad a las

perturbaciones seran enviados a publicar proximamente.



Capitulo 2

Correspondencia Cuantico—Clasica

En este Capitulo introducimos el problema de la medicion, un tema que ha dominado por mucho
tiempo la discusion sobre la relacion entre las Teorias Cudntica v Clasica. Una de las propiedades
salientes de la Mecdnica Clasica ha sido siempre su predictibilidad. Por otro lado. siempre se ha
pensado que la caracteristica distintiva de la Mecanica Cudntica es su naturaleza probabilistica.
Frecuentemente se ha buscado el origen de los problemas de interpretacion de la Mecanica Cuantica
en este desacuerdo entre el determinismo clasico y la aleatoriedad cudntica. Sin embargo. las
ecuaciones fundamentales de ambas Teorias son perfectainente deterministas.

Una de las claves para la resolucién del problema de interpretacién de la Teoria Cudntica
es la comprension de que éste no surge si consideramos un Universo aislado. pues en este caso
la ecuacion de Schrédinger dicta una evolucion perfectamente determinista para el estado global
del Universo (Zurek, 1981: Paz et al., 2001). No hay necesidad alguna de colapso de la funcién
de onda del Universo si éste se encuentra aislado (Von Neumanun, 1955). Entonces, para poder
abordar el problema es necesario dividir al Universo en sistemas. Esta division es, sin embargo.
imperfecta y el Universo resulta ser un conjunto de sistemas abiertos interactuantes. Las corre-
laciones que la interaccion mutua induce entre estos sistemas sera el concepto central tanto en el
problema de la medicién que analizaremos en este Capitulo como en el problema mas general de
la Correspondencia entre las Teorfas Cuantica v Clasica.

La necesidad de una transicién entre el determinismo cudntico del vector de estado global de
un sistema y el caracter definido de los estados de sistemas individuales clasicos puede ilustrarse
muy convenientemente con el ejemplo del problema de la medicion. El proceso involucrado en
una medicién es claramente no determinista, v en la interpretacién de Copenhagen este elemento
aleatorio en la Teoria se adjudica al colapso de la funcién de onda toda vez que el sistema entra en
contacto con un aparato clasico. En una descripcion puramente cudntica del proceso de medicion

los dos sistemas interactuantes, sistema y aparato, evolucionan unitariamente correlacionandose.
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v ¢l colapso de la [uncidn de onda no tiene lugar. Mas ain. cl principio de superposicion nos
lleva a concluir que no esté claro qué observable del sistema esid siendo inedido por el aparato v.
dependiendo del estado inicial del sistema, los roles del aparato v ¢l sistemna pueden intercaimbiarse!

Estos inconvenientes pueden evitarse permitiendo al sistema conjunto aparato-sistema inte-
ractuar con un tercero, su entorno (Zurek, 1981). Esta interaccion produce decoherencia que. en
ciertas condiciones particularmente faciles de satisfacer para objetos macroscépicos. conduce a la
seleccion inducida por el entorno de un pequeno subconjunto de estados casi-clasicos en el enorme
espacio de IHilbert del problema. Conirastando la situaciéon comin cn ¢l mundo microscopico.
sistemas cuanticos macroscopicos pueden sélo aparecer cn uno de los estados clasicos preselec-
cionados por ¢l entorno. La clasicalidad es entonces una propiedad emergente, inducida cn cl
sistema por su interaccion con el entorno. Ademds, la scleccién inducida por ¢l entorno permi-
te a un observador externo (aparato) extraer informacion acerca del sistema sin que éste se vea
perturbado.

Iniciamos este Capitulo con una resefia de la dindmica condicional que produce ¢l caracteristico
entrelazado entre los sistemas cudnticos involucrados v que constituye el nudo del problema de la
medicion. IZsta interaccion es también necesaria para producir decoherencia y seleccion inducida
por el entorno, que resuelven tanto cste problema como muchos otros que surgen en el borde entre
los dominios cudntico y cldsico. Los modelos de decoherencia que presentamos en este Capitulo

son muy simples y pucden ser de utilidad en estudios idealizados del proceso de medicion.

2.1 El problema de la medicién

Consideremos un sistema cudntico S inicialmente en el estado |v*) que interactia. de manera
apropiada, con un aparato cuantico A inicialmente en ¢l estado |4g). Bl estado del sistema

conjunto evolucionara unitariamente de manera que (Paz et al., 2001)
W) = [v) @ |40} = | D_ailsi) | @ Ao) = N "alsi) 140 (). (2.1)
i i

donde {[A4;)} v {ls;}} son estados en los espacios de Hilbert del aparato v del sistema. respec-
tivamente, v los a; son coeficientes complejos.  Inicialmente ¢l sistema conjunto s¢ encuentra
descorrelacionado: (Vo)  |v*) € [Ao). En el estado |¥,) ¢l sistema se encuentra correlacionado
con el aparatlo, de manera que ambos estdn ahora entrelazados (no s posible escribir a 1¥,) comno

producto simple de estados puros de cada subsistema).
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(Qué observable es medido por el aparato?

La interaccién requerida para establecer la correlacion (2.1) entre el sistema a medir v el aparato
puede considerarse como una generalizacion de la medicién bit por bit (Zurek, 1981), donde tanto
el sistema como el aparato son sistemas de dos estados |0) y |1). Por ejemplo, éstos podrian ser
spines. Emplearemos esta interacciéon para ejemplificar la dindmica condicional involucrada en la
ecuacién (2.1). Supongamos que el sistema de dos estados S se encuentra inicialmente en el estado
|+) = 7-(|0) + |1)) ¥ que el estado inicial del aparato es |4p). Una interaccién como la descripta

por
Ha = 5111 & (1a = [Ao)(Ai] = 141)(Aol) . (2:2)

hard evolucionar unitariainente al estado inicial del sisteina conjunto a un estado |¥,). g es la
constante de acoplamiento. Como puede comprobarse simplemente resolviendo la ecuacion de

Schrodinger,

Hlnl
|Wo) =

L 10) + 1)) & | 4o) & |Ao) + [1) & (cos ;| Ao) + 2sen 6] A1))] . (2.3)

7z 75l
donde 6, = gt/2h. Este estado es claramente un estado puro. No ha tenido lugar proceso irrever-
sible alguno, ni la funcién de onda ha colapsado. Sin embargo, si permitinos que la interaccién
tenga una duracién tal que gt = wh, y considerainos al sistema y al aparato como dos sistemas
independientes, la ilusion de colapso se hace aparente

}lllll

Wo) = Jiﬁ(|o>+|1>)®|Ao> fuo & [ o) +1[1) ® A1) = |¥y) (2.4)

puesto que cada vez que el aparato es encontrado en el estado |Ap), el sistema cstd en el estado
|0}, mientras que cuando el aparato es encontrado en el estado |A;), el sistema estd en el estado
[1). El estado del sistema se encuentra ahora inseparablemente correlacionado - entrelazado - con
el estado del aparato.

A primera vista puede parecer que el problema de la medicion en mecanica cuantica ha sido ast
resuelto. Indudablemente, la mecdnica cuantica predice una correlacion del 100% entre el estado
del sistema y el del aparato.

Sin embargo. lo que ha medido el aparato no es tan evidente como pareciera. pues si en lugar
de emplear la base {|Ag).|41)}, empleamos una base alternativa {|4;).]|A_)} para el aparato,

definida por
As) = \%(leulAl)), (2.5)

el estado |¥,) puede reescribirse como
1

|¥e) = E

() & l4:) +1-) = |AL)), (2.6)
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donde los estados |x) = —};(IO) =111)) definen la nueva base para cl sistema S. Por lo tanto.
V2

también hay una correlacion del 100% entre ¢l estado del aparato v el del sistema en una base
completamente diferente. La pregunta “;Qué observable ha medido el aparato?” no tiene una
respuesta univoca: depende de la descomposicion elegida para [W,).

La libertad para clegir una basce arbitraria esta garantizada por ¢l principio de superposicion.
Se concluye entonces que todo lo gue puede lograrse con esta interaccion s levar al aparato a un
estado que entrelace todas las posibles alternativas del misino consistentes con el estado inicial.
En cl caso general de la ccuacidn (2.1), la naturaleza entrelazada de este estado se hace evidente

si reescribimos la suma en una base diferente

W) = Y adsilAid = > Bilr) [ Bi) = [¥0) (2.7)
i i
Por lo tanto, si quisiéramos asociar ¢l cstado del aparato con un estado en la descomposicién de
|W,), debemos entonces antes de realizar la medicion decidir qué descomposicion de 'W,) einplea-
remos, pucsto quc un cambio en la base del aparato corresponde a un camnbio en la propiedad a
medir: si empleamos la base {|4;)} mediremos el observable § == 5", si|s:) (s del sistema. mientras
que si empleamos la base {|B;)} mediremos el observable 7 = 3. r;|ri) (ril*. Il aparato. por estar
correlacionado con el sistema, contiene no sélo informacion sobre ¢l observable § del inismo. sino
también sobre cualguier otro observable definido sobre su espacio de Iilbert. ain uno que no con-
mute con $. Iistas predicciones de la Teoria Cudntica para ¢l proceso de medicion se corresponden

con la no separabilidad en la paradoja de Einstein-Podelskyv-Rosen (EPR) (Einstein et al.. 1935)1.

Transferencia de informacion

2] ejemplo clegido para ilustrar los problemas que surgen en ¢l mmodelo cuantico del proceso de
medicion permite también mostrar otra particularidad del mismo. En el contexto de computacion

cuantica la interaceién involucrada en la medicion bit por bit es conocida como la versidn cuantica

* La denominacion estados relativos tiene su origen en la Interpretacion de Universos Miltiples de Fveren (AIWT).
La ccuacién (2.7) define el conjunto de estados {|s)} (normalizados pero en general no mutuamente ortogonales)
del sistema S. relativos a la base del aparato {]4,)} arbitrariamente clegida. De la misma mancra. los estados |7,
son los estados del sistema relativos a la base |3,) del aparato. En el ejemplo de la medicion bit por bit de esta
scecion, los estados |0) v |1) son los estados relativos del sistema., relativos a la base del aparato {j4a}.]4)} que
fue arbitrariamente elegida.

"IEn el experimento de EPR aunque ¢l haz de spines ha sido dividido dentro del dispositivo Stern-Gerlach en dos

haces bien separados. uno de ellos portando definitivamente spin | 1; v ¢l otro

1. una vez que los haces han sido
recombinados a la salida del dispositivo ¢l atomo-detector puede proveernos informacion correcta v determinada
acerca de la alincacion del spin con respecto a otras direcciones. es decir, sobre observables diferentes de .. Fsto

es asi a pesar de que los observables a. v (por ejemplo) ¢, no conmutan.
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de la operacion logica “controlled not” o c-not. Cldsicainente, c-not altera ¢l estado del aparato
A cuando el sistema se encuentra en el estado 1, caso contrario el estado del aparato no es

modificado?

()A()—'OA() ].A()—*lAl
04, — 0 A4, 1A, — 1A, (2.8)

La operacion cuantica c-not se deriva inmediatamente de la version cudntica de (2.8). con la tinica

diferencia de permitir superposiciones arbitrarias de los estados del sistema v aparato
(a]0) + 3]1)) & (1]Ao) + 6lA1)) = «a0) & (1]A40) + 6lA1)) + 8I1) # (7|A1) + 6] Ao)) - (2.9)

En el c-not clésico la transferencia de informacién tiene una direccién siempre consistente con la
designacion de roles de los dos sistemas participantes. El estado del sistema permanece inalterado
mientras el estado aparato se altera condicionalnente. ecuacién (2.8)%. Pero aunque la tabla
de verdad del c-not cuantico, que se deduce de (2.9), es eseucialemente la misma que (2.8).
Ia posibilidad de superposiciones hace que la direccion de la transferencia de informacion sea
ambigua. Esto puede verse claramente si se emplea la base conjugada (en donde las fases entre
los estados base son definidas) tanto para el sistema como para el aparato. |£) = (|0) £ [1))/V2
v |A<) = (|Ao) £ |41))/V2 . La ecuacién (2.9) escrita en esta base conduce a una nueva tabla de

verdad

|i) |A+) B |i) |A+)
|£) [A-) — [F)]A-)

Es decir, en la base conjugada los roles del sistema v el aparato se han intercambiado! El estado
del antiguo aparato permanece inalterado en la nueva base mientras el estado del antiguo sistema
es alterado condicionalmente §.

Asi pues, cuando analizamos el problema de la mediciéon con nn modelo sistema-aparato coni-
pletamente cudntico, no sélo no es claro cudl es el observable que el aparato estd midiendo, sino

que tampoco puede uno asegurar quién esta midiendo y quién esta siendo medido!

‘En computacién cuintica suele denominarse bit-blanco al sistema que juega ¢l rol de aparato. v bit-control al

que juega el rol de sistema
[ . .2 . , .. . . s . ~ . .y -
'La interaccién que define al c-not cudntico es justamente la ecuacion (2.2). Esta interaccion altera condicio-

naliente el estado del aparato dejando al estado del sistema invariante. justamente porque el observable medido
por el aparato, § = s0}0)(0] + s1|1)(1| conmuta con H,,... v es por consiguiente una constante de movimiento.

%5i se reescribe la forma de la interaccién (2.2) como H,.. = 20 o (1a = [A0) () = 140 (Ao]) = gl 1){(1 &
1A_)(A_1 la razén para esta inmunudad de los estados jA.),|A_) es evidente. puesto que claramente el observable

A =a4|ADN (ALl + a-]AZ)(A-]| cs una constante del movimiento va que conmuta con ¢} Hamiltoniano H,..
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.Puede encontrarse un aparato en un estado no-clasico?

Por ltimo, analicemos otra propiedad dc los estados de¢ nuestro aparato cudntico. su no clasica-
lidad. La libertad en la cleccién de las bases del espacio de Hilbert de los sistemas involucrados
permite clegir de manera arbitraria ¢l observable a medir sobre el sistema S v a través de (2.1)
seran seleccionados los correspondicntes estados de A. Estos serén, para casi Loda cleccion de
la descomposicion de [¥;) completamente no-clasicos v ademads dependeran del estado inicial del
sistema. Iin el dominio cudntico tal situacién no es sorprendente. mas atin, es coinin v ha sido
experimentalmente verificada: Monroc et al. (Monroc et al.. 1996) han podido establecer corre-
laciones entre los estados internos | T), | |) de un ion con su localizacion |L), [R), de manera que

cl estado ticne la forma
1 ) ] ~ - ‘
VYion = ﬁ(H) e|L)+|-)ZIR)) = E{l Ne (L) +R) + )Ly =|R)}.  (2.10)

donde |£) = (] 1) £ 1))/V2. Escrito de la primera forma el ion puede estar en una de sus dos
posibles localizaciones, dependiendo de su estado interno definido como una superposicién de los
estados base y exitado; en la segunda los estados internos naturales del ion estan correlacionados
con cstados claramente no-cldsicos., superposiciones del mismo en dos localizaciones diferentes.
Monroe et al. han logrado medir ¢l estado interno del ion en la segunda descomposicién v verifi-
caron que éste se encuentra efectivamente en una superposicién de las localizaciones |L). |R) con
signo positivo o negativo, es decir, ¢n estados de la forma “Gato de Schrodinger”™ par o impar. Si
las leyes de la Mecdnica Cudntica fucsen universalmente validas, estados no-cldsicos debieran ser

lo norinal en un aparato que mide un sistema cudntico, ain siendo ésie macroscdpico.

Resumiendo, el modcelo del proceso de medicion discutido en esta seccion adolece de tres
problemas: no estéd claro qué observable mide el aparato: los roles del sistema y ¢l aparato son
intercambiables; v los estados posibles del aparato luego de realizada la medicion. ain cuando los
sisternas que intervengan en el proceso sean macroscépicos. son definitivamente no-clasicos.

Estos tres puntos representan un problema pues contradicen todo lo que nuestra percepceion
de la realidad indica. Por un lado, e¢n aparatos macroscépicos reales. ¢l estado del misino estéa bien
definido. es decir, es un estado cldsico v no una superposicion coherente de los posibles resultados
de la medicién. También observamos que la eleccién de qué observable ha medido un aparato
no puede hacerse arbitrariamente y sabemos que la Mecdanica Cudntica no permite la iedicion
simultdnca y con precision arbitraria de dos obscrvables que no conmutan. Un aparato recal
(macroscépico) construido para medir momento, mide cfectivamente momento v no su observable

conjugado, posicién. Y, por supuesto. nunca s¢ presenta una ambigiiedad en los roles del aparato
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vy el sistema.

Entender porqué esto sucede es el objetivo de la interpretacion de la Teoria Cuantica. En
la interpretacion de Copenhagen el aparato es por definicion cldasico v entonces estos problema
nunca surgen. Pero, si se insiste en la universalidad de la Teoria Cuantica. tal como en la interpre-
tacion de Universos Miiltiples de Everett (MWT) (Everett. 1957). estos inconvenientes aparecen
inmediatamente. Sin embargo esta ultina teoria interpretativa falla también al no dar una expli-
cacion satisfactoria al aparente colapso de la funcion de onda. Everett v sus seguidores intentaron
desviar la atencion sobre este problema insistiendo que uno sélo debiera discutir correlaciones.
Ciertamente, las correlaciones estan en el centro del problema. Pero lo que se necesita saber no
es como calcularlas, puesto que ya sabemos hacerlo con la Teorfa Cudntica tal como estd. sino
entender porqué algunos estados retienen las correlaciones y la mayoria no. a pesar del principio
de superposicién, implicito en (2.1), que garantiza la libertad de elegir arbitrariamente una base
del espacio de Hilbert. O, dicho de otra manera, se necesita entender porqué en general los esta-
dos pierden su caracteristico entrelazamiento cuantico pero retienen selectivamente correlaciones
clasicas, que son también cudnticas en origen. pero que consistentemente siempre seleccionan la
misma base de estados cuanticos, violando asikel espiritu del principio de superposicion.

Cabe preguntarse, entouces, qué determina. en los aparatos macroscoépicos reales, la existencia
de esta base aparentemente unica {|A4,)}. que denominaremos base de estados punteros, que
registra los correspondientes estados relativos {|p)} del sistema.

La interaccién con el entorno es la caracteristica que distingue al modelo correcto del proceso de
medicién. Tal como mostré originalmente Zurek (Zurek, 1981). un aparato. debido a su continua
interaccion con el entorno ue lo monitorea, no puede ser observado en una superposicion de
cstados punteros. Estos estados emergen naturalimente como la base preferencial que nuestra

intuicion indica.

2.2 Correlaciones cuanticas y clasicas

.Qué clase de correlaciones esperamos aparezcan en el estado del sistema? Nuestra experiencia
(cldsica) indica que. atin cuando no sabemos el resultado de una medida. si tenemos certeza de
cudles son las alternativas. Esto no es asi para un sistema cudntico descripto por |®,). como
mostramos en la Seccidon anterior. ;Cémo puede un observador que todavia no ha consultado cl
aparato. expresar su ignorancia acerca del resultado de la medida v simultdneamente expresar su
certeza sobre las alternativas posibles? La herramienta correcta para expresar esta informacion
es el operador densidad del sistema.

Imaginemos (ue dos pelotas, una roja y una verde, se colocan aleatorcamente en sendas cajas
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idénticas numeradas 1 v 2. Si un observador mira una de las cajas v ve alli la pelota roja. sabra
con certeza cudl es la que queda en la otra caja. El estado de este sistema cldsico conjunto puede

describirse por ¢l operador densidad,
1 " vr A
prz = 5 (IR 2 V) (V]2 + V)(Vh 2 RN ) (2.11)

que representa correctamente la informacién que poscemnos: la certeza sobre las posibles alternati-
vas - el obscrvador encontrara en la caja 1 o bien la pelota roja R o bien la verde 17-: la correlacion
entre los contenidos de las cajas  si en la caja 1 encuentra la pelota roja. en la otra. con certeza.
encontrard la verde —; v finalmente, nuestra ignorancia (clasica) acerca de cudl alternativa se dara
en realidad. Una matriz densidad representando los resultados de un aparato correlacionado con
un sistema que csté siendo medido. debiera tener la misma forma. Por ¢l contrario. ¢l operador

densidad p, asociado al estado |¥,) dado por la ecuacién (2.4)

po= 1 = 51001 @ [Aa) Aol = 110){1] & o) (4!
DO 2Nl + INATZ AN, @12

posee, ademads de los términos que sc desean, términos no diagonales que hacen que las posibles
alternativas cldsicas va no sean independientes, v lo que ¢s peor tampoco determina cuales son
las alternativas posibles. Von Ncumann (Von Neumann. 1953). consciente de estas dificultades.
postuldé que ademas de la evolucién unitaria que nos conduce al operador pg. ¢s necesaria la
existencia de un proceso ad hoc, una reduccién no unitaria del estado del sistema. que transforma
al estado puro |¥,) en una mezcla apropiada

proc. no untlario 1

mo= V(W 3

(10){0] 2 |An) (Aol + [1)(I

240 H)) r 2.13)

en donde ahora los coeficientes del operador p,. pueden ser interpretados como probabilidades
cldsicas, cn ¢l mismo sentido que en la ccuacién (2.11).

Pero esta imposicion arbitraria no ¢s necesaria. Zurck propuso (Zurek. 1931: Zurck, 1932)
que el exceso de informacion contenido en un estado puro como el descripto por g puede ser
cfectivamente eliminado abriendo ¢l sistema a la interaccion con grados de libertad externos al

inismo. a los que nos referiremos comno el entorno.

2.3 Decoherencia y la emergencia del modelo clasico

Usualmente se da por sentado que un aparato mide efectivamente (va sca perlecta o imperfec-
tamente) un observable particular determinado del sistema. Sin embargo, la Mecdnica Cudntica

aplicada a sistemas compuestos aislados (aparato-sistema). no pucde en principio determinar qué
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observable ha sido medido. mmas adn, tampoco son univocos los roles desempenados por los sub-
sistemas del sisteina compuesto (aparato-sistenia) va que éstos pueden intercambiarse. seguin se
mostro en la Seccion 2.1.
La posibilidad de una solucion natural a este problema surge cuando uno reconoce que:
(a) El aparato A interactiia con su entorno £ mediante un Hamiltoniano especifico H e v
(b) el observador consulta solo el resultado de la medicion del aparato v no el estado del entorno.
En estas condiciones la interaccion aparato-entorno puede ser considerada como un proceso
adicional de medicion, tal como el proceso (2.1). que establece correlaciones no-separables entre
ambos. Como resultado, la informacién acerca del entorno (usuahmente considerada como ruido)
destruye la informacion acerca del sistema recién pre-medido S. Sin embargo. como mostraremos
en esta Seccion, eligiendo adecuadamente el Hamiltoniano de esta nueva interaccion H ¢, los es-
tados punteros del aparato emergen como los inicos estados no perturbados por la interaccion con
el entorno. Y consecuentemente, los correspondiente estados rclativos del sistema. correlaciona-
dos univocamente con los estados punteros, determinan fehacientemente qué observable ha sido

medido por el aparato.

2.3.1 El entorno

Definimos al entorno de un sistema como el conjunto de grados de libertad acoplados con el mismo
v que pueden, por consiguiente, ‘mounitorear’ sus estados. es decir, en el sentido de la ecuacion
(2.1), entrelazarse con éstos. Un entorno puede ser externo (como las particulas del aire. o los
fotones que se dispersan al interactuar con el aparato) o interno (como por ejemplo los fonones
u otras excitaciones en los materiales con los que estda construido un aparato). Frecuentemente.
los grados de libertad del entorno surgen de la division de los grados de libertad originales en dos
partes: el sistema de interés por un lado. v lo que resta por otro. En el problema de la medicion.
el entorno puede definirse como aquellos grados de libertad que contribuyven significativamente a
la evolucion del estado del aparato. DPara un determinado dispositivo experimental. un criterio
posible para determinar cuales grados de libertad pueden considerarse como el entorno podria
estar basado en la intensidad de la interaccion entre el aparato y el posible entorno. El objetivo
de tal criterio es excluir todos aquellos grados de libertad cuyva contribucion total a la interaccion
aparato-entorno puede ser despreciada a fines practicos. Eventualmente podriamos distinguir
entre el entorno mas inmediato € v *el resto del mundo™ o entorno remoto R. que no necesita ser
tomado en cuenta. La interaccion entre £ v R puede ser intensa en general. pero o sera tomada
en cuenta en los andlisis que haremos pues sélo complicaria los argumentos que seraun presentados
sin alterar significativamente las conclusiones. Esto es. consideraremos al entorno £ aislado del

resto cel Universo. v asi cntonces una base {|e¢)} que expanda su espacio de Hilbert puede ser
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introducida en forma apropiada.

Tres sistemas cudnticos. el sistema medido S, el aparato A v el entorno £, v las correlaciones
entre los mismos seran el objeto de la discusiéon que sigue. IZn el proceso de medicion cudntica.
S v A estaran acoplados. Ll entrelazado cudntico entre ambos sisteinas, producto de la evolucion
unitaria del sistema conjunto S-A. sera convertido en una corrclacién clectiva clasica como resul-
tado de la interaccién entre el aparato A y el entorno €. Los estados seleccionados por el entorno
son el foco de interés. En cl aparato A, éstos serviran comno depésito de informacion. funcionando
como estados punteros del aparato. Iiste tridngulo SAE c¢s necesario para un cstudio cuidadoso

de la pérdida de coherencia (o decoherencia) del estado [¥,) v sus consecuencias.

2.3.2 Modelos de decoherencia
Medicién bit por bit

Z] inodelo més simple de decoherencia involucra tres sistemas de dos estados (Zurck. 1981: Zurek.
1993), denominados S, A ¥ £ cn una obvia referencia a sus respectivos roles. Tal como en la

Seccién 2.1, ¢l proceso de medicién comienza con la interaccion del sistema con el aparato
(al0) + 301)) @ |Av) — al0) 2 |Ao) + BI1) & |4)) - |P). (2.140)

en donde (Agl]A4)) = 0. La ecuacién (2.14) es un cjemplo de una premedicion tal como la descripta
por la ecuacion (2.4). Como yva fue discutido anteriormente. lograr un cstado correlacionado de
csta forma no es suficiente para afirmar que una medicion ha tenido lugar. El estado () b oede
recscribirse en cualquicr base del espacio de Hilbert del sistema S: ¢l principio de superposicion
garantiza la existencia de los cstados puros correspondientes del aparato. Esta ambigiiedac

la base seleccionada pucde evitarse con la ayuda de un sistema adicional. €. que realiz. a <« oz
una premedicién sobre A durante un tiempo gel = hz. donde ge ¢s la constante de acoplamiento
entre el aparato v su entorno en una interaccion definida de manera muy similar a (2.2). Como

resultado

(a|0) 2 |Ao) + 3

e [A)) @la) — al0)2]Ao) ¢ )+ 3{1) & A Ziar W), (2.15)

Puede parecer que poco puede lograrse repitiendo ¢l paso que condujo a las corrclaciones del
par S-A v sus problemas asociados. pero, por ¢l contrario. este no es ¢l caso. Tres sistemas
cudnticos correlacionados va no estan sujetos a la ambigiicdad de la base tal como en id). Iisto
cs especialmente asi cuando los estados del entorno estan correlacionacdos con los productos de

los estados de la combinacion sistema-aparato (Zurck. 1981). Iin la ecuacion (2.15) esto puede
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garantizarse (independientemente de los valores de a v 3. esto es. de las condiciones iniciales) sili.
(eoler) = 0. (2.106)

Cuando esta condicién se satisface, la descripcion del par S-A puede obtenerse facilmente en

término de la matriz densidad reducida
psa = Tre|U)(¥] = [al* [0)(0] % |Ao)(Ao| + |31 [1)(1] o |A1){Ay]. (2.17)

Esta matriz densidad contiene s6lo términos que corresponden a correlaciones cldsicas. como en
la ecuacion (2.13).

Si la condicién (2.16) no fuese satisfecha. es decir, si los estados ortogonales del entorno
no estuvieran correlacionados con el aparato cn la base en la cual fue realizada la premedicion
original (entre A y S), entonces sobre la diagonal de la matriz densidad pas aparecerfan sumas
de productos en vez de simplemente productos de estados de S y A. Un ejemplo extremo de esta
situacion es la matriz densidad antes de la premedicion efectuada por el entorno sobre el aparato,

que corresponde al estado puro |®) de la ecuacion (2.14)

pr = |2)(®| = [af* 0)(0] @ [Ao)(Ao| + aB*0)(1] & |Ao)(A]
+ @B 1(0] % |A) (Aol + 13 11)(1] & AN (A] . (2.18)

que posee términos fuera de la diagonal, responsables de que las diferentes alternativas cldsicas
va no sean independientes. La eliminacion de estos términos como consecuencia de la interaccion
con el entorno marca la desaparicién de la ambigiiedad en la base.

Vemos asi que no es necesario el proceso no unitario que introdujo arbitrariamente von Neu-
mann, va que la decoherencia naturalimente se encarga de eliminar el exceso de informacién del
estado puro contenido en los términos fuera de la diagonal o coherencias, reduciéndolo a una mezcla
apropiada que solo contiene las deseadas correlaciones clasicas. La desaparicion de la coherencia
cuantica debida a una medicién de un bit ha sido experimnentalmente verificada en interferometia
de neutrones y, mas recientemente, de atomos (Rauch, 1998; Chapman et al.. 1995).

En este modelo es facil caracterizar a los estados punteros del aparato: para que estos es-
tados punteros pemanezcan inalterados, el Hamiltoniano de la interaccion Hae debe tener la
estructura de una premedicion. como en la ecuacion (2.2) y debe ser una funcion del observable
A = ag|Ag){Ao| + a1 A1) (A,| del aparato. Entonces. los estados del entorno contendran informa-
cion sobre los estados punteros {|Ao),|A4))}. La condicién [Hae. A] = 0 imnediatamente implica

que los estados del aparato no son alterados pues A es una constante del movimiento.

TEsta condicién puede comprobarse facilmente simplemente escribiendo [¥) en otra base v verificando que no
hav ambigiiedad solamente si se cumple la ecuacion(2.1G). Caso contrario v dependiendo de la condicion inicial.

sera posible escribir a [¥) en un estado entrelazado de otra bhase, tal como en (2.15).
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Para este modelo tan simple de entorno. v dependiendo de la duracion de la interaccion aparato-
entorno. ¢l estado al que el sistema conjunto SDE cevoluciona podria. periddicamente. hacerse
independiente del mismo. con lo cual otra vez nos encontrariamos con el problema de no saber qué
¢s lo que el aparato ha medido. IZste problema puede evitarse tinicamente si ¢l modelo de entorno
sc hace mas realista, incorporando muchos grados de libertad (Zurck. 1982). Hasta aqui nuestro
objetivo ha sido simplemente ilustrar ¢cémo el proceso de decoherencia tiene lugar. utilizando
para cllo un modelo discreto muy sencillo de entorno. Con esta cleccion obviamos las dificultades
propias de considerar un entorno mds realista. que de todas maneras no alteraria en csencia los
resultados obtenidos. Cuando el modelo de entorno involucra muchos grados de libertad. el proceso
de decoherencia se acerca més a una situacion realista de decoherencia continua. A continuacion

presentamos un ejemplo ¢n donde ¢l entorno esta representado por N spinces.

Entorno de N estados

Considereinos la decoherencia de un dnico bit cudntico (qu-bit) (Zurck. 1982: Paz ct al.. 2001).
para lo cual describimos ahora la interaccién de un aparato de dos estados {]0).11)} (ndtense
las negritas. que empleamos para cvitar los subindices) con un entorno de N spines. que pucden
pensarse como sistemas de dos estados {|0)x, [1)x}. El ejemplo mds simple de esta situacion ocurre

cuando el Hamiltoniano del aparato puede despreciarse /74 0 v la interaceion tiene la forma

s = (10)(0] = 11)(1]) @ ) g(10}0! = [1){1 ] . (2.19)
k
Bajo la influencia de este [lamiltoniano el estado inicial
[#(0)) = (al0) +b]1)) @ T (aklO)e ¢ Fefl)e) . (2.20)
evoluciona a
19(1) = ai0) & [Eu(l)) + bI1)) & &1 (1)), (2.21)
donde
1€a(1)) = 113 (ak expQge)|0)k + Fx exp(—1gel)|1)k) = [E1(=1)). (2.22)

La matriz densidad reducida del qu-bit es entonces
pa = |a'?10)(0] ¢+ ab*r(1)|0) (1] + a*br(1)]1)(0] * |b*]1)(1|. (2.23)

El cocficiente 7(f). que determina ¢l tamaiio relativo de los tériinos fuera de la diagonal. csta

dado por

r() = (Eol&1) T oleos(2gkt) + 1 (lak® — |3k|*)sen(2gxt)] . (

|8
[
—
faaw
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A menos que el k-ésimo spin del entorno esté inicialmente en un autoestado del Hamiltoniano de
la interaccion, su contribucién al producto es menor que uno. Por consiguiente. para entornos
erandes con muchos (N) spines y para tiempos largos, los términos fuera de la diagonal serdn

tipicamente pequenos

o
o
(& |
—

Ir(#)|? =~ 27N [1 + (lew|? = 16:1%)?] - (:

Es posible representar visualmente el proceso de decoherencia para un qu-bit. La matriz
densidad de todo sistema de dos estados puede representarse como un punto en el interior o en
la superficie de una esfera de Bloch (Figura2.1). En término de los coeficientes a, by r(t), las
coordenadas del punto son z = |a|*> — |b]?, = Re(ab*r) e y = Im(ab*r). Cuando el estado es
puro, 2 +y* + z? = 1, es decir, estados puros estan en la superficie de la esfera de Bloch. Cuando
el estado es una mezcla, el punto que lo representa se encuentra en el interior de la misma. La
decoherencia no afecta a o b, y por lo tanto la evolucién de la matriz densidad. que inicialmente
corresponde a un estado puro, ocurrira sobre un plano con z constante. El punto representando

el estado del sistema estara a una fraccién |r(t)| de su distancia méaxima.

Figura 2.1: Esfera de Bloch representado las matrices densidades de un sistema de dos estados. Pun-
tos en la superficie corresponden a estados puros, mientras que un estado mezcla esta representado
por un punto en el interior de la esfera. La decoherencia ocurre sobre un plano z =constante. emer-
giendo en el proceso los estados punteros que estan representados por los puntos (0.0.1) y (0.0.-1)

sobre el eje z.
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El mimero complejo 7(t) puede expresarse como la suma de fases complejas rotando con las
frecuencias dadas por diferencias Ax, entre los autovalores de energia del Hamiltoniano de in-
teraccion. pesados con las probabilidades de encontrar esos autoestados de energia en el estado
inicial

-_,.\'
r(t) = ij exp(—1Aw,t). (2.20)

J=1
El indice j denota la parte correspondiente al entorno de los autoestados de energia del Hamil-
toniano de interaccién (2.19). |7) = [0)) % |1)» % -+ % |0) v. Las correspondientes diferencias de

autovalores entre dos autocstados de energia [0)[7) v [1)]/) son
Awy = (OI(i1Hael)1) - (2.27)

Hay 2V estados |j) diferentes v, suponiendo no hay degeneracion. el mismo mimero de A,

diferentes. Las probabilidades p; son entonces
Py = GIE = 0)%. (2.28)

que a su vez pueden expresarse facilmente en término de los cuadrados de ay v 3 apropiados.
La evolucion de r(t) (2.26) ex una consecuencia de las rotaciones de jos vectores complejos
pi-exp(=1Aw,t) con frecuencias diferentes. El 7(#) resultante comenzari con mua amplitud 1 v

rapidamente se reducira a un valor aproximadamente igual a

N
rF)y =Y pi~27 (2.29)

En este sentido la decoherencia es exponencialmente efectiva con el minmero de sistemas: términos
fuera de la diagonal decrecen exponencialmente con el tamano fisico del entorno N, Cualquier

ostado inicial se acercard asintdéticamente al eje = como resultado de la decolierencia.

Estructura cldsica dentro del espacio de Hilbert

La geometria de los flujos inducidos por la decoherencia dentro de la esfera de Bloch exhibe
caracteristicas que también se presentan en situaciones fisicas mas generales. que involucran de-

coherencia en espacios de Hilbert nuis grandes. Estas caracteristicas son:

(i) Existencia de estados puros casi clisicos que consisten en rodos los estados punteros seleccio-
nados por el entorno. quicnes se ven minimamente afectados por el entorno.

(ii) Existencia de un dominio clasico de distribuciéon de probabilidades. que consiste en todas las
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mezclas de estados punteros.
(iii) Existencia de un dominio cuantico que consiste en matrices densidad mads generales. Como re-
sultado de la decoherencia esta parte del espacio de Hilbert es eliminada por la seleccion inducida

por el entorno, emergiendo naturalmente el dominio clasico.

La visualizacién de esta descomposicion del espacio de Hilbert inducida por la decoherencia
es posible en el caso bidimensional estudiado aqui, en donde los estados punteros son los estados
{10),]1)} que en este caso permanecen inalterados por el entorno, el dominio cldsico corresponde
al segmento [—1, 1] del eje z, y el resto de la esfera de Bloch constituye el dominio cudntico. Sin
embargo, la existencia de los elementos (i)-(iii) es general v caracteriza la clasicalizacion de la
dinamica.

Una distincion clara entre el dominio clasico v el resto del espacio de Hilbert es posible sdlo
en situaciones idealizadas. En una situacién realista todo lo que puede requerirse es que lhaya
un contraste claro entre las tasas de produccién de entropia dentro vy fuera del dominio clasico.
Para situaciones mas generales que las discutidas en los modelos de decoherencia de las secciones
previas, como por ejemplo en el caso de sistemas caéticos, veremos en el Capitulo 4 que dentro
del dominio cldsico hay producciéon de entropia a una tasa mas lenta que la observada fuera del
mismo. Notablemente, esta tasa esta fijada por la dindmica clasica, es decir, por el Hamiltoniano
del sistema y no por el acoplamiento con el entorno. Esta distinciéon entre las tasas de produccion
de la entropia fue conjeturada hace va un tiempo por Paz y Zurek (Zurek et al., 1994) y confirmada

numéricamente en el curso de esta Tesis.

2.3.3 Decoherencia y c-shifts

La discusion de las secciones anteriores puede generalizarse a situaciones donde tanto el sistemna
como el aparato v el entorno tengan muchos estados y donde las interacciones entre ellos sean
mnds complicadas. Supondremos aqui que el sistema se encuentra aislado v que interactiia con el
aparato sélo brevemente. Comno resultado de tal interaccion el estado del aparato se entrelaza con
el del sistema, [}, aylsi)] o |Ao) — X, ailsi) & |A;). Por analogia con un c-not nos referimos
a esta operacion condicional como un c-shift (Paz et al., 2001: Zurek, 2001). Esta correlacion
cuantica sufre de la misma ambigiiedad de la base discutida previamente: ¢l entrelazamiento entre
S v A implica que por cada estado puro de alguno de los dos sistemas, existe el correspondiente
estado puro del otro sistema. Mads aun, eligiendo adecuadamente el estado inicial del sistema.
los roles del sistema y aparato pueden invertirse. Estas anbigiiedades para el par S-A pueden
evitarse reconociendo el rol del entorno.

En la Figura 2.2a se representa el proceso de decoherencia esquematicainente, como una secuen-
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cia de c-shifts que, en alguna base fija. “miden” ¢l estado del aparato alinacenando la informacion
resultante en el entorno. Un huen aparato debe retener las correlaciones entre ¢l observable del
sistema v alguno de sus observables, que llamaremos puntero. IZsto sucede cuando la interaccion
entre A v .S (un c-shift) corrclacione al estado del sistema con los estados punteros del aparato.
sin alterar al primero, micntras a su vez el entorno se correlaciona con los segundos sin perturbar-
los, pero destruvendo toda superposicion coherente entre los mismos™ . La IFigura 2.2a ilustra los
aspectos esenciales del proceso de decoherencia que permite al aparato. a pesar de su interaccion
con el entorno, actuar como un canal cldsico de comunicacion desprovisto de ruido (Schumacher,
1996: Llovd, 1997). Esto es posible pues la interaccion c-shift del par A-€ no perturba a los
estados punteros.

Sistema
AparatQ (a)
®
Y
J( Entomo
X*
Sistema
Aparato T ¥
Decoherencia J( (h)
— 4 X Entomo
Ruido ‘
B |

Figura 2.2: (a) Representacion grafica del proceso de decoherencia (b) Los grados de libertad del
entorno no solamente inducen decoherencia sino, en procesos realistas, producen ruido. En éste

iltimo caso, los grados de libertad de¢ entorno perturban al estado del aparato.

**I2s decir. en una medicién idealizada. ¢l observabie del sistema juega el rol de bit-control con respecto al e-shift
S 4. Iin un aparato bien discnado. ¢l observable puntero es el bit-blanco del c-shift S 4 pero ex el bit-control
del c-shift 4-£. lLos autoestados del observable puntero del aparato juega ¢l papel de un alfabeto en un canal
de comunicacion. Ellos codifican el estado del sistema y retienen las correlaciones a pesar de la interaccion con el

entorno.
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La ventaja de la representacién grdfica del proceso de decoherencia como una secuencia de
c-shifts reside en su simplicidad. Sin embargo. en la realidad el proceso de decoherencia es
usualmente continuo, de manera tal que puede ser quebrado en c-shifts discretos sélo aproxima-
damente. Mds aun, la informacién que almacena el entorno se encuentra usualmente distribuida
entre muchos grados de libertad. Y ademas el observable del aparato podria estar sujeto a ruido
v no solamente decoherencia, tal como se ilustra en la Figura 2.2b (Zurek. 2001).

La fisica basica de la decoherencia consiste en una simple premedicion del entorno sobre el

aparato, como resultado de su interaccién con el mismo

[Wsa) ® leo) = | D ajls;) ®14;) | ®leo) — D ayls;) ®|A4;) & lej) = [Psag).  (230)
J J

La decoherencia selecciona una base de estados punteros cuando los estados del entorno relativos

a la misma son ortogonales
(€eile;) = 6ij - (2.31)

Cuando esta condicién de ortogonalidad se satisface, la descomposicion de Schiidt del estado
|®sae) en subsistemas SA v £ nos conduce a obtener estados productos |s;) & |A;) como com-
paineros de los estados ortogonales del entorno |¢;). La matriz densidad que describe el par S-A

conteniendo sélo correlaciones clasicas es entonces

P94 = Tre|Bsac)(@sacl = Y _ lajPls;)(s;] & |4;)(4;1. (2.32)
)

que es diagonal en la base de estados producto |s;) & |4;).

Por simplicidad en la notaciéon muchas veces no se hara referencia al sistema que no interactia
con el entorno (aqui, el sistema S). Sin embargo es muy 1itil tener siempre en mente que la
preservacion de las correlaciones entre S y A es el criterio empleado para definir los estados
punteros. La matriz densidad de un tnico objeto evolucionando en contacto con el entorno sera
siempre diagonal en la inisina base instantdnea. Esta propiedad no debe ser empleada como tinico
criterio para emergencia de clasicalidad; mds bien. es decisiva la habilidad de ciertos estados para
retener correlaciones a pesar del acoplamiento con el entorno (Paz et al.. 2001; Albrecht, 1993).
Esto es especialmente obvio en mediciones cuanticas. Cuando la interaccion entorno-aparato tiene
la forma

Hae =3 3 140 Apl & (o0 )| + g7 1E N el ) - (2.33)
P o€e>e
la base {|Ax)} permanecera inalterada. Entonces. cualquier correlacion con los estados {| Ay )} sera

preservada. Y por definicion. los estados del aparato que preserven correlaciones seran los estados
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punteros. Cualquier obscrvable A co-diagonal con cl Hamiltoniano de interaccion I/ 4¢ sera un
observable puntero posible. puesto que cuando ¢l Hamiltoniano depende de A. conmuta con A.
[H ac(A), /1] = 0. Mas aun, la dependencia del Hamiltoniano de interaccion con el observable s
una precondicion obvia para ¢l “monitoreo™ de ese observable por el entorno.

En procesos reales la decoherencia es un proceso continuo. vy los modeclos simnples de medicion
ilustrados cn este capitulo pueden ser considerados como una instancia discreta elemental de dicho
proceso. La descripcién del fendmeno de decoherencia cn sistemas continuos recae totalinente en
el uso de lo que se denomina ecuacion maestra, una de las herramientas mds practicas para cl
andlisis de sistemas abiertos. En el siguiente capitulo realizaremos una revision de las técnicas

mas frecuentemente utilizadas para obtener dichas ecuaciones.



Capitulo 3

Dinamica de sistemas abiertos:

ecuaciones maestras

El problema de la correspondencia entre los mundos clasico y cuantico no se limita al problema de
la medicién. Las predicciones de ambas teorias difieren, ain al nivel de los valores de expectacién
de observables de un sistema, luego de un tiempo t;, denominado tiempo de Ehrenfest. En sistemas
clasicamente cadticos, esta escala temporal puede ser extremadamente corta pues depende sélo
logaritmicamente de la constante de Planck. En este Capitulo analizamos el rol de la decoherencia
y de la seleccion inducida por el entorno en el restablecimiento de la correspondencia cuantico—
clasica en sistemas dinamicos. Nuestro analisis se basa en el estudio de las ecuaciones maestras,
que gobiernan la evolucién de la matriz densidad reducida del sistema. Estas ecuaciones posibilitan
el estudio tanto de sistemas como de entornos con muchos grados de libertad. permitiendo entre

otras cosas, generalizar el modelo discreto de entorno a modelos continuos mas realistas.

El principio de superposicién puede aplicarse solamente cuando. el sistema cudntico que se
estudia se encuentra aislado. Cuando el sistema estd abierto, su interaccion con el entorno resulta,
inevitablemente, en un incesante inonitoreo por el entorno de algunos de sus observables. Esto
conduce a la degradacion de estados iniciales puros en mezclas, cuyas matrices densidades son
muy frecuentemente diagonales en la misma base de estados preferidos. Esta base resulta casi
independiente del estado inicial del sistema y del entorno. Los estados preferidos son seleccionados
con la ayuda crucial del Hamiltoniano de interaccion entre el sistema y su entorno. El proceso de
decoherencia filtra la totalidad del espacio de Hilbert del problema y sélo un pequeio conjunto de
estados, los estados punteros, sobreviven a este proceso. Esta seleccion, conocida como seleccion
inducida por el entorno. es la responsable de la emergencia de una realidad cldsica a escalas

macroscopicas.
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Frecuentemente ¢l conjunto de estados preferidos seleccionados por ¢l entorno ¢s denominado
base de estados punteros en reconociiniento de su rol en ¢l problema de la medicion. El eriterio
para la scleccién de estos estados no puede basarse solamente en la diagonalizacion de la matriz
densidad. cuvos autoestados emergen como los estados punteros. La caracteristica esencial de los
estados preferidos es su habilidad para sobrevivir el inonitoreo del entorno. IZste criterio heuristico
pucde hacerse riguroso cuantificando la predictibilidad de la evolucion de los candidatos a estados
clasicos (posibles estados punteros).

Las ccuaciones maestras son ccuaciones diferenciales en ¢l operador densidad reducida p del
sistema de interés S. IZste operador. que se obtiene tomando la traza del operador densidad total
del universo ¢ sobre el espacio de Ililbert del entorno €. p Treo. nos permitira responder a
todas las inquictudes de interés [isico para el sistema S solamente. La ecuacion de evolucién de p
pucde obtenerse en principio resolviendo la ecuacion de von Neumann para el operador densidad
total, tomando luego la traza parcial. Sin embargo. este procedimiento cs imposible de realizar
analiticamente salvo en contados casos (Hu et al., 1992) v alguna aproximacion debe hacerse en
un momento u otro. IEn este Capitulo intentamos realizar una presentacion clara v comprensible
de ccuaciones macestras aproximadas. que nos conduzca rapidamente a las aproximaciones que
cmplearemos posteriormente en esta Tesis. Revisiones completas de ecuaciones macstras aproxi-
madas pueden encontrarse en (Paz et al., 2001; Walls et al., 1994: Cohen-Tannoudji et al., 1992:
Hanggi et al., 1998), entre otros.

Nos concentraremos en ¢l esqueina de aproximacion mas simple, ue se basa en expansiones
perturbativas en ¢l acoplamiento sistema-entorno. que suponeinos débil. Primeramente presenta-
mos el esquemna general perturbativo obteniendo una ecuacion macstra aproximada que aplicaimos
lucgo a modelos concretos en las sccciones siguientes. 21 Movimiento Browniano Cuantico. que
servira para introducir muchas de las nociones que acompanan al concepto de decolierencia v
selececion inducida por el entorno. se discute en la Seccion 3.2, Fn las Secciones 3.3 v 3.1 presen-
tamos las ccuaciones macestras que emplearemos en el Capitulo 5. la ecuacion macestra en el limite
de altas temperaturas, v la ccuacion maestra en la base de Floquet de un sistema S que presenta
una simetria traslacional temporal. IMinalmente. en la Sccecién 3.5 discutimos algunos conceptos
importantes como ¢l tiempo de decoherencia. que ¢s la escala temporal en que la decoherencia

entra cu juego. v el criterio de predictibilidad.

3.1 Calculo perturbativo de la ecuacién maestra

El procedimiento aqui descripto supone que la intensidad de la interaccion entre el sistema v cl

cntorno es pequetia, de modo que la teoria de perturbaciones pueda ser aplicada de la inancra
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usual. Consideremos el Hamiltoniano del sistema total
H=Hs+ Hes+ 1V, (3.1)

donde Hg v He representan los Hamiltonianos del sistema v entorno respectivamente v 17 es el
tériino que describe la interaccion entre ambos. En la representacion de interaccion. la ecnacion

de von Newmnann que nos da la evolucion del operador densidad total o se escribe
he = [V(t),6]. (3.2)

El siinbolo ~ sobre un operador indica que éste estd en la representacion de interaccion. es decir
O@) = O, = UlOUy. con Uy = exp[—1(Hs + He)t/h]. La ecuacion de von Neumann (3.2) puede
! 0 0 < <

resolverse perturbativamente. obteniéndose mna serie de Dyson

5(t) = a(0)+i(%)” ./o’(”" ./O’(;t‘_) /('(ul [\‘f,l, [\T’,z, e [\",,,.&(0)”] . (3.3)

n=( )
Tomando la traza sobre los grados de libertad del entorno. la serie (3.3) nos conduce a la corres-
pondiente serie para el operador densidad reducida. Supondremos, ademas. que el estado inicial
del sistema compuesto SE no se encuentra correlacionado. es decir, a(0) = p(0) % pe(0). Con esta
hipdtesis,
Ay =1+, +0o+---)p0). (3.4)
donde
, 1 n ! fn- - % - " s _—
Un = () ‘/0 dt /0 dtnTre [\«,1. [v,z, . [x oo pe(0)7 H] . (3.5)
La ecuacion maestra puede obtenerse simplemente derivando temporahnente la expresion (3.4)
para p(t). empleando luego nuevamente la expresion (3.4) para expresar el estado inicial del sistema
en término de p(f). p(0) = (1+ U+ Ua + )7 p(t) v posteriormente. como la intensidad de la
interaccion entre el sistema v el entorno es débil. se aproxima el lado derecho de la ccuacion

resultante cortando las expansiones a segundo orden en el potencial de interaccion V
pr) = (Cr+Ga=Tilh ) lt)

1 . 1 . N )
= ~Tre [V(r.), pe(0) 7 p(1)] = = / dt\ Tre [v,. [v,,.,,g(n) Y /)(i)”
wh J h . 0
1 [ - o e
= [ dnTre [x;,,)g(()) o Tre [v,,.pf(n) ” ,3(:)]] L (3.0)
[ 0
Es importante notar que esta ecuacion. basada solamente en dos hipotesis: (a) la validez de la

expansion perturbativa a segundo orden en el acoplamiento sistema-entorno v (b) inicialmente
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el sistema v el entorno no se encucntran correlacionacdos. es local en el tiempo. Ninguna otra
hipOtesis ha sido requerida; en particular esta ecuacién no ¢s Markoviana.
IZsta ecuacién maestra puede simplificarse atiin mas si ademas supouemos que la ineraccion

entre el sistema y ¢l entorno tiene la forma
V=EgS. (3.7)

donde S (FF) es un operador que actia sobre el espacio de ilbert del sistema (entorno) solamente.

Entonces la ecuacion (3.6) puede escribirse como
A 1 - 1 e
p(t) = —(E) [Se. p(1)] - —g'/d-fl gs(t 1) [Se. Sy, Al
th h* Jo

1/ .
-+ p /d{] Gall. []) [S(, {'S'lx . /)}I . (3.8)
1 Jo

donde los nicleos gs(f,t1) ¥ galf, (1) dependen exclusivamente de las propiedades del entorno v
estan cdados por las funciones de correlacion a dos tiempos de los operadores del entorno involu-

crados en la interaccion SE€

gs(t,ty) = (EEy, + B By = 2(L5)(Fy,)
G(t.t)) = (ELy, —E\Ly). (3.9)

La notacién ( ) significa que se toina el valor medio dcl observable sobre el estado inicial del
entorno, (O) = Tre (pO).

La ecuacion macstra (3.8) a la que hemos llegado ¢s muy general”. Ninguna hipétesis adicional
sc ha realizado sobre el sistema de interés ni se ha establecido modclo alguno del entorno. Ion
esta ecuacion, este dltimo entra en juego solamente a través de los niicleos gs v gq. Segiin sca la
forma de las funciones g. v g,. podran hacerse algunas aproximaciones. La mas conocida s la
llamada aproximacién Markoviana, que corresponde al caso en que estos nicleos tienen una fornia
“picuda” alrededor de t = ;. Cuando este es ¢l caso, el entorno tiene un tiempo de correlacion
muy corto, ¢s decir, rapidamente picrde memoria del sistemma. v entonces la ecuacion (3.8) puede
simplificarse significativamente. Pero la ecuacion maestra (3.8) ¢s vdlida también cuando no puede
hacerse hipotesis Markoviana alguna v el entorno ticne tiempos de correlacion largos.

Para poder continuar con el analisis del problema abicrto es necesario especificar la [orma del
Hamiltoniano del sistema, modelar de alguna manera concreta el entorno v/o recurrir a aproxi-

maciones adicionales.

*La forma de la interaccién (3.7) puede distenderse a una forma mas general V© X0 (S, 22 Fw 2 he). llegandose
a una ¢ aacion muy similar a la (3.8). conio puede verse en (Paz et al.. 2001). Como los resultados son esencialmente

los mismos. por simplicidad nos restringimos a potenciales de la forma (3.7).
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Modelo del entorno y de su interaccién con el sistema

Consideramos al entorno como un conjunto infinito de osciladores armoénicos de masa m; y fre-
2
cuencia natural w;, cuyo Hamiltoniano es Hg = ). (2—':,1'—' + %m,-w?q?). Supondremos también
que el sistema de interés S es una particula cudntica que se mueve en un espacio unidimensional
e interactia con el entorno a través del operador V = S& E = z &% Y _.giq:. bilineal en los
operadores posicién z y ¢; del sistema y entorno respectivamente, donde g; son las constantes de
acoplamiento. La forma de V esta motivada en la naturaleza de las interacciones, que dependen de
la distancia. Si ademas suponemos que el entorno se encuentra inicialmente en equilibrio térmico

a temperatura T, la ecuacion (3.8) se reduce a

plt) = — /0 dt’ gu(t = t') [=(t)  [2(t') . p(t)]] +2 /0 dt' ga(t = 1) [2(t) {2(t) . p(8) )], (3.10)

va que el primer término del lado derecho de la ecuacion (3.8) se anula pues Trg (V(t)pg) = 0.

Los nicleos gs y go dependen solamente de la diferencia t — ¢’ v estan definidos por

gs(t) = % Z lg:|* ({qi(t), 4:(0)}) = /Oocde(w) (14 2n(w))cosw(t) = v(t).
ga(t) = 517—1 Z |g,-|2([qi(t),qi(0)]) = A dwJ(w)sinw(t) = () . (3.11)

donde 8 = 1/kgT y n(w) es el valor medio del mimero de ocupacion de los osciladores del entorno.
1 + 2n(w) = coth(Bhw/2). El iltimo término del lado derecho de la ecuacién (3.11) se obtiene
definiendo una densidad espectral J(w) = ima,—0 35 2o <ot aw lgi|* para el entorno. r(t) ¥
7)(t) se denominan comunmente nicleos de ruido y disipacion respectivamente, por razones que
seran evidentes cuando analicemos el Movimiento Browniano Cuantico, en la siguiente seccion.
La ecuacion maestra (3.10) es el punto de partida para las aproximaciones que emplearecinos
cn nuestros estudios numéricos en los capitulos subsiguientes. En las proximas secciones conside-
raremos tres diferentes casos. Primero analizaremos el movimiento Browniano cudntico. ya que
ademads de ser ilustrativo. es iitil para comprender cualitativamente ¢émo se realiza el proceso de
decoherencia. Muchas veces en el andlisis de sisteinas no lineales - objeto de estudio de esta Tesis
- haremos referencia a los resultados establecidos para este caso lineal. Sin embargo. es impor-
tante tener en iente que éstos son solamente simples estimaciones v deben consiguientemente
aplicarse con cuidado en otras circunstancias. Posteriormente, en la Seccion 3.3 restringiremos la
ecuacion (3.10) al caso especial de un entorno dlunico en equilibrio térmico a altas temperaturas.
Obtendremos en este limite una ecuacion maestra a coeficientes constantes en el tiempo, pero que
no estara restringida a sistemas lineales, como en el caso del Movimiento Browniano. Es decir,

el Hamiltoniano del sistema Hs quedara sin especificar, pudiendo ser en general no lineal. Esta
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ccuacion macstra sera empleada cn ¢l Capitulo 5, donde realizaremos una detallada investigacion
del rol de la decoherencia en sistemas cuyos andlogos cldsicos son cadticos. FFinalmente. como cl
sistema que elegimos para estos estudios numéricos es dependiente del ticinpo v. lo que es aqui
més importante, presenta una simetria de traslacién temporal, en la Scecidén 3.4 explotaremos esta
propiedad para encontrar una ecuacion maestra en la representacion de Floquet. lLa aproxima-
cion asi obtenida sera util para estudiar algunas propiedades del sistema abicrto en el régimen de

tiempos largos.

Decoherencia en el espacio de fases

Para el andlisis del fenémeno de decoherencia y en particular de su rol en el restablecimiento de
la correspondencia cudntico-cldsica. serd util analizar la evolucién un sisteina cuantico empleando
su funcién de Wigner asociada (Wigner, 1932), cuya forma funcional pucde ser obtenida a partir
del operador densidad

1 o
Wiz,p) = ;ﬁ/ du /R e — w2 + ). (3.12)
-

La funcion de Wigner permite ¢l cstudio de objetos cudnticos v la visualizacion de sus propie-
dades en cl espacio de fases clasico. Asi, esta herramienta lleva a ambos mundos. cldsico v
cudntico, a un terreno comtiin, el cspacio de fases, v posibilita la comparacion de la estructu-
ra de sus soluciones, clasicas o cudnticas. Esta funcién es real v puede ser negativa, de modo
que no puede ser considerada como una distribucién de probabilidades. Sin embargo. la in-
tegral sobre una de sus variables conduce a la distribucién de probabilidades para la oura va-
riable: por ejemplo, [dpW (z.p)  |¢(z)[>. Para un paquete gaussiano de minima incerteza
V(z) ~ exp [—(z — 20)?/26% + wpox/h], la funcién de Wigner es una gaussiana tanto en 2 como

enp

_(@-2)? (p- Po)*6%)
62 R

1
w"(-"f-P) = — CXp

— (3.13)

Un sistema descripto por este tipo de funcién de Wigner esta localizado tanto en 2 como cn p.
Ningun otro objeto del espacio de Hilbert es més cercano a un punto en ¢l espacio de fases clasico.

Es posible mediante el empleo de esta herramienta, disefar una estrategia para determinar si
un estado exhibe comportamiento clasico: cada vez que W(z, p) es una mezcla de paquetes de onda
localizados, como el de la ecuacion (3.13), puede ser considerado como una distribucion cldsica
de probabilidades en el espacio de fases. I’cro cuando el estado que le dié origen es realmente
cudntico, . funcién de Wigner asociada presentard signos alternados, debido a que esta funcion

resulta de la transformacion de Wigner de una superposicion de paquetes de onda localizados v
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no de una mezcla de los mismos. El rol de la decoherencia en restablecer la correspondencia serd
justamente elininar las interferencias que dan origen a las oscilaciones de la funcion de Wigner.
tal como veremos en la Seccion 3.5. La decoherencia en el espacio de fases debe conducirnos a

puntos, travectorias y a la dinamica Newtoniana.

Por otro lado. es claro que el rol especial de la posicion en la fisica clasica se debe a la naturaleza
de las interacciones, que dependen de la distancia v entonces conmutan con la posicion (Zurek.
1991: Zurek, 19381). Los estados que sobreviven a la decoherencia deben estar localizados. empero.
no pueden estar localizados en un punto r pues esto implicaria por el principio de incerteza de
Heisemberg un ancho infinito en momento. Como resultado, un estado bien localizado en un cierto
instante estaria muy deslocalizado en el instante siguiente. Felizmente la evolucion en el espacio
de fases involucra también al Hamiltoniano propio del sistema, v entonces el conjunto de estados
preferidos resulta ser un compromiso. pues se encuentran localizados tanto en posicion como en
momento. Volveremos con inas detalle a esta cuestion en la Seccion 3.5.3. cuando definainos un

criterio de predictibilidad v lo apliquemos al caso del Movimiento Browniano Cuantico.

3.2 Movimiento Browniano Cuantico

Counsideremos como sistema S a una particula cuantica moviéndose en un espacio unidimensional.

bajo la accion de un potencial armoénico cuyo Hamiltoniano es

P12 ‘
Hs = BYYi + ;AIQ x°. (3.14)

Como este sistema es lineal, al igual que el entorno de osciladores, las ecuaciones de Heisemberg

para los operadores del sisteina S pueden desacoplarse y ser resueltas explicitamente, obteniéndose
. . . — 2 eOg 1 o N7 mn s MO .

para el operador posicion z(t) = zcosQt + ympsinQt. Reemplazando en la ecuacion (3.10).

obtenemos finalinente para la ecuacion naestra la expresion

p= % Hs + %mﬂ"rz(t)rz. p] - %'y(f) [, {p. p}]

~ DOl pl) = 3 10) - [y o) (3.15)
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escrita ahora en la representacion de Schrodinger. Los coeficientes estan definidos por

{
Q2(1) —% dt'n(") cos Q' (3.16)
0
t
~(1) %Q/dt,’n(r')sm Qr', (3.17)
PAY I 0
{
D(1) %/dl'u(l')cos(!l'. (3.18)
0
l t
() —m/dl'u(t') sin§u’ . (3.19)
£ 0

Todos estos coeficientes dependen del tiempo; €, es el coeficiente de renormalizacién de la fre-
cuencia del sistema, vy el de disipacidon v los dltimos dos son, respectivamente, los coeficientes de
difusién normal D y anémala f.

La ecuacién maestra (3.13) es perturbativa. Sin embargo, por ser lineal este problemna es
susceptible de ser resuelto exactamente (Hu ct al., 1992). Lo notable en este caso es que la
ccuacion maestra del Movimiento Browniano Cuéntico a la que se llega tiene la misma forma que
su versién perturbativa (3.15), difiriendo solamente en la dependencia temporal de sus coeficientes.

A partir de la ecuacion maestra puede encontrarse una ccuacion de evolucion para la funcién de

Wigner (3.12) asociada al estado p. IZsta ecuacion toma la forma de una ecuacion de Fokker-Planck

. 1
7 A {H.s + 571193(1)3:2. H'}PB + ()8, (W) + D(N)B3,W — f(1)F W (3.20)

Es posible ahora ver cualitativamente el efecto del entorno sobre ¢} sistema. a partir de la
ecuacion macestra (3.15) o (3.20). [ primer término corresponde a la evolucion clasica lLiou-
villeana. idéntico al que se obtendria a partir de la ecuacion de Schridinger para ¢l sistema S
aislado. IZ1 primer cfecto del entorno es la alteracion de la frecuencia de oscilacion del sistema.
renormalizdandola; por la forma en que la renormalizacion intervience ¢n la ecuacién macestra (3.15).
la evolucién unitaria de p no se ve alterada. Sin embargo. I0s otros tres tériminos de la ccuacion
macstra representan efectos no unitarios. Puede mostrarse facilmente que el segundo térinino pro-
duce friccion (v juega el papel de una tasa de relajacién), mientras los otros dos producen difusion.
Por ejemplo, si a partir de su definicién (O) = [dadpO(a,p)W (2.p) calculamos la evolucion de

los valores medios de algunos observables del sistema,

d{p) 5 _
= —{(0:V) —~(p).
n2
d‘g’l L a4 2D — 24(p?).
W oy =L i), (3:21)

dt
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vemos que el término proporcional a ¥ genera siempre relajacion; en cambio los otros dos términos
producen un cambio cuyva tasa es proporcional a los coeficientes. positiva en el caso de la difusion
normal v negativa en el caso de la difusion anéinala. Sin embargo. en el limite de altas tempera-
turas y entorno ohimico, estos coeficientes son constantes, positivos v dependen de la temperatura
del entorno, D ~ T y f ~ 1/T. de manera que . para un estado inicial gaussiano por ejemplo, el
coeficiente de difusion normal aumentara el ancho de la distribucion inicial mientras el otro puede
despreciarse!. El término proporcional a D es el principal causante de la decoherencia, como
veremos en la Seccion 3.5. Por otro lado, queda ahora claro el origen de la denominacion de los
micleos de ruido y disipacion, pues el primero, v(t), esta presente en los coeficientes de difusion
mientras que el segundo, 7)(t) en el coeficiente de renormalizacion y de disipacion.

Aunque la dependencia temporal de los coeficientes de la ecuacion maestra es complicada,
dada una forma particular de la densidad espectral J(w) y del estado inicial del entorno, éstos
pueden ser explicitamente calculados (Hu et al., 1992). Los coeficientes de difusion dependen de la
temperatura, mientras que los otros dos son independientes de ella. Para una densidad espectral
éhmica (J(w) = 2Mrypw exp(—w?/w?), donde w, es una frecuencia de corte, tipicamente muy
grande), Q, y v toman rapidamente (en tiempos del orden de w!) valores asintéticos mientras
que los coeficientes de difusion poseen un transitorio inicial (en escalas temmporales tainbién fijadas
por «wo!) independiente de la temperatura del entorno. El coeficiente de difusion normal D(t)
toma luego un valor asintético Do = M9 coth(3hQ/2)w./h(w? +Q?). El coeficiente de difusion
andmalo también se aproxima a un valor asintético que a altas temperaturas es despreciable frente
al valor asintético Do, aunque a aproximacion es mdas gradual. algebraica mas que exponencial.
Sin embargo, para otro tipo de entornos no-dlunicos, el comportamiento de los coeficientes es
bastante diferente, v su influencia en relaciéon con la decoherencia ha sido analizada por algunos
autores (Hu et al., 1992). Felizmente para los estudios numéricos que son el objeto de esta Tesis
es suficiente emplear ecuaciones maestras aproximadas que involucran entornos ohmicos a altas

temperaturas.

3.3 Ecuacién maestra en el limite de altas temperaturas

En esta secciéon no especificaremos la forma del Hamiltoniano del sistema. Sélo nos restringiremos
al caso de una particula cuantica moviéndose en una dimension bajo la accion de un potencial
general que puede ser dependiente del tiempo v/o no lineal.

El caso especial mds simple de la ecuacion maestra (3.10) se obtiene si suponemos un entorno

'La dependencia con T de los coeficientes de difusion en este limite sera justificada con mas detalle en la préxima

Seccion.
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6hmico (J(w) = vMw/h) a altas temperaturas. LEn cste caso los nicleos se reducen a (1) = Dé(t)
v (t) = 2y8(t), con D 2m~ykpT, obleniéndose una ecuacién maestra a coeficientes constantes

que en la representacion de Schrodinger se escribe
.1 , s
p= 3 Hs pl =20z {p.p}| = Dl (2. p]]. (3.22)

A partir de esta expresion puede encontrarse facilmente la siguiente ccuacion de evolucion para la

funcién de Wigner del sistema

n42n
(—l) h 0(211-{-l)"ral(’2n>i>1)‘,{;'

W = {HoWlpy - I S
{Ho.W}pp + ’;2%(2”4_1)! x

+ 298, (pW) + DOZW. (3.23)

[2sta ecuacion es muy conocida v ha sido derivada en diferentes contextos (I1u et al.. 1992; Caldeira
et al., 1985; Unruh, 1989). Los efectos fisicos incluidos en la misma son los mismos que los va
descriptos para la ecuacién del movimicnto Browniano (3.15), sin la difusion andinala pues en
este limite f ~ 1/T — 0. y con el agregado de un término adicional: al primer término del lado
derecho de esta ecuacion. el corchete de Poisson que gencra la evolucion clasica de la [uncién
de Wigner, se agregan términos de orden h*> o mavor que representan las correcciones cuanticas
a la evolucién clédsica Liouviliana. In el caso del Movimiento Browniano estos términos estdn
ausentes justamente por ser el potencial V' del sistema lincal, anulandose por cousiguiente la
tercera derivada espacial del potencial y todas las de mavor orden. Ll efecto del entorno se reduce
aqui a los dltimos dos términos, micntras la primera linca ¢n la ecuaciéon (3.23) ¢s la ccuacion de
Schrodinger del sistema aislado en la representacion de Wigner.

I2n el limite de altas temperaturas aqui considerado, ¢l término disipativo pucede ser ignorado
y soOlo el término difusivo necesita ser tenido en cuenta. Al hacer csta aproximacion estaimos
tomando ¢l limite ¥ — 0 mientras mantenemos D constante. Ademads, en nuestros estudios
posteriores el valor de la constante de difusion serda tomado pequenio de inanera tal que la energia
se conserve (aproximadamente) sobre las escalas temporales de interés. Is importante notar que
cl limite de altas temperaturas nos conduce al limite Markoviano, pucsto que las expresiones de los
nicleos obtenidas més arriba corresponden a tiempos de correlacion instantdncos. sicndo entonces
la memoria del entorno nula a fines practicos.

Cabe aqui hacer mencién de las dificultades que pueden presentarse para resolver la ccuacion
maestra c¢n este limite o su correspondiente ecuacion de Fokker-Planck (3.23): salvo en contados
casos, como ¢l movimiento Browniano lineal o problemas de spines por ejemplo. una solucién
analitica de esta ecuacién no c¢s posible. Se debe entonces recurrir a su integracion numérica para

obtener paso a paso la solucién a tieinpo {4 Al conocicndo la misma a un ticinpo anterior . con
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la consiguiente acumulacién de error. Esto iimpone una limitacién a los tiempos a los que puede
calcularse una solucion de suficiente precision. Por ello, en el caso de querer estudiar el proceso
de decoherencia en el régimen de tiempos largos. es necesario recurrir a otras aproximaciones. tal

como la detallada en la siguiente Seccion.

3.4 Ecuaciéon maestra en la base de Floquet

Si el Hamiltoniano del sistema es periddico en el tiempo, H(t+7) = H(t). es posible encontrar una
ecuacién maestra que, haciendo uso de esta simetria temporal, sea valida en escalas temporales

largas.

3.4.1 Base de Floquet

Un sistema cuédntico descripto por un Hamiltoniano periédico en el tiempo (de periodo 7 = 27 /w)
posee una simetria de traslacion temporal discreta que nos perinite generar una evolucion estro-
boscépica a partir del operador de Floquet (Shirley, 1965; Sambe, 1973) definido por el operador
evolucién U (7) luego de un periodo completo de la perturbacion periédica del sistema. De acuerdo
al Teorema de Floquet (Lewis et al., 1969) los autoestados del operador de Floguet, denominados

estados de Floquet o estados de cuasienergia, tienen la forma

[Ta(t)) = U@)|Ta(0)) = e M |oq(t)), (3.24)
l0a(t)) = léal(t+T)). (3.25)

donde los autovalores €, son las denominadas cuasienergias del sistema. Cada una de ellas re-
presenta en realidad una clase infinita de autovalores e, x = ¢q + kw, & = 0. £1. £2.--- donde
cada elemento ¢, 1 de esta clase corresponde a soluciones equivalentes a (3.24). como puede verse
si definimos [0n.1) = exp(rhwt)|dq). En otras palabras, el espectro de cnasienergias es ciclico.
definido de manera similar a la estructura de las zonas de Brillouin en estado solido (Ascheroft et
al., 1979).

Los estados de Floquet forman un conjunto completo de soluciones del espacio de Hilbert
del problema y se encuentran resolviendo el problema de autovalores del operador de Floquet.,
U(r) |¥4(0)) = ce~a™/" |I,(0)), como puede verse de la ecuacin (3.24). Emplearemnos esta base
especial del espacio de Hilbert, apropiada pues posee las simetrias traslacionales del problema,

para encontrar una representacion conveniente de la ecuacion maestra (3.10).
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3.4.2 Ecuacién maestra promediada

Existen en la literatura varias aproximaciones que hacen uso de la simetria de traslacién temporal
del sistema (Utermann et al., 1994; Bliimel et al., 1991). Nosotros seguimos e cerca la apro-
ximacién de Kohler et. al. (Kohler et al., 1998) aunque estos autores restringicron ¢l uso de la

ccuaciéon maestra obtenida al estudio del tuneleo cadtico cerca de un cruce de cuasienergias.

Cuando la ccuacién maestra (3.10) se escribe en la base de Floquet v se toma ademds cl
limite Markoviano de temperaturas altas para el cntorno. la ecuacién resultante posce cocficien-
tes T-periddicos. Calculando el promedio temporal de esta ccuacién sobre un periodo 7. pucde

derivarse (ver Apéndice B) una ecuacién maestra promediada

d;w = Z A”yuaﬁdm' (3.26)
af

donde 6 denota el promedio temporal en un periodo 7 del operador p, & ,}.[gdl,p(l). Los

coeficientes My,qg estan definidos por

1

M,as = _E(Ell —-£,) 0ol — D {6511((3:2));10 + 60;:((372)),'31/ -2 <(m)>;m ((z))30}

t-+ . ; . ,
Y (AN =1 £, T dt (@, (') Aléw(1')) es el promedio temporal (en un periodo 7) de los elementos
de matriz del operador A en la base de Floquet. Siendo esta una ecuacion a coeficientes constantes.
una vez que éstos han sido calculados (numéricamente. por e¢jemplo. en ¢l caso de un sistema no

lincal), la solucién se conoce entonces formalmente para todo tiempo

) = D (™) 05 Tas(0) (3.27)

a3

Naturahnente esta ecuacién cs valida siempre que consideremos ticinpos de evolucion mucho ma-
vores que un periodo de la perturbacién arménica, (> 7.

La dificultad en resolver esta ccuacién reside en que el nimero n de estados de FFloquet
tipicamente necesarios para expandir con precision un cstado localizado en una region del es-
pacio de fases cldsico de un sistema que presenta caos, es grande va que los estados de Floquet se
encuentran en su mavoria extendidos sobre todo el mar cadtico disponible en el espacio de fases
clasico, y cntonces el mimero necesario para expandir un estado muy localizado es naturalinente

grandec.
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3.5 Decoherencia a altas temperaturas

3.5.1 Escala temporal de la decoherencia

Cuando nos limitamos a entornos 6hmicos y altas temperaturas, la ecuacion maestra (3.22) en la

representacion de posicion puede escribirse

|

) , 2M~kgT "o .
p==Hs. ol =2z = )8 = y)p - ——2—(x = 2')’p. (3.28)

=t

En el limite clasico, cuando h es pequeno comparado con toda otra accion (como por ejemplo

V2M~kpT{(z — x')?)), la evolucién de la ecuacién maestra estd dominada por el dltimo término
del lado derecho de (3.28) (Zurek, 2001b)

. ’ (x —1') :
plz, 2’ t) = —n [W] p. (3.29)

donde Apg = h/V2MKgT es la longitud de onda térmica de de Broglie. La matriz densidad en
este caso pierde muy rdapidamente sus términos no diagonales en la representacion de posicion

e . 1Y]2
plx. 2’ t) = p(z,2',0) exp{ =t [u]
ADB

(3.30)
mientras los términos diagonales permanecen inalterados. La coherencia cudntica decae exponen-
cialmente a una tasa dada por la tasa de relajacion multiplicada por el cuadrado de la distancia
medida en término de la longitud de onda de de Broglie. Si la ecuacion (3.30) fuese siempre vilida,
los autoestados del observable posicién serian los estados punteros. Los cfectos de la evolucion
de la matriz densidad en la representaciéon de posicién debidos a la ecuacion (3.30) son faciles
de visualizar si consideramos como estado inicial la superposicion de dos gaussianas (estados casi

clisicos) de ancho 8 y separados una distancia Ax

V(z) = Wy(r)+ Ya(x).
Vo) = Nexp(—(;rq:A;;;)z/g(Sz) i (3.31)

donde N es una constante de normalizacion.

La Figura 3.1 muestra a la izquierda la funcion de onda ¥(z) y al centro su correspondiente
matriz densidad a t = 0, p(z,2') = ¥(z)¥(2')". que tiene cuatro picos. dos sobre la diagonal
v dos fuera de ella, para el caso en que los pacquetes estan muy separados Az > 4. Los picos
cerca de la diagonal = 2’ corresponden a las dos posibles localizaciones de la particula. La
coherencia cuantica tiene su origen en los picos fuera de la diagonal. para los que x v 2’ son muy

diferentes. Su existencia y tamaio muestra que la particula no se encuentra en alguna de las
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Figura 3.1: Izquierda: Superposicién coherente de dos paquetes de onda gaussianos, ecuacién (3.31).
Esta funcion de onda V(z), superposiciéon de dos estados clasicos permitidos, se denomina Gato de
Schrédinger. Centro: Matriz densidad correspondiente a la funcién de onda W¥(z), p = |V)(¥|, en la
representacion de posicién. Derecha: Efecto de la decoherencia sobre la matriz densidad. A un
tiempo posterior a 7p la matriz densidad conservara sélo los picos en la diagonal, pudiendo entonces
considerarse como una distribuciéon de probabilidades cldsica, con una probabilidad igual de encontrar

a la particula en alguna de las localizaciones correspondientes a los paquetes de onda gaussianos.

yosibles localizaciones sino que esta en una superposicion coherente de ellas. I2stos decaen en una
|

escala temporal dada por el tiempo de decoherencia tp

-9

i =21 o
5l =1 (WJ (3.32)

cuya inversa, la tasa de decoherencia, es la tasa de relajaciéon multiplicada por un factor que
puede ser enorme a escalas macroscopicas (ver Figura 3.1, a la derecha). Por ejemplo, a tempe-
ratura ambiente, longitudes del orden del em y masas del orden de un gramo, la ecuacién (3.32)

predice decoherencia en un tiempo aproximadamente 10

-1

veces mas rapido que el tiempo de

relajacién 7

3.5.2 Decoherencia en el espacio de fases

Es ilustrativo observar el efecto de la decoherencia en el espacio de fases. Cuando el estado
inicial es la superposicion ¥(z) dada por (3.31), la funcién de Wigner, como consecuencia del
principio de superposicién, presenta efectos de interferencia cudntica, es decir, es oscilante en la
region intermedia entre los paquetes localizados. En efecto, realizando una transformacion de

Wigner sobre la matriz densidad p = |¥)(¥|, la funcién de Wigner asociada a ¥(z) es

W =W, 4+ Wo + Wi, (3.33)
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donde W; o = W) o(x,p) son las funciones de Wigner asociadas a las funciones de onda ¥ v ¥,

v tienen la forma gaussiana dada por la ecuacion (3.13), con x4 = £Ax v py = 0 respectivamente.

) g 252 T2 Axr
Wint ~ exp (_B(—) - ’-_,> COs < l P) ) (3.34)
h- 0= h

representa las interferencias coherentes entre los dos estados localizados. Como los estados gaus-

El término

sianos estan separados en posicion. las franjas de interferencia. de vector de onda x, = Ax/h,
estan alineadas a lo largo del eje p, como se observa en la Figura 3.2. Un estado mezcla de dos
estados gaussianos estaria descripto por los dos primeros términos W y Wy, pero el término osci-
lante estaria ausente. Estados como el descripto por la ecuacion (3.31) o (3.33) son otro ejemplo
de un estado tipo Gato de Schodinger. En una descripeion clasica sélo los estados W v W son
posibles. La Mecdnica Cuantica, sin embargo. permite superposiciones coherentes de los mismos.

Si. tal como en la Seccion anterior. nos con-
centramos sobre el iltimo término de la ecua-
cién (3.23). vemos que su efecto sobre la parte
oscilatoria de la funcion de Wigner sera muy
diferente de su efecto sobre las dos gaussianas.

pues el término de interferencia esta dominado

por el coseno, W,y ~ cos(Axp/h). que es una

autofuncion del operador de difusion d,,. La
Figura 3.2: La funcién de Wigner correspondien- :
g s escala temporal de la decoherencia surge del
te al estado puro V(z) presenta dos picos positivos
y una regién entre ellos donde la funcién oscila, correspondiente autovalor
senalando la presencia de interferencias. Es debi- o D) 2 = w
o . . . Wint = —{DA2~/h"} x Wiy, . (3.35)
do a este ultimo término de interferencia que esta
funcién no puede considerarse como una funcién  Agj, la expresion para 7 dada por la ecuacion

de distribucién de probabilidades clasica. fy 56 :
(3.32) se recupera desde otro punto de vista.

N e .l'l ‘ .
T,;l =~ -(TI)—[——) = DH,“)‘.
3
En este tiempo 7p. casi instantdneo para objetos macroscopicos, la funcion de Wigner de es-
te ejemplo retendra solamente los dos picos gaussianos. que corresponden a las dos alternativas
clasicas. Es decir. como resultado de la interaccion con el entorno emergen naturalmente los esta-
dos preferidos o punteros (Paz et al., 2001). Zurek se refiere a estos hechos como los responsables
de nuestra confianza en la Mecédnica Cldsica y en la percepcion que tenemos de la realidad (Zurek.

2001b).

‘Equivalentemente, puede obtenerse el mismo resultado resolviendo la ecuacion W = D, por separacion de

variables v con la condicion inicial (3.31).
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Nétese que para potenciales lineales. cuando el término de correcciones cuanticas esta ausente,
la ecuacion (3.23) no contiene N explicitamente. Igualmente /i interviene en el tiempo de decolie-
rencia a través del vector de onda asociado a las oscilaciones de la funcion de Wigner. x, = Ax/h.
Es decir. la estuctura que desarrolle la funcion de Wigner esta intimamente licada a la eficiencia
de la decoherencia sobre la misma. Volveremos sobre este importantisimo punto en el siguente
capitulo.

La evolucion de estados iniciales puros como el aqui considerado se muestra en la Fieura 3.3
para funciones de Wigner superposicion de dos gaussianas separadas en x o en p. Hay una
diferencia notable en la tasa en la que las interferencias desaparecen entre los dos casos. Este
efecto es el esperado puesto que la interaccion entre el sistema y el entorno. H;,y ~ x> g4,
depende de x. El observable x es directamente monitoreado por el entorno. que puede entonces
distinguir los picos separados en x. Por ello. superposiciones de gaussianas separadas en @ perder:in
coherencia en escalas 7p.

| Por otro lado. superposiciones de gaussianas
separadas en p son inicialmente insensibles al
monitoreo del entorno puesto que el estado ini-
cial se encuentra bien localizado en posicion.
Sin embargo. luego de una escala temporal fi-
jada por la dindmica. los picos rotaran en el
espacio de fases. transformandose asi en su-
perposiciones separadas en @ v la decolierencia
tendra lugar.

Los resultados obtenidos en esta Seccion
deben interpretarse con cuidado. pues las ecua-
ciones de donde se derivan sélo son vilidas ba-

jo clertas circunstancias. Por ejemplo. el tiem-

po de decoherencia no puede ser menor que la
inversa de la frecuencia de corte w,.. que es ma-

vor que cualquier otra frecuencia (o ener- gia)

Figura 3.3: Evolucién de estados tipo Gatos d

T : oo involucrada en el problema v gue fue introdu-
Schradinger cuando las gaussianas estan inicialmen- :

) ¢

te separadas en (a) = o (b) p. cida al final de la Seccion 3.2. No obstante la

expresion para 7p (3.32) no contiene uun limite
inferior. También es claro que la dependencia cuadrdtica con la distancia no puede mantenerse para
separaciones arbitrariamente grandes. v la tasa de decoherencia debiera acercarse asintoticamente

a algtin valor limite. saturando. Este efecto de saturaciéon a grandes distancias ha sido comprobada
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en modelos de entorno formados por campos escalares cudnticos (Anglin et al.. 1997: Paz et al..
2001).

3.5.3 Criterio de Predictibilidad

La consecuencia mas importante del proceso de decoherencia es la seleccion, inducida por el
entorno, de un conjunto de estados estados punteros. que resultan ser los menos afectados por la
interaccion con el entorno. Estos estados pueden obtenerse empleando un criterio de predictibilidad
sistematico (Zurek, 1993: Zurek et al., 1993). cuyva idea bdsica es la siguiente: para encontrar los
estados punteros se deben considerar todos los estados puros posibles del sistema v calcular la
entropia asociada con su matriz densidad reducida luego de cierto tiempo t. Los estados punteros
seran los que minimicen la produccién de entropia.

Este criterio puede aplicarse a los modelos de medicion cudntica del Capitulo anterior. para
los cuales el Hamiltoniano del sistema puede ser completamente despreciado. En tales casos los
estados punteros estan asociados directamente con los autoestados del Hamiltoniano de interaccién
ya que, debido a su estructura, éste conmuta con el observable puntero. En situaciones mas
realistas donde el Hamiltoniano del sistema no es despreciable los estados punteros no seran
seleccionados solamente por el Hamiltoniano de interaccion sino por el efecto combinado de éste
con el Hamiltoniano propio del sistema. El mejor ejemplo donde podemos calcular estos estados
puuteros es el modelo de Movimiento Browniano Cudntico de la Seccién 3.2.

Para encontrar los estados punteros debemos minimizar la produccion de entropia a cierto
tiecmpo. variando sobre estos tiempos para encontrar una respuesta estable. Sin embargo es mas
simple estudiar la evolucion de la pureza del sistema & = Trp* que emplear la entropia de von
Neumann,. Esta cantidad es igual a uno para estados puros v decrece cnando el estado del
sistema se entrelaza en un estado mixto como resultado de la evolucion. La ecuacion maestra
(3.22) permite escribir una ecuacién de evolucion para £ en el limite de altas temperaturas v
entornos émicos. Sélo los términos difusive v disipativo generan cambios en la entropia o en la
pureza pues términos de la forma p = [0. p] no alteran las ecuaciones debido a la propiedad ciclica

de la traza. Entonces
£ =24 E~=4D Tr(p*s?* = prpr). (3.36)

- e . B . . , . .. ..
Si suponemos que el estado inicial es puro (p~ = p) v despreciamos ¢l efecto del término de friccion

cu comparacion con el término difusivo. se encuentra que para estados iniciales puros
F 2\ )2 .
E=—4D ((«™y = {r)7). (3.37)

Asi entonces la pérdida de pureza es immima para estados perfectamente localizados. El término
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disipativo en la ccuacion (3.36) causa. a tiempos tempranos v para estados muy localizados, un
crecimiento no fisico de la pureza por encima de la unidad. Esto sucede en tiempos muy cortos.
nienores o del orden de lainversa de la frecuencia de corte &, . donde la ecuacion maestra en el limite
de altas temperaturas tiene un comportaniento andmalo esencialmente no fisico (Unruh, 1989:
Anglin et al.. 1997). que esta intimamente relacionado con el hecho de que la ecuacion maestra no
posce la forma de Lindblad. que preserva la positividad de la matriz densidad (Lindblad. 1976).
Para un oscilador armonico de masa M v frecuencia © los estados punteros relevantes para la
dinamica pueden encontrarse considerando la pérdida de pureza sobre un periodo del oscilador

A = -2D (A 4 P

T

(3.38)

donde Ar v Ap son las dispersiones del estado inicial en posicion v momento respectivamente.
Para minimizar la pureza debemos variar sobre todos lox estados iniciales posibles. Esto puede
lograrse facilmente variando sobre todos los valores de la dispersion inicial tanto en momento
como cn posicion de tal manera que ol lado derecho de esta ecuacion sea minimo.  Como la
relacion ArAp > h/2 debe satisfacerse siempre. claramente el minimo se obtiene cuando el estado
es de minima incerteza. De la ecuacion resultante obtenemos los estados punteros como aguellos
que tengan Aa? = h/2MQ v Ap? = hMQ/2. Asi los estados punteros son simplemente estados
coherentes con incerteza minima. Este resultado no es sorprendente. despucs de todo los estados
coherentes son los estados mads cercamos a puntos en el espacio de fases. Estox estados son los
estados punteros de Movimiento Browniano Cudntico pues son los mds robustos v resultan ser
los mas resistentes a la accion combinada del sistema v el entorno.  Estan bien localizados en
posicion ¥y por consiguiente no seran perturbados significativiunente por el entorno monitorcando
si posicion. Ademas. la rotacion inducida por ¢l Hamiltoniano propio del sistema transtorma la
preferencia de estados localizados en posicion en preferencia de estados localizados en el espacio
de fases.

Existe también un tercer régimen en donde la evolncion del entorno ex muy lenta comparada
con las escalas dinamicas del sistema. Cuando este es el caso es posible mostrar que lox estados
punteros son simplemente los autoestados de energfa del Hamiltoniano del sistema. anngne para
este régimen no es posible emplear ¢l modelo lincal de Movimiento Browniano Cuwantico pies,
como la ecuacion maestra en este limite tiene coeficientes oscilatorios. (ue no poseen signos bien
definidos. el criterio de predictibilidad no provee un conjunto robusto de estados en este caso.
Sin cmbargo puede examinarse este régimen usando un argumento muy =imple basado en la
solucion de la ecuacion de Schirédinger para el sistema total. tratando al entorno adiabaticamente.
Supongamos que el estado inicial del sistema compuesto ex (W(0)) = S ). i . donde los

estados o) son autoestados de energia no degenerados del sistema. con energias diferenes E,.
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v |en) es un estado del entorno que, por simplicidad. consideraremos coherente. La ecuacién de
Schirédinger para el sistema conjunto puede resolverse en la aproximacién adiabdtica. obteniendo
(1)) = >, ciexp(=2Eit/h)|o) & |ei(t)), donde el estado [e;(t)) que estd correlacionado cou el

i-ésimo autoestado de energia del sistema, obedece la ecuacién de Schrodinger
h |€i) = (@le:nlle) |f1') . (3.39)

En esta ecuacion el operador (@;|Hint|®;) actiia sobre el espacio e Hilbert del entorno v depende
paramétricamente de los autoestados de energia del sistema. Si H;,; = 5 » E. donde el operador
S actuia sobre el espacio e Hilbert del sistema y el operador E actia sobre el espacio de Hilbert
del entorno como un generador de traslacion (como por ejemplo el operador momento), y como el
estado inicial del entorno es coherente, la solucién de (3.39) sera simplemente |e;(t)) = |en + Siit)
donde S;; = (¢i|S|¢:) # 0. Entonces el producto interno {e;(t)¢,(t)) = exp(—=t*(Sii — S;;)*h*). Y
de esta manera superposiciones de autoestados de energia serin degradados mientras estados de
autoenergia puros permaneceran inalterados, es decir, los autoestados de energia son los estados
punteros seleccionados. Este resultado tampoco es sorprendente, puesto que siendo el entorno
muy lento no alcanza a reaccionar antes de que el sistema evolucione y por consiguiente solamente
puede monitorear observables promediados en ¢l tiempo. La energia es el 1inico observable que no

promedia a cero v por consiguiente es el estado puntero que emerge naturalmente en este caso.

Hemos visto en este Capitulo ¢émo la interaccion con el entorno permite la emergencia de es-
tados clasicos permitidos en el limite macroscopico. La decoherencia de estados con interferencia
nos conduce a puntos en el espacio de fases. La evolucidn de estos estados casi-clasicos debiera
conducirnos a las nociones de trayectorias y a la dinamica clasica. Sin ¢l monitoreo continuo
del entorno los sintomas de pérdida de correspondencia se observan también en las discrepancias
entre las evoluciones temporales de observables dindmicos o, mads drasticamente, en sus funcio-
nes de distribucién. Para sistemas integrables como los desciptos en este Capitulo. la ruptura
de correspondencia ocurre muy lentamente v no representa entonces un problema en el limite
macroscopico. Sin embargo. en sistemas cuyos analogos clasicos son cadticos. la desviacion del
comportamiento cuantico respecto del clasico ocurre muy rdapidamente v la decoherencia resulta
esencial para el restablecimiento de la correspondencia. Nos ocuparemos de estos problemas en

los siguientes capitulos.






Capitulo 4

Sistemas aislados: Ruptura de la

correspondencia

El estudio de la correspondencia entre las Teorfas Cudntica v Clasica presenta un aspecto que
no estd motivado por el problema de la medicion v que genera interesantes interrogantes. Ya
A. Einstein, al tratar en el ano 1917 la cuantificacion de sistenias integrables anticipé que el mo-
vitiento cadtico presenta un desafio para la correspondencia cuintico -clisica (Einstein, 1917).
Recién muy posteriormente. cuando el alcance de las predicciones de la mecdnica clasica cadtica
fue comprendido en su totalidad. la naturaleza de tal desafio salio a la luz. Los estudios sobre
la correspondencia cudntico—-clasica han mostrado que en sistemas cuvos analogos clisicos son
cadticos la ruptura de la correspondencia ocurre en tiempos muy cortos. va que éste depende solo
logaritmicamentede de la constante de Planck /i ¥ no segin una lev de potencias como en el caso
de sistemas integrables (Berrv et al.. 1979). En este Capitulo analizarcmos las razones de esta vio-
lacion al Principio de Correspondencia. ejemplificiandolas en la Seccion 4.3 con estudios nmunéricos
realizados sobre un pozo doble sujeto a una perturbaciéon temporal armonica. Entendiendo las
razones de la pérdida de la correspondencia encontraremos como ésta pnede restablecerse: las
estructuras que las funciones de distribucion clisica v cudntica son capaces de generar poseen
caracteristicas muy diferentes. A nivel cldsico. éstas pueden ser tan pequenas como se guicra. Sin
embargo. en la evolicion cudntica existe un lmite por debajo del cual un sistema no presenta
estructura en el espacio de fases. Para sistemas macroscopicos el tamano de esta estructura es
tipicamente sub-Planckiano v determina la sensibilidad de los sistemas cudnticos a perturbaciones
externas. A su vez, esta sensibilidad es relevante en el proceso de decohierencia que permitira el

restablecimiento de la correspondencia.
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4.1 Ruptura de la correspondencia

4.1.1 Argumentos heuristicos

La dindamica clasica cadtica esta caracterizada por divergencia exponencial de sus trayectorias.
micntras la conservacién del volumen en el espacio de fases para una evolucion Hamiltoniana
implica que la divergencia exponencial en alguna direccion inestable del espacio de fases debe
estar balanceada por una convergencia exponencial de las travectorias en la direccion estable
complementaria®. Como consecuencia. la funcion de distribucion de probabilidades clasica gue
describe la evolucion del sistema se deformara rdapida v drasticamente haciéndose delgada en la
direccién estable correspondiente a. por ejemplo momento. v desarrollando estructura en escalas

del tamano de
Ap(t) = Apgexp(—At). (4.1)

Apo es la extension en momento de la funcion de distribucion de probabilidades inicial ¥ A ¢l expo-
nente de Lyvapunov relevante que determina la tasa de contraccion de la misma. Simultincamente.
en la direccién inestable del espacio de fases. 1a posicion se deslocaliza. Como la mecanica clisica
permite la determinacién simultanea de observables conjugados - es decir. que no conmutan

con infinita precision. un analisis clasico permitirfa calcular la extension de la distribucion en la
direccion de posicion a partir de su extension inicial Arg como Axr(t) = Axgexp(At). hasta que
ésta se vea confinada por el potencial v comience a plegarse. Sin cmbargo. en un analisis cuantico
esto no esta permitido. El principio de inderminacion de Heisemberg pone un lmite a la precision
con que pueden determinarse simultaneamente dos observables conjugados.  Asi. un paquete de
onda cuya funcion de distribucion se contraiga seguin la ecuacion (4.1). resultara coherente sobre

distancias 1{1) que pueden deducirse del principio de Heisemberg,
1(t) = (h/Apo) expiAt). (4.2)

La pérdida de correspondencia entre las evoluciones clasica v cuantica piede entenderse de dos
maneras complementarias: una de ellas ex consecuencia de la contraccion en la direccion estable.
que tuerza al sistema cadtico a explorar el régimen cuintico: la otra ex resultado de la divergencia
exponencial en la direccion inestable. que conduce a la extension coherente de la funcion de

distribucion sobre distancias del orden del tamano del sistema.

*Las tasax de expansion v contraccion estin dadax por exponentes de Lyapunov A, positivos v negativos. res-
pectivamente.  Para evolucion Hamiltoniana, éstox deben snimar cero debido a la conservacion de vohunen. Todo
punto del espacio de fases cadético de un sistema Hamiltoniano es hiperbdlico. ex decir, sus exponentes de Lyvapunov

aparecen de i pares = A,
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Analizaremos primero la iltima razén, dejando la primera para la proxima subseccion. Que
un paquete de ondas se extienda colherentemente cubriendo grandes regiones del espacio de fases
conduce inevitablemente a una pérdida de correspondencia: la evolucion clasica idealiza puntos en
el espacio de fases, sobre los cuales actiia una fuerza dada por el gradiente 9,V (x) del potencial
V(z) evaluada en ese punto. Pero el paquete de ondas puede extenderse colherentemente sobre
regiones donde el potencial deja de ser lineal. v dentro de las cuales el gradiente del potencial
cambia significativamente. La escala de no linealidad del potencial x puede ser estimada equi-
parando la fuerza clasica (0;V') con el término de mayor orden en las contribuciones no lineales
al potencial (32V), es decir x = /8:V/83V. Por ejemplo, para el potencial gravitatorio x ~ L
donde L es el tamaiio del sistema, que puede ser el radio de la drbita de un planeta. Cuando la

longitud de coherencia del paquete de onda alcanza la escala de no linealidad
I(t) = x, (4.3)

el efecto de la energia potencial sobre el movimiento no puede continuar representandose por
la expresion clasica de fuerza, F(x) = —0;V(x), puesto que ni siquiera estd claro dénde debe
evaluarse el gradiente para una funcién de onda deslocalizada (Zurek et al., 1994; Zurek et al.,
1995). Como consecuencia, de la ecuacién (4.3) se concluye que, luego de un tiempo dado por

t;, = /\_l In (A—I;IO—)S> s (44)

las predicciones que siguen de la evolucién cuantica diferiran de sus correspondientes clésicas. Este
tiempo t; se denomina tiempo de Ehrenfest: es el tiempo hasta el cual un sistema cudantico que
comenzd su evolucidn en un estado gaussiano bien localizado continuara estandolo suficientemente,
de manera que las correcciones cudnticas a las ecuaciones de movimiento que gobiernan sus valores
medios sean despreciables’. Pero los sintomas de discrepancia no aparecen solamente a nivel de
los valores medios. Para tiempos mayores a t; la combinacion de caos clasico v el principio de
incerteza hacen en principio imposible el empleo del concepto de travectoria. Un sistema cadtico
que ocupe inicialmente un volumen de tamano del orden de h de manera regular, luego de un
tiempo t; habra evolucionado de una manera posiblemente muy complicada, a una funciéon de
onda cuya envolvente se extenderd a todo el espacio de fases disponible y cuvas dimensiones son
comparables al tamaio del sistema. De esta manera la funcion de distribucion resultante serd muy
diferente de su correspondiente cldsica, tal como muestra la Figura 4.1. El tiempo de Ehrenfest
t;, define el horizonte de predictibilidad cuantica. mads alla del cual hacer algin tipo de prediccion

es. en principio, imposible.

tLas correcciones cuanticas dependen de las derivadas de orden mayor a tres de la funcién de distribucion respecto

de p. Si el estado se deforma, pero continta localizado y suficientemente suave. estas derivadas serdan despreciables.
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Figura 4.1: Funciones de distribucién cldsica (izquierda) y cudntica (derecha) para el sistema cadtico
de la Seccién 4.3 a t > t;. Mientras la distribucién cuantica presenta fuertes efectos de interferencia,
signo de la coherencia a grandes distancias caracteristica de la evolucién unitaria, en la distribucién

clasica estos efectos estan ausentes.

La expresion (4.4) es valida para sistemas cadticos; su dependencia logarimica con h resulta
de la sensibilidad exponencial en la evolucién. En ausencia de inestabilidad exponencial, es decir
cuando A = 0, la divergencia de trayectorias es tipicamente polinémica, lo que conduce a una
relacion también polindmica para el tiempo de Ehrenfest: t, ~ (A/h)®, donde A es la accion
clasica del sistema. De esta manera, sistemas macroscopicos integrables (A > h) seguirdn una
evolucion clasica por tiempos muy largos, siempre que estén bien localizados inicialmente. En
el limite h — 0, t;, también se hace infinito para sistemas cadticos, pero mucho mas lentamente
debido al comportamiento logaritmico. Como veremos. esta lentitud causa inconvenientes en el

contexto del problema de la correspondencia cuantico-clasica.

4.1.2 Argumentos cuanticos

Los argumentos presentados en la subseccion anterior pueden parecer inconsistentes, puesto que
el principio de indeterminacion de Heisemberg no puede ser aplicado a sistemas que son clasicos.
Sin embargo un andlisis completamente cuantico muestra que estos argumentos son esencialmente
correctos. Atn sistemas ostensiblemente clasicos deben respetar el principio de Heisemberg, pues
éstos son tltimamente cuanticos.

La ruptura del Principio de Correspondencia puede ser estudiada mas rigurosamente recurrien-
do a la representacion de Wigner del estado cuantico de un sistema (Zurek, 1998). La ecuacion
de evolucién de la funcién de Wigner se obtiene tomando la transformada de Wigner (ver ecua-
cién (3.12)) de la ecuacion de von Neumann, o equivalentemente de la ecuaciéon de Schrodinger.

Cuando el potencial V' es analitico puede realizarse una expansion en términos de la constante de
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Planck y la ecuacién de Schrédinger en esta representacion resulta
W= {Hs. Wipp+Y_ o U gt g o 4.5
= {Hjs. PB P I x)idy rop). (4.5)

n>1

donde Hg = p?/2m + V es el Hamiltoniano del sistema. El primer término del lado derecho de la
ecuacién (4.5) es el corchete de Poisson que gobierna la evolucién Liuovilleana clisica del sistema.
Los siguientes son los términos de correccién cudntica, que seran despreciables cuando W (x,p)
sea una funcién razonablemente suave de p, es decir, cuando las derivadas de orden mayor que
tres de W con respecto a p sean pequeias.

Sin embargo. para sistemas cadticos la evolucion cuantica de una fuucion de distribucién
inicialmente suave puede conducir rapidamente a la pérdida de la correspondencia debido a dos
aspectos del mismo problema: la contraccion y el plegamiento de la funcidn de distribucién. Por un
lado, la presencia mera del corchete de Poisson predice que, en sistemas cadticos, las derivadas de
la funcién de Wigner van a crecer exponencialmente como resultado de su contraccion en momento,
ecuacion (4.1). De esta manera, los términos en derivadas n-ésimas de la funcién de Wigner son
de la forma ;W ~ Ap™"W con Ap dado por la ecuacién (4.1). Asi, las correcciones cudnticas
serdan importantes luego de un tiempo t; que puede ser estimado comparando la magnitud de las
correcciones no-lineales con la contribucion del corchete de Poisson a la ecuacién (4.5). Teniendo
en cuenta la definicién para y de la seccién anterior, se obtiene exactamente la ecuacién (4.4) para
el tiempo de Ehrenfest. Luego de este tiempo t;, las correcciones cuanticas serdn comparables al
primer término del lado derecho de (4.5) y entonces el corchete de Poisson va no sera suficiente
para aproximar la evolucion. Por otro lado, luego del tiempo t, la funcion de distribucion se
habra extendido sobre distancias del orden del tamano del sistemna, de acuerdo con la ecuacion
(4.2) v comenzara entonces a plegarse sobre si misma. Es decir, la evolucion cudntica de un
sistema cadtico confinado en el espacio de fases. genera en forma dindmica estados del tipo Gato
de Schridinger. Estos estados son flagrantemente no-clasicos. Un ¢jemplo simple de estos estados
fue presentado en el Capitulo anterior: la superposicién de dos estados gaussianos localizados
separados una distancia Ax presenta términos clasicos y términos de interferencia cuva longitud
de onda es inversamente proporcional a la separacién de los primeros. dp ~ h/Ax. tal como
muestran las Figuras 3.1 v 3.2. Los estados coherentes forman una base sobre-completa del
espacio de Hilbert, de manera que un estado puro puede representarse como una superposicion de
los mismos. De esta manera pares de estados coherentes que contribuyen a la descompisicion del
estado puro separados una distancia Az producen interferencias cuanticas cuya longitud de onda
caracteristica es pequena (dp ~ h/Azx). La presencia de estas interferencias coherentes hace que

W deje de ser suave y entonces las derivadas de la funcion de Wigner presentes en las correcciones
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cuanticas de la ecuacion (1.5) crecen considerablemente. ahora por otros motivos. LExto también

conduce a la pérdida de correspondencia.

4.1.3 Inestabilidad en sistemas macroscépicos

Podria argumentarse que sistemas realmente macroscépicos. tal como nos lo indica la experiencia
diaria. estan fuera del alcance de la dindmica cudntica. Por otro lado. muchas veces. a falta de un
criterio mejor que defina el posible borde entre los mundos clasico v cuantico se ha identificado
lo macroscépico con lo clasico. Sin embargo. si el sistema macroscopico considerado presenta un
comportamiento cadtico. esta identificacion es incorrecta.

Consideremos un objeto obviamente macroscopico v analicemos cuan rapidamente puede el
mismo caer en un régimen cuantico. Hyperion. una de las lunas de Saturno tiene aproximadamen-
te la forma de un elipsoide alargado. La interaccion entre el momento cuadrupolar de su campo
eravitatorio v las mareas del campo gravitatorio de Saturno conduce a una oscilacion cadtica
que resulta en una divergencia exponencial de las posibles orientaciones de su eje en una escala
temporal de aproximadamente el doble de su periodo orbital de 21 dias (Wisdom. 1935). Hay
también numerosos ejemplos de caos en el cinturén de asteroides (como ¢l caso de Chiron). con
inestabilidades exponenciales en sus érbitas del orden de unos 100.000 atios (Wisdowm. 1985). Ex-
timaciones del tiempo de Ehrenfest para un sistema como Hyperion pueden realizarse facihmente
empleando la relacion £, = A= In(LP/h) = A~ In(A4/h) (Berry et al.. 1979). doude L v I repre-
sentan el tamano del espacio de fases en posicién v momento respectivaiente. mientvas 4 ~ L
es la accion del sistema. Esta expresion es mas conveniente que la expresion (4.4) debido a su
insensibilidad a las condiciones iniciales. De todas maneras. como L ~ \ v P > Apy, resulta
t, > ty,. siendo entonces t, una cota superior del ticmpo de Ehrenfest. Una estimacion exagerada
de laaccion clisica de Hyperién puede obtenerse de su energia de enlace Ep; v su tiempo orbital
tor A/h = Epto/h = 107", que s por supuesto enorme. Sin embargo. en el eileulo de ¢, hav un
Jogaritmo. v asi el tiempo de Ehrenfest estimado es sorprendentemente corto. f,lll"”" O 42 dias
(107") = 20an0s. La combinacién de las dindmicas cadtica v cudntica predice que Ineso de
tan solo 20 anos Hyperion se encontraria en una superposicion cohereme de oriemaciones ma-
croscopicamente diferentes!! Algunos estudios (7: Sussman et al.. 1992) nmestran indicios de gue
ain ¢l sistema solar como un todo ex cadticamente inestable. siendo el exponente de Lyapunov
que determina la tasa de divergencia de trayectorias vecinas en el espacio de fases. del orden de
A =.25x 107" anos™!. Afortunadamente v de acuerdo con la abrumadora evidencia experimental
disponible. ex muy probable que tal inestabilidad no altere de manera crucial propicdades de las
orbitas de los planetas. tales como su distancia media al sol. aungue sus excentricidades podrian

no estar tan a salvo de posibles alteraciones (Sussman et al.. 1992). Es mas bien la localizacion del
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planeta a lo largo de su drbita quien es exponencialmente susceptible a pequeias perturbaciones.
Aunque las inestabilidades en estos sistemas tienen lugar en tiempos muy largos. en todos los
casos el tiempo de Ehrenfest estimado es definitivamente menor que la edad del sistema solar.

Estos ejemplos hacen evidente que el tamano macroscépico de un sistema no es suficiente
para garantizar su clasicalidad. Asi, la teoria cuantica implica que ain un sistema tan grande
como el sistema solar (o cualquier otro sistema cadtico) es indeterminista en principio, ¥ no
simplemente cadticamente determinista: la predictibilidad clasica requiere, para sistemas cadticos,
condiciones iniciales de cada vez mayor precisién: este requerimiento es posible. en principio. en
mecanica clasica, pero, de acuerdo a la teoria cudntica, podria eventualmente violar el principio
de indeterminacién de Heisemberg.

Un analisis cudntico de la evolucion de un objeto tan macroscépico como Hyperion fuerza
al mismo a existir en un estado no local. similar al del famoso ejemplo de Schrodinger. Pero
mientras en el caso del gato era posible suponer que el estado final superposicién del gato vivo
v muerto podia ser evitado si el proceso de medida era cabalmente comprendido, esta forma de
escapar al problema no es posible para el caso del sistema planetario. Si la evolucién unitaria de
subsistemas cerrados del sistema solar fuese una descripcion adecuada de su dinamica, los planetas
se encontrarian deslocalizados alrededor de sus drbitas y la dinamica planetaria ya no seguiria las
leyes de Newton. Sus componentes evolucionarian a estados altamente no clasicos simplemente
como resultado de su evolucién dinamica (cudntica), v el proceso de medicion no juega papel
alguno en la resolucion de la paradoja. Pero de alguna manera, afortunadamente, esto no es lo
que sucede. Los planetas se mueven siguiendo las leyes de Newton y nunca encontramos a algin
constituyente del sistema solar extendido a lo largo de su drbita. ;Cual es. entonces. la solucion
e esta paradoja. si se insiste en la validez universal de la Teoria Cudntica?

Asi como la decoherencia inducida sobre el sistema por el entorno resuelve el problema de la
medicién, veremos en el préoximo Capitulo que el mismo fenémeno logra explicar la emergencia de
clasicalidad en sistemas cadticos. Es necesario y esencial entonces abrir al sistema v considerar
su interaccién con otros sistemas (el entorno) para que estas descabelladas predicciones de la
necanica cuantica para sistemas macroscopicos dejen de molestarnos. La ecuacion de Schrodinger.
que gobierna la evolucion de sistemas cuanticos cerrados. no puede aplicarse a sistenias abiertos
ni tampoco puede aplicarse tan inocentemente el principio de superposicion. fuente v origen de

todos estos problemas.
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4.2 Estructuras a pequena escala en el espacio de fases

Hay un aspecto de la dindmica cuantica que la diferencia de su correspondiente clasica mas alld de
su rol en la pérdida de correspondencia. pues juega un papel decisivo en la determinacion de la sen-
sibilidad de un sistema cuantico (o un entorno cuantico) a las perturbaciones v consecuentemnente
es de suma hmportancia en ¢l contexto de los procesos de decoherencia.

Tal como indica la ccuacién (4.1). la estructura que un sistenna clisico caotico puede desarrollar
no tiene linite inferior. [ Qué sucede con la estructura a pequena escala en la version cudantica de
estos sistemas? En un sistema cudntico las estructuras mas pequenas de la funcion de onda estin
determinadas por las frecuencias mas altas en el espacio de fases. Dada una energia finita (es
decir. frecuencia finita), la funcion de onda. v cousiguientemente. la funcion de Wigner asociada.
no podra alcanzar escalas tan pequenas como las posibles para el sistema clasico. que decrecen
exponenciallmente.  Entonces. en un sistema cudntico debe existir una escala por debajo de la
cual no debiera haber estructura. Algunos autores han conjeturado (Berry et al.. 1979) que la
estructura que la funcion de Wigner es capaz de desarrollar debe saturar. ex decir. su contraccion
debe detenerse a escalas del orden de la constante de Planck. Esta conjetura esta de acuerdo
con ¢l principio de Heisemberg, v entonces usualmente se ha considerado que éste implica que
estructuras en el espacio de fases asociadas con escalas sub-Planckianaes no existen o carecen de
significado fisico. Si éste fuese el caso. la funcién de Wigner debiera ser suave en escalas pequenas
comparadas con h.

Ex evidente de la Figura 4.1 que. al menos en sistemas cadticos. pueden aparecer estructuras
a escalas sub-Planckianas. Las mas pequenas provienen de las interferencias v osu origen puede
ilustrarse considerando nuevamente ¢l estado tipo gato de Schrédinger de la Seccion 3.5, El
término W, ~ oxp(=p262/h* — 2 /6%) cos(Axp/h) representa las interferencias entre los dos
paquetes gaussianos de ancho ¢ v tiene una frecuencia proporcional a la separacion entre sus
picos. &, = Aur/h. Siun estado puro se representa como una superposicion de estados coherentes,
las interferencias de menor longitud de onda surgen de pares de estados coherentes separados ta
distancia maxima posible para el sistena en el espacio de fases. Asic esperamos gque las menoves

escalas ocurran con longitudes de onda
a,=hjDl, a,=h L. (1.6

Entonces. en sistemas macroseopicos la estructura sub-Planckiana aparecera a escalas asociadas
con la accion

h
ax e, =hx —. (4.7)

A
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donde A es la accion cldsica del sistema. que puede aproximarse como el producto de la extension
de la envolvente de la funcién de Wigner en posicion Az = L vy momento Ap = P, A =~ L x P.
Estos valores de L v P estan determinados a su vez por la energia E disponible v la forma
del potencial V(x). Es decir, P < vV2mE y E — V(x) > 0 determinan el soporte efectivo de la
distribucién de probabilidades en el espacio de fases. Calculos simples basados en la superposicién
de cuatro gaussianas de incerteza minima llevan a los mismos resultados (Zurek. 2001). Estados
cudnticos ocupando un volumen A = LP en el espacio de fases pueden contener estructuras en
su distribucién de Wigner tan pequenas como a. Estos estados surgen naturalmente: Ia evolucion
llevard a casi cualquier sistema, con la notable excepcion del oscilador arménico, a un estado del
tipo gato de Schridinger que inevitablemente. luego del tiempo que tome a la funcién de onda
extenderse sobre todo el espacio de fases disponible. presentard un patrén de interferencias en una
escala dada por las ecuaciones (4.6) v (4.7). El tiempo que tarda el sistema en desarrollar esta
estructura es justamente el tiempo de Ehrenfest dado por la expresién (4.4).

Esta escala a en que la estructura satura puede expresarse de una manera mas sugestiva: el
numero de estados ortogonales que pueden contenerse dentro de un volumen A del espacio de fases
es n= A/(27h). Es decir, a = h/n, donde n es la dimensién del espacio de Hilbert disponible.

De acuerdo con el principio de Heisemberg un sistema cuantico no puede estar localizado en
un volumen sub-Planckiano en el espacio de fases. De ahi que uno se vea tentado a despreciar
escalas sub-Planckianas como irrelevantes ain si éstas aparecen en la distribucion de Wigner. En
particular, si un estado no puede estar confinado por una medicién a un volumen menor que
I, entonces podria esperarse que no sea notablemente perturbado por desplazamientos mucho
menores que V. Esto no es asi. como veremos en el proximo Capitulo. La escala a < I juega un
papel fundamental en la determinacion de la sensibilidad de sistemas cuanticos a perturbaciones:
desplazamientos en el espacio de fases del orden de 8 ~ /a < VI sobre un estado con estructura
mavoritariamente en escalas del orden de a producirdn un estado ortogonal al original (Peres.
1984: Peres, 1996). Esta sensibilidad a las perturbaciones, a su vez, determina el limite de la
eficiencia de la decoherencia (Karkuszewski et al.. 2001; Cuccietti et al.. 2003).

En el resto del presente Capitulo ilustraremos a través de estudios numéricos sobre un sistema
cadtico particular cémo la evolucién cuantica del mismo pierde rapidamente su correspondencia
cldsica. tanto a niveles de sus valores medios como también. v ain mads drasticamente. en sus
funciones de distribucién en el espacio de fases. Ademas, el mismo sistema servira para ilustrar
como la evolucién cudntica rapidamente satura la estructura de la funcion de Wigner a escalas

sub-Planckianas.
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4.3 Pozo doble con perturbacion periodica: el sistema aislado

Aun cuando la mecdnica cuantica predice que luego de un tiempo f, la funcion de onda de
un sistema cadtico se encuentra deslocalizada v la correspondencia con las predicciones clasicas
se pierden. s dificil encontrar a nuestro alrededor ejemplos de esta situacion.  Buscaremos al
analizar ¢l e¢jemplo de esta Seccion sitomas de pérdida de correspondencia que sean factibles de
corroborar a través de experimentos. Una de las formas de mads fiicil acceso experimental es Ia
comparacion de valores medios. Tambicn analizaremos las consecuencias de la generacion dinamica
de interferencias en la evolucion cuantica. que conduce vipidamente a la formacion (v saturacion)
de estructuras en el espacio de fases de muy pequena escala. tipicamente sub-Planckiana.

Analizaremos la dinamica de una particula cudntica aislada bajo la accién de un potencial de
pozo doble simétrico sujeto a una perturbaciéon armonica. cuvo Hamiltoniano es

2 -l

Hgs(v.p.t) = % - B+* + 0;—4 + Furcos(wt). (4.8)

Este sistema no-lineal ha sido extensamente estudiado (Reichil et al., 1984: Lin et al.. 1990: Lin
et al.. 1992). A continuacion detallamos someramente las caracteristicas de su dinamica clasica.
discutimos la clase de condiciones iniciales que convienen a nuestros propdsitos v finalmente men-
clonamos muy brevemente los métodos empleados en la resolucién nmimérica de las ecuaciones de
Schrodinger v de Newton (una presentacion mds exhaustiva de los misnos puede encontrarse en

cl Apéndice A). Finalmente se presentan v discuten los resultados obtenidos numdéricamente.

Dinamica clasica

Cuando la perturbacion armonica es nula. es decir F = 0. el sistema ex integrable v oexhibe ol
espacio de fases genérico de un sistema biestable. Tiene dos puntos fijos estables en o = £1/32B A.
p = 0. con energla asociada E = =168 4 v un punto fijo inestable en v = 0 v p= 0. con E = 0.
A partir de este Gltimo punto fijo la dindinica genera un toro denominado separatriz. pues divide
regiones del espacio de fases donde la particula esta ligada a uno de los pozos (E < 0) de Jas
regiones donde la particula se encuentra libre (E > 0). La presencia de la perturbacion armonica
introduce un mimero infinito de zonas de resonancia primaria en el espacio de fases del sistema.
Los toros cerca de la separatriz del sistema integrable (£ = 0) ¥ los toros invariantes de KAN]
en la region entre resonancias son destruidos progresivamente a medida que la amplitud Fode
la perturbacion crece. El espacio de fases del sistema comienza a verse cadtico. presemtando en
general una naturaleza mixta. como puede verse en la Figura 4.2 para dos conjuntos diferentes de
parametros del mismo. Las zonas alrededor de los dos puntos fijos estables v las cadenas de islas

resonantes forman regiones regulares del espacio de fases donde la dindmica del sistema es easi
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integrable. Los estratos cadticos entre regiones regulares se desarrollan a partir del entrelazado

homoclinico. los intrincados entrelazamientos de los subespacios estable e inestable originados en

los puntos fijos hiperbdlicos entre las islas resonantes o el punto fijo hiperbélico en el origen.

(a)

(b)

Figura 4.2: Espacio de fases estroboscépico del po-
zo doble (4.8) con parametros (a) m = 1, B = 10,
A=1/32, F=1, w=535y (b) m =1, B = 10,
A=1/32, F=10, w = 6.07. Los bordes de las elipses

oscuras representan contornos de condiciones ini-

ciales gaussianas de minima incerteza a 1/20 de su
maximo valor, centradas en o = —3.7, po = 0, y con
varianzas Az? = .05, Ap = | sobre la isla regular a
la izquierda y zo = 1, po = 0, Az® = .05, Ap® = .05

sobre el mar caético.

Condiciones iniciales

Para valores pequenos de la amplitud de la
perturbacion. los estratos cadticos son tan del-
gados que solo aquellos cercanos al punto fijo
inestable del sistema integrable pueden ser ob-
servados en el espacio de fases estroboscopico
del sistema. A medida que el valor de F cre-
ce, estas regiones cadticas incrementan su rele-
vancia mientras las islas resonantes de mayor
orden que las fundamentales (primarias) cer-
canas a los puntos fijos estables del sistema
integrable se hacen a su vez mds y maés pe-
quenas hasta ser casi invisibles. Para valores
grandes de F' los diferentes estratos cadticos se
unifican en lo que se denomina el mar caético:
las islas de estabilidad y las dos primeras islas
resonantes reducen su tamano notablemente
(ver Figura 4.2b). En el estudio que sigue ele-
giremos los parametros del sistema de manera
tal que o bien la mayoria del espacio de fases es
cadtico. como en la Figura 4.2b, donde las is-
las de estabilidad alrededor de los puntos fijos
del sistema integrable se encuentran reducidas
a la invisibilidad y solamente se observan las
dos islas de resonancia primaria, o bien las re-
giones regulares coexisten con el mar cadtico,

tal como se ve en la Figura 4.2a.

Dada la divergencia exponencial de trayectorias en sistemas caoticos, la comparacion de predic-

ciones obtenidas a través de una sola trayectoria en el caso clasico y un paquete de ondas en el

cuantico, conducird a una rapida pérdida de correspondencia. Pero el uso de una sola trayec-

toria es cuestionable. Los estados iniciales tanto clasico como cudntico debieran prepararse de
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manera que pueda accederse a ellos con mediciones que satisfagan el principio de indeterminacion
de Heisemberg. En particular. seria sensato comparar la evolucion de una funcién de Wigner de
minima incerteza con la evolucion de una distribucion de probabilidad clasica inicialmente idéntica
(Ballentine et al.. 1994: Miller et al., 1998).

Por otro lado. nos interesa concentrar la atencién cn la competencia entre dos efectos: la
generacion dinamica de interferencias y destruccion por la decoherencia. Por esta razon estudia-
remos la evolucidn de nuestro sistema para condiciones iniciales muy simples - gaussianas - de
manera que estas no exhiban desde un comienzo efecto alguno de interferencia. Estas surgiran
naturalmente a causa de la cvolucion cudantica del sistema.

Es nuestro propésito seguir la evolucion de estados cuya distribucion de Wigner inicial estai
totalmente contenida bien en alguna isla de regularidad o bien en el mar cadtico. como se muestra
en la Figura 4.2a. pues. como va mencionamos, la dindmica de estos estados es bien distinta. Este
requerimiento nos obliga a tomar un valor para /i suficientemente pequeno. ya que. por ejemplo.
para los parametros correspondientes a la Figura 4.2a, la isla mds a la izquierda tiene un area
aproximada de A = 67: si necesitamos estados bien localizados dentro de cada region (va sea el
mar cadtico o alguna isla de regularidad) necesitamos comparar éste darea con la que ocupan las
elipses determinadas por los contornos de la funcién de Wigner digamos a 1/20 de su médximo
valor - el valor en el pico de la gaussiana- es decir A, = 27 In(20)AzAp = 7 In(20)h (esta dltima
igualdad hace uso de AzAp = h/2, pues estamos considerando estados iniciales puros. coherentes
v de minima incerteza). Entonces. un valor razonable para . que es el que elegimos para nuestros
calculos numeéricos. es h = (1.1 de manera que el drea de la isla es cerca de 20 veces el tamano del
estado inicial. Para los parametros del sistema correspondientes a la Figura 4.2h. valores mavores

para h pueden tammbién ser elegidos.

Métodos numéricos

La ecuacion de Schrodinger para este sistema fue resuelta utilizando dos métodos diferentes.
Primero. integramos esta ecuacidon por medio de un algoritmo iterativo que emplea un método
espectral de alta resolucion (Feit et al.. 1982). que detallamos en el Apéndice A. Este algoritmo
tienc la ventaja conservar la unitaridad de la solucion. propiedad importante a la hora de analizar
los efectos del entorno. pues los procesos que éste induce son esencialmente no-unitarios. De este
modo garantizamos que la pérdida de¢ unitaridad no es debida a errores numéricos inherentes
al método empleado. Segundo. resolvimos la misma ecuacién aplicando una técnica numérica
basada en los estados de Floquet del sistema (Shirley, 1965). Este método consiste en encontrar
numéricamente los autoestados |¥,) del operador de Floquet definido en la Seccion 3.4.1, que

forman una base completa del espacio de Hilbert del problema. Expandiendo ¢l estado inicial
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en esta base, |¥(0)) = > "_| ¢a|¥q), la solucién de la ecuacién de Schrodinger se hace trivial.,
[¥(t)) = ZQ:] Co eXp(—1€4t /)| ¥4(t)), donde €, son las cuasienergias correspondientes al estaco
de Floquet |¥,) (Milfeld et al., 1983). De esta manera. toda la dificultad del método queda
reducida al problema de encontrar los estados de Floquet!. Hemos empleado exitosamente este
método para algunos paranietros del sistema, pero no en todos los casos de interés. En realidad.
la principal dificultad del método es el mimero n de estados que son necesarios para expandir con
precision los estados iniciales elegidos. Este mimero crece rapidamente a medida que h se hace
pequeno. Por ejemplo, para los parametros de la Figura 4.2b. v con h = 0.1. se necesitan mas de
200 estados de Floquet para evolucionar un estado inicial gaussiano centrado en el mar cadtico,
puestos que éstos se encuentran tipicamente extendidos sobre todo el mar cadtico.

A su vez, las ecuaciones de Newton fueron resueltas recurriendo a un algoritmo simpléctico
que permite la conservacién del volumen en la evolucién. Este algoritmo. descripto en detalle
en el Apéndice A, encuentra la solucién a tiempo ¢ iterativamente, con el consiguiente problema
de acumulacién de error. De alli que la solucidn de las ecuaciones clasicas sean confiables sélo a
tiempos relativamente cortos.

En lo que sigue discutiremos soluciones tipicas de la ecuacion de Schrodinger para los estados

iniciales arriba indicados.

4.3.1 Estados iniciales en una isla regular

La serie temporal de los valores de expecta-

cion del observable posicion x de la particula,

Caotico
\.
Y

4
tanto para la evolucion cldsica como cudntica ;1))
2

o 5 a Fig : s ini- DA AR AR 1
s¢ muestra en la Figura 4.3. El estado ini r W '\/' PN
cial es una gaussiana centrada en zg = —3.7. 0
r
po=0ycono, =005ya,=1, de manera
que .0, = h/2 con h = (.1 y corresponde a -2
la elipse izquierda en la Figura 4.2a. que dibu- s
ja el contorno de la funcién de Wigner a 1/20 . - —
0 2 4 6 8 t/710

del maximo valor de la misma. Los valores
de expectacién cldsicos y cudnticos permane- Figura 4.3: Serie temporal de los valores de expec-

cen idénticos, dentro de los errores numéricos tacion clasicos y cuanticos del observable «: para los

; estados de la Figurad4.2a.
de nuestros cdlculos, de acuerdo a resultados
previos (Lin et al., 1990: Lin et al., 1992: Berry et al., 1979). Para momentos de mayor orden de
los observables x o p, diferentes condiciones iniciales inmersas dentro de las islas de estabilidad

o las resonantes v diferentes parametros del sistema, se encontraron resultados similares. Estos

‘Lo mismo ocurre cuando se esta resolviendo la ecuacion de Schrédinger independiente del tiempo. donde los

estados de Floquet no son otros que los autoestados de energia del Hamiltoniano.
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pueden entenderse como sigue: cuando el estado inicial se encuentra localizado dentro de una isla
regular. su descomposicion en la base de estados de Floquet estd caracterizada por un mimero
pequeno de estados. en su mayoria localizados sobre la regiones regulares. Entonces sélo nmy
pocas frecuencias entrardan en juego en la dindmica y la serie temporal del valor de expectacion de
cualquier observable aparecera casi-periodica v regular. Mds atn. como los estados de Floquet que
intervienen en la descomposicion se encuentran localizados en toros inteerables. la cuantizacion
EBK es posible v los valores de expectacion clasicos v cudnticos se veran idénticos por largos
tiempos. La ruptura de la correspondencia se observard en tiempos inversamente proporcionales
a alguna potencia de i (Utermann et al., 1994). lo cual es suficientemente lento como para no
causar dificultades con el limite cliasico de la mecanica cudntica.

Sin embargo. como estados de Floquet localizados tienen su origen en la superposicion de pares
casi degenerados relacionados por la simetria del Hamiltoniano. cada miembro del par con una
paridad diferente. la particula cuantica eventualmente podrd tunelear a través del mar cadtico
(Lin et al.. 1990: Lin et al.. 1992: Grossmann et al.. 1993: Bliimel et al.. 1991) hecho que esti
estrictamente prohibido para la particula clasica. Las escalas temporales de tuneleo son mmy largas
para los parametros elegidos ( tipicamente del orden de 50-100 veces el periodo de la perturbacion
periodica). La acumulacion del error hace que una integracion de la ecuacion de Schrodinger por
un método iterativo cause problemas en este régimen de tiempos largos. donde hay tuneleo. Sin
embargo. una solucion basada en los estados de Floquet es mas conveniente yva que nos permite
conocer el estado a cualquier tiempo. siempre que lo hayamos calculado dentro del primer periodo
7 de la perturbacion periodica (Bliimel et al.. 1991: Dittrich et al.. 1993: Takahashi. 1989).

Aplicamos este método para varios conjuntos

| de parametros del sistema. elegidos de manera
LR T [
IR T ’ =
N i L T tal que el mimero de estados de Floguet nece-
ity J‘I & '1“,.
ALt " . . 2
i sarios para representar fielmente ol espacio de
i h
i Hilbert del sistema se mantenga relativianen-
i
te bajo. pero que ain nos permita representar
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Figura 4.4: Serie temporal de los valores de ex- A=1/32. F=4. w=535yh L. El espa

pectacion cuanticos (linea llena) y clasicos (linea a  cio de fuses estroboscopico correspondiente a
trazos) de . para un estado inicial localizado den- pardmetros es algo a medio camino entre
tro de una isla regular (ver el texto). . )
las Ficuras 4.2a v 4.2b. sin embareo el valor

usado de i es diez veces mavor al valor empleado en los estados iniciales de la Figura 4.2a. Para
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estos parametros, la Figura 4.4 muestra la evolucién del valor de expectacién de la posicion, para
un estado inicial gaussiano, de incerteza minima, localizado en la isla de regularidad a la izquierda,
centrado en g = —3.52, pp = 0, y con desviaciones Az = .25 y Ap = 2. Este estado inicial pudo
ser expandido con sélo 20 estados de Floquet. Se observa claramente cémo el sistema tunelea
de una isla regular a la otra simétricamente relacionada (desviaciones del comportamiento clasico
se observan para tiempos bien por debajo del tiempo de tuneleo, que en este caso es del orden

de t = 567). La evolucién de las funciones de distribucion cldsicas y cudnticas se muestran en

2ol t=287] . t =287 |
5‘ ‘ 5/ .
e o
q I
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Figura 4.5: Funciones de distribucién cldsica (izquierda) y cudntica (derecha) para el caso de tuneleo.
Los parametros son los mismos que los de la Figurad4.4. Mientras la dindmica cldsica prohibe el
tuneleo de la funcién de distribucién de probabilidades, la correspondiente distribucién clasica exhibe

este fenédmeno claramente.

la Figura 4.5 para dos tiempos diferentes: un tiempo a mitad de camino del tuneleo (t = 287),
donde la funcién de onda se encuentra completamente deslocalizada; y otro tiempo para el cual
el estado ha tuneleado a la isla regular a la derecha del espacio de fases (¢t = 567). Notese que
aunque el estado inicial tiene un pico dentro de la isla de mas a la izquierda, éste tiene una pro-
babilidad no nula de encontrarse en el mar caético, debido al valor relativamente alto de h. Por
esta razon la cola de la distribucién inicial gaussiana se extenderd sobre todo el mar cadtico a

medida que transcurra el tiempo. Para el caso cldsico este efecto no es muy importante puesto
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que éste permancee dentro de laisla regular. Por el contrario. en la evolucion cudutica se observa
claramente al paquete de onda tunelear a través del mar cadtico hacia la isla regular relacionada.

a la derecha.,

4.3.2 Estados iniciales en el mar cadtico
Valores medios

La dinamica cadtica genera estructura muy fina en el espacio de fases. tal como predice la cenacion
(4.1) en el caso clasico. Aunque esta estructura es importante. frecuentemente es un sintoma de
pérdida de correspondencia de muy dificil acceso experimental directo v se ve promediada al
medir o calcular los valores medios de algin observable. Entonces podriamos esperar que. cuando
aparczcean efectos de interferencias. éstos no influvan cfectivamente en los valores medios v los
resultados cudnticos estén de acuerdo con los clasicos. Sin embargo. la ruptura de correspondencia
también se observa en valores de expectacion de observables que son suaves en el espacio de fases.

Para estados gaussianos inicialmente localizados dentro del mar cadtico. como el correspon-
diente a la Figura 4.2a. el comportamiento es muy diferente al de un estado inicialimente localizado
en una region regular del espacio de fases. La Figura 4.3 muestra la serie temporal de los valores
de espectacion clasicos v cudnticos del observable posicion correspondientes a este estado inicial,
centrado en rg = 1. pg = 0. ¥ con desviaciones Ar® = .05 v Ap? = .05, Se observa gque hiego
de un tiempo mucho mas corto que ¢l correspondiente al caso regular. las discrepancias entre
lax evoluciones clasicas v cuanticas se hacen evidentes. [Para diferentes condiciones iniciales la
ruptura de la correspondencia ocurre a tiempos levemente distintos. Esto puede entenderse de
ta siguiente manera: cada punto (. p) del espacio de fases es un punto hiperholico. con expo-
nentex de Lyvapunov £A(x. p) que dificren de un lugar a otro del mismo. Ex decir. dependiendo
del lugar en donde esté localizada la condicién inicial. cuya funcion de distribucion es (. p).
la distribucion de exponentes de Lyvapunov asociada sera diferente. Una estimacion del tiempao
th = %ln(él,',ﬁ) puede realizarse empleando el valor medio del exponente de Lyapunov pesado
sobre la condicién inicial. A = JdadptWo(ar. p)A(e. p). que logicamente depende de la condicion
inicial. Dado un conjunto de pardmetros para el sistema \ tendra un valor fijo pero Apy tambicén
depende de la condiciéon inicial. Sin embargo. por estar dentro de un logaritmo. el valor estimado
de ty, no es muy sensible a los cambios en el producto 3’,’% v sl o es a variaciones en ol valor de
A. Los exponentes de Lyapunov A(r. p) fueron calculados empleando un método simpléctico gue
deseribimos en el Apéndice A. De todas maneras la ruptura de la correspondencia ocurre. para
diferentes condiciones iniciales v varios conjuntos de pardainetros del sistema. en ticmpos iy cor-

tos. comparable en todos los casos con la escala dinamica 7. Nuestros resultados son consistentes
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con una dependencia logaritmica de este tiempo con h.

Es importante destacar que una rapida pérdida de correspondencia es también posible en
sistemas integrables. pero sdlo para condiciones iniciales muy especiales (como por ejemplo el
punto fijo hiperbdlico presente en la version integrable de nuestro sistema. ecuacion (4.3) con
F=0.enz=0yp=0). Por el contrario. en el caso cadtico la pérdida de correspondencia
es tipica. Sucede luego de un tiempo muy corto (como muestra la Figura 4.3) para condiciones
iniciales genéricas.

Ademds de la marcada difcrencia entre las predicciones cudnticas v cldsicas se observa clara-
mente que el valor de expectacion tiene un comportamiento mucho mas irregular que en el caso
integrable. Esto es lo esperado v, en el régimen cudntico. puede ser explicado: contrariamente
a lo que ocurre en el caso integrable o regular, el nimero de estados de Floquet necesarios para
expandir el estado inicial es bastante grande. Esto es asi pues los estados de Floquet estdn en su
mayoria extendidos sobre la totalidad del mar cadtico, y por consiguiente para obtener un esta-
do gaussiano localizado se necesita la superposicion de muchos estados de Floquet, en particular
en el limite semicldsico. De esta manera, la evolucion de este estado inicial contendra muchas
mas frecuencias (unos cientos, tipicamente), v la serie temporal del valor de expectacion se vera

irregular.

Distribuciones: saturacién de la estructura fina

La diferencia entre los valores de expectacion cuanticos v clisicos es una consecuencia natural del
hecho de que al evolucionar la funcién de Wigner se hace cada vez mds v mas diferente de la
correspondiente distribucion cldsica. Esta situacion se ilustra en la Figura 4.6 donde se muestra
la evolucion de la funcién de Wigner para el estado inicial gaussiano localizado en el mar cadtico
de la Figura 4.2a, comparandola con la correspondiente evolucion de la distribucion cldsica, para
cuatro tiempos diferentes. Muy rapidamente, aiin antes de que los valores de expectacion muestren
diferencia alguna, la distribucidon cudantica se ve afectada por cfectos de interferencia a pequena
escala, v evoluciona en una funcién de distribucion claramente no-clasica. Estos resultados estan
de acuerdo con resultados previos (Lin et al.. 1990: Lin et al.. 1992: Berry et al.. 1979: Habib et
al., 1998).

La dependencia temporal de la funcién de Wigner de la Figura 4.6 estd gobernada por la
ecuacion (4.5). Tal como se discutié en las Secciones 4.1.1 v 4.1.2, cuando se comienza con un
estado inicial gaussiano los términos de correccién cudntica, que contienen derivadas de alto orden
de la funcién de Wigner, serdn inicialimente despreciables v la evolucion inicialmente tenderd a
seguir un flujo Liouvilleano. es decir, seguira las trayectorias cldsicas. Esto es lo que se observa

tempranamente en la Figura 4.6, cuando las evoluciones de ambas distribuciones difieren solo
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levemente. Luego, como todo punto del mar cadtico es hiperbélico, la funcién de Wigner inicial-
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Figura 4.6: Funciones de distribucién clésica (izquierda) y cudntica (derecha) para 4 tiempos dife-

rentes. Ya a tiempos tempranos (¢ < t;) se observan efectos de interferencia en la evolucién cudntica,
pero luego de t ~ 27 éstas invaden la totalidad del espacio de fases y su longitud de onda llega a
escalas muy pequenas, como se muestra en las figuras insertas en los diagramas a t = 27 y t = 97, que

aumentan los diminutos rectangulos de area /i dibujados sobre las funciones de Wigner.

mente regular se deformarad, estirindose a lo largo del subespacio inestable y contrayéndose a lo
largo del estable, creciendo asi sus derivadas y, consecuentemente, las correcciones cuanticas en la
ecuacion (4.5). Ademads, como el movimiento estd acotado. la funcién de Wigner eventualmente se
plegara surgiendo las interferencias y la estructura a pequena escala. Estos efectos, contraccion,
estiramiento y plegamiento de la funcion de distribucion se observan claramente en la Figura. A

la izquierda, la evolucién de la funcion de distribucion de probabilidades cldsica, se contrae, estira

&QCO..O...Q.QC00.0000.‘..0.....0.00‘.O.Q.
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y pliega, pero no presenta interferencias, signo de la evolucién cuantica. Estas, evidentes ain a
tiempos menores que el tiempo de Ehrenfest, disminuyen su longitud de onda a medida que la

funcién de Wigner ocupa un volumen mayor del espacio de fases.

La escala temporal t; para la cual las correcciones cuanticas entran en juego fue estimada en
la subseccién anterior. En nuestras simulaciones numéricas verificamos que, luego de un tiempo
aproximadamente t; = (.57 para el conjunto de pardametros aqui considerado, la distribucion
cuantica en el espacio de fases ya no se asemeja a la correspondiente distribucion clésica y la
funcién de Wigner comienza a presentar efectos de interferencia. Para tiempos mayores a t ~ 27
la funcién de Wigner invade la totalidad del espacio de fases disponible y las oscilaciones al-
canzan escalas muy pequeiias, de tamano a, ~ 0.1 y a, =~ 0.005, siendo el producto del orden
de a = azap = 5 X 107® <« h = 0.1. Los detalles incluidos en la Figura 4.6 a tiempos relevantes,
muestran el desarrollo de estructura a pequena escala mencionado. Alli se muestra la distribucién
de Wigner sobre una regién de area h.

La Figura 4.7 muestra una secuencia de sectores de la funcién de Wigner de area h para tres

tiempos diferentes. Es claro que la estructura no es uniforme, como en el caso del ejemplo trivial

8z0="v

Figura 4.7: Sectores de la funcién de Wigner de drea § para tres tiempos diferentes y en diferentes
regiones del espacio de fases. En el centro de cada regién, marcado con una cruz, se indican las
coordenadas (z,p) del espacio de fases en donde se encuentra localizada esta porcién de la funcién

de Wigner.
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de la superposicién de dos gaussianas; regiones diferentes del espacio de fases presentardn, a un
dado tiempo, oscilaciones cuya longitud de onda puede ser muy diferente, tal como se ve en la
Figura 4.7 para t = 97.

Tipicamente la funciéon de Wigner constara de
dos partes, una mayoritariamente positiva que
refleja el comportamiento clasico de la funcion
de distribucién, y otra que manifiesta la natu-
raleza cuantica de la evolucién en donde es-
taran presentes las interferencias con un com-
plejo patron de frecuencias. Este patrén posee

una frecuencia que serd la maxima posible en

cada direccion y que indica la saturacion de la
estructura en el espacio de fases. Las diferen-
tes regiones en que esta dividida la funcion de

84 . . 3 ¥ -, / . LEe . - .
Wigner, y cuyas contribuciones a la hora de Figura 4.8: Funcién de Wigner para ¢ = 27. Sobre

=z la misma se marca en negro la regién *“clasica”.
calcular valores de expectacion de algin ob-
servable seran muy diferentes, se ilustran en la Figura 4.8. Como sera discutido en el Capitulo
siguiente, cada regién posee una sensibilidad muy diferente a las perturbaciones.

La existencia de esta estructura sub-Planckiana en la funcién de Wigner no ha sido pre-
viamente observada y su relevancia ha sido notada sélo recientemente (Monteoliva et al., 2000;
Monteoliva et al.. 2001; Karkuszewski et al., 2001; Cuccietti et al., 2003). La saturacién de la
estructura desarrollada por la funcién de distribucion a escalas sub-Planckianas es otra importan-
te caracteristica que distingue las dindmicas cuanticas y cadticas. En dinamica clasica cadtica,
la estructura mas pequena desarrollada por la funcién de distribucién de probabilidades decrece
exponencialmente, de acuerdo con (4.1). La ecuacién (4.7) tiene importantes consecuencias para
la decoherencia, puesto que el tamano de las estructuras mas pequenas controla la sensibilidad a
las perturbaciones tanto en un sistema caotico como de un entorno caético (Karkuszewski et al.,
2001). Como fue anticipado por Peres (Peres. 1996). los sistemas cudnticos son mas sensibles a
las perturbaciones cuando sus contrapartes cldsicos son cadticos que cuando éstos son regulares.
Sin embargo. contrastando con sistemas cldsicos cadticos, los sistemas cuanticos no son exponen-
cialmente sensibles a perturbaciones infinitesimales, sino més bien, la menor perturbacién por la

que pueden ser afectados esta determinada por a.




Capitulo 5

Decoherencia en sistemas caoticos

La decoherencia elimina toda superposicion extravagante de estados del espacio de Hilbert de un
sistema. emergiendo en el proceso de seleccién inducida por el entorno un conjunto privilegiado
de estados cldsicamente permitidos, los estados punteros. Los casos en donde este proceso puede
ser estudiado analiticamente son pocos, como los sistemas de spines o los sistemas lineales. En
particular el Movimiento Browniano Cudntico permite mostrar cémo el entorno monitoreando al
sistema produce el deseado efecto de decoherencia que, en este contexto. es la eliminacion de las
franjas de interferencias presentes en estados que inicialmente son del tipo Gato de Schrodinger.
Es decir, el estado inicial elegido para este andlisis es un estado clasicamente prohibido. con el
cual claramente no es posible estudiar la correspondencia cuantico-clasica.

Cuando el sistema de interés es cadtico es la propia dindmica quien genera. a partir de esta-
dos iniciales que pueden ser clasicos, estados deslocalizados v definitivamente no-clasicos produ-
ciéndose la ruptura de la correspondencia en un tiempo del orden del tiempo de Ehrenfest t,. Es
por esta razén que el estudio del fendmeno de la decoherencia en sistemas cadticos tiene particu-
lar interés: por un lado, salvo para condiciones iniciales especiales, un sistema lineal no genera
dinamicamente estados superposicion de estados clasicamente permitidos: por otro lado. en siste-
mas lineales estados iniciales genéricos pierden su correspondencia clasica en tiempos mucho mas
largos, demasiado como para que representen una real preocupacion en el limite cldsico. Hay. sin
embargo, una excepcion a este ltimo punto: en sistemas biestables (integrables o no) la dindmica
cudntica permite que un estado inicialmente localizado en las cercanias de un punto fijo estable del
espacio de fases tunelee hacia el otro punto fijo estable, mientras que la dindmica cldsica prohibe
este fenémeno.

En el presente Capitulo estudiaremos, fundamentalmente. el impacto de la decoherencia en sis-
temas cuyos analogos clasicos son caéticos. Cuando un sistema clasicamente cadtico se encuentra

acoplado a un entorno, la decoherencia puede pensarse como el monitoreo, por parte del entorno,
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de algunos de los observables del primero. En este contexto las caracteristicas del fenomeno de
decoherencia en sistemas cadticos pueden estudiarse empleando ecnaciones maestras. En la See-
¢ién 5.1 consideramos v analizamos cualitativamente un modelo de decoherencia que. a pesar de
su extremna simplicidad. captura la fisica relevante del fenomeno. De este analisis se desprende un
criterio para el restablecimiento de la correspondencia cuantico-clasica v simultancamente se hace
evidente que este restableciniento tiene como precio la irreversibilidad includible del proceso. con
¢l consiguiente aumento de la entropia del sistema. En particular. este ailtimo fenédmeno tiene
una caracteristica muy especial cuando el sistema que pierde coherencia es cadtico. que puede
emplearse para definir caos cuantico: la tasa de produccion de entropia coincide con la tasa de
Kolmogorov-Sinai para sistenas clasicos. El andlisis cualitativo es confirmado numdéricamente en
la Seccion 5.3 para un sistema particular. Luego. en la Seccion 5.4 sobre este mismo sistema se
analiza numdéricamente la influencia de la decoherencia sobre el efecto tinel.

Por otro lado. en este Capitulo también estudiaremos la sensibilidad de un sistema cuantico
a las perturbaciones en el potencial. Nuestro interés en este tema reside en su conexion con los
procesos de decoherencia: cuando es el entorno de un sistema quien se comporta cadticamente.
su capacidad para causar decoherencia sobre el mismo esta determinada por la sensibilidad del
primero a las perturbaciones causadas por el segundo.

La relacion entre la decoherencia v la sensibilidad de un sistema cuantico a las perturbaciones
puede entenderse facilmente con un ejemplo ilustrativo (Karkuszewski et al.. 2001). Cuando un
sistema de dos estados inicialimente en un estado superposicion de estados punteros {14, |=)}
interactiia con un entorno genérico & inicialmente en el estado puro |6}, la evolucion conjunta
sistenma-entorno gobernada por el Hamiltoniano H = He - I + V7 i+) {1 + 17 [=) (=] conduce
al entrelazamiento de los estados de ambos subsistemas [¥(0)) = (a]+) + 31=)) e, — af+)
e~ (1)) +.3]=) = le- (1)) = Wee). donde los estados condicionales del entorno e~ (1)) resultan de una
evolucion unitaria generada por He +1 .~= El operador I v lox proyvectores actiian sobre el espacio
de Hilbert del sistema mientras He es el Hamiltoniano propio del entorno v VE son operadores
que actian sobre el del entorno v representan el acoplamiento perturbativo sobre ¢l estado del
spin. El estado del sistema S, inicialmente puro. se transformara eventualmente en una mescla
de los estados punteros {|+).|-)} como resultado del monitorco del entorno.  El decaimiento
del producto interno {e_|c_) es un indicador de este proceso: una vez que el mismo se hace
despreciable. ¢l estado del sistema S puede ser descripto en términos de probabilidades clisicas en
vez de amplitudes cuanticas. Es entonces natural medir la efectividad de la decoherencia por la
magnitud [{e_ e _)|?. Por otra parte. esta magnitud es también una medida de la sensibilidad del
entorno a las perturbaciones en estrecha relacion con la Fidelidad M (#) detinida en la Introducecion

(Peres. 1934). Es importante destacar que si el estado inicial del entorno es una mezcla, la medida
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natural de la efectividad de la decoherencia difiere de la mencionada. Este punto serd discutido
con mas detalle en el curso de este Capitulo.

En nuestros estudios hemos recurrido a una medida de la sensibilidad muy simple pero que
claramente captura la esencia del problema. Esta medida sera definida en la Seccién 5.2. en donde
ademas discutiremos cualitativamente algunas de las caracteristicas esperadas de esta funcion.
en particular la importancia del desarrollo de estructura sub-Planckiana en la funcién de distri-
bucién del sistema para la determinacidon de la sensibilidad de un sistema cudntico. Mds aiin.
la naturaleza de las escalas temporales caracteristicas de esta propiedad serda también analizada.
Nuestro analisis, corroborado posteriormente en la Seccion 5.5 mediante estudios numeéricos sobre
un sistema cadtico particular, indican que los sistemas cadticos, debido a su extrema facilidad
para desarrollar tales estructuras de pequena escala, son altamente sensibles a las perturbaciones.
Mads ain, la escala temporal en que esto ocurre esta relacionada con los exponentes de Lyapunov
del sistema cldsico. Esta caracteristica de los sistemas cudnticos cadticos. su capacidad para de-
sarrollar rapidamente estados extendidos sobre gran parte del espacio de fases disponible, hace
que sean muy eficientes a la hora de provocar pérdida de coherencia cuando actian de entorno
de otro sistema cudntico. Sin embargo los modelos standard de decoherencia emplean osciladores
armoénicos, tal como los modelos que hemos presentado en el Capitulo 3. Estos modelos lineales
de entorno corrigen esta deficiencia empleando muchos osciladores (infinitos) de manera tal que

cada uno es desplazado levemente por la interaccion con el sistema.

5.1 Decoherencia y Caos

El problema que nos ocupa es la dindmica de un sistema cuya contraparte cldasica es cadtica.
descripto por un Hamiltoniano general Hg, que interactia débilmente con un entorno modelado
por un conjunto infinito de osciladores arménicos en equilibrio térmico a temperatura T. Cuando
(7) la interaccién sistema—entorno es bilineal en operadores posicion, (#2) los sistemas se encuentran
inicialmente desacoplados. (ii2) la densidad espectral del entorno es dhumica v (dv) consideramos
el limite de altas temperaturas, se obtiene una ecuacién maestra muy sencilla. que va hemos
discutido en la Seccién 3.3 v que por comodidad reescribimos para futura referencia

Is . (—1)"h2" (2 (2 , 2 . -
W ={Hgs. W § :—— Y+ gln+ Dy 4 pa? 1y 5.
{ S }PB + = 22"(2" + 1)!(.1‘ (I’ + (pp ('-’ 1)

Los términos disipativos estdin ausentes pues liniitaremos nuestro analisis a tiempos mucho menores

=1 (recordar que ~ — 0 en el limite de altas

que los tiempos de relajacion, del orden de ~ ~
temperaturas aqui considerado). Este modelo. atin siendo muy simple. igualmente nos permitira

realizar un estudio interesante del fendmeno de decoherencia.
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Con ¢l objetivo de estudiar la correspondencia cuantico—clasica. la evolucion del sistema
cuantico abierto debe compararse con la evolucion clisica del mismo.  Pero la ecuacion (5.1)
no pucde ser comparada con la evolucion dictada por las ecuaciones de Newton del sistema. gque
gobiernan la dindmica cldsica del sistema aislado. En cambio. la mecdnica estadistica cldasica nos
provee de una ecuacion de evolueion correcta que tiene en cuenta los efecros del entorno sobre ¢l

sistema
fo=A{Hs fo}py + DL, (5.2)

donde fo(r.p.t) es la funcion de distribucion de probabilidades clasica del sistema de interés. La
ecuacion (5.2) es una ecuacion de Fokker-Planck v coincide con la ecnacion maestra (5.1) en el
limite h — 0. cuando las correcciones cudnticas estdn ausentes. Su dindamica es equivalente a la
ecuacion de Langevin mi = =17 () + F(1). donde F(1) es un término estocdstico que representa

ruido blanco gaussiano.

5.1.1 Restablecimiento de la correspondencia: analisis cualitativo

Es instructivo analizar la ccuacion maestra (5.1) de manera de tener una idea intuitiva de qué
ex lo que estd pasando con la dinadmica de nuestro sistema. Cuando el término de difusion esta
ausente. los estados simplemente obedecen la ecuacion de Schirddinger (4.5). Si el estado inicial
¢s suave. el término dominante en la ecuacién (5.1) es el corchete de Poisson v la dindimica seri
inicialmente idéntica a la correspondiente clasica (5.2) con D = 0. Como va fue discutido en la
Scccion 4.1.2. la funciéon de Wigner evolucionard inicialmente siguiendo la travectorias no-lincales
clasicas. perdera su fornia gaussiana v desarrollard estructura cada vez mds fina mientras se plicga.
Si el estado inicial estd localizado en el mar cadtico. esto sucede exponencialmente rapido. Debido
a los efectos conjuntos del estiramiento v contraceion de la funcion de Wigner en las direcciones
inestable v estable respectivamente. v del plegamiento de la misma por ser acotada la region del
expacio de fases disponible para su expansion. los gradientes de la funcion de distribucion erecen v
las correcciones cudnticas presentes en la ecuacion (5.1) se hacen importantes. de manera tal gue
las discrepancias entre las predicciones cudnticas v clasicas comienzan a ser relevantes. También
comicnzan a desarrollarse. simultancamente. interferencias cuanticas cutre porciones diferentes de
la funcion de onda. lo que genera oscilaciones en la funcion de Wigner v consiguientemente las
correceiones cuanticas en la ccuacion maestra. también por este motivo, aummentan su inportancia
relativa.

El término que produce decoherencia en la ecuacion {5.1) puede entenderse como el responsable
de dos efectos que estan interrelacionados. Por un lado. ¢l término de difusion tiende a disminir

lax oscilaciones en la funcion de Wigner. suprimiendo las interferencias cndinticas. Entonces. para
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este sistema, la decoherencia es la eliminacién de las franjas de interferencia que son producidas
dindmicamente por las nolinealidades del potencial. Consecuentemente estados deslocalizados
como los gatos de Schrédinger perderdn su coherencia a gran escala. Una estimacion de la escala
temporal que caracteriza la desaparicion de las franjas de interferencias puede obtenerse a partir de
los resultados de la Seccién 3.2 para el Movimiento Browniano Cuéntico: franjas de interferencia
con un vector de onda caracterfstico (a lo largo del eje de momentos) &, decaen exponencialmente
con una tasa dada por la ecuacién (3.32), I'p = TBl = Dkg. Un paquete de onda que se extienda
sobre distancias del orden de Az, con partes que interfieran coherentemente, genera franjas de
interferencias con k, = Az /h. Concluimos entonces que I'p = DA2/h%. Esta tasa de decoherencia
depende linealmente del coeficiente de difusién D. Cuando la funcién de Wigner se encuentra
coherentemente extendida sobre la totalidad del espacio de fases disponible, uno espera franjas
de interferencia con longitud de onda del orden de h/L, donde L es el tamano del sistema en
la direcciéon z*. La tasa a la cual estas interferencias desaparecen debido a la decoherencia es
entonces I'y = DL?/ h2. Asi, podemos derivar una condicién que debe satisfacerse para que estas
interferencias sean destruidas eficientemente por el entorno: la tasa de destruccién I'l, debe ser
mas rapida que la de regeneracién (1 fijada por la dinamica del sistema, y relacionada tanto con los

exponentes de Lyapunov como con la tasa de plegamiento de la funcién de Wigner. Entonces, si

Qr «Th, (5.3)

p las franjas de muy pequena escala seran eficientemen-
ik te destruidas y la funciéon de Wigner permanecera
\ esencialmente positiva.

Yy Sin embargo, la desaparicién de las franjas de in-

. terferencia no es la 1nica consecuencia de la decohe-

/ rencia. Relacionado con este proceso hay una segundo

A — efecto, también presente en la evolucién clasica dic-

tada por la ecuacién (5.2): mientras las franjas de

Figura 5.1: En presencia de decoherencia interferencia estan siendo destruidas por la decohe-

la funcién de Wigner no puede contraerse rencia, el término de difusién tiende a extender las
por debajo de oc ni extenderse coherente- yegiones donde la funcién de Wigner es positiva. Es-
mente mas alla de I. ~ h/o.. . - ’ e

te efecto compite con su contraccién en la direccién
estable del espacio de fases, tal como se ilustra en la Figura 5.1, alcanzando un equilibrio cuando
se llega a un ancho critico

o= /2D/[X, (5.4)

"Estas franjas de interferencias son las responsables de la estructura sub-Planckiana mencionada en la Seccién
4.3.2.
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por debajo del cual la funcién de Wigner no puede contraerse. O, equivalentemente. la funcion de
Wigner no puede extenderse coherentemente mas alla de I ~ h/o,.

Este ancho critico se obtiene de un analisis cuidadoso de la ecuacion maestra (5.1) para un
oscilador armoénico invertido (Zurek et al., 1994) y coincide muy aproximadamente con la estima-
cién rapida que sigue de la ecuacién (5.3), Qp ~ A= D/a? = T'% de doude . ~ \/D/X (Zurck
et al., 1995: Zurek et al., 1995h). Se ve ahora claramente cuando la evolucion Liouvilleana cldsica
generada por el corchete de Poisson serd una buena aproximacion de la evolucion cudntica del sis-
tema abierto. El término dominante de las correcciones cudnticas es comparable a la fuerza clisica
cuando g(')f,‘,V(');f‘V ~ rz'—:’—)ia‘i‘—)f;j‘— donde 0,V aJ,W representa la fuerza clasica en el corchete de
Poisson y x ~ /O V/O3V es la escala de no-linealidad del potencial. Eutonces las correcciones

cuanticas seran pequeias cuando

xo.>h 6 l.<x. (

foa |
o2 |
—

condicion enteramente equivalente a la ecuacién (5.3). En ceste caso la funcion de Wigner evo-
lucionara clasicamente siguiendo un flujo Liouvilleano mas efectos difusivos, ecuacion (5.2), y la
correspondencia sera restablecida. Este efecto puede entenderse como una consccuencia del prin-
cipio de incerteza de Heisemberg: el observable complementario al que estd siendo mounitoreado
por el entorno resulta indeterminado y la funcién de Wigner se extenderd a lo largo de la direceion
correspondiente en el espacio de fases. Cuando este proceso destruya las interferencias de longi-
tud de onda menor que . o detenga la contraccion a escalas ., coherencias a escalas mayores
que l. ~ h/o,. habran sido climinadas y estados tipo gato de Schrodinger habran perdido su no
localidad tipicamente cudntica.

Volviendo al ejemplo definitivamente macroscopico de la Seccion 4.1 (Zurck, 2001b). un medio
muy rarificado (0.1 dtomos/cm?®, comparable a la densidad de los gases en la vecindad de planctas
masivos externos del sistema solar) a una temperatura de 100K (comparable con la temperatura en
superficie de los planetas mas grandes) seria suficiente para detener la deslocalizacion de Jipiter.
cuya inestabilidad caética es del orden de 4 10° afos. El valor de [,. resultante es del orden
de . ~ 107%cm!. Asi la decolierencia es extremadamente efectiva previniendo la extension del
paquete de onda, y se verifica que I, < x ~ R por un margen enorme. De esta manera la paradoja
descripta en la Seccidn 4.1 no tiene posibilidad alguna de materializarse.

El cjemplo de caos cudntico en el sistema solar es una dramdtica demostracion de la eliciencia
de la decoherencia, pero sus consecuencias obvianiente no estdn restringidas a constituyentes del
sistema solar; en general todo sistema (cudntico) suficientemente macroscopico se vera forzado a
comportarse de acuerdo a las leyes de la Mecdnica Cldsica, como resultado de la seleccién inducida

or ¢l entorno. Este serd cl caso siempre que l, < a que L. puede pensarse como una medida
) |
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de la resolucién de las ‘mediciones’ que el entoruo lleva a cabo sobre el sistenia.

Esta increible eficiencia del entorno en el monitoreo v localizacién del estado de un objeto
cudntico macroscépico no es en realidad una sorpresa. Sabemos. por nuestra experiencia directa.
que los fotones son capaces de mantener un excelente registro de la localizacién de Jipiter. o de
cualquier otro cuerpo celeste. Esto debe ser asi. puesto que obtenemos informacién visual acerca
del universo interceptando con nuestros ojos solamente una mindscula fraccion de la radiacién
emitida o reflejada por el mismo.

La ecuacién (5.5) establece un criterio simple para el restablecimiento de la correspondencia
cuantico—clasica. Pero lo mas importante no es la existencia de un criterio sino la evidencia de
que el mismo proceso de decolhierencia del que surgen los estados punteros de un aparato es el

responsable del restablecimiento de la correspondencia en procesos dindamicos.

5.1.2 Produccién de entropia

La decoherencia es un fenémeno causado por el continuo monitoreo del entorno sobre el sistema,
que puede entenderse como un proceso de medicién. Una medicion involucra siempre transferencia
de informacién v la decoherencia no es una excepcion, pues el entorno adquiere informacion sobre el
estado del sistema. Para un observador que ha medido el estado del sistema a t = 0 la informacién
que posee en un instante posterior esta influida (en general, se vé disminuida) por la interaccién
sistema—entorno. Cuando el observador y el entorno monitorean el mismo conjunto de observables,
la pérdida de informacién es minima. Esta es la idea subyacente en el criterio de predictibilidad
de la Seccién 3.5.3, una herramienta basada en el concepto de informacién que permite buscar los
estados punteros seleccionados por el entorno. Cuando, sin embargo, el observador v el entorno
monitorean observables diferentes (es decir. que no conmutan) el entorno seguird midiendo el
estado del sistema en la base de estados punteros v desde el punto de vista del observador. habra
pérdida de informacién. Esta pérdida puede analizarse de una manera muy simple calculando la
tasa de produccién de entropia de von Neumann, Hyy = —Tr(plnp), donde p es el operador
densidad reducida del sistema. Un aumento de la entropia es un indicador de la irreversibilidad
del proceso que acompana al restablecimiento de la correspondencia cuantico-cldsica en sistemas
cadticos.

Como se discute en (Zurek et al., 1994; Zurek et al.. 1995: Takahashi. 1989) v con detalle para
¢l Movimiento Browniano en la Seccién 3.5.3. la tasa de produccion de entropia distingue entre los
casos regular v cadtico. Para estados regulares la decoherencia debiera producir entropia con una
tasa dependiente del coeficiente de difusién D, ecuacién (3.37). Sin embargo. para estacdos cadticos
la tasa se hace independiente de D y es determinada por el exponente de Lyapunov del sistema.

El origen de esta independencia puede comprenderse empleando un argumento muy simple. La
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dindniica cadtica expande a la funcién de Wigner exponencialmente rapido en la direccion inestable
del espacio de fases. Cuando la evolucién es reversible cste comportamiento es contrarrestado
por la contraccién de la funcién de Wigner en la direccion complementaria. que corresponde a
exponentes de Lyapunov negativos. Ademads, el plegamiento de la funcion de distribucion genera
interferencias. signo de colherencias cuanticas de largo alcance. Pero en presencia de la decoherencia
la contraccién se detendra en escalas o, ~ \/2D/\ v la funcién de Wigner continuara su expansion
solamente a lo largo de la direccion inestable mientras las interferencias son eliminadas. Es asi que
durante este régimen el volumen cubierto por la funcién de Wigner crece exponencialmente con el
tiempo A(t) = a.l(t) ~ o.h/Apgexp(At) v como consecuencia. la entropia que es proporcional al
logaritmo del volumen A(t). crece linealmente con una tasa fijada por el exponente de Lyvapunov.
H~ A\

Este resultado puede entenderse de una manera alternativa. Cuando la decoherencia restringe
la extension coherente de un paquete de ondas a escalas I ~ h\/A/2D. si éste ocupa una region
de extension mayor que l.. rapidamente perdera colierencia en un tiempo 7p menor que el tiempo
asociado con la pérdida de predictibilidad clasica 1/ v se deteriorara en una mezcla de estados.
cada uno coherente sobre un volumen de dimensiones . x 7.. Consecuentemente la matriz den-
sidad puede ser aproximada por una suma incoherente de estados razonablemente localizados v
aproximadamente puros. Cuando N de estos estados contribuyven mds o menos igualmente en
la matriz densidad. la entropia resultara H = InN. Esta discusion puede extenderse al caso
de un sistema d-dimensional, en donde los exponentes de Lyapunov aparccen de a pares £ en
cada dimension. Mientras la inestabilidad exponencial extiende el tamano de la distribucion en
las direcciones inestables. (1) ~ exp(A't). la contraccién se detiene en escalas del orden de a,.
En este limite el nimero de estados puros necesarios para representar la matriz densidad crece
exponencialmente en cada dimension.

I'(¢t
N'= % (5.6)

El menor mimero de estados puros contenidos por 17 sera entonces N = I'I’,'=l N Como resultado
la produccion de entropia aproximara. asintéticamente. una tasa dada por la suma de exponentes

de Lyvapunov positivos

N1
~1
~

d
'Hz('),ln.’\"zg AL (5.

1=1
en concordancia con el resultado para d = 1. La« .macion (5.7) se hace precisa cuando el ancho
de la funciéon de Wigner alcanza el ancho critico o, Este es un resultado muy importante: la

decoherencia ayudara a restablecer la correspondencia cuantico-clasica. pero es evidente ahora que
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esto tiene su precio. La pérdida de informacién es una consecuencia inevitable de la erradicacion
de estados del tipo gato de Schrodinger. Estos desaparecen porque el entorno esta ‘vigilando™ el
espacio de fases, y con su monitoreo localiza al sistema dentro de regiones de tamarno no mayor a
lo X o.

La ecuacién (5.7) representa un resultado tanto familiar como muy sorprendente. Es familiar
porque coincide con la férmula de Kolmogorov-Sinai para la tasa de produccién de entropia de un
sistema cadtico cldsico. obtenida a partir de argumentos matematicos basados en una suerte de
promediado arbitrario pero fijo en el espacio de fases. En la discusién de los parrafos anteriores su
fundamento cudantico es evidente. El promediado es impuesto naturalmente por el acoplamiento
con el entorno. De todas maneras es un resultado sorprendente, puesto que es independiente de la
intensidad del acoplamiento entre el sistenia y el entorno. alin cuando el proceso de decoherencia,
causado por esta interaccion, es la fuente ultima del aumento de la entropia. Durante el curso de
esta Tesis estos argumentos, originalmente presentados por Zurek v Paz (Zurek et al.. 1994). han
sido investigados y confirmados numéricamente (Monteoliva et al.. 2000; Monteoliva et al., 2001).

Esta independencia es realmente notable y ha conducido a sospechar que la causa de la flecha
temporal podria rastrearse hasta el mismo femdnieno responsable de la emergencia de clasicalidad
en sistemas cadticos o en mediciones cuanticas. En algun sentido esto no es una sorpresa, va
que von Neumann sabia que los procesos de medicién son irreversibles (Von Neumann, 1955). Si
es sorprendente, sin embargo. que este resultado de aspecto clasico tenga raices cuanticas, v que
estas raices estén tan bien escondidas que la tasa de produccién de entropia dependa solamente
de los exponentes de Lyapunov clasicos.

De todas formas, aunque el entorno no entre explicitamente en la tasa de produccion de
entropia (5.7), determina cuando esta férmula asintética es valida. Los exponentes de Lvapunov
entraran en juego cuando las dimensiones de la funcion de distribuciéon excedan los tamaiios criticos
en las correspondientes direcciones [*(t)/l. > 1. El tiempo en que esto sucede esta determinado por
la intensidad de la interaccion con el entorno, que determina l.. La decoherencia entonces dibuja el
borde entre los mundos clasico y cudntico postulado por Bohr, mientras a ambos lados del mismo los
tiempos de decoherencia seran menores o mayores que las escalas temporales dindamicas. También
nos provee de un esquema para definir las diferentes ramas requeridas por Everett en su teoria
MWI, mientras superposiciones coherentes de éstas son eliminadas por la decolierencia. Por otro
lado es claro que la expansion exponencial del volumen cubierto por la funcién de Wigner no ocurre
indefinidamente y luego de un tiempo se llegard a un equilibrio. Asi, el régimen durante el cual la
ecuacion (5.7) es vélida termina cuando A(t) = Ay es decir cuando t =t = Nl m(AqqApo/ho).

En la Seccién 5.3 presentaremos evidencia nuinérica sélida confirmando la existencia de esta

fase independiente de D. Por simplicidad, en vez de analizar la entropia de von Neumann Hy'n =
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—T7(prlog p,) examinaremos la entropia lineal. definida como H = —log(Tr(p?)). que ex una
bucna medida del grado de mezcla del sistema ¥ constituyve un limite inferior de la entropia de
von Neumann (es decir, puede mostrarse que Hy'x > H).

El argumento presentado en los parrafos anteriores acerca del rol del ancho critico . puede
parecer demasiado simple. pero captura sin embargo los aspectos esenciales del proceso dindmico.
Un argumento mds elaborado puede obtenerse usando la ecuacion maestra (5.1). Los dos primeros
términos de esta ecuacion no producen entropia pues corresponden a la evolucion del sistema

aislado. Entonces la tasa de produccion de entropia lineal puede siempre ser escrita como

=2l
(112

donde los corchetes denotan una integral sobre el espacio de fases. El lado derecho de esta
ecuacion es proporcional al valor medio cuadriitico del mimero de onda calculado con el cuadrado
de la transformada de Fourier de la funcion de Wigner. Esto implica que la tasa de produccion
de entropia estd intimamnente relacionada con la estructura del espacio de fases presente en la
funcién de Wigner. Entonces. el régimen independiente de D comienza cuando la longitud de
onda media cuadratica a lo largo del eje de momentos ¢s proporcional a VD (como en a.).
(2,72 /(W2) ~ kf, ~ 7% ~ A\/2D. Este comportamiento cancela la dependencia con D en H.
que resulta entonces enteramente determinado por la dindmica. H ~ A. Hasta que esto suceda la
tasa de produccion de entropia sera proporcional a D.

Ademas de analizar el régimen independiente de D de la tasa de produccion de entropia. en
la Seccion 5.3 también analizamos la naturaleza de la transicién entre el régimen dominado por
la difusion v el régimen cadtico. El tiempo t. en el cual la transicion ocurre puede ser estimado
siguiendo las mismas ideas del argunmento previo: el tiempo para el cual el ancho de la funcion de
Wigner se aproxima al ancho critico es t,. = A7V og(Ap(0)/a.). De acuerdo a esta estimacion /..
debiera depender logaritmicamente de la constante de difusion v del ancho inicial de la funcién de
Wigner. Para estados iniciales gaussianos este tltimo depende exponencialmente de la entropia. v
entonces f,. debiera variar linealmente con la entropia inicial. Los cileulos numéricos presentados

en la Seceidn 5.3 intentan corroborar estas ideas intuitivas.
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5.2 Sensibilidad a las perturbaciones

El estado de un sistema cuantico cuya dindmica esté acotacda a una region de volumen finito en el
espacio de fases desarrollard estructuras ue no pueden ser menores que la accion a =~ h x (h/A).
definida por la ecuacion (4.7), donde A es el maximo volumen cubierto por la envolvente de la
funcién de Wigner en el espacio de fases. Esto es vilido tanto para sistemas regulares como
cadticos. Sin embargo en este Ultimo caso estas escalas se alcanzan exponencialmente rapido. en
tiempos del orden del tiempo de Ehrenfest t,. Para objetos macroscopicos la accion a es sub-
Planckiana, a = I x (h/A) < h. Debido al principio de incerteza, uno podria esperar (ue escalas
nmucho menores que h resulten fisicamente irrelevantes. Sin embargo, veremos en esta Seccion que,
definitivamente, este no es el caso.

En la dindmica cldsica Hamiltoniana el caos surge pues las dérbitas pueden ser inestables, es
decir, aparece siempre asociado a la divergencia exponencial de trayectorias vecinas, determinando
la hipersensibilidad del sistema a perturbaciones en las condiciones iniciales. Errores en la deter-
minacion de las mismas crecen exponencialmente (Casati et al., 1975). En Mecanica Cudntica la
situacion es muy diferente, pues las leyes dindinicas dictan una evolucion unitaria. |¥) = U|¥p).
Manteniendo inalterado el Hamiltoniano y comenzando desde condiciones iniciales levemente dife-
rentes, la evolucion conduce a |¥3) = U|¥g) con el mismo operador unitario U. Consecuentemente
el producto escalar entre los estados perturbado v sin perturbar es constante: (Uq|W¥,) = (V| Vo).
En otras palabras. pequenas imperfecciones en la preparacion del estado inicial no crecen.

Desde un punto de vista alternativo, Asher Peres sugirié que la dindmmica cudantica debiera
distinguir entre dinamicas cldsicas regulares v cadticas cuando se compara la evolucion temporal
de un mismo estado inicial bajo la influencia de Hamiltonianos levemente diferentes. Es decir,
la sensibilidad de un sisteina cuantico debe investigarse perturbando al Hamiltoniano v no a las
condiciones iniciales. La cantidad natural para este estudio es la Fidelidad Af(#) definida como
el producto interno entre los estados que resultan de evolucionar. a partir de la misma condicion
inicial |¢), bajo Hamiltonianos levemente diferentes. M (t) = |(v|exp[tHat/h}exp[—cHt/h]w)|2,
donde A es la perturbacion al potencial, Ha = H + A. Sistemas con andlogos cldsicos regula-
res se comportan de manera drasticamente diferente de aquellos cuyas contrapartes cldasicas sean
cadticas. Peres sugirié que la tasa de decaimiento de M(t) podria ser empleada para definir el
caos cudntico, es decir, sisteinas cuanticos cadticos serian extremadamente sensibles a las pertur-
baciones en el potencial.

En esta Tesis mostraremos evidencia clara que indica que el desarrollo de estructura sub-
Planckiana en la funciéon de Wigner es de suma importancia en la aparicion de alta sensibilidad

de un sistema cuantico a perturbaciones. Por otra parte, es interesante notar que la estructura
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sub-Planckiana tiene un rol central en el comportamiento de un sistema cadtico cuando se lo
acopla con un entorno.

[En cfectlo, la cscala temporal del decaimiento de la Fidelidad de un sistema esta determinada.
principalinente, por el tamaiio de las estructuras de pequena escala presentes en su funcién de
Wigner. Las funciones de distribucion generadas a partir de la evolucién de una misma condicion
inicial con Hamiltonianos /1 y I + A acumularan lentamente un desplazamiento relativo en ¢l
espacio de fases debido a las perturbaciones diferentes a las que estan somnetidas. Supongamos que
la perturbacién es suficientemente pequefia como para no alterar significativamente la evolucion
del sistema. PPuede entonces definirse la sensibilidad de un sistema cudntico a las perturbaciones
simplemente a partir del decaimiento del producto escalar entre el estado del sistema a cierto
tiempo t con el mismo estado desplazado una cantidad &  (dz,d,) en ¢l espacio de fases

lz

N { / dz ¥*(z) o (g 4 b))

Ms(1)

2N7wh /da:dp Wiz, p,O)W(2 -+ 6:,p + 6,.1). (5.9)

donde N = [dz [¥(z)|? cs una constante de normalizacién que para estados puros ortonormales
es uno. Ll desplazamiento 4 puede interpretarse como el efecto de la perturbacion sobre el estado
del sistema, que induce una evoluciéon muy simple, equivalente a la accion de un operador despla-
zamiento cn el espacio de fases que actia en cl wltimo instante t, es decir, ¥(z,1)  Ds¥(2) con
Ds = D; Dy, donde D, ¥(z) = ¥(x +d;) y Dp¥(2) = exp(—1dpz/h)¥(2).

A partir de la ecuacion (5.9) ¢s sencillo entender ¢l comportamiento esperado para Alg(1).
Claramente, ¢l decaimiento de esta funcién depende no solamente de la perturbacion sino también
de la pequeniez de la estuctura que la funcién de Wigner desarrolle localmente. Supongamos que
la fuucion de Wigner W™ en la ecuacion (5.9) posee estructura de muy pequena escala tal como
muestra la Iligura 4.7 del Capitulo anterior. [Entonces csta integral tomard su valor imdximo.
la unidad, solamente cuando las funciones de distribucién no estén desplazadas entre si. Para
desplazamientos pequenos respecto del tamano tipico de las estructuras de pequenia escala domi-
nantes, ¢l integrando sera aun positivo en casi todo su dominio, pero a medida que la magnitud
del desplazamiento aumente, el lado derecho de la ecuacion (5.9) se reducird mucho respecto de
la unidad. Si el patrén de interferencias es periddico el comportamicnto de Ms(f) también sera
periddica (). Pero cuando las regiones de signos alternados aparecen distribuidas al azar. tal como
puede apreciarse abajo a la derecha en la Figura 4.7, Ms(1) decaerd cuando é§ ~ /a v no revivira
significativamente para desplazamientos mayores.

Este analisis intuitivo puede ser confirmado mas rigurosamente (Zurck. 2001). Para simplificar

la notacién consideramos un desplazamiento de la forma 6 = (0.4,). en cuyo caso la expresion
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(5.9) puede escribirse
Ms(t) = /(LT et/ (2))? (5.10)

Este es un resultado simple v sugestivo. El decaimiento de A(t) esta dado por la transformada
de Fourier de la distribucion de probabilidades del estado del sistema a lo largo de una direccion
ortogonal al desplazamiento neto inducido por la perturbacion. Esto nos conduce nuevamen-
te a escalas sub-Planckianas: para desplazamientos pequeiios el exponente en la integral puede

expandirse, con lo cual
Ms(t) = 1 - 8((+%) - (x)?)/h*. (5.11)

Si la extension espacial de la funcién de onda del sistema se define de la manera natural, L =
(z?) — (z)2. donde los valores medios se toman sobre el estado del sistema. entonces el despla-

zamiento que nos conduce a un significativo decaimiento es
d0p=h/L = ap, (5.12)

que concuerda con la estimacién de las dimensiones de las estructuras sub-Planckianas, ecuacion
(4.6). Un anélisis equivalente resulta de considerar desplazamientos § = (d;.0), conduciendo a la
expresion 6, =~ h/P = a;.

Asf las estructuras sub-Planckianas de tamaio a ~ h?/A, frecuentemente consideradas sin sig-
nificado fisico relevante, tienen, por el contrario. importantes consecuencias: desplazamientos tan
pequeiios como & = h/v/A son suficientes para inducir ortogonalidad entre los estados desplazado
v sin desplazar del sistema. determinando una alta sensibilidad del sistema cudntico a las per-
turbaciones. Mas aiin, en sistemas cuanticos cadticos estas escalas se alcanzan exponencialmente
rapido, en tiempos determinados fundamentalimente por el exponente de Lvapunov del mismo.
De esta manera, es de esperar que la escala de tiempos para la sensibilidad de estos sistemas esté
fijada por el exponente de Lyapunov del sistema clasico.

Por otro lado, si el sistema considerado estd abierto a la accién de un entorno, su sensibilidad
a las perturbaciones se vera afectada justamente porque la decoherencia inducida por éste afecta
el tamaiio de las estructuras de pequeia escala ¢ue el sistema es capaz de desarrollar. Estudiando
la evolucién de Ia funcion Afs(t), ecuacién (5.9). es posible analizar este efecto. Naturalmente. el
sistemna es descripto ahora por la funcion de Wigner asociada a su matriz densidad reducida. v la
constante de normalizacion N es la inversa del valor de la integral cuando el desplazamiento es cero,
N-V'=2zh [dzdp W2(z,p.t). de manera tal que también para estados mixtos M;—g = 1. Sabemos
que la decoherencia actia de manera tal que contrarresta los efectos dindmicos de contraccion de

la funcién de distribucién en las direcciones estables del espacio de fases. imponiendo un limite
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inferior . ~ /2D /X en ¢l ancho de la funcidon de Wigner. por debajo del cual ésta no podra
contracrse. 5n otras palabras. en presencia de la decoherencia la minima estructura desarrollacda
por la funcion de Wigner en ¢l espacio de fases dependera de la temperatura del entorno a través
del cocficiente D. Naturalmente, las dirccciones estables e inestables no estan asociadas a una
direccién fija del espacio de fases sino que cambian punto a punto. Sin embargo. es claro que la
estructura minima dominante alcanzada por la funcién de Wigner en alguna direccion del espacio
de fases scrd mayvor a mayor temperatura (mayvor D), v que esto debiera reflejarse directamente
sobre la funcién Ms(t), que debiecra decaer cuando é; 6 4, alcancen un limite relacionado con a..

Cabce hacer aqui una importante aclaracion: en sistemas cuyos estados iniciales no son puros
sino mezclas, como el considerado en ¢l parrafo anterior, la ecuacion (5.9) no es la correcta medida
de la cfectividad de la decoherencia si tal sistema actiia como entorno de otro. Un ejemplo muy
similar al considerado en la introduccién a este Capitulo c¢s de utilidad para visualizar este punto.
Consideremos que un sisteina de dos estados inicialmente en un estado superposicion de estados
punteros {|+).|=)}, [¥) = al+) + 3j=), interactia con un entorno genérico £ inicialmente en el
cstado mezcla p. La interaccidn es tal que si el sistema s¢ encuentra en ¢l estado 1—=) ¢l estado
del entorno permanece inalterado. pero si es |-+) el estado del entorno sufre un desplazamien-
to Ds (Ds = exp(—19:p/h)exp(—d,z/h)). La evolucién conjunta sistema-entorno conduce al

entrelazamiento de los estados de ambos subsistemas

o0 = W) @ p— o = |alPi=)=l@p + [87+)(+ & DpD!
1 a3 =Y +je pDt s a3 +) =iz Dp.

Tomando la traza sobre ¢l entorno. los elementos no diagonales de la matriz densidad reducida del
sistema cn la base de sus estados punteros quedan multiplicados por un factor que es Tr(pDg). es
decir. por el valor medio de Ds. Si ¢l estado es puro p  [0){0] entonces Tr(pDs) < oiDglo >.
IZs decir, para estados puros la medida de la decoherencia coincide con nuestra medida de la
sensibilidad. Pero si el estado del entorno es una mezcla la medida relevante para la decoherencia es
Tr(pDs). Estudios numéricos sobre el comportamiento de este observable estan siendo analizados
al momento de presentar ¢sta Tesis v seran publicados proximamente.

12n 1a Seecidén 5.5 presentaremos resultados nuiméricos que confirman ¢l comportamiento espera-
do para Ms(!), en particular mostraremos evidencia numérica sélida que corrobora la importancia
de la estructura sub-Planckiana en la determinacion de la sensibilidad a las perturbaciones en un
sistema cuantico con analogo cldsico cadtico. La naturaleza de las escalas temporales para la hi-
persensibilidad encontrada en estos sistemas serd también nuinéricamente analizada. confiriando
la hipdtesis que establece que esta escala esta determinada, fundamentahinente. por el exponente

de Lyvapunov del sistema. Ademas, también estudiaremos numéricamente el impacto de la de-
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coherencia sobre la sensibilidad de un sisteina cudntico caético. presentando evidencia clara que
indica ¢émo las propiedades del entorno alteran el comportamiento de la sensibilidad al imponer

una cota inferior en la escala que la funcién de Wigner puede desarrollar dindamicamente.

5.3 Decoherencia en el Pozo Doble Armdnicamente Perturbado

En esta Seccién presentamos resultados numéricos para el pozo doble con pertubacién periddica,
ccuaciéon (4.3), con la intencion de corroborar las ideas presentadas en la Seccién 5.1. Primero
mostramos cémo la decoherencia restaura la clasicalidad eliminando las franjas de interferencia
que se generan en la funcion de Wigner, segiin se¢ observd en la Seccion 4.3, verificando que en
todos los casos estudiados se satisfase la condicion de clasicalidad (5.5). Luego nos concentra-
mos en el objetivo principal de esta Tesis: el estudio del comportamiento temporal de la tasa de
produccién de entropia del sistema. Presentamos resultados que confirman la dristica diferencia
en el comportamiento de la tasa de produccion de entropia entre sistemas regulares v caéticos.
En el primer caso, encontramos que la tasa depende linealmente del coeficiente de difusion D,
confirmando la ecuacién (3.37). Por otro lado, para sistemas caéticos el comportamiento encon-
trado para la tasa muestra claramente que ésta sufre dos regimenes bien diferenciados. Primero la
entropia es producida a una tasa proporcional a D, tal como eu sistemas regulares, v luego entra
en un régimen donde se hace enteramente independiente de la constante de difusién y pasa a estar
determinada por el exponente de Lyapunov del sistema. Estos resultados representan la primera
evidencia numérica sélida confirmando la conjetura de Paz y Zurek (Zurek et al.. 1994).

Los estudios numeéricos de esta Seccion estan basados en la integracion de las ecuaciones (5.1)
v (5.2). Para cste fin empleamos algoritmos espectrales de alta resolucion (Feit et al.. 1982),
generalizacién a 2-d de los presentados en el Apéndice A!. Los resultados son estables ante

cambios tanto en la resolucién del espacio de fases como en el paso de integracion.

'Formalmente, la solucién de la ecuacién (5.1) puede escribirse como W (x,p.t) = expLy(x,p,. 1)} W(x.p,0)

donde

2

(=1)"h" A2 1)y g2rsl) g
2-_."(2,—’+1)!()1 \ (),, ' —.-1)(),,,, 1

t

Ly(z,p,t) = / dt [{Hs. } +

40 n>1
es un operador integral que actiia sobre la funcién de distribicién a { = 0, propagdndola al tiempo (. El operador
exponencial, de la misma manera que en el Apéndice A puede descomponerse en el producto de tres operadores a
orden O(dt®) en el paso temporal de integracién, empleando para ello el splitting operator algorithm. Cada uno de
estos tres operadores depende solo de z o p, actuando entonces como fases multiplicativas en la representacion
o p respectivamente. Nos movemos de una a otra con transformadas de Fourier, que muy cficientemente pueden
calcularse numéricamente empleando FFT en dos dimensiones. De tmanera equivalente se integra numéricamente la

ecuacién (5.2), que es idéntica a (5.1) cuando h = 0.
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5.3.1 Restablecimiento del Principio de Correspondencia
Valores medios

En la Seccion 4.3 mostramos cémo los va-

lores de expectacién cudnticos v clasicos del S
N . (2(t)) |
observable posicién difieren luego de un tiem- 4l J
po relativamente corto cuando el estado inicial i
estd localizado en el mar cadtico. En la Fi- 31 1
gura 5.2 mostramos ¢6mo ese resultado se ve 2t | = A J
afectado por la decoherencia. La dependencia }
- 1 1
temporal del valor de expectacion del observa- [ |
ble posicion obtenida resolviendo la ecuaciéon 0 . |
0 2 4 3 8 t/T 10

maestra (5.1) para el conjunto de parametros
del sistema de la Figura 4.3, h = 0.1 y para Figura 5.2: Serie temporal de los valores de ex-
un valor D = 0.01 de la constante de difu- pectacion clasicos y cuanticos de x para el estado
inicial localizado en el mar cadético de la Figura

sion, (z(t)) = [dedp W (z,p,t), se compara a

4.2a, cuando el sistema se abre a la accion de un

la correspondiente serie temporal clasica que  ontorno (D = 0.01).

se obtiene resolviendo la equacién (5.2), es de-
cir (2(t)) = [dedp zf.(z,p,t). Es claro que, de acuerdo con los resultados obtenidos previamente
en (Habib et al., 1998), el principio de correspondencia ha sido restablecido ain para acoplamien-

tos débiles.

Distribuciones

Con respecto al comportamiento de la funcién de Wigner, que para el caso de una evolucion aislada
se muestra en la Figura 4.6, el impacto de la decoherencia en las funciones de distribucion puede
observarse en la Figura 5.3, donde comparamos la funcién de Wigner W del sistema abierto con
la funcién de distribucién de probabilidades clasica f., para tres tiempos diferentes. 51 entorno
se encuentra a una temperatura T° caracterizada por D 0.01 (D 2mykpT). Se observa
claramente que la decoherencia es en este caso suficiente para inducir clasicalidad. lo cual se refleja
a nivel de las funciones de distribucion y consecuentemente, también a nivel de cualquier valor de
expectacion. Es importante mencionar que la condicién de clasicalidad discutida anteriormente,
o.X > h, se satisface en nuestro caso: para los pardmetros empleados en nuestros calculos o, = (.2
v \ & 4; nos encontramos entonces en un régimen (no muy definitivamente) clasico. Recordar que
h = 0.1 en nuestros céalculos.

La estructura de pequena escala que la funcién de Wigner puede desarrollar en una evolucion
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Figura 5.3: Funciones de distribucién cldsica (izquierda) y cudntica (derecha) para la condicién
inicial caética de la Figura 4.6, a t = 27 y t = 97, cuando el sistema se abre a la acciéon del entorno
(D =0.01).

aislada y que ilustramos en la Figura 4.6, se detiene cuando ésta alcanza la cota inferior o,
impuesta por el entorno. El detalle en la Figura 5.3 muestra la porcién de area A = 3h de la
funcién de Wigner que se encuentra marcada por el rectdngulo diminuto, a ¢ = 97. La estructura
sub-Planckiana observada en la evolucién aislada ya no esté presente: las franjas de interferencia

tienen un tamano tipico que esta por arriba de o, = 0.2.

5.3.2 Produccién de Entropia

En esta Seccion estudiamos la dependencia temporal de la tasa de produccién de entropia lineal.
La Figura 5.4 muestra la dependencia temporal de log(%) tanto para las condiciones iniciales
localizadas en islas de regularidad como para las que estan localizadas en el mar cadtico en la
Figura 4.2a y para el conjunto de parametros del sistema referido en esa misma Figura. La Figura
5.4 ilustra uno de los puntos principales que queremos establecer en esta Tesis (Monteoliva et
al., 2000; Monteoliva et al., 2001). Lo primero que se observa es una drastica diferencia entre el

comportamiento de la tasa de produccién de entropia para los casos regulares y cadticos. Para
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Figura 5.4: Evolucién de la tasa de produccion de entropia en escala logaritmica. La curva gruesa es
el exponente de Lyapunov temporal, promediado sobre la condicién inicial cadtica. La dependencia
lineal de la tasa con D se observa en el grafico superior, correspondiente a estados iniciales regulares
y durante el transitorio inicial en el grafico inferior, correspondiente a estados iniciales localizados
en el mar cadtico. En este dltimo caso la tasa se hace independiente de la difusion y es ignal al

exponente de Lyapunov (si D no es demasiado pequeno, ver el texto).

condiciones iniciales regulares la entropia es siempre producida a una tasa que es linealmente
dependiente del coeficiente de difusion D, como se observa claramente en el griafico superior en
la Figura 5.4, tal como se esperaba de la discusién de la Seccion 5.1.2. Por otro lado, para
condiciones iniciales cadticas el comportamiento es completamente diferente. A tiempos cortos la
tasa depende linealmente de D, pero este régimen inicial es rdapidamente seguido por otro donde la
tasa de produccion de entropia es independiente del valor del coeficiente de difusion. La existencia
del transitorio inicial dependiente de D no es sorprendente. En verdad. es lo que debe esperarse si
¢l aumento de entropia se debe a: (i) la destruccion de las franjas de interferencia (que inicialmente
son generadas a una tasa relativamente lenta), (ii) el crecimiento lento del area cubierta por la
parte positiva de la funcién de Wigner. Las oscilaciones, evidentes tanto en la evolucion regular
como cadtica de la tasa. tienen la {recuencia de la perturbacién armonica del potencial v estdn
relacionadas con cambios en la orientacién de las franjas de interferencia (la decoherencia es mds

efectiva cuando las franjas estdn alineadas a lo largo del eje de momentos. puesto que el término
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que la produce en la ecuacion maestra (5.1) contiene derivadas parciales en esa direcciéon) y mas
significativamente, al cambio inducido por la dindmica en el ancho de la funcién de Wigner en el
eje de los momentos.

Contrastando con este comportamiento inicial descripto en el parrafo anterior. condiciones
iniciales localizadas en el mar cadtico presentan un segundo régimen muy diferente del anterior,
donde la tasa de produccion de la entropia es independiente del valor del coeficiente de difusion D.
Mads ain, el valor numérico de la tasa oscila alrededor del exponente local de Lyapunov promediado
del sistema. Este estd representado por la curva gruesa que muestra la Figura 5.4 y se calcula
simplemente como el exponente de Lyapunov promedio sobre un conjunto de trayectorias pesado
con la distribucion inicial, tal como se indica en el Apéndice A. El resultado que muestra la
Figura 5.4 es robusto bajo cambios en las condiciones iniciales y en los pardmetros caracterizando
la dindmica y confirma la conjetura presentada por primera vez en (Zurek et al., 1994: Zurek et

al., 1995) y analizada en la Seccién 5.1.2 de esta Tesis.

Es interesante destacar que mientras la des- 7 - ' B
[ ~
cripcién presentada en (Zurek et al., 1994; Zu- i e il
b L 1
rek et al., 1995) esta cualitativamente en buen sk P 1
; R ~ 1
acuerdo con los resultados aqui presentados, los '» u |
argumentos en aquellos trabajos son demasiado ' 3 - "]
simples como para incluir algunos efectos im- vk i ]

portantes que observamos en nuestros resulta- 0 ' e : ¢

. . ) H(0)

dos. En particular la naturaleza oscilatoria de 14 =
la tasa de produccién de la entropia fue comple- 13 F s
f o |
tamente pasada por alto. Sin embargo, habien- _¢, - 7 L) 3
5 : . t -
do mencionado este punto, es aiin posible corro- i 3
borar algunos resultados importantes obtenidos 7 ' 3

2 25 3 35

en (Zurek et al., 1994; Zurek et al., 1995) para el log(D-1)

tiempo de transicion t. entre ambos regimenes. Figura 5.5: El tiempo de transicién t. entre el

Primero, analizamos la dependencia del tiempo régimen dominado por difusién y el régimen don-
de transicién con el coeficiente de difusién D. de la tasa de produccién de la entropia est4 fija-
p— da por el exponente de Lyapunov depende lineal-
Los resultados de este andlisis se muestran en P P . y P - .
mente de la entropia (arriba) y logaritmicamente
P L | =G 4
la Figura 5.5. del coeficiente de difusién (abajo). Los re-
Debido a la naturaleza oscilatoria de la ta- sultados numéricos fueron obtenidos usando los
parametros: B = 10,a = 0.5,s = 10,w = 6.106,

sa, la definicion de t. es ambigua. Aqui hemos
D = 107% (arriba), H(0) = 0 (abajo).

definido ¢, como el tiempo para el cual la tasa

llega a cierto valor luego del transitorio inicial. Como la tasa sufre un salto de dos érdenes de mag-
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nitud cuando pasa de un régimen al otro, esta definicién es razonable. Definido 1. de esta manera.
encontramos una dependencia logaritmica del tiempo de transicion con el coeficiente de difusion.
como pucde verse en el grafico inferior de la Figura 5.5. Scgundo, investigamos el comportamiento
del tiempo de transiciéon como funcién de la entropia del estado inicial. Los parametros del sistema
clegidos para este estudio fucron los de la Figura 4.2b, que permite estados iniciales contenidos
dentro del mar cadtico con entropias de hasta H(0) = 4. Los resultados obtenidos se muestran cn
el grafico superior de la Figura 5.3, donde se observa claramente una dependencia lineal de 1. con
la entropia inicial. Los resultados presentados en las Figuras 5.4 y 5.5 son robustos ante cambios
en las condiciones iniciales y otros parametros que caractericen la dindmica del sistema. Mds atn.

los mismos confirman la hip6tesis concerniente a la naturaleza de (.. discutida en la Seccién 5.1.2.

Es realmente notable que para tiempo largos (luego del transitorio) la tasa de produccién de
entropia sc encuentre fijada solamente por la dindmica, haciéndose independiente de D: Aunque
la produccion de la entropia es en si misma una consecuencia del acoplamiento con ¢l entorno. ¢l

valor de la tasa se hace independiente de él!

Existen dos limitaciones para la obtencién de los resultados aqui presentados. Por un lado el
cocficiente de difusién no puede ser muy grande: en ese caso el sistema se calienta muy rapidamente
v la entropia satura, haciendo poco confiables las simulaciones numéricas. Por otro lado, este
coeficiente tampoco puede ser muy pequeno: si ese es el caso, la decoherencia puede hacerse
muy ddébil y las franjas de interferencia persistirdn a lo largo de muchos ciclos de la perturbacion
armonica; el valor minimo de D requerido para una decoherencia eficiente pucde ser estimado
con los misinos argumentos mencionados con anterioridad: si la funcion de Wigner se extiende
sobre una region del tamano de Az ~ L & 10, se necesita una constante de difusién mavor que
Dmin = h%/L? ~ 10~% para quc el entorno sea capaz de eliminar las franjas de interferencia mas
pequenas en un periodo de la perturbacién arménica (csta no es otra que la condicion 1y <« l‘;')).
De hecho. en la Figura 5.1 se observa que cuando D = 107% la tasa de produccion de entropia ¢s
un orden de magnitud menor que la correspondiente a D = 1071, Asi. para valores de D que son
muy pequeiios la condicién de clasicalidad no es satisfecha v nunca se alcanza la fase independicnte
de D en la evolucién: la funcién de Wigner retendra una parte negativa relativamente significativa

v la decoherencia no seré efectiva.

Concluimos esta Seccion resumiendo brevemente cstos importantes resultados. Hemos mos-
trado claramente que el comportamiento temporal de la tasa de produccion de entropfa para
sistemas cldsicamente cadticos presenta dos regimenes bien diferenciados. Primero. se¢ observa un
régimen inicial donde la tasa es proporcional a la intensidad del acoplamiento entre el sistema

y su entorno. En este régimen inicial la misma se comporta de igual manera ue para sistemas
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regulares, es decir, es proporcional a D. Segundo. luego de este trausitorio inicial. la tasa entra
en un régimen donde su valor se encuentra fijado. como fue conjeturado en (Zurek et al.. 1994).
por los exponentes de Lyapunov del sistema y es independiente de la intensidad del acoplamiento
con el entorno. Ademds, es claro que para que exista este segundo régimen es necesario que el
coeficiente de difusién supere cierto valor umbral. Para valores menores del mismo la produccion
de entropia nunca se hace independiente de la intensidad del acoplamiento con el entorno. Tam-
bién mostramos que el tiempo de transicién . entre ambos regimenes depende lineahnente de la
entropia del estado inicial v logaritmicamente de la intensidad del acoplamiento entre el sistema

V $u entorno.

5.4 Decoherencia y la eliminacion del tuneleo.

En esta Seccién se estudia la eliminacion del tuneleo, que es un efecto coherente, por la decohe-
rencia. Si la interaccién con el entorno es suficientemente fuerte, la decoherencia debiera inhibir el
tuneleo de estados inicialmente localizados en islas regulares hacia las islas de regularidad relacio-
nadas por las simetrias. Este, en efecto, es el resultado observado en nuestros estudios numéricos
sobre el pozo doble sujeto a una perturbacion armoénica. Un estado inicialmente localizado en una
isla regular, en presencia de decoherencia permanecerd dentro de la misma. restableciéndose asi
la correspondencia también en estos casos.

Para sistemas integrables la ruptura de la correspondencia sucede a tiempos tan largos (es-
calean segin una ley de potencias con f) que no representan una preocupacion. Sin embargo la
mecdnica cuantica predice la posibilidad de tuneleo del estado inicial a través de la barrera de
potencial presente en sistemas biestables como el pozo doble. Este fendmeno estd prohibido
clisicamente. Es asi que nos encontramos con una ruptura de la correspondencia para estos siste-
mas regulares, también a tiempos largos, que si representa un problema pues la desviacion de las
predicciones cuanticas respecto de las clasicas es inucho mas marcada. Dado que el efecto tinel
es un fenémeno esencialinente coherente, el entorno debiera influir en la dindmica del sistema, va
que su efecto es inducir una pérdida de coherencia.

Concentramos nuestra atencion en el pozo doble simétrico con perturbacion periédica. Para
estados iniciales localizados en islas regulares la correspondencia se rompe a tiempos muy largos,
cuando el efecto tinel se hace efectivo. como fue mencionado en la Seccion 4.3. La influencia de
la decoherencia en este proceso fue investigada usando la ecuacion maestra promediada (3.26).
Al resolver esta ecuacion debemos ser cuidadosos v elegir un niimero suficientemente grande de
estados de Floquet, puesto que aunque el estado inicial puro involucra tipicamente sélo unos pocos

estados de Floquet, la decolierencia genera una mezcla que involucra a imuchos de éstos, haciendo
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crecer la entropia hasta un nivel donde todos los estados estaran ocupados con igual probabilidad

(nivel de saturacién). Llegado este punto. las simulaciones 4
numéricas se hacen poco confiables, indicando que maés esta- m!:

dos de Floquet deben ser incluidos en la base del espacio de J

Hilbert. Resolvimos la ecuaciéon maestra promediada cal- o

culando la entropia de von Neumann Hyy = —1r(o log o). 2l

corroborando que esta permanezca siempre bien por de- il

bajo de los niveles de saturacién mencionados. Para los “o ' 40 g0t/

parametros del sistema que empleamos en la Seccién 4.3.1,

Figura 5.6: Valor de expectacién

y usando esta vez 40 estados de Floquet en vez de s6lo 20, cudntico de z para el estado de la Fi-

hemos podido estudiar con precisién el proceso de tuneleo gura 4.4.

desde un estado localizado en una isla regular a la isla simétricamente relacionada. La Figura 5.6

muestra la evolucion del valor de expectacién del observable posicién. Se observa claramente que

el efecto tunel ha sido eliminado. Nétese que el valor asintético de (x), aunque pequeno, no es nulo

y puede estimarse como z, = lin . j(l ¥

10l t = 287 25|
\
5 5}
—
oo # oo § ==
-
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Figura 5.7: Evolucién cldsica (izquierda) y cudntica (de-
recha) del estado gaussiano inicialmente localizado en la
isla regular de mas a la izquierda en el espacio de fases
(ver Seccion 4.3), cuando el sistema a { = () se abre a la

accién del entorno (D = 0.01), para el caso de tuneleo.

)cQ dxzdp W (z,p,t) donde 2 es la region del espacio de

fases dentro de la isla regular en donde
estd localizado el estado inicial. El re-
sultado numeérico que muestra esta Figu-
ra es consistente con esta estimacion, lo
cual significa que una parte significativa
del estado final esta atrapada en la isla
regular inicial.

La evolucién de la funcién de distribu-
cién, que se muestra en la Figura 5.7 para
t = 287 y t = 567, ilustra el comporta-
miento descripto para el estado del siste-
ma: éste se encuentra atrapado en la isla
regular de mas a la izquierda como resul-
tado de su interaccion con el entorno. Es
interesante notar que esta situacion cam-
biaria drasticamente si la interacciéon con
el entorno fuese conectada a un tiempo

to > 0. es decir, si permitimos al siste-

ma evolucionar libremente con su Hamiltoniano propio antes de acoplarlo con el entorno. Este

procedimiento es muy sencillo de implementar cuando se estd resolviendo la ecuacién maestra




|
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promediada (3.26).

Los resultados obtenidos de esta manera

2ol t = 567 ol son muy simples e intuitivos. Si conecta-
5| 5‘ ' mos la interaccién con el entorno cuan-
| - — o .
0 - ’ o = - . do el sistema ya ha tuneleado a la is-
\
= -5} : ; 7
‘ la regular relacionada por la simetria a
10 -10}
| .
=% = 45— 35 35— la derecha de la barrera del potencial, a
— B 1 4
- = 567, el entorno simplemente retendra
i t =807 ‘ ol alli al sistema, impidiéndole tunelear nue-
5 sl vamente hacia la isla de origen. La Figu-
0 % : 0 - ra 5.8 muestra a la derecha la evolucién
-5 | -5¢ ' . s .
‘ 1 ' de la funciéon de Wigner en este caso. Por
10 -10}
= g ) 3 = S = 5 3 3 el contrario, si conectamos el entorno a

t = 287, cuando el estado se encuentra a
) mitad de camino del proceso de tuneleo,
Figura 5.8: Evolucién del estado gaussiano inicialmente

: : z - es decir, se encuentra deslocalizado en la
localizado en la isla regular de mas a la izquierda del

espacio de fases (ver Seccién 4.3), cuando el entorno region intermedia entre las islas regula-
(D = 0.01) es conectado a to = 287 (izquierda) o a to = 567 res, la decoherencia conduce a un estado
(derecha). asintético que tiene aproximadamente la
misma probabilidad a cada lado de la barrera del potencial, tal como se ilustra en la Figura 5.8,

columna izquierda.

5.5 Sensibilidad a las perturbaciones

En esta Seccion analizamos la sensibilidad de un sistema cuantico cadtico a las perturbaciones en
el potencial, estudiando numéricamente el comportamiento de My(t) para el pozo doble pertur-
bado armonicamente. Los resultados encontrados confirman ampliamente las estimaciones de la
Seccién 5.2, determindndose asi la importancia de las estructuras sub-Planckianas presentes en
la funcion de Wigner del sistema, hecho totalmente ignorado en la literatura por mucho tiempo.
En efecto, el decaimiento de Mjs ocurre cuando el desplazamiento ¢ es justamente del orden del
tamano de estas estructuras. Ademas, en presencia de decoherencia este comportamiento se ve
significativamente alterado, ya que el tamano que la estructura de la funcion de Wigner puede
alcanzar esta limitado por una escala critica que depende de la temperatura del entorno. De
esta manera alternativa la hipétesis sobre la importancia de estas estructuras de pequena escala

es corroborada. También hemos analizado la naturaleza del decaimiento, comprobando que éste
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ocurre en un tiempo determinado fundamentalmente por el exponente de Lyapunov del sistema, v
luego el ancho de la funcion M; permanece estacionario en un valor directamente relacionado con
el tamano minimo de las estructuras finas de la funcién de Wigner. Ion presencia de decoherencia
este dltimo comportamiento se limita a un cierto periodo. luego del cual el misimo se ve dominado

por la difusién.

5.5.1 Rol de las estructuras sub—Planckianas

La sensibilidad se mide a través del decaimiento de M;(1), ecuacion (5.9). para un estado |¥)
inicialmente gaussiano, de incerteza minima v localizado en una region del espacio de fases que
presenta caos, tal como se muestra en la Figura 4.2a. Los pardmetros elegidos para el sistema son
los correspondientes a esta Figura. [2s de esperar que, debido al desarrollo dindmico de estructura
fina en los estados de este sistema, desarrollo que fue ilustrado en la Seccion 4.3.2. la funcion
M;(t) decaera justamente cuando 0, ~ az 6 &, ~ ay.

Las diferentes curvas de la Figura 5.9 representan la dependencia de Mg(t) con el desplaza-
miento para dos formas particulares del mismo 6 = (d,.0) y 6 = (0.4,), a diferentes tiempos

=0, 0.57, 17, 27, 37, 57. 107 v 1i7. Los valores esperados en las miimas longitudes de onda

0p =0 0 =0
09 't 09 £
0.8 0.8t 4
0.7 { 07 ! i
06 r 06 - 1
|
05 + 05t ]
04 r 1 04t
03¢t 1 03+ -
02} 02+ !
3l 441 )
0 r 1 1
o f < . ~ ] o\ B " s |
0 0.05 01 015 0 02 0 02 04 06 08 1 1,205 1.4
Figura 5.9: Comportamiento Ms(f) = [(W(t)|D,D,|W(1))|" para desplazamientos paralelos al cje

r (izquierda) o al eje p (derecha). Las diferentes curvas corresponden a tiempos distintos,

{=0; 57 7. 27:87. 57 10%, 157 A =101

de la estructura fina fueron estimados calculando numdéricamente ¢l maximo ancho que la fun-
cién de onda |¥) del sistema alcanza al evolucionar: Az(f) = ((W(1)|2*|W (1)) — (W(1)|2|W(1))2)"/?
v Ap(t) ((W(I)|p2I\D(I)} — (¥(1) /):llJ([))e)""Q. El comportamiento de estas funciones cambia

drasticamente al tiempo { =~ 1.757. donde la funcién de onda se expande bruscamente pasando a
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ocupar gran parte del espacio de fases disponible. Los maximos valores alcanzados por Ar v Ap
son AZmer = Ax(t = 8.757) = 24468 y Apnmaer = Az(t = 11.57) = 6.7810. Con estos valores.
az = h/Apmaz = 0.0147 y ap = h/Azpqe, = 0.0408.

Puede observarse cualitativamente que el decaimiento de M; es mas pronunciado a medida que
t aumenta, y también se observa una cierta estabilizacion a partir de t = 27. El comportamiento
no es enteramente exponencial: luego del primer decaimiento la funcion revive periddicamente,
aunque cada vez que lo hace, su magnitud disminuye. Pueden entenderse estas oscilaciones ate-
nuadas de la siguiente manera: un desplazamiento de las funciones de Wigner en d, ~ a, (o
d, = a,) conducen a una interferencia destructiva en la region en donde domina la estructura sub-
Planckiana; sin embargo un desplazamiento doble producira interferencias constructivas pero, es
de esperarse, atenuadas. Ademas el periodo de estas oscilaciones debiera permitir, a cada tiempo
t, determinar la estructura minima dominante desarrollada por la funcién de Wigner del sistema,
corrigiendo los valores estimados para a; y a,. La estabilizacion observada ocurre a un tiempo
que coincide aproximadamente con el tiempo en que la funcién de onda del sistema se expande
bruscamente y pasa a ocupar gran parde del espacio de fases disponible. Es decir, este resultado
estd en acuerdo con la conjetura, pues en ese momento en el sistema comienzan a aparecer las

estructuras de escala mas pequena.

5.5.2 Escala de tiempos para la hipersensibilidad

Estas observaciones son solo cualitativas. Con el fin

de precisar la determinacion del decaimiento, defini-
mos el ancho 6,(t) como el valor de 8, para el cual
M;, (t) cae a 1/e de su valor a §; = 0 a cada tiem- \
po. De manera equivalente puede definirse 5,,(1). E \\

La Figura 5.10 muestra el comportamiento de am- \

bas cantidades con el tiempo, en escala logaritmica. 001 |

o e

Primeramente, se observa la estabilizacién del ancho 6 3 & & & & & 7

del decaimiento en ambas direcciones. Los minimos .. - .
Figura 5.10: Comportamiento temporal del

valores que los anchos alcanzan en este réminen son  apncho §,(t) (punteada)y 8,(1) (a trazos). La

b, = 0.0145 v 0, = 0.05. Estos valores se encuentran recta representa el exponente de Lyapunov
cerca de los valores de estimados para la estructura A (ver texto).

sub-Planckiana, a, = 0.0147 y a, = 0.0408 y concuerdan también con los valores observados
directamente sobre la funcién de Wigner, cuyas graficas se muestran en la Figura 4.7, donde las
longitudes de onda minimas medidas sobre los graficos son Ay 2 0.013 y A, = 0.041 (ambos valo-

res a t = 97). Segundo, se observa que antes de la estabilizacién el comportamiento del ancho es
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diferente en uno v otro caso, aunque la escala temporal en la que se aleanza la misma os Gnica.
LZs posible realizar una estimacion de esta escala temporal. que denominaremos tiempo de hi-
persensibilidad 14, siguicndo arguinentos muy simples. Siendo la funcion de distribucion asociada
al estado W) del sistema inicialmente suave, su evolucion estara en una primera etapa gobernada
por las ecuaciones clasicas. va que los términos de correccién cudntica serdan despreciables mien-
tras derivadas de mayor orden scan pequeias, es decir. mientras la funcion de Wigner no hava
desarrollado estructura a pequeiia cscala. Estas comicnzan a desarrollarse lucgo de un tiempo
determinado por el exponente de Lyapunov A del entorno. va que la funcién de distribucién se
contrac, cn alguna direccién, como exp(—Af). o bien sc estira llegando a la médxima extension
posible en ¢l espacio de fases, como exp(Af). Asi, es de esperarse que el tiempo en que Mg(/)
decac significativamente sea precisainente el tiempo que cl sistema tarde en desarrollar cstas cs-
tructuras a pequcna escala, de tamanos caracteristicos a, v a,. De esta manera, ¢l tiempo de

hipersensibilidad t5 sera
ls = A7 In(Ap(0)/a,) 6 1y =X""In(Az(0)/a,). (5.13)

siendo Az(0) (Ap(0)) la extension inicial de la funciom de distribucion en 2 (p). Dependiendo de
la dindmica de cada sisteina particular, la funcion de Wigner alcanzara masivamente la minima cs-
cala en una direccion antes que en la otra direccién conjugada. Para ¢l pozo doble arménicamente
perturbado. empleando los valores de ar v ap estimados numéricamente v un valor para ¢l ex-
ponente de Lyapunov A 1.516, la funcién de Wigner alcanza la minima escala en la direccion
2 antes que en p en ¢l tiempo ¢ 1.8047. Iste valor estd en correspondencia con los caleulos
numéricos realizados. es decir, s¢ ve en la Figura 5.10 que la estabilizacion de los anchos o, v 9,
ocurre en ¢l f, estimado. liste cdlculo es muy sensible al valor de A, Ll valor empleado es un
valor medio temporal del coeficiente de Lyapunov local promediado sobre la condicion inicial A(/)
sobre ¢l intervalo en que el comportamiento del ancho es aproximadamenie exponencial. es decir
A (/T) [ A 1516 con T = 378,

Ademas por lo argumentado en el parrafo anterior se espera que. de alguna mancera. ¢l com-
portamiento de las funciones ancho muestren inicialmente una dependencia exponencial cuyva tasa
esté dominada por el exponente de Lyvapunov. La curva inferior (puntcada) en la Figura 5.10. que
muestra la evolucién de d,(1). presenta un comportamicento inicial que coincide muy aproximada-
mente con ¢l comportainiento esperado. En efecto, su pendiente sigue de cerca una dependencia
exponencial. que estd representada aqui por la recta de trazo leno. sta tiene la pendicnte del

cocficiente de Lyapunov . La curva superior (linca a trazos) mucstra la dependencia temporal

Este valor no varia significativamente si el intervalo de integracion T se aumenta o disminuye levemente, va que

la funcion A(f) encierra un drca comparativamente pequenia luego de ¢ 27,
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de gp(f). Se observa un comportamiento inicial bastante diferente v mayores fluctuaciones aiin
despues de la estabilizacion del ancho. Estas tienen un periodo que coincide aproximadamente
con el periodo 7 de la perturbacién armonica en el potencial. Las diferencias en el comporta-
miento inicial del ancho 5,,(t) se deben 1nayormente a cambios en la orientacion de la funcion de
distribucion debidos a la dinamica. Durante el priiner periodo () < t < 7. la funcion de Wigner no
lia desarrollado atin mucha estructura v las franjas de interferencia que se van generando estaran
orientadas mayormente en alguna direccion que va variando con el tiempo. Para que un despla-
zamiento en p afecte el comportamiento de A, la orientacion de las franjas de interferencia es
importante, puesto que si éstas estan orientadas a lo largo del eje de 2 (es decir, tienen su origen
en la superposicion de partes positivas de la funcion de Wigner separadas en p) un desplazamien-
to en momentos 6, no alterard mayormente a esta funcién. Luego, para tiempos 7 < f < 27 la
funcién de Wigner se extiende muy rapidamente v hay muchas partes que de manera creciente
interfieren coherentemente independientemente de la orientacion de la misma. es decir, el patron
de interferencias ya no es tan regular, habra franjas de interferencia orientadas tanto en x como en
p. En este tramo la funcion de Wigner decae al valor en el que se estabiliza. De todas maneras es
evidente que este sistema es mds sensible a desplazamientos en = que en p, por las fluctuaciones.
Es plausible que la razén de este comportamiento sea que la dindmica genera mas rapidamente
coherencias con franjas alineadas en la direccion p. De ahi que su eliminacion sea mas eficiente
cuando los desplazamientos son en 2 y no en p, pues en este 1ltimo caso hay que esperar a que la

dinamica haga rotar las franjas mal orientadas.

5.5.3 Sensibilidad de un sistema que interactia con un entorno

Supongamos ahora que el sistema de la subseccion anterior esta sujeto a la accion de un entorno
modelado por un bano de osciladores ariménicos. Consideraremos el limite de altas temperaturas
v entornos ohmicos. cuyva ecuacidén maestra analizamos en la Seccion 3.3. Seria interesante coin-
probar ¢émo la decoherencia que induce el entorno influve en la seusibilidad del sisteina cuantico

a las perturbaciones.

La Figura 5.11 muestra la evolucién del ancho de Afs(t) definido de la misma manera que
en la Seccién anterior, 8, v 5,, para diferentes temperaturas (D = 2m~kT) del entorno D =
10735,1073,10725,1072, comenzando con la condicién inicial en la region cadtica de la Figu-
ra 4.2a y los pardmnetros correspondientes a la misma Figura. La curva inferior. de linea llena.
corresponde a la evolucién del sistema aislado de la Seccién anterior. donde la estabilizacion ocurre
aproximadamente al valor estiinado de a; 0 ap,. Inicialmente las curvas no se diferencian entre

si, puesto que la dindmica aiin no ha generado estructura suficientemente fina a estos tiempos
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tempranos. Pero luego las diferencias son muy marcadas. Lo primero que se observa es que en
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Figura 5.11: Comportamiento temporal de d:(t) y 6,(t). Las diferentes curvas corresponden a dife-
rentes valores del coeficiente de difusién D =10"*7,107*,107%7,107%, tal como se indica en el grafico.

La curva inferior, de linea llena, corresponde a la evolucion sin decoherencia D — 0 de la Seccion

anteiror. Las lineas horizontales en gris corresponden a los valores estimados de o, V2D /X a cada

valor de D.

ambas direcciones x v p, tal como esperabamos, la estructura minima desarrollada por la funcién
de Wigner es mayor a mayor valor de D. Para valores bajos de D, es de esperarse que la decohe-
rencia actue lentamente, la dindmica genera estructura fina a una tasa mavor que su destruccion
y ésta tendrd una longitud de onda menor que .. Recién luego el efecto contrarrestante de la
difusién entra en juego. Eso es lo que se observa en las curvas para D = 107%7, en donde el
aumento del valor encontrado para el ancho es gradual v recién parece estabilizarse en el tltimo
tramo de esta simulacién, a tiempos largos. A mayor valor de D los efectos de la decoherencia
se observan antes, como ¢s claro en las curvas correspondientes a D = 107%,1072? y 1072, en

orma progresiva. También, a mavor valor de D, ralor en se estabiliza el ancho se man-
fi prog Tambic vor valor de D, el valor en que se estabiliza ¢l |
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tiene por menos tiempo, va que luego la difusion termina dominando el comportamiento de la
funcién de Wigner v el sistema sdlo se comportara difusivamente, aumentando su extension por
calentamiento.

Notablemente. los valores estimados para . estan en correspondencia aproximada con los
valores en que el ancho 8, (v no 3,,) se estabiliza a cada valor de D, tal como se indica en la
Figura 5.11. El valor del exponente de Lyapunov empleado en la estimacion de o. es A = 0.5.
Esto se debe a que en presencia de la decohereucia las franjas de interferencia que sobreviven,
de longitud de onda mayor que 0., estdn mayoritariamente alineadas en direccion . es decir,
provienen de la interferencia de porciones positivas de la funcién de Wigner separadas en p.
puesto que la decoherencia es mas eficiente en la direcciéon de momentos; el término que produce
decoherencia es proporcional a d,, W, mientras que franjas de interferencias alineadas en p tendran

que esperar a que la dindmica las rote para que la decoherencia pueda eliminarlas.

Resumiendo, los resultados presentados en esta Seccidon muestran claramente el rol fundamental
que la estructura sub-Planckiana presente en la funcion de Wigner en la determinacion de la
sensibilidad de un sistema cudntico a las perturbaciones. Nuestros resultados concuerdan con
la conjetura de que desplazamientos del orden de § ~ /a, donde a = h x h/A es el tamaio
caracteristico de las estructuras de pequeia escala desarrolladas por la funcion de distribucion del
sisterna, son suficientes para inducir ortogonalidad entre los estados del mismo y determinan la
alta sensibilidad de los sistemas clasicamente cadticos. Ademds. para estos sistemas estas escalas
se alcanzan muy rapidamente, estando la escala temporal de la sensibilidad fijada por el exponente
de Lyapunov del mismo. Los resultados obtenidos para el caso de que el sistema esté sujeto a
decoherencia confirman esta hipétesis. ya que la sensibilidad del mismo se ve significativamente
alterada en este caso debido a que el tamano de las estructuras presentes en la funcion de Wigner

10 puede ser menor que el tamaio critico 0., que depende de la temperatura del entorno.






Conclusiones

Como consecuencia de las interacciones entre el sistema y el entorno, se establecen entre ellos
correlaciones de manera tal que el segundo adquiere continuamente informacion sobre el primero.
La transferencia de informacion se mide calculando la entropia de von Neumann asociada al
sistema, o alternativamente, la entropia lineal. Los resultados presentados en esta Tesis muestran
el rol central que la produccién de entropia juega en estudios de la decoherencia y hacen plausible
que la tasa de produccién de entropia durante el proceso de decolierencia pueda emplearse también
como herramienta para dignosticar caos cudntico.

Notablemente, el limite clasico inducido por el entorno es muy diferente en sistemas cuanticos
cadticos del correspondiente a sistemas regulares. Para estos tltimos la tasa de produccién de
entropia es proporcional a la intensidad del acoplamiento con el entorno. En este trabajo hemos
presentado evidencia contundente indicando que para sistemas cadticos este limite exhibe una
fuente inevitable de impredictibilidad. En efecto. la tasa a la cual la informacién se pierde en
el entorno presenta dos regimenes bien diferenciados. Primeramente ésta es proporcional a la
intensidad del acoplamiento con el entorno pero este régimen inicial es rapidamente seguido por
otro donde la tasa de produccién de entropia es independiente del mismo. La existencia del
transitorio inicial dependiente del coeficiente de difusion D se debe a que el aumento de entropia
tiene su origen tanto en la destruccion de las franjas de interferencia, inicialmente generadas a
una tasa relativamente lenta. como en el crecimiento lento del drea cubierta por la parte positiva
de la funcion de Wigner. Contrastando con este comportamiento inicial. los sistemas cadticos
presentan un segundo régimen muy diferente del anterior. donde la tasa de producciéon de la
entropia es independiente del valor del coeficiente de difusion D. Néds ain. el valor numérico de
la tasa oscila alrededor del exponente local de Lyapunov promediado del sistema que determina la
tasa de produccion de entropia de un sistema cadtico cldsico. Este segundo régimen es encontrado
siempre que el coeficiente de difusién supere cierto valor umbral. Para valores menores del misino
la produccién de entropia nunca se hace independiente de la intensidad del acoplamiento con el
entorno pues en ese caso la decoherencia puede hacerse muy débil v las franjas de interferencia

persistirdn por tiempos largos. Nuestros resultados también confirman estimaciones previas para



102 Decoherencia en sistemas caoticos

el tiempo de transicién (.. entre los dos regimenes. Iincontramos para f. resultados que indican
una dependencia lincal con la entropia inicial v logaritmica con el cocficiente de difusion.

Se concluve que para sistemas cadticos la clasicalidad emerge una vez que la decoherencia s
cfectiva pero, sorprendentemente, independientemente de la interaccion con el entorno. atn cuando
el proceso de decoherencia, causado por esta interaccion. es la fuente dltima del aumento de la
entropia. I5l entorno no juega un rol explicito en la tasa de produccion de entropia pero determina
cudndo cste régimen asintdtico es vélido. pues los exponentes de Lyapunov comienzan a regir cl
comportamiento de la dindmica en el instante en que las dimensiones de la region cubicrta por
la funcion de Wigner alcanzan el tamano critico impucesto por la intensidad de la interaccion con
el entorno. Los resultados obtenidos en el curso de nuestra investigacion han sido parcialmente
publicados en los trabajos Phys. Rev. Lett. 85, 3373 (2000) v Phys. Rev. £ 64 056238 (2001)
y representan la primera evidencia numérica solida confirmando la existencia de este régimen
dominado por la dinamica clasica.

Ademds, hemos mostrado que funciones de Wigner confinadas a un volumen A4 en el espacio de
fases clasico pueden desarrollar estructuras tan pequeiias como, pero 1o menores que, la accion a
h?/A que para sistemas macroscopicos cs sub-Planckiana. Este resultado es sorprendente. puesto
que ¢l principio de incerteza ha llevado a algunos autores a conjeturar que escalas sub Planckianas
son inexistentes o f{isicamente irrclevantes. La existencia de estructuras sub-Planckianas en la
funcién de Wigner ha sido observada por vez primera durante nuestros cstudios v los trabajos
mencionados en el parrafo anterior presentan evidencia numérica de las mmismas.

lLa saturacion de la cstructura desarrollada por la funcién de distribucién a cscalas sub-
Planckianas es una importante caracteristica que distingue las dindmicas cadticas clasicas v
cuanticas. En dindmica cldsica cadtica, la estructura mas pequena desarrollada por la funcién
de distribucion de probabilidades decrece exponencialmente, lo cual tiene immportantes consecucn-
cias para la decohecrencia. puesto que el tamano de las estructuras mas pequenas controla la
sensibilidad a las perturbaciones tanto en un sistema como en un cntorno cadtico. Sin cinbargo.
contrastando con sistemas clasicos cadticos, los sistemas cuanticos no son exponencialmente sen-
sibles a perturbaciones infinitesimales. sino mas bien, la menor perturbacion por la que pueden
ser alectados estd determinada por a. IEn nuestros estudios hemos mostrado que. contrariamente
a las conjeturas mencionadas mas arriba, las escalas sub Planckianas tienen gran nmportancia
fisica. puesto que desplazamientos del orden de § ~ h/v/'A alcanzan para inducir ortogonalidad.
determinando consiguicntemente la sensibilidad de sistemas cudnticos a las perturbaciones. lon
particular, presentamos evidencia que muestra que la cscala temporal para la sensibilidad de un
sisterna cuantico cadtico csta determinada por el exponente de Lyapunov del misino. Los resul-

tados obtenidos relacionados a nuestros estudios sobre la hipersensibilidad a las perturbaciones
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seran enviados a publicar préximamente.

Es de esperar que entornos que posean una dindmica inestable sean mucho mas eficientes
en causar decoherencia que aquellos que sean regulares, ya que estan evolucionando rapida vy
constantemente en estados deslocalizados con estructura muy fina. Si un sistema es hipersensible a
las perturbaciones, cuando actia de entorno de otro puede generar decoherencia muy eficazmente.
La escala a controla la sensibilidad de los sistemas cudnticos a las perturbaciones en el potencial
y por consiguiente, controla la eficiencia del proceso de seleccion de estados punteros inducido por

un entorno hipersensible, lo cual sefiala la emergencia de la clasicalidad.






Apéndice A

Solucion numérica de las ecuaciones

de Schrodinger y Newton

Integracion de la ecuacion de Schrodinger

La solucién numeérica de la ecuacion de Schrodinger fue obtenida recurriendo a un algoritio espec-
tral originalmente desarrollado para potenciales independientes del tiempo (Feit et al., 1982) v que
facilimente liemos generalizado para su aplicacion a sistemas dependientes del tiempo. Detallamos
a continuacion las ideas fundamentales del misino.

Supongamos que nuestro sistema es una particula cudntica en una dimensioén. cuvo Hamil-
toniano es H = p?/2m + V(x,t). entonces, la ecuacién de Schrodinger en la representacion de

posicion es

ov 1 0%V
— e e /
Wh > 5 3o + V(x, ). (A.1)

Un algoritmo para encontrar la solucion a tiempo t + dt conociendo la misma a tiempo t puec:
ser obtenido empleando el denominado split operator algorithm. que divide el operador evolucion

de la siguiente manera

" tdt
U(t.t+dt) = exp <-—f1- dt'H,:) (A.2)
- Jt
ntdt ., o1, n? dt ., :
_ W dt ot 1. R at 3
= exp <:,—2m 5 01) X exp( h[\/, + 21,(1t] dt) X cxp( S o2 ) + O(dt?).

La tltima expresion del lado derecho de esta ecuacion se obtiene expandiendo el operador exponen-
cial que define al operador evolucién. y empleando a su vez una expansion a primer orden en dt para

el potencial dependiente del tiempo. es decir aproximando Vi = V(z,t')  V(x.t)+V/(x, t)(t' —1t).
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Los términos de tercer orden cn df provienen del error al expandir los conmutadores en la expo-
nencial. ;Cudl es la ventaja de este operador evolucion? Primero v principal, este algoritino
preserva la unitaridad de la solucion al propagar la solucién un paso di. Segundo. cada exponen-
cial depende de sélo & p. lo que nos permitird, como veremos en el siguiente parrafo. el uso de
técnicas muy ecficientes para la integracion numérica de la ecuacion de Schrodinger. La primera
caracteristica es muy importante ¢n el estudio numérico que nos ocupa, va que por ¢jemplo. la
pérdida de unitaridad conlleva un incremento en la entropia. Si deseamos comparar estos resul-
tados con los correspondicntes al sistema abierto. en donde el aumento de entropia resulta de la
interaccién con el entorno. es esencial que las técnicas numéricas empleadas scan confiables en
este aspecto: de otra manera no podriamos diferenciar claramente un tipo de evolucion del otro
v ¢l anélisis serfa confuso.

Observamos ahora que la aplicacion del operador cxp(1.2"—,id.—2'(')f) sobre ¥(z.1) ¢s equivalente a

resolver la ecuacién de la particula libre para un tiempo df /2 a partir del tiempo inicial 1. ¢s decir

o 1 0%V

th— =

oS TImes (A-3)

La solucién de la ecuacién (A.3) puede obtenerse muy facilmente con la ayuda de la representacion

de Fourier de banda limitada de la funciéon de onda ¥

N/2

Y=
V(z,1 U, (f)ex {-“ nz| , A
(2.1) ; (Nexp| T ] (A1)
n-=N/[2+1
donde
d! 27 2 2 -
Wl -+ dl) = Wa(t)exp —t5— (L—0> n (A.5)

v Lo ¢s la longitud de la grilla en donde se computa ¥(2). El lado derecho de la ecuacion (A.2) ¢s
entonces equivalente a una propagacion libre sobre la mitad del incremento temporal df. un camnbio
de fase por la accién del potencial en la totalidad del incremento temporal, ¥ una propagacion
de particula libre adicional sobre la mitad del df. Si muchos factores del tipo (A.2) son aplicados
sucesivamente, pares de operadores de particula libre se combinan para formar propagacdores de
particula libre en un incremento completo df. Ll célculo se realiza entonces como una sucesion
dec propagadores de incremento completo dt aplicados en ¢l espacio de los momentos. alternando
con camnbios de fases de la funcién de onda, que se realizan c¢n el espacio de posicion. Las Gnicas
excepciones son los incrementos mitad al principio v al final del célculo.

Este procedimiento, si se lo implementa con la ayuda de algoritmos FFT (Fast IFourier Trans-

form). cs muy ecficiente pues involucra del orden de N log, N operaciones y tambicén muy preciso.



Solucion numérica de las ecuaciones de Schrodinger v Newton 107

va que las derivadas espaciales son aproximadas a orden N-ésimo en Ax. donde N es el mimero
de puntos de la grilla para ¥(x) y Az = Lo/N es el intervalo entre puntos de la grilla. La longitud
de la grilla Lo debe ser elegida suficientemente grande para que la funcion de onda sea desprecia-
ble en los bordes de la misma. Az, por otro lado, deber ser suficientemente pequeiio como para
acomodar el ancho de banda espacial de las funciones de onda. Esto ltimo puede asegurarse
monitoreando los coeficientes de Fourier y verificando que éstos sean pequenos en el borde de la
grilla en el espacio reciproco.

El incremento temporal dt debe ser elegido suficientemente pequeno para asegurar un calculo
preciso de la evolucién temporal de la funcion de onda. El criterio que guia esta seleccion se basa en
el ancho del espectro de energias, determinado por la transforinada de Fourier de (vw(x, 0)|w(z, t)).
El intervalo dt limita el ancho de banda espectral de una funcién que puede representarse por
una serie de Fourier determinada por valores muestreados. Este ancho de banda maximo es
AFE, . = w/dt. Asi, el incremento dt debe ser elegido suficientemente pequeno para acomodar al

menos la totalidad del espectro de energias de los estados ligados, 6 dt < A\f”"u donde AVp,41 €5

el maximo valor que toma el potencial para la grilla elegida. Cuando este criterio no se cumple,
apareceran errores del tipo aliasing (Stoer et al., 1991). Excelentes resultados son normalmente
obtenidos cuando dt < 7#/3AVper. Si el potencial no esta acotado, sera necesario considerar una

restriccion apropiada para aplicar el método.

Integracion de las ecuaciones de Newton

La solucién de las ecuaciones de Hamilton se obtiene recurriendo a un algoritmo simpléctico cuya
caracteristica fundamental es. al igual que en el método anterior para la ecuacion de Schrodinger,
que preserva el area (o volumen) en el espacio de fases. Para un sistema unidimensional cuyo

Haniltoniano es H = p?/2m + V(z,t), las ecuaciones de Hamilton pueden escribirse
R = {H(t).R} = L(t)R, (A.6)

donde RT = (z,p) y L(t) = {H(t), } es un operador que actiia sobre R llamado operador de Liou-
ville o Liouvilleano. De esta manera las ecuaciones de Hamilton pueden resolverse formalmente

de la siguiente manera

t+dt

R(t + dt) = el LR, (A.7)

cs decir, para avanzar la solucién un incremento temporal dt, hay que aplicar a la condicién inicial
. s . . (+dt . . s e
(la solucién en el tiempo anterior t) el operador exp(f,”~ L(t')dt'). El método simpléctico de

cuarto orden cousiste en escribir este operador como producto de tres operadores exponenciales
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que scparen la dependencia en z de la dependencia en p. tal como en la subseccién anterior para
la evolucion cudntica

(+dt t+dt t+dt (+dt
exp( [ dt’ L(t")) = exp( [ dt’ La(t")) exp( | dt’ La(1")) exp( [ dt' Li(t")) 1 O@dr'), (A.8)
t t { t

donde L;(t) = {H;, }, H; y H3 dependen sélo de p, mientras que /> depende de 2 v de 1. De
esta manera se aproxima la solucién exacta, esto es, la evolucién con el Liouvilleano L, como una
evolucién con los Liouvilleanos L), Ls v L3. Ademas, como cada Liouvilleano depende de en una
sola variable, la evolucién gobernada por cada uno dc ellos es muy sencilla vy puede calcularse
facilmente: para el caso de la dependencia en p, la coordenada p de R no cambia. pero si lo hace
z tal como lo haria una particula libre; a la inversa en caso de dependencia cn z.

De la aplicacion de L) sobre la condicién inicial Rg sc obtiene Ry = cxp[ l‘:”' L](t’)dt’] Ra,
de donde se observa que R} no es mas que la solucién de las ecuaciones de Hamilton con H = H,,
R, = {H,(p),R,}, es decir

{ &) = 8,H)(p) (A9)

» =0,
de donde

R, - ( 7, ) _ (330 + 8, Hi(po)dt ) _ (A.10)
2 Po

De manera similar se calculan R2 v Ra3, que resultan de la aplicacién sucesiva de los Liouvilleanos

con las condiciones iniciales R; v Ro, respectivamente:

Xo + a,,H](po)d( 2o 0,,”1 (po)dt -+ ('),,”3(;02)(1/
R2 = (+dt ] ] y 3= {+dt 7 ’ (Al 1)
Do — j! Or Ha(z),t")dt Po— J, OrHa(z),t")dt

Para obtener la forma de 1y, Hs v I3 deben expandirse las exponenciales en la ecuacion (A.8). Da-
da que el Hamiltoniano del problema cs cuadratico en p, ¢s natural suponer la misma dependencia
para I, y Ha, es decir Hy(p) = ap?/2m y Ha(p) = vp*/2m, debiendo solamente ajustarse las cons-
tantes de proporcionalidad a y 7. Por otra parte, como solo deseamos una aproximacion a orden 4
en dt, la dependencia temporal en L cn la exponencial central de (A.8) puede aproximarse con la
expansién de Taylor a segundo orden del integrando, La(1') & La(t) + Ly(1)(t' =) + 3 L4(0)(t' = 1)?
y recién luego expandir la exponencial. Proponiendo I12(2. 1) = BV(z,1). lucgo de mucha dlgebra
se encuentra que la ecuacién (A.8) sc satisface para a = v = 1/2 v 3 = 1. Asi, los factores
exp(éd—;) son equivalentes a la dindmica de una particula libre sobre un incremento temporal
mitad dt /2.
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Por lo dicho, nuestro algoritmo simpléctico de orden 4 se reduce a

t+dt
exp( dt’L(t')) = (A.12)
Jr

2 2
_ p° dt 1 | S P dt 4
= exp(%g) X exp((V + 58,1/'(1! + '63, Vdt)dt | x exp %? + O(dt”).

Con la aplicacién sucesiva de la expresion (A.13) los factores de los extremos se combinan de
manera de tener en realidad sélo una exponencial exp({%dt), que representa ahora la evolucion
de una particula libre en un incremento temporal completo dt. En una propagacion a un tiempo
T = m dt, solamente los extremos de la cadena de exponenciales (primera y iltima propagacién)

retendran el factor mitad dt/2.

Exponentes de Lyapunov

Los exponentes de Lyapunov en un sistema cadtico cuantifican ls divergeuncia exponencial de tra-
yectorias inicialimente vecinas. Para sistemas Hamiltonianos estos exponentes estan relacionados
con los autovalores de una matriz simpléctica. El método detallado aqui hace uso de este hecho y
sigue basicamente el trabajo de Salman Habib et al. (Habib et al., 1995).

Consideremos un sistema 2m-dimensional cuya dindmica estd gobernada por las ecuaciones

dz

— =F(z.t), A.13

= = F(z.1), (A13)
donde z = (z},22,....zm) ¥ similarmente para F. Sea zp una dada trayectoria y supongamos que

deseamos estudiar trayectorias vecinas. Podemos entonces definir desviaciones de zg, Z = z — zp,
v linealizar la ecuacion anterior. Se obtiene asi un nuevo conjunto de ecuaciones para las variables
zZ

‘fi—? = DF(zo,1)Z. (A.14)

Este método puede emplearse toda vez que el sistema de ecuaciones lineal (A.14) pueda derivarse
de un Hamiltoniano. De ahora en mas supondremos que ésta es la situacion y escribiremos
Z=(q1,92,--++4m,P1,P2; - - -, Pm), donde g; ¥ p; son las coordenadas y el momento candnicainente

conjugado respectivamente. Entonces, la ecuacion (A.14) puede escribirse

dZ
O o (H.F}ps, (A.15)

donde H es un polinomio cuadrdtico homogéneo en coordenadas y momentos. Un sistema de esta

clase es gobernado por una matriz simpléctica M que mapea las variables iniciales Z° en Z(t)

Z(t) = MZ°. (A.16)
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Sea ahora A definido por
A= 'n_mx(MM')’/?‘, (A.17)

donde M' cs la matriz traspuesta de M. Los exponentes de Lyapunov son entonces los logaritmos
de los autovalores de A (Eckmenn et al., 1985).
La matriz M satisface la ecuacién de movimiento (Dragt et al., 1983)
daM

ke JSM , (A18)
donde S es una matriz simétrica dada por
1 2m
H(Z.1) = 5 Z} Sij Z:iZ; . (A.19)
1,]=

y dondc

o 91 A.20)
T=\ o) (A.

1 es la matriz identidad de dimensién m. De esta ecuacion se deduce que la evolucion de M M!
csta dada por

;—{(MM‘) = JSMM' — MM'SJ. (A.21)

Los métodos usuales para obtener los exponentes de Lyapunov trabajan con M, que no es real ni
simétrica (de ahi la necesidad de reortogonalizacién) v que tiene elementos que crecen exponen-
cialmente. Para cvitar estas dificultades puede explotarse ¢l hecho de que M es simpléctica. de

modo que puede escribirse como (Dragt et al., 1983)
M = exp(JS,) exp(JS.). (A.22)

donde S, (S.) es una matriz simétrica que anticonmuta (conmuta) con J. Nétese que la segunda
matriz en ¢l lado derecho de la ecuacién anterior es unitaria, de mancra que MM' = exp(2J.5,).
Esta matriz MM tienc menos grados de libertad que M y sus autovectores son ortogonales.
Entonces, en vez de integrar la ecuacion (A.21) que tiene la dificultad del problema de los grandes
nimeros, enfocamos nuestra atencion sobre el exponente J.S, en la ecuacién anterior, que siendo
un exponente, no presenta esta dificultad.

El siguicnte paso es emplear una representacion explicita para exp(JS,). PPara nuestros
propdsitos ¢s suficiente restringirnos a sistemas con un espacio de fascs bidimensional. Cuan-
do estos sistemas son perturbados. representan el ejemplo mas simple de una dindmica continua

caética. Toda matriz simpléctica bidimensional puede escribirse como

M = exp(JS,) exp(JS.) = exp(u(B2 cosa + Bzsena)) exp(bBy), (A.23)
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donde a,b y u son coeficientes reales v los B; son los elementos de la base del dlgebra de Lie sp(2)

0 1 01 1 0
B, = , By = B = . .
(5 ) me( 1 )ome(20)

Entonces
MM" = exp[2u(B3 cosa + Basena)) . (A.25)
Asi obtenemos para A
A= th_}lgo exp((n/t)(B; cosa + Bzsena)] . (A.26)

Finalmente puede mostrarse facilmente que los autovalores de esta matriz son exp(=%/t). Los
exponentes de Lyapunov son entonces 4/t en el limite t — oc. Con esta conveniente eleccién de

variables, la representacién explicita de MM es

(A.27)

MM = cosh 2u + sen a senh 2p cosa senh 2u
cosa senh2u cosh 2y — sena senh 2u '

La dependencia temporal para a y p se obtiene introduciendo la expresion para AfAf' en la
ecuacion (A.21).
Si por simplicidad suponemos ahora que H en (A.19) no contiene térininos proporcionales a

gp. de manera que la matriz S tiene la forma

s 0
S= ( S ) , (A.28)
0 s

luego de un poco de dlgebra se llega finalmente al siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales

ordinarias paraa vy p

1

((Tltt = 5(322 — s11)cosa

da

g} + S99 — (892 — s11) sena coth p . (A.29)

De la condicién inicial M (0) = I, si elegimos x(0) = 0 entonces cos? a(0) = 1. es decir, a(0) = 0 6 7.
Estas ecuaciones diferenciales forman la base de nuestro método para calcular exponentes de Lya-
punov en sistemas Hamiltonianos. Deben integrarse numeéricamente paso a paso hasta encontrar
convergencia en los valores £u/t, si lo que se desea son los exponentes de Lvapunov asintéticos.
En algunas estimaciones este exponente asintdtico, independiente de la condicion inicial, es jus-

tamente lo que se desea. Sin embargo muchas veces, y en especial en las simulaciones nunéricas



112 Solucion numérica de las ecuaciones de Schrédinger y Newton

del Capitulo 5, se hard uso de un cxponente de Lyapunov temporal, definido simplemente como
A(zo,t) = 1/t, que depende de la condicién inicial. Ademas, cuando lo que propagamos es una
funcién de distribucién fo(z,p) y no una tnica condicién inicial (z, p), se obtiene en realidad una
distribucién de exponentes de Lyapunov A(z,p,!), uno para cada punto del dominio de la distri-
bucién. El exponente de Lyapunov conveniente entonces es un exponente de Lyapunov temporal

promediado, definido por

A1) = /d:cdpfo(:v,p)/\(z,p,t). (A.30)

Este exponente depende también de la condicién inicial fo(z,p), aunque para no complicar inne-

cesariamente la notacién no se lo indica.



Apéndice B
Ecuacion Maestra Promediada

En la parte periddica de la base de Floquet (cuyvas propiedades se presentan someraniente en la

Seccién 3.4.1), {|o,)}, el operador densidad reducida del sistema puede escribirse
P = |0a)(alpl@s)(0s] =) pap(t)Tas(t) (B.1)
af aj

donde I'y3(t) = |da){(@3|. Para encontrar la ecuacién que gobierna la evoluciéon temporal de este

operador, derivamos esta expresion respecto del tiempo.

p= me ) + pas(t)Cas(t) (B.2)

De las propiedades de los estados de Floquet mencionadas en la Seccion 3.4.1, -1,h|(f)(,) = (Hs -

€a)|®a), expresion que si introducimos en la ecuacion para p nos conduce a

pt) = —1 [Hs PO+ pas(t)Tas(t) + Zp(, 3(t)(ea = £3)Tas(t) (B.3)
ad
Alora bien, esta expresion para p debe ser idéntica a la obtenida via la ecuacion maestra (3.10)7.

de donde se deduce

1

Py = '1,—11,(5" - &u)Puv /( dt' g (t' ){(&u(t) [1 [7 (t—t.1). /)]] |én (1))

+

= Dl

/ A o (1) 0u()] [ {x(t = 1), p}]Jou(t))  (BA)

JO

donde los kets |o,(t)) representan la parte T-periddica del espectro de Floquet, x(t — 1'.t) =
Ut =t )zU(t =t t) y Ut = t'.t) = 3 exp(icat’)|@a(t — t')){(0a(t)|. Los operadores posicién

“La ecuacion (3.10) esta escrita en la representacion de interaccidon. mientras que la expresiéon que se necesita

debe estar en la representacion de Schrodinger.
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también pueden expresarse en esta basc periddica. quedando definidos asi coeficientes X, 5(1) que

poscen la periodicidad 7 de la perturbacién arménica del potencial
r= Z -\'uﬂ(f)ra:i“)
a3

Nas(t) = (dall)

z|s(l)) (.5)

Siendo estos coeficientes T-periddicos, pueden expandirse en series de Fourier
Naa(t) =) ™ Xagn (13.6)
n

Reemplazando las expresiones para los operadores posicién en la ecuacién maestra (13.1). se obtiene

la siguiente expresion

1 1 Cologst)
7 — 1(m+n)wt 1 $
P = (gu — -u)ppu - 3 E paﬁ((') _S_ Y dt

th 2 a3 mn 70 ga(’,)

[:FC_ Bemt’ _\’uom -Yﬁvm - e_lA'mm . '\—3"" -\’ya-rn ( 3. 7)

-1Apam!’ 3 - : - 1Agpmt’ v - 5
+ Z (e tEnam -\;mn RY nam OGU et X avn X ;3qmoau)
n

donde Agpn = £a — £3 + nwt vy €l segundo término del lado derecho de esta ecuacién representa
en realidad dos, uno con el nicleo simétrico gs v los signos de adicién superiores. el otro con el
nicleo asimétrico g, v los signos inferiores.

Consideramos ahora el limite de temperaturas altas del entorno, es decir, los nicleos de las
integrales toman el valor g,(t) = D&(1) ¥y ga(t) = 2¥6(1). con D 2m~ykpT ¢l cocficiente de
difusion v ~ la tasa de relajacion del sistema. Con csta aproximacion se llega a una ccuacion

diferencial ordinaria para p,, cuyos coeficientes son T-periddicos

. 1 —
pl“’ = 7_,1'(511 - s"u)/)lﬂ’ - D z Pa3 Z(\l(" P Zulf(x3nm

nm

al
-2 Z Pa3 Z ot bt Y;wo." (13.%)

a3 nm
A pvad3nm = (-X,uan -\.ﬁmn + -X’{)’un -\';lom) 1 Z (-\’ur]n -memfs.@:/ - -\'r;un -\‘.hm) (B())
]
Y;ula,ﬁnm = - (Aﬁun-\’u(m -Xﬁum + Auam-yﬁun-x—uam)
4 Z (Ar]crm -x’;mn-ynam 631/ 2l Ajr,m -x—oun -x,’3r]m 60;:) (B 1 0)
n

Nuestro proposito es emplear esta ecuacién maestra para cstudiar la decoherencia en el proceso de

tuncleo. Consecuentemente los tiempos de evolucion seran tipicamente largos (ver Scecién 4.3.1)
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y podemos hacer una aproximacion similar a la de onda rotante, promediando la ecuacién en un

periodo de la perturbacién del potencial T = 27 /w, es decir, % N dter ™ty (1) = G0 (T)0m.—n
. Gag(T)=0as(0 . .

Ay } fOT dtpap(t) = M(—), donde o denota el promedio temporal en un periodo T del operador

p. Si ademds recordamos que Y, exp(inw(t — t')) = §(t — t') pueden calcularse las sumas

n

T [ . .
szlmnxno—ndﬂu = ;‘/0. dt(¢ll|$|¢0)<¢ﬁlzl¢u) = ( ((D,,l-’l?|¢n)(@ﬂ|-'17|¢')u> ) (Bll)
n

Introduciendo todas estos resultados en la ecuacién (B.10), y suponiendo ademas que D > A,g,y
Vafn (esta hipétesis es generalmente valida en el limite de altas temperaturas, ya que D ~ T
mientras que ¥ ~ 1/T, y en particular, durante nuestras simulaciones numeéricas hemos corrobo-
rado que la desigualdad se cumpla) se llega a la ecuacion maestra promediada (3.26) de la Seccién
34.2.
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