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Resumen

El problema de coloreo de grafos, PCG, es uno de los problemas clasicos de la teoria de grafos y
es estudiado desde el siglo XIX. Mds alld del interés tedrico, tiene una significativa importancia
practica debida a las numerosas situaciones de la vida real en las cuales surgen problemas que
pueden ser modelados como un problema de coloreo de grafos.

PCG pertenece a la clase de problemas NP-Hard, es decir que no se conoce un algoritmo poli-
nomial para resolverlo. Existe en la bibliografia gran cantidad de trabajos proponiendo algoritmos
para su resolucién, especialmente heuristicas y en menor medida algoritmos exactos.

Como muchos problemas de Optimizacién Combinatoria, PCG se puede modelar como un pro-
blema de programacidn lineal entera. Los algoritmos Branch-and-Cut son la herramienta més efec-
tiva que se conoce para resolver un modelo de programacién lineal entera. En particular, las im-
plementaciones que usan desigualdades validas del poliedro asociado al modelo han mostrado ser
las mas efectivas. Tal vez una de las mayores dificultades de este abordaje se presenta cuando el
problema de programacién lineal entera tiene la propiedad de simetria, es decir que existen multi-
ples soluciones con el mismo valor de la funcién objetivo. En estos casos, los algoritmos habituales
disminuyen en gran medida su performance.

El objetivo de esta tesis es abordar la resolucién del problema de coloreo de grafos mediante
modelos de programacién entera binaria que parcialmente eliminen soluciones simétricas. Con este
fin, proponemos varios modelos que tratan la simetria del problema con diferentes criterios. Es-
tudiamos los poliedros asociados a estos modelos y desarrollamos e implementamos un algoritmo
Branch-and-Cut donde utilizamos este estudio poliedral y estrategias particulares que guian la
busqueda evitando explorar sobre soluciones simétricas. Se presentan resultados que demuestran
que este algoritmo es capaz de competir exitosamente con los algoritmos exactos conocidos.



Abstract

The graph coloring problem, PCG, is perhaps one of the oldest and most well-known problems in

graph theory. Nowadays, it arises in many applications such as scheduling, timetabling, electronic
bandwidth allocation and sequencing.

PCG is known to be NP-hard for arbitrary graphs. The practical importance of the problem
makes neccesary to devise algorithms capable of solving, in acceptable computational times, medi-
um to moderate instances arising in real-world applications. A lot of work has been spent in an
attempt to develop efficient algorithms for the problem, mainly by using heuristic techniques to

deal with large instances. Relatively few methods for solving the problem exactly can be found in
the literature.

Like most optimization problems on graphs, PCG can be formulated as a linear integer pro-
gramming problem. LP-based Branch-and-Cut algorithms are currently the most successfull tool to
deal with these models computationally. However, the amount of research effort spent in attempts

to solve PCG by this method is not comparable with that devoted to other problems, like TSP or
maximum stable set.

If the integer programming formulation exhibits symmetries, i.e. many solutions exist with the
same optimal value, it turns out that Branch-and-Cut exhibts poor performance even for small
instances. The classical models for PCG suffered from this problem.

In this thesis, we present new integer programming formulations that reduce the number of
feasible symmetrical solutions. We develop a polyhedral study of the polytope associated with the
proposed models in order to derive families of facet-defining inequalities.

Branch-and-Cut implementations that take advantage of the particular structure of the prob-
lem under consideration have proved to be the most successfull. In this sense, the use of cutting
planes arising from a polyhedral study of the feasible solution set allowed many instances of hard
combinatorial optimization problems to be solved to proven optimality for the first time. We de-
velop a Branch-and-Cut algorithm based on our theoretical polyhedral results. We also take into
account many others factors like preprocessing, search and branching strategies, lower and upper
bounds and streghthening of the LP-relaxation. We present computational results showing that our
algorithm performance is successful when compared to known exact algorithms.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Un Poco de Historia

Hay problemas de la fisica, quimica, genética e informatica, que pueden ser modelados como
problemas en grafos. Sin embargo, este concepto tiene su origen en una anécdota pueblerina. Debe-
mos remontarnos al siglo XVIII para encontrar la nocién de grafo como un modelo matematico que
permite analizar y resolver muchos problemas de la vida real.

La ciudad de Kodnigsberg, Prusia, estd atravesada por el rio Pregel. En su curso, se encuentra
una isla a partir de la cual el rio se ramifica en dos. Existian 7 puentes que permitian pasar de
una parte a otra. Los habitantes de Konigsberg se preguntaban si seria posible realizar un paseo
atravesando cada uno de los puentes una nica vez. Fallidos intentos hacian pensar que ésto no era
posible pero no se tenia certeza que asi fuera. Fue en 1736 cuando el famoso matematico Leonhard
Euler pudo asegurar que no era posible tal recorrido. El modelo matemaético usado asociaba a cada
zona de tierra firme un punto (vértice) y a cada puente una linea (arista) que unia los correspon-
dientes puntos. El problema se tradujo en encontrar un recorrido por los vértices que pase una y
s6lo una vez por cada arista. Cualquier configuracién de vértices y aristas es lo que conocemos hoy
como grafo. Euler fue mds alld del problema de los puentes de Koénisberg y dié condiciones sobre
la estructura de un grafo para que exista tal tipo de recorrido.

Tal vez el problema que més contribuyé al crecimiento de la teoria de grafos fue el problema
de los 4 colores. En el afo 1852, Francis Guthrie observé al colorear un mapa de Inglaterra que
le bastaban 4 colores alin en el caso que dos regiones vecinas no pudieran ser coloreadas con el
mismo color. Intrigado, escribe una carta a su hermano Frederick, discipulo del matematico De
Morgan, planteandole la inquietud de si cualquier mapa dibujado en una hoja de papel tendria esta
propiedad. Fredrick y De Morgan intentaron dar una respuesta matematica al problema. Pero, si
bien no pudieron dibujar un mapa que requiriera al menos 5 colores, tampoco pudieron demostrar
que 4 colores bastaban. El 23 de Octubre de 1852, De Morgan escribe una carta a Hamilton
explicando el problema que termina diciendo:

If you return with some very simple case which makes me out a stupid animal, I think I must
do as the sphynz did...

De Morgan no logré despertar el interés de Hamilton quien respondié que no disponia de tiempo

1



Introduccién

para dedicarse al tema.

* A fines del siglo XIX. la comunidad matemadtica comenzd a tratar el problema. En 1878 apare-
ci6 la primera referencia escrita debida a Cayley en The Royal Geographical Society, quien también
explicé ante la London Mathematical Society las dificultades encontradas hasta el momento para el
tratamiento del problema.

En 1879, Alfred Kempe [52] publica en American Journal of Mathematics la primera demostracién
del problema que fue considerada correcta. Sin embargo, en 1890 Percy John Heawod [44] encuen-

tra un error en los argumentos usados por Kempe y contribuye con el resultado que 5 colores son
suficientes para colorear un mapa.

Durante muchos anos diversos investigadores abordaron el tema. Hubo infructuosos intentos de
demostracién, pero muchos de ellos aportaron resultados parciales o formulaciones equivalentes que
enriquecieron la teoria. Recién en 1976, Wolfgang Haken y Kenneth Appel (2, 3] logran demostrar
la conjetura con la ayuda de una computadora. Su demostracién estd basada en conceptos que ya
habian sido utilizados por Kempe, Heawod y Heesch en sus fallidas demostraciones: reducibilidad y
descarte. Esencialmente, si la conjetura fuera falsa ninguna configuracién entre 1478 posibles podria
aparecer en el mapa contraejemplo (reducibilidad). Sin embargo, se demuestra que el mapa contiene
alguna de las 1478 configuraciones (descarte) llegando a una contradiccién. El procedimiento de
reducibilidad y descarte de los 1478 casos fue efectuado con una computadora. Esta metodologia
no fue aceptada universalmente como una demostracién ante la dificultad de verificar la validez
del razonamiento de la computadora. En 1997, Robertson, Sanders, Seymour y Thomas [70] logran
reducir a 633 las configuraciones a tener en cuenta y utilizan un procedimiento computacional més
transparente que es aceptado como una demostracién formal de la conjetura.

De la misma manera que el problema de los puentes de Konisberg, el problema de los 4 colores
puede ser modelado como un problema de grafos. Basta asignar un vértice a cada pais y una ariste
entre vértices que correspondan a paises fronterizos.

Pero la historia no termina con la coloracién de un mapa. A partir de la conjetura de los 4 colores
que desperté durante muchos afios el interés de los investigadores, se desarrollé el drea de teoria de
grafos. Entre los muchos problemas estudiados surgié una natural extensién del problema de los 4
colores: el coloreo de un grafo. Un coloreo de un grafo es cualquier asignacién de colores a los vértices
de tal manera que vértices conectados por una arista no comparten el mismo color. Es inmediato
plantearse la pregunta: ;cudl es la cantidad minima de colores necesarias para colorear un grafo y
cémo colorear el grafo con esa cantidad de colores? Este es el conocido problema de coloreo de grafos.

No se ha encontrado aln una respuesta tedrica a esta pregunta para cualquier configuracién de
un grafo. Los resultados tedricos de la literatura podemos encuadrarlos en dos tipos. Por un lado
aquellos que han caracterizado familias de grafos para las cuales se puede establecer la cantidad
minima de colores y, en algunos casos, cémo colorear con esa cantidad de colores. Por otro lado,
resultados que brindan cotas superiores e inferiores para grafos generales o con algunas propiedades
particulares. El libro de T. Jensen y B. Toft (48] es una excelente referencia para el estudio de los
resultados tedricos sobre el problema de coloreo de grafos.
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Mas alla del interés tedrico que puedan tener los problemas en grafos, muchos de ellos y en
particular el problema de coloreo de grafos tienen una significativa importancia practica. En la
siguiente Seccién describimos algunos problemas de la vida real que pueden ser modelados como
un problema de coloreo de grafos.

1.2. Aplicaciones del Problema de Coloreo de Grafos

Son numerosas las situaciones de la vida real en las cuales surgen problemas que pueden ser
modelados como un problema de coloreo de grafos. A continuacién mencionaremos algunas.

= Asignacion de Horarios

Supongamos que queremos asignar turnos para el dictado de un conjunto de materias. Clara-
mente debera considerarse que dos materias dictadas por el mismo profesor no podrén ser
asignadas a turnos que se superpongan. El mismo argumento es aplicable a materias dictadas
a un mismo grupo de estudiantes. El problema de determinar el minimo nimero de turnos
para dictar todas las materias es equivalente al problema de coloreo en el grafo que resulta de
considerar un vértice por cada posible materia-turno y una arista por cada incompatibilidad
horaria. Asociando los turnos a colores, es inmediata la equivalencia de los problemas.

Este problema se encuadra dentro de una clase mas general que es el de programacién de
actividades que deban ser ejecutadas por méquinas y/o personas. El objetivo es encontrar la
cantidad minima de méaquinas y/o personas necesarias para realizar un conjunto de tareas. El
caso més sencillo es cuando cualquier tarea puede ser realizada por cualquier maquina/persona
y existen ciertas incompatibilidades entre las tareas que impiden que éstas sean realizadas en
la misma méquina. Por ejemplo, si dos tareas deben ser realizadas en el mismo horario. Este
problema ha sido tratado por muchos investigadores, entre los cuales podemos mencionar los
trabajos de Leighton [57] y Werra [27].

» Asignacion de Frecuencias Radiales

Consideremos un conjunto de usuarios (radios o particulares) del espectro electromagnético
a los cuales hay que asignar frecuencias. Para evitar interferencias, las zonas geograficamente
cercanas deberan tener distintas frecuencias mientras que aquellas que se encuentren suficien-
temente lejos podran compartirlas. Determinar cémo asignar el minimo nimero de frecuencias
necesarias para suplir los requerimientos de todos es equivalente al problema de coloreo de
grafos. Basta considerar un vértice por cada usuario y una arista entre dos vértices cuando
la distancia geogréfica entre los usuarios es inferior a una distancia establecida para evitar
interferencias. Si cada frecuencia es identificada con un color, encontrar la minima cantidad
de colores para colorear el grafo resuelve el problema.

En la préactica pueden surgir algunos otros requerimientos y/u objetivos. Por ejemplo, los
usuarios pueden tener restricciones sobre el uso de las frecuencias. Ademads, ante una situacién
en la que sea imposible evitar interferencias, es de utilidad saber cial es aquella asignacién
que minimiza la probabilidad global de que se produzca una interferencia. La aplicacién de

modelos matematicos basados en coloreo para resolver el problema fueron introducidos por
Metzger [65].
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En (43}, Hale presenta un estudio del problema, sus extensiones y la relacién con el problema
de coloreo. Ademas introduce generalizaciones del problema de coloreo que han dado origen
a una basta teoria y resultan ser modelos aplicables a muchas de las variantes del problema

de asignacion de frecuencias. Mds recientemente, la tesis de Koster [54] brinda un excelente
estado del arte del tema.

= Asignacion de Registros

Durante la ejecucién de un programa, las variables que se encuentran en los registros de
memoria pueden ser accedidas mas rapidamente que aquellas que no se encuentran en los
mismos. En la mayoria de los casos, la cantidad de variables supera el nimero de registros
disponibles, por lo cual un registro debera ser usado en distintos tiempos de ejecucién por
diferentes variables. Con el objetivo de minimizar el tiempo de ejecucién, es fundamental que
aquellas variables a las cuales deba accederse dentro de un mismo periodo corto de tiempo
estén accesibles en los registros de memoria. Es decir, es necesario minimizar los accesos a
memoria fuera de los registros. Se puede crear un grafo con un vértice por cada variable del
programa y aristas entre vértices que correspondan a variables necesarias en un mismo periodo
de tiempo. Si identificamos cada registro con un color, cualquier coloreo del grafo brinda una
posible relacién variable-registro que no asigna un mismo registro a variables requeridas en
igual periodo. Si el minimo nimero de colores necesario para colorear el grafo es inferior a la
cantidad de registros disponibles, se optimiza el uso de la memoria. Debido al interés préctico
de esta aplicacién, hay numerosos trabajos asi como variaciones del problema. (Chaitin [12],
Chow [14], Briggs et al. [11]).

1.3. ;Es Dificil Colorear un Grafo?

Hasta aqui hemos hecho un poco de historia sobre el origen del problema de coloreo y de las
actuales aplicaciones practicas del mismo. Como consecuencia de esta relevancia practica, tiene
especial interés la pregunta: ;Qué podemos hacer para encontrar un coloreo de un grafo que utilice
la cantidad minima de colores?.

Todo coloreo de un grafo puede pensarse como una asignacién entre V, el conjunto de vértices,
y el conjunto {1,...,n} donde n = |V|. Entonces, el conjunto de todos los coloreos de un grafo
tiene cardinal finito y el problema de coloreo de grafos se reduce a buscar en un conjunto finito
de elementos, uno que utilice la cantidad minima de colores. Esta propiedad puede llevarnos a la
conclusién errénea que el problema puede ser resuelto por simple enumeracién de las soluciones.
Sin embargo, si bien el nimero de coloreos es finito, puede ser tan grande que enumerar todos los
coloreos en busca del mejor resulte practicamente inviable.

La Optimizacién Combinatoria es una 4rea de la Investigacién Operativa que estudia los pro-
blemas con la particularidad que el conjunto F de soluciones donde se busca el 6ptimo es finito pero
grande. Més precisamente, sea N = {1,...,n} un conjunto finito, F una familia de subconjuntos
de N y una funcién f : F — R. Un problema de Optimizacién Combinatoria busca el dptimo
(méximo o minimo) de f(S) entre los elementos S € F. Caracterizar los elementos de F de mu-
chos problemas suele ser sencillo. Diferentes érdenes de un conjunto de elementos, apareamientos
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entre elementos de dos conjuntos, circuitos de rutas entre ciudades, coloreos de un grafo, entre otros.

Para resolver un problema necesitamos de un algoritmo, es decir de un procedimiento sin am-
bigiiedades que consiste de una sucesién finita de pasos a realizar en un orden especifico. Para los
problemas de Optimizacién Combinatoria, la enumeracién de los elementos de F' constituye un
algoritmo. Sin embargo, si el cardinal de F es grande, es claro que éste no es un método préctico ni
eficiente. Pero, ;Cuando consideramos a un algoritmo eficiente? La teoria de complejidad fue inicia-
da por Cook en 1971 [20] y establecié criterios para decidir si un algoritmo resuelve un problema de
manera eficiente. Se considera que un algoritmo es eficiente si encuentra la solucién de tal manera
que, en el peor de los casos, el tiempo requerido (nimero de operaciones elementales) estd acotado
por un polinomio en la medida de los datos de entrada. Son los llamados algoritmos polinomiales.
Hay problemas para los cuales se dispone de un algoritmo polinomial. Estos conforman la clase P.
Tal es el caso del problema de flujo méximo, el camino mds corto entre dos ciudades, entre otros.

Muchos problemas de Optimizacién Combinatoria pertenecen a una clase de problemas aparente-
mente dificiles desde el punto de vista computacional. Esta clase es denominada NP-Hard en la
teoria de la complejidad. Para estos problemas no se conoce un algoritmo que encuentre la solucién
en tiempo polinomial. Sin embargo, si para alguno de estos problemas se encontrara un algoritmo
polinomial, esto implicaria que muchos otros problemas también podrian ser resueltos en tiempo
polinomial. Entre los problemas de la clase NP-Hard, podemos mencionar el problema de coloreo
de grafos [51], el problema de mdzimo conjunto independiente (encontrar la mayor cantidad de
vértices de un grafo donde todo par de vértices no estd conectado por una arista) y el problema de
camino hamiltoniano (encontrar la manera de recorrer todos los vértices de un grafo pasando una
y sblo una vez por cada uno). El libro de Garey y Johnson {34} y el de Papadimitriou y Steiglitz
[69] son buenas referencias donde se pueden encontrar los conceptos de complejidad y una extensa
clasificacién de problemas.

Hemos senalado que el problema de coloreo de grafos pertenece a la clase NP-Hard. Sin embargo,
como ocurre con muchos otros problemas, ciertas particularidades del grafo hacen que resulte més
sencillo resolver el problema. Por ejemplo, si todo par de vértices de un grafo estan conectados por
una arista, se necesitan tantos colores como vértices tenga el grafo para colorearlo. No es éste el
unico caso, hay caracterizadas otras familias de grafos para las cuales se dispone de un algoritmo
polinomial para resolver el problema. En [34] se presentan varias de estas familias.

Esencialmente, la resolucién de los problemas que pertenecen a la clase NP-Hard esta enfocada
desde dos puntos de vista. Por un lado, con algoritmos que si bien no garantizan encontrar el
dptimo brindan buenas soluciones en tiempos razonables. Estos son denominados algoritmos de
aproximacion y algoritmos heuristicos. Por otro lado, si bien la pertenencia a la clase NP-Hard
indica que el tiempo requerido para encontrar la solucién éptima puede resultar prohibitivo, los
algoritmos exactos no son dejados de lado. La posibilidad de resolver en forma exacta instancias
cada vez mas grandes aumenta debido al desarrollo de mejores algoritmos exactos y a la aparicién
de nueva tecnologia. El problema de coloreo de grafos ha sido abordado bajo los dos enfoques que
hemos mencionado. En el préximo capitulo haremos una resefia de los mismos.
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1.4. Objetivo de la Tesis

Muchos problemas de Optimizacién Combinatoria pueden ser modelados como problemas de
programacién lineal entera. En estos modelos el objetivo es buscar el éptimo de una funcién lineal
donde algunas o todas las variables estdn restringidas a ser enteras y deben verificar un sistema
de desigualdades lineales. Si en particular las variables deben tomar valores 0 6 1, se denomima
problema de programacién lineal entera binaria.

Dado un problema de Optimizacién Combinatoria asociado a una conjunto F, para cada ele-
mento S € F podemos considerar su vector caracteristico X5, es decir X7 =1sii € S y 0 en caso
contrario. Si la condicién de pertenencia a F' puede ser expresada como inecuaciones lineales en las
variables X5 y la funcién f a optimizar es lineal, la modelizacién del problema como un problema
de programacién lineal entera es directa.

Si bien el problema general de programacién entera pertenece a la clase NP-Hard, la gran can-
tidad de trabajos en el drea permite contar con herramientas que posibilitan dia a dia resolver
eficientemente instancias correspondientes a problemas de la vida real. En particular, las técnicas
Branch-and-Cut basadas en la teoria poliedral han demostrado ser una de las mejores para tratar
este tipo de problemas. El problema del viajante [68], conjunto estable [67] y orden lineal [39] son
algunos de los ejemplos exitosos de la aplicacién de esta metodologia.

Cuando en un problema de programacién lineal entera existen miiltiples soluciones con el mismo
valor de la funcién objetivo, los algoritmos habituales disminuyen en gran medida su performance.
En el Capitulo 3 analizamos con més detalle esta afirmacién

En el caso del problema de coloreo de grafos, hay muchos coloreos que utilizan la misma canti-
dad de colores. Basta pensar que a partir de un coloreo que usa k colores, cualquier eleccién de un
subconjunto de cardinal k del conjunto {1,...,n} es un coloreo con k colores. Es decir que, debido
a la indistinguibilidad de los colores, para cada k hay por lo menos (:) coloreos que pueden ser
considerados equivalentes o simétricos. Por otro lado, también puede ocurrir que un vértice pueda
tener mas de una alternativa de asignacién de color usando la misma cantidad total de colores. De-
pendiendo de la estructura particular del grafo, esto puede dar origen a un nimero muy grande de
coloreos simétricos. Ahora bien, si todos los coloreos simétricos estan representados por soluciones
factibles del modelo de programacién lineal entera y no se contempla una manera de diferenciarlas
o eliminarlas, la simetria se transmite al modelo.

El objetivo de esta tesis es abordar la resolucién del problema de coloreo de grafos mediante
modelos de programacion entera binaria que parcialmente eliminen soluciones simétricas. Con este
fin, proponemos varios modelos que tratan la simetria del problema con diferentes criterios. Es-
tudiamos los poliedros asociados a estos modelos y desarrollamos e implementamos un algoritmo
Branch-and-Cut donde utilizamos este estudio poliedral y estrategias particulares que guian la
biisqueda evitando explorar sobre soluciones simétricas. A este nuevo algorimto lo denominamos
BC-Col.

El trabajo estd dividido en 7 Capitulos. En el Capitulo 2 hacemos una resefia de algunos de
los algoritmos para colorear un grafo que han sido propuestos en la literatura. Estdn clasificados
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en dos grandes categorias: heuristicos y exactos. Como nuestro enfoque es modelar el problema de
coloreo con un problema de programacién lineal entera binaria, en el Capitulo 3 introducimos los
conceptos bésicos de la programacién lineal entera binaria y describimos los principales algoritmos
usados para su resolucién. En el Capitulo 4 proponemos varios modelos de programacién entera
binaria para el problema de coloreo de grafos. Los modelos presentados difieren en la manera de
eliminar soluciones simétricas. Hacemos un andlisis de las ventajas y desventajas de cada uno de
ellos. Algunos eliminan mdés soluciones que otros, sin embargo, observamos que esto no garantiza
la supremacia de un modelo sobre el otro desde el punto de vista de un estudio poliedral ni al-
goritmico. En el Capitulo 5 se presenta un estudio poliedral de uno de los modelos del Capitulo
4. El conocimiento del poliedro asociado a un modelo de programacién lineal entera juega un rol
fundamental en el desarrollo de algoritmos eficientes. Los resultados de este Capitulo constituyen
uno de los ejes principales de nuestro algoritmo BC-Col, un algoritmo Branch-and-Cut que presen-
tamos en el Capitulo 6. Alli detallamos los procedimientos y las diferentes alternativas que fueron
consideradas dentro del esquema general de un algoritmo Branch-and-Cut. El comportamiento del
algoritmo es analizado en el Capitulo 7 sobre grafos generados al azar y sobre el conjunto de ins-
tancias de DIMACS [29] [19], libreria de grafos provenientes de distintas fuentes utilizada por los

investigadores para testear nuevos algoritmos. Finalmente, en el Capitulo 8 concluimos con futuras
lineas de investigacién.

En la préxima seccién introducimos la notacién y conceptos bdsicos de la teoria de grafos y
poliedros que usaremos en esta tesis.

1.5. Definiciones Basicas y Notacién

Un grafo G = (V, E) consiste de un conjunto V de vértices y un conjunto E de aristas. Cada
arista es un par no ordenado de vértices. El nimero de vértices de G lo notaremos n y m al nimero
de aristas.

Si [u,v] € E, llamamos a u y v los extremos de la arista. Un vértice v es adyacente a otro vértice
u si la arista [u,v] € E.

La vecindad de un vértice v es el conjunto N(v) de todos los vértices adyacentes a v. El grado
de v, §(v), es el cardinal de N(v). Si §(v) = 0, se dice que el vértice v es aislado. Si §(v) =n -1,
se dice que el vértice v es universal.

Un grafo G es completo si todo par de vértices es adyacente. La densidad de un grafo G = (V, E),
dens(G), es el porcentaje de aristas que tiene G respecto de un grafo completo con igual cantidad
de vértices, es decir dens(G) = 100(2|E|/|V|(|V| - 1)).

Dado V' C V, denotamos por G[V’] al grafo cuyo conjunto de vértices es V' y el conjunto de
aristas es el subconjunto de E cuyos extremos son vértices de V'. A G[V'] se lo denomina subgrafo
inducido por V.

Sea K C V. K es una cligue si G[K] es completo. Diremos que la clique es maximal si no existe
v € V\K tal que v es adyacente a todos los vértices de K. Una cliqgue es maxima si no existe una
cligue maximal de mayor cardinal. Denotamos por w(G) al cardinal de una cliqgue maxima de G.

Sea I € V. I es un conjunto independiente si G[I] no tiene aristas. Diremos que el conjunto
independiente es maximal si no existe v € V\I tal que v no es adyacente a los vértices de I.
El conjunto independiente es maximo si no existe una conjunto independiente maximal de mayor
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cardinal. Denotamos por a(G) al cardinal de un conjunto independiente maximo de G.

Sea P, C V, P, = {v1,...,v}. Pr es un camino si G[P] tiene las aristas [vj,vi4+1] para
i=1,...,k -1y ninguna otra arista entre vértices de F.

Sea Cx C V, Cx = {v1,...,u}. Ck es un ciclo si G[Cy] tiene las aristas [vy, k), [vi,vi+1] para
i=1,...,k—1. Si no existe ninguna otra arista entre vértices de Cy, entonces se denomina agujero.

Decimos que G = (V, E') es el grafo complemento de G = (V,E) si [u,v] € E' si y sélo si
[u,v] ¢ E .

Un grafo G es conexo si para cualquier par de vértices u,v existe una secuencia u, v1,..., Vv
tal que [u,vi),[vi,vi+1] parai=1,...,k =1y [v,u] € E.
Sean I; C V conjuntos independientes para todo ¢ = 1,...,r. F = {I1,...,1I;} define una

particién en conjuntos independientes de V si y sélo si I; N I; = @ para todo i # j y ademis
UI_,Ji = V. Si para algiin par de indices %, j se satisface que I;NI; # @ entonces F es un cubrimiento
en conjuntos independientes de V.

Sean K; C V cliques paratodoi=1,...,7. F = {K},..., K;} define una particién en cliques
de V si y sélo si K;N K; = 0 para todo i # j y ademés Uj_, K; = V. Si para algin par de indices
i, se satisface que K; N K; # 0 entonces F es un cubrimiento de cligues de V.

En esta tesis asumiremos que los grafos son conexos y no completos.

Un coloreo de G es una asignacién entre V y el conjunto {1,...,n} (colores) de manera tal que
dos vértices adyacentes no reciben el mismo color.

Un (k)-coloreo de G es un coloreo que utiliza k colores distintos. El nimero cromaético de G,
x(G), es el menor k para el cual existe un (k)-coloreo de G. Un (k)-coloreo de G define una particién
en conjuntos independientes de V' que tiene cardinal k.

Un poliedro P C R™ es el conjunto de puntos que satisfacen un nimero finito de desigualdades
lineales, es decir P = {z € R": Az < b} con A € R™" y b € R™.

Sea S C R™. Un punto z es una combinacién convexa de puntos de S si existen z,z3,...,Zx € S
tal que = = Zi;l AiT; con Z:-;l Ai=1ly )\ >0paratodoi=1,...,k. La cdpsula convexa de
S, conv(S), es el conjunto de todas las combinaciones convexas de puntos de S. Equivalentemente,
conv(S) es el menor poliedro que contiene a S.

Un conjunto de puntos z;,z3,...,zr € R® es afinmente independiente si la Unica solucién de
Z:;la,-:ci =0y Z:-;lai =0esa; =0paratodoi=1,...,k.

Un poliedro P C R" tiene dimensién k si el nimero maximo de puntos afinmente independientes
en Pes k+1.

La desigualdad wz < mp es una desigualdad vélida para P si 7z < mp para todo =z € P. Una
desigualdad vélida define una cara de P si el poliedro F = {z € P : mz = mo} # 0. Una cara se
llama faceta si dim(F) = dim(P) — 1. La cantidad de caras de P es finita.



Capitulo 2

Algoritmos para el Problema de
Coloreo de Grafos

El problema de coloreo de grafos ha sido abordado por muchos investigadores. Dependiendo de
la aplicacién y del objetivo buscado, han sido propuestos una gran variedad de modelos y técnicas.
Esto es una natural consecuencia de la pertenencia del problema de coloreo a la clase NP-Hard.
Como ya hemos mencionado en el Capitulo anterior, los métodos de resolucién estdn encuadrados
en dos grandes familias: algoritmos heuristicos y algoritmos exactos. En este Capitulo presentamos
los principales enfoques algoritmicos del problema, dejando para el Capitulo 4 el abordaje del
problema desde el punto de vista de programacién entera que es el objetivo principal de esta tesis.

2.1. Algoritmos Heuristicos

En muchos problemas de la vida real se requiere tomar decisiones que no pueden esperar y que
no siempre es imprescindible que sean éptimas. Si no se dispone de un algoritmo exacto eficiente
o la instancia es lo suficientemente complicada, no puede encararse la resolucién del problema es-
perando obtener el éptimo. Es en estos casos donde las heuristicas juegan un rol fundamental.

Los algoritmos heuristicos son técnicas que permiten obtener buenas soluciones, no necesaria-
mente dptimas, en tiempos razonables. En general, poco puede decirse de la proximidad al 6ptimo
de la solucién obtenida. Si el algoritmo asegura una cota superior del error cometido, se denomi-
na algoritmo aproximado. En estos casos se tiene cierta garantia de la calidad de la solucién que
permite evaluarla con mayor certeza. Al desarrollar un algoritmo heuristico es conveniente que
garantice buenas cotas superiores. Sin embargo, Garey y Johnson [34] han demostrado que si ex-
istiera un algoritmo polinomial para el problema de coloreo de grafos que usara a lo sumo cx(G)
colores (¢ > 1), entonces existirfa un algoritmo polinomial para determinar x(G).

A pesar de la falla en conseguir el éptimo o de poder garantizar buenas cotas superiores,
son algoritmos importantes por varias razones. Por un lado, proveen soluciones aceptables a una
gran variedad de problemas dificiles para los cuales los algoritmos exactos conocidos son incapaces

9
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de dar una solucién en tiempo razonable. Por otro lado, el conocimiento de buenas soluciones
permite reducir el conjunto de soluciones factibles descartando aquellas cuyo valor sea peor al
obtenido. De esta manera, un algoritmo exacto puede buscar en un conjunto mas chico y tener
la posibilidad de encontrar el éptimo para instancias en las cuales inicialmente es imposible este
abordaje. Cabe destacar que en la prictica muchos problemas de gran dificultad han sido resueltos
no sélo en tiempos cortos sino que en muchos casos encontrando soluciones muy cercanas al éptimo.
Dentro de las técnicas heuristicas aplicadas al problema de coloreo de grafos, podemos encontrar
diversos métodos como: métodos constructivos, de descomposicién, de reduccién y de bdsqueda
local. Algunos de ellos son desarrollados especificamente para el problema en cuestién y otros
encuadrandose dentro de un esquema general denominado Metaheuristica.

2.1.1. Heuristicas

Los métodos mas sencillos utilizan un procedimiento de coloreo secuencial que corresponde a
un algoritmo de tipo goloso. Estos esquemas son constructivos y encuentran una solucién que no
es sometida posteriormente a ningin proceso de mejoramiento. Basicamente, la mayoria de estos
procedimientos consisten en colorear un vértice por iteracién siguiendo un orden establecido para
los vértices o para los colores.

s Algoritmos de Coloreo Secuencial Siguiendo un Orden de Vértices

Estos algoritmos eligen en la iteracién i el vértice que se encuentra en la posicién i de la
lista ordenada de vértices y le asignan el primer color factible entre los colores usados por
los vértices ya coloreados. En el caso que esto no sea posible, un nuevo color es usado para
colorear el vértice.

Las implementaciones siguiendo esta linea, difieren en el criterio utilizado para ordenar los
vértices. Las mas usadas son:

o LF (Largest First)
Se consideran los vértices ordenados en forma decreciente por grado. Fue propuesto por
Welsh y Powell en [77].

o SL (Smallest Last)
Se comienza. eligiendo el vértice de menor grado y se lo coloca iltimo en la lista. En
el paso k, se elige el vértice de menor grado en el subgrafo inducido resultante de la
eliminacion de los vértices ya ordenados. Este vértice es colocado en el lugar k de la lista

comenzando del final de la lista. Este orden fue propuesto por Matula, Marble e Isaacson
en [60].

Ambos métodos son sencillos de implementar, pero no es dificil construir grafos donde el
coloreo obtenido estd muy lejos de ser el 6ptimo.

Los colores también pueden estar ordenados siguiendo varios criterios. Un orden fijo inicial o
un orden dindmico considerando la cantidad de vértices ya coloreados por cada uno de ellos.
Cualquiera de estos érdenes pueden ser tomado en forma creciente o decreciente.

Dentro de este esquema heuristico de coloreo secuencial de vértices, el algoritmo mas difundido
es DSATUR, desarrollado por Brélaz [10]. La diferencia fundamental con los mencionados
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antes es que considera un ordenamiento dindmico de los vértices. En cada iteracién, se elige
el vértice que tenga la mayor cantidad de colores distintos usados en su vecindad y se lo
colorea con el primer color factible. Este algoritmo ha servido como base a muchas variaciones,
fundamentalmente en el criterio para elegir el vértice en el caso de empate en el ordenamiento
de los vértices. Brélaz desempata elegiendo el vértice de mayor grado. En [73], Sewell propone
otro criterio. Si v es un vértice del empate, para cada color ¢ factible para v se calcula la la
cantidad de vecinos que podrian utilizar el color c. Se calcula la suma de estas cantidades y el
vértice con mayor suma es elegido. La idea de este criterio es elegir el vértice que mas reduce
el nimero de colores factibles para los vértices atin no coloreados.

Para mejorar la performance de estos métodos, puede considerarse la posibilidad de realizar
intercambios de colores. Supongamos que estamos en la iteracién k y que ninguno de los
colores utilizados en los k — 1 vértices ya coloreados es factible para el vértice actual. Si
cambiar el color de alguin vértice permite que al actual se lo coloree sin necesidad de utilizar
un nuevo color, se realiza este intercambio. Esta modificacién fue sugerida por Matula, Marble
e Isaacson en [60] que aplicada a los ordenes descriptos anteriomente son los algoritmos Largest
First with Interchange (LFI) y Smallest Last with Interchange (SLI) respectivamente. Si bien
los intercambios consumen mayor tiempo, mejoran los resultados obtenidos por LF y SL.

s Algoritmos de Coloreo Secuencial Siguiendo un Orden de Colores

Los métodos de coloreo secuencial siguiendo un orden en los colores colorean la mayor can-
tidad posible de vértices con el color i antes de proseguir con el color 7 + 1. Los vértices que
pueden ser coloreados con un mismo color corresponden a conjuntos independientes del grafo.
Por lo tanto, estos métodos pueden ser pensados como un procedimiento que va construyen-
do conjuntos independientes maximales y asigndndoles un color. El criterio de seleccién de
los vértices para formar los conjuntos independientes da origen a las distintas implementa-
ciones de este esquema bdsico. En el método RLF (Recursive Largest First) desarrollado por
Leighton [57], los vértices a ser coloreados con el color i son elegidos en orden creciente de
acuerdo a la cantidad de vecinos no coloreados que no puedan usar el color ¢. El objetivo de
este criterio es colorear la mayor cantidad de vértices con el color 7 y que el subgrafo inducido
por los vértices no coloreados tenga densidad baja.

A cualquiera de los algoritmos mencionados se le puede anadir un proceso aleatorio. Por
ejemplo, Johnson et al {49] desarrollaron el método XRLF basado en RLF. En este caso,
en la iteracién 7 se construyen varios conjuntos de vértices candidatos a ser coloreados con el
color i. De todos estos conjuntos, se elige el que induzca el grafo de vértices no coloreados con
menor densidad. Para construir los conjuntos de vértices candidatos, se aplica varias veces el
procedimiento RLF. Cada una de las aplicaciones de RLF se hace sobre un subconjunto de
tamaiio fijo de vértices elegido al azar entre los vértices no coloreados.

2.1.2. Metaheuristicas

Las heuristicas que describimos hasta ahora son constructivas. Es decir, finalizan una vez que
logran encontrar una solucién factible del problema. Para mejorar el proceso se puede afhadir una
etapa de mejoramiento. El esquema de mejoramiento més aplicado es el de bisqueda local. Bésica-
mente un procedimiento de bisqueda local trabaja de la siguiente manera: Sea S el conjunto de
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soluciones factibles del problema y f la funcidn objetivo. A cada solucién z € S se le asocia
una vecindad N(z) de soluciones factibles que pueden ser obtenidas a partir de z mediante una
operacién llamada movimiento. El proceso parte de una solucién inicial zg, calcula N(zg) y elige
z) en N(z9). Bajo este esquema, repitiendo el proceso, en cada iteracién del algoritmo se visita una
solucién factible hasta satisfacer alguna condicién de parada. Para definir completamente el algo-
ritmo hay que especificar la vecindad de una solucién y el criterio para elegir una nueva solucién en
la vecindad. Esto depende en gran medida de la particularidad del problema a resolver. El criterio
mas simple de seleccién de una solucién en la vecindad consiste en tomar una solucién con mejor
valor de f (criterio goloso). En este caso, el algoritmo se detendrd en un éptimo local que debido a la
miopia del proceso de seleccién puede encontrarse lejos del Sptimo global. Para evitar estacionarse
en éptimos locales puede resultar beneficioso admitir movimientos en la vecindad hacia soluciones
que empeoren el valor de la funcién objetivo. Este es el principio basico de las Metaheuristicas.
Entre las mas difundidas se encuentran:

« Bisqueda Tabu

La técnica de Buisqueda Tabii fue introducida por Glover [36]. Esencialmente el método trata
de usar la informacién de lo que ha sucedido hasta el momento para actuar en consecuencia. Es
decir, la vecindad de una solucién se verd afectada por la eliminacién de aquellas soluciones que
ya hayan sido visitadas por el algoritmo en un pasado reciente (soluciones tabi) para evitar
que el proceso cicle o que tengan atributos que inducen a una estructura poco beneficiosa
seguin se desprenda de las soluciones visitadas.

El principio subyacente en este método es que es preferible tomar una decisién que localmente
sea mala (moverse a una solucién con peor valor de f) si est4 fundamentada en la informacién
que puede extraerse de las soluciones ya visitadas. En este sentido puede decirse que hay
un cierto aprendizaje durante el proceso y que la bisqueda es inteligente evitando quedar
atrapados en 6ptimos locales.

Hertz y de Werra [45] fueron los primeros en aplicar esta técnica al problema de coloreo
de grafos conocida bajo el nombre de TABUCOL. En [30], Dorne y Hao, presentan una
implementacion més reciente de esta técnica. Para el caso de grafos poco densos, el trabajo
reciente de Gonzalez-Velarde y Laguna [38] presenta un procedimiento Tabi que resulta
competitivo frente a otras metaheuristicas.

« Simulated Annealing

Este procedimiento fue propuesto por Kirkpatrick, Gelatt y Vecchi [53]. Siguiendo los linea-
mientos bésicos de un algoritmo de buisqueda local, la propuesta es aceptar todo movimiento
de mejora y permitir movimientos de no mejora de acuerdo con una funcién de probabilidad.
La estrategia es comenzar con una probabilidad alta de aceptar movimientos de no mejora
y en las sucesivas iteraciones ir disminuyendo la probabilidad de aceptarlos ante la espe-
rable cercania al optimo. Asi se amplia el espacio de bisqueda en las iteraciones iniciales.
Para establecer una funcién de probabilidad con las caracteristicas mencionadas, se utiliza la
analogia al proceso fisico de enfriamiento de un sistema.

Chams, Hertz y de Werra (13] aplicaron esta técnica al problema de coloreo de grafos. Han
desarrollado dos tipos de implementaciones. Una en la cual utilizan el esquema descripto
y otra hibrida resultado de combinarla con la heuristica XRLF. En [49], Johnson et al,
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realizan una gran cantidad de experimentos usando diferentes variantes del algoritmo sobre
un conjunto de grafos que varian en densidad y tamaio.

Hasta el momento, en la comparacién con otras técnicas metaheuristicas no resulta competiti-
va para la resolucién del problema de coloreo de grafos. En general, la performance de Tabu es
superior a Simulated Annealing, en particular para grafos densos.

s Algoritmos Evolutivos

La diferencia de los Algoritmos Evolutivos respecto de las otras metaheuristicas es que traba-
Jjan con un conjunto de soluciones (poblacion) que cambia (evoluciona) de una iteracién a otra.

Fueron propuestos por Holland [47] a partir de la observacién del proceso de supervivencia
en la evolucién natural de los seres vivos.

A través de las sucesivas generaciones, las distintas especies van evolucionando y ganando
conocimiento para sobrevivir, que es codificado a nivel de los cromosomas. En el proceso
de reproduccién se combinan los cromosonas de los progenitores y aquellos con buenas es-
tructuras se reproducen mas a menudo que el resto. Se puede realizar una analogia entre el
conjunto de soluciones de un problema y el conjunto de individuos de una poblacion natural.
La informacién de cada solucién se codifica en un vector binario que juega el rol de cro-
mosonas y se usa la funcién objetivo del problema para calificar a cada cromosoma. Aquellos
cromosomas con mejor evaluacion serdn elegidos para reproducirse en nuevas soluciones. El
algoritmo parte de una poblacién inicial de soluciones, evalia los cromosomas de las mismas,
selecciona y/o elimina cromosonas para realizar combinaciones y mutaciones que darén origen
a una nueva poblacién de soluciones.

Dentro de las aplicaciones de las metaheuristicas al problema de coloreo de grafos, los algo-
ritmos evolutivos han resultado los del mejor performance. Podemos destacar el trabajo de
Costa, Hertz y Dubuis {22] y el de Fleurent y Ferland (33] cuya implementacién combina un
algoritmo evolutivo con un proceso de busqueda local basada en técnicas tabd, a los que son
sometidas las soluciones de la poblacién.

s GRASP: Greedy Randomized Adaptive Search Procedure

Los métodos GRASP surgieron en la década del 80 (Feo y Resende (31, 32]). GRASP es
un proceso iterativo compuesto de dos fases: la fase constructiva y la fase de mejoramiento.
Durante la fase constructiva se generan soluciones factibles que en la fase de mejoramiento
son sometidas a un proceso de bisqueda local.

La construccién de soluciones es un proceso iterativo que aitade en cada paso un elemento
a la solucién parcial con criterio goloso (Greedy). La evaluacién de un elemento no es una
propiedad exclusiva del elemento sino que se adapta (Adaptive) a la presente solucién parcial.
Por otro lado, el criterio goloso es aleatorio ( Randomized) ya que no necesariamente selecciona
el mejor candidato, sino que éste es elegido en forma aleatoria de un conjunto de elementos
considerados los mejores por el criterio goloso. De esta manera se intenta evitar la repeticién de
soluciones. A las soluciones construidas en la primera fase, se intenta mejorarlas con bisqueda
local, pero en general mediante procesos sencillos y rdpidos.

La buena performance del algoritmo esté basada principalmente en realizar muchas iteraciones
de fases constructivas que otorgardn un muestreo significativo del conjunto de soluciones del
problema y por lo tanto con buena chance de que el éptimo se encuentre entre ellas.
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No hay muchos trabajos sobre la aplicacion de GRASP al problema de coloreo de grafos. El
més reciente es de Laguna y Marti [55) que reportan resultados medianamente satisfactorios
para grafos generales y con mejor performance en grafos de baja densidad. De acuerdo a su ex-
periencia computacional, la Bisqueda Tabi y Simulated Annealing tienen un comportamiento
inferior al GRASP y el algoritmo evolutivo de Fleurent [33] es su mejor competidor. Por otro
lado, concluyen que la fase constructiva es de mayor importancia que la de mejoramiento, ain
cuando en esta dltima fase se apliquen heuristicas tales como Tabi o Simulated Annealing.

2.2. Algoritmos Exactos

Los algoritmos exactos son aquellos que garantizan la solucién éptima. Como ya sefialamos, el
problema de coloreo de grafos es NP-Hard y por lo tanto, hasta el momento, no ha sido desarrollado
un algoritmo que resuelva el problema en tiempo polinomial respecto de alguna medida del grafo
(cantidad de vértices y/o de aristas). Sin embargo, gracias a los avances tecnolégicos de las com-
putadoras y al perfeccionamiento de los algoritmos, es cada vez mayor la posibilidad de resolver
instancias de tamano hasta no hace mucho tiempo impensable.

La estructura o concepto bésico sobre la que estan basados muchos algoritmos exactos para
problemas de optimizacién combinatoria es la realizacién de una bisqueda inteligente en el conjunto
de las soluciones factibles. Como este conjunto puede tener un cardinal muy grande, saber dénde
buscar o saber dénde no es necesario buscar, facilita el proceso de bisqueda y optimiza el tiempo
requerido por la misma. Con esta idea, para el problema de coloreo de grafos se han desarrollado
los Algoritmos Enumerativos y los Algoritmos Branch-and-Bound.

2.2.1. Algoritmos Enumerativos

Los coloreos factibles de un grafo pueden ser enumerados mediante una estructura de arbol
donde cada nodo del arbol representa un coloreo parcial del grafo. Recorriendo en forma comple-
ta las ramas del arbol podra encontrarse el coloreo éptimo. Sin embargo, dado que el nimero de
coloreos de un grafo es exponencial en el nimero de vértices, el proceso es impracticable. Esto
podria evitarse parcialmente si durante el proceso de generacién del drbol se dispusiera de reglas
que permitan determinar que no es necesario generar ciertas ramas del drbol. Este es el principio
basico de los algoritmos de enumeracién implicita. Por ejemplo, si ya se encontré un coloreo del
grafo con k colores, no serd necesario recorrer las ramas correspondientes a coloreos que usen k o
mas colores. De esta manera estariamos reduciendo el espacio de bisqueda.

A continuacién detallamos algunos de los esquemas mas conocidos para la generacién del arbol.

s Coloreo Secuencial de Vértices

Para generar el arbol se eligen secuencialmente los vértices y se considera para cada uno
las posibles asignaciones de colores. De esta manera, cada nivel del arbol tiene asociado un
vértice y a cada uno de los nodos de un mismo nivel le corresponde un color factible para
el vértice. Mas precisamente, sea Cpq un coloreo de los vértices vy,...,vp que usa g colores.
Esto representa un nodo del arbol de nivel p. A partir de Cpq se generan todos los coloreos de
los wértices vy, ..., vp, Vps+1 dejando fijo los colores de vy, ..., v, y asignandole sucesivamente
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a vp4) los colores posibles de 1 a g + 1. Cada coloreo obtenido corresponde a un nodo hijo del
nodo actual. El proceso se repite hasta terminar con el coloreo del vértice v, en cada una de
las ramas. Si durante el proceso de enumeracién se encuentra un (k)-coloreo, los nodos que

se generan a partir de la asignacion del color k no necesitan ser explorados, reduciéndose de
esta manera el espacio de busqueda.

La eleccién de que nodo del drbol considerar para generar sus hijos determina la estrategia
para recorrer el drbol. Por otro lado, el orden en el cual son considerados los vértices del grafo

para ser coloreados, dard origen a distintas configuraciones de arboles que pueden diferir en
tamano.

Una lista L es una estructura bdsica que suele utilizarse para implementar la generacién y el
recorrido de un drbol. En L se guardan los nodos a los cuales ain no se le han generado los
hijos. Se los denomina nodos abiertos. Una vez que los hijos de un nodo son generados, éste es
eliminado de la lista (nodo cerrado) y sus hijos son agregados al final de la misma. Inicialmente

L esta vacia y al comenzar en la primera iteracién contiene el nodo correspondiente al coloreo
de v; con el color 1.

Las estrategias clasicas de recorrido del 4rbol son tres:

e DFS-En profundidad: Se elige el tltimo nodo ingresado a la lista.
e BFS-A lo ancho: Se elige el primer nodo de la lista

o BestF-Mejor cota: Se elige el nodo de la lista que corresponda a un coloreo parcial con
el menor nimero de colores.

No hay a priori manera de saber cual es la mas conveniente para un problema en particular. En
términos generales, una bisqueda BFS mantiene mayor cantidad de nodos abiertos en la lista,
lo que puede traer problemas de memoria en una implementacién. La estrategia BestF utiliza
en criterio goloso que puede conducir la bisqueda por lugares lejanos al éptimo. Finalmente,
DFS da prioridad el encuentro de soluciones factibles sin tener en cuenta lo que ocurre en
otros nodos.

Respecto al orden en que pueden considerarse los vértices, puede utilizarse cualquiera de los
mencionados en los algoritmos heuristicos secuenciales: LF, SL, DSATUR y Sewell.

Para cualquiera de las estrategias menciondas hay grafos que necesitan de una enumeracién
completa de los nodos del arbol.

En la literatura pueden encontrarse diferentes algoritmos enumerativos, producto de las dis-
tintas estrategias consideradas para el recorrido del arbol y para el orden de los vértices. Los
trabajos de Brélaz [10], Corneil [21], Christopher [16], Sager [72], Sewell [73] se encuadran
dentro de esta linea. Si bien el trabajo de Brélaz [10] ya tiene varias décadas, es atn conside-
rado el algoritmo exacto estidndar para el problema de coloreo de grafos y se lo toma como
patrén para comparar los nuevos algoritmos que surgen.

s Conjuntos Independientes

Dado un coloreo, el conjunto de vértices coloreados con el mismo color es un conjunto inde-
pendiente y por lo tanto, un coloreo del grafo no es més que una particién del conjunto de
vértices en conjuntos independientes. Basado en esta propiedad, Christofides [16] propone un
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algoritmo que identifica cada nivel del arbol con un color y a cada nodo de un mismo nivel
le asocia un conjunto independiente maximal.

Consideremos C}, el coloreo de los conjuntos independientes maximales Iy,..., I, que usan
los colores 1,...,p respectivamente. Esto representa un nodo del arbol de nivel p. Sean G’ =
G[V\VUL_, Il] y M(G') la familia de conjuntos independientes maximales de G'. A partir de
C,, para cada I € M(G'), se genera el coloreo que asigna a I el color p + 1 y deja fijos los
colores de Iy, ...,I,. Cada coloreo obtenido corresponde a un nodo hijo del nodo actual. El
proceso se repite hasta terminar con el coloreo de todos los vértices en cada una de las ramas.
La estrategia de recorrido puede ser cualquiera de las menciondas antes: BFS, DFS é BestF.
Si ya fue encontrado durante el proceso de enumeracién un coloreo con k colores, los nodos
de nivel k o superior no necesitan ser explorados reduciéndose de esta manera el espacio de
busqueda.

El mayor inconveniente de este algoritmo es que el cardinal de M (G’) puede ser muy grande,
obteniéndose un arbol cuya medida haga préacticamente imposible realizar una enumeracién.
Pueden realizarse una serie de simplificaciones para disminuir el tamano del drbol. Por ejem-
plo, Wang [76] propone que en lugar de considerar M(G'), se elija un vértice v € V\Ul_, I;
y se generen los conjuntos independientes maximales de G[V\ Ul_, I;] que contienen a v. Si
el vértice v es convenientemente elegido, la cantidad de nodos hijos puede reducirse sustan-
cialmente. Esta modificacién al esquema basico del algoritmo mejora significativamente su
performance.

Existen otras variaciones del algoritmo propuestas por diversos autores [76] pero, en general,
la enumeracién usando coloreo secuencial de vértices es mas efectiva.

s Dicotomia

En este caso el drbol de enumeracién estad asociado a un proceso de divisién del problema a
dos posibilidades mutuamente excluyentes: si v; y v2 son vértices no adyacentes, todo coloreo
asigna a v; y vz el mismo color ¢ distinto color.

Los coloreos que asignan a v; y v, distinto color pueden pensarse como los colores del grafo
G* que resulta de agregar al grefo original una arista entre v, y v9. Los coloreos que asignan
igual color a vy y v2 son los coloreos del grafo G~ resultante de reemplazar a v; y vz por
un unico vértice v cuya vecindad es la unién de las vecindades de v, y v;. Entonces x(G) =
min(x(G~), x(G*)). Esto permite generar recursivamente un arbol binario donde cada nodo
hijo representa una de las dos alternativas. El proceso por una rama termina cuando no
quedan vértices no adyacentes.

Debido a las operaciones de agregado de aristas y reduccién de vértices, al final de una rama
se obtiene un grafo completo que es sencillo de colorear. El coloreo éptimo de G corresponde
al grafo completo de menor cantidad de vértices obtenido por el proceso.

El algoritmo fue propuesto por Zykov (78] y es bastante costoso en tiempo y memoria. Si bien
se pueden hacer algunas mejoras [21], no es un algoritmo competitivo en la practica.
2.2.2. Algoritmos Branch-and-Bound

Los algoritmos Branch-and-Bound estdn asociados al concepto divide y conquista: Si resulta
dificil buscar el éptimo en un conjunto S, resultard mds facil hacerlo por separado en partes de S
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y luego quedarse con la mejor solucién.

Aplicado este concepto recursivamente podemos pensar en un drbol cuya rafz corresponde al
problema original y sus ramas resultan de la divisién en partes del espacio de bisqueda. A cada
nodo del arbol le corresponde un subproblema que consiste en buscar el éptimo en una parte del
espacio de soluciones. El tamano del drbol puede ser muy grande y la clave estd en utilizar argu-
mentos de factibilidad u optimalidad que permitan asegurar que el éptimo buscado no se encuentra
en ciertas ramas del arbol y por lo tanto no hay necesidad de explorar en ellas. El término Branch
se refiere al procedimiento de divisién del espacio de biisqueda en subconjuntos menores. El proceso
de Bound es el que permite eliminar ramas del 4rbol.

Una forma de llevar a cabo el proceso de Bound es calcular en cada nodo cotas inferiores del
6ptimo del subproblema. Si la cota es peor que la mejor solucién encontrada hasta el momento, no
sera necesario resolver el subproblema asociado a dicho nodo y las ramas del drbol correspondientes
a ese nodo no necesitan ser exploradas. Para lograr una implementacién eficiente, el cdlculo de las
cotas debera ser hecho con un procedimiento que encuentre rapidamente buenas cotas. Una cota
muy holgada hard que se exploren innecesariamente ramas del arbol y por otro lado, un proce-

dimiento que garantice mejores cotas pero que insuma mucho tiempo no se justifica en este tipo de
esquema.

Los algoritmos enumerativos que mencionamos anteriormente son casos particulares y simplifi-
cados de este esquema general. Los mismos no utilizan procedimientos especificos para el célculo de
cotas inferiores que le permitan eliminar ramas del 4rbol. Tal vez una de las aplicaciones mas difun-
didas de las técnicas Branch-and-Bound es la utilizada para resolver problemas de programacién
lineal entera. Constituyen un pilar bésico para los algoritmos més eficientes que existen para resolver
este tipo de problemas. Ya hemos mencionado que muchos problemas de optimizacién combinato-
ria, en particular el problema de coloreo de grafos, pueden ser modelados usando una formulacién
de programacion lineal entera binaria. Debido a que hemos elegido este enfoque para resolver el
problema, en el préximo Capitulo haremos una explicacién mas detallada de estos modelos y de los
algoritmos para resolverlos. Hay trabajos en la literatura para el problema de coloreo de grafos que

analizamos en el Capitulo 4, donde también proponemos nuevos modelos de programacion lineal
entera binaria.

En este capitulo hemos presentado lo que creemos son los aportes algoritmicos mds impor-
tantes que se encuentran en la literatura. La relevancia practica y complejidad del problema de
coloreo de grafos capta el interés de muchos investigadores. Esto hace que sea un 4rea donde surgen
constantes aportes tedricos y algoritmicos. Sin embargo, muchos de los métodos propuestos son
pequeiias variaciones de los esquemas generales bdsicos encontrados en los trabajos seminales que
hemos presentado con mas detalle. Consideramos que la clasificacién de los métodos y las referen-
cias a los trabajos primarios de los mismos, dan una marco suficiente para tener una idea clara de
las metodologias existentes para la resolucién del problema.

El sitio mantenido por Joseph Culberson, www.http://web.cs.ualberta.ca/"joe/Coloring, es un
excelente lugar donde no sélo se encuentran referencias bibliograficas sino también programas fuente
de algunos algoritmos y archivos de datos para testear nuevos desarrollos.
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Capitulo 3

Programacién Lineal Entera Binaria

Muchos problemas de optimizacién combinatoria pueden ser modelados con formulaciones de
programacion lineal entera y, particularmente, binaria. Generalmente el modelo de programacién
lineal entera es facil de formular y en muchos casos existen varias alternativas. El objetivo de este
Capitulo es describir los conceptos fundamentales y algoritmos para un problema de programacién
lineal entera binaria. Asumimos que el lector tiene los conocimientos bésicos de programacién lineal.

3.1. (Qué es un Problema de Programacién Entera Binaria?

Un problema de programacién lineal entera binaria sirve para modelar situaciones donde deban
tomarse decisiones por Si 6 por No en forma éptima. Por ejemplo, la inversién en un portfolio de
acciones, la localizacién de recursos (hospitales, central de bomberos, etc), la asignacién de colores
a vértices de un grafo, etc. Resulta muy natural en estos casos asociar a cada decisién una variable
z restringida a tomar valores 1 6 0 que representan la respuesta por Si 6 por No respectivamente.
Si las variables del problema deben respetar condiciones que pueden modelarse mediante funciones
lineales (por ejemplo, opciones z e y incompatibles entre si deben verificar que z+y < 1) y ademads
la funcidn a optimizar es lineal, estamos frente a un problema de programacién lineal entera binaria.

Formalmente, un problema de programacion lineal entera binaria busca el éptimo de una funcién
lineal entre los vectores binarios del espacio que se encuentran en un poliedro caracterizado por
inecuaciones y ecuaciones lineales. La formulacién responde entonces a la siguiente estructura:

n
Minimizar Z CiZj
j=1
sujeto a
Az <}

:cje{O,l} Vi=1,...,n
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donde c € R, A€ R™™ b e R™ y z € {0, 1}".

Este problema en su forma general pertenece a la clase NP-Hard, es decir no se conoce un
algoritmo polinomial que lo resuelva. Si las variables no estuvieran restringidas a tomar valores
enteros (relajacién lineal del problema), se tiene un problema de programacién lineal. La diferencia
esencial es que en este dltimo caso se conoce un algoritmo polinomial para resolverlo [50].

Sea S al conjunto de soluciones factibles binarias del problema, es decir
S={ze€{0,1}": Az < b}

y P la capsula convexa de S (menor poliedro que contiene a S). Existen instancias de problemas de
programacién entera que tienen la particularidad que pueden ser resueltas en tiempo polinomial.
Por ejemplo, si P coincide con el poliedro asociado a la relajacién lineal, RLP = {z € R" : Az <
b 0 < z < 1}, basta resolver la relajacién lineal del problema para obtener el éptimo buscado. Este
es el caso del conocido problema de transporte. Por otro lado, si se conociera la caracterizacién de la
capsula convexa con un numero polinomial de facetas, también podriamos resolver el problema con
técnicas de programacion lineal. Es mds, atin en el caso que esta caracterizacién no fuese polino-
mial, bajo ciertas circunstancias, existe un algoritmo polinomial. Mds adelante mencionaremos un
resultado que establece estas condiciones. Sin embargo, para muchos problemas la caracterizacién
completa de la cdpsula convexa no ha podido ser lograda.

En aquellos casos en que no se conoce la caracterizacién de P mediante restricciones lineales, la
relajacién lineal resulta muy util. Si ésta resulta un problema no factible, también lo es el problema
binario. En el caso que sea factible, el valor éptimo de la relajacién es una cota inferior del valor
6ptimo binario. De aqui la importancia de disponer de una relajacién lineal lo més ajustada posible
para que este valor resulte de utilidad. Si ademas tiene la particularidad de tener un éptimo binario,
éste es la solucién del problema de programacién binaria. La diferencia entre el valor éptimo del
problema lineal entero y de la relajacién lineal (gap) es una medida que suele usarse para medir
la calidad de la relajacién. La diferencia entre el valor de una solucién factible del problema y el
valor de la relajacién lineal da una cota superior del gap. Esto permite conocer la calidad de una
solucién y en algunos casos certificar la optimalidad de la misma.

Ademas de la relajacién lineal hay otro tipo de relajaciones que pueden usarse. Algunos pro-
blemas tienen un subconjunto de restricciones con cierta estructura que si fueran las inicas, el
problema resulta facil de resolver. Si se elimina el conjunto de restricciones complicadas dejando
s6lo las primeras se obtiene una relajaciéon del problema. El valor éptimo de la relajacién es una
cota inferior del valor éptimo del problema lineal entero. La relajacion lineal es una caso parti-
cular donde las restricciones de integrabilidad son las eliminadas. Puede ocurrir que este tipo de
relajacién otorgue una cota inferior muy débil. Para mejorar esta situacidén, una posibilidad es
adicionar a la funcién objetivo las restricciones complicadas con un coeficiente de penalidad. Esto
es lo que se conoce como Relajacion Lagrangeana. Un problema puede tener mas de una Rela-
jacion Lagrangeana, dependiendo de cial sea la eleccién de las restricciones complicadas. Es una
herramienta muy iitil para aplicar en modelos para los cuales se identifica alguna buena estructura.
En (8], Beasley hace una muy buena resefia de la aplicacién de esta técnica.
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Muchos de los algoritmos para resolver problemas de programacién entera binaria se basan en la

relacién entre el problema binario y la relajacién lineal. En la siguiente seccién describimos algunos
de los mas usados en la practica.

3.2. Algoritmos para Problemas de Programacién Entera Binaria

La mayoria de los métodos de resolucién exacta de un modelo de programacién lineal entera se
encuadra en alguno de los siguientes esquemas:

1. Métodos de Planos de corte
Métodos Branch-and-Bound

Métodos Branch-and-Cut

AW

Métodos Branch-and-Price

3.2.1. Algoritmos de Planos de Corte

La idea fundamental de un algoritmo de planos de corte es considerar la relajacién lineal del
problema e ir mejorandola con el agregado de desigualdades lineales vilidas para P que eliminen
(corten) soluciones de la relajacién RLP. El esquema general del algoritmo comienza relajando el
problema omitiendo las condiciones de integralidad de las variables. Si al menos una variable que
debe ser entera resulté fracccionaria, se busca identificar una desigualdad lineal vélida para P que
separe la actual solucién del conjunto de soluciones factibles enteras. Al agregar esta desigualdad
a la formulacién se obtiene una nueva relajacién del problema més ajustada, sobre la cual puede
reiterarse el procedimiento. El éxito de la metodologia depende en gran medida de la posibilidad
y la eficiencia de encontrar desigualdades violadas (planos de corte) que puedan ser agregadas a la

formulacién para separar las soluciones fraccionarias. Es decir de disponer de un buen algoritmo de
separacion.

El esquema bdsico de un algoritmo de planos de corte es el siguiente:

= Paso 1-Inicializacion: Considerar la relajacién lineal del problema

s Paso 2-Resolucién de la relajacion lineal: Sea z* la solucién Sptima de la relajacién. Si z*
tiene sus coordenadas binarias, finalizar. Si no, ir al siguiente paso.

= Paso 3-Separacion: Buscar desigualdades vélidas violadas por z*. Si se encuentran, agregarlas
a la formulacién e ir al paso 2. Si no, finalizar. El problema no ha podido ser resuelto.

Los planos de corte pueden ser generados bajo dos enfoques:

s Con herramientas generales aplicables a cualquier problema de programacion lineal entera.

A comienzos de los 60, Gomory [37] desarrollé un algoritmo general para generar desigual-
dades validas que cortan la solucién de la relajacién. En cada iteracidn, la desigualdad es
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obtenida a partir de la expresién de las variables bésicas en funcién de las no bésicas uti-
lizando exclusivamente argumentos de integrabilidad. Es un algoritmo de aplicacién general
que no usa ninguna otra informacién adicional de problema y bajo ciertas condiciones es
convergente. Este resultado es muy importante desde el punto de vista teérico pero no es
una herramienta eficiente para resolver problemas en tiempos razonables. Por otro lado, la
implementacién computacional es numéricamente inestable.

Otros algoritmos utilizados para generar planos de corte estan basados en procedimientos
disyuntivos. La idea bésica es que si P = P! U P? y n'z < 7} es una desigualdad vélida para
P! parai = 1,2 entonces 7z < mg es valida para P con m; < min(7r31-7r]2-) paraj=1,...,ny
m > my, mE.

En el caso particular que P! = PN{z € R*: z; =0} y P2= PN {z € R" : z; = 1} para
algin j = 1,....n, estos procedimientos se conocen con el nombre de lift and project. Los
trabajos de Balas et al [6] y Sherali et al [74] son buenas referencias de este enfoque.

Si bien estos algoritmos tienen propiedades tedricas de mucho interés, su éxito en la practica
es discutible. Cualquiera de las técnicas menciondas tienen la ventaja de poder ser utilizadas
para cualquier problema de programacién entera, independientemente de su estructura. Si
bien esto es una propiedad deseable en un algoritmo, no siempre brinda la herramienta mas
adecuada para casos particulares. Un estudio maés especifico del problema ayuda a obtener
mejores procedimientos. Este es el sentido del préximo enfoque.

Ezplotando la estructura particular del problema.

Hay propiedades inherentes a cada problema que pueden ayudar a identificar mejores planos
de corte. Un trabajo pionero en esta direccién fue el de Dantzig et al [26] en 1954 para
el problema del viajante de comercio. La técnica usada permitié resolver una instancia de
49 ciudades (grande para la época) y senté las bases de lo que hoy en dia es una de las
herramientas mas efectivas: las técnicas poliedrales.

Una propiedad deseada para un plano de corte es que elimine la mayor cantidad posible
de soluciones no enteras. Como los planos de corte son desigualdades validas de P, es de
esperar que resulten de mayor utilidad aquellas desigualdades que resulten ser facetas de P.
Un estudio poliedral de P permite disponer de buenos planos de corte. Los primeros estudios
poliedrales fueron realizados a principios de la década de los 70, para el problema de conjunto
independiente [67] y el problema del viajante [42]. Estos trabajos significaron un importante
progreso en la resolucién de estos problemas.

Con fines algoritmicos, el estudio poliedral debe estar acompanado de algoritmos de separacién
eficientes. En este sentido, hay un resultado muy importante debido a Grotschel, Lovész y
Schrijver [40] que relaciona la complejidad del problema de separacién con la complejidad
del problema de optimizacién. Se establece que el problema de optimizacién maz{cz : = €
conv(S)} puede resolverse polinomialmente si y sélo si el problema de separacién (z € conv(S)
J encontrar una desigualdad vdlida violada) es polinomial. Es decir que si el problema que
estamos tratando no es polinomial, existe al menos alguna familia de facetas que no puede
separarse en tiempo polinomial. Esto de alguna manera implica el grado de dificultad de
encontrar la descripcién de todas las facetas de la capsula convexa.
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Por supuesto, la aplicacién de esta clase de cortes estd limitada al problema particular. Sin
embargo, algunas desigualdades que han sido obtenidas a partir de problemas particulares,
pueden ser usadas para problemas generales. Desigualdades vélidas para el problema de la
mochila [66) y generalizaciones de las mismas estdn incluidas como planos de corte en varios
de los més importantes paquetes generales, como CPLEX (23].

3.2.2. Algoritmos Branch-and-Bound

En el Capitulo 2 describimos al algoritmo Branch-and-Bound como un algoritmo que particiona
el espacio de soluciones con el fin de facilitar la bisqueda del éptimo. Sefialamos que al aplicar
este concepto recursivamente se genera un drbol cuya raiz corresponde al problema original y sus
nodos tienen asociados subproblemas que resultan de la divisién en partes del espacio de biisqueda.
Debido al tamafnio que puede alcanzar el arbol, es esencial disponer de herramientas eficientes que
permitan eliminar ramas del drbol.

Es el algoritmo tradicional para resolver problemas de programacién lineal entera. La imple-
mentacién mas difundida y que se utiliza en la mayoria de los paquetes comerciales utiliza la
relajacion lineal para el proceso de Branching y fundamentalmente de Bound. A cada nodo del
arbol se le asocia la relajacién lineal del problema en el subespacio de biisqueda correspondiente
al nodo. En el caso que la solucién del problema relajado satisfaga los requerimientos originales de
integralidad, ésta es la solucién buscada en esa regién del espacio. Si el subproblema relajado no
tiene solucién o su valor éptimo es peor que la mejor solucién entera conocida hasta el momento,
no hay necesidad de seguir explorando el subconjunto de soluciones asociado al nodo. Por lo tanto,
en cualquiera de los casos mencionados la rama del drbol que se genera a partir del mismo puede
ser podada (proceso de Bound). Por el contrario, si al menos una variable de la solucién éptima
relajada que debe ser entera es fraccionaria y el valor éptimo de la relajacién es mejor que la mejor
solucién binaria que se dispone, no hay razén para detener la bisqueda en esa regién del espacio.
Para continuar con la misma, se deben generar nuevos nodos (proceso de Branching).

Los primeros trabajos con esta técnica se deben a Land y Doig [56], Dakin {25] y Balas [5]. El
esquema basico del algoritmo es:

s Paso 1-Inicializacidn: Crear una lista L con el nodo raiz y la relajacién lineal del problema.
Sea Zgyp = 00.

s Paso 2-Eleccién de nodo: Si L esta vacia, el algoritmo termina. Si no, elegir un nodo de L y
eliminarlo de la lista.

= Paso 3-Bound: Resolver la relajacién lineal asociada al nodo. Si no es factible, volver al paso
2. Sea z* la solucién éptima y Z* el valor de la funcién objetivo.
e Si z* es solucién factible del problema, sea Zgy, = min(Zsyp, Z*). Volver al paso 2.

o Si Z* > Zyp, en esa rama no existe solucién factible mejor que la actual. Volver al paso
2.
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s Paso 4-Branching: Generar subproblemas del nodo actual y agregarlos a la lista L. Volver
al paso 2.

En este esquema basico no estd especificada la regla a seguir para la eleccién de un nodo de
la lista ni el proceso de generacién de los subproblemas. Respecto a la eleccién de un nodo, las
opciones mas usuales son algunas de las que ya mencionamos para los algoritmos enumerativos:
DF'S- Profundidad (iltimo nodo de la lista), BFS-Ancho (primer nodo de la lista) o0 BestF-Mejor
cota (el nodo con menor valor éptimo de la relajacién).

Para generar los subproblemas suele usarse la clasica dicotomia en una variable ;. Del conjunto
de variables fraccionarias de la solucién éptima de la relajacién, puede elegirse z; como la variable
tal que:

= z} es el valor mds cercano a 1/2.

es el valor mds cercano a 0.

s z7 es el valor mds cercano a 1.

s tiene el menor coeficiente en la funcidn objetivo.
s cumple alguna propiedad especifica del problema.

Los dos nuevos nodos que se generan tienen asociada la regién del espacio del nodo padre con
el agregado de z; = 0 6 z; = 1 respectivamente. Cualquier combinacién de estas reglas da origen a
un arbol distinto. En (58] se realiza un andlisis muy detallado sobre la performance de las distintas
estrategias, pero no se llega a una respuesta concluyente sobre la supremacia de una sobre la otra
aplicable a cualquier problema.

3.2.3. Algoritmos Branch-and-Cut

A comienzos de los 80, Crowder et al [24] tuvieron un gran éxito al aplicar una metodologia mix-
ta para resolver problemas binarios. Trabajaron con un algoritmo Branch-and-Bound pero, antes de
comenzar la primera etapa de Branching, aplicaron un algoritmo de planos de corte a la relajacién
lineal asociada a la raiz del arbol. De esta manera lograron mejorar la cota inferior brindada por la
relajacidn lineal y eso disminuyé el tamano del drbol explorado. A mediados de la misma década,
aparecieron los primeros trabajos que ampliaron la aplicacién de planos de corte a otros nodos del
arbol. Grotschel et al [39] presentan este enfoque en el problema de ordenamiento lineal y Padberg
et al [68] en el problema de viajante de comercio donde fue introducido el término Branch-and-Cut.

El esquema basico del algoritmo es:

= Paso 1-Inicializacidn: Crear una lista L con el nodo raiz y la relajacién lineal del problema.
Sea Zsyp = 0.

= Paso 2-Eleccion de nodo: Si L esta vacia, el algoritmo termina. Si no, elegir un nodo de L y
eliminarlo de la lista.
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Paso 3-Bound: Resolver la relajacién lineal asociada al nodo. Si no es factible, volver al paso
2. Sea z* la solucién éptima y Z* el valor de la funcién objetivo.

e Si z* es solucién factible del problema, sea Zsyp = min(Zsyp, Z°). Volver al paso 2.

® Si Z* > Zyup, no existe solucién factible mejor que la actual. Volver al paso 2.

= Paso 4-Branching vs Cutting: Decidir si se buscaran planos de corte.

No: ir al paso 6 (Branching). Si: ir al paso 5 (Separacién).

Paso 5-Separacidn: Buscar desigualdades vélidas violadas por z*. Si no se encuentran, ir al
paso 6 (Branch). Si se encuentran, agregarlas a la formulacién e ir a paso 3 (Bound).

Paso 6-Branching: Generar subproblemas del nodo actual y agregarlos a la lista L. Volver
al paso 2.

En la descripcién del algoritmo quedan muchos puntos sin especificar. Por ejemplo, ; Cuintas
iteraciones realizar del algoritmo de planos de corte?, ;Cudntos cortes agregar por iteracién?,
¢Qué hacer con los cortes generados en los distintos nodos del drbol?. La performance del al-
goritmo depende de estos factores y de muchos otros. En la practica, lograr un equilibrio entre ellos
no es tarea facil y depende en gran medida del problema particular que se quiere resolver.

En términos generales, podemos sefialar dos factores fundamentales de los buenos resultados
que pueden obtenerse con esta técnica:

= Utilizar planos de corte que a pesar de ser generados en un nodo del arbol son vilidos para
todo el arbol. Esto permite aprovechar el trabajo de identificacién de cortes en un nodo
para cualquier otro y disminuye el requerimiento de memoria necesario para cada nodo del
arbol. En la préctica, se dispone de un espacio de memoria comin (pool de cortes) donde se
almacenan las desigualdades y para cada subproblema basta referenciar las desigualdes que
correspondan a la formulacién asociada al mismo.

= Utilizar desigualdes validas especificas del problema, resultado del estudio de su estructura
poliedral.

El éxito computacional para resolver problemas de programacién lineal entera basado en los
puntos que sefialamos, explican el creciente uso de las técnicas Branch-and-Cut conjugadas con la
teoria poliedral en el desarrollo de algoritmos. La identificacién de desigualdades vélidas y en lo
posible facetas del poliedro de soluciones factibles, usadas en el contexto de un algoritmo Branch-
and-Cut, permite resolver instancias de problemas de programacién entera que no resulta posible
con otro procedimiento. Los trabajos [46), [71], [54] y [9] son una muestra de esta afirmacién.

3.2.4. Algoritmos Branch-and-Price

Los algoritmos Branch-and-Price son una generalizacién de los algoritmos Branch-and-Bound
y surgieron en los afios 80. Estan disenados especialmente para formulaciones que tienen un gran
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nimero de variables que no puede ser considerado explicitamente. Estos modelos no son una rareza
y son usados en la practica por diversas razones. Puede ocurrir que sean los inicos modelos conoci-
dos para un problema y no exista otra alternativa. Puede suceder también que modelos con menor
cantidad de variables tengan relajaciones mas débiles y no resulten buenos para aplicarles los algo-
ritmos conocidos.

Debido al tamano del modelo, la resolucién de las relajaciones asociadas a cada nodo del arbol es
muy costosa. La estrategia en estos casos es resolver la relajacién lineal restringiéndose a un subcon-
junto de variables. La solucién obtenida es factible de la relajacion original pero no necesariamente
6ptima. Para chequear la optimalidad hay que buscar entre las variables no consideradas si hay
alguna candidata a entrar a la base. Es decir, si y* es la solucidn del dual del problema restringido,
hay que buscar una columna a del modelo tal que ¢, — y*a < 0 donde ¢, es el coeficiente de costo
de la variable correspondiente a la columna a. Si existe una columna en tales condiciones, se reop-
timiza la relajacién. Si no, se continda con el esquema general del algoritmo Branch-and-Bound.
Esta técnica para resolver las relajaciones se denomina generacion de columnas.

Como no se disponde de todas las columnas en forma explicita, el procedimiento usado para
chequear la optimalidad de la solucién es clave para la aplicacién de esta técnica. Muchas veces,
las columnas de la matriz de restricciones pueden describirse en forma implicita como vectores ca-
racteristicos de subconjuntos de un conjunto. Por ejemplo, dado un conjunto de cajas de diferentes
pesos, subconjuntos de cajas con peso total inferior a un valor fijo. En estos casos, el problema
de generacién de columna puede ser formulado mediante un modelo de programacién lineal entera
que puede ser resuelto mediante alguna heuristica o algoritmo exacto. En el caso del ejemplo consi-
derado, obtenemos un problema de mochila: entre todos los posibles subconjuntos de cajas que no
superan cierto peso, elegir el de menor costo reducido. Uno de los primeros trabajos utilizando es-
ta técnica de generacién de columnas es de Gilmore y Gomory [35) para el problema de cutting stock.

En el contexto de un algoritmo Branch-and-Price, se necesita de un buen algoritmo de gene-
racién de columnas que permita resolver las relajaciones sin consumir mucho tiempo. Esto depende
esencialmente de la estructura del problema de generacién y de que las estrategias de Branching
no modifiquen o compliquen esta estructura. A pesar de estas dificultades, es una técnica utiliza
con éxito para muchos problemas entre los cuales se encuentra el problema de ruteo de vehiculos y
el problema de planificacidn [28].

Aun en los casos que no es posible encontrar la solucién de un problema de programacién lineal
entera binaria, los procedimientos descriptos resultan de utilidad. El valor éptimo de la relajacién
lineal es una cota inferior del valor éptimo entero. Lo algoritmos tienen la particularidad de ir
mejorando iterativamente esta cota inferior y en el caso de Branch-and-Bound y Branch-and-Cut
pueden ir surgiendo mejores soluciones enteras que permiten ir actualizando la cota superior. En
la préctica, generalmente, no resulta imprescindible contar con el éptimo y basta con conocer una
medida del error que se comete con soluciones aproximadas. El conocimiento de una buena cota
inferior y superior permite estimar el porcentaje de error respecto al valor éptimo de la solucién
aproximada e incluso llegar a probar su optimalidad.
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En los algoritmos que hemos descripto, el mejoramiento de la cota inferior es logrado por la
aplicacién sucesiva de planos de corte y/o por el proceso de Branching. Sin embargo, si el modelo
tiene multiples soluciones equivalentes (desde el punto de vista de la funcién objetivo) puede ocu-
ITir que se requieran muchas iteraciones para lograr un incremento de la cota inferior o determinar
que ya se encuentr6 el éptimo. Por eso, es importante evitar trabajar con modelos que tengan esta
caracteristica. Esta situacién puede ser una de las causantes de la baja performance de estos algo-
ritmos. Con el fin de evitar esta clase de simetria, resulta también muy itil implementar estrategias
de Branching que no consideren regiones del espacio simétricas desde el punto de vista del valor de
la funcién objetivo. Se evita asi una bisqueda innecesaria en lugares del espacio donde se puede
afirmar que no existen mejores soluciones.

Ninguno de los métodos presentados deriva en algoritmos polinomiales y es muy dificil estimar
el tiempo que requerira obtener la solucién de una instancia de un problema de programacién entera
binaria. El tamafo, cantidad de variables y/o restricciones, puede darnos una idea muy global de la
dificultad, pero no es suficiente. Esta tiltima observacién puede llevarnos a tener una visién pesimista
de la situacién. Sin embargo no es asi. Hay un gran esfuerzo de muchos investigadores en lograr
implementaciones cada vez mds eficientes y en desarrollar nuevas estrategias. Esto sumado a los
avances tecnoldgicos, posibilita que hoy en dia dispongamos de herramientas sélidas que resuelven
instancias de problemas de programacién entera intratables hasta no hace mucho tiempo.
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Capitulo 4

Modelos de PLEB para el Problema
de Coloreo de Grafos

En el Capitulo anterior explicamos los conceptos bdsicos y algoritmos de los problemas de pro-
gramacion entera. Senalamos algunas de las dificultades que aparecen en la practica y en particular
mencionamos que la presencia en el modelo de soluciones simétricas perjudica la performance de
los algoritmos. El objetivo de este Capitulo es presentar y analizar modelos de programacién lineal
entera para el problema de coloreo de grafos. Comenzamos describiendo dos modelos cldsicos que
aparecen en la literatura y finalmente proponemos tres nuevos modelos que, con diferentes criterios,

eliminan soluciones simétricas. Hacemos un anélisis de las ventajas y desventajas de cada uno de
ellos.

4.1. Modelo Clasico

La formulacién clésica para el problema de coloreo de grafos fue propuesta por Christofides [17].
Consideremos w; y zi; variables binarias, para todo i € V y 1 < j < n, donde

Tii = 0 si el vértice i no es coloreado con el color j
Y 1 si el vértice i es coloreado con el color j

wi = { 0 si el color j no es usado por ningin vértice
771

si el color j es usado por algin vértice

A partir de estas variables, la formulacién cldsica de programacién entera es:

29
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n
Minimizar E w;

j=1
sujeto a
n
> z=1 VieVv (4.1)
j=1
Tij + Th; < wj sifi,k]e EVji=1,...,n (4.2)

:c,-j,ij{O,l} VieV Vji=1,...,n

donde las restricciones de asignacion (4.1) aseguran que cada vértice sea coloreado con un color
y las restricciones de adyacencia (4.2) imponen que dos vértices adyacentes no compartan el mis-
mo color y que w; = 1 cuando algin vértice es coloreado con el color j. El modelo tiene n?+n
variables y n + nm restricciones. Al poliedro de soluciones factibles asociado a esta formulacién lo
denomimamos SCP.

Cuando describimos el problema de coloreo de grafos, mencionamos la propiedad de simetria.
Esto se ve reflejado en este modelo. Todo coloreo estd representado por una solucién factible de la
formulacién. Dada una solucién entera de SCP cualquier permutacién de los colores es una solucién
factible con el mismo valor de la funcién objetivo. Es decir que cualquier solucién tiene un nimero
exponencial de soluciones simétricas o equivalentes. Lo mismo ocurre con las soluciones fracciona-
rias. Por ejemplo, sea k = 2,...,ny Ni C {1,...,n} tal que |[Ni| = k. La solucién w; = 2/k
y zij = 1/k para todo i € V y j € N tiene valor objetivo 2. Hay un nimero exponencial de
soluciones fraccionarias simétricas 6 equivalentes.

Si pensamos en aplicar un algoritmo Branch-and-Bound o Branch-and-Cut para resolver el
problema, esta caracteristica de simetria del modelo puede conducir a una exploracién innecesaria
de ramas del arbol. Ademas, la existencia de miiltiples éptimos, entorpece el mejoramiento de las
cotas inferiores. Los planos de corte eliminan la solucién de la relajacién, sin embargo la existencia
de éptimos alternativos fraccionarios determina que el algoritmo no pueda mejorar el valor de la
relajacion en sucesivas iteraciones.

No hemos encontrado en la literatura un algoritmo Branch-and-Cut basado en un estudio
poliedral de SCP ni con estrategias que intenten eliminar simetrias. En (54] y (1], la formulacién
es utilizada para modelar un problema de asignacién de frecuencias, si bien con el agregado que
cada vértice tiene un conjunto de colores (frecuencias) posible. El modelo es resuelto con un algo-
ritmo Branch-and-Cut si bien los planos de corte no son especificos del problema. Usan desigualdes
vélidas del poliedro del problema de conjunto independiente mdzimo [67], que es una relajacién de
SCP. Proponen dos estrategias de Branching, pero ninguna de ellas pensadas para evitar soluciones
simétricas.

En el comienzo de nuestro trabajo, realizamos un estudio del poliedro SPC [18] e implemen-
tamos un algoritmo Branch-and-Cut con la desigualdades vélidas obtenidas. Si bien los resultados
no fueron muy satisfactorios, nos sirvieron como base para lograr una mejora del modelo y de
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los algoritmos a partir del anélisis de las dificultades que se presentaron. Al final del Capitulo 5,
hacemos un resumen de nuestros resultados poliedrales sobre SCP.

En el Capitulo anterior mencionamos que el tamafio de una formulacién de programacién lineal
entera da una idea de la dificultad de la resolucién, si bien no es un factor concluyente. Muchas
veces, cierto pre-procesamiento de los datos permite reducir este tamafo y marca la diferencia entre
la posibilidad de poder o no resolver el problema. En el caso particular del problema de coloreo de
grafos, el conocimiento de la estructura del grafo permite tomar decisiones acerca de la coloracién
de ciertos vértices. Por ejemplo, si K es una cliqgue de G, todos sus vértices usan colores distintos y
por lo tanto |K| < x(G). Si coloreamos los vértices de K con los coloreos 1, ..., k, bastard buscar
un coloreo en G[V\K] restringiendo los colores de los vértices de acuerdo a sus adyacencias con
los vértices de la clique. De esta manera se reduce en |K|n el nimero de variables del modelo y se
eliminan las restricciones de asignacién y adyacencia correspondientes a los vértices de K. Ademaés
las variables z;; para [ij] € E y j € K también son eliminadas. Por otro lado, mediante alguna
heuristica rapida y eficiente puede obtenerse una cota superior de x(G). Asi, las variables z;; y w;
con j mayor que la cota superior del nimero cromético pueden ser eliminadas del modelo.

4.2. Modelo de Cubrimiento

Hemos encontrado en la literatura muy pocos modelos que hayan sido propuestos con el fin de
mejorar alguna de las observaciones que hemos hecho al modelo anterior. Uno de ellos estd basa-
do en considerar al problema de coloreo en grafos como un problema de cubrimiento de vértices
por conjuntos. Sabemos que el conjunto de vértices coloreados con un mismo color es un conjunto
independiente. Entonces, un coloreo no es més que una particién de V por medio de conjuntos
independientes. A partir de esto puede obtenerse una formulacién del problema de coloreo de grafos
usando los conjuntos independientes y buscando una particién de minimo cardinal.

Sea S = {51,S2,...,5t} el conjunto de todos los conjuntos independientes de G. Sea zs; una
variable binaria tal que zs, = 1 si todos los vértices de S; son coloreados con un mismo color y
zs, = 0 en caso contrario. Con estas variables el problema de coloreo puede ser formulado como:

[
Minimizar E zs,
i=1

sujeto a

> zs, =1 VveV (4.3)
V€ S;

zs, € {0,1} Vi=1,...,t

Las restricciones (4.3) imponen que exista un conjunto independiente (y sélo uno) al que
pertenezca cada uno de los vértices del grafo. Esta formulacién tiene n restricciones y un niimero
muy grande de variables. Una forma de reducir el nimero de variables es considerar conjuntos
independientes maximales. En este caso, no puede imponerse que un vértice pertenezca a un lnico
conjunto independiente maximal pues el problema podria resultar no factible. Pero a los fines de
colorear, basta buscar un cubrimiento en lugar de una particién. Para los vértices pertenecientes a
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mas de un conjunto independiente que forme parte de la solucién, puede elegirse un color entre los
posibles.

Si M = {M,,M,,..., My} es el conjunto de todos los conjuntos independientes maximales, la
formulacién es:

p
Minimizar E M,
i=1

sujeto a

zpm, € {0,1} Vi=1,...,p

Aun con esta reduccidn, el nimero de variables puede ser muy grande. No es necesario que el
grafo tenga un gran numero de vértices para que sea imposible contar con la formulacién explicita
del modelo. En [61), Mehrotra y Trick proponen un algoritmo Branch-and-Price para resolver el
problema. Los autores reportan buenos resultados para grafos generados al azar pequenos a media-
nos (no mas de 70 vértices) y con mayor dificultad para densidades medias. También experimentan
con grafos de la literatura donde los resultados son maés satisfactorios. De acuerdo a su experiencia,
el valor de la relajacién lineal es una buena cota inferior del niimero cromaético.

Este modelo elimina un cierto tipo de simetria. Al no considerar los colores en la formulacién,
los coloreos equivalentes resultantes de la permutacién de colores no estdn presentes en la formu-
lacién. Hay una simetria que si se conserva. En una solucién factible, las variables zs, con valor
1 determinan una particién de conjunto de vértices. El cardinal de dicha particién es la suma de
estas variables. Dependiendo de la estructura del grafo, pueden existir diversas maneras de obte-
ner una particién en conjuntos independientes con el mismo cardinal. Todas ellas tienen asociadas
soluciones factibles del modelo que resultan ser simétricas.

4.3. Nuevos Modelos que Rompen Simetria

La simetria de las soluciones responde basicamente a la indistinguibilidad de los colores. La
existencia de particiones en conjuntos independientes de igual cardinal también representa solu-
ciones simétricas pero influye en menor medida.

A continuacién, proponemos tres modelos que eliminan parcialmente soluciones simétricas.

s Modelo 1

Dada S, 955, ... Sk una particién en conjuntos independientes de G, cualquier asignacién de
k colores elegidos de los n posibles, tiene asociada una solucién factible de SCP. Si consi-
deramos en orden los colores de 1 a n y exigimos que el color j + 1 no puede ser usado si los
colores 1,2, ..., no fueron usados en algin vértice, habremos eliminado un gran nimero de
coloreos simétricos. Si buscamos que estos coloreos no estén presentes en la formulacién de
programacién lineal, basta con agregar a las restricciones del modelo clésico las desigualdades
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ijZIij Vj=1,...,n (44)
i€V
'w]'ij.,.l Vj=1,...,n—1 (4.5)

Llamamos CP a la cdpsula convexa de las soluciones factibles enteras de este modelo.
CP = SCP N {(z,w) € R™**" : (z,w) verifica 4.4 y 4.5}.

Resulta significativa la reduccién de soluciones factibles. Por ejemplo, si G = Ca4y (un

agujero de 2k + 1 vértices), en CP hay 6(2k + 1) soluciones éptimas, mientras que en SCP
hay k(2k — 1)(2k + 1)2/3.

Un modelo similar a éste fue propuesto por Baybars (7] para minimizar la maxima frecuencia
asignada en un problema de asignacién de frecuencias. Sin embargo, no hemos encontrado

en la literatura ninguna experiencia de un algoritmo Branch-and-Cut con el modelo ni un
estudio poliedral del mismo.

La eliminacién de variables mediante la coloracién de una clique y del conocimiento de una
cota superior de x(G) puede hacerse como ya indicamos en el modelo cldsico.

s Modelo 2

En el Modelo 1, para una particién de cardinal k en conjuntos independientes, atin permanecen
todas las soluciones factibles resultantes de permutar los k& primeros colores. Con el fin de
eliminar algunas, podemos exigir que el nimero de vértices coloreados con color 7 sea mayor o
igual a los coloreados con color j + 1. De esta manera, si en la particién intervienen conjuntos
de distinto cardinal, habremos eliminado algunas de las permutaciones.

Esto se logra agregando las siguientes restricciones al modelo clésico:

'U.)J'SZI,']' Vj=1,...,n (46)
eV
n n
> zp= ) zja Vi=1,...,n-1 (4.7)
i=1 i=1

Llamamos CP’ a la cdpsula convexa de las soluciones factibles enteras de este modelo.

CP' =SCP N {(z,w) € R™*" : (z,w) verifica (4.6) y (4.7)}.

El poliedro CP’ esta incluido en CP.

Dada una particién en conjuntos independientes, a mayor cantidad de conjuntos con distinto
cardinal, mayor la eliminacién de soluciones simétricas. En el caso sencillo del ejemplo anterior,
G = Cok+1, en CP’ hay 1/3 menos de soluciones éptimas que en CP.
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La disminucién en la cantidad de soluciones simétricas estd basada en la distincién entre los
colores y no tiene en cuenta la simetria resultante de las particiones equivalentes. Sin embargo,
cuando intentamos realizar un estudio poliedral de CP’, encontramos que ciertas propiedades
del grafo influyen en las caracteristicas del poliedro.

Al tratar de caracterizar la dimensién del poliedro, observamos que ésta depende de la es-
tructura de los coloreos. Por ejemplo, si en cualquier coloreo éptimo del grafo a lo sumo
2 vértices utilizan un mismo color, entonces toda solucién factible entera de CP’ satisface
Z:;, ZTi2 = 2 — wn—2. Sin embargo, esta igualdad no resulta vilida si existe un conjunto in-
dependiente de cardinal mayor a 2 en un coloreo con x(G) colores. Esto dificulta determinar
el conjunto minimal de ecuaciones asociado con el poliedro CP’ y su dimensién.

Desde el punto de vista algoritmico también tuvimos problemas con este modelo. La reduccién
del tamafio del modelo presenta alguna dificultad. Por la forma en que se eliminan soluciones
simétricas, no puede fijarse la coloracién de una cligue. Dependiendo de la estructura del grafo
puede resultar no factible que el conjunto de vértices coloreados con el color 7 sea el 1 — esimo
de mayor cardinal. Una forma de evitar esta situacién es restringir las desigualdades (4.7) a
indices mayores al tamano de la clique.

Modelo 8

El modelo anterior no distingue los colores que le pueden ser asignados a conjuntos indepen-
dientes con igual cardinal. Es decir, cada particién puede tener asociada mas de una solucién
factible en CP’. Para evitar esto, en lugar de ordenarlos por cardinal, ordenamos a los conjun-
tos independientes considerando el menor indice de los vértices pertenecientes a cada uno de
ellos. Este orden es itinico y permite eliminar en forma total las permutaciones de los colores,
considerando para cada particién una tnica asignacion de colores: al conjunto independiente
en lugar j se le asigna el color j. De esta manera, a un vértice i nunca se le asigna un color
cuyo indice sea superior a i. Para modelar estos coloreos se eliminan del modelo cléasico las
variables z;; con j > i y se agregan las restricciones:

i—1

zij < Z Thj-1 Vi€ V\{l} Vi=2...,i—-1 (48)
k=j~-1

Estas restricciones aseguran que el vértice ¢ puede usar un color 7, con j < i tinicamente si
algin vértice de indice menor usa el color j — 1. Si no hay ningiin vértice en estas condiciones,
quiere decir que el vértice 7 estd obligado a usar un color que a lo sumo tenga indice j — 1.

Llamamos CP” a la capsula convexa de las soluciones factibles enteras de este modelo.

CP" =SCPN{(z,w) € RM+n . (z, w) verifica (4.8) y z;; = 0 para j > i}.

El poliedro CP” esta incluido en CP y la reduccién en el nimero de soluciones simétricas es
significativa. Siguiendo con el ejemplo sencillo de G = Cax+1, en CP” hay 2k + 1 soluciones
éptimas.
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El nimero de variables es n(n + 1)/2, inferior a la cantidad de variables de los otros modelos.
El nimero de restricciones es mayor. Si bien se redujo un poco el nimero de desigualdes entre
vértices adyacentes, las desigualdades (4.8) son (n? — n)/2. La resolucién de las relajaciones
lineales insume bastante tiempo debido a esta cantidad de restricciones. De la misma manera
que en modelos anteriores, se pueden eliminar variables fijando el coloreo de una clique, siem-
pre que se enumeren los vértices del grafo de manera tal que los primeros vértices pertenezcan

a la clique. Un cota superior de x(G) se puede utilizar para eliminar las variables con indice
j mayor o igual a dicha cota.

El modelo tiene la particularidad que las propiedades del poliedro dependen de la manera
en que se enumeren los vértices del grafo. A distintas enumeraciones corresponden distintas
formulaciones que cambian completamente al poliedro de soluciones factibles. Por ejemplo,
si los dos primeros vértices del grafo son adyacentes, las soluciones del poliedro satisfacen
92 = 1. Si cambiamos la enumeracién de los vértices para que no sean adyacentes esta
condicién no es satisfecha por todo coloreo. En el caso que el primer vértice sea universal, las
variables z;) se anulan para todo vérticeiconi=2,...,n.

Para caracterizar la estructura facial del poliedro CP”, este comportamiento hace dificil o
imposible su estudio.

Los nuevos modelos que proponemos cumplen con el objetivo de eliminar soluciones simétricas.
Es natural la preferencia por aquel modelo donde la eliminacién sea mayor. Sin embargo, cuando
para un mismo problema existen diferentes alternativas, no hay un criterio determinante para elegir
una formulacién sobre otra. Hay factores que pueden ayudar a tomar una decisién. Por ejemplo:
cantidad de variables, cantidad de restricciones, calidad de la relajacién lineal, performance de los
algoritmos, entre otros. En nuestro caso, los dos iltimos modelos presentan dificultades para ca-
racterizar la capsula convexa de la soluciones factibles. El poliedro CP es mas independiente de las
particularidades del grafo y se puede realizar un estudio de su estructura facial. Como CP” C CP
y CP’ C CP, las desigualdades vilidas obtenidas para CP pueden ser usadas como planos de corte
en las relajaciones lineales de CP’' y CP”. La experimentacién con un algoritmo Branch-and-Cut
utilizando los Modelos 2 y 3 también fundamenta nuestra elecciéon de trabajar con CP. Algunas
dificultades ya las sefialamos y otras son analizadas en el Capitulo 7.

En el préximo Capitulo presentamos nuestro estudio poliedral de CP.
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Capitulo 5

Estudio Poliedral del Problema de
Coloreo de Grafos

La caracterizaciéon total o parcial de un poliedro asociado a un modelo de programacién li-
neal entera, tiene como objetivo identificar desigualdades vélidas para ser usadas en un algoritmo
Branch-and-Cut. La efectividad de una desigualdad en este contexto estd relacionada en gran
medida con la dimensién de la cara que defina la misma. De ahi la importancia de caracterizar caras
con dimensidn alta, en particular facetas del poliedro. Con este fin, en este Capitulo presentamos un
detallado estudio poliedral de CP, el poliedro asociado a uno de los modelos de programacién lineal
entera que propusimos en el Capitulo anterior para el problema de coloreo de grafos. Resultados
parciales de este estudio estdn publicados en [63]. Asumimos que el lector tiene los conocimientos
basicos de la teoria poliedral.

5.1. El Poliedro CP

Sean w; y x;; variables binarias Vi€ V y j =1,...,n tal que:

0 si el vértice i no es coloreado con el color j
Ty = . L .
v 1 si el vértice i es coloreado con el color j

ws = 0 si el color j no es usado por ningun vértice
77 1 1 siel color j es usado por algin vértice

Como ya definimos en el Capitulo 4, el poliedro CP esta asociado con la siguiente formulacion
de programacion lineal entera:

37
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n
Minimizar E w
j=1

sujeto a

n
Y zy=1 VieV (5.1)

j=1
Tij + Tiy; < w;j si [i,k‘]GE Vi=1...,n (5.2)
ijZIij Vi=1,...,,n (5.3)

ieV

wj > Wit Vi=1,...,n-1 (5.4)
:l:ij,tUjE{O,l} VieV Vji=1...,n (55)

El poliedro CP es la cédpsula convexa de las soluciones factibles del modelo, es decir
CP = conv{(X,W) € {0,1}" : (X, W) satisface las restricciones 5.1 a 5.5}

Dicho en otros términos, el poliedro CP estd asociado con los coloreos C de G que tienen la
propiedad que si usan un color entonces también usan los de indice menor. Para simplificar la
notacién, usaremos indistintamente C 6 (X c WC) para referirnos a las soluciones factibles de CP.
Dado un coloreo C de G, C(v) = j significa que el vértice v es coloreado con j. Entenderemos que
:cg vale 1 si el vértice i es coloreado con j por el coloreo C y 0 en caso contrario. La variable w$

J
toma valor 1 cuando el color fue usado por algln vértice por el coloreo C y 0 en caso contrario.

La teoria poliedral establece que todo poliedro P C R™ puede ser descripto por ecuaciones e
inecuaciones lineales. Es decir,

P={zeR": Az = b, ASz < b5}

El sistema A=z = b= (sistema minimal de ecuaciones) determina la dimensién del poliedro, siendo
dim(P) = n — rango(A=).

Toda desigualdad vilida (m,m) de un poliedro P, 7z < mgVz € P, define una cara F siendo
F=Pn{z € R* : mxz = mp}. Si dim(F) = dim(P) — 1, entonces F es una faceta. Las unicas
desigualdades necesarias y suficientes para la descripcion de P son las que definen facetas. Es decir,

para caracterizar la cdpsula convexa de un conjunto de puntos se necesita y es suficiente encontrar
un sistema minimal de ecuaciones y desigualdades vélidas que definan facetas.

Para determinar si una desigualdad valida (m,mg) es faceta hay que:
= exhibir algin punto que satisfaga la desigualdad en forma estricta.

= encontrar dim(P) vectores afinmente independientes en F.
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En algunos casos no es fécil obtener los puntos afinmente independientes. Un alternativa para
reconocer si una cara es una faceta es usar el siguiente resultado:

Lema: Sea A=z = b= el sistema minimal de ecuaciones del poliedro P y (7, mo) una cara F de
P. (m,mo) define faceta de P siy sdlo si para cualquier (A, \o) desigualdad vdlida para P tal que Az =
Ao para todo x € F eziste un escalar @ > 0 y un vector u tal que (A, Ag) = (am + uA=, amg + ub=).

La metodologia para utilizar el Lema es la siguiente. Se asume la existencia de una desigualdad
valida (A, Ag) tal que F' C {z € P : Az = )\g}. Conociendo las propiedades que tienen los coeficientes
de una combinacién lineal de 7 y de las filas de A=, se trata de verificar que son cumplidas por los
coeficientes de A. En general esta deduccién se hace considerando puntos en F' o propiedades de
los mismos que implican las propiedades deseadas. Si X;, X3 € F, entonces AX; = AX>2. Eligiendo
convenientemente los valores de las coordenadas de X; y X5, se deducen condiciones sobre los
coeficientes de A. Esto se repite hasta completar la descripcién.

En este Capitulo hacemos uso de los dos procedimientos. En algunos casos resulta sencillo
generar los puntos afinmente independientes y en otros el andlisis se hace utilizando la metodologia
descripta. Comenzamos por estudiar la dimensién de CP.

5.2. Dimensién de CP

Teorema 5.1 Un sistema minimal de ecuaciones para CP es
n
Z Tij = 1 VieV
j=1

n
Zzin = Wn
i=1
'w]'=1 Vj = 1,...,X(G)
Entonces, la dimensién de CP es n? — x(G) — 1.

Demostracion:

Toda solucién factible satisface las primeras n ecuaciones del sistema ya que se econtraban en
la formulacién del modelo. Debido a la restriccién de orden entre los colores, las soluciones factibles
de CP no usan el color n 6 usan exactamente una vez cada color. En ambos casos, las soluciones
verifican la dltima ecuacién del sistema.

En toda ecuacién interviene una variable que no se encuentra en el resto de las ecuaciones, lo
que nos permite afirmar que la matriz tiene rango completo. Entonces, dim(CP) < n? — x(G) - 1.

Para determinar la dimensién de CP, construimos n? — x(G) soluciones afinmente indepen-
dientes. A continuacién detallamos los coloreos factibles que consideramos.

» Sea C! un (n)-coloreo. Llamamos v; al vértice coloreado con color i para i = 1,...,n.
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» Sean j,i € {1,...,n—1} coni # j. A partir de C!, construimos un (n)-coloreo intercambiando
los colores de v;,v; ¥ vn, asignando color j a vy, color 7 a v; y color n a v;. De esta manera
obtenemos (n — 1)(n — 2) coloreos.

» Paraj=1,...,n—1, nuevamente basados en C!, obtenemos los (n)-coloreo que asignan color
J a vp, color n a v; y color ¢ a v; para todo 7 # j,n. Con este procedimiento tenemos n — 1
coloreos.

= Sin pérdida de generalidad podemos suponer que v,—; y vn Nno son adyacentes.
Sea el (n-1)-coloreo que asigna color 7 a v; parai =1,...,n—2, y el color n — 1 a los vértices
Un-1Y Vn-

» Considerando el (n-1)-coloreo definido arriba, podemos obtener un (n-1)-coloreo intercam-

biando los colores ¢ y n — 1. Haciendo esto para¢=1,...,n — 2, construimos n — 2 coloreos.
= Finalmente, tomamos un (%)-coloreo para cada j = x(G),...,n — 2.
Tenemos n2 — x(G) coloreos. Notamos con C* los coloreos construidos parai = 1,...,n% - x(G).

Consideremos una combinacién lineal afin

n2-x(G) | n2-x(G)
Z 0i(XC, W) =0 tal que Z a; = 0.

=1 i=1

Para verificar la independencia afin de las soluciones tenemos que ver que todos los a; resultan
nulos.

El (n)-coloreo inicial es el inico que colorea a v, con color n, es decir la nica solucién con la
variable z,,, no nula. Por lo tanto o; = 0.

Para j = x(G),...,n, las soluciones con la variable w; no nula son los (k)-coloreo para k =
Jr--.,n. Sea S; el conjunto de los (k)-coloreo para k > j. Entonces se debe satisfacer que

Z a; = 0 para todo j = x(G),...,n
i:C‘GSj

Pero Sj41 C S; y |Sj] = 1 para j = x(G),...,n — 2. Entonces a; = 0 para las soluciones asociadas
a (j)-coloreo con j = x(G),...,n—2.
Para analizar el resto de las soluciones, construimos una tabla. Las filas corresponden a cada

uno de los (n)-coloreo y (n-1)-coloreo que restan analizar. Las n columnas corresponden a los n
colores posibles e indicamos en cada una los vértices coloreados por cada uno de ellos.
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color 1 color 2 | color 3 color i color n-1 | color n
Un n v3 Ui Un-1 v2
Un V2 n U Un-1 va
Bloque 1 Un V2 v3 n Un-1 v
Un v2 v3 Vi n Un-1
Un V2 U3 Vi Un-1 m
V2 Un V3 Ui Un-1 wm
n Un v2 Ui Un-1 v3
Bloque 2 un Un v3 v2 Un-1 W
n Un V3 R V2 Un-1
v Un V3 Vs Un-~1 v2
v v2 V3 Un Un-1 m
U1 Ui v3 Un Un-1 v2
Blogue i
n v2 v3 Vn Vi Un-1
m VU2 v3 Un Un-1 Vi
Un-1 v2 v3 Vi Un 1
n Un-1 V3 Vi Un 2
Blogue n-1
n v2 V3 Un-1 Un Vi
m v2 v3 Ui Un Un-1
Un-1,Vn v2 v3 Vi v -
n Un-1,Un v3 Vi v2 -
Bloque n
n v2 v3 Un-1,Un Ui -
v1 V2 V3 Vi Un-1,VUn -

Si observamos los n — 2 primeros bloques en que hemos dividido a la tabla, podemos afirmar que
los primeros n — 3 coloreos del bloque j son unicos en la coloracién del vértice v;. Claramente los
coeficientes que corresponden a estas soluciones resuitan nulos.

Parai=1,...,n — 2, llamemos §; y G; a los multiplicadores de las dos dltimas soluciones de
...,n—1, sea v; el correspondiente al i-esimo (n)-coloreo del bloque n —1
de la tabla y u; al i-esimo (n-1)-coloreo del idltimo bloque.

Eliminado los coloreos para los cuales ya sabemos que los coeficientes son nulos, podemos afirmar

cada bloque . Para i =1,

que:

1. 7' wi =0 (dnicos (n-1)-coloreo)

2. Z?=_12 8; + Yn—1 = 0 (\nicos que colorean a v,—) con n)
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3. 4i+upi=0 Vi=1,...,n— 2 (linicos que colorean a vn_ con i)

4. & +pi=0 Vi=1,...,n~2 (dnicos que colorean a v; con n — 1)

5. E;:f Bi + pn—1 = 0 (tnicos que colorean a vp— con n — 1)

6. & +Bi+pi=0 Vi=1,...,n—2 (linicos que colorean a v, con i)

7. Bi+v =0 Vi=1,...,n— 2 (dnicos que colorean a i con n)

De 4 y 6, se deduce que 3; = 0 para todo 2 = 1,...,n — 2. Pero entonces, de 7 resulta v; = 0

paratodoi=1,...,n—2yde5, pn—) = 0. Como consecuencia de 3, tenemos que u; = 0 y por 4,
§; =0 para todo i = 1,...,n — 2. Por iltimo, de 2 obtenemos y,—1 = 0.

Construimos n2 — x(G) soluciones factibles afinmente independentes. Resulta entonces que
dim(CP) = n? - x(G) - 1.

5.2.1. Proyeccion de CP

La reduccién de la cantidad de variables y restricciones en un modelo es importante para poder
resolver instancias lo mas grande posible. Si x(G) es una cota superior de x(G), podemos afirmar
que la solucién éptima del problema de coloreo de grafos se encuentra en

Proy(CP) = {(X,.W):w; =0 Vj=x(G)+1,...,n}.

Si bien Proy(CP) C CP, el conocimiento de las caracteristicas propias de Proy(CP) resulta de
interés para tener otro criterio de valoracién de las desigualdes vélidas de CP.

En el caso particular que x(G) = X(G), Proy(CP) tiene propiedades que dependen de las ca-
racteristicas que tengan las particiones de V en x(G) conjuntos independientes. Por ejemplo, si
V) Y v2 son vértices no adyacentes que en cualquier (x(G))-coloreo pertenecen al mismo conjunto
independiente, toda solucién factible de Proy(CP) satisface x,,; = z.,; para todo j =1,...,x(G).
Hemos analizado diferentes caracteristicas de las particiones, pero no pudimos determinar el sis-
tema minimal de ecuaciones de Proy(CP) para toda posible configuracién de las particiones de V.

En la siguiente proposicién determinamos la dimensién de Proy(CP) para el caso que x(G) <
X(G) - 1.

Proposicién 5.1 Si x(G) < n -k — 1, el poliedro Proy(CP) = CP N {w; = 0 para todo j =
n—k+1,...,n} tiene el siguiente sistema minimal de ecuaciones

n
dzy=1 VieV
j=1

w; =1 Vi=1,...,x(G)
w; =0 Vi=n—-k+1,...,n
Tij = VieV Vi=n—-k+1,...,n



5.3 Propiedades de las Restricciones del Modelo 43

Demostracidn:

Claramente las ecuaciones son satisfechas por las soluciones factibles de Proy(CP) y el sis-
tema tiene rango méximo. Veamos entonces que si AXX + MWW = )¢ se satisface para todo

(X,W) € Proy(CP), entonces (A\*,\W) es combinacién lineal de las ecuaciones del sistema. Para
esto deberemos ver que:

. ,\5§.=,\ffj, YveVy Vii=1...,n-k
] /\;-}V=O Vi=x(G)+1,...,n—k

Sean C! un (n-k-1)-coloreo, j < n—k — 1y v1,vo € V tales que Cl(v;) = C}v2) = j.
Cambidndole el color a v; por n — k, obtenemos C2? un (n-k)-coloreo a partir del cual, como

1 1 2 2
AXE 4 WS = AXST L AW podemos concluir que = A et A Vi=1,..n—k-1
De aqui se desprende que /\fflj = /\ﬂsj, V3,7 =1,...,n—k—1. Entonces, la identidad es valida

para todos los vértices que comparten color.

Sea v tal que C'(v) = j' y v es tinico con ese color. Intercambiando el color j/ con j y con-
siderando lo demostrado arriba obtenemos /\f,g. = /\flg-, vjii=1..n-k-1

Nos falta ver atin el caso j = n — k. Como x(G) < n—k — 1, existe C! un (n-k)-coloreo tal que
v, es el nico coloreado con color n — k. Por otro lado, también existe C? un (n-k)-coloreo tal que
v1 ¥ v2 son los Unicos que comparten el color n — k. Resulta entonces que

X X
’\i{zn—k + ’\vlc,,l + Z ’\1)J(c., = )‘t)l(zn—k + ’\1)J(|n—k + Z ’\‘vc(,

VU, V2 v#vU1,v2

donde C!(v)) = ¢y, C'(v) = ¢y y C?}(v) =}, con ¢, ¢, <n—k—1.

Como ya sabemos que A\, = )\ffc(’ , obtenemos ’\510.;1 = AX,_x y también que MV, = 0.
La identidad es vélida para cualquier vértice que comparta color con algin otro. Con el mismo
procedimiento utilizado antes se puede deducir que es vilida para todov € V.

Por tltimo, construimos un (j-1)-coloreo con x(G) + 1 < j < n — k, de manera tal que v,
comparten el color j — 1. Si el color de v es cambiado a j obtenemos un (7)-coloreo y la identidad
A%y =%+ AY. Por la propiedad demostrada antes resulta AV =0.

m]

5.3. Propiedades de las Restricciones del Modelo

Veamos ahora cuales de las inecuaciones del modelo definen facetas de CP. Comenzamos por la
restricciones de positividad de las variables.

Proposiciéon 5.2 Seav eV,
1. zyn > 0 es faceta de CP.

2. Zyj, =0 es faceta de CP para todo jo = 1,...n—1 si y sélo si V\{v} no es una clique.
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Demostracidn:

1. Consideramos un (n)-coloreo que asigne el color n al vértice v y generamos n? — x(G) solu-
ciones factibles con el procedimiento usado en la demostracién del teorema, 5.1 . Si excluimos

el (n)-coloreo generador de las soluciones, el resto verifica que z,, = 0 y son afinmente
independientes.

2. Si V\{v} es cligue, entonces x(G) = n — 1. En este caso, toda solucién factible que verifica
Tyjo = 0, satisface Ziev\{v} Tijo = 1 y por lo tanto la desigualdad no es faceta. Supongamos
entonces que hay dos vértices z,z' € V\{v} que no son adyacentes. Consideremos un (n)-
coloreo que asigne color n — 1 a 2, n a z’ y al vértice v un color distinto a jo. Nos generamos
soluciones factibles como antes y excluimos el (n)-coloreo que asigna jg a v. Obtenemos de
este modo los coloreos necesarios para poder afirmar que z,;, > 0 es faceta.

8]
Como CP esta contenido en el espacio afin defiriido por el sistema de ecuaciones (5.1), las de-
sigualdades z,; < 1 son implicadas por la positividad de las variables.

Siguiendo con las desigualdades del modelo, las restricciones de orden establecidas entre los
colores resultan ser facetas. La siguiente proposicién asi lo demuestra.

Proposicién 5.3 La restriccidn wj, > wjo+1 es faceta de CP para todo jo tal que x(G) < jo <
n—2.

Demostracion:

Consideremos los coloreos que usamos en el Teorema 5.1 y excluyamos el (jp)-coloreo. Clara-
mente todos verifican wj, = wjy+1 ¥ por lo tanto la desigualdad es una faceta de CP.
o
Para finalizar con las facetas definidas por la restricciones del modelo, veamos el siguiente
resultado.

Proposicién 5.4 La desigualdad wj, < 3 ,cy Tuj, €s faceta de CP para todo jo =1,...,n—1 si
y sdlo si eziste algin (x(G))-coloreo que la verifica por igualdad.

Demostracion:

Si ningun (x(G))-coloreo verifica la igualdad, entonces toda solucién factible en la cara definida
por la desigualdad satisface w,(g)4+1 = 1 y esto contradice la condicién de faceta.

Supongamos ahora que existe un (x(G))-coloreo que verifica la igualdad. Consideremos los (n)-
coloreo y (n-1)-coloreo del Teorema 5.1, excluyamos el (n-1)-coloreo que asigna color jo a va—1 Y ¥n
y agreguemos para cada j = x(G),...,n—2, un (j)-coloreo donde el color jo sea usado por un tinico
vértice. Estas soluciones son afinmente independientes y nos permiten afirmar que la desigualdad
es faceta.

o
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La siguiente desigualdad que analizamos no pertenece a la formulacién original. Sin embargo, en
la implementacién de nuestro algoritmo Branch-and-Cut fue muy iitil considerar una relajacién ini-
cial donde reemplazamos las desigualdades (5.2), z;j + zxj < w; paratodoj =1,...,ny [i,k} € E,
por las desigualdades que presentamos a continuacién. La cantidad de restricciones (5.2) del modelo
es nm y para grafos de media y alta densidad, la resolucién de la relajacién lineal insume mucho
tiempo. El reemplazo de las restricciones otorga mejor perfomance al algoritmo.

Consideremos v € V y vj,vs,...,v, un conjunto independiente méximo de N(v). Si r = 1,
tenemos una cligue maximal que es analizada més adelante. Supongamos entonces que r > 2. Para
cualquier coloreo podemos hacer las siguientes afirmaciones:

= si v no es coloreado con el coloro jo, a lo sumo 7 vértices de N(v) pueden usar el color j.

= si v usa el color n —r+j+1 para algiin j < r — 1, ninguin color se usa en mas de r — j vértices
(en particular el jp).

= si el vértice v es coloreado con el color jg, todo vértice adyacente a v no puede usar este color.

A partir de estas observaciones surge la desigualdad Vecindad

r-1

Z Zujo + TTyjo + ij:,m_,..,.j.,.l < Twj,
ueN(v) j=1

que resulta valida para todo jo < n—7+ 1.

Cualquier (n)-coloreo que asigne color jo a un vértice adyacente a v y color n — 1 a v, satisface
estrictamente la desigualdad. Todo coloreo que asigne el color jo a v la satisface por igualdad. Por

lo tanto, la desigualdad no es redundante del sistema minimal de ecuaciones que define a CP y
resulta ser una cara.

La desigualdad no es vélida para RCP (relajacién lineal de CP) pues z;; = ,—11 yw; = % para
todo 7,7 = 1,...,n no la satisface. La nueva relajacién no es mas débil que RCP.

En la siguiente proposicién caracterizamos cuando la desigualdad resulta ser faceta.

Proposicién 5.5 Sea jo tal que jo < n — 7+ 1. La desigualdad Vecindad

r—1

Z Tujo + TZujo + Zjlm-r+j+1 < rwj,
ueN(v) j=1

es vdlida de CP y define une faceta.

Demostracion:
Por lo mostrado més arriba, ya sabemos que la desigualdad es vélida. Sea F la cara de CP definida
por la desigualdad. Supongamos que M X + MWW < )g es una desigualdad vélida para CP tal que
FCCPN{(X,W) : XXX + MWW = X}

Para afirmar la condicién de faceta debemos ver que:
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1.

2.

M= +M Vi=1..,n-1ji#j, Yz#v
Moy =A% =7 Vji=1,...,n-1 Vze N(v)

Moy =2+ A+

AS=28+ 0 —(r—1)y Vi=1,...,n—r+1,j#jo
)\vXj=,\§n+)\7‘:V+(j—n)'y Vi=n—-r+2,...,n-1
,\fjo=)\§1+)\,‘iv Vzg¢ N(w), z# v

MW =0 Vi=x(G)+1,...,n=1,j# jo

A = —rysijo 2 x(G) + 1

720

Probamos cada una de las condiciones.

Como r > 2, existen vk, v; € N(v) vértices no adyacentes. Podemos construir los siguientes
coloreos en F:

C': (n—1) — coloreo C? : (n) — coloreo
Clwm) =Cl'(m) = C*(w) =n
C'(v) = jo Clz) =C%z2) Vz# v

Cl(2) € {1,...,n =11\ {4, jo}
Vz # v, v,V

ct c! c? c? . , .,
Como MX° + MW" = 2" 4+ AW" y los coloreos difieren sélo en la coloracién de vy, es
‘o : X _ X w
trivial concluir que A, ; = A, + Ay

Seaz €V, z# v,uxy C3el (n)-coloreo tal que C3(2) = C%(wx), C3(vx) = C%(2) y C3(u) =
C2(u) para todo u # v,v;. Como C® € F y difiere de C? sélo en la coloracién de z y g,
entonces A%+ A%, = AX,+AX .. A partir de lo deducido antes, concluimos que A% = A%, +\¥

para todo z # v.

Sean u,u' € N(v) yj=1,...,n—1con j # jo. Sean los siguientes coloreos de G en F:
C! : (n) — coloreo C?: (n) — coloreo
Cl(u) =j C?(u) = jo
Cl(w) = Jo C*(W) =
Cllw)=n C%(z) =C2) Yz #u,u

C'l(z) € {1,...,n}\{n, 4,70}
Vz # v,u,u
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Como consecuencia del intercambio de colores y del caso anterior, obtenemos Ayj, — Auj =
’\‘u'jo - /\qu =7.

3. Sea u € N(v). Consideremos los siguientes coloreos de G:

C!: (n) - coloreo C? : (n) — coloreo

C(v) = jo C%(v) =n

Cl{u) =n C?(u) = jo

Cl(z) € {1,...,n}\{n, jo} C%z)=CY2) Vz# v,
Yz #v,v

Claramente surge la identidad /\wo + X5 =2+ /\ff]o Usando los dos casos anteriores,
tenemos que ’\vJo = A5 + 2\ +4.

4. Seaj<n-—-r+1yj# jo. Podemos construir los siguientes coloreos de G en F:

C!:(n—r+1) - coloreo C?:(n—r+1) - coloreo
CHv) = Jo C*v) =7
Cllwi)=j Vi=1,...,r C*(v)=7jo Vi=1,...,7

Clz)e{1,...,n=r+1]\{j,jo} C*2)=Cl(z) Vz#v,v1,...,0
Vz#v,v1,...,0r

Por las coincidencias de ambos coloreos, deducimos
X X
vJo"'Z’\ = Ay +Z)‘Mo

Usando los resultados de 2 y 3, resulta )\X = /\X + 23+ (1 -r)y.

5. Sea jtal quen —71 +2 < j < n-— 1. Construimos los siguientes coloreos en F":

C! : (§) - coloreo C?: (j) — coloreo

Cllv) =3 C?(v) = jo

Clwi)=jo Vi=1,...,n—-j+1 C¥w)=jVi=1,...,n—j+1
Cl(z) € {1,...,5\ {4, Jo} C%(2) =CYz) Yz #v,u1y---)Un=jt1
Vz #v,01,...,Vn—j+1

Por las coincidencias de ambos coloreos, deducimos

n-j+1 n—j+1

+ Z ’\vJo_)‘i{Jo"' Z ’\vaJ

de donde resulta A = A, + A + (7 — n)7.
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Sea z ¢ N(v). Podemos construir un (n-1I)-coloreo que colorea a v y a z con jo y luego un
(n)-coloreo que asigne cl color n a z y derivar trivialmente que )\éo =25 + 2.

Sea j = x(G) + 1,...,n — 1, con j # jo. Sabemos que para cualquier (j-1)-coloreo existen
u,u' vértices coloreados con el mismo color. Por otro lado, si jo < j — 1, podemos suponer
que v estd coloreado con jo. Si ahora cambiamos el color del vértice u a j, tenemos un (j)-
coloreo. Por las coincidencias de los coloreos y las propiedades derivadas en casos anteriores,
obtenemos )\;fv =0

Supongamos que jo > x(G) + 1. Por las mismas razones que esgrimimos en 7, G puede ser
coloreado con un (jo — 1)-coloreo para el que podemos asegurar que existen u, s’ coloreados
con el mismo color. Basados en este coloreo, construimos un (jp )-coloreo tal que v es coloreado
con jo. Ademaés, en el caso que v fuera tinico en su color en el (jo — 1)-coloreo, el vértice u
cambia su color por el color de v. Por casos anteriores, concluimos que /\;;' = —77.

Sea C! un (n)-coloreo en F tal que C!(v) = jo, C'(v') = n — 1 para v’ € N(v) y C}(u) = jy
con jy # jo,n — 1. Se verifica que

x(G)

X X X w w

do= D Mg A+ A+ DA+ A
uFv,v’ i=1

Pero como (), Ag) es una desigualdad vélida de CP, entonces el (n)-coloreo que intercambia
los colores de v’ y v satisface la desigualdad, es decir

x(G)
M= DA AN AN D A A
uFv,v i=1
Usando la expresién de Ag se deduce que
AX AN =\ =K <0

v'Jo vjo
Pero por la relacién derivada entre los coeficientes sabemos que A% )‘511-1 =~yy ¥

v'jo wn-1 "
’\1)13'0 = —2v. Entonces v > 0

Concluimos que (AX, A\W) es combinacién lineal de las ecuaciones del modelo y de la desigualdad

Vecindad. Por lo tanto la desigualdad Vecindad define una faceta de CP.

5.4.

]

Desigualdades Vaélidas por Eliminacion de Simetria

Existen desigualdades vélidas que surgen naturalmente por la manera en que eliminamos solu-

ciones simétricas. La primera que presentamos estd basada en una simple observacién: si el color jg
no es usado por una solucién factible, entonces ningin vértice es coloreado con un color con indice
mayor a jo en esta solucién. Es decir,

n
§ :J:UJ' < Wy

j=jo
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es una desigualdad vélida para CP.

Si jo < n — 1, esta desigualdad no es vélida para RCP. Para jo < n — 2, la solucién z;; = 3
para todo ¢,j = 1,...,ny w; = % para j = 1,...,n no la satisface. Si jo = n — 1, la solucién
Tyn—1 = ZTyn = %,wn_l = w, = %,zui=nl—_—2 paratodou#v,i<n—-2yw; = # coni<n-—2
no la satisface.

Si jo 2 2, cualquier (n)-coloreo que asigne color 1 a v verifica estrictamente la desigualdad, lo que
implica que no es una restriccién redundante del sistema de ecuaciones que define a CP. Ademais,
cualquier (n)-coloreo que coloree a v con jo la verifica por igualdad. Entonces, la desigualdad es
cara de CP.

Bajo algunas condiciones, la desigualdad resulta ser faceta de CP. Veamos este resultado en la
siguiente proposicién.

[

Proposicion 5.6

1. Seanv €V yjo tal que 1 < jo < n— 1. La desigualdad Anula Color

n
E ::CUJ' < wy,

J=jo
es vdlida para CP. Si x(G) + 1 < jo < n — 2, entonces es faceta.

2. Siv no es un vértice universal y x(G) < n — 2, entonces Tyn—1 + Ton < Wn_1 define una
faceta de CP.

Demostracion:
La validez de la desigualdad ya fue mostrada.

1. Sea x(G) +1 < jo £ n—2. Vamos a construir n? — x(G) — 1 soluciones factibles afinmente
independientes que pertenezcan a esta cara de CP. Consideremos cualquier (n)-coloreo que
coloree a v con jo y asigne los colores n — 1 y n a vértices no adyacentes. Llamamos v; al
vértice coloreado con color i para i = 1,...,n. Por lo tanto, v = vj,. Basados en este coloreo,
construimos los siguientes coloreos:

s Sean j,italesque 1 <4, <n—1,1# j,jo Yy j # jo- Coloreamos con un (n)-coloreo que
asigna color j a vp, color i a vj y color n a v;. De esta manera obtenemos (n — 2)(n — 2)
coloreos.

s Para jo+ 1 <i < n-—1, definimos el (n)-coloreo que asigna color jo a vn, color ¢ a vj, y
color n a v;. Tenemos (n — 1 — jp) coloreos.

s Para j =1,...,n - 1, consideramos el (n)-coloreo que asigna color j a vy, color n a v;
y color i a v; Vi # j,i1# n. Hay n — 1 coloreos.

Sea el (n-1)-coloreo que asigna coloriav; Vi=1,...,n—2ycolorn—1a vp_) y Un. Para
i=1,...,n— 2, construimos otros (n-1I)-coloreo intercambiando el color ¢ con el color n — 1.
Con este procedimiento tenemos n — 2 coloreos.

Consideremos un (jo — 1)-coloreo. Sea c el color de vj,. Intercambiando los colores ¢ y j

para todo j = 1,...,j0 — 1, j # ¢, generamos nuevos (jo — 1)-coloreo. Obtenemos asi jo — 1
soluciones.
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Por tltimo, para cada j = x(G),...,n— 2,7 # jo — 1, un (j)-coloreo que coloree a v con jo si
Jo<J.

Tenemos n? — x(G) — 1 soluciones que fueron generadas utilizando el mismo procedimiento
que en el caso del teorema 5.1, salvo que hemos eliminado jo — 1 soluciones correspondientes a
los (n)-coloreo que asignaban colores 1, ..., jo — 1 al vértice vj,. En su reemplazo, construimos
jo — 2 nuevas soluciones de un (jo — 1)-coloreo haciendo variar el color de vj,. La asignacién
de color de vj, es tnica para cada una de estas soluciones. Con argumentos similares a los
usados en la demostracién de la dimensién y la dltima observacién, podemos afirmar que las
soluciones son afinmente independientes.

Como v no es universal, existe v/ € V no adyacente a v. Por otro lado, como x(G) £ n —2,
podemos afirmar que existen u,u’ # v vértices no adyacentes. Consideremos cualquier (n)-
coloreo que asigne color n — 1 a v y color n a v'. Llamamos v; al vértice coloreado con color ¢
parai = 1,...,n. Resulta entonces v = vp_1, v/ = v,. A partir de este coloreo, construimos
los siguientes:

= Sean j,i tales que 1 < j <n-—2,1%#j, 1 <n-—1. Intercambiamos colores, asignando el
color j a wy, color 7 a v; y color n a v;. Tenemos (n — 2)(n — 2) coloreos.

» Para j=1,...,n — 1, consideramos el (n)-coloreo que asigna color j a vn, color n a v;
ycoloriav; Vi#j,1#n.
Sea un (n-1)-coloreo que colorea a v; con ¢ parai=1,...,n — 2, y colorea a vp—1 ¥ ¥ con
n— 1.

Sea cualquier (n-1)-coloreo que asigna color n — 1 a vp—; y color n — 2 to u y /. Para

i=1,...,n— 3, intercambiando el color 7 con el color n — 2, surgen n — 3 nuevos coloreos.
Por 1ltimo, sea cualquier (j)-coloreo para cada 7 = x(G),...,n — 2. En el (n-2)-coloreo an-
terior, podemos intercambiar los colores cy j para j = 1,...,n — 2, j # ¢, siendo ¢ el color

originalmente asignado a v,-;. Hay n — 3 coloreos.

Tenemos en total n? — x(G) — 1 soluciones. La propiedad de independencia afin resulta si-
guiendo los mismos argumentos que en casos anteriores y por lo tanto la cara es faceta de

CP.

o

El orden establecido para el uso de los colores por las restricciones del modelo, nos permite

afirmar que si un coloreo utiliza el color jp, también utiliza los colores 1,..., jo — 1. Pero entonces,
no puede haber mas de n — jo + 1 vértices coloreados con los colores jy,...,n. Es decir,

n
DN 35 < (n - o+ Dwj,

i€V j=jo

es una desigualdad vélida para CP.

No es una restriccién vélida para RCP. Si jo < n — 1, la solucidn z;; =
1,...

Jo-1 para ‘L,] =
2

yjo— 1, my; = Ajo71 Para ,j = jo,..., M, wj = 37y para j = L...,jo—-1lyw; = et
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para j = jo,...,n no la satisface. Si jo = n — 1, la solucién z;; = w; = 1 parai =1,...,n — 2,
In—1n—1 = Tp-in = %, Inp-1 = Tpp = % Y Wpnoy = Wp = % no la satisface (sin pérdida de
generalidad estamos suponiendo que n y n — 1 no son vértices adyacentes).

Si jo = 2, cualquier coloreo que asigne el color 1 a mas de un vértice verifica la desigualdad
estrictamente. Todo (n)-coloreo satisface por igualdad la restriccién. Por lo tanto, es cara de CP.

Si jo = 1, se satisface la igualdad para todo coloreo ya que resulta combinacién de las ecuaciones
del sistema minimal de CP.

Si jo = n, es una de las ecuaciones del sistema minimal de CP.

Bajo ciertas condiciones, esta desigualdad resulta faceta.

Proposicién 5.7 Sea jo tal que 2 < jo < n — 1. La desigualdad

n
Z Z zi; < (n = jo + Dwy,

i€V j=jo
es vdlida para CP. Es una faceta de CP si y sélo si
1. joestal que x(G)+1<jo<n-1.
2. FEriste un conjunto independiente de tamario n — jo + 1.

3. Para x(G) = jo — 1, eziste al menos un (x(G))-coloreo cuya particion en conjuntos indepen-
dientes es tal que no todos los conjuntos tienen el mismo cardinal.

Demostracion:

La validez de la desigualdad ya la probamos. Veamos la necesidad de las tres condiciones para que
defina una faceta.

Si jo £ x(G) entonces wj, = 1. Los coloreos que cumplen la igualdad tienen que usar los
primeros jo — 1 colores en jo — 1 vértices. Entonces toda solucién de la cara satisface ) oy Zy; =1
para todo j=1,...,70 — 1 y la desigualdad no define faceta de CP. Si jop = n la desigualdad es una
de las ecuaciones del sistema minimal que define a CP.

Si todo conjunto independiente es de tamafio menor a n—jo+ 1, toda solucién de la cara verifica
Wjp+1 = Wj, ¥ por lo tanto no es faceta.

Si x(G) = jo— 1 y todo (x(G))-coloreo es tal que todos los conjuntos independientes de la
particién tienen cardinal r, entonces toda solucién de la cara satisface ) ;o zij = 7 — (1 — 1wy,
para j =1,...,70 — 1. Por lo tanto la cara no es faceta.

Tenemos entonces que todas las condiciones enunciadas son necesarias. Veamos ahora que tam-
bién son suficientes para que la cara resulte faceta.

Sea F la cara de CP definida por la desigualdad y supongamos que la ecuacién AX X +AW W = )g
es satisfecha por toda solucién factible de F'. Para afirmar que F es faceta, debemos ver que:

L AL +AY =)2) YveV Vji=j,...,n—1

2. (n—jo+ DAL =(m—do+ )NS5 + XNy VveV Vji=1..,j—1

vjo
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3. ,\;V=Opara_7=x(c')+1,,n_ljyé]o
w

Claramente, para todo u,v € V y cualquier (n)-coloreo en F', del intercambio de los colores
asignados a u y v resulta un (n)-coloreo en F'y por lo tanto /\f‘g + /\f,g-, = /\ffj, + /\f,g-. Esta propiedad
seré usada en varias ocasiones durante la demostracion.

Veamos ahora la demostracién de cada una de las relaciones entre los coeficientes de A.

1. Sea j tal que jo < j < n—1. Sean u,u’ € V vértices no adyacentes y un (n-1)-coloreo que
asigne el color j a u y u/. Cambidndole el color a u por el n, obtenemos que

AN =28+ A
Consideremos ahora v € V, v # u. A partir de la relacién
AR+ A% =A%+ A5
y de lo derivado previamente para u, resulta /\f,g- = /\ffn + Y.

2. Demostramos la identidad para algiin vértice v € V, ya que para cualquier otro © € V basta
considerar que
N+ Xy = X
para derivar
(n=Jo+ DAY = (n—Jo + DAS, + A,

ujo
Sea C! un (jo — 1)-coloreo y Iy, I, ... yIjo—1 la particién de V en conjuntos independientes
asociada con el coloreo C!. Por hipétesis, podemos suponer que I; = {vi,v2,...,vn} ¥
In = {u1,u2,...,u5,} con 7} > 75. Sean ¢; y c3 los colores de I, e I,. Intercambiando los

colores c; y ca, se deriva que

™ T2 ™ T2

X X X X
D e 2 Xier = DNl + D N
i=1 i=1 i=1 i=1

Pero sabemos que
X X .
A=A =AM Vi=1,..
de donde obtenemos la identidad

T1 m
Yo=Y N (5.6)

i=ra+1 i=ra+1
. _ X — X .
Si 7o + 1 = 1, entonces tenemos que ’\vr, o = /\vr1 2 Sire+1 < 7, sabemos que

Avrlcl - ’\viCl = Avrch - AviCz pal'a. tOdO i = T2 + 1, IS ,Tl - 1. (5-7)
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Sumando a 5.6 la identidad 5.7 para todo j =79 +1,...,7; — 1 obtenemos

(Tl -1- T2)’\1)I€-1C1 = (1‘1 -1- 7‘2))\1{_1‘:2

X — X

es decir que Aj ., = Ay .,

A partir de aqui se deduce facilmente que /\f,g- = /\f,g-, Vv e Vyparatodo j,j' =1,...,j0-1.

Sea ahora C? un (jo)-coloreo perteneciente a F y notemos zj, 22, ... yZn-jo+1 & los vértices
coloreados con jg. Sea c; el color de z; en el coloreo C!, es decir C1(z;) = ¢;.
Como ya sabemos que /\f,g- = /\ffj, Vv €V ypara todo 5,7 = 1,...,j0 — 1, de la relacién

entre C! y C? resulta que

n—jo+1 n—jo+1

X X w
Z /\z.'c.' = Z ’\zijo + ’\J'o :
i=1 i=1

Pero
AN = AN AN, A = a8+ A, - A

z16; Zijo z170 z101 zijo z1j0°
Entonces
. . w
(n—jo+ 1)z\fml =(n—-jo+ AL, + Ao -

21jo

3. Seaj=x(G)+1,...,n—1, j # jo. Por las hipétesis establecidas, podemos afirmar que existe
un (j-1)-coloreo en F para el cual existen u,u’ € V que comparten el color j — 1. De este
coloreo podemos derivar el (j)-coloreo en F cuya tunica diferencia con el anterior sea colorear
a u con j. De estas similitudes y por los casos anteriores, derivamos trivialmente que /\}” =0.

4. Llamamos {vy,...,Un} a los vértices de G. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que v,
Y vp son vértices no adyacentes. Sea C! un (n-1)-coloreo tal que C'(v;) = Cl(vp) = 1y
Cl(v;) =4 parai=2,...,n—1. Sea C? un (n)-coloreo tal que C%(v,) = ny C%(v) = C}(v)
para v # v,. C? estd en F, entonces se verifica que

n x(G)
do=3 X+ 2 A+ AT+
i=1 j=1
C! no est4 en F pero verifica la desigualdad
x(G)

n-1
w w
=2 ji=1

Usando la expresién de Ag, se deduce que

Al{;n—’\t{;l'l"\yzo

Por la relacién derivada entre los coeficientes sabemos que ’\1{. nt+ A,‘f’ = /\f,fl jo Y que /\;}; 1=
/\f,f‘jo + (/\% (n — jo +1)). Entonces /\}1’ <0.
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Concluimos entonces que (AX.A\Y¥) es combinacién lineal de las ecuaciones del modelo y de la
desigualdad, por lo tanto la cara es faceta de CP.

o

5.5. Desigualdades Validas Derivadas de Conjuntos Independientes

Sea a(G) el nimero independiente de G y supongamos que a(G) < n — 2. Como G no es
completo, entonces a(G) > 2. Los vértices del grafo coloreados con un mismo color son un conjunto
independiente. Entonces, la cantidad de vértices que usan un mismo color no puede superar a a(G),
cardinal de un conjunto independiente maximo de G. La desigualdad

> zijo < Gwjq

eV

es valida para CP.

Una primera observacién que podemos hacer es que los coloreos que cumplen la desigualdad por
igualdad satisfacen w; = 0 para todo j > n — a(G) +2. Esto nos lleva a concluir que la desigualdad
es cara de CP pero no define una faceta. En el caso que jp es tal que jo < n—a(G), las soluciones de
la cara satisfacen ) ¢y Tyn—a(G)+1 = Wn-o(G)+1, Propiedad que disminuye atin mas la dimensién
de la cara.

La dimensién de la cara estd relacionada de alguna manera con ciertas propiedades del grufo.
Por ejemplo, si existe v € V' tal que no forma parte de ningin conjunto independiente méximo,
entonces las soluciones factibles de la cara satisfacen z,;, = 0. La presencia de vértices univer-
sales es un caso particular de esta situacién. Similarmente, si existen v,v' € V vértices adyacentes
que tienen la propiedad que cualquier conjunto independiente maximo contine a alguno de ellos,
entonces las soluciones de la cara verifican que z.5, + Zvj, = wj,. Por ejemplo, este es el caso
de un grafo que sea un agujero par o camino par. Hasta el momento no hemos podido encontrar
condiciones necesarias y suficientes para caracterizar los grafos para los cuales la dimensién de la
cara es maxima.

Supongamos que jo < n — a(G). A partir de la primera observacién que hicimos acerca de
la desigualdad, podemos realizar el siguiente analisis. En cualquier (n-a(G)+r)-coloreo con r > 1
tenemos a(G) — r vértices repitiendo color, por lo tanto la cantidad maxima de vértices que pueden
estar coloreados con los colores jo,n — a(G)+ 1,...,n - a(G)+resigualal+ (n — a(G) + 1) —
(n—a(G)+1)+1+ a(G) — 7 = a(G) + 1. Es decir que

n
Dozuiet D, D Tuj < AG)Wjy + Wn_a(G)41

veV j=n—-a(G)+1veV

es desigualdad valida de CP.
Cualquier (n)-coloreo satisface por igualdad esta desigualdad y un (n-1)-coloreo que repita un
color distinto a jo,n — a(G) + 1,...,n — 1 la satisface estrictamente. Por lo tanto es una cara de

CP.
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En el caso particular que jo = n — a(G) + 1, el razonamiento previo nos lleva a la desigualdad
L imjo 2vev Tuj < (n — jo + 1)wj, que ya fue analizada.

En la siguiente proposicién caracterizamos cuando la desigualdad resulta faceta.

Proposicién 5.8 Sea jo < n — aG). La desigualdad vdlida

n

Z Tyjo + Z Z Tyj < a(G)Wjp + Wn-a(G)+1

veV j=n-a(G)+1veV
define faceta de CP si y sdlo si
= x(G) <n-a(G)
s eziste algun (x(G))-coloreo que satisface la igualdad.

Demostracidn:

Veamos la necesidad de las condiciones. Si x(G) es igual a n — a(G) + 1, los coloreos que satis-
facen la desigualdad por igualdad verifican ademds que ) ¢y Tv; =1 para j # jo y j < n — a(G).
Entonces la desigualdad no es faceta. La segunda condicién es necesaria para que la cara no se
encuentre contenida en el hiperplano wy(g)+1 = 1.

Sea F la cara de CP. Supongamos que AX X + AWW < )g es una desigualdad valida para CP
tal que F C CP N {(X,W) : A XX + \WWW = X¢}. Debemos demostrar que

L AS=2L+A YveV, Vji=jo,n—a(G)+1,...,n=1
2. A5 =N aorl T M ayr YVEV, Vi=1,...,n—a(G) j#jo
3. sijo>x(G)+1 entonces A\ = o:(G))\,vI"'_Q[(G)_H

4. MW =0paraj=x(G)+1,...,n=1yj#jon—0oG)+1

w
o ’\n-cx(G)+1 <0

1. Sean j = jo,n—a(G)+1,...,n—1yv,v yv” €V tal que v/,v"” son no adyacentes. Sea
C! un (n-1)-coloreo tal que C!(v') = C!(v”) = j. Cambiandole el color a v’ por el color n
obtenemos C? un (n)-coloreo. C'y C? estin en F y por sus coincidencias concluimos que
AY; = A}, + Y. Si ahora consideramos C® un (n)-coloreo en F tal que C3(v') = ny
C3(v) = j, del intercambio de colores entre v y v’ sabemos que A + A, = A% + ), a

partir de lo cual podemos concluir que /\;,\;- =X + .

2. Sea C! un (n-a(G))-coloreo en F tal que C! repite el color jg en exactamente a(G) vértices. Si
jo > x(G), simpre es posible construirse un coloreo con esta propiedad. Para el caso que jo <
x(G), también resulta posible debido a la tercera hipétesis de la proposicién. Podemos afirmar
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ademas que existe otro color j que se repite. Es decir, existen v/ y v” tal que C'(v')=Cl(v") =
j. Cambiandole el color a v’ por el color n—a(G)+1 obtenemos ,\ = /\v,n_a(c)+1+/\n _a(G)+1°
Si ahora consideramos un (n)-coloreo tal que C3(v') = n — a(G) +1 y C3(v) = _7, del
intercambio de colores entre v y v’ sabemos que /\X + Av,n a(G)+l = /\m —a@)+1 T /\v,J
partir de lo cual podemos concluir que /\vj = /\m_m(G)+1 + ’\n—a(G)+1

Supongamos que jo es tal que jo > x(G) + 1. Sea C! un (jo — 1)-coloreo en F y C? un
(7o )-coloreo en F. Estos coloreos siempre existen por hipdtesis. Llamemos v; a los vértices

tales que C?(v;) = jo parai =1,...,a(G) y c},c2 a los colores que recibe un vértice v en el
coloreo C! y C? respectivamente. Sabemos que ¢} < n — a(G) y ¢! # jo paratodove V y
c2 <n-a(G) y c2 # jo para todo v € V\{vy,... »Va(G) }- Por encontrarse ambos coloreos en

F tenemos que

a(G) a(G)

Z vcl + Z )‘v cl = Z uc2 + Z ’\v-Jo + ’\.;t,

UGV—{‘I}] ..... va(G)} UEV—{U[,...,‘UQ(G)}
Por las propiedades demostradas antes sabemos que
’\ucl = /\vcz para todo v € V\{v,...,uqc)}

=X

X
A vin—a(G)+1

vijo

X w
’\v.c‘ = ’\v.-n—a(G)+l + ’\n—a(G)+1

Se desprende entonces que /\W = a(G)A\Y n—a(G)+1

Consideremos ahora j = x(G)+1,...,n—1y j # jo,n—a(G) + 1. Existe C! un (j-1)-coloreo
en I’ que ademds podemos suponer que repiteel colorrconr =j—1sij—-1#jobér=75-2
en caso contrario. Sea C? un (j)-coloreo que colorea con j a uno de los vértices que tiene el
color r. Por las coincidencias de los coloreos C! y C? resulta X = A,’.; + ,\;V. Pero AX = A\X
ya que,si j < n—a(G)+ 1lentonces r < n—a(G)+1ysij>n— aG)+ 2 entonces
r=3j—12>n—a(G)+1. Entonces que )\JW = 0.

Sea j # joy 7 < n— a(G) + 1. Llamamos {v;,...,v,} a los vértices de G. Supongamos, sin
pérdida de generalidad, que v; y vn son vértices no adyacentes. Sea C! un (n-1)-coloreo tal
que Cl(v}) = Cl(wp) =jy Cl(w) =iparai=1,...,n— 1,4 # j Sea C? un (n)-coloreo tal
que C2%(vp) = ny C?(v) = C}(v) para v # v,. C? estd en F, entonces se verifica que

x(G)

X w w w
AO = Z/\Uii + Z /\J + ’\n—a(G)+1 + )\n
X j=1

C! no esta en F pero verifica la desigualdad

n X(G)
Mo 2 X5+ D N+ Z'\W*"\n —a(G)+1
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Usando la expresién de \g, se deduce que

=28+ 0Y >0

Por la relacion derivada entre los coeficientes sabemos que /\f,: D LA /\f,i —a(G)+1 Y Que

X _\X w w
Avni = Mnn-a(G)+1 T An-a(G)+1- Entonces M7 o, <0

Concluimos entonces que (AX, \W) es combinacién lineal de las ecuaciones del modelo y de la
desigualdad, por lo tanto la cara es una faceta de CP.

m]

Tal vez la objecién mas fuerte que pueda hacerse sobre estas desigualdades es que dependen de
a(G) cuyo célculo es tan dificil como el de x(G) [51].

Sin embargo, para ciertas subestructuras del grafo este nimero es ficil de calcular y puede
derivar desigualdades vélidas. Si G’ = G[V'] con V' C V, entonces es vilida la desigualdad

Y Tujo < a(G)wjo.

vev’

Un (n-a(G’)+1)-coloreo que use el color jo en un conjunto independiente méximo de G’ verifica
la igualdad. Entonces, la desigualdad es una cara de CP. La dimensién de la cara depende de la
estructura de G’ ya que valen las mismas observaciones que hemos realizado para G al inicio de

esta seccién. Para el caso que a(G’) > 2, la desigualdad no es faceta pues ningiin (n)-coloreo la
satisface por igualdad.

Se puede reforzar la desigualdad para aumentar la dimensién de la cara que define. Con los
mismos argumentos que utilizamos antes, resulta valida la desigualdad

n
Z Tyjo + Z Z Tyj < a(Gl)wjo T Wn_o(G')+1

veV’ veV j=n-a(G’)+1

En el caso que a(G’) es igual a a(G) la desigualdad estd dominada por la que ya hemos analizado.
Supondremos entonces que 1 < a(G’) < a(G). En la siguiente proposicién presentamos condi-
ciones necesarias y suficientes sobre los subgrafos para los cuales la desigualdad resulta ser faceta.

Proposicién 5.9 Sea V' C V y G’ = G[V'] tal que a(G') < a(G), jo £ n—a(G’) y la desigualdad
vdlida

n
o+, D, Tu < oG Wi + Wnoa(e+

veV’ veV j=n-a(G’)+1

Supongamos que:

» para todo v € V\V' eziste conjunto independiente de tamario a(G') +1 en G[V' U {v}].
s eziste I, conjunto independiente mdzimo de G’ tal que V\I no es clique.

s eziste algin (x(G))-coloreo que satisface por igualdad la desigualdad.

Entonces la desigualdad define una faceta.
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Demostracidn:

Veamos la necesidad de la primera condicién. Sea v € V\V’ y un coloreo que asigne a v el color
Jjo- Si no existe I conjunto independiente de V' tal que {I| = a(G’) y [v'v] ¢ E para todo v' € V/,
los coloreos que se encuentran en la cara deben usar al menos n — a(G’) + 1 colores. Por el orden
establecido entre los colores, los colores j con j = 1,....,n — a(G') y j # jo deben usarse para
colorear n — a(G’) — 1 — 1 vértices, lo que nos lleva a un absurdo. Entonces la cara se encuentra
contenida en el hiperplano z,;, = 0 y no es faceta.

La tercera hipétesis es necesaria para que la cara no se encuentre contenida en el hiperplano
Wygn+1 =1

La segunda hipétesis no es necesaria. El grafo G de 4 vértices y aristas [vy,v2), [v2, v3], [va,v4)
tiene a la desigualdad como faceta para G’ = G[v;,v2,v3) y sin embargo V\I es una clique para
todo conjunto independiente méximo de V’.

Veamos que estas hipétesis son suficientes para que la desigualdad resulte faceta.

Sea F la cara determinada por la desigualdad. Supongamos que AX X + AWW < )¢ es una
desigualdad valida para CP tal que F C CP N {(X,W) : XXX + AWW = X\o}.

Debemos demostrar que

L A =05+2 VveV,Vi=n-aG)+1,...,n—1

2. M =X + N vyeV!

v70

3 AN = A a1 T Maeyer YVE VAV

4. /\x X a(G')+1+’\n ach+1 YVVEV, Vi#joyj<n-— a(G")
5. sijo 2 x(G) + 1 entonces /\}40’ = o:(G’)/\n_m(cv,,)_,_1

6. A =0paraj=x(G)+1,...,n=1yj#jo,n—a(G)+1

7. AW

n—oa(G)+1 < 0

Veamos cada uno de los casos.

1. Seanjtalquen—a(G)+1<j<n-1ywveV.Sean v, € V\V'y vy € V vértices no
adyacentes. Consideremos C! un (n-1)-coloreo en F tal que asigna el color jg a algin vértice
de V' y el color j a los vértices v; y vo. Podemos construir C? un (n)-coloreo en F, que
coloree a todos los vértices del grafo como C!, salvo que C%(v;) = n. De las coincidencias de

X W
los coloreos derivamos que ’\vn ;= Aunt An

Si ahora consideramos C? un (n)-coloreo en F tal que C3(v) = ny C3(v) = j y un vértice de
V' con color jg, del intercambio de colores entre v y v; sabemos que A%, + /\ffl ;= /\x + /\ffm
a partir de lo cual podemos concluir que /\X = /\X + A,

2. Sean v; € V' y vy € V\V' vértices no adyacentes. Sea C' un (n-1)-coloreo en F tal que
C'(v1) = C(vz) = jo. Basta cambiarle el color a v por n para obtener A%, = A¥, + AV,

Seav € V', v # v y C3 un (n)-coloreo en F tal que C3(v1) = j0 y C3(v) = n. Intercambiando

los colores de v; y v, deducimos que ’\1{10 =A% + 2\
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3. Sea v € V\V'. Por las hipétesis establecidas, podemos construir C! un (n-a(G’))-coloreo en
F tal que CY(v) = jo y a(G’) vértices de V'’ son coloreados con jo. Cambiandole el color a v
por el color n — a(G') + 1 concluimos que Al = A _ oy + /\K_Q(G,)_H.

4. Sea j tal que j < n — a(G’) y 7 # jo- Por hipétesis existe I C V' conjunto independiente
maximo tal que V\I no es clique. Sean vy, v € V\I vértices no adyacentes y C! un (n-a(G’))-
coloreo en F tal que C!(z) = jo para todo z € I y C!(v;) = C!(v) = j. Cambiando el color

de v; al color n — a(G’) + 1 obtenemos /\ff”. = /\ffm_a(c,)ﬂ + /\xv_a(c,)ﬂ.

Seav € V y C® un (n)-coloreo en F tal que C3(v;) = n—a(G')+1y C3(v) = j. Intercambiando

los colores de vy y v, deducimos que A, = /\fn_a(G,)_,_l + /\r’_a(G)H.

5. Supongamos que jo es tal que jo > x(G)+1. Sea I = {z1,...,24(c’)} conjunto independiente
méximo de G'. Sea C! un (jo — 1)-coloreo y C? un (jo)-coloreo tal que C?(z;) = jo para todo
i=1,...,a(G’). Para todo v € V, llamamos c}, c2 a los colores asignados a v por los coloreos
C! y C? respectivamente. Como C! y C? se encuentran en F, tenemos que

a(G’) a(G)

X b'e X X w

Z Aper, T Z ’\ZiCL,. = Z Aoez T Z Azido T Ao
veV-1 i=1 veV-I i=1

Pero /\ffc, = /\ffcz para todo v € V\I pues c! y c2 son menores o iguales a jo — 1y jo ~ 1 <
n— a(G’) — 1. Ademds,

— )X w X w
ac Azi"‘a(cl)*'l + A"—G(G')H = Azijo + ’\n—a(G’)+l

A partir de estas propiedades, podemos deducir que /\;‘0’ = oG’ )/\;V_ o(G)+1

6. Consideremos ahora j para j = x(G) +1,...,n— 1y j # jo,n — a(G’) + 1. Existe C! un (j-
1)-coloreo en F que ademds podemos suponer que repite el color r,con 7 = j—1si j—1# jo
6 r =7 — 2 en caso contrario. Sea C? un (j)-coloreo que colorea con j a uno de los vértices
que tiene el color r. Por las coincidencias de los coloreos C! y C? resulta A = A% + A},
Pero M)\ = A ya que,si j <n—a(G')+1entonces r <n—a(G')+1ysij<n-o(G)+2
entonces 7 = j — 1 > n— a(G’) + 1. De aqui resulta A} = 0.

7. Llamamos {vy,...,vn} a los vértices de G. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que v;, €
V' ¥ Vn_a(c)+1 € V\V’ son vértices no adyacentes. Sea C! un (n)-coloreo tal que C' (vj,) = jo,
C'(Wp—ae)+1) =n—a(G)+1y CYw) = i parai = 1,...,n con i # jo,n — a(G') + 1.
Sea C? un (n)-coloreo que resulta de intercambiar los colores de v, _q(c')41 ¥ Vjo- Como C!
estd en F, entonces se verifica que

x(G)

n
/\0 = E/\f’ft + E /\;V + ’\rsz—a(G’)+l + )\ly
i=1 i=1
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C? no est4 en F pero verifica la desigualdad

n-a(G’) n x(G)
X X X X w w w
)\0 2 ’\vjon—cx(G’)+l + ,\vn—a(G’)+lj° + Z ’\v.-i + Z Avii + Z )\] + )\n_a(Gl)+l + /\n
i=L,i#jo i=n—-a(G")+2 j=1

Usando la expresién de Ag, se deduce que

X X WX WX )
’\v,-ojo + ’\vn_a(cl)+,n—a(G’)+l ’\‘v,-on—a(G’)+1 ’\vn_a(cl)“]o 20

., . : X Y. ¢

Pero por la relacién derivada entre los coeficientes sabemos que /\% jo = /\%n_ a(G')+1 Y que
X — X w w
Un_a(cl)+1jo - /\”n-a(c')+1n—a(G')+l + )\n_a(cl)+l- Entonces ’\n—a(G’)+1 s 0

Concluimos entonces que (A*X, \") es combinacién lineal de las ecuaciones del modelo y de la
desigualdad y por lo tanto la cara es una faceta de CP.

o

Para el caso que no se cumpla la primera condicién de la proposicién 5.9 podemos realizar un
proceso de lifting, es decir un proceso destinado a incrementar la dimensién de la cara.

Hay un resultado de la teoria de desigualdades vélidas [66] que brinda una herramienta muy
util para realizar este proceso y es el siguiente:

Lema: Sea S C R", 8% =8n{z €™ z, = 6} para § € {0,1}. Sea Y i=2TjT; < Mo una
desigualdad vdlida para S°. Si S! # 0 entonces la desigualdad

n
ary + Zﬂ'j.‘rj < mo
j=2
es vdlida para S para cualquier a; < mo — { donde ( = maa:(Z:;.'=2 mjzj : ¢ € St). Si la desigual-

dad es cara de dimension k de conv(S°) y ay = mo — ( entonces la nueva desigualdad es cara de
dimension k + 1 de conv(S).

Para aplicar este procedimiento a nuestra desigualdad, sea
LiftV = {v € V tal que z,j, = 0 para las soluciones de la cara}.

Si realizamos el proceso en forma iterativa con los vértices de LiftV, el coeficiente méximo de
lifting serd

n

Qujo = _maa:zuj‘):l( Z Tyjo + Z Z Ty; + Z QvjoTujo — Q(Gl)wjo — Wn_qa(G)+1)

veVv j=n-a(G')+1veV veLiftV'

donde LiftV’ son los vértices de LiftV para los cuales ya se realizé el lifting. El valor de ay;,
dependeri de la cantidad de vértices adyacentes que tenga ven V' y en LiftV’ y que estéd vinculado
al orden en que se tomen las variables para el proceso de lifting. Un posible orden es considerar en
primer lugar los vértices de una cligue K que sean adyacentes a todos los vértices de V'. Supongamos
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ademds que K es maximal respecto a esta propiedad de adyacencia a los vértices de V'. Para estos
vértices, el coeficiente de lifting maximo se obtiene con cualquier (n)-coloreo que asigne el color jg
al vértice considerado. Resulta entonces que a,j, = 1. Finalizado el proceso de lifting se obtiene la
desigualdad

n

Z Tyjo + Z Z Tyj + Z Tujo < a(Gl)wjo + Wn—a(G’)+1

veV’ j=n-a(G')+1veV veK

cuya dimension respecto a la cara original aumenté en el cardinal de K. Para el resto de los vértices

no podemos dar una férmula explicita para su coeficiente pues dependerd de sus adyacencias y del
orden en que sean considerados.

Hemos obtenido una desigualdad basada en una subestructura y en su correspondiente nimero
independiente. Como ya hemos mencionado, es beneficioso trabajar sobre subestructuras con a(G’)
conocido. Resultan de mayor interés aquellas en la cuales algunas de las hipétesis de la Proposi-
cién 5.9 se satisfacen sin necesidad de restringir aiin més las caracteristicas propias del grafo. A
continuacién presentamos algunas estructuras que tienen las propiedades mencionadas.

5.5.1. Desigualdades Clique

Consideremos K C V, una cligue maximal de G. Claramente, a(G[K]) = 1 y la desigualdad

Clique
Y Zpio < Wi
pEK
es valida para CP para todo jo=1,...,n— L.
Cualquier (n)-coloreo que no use a jg en la coloracién de K verifica estrictamente la desigualdad

y cualquier (n)-coloreo que use a jo para colorear K la cumple por igualdad. Entonces, es una cara
de CP.

Para cliques con mas de tres vértices, la desigualdad no es valida para RCP ya que la solucién
Tij = % ywj = % para todo i,7 = 1,...,7n no la verifica.

Veamos si se verifican las condiciones para poder afirmar que esta desigualdad define una faceta
de CP. Como K es clique, cualquier vértice de la clique es un conjunto independiente méaximo.
Ademas, por ser maximal, todo vértice en V\K tiene un vértice no adyacente en K. Entonces,

» Para todo v € V\K existe conjunto independiente de medida a(G’) + 1 =2 en G[K U {v}].
» Existe u € K tal que V\{u} no es una clique

» Cualquier coloreo que use a jjo en algin vértice de K satisface por igualdad la desigualdad.
Se satisfacen todas las hipétesis de la Proposicién 5.9. Podemos afirmar entonces:

Proposicién 5.10 Si K es clique mazimal, la desigualdad Clique
Z Tpjo — Wjo < 0
pEK

es faceta de CP para todo jo=1,...,n—1.
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5.5.2. Desigualdades Agujero

Sea Cx = {v1,v2,...,v} un ciclo de medida k > 3 y a(G[Cy]) el nimero independiente de
G|Ck]. Supongamos que Cj, es un agujero. Entonces a(G[C]) = |k/2] y la desigualdad

n

k
Z Tyjo + Z Z Tyj < |k/2)wjo + Wa_jks2141
i=1

j=n-|k/2|+1veV

es vélida para CP para jo < n — |k/2].

Para poder afirmar que la desigualdad es faceta, deben cumplirse las hipétesis de la Proposi-
cién 5.9. Como estamos considerando el caso en que Cj es un agujero, siempre existe I, conjunto
independiente maximo, tal que V\I no es clique. S6lo es necesario exigir el resto de las hipétesis.
En la siguiente proposicién presentamos este resultado.

Proposicién 5.11 Sea Ci = {v1,...,v} un agujero de tamario k, k > 3 y jo < n — |k/2]. La
desigualdad Agujero

n

k
DTt D, DTy < |K/2)wso + Waoky2p4
im1

j=n—|k/2]+1veV
es faceta de CP si se satisfacen las siguientes condiciones:
» para todo v € V\C, eziste un conjunto independiente de medida |k/2] + 1 en G[Ci U {v}],

s eziste un (x(G))-coloreo que satisface la desigualdad por igualdad .

En el caso que se realice el procedimiento de lifting que mencionamos antes, podemos pensar a la
desigualdad resultante como la desigualdad original sobre G[{CrUK] donde K es una clique maximal
adyacente a todo los vértices de Cj. Esta estructura la denominamos Rueda Generalizada. La
desigualdad sobre esta estructura resulta ser

k n
szu'o + Z Zyjo T Z Z Zvj < |k/2)wjo + Wn-|k/2)41
i=1

veK j=n—|k/2]+1vEV

5.5.3. Desigualdades Complemento de Agujeros

Sea Cj = {v1,...,vx} el complemento Qe un ciclo de tamano k. Si Cy es un agujero, el cardinal
del maximo conjunto independiente de G[Cy] es 2.

Por lo tanto
k n
D Tunt Do ) Tu S Wiyt wnn
i=1 j=n—2+1veV

es una desigualdad valida de CP para jo < n — 2.

Nuevamente en este caso, una de las hipétesis de la Proposicién 5.9 se satisface ya que podemos
afirmar que existe I, conjunto independiente maximo, tal que V\I no es cligue.

Las condiciones bajo las cuales resulta faceta son dadas en la siguiente proposicién.
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Proposicién 5.12 Sea Cy = {v,,... , Uk} el complemento de un agujero de tamario k. Si
s algin (x(G))-coloreo verifica la desigualdad por igualdad
= para todo v € V\Cy eziste un conjunto independiente de cardinal 3 en G[Cy U {v}]

entonces la desigualdad Complemento de Agujero

k

E Tvijo + E Tyn-1 < 2wjo + Wp-1 — Wn
i=1 veV

es faceta de CP.

5.5.4. Desigualdades Camino

Sea P = {v1,v2,...,vk} un camino de longitud k. Sabemos que a(G’) = [k/2].

Podemos afirmar que siempre existe I C Py, conjunto independiente maximo tal que V\I no es
clique, salvo para P3. En este caso particular deberemos pedir que V\{v;,v3} no sea clique.

Se satisface la segunda hipétesis de la Proposicién 5.9. Sélo es necesario pedir el resto de las
condiciones. Las siguientes proposiciones caracterizan las facetas.

Proposiciéon 5.13 Sea P, un camino de longitud k y la desigualdad vdlida

k n
szijo + Z Z Tyj < [k]wjo + Wn_[k]+1
i=1

veV j=n—-[k/2]+1
Si se satisfacen las siguientes condiciones:
» eziste un (x(G))-coloreo que satisface la desigualdad por igualdad.
» para todo v € V\ P, eziste un conjunto independiente de medida [k/2] + 1 en G[P, U {v}],

entonces define una faceta de CP.

5.5.5. Desigualdades en la Proyeccién
Si G’ = G[V’] con V' C V, sabemos que

n

Z Tyjo + E Z Ty < (G wj, + Wn—a(G')+1

veV’ j=n-a(G')+1veV

es una cara de CP y bajo ciertas condiciones resulta faceta.

Como x(G) < n—a(G)+1 < n—a(G'), entonces todo coloreo éptimo satisface w,_q(c)+1 =0

Sea Proy(CP) la proyeccién de CP sobre el subespacio wy_q(g1)+1 = 0. Como las soluciones
éptimas estan en Proy(CP), es interesante analizar la propiedades de las facetas de CP en la
proyeccion.
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Si para un cierto G’ la desigualdad es faceta de CP, esto no implica que también lo sea de
Proy(CP). Por cjemplo, en el caso de caminos pares, la cara determinada por la desigualdad

2k
D Tugo < kwj

i=1

estd contenida en el subespacio
n—k

Tuijo = Z Tvoj
j=1j#jo

Una situacion similar ocurre con los caminos impares y el subespacio zy,j, = 0.

Si bien pudimos determinar condiciones suficientes sobre G’ para que la desigualdad basada
en el nimero independiente fuera faceta de CP, no logramos una caracterizaciéon general para la
proyeccion.

A continuacién presentamos el caso particular de un agujero.

Proposicién 5.14 Sea Coxs1 = {v1,...,V2k+1} un agujero de tamario 2k +1 de Gy jo < n—k.

La desigualdad
2k+1

Z Tuijo < kw;
i=1

define una faceta de Proy(CP) = CPN{w; = 0paraj =n—k+1,...,n} si se satisfacen las
siguientes condiciones:

s algin (x(G))-coloreo satisface la igualdad
» para todo v € V\Cax4) eziste un conjunto independiente de medida k+1 en G[Coxyy U{v}] .

Demostracion:

Como C} es un agujero nos garantiza la existencia de un conjunto independiente de tamaiio k.
Consideremos j, ;' € {1,...,n} y C! un (n-k)-coloreo tal que:

CY(v;) = j sii es par
Clv) =Cl(vs) =5
CHz)e {1,...,n—kN\{45,7'} Yz ¢& Coumn

Si j = jo, C! satisface por igualdad la desigualdad. Si j' = jo, C! satisface la desigualdad en
forma estricta. Por lo tanto, la desigualdad es una cara de Proy(CP). Sea F la cara de Proy(CP)
definida por la desigualdad Agujero.

Para el caso particular que G = G[Cs] se puede verificar ficilmente que la desigualdad resulta
faceta.

Para estudiar la desigualdad debemos conocer la dimensién de la proyeccién. Al comienzo de
este Capitulo mostramos un sistema minimal de ecuaciones para Proy(CP) para el caso que x(G) <
n — k — 1. Veamos que nos encontramos en esas condiciones. Si G = G[Cak+1], con k > 3 entonces
x(G)=3<2k+1-k—-1=n—k—1.Si V\Coxs1 # 0, por las hipétesis establecidas, sabemos que
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existe v € V\Car+1 no adyacente a algin vértice de Cor41, por lo que resulta x(G) < n -k -1.
Entonces, segiin ya demostramos al comienzo del Capitulo, el poliedro Proy(CP) tiene el siguiente
sistema minimal de ecuaciones:

n
Y ozj=1 VieV
j=1

wj =1 vVi=1,...,x(G)
‘l.Uj=0 Vi=n—-k+1,...,n
I,‘j=0 vVieV Vi=n—-k+1,...,n
Sea F la cara determinada por la desigualdad. Supongamos que AXX + AWW < )¢ es una

desigualdad vélida para Proy(CP) tal que F C Proy(CP) N {(X,W) : XXX + AWW = X}.
Debemos demostrar que:

LM =K =2, =M =7 Vv,vy €Cokr, Vi#joyi<n—k.

vijo L) vy Jo
2. NG=M Vi =1l.n—k 4 #jo
3. ’\5(1:)‘33-' Vg Coupsr, V5,57 =1,...,n—-k
4. sijo 2 x(G) + 1 entonces ,\J”.;'=k7

5. MV =0paraj=x(G)+1,....n—kyj#jo

g

v<0

A continuacién probamos cada una de las condiciones.

1. Sean v;,v;41 € Cok41 y los siguientes coloreos de G en F:

C!: (n — k) — coloreo C?%: (n — k) — coloreo
C(v;) =jo parai—jpary j <i—2 C2(v;) = j

C'(vj) =jo para j—iimpary j 2 i+3  C*(viy1) = Jo

CYw;) = jo C%(z) = CY(2) V 2z # vi,vin
Cl(vi+1) =]

Cl(vi—1) = C'(vis2)
Clz) e {1,...,n—kN{j jo}
Vz no considerado previamente
De la coincidencia de ambos coloreos concluimos que
A = M = AN — A

vijo Vit1J Vi4+1J0

y por transitividad

X X X _yWX .
/\'Uij - /\"ijo - /\”.'lj /\'U.'IJO =7
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2. Sea v; € Coy4 Y los siguientes coloreos de G en F':

C!: (n — k) — coloreo C?: (n—k) — coloreo
Cl(vj) =josi |i—j| esimparyj<2k  C%(w)=7j'

Clw) =3 C%(z) = CY(z) V 2z # vi,vis1
Cl(‘Uz’+2) =3

Cl(visa) =3

Cl(l) € {1, e, — k}\{]a],u?O}

Vz no considerado previamente

Como C! y C? sélo difieren en el color asignado a v;, resulta que

X = Moy

3. Sea v € V\Cax41. Por hipétesis existe I C {v} U Cor41, conjunto independiente de tamaiio
k+ 1. Sin pérdida de generalidad, y con el sélo fin de simplificar la notacién, vamos a suponer
que v;,v3,...,V2k—1 € I. Podemos afirmar entonces que existe un (n-k)-coloreo que asigna el
mismo color a todos los vértices de I y distinto color a los vértices restantes. Es decir que
podemos colorear a G con los siguientes coloreos en F:

C!: (n—k) — coloreo C?: (n—k) — coloreo

C'(v;) = jo Viimpar ,i<2k—1  C%*(v;) =jo Vipar

C'(v) = jo C?%(v;) = C'(viy1) Vi impar i # 1,2k +1
Cl(ve) = j C*u) =Cl(v) = j

Clz) e {1,...,n=kN{j, jo} C?(z) = C'(z)para otros vértices

Vz no considerado previamente

Por las coincidencias de los coloreos y el caso 1, concluimos que /\fg = /\f,go.

4. Supongamos que jo es tal que x(G) +1 < jo < n — k. Sea C! un (jo — 1)-coloreo. Para
i par, sea j; el color de v; (estos colores no son necesariamente distintos). Como jo — 1 <
n — k — 1, podemos afirmar que existen al menos k + 1 vértices que repiten color. A partir
de C! construimos C? un (4o )-coloreo en F donde los vértices vy, vy, ..., vsx estén coloreados
con jp. Como en C! hay al menos k + 1 vértices repitiendo color, en el caso que algin v;, con
i par, fuera tinico en su color, este color puede ser asignado a alguno de los k + 1 vértices que
repiten color. De esta manera nos aseguramos que todos los colores con indice menor a jg son
usados por algin vértice en el coloreo C?. Por los casos anteriores, sabemos que Ay; = Ayjr
para todo v € V y para todo j,j’ # jo. Entonces

X _ X w
Z ’\viii - Z ’\v-’.‘io + ’\jo
ipar ipar

Pero Ayj, — Avijo = 7. de donde resulta ,\Jv_;/ =k~
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5. Supongamos que j es tal que x(G)+1 < j < n-—k, j # jo. Sea C! un (j-1)-coloreo. Por
hipétesis, podemos suponer que C! est4 en F. Sabemos que existen al menos k + 1 vértices
que repiten color. Uno de estos vértices puede ser coloreado con el color j obteniendo asi un
(j)-coloreo en F. De aqui podemos derivar ficilmente que ,\JW =0.

6. Sea C! un (n-k)-coloreo tal que C'(vgi_1) = jo parai = 1,...,k, Cl(vg) = Cl(vakq1) = j
con j # jo. A partir de C!, obtenemos C? un (n-k)-coloreo intercambiando los colores jp y
j. Como C! estd en F se satisface Ao = AX XC' + AWWC'. C? no estd en F pero verifica la
desigualdad X\ > AX X C* + AWWC, Por la coincidencias de los dos coloreos, se deduce que

v2jo Vak+1] V2k+1J0

k
0< Z(’\t)l(z.'-ljo - ’\1))(2-'-1]') + (’\i'(zj - A ) + (/\X -2
=1

Como )\;}:j - /\1)-’(.'1'0 =+ paratodoi=1,...,2k + 1, entonces v < 0.

a
En el caso de las cliqgues y complementos de agujero impar no resulta de tanto interés el resultado

pues a(G’) = 1 y a(G’) = 2 respectivamente. Sélo por completitud enunciamos la propiedad pero
omitimos la demostracién.

Proposicién 5.15 Si K es clique mazimal, la desigualdad Clique
> Tpjo — wjp <O
pEK

es faceta de Proy(CP) = CP N {w, = 0}

Proposicién 5.16 Sea Cory1 = {v1,... yVak+1} el complemento de un agujero de tamarnio 2k + 1.
La desigualdad Complemento de Agujero Impar

2k+1
Z Tuijo < 2wj,
i=1
es faceta de Proy(CP) = CPN{w; =0 pare j = n—1,n} si se satisfacen las siguientes condiciones:
» algin (x(G))-coloreo verifica la desigualdad por igualdad

= para todo v € V eziste un conjunto independiente de cardinal 3 en G[Cak41 U {v}]

5.6. Desigualdades Validas Multicolores

A partir de la combinacién de desigualdades vélidas se obtienen nuevas desigualdades vali-
das més débiles. Sin embargo, si éstas son sometidas a un proceso de ajuste de los coeficientes,
se obtienen nuevas desigualdades vélidas que no son implicadas por aquellas usadas en la combi-
nacién. Las desigualdades que presentamos en esta Seccién surgen de considerar este procedimiento
utilizando las que ya derivamos en Secciones anteriores.
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5.6.1. Cadenas de Cliques

Sean K, Ky,..., K, cliquestalesque K;NK; =0sij#i—1,i+1y|K;NK;y1| <1Sea Rel
cardinal de U§=1K ;. Consideremos cy, ¢y, ..., ¢r, Cj, colores distintos tales que ¢; < ¢jo —1<n —2
Vi=1,...,1

Ya sabemos que las siguientes desigualdades Cligque son vilidas

y por otro lado, es trivial que resulta valida la desigualdad

n
Z Z Tyj S chio

veU_, Ki j=cj,

Si sumamos las 7 4+ 1 desigualdades, obtenemos

D Tt D Twep kot ) Tt D ZIvJ<ch.+ch,o

veK, veEK2 veEK, veul_  Kij=¢j,

Como c¢j, > ¢; Vi = 1,...,r, podemos disminuir el coeficiente de We,, @ R — r. Obtenemos
entonces la desigualdad valida

Z Tye, + Z Tyey +-.-+ Z Tye, + Z Z Zy; < ch. + (R - 7')"-'Uc,o

veE K vEK> veK, veu]_, K j=cj,

que domina a la anterior.

Los (n)-coloreo que asignan el color ¢, a un vértice de K\ K5 satisfacen la desigualdad en forma
estricta y por lo tanto no es redundante del sistema de ecuaciones. Si queremos que la desigualdad
resulte una cara de la mayor dimensién posible, deben cumplirse algunas condiciones. Por ejemplo:

1. Para que exista algin (n)-coloreo que satisfaga la desigualdad por igualdad, es necesario que
la cantidad de colores involucrados en la desigualdad sean al menos tantos como la cantidad
de vértices de la misma. Es decir, n — R > ¢;, — .

2. Sicj, < x(G), entonces ninguin vértice de K\ K2 podra usar otro color que nosea ¢y, ¢jq, - . . , .
Toda solucién de la cara verifica z,,, = 0 para todo v € K). Se necesita entonces que
cjo 2 X(G) + 1.

3. Debe existir al menos un (x(G))-coloreo que verifique la desigualdad por igualdad.

4. Sea un vértice v € K; y Col, el conjunto de colores asociados a v en la desigualdad. Debe
existir un (cj,-1)-coloreo en la cara tal que v es coloreado con cualquier color que no esté en
Col,. Si asi no fuera, toda solucién de la cara satisface z,; = 0 para j ¢ Col,.

Estas condiciones que enumeramos son necesarias, pero hasta el momento no hemos podido
establecer hipdtesis suficientes que nos aseguren la condicién de faceta. Sin embargo, para el caso
particular de cliques de cardinal 2 que conformen un camino obtuvimos el siguiente resultado.
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Proposicién 5.17 Sea Py = {v;,v2,...,Vx} uncamino de longitud k. Consideremos cy,¢2,...,Ck—1
y cj, colores tales que ¢; < cj, para todoi=1,...,k =1y x(G) +1 < ¢j, < n —2. La desigualdad
Camino Multicolor

Ty + va.c. 1 v T Tugeroy T+ Z ZIv] < ch, + we,,
j=¢; i=1
define una faceta de CP si se satisfacen las siguientes condiciones:
= V\Py no es una clique,
» para todo v € U]_, Kj, eriste un (cj,-1)-coloreo tal que v es coloreado con colores ¢ Col,

s eziste al menos un (x(G))-coloreo que satisface la desigualdad por igualdad.

Demostracion:

Sea F la cara de CP definida por la desigualdad y AX X + AWW < )¢ una desigualdad valida
para CP tal que F CCP N {(X,W) : M XX + \WW = )o}. Tenemos que ver que:

1. /\f,g-=/\§n+/\,vtv YveVyj=cj,....n—1

2. AL =25+ MY VeeV\Pj=1,...,¢;,—1
3. X, =¥, + Y para j € Coly,

4. AX —/\f,fcm+/\g:; para j € Coly, y j < cjp — 1

5 AW = /\W para todo ¢j > x(G) + 1

cJO
6. /\JW =0 paratodoj > x(G)+1,j#c1,...,Ck-1,Cjo,

7. AW <o

€0

A continuacién demostramos cada una de las condiciones.

1. Sea j tal que cj, < j < n— 1y los siguientes coloreos en F'

Cl:(n- 1) — coloreo C? : (n) — coloreo
Cl(n) = C’wm)=n
Cl(”k)—] C}z)=Cl (z) Vz#m0

Cllv)=c Vi=2,...,k—1

CI(Z) € {1,... , = 1}\{j,c2,...,ck_1}
Vz ¢ P
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c! c! c? 2 , . .y .
Como MXC AW = \X 1 W€ y los colores sélo difieren en la coloracién de v, deducimos
que Ay,; = Ay;n + An. Sea v # vy y consideramos los coloreos

C! : (n) - coloreo C? : (n) — coloreo

Clm) =n C¥(vy) = j

Clv) =3 Cxv) =n

Cllus) =cs_1 Vs=2,...,k vs#¢v  C*2)=Clz) Vz#v,v

Clz) e {1,....n}\{J,c1,---,Ck-1}
Vz ¢ P. U {v}

Como C! y C? intercambian los colores de v y vy, vale la identidad Ayn + Ayj = Avyj + Avn.
Dada la relacién entre los coeficientes correspondientes a v; derivada antes, concluimos que
Avj = Avn + An para todov € V.

2. Sean v,v' € V\P, vértices no adyacentes y j tal que 1 < j < cj, — 1. Comenzamos por

considerar j # ¢1,...,ck—1- Sean los siguientes coloreos en F:
C!:(n—1) — coloreo C?: (n) — coloreo
Cl ‘u)=] Cz(v)='n
Clv)=3j CY2)=Clz) Vz#uv

vs)=C$_] V5=2,...,k

Cl(z) € {17 s = 2}\{j)cla"- )ck—l}
Vz ¢ P U {v,v'}

Por las coincidencias de los coloreos obtenemos que Ay; = Ayn + As.

Si j = ¢s para algin s = 1,...,k — 1, construimos los coloreos:
C!: (n—1) — coloreo C?: (n) — coloreo
C(v) = cs C*v)=n
CHW) = ¢ C2)=CYz) Vz#wv
Clvg) =n—1
Cllvi)=c¢; Vi=1,...,s—1
Cllvy))=c; Vi=s+1,...,k=1

Cl(z) €{1,...,n=2N\{cjo,C1,-..,Ck-1}
Vz ¢ P, U {v,v'}

Por las coincidencias de los coloreos obtenemos que A,e, = Ayn + An. Para el resto de los
vértices u € V\P; basta intercambiar en un (n)-coloreo los colores j y n asignados a u y v
respectivamente como hemos hecho para el caso anterior.
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3. Seaw; € Py, v,v' € V\ Py vértices no adyacentes y j € Col,,. Sean los coloreos en F:

C!: (n—1) — coloreo C? : (n) - coloreo
Cl(v) = cjo C*w)=n
CH') = cjo C?(v) = C'(w;)

Cl(ws) = {c’ Ve=1,..,k=1 sij=c C%z) =C2) Yz # v,u

Cs—1 Vs=2,...,k sij=c¢-
Cllup)=n—1sij=¢
Cll))=n—1sij=c
Cl(z) e {1,...,n = 2N\{cjosC1,-- -, Ck-1}

Vz ¢ P, U {v,v'}

De la coincidencia de los coloreos y por la propiedades demostradas anteriormente, resulta
Auij = Avn + An Vj G Colvl-.

4. Seav; € Pryj€{l,...,¢j,—1} = Coly,. Por hipétesis existe un (cj,-1)-coloreo en F tal que
v; es coloreado con color j. A partir de este coloreo, construimos un (c;, )-coloreo tal que v;
es coloreado con cj,, de donde se deduce que Ay;; = /\,,% + /\%.

5. Por hipétesis existe (x(G))-coloreo en F, por lo tanto existe (c;-1)-coloreo en F con c; tal que
¢j 2 x(G) + 1. Podemos suponer que en dicho coloreo v; es coloreado con ¢ donde ¢ ¢ Col,,
y que existe algin vértice u € V\ P, que no es dnico en su color (esto se logra con una
apropiada permutacién de los colores). Notemos con ¢’ al color de u. Si ahora cambiamos
el color de v; a c; y el color de u a c en el caso que v; fuera tnico en su color, obtenemos
/\u_,c + Ay = /\v,-c_.,- + Aye + )\c_,--

Pero sabemos que Avje = Avye; + /\% ¥ Auer = Aue. Concluimos entonces que A¢; = )\%.
6. Sea un (j-1)-coloreo en F con j tal que x(G)+1 < j<n-1yj¢& {c,c2,.-.,Ck-1,Cjo}
Podemos suponer que existen v,v’ € V — P, vértices no adyacentes que repiten color. Cam-
bidndole a v su color por el color j, y teniendo en cuenta que A\,; = \,j+ paratodo 7,7’ <n-1,

concluimos que A; = 0.

7. Sea C! un (n)-coloreo tal que C(v;) = ¢; parai = 1,...,k— 1y C'(v) = cj,- En base a
C!, construimos C? un (n)-coloreo intercambienao los colores c;, y ¢1. Como C! estéd en F,
se satisface \X XC' + \WWWC' = Ao. C? no estd en F pero verifica M XC® 4 aWwe? < Xo.
Entonces AX XC' + \WWC' — 3\ X xC* _ \WwC* > 0. De las coincidencias de los dos coloreos
derivamos la desigualdad

Nrer + Mrcis = Mo ~ Moger 2 0

ViCt vkc_.;o v1C;j Vi C1

Pero AX., = Ac,. ¥ Aies, — M

= _\W w
Nes oo ~ Moer = Aso Entonces )\% <0
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5.6.2. Cligue Multicolor

Sea K = {v1,...,vp} una cliguede tamafio p, k tal que p < k < n—1y Col = {j1,j2,---,Jp-1} C
{1,...,k —1}. La desigualdad valida

P

DD TS D w

i=1 jeCol jeCol

se obtiene de sumar p — 1 desigualdades Clique, cada una correspondiente a un color en Col.
Ademis es vélido que Y7, > j=kTwj < pwy. Si sumamos las dos desigualdades y tenemos en
cuenta que cualquier coloreo de G utiliza p colores para colorear una cligue de tamano p, resulta

valida la desigualdad
P n P
ZZI"-'J' +Z Z Tyj S Wi+ Z w;

i=1 j=k i=1 jeCol j€Col

Cualquier (n)-coloreo que asigne los colores k, j1,...,Jp—1 a los vértices de la clique la satisface por
igualdad. Si k = p entonces k < x(G) y la desigualdad es combinacién lineal de las ecuaciones del
sistema minimal de CP. Si p < k, cualquier coloreo que asigne a algin vértice de la clique un color
€ {1,...,k —1}\Col satisface estrictamente la desigualdad. Por lo tanto, la desigualdad es cara de
CP. Veamos en que caso resulta ser faceta de CP.

Proposicién 5.18 Sea K C V wuna clique tal que V\K no esclique y x(G)+1<k<n-2. La
desigualdad p-color Clique

p n 4
DDzt ) D T Swet D w

i=1 j=k i=1 jeCol j€Col

es faceta de CP.

Demostracion:

Se F la cara de CP definida por la desigualdad y AX X + \WW < )¢ una desigualdad vilida
para CP tal que F C CP N {(X,W): M XX + A\WW = )\g}. Tenemos que ver que:

L A% =2A0+M Vu¢Ky Vji=1,...,n-1

2. M =25+ M\ parajeColU{k,...,n—1}y Vv e K
3. A=)+ paraj ¢ ColU{k,...,n}y Vv e K

4. /\,‘:V=)\;-V para todo j; > x(G) + 1

5. /\;V=0paratodoj2x(G)+1, j ¢ ColU {k}

6. AY <0

A continuacién probamos cada uno de los casos.
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1. @) Comenzaremos viendo el caso en que j ¢ Col. Como por hipétesis V\K no es cligue,
existen u,u’ € V\K vértices no adyacentes. Consideremos los coloreos en F:

C!: (n—1) - coloreo C?: (n) — coloreo
Cl(u) = j C*u) =n
Cliu) = j CHz)=Clz) Vz#u

Cl(vi)=jiparai=1,...,p—1
Cl(vp)= k Sf]‘;ék
k+1 sij=k

CI(Z) € {11"'777'_ 1}\{j1j1)"'7jp—1}
Vz ¢ KU {u,u'}

1 1 2 2
Como MXS + WS = XX £ AW y 1os colores sélo difieren en la coloracién de v,
resulta AY; = XX, + AlY. Sea ahora v € V\K, v # u y los siguientes coloreos en F:

C!: (n) — coloreo C?: (n) — coloreo

Cllw) = Ci(v)=n

Cllu)=n Cu) = j

Clw) = 5 C*z)=Cz) Vz#u,v
1 _Jk sij#k

C (vp) = {k+1 sij=k

Por la coincidencia de los coloreos y lo demostrado anteriormente se satisface que /\ffj =
AKX+ AW

b) Sea j € Col. Nuevamente consideramos en primer lugar a u, u’ los vértices no adyacentes
de V\K y los coloreos en F:

C!: (n—1) — coloreo C?: (n) — coloreo
C'(u) = ji C%(u) = n

C'(w) = ji C2(z) =CYz) Yz #u
Cllvs) =jsparas=1,...,p—1 s#i

Clv)=n-—-2

Clvp) =n-1

Cl(z)e {1,...,n=3N\{j1,---,Jp-1}

Vz ¢ KU {u,u'}

De aqui resulta AY; = AJ, + MY Para cualquier v € V\K, v # u, coloreamos a G con
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los siguientes coloreos en F:

C!: (n) — coloreo C?: (n) — coloreo

Cl(v) = 5 Clv)=n

Clu) =n C?(u) = ji
Cl(vs)=jsparas=1,...,p—1 s#i C¥z)=CYz) Vz#v,u
Clv) =n -2

Clvp) =n-1

Con los mismos argumentos que usamos antes, resulta /\,’:g-‘_ =5 + 2

Sean v; € K y v € V\K. Existe un (n)-coloreo en F que colorea a v; con algin color de
ColU{k,...,n— 1} y a v con color n. Haciendo un intercambio de los colores de v; y de v,
ficilmente obtenemos )\,),Sj =¥, + \Y para todo j € ColU {k,...,n—1}.

Se j ¢ Col. Consideremos un (k-1)-coloreo en F que coloree a v; con el color j y el resto de
los vértices de K con algiin color de Col. Como k — 1 < n — 3, existen al menos dos vértices
coloreados con el mismo color. A partir de este coloreo, podemos construirnos un (k)-coloreo
en F cambiando el color de v; a k. En el caso que v; fuera el tinico vértice con color j, a
cualquier vértice que comparta color con otro le cambiamos el color al j. De esta manera,
utilizando los resultados previos, obtenemos /\f,f ;= /\in x +AY para todo j ¢ ColU {k,...,n}.

Sea j; € Col tal que j; > x(G) + 1. Consideramos un (j; — 1)-coloreo en el cual los colores
de Col que tengan indice menor a j; son usados en el coloreo de K. Este coloreo estd en F.
Podemos afirmar que existe al menos un vértice en K coloreado con algin color que no esté en
Col. Supongamos que v, esta coloreado con j ¢ Col. Por otro lado, como j; —1 < n—4, existe
u € V\K que comparte color con algin otro vértice. Basado en este coloreo, construimos un
(j: )-coloreoen F cambiando el color de v, a js. Si v; era el nico coloreado con j, cambiamos el
color de u a j. Usando los casos considerados anteriormente, es sencillo llegar a que /\;:’ =\
para todo j; > x(G) + 1.

Sea j € Col U {k} tal que j > x(G) + 1. Consideramos un (j-1)-coloreo en F en el cual los
colores de Col que tengan indice menor a j son usados en el coloreo de K. Como j < n — 1,
existe u € V\K que comparte color con algin otro vértice. Construimos un (j)-coloreo en F
cambiando el color de u a j. Por lo demostrado en la y 1b, es sencillo llegar a que )\;V =0.

Sea C! un (n)-coloreo tal que C'(v;) = j;, parai = 1,...,p— 1y Cl(v,) = k. Como p < k,
existe v € V\K tal que C!(v) = ¢ < k. Intercambiando los colores de v y v, obtenemos C?
un (n)-coloreo. Como C! estd en F, se satisface A XC 4 AWWC = Xo- C2 no estd en F
pero verifica A X XC + AWWC® < )g. Entonces AX XC' + AWWC' — AX XC* _ \WWwC* >0
De las coincidencias de los dos coloreos derivamos la desigualdad

X X X X
’\v,,k + Abe — ’\v,,c — Ak 20

Pero A\l =A% vy )\f;k - )\fpc = -\, entonces A\}¥ <0.
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5.6.3. Collar Multicolor

Supongamos que Cx = {vi,...,vx} es un ciclo de tamaiio k y {j1,...,Jk—1} un conjunto de

colores tal que j; > j; para todo ¢ = 2,...,k — 1. Sabemos que las siguientes k — 2 desigualdades
son vélidas:

Tugjy + Tugjp < Wy,
Tuzjs + Tugjz < Wiy

Tyj, + Tuggyje S Wy

Tukorjk—1 T Tugjeo < We-1
y ademas
Tuejy T Tuyjy + Tugjy S 2wj5

Sumando todas las desigualdades, resulta la desigualdad vélida

k-1 k-1
Ty + Z(xviji—l + Tuiji) + Tugjeoy + Tugin < 2wj + iji
=2 i=2

Esta desigualdad puede ser mejorada reduciendo el coeficiente de w;, a 1. Veamos porqué. Para
los coloreos que no usan el color j; vale que w;, = 0 y por lo tanto el coeficiente de la desigualdad
no es significativo. Para los coloreos que utilizan el color j; en a lo sumo uno de los vértices vy, vy
6 vk, es valido que Ty, j, + Ty j, + Tv,j, < wj,- Entonces el coeficiente puede ser reducido a 1. Si en
cambio vy y v son coloreados con el color jj, el vértice v} no podré usar j, con lo cual z,,; =0.
Quedan entonces k — 3 vértices para los que estamos considerando las variables z,,j,_, ¥ Ty,j;, cuya
suma total serd a lo sumo k — 3. Pero w;, = 1 implica wj, = 1 para todo ¢ = 2,...,k =1, por lo
que f=_21 wj;, = k — 2 compensa la reduccién del coeficiente de wj;, .

Entonces, resulta vilida la desigualdad

k-1 k-1
T+ Z(I”iji—l + Tuji) + Toggeoy + Tugy S Wy + ij.'
=2 1=2
Los (n)-coloreo que colorean a v; con color j; parai =1,...,k — 1 satisfacen la desigualdad por

igualdad. Los (n)-coloreo que no colorean a v; con ji, ni a vy con j; 6 jo, satisfacen estrictamente
la desigualdad. Por lo tanto, la desigualdad es una cara de CP. Veamos ahora en que condiciones
define faceta de CP.

Proposicién 5.19 Sea Ci = {v1,..., v} un agujero de tamano k y {j1,...,jk-1} € {1,...,n=1},
1> Jiparai=2,...,k — 1. La desigualdad Collar Multicolor

k-1 k-1
Ty + Z(Iviji-l + Tuiji) + Tuggeoy + Tugy S wyy + iji
i=2 =2

define una faceta de CP si y sélo si
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» para todo v € V\Cy, al menos uno de los vértices vy, vy 0 vx es no adyacente a v.
» algin (x(G))-coloreo verifica la desigualdad por igualdad.

Demostracion:

La primera condicién resulta necesaria. Si v € V\C}. es adyacente a v, vy ¥ vk, los coloreos que
satisfacen por igualdad la desigualdad tienen la propiedad que z,;, = 0 y por lo tanto la cara no
es faceta. La segunda condicién asegura que la cara no estd incluida en el hiperplano w,(g)+1 = 1.

Sea F la cara de CP definida por la desigualdad Collar Multicolor. Supongamos que AX X +
MWW < )\ es una desigualdad vélida para CP tal que F C CP {(X,W) : MXX + \WWW = )}
Sean Coly = {j1}, Colx = {jk-1,71} y Coli = {ji-1,ji} parai = 2,...k — 1. Debemos demostrar
que:

L AS=25+A, v¢gC Vi=1..,n-1

2. M =200+0 Vi=1,... ky Vj¢Col

3. A =M=, =M Ve €Coly ey € Coly

4. sij,-2x(G)+lentonces/\;:fji=/\;:SJ-—/\-‘7-’:’ Vi=1,....n—1yjé¢ Col;
5. AW =0paraj=x(G)+1,...,.n=1yj#5n

6. )\f,fc'_ - /\,{j =~ > 0 para j ¢ Col;

Comenzamos la demostracién considerando casos particulares de los coeficientes A sobre los
vértices del agujero. Estos nos permite luego analizar las condiciones generales. En cada caso es-
pecificamos los coloreos C! y C? en F de los cuales derivamos las propiedades.

(i)

C!: (n - 1) — coloreo C?: (n—1) - coloreo
C'(v1) = J2 C*(w1) = ja
Cus) = jso1 V5=2,...,k C¥z)=Cl2) Vz#u
Clz)e {1,...,n=1N\{j1,---+Jk-1}
Vz ¢ Cy
Dado que C' y C? sélo difieren en el color de v}, concluimos que Ay ;, = AX ..

(ii)
C!:(n-1) — coloreo C?%: (n—-1) — coloreo
Cl(v)) =ji coni # 1,2 C?%(v) = ji con i’ #1i,1,2
Cllus) =3js Vs=2,...,k—1 CY2)=Clz) Vz#u
C'(w) = j1

Cl(z) € {la'-‘ yn= 1}\{j11"- :jk-l}
Vz & Cy
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= AX

Se deduce facilmente que AX g

v1Ji

Vi,
(iit)

C': (n-1) - coloreo

C'(v1) = jo

Clve) = Cl(w) = 1

Cllug) =js Vs=3,...,k—1

Clz)e {1,....,n—1\{5,...
Vz & Cy

ijk—l}

Utilizando lo demostrado en (i), concluimos que XX

(iv)
C!:(n—1) - coloreo
C'(v1) = jk-1
C(vk) = 51

Cllus) = js-1 ¥Vs5=2,...,k=1

Clz) e {1,...,n=10\{j1,-- -, Jk-1}
Vz & Cy

Utilizando el caso (ii), se deduce que z\f,ij,

(v) Seai=3,...,k—1.

C!: (n —1) — coloreo

Cl(v) =3

Cl(v,)=j,~_1

Clug) =js—1 V§=2,...,i—1
Cllug) =js Vs=i+1,...,k—1
C!(vk) = ji

Clz) e {1,...,n=10\{j1,--»Jk-1}
Vz & Cy

Nuevamente a partir del caso (ii), derivamos AX

i €{3,... k=1)

C?%:(n - 1) - coloreo
C*wn) = js

C?(v2) = j2

C%*z2) =Cz) YV z # vy, v

=X

v2j1 v2j2°

Cc?. (n = 1) — coloreo
C%(v1) = jk-2

C*(vk) = jk-1

C%z) = CYz) Vz #v1,u

— \X
- ’\vkjk-x

C?:(n—1) - coloreo
C*v1) = ji-1

C*wi) = ji

C%(2) = C}z) VY z # v,

=M. Vi=3,... k-1

Viji-1

Veamos ahora la demostracién de las condiciones generales.
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1.

a)

b)

Sean v € Cr y ji # j1. C! y C? los siguientes coloreos de G en F:

C!: (n—1) - coloreo C? : (n) — coloreo

Clv) = j; C*v)=n

Clvs) = Jou1 Vs =2,...,i C%vs) = js—1 Vs=2,...,k
Clus)=js Vs=i+1,...,k—1 C¥z)=CYz) Vz#v,z¢ Cx
Cl{w) = 7

Clz)e{1,...,n =10\ {J1,-- -+ Jk-1}

Vz #v,z¢ Cy

Los coloreos difieren en los colores asignados a los vértices del agujero y a v. De los
casos particulares demostrados anteriormente, concluimos que )\;}g' =X+ W vi=
2,....,k-1.

Sea v € Ci. Si v; y v son adyacentes a v, sabemos que v, no es adyacente a v. Por lo
tanto, v y v2 pueden ser coloreados con el mismo color. En este caso consideramos el
siguiente coloreo de G en F:

C':(n~1) - coloreo

Cl(v) = 5

Cl(n) = i

Cl(vs) = jg—1 V5=3,...,k

Clz)e{1,...,n=11\{j1,..-rJk-1} Vz#v,2¢ Cx

Si v 0 vk no son adyacentes a v, alguno de ellos puede compartir color con v. Llamemos
r al que se encuentre en estas condiciones y coloreamos a G del siguiente modo:

C': (n—1) — coloreo

Cl(v) = i

Cl(r)=s

Cllvg) =js Vs=2,...,k—1

Clz)e{1,...,n=11\{j1,-- -+ Jk-1} V2 #v,2 ¢ Cy

En cualquiera de los casos, tengamos en cuenta el coloreo C? en F:
C? : (n) — coloreo

C*’(v)=n

C¥z)=Cl z) Vz#v

Debido a que la tnica diferencia entre C! y C? es el color de v, se concluye que /\;:‘jl =
AN+

Sean v € Cr y 7 ¢ {j1,---,Jjk—1,n}. Por hipétesis, existe r € {v1,v2, v} tal que 7 no es
adyacente a v y por lo tanto puede ser coloreado con el mismo color que v. De acuerdo
a quien sea r, consideramos los siguientes coloreos de G en F:

Para r = v,

C!:(n—1) — coloreo
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Cllv)=j

Clm) =3

Clvs) =js—1 Vs=2,...,k

Clz)e{1,...,n— IN{j1,-. - Jk-1} VZz#v,2¢ Cy

Para r = v,
C!':(n—1) — coloreo
Cl(v) =3

Clivg) =3

Cl(v1) = 5

Clvs) =js-1 Vs=3,...,k
Clz)e{1,...,n— IN{GL, - Jk-1} V2 #v,2¢ Cy

Para 7 = v,

Cllw) =3

Cl(vk) =j

Cl(‘us)=js Vs=1,...,k—-1
Clz)e{1,...,n—1N\{j1,..-,Jk-1} V2 #v,2¢Ci

En cualquiera de los casos, tengamos en cuenta el coloreo C? en F:
C? : (n) — coloreo

C3(v)=n

CHz)=Clz) Vz# v

La tnica diferencia entre C! y C? es el color de v, los que nos permite concluir que
A% = A+ Ay,

2. Seanv ¢ Ci,v; € Cryj<n-—1,j¢ Col;. Consideramos los siguientes coloreos de G en F:

C!: (n) — coloreo C?: (n) — coloreo
Clw)=1j C*(v)=n

Clv)=n C(v) =3

Clus)=js Vs=1,...,i—1 C%z)=CYz) Vz#v,u

Cllvs) =js—y Ys=i+1,...,k

CI(Z) € {ly ?n}\{jli"')jk—lij}
Vz# v,z ¢ Cy

Los coloreos difieren en la coloracién de v y v;. Habiendo demostrado (a), concluimos que

AXi =A%+ A
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3. Seai=1,...,k— 1. Consideremos los siguientes coloreos en F:
C! : (n) - coloreo C? : (n) — coloreo
CY(w) = ji C%(vi) =n
Cl(vis1) =n C*(vi41) = ji
Cllvs) =js Vs=1,...,i—1 C%(2) =CYz) VY z # vi,vin1

Cl(v3)=js_1 V3=i+2,...,k

Clz)ye {1,....aA\{J1,---»Jk-1}
Vz ¢ Ci

Es trivial llegar a la identidad A, — AX, = A8 . — X ..

4. Seaj; = x(G)+1,...,n—1. Por hipétesis existe un (x(G))-coloreo en F, por lo tanto también
existe un (j; — 1)-coloreo en F. Para cualquier (j; — 1)-coloreo en F podemos afirmar que
ninguin vértice esta coloreado con j; y que existe v # v; cuyo color es compartido con algiin
otro vértice. A partir de este coloreo se puede construir un (j; )-coloreo en F, coloreando a v;
con j; y en caso de ser necesario cambiando el color de v al color que tenia antes v;. De las
coincidencias de ambos coloreos, deducimos que /\,),S ;= )‘vx.- it /\Jv:/

5. Seaj=x(G)+1,...,n—-1,3%#5,...,Jk—1. Para cualquier (j-1)-coloreo en F, existe v ¢ Cj
que comparte color con algin otro vértice, del cual podemos derivar el (j)-coloreo en F cuya
unica diferencia con el anterior sea colorear a v con j. De estas similitudes y por los casos
anteriores, derivamos trivialmente que )\;V = 0.

6. Como A;:Sci - )\;}‘m es una constante para todo 7 = 1,...,k y vale la condicién 2, podemos
afirmar que MY, — AX; = v para j ¢ Col;. Falta ver que v > 0. Sea C! un (n)-coloreo en F
tal que C}(v;) = ji parai=1,...,k — 1y C'(vx) = j. Intercambiando los colores de vy y vy
obtenemos C? un (n)-coloreo que no esta en F. Se satisface que

AXXC L AWWE? < ag = MXXC 4 AWWC!

Entonces AX XC' + \AWWC' —\Xx C? _\wyc? > 0 De las coincidencias de los dos coloreos
derivamos la desigualdad
A AX A X X >0

v2j2 Vg J v2j vkj2 =

Pero como A% . — )X

v2j2 vi = 1Y AX .= AX . | resulta que vy > 0.

vk j vk Jj2?

Concluimos entonces que (AX, A\W) es combinacién lineal de las ecuaciones del modelo y de la
desigualdad Collar Multicolor. Por lo tanto define una faceta de CP.

a

5.7. El Poliedro SCP

Nuestro trabajo con modelos de programacién entera para el problema de coloreo de grafos se
inicié con el estudio de SCP, el poliedro asociado con el modelo clasico. Recordamos que SCP es
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la cdpsula convexa de las soluciones de:

n
dom=1 VieV
i=1
Zij + Tkj < wj sifi,kleEVji=1,...,n

zij, wj € {0,1} VieV Vji=1,...,n

Las desigualdades vilidas de SCP que caracterizamos no tuvieron un gran impacto en mejorar
la performance de un algoritmo Branch-and-Cut que usa RSCP, la relajacién lineal de SCP. Sin
embargo, el estudio de SCP facilit6 parcialmente la derivacién de alguno de los resultados para CP.
Para que se vea reflejada la relacién entre la estructura poliedral de SCP y de CP, haremos un breve

resumen de lo principales resultados, omitiendo sus demostraciones que pueden ser consultadas en
[18].

Proposiciéon 5.20 Las ecuaciones Z;;l zi; = 1 par todo i € V definen un sistema minimal para
SCP y por lo tanto dim(SCP) = n2.

De las restricciones originales del modelo resultan ser facetas las triviales de positividad y cota
superior. Observar que esta propiedad no se mantuvo completamente para el poliedro CP.

Proposicién 5.21 Sean jo € {1,...,n} y v € V. Las restricciones Tpyjo = 0 y wj, < 1 definen
facetas para SCP.

En el caso de las desigualdades vélidas basadas en subgrafos y el nimero independiente de los
mismos, obtuvimos la desigualdad de Clique y de Agujero. Las siguientes proposiciones caracte-
rizan su condicién de facetas de SCP.

Proposicién 5.22 Sea jo € {1,...,n} y K C V una cliqgue mazimal. La desigualdad

> Zpjo— wjp <0
peEK

es faceta de CP.

Proposicién 5.23 Sea Copyy = {v1, ..., V2k+1}, k 2 2, un agujero impar. La desigualdad

Z Tpjo < kwjo
PEC k41

es vdlida para SCP para todo jo =1,...,n.

Si Vv € V\Coxst, G[Cops1 Up] tiene un conjunto independiente de medidad k + 1, la de-
sigualdad es faceta de SCP.
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Si K es una clique tal que cada vértice de K es adyacente a cada uno de los vértices de Cory1
y es mazimal respecto a esta propiedad, entonces la desigualdad

Z Zpjo + k Z Zyjo < k'wjo

PEC2% 41 veK

es faceta de SCP.

En el caso de las Clique, se mantuvo su condicién de faceta para CP (salvo para jo = n). Sin
embargo, no fue éste el caso para las Agujeros que si bien determinan una cara, su dimensién es
mucho menor a la dim(CP) — 1. Necesitamos incluir otras variables para reforzar la desigualdad,
resultando una desigualdad no vélida para SCP.

Las siguientes desigualdades son las que dieron origen a la desigualdad Collar Multicolor y
Cadena Multicolor.

Proposicién 5.24 Sea Cp = vy, ..., %, k > 4, un agujero. Consideremos {j1, ..., Jjr—-1} un conjunto
de k — 1 colores.
La desigualdad

k-1

Zuji t+ Z(Iviji-l + Zuji) + Tugjeo, + Tugy — Wi Sk—2

i=2

es vdlide para SCP.
Si para todo v € V' \ Cy, v tiene al menos un vértice no adyacente en {v1,v2, vk}, la desigualdad

define una faceta de SCP.

Proposicién 5.25 Sea P = vy,...,U, k = 3, un camino y {j1,...,Jx} un conjunto de k colores.
La desigualdad

k-1
Ty + ZTuyj t Z(mui.jl + Ty + Tugipr) F Tus + Tugge — Wi < k-1
i=2
es vdlida para SCP.
Si Vv e V\ Py, existe v; € P, no adyacente a v, entonces es faceta de CP.

Si K es una clique tal que cada vértice de K es adyacente a cada uno de los vértices de Py y
es mazimal respecto a esta propiedad, entonces

k-1
Tyyjy + Tuje + Z(Iuijl + Tugji + Togisr) F Tugs T Tugge + Z Toj —wj; S k-1
1=2 veK

es faceta de SCP.

Debido a que en SCP los colores no guardan ninguna relacién entre si, las desigualdades mul-
ticolores son muy débiles para CP. Para aumentar la dimensién de la cara, las fortalecimos con
la inclusién de las variables w; correspondientes a los colores involucrados en la desigualdad y en
algiin caso con el agregado de variables que involucran otros colores.
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Cabe senalar que en todos los casos, el estudio de la dimensién de una cara de SCP resulté mucho
maés sencillo que para CP. La construccién de coloreos que pertenecen a las caras es mas facil pues
no debe respetarse un orden entre los colores. Razén también para que las condiciones para que
una desigualdad resulte faceta no sean tan restrictivas en algunos casos como lo son para CP.

Hemos presentando en este capitulo los resultados de nuestro estudio poliedral de CP. Por
supuesto no es una caracterizacién completa del mismo y quedan ain familias de desigualdades
vélidas por estudiar. Mediante PORTA [15], un programa que calcula la cdpsula convexa de un con-
junto de puntos de coordenadas 0-1, hemos obtenido la caracterizacién completa del poliedro para
grafos muy pequenos de apenas 6 o 7 vértices y hay un gran niimero de facetas que no pertenecen
a ninguna de las familias descriptas.

Mais alld del interés estrictamente tedrico de las propiedades del poliedro, éstas adquieren ma-
yor relevancia cuando brindan una herramienta ttil para desarrollar algoritmos. Este es nuestro

propésito. En el préximo Capitulo presentamos nuestro algoritmo BC-Col basado en estos resul-
tados poliedrales.
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Capitulo 6

El Algoritmo BC-Col

El propésito de este Capitulo es describir las caracteriticas principales de BC-Col, un algo-
ritmo Branch-and-Cut para el problema de coloreo de grafos. Ya hemos descripto en el Capitulo
3 las caracteristicas generales de un algoritmo Branch-and-Cut y sefialamos que su performance
depende de muchos factores. Una buena relajacién lineal y planos de corte con procedimientos de
separacién adecuados, ayuda al mejoramiento de las cotas inferiores. Esto es clave para podar ra-
mas del arbol y disminuir el espacio de biisqueda y es aqui donde el estudio poliedral del problema
es fundamental para considerar buenas desigualdes vélidas. Por otro lado, las estrategias de reco-
rrido del arbol, seleccién de nodos y algunos otros detalles de implementacién aportan al conjunto
del comportamiento del algoritmo. No hay una eleccién Sptima de cada una de las alternativas
del algoritmo valida para cualquier instancia. Las caracteristicas propias del problema son las que
ayudan a determinar una buena eleccién.

En las préximas secciones describimos detalladamente nuestro algoritmo. La presentacién esta di-
vidida en dos partes. En la primera presentamos las caracteristicas asociadas al esquema de Branch-

and-Bound. En la segunda parte, mostramos los algoritmos de separacién y otros detalles vinculados
a la etapa de Cutting.

6.1. Esquema Branch-and-Bound

En esta Seccién presentamos las caracteristicas fundamentales de los factores que definen el
esquema Branch-and-Bound de nuestro algoritmo. Esencialmente estos estdn enfocados en las es-

trategias de generacién y manejo del 4drbol de bisqueda, preprocesamiento y mejoramiento de la
relajacién lineal.

6.1.1. Cotas Inferior y Superior

La experiencia demuestra que contar con buenas cotas iniciales, inferior y superior, es funda-
mental para reducir el tamad del drbol de bisqueda en un algoritmo Branch-and- Cut. La eficiencia
del proceso de Bound depende en gran medida de la bondad de las cotas. Sin embargo, en un con-
texto de un algoritmo Branch-and-Cut, es necesario lograr un equilibrio entre el tiempo requerido
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en obtener las cotas y la calidad de las mismas. Por este motivo elegimos procedimientos rapidos y
sencillos que, de acuerdo a nuestra experimentacién, brindan cotas de buena calidad.
Describimos a continuacién los algoritmos usados para el cdlculo de estas cotas.

Heuristica Inicial

Hemos observado que en muchas instancias, DSATUR [10] encuentra rdpidamente buenos
coloreos, incluso en muchos casos el éptimo. La mayor parte del tiempo la insume en corroborar que
no existe un coloreo mejor. Limitar el tiempo para el proceso de bisqueda resulta ser una muy buen
estrategia como heuristica inicial. La implementacién es muy sencilla y cumple los requerimientos
bésicos para una heuristica inicial: buenas cotas superiores en corto tiempo. Llamamos x a la
cantidad de colores usados por el coloreo encontrado por la heuristica.

Clique Maximal

El tamafio de una cligue méxima de G, w(G), es una cota inferior del nimero cromético. El
problema de encontrar w(G) es tan dificil como el de encontrar x(G), es decir es NP-Hard [51].
Ante esta dificultad, implementamos una heuristica para calcular una cota inferior de w(G). La
heuristica es de tipo goloso. Se inicializa una clique con un vértice del grafo. En forma secuencial
se agrega el vértice de mayor grado adyacente a los vértices de la cligue hasta que no se encuentren
mas vértices con esta propiedad. Realizamos Iter iteraciones de este procedimiento, siendo Iter un
parametro de entrada. En la iteracion ¢ se toma como vértice inicial al vértice de mayor grado en
el grafo que resulta de eliminar los vértices que ya fueron considerados para inicialar la clique. La
heuristica es muy sencilla, pero lo suficientemente efectiva para otorgar una buena cota inferior.
Llamamos @ al tamano de la clique encontrada por la heuristica. En la etapa final, los vértices del
grafo son ordenados de tal manera que los & primeros corresponden a los vértices que forman la
clique.

6.1.2. Preprocesamiento

La etapa de preprocesamiento tiene un objetivo claro: reducir el tamano del problema en el
numero de variables y/o restricciones. En muchos casos, esta etapa marca la diferencia entre poder
resolver o no una instancia tanto desde el punto de vista del tiempo como de requerimiento de
memoria. Nuestra modelo de programacién lineal entera tiene n? + n variables y n + mn + 2n
restricciones. Con esta medida, la resolucién de las relajaciones lineales puede consumir mucho
tiempo, incluso para grafos no demasiado grandes ( 70 u 80 vértices).

Para disminuir la cantidad de variables y de restricciones hemos aplicado varias técnicas que
describimos a continuacion.

Vértices de la Clique

Disponemos de una cligue maximal obtenida por una heuristica cuyos vértices son 1,...,w.
Los vértices de la clique tienen que ser coloreados con distintos colores. Le asignamos los colores
1,...,& respectivamente. De esta manera, todas las variables z;; parai=1,...,wy j=1,...,n

son eliminadas del modelo. Si un vértice v es adyacente al vértice i de la cligue, no sera posible
colorearlo con el color i. Es decir, la variable z,; es eliminada y las restricciones z,x + Tix < 1 son
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eliminadas para todo {v,4 € Econi=1,...,& y k=1,...,n. Las variables wj con j = 1,...,w
son fijadas en valor 1.

Eliminaciéon de Colores

La cota superior x permite eliminar las variables w; y z,; para todo j = X,...,n y para todo
v € V. De esta manera, el conjunto de soluciones factibles se restringe al conjunto de los coloreos
que usen a lo sumo x — 1 colores. Si este conjunto es vacio, la solucién éptima es la encontrada por

la heuristica inicial. Si no, alli se encuentra el éptimo y por eso es suficiente restringir la bisqueda
en ese conjunto.

Eliminaciéon de Vértices del Grafo

Ciertos vértices del grafo tienen la particularidad que si son eliminados, un coloreo en el grafo
reducido puede ser extendido a un coloreo en el grafo original sin aumentar la cantidad de colores
usados. Al reducir e] tamano del grafo, se reduce la cantidad de variables y restricciones del modelo.
Por cada vértice v eliminado del grafo, las variables asociadas a v son eliminadas del modelo. Para
eliminar vértices del grafo aplicamos dos procedimientos que detallamos a continuacién.

» Por adyacencias a la clique:

Sea v € V\{v1,...,v3}- Si v no es adyacente a vi para algin k = 1,...,& y todos los vértices
adyacentes a v son adyacentes a v, entonces a partir de cualquier coloreo de G[V'\{v}] puede
derivarse uno para G. Basta colorear a v con el color k. Los vértices con esta propiedad son
eliminados del grafo.

Para aplicar el procedimiento se ordenan los vértices en forma ascendente por grado y en
forma secuencial se chequea si pueden ser eliminados.

= Por grado:

La eliminacién de vértices por este criterio estd fundamentada en el siguiente resultado:
Lema: Seav € V tal que 6(v) < & — 2. El nimero cromdtico de G[V\{v}] es igual a x(G).

Demostracidn: Supongamos que x(G[V\{v}) = x(G) — 1. Entonces existe una particién
Vi, Va, ..., Vy(g)-1 de V\{v} en x(G) — 1 conjuntos independientes de G[V'\{v}]. Como
d(v) S w—-2< x(G) -2, en algin V;, con i = 1,...,x(G) — 1, no existen vértices adya-
centes a v. Es decir, para algin i € {1,...,x(G) — 1}, V; U {v} es un conjunto independiente
de V. Pero entonces, V1, Va,...,V;U{v},...,V(G)-1 es una particién de V en x(G) — 1 con-
juntos independientes y por lo tanto tenemos un coloreo de G con menor cantidad de colores
que x(G). Esto es un absurdo.

El proceso de eliminacién se aplica recursivamente hasta que no queden vértices que verifiquen
las condiciones del Lema.
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Relajacién Lineal

Después de la aplicacién de los procedimientos arriba descriptos, el modelo tiene m(x — 1)
restricciones de adyacencias: z;; + zx; < w; para todo [i,k] € Ey j=1,...,%X — 1. A pesar de la
reduccién lograda, esta cantidad de restricciones todavia puede resultar grande cuando se resuel-

ven las relajaciones lineales. Analizamos varias alternativas para reducir ain maés el tamaiio de la
formulacién.

En principio consideramos la posibilidad de encontrar una familia de cliques de tal manera que
toda arista del grafo perteneciera al menos a una clique. Si 7 es la cantidad de cliques necesarias,
las m(x — 1) restricciones de adyacencia pueden ser reemplazadas por i(x — 1). Para que la re-
duccién en el nimero de restricciones sea significativa, es conveniente encontrar una familia con el
menor cardinal posible. Sin embargo esto no es facil ya este problema es el conocido problema de
cubrimiento de aristas por cliques que es NP — Hard [34]. Nos vimos obligados a aplicar un pro-
cedimiento heuristico. Experimentamos con varios criterios golosos pero la reduccién en la cantidad
de restricciones no es suficiente. Los experimientos computacionales no fueron alentadores respecto
a la reduccién en el tiempo de resolucién de las relajaciones lineales.

La segunda alternativa fue eliminar las restricciones de adyacencias de la formulacién. Resulta
asi una relajacién menos ajustada. Esperabamos que la incorporacién de las desigualdades Clique
en el algoritmo de planos de corte, de alguna manera compensaran la pérdida en la calidad de la
relajacién. Nuevamente los experimientos computacionales indicaron que no era una buena opcién.
La evolucién en el incremento de la cota inferior por el agregado de planos de corte no resulté muy
efectiva.

Por tdltimo, la alternativa es el reemplazo de las restricciones de adyacencia por

Z Zij + UTyj S pWj
iEN(v)

donde N(v) es la vecindad de v y p es el cardinal de una particién en cliques de N(v). Notar
que, como u es una cota superior del cardinal del maximo conjunto independiente de G[N(v)],
esta desigualdad resulta ser una relajacién de las desigualdades de Vecindad. Obtener el maximo
cardinal de una particiéon es NP-Hard [34] y por eso aplicamos una heuristica. Si bien la relajacién
es menos ajustada, la reduccién a ny restricciones resulté muy conveniente en la préctica.

Para mejorar la relajacién lineal, ademas se agregaron las restricciones

X X
Z’wi Zijij VieV
i=1 j=l1

Estas desigualdades no son reduntantes y eliminan soluciones fraccionarias como z; = 1/k para
todoieV,j<ky3<kZx



6.1 Esquema Branch-and-Bound 89

6.1.3. Seleccion de Variable de Branching

La generacion del drbol de biisqueda estd definida por el proceso de Branching. En este etapa, el

espacio de soluciones factibles asociado a un nodo se divide en dos o mds conjuntos que representan
los nuevos nodos (hijos) del arbol.

En los experimentos preliminares utilizamos el criterio cldsico de dicotomia en una variable
para generar los nodos del drbol. Se generan dos subproblemas por nodo, asociando a cada uno el
conjunto de soluciones factibles donde la variable de Branching es fijada en 0 6 1 respectivamente.
Ademas de las alternativas conocidas que mencionamos en el Capitulo 3 (variable més cercana a
1/2, maés cercana a 1, etc ), implementamos algunas basadas en las propiedades de los vértices. Por
ejemplo, entre las variables Ty; fraccionarias elegir la correspondiente al vértice v de mayor grado
y el color j mas usado. Ninguna de ellas resulté conveniente. Si z;; es la variable de Branching,
en el nodo hijo que resulta de fijar z;; en 0 se incorpora una informacién poco relevante para el
coloreo. Estamos diciendo que el vértice ¢ no usa el color j, dejando libertad para la eleccién de
cualquier otro color. En cambio, el nodo hijo correspondiente a z;; = 1 restringe mucho mas la re-
gioén. Esto marca un desequilibrio en el arbol al que le atribuimos la mala performance del algoritmo.

También implementamos estrategias de Branching utilizando restricciones en lugar de variables.
Experimentamos con dos ideas:

s Por subconjunto de colores: Sea Col} y Coly una particién del conjunto de colores factibles
para el vértice v. Un coloreo del grafo asigna a v un color de sélo uno de los subconjuntos. Es
decir, el espacio de soluciones factibles puede dividirse en dos: aquellos coloreos que verifican
ZjeCol‘,’ Ty; = 1y los que verifican ZjeColg zyj = 1. Si el vértice v y la particién de los
colores es elegida de manera tal que existe j; € Col} con 0 < z;; < 1 y existe existe
j2 € Colj con 0 < Ty, <1, puede realizarse un proceso de Branching. Se generan dos nuevos
nodos agregando las restricciones ZjeCol‘,’ Tyj=1ly ZjeCol‘z’ Ty; = 1 respectivamente.

= Por vértices no adyacentes: Siv; y vg son vértices no adyacentes, un coloreo puede asignar a
ambos el mismo color o no. Si j es un color tal que 1 < z .+ z} . < 2 se pueden generar dos

W) v2]
nuevos nodos agregando las restricciones zj, ; + z3,; < 1y 3, ; + ;,; = 2 respectivamente .

v j vej = v2j

Ninguna de estas dos tltimas estrategias tuvo una buena performance en la préctica.

Finalmente, nuestro critero toma como base las ideas del algoritmo de Brélaz [10]. Sea (x*,w*)
la solucién fraccionaria éptima de la relajacién lineal en un nodo del drbol de bisqueda. Entre los
vértices cuyas variables z;; son fraccionarias, se elige el vértice que tenga la vecindad mds colorida.
Es decir, el vértice con mayor cantidad de colores distintos usados por sus adyacentes que ya tienen
fijo su color en la rama del arbol. En caso de empate consideramos dos posibilidades, la propuesta
por Brélaz en DSATUR ([10] y la sugerida por Sewell [73].

= VBI1: el vértice de mayor grado.

= VB2: para cada vértice v del empate y para cada color ¢ factible para v se calcula la cantidad
de adyacentes que podrian utilizar el color c¢. El vértice con mayor suma es elegido.
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Sea v el vértice elegido y k la cantidad de colores usados hasta el momento en la coloracién parcial
del grafo. El nimero k estd determinado por la cantidad de variables w; fijadas en 1. Para cada
J=1,...,k, si z,; no estd fijada en 0 y no fue eliminada del conjunto de variables, se genera un
nodo hijo fijando la variable z,; = 1. En el caso que k + 1 sea menor que la cota superior obtenida
hasta el momento, se abre otro hijo fijando z x4 = 1.

Si bien por cada nodo la cantidad de hijos que se abren es mayor que en el caso de dicotomia,
la experiencia nos mostré una marcada superioridad de esta estrategia.

6.1.4. Estrategias de Recorrido del Arbol

Después de la etapa de Branching se debe seleccionar un nodo de la lista L de nodos ain no
explorados (abiertos). Esto determina la forma en que es recorrido el 4rbol. Como ya mencionamos,
las estrategias basicas son tres: DFS (profundidad), BFS (ancho) y BestF (mejor cota). Con las
opciones BFS y BestF se presentaron problemas de memoria y por eso nos decidimos por DFS
para BC-Col.

Las alternativas que implementamos difieren en el orden en que son ingresados los nodos hijos
en la lista L de nodos abiertos. Cada nodo hijo tiene asociado un color y es lo que usamos para
definir un orden. Los 6rdenes considerados son:

Orden 1: ascendente en indice de color.

Orden 2: primero el color k 4+ 1 y luego en orden ascendente en indice de color.

Orden 3: para cada color, se calcula la cantidad de vértices que tienen fijo ese color. Se
ordenan los colores de acuerdo a esa cantidad de mayor a menor. Nos referiremos a este orden
COmMoO mayor a Menor uso.

Orden 4: de menor a mayor uso.

La estrategia de Branching y el orden en ingresar los nodos a la lista resultan claves en la
performance del algoritmo. En el préximo Capitulo analizaremos las distintas combinaciones, para
poder establecer empiricamente cial es la mejor.

6.1.5. Fijado de Variables por Implicaciones Légicas

En muchos problemas combinatorios, una decisién tomada en cierta variable del problema trae
como consecuencia una serie de decisiones implicitas. En el caso del problema de coloreo, si se decide
colorear a un vértice 1 con el color j, ninguno de sus vértices adyacentes puede usar el color j. Esto
ocurre cada vez que se elige una variable de Branching. Si z;; es la variable de Branching, entonces
z; = 0 para todo ! # j y z,; = 0 para todo vértice v adyacente a i. Ademads, w; = 1. Por otro lado,
si Z* es el valor éptimo de la relajacién lineal en un nodo del arbol, entonces cualquier coloreo que
se encuentre en la regién factible asociada a ese nodo debe usar al menos [Z*] colores. Por lo tanto,
pueden fijarse las variables w; en valor 1 para j = 1,...,[Z2*]. BC-Col tiene implementandas estas
simples consideraciones pues reducen el tamafio de problema y las relajaciones lineales resultan mas
rapidas de resolver.
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6.1.6. Enumeracion Implicita

Para grafos pequerios, la enumeracién implicita es mas rapida que un algoritmo Branch-and- Cut.
El porcentaje de tiempo invertido en la resolucién de las relajaciones lineales en los nodos del arbol
de bisqueda es muy significativo y una enumeracién brinda en estos casos una mejor performance.
El mejoramiento de las cotas inferiores a partir del valor épitmo de las relajaciones es més signi-
ficativa en los primeros niveles del drbol y disminuye a medida que aumenta la profundidad. En
BC-Col consideramos esta situacién. En cada nodo del 4rbol sabemos la cantidad de vértices que
aln no tienen fijo su color. Si esa cantidad es pequeria, la ramas del drbol que se derivan de ese nodo
son exploradas usando enumeracién implicita. La denominacién pequesio no es muy rigurosa. De
acuerdo a nuestra experimentacién, la enumeracién implicita es rdpida en grafos con baja densidad
(inferior al 20 %). En este caso, se pueden resolver instancias generadas al azar de hasta 100 vértices
en pocos segundos. Los grafos con densidades intermedias son mucho mas dificiles. En grafos al azar
con poco maés de 60 vértices y densidades entre 30 % y 70 % se evidencia una baja performance de
la enumeracién implicita. Los grafos de alta densidad (mayor al 70 %) presentan dificultades para
este enfoque en grafos con 70 vértices o mas.

En nuestra implementacién, el nivel del drbol donde se toma la decisién de realizar una enu-

meracién implicita es un parametro de nuestro algoritmo BC-Col y la misma es realizada con el
algoritmo DSATUR [10].

6.2. Etapa de Cutting: Algoritmos de Separacién

La aplicacién de un algoritmo de planos de corte tiene una etapa decisiva: encontrar desigual-
dades violadas. Es decir, la etapa de separacion. Para lograr una buena performance global los
procedimientos de separacién deben ser rdpidos. En algunos casos este objetivo puede cumplirse
con algoritmos exactos, pero en otros es necesario implementar heuristicas. Estas dltimas no asegu-
ran que siempre se pueda detectar desigualdes violadas, pero es una solucién de compromiso ante
el alto costo computacional de algunos problemas de separacién. Desarrollamos procedimientos de
separacién para algunas de las desigualdades vélidas obtenidas a partir del estudio poliedral de CP
que presentamos en el Capitulo anterior. A continuacién describimos los algoritmos.

6.2.1. Separacion de Desigualdades Clique
Dada K C V una cligue maximal de G, la desigualdad Cligue

Z Tujo < Whp
vEK
es valida para CP.

Las desigualdades Clique fueron estudiadas por Padberg [67] para el poliedro asociado al proble-
ma de conjunto independiente y tienen una amplia aplicacién en muchos problemas de programacién
entera binaria. Varios paquetes de uso general como CPLEX [23] implementan estos cortes.

El problema de separacién de estas desigualdades es NP-Hard y esencialmente hay 2 estrategias
béasicas para implementar un algoritmo de separacién:
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s Generar al comienzo del algoritmo Branch-and-Cut un conjunto de cliques maximales y
guardarlas en una tabla. Para el proceso de separacién, chequear en la tabla la existencia
de desigualdades Clique violadas.

= Buscar cliqgues maximales en el momento de la separacién utilizando informacién de la solucién
de la relajacion lineal.

La primera estrategia tiene la ventaja de buscar cligues maximales en el grafo una unica vez evitan-
do asi reiterar esta bisqueda en etapas posteriores. La cantidad de cligues maximales de un grafo
puede ser muy grande y puede resultar restrictivo, desde el punto de vista de tiempo y memoria,
armar y conservar una tabla con ellas. Esta es la estrategia usada por CPLEX. En [4], se presenta
un estudio comparativo de ambas estrategias para problemas generales. Si bien no se llega a una
conclusién contundente hay cierta ventaja de la segunda sobre la primera. Nuesta experiencia no
fue buena al implementar la primera. No sélo por los problemas de memoria sino también porque el
proceso encuentra pocas desigualdades violadas. La generacién de cliques del grafo que no usan de
alguna manera la informacién de la solucidén que se intenta separar reduce la posibilidad de detectar
una clique violada. Nos inclinamos entonces por la segunda estrategia. Para eso implementamos
una heuristica basada en un proceso goloso.

Sea (z*,w") la solucién de la relajacién. Para cada wj,, se arma una lista ordenada en for-
ma decreciente de las variables zj; fraccionarias o nulas. En forma iterativa, por cada uno de los
vértices de las variables fraccionarias de la lista buscamos cliques maximales. En la iteracién j,
se inicializa una clique con el vértice v correspondiente a la variable z, jo Que se encuentra en el
j-esimo lugar de la lista. La cantidad de cliques que se buscan para cada vértice estd determinada
por el pardmetro Cantin;. Para buscar la clique nimero k, se elige v2 como el k-esimo vértice de
mayor valor :1:;2]-0 en la lista entre los adyacentes a v;. Luego, en forma secuencial, se recorre la
lista a partir del lugar que ocupa v2. Todo vértice adyacente a los vértices que se encuentran ya en

la clique es agregado a la misma.

En un principio sélo consideramos una clique por vértice y observamos que no era una cantidad
suficiente de cortes. En el otro extremo, la generacion de cliques a partir de todos los posibles vy, v9
resulta excesiva y genera muchas desigualdades con soporte muy similar. Segin la experiencia, el
pardmetro Cantin, fue fijado en 3.

6.2.2. Separacion de Desigualdades p-color Clique

Sea K = {v1,...,vp} C V unaclique, jo un color talquep < jo < n—1y Col = {j1,42,...,p-1} C
{1,...,70 — 1} La desigualdad p-color Clique

P n P
ZZIUJ""Z Z $u.»ijjo+ Z wj

i=1 j=jo i=1 jeCol j€Col

es valida para CP.

Para implementar la separacién de estas desigualdades resulté muy conveniente aprovechar el
proceso previo de deteccién de desigualdades Clique violadas. Sea K = w1,vs,...,v la clique



6.2 Etapa de Cutting: Algoritmos de Separacién 93

generada por dicho proceso y p < jo. Sabemos que Y :_, z3 o > Wi, ¥ por lo tanto resulta que
ZJ =jo T,.j > w;,- Esta dltima desigualdad puede ser ain més estncta que la anterior debido a
que sumamos sobre mas colores. Parece razonable entonces utilizar a K para buscar una desigualdad
p-color Clique violada. Falta determinar el conjunto de p — 1 colores. Una estrategia golosa es
elegir los colores sobre los cuales los vértices de la clique violan o verifican lo més ajustada.mente
posible la desigualdad Clique correspondiente a ellos. Para todos los colores j = 1,...,50 — 1,
calculamos Sum; = y°7_, z3 .j — Wj- Ordenamos en forma decreciente los valores Sum; y elejimos

los p — 1 primeros. Si Sum;, +SumJ2 +. 4 Sumy,  + 305 125, —w}, > 0, la desigualdad
p-color Cligue estd violada.

6.2.3. Separacién de Desigualdades Anula Color

Sea v € V. Por el orden establecido entre los colores, la desigualdad Anula Color

Z ZTyj < Wy

Jj=Jjo

es vélida para CP.

Hay a lo sumo n(x — @) posibles desigualdades Anula Color. Para que la desigualdad pueda
estar violada, es condicién necesaria que wj, sea fraccionaria. Si wj, = 0, ningin color de indice
mayor o igual a jp puede ser utilizado y por lo tanto Z?=jo zy; = 0 para todo v € V. Ademaés, como
2_i=1%vj = 1, podemos asegurar que ) 7_. T,; < 1y por lo tanto tampoco serd posible violar la
desigualdad Anula Color si wj, = 1.

Con un proceso de enumeracion, para cada color jg tal que w*7jp es fraccionaria, se calcula para

cada vértice v del grafo la suma Z i=jo Tyj- Sl esta suma es superior a wj, , la desigualdad Anula
Color estd violada.

6.2.4. Separacién de Desigualdades Camino Multicolor

Sea P, = {v1,vs,...,v} un camino de longitud k. Consideremos ci,c3,...,Ck—1 ¥ Cj, colores
tales que ¢; < ¢j, paratodoi=1,...,k -1y ¢j, <n— 2. La desigualdad Camino Multicolor

Ty + Z:‘C‘Ut& 1 F T F T t+ Z ZI‘UJ < ch. + we;,

i=¢jg =1

es valida de CP.

Para que la desigualdad pueda estar violada, es condicién necesaria que we,; no tenga valor 1.
En ese caso, el término derecho de la desigualdad toma el valor k que es la cantidad de vértices del
camino. La suma de colores en cada vértice del camino es a lo sumo 1 y por lo tanto, sobre todos
los vértices no supera el valor k. En el caso que wj, = 0, si bien la desigualdad puede estar violada
esto sucede sélo si alguna restriccién de adyacencia lo estd. La experiencia nos mostré que son muy
pocas las veces que se detectan violaciones en esta situacién y por eso decidimos no considerarla.
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Sea jo tal que 0 < wj, < 1. Asignamos a las aristas del grafo un peso. Para cada par de vértices
adyacentes u, v, elegimos el color ¢ < jp tal que z} .+ z}, — w: > T,; + ,; — w; para cualquier otro
- . . . _ - - 1 X
color j # ¢, j < jo- El peso de la arista [uv] es cuy = 23 + 75 — wi + 3(205, Taj + Toj)-
Buscamos un camino de peso maximo para lo cual procedemos de la siguiente manera: Se ini-
cializa un camino con un vértice v y se realizan 6(v) iteraciones. En la iteracién k elige el préximo
vértice como el vértice adyacente no prohibido cuya arista es la k-esima de mayor peso entre las

incidentes a v. Se reitera el procedimiento considerando como v al tltimo vértice agregado al camino
hasta alcanzar un criterio de parada.

{Qué queremos decir con no prohibido y ciales son los criterios de parada? La experiencia
computacional nos mostré que no es conveniente que los vértices pertenezcan a muchos caminos
pues las desigualdades resultan con soporte similar. Esto es controlado por el pardmetro MazVeces.
Si un vértice ya formé parte de MazVeces caminos, entonces no puede ser nuevamente elegido y
estd prohibido. Ademas caminos muy largos no son buenos candidatos a violar la desigualdad. El
pardmetro LongMaz sirve para detener la bisqueda en el caso que la longitud del camino haya
alcanzado ese valor. Si la longitud del camino sumada a 0,5( ;-‘=j° ,,; + Zy,;) es mayor que wj,
con v} y v, el primer y 1iltimo vértice del camino, la desigualdad Camino Multicolor estd violada.

6.2.5. Separacién de Desigualdades Agujero
Sea Ci = {v1,v2,..., v} un ciclo de medida k. La desigualdad Agujero

k
Z Tujo < |k/2]wjo
i=1
es valida de CP.

El procedimiento de separacién que usamos esta basado en el algoritmo polinomial GLS pro-
puesto por Grotschel et al. en [41] para separar desigualdades de ciclo para el problema de conjunto
independiente.

Sea jo un color tal que w} no es nula. Se arma un grafo bipartito B = (Vj U V5, E') de la
siguiente manera: por cada vértice v tal que Tyjo €5 fraccionaria, incluimos un vértice vy en V} y
otro vo en Vo. Ademis si [u,v] es una arista de G, entonces [u1,v2] y [v1,u2] son aristas del grafo

bipartito con peso igual al maximo entre 0 y wj, — z3;, — T,
El algoritmo GLS trabaja sobre una relajacién del problema de conjunto independiente sobre
la cual puede afirmar que los pesos que asigna a las aristas son positivos. Este no es nuestro caso

y por eso asignamos un peso nulo para evitar pesos negativos.

Consideremos un vértice v de V y calculemos P, el camino minimo en B entre los vértices vy y
v9. Los vértices que constituyen el camino forman un ciclo en G. Este es el que consideramos para
detectar una desigualdad de Agujero violada. No podemos afirmar, como en el caso del problema
de conjunto independiente, que la desigualdad esta violada. Pero le experiencia computacional nos
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mostré una buena performance del algoritmo respecto a la deteccién de violaciones. En nuestra
implementacién, usamos el algoritmo de Dijkstra para construir el camino de longitud minima.

6.2.6. Separacion vs Branching

Después de resolver la relajacidn lineal de un nodo del arbol, se debe decidir si se generan cortes o
se procede a realizar el Branching. Es de esperar que los planos de corte ayuden a mejorar las cotas y
esto permita podar ramas del drbol. Sin embargo, el proceso de biisqueda de desigualdades violadas
y la posterior resolucién de la relajacién tienen un costo. Debe entonces lograrse un equilibrio entre
estas dos posibilidades. Para manejar esta decisién utilizamos dos pardmetros:

» Skip Factor: El valor de skip factor indica cada ciantos nodos explorados del arbol se aplica
el proceso de separacién. También puede relacionarse la decisién con el nivel del arbol en
lugar de los nodos.

= JPC: Limita la cantidad de iteraciones que se realizan del algoritmo de planos de corte en
cada nodo del arbol.

Los valores de estos pardmetros no son féciles de determinar. En el Capitulo 7 hacemos un

andlisis para determinar un valor conveniente a través de la experimentacién con grafos de variada
densidad.

También disponemos de dos pardmetros para manejar las iteraciones de acuerdo al incremento
de la cota inferior. Si los valores 6ptimos de dos sucesivas relajaciones difieren en menos un valor

(TailOffPercent) y esto se mantiene durante una cierta cantidad de iteraciones (TailOffLps), el
proceso se termina.

En la experimentacién con BC-Coloptamos por limitar las iteraciones de acuerdo al parametro
IPC.

6.2.7. Detalles de Implementacién

Nuestro algoritmo BC-Col fue implementado usando el entorno ABACUS (75] y el paquete de
optimizacién CPLEX [23]. ABACUS es muy robusto y tiene implementadas las estrategias bésicas
de Branching y recorrido del arbol, entre otros factores que definen un algoritmo Branch-and-Cut.
Pero tal vez su principal ventaja es que brinda el marco y la posibilidad de implementar estrategias
particulares. Tiene un disefio que otorga un marco sobre el cual esencialmente el manejo del arbol
de enumeracién, de los planos de corte y de las relajaciones asociadas a cada nodo estan a su cargo.
El programador tiene posibilidad de modificarlos a través de pardmetros o en algunos casos, de la
inclusién de procedimientos que complementan el esquema general.

A continuacién describimos las caracteristicas basicas de ABACUS que consideramos para im-
plementar BC-Col.

» Resolucion de las Relajaciones Lineales: ABACUS tiene una interface con CPLEX, XPRESS
y SOPLEX. Cuando se necesita resolver una relajacién lineal, ABACUS utiliza alguna de
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las rutinas que proveen estos paquetes. La interface es automatica y sélo se requiere que

el programador especifique con que paquete quiere interactuar. En nuestro caso utilizamos
CPLEX.

s Manejo de la Memoria: Parte del manejo de la memoria se realiza a través de una estructura

denominada pool. Existen pools especificos para las variables, para las restricciones y para los
cortes.

e Pool de variables: Se almacenan datos propios de las variables (por ejemplo el vértice y
color al que estdan asociadas) que facilita la manipulacién de las variables.

e Pool de restricciones: Se guardan las restricciones de la relajacién lineal inicial del
problema. Es estatico y no puede ser modificado en el transcurso de la ejecuciéon. Cuando
la cantidad de restricciones es muy grande, existe la posibilidad de crear un pool adicional
donde se guardan parte de las restricciones del problema. El ABACUS considera la
relajacion lineal sin estas restricciones y resuelve. Antes de proseguir con el esquema
general del Branch-and-Cut, chequea si todas las restricciones del pool son satisfechas
por la solucién actual. Si no es asi, agrega a la formulacién las que se encuentren violadas
y re-optimiza la relajacién. Si en algin momento estas restricciones se vuelven inactivas,
son nuevamente eliminadas de la formulacién. Al comienzo de nuestra implementacién
consideramos esta posibilidad para las restricciones de adyacencia pero los resultados no
fueron lo suficientemente buenos como para que valiera la pena tenerla en cuenta.

e Pool de cortes: Se almacenan las desigualdades violadas que se generan a través de los
procesos de separacién por orden de aparicién. Este pool es dindmico y dimensionado
al comienzo de la ejecucién. Una desigualdad permanece alli hasta que el espacio es
requerido para el ingreso de otro corte.

s Manejo de los cortes: Después de resolver la relajacién en un nodo del drbol se procede
a realizar el Branching o a aplicar un algoritmo de planos de corte. En este iltimo caso,
los desigualdades vélidas violadas que se encuentren con los algoritmos de separacién son
agregadas a la formulacién y se re-optimiza la relajacion. Se realiza tantas iteraciones de este
proceso como lo indique el pardmetro IPC. Estas desigualdades permanecen en la formulacién
hasta que se vuelven inactivas, en cuyo caso son eliminadas.

Ya describimos que cada vez que se genera un corte, éste es almacenado en el pool de cortes.
ABACUS brinda la posibilidad que antes de llamar a los procesos especificos de separacion,
se chequee si existen desigualdades violadas en ese pool. Este es un procedimiento interno del
ABACUS y suele ser muy rapido. Este manejo tiene el beneficio de disponer globalmente de
cortes que fueron generados en un nodo en particular. Estos cortes tal vez no sean detectados
en otro nodo si el proceso de separacién utiliza métodos heuristicos. De esta manera se cuenta
con dos posibles fuentes de planos de corte: el pool de cortes y los algoritmos de separacién.
ABACUS deja la decisién al usuario de cidales procesos ejecutar.

Si ambos procesos son ejecutados, puede ocurrir que una desigualdad violada sea detectada
dos veces y por lo tanto aparezca duplicada en la relajacién. ABACUS proporciona una
herramienta opcional para evitar estas duplicaciones. Seglin nuestra experiencia, el incremento
de tiempo en los algoritmos de separacién debido al chequeo de duplicacién es despreciable y
es beneficioso aplicarlo.
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En BC-Col, utilizamos las dos posibles fuentes de cortes: el pool de cortes y los algoritmos de
separacién con chequeo de duplicacién. Con el fin de evitar el agregado de un gran nimero de
desigualdades, imponemos un limite superior a cada una de las familias de cortes. Ademas,
si la cantidad de cortes encontrados en el pool supera una cierta cantidad, no llamamos a los
procesos de separacién. Todos estos valores son manejados por pardmetros de entrada.

La decision de cuando y cuantas veces aplica un algoritmo de planos de cortes es determinada
por los valores de los pardmetros skip factor y IPC descriptos antes.

En este Capitulo describimos las principales caracteriticas de BC-Col. Es dificil establecer a priori
cudl es la eleccién mas adecuada para las diferentes alternativas del algoritmo. A través de la
experimentacién se puede evaluar el comportamiento del algoritmo. De esta manera se puede definir
empiricamente una buena estrategia y ajustar los valores de los parametros. Este es el propdstio
del préximo Capitulo.
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Capitulo 7

Experiencia Computacional

En este Capitulo mostramos nuestra experimentacién computacional con BC-Col. Las pruebas

realizadas tuvieron el objetivo de evaluar la performance del mismo y de ajustar los valores de los
parametros.

En el disefio de BC-Col tuvimos en cuenta varios factores: preprocesamiento, algoritmos de
separacién para algunas familias de desigualdades vélidas que surgieron del estudio poliedral de
CP, diferentes reglas de Branching y estrategias de recorrido del 4rbol. Las combinacién entre las
diferentes componentes con sus distintas alternativas puede impactar significativamente en el algo-

ritmo. Nuestro propdsito fue, a través de la experiencia computacional, encontrar un buen balance
entre las diferentes opciones.

El algoritmo estd implementado en C++, utilizando el entorno ABACUS [75] y CPLEX [23].
Todos los experimentos computacionales fueron realizados en una plataforma SUN Ultra Sparc 4.

7.1. Instancias de Prueba

Trabajamos con instancias generadas al azar y con la libreria de problemas test de DIMACS,
Center for Discrete Mathematics & Theoretical Computer Science [29].

En las Tablas 7.1 y 7.2 mostramos las instancias de DIMACS con la cantidad de vértices, canti-
dad de aristas, el nimero cromdtico y una referencia al origen y caracteristicas del grafo. Ademas,
los valores de @ y x obtenidos con nuestras heuristicas iniciales, a las cuales le hemos dado un
maximo de 5 segundos de CPU. Un signo '?’ significa que el nimero cromatico es desconocido.
Notar que en varias instancias, las cotas inferior y superior coinciden y por lo tanto se obtuvo el
éptimo sin necesidad de la etapa de Branch-and-Cut. En general, estos casos corresponden a grafos

que originalmente o después del proceso previo de eliminacién de vértices, tienen poca cantidad de
vértices o son poco densos.
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[ Problema vértices  aristas W X x || Problema vértices aristas w x x|
[DSJCi25.1 (1) 125 736 4 5 7 || anna (6a) 138 493 11 11 11
DSJC125.5 (1) 125 3891 9 20 7 | david (6a) 87 406 11 11 11
DSJC125.9 (1) 125 6961 32 49 ? || homer (6a) 561 1629 13 13 13
DSJC250.1 (1) 250 3218 4 9 7| huck (6a) 74 301 11 11 11
DSJC250.5 (1) 250 15668 11 36 ? || jean (6a) 80 254 10 10 10
DSJC250.9 (1) 250 27897 37 88 ? || games120 (6b) 120 638 9 9 9
DSJC500.1 (1) 500 12458 5 15 ? || miles1000 (6c) 128 3216 41 42 42
DSJC500.5 (1) 500 62624 12 63 ? || miles1500 (6c) 128 5198 71 73 73
DSJC500.9 (1) 500 1124367 47 161 ? || miles250 (6¢) 128 3837 8 8 8
DSJR500.1 (1) 500 3555 12 12 ? || miles500 (6c) 128 1170 20 20 20
DSJR500.1C (1) 500 121275 72 87 ? || miles750 (6c) 128 .2113 31 31 31
DSJR500.5 (1) 500 58862 117 131  ? || queen10.10 (6d) 100 2940 10 12 ?
DSJC1000.1 (1) 1000 49629 6 26 ? || queenll_i1 (6d) 121 3960 11 14 11
DSJC1000.5 (1) 1000 249826 14 116 7 || queen12.12 (6d) 144 5192 12 15 7
DSJC1000.9 (1) 1000 449449 ? || queenl3.13 (6d) 169 6656 13 16 13
fpsol2.i_1 (2) 496 11654 55 65 65 || queenlq4.14 (6d) 196 8372 14 17 ?
fpsol2.i2 (2) 451 8691 29 30 30 || queen15_15 (6d) 225 10360 15 18 ?
fpsol2.i_3 (2) 425 8688 29 30 30 || queenl6.16 (6d) 256 12640 16 20 ?
inithx.i.1 (2) 864 18707 54 54 54 || queen5.5 (6d) 25 160 5 5 5
inithx.i.2 (2) 645 13979 31 31 31 || queen6_6 (6d) 36 290 6 7 7
inithx.i.3 (2) 621 13969 31 31 31 [| queen7.7 (6d) 49 a6 T T 7
latin_squ_10 (3) 900 307350 90 129 ?7 I queen8_12 (6d) 96 1368 12 12 12
le450_15a (4) 450 8168 15 17 15 || queen8.8 (6d) 64 728 8 9 9
le450_15b (4) 450 8169 15 17 15 || queen9.9 (6d) 81 1056 9 11 10
le450.15¢ (4) 450 16680 15 24 15 || myciel3 (7) 1 20 2 4 4
1e450_15d (4) 450 16750 15 23 15 || mycield (7) 23 7M1 2 5 5
le450_25a (4) 450 8260 25 25 25 || myciel5 (7) 47 26 2 6 6
1ed50_25b (4) 450 8263 25 25 25 || myciel6 (7) 95 7% 2 1T 7
le450.25¢ (4) 450 17343 25 28 25 || myciel7 (7) 191 2360 2 8 8
le450.25d (4) 450 17425 25 28 25 || mug88.1 (8) 88 146 3 4 4
le450_5a (4) 450 5714 5 9 5 || mug88-25 (8) 88 146 3 4 4
1e450_5b (4) 450 5734 5 9 5 || mugl00_1 (8) 100 166 3 4 4
led50_5¢ (4) 450 9803 5 5 5 || mugloo2s (8) 100 166 3 4 4
le450.5d (4) 450 9757 5 10 5 || abb313GPIA (9) 1557 46546 8 10 ?
mulsol.i.1 (2) 197 3925 49 49 49 || ash331GPIA (9) 662 4185 3 4 ?
mulsol i.2 (2) 188 3885 31 31 31 || ash608GPIA (9) 1216 7844 3 4 7
mulsol.i.3 (2) 184 3916 31 31 31 || ash958GPIA (9) 1916 12506 3 5 7
mulsol.i.4 (2) 185 3946 31 31 31 || willl99GPIA (9) 701 6772 5 7 ?
mulsol.i.5 (2) 185 3973 31 31 31 || l-Insertions.4 (10) 67 232 2 5 ?
schooll (5) 385 19095 14 14 14 || 1-Insertions.5 (10) 202 1227 2 6 ?
schooll_nsh (5) 352 14612 14 14 14 || l-Insertions.6 (10) 607 6337 2 7 ?
zeroin.i.1 (2) 211 4100 49 49 49 || 2-Insertions_3 (10) 37 72 2 4 4
zeroin.i.2 (2) 211 3541 30 30 30 || 2-Insertions.4 (10) 149 541 2 5 4
zeroin.i.3 (2) 206 3540 30 30 30 || 2-Insertions.5 (10) 597 3936 2 6 ?

Tabla 7.1: Instancias DIMACS
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( vértices aristas @ x x || Problema vértices aristas w X X
3 Insertions.3 (10) 86 110 2 4 4 || 4Fulllns.d (10) 690 6650 6 8 7
3-Insertions-4 (10) 281 1046 2 5 7 || 4-Fulllns5(10) 4146 77305 6 9 7
3-Insertions.5 (10) 1406 9695 2 6 7 || 5-Fulllns.3 (10) 154 792 7 8 7
4-Insertions_3 (10) 79 156 2 4 7 || 5Fullins4(10) 1085 11395 7 9 7
4-Insertions_4 (10) 475 1795 2 5 7 || wapol (11) 2368 110871 41 46 7
1-Fulllns_3 (10) 30 100 3 4 7 || wap02 (11) 2464 111742 40 45 7
1-Fulllns_4 (10) 93 53 3 5 7 wap03 (11) 4730 286722 40 56 ?
1-Fulllns_5 (10) 282 3247 3 6 7 wap04 (11) 5231 294902 40 50 ?
2-Fulllns_3 (10) 52 200 4 5 7| wap0s(11) 905 43081 50 51 ?
2-Fulllns_4 (10) 212 1621 4 6 7 || wap06 (11) 947 43571 40 44 7
2-Fulllns_5 (10) 852 12201 4 7 7 || wapQ7 (11) 1809 103368 40 46 ?
3-Fullins_3 (10) 80 346 5 6 7 wap08 (11) 1870 104176 40 47 ?
3-Fulllns_4 (10) 405 3524 5 7 7 || qg-order30 (12) 900 26100 30 30 30
3-Fulllns_5 (10) 2030 33751 5 8 7 || qgorderdd (12) 1600 62400 40 42 40
4-FullIns 3 (10) 114 541 6 7 7 || qgorder60 (12) 3600 212400 60 63 60

(1) Grafos generados al azar (David Johnson).

Tabla 7.2: Instancias DIMACS

(2) Problemas reales de alocacién de registros (Gary Lewandowsks).

(3) Grafos Leighton generados con niimero cromatico conocido (Craig Morgenstern).

(4) Problemas de asignacién de aulas (Gary Lewandowski).

(5) Grafos Latin square (Gary Lewandowski).

(6a) Grafos de libros: dado un libro, cada personaje es representado por un vértice. Dos vértices son adyacentes si los personajes
se encuentran durante la historia. Los libros son Anna Karenina, David Copperfield, Homero, Huckleberry Finn y Los Miserables

(Donald Knuth).

(6b) Grafos deportivos: para un campeonato deportivo se crea un vértice por cada equipo y una arista entre equipos que
compiten. En particular, es el grafo de la temporada futboistica de 1990 en USA (Donald Knuth).

(6¢c) Grafos geogréficos: los vértices representan un conjunto de ciudades. Dos vértices son adyacentes si la distancia entre las
ciudades correspondientes es menor a un valor fijo (Donald Knuth).

(6d) Grafos Reina: se considera un tablero de ajedrez con n? casillas. Por cada casilla se define un vértice. Dos vértices son
adyacentes si las casillas se encuentran en la misma fila, columna o diagonal (Donald Knuth).

(7) Grafos Mycielski: grafos para los que la medida de una clique méxima es 2 pero el nimero cromético aumenta en la medida
del grafo (Michael Trick).

(8) Grafos casi 3-coloreables con clique méxima de medida 4 muy difcil de encontrar ( Kuzonori Mizuno).

(9) Grafos obtenidos para determinar matrices Jacobinas ralas (Shahadat Hossain).

(10) Generalizaciones de grafos Mycielski (M. Caramia y P. Dell’Olmo).

(11) Problemas reales de disefio de redes de fibra Sptica (Arie Koster).

(12) Grafos Latin square (Carla Gomes).
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También usamos instancias propias generadas al azar, G(n, p), donde n es la cantidad de vértices.
Estos grafos fueron generados de tal manera que todo par u,v de vértices, tiene probabilidad p de
ser adyacentes. De esta manera, la densidad del grafo es aproximadamente 100p.

7.2. Reduccidon de Vértices

Hay instancias para las cuales el tamano de la relajacién lineal es muy grande. El tiempo utiliza-
do por las rutinas de CPLEX para resolverlas es casi prohibitivo e incluso se presentan problemas
de memoria. Esto hace que sea imposible abordar el problema con un algoritmo Branch-and-Cut.

El proceso de eliminacién de vértices resulta en muchos casos una etapa esencial para la resolu-
cién del problema. La eliminacién de vértices fue significativa en las instancias de DIMACS. No se
repite la misma la situacién con los grafos al azar. Por la forma en que son generados, estos grafos
tienen los grados de los vértices muy similares. Debido a esta propiedad, los criterios aplicados para
la eliminacion de vértices son satisfechos por muy pocos o por ninguin vértice del grafo.

Para ilustrar la importancia de esta etapa, en la Tabla 7.3 mostramos los tamaiios de las
relajaciones antes y después de la reduccién de vértices correspondientes a 5 instancias DIMACS.
Como puede observarse, la reduccién es muy significativa en grafos de distintas densidades.

Problema % Dens Var Restricc Var -Restricc
fpsol2..1 9 20749 21630 2288 2519
4-Fulllns_3 8 540 404 756 560
zeroin_i_l 24 5460 5944 82 122
miles1500 63 2315 2428 84 111
DSJC500_1c¢ 97 6756 7611 5348 6023

Tabla 7.3: Relajaciones Reducidas

En la Tabla 7.4 mostramos las instancias DIMACS en las que logramos disminuir el tamafo del
grafo. En la columna 2 aparece la densidad y en la tercera columna la cantidad original de vértices.
En la cuarta columna la cantidad de vértices que queda después del proceso de eliminacién. En la
iltima columna indicamos el porcentaje de la disminucién de vértices. Si bien hay instancias de
variada densidad, en general, el proceso tiene mayor incidencia en los grafos con densidad baja o alta.

Este preprocesamiento es imprescindible cuando queremos resolver instancias medianas a grandes.
Sin esta etapa hay instancias para las cuales no es posible aplicar BC-Col o los tiempos de resolu-
cién son prohibitivos.
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| Problema % Dens. n 7 % Red. |[ Problema % Dens. n 7 % Red. |
DSJRS500-1 3 500 109 78 || miles1000 39 128 50 61
DSJRS500.1C 97 500 410 18 || miles1500 63 128 85 34
DSJR500.5 47 500 491 2 || miles250 5 128 15 88
fpsol2.i.1 9 496 171 66 || miles500 14 128 28 78
fpsol2._2 9 451 164 64 || miles750 26 128 37 71
fpsol2.i.3 10 425 163 62 || abb313GPIA 4 1557 1400 10
inithx.i.1 5 864 115 87 || ash331GPIA 2 662 661 1
inithx.i.2 7 645 182 72 || ash608GPIA 1 1216 1215 1
inithx.i.3 7 621 172 72 || ash958GPIA 1 1916 1915 1
latin_square_10 76 900 129 86 || willl99GPIA 3 701 697 1
le450_15a 8 450 409 9 || 1-Fulllns_3 22 30 21 30
led50.15b 8 450 413 8 || 1-Fulllns_4 14 93 63 32
led50_25a 8 450 271 40 || 1-Fulllns.5 8 282 189 33
led50_25b 8§ 450 302 33 (| 2-Fulllns.3 15 52 40 23
led50_25¢ 17 450 436 3 || 2-Fulllns 4 7 212 160 25
le450.25d 17 450 436 3 || 2-Fulllns.5 3 852 640 25
mulsol.i.1 20 197 49 75 || 3-Fulllns.3 11 80 65 19
mulsol.i.2 22 188 100 47 || 3-Fullins 4 4 405 325 20
mulsol.i.3 23 184 101 45 || 3-Fulllns.5 2 2030 1625 20
mulsol.i.4 23 185 102 45 || 4-Fulllns.3 8 114 84 26
mulsol.i.5 23 185 102 45 || 4-Fulllns.4 3 690 576 17
schooll 26 385 358 7 || 4-Fulllns.5 1 4146 3456 17
schooll_nsh 24 352 328 7 || 5-Fulllns_3 7 154 79 49
zeroin.i.1 18 211 63 70 || 5-Fulllns.4 2 1085 931 14
zeroin.i.2 16 211 57 73 || wapOl 4 2368 1771 25
zeroin.i.3 17 206 56 73 || wap02 4 2464 2174 12
anna 5 138 17 88 || wap03 3 4730 4701 1
david 11 87 11 87 || wap04 2 5231 5204 1
homer 1 561 38 93 || wap05 11 905 665 27
huck 11 74 11 85 || wap06 10 947 787 17
jean 8 80 13 84 || wap07 6 1809 1655 9
games120 9 120 119 1 || wap08 6 1870 1696 9

Tabla 7.4: Reduccién de Vértices
7.3. Variable de Branching y Estrategia de Recorrido

Si bien el tamafio del drbol de bisqueda depende también de los cortes que se implementen, en
nuestra experimentacién inicial observamos que el comportamiento de las estrategias de Branching
y recorrido era similar se aplicaran o no planos de corte. Por este motivo, para presentar nuestra
evaluacién de dichas estrategias hemos decidido no considerar la aplicacién de planos de corte en

BC-Col.

Las estrategias de seleccién de variable de Branching que comparamos son VBl y VB2 com-
binadas con las estrategias de recorrido 01,02,03 y O4. Ademés consideramos VB0-1, regla de

Branching por dicotomia en la variable mds fraccionaria con bisqueda en profundidad.

Las estrategias de recorrido basadas en busqueda a lo ancho o mejor cota las descartamos. Las



104 Experiencia Computacional

experiencias preliminares mostraron répidamente que pueden presentarse problemas de memoria
por el tamaino del arbol.

Consideramos grafos generados al azar con densidades 30%, 50%, 70% y 90%. Para cada
estrategia, resolvimos 10 instancias de cada densidad y tomamos el promedio de tiempo y cantidad
de nodos del arbol. Los Graficos 7.1 resumen los resultados de nuestra experimentacidn.

Si fijamos la estrategia de recorrido, en casi todos los casos la cantidad de nodos y el tiempo
fue inferior con VB2. En (73], Sewell propone un algoritmo enumerativo que utiliza VB2+01 para
la generacién del arbol. De acuerdo a su experiencia, el tamaiio del drbol de bisqueda es inferi-
or al tamano del arbol generado por el algoritmo DSATUR que utiliza VB1+01. Sin embargo, en
muchas instancias el tiempo es mayor. Esto es consecuencia del mayor trabajo requerido para elegir
un vértice con la estrategia VB2 que con VBI. Si bien nuestra experiencia con estos algoritmos
enumerativos confirma los resultados de Sewell, no observamos el mismo comportamiento al con-
siderarlos en un esquema Branch-and-Bound.

Respecto a las estrategias de recorrido, en términos generales podemos afirmar que con 02 se
obtuvieron mejores resultados. Al comienzo de nuestra experimentacion teniamos confianza en que
las alternativas 08 y O/ funcionaran bien. Suponiamos que tal vez requirieran mayor tiempo, pero
esperdbamos una reduccién en el tamaio del arbol. Los resultados nos probaron lo contrario. Sabe-
mos que las soluciones factibles que se encuentran a lo largo del proceso de biisqueda brindan cotas
superiores del éptimo. Estas se usan para podar el drbol. Con O2 se recorre en primer lugar la rama
correspondiente a un color nuevo. Esto posibilita encontrar soluciones factibles més ficilmente pues
se dispone de mayor cantidad de colores para colorear el grafo. Nuestra experiencia demuestra que
este proceder goloso de 02 da buenos resultados.

Basados en este andlisis, nuestra propuesta para la eleccién de variable de Branching y recorrido
del arbol es VB2 + O2.

Por 1ltimo, en los Graficos 7.2 comparamos la estrategia clasica de dicotomia VB0-1 con la peor
'y la mejor de nuestras estrategias. Esta es la estrategia clasica utilizada por la mayoria de los paque-
tes de optimizacion, presentdndose variaciones en el criterio de seleccién de la variable de branching.

La experiencia con la estrategia de dicotomia confirmé la superioridad de las estrategias pro-
puestas. La performance es claramente inferior al resto, presentandose casos que superaron el limite
de tiempo de CPU impuesto (5hs), en particular para grafos de media densidad. Este resultado no
nos estrand. En el capitulo anterior ya mencionamos la caracteristica poco balanceada del arbol
que explica esta baja performance.
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7.4. Evaluaciéon de las Desigualdades Vidlidas

Una manera de evaluar la calidad de los planos de corte es observar el incremento producido en
la cota inferior cuando son agregados a la relajacién lineal. A mayor incremento, mejor la calidad de
la desigualdad vélida. Sin embargo, hay que buscar un balance entre diferentes aspectos. Si los cortes
son muy densos, se incrementa el requerimiento de memoria y la resolucién de la relajacién es mas
lenta. Si los algoritmos de separacion insumen mucho tiempo en relacién al beneficio obtenido en el
incremento de la cota inferior, no vale la pena incluirlos en el algoritmo. A continuacién mostramos

el analisis sobre distintos aspectos que hicimos de las desigualdades validas que fundamenta nuestro
juicio sobre las mismas.

7.4.1. Evolucién de la Cota Inferior

La primera evaluacién de las diferentes familias de cortes fue realizada considerando el mejo-
ramiento de la cota inferior a nivel nodo raiz. Utilizamos grafos al azar de 60, 70, 100 y 125 vértices
y generamos instancias para densidades bajas (menores a 30 %), densidades medias (entre 40% y
60%) y densidades altas (mayores a 70 %). Realizamos 50 iteraciones del algoritmo de planos de
corte, con un maximo por iteracién de 300 cortes Clique, 50 Anula Color, 300 p-color Clique,
300 Camino Multicolor y 300 Agujero.

Como la funcién objetivo es entera, el redondeo al entero superior del valor éptimo fraccionario
de la relajacién lineal brinda una cota inferior del nimero cromético. Esto permite fijar en 1 el
valor de las variables w; cuyos indices son menores o iguales a dicha cota. Las desigualdades vélidas
tienen mayor posibilidad de ser violadas en el caso de la presencia de variables w; fraccionarias. Esto
nos llevé a plantearnos la alternativa de redondear y fijar variables después de finalizada la etapa
de cutting o hacerlo después de cada relajacién lineal. Un comportamiento tipico del algoritmo en
ambas situaciones puede observarse en los Gréficos 7.3. Los datos corresponden a un grafo de 100
vértices y 70 % de densidad donde se aplicaron todos los cortes durante 50 iteraciones del algoritmo.
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Si bien pudimos detectar que la cantidad de cortes encontrados cuando no redondeamos es
mayor, el crecimiento de la funcién objetivo es més rapido con la segunda opcién. En general, se
alcanza la misma cota en la misma cantidad de iteraciones, pero se tarda méds como consecuencia
del tiempo involucrado en la separacién de las desigualdades.

G(100,70% ) 20 W G(100,70%)

i8

18

Funcién Objetivo
Funclén Objetivo
3
N

----- Sin redondeo Sin redondeo

15 Conredondeo 15 |

Con Redondeo

14 T v v v 14 v T v
0:00:00 0:05:00 0:10:00 0:15:00 0:20:00 0 15 30 45

Tiempo Heraclones

Grafico 7.3: Redondear vs No Redondear

Como disponemos de 5 familias de cortes, cabe preguntarse si existe alguna combinacién entre
ellas que tenga una mejor performance comparada con las otras. De todos los factores que estudia-
mos, este fue el de mayor dificultad y que nos llevé el mayor tiempo de estudio para obtener una
respuesta. Experimentamos con muchas instancias de diferente cantidad de vértices y densidades,
buscando alguna caracteritica que nos indicara la ventaja de un corte sobre otro.

En las Tablas 7.5, 7.6 y 7.7 reportamos nuestra experiencia sobre grafos de 125 vértices. In-

dicamos el valor de la cota inferior, el tiempo total y nimero de iteracién en la que es obtenida y
el tiempo correspondiente al proceso de separacién.
La primera conclusién categérica es que sin las desigualdades Clique, el algoritmo de planos de
corte no logra la misma calidad en la cota inferior. La presencia de estas desigualdades es clave
para mejorar las relajaciones, por lo tanto descartamos rotundamente cualquier combinacién de
planos de corte que no las incluye.
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C) Clique Cio Clique+Anula Color+Agujero

Ca Clique+Anula Color Cn Clique+Camino Mulicolor+Agujero

C3 Clique+Camino Mulicolor Ch2 Clique+p-color Clique+Agujero

Ca Clique+p-color Clique Cia Clique+Anula Color+CaminoMulticolor+Agujero

Cs Clique+Anula Color+Camino Mulicolor Cl4 Clique+Anula Color+p-color Clique+Agujero

Cq Clique+ Anula Color+p-color Clique C15 Clique+Camino Mulicolor+p-color Clique+Agujero

Cr Clique+Camino Mulicolor+p-color Clique C16 Clique+Anula Color+Camino Mulicolor+p-color Clique+Agujero
Cs Clique+Anula Color+Camino Mulicolor+p-color Clique c17 Anula Color+Camino Mulicolor+p-color Clique+Agujero

Co Clique+Agujero

! 1l 11 1l 12 ] I3 ] 14
{ w X Op-Rel w X Op-Rel w X Op-Rel w X Op-Rel
L1 6 | 11 0 6 10 | o W & | 11 0 5 11 0.074
Cotalnl Tiempo Iter Cotalni Tiempo Iter Cotalnl Tiempo Iter otalnf Tiempo Iter
(o]} 1 108 9 1 35 3 1 95 9 2 187 11
Ca 1 108 9 1 85 3 1 96 9 2 187 11
Cs 1 108 9 1 85 3 1 95 9 2 202 10
Cq 1 109 9 1 86 3 1 96 9 2 221 10
Cs 1 108 9 1 8s 3 1 95 9 2 203 10
Caq 1 109 9 1 87 3 1 96 9 2 221 10
Cy 1 109 9 1 84 3 1 96 9 2 260 10
Cs 1 109 9 1 84 3 1 96 9 2 230 11
Cog 1 142 9 1 266 4 1 131 9 2 208 10
Cio 1 142 9 1 266 4 1 131 9 2 209 10
Cn 1 141 9 1 265 4 1 130 9 2 236 11
Ch2 1 142 9 1 265 4 1 130 9 2 234 10
Ci13 1 142 9 1 265 4 1 130 9 2 237 11
Cie 1 142 9 1 266 4 1 130 9 2 233 10
Cis 1 142 9 1 268 4 1 131 9 2 261 9
Cie 1 142 9 1 268 4 1 131 9 2 261 9
Ci7 0 27 1 1 64 S5 0 23 1 1 48 1
IS 16 7 18
{ w X Op-Rel [ w X Op-Rel w | X [ Op-Rel w | X [ Op-Rel ||
3 12 o |l 7 13 0 7 [ 12 [ o 3 [ 12 | 0.062
otaln Tiempo Iter Cotalnf | Tiempo Iter Cotalnf | Tiempo Iter Cotalnf | Tiempo Tter
[} 2 347 23 1 131 10 1 154 12 2 213 12
Ca 2 348 23 1 131 10 1 154 12 2 213 12
Ca 2 406 23 1 134 10 1 155 12 2 178 11
Cq 2 423 24 1 134 10 1 185 12 2 204 11
Cs 2 406 23 1 131 10 1 153 12 2 210 11
Ce 2 424 24 1 134 10 1 155 12 2 204 11
Cq 2 407 22 1 132 10 1 153 12 2 194 9
Cs 2 407 22 1 133 10 1 153 12 2 194 9
Cyo 2 407 26 1 119 8 1 195 13 2 250 13
Cio 2 407 26 1 119 8 1 195 13 2 250 13
Ci 2 424 21 1 120 8 1 195 13 2 285 11
Cy2 2 451 24 1 120 8 1 195 13 2 290 12
Ci3 2 425 21 1 120 8 1 185 13 2 240 11
Cia 2 451 24 1 120 8 1 195 13 2 290 12
Cis 2 447 22 1 120 8 1 195 13 2 261 11
Cis 2 447 22 1 120 8 1 195 13 2 262 11
Cy7 1 129 3 0 26 1 0 21 1 1 as 1

Tabla 7.5: Planos de Corte en Grafos de Baja Densidad

En los grafos de baja densidad, el valor éptimo de la relajacién inicial es generalmente nulo. La
cota inferior no mejora sustancialmente y es alcanzada en las primeras iteraciones del algoritmo
después de las cuales se estabiliza. Incluso hay instancias en las que el algoritmo termina antes
del limite de 50 iteraciones por no encontrar cortes violados. No hay una marcada diferencia en el
nimero de iteracién en la que cada combinacién alcanza la cota, pero se evidencia un aumento del
tiempo en las combinaciones que incorporan a las desigualdades Agujero.

En los grafos de media densidad, la relajacién inicial tampoco otorga una cota inferior de buena
calidad. Sin embargo, la incorporacién de los cortes mejora el valor 6ptimo de la relajacién. En
ningin caso la diferencia de los valores éptimos correspondientes a iteraciones sucesivas es supe-
rior a 1. En general, la primera mejora de la cota se produce durante las primeras iteraciones del
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( 11 12 3 14
[ > T x Op-Rel s | x Op-Rael o1 x JOpRa o 3 Op-Rel |
[ 5 |16 0 3 |15 0 3 | 16 | © 3 16 0
Cotalnt | Tiempo Tter talnt | Tiempo Tter Totalnf | Tiempo Tter talnf | Tiempo Tter
Cy 2 484 21 2 515 22 1 531 27 2 452 22
Csz 2 484 21 2 517 22 1 533 27 2 451 22
Cs 2 446 20 2 499 20 1 526 26 2 471 21
Cq 2 498 18 2 542 20 1 580 23 2 462 20
Cs 2 447 20 2 503 20 1 533 26 2 477 21
Ce 2 503 18 2 550 20 1 589 23 2 468 20
Cy 2 554 19 2 549 19 1 556 23 2 521 22
Cg 2 555 19 2 559 19 1 555 23 2 521 22
Cq 2 534 20 2 749 22 1 607 25 2 567 23
Cio 2 532 20 2 760 22 1 602 25 2 566 23
Cin 2 502 21 2 588 20 1 579 25 2 501 21
Ci2 2 570 20 2 659 18 1 648 23 2 537 21
Cia 2 502 21 2 594 20 1 582 25 2 500 21
Ci4 2 570 20 2 659 18 1 648 23 2 534 21
Cis 2 539 19 2 686 20 1 628 23 2 587 22
Cieo 2 542 19 2 685 20 1 629 23 2 557 22
C17 0 27 1 1 294 20 0 27 1 1 277 15
15 16 7 18 )
C I %) X Op-Rel || 7] I X Op-Rel [ X | Op-Rel [ I X Op-Rel ||
| " 7 16 0.057 | 9 | 20 0.271 11 24 | ©0.667 11 | 24 0.698
[ Cotalnf | Tiempo Iter Cotalnl | Tiempo Iter Cotalni | Tiempo Iter Cotalnf | Tiempo Tter
C) 3 935 32 3 1118 25 4 2337 43 4 2244 39
C2 3 930 32 3 997 27 4 2919 38 4 2148 35
Ca 3 954 34 3 917 23 4 3121 35 4 2268 s
Cq 3 1128 32 3 1434 18 4 2986 42 4 2691 37
Cs 3 954 34 3 1036 20 4 2440 41 4 2161 38
Cs 3 1131 32 3 1135 18 4 2896 41 4 2293 37
Cy 3 1293 34 3 1326 10 4 2365 38 4 2426 38
Cs 3 1294 34 3 1060 19 4 2693 30 4 2723 35
Co 3 941 3l 3 951 25 4 2690 30 4 2749 36
Cio 3 947 31 3 807 21 4 2059 35 4 2612 ar
Ci1 3 1076 36 3 1131 25 4 2204 42 4 3421 36
Ci2 3 1170 35 3 1125 18 4 2645 39 4 2664 35
Cia 3 1076 36 3 978 24 4 2216 as 4 2333 38
Ciq 3 1174 35 3 1283 19 4 2913 41 4 3102 36
Cis 3 1066 33 3 1034 20 4 2481 40 4 2551 38
Cie 3 1067 a3 3 1106 19 4 3320 40 4 2691 34
Ciry 1 55 1 2 519 7 2 1178 3 2 1571 11

Tabla 7.6: Planos de Corte en Grafos de Media Densidad

algoritmo, luego se estabiliza, vuelve a mejorar promediando el niimero de iteraciones y finaliza
estabilizada. No se presentaron casos en los cuales el algoritmo finalizé por no poder encontrar
cortes violados.

Para los grafos de alta densidad el valor 6ptimo de la relajacién incrementa sustancialmente la
cota inferior inicial que ademds mejora en las sucesivas iteraciones del algoritmo. Hay una mayor
diferencia en el nimero de iteracién donde cada combinacién alcanza la cota pero varia de una
instancia a otra sin evidenciarse relacién entre las mismas. No hay una combinacién que prime
sobre otra, aunque la incorporacién de las desigualdades Agujero empeora los tiempos.

Para complementar nuestro estudio con otro anélisis de los datos, decidimos utilizar una medida
de eficiencia. Nuestra idea es medir cuédn lejos se encuentra una determinada combinacién respecto
de la mejor combinacién para cada una de las instancias. Para eso, para cada instancia ¢, sea

Tiempo?’ el tiempo en obtener la cota inferior por la combinacién C; de cortes. Notamos por
Mejor; a min{Tiempof’, j=1,...,16}. Para cada combinacién C; calculamos P;, la suma sobre



110 Experiencia Computacional

{ I 11 e 12 13 - 1l 14

[ I [ T X p-Rel 5] X Op-Rel =) X Op-Rel || o X Op-Rel

[ I 19 [ 31 1.646 15 29 1.138 14 30 1859 || 16 30 0.746

Cotalnf | Tiempo Iter otalnf | Tiempo Iter Cotalnl | Tiempe Iter Cotalnf | Tiempo Iter
Cy S 2500 27 S5 3005 46 5 2108 22 4 1360 26
Ca S5 2502 27 5 2848 50 S 2470 25 4 1666 22
Cy 5 2755 29 S5 4072 49 S 1752 25 4 1678 26
Cq S 3990 28 5 3039 47 S 2236 25 4 1742 23
Cs 5 3083 30 S 3322 47 5 1976 27 4 1685 25
Ce S 3993 28 5 4979 46 S5 2254 26 4 2194 24
Cr S 3379 32 4 2159 14 5 2039 24 4 1698 22
Cs S5 3375 32 S 4233 48 S 1926 25 4 2148 25
Cyp S5 2599 29 S 3213 47 5 2141 25 4 1200 23
Cho S5 2602 29 S 3140 43 S 1954 24 4 1744 23
Ci S5 2674 29 4 2639 15 5 2199 24 4 1866 22
Ci2 S 2965 3o 4 1976 15 5 2878 22 4 2002 22
Cha 5 2863 27 S5 2864 47 5 2981 26 4 1463 23
Crae S 2967 30 S5 4690 49 S 2973 26 4 1960 24
Chs 5 3697 29 4 1926 16 5 2873 25 4 1873 25
Ciye 5 3696 29 5 3767 50 S 2843 25 4 2584 23
Ci7 2 125 1 2 84 1 3 2330 [3 2 1198 5
15 16 17 18
f [ T X Op-Rel o X Op-Rel [ X Op-Rel %) % Op-Rel
; 29 | 49 4.886 31 _L_d& 32 48 4.184 33 48 4.067
Cotalnf{ | Tiempo Tter Cotalnl | Tiempo Tter Cotalnl | Tiempo Tter Cotalnf | Tiempo Tter

Cy 8 2067 33 8 1430 50 8 1244 38 8 1043 40
[oF 8 1989 41 8 1209 40 8 1576 433 8 1037 45
Cy 8 2395 36 8 1694 50 8 1724 42 8 963 38
Cq 8 2349 36 8 1388 43 8 1784 39 8 1142 42
Cse 8 1710 36 8 1248 40 8 1372 38 8 1025 39
Ce 8 2334 333 8 1548 43 8 1978 40 8 1009 39
Cr 8 2258 30 8 1501 39 8 1643 45 8 1454 45
Cs 8 3188 a7 8 1631 46 8 1511 40 8 1348 45
Cyg 8 2046 37 8 1442 46 8 1444 34 8 936 36
Cio 8 1697 32 8 1376 42 8 1229 355 8 969 38
Cn 8 2488 35 8 1729 42 8 1614 433 8 1261 46
Ci2 8 2209 35 8 1735 48 8 1866 40 8 1392 42
Cia 8 2103 34 8 1514 38 8 1510 43 8 982 39
Cise 8 3288 39 8 2011 47 8 2047 41 8 1417 44
Cis 8 2313 35 8 2386 47 8 1849 42 8 1364 48
Cie 8 2634 36 8 1772 43 8 2166 43 8 1489 42
Cr7 5 95 1 5 79 1 S5 66 1 5 50 1

Tabla 7.7: Planos de Corte en Grafos de Alta Densidad

las 8 instancias de la diferencia relativa entre Tiempoic’ y Mejor;. Es decir

8
P; = Z(Tiempof’ — Mejor;)/Mejor;

i=1

Una combinacién que tenga un valor bajo de esta medida, nos indica un buen esquema de corte.
En el Gréfico 7.4 mostramos los valores obtenidos.

Podemos observar que la desigualdad p-color Clique no estd presente entre las combinaciones
de mejor comportamiento, independientemente de la densidad del grafo. En grafos de alta densidad,
la presencia de los cortes Agujero es notablemente perjudicial. En grafos de media y baja densidad,
si bien no tan categéricamente como en el caso de baja densidad, su presencia no es esencial para
obtener una buena combinacién de cortes.

Para grafos de densidad media, la combinacién Cs de Cliques, Anula Color y Camino
Moulticolor resulta la mejor. De acuerdo a nuestra experiencia y a la reportada en muchos trabajos
de la literatura, el problema de coloreo en grafos de media densidad suele ser mas dificil. Es por
eso que decidimos basar nuestra decisién en estos grafos e inclinarnos por la combinacién Cs.
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Gréfico 7.4: Eficiencia de Esquemas de Cortes

De cualquier manera, esta eleccién es suficientemente buena para grafos de baja y alta densidad,
encontrandose en todos los casos no muy alejada de la mejor combinacién.

7.4.2. Tiempo de Separaciéon

Un factor que no influye en nuestra eleccién es el tiempo correspondiente a los procedimientos
de separacién. La Tabla 7.8 muestra para cada una de las combinaciones el tiempo promedio sobre
las 8 instancias para realizar las 50 iteraciones del algoritmo de planos de corte, el tiempo promedio
del proceso de separacién y su porcentaje sobre el tiempo total .

Se puede observar que la proporcién sobre el tiempo total de los tiempos de separacién no es
importante, aunque se acrecienta a medida que baja la densidad del grafo. Las relajaciones sobre
grafos de baja densidad se resuelven mas rdpido y por eso la proporcién de tiempo de separacién
aumenta. El proceso para separar las desigualdades Agujero es factor determinante para el aumento
de la proporcién en el tiempo total de separaciéon y en menor medida, el proceso para separar
desigualdades p-color Clique. Consideramos que el tiempo de los algoritmos de separacién no es
un factor decisivo para privilegiar una combinacién sobre otra.

7.4.3. Eficiencia de los Algoritmos de Separacion

Para evaluar la eficiencia de los algoritmos de separacién para encontrar desigualdades violadas
tomamos como medida el porcentaje de cortes violados sobre la cantidad de cortes analizados por
cada uno de los procedimientos. En la Tabla 7.9 mostramos los resultados para 5 iteraciones del
algoritmo de planos de corte en grafos de distinta densidad.

Las desigualdades Anula Color y Camino Multicolor tienen posibilidad de estar violadas
linicamente en el caso que la variables wy que se encuentran en la respectiva restriccién tienen valor
fraccionario. Si esto no ocurre el algoritmo de separacién no es llamado. Un signo * en la tabla
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Alta densidad Media densidad Baja densidad

Total | Separacién | % || Total | Separacién | % || Total | Separacién | %

C1 || 2363 55 2 | 1274 46 4 236 33 14
C2 || 2243 56 2 || 1381 46 3 236 33 14
C3 || 2541 64 3 || 1351 53 4 247 34 14
C4 || 2722 82 3 || 1581 60 4 258 36 14
C5 || 2405 62 3 || 1275 54 4 248 3 14
C6 || 3032 83 3 || 1448 61 4 258 36 14
C7 || 2720 85 3 || 1478 56 4 263 40 156
C8 || 2821 86 3 )| 1494 56 4 259 40 15
C9 || 2306 111 5 || 1450 98 7 309 74 24
C10 || 2327 113 5 || 1395 99 7 309 74 24
Cl11 || 2420 127 5 1483 105 7 327 81 25
Ci12 || 3309 179 5 || 1560 118 8 331 79 24
C13 || 2493 126 5 || 1329 103 8 326 81 25
Ci14 || 3580 178 5 || 1626 118 7 331 79 24
Ci5 || 3017 192 6 | 1487 123 8 347 90 26
C16 || 3147 190 6 || 1642 124 8 346 90 26
C17 || 1004 43 4 725 111 15 242 99 41

Tabla 7.8: Tiempo de Separacién vs Tiempo Total

indica esta situacion. El proceso de separacion de la desigualdad Camino Multicolor tiene buen
indice de eficiencia, independientemente de la densidad del grafo. Las desigualdades Anula Color
son exploradas por medio de fuerza bruta y el porcentaje de las que se encuentran violadas es muy
bajo. A pesar de esto, como el procecimiento es muy rapido y su inclusién muestra beneficios en la
performance del algoritmo, se justifica su inclusién.

El proceso de separaciéon mas ineficiente corresponde a las desigualdades p-color Cligque. Es
un proceso heuristico y estos porcentajes pueden llevar a concluir que tal vez no sea una buena
estrategia la utilizada. Sin embargo, la experimentacién hecha sobre grafos con menor cantidad
de vértices haciendo una busqueda més exahustiva no mostré mejores resultados. Todo parece
indicar que no son desigualdades que sean frecuentemente violadas por las soluciones 6ptimas de
las relajaciones.

La eficiencia de la separaciéon de Agujero aumenta a medida que disminuye la densidad del
grafo y la de Cliques mantiene un indice parejo independientemente de la densidad.

Son varios los criterios que utilizamos para evaluar las desigualdades vélidas: evolucion de la
cota inferior, tiempos de los algoritmos de separacién y un indice de eficiencia. Todos ellos estan
relacionados y nos inducen a conclusiones que no entran en conflicto. Es indispensable la presencia
de las desigualdades Clique, que junto con las Anula Colory Camino Multicolor se combinan
dando un buen esquema de planos de corte. Las desigualdades p-color Clique y Agujero no
tienen caracteristicas que justifiquen su inclusién.



7.5 jCortes 6 Branching? 113

Dens | Clique | p-Color | Camino | Anula | Ciclos Dens | Clique | p-Color | Camino | Anula | Ciclos
% Color % Color

920 314 314 80.0 0.8 29.5 50 20.2 14.6 70.0 1.3 94.9

29.6 3.9 * * 26.4 24.2 0.1 24.0 * 91.8

27.6 0.0 * * 213 20.7 3.5 40.6 0.0 91.1

25.9 0.0 * * 13.6 224 0.0 * * 87.0

21.5 11.6 7.9 * 11.5 20.1 1.5 0.2 * 82.0

70 17.6 17.6 76.0 2.2 83.2 40 28.2 35 80.0 0.0 95.4

20.1 0.3 12.6 * 74.6 26.5 0.0 * * 94.1

22.0 0.0 * * 733 24.7 0.0 * * 89.3

19.9 0.6 2.0 * 62.1 19.9 8.1 53.3 0.0 91.2

20.2 0.0 * * 53.3 23.4 0.0 * * 85.3

60 16.8 16.8 70.0 3.9 904 30 336 2.1 80.0 * 89.3

20.9 0.2 10.6 * 88.5 27.9 1.9 80.0 * 874

215 0.0 21.6 * 83.0 26.5 0.5 100.0 * 86.4

20.2 0.3 8.0 * 734 25.5 0.0 * * 85.4

20.1 0.0 * * 69.8 23.6 0.0 * * 80.8

Tabla 7.9: Eficiencia Algoritmos de Separacién

7.5. (Cortes 6 Branching?

Las decisiones de ciando y por ciantas iteraciones aplicar un algoritmo de planos de corte antes
de realizar un Branching es un factor crucial en la performance del algoritmo. Los planos de corte
son muy efectivos desde el punto de vista del incremento de la cota inferior. Sin embargo, dentro
de un esquema Branch-and-Cut, hay que lograr un equilibrio entre dicho beneficio y el tiempo
requerido. A continuacién analizamos posibles alternativas.

7.5.1. Iteraciones del Algoritmo de Planos de Corte

Inicialmente, nuestra cota inferior estd dada por el tamafio de una cligue maximal obtenida
por la heuristica golosa. Las experiencias presentadas en la seccién anterior sobre el mejoramiento
de la cota inferior en la relajacién inicial, nos inducen a considerar en BC-Col que vale la pena
invertir esfuerzo en el nodo raiz realizando més de una iteracién del algoritmo de planos de corte.
En relacién al tamaifio de los grafos que consideramos en nuestra experimentacion, y teniendo en
cuenta los valores de tiempo y las iteraciones en las que se producen los incrementos, 20 iteraciones
en el nodo raiz resulta un valor que logra cierto equilibrio entre el beneficio y el tiempo.

Una segunda etapa de nuestro andlisis se enfocé en la determinacién del nimero de iteraciones
en el resto de los nodos del arbol. Esto es manejado a través del pardmetro IPC. En general,
obtenido un incremento significativo en el nodo raiz, los cambios en el valor de la cota inferior no
son tan marcados en el resto de los nodos. Por lo tanto, no se justifica realizar muchas iteraciones
del algoritmo de planos de corte salvo para el nodo raiz.

Experimentamos con BC-Col con diferentes valores de IPC. En los Graficos 7.5 presentamos
nuestros resultados con 20 iteraciones en el nodo raiz y 1, 2, 4 y 6 iteraciones en el resto de los
nodos del arbol. Consideramos las desigualdades Clique, Anula Color y Camino Multicolor
como planos de corte. Los resultados estdn dados sobre el promedio de 10 instancias de densidad
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30, 50, 70 y 90% respectivamente. Por la diferencia de escala entre los tiempos de las diversas
densidades, normalizamos a 1 el tiempo requerido por BC-Col con 2 iteraciones por nodo.

1.50 - Tiempo O lter 180 - Nodos O ltes
1.40 | | PRI W2 lter
04 her 1.60 - 04 lter
130 A
W6t
er 140 - W6 lter
120 4
1.10 120 -
1.00 1.00 -
0.90 S 0.80 -1I
0.80 |
0.60 5
0.70 4 i
0.60 A 0.40 -{
0.50 0.20 -l—
30% 50% 70% 90% 30% 50% 70% 90%

Grafico 7.5: Pardmetro IPC

Los gréficos reflejan claramente que a medida que aplicamos més iteraciones del algoritmo de
planos de corte, mayor es la reduccién en la cantidad de nodos explorados del arbol. Sin embargo,
los tiempos de ejecucién aumentan, evidenciando que el tiempo de resolver las relajaciones no se
ve compensado por la disminucién del tamano del drbol. Con 2 iteraciones del algoritmo de planos
de corte se obtiene el equilibrio buscado: reduccién de nodos y tiempo. Esta es la opcién que mejor
performance tiene.

7.5.2. Skip Factor

En una segunda etapa analizamos cudndo aplicar planos de corte. Uno de los criterios mas
usuales es relacionar esta decisién con los nodos del arbol. Es decir, establacer cada cilantos nodos
explorados (skip factor) se decide aplicar planos de corte antes del Branching. Para poder analizar
el comportamiento de nuestro algoritmo frente a diferentes valores del skip factor experimentamos
con grafos de 60 y 70 vértices con densidades 30, 50, 70 y 90 %. En los Gréficos 7.6 mostramos
el tiempo y cantidad de nodos para valores de skip factor de 1, 2, 4 y 8 respectivamente. Los
resultados son los promedios sobre 10 instancias de cada una de las densidades. Por problemas de
escala, normalizamos a 1 los valores correspondientes a BC-Col con skip factor igual a 1.

Se evidencia un claro dominio del valor 1 para el skip factor, ya sea desde el punto de vista del
tiempo como del tamaino del arbol de bisqueda. Esta conclusion refuerza nuestra valoracién sobre
los planos de corte. La influencia sobre las relajaciones justifica usarlos en todos los nodos.

7.6. Comparando Relajaciones

En el Capitulo 4 definimos 4 poliedros: SCP, CP, CP' y CP”. El poliedro SCP esta asociado a la
formulacién cldsica del problema de coloreo. Los poliedros CP, CP' y CP” corresponden al conjunto
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Gréfico 7.6: Skip Factor

de soluciones de los tres modelos que presentamos con diferentes criterios para la eliminacion de
simetria.

Desde el punto de vista del estudio poliedral, ya hemos sefialado la dificultad que presentan los
poliedros CP’ y CP”. Sin embargo, como ambos poliedros estin incluidos en CP, las desigualdades
validas que surgieron de nuestro estudio también lo son para estos poliedros. Por otro lado, algunas
desigualdades validas que derivamos para SCP en (18] son compartidas con CP. Por ejemplo, las
desigualdades Clique.

De acuerdo a nuestra experiencia, la inclusién de las desigualdades Clique en un algoritmo de
planos de corte resulta fundamental para mejorar la cota inferior que otorga el valor éptimo de la
relajacién lineal. Por este motivo, nos parece razonable utilizar estas desigualdes en un algoritmo
de planos de corte para comparar las diferentes relajaciones.

Utilizamos grafos al azar de 125 vértices y de densidades 30, 50, 70 y 90 %. En las 4 formulaciones
fijamos la coloracién de la cligue maximal. Las restricciones que eliminan soluciones simétricas
fueron consideradas para los vértices restantes y para los colores con indice superior a w. Hicimos
50 iteraciones de un algoritmo de planos de corte con las desigualdades Clique. En los Graficos 7.7
mostramos la evolucién del la funcién objetivo para las 4 relajaciones.

La relajacién lineal de SCP es la de peor comportamiento y no alcanza a obtener los mismos
valores de la cota inferior. La gran cantidad de soluciones simétricas que se encuentran en el poliedro
son la causa del lento progreso en el incremento de la funcién objetivo e incluso del tiempo que
demora cada iteracién del algoritmo de planos de corte.

Las otras tres relajaciones tienen un comportamiento similar desde el punto de vista del mejo-
ramiento de la cota inferior. Sin embargo, el tiempo de resolucién de las relajaciones en cada
iteracién es superior para CP”. Esto resulta 16gico pues CP” tiene (n —w)(x — @) restricciones mds
que CP.
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Gréfico 7.7: Comparando Relajaciones

En algunos casos, la relajacién de CP’ superé a CP. Este comportamiento se evidencia gene-
ralmente en grafos donde w y x tienen gran diferencia. En vistas de este comportamiento, imple-
mentamos un Branch-and-Cut usando la relajacién de CP’. La mayor dificultad la encontramos
en la etapa de Branching. Después de elegir un vértice del grafo, nuestro algoritmo abre un hijo
para cada color factible entre los ya usados y un nuevo color en algunos casos. Las restricciones
que eliminan soluciones simétricas en CP’ imponen que el conjunto de wvértices coloreados con el
color j tenga cardinal mayor o igual al del conjunto de los vértices pintados con j + 1. Por lo tanto,
si aplicamos nuestra estrategia de Branching podemos estar eliminando las soluciones factibles de
CP'. Para asegurarnos de no perder las soluciones factibles, debemos abrir un hijo por cada color
factible entre 1 y x. De esta manera se construye un arbol con més ramas que las que surgen
con la relajacién de CP. Esta diferencia se acentia justamente en los grafos donde la relajacién
de CP' es superior a la de CP. Nuestra experiencia nos mostré que a pesar que la relajacién es
mejor, no alcanza a compensar el incremento de tiempo causado por el aumento en el tamano del
arbol. Tampoco trajo buenos resultados la estrategia de dicotomoia en una variable. A pesar de los
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resultados negativos de considerar a CP’ dentro de un esquema Branch-and-Cut, rescatamos esta

relajacidn para aquellos casos en los cuales buscamos sélo cotas inferiores aplicando un algoritmo
de planos de corte.

7.7. Branch-and-Bound vs BC-Col

Si bien de alguna manera se desprende del analisis que hacemos sobre el skip factor, nos parece
interesante remarcar el beneficio de incluir planos de corte. Para eso comparamos nuestro algoritmo
BC-Col con skip factor igual a 1 con un algoritmo Branch-and-Bound. La comparacién esta hecha
sobre la misma implementacién, simplemente no llamamos a las rutinas de separacién. En los
Graficos 7.8 queda evidenciada la mejor performance del algoritmo que incluye los planos de corte.
Estos resultados son los promedios sobre 10 instancias para cada densidad.

200 00 - Tiempo WB&C 25000 4 Nodos ] mesc
N /!/ ooer ~ A~ meee
[ |
1.30:00 | /.¢ 10000 'I . ~
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Gréfico 7.8: Branch-and-Bound vs BC-Col

La reduccién obtenida por BC-Col en los tiempos de ejecucién es notable. Se logran resolver
instancias que sin los planos de corte superan el limite de 2hs. Cabe sefialar que para poder obtener
resultados con Branch-and-Bound dentro de las 2 hs tuvimos que reducir el tamafio de los grafos
de experimentacién a 50 y 60 vértices. Para grafos con mayor cantidad de vértices, la inclusién de
planos de corte resulta esencial para resolver el problema.

7.8. CPLEX vs BC-Col

Al implementar un Branch-and-Cut es natural plantearse la comparacién contra algin algorit-
mo de propdsito general. ;Vale la pena todo el esfuerzo invertido en una implementacién ad-hoc?
i Por qué no usar la implementacién de un buen paquete de optimizacién? Para responder a esta
pregunta, utilizamos CPLEX [23] sobre el que corrimos instancias de 50 y 60 vértices con densidades
30, 50 70 y 90 %. En la Tabla 7.10 presentamos los resultados correspondientes a 10 instancias para
cada densidad. Reportamos los tiempos y cantidad de nodos para cada uno de los algoritmos. Un
signo ***** en la tabla indica que la instancia no pudo ser resuelta dentro del limite impuesto
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de 2 hs. Las corridas con CPLEX se realizaron utilizando toda las ventajas que el paquete ofrece:

—30 % Densidad 50 % Densidad
BC-Col CPLEX BC-Col CPLEX
Tiempo Nodos | Tiempo | Nodos | Tiempo | Nodos | Tiempo Nodos
98 100 645 1236 239 247 eeded b
306 128 veses eosss 492 348 vosss cense
45 36 303 568 310 397 6468 8134
12 7 137 324 33 103 589 1106
75 21 1046 586 155 126 hihdad bt
97 41 bt soese 3 1 4 4
9 1 7 4 56 56 cases | eccee
14 16 54 128 164 191 R b
86 78 322 492 172 75 hd sooee
13 27 | eeeee eccsoe 62 4 ssoee cosse
70 % Densidad 90 % Densidad
BC-Col CPLEX BC-Col CPLEX
Tiempo Nodos | Tiempo Nodos | Tiempo Nodos | Tiempo Nodos
62 116 1389 1979 8 7 22 438
44 106 71 125 7 5 10 237
31 75 85 206 29 45 bt asece
39 49 bt bt 12 9 678 9929
53 132 56 152 8 7 36 903
37 33 PYAR aaaas 3 8 s 198
35 a8 PyTres PYTPS 3 5 3 67
31 44 snaee sesne 24 26 37t 2935
20 30 7668 26277 0 4 [} 1
16 28 1347 3773 2 20 1 59

Tabla 7.10: CPLEX vs BC-Col

pre-procesamiento, cortes clique y cortes cover. La estrategia de bisqueda es en profundidad y el
Branching dicotémico en la variable mds infactible.

La ventaja de BC-Col se acentiia en grafos de densidades medias, donde el CPLEX superd el
tiempo limite en la mayoria de las instancias.

Si comparamos la relacién tiempo-cantidad de nodos explorados, CPLEX genera mayor cantidad
de nodos por unidad de tiempo. BC-Col tiene una relacién mucho menor. Esto se debe a varios
factores. Los algoritmos de separacién y las iteraciones del algoritmo de cortes aumentan el tiempo
invertido en cada subproblema. En BC-Col implementamos, gracias a cierta flexibilidad del entorno
ABACUS, estructuras y procedimientos especificos para el problema. Estos facilitan la generacién
de cortes y la definicién de las estrategias de recorrido y Branching pero traen como consecuencia
un procedimiento de manejo del d&rbol mucho maés lento. Sin embargo, los resultados son més que
elocuentes. A pesar de la robustez y eficiencia de la implementacién de CPLEX, los planos de corte
y todas las estrategias especificas que desarrollamos para BC-Col conforman un algoritmo exitoso.

7.9. Resultados Finales

Después de analizados los factores que consideramos importantes en nuestra implementacion,
estamos en condiciones de presentar nuestro resultados finales. Para determinar la eficiencia de BC-
Col, comparamos contra el algoritmo DSATUR [10] con la modificacién propuesta por Sewell [73].
Usamos el codigo de Mikel Trick disponible en http://mat.gsia.cmu.edu/COLOR /solvers/trick.c
Los valores de los parametros y los criterios usados en BC-Col son:

» [PC-Iteraciones de planos de corte: Nodo raiz:20 Otros nodos:3

= Skip factor: 1
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Seleccion de variable de Branching: VB2

Estrategia de recorrido: O2 + Profundidad

Planos de corte: Cliqgue + Anula Color + Camino Multicolor

Mdzima cantidad de cortes por iteracién: 300 + 100 + 300
s Tiempo limite: 2hs

Experimentamos con grafos generados al azar y la libreria de instancias DIMACS. Los grafos gene-
rados al azar estdn presentes en todos los trabajos de la literatura sobre algoritmos para el problema
de coloreo de grafos. La experiencia reportada sobre ellos los caracteriza como los grafos més dificiles
de colorear. En general, si se trata de un algoritmo exacto, se limitan a instancias menores a 70
vértices acentudndose la dificultad en el caso de grafos de densidad media. Compartimos esta
apreciacioén, aunque pudimos trabajar con grafos de hasta 90 vértices.

1 G(80,40) G(70,50) G(75,50) G(70,70) G(75,70) |
DSATUR BC-Col DSATUR BC-Col DSATUR BC-Col DSATUR BC-Col DSATUR BC-Col
939 343 560 440 2135 247 85 597
sesee 383s 1814 742 6027 1631 767 65 2978
4209 1291 125 94 866 5754 2197 449 1778
216 192 481 91 seoee 6393 1559 511 2058
soeee 698 1023 302 2037 3545 1010 362 1389 545
6447 2308 72 336 $80 3294 eeeee 674 1443 576
720 347 383 205 5825 4414 290 k1Y 2087
g 4953 767 203 5655 141 1208 238 1933
195 206 4065 950 995 994 286 57 1914
seve 2015 268 213 2181 429 1057 186 5975 amens

G(125,10) G(89,20) G(80,30) G(80,90) G(90 Sogwr
DSATUR BC-Col DSATUR | BC-Col DSATUR | BC-Col DSATUR BC-Col DSATUR

48 221 2 40 308 228 30 10 24 S

5240 2767 1 19 12 99 14 6 4043 2146
1 86 3 66 152 177 284 50 162 69

61 43 18 51 3778 1187 11 2 somne aname

30 64 8 44 15 as 1173 2764 sonne smene
4081 830 6 56 101 337 60 13 sonse 5496

120 685 2 70 588 135 6291 1114 senee 395
2199 1280 1 57 152 153 353 70 1174 284

411 180 5 11 8 106 emeee 1840 3890 1065

4 63 4 63 182 128 540 160 somme 3307

Tabla 7.11: BC-Col en Grafos al Azar

Los resultados muestran que, en general, los grafos al azar de densidad baja (menor al 30 %)
se resuelven més rdpidamente con un esquema de enumeracién completa. Esto no sélo se debe a
la buena performance de DSATUR, sino también al bajo impacto que tienen los planos de corte
en BC-Col. Ya hemos visto el rol fundamental de los cortes Clique para el mejoramiento de la
cota inferior. En grafos al azar de baja densidad, el impacto en la evolucién de la cota dismi-
nuye por varias razones: las cotas inferior y superior iniciales no tienen una marcada diferencia,
las cliques no son de gran tamafio y & difiere poco de x(G). Esto trae como consecuencia que el
proceso de Bound no sea tan efectivo y el 4rbol de biisqueda no pueda ser podado significativamente.

Los grafos de media densidad (entre el 30% y 70 %) son los més dificiles para DSATUR. En
estos grafos se presentan mayores diferencias entre las cotas iniciales y entre x(G) y @. La bisqueda
en el arbol de enumeracién es mas exhaustiva y el nimero de subproblemas explorados aumenta ex-
ponencialmente. Con esta densidad, instancias que no pueden ser resueltas dentro del tiempo limite
de 2hs, surgen en grafos de apenas 70 vértices. Esta medida nos da una clara idea de la dificultad de



120 Experiencia Computacional

esta clase de grafos. Por el contrario, BC-Col muestra muy buena performance, pudiendo resolver

instancias que con DSATUR no fue posible. Esta situacién es mds frecuente a medida que aumenta
la densidad del grafo.

Los grafos de alta densidad (mads de 70 %) son los que muestran un comportamiento més erratico,
encontrandose instancias que se resuelven en pocos segundos y otras que superan las 2hs. No encon-

tramos una explicacién convincente de este fendmeno. La performance de BC-Col fue muy buena,
incluso resolviendo instancias a nivel del nodo raiz.

A modo de resumen, en la Tabla 7.12 mostramos el tiempo promedio sobre las instancias
resueltas por los dos algoritmos y el porcentaje de instancias que superaron las 2hs de CPU para
cada uno de los algorimtos. Cabe destacar el bajo porcentaje de instancias no resueltas por BC-Col
comparado con DSATUR y la buena performance refiejada en los tiempos promedio.

G(80,40) | G(70,50) | G(75,50) ] G(70,70) | G(75,70)
Tiempo Promedio
DSATUR | BC-Col | DSATUR | BC-Col | DSATUR | BC-Col | DSATUR | BC-Col | DSATUR | BC-Col

2121 866 956 348 2734 2926 958 221 3437 1357
Porcentaje de instancias no resueltas
40 | 0 | 0 1 o | 10 | o | 10 [ 0 [ 40 | 10
G(125,10) | G(80,20) | G(80,30) | G(80,90) | G(90,90)

Tiempo Promedio
DSATUR | BC-Col | DSATUR | BC-Col | DSATUR | BC-Col | DSATUR | BC-Col | DSATUR | BC-Col

606 1220 7 48 530 264 973 465 1859 714
Porcentaje de instancias no resueltas
0 | 0 | 0 | 0 | O 1 o | 10 | 0 | 50 | 20

Tabla 7.12: Tiempos Promedio sobre Grafos al Azar

DIMACS es un centro de investigacién producto de la colaboracién de Rutgers University,
Princeton University, AT&T Labs Research, Bell Labs and NEC Research Institute. Entre sus
objetivos se encuentra fomentar el andlisis experimental de algoritmos. En particular, en 1993,
se realiz6 un encuentro-desafio sobre algoritmos para el problema de cligue mdzxima, coloreo y
satisfactibilidad [29). Con este propésito, se reunié una coleccién de instancias de prueba prove-
nientes de diversas fuentes. En el reciente 2002 Computational Symposium: Graph Coloring and
its Generalizations, este conjunto de instancias se actualizé y se usé para la comparacién de los
distintos algoritmos. En dicho congreso presentamos parcialmente los resultados computacionales
de nuestro algoritmo, siendo éstos muy competitivos [64].

Dividimos nuestra presentacién en dos grupos. La Tabla 7.13 corresponde a las instancias que
pudieron ser resueltas dentro del limite de 2 horas de CPU. Las primeras 10 se resolvieron en el no-
do rafz, sin necesidad de ingresar en un proceso de Branching. El resto de las instancias requirié de
una exploracién del drbol. La Tabla 7.14 corresponde a instancias en las que no pudo alcanzarse
la optimalidad dentro de las 2 horas de CPU. En estos casos, reportamos la mejor cota inferior y
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superior obtenida dentro de ese tiempo por cada uno de los algoritmos.

Los grafos sobre los cuales BC-Col no pudo obtener ningin resultado tienen alguna de las
siguientes propiedades:

= Grafos al azar con més de 500 vértices: Son instancias muy dificiles de resolver y que presen-
taron problemas de memoria. Estan pensadas para experimentar con heuristicas.

= Grafos con mas de 1000 vértices: para experimentacién con heuristicas.

= Grafos Reina: son grafos muy regulares de densidad media (ver referencia en Tabla 7.2. No

hemos encontrado en la literatura algoritmos exactos que resuelvan el problema para més de
80 vértices .

Problema n m ncli [ x | x | BC-Col | DSATUR
DSJC125.1 125 | 736 4 5|5 2.00 0.10
fpsol2..1 496 | 11654 | 55 |65 |65 29.00 0.30
fpsol2.i.2 4511 8691 | 29 (30|30 9.00 0.20
fpsol2._3 425 | 8688 | 29 [30{30) 9.00 0.20
miles1000 128 | 3216 | 41 |42 |42 | 0.02 0.10
miles1500 128 | 5198 71 [ 73|73 0.14 0.10
ash331GPIA | 662 | 4185 3 4 | 4 | 27190 1.70
3-Fulllns_3 80 | 346 5 6 | 6 1.00 HEEER
4-Fulllns_3 114 | 541 6 717 3.00 RhEEK
5-Fulllns_3 154 | 792 7 818 3.00 *HAAE
mug88._1 88 146 3 4 | 4 | 485.00 Horkkx
mug88.25 88 | 146 3 4 | 4 | 1690.0 kAR
mugl00._1 100 | 166 3 4 | 4| 4029.0 RxX
mugl00.25 100 | 166 3 4 | 4 | 5498.0 okkokk
3-Insertions.3 | 56 | 110 2 4 | 4 10.00 12.70
1-Fulllns_4 93 | 593 3 515 | 703.00 rkkE
2-Fulllns_3 52 | 201 4 515 3.00 2558
queen8_8 64 728 8 101 9 96.00 46.00

Tabla 7.13: Instancias DIMACS: Solucién Optima



122 Experiencia Computacional

Problema n m ncli | X | x BC-Col DSATUR
Inf | Super | Inf | Super
DSJC125.5 125 3891 9 20| 7 {13 20 9 19
DSJC125.9 125 6961 32 |47 | 7 | 42 47 29 45
DSJC250_1 250 3218 4 91715 9 4 9
DSJC250.5 250 | 15668 11 (36| 7 | 13 36 9 35
DSJC250.9 250 | 27897 | 38 (88| ? | 47 88 34 85
DSJR500_1¢ 500 | 121275 | 72 | 87| 7 | 76 88 70 88
queen9_9 81 2112 9 11110 9 10 9 10
myciel6 95 755 2 71715 7 2 7
myciel7 191 2360 2 8|85 8 2 8
1-Insertions.5 | 202 1227 2 617 4 6 2 6
1-Insertions.6 } 607 6337 2 7171 4 7 2 7
2-Insertions.4 | 149 541 2 5171 4 5 2 S
2-Insertions_5 | 597 3936 2 6 |7 3 6 2 6
3-Insertions_4 | 281 1046 2 51713 5 2 5
3-Insertions.5 | 1406 | 9695 2 6713 6 2 6
4-Insertions.3 | 79 156 2 4 141 3 4 2 4
4-Insertions.4 | 475 1795 2 5171 3 5 2 5
1-Fulllns_5 282 3247 3 6|74 4 6 3 6
2-Fulllns 4 212 1621 4 6|7] 5 6 4 6
2-Fulllns_5 852 | 12201 4 717?715 7 4 7
3-Fulllns_4 405 3524 5 717416 7 5 7
3-Fulllns_5 2030 | 33751 5 8?76 8 5 8
4-Fulllns_4 690 6650 6 8177 8 6 8

Tabla 7.14: Instancias DIMACS: Mejoramiento de Cotas

En este Capitulo hemos presentado nuestra experiencia computacional con BC-Col que de-
muestra su efectividad tanto en grafos generados al azar como en instancias provenientes de apli-
caciones de la vida real. La mayoria de los algoritmos usados para el problema de coloreo de grafos
son procedimientos heuristicos. Estos brindan cotas superiores del niimero cromatico. La cota in-
ferior que suele considerarse es el tamano de una cligue maximal. En muchos casos, la diferencia
entre las cotas es grande y no sirve como criterio para saber si la heuristica es buena. BC-Col es
un algoritmo exacto que mejora las cotas inferior y superior iniciales. De esta manera, aunque no
alcance la optimalidad dentro de un tiempo limite permite reducir el intervalo donde se encuentra
el valor dptimo. Esto da una herramienta mas eficiente para medir la calidad de la cotas.



Capitulo 8

Conclusiones

En esta tesis abordamos la resolucién del problema de coloreo de grafos utilizando modelos de
programacioén lineal entera binaria. Nuestro principal objetivo fue superar una importante dificul-

tad que tiene este tipo de enfoque para muchos problemas combinatorios: la simetria en el conjunto
de soluciones factibles.

Debido a la indistinguibilidad de los colores, hay un gran nimero de coloreos del grafo que son
equivalentes o simétricos, es decir utilizan la misma cantidad de colores. Si todos estos coloreos
se encuentran representados en el conjunto de soluciones factibles del modelo de programacién
lineal entera, esta simetria se traslada al modelo. Esta propiedad influye negativamente en la per-
formance de la principal herramienta para resolver estos modelos: los algoritmos Branch-and-Cut.
Con el propdsito de mejorar esta situacién trabajamos en varios puntos: modelaje, estudio poliedral
y desarrollo de un algoritmo Branch-and-Cut que denominamos BC-Col.

Propusimos nuevos modelos que, con distintos criterios, eliminan parcialmente soluciones simétri-
cas. Analizamos sus ventajas y desventajas tanto desde un punto de vista poliedral como algoritmi-
co. De los tres modelos propuestos en esta tesis, uno de ellos resulté ser el mas conveniente para
realizar un estudio poliedral. Los otros dos modelos tienen asociados poliedros muy complejos que
dependen de algunas propiedades del grafo que hacen muy dificil su caracterizacién. Gran parte de
este trabajo estuvo abocado a realizar este estudio. Encontramos varias familias de desigualdades
véalidas que bajo ciertas condiciones definen facetas del poliedro. Claramente no hemos logrado una
caracterizacién completa. Debido a la complejidad del problema, lejos estaba éste de ser nuestro
objetivo.

Una de las desigualdades obtenidas que tiene un rol fundamental desde el punto de vista al-
goritmico es la desigualdad Cligue. Estas desigualdades son vélidas para todos los poliedros, incluso
para el asociado al modelo clasico. Esto nos permitié comparar las relajaciones lineales usando un
algoritmo de planos de corte. La evolucién de la cota inferior en los nuevos modelos es mejor y mas
répida.

La segunda parte del trabajo estuvo centrada en el desarrollo del algoritmo BC-Col. Es un
algoritmo Branch-and-Cut en el que tuvimos en cuenta factores que consideramos esenciales para

123
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una buena performance.

= Una etapa inicial de preprocesamiento que reduce el niimero de vértices del grafo, permitiendo
resolver grafos de mayor tamafio.

= Heuristicas iniciales para el cdlculo de cotas inferiores y superiores que reducen el espacio de
bisqueda y la cantidad de variables y restricciones del modelo.

= Disminucién de la cantidad de restricciones de la relajacién lineal, reeemplazando las de-
sigualdades de adyacencia por una versién relajada de las desigualdades de Vecindad. De esta
manera se reducen los tiempos de resolucién de las relajaciones en cada nodo del arbol.

= Procedimientos de separacién répidos y eficientes para varias de las familias de desigualdades
vélidas obtenidas de nuestro estudio poliedral.

= Estrategias de seleccién de variable de branching y recorrido del 4rbol que guian la biisqueda
evitando explorar sobre soluciones simétricas.

Para cada uno de estos factores consideramos distintas alternativas. Mediante la experimentacién
con grafos generados al azar y de la recopilacién de instancias DIMACS, buscamos identificar aque-
llas alternativas que brindan la mejor performance. En algunos casos surgié claramente cual es la
mejor opcién. En otros, no pudimos llegar a una conclusién determinante. Esta situacién es com-
prensible por la diversidad de estructuras que tienen los grafos. Ciertas propiedades del grafo fa-
vorecen la buena performance del algoritmo y otras lo dificultan. Las desigualdades véalidas surgidas
del estudio poliedral constituyen un factor decisivo en la performance del algoritmo implementado.
La incorporacién de las mismas en la etapa de cutting permite mejorar sustancialmente el valor
de la cota inferior y reducir el tamano del arbol de buisqueda. La comparacién que hicimos en el
Capitulo 7 con Branch-and-Bound da muestras més que evidentes de esta afirmacién donde obser-
vamos una reduccién notable en los tiempos de ejecucién. Las estrategias propuestas para seleccién
de variable de Branching y recorrido son claves para la generacién de un arbol de menor tamaio.
La experimentacién con los criterios clasicos de dicotomia mostraron muy mala performance.

BC-Col es un algoritmo exacto que tiene la caracteristica de ir mejorando las cotas inferior y
superior durante el tiempo de ejecucion. De esta manera, ain en el caso que no logremos alcanzar
el 6ptimo dentro del tiempo limite establecido, tenemos un intervalo donde tenemos garantia que
se encuentra el nimero cromaético. Esto es muy importante para evaluar la calidad de una solucién
obtenida por uan heuristica.

Nuestro trabajo sobre el estudio poliedral y el algoritmo BC-Col deja espacio para futuros
estudios:

= Usando ZeroOne [59], un programa que enumera las soluciones 0-1 de un poliedro y PORTA
[15), un programa que calcula la cdpsula convexa de un conjunto de puntos de coordenadas
0-1, hemos obtenido la caracterizacién completa del poliedro para grafos muy pequenos. Los
resultados nos confirman que ain hay muchas familias de facetas para estudiar. También
hemos encontrado instancias para las cuales la descripcién con una o varias de las desigual-
dades obtenidas es completa. Queda abierta la identificacién de familias de grafos con esta
propiedad.
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= Nuestro anélisis del algoritmo evidencia el rol fundamental de los planos de corte. El desarrollo
de algoritmos de separacién para otras desigualdades 6 incluso mejorar los propuestos puede
lograr una mejor performance de BC-Col.

= En nuestra experimentacién hemos encontrado instancias mas dificiles de colorear que otras.
i Qué es lo que provoca la marcada diferencia de performance de BC-Col entre una instancia
y otra? ;Por qué los grafos generados al azar son tan dificiles? y los Reina? Seria muy util
entender las causas de las dificultades para mejorar el algoritmo.

= Los modelos de programacién lineal entera y el estudio poliedral de esta tesis pueden servir
como base para problemas de coloreo generalizado. En [62] definimos el problema de k-i
coloreo de grafos. Un k — icoloreo asigna a cada vértice del grafo k colores de manera tal que
no comparte mas de i colores con cada uno de sus vértices adyacentes. El problema de k-i
coloreo es determinar la minima cantidad de colores necesarias para un k-i colorear un grafo.
En [62] presentamos algunas propiedades tedricas del problema y un modelo de programacién
entera. No hay en la literatura un estudio poliedral del modelo y tampoco existe un algoritmo
Branch-and-Cut para resolverlo. Consideramos que los resultados de esta tesis facilitardn el
estudio del problema y el desarrollo e implementacién de un algoritmo.

El problema de coloreo de grafos ha sido tratado por muchos investigadores y dia a dia aparecen
nuevos resultados que aumentan el conocimiento del problema. Esperamos haber contribuido a
despertar el interés para trabajar en este drea y estimular la discusién de las lineas de investigacién
presentes y futuras.
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