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Capitulo 1

Introduccion

En los dltimos 15 afios la transformada wavelet - ondelette, ondicula, ondita - ha adquirido gran im-
portancia, y es actualmente objeto numerosas investigaciones. Como herramienta en el procesamiento
de imégenes, las wavelets tienen aplicaciones en la compresién de im4genes — son la base del standard
JPEG2000 para imégenes, y el FBI usa wavelets para comprimir su base de huellas digitales —, asf como
en la eliminacién de ruido, el anélisis de texturas, el reconocimiento de patrones, etc. También se uti-
liza esta transformada en la resolucién de ecuaciones en derivadas parciales, y de ecuaciones integrales.
Esta herramienta tiene un marco teérico complejo, el cual brinda una mayor comprensién del andlisis de
multirresolucién de una sefial, permite caracterizar a las funciones aproximables por wavelets, y permite
estimar la continuidad de las diversas wavelets propuestas. Para dar una idea del grado de dificultad
que puede aparecer, mencionemos, por ejemplo, que el problema de probar que una wavelet es Holder
continua est vinculado al problema de probar que el radio espectral conjunto de un nimero finito de
matrices es menor que uno, y éste es un problema no decidible.

Las wavelets son bases de funciones que tienen buena localizacién tiempo—frecuencia. En una dimen-
sién son dilataciones (cambios de escala en potencias de 2) y traslaciones enteras de una misma funcién
wavelet ¥(z). Las traslaciones de una versién dilatada de la wavelet generan un subespacio de detalle de
una resolucién determinada (en lo que sigue D = 2):

W; = gen{¥(DJi z — k)}x.

Representando una sefial en estas bases, se obtiene una descomposicién de la sefial en una suma de
detalles de diferente resolucién, mis una aproximacién burda de la seiial. La teoria de las wavelets
unidimensionales ha sido muy estudiada, y hoy dia es bien comprendida. En cambio no sucede lo mismo
con diversas generalizaciones de esta transformada, entre ellas las wavelets bidimensionales no separables,
y las multiwavelets.

Una wavelet estd asociada a una funcién de escala ®(z), las cual verifica una ecuacién de dilatacién
o refinamiento

N
&(z) =Y _ hi &(Dz - k).
k=0
Las traslaciones de una versién dilatada de $(z) generan un subespacio de aproximacién de una resolucién
determinada:

V; = gen{@(D7 z — B}

A su vez, la wavelet se puede escribir en términos de la funcién de escala

U(z) =) gr ®(Dz —k).
k
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En el caso unidimensional el factor D = 2, y k representa a valores enteros. Los valores hi son los
coeficientes de la funcién de escala, y los valores gx son los coeficientes de la wavelet.

La transformada wavelet se puede calcular rdpidamente mediante la convolucién de la sefial con dos
filtros, un filtro pasa-bajos y el otro pasa-altos; ambas operaciones son seguidas de una decimacién de a
2. En el caso ortogonal el filtro pasa-bajos es [hn, hn_1,- .. ho), y €l filtro pasa-altos es [gn, gnN—1, - - - go]-

Para procesar una imagen, en general se aplica la transformada wavelet separable. Esta transformada
bidimensional es f4cil de implementar — se aplica la transformada wavelet de una dimensién por filas y
luego por columnas- y hereda las propiedades de la transformada en una dimensién. Pero la transformada,
separable origina detalles en las direcciones horizontal y vertical, lo cual no corresponde a nuestro sistema
de visién, y puede generar distorsiones en estas direcciones si se comprime la imagen. Una solucién mé4s
general es hallar wavelets bidimensionales no separables. En este caso los filtros son bidimensionales, y
D es una matriz que dilata todo el plano. Dos elecciones posibles para D son matrices de 2 x 2 que
producen una decimacién en diagonal o al tresbolillo (quincunx, quinconce), como si se eliminaran todas
las casillas negras de un tablero de ajedrez.

Otra generalizacién de la teoria consiste en tomar las traslaciones de versiones dilatadas de » funciones
®,,.. ®, (en vez de una sola) para generar los subespacios de aproximacién: estas son las multifunciones de
escala, y asociadas a ellas est4n las multiwavelets (multionditas) que constan de r(|D|— 1) wavelets. Estas
pueden verificar propiedades que no pueden cumplir simultdneamente las wavelets tradicionales, como por
ejemplo: soporte compacto, simetria y ortogonalidad. En el caso de las multiwavelets unidimensionales,
D = 2 y los coeficientes hy son matrices de » x . Sin embargo, el procesamiento de im4genes con estas
multiwavelets en forma separable da como resultado muchas subimégenes, cuyo significado no es intuitivo
y es, en cambio, bastante complejo.

Con el objetivo de unir ambos adelantos, en esta tesis se han construido ejemplos de multiwavelets
bidimensionales no separables. Est4n asociadas a alguna de 2 matrices de dilatacién, que producen
una decimacién en diagonal (quincunx). Hasta ahora no se conocian construcciones de multiwavelets
bidimensionales no separables. Su construccién y su andlisis han permitido comprender mejor la teoria
de las wavelets en general. Las multiwavelets construidas verifican diferentes propiedades importantes.
La ortogonalidad asegura la estabilidad frente a errores de cuantizacién en la compresién de imégenes. El
soporte compacto da una buena localizacién espacial de la base, deseable en el tratamiento de imégenes.
La continuidad es esencial para poder representar sefiales suaves, y provee mejores resultados en la
magnificacién o interpolacién de una imagen. La aproximacién polinomial de la multifuncién de escala
proporciona una mayor compresién de las zonas de una imagen que tienen variaciones continuas de color.
Se extendié la definicién de balanceo para este tipo de wavelets, tomando en cuenta el submuestreo: el
balanceo de orden 1 evita tener que prefiltrar la imagen; el de orden 2 est4 vinculado a la preservacién
de planos cuando se realiza la transformada. Se cumplen, adem4s, diversas condiciones sobre los filtros
que dan una buena localizacién en las frecuencias. Para éstas multiwavelets, la interpretacién visual de
la transformada es sencilla. Se desarroll6 la teoria para estas multiwavelets. Se analizaron las relaciones
existentes entre un conjunto de propiedades, que en el caso de las wavelets de una dimensién son todas
equivalentes entre sf, y que no lo son en el caso de las multiwavelets no separables; siendo algunas
propiedades mutuamente excluyentes, como el balanceo de orden 2 y la condicién sobre el filtro polifase
VF(-1,-1) = 0. Se elabor6 el cédigo de paquetes de rutinas para calcular la transformada multiwavelet
no separable a imédgenes. Se escribieron programas para calcular en forma aproximada el radio espectral
conjunto ( por medio de una cota inferior), en orden a estimar el exponente Holder de continuidad de
las funciones construidas, y para determinar si el radio espectral conjunto es menor que 1 - problema
NP-hard -, y asi probar la continuidad de estas funciones. Finalmente se analizé el desempefio de
las multiwavelets construidas en algunos problemas de magnificacién de imégenes, de compresién de
im4genes, de deteccién de bordes y de eliminacién de ruido, observdndose ventajas con respecto a las
wavelets tradicionales.

En el capitulo 2 se realiza un breve repaso de la teoria de las wavelets en una dimensién. Se presentan
las férmulas para la transformada y antitransformada wavelet de sefiales ( andlisis y sfntesis ), y las



férmulas equivalentes que se obtienen de la descomposicién de los filtros y de la sefial en distintas fases.
Se dan ejemplos de funciones de escala y su wavelet asociada, y se analizan diferentes propiedades de
las wavelets, tales como su ortogonalidad, y el orden aproximacién polinomial, y se estudia como las
propiedades de las wavelets se traducen en condiciones sobre los coeficientes de las wavelets. Finalmente,
se calcula en forma aproximada el radio espectral conjunto de dos matrices Tp y T1 en orden a estimar
el exponente de continuidad Holder de las funciones. Se ilustra la transformada wavelet con ejemplos
propios —figuras 2.6, 2.7, 2.8-, se explica en detalle el algoritmo utilizado para graficar las funciones de
escala y las wavelets. Asimismo, se presenta en forma detallada la transformada wavelet separable. La
secccién 2.9.2 es original y relata la historia de la compresién de imégenes.

En el capitulo 3, se da una introduccién a las wavelets bidimensionales no separables. Se siguen los
lineamientos del capftulo anterior para este tipo de wavelets: primero se repasa la teoria, se analizan
las posibles matrices de dilatacién, y se dan las férmulas para el anélisis y la sintesis de imagenes. Los
ejemplos de la transformada wavelet de imé4genes, al igual que los graficos de las funciones de escala
y las estimaciones del radio espectral conjunto, fueron realizados con programas propios. Son aportes
originales de este trabajo el teorema 3.2 y la seccién 3.8.

En el capitulo 4 se presenta la teoria de las multiwavelets en una dimensién, las férmulas para la
transformada multiwavelet de sefiales, y la separacién de la sefial en 2 sefiales de entrada; se dan ejemplos
de multifunciones de escala y de las multiwavelets asociadas; se analizan las diferentes propiedades de las
multiwavelets - ortogonalidad, aproximacién polinomial, balanceo- y como éstas se traducen en condi-
ciones sobre los coeficientes de las multiwavelets. Son aportes originales de esta tesis la seccién 4.4.6, y
los lemas 4.6, 4.7, 4.8 y 4.9.

Los capitulos subsiguientes, consagrados a la teoria y a la construccién de multiwavelets bidimen-
sionales no separables, constituyen el grueso del aporte de este trabajo. En el capitulo 5 se analizan las
férmulas para la transformada multiwavelet de imagenes, la separacién de la imagen en 2 imégenes de
entrada, y tres interpretaciones de la férmula de an4lisis: los coeficientes de aproximacién (o de detalle)
se calculan i) como productos de las matrices—filtro por vectores de 2 coordenadas formados por las 2
im4genes de entrada, ii) como la suma de 2 convoluciones de las im4genes de entrada con filtros bidimen-
sionales seguidas de un submuestreo con D, iii) como una convolucién de la imagen original con un filtro
bidimensional polifase seguida de un submuestreo con D2. Para ilustrar el procesamiento de imé4genes
con estas transformadas, se realizaron programas a tal efecto, en los cuales se utilizaron los ejemplos de
las multifunciones de escala y las multiwavelets halladas en este trabajo.

En el capitulo 6 se analizan las diferentes propiedades de las multiwavelets — ortogonalidad, aproxi-
macién polinomial, balanceo, y localizacién en las frecuencias— y como éstas se traducen en condiciones
sobre los coeficientes de las multiwavelets. Se estudia de qué manera se vinculan estas condiciones entre
si. Se utilizan estas tltimas para construir ejemplos de multifunciones de escala no separables y su mul-
tiwavelet asociada, por medio de rutinas de optimizacién numérica, lo cual se detalla en el capitulo 7.
Allf también se explica como se grafican los ejemplos hallados.

En el capitulo 8 se trata el tema de estimar la regularidad de las multifunciones de escala y de las
multiwavelets construidas, calculando aproximativamente su exponente de continuidad Hoélder. Para ello
se estudia la forma matricial de la ecuacién de dilatacién, y se estima el radio espectral conjunto de las
2 matrices Ty y Ti. Estas matrices dependen de la manera que se efecttia el cubrimiento del plano por
medio del conjunto elemental asociado a la matriz de dilatacién. Por dltimo, se ejecuta un programa
basado en un algoritmo para determinar si el radio espectral conjunto es menor que 1, y asi poder afirmar
la continuidad de las funciones calculadas.

En el capitulo 9 se analiza el desempefio de las multiwavelets halladas en diversas aplicaciones, tales
como: compresién, interpolacién de imdigenes, eliminacién de ruido, y deteccién de bordes.

Finalmente, se presentan las conclusiones de la tesis y se discuten las posibilidades de trabajos futuros
en el capitulo 10.
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Capitulo 2

Wavelets en una dimension

2.1 Introduccion

En este capitulo se presenta brevemente la teoria de las wavelets en una dimensién. Se explica como
se procede para el procesamiento de sefiales, y se exhiben ejemplos ilustrativos. Se listan las diferentes
propiedades de las wavelets - ortogonalidad, soporte compacto, aproximacién polinomial, se analiza como
estas propiedades se traducen en propiedades de los coeficientes de las wavelets, y se exponen las relaciones
entre diferentes propiedades.

Se dan ejemplos de funciones de escala y su wavelet asociada, se explica con detalle el algoritmo
cascada que permite graficarlas, y controla que sea continua calculando el radio espectral conjunto de 2
matrices Tg y T;. De este ltimo se obtiene el exponente de Hélder.

Finalmente se muestra como se procede - el método separable — para transformar imégenes con estas
wavelets, y los pasos siguientes para lograr la compresién de las mismas.

Para profundizar sobre el tema, se pueden consultar los libros (1], [2], y [3].

2.2 Definiciones y notacién

¢ El espacio de funciones absolutamente integrables es

L'R) = {f: % > R tal que / If(z)] dz < oo}.

o El espacio de funciones de cuadrado integrable es
oo
LY(®) = {f ‘R - R tal que / [f(2)]? dz < oo}.
-0

En este espacio se identifican dos funciones que difieren sobre un conjunto de medida nula.

e Dadas f(z) y g(z) que pertenecen a L2(R), se define su producto escalar como
[= 2]
<fg>= [ f@9@)z.
—00

11



12 CAPITULO 2. WAVELETS EN 1D

Dos funciones f,g € L2(R) son ortogonales si

/f@dﬂa=u

Si f € L%(R) entonces

Iflly = V< f, f>.

Las sefiales de energfa finita forman [?(Z) = {{ fn} tal que Y f2 < oo} .
n

Si {fa} € 1*(Z), se define su norma ||f|l, = 72

n

Dada f € L!(R), se define su transformada Fourier como

f:®ocC

ﬂm=/ﬂ@wwu.

Esta definicién se extiende a funciones f € L%(R).

¢ Dado un filtro f , su transformada Z F : C — C se define como

F(z)=)_ faz™*

kez

e Dado un filtro f , su respuesta en frecuencias, o transformada Fourier discreta en el tiempo,se
define como

F:[-ma]=C

Fw) =Y fre .

k€eZ

Nota 2.1. F(w) = F(ev).
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¢ Dado un filtro f, se define el simbolo

e Dado un filtro h , se define k' como el reverso de h:
''—h
k= hx.

Su transformadaZ es

Y o hz k= hat = F(z7),
3

k
y su respuesta en frecuencias es

Z hie vk = H(-w).
k

e Convolucién o filtrado:

y=zxh<=y =Y zrjh;
7

Nota 2.2. Si y = z * h, entonces ¥ (w) = X(w) H(w), y Y(2) = X(2) H(2).

¢ Un filtro h se denomina pasa-bajos ideal si

2 [ 1 si 0<|w|<nw/2
H(w)—{ 0 si w/2< |wl<~w

Nota 2.3. Si h es un filtro pasa-bajos ideal, h tiene infinitos términos no nulos. Si y = z * h, entonces

Sl f(w) para 0< |w| <7/2
Y(w) = { 0 para 7/2< |wi<7

?

es decir, b "mata ” las altas frecuencias de z
¢ Un filtro h se denomina pasa-bajos si existen wq, w;,(wo < w,) tales que

~ N 1 para 0 < jw| <wp
H(w)~{ 0 para w < jw|<mw
y entre wo y wi, H (w) cambia de aproximadamente 1 a aproximadamente 0.

¢ Un filtro g se denomina pasa—altos ideal si

A.v_ | O para 0 < |w| < w/2
Glw) = { 1 para m/2< |w[<T7
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Nota 2.4. Si g es un filtro pasa-altos ideal, g tiene infinitos términos no nulos. Y si y = z * g, entonces

?(w):{ 0 para 0 < |w| <w/2

X(w) para 7/2< |w|<w ’

es decir, ¢ "mata ” las bajas frecuencias de z
¢ Un filtro g se denomina pasa—altos si existen wg, wy,(wo < w,) tales que

Ay ) O para 0 < |w| < wp
G(w)~{1 para w; < |w| <™

y entre wp y wi, G (w) cambia de aproximadamente 0 a aproximadamente 1.
¢ Submuestreo o decimacién de a 2 (downsampling):
y=zl2 &  yr=2n.

A la sefial z se le eliminan las componentes pares para formar y, 1a sefial submuestreada.
Nota 2.5. Siy =z | 2, entonces Y (z) = }[X(vz) + X (=V/2)].

e Sobremuestreo:

_ _ | =z si kespar,k=2r
y=z12 & yk_{O si k esimpar

A la sefial = se introducen ceros en todas las posiciones impares.

Nota 2.8. Siy = z 1 2, entonces Y (z) = X(22).

Nota 2.7. Si y = (z } 2) 1 2, entonces Y (z) = 1[X(z) + X (-2)].

o Se dice que un conjunto en R" es compacto si es cerrado y acotado.

o Se llama soporte de una funcién f al menor conjunto cerrado que contiene a todos los z tales que

f(z) #£0.

[~
o Para f € L*>(R) se denomina momento de orden r de f a la expresién [ z7f(z) dz.

—00

[~ o]
Nota 2.8. Si [ z"f(z) dz =0 parar =0,1,..m — 1, se dice que f tiene m momentos nulos.
-0
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o Se dice que f pertenece al espacio de Holder C?, con 0 < 8 < 1 ( 0 que f es Holder continua con
exponente de Holder s ) si

|f(z) - fFW)I < K|z -yl

donde K es una constante. En las condiciones anteriores también se dice que la funcién f es de Lipschitz
con exponente 8.

Para una funcién Hélder continua con exponente s, la diferencia |f(zo + h) — f(z0)| est4 acotada por
|h|® multiplicada por una constante. En la figura 2.1 se graficé la funcién h® (h > 0) para diferentes
valores de s: vemos que cuanto mayor es s, menos pronunciada es la pendiente de h°® en el origen, y por lo
tanto es més suave la funcién f. En cambio, si f es Holder continua con s pequefio, por ejemplo s = 0.1,
en cada punto zg la funcién f puede tener un crecimiento similar al de la curva superior del grafico en el
origen.

o Se dice que f pertenece al espacio de Holder C? con s > 1 ( o que f es Holder contfnua con
exponente de Holder s )sis=m+a, m € N, 0 < a <1, f es m veces diferenciable con continuidad, y
vale

) (z) - f ™) < Kz - yl*

donde K es una constante.

¢ El radio espectral de una matriz es el maximo de todos sus autovalores en valor absoluto

p(4) = max |,

¢ Dada una imagen A de M x N, y una imagen aproximada AdeMxN , se define el error cuadratico
medio (o mean square error) como

1 -~
MSE = 3= EZ(A,-,,- - A ;)
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¢ Dadas dos im4genes A y Z, y MSE el error cuadritico medio entre ambas, se define la razén “pico
de la sefial / ruido” o PSNR (peak signal to noise ratio) como:

2
PSNR = 10log [%J dB

que est4 en escala logaritmica. Cuando el error cuadritico medio decrece, aumenta el PSNR.

2.3 Analisis de multirresoluciéon en una dimension :

Un anélisis de multirresolucién consiste en una secuencia de subespacios anidados
.CVCcVo,cVhcViC..

cuya unién es densa en L2(R) y cuya intersecci6n es la funcién nula.

El subespacio Vp es generado por las traslaciones enteras de una funcién ®(z), lamada funcidn de
escala, y los demds subespacios V; son generados por las traslaciones enteras de una versién dilatada o
contraida de la misma ®(z).

V; = gen{®(% z - k)}x

De la inclusién Vo C Vi se deduce que ®(z), que es base de V;, debe poder expresarse como combi-
nacién de las bases de V;. Entonces deben existir constantes hy tal que

N
B(z)=> hx ®(2z—k). (2.1)
k=0

La ecuacién 2.1 es llamada ecuacién de dilatacién o de refinamiento.
Consideramos los casos en que el conjunto

{2(z - k)
es ortonormal. Para cada entero j , W; es el complemento ortogonal de V; en Vjy,:
Virr =V; 0 W;.

Los subespacios W; son generados por las traslaciones enteras de versiones dilatadas de una funcién ¥(z)
llamada wavelet (ondelette, ondita, ondicula):

W; = gen{¥(2/ z —k)}s.

De la inclusién Wy C V) se deduce que ¥(z), que es base de Wy, debe poder expresarse como combinacién
de las bases de V;. Entonces deben existir constantes g; tal que

Uz)=) g ®(2z—k). (2.2)
k

conocida como ecuacién de la wavelet. Una vez conocidos los coeficientes k. de la funcién de escala &(z),
la wavelet asociada ¥(z) se puede hallar directamente, es decir se pueden calcular los coeficientes gx de
la ecuacién de la wavelet como

g = (-1)¥ hy_s. (2.3)
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Figura 2.2: Haar: & funcién de escala, y ¥ wavelet.

Los coeficientes hj determinan la funcién de escala, salvo multiplicaciones por constantes. En general
no se tiene una forma analitica para ®(z), solo se conocen sus coeficientes: con ellos se puede obtener un
gréfico la funcién de escala. En las figuras 2.2, 2.3 y 2.4 se observan ejemplos de funciones de escala y su
wavelet asociada: de Haar (figura 2.2) y de Daubechies 4, llamada asi porque tiene 4 coeficientes hx en
la ecuacién de dilatacién (figura 2.3), y Symmlet 8 (figura 2.4), de 8 coeficientes.

En la figura 2.5 se observan varias funciones ¥(2/ z — k). - de la wavelet Symmlet 8- con diferentes
escalas y traslaciones enteras, que son bases de los subespacios W;.

Nota 2.9. Siuna funcién de escala ®(z) verifica la ecuacién de dilatacién 2.1, (se dice que ®(z) es solucién
de la ecuacién 2.1) entonces cualquier miltiplo de ®(z) también verifica la ecuacién. Se normaliza la
[~
solucién agregando la condicién [ $(z) dz = 1.
—oo
Nota 2.10. En este trabajo nos ocupamos exclusivamente de wavelets ortogonales; sin embargo, existe
otro tipo de wavelets, las biortogonales.

2.4 Procesamiento de senales

En aplicaciones practicas tales como el procesamiento de seiiales, el espacio V, representa a la funcién
fo(z) asociada a la sefial original en su nivel de resolucién m4s alto. Las sucesivas proyecciones f_,(z),
f-2(z),.. de fo(z) sobre los subespacios V_;, V_3, son representaciones de fo(z) de una resolucién cada
vez menor, mientras que los detalles o diferencias de una proyeccién a la siguiente son capturados por los
espacios W; , en la componente 7;(z) Asf la funcién asociada a la sefial original se descompone en una
aproximacién burda de la misma y la suma de todos los componentes de detalle r; en distintas escalas.

Llamamos ¢ a la sefial original, y fo(z) es su funcién asociada, fo € Vp. Si se descompone a fo(z)
en la suma de sus proyecciones sobre V_, y W_,, se tiene

folz) =Y V%(z — k)

kez

= fo1(z) +r_1 (2)

_ -1 201 -n1 -1
=Y V=@ -k)+ Y d TV T2z - k).
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A

Figura 2.3: Daubechies 4: &(z) : funcion de escala, y ¥(z) : wavelet

Ay

Figura 2.4: Symmlet 8: funci6n de escala y wavelet.
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-—

-—
-

-—

-—

Figura 2.5: Varias escalas y traslaciones de la Symmlet 8

La funcién f_;(z) € V_, es una versién m4s suave de la funcién original, tiene menor resolucién, y
sus coeficientes cf,'l) son llamados coeficientes de aprozimacidn. La funcién r_,(z) € W_, contiene los

detalles de fo(z) que son omitidos en f_, (z), y sus coeficientes dﬁ'” son llamados coeficientes de detalle.
En general se tiene

-1
f=fo=fa+rai=fao+tret+ra=..=fr+ E Ty

j=—-L+1
L — ]
f@ =3 e i@+ > Y dTu(a), (2.4)
;k j=—-L k
f—L(JGV—L ri (z)EW;

donde
Bjk(z) =212 B2 z-k) ;Tu(z) =22 U z-k).

Los coeficientes de aproximacién {cfpj)} son los coeficientes de las proyecciones f;(z) en la base
{®;x(z)}, y los coeficientes de detalle {dﬁ’)} son los coeficientes de las diferencias r;(z) en la base
{‘pjlk(z)}‘

Como ejemplo del procesamiento de una sefial original con la wavelet Symmlet 8, se tienen las figuras
26 a2.7. En 2.6 (a) est4 la funcién fy que corresponde a la sefial original. Luego en el lado izquierdo
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(@

(b) ©

¥
;

Figura 2.6: (a) f(z) = fo(z) (b) f-i1(z) proyeccién de f sobre V_, (c) r—1(z) proyeccién de f sobre
w_,.

de las 3 figuras, se observan las funciones f;, con j = =1, —2, que son versiones cada vez m4s suavizadas
de fo, y que corresponden a sucesivas proyecciones de fq sobre los espacios V;. Y en el lado derecho se
observan las funciones r;, con j = —1, -2, el detalle omitido en f;.

En la figura 2.9 se observa: (a) la funcién fy (b) los coeficientes de la transformada y (c) las com-
ponentes de la transformada wavelet. Al procesar una sefal, lo que se obtiene son los coeficientes de la
sefial en la nueva base.

Los gréaficos de wavelets y el procesamiento de sefiales con wavelets en una dimensién fueron realizados
con el paquete de rutinas Wavelab, de D. Donoho, que puede obtenerse de

http://www-stat.stanford.edu/~ wavelab.

La obtenci6n de los coeficientes de aproximacién {c§¢ l)} y de detalle {df,'l)} a partir de los coeficientes

de la sefial original {cio)} constituye un paso de la transformada wavelet. Una de las ventajas mas
sobresalientes de esta transformada es que es una transformada répida, y se puede demostrar que

(- _ 1 . ©)
o = ﬂ%:h,_z,, ¢ (2.5)
-n_ 1 Q)
dV = ﬁ%:gj_z,, . (2.6)

De la férmulas de an4lisis (2.5) y (2.6) se deduce que los coeficientes de aproximacién c¢{~!) se pueden
expresar como una convolucién de la sefial original ¢(® con el filtro

1 hs ha i ko]

= L.
i =7l
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(a (b)
C)

I

Figura 2.7: (a) f-2(z) (b) r—2(z) (c) f-3(z) (d) r—s3(2)

(0)

e

Figura 2.8: (a) f-4(z) (b) 7-a(z) (c) f-s(2) (d) r—s(z)
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(a)

(b) ()

Figura 2.9: (a) fo(z) (b) por filas: c.(_L), df_l’), df_z), a-v (c) por filas: f_p,7_p,... r—2 ,T—1.

(-1)
C,
B (12——(12] Zh
0 0
Ci) G‘: cs:)

1 dg:_l) 1
14 @—@ 739

Figura 2.10: Esquema de andlisis-sfntesis en dimensién 1
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seguida de un submuestreo, mientras que los coeficientes de detalle d=Y se obtienen de una convolucién
de ¢® con el filtro

T =%[ g9-2 9-1 9 9 ]
seguido de un submuestreo:
Y = (c@) * 7) 12 (2.7)
4V = (c<°> ' f) 12 (2.8)

Esto se indica en el lado izquierdo del esquema (2.10).

Se repite este proceso sobre c{~1), obteniéndose ¢{~2) y d(~?). Se realizan la cantidad deseada de
pasos. Las férmulas 2.7, 2.8, también permiten calcular c( 2 y df:z) a partir de cf, 1), asi como c£ 3)
d‘ 3 a partir de c,, ), etc..

Por ejemplo, si la sefial original {cio)} es de 8 coeficientes, el clculo

[ c(()O) CEO) c_(20) c§0) CEO) cgm ch) &(10) ] -

[cg—l) cg—l) cg—l) cg—l) dg—l) dg—l) dg—l) dg-l)]

constituye un paso de la transformada wavelet. Y, bajando un nivel m4s:

[cg—l) SR 1)]_,[ ) D &) dg—z)]

se tienen 2 pasos de la transformada wavelet (que a también se denomina la transformada wavelet bajando
2 niveles):

[ O O O O O O O (O ] 5

[c‘()-z) cg-z) dg-z) dﬁ'z) d‘(J—l) dﬁ'l) dg—l) dg—l)]

La transformada wavelet es un cambio de base y tiene inversa. Para reconstruir la seial inicial a
partir de los coeficientes c(=1) y d(~1) est4 la férmula de sintesis:

c;‘O) = Z h- -25C; )+ ng 2j d( (2.9)
i€z jez

que corresponde a la parte derecha del esquema (2.10): sobremuestreo, filtrado y suma:

9 = [(c(‘l) 1 2) * %] + [(d(‘l) 1 2) * ‘/Lﬁ] )

En el caso de Haar, el filtro b es

h=lh m]=[11]
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g= [ 1 -1 ] .
En el caso Daubechies 4, el filtro h es:

h= [ ho hi hs hs ] = [ 1+4\/§ 3+4\/§ 3—4\/5 1_4\/5 ]

A partir de h se obiene g (ver 2.3):
9=[9-2 9-1 9% @ ]=[hs —hs b —ho]

y entonces los filtros h' y g’ son:

W=[hs he by ho] v g=[@ 9 921 9g-2]

Nota 2.11. Si se transforma una sefial con las férmulas 2.7 y 2.8, en los bordes se pueden producir
distorsiones, a causa de las convoluciones “truncas”. Para evitar esta situacién, se periodiza la sefial
en forma ciclica antes de transformarla. De igual manera, antes de calcular la transformada inversa
de un vector de coeficientes, se los periodiza en forma ciclica. ( Existe otro tipo de periodizacién, la
periodizacién simétrica, que se puede realizar cuando los filtros son simétricos o antisimétricos. Pero nos
hemos restringido a las wavelets ortogonales, y éstas no pueden tener filtros simétricos, salvo en el caso
de Haar.)

Nota 2.12. Al procesar una sefial se obtienen las proyecciones en los diferentes subespacios V;, W; de
una funcién f(z) asociada a la sefial original . Lo ideal seria que la funcién f(z) fuera tal que sus
muestras coincidieran con la sefial original. En ese caso, la sefial original seria f(zx), y para imciar el

procesamiento de la sefial, habria que calcular cﬁo), los coeficientes de la proyeccién de f(z) en V. Para
ésto existen técnicas de prefiltrado o convolucién inversa, en el caso de splines biortogonales. También

pueden estimarse los c£°) con integracién numérica. M4s adelante se dardn los enunciados de ciertos
teoremas, segin los cuales, bajo ciertas condiciones, si el muestreo es suficientemente fino, entonces

flz) = cfeo).

Nota 2.13. Supongamos que f ~ f; € V;,(J > 1): entonces la funcién estd discretizada con paso
pequefio y pertenece a un subespacio de resolucién més fina. Corresponde entonces tomar como la
proyeccién inicial de f(z) a fy € Vy

Pi(f)@) = fs@) =) & ®su(2),

kez

donde ¢t = &{”)(f) = (f,®44). Con el cambio de variables y = 2’z, definimos g(y) = f(2~'y). Si
ahora proyectamos g(y) sobre V5, se obtiene

Po(g)y) = Y. V%(y ~ k)
keZ
donde
@ = % (g) = (g, Bo) = 272¢" = 22 (). (2.10)

Es decir, los coeficientes de la proyeccién de f en V) son iguales (salvo una constante) a los coeficientes
de la proyeccién de f(277y) en V. No se pierde generalidad al asumir que el tratamiento de una sefial
comienza con su proyeccién en V.
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2.4.1 Formulacién polifase

Las férmulas de andlisis 2.5 y 2.6 pueden escribirse de una manera equivalente sin realizar operaciones
innecesarias, como el cilculo de una convolucién de la cual se descartan coeficientes impares en el sub-
muestreo. Para simplificar, llamaremos z a la sefial original ¢, zp a los valores pares de esta sefial y
zra los valores impares:

zp=2zl2
zr=(z*6_,){2
z=[sz2]+[61*(zIT2)].

Escribiendo esto en términos de la transformada Z, se tiene:

zP(z) = Zzzjz_j
i€z
zi(z) = Ez2j+lz‘j
jez
X(2) = Xp(2?) + 271 X[ (22).

Se hace exactamente la misma descomposicién sobre los filtros. hp son los coeficientes pares de h, y
hr son los impares:

hp=h|2
h[ = (h*é_l) .l.2
h=[hp 1 2]+ [8; * (k1 1 2)].
Y en términos de la transformada Z, se tiene:
hp(z) =Y hy;z~7
j€z
hi(z) = Zh2j+1z_j
j€z
H(z) = Hp(2%) + z71H;(2?).

Se puede ver que la transformada Z de y, = (z*h') | 2 es

Yi(e) = Xp(2) Hp(D) + Xi(2) Hi(2), (2.11)
¥y, andlogamente, la transformada Z de y, = (z*g') | 2 es
Y(2) = Xp()Gp(5) + X(2)61(3). (2.12)
Esto, en forma matricial, es
Yi(z) | _ [ He(3) Hi(t) Xp(z) | _ Xp(z)
[ % |- ond) e || %@ |=ree | Koo | @13)

En general, se define

_ | Fr(z) Fi(z)
Py = [ Inz) i) ]
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como la matriz polifase de los filtros F y .J Entonces, las ecuaciones 2.7 y 2.8 son equivalentes a

CiNe) 1 _ 1 [ He(l) Hi(2) ][ R ]| _ 1 c9(2)
[D“”(z) _\/i[GP(S) G:(E)][cﬁz)(z) =B c?’)(z)

Yy, en términos de convoluciones, a
_ 1
=M = 7 [(csg) *hp) + () * h’,)]
_ 1
d=Y = 7 [(csg) * gh) + (2 * g;)]

Estas iltimas ecuaciones son computacionalmente mas eficientes.

2.5 Propiedades de las wavelets:

2.5.1 Existencia de la funcién de escala

Forma Fourier de la ecuacién de dilatacién:
Si se transforma Fourier la ecuacién de dilatacién 2.1, resulta

B =} 3m a(3) = (3)3(3)

B)EE) -
-3 [18(3)

]
=

—~ o0
Tomando limite cuando N — o0, y usando que $(0) = [ &(z) dz = 1, se obtiene
-0

B(w) = ﬁ H (;"_n) .
n=1

Para que est producto infinito sea convergente, es necesario que H (2) — 1 cuando n — 00, 0 sea
que debe ser H (0) =1, y entonces H (0) = 2.
La convergencia en L? est4 garantizada si II? (w)‘ > a > 0 para |w| < /2 [4].

2.5.2 Ortogonalidad

Si la transformada wavelet es ortonormal, entonces la cuantizacién de los coeficientes para la compresién
de datos es un proceso estable, es decir, a errores pequefios de cuantizacién le corresponden errores
pequefios en la sefial reconstruida. Si el conjunto

{8(z - i)} (2.14)
es ortonormal, entonces los coeficientes hj verifican:

thhk+2j = 25_,"0 para cada j € Z.
k
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Si la funcién de escala y la wavelet son ortogonales, y para todo j vale
(®(- =5, %() =0 (2.15)

entonces los coeficientes hy y gi verifican:

th9k+2j =0 para cada j€Z.
k

Si el conjunto
(%@ - )} (2.16)

es ortonormal, entonces los coeficientes g; verifican:

ng9k+2j =20;0 para cada j€Z.
k

Si se verifican las condiciones 2.14, 2.15 y 2.16 se dice que (®, ¥) es un sistema ortonormal.

Nota 2.14. Se hablar4 indistintamente de un sistema ortonorinal u ortogonal.

2.5.3 Soporte compacto (buena localizacién en el tiempo)

Si las familias {®;x(z)}x y {¥;x(z)}x son ortonormales, los coeficientes de la transformada pueden
calcularse como:

¢? =/f(z) &4(z) de ; dY =/f("”) Ujx () dz

Como en general los valores de una sefial discretizada no tienen correlacién con los otros valores de la
misma alejados en el tiempo o en el espacio, es deseable que las funciones de escala y las wavelets tengan
soporte pequeio.

Nota 2.15. El soporte de la funcién de escala ®(z), que verifica 2.1, es el intervalo [0, N].

2.5.4 Aproximacién polinomial

Supongamos que la funcién de escala verifica cierta propiedad: todos los polinomios de grado menor que
3 se pueden representar, en un intervalo dado, como combinacién lineal de la funcién de escala y sus
traslaciones enteras. Entonces estos polinomios pertenecen localmente al subespacio Vp, y se puede ver
que también pertenecen localmente a todos los Vj, con lo cual todos los coeficientes de detalle son 0. Por
ejemplo,

Vz € [0,b], z? = ar®(z—-k) eV, ay = c(o),
k
kez

con el cambio de variable z = y/2, se obtiene

Vz € [0,b], = 2(4\/50%)i

T -1)
(=—-k)eVo, 4V2a;=c"Y,
kez V2 (2 ) ! Viay k

y como Vz € [0,}}, 22 = fo(z) = f-1(z), entonces r_;(z) = 0 y dﬁ"l) = 0. Andlogamente, Vz €
[0,b], 2 = fj(z), y entonces r;(z) =0y d;j) =0, para j = —2,-3,...— L. Supongamos ahora que se



28 CAPITULO 2. WAVELETS EN 1D

tiene una sefal "suave”, parecida a un polinomio de grado 2. Entonces los coeficientes de detalle serdn
muy pequeiios. Al escribir a f como en (2.4), si los coeficientes dﬁj ) son pequeiios se los puede llevar a
0 aplicando un umbral, y una cadena larga de ceros se puede comprimir ficilmente. Por otro lado, como
casi toda la informacién de la sefial est4 concentrada en los coeficientes de aproximacién c(_l’), el error
cometido serd muy pequeifio, y la sefial reconstruida ser4 de buena calidad. En resumen, para lograr la
compresién de una seiial es importante que la funcién de escala pueda reproducir polinomios. Cuanto
mayor es el grado de los polinomios que pueda reproducir, m4s sefiales suaves se podrdn comprimir.

Definicién 2.1. Decimos que ®(z) tiene aprozimacidn polinomial de orden s ( accuracy s ) si cualquier
polinomio p(z) de grado < s puede escribirse como

pe)=> ax®(z—k). (2.17)

kez

Si ®(z) tiene soporte compacto, esto es equivalente a que se cumplan:
k=2 > (-1)F ¥ k=0, p=0,1,...5— 1.
k k

Para hacer més adelante una comparacién de ésta con otras férmulas que daremos a conocer, re-
escribimos la férmula anterior como

Yohe=1, ) K h=v, p=1,.s-1 i=0,1,
ker; keT;

donde v, son ciertas constantes, I'g = 2Z es el conjunto de todos los enteros pares, I'y = 2Z + 1 es el
conjunto de todos los enteros impares, y ToUT'; = Z.

Nota 2.16. La aproximacién de polinomios por combinaciones lineales de ®(z — k) es un fenémeno local.
Si en la ecuacién 2.17, z € [p,p + 1), (p € Z) entonces existen N valores distintos de k para los cuales

sop(®(z — k)) N [p,p+ 1) # 0,

y entonces existen N valores a; tal que vale la ecuacién. Si z cambia de intervalo, entonces cambia el
conjunto de constantes ay.

Existen varios ejemplos conocidos de funciones de escala ortogonales de la aproximacién polinémica
deseada- ver [1]. El inconveniente es que cuanto mayor es el orden de aproximacién polinomial, mayor
es la cantidad de coeficientes hy y mayor el soporte de ®(z), y hay que hacer un balance entre las 2
propiedades buscadas.

La funcién de escala de Haar tiene aproximacién polinomial de orden 1, es decir, representa localmente
a las funciones constantes. Y la funcién de escala Daubechies 4 tiene aproximacién polinomial de orden
2, es decir, representa localmente a las funciones constantes y a las rectas — en la figura 2.11 se observa
la aproximacién del polinomio p(z) = z/2 por traslaciones enteras de la funcién de escala de Daubechies
4. La suma - indicada por el trazo recto en el centro — no es una recta en los bordes porque se tomé una
combinacién lineal finita de funciones ®(z — k).

La funcién de escala Symmlet 8 tiene aproximacién polinomial de orden 4, es decir, que aproxima
polinomios de grado menor o igual a 3.

2.5.5 Buena localizacién en las frecuencias

Al realizar un paso de la transformada wavelet, se filtra la sefial con los filtros A’ y ¢’ (por una contante).
Si los filtros son finitos, son finitos h y g, y tanto la funcién de escala como la wavelet tienen soporte
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Figura 2.11: Aproximacién de z/2 con funciones ®(z — k) Daubechies 4.

compacto. Pero sus transformadas Fourier no pueden tener soporte comnpacto. O sea que la localizacién
en frecuencias nunca serd perfecta. Sin embargo, cuanto mejor los filtros k' y ¢’ separen las bajas
frecuencias de las altas frecuencias de la sefial — ver esquema 2.10 - mejor localizada en frecuencias
serd la transformada wavelet. Esto suceder4 si k' es un buen filtro pasa-bajos, es decir, su respuesta en
frecuencias es nula en valores cercanos a 7, y si ¢’ es un buen filtro pasa-altos, es decir, su respuesta en
frecuencias es nula en valores cercanos a 0.

Si B’ es un filtro pasa-bajos, entonces su respuesta en frecuencias H(—w) debe ser 0 en w = 7. Es
decir, H (—7) =0. Y como i (w) es periédica con periodo 27, entonces H (w) = 0, y la transformada Z
cumple H(-1)=0.Si B (w) tiene una raiz doble en w = w, hay un mayor decaimiento de H(w) en 7.

Si (w) tiene una rafz de orden m en w = 7, vale

-~ 8H am-D R
H(m) = %(ﬂ)="'= 31,,(71)(”)=0'

De manera equivalente

6H 8m-Ng
H(-1)= E(—l) == W(_l) =0,

y H(z) se puede escribir como
H(z) = (1+2z71)"Q(2),
lo cual implica que.
Hw) = (1+e ™)™ Q(w).
Cuanto mayor es m, m4s “achatada ” ser4 la respuesta en frecuencias de h' cerca de w = 7, y mejor filtro

pasa-bajos sera h'.
Andlogamente, si ¢’ es un filtro pasa-altos, entonces G(0) = G(1) = 0. Si G(w) tiene un rafz de
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orden m en w = 0, valen

~ aG m-1G
G(0) = %(o) ==y 0)=0,
G am-1@a

G(z) = (1 -27)™Q(2),
Gw) = (1 - e ™)™ Q(w).

Cuanto mayor sea m, mis “achatada ” ser4 la respuesta en frecuencias de g' cerca de w = 0, y mejor
filtro pasa—altos serd g'.

2.6 Propiedades: sus relaciones y consecuencias

Teorema 2.1. Sea (®,¥) un sistema ortonormal, cf‘o) son los coeficientes de la serial original, y se

calcula su transformada wavelet de L niveles, obteniéndose los coeficientes cf:_"),di'l’),...di'l) , tales
que

f@) =Y P8z -k
k

-1
=y e _p k(z) + >N T4 (2).
k

j=—L+1 k

Si se cuantizan los coeficientes, aplicdndoles una funcidn de cuantizacidn Q(z) —como por ejemplo
el redondco, o el pasar los coeficientes por un umbral, quedando los mds grandes- entonces la sefial

recontruida Eﬁo), que se obtiene antitransformando, tiene un error cuya norma cuadrdtice es igual a la
de los errores de cuantizacion:

-1
f@ =Y Qe i@+ 3 S QEP)¥;x(z)
k

j=-L+1 &k
= Zeic')@(z - k)1
k

|« -2}, =]~ 7,

) , 1/2
— (Z (C£—L) _ Q(C;,—L)))z + Z Z (dg) —Q(df))) )

k j==L+1 k

Esto indica que la cuantizacién es un proceso estable, cuando la transformada es ortonormal.

Teorema 2.2. Si ® es m veces derivable con continuidad, son equivalentes:

o H(z) tiene un raiz de orden m en z = -1, es decir, H(z) = (1 + z27')™Q(2), o, en forma
equivalente, H(w) = (1 + e~ *)™Q(w),
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(m-1)
ev(=Z = =T =

o G(z) tiene una raiz de orden m en z = 1, es decir, G(2) = (1 - z71)™Q(2), o en forma equivalente

Gw) = (1 - =)™ Q(w),

oG 3(m ‘)G'
e Y kP hr=1vp i=0,1, p=0,...m-1,
kerl;
° E kP gk=0 1=0,1, p:O’__,m—l’
ker;

o & tiene aprozimacidn polinomial de orden m,

o U tiene m momentos nulos,

° st cﬁ) = p(zx) es un polinomio de grado 1 < m discretizado en zy, entonces los coeficientes de

aprozimacion de la transformada wavelet c( D son otro polinomio de grado r discretizado en T,

y los coeficientes de detalle d( Y son nulos. ( En este caso, decimos que la rama pasa-bajos de la
transformada wavelet preserva los polinomios discretizados).

Teorema 2.3. Salvo el caso de Haar, no ezisten funciones de escala que sean simultdneamente simétricas
y ortogonales.

Para los dos teoremas que siguen, ver [5] y las referencias que alli se indican.

Teorema 2.4. Si f tiene derivadas hasta el orden m que son Lipschitz 1, f tiene soporte compacto,
(P, %) es un sistema ortonormal, y ¥ tiene m momentos nulos, entonces la diferencia entre f y su
proyeccion en V; se puede acotar de la siguiente manera:

If = fsll; < K27I0m+D),

Teorema 2.5. Si f tiene derivadaes hasta el orden m que son Lipschitz 1, f tiene soporte compacto,

(®,%) es un sistema ortonormal, [®(z)dz =1, y f z'®(z) dz = 0 para r = 1,... ,m — 1, entonces
-0

vele para todo J

@[5 - ()]

< C 2—J(m +1)’
donde

¢ = / £(z) Bsn(a) da.

Coifman sugirié construir & y ¥ de manera de que cumplieran con las hipétesis de los 2 teoremas
anteriores: de alli surgieron las Coiflets.
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Wavelet figura | aprox. pol. | largo | p L]
Haar 22 1 2 - -
Daubechies 4 | 2.3 2 4 0.683 | 0.55
Coiflet 2 2.12 4 12 0.5 1
Symmlet 8 24 8 16 0.5 1

Tabla 2.1: Ejemplos de funciones de escala y wavelets

Lema 2.1. .
En las condiciones del teorema anterior, si se multiplica todo por 27/2, y se aplica 2.10, se obtiene

91 () <0

donde g(y) = f(277y) y cio) = [g(z) ®ox(z) dz. Esto indica que si el muestreo es suficientemente

k
fino, entonces cﬁo) ~f 2—J> El error que se comete, al tomar a los coeficientes cf,o) como los valores de

la sefial original, es pequenio.

2.7 Ejemplos

En la tabla 2.1 se listan algunas wavelets ortonormales, se da el orden de aproximacién polinomial, el
largo del filtro asociado k, una estimacién del radio espectral conjunto p, y una estimacién del exponente
de Holder s. El exponente de Holder da una medida de la regularidad de las funciones: cuanto mayor
es el exponente, mas suave es la funcién. Tanto la funcién de escala como la wavelet tienen el mismo
exponente Holder. Para obtener s se estima el radio espectral conjunto p. En la seccién 2.8 se explicard
el procedimiento.

La wavelet Coiflet 2 - de Coifman- tiene 4 momentos nulos, y su funcién de escala cumple

/ d(x)dz =1,
y oo
/ z"®(z)dz =0parar=1,.3
-0

2.7.1 Algoritmo cascada

Este algoritmo permite graficar las funciones de escala y las wavelets, para las cuales en general no se
tiene expresi6én analitica.

Algoritmo 2.1. Grifico de la funcién de escala:
[ <]
Supongamos que [ ®(z)dz =1,y [ z"®(z) dz = 0 parar = 1,..m— 1. El algoritmo converge aunque
-0

&(z) no tenga momentos nulos.
Sea x(z) la funcién caracteristica del intervalo [0,1)

x@) ={

18 0<z<1
0 sino.

I
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Figura 2.12: Coiflet 2: Funcién de escala y wavelet

y sea ago) = 1. Se inicia el algoritmo con la funcién

2O (z) = ol x(z),

y se itera sobre la ecuacién de dilatacién 2.1 para obtener sucesivas aproximaciones (1) &2 .. &(®)  _ de
®. Para p =1 se obtiene

N N
3W(z) =Y "h 8O(2z-k)=) a’x(22-k),

k=0 k=0
con ail) = hy. Si se sigue otro paso més, se tiene
N N
8D (z) =Y h 8M(2z2-k)=) oPx(42-k),
k=0 k=0
donde
\ N
1
ai ) = Z hJ"a;:—)2j’
k=0
es decir
a?@ =aM x (h12).
Y en general,

N N
P (z) =Y by B)( 2:—k)=2a§f+l)x( 2t g k),
k=0 k=0
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donde
aP) = o) x (h 1 27).

Asi, se calculan coeficientes de las sucesivas aproximaciones () que corresponden a una base x( 2° z—k )
de soporte cada vez m4s pequefio. Veremos que las aproximaciones &) convergen a &.

Los coeficientes a(P) de las sucesivas aproximaciones $() parap=1,2,3,... son

a® =h=(a® t2)xh,
a®=hx(ht2)=(ht2)xh=(a® 12)xh,
a® =hx(h12)x(r122)=[((h12)*h) 1 2*xh=(a® 1 2) xh.
Comparando con el esquema 2.10, se ve que las expresiones de la derecha corresponden, salvo constantes,

a calcular los distintos pasos de la transformada inversa de un vector que tiene un 1 como primer elemento
y ceros en todas las posiciones restantes, que corresponden a los coeficientes de detalle:

S . I o B NN S B C I
=[1..00..0..0..0].

c‘()—P)=1

g =0 k=1,..2"7-1

Vector inicial )
dk] =0, j=—p,-..—1,
k=0,...2"Y —1

-1

@)=Y P pi(z)+ Y Y dP k()
k

j=-pr k
=&_,0(z) =27P/28 (27Pz) funcién asociada a los valores iniciales.

Sucesivos pasos de la transformada inversa dan -recordar que los detalles de todos los niveles son 0 —:

f2)=Y P Va_,_ (),

k
h
(=(p-1)) — [ (-P)
c (c 1 2) * 73
h alV i formada, 1
= — = — antitransformada 1 paso.
V2o 2 P

f(z) = Z c;;_(p_z))@—(p—Z),k(z)a
k

h
(=(p-2)) = ( (=(p-1)) —_
¢ (c t 2) * V2

h h  a® | formada 2
= (ﬁ 1 2) * E == antitransformada 2 pasos.
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f(2) =Y oz - k),
k

_ h a® .
0 = (c( 14 2) * = wn antitransformada p pasos.

En virtud del lema 2.1

o - )l s 0

o sea, si p es suficientemente grande,

k a(P)
-p/2 A PR (1) R
Zre (29) SO T

® (%) ~ aﬁp).

Asi se obtienen valores que corresponden aproximadamente a la funcién de escala discretizada. En
general, con 10 iteraciones alcanza para tener un buen grifico de la funcion de escala.

Nota 2.17. Es conveniente tomar un vector inicial de longitud 2" con n 3> p. No es conveniente tomar

P = n,porque si la longitud de los coeficientes de aproximacién ¢{=?) en el vector inicial es 1, y este

se periodiza al antitransformar, entonces se tiene un vector de unos, con detalles nulos. Si ®(z) tiene

o(rc}en de aproximacién polinomial > 1, entonces por el teorema 2.2 la antitransformada serd constante (
0

¢ =0C).

Algoritmo 2.2. Grifico de la wavelet:
Una vez calculados a("),a®®,...aP~), correspondientes a #(1)(z), ) (z), ... &1 (z) con el algo-
ritmo anterior, se reemplaza &(~1)(z) en la ecuacién de la wavelet 2.2 para obtener

N

N
¥E)(z) = gy 8P V(22-k)=) aPx(Pz-k),
k=0 k=0

con
a®) = aP=1) « (g t 2771,
Veremos que esto corresponde (salvo constantes) a calcular los distintos pasos de la transformada

inversa de un vector de longitud 2™ que tiene un 1 como primer elemento de detalle y ceros en todas las
posiciones restantes:

[ S O . N SO o AN
=[0 ... 01 ... 0 ... 0...0].

Si se calcula la antitransformada de este vector, no se obtienen los a?) ...a(®), sino otra secuencia de
coeficientes b(1) ... b(P). Probaremos que en el dltimo paso coinciden: b(® = a(®.
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&P =0 k=0,..2"P_1

dE—P) =1
Vector inicial d("’) =0 k=1,...2n"7-1
d =0, j=-p+1,..-1,

k=0,...27 —1

-1
f@) =Y e Pe i@ + Y, Y dPT(2)
k j=-p k
=U_po(z) =27P/2¥ (27Pz) funcién asociada a los valores iniciales.

En efecto, al realizar la antitransformada se calculan coeficientes b(1), b(2), ..., p(P):
f@ =3P Ve_ 1 4(2),
x
h
(-(p-1) = (- L -p) 9
c _(c 1‘2)*\/§+(d( 72)*\/i
p(»)

= — antitransformada 1 paso,

9
V2 V2

@)=Y Da_,_y)4(2),
k

h
(—=(p-2)) = ((~(p-1)) -
¢ (c 12)+ 7
g 2 h o) itransformada 2
=== — = — antit .
(\/QT)*\/E 2 antitransfo; a 2 pasos
Y por dltimo
f@) =Y e - k),
k
_ h b® .
0 = (c( 1) t 2) x 7 =572 antitransformada p pasos.

Los coeficientes b(*) verifican

B =g =a® xg

b = (b0 12) xh=(g1 2 xh=a + (g 12)

b = (b® 12) xh={((g12) xh] 12} + h (2.18)
Segun 2.18, la respuesta en frecuencias de b®) es

B® (w) = G(4w)H (2w)H (w)
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que corresponde a (h 1 2) xh x (g1 2%) Entonces
B = (ht2)xhx(912%) =a@ x (9127).
Siguiendo este razonamiento se llega a
pP) = (b(p—2) 1 2) xh=aPDx (gt 29—1) =aP.

De nuevo, aplicando el lema 2.1, se llega a que

k b(P)
-p/2 FY a0 %
e (2P) ST

k
v (5) ~ bP) = a{P),

si p es suficientemente grande, y se obtiene una versién aproximada de la wavelet discretizada.

2.8 Continuidad de las funciones construidas

Veremos cémo con el célculo del radio espectral conjunto se puede verificar la continuidad de las funciones
de escala o de las wavelets. Para mayor informacién, ver (6], (7], (8] y [9].
Para z € [0,1) definimos el vector v(z) de N elementos:

vo(z) %(z)
u(z) ®(z+1)
v(z) = v2(z) = ®(z+2)
un-1(Z) ®(z+N-1)
De la ecuacién 2.1 se llega a
$(0) ko 2(0)
&(1) ho hi ho $(1)
®(2) =| ha hs ha b ho ®(2) )
&N -1) hny hy-1 (N -1)
que volvemos a escribir como
&r = Todr,

donde

[To;; = hai-;-
Nota 2.18. La posicién arriba a la izquierda de cada matriz corresponde a los indices(0, 0).
Ademis

(3 hi  ho $(0)
<I>(z) hs hy h1 ho ®(1)
3 | =

hs hy hy hy h ®(2)

®(20-1) hn | | 8N -1)
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y llamando v(i—) = &y, la ecuacién anterior se puede escribir como
¢n =T %r,
donde
[T1);; = h2i—j+1.

Lema 2.2. Valen las siguientes tgualdades

v(z) = Tov(22), size %[o, =0, %] 2.19)

v(z) =Ty v(2z - 1), sizT € %{[0, 1]+1} = [%, 1). (2.20)
v(%) = T v(1) = T,0(0)

Lema 2.3. Sea z € [0,1], y sea z = 0.d1d2...dm su desarrollo binario, donde cada d; € {0,1}. Si se
define

rr={ 2 siz€0,})
“l22-1, sizel,l]

entonces valen

v(z) = Tq,v(1z)

‘U(:l:) = Td,sz “aa Td.,. ‘U(Tmili)

Es evidente que los productos de matrices Ty y Tideben estar acotados.

Teorema 2.6. Una funcidn de soporte compacto ®(z), que cumple la ecuacién de dilatacidn, es Holder
continua si y solo si v(z) es Hélder continua, y el exponente de Holder es el mismo para ambas.

Lema 2.4. Si el orden de aprozimacion polinomial es 1, entonces
¢ las columnas de Ty y T suman 1,
e A =1 es autovalor de Ty y T},
e WT=[1 1 1 .- 1] es autovector a izquierda de ambas matrices:
WTTo=WT yWTTo = WT

Lema 2.5. Si el orden de aprozimacién polinomial es s, entonces A =1,1--. (%)”—1 son autovalores de
To Yy Tl-

Lema 2.6. Si z < y son 2 nimeros diddicos, con desarrollo binario finito. Si son cercanos, coinciden
en los primeros m digitos, y

v(y) —v(z) = T4, Ta, - - - T (v(7™) — v(0))-



2.8. CONTINUIDAD DE LAS FUNCIONES CONSTRUIDAS 39

Entonces para analizar la regularidad es necesario estudiar el comportamiento de los productos
T4,Ta, ... T4, sobre todos las posibles diferencias v(z) — v(0), con z diddico.

Lema 2.7. e Sea E el complemento ortogonal a W en RN . Entonces E es un subespacio de dimen-
sidn N — 1 invariante por Ty y por Ty, es decir, siy€e E=>Toye E yTy € E.

En efecto, siy € E, entonces WTToy=WTy=0, y WiTiy=WTy=0.

o E contiene a v(1) — v(0). Esto se debe a que

&(1) $(0)

®(2) &(1)
v(1)-v(0)=| ®@3) | - 3(2) ,

'1>(N) d(N-1)

WT(v(1) = v(0)) = (1) — &(0) + &(2) — ®(1) + &(3) — ®(2) +--- .
Los 1inicos términos que no se cancelan son ®(N) y ®(0), que son 0 por la hipétesis de continuidad
de &(z). Entonces WL [v(1) —v(0)] y v(1) —v(0) € E.

Teorema 2.7. Si para todo m vale

pax [[(Ta, To, - - Ta, )/ Ell < C6™
3=\

con 0 < 1, entonces v(z) es Hélder continuo con exponente s = —log, 6.

Definicién 2.2. El radio espectral conjunto de 2 matrices To/E y T\ /E se define como

p=p(To,T1) = limsup max |4, Ty, ...Ta,/EI"/ ™.

m—ooco  d;=0,]
Entonces si p < 1, entonces v(z) es Hélder continuo con exponente 8 = — log, p.

Teorema 2.8.

p(To, T1) = limsup max p(Ty, Ty, ...Ta,/E)/ ™,

m—>00 d,'=0,l
donde en el término de la derecha p indica el radio espectral de una matriz.

Teorema 2.9.

Jo2x p(Ta,Ta, - .. T [E)Y ™ < p(To, Th) < max ||Ta T, - Tan /EIM ™.
Se puede obtener una cota inferior del radio espectral conjunto calculando el mayor autovalor en
médulo de todos los m productos de To/E y T /E, en cualquier orden.
Por ejemplo para m = 2, se calculan p(ToTo/E)}/ 2, p(ToTi /E)Y 2, p(Ty'To/E)"/ 2 y p(T'Th /E)M 2 y
se elige el maximo.

Dado @ una estimacién de p(ToT; /E), existe un algoritmo para verificar que p(ToT; /E) < 6.
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Algoritmo 2.3. Algoritmo de Heil y Colella [9):

Indicaremos con tilde que tomamos la restriccién de las matrices al subespacio E. (T, = To/E,
Tl = Tl /E, etc.)

Dado 6, se construye un 4rbol diddico con el fin de encontrar bloques P = ’.Fdi fd, e ifdm, tales que
IP|I/™ < 6.
Del nodo raiz del &rbol salen 2 ramas: una para el nodo (que representa a ) fo y la otra para el nodo

~

T,.
Si | To” < 6, el nodo 'fo es terminal.

Si | To" > 6, se agregan 2 ramas a ese nodo To. Una para el nodo TyTp, y la otra para ToT;.
En general, si un nodo representa a P = fd,fd, ---Td.,., y ||P||1/ ™ < @, entoncesese es un nodo

. : : 1/m .. =~ ~ . ~ |11/(m+1)
terminal (hoja). Si ||[P||”/™ > 6, se le agregan 2 hijos: P To y P T}, y se controla si "P To"

~ 11/(m+1)
ono, y si ||PT1|| < 6 o no.

Si todas las ramas llegan a un nodo terminal, se termina de construir el 4rbol, y se puede afirmar que
p(ToT1/E) < 8. A continuacién esbozaremos la demostracién.

Con las secuencias de ceros y unos (qQue corresponden a los productos de To y T1) de los nodos
terminales se forma un alfabeto A. . o _

Dado cualquier producto de matrices Tp y T}, por ejemplo Ty, Ty, ... T4, se busca en el 4rbol la
secuencia formada por los primeros digitos binarios correspondientes : d)d;... hasta llegar al primer nodo
terminal, y asi encontrar la primer secuencia que pertenece al alfabeto A: dids...dm,. Con los digitos
restantes se procede de igual forma. De esta manera, d;d;...d;, se puede escribir como una sucesién de
secuencias del alfabeto:

didy...dp,d1dy..dp, .. . dr1da...d

donde m; + m2 + - - -m, = m. Entonces

e T . T ””"‘

< [(“iﬁﬁa .. .Td,,.l ||1/rm)m1 ("T"'sz'--fdm" "l/m,,)mn]l/m

<™ g™ ...g™)m =9

Lo anterior vale sobre todos los productos de longitud m, y vale Vm. Entonces también vale en el
limite cuando m — 00, y se prueba que el radio espectral conjunto es inferior a 6.

Si durante la construccién del 4rbol, en un nodo P vale que ||P||1/ ™ > 6, se siguen buscando nodos
descendientes de P para ver si

~ ||1/(m+j) <o

|PTen- T
Es decir, si fuera cierto que p (To,'fl) > 0, entonces esto no se detectaria y nunca se terminaria de
construir el arbol. o
En 1995 Lagarias y Wang conjeturaron que existia un producto finito de matrices Ty,...Ty4,, tal que
~ ~ 1/m
p (le Td,,.)
célculo del radio espectral conjunto es un problema NP-hard [11], [12].

=p (fo,ﬁ) . Recientemente se demostré que esta conjetura era falsa [10] , y que el
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2.9 Procesamiento de imagenes: wavelets separables

En el procesamiento de im4genes, la manera mas sencilla de proceder es la de aplicar un paso de la
transformada unidimensional primero a las filas y luego a las columnas de la imagen. Esto da origen a
las funciones de escala y a las wavelets separables, una funcién de escala $(z)®(y) y 3 wavelets asociadas
0 (z)®(y), ®(z)¥(y), ¥(z)¥(y).Las primeras 2 wavelets capturarin los detalles de una imagen en el
sentido vertical y horizontal, respectivamente, para cada escala. Y la dltima los detalles diagonales.

En cuanto a los subespacios, lo anterior equivale a tomar el producto tensorial de los espacios generados
por un andlisis de multirresolucién en una dimensién:

Vo = Vi @ V" = gen{®(z - )2(y - 5)}
= [V ew!D| e [V e wlW]
=V,eW_,,
donde
V= [ o]
wa = [{vi ewWle (Wi evite (W ew}].
A contimuacién deducimos las férmulas para un paso de la tre.msformada. Sea X la imagen original

de N x N,y f(z,y) € Vo su funcién asociada, en la imagen y es el eje horizontal y z es el eje vertical
hacia abajo:

N-1N-1
f@g) =3 3 Xadz— i)y -k
Nt (e
=Y {Z Xin®(y — k)} &(z — i).
=0 k=0

Para cada i fijo se aplica la transformada wavelet a X;., la fila i de X , y se obtienen los coeficientes Ef:l)
y 25:1). La funcién entre llaves, que pertenece a Vo{”} , se escribe ahora en las bases de V_{f} y Wi’{}:

N—1 [ N/2-1 N/2-1
f(z,y) = 2{ S g e+ Y &E;"w_,.k(y)}é(z-i)

=0 k=0 k=0

N/2-1 (N-1 N/2-1 (N-1

=, {Z & e(z - i)} @)+ Y {Z dNe(z - i)} Ty k()
k=0 i=0 k=0 =0

Por dltimo se fija el indice k y se aplica la transformada a ‘c'f';l) y 8?_;". Las 2 expresiones entre llaves,
que pertenecen a V,{*} se escriben en las bases de vishy wish,

N/2-1 (N/2-1 N/2-1
fzy) =), { S LLisd1i(@) + Y, LHi,kw_l,,-(z)}@_,.k(y)

k=0 i=0 =0

N/2-1 (Nj2-1 N/2-1
+ )8 > HLy® @)+ Y HHi,k‘I’—l.i(I)}‘I’—1,k(y),

k=0 i=0 =0
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Figura 2.13: Imagen original

y reorganizando los términos, se obtiene

N/2-1N/2-1 N/2-1 N/2-1

= ) D LLip®1:@)0a k@) + Y. Y LH;p¥_1:(2)®_1 ()
=0 k=0 i=0 k=0
N/2-1N/2-1 N/2-1N/2-1

+ 3, Y, HLip® i@ Tos@) + Y, Y HHY (@) 140).
i=0 k=0 i=0 k=0

En la figura 2.13 se observa la imagen original de un teléfono. El color blanco se representa con
255, y el negro con 0, en total hay 256 niveles posibles de gris. Si se aplica la transformada Haar a las
filas, se obtiene una matriz como en la figura 2.14, y si se aplica Haar a las columnas de esta dltima, se
obtiene un paso de la transformada Haar separable —ver figura 2.15 Los coeficientes de las 3 submatrices
de detalle son pequefios en comparacién con los de aproximacién: para poder observar la informacién
que contiene cada subimagen de la transformada, éstas han sido reescaladas. La submatriz arriba a
la derecha resalta los detalles verticales de la figura, y corresponde a la banda llamada H L(high-low).
Sus coeficientes han sido filtrados con un filtro pasa-altos en direccién horizontal , y con un filtro pasa-
bajos en direccién vertical.Si suponemos que el eje de la variable z es vertical, y el de la variable y es
horizontal,estos coeficientes estdn asociados a la base ®(z)¥(y) y sus corrimientos enteros. De manera
anéloga, la submatriz abajo a la izquierda resalta los detalles horizontales de la figura, corresponde a
la banda llamada LH, y sus coeficientes estdn asociados a la base ¥(z)®(y) Y la submatriz abajo a la
derecha resalta los detalles diagonales de la figura, corresponde a la banda llamada H H, y sus coeficientes
est4n asociados a la base ¥(z)¥(y) Finalmente, la submatriz arriba a la izquierda da una versién de la
imagen de menor resolucién, corresponde a los coeficientes de aproximacién LL, y sus coeficientes estdn
asociados a la base $(z)®(y).

En la figura 2.16 se observa el segundo paso de la transformada Haar.(o la transformada Haar bajando
2 niveles). Y en la figura 2.17, se observan los valores reales de esta transformada: se puede apreciar la
magnitud de los coeficientes de aproximacién, que ocupan 11—6 de la imagen transformada, en comparacién
con la relativa pequefiez de los coeficientes de detalle, que ocupan el resto. Esto es lo que hace posible la
compresién de imagenes.
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Figura 2.14: Un paso de Haar aplicado a las filas

Figura 2.15: Haar separable: 1 paso
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Figura 2.16: Haar separable: 2 pasos

Figura 2.17: Valores de la transformada ( 2 pasos)
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Figura 2.18: Ubicacién del 15% de los coeficientes m4s significativos de la transformada Symlet8.

Nota 2.19. Si la funcién de escala unidimensional ®(z) tiene aproximacién polinomial de orden m,
entonces

e la funcién de escala separable ®(z)®(y) aproxima a polinomios bidimensionales de grado < m,

¢ si la imagen original X, -(‘i) = p(z;,yx) es un polinomio discretizado de grado r < m, entonces los

‘I

coeficientes de aproximacién de la transformada wavelet LLE;I) son otro polinomio de grado r
discretizado, y los coeficientes de detalle LHi(';l),H LE;I), yH Hi(';]) son nulos.

2.9.1 Compresion de imigenes

Las im4genes digitales tienen mucho detalle que no es visible para el ojo humano. Esta es la razén por
la cual es posible eliminar parte de la informacién sin que se puedan detectar diferencias. Para realizar
una compresién con pérdida de una imagen, primero se la transforma, luego se cuantizan los coeficientes
obtenidos y por 1ltimo se codifican los coeficientes cuantizados.

Las wavelets tienen buena localizacién en el tiempo: los coeficientes m4s pequefios, que corresponden
a oscilaciones (de algin elemento de la base) de amplitud despreciable, se pueden reemplazar por 0 sin
que el error se propague a otras zonas de la imagen, y sin alterar la calidad de la imagen cuando se
la reconstruye. Ademds, tiene bastante buena localizacién en las frecuencias, lo cual permite separar
los detalles de la imagen que corresponden a diferentes resoluciones: la transformada wavelet separa
el detalle fino, que corresponde a las frecuencias mas altas, del detalle menos fino, que corrresponde a
frecuencias menos altas, etc.. Los coeficientes de detalle fino, que son los que ocupan la mayor parte
de la transformada ( el 75%), son muy pequefios en magnitud; después que se pasan por un umbral, se
obtiene una representacién esparsa de la imagen. En la figura 2.18 se observan los elementos no nulos de
la transformada Symmlet 8, después de pasar la transformada por un umbral que solo deja pasar el 15%
de los coeficientes mas significativos. En la figura 2.19 se observa la imagen reconstruida a partir del 15%
de los coeficientes.

En la tabla 2.2 se observan los resultados de la reconstruccién de la imagen del teléfono con el 15%
de los coeficientes mds significativos en valor absoluto, utilizando las transformadas Haar, Daubechies
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Figura 2.19: Reconstruccién con el 15% de los coefs. Symmlet 8.

Transformada del teléfono (15% de los coeficientes) [ MSE | PSNR

Haar 71.78 | 29.57 bpp
Daubechies 4 50.35 | 31.11 bpp
Symmlet 8 39.81 | 32.13 bpp

Tabla 2.2: MSE y PSNR de la reconstruccién con el 15% de los coefs.

4 y Symmlet 8. Aqui se ve la importancia de la eleccién de la wavelet. Cuanto mayor es el orden de
aproximacién polinomial de la wavelet, se logran mejores resultados. La figura 2.20 corrobora este hecho.
En esta figura se grafica el logaritmo del valor absoluto de todos los coeficientes de las 3 transformadas
para otra imagen (Lena de 128 x 128). Los coeficientes estan ordenados de mayor a menor, segin
su valor absoluto. Como las transformadas son ortogonales, las normas de los coeficientes de cada
transformada son iguales entre si, por ser iguales a la norma de la imagen. (Las normas son normas de
la imagen vectorizada, son normas vectoriales y no matriciales). La curva correspondiente a Symmlet8
cae por debajo de las otras hacia la derecha; este decaimiento indica que hay mayor concentracién de la
informacién en los primeros coeficientes para la Symmlet 8 que para las otras transformadas.

En la figura 2.16 se observa la correlacién entre diferentes bandas de detalles que tienen la misma
orientacién pero distinta escala: son los elementos unidos por fiechas en el gréfico 2.21. Esta correlacién
se aprovecha almacenando los coeficientes en una estructura de &rbol quadtree, y cuantizando de man-
era progresiva los coeficientes més significativos primero, se optiene un cédigo embebido. Shapiro [13]
introdujo los zerotrees, o 4rboles de ceros: se codifica con simbolo especial los coeficientes cuyos descen-
dientes en el 4rbol estdn por debajo de un umbral dado. Este umbral se va bajando hasta codificar todos
los coeficientes. Por iltimo se codifican los simbolos obtenidos con un codificador basado en entropia.:
codificador aritmético o Huffman.

Cuando se trata de imigenes médicas, que son muy costosas de obtener, se prefiere una compresién sin
pérdida de la informacién. Said y Pearlman [14] implementaron una transformada de enteros a enteros,
con zerotrees y codificacién aritmética en su codificador SPIHT —ver tabla 2.5-. Este permite comprimir
las im4genes con o sin pérdida. Y hay muchas variantes sobre el tema: [15)], [16], [17].

En 1999, alumnos de esta facultad implementaron un codificador, el AZBP — o EZW - [1§], que
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Figura 2.20: Decaimiento de los coeficientes en v.a.

Figura 2.21: Correlacién entre coeficientes de diferentes bandas de detalle.
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Figura 2.22: Imagen original Lena 512 x 512.

Lena | bpp | Tamano | PSNR

Original | 8.000 | 256 KB

Comprimida con JPEG | 0.065 2KB | 24.45dB
Comprimida con AZBP | 0.065 2 KB | 27.74 dB

Tabla 2.3: JPEG vs AZBP

permite comprimir, con o sin pérdida de informacién, imégenes en tonos de gris. Se implementé una,
transformada de enteros a enteros, y una variante de arboles de ceros con planos de bits. Una de las
im4genes de prueba fue Lena — ver figura 2.22-, que est4 almacenada a razén de 8 bpp. Se la comprimié
a razén de 0.065 bpp mediante 2 métodos: JPEG y AZBP. Obsérvense las 2 im4genes reconstruidas.
En la imagen comprimida con JPEG - ver figura 2.23 - se observan distorsiones (pixelado o efectos de
bloque), en cambio la imagen comprimida con AZBP - ver figura 2.24 - tiene una mejor calidad visual.

En la tabla 2.3 se confirma lo que se observa visualmente en las imigenes: a una misma tasa de
compresién (123 : 1) la imagen comprimida con AZBP tiene un PSNR mayor, o sea un error.menor.

El nuevo standard de compresién de imégenes propuesto, el JPEG2000, también permite comprimir
im4genes con o sin pérdida. No utiliza 4rboles de ceros, porque prioriza la robustez del c6digo frente a
errores de transmisién.

2.9.2 Compresién de imigenes: un poco de historia.

En 1980 se formé en Estados Unidos la comisién JPEG ( Joint Photographic Experts Group), buscando
establecer normas internacionales para la compresién de imégenes digitales. Sus miembros provenian de
dos organizaciones: la ISO ( International Organization for Standardization) y la CCITT ( Consultative
Committee for International Telegraph and Telephone).

En 1988 se fijaron las normas para el compresor JPEG [19], basado en la transformada coseno disc-
reta ( DCT). Para comenzar una imagen se subdivide en bloques de 8 x 8. Intuitivamente el compresor
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Figura 2.23: Lena comprimida por JPEG a 0.065 bpp.

Figura 2.24: Lena comprimida con AZBP a 0.065 bpp.
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JPEG de 1988 corresponde a descartar informacién, suavizando las im4genes que quedan en los bloques.
Técnicamente, se aplica la DCT, que corresponde a un cambio de base ( se escribe la informacién en
4tomos o componentes de distinta frecuencia). Luego se cuantizan los coeficientes obtenidos, descartando
las frecuencias ma4s altas, y finalmente se aplica un codificador basado en entropfa, como Huffman o
codificacién aritmética. Estos dltimos asignan menos bits a los valores o simbolos més frecuentes, re-
duciendo el tamafio final del archivo. Al abrir una imagen .JPG, ésta se descomprime autom4ticamente:
se invierten los pasos seguidos para comprimirla.

Durante varios afios JPEG fue el compresor de imigenes m4s utilizado. Una imagen en tonos de
gris se almacena sin comprimir a razén de 8 bits por pixel. A bajas tasas de compresién da muy buenos
resultados, pero a altas tasas de compresién (menosde un bit por pixel) las imégenes presentan distorsiones
(una especie de cuadriculado) debido a diferencias en las fronteras de los bloques. Al suavizar una imagen
(un bloque) se pierden los bordes. La DCT tiene buena localizaccién en frecuencias: permite separar
bien las grandes oscilaciones que corresponden a cambios abruptos de color en los bordes, de las pequefias
oscilaciones que corresponden a variaciones suaves de color. Pero tiene mala localizacién en el tiempo
(o espacio): un error en un coeficiente produce distorsiones en todo el bloque. Es por ello que surgié la
necesidad de buscar otras técnicas de compresién.

En forma paralela, en la década de los 80 comenz6 el auge de una nueva transformada : las wavelets
(onditas, ondiculas, ondelettes), y el FBI adopté el compresor WSQ basado en wavelets para comprimir
su base de huellas digitales. Intuitivamente, hacer la transformada wavelet de una imagen equivale a ver la
imagen como una suma de detalles de la misma, a distinta resolucién. Es decir, la imagen se ve como una
suma de im4agenes de bordes finos, bordes menos finos, medianos, gruesos, etc. La base de los coeficientes
de la transformada es una misma funcién -la wavelet, que tiene la forma de una olita- desplazada en sus
corrimientos enteros, y escalada en potencias de 2 para los detalles de diferente resolucién. Hay diferentes
familias de wavelets, disefiadas para lograr diferentes objetivos en el tratamiento de im4genes.

Las propiedades de las wavelets en las que se basa la compresién, son buena localizacién tiempo-
frecuencia, coeficientes de los detalles finos muy pequefios en magnitud, representacién esparsa de la
imagen después de pasar un umbral, y estabilidad de la transformada frente a errores de cuantizacién. La
cuantizacién progresiva de los coeficientes de la transformada, en la cual se envian primero los coeficientes
mas significativos, es ideal para la transmisién de una imagen por internet: el receptor recibe primero
una imagen muy aproximada que se recontruye con los primeros coeficientes, al recibir m4s detalles se
va perfeccionando la imagen, y se para la transmisién cuando ésta tiene la resolucién requerida. En cada
paso obtiene la mejor imagen posible para la cantidad de bits transmitidos. Las wavelets permiten dar
un tratamiento preferencial a una zona de una imagen. Y existen transformadas de enteros a enteros,
que permiten realizar una compresién sin pérdida de la imagen: esto generalmente es requerido para
imagenes médicas, por ejemplo.

En 1997 se volvi6 a reunir la comisién JPEG, integrada por ISO, ITU (International Telecomunications
Union) —en 1992 se reorganizé la CCITT y se la llamé ITU- y la IEC (International Electrotechnical
Comission), en orden a fijar las normas de un nuevo compresor de imé4genes, el JPEG2000 [20], [21]. El
objetivo era lograr una herramienta para la compresién de imégenes de diferentes tipos — im4genes de
2 tonos, en tonos de gris, en colores, y de componentes multiples, como las satelitales—,.que permitiera
la transmisién progresiva de imédgenes y a la vez fuera robusto ante errores de transmisién; que dejara
elegir entre compresién sin pérdida de informacién, o con pérdida de la misma; que permitiera definir
zonas de interés, comprimiendo el resto de la imagen; y que pudiera comprimir imagenes de gran tamaiio,
sin requerimientos grandes de memoria. Las normas fueron dadas a conocer en diciembre de 2000. Se
incluyeron en las normas 2 transformadas wavelet diferentes, segin el tipo de compresién buscado: con
pérdida ( Daubechies 9/7), o sin pérdida ( Le Gall 5/3) Ya existen diferentes desarrolladores de las pautas
fijadas por el JPEG2000: en la tabla 2.4 se da una lista de sus direcciones en internet, junto con el nombre
del producto y el cédigo fuente en el cual esté escrito.

En la tabla 2.5 se agrega una lista de los compresores anteriores a JPEG2000. El primero de la lista,
el JPEG, es siempre con pérdida. Los 3 siguientes son sin pérdida, y los 2 dltimos permiten comprimir
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JPEG2000 Prod. Céd | Desarrolladores

http://www.jpeg.org (solo para socios) V.MS86 | C

Image Power

http://www.ece.ubc.ca/mdaddams/jasper | JasPer | C U. British Columbia

Cannon Research
http://jj2000.epfl.ch JJ2000 | Java | E.P.F. Lausanne
Ericsson

http://uanews.opi.arizona.edu/cgi-bin/ . .
WebObjects//UANews.woa/wa/ C g?;'sgi iraoax;; U
MainStoryDetails? ArticleID=>5057 ’

Tabla 2.4: Direcciones de implementaciones de JPEG2000

Compresores anteriores Prod. Céd | Desarrolladores

http://www.ijg.org JPEG C Indep. JPEG Group

http://www.spmg.ece.ubc.ca SPMG C U. British Columbia

ftp://ftp.cs.cornell.edu/pub/multimed giicé;r d C Cornell University

ftp:/ /ftp.uu.net/graphics.png PNG C

http://www.cipr.rpi.edu/research/SPIHT | SPIHT C Rensselaer Poly. Inst.
http://www.dc.uba.ar/people/ AZBP C | U. de Buenos Aires
materias/tcd/data/ezwcomp.zip

Tabla 2.5: Tabla de compresores anteriores a JPEG2000

con o sin pérdida.
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Capitulo 3

Wavelets no separables en 2
dimensiones

Como se vio en el capitulo 2, para procesar una imagen se aplica habitualmente la transformada wavelet
en una dimensién por filas y por columnas ( la transformada wavelet separable), y esto prioriza las
direcciones horizontal y vertical, lo cual no corresponde a nuestro sistema de visién. A una determinada
escala los detalles de la imagen est4dn repartidos en 3 submatrices. Una solucién mas general es hallar
wavelets bidimensionales no separables. En este caso los filtros son bidimensionales no separables, y como
las wavelets son funciones definidas sobre R2, la decimaci6n se hace por medio de.una matriz D, de 2 x 2,
llamada matriz de dilatacién. Existen varias matrices de dilatacién, que generan diferentes particiones
de Z? llamadas subgrillas, y dan lugar a diferentes formas de submuestreo o decimacién.

Ayache [22], Kovacevic y Vetterli 23], He y Lai [24] y Faugere y otros [25] dieron ejemplos de wavelets
no separables continuas con la matriz de dilatacién D = 2I. En la decimacién con la matriz 21 se
eliminan las filas y las columnas impares, y se originan 3 submatrices de detalle en cada paso.

Belogay y Wang [26] hallaron ejemplos de wavelets ortogonales no separables asociadas a la matriz
de dilatacién D4, que corresponde a una subgrilla diferente a la que contemplaremos. (Ver nota 3.8 para
la definicién de Dy y las subgrillas que determina.)

Kovacevicy Vetterli [27], Cohen y Daubechies 28], investigaron wavelets no separables con las matrices

1 1 1 -1
a=lia] v o2 [i 1]

Kovacevic y Vetterli hallaron ejemplos de wavelets ortogonales continuas. La decimacién con D, tanto
como con D, , llamada decimacién diagonal o al tresbolillo (en inglés quincunx, en francés quinconce),
tiene como resultado el de eliminar todas las casillas negras de un tablero de ajedrez. Por cada paso se
obtiene una sola submatriz de detalle. El filtrar con filtros no separables proporciona un tratamiento mas
isotrépico de la imagen, y el tener todos los detalles que corresponden a cada escala concentrados en una
sola submatriz tiene ventajas para diferentes aplicaciones.

En este capitulo no se desarrollars el tema de la estimacién de la regularidad, ni el cilculo del soporte
de las funciones de escala y de las wavelets bidimensionales. Estos temas se desarrollardn m4s adelante
en su forma més general (ver el capitulo 6 y la seccién 8.6).

53
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3.1 Definiciones y notaciéon

¢ Las funciones de cuadrado integrable ( o de energia finita) forman el espacio

L2(R%) = {f:é!%2 — R tal que / / [f (z1,22)]? dzadzs < oo}.

-0 —00

Dadas f(z1,z2) y g(z1,%2) que pertenecen a L?(R?), se define su producto escalar como

oo

< f,g>= / /f(a:l,:cg)g(zl,a:z)da:ldzz.

-0 — Q00

Dos funciones f(z;,z2) y g(z1,2) que pertenecen a L2(2), son ortogonales si

< f,g>=0.

Dada f(z:1,z2) se define su transformada Fourier como

oo

oo
Flwy,wa) = / / f(m1, 0~z +waza) 4z, da,
-0 =0
Dado un filtro bidimensional ki, k € A C Z2, definimos su transformada Z como

H(Z],Zg) = Z h(hh)zl_hzz_kz.
keA

e Dado un filtro bidimendional h;, definimos su respuesta en frecuencias, o transformada Fourier
discreta en tel tiempo, como

ﬁ(wl ) w2) = Z h(k,k,)e_i(k’w""k""’) .

e Dado un filtro bidimensional hy, k € A C Z2, definimos el simbolo
~ 1 » 1a
H(wy,wz) = 3 Zh(k,kz)e ilhwitkaws) = EH(wl,w2)-

keA

e Dado un par de enteros no negativos k; y k2, k = (k1, k2) se define el grado de k como
|k| =k + ks.
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e Dados dos pares de enteros k = (k;,k2) y 8 = (31, 82), se define
k® = (k' , k32).

e Dados un par de enteros k = (k;, k2) € Z2 y un par de niimeros reales z = (z1,22) € R2, se define

gk = zhr o2,

Nota 3.1. Por ejemplo, si z = (z;,72) € R? entonces z(34) =z} z4.

e Dados un par de enteros k = (k;,k2) € Z2 y un par de complejosz = (z1,22) € C?, se define

2= (Z;h’z; )-

¢ Dada una matriz de dilatacién D, y z € C?, se define

20 = (zf"zg“ , z{’“zg”)-

¢ Dada una seiial z y un filtro h bidimensionales, se define su convolucién

@* Rk =D D T(kimju ka—ia) P da)»

71 a2
donde k = (k;, k2).

Nota 3.2.

y=zxh=Y(z) = X(2)H(2).

e Para j,k € Z2, se define el filtro

_J1 sigi=k y jo=k,
[6j]"_{ 0 sino. :

e Un filtro bidimensional h se denomina pasa—bajos si para wo < wy, w = (wy,w2),

R f 1 s 0< |l <wo
H(wl’w2)~{ 0 si wy<|wll<~w



56 CAPITULO 3. WAV. NO SEPARABLES EN 2 DIM.

y para ||w|| entre wp y wy, B (w) cambia de aproximadamente 1 a aproximadamente 0.
¢ Un filtro bidimensional g se denomina pasa-altos si para wg < w;,

aov. ) 0 si 0< |lw|] < wo
G(‘”)~{1 s w < full<m

v para ||w|| entre wo y wy, G(w) cambia de aproximadamente 0 a aproximadamente 1.

e Dado un filtro bidimensional h, se define su reverso h' como

h;c.l = h_g,—1-

e Se llama soporte de una funcién f(z) al menor conjunto cerrado que contiene a todos los z € R?
tales que f(z) # 0. Se dice que una funcién tiene soporte compacto si su soporte es un conjunto acotado.

e Dado el par de enteros no negativos r = (r1,72) y f € L2(R?) se denomina momento r de f ala

expresién

0o oo
/ /2:'3;’f(21,272) da:ldzz.

—00 —00

e Se dice que f(z) pertenece al espacio de Holder C*(R2), con 0 < s < 1 ( 0 que f(z) es Holder
continua con exponente de Holder s ) si

|f(z) = f@W)I < K llz -yl

donde K es una constante. En las condiciones anteriores también se dice que la funcién f(z)es de Lipschitz
con exponente 8.

e Se dice que f(z) pertenece al espacio de Hélder C*(R2), con s > 1 (o que f(z) es Holder continua
con exponente de Hélder s ) sis = m+a, m € N, 0 < a < 1, f(z) es m veces diferenciable con
continuidad, y vale

) (z) - f™ ()| < K|z - ylI*
donde K es una constante.

e Una matriz B de 2 x 2 es una contraccién del plano si para todo z € R? existe K, 0 < K < 1, tal
que

|1 B=]| < K |l=|] - @3.1)

Si la norma en 3.1 es la norma euclidea ( 0 norma 2), diremos que B es una contraccién del plano en
norma euclidea.

e Una matriz B de 2 x 2 es una dilatacién del plano si para todo = € R? existe K > 1 tal que
|Bz|| > K ||z]| - (3.2)

Si la norma en 3.2 es la norma euclidea ( o norma 2), diremos que B es una dilatacién del plano en norma
euclidea.
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Mat. | Det. | autovalores | val. sing. accién
D _ A = +V2 oL =V2 Simetria: eje [ 1 v2 -1 ]l
! de=—-V2 o2 =V2 +expansién en V2
D 9 A=1+1¢ oL =V2 Rotacién en %
2 do=1-1 g2 =2 +expansién en v2

Tabla 3.1: Propiedades de D, y D,

3.2 Analisis de multirresolucion

Veamos primero la funcién de escala: en vez de considerar al producto de 2 funciones de escala como
funcién de escala en 2 dimensiones - la llamada funcién de escala separable-, existe una manera méas
general de abordar el tratamiento de imégenes: se puede obtener una funcién de escala de 2 variables,
no separable:

: % 5 R
&(z) = Z hy ®(Dz-k ) (3.3)
keACZ?

donde:
los valores hy corresponden a un filtro no separable en 2 dimensiones.

D es una matriz de 2 x 2, llamada matriz de dilatacién, cuyos coeficientes son enteros y cuyos autovalores
verifican |Ax| > 1. Por razones pricticas de procesamiento de imagenes, que expondremos luego,
pediremos que la matriz D tenga valores singulares que verifican oy > 1.

Por abuso de notacién ®( D z — k ) indica que se aplica ¢ a las 2 componentes de
. dn  dig | _ k1
b= k_[dm dzz][:vz] [kz]'

Consideramos 2 posibles matrices de dilatacién: D;, una reflexién o simetria seguida de una dilatacién
del plano real en /2, y D5, una rotacién seguida de una dilatacién del plano en v/2:

1 1 1 -1
O P B Y
En la tabla 3.1 se listan sus propiedades.
Ambas matrices de dilatacién D; y D, inducen una decomposicién de Z2, el conjunto de todos los

pares de enteros, en dos subgrillas (cosets): T'g y I, similares a los cuadrados negros y blancos de un
tablero de ajedrez.

22 =ToUT, ; To={DZ?} ; r1={Dzz+[(1)]}. (3.4)

(3.5)

Ox O
X O X
Ox O
x O X
Ox O
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Esta distribucién de las subgrillas se denomina al tresbolillo ( quincunx, quinconce ). Una subgrilla estd
indicada con cruces, y la otra con circulos. La cantidad de subgrillas I'; est4 determinada por la cantidad
de clases del cociente I'/ DT, es decir, por |D| = |det(D)|, que es siempre un nimero entero, y que en
nuestro caso vale 2.

Los espacios de aproximacién Vj, al igual que en el caso de una dimensién, verifican

.CVoCcV,CcVoCcWiC.,

su unién es densa en L?(R), y su interseccién es la funcién nula. Son generados por las traslaciones en
pares de enteros de la funcién de escala ®, o de una versién dilatada o contraida de & :

Vi = gen{®(DI z — k) }y¢ 22-
Consideramos solamente los casos en que el conjunto

{2(z - k) }reze

es ortonormal.

La cantidad de funciones wavelet asociadas a una funcién de escala, al igual que la cantidad de bandas
de detalle que se originan en cada paso de la transformada, es |D| — 1, que en nuestro caso es 1.

La wavelet verifica la siguiente ecuacién:

T: % 5 R
Ua@)= Y g ®(Dz-k). (3.6)
kEACZ?

donde g es un filtro bidimensional, que se calcula a partir de h:
9k = Gy k) = (1R R i (3.7
Para cada entero j, el subespacio W; es el complemento ortogonal de V; en Vji,
Vi =V; 0 W;
y es generado por la wavelet
W; = gen{¥(D? z — k)}.

Nota 3.3. Si la matriz de dilatacién es D = 2I, y existen filtros f y ! de una dimensién tales los filtros
bidimensionales h y g verifican

ki = fif;, gi.j = lilj,

- h y g son filtros separables — entonces estamos ante la situacién descripta en la seccién 2.9 de wavelets
separables.

3.3 Matrices de dilatacién (1)

Veamos los efectos de aplicar una matriz de dilatacién: El submuestreo, asi como el sobremuestreo, son
inducidos por la matriz de dilatacién D:
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Figura 3.1: Teléfono submuestreado con D,

Definicién 3.1. Submuestreo con la matriz D:
y=zl|D < y(k) = z(Dk)

Aqui se eliminan componentes alternativamente en una grilla diagonal, es decir, se suprimen los
casilleros negros en el tablero de ajedrez: son los pixels cuyos indices corresponden a la subgrilla I';. En
cambio, se conservan los pixels z(j) = z(41, j2)cuyos indices corresponden a la subgrilla Ty :(j = Dk) y se
ubican en la posicién k = D~!j. Aplicaremos la operacién de submuestreo a la imagen del teléfono de la
figura 2.13. En la flgura 3.1 se observa el teléfono submuestreado con D,: la imagen queda espejada con
respecto al eje de simetria, y es de menor tamafio. Y en la figura 3.2 se observa el teléfono submuestreado
con D;: la imagen queda rotada en —% y reducida.

Nota 3.4. En términos de la transformada Z,
y=ziD > Y(z)= [X(zD ) + X (—2P ')]

v [X(\/z_lz—g,\/:)+X( N \/_)] si D =D,
(=) = [xﬁm+X( \/7;5 \/il—)] siD=D,

Definicién 3.2. : Sobremuestreo con la matriz D:

z, si k=Dr
=210 = w={g ¥ E

Las figura 3.3, y un detalle ampliado en la figura 3.4, corresponden tanto a la figura 3.1 sobremuestrea-
da con D;, como a la figura 3.2 sobremuestreada con D,: la imagen recupera su orientacién original, y
se pone un cero (cuadrado negro) en el lugar que fue anulado.

Nota 3.5. En términos de la transformada Z, el sobremuestreo es

X(lez, i—:) siD= D1

y=z1D 4=>Y(z)=X(ZD)={X(2122,£z) siD=D, °
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Figura 3.2: Teléfono submuestreado con D.

Figura 3.3: Teléfono submuestreado y sobremuestreado.
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Figura 3.4: Teléfono sub y sobremuestreado- detalle.

3.4 Procesamiento de imagenes

Llamamos c¢” ala imagen original, fo(z) es su funcién asociada y fo € Vp. Si se descompone a fo(z) en

la suma de sus proyecciones sobre V_; y W_,,se tiene

z) = Z cf‘o)@(z—k)

kez?

= f1(2) +7-1(2)

= (-0_L_gp-1z_k d('l)—‘I'D k
DR R AP PE R

Aplicando las propiedades de ortogonalidad de las bases, y las ecuaciones 3.3 y 3.6, se deducen las férmulas
de anélisis

k \/lf Z h(;- Dk)cJ ’ (3.8)

JGZ’

z 9(;-DkK)C J , (3.9)

JGZ’

que permiten calcular los coeficientes de un paso de la transformada wavelet. Aplicando las mismas
férmulas a cﬁ"l) en vez de cio), se obtiene el segundo paso de la transformada wavelet. Estos pasos estan
ejemplificados en las figuras 3.5 y 3.6, aplicando la transformada de Kovacevic- Vetterli con la matriz D, .
Ha de notarse que los coeficientes de detalle son muy pequefios y que han sido reescalados para poder
observar la informacién que contienen.

De manera aniloga, para poder antitransformar, se obtiene la férmula de sintesis:

0 -1
¢ = \/— 3 haepine™V + Y g-ppds (3.10)

j€Z? jez?
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Figura 3.5: 1 paso de la transformada KV: dﬁ'l) y cf:l)

Las férmulas 3.8 y 3.9 pueden interpretarse por medio de convoluciones de la imagen con los filtros
Ky ¢, seguidos de submuestreos con D, segin el esquema , y la férmula 3.10 puede interpretarse como
sobremuestreos de los coeficientes de aproximacién y de detalle con D seguidos de convoluciones con h y
g, sumados, segin el esquema 3.7.

3.4.1 Formulacién polifase

Las férmulas de an4lisis 3.8 y 3.9 pueden escribirse de una manera equivalente, en su formulacién po-
lifase, de manera a no realizar operaciones innecesarias. Para ello se separan los pixels de la sefial y los
coeficientes de los filtros segin a cual subgrilla —fase— pertenecen.

Si zy son los pixels de la imagen z que pertenecen a la subgrilla I'g, y z; son los pixels de la imagen
que pertenecen a la subgrilla I';, se tiene entonces que

zo=z!D
1 =(z*0-10) 1D
z = (2o T D] + [8q10) * (z1 T D)).

Escribiendo esto en términos de la transformada Z, se tiene:
Xo(z) = Z :I:Djz'j
jez?
Xi(2) = ) Zpjeaoz”
jez2
X(z)= Xo(ZD) +Zl_1X1 (ZD).
Anélogamente, para el filtro h se tiene

ho=hlD
h =(h*a_10)J’D
h = [ho 1 D] + [610 * (k1 T D)),



3.4. PROCESAMIENTO DE IMAGENES 63

Figura 3.6: 2 pasos de la transformada KV: df,'l), dﬁ'z)y cfc'z)

(-1)
c
lzhl l D k T D 12h
(0) (0)
[ C
a
1291 l D k 4 D lzg

Figura 3.7: Esquema de an4lisis-sintesis en dimensi6én 2
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y en términos de la transformada Z
Ho(z) = Z hDjz‘j
jez?
Hi(2) = z hDj+(10)z_j
j€z?
H(z) = Ho(2) + z; ' H1 (2P).

Se hace la misma descomposicién sobre el filtro g.
Se puede ver que la transformada Z de y; = (z*h’') L D es

11 11
i) = Xolon, 2o (£ ) + Ko, ) (,2)) (3.1)
21 22 2 22
y, andlogamente, la transformada Z de yo = (z *g') { D es
11 11
Y2(21,22) = Xo(21,22)Go (—, —> + X1(21,22)G1 (—, —) 3 (3-.12)
2 2z Z2 22
Esto, en forma matricial, es
Yi(z) | _ (,1,, =) Hi:, 5 ] Xo(z) ]
[Yz(z) ] ‘[ a1 o@D || xe (3.13)
_ Xo(2) ]
- PH ,G1 Xl (Z) . (3.14)

En general, se define

[ R R
P”‘[Jﬁ'(z) Ji(z)]

como la matriz polifase de los filtros F y J. Entonces, las ecuaciones 3.8 y 3.9 son equivalentes a
[ Cc-N(z) ] Ho(,, , —) H(% ,,I, ] c?(z)
D=1(2) ,/_|D Go(%, ,,) Gl(,‘, v35) 1| ¢O9z)
1 c(z)
——Py
- /o e [ )
y, en términos de convoluciones, a

=D = (0) ! (0) !
|D [( # 1) + (% + 1))

d-D = ——

|DI [ O xg6) + (% g1)]

Estas dltimas ecuaciones son computacionalmente mas eficientes.

3.5 Propiedades

3.5.1 Existencia de la funcién de escala

Forma Fourier de la ecuacién de dilatacién:
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Si se transforma Fourier la ecuacién de dilatacién 3.3, resulta

B(w) = 2Zh e <) W (D) Tw ) .r?r
S "')f‘? (<D‘”)T"') (07)7u) =-
-3 (0" w) [1 £ (0)"w).

Tomando limite cuando N —» o0, y aplicando &(0,0) = J ®(z) dz = 1, se obtiene
RZ

(@77 w) & ((0™)"w)

g T
=1 (0™ v).
n=1
Para que est producto infinito sea convergente, debe ser H (0,0) =1, y entonces

H(0,0)= Z R(kika) =

k€A

3.5.2 Ortogonalidad

Si el conjunto {®( z — k )}, es ortonormal (z € R? y k € Z2) esto implica

ldet(D)[ I (j1,32) = (0,0),
lcegz2 Peherp = { (41,42) # (0,0). (3.15)

Si el conjunto {®( z — k )}« es ortogonal a ¥(z) -z € R? y k € Z2 - esto implica

Y. higrsn; =0 Vi = (Jr.J2)- (3.16)
keACz?

Si el conjunto {¥( z — k )}x es ortonormal - z € R? y k € Z%- esto implica

Idet‘(D)l I (jlij) = (0’ 0)’ 3.17
Do, 9kme0s -{} Grrs2) # (0,0). G40
3.5.3 Soporte compacto

Si el filtro asociado a la funcién de escala (o a la wavelet) tiene finitas entradas no nulas, el soporte de la
funcién es compacto. No es tan sencillo de obtener el soporte como en el caso unidimensional. El soporte
de una funcién de escala ®(z) que verifica 3.3, est4 contenido en un conjunto cerrado S, tal que

S= |J D'{S+k}.
keacz?
3.5.4 Aproximacién polinomial

Definicién 3.3. Decimos que ®(z) tiene aprozimacién polinomial de orden m ( accuracy m ) si cualquier
polinomio p(z) = p(z1,z2) de grado |r| < m puede escribirse como

=) o ®(z—k). (3.18)

kez?
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Por ejemplo, si la funcién de escala tiene aproximacién polinomial de orden m = 3, entonces vale la
expresién 3.18 para los polinomios 1, z;, z2 , a:f, T1T2, Y a:%.
Si la funcién de escala bidimensional tiene aproximacién polinomial de orden m, entonces

=1, Y Kh=v, i=01 |r|=1..m-1 (3.19)
ker; kerl;

donde v, son ciertas constantes

3.5.5 Buena localizacién en las frecuencias

Al igual que en el caso unidimensional, para el caso bidimensional también vale que si los filtros h y g
son finitos, tanto la funcién de escala como la wavelet tienen soporte compacto; pero sus transformadas
Fourier no puede tener soporte compacto. La localizacién en frecuencias nunca ser4 perfecta. Pero cuanto
mejor filtro pasabajos sea k', y mejor filtro pasa-altos sea g’, (nos referimos a los 2 filtros de anilisis)
mejor localizada en frecuencias ser4 la transformada wavelet.

Si k' es un filtro pasa-bajos, entonces

ﬁ(ﬂ', ) =0,

H(-1,-1)=0.

Si la derivada direccional de H (w) en el punto w = (m,w) vale 0 en cualquier direccién, entonces el
gradiente

8H (m.)
& _ | 8w _|0

VH(m,m) = ﬁ( ) —[0],

o T,
lo cual es equivalente a
Ben-n] 1o
VH(-1,-1)= aﬂ =[0].

%(_1’_1)

De la misma manera, si la derivada direccional segunda de H(w) en los puntos w = (m,7) vale 0 en
cualquier direccién, entonces el Hessiano

828 () 82 H (m.)
i dwidw, ' Buwbws 00
vAmn=| TaF R =[5 o]’
Owe 8w (mm) SwoBwo (m, )
y por lo tanto
2
PH - 2 -n] g
V2H(-1,-1)= 3g56z1 3356Z2 _ ‘
, (-1,-1) —-i(—1 -1) 00
02,07 ’ 82902z
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Cuanto mayor sea el nimero de condiciones que se cumplan, mis “achatada " ser4 la respuesta en
frecuencias de k' cerca de w = (m,w), y mejor filtro pasa-bajos serd h'.
Si g’ es un filtro pasa-altos, entonces

G(0,0)=G(1,1) =0.

Si la derivada direccional de @(w) en el punto w = (0,0) vale 0 en cualquier direccién, entonces el
gradiente

50 |-
22 (0,0 ’

vG(0,0) =
lo cual es equivalente a

aG -
—(1,1
ve@a,1) = | % ®0 ) _ [

]
8_22(1’ 1) ]

De la misma manera, si la derivada direccional segunda de G(w) en los puntos w = (0,0) vale 0 en
cualquier direccién, entonces el Hessiano

8*G 8*G
0,0 0,0
v2G(0,0) = 31"!‘?2”1( ) 31"1@9’2( ) ={00
’ G 0,0) oG 0,0) 0 0’
3‘!1)26‘!1)1( ! 31U231U2 ’
y
2 2
¢ 11y 2] oo
V2G(1,1) = 6212621 625622 = .
’ 9°G (1,1) 9°G (1,1) 00
82902, ’ 0820202z ’

Cuanto mayor sea el nimero de condiciones que se cumplan, més “achatada ” serd la respuesta en
frecuencias de g’ cerca de w = (0,0), y mejor filtro pasa~bajos serd ¢'.

3.6 Relaciones entre propiedades

El siguiente teorema, que indica que la cuantizacién es un proceso estable cuando la transformada
ortonormal, es similar a su versién para las wavelets unidimensionales.

Teorema 3.1. Sea (®,¥) es un sistema ortonormal, cﬁo) son los coeficientes de la sefial original, y se

calcula su transformada wavelet de L niveles, obteniéndose los coeficientes cﬁ'L),dfc'L),...d;:l) , tales
que

@)=Y P2 -k
k

-1

=Y P a@+ Y S ).
k

j=—-L+1 k
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donde
$_Li(z)=|D|"* (D Lz — k)
¥ x(z) = D2 9(Diz - k).

St se cuantizan los coeficientes, aplicdndoles una funcidn de cuantizacién Q(z) —como por ejemplo el

redondeo, o el pasar los coeficientes por un umbral — entonces la serial recontruida ’éio), que se obtiene
antitransformando, tiene un error cuya norma cuadrdtica es igual a la de los errores de cuantizacidn:

@) =T s+ Y Q) ¥k (2)
k

j==L+1 k
= ZE‘SGO)(I)(:B - k),

-0l =}~
- 1/2
i (E (-a™) + 3 T (@ —Q(di"’>)2)

k j=-L+1 &k

A continuacién se demuestra que si hay aproximacién polinomial entonces la rama pasa-bajos del
esquema, de andlisis preserva los polinomios discretizados, mientras que la rama pasa-altos los anula.

Teorema 3.2. Sea ®(z,,z2) con aprozimacién polinomial de orden m. Si para k = (k1, k), cio) =

p(z1,22) es un polinomio de grado |r| < m discretizado en (kyAzy, kaAzs), entonces los coeficientes de

aprozimacidn de la transformada wavelet cfe_l) son otro polinomio de grado r discretizado en

((Dk)l A:z:l ) (Dk)2A32))

y los coeficientes de detalle dﬁ_l) son nulos.

Demostracidn. Sin pérdida de generalidad, suponemos que p(z,,z2) = z1'z5?. Entonces por hipétesis,

(0) = (hAz1)" (j2Az2)™, con j=(j1,j2) y T=r1i+ra<m. (3.20)
Si se reemplaza en la férmula 3.8, resulta

(-1) _ (Az))" (Azp)" : \r (2
¢ = hi—pry(51)™ (42)™,
k |D| Jezzz g

y con el cambio de variables ¢ = (i1,%2) = j — Dk, se obtiene

0 (Bz)" (Az)™ 3 hii + (DR))™ (52 + (DR)2)"™.

N -~

A continuacién se aplica la férmula binomial de Newton,

oM = (Azy)" (Azz)" S h Z (rl)z’(Dk) —pZ( ) 8Dk,

i€Z? p=0
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y por lo tanto
™ rs N
ci_l) = Mz ( ) (DEk)] -Pz (1‘2) (Dk)529 z hiibid.
VID| p=o \P g=0 i€AC2?
Pero si la dltima sumatoria se separa segiin los indices pertenecen a una o otra subgrilla,
Yo hidfif= > hdlid+ Y hifil =2v4,
i€EAC2Z? i€EANTy {i€EANT,

por lo tanto la dltima sumatoria es una constante que no depende de 7, segiin 3.19 —recordar que p+ ¢ <
1 + 12 =7 < m. Luego

(-1) _ 1 1 -
c,, \/WZ_%( )Am)P[(Dk)lAzl] »

T2

> (1:) (Az3)? [(Dk)2Az2]* 7 20, )

q=0
es un polinomio de grado r en ((Dk), Az, (Dk)2Az;) y el término de mayor grado es una constante por

[(Dk)1 Az1)™ [(Dk)2Azs]™ .

Veamos ahora que los coeficientes de detalle df,_l) son nulos. Si se aplica la férmula 3.9 a ¢(®, se
obtiene

4" = \/W > 9G-pr) (1A21)" (jo Azg)™.

j€22

Reemplazando los elementos g(;_pk) por su expresién 3.7, resulta

di—l) (Azl—)\/%i Z (_1)ﬁh(11)_j+Dk(j1)"1 (j2)™,
jez?

donde 8 = ji — (Dk); + j2 — (Dk)2. Con el cambio de variables ¢ = (1,1) — j + Dk,

i1 =1-j1 + (Dk),
=1 —jz + (Dk)z,
vemos que
& =4 > (1) *hy((DE) +1 = i1)" (Dk)2 + 1 —i2)™,
i€22
donde
_ (Az)" (Azy)™
VID|

Observemos que

(_1)ﬁ =(- 1)i1+iz,
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porque
B = j1 = (Dk) + j2 — (Dk)2
=2-1 — 1.

Igual que en el caso anterior, se aplica la férmula del binomio,

df:_l) =A Z(_l)i1+izhiz (rl)(Dk + 1) 7P(=iy)P
i€z? p=0 P

3 (’;’) (Dk + )P~ (=in)?,

q=0

= Ai (’;) (Dk + 1);1—Pf: (’;) (Dk + 1)~

p=0 g=0

L3 (1R (i) ()

i€z?

El dltimo término del producto es la suma

D (=1)f+i Ry (=ig )P(—in)?

i€2?
= (1Y Y (=) Hhy(1)7 (i)
i€Z?
= (-1 [ > h(@)(i2)' = 3o ki)’ ()
i€ANT, i€ANr
= (=1)"* [upq — upq]
=0,

con lo cual dﬁ'l) = 0. En el curso de la deduccién anterior, se separé la sumatoria segiin las subgrillas.
Se usé que

i1+ 1 si i€l
—1\hi+i2 _ 0
(-1) —{-1 si i€l

puesto que si i € I'g, entonces 7 = DI, por lo tanto

i + 142 = (dinh + diale) + (darly + da2l2)
= (dny +da1)h + (di2 + da2)la
=2l

es siempre par. Andlogamente, si i € 'y, entonces ¢ = DI + (1,0), y por consiguiente

1 +ig = (dull + djals + 1) + (dzlll + dzzlz)
= (di1 +d21)l1 + (di2 + da2)l2 +1
=2 +1

es siempre impar. Se usé que p+qg <1 + 12 =7 <m ¥ se aplic6 3.19. O
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I

Figura 3.8: Funcién de escala Daubechies 4 con D,

Uniendo el resultado anterior a otros teoremas, se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3.3. Si ®(z) es m veces diferenciable con continuidad, son equivalentes:

d oH (-1,-1)=0, para 0 < k| <m
&Ufiawgq I y D s .
k
° f_Gk (1,1) =0, para 0 < |k| < m.
Ow;" Bw;?
* T Fh=v, =01 |l=l.m-1 w=1
kel;

o ®(z) tiene aprozimacidn polinomial de orden m.
o Los momentos r = (r,72) de ¥(z) son nulos, para 0 < |r| < m.

* Si cﬁo) = p(zx) es un polinomio de grado |r| < m discretizado en xx, entonces los coeficientes de
aprozimacion de la transformada wavelet ¢t~V son otro polinomio de grado r discretizado en zpy,
y los coeficientes de detalle dﬁ'l) son nulos.

Nota 3.6. En el caso bidimensional, no surge de lo anterior una factorizacién de H.

3.7 Ejemplos

Si se utiliza el filtro h de una funcién de escala ortogonal en 1 dimensién, y se lo asocia a una matriz de
dilatacién D o D, se obtiene una funcién de escala ortogonal, no separable. Por ejemplo, si el filtro es
el de Daubechies 4, y la matriz de dilatacién es D), se obtiene una funcién de escala ortogonal, continua,
y de aproximacién polinomial de orden 2 - ver figura 3.8. La transformada Z de h cumple H(-1,1) = 0.
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Figura 3.9: Funcién de escala Kovacevic-Vetterli

Wavelet figura | aprox. pol. | p s
Daubechies 4 con D, 38 2 0.82644582 | 0.2750
Kovacevic-Vetterli con D; | 3.9 2 0.93406968 | 0.0984

Tabla 3.2: Ejemplos de wavelets no separables

Kovacevic y Vetterli [27] han construido ejemplos de funciones de escala y wavelets bidimensionales
ortogonales, continuas y no separables. Cohen y Daubechies [28] han construido ejemplos de funciones
de escala y wavelets bidimensionales biortogonales, continuas y no separables.

El filtro bidimensional dado en [27] (ecuacién 78)

0 hll h21 0
=| hoo hio hao 1

0 hi-1 he,-1 O

0 1.7320508076 -3 0
h= | —3.7320508076 6.4641016151 1.7320508076 1
0 11.196152423 6.4641016151 O

asociado a la matriz de dilatacién D), también corresponde a una funcién de escala ortogonal, no
separable, continua, de aproximacién polinomial de orden 2, - ver figura 3.9

En la tabla 3.2 se dan estimaciones del radio espectral conjunto, y del exponente de Holder de las
funciones de escala mencionadas.

3.8 Matrices de dilatacién (2)

No es deseable que al procesar una imagen se introduzcan distorsiones en ella. Y vimos como el sub-
muestreo y el sobremuestreo estdn determinados por la matriz D: por eso es necesario que esta matriz
sea una dilatacién del plano en una norma que corresponda a nuestra nocién de distancia en el plano, es
decir, la norma euclidea. Por consiguiente, D~! debe ser una contraccién del plano en norma euclidea.
Veremos que esto se cumple si los valores singulares de D son mayores que 1.
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Lema 3.1. Si los valores singulares de D verifican ox > 1 para k = 1,2, entonces D es una dilatacion
del plano en norma euclfdea, y D~ es una contraccion del plano en la misma norma.

Demostracidn. Por la descomposicién en valores singulares de la matriz D, existen 2 matrices ortogonales
U y F de 2 x 2 tales que

UTDF:S:["1 0 ]

0 o2

donde

or = \/A(DTD),
y

g202>1
por hipétesis. Entonces
D=USFT,

y

D'=F ST,
con lo cual

D71, = mpx = - <1.

Entonces

llz|l, = [| D' Dz||, < [D~*]|, lID=ll;,
azllzlly = |75 llell, < ID=ll,

y D es una dilatacién del plano en norma euclidea. Ademis,
- _ 1
|17 2]l, < D7, llzlly = =l

y D! es una contraccién del plano en norma euclidea. O

Demostraremos a continuacién que si los valores singulares de una matriz real A son mayores que 1,
entonces sus autovalores también son mayores que 1 en valor absoluto.

Lema 3.2. Sean )\ los autovalores de una matriz real A de n x n, y oy sus valores singulares. Si oy > 1
Vk entonces |\x| > 1 Vk.

Demostracién. Como AT A es una matriz simétrica definida positiva, el cociente de Rayleigh verifica:

zTAT Az

pe o >0l Vz (3.21)

donde o2, es el autovalor més pequefio de AT A, y por hipétesis 02, > 1. Sea z el autovector de 4
asociado a Ak, y reemplazando en la ecuacién (3.21), se obtiene AZ > 1. Luego |Ax| > 1 Vk. O
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Mat. de dilatacién | Det | autovalores | valores singulares
D 9 =2 o1 = 2.28824561
i A =1 o2 = 0.874032

Tabla 3.3: Propiedades de Dj
Nota 3.7. La inversa no es vilida; por ejemplo la matriz

_ o6 03
A“[a.o —0.6]

tiene autovalores A = £1.122497216032182, y sus valores singulares son
o, = 3.105704986607944, 02 = 0.4057049866079438.

Con este ejemplo se evidencia que no alcanza con que los autovalores de la matriz sean mayores que 1 en
mdédulo para que la matriz sea una expansién en norma 2: si

z=(02 097 Az=[039 0067
resulta que ||A,z|[, = 0.3946 < |[z||, = 0.922.

Como consecuencia del lema, si los valores singulares de la matriz de dilatacién D son mayores que
1, entonces los autovalores de D verifican |Ax| > 1.
Veamos ahora el caso de la matriz
21
D3 = [ 01 ] )

que da origen a la mismas subgrillas que D, y D,. Sus coeficientes son enteros, sus autovalores en valor
absoluto son mayores o iguales que 1, pero tiene un valor singular menor que 1 (ver tabla 3.3).

De la descomposicién en valores singulares, se tienen U y F, matrices ortogonales, y S, matriz diagonal,
tal que

UTD;F =S = [ ‘3‘ fz ] donde

UT = [ 0.973248989  0.22975292
| —0.22975292 0.973248989

F= [ 0.850650808 —0.525731112
~ [ 0.525731112  0.850650808

g [ 228824561 0
- 0 0.874032

L
Para e; = [ 01 ]T el segundo vector de la base canénica,

S €2 = 02 €2
€s una contraccién, y como

D3F82=USez=O'2Ueg,
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(a) (b)

-1} -1r

-2 -1 0

-
N
0
L
o
-
N

(© (d)

| l. ; | /_,........E,...“.\
\__/ N’

hinde TYPSUSINR Bppper?
-1 -7
-1 0 1 2

-2 -1 0

[y

2

Figura 3.10: (a) X = {||z]l, =1} (c) FTX (d) SFTX (b) ESFTX =DX

entonces existe una direccién dada por F e; en la cual la matriz D3 no es una expansién, sino una
contraccién:

”F 62"2 = 1,
por ser F' una matriz ortogonal, y
|Ds F eall, = |lo2 U e2ll; = 02U e2ll, = 02 < 1.

En la figura 3.10 se tiene el diagrama conmutativo de la imagen de la circunferencia de radio 1 por
Dj3. En (a) se observa con linea punteada la direccién de F e, y en (b) se observa con linea punteada la
direccién de

DaF €2 = 02 U €s.

Al procesar una imagen, cuando se realiza la decimacién o submuestreo, se espera que la imagen se
contraiga en todas las direcciones. Sin embargo, en este caso la imagen transformada se estira en la
direccién U eg, pues

1
D;er2=a—2Fe2

-ver figura 3.11, mientras que en la direccién U e; — donde ¢; = [ 10 ]T - correspondiente al eje de
linea llena en (b), la imagen se reduce a més de la mitad:

1
D3_1U61=OTF61.
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Figura 3.11: Teléfono submuestreado con Ds.

Mat. de dilatacién | Det | autovalores | valores singulares
Al = \/§ g = 2
D 2| u=-v2 | o=1

Tabla 3.4: Propiedades de D4

Estas distorsiones no ocurren cuando oy > 1y o2 > 1.

Nota 3.8. Belogay y Wang [26] hallaron ejemplos de wavelets ortogonales no separables asociadas a la
matriz de dilatacién
0 2
n=[1 4]

Con esta matriz se origina una sola submatriz de detalle en cada paso. La decimacién D4 equivale a
eliminar las columnas impares de la imagen, y luego espejarla con el eje de simetria y = z. En cada paso
la decimacién se hace en una sola direccién, lo cual distorsiona la imagen, aunque cada 2 pasos vuelve a
tomar sus proporciones originales.

X X X
00O
X X X
0O
X X X

La subgrillas generadas por esta matriz — llamada subgrillas columna — no son iguales a las subgrillas
diagonales (al tresbolillo). De la observacién de los valores singulares vemos que la matriz D4 dilata el
plano en todas las direcciones salvo en la del eje horizontal.



Capitulo 4

Multiwavelets en una dimension

Las multiwavelets son una generalizacién de las wavelets. Los espacios Vj, en los cuales se proyecta
la funcién asociada a la sefial original, son generados por las traslaciones enteras de dilataciones de
2 o més funciones de escala. El hecho de considerar varias funciones de escala — en vez de una sola -
permite disefiar multifunciones de escala que tengan un conjunto de propiedades tiles, como por ejemplo
aproximacién polinomial de orden > 1, ortogonalidad y simetria, que no se pueden dar en las funciones
de escala unidimensionales. Por ejemplo, Geronimo, Hardin y Massopust disefiaron una multifuncién de
escala de soporte pequefio, que tiene orden de aproximacién polinomial 2, y que es, a la vez, ortogonal y
simétrica [29): ver las 2 funciones de escala y las wavelets asociadas en la figura 4.1. Para el disefio de
multiwavelets consultar [30], [31], [32], [33] [34], y [35].

Las multiwavelets han dado buenos resultados en cuanto a la compresién de seiiales —ver [36], [37] ,
(38] y [39]-. Debido a que esta trasformada explota las correlaciones entre las sefiales de entrada, son
indicadas para procesar imagenes multitemporales, o de color. En el procesamiento de sefiales con dos
funciones de escala se tienen 2 sefiales de entrada, y 4 sefiales de salida: 2 de aproximacién y 2 de detalle.
Antes de aplicar la transformada, los datos deben ser prefiltrados, a menos que las multiwavelets sean
balanceadas [40] [41].

Algunos temas, como la estimacién del exponente Hélder de continuidad de las funciones construidas,
asi como el algoritmo cascada, que permite graficar las multifunciones de escala y las multiwavelets, se
tratardn mas adelante en su forma m4s general (ver el capitulo 8.6 y el algoritmo 7.3).

4.1 Definiciones y notacién

e Dada una funcién f : ® — R2, f = [fi, fo]T donde fi,f: € L*(R), se define la transformada
Fourier de f como

firocC?

e Dado H = {H®,HM H®) .} un conjunto de matrices H*) de 2 x 2, con k € {0,1,...N},

77
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funcién de escala #1 wavelet #1
25 >
2
1
1.5
0
1
-1
0.5
-2
0
0 1 2 3 0 1 2 3
funcién de escala #2 wavelet #2
2 2
1.5 1
1
0
0.5
-1}
0
-2t
-0.5
] 1 2 3 0 1 2 3

Figura 4.1: Multifuncién de escala y multiwavelet GHM.
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definimos la transformada Z de H como
H(z):C — C¥*?
N
H(z)=) H®z*
k=0
Nota 4.1. A las matrices H(*) las llamaremos matrices-filtro.

¢ Dado H un conjunto de matrices H*) de 2 x 2, con k € {0,1,... N}, definimos su respuesta en
frecuencias, o transformada Fourier discreta en el tiempo, como

H:[-m 7] > C?*?

N
E(w) = ZH(k)e—ikw

k=0

e Dado H un conjunto de matrices H*) de 2 x 2, con k € {0,1,... N}, se define el simbolo

N -~
i = 130 Ao - B,
k=0

K Dado H un conjunto de matrices H®) de 2 x 2, con k € A ={0,1,...N}. Parai = 0,1 llamamos
$9 ala suma
sN=S ¥ H®,
k€r;NA

y §@ alasuma
o6 Sc(»j) + SEJ‘)_
Recordemos que I'g = 2Z es el conjunto de todos los enteros pares, y I'y = 2Z + 1 es el conjunto de

todos los enteros impares.
Por ejemplo:

S© = z H® sm = Z E H® P = > K H®.

ke€T;NA k€TiNA kET;NA

58 es la suma de las matrices H®) con indice par, y S{* es la suma de las matrices H®®) con fndice
impar; y

SO — (0) + 3(0) Z H®

es la suma de todas la matrices H(¥),
¢ De manera anéloga definimos T(®) como la suma de todas las matrices G(*),

N
7@ =Y G*

k=0
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¢ Dados p ndmeros 7o, 71, ... Tp—1, con 7o = 1, la secuencia de polinomios po(2), p1(t), ... pp-1(t)
Z /n
pn(t) = z ( )Tn—ktk
k=0 k

se denomina secuencia de Appell.

4.2 Anadlisis de multirresolucién para multiwavelets en 1d

Igual que en el caso de las wavelets en una dimensién, en el caso de las multiwavelets un andlisis de
multirresolucién consiste en una secuencia de subespacios anidados

~.CVoocVo,cVyCcViC.

cuya unién es densa en L?(R) y cuya interseccién es la funcién nula. El subespacio V; es el subespacio
generado por las traslaciones enteras de 2 o més funciones de escala. Si V; es generado por las traslaciones
enteras de r funciones de escala: ®,, & , ... ®,, se dice que el andlisis de multirresolucién tiene
multiplicidad r.

Nos restringiremos al caso r = 2, es decir, V; es el subespacio generado por las traslaciones enteras
de dos funciones de escala, ®; y, $, definidas sobre R

Vo = gen{®1(z — k1), ®2(x — k2)}4, donde k = (ki,k2).

Al par (®,, ®2) se lo denomina multifuncién de escala.
Los dem4s subespacios V; son generados por las traslaciones enteras de una versién dilatada o contraida
de Ql Yy, QQ :

Vi = gen{®1(2 = — k1), ®2(2 z — k2)},, donde k = (k;, k2)-

De la inclusién Vy C V) se deduce que &, (z), que es base de Vj, debe poder expresarse como combi-
nacién de las bases de V. Entonces deben existir constantes Hl(’f) yH 1‘;‘) tales que:

N
(2) =Y {HP@ 22—k + HY %22 - B}, (4.1)
k=0
y como la observacién también vale para ®,(z), existen constantes Hé’f) y Hé:) tales que

N
&y(z) =Y {Hé{‘)@,@ c—k)+HP 8,22 - k)} . (4.2)
k=0

Si escribimos estas ecuaciones en forma vectorial, obtenemos la siguiente ecuacién, llamada ecuacién de

dilatacién o de refinamiento
N
®1(z) | _ w] | 21(2z-k)
[ 84(z) ] ‘kgo[H || s2a—£) |
y en forma m4s abreviada:

d:R— R

N
o)=Y HP®(2z-k), (4.3)
k=0
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donde las H®) son matrices de 2 x 2.

Nos limitaremos a considerar las multifunciones de escala ortogonales, es decir, aquellas para las cuales
la familia {®,(z — k), ®2(z — 1)} es ortonormal. Para cada entero j , W; es el complemento ortogonal de
V; en Vjj:

Vimn=V;0W,;.
Los subespacios W; son generados por las traslaciones enteras de versiones dilatadas de dos funciones
T, (z) y a(z) , llamadas wavelets —y al par {¥;, Y2} se lo denomina multiwavelet-

W; = gen{¥,(27 £ - k1), T2(27 = — ko) }.

De la inclusién Wy C V; se deduce que ¥, (z) y ¥2(z), que son bases de W)y, deben poder expresarse

como combinacién de las bases de V. Entonces deben existir constantes Gg';) y GE;) , Gg'f) y Gg’;) tales
que

[n3 ]2l [ 2GR
es decir,

N

U(z)=) GPe(2z-k), (4.9)
k=0

conocida como la ecuacién de la wavelet. Para el cilculo de las matrices G(*) se utiliza un algoritmo de
extensién matricial, detallado en [42].

4.3 Procesamiento de senales

Al trabajar con 2 multiwavelets, que es equivalente a trabajar con un banco de filtros de 2 entradas,
se debe descomponer la sefial original X(® en 2 sefiales ci?,): Y& (O) (k € Z). Sea f(z) la funcién cuyas

componentes en las bases {®,(z — k)} y {®2(z — k)} son, respectlvamente, c§°,1 y céo)

f € Vo = span {®1(- — k), @2(- = D}y 1ez

=Y 981z - k) + & (z — k)
kez

Esto, escrito en forma m4s resumida, se convierte en

T 0
f(z) = Z (c(%) ®(z—k), donde c(o) [ & ] .
k€2 Gk

El esquema de andlisis (ver la figura 4.2) tiene a las sefiales cgo) , cgo’)‘ como datos de entrada, y en la
salida de la rama pasa—bajos del esquema se obtienen 2 sucesiones de coeficientes de aproximacién : c( b
, cg ,,1), y en la rama pasa-altos del esquema se obtienen 2 sucesiones de coeficientes de detalle: dg',,l) y
dg"kl). En forma vectorial, son
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=D

1,k
AnAlisis (-1)

(0) _|Pasa-bajos G,k (0)
Cl.k Clk
c'(zo,, Sintesis c§°,),

) d(— 1) 9
1,k
Anlisis d(_l)
L | Pasa-altos| 2k

Figura 4.2: Esquema de anilisis-sintesis.

Sea

Vo=V_i®oW_; V.o, L W_,, donde

Voo = span {&1(5 - k), 8205 - D)}

Wi = span {0(3 - R) Taz - D)
Si escribimos f(z) como la suma de sus proyecciones sobre V_; y W_;:

f@) = 75 LG50+

kez
1 -1)T z
+—= Y dGVTe( 2 - k),
V2 kez 2
se puede demostrar que se cumplen las siguientes férmulas de anélisis:

G = 1 3 HU-20 (O (4.5)
j€z

df;l) _1 Z GlU—2%) cfloj)_ (4.6)
i€z

Un paso de la transformada multiwavelet consiste en obtener c,(;l) y d_(’;l) a partir de c_(?k) .
De manera andloga se obtiene la férmula de sintesis:

c(?k) =Ux+ Ve, (4.7)

donde U. x es la rama pasa-bajos del operador de sintesis, y V., es la rama pasa-altos del operador de
sintesis:

_ LZ k—=2)\T (-1
Uk V2 j€z (H ’ ) € (4.8)
1 _o\T (-
Vog= E z (G(k 21)) d-(,jl)' (4.9)

i€z
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Un segundo paso de la transformada multiwavelet consiste en aplicar las férmulas 4.5 y 4.6 a los
coeficientes cf",;‘) , obteniéndose los coeficientes cf.;z) y df;z), y la funcién f(z) se escribe entonces como

S0 =% Erl gcp (g E
+ Z > [ ( ~k).

j=1k€ez
Las férmulas de anélisis (4.5) y (4.6) no pueden interpretarse como una convolucién seguida de un
submuestreo, como en el caso de una sola funcién de escala: no hay convolucién, puesto que el producto
es un producto matricial, y el indice sobre el cual se opera es el indice de las matrices filtro. Daremos 2
formas equivalentes de esta fé6rmula.
Los coeficientes de aproximacién en la férmula (4.5) pueden escribirse como

0 = \/_ [( /()*cg?_)) + (H{g)*c;?_))] 12 (4.10)

& [( H ) + (B§ « )] 4 2

donde H '(’°) = H(-®. Entonces tenemos que c. ") es la suma de convoluciones de las 2 sefiales de
(0) respectivamente con los elementos (1,1) y (1,2) de las matrices filtro H'(), seguida

entrada c y &,
de un submumtreo de a 2. Anilogamente, cl(ztl) es la suma de convoluciones de las 2 sefiales de entrada

(0) y c§°’ respectivamente con los elementos (2,1) y (2,2) de las matrices filtro H'(), seguida de un

submuestreo de a 2. La misma observacién vale para los coeficientes de detalle en la férmula (4.6), que
pueden escribirse como

470 = Z5[(00 +e?) + (@« )] 42 a1
& = iz (6% +®) + (65« &2)] 12

donde G'(¥) = G(-%),

4.3.1 Descomposicién de la senial en 2 seniales de entrada

Para obtener 2 sefiales de entrada c(o) y c§°) a partir de la sefial original X (9, se puede proceder de dos

maneras. (i) Se toma la sefial repetida, c(o) = (?.) = X9, obteniéndose 2 sefiales del mismo tamaiio que
la original. Este método no es recomendable si se quiere comprimir la sefial. (ii) Se obtienen 2 sefales
cuyo tamafo es la mitad que el de la sefial original: esto se llama muestreo critico, porque no sobran
muestras de la sefial. Se realiza mediante un procedimiento llamado prefiltrado, que consiste en resolver
el sistema lineal (ver, por ejemplo, [43]):

=f(za) = Y )81 (zn — k) + ) ®2(2n — k)
keZ

Varias modificaciones se han propuesto para mejorar el prefiltrado, ver [44], [45), (46], [47], [48]. La
necesidad del prefiltrado surge de un cierto desequilibrio que se observa al procesar sefiales constantes,
en el caso en que las integrales de ®; y de &, no son iguales: en ese caso, al procesar 2 sefiales constantes
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e idénticas, se obtiene en los coeficientes de aproximacién 2 sefiales constantes, pero diferentes. Para
subsanar este inconveniente se realiza el paso previo de prefiltrado de la sefial, lo cual insume mucho
tiempo de procesamiento.

Para evitar el paso del prefiltrado, Lebrun y Vetterli disefiaron multiwavelets balanceadas [40], las
cuales dan coeficientes de aproximacién constantes e idénticos al procesar 2 sefiales constantes e idénticas.
Pero atin permanecia el problema de dividir la sefial original en 2 sefiales de entrada. Como en la férmula
de andlisis se mezcla la informacién de las 2 sefiales de entrada — este problema no existe en el caso de

una sola wavelet —es preciso que c(o) y c§°) sean similares. Por eso en general se opt6 por tomar cgt_)) como

los valores pares de la sefial X© y ¢ como los valores impares de la sefial

c(l) =X 2
o = (x@x0.,) 2.
Escribiendo esto en términos de la transformada Z, se tiene entonces que

XO(2) = e (%) + 27 ) (2?)

y
) =Y X2
j€zZ
D) =Y X527
i€z

Con esta descomposicién de la sefial original en pares o impares, es decir, segin sus fases, se obtiene
otra interpretacién de las férmulas de andlisis. Un banco de matrices-filtro de 2 x 2 es también la matriz
polifase de 2 filtros (ver [49]). Podemos escribir (4.10) como

=[] 42 SV =gl 2, (4.12)

o= Ggl(5 ) (55 )],
(H,() N c§°)) + (H;‘z" *cg,{))] )

donde

y2|' = \/—
Ahora bien, las transformadas Z de y,. , y2. cumplen
o)
yl (Z) ] P (Z) 4'13
[ y2 (Z) P (6)(2) ( )

donde

Pror =75 | mQd) B

es la matriz polifase de 2 filtros F} y F>. El filtro F) tiene coeficientes H;, en los indices pares y coeficientes
Hj, en los indices impares, mientras que el filtro F; tiene coeficientes H;, en los pares y coeficientes H;,
en los impares. Escribiendo esto 1ltimo, tenemos

Fi(z) = HY (2% + 27 H{} (=) (4.14)
Fy(z) = HY (%) + 27 HY (22).

1 [H"( L HYE )]
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Ademas, la ecuacién 4.13 es equivalente a
n,.=XOxF)l2 y.=XOxF) L2

Reemplazando en la férmulas 4.12, se obtienen los coeficientes de aproximacién cg'_'l) y c.g'_'l) a partir
de una convolucién de la sefial original con los filtros F] y Fi, seguida de un submuestreo de a 4:

oV = [x(O) * F,’] 14, (4.15)
&0 =[x« 14
Anslogamente, podemos escribir (4.11) como

&7V = w2 &7 = [ug,] 42, (4.16)
donde

= [(E90 ) + (€ )]
w, = 75 (68 +e?) + (G )]

Ahora bien, las transformadas Z de u;. , u2. cumplen

u,(2) ] _ ¢ (z)
[ uz,.(2) ] = Fnn [ cg?)(z) ] (4.17)
donde
_ 1160 6ld
TR 60 Yl

es la matriz polifase de 2 filtros I) y I,. El filtro I; tiene coeficientes G, en los pares y coeficientes
G, en los impares, mientras que el filtro I tiene coeficientes G5, en los pares y coeficientes G, en los
impares. Escribiendo esto iltimo, tenemos

L(z) = G{)(z*) + 27 G(2%), (4.18)
L(z) = G (%) + 27 GY(2?).
Ademas, la ecuacién 4.17 es equivalente a
2, =(XOx)12 2. =XOxI) L2

Reemplazando en la férmulas 4.16, se obtienen los coeficientes de detalle dg,‘l) y dgf'l) a partir de una
convolucién de la sefial original con los filtrosI’ ; y I' 5, seguida de un submuestreo de a 4.

d-h = [x(°> * I{] 14, (4.19)
&= [xOxg) 14

Nota 4.2. Hemos escrito las férmulas de andlisis, que permiten calcular los coeficientes de aproximacién

c§:1’ y c‘g?l) y los coeficientes de detalle dg:l) y d-g:l), de 3 maneras diferentes:
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1. como productos de las matrices filtro por vectores: ecuaciones 4.5 y 4.6,
2. como la suma de 2 convoluciones seguidas de un submuestreo: ecuaciones 4.10 y 4.11,
3. como una convolucién de la sefial original seguida de un submuestreo de a 4: ecuaciones 4.15 y 4.19.

En la segunda opcién, para calcular los coeficientes de aproximacién, se opera con los reversos de

4 filtros distintos, los H,-(J'-). Cada filtro est4 formado por los elementos de H*) que est4n en una misma
posicién: por ejemplo,

HY = [BQ,HD, HD,..]

es un filtro.

En la tercera opcién, para calcular los coeficientes de aproximacién, se opera con los reversos de 2
filtros distintos, F; y Fs, llamados filtros polifase. Cada filtro est4 formado por los elementos que estdn
en una misma fila de las matrices H*): por ejemplo

Fi = [HO,8D, D, Y, .

es un filtro.

4.4 Propiedades de las multiwavelets en 1 dimensién
Mostraremos como las propiedades exigidas a las multifunciones de escala se traducen en condiciones

sobre las matrices H*¥) y G, y sobre los autovalores y los autovectores de S\, {0y §©,

4.4.1 Existencia de la funcién de escala

Forma Fourier de la ecuacién de dilatacién:
Si se transforma Fourier las ecuaciones de dilatacién 4.1 y 4.2, resulta

3, (w) =—Ze‘"""/2 [#P%, (3) + 5% (3)]

k_

o) = } e 03, (2) 5875 (2)]
k=0

-;Li ] 8(3) =2 (5)3(3)
()7(5)3 ()=
={;_1 (2)}3 ()

Tomando limite cuando M — 00, se obtiene

={Eﬁ(;"_n)}.a(0)
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Este producto infinito de matrices, multiplicado por el vector 3 (0), debe ser convergente.
Siw=0,

$(0) = {1‘[ H(O)} $(0),
n=1
y debe existir
Jim H(0)"%(0). (4.20)
Pero

~ 1 1
H(©Q)=3) H® =750
k=0

y como S© tiene un autovalor igual a 2 — ver m4s adelante 4.2 — entonces H (0) tiene un autovalor
A1 = 1. Entonces son condiciones suficientes para la convergencia de H (0)"- y por consiguiente para la
existencia de 4.20, que la matriz H (0) = I, (M2 = 1), o bien que el otro autovalor de H (0) sea menor
que 1 en médulo, (|A2| < 1).

4.4.2 Ortogonalidad

La ventaja de trabajar con una transformada ortonormal, es que tanto la compresién de un sefial como
como su trasmisién progresiva, son procesos estables. Se realiza la compresién de una seiial calculando su
transformada wavelet y descartando los coeficientes mas pequefios en valor absoluto. Si las bases forman
un conjunto ortonormal , entonces el MSE (error cuadratico medio) de la sefial reconstruida es igual al
promedio de los cuadrados de los coeficientes descartados.

Si {®1(z — k), ®2(z — 1)}, 4z ©s un sistema ortonormal,

(®i(z - k),®i(z-))=06;;0y 1=12 j=12 kileZ

entonces se deduce la siguiente condicién sobre las matrices H(®:

> T o si j=
® [g+20]” = si j=0
kgoH [ak+2] _{ 6 & ig0 (4.21)

La condici6én de ortonormalidad de las wavelets y sus traslaciones enteras, es decir
(\I',-(:c - k), \Il_,-(:l: - l)) = 6,-_J- ak,( 1=1,2 _7 =1,2 k,l €z

implican

N T . .
® [ake2]” _ ] 21 si j=0
S R R w

Por 1ltimo, si las multifunciones de escala -y sus corrimientos enteros— son ortogonales a las wavelets
—con sus corrimientos enteros-:.

(®Bi(z - k), ¥(z-1)=0 i=1,2;=1,2 kleZ

entonces se puede deducir:

N
4T

Y e [H(k+21)] =0 paratodo j € Z. (4.23)

k=0
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4.4.3 Soporte compacto (buena localizacién en el tiempo)

Se trabaja con finitas matrices—filtro H(¥), entonces el soporte de las funciones de escala es un conjunto
compacto (ver [50]). Y si el soporte de las funciones de escala es compacto, y hay finitas matrices-filtro
G®), se deduce que el soporte de las wavelet también es un compacto.

Si todos los elementos de las matrices—filtro H*) son distintos de cero, entonces los soportes de &, y
de &, son iguales: son el intervalo I que cumple

N

I=J 3 +8).
k=0

Cuanto mayor es el nimero de matrices H(*), mayor es el soporte.

4.4.4 Aproximacién polinomial

Las funciones de escala que pueden reproducir en forma exacta a los polinomios de determinado orden —
cuanto m4s elevado, mejor — son apropiadas para la compresién de imégenes. Si un polinomio pertenece
a Vp localmente, y calcula su transformada wavelet, toda la informacién queda en los coeficientes de
aproximacién, y los detalles son cero. Si una imagen tiene variaciones continuas de color - funcién suave
- entonces al procesarla tendr4 muchos coeficientes de detalle nulos 0 muy pequefios, y ésto se puede
aprovechar para la compresién.

Definicién 4.1. Decimos que ®(z) tiene aprozimacidn polinomial (accuracy) de orden m, si todo poli-
nomio p(z) de grado menor que m puede escribirse como:

p(z)=) of ¥(z-k) (4.24)
K€z

donde ax es un vector columna de 2 elementos.

Se conocen las condiciones para la aproximacién polinomial de multifunciones de escala de una
variable.— ver [51][52]. En este contexto de multifunciones de escala ortogonales y de soporte compacto,
®(z) tiene orden de aproximacién polinomial m si y solo si existen vectores columna de 2 elementos:
Vg, V1, - - Um—1, (Vo # 0), tales que, para 0 < p < m, valen:

> (2)r @irwr o =274, (4.5
¢t=0
zp: (1:) oT (26)t~P(DP-tH)(0) = 0 (4.26)
t=0

En [53] se dan condiciones equivalentes: ®(z) — multifuncién de escala ortogonal y de soporte
compacto— tiene orden de aproximacién polinomial m si y solo si existen vectores columna de 2 ele-
mentos: vg,v1,..-Um—1 tales que

p

vl = Z(—l)"" (1:) 2ty] Z kP~ H®*)  para0<p<m,
=0 ker;

lo cual se puede escribir

)
vg' = Z(—l)"“ (1:) 2‘1{35""), para0 < p<m.
t=0
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Para el caso en que ®;(z) y ®2(z) son funciones de soporte compacto que conforman un sistema
ortonormal con sus trasladadas enteras, y se cumple la ecuacién de dilatacién 4.3, daremos las férmulas
para 6rdenes de aproximacién polinomial < 3. En lo que sigue, vg,v;1,v2 son vectores columna de 2
elementos. Si existe un vector vg que verifica:

W =o SO, i=0,1, of #[0,0], (4.27)

entonces hay aproximacién polinomial de orden 1. Si existen 2 vectores vg,v; que verifican (4.27) y la
siguiente ecuacién:

o = —v] S,-(l) +20T Si(o), i=0,1 (4.28)

entonces hay aproximacién polinomial de orden 2. Si existen vectores vg,v1,v2 que verifican (4.27), (4.28),
mds las siguiente ecuacién:

oI =TSP — 40T S + 40750, i=0,1 (4.29)

entonces hay aproximacién polinomial de orden 3.

Los vectores vg,v;,v2 cumplen un rol fundamental en la aproximacién de polinomios de grado < 2.
A partir de ellos se obtienen los coeficientes de las combinaciones lineales de las traslaciones enteras de
®,(z) y ®2(z) para aproximar polinomios:

1=v§Z‘I>(a:—k),
k

z= Z [kvo +u]T ®(z — k),
k

7% = Z [k2‘vo + 2kv; + ‘Uz]T ®(z - k).
k

Por ejemplo, en el grifico 4.3, se observa como una combinacién lineal de funciones de escala de Chui-Lian
aproxima el polinomio p(z) = z.

4.4.5 Balanceo

Lebrun, Vetterli [[40]] [[35]) y Selesnick [[41]] introdujeron el concepto de multiwavelets balanceadas,
primero, y de multiwavelets balanceadas de érdenes superiores, mis adelante. Disefiaron multiwavelets
balanceadas de diferentes érdenes y analizaron las implicaciones del balanceo. Al procesar una seiial con
wavelets balanceadas no es necesario prefiltrar la sefial, y esto implica un ahorro de operaciones. La
definicién que se da a continuacién puede diferir en una constante, si no se utiliza una transformada
ortonornal.

Definicién 4.2. Una multiwavelet — 0 una multifuncién de escala - se dice balanceada de orden 1 si la
rama pasa-bajos del operador de sintesis (4.8) preserva las sefiales constantes

c_‘;‘)=[i] vmz:w._,;%[}] VkeZ

Lema 4.1. Sea (®, ¥)un sistema multiwavelet ortogonal. Son equivalentes:
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Figura 4.3: Aproximacién de una recta por ®;, %, de Chui-Lian.

1. &(z) es balanceada de orden 1,

2
-1 _ 1
o 1 'y —\/5[1]\11562
ci=|1|VkeZ= 1 0
d,‘,"=[0] Vke Z
Demostracién. La demostracién se realiza aplicando las ecuaciones 4.21 y 4.22. ]

Nota 4.3. Las multiwavelets son balanceadas de orden 1 si y solo si al procesar 2 sefiales constantes e
idénticas se obtienen coeficientes de aproximacién iguales —salvo una constante— a las sefiales de entrada,
mientras que los coeficientes de detalle son nulos. Es decir, la rama de andlisis pasa-bajos en el esquema
4.2 preserva 2 sefiales constantes e idénticas, y la rama de an4lisis pasa—altos del esquema las anula.

Definicién 4.3. Una multiwavelet es balanceado de orden m, si paracadap (0 < p < m ) existe un
polinomio g(z) de grado < p tal que

v _ | q(2k)
o _[ @k» Sk = | gk+1) | VREZ
cy = p | VEEZ =
oL @k+1) G =19 ] Vk € Z.

Las sefales cﬁ?,{ y céol en la definicién anterior provienen de separacién de la sefial original kP en pares
e impares. En un sistema multiwavelet balanceado de orden m, la rama de andlisis pasa-bajos preserva
los polinomios discretizados de grado < m - es decir, no se obtiene el mismo polinomio discretizado sino
otro polinomio de igual o menor grado — mientras que la rama de an4lisis pasa—altos los anula.
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4.4.6 Buena localizacidon en las frecuencias

En el procesamiento de sefiales con multiwavelets, para obtener los coeficientes de aproximacién, se opera
con matrices-filtro H®: no se pueden exigir las condiciones de filtro pasa-bajos a las matrices. Se fijan
estas condiciones a los filtros unidimensionales en los cuales se traduce la transformada, segtin se trabaje
con 4 filtros 4.10, o con 2 filtros polifase 4.15. Del mismo modo, se fija la condicién de filtros pasa-altos
a los filtros que participan en el célculo de los coeficientes de detalle.

Cuatro filtros pasa—bajos

En el célculo de los coeficientes de aproximacién, segin las férmulas 4.10, participan 4 filtros Hg-'), con
i,7=1,2. Si H:}') es un filtro pasa-bajos, entonces H,-(]i) también lo es, y su respuesta en frecuencias fI,(J)

debe ser 0 en w = 7. Si ﬁfj) tiene una raiz miltiple en w = 7, hay un mayor decaimiento de I?,(J) (w)l

en 7. Si la rafz es de orden m, la transformada Z de H,-(Ji) verifica

_ 8H) am-DHE)
Hi(j)(_l) = a_zJ(_1) == &T-x)](‘l) =0.

Cuatro filtros pasa—altos

En el célculo de los coeficientes de detalle, segiin las férmulas 4.11, participan 4 filtros Ggf), con 4,j =
1,2.Si G:g.') es un filtro pasa-altos, entonces Gg-) también lo es, y su respuesta en frecuencias @g-) debe

ser0enw=0. Si @E}) tiene una raiz miltiple en w = 0, hay un mayor decaimiento de G‘E;) (w)l en 0,

Si la rafz es de orden m, la transformada Z de GEJ'-) verifica

: aGY) am-1GY)
G,(,-)(l) = a—;(l) == &T—I)J(l) =0.

Dos filtros polifase pasa—bajos

Para lograr que los filtros F] y Fj de las férmulas 4.15 sean buenos filtros pasa-bajos, Xia [44] les impuso
las siguientes condiciones:

Fiy(r) = F{(-1) =0
Fly(n) = Fi(-1) = 0.

Generalizando este concepto, si la transformada Z de cada filtro polifase F; para i = 1,2 tiene una
raiz de orden m en z = -1, es decir

OF; a(m—l)F,-
Fi(-1)= 6_z(_1) == W(-l) =0,

mejores filtros pasa-bajos resultaran ser F} y Fi.

Dos filtros polifase pasa—altos

Para lograr que los filtros I] y I; de las férmulas 4.19 sean buenos filtros pasa-altos, se pide que la
transformada Z de cada filtro polifase I; parai = 1,2 tenga una rafz de orden m en z = 1, es decir

aI; 6(m_l)Ii
I‘(l) = a(l) == m(l) =0.

Cuanto mayor sea m, mejores filtros pasa-altos resultar4n ser I} y Ij.
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4.5 Propiedades : sus relaciones y consecuencias

Veremos que algunas equivalencias entre propiedades, que se cumplian en el caso de las wavelets uni-
dimensionales, se siguen manteniendo en el caso de las multiwavelets. Pero no todas se mantienen: la
aproximacién polinomial no implica que la rama pasa-bajos de la transformada preserva los polinomios
discretizados, y que la rama pasa-altos los anula. Y las condiciones 4.30 no aseguran la aproximacién
polinomial, como en el caso de las wavelets en una dimensién, sino que estin ligadas a las condiciones de
filtro pasa-bajos para los filtros H,-(J‘-).

Lema 4.2. .5(0)[§§;]=2[f§;]
)

Demostracién. Integrando la ecuacién 4.3 se obtiene (1).
Integrando la ecuacién 4.4 se obtiene (2).
o

Teorema 4.1. Sea (®,T) un sistema ortonormal, X ’(:o) son los coeficientes de la sefial original, c&?’ son
los valores pares de X© y ¢\ los valores impares. Se calcula su transformada multiwavelet de L niveles,
obteniéndose los vectores de coeficientes cF;L),df;L), .. .df;l) , tales que

@)=Y [C.(f’,Z]T &(z - k)
k

- ST -9+

L T
=N g-irzg (Z _
S ] e (5 ).
i=1k€eZ

Si se cuantizan los coeficientes, aplicdndoles una funcidn de cuantizacién Q(z),

=0 _ [ Qi)

N NIC Y

=9 _ | Q@)
-k Q(dﬂ” ’

entonces el error de la sefial recontruida X (0), que se obtiene antitransformando, es igual a la norma 2
de los errores de cuantizacion:

Foy = 3 [0 e (& - k) +
keZ

DRNCIEIERD

j=1k€Z
=Y Qe -#),
k
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1/2
pro 5], =r-71,= (S -2
1/2
- (k- - x -2 )
k j=

lo cual indica que la cuantizacidn es un proceso estable, cuando la transformada es ortonormal.
Lema 4.3. Si {®(z),¥(z)} es un sistema multiwavelet ortogonal, son equivalentes:

o ®(z) tiene aprorimacion polinomial de orden m.

o Uy(z) y Uy(z) tienen m momentos nulos.

Teorema 4.2. Sea (9, ¥)un sistema multiwavelet ortogonal. Son equivalentes:

LY

. ®(z) es balanceada de orden 1,
[1 1]JH@)=2[1 1] y[1 1]H(-1)=[0 0].

to

co

[1 1].5'](-0)=[1 1] pera j=0,1.

.

. [&1(z)dz = [ $2(z)dz =1,
. P+ FR(1)=4 y F(z)+ F(2)=0, pare z =14,-1, —1.

RHEREHER]

Demostracién. Ver [54] y [35] para las condiciones 1,2,4,y 5. Las condiciones 3 y 6 se deducen f4cilmente
del lema 4.1.

[

(=9

O

Lema 4.4. Si ®(z) es balanceada de orden m, entonces tiene aprozimacion polinomial de orden m. La
implicacidn contraria no es cierta: si ®(z) tiene aprozimacidn polinomial de orden m, esto no implica
que la rama pasa-bajos de la transformada preserve los polinomsos discretizados de grado m.

El siguiente teorema aclara la relacién entre orden de aproximacién y balanceo:

Teorema 4.3. ( Eztraido de [35], teoremas 8 y 9)
Sea (®, T)un sistema multiwavelet ortogonal. Son equivalentes:

1. ®(z) es balanceada de orden m,

2. eziste una secuencia de Appell po(t),. .. pm—1(t), tal que los polinomios discretizados X,EO) = pp(k/2)
con p < m son ezactamente preservados por la rama pasa-bajos del operador de sintesis, es decir,
parap=20,...m—1, vale

é;":[ 2p(k) ]VkeZ=>U._k=

pp(k)
£ = | aplk+}) (P | e

7|
V2 Pp(k+ %)



94 CAPITULO 4. MULTIWAVELETS EN 1D

3. emiste una secuencia de Appell po(t),...pm—1(t) tal que los vectores vg, v1, ... Vm—1, definidos por

‘UZ = [ Pp(o) Pp(%) ],

verifican las ecuaciones 4.25 y 4.26 —condiciones de aprozimacién polinomial de orden m - para

0<p<m.

4. ®(z) tiene aprozimacion polinomial de orden m, y ademds, para 0 < p < m, las funciones

trasladadas ®;(z + i"Tl) tienen momentos de orden p iguales
/:c"@l(:c)d:c = /z’§2(3+ 1)dz.

Lema 4.5. Si ®(z) tiene aprozimacién polinomial de orden 1, entonces o bien

S H® =3 HO),

kel kel

o bien las columnas de la matriz

Z HE® _ Z H®

k€lo kery

son ortogonales al vector vy.

Demostracién. Restando las 2 ecuaciones 4.27 para ¢ = 0 y para ¢ = 1, resulta

[0 0]=0uF (5§ - 5{M).

Por consiguiente o bien Sé°) = Sl( 9 6 bien las columnas de SSO) - Si % son ortogonales a vo.

Nota 4.4. Si vale

Z H® = Z H®,

k€Tl ke

entonces ®(z) tiene aproximacién polinomial de orden 1. La implicacién inversa no es vélida.

Lema 4.6. Son equivalentes:
e para los 4 filiros H‘g-) de las férmulas 4.10 se verifica

PH
8z¢

=0, parap=0,1,...m—1

e parap=20,...m—1, vale

Z HE® = z kP HE)

keANnTy kEANT,

(4.30)
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Demostracidén. A la transformada Z de cada filtro Hi(]'.)

H,-(J'-)(z) = Z Hg’)z"",
k€eEA

se la deriva p veces:

3’ (*) k
(z) SOHP (-1)Pk(k+1)... (k+p)z7*P
k€A
= (-1Pz 7Y HPk(k+1)...(k+p)z*.
k€A
Si se especializa en z = —1, y se separa segiin el {ndice de cada suma sea par (k€ Ig) o impar (k€ I'1),

resulta

3?
( 1) = { S P - Y H§f’k?}

k€EANTy keEANT,
+ bp—1 { S HPR - Y Hi(;)kp—l}
k€ANT, keAnm
oo+ by { Z Hi(]{‘)kp-l _ z Hi(;)kp—l}
keAnTy keEANT

para ciertos coeficientes by,...bp—;. Para cada (i,j), se tiene una igualdad de este tipo. Uniendo las 4
igualdades, queda

)
ek (—1)={ Y HOp o 3 H(")k"}

k€ANTo k€EANT,

+bp—l{ Z H® -1 _ E H(k)kP—l}

k€ANCg k€ANT,

+---+bp_1{ Z H® Ep-1 _ z H(k)k?—l}.

kEANT, k€EANT,
El resto de la demostracién es inmediata. O

Lema 4.7. Son equivalentes:
¢ para los 4 filtros Gg-) de las férmulas 4.11 se verifica

a°GL)
3Z;J (1) =0, para p=0,...m -1,

e para p=0,...m —1, vale

w_[0 0
Zk"G _[0 0].

keA
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Demostracidn. A la transformada Z de cada filtro GS_;-)

Gii(2) =) GPz*,

kEA

se la deriva p veces:

G()

T (z) = (-1)Pz? Y GPk(k+1)...(k+p)z.
k€A

Reemplazando en z = 1,

° G()
-1? 3 GRkE+1)...(k+p)
kEA
= (-1)° {2 GPRP +bp1 > GRRP + 0 Y GS}"k} :
k€A k€A keA
Y uniendo las 4 igualdades para diferentes (3, §) resulta
F; 1 elQ)
2 ()= (=17 > G®E(k+1)...(k+p)
kEA
= (-1)? {Z GWRP 481 Yy GWEP~ 45, ) G(")k} ,
keA k€A k€A
con lo cual el lema queda demostrado. ]

Lema 4.8. Si los filtros Fy y F, de las férmulas 4.15 verifican

R(-1)=FR(-1)=
entonces
k K k
Y HY =Y H7 Y HRY =3 HJ. (431)
kez kez kez kez
Demostracidn. La ecuacién 4.14 se convierte, para z = —1, en
Fi(-1)=H{ 1) - HR )
=Y HY - T HY =0,
kez kEZ
y se obtiene la primer igualdad. Para la segunda, se trabaja en forma andloga con F; ]

Nota 4.5. Si Fi(—1) = F(~1) = 0, entonces no vale H (0) = I, ( si fuera H (0) = I, como S = 2H (0)
vale

SEP-y, TP

kez keZ

y no se cumpliria 4.31, absurdo) y entonces el segundo autovalor de H (0) debe cumplir |A2] < 1. La
condicién de filtro pasa-bajos sobre los filtros polifase excluye la posibilidad de que H (0) = I.
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. ordende orden de
Multiwavelet autor figura prop. balanceo aprox. pol. largo
Geronimo
GHM Hardin 4.1 simétrica - 2 4
Massopust
Chui . .
CL . 4.4 simétrica - 2 3
Lian
Shen
sad Tan 4.5 simétrica - 1 4
Tham
cardbal2 Selesnick 4.6 cardinal 2 2 4
cardbal3 Selesnick 4.7 cardinal 3 3 8
cardbal4 Selesnick 4.8 cardinal 4 4 12
Tabla 4.1: Ejemplos de multiwavelets ortogonales en 1d.
Lema 4.9. Si los filtros de las férmulas 4.19 verifican
entonces
Y6 +3 =0 YceP+Y e =0 (4.32)
kez kez kez kez
Demostracién. Se demuestra facilmente el lema poniendo z =1 en 4.18 ]

4.6 Ejemplos

En la tabla 4.1 se dan ejemplos de 2 sistemas multiwavelet ortogonales.

Los gréficos de esta seccién se realizaron con el paquete de rutinas MWMP de Vasily Strela, y se pueden
obtener de http://math.dartmouth.edu/ strela/MWMP. Las funciones de escala cardinales cumplen la

condicién de interpolacién ®,(n/2) = 8(n), ®2(n/2) = 8(n —1).

4.7 Procesamiento de imdgenes

Para procesar una imagen con las multiwavelets en 1 dimensién, se aplica la transformada a las filas y
luego a las columnas de la imagen resultante: las bases son separables. Como primer paso se preprocesa
la imagen: esto incluye al prefiltrado, y la separacién en pares e impares — ver figura 4.9, recién entonces
se est4 en condiciones de aplicar la transformada. En la figura 4.10 se observa un paso de la transformada

multiwavelet Chui-Lian. La transformada contiene 16 submatrices, cuyas bases son

|
oy

N iR |
I
L]

-
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funcién de escala #1 wavelet #1
1.2 15h
1
1
0.8
0.6 05
04 0
0.2 -05
0 -1
-0.2 -1.5}
(4] 1 2 3 0 1 2 3
funcién de escala #2 wavelet #2
15 2
1
1
0.5
0 0
-0.5 4
-1
-15 =2
0 1 2 3 0 1 2 3

Figura 4.4: Multifuncién de escala y multiwavelet CL.
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funcién de escala #1 wavelet #1
1 1
0.8
05
0.6
0.4 0
0.2 -05
° \ -1
0 1 2 3 0 1 2 3
funcién de escala #2 wavelet #2
1
1
0.5 osl
0 0
-0.5 05
-1
-1
(1] 1 2 3 0 1 2 3

Figura 4.5: Multifuncién de escala y multiwavelet sad.
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funcién de escala #1 wavelet #1
2 2
1.5 1
1 0
0.5 1
0
-2
-05
0 2 4 6 0 2 4 6
funcién de escala #2 wavelet #2
2 2
1.5 1
1 (]
0.5 -1
0
-2
-0.5
0 2 4 6 0 2 4 6

Figura 4.6: Multifuncién de escala y multiwavelet cardbal2.
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funcién de escala #1 wavelet #1
2 2
1.5 1
1 0
0.5 -1
0
-2
-0.5
(1] 2 4 6 0 2 4 6
funcién de escala #2 wavelet #2
2 2
1.5 ir
1 (]
0.5 -1
(o]
-2
0.5
0 2 4 6 0 2 4 6

Figura 4.7: Multifuncién de escala y multiwavelet cardbal3.
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funcién de escala #1

|

10

15

funcién de escala #2

|

5

10

15

CAPITULO 4. MULTIWAVELETS EN 1D

wavelet #1

2
1
0 \1
-1
-2
0 5 10 15
wavelet #2
2
1
° )
-1
-2
0 5 10 15

Figura 4.8: Multifunci6én de escala y multiwavelet carbal4.

Figura 4.9: Teléfono preprocesado.
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Figura 4.10: Un paso de la transformada CL.

donde ¢,7 = 1,2,y k,l = 0,...31. Los valores de las submatrices han sido escalados para poder observar
la informacién que contienen. Los coeficientes de aproximacién, ubicados en las 4 submatrices arriba
a la izquierda, corresponden a traslaciones enteras de 4 productos ®;(%)®;(¥). Con 16 submatrices
generadas en un paso de la transformada, se vuelve més complicado entender qué representa cada banda.
Al igual que cuando se usan transformadas unidimensionales separables, se observan detalles verticales y
horizontales.
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Capitulo 5

Multiwavelets bidimensionales no
separables

Ya se han visto dos generalizaciones de las funciones de escala y de las wavelets unidimensionales: una es
la que trata de wavelets (y funciones de escala) bidimensionales no separables, y la otra es la que trata
de multiwavelets (y multifunciones de escala) en una dimensi6én. El objetivo de este trabajo es el de unir
los adelantos en ambos temas, y de construir multifunciones de escala y multiwavelets bidimensionales,
no separables. Elegimos construir multiwavelets ortogonales con decimacién diagonal. En este capitulo
daremos una breve introduccién al andlisis de multirresolucién, y al procesamiento de imégenes con las
multiwavelets que se construyeron.

5.1 Definiciones y notacién

e Dada una funcién f: R2 — 82, f = [fi, f2]T donde fy,fo € L%(R?), se define la transformada
Fourier de f como

f: R2 > C?
o o
. f f f1 (2:1,1:2) e—i(w1z1+w2z2) dzdzs
flw,w)) = | 7% %
f f f2(21,22) e—i(w1z1+wzzz) dﬂ!ldzz
—00 —00

e Dado H = {H® H® H®) .} un conjunto de matrices H*) de 2 x 2, con k € A, definimos la
transformada Z de H como

H(z): C? — C?x2
H(z,2) = Z H(")zl_k’z{k’.
keA

Nota 5.1. A las matrices H(®) las llamaremos matrices—filtro.

e Dado H un conjunto de matrices H(¥) de 2 x 2, con k € A, definimos su respuesta en frecuencias,
o transformada Fourier discreta en el tiempo, como

H:[~n,7) x [-n,7] » C?*?

105
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H(wy,wp) =) H®eiltkrur+haua),
kA

¢ Dado H un conjunto de matrices H(*) de 2 x 2, con k € A, se define el simbolo

- 1 , 1a
H(wl,wz) = 3 Z H(k)e—t(k1W1+kaW2) = EH(wl,uQ),
keA

¢ Llamamos s§’_’"’ a la suma de todos las matrices H(¥), cuyos indices pertenecen a la subgrilla I';,
multiplicadas por k] .k:

SE = 3 Kk H®),

k€r;

S = 3 Kk H® = s 4 50,

keloUlrN

Por ejemplo:

SO0 = E g® S0 — z k, H® SoY = Z ko H),
ker; kel kel

Si(oo) es la suma de las matrices H(*) de la subgrilla T;; y

5@ = 509 4 5 = $~ ¥
k

es la suma de todas la matrices H(¥).
¢ De manera anéloga definimos 7% = 5~ G(® a la suma de todas las matrices G(¥).
%

o Se dice que & = [®;,%,]T, & : R2 — R? es Holder continua con exponente de Holder s, si ®; y &
pertenecen al espacio de Hélder C*(%?).

5.2 Anadlisis de multirresoluciéon

Igual que en todos los casos contemplados anteriormente — es decir, wavelets en una y dos dimensiones,
y multiwavelets en una dimensién - en el caso de las multiwavelets bidimensionales, un anilisis de
multirresolucién consiste en una secuencia de subespacios anidados

.CVcVy,cVhhcWicC.

cuya unién es densa en L2(R?) y cuya interseccién es la funcién nula.

Definimos al subespacio Vy como el subespacio generado por las traslaciones de pares de enteros de
r funciones de escala: ®,, ®,, ... ®.. Como hicimos antes, consideramos solamente las multifunciones
de escala ortogonales, y nos restringimos al caso r = 2. Tenemos as{ dos funciones de escala &, y &,
definidas sobre R? y que verifican que la familia {®,(z — k), ®2(z — )} es ortonormal, y

Vo = gen {®1(- — k), 22(- = D)} e 22-
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Para realizar una dilatacién del espacio R2, se recurre a una matriz D de 2 x 2, cuyos coeficientes
son enteros y cuyos autovalores verifican |Ag| > 1. Por razones practicas de procesamiento de iméagenes,
ya explicadas— ver 3.8 — pedimos que la matriz D tenga valores singulares que verifican o5 > 1. Si esto
se cumple, multiplicar a cualquier vector de ®2 por D equivale a una dilatacién del mismo.vector, razén
por la cual D es lamada matriz de dilatacién.

Los demés subespacios V; son generados por las traslaciones enteras de Z2de una versién dilatada o
contraida de @, y, ®,:

Vj = gen{<I>1 (D-7 T - k),@z(Dj z - l)}

aiez2’

El subespacio V; est4 contenido en V;, entonces tanto ¥, (z) como ®2(z) son igual a una combinacién
lineal de las bases de V;. En efecto,

&(z)= Y, HP®(Dz—k) +HS & (Dz—k) (5.1)
k€EACZ?

By(z)= Y, H{P®(Dz—k)+H{E & (Dz—k) (5.2)
keACZ?

Esta ecuacién, llamada ecuacién de dilatacién o refinamiento, escrita en forma vectorial, es:
&i(z) | _ ®]| &1( Dz—k)
[%(z)]‘zk:[’{ | o D zk) ] (5-3)
y en forma més abreviada
&)= Y H®3Dz-k)
keAcz?

donde los H®) son matrices de 2 x 2.
Por abuso de notacién ®,( D z — k ) indica que se aplica ®, a las 2 componentes de

dyy di2 z) k;
Dz—-k= - .
z—k [dzl d‘zz][-’m] [kz]
Consideramos 2 posibles matrices de dilatacién: D;, una reflexién o simetria seguida de una dilatacién

del plano real en V2, y D,, una rotacién seguida de una dilatacién del plano en V2. Ambas matrices
tienen valores singulares ox = v/2.En ambos casos |D| = | det(D)| = 2.

1 1 1 -1
D“[l—l] D2‘[1 1]
Ambas matrices de dilataciénD; and D, inducen una decomposicién de Z? , el conjunto de todos los

pares de enteros, en dos subconjuntos (cosets): [y I3, formando las subgrillas al tresbolillo ( quincunx
), como si fueran los cuadrados negros y blancos de un tablero de ajedrez — observar el esquema 3.5 —:

Zz=r0UI‘1 H I‘0={DZ2} H I‘1={DZ2+[3]}
Inicialmente consideraremos un conjunto de 8 matrices H(*) con indices como en la siguiente matriz
por bloques

0 HOLY)  g@y 0
HO0 g0 (20 g0
0 HU-1)  g@2,-1) 0

. (5.4)
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Cuatro de las matrices (O) tienen indices en una subgrilla, y las otras cuatro (x) tienen fndices en la
otra subgrilla, como se indica en el gréfico,

- O X -
0O x 0 x
- O X -
y el conjunto A es
A={(1,1),(2,1),(0,0),(1,0),(2,0),(3,0),(1,-1),(2,-1)}. (5.5)

Los subespacios W; son el complemento ortogonal de V; en V4,
Vimn=V,oW; Vi LW,

y son generados por las traslaciones de r(|D| — 1) = r funciones llamadas wavelets. En nuestro caso
(r = 2) tenemos dos wavelets ¥; y ¥, . Al par (¥, ¥;) se lo llama multiwavelet.

W = span {¥1(D7 - —k), T2(D? - ~D)}, . 7a -

De la inclusién Wy C Vise deduce la ecuacién de la multiwavelet, que escrita en forma vectorial, es:
Uy(z) | _ w] | ®1(Dz—k)
[ uaim) | = 22 (6] | ana— k)
keA
y en forma més abreviada

¥(z)=) GMe(Dz-k). (5.6)
keA

Las matrices H*) y G(¥) son las matrices-flltro de la transformada wavelet. En este trabajo tomamos
el mismo conjunto de indices para H(¥) y para G(¥: sacrificamos generalidad en pos de una mayor sencillez
operativa. Entonces, inicialmente, las matrices G(*) son

0 Gy gy 0
G0 1o G20 GGo |, (5.7
0 G- @g@-1) 0

Ma4s adelante agregaremos otras distribuciones de indices.

5.3 Procesamiento de imagenes

Al trabajar con 2 multiwavelets, que es equivalente a trabajar con un banco de filtros de 2 entradas, se
debe descomponer la imagen original X (% en 2 im4genes cﬁ?,l yC (O) + (k € Z?). Sea f(z) la funcién cuyas

componentes en las bases {®,(z — k)} y {®2(z — k)} son, respectlvamente cgo,)‘ y c%o)

f € Vo =span{®1(- — k), ®2(- = D} 122

@)=Y 01 (z— k) + )@ (z — k).
keZ2
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(=1

CLk
Andlisis (-1)

(0) Pasa-bajos| 2 (0)
Sk ] ! Gk
c§°,1 (-1 Sintesis c§°,{

a3 '
1,k
Andlisis dg_l)
|| Pasa-altos ok

Figura 5.1: Esquema de andlisis-sintesis

Esto, escrito en forma més resumida, se convierte en

T (0)
ﬂ@=2@ﬂ)ﬂwm,®mMQ=rwl
kez? G2k

El esquema de andlisis (ver la figura 5.1) tiene a las im&genes cio,), ) c2 k como datos de entrada, y en
la salida se obtienen dos imé4genes de aproximacién : cg kl) , cévk | y dos im&genes de detalle: d§ kl) y
dg,_kl). En forma vectorial, tenemos:

_1)
(= _ | i -1 _
Qk_[%'d & [%?]'

Si escribimos f(z) como la suma de sus proyecciones sobre V_; y W_;:

se puede demostrar que se cumplen las siguientes férmulas de anélisis:

(=1) _ (§—Dk) (0)
Chr H (5.8)
le .
'1) z Gli-Dk) (0) (5.9)
v ID jez?
Un paso de la transformada multiwavelet consiste en obtener c d( Da partir de c

De manera anéloga se obtiene la férmula de sintesis:

—Us+ Vs (5.10)
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donde

\/IT Y (H(” DJ)) (5.11)

jez?

Vg = 3 (6%-P)" gl3h (5.12)
75 Z, ()

Un segundo paso de la transformada multiwavelet consiste en aplicar las férmulas 5.8 y 5.9 a los
coeficientes c(' ) , obteniéndose los coeficientes c_(;” y d_(f), y la funcién f(z) se escribe entonces como

f@)= [ ¥ 2’] D (P =R+

+;k§2[(—7)] ( )\IJ(D iz—k).

Igual que en el caso de las multiwavelets unidimensionales, las férmulas de an4lisis (5.8) y (5.9) no
pueden interpretarse como una convolucién seguida de un submuestreo, como en el caso de una sola
funcién de escala: no hay convolucién, puesto que el producto es un producto matricial, y el {ndice sobre
el cual se opera es el indice de las matrices—filtro. Daremos 2 formas equivalentes de estas férmulas.

Los coeficientes de aproximacién en la férmula (5.8) pueden escribirse como

1o [+ 42) (98] 5 s
=ﬁ[(H§)*c§0)) +(HF )] 4D

donde el simbolo * indica convolucién en 2 dimensiones, y H' (¥!) = H(=%=0)_ De igual manera, los
coeficientes de detalle en la férmula (5.9) pueden escribirse como

- = (619 +?) + (69 +&?)] 4 D (5.14)

\/W
-1 ! 0 7(- 0
d'g,. )= ﬁ [(G2(l) *cf )) + (G'z(z) ( ))] 1D

donde G'(k:¥) = G(=k:-1),

En la figura 2.13 se tiene la imagen original de un teléfono. Para empezar se copia la imagen y se
tiene X©) = c(o) = c§°’

Enla ﬁgura. 5.2 se tienen 4 1mé.genes son los coeficientes de un paso de la tra.nsformada. multiwavelet:
d( n (arriba a la izquierda), c1 -n (arriba derecha) and ¢§ 2 (abajo izquierda), ¢; -b (abajo derecha).La
matnz de dilatacién de esta transformada es D, El efecto de una decimacién o de un submuestreo con
D, —en la férmula de analisis- es el de reflejar y contraer la imagen.

En la figura 5.3 se tienen los coeficientes de 2 pasos de la misma transformada: dg:l), dﬁf), cg 2
(arriba) and dg:l), dg:z) , c.g:” (abajo). Después de 2 pasos la imagen recupera su orientacién original.
Si la matriz de dilatacién es D,, se necesitan 8 pasos para volver a la orientacién original de la imagen.
Todas las imégenes este capitulo se obtuvieron con la transformada multiwavelet construida D1alb1-094,
asi llamada por estar asociada a la matriz D, tener aproximacién polinomial de orden 1, y orden de
balanceo 1 - ver tabla 6.7.
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Figura 5.2: Un paso de la transformada multiwavelet
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Figura 5.3: 2 pasos de la transformada multiwavelet
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Figura 5.4: Descomposicién de la imagen original en 2 rombos replegando bordes.

En cada paso, antes de procesar las im4genes, se debe periodizar las mismas, de lo contrario habrd
artefactos en los bordes. La periodizacién es diferente si el marco de las im4genes es un cuadrado con los
lados horizontales y verticales ( esto sucede después de los pasos pares), o si el marco es un rombo (esto
sucede después de los pasos impares).

5.3.1 Descomposicién de una imagen en 2 imigenes de entrada

Para empezar a procesar una imagen con multiwavelets, se necesitan 2 im4genes de entrada. Se puede
repetir el procedimiento anterior, haciendo 2 copias de la imagen original y procesindolas. Pero duplicar la
informacién no es indicado si se quiere comprimir la imagen. Entonces se buscan maneras de descomponer
una imagen original en 2 im4genes de entrada: no se puede dividir fAcilmente una imagen cuadrada en 2
iméagenes cuadradas.

A partir de las im4genes anteriores, se puede observar que cada 2 pasos, las imégenes tienen la
disposicién de un rombo. Por ejemplo, después de un paso de anilisis se obtienen 2 matrices de coeficientes
de aproximacién, que tienen la disposicién de un rombo: la cantidad de coeficientes de cada una de ellas
es igual a la mitad de los coeficientes de la figura original. Una manera de inicializar el procedimiento, es
entonces, descomponer la imagen original en 2 rombos, y arrancar a partir del segundo paso en cuanto a
la disposicién de las matrices.

Se podria construir un rombo recortando las esquinas de la imagen original, y con los recortes replega-
dos armar el segundo rombo. Esto se llevé a cabo, —ver figura 5.4 — pero las im4genes que se obtuvieron
después de realizar el primerpaso (fig 5.5) no fueron satisfactorias. Esto se debe a que el algoritmo (5.8 y
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Figura 5.5: Un paso de la transformada después de separar replegando bordes.

5.9) mezcla la informacién de las 2 imégenes de entrada. El algoritmo de reconstruccién puede recuperar
perfectamente las 2 im4genes de entrada, es decir, la mezcla no es irreversible. Pero si se quiere comprimir
la imagen, y se pasa un umbral, entonces la imagen reconstruida tendra errores o artefactos que se deben
a la mezcla de informacién.

Para evitar estos errores, se debe tratar de que las 2 imagenes de entrada se parezcan lo mé4s posible.
Esto se logra separando la imagen original en 2 rombos segin la subgrilla: en un rombo se tendran los
pixels — cg?,) —que pertenecen a la subgrilla Iy, y en el segundo rombo se tendréan los pixels — c§°) - que
pertenecen a la subgrilla I'y (ver figura 5.6).

) =xyp
o = (X® x6_10) 4 D
X© = [ 1 D] + 810 * (< 1 D).
Escribiendo esto tltimo en términos de la transformada Z, se tiene

Nenz)= Y, XDaiz*

n=(j,k)€Z?
0 0 - -
Pm)= Y, X5 ag#iwmt
n=(j,k)€Z2

XO(z2) = ¢ (2P) + 271D (20).

Si se realiza un paso de la transformada multiwavelet sobre estas 2 imagenes de entrada, se obtendran
resultados altamente satisfactorios: comparar las figuras 5.7y 5.5 .

Esta separacién efectuada sobre los pixels de la sefial original, segin la subgrilla a la que pertenece,
permite escribir las férmulas de andlisis de una tercer manera: igual que en el caso unidimensional, un
banco de matrices—filtro de 2 x 2 es también la matriz polifase de 2 filtros; la dnica diferencia es que en
nuestro caso los 2 filtros son bidimensionales.
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Figura 5.6: Separacién de la imagen original en 2 im4genes segtin las subgrillas.

Figura 5.7: Primer paso de la transformada multiwavelet depués de descomponer segin las subgrillas.
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Podemos escribir (5.13) como

=, ]iD &5V = [y2,] 4 D. (5.15)
donde

. 0
- ) ().
o= g (5 42) s -]
Ahora bien, las transformadas Z de y,. , y2. verifican
yl,-(zlih) =P cgo') (21722) (5 16)
Yo, (21, 22) ik Cgb) (21,22) .
donde
()
P g, = _1 Hl(l)(zll’zz) H, (ﬁ'zl_z)
W5 = 07| B L) B ’(ﬁ, L)
es la matriz polifase de 2 filtros bidimensionales Fy y F;. El filtro F; tiene coeficientes H 1(’1) en la subgrilla

Toy coeficientes H 1() en la subgrilla I';,mientras que el filtro F> tiene coeficientes H2( ) en la subgrilla I’y
y coeficientes Héz) en la subgrilla I';. Escribiendo esto dltimo, se tiene

217 z2

Fi(z1,22) = H) (zP) + 27 HY) (2P) (5.17)
Fy(z1,2) = HY (zP) + 27 HS) (2P) (5.18)
donde

D _ (ziinzgm , ziiuzgn).

Para las matrices de dilatacién elegidas, vale
2Dy = (2129, 21/ 22). 202 = (2122, 22/ 21).
Ademss, la ecuacién 5.16 es equivalente a
L, =XO«F)4D y2.=(x(°>*F2')¢D.

Reemplazando en las férmulas 5.15, se obtienen c1 y c2 )a partir de una convolucién de la imagen
original con los filtros bidimentsionales F| y F} , seguida de dos pasos de submuestreo, que es lo mismo
que un submuestreo con D?

-1
e

)= [(x@ s« F) 107, (5.19)
& =[x+ ) 107
En forma similar, podemos escribir (5.14) como

&~ = (u,]4D a7 = [ug,] 4 D. (5.20)
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Ahora las transformadas Z de u;. , u2. cumplen
0)
u1,.(21, 22) (z1,22)
’ = P 5.21
[ uz,.(21, 22) ] e [ (6)(7'1,22) (520

donde

P =
T VDl L) ¢f

es la matriz polifase de 2 filtros bidimensionales I, y I>. El filtro I, tiene coeficientes G gl) en la subgrilla
I'1y coeficientes G 52) en la subgrilla I';,mientras que el filtro I» tiene coeficientes G§3 en la subgrilla T’y y
coeficientes ng) en la subgrilla I';. Escribiendo esto 1ltimo, tenemos

1 [G (,l,,,) G‘)(,i,,,)]

z;’zg 11’ z2

L(21,22) = GY) (2P) + 77 G2 (zP)
L(21,22) = G§)(zP) + 271 G ().
Ademais, la ecuacién 5.21 es equivalente a

=(XO+)ID uy. =(XOxI})]D.

Reemplazando en las férmulas 5.20, se obtienen los coeficientes de detalle dg_'l) y ¢é_'1) a partir de
una convolucién de la imagen original con los filtros bidimentsionales I y I3, seguida de un submuestreo
con D?

a7V = [(x@ s 1) 4 D7, (5.22)
(Y= [(x@« 1) 4 07).

Nota 5.2. Hemos escrito las férmulas de anlisis, que permiten calcular los coeficientes de aproximacién
cg:l) y cfz:l) y los coeficientes de detalle dg’__l)y dg:l), de 3 maneras diferentes:

1. como productos de las matrices filtro por vectores: ecuaciones 5.8 y 5.9,

2. como la suma de 2 convoluciones bidimensionales seguidas de un submuestreo con D: ecuaciones
5.13 y 5.14,

3. como una convolucién bidimensional de la sefial original seguida de un submuestreo con D?: ecua-
ciones 5.19 y 5.22. En este caso el banco de filtros tiene 4 canales.

En la segunda opcién, para calcular los coeficientes de aproximacién, se opera con los reversos de

4 filtros distintos, los H ,(J) Cada filtro est4 formado por los elementos de H(*)que est4n en una misma
posicién: por ejemplo,

0 H(l 1) H(2 1) 0
Hl(i)= Hl((ll,o) H(l ,0) H(2 0) Hl(flino)
0 H(ln—l) H(2 =1) 0

es un filtro.
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En la tercera opcién, para calcular los coeficientes de aproximacién, se opera con los reversos de 2
filtros distintos, F} y F>, llamados filtros polifase. Cada filtro est4 formado por los elementos que estdn

en una misma fila de las matrices H*): por ejemplo, reemplazando en la ecuacién 5.17 para D = Dy,
se tiene el filtro F; :

(Fi)o (F1);2 (F1)2 [Fl]32
F = [Fl]-l,l [Fl]m [F1]11 [F1]21
(Filoo  [Fiio il [Filso
.[Fl]-l,—l [Fl]o,—l [Fl]1,-1 [F1]2,—1
[ HY™ HE™D HY HEY
Hy ™ HG™Y HYY HSY

Y HRY HY) HEY
HY B HY)  HSY

Finalmente, si bien con una transformada multiwavelet no separable el procesamiento de una imagen
es computacionalmente mdas complejo que el del caso separable y con factor de escala 2, se puede ver que
con el procesamiento indicado, la cantidad de coeficientes de la transformada multiwavelet es igual a la
cantidad de pixels de la imagen original, y no necesitan m4s espacio para su almacenamiento.



Capitulo 6

Propiedades de las multiwavelets no
separables

Toda la informacién de las multifunciones de escala y de las multiwavelets est4 concentrada en las
matrices-filtro H*) y G(*) de las ecuaciones 5.3 y 5.6. Hemos visto que para calcular la transforma-
da multiwavelet se utilizan Gnicamente H(*) y G(*) Y también veremos en 7.3 que con estos valores
se puede obtener numéricamente una aproximacién al gréafico de las funciones de escala y de las multi-
wavelets. Es por ello que para construir las multiwavelets nos concentramos en obtener valores para H(*)
y G®). En este capitulo se analiza cada propiedad de las multifunciones de escala y de las multiwavelets,
como la ortogonalidad, la aproximacién polinomial, el balanceo, etc... Cada propiedad se traduce en
condiciones sobre las matrices—filtro H*) y G(*). También se traduce en condiciones sobre los autoval-
ores de las matrices S,-(") , Y sobre sus autovectores a izquierda y derecha. Estas condiciones se usan luego
para construir las funciones deseadas.

A medida que se analizan las diferentes propiedades de las multiwavelets, se hacen referencias a los
ejemplos construidos que cumplen esa propiedad. La construccién de las multiwavelets se realizé de la
siguiente manera: una vez fijadas las condiciones que se querian imponer sobre las matrices-filtro H ®) y
G®), se plante6 el sistema de ecuaciones no lineales correspondiente, con las incégnitas H,.(";) y GE';) Este
sistema se resolvié mediante el método de optimizacién no lineal de cuadrados minimos. M4s adelante
daremos m4s detalles sobre esta construccién.

Al estudiar las diferentes propiedades, se analizan sus consecuencias y las relaciones entre propiedades.
Veremos, por ejemplo, que el balanceo de orden 1 implica la aproximacién polinomial de orden 1. En
cambio, las propiedades de balanceo de orden 2 y VF(—1,-1) = 0 son mutuamente excluyentes. Esta
informacién es tenida en cuenta al construir las multiwavelets.

A continuacién damos un lema que es consecuencia de las ecuaciones 5.3 y 5.6.

Lema 6.1. Dadas una multifuncidn de escala (9,,P,), y una multiwavelet (¥,,¥,), se verifican:
) K3
soo [ L&) _p[ L&
® [ f 4’2 | | f @2
® Je
T(00) f 1 ] = 1

Demostracién. Integrando la ecuacién 5.3 se obtiene (1). Integrando la ecuacién 5.6 se obtiene (2).
0

Nota 6.1. Para las matrices de dilatacién consideradas vale |D| = 2. Luego A = 2 es autovalor de $(°9),

119
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6.1 Existencia de la funcién de escala

Forma Fourier de la ecuacién de dilatacién:
Si se transforma Fourier las ecuaciones de dilatacién 5.1 y 5.2, resulta

B.w) = 1 3@ (193, (D)7 w) + BPE: ()7 w)]
k=0

N
32(11)) = %ze—i<(D-l)‘rw,k> [Hg‘)al ((D_l)Tw) +H£§)$2 ((D_I)Tw)] ,
k=0
luego
N
;I;(w) = % Lze-x(b-:)rw.bﬂ(k)} 3 ((D")Tw) ,
=0
y

B(w) =ﬁ((D-1)Tw) 3((D'1)Tw). (6.1)
Aplicando varias veces la igualdad anterior,

8(w) =7 (D) w) # (D7) w) & (D) w) =

= {12 (07 4) |3 (07 ).

n=1

y tomando limite cuando M — o0, se obtiene
o0
Bw) = { I1# ((D‘")Tw) } 3(0,0) (6.2)
n=l1

Este producto infinito de matrices, multiplicado por & (0,0), debe ser convergente. En particular, si
w = (0,0)

)
&(0,0) = {};[1 H (0, 0)} &(0,0) = lim [H(0,0)]" 2(0,0). (6.3)
Para que las potencias X™ de una matriz X de 2 x 2 converjan a un limite, es necesario y suficiente que
se cumpla una de las siguientes condiciones:
¢ la matriz X es la identidad, A\; = A2 = 1, y en ese caso el limite es I,
¢ los autovalores de la matriz X cumplen |\;| < 1,{ = 1,2, y en ese caso el limite es la matriz nula,

o los autovalores de la matriz X cumplen A\; =1y |A2]| <1, y en ese caso el limite es la matriz

3]t w0

Q21

donde A es la matriz de autovectores de X, B= A1, y

10
X—A[O /\2]B'
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Para la matriz X = H (0,0), el segundo caso queda descartado, porque H (0,0) tiene un autovalor
igual a 1.

0 0) = Z H®) = 5(00)
kEA

y 50 tiene un autovalor igual a 2 -ver nota 6.1. Entonces H (0,0) tiene un autovalor A, = 1.

Resumiendo, si la matriz H (0,0) = I, (A = Mg = 1), 0 si el otro autovalor de H (0,0) es menor que
1 en médulo, (A = 1, y |A2| < 1), tenemos asegurada la existencia del limite en 6.3. Sin embargo, existen
otras situaciones, en las que el hm [H (0,0)]™ no existe, y sin embargo existe el hm [H (0, 0)]"<I> (0,0):

fI(0,0):[? (1]] 5(0,0):[}].

Este caso se estudia mé4s adelante, en la seccién 8.6.

por ejemplo,

6.2 Condiciones de ortogonalidad

La ventaja de trabajar con una transformada ortonormal, es que tanto la compresién de imdgenes como
su trasmisién progresiva, son procesos estables. Se realiza la compresién de una imagen calculando su
transformada wavelet y descartando los coeficientes méis pequefios en valor absoluto. Si las bases forman
un conjunto ortonormal , entonces el MSE (error cuadratico medio) de la imagen reconstruida es igual al
promedio de los cuadrados de los coeficientes descartados.

Si {®1(z — k), ®2(z — 1)}, ;¢ 22 s un sistema ortonormal,

(®i(z —k),®;(z=1)=8;; 0y i=1,2j=12 kleZ® (6.4)
entonces se deduce la siguiente condicién sobre las matrices H(¥):

® [go+0n])T _ [ 1Dl T si j=(j1,52) = (0,0)
kegc:zﬂH [H J] _{ 0 si  j=(j,j2) #(0,0) (6.5)

La condicién de ortonormalidad de las wavelets y sus traslaciones enteras, es decir

(Ti(z — k), ‘I’j(CB =)= 6,-.,- 6,,,, 1=12 7=1,2 kle€ z? (6.6)
implican
Y o [eon]” = { o e = 08 6.7)

keACZ?

Por iltimo, si las multifunciones de escala —y sus corrimientos enteros— son ortogonales a las wavelets
—CON Sus corrimientos enteros—:.

(Bi(z - k), Ti(z-1))=0 i=12 =12 kleZ? (6.8)

entonces se puede deducir:

Z c® g [ (k+DJ)] para todo j € Z2. (6.9)
keacz?
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M L
2 3 4 L] L]

Figura 6.1: Conjunto incluido en los soportes de &,y ®; de D1a2b0-001.

6.3 Soporte compacto (localizacién en el tiempo)

Se trabaja con finitas matrices—filtro H(¥), por lo tanto el soporte de las funciones de escala es un conjunto
compacto (ver [50]). Y si el soporte de las funciones de escala es compacto, y hay finitas matrices—filtro
G®), se deduce que el soporte de las wavelets también es un compacto.

Los soportes de ®, y de ®; estn incluidos en el conjunto S C R2, donde S depende de A y verifica
- ver [55]-

S= |J D'{S+k}=D"'{S+A}.
kEACZ?

Cuanto mayor es el niimero de matrices H(*), mayor es el soporte.

En la figura 6.1 se tiene una gréfico estimativo del soporte de las multifunciones de escala D1a2b0-001:
primero se realiz6 un grafico de las funciones ®; y ®, con un algoritmo iterativo de 8 iteraciones —ver
7.3 - y luego se graficaron los puntos en los cuales las funciones son no nulas. Estos puntos pertenecen
al soporte de ®; y ®,. En [55] se realiz6 el gréafico del conjunto S, que es un poligono similar al conjunto
de la figura 6.1, salvo que el borde superior de S llega a alcanzar el valor z; = 4., y su borde derecho
alcanza el valor z; = 6 . El soporte no depende en si de los valores de H(®), siempre que sean no nulos,
sino de la distribucién de los indices A y de la matriz de dilatacién. Las multifunciones de escala que
tienen el mismo conjunto de indices A de 5.5 y la misma matriz de dilatacién D, , a saber, D1alb1-094,
D1lalbl-081, D1a2b1-092 y D1a3b1-091, tienen su soporte incluido en el mismo conjunto S, y el grafico
del soporte es similar al de la figura 6.1.

6.4 Aproximacion polinomial
Las funciones de escala que pueden reproducir en forma exacta a los polinomios de determinado orden -

cuanto més elevado, mejor — son apropiadas para la compresién de imégenes. Si un polinomio pertenece
a Vp localmente, y calcula su transformada wavelet, toda la informacién queda en los coeficientes de
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aproximacién, y los detalles son cero. Si una imagen tiene variaciones continuas de color — funcién suave
- entonces al procesarla tendrd muchos coeficientes de detalle nulos 0 muy pequefios, y ésto se puede
aprovechar para la compresién.

Definicién 6.1. Decimos que ®(z) tiene aprozimacién polinomial (accuracy)de orden m si todo poli-
nomio p(z) de grado menor que m puede escribirse como:

px)= ) of b=z —k) (6.10)
k€22

donde aj es un vector columna de 2 elementos.

Cabrelli, Heil y Molter obtuvieron condiciones para la aproximacién polinomial de multifunciones de
escala de varias variables.en [56]y [53]. Las transcribimos para el caso de 2 funciones de escala. Una
multifuncién de escala ortogonal (&,,®,) de soporte compacto tiene orden de aproximacién polinomial
m si y solo si existen vectores columna de 2 elementos: voo, V1o, Vo1, V11, ---Vgi,e2r (@ = (q1,%),
lgl = @1 + g2 < m) tales que

P
—t{d -
T =Y 5 ¥ 0(8) Dyt T KIHD, (611
]

t=0 |B|=t |y|=t €r;
para
0<p<m
lgl=p
1=0,1,
donde

(q)_{ (3‘,)(3:) sih<q yBh<e
B) Lo si para algin i, §; > g;

A continuacién se dan las primeras matrices D! y el orden ¢ para calcular los indices de DIt]:

D=1,
0(0,0) =1,

pil=p= [ di  dio ]

da1 dp2
o(1,0) =1,
0(0,1) =2,
&, 2d11d12 di,
D = | dyidy dizdas +diides dindas |,
&, 2d1da2 d3,
0(2,0) =1,
o(l,1) =2,

a(0,2) =3.
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Con la notacién introducida, la ecuacién 6.11 puede escribirse

0<p<
—1)P-t [‘] Ts(q B) —P_ m
Z DI Do(8),0(x)V » Dpara lgl=p

t=0 |l=t |v|=t i=0,1

A continuacién se da una lista de las condiciones para la aproximacién polinomial de orden p < 3, para
una matriz de dilatacién D de 2 x 2.

En lo sucesivo @, (z), ®2(z) son funciones de soporte compacto que verifican (6.4), y oo, %10, Yo1, V20, ¥,
Vo2 son vectores columna de 2 elementos.
Si existe un vector vgy que verifica:

o5 =08 S i=0,1 T #[0,0] (6.12)

entonces hay aproximacién polinomial de orden 1.
Si exdsten 3 vectores vgg, v10, Vo1 que verifican (6.12) y las siguientes 2 ecuaciones:

‘U'lro = =gp S( 10) + (du Vio + di2 1)01)T (00) 1= 0, 1 (6,13)
o8, = =T, SE 4 (day v1o + d22 v01)T S{%® i=0,1 (6.14)

entonces hay aproximacién polinomial de orden 2.

Si exdsten vectores vgg, V10, Vo1, ¥20, V11, Yoz que verifican (6.12), (6.13), (6.14), m4is las siguientes 3
ecuaciones:

‘Ug‘o = v{o S§2°) - 2(d11 Vo + d12 ‘vo])T S,( 19) +
+{ B, va0 +2d1 davny + dBv02}” S, i=0,1, (6.15)
v = v 5.-(11) — (d21 v10 + d22v01)T S,g 1) _ (di1vio +di2ve)T ng) +
+ {d11 d21 v20 + (di2 d2y + d11 do2) V11 + di1 da2 Vo2 } ng), 1=0,1,
(6.16)
vg; = ‘U'Oro S,-(oz) -2 (d21 V10 + dzz 1)01)T S,gm) +
+{d%l Vo0 + 2dp1 do2 V11 +(£§2‘U()2}T S'_(OO) 1=0,1. (6.17)

entonces hay aproximacién polinomial de orden 3.

Nota 6.2. Los vectores v, cumplen un rol fundamental en la aproximacién de polinomios. A partir de
ellos se obtienen los coeficientes de las combinaciones lineales de las traslaciones enteras de ®,(z) y ®2(z)
para aproximar polinomios Por ejemplo, para la aproximacién de polinomios de grado < 2, se tiene ( en
lo sucesivo z = (z;, 22)):

1=v% Z ®(z— k)

k=(ki1,k2)
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T = Z [klvOO + ‘Ulo]T Q(Z - k)
k=(k1,k2)

To = Z [kz'voo + vm]T &(z - k)
k=(k1,k2)

T = Z [K2voo + 2k1v10 + vm]T &(z - k)

k=(k1,k2)
122 = Z [kl kovgo + k1vo1 + kevio + ‘Uu]T @(3 - k)
k=(k1,k2)
a:§ = Z [kgvoo + 2kovgr + ‘UQQ]T @(:‘B - k)
k=(k1,k2)

Lema 6.2. Si una multifuncién de escala tiene aprozimacién polinomial de orden m, entonces todos los
momentos r de las multiwavelets son nulos si |r| < m.

Demostracién. Supongamos que &(z) tiene orden de aproximacién m . Entonces para cada r = (r1,r2),
0L|rl<m

=) of®(z-k)=) ax®i(z-k)+oss $2(z—Fk)

kez? kez?
Multiplicando ambos miembros de la igualdad por ¥,(z) e integrando, se obtiene
/:c"‘Ifl(a:)d:c=0 O<lrl<m
puesto que ¥;(z) es ortogonal a ambas funciones de escala. Es decir, los momentos r de orden menor
que m de la wavelet ¥,(z) son nulos. De manera aniloga se procede con ¥z (z). a

En el lema que sigue se dan las propiedades que surgen de la aproximacién polinomial 1 en el caso
ortonormal.

Lema 6.3. Si (®,¥) cumplen las propiedades de ortonormalidad 6.4, 6.8, 6.6, y ®(z) tiene aprozimacién
polinomial de orden 1, entonces

1. Ambas matrices Sl( 00) y Sé %) tienen un autovalor A = 1 y voo es el autovector a izquierda asociado

4. vg'o = [f 3, (z)dz,fég(:t)dz] .
5. S(OO)’UQO = IDI’UQO
6. [Yi(z)dz =0 parai=1,2.

7 T(oo)‘voo = [ g ] .
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Aproximation of Pmx14+x2/2-1 with integer translates of Scaling Function R

Figura 6.2: Plano aproximado por D1a2b0-001.

Demostracién. 1. Surge inmediatamente de la ecuacién (6.12).
2. Sumando las ecuaciones (6.12) para cada subgrilla, se obtiene (2).
. Si p(z) =1 en la ecuaci6n (6.10) entonces ax = vgo ( ver demostracién del teorema 3.11 en [56).
. Multiplicar 3. en el lema 6.3 por ®,(z) e integrar. Repetir para ®,(z).
. Aplicar lema 6.1

. Multiplicar 3. en el lema 6.3 por ¥,;(z) e integrar. Repetir para Uy(z).

N O ot A W

. Aplicar el lema 6.1 y 6. en el lema 6.3. Notar que para las demostraciones de los items 1., 2. y 3.
no se utilizaron las hip6tesis de ortonormalidad.
a

En [57] se usaron las condiciones (6.5) y (6.12) a (6.17) con el objetivo de encontrar ejemplos de
multifunciones de escala ortogonales, no separables, de aproximacién polinomial 2 y 3. También se
hallaron las multiwavelets asociadas, aplicando las condiciones (6.7) y (6.9). Se obtuvieron los ejemplos
D1a2b0-001 y D2a3b0-009 - ver tabla 6.7.

La multifuncién de escala D1a2b0-001 es continua y est4 asociada a la matriz de dilatacién D, y tiene
aproximacién polinomial de orden 2. En la figura 6.2 se observa la aproximacién de un plano por medio
de traslaciones enteras de las funciones de escala ®, y ®. de esta transformada.

6.5 Condicion de balanceo

Lebrun, Vetterli [40] [58] y Selesnick [41] introdujeron el concepto de multiwavelets balanceadas de difer-
entes érdenes y analizaron sus implicaciones en el caso unidimensional. La necesidad de introducir
multiwavelets balanceadas surge de un cierto desequilibrio que se observa al procesar sefiales constantes,
cuando las integrales de ; y de $; no son iguales: en ese caso, al procesar 2 sefiales constantes idénticas,
se obtiene en los coeficientes de aproximacién 2 sefiales constantes, pero diferentes. Para subsanar este
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inconveniente es indispensable realizar un paso previo de prefiltrado de la sefial, lo cual es costoso en
cantidad de operaciones.

Las multiwavelets son balanceadas de orden 1 si al procesar 2 sefiales constantes e idénticas se obtienen
coeficientes de aproximacién iguales —salvo una constante- a las sefiales de entrada, mientras que los
coeficientes de detalle son nulos. Es decir, la rama de anélisis pasa-bajos en el esquema 5.1 preserva 2
sefiales (im4genes, en nuestro caso) constantes e idénticas, y la rama de an4lisis pasa-altos del esquema
las anula.

Definicién 6.2. Una multiwavelet — o una multifuncién de escala — se dice balanceada de orden 1 si

1 c,(;l) =a [ i ] Vk € Z?; donde a, es constante >0
c.(,ok)=[1]\1kezz4=> 0

d;V = [ 0 ] Vk € 22
Teorema 6.1. ¢ Si la multiwavelet es balanceada de orden 1,

o se verifican las condiciones de ortogonalidad, y

* ID I =2,
entonces
1. a = \/i:

1 1
(00) —_
2. S [1]_2[1],

3.[11]8°=[1 1] pers i=0,1

Demostracién. Primero reemplazar

en la ecuacién (5.8), para obtener

e[}

1 - 1 -
o= =a[1] 5 b= 2]

en la ecuacién (5.10). Notar que para k fijo, k — Dj pertenece a una misma subgrilla, obteniéndose

Segundo, reemplazar

Trasponer para obtener

(1 1)s@ =Vl g
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sumar sobre ambas subgrillas, y ver que

[1 1]8®) = m[l 1].

De lo anterior se sigue que la matriz $(®), que es de 2 x 2, tiene los autovalores: i) a, \/|D ii) 23C
iii) | D| (lema 6.1).Por lo menos 2 de estos autovalores deben ser iguales. Recordar que |D| = 2,y concluir
que a; = v/2. El resto de la demostracién es inmediato. 0O

Nota 6.3. Si una multifuncién de escala es balanceada de orden 1 entonces tiene aproximacién polinomial
de orden 1. La implicacién inversa no es verdadera.

Nota 6.4. Imponiendo las condiciones de ortogonalidad (6.5}, (6.7) y (6.9), de aproximacién polinomial
(6.12) a (6.17), m4s las condiciones (2 ) y (3) del teorema 6.1, en el articulo [59] se obtuvieron ejemplos
de funciones de escala y multiwavelets ortogonales, de aproximacién polinomial 2 y 3, y balanceadas de
orden 1: D1a2bl-092, D2a2b1-095, D1a3b1-091, —ver 6.7. El nombre de la multiwavelet D1a2b1-092
indica i) la matriz de dilatacién asociada D, ii) el orden de aproximacién polinomial (a2) , y iii) el orden
de balanceo (bl). Las 3 wltimas cifras corresponden a un niimero de orden.

En [41] y [58] se defini6, para las multiwavelets de una dimensién, el balanceo de orden 2 y el balanceo
de érdenes superiores. Ahora extenderemos la definicién de multiwavelets balanceadas de orden 2 para
multiwavelets bidimensionales asociadas a cualquier matriz de dilatacién D. La idea es que los polinomios
de grado 1 discretizados sean preservados por el proceso de andlisis: que toda la informacién quede en
los coeficientes de aproximacién, y que los coeficientes de detalle sean 0.

Aqui es donde aparecen 3 diferencias con respecto a los articulos mencionados. Primero, Selesnick,
Lebrun y Vetterli trabajan con el balanceo de la sefial separada en sus fases (pares o impares), y aqui
trabajaremos, por una cuestién de mayor sencillez, con el balanceo de la seial repetida. Segundo, para
estos autores, si la sefial es un polinomio discretizado de orden 1, entonces en la rama pasa-bajos del
paso de anilisis se obtiene otro polinomio discretizado del mismo grado, o de grado menor. Solo algunos
polinomios especificos se mantienen iguales. En cambio, aqui exigiremos que se obtenga siempre el mismo
polinomio discretizado (pero submuestreado y eventualmente multiplicado por una constante). Tercero,
en los trabajos mencionados no se tiene en cuenta el submuestreo. Esto no es importante en el caso de
una dimensién, porque el submuestreo implica un corrimiento en los coeficientes, pero es muy importante
cuando éste se realiza con una matriz de dilatacién. Supongamos que la imagen original es un polinomio
de grado 1 discretizado, y que se tienen 2 copias de esta imagen para transformar. Sabemos que un paso
de la transformada wavelet refleja ( en el caso de D) o rotala imagen ( en el caso de D2), entonces después
del proceso de an4lisis esperamos obtener el mismo polinomio discretizado, pero espejado o rotado. Por
consiguiente pediremos, para una multiwavelet balanceada de orden 2, que si X ,£ ) = (0) c§°,), (ke 2?)
es un polinomio discretizado de orden 1, entonces c( D= c.(z.",:) =ap c(o)

Definicién 6.3. Un sistema multiwavelet es balanceado de orden 2, si

e es balanceado de orden 1, y
e para todo k = (k1,k2) € 22, param = 1,2, y para algtn ap > 0, verifica
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Esto es equivalente a pedir que el polinomio de orden 1 discretizado sea preservado antes del sub-
muestreo, por la rama pasa-bajos del proceso de anilisis.

Teorema 6.2. Si un sistema multiwavelet ortogonal es balanceado de orden 2, y |D| = 2, entonces valen
las igualdades del teorema 6.1, y ademds

1. 02=\/§1

om[1]-[3).
som[1]-[3]

4 (1 1]8=[0 0] perai=0,1,,
5 (1 1])8=[0 0] parai=0,1,.

Demostracion. Reemplazar

1 1
&P =im| 1|y & =B | 1]

en la ecuacién (5.8), y con el cambio de variables j — Dk = [, se obtiene

won. 1] G 20 1] o 1]

lo cual es equivalente a

2 (1] (1]
VD] (az (Dk); = 509 , cuandom =1,
VDI [ 1] [ 1]

ya

1] = s 1 , cuando m = 2.

2
ﬁ)(mﬂ)z.l. 1]

Las matrices $(!9 y S§(1) no pueden tener un autovector asociado a un autovalor que depende de k.

\/ﬁ(az—

Luego (az W) debe ser cero, y hemos demostrado los incisos 2 y 3.

Ahora reemplazamos

1 - . 1 - 0

en la ecuacién de sintesis 5.10,
1
H*-Di)) " (Dj) [ ]
[ ] le GZZ,( ) "l

Observar que en la sumatoria figura Dj, y no figura j. Sea ! = k — Dj, el cual pertenece a una misma
subgrilla para k fijo. Realizado el cambio de variable, trasponer y aplicar (3) del teorema 6.1, para
obtener

[1 1]889=[0 0] cuandom =1,
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[1 1]8 =0 0] cuando m=2.

Lema 6.4. Si valen las siguientes condiciones:

o el sistema multiwavelet es ortogonal,

o el orden de aprozimacién polinomial es 2,

e el orden de balanceo es 2

e |[D|=2

entonces los vectores vig Yy vo1 de las ecuaciones 6.13-6.17 verifican

1 1
W5l | 1] =081] 1] =0

Demostracién. Sumar la ecuacién 6.13 parai=0,1, y se llega a

20y = —vgpSU + (di1vio + di2ve) TS0,

Multiplicando la igualdad anterior a derecha por [ i ] , y aplicando (2) del teorema 6.1 y (3) del teorema
6.2, se deduce

1 1
vl [ 1 ] = (duvio + di2vm)T [ 1 ] ‘
De manera similar, a partir de 6.14 se obtiene
r[1] |1
Yol 1| = (d21v10 + da2v01) E

Uniendo las iltimas 2 ecuaciones, se deduce que

T T
Y10 1 _ V1o 1
ESIBEE Sl
vip | [ 1

Si el vector [ ol ] [ 1 } es no nulo, esto significa que es autovector de D asociado al autovalor A =1,
01

lo cual es absurdo. ( Recordar que los autovalores de D son mayores que 1 ). Luego

o[ ]=6m 1] =0

O

Nota 6.5. Se obtuvieron ejemplos de multifunciones de escala y multiwavelets balanceadas de orden 2,
aplicando las condiciones (3 ), (4) y (5) del teorema 6.2: son las multiwavelets D1a2b2-299, D2a2b2-499,
y D1a3b2-699 Ver referencias en la tabla 6.7.
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6.6 Buena localizaciéon en las frecuencias

Daremos a continuacién diferentes condiciones para que haya buena localizaci6n en las frecuencias. Comio
ya se dijo, en el procesamiento de sefiales con multiwavelets, se obtienen los coeficientes de aproximacién
a partir de las matrices-filtro H*), pero no se pueden exigir las condiciones de filtro pasa-bajos a las
matrices. Se fijan estas condiciones a los filtros bidimensionales en los cuales se traduce la transformada,
segiin se trabaje con 4 filtros 5.13, o con 2 filtros polifase 5.19. Del mismo modo, se fija la condicién de
filtros pasa—-altos a los filtros que participan en el cdlculo de los coeficientes de detalle.

6.6.1 Cuatro filtros pasa—bajos

En el célculo de los coeficientes de aproximacién, segin las férmulas 5.13, participan 4 filtros Hth(-'), con

i,7=1,2. Si H,fJ(.') es un filtro pasa-bajos, entonces H,.(J'.) también lo es, y su respuesta en frecuencias IAI,(J)
debe ser 0 en w = (, 7). Entonces

77 () =
H'(m,m) =0,

H)(-1,-1) =0.

Si vale la férmula anterior para i,5 = 1,2, es decir, los 4 filtros la cumplen, lo indicaremos en forma m4s
abreviada como

H(-1,-1) =0. (6.18)

Si la derivada direccional de PAI,(J) en el punto w = (m,w) vale 0 en cualquier direccién, entonces el
gradiente

VA ) = | 27 | o]

lo cual es equivalente a

oH{}
: (_1’_1)

VH)(-1,-1= | 9%, - [ 0 ] .
il (-1,-1)

322 !

Si la férmula anterior se cumple para los 4 filtros (i,j = 1,2), lo indicaremos como

VH(-1,-1) = 0. (6.19)

De la misma manera, si la derivada direccional segunda de fIfJ) (w) en los puntos w = (,w) vale 0 en
cualquier direccién, entonces el Hessiano

828 g
7 ij
vzj_‘I_(;)(ﬂ. ) = 8w1§w1(7r'7r) 3w1§w2(7r’7r) - 00
v 8°H) 82H{) 00]
() L (r, )
Ow.8w, Swo0w, '
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y por lo tanto

azH() 32H()
V2HO (1. 1) = 62162( -1,-1) 62167.( L-1) _(0 0
i:‘("")— 2(} 2(? —10 ol
82202, (=1,-1) 622622 B0z oY

Si la férmula anterior se cumple para los 4 filtros (7,5 = 1,2), lo indicaremos en forma abreviada como
V2H(-1,-1)=0. (6.20)

Cuanto mayor sea el nimero de condiciones que se cumplan, m4s ‘achatada” serdn las respuestas en

frecuencias de los filtros H,f;') cerca de w = (,7), y mejor filtro pasa-bajos serén los H,f;').

6.6.2 Cuatro filtros pasa—altos

En el célculo de los coeficientes de detalle, segiin las férmulas 5.14, participan 4 filtros G,J ,cont, j=1,2.

Si G,-(-) es un filtro pasa-altos, entonces G,(j) también lo es, y su respuesta en frecuencias GS_;) debe ser 0
en w = (0,0). Entonces

G9(0,0) =

) =
Gij (1’1) -

Si vale la férmula anterior parai,j = 1,2, es decir, los 4 filtros la cumplen, lo indicaremos en forma méas
abreviada como

G(1,1) =0. (6.21)

Si la derivada direccional de @EJ) en el punto w = (0,0) vale 0 en cualquier direccién, entonces el
gradiente

a ,J
VG, = - [ ]
ij 8G )

ool (1,1)

Si la férmula anterior se cumple para los 4 filtros (%, = 1,2), lo indicaremos como
VG(1,1) =0. (6.22)

De la misma manera, si la derivada direccional segunda de @E_;-) (w) en los puntos w = (0,0) vale 0 en
cualquier direccién, entonces el Hessiano

azG() 320()
V2GQ(1 1) = 62162§ (1 ) 6z16z§ (1 ) = [ 00 ]
i\ 62G' 02G 0 0"
02902, LD 622622 L1)
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Si la férmula anterior se cumple para los 4 filtros (%, 7 = 1,2), lo indicaremos en forma abreviada como
v2G(1,1) =0. (6.23)

Cuanto mayor sea el niimero de condiciones que se cumplan, mis “achatada” serdn las respuestas en
frecuencias de los flitros G;S-') cerca de w = (0,0), y mejor filtro pasa—-altos seran los G:S-').

Nota 6.6. Se construyeron ejemplos de mutiwavelets que cumplen las condiciones 6.18 y 6.21, como el
caso D1a3b1-298, y otras multiwavelets que cumplen m4s propiedades, como la multiwavelet D2a2b2-499
- que cumple 6.18, 6.19, 6.21 y 6.22- y las multiwavelets D1a3b1-691 y D2a3b1-699, que verifican 6.18,
6.19, 6.20, 6.21, 6.22, y 6.23. En la tabla 6.7 se listan sus propiedades.

6.6.3 Dos filtros polifase pasa—bajos

Para lograr que los filtros F| y F; de las férmulas 5.19 sean buenos filtros pasa-bajos, exigimos la
propiedad de filtro pasa-bajos:

Fi\(mym) = Fi(-1,-1) =0
Fly(m,m) = Fi(-1,-1) =0,
que es equivalente a
Fi(m,m)=F(-1,-1)=0
Ey(m,m) = Fp(-1,-1) =0,
Si las férmulas anteriores se cumplen para i = 1, 2, lo indicaremos como
F(-1,-1) =0. (6.24)
De la ecuacién 6.24 se obtiene la siguiente condicidén de filtros polifase pasabajos (para D,o D):
YHY =Y HY Y HP =Y HY. (6.25)
kez? kez? kez? kez?

Si la derivada direccional de ﬁ-(w) en el punto w = (w,w) vale 0 en cualquier direccién, entonces para
i = 1,2 su gradiente verifica

b=

y si se cumple para ¢ = 1,2, lo indicaremos como

VF(-1,-1) = 0. (6.26)

De la misma manera, si la derivada direccional segunda de F;(w) en los puntos w = (m,7) vale 0 en
cualquier direccién, entonces su Hessiano verifica
8?F;

2p(_1 _1y\— | 820z
VeE(-1,-1)= 351;;,‘

622621

0% F;
625622 (—1’ —1) [

0°F;
(_1)"'1) 622622(_1’ _1)

(_17 _1)

oo

oo
[—
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Si la férmula anterior se cumple para i = 1,2, lo indicaremos como
ViF(-1,-1)=0. (6.27)

Cuanto mayor sea el nimero de condiciones que se cumplan, m4s “achatada” ser4 la respuesta en
frecuencias de F} cerca de w = (w, ), y mejores filtros pasa-bajos serdn F{ y Fj.

En un trabajo anterior [60] se construyeron multifunciones de escala y multiwavelets balanceadas
con orden de aproximacién polinomial 1 y 2, que cumplen con la condicién 6.24: son las multiwavelets
D1albl-081 y D2a2b1-081 de la tabla 6.7. La multiwavelet D1alb1-070 también verifica esta misma
condicién, y verifica, adem4s, la condicién 6.26.

6.6.4 Dos filtros polifase pasa—altos

Para lograr que los filtros I y I} de las férmulas 5.22 sean buenos filtros pasa-altos, exigimos la propiedad
de filtro pasa-altos:

I',(0,0) = I'(1,1) =0

I15(0,0) = I4(1,1) = 0,
que es equivalente a

50,00 =1(1,1)=0

5(0,0) = I(1,1) =0,

Si las férmulas anteriores se cumplen para i = 1, 2, lo indicaremos como

I(1,1)=0. (6.28)
De la ecuacién 6.28 se obtiene la siguiente condicidn de filtros polifase pasa-altos (para D;o D,):
Y+Y =0 Yo+ 6¥)=o (6.29)
kez? kez? kez? kez?

Veremos que esta condicién no agrega ningiin requerimiento a las multiwavelets balanceadas de orden 1
y de aproximacién polinomial 1.

Si la derivada direccional de I;(w) en el punto w = (0,0) vale 0 en cualquier direccién, entonces para
i1 =1,2 su gradiente verifica

RV
vL(Ly = | § = [ 0 ]
3—22(1, 1)
y si se cumple para ¢ = 1,2, lo indicaremos como
vI(1,1)=0. (6.30)

De la misma manera, si la derivada direccional segunda de I;(w) en los puntos w = (0,0) vale 0 en
cualquier direccién, entonces su Hessiano verifica

8%I; 8,
vZI(l 1) = 8212621 (1, 1) azbaz (1’ 1) = 0 0
5 o°I; 1) 31,-( ) 0 0"
820z’ 0200z "’
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Si la férmula anterior se cumple para ¢ = 1,2, lo indicaremos como
v2I(1,1) =0. (6.31)

Cuanto mayor sea el nimero de condiciones que se cumplan, mis “achatada” sera la respuesta en
frecuencias de I! cerca de w = (0,0), y mejores filtros pasa-altos seran Ij y I3.

Lema 6.5. Si un sistema multiwavelet es ortogonal, balanceado de orden 1 y tiene aprozimacién polino-
mial 1, entonces se verifica la condicidn de filtros polifase pasa-altos.

Demostracién. De las hip6tesis se deduce que vale el lema 6.3, y del inciso 7 de dicho lema sale la condicién
6.29. O

Nota 6.7. Todas las multiwavelets balanceadas construidas de orden > 1 de la tabla 6.7 verifican la
condicién 6.28, por eso se omite escribir esa propiedad. Las multiwavelets D2a3b1-699, D1a2b2-299,
D2a2b2-499, D1a3b1-691, D2a3b1-061 y D1a3b2-699 verifican la condicién 6.30.

‘A continuaci6n veremos como se traducen algunas propiedades de los filtros polifase a las matrices
SU ) definidas al principio del capitulo 5.

Lema 6.6. Si una multiwavelet verifica F(-1,-1) = 0, entonces

[ 3)-[2]

Demostracion. En las férmulas 5.17 y 5.18 que definen a Fi(z) y a F3(z) reemplazamos z por z =
(—1,-1). Como se puede observar en la férmula 5.3.1, para cualquiera de las 2 matrices de dilatacién
contempladas, z° = (1,1). Para un par de indices j, [ fijo, se tiene

HJ(,') (21,22) = ZHJ(f"k’)zl"”z{"’.
keA
Luego
HY (") = H)(,1) = 3 H ™ = [s0] .
k€A

De las férmulas 5.17 y 5.18, se deduce

F(-1,-1)=H{ 1,1 -HJQ,1)
= | ¢(00) — | ¢(00) =
[S ] 11 [S ] 12 0,

Fy(-1,-1) = H{(1,1) - H{)(1,1)
— | g(00) — | g(00) =
[S ]21 [S ]22 0,

[ 3]-[2]

con lo cual
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Lema 6.7. Si D =D, y VF(-1,-1) =0, entonces

[500) 4 st0] [ | ] — 500 [ ° ] ,

-l 1] 1]

Demostracién. Sea zP = (u,v). Como D = Dy, por 5.3.1, u= 2122 y v = 2;/2, . Derivando
Fi(z1,2) = HY (zP) + 27 HY) (2P),
con respecto a z; y a zzse obtiene

OF _ OHP@D) | OHRGED) _ ayo by

621 - az 1 a 4
OF; _ 0HY(:") | _10H(")
8z0 Oz Z Oz2

Por la regla de la cadena

OH)(zP) _ 8H{) (u,9) gu  OHY (u,v) Bu

o a6z ov Bz
oH; ’(zD) OH (u,v) gu  OHY (u,v) By
£ ot T oy

Ademaids

(u v) _ Z( —k, )H(:e,,kz)u-k,-lv-kz

keA
aH(') u,v
e ELLUBY g ) R
keA
y por otra parte
du O
= = —=1
621 % 621 /22
Ou ov
6_22 =2 6—22 = —zl/zz
Evaluando todo en z; = —1, 2o = —1, se obtieneu =1, v =1,
Ou _ v _
ﬂ I(—l.—l) =-1 a_zl |(-1,-1) = -

Ou v
9% l¢-1,-1) = -1 32 |-2,-1y =1
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8HY)

k1,k2) _
= lan = Z(_kl)HJ(II 2) _ _ [S(m)]ﬂ
keA
OH) K1,k
6;1 law = Z(_M)H:g,h ) — _ [S(OI)L:
ke
oH}) 10, g
Er |(l,1) = [S +S5 ]jl
8H)

— | ¢(10) _ ¢(01)
0z law = [S § ]jl’

gf: 2 = [5(10) + 5(01)] a [S(w) + S(m)]iz - [S(OO)] 2 0

Zﬁ;" l-1,-1) = [5(10) - 5(01)] 0 [s(m) - S(Ol)]ez =0.

Y tomando i = 1,2 en la expresién anterior se llega inmediatamente a la tesis. O

Se manera similar se demuestra el siguiente lema para D = Ds:

Lema 6.8. Si D =D, y VF(-1,-1) =0, entonces

(10) _ a(o1) 1] _ o000
[seo-se)[ 3 ]=s[ 3]

o[ 1]-(1]

Veremos que algunas propiedades de las multiwavelets son mutuamente excluyentes: por ejemplo, el
balanceo de orden 2 y VF(-1,-1) = 0.

Teorema 6.3. No eziste un sistema multiwavelet ortogonal —asociado a Dy o a D2— que sea balanceado
de orden 2 y que cumpla VF(-1,-1) =0.

Demostracion. Sea D = D,. Supongamos que la multiwavelet es balanceada de orden 2 y que

VF(-1,-1) =0.

-om][1]-(2].
n-sm][ 4[]

Las filas de la matriz S(®) — §(°)) son ortogonales a los vectores [ } ] y [ _i ] que forman una base

Del teorema 6.2 se deduce

y por el lema 6.7,

de R2: luego S(19) — SOV = 0, S(10) = §(01) y reemplazando en el lema 6.7, resulta

2 519 [ ! ] = 50 [ 0 ] . (6.32)
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Multiplicando a izquierda los términos de la igualdad anterior por el vector [ 11 ], se obtiene
21 1]s0| o1 1]s0|0 (6.33)
-1 1| ’
Por un lado, sumando las dos ecuaciones del inciso 4 del teorema 6.2 para ¢ = 0, 1, se obtiene

[1 1]809=[0 0],

con lo cual el miembro izquierdo de la ecuacién 6.33 es igual a 0. Por otro lado, sumando las dos ecuaciones
del inciso 3 del teorema 6.1 para 7 = 0, 1, se obtiene

[1 1]8™=2[1 1],

y reemplazando en la ecuacién 6.33 se llega a

0=2[1 1][2]:2,

lo cual es absurdo. Luego no existe un sistema multiwavelet ortogonal asociado a D; que sea balanceado
de orden 2 y que cumpla VF(-1,—1) =0.
Sea D = D,. Supongamos otra vez que la multiwavelet es balanceada de orden 2 y que VF(-1,-1) =

0 . Del teorema 6.2 se deduce
) L eon] (1|10
[S +5 ][1]‘[0]’
[500) + S(ox)] 14 _
-1

0
ol
luego S(19) = —§() y reemplazando en el lema 6.7, resulta

| 1 | _ g0
o[ ] 2]

y por el lema 6.7,

A partir de aqui la demostracién se desarrolla en forma idéntica al caso D = D,.
Luego no existe un sistema multiwavelet ortogonal asociado a D; o0 a D2 que sea balanceado de orden
2 y que cumpla VF(-1,-1) = 0. a

6.7 Ejemplos

En la tabla 6.7 se listan algunas de las multiwavelets que se obtuvieron, con la cantidad de matrices—filtro
que poseen, su orden de aproximacién polinomial, el orden de balanceo, las propiedades de localizacién en
las frecuencias, la estimacién del radio espectral conjunto p, y el exponente de Hoélder s. Los coeficientes
de las multiwavelets se dan en el apéndice, asi como sus graficos —en la tabla se dan las referencias a las
figuras correspondientes. En la secci6én 7.1 se verd, mas adelante, cémo se construyeron estos ejemplos.

El nombre de la multiwavelet D1a3b2-699 indica que ella estd asociada a la matriz de dilatacién D,
que tiene orden de aproximacién polinomial 3 y orden de balanceo 2. Los 3 dltimos digitos corresponden
a un nimero de orden.

La tabla est4 ordenada por orden creciente de balanceo, y para el mismo orden de balanceo esta
ordenada por orden creciente de aproximacién polinomial.
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En la estimacién del radio espectral conjunto p se da una cota inferior del mismo. Para las multi-
wavelets que tienen un (*) en este item, se aplicé el algoritmo 2.3 y se verificé que p < 1, es decir, se
comprobé que son contfnuas. Adn asf, si se observan los graficos de las multifunciones de escala y de las
multiwavelets, es notable la correlacién que hay entre (la cota inferior de) p y la suavidad de la wavelet.
Los casos D1a2b0-001, D1a3b1-691, D1a2b2-299, D1a3b2-699 y D2a3b1-699, que tienen valores de p més
chicos — exponente de Holder mas grande — corresponden a multifunciones de escala y multiwavelets
suaves. En la seccién 8.6 se indica de qué manera se estimé el radio espectral conjunto, y cémo se calcul6
el exponente de Holder.

El ejemplo D1alb1-081, que corresponde a una multifuncién de escala no continua, se deja en la tabla
como curiosidad.

En el listado de propiedades de filtros pasa-bajos o pasa-altos, las igualdades como H(-1,-1) =0
indican que la propiedad se cumple con una precisién de 10~8 o mayor, en cambio G(1,1) = 0 indica que
la propiedad se cumple con una precisién menor (del orden de 10~ o0 10~7).

Se puede observar en la tabla que cuanto mayor es el nimero de matrices-filtro que tiene la multi-
wavelet, mayor libertad se tiene para exigir condiciones.
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Multi- apr bal Filtros pasa
wavelet 4H®) pol bajos/altos P ¢
D1a2b0-001 8 2 0 0.7143 (*) 0.9708
D2a3b0-009 8 3 0 0.9138 0.2601
D1alb1-094 8 1 1 0.9329 0.2004
D1albl-081 8 1 1 F(-1,-1)=0 1.0550 -0.1545 **
F(-1,-1)=0
D1albl-070 | 18 1 1 VF(-1,—-1) =0 0.9162 0.2525
D1a2b1-092 8 2 1 0.8392 (*) 0.5058
D2a2b1-095 8 2 1 0.8268 (*) 0.5488
D2a2b1-081 8 2 1 F(-1,-1)=0 0.9728 0.0796
D1a3b1-091 8 3 1 0.8305 (*) 0.5359
F(-1,-1)=0
D2a3b1-061 | 18 3 1 VF(-1,-1)=0 0.9883 0.0341
VI(1,1)=0
H(-1,-1)=0
VH(-1,-1)=0
V2H(-1,-1)=0
D1a3b1-691 | 18 3 1 G(1,1)=0 0.7071 (¥) 1.0000
VG(1,1)=0
V2G(1,1)=0
VI(1,1)=0
H(-1,-1)=0
D1a3b1-298 | 10 3 1 G(1.1) ~0 0.8939 0.3236
H(-1,-1)=0
VH(-1,-1)=0
V2H(-1,-1)=0
D2a3b1-699 | 18 3 1 G(1,1)=0 0.7071 1.0000
VG(1,1) =0
V2G(1,1)~0
VI(1,1)=0
H(-1,-1)=0
D1a2b2-299 | 14 2 2 G(1,1) =0 0.8260 0.5516
VI(1,1)=0
H(-1,-1)=0
VH(-1,-1)=0
D2a2b2-499 | 18 2 2 G(1,1)=0 0.8904 0.3349
VG(1,1)=0
vI(1,1)=0
H(-1,-1)=~0
VH(-1,-1)=0
V2H(-1,-1)=0
D1a3b2-699 | 18 3 2 G(1,1)=0 0.7071(*%) 1.0000
VG(1,1)=0

V3G(1,1) =0
VI(1,1)=0




Capitulo 7

Construccion de multiwavelets

7.1 Armado del sistema no lineal

Las propiedades deseadas para la multifuncién de escala y para la multiwavelet se analizaron en el capitulo
6.Como consecuencia se obtuvieron condiciones sobre los 4 elementos de cada una de las matrices H*) y
G®), que son los coeficientes que se quieren obtener (las incégnitas). Con estas condiciones se conforma un
sistema de ecuaciones, que resulta ser no lineal. En la tabla 7.1 se hallan las referencias a las condiciones
sobre las matrices-filtro.

7.1.1 Configuraciones de indices
8 matrices H(*

Con la distribucién de matrices—filtro como en 5.4, y el conjunto de indices A como en 5.5, hay 8 matrices
H®) y 8 matrices G*), con un total de 16 x 4 = 64 incégnitas.

Se exploraron diferentes cantidades de matrices—filtro, y varias configuraciones de indices A: a contin-
uacién se dan algunas de ellas, que corresponden a las multiwavelets mds suaves que se obtuvieron. En
la tabla 7.2 se lista la cantidad de incGgnitas y la cantidad de ecuaciones no lineales segiin la propiedad
deseada de la multiwavelet, y segiin el conjunto de indices A, que corresponde a una cantidad especifica
de matrices H*), Segiin la configuracién de indices - y segiin la cantidad de matrices H(*)—, se tienen
mas o menos incégnitas y més o menos ecuaciones para las condiciones de ortogonalidad: en la tabla se
observan 64, 80, 112 o 144 incégnitas segin se trate de 8, 10, 14 o 18 matrices H(*). Nétese que con las
condiciones de aproximacién polinomial, se agregan m4s incégnitas al problema: los coeficientes de los
vectores v,. Asi, si se quiere una multiwavelet ortogonal con aproximacién polinomial de orden 2, como
la D1a2b0-001, se tendrdn 70 incégnitas y 88 ecuaciones. La cantidad de ecuaciones y de incégnitas que
se agregan con la aproximacién polinomial, asi como la cantidad de ecuaciones que implican el balanceo
o las condiciones sobre los filtros, son independientes de la cantidad de matrices H(¥),

En la tabla 7.3 se listan los ejemplos de multiwavelets obtenidos, junto con la cantidad de ecuaciones
y la cantidad de incégnitas que tenian los sistemas que se resolvieron.

141
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Propiedad Ecuaciones
ortogonalidad 6.5,6.7y6.9
aproximacién polinomial de orden 1 | 6.12

aproximacién polinomial de orden 2 | 6.12, 6.13 y 6.14
aproximacién polinomial de orden 3 | 6.12, 6.13, 6.14, 6.15, 6.16 y 6.17
balanceo de orden 1 2 y 3 del teor 6.1
balanceo de orden 2 3,4 y 5 del teor 6.2
H(-1,-1)=0 6.18
VH(-1,-1)=0 6.19
VZH(-1,-1)=0 6.20

G(1,1)=0 6.21

VG(1,1)=0 6.22

V:G(1,1) =0 6.23
F(-1,-1)=0 6.24
VF(-1,-1)=0 6.26

VI(1,1)=0 6.30

Tabla 7.1: Dimensiones del sistema. Los tamafios corresponden a 8,10,14 y 18 matrices H*

10 matrices H®*

Con la siguiente configuracién de indices para H(¥) y G(*), se tienen 5 matrices—filtro H(*)con indices en
cada subgrilla, y lo mismo sucede para las G(¥)

x
x O
x O x O (7.1)
x O
(0]
A= {(lv 1)7 (Ov 1)7 (_110)7 (0’0)1 (1’0), (270)1 (11 _1)’ (07 _1)7 (0) _2), (1’2)} (72)

14 matrices H(¥

Con esta nueva disposicién de los indices de las matrices H*) y G(¥, se tienen 7 matrices sobre cada
subgrilla:

(6]
O x 0 x
x 0 x O (7.3)
O x 0 x
X
A ={(0,2),(2,1),(1,1),(0,1),(-1,1),(-1,0),(0,0), (7.4)

(1: 0)1 (2: 0)7 (27 —1)(17 _1)7 (0) _1)’ (_11 —1)1 (17 _2)} (75)
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fincégnitas jecuaciones

H® GF) | 64, 80, 112, 144 -
ortogonalidad - | 76, 108, 172, 204
aprox.pol. 1 2 4
aprox.pol. 2 6 12
aprox.pol. 3 12 24
balanceo 1 - 6
balanceo 2 - 18
H(-1,-1)=0 - 4
VH(-1,-1)=0 - 8
VH(-1,-1)=0 - 16
G(1,1)=0 - 4
VG(1,1) =0 - 8
V:G(1,1)=0 - 16
F(-1,-1)=0 - 2
VF(-1,-1)=0 - 4
VI(1,1)=0 - 4

Tabla 7.2: Dimensiones del sistema. Los tamafios corresponden a 8,10,14 y 18 matrices H*

18 matrices H(*)

Con esta distribucién de indices se tienen 9 matrices (O) con indices en una subgrilla, y 9 matrices (x)
con indices en la otra subgrilla. Esta fue la mayor cantidad de matrices—filtro para la cual se hallaron
soluciones.

0 x
O x 0 x
O x 0 x 0 x (7.6)
O x 0 x
0O x
y el conjunto A es
A= {(0v2)1 (21 1)1 (17 1)1 (07 1): (_lv 1)1 (_11 0)7 (0’ 0)1 (11 0)7 (2v 0)7 (2: _1) (77)

(lv _1)1 (Oa _1): (_11 _1)1 (lv _2)7 (_2’0)1 (17 2)1 (07 _2)» (3v 0)}

7.2 Solucidén del sistema

7.2.1 Inconveniencia de las bases de Grébner para este caso.

Para hallar los coeficientes de funciones de escala bidimensionales, Faugere utilizé bases de Grobner. Se-
lesnick, Lebrun y Vetterli también utilizaron bases de Grébner para obtener coeficientes de multiwavelets
unidimensionales.

Las bases de Grgbner, desarrolladas por Buchberger en los afios 60, son una herramienta del 4lgebra y
de la geometria computacional muy dtil para resolver sistemas de ecuaciones polinomiales. Intuitivamente,
son una generalizacién de la eliminacién Gaussiana para sistemas de polinomios. Tienen la ventaja de que
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Multiwavelet | 1H* al::i‘ bzl:: Fblal};z:;al;:f,sa fincog. | fecuac.
D1a2b0-001 8 2 0 70 88
D2a3b0-009 8 3 0 78 100
D1alb1-094 8 1 1 66 86
D1alb1-081 8 1 1 F(-1,-1)=0 66 88
D1a2b1-092 8 2 1 70 94
D2a2b1-095 8 2 1 70 94
D2a2b1-081 | 8 2 1 F(=T,=1) =0 70 9
D1a3b1-091 8 3 1 76 106
H(-1,-1)=0
VH(-1,—1) =0
V2H(-1,-1) =0
D1a3b1-691 18 3 1 G(1,1)=0 156 294
VG(1,1) =0
V2G(1,1) =0
VI(1,1) =0
H(-1,-1)=0
D1a3b1-208 | 10 3 1 G D0 92 146
H(-1,-1)=0
VH(-1,-1) =0
V2H(~1,-1) =0
D2a3b1-699 18 3 1 G(1,1)=0 156 294
VG(1,1) ~ 0
V2G(1,1) ~ 0
VI(1,1) %0
H(-1,-1) =0
D1a2b2-299 | 14 2 2 G(1,1) ~0 18 | 214
VI(1,1) ~0
H(-L,-1)=0
VH(-1,-1) =0
D2a2h2-499 18 2 2 G(1,1)=0 150 262
VG(1,1) =0
VI(,1) =0
H(-L,-1)~0
VH(-1,-1)=0
V2H(-1,-1)=0
D1a3b2-699 18 3 2 G1,1)=0 156 312
VG(1,1) =0
V2G(1,1) ~0
VI(1,1) ~0

Tabla 7.3: Ndmero de ecuaciones y de incégnitas para los ejemplos construidos.
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resuelven un sistema dando todas las soluciones, y no es necesario una estimacién inicial para obtenerlas,
como sucede en los métodos de optimizacién numérica.

Sus desventajas son: una muy alta complejidad, un requerimiento muy elevado de memoria y de
operaciones, y la falta de robustez del método ante la propagacién de errores de redondeo: por eso
muchas implementaciones solamente utilizan aritmética entera.

Para resolver un sistema con 24 incdgnitas, utilizando bases de Grobner, con una Sun Ultra 2, a
Selesnick le llevé 4 semanas de cémputos. Después tuvo que analizar los resultados, escritos en un
archivo ASCII de 18.9 Mbytes. Observando las dimensiones de los problemas a resolver, se comprendera
por qué se descartaron las bases de Grébner.

Se encaré la resolucién del sistema de ecuaciones no lineales usando métodos de optimizacién numérica:
se aplicaron 2 métodos de cuadrados minimos no lineales, el de Gauss—Newton, y el de Levenberg-
Marquardt.

7.2.2 Optimizacién numérica: preliminares

A continuacién daremos una breve introduccién a los algoritmos de optimizacién que se utilizaron. Para
més detalle, consultar [61].
Dada f(z) : " — R, se busca calcular z* € R" tal que

£(z*) = min f(a).

Partiendo de un valor inicial zq, los métodos de optimizacién calculan una sucesién de puntos z;, 2, T3,
. » que bajo ciertas condiciones convergen a un minimo local o global. Los algoritmos dan la manera

de calcular una iteracién (zx4+1 = z4+) a partir del punto anterior o actual (zx = z,).

El método de Newton

El método de Newton consiste en aproximar f(z) en z = z, por un modelo cuadratico

1) = £(za) + VI @) (@ = 20) + 5@ = 2a) V£ @) (& = 7a), &
y resolver V f(z) = 0, obteniéndose

4 =24~ [V2f(2a)] ' Vf(za). (7.9)

Si f(z) es 2 veces derivable con continuidad, si el Hessiano V2 f(z) es una matriz definida positiva en un
entorno de z* y si el punto inicial zo es suficientemente préximo a z*, entonces el método de Newton
converge en forma cuadrética a la solucién.

Cuando el Hessiano no es definido positivo, se lo reemplaza por V2 f(z,) + o1 , con g, > 0. El célculo
del Hessiano es muy costoso en cantidad de operaciones, y existen muchas variantes de este método - los
métodos quasi-Newton, que utilizan diferentes estimaciones del Hessiano.

Regiones de confianza

El modelo cuadritico 7.8 es local, y solamente es v4lido para un entorno de z,; tiene sentido entonces

restringir la bisqueda de un nuevo punto z4+ a una regién donde sea confiable este modelo. En ese caso,
se trata de hallar

12;? {f(Za) + Vf(za)Ts+ LaTH,s},
s n
sujeto a |ls|l, = ||z — Zall; < G

donde H, ~ V2f(z,). El didmetro de la regién de confianza se actualiza en cada paso.
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7.2.3 Gauss—Newton

Se quiere minimizar una funcién que es suma de cuadrados

min /(@) = JRE@TRE@ = 1Y rk@),  m>m, (7.10)
i=1

donde R : R"® = R™, y r;(z), la componente i-ésima de R(z), es no lineal en z.
Sea J(z) la matriz Jacobiana de R(z) en el punto z:

[J (x)]ij = 6;,:5:) .

El método de Gauss-Newton resuelve el problema 7.10 utilizando un modelo lineal (afin) para R(z)
R(z) ~ Ma(z) = R(za) + J(a)(z — %a),
y luego aplicando el método de Newton al problema
min - [|M,(@)|,
z€R" 2
con lo cual resulta
24 =20 — (J(®a)TJ(2a) " J(2a)T R(za)-

En la préctica, en vez de calcular la pseudo inversa (J(za)7 J(za)) 17 (za)7, se halla la descomposicién
QR de la matriz J(z,)TJ(z,). Este algoritmo difiere de la aplicacién del método de Newton para obtener
el minimo de f(z).

Se puede demostrar que si en cada paso, las columnas de J(z,) son linealmente independientes,
la direccién que elige el método es una direccién de descenso, es decir, se reduce el valor de f(z):

f(z4) < f(za)-

Si en la solucién R(z*) = 0 - se trata de un problema de residuo 0 -, f(z) es 2 veces derivable
con continuidad, J(z) est4 acotado en un entorno de la solucién, y zo es suficientemente préximo a z*,
entonces el método de Gauss—-Newton converge en forma cuadrética a la solucién.

7.2.4 Levenberg—Marquardt

Existe una modificacién del método de Gauss-Newton, basada en el enfoque de regiones de confianza.
Se trata de hallar el valor z, que realice el

min, IR(ze) + J(za)(Z+ — Za)lly»

sujeto a ||z — Zall, < B
de lo cual se obtiene

z4 = 3o — (J(20)TJ(2a) + pal) ™ J(@a)TR(za),

donde p, =0 si " (J(za)TJ(za) + ,uaI)_l J(za)TR(5)|| < 8a, ¥ ta > 0 en los dem4s casos.
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7.2.5 Implementacién

El sistema no lineal se resolvié minimizando la suma de los cuadrados de cada una de las ecuaciones no
lineales, y controlando que en el minimo alcanzado esta suma fuera cero. Se aplicé una estrategia mixta:
se comenzé utilizando el método de Levenberg—Marquardt; si los clculos evidenciaban un residuo muy
grande, entonces se cambié y se aplic6 Gauss-Newton.

En un principio solamente se incluyeron en el sistema las condiciones sobre las matrices-filtro de
las funciones de escala, dejando fuera del sistema las condiciones que tenian que ver con las wavelets.
Resolviendo este sistema se obtuvieron soluciones que permitieron construir ejemplos de funciones de
escala. Pero no siempre se encontraron soluciones para un segundo sistema con las condiciones sobre las
matrices—filtro de las wavelets: no porque no existieran — en [62] se prueba que dada una multifuncién de
escala, que define un anilisis de multirresolucién de multiplicidad  en ®", para una matriz de dilatacién
D, siempre existe una multiwavelet asociada si 2r(|D|—1) > n, lo cual en nuestro caso se cumple siempre
- sino porque el método de optimizacién requiere una estimacién inicial para converger a la solucién, y
no se tenfa una estimacién adecuada. Finalmente se integraron las condiciones sobre H(*) y G(*) en un
Unico sistema a resolver.

Se hizo un programa que genera automditicamente las condiciones de ortogonalidad, aproximacién
polinomial, balanceo y demas condiciones, para cualquier conjunto de indices elegido, que conforman
el sistema no lineal a resolver. Los datos del programa son: la configuracién de indices, la matriz
de dilatacién, el orden de aproximacién polinomial deseado, el orden deseado de balanceo, y demés
condiciones que se quieren imponer. El programa resuelve el sistema en forma iterativa a partir de un
punto inicial en el espacio de incégnitas. Si no encuentra una solucién, el programa genera otro punto
inicial. En la salida, el programa arroja como resultado los 4 elementos de cada matriz—filtro H®*) y G(¥),
ademads de los vectores v de la aproximacién polinomial. Si se encuentra una solucién al problema, se
controlan 3 cosas: (i) que en la solucién se verifiquen todas las condiciones, es decir, que en el minimo
encontrado la funcién a minimizar valga 0, (ii) que el vector vgo sea no nulo, y (iii) que la estimacién del
radio espectral conjunto sea menor que 1- ver m4s adelante en 8.6.1. Si alguna de las 3 condiciones no
se cumple, se descarta la solucién, se cambia el punto inicial, y se vuelve a buscar.

La mayor parte de este trabajo se ejecuté en una UltraSparc 1, de plataforma Unix, con un procesador
de 140Mhz y 64Mb de memoria. Los ejemplos de multifunciones de escala y de multiwavelets hallados

fignran en la tabla 6.7. A continuaci6n se indica el algoritmo que se utilizé para graficar las funciones
halladas.

7.3 Graficos: algoritmo cascada

7.3.1 Gréaficos de las multifunciones de escala

No se conoce la forma analitica de las funciones de escala ®; y @2, ni la de las wavelets ¥; y U,.
Sin embargo, conociendo tan solo las matrices-filtro H(¥) se pueden obtener una sucesién de pares de
funciones (@g"), @gj)),- cuyos respectivos graficos convergen a los gréficos de ®;y de ®; cuando j — 0.
En cada iteracién se obtiene una aproximacién de mayor resolucién que la anterior.

Para iniciar el algoritmo se comienza con 2 funciones <I>§°) (=) y <I>§°) (z), que son -salvo una constante
- la funcién caracteristica de un cuadrado.

Sea Q el cuadrado unitario Q = [0,1) x [0,1) y sea x(z1,z2) su funcién caracteristica. Para z € R?

R
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Se define
o= 58] (23] ]

ay T

donde a = [ verificaw’a = 1.

En cada iteracién se calcula una estimacién m4s fina aplicando la ecuacién de dilatacién:

eU+)(g) = z H®3U)(Dz-k)
keACZ?

Escribiendo cada iteracién ®(9)(z) en términos de contracciones sucesivas de x(z) — mediante D- y
sus traslaciones enteras, obtenemos

eW(z) = Y H<*>[2]X(Dz—k)—ZV‘U (Dz—k )

keACz? k€22

#0)= Y H® Y VO (D% - (Dk+r) )= 3 V.2 x(D*z-n)

keEAC2? rez? nez?
donde
V.5 =[Z;] v =[g] paran # (0,0) . (7.11)
V= S RS v = 3 v,
keAC2Z? keACZ?

Y, en general,
¥(@)= 3 VA x(DIz-n)

nez?
. @(J)(a:) ] l: Vl(j) ] .
i.e. Ry x(DPz—-n) (7.12)
-z
donde
ve = Y HOVE L, (7.13)
keAacz?

Reescribiendo (7.12), se tiene

o9 (z) = Z Vl(,jZ; x(Dlz—n)
nez?

) (z) = Z V(JZ‘ x(DPz—n ).
nez?
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Iteracién Tamafio 1 matriz 2 matrices bytes
2 7x6 42 84 672

4 19 x 16 304 608 4864

6 38 x 32 1216 2432 19456

8 76 x 64 4864 9728 77824

10 152 x 128 19456 38912 311296

12 304 x 256 77824 155648 1245184
14 608 x 512 311296 622592 4980736
16 1216 x 1024 1245184 2490368 19922944
18 2432 x 2048 4980736 9961472 79691776
20 4864 x 4096 19922944 39845888 318767104

Tabla 7.4: Requerimientos de memoria para graficar &, y ®,.

Algoritmo 7.1. Generacién de gréficos de ®;y ®,:
i) Asignar los valores iniciales de las matrices V} , y V2,, segin 7.11.
ii) Aplicar (7.13) para j =1,..J.
iii) Graficar V) y V%) .

En cada iteracién j, se calculan 2 matrices Vl('jl y V2("' Z, (variando n € Z2), que son los coeficientes
de <I>§’) y ng ) en una grilla cuadrada sucesivamente refinada y refiejada, en el caso de D, o rotada, en
el caso de D;. Para que la orientacién de las bases x( D? £ —n ) sea igual a la del plano, en el caso de
D, se observan las iteraciones pares, y en el caso de D;, solamente las iteraciones que son miltiplo de 4.

El requerimiento de memoria es un factor limitante: en la tabla 7.4 se puede observar el crecimiento
exponencial del tamafio de las matrices Vl(,JZz y 1/2(" ) en el caso de 8 matrices-filtro H®). Los valores
de las matrices Vl(""zz y Vz(lj Z, son ndmeros reales de doble precisién y ocupan 8 bytes. Para graficar la
vigésima iteracién se necesitarian 308 Mb de memoria. Sin embargo, en general alcanza con 8 iteraciones
para tener una buena representacién de ambas funciones. En las figuras 7.1 a 7.4 se graficaron las itera-

ciones pares del algoritmo para una multifuncién de escala ¢ asociada a D), de aproximacién polinomial
2.

7.3.2 Graficos de las multiwavelets

Para graficar las wavelets ¥, y ¥, es necesario conocer las matrices-filtro H(¥ y G(¥). Primero se

obtiene una buena aproximacién fI>§ J-1) y <I>£ I=1 ge &, y &, , tal como se ha indicado y luego se aplica
la ecuacién de la wavelet (5.6) una sola vez.

@)= Y GMeVU-N(Dz-k)
keAC2?
de lo cual resultan

vin= 3 e v, (7.14)
keAC2Z2

(@)=Y VW) (D z-n)
nez?2

@)=Y V) x(D'z-n ).
nez2
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<>

(a) &1 (b) ®2

Figura 7.1: &: 2 iteraciones del algoritmo para D1a2b0-001.

Algoritmo 7.2. Generacién de gréaficos de ¥, y ¥»
i) Asignar los valores iniciales de las matrices V), y V2, » segin (7.11).
i) Aplicar (7.13) paraj=1,..J - 1.
iii) Aplicar (7.14).
iv) Graficar 1’1("’,)l y Vz(",)1 .

En la figura 7.5 se observan los graficos de las wavelets ¥, y ¥y para el mismo caso.
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(a) ¢ (b) &2

Figura 7.2: ®: 4 iteraciones del algoritmo para D1a2b0-001.

-:-‘al Bree
e

)

& SRy ' “‘-);. /)
:'7’9&\\; " ."““‘(‘.}3"
AN e\
20 “

)

\‘\\?:

(2) & (b) &2

Figura 7.3: ®: 6 iteraciones del algoritmo para D1a2b0-001.
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(a) & (b) &2

Figura 7.4: ®: 8 iteraciones del] algoritmo para D1a2b0-001.

(a) ¥1 (b) W2

Figura 7.5: ¥: 8 iteraciones del algoritmo para D1a2b0-001.



Capitulo 8

Continuidad de las multiwavelets no
separables

En este capitulo se daran herramientas para analizar la continuidad de las funciones de escala y las
multiwavelets construfdas. Se siguen los lineamientos del articulo de Heil y Colella [9] sobre wavelets en
una dimensién. Primero, se ver4 que la continuidad de las funciones de escala ®, y ®. es equivalente
a la continuidad de un vector funcional v, que aparece cuando se escribe la ecuacién de dilatacién en
forma matricial. Un conjunto de coeficientes {H*), k € A} y una matriz de dilatacién D determinan
un vector funcional v y dos matrices Ty y T). Para que v(z) sea continua, es condicién suficiente que
el radio espectral conjunto de Ty y T} restringidas a un cierto subespacio E sea inferior a 1. Esto estd
demostrado para cualquier niimero de multifunciones de escala, y de cualquier dimensi6n, en [55], donde
Cabrelli, Heil y Molter utilizan herramientas del andlisis funcional, apoydndose en la autosimilaridad
de las funciones de escala. También demuestran la convergencia del algoritmo cascada para graficar las
multifunciones de escala y las multiwavelets. El enfoque que se da aquf est4 restringido al caso que nos
concierne — 2 funciones de escala, definidas sobre ®2 —, y es m4s aplicado. En particular, se indica como
obtener el subespacio E, en el caso de tener las matrices Tp y 71 més de un autovalor de médulo 1. Esta
situacién no se presenta en el caso de las wavelets en una dimensién.

8.1 El conjunto U

En lo que sigue D es una de las dos matrices de dilatacién D, o D, definidas en el capitulo 3, y
L = {eo,e1} = {(0,0), (0,1)} es un conjunto de representantes del grupo Z2/DZ? para cualquiera de las
dos matrices.

Sea f la funcién

f: RZoHR (8.1)
f(z) = f(Dz - eo)+ f(Dz —e1). (8.2)

Se puede ver que existe un conjunto compacto U = U(D, L) en R2- ver [28], del cual f es la funcién
caracteristica, que satisface

U={D'(U+e)}u{D(U+e)}=D"(U +L). (8.3)

En el caso D = D, el conjunto U resulta ser un paralelogramo - ver figura (8.1), y en el caso D = D; el
conjunto U tiene la forma de un dragén o twin dragon - ver figura (8.2) . En ambos casos, el subconjunto
negro es D=1V, y el subconjunto gris es D~} (U + ¢, ).

153
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Figura 8.1: El conjunto U en el caso D = D,.

Figura 8.2: El conjunto U en el caso D = D,
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8.2 Desarrollo D-adico para los puntos de U

Teorema 8.1.

oo
U={ZD-J'e,,,., donde dje{o,1}}

=1

Demostracién. Supongamos que z € U, entonces en virtud de 8.3 o bien z € D~'U = D~}(U + eg), 0
bien z € D~'(U + e;), - también puede suceder que z pertenezca a ambos conjuntos. En el primer
caso, existe u; € U tal que Dz = u; + €9, y £ = D~ 'eg + D™y, con lo cual d; = 0. En el segundo
caso, existe u; € U tal que Dz =u, +e;, y z = D~'e; + D™y, y entonces d; = 1 . En ambos casos,
existe u; € U tal que 2 = D 'e4, + D~ 'u;. Si z pertenece a la frontera de los 2 conjuntos, es decir,
z € DU N DY (U + e;1) entonces obtendremos 2 desarrollos diferentes para z. Para evitar esto, se
puede descomponer U en 2 conjuntos disjuntos —ver [55],

U=U,uls,
donde
Uy=D"'U
Uy ={D7'(U +e)} - {D"'U}.

Es decir, siz € D-'UND~!(U+e,), entonces z € U, y di = 0. Para calcular eq, se repite el procedimiento
sobre u; , se obtiene u; = D~eq, + D~ us y luego z = D~ 'eg4, + D~2eq, + D~2u,y. Y asi sucesivamente.
Convergencia: la serie converge absolutamente, ya que

o . a0 . (== . (=] j
> Deqll <3 D7 ey fl, < 3D, [legsl, < 3107z < oo
2 =0 =0 j=0

=0
pues [|D~H]|, = =< 1. =
Nota 8.1. Si z € U,
w .
2= D7ley, (8.4)
=1

Llamaremos a 8.4 “desarrollo D-4dico de z ”, y lo notaremos
T = (dldz) D
En el caso D = D, la férmula 8.4 es llamada “expansién dragénica” en [28].

Ejemplo 8.1. Ejemplo de un punto con desarrollo D-4dico finito, para el caso D = D;.

oo | 075
“|os

[12s]_[1 0.25 ] _
D"[o.zs]‘[o]*[o.zs]‘el+“l

z=D7le + Dy
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=88] 8] [#]-mn

uy = D_leo + D_1U2
z= D‘lel + D_2eo + D_2U2
0.5 0 0.5
D””‘[0.5]‘[0]+[0.5]‘e°+"3
Ug = D_leo + D_lu:;

z=D7'e, + D2eq + D 3¢q + D %u,

Du3=[é]=el

uz = D7 le;

z=D7te; + D 2eg+ D3¢+ D¢,
= D‘led, + D'2ed, + D'aeda + .17-46.14

_[o5 0 0 0.25
=[az]+[o]+[a]+[c"]
= D‘lel + D_4€1

z = (0.1001),

Por otro lado, en 8.5, se podria haber puesto

pun=[3]=[3]+] 3] =ervu

ug =D7eg + D7 luyy

z=D"'e; + D7 %eg+ D3+ D teo + D™y,

CONTINUIDAD DE ...

(8.5)

(8.6)
(8.7)

z=D"e;, + D 2ey+ D 3eq+ D %eqg + D %eq + D 3us
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pe[1]-[3]+[1] e

Uz = D‘lel + D—I‘UG

z=D"le;, +D 2o+ D 3eg+ D %eqg+ D %o + D %e, + D 8uq
z = (0.100001..),,

Yy Como ug = U4

ug =D leg+ D7 lug
= D 'eg + D~ 2¢; + D™ 2ug
ug = D~ Yeg + D~ %e; + D %ug

z=D"'ey + D 2eqg+ D 3¢q + D 4eq+ D %¢q

+ D%, + D 7eg+ D78 + D 8ug (8.8)
o0

z=D"'e, +D7°® Z D~%e, (8.9)
j=0

z = (0.1000010101..),,
= (0.100001)D

Ahora veremos que el desarrollo finito 8.6 y el desarrollo infinito periédico 8.9 de z coinciden:
e .
z=D"'e; + D8 ZD_2J61

i=0

=D, +D%1lim (I-D%) "¢
n—oo

=D7le,+ D¢ (2D)e,

= D7 'ey + D7%,.

Para los pasos anteriores se usaron las propiedades:
D~% =0.5I,
D3| =05<1,
> .
llAll < 1 => I — A tiene inversa y ZA’ ={I-A)"",

=0
2I = D%

8.3 Teselado del plano con U y sus traslaciones

El conjunto U , con sus traslaciones en Z2, forma un cubrimiento del plano [63]. Llamaremos “baldosa”
del cubrimiento a cada conjunto U + k, k € Z2. Si, adem4s, para cada par (k, k'), k # k', los conjuntos
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U+ k y U+ K se intersecan en un conjunto de medida nula, es decir
p{U+kIn{U+F¥}) =0 (8.10)

entonces se tiene un teselado del plano. El conjunto U , con sus traslaciones en Z2, forma un teselado
del plano si y solo si u(U) = 1 [64]. Los dos conjuntos U inducidos a partir del conjunto L dado y de
cualquiera de las 2 matrices D; o D, consideradas en este trabajo tienen esta propiedad.

Sea § un cubrimiento de sop (®,) y sop (®2) por traslaciones enteras de U :

sop (25)c |y W+r) =9, j=12 (8.11)
r elfrcz2

Al conjunto U se le puede suprimir parte de su frontera de manera que la interseccién de 2 baldosas sea
disjunta. Como el conjunto U tiene 6 vecinos en el teselado del plano, tanto en el caso del paralelogramo
como el del dragén, se pueden suprimir las fronteras comunes a 3 vecinos.De manera que se suprime u+r
(7 € Z2), si u y u+r ambos pertenecen a U . Es decir, tomamos

U=U- U W+n (8.12)
r€ACZ?
donde
A= {(1)0)!(1) 1)7(21 1)} enelcaso D= Dl
y

A={(1,0),(0,1),(1,-1)}en el caso D = D,
— ver [55], observar que en ambos casos e; € A - Entonces
{U+E}n{U+K}=0, parak#k, (8.13)
y ademés
Un z?={(0,0)}. (8.14)

El conjunto U , con sus traslaciones enteras, también forma un teselado del plano. Y como U solo
difiere de U en la exclusién de algunos bordes, no es cerrado, y entonces

sop(®5)c |y T+n=9, j=12 (8.15)
r ercz2
La ecuacién (8.11) implica que si z pertenece al soporte de ®; o de &, existe unu € U yunr €T
tal que 2 = u+r. El conjunto I es el conjunto de enteros por el cual se traslada la baldosa para obtener
un cubrimiento de los soportes de las ®;, y no tiene nada que ver con las subgrillas I'g y I';. Queremos
analizar ahora las relaciones entre I y A, el conjunto de indices de las matrices—filtro H(*),

Supongamos que ®, y &, son funciones continuas y que z € R2 es tal que $,(z) # 00 $2(z) #0
Entonces

ze |J W+ (8.16)
r erczz?
De la ecuacién de dilatacién

oz)= » HW@(Dz-k)
keACZ?
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se deduce que existe algtin k € A y algin j € {1,2} tal que ®;( D z—k) #0. Luego Dz — k pertenece
a sop (9;) y por (8.11) existen u € U, r € T tal que

Dz-k=u+r.
Para que esta escritura sea tinica, tomamos el convenio de que u € U.
z=D"'(u+r+k)=D"'u+ D7 (r+k).
El elemento u € U, y por 8.3 se deduce que D"'u €U y D '(u+e)€U.

Existen ahora diferentes posibilidades, segiin a qué subgrilla Ty o I} pertenece el término 7 + k.
Recordar que queremos establecer condiciones sobre I' :

(i) Si r + k € Tg = DZ2, entonces D~} (r + k) € Z2. Como ademéis D~'u € U, entonces por (8.16)
debe ser D~!(r + k) € T'. Luego I' debe contener todos los elementos D~*(r + k) conr € ', k€A y
r+k € To = D Z2. Se infiere entonces, que

D'{T+A}nNDZ2) =D} (r+A)nZ2CT. (8.17)
Esta es la condicién de admisibilidad para el conjunto I' asociado al conjunto de indices A, dada en [55].

(i) Sir+ k € Iy = DZ? + ¢,, entonces existe j € Z2 tal que r + k = D j + ¢;. Reemplazando se
obtiene

z=D"'u+D'r+k)=D'u+j+Dleg=D"(u+e)+3j

Como por hipétesis D~*(u+e, ) € U, entonces j = D~!(r+k—e; ) € I'. Luego I' debe contener todos
los elementos D~'(r+k—e; )cont €T, k€ A yr+ke€T,. Esdecir

D'{T+A-e}nDZ?) =D '(T+A—-e)NnZ2CT. (8.18)
Llamando
L =1{(0,0),(1,0)} = {eo, 1}, (8.19)
de (8.17) y (8.18) se deduce que
D'T+A-L)NnZ2CT. (8.20)
Definimos entonces al conjunto I' como el conjunto minimal que cumple (8.20).
Para ejemplificar lo anterior con una funcién de escala unidimensional, se tiene que para la funcién
de escala Daubechies 4 el soporte es [0,3], A = {0,1,2,3}, L = {0,1}, U = [0,1]), U = [0,1), D = 2,
r={0,1,2},y D 'C+A-L)NnZCT.
Lema 8.1. El conjunto de todos los pares de enteros contenidos en < es ezactamente I'.

r=g9nz?

Demostracién. Esto se deduce de que la interseccién de los conjuntos del cubrimientos es disjunta -
férmula (8.13) - y de las férmulas (8.15) y (8.14). a
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8.4 El vector funcional v
Introducimos un ordenen I,

T = {70,7,%; .Y}

donde v = (0,0).
Para z € U definimos el vector v de 2g + 2 elementos:

[ vo(z) [ @ (z) 1
v1(z) 2(z)
v2(z) ® (z+m)
v(z) = V3 (I) = 23 (I + 71)
v2q(2) ®1(z +)
[ vag41(z) | [ B2(z+1) |

Para cada v €T, tenemos que
v2x(z) = @1(z + )
vog+1(Z) = B2(z + ).

Queremos ver que las coordenadas de v(z), formadas por las funciones @, (z) y ®2(z) sobre las baldosas
U + k del teselado, se “peguen” bien en los bordes. Indicaremos 8U a la frontera de U.

Lema 8.2. Seaug € 8U C U, y sea r uno de los 3 elementos de A, de manera tal que el elemento ug +r
también pertenezca a U. El elemento ug + r pertenece ademds al borde de una baldosa contigua a U. Es
decir, uo+Tr €UNU +7r. Sea v €T. Sir+ v =71 €T, entonces

vk (uo + 7) = var (o)
vak+1 (2o + 1) = vags41 (uo).

Demostracién. Notemos que el elemento ug pertenece al borde de U, y uo +r € U, para r € A: esto
indica que up € U. Ademds,

vor(uo +7) = @1 (uo + 7 + 1) = @1 (vo + Y1) = vars (o)
vak41(uo +7) = Ba(uo + 7 + ) = B2(uo + Y1) = V2ki41 (o)

Ejemplo 8.2. Para el caso
= {(01 0)1 (1’ 0)1 (2> 0)1 (0) 1)1 (17 1), (2) 1), "'} = {701 M17V2y - Yhs Th+1 1')'k+2}
D=D,yA={1,0),(1,1),(2,1)} = {r1,72,73}:

1. =1 =(1,0). Se tiene que 71 +% =M ; 1+ M =72 71 + Y% = Ve+1 5 71+ Vhs1 = Ve42- El
elemento ug pertenece a UNJU, y ug + 1 € U solo si

up €Y1 = {(21,22), con 0 < 73,22 < 1 y 21 = 22}
Entonces, para ug € Y; se deduce del lema anterior que:

vo(ug +71) =va(uo)  va(uo +71) = va(uo)
vi(uo +71) =va(uo)  va(uo +71) = vs(uo)-...
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vok(uo +71) = voks2(to)  var42(to +71) = v2k+a(uo)
vokt1(Uo +T1) = varta(uo)  vok+3(uo + 71) = vak+s(uo)
2. r =1y = (1,1). Se tiene r2 + 70 = Yk+1 ¥ T2 + 11 = Yk+2- El elemento uo pertenece a U N ou,y
ug + 2 € U solo si
ug € Y2 = {(21,0), con 0< z; < 1}
Entonces, para ug € Y> se deduce del lema anterior que:
vo(ug +T2) = varsa(uo)  v2(uo +72) = vak+4(uo)
v1(uo +72) = vor43(uo)  vs(uo +72) = vak4s(uo)

3. r =13 =(2,1). Se tiene r3 + 9 = Yx+2. El elemento ug pertenece a UNa8U,y ug+rs € U solosi
Ug = (01 0)
Entonces, para ug = (0,0) se deduce del lema anterior que:

vo(uo + 73) = v2r44(uo)
0N (uo + 7‘3) = ‘ng+5(u°).

Nota 8.2. Sean ®, y ®; son continuas. Si z + v € 9sop ¥,, entonces
vak(z) = &1 (z + %) =0,
y si T + v € 8sop P2, entonces

‘vzk+1(2:) = q’z(l‘ + 'Yk) =0.
8.5 Las matrices Ty y T

Si ahora z € D~!U y se aplica la ecuacién de dilatacién 8.3, se observa que los valores de [ 2; g Iz’g ]

estan determinados por sumas de bloques de 2 x 1, resultados de productos

H(® q)l(Dl’ + D~; - k)
QQ(D:B + D’Y,' - k) ’

con k € A. Si para un valor de k el vector columna es no nulo, Dz + D+v; — k debe pertenecer a
algin cubrimiento de los soportes de &, y de ;. Como z € DU , resulta que Dz € U. Entonces
Dvy;—k =~; €T. Por lo tanto los valores de [ g;g I z:g
®,(Dz +7v;)
(¥) 1 i = Dry; —~;
H [ <I>2(Da:+7j) ,con k= Dy —4;.
En vista de lo anterior, se puede afirmar que existe una matriz Ty de tamafio 2(qg + 1) x 2(g + 1) tal
que

] estdn determinados por sumas de productos

v(z) = Tov(Dz), size D7'U. (8.21)

La matriz Tp estd formada por bloques de 2 x 2. Si numeramos los bloques a partir de (0,0), el bloque
(3,4) de To est4 dado por

[Ta]; ; = HP™ 1),

donde el orden de los bloques es el inducido por el orden de I.
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Ejemplo 8.3. Si T = {(0,0), (1,0), (2,0),...(0,1),(1,1),(2,1),..} y D = Dy,

r H©0 g(-1,0 p(-2,0 HO-1) g(-1,-1) §pg(-2,-1) 1
HQ1) H(0.1) H(E1LY) H(1,0) H©0.0) H(-10
H@2) H1.2) H(0.2) HE@D H11) H(0.1)
To= HML-1)  gO,-1)  g(-1,-1) HL-2)  g0,-2)  g(-1,-2)
H(2,0) H(1,0) H(0,0) H@-1)  g@,-1) HO,-1)
HG H@1) H1.1) H(3.0) H(20) H1.9

Observamos que en los bloques de Ty pertenecientes a una misma columna, hay ceros o estdn todas las
matrices H(*) de una misma subgrilla.

Para z = 0 = (0, 0) la ecuacién (8.21) se reduce a
v(0) = Tov(0).
Llamamos ®r al vector columna cuya traspuesta es :

QFT = [q)l (’70): Q2(’70)1 Ql (71)14)2(71)1 q)l (’72)v 4)2(72)1 (221} q)l (7q): @2(7‘,)]7‘

y entonces

&r = Todr. (8.22)
Sea ahora z € {D~!}(U + e;)}. Si se aplica la ecuacién de dilatacién, se observa, de forma similar,
@1(z+ %)
®2(z + 1)

®,(Dz + Dv; - k) .
&;(Dz + Dy; — k) |’ con k € A. Si para un valor de k el vector columna es no

que los valores de [ ] estan determinados por sumas de bloques de 2 x 1, resultados de

productos H*)

nulo, Dz + Dv; — k debe pertenecer a algiin cubrimiento de los soportes de ®;, y de $,. Como =z €
{D~Y(U + e1)}, resulta que Dz € U + ¢, y Dz —e; € U. Si sumamos y restamos e;, obtenemos
Dz + Dv; — k= (Dz —e1) + Dv; — k + e,. Entonces debe cumplirse que D-y; — k + e; = y; € I'. Luego
&1 (z + %) &,(Dz — &1 +7;)

los valores de [ 32z + %) 8,(Dz — e +7;) |’
con k= D~vy; —v; +e.

En vista de lo anterior, se puede afirmar ahora que existe otra matriz T} de tamaifio 2(¢+1) x 2(¢g+1)
tal que

] est4n determinados por sumas de productos H(¥) [

v(z) = Tiv(Dz — ), siz € {D'(U +e1)} (8.23)

La matriz T} est4 formada por bloques de 2 x 2. Si numeramos los bloques a partir de (0, 0), el bloque
(i,7) de T esta dado por

[Tl]ij = H(Dri—7i+e1)
Ejemplo 8.4. Por ejemplo, para el mismo caso

I = {(0,0),(1,0),(2,0),...(0,1),(1,1),(2,1),...}
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y D= Dl,
[ H(l,o) H(ovo) H(—l,o) . H(ln_l) H(or—l) H(—ln_l) e 7
g@n gy o gy o g0 pg(1,0) g0
gG2 g2 ga2 o gy o gy HOD
Ti=| ge-1 gU-) go-» . ge-2) -2  gO-2)
H(3,0) H(20) H(1,0) .. HG-1) g@e-1) g,-1)
H@Y)  gey  gen o g@o g0 H(20)

También aqui observamos que en los bloques de T} pertenecientes a una misma columna, hay ceros o hay
matrices H(*) de una misma subgrilla.

Para z = D~'e; = B, la ecuacién (8.23) se reduce a
v(61) = Th v(0).
Llamemos II a los puntos «; + 1 , es decir

I ={B1,m + B, 72+ B1,0y¥qg + b1} = {70, 71, ...Tg}

Para la matriz de dilatacién D = D, se tiene 8, = (0.5,0.5), y para la matriz de dilatacién D = D, se
tiene B; = (0.5, —0.5). Es decir, los puntos de II son puntos medios entre pares de enteros.
Sea & el vector columna:

&5 = (8, (7o), B2(m0), B1 (1), B2(m1), B1 (m2), B2(m2), .., B1(7g), B2 (m)]T
entonces v(f ) =®ny
®n =T1%r. (8.24)
Las férmulas (8.22) y (8.24) son la consecuencia algebraica de la ecuacién de dilatacién.

Teorema 8.2. Si &,(z) y P2(x) son continuas, entonces v es continua en U.

Demostracién. La funcin v(z) es un vector definido por trozos de funciones continuas en un compacto
U, por lo tanto es continua. g

Queremos analizar la consistencia entre las férmulas (8.21) y (8.23): si v(z) es continua en U, entonces
ambas férmulas deben valer lo mismo en la interseccién de D~U y DY (U + e;).

Lema 8.3. Sea z perteneciente a la frontera de las 2 copias reducidas de U que forman el compacto U,
es decir, z € {D~'U}N{D~Y(U + e,)}. Entonces vale

To v(Dz) = Tl'U(DZ' - 61)

Demostracidn. Por construccién v(Dz) y v(Dz — e;) son el mismo vector con un corrimiento en las
coordenadas, y Ty y T; estdn formados por los mismos bloques H(¥) salvo corrimientos: se puede observar
que vale

To v(Dz) = Tv(Dz — ¢;),

y hay consistencia. a
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Como caso particular, si tomamos z = D~ 'e; = 3, , se obtiene
v(B1) = Tov(DB1) = Tov(er ) = T1 v(0)

que es consistente con 8.5.

Teorema 8.3. Siz € U y vale 8.4, yv es el vector funcional definido en 8.4, entonces

v(z) = Ty,v(7x)
donde

+p = { D% size DU
| Dz-e, siz€ {D7Y(U +e )}

y, en general

v(z) =Ty, Ty, ... Ta, v(T™z).

Demostracién. Las afirmaciones son consecuencia de las férmulas 8.21 y 8.23.

Nota 8.3. Si z € U tiene desarrollo D-4dico finito, entonces

‘U(.‘B) = Td-; sz .. Td,,_v(O)

Ejemplo 8.5. Siguiendo con el ejemplo ya visto en la seccién 8.2, si

Lo [075
=los

z= D“el + D_260 + D_360 + D_461
z = (0.1001)
donde D = D,, entonces

v(z) = T1 To To T1 ‘U(O)

(8.25)

(8.26)

(8.27)

(8.28)

(8.29)

Hemos visto que la multifuncién de escala (®,,®,) define un vector funcional v. Este dltimo cumple
determinadas propiedades, y la continuidad Holder de &, y de ®, implica la continuidad Hélder de v.

Todo lo anterior est4 resumido en el siguiente corolario.

Corolario 8.1. Dada una multifuncidn de escala ® = [®,,3,]T, & : R2 = R2, &, y &, Holder continuas
y de soporte compacto (B, = sop ®;, Bo = sop ®2). La multifuncién de escala determina un vector

funcional v : U = R%+2 continuo, que verifica

i) Sea z € U. Si para algin vx € T, se verifica que z € 0B, — 74, entonces vale

'U2k(z) = 01
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y st £ € 8By — g, entonces
V2k41 (I) =0.

Tenemos que yo = (0,0) € I'. Por lo tanto, si z € 8B, vale vor(z) = 0. Y si z € B3, vale vor41(z) = 0.
i) Sea € A, v €T, y s +7 = 7 € T'. Entonces para todo ug € 8U, tal que ug +1 € 8U, se tiene

vor(uo + 1) = vari(uo)
vak+1(to + 1) = vari41 (o),
i) Siz € U, vale
v(z) = T4, v(7x).

Ademds, & = [®,,8;)7 es Hélder continua con ezponente de Hoilder s, entonces v(z) es Holder
continuo con el mismo exponente, entendiendo por esto que

lv(z) —v@)ll < Kllz - yll°,
donde a la izquierda || || es una norma en R29*2, y a la derecha || || es una norma en R2.

Hemos visto que la continuidad de ® implica la continuidad de v. A continuacién daremos los lin-
eamientos — sin demostracién— de la implicacién inversa: veremos como a partir de un vector funcional v
con determinadas caracteristicas se define una multifuncién de escala, y como la continuidad Hélder de
v implica la continuidad Holder de ambas funciones de escala.

Lema 8.4. Dado un conjunto A C Z2, y dado un conjunto de matrices H*) con k € A, se pueden
obtener

B1 = 80p ‘1’1

Bg = sop Qz.
Los conjuntos B, y Bs no dependen de los valores especificos que toman las matrices—filtro H*) : dependen
de D, de A, y de la posicion de los valores no nulos de las matrices-filtro.

Lema 8.5. Dada una matriz de dilatacidn D, un conjunto A C Z2, {H®), k € A}, un conjunto
= {701711721"-‘711} C Z2,

con v = (0,0), 2 conjuntos cerrados y acotados B, y Ba como en 8.4, cuya unién tiene el siguiente
cubrimiento

BiUB; c | J(U +7),
rel

dado un vector funcional v: U — R29+2 que cumple con i), i) y i) del corolario 8.1.
Entonces para = € R2 podemos definir

®,(z) =0, st z ¢ BY
®(z) =0, s z ¢ B3.
Siz € BY, o bienz € B, entoncesz=u+, conu €U yv €T, y definimos
®1(z) = @1(u + ") = var(u)
®2(z) = D2(u + %) = vak+1(w).

Las funciones ®; y 2 asf definidas tienen soporte compacto, y verifican la ecuacidn de dilatacién 8.3.
Si v(z) es Holder continuo, entonces ®;, y &, son Hélder continuas con el mismo ezponente.

Con lo cual se evidencia la equivalencia entre las funciones de escala ®;, ®; y el vector funcional v.
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8.6 El radio espectral conjunto

En esta seccién demostraremos que si el radio espectral conjunto de Ty y T es inferior a 1, entonces el
vector funcional v es Holder continuo - y, en consecuencia, ¥, y ®, son Hélder continuas.

Nota 8.4. De la ecuacién (8.22), se deduce que ®r es autovector a derecha de Tpasociado al autovalor
A = 1. Veremos que T también tiene un autovalor A = 1.

Lema 8.6. Si la multifuncién de escala tiene aprozimacidn polynomial de orden 1 — por simplicidad
llamamos vop = w—, ambas matrices Ty y T tienen un autovalor A =1, y el correspondiente autovector
a izquierda — para ambas matrices —es

T
w =['wl;'w2;'wl:w21w11w2:w11w2,---w1,w2]

Demostracién. Por construccién las columnas de Ty y de T est4n formadas por bloques H*) con indices
k pertencecientes a un mismo coset. La aproximacién polinomial de orden 1 implica

W Y HO® =y

k€l
wT Z H(k) = ‘UJT
kel
y entonces
WTTO = WT
y
wTT, =wT.

O

Nota 8.5. De 8.27, es evidente que los productos de matrices Ty y T)deben estar acotados. Esto implica
que los autovalores de Tp y los de Ty verifican [)\;] < 1.

Sean z,y € U C ®?, z < y, ambos con desarrollo D-4dico finito, cercanos uno de otro, tal que
- +1 —1|m
ID7H™ < llz =yl < [|D7)

y que coinciden en los m primeros digitos. Sin pérdida de generalidad, suponemos que

m

’
m
z=3 D7es;  y=) D7y
J=1 i=1

donde m' >m, m' =m+gq, y d; =d; paraj=1,...m. Luego

’

lle =gl < [D7H™ 3 o

j=m+1

e || < 07 ,

donde K es una constante.
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Es sabido que si A es una matriz cuadrada no singular, vale

1

||A_l||2 = mina,-'
i

Elegimos trabajar con la norma 2, porque para las 2 matrices de dilatacién consideradas, vale

1

—=0.7071<1

\/5 ’

en cambio las normas 1 e infinito de ambas matrices son iguales a 1. Sea 7 = v/2. Entonces ||D‘l ||2 =
7. Luego z e y verifican

Il = 1051, =

™) <z —yll, <n7™.

Aplicando 8.27, se obtiene

v(y) = v(z) =T, Ta, - - - Ta, (v(7™y) — ©(0))- (8.30)

Para analizar la continuidad es necesario estudiar el comportamiento de los productos T4, Ty, ... Tq,,
sobre todos las posibles diferencias v(z) — v(0), con z € U , donde v(z) tiene desarrollo D-4dico finito.
Para esto es importante encontrar un subespacio E de ®29+2, que contenga estas diferencias, que sea
invariante por Ty y T1, y de manera tal que los autovalores de Ty /E y T} /E sean estrictamente menores
que 1 en valor absoluto.

El subespacio invariante E

Definicién 8.1. Sea E el menor subespacio de 292, invariante por Ty y por Ti.y que contiene a
v(e1) — v(0).

Lema 8.7. El subespacio E estd contenido en W+ = gen{W}, el complemento ortogonal a W.en
R20+2,

Demostracidn. Demostraremos que W+ es invariante por Ty y por Ti, y que contiene a v(e;) — v(0).
Entonces E C W+,

Sea y € W+, se tiene que WT (Toy) = (WTTo)y = WTy =0, y por lo tanto Toy € W+. De manera
anéloga, siy € W, vale WT(Ty) = (WTT )y = WTy =0, y entonces Ty € W+.

Veremos ahora que W+ contiene a v(e,) — v(0). Esto se debe a que

®i1(e1) ] [ €1(0) ]
®2(e1) ®2(0)
®i(ey +m) ® ()
v(er) —v(0) = | 2er+m) | — | @2(m) |,
2 (e1 +7,) ®1(7q)
L ®2(ey +'7q) i L é2(’)’(1) J

WT(v(er) —v(0)) = wi{®1(e1) — 81(0) + B1(e1 +m) — Br(m) + -+~
+ ®1(er +79) — B1(79)} +
+ wo{P2(e1) — 22(0) + B2(e1 +71) — P2(m) + -+
+ ®2(e1r +7q) — B2(7g)}-
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Si e1 +7& = 7w €T entonces ®;(e; +7x) — ®1(vx) =0y ®2(e1 + &) — P2(vx) = 0. Los dnicos términos
que no se cancelan son los términos ®,(e; +vx) y P2(e1 +4&) con e; + v ¢ I, y los términos &, (x) y
®2(7x) con vk — ey ¢ I. Para los primeros, e; + vx € sop ®;(z), j = 1,2, y entonces ®(e; + ) = 0,
para j = 1,2. Para los segundos, y¢ € Jsop ®;, y por continuidad de ®; vale &;(vx) = 0. Entonces
WT(v(e1) — v(0)) = 0y v(e;) — v(0) € W+. O

Lema 8.8. E contiene a todos los vectores v(z) — v(0), donde z € U y z tiene un desarrollo D—ddico
finito.

Demostracidn. Sea z € U tal que z tiene un desarrollo D-4dico finito. Entonces
m .
z= Z D 7ey;.
=1

Probaremos que v(z) — v(0) € E por induccién sobre m.

(i) Sea m = 1. Entonces o bien z = D~ leg, o bien z = D~e,. En el primer caso z = D~ leg = 0
y v(2) — v(0) = v(0) — v(0) es el vector nulo que pertenece al subespacio E. En el segundo caso, z =
D¢, = B.( ver 8.5). Por definicién de E, v(e;) — v(0) € E, y entonces Ty (v(e,) — v(0)) € E, por ser
E invariante por Ty. Pero

To (v(e1) — v(0)) = Tov(er) — Tov(0) = v(B1) — v(0) = v(z) — v(0).

Luego v(z) —v(0) € E.

(ii) Supongamos que E contiene a todos los vectores v(z) —v(0), para los z que tienen una cantidad de
digitos D—4dicos menor o igual a m. Probaremos que E también contiene a todos los vectores v(z) —v(0),
para los z que tienen una cantidad de digitos D-4dicos igual a m + 1. Sea

m+1 m
-j -1 —k
z=Y D7y, =D'Y D*eq,,, =
j=1 k=0

=D [e + D7'ea, +--- D Meq,n,y] =D [ea + ],

donde u tiene un desarrollo de m digitos D-4dicos. Analizaremos por separado las dos alternativas
posibles: dl =0 y d =1.
Sidy =0, z=D"'ue DU y por 8.26, v(z) = Tp v(Dz) = Tp v(u). Luego

v(2) — v(0) = To v(u) — v(0) = Tp v(u) — To v(0) = To [v(u) —v(0)],

donde se aplic6 8.5. Por hipétesis inductiva, v(u) — v(0) € E, y por ser E invariante por T, el vector
To [v(u) — v(0)] € E. Entonces v(z) — v(0) € E.
Sidi=0, z=D7'(e; +u) € D7(e; + U), y por 8.26, v(z) =T} v(Dz — ) = T v(u). Luego

v(z) —v(0) = T1 v(u) —v(0) =T v(u) — T v(0) + T v(0) — v(0)
=T [v(u) —v(0)] + [v(B:) — »(0)],
para lo cual se utilizé la ecuacién 8.5. Por hipétesis inductiva, v(u) —v(0) € E, y por ser E invariante por

T, T [v(w) —v(0)] € E. Por otra parte, como se demostré en el caso m = 1, el vector v(6,) — v(0) € E.
La suma de dos vectores de un subespacio también pertenece al mismo. Por lo tanto v(z) —v(0) € E. O

Lema 8.9. Si p, el radio espectral conjunto de To/E y T\ /E, es inferior a 1, entonces v es Hélder
continuo, y el ezponente de Holder es s = —log,(p), donde n = V2.
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Demostracién. Recordemos que el radio espectral conjunto de 2 matrices To/E y T1/E se definié como

p = p(To,T1) = limsup max |T4,Ts, ---Ta../ElI" ™,
m—oo d;=0,1

con lo cual

|Ta,Ta, - - - Ta/Ell < P™

Acotando en 8.30, y usando que las diferencias v(7™y) — v(0) y v(y) — v(z) pertenecen a E, se tiene

() = v(@)l < ITa, Tay - .- Tan / Ell ll0(7™y) — v(O)]] -
Trataremos de acotar [[v(r™y) — v(0)||. En efecto,

v(t™y) —v(0) = T4,.,, - - - Tdmy v(0) — v(0),
sumando y restando términos, se tiene
v(r™Y) =v(0) =Ty -+ - Ty o¥(0) = Tty - - - Tdny o1 v(0) +
+ Tapmyr - Ty qr¥(0) = Tapyy -+ Ty oo v(0) +
+...+ T4,,,v(0) —v(0) =
=Tipsr - Tampoos [Tdmsv(0) — v(0)] +
+Tupyr - Tampges [Tamaqrv(0) — v(0)] +
+ .ot [Ta,0v(0) — (0)] ,
y suponiendo que p < 1,

lo(r™y) = (Ol < | Tamss - Ttmsqos / E| | Tt 0(0) = v(0)|| +
+ | Tamnss - - - Tdomgqea/ E|| (| Tt 4o v(0) — v(0)|| +
+ oot | Tapsa v(0) =0 (0)|

1

S[p““+p"‘2+"‘+1]K1= .

—
=Pk <
1-p
donde

K, = max |1 Ta;v(0) — v(0)]| -
Entoncessi p< 1, es

@) — v(@)| <1 Ta, T - - - Tan/ Bl [lo(7™y) — v(O)l|
< meZ’

y llamando K3 = Kap~!, y

8 = —log,(p),

se deduce que

() — v(@)ll < ™Kz = Kap™' o™ = Ks(n™ ™) < K |lz — yll; -

Kl = K21
p

(8.31)

(8.32)

Si p < 1, entonces s > 0 y v(z) es Hélder continuo —con exponente s — en los puntos de desarrollo D-4dico
finito de U. Esta continuidad es uniforme, porque K3 y s no dependen de z ni de y. Por razones de
densidad de los puntos D-4dicos (desarrollos finitos) en %2, la desigualdad anterior vale para cualquier

par de valores z, y en U.

a
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Volviendo hacia atrss, dado un conjunto de matrices—filtro H(*), k € A, se pueden construir las matri-
ces Tp y T;. Si existe un vector w = vgo tal que las H¥) verifican la condicién de aproximacién polinomial
de orden 1, entonces Tp tiene un autovalor A = 1. Llamamos v(0) al autovector correspondiente. Para
todos los puntos z de U cuyo desarrollo D-4dico es finito, est4 definido el vector funcional v por medio
de la férmula 8.28. Si p < 1, el vector v(z) es uniformemente continuo sobre los puntos de desarrollo
finito. Entonces existe una tdnica extensién de v sobre todos los puntos de U, que verifica 8.32 para todo
z,y € U con el mismo exponente. Entonces v(z) es Holder continuo con exponente s. Este vector v a su
vez verifica las condiciones i) ii) y iii), y como ya vimos, define 2 funciones de escala ®, y ®2, que son
Holder continuas con exponente s. Y si las funciones de escala son continuas, también lo son las wavelets
¥, y ¥,, por ser combinacién lineal finita de las anteriores.

Determinacién del subespacio invariante E en casos diferentes

En el capitulo 2 se dieron cotas superior e inferior para p = p(Tp, T} ):

Jax p(TaTo, ... Ta[E) ™ < p(To/ E, Ty /E) < max |Ta,Ta, .. Ta /EIM ™, (8.33)
'} =" 1=V

donde el término p(Ty, Ty, ... T4, /E) de la cota inferior se refiere al radio espectral de una sola matriz
producto. Si consideramos

p(ToTo e To/E),

es evidente que Tp/E debe tener todos sus autovalores estrictamente inferiores a 1 en médulo para que
el radio espectral conjunto p sea inferior a 1. Lo mismo vale para Ty /E. Entonces los autovectores de
To y T\ asociados a A =1 no deben estar contenidos en E. De esta manera, se logra que los autovalores
de Ty /E y los de T,/ E sean inferiores a 1 en médulo, y que los productos ToTo ... To/E y T\ Ty ... Th /E
sean convergentes.

Aunque no se sepa cual es el “menor” subespacio de ®29%2, invariante por Ty y por T}, y que contiene
a v(e;) — v(0), para los c6mputos efectuados fue suficiente con encontrar un subespacio E invariante por
To y T1, que contuviera a v(e;) — v(0), tal que los autovalores de To/E y T)/FE fueran inferiores a 1 en
médulo. En la prictica se detectaron 3 situaciones diferentes, para las cuales explicamos a continuacién
como se eligi6 el subespacio E.

1) Las matrices Ty y T tienen ambas un autovalor A = 1 simple. Y los dem4s autovalores verifican
[Ai| < 1 para ambas matrices. En ese caso, para estimar el radio espectral conjunto, se tom6 E = W+. La
mayoria de las multiwavelets construidas, por ejemplo, D1a2b1-092, D2a2b1-095, D1a3b1-091, cumplian
con lo anterior.

2) Las sumas de matrices-filtro sobre las subgrillas verifican

5% =80 = .

En este caso cualquier vector w del espacio R? verifica wTSéoo) = wTS® = w7, la condicién de
aproximacién polinomial de orden 1. Tomando primero w = [1, 0], se construyé

wT =1,0,1,0,1,0,...1,0],
y tomando luego w = [0, 1], se construyé
vT =0o,1,0,1,0,1,...1,0].
Ambos vectores V y W son autovectores a izquierda de Tp y T}, asociados a A = 1:
wTT, =wT wTT, =wT
Vi, =VvT v =v7,



8.6. EL RADIO ESPECTRAL CONJUNTO 171

es decir que las matrices Tp y T) tienen ambas un autovalor A = 1 doble, no degenerado. En este caso,
para estimar el radio espectral conjunto, se tomé E = gen {W, V} Es facil ver que F es invariante por
To y por T.y que contiene a v(e;) —v(0). Esta situaci6n se dio en el caso de las multiwavelets D1a2b2-299
y D2a2b2-499.

Nétese que para este caso,

~ 10 ~ 1
H(O’O)—I:O 1]) w—Q(Ovo)—I:l])
y converge 6.3.

3) Las sumas de matrices—filtro sobre las subgrillas verifican

-5 [0 3]

Notar que H (0,0) = SSOO) = Sl(oo)' Esto sucedi6 con las multiwavelets D1a3b1-699, D2a3b1-699, D1adbl-
691, y D1a3b2-699. En este caso se tiene
(1 1]8®=[11]s®=[1 1],
[1 -1]8=[1 -1]§™=-[1 -1].
Tomando
=[, 1,1, 1,..1, 1],

vT =[1,-1, 1,-1,..1,-1],
se puede comprobar que
Wity =wT wTT, =wT
VITy=-vT VT =-vT,
con lo cual W es autovector a izquierda de Tp y T}, asociadoa A = 1, y V es autovector a izquierda de Ty ¥
T\, asociado a A = —1. En este caso, para estimar el radio espectral conjunto, se tomé6 E = gen {W, V}
Probaremos que E es invariante por Ty y por T}.y que contiene a v(e;) — v(0).

Sea y € E, es decir WTy = 0, y VTy = 0. Entonces WT (Toy) = WTTo)y = WTy =0, y
ademés VT (Toy) = (VTTy)y = =VTy =0, por lo tanto Toy € E.De manera anéloga, si y € E,valeT\y €
E. Veremos ahora que E contiene a v(e;) — v(0). Ya se probé que W7 (v(e;) — v(0)) = 0.

VT (v(er) — v(0)) = {®1(e1) — 21(0) + B1(e1 +m) — B1(m) + -
+ ®1(er +79) — B1()} +
— {®2(e1) — 22(0) + P2(es + ) — B2(m) +
+ @2(e1 +79) — D2(7) }-
y con razones similares a las expuestas en el lema 8.7, se deduce que V7 (v(e;) — v(0)) = 0 . Entonces
v(er) —v(0) € E.
Nétese que para este tercer caso,

E(o,0)=[‘l’ (1)] w=€>(o,0)=“],

y converge 6.3.

El calculo del radio espectral conjunto, como se dijo, es un problema NP-hard. En la tabla se estimé
el radio espectral conjunto p por medio de su cota inferior, dada en 8.33. Observando los graficos, vemos
que este valor estimado de p guarda relacién con la suavidad de las funciones de escala.
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dldz...dm p(lesz...Tdm/E)llm
0 | 7.142615e-001
1 | 7.142615e-001
00 | 7.142615e-001
01 | 7.142615e-001
10 | 7.142615e-001
11 | 7.142615e-001
000 | 7.142615e-001
001 | 7.071068e-001
010 | 7.071068e-001
011 | 7.071068e-001
100 | 7.071068e-001
101 | 7.071068e-001
110 | 7.071068e-001
111 | 7.142615e-001
0000 | 7.142615e-001
0001 | 7.071068e-001
0010 | 7.071068e-001
0011 | 7.071068e-001
0100 | 7.071068e-001
0101 | 7.142615e-001
0110 | 7.071068e-001
0111 | 7.071068e-001
1000 | 7.071068e-001
1001 | 7.071068e-001
1010 | 7.142615e-001
1011 | 7.071068e-001
1100 | 7.071068e-001
1101 | 7.071068e-001
1110 | 7.071068e-001

Tabla 8.1: Valores de p(Ty, ... Ts,./E)/™ para D1a2b0-001.

8.6.1 Estimacién del radio espectral conjunto

Para calcular el radio espectral conjunto, es necesario conocer primero el soporte de las funciones de escala,
a fin de realizar un cubrimiento de éste con el conjunto U. Como se dijo, el soporte de las funciones de
escala no depende de sus coeficientes, sino de la ubicacién de los mismos, es decir, del conjunto A.

Para cada configuracién de indices contemplada, se utilizaron coeficientes cualesquiera para obtener
un grafico de las funciones de escala, y asf obtener su soporte. Luego grificamente se hallé el conjunto I',
que consiste de los enteros del soporte mas los puntos cercanos a él que contribuyen al cubrimiento. Luego
se calcularon las matrices Tp y 11, y luego el conjunto E. Con estos datos se calcularon cotas inferiores

para p, aplicando la férmula 8.33, y calculando la potencia %del méximo autovalor de todos los posibles

productos de m matrices T4, Ty, ... T4, /E, param = 1,...10. En la tabla 8.1 se listan los primeros
valores para el caso D1a2b0-001. El factor limitante fue el tiempo, debido a la explosién exponencial de
los célculos. El valor espectral conjunto p es el limite superior de estas cotas para m — oo, por eso se
tomé el maximo de las cotas calculadas como estimacién del valor de p. Y con este valor se estimé s, el
exponente de Holder, segiin 8.31, resultando este 1ltimo una cota superior de s.

En varios casos se ejecuté el algoritmo 2.3 con 8 = 0.999 para controlar que efectivamente p < 1, y



8.6. EL RADIO ESPECTRAL CONJUNTO 173

profundidad #hojas dias | anos
10 1024 0.015 -
20 1048576 16 -

30 1073741824 16251 44
40 | 1099511627776 | 16641113 | 45592

Tabla 8.2: Tiempo estimado para el algoritmo 2.3 en funcién de la profundidad del &rbol.

corroborar la continuidad de las funciones de escala: esto se realiz6 para las multiwavelets que tienen un
(*) al lado del valor estimado de p en la tabla 6.7. En el algoritmo se construye un 4rbol binario donde
cada nodo est4 asociado a un producto de la forma Ty, Ty, ... T4, /E. Se construye el 4rbol de manera
que todos los nodos terminales cumplan la propiedad ||T4, Ty, ... Tq,, /E||’/ ™ < 0. Por simplicidad se
trabajé con la norma 1. Si la propiedad no se cumple, se siguen agregando més descendientes al 4rbol.

En el caso D1a3b2-699 , cuyo gréfico es muy suave — ver figura A.19 — el algoritmo terminé en menos
de 6 horas, en una UltraSparcl con plataforma Unix con procesador de 140 Mhz. La profundidad del
&rbol fue de 14. En todas las hojas se cumplié la condicién: la multifuncién de escala es continua.

En otro caso, para la multifuncién de escala D1a3b1-091, se encontraron ramas de longitud 12,17,18,
20, 21, y 23 que cumplian la propiedad deseada. En una hora, en promedio, el algoritmo llegé a 2753
nodos terminales. El algoritmo tard6 10 dias, y se comprob6 que, en efecto, la multifuncién de escala es
contfnua.

En cambio, se encontraron casos donde fue imposible de comprobar que p < 1, y el programa se cort$
por exceso de tiempo. Por ejemplo, en el caso D2a3b0-009 la longitud promedio de las primeras ramas
procesadas que cumplieron la condicién fue de 28. Suponiendo que las demds ramas fueran de igual
longitud, llevaria 11 afios terminar de ejecutar el algoritmo; eso sin cortes de energia eléctrica.

En la tabla 8.2 se dan los tiempos estimados del algoritmo 2.3 en recorrer el 4rbol segiin la profundidad
del mismo, suponiendo que todas las ramas tienen igual longitud y que hay 8 matrices H(*¥). Para otras
configuraciones de coeficientes, los tiempos son superiores.

Otro caso en el cual fue imposible de verificar que p < 1 fue el D1alb1-094: el algoritmo se corté
por tiempo, no terminé en tres semanas. Se encontraron ramas de profundidad 39 y 43. Si la funcién
de escala es continua, y todas las ramas tiene largo mayor o igual a 39, se necesitarfan més de 22796
afios para demostrar la continuidad con este algoritmo. Recientemente, Blondel, Gaubert y Tsitsiklis
[11] demostraron que el cdlculo del radio espectral conjunto es un problema NP-hard, reduciendo un
problema general de satisfactibilidad a la obtencién de p. Si se sabe que un problema es NP-hard, se
trata de no perder tiempo en una solucién eficiente y exacta del problema, y se trata de obtener una
solucién aproximada al problema o una soluci6n aleatoria del mismo. Con este objetivo se recorrieron al
azar 20000 ramas del 4rbol generado por el algoritmo, y para todas las ramas se llegé a un nodo terminal.
El largo minimo de las ramas fue de 18, y el maximo fue de 46, con un promedio de 26.66. Con estos
datos se estimé en 4.4 afios el tiempo necesario para que el algoritmo termine.

Ultimamente, Blondel y Tsitsiklis demostraron que el célculo del radio espectral conjunto es un
problema no decidible [12].
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Capitulo 9

Aplicaciones

A continuacién aplicaremos las multiwavelets no separables construidas a diferentes temas de proce-
samiento de imégenes, tales como compresién, la eliminacién de ruido, la ampliacién o interpolacién de
una imagen, y la deteccién de bordes. Este estudio no es exhaustivo. Una misma multiwavelet puede
tener un rendimiento dispar si se la utiliza en aplicaciones diferentes. Los objetivos diferentes de cada
aplicaci6én necesitan multiwavelets con propiedades distintas, si bien esto no se comprende en su totalidad
en el caso que estamos tratando. Para la compresién dieron buenos resultados las multiwavelets D2a2b1-
081 y D1a3b1-091: la primera tienen orden de aproximacién polinomial igual a 2 y orden de balanceo
igual a 1, y el filtro polifase cumple F(—1,—1) = 0; la segunda tiene orden de aproximacién polinomial
igual a 3 y orden de balanceo igual a 1 y es més suave que la primera; ambas tienen funciones de es-
cala cuyos gréaficos son concentrados. Para la eliminacién de ruido dié buenos resultados la multiwavelet
D1a3b1-691, que es una de las m4s suaves que se construyeron. Para la ampliacién de una imagen,
se eligi6 la multiwavelet D1a2b2-299, que tiene orden de aproximacién polinomial igual a 2 y orden de
balanceo igual a 2, cuyas funciones de escala tienen un gréfico suave y concentrado. Para la deteccién de
bordes, se utilizé la multiwavelet D1albl-094, cuyas funciones de escala tienen muchos picos, y para las
cuales no se ha podido comprobar si son Hélder continuas o no.

9.1 Compresion

La transformada wavelet separable ha sido usada con excelentes resultados en la compresién de imagenes
digitales. Aqui explicaremos brevemente como se procede para comprimir imégenes con las multiwavelets
no separables, lo cual resulta en una operacién no lineal.

Después de transformar una imagen bajando J niveles, la funcién asociada f(z) puede escribirse como

HOESY (c.(_;J))T ID|™"?&( Dz —k) +
kez?

J AT , .
+3 3 (d%?) 1D e( Dz k).
j=1ke2z?
Para las multiwavelets estudiadas, el sistema
{ID|""* &,(D~'z — k), |D|""*&:(D~7z — k), |D|"7? ¥, (D~ z - k),
|D|~"? @y(D~? 2 = k)...,| DI/ ¥, (D z — k), |D|7/? (D~ 2 - k)}

177
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PSNR (dB)
Lena fotégrafo teléfono

Multiwavelet

D1lalb1-094 30.22 30.82 27.28
Dlalb1-081 30.98 32.20 28.50
D1alb1-070 32.11  32.79 28.48
D1a2b1-092 30.76 31.03 28.32
D2a2b1-095 30.48 31.47 27.26
D2a2b1-081 31.70 32.35 28.81
D1a3b1-091 31.83 32.32 29.14
D1a3b1-691 30.99 30.46 27.50
D1a3b1-298 26.21 29.03 23.78
D2a3b1-699 31.06 30.56 28.00
D1a2b2-299 30.55 31.02 27.54
D2a2b2-499 29.34 30.10 26.26
D1a3b2-699 3235  31.99 28.77

Tabla 9.1: PSNR de la reconstruccién del 15% de los coeficientes.

es ortonormal, y por lo tanto la suma de cuadrados de los coeficientes
=J) (=) (=J) 4(=J —1) 4(—
ci,k )c;,k )dg,k )dg,k )"”dg,kl)dg.kl)

es igual a la suma de cuadrados de los coeficientes originales {cg?,)gé?,),}. Esto implica que la norma 2 de
un error en los coeficientes de la transformada es igual a la norma 2 del error en la imagen reconstruida.
Supongamos que se mantiene una cantidad fija de coeficientes de la imagen transformada, y se descarta
el resto, entonces el error cuadrético ser4 minimo si se mantienen los coeficientes més grandes en valor
absoluto, y se descartan los mas pequefios: esto es lo que se hace al aplicar un umbral.

Con las multiwavelets halladas, cuyas propiedades estdn apuntadas en la tabla 6.7, se procesaron tres
imégenes de prueba:: Lena (256 x 256), fotégrafo (256 x 256), y teléfono (128 x 128). EIl nimero de
pasos elegido fue el adecuado para que las iltimas matrices de aproximacién fueran de tamaifio 8 x 8.
Luego se aplicé un umbral sobre todos los coeficientes de la transformada, de manera a guardar 15% de
los coeficientes mas grandes en valor absoluto, y descartar el resto. A priori, entonces, se estima que se
tendri una tasa de compresién similar. En la tabla 9.1 se lista el valor del PSNR . Se observa que para
los ejemplos que tienen aproximacién polinomial de mayor orden, los resultados fueron mejores: PSNR
mi4s elevado, y por ende menor error cuadratico. También se puede observar que entre las multiwavelets
que tienen el mismo orden de aproximacién polinomial, las que poseen ademds la propiedad de filtro
pasa-bajos polifase, tienen un rendimiento superior.

A esta altura del anélisis es dificil predecir cual ser4 la tasa de compresién final: se deben cuantizar los
coeficientes, y después aplicar un codificador basado en entropia. Pero como las multiwavelets son gener-
alizaciones de las wavelets, creemos que estos resultados pueden mejorar si se imponen mas condiciones
en la construccién de las funciones.

A la imagen original del fotégrafo se le aplicé la transformada D2a2b1-081 (multiwavelet balanceada
con aproximacién polinomial de orden 2 y con la propiedad de filtro polifase pasa-bajos F(—1,—1) =0
—ver ecuaci6én 6.24-) de 9 pasos, se retuvo el 15% de los coeficientes més grandes en valor absoluto, y se
descartaron los demds. Luego se aplicé la antitransformada. La imagen reconstruida es pricticamente
igual a la original. Para que se aprecien las diferencias, se muestra un detalle aumentado de cada una. En
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Figura 9.1: Imagen original de un fotégrafo (detalle).

la figura 9.1 se observa un detalle de la imagen original, y en la figura 9.2 se observa el mismo detalle de
la imagen reconstruida. El PSNR se lista en la tabla 9.1. Las bordes de las 2 figuras, que corresponden a
los rasgos del fotégrafo, son iguales. La figura reconstruida solo difiere de la original en las zonas donde
hay variaciones continuas del nivel de gris.

En otra prueba se tomé la imagen original de Einstein, se calculé su transformada con Haar separable,
por un lado, y con la multiwavelet no separable D2a2b1-081, por el otro. En ambos casos se bajaron
tantos niveles como para que el tamaifio de los coeficientes de aproximacién fuera de 8 x 8. Luego se
pasé, en ambos casos, un umbral que dejara el 15% de los coeficientes, mandando los restantes a 0, y se
reconstruyeron las imigenes. En el caso Haar, el PSNR fue de 33.81 db. En el caso D2a2b1-081, el PSNR
fue de 31.09db. En las figuras 9.3 y 9.4 se observa un detalle de las im4genes reconstruidas. Si bien el
error fue menor en el caso Haar, se presentan bloques grandes, mientras que en el caso D2a2b1-081 hay
mas definicién en la imagen.

Finalmente se hicieron dos pruebas para una tasa de compresién muy elevada. En primer lugar se
proces6 la imagen original de Lena, de 256 x 256, y después de obtener la transformada wavelet se pasaron
los coeficientes por un umbral, reteniendo tan solo el 2% de los coeficientes de la transformada. Esto
se hizo con la wavelet separable Daubechies 4 y con la multiwavelet no separable D2a2b1-081. En las
figuras 9.5 y 9.6 se observan las 2 imé4genes reconstruidas, con PSNR=25.24db para Daubechies 4 y
PSNR=23.5db para D2a2b1-081. Si bien en el caso de la wavelet no separable el error fue menor, en la
reconstruccién se evidencian distorsiones verticales y horizontales que vuelven irreconocible a la figura
original. En cambio, en el caso de la multiwavelet, se observa un salpicado de puntos blancos, pero aiin
as{ se reconocen mejor los rasgos de la figura.

En segundo lugar se procesé la imagen original de Ingrid Daubechies — ver figura 9.7.— con la wavelet
separable Haar y con la multiwavelet D2a2b1-081. Esta vez se pas6 un umbral de manera a retener
solamente el 0.5% de los coeficientes. En el caso Haar, la imagen reconstruida — figura 9.8 — arrojé los
valores MSE= 86.38 y PSNR=28.77dB. En cambio, en el caso D2a2b1-081, la imagen reconstruida -
figura 9.9 dio un error ligeramente menor: MSE=85.13 y PSNR=28.83dB, a la vez que la calidad visual
de la imagen es superior a la de Haar.
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Figura 9.2: Reconstruccién a partir del 15% de los coeficientes de D2a2b1-081.

Figura 9.3: Reconstruccién (detalle) de Haar con 15% de los coeficientes.
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Figura 9.4: Reconstruccién de D2a2b1-081 con el 15% de los coefs.

Figura 9.5: Reconstruccién de Daubechies 4 separable reteniendo el 2% de los coeficientes (detalle).
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Figura 9.6: Reconstruccién de D2a2b1-081 reteniendo el 2% de los coeficientes (detalle).

Figura 9.7: Imagen original de Ingrid Daubechies.
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Figura 9.8: Reconstruccién a partir del 0.5% de los coeficientes de la transf. Haar separable.

Figura 9.9: Reconstruccién a partir del 0.5% de los coeficientes de D2a2b1-081.
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Figura 9.10: Imagen Lena 128 x 128

9.2 Eliminacién de ruido

Las wavelets también pueden aplicarse a la eliminacién de ruido de una imagen. La idea detris de este
procedimiento es que la parte méas “significativa ” de una imagen se puede concentrar en pocos coefi-
cientes wavelets, mientras que el ruido blanco est4 en los coeficientes m4s pequeiios, que tienen la misma
distribucién estadistica. La eliminacién de ruido se realiza pasando los coeficientes de la transformada
por un umbral, y antitransforrmando la imagen. A esto se le llama pasar un umbral duro. También se
puede aplicar un umbral blando: los coeficientes mayores que el umbral se “encogen " hacia el valor 0.

Q(z) = { % s:i ||z|| 2<:: Umbral duro
l _ _ -
Q) ={ 2@ llel —u el —al] s si"'lflzu Umbral blando

A la imagen original de Lena (9.10) se le sumé ruido gaussiano con media 0 y desviacién standard
10, obteniéndose la figura 9.11 Esta dltima fue transformada con la multiwavelet D1a3b1-691, y luego se
aplicé un umbral duro igual a 24. Al antitransformar se obtiene la figura 9.12, en la cual se ha elimipado
gran parte del ruido, a la vez que no se han perdido los rasgos més salientes de la figura.

9.3 Interpolacién

La interpolacién de im4genes ( ampliacién, zoom-in) se logra por medio de la antitransformada multi-
wavelet, para lo cual previamente se ponen los detalles en 0. Las funciones suaves son indicadas para
interpolar im4genes. Se realizaron 2 pasos de interpolacién de la imagen Lena ( 128 x 128) con la mul-
tiwavelet D1a2b2-299, obteniéndose una imagen ampliada de 256 x 256. En la figura 9.13 se tiene un
detalle de la imagen original, y en la figura 9.14 se observa el detalle en la imagen ampliada. El resultado
es altamente satisfactorio.
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Figura 9.11: Lena con ruido.

Figura 9.12: Reconstruccién: transformada D1a3bl1-691; umbral duro=24.



186 CAPITULO 9. APLICACIONES

50 €0 70 80 90 100 110

Figura 9.13: Imagen original (detalle)

100 120 140 160 180 200 220

Figura 9.14: Imagen interpolada con D1a2b2-299 (detalle).
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Figura 9.15: Arroz (figura original).

9.4 Deteccion de bordes

Entre la gran diversidad de aplicaciones de la transformada wavelet, est4 su capacidad de detectar bordes
de una imagen. Esto puede ser de gran importancia: por ejemplo, la deteccién de bordes en imégenes
de sensoramiento remoto puede revelar la existencia de fallas geolégicas, y esta informacién puede ser
aprovechada para la exploracién de yacimientos petroliferos.

La proyeccién de la imagen original en los espacios de detalle fino se puede aprovechar para realzar
los bordes de la misma. Se realizé una prueba de extraccién de bordes de la imagen original ” arroz ” de
256 x 256 que est4 en la figura 9.15. La imagen se separé en 2 rombos — segiin las subgrillas — para su
posterior procesamiento. Luego se aplicé un paso de la transformada D1alb1-094, y para cada posicién
se calculé la norma 2 de los coeficientes de detalle:

32, = [ + [

Se eligié un umbral que dejara pasar el 8% de los coeficientes Ild(;”‘ 2 partir de estos tiltimos se generé

una imagen binaria, con valores 1 o 0 segiin estuvieran arriba o abajo del umbral, obteniéndose la figura
9.16 (a), donde se individualizan bien los granos de arroz. Finalmente, para obtener bordes mas finos,
se aplicé sobre esta dltima 4 iteraciones de un algoritmo basado en operaciones morfol6gicas, mediante
el cual un objeto que contiene un agujero se reduce a un anillo entre el borde externo y el borde interno.
El resultado se observa en la figura 9.16 (b); los bordes se han identificado correctamente.

Se reprodujo el experimento con dos transformadas wavelet separables: Daubechies 4 y Symmlet 8.
Se aplicé sobre la imagen original un paso de la transformada, y para cada posicién se calculé la norma
2 de los 3 detalles: vertical, horizontal y diagonal:

|pi™ “2 = V[LHP + [HL.] + [HH,.

Una vez realizada la transformada Daubechies 4, se eligié un umbral que dejara pasar el 23% de los
coeficientes ||D,(,_l) ” » ¥ con estos valores se generé una imagen binaria— ver figura 9.17(a). Es notoria
la poca definicién de los bordes y la ausencia de algunos de ellos. Para tratar de incorporar més bordes,
se bajé el umbral, hasta dejar pasar el 37% de los coeficientes. La imagen binaria resultante est4 en la

figura 9.17(b): algunos bordes siguen imprecisos, a la vez que ha comenzado a llenarse el interior de los
granos de arroz, haciendo més dificil la identificacién de los contornos. Es de notar que se necesitan el



188 CAPITULO 9. APLICACIONES
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(a) 8% de los coeficientes (b) 4 iteraciones del algoritmo
morfolégico

Figura 9.16: Deteccién de bordes con la multiwavelet D1alb1-094.

Imagen: Rectas D1alb1-094 | Daubechies 4 | Symmlet8
bordes bien detectados | 15 14 13

falsos bordes 1 1 9

bordes faltantes 4 5 6

Tabla 9.2: Aciertos en la deteccién de bordes

37% de los coeficientes de detalle para lograr un resultado inferior al que se consigue con un 8% de los
coeficientes de detalle de D1alb1-094.

Se procedié en forma similar con la transformada Symmlet8. Tanto con un umbral que deja pasar el
26% de los coeficientes de detalle — ver figura 9.18(a) — como con un umbral que deja pasar el 40% de los
coeficientes de detalle — ver figura 9.18(b) — los resultados son muy pobres en cuanto a la deteccién de
bordes.

Por tltimo se prob6 la técnica anterior sobre la imagen sintética 9.19. El umbral se tomé ( en cada
caso) de manera que se reconocieran la mayor cantidad de bordes de la imagen. En la tabla 9.2 figuran
la cantidad de aciertos en la deteccién de bordes. Estos resultados son consistentes con los anteriores.

Existen técnicas méas complejas para la deteccién de bordes de una imagen [65] que llevaria tiempo
adaptar para las multiwavelets construidas. Sin embargo, estas pruebas sencillas indican que las mul-
tiwavelets no separables pueden ser una herramienta eficiente en cuanto a la identificacién de bordes,
superando en su desempefio a las wavelets separables.
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(a) 23% de los coeficientes (b) 37% de los coeficientes

Figura 9.17: Deteccién de bordes con la wavelet Daubechies 4.

(a) 26% de los coeficientes (b) 40% de los coeficientes

Figura 9.18: Deteccién de bordes con la wavelet Symmlet 8.

Figura 9.19: Imagen ”Rectas”.
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Capitulo 10

Conclusiones

Se ha hecho un aporte original al tema de las wavelets, estudiando una generalizacién de las mismas, a
saber, las multiwavelets bidimensionales no separables. Se ha realizado un an4lisis en profundidad de la
teoria de estas funciones, y se han contruido varios ejemplos de este nuevo tipo de wavelet, para el cual
hasta el momento no existian ejemplos concretos. .

Se han traducido las propiedades de las multiwavelets no separables a condiciones algebraicas sobre
sus coeficientes. Se ha presentado un procedimiento para la construccién de multifunciones de escala
y multiwavelets ortogonales, no separables, asociadas a una decimacién diagonal. Las multifunciones
de escala obtenidas son balanceadas, tienen aproximacién polinomial de érdenes 1 a 3, y diferentes
propiedades de filtros polifase pasa-bajos y pasa-altos. Este procedimiento puede ser generalizado para
la obtencién de multiwavelets que verifiquen otras propiedades.

Para la construccién de estas wavelets se hizo una revisién de toda la teoria de las wavelets tradi-
cionales, y del procesamiento de sefiales con ellas, adaptando las construcciones al nuevo tipo de wavelets
buscado. Se realizaron paquetes de rutinas para calcular la transformada multiwavelet no separable a
im4genes. Se ide6 una manera adecuada para descomponer una imagen en dos imégenes de entrada, y se
han indicado las férmulas de an4lisis y de sintesis, ilustrando los primeros pasos de la transformada para
algunas de las multiwavelets halladas.

Se han listado los coeficientes de 11 de las multiwavelets construidas. Para cada caso, se han obtenido,
en forma numérica, aproximaciones a los graficos de las dos funciones de escala y de las dos wavelets
asociadas. No es sencillo el célculo del radio espectral conjunto de 2 matrices, vinculado al célculo del
exponente Holder: este dltimo permite decidir si la funcién hallada es uniformemente continua o no.
Recientemente se ha demostrado que este problema es no decidible. Sin embargo, en todos los ejemplos
de multiwavelets construidas se ha dado una estimacién del radio espectral conjunto y del exponente
Hoélder, y se ejecut6 un programa que, en la mayoria de los casos, permiti6 confirmar la continuidad de
las multiwavelets halladas.

Previamente, se hizo una repaso de la teoria de las wavelets cldsicas: wavelets en una dimensién,
wavelets no separables en 2 dimensiones, multiwavelets en una dimensién, y finalmente, el caso que
nos ocupa: multiwavelets no separables en 2 dimensiones. A lo largo de los capitulos, se analizaron las
relaciones que existen entre las distintas propiedades de las wavelets, y como cambian las relaciones segin
el tipo de wavelet. Se estudi6 como un conjunto de propiedades, que en el caso de las wavelets de dimensién
1 son todas equivalentes entre sf, se va diversificando y se vuelve m4s compleja su caracterizacién, siendo
algunas de ellas mutuamente excluyentes. También se mostré, con férmulas y con ilustraciones, como se
procesan sefiales e im4genes con cada tipo de wavelet diferente.

Asimismo, se mostraron diferentes aplicaciones para las multiwavelets halladas, obteniéndose resul-
tados satisfactorios en la interpolacién de imégenes, en la deteccién de bordes, y en la compresién de
imé4genes para tasas elevadas de compresién, lo cual indica que estas wavelets son potencialmente una
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herramienta eficiente para la magnificacién de imdagenes, la extraccién de bordes y para la compresién de

imégenes.

Una posible linea de investigacién futura es la explotacién de todas las caracteristicas de este tipo
de wavelets a aplicaciones especificas: por ejemplo, la cuantizacién 6ptima de los coeficientes de detalle
teniendo en cuenta la distribucién de los mismos para la compresién de im4genes y de video.
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A.1. CONFIGURACIONES DE INDICES

Apéndice A

A.1 Configuraciones de indices

A.1.1 8 matrices H¥

HKG) = [ Cin
3 J

Caso D1a2b0-001

Asociada a D), tiene aproximacién polinoniial de orden 2 y no es balanceada. En la figura 7.4 esti el
grafico de la multifuncién de escala, y en la figura 7.5, est4 el grafico de la multiwavelet.
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Caso D1alb1-094
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Asociada a D, tiene aproximacién polinomial de orden 1 y balanceo de orden 1. En la figura A.1 est4 el
gréfico de la multifuncién de escala, y en la figura A.2, esté el grafico de la multiwavelet.
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Figura A.1: ®: 8 iteraciones del algoritmo para D1alb1-094.
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(a) ¥1 (b) e

Figura A.2: U: 8 iteraciones del algoritmo para D1alb1-094.
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Caso D2a2b1-095

BIBLIOGRAFIA

Asociada a Dy, tiene aproximacién polinomial de orden 2 y balanceo de orden 1. En la figura A.3 esté el
gréfico de la multifuncién de escala, y en la figura A.4, est4 el grifico de la multiwavelet.
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2.304071210868251e
8.878871020742011« — 01
8.57491857000448%0 — 02
1.2555560747491677¢ — 01
1.896277888779202¢ — 01

—4.803140148954584¢ — 01
6.929852459210150e - 01
-1.5904376837782071e — 01
5.249503452339714¢ — 01
~6.723620524080291¢ —~ 01
—3.594768394629049 — 01
2.585205490073878« ~ 01
1.240777884354346¢ — 01

—5.1137812844245832¢ ~ 01
—5.949064416777974e — 02
—3.535593896942089¢ — 01
6.728740357993678« — 01
7.129048197589984¢ - 01
7.202432070751530« — 02
—1.4793769670696677¢ — 01
5.223842002447062¢ — 01

—3.986841344308550e — 02
—1.241807703165702« — 01
5.4851998950416508¢« — 03
1.781704896891578¢ — 01
1.1102741176888935¢« — 01
4.540733819084103¢ — 01
—9.968588881549180« — 02
—3.4794915176366819¢ — 01

—4.533779414694337¢ — 01 |

~1.631041913688503¢ + 00 |

(b) &2

Figura A.3: ®: 8 iteraciones del algoritmo para D2a2b1-095.



A.l1. CONFIGURACIONES DE INDICES 205

(a) ¥, (b) ¥2

Figura A.4: ¥: 8 iteraciones del algoritmo para D2a2b1-095.
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Caso D2a2b1-081

Asociada a D,, tiene aproximacién polinomial de orden 2 y balanceo de orden 1.
Las matrices—filtro verifican F(-1,-1) = 0.
En la figura A.5 estd el grafico de la multifuncién de escala, y en la figura A.6, est4 el grafico de la

multiwavelet. Las matrices—filtro verifican F(—1,—1) = 0.

—2.592500032748038e — 02
—6.871261890512233¢ — 02
9.101779474899730 — 02
3.34092060667368988¢ — 01

3.744699178489503« — 02
—3.082641914034970e — 01
1.147594849860903¢«
4.4914664586920672¢

1.323903014313383¢ - 01
3.331300348199493¢ — 02
1.876001879999028% — 01
1.031992112251048¢ + 00

—5.402518841109086¢ — 02
8.257433230141883e — 02
1.050989000796863« — 01
6.843827156738546e — 01

c= 1.001871974143504¢ 4 00 6.889337709218273¢ — 01 —5.060233419523893¢ — 01 —3.0821968518839106e — 01
—2.521252867158303¢ — 01 —1.720458505197366e — 02 5.369373186488888¢ — 03 4.082100790627238s — 02
5.457825792861077e — 02 1.100177891678567« — 01 9.492010211977062¢ — 02 2.896028291177161¢ — 01
—1.345941232130003¢ — 01 3.8775908567728661e — 02 —2.7059489063639682« — 032 2.976809087462491¢ — 02
1.268442782812728¢ — 01 —85.270803250078928¢ — 02 —4.014330198867893¢ — 02 —0.465762480853002¢ — 03
3.431910340295101¢ — 02 9.050581888305330e — 02 4.278074152313938¢ — 02 2.233397008025604¢ — 01
—1.030244589035089¢ — 01 3.084651927019812« — 01 1.076617041914098e — 01 —2.991279828567442¢ — 01

Fm 6.469317730309792¢ — 01 —7.240195732995428¢ — O1 —4.378488471119604e — 01 7.008039887323012¢ — 01

—8.801352143410924¢ - 01
—2.814270072493299¢ — 01
1.3898005674284856« — 01
4.600449840297642e — 02

4.911572105052078¢ — 01
2.474569750125719¢ — 01
6.7282345049117056¢ — 02
—1.5603286466880401« — 01

~5.990080922886163¢ — 01
—2.407053380405102« — 01
—2.049768022936048¢ — 01
—8.606585078521337¢ — 03

0.2234209008184490¢ ~ 01
1.641760277533065¢ — 01
—8.616332019408033¢ —- 02
—4.813292879728338« — 02

vlo=11 1]
vjo = —2.5001188349523500 — 02  —2.721035516546056c — 01 |

ny

vgy = ~1.170391652697626¢ + 00 —7.879636384507043¢ — 01 ]

o

(a) 1 (b) &2

Figura A.5: &: 8 iteraciones del algoritmo para D2a2b1-081.
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(a) ¥ (b) ¥o

Figura A.6: U: 8 iteraciones del algoritmo para D2a2b1-081.
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Caso D1a3b1-091

BIBLIOGRAFIA

Asociada a D, tiene aproximacién polinomial de orden 3 y balanceo de orden 1. En la figura A.7 est4 el
grafico de la multifuncién de escala, y en la figura A.8, est4 el grafico de la multiwavelet.

—3.882209660524670« — 01 —7.735876126049972¢ — 01
3.374762865059033¢ — 01 3.332768889672971« — 01
1.904968800075306 — 01 1.967626764116095« — 01

Cc= 0.2285204926882040¢ — 01 4.790082618471348¢ - 02
2.871495708918580¢ — 01 -01

—1.304755082888444¢ —~ 01 - 01
2.275018378608644a — 01 2.260849868681853¢ — 01
3.831593643508345« — 01 4.336192149006032¢ — 01

—7.6823761344529784 — 01 7.197212319323568¢ — 02
1.955605541882837¢ — 01 2.046904092289420¢ — 01
1.2239510378782564¢ — 01 1.087374588724914¢ - 01

Fa= —4.244023790504836« — 01 8.2471939646731124 — 01

—4.303044400096424¢ — 01 3.230558954283160e — 01
2.088492877558388¢ — 02 3.500504730835750« — 02

—8.637550966471433¢ — 02  —5.087303491717134¢ — 02
1.595735299878148¢ — 01 ~39.453334582414093¢ — 01

=1 1)
= [ 2.133974596215512¢ 4 000
= [ 1.4999000999069047¢« 4+ 000
= { 4.803847577203260« + 000
=

3.4530961894323090« 4 000

=

1.999999999999852¢« + 000

(a) ¢

1.1370191381415558«
—1.789826374820361¢«
~9.899049900139348¢
—4.643590002342038¢

3.043587740541043¢
—2.110307526872056«

-0
-01
- 02
-0

3.639445130853422¢ - 01
6.713596884813778¢ — 01
3.509757646097212¢ — 01
—5.801204713459913¢ — 02
~3.903843462790210e¢ — 02
9.061404844014514¢ — 01
—=7.191767340008874¢ — 01
—1.74039390066175605¢« — 02
1.089086176455767¢ — 02
8.2106834866343659¢ — 01

2.133974596215319« + 000
1.499000999999953« + 000
4.303847877292230« 4 000
2.950961864322943¢ 4 000

2.4990990999999847¢ + 000

4.990385597666440e — 01
—1.747832399133094¢ —~ 01
~1.082503284055283¢« — 01

1.1059312268690325« — 01

4.244091033110877« — O1
~-2.0972242278586891¢« — 01

3.648213642800862¢ — 01

5.908998379378360e — 01
—1.407316093024565« — 01
—6.337187282753078« — 02
—3.104295047431205e« — 02
—4.275350040638338¢ — 01

7.817016180180296¢ — 01
—1.374311476564110¢ — 03

2.163402225236662¢ — 02
—4.647287350003863« — 01

(b) &2

Figura A.7: ®: 8 iteraciones del algoritmo para D1a3b1-091.
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Figura A.8: ¥: 8 iteraciones del algoritmo para D1a3b1-091.
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Al1.2

10 matrices H®

BIBLIOGRAFIA

K= 0 -1 10 01 1 0 21
-10 011 -22 -1 -100
gEG) = | CGia Cie ] K(:d) — [ F;y Fje ] .
53 Cia ¢ Fis3 Fja 7=110

Caso D1a3b1-298

Asociada a D,, tiene aproximacién polinomial de orden 3 y balanceo de orden 1.

Como Sc(,°°) = S§°°) = I, cualquier vector es autovector a izquierda de estas dos matrices con autovalor
1. Entonces cualquier vector podrfa ser vgo. En particular, [ 1 1 ] es autovector a izquierda y hay
balanceo de orden 1. Pero con el vgg que se lista a continuacién se obtiene un grado mayor de aproximacién

polinomial.

Las matrices—filtro cumplen H(-1,-1) =0y G(1,1) = 0.

En la figura A.9 est4 el grafico de la multifuncién de escala, y en la figura A.10, est4 el grafico de la

multiwavelet.
1.359204940404605¢
9.800127185035903¢
—-2.035518032740411¢
2.210759895138481¢
Ce= 9.310506740679384¢

0.548150871732812«
7.368807502741777e
2.458940751987190¢
~1.166481247821104¢
4.675482714612015¢

1.904688610052221¢ ~
~7.8890032335032193«
—4.823693905250037«
—1.432733709303555«
$.1075038293209204
4.552138285400048¢
8.182279247617828¢
=1.382688080814204¢
1.497266930300303¢
—2.880716247220716¢

-01  6.311971963321880s — 01
- 08  —2.740213000400890a — 07
- 01  —4.063537119109276s — 01
-01  2.081081813482772¢ — 01
- 01 -1.322875499996516¢ — 01
- 03 —1.230644129240574e - 02
- 01  —9.258567028976430¢ — 02
~01  2.007981700453903« — 01
- 07  —2.576772396807271a — 07
- 01  -4.80599€358127930s — 01
001  —8.568785326584260e — 001
007  —1.147186983936528s — 006
001  —1.309200081369950s — 001
—001  3.135815610768912¢ — 001
—002 —B.698255034802933a — 002
-001  1.515696394653600s — 001
- 001  B.1046$9060651852¢ — 002
-001  €.299819013€01733« — 001
—-007  1.539974803118344 — 007
- 001 —1.016087863781490¢ — 001
vgo = | —1.728663277825163¢ + 00
v]o = [ —3.020963796550208¢ + 00
v& = [ —2.171710384076229« + 00
vJo = [ —6.5486700950837484 + 00
o]} = [ =3.442781741181936¢ + 00
v3a = | —3.8283583812244184 + 00
5(00) _ | 9.9990000944081904 — 01
) 8.915233389248811¢ — 10
5(00) _ | 9.999999909493005e ~ 01
1 ~8.8510884441250677¢ — 10

1.616705057543348e — 01
1.177907031327383¢ — 07
—2.009278631881048« — 01
2.408922326087172¢ — 01
3.872378285270623« ~ 01
3.000199425421111¢ - 01
—2.979808524612056« — 01
2.580280487392057¢ — 01
1.119894907377597« — 07
—8.079273425638427« — 01

—2.7975407575641763« — 001
—8.4591733831742204 ~ 008
5.492733553897132¢ — 001
—1.146643787852689« — 001
3.290282410981296« — 001
—8.076920859820487¢« — 001
4.002880570680124¢ — 001
6.479280401931143¢ ~ 002
-8.976818872209807¢ — 007
—4.358710472017484¢ — 001

2.800145275098807¢ + 00

5.032678850840183« + 00

2.032691145711722¢ 4 00

9.231024342545008¢ + 00

4.925187882980800« + 00

1.096970923861349¢ 4 00

4.846047006113249¢ — 10 ]
1.000000000183273e + 00

2.670770377833306¢ — 10 )
1.000000000566818« + 00

0.6566393181109738¢ — 01
—2.788808889247673¢ — 07
2.765855213516106« — 01
3.495089325027108¢ — 01
—1.320087290330149¢ — 01
1.380007249148885¢ — 01
1.903836432009938¢ — 01
1.835191332443884¢ — 01
2.471327091764750e — 07
3.319114684239218¢ - 01

8.8911580372981532¢« — 003
-3.321219199684578¢ - 007
1.613076570010270e — 001
—8.35632290115940801« — 001
—1.759822774618903¢ — 001
—1.676908323756238e¢ — 001
1.202348707164554¢ — 001
7.024658193921433¢ — 001
7.430948677417104¢ ~ 008
=1.138470438123520e¢ ~ 001
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(a) # (b) &2

Figura A.9: &: 8 iteraciones del algoritmo para D1a3b1-298.

(@) ¥t (b) W2

Figura A.10: ¥: 8 iteraciones del algoritmo para D1a3b1-298.
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A.1.3 14 matrices H®

k-[0210-1-1012 2 1 0-1 1
12111 1 0000 -1 -1 -1 -1 -2
w Cihn C; . F;, F;

HEKGD) = i1 J:2 K(:J) il 2 i=1.14

53 Cia ¢ Fi3 Fja I=5

Caso D1a2b2-299

Asociada a D,, tiene aproximacién polinomial de orden 2 y balanceo de orden 2.
Las matrices—filtro cumplen H(-1,-1) =0, G(1,1) =~ 0y VI(1,1) = 0.
En la figura A.11 est4 el grifico de la multifuncién de escala, y en la figura A.12 est4 el grafico de la

multiwavelet.
1.585483783033799¢ — 008 —8.173108001348712¢ — 008 ~2.187870543078087« ~ 008 5.802019787767834¢ — 008
—1.218638209274278¢ — 001 1.971010220023021« — 002 —2.187548319064830¢ - 001 ~1.7187370890452474¢ — 001
—3.455336057897605¢ — 002 —2.485138684755610¢ — 001 1.2494124609063943¢ - 001 3.5803376703857250¢ — 001
5.324383280387134¢ — 001 1.780998812033336¢ — 001 -1.948185717921617« — 001 —2.083633185009802¢ — 002
~1.473611750316008¢ — 001 -1.78585830088218185¢ ~ 001 8.697320593704267« — 002 0.9033100490670386¢ — 002
4.8130064861125698¢ - 002 1.886002601800403¢ — 001 4.601993309929345¢ — 002 1.797T747407643796¢ — 001
Cam 9.902312635486304¢ ~ 001 4.904565749283271¢ ~ 001 —2.274744425008081¢ — 001 6.979222732161917¢ — 001
9.934264291087851¢ — 001 —1.188134631482072¢ — 001 5.118227828672008¢ — 001 7.834385697306873¢ - 001
002 ~9.948320321900452¢ — 003 2.109299420240013¢ — 001 —=1.790336668671742¢ ~ 001
- 002 —B5.052801943762313¢ — 003 -9.808287087908900e« — 002 2.809114375554932¢ — 002
- 002 3.998073083403762¢ - 002 —3.720648282112219« — 001 3.800840240302483¢ — 002
1.168192010572322«¢ —~ 001 —2.571441875409070¢ — 001 —4.918843604019818e — 002 2.396055841362300e - 001
1.173463682710678« ~ 001 -9.399510247289884¢ - 002 2.012048982144777¢ — 001 1.813606320478080¢ — 002
—2.961577929833902¢ ~ 011 =1.300493780910994¢ -~ 009 2.009808399627413¢ — 010 —8.121284935246200¢ — 011
2.087982640018401« ~ 008 —3.0235390894536458¢ — 008 1.9684971966804414¢ —~ 009 -2.48202083358490632¢ —~ 008
3.971371269179702¢ - 001 2.211241620731068¢ — 001 -3.095424204909710¢ — 002 3.4880052460435164« — 002
—1.442493453603821¢ — 001 —2.914480408541328¢ — 001 —3.866646474797408¢ — 002 —1.78419736858812792¢ — 001
—1.053431443239200¢ — 001 =1.091090231806784¢ — 001 2.995817555528442« — 001 9.493808873646058¢ — 002
4.154077443757203¢ — 002 8.034126208880285« — 002 —8.335601085912288« — 002 —1.010003357822832«¢ — 001
3.740118158351851¢ — 002 1.44225864171886%« — 001 —3.4582001970861 T4e¢ — 002 —1.333545704014310e¢ — 001
Fm -4.445464763786845¢ —~ 001 3.246201804541208¢ ~ 001 2.404178586014319¢ — 001 —8.182253422392994¢ — 001
7.286833833477881¢ ~ 001 ~7.964400408201247¢ ~ 001 5.234096235043870¢ — 001 2.267411115417661e¢ — 001
—3.0861290835090688¢ — 001 2.547001881719000¢ — 001 —2.556880030917947¢« — 002 2.110209767835005¢ — 002
—5.5378638143587689« — 002 1.4400349775687324¢ — 002 —=1.501501841886476¢ — 001 3.803752804673880¢ — 002
-2.217956110003082¢ — 001 3.117588325439517¢ — 002 —4.007079100232459¢ — 001 —2.849459139608821¢ — 002
-9.9813080826299330e¢ — 003 1.034832137851748¢ — 001 —2.451148643326842¢ — 001 0.099413017704345¢ — 001
1.488767203314080¢ — 001 —7.1390127658396509¢ — 003 2.090000607758307¢ — 003 1.720870932195203¢ — 001
1.1180237076405323« ~ Q08 -2.617592494373199¢ - 008 =3.123484270910236¢ - 010 5.077203471141275¢ — 008

vo=l1 1]

vl = [ —1.6868879027178764 — 009
vdy = { —9.888049925190764e — 010

1.603856022807874¢ — 009
1.097855474724190¢ — 009
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Figura A.11: ®: 8 iteraciones del algoritmo para D1a2b2-299.

(a) 1 (b) w2

Figura A.12: ¥: 8 iteraciones del algoritmo para D1a2b2-299.
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A.l4 18

K

matrices H®)
0210 -1-1012 2 1 0-1 1
2111 1 0000 -1 -1 -1 -1 -2
gKG) = | Gin Chz ke = [ Fin Fia
73 Cia 58 Fia

Caso D1a3b1-691

BIBLIOGRAFIA

j=1,18

Asociada a D, tiene aproximacién polinomial de orden 3 y balanceo de orden 1.

Las matrices—filtro cumplen H(-1,-1) = 0, VH(-1,-1) = 0, V2H(-1,-1) = 0, G(1,1) = 0,

VG(1,1) =0, V2G(1,1) =0y VI(1,1) = 0.

En la figura A.13 est4 el grafico de la multifuncién de escala, y en la figura A.14 est4 el grafico de la

multiwavelet.

—~T7.6766817373915856« — 03
—5.777029000664312¢ — 02
2.320482074377012¢ — 01
1.541099926636072¢ — 01
—4.264788600948885« — 02
3.604091724383745¢ — 02

—2.560146512183114¢ — 02
—5.7975966166420064 — 01
~3.2110852087664346 — 01
—1.940634200483043¢ - 02
2.174262040716100¢ — 01
1.020099764006597« — 01
6.862075689337350e — 02
—1.670267210359067« — 02
3.800711927501486« — 03
1.006126718542767« — 02
—~T.560021509346361e — 02

—2.904772047107222¢ — 02
—2.561043416621321¢ — 01
2.553247635276005¢ — 01
—2.204330826937880¢ — 01
1.933608991720845¢« — 01
=2.360519231481610¢ — 01
—2.086131234805212¢ - 01
9.595211396234718¢ - 02
3.3738565792117917¢ — 01
-1.960234016844790¢ — 01
—3.274244005512183¢ - 01
6.321844504902900¢ — 01
—2.427335203043448« — 01
3.651332740071130e — 02
1.079402486053018¢ — 01
2.2606743225236256« — 02
1.047706456114367¢ — 02
2.585601740682022¢ — 02

voo = [
vip = |
vor = |
vao = |
vy = |
voz = |

-1.800028406756745¢

5.5964753476TTT9Te — 01
8.098400931480188¢ — 01
4.074252174849387¢ — 01
1.298915201680141¢« - 01
9.001671189687987¢ — 02
—1.205355512890541 01
1.805490932371631¢ — 02
2.491938391014932« - 01
1.591364018110787« —~ 01
-1.266320637413500¢ — 01
-8.014545642002056« — 02
4.366333191230456¢ — 02
—38.26250139225474905¢ — 02
1.388620251346148¢ — 02
—8.011769972362422¢ — 03
2.4092151027769083¢ — 02
~1.149977810403876¢ — 01
-8.092372995000143¢ — 02
—1.984745426697163¢ — 01
3.5081723669080110¢ — 01
~2.078617176108781¢ — 01
2.602472529709452¢ — 01
—4.567694788051868¢ — 01
1.401416795065695¢ — 01
2.1864814246691684 — 01
—1.710925031322607« — 01
1.972777223848028¢ — 02
8.463027385831111¢ — 02
—4.189116607471705¢ — 01
4.003807126959025¢ — 01
—1.641402108476032¢ — 02
—3.145094294108430¢ — 02
-7.372010643382483¢ — 03

1.050891535124376¢ - 02
7.810851434252261¢ ~ 02

1 1)
6.026297688062700¢ — 002
—1.868081007004267« + 000
2.648270773438635e + 000

~3.202580850650414¢ — 02
4.366330763960013¢ — 02
—8.014547650802760e — 02
-1.2063196202039568¢ — 01
1.5901363305682723¢ ~ 01
2.491937172117110¢ — 01
1.895493068974861¢ — 02
-1.265356622857204¢ — 01
9.061669733937130e — 02
1.208915631027568¢ — 01
4.074253002192344¢ — 01
8.008467462914564¢ — 01
5.596475008358056« — 01
—1.800020519183000¢ — 02
—1.1499770535619566¢ — 01
2.409210034195785¢ — 02
—8.01177115125403¢¢ — 03
1.388618816576228¢ — 02
1.641403678779469¢ — 02
—4.063806548823623¢ — 01
4.18901170928510907« — 01
—8.463028026583166e — 02
-1.372779009888785¢ — 02
1.710924883739774¢ — 01
—2.186481763858121¢ - 01
—1.401417510903238¢ - 01
4.507094445851030¢s — 01
~2.6624T71485826307« — 01
2.076617539708238« — 01
~3.508172315999681¢ — 01
1.984745622042203¢ — 01
6.0923689009036538¢ — 02
—7.810851735724883¢ — 02
-1.056802231841977« — 02
7.371905136047689¢« — 03
3.145090668352720¢ — 02

—6.802965319504380¢
-1.020090208500471¢«
—2.174203458637924¢
1.940048604500475¢
3.21105419T473414¢
5.797696701083157¢«
2.560171417770199¢«
-38.2117308789277884«
—38.604080902716809«
4.2047880499079484¢
—1.5417002370900970«
—2.320480468120808«
5.777024146398765¢
7.6760819790242073¢
7.589027761407097¢
-1.0061263916571314
—3.800048455827771¢
1.670260704222660¢

3.6513938604134514¢
—2.427330123691436«
6.321843717640014¢«
—8.274245083418866¢
—1.966235821047690¢
3.373550733929335¢
9.695223600484102¢
—2.086129104744682¢
—2.366519423722117¢
1.933608305607437«
=2.2043368731812760«
2.553246535790781¢
—2.561043882680167¢
—2.904700409913837«
2.685005524114773¢
1.04780238713385819¢
2.2600740762875754«
1.079402775038917«

—1.814358597181103¢ + 000 )
9.206123907268971¢ — 001 )

6.472505909993430¢ — 001 |
8

-2.679391169T¢ + 000
—5.205839782403163¢« — 001

- 001 )

4.857833932468711¢ + 000 )

- 02
- 01
-0
- 02
-01
-01
- 02
- 01
- 02
- 02
- 01
- 01
-02
- 038
- 02
- 02
- 03
- 02

- 02
-01
- 01
- 01
- 01
-01
- 02
- 01
-01
-0
-01
-0
-0
- 02
-02
- 02
- 02
-0



A.1. CONFIGURACIONES DE INDICES 215

(a) &1 (b) &2

Figura A.13: &: 8 iteraciones del algoritmo para D1a3b1-691.

(a) ¥1 (b) W2

Figura A.14: U: 8 iteraciones del algoritmo para D1a3b1-691.
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Caso D2a3b1-699

BIBLIOGRAFIA

Asociada a Dy, tiene aproximacién polinomial de orden 3 y balanceo de orden 1.

Las matrices—filtro cumplen H(-1,-1) = 0, VH(-1,-1) = 0, V2H(-1,-1) = 0, G(1,1) =~ 0,

VG(1,1) =~ 0, V2G(1,1) ~ 0y VI(1,1) =~ 0.

En la figura A.15 est4 el grafico de la multifuncién de escala, y en la figura A.16 est4 el grifico de la

multiwavelet.

8.002028818074834¢ — 02
—1.143588481997982¢ — 01
2.143156409883840s — 01
2.784003063972542¢ — 01
—5.020907280779080¢ — 02
-3.838146356923807« — 02
3.083472483866700« — 01
—9.250157071631817« — 02
—3.992996306758340¢ — 01
—3.492302402400560¢ — 01
—2.347801112209401¢« — 01
1.818385008775618¢ — 01
6.738269803754450« ~ 02
3.152352442090081¢ ~ 02
—1.724020609024640¢ — 02
8.001989172011583« — 02
3.1523208956501952¢ — 02
2.208997628020878« - 02

9.227077415085486¢ — 02
—2.551923778573893a — 01
4.138410288420796s — 01
—4.6505840423956865« — 01
8.073089063610092¢ — 01
—38.754909178657140e — 01
—6.15163937716762038¢ — 02
1.681235026000028« — 01
1.960913321395120e — 01
—1.532079201719833a — 01
—2.470337180186073¢ — 01
3.381319980681860¢ ~ 01
9.2178646931520040 — 02
1.369902008652496¢ — 02
1.1194310802285832¢ - 02
—9.227980887388864¢ — 02
—1.3699287385039062¢ — 02
6.160813453348672¢ — 02

voo = [
vip= [
vo1 = [
vao = [
vip = |(
voz = (

2.143856588139253¢ - 01
3.043567763160111¢ - 01
T7.922204459125410¢ — 01
3.470303830177605¢« — 01
1.193711927352582¢ — 01
3.355040804298984¢« — 02
—2.9713024136563622¢« — 01
—1.183630172420833¢« — 01
1.128003614522100¢ — 01
2.155532085011128¢ — 01
5.465473203869841¢« — 03
—1.2T1657806413781« — 01
8.2929020038462760e — 02
-1.176753885934730¢ — 02
-1.827560939804010¢ - 02
2.143854224498987¢ — 01
=1.176673143133814¢ - 02
~1.177954670819224¢ — 01

2.942005188104018¢ — 02
—1.304257364050008¢ — 02
0.574595058580083¢ — 02
—2.388904019088227¢ — 01
1.801895218074008¢ — 01
—2.033841575631591¢ — 01
1.424561303421387¢ - 01
4.010223067355317¢ — 01
—2.680741674314603¢ — 01
9.040204257636184¢ — 02
1.237 7T - 01

-1.176756230768068¢ — 02
8.292928131280503¢ - 02
—1.2715567845249149¢ — 01
35.465438882142122¢ — 03
2.155532588430704¢ — 01
1.1280034667206736¢« — 01
—1.183636240345821¢« — 01
—2.971302306179907« — 01
3.3550499905081347¢ — 02
1.193712300508902¢ - 01
5.470363355004754¢ — 01
7.922204502090299« — 01
3.645567580283057« — 01
2.143856573831508¢ — 01
-1.177955052910870« - 01
-1.176070454758836¢ — 02
2.1438547194251264 — 01
—-1.827501882238566¢ — 02

4.296320744096668¢ — 02
-4.239732878819626¢« — 01
6.981002466211031« - 01
=1.237362087274771« - 01
—9.040200688649726¢« — 02
2.680741158594772¢ — 01
-4.010223377607499« — 01
-1.424561203226371¢ ~ 01
2.033841936054421¢ — 01
-1.8618084790255622¢ - 01
2 78750987« — 01

~6.381002473191708¢ — 01
4.239732743920471¢ — 01
-4.206321830960836e¢ — 02
~9.723339294966180e — 02
-2.942146453014610¢ — 02
4.206302022666330e - 02
2.521026204447164¢ — 02

101}

8.265532952633370« — 001
7.403902926981198¢ — 001
1.080823307338986¢ — 001
1.999003020358724¢ + 000
6.3344870718714509¢ — 001

—6.574504507442566¢ — 02
1.304258773022128¢ — 02
—2.9420047834237T2¢ — 02
—2.521028022828816¢ — 02
—4.206305726220030¢ — 02
2.942146022752167¢ — 02
9.723341865853935¢ — 02

3.032263725079720¢ - 002 |
—1.369962732234301« — 001

=1.601770127696366e + 000 ]

—2.572847707838806¢ — 001
2.201303294794984¢ 4+ 000 }

-3.152350363698073¢ — 02
-8.738209190386821¢ - 02
—1.81938459349825¢0 — 01
2.347801014187491« - 01
3.492362901083500¢ — 01
3.992097238111700¢ — 01
9.260134359837505¢ — 02
—3.083471837746101¢ ~ 01
3.838158122150380%« — 02
5.020905891758991« — 02
=2.7840630813823122« - 01
-2.143156147026712¢« — 01

1.14335080228135032¢ — 01
-8.002023731156932« ~ 02
-2.268998580305506¢« — 02

-3.152324398380295¢« — 02
—8.001987396237932¢ — 02
1.724022538346728« — 02

1.369898685053070« — 02
6.217868985622079« — 02
3.881520185033884« — 01
—2.470336580898009« — 01
—1.532978507242581« — 01
1.960913344306471

—0.151040454770002¢« — 02
—3.7549990445893037¢« — 01
3.073080057827321« — 01
—4.6595684691572373« — 01
4.138416460627010¢ — 01
—2.581923712119967¢ — 01
9.2279779285590006¢ — 02
6.160810474287540e — 02
—1.360932387232498¢ - 02
—9.227985294741336¢ — 02
1.119430608588757« — 02
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(a) &1 (b) &2

Figura A.15: &: 8 iteraciones del algoritmo para D2a3b1-699.

(a) ¥1 (b) ¥2

Figura A.16: ¥: 8 iteraciones del algoritmo para D2a3b1-699.
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Caso D2a2b2-499

BIBLIOGRAFIA

Asociada a D, tiene aproximacién polinomial de orden 2 y balanceo de orden 2.

Las matrices-filtro cumplen H(-1,-1) =0, VH(-1,-1) =0, G(1,1) =0, VG(1,1) =0y VI(1,1) =

0.

En la figura A.17 est4 el gréfico de la multifuncién de escala, y en la figura A.18 est4 el grafico de la

multiwavelet.

—9.202072757022481« - 02
—7.514465457226407¢ — 02
2.460078960178408¢ - 01
2.704598003764237e — 01
—1.8304817715386136¢ —
—2.071836316067843¢ — 02
4.705170528871775¢ — 01
5.384949499360149¢ — 01
—1.098696199273217¢ - 01
-1.283581452772623¢ —~ 02
3.6010€8901351264¢ — 01
2.742083986891646¢« — 01
3.577543602728547¢ — 01
4.7T14311538824083¢ — 02
1.248084116057960e — 03
6.254136413863710« — 02
—4.174993394180109« — 01
—8.414900602936709¢ — 02

1.469604538230460¢ — 01
1.397840966090090« — 01

—8.837327083184504¢ — 03
—2.202458776303938¢ — 01
=1.821330440123482¢ ~ 01
1.904958480463601¢ — 01
—1.089102014479060« — 01
8.344824036845477¢ — 02
2.217608309711699¢ — 01
2.440078779848018¢ — 01
—7.381423054931233¢ — 03
4.806097735073317¢ — 03
-1.241666543750311« - 01
—2.570311385404774¢ — 01
1.300023069124928¢ — 01

voo = |
vip =
vor1 = (

2.1210899192€14830¢ — 01
-=1.501198520490192¢ — 02
~3.907089057367634¢ — 01
—1.036152467300218¢ - 01
=3.117500584517424¢ ~ 02

3.153589099329080« — 01

2.883840216082163¢ - 01
=2.677240547008758¢ — 02
—6.480835609334244¢ - 02

1.148933249705896« — 01

1.208323175693516¢« — 01
—2.696188942210803¢ ~ 01

2.919272460242027¢ — 01

1.381442953827208¢ — 02
—=1.7687740075203823¢« — 01

1.280883247181990« — 02
—1.957627408350867¢« — 01
—4.1443956325268464 — 02
—3.428603302933819¢ — 01

7.9205077012290508¢ — 03

6.182331681731801¢ ~ 01
—5.003615108316620¢ — 01

2.989259410207614¢ — 01

2.114820305693812¢ — 01

3.420477634215208¢ - 01
—5.007383271306479¢« — 01

1.063178626001106s ~ 01
—5.090780989913417« — 02

3.584449420872080« — 02
—1.080667840937730¢ - 01

1.421112346207536« — 01
—2.222287570720370e — 02
-1.319127320230592¢ - 01

6.783963670916784¢ — 03
-1.079552704607635« ~ 01

6.741784154038612¢ —~ 02

101 )
—8.850716003319319¢ — 009
—6.1331530137877864 — 009

—3.954728777710372¢ — 03
—1.058600014863127« — 01
1.814878127692222¢ ~ 01
3.087840985640198¢ — 02
-1.078231488603185¢ — 01
2.769471157640822¢ ~ 02
—8.648270794827338¢ ~ 02
—5.248038262864768¢ — 01
—7.987014322355679¢ — 02
8.023278178921931«¢ — 01
—1.336342718900081¢ — 01
3.851203344633379¢ — 01
1.783650905479730¢ — 01
—2.657088765319778¢ — 01
2.903050921572946¢ — 02
1.329804586040684¢ — 01
—~7.118275776006309« — 03
1.700510409088893¢« — 02

—3.583877818720671« — 02
1.907563805680448¢ — 01
~2.740288641180419¢ - 01
1.746023684365583« — 01
6.031718019893348¢ — 02
1.874182290378653¢ — 02
—38.362872183265151¢ — 01
7.458334877191681a — 01
1.178308880333611¢ — 01
1.3470825398652045¢ ~ 01
—35.848449791641036¢ — 01
1.580459749617733¢ - 01
6.0233530428190543¢ - 02
-=1.217984611817955¢ — 01
1.300886800809642¢ — 02
—2.584331521488208« — 01
1.879453792089767« — 02
-7.767912982991730« — 02

3.080732143493001« — 02

7.9194013793079%4¢ — 02
9.642084711734541¢ - 03
1.9539208706290261« — 01
1.6453087969550688¢ — 01
1.913029309495921« - 01
8.001120592306544¢ — 01
$.080060539802260« — 01
—1.735180880779463¢ — 02
4.924442204082076¢ — 02

9.2305483208009892¢ — 02
4.1394243672301164¢ ~ 01
5.576340198108872¢ — 04
—2.227748180438723¢ — 01
—1.691414875928034¢ — 01
—1.403323343540613¢ — 01

8.876751117895430a — 02
—8.294035339070434¢ — 03
3.621405011922494¢ — 02
—1.7778736084309306e — 01
—2.122964778213926¢ — 01
—4.484220745759814¢ — 01
1.100726469376281e — 02

4.113204812759586¢ — 02
98.831836106093433¢ — 02
4.579633516003686¢ — 01
5.634380344158274¢ — 03

-1.632809811267440¢ - 02
—1.775830776602824¢ — 01

2.001630663883931¢ — 01
—1.258006358702427« — 02
—1.007376266873097« — 01
—0.631543195587969« — 02

9.230149150401827« — 01

5.017189T73722798
—2.400242445182481¢ — 03

8.872084005179815¢ ~ 009 |
6.133363256302630¢ — 009 |
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(a) #1 (b) &2

Figura A.17: ®: 8 iteraciones del algoritmo para D2a2b2-499.

(a) ¥ (b) ¥

Figura A.18: U: 8 iteraciones del algoritmo para D2a2b2-499.
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Caso D1a3b2-699

Asociada a D, tiene aproximacién polinomial de orden 3 y balanceo de orden 2.

Las matrices—filtro cumplen H(-1,-1) ~ 0, VH(-1,-1) = 0, V2H(-1,-1) = 0, G(1,1) = O,
VG(1,1) =0, V3G(1,1) 0y VI(1,1) = 0.

En la figura A.19 est4 el grifico de la multifuncién de escala, y en la figura A.20 esté el grafico de la

multiwavelet.

1.020793367303018¢ — 04
—9.722517607442402¢ — 03
-8.000908836437743¢ — 03

9.930610497948331¢ — 03

2.162973926023025« — 03

2.520648113605813¢ - 02

4.336380803220893¢ — 01

1.811171261711204¢ - 01
—3.356947766636163« — 01
—9.860501677580014e — 03
—4.613964000425300¢ — 03

9.792643903141914¢ — 03

2.549912336630002¢ — 03
—6.527007963122180« — 04
—9.285863308443000¢ — 02
-7.9068904659536804¢ — 04
—2.848817423977103¢ — 04
—2.0508011"5006]*’— 01

Ak

—1.147595802602703¢ — 04
8.938741769936513¢ — 04
—3.210696200172483¢ — 03
~1.063680779087041« -~ 03
5.804905011897380¢« — 03
=1.092903129114860¢ — 01
-5.104283318322093¢ — 01
5.211615140953518¢ — 01
9.537095035068234¢ - 02
8.644785086766172¢ — 04
~38.737780955517034¢ — 03
—1.093026302581845¢ — 03
5.923822172328701¢ — 03
—6.180093224900261« — 04
1.612508189500185« — 01
—6.474057235093162¢ — 04
4.202300054602065¢ — 04
-1.609267221004110« — 01

voo = |
vio = (
vor = (
vz0 = [
vy = |
voz = [

—3.253937154047180e — 04
2.248608320357178¢ — 03
-0.821089703484408¢ — 03
—2.872072808083479¢ — 03
7.986808076485083¢ — 03
1.903135782636645¢ — 01
8.739721916816288¢ — O1

8.760107088679893« — 01
1.946474089813762« — 01
1.861755304788347¢ — 03
-0.9506288804490147¢« — 03

~3.250808554308018¢ — 03
7.848856756410017¢ ~ 03
4.400125111460958¢ — 04

—~7.010110417808982« — 02
5.909504689045002¢ — 08

=1.874555004724148¢« — 04

—6.480808258813261« — 02

5.23807 - 04

4.406001411303494¢ - 04
7.848860245688152¢ — 03
—3.280897049631305« — 03
—0.950608248110293¢ — 03
1.8617407121393364 — 03

1.940473624931206¢ ~ 01
8.760107313699148s — 01
8.739721563108480¢ — 01
1.903135050425721« — 01

~0.821084670088812¢ — 03

2.248677250278454¢ — 03
—3.254017723501331¢ — 04
—6.48080787082451T« — 02
—1.874582840504126¢ — 04

5.970863261388004¢ — 05
—=7.016106161848314¢ — 02

-2 450770%e — 04

2.048007853462121¢ - 04
—1.277730356319193« — 02
—1.738020891914776¢ — 03

1.157913323531280¢ — 02
—4.054532312981535¢ - 01

8.9089577393749564¢ ~ 01
—6.445944993118660e — 01

4.473784531867981 2

1.223401590990919« — 04
—1.258480785574284¢ — 02
—1.820463697560020¢ — 03

1.1771802128748309¢ — 02

2.690805228550851¢ — 04

2.798378118760074e — 02

1.866369201852481¢ — 04

3.310887485880174¢ — 04

8.43910868464€068¢ — 02

1 1)
—3.085746733916652« — 011
2.243769135025806« — 009
—1.878301433977068¢ — 003
—4.044929303474870¢ — 001
—4.063734897712448« — 001

=1.177178472361931c¢ — 02
1.820494449580999s — 03
1.258460327423374¢ - 02

—1.223298845081800¢ — 04

—4.473781903074213¢ - 02
6.445944881651645¢ — 01

—8.968957875264634¢ — 01
4.084532258550388¢ — 01

—~1.167909647114133¢ - 02
1.738066071032894¢ — 03
1.277733224173471¢ - 02

—=2.047837647078807¢ — 04

—5.238035453490531¢ — 04

—98.499198943244412¢ ~ 02

—3.311080244343005¢ — 04

~1.866395111256070¢ — 04

-2.79538146516076Te¢ ~ 02

8.922044504126093¢
—2.2093875901555219¢
1.877168000696304¢
4.0449315230227364
4.0037000798563104

- 011
- 009
- 003
- 001
- 001

6.620804046006098¢ — 04
~2.5490879082300110¢ — 03
—9.792619412625049« — 03

4.613920698078384¢ — 03

9.860490083878608« — 03

3.356947691706738e — 01
—1.811171083498884« — 01

—4.336381111869340¢ — 01
—2.820049281180767« — 02
=2.162980983354091¢ — 03
-=9.930600927826426¢ — 03
5.000890504207080¢ — 03
9.7228037353942606¢ — 03
—1.020794714703452¢« — 04
2.050804102047348¢ — 01
2.848770398188084¢ — 04
7.900698021911852¢ - 04
9.285862672075526¢ — 02

-6.179992928321000¢« — 04
5.323845124003032¢ — 03
-1.093009557064755¢« — 03
-38.757779838600348¢ — 03
8.644924811731444¢ — 04
9.537092540154585¢ — 02
5.211614899675683¢ — 01
—-5.104283478197792¢ — 01
-1.092903052838943s - 01
5.864903890015801¢ — 03
—1.063600803204893¢ — 03

-3.2167125651038669« — 03
8.938681599248704¢ — 04
=1.147710420207748¢ — 04
-1.609267387647008« — 01
4.20255004338553%8« — 04
—6.474190228418174¢ — 04
1.612508207609952¢ — 01
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(@) &1 (b) &2

Figura A.19: ®: 8 iteraciones del algoritmo para D1a3b2-699.

(@) ¥1 (b) W2

Figura A.20: ¥: 8 iteraciones del algoritmo para D1a3b2-699.






