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Capítulo 1

Introducción

En los últimos 15 años la transformada wavelet - ondelette, ondïcula, ondita - ha adquirido gran im
portancia, y es actualmente objeto numerosas investigaciones. Como herramienta en el procesamiento
de imágenes, las wavelets tienen aplicaciones en la compresión de imágenes —son la base del standard
JPEG2000 para imágenes, y el FBI usa, wavelets para comprimir su base de huellas digitales —,así como
en la eliminación de ruido, el análisis de texturas, el reconocimiento de patrones, etc. También se uti
liza esta transformada en la resolución de ecuaciones en derivadas parciales, y de ecuaciones integrales.
Esta herramienta tiene un marco teórico complejo, el cual brinda una mayor comprensión del analisis de
multirresolución de una señal, permite caracterizar a las funciones aproximables por wavelets, y permite
estimar la continuidad de las diversas wavelets propuestas. Para dar una idea del grado de dificultad
que puede aparecer, mencionemos, por ejemplo, que el problema de probar que una wavelet es Hólder
contínua est vinculado al problema de probar que el radio espectral conjunto de un número finito de
matrices es menor que uno, y éste es un problema no decidible.

Las wavelets son bases de funciones que tienen buena localización tiempo-frecuencia. En una dimen
sión son dilataciones (cambios de escala en potencias de 2) y traslaciones enteras de una misma función
wavelet \Il(z). Las traslaciones de una versión dilatada de la wavelet generan un subespacio de detalle de
una resolución determinada (en lo que sigue D = 2):

WJ-= gen{\I'(D-ï a: —k)}k.

Representando una señal en estas bases, se obtiene una descomposición de la señal en una suma de
detalles de diferente resolución, más una aproximación burda de la señal. La teoría de las wavelets
unidimensionales ha sido muy estudiada, y hoy día es bien comprendida. En cambio no sucede lo mismo
con diversas generalizaciones de esta transformada, entre ellas las wavelets bidimensionales no separables,
y las multiwavelets.

Una wavelet está. asociada a una función de escala ‘I>(:r),las cual verifica una ecuación de dilatación
o refinamiento

N

em) = z hk «bw: —k).
k=0

Las traslaciones de una versión dilatada de <I>(:r)generan un subespacio de aproximación de una rolución
determinada:

v,-=g—en{d>(mz - km.
A su vez, la wavelet se puede escribir en términos de la función de escala

\I'(1:) = 29,, <I>(Da:—k).
k

7



8 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

En el caso unidimensional el factor D = 2, y k representa a valores enteros. Los valores hk son los
coeficientes de la función de escala, y los valores gh son los coeficient de la wavelet.

La transformada wavelet se puede calcular rápidamente mediante la convolución de la señal con dos
filtros, un filtro pasa-bajos y el otro pasa-altos; ambas operaciones son seguidas de una decimación de a
2. En el caso ortogonal el filtro pasa-bajos es [hN, hN_¡ , . . . ho], y el filtro pala-altos es [gN,gN_1, . . .go].

Para procesar una imagen, en general se aplica la transformada wavelet separable. Esta transformada
bidimensional es fácil de implementar —se aplica la transformada wavelet de una dimensión por filas y
luegopor columnas- y hereda las propiedades de la transformada en una dimensión. Pero la transformada
separable origina detalles en las direcciones horizontal y vertical, lo cual no corresponde a nuestro sistema
de visión, y puede generar distorsiones en estas direcciones si se comprime la imagen. Una solución más
general es hallar wavelets bidimensionales no separables. En este caso los filtros son bidimensionales, y
D es una matriz que dilata todo el plano. Dos elecciones posibles para D son matrices de 2 x 2 que
producen una decimación en diagonal o al tresbolillo (quincunx, quinconce), como si se eliminaran todas
las casillas negras de un tablero de ajedrez.

Otra generalización de la teoría consiste en tomar las traslaciones de versiones dilatadas de r funciones
<I>¡,.. Q, (en vez de una sola) para generar los subespacios de aproximación: estas son las multifunciones de
escala, y asociadas a ellas estan las multiwavelets (multionditas) que constan de r(|D| - 1) wavelets. Estas
pueden verificar propiedades que no pueden cumplir simultáneamente las wavelets tradicionales, como por
ejemplo: soporte compacto, simetría y ortogonalidad. En el caso de las multiwavelets unidimensionales,
D = 2 y los coeficientes hk son matrices de r x r. Sin embargo, el procesamiento de imágenes con estas
multiwavelets en forma separable da como resultado muchas subimágenes, cuyo significado no es intuitivo
y es, en cambio, bastante complejo.

Con el objetivo de unir ambos adelantos, en esta tesis se han construído ejemplos de multiwavelets
bidimensionales no separables. Estan asociadas a alguna de 2 matrices de dilatación, que producen
una decimación en diagonal (quincunx). Hasta ahora no se conocían construcciones de multiwavelets
bidimensionales no separables. Su construcción y su análisis han permitido comprender mejor la teoría
de las wavelets en general. Las multiwavelets construidas verifican diferentes propiedades importantes.
La ortogonalidad asegura la estabilidad frente a errores de cuantización en la compresión de imágenes. El
soporte compacto da una buena localizaciónespacial de la base, deseable en el tratamiento de imágen.
La continuidad es esencial para poder representar señales suaves, y provee mejores resultados en la
magnificación o interpelación de una imagen. La aproximación polinomial de la multifimción de escala
proporciona una mayor compresión de las zonas de una imagen que tienen variaciones continuas de color.
Se extendió la definición de balanceo para este tipo de wavelets, tomando en cuenta el submuestreo: el
balanceo de orden 1 evita tener que prefiltrar la imagen; el de orden 2 está vinculado a la preservación
de planos cuando se realiza la transformada. Se cumplen, además, diversas condiciones sobre los filtros
que dan una buena localización en las frecuencias. Para éstas multiwavelets, la interpretación visual de
la transformada es sencilla. Se desarrolló la teoría para estas multiwavelets. Se analizaron las relaciones
existentes entre un conjunto de propiedades, que en el caso de las wavelets de una dimensión son todas
equivalentes entre sí, y que no lo son en el caso de las multiwavelets no separables; siendo algunas
propiedades mutuamente excluyentes, como el balanceo de orden 2 y la condición sobre el filtro polifase
VF (-1, —1)= 0. Se elaboró el código de paquetes de rutinas para calcular la transformada multiwavelet
no separable a imágenes. Se escribieron programas para calcular en forma aproximada el radio espectral
conjunto ( por medio de una cota inferior), en orden a estimar el exponente Holder de continuidad de
las funciones construidas, y para determinar si el radio espectral conjunto es menor que 1 - problema
NP-hard -, y así probar la continuidad de estas funciones. Finalmente se analizó el desempeño de
las multiwavelets construidas en algunos problemas de magnificación de imágenes, de compresión de
imágenes, de detección de bordes y de eliminación de ruido, observándose ventajas con respecto a las
wavelets tradicionales.

En el capítulo 2 se realiza un breve repaso de la teoria de las wavelets en una, dimensión. Se presentan
las fórmulas para la transformada y antitransformada wavelet de señales ( análisis y síntesis ), y las



fórmulas equivalentes que se obtienen de la descomposición de los filtros y de la señal en distintas fases.
Se dan ejemplos de funciones de escala y su wavelet asociada, y se analizan diferentes propiedades de
las wavelets, tales como su ortogonalidad, y el orden aproximación polinomial, y se estudia como las
propiedades de las wavelets se traducen en condiciones sobre los coeficientes de las wavelets. Finalmente,
se calcula en forma aproximada el radio espectral conjunto de dos matrices T0 y T1 en orden a estimar
el exponente de continuidad Hólder de las funciones. Se ilustra la transformada wavelet con ejemplos
propios -figuras 2.6, 2.7, 2.8-, se explica en detalle el algoritmo utilizado para graficar las funciones de
escala y las wavelets. Asimismo, se presenta en forma detallada la transformada wavelet separable. La
seccción 2.9.2 es original y relata la historia de la compresión de imágenes.

En el capítulo 3, se da una introducción a las wavelets bidimensionales no separables. Se siguen los
lineamientos del capítulo anterior para este tipo de wavelets: primero se repasa la teoría, se analizan
las posibles matrices de dilatación, y se dan las fórmulas para el analisis y la síntesis de imágenes. Los
ejemplos de la transformada wavelet de imágenes, al igual que los graficos de las funciones de escala
y las estimaciones del radio espectral conjunto, fueron realizados con programas propios. Son aportes
originales de este trabajo el teorema 3.2 y la sección 3.8.

En el capítulo 4 se presenta la teoría de las multiwavelets en una dimensión, las fórmulas para la
transformada multiwavelet de señales, y la separación de la señal en 2 señales de entrada; se dan ejemplos
de multifunciones de escala y de las multiwavelets asociadas; se analizan las diferentes propiedades de las
multiwavelets - ortogonalidad, aproximación polinomial, balanceo- y como éstas se traducen en condi
ciones sobre los coeficientes de las multiwavelets. Son aportes originales de esta tesis la sección 4.4.6, y
los lemas 4.6, 4.7, 4.8 y 4.9.

Los capítulos subsiguientes, consagrados a la teoría y a la construcción de multiwavelets bidimen
sionales no separables, constituyen el grueso del aporte de este trabajo. En el capítulo 5 se analizan las
fórmulas para la transformada multiwavelet de imágenes, la separación de la imagen en 2 imágenes de
entrada, y tres interpretaciones de la fórmula de análisis: los coeficientes de aproximación (o de detalle)
se calculan i) como productos de las matrices-filtro por vectores de 2 coordenadas formados por las 2
imágenes de entrada, ii) como la suma de 2 convoluciones de las imágenes de entrada con filtros bidimen
sionales seguidas de un submuestreo con D, iii) como una convolución de la imagen original con un filtro
bidimensional polifase seguida de un submuestreo con D2. Para ilustrar el procesamiento de imágenes
con estas transformadas, se realizaron programas a tal efecto, en los cuales se utilizaron los ejemplos de
las multifunciones de escala y las multiwavelets halladas en este trabajo.

En el capítulo 6 se analizan las diferentes propiedades de las multiwavelets —ortogonalidad, aproxi
mación polinomial, balanceo, y localización en las frecuencias- y como éstas se traducen en condiciones
sobre los coeficientes de las multiwavelets. Se estudia de qué manera se vinculan mtas condiciones entre
sí. Se utilizan estas últimas para construir ejemplos de multifunciones de cala no separables y su mul
tiwavelet asociada, por medio de rutinas de optimización numérica, lo cual se detalla en el capítulo 7.
Allí también se explica como se grafican los ejemplos hallados.

En el capítulo 8 se trata el tema de estimar la regularidad de las multifunciones de escala y de las
multiwavelets construidas, calculando aproximativamente su uponente de continuidad Hólder. Para ello
se estudia la forma matricial de la ecuación de dilatación, y se estima el radio espectral conjunto de las
2 matrices To y T1. Estas matrices dependen de la manera que se efectúa el cubrimiento del plano por
medio del conjunto elemental asociado a la matriz de dilatación. Por último, se ejecuta un programa
basado en un algoritmo para determinar si el radio espectral conjunto es menor que 1, y así poder afirmar
la continuidad de las funciones calculadas.

En el capítulo 9 se analiza el desempeño de las multiwavelets halladas en diversas aplicaciones, tales
como: compresión, interpolación de imágenes, eliminación de ruido, y detección de bordes.

Finalmente, se presentan las conclusionesde la tesis y se discuten las posibilidades de trabajos futuros
en el capítulo 10.
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Capítulo 2

Wavelets en una dimensión

2.1 Introducción

En este capítulo se presenta brevemente la teoría de las wavelets en una dimensión. Se explica como
se procede para el procesamiento de señales, y se exhiben ejemplos ilustrativos. Se listan las diferentes
propiedades de las wavelets - ortogonalidad, soporte compacto, aproximación polinomial, se analiza como
estas propiedades se traducen en propiedades de los coeficientes de las wavelets, y se exponen las relaciones
entre diferentes propiedades.

Se dan ejemplos de funciones de escala y su wavelet asociada, se explica con detalle el algoritmo
cascada que permite graficarlas, y controla que sea contínua calculando el radio espectral conjunto de 2
matrices To y T1. De este último se obtiene el mcponente de Hólder.

Finalmente se muestra como se procede - el método separable —para transformar imágenes con estas
wavelets, y los pasos siguientes para lograr la compresión de las mismas.

Para profundizar sobre el tema, se pueden consultar los libros [1], [2], y [3].

2.2 Definiciones y notación
o El espacio de funciones absolutamente integrables es

L1(se)={f;sz—>seta1 que f |f(:c)|d.:c<oo}.

o El espacio de funciones de cuadrado integrable es
oo

Lim) = {f : 92-»semi que /[f(z)]2dz < oo}.—N

En este espacio se identifican dos funciones que difieren sobre un conjunto de medida nula.

o Dadas f (:c) y g(a:) que pertenecen a L2(92), se define su producto escalar como
oo

< ¡,9 >= / f(2)y(z)dz.
-oo

11
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o Dos funciones f,g 6 L2(SÏ) son ortogonales si

ffmmwa=a

o Si f e L2(R) entonces

le=V<Lf>

o Las señales de energía.finita forman 12(Z) = {{fn} tal que 21?. < oo} .

o Si {fn} G l2(Z), se define su norma ||f||2 = {E f2.

o Dada f e LIGÏ), se define su transfonnada Fourier como
A
f:32->C

flm=fflwwwu.

Esta definición se extiende a. funciones f e L2(R).

o Dado un filtro f , su transfonnada Z F : C —>C se define como

F(Z)= z sz-k
kEZ

o Dado un filtro f , su respuesta en frecuencias, o transformada Fourier discreta en el tiempo,se
define como

Ï' : [-7r,1r] -) C

Ï(w) = z fke’ü‘w.
kEZ

Nota 2.1. Fw) = F(e“”).
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o Dado un filtro f, se define el símbolo

« 1 -7; _ Fan)
F(w)= 5;)”; “v _ —2—.

o Dado un filtro h , se define h’ como el reverso de h:

í = h_¡,.

Su transformadaZ es

zhgz-k = thz" =F(z'1),
k l:

y su respuesta en frecuencias es

z hge-‘wk= Ü(—w).
I:

o Convolución o filtrado:

y=z*h<=>yk=ïzk—jhj
j

Nota 2.2. Si y = a:* h, entonces }7(w)= Ï(w) ÍI(w), y Y(z) = X(z) H(z).

o Un filtro h se denomina pasa-bajos ideal si

A _ 1 si 05|w|<1r/2
H(w)_{ O si 1r/25 |w|<1r

Nota 2.3. Si h es un filtro pasa-bajos ideal, h tiene infinitos términos no nulos. Si y = a:* h, entonces

A _ Í(w) para. 0 S |w| < 1r/2
Y(w) _{ 0 para 1r/2 5 |w| < 1r

’

es decir, h "mata. ” las altas frecuencias de z

o Un filtro h se denomina pasa-bajos si existen wo, w] ,(wo < wl) tales que

A N 1 para 0 5 le < wo
H(w)N{ 0 para. wls |w|<1r

y entre wo y w] , ÍÏ(w) cambia. de aproximadamente 1 a aproximadamente 0.

o Un filtro g se denomina pasa-altos ideal si

{ 0 para. 05|w|<7r/2Gm) = 1 para, 1r/2 5 |w| < 1r
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Nota 2.4. Si g es un filtro pasa-altos ideal, g tiene infinitos términos no nulos. Y si y = a:*g, entonces

A _ O para OSIwI<7r/2
Y(w) -{ X(w) para 7r/2 5 |w| < 11' ’

es decir, g "mata ” las bajas frecuencias de a:

o Un filtro g se denomina pasa-altos si existen wo, w1,(wo < wl) tales que

A N 0 para 05|w|<wo
G(w)N{ 1 para w1< |w|<1r

y entre wo y wl , á(w) cambia de aproximadamente 0 a aproximadamente 1.

o Submuestreo o decimación de a 2 (downsampling):

y=zl2 4* yk:32k

A la señal 1:se le eliminan las componentes pares para formar y, la señal submuestreada.

Nota 2.5. Si y = a: .L2, entonces Y(z) = ¿[XQ/Z) + X(—‘/Z)].

o Sobremuestreo:

_ _ 2:, si kespar,k=2r
¿{-sz 4:} ¿[k-{0 sikesimpar

A la señal ¿ose introducen ceros en todas las posiciones impares.

Nota 2.6. Si y = 1:T 2, entonces Y(z) = X(zz).

Nota 2.7. Si y = (a:J,2) T 2, entonces Y(z) = ¿[X(z) + X(—z)].

o Se dice que un conjunto en 92" es compacto si es cerrado y acotado.

o Se llama soporte de una función f al menor conjunto cerrado que contiene a todos los a: tales que
f(=v) 96 0

W

o Para f e L2(8Ï) se denomina momento de orden r de f ala expresión f 1:"f (z) dz.
—W

oo

Nota 2.8. Si f :c'f(a:) da:= 0 para r = 0,1,..m —1, se dice que f tiene m momentos nulos.
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I' 3.01.05. os.0.15.os

- . a —Lllïi
Figura2.1.h paras- ¡(“4,2,4”0

o Se dice que f pertenece al espacio de Holder C”, con 0 < s < 1 ( o que f es Holder contínua con
exponente de Holder a ) si

|f(a=)- f(y)l S K Iz - yl'

donde K es una constante. En las condiciones anteriores también se dice que la función f es de Lipschitz
C011exponente 3.

Para una función Holder contínua con exponente s, la diferencia |f (zo + h) —f (zo)| está.acotada por
Ihl’ multiplicada por una constante. En la figura 2.1 se graficó la. función h’ (h > 0) para diferentes
valores de s: vemos que cuanto mayor es s, menos pronunciada es la pendiente de h,"en el origen, y por lo
tanto es más suave la función f. En cambio, si f es Holder contínua con s pequeño, por ejemplo s = 0.1,
en cada punto zo la.función f puede tener un crecimiento similar al de la,curva.superior del gráfico en el
origen.

o Se dice que f pertenece al espacio de Holder C”, con s 2 1 ( o que f es Holder contínua con
exponente de Holder a ) si s = m + a, m e N, 0 5 a < 1, f es m veces diferenciable con continuidad, y
vale

¡(“’(z) - f("‘)(y) S K Iz- yl"

donde K es una constante.

o El radio espectral de una matriz es el máximo de todos sus autovalores en valor absoluto

P(A) = mJax |/\j|

o Dada una. imagen A de M x N, y una imagen aproximada Á de M x N, se define el error cuadrático
medio (o mean square error) como

1 M N y

MSE= W XEM“ —A”)?
t=1 j=1
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o Dadas dos imágenes A y Á, y MSE el error cuadrático medio entre ambas, se define la razón “pico
de la señal / ruido” o PSNR (peak signal to noise ratio) como:

2552

MSE

que está en escala logaritmica. Cuando el error cuadrático medio decrece, aumenta el PSNR.

PSNR = 10log [ ] dB

2.3 Análisis de multirresolución en una dimensión :

Un análisis de multirresolución consiste en una secuencia de subespacios anidados

..cV_2cV_1cVocV1c..

cuya unión es densa en L2(!R)y cuya intersección es la fimción nula.
El subespacio Vo es generado por las traslaciones enteras de una función ‘I>(:r),llamada función de

escala, y los demás subespacios V,-son generados por las traslaciones enteras de una versión dilatada o
contraída de la misma <I>(z).

VJ- = gen{<I>(2-7' z — k)}¡,

De la inclusión Vo C V1se deduce que <I>(a:),que es base de Vo, debe poder expresarse como combi
nación de las bases de VI. Entonces deben existir constantes hk tal que

N

13(2):th <I>(22-1: ). (2.1)
k=0

La ecuación 2.1 es llamada ecuación de dilatación o de refinamiento.
Consideramos los casos en que el conjunto

{4’05- k)}h

es ortonormal. Para cada entero j , WJ-es el complemento ortogonal de Vj en Vi“:

Vj+1= 9 Wj.

Los subespacios W_.,-son generados por las traslaciones enteras de versiones dilatadas de una fimción \IJ(z)
llamada wavelet (ondelette, ondita, ondícula):

WJ-= gen{\I'(2j z —k)};,.

De la inclusión Wo C V¡ se deduce que \Il(a:),que es base de Wo, debe poder expresarse como combinación
de las bases de Vl. Entonces deben existir constantes gh tal que

11(2)=ng <1>(2 z-k ). (2.2)
k

conocida como ecuación de la wavelet. Una vez conocidos los coeficientes hk de la función de escala Mz),
la wavelet asociada ‘I'(a:)se puede hallar directamente, es decir se pueden calcular los coeficientes gh de
la ecuación de la wavelet como

yk = (-1)'= hH. (2.3)
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Figura 2.2: Haar: CI>función de escala, y ‘I' wavelet.

Los coeficientes hk determinan la función de escala, salvo multiplicaciones por constantes. En general
no se tiene una forma analítica para t1>(:c),solo se conocen sus coeficientes: con ellos se puede obtener un
gráfico la.función de escala. En las figuras 2.2, 2.3 y 2.4 se observan ejemplos de funciones de escala y su
wavelet asociada: de Haar (figura 2.2) y de Daubechies 4, llamada así porque tiene 4 coeficientes hk en
la ecuación de dilatación (figura 2.3), y Symmlet 8 (figura 2.4), de 8 coeficientes.

En la figura 2.5 se observan varias funciones \II(2Í a:—k). - de la wavelet Symmlet 8- con diferentes
escalas y traslaciones enteras, que son bases de los subespacios Wj.

Nota 2.9. Si una función de escala <I>(z)verifica la.ecuación de dilatación 2.1, (se dice que <I>(a:)es solución
de la ecuación 2.1) entonces cualquier múltiplo de <I>(:z:)también verifica la. ecuación. Se normaliza la

oo

solución agregando la condición f <I>(a:)dz = 1.
—ao

Nota 2.10. En este trabajo nos ocupamos exclusivamente de wavelets ortogonales; sin embargo, existe
otro tipo de wavelets, las biortogonales.

2.4 Procesamiento de señales

En aplicaciones prácticas tales como el procesamiento de señales, el espacio Vorepresenta a la función
fo(z) asociada a la señal original en su nivel de rolución más alto. Las sucesivas proyecciones f_¡(a:),
f_2(z),.. de fo(z) sobre los subespacios V_1, V_2, son representaciones de fo(z) de una resolución cada
vez menor, mientras que los detalles o diferencias de una proyección a la siguiente son capturados por los
espacios WJ-, en la componente r_.,-(a:)Así la función asociada a la señal original se descompone en una
aproximación burda de la misma y la suma de todos los componentes de detalle rJ-en distintas escalas.

Llamamos cio) a la señal original, y fo(:1:)es su función asociada, fo e Vo. Si se descompone a fo(z)
en la suma de sus proyecciones sobre V_¡ y W_1, se tiene

me) = z (29’44:—k)
kez

= f—1(3) + T—1(-'B)

_ (-1) 1 —1 -1) 1 -1—Xck —<I>(2:c-k)+2dsc —\I¡(2 z-k).
kez fi kEZ fi
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fvw
Figura. 2.3: Daubechíes 4: <I>(z): funcion de escala, y \I¡(a:) : wavelet

ww
Figura, 2.4: Symmlet 8: fimción de escala. y wavelet.
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-r—

1-1

-r-—

-+—

'-I-—

J‘v

Figura 2.5: Varias escalas y traslaciones de la Symmlet 8

La función f_1(z) e V_¡ es una versión más suave de la función original, tiene menor resolución, y
sus coeficientes esc-1)son llamados coeficientes de aproximación La función r-1(1:) e W_1 contiene los

detalles de fo(z) que son emitidos en f_¡ (z), y sus coeficientes dic-1)son llamados coeficientes de detalle.
En general se tiene

—1

f: fo=f_1 +1'_1=f-2+T_2+T_1= =f..L+ z Tj,
j=—L+1

—l

¡(2) =2cí‘L><I>_L_k(z)+Z zdï’wj.k(z), (2.4)
I: j le=—L

f-L(=)EV—L 1'5(3)€W1'

donde

‘Ï’j.k(-’5)= 2m N2]. Z - k) :‘I’j.k(z) = 2m ‘I’(2j z —k).

Los coeficientes de aproximación {cíü} son los coeficientes de las proyecciones fj(:r) en la base
{<I>J-,k(z)},y los coeficientes de detalle {(121)}son los coeficientes de las diferencias rJ-(zr) en la base
{‘I’jJ: I

Como ejemplo del procesamiento de una señal original con la wavelet Symmlet 8, se tienen las figuras
2.6 a 2.7. En 2.6 (a) está la, función fo que corresponde a la. señal original. Luego en el lado izquierdo
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(a)

(b) (C)

if

Figura 2.6: (a) f(z) = fo(a:) (b) f_1(a:) proyección de f sobre V_1 (c) r_1(a:) proyección de f sobre
W-1.

de las 3 figuras, se observan las funciones fj, con j = —1,—2,que son versiones cada vez más suavizadas
de fo, y que corresponden a sucesivas proyecciones de fo sobre los espacios Y en el lado derecho se
observan las funciones rj, con j = —1,-2, el detalle omitido en f

En la figura 2.9 se observa: (a) la función fo (b) los coeficientes de la transformada y (c) las com
ponentes de la transformada wavelet. Al procesar una señal, lo que se obtiene son los coeficientes de la
señal en la nueva base.

Los gráficos de wavelets y el procesamiento de señales con wavelets en una dimensión fueron realizados
con el paquete de rutinas Wavelab, de D. Donoho, que puede obtenerse de

http: / / www-stat.stan.ford.edu/ 'wavelab.

La obtención de los coeficientes de aproximación {cg-1)}y de detalle {dí-n} a partir de los coeficientes
de la señal original {c9} constituye un paso de la transformada wavelet. Una de las ventajas más
sobresalientes de esta transformada es que es una transformada rápida, y se puede demostrar que

(-1) _ 1 z , (0)
Ck _ fi j ¡11-21,CJ. (2.5)

(-1) _ 1 (0)

dk _ Vigas”, c]. . (2.6)

De la fórmulas de análisis (2.5) y (2.6) se deduce que los coeficientes de aproximación c(‘1) se pueden
expresar como una convolución de la señal original c(°) con el filtro

1
ha ¡12 hi ho]

ui
«sha/H



2.4. PROCESAMIENTO DE SEÑALES 21

(b)

WWW
(d)(C)

FÍEUIa 2-71 (a) f—2(3) (b) 7-203) (C) ¡43(3) (d) T—3(z)

(b)MW
(C) (d)

Figura 2-8: (a) ¡24(2) (b)r—4(ï) (C)f—s(z) (CDT-50:)
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(a)

(b) (C)

Figura.2.9: (a) fo(z) (b) por filas: ¿(4), dk“, cif-2),¿(4) (c) por filas: f_¿,, r_L, .. . r_2 , r-1.

6:0) cio)

Figura, 2.10: Esquema de análisis-síntesis en dimensión 1
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seguida,de un submuestreo, mientras que los coeficientes de detalle d(") se obtienen de una.convolución
de c(°) con el filtro

1 1

Ey = "' 9-2 9-1 go gl]
seguido de un submuestreo:

A“) = (c0) * .L2 (2.7)

d('1) = (c0) * 97,2) l 2 (2.8)

Esto se indica en el lado izquierdo del esquema (2.10).
Se repite este proceso sobre c(’1), obteniéndose c(’2) y d(’2). Se realizan la cantidad deseada de

pasos. Las fórmulas 2.7, 2.8, también permiten calcular cía-2)y día-2) a partir de esc-1),así como cía-3)y

día-3) a partir de esc-2),etc..

Por ejemplo, si la.señal original {cía} es de 8 coeficientes, el cálculo

0 0 0 0 0 0 0 0
[erp cg) cg) cg) cg) cg) cg) 4)]4

[cg-1) cí-i) cá-l) c5:1) ¿tg-1) dí-l) dá-i) (¿S-1)]

constituye un paso de la transformada wavelet. Y, bajando un nivel más:

[cg-1) c5-1) ¿(2-1) cg-1)]_)[q()-2) 65-2) ¿ig-2) (ig-2)]

se tienen 2 pasos de la transformada wavelet (que a también se denomina la transformada wavelet bajando
2 niveles):

0 0 O O 0 0 0

[esa cp es) esa esa cg” c9 c914

[cg-2) 62-2) ¿(g-2) dí-z) ¿(3-1) dí-l) (¿á-1) ¿ig-1)]

La transformada wavelet es un cambio de base y tiene inversa. Para reconstruir la señal inicial a
partir de los coeficientes c(‘1) y ¿“Á-1)está. la fórmula de síntesis:

1 _ _

cio)= ñ bkn-cg. 1)+ Ema-2de- l) (2'9)'GZ ¡EZJ

que corresponde a la parte derecha del esquema (2.10): sobremuestreo, filtrado y suma:

c<°>= [(c(’1)T 2) * + [(d‘“) 1 2) a:VLÏ].

En el caso de Haar, el filtro h es

h=[ho h¡]=[1 1]
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g=[1 —1].
En el caso Daubechies 4, el filtro h es:

h=[h0 h, h2 h3]=[1_+fá ¿gg 3.4¿3 1.4353]

A partir de h se obiene g (ver 2.3):

9=[9—2 9-1 90 91]=[h3 —hz hd 410]

y entonces los filtros h’ y g’ son:

h'=[h3 h? hl ho] Y 9'=[91 yo 9-19-2]
Nota 2.11. Si se transforma una señal con las fórmulas 2.7 y 2.8, en los bordes se pueden producir
distorsiones, a causa de las convoluciones “truncas”. Para evitar esta situación, se periodiza la señal
en forma cíclica antes de transformarla. De igual manera, antes de calcular la transformada inversa
de un vector de coeficientes, se los periodiza en forma cíclica. ( Existe otro tipo de periodización, la
periodización simétrica, que se puede realizar cuando los filtros son simétricos o antisimétricos. Pero nos
hemos restringido a las wavelets ortogonales, y éstas no pueden tener filtros simétricos, salvo en el caso
de Haar.)

Nota 2.12. Al procesar una señal se obtienen las proyecciones en los diferentes subespacios Vj, WJ-de
una función f (z) asociada a la señal original . Lo ideal sería que la función f (z) fuera tal que sus
muestras coincidieran con la señal original. En ese caso, la señal original sería f (zh), y para iniciar el
procesamiento de la señal, habría que calcular cio), los coeficientes de la,proyección de f (z) en Vo. Para
ésto existen técnicas de prefiltrado o convolución inversa, en el caso de splines biortogonales. También
pueden estimarse los cio) con integración numérica. Más adelante se darán los enunciados de ciertos
teoremas, según los cuales, bajo ciertas condiciones, si el muestreo es suficientemente fino, entonces
f (xk) z cio).

Nota 2.13. Supongamos que f z fJ e VJ,(J 2 1): entonces la función está. discretizada con paso
pequeño y pertenece a un subespacio de resolución más fina. Corresponde entonces tomar como la
proyección inicial de f (1:)a fJ e VJ

PJuxz)=me)=Z ¿”mm
keZ

donde c5,” = ¿”(f) = (f, o“). Con el cambiode variablesy = 2%, definimos g(y) = ¡(2-Jy). Si
ahora proyectamos g(y) sobre Vo,se obtiene

Po(9)(y)= Z ¿muy - k)
kEZ

donde

ci” = cí°)(g)= (g,4m) = Wei” = 2”’cí”(f)- (2-10)

Es decir, los coeficientes de la proyección de f en VJ son iguales (salvo una constante) a los coeficientes
de la proyección de f (2‘J y) en Vo.No se pierde generalidad al asumir que el tratamiento de una señal
comienza con su proyección en Vo.
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2.4.1 Formulación polifase
Las fórmulas de análisis 2.5 y 2.6 pueden escribirse de una manera equivalente sin realizar operaciones
innecesarias, como el cálculo de una convolución de la cual se descartan coeficientes impares en el sub
muestreo. Para simplificar, llamaremos a: a la señal original c(°), a:p a los valores pares de esta. señal y
21a los valores impares:

zp=zl2
zl=(2*6_1)l2
z=[:cpT2]+[ó¡*(a:¡T2)].

Escribiendo esto en términos de la transformada Z, se tiene:

zp(z) = z 221-217
.‘ÍEZ

31(2)= zï’szz-j
:iez

X(z) = Xp(22) + z’1X¡(22).

Se hace exactamente la misma descomposición sobre los filtros. hp son los coeficientes pares de h, y
h; son los impares:

hp=hl2
hl=(h*5_1)l2
h=[hpT2]+[61 *(h]T2)].

Y en términos de la transformada Z, se tiene:

hP(z)= Shui-j
jez

¡11(2)= z h2j+12_j
jez

H(z) = Hp(22) + 2’1H¡(zz).

Se puede ver que la transformada Z de yl = (a:* h’) .L2 es

1 1

Y1(z)= XP(Z)HP(;) + XI(Z)HI(;)1 (2-11)

y, análogamente, la transformada Z de y; = (a:* g’) J, 2 es

1 1

mz) = Xp(z)Gp(;) + X,(z)G:(;). (2.12)

Esto, en forma matricial, es

Y1(z) ] _ HP(¿) ¡11(1) ] [ Xp(z) _ Xp(z)l mz) ‘ Gpé) GAÉ) X:(z) ‘ P” 'G’ mz) ' (2'13)

En general, se define

_ Fu Fu
PF'J—[J:(Ï) ¿(2]
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como la matriz polifase de los filtros F y .J Entonces, las ecuaciones 2.7 y 2.8 son equivalentes a

[ c<-1)(z> _ 1 [HHH Hal) [09(2)]- 1 pH,G,[CS”(z>D<-1>(z)‘ñ GPÉ) Gré) cm) ‘ñ c;°)(z)
y, en términos de convoluciones, a

_ 1

C(1)= 7/5 * + (CSO)*
_ 1

d(1)=ñ * +(CSD)*
Estas últimas ecuaciones son computacionalmente más eficientes.

2.5 Propiedades de las wavelets:
2.5.1 Existencia de la función de escala
Forma Fourier de la ecuación de dilatación:

Si se transforma Fourier la ecuación de dilatación 2.1, resulta

c'13(w>=¿im ¡WS (15”)= Ñ ('5”)5 (%)

=ñ(%)ñ(%)5(%)=--

A co

Tomando límite cuando N —> oo, y usando que <I>(0)= f <I>(z)da: = 1, se obtiene
—oo

E(w)=ññ(;”_n).

Para que est producto infinito sea convergente,es necesario que Ñ —) 1 cuando n —> oo, o sea
que debe ser H (0) = 1, y entonces H (0) = 2.

La convergencia en L2 está garantizada si IÍ-Í(w)| > a. > 0 para |w| 5 7r/2 [4].

2.5.2 Ortogonalidad
Si la.transformada wavelet es ortonormal, entonces la cuantización de los coeficientes para la compresión
de datos es un proceso estable, es decir, a errores pequeños de cuantización le corresponden errores
pequeños en la señal reconstruída. Si el conjunto

{4’06- j)}j (2.14)

es ortonormal, entonces los coeficientes hk verifican:

z hkhk+2j = 26:,‘¡0 para cada G Z.
k
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Si la función de escala y la wavelet son ortogonales, y para todo j vale

(‘N--J'),‘I'(-)) =0 (2-15)

entonces los coeficientes hk y gh verifican:

zhkgk+2j = 0 para cada j e Z.
k

Si el conjunto

{wz-m,- (2.16)

es ortonormal, entonces los coeficientes gh verifican:

zgkgk+2j = 26130 para cada j e Z.
k

Si se verifican las condiciones 2.14, 2.15 y 2.16 se dice que (<I>,Él?)es un sistema ortonormal.

Nota 2.14. Se hablará indistintamente de un sistema ortonormal u ortogonal.

2.5.3 Soporte compacto (buena localización en el tiempo)
Si las familias {iï>J-_¡,(:I:)}¡cy {Wj,k(z)}k son ortonormales, los coeficientes de la transformada pueden
calcularse como:

cg): fm) amada ; dí”=/f(z> WW)“
Como en general los valores de una señal discretizada no tienen correlación con los otros valores de la
misma alejados en el tiempo o en el espacio, es deable que las funciones de escala y las wavelets tengan
soporte pequeño.

Nota 2.15. El soporte de la función de escala <I>(z),que verifica 2.1, es el intervalo [0,N

2.5.4 Aproximación polinomial
Supongamos que la función de escala verifica cierta propiedad: todos los polinomios de grado menor que
3 se pueden representar, en un intervalo dado, como combinación lineal de la función de escala y sus
traslaciones enteras. Entonces estos polinomios pertenecen localmente al subpacio Vo,y se puede ver
que también pertenecen localmente a todos los Vj, con lo cual todos los coeficientes de detalle son 0. Por
ejemplo,

Va: e 0,b , zz = ak<I>(a: —k ) e Vo, ak = cm),k
kez

con el cambio de variable z = y/2, se obtiene

2 _ 1 a: _ (-1)

Vze [0,b], a: _ ¿«Viagñm 5 —k ) e V.l , Nim. _ ck ,

y como Va: e [0,b], ¡1:2= fo(a:) = f_1(z), entonces r_1(a:) = 0 y dí“) = 0. Análogamente, V1: e
[0,b], 1:2= fJ-(z), y entonces 13(2) = 0 y dí” = 0, para j = -2, -3, . . . —L. Supongamos ahora que se
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tiene una señal ”suave”, parecida a un polinomio de grado 2. Entonces los coeficientes de detalle serán
muy pequeños. Al escribir a f como en (2.4), si los coeficientes df son pequeños se los puede llevar a
0 aplicando un umbral, y una cadena larga de ceros se puede comprimir fácilmente. Por otro lado, como
casi toda la información de la señal está concentrada en los coeficientes de aproximación c(_L), el error
cometido será muy pequeño, y la señal reconstruída será. de buena calidad. En resumen, para lograr la
compresión de una señal es importante que la función de escala pueda reproducir polinomios. Cuanto
mayor es el grado de los polinomios que pueda reproducir, más señales suaves se podrán comprimir.

Definición 2.1. Decimos que <I>(a:)tiene aproximación polinomial de orden s ( accuracy s ) si cualquier
polinomio p(a:) de grado < a puede escribirse como

12(2)= z ak<1>(a: - k ). (2.17)
kGZ

Si tI>(:t:)tiene soporte compacto, esto es equivalente a que se cumplan:

th :2, z(—1)'° k” hk:0, p=0,1,...s—1.
k k

Para hacer más adelante una comparación de ésta con otras fórmulas que daremos a conocer, re
escribimos la fórmula anterior como

2hk=1, z k" hk=vp, p=1,...s—1 i=0,1,
her.- her;

donde v, son ciertas constantes, I‘o = ZZ es el conjunto de todos los enteros pares, 1‘1= 2Z + 1 es el
conjunto de todos los enteros impares, y I‘oU I‘l = Z.

Nota 2.16. La aproximación de polinomios por combinaciones lineales de <I>(a:—k) es un fenómeno local.
Si en la ecuación 2.17, :t e [p,p + 1), (p e Z) entonces existen N valores distintos de k para los cuales

80p(‘ï>(z - k)) n [2047+ 1) 96 0,

y entonces existen N valores ak tal que vale la ecuación. Si a: cambia de intervalo, entonces cambia el
conjunto de constantes ak.

Existen varios ejemplos conocidos de funciones de escala ortogonales de la aproximación polinómica
deseada- ver El inconveniente es que cuanto mayor el orden de aproximación polinomial, mayor
es la cantidad de coeficientes hk y mayor el soporte de <I>(a:),y hay que hacer un balance entre las 2
propiedades buscadas.

La función de escala de Haar tiene aproximación polinomial de orden l, es decir, representa localmente
a las funciones constantes. Y la función de escala Daubechies 4 tiene aproximación polinomial de orden
2, es decir, representa localmente a las funciones constantes y a las rectas - en la figura 2.11 se observa
la aproximación del polinomio p(a:) = a:/ 2 por traslaciones enteras de la función de escala de Daubechies
4. La suma —indicada. por el trazo recto en el centro —no es una recta en los bordes porque se tomó una
combinación lineal finita de funciones <I>(:r- k).

La función de escala Symmlet 8 tiene aproximación polinomial de orden 4, es decir, que aproxima
polinomios de grado menor o igual a 3.

2.5.5 Buena localización en las frecuencias

Al realizar un paso de la transformada wavelet, se filtra la señal con los filtros h’ y g’ (por una contante).
Si los filtros son finitos, son finitos h y g, y tanto la función de escala como la wavelet tienen soporte
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Figura 2.11: Aproximación de 3/2 con funciones <I>(a:—k) Daubechies 4.

compacto. Pero sus transformadas Fourier no pueden tener soporte compacto. O sea que la localización
en frecuencias nunca será perfecta. Sin embargo, cuanto mejor los filtros h’ y g’ separen las bajas
frecuencias de las altas frecuencias de la señal - ver esquema 2.10 - mejor localizada en frecuencias
será la transformada wavelet. Esto sucederá.si h’ un buen filtro pasa-bajos, es decir, su respuesta en
frecuencias es nula en valores cercanos a vr,y si g’ es un buen filtro pasa-altos, es decir, su respuesta en
frecuencias es nula en valores cercanos a 0.

Si IKes un filtro pasa-bajos, entonces su respuesta en frecuencias ÍÏ(-w) debe ser 0 en w = 1r. Es
decir, H (-1r) = 0. Y como Ü (w) es periódica con período 21r,entonces ÍÏ(7r) = 0, y la transformada Z
cumple H (-1) = 0. Si Ü (w) tiene una raíz doble en w = 1r,hay un mayor decaimiento de ÍÏ (w) en 11-.

Si ÏÏ(w) tiene una raíz de orden m en w = 11',vale

A a}? ¿am-1)}?
H(1r)= = ---= —aw(m_1)(1r)=0.

De manera equivalente

aH 6(’"‘1)H
H(-1)=EF” = =WFI) =01

y H (z) se puede escribir como

H(Z) = (1 + 2-1)"'Q(z),

lo cual implica que.

H(w) = (1 + e-iw)mó(w).

Cuanto mayor es m, más “achatada ” será. la respuesta en frecuencias de h' cerca de w = 11',y mejor filtro
pasa-bajos será h’.

Analogamente, si g’ es un filtro pasa-altos, entonces G(0) = G(1) = 0. Si G(w) tiene un raíz de



30 CAPÍTULO 2. WAVELETS EN 1D

orden m en w = 0, valen

A aá ahh-UE:
c(o)=ñm)= =mm) :0,

aa a(m-1>G
G(1)=Ea) = =WC) =0,

Ge) = (1- ramos),
¿(un = (1 - e-‘w)mó(w).

Cuanto mayor sea m, más “achatada ” será. la. respuesta en frecuencias de g’ cerca de w = 0, y mejor
filtro pasa-altos será.g'.

2.6 Propiedades: sus relaciones y consecuencias

Teorema 2.1. Sea (<I>,II')un sistema ortonormal, cio) son los coeficientes de la señal original, y se
calcula su transformada wavelet de L niveles, obteniéndose los coeficientes cí_L),dí_L), . . .dí'l) , tales
que

¡(2) = z (359442—k)
k

= ici-“(ILMM + É: zdíj)‘1’j,k(z)
k J‘=—L+1 k

Si se cuantizan los coeficientes, aplicóndoles una función de cuantización Q(z:) —comopor ejemplo
el redondeo, o el pasar los coeficientes por un umbral, quedando los más grandes- entonces la señal

, o . . . , . .
recontruida Ei ), que se obtiene antitransformando, tiene un error cuya norma cuadratica es igual a la
de los errores de cuantización:

—1

¡(2)=zcetmwsm) + Z; zmdwwjm)
k J‘=—L+1 I:

= 235944: —k),
k

nos - ¿“IL= ur- ri
2 -1 2 1/2

= (cgi-L)- Q(cí'”)) + z z (d?)_ Q(dí.i))))k J'=-L+1 k

Esto indica que la cuantización es un proceso estable, cuando la.transformada es ortonormal.

Teorema 2.2. Si <I>es m veces derivable con continuidad, son equivalentes:

o H(z) tiene un raiz de orden m en z = —1 , es decir, H(z) = (1 + z“)”‘Q(z), o, en forma
equivalente, H(w) = (1 + e’i‘”)"‘Q(w),
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aH 6("‘—‘)H
H(-1)=67(-1)= =WP” =0,
G(z) tiene una raiz de orden m en z = 1, es decir, G(z) = (1 —2’1)"‘Q(z), o en forma equivalente
G(w) = (1 - e""’)”‘Q(w),

3G 8(’"")G
°G(1)=E(1)=“'=W(1)=0,
o z k” hk=vp i=0,1, p=0,...m—1,

kEF.‘

o Z: k? gk=0 i=0,1, p=0,...m—1,
her.

tï>tiene aproximación polinomial de orden m,

o \II tiene m momentos nulos,

si cio) = p(zk) es un polinomio de grado r < m discretizado en :ck, entonces los coeficientes de
aproximación de la transformada wauelet cía-l) son otro polinomio de grado r discretizado en 22k,
y los coeficientes de detalle día-1) son nulos. ( En este caso, decimos que la rama pasa-bajos de la
transformada wavelet preserva los polinomios discretizados).

Teorema 2.3. Salvo el caso de Haar, no existen funciones de escala que sean simultáneamente simétricas
y ortogonales.

Para los dos teoremas que siguen, ver [5]y las referencias que allí se indican.

Teorema 2.4. Si f tiene derivadas hasta el orden m que son Lipschitz 1, f tiene soporte compacto,
(<I>,\II)es un sistema ortonormal, y \I' tiene m momentos nulos, entonces la diferencia entre f y su
proyección en VJ se puede acotar de la siguiente manera:

llf - fJIlz S ¡{Z-Jon“)

Teorema 2.5. Si f tiene derivadas hasta el orden m que son Lipschitz 1, f tiene soporte compacto,
W

(<I>,\I')es un sistema ortonormal, f<I>(:c)dz = 1, y f z”<I>(a:)dz = 0 para r = 1,... ,m —1, entonces
—W

vale para todo J

IIc“’-2-“f(+)ll=[ii(¿Di' 2" 2 k 2']k=0

5 C 240" +1),

donde

cí") = /f(:c) <I>¿¡,(a:)dz.

Coifrnan sugirió construir <I>y ‘11de manera de que cumplieran con las hipótesis de los 2 teoremas
anteriores: de allí surgieron las Coiflets.
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8

Daubechies4 2.3 0.683 0.55

Tabla 2.1: Ejemplos de funciones de escala y wavelets

Lema 2.1. .
En las condiciones del teorema anterior, si se multiplica todo por 2J/2, y se aplica 2.10, se obtiene

nes")-re)ILscz-J<m+m>,

donde g(y) = f (2‘J y) y cio) = f g(z) (Polka) dz. Esto indica que si el muestreo es suficientemente

fino, entonces cio) z f 2—J. El error que se comete, al tomar a los coeficientes cio) como los valores de
la señal original, es pequeño.

2.7 Ejemplos
En la tabla 2.1 se listan algunas wavelets ortonorrnales, se da el orden de aproximación polinomial, el
largo del filtro asociado h, una estimación del radio espectral conjunto p, y una estimación del exponente
de Holder s. El exponente de Hólder da una medida de la. regularidad de las funciones: cuanto mayor
es el exponente, más suave es la función. Tanto la función de escala como la wavelet tienen el mismo
exponente Holder. Para obtener s se estima el radio espectral conjunto p. En la sección 2.8 se explicará
el procedimiento.

La wavelet Coiflet 2 —de Coifman- tiene 4 momentos nulos, y su función de escala cumple

f <I>(a:)da:= 1,

Y
W

fzrÓClï) da:= 0 para r = 1, ..3
—oo

2.7.1 Algoritmo cascada
Este algoritmo permite graficar las funciones de escala y las wavelets, para las cuales en general no se
tiene expresión analítica.

Algoritmo 2.1. gráfico de la función de 563.13:
oo

Supongamos que f <I>(z)da:= 1, y f z”<I>(:1:)de = 0 parar = 1, ..m— 1. El algoritmo converge aunque
—oo

<I>(a:)no tenga momentos nulos.
Sea x(a:) la función característica del intervalo [0,1)

mo={
1 si OSz<1
Osino. ’
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Figura, 2.12: Coiflet 2: Función de escala. y wavelet

y sea. (13°)= 1. Se inicia el algoritmo con la. función

<1><°>(z) = aá°)x(z),

y se itera sobre la ecuación de dilatación 2.1 para. obtener sucesivas aproximaciones <I>(1)<I>(2). . . <I>(P).. . de
Para p = 1 se obtiene

N N

<I><1>(z):2)“ <I><°)(22-1: ) = Zag)“ 2 z-k ),
k=0 k=0

con a?) = hk. Si se sigue otro paso más, se tiene

N N

<I>(2)(:c)= zhk ¿(W 2 z- k ) = zafiu 4 2- k ),
k=0 k=0

donde

2 N 1

oí) = z hj.a.í_)2j,
k=0

es decir

(¡(2) = (¡(1) * (h T 2).

Y en general,

N N

q;(p+1)(z)= zhk ¿(10(2 a,_ k ) = zaíwl)“ 2p+1z _ k )’
k=0 k=0
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donde

a.(p+l) = am * (h T 2P).

Así, se calculan coeficientes de las sucesivas aproximaciones (NP)que corresponden a una base x( 2Pz-k )
de soporte cada vez más pequeño. Veremos que las aproximaciones 60’) convergen a <1).

Los coeficientes aÜ’)de las sucesivas aproximaciones 60°) para p = 1, 2,3, . .. son

a“) = h = (am) T 2) * h,

a“) =h*(hT2) = (h12)*h= (a0)T2)*h,
a.(3)=h*(hT2)*(h1‘22) =[((h12)*h)1‘2]*h=(a.(2) T2)*h,.

Comparando con el esquema 2.10, se ve que las expresiones de la derecha corresponden, salvo constantes,
a calcular los distintos pasos de la transformada inversa de un vector que tiene un 1 como primer elemento
y ceros en todas las posiciones restantes, que corresponden a los coeficientes de detalle:

[cg-v) c;:1’1_,¿(g-P) :le dá") ¿15:24]:[10 o o o o].

1

e”) =0 k=1,...2"-P-1
d,” =o, j —p,...—1,

0 ...2"+J'—1

Vector inicial

—1

¡(2) = z cL-P)<I>_,,,.(z)+ z z nglrj,,.(z)
k j=—p k

= <I>_p_o(a;)= 2'9/2‘} (2’Pz) función asociada a los valores iniciales.

Sucesivos pasos de la transformada inversa dan —recordarque los detalles de todos los niveles son O-:

¡(2) = Eat-‘P‘”’<r-(p_n,k(z>,
k

h(-(P-lll — (-P) _
c —(c T 2) * fi

h a“)
= — = — antitransformada1 paso.x/Ïx/Ï

¡(2) = ici-("‘2lló-(p_z,.k(z),
k

h(-(p-2))_ (-(v-U) _
c (c T2) * fi
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¡(2)=243% - k),
k

h aü’)(0)_ (-1) _ _ _ 
c —(c T 2) * fi _ 21W antitransformada p pasos.

En virtud del lema 2.1

lle-‘°)-2"’”<I>(2'-p)ll2

o sea, si p es suficientemente grande,

(p)

2-9/24, N6:0)= “L29/2’

<I> z ag").

Así se obtienen valores que corresponden aproximadamente a la función de escala discretizada. En
general, con 10 iteraciones alcanza para tener un buen grafico de la funcion de escala.

Nota 2.17. Es conveniente tomar un vector inicial de longitud 2" con n >>p. No es conveniente tomar
p = n,porque si la longitud de los coeficientes de aproximación ch") en el vector inicial es 1, y este
se periodiza al antitransformar, entonces se tiene un vector de unos, con detalles nulos. Si <1>(1:)tiene

o(rdende aproximación polinomial 2 1, entonces por el teorema 2.2 la antitransformada será constante (o
ck = C).

Algoritmo 2.2. Gráfic de la wavelet:
Una vez calculados amm”), . . . 110°“), correspondientes a <I>(1)(a:),tI>(2)(a:),.. ¿(P-“(2) con el algo

ritmo anterior, se reemplaza ¿(P-1) (z) en la ecuación de la wavelet 2.2 para obtener

N N

wm) = 29k <1><P-1>(2 z —k ) = 2115:)qu a:—k),
k=0 k=0

(¡(1!)= ¿(P-l) * (g T 2r-l)_

Veremos que esto corresponde (salvo constantes) a calcular los distintos pasos de la transformada
inversa de un vector de longitud 2" que tiene un 1 como primer elemento de detalle y ceros en todas las
posiciones restantes:

‘P’ ¿22,4 ¿ig-P) ¿3:14 dá“) ¿5124][c3
[o o 1 o o o].

Si se calcula la antitransformada de este vector, no se obtienen los a“) . ..a,(P), sino otra secuencia de
coeficientes b“) . . . bm. Probaremos que en el último paso coinciden: bÜ’)= am.
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eii-“:0 k=0,...2"—P-1
dO-P)=1

Vector inicial ¿(-1° = 0 k = 1,...2"‘P —1
(15):, j=—p+1,...—l,

k=0,...2"+1' —1
-l

¡(2) = Zci")<b—p.k(z)+ Z Edi”)\Iu-.k(z)
k Í=-P k

= \Il_p,o(z) = 2-9/2‘1' (2'92) función asociada. a los valores iniciales.

En efecto, al realizar la.antitransfonnada se calculan coeficienta b“), bm, ..., bÜ’):

HI) = z Cí-(P—l))‘1’—(p—1).k(z),
k

¿(-(P-I» = (¿(-p) T2) * % + (¿(-p) T2) * Ég
= fi = fi antitransformada1paso,

¡(2) = z cí“”""”<1>-(,_2),k(z),
k

h(-(r-2)) = (-(p-1)) __
c (c T2) a:fi

g h 13(2) .

= T2) a:ñ = T antitransformada2pasos.

Y por último

nz) = DFM —k),
k

¿(0)= (¿(-1) T2) * L2 = % antitransfonnada p pasos.

Los coeficientes bo“)verifican

ba) = g = (¡(0)w

ba):(me2)*h=(g1‘2)*h=a(l)*(g1‘2)

¿(3)= (¿(2)T2) *h={[(912)*h]1*2}*h (2.18)

Según 2.18, la respuesta en frecuencias de bm es

15(3)(w) = á(4w)fi(2w)fi(w)
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que corresponde a (h T 2) * h,* (g T 22) Entonces

bm = (hT2)*h* (9122) =a(2)* (91‘22).

Siguiendo este razonamiento se llega a

¡,(p)= (boa-2) T 2) * h = ¿(p-1) ,..(g T 2p-1) = am,

De nuevo, aplicando el lema 2.1, se llega a que

k b(P)—1:/2 _ N (0) = k_
2 ‘11(2P) N c" 2r/2’

k

11(5) z bi”)= aíp),

si p es suficientemente grande, y se obtiene una versión aproximada de la wavelet discretizada.

2.8 Continuidad de las funciones construídas

Veremos cómo con el cálculo del radio espectral conjunto se puede verificar la.continuidad de las funciones
de escala o de las wavelets. Para mayor información, ver [6], [7], [8]y

Para a: e [0, 1] definimos el vector v(a:) de N elementos:

' ¡20(2) ¿(3)
v1(z) <I>(:z:+ 1)

11(3)= ¡02(3) = ¿(z +

_ 'UN_1(:B) Ó1(2+N- 1)

De la ecuación 2.1 se llega a

<I>(0) ' ho ‘I>(0)

¿(1) h2 hi ho <I>(1)
¿(2) = hai ha ha hl ho <1’(2) 1

<I>(N — 1) h hN hN_1 <I>(N — 1)

que volvemos a escribir como

(I’r = To‘ï’r,

donde

[To]¡,,-= h2i-j

Nota 2.18. La posición arriba a la izquierda de cada matriz corresponde a.los índices(0,0).

Además

Mi) hl ho (No)
¿(2) ha ¡12 hi ho ‘Ï’(1)¿(5) = hs ¡7,4h3 hz hl

w524) hN {>(N—1)
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y llamando v(á—)= (Im, la ecuación anterior se puede escribir como

‘I’n = qu’l‘»

donde

[T1],-,,-= h2i—j+1

Lema 2.2. Valen las siguientes igualdades

m) = mas), sia: e ¿[0, 1]= [0,á] (2.19)

v(a:) = T1 v(2a: —1), si a: e ¿{[0, 1] + 1} = É, 1]. (2.20)

14%)= T0 v(1) = mm)

Lema 2.3. Sea :c e [0,1], y sea a: = 0.d1d2 su desarrollo binario, donde cada dj 6 {0,1}. Si se
define

Tx_ 22:, si: e [0,
_ 22-1, size[%,l]

entonces valen

11(2)= Ta¡v(Tz)

12(2)= 21,sz . . . Tdmv(-r”‘a:)

Es evidente que los productos de matrices To y Tldeben estar acotados.

Teorema 2.6. Una función de soporte compacto (Mz), que cumple la ecuación de dilatación, es Holder
continua si y solo si 12(2) es Holder continua, y el exponente de Holder es el mismo para ambas.

Lema 2.4. Si el orden de aproximación polinomial es 1, entonces

o las columnas de To y T1 suman 1,

o /\ = 1 es autovalor de To y T1,

o WT = [ 1 1 1 1 ] es autovector a izquierda de ambas matrices:

WTTO = WT y WTTo = WT

Lema 2.5. Si el orden de aproximación polinomial es s, entonces A = 1, á --- (aa-1 son autovalores de
T0 y T1

Lema 2.6. Si a: < y son 2 números diádicos, con desarrollo binario finito. Si son cercanos, coinciden
en los primeros m digitos, y

v(y) - v(z) = Ta1Ta,---T¿.,.(v(T”‘y) - v(0))
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Entonces para analizar la regularidad es necesario estudiar el comportamiento de los productos
leTd, . . . Tam sobre todos las posibles diferencias 12(2)—1)(0), con z diádico.

Lema 2.7. o Sea E el complemento ortogonal a W en SR”. Entonces E es un subespacio de dimen
sión N —1 invariante por To y por T1, es decir, si y e E => Toy e E y T111e E.

En efecto, si y e E, entonces WTToy= WTy = 0, y WTle = WTy = 0.

o E contiene a 11(1)—v(0). Esto se debe a que

ou) <I>(0)
<I>(2) <I>(1)

v(1) - v(0) = ¿(3) - (N?) ,

¿(19) out“- 1)

WT(v(1) — 11(0)) = <I>(1) — <I>(0) + q>(2) — <I>(1) + <I>(3) — <I>(2) + - -- .

Los únicos términos que no se cancelan son <1>(N)y <I>(0),que son 0 parla hipótesis de continuidad
de <I>(a:). Entonces WJ. [11(1)—12(0)] y v(1) —11(0) e E.

Teorema 2.7. Si para todom vale

¿13351“(1111szu-Td...)/E|| s 00'"1- I

con 6 < 1, entonces v(a:) es Hólder contínuo con exponente s = —10520.

Definición 2.2. El radio espectral conjunto de 2 matrices To/E y T1/E se define como

p = p(To,T1)=ïrgiup ¿835 IITalTa,“farm/EH” "'

Entonces si p < 1, entonces 12(2)es Holder contínuo con exponente s = —log2 p.

Teorema 2.8.

P(T0,T1)=717ÏIÏ:°UP¿gagflflTalTa “Tam/E)“ m,

donde en el término de la derecho p indica el radio espectral de una matriz.

Teorema 2.9.

¿11%porn, . . .Tam/E)“ms p(To,T1)s ¿al “un, . . .Tun/EH”"‘.

Se puede obtener una cota. inferior del radio espectral conjunto calculando el mayor autovalor en
módulo de todos los m productos de To/E y T1/E, en cualquier orden.

Por ejemplo para m = 2, se calculan p(ToTo/E)1/ 2, p(ToT1/E)1/ 2, p(T1To/E)1/ 2 y p(T1T¡/E)1/ 2 y
se elige el máximo.

Dado 0 una. estimación de p(ToT1/ E), existe un algoritmo para verificar que p(ToT1/E) 5 9.
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Algoritmo 2.3. Algoritmo de Heil y Colella [9]:
Indicaremos con tilde que tomamos la restricción de las matrices al subpacio E. (Ïo = To/E,

’Ï1= Tl/E, etc.)
Dado 0, se construye un árbol diádico con el fin de encontrar bloques P = Ïdl'Ïd, ...Ï¿m, tales que

IIPII‘/’" s a.

N Del nodo raíz del árbol salen 2 ramas: una para el nodo (que representa a ) Ïo y la otra para el nodo
T1.

Si I Ïo“ 5 0, el nodo Ïo es terminal.

Si IÏo" > 0, se agregan 2 ramas a ese nodo Ïo. Una para el nodo ÏoÏo, y la otra para ÏoÏl.
En general, si un nodo representa a P = Ïd1Ïdz...Ï¿m, y ||P||l/m S 0, entoncesese es un nodo

a - - l/m .. " N , N 1/(m'l'1)
terminal (hOJa). Sl ||P|| > 6, se le agregan 2 hlJOS:P To y P T1, y se controla s1 "P T0" 5

l/(m+1)
5 0 o no.

Si todas las ramas llegan a un nodo terminal, se termina de construir el árbol, y se puede afirmar que
p(ToT¡/E) 5 0. A continuación esbozaremos la demostración.

o no, y si "P 'Ïl

Con las secuencias de ceros y unos (que corresponden a los productos de Ïo y T1) de los nodos
terminales se forma un alfabeto A. N N __ __ __

Dado cualquier producto de matrices To y T1, por ejemplo T,¡¡T¿2. “Tam, se busca en el árbol la
secuencia formada por los primeros dígitos binarios correspondientes : dldg... hasta llegar al primer nodo
terminal, y así encontrar la primer secuencia que pertenece al alfabeto A: d1d2...dm¡. Con los dígitos
restantes se procede de igual forma. De esta manera, d]d2...dm se puede escribir como una sucesión de
secuencias del alfabeto:

dldz...dm¡d1d2...dm, ...d1d2...dmn,

donde m1 + m2 + -- -mn = m. Entonces

||rd15d,...rdm||"’"

s [(“rm ...r'dmlIll/mty“ (una, mi,“
S [01m9m: ._.9mn]1/m =

I“"‘")'"“]”'"

Lo anterior vale sobre todos los productos de longitud m, y vale Vm. Entonces también vale en el
limite cuando m —)oo, y se prueba que el radio espectral conjunto es inferior a 9.

Si durante la construcción del árbol, en un nodo P vale que IIPIII/m > 0, se siguen buscando nodos
dcendientes de P para ver si

"PÏdrqu’. Il/(m+j) S 9

Es decir, si fuera cierto que p (Ï0,Ï1) > 0, entonces esto no se detectar-ía y nunca se terminaría de
construir el árbol. N N

En 1995 Lagarias y Wang conjeturaron que existía un producto finito de matrices Tal...T¿,,_tal que

p (Ïdl..Ï¿m)l/m = p (Ïm'Ïl) . Recientemente se demostró que esta conjetura era falsa [10] , y que el
cálculo del radio espectral conjunto es un problema NP-hard [11], [12].
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2.9 Procesamiento de imágenes: wavelets separables
En el procesamiento de imágen, la manera mas sencilla.de proceder es la de aplicar un paso de la
transformada unidimensional primero a las filas y luego a. las columnas de la. imagen. Esto da origen a
las funciones de escala. y a. las wavelets separables, una. función de escala. <I>(a:)<I>(y)y 3 wavelets asociadas
:\II(a:)tI>(y),<I>(z)\II(y),\IJ(a:)'II(y).Las primeras 2 wavelets capturarán los detalles de una imagen en el
sentido vertical y horizontal, respectivamente, para cada escala. Y la.última los detalles diagonales.

En cuanto a los subespecios, lo anterior equivale a.tomar el producto tensorial de los espacios generados
por un análisis de multirresolución en una, dimensión:

v0= VJ” ®vá” = gen{<I>(z- nm - m

= {VK}e WP] o {VB}eaWPF]
= V_1 ea W_1 ,

donde

v_1 = [V171® vii/l]

W_1 = [{VÉÏ}® W910}e {WÍÏ} o V34} e {Wifi} o WPF“ .

A contimuación deducimos las fórmulas para un paso de la transformada. Sea.X la, imagen original
de N x N, y f (z, y) e Vosu función asociada, en la, imagen y es el eje horizontal y 1: es el eje vertical
hacia abajo:

N-l N-l

¡(2,30= Z; 2 mmm - ¿my - k):1
= z {z muy —k)} <I>(1:—i).i=0 k=0

Para cadai fijo se aplica.la transformada wavelet a.X¡., la fila i de X , y se obtienen los coeficientes 85:1)
y 35:1). La función entre llaves, que pertenece a Von},se escribe ahora en las bases de V3} y WH}:

N_1 N/2-l N/2-1

my): Z{ 2 21;“ <I>-1,k(y)+Z: ¿5;"w-1,k(y)}<ï>(z-i)i=0 k=0 k=0

N/2-1 N_1 N/2-1 N_1

= z {z Effect —o} <I>_1.k(y)+ z {z ¿(flow —i)}‘11_1'k(y).

Por último se fija el índice k y se aplica. la transformada a ESI) y 3'21). Las 2 expresiones entre llaves,
que pertenecen a. Voh} se escriben en las bases de VÉÏ} y WK} :

N/2-l N/2-l N/2-l

f(-’B,y)= z { z LLi,k‘Ï’—1.i(ï)+ z LHi,k‘I’—1,i(z)}‘Ï’—1,k(!/)k=0 i=0 i=0

N/2-l N/2-1 N/2_1

+ z z HLi.k‘Ï’—1,i(2)+z HHi,k‘I’—1,i(3)}‘I’—1,k(y)1k=0 i=0 i=0
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Figura 2.13: Imagen original

y reorganizando los términos, se obtiene

N/2-1 N/2-1 N/2-1 N/2-1

= Z z LLr,k<I>_1,i(z)<I>-1,k(y)+Z; z LH¡,uI'-1,.-(z)4>_1,k(y)
í=0 k=0 i=0 k=0

N/2-1 N/2-l N/2-1 N/2-l

+ z z HL¿.k‘Ï>—1.i(3)‘I’—1.k(y)+z z HHi.k‘I’—l.i(z)‘I’—l.k(y)
i=0 k=0 ¡:0 k=0

En la figura 2.13 se observa la imagen original de un teléfono. El color blanco se representa con
255, y el negro con 0, en total hay 256 niveles posibles de gris. Si se aplica la transformada Haar a las
filas, se obtiene una matriz como en la figura, 2.14, y si se aplica Haar a las columnas de esta última, se
obtiene un paso de la transformada Haar separable —verfigura 2.15 Los coeficientes de las 3 submatric
de detalle son pequeños en comparación con los de aproximación: para poder observar la información
que contiene cada subimagen de la transformada, éstas han sido reescaladas. La submatriz arriba a
la derecha resalta los detalles verticales de la figura, y corresponde a la banda llamada H L(h.igh-low).
Sus coeficientes han sido filtrados con un filtro pasa-altos en dirección horizontal , y con un filtro pasa
bajos en dirección vertical.Si suponemos que el eje de la variable a: es vertical, y el de la variable y es
horizontal,estos coeficientes están asociados a la base <1>(:1:)\I¡(y)y sus corrimientos enteros. De manera
análoga, la submatriz abajo a la izquierda resalta los detalles horizontales de la figura, corresponde a
la banda llamada LH, y sus coeficientes estan asociados a la base ‘Il(z)<I>(y)Y la submatriz abajo a la
derecha resalta los detalles diagonales de la figura, corresponde a la banda llamada HH, y sus coeficientes
están asociados a la base \I!(:1:)\Il(y)Finalmente, la.submatriz arriba a la izquierda da una versión de la
imagen de menor resolución, corresponde a los coeficientes de aproximación LL, y sus coeficient están
asociados a la base <I>(z)<I>(y).

En la figura 2.16se observa el segundo paso de la transformada Haar.(o la transformada Haar bajando
2 niveles). Y en la figura 2.17, se observan los valores reales de esta transformada: se puede apreciar la
magnitud de los coeficientes de aproximación, que ocupan 11-6de la imagen transformada, en comparación
con la relativa pequeñez de los coeficientes de detalle, que ocupan el resto. Esto es lo que hace posible la
compresión de imágenes.
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Figura, 2.14: Un paso de Haar aplicado a las filas

Figura 2.15: Haar separable: 1 paso
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Figura 2.16: Haar separable: 2 pasos

Figura 2.17: Valores de la.transformada ( 2 pasos)
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Figura 2.18: Ubicación del 15% de los coeficientes más significativos de la transformada Symlet8.

Nota 2.19. Si la función de escala unidimensional <I>(:c)tiene aproximación polinomial de orden m,
entonces

o la función de escala separable <I>(:1:)(I>(y)aproxima a polinomios bidimensionales de grado < m,

o si la imagen original X¡(33= p(a:,-,yk) es un polinomio discretizado de grado r < m, entonces los

coeficientes de aproximación de la transformada wavelet LLE'?) son otro polinomio de grado r

discretizado, y los coeficientes de detalle LHÁZI),HLS;1), y H Hifi?) son nulos.

2.9.1 Compresión de imágenes
Las imágenes digitales tienen mucho detalle que no es visible para el ojo humano. Esta es la razón por
la cual es posible eliminar parte de la información sin que se puedan detectar diferencias. Para realizar
una compresión con pérdida de una imagen, primero se la transforma, luego se cuantizan los coeficientes
obtenidos y por último se codifican los coeficientes cuantizados.

Las wavelets tienen buena localización en el tiempo: los coeficientes más pequeños, que corresponden
a oscilaciones (de algún elemento de la base) de amplitud despreciable, se pueden reemplazar por 0 sin
que el error se propague a otras zonas de la imagen, y sin alterar la calidad de la imagen cuando se
la. reconstruye. Además, tiene bastante buena localización en las frecuencias, lo cual permite separar
los detalles de la imagen que corresponden a diferentes resoluciones: la transformada wavelet separa
el detalle fino, que corresponde a las frecuencias más altas, del detalle menos fino, que corrresponde a
frecuencias menos altas, etc.. Los coeficientes de detalle fino, que son los que ocupan la mayor parte
de la transformada ( el 75%), son muy pequeños en magnitud; después que se pasan por un umbral, se
obtiene una representación esparsa de la imagen. En la.figura 2.18 se observan los elementos no nulos de
la transformada Symmlet 8, despua de pasar la transformada por un umbral que solo deja pasar el 15%
de los coeficientes más significativos. En la figura 2.19 se observa la imagen reconstruída a partir del 15%
de los coeficientes.

En la tabla 2.2 se observan los resultados de la reconstrucción de la imagen del teléfono con el 15%
de los coeficientes más significativos en valor absoluto, utilizando las transformadas Haar, Daubechies
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Figura 2.19: Reconstrucción con el 15% de los coefs. Symmlet 8.

Transformada del teléfono (15%de los coeficientes) MSE PSNR
Haar 71.78 29.57 bpp
Daubechies 4 50.35 31.11 bpp
Symmlet 8 39.81 32.13 bpp

Tabla 2.2: MSE y PSNR de la reconstrucción con el 15% de los coefs.

4 y Symmlet 8. Aquí se ve la importancia de la elección de la wavelet. Cuanto mayor es el orden de
aproximación polinomial de la wavelet, se logran mejores resultados. La figura 2.20 corrobora este hecho.
En esta figura se grafica el logaritmo del valor absoluto de todos los coeficientes de las 3 transformadas
para otra imagen (Lena de 128 x 128). Los coeficientes están ordenados de mayor a menor, según
su valor absoluto. Como las transformadas son ortogonales, las normas de los coeficientes de cada
transformada son iguales entre si, por ser iguales a. la.norma de la imagen. (Las normas son normas de
la imagen vectorizada, son normas vectoriales y no matriciales). La curva correspondiente a Symmlet8
cae por debajo de las otras hacia la derecha; este decaimiento indica que hay mayor concentración de la
información en los primeros coeficientes para la Symmlet 8 que para las otras transformadas.

En la figura 2.16 se observa la correlación entre diferentes bandas de detalles que tienen la misma
orientación pero distinta escala: son los elementos unidos por flechas en el gráfico 2.21. Esta correlación
se aprovecha almacenando los coeficientes en una estructura de árbol quadtree, y cuantizando de man
era progresiva los coeficientes más significativos primero, se optiene un código embebido. Shapiro [13]
introdujo los zerotrees, o árboles de ceros: se codifica con símbolo especial los coeficientes cuyos descen
dientes en el árbol están por debajo de un umbral dado. Este umbral se va bajando hasta codificar todos
los coeficientes. Por último se codifican los símbolos obtenidos con un codificador basado en entropía:
codificador aritmética o Huffman.

Cuando se trata de imágenesmédicas, que son muy costosas de obtener, se prefiere una comprión sin
pérdida de la información. Said y Pearlman [14]implementaron una transformada de enteros a enteros,
con zerotrees y codificación aritmética en su codificador SPIHT -ver tabla 2.5-. Este permite comprimir
las imágenes con o sin pérdida. Y hay muchas variantes sobre el tema: [15], [16], [17].

En 1999, alumnos de ta facultad implementaron un codificador, el AZBP —o EZW - [18], que
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Figura, 2.21: Correlación entre coeficientes de diferentes bandas de detalle.

Figura. 2.20: Decaimiento de los coeficientes en v.a.

47
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Figura 2.22: Imagen original Lena 512 x 512.

Lena bpp Tamaño PSNR
Original 8.000 256 KB

Comprimida con JPEG 0.065 2 KB 24.45 dB
Comprimida con AZBP 0.065 2 KB 27.74 dB

Tabla 2.3: JPEG vs AZBP

permite comprimir, con o sin pérdida de información, imágenes en tonos de gris. Se implementó una
transformada de enteros a enteros, y una variante de árboles de ceros con planos de bits. Una de las
imágenes de prueba fue Lena - ver figura 222-, que está.almacenada a razón de 8 bpp. Se la comprimió
a razón de 0.065 bpp mediante 2 métodos: JPEG y AZBP. Obsérvense las 2 imágenes reconstruidas.
En la imagen comprimida con JPEG - ver figura 2.23 - se observan distorsiones (pixelado o efectos de
bloque), en cambio la imagen comprimida con AZBP - ver figura 2.24 - tiene una mejor calidad visual.

En la tabla 2.3 se confirma lo que se observa visualmente en las imágenes: a una misma tasa de
compresión (123 : 1) la imagen comprimida con AZBP tiene un PSNR mayor, o sea un error.menor.

El nuevo standard de compresión de imágenes propuesto, el JPEG2000, también permite comprimir
imágenes con o sin pérdida. No utiliza árboles de ceros, porque prioriza la robustez del código frente a
errores de transmisión.

2.9.2 Compresión de imágenes: un poco de historia.

En 1980se formó en Estados Unidos la comisión JPEG ( Joint Photographic Experts Group), buscando
establecer normas internacionales para la compresión de imágenes digitales. Sus miembros provenían de
dos organizaciones: la ISO ( International Organization for Standardization) y la CCITT ( Consultative
Committee for International Telegraph and Telephone).

En 1988 se fijaron las normas para el compresor JPEG [19],basado en la transformada coseno disc
reta ( DCT). Para comenzar una imagen se subdivide en bloques de 8 x 8. Intuitivamente el compresor



2.9. PROCESAMIENTO DE IMÁGENES: WAVELETSSEPARABLES 49

Figura. 2.23: Lena, comprimida. por JPEG a 0.065 bpp.

Figura 2.24: Lena comprimida con AZBP a.0.065 bpp.
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JPEG de 1988 corresponde a descartar información, suavizando las imágenes que quedan en los bloques.
Técnicamente, se aplica la DCT, que corresponde a un cambio de base ( se escribe la información en
átomos o componentes de distinta frecuencia). Luego se cuantizan los coeficientes obtenidos, descartando
las frecuencias más altas, y finalmente se aplica un codificador basado en entropía, como Hufiman o
codificación aritmética. Estos últimos asignan menos bits a los valores o símbolos más frecuentes, re
duciendo el tamaño final del archivo. Al abrir una imagen .JPG, ésta se descomprime automáticamente:
se invierten los pasos seguidos para comprimirla.

Durante varios años JPEG fue el compresor de imágenes más utilizado. Una imagen en tonos de
gris se almacena sin comprimir a razón de 8 bits por pixel. A bajas tasas de compresión da muy buenos
resultados, pero a altas tasas de compresión (menosde un bit por pixel) las imágenes presentan distorsiones
( una especie de cuadriculado) debido a diferencias en las fronteras de los bloques. A1suavizar una imagen
(un bloque) se pierden los bordes. La DCT tiene buena localizacción en frecuencias: permite separar
bien las grandes oscilaciones que corresponden a cambios abruptos de color en los bordes, de las pequeñas
oscilaciones que corresponden a variaciones suaves de color. Pero tiene mala localización en el tiempo
(o espacio): un error en un coeficiente produce distorsiones en todo el bloque. Es por ello que surgió la
necesidad de buscar otras técnicas de compresión.

En forma paralela, en la década de los 80 comenzó el auge de una nueva transformada : las wavelets
(onditas, ondículas, ondelettes), y el FBI adoptó el compresor WSQ basado en wavelets para comprimir
su base de huellas digitales. Intuitivamente, hacer la transformada wavelet de una imagen equivalea ver la
imagen como una suma de detalles de la misma, a distinta resolución. Es decir, la imagen se ve como una
suma de imágenes de bordes finos, bordes menos finos, medianos, gruesos, etc. La base de los coeficientes
de la transformada es una misma función -la wavelet, que tiene la forma de una olita- desplazada en sus
corrimientos enteros, y escalada en potencias de 2 para los detalles de diferente resolución. Hay diferentes
familias de wavelets, diseñadas para lograr diferentes objetivos en el tratamiento de imágenes.

Las propiedades de las wavelets en las que se basa la compresión, son buena localización tiempo
frecuencia, coeficientes de los detalles finos muy pequeños en magnitud, representación esparsa de la
imagen después de pasar un umbral, y estabilidad de la transformada frente a errores de cuantización. La
cuantización progresiva de los coeficientes de la transformada, en la cual se envían primero los coeficientes
más significativos, es ideal para la transmisión de una imagen por internet: el receptor recibe primero
una imagen muy aproximada que se recontruye con los primeros coeficientes, al recibir más detalles se
va perfeccionando la imagen, y se para la transmisión cuando ésta tiene la resolución requerida. En cada
paso obtiene la mejor imagen posible para la cantidad de bits transmitidos. Las wavelets permiten dar
un tratamiento preferencial a una zona de una imagen. Y existen transformadas de enteros a enteros,
que permiten realizar una compresión sin pérdida de la imagen: esto generalmente es requerido para
imágenes médicas, por ejemplo.

En 1997se volvióa reunir la comisiónJPEG, integrada por ISO, ITU (International Telecomunications
Union) -en 1992 se reorganizó la CCITT y se la llamó ITU- y la IEC (International Electrotechnical
Comission), en orden a fijar las normas de un nuevo compresor de imágenes, el JPEG2000 [20], [21]. El
objetivo era lograr una herramienta para la compresión de imágenes de diferentes tipos - imágenes de
2 tonos, en tonos de gris, en colores, y de componentes múltiples, como las satelitales-,.que permitiera
la transmisión progresiva de imágenes y a la vez fuera robusto ante errores de transmisión; que dejara
elegir entre compresión sin pérdida de información, o con pérdida de la misma; que permitiera definir
zonas de interés, comprimiendo el resto de la imagen; y que pudiera comprimir imágenes de gran tamaño,
sin requerimientos grandes de memoria. Las normas fueron dadas a conocer en diciembre de 2000. Se
incluyeron en las normas 2 transformadas wavelet diferentes, según el tipo de compresión buscado: con
pérdida ( Daubechies 9/7), o sin pérdida ( Le Gall 5/3) Ya existen diferentes desarrolladores de las pautas
fijadas por el J PEG2000: en la tabla 2.4 se da una lista de sus direcciones en internet, junto con el nombre
del producto y el código fuente en el cual está. escrito.

En la tabla 2.5 se agrega una lista de los compresores anteriores a JPEG2000. El primero de la lista,
el JPEG, es siempre con pérdida. Los 3 siguientes son sin pérdida, y los 2 últimos permiten comprimir
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J PEG2000 Prod. Cód Desarrolladores
http: / / www.jpeg.org (solo para. socios) V.M.8.6 C

http: //www.ece.ubc.ca/mda.ddams/jasper JasPer C 31.13€;tgïlwgzlumbia
Cannon Research

http: / / jj2000.epfl.ch JJ2000 Java. E.P.F. Lausanne
Ericsson

http: / / uanews.opi.arizona.edu/ cgi-bin/ . .

WebObjects//UANews.woa/wa./ C EE'SÏIÉIIÉÏ; U
MainStoryDetail37ArticleID=5057 '

Tabla. 2.4: Direcciones de implementaciones de JPEG2000

ftp:/ / ftp.cs.cornell.edu/ pub/ multimed . Comell University

AZBP C U. de Buenos Aires

Tabla, 2.5: Tabla de compresores anteriores a JPEG2000

con o sin pérdida.
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Capítulo 3

Wavelets no separables en 2
dimensiones

Como se vio en el capítulo 2, para procesar una imagen se aplica habitualmente la transformada wavelet
en una dimensión por filas y por columnas ( la transformada wavelet separable), y esto prioriza las
direcciones horizontal y vertical, lo cual no corresponde a nuestro sistema de visión. A una determinada
escala los detalles de la imagen están repartidos en 3 submatrices. Una solución más general es hallar
wavelets bidimensionales no separables. En este caso los filtros son bidimensionales no separables, y como
las wavelets son funciones definidas sobre 8‘22,la decimación se hace por medio de.una matriz D, de 2 x 2,
llamada matriz de dilatación. Existen varias matrices de dilatación, que generan diferentes particiones
de Z2 llamadas subgrillas, y dan lugar a diferentes formas de submuestreo o decimación.

Ayache [22], Kovacevic y Vetterli [23], He y Lai [24]y Faugere y otros [25]dieron ejemplos de wavelets
no separables contínuas con la matriz de dilatación D = 2I. En la decimación con la matriz 2I se
eliminan las filas y las columnas impares, y se originan 3 submatrices de detalle en cada paso.

Belogay y Wang [26] hallaron ejemplos de wavelets ortogonales no separables asociadas a la matriz
de dilatación D4, que corresponde a una subgrilla diferente a la que contemplaremos. (Ver nota 3.8 para
la definición de D4 y las subgrillas que determina.)

Kovacevic y Vetterli [27],Cohen y Daubechies [28],investigaron wavelets no separables con las matrices

Kovacevic y Vetterli hallaron ejemplos de wavelets ortogonales continuas. La decimación con D1, tanto
como con D2 , llamada decimación diagonal o al tresbolillo (en inglés quincunx, en francés quinconce),
tiene como resultado el de eliminar todas las casillas negras de un tablero de ajedrez. Por cada paso se
obtiene una sola submatriz de detalle. El filtrar con filtros no separables proporciona un tratamiento más
isotrópico de la imagen, y el tener todos los detalles que corresponden a cada escala concentrados en una
sola submatriz tiene ventajas para diferentes aplicaciones.

En este capítulo no se desarrollará el tema de la estimación de la regularidad, ni el cálculo del soporte
de las funciones de escala. y de las wavelets bidimensionales. Estos temas se desarrollarán más adelante
en su forma más general (ver el capítulo 6 y la sección 8.6).

53
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3.1 Definiciones y notación
o Las funciones de cuadrado integrable ( o de energía.finita) forman el espacio

oo

Lzmz): {flag-Hita que / /[f(271,22)]2d1:1d22(00}.—oo —oo

o Dadas f (3:1,2:2)y g(a:¡,22) que pertenecen a. Lzmz), se define su producto escalar como

oo oo

< f,g >= / /f(21,22)g(21,22)d21d22.
—oo —oo

o Dos funciones f (31,1:2) y g(:cl,a:2) que pertenecen a.L2(922), son ortagonales si

< f,g >= 0.

o Dada. f (31,12) se define su transformada. Fourier como

oo oo

Ï(wl’w2)= / / fc“,:2)e—i(wizi+wzn)dzldz2'
—Cb —oo

o Dado un filtro bidjmensional hk, k e A C Zz, definimos su transformada Z como

H(21,22)= z h(k¡k,)z¡_k‘z;k’.
kEA

o Dado un filtro bidimendional hk, definimos su respuesta en frecuencias, o transformada, Fourier
discreta. en tel tiempo, como

É(wl 3w2) = z h(k¡k2)e_i(klw1+k2w2).

o Dado un filtro bidimensional hk, k e A C Z2, definimos el símbolo

N 1 . 1 A

H(w1’w2) = 5 z h(hh)e—z(k1w¡+k2w2)= 5H(w1,w2).
keA

o Dado un par de enteros no negativos k1 y k2, k = (k1, k2) se define el grado de k como

Ikl = k1 + k2.
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o Dados dos pares de enteros k = (khkz) y s = (31,32), se define

k’ = (kí’1,kg’).

o Dados un par de enteros k = (k1, k2) e Z2 y un par de números reales a: = (21,22) e 922,se define

k_ k1 k2z —a:la:2.

Nota 3.1. Por ejemplo, si a: = (21,22) e 932entonces 27(3'4)= z? 2:3.

o Dados un par de enteros k = (khkz) e Z2 y un par de complejosz = (21,22) e C2, se define

z" = (zi‘l, 2;").

o Dada una matriz de dilatación D, y z e Cz, se define

zD = (251123121, 41122522).

o Dada una señal a: y un filtro h bidimensionales, se define su convolución

(a:*h)k = z 22(k1-Íhk2-j2)h(ï1j2)’
.‘Íi Jn

donde k = (k1,k2).

Nota 3.2.

y = z *h => nz) = X(z)H(z).

o Para j, k e 22, se define el filtro

1 Si '=k '=k,
[aa-1,.={osii; ‘“2 2'

o Un filtro bidimensional h se denomina pasa-bajos si para wo < wl, w = (un ,wz),

A N 1 si osllwll<wo
H(w1,w2)N{ o si wlS||w||<7r
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y para ||w|| entre wo y wl, ÍÏ (w) cambia de aproximadamente 1 a aproximadamente 0.

o Un filtro bidimensional g se denomina pasa-altos si para wo < wl,

A N 0 si05||w|l<wo
G(w)“{ 1 si wlg Ilw|I<7r

y para IIwIIentre wo y wl, aún) cambia de aproximadamente 0 a aproximadamente 1.

o Dado un filtro bidimensional h, se define su reverso h’ como

hi" = h_k'_l.

o Se llama soporte de una función f (z) al menor conjunto cerrado que contiene a todos los a: e 822
tales que f (z) 960. Se dice que una función tiene soporte compacto si su soporte es un conjunto acotado.

o Dado el par de enteros no negativos r = (rhrg) y f e L2(&2) se denomina momento r de f a la

expresión
coco

/ / Zï¡zszf(31,22) (1214122.
—W —W

o Se dice que f(z) pertenece al espacio de Holder C’(822), con 0 < s < 1 ( o que f(a:) es Holder
contínua con exponente de Hólder s ) si

|f(-'0)- f(y)| S K lla:- yII’

donde K es una constante. En las condicionesanteriores también se dice que la función f (z)es de Lipschitz
con exponente s.

o Se dice que f (z) pertenece al espacio de Hólder C’GÏZ), con s 2 1 ( o que f (z) es Holder contínua
con exponente de Holder s ) si s = m + a, m e N, O 5 a < 1, f(z) es m veces diferenciable con
continuidad, y vale

f('")(I) - f("‘)(y) S K III- ylla

donde K es una constante.

o Una matriz B de 2 x 2 es una contracción del plano si para todo a: e 922existe K, 0 < K < 1, tal
que

IIBIII S K Ilzll- (3-1)

Si la norma en 3.1 es la norma euclídea ( o norma 2), diremos que B es una contracción del plano en
norma euclídea.

o Una matriz B de 2 x 2 es una dilatación del plano si para todo a: e W existe K > 1 tal que

IIBIII 2 K IIIII- (3-2)

Si la norma en 3.2 es la norma euclídea ( o norma 2), diremos que B es una dilatación del plano en norma
euclídea.
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Mat. Det. autovalores val. sing. acción

D _2 A1= +fi al = fi Simetría:eje [ 1 «5- 1 ]‘
l Áz= -\/Ï 172= fi +expansiónen fi

D 2 A1= 1 +i al = x/Ï Rotación en L-r
2 A2= 1 —i a2 = fi +expansión en fi

Tabla 3.1: Propiedades de D1 y D2

3.2 Análisis de multirresolución

Veamos primero la función de escala: en vez de considerar al producto de 2 funciones de escala como
función de escala en 2 dimensiones - la llamada función de escala separable-, existe una manera más
general de abordar el tratamiento de imágenes: se puede obtener una función de escala de 2 variables,
no separable:

inf->82

'ï>(a:)= z hk<I>(Dz-k ) (3.3)
IcE/lCZ2

donde:

los valores hk corresponden a un filtro no separable en 2 dimensiones.

D es una matriz de 2 x 2, llamada matriz de dilatación, cuyos coeficientes son enteros y cuyos autovalores
verifican IAkI> 1. Por razones prácticas de procesamiento de imágenes, que expondremos luego,
pediremos que la matriz D tenga valores singulares que verifican ak > 1.

Por abuso de notación <I>(D z —k ) indica que se aplica <I>a las 2 componentes de

_ _ du dm 931 _ k1
Dz k_[d21 ¿22][172] [k2].

Consideramos 2 posibles matrices de dilatación: D1, una reflexión o simetría seguida de una dilatación
del plano real en x/Ï, y D2, una rotación seguida de una dilatación del plano en 2 :

1 1 1 —1

D"[1—1] D2_[1 1]‘
En la tabla 3.1 se listan sus propiedades.

Ambas matrices de dilatación D1 y D2 inducen una decomposición de Z2, el conjunto de todos los
pares de enteros, en dos subgrillas (cosets): Fo y F1, similares a los cuadrados negros y blancos de un
tablero de ajedrez.

zz=rour1; I‘o={DZ2}; I‘¡={DZZ+[(1)]}. (3.4)

O x O x O

x O x O x (3.5)
O x O x O
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Esta distribución de las subgrillas se denomina al tresbolillo ( quincunx, quinconce ). Una subgrilla está
indicada con cruces, y la otra con círculos. La cantidad de subg'rillas 1",-está. determinada por la cantidad
de clases del cociente P/DI‘, es decir, por |D| = |det(D)|, que es siempre un número entero, y que en
nuestro caso vale 2.

Los espacios de aproximación Vj, al igual que en el caso de una dimensión, verifican

..CV_2CV_1CVoCV1C..,

su unión es densa en L2(9R),y su intersección es la función nula. Son generados por las traslaciones en
pares de enteros de la función de escala <I>,o de una versión dilatada o contraída de <I>:

Vj = gen{<I)(DJ' z —k)}kezg.

Consideramos solamente los casos en que el conjunto

{4’06- k)}ke22

es ortonormal.
La cantidad de funciones wavelet asociadas a una función de escala, al igual que la cantidad de bandas

de detalle que se originan en cada paso de la transformada, es |D| —1, que en nuestro caso es 1.
La wavelet verifica la siguiente ecuación:

‘11: 822 —) 31‘.

\I'(a:)= z gk {>(Dz-k). (3.6)
¡uE/lCZ2

donde g es un filtro bidimensional, que se calcula a partir de h:

9k = g(k1,k2)= (-1)k'+k’h(1.1)—k- (3-7)

Para cada entero j, el subespacio WJ-es el complemento ortogonal de V,-en Vi“,

Vj+1 = VJ‘ G3WJ'

y es generado por la wavelet

WJ-= gen{‘IJ(Dj :1:- k)}k.

Nota 3.3. Si la matriz de dilatación es D = 2I, y existen filtros f y l de una dimensión tales los filtros
bidimensionales h y g verifican

hu = fifj, gw"= liljv

—h y g son filtros separables - entonces estamos ante la situación descripta en la sección 2.9 de wavelets
separables.

3.3 Matrices de dilatación (1)
Veamos los efectos de aplicar una matriz de dilatación: El submuestreo, así como el sobremuestreo, son
inducidos por la matriz de dilatación D:
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Figura 3.1: Teléfono submuestreado con D1

Definición 3.1. Submuestreocon la matriz D:

y=:I:.l,D <=> y(k)=z(Dk)

Aquí se eliminan componentes alternativamente en una grilla diagonal, es decir, se suprimen los
casilleros negros en el tablero de ajedrez: son los pixels cuyos índices corresponden ala subgrilla 1‘1.En
cambio, se conservan los pixels a:(j) = a:(j¡ , j2)cuyos índices corresponden a la subg'rilla I‘o :(j = Dk) y se
ubican en la posición k = D’1 j. Aplicaremos la operación de submuestreo a la imagen del teléfono de la
figura 2.13. En la,figura 3.1 se observa el teléfono submuestreado con D1: la imagen queda espejada cOn
respecto al eje de simetría, y es de menor tamaño. Y en la figura.3.2 se observa el teléfono submuestreado
con D2: la imagen queda rotada en —Ï¡-'y reducida.

Nota 3.4. En términos de la transformada Z,

y = :1:i D <=> Y(z) = g [X(zD“) + X(—zD“)]

YC?)_ ¿[XQ/zlzzfllfi) +X(—,/z'—1z2,—1{53] si D = D1
¿[XH/ fiin/2122)+ X(-,/%,-‘/zlzz)] si D = D2

Definición 3.2. : Sobremuestreo con la matriz D:

z si k=Dr
y=zTD 4: yk={0r sino

Las figura 3.3, y un detalle ampliado en la figura 3.4, corresponden tanto a la figura 3.1 sobremuestrea
da con D1, como a la figura, 3.2 sobremuestreada con D2: la imagen recupera su orientación original, y
se pone un cero (cuadrado negro) en el lugar que fue anulado.

Nota 3.5. En términos de la transformada Z, el sobremuestreo es

X(2122, g) si D = D1
y=zTD <=>Y(Z)=X(ZD)={X(2122,51)SÍD=D2
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Figura. 3.2: Teléfono submuestreado con D2

Figura 3.3: Teléfono submuestreado y sobremuestreado.
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Figura, 3.4: Teléfono sub y sobremuestreado- detalle.

3.4 Procesamiento de imágenes

Llamamos cio) a la imagen original, fo(z) es su función asociada y fo e Vo. Si se descompone a fo(:z:)en
la suma de sus proyecciones sobre V_1 y W_1,se tiene

fo(-’C)= z cimas-k)
kEZ’

= f—1(==)+ 74(2)

: (“Lo D-1—k all-“¿1:04 —k.m( '“'“¿2* m< “l
Aplicando las propiedades de ortogonalidad de las bases, y las ecuaciones 3.3 y 3.6, se deducen las fórmulas
de análisis

(-1) 1 z (o)ck = — h(j_Dk)CJ-,

1
d(_l)= -— '_Dk)c(.0),
* FIB! J J

que permiten calcular los coeficientes de un paso de la transformada wavelet. Aplicando las mismas
fórmulas a c("1) en vez de cio), se obtiene el segundo paso de la transformada. wavelet. Estos pasos están
ejemplificados en las figuras 3.5 y 3.6, aplicando la transformada de Kovacevic- Vetterli con la matriz D1.
Ha de notarse que los coeficientes de detalle son muy pequeños y que han sido reescalados para poder
observar la información que contienen.

De manera análoga, para poder antitransformar, se obtiene la fórmula de síntesis:

o 1 —1 —1

ci ) = —D Z h(k_Dj)cg. ) + z g(k_DJ-)dg-) (3.10)
I I 1-62: ma
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Figura 3.5: 1 paso de la transformada KV: (ii-1) y cid)

Las fórmulas 3.8 y 3.9 pueden interpretarse por medio de convoluciones de la imagen con los filtros
h' y g', seguidos de submuestreos con D, según el esquema , y la fórmula 3.10 puede interpretarse como
sobremuestreos de los coeficientes de aproximación y de detalle con D seguidos de convoluciones con h y
g, sumados, según el esquema 3.7.

3.4.1 Formulación polifase
Las fórmulas de análisis 3.8 y 3.9 pueden escribirse de una manera equivalente, en su formulación po
lifase, de manera a no realizar operaciones innecesarias. Para ello se separan los pixels de la señal y los
coeficientes de los filtros según a cual subgrilla -fase- pertenecen.

Si zo son los pixels de la imagen a: que pertenecen a la subgrilla I‘o, y 2:1son los pixels de la imagen
que pertenecen a la subgrilla l‘l, se tiene entonces que

zo = z l D
21 = (3*6-10) l D

z = [970T D]+[a(10)*(-"51 T 19)]

Escribiendo esto en términos de la transformada Z, se tiene:

Xo(z)= z maiz-Í
:ÍGZ2

X1(Z)= z sz+(10)z-j
.‘¡EZ2

X(z) = Xo(zD) + zf1X1(zD).

Análogamente, para el filtro h se tiene

ho = h, J, D

hl = *6-10)J,D
h = [ha T D] + [310 *(h1 T 17)],
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Figura. 3.6: 2 pasos de la transformada. KV: dí“), tii-my efg-2)

20) CEO)C

Figura 3.7: Esquema de análisis-síntesis en dimensión 2
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y en términos de la transformada Z

Ho(z)= z hDjz-J'
¡EZ’

H1(Z)= z hDj+(10)z_j
¡EZ’

H(z) = Ho(zD) + zf1H1(zD).

Se hace la misma descomposición sobre el filtro g.
Se puede ver que la transformada Z de y] = (1:* h’) J, D es

1 1 1 1

Y1(Zl,22)= X0(21122)H0(Z, + X1(21,Z2)H1(z, , (3-11)

y, análogamente, la transformada Z de y; = (:1:* g’) J,D es

1 1 1 1
Y2(21,22) = Xo(21,z2)Go —, — + X1(21,22)G1 —, — , (3-12)

21 22 Z] 22

Esto, en forma matricial, es

Y¡(z) _ Ho(z¿,;l') H1(,¿,z¿) X00?)
[no)]‘[awá¿ocndw9 xao un)

_ X00?)
_ PH',GI|: X1(z) ] -

En general, se define

_ F()F()
3”"[ÁÓ ¿éfl

como la matriz polifase de los filtros F y J. Entonces, las ecuaciones 3.8 y 3.9 son equivalentes a

[ C(—1)(z)] = 1 Hall-1,?) Hai? ] Cáo)(z)D(_1)(Z) VIDI G0(zl_¡) Gl(%)
1 C(°)(z)=_p, , 0

JWÏ”‘[CPu>
y, en términos de convoluciones, a.

cr”: *ha+e@*mfl1 (o)

,—IDI [(co

1 I I

¿(-1) = fi [(680)*90)+ (cio)*91)]

Estas últimas ecuaciones son computacionalmente más eficientes.

3.5 Propiedades
3.5.1 Existencia de la función de escala
Forma Fourier de la. 'L de m A -¿
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Si se transforma Fourier la ecuación de dilatación 3.3, resulta

¿(210%th (av-W) =I?(<D“)Tw)3(<D-‘>Tw)
k

= ñ (<D-‘)Tw)I?(<D-2)Tw)a ((D-sz) =

= 3 ((D’N)Tw) 1:11}?((D’")Tw).

Tomando límite cuando N —> oo, y aplicando ¿(0, 0) = f <I>(z)da:= 1, se obtiene
R2

W
A w _ T
Ó(w)= HH((D n) w).

n=1

Para que est producto infinito sea convergente, debe ser Ï-Í(0,0) = 1, y entonces

ÏI (0,0)= z how) = 2.
keA

3.5.2 Ortogonalidad
Si el conjunto {<I>(a: - k )}k es ortonormal (z e R2 y k e Z2) esto implica

-— ¡“(DNI (11,25): (0,0),
166;? hthD] - { 0 (jhjz) 96(0,0). (3-15)

Si el conjunto {<I>(z —k )}¡, es ortogonal a ‘I'(.'l:)- a: e R2 y k e Z2 - esto implica

Z high»; = 0 VJ’= (11,25). (3.16)
keAcz=

Si el conjunto {\I'( a: - k )}k es ortonormal —a: e R2 y k e Z2- esto implica

det D I ' , ' = 0,0 ,
z 9k9k+Dj= { l] ( )I aeE0o; (3.17)Ice/lcz2 ’ ’

3.5.3 Soporte compacto
Si el filtro asociado a la función de cala (o a la wavelet) tiene finitas entradas no nulas, el soporte de la
función es compacto. No es tan sencillo de obtener el soporte como en el caso unidimensional. El soporte
de una función de escala <I>(:r)que verifica 3.3, está. contenido en un conjunto cerrado S, tal que

s: U D‘1{S+k}.
kEACZ2

3.5.4 Aproximación polinomial
Definición 3.3. Decimos que <I>(a:)tiene aproximación polinomio! de orden m ( accuracy m ) si cualquier
polinomio p(:c) = p(zl,zg) de grado |r| < m puede escribirse como

13(2) = z ak <I>(a: —k). (3.18)
Juez?
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Por ejemplo, si la función de escala tiene aproximación polinomial de orden m = 3, entonces vale la
expresión 3.18 para los polinomios 1, 1:1, ¿1:2, 2%, 21:52, y 2%.

Si la función de escala bidimensional tiene aproximación polinomial de orden m, entonces

th=1, z k’hk=v,., i=0,1, |r|=1,...m-1 (3.19)
ken kerí

donde v, son ciertas constantes

3.5.5 Buena localización en las frecuencias

Al igual que en el caso unidimensional, para el caso bidimensional también vale que si los filtros h y g
son finitos, tanto la función de escala como la wavelet tienen soporte compacto; pero sus transformadas
Fourier no puede tener soporte compacto. La localizaciónen frecuencias nunca será perfecta. Pero cuanto
mejor filtro pasabajos sea h’, y mejor filtro pasa-altos sea g’, (nos referimos a los 2 filtros de análisis)
mejor localizada en frecuencias será la transformada wavelet.

Si h’ es un filtro pasa-bajos, entonces

H(—1,—1)=0.

Si la derivada direccional de É(w) en el punto w = (1r,7r)vale 0 en cualquier dirección, entonces el
gradiente

ar? (F N)
A _ Üw ’ _ 0

VH(1r,7r)— aiii ) —[0],
üwz mi,”

lo cual es equivalente a

ÜH

api-1) =[
%(_11 —1)

OO
|__¡

De la misma manera, si la derivada direccional segunda de ÍÏ(w) en los puntos w = (1r,1r)vale 0 en
cualquier dirección, entonces el Hessiano

—82É (7r 7V —62É (71'vr)A ' ’ 0 0

Vzm’r’”) = 61512? 6131221112 = l o o
81026101(n, w) üwzawg (Tr’n)

y por lo tanto

2 2

a—H(-1,—1) a—H(—1,_1) 0 0
V2H(—1 —1)= 625321 aga-12 =

, 31(4 _1) ÉL(_1 _1) 0 0 '
322321 ’ 822322 ’
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Cuanto mayor sea el número de condiciones que se cumplan, más “achatada ” será la rpuesta en
frecuencias de h’ cerca de w = (7r,7r),y mejor filtro pasa-bajos será h’.

Si g’ es un filtro pasa-altos, entonces

¿(0,0) = G(1, 1) = o.

Si la derivada direccional de Ü(w) en el punto w = (0,0) vale 0 en cualquier dirección, entonces el
gradiente

ac?
A ¿ju-(0,0) 0

VG(0,0) = Á = [ ] ,Em o) 0
6102 ’

lo cual es equivalente a

VG(1,1) = a
En, 1)

220,1) = [ g ]'

De la misma manera, si la derivada direccional segunda de Ó(w) en los puntos w = (0,0) vale 0 en
cualquier dirección, entonces el Hessiano

6G 626

v26(o,o)= awgó‘m“ awlewzm’c” =[° 0],
610231111 3111261112

y

2 2

V26, _ Wii“) #255“) _ o o
(1'1)- a‘zc:l aïc ‘[o o]'

322621 (1’ 1) 822622 (1’ 1)

Cuanto mayor sea el número de condiciones que se cumplan, más “achatada ” será la respuesta en
frecuencias de g’ cerca de w = (0,0), y mejor filtro pasa-bajos será.g'.

3.6 Relaciones entre propiedades
El siguiente teorema, que indica que la cuantización es un proceso estable cuando la transformada
ortonormal, es similar a su versión para las wavelets unidimensionales.

Teorema 3.1. Sea (Ó, ‘11)es un sistema ortonormal, cía) son los coeficientes de 1a señal original, y se

calcula su transformada wavelet de L niveles, obteniéndose los coeficientes cí'L),dí'L),.. .díd) , tales
que

¡(2)= 249M: - k)
k

=zcí_L)<I>_L.k(z)+ z zdíj)'l’j,k(3)'
k .‘Í=-L+l k
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donde

<I>_¿,_¡.(a:)= ¡DI‘L/2 <I>(D-Lz —k)

¿[g-¿(2) = ¡DW2 una“: —k).

Si se cuantizan los coeficientes, aplica'ndoles una función de cuantización 62(2) —comopor ejemplo el
. - , o .

redondeo, o el pasar los coeficientes por un umbral —entonces la senal recontruida Ei ), que se obtiene
antitmnsformando, tiene un error cuya norma cuadra'tica es igual a la de los errores de cuantización:

—1

¡"(z)=zcz(cí‘“)<1>-t.k(z)+ z 29(dí”)wj.k(z)
k J'=-L+1 k= _k),
k

lle“)- ¿“IL = IIf- flL
_l 1/2

= (ci-L)_ Q(cí—L)))2+ z z (df) _ Q(díi)))2)k j=-L+l k

A continuación se demuestra que si hay aproximación polinomial entonces la. rama pasa-bajos del
esquema de análisis preserva.los polinomios díscretizados, mientras que la rama pasa-altos los anula.

Teorema 3.2. Sea <I>(a:1,zz)con aproximación polinomial de orden m. Si para k = (khkz), cio) =
p(a:1,22) es un polinomio de grado Irl < m discretizado en (k1A21,k2AíE2), entonces los coeficientes de

aproximación de la transformada wauelet esc-l) son otro polinomio de grado r discretizado en

((Dk)1A311(Dk)2AÏZ)v

y los coeficientes de detalle (tí-1) son nulos.

Demostración. Sin pérdida de generalidad, suponemos que p(:c¡,22) = 2.11252.Entonc por hipótesis,

0.20)= (j1A21)”(.'Í2A-’62)r2, C011j: (¡11,12) Y 1' = T1 +1'2 < m. (3-20)

Si se reemplaza en la fórmula. 3.8, resultaH)=
ck m z h(j—Dk)(1.1)?102)”,J'GZ’

y con el cambio de variables i = (il, iz) = j —Dk, se obtiene

(-1) (A21)“(Azz)" - r1 - r3c = — h'(‘ll+(Dk)¡)(zz+ (Dk)2)." JI '
A continuación se aplica la fórmula binomial de Newton,

(—1)_(Aa:1)”(Aa:2)" _" r1 . ,,_ r’ r2 _q ,¡_q
cr ————mzh.z(p)zï(0k)1 ¿(Jamba ,iEZ2 p=0
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y por lo tanto

_ AsfiAzr’r'r _r2r _ ..
c5:1)=( 1) (D 2) 1)(Dk)ï¡ pz(2)(Dk);z q z ¡“11131;

V I I p:0 p q=0 q I'EACZ2

Pero si la última sumatoria se separa según los índices pertenecen a una o otra subgrilla,

z hii‘l’ig= z hiifig+ z hd'fiá= 2mm)
ieAcz= ieAnro ¡emm

por lo tanto la última sumatoria es una constante que no depende de i, según 3.19 -recordar que p+ q 5
r1 +r2 = r < m. Luego

(-1)= L n r1 p k A TI-P
ck m;(p)(AII) [(D)1 31]

(Ama[(Dk)2Aa:2]"_°2am)
q=0

es un polinomio de grado r en ((Dk)1Aa:1,(Dk)2Azg) y el término de mayor grado es una constante por

[(Dk)¡A.1:1]rl [(Dk)«¿A:1:2]'2 .

Veamos ahora que los coeficientes de detalle dí”) son nulos. Si se aplica la fórmula 3.9 a c(°), se
obtiene

1
¿(4) = — 9('-Dk)(.'Í1A-'51)"(.7'2A32)”
k \/_IDI J

Reemplazando los elementos g(J-_D,,)por su expresión 3.7, resulta

_ Aa: "1 Aa: "2 . .d},1’= ui z (-1)fihm)-,-+Dk(yl)"(12)”,
I jez2

donde fl =j1 —(Dk)1 +j2 —(Dk)2. Con el cambio de variables i = (1, 1) —j + Dk,

il = 1 —j1 + (Dk)1,

ig = 1 -j2 + (Dk)2,

vemos que

dic-1)= A z (-1)i1+i2h¡((Dk)1+ 1- 2.1)?l + 1- 1:2)”,
¡ez2

donde

(A:I:1)"1 (A.7:2)"2mA:

Observemos que

(-1)” = (-1)‘1+"2,
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porque

fi = ji - (Dk)1 +.'Í2 —(Dk)2

= 2 —il —ig.

Igual que en el caso anterior, se aplica la fórmula del binomio,

día-1)= A z (_1)i1+izhírz1 (r1) (Dk + 1)11'1-p(_,¿1)Pp=0 pieZ2

(Dk+1);=-q(—i2)v,
q=0

=AÏ (Dk+1X”; (Dk+1)?”p=0

. z (—1)“+"h,-(—i1)"(—i2)q.
ieZ2

El último término del producto es la.suma

Z; (-1)"'+‘*h.-(-z'1)"(-z'2)"
i622

= (-1)P+° Z (-1)‘*+‘*hi(i1)9(i2)"
iEZ’

= (—1)P+°[ Z h,-(z'1)"(i2)°— Z: h.-(z'1)’(z'2)"iEAnI‘o iE/mn

= (“1)quupq ' un]
= o,

con lo cual (ii-1) = 0. En el curso de la deducción anterior, se separó la. sumatoria según las subgrillas.
Se usó que

- - 1 si i e 1‘_ “+12 = 0
( 1) { —1 si ie r, '

puesto que si i e Fo, entonces 2‘= Dl, por lo tanto

151+152 = (¿1111 + ¿1212) + (¿2111 + ¿2212)

= (du + ¿21)11+(d12 + ¿22)12

= 211

es siempre par. Análogamente, si i e I‘l , entonces i = Dl + (1,0), y por consiguiente

il + iz = (¿1111 + ¿1212+ 1) + (¿2111 + ¿2212)

= (du + ¿21)11+(d12 + ¿22)12+ 1

= 211 + 1

es siempre impar. Se usó que p+ q 5 r1 + r2 = r < m y se aplicó 3.19. El
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Figura 3.8: Función de escala. Daubechies 4 con D1

Uniendo el resultado anterior a otros teoremas, se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3.3. Si (I)(a:)es m veces diferenciable con continuidad, son equivalentes:

oSic

6"H_— ‘L-l =0, amosk <m.
awf‘awf’( ) P l I

aka
awiqawgz = O,pam0 S < m_

z “Film i=0,1, |r|=1,...m-1 m1.
kEI‘.‘

{>(z) tiene aproximación polinomial de orden m.

Los momentos r = (r1,r2) de \Il(a:)son nulos, para 0 5 |r| < m.

p(a:k) es un polinomio de grado |r| < m discretizado en 2k, entonces los coeficientes de
(-1) son otro polinomio de grado r discretizado en zpk,

(0) _
k _

aproximación de la transfonnada wavelet c

y los coeficientes de detalle ¿tí-1) son nulos.

Nota 3.6. En el caso bidimensional, no surge de lo anterior una factorización de ÍÏ.

3.7 Ejemplos
Si se utiliza el filtro h de una función de escala ortogonal en 1 dimensión, y se lo asocia a una matriz de
dilatación D1 o D2, se obtiene una función de escala ortogonal, no separable. Por ejemplo, si el filtro es
el de Daubechies 4, y la matriz de dilatación es D1, se obtiene una función de escala ortogonal, contínua,
y de aproximación polinomial de orden 2 —ver figura 3.8. La transformada Z de h cumple H (-1, 1) = O.
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‘ Wii“
u \
‘\. \\| ‘“mi ‘

¿“Maru

\h“
h a

Wavelet figura aprox. pol. p s
Daubechies 4 con D1 3.8 2 0.82644582 0.2750
Kovacevic-Vetterli con D1 3.9 2 0.93406968 0.0984

Tabla 3.2: Ejemplos de wavelets no separables

Kovacevic y Vetterli [27] han construido ejemplos de funciones de escala y wavelets bidimensionales
ortogonales, continuas y no separables. Cohen y Daubechies [28] han construido ejemplos de funciones
de escala y wavelets bidimensionales biortogonales, continuas y no separables.

El filtro bidimensional dado en [27] (ecuación 78)

0 hu ¡121 0
h= hoo hlo hzo 1

0 h1,—1 h2,—1 0

0 1.7320508076 -3 0
h: —3.7320508076 6.4641016151 1.7320508076 1 ,

0 11.196152423 6.4641016151 0

asociado a la matriz de dilatación D1, también corresponde a una función de escala ortogonal, no
separable, contínua, de aproximación polinomial de orden 2, —ver figura 3.9

En la tabla 3.2 se dan estimaciones del radio espectral conjunto, y del exponente de Hólder de las
funciones de escala mencionadas.

3.8 Matrices de dilatación (2)
No es deseable que al procesar una imagen se introduzcan distorsiones en ella. Y vimos como el sub
muestreo y el sobremuestreo están determinados por la matriz D: por eso es necesario que esta matriz
sea una dilatación del plano en una norma que corresponda a nuestra noción de distancia en el plano, es
decir, la norma euclídea. Por consiguiente, D‘l debe ser una contracción del plano en norma euclídea.
Veremos que esto se cumple si los valores singulares de D son mayores que 1.
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Lema 3.1. Si los valores singulares de D verifican ok > 1 para k = 1,2, entonces D es una dilatación
del plano en norma euclídea, y D“ es una contracción del plano en la misma norma.

Demostración. Por la descomposición en valores singulares de la,matriz D, existen 2 matrices ortogonales
Udee2x2talesque

UTDF=S=[°‘ 00 0'2

donde

ok = ‘/,\(DTD),

Y

al 2 02 > 1

por hipótesis. Entonces

D = U S FT,

Y

D-1 = F s-‘UT,

con lo cual

¡ID-luz= mari = g <1.
Entonces

IIzII2= IID“DzII2 s IID“II2 IIDzllz,

a2 uzuz = IID-l I|;‘ "su; s IIDzllz

y D es una dilatación del plano en norma euclídea. Además,

._ _ 1

"D 13"”25 "D III; “zuz = a: "¡Bum

y D'l es una contracción del plano en norma euclídea. Ü

Demostraremos a continuación que si los valores singulares de una matriz real A son mayores que 1,
entonces sus autovalores también son mayores que 1 en valor absoluto.

Lema 3.2. Sean Ah los autovalores de una matriz real A de n x n, y ok sus valores singulares. Si ak > 1
Vk entonces IAkI > 1 Vk.

Demostración. Como ATA es una matriz simétrica definida positiva, el cociente de Rayleigh verifica:

zTATAa:
sz 203,, Vz (3.21)

donde afn es el autovalor más pequeño de ATA, y por hipótesis a?" > 1. Sea a: el autovector de A
asociado a Ah, y reemplazando en la ecuación (3.21), se obtiene Aí > 1. Luego |/\¡,| > 1 Vk. El
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Mat. de dilatación Det autovalores valores singulares
D 2 /\1 = 2 al = 2.28824561

3 A2 = 1 a2 = 0.874032

Tabla 3.3: Propiedades de D3

Nota 3.7. La inversa no es válida; por ejemplo la matriz

0.6 0.3

A1‘[3.0 —0.6]

tiene autovalores A = :l:1.122497216032182,y sus valores singulares son

al = 3.105704986607944,02 = 0.4057049866079438.

Con este ejemplo se evidencia que no alcanza con que los autovalores de la matriz sean mayores que 1 en
módulo para que la matriz sea una expansión en norma 2: si

a:=[ 0.2 0.9 17 A1: =[ 0.39 0.06 1T

resulta que ||A¡:z:||2= 0.3946 < ||a:||2 = 0.922.

Como consecuencia del lema, si los valores singulares de la matriz de dilatación D son mayores que
1, entonces los autovalores de D verifican |/\k| > 1.

Veamos ahora el caso de la matriz

2 1

D3 — |: 0 1 ] 1

que da origen a la mismas subgrillas que D1 y D2. Sus coeficientes son enteros, sus autovalores en valor
absoluto son mayores o iguales que 1, pero tiene un valor singular menor que 1 (ver tabla 3.3).

De la descomposición en valores singulares, se tienen U y F, matrices ortogonales, y S, matriz diagonal,
tal que

0

0'2

UT_ 0.973248989 0.22975292
— —0.22975292 0.973248989

UTDsF = S = [ ‘81 ] , donde

_ 0.850650808 —0.525731112
_ 0.525731112 0.850650808

S _ 2.28824561 0’ o 0.374032

Para 62 = [ 0 1 ]T el segundo vector de la base canóníca,

S 62 = 0'2 ez

es una contracción, y como

D3Fe2=USe2=ate2,
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(a) (b)

—1 -1

-2 -1 0 1 2 —2 —1 0 1 2

(C) (d)

o A L/,.........í........\
-1 -1

—2 —1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

Figura, 3.10: (a) X = {||a:||2= 1} (c) FT X (d) SFTX (b) ESFTX = DX

entonces existe una. dirección dada por F 62 en la. cual la matriz D3 no es una. expansión, sino una
contracción:

IIF e2l|2 = 1,

por ser F una. matriz ortogonal, y

IIDs F 62|l2 = “02 U €2||2 = 02 IIU €2||2 = 02 < 1

En la.figura 3.10 se tiene el diagrama. conmutativo de la imagen de la. circunferencia de radio 1 por
D3. En (a) se observa con línea punteada la.dirección de F 62, y en (b) se observa con línea.punteada la.
dirección de

D3F ez = 02 U 62.

Al procesar una imagen, cuando se realiza la decimación o submuestreo, se espera. que la imagen se
contraiga. en todas las direcciones. Sin embargo, en este caso la imagen transformada. se estira en la
dirección U ez, pues

D51U82=0—:-F62

-ver figura 3.11, mientras que en la.dirección U el - donde el = [ 1 0 ]T —correspondiente al eje de
linea llena en (b), la imagen se reduce a más de la mitad:

1

D51U61=ZFCL
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Figura 3.11: Teléfono submuestreado con D3.

Mat. de dilatación Det autovalores valores singulares
/\1 = N/ï 0'] = 2

D4 2 /\2 = —\/ï 0'2 = 1

Tabla 3.4: Propiedades de D4

Estas distorsiones no ocurren cuando a1 > 1 y a2 > 1.

Nota 3.8. Belogay y Wang [26]hallaron ejemplos de wavelets ortogonales no separables asociadas a la
matriz de dilatación

0 2

D4 - l 1 o l

Con esta matriz se origina una sola submatríz de detalle en cada paso. La decimación D4 equivale a
eliminar las columnas impares de la imagen, y luego espejarla con el eje de simetría y = z. En cada paso
la decimación se hace en una sola dirección, lo cual distorsiona la imagen, aunque cada 2 pasos vuelve a
tomar sus proporciones originales.

xxx OOO xxx OOO xxx

La subgrillas generadas por esta matriz —llamada subg'rillas columna - no son iguales a las subgrillas
diagonales (al tresbolillo). De la observación de los valores singulares vemos que la matriz D4 dilata el
plano en todas las direcciones salvo en la.del eje horizontal.



Capítulo 4

Multiwavelets en una dimensión

Las multiwavelets son una generalización de las wavelets. Los apacios Vj, en los cuales se proyecta
la función asociada a la señal original, son generados por las traslaciones enteras de dilataciones de
2 o más funciones de escala. El hecho de considerar varias funciones de escala —en vez de una sola —
permite diseñar multifunciones de escala que tengan un conjunto de propiedades útiles, como por ejemplo
aproximación polinomial de orden > 1, ortogonalidad y simetría, que no se pueden dar en las funciones
de escala unidimensionales. Por ejemplo, Geronimo, Hardin y Massopust diseñaron una multifunción de
escala de soporte pequeño, que tiene orden de aproximación polinomial 2, y que es, a la vez, ortogonal y
simétrica [29]: ver las 2 funciones de escala y las wavelets asociadas en la figura 4.1. Para el diseño de
muitiwavelets consultar [30], [31], [32], [33] [34], y [35].

Las multiwavelets han dado buenos resultados en cuanto a la compresión de señales —ver[36], [37] ,
[38] y [39]—.Debido a que esta trasformada explota las correlaciones entre las señales de entrada, son
indicadas para procesar imágenes multitemporales, o de color. En el procesamiento de señales con dos
funciones de escala se tienen 2 señales de entrada, y 4 señales de salida: 2 de aproximación y 2 de detalle.
Antes de aplicar la transformada, los datos deben ser prefiltrados, a menos que las multiwavelets sean
balanceadas [40] [41].

Algunos temas, como la estimación del exponente Hólder de continuidad de las funciones construidas,
así como el algoritmo cascada, que permite graficar las multifunciones de escala y las multiwavelets, se
tratarán más adelante en su forma más general (ver el capítulo 8.6 y el algoritmo 7.3).

4.1 Definiciones y notación

o Dada una función f : 31‘.—) 822,f = [f1, f2]T donde f1, f2 e L2(Sï), se define la hunsformada
Fourier de f como

fiat->02
oo W T

¡(111)= j"1(:1:)e“"”‘=dz, f f2(a:)e‘i'” dz] .

o Dado H = {H(°),H(1),H(3),...} un conjunto de matrices H“) de 2 x 2, con k e {0,1,...N},

77
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función de escala #1 wavelei #1
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Figura 4.1: Multifunción de escala.y multiwavelet GHM.
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definimos la transformada Z de H como

H(z) : C —> C2X2
N

H(z)= 2H(k)z”‘.
k=0

Nota 4.1. A las matrices H (k) las llamaremos matrices-filtro.

o Dado H un conjunto de matrices H (k) de 2 x 2, con k e {0,1, . . .N}, definimos su respuesta en
frecuencias, o transformada Fourier discreta. en el tiempo, como

H : [-1r,7r] —)C2X2

N

H(w) = z H(’=>e-"’""
k=0

o Dado H un conjunto de matrices H (k) de 2 x 2, con k e {0,1,...N}, se define el símbolo

1 N H(w)É = _ (k) —ikw= .
(w) 250H e —2

.0 Dado H un conjunto de matrices HU‘) de 2 x 2, con k e A = {0,1,.. .N}. Paraz' = 0, 1 llamamos
Sim a la. suma

55’)= z ki HU”),
kGFiñA

y SU) ala suma

SU) = Sáí) + 51(J')_

Recordemos que Po = 2Z es el conjunto de todos los enteros pares, y 1‘1= 2Z + 1 es el conjunto de
todos los enteros impares.

Por ejemplo:

55°): z m» sí”: z me ssz>=z kim“
kel"¡ñA ken-FIA ¡FER-OA

53°) es la. suma de las matrices HU‘) con índice par, y 51(0)es la suma de las matrices H (k) con índice
impar; y

N

SW)= 53°)+ 55°)= z HW
k=0

es la suma. de todas la matrices H (k).
o De manera. análoga. definimos T(°) como la.suma de todas las matrices G“).

N

T<o>= z Gac)
k=0
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o Dados p números ru, r1, rp_1, con r0 = 1, la secuencia de polinomios po(t), pl (t), ...pp_1(t)

put)= (Draw=o

se denomina secuencia de Appell.

4.2 Análisis de multirresolución para multiwavelets en 1d
Igual que en el caso de las wavelets en una dimensión, en el caso de las multiwavelets un análisis de
multirresolución consiste en una secuencia de subespacios anidados

..cV_2cV_¡cVocV¡c..

cuya unión es densa en L2(5R)y cuya intersección es la función nula. El subespacio Vo es el subespacio
generado por las traslaciones enteras de 2 o más funciones de escala. Si Voes generado por las traslaciones
enteras de 1' funciones de escala: él, (D2, (Dr, se dice que el análisis de multirresolución tiene
multiplicidad r.

Nos restringiremos al caso r = 2, es decir, Voes el subespacio generado por las traslaciones enteras
de dos funciones de escala, Q1 y, <I>2definidas sobre QR

Vo= gen{<I>1(:c—k1),‘I>2(:c- k2)},,, donde k =(k1,k2).

Al par (Q1, (D2)se lo denomina multifunción de escala.
Los demás subespacios V,-son generados por las traslaciones enteras de una versión dilatada o contraída

de Q1 y, Q2 Z

VJ-= gen{‘I>1(2Í a: —k1), @2(2Í a: —k2)}k, donde k = (k1, k2).

De la inclusión Vo C V1 se deduce que <I>1(z),que es base de Vo, debe poder expresarse como combi

nación de las bases de V1. Entonces deben existir constantes Hg) y H 10;)tales que:
N

<I>1(z)= Z{Hff’<1>1(2 z - k) + Hfá’ém —k)}, (4.1)
k=0

y como la observación también vale para <I>2(z), existen constantes Hg) y Hg) tales que
N

45(2) = Z{H;f)<1>,(2 a:—k) + Hg)<ï>2(2z—k)}. (4.2)
k=0

Si escribirnos estas ecuaciones en forma vectorial, obtenemos la siguiente ecuación, llamada ecuación de
dilatación o de refinamiento

<I>(:c) _” <I>(2:c—k)
[aim ] ‘kgolmwl [<I>;(2z—k)

y en forma más abreviada:

Ó:82—)922
N

¿(2) = ZHUÜM 2 1:—k ), (4.3)
k=0
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donde las H (k) son matrices de 2 x 2.
Nos limitaremos a considerar las multifunciones de escala ortogonales, es decir, aquellas para las cuales

la familia {6101:—k), <I>g(:c- 1)} es ortonormal. Para cada entero j , Wj es el complemento ortogonal de
lfj en 164.11

Vj+1 = Vi G3Wi

Los subespacios WJ-son generados por las traslaciones enteras de versiones dilatadas de dos funciones
‘I'l (z) y ‘1'2(z) , llamadas wavelets -y al par {\I'1,‘Ilg}se lo denomina multiwavelet

Wj = gen{\Il1(2j ¿B- k1), ‘I’z(2j I - k2)}k.

De la inclusión Wo C V1se deduce que \Ill(1:) y \I'2(a:), que son bases de Wo, deben poder expresarse

como combinación de las bases de V]. Entonces deben existir constantes GYÍ) y G93) , GÉÏ) y G32) tales
que

N

[tangas][28:13],
esdecir,

N

‘Il(a:)= ZGUÜM 2 z-k ), (4.4)
k=0

conocida como la ecuación de la wavelet. Para el cálculo de las matrices GU“)se utiliza un algoritmo de
extensión matricial, detallado en [42].

4.3 Procesamiento de señales

Al trabajar con 2 multiwavelets, que es equivalente a trabajar con un banco de filtros de 2 entradas,

se debe descomponer la señal original X (o) en 2 señales es), y (k e Z). Sea f (z) la función cuyas

componentes en las bases {11h(a:—k)} y {62(2 —k)} son, respectivamente, cg): y cgi:

f e VO= 3130!“{‘I’l(' - k)a‘1’2(‘- 1)}kJeZ

¡(3) = z C9261(a:—k) + cam: —k)
kEZ

Esto, escrito en forma más resumida, se convierte en

T (0)

f(a:) = z <I>(a:—k), donde c532= [ :Éó')‘] .kkEZ

El esquema de análisis (ver la figura 4.2) tiene a las señales cm, como datos de entrada, y en la

salida de la rama pasa-bajos del esquema se obtienen 2 sucesiones de coeficientes de aproximación : c511)

, cgi”, y en la rama pasa-altos del esquema se obtienen 2 sucesiones de coeficientes de detalle: dí?) y

dáll). En forma vectorial, son
-1 _

c(—l)= els) d<—l)_ dig.”
-.k (-1) -.k - ¿(-1) 

32.1: 2,1:
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(-1)
cl ,I:(_1)

(¿(0) Pasa-bajos c'l-k (0)
1.1: 61,1:

693,), í Síntesis
¿531)

Análisis ¿(-1)Pasa-altos 2*

Figura 4.2: Esquema de análisis-síntesis.

V0 = V_1® W_1 V_1 .L W_1, donde

v_1 = span{<1>1(5- 10,6245 —1)}“62

W-1 = 3pm {‘I’1(5 - k),‘1’2(5 - 1)}

Si escribimos f (1:) como la suma de sus proyecciones sobre V_1 y W_1:

1 <-1)T za: = — c <I> — —k +
¡( ) fi g; .,k ( 2 )

+¿Zdïlm‘fl Ï -k ),
V5 kez ' 2

se puede demostrar que se cumplen las siguientes fórmulas de análisis:

wez '

(-1) _ 1 0-21») (0)
c_'k ——2H cu]. (4.5)fijez

1 .

"¡k ‘IJ ' .fliez
Un paso de la transformada multiwavelet consiste en obtener es,” y dí?) a partir de cgi).

De manera análoga se obtiene la fórmula de síntesis:

653;)= U-J: + V-Jh (4-7)

donde U.,k es la rama pasa-bajos del operador de síntesis, y VJ; es la rama pasa-altos del operador de
síntesis:

1 _ . T _

U.,,,= ñ (H(’° 21)) c,(_j1), (4.8)JEZ

_ 1 —' T (-1)

KPEÍEZÁG“ 21)) du]. . (4.9)



4.3. PROCESAMIENTO DE SEÑALES 83

Un segundo paso de la transformada multiwavelet consiste en aplicar las fórmulas 4.5 y 4.6 a los

coeficientes CSI), obteniéndose los coeficientes ca?) y (1:2), y la función f (z) se escribe entonces como

f(z>=keï;[cs.:2)1T;«><2-k)+

izm’fiuá-k)j=l kEZ

Las fórmulas de análisis (4.5) y (4.6) no pueden interpretarse como una convolución seguida de un
submuestreo, como en el caso de una sola función de escala: no hay convolución, puesto que el producto
es un producto matricial, y el índice sobre el cual se opera es el índice de las matrices filtro. Daremos 2
formas equivalentes de esta fórmula.

Los coeficientes de aproximación en la fórmula (4.5) pueden escribirse como

ct“=á[(Híí')*c2??)+(Hí9*cá‘ï?)]¿2 <4-1°>

cr.“ = á [(Hánn93?)+ (H4: wm] l 2

donde H ’(kl = H (4'). Entonces tenemos que cííl) es la suma de convoluciones de las 2 señales de

entrada e]? y respectivamente con los elementos (1, 1) y (1,2) de las matrices filtro H’('), seguida

de un submuestreo de a 2. Análogamente, cg?) es la suma de convoluciones de las 2 señales de entrada

cg?)y respectivamente con los elementos (2, 1) y (2,2) de las matrices filtro H ’('), seguida de un
submuestreo de a 2. La misma observación vale para los coeficientes de detalle en la fórmula (4.6), que
pueden escribirse como

¿to = á [(G'1(1-)* 693)) + (gg) * c;‘3_>)]i 2 (4.11)

d;:1>=a [(632mi?) + (es? más] L2

dondeG“) = G("°).

4.3.1 Descomposición de la señal en 2 señales de entrada

Para obtener 2 señales de entrada c8) y a partir de la señal original X (o),se puede proceder de dos

maneras. (i) Se toma la señal repetida, e]? = (o)= X (o), obteniéndose 2 señales del mismo tamaño que
la original. Este método no es recomendable si ¡se quiere comprimir la señal. (ii) Se obtienen 2 señales
cuyo tamaño es la mitad que el de la señal original: esto se llama muestreo crítico, porque no sobran
muestras de la señal. Se realiza mediante un procedimiento llamado prefiltrado, que consiste en resolver
el sistema lineal (ver, por ejemplo, [43]):

x59=mn)=z asma - k)“sim - k)
kEZ

Varias modificaciones se han propuesto para mejorar el prefiltrado, ver [44], [45], [46], [47], [48]. La
necesidad del prefiltrado surge de un cierto desequilibrio que se observa al procesar señales constantes,
en el caso en que las integrales de <I>1y de <I>2no son iguales: en ese caso, al procesar 2 señales constantes
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e idénticas, se obtiene en los coeficientes de aproximación 2 señales constantes, pero diferentes. Para
subsanar este inconveniente se realiza el paso previo de prefiltrado de la señal, lo cual insume mucho
tiempo de procesamiento.

Para evitar el paso del prefiltrado, Lebrun y Vetterli diseñaron multiwavelets balanceadas [40], las
cuales dan coeficientes de aproximación constantes e idénticos al procesar 2 señales constantes e idénticas.
Pero aún permanecía el problema de dividir la señal original en 2 señales de entrada. Como en la fórmula
de análisis se mezcla la información de las 2 señales de entrada —este problema no existe en el caso de
una sola wavelet —espreciso que cg?)y cg?)sean similares. Por eso en general se optó por tomar cg?)como
los valores pares de la señal X (0) y ¿”como los valores impares de la señal

cg?) = X (o) J, 2

es?)= (m las) l 2.
Escribiendo esto en términos de la transformada Z, se tiene entonces que

x<°)(z)= cí°?(zz)+ r‘éï’üfi)

y

cí??(z)= z X854
:¡ez

afin) = z X8112”.
J‘ez

Con esta descomposición de la señal original en pares o impares, es decir, según sus fases, se obtiene
otra interpretación de las fórmulas de análisis. Un banco de matrices-filtro de 2 x 2es también la matriz
polifase de 2 filtros (ver [49]). Podemos escribir (4.10) como

el?” =ly1..1¿ 2 eli.” = [212,1i 2, (4.12)

donde

y, = É [(H;g->las?) + (Híá') *cá‘,’.)],

= á [(st n93?)+ (H4?"¿3’01
Ahora bien, las transformadas Z de yl. , yz. cumplen

(0)

[ ] =PF¡.F2[ (4,13)
donde

1 Hilo) HM)
PF ,F = — 1.1 z 1? z

‘ ‘ fi l Hills) Hells)
es la matriz polifase de 2 filtros F1 y F2. El filtro F1 tiene coeficientes H 1'1 en los índices pares y coeficientes
Híz en los índices impares, mientras que el filtro F2 tiene coeficientes Hél en los pares y coeficientes H2'2
en los impares. Escribiendo esto último, tenemos

F1(z)= HSM) + z-lthzz) (4.14)
F202)= Há‘l’ez)+ mew).
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Además, la ecuación 4.13 es equivalente a

y1_. = (X03) * Fl’) .L2 yz. = (XM * F2’) J, 2.

Reemplazando en la fórmulas 4.12, se obtienen los coeficientes de aproximación cíÏl) y cáÏl) a partir
de una convolución de la señal original con los filtros Fl' y F4, seguida de un submuestreo de a 4:

cg?) = [X(0) * Fl'] ¿4, (4.15)

cg?) = [X(°) * F4] i 4.

Análogamente, podemos escribir (4.11) como

dt“=hmii2 nï>=nru2, “¿a
donde

= ‘15Kai) mi?) + (G29nm] ,

ugl.= É [(G’2(1')*cf?) + (ag; * (??)] .

Ahora bien, las transformadas Z de ul. , U2.cumplen

u .-( ) _ c(°.)(z)
[ ]_Ph'h[ (4.17)

donde

_ 1 Mi) Mi)
P“h‘ïñl<¿üs G5e>

es la matriz polifase de 2 filtros Il y I2. El filtro Il tiene coeficientes Gil en los pares y coeficientes
G"12en los impares, mientras que el filtro Ig tiene coeficientes G51 en los pares y coeficientes G52 en los
impares. Escribiendo esto último, tenemos

Il (z) = GEM) + z-‘Gí'z’wi (4.18)
tu)=69uo+z“agco.

Además, la ecuación 4.17 es equivalente a

21,. = (X0) * 1;) i 2 22,. = (X<°>* 15H 2.

Reemplazando en la.fórmulas 4.16, se obtienen los coeficientes de detalle díÏl) y (lg-1) a partir de una
convolución de la señal original con los filtrosI’ 1 y I ’ 2, seguida de un submuestreo de a.4.

dí?) = [XW *n] i 4, (4.19)

¿33” = [X(°> * [á] i 4.

Nota 4.2. Hemos escrito las fórmulas de análisis, que permiten calcular los coeficientes de aproximación

cg?) y cgi-.1)y los coeficientes de detalle dk”)! ¿Él-.1),de 3 maneras diferentes:
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1. como productos de las matrices filtro por vectores: ecuaciones 4.5 y 4.6,

2. como la.suma de 2 convoluciones seguidas de un submuestreo: ecuaciones 4.10 y 4.11,

3. como una convolución de la señal original seguida de un submuestreo de a 4: ecuaciones 4.15 y 4.19.

En la segunda opción, para calcular los coeficientes de aproximación, se opera con los reversos de

4 filtros distintos, los Hi8). Cada filtro está. formado por los elementos de H (“que están en una misma
posición: por ejemplo,

H}?= [Hl?),HlP,Hlï),...]
es un filtro.

En la tercera opción, para calcular los coeficientes de aproximación, se opera. con los reversos de 2
filtros distintos, F1 y F2, llamados filtros polifase. Cada. filtro está formado por los elementos que están
en una misma.fila de las matrices H (k): por ejemplo

F1: [Hlïl,H{2),HlP,Hl?,...]
es un filtro.

4.4 Propiedades de las multiwavelets en 1 dimensión
Mostraremos como las propiedades exigidas a. las multifunciones de escala se traducen en condiciones
sobre las matrices H (k) y GU“),y sobre los autovalores y los autovectores de SEO),Sáo)y S(°).

4.4.1 Existencia de la función de escala
F rma F rier de la ecuación dilat i n:

Si se transforma Fourier las ecuaciones de dilatación 4.1 y 4.2, resulta

N [Hlflïl(É)wwe (%)l

m = [Hips]g) +Háálaz(‘5")l
k=0

Tomando límite cuando M —) oo, se obtiene

¿(w)={ññ(;”—n)}.a(0)
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Este producto infinito de matrices, multiplicado por el vector (Í;(0), debe ser convergente.
Si w = 0,

cï>(o)= {Hñ(o)}<ï>(o),n=l

y debe existir

"130101?(0)" 6 (0). (4.20)

Pero
w 1 1= _ (k) = _ (o)
11(0) 2 H 25

k=0

y como S(°) tiene un autovalor igual a 2 - ver más adelante 4.2 —entonces ÏÏ (0) tiene un autovalor
A1= 1. Entonces son condiciones suficientes para la convergencia de Í-Í (0)"—y por consiguiente para la
existencia de 4.20, que la matriz ÏÍ (0) = I, (A2= 1), o bien que el otro autovalor de ÏÍ (0) sea menor
que 1 en módulo, (|/\2| < 1).

4.4.2 Ortogonalidad
La ventaja de trabajar con una transformada ortonormal, es que tanto la compresión de un señal como
como su trasmisión progresiva, son procesos estables. Se realiza la compresión de una señal calculando su
transformada wavelet y descartando los coeficientes más pequeños en valor absoluto. Si las bases forman
un conjunto ortonormal , entonces el MSE (error cuadrático medio) de la señal reconstruida es igual al
promedio de los cuadrados de los coeficientes descartados.

Si {<I>1(a:—k), <I>2(:c—1)}“62 es un sistema ortonormal,

(4%“!- k),‘bj(17- l» = 6m-Ük'g i: 1,2 = 1,2 k,l G Z

entonces se deduce la siguiente condición sobre las matrices H (k):

N T 2I ' ‘ —(k) (k+2:i) _ 31 .7 - 0
EH [H ] ’{0 si 3760 (4'21)k=0

La condición de ortonormalidad de las wavelets y sus traslaciones enteras, es decir

(‘IQ-(J:- k), ‘I’jCD- = a“ Ükll i: 1,2 = 1,2 ¡5,16 Z

implican

ÏGG) [G(k+2J')]T_ 2 I Si j = 0 (4 22)
k_0 _ 0 si j 960 '

Por último, si las multifunciones de escala -y sus corrimientos enteros- son ortogonales a las wavelets
-con sus corrimientos enteros—:.

(Q¿(z—k),\II¡(a:—l))=0i=1,2j=1,2 k,leZ
entonces se puede deducir:

N
, T

EG“) [H(k+2a)] = o para todo j e Z. (4-23)
k=0
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4.4.3 Soporte compacto (buena localización en el tiempo)
Se trabaja con finitas matrices-filtro H (k), entonces el soporte de las funciones de escala es un conjunto
compacto (ver [50]). Y si el soporte de las funciones de escala es compacto, y hay finitas matrices-filtro
GU‘),se deduce que el soporte de las wavelet también es un compacto.

Si todos los elementos de las matrices-filtro H (k) son distintos de cero, entonces los soportes de <I>1y
de <I>2son iguales: son el intervalo I que cumple

"1I= —I+k.
kL=Jo2{ }

Cuanto mayor es el número de matrices H (k), mayor es el soporte.

4.4.4 Aproximación polinomial
Las funciones de escala que pueden reproducir en forma exacta alos polinomios de determinado orden —
cuanto más elevado, mejor - son apropiadas para la compresión de imágenes. Si un polinomio pertenece
a Vo localmente, y calcula su transformada wavelet, toda la información queda en los coeficientes de
aproximación, y los detalles son cero. Si una imagen tiene variaciones continuas de color —función suave
—entonces al procesarla tendrá muchos coeficientes de detalle nulos o muy pequeños, y ésto se puede
aprovechar para la compresión.

Definición 4.1. Decimos que 45(2)tiene aproximación polinomial (accuracy) de orden m, si todo poli
nomio p(:z:)de grado menor que m puede escribirse como:

p(:c) = z a{<1>(a:—k) (4.24)
keZ

donde ak es un vector columna de 2 elementos.

Se conocen las condiciones para la aproximación polinomial de multifunciones de escala de una
variable.- ver [51][52]. En este contexto de multifunciones de escala ortogonales y de soporte compacto,
<I>(z)tiene orden de aproximación polinomial m si y solo si existen vectores columna de 2 elementos:
vo,v1,...vm_1, (vo 960), tales que, para 0 5 p < m, valen:

P p H

z (t) ví(2i)‘-P(DP-‘H)(0)= 2-Puï, (4.25)

‘ï° p H
z (t) u,T(2i)*-P(Dv-tH)(0)= o (4.26)¿:0

En [53] se dan condiciones equivalentes: <I>(:c)- multifunción de escala ortogonal y de soporte
compacto- tiene orden de aproximación polinomial m si y solo si existen vectores columna de 2 ele
mentos: vo,v¡,...vm_1 tales que

p

11;: Z(—1)P“2‘v;r z ¡JP-“HW, para05 p < m,t=0 kEF;

lo cual se puede escribir

p

v; = Z(—1)"“ 2‘vÏSÉ”-‘), para0 5 p < m.¿:0
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Para el caso en que <I>1(a:)y 62(2) son funciones de soporte compacto que conforman un sistema
ortonormal con sus trasladadas enteras, y se cumple la ecuación de dilatación 4.3, daremos las fórmulas
para órdenes de aproximación polinomial 5 3. En lo que sigue, 110,111,112son vectores columna de 2
elementos. Si existe un vector vo que verifica:

vg‘=v3‘ 55°), i=0,1, voT#[0,0], (4.27)

entonces hay aproximación polinomial de orden 1. Si existen 2 vectores 110,111que verifican (4.27) y la
siguiente ecuación:

vlT= _v0Tsi“) + 211155”, i= 0,1 (4-28)

entonces hay aproximación polinomial de orden 2. Si existen vectores vo,v1,v2 que verifican (4.27), (4.28),
más las siguiente ecuación:

¿“5552) -4vÏS,-(l)+4v2TSÉ°), i=0,1 (4.29)

entonces hay aproximación polinomial de orden 3.
Los vectores vo,v1,v2 cumplen un rol fundamental en la aproximación de polinomios de grado 5 2.

A partir de ellos se obtienen los coeficientes de las combinaciones lineales de las traslaciones enteras de
tI>¡(:1:)y <I>2(:c) para aproximar polinomios:

1=víï<ï>(z—k),
I:

a: = z [kvo + v1]T <I>(z—k),
l:

172= z [lcsz + 2,601+ '02]T¿(Z -
k

Por ejemplo, en el gráfico 4.3, se observa como una combinación lineal de funciones de escala de Chui-Lian
aproxima el polinomio 10(2)= z.

4.4.5 Balanceo

Lebrun, Vetterli [[40]] [[35]] y Selesnick [[41]] introdujeron el concepto de multiwavelets balanceadas,
primero, y de multiwavelets balanceadas de órdenes superiores, más adelante. Diseñaron multiwavelets
balanceadas de diferentes órdenes y analizaron las implicaciones del balanceo. Al procesar una señal con
wavelets balanceadas no es necesario prefiltrar la señal, y esto implica un ahorro de operaciones. La
definición que se da a continuación puede diferir en una constante, si no se utiliza una transformada
ortonornal.

Definición 4.2. Una multiwavelet - o una multifunción de escala - se dice balanceada de orden 1 si la
rama pasa-bajos del operador de síntesis (4.8) preserva las señales constantes

(-1)_ 1 _¿ 1
c_',,_[1]Vkez=>U.,k_‘/5[I]Vkez

Lema 4.1. Sea (<I>,‘I'Mn sistema multiwavelet ortogonal. Son equivalentes:
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Figura 4.3: Aproximación de una. recta por <I>¡, <I>2de Chui-Lian.

1. 43(2) es balanceada de orden 1,

2.

1 cF';I)=\/Ï[Ï]Vkez
c5?)-[1]Vkez<=> 0

fi“: [ o] VkeZ

Demostración. La demostración se realiza aplicando las ecuaciones 4.21 y 4.22. El

Nota 4.3. Las multiwavelets son balanceadas de orden 1 si y solo si al procesar 2 señales constantes e
idénticas se obtienen coeficientes de aproximación iguales -salvo una constante- a las señales de entrada,
mientras que los coeficientes de detalle son nulos. Es decir, la rama de análisis pasa-bajos en el esquema
4.2 preserva 2 señales constantes e idénticas, y la rama de analisis pasa-altos del esquema. las anula.

Definición 4.3. Una multiwavelet es balanceado de orden m, si para cada p ( 0 S p < m ) existe un
polinomio q(a:) de grado 5 p tal que

(-1) _ «¡(216)
cuk — q(2k+1) Vke Z,

(15:): g] Vkez.

(o) _ (1%)"
c_'k—[ (2k+1)p VkeZ<=>

Las señales c8), y en la definiciónanterior provienen de separación de la señal original k” en pares
e impares. En un sistema multiwavelet balanceado de orden m, la rama de analisis pasa-bajos preserva
los polinomios discretizados de grado < m - es decir, no se obtiene el mismo polinomio discretizado sino
otro polinomio de igual o menor grado - mientras que la rama de análisis pasa-altos los anula.
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4.4.6 Buena localización en las frecuencias

En el procesamiento de señales con multiwavelets, para obtener los coeficientes de aproximación, se opera
con matrices-filtro H (k): no se pueden exigir las condiciones de filtro pasa-bajos a las matrices. Se fijan
estas condiciones a los filtros unidimensionales en los cuales se traduce la transformada, según se trabaje
con 4 filtros 4.10, o con 2 filtros polifase 4.15. Del mismo modo, se fija la condición de filtros pasa-altos
a los filtros que participan en el cálculo de los coeficientes de detalle.

Cuatro filtros pasa-bajos

En el cálculo de los coeficientes de aproximación, según las fórmulas 4.10, participan 4 filtros Hg")

i, j = 1,2. Si Hg") es un filtro pasa-bajos, entoncesHg) también lo es, y su respuesta en frecuencias

H}¿)(w)|

, con

debe ser 0 en w = 11'.Si tiene una raíz múltiple en w = 1r,hay un mayor decaimiento de

en 1r. Si la raíz es de orden m, la transformada Z de Hg) verifica

a(m—1)H.('.)
"J

.(Z)u _ =...=
z ( 1)

_ ÜH

Cuatro filtros pasa-altos

En el cálculo de los coeficientes de detalle, según las fórmulas 4.11, participan 4 filtros G253),con i, j =

1,2.Si G2?) es un filtro pasa-altos, entonces GE} también lo es, y su respuesta en frecuencias GE} debe

ser 0 en w = 0. Si 6g.) tiene una raíz múltiple en w = 0, hay un mayor decaimiento de 652m” en 0,

Si la raíz es de orden m, la transformada Z de G3) verifica

6(m—l) G18)
—az(m_l) (1) = 0.

aa?)
(') _ U. = . . . =

G.3 (1) - az (1)

Dos filtros polifase pasa-bajos

Para lograr que los filtros Fl’ y Fé de las fórmulas 4.15 sean buenos filtros pasa-bajos, Xia [44]les impuso
las siguientes condiciones:

m) = F;(-1)=o
E72(7r)= F2’(-1)= o.

Generalizando este concepto, si la transformada Z de cada filtro polifase F,- para z“= 1,2 tiene una
raíz de orden m en z = —1,es decir

a ¿im-UFFi t
Fi(-1)= az(-1)= =WP” =0,

mejor filtros pasa-bajos resultarán ser Fl' y Fé.

Dos filtros polifase pasa-altos

Para lograr que los filtros Ií y I; de las fórmulas 4.19 sean buenos filtros pasa-altos, se pide que la
transformada Z de cada filtro polifase I,- para i = 1,2 tenga una raíz de orden m en z = 1, es decir

ÜI.‘ 6(m_1)I'

Cuanto mayor sea m, mejores filtros pasa-altos resultarán ser Ií y Ig.
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4.5 Propiedades z sus relaciones y consecuencias
Veremos que algunas equivalencias entre propiedades, que se cumplían en el caso de las wavelets uni
dimensionales, se siguen manteniendo en el caso de las multiwavelets. Pero no todas se mantienen: la
aproximación polinomial no implica que la rama pasa-bajos de la.transformada preserva los polinomios
discretizados, y que la rama pasa-altos los anula. Y las condiciones 4.30 no aseguran la aproximación
polinomial, como en el caso de las wavelets en una dimensión, sino que están ligadas a las condiciones de

filtro pasa-bajos para los filtros Hi8).

Lema4.2. oS(O)[{:;]=2[I‘Ï’1]f CI’2

(I) f \I'T(°) f l = 2 1
o l f ‘I’z f ‘1’2

Demostración. Integrando la ecuación 4.3 se obtiene (1).
Integrando la ecuación 4.4 se obtiene (2).

El

Teorema 4.1. Sea ((D,\II) vn sistema ortonormal, X¡(50)son los coeficientes de la señal original, cg?) son
(olos valores pares de X (0) y callas valores impares. Se calcula su transformada multiwavelet de L niveles,

obteniéndose los vectores de coeficientesclímdlíl'), . . .47,” , tales que

¡(2) = z [asar <I>(z- k)
k(¿-va

+iz[da:>1“‘2-We-k)
J'=l kez

Si se cvantizan las coeficientes, aplicándoles una función de cuantización 62(2),

EH) _ [ own“) ]"k ‘ mcg-k“)

_J_)_ Q(d(;i))
3* 'lowlïi’) ’

entonces el error de la señal recontrui’daÍ“), que se obtiene antitransformando, es igual a la norma 2
de los errores de cuantización:

17(2)= z [áflrz-L/Zcb —k) +
kEZ

+ÉX[J.I”]TW”W(%-k)
j=1kEZ

=Záïóa-k),
k
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1/2

IIX<°>mi = ¡If-fila= (mas 49W)
1/2

= "cum_ESL)"2+ "¿Sn_al?)k j=

lo cual indica que la cuantización es un proceso estable, cuando la transformada es ortonormal.

Lema 4.3. Si {<I>(x),\Il(x)} es un sistema multiwavelet ortogonal, son equivalentes:

o <I>(x)tiene aproximación polinomial de orden m.

o \I'¡(x) y ‘112(x)tienen m momentos nulos.

Teorema 4.2. Sea (‘I>,\Il)un sistema multiwavelet ortogonal. Son equivalentes:

1. <I>(x)es balanceada de orden 1,

2. [1 1]H(1)=2[1 1] y[1 1]H(—1)=[0 o].

3. [1 1]SJ(.°)=[1 1]para j=0,1.

4. ftI>1(x)dx = f@2(x)dx = 1,

5. F1(1) + F2(1) = 4 y F1(z) + F2(z) = 0, para z = i, —1,—i.

s-s<°>[:1=2[:],w<°>[:Hsi
Demostración. Ver [54]y [35]para las condiciones 1,2,4,y 5. Las condiciones 3 y 6 se deducen fácilmente
del lema 4.1.

El

Lema 4.4. Si <I>(x)es balanceada de orden m, entonces tiene aproximación polinomial de orden m. La
implicación contraria no es cierta: si <I>(x)tiene aproximación polinomial de orden m, esto no implica
que la rama pasa-bajos de la transformada preserve los polinomios discretizados de grado m.

El siguiente teorema. aclara. la relación entre orden de aproximación y balanceo:

Teorema 4.3. ( Extraido de [.95],teoremas 8 y .9)
Sea (<I>,\II)un sistema multiwavelet ortogonal. Son equivalentes:

1. <I>(x)es balanceada de orden m,

2. existe una secuencia de Appell po(t), . . . p,,._¡ (t), tal que los polinomios discretizados X,20)= p,(k/2)
con p < m son exactamente preservados por la rama pasa-bajos del operador de sintesis, es decir,
parap=0,...m—1, vale

( PpU‘)-1)_ _
c_',=_[pp(k+%)] VkeZ=>U._k—

2;” p(k)cabaña] Vkez’
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3. eziste una secuencia de Appell po(t), . . . pm_¡ (t) tal que los vectores vo, v1, vm_1, definidos por

ví = I: ¡”17(0) Pp(%) ]’

verifican las ecuaciones 4.25 y 4.26 —condicionesde aproximación polinomial de orden m —para
0 5 p < m.

4. <I>(1:)tiene aproximación polinomial de orden m, y además, para 0 5 p < m, las funciones
trasladadas (In-(a:+ É) tienen momentos de andenp iguales

/zP<I>1(z)da:=/z’<1>2(z+ %)d:c.

Lema 4.5. Si 'I>(:c)tiene aproximación polinomial de orden 1, entonces o bien

z Hoc)= z Hoc),
kero ken

o bien las columnas de la matriz

z Hoc)_ z Has)
kEI‘o ken

son ortogonales al vector vo.

Demostración. Restando las 2 ecuaciones 4.27 pal-ai = 0 y parai = 1, resulta.

[0 0 ] = v3“(53°) - sí”).

Por consiguiente o bien 53°) = 51(0),o bien las columnas de 55,") —SEO)son ortogonales a vo. El

Nota 4.4. Si vale

z Hoc)= z Hoc),
kero her]

entonces <I>(a:)tiene aproximación polinomial de orden 1. La implicación inversa no es válida.

Lema 4.6. Son equivalentes:

o para los 4 filtros Hg.) de las fórmulas 4.10 se verifica

¿3va)
az? (-1)=0, parap=0,1,...m—1

o parap=0,...m—1, vale

z kPHU')= z kPHU‘). (4.30)
Ice/mn, kEAñF1
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Demostración. A la transformada. Z de cada. filtro His.)

Ht-(Jï)(z)= :Hg)z_k,
keA

se la. deriva. p veces:

apHg) (k) _k
az? (z) = z Hi]. (-1)Pk(k + 1). .. (k + p)z P

kEA

= (-1)Pz-P z H}:)k(k+ 1). . . (k + p)z-'°.
kEA

Si se especializa en z = -1, y se separa, según el índice de cada. suma sea.par (ke I‘o) o ímpar (ke P1),
resulta.

69110
. _ z (k) z (k)

6va (-1) -{ Hü kp‘ Hij kp}kEAñFo kEAñI‘1

+bp_l{ z Hg)kp—l_ z Hg)kp—l}kEAñI'o kEAnF1

+ . . . + bp_l{ z Hg‘)kp—l_ z Hg‘)kP-l}kEAnFo kEAnIH

para. ciertos coeficientes b1,...bp_1. Para cada (i, j), se tiene una. igualdad de este tipo. Uniendo las 4
igualdades, queda

o)

821:, (-1)={ z H(’°)k"—z H('°)kp}kEAnFo kEAñP1

+bp_l{ Z H(k)kp—l_ z H(k)kp—1}kÉAnFo kEAnr'l

+...+bp_l{ z H(k)kp—l_z H(k)kp—1}.kEAflPo kEAnI‘1

El resto de la.demostración es inmediata.

Lema 4.7. San equivalentes:

o para los 4 filtros GS? de las fórmulas 4.11 se verifica

avg?)
az;1(1)=0, para p=0,...m—1,

o para p=0,...m—1, vale

p (k)_ 0 0sz _[0 o].
kGA
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Demostración. A la.transformada Z de cada filtro G18)

Gij(z)= z G924,
Ice/k

se la. deriva p veces:

aPGS') k
6sz (z) = (-1)"z"’ z Gym: + 1). . . (k+ p)z-'=.

keA

Reemplazando en z = 1,

avast)
6sz (1)= (-1)? z G5?“ + 1). . . (k+ p)

kEA

= (-1)?{z (:5ka + b,,.lz G89159“+ b1z GSM}.kEA kEA IceA

Y uniendo las 4 igualdad para diferentes (i, j) resulta.

apg(-)
a p (1) = (-1)? z G('°>k(k+ 1)... (k +p)

z kEA

= (-1)? {z G(")k"+ b,_1z G(’°)kP'1+ b1z G(’°)k},kEA kEA kEA

con lo cual el lema queda demostrado. El

Lema 4.8. Si los filtros F1 y F2 de las fórmulas 4.15 verifican

F1(—1)= F2(-1) = O

entonces

k k k I:
zHii) = zHiz) ZH'EH)= ZHÁJ (4'31)
kEZ kEZ kEZ kEZ

Demostración. La ecuación 4.14 se convierte, para, z = —1,en

F1(-1)= Hl‘?(1>—Hgm

{Hip-2115:): ,
kEZ kEZ

y se obtiene la.primer igualdad. Para la segunda, se trabaja en forma.análoga con F2 El

Nota 4.5. Si F1(—1)= F2(—1)= 0, entonces no vale ÍÍ (0) = I, (si fuera]? (0) = I, como S(°) = 2ÏI (O)
vale

EH“):2, =i
kEZ kEZ

y no se cumpliría. 4.31, absurdo) y entonces el segundo autovalor de Ñ (0) debe cuniplir |/\2| < 1. La
condición de filtro pasa-bajos sobre los filtros polifase excluye la.posibilidad de que H (0) = I.
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Multiwavelet autor figura prop.

GHM Hardin 4.1 simétrica

CL . 4.4 simétrica
Lian

sa4 Tan 4.5 simétrica

Tabla 4.1: Ejemplos de multiwavelets ortogonales en 1d.

Lema 4.9. Si los filtros de las fórmulas 4.19 verifican

entonces

z GS?+ z G52)= o z cg? + z G35)= o. (4.32)
kez kEZ kEZ kez

Demostración. Se demuestra. fácilmente el lema. poniendo z = 1 en 4.18 El

4.6 Ejemplos
En la tabla 4.1 se dan ejemplos de 2 sistemas multiwavelet ortogonales.

Los gráficos de esta sección se realizaron con el paquete de rutinas MWMP de Vasin Strela, y se pueden
obtener de http://math.dartmouth.edu/'strela/MWMP. Las funcionesde escala cardinales cumplen la
condición de interpelación <I>1(n/2) = 8(n), <I>2(n/ 2) = 8(n —1).

4.7 Procesamiento de imágenes
Para procesar una imagen con las multiwavelets en 1 dimensión, se aplica la transformada a las filas y
luego a las columnas de la imagen resultante: las bas son separables. Como primer paso se preprocesa
la imagen: esto incluye al prefiltrado, y la separación en pares e impares - ver figura 4.9, recién entonces
se está.en condiciones de aplicar la transformada. En la.figura 4.10 se observa un paso de la transformada
multiwavelet Chui-Lian. La transformada contiene 16 submatrices, cuyas bases son

oie-waéa),

vis-w154),
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función de escala #1 wavelet #1

1.2 1 5
1

1

0.8

0.6 0.5

0.4 0

0.2 -O.5

° —1

-0.2 _1 .5 .
0 1 2 3 0 1 2 3

funciónde escala #2 wavelet #2

1.5 2

1
1

0.5

o 0

—o.s _1

—1

—1.5 '2 '

0 1 2 3 0 1 2 3

Figura. 4.4: Multifunción de escala y multiwavelet CL.
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función de escala #1 wavelet #1

1 1

0.8
0.5

0.6
0

0.4

0.2 —0.5 

o \ -1

0 1 2 3 0 1 2 3

fundón de escala #2 wavelei #2

1 1

0.5 05 _

0 0

—o.5 ‘0-5

—1

—1

0 1 2 a o 1 2 3

Figura 4.5: Multifunción de escala y multiwavelet sa4.
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función de escala #1 wavelet #1

2 2

1.5 1

1 o

0.5 _1

0
-2

.0 5
0 2 4 6 0 2 4 6

funciónde escala #2 wavelet #2

2 2

1.5 1

1 o

0.5 _1

0
-2

-0 5
0 2 4 6 0 2 4 6

Figura 4.6: Multifunción de escala.y multiwavelet cardbalZ.
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función de escala #1 wavelet #1

2 2 '

1.5 1

1 0

0.5 _1

O
—2

_n R
0 2 4 6 0 2 4 6

función de escala #2 wavelet #2

2 2

1.5 1 r

1 0

0.5 _1

0
-2

-0.=
0 2 4 6 0 2 4 6

Figura. 4.7: Multifunción de escala y multiwavelet cardba13.
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función de escala #1 wavelet #1

2 2

1.5 1

1 o

0.5
—1

0
-2

—0.5

0 5 10 15 0 5 10 15

funciónde escala #2 wavelei #2

2 2

1.5 1

1 o

0.5
-1

0
-2

-0.5
0 5 10 15 0 5 10 15

Figura 4.8: Multifunción de escala y multiwavelet carba14.

Figura. 4.9: Teléfono preprocesado.
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Figura 4.10: Un paso de la,transformada CL.

donde i, j = 1, 2,y k,l = 0, ...3l. Los valores de las submatrices han sido escalados para. poder observar
la información que contienen. Los coeficientes de aproximación, ubicados en las 4 submatrices arriba
a la izquierda, corresponden a traslaciones enteras de 4 productos <1>¡(%)<I>j(g).Con 16 submatrices
generadas en un paso de la.transformada, se vuelve más complicado entender qué representa cada banda.
Al igual que cuando se usan transformadas unídímensional separables, se observan detalles verticales y
horizontales.
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Capítulo 5

Multiwavelets bidimensionales no
separables

Ya se han visto dos generalizaciones de las funciones de escala y de las wavelets unidimensionales: una es
la que trata de wavelets (y funciones de escala) bidimensionales no separables, y la otra es la que trata
de multiwavelets (y multifunciones de escala) en una dimensión. El objetivo de este trabajo es el de unir
los adelantos en ambos temas, y de construir multifunciones de escala y multiwavelets bidimensionales,
no separables. Elegimos construir multiwavelets ortogonales con decimación diagonal. En este capítulo
daremos una breve introducción al análisis de multirresolución, y al procesamiento de imágenes con las
multiwavelets que se construyeron.

5.1 Definiciones y notación
o Dada una función f : 822—) 922,f = [f1, f2]T donde f1, f2 e L2(922), se define la tmnsfonnada
Fourier de f como

Ï29Ïz-)C2

W W .
f f f1(31,22) €_'(‘”“‘+‘”"*) dzldzz

f(w1 awZ) = _°°m-°g° I
f f f2(-’01,332)e—'(‘””‘+“’2“*) dzldzz

—oo —oo

o Dado H = {H(°),H(1),H(3),...} un conjunto de matrices HU‘)de 2 x 2, con k e A, definimos la
transfonnada Z de H como

H(z) : 02 —) C2X2

¡“21,22) = z H(k)zl—h¡22—k2_
kEA

Nota 5.1. A las matrices H (k) las llamaremos matrices-filtro.

o Dado H un conjunto de matrices H (k) de 2 x 2, con k e A, definimos su respuesta en frecuencias,
o transformada Fourier discreta en el tiempo, como

H : [-7r,1r] x [-7r,7r] —)C2X2

105
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Ü(w1,w2) = z H(k)e-ï(k1un+k2wz)l
kGA

o Dado H un conjunto de matrices H (k) de 2 x 2, con k e A, se define el símbolo

a 1 . A

H(w1,w2) = 5 z H(k)e—t(k1w1+k2w2)= ¿Hwhwfl
kGA

o Llamamos 551:")a la suma de todos las matrices H (k), cuyos índices pertenecen a la subgrilla I‘i,
multiplicadaspor

SPI)= z H(k),
kEF;

SU")= z kfkáH‘k)=s¿j‘)+sl(j‘).
kEFoUr1

Por ejemplo:

5500)= z Hu.) Sino)= z k1 Hue) 5501)= z k2 HU‘).
ker‘; ken 1:61".

SÉOO)es la suma de las matrices H (k) de la subgrilla I‘i; y

s<°°>= 33°” + sim) = z HW
k

es la suma de todas la matrices H (k).
o De manera análoga definimos T(°°) = EG“) a la suma de todas las matrices GU“).

k

o Se dice que <I>= [Q1, Q2]T, <I>: 822—>8? es Hólder contínua con exponente de Holder s, si til y Óz
pertenecen al espacio de Holder C’(5Rz).

5.2 Análisis de multirresolución

Igual que en todos los casos contemplados anteriormente - es decir, wavelets en una y dos dimensiones,
y multiwavelets en una dimensión —en el caso de las multiwavelets bidjmensionales, un análisis de
multirresolución consiste en una secuencia de subespacios anidados

..cV_2cV_1ch.CV¡c..

cuya unión es densa en L2(922)y cuya intersección es la función nula.
Definimos al subespacio Vocomo el subespacio generado por las traslaciones de pares de enteros de

1' funciones de escala: (D1,Q2, . .. ó," Como hicimos antes, consideramos solamente las multifunciones
de escala ortogonales, y nos restringimos al caso r = 2. Tenemos así dos funciones de escala <I>1y <I>2,
definidas sobre R2 y que verifican que la familia {Q1(a:—le),92(1: - 1)} es ortonormal, y

Vo=mir-“112,162?



5.2. ANÁLISIS DE MULTLRRESOLUCIÓN 107

Para realizar una dilatación del espacio R2, se recurre a una matriz D de 2 x 2, cuyos coeficientes
son enteros y cuyos autovalores verifican |/\k| > 1. Por razones prácticas de procesamiento de imágenes,
ya explicadas- ver 3.8 —pedimos que la matriz D tenga valores singulares que verifican ak > 1. Si esto
se cumple, multiplicar a cualquier vector de 922por D equivale a una dilatación del mismo.vector, razón
por la cual D es llamada matriz de dilatación.

Los demás subespacios V,-son generados por las traslaciones enteras de sze una versión dilatada o
contraída de 41h y, <I>2:

Vj = gen{<I>1(DJ' z — k),<I>-¿(D-‘i a: — 1)} “ez? '

El subespacio Voestá. contenido en Vl, entonces tanto <I>1(:c)como <I>2(z)son igual a una combinación
lineal de las bases de Vl. En efecto,

<I>1(a:)= z Hgm (D a:—k) + H{;)<I>2(Dz—k) (5.1)
kEACZ2

<I>2(a:)= z HSM», (D z —k) + H;;)«1>2(Dz —k) (5.2)
kGACZ2

Esta ecuación, llamada ecuación de dilatación o refinamiento, escrita en forma vectorial, es:

61(2) _ (k) Ó1( Dz-k)
[ó2(z)]_;[H l <I>2(Da:-k) ’ (5'3)

y en forma más abreviada

<I>(:r)= z H<'=)<I>(Dz—k)
kGACZ’

donde los H (k) son matrices de 2 x 2.
Por abuso de notación <I>1(D a: —k ) indica que se aplica <I>1a las 2 componentes de

¿11 ¿12 21 k1
D — k = _ Oz [dm

Consideramos 2 posibles matrices de dilatación: D1, una reflexión o simetría seguida de una dilatación
del plano real en x/Ï, y D2, una rotación seguida de una dilatación del plano en x/Ï. Ambas matrices
tienen valores singulares ak = x/ÏEn ambos casos |D| = |det(D)| = 2.

1 1 1 -1
DI-[Hl 02-[1 1]

Ambas matrices de dilataciónD1 and D2 inducen una decomposición de Z2 , el conjunto de todos los
pares de enteros, en dos subconjuntos (cosets): I‘o F2, formando las subgrillas al tresbolillo ( quincunx
), como si fueran los cuadrados negros y blancos de un tablero de ajedrez —observar el esquema 3.5 -:

Z2=FOUFI; Po={DZz};
Inicialmente consideraremos un conjunto de 8 matrices H (k) con índices como en la siguiente matriz

por bloques

o ¡{(1.1) ¡{(2.1) o
¡{(0.0) ¡{(1.0) ¡{(2.0) ¡{(3.0)

0 H(lv’l) ¡{(21-1) 0
. (5.4)
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Cuatro de las matrices (O) tienen índices en una subgrilla, y las otras cuatro (x) tienen índices en la
otra subgrilla, como se indica en el grafico,

O x O x
_ O x _

y el conjunto A es

A= 1)1(211))(010),(110)1(21o),(310)1(1,_1)1(21

Los subespacios WJ-son el complemento ortogonal de Vj en Vj+1

Vj+1=VjG3Wj Vi LWJ"!

y son generados por las traslaciones de r(|D| —1) = r funciones llamadas wavelets. En nuestro caso
(1'= 2) tenemos dos wavelets ‘11]y '112. Al par (tIll, T2) se lo llama multiwavelet.

W,-= span {wm . -k), T2(D¡ - —z)}k',ez,.

De la inclusión Wo C Vlse deduce la ecuación de la multiwavelet, que escrita en forma vectorial, es:

‘I’l(17) _ (k) (pl (DZ - k)
[mm l ‘ z [G l <I>2(Da:-k)keA

y en forma más abreviada

11(2)= z amm) 1:—k). (5.6)
keA

Las matrices H (k)y GU‘)son las matrices-filtro de la transformada wavelet. En este trabajo tomamos
el mismo conjunto de índices para H (k)y para GU'): sacrificamos generalidad en pos de una mayor sencillez
operativa. Entonces, inicialmente, las matrices G“) son

o a(l.1) Gal) o
(¡(0.0) Gon) Gan) g(3.o) _ (5.7)

0 G(ll_l) G(2I_l) 0

Más adelante agregaremos otras distribuciones de índices.

5.3 Procesamiento de imágenes
Al trabajar con 2 multiwavelets, que es equivalente a trabajar con un banco de filtros de 2 entradas, se

debe descomponer la imagen original X (0)en 2 imágenes cfk y (k e ZZ). Sea f (az)la función cuyas

componentes en las bases {Ql (a:—k)} y {62(2 —k)} son, respectivamente, es), y

f GVo=span - - 1)}kl¡eza
¡(2) = z ofima- —k)+ cama: —k).

kEZ2
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(-1)
61,1:

Análisis cg-”
c932. Pasa-bm '* es;

Síntesis
dEl-,3)

Análisis ¿(4,Pasa-altos 2*

Figura 5.1: Esquema de análisis-síntesis

Esto, escrito en forma más resumida, se convierte en

(0)

f(a:) = z (cf?,3)T‘ï>(z—k), donde cíok)= [ 35”):1 .kEZ'2

El esquema de ¿“mais (Verla figura 5-1) tiene 3138 imá'Eenes693,),, como datos de entrada, y en

la salida se obtienen dos imágenes de aproadmación : es?) , cgi), y dos imágenes de detalle: ¿un y

¿{33). En forma, vectorial, tenemos;

(-1) _ [ €5.73) 1 d<—1>_ [ ¿51” 1c"k _ (-1) .¡k _ d(_l) .02,1: M

Si escribimos f (rc) como la suma, de sus proyecciones sobre V_¡ y W_1:

1 _

¡(2)= fi ¿[VM D-lz —k)+#623

1 (—1>T -1
+ —— d_ \II( D a: —k )

V kez2 ’k

se puede demostrar que se cumplen las siguientes fórmulas de análisis:

(-1) _ 1 (j-Dk) (0)c_ _ — H c_- (5-8)1k ¡J
¿1)= ¿ z Gu-thfg). (5.9)

¡DI 1-222

Un paso de la transformada. multiwavelet consiste en obtener ca?) y dí?) a partir de c532.
De manera análoga. se obtiene la fórmula. de síntesis:

¿33 = U.,,. + vuk (5.10)
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donde

_ 1 — - T (—)

U.,,._ fi z (HÜ‘DJJ) c.le (5.11)
.1'EZ2

. T

V.,k= —L. z (dk-D”) dí?) (5.12)

Un segundo paso de la transformada multiwavelet consiste en aplicar las fórmulas 5.8 y 5.9 a los

coeficientes css), obteniéndose los coeficientes CS2) y dai), y la función f (2:)se escribe entonces como

_ (— ) T 1 —

Hz) —ke; [cf] ¡EN D 2.1:—k) +

2 (-137; —J-_.(mezv
Igual que en el caso de las multiwavelets unidimensionales, las fórmulas de análisis (5.8) y (5.9) no

pueden interpretarse como una convolución seguida de un submuestreo, como en el caso de una sola
función de escala: no hay convolución, puesto que el producto es un producto matricial, y el índice sobre
el cual se opera es el índice de las matrices-filtro. Daremos 2 formas equivalentes de estas fórmulas.

Los coeficientes de aproximación en la fórmula (5.8) pueden escribirse como

€5.71)= ¡17' [(Híi') * 65??)+ (His) * cá??)] l D (5.13)

¿:0 = L [(Hápmi?) + (Hg; m3,)?”l Dx/Iïl

donde el símbolo * indica convolución en 2 dimensiones, y H’ 0°") = H ('kl"). De igual manera, los
coeficientes de detalle en la fórmula (5.9) pueden escribirse como

¿5:0= fi [(Gs mi?) + (61949)] i D (5-14)
(-1) _ 1 lo) (o) ¡(o (o)

d2,- - m (G21*ci,-) + (G22*°2,-)] ¿D

donde G’U‘") = G("‘"‘).
En la figura 2.13 se tiene la imagen original de un teléfono. Para empezar se copia la imagen y se

tiene X (o) = c5?) = ago).
En la figura 5.2 se tienen 4 imágenes: son los coeficientes de un paso de la transformada multiwavelet:

dí?) (arriba a la izquierda), cg?) (arriba derecha) and :1) (abajo izquierda), cy,” (abajo derecha).La
matriz de dilatación de esta transformada es D1 El efecto de una, decimación o de un submuestreo con
D1 -en la fórmula de análisis- es el de reflejar y contraer la imagen.

En la figura 5.3 se tienen los coeficientes de 2 pasos de la misma transformada: dt”, (12:2),ct?)

(arriba) and dáíl), ¿:2) , ag?) (abajo). Después de 2 pasos la imagen recupera su orientación original.
Si la matriz de dilatación es D2, se necesitan 8 pasos para volver a la orientación original de la imagen.
Todas las imágenes este capítulo se obtuvieron con la transformada multiwavelet construida D1a1b1-094,
asi llamada por estar asociada a la matriz Dl, tener aproximación polinomial de orden 1, y orden de
balanceo 1 - ver tabla 6.7.
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Figura. 5.2: Un paso de la, transformada. multiwavelet

111
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Figura 5.3: 2 pasos de la.transformada multiwavelet
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Figura 5.4: Descomposición de la imagen original en 2 rombos replegando bordes.

En cada paso, antes de procesar las imágenes, se debe periodizar las mismas, de lo contrario habrá
artefactos en los bordes. La periodización es diferente si el marco de las imágenes es un cuadrado con los
lados horizontales y verticales ( esto sucede después de los pasos pares), o si el marco es un rombo (esto
sucede después de los pasos impares).

5.3.1 Descomposición de una imagen en 2 imágenes de entrada
Para empezar a procesar una imagen con multiwavelets, se necesitan 2 imágenes de entrada. Se puede
repetir el procedimiento anterior, haciendo 2 copias de la imagen original y procesandolas. Pero duplicar la
información no es indicado si se quiere comprimir la imagen. Entonces se buscan maneras de descomponer
una imagen original en 2 imágenes de entrada: no se puede dividir fácilmente una, imagen cuadrada en 2
imágenes cuadradas.

A partir de las imágenes anteriores, se puede observar que cada 2 pasos, las imágenes tienen la
disposición de un rombo. Por ejemplo, después de un paso de análisis se obtienen 2 matrices de coeficient
de aproximación, que tienen la disposición de un rombo: la cantidad de coeficientes de cada una de ellas
es igual a la mitad de los coeficientes de la figura original. Una manera de inicializar el procedimiento, es
entonces, descomponer la imagen original en 2 rombos, y arrancar a partir del segundo paso en cuanto a
la disposición de las matrices.

Se podría construir un rombo recortando las esquinas de la imagen original, y con los recorta replega
dos armar el segundo rombo. Esto se llevó a cabo, -ver figura 5.4 - pero las imágenes que se obtuvieron
después de realizar el primerpaso (fig 5.5) no fueron satisfactorias. Esto se debe a que el algoritmo (5.8 y
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Figura 5.5: Un paso de la transformada después de separar replegando bordes.

5.9) mezcla la información de las 2 imágenes de entrada. El algoritmo de reconstrucción puede recuperar
perfectamente las 2 imágenes de entrada, es decir, la mezcla no es irreversible. Pero si se quiere comprimir
la imagen, y se pasa un umbral, entonces la imagen reconstruida. tendrá. errores o artefactos que se deben
a la mezcla de información.

Para evitar estos errores, se debe tratar de que las 2 imágenes de entrada se parezcan lo más posible.
Esto se logra separando la, imagen original en 2 rombos según la subgrilla: en un rombo se tendrán los
pixels —cf. -que pertenecen a la subgrilla Fo, y en el segundo rombo se tendrán los pixels - - que
pertenecen a la.subgrilla I‘1 (ver figura 5.6).

c5?)= X(°) l D

ci? = (X0) *6-10) l D

x<°> = leí?) T D]+[6(1o) * (es?) T 0)].

Escribiendo esto último en términos de la transformada Z, se tiene

62?.)(21Jz)= 2 Xg’lzrjzï
n=(jnk)ezz

0 0 —' _
02,.)(21a22)= z Xbr).+(1o)zljz2k

"4.130632

X(°)(z) = cí°?(zD) + zr‘cá‘??(zD).

Si se realiza un paso de la transformada multiwavelet sobre estas 2 imágenes de entrada, se obtendrán
resultados altamente satisfactorios: comparar las figuras 5.7 y 5.5 .

Esta separación efectuada. sobre los pixels de la señal original, según la subgrilla a. la que pertenece,
permite escribir las fórmulas de análisis de una tercer manera: igual que en el caso unidimensional, un
banco de matrices-filtro de 2 x 2es también la.matriz polifase de 2 filtros; la única diferencia es que en
nuestro caso los 2 filtros son bidimensionales.
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Figura. 5.6: Separación de la. imagen original en 2 imágenes según las subgrillas.

Figura 5.7: Primer paso de la.transformada multiwavelet depués de descomponer según las subgrillas.
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Podemos escribir (5.13) como

CÏÏ-l) = [311.-]i D vá?!) = [112.-]l D. (5.15)

donde

yt = fi [(H19 n93?) + (H1? *cá‘.’?)],

“fi[(Héí’*°í??)+(Héé’*cá??)]
Ahora bien, las transformadas Z de yl. , yz. verifican

y1,-(21,22) _ c(°?(z¡,22)

l y2,.(21,22) ] _ PF¡.F2 [ ¿(3.)(zl,zz) (5.16)

donde

- (-)

PM: 1 H18(¿,¿) H8(i,¿)
' x/IDI H21(¿ L) HnU 1Z, ïz'

es la matriz polifase de 2 filtros bidimensionales F1 y F2. El filtro F1 tiene coeficientes H fl) en la subgrilla
Toy coeficientes H en la subgrilla F2,mientras que el filtro F2 tiene coeficientes Há'l)en la subgrilla F2
y coeficientes en la subgrilla 1‘2.Escribiendoesto último, se tiene

21’22

F1(¡51,22)= Hf'l)(zD) + ¡pm-¿(20) (5.17)

17291,22)= Hilo") + zr‘Há'Ju") (5.18)

donde

2D = (zih'zg21,zf"zg").

Para. las matrices de dilatación elegidas, vale

zD‘ = (2122,21/z2). zD’ = (2122,z2/zl).

Además, la ecuación 5.16 es equivalente a

311,.= (X(°’ * Fi) l D 212,.= (Km) * Fé) l D.

Reemplazando en las fórmulas 5.15, se obtienen cíÏl) y cáÏl) a partir de una convoluciónde la imagen
original con los filtros bidimentsionales Fl’ y F2’, seguida de dos pasos de submuestreo, que es lo mismo
que un submuestreo con D2

cíjl) = [(X<°>* Fl') i D2] , (5.19)

eii." = [(x<°) * Fz’)l Dz] .

En forma similar, podemos escribir (5.14) como

dí?) = [ut] l D dá?) = [u2,.]l D. (5.20)
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Ahora las transformadas Z de ul. , uz. cumplen

ul,'(zl,z2) _ C(0.)(Zl,22)

l ‘u2,.(21,22)] - Pth |: ¿okzhzü ] (5.21)

donde

PI.¡=— . .w wm ap mas2’ E

es la matriz polifase de 2 filtros bidimensionales Il y [2. El filtro I1 tiene coeficientes G en la subgrilla
I‘ly coeficientesG en la subgrilla F2,n1ientrasque el filtro Ig tiene coeficientes en la subgrilla F2 y
coeficientes en la subgrilla I‘g. Escribiendoesto último, tenemos

1 [Gmia 686,5]( L)

11(21,22)= (2D)+ 2146,92)(ZD)

¡zm-:2) = Gale”) + 21-1632(zD).

Además, la ecuación 5.21 es equivalente a

u1,.= (X<°>* 1;) t D ug" = (X(°> * Ig) i D.

Reemplazando en las fórmulas 5.20, se obtienen los coeficientes de detalle díÏl) y lá”) a partir de
una convolución de la imagen original con los filtros bidimentsionales Ii y IQ,seguida de un submuestreo
con D2

dí?) = [(x<°>* Ii) l D2] , (5.22)

(:1) = [(XW * 15H D2] .

Nota 5.2. Hemos escrito las fórmulas de análisis, que permiten calcular los coeficientes de aproximación

cíïl) y cgi.” y los coeficientes de detalle cia-py dájl), de 3 maneras diferentes:

¡.4 . como productos de las matrices filtro por vectores: ecuaciones 5.8 y 5.9,

N) . como la suma de 2 convoluciones bidimensionales seguidas de un submuestreo con D: ecuaciones
5.13 y 5.14,

(a: . como una convolución bidimensional de la señal original seguida de un submuestreo con D2: ecua
ciones 5.19 y 5.22. En este caso el banco de filtros tiene 4 canales.

En la segunda opción, para calcular los coeficientes de aproximación, se opera con los reversos de

4 filtros distintos, los Hi7:. Cada filtro está formado por los elementos de H (“que están en una misma
posición: por ejemplo,

0 H8.” HÍÏJ) 0
En mw mw mw mw

0 Hifi-1) H1(ÏI_1) 0

es un filtro.
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En la tercera opción, para calcular los coeficientes de aproximación, se opera con los reversos de 2
filtros distintos, F1 y F2, llamados filtros polifase. Cada filtro está. formado por los elementos que están
en una misma fila de las matrices H (k): por ejemplo, reemplazando en la ecuación 5.17 para D = D1,
se tiene el filtro F1 :

[F1102 [F1112 [F1122 [F1132

Fl = [Fl]—1,1 [F1101 [F1111 [F1121
[F1100 [F1110 [F1120 [F1130

[Fl]—1_—1 [F1]o,—1 [F1]1,—1 l 1 2,—1

a 1, Hg": Hl‘Ïg,” Haz: H8”H '_ H '_ H
u ¿2210) Hldo) HIÉI) Hal)

(oo) 1(¿0) ÏÏI) l(il) 12
H1 l H 12 H1 l H1 2

Finalmente, si bien con una transformada multiwavelet no separable el procesamiento de una imagen
es computacionalmente más complejo que el del caso separable y con factor de escala 2, se puede ver que
con el procesamiento indicado, la cantidad de coeficientes de la transformada multiwavelet es igual a la
cantidad de pixels de la imagen original, y no necesitan más espacio para su almacenamiento.



Capítulo 6

Propiedades de las multiwavelets no
separables

Toda la información de las multifunciones de escala y de las multiwavelets está concentrada en las
matrices-filtro H (k) y GU“)de las ecuaciones 5.3 y 5.6. Hemos visto que para calcular la transforma
da multiwavelet se utilizan únicamente H (k) y GU“)Y también veremos en 7.3 que con estos valores
se puede obtener numéricamente una aproximación al gráfico de las funciones de escala y de las multi
wavelets. Es por ello que para construir las multiwavelets nos concentramos en obtener valores para H (k)
y GU‘).En este capítulo se analiza cada propiedad de las multifuncion de escala y de las multiwavelets,
como la ortogonalidad, la aproximación polinomial, el balanceo, etc... Cada propiedad se traduce en
condiciones sobre las matrices-filtro H (k) y GU“). También se traduce en condiciones sobre los autoval
ores de las matrices Si“) , y sobre sus autovectores a izquierda y derecha. Estas condiciones se usan luego
para construir las funciones deseadas.

A medida que se analizan las diferentes propiedades de las multiwavelets, se hacen referencias a los
ejemplos construidos que cumplen esa propiedad. La construcción de las multiwavelets se realizó de la
siguiente manera: una vez fijadas las condiciones que se querían imponer sobre las matrices-filtro H (k) y

GU“),se planteó el sistema de ecuacionesno linealescorrespondiente, con las incógnitas H8.) y Este
sistema se resolvió mediante el método de optimización no lineal de cuadrados mínimos. Más adelante
daremos más detalles sobre esta construcción.

Al estudiar las diferentes propiedades, se analizan sus consecuencias y las relaciones entre propiedades.
Veremos, por ejemplo, que el balanceo de orden 1 implica la aproximación polinomial de orden 1. En
cambio, las propiedades de balanceo de orden 2 y VF (-1, —1)= 0 son mutuamente excluyentes. Esta
información es tenida en cuenta al construir las multiwavelets.

A continuación damos un lema que es consecuencia de las ecuaciones 5.3 y 5.6.

Lema 6.1. Dadas una multifunción de escala (61,62), y una multiwavelet (\I1¡,‘Ilg),se verifican:

-S‘°°>llí:l=wlllï;l

-T(°°>Hï;l=wl liz]
Demostración. Integrando la ecuación 5.3 se obtiene (1). Integrando la ecuación 5.6 se obtiene (2).

Nota 6.1. Para las matrices de dilatación consideradas vale |D| = 2. Luego A= 2 es autovalor de S(°°).

119
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6.1 Existencia de la función de escala
Forma Fourier de la ecuación de dilatación:

Si se transforma Fourier las ecuaciones de dilatación 5.1 y 5.2, resulta

61(w)= ¿ie-“(D-UTW'k) [1495, ((D-1)Tw) + ¡15932((D-1)Tw)]
k=0

52(w)= [Him(ww) mea,((D-1)"w)],
k=0

luego

N

¿(111)= á Lze-i<(D-1)Tw.k>H(k):l ¿((13-1)7'1”) ’=o

<Ï>(w)= fi ((D’1)Tw) a ((D'1)Tw). (6.1)

Aplicando varias veces la igualdad anterior,
y

¿(w=ñ((D-1)Tw)H((D-2)Tw)¿(w-W) =

= {fi ¡i ((D-")Tw)} a ((D-My‘w).
y tomando límite cuando M —::>, se obtiene

6m) = {filñ ((D’")T w) } <Ï>(0,0) (6.2)

Este producto infinito de matrices, multiplicado por ¿(0,0), debe ser convergente. En particular, si
w = (0,0)

CD

A _ .. A _ . .. n A

<I>(o,o)— H (0,0)} <1>(0,0) —nlggoiH (0,0)] <I>(0,0). (6.3)

Para que las potencias X n de una matriz X de 2 x 2 converjan a un límite, es necesario y suficiente que
se cumpla una de las siguientes condiciones:

o la matriz X es la identidad, A1= A2= 1, y en ese caso el límite es I,

o los autovalores de la matriz X cumplen |A¡| < 1, z'= 1, 2, y en ese caso el límite es la matriz nula,

o los autovalores de la matriz X cumplen A1= 1 y I/\2I< 1, y en ese caso el límite es la matriz

[Wim miG21

donde A es la matriz de autovectores de X, B = A“, y

1 0

X—A[0 A2]B.
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Para la matriz X = ÏI (0,0), el segundo caso queda descartado, porque ÏÍ (0,0) tiene un autovalor
igual a 1.

FI(0,0)= ¿z H“) = gsm
kGA

y S(°°) tiene un autovalor igual a 2 —vernota, 6.1. Entonces Í-Í (0, 0) tiene un autovalor A1= l.

Resumiendo, si la matriz ÏI (0,0) = I, (A1= A2= 1), o si el otro autovalor de ÏÍ (0,0) es menor que
1 en módulo, (A1= 1, y |A2| < 1), tene'mos asegurada la existencia del límite en 6.3. Sin embargokexisten
otras situaciones, en las que el 114m[H (0,0)]n no existe, y sin embargo existe el [H (0,0)]"<I>(0,0):n oo
por ejemplo,

fi(o,0)=[(1l ¿(0,0)=[Ï].
Este caso se estudia más adelante, en la sección 8.6.

6.2 Condiciones de ortogonalidad
La ventaja de trabajar con una transformada ortonormal, es que tanto la compresión de imágenes como
su trasmisión progresiva, son procesos estables. Se realiza la compresión de una imagen calculando su
transformada wavelet y descartando los coeficientes más pequeños en valor absoluto. Si las bases forman
un conjunto ortonormal , entonces el MSE (error cuadrático medio) de la imagen reconstruida es igual al
promedio de los cuadrados de los coeficientes descartados.

Si {@1(a: —k), <I>2(a:—1)},‘¿ezg es un sistema ortonormal,

(du-(z—kun-(z - 1))= am-a“ i: 1,2 j: 1,2 kJ e z2 (6-4)

entonces se deduce la siguiente condición sobre las matrices H (k):

(k) (un) T_ |D|I si j=(j1,j2)=(010)
1%;ng [H J] _{ 0 Si J'=(J'1,J'2)#(0,0) (6-5)

La condición de ortonormalidad de las wavelets y sus traslaciones enteras, es decir

(‘I'iüï - k),‘1’j(3 - l)) = 3:3;-Üw í= 1,2 :Í= 1,2 ¡5,16 Z2 (6-6)

implican

' T DI I if (jlij2)=(010)
GU“) G(’°+DJ) ={ I . . . .z l 1 o If (31,12) ae (0,0) (6 7)

kGACZ2

Por último, si las multifunciones de escala —ysus corrimientos enteros- son ortogonales a las wavelets
—consus corrimientos enteros-z.

(Ó¡(a:-k),\IIj(:1:-l))=0 i=1,2j=1,2 ¡5,1622 (6.8)

entonces se puede deducir:

_ T

z g(k)[H(k+Da>]:o paratodo jeZ2. (6.9)
¡sE/ch2
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0 | 2 3 4 5

Figura 6.1: Conjunto incluído en los soportes de <I>1yÓ; de D1a2b0-001.

6.3 Soporte compacto (localización en el tiempo)
Se trabaja con finitas matrices-filtro H (k), por lo tanto el soporte de las funciones de escala es un conjunto
compacto (ver [50]). Y si el soporte de las funciones de escala es compacto, y hay finitas matrices-filtro
GU‘),se deduce que el soporte de las wavelets también es un compacto.

Los soportes de «In y de <I>2están incluídos en el conjunto S C Si”, donde S depende de A y verifica
—ver [55]

s: U D-1{s+k}=D-1{S+A}.
ch/iCZ2

Cuanto mayor es el número de matrices H (k), mayor es el soporte.
En la figura 6.1 se tiene una gráfico estimativo del soporte de las multifunciones de escala D1a2b0-001:

primero se realizó un gráfico de las funciones (In y <I>2con un algoritmo iterativo de 8 iteraciones —ver
7.3 —y luego se graficaron los puntos en los cuales las funciones son no nulas. Estos puntos pertenecen
al soporte de <I>1y <I>2.En [55] se realizó el gráfico del conjunto S, que es un polígono similar al conjunto
de la figura 6.1, salvo que el borde superior de S llega a alcanzar el valor zz = 4., y su borde derecho
alcanza el valor 1:1= 6 . El soporte no depende en sí de los valores de H (k), siempre que sean no nulos,
sino de la distribución de los índices A y de la. matriz de dilatación. Las multifunciones de escala que
tienen el mismo conjunto de índices A de 5.5 y la misma matriz de dilatación D1 , a saber, D1a1b1-094,
D1a1b1-081, D1a2b1-092 y D1a3b1-091, tienen su soporte incluído en el mismo conjunto S, y el gráfico
del soporte es similar al de la figura 6.1.

6.4 Aproximación polinomial
Las funciones de escala que pueden reproducir en forma exacta a los polinomios de determinado orden 
cuanto más elevado, mejor —son apropiadas para la compresión de imágenes. Si un polinomio pertenece
a Vo localmente, y calcula. su transformada wavelet, toda la información queda. en los coeficientes de
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aproximación, y los detalles son cero. Si una imagen tiene variaciones contínuas de color —función suave
—entonces al procesarla tendrá muchos coeficientes de detalle nulos o muy pequeños, y ésto se puede
aprovechar para la compresión.

Definición 6.1. Decimos que <I>(a:)tiene aproximación polinorm'al (accuracy)de orden m si todo poli
nomio p(z) de grado menor que m puede escribirse como:

p(1:) = z of};(I>(z—k) (6.10)
kEZ2

donde ak es un vector columna de 2 elementos.

Cabrelli, Heil y Molter obtuvieron condiciones para la aproximación polinomial de multifunciones de
escala de varias variables.en [56]y [53]. Las transcribimos para el caso de 2 funciones de escala. Una
multifunción de escala ortogonal (<I>1,(Dz)de soporte compacto tiene orden de aproximación polinomial
m si y solo si existen vectores columna de 2 elementos: voo, vlo, val, vu, ...vq¡,q,, (q = (q1,q2),
|11|= ¿11+ (12< m) tales que

P
T — —t q [t] T _fi k

vczz 23H)" (3%.,qu gw m“, (6.11)
G itflmwhw

para

0 5 p < m
Id=p
i: 0,1,

donde

C)_{@Hw ámSmymS@fi _ 0 Sipa-Taalgúni,fii>4i

A continuación se dan las primeras matrices DÍ‘] y el orden a para calcular los índices de Dl‘]:

DW=L
a'(0,0) = 1,

D[1]=D=[d11 ¿12]¿21 ¿22

a(1,0) = 1,
U(011) = 2,

dïl 2d11d12 ¿iz
DP] = d11d21 d12d‘21+ d11d22 d11d22 i

¿fl 2d21d22 ¿32

a'(2,0) = 1,

a'(1, 1) = 2,
dmm=a
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Con la notación introducida, la ecuación 6.11 puede escribirse

05p<mP

WT= Z Z X (4)” DEEB).a(1)vïSÉq_B)apara _Iql= p
‘=° Ifil=t l'rl=t z = 0, 1

A continuación se da una lista de las condiciones para la aproximación polinomial de orden p 5 3, para
una matriz de dilatación D de 2 x 2.

En lo sucesivo (In(z), <I>2(z)son funciones de soporte compacto que verifican (6.4), y voo,vw, val , 1220,y,
voz son vectores columna de 2 elementos.

Si existe un vector voo que verifica:

vá, = ya, 55‘”) i: 0,1 ug; ae [0,0] (6.12)

entonces hay aproximación polinomial de orden 1.
Si existen 3 vectores voo,v10,v01 que verifican (6.12) y las siguientes 2 ecuaciones:

UE)= -’vg¿ lo)+ (du 'Ulo+ d12vol)T 00) i = 0,1

11071= —ch055°" +(d21 vw + ¿22v01)T 55°” i: 0,1 (6.14)

entonces hay aproximación polinomial de orden 2.
Si existen vectores voo,v10,v01,v20,vu, voz que verifican (6.12), (6.13), (6.14), más las siguientes 3

ecuaciones:

ug},= vgo 552°) - 2(d11 ‘010+ d12v01)T lo) +

+ { dïl ’020+ 2du ¿121111+ ¿iz "02}T 5500), i: 0, 1, (6-15)

vil; = voToSÉ“) -(d21’U10 + ¿22001)7'5510) -(d11'vio +11121101)T5501) +

+{d11 ¿21020 +(d12d21 +4111¿22)011 + du ¿22voz} SSW), i= 0, 1,

(6.16)

ug; = vga,5502) - 201211110+ ¿22 1101)T5501) +

+{d31 vzo+2d21d221111+d32 902}T 5500) i: 0,1- (6-17)

entonces hay aproximación polinomial de orden 3.

Nota 6.2. Los vectores vq cumplen un rol fundamental en la aproximación de polinomios. A partir de
ellos se obtienen los coeficientes de las combinaciones lineales de las traslaciones enteras de <I>1(:r)y <I>2(a:)
para aproximar polinomios Por ejemplo, para la aproximación de polinomios de grado 5 2, se tiene ( en
lo sucesivo 1: = (1:1,22)):

1 = vga z <I>(:z:—k)
k=(klvk2)
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131= z [kl’voo+ U10]T‘Ï’(3- k)
k=(k1.k2)

272= z [kg’voo+ 1101]TÓCE- k)
k=(k¡,k2)

¿cf = z [kÏvoo + 21911110+ '020]T¿(3 ‘ k)
k=(kr .162)

31:52 = Z: [k1kzvoo + krvor + ¡921110+ v11]T ¿(z " k)
k=(k1 .kz)

z; = z + 2k2'ü01+ v02]TÓÜB-
k=(ki .kz)

Lema 6.2. Si una multifunción de escala tiene aproximación polinomial de orden m, entonces todos los
momentos r de las multiwavelets son nulos si |r| < m.

Demostración. Supongamos que <I>(z)tiene orden de aproximación m . Entonces para cada r = (r1,r2),
0 S |r| < m

2': z afan-k): z a“; <I>1(z—k)+a2,,,@2(a:—k)
kez2 kEZ’

Multiplicando ambos miembros de la igualdad por '11](1:)e integrando, se obtiene

[z'm1(z)dz=o og |r| <m

puesto que ‘I'¡(a:) es ortogonal a ambas funciones de escala. Es decir, los momentos r de orden menor
que m de la wavelet ‘II¡(:1:)son nulos. De manera análoga se procede con 'Ilz(z).

En el lema que sigue se dan las propiedades que surgen de la aproximación polínomial 1 en el caso
ortonormal.

Lema 6.3. Si (QJII) cumplen las propiedades de ortononnalidad 6.4, 6.8, 6.6, y ‘I>(z)tiene aproximación
polinomial de orden 1, entonces

1. Ambas matrices 51(00)y Sá 0°) tienen un autoualor A = 1 y voo es el autovector a izquierda asociado
a /\ = 1.

1230900) = 2'08}

1:11:50z (Hz-k).
kE Z?

son

tk v3; = Ó](I)d2,fq>2(17)d17].

S(00)'Uoo=
9?" f 'II,-(z)dz= 0 para i = 1,2.

T(00)'000 = l: g ] .
Ñ



126 CAPÍTULO 6. PROP. DE LA M ULTIWAV.NO SEP.

Aproximaionol P-xhxz‘z-I with¡ruego!lranshbs ol Salina Funaíon Fi

0.oo oo q
:0 0:03.10..o.o.o..‘.,'_,...
o.2.;.{.9’
20.0.9.‘:o’«1,.»

o‘ "QI.

Figura 6.2: Plano aproximado por D1a2b0-001.

Demostración. 1. Surge inmediatamente de la ecuación (6.12).

2. Sumando las ecuaciones (6.12) para cada subgrilla, se obtiene (2).

. Si p(a:) = 1 en la ecuación (6.10) entonces ak = veo ( ver demostración del teorema 3.11 en [56].

. Multiplicar 3. en el lema 6.3 por <I>1(1:) e integrar. Repetir para 62(2).

. Aplicar lema 6.1

Multiplicar 3. en el lema 6.3 por ‘Ill(z) e integrar. Repetir para \Ilz(z).

719:th Aplicar el lema 6.1 y 6. en el lema 6.3. Notar que para las demostraciones de los items 1., 2. y 3.
no se utilizaron las hipótesis de ortonormalidad.

El

En [57] se usaron las condiciones (6.5) y (6.12) a (6.17) con el objetivo de encontrar ejemplos de
multifunciones de escala ortogonales, no separables, de aproximación polinomial 2 y 3. También se
hallaron las multiwavelets asociadas, aplicando las condiciones (6.7) y (6.9). Se obtuvieron los ejemplos
D1a2b0-001 y D2a3b0-009 —ver tabla 6.7.

La multifunción de escala D1a2b0-001es contínua y está asociada a la matriz de dilatación D1 y tiene
aproximación polinomial de orden 2. En la figura 6.2 se observa la aproximación de un plano por medio
de traslaciones enteras de las funciona de escala Q] y 62 de esta transformada.

6.5 Condición de balanceo

Lebrun, Vetterli [40] [58]y Selesnick [41]introdujeron el concepto de multiwavelets balanceadas de difer
entes órdenes y analizaron sus implicaciones en el caso unidimensional. La necesidad de introducir
multiwavelets balanceadas surge de un cierto desequilibrio que se observa al procesar señales constantes,
cuando las integrales de <I>1y de <I>2no son iguales: en ese caso, al procesar 2 señales constantes idénticas,
se obtiene en los coeficientes de aproximación 2 señales constantes, pero diferentes. Para subsanar este
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inconveniente es indispensable realizar un paso previo de prefiltrado de la señal, lo cual es costoso en
cantidad de operaciones.

Las multiwavelets son balanceadas de orden 1 si al procesar 2 señales constantes e idénticas se obtienen
coeficientes de aproximación iguales —sa.lvouna. constante— a las señales de entrada, mientras que los
coeficientes de detalle son nulos. Es decir, la rama de análisis pasa-bajos en el esquema 5.1 preserva 2
señales (imágenes, en nuestro caso) constantes e idénticas, y la rama de análisis pasa-altos del quema
las anula.

Definición 6.2. Una multiwavelet —o una multifunción de escala —se dice balanceada. de orden 1 si

1 ca?) = a1 [ Í ] Vk e Z2; donde a1 es constante >0
c.‘f’,2=[1]v1cez2<=> 0

(127,1): [ o ] Vice Z2

Teorema 6.1. o Si la multiwavelet es balanceada,de orden 1,

o se verifican las condiciones de ortogonah'dad, y

° =2!
entonces

1. al = fi,

1 1(00) _2.5 [1]_2[1],
3. [1 1]s,.(°°)=[1 1]para z':0,1.

Demostración. Primero reemplazar

1 _ 1

CLO)=I:1:I9 c}:1)=a'll:1]’

ww Imm
en la ecuación (5.8), para obtener

Segundo, reemplazar

0 1 —1 1 _ 0

c2>=[1],cs,>=al[1], y M40]
en la ecuación (5.10). Notar que para k fijo, k —Dj pertenece a una misma subgrilla, obteniéndose

[íthïHïlïl
jEÏ'i

Trasponer para obtener

[111s5°°>=“aï'[111
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sumar sobre ambas subgrillas, y ver que

[1 1]s(°°)=2@[1 1].

De lo anterior se sigue que la matriz S(°°), que es de 2 x 2 , tiene los autovalores: i) al ‘/|D| ii) 23g
iii) |D| (lema 6.1).Por lo menos 2 de estos autovalores deben ser iguales. Recordar que |D| = 2,y concluir
que a1 = x/Ï. El resto de la demostración es inmediato. D

Nota 6.3. Si una multifunción de escala es balanceada de orden 1 entonces tiene aproximación polinomial
de orden 1. La implicación inversa no es verdadera.

Nota 6.4. Imponiendo las condiciones de ortogonalidad (6.5), (6.7) y (6.9), de aproximación polinomial
(6.12) a (6.17), más las condiciones (2 ) y (3) del teorema 6.1, en el artículo [59] se obtuvieron ejemplos
de funciones de escala y multiwavelets ortogonales, de aproximación polinomial 2 y 3, y balanceadas de
orden 1: D1a2b1-092, D2a2b1-095, D1a3b1-091, -ver 6.7. El nombre de la multiwavelet D1a2b1-092
indica i) la matriz de dilatación asociada D1, ii) el orden de aproximación polinomial (a2) , y iii) el orden
de balanceo (bl). Las 3 últimas cifras corresponden a un número de orden.

En [41]y [58]se definió, para las multiwavelets de una dimensión, el balanceo de orden 2 y el balanceo
de órdenes superiores. Ahora extenderemos la definición de multiwavelets balanceadas de orden 2 para
multiwavelets bidimensionales asociadas a cualquier matriz de dilatación D. La idea es que los polinomios
de grado 1 discretizados sean preservados por el proceso de análisis: que toda la información quede en
los coeficientes de aproximación, y que los coeficientes de detalle sean 0.

Aquí es donde aparecen 3 diferencias con respecto a los artículos mencionados. Primero, Selesnick,
Lebrun y Vetterli trabajan con el balanceo de la señal separada en sus fases (pares o impares), y aquí
trabajaremos, por una cuestión de mayor sencillez, con el balanceo de la señal repetida. Segundo, para
estos autores, si la señal es un polinomio discretizado de orden 1, entonces en la rama pasa-bajos del
paso de análisis se obtiene otro polinomio discretizado del mismo grado, o de grado menor. Solo algunos
polinomios específicos se mantienen iguales. En cambio, aquí exigiremos que se obtenga siempre el mismo
polinomio discretizado (pero submuestreado y eventualmente multiplicado por una constante). Tercero,
en los trabajos mencionados no se tiene en cuenta el submuestreo. Esto no es importante en el caso de
una dimensión, porque el submuestreo implica un corrimiento en los coeficientes, pero es muy importante
cuando éste se realiza con una matriz de dilatación. Supongamos que la imagen original es un polinomio
de grado 1 discretizado, y que se tienen 2 copias de esta imagen para transformar. Sabemos que un paso
de la transformada wavelet refleja ( en el caso de D1) o rota la imagen ( en el caso de D2), entonces después
del proceso de análisis esperamos obtener el mismo polinomio discretizado, pero espejado o rotado. Por

consiguientepediremos, para una multiwaveletbalanceada de orden 2, que si X¡(,0)= cm = ( k e Z2)

es un polinomio discretizado de orden 1, entonces c511)= ¿2,11)= a2 cgi.

Definición 6.3. Un sistema multiwavelet es balanceado de orden 2, si

o es balanceado de orden 1, y

o para todo k = (khkg) e Z2, para m = 1,2, y para algún a2 > 0, verifica

_ 1
ci ‘l = agan)". 1ws]1

cf): m[1]<=>
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Esto es equivalente a pedir que el polinomio de orden 1 discretizado sea preservado antes del sub
muestreo, por la rama pasa-bajos del proceso de análisis.

Teorema 6.2. Si un sistema multiwavelet ortogonal es balanceada de orden 2, y |D| = 2 , entonces valen
las igualdades del teorema 6.1, y además

1-a2=fiy

mmm,
s-swhHsy
4. [1 1]S¡(1°)=[0 o] parai=0,1,,

5. [1 1]s,.(°‘)=[o o] parai=0,1,.
Demostración. Reemplazar

. 1 _ 1

cg0)=Jm[1] y c; 1)=a2(Dk)m[ 1]

en la ecuación (5.8), y con el cambio de variables j —Dk = l, se obtiene

“(pk)”.[ Í ] = (3%?ZHU)[ i ] +fiZImH“) [ Íl l

lo cual es equivalente a

fi<a2—‘/%)(Dk)l[1]=S(1°)[Ï], cuandom=1,

m(a2—¿) (Dk)2[1]=5(°1)[1], cuandom=2.
Las matrices 50°) y SW) no pueden tener un autovector asociado a un autovalor que depende de k.

Lue o - 2 debe ser cero, hemos demostrado los 'ncisos 2 3.
g 02 7m Y 1 y
Ahora reemplazamos

1 _ . 1 - 0

cí°’=km[1],c5‘>=a2(DJ)m[1], y «15":[0]
en la ecuación de síntesis 5.10,

<H<*-°”>Tw»m[11
Observar que en la sumatoria figura Dj, y no figura j. Sea l = k —Dj, el cual pertenece a una misma
subgrilla para. k fijo. Realizado el cambio de variable, trasponer y aplicar (3) del teorema 6.1, para
obtener

[1 l]SÉw)=[0 0] cuandom=1,
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[1 1]s,í°‘)=[o o] cuando m=2.

Lema 6.4. Si valen las siguientes condiciones:

o el sistema multiwavelet es ortogonal,

o el orden de aproximación polinomial es 2,

o el orden de balanceo es 2

o IDI = 2

entonces los vectores vlo y vm de las ecuaciones 6.18-6.17 verifican

[v%][}]=[v31][Ï]=0
Demostración. Sumar la ecuación 6.13 parai = 0, 1, y se llega a

2viro= —ng,5(10) + (¿Uvm + ¿12v01)75(oo).

Multiplicando la igualdad anterior a derecha por [ Í ] , y aplicando (2) del teorema 6.1 y (3) del teorema
6.2, se deduce

1 1

vila [ 1 ] =(d111110+d12v01)T[ 1 ]

De manera similar, a partir de 6.14 se obtiene

1 1

vá}[ 1]=(d21'010+d221101)T[ 1]

Uniendo las últimas 2 ecuaciones, se deduce que

[Zillïlwlïiïllïl
T

Si el vector [ 3,1}?] [ Í ] es no nulo, esto significa que es autovector de D asociado al autovalor A = 1,01

lo cual es absurdo. ( Recordar que los autovalores de D son mayores que 1 ). Luego

1 1

[vt1[1]=[va1[1]=o
El

Nota 6.5. Se obtuvieron ejemplos de multifunciones de escala y multiwavelets balanceadas de orden 2,
aplicando las condiciones (3 ), (4) y (5) del teorema 6.2: son las multiwavelets D1a2b2-299, D2a2b2-499,
y D1a3b2-699 Ver referencias en la tabla 6.7.
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6.6 Buena localización en las frecuencias

Daremos a continuación diferentes condiciones para que haya buena localización en las frecuencias. Como
ya se dijo, en el procesamiento de señales con multiwavelets, se obtienen los coeficientes de aproximación
a partir de las matrices-filtro H (k), pero no se pueden exigir las condiciones de filtro pasa-bajos a las
matrices. Se fijan estas condiciones a los filtros bidimensionales en los cuales se traduce la transformada,
según se trabaje con 4 filtros 5.13, o con 2 filtros polifase 5.19. Del mismo modo, se fija la condición de
filtros pasa-altos a los filtros que participan en el cálculo de los coeficientes de detalle.

6.6.1 Cuatro filtros pasa-bajos

En el cálculo de los coeficientes de aproximación, según las fórmulas 5.13, participan 4 filtros Hg), con

i, j = 1,2. Si Hg) es un filtro pasa-bajos, entoncesHg.)también lo es, y su respuesta en frecuencias
debe ser 0 en w = (7r,1r). Entonces

Hg) (1r, 11')= o,

(-) _

Si vale la fórmula anterior para i, j = 1,2 , es decir, los 4 filtros la cumplen, lo indicaremos en forma más
abreviada como

H(—1, —1)= 0. (6.18)

Si la. derivada direccional de en el punto w = (1r,7r)vale 0 en cualquier dirección, entonces el
gradiente

' 1?.(2)
'J (7T 7T)"(-) _ Üw ' _ 0

lo cual es equivalente a

aHg)( 1 1)(-)_ _ _ az ”’ _ 0
VHü ( 1, 1) — ÜHÉZ) _ [ 0 ] .J (-1)_1)

622

Si la fórmula anterior se cumple para los 4 filtros (i, j = 1,2), lo indicaremos como

VH(—1, —1)= 0. (6.19)

De la misma manera, si la derivada direccional segtmda de ÍÏ (w) en los puntos w = (1r,1r)vale 0 en
cualquier dirección, entonces el Hessiano

621??? 321?.(1)_'J(,, 7,)_'J(,, ,r)
2"(-) _ 610611) ’ awaw ’ _ 00

VH‘J'(”’")_ 217391 62h92 ’[o ol’r ¡J

a——w23wl (1h vr) 3111261112 (7T, 1T)
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y por lo tanto

62121!le 2H.(;)I _ _ ¡J _ _

V2H_(:)(_1 _1) = 62162}( 1’ 1) 62162Ï( 1’ 1) = 0 0
‘J ’ 62H}; 32H; 0 0 '

8226.21 (—1’—1) 622622(_1’ —1)

Si la fórmula anterior se cumple para los 4 filtros (i, j = 1,2), lo indicaremos en forma abreviada como

V2H(—1,-1)= o. (6.20)

Cuanto mayor sea el número de condiciones que se cumplan, más ¡achatada” serán las respuestas en

frecuencias de los filtros Hg") cerca de w = (1r,1r),y mejor filtro pasa-bajos serán los Hg").

6.6.2 Cuatro filtros pasa-altos

En el cálculo de los coeficientes de detalle, según las fórmulas 5.14, participan 4 filtros G255), con i, j = 1, 2.

Si G235)es un filtro pasa-altos, entonces G53)también lo es, y su respuesta en frecuencias debe ser 0
en w = (0,0). Entonces

652m) = o,

(-) _
Gü (1,1) _ o.

Si vale la fórmula anterior para z',j = 1,2 , es decir, los 4 filtros la cumplen, lo indicaremos en forma más
abreviada como

G(1, 1) = o. (6.21)

Si la derivada direccional de en el punto w = (0,0) vale 0 en cualquier dirección, entonces el
gradiente

aa?)
(i) 6th (1’1) 0

VGÜ.(1,1): 6G? = [ o
¿,22 (1,1)

s)
J

Si la fórmula anterior se cumple para los 4 filtros (i, j = 1,2), lo indicaremos como

VG(1, 1) = 0. (6.22)

De la misma manera, si la derivada direccionalsegunda de (w) en los puntos w = (0,0) vale 0 en
cualquier dirección, entonces el Hessiano

a GE} 1) a G3 (1 1)- _ a a ’ a a ’ _ 0 0
VzGÉfllJl- aí‘Gï-Ï)‘ 3222,13 _ l o o

1] ‘J

622621 ( , ) 622622 (1, 1)
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Si la fórmula anterior se cumple para los 4 filtros (12,3"= 1,2), lo indicaremos en forma abreviada como

V2G(1, 1) = o. (6.23)

Cuanto mayor sea el número de condiciones que se cumplan, más “achatada” serán las respuestas en
'(-)

frecuencias de los filtros Gij cerca de w = (0,0), y mejor filtro pasa-altos serán los G255).

Nota 6.6. Se construyeron ejemplos de mutiwavelets que cumplen las condiciones 6.18 y 6.21, como el
caso D1a3b1-298, y otras multiwavelets que cumplen más propiedades, como la multiwavelet D2a2b2-499
—que cumple 6.18, 6.19, 6.21 y 6.22- y las multiwavelets D1a3b1-691 y D2a3b1-699, que verifican 6.18,
6.19, 6.20, 6.21, 6.22, y 6.23. En la tabla 6.7 se listan sus propiedades.

6.6.3 Dos filtros polifase pasa-bajos
Para lograr que los filtros Fl’ y F2’de las fórmulas 5.19 sean buenos filtros pasa-bajos, exigimos la
propiedad de filtro pasa-bajos:

flow) = F1’(—1,-1)=o
flow) = F2'(—1,—1)= o,

que es equivalente a

ñ (71',vr)= F1(-1,-1) = o

173w,n) = F2(—1,—1) = o

Si las fórmulas anteriores se cumplen para i = 1, 2, lo indicaremos como

1

F(-1, —1)= 0. (6.24)

De la ecuación 6.24 se obtiene la siguiente condición de filtros polifase pasabajos (para Dlo D2):

k k
z Hfll= z H}; z Hg)= z Hg). (6.25)

Icez2 kEZ’ kEZ’ Icez2

Si la derivada direccional de É(w) en el punto w = (vr,vr)vale 0 en cualquier dirección, entonces para
i = 1,2 su gradiente verifica

gm, —1) o
Wii-1"”: 65‘.- = i o

¿72(‘1, —1)

y si se cumple para i = 1, 2, lo indicaremos como

VF(—1, —1)= 0. (6.26)

De la misma manera, si la derivada direccional segunda de É(w) en los puntos w = (1r,1r)vale 0 en
cualquier dirección, entonces su Hessiano verifica

3217,- 3217}

VzF.(_1 _1)= 62a621(_1’_1) 825822(_1’_1) _ 0 0
t ’ ‘9F‘(—1—1) ‘9F‘(—1—1) _ 0°.

ahazl ’ 622622 ’
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Si la fórmula anterior se cumple para i = 1, 2, lo indicaremos como

V2F(—1,—1) = o. (6.27)

Cuanto mayor sea el número de condiciones que se cumplan, más “achatada” será la respuesta en
fi'ecuencias de Fi' cerca de w = (7r,7r), y mejores filtros pasa-bajos serán F{ y Fé.

En un trabajo anterior [60] se construyeron multifunciones de escala y multiwavelets balanceadas
con orden de aproximación polinomial 1 y 2, que cumplen con la condición 6.24: son las multiwavelets
D1a1b1-08l y D2a2b1-081 de la tabla 6.7. La multiwavelet D1a1b1-070 también verifica esta misma
condición, y verifica, además, la condición 6.26.

6.6.4 Dos filtros polifase pasa-altos
Para lograr que los filtros I í y I; de las fórmulas 5.22 sean buenos filtros pasa-altos, exigimos la propiedad
de filtro pasa-altos:

Ïll(o,0) = I{(1,1):0

Ï'2(0,0) = Iá(1,1)= 0,

que es equivalente a

Ï1(0,0)=I¡(1,1)= o
¿(0,0) = 120,1) = o,

Si las fórmulas anteriores se cumplen parai = 1, 2, lo indicaremos como

I(1, 1) = 0. (6.28)

De la ecuación 6.28 se obtiene la siguiente condición de filtros polifase pasa-altos (para D10 D2):

z Gí’?+ z G55)= o z Gá’f’+ z ag) = o. (6.29)
¡:EZ2 IceZ2 kEZ2 kEZ’

Veremos que esta condición no agrega.ningún requerimiento a las multiwavelets balanceadas de orden 1
y de aproximación polinomial LA

Si la derivada direccional de I,-(w) en el punto w = (0, 0) vale 0 en cualquier dirección, entonces para
i = 1, 2 su gradiente verifica

a—I"-(1, 1) o

VI.-(1,1)= 3?. =[_‘(1 1) 0
622 ’

y si se cumple para i = 1, 2, lo indicaremos como

VI(1, 1) = 0. (6.30)

De la misma manera, si la derivada direccional segunda de Ï.-(w) en los puntos w = (0,0) vale 0 en
cualquier dirección, entonces su Hessiano verifica

62h 62h

V2I_(1 1) _ 82¡2821( ’ ) 6212622(1,1) = 0 0
" _ ¿aL-(11) 6L-(11) 00'

322321 ’ 022322 ’
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Si la fórmula. anterior se cumple para i = 1, 2, lo indicaremos como

VZI(1,1) = 0. (6.31)

Cuanto mayor sea el número de condiciones que se cumplan, más “achatada” será la respuesta en
frecuencias de If cerca de w = (O,0), y mejores filtros pasa-altos serán Ii y Ié.

Lema 6.5. Si un sistema multiwavelet es ortogonal, balanceado de orden 1 y tiene aproximación polino
mial 1, entonces se verifica la condición de filtros polifase pasa-altos.

Demostración. De las hipótesis se deduce que vale el lema 6.3, y del inciso 7 de dicho lema sale la,condición
6.29 El

Nota 6.7. Todas las multiwavelets balanceadas construídas de orden 2 1 de la tabla 6.7 verifican la
condición 6.28, por eso se omite escribir esa propiedad. Las multíwavelets D2a3b1-699, D1a2b2-299,
D2a2b2-499, D1a3b1-691, D2a3b1-061 y D1a3b2-699 verifican la.condición 6.30.

'A continuación veremos como se traducen algunas propiedades de los filtros polifase a las matrices
SÜ n definidas al principio del capítulo 5.

Lema 6.6. Si una multiwavelet verifica F (—1,—1)= 0, entonces

(oo) 1 _ 0
S i —1 ] - i o i 

Demostración. En las fórmulas 5.17 y 5.18 que definen a F1(z) y a F2(z) reemplazamos z por z =
(—1,—1). Como se puede observar en la fórmula 5.3.1, para. cualquiera de las 2 matrices de dilatación
contempladas, zD = (1, 1). Para un par de índices j, l fijo, se tiene

Hgi)(21,22)= z ngl'k2)zl_hzïk’.
kEA

Luego

H}¿)(z")= H}?(1,1>= Z HÉÏ‘M = [5“)er
kEA

De las fórmulas 5.17 y 5.18, se deduce

F1(-1,-1) = Hfi’a, 1)- Hí2(1,1>
= (00) _ (00) =

[S ]11 [S ]12 0’

F2(—1,-1>= Héi’u, 1) - Hááa, 1)
= (oo) _ (oo) =

[S LI [S 122 0,

#0044142].

con lo cual
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Lema 6.7. Si D = D1 y VF(—1, —1)= 0, entonces

[5<10)+5(01)] [ Á ] = s<oo) [ (13] ,

(10) _ (01) 1 _ 0
[S S ][—1]‘[0]'

Demostración. Sea 2D = (u, v). Como D = D1, por 5.3.1, u = zlzz y 'v = 21/22 . Derivando

E-(zhzz) = HSM”) + zr‘H5¿)(zD),

con respecto a. 21 y a. zzse obtiene

aF. aHS')(ZD) _ aHf')(zD _ .
t = 11 _|_zl l a2“?l ) _ z] 2Hi(2)(zD)621 621

E = 611539”)“dem-sw)
622 322 l 622 .

Por la regla de la cadena

aHJS'RzD)= aH}?(u,v> au + aH;¡>(u,v) av
621 au 621 av 821

aHéiRz”) = 6H}?(u,v) au + aH}?(u,u) a1,
az? a" 322 av 322.

Además

aH}¡>(u,v)
au

aH;¿)(u,v)
31)

= z(_kl ¡k2)u—k1—1,v—k2
¡EGA

= z(_k2)HJ(‘khk2)u—k¡v—kg—l,
keA

y por otra parte

au av_ = — = 1
al] 22 621 /22
au av 2
a—22—21 a—zz—-Zl/22.

Evaluando todo en z] = —1,zz = —1,se obtiene u = 1, v = 1,

Bu av_ = _1 — _ _ = —1
321 I(-1.-1) az] I( 1. 1)
au av
3-22 I(—1.—1)= ‘1 a l(—1.—1)= 1
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(kllk2) (10)au Iowa-kiwi =-[s L,
kEA

aHS')

6'51 IÜJ) = EPMHÉÏW) = _ [S(Ol)]jl
kEA

ari}? (m) (el)
321 Ia’l) = [S +5 LI

aHí')
Jl _ (10) _ (01)

622 k“) _ [S S LI,

|(-1'_1) = [500) + S(01)]i1_ [500) + S(01)]i2_ [S(00)]i2= 0

ÜFi _ (10) (01) (10) (01) _
¿5|(_1,_1)_[s —s ]ü—[s -S ]ü_o.

Y tomando i = 1, 2 en la expresión anterior se llega inmediatamente a la tesis. Ü

Se manera similar se demuestra el siguiente lema para D = D2:

Lema 6.8. Si D = D2 y VF(-1, —1): 0, entonces

[500) _S(01)] [ _Ï ] = S(oo) [ (1)] ,

[suw+s<w1[-:l=[21
Veremos que algtmas propiedades de las multiwavelets son mutuamente excluyentes: por ejemplo, el

balanceo de orden 2 y VF(-1, —1)= 0.

Teorema 6.3. No existe un sistema multiwavelet ortogonal —asociadoa D1 o a D2- que sea balanceado
de orden 2 y que cumpla VF(-1,—1) = 0.

Demostración. Sea D = D1. Supongamos que la multiwavelet es balanceada de orden 2 y que

VF(—1,—1) = o.

[S‘1°)-s‘°"1[ïl=l8l

[s«°>-sw1[-u=[2l

Las filas de la matriz 50°) —SW) son ortogonales a los vectores [ Ï ] y [ _Ï ] que forman una base

Del teorema 6.2 se deduce

y por el lema 6.7,

de 8?: luego 50°) - So”) = 0, 50°) = SW) y reemplazando en el lema 6.7, resulta

2 50°) [ _Ï ] = s<°°> [ ‘11] . (6.32)
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Multiplicando a izquierda los términos de la igualdad anterior por el vector [ 1 1 ], se obtiene

2[11]s<1°> 1 =[11]s(°°> ° (633)-1 1 ' '

Por un lado, sumando las dos ecuaciones del inciso 4 del teorema 6.2 parai = 0, 1, se obtiene

[1 1]s<1°)=[0 o],

con lo cual el miembro izquierdo de la ecuación 6.33 es igual a 0. Por otro lado, sumando las dos ecuaciones
del inciso 3 del teorema 6.1 para i = 0, 1, se obtiene

[1 1]s(°°)=2[1 1],
y reemplazando en la ecuación 6.33 se llega a

0:2[1 1][‘1’]=2,
lo cual es absurdo. Luego no existe un sistema multiwavelet ortogonal asociado a D1 que sea balanceado
de orden 2 y que cumpla VF(—1, —1)= 0.

Sea D = D2. Supongamos otra vez que la multiwavelet es balanceada de orden 2 y que VF(—1, —1)=
0 . Del teorema 6.2 se deduce

(lo) (01) 1 _ 0[S +5 lili-lol,
y por el lema 6.7,

[s<1°)+s<w1[.a]=[21
luego 50°) = —S(°‘)y reemplazando en el lema 6.7, resulta

(lo) 1 -(oo) 025 [ll-S u
A partir de aquí la demostración se desarrolla en forma idéntica al caso D = D1.

Luego no existe un sistema multiwavelet ortogonal asociado a D1 o a D2 que sea balanceado de orden
2 y que cumpla VF(—1, -1) = 0. El

6.7 Ejemplos
En la tabla 6.7 se listan algunas de las multiwavelets que se obtuvieron, con la cantidad de matrices-filtro
que poseen, su orden de aproximación polinomial, el orden de balanceo, las propiedades de localización en
las frecuencias, la estimación del radio espectral conjunto p, y el exponente de Holder s. Los coeficientes
de las multiwavelets se dan en el apéndice, así como sus gráficos -en la tabla se dan las referencias a las
figuras correspondientes. En la sección 7.1 se verá, más adelante, cómo se construyeron estos ejemplos.

El nombre de la multiwavelet Dla3b2-699 indica que ella está. asociada a la matriz de dilatación D1,
que tiene orden de aproximación polinomial 3 y orden de balanceo 2. Los 3 últimos dígitos corresponden
a un número de orden.

La tabla está. ordenada por orden creciente de balanceo, y para el mismo orden de balanceo está
ordenada por orden creciente de aproximación polinomial.
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En la estimación del radio espectral conjunto p se da una cota inferior del mismo. Para las multi
wavelets que tienen un (*) en este item, se aplicó el algoritmo 2.3 y se verificó que p < 1, es decir, se
comprobó que son continuas. Aún así, si se observan los gráficos de las multifunciones de escala y de las
multiwavelets, es notable la correlación que hay entre (la cota inferior de) p y la suavidad de la wavelet.
Los casos Dla2b0-001, Dla3b1-691, D1a2b2-299, Dla3b2-699 y D2a3b1-699, que tienen valores de p más
chicos —exponente de Holder más grande - corresponden a multifunciones de escala y multiwavelets
suaves. En la sección 8.6 se indica de qué manera se estimó el radio espectral conjunto, y cómo se calculó
el exponente de Holder.

El ejemplo D1a1b1-081, que corresponde a una multifunción de escala no contínua, se deja en la tabla
como curiosidad.

En el listado de propiedades de filtros pasa-bajos o pasa-altos, las igualdades como H (—1,—1)= 0
indican que la propiedad se cumple con una precisión de 10‘a o mayor, en cambio G(1, 1) z 0 indica que
la.propiedad se cumple con una precisión menor (del orden de 10’6 o 10'7).

Se puede observar en la. tabla que cuanto mayor es el número de matrices-filtro que tiene la multi
wavelet, mayor libertad se tiene para exigir condiciones.
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Multi- k apr bal Filtros pasa
wavelet un ) pol bajos/altos p 3

D1a2b0-001 8 2 O 0.7143 (*) 0.9708
D2a3b0-009 8 3 0 0.9138 0.2601
D1a1b1-094 8 1 1 0.9329 0.2004

D1a1b1-081 8 1 1 F(—1, —1) = 0 1.0550 —0.1545**
F(—1, —1) = 0

D131b1-070 18 1 1 VF(_1, _1) = 0 0.9162 0.2525
Dla2b1-092 8 2 1 0.8392 (*) 0.5058
D2a2b1-095 8 2 1 0.8268 (*) 0.5488
D2a2b1-081 8 2 1 F(—1, —1)= 0 0.9728 0.0796
D1a3b1-091 8 3 1 0.8305 (*) 0.5359

F(—1, —1) = 0
D2a3b1-061 18 3 1 VF(—1, —1)= 0 0.9883 0.0341

VI (1, 1) = 0
H(-1, —1)—0

VH(—1, —1) = 0
V2H(—1,—1) = o

Dla3b1-691 18 3 1 G(1, 1) = 0 0.7071 (*) 1.0000
VG(1, 1) = 0
V2G(1, 1) = 0
VI (1, 1) = 0

H (—1, —1) = 0
D1a3b1-298 10 3 1 Ga, 1) z 0 0.8939 0.3236

H (—1, —1) = 0
VH(—1, —1) = 0
V2H(—1,—1): 0

D2a3b1-699 18 3 1 G (1, 1) z 0 0.7071 1.0000
VG(1, 1) z 0
V2G(1, 1) z 0
VI (1, 1) z 0

H (—1, —1) = 0
Dla2b2-299 14 2 2 G(1, 1) z 0 0.8260 0.5516

VI (1, 1) z 0
H(—1, —1) = 0

VH(—1, —1)= 0
D2a2b2-499 18 2 2 G(1, 1) = 0 0.8904 0.3349

VG(1, 1) = 0
VI (1, 1) = 0

H (—1,—1)z 0
VH(-1, —1)= 0
V2H(—1,—1) = 0

D1a3b2-699 18 3 2 G (1, 1) z 0 0.7071(*) 1.0000
VG(1, 1) = 0

VI(1, 1) z o



Capítulo 7

Construcción de multiwavelets

7.1 Armado del sistema no lineal

Las propiedades deseadas para la multifunción de escala y para la multiwavelet se analizaron en el capítulo
6.Como consecuencia se obtuvieron condiciones sobre los 4 elementos de cada una de las matrices H (k) y
GU“), que son los coeficientes que se quieren obtener (las incógnitas). Con estas condiciones se conforma un
sistema de ecuaciones, que resulta ser no lineal. En la tabla 7.1 se hallan las referencias a las condiciones
sobre las matrices-filtro.

7.1.1 Configuraciones de índices

8 matrices H (k)

Con la distribución de matrices-filtro como en 5.4, y el conjunto de índices A como en 5.5, hay 8 matrices
H (k) y 8 matrices GU‘),con un total de 16 x 4 = 64 incógnitas.

Se exploraron diferentes cantidades de matrices-filtro, y varias configuraciones de índices A: a contin
uación se dan algunas de ellas, que corresponden a las multiwavelets más suaves que se obtuvieron. En
la tabla 7.2 se lista la cantidad de incógnitas y la cantidad de ecuaciones no lineales según la propiedad
deseada de la multiwavelet, y según el conjunto de índices A, que corresponde a una cantidad específica
de matrices H (k). Según la configuración de índices - y según la cantidad de matrices H 00-, se tienen
más o menos incógnitas y más o menos ecuaciones para las condiciones de ortogonalidad: en la tabla se
observan 64, 80, 112 o 144 incógnitas según se trate de 8, 10, 14 o 18 matrices H (k). Nótese que con las
condiciones de aproximación polinomial, se agregan más incógnitas al problema: los coeficientes de los
vectores vq. Así, si se quiere una multiwavelet ortogonal con aproximación polinomial de orden 2, como
la D1a2b0-001, se tendran 70 incógnitas y 88 ecuacion. La cantidad de ecuaciones y de incógnitas que
se agregan con la aproximación polinomial, así como la cantidad de ecuaciones que implican el balanceo
o las condiciones sobre los filtros, son independientes de la cantidad de matrices H (k).

En la tabla 7.3 se listan los ejemplos de multiwavelets obtenidos, junto con la cantidad de ecuaciones
y la cantidad de incógnitas que tenían los sistemas que se resolvieron.

141
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ortogonalidad 6.5, 6.7 y 6.9
de orden 1 6.12

Tabla 7.1: Dimensiones del sistema. Los tamaños corresponden a 8,10,14 y 18 matrices H k

10 matrices H (k)

Con la siguiente configuración de índices para H (k) y GU“), se tienen 5 matrices-filtro H (k)con índices en
cada subg'rilla, y lo mismo sucede para las GU‘)

X

x O
x o x o (7.1)

x O
O

A= 1))(011)’(_110)1(010),(1’0)2(210)1(ln-1),“),_1)7(0)

14 matrices H (k)

Con esta nueva disposición de los índices de las matrices H (k) y GU“),se tienen 7 matrices sobre cada.
subgrilla:

O
O x O x
x O x O (7.3)
O x O x

X

A = {(0a 2)1(2a 1)) (1»1)»(o) 1)) (-11 1)1(-1y0)1(0»0)1 (7.4)

(lao)!(2’0)1(21_1)(11_1)’(o,_1)1(-1a_l)a (1,
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ortogona’lidad 76, 108, 172, 204
1 2 4

Tabla 7.2: Dimensiones del sistema. Los tamaños corresponden a 8,10,14 y 18 matrices H k

18 matrices H (k)

Con esta distribución de índices se tienen 9 matrices (O) con índices en una subgrilla, y 9 matrices (x)
con índices en la otra subgrilla. Esta fue la mayor cantidad de matrices-filtro para la cual se hallaron
soluciones.

O x
O x O x

O x O x O x (7.6)
O x O x

O x

y el conjunto A es

A = {(012)1(211)1(111)!(0,1)1(_1,1)1(_110)1(0,0)1(110),(2’0)a(21-1)

(11_1)1(0a _1)I (-11 -1)1(11 _2)1(_21 0)1(112)1(02_2)9 (3)

7.2 Solución del sistema

7.2.1 Inconveniencia de las bases de Gróbner para este caso.
Para hallar los coeficientes de funciones de escala bidimensionales, Faugere utilizó bases de Gróbner. Se
lesnick, Lebrun y Vetterli también utilizaron bases de Gróbner para obtener coeficientes de multiwavelets
unidimensionales.

Las bases de Gróbner, desarrolladas por Buchberger en los años 60, son una herramienta del álgebra y
de la geometría computacional muy útil para resolver sistemas de ecuaciones polinomiales. Intuitivamente,
son una generalización de la eliminación Gaussiana para sistemas de polinomios. Tienen la ventaja de que
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Multiwavelet üHU‘) a??? bz]: ïÏÉZÏaïÏ: flincog. fiecuac.
Dla2b0-001 8 2 0 70 88
D233b0-009 8 3 0 78 100
Dlalb1-094 8 l 1 66 86
Dlalb1-081 8 1 1 F(-1, —1)= 0 66 88
D132b1-092 8 2 1 70 94
D232b1-095 8 2 1 70 94

D2a2b1-081 8 2 1 F(—1,—1) = o 7o 96
Dla3b1-091 8 3 1 76 106

H(-1,-1) = o
VH(—1,—1) = o
V2H(—1,—1) = o

Dla3b1-691 13 3 1 G(1, 1) = 0 156 294
VG(1, 1) = 0
V2G(1, 1) = 0
VI(1,1) = 0

H(—1,-1) = o
D1a3b1-298 10 3 1 Ga, 1) z o 92 146

H(—1,—1) = o
VH(-1, —1)= 0
V2H(—1, —1): O

D2a3b1-699 18 3 1 G(1, 1) N 0 156 294
VG(1, 1) z o
V2G(1, 1) z 0
VI(1, 1) z o

H(-1, —1)= 0
D1a2b2-299 14 2 2 G(1, 1) z o 113 214

VI(1, 1) z 0
H(—1,-1) = o

VH(—1,—1) = o
D2a2b2-499 18 2 2 G(1, 1) = o 150 262

VG(1, 1) = 0
VI(1, 1) = o

H(—1,—1) z o
VH(-1, —1)= o
V2H(—1,—1) = o

D1a3b2-699 18 3 2 G(1, 1) N 0 156 312
VG(1, 1) = o
V2G(1, 1) z 0
VI(1, 1) z o

Tabla 7.3: Número de ecuaciones y de incógnitas para los ejemplos construidos.
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resuelven un sistema dando todas las soluciones, y no es necesario una estimación inicial para obtenerlas,
como sucede en los métodos de optimización numérica.

Sus desventajas son: una muy alta complejidad, un requerimiento muy elevado de memoria y de
operaciones, y la falta de robustez del método ante la propagación de errores de redondeo: por eso
muchas implementaciones solamente utilizan aritmética entera.

Para resolver un sistema con 24 incógnitas, utilizando bases de Gróbner, con una Sun Ultra 2, a
Selesnick le llevó 4 semanas de cómputos. Después tuvo que analizar los resultados, escritos en un
archivo ASCII de 18.9 Mbytes. Observando las dimensiones de los problemas a resolver, se comprenderá
por qué se descartaron las bases de Gróbner.

Se encaró la resolución del sistema de ecuaciones no lineales usando métodos de Optimización numérica:
se aplicaron 2 métodos de cuadrados mínimos no lineales, el de Gauss-Newton, y el de Levenberg
Marquardt.

7.2.2 Optimización numérica: preliminares
A continuación daremos una breve introducción a los algoritmos de optimización que se utilizaron. Para
más detalle, consultar [61].

Dada f(a:) : Si" —>R, se busca calcular :r‘ e FR"tal que

:r‘ = min z .f( ) wn >
Partiendo de un valor inicial zo, los métodos de optimización calculan una sucesión de puntos 2:1, 9:2,23,

. , que bajo ciertas condiciones convergen a un mínimo local o global. Los algoritmos dan la manera
de calcular una iteración (2,,“ = 2+) a partir del punto anterior o actual (21:;c= za).

El método de Newton

El método de Newton consiste en aproximar f (z) en a:= za por un modelo cuadrático

¡(2) z ¡(zo + Vf(za)T(z - za) + ¿(z —zafvmzaxz —za), (7.8)

y resolver Vf (z) = 0, obteniéndose

2+= za- [Won] “ wea). (7.9)

Si f(:r) es 2 veces derivable con continuidad, si el Hessiano V2f (z) es una matriz definida positiva en un
entorno de z' y si el punto inicial xo es suficientemente próximo a z', entonces el método de Newton
converge en forma cuadrática a la solución.

Cuando el Hessiano no es definido positivo, se lo reemplaza por V2f (za) +paI , con pa > 0. El cálculo
del Hessiano es muy costoso en cantidad de operaciones, y existen muchas variantes de este método - los
métodos quasi-Newton, que utilizan diferentes estimaciones del Hessiano.

Regiones de confianza

El modelo cuadrático 7.8 es local, y solamente es válido para un entorno de za; tiene sentido entonces
restringir la búsqueda de un nuevo punto 2+ a una región donde sea confiable este modelo. En ese caso,
se trata de hallar

¡gin {f(za) + Vf(:ca)Ts + ásTHas} ,a H

sujeto a “sllz = "55- 3a|l2 S 3a

donde Ha z V2f(:1:a). El diámetro de la región de confianza se actualiza en cada paso.
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7.2.3 Gauss-Newton

Se quiere minimizar una función que es suma de cuadrados

f(:r:) = ¿11(2va = ágrfiz), m>n, (7.10)

donde R : Si" —)82'", y r,-(:r:), la componente i-ésima de R(a:), es no lineal en :c.
Sea J (2:) la matriz Jacobiana de R(:c) en el punto z:

31'49")

[J(3)lij= azj 

El método de Gauss-Newton resuelve el problema 7.10 utilizando un modelo lineal (afín) para R(a:)

R(:r) z Ma(a:) = R(a:a) + J(1:a)(z —za),

y luego aplicando el método de Newton al problema

. 1 2

¿31,35 "Moon! ,

con lo cual resulta

2+ = za - (J(za)TJ(za))“ J(Ia)TR(=va)

En la práctica, en vez de calcular la pseudo inversa (J (26)7'J (20)) _l J (za)T, se halla la descomposición
QR de la matriz J (za)TJ (za). Este algoritmo difiere de la aplicación del método de Newton para obtener
el mínimo de f (2:).

Se puede demostrar que si en cada paso, las columnas de J(:1:a) son linealmente independientes,
la dirección que elige el método es una dirección de descenso, es decir, se reduce el valor de f (z):
¡“(55+)< f(za)

Si en la solución R(a:") = 0 —se trata de un problema de residuo 0 - , f (2:) es 2 veces derivable
con continuidad, J (z) está. acotado en un entorno de la solución, y 1:0es suficientemente próximo a z',
entonces el método de Gauss-Newton converge en forma cuadrática a la solución.

7.2.4 Levenberg-Marquardt
Existe una modificación del método de Gauss-Newton, basada en el enfoque de regiones de confianza.
Se trata de hallar el valor 2+ que realice el

mín “30%) + J(-"3a)(3+- za)||2,
2-1-69?"

sujetoa "2+ - sanz s a,

de lo cual se obtiene

2+ = za - (Masafumi) + un)“ J(za)TR(za),

donde pa = 0 si (J(za)TJ(za) + ¡uan-l J(za)TR(a:a) 5 8°, y un > 0 en los demás casos.
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7.2.5 Implementación

El sistema no lineal se resolvió minimizando la suma de los cuadrados de cada una de las ecuaciones no
lineales, y controlando que en el mínimo alcanzado esta suma fuera cero. Se aplicó una estrategia mixta:
se comenzó utilizando el método de Levenberg-Marquardt; si los cálculos evidenciaban un residuo muy
grande, entonces se cambió y se aplicó Gauss-Newton.

En un principio solamente se incluyeron en el sistema las condiciones sobre las matrices-filtro de
las funciones de escala, dejando fuera del sistema las condiciones que tenían que ver con las wavelets.
Resolviendo este sistema se obtuvieron soluciones que permitieron construir ejemplos de funciones de
escala. Pero no siempre se encontraron soluciones para un segundo sistema con las condiciones sobre las
matrices-filtro de las wavelets: no porque no existieran —en [62]se prueba que dada una. multifunción de
escala, que define un análisis de multirresolución de multiplicidad r en 32",para una matriz de dilatación
D, siempre existe una multiwavelet asociada si 2r(|D| - 1) 2 n , lo cual en nuestro caso se cumple siempre
- sino porque el método de optimización requiere una estimación inicial para converger a la solución, y
no se tenía una estimación adecuada. Finalmente se integraron las condiciones sobre H (k) y GU“)en un
único sistema a resolver.

Se hizo un programa que genera automáticamente las condiciones de ortogonalidad, aproximación
polinomial, balanceo y demás condiciones, para cualquier conjunto de índices elegido, que conforman
el sistema no lineal a resolver. Los datos del programa son: la configuración de índices, la matriz
de dilatación, el orden de aproximación polinomial deseado, el orden deseado de balanceo, y demás
condiciones que se quieren imponer. El programa resuelve el sistema en forma iterativa a partir de un
punto inicial en el espacio de incógnitas. Si no encuentra una solución, el programa genera otro punto
inicial. En la salida, el programa arroja como resultado los 4 elementos de cada matriz-filtro H (k)y GU“),
además de los vectores w. de la aproximación polinomial. Si se encuentra una solución al problema, se
controlan 3 cosas: (i) que en la solución se verifiquen todas las condiciones, es decir, que en el mínimo
encontrado la función a minimizar valga 0, (ii) que el vector voosea no nulo, y (iii) que la estimación del
radio espectral conjunto sea menor que 1- ver más adelante en 8.6.1. Si alguna de las 3 condiciones no
se cumple, se descarta la solución, se cambia. el punto inicial, y se vuelve a buscar.

La mayor parte de este trabajo se ejecutó en una UltraSparc 1, de plataforma Unix, con un procesador
de 140Mhz y 64Mb de memoria. Los ejemplos de multifunciones de escala y de multiwavelets hallados
figuran en la tabla 6.7. A continuación se indica el algoritmo que se utilizó para grafica: las funciones
halladas.

7.3 Gráficos: algoritmo cascada

7.3.1 Gráficos de las multifunciones de escala

No se conoce la forma analítica de las funciones de escala <I>1y <I>2,ni la de las wavelets 'I'l y ‘Ilz.
Sin embargo, conociendo tan solo las matrices-filtro H (k) se pueden obtener una sucesión de pares de
funciones (69'), dá”),- cuyos respectivos gráficos convergen a los graficos de Óly de 62 cuando j —>oo.
En cada iteración se obtiene una aproximación de mayor resolución que la anterior.

Para iniciar el algoritmo se comienza con 2 funciones (Pío)(z) y Óáo)(1:), que son —salvouna constante
—la función característica de un cuadrado.

Sea Q el cuadrado unitario Q = [0,1) x [0,1) y sea x(zl, 1:2)su función característica. Para a: e R2

1 si IEQ
X(3)={0si ng
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Se define

(0)
(0) _ ‘I’ (1') _ 01X(2) _ al

q) (z) _ [ ¿”(2) 1 _ [ a2x(1=) _ [ a2 ] Mz)

donde a: [ al ] verifica wTa,= 1.
En cada iteración se calcula una estimación más fina aplicando la ecuación de dilatación:

q;(1’+1)(z)= z H(k)q>(.7’)(D z _ k)
¡ce/xcz2

Escribiendo cada. iteración ¿“17(2) en términos de contracciones sucesivas de x(a:) - mediante D- y
sus traslaciones enteras, obtenemos

Wo): Z H<'°)[°‘]x(Dz-k)= vai’xwz-k)
¡CEACZ2 a2 hGZ’

Wo): Z H“)2 MSmezav-(Dkw) )= Z V532x(D22-n )
laca/mz2 rez2 nez2

donde

0

V582) = [ Z; ] V502 = [ 0 ] paranaé (0,0) . (7,11)

v9). = z HW? vez = z mui/.522-“
Ice/kcz2 keAcZ2

Y, en general,

Wo) = Z V512x( Di z-n )
nGZ’

. óíj’uz) [V101 
Le. . = . x( DJ z-n ) (7.12)

[423% V291.
donde

Vio-“+0: z Hen/fighm (7.13)
keACZ’

Reescribiendo (7.12), se tiene

49%): z VEZ.x(Dj ac-n )
nEZ2

62301:):z x(Djz-n ).
flEZ2
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Iteración Tamaño 1 matriz 2 matrices bytes
2 7 x 6 42 84 672
4 19 x 16 304 608 4864
6 38 x 32 1216 2432 19456
8 76 x 64 4864 9728 77824

10 152 x 128 19456 38912 311296
12 304 x 256 77824 155648 1245184
14 608 x 512 311296 622592 4980736
16 1216 x 1024 1245184 2490368 19922944
18 2432 x 2048 4980736 9961472 79691776
20 4864 x 4096 19922944 39845888 318767104

Tabla 7.4: Requerimientos de memoria para. graficar <I>¡y (D2.

Algoritmo 7.1. Generación de gráficos de ‘Ihy Q2:
i) Asignar los valores iniciales de las matrices VU, y V2.” según 7.11.
ii) Aplicar (7.13) para j = 1, ..J.

iii) Graficar v}? y V293 .

En cada iteración j, se calculan 2 matrices V1931 y 17292.(variando n e Z2), que son los coeficientes
de o?) y ng) en una grilla cuadrada sucesivamente refinada y reflejada, en el caso de D1, o rotada, en
el caso de D2. Para que la orientación de las bases x( Dj z —n ) sea igual a la del plano, en el caso de
D1 se observan las iteraciones pares, y en el caso de D2, solamente las iteraciones que son múltiplo de 4.

El requerimiento de memoria es un factor limitante: en la tabla 7.4 se puede observar el crecimiento
exponencial del tamaño de las matrices V193, y V152 en el caso de 8 matrices-filtro H (k). Los valores

de las matrices VS; y son números reales de doble precisióny ocupan 8 bytes. Para graficar la
vigésima iteración se necesitarían 308 Mb de memoria. Sin embargo, en general alcanza con 8 iteraciones
para tener una buena representación de ambas funciones. En las figuras 7.1 a 7.4 se graficaron las itera
ci0nes pares del algoritmo para una multifunción de escala <I>asociada a D1 de aproximación polinomial
2.

7.3.2 Gráficos de las multiwavelets

Para graficar las wavelets ‘I’l y ‘I’z, es necesario conocer las matrices-filtro H ( k) y G( k). Primero se
obtiene una buena aproximación oí J'l) y o; ‘14) de 61 y <I>2, tal como se ha indicado y luego se aplica
la ecuación de la wavelet (5.6) una sola vez.

www) = z G<’°><I><J-1>(D z —k)
keAcz=

de lo cual resultan

v,5-')= z Gk K552”, (7.14)
kGACZ2

Wu) = Z 14‘33.x( DJ a:- n )
nEZ2

Wo) = Z: V432.x( DJ z—n ).
neZ2
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(a) (¡’1 (b) (¡2

Figura. 7.1: <I>:2 iteraciones del algoritmo para. Dla2b0-001.

Algoritmo 7.2. Generación de gráficos de ‘IIIy |II2
i) Asignar los valores iniciales de las matrices Vl, n y Vg,n según (7.11).
ii) Aplicar (7.13) paraj = 1, ..J - 1.
iii) Aplicar (7.14).

iv) GraficarV512 y .

En la.figura 7.5 se observan los gráficos de las wavelets ‘1'1y '11;para. el mismo caso.
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23-5517"V‘\)\\\‘A\\‘,'Io“\\\‘‘:v-o‘o“}\=z

(b) ‘52(a) 4’1

Figura. 7.2: <I>:4 iteraciones del algoritmo para. DlaZbO-OOI.

-: Ñ?“

(* (es?
‘ 923-9\ a' M5.79

\\--A: ‘I' \:5“
¿‘zziá\\\\3ïï*«':&2\\sáei )

“‘55:;3;3’1N\‘.&+ '

(a) ‘51 (b) 02

Figura 7.3: Ó: 6 iteraciones del algoritmo para. Dla2b0-001.



152 CAPÍTULO 7. CONSTRUCCIÓN

(a) ‘ï’l

Figura 7.4: (D:8 iteraciones del algoritmo para. Dla2bO-001.

Figura. 7.5: ‘I’: 8 iteraciones del algoritmo para. D132b0-001.



Capítulo 8

Continuidad de las multiwavelets no
separables

En este capítulo se darán herramientas para analizar la continuidad de las funciones de escala y las
multiwavelets construidas. Se siguen los lineamientos del artículo de Heil y Colella [9] sobre wavelets en
una dimensión. Primero, se verá. que la continuidad de las funciones de escala <I>1y <I>2es equivalente
a la continuidad de un vector funcional v, que aparece cuando se escribe la ecuación de dilatación en
forma matricial. Un conjunto de coeficientes {H(k), k e A} y una matriz de dilatación D determinan
un vector funcional v y dos matrices To y T1. Para que v(a:) sea contínua, es condición suficiente que
el radio espectral conjunto de To y T1 restringidas a un cierto subespacio E sea inferior a 1. Esto está.
demostrado para cualquier número de multifunciones de escala, y de cualquier dimensión, en [55],donde
Cabrelli, Heil y Molter utilizan herramientas del análisis funcional, apoyándose en la autosimilaridad
de las funciones de escala. También demuestran la convergencia del algoritmo cascada para graficar las
multifunciones de escala y las multiwavelets. El enfoque que se da aquí está. restringido al caso que nos
concierne - 2 funcion de escala, definidas sobre 822—,y es más aplicado. En particular, se indica como
obtener el subespacio E, en el caso de tener las matrices To y T1 más de un autovalor de módulo 1. Esta
situación no se presenta en el caso de las wavelets en una dimensión.

8.1 El conjunto U
En lo que sigue D es una de las dos matrices de dilatación D1 o D2 definidas en el capítulo 3, y
L = {eo,el} = {(0,0), (0, 1)} es un conjunto de representantes del grupo 22/DZ2 para, cualquiera de las
dos matrices.

Sea f la función

f: se? —>se (8.1)

f(z) = f(D-'c - eo) + f(Dz —e1)- (8-2)

Se puede ver que existe un conjunto compacto U = U(D, L) en 322-ver [28], del cual f es la función
característica, que satisface

U = {D'1(U + eo)}U {D‘1(U + 61)}= D“1(U + L). (8.3)

En el caso D = D1 el conjunto U resulta ser un paralelogramo- ver figura (8.1), y en el caso D = D2 el
conjunto U tiene la forma de un dragón o twin dragon —ver figura (8.2) . En ambos casos, el subconjunto
negro es D‘lU, y el subconjunto gris es D"(U + el ).

153
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Figura 8.1: El conjunto U en el caso D = D1.

-0 6 -0A -02

Figura. 8.2: El conjunto U en el caso D = D2
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8.2 Desarrollo D-ádico para los puntos de U
Teorema 8.l .

oo

U={zD-J'ed,, donde dJ-e{0,1}}J'=l

Demostración. Supongamos que z e U, entonces en virtud de 8.3 o bien a: e D’lU = D‘1(U + eo), o
bien a: e D‘1(U + el), —también puede suceder que a: pertenezca a ambos conjuntos. En el primer
caso, existe ul e U tal que Dz = ul + eo, y :I:= D‘leo + D'lul, con lo cual dl = 0. En el segundo
caso, existe ul e U tal que Da: = u1+ el, y a:= D'1e1+ D‘lul, y entonces dl = 1 . En ambos casos,
existe u¡ e U tal que a: = D‘ledl + D‘lul. Si z pertenece a la frontera de los 2 conjuntos, es decir,
a: e D‘IU n D“(U + el) entonces obtendremos 2 desarrollos diferentes para z. Para evitar esto, se
puede descomponer U en 2 conjuntos disjuntos -ver [55],

U = U1 U U2,

donde

U1= D’lU

U2 = {D‘1(U + e1)} —{D‘lU}.

Es decir, si a: e D‘l U0D“ (U+e1), entonces a: e U1y dl = 0. Para calcular ed, se repite el procedimiento
sobre ul , se obtiene ul = D‘led, + D’luz y luego1:= D‘led1 +D‘zed2 + D'zug. Y así sucesivamente.

Convergencia: la.serie converge absolutamente, ya que

m . w ' m . w _

ZD_Jedi S Z "LJ-Jedi"2 S El IID_JII2"ed,-"2 5 Z ¡ID-III; < °°
¡:0 2 ¡:0 J'=° J'=0

_ 1
Pues 1I|2=m<L Ü

Nota 8.1. Si z e U,

m .

:1:= z D"e¿¡ (8.4)
J'=1

Llamaremos a 8.4 “desarrollo D-ádico de :c ”, y lo notaremos

1:=D
En el caso D = D2 la fórmula 8.4 es llamada “expansión dragónica” en [28].

Ejemplo 8.1. Ejemplo de un punto con desarrollo D-ádico finito, para el caso D = D1.

0.75
0.5

_ 1.25 _ 1 0.25 _
Dz_[o.25]’[o]+[0.25]‘el+"l

a:= D'lel + D_1u¡

5|:
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Dul=[g-5]=[g]+[g-5]=eo+m
ul = D‘leo + D-luz

Sl:= 17-161 + D‘2eo + D_2u2

0.5 0 0.5
Du"[0.5]‘[0]+[0.5]‘e°+"3

uz = D_leo + D_1'LL3

z = D‘lel + D‘zeo + D‘aeo + D’4u3

Du3 = [ (1)] = el (3.5)

ua = D‘lel

a:= D‘lel + D'2eo + D'aeo + D‘4e1

= D’1e¿¡ + D_Zed2+ D_3€da + D'4ed4

=[3É]+[3]+[3]+[3'25]
= D‘lel + D‘4el (8.6)

a: = (0.1001)D (8.7)

Por otro lado, en 8.5, se podría haber puesto

1 0 1

Du3=|:0:|=[0:|+|:0]=60+u4
U3 = 13-160 + D_1U4

a: = D_161 + 13-260 + 13-360 + D_4eo + D—4'U,4

Du4=[;]=[g]+[;]=eo+m
u4 = D_leo + D_l‘u,5

:c= D'lel + D‘2eo + D’3eo + D'4eo + D’5eo + D‘5u5
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2 1 1

Du5=[0]=[0]+[0]=61+u6
U5= D’lel + D'lue

:1:= 13-161 + D_Zeo + D_3eo + 13-460 + 17-560 + D_661 + 13-6113

a: = (0.100001..)D

y como ue = u4

U4 = 19-160 + D_1’U5

= D_leo + D_2€1+ D'2u5

us = D_leo + D_2e1+ D'2u6

a:= D’lel + D’zeo + D‘aeo + D'4eo + D’5eo
+ D’6e1+ D-7eo+ D’3e1+ D_8u6

oo

a:= D’lel + D’6 z D‘zjel (8.9)
j=o

z = (0.1000010101..)D

z=finmm00
Ahora veremos que el desarrollo finito 8.6 y el desarrollo infinito periódico 8.9 de :1:coinciden:

m .

a:= D‘lel + D‘6 ZD’2’e1
.‘Í=0

= D-‘el + D-8 lim (I —0-2)“ eln-too

= D’lel + D‘6 (2I)e¡
= D'lel + D_461.

Para. los pasos anteriores se usaron las propiedad:

D4=0M,
"D4"=a5<L

m .

IIAII< 1 => I- Atiene inversa,y ZAJ = (I —A)“,
j=o

2I = D2.

8.3 Teselado del plano con U y sus traslaciones
El conjunto U , con sus traslaciones en Zz, forma un cubrimiento del plano [63]. Llamaremos “baldosa”
del cubrimiento a cada conjunto U + k, k e Z2. Si, además, para cada. par (k,k'), k 96k’, los conjuntos
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U + k y U + k’ se intersecan en un conjunto de medida nula, es decir

n({U + k} n {U + k'}) = 0 (8.10)

entonces se tiene un teselado del plano. El conjunto U , con sus traslaciones en Z2, forma un telado
del plano si y solo si p(U) = 1 [64]. Los dos conjuntos U inducidos a partir del conjunto L dado y de
cualquiera de las 2 matrices D1 o D2 consideradas en este trabajo tienen esta propiedad.

Sea S}un cubrimiento de sap (tin) y sap (<I>2)por traslacíones enteras de U :

sap (<I>,-)c U (U +r) = s, j = 1,2 (8.11)
r EI‘CZ2

Al conjunto U se le puede suprimir parte de su frontera de manera que la intersección de 2 baldosas sea
disjunta. Como el conjunto U tiene 6 vecinos en el teselado del plano, tanto en el caso del paralelogramo
como el del dragón, se pueden suprimir las fronteras comunes a 3 vecinos.De manera que se suprime u+r
(r e Z2), si u y u + r ambos pertenecen a U . Es decir, tomamos

N

U=U— U (U+r) (3.12)
reAcZ2

donde

A = {(1,0), (1, 1), (2, 1)} en el caso D = D1

Y

A = {(1,0), (0,1), (1,—l)}en el caso D = D2

- ver [55], observar que en ambos casos el e A — Entonces

{Ü+k}n {Ü+k’} :0), para ¡mek’, (8.13)

y además

Ünz2 = {(0,0)}. (8.14)

El conjunto Ü , con sus traslaciones enteras, también forma un teselado del plano. Y como Ü solo
difiere de U en la.exclusión de algunos bordes, no es cerrado, y entonces

sap (si) c U (Ü+r) = e, j = 1,2. (8.15)
r EI‘CZ2

La. ecuación (8.11) implica que si a: pertenece al soporte de <I>1o de <I>2,mdste un u e U y un r e F
tal que a:= u + r. El conjunto 1"es el conjunto de enteros por el cual se traslada la baldosa para obtener
un cubrimiento de los soportes de las (Dj,y no tiene nada que ver con las subgrillas Po y F1. Queremos
analizar ahora las relaciones entre I‘ y A, el conjunto de índices de las matrices-filtro H (k).

Supongamos que Q1 y <I>2son funciones continuas y que z e 922 es tal que <I>1(:1:)76 0 o <I>2(:c)9€ 0
Entonces

a:e U (U + r). (8.16)
r eI‘cz2

De la ecuación de dilatación

<I>(a:)= z H(")<I>(D z-k)
kGACZ2
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se deduce que existe algún k e A y algúnj e {1, 2} tal que <I>,-(D a: —k) 960. Luego Da: —k pertenece
a sop (<I>J-)y por (8.11) existen u e U, r e I‘ tal que

Da: —It = u + r.

Para que esta escritura sea única, tomamos el convenio de que u e Ü.

a:= D“(u+r+k) = D“u+D“(r+k).

El elemento u e U, y por 8.3 se deduce que D‘lu e U y D'1(u + e1)€ U.
Existen ahora diferentes posibilidades, según a qué subgrilla I‘o o I‘l pertenece el término r + k.

Recordar que queremos establecer condiciones sobre I‘ :
(i) Si r + k e I‘o = DZ2, entonces D‘1(r + k) e Z2. Como además D‘lu e U, entonces por (8.16)

debe ser D’1(r + k) e I‘. Luego I‘ debe contener todos los elementos D‘1(r + k) con r e F, k e A y
r + k e I‘o = D Z’. Se infiere entonces, que

D“({1"+A}ñDZ2)=D‘1(I‘+/i)r1Z2 c 1‘. (3.17)

Esta es la condición de admisibilidad para el conjunto I‘ asociado al conjunto de índices A, dada en [55].
(ii) Si 1'+ k e F1 = DZ2 + el, entonces existe j e Z2 tal que r + k = D j +e1. Reemplazando se

obtiene

a:= D‘1u+D‘1(r+k) = D‘lu+j+D‘le¡ = D‘1(u+e1)+j.

Como por hipótesis D’l (u + el ) e U, entonces j = D‘1(r + k —el ) e 1". Luego I‘ debe contener todos
loselementosD“(r+k-el )con1-e I‘,ke A yr+k€ F1. Esdecir

D‘1({I‘+A—e1}nDZ2)=D'1(I‘+A—e1)nZ2CI‘. (8.18)

Llamando

L = {(0, 0), (1,0)} = {80,61}, (8.19)

de (8.17) y (8.18) se deduce que

D‘l (1"+ A —L) n 22 C I‘. (8.20)

Definimos entonces al conjunto I‘ como el conjunto minimal que cumple (8.20).
Para ejemplificar lo anterior con una función de escala unidimensional, se tiene que para la función

de escala Daubechies 4 el soporte es [0,3], A = {0,1,2,3}, L = {0,1}, U = [0,1], U = [0,1), D = 2,
I‘={0,1,2},yD‘1(I‘+A-L)nZCI‘.

Lema 8.1. El conjunto de todos los pares de enteros contenidos en 8‘ es exactamente F.

I‘=‘33‘r1Z2

Demostración. Esto se deduce de que la intersección de los conjuntos del cubrímientos es disjunta —
fórmula (8.13) - y de las fórmulas (8.15) y (8.14).
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8.4 El vector funcional v

Introducimos un orden en I‘,

r = {70171,72}
donde 'yo= (0,0).

Para a: e U definimos el vector v de 2q + 2 elementos:

00(3) c31(5)
01(3) ‘Ï’z(3)
v2(z) d>1(z+ 71)

v(z) = '03 Z) = Óz (SB+ '71)

122.,(2) 41)¡(a:+ 7g)

’Uzq+1(3) ‘1’2(3 + '7q)

Para cada 7k e I‘, tenemos que

v2k(3) = ‘Ï’1(93+ 7k)

vzk+1(3) = 42(3 + 7k).

Queremos ver que las coordenadas de 11(2),formadas por las funciones 11)](z) y 62(2) sobre las baldosas
U + k del teselado, se “peguen” bien en los bordes. Indicaremos 6U a la frontera de U.

Lema 8.2. Sea uo e ÜU C U, y sea r uno de los 3 elementos de A, de manera tal que el elemento uo +1
también pertenezca a U. El elemento uo + r pertenece además al borde de una baldosa contigua a U. Es
decir, no + r e U n U + r. Sea 7k e P. Si r +71; = 7k, 6 I‘, entonces

v2k(uo + 7')= tin/(ua)

v2k+1(uo + 1‘)= U2kl+l (1to)

Demostración. l\:_otemosque el elemento ug pertenece al borde de U, y uo + r e U, para r e A: esto
indica que uo e U. Además,

v2k(uo + 7') = ‘Ï’IÜIO+ 1'+ 7k) = ‘Ï’l(uo + 71:1): Una/("0)

vzk+1(uo + 7') = 42(110 + T + 7k) = ‘1’2(Uo+ 7m) = vzm+1(uo)

Ejemplo 8.2. Para el caso

r = 0)) (17o), (2’o)! 1), (1’1), (211)1"-} = {701711721""7k27k+l 17k+2}

D = D1 y A = {(1,0), (1,1), (2,1)} = {1'1,T2,T3}:

1. r = r1 = (1,0). Se tienegue r1+7o = 71 ; r1 +71 = 72; T1+71; = 'Yk+1;T1 +7k+1 = 'Yk+2-El
elemento no pertenece a U n BU, y uo + r1 e U solo si

uo e Y1= {(21,32), con 0 S 21,22 < 1 y 2:1= zz}

Entonces, para uo e Yl se deduce del lema anterior que:

vo(uo + r1) = v2(uo) v2(uo + r1) = v4(uo)

v1(uo + r1) = va(uo) va(uo + r1) = vs(uo)---
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‘Uzk(u0+ T1) = vzk+2(uo) Uzk+2(uo + 7'1) = v2k+4("o)

v2k+1(U0+ T1) = vzk+3(uo) v2k+3(uo + T1) = vzk+s(uo)

2, r = r2 = (1, 1). se tiene r2 + 70 = 7k.“ y r2 + 71 = “+2. El elemento U0 pertenece a U n ÜU, y
ug + r2 e U solo si

U0 G Y2 ={(-'51,0), con 0 S 31< 1}

Entonces, para 'uo e Yz se deduce del lema anterior que:

vo(uo + r2) = v2k+2(uo) v2(uo + r2) = v2k+4(u0)

01(Uo + T2) = v2k+3(uo) 113(uo+ T2) = v2k+5(u0)

3. 1'= r3 = (2, 1). Se tiene r3 + 7o = 7k“. El elemento uo pertenece a Ü ñ ÜU, y uo + r3 G U solo si

uO= (01

Entonces, para ug = (0,0) se deduce del lema anterior que:

'Uo('uo+ T3) = v2k+4(uo)

01(110+ T3) = v2k+5(u0)'

Nota 8.2. Sean <I>1y (D2son contínuas. Si a: + 7;, G asop (In, entonces

112143)= {Mi + 'ch) = 0,

y si a: + 'yk e asop 452,entonces

v2k+1(3) = ‘Ï’zCE+ 7k) = 0

8.5 Las matrices T0 y T1

Si ahora a:e D‘1U y se aplica.la.ecuaciónde dilatación8.3,se observaque losvaloresde [ I ]t
están determinados por sumas de bloques de 2 x 1, resultados de productos

H( k) Ó1(D3+ D75-
Óz(DE + D'fi - k) ’

con k e A. Si para un valor de k el vector columna es no nulo, Dz + D7,- —k debe pertenecer a
algún cubrimiento de los soportes de él y de <I>2.Como z e D’lU , resulta que Da: e U. Entonces

D'y,-—k= 71-e I". Por lotanto losvaloresde [ j: ] están determinados por sumas de productos

H(k) [ ‘Ï’I(Dï +7j)(DAD: +71) , con k = D7,- —'yJ-.
En vista de lo anterior, se puede afirmar que existe una matriz Tode tamaño 2(q + 1) x 2(q + 1) tal

que

v(:c) = Tov(Da:), si a: e D_1U. (8.21)

La matriz To está. formada por bloques de 2 x 2. Si numeramos los bloques a partir de (O,0), el bloque
(i, j) de To está. dado por

[T0]i,j = H (DWM”),

donde el orden de los bloques es el inducido por el orden de I‘.
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Ejemplo 3.3. Si r = {(0,0), (1,0), (2,0), ...(0, 1),(1, 1), (2, 1),...} y D = 1),,

¡{(0.0) H(-1,0) H(-2.0) H(0.—1) H(—l.—1) H(—2.—l)
H(lll) ¡{(011) H(_111) "- H(1I°) H(0I0) H(-110)
¡{(2.2) ¡{(1.2) ¡{(0.2) ¡{(2.1) H(1.1) ¡{(0.1)

T0: Hui-1) ¡{(02-1) H<—í.-1) ¡qu-2) H(o.-2> H(-1.-2)
H(2IO) H(l|0) ¡{(010) ___ ¡{(21-1) H(ll_1) H(0I_1)
H(3.l) H(2.1) H(l,l) H(3,0) H(2,0) H(1,0)

Observamos que en los bloques de To pertenecientes a una. misma columna, hay ceros o están todas las
matrices H ( k) de una misma subgrilla.

Para z = 0 = (0,0) la ecuación (8.21) se reduce a

11(0)= Tov(0).

Llamamos <I>ral vector columna cuya traspuesta es :

‘I’FT=[(51070)¿2070),‘Ï’1(71)»‘I’2('Yl),‘1’1(72),¿2(72),---,‘Ï’1('7q),@2('Yq)]T

y entonces

‘Ï’r‘= To‘Ï’r- (8.22)

Sea ahora 1: e {D;((U + e1))}. Si se aplica la ecuación de dilatación, se observa, de forma similar,1 17 + 'Yi

4’20” + 'Yi)

productosHU‘)[ : ], conk G A. Si para un valorde k el vectorcolumnaes noÍ

que los valores de [ están determinados por sumas de bloques de 2 x 1, resultados de

nulo, Dz + D'yi - k debe pertenecer a algún cubrimiento de los soportes de <I>1y de <I>2.Como z E
{D‘1(U + 61)}, resulta que Da: e U + el y Da: —el e U. Si sumamos y restamos el, obtenemos
Da: + Dm- —k = (Dz —el) + D7,- —k + el. Entonces debe cumplirse que Dm —k + el = "y,-6 I‘. Luego

<I>1(z+'7i) <I>1(D:c-e1+7j)
los valores de [ ¿2(3 + 7‘.) (DAD: _ el +71.) ,
con k = Dm- —71-+e1.

En vista de lo anterior, se puede afirmar ahora que existe otra matriz T1de tamaño 2(q+ 1) x 2(q+ 1)
tal que

] están determinados por sumas de productos H (k) [

v(:c) = Tlv(Da: —el), si :c e {D-1(U + e¡)}. (8.23)

La matriz T1 está. formada por bloques de 2 x 2. Si numeramos los bloques a partir de (0, 0), el bloque
(i, j) de T1 está dado por

[Tdi]. = H(D‘n—7j+e¡)

Ejemplo 8.4. Por ejemplo, para el mismo caso

1‘= {(0,0),(1,0),(2,0),---(0,1),(1,1),(2,1),---}
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y D = D17

¡{(1.0) ¡[(0.0) H(-l.0) H(1.-1) H(0.-1) H(—l.-1)
¡{(2.1) ¡{(1.1) ¡{(0.1) ¡{(2.0) ¡{(1.0) H(0.0)
H(3.2) H(2.2) ¡{(1.2) ¡{(3.1) ¡{(2.1) ¡{(1.1)

T1 = ¡Id-1) Hal-1) mol-1) H(2,—2) H(1.—2) H(o.-2)
¡{(310) H(2|0) Halo) _._ H(3.-1) H(21-l) H(11_1)
¡{(4.1) H(3.l) ¡[(2.1) ¡{(4.0) ¡{(3.0) ¡{(2.0)

También aquí observamos que en los bloques de T1 pertenecientes a una misma columna, hay ceros o hay
matrices H ( k) de una misma subgrilla.

Para z = D‘lel = fil la ecuación (8.23) se reduce a

v([31) = T1 11(0)

Llamemos H a los puntos 7,-+ B1 , es decir

H = {fih'yl + [31,72+fi1,.....,'yq +B1} = {7ra,7r¡,...1rq}

Para la matriz de dilatación D = D1 se tiene fil = (0.5,0.5), y para la matriz de dilatación D = D2 se
tiene B1 = (0.5, —0.5). Es decir, los puntos de II son puntos medios entre pares de enteros.

Sea <I>nel vector columna:

<I>n= [<I>1(1ro),<I>2(1ro),<I>1(7r1),62(1r1),<1>1(7rg),«1>2(1r2), ...,<I>¡(1rq),<1>2(7rq)]T

entonces v(fi1 ) = <I>ny

‘I’n = Ti‘Ï’r- (8.24)

Las fórmulas (8.22) y (8.24) son la consecuencia algebraica de la ecuación de dilatación.

Teorema 8.2. Si tI>1(.1:)y <I>2(z)son continuas, entonces v es contínua en U.

Demostración. La funcin v(a:) es un vector definido por trozos de funciones continuas en un compacto
U, por lo tanto es contínua.

Queremos analizar la consistencia entre las fórmulas (8.21) y (8.23): si v(a:) es contínua en U, entonces
ambas fórmulas deben valer lo mismo en la intersección de D‘IU y D‘l (U + el).

Lema 8.3. Sea a: perteneciente a la,frontera de las 2 copias reducidas de U que forman el compacto U,
es decir, a: e {D‘lU} n {D’1(U + 61)}. Entonces vale

T0 v(Dz) = Tl’U(DI- el)

Demostración. Por construcción v(Da:) y v(D:z:—el) son el mismo vector con un corrimiento en las
coordenadas, y To y T1 están formados por los mismos bloques H (k) salvo corrimientos: se puede observar
que vale

T0 v(Dz) = T1v(Dz —el),

y hay consistencia. El
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Como caso particular, si tomamos z = D’lel = fil , se obtiene

v(fl1) = Tov(Dfi¡) = Tov(e1 ) = T1 v(0) (8.25)

que es consistente con 8.5.

Teorema 8.3. Si a: e U y vale 8.4, y v es el vector funcional definido en 8.4, entonces

11(2)= Tamm) (8.26)

donde

n ={ Dz, si a:e D‘lUDz-el, su:€{D“(U+el)}
y, en general

v(z) = Td,T¿2 . . . Tdmv(r"'a:). (8.27)

Demostración. Las afirmaciones son consecuencia de las fórmulas 8.21 y 8.23. El

Nota 8.3. Si a:e U tiene desarrollo D-ádico finito, entonces

11(2)= Td1Ta, . . .Tdm (8.28)

Ejemplo 8.5. Siguiendo con el ejemplo ya visto en la sección 8.2, si

z_ 0.75’ 0.5

:c= D‘lel + D’zeo + D’3eo + D‘4e1

a: = (0.1001) D (8.29)

donde D = D1, entonces

12(2)= T1T0T0T1

Hemos visto que la multifunción de escala (<I>¡,'52) define un vector funcional v. Este último cumple
determinadas propiedades, y la continuidad Holder de él y de Q2 implica la continuidad Holder de v.
Todo lo anterior está. resumido en el siguiente corolario.

Corolario 8.1. Dada una multifunción de escala Ó = [Gb Q2]T, <I>: 8? -) 8%2,<I>ly 4>2Hólder continuas
y de soporte compacto (31 = sop <I>1,Ez = sop th). La multifunción de escala determina un vector
funcional v : U —>SP?“ contínuo, que verifica

i) Sea a: e U. Si para algún 7k e I", se veñfica que a: e 631 —7k, entonces vale

v2k(z) = o)
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y si z e 632 —7k, entonces

vzk+1(17) = 0

Tenemos que '70= (0,0) e I‘. Por lo tanto, si a: e 631, vale 112;,(2)= 0. Ysi z e 832, vale v2h+1(a:)= 0.
ii) Sea r e A, 7k e F, y 7;,+r = 7k, e I‘. Entonces para todo ug e GU, tal que uo +r e ÜU, se tiene

vZk(u0 + 7‘)= v2k:(uo)

v2k+1(U0 + 1') = ¡ln/+1010),

iii) Si z e U, vale

v(:c) = T¿¡v('r:c).

Además, Ó = [©1,‘I>2]Tes Ho'lder continua con exponente de Ho"lder s, entonces v(:c) es Hó'lder
continuo con el mismo exponente, entendiendo por esto que

“12(2)- v(y)|| S K le - yII",

donde a la izquierda || || es una norma en 822?”, y a la derecha || Il es una norma en 322.

Hemos visto que la continuidad de <1)implica la continuidad de v. A continuación daremos los lin
eamientos —sin demostración- de la implicación inversa: veremos como a partir de un vector funcional v
con determinadas características se define una multifunción de escala, y como la continuidad Hólder de
v implica la continuidad Holder de ambas funciones de escala.

Lema 8.4. Dado un conjunto A C Z2, y dado un conjunto de matrices H (k) con k e A, se pueden
obtener

B] = 80p Q]

Bz = 30]) Óg.

Los conjuntos B1 y Bg no dependen de los valores específicos que toman las matrices-filtro H (k): dependen
de D, de A, y de la posición de los valores no nulos de las matrices-filtro.

Lema 8.5. Dada una matriz de dilatación D, un conjunto A C Z2, {H (k), k e A}, un conjunto

r = {70,711,721 C Zzi
con '10 = (0,0), 2 conjuntos cerrados y acotados Bl y Bz como en 8.4, cuya unión tiene el siguiente
cubrimiento

131UBz c U(U+r),
re!"

dado un vector funcional v : U —>322°“ que cumple con i), ii) y iii) del corolario 8.1.
Entonces para a: e R2 podemos definir

61(3) = 0, si .1:í Bf

(92(3) = 0, si a: e Bs.

Si z e B‘l’,o bien a: e B; , entonces a: = u +7,“ con u e U y 7k e F, y definimos

(51(3) = ‘Ï’1(U+ 7k) = v2k(U)

cIMC")= (1’20!+ 7k) = vzk+1(u)

Las funciones <I>1y ¿1:02asi' definidas tienen soporte compacto, y verifican la ecuación de dilatación 8.3.
Si v(z) es Hólder continuo, entonces <I>1y 62 son Holder continuas con el mismo exponente.

Con lo cual se evidencia la equivalencia entre las funciones de escala <I>1,«Dzy el vector fimcional v.
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8.6 El radio espectral conjunto
En esta sección demostraremos que si el radio espectral conjunto de To y T1 es inferior a 1, entonces el
vector funcional v es Hólder contínuo —y, en consecuencia, él y <I>2son Holder continuas.

Nota 8.4. De la ecuación (8.22), se deduce que <I>res autovector a derecha de Toasociado al autovalor
A= 1. Veremos que T1 también tiene un autovalor /\ = 1.

Lema 8.6. Si la midtifuneión de escala tiene aproximación polynomial de orden 1 —por simplicidad
llamamos veo = w—,ambas matrices To y T1 tienen un autovalor A = 1 , y el correspondiente autovector
a izquierda —para ambas matrices —es

T
W =[wl,w2,w1,w2,w1,w2,w1,w2,---w1,w2]

Demostración. Por construcción las columnas de To y de T1 están formadas por bloques H (k) con indica
k pertencecientes a un mismo coset. La aproximación polinomial de orden 1 implica

wT z HU”)=wT
kero

wTz =wT
ken

y entonces

WTTO = WT

Y

WTT1 = WT.

El

Nota 8.5. De 8.27, es evidente que los productos de matrices To y Tldeben estar acotados. Esto implica
que los autovalores de To y los de T1 verifican |A¡| 5 1.

Sean 2,31e U C 322,a: < y, ambos con desarrollo D-ádico finito, cercanos uno de otro, tal que

_ +1 _ m
IID ‘Ilm S llaF- y||2 S IID lII

y que coinciden en los m primeros dígitos. Sin pérdida de generalidad, suponemos que

m m'

z = X Fea,- y= É Wed;
.‘Í=1 j=1

donde m’ >m, m’ =m+q, y dj =d_{¡paraj = 1,...m. Luego

I

m _ _

liz-yugIID-‘II’"+‘ Z IID“II’ "‘ ‘I
j=m+l

edil l S IID—1lIm+1 K,

donde K es una constante.
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Es sabido que si A es una matriz cuadrada no singular, vale
1_l _

“A "2 — minai'
1

Elegimos trabajar con la norma 2, porque para las 2 matrices de dilatación consideradas, vale
1—1 _ —1 _ _ _

un] "2 - un: "2 —fi —0.7071 < 1,

en cambio las normas 1 e infinito de ambas matrices son iguales a 1. Sea n = fi. Entonces "D‘l ||2 =
7;". Luego z e y verifican

Nm“) S IIz- yllzS 71""

Aplicando 8.27, se obtiene

v(y) - v(z) = Ta1Ta2-- -Ta,. (v(T"‘y) - v(0))- (8-30)

Para analizar la continuidad es necesario estudiar el comportamiento de los productos T.¡¡Ta¡2.. .Tam
sobre todos las posibles diferencias v(z) —11(0),con z e U , donde v(z) tiene desarrollo D-ádico finito.
Para esto es importante encontrar un subespacio E de 322V”, que contenga estas diferencias, que sea
invariante por To y T1, y de manera tal que los autovalores de To/ E y T1/ E sean estrictamente menores
que 1 en valor absoluto.

El subespacio invariante E

Definición 8.1. Sea E el menor subespacio de 922°“, invariante por To y por T1.y que contiene a
v(e1) —11(0).

Lema 8.7. El subespacio E está contenido en W'L = gen{W}¿, el complemento artagonal a W.en
922V“.

Demostración. Demostraremos que Wl es invariante por To y por T1, y que contiene a v(e1) - 12(0).
Entonces E C WJ'.

Sea y e WL, se tiene que WT(Toy) = (WTTo)y = WTy = 0, y por lo tanto Toy e WL. De manera
análoga, si y e WL, vale WT(T1y) = (WTT1)y= WTy = 0, y entonces le e WL.

Veremos ahora que WJ- contiene a v(e1) —11(0).Esto se debe a que

61(61) él
‘I>2(el) 45(0)

91(814' '71) ‘I’i(71)

v(e1) —12(0) = 62(51 + '71) _ <I’2('71) 1

<I’1(ei+ nl <D¡(7qj
¿“el + 7Q) cI’2('Yq)

WT('U(€1)- 11(0))= w1{‘1’1(31)- 91(0) + 91(61 + 71) - ‘Ï’1('71)+"'

+ ‘I>1(e1+7q) —<I>1(7q)}+

+ w2{d>2(e1)—Ó2(0) + {>2(e1+71)— Ó2("/¡) + ' ' '

+ Ó2(61+7q) - Ó2(7q)}.
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Si el +'y¡c = 7k, e I" entonces {>1(e1+7k)— <I>1(7¡,:)= 0 y <I>2(e1+7k) —<ï>2('yk:)= 0. Los únicos términos
que no se cancelan son los términos <ï>¡(e1+ 7k) y <I>2(e1+ 7k) con el + 7;. í I‘, y los términos 61(7k) y
<I>2('yk)con 7k —el 5€I‘. Para los primeros, el + 7;, e sop <I>j(a:),j = 1,2, y entonces (DJ-(el+7k) = 0,
para j = 1,2. Para los segundos, 7k e asop (Dj, y por continuidad de <I>jvale <I>j(7¡.)= 0. Entonces
WT(12(e1) —12(0)) = Oy 12(e1) —12(0) e WL. [J

Lema 8.8. E contiene a todos los vectores 12(2)—12(0), donde 2 e U y 2 tiene un desarrollo D-ádico
finito.

Demostración. Sea z e U tal que 2 tiene un desarrollo D-ádico finito. Entonces

m .

2 = z D“-7edj.
j=1

Probaremos que 12(2)—12(0)e E por inducción sobre m.
(i) Sea m = 1. Entonces o bien z = D’leo, o bien z = D'lel. En el primer caso 2 = D‘leo = 0

y 12(2)- 12(0)= 12(0)—12(0)es el vector nulo que pertenece al subespacio E. En el segundo caso, 2 =
D‘lel = ,61.( ver 8.5). Por definición de E, 12(e1)—12(0)e E, y entonces To (12(e1)—12(0)) e E, por ser
E invariante por To. Pero

To (12(e1) —12(0)) = T012(e1) —T012(0) = 12(fi1) - 12(0) = 12(2) —12(0).

Luego 12(2) —12(0) e E.
(ii) Supongamos que E contiene a todos los vectores 12(2)—12(0),para los 2 que tienen una cantidad de

dígitos D-ádicos menor o igual a m. Probaremos que E también contiene a todos los vectores 12(2)—12(0),
para los 2 que tienen una.cantidad de dígitos D-ádicos igual a m + 1. Sea

m+l . m
2= z D‘Je¿¡= D‘12D‘kedw =

j=l k=0

= D’l [ed1+ D’led2 + ---D‘”‘e¿m+¡] = D’l [edl +11],

donde u tiene un desarrollo de m dígitos D-ádicos. Analizaremos por separado las dos alternativas
posibles: dl = 0 y dl = 1.

Si dl = 0, 2 = D‘lu e D‘IU y por 8.26, 12(2)= To 12(D2)= To 12(u). Luego

v(2) - v(0) = To v(u) - 12(0)= To v(u) - To 11(0)= To Mu) - v(0)],

donde se aplicó 8.5. Por hipótesis inductiva, 12(u)—12(0)e E, y por ser E invariante por To, el vector
To [12(u) —12(0)] e E. Entonces 12(2) —12(0) e E.

Si dl = 0, 2 = D‘1(e1 +11) G D’1(e1 + U), y por 8.26, 12(2)= T1 12(D2—el) = T1 v(u). Luego

12(2) — 12(0) = T1 12(u) —12(0) = T1 12(u) - T1 12(0) + T1 12(0) — 12(0)

= T1 [v(u) - v(0)]+[v(fi1)- 11(0)],

para lo cual se utilizó la ecuación 8.5. Por hipótesis inductiva, 12(u)—12(0)e E, y por ser E invariante por
T1, T1 [12(u)—12(0)]e E. Por otra parte, como se demostró en el caso m = 1, el vector 12(fi1)—12(0)e E.
La suma. de dos vectores de un subespacio también pertenece al mismo. Por lo tanto 12(2)—12(0)e E. El

Lema 8.9. Si p, el radio espectral conjunto de To/E y T1/E, es inferior a 1, entonces 12es Hó'lder
contínuo, y el exponente de Hólder es s = —log,,(p), donde n = fi.
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Demostración. Recordemos que el radio espectral conjunto de 2 matrices To/E y T1/E se definió como

p = P(To,T1)= nmsup max “11:1;sz“Tam/EH” "‘,
m-boo dj=Ünl

con lo cual

Immmmmmfl
Acotando en 8.30, y usando que las diferencias v(r"‘y) —11(0)y v(y) —v(a:) pertenecen a E, se tiene

||v(y) - v(=v)llS IITdea ---Ta.../E|| ||v(T"‘y) - v(0)l|

Trataremos de acotar ||v(-r”‘y) —v(0)||. En efecto,

v(7""y) —v(0) = Tdm+1...Tdm+qv(0) —v(0),

sumando y restando términos, se tiene

v(7'”‘y) —11(0) = T01,“+1...T¿m+qv(0) —T4,“+1 . ..Tdm+q_¡v(0) +

+ Tdm“ . . . Tdm+q_¡v(0) - Tam“ . . . Tdm+q_,v(0) +

+ ...+T¿m+¡v(0) —v(0) =

= Tam“ . . .Tdm_H_l[T¿,,_+qv(0)- +

+ 11,,"+1. . . TMF, [Tdm+,_,v(0) —v(0)] +

+ + [T¿m+,v(0)—11(0)],

y suponiendo que p < 1,

“UU-my)_ S Ilem+l' ' 'Tdm+q—1/E"Ilem+qv(0)_ +
+ "1"de ...Tdmflq/E" ||Tdm+q_¡v(0)—v(0)|| +

+ ...+ ||T¿,,_+,v(0) —11(0)"
1-p“ 1<1_pK1_1_ps[p“‘1+p"‘2+O--+1]K1= K1=K2,

donde

K1
51:13:);||T¿¡v(0) —v(0)|| .

Entonces si p < 1, es

Ilv(y) - v(z)|l S IITaiTazu-Tdm/Ell Ilv(T"'y) - v(0)||
SPsz,

y llamandoK3= sz‘l, y

s = —logn(p), (8.31)

se deduce que

Ilv(y)- v(z)llS IJsz = sz’lpm“ = Ka(fl"”‘“’)’ S KaIlz- y"; - (8-32)

Si p < 1, entonces s > 0 y v(a:) es Holder contínuo -con exponente s - en los puntos de desarrollo D-ádico
finito de U. Esta continuidad es uniforme, porque K3 y s no dependen de a: ni de y. Por razones de
densidad de los puntos D-ádicos (desarrollos finitos) en 922,la desigualdad anterior vale para cualquier
par de valores z, y en U. El



17o CAPÍTULO 8. CONTINUIDADDE

Volviendohacia atrás, dado un conjunto de matrices-filtro H (k), k e A, se pueden construir las matri
ces To y T1. Si existe un vector w = vootal que las H (k) verifican la condición de aproximación polinomial
de orden 1, entonces To tiene un autovalor A = 1. Llamamos 12(0)al autovector correspondiente. Para
todos los puntos a: de U cuyo desarrollo D-ádico es finito, está definido el vector funcional v por medio
de la fórmula 8.28. Si p < 1, el vector v(:c) es uniformemente contínuo sobre los puntos de desarrollo
finito. Entonces existe una única extensión de v sobre todos los puntos de U, que verifica 8.32 para todo
z, y e U con el mismo exponente. Entonces v(z) es Holder contínuo con exponente s. Este vector v a su
vez verifica las condiciones i) ii) y iii), y como ya vimos, define 2 funciones de escala <I>1y Q2, que son
Hólder continuas con exponente s. Y si las funciones de escala son continuas, también lo son las wavelets
1111y \Ilz, por ser combinación lineal finita de las anteriores.

Determinación del subespacio invariante E en casos diferentes

En el capítulo 2 se dieron cotas superior e inferior para p = p(To,T1):

¿1.11333pm:th . . .Tdm/E)” m s p(To/E,Tl/E) s dagach“un, . . .Tdm/EII“ m, (8.33)’_ I J_ I

donde el término p(Td¡T¿, ...Tdm /E) de la cota inferior se refiere al radio espectral de una sola matriz
producto. Si consideramos

P(T0To - - ¿To/E),

evidente que To/E debe tener todos sus autovalores estrictamente inferiores a 1 en módulo para que
el radio espectral conjunto p sea inferior a 1. Lo mismo vale para Tl/E. Entonces los autovectores de
To y T1 asociados a A = 1 no deben estar contenidos en E. De esta manera, se logra que los autovalores
de To/E y los de T1/E sean inferiores a 1 en módulo, y que los productos ToTo. . .To/E y TlTl . ..T1/E
sean convergentes.

Aunque no se sepa cual es el “menor” subespacio de 522V”, invariante por To y por T1, y que contiene
a v(el) —21(0),para los cómputos efectuados fue suficiente con encontrar un subespacio E invariante por
To y T1, que contuviera a v(e1) —v(0), tal que los autovalores de To/ E y T1/E fueran inferiores a 1 en
módulo. En la práctica se detectaron 3 situaciones diferentes, para las cuales explicamos a continuación
como se eligió el subespacio E.

1) Las matrices To y T1 tienen ambas un autovalor A = 1 simple. Y los demás autovalores verifican
IM < 1 para ambas matrices. En ese caso, para estimar el radio espectral conjunto, se tomó E = WL. La
mayoría de las multiwavelets construidas, por ejemplo, D1a2b1-092, D2a2b1-095, Dla3b1-091, cumplían
con lo anterior.

2) Las sumas de matrices-filtro sobre las subgrillas verifican

53W) = s{°°> = I.

En este caso cualquier vector w del espacio 8‘22verifica wTSáoo) = 11175500)= wT, la condición de
aproximación polinomial de orden 1. Tomando primero w = [1,0], se construyó

WT = [1,0,1,0,1,o,...1,0],

y tomando luego w = [0,1], se construyó

VT = [o,1,0,1,o,1,...1,o1.

Ambos vectores V y W son autovectores a izquierda de To y T1, asociados a A = 1:

WTTo = WT WTTl = WT

VTTO= VT VTTl = VT,
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es decir que las matrices To y T1 tienen ambas un autovalor A = 1 doble, no degenerado. En este caso,
para estimar el radio espectral conjunto, se tomó E = gen {W,V}J'. Es fácil ver que E es invariante por
To y por T1.y que contiene a v(e1) —v(0). Esta situación se dio en el caso de las multiwavelets D1a2b2-299
y D2a2b2-499.

Nótese que para este caso,

Hmm=[áï], w=émm=[1y
y converge 6.3.

3) Las sumas de matrices-filtro sobre las subgrillas verifican

wuwufi¿y
Notar que ÏÍ (0, 0) = Sáoo)= 510°). Esto sucedió con las multiwavelets Dla3b1-699, D233b1-699, Dla3b1
691, y D1a3b2-699. En este caso se tiene

[11153W>=[111sí°°>=[1 11,
[1 —1]Sá°°)=[1 —1]S{°°)=—[ 1 —1].

Tomando

WT: [1, 1,1, 1,...1, 1],

VT = [1,-1, 1,—1,...1,—1],

se puede comprobar que

WTTO= WT WTTl = WT

VTTo = —VT VTTl = —VT,

con lo cual W es autovector a izquierda de To y T1, asociado a A= 1, y V es autovector a izquierda de Toy
T1, asociado a A= —1.En este caso, para estimar el radio espectral conjunto, se tomó E = gen {W,V}¿.
Probaremos que E es invariante por To y por T1.y que contiene a v(e¡) —11(0).

Sea y e E, es decir WTy = 0, y VTy = 0. Entonces WT(Toy) = (WTTo)y = WTy = 0, y
además VT(Toy) = (VTTo)y = —VTy= O,por lo tanto Toy e E.De manera análoga, si y e E,valeT¡y e
E. Veremos ahora que E contiene a v(el) —12(0).Ya se probó que WT(v(e¡) —11(0))= 0.

VT('U(31)- v(0))={‘Ï’1(€1)- ‘Ï’1(0)+ ‘I’1(ei+ '71)- ‘Ï’i(71)+
+ ‘Ï’1(el + ’Yq)- ‘Ï’l(70} +

- {‘Ï’2(ei)- 4’2(0)+ ‘Ï’2(el+ '71)- 92(71) + ' "

+ Ó2(el + 7g) - Ó20731)}

y con razones similares a las expuestas en el lema 8.7, se deduce que VT('v(el) —12(0))= 0 . Entonces
v(e¡) —v(0) e E.

Nótese que para este tercer caso,

- 0 1 A 1

y converge 6.3.
El cálculo del radio espectral conjunto, como se dijo, es un problema NP-hard. En la tabla se estimó

el radio espectral conjunto p por medio de su cota inferior, dada en 8.33. Observando los gráficos, vemos
que este valor estimado de p guarda relación con la suavidad de las funciones de escala.
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didz...dm para, Jim/EW
0 7.142615e-001
1 7.142615e-001

00 7.142615e-001
01 7.142615e-001
10 7.142615e-001
11 7.142615e-001

OOO 7.142615e-001
001 7.071068e-001
010 7.071068e-001
011 7.071068e-001
100 7.071068e-001
101 7.071068e-001
110 7.071068e-001
111 7.142615e-001

0000 7.142615e-001
0001 7.071068e-001
0010 7.071068e-001
0011 7.071068e-001
0100 7.071068e-001
0101 7.142615e-001
0110 7.071068e-001
0111 7.071068e-001
1000 7.071068e-001
1001 7.071068e-001
1010 7.142615e-001
1011 7.071068e-001
1100 7.071068e-001
1101 7.071068e-001
1110 7.071068e-001

Tabla 8.1: Valores de p(T.¡l . “Tam /E)1/ ”‘ para D1a2b0-001.

8.6.1 Estimación del radio espectral conjunto
Para calcular el radio espectral conjunto, es necesario conocer primero el soporte de las funciones de escala,
a fin de realizar un cubrimiento de éste con el conjunto U. Como se dijo, el soporte de las funciones de
cala no depende de sus coeficientes, sino de la ubicación de los mismos, es decir, del conjunto A.

Para cada configuración de índices contemplada, se utilizaron coeficientes cualesquiera para obtener
un gráfico de las funciones de escala, y así obtener su soporte. Luego gráficamente se halló el conjunto I‘,
que consiste de los enteros del soporte más los puntos cercanos a él que contribuyen al cubrimiento. Luego
se calcularon las matrices To y T1, y luego el conjunto E. Con estos datos se calcularon cotas inferiores

para p, aplicando la fórmula 8.33, y calculando la potencia —del máximo autovalor de todos los posibles

productos de m matrices T,1¡Td2. “TM/E, para m = 1,...10. En la tabla 8.1 se listan los primeros
valores para el caso D1a2b0-001. El factor limitante fue el tiempo, debido a la explosión exponencial de
los cálculos. El valor espectral conjunto p es el límite superior de estas cotas para m —) oo, por eso se
tomó el máximo de las cotas calculadas como estimación del valor de p. Y con este valor se estimó s, el
exponente de Holder, según 8.31, resultando este último una cota superior de s.

En varios casos se ejecutó el algoritmo 2.3 con 0 = 0.999 para controlar que efectivamente p < 1, y
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profundidad #hojas días años
10 1024 0.015 —
20 1048576 16 —
30 1073741824 16251 44
40 1099511627776 16641113 45592

Tabla 8.2: Tiempo estimado para el algoritmo 2.3 en función de la profundidad del árbol.

corroborar la continuidad de las funciones de escala: esto se realizó para las multiwavelets que tienen un
(*) al lado del valor estimado de p en la tabla 6.7. En el algoritmo se construye un árbol binario donde
cada nodo está asociado a un producto de la forma TahTay2...T¿,,_/E. Se construye el árbol de manera
que todos los nodos terminales cumplan la propiedad “Ta,sz . “Tam/EH” m < 0. Por simplicidad se
trabajó con la norma 1. Si la propiedad no se cumple, se siguen agregando más descendientes al árbol.

En el caso D1a3b2-699 , cuyo gráfico es muy suave —ver figura A.19 —el algoritmo terminó en menos
de 6 horas, en una UltraSparcI con plataforma Unix con procesador de 140 Mhz. La profundidad del
árbol fue de 14. En todas las hojas se cumplió la condición: la multifunción de escala es contínua.

En otro caso, para la multifunción de escala D1a3b1-091, se encontraron ramas de longitud 12,17,18,
20, 21, y 23 que cumplían la propiedad deseada. En una hora, en promedio, el algoritmo llegó a 2753
nodos terminales. El algoritmo tardó 10 días, y se comprobó que, en efecto, la multifunción de escala es
contínua.

En cambio, se encontraron casos donde fue imposible de comprobar que p < 1, y el programa se cortó
por exceso de tiempo. Por ejemplo, en el caso D2a3b0-009 la longitud promedio de las primeras ramas
procesadas que cumplieron la condición fue de 28. Suponiendo que las demás ramas fueran de igual
longitud, llevaría 11 años terminar de ejecutar el algoritmo; eso sin cortes de energía eléctrica.

En la tabla 8.2 se dan los tiempos estimados del algoritmo 2.3 en recorrer el árbol según la profundidad
del mismo, suponiendo que todas las ramas tienen igual longitud y que hay 8 matrices H (k). Para otras
configuraciones de coeficientes, los tiempos son superiores.

Otro caso en el cual fue imposible de verificar que p < 1 fue el D1a1b1-094: el algoritmo se cortó
por tiempo, no terminó en tres semanas. Se encontraron ramas de profundidad 39 y 43. Si la función
de escala es contínua, y todas las ramas tiene largo mayor o igual a 39, se necesitarían más de 22796
años para demostrar la continuidad con este algoritmo. Recientemente, Blondel, Gaubert y Tsitsiklis
[11] demostraron que el cálculo del radio espectral conjunto es un problema NP-hard, reduciendo un
problema general de satisfactibilidad a la obtención de p. Si se sabe que un problema es NP-hard, se
trata de no perder tiempo en una solución eficiente y exacta del problema, y se trata de obtener una
solución aproximada al problema o una solución aleatoria del mismo. Con este objetivo se recorrieron al
azar 20000 ramas del árbol generado por el algoritmo, y para todas las ramas se llegó a un nodo terminal.
El largo mínimo de las ramas fue de 18, y el máximo fue de 46, con un promedio de 26.66. Con estos
datos se estimó en 4.4 años el tiempo necesario para que el algoritmo termine.

Ultimamente, Blondel y Tsitsiklis demostraron que el cálculo del radio espectral conjunto es un
problema no decidible [12].
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Capítulo 9

Aplicaciones

A continuación aplicaremos las multiwavelets no separables construidas a diferentes temas de proce
samiento de imágenes, tales como compresión, la eliminación de ruido, la ampliación o interpelación de
una, imagen, y la detección de bordes. Este estudio no es exhaustivo. Una misma multiwavelet puede
tener un rendimiento dispar si se la utiliza en aplicaciones diferentes. Los objetivos diferentes de cada
aplicación necesitan multiwavelets con propiedades distintas, si bien esto no se comprende en su totalidad
en el caso que estamos tratando. Para la compresión dieron buenos resultados las multiwavelets D2a2b1
081 y D1a3b1-091: la primera tienen orden de aproximación polinomial igual a 2 y orden de balanceo
igual a 1, y el filtro polifase cumple F (-1, —1)= 0; la segunda tiene orden de aproximación polinomial
igual a 3 y orden de balanceo igual a 1 y es más suave que la primera; ambas tienen funciones de es
cala cuyos gráficos son concentrados. Para la eliminación de ruido dió buenos resultados la multiwavelet
Dla3b1-691, que es una de las más suaves que se construyeron. Para la ampliación de una imagen,
se eligió la multiwavelet D1a2b2-299, que tiene orden de aproximación polinomial igual a 2 y orden de
balanceo igual a 2, cuyas funciones de escala tienen un gráfico suave y concentrado. Para la detección de
bordes, se utilizó la multiwavelet D1a1b1-094, cuyas funciones de escala tienen muchos picos, y par‘á las
cuales no se ha podido comprobar si son Holder continuas o no.

9.1 Compresión
La transformada. wavelet separable ha sido usada con excelentes resultados en la compresión de imágenes
digitales. Aquí explicaremos brevemente como se procede para comprimir imágenes con las multiwavelets
no separables, lo cual resulta en una operación no lineal.

Después de transformar una imagen bajando J niveles, la función asociada f (2:)puede escribirse como

f(=v)= z (Cliff IBI-mm D‘Jz—k)+
kez2

J . T . .

+2 z ((131)) IBI-m xr(D‘Ja:—k ).
j=1 Icez2

Para. las multiwavelets estudiadas, el sistema

{|Dr”2 <I>¡(D‘J:c—k), |D|’J/2 Mii-Ja: —k), |D|’J/2 \II¡(D‘Ja: —k),

¡Dr-V2T-¿(D‘Jaz—k)...,¡Drl/2 Mii-lx —k), ¡url/2 mia-1: —k)}
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PSNR (dB)

Lena fotógrafo teléfonoMultiwavelet

D1a1b1-094 30.22 30.82 27.28
D1a1b1-081 30.98 32.20 28.50
D1a1b1-070 M M 28.48
D1a2b1-092 30.76 31.03 28.32
D2a2b1-095 30.48 31.47 27.26
D2a2b1-081 31.7o M M
D1a3b1-091M M M
D1a3b1-691 30.99 30.46 27.50
D1a3b1-298 26.21 29.03 23.78
D2a3b1-699 31.06 30.56 28.00
D1a2b2-299 30.55 31.02 27.54
D2a2b2-499 29.34 30.1o 26.26
D1a3b2-699 M 31.99 M

Tabla 9.1: PSNR de la reconstrucción del 15% de los coeficientes.

es ortonormal, y por lo tanto la suma de cuadrados de los coeficientes

cíj’cág’wíjjl (11)....dfiïldggjl

es iguala la suma de cuadradosde loscoeficientesoriginales Esto implicaque la norma2 de
un error en los coeficientes de la transformada es igual ala norma 2 del error en la imagen reconstruida.
Supongamos que se mantiene una cantidad fija de coeficientes de la imagen transformada, y se descarta
el resto, entonces el error cuadrático será mínimo si se mantienen los coeficientes más grandes en yalor
absoluto, y se descartan los más pequeños: esto es lo que se hace al aplicar un umbral.

Con las multiwavelets halladas, cuyas propiedades están apuntadas en la tabla 6.7, se procesaron tres
imágenes de prueba:: Lena (256 x 256), fotógrafo (256 x 256), y teléfono (128 x 128). El número de
pasos elegido fue el adecuado para que las últimas matrices de aproximación fueran de tamaño 8 x 8.
Luego se aplicó un umbral sobre todos los coeficientes de la transformada, de manera a guardar 15% de
los coeficientm más grandes en valor absoluto, y descartar el resto. A priori, entonces, se estima que se
tendrá una. tasa de compresión similar. En la tabla 9.1 se lista el valor del PSNR . Se observa que para
los ejemplos que tienen aproximación polinomial de mayor orden, los resultados fueron mejores: PSNR
más elevado, y por ende menor error cuadrático. También se puede observar que entre las multiwavelets
que tienen el mismo orden de aproximación polinomial, las que poseen además la propiedad de filtro
pasa-bajos polifase, tienen un rendimiento superior.

A esta altura del análisis es difícil predecir cual será la tasa de compresión final: se deben cuantizar los
coeficientes, y después aplicar un codificador basado en entropía. Pero como las multiwavelets son gener
alizaciones de las wavelets, creemos que estos resultados pueden mejorar si se imponen más condiciones
en la construcción de las funciones.

A la imagen original del fotógrafo se le aplicó la transformada D2a2b1-081 (multiwavelet balanceada
con aproximación polinomial de orden 2 y con la propiedad de filtro polifase pasa-bajos F (—1,—1)= 0
—verecuación 624-) de 9 pasos, se retuvo el 15% de los coeficientes más grandes en valor absoluto, y se
descartaron los demás. Luego se aplicó la antitransformada. La imagen reconstruida es prácticamente
igual a la original. Para que se aprecien las diferencias, se muestra un detalle aumentado de cada una. En
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Figura 9.1: Imagen original de un fotógrafo (detalle).

la figura 9.1 se observa un detalle de la imagen original, y en la figura 9.2 se observa.el mismo detalle de
la imagen reconstruida. El PSNR se lista en la tabla 9.1. Las bordes de las 2 figuras, que corresponden a
los rasgos del fotógrafo, son iguales. La figura reconstruida solo difiere de la original en las zonas donde
hay variaciones contínuas del nivel de gris.

En otra prueba se tomó la imagen original de Einstein, se calculó su transformada con Haar separable,
por un lado, y con la multiwavelet no separable D2a2b1-081, por el otro. En ambos casos se bajaron
tantos niveles como para que el tamaño de los coeficientes de aproximación fuera de 8 x 8. Luego se
pasó, en ambos casos, un umbral que dejara el 15% de los coeficientes, mandando los restantes a 0, y se
reconstruyeron las imágenes. En el caso Haar, el PSNR fue de 33.81 db. En el caso D2a2b1-081, el PSNR
fue de 31.09db. En las figuras 9.3 y 9.4 se observa un detalle de las imágenes reconstruidas. Si bien el
error fue menor en el caso Haar, se presentan bloqu grandes, mientras que en el caso D2a2b1-081 hay
más definición en la imagen.

Finalmente se hicieron dos pruebas para una tasa de compresión muy elevada. En primer lugar se
procesó la imagen original de Lena, de 256x 256, y después de obtener la transformada. wavelet se pasaron
los coeficientes por un umbral, reteniendo tan solo el 2% de los coeficientes de la transformada. Esto
se hizo con la wavelet separable Daubechies 4 y con la multiwavelet no separable D2a2b1-081. En las
figuras 9.5 y 9.6 se observan las 2 imágenes reconstruídas, con PSNR=25.24db para Daubechies 4 y
PSNR=23.5db para D2a2b1-081. Si bien en el caso de la wavelet no separable el error fue menor, en la
reconstrucción se evidencian distorsiones verticales y horizontales que vuelven irreconocible a la figura
original. En cambio, en el caso de la multiwavelet, se observa un salpicado de puntos blancos, pero aún
así se reconocen mejor los rasgos de la figura.

En segtmdo lugar se procesó la imagen original de Ingrid Daubechies —ver figura 9.7.- con la wavelet
separable Haar y con la multiwavelet D2a2b1-081. Esta vez se pasó un umbral de manera a retener
solamente el 0.5% de los coeficientes. En el caso Haar, la imagen reconstruida —figura 9.8 —arrojó los
valores MSE= 86.38 y PSNR=28.77dB. En cambio, en el caso D2a2b1-081, la imagen reconstruida —
figura 9.9 dio un error ligeramente menor: MSE=85.13 y PSNR=28.83dB, a la vez que la calidad visual
de la imagen es superior a la de Haar.
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Figura, 9.2: Reconstrucción a.partir del 15% de los coeficientes de D2a2b1-081.

Figura 9.3: Reconstrucción (detalle) de Haar con 15% de los coeficientm.
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Figura 9.4: Reconstrucción de D2a2b1-081 con el 15% de los coefs.

Figura. 9.5: Reconstrucción de Daubechies 4 separable reteniendo el 2% de los coeficientes (detalle).
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Figura. 9.6: Reconstrucción de D2a2b1-081 reteniendo el 2% de los coeficientes (detalle).

Figura. 9.7: Imagen original de Ingrid Daubechies.
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Figura. 9.8: Reconstrucción a partir del 0.5% de los coeficientes de la.transf. Haar separable.

Figura. 9.9: Reconstrucción a partir del 0.5% de los coeficientes de D2a2b1-081.



134 CAPÍTULO 9. APLICACIONES

Figura 9.10: Imagen Lena 128 x 128

9.2 Eliminación de ruido

Las wavelets también pueden aplicarse a la eliminación de ruido de una imagen. La. idea. detrás de este
procedimiento es que la parte más “significativa ” de una. imagen se puede concentrar en pocos coefi
cientes wavelets, mientras que el ruido blanco está en los coeficientes más pequeños, que tienen la misma
distribución estadística. La eliminación de ruido se realiza pasando los coeficientes de la transformada
por un umbral, y antitransformando la imagen. A esto se le llama pasar un umbral duro. También se
puede aplicar un umbral blando: los coeficientes mayores que el umbral se “encogen ” hacia el valor 0.

_ z si Izlz'u
Q(a:)—{ 0 Si Iz|<u Umbral duro

_ syn(z)% [IzI- u + Ilzl - ul] si IzI 2 u
Q(:I:) — { 0 si III < u Umbral blando

A la imagen original de Lena (9.10) se le sumó ruido gaussiano con media 0 y desviación standard
10, obteniéndose la figura. 9.11 Esta última fue transformada. con la multiwavelet D1a3b1-691, y luego se
aplicó un umbral duro igual a 24. Al antitransformar se obtiene la figura 9.12, en la cual se ha eliminado
gran parte del ruido, ala vez que no se han perdido los rasgos más salientes de la figura.

9.3 Interpolación
La interpolación de imágenes ( ampliación, zoom-in) se logra.por medio de la antitransformada multi
wavelet, para lo cual previamente se ponen los detalles en 0. Las funciones suaves son indicadas para
interpolar imágenes. Se realizaron 2 pasos de interpolación de la imagen Lena, ( 128 x 128) con la mul
tiwavelet D1a2b2-299, obteniéndose una imagen ampliada. de 256 x 256. En la figura 9.13 se tiene un
detalle de la imagen original, y en la figura 9.14 se observa el detalle en la imagen ampliada. El resultado
es altamente satisfactorio.
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Figura. 9.11: Lena con ruido.

Figura. 9.12: Reconstrucción: transformada. Dla3b1—691;umbral duro=24.
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50 Ü 70 ao 90 100 HO

Figura, 9.13: Imagen original (detalle)

Figura 9.14: Imagen interpolada con D1a2b2-299 (detalle).
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Figura 9.15: Arroz (figura original).

9.4 Detección de bordes

Entre la gran diversidad de aplicaciones de la transformada wavelet, está su capacidad de detectar bordes
de una imagen. Esto puede ser de gran importancia: por ejemplo, la detección de bordes en imágenes
de sensoramiento remoto puede revelar la existencia de fallas geológicas, y esta información puede ser
aprovechada para la exploración de yacimientos petrolíferos.

La proyección de la imagen original en los espacios de detalle fino se puede aprovechar para realzar
los bordes de la misma. Se realizó una prueba de extracción de bordes de la imagen original ” arroz ” de
256 x 256 que está. en la figura 9.15. La imagen se separó en 2 rombos - según las subgrillas - paralsu
posterior procesamiento. Luego se aplicó un paso de la transformada D1a1b1-094, y para cada posición
se calculó la norma 2 de los coeficientes de detalle:

lld‘rllz = [#7312 + [#7312

Se eligióun umbral que dejara pasar el 8% de los coeficientes H2,y partir de estos últimos se generó
una imagen binaria, con valor 1 o 0 según estuvieran arriba o abajo del umbral, obteniéndose la figura
9.16 (a), donde se individualizan bien los granos de arroz. Finalmente, para obtener bordes más finos,
se aplicó sobre esta última 4 iteraciones de un algoritmo basado en operacion morfológicas,mediante
el cual un objeto que contiene un agujero se reduce a un anillo entre el borde externo y el borde interno.
El resultado se observa en la figura 9.16 (b); los bordes se han identificado correctamente.

Se reprodujo el experimento con dos transformadas wavelet separables: Daubechies 4 y Symmlet 8.
Se aplicó sobre la imagen original un paso de la transformada, y para cada posición se calculó la norma
2 de los 3 detalles: vertical, horizontal y diagonal:

"DL-1’II2= i/[LHklz + [15rka + [HHk]2.

Una vez realizada la transformada Daubechies 4, se eligió un umbral que dejara pasar el 23% de los

coeficientes "Di-l) H2,y con estos valora se generó una imagen binaria- ver figura 9.17(a). Es notoria
la poca definición de los bordes y la ausencia de algunos de ellos. Para tratar de incorporar más bordes,
se bajó el umbral, hasta dejar pasar el 37% de los coeficientes. La imagen binaria resultante está en la
figura 9.17(b): algunos bordes siguen imprecisos, a la vez que ha comenzado a llenarse el interior de los
granos de arroz, haciendo más difícil la identificación de los contornos. Es de notar que se necesitan el
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morfológico

Figura 9.16: Detección de bordes con la multiwavelet D1a1b1-094.

Imagen: Rectas D1a1b1-094 Daubechies 4 Symmlets
bordes bien detectados 15 14 13
falsos bordes 1 1 9
bordes faltantes 4 5 6

Tabla 9.2: Aciertos en la.detección de bordes

37% de los coeficientes de detalle para lograr un resultado inferior al que se consigue con un 8% de los
coeficientes de detalle de D1a1b1-094.

Se procedió en forma similar con la transformada Symmlet8. Tanto con un umbral que deja pasar el
26% de los coeficientes de detalle - ver figura 9.18(a) - como con un umbral que deja pasar el 40% de los
coeficientes de detalle - ver figura 9.18(b) —los resultados son muy pobres en cuanto a la detección de
bordes.

Por último se probó la técnica anterior sobre la imagen sintética 9.19. El umbral se tomó ( en cada.
caso) de manera que se reconocieran la mayor cantidad de bordes de la. imagen. En la tabla. 9.2 figuran
la cantidad de aciertos en la detección de bordes. Estos resultados son consistentes con los anteriores.

Existen técnicas más complejas para la detección de bordes de una imagen [65] que llevaría tiempo
adaptar para las multiwavelets construidas. Sin embargo, estas pruebas sencillas indican que las mul
tiwavelets no separables pueden ser una herramienta eficiente en cuanto a la identificación de bordes,
superando en su desempeño a las wavelets separables.
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(a) 23% de los coeficientes (b) 37% de los coeficientes

Figura 9.17: Detección de bordes con la. wavelet Daubechies 4.

(a) 26% de los coeficientes (b) 40% de los coeficientes

Figura 9.18: Detección de bordes con la.wavelet Symmlet 8.

Figura 9.19: Imagen "Rectas".
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Capítulo 10

Conclusiones

Se ha hecho un aporte original al tema de las wavelets, estudiando una generalización de las mismas, a
saber, las multiwavelets bidimensionales no separables. Se ha realizado un análisis en profundidad de la
teoría de estas funciones, y se han contruído varios ejemplos de este nuevo tipo de wavelet, para el cual
hasta el momento no existían ejemplos concretos. ‘_

Se han traducido las propiedades de las multiwavelets no separables a condiciones algebraicas sobre
sus coeficientes. Se ha presentado un procedimiento para la construcción de multifunciones de escala
y multiwavelets ortogonales, no separables, asociadas a una decimación diagonal. Las multifunciones
de escala obtenidas son balanceadas, tienen aproximación polinomial de órdenes 1 a 3, y diferentes
propiedades de filtros polifase pasa-bajos y pasa-altos. Este procedimiento puede ser generalizado para
la obtención de multiwavelets que verifiquen otras propiedades.

Para la construcción de estas wavelets se hizo una revisión de toda la teoría de las wavelets tradi
cionales, y del procesamiento de señales con ellas, adaptando las construcciones al nuevo tipo de wavelets
buscado. Se realizaron paquetes de rutinas para calcular la transformada multiwavelet no separable a
imágenes. Se ideó una manera adecuada para descomponer una imagen en dos imágenes de entrada, y se
han indicado las fórmulas de análisis y de síntesis, ilustrando los primeros pasos de la transformada para
algunas de las multiwavelets halladas.

Se han listado los coeficientes de 11 de las multiwavelets construidas. Para. cada caso, se han obtenido,
en forma numérica, aproximaciones a los gráficos de las dos funciones de escala y de las dos wavelets
asociadas. No es sencillo el cálculo del radio pectral conjunto de 2 matrices, vinculado al cálculo del
exponente Hólder: este último permite decidir si la función hallada es uniformemente contínua o no.
Recientemente se ha demostrado que este problema es no decidible. Sin embargo, en todos los ejemplos
de multiwavelets construidas se ha dado una estimación del radio espectral conjunto y del exponente
Hólder, y se ejecutó un programa que, en la mayoría de los casos, permitió confirmar la continuidad de
las multiwavelets halladas.

Previamente, se hizo una repaso de la teoría de las wavelets clásicas: wavelets en una dimensión,
wavelets no separables en 2 dimensiones, multiwavelets en una dimensión, y finalmente, el caso que
nos ocupa: multiwavelets no separables en 2 dimensiones. A lo largo de los capítulos, se analizaron las
relaciones que existen entre las distintas propiedades de las wavelets, y como cambian las relaciones según
el tipo de wavelet. Se estudió como un conjunto de propiedades, que en el caso de las wavelets de dimensión
1 son todas equivalentes entre si, se va diversificando y se vuelve más compleja su caracterización, siendo
algunas de ellas mutuamente excluyentes. También se mostró, con fórmulas y con ilustraciones, como se
procesan señales e imágena con cada, tipo de wavelet diferente.

Asimismo, se mostraron diferentes aplicaciones para las multiwavelets halladas, obteniéndose resul
tados satisfactorios en la interpelación de imágenes, en la detección de bordes, y en la compresión de
imágenes para tasas elevadas de compresión, lo cual indica que estas wavelets son potencialmente una
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herramienta eficiente para la magníficación de imágenes, la extracción de bordes y para la compresión de
imágenes.

Una posible línea de investigación futura es la explotación de todas las características de este tipo
de wavelets a aplicaciones específicas: por ejemplo, la cuantización óptima. de los coeficientes de detalle
teniendo en cuenta la distribución de los mismos para la compresión de imágenes y de video.
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A.1. CONFIG URACIONES DE ÍNDICES

Apéndice A

A.1 Configuraciones de índices
A.1.1 8 matrices H(k)

_ 1 2 0 1 2 3 1 2K‘[11oooo—1—1]

HK(.,J) = l: CJJ 012 ] GK(.,J) = [ ¡71,1 ,2 :|C133 ¡.4 ¡.3 F24

Caso D1a2b0-001
Asociada. a D1, tiene aproximación polinomial de orden 2 y no balanceada. En la.figura 7.4 está el
gráfico de la.multifunción de escala, y en la figura 7.5, está. el gráfico de la,multiwavelet.
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CasoDlalbl-094

Asociada a.D1, tiene aproximación polinomial de orden 1 y balanceo de orden 1. En la figura A.1 está el
gráfico de la multifunción de escala, y en la.figura A2, está. el gráfico de la multiwavelet.
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c _ —20911583513224 5a 02 —l 0 2676158464916. 01
'l “30449838128100. - 01 -l 861705496799771n 01
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-l.9 1 3 6944949. - 01 -° 914 00984905643. —02 -3 049401215054655: —01 - 483372742057537. —01

6.499103258016980I - 01 -3 1745097034805690 - 01 —6020582200098598I - OI 6213654299 2 o —01
F _ —3 10084 100600991. - 01 —¡ 6604004019809620 —01 8 11032434453670. —O'l 'l 726907073280930: - 011 - 01 8 5186713833928260 - 02 2 4 8516039837806‘ - 01
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Figura A.1: <I>:8 iteraciones del algoritmo para Dlalb1-094.
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(a) \II¡ (b) Wa

Figura, A.2: ‘I': 8 iteraciones del algoritmo para. D1a1b1-094.
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Caso D2a2b1-095

Asociada. a D2, tiene aproximación polinomial de orden 2 y balanceo de orden 1. En la figura A.3 está el
gráfico de la multifunción de escala, y en la.figura AA, está. el gráfico de la multiwavelet.
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Figura, A.3: <I>:8 iteraciones del algoritmo para. D232b1-095.
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Figura. A.4: \II: 8 iteraciones del algoritmo para D2a2b1-095.
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Caso D2a2b1-081

Asociada a.D2, tiene aproximación polinomial de orden 2 y balanceo de orden 1.
Las matrices-filtro verifican F(—1, —1)= 0.
En la figura, A.5 está. el gráfico de la. multifunción de escala, y en la. figura. A.6, está. el gráfico de la

multiwavelet. Las matrices-filtro verifican F (-1, —1)= 0.
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—5.402618841 ¡090860 —02

2.9768090871624910 —02

—6.4667624868530021 —03
2.233391006026604l —

Figura A.5: Ó: 8 iteraciones del algoritmo para D2a2b1-081.
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(a) 111 (b) ‘112

Figura. A.6: ‘11:8 iteraciones del algoritmo para. D2a2b1-081.
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Caso D1a3bl-091

Asociada. a,D1, tiene aproximación polinomial de orden 3 y balanceo de orden 1. En la.figura. A.7 está. el

BIBLIOGRAFÍA

gráfico de la.multifunción de escala, y en la figura, A.8, está el gráfico de la.multiwavelet.
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Figura A.7: <I>z8 iteraciones del algoritmo para. D1a3b1-091.
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Figura. A.8: \I': 8 iteraciones del algoritmo para. Dla.3b1-091.
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A.1.2 10 matrices H(k)

K _ 0 —1 1 0 0 1 1 0 2 1
_ 0 0 1 1 —2 2 —1 -1 0 0

. - Cv C- . - F- F- .

Hifi-.1): J 12 ] ¡((-J) = [ :1 1.2 ] = 1 1Cana ¡.4 G Fm Fj.4 J ’ 0

Caso Dla3b1-298

Asociada. a D1, tiene aproximación polinomial de orden 3 y balanceo de orden 1.
Como Sáoo)= Síoo) = I, cualquier vector es autovector a izquierda,de estas dos matrices con autovalor

1. Entonces cualquier vector podría. ser von. En particular, [ 1 1 ] es autovector a izquierda. y hay
balanceo de orden 1. Pero con el vooque se lista a continuación se obtiene un grado mayor de aproximación
polinomial.

Las matrices-filtro cumplen H(—1,—1)= 0 y G(1, 1) z 0.
En la figura A.9 está. el gráfico de la, multifunción de escala, y en la.figura. A.10, está. el gráfico de la

multiwavelet.

6311911968371380- —01 1.0101060676183481 - 011.859201940404605. - 01 6.0593931811097380 - 01
089.5 0127185085963. — —2.140218909400090I —07 1.177907031327303I —07 —2 7858050092410130 07

—2.085 100227 0 11o 01 —4.063587119109270- —01 2.009278631861048- 01 705 66213516100! 01
2.21 159895138401. 1 2 981081813482772- —01 2.408322326067112: —01 3 4960093260271060 —01
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1 ¡“1012478211040 07 —2.57e7naouo 1. 7 1 119694907371697. —01 2.411327 17 760o 01
4.016432114612015. - 01 -4.86599€350121980c —01 —0.07921842663817]. —01 3319114864239216c —01
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(a) (bl (b) (bz

Figura. A.9: Q: 8 iteraciones del algoritmo para D1a3b1-298.

(a) ‘I’l (b) ‘I'z

Figura A.10: ‘II:8 iteracionw del algoritmo para Dla3b1-298.
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A.1.3 14 matrices H(k)

K _ 0 2 1 0 -1 —1 0 1 2 2 1 0 —1 1
_ 2 1 1 l 1 0 0 0 0 —1 —1 —1 —1 -2

_ . 0. c. _ . F. F.
HK(-.J) = v1 .2 GK(-.J) = v1 v2 - = 1 14

0133 ¡.4 173,3 FA “7 ’

Caso D1a2b2-299

Asociada. a.D1, tiene aproximación polinomial de orden 2 y balanceo de orden 2.
Las matrices-filtro cumplen H(-1, —1)= 0, G(1, 1) z 0 y VI(1, 1) z 0.
En la figura. A.11 está. el gráfico de la.multifunción de cala, y en la.figura. A.12 está. el gráfico de la.

multiwavelet.
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—003 —1.130336663611142I
- 003 2 663114376664

002 3 3
0 66 01 2 336066341362300.

1.173463W2110616I - 001 -3.33 610241233664. - 002 . 2 1. 3 0632 6
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3.3113112631131020- 001 2311241620161063. - 001 -3.036424264303113c - 002 3.433006246043616. - 002

—1442433463663321. —001 —2314430403641326: - 001 -3.666646414131403c —002 —1.134131336312132c —001
6634314432332660 001 1 03103 231606134. 001 2-336311666623442: —001 3433603313646063. - 002

4 1 46 14431 1 0 a 002 6 002 3 3 66010663122631 002 1.010003361322333- —001
3.140113163361361. —002 1.442266341713333. —001 -3 4632001310361 4a — 2 —1.333646104014310c - 001

F _ -4.446464163136646c - 001 3.2462013046412030 - 001 2.4041136360143130 —001 -3.132263422332334a —0011.236633633411331- - 001 -1.334403406201241c - 001 6 2346302360 3610. - 001 2.2 1411116411 1
—3.0361 I —001 .641001 17 3 00' - 001 -2 666330630317347! - 002 2 1102031616366360 - 002
—6673633143631633. —002 1.446634377637324I - 002 -1 601601641336476- - 3 3762604673660 002

2 2113 61160 a 001 3 111636326433611. 002 4 6 161310 2324630 00 —2 34 1 36 0 2
-3.33 303626233330I —003 1.034332137361746. —001 —2461146643323642. —001 6 633416311104646. —001

1 466167203314063. —001 —1 139012166339663. —003 2 630360601163301: - 003 1 123610332136203- —001
1:1160231016406230 - 003 -2.311632434313133c —003 -3.123434210310230¡ —010 6.077263471141276c —003

ago - l 1 1 1

Jo - ( quese-¡902111310. —ooo 1.ooaaaeoazaa1u4. —ooo |

"gl - l —e.uae4n251eou4- —mo minube-unn“. —ooo |
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Figura A.11: (I):8 iteraciones del algoritmo para. Dla2b2-299.

Figura, A.12: \II: 8 iteraciones del algoritmo para Dla2b2-299.
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A.1.4 18 matrices H(k)

K_ 0 2 1 0 -1 -1 0 1 2 2 1 0 -1 1 -2 1 0 3
_ 2 1 1 1 1 0 0 0 0 -1 -1 -1 -1 —2 0 2 2 0

.- C- C- .- F. F
HK(-.J) = 1.1 12 K(.,J) = ,1 ,2 .= 1 1

01.3 ¡.4 G F‘.3 F 34 J ’ 8

Caso D1a3b1-691

Asociada. a D2, tiene aproximación polinomial de orden 3 y balanceo de orden 1.
Las matrices-filtro cumplen H(-1, —1) = 0, VH(—1, —1) = 0, V2H(—1, —1) = 0, G(1, 1) = 0,

VG(1, 1) = 0, V2G(1, 1) = o y VI(1, 1) = o.
En la figura, A.13 está el gráfico de la,multifunción de escala, y en la.figura. A.14 está. el gráfico de la

multiwavelet.

—1.676661767331666c - 03 -1.600626466766746a — 2 —3.262666660666414c — 2 —6.662066310604360I — 2
—6.777020000664312I —02 6.606476347677707: — 1 4.3663307630666130 - 2 - 1

2.320462074377012I - 01 6.0064660314601666 - 1 —6.014647660602760| — 2 — 1
1 641600026636072. 01 4.0742 21746403673 - 1 1.266310620 03066. — 1 — 2

—4 2647666600466660 02 1.206 16261660141. — 1 1.601363306662723. - 1 — 1
.604 1724363 46o 02 9.06167116066 067. - 2 2.401031172111110. — 1 — 1

3.2117366606670334 —01 —1.26636661 600641! — 1 1.606403066074661: — 2 — 2
-2 660 4 612163114 02 1.60640003231 63 — 2 1.266366622661294- - 1 - 1

c _ -6 7 7606616642006. - 01 2.401036301 14032c - 1 0.061 60733037130! — 2 — 2-3 2110662067664340 - 01 .6013 401 1107670 - 1 1.206016631027666. — 1 — 2
—10 0 34200463643. - 02 -1.266320637413600u - 1 4.074263002102344a — 1 — 1

2.174262040716100c —01 6.014 46642002066 - 2 6.0064674620146640 - 1 — 1
1 0200007640066070 —01 .366333101230466I - 2 6.606476006366066. - 1 - 2
6 6 2076660337 60a - 02 -3 262601322647406! - 2 -1.600626610163000u — 2 — 3

—1 6702672103606671 - 02 1.366620261346146u — 2 —1.140077663610666¡ 1 — 2
.600711027601466- —03 —6.011160072362422u — 3 2.460210034106766. 2 — 2

1.006126716642167c —02 2.460216102776063. — 2 —6.011771161264036c — 3 6 6 - 3
—7.660021660646361- —02 —1.140077610403676. — 1 1.366616616676226. - 2 1.670266104222660. - 2

—2.004772647107222- —02 -6.002372606000143a - 2 1.641403676770460I — 2 3.6613366041346140 — 2
—2 661043416621321- —01 —1.064746426607163c — 1 -4 063606646623623I — 1 —2 427336123601436; — 1

2. 63247636276006! —01 . 061 0601100 - 1 4 160117002661007l — 1 32164371164001 e - 1
—2.2 4336626037 60. 01 —2.07661717610616le - 1 6 463 26026663166l - 2 -3 274246663416666: - 1

033606001720646. - 01 2.6624726207004 2a — 1 1 372770000666766. — 2 3 62 047600: — 1
-2 66102314616100 —01 —4.6 7604766061666 — 1 “00246637307740 - 1 3 373666733020336: - 1
-2 0661312346662120 - 01 1.401416706066606I - 1 -2 166 17636661210 - 1 0 0 236004641021 — 2

0 06211306234716. - 02 2.166461424660166 — 1 —14 1417610003236c - 1 -2 0 6120104744662. — 1
P _ 373666702 76 01 —1.71002603 22607. — 1 676 4446661030. - 1 —2 36661042372211 c — 11 06 23401 644700 01 1.3727712236460 6. — 2 -2 662471466626307 — 1 1 033 63066074670 - 1

— 27 244006612 63a —01 6 46 02736663111 c - 2 2 076617630706236. — 1 -2 2043367316121 0 — 1
321644604002000. —01 —4 160116601471706. - 1 —36061723160 0661c — 1 63246636706761. - 1

-2 427336263643446. —01 4 063607126060026. - 1 1 0647466220422030 — 1 —266104 66266016 c - 1
661332740071130. —02 —1 414 21064760 2a — 2 6 002366000036636. - 2 —2 0047604000136610 — 2

1 0 0 24660630160 01 —3 146004204166430. — 2 —76106617367246636 - 2 2 660066241141 3| — 2
2 266674322623626I —02 -7. 7201064336246 c — 3 —1066602231641077. — 2 1 047602371336610. - 2
1 77 6466114367. 02 1.066601636124376c - 2 7.371006136047660c — 3 2.2 6674076267676. — 2
2.6666017406620221 —02 7.6106614342622610 — 2 3.146000666362720c — 2 1.070402776036017c — 1

voo = l 1 1 l

v-¡o - | 6.026201033002100-—oo: 43143505911311“. + ooo |
um a l 43030310010042”. + ooo “06123901203911. —ocn |
vga a | 2.043219113433035. + ooo 04125059399934“. —om |
un - [ ¿masones-mona. + ooo "55035652396343.- 001 1
¡log n l 43053397024031“. —om 4.851333932403111-+ ooo |
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(a) Ó] (b) (bz

Figura. A.13: <I>:8 iteraciones del algoritmo para Dla3b1-691.

Figura. A.14: lII: 8 iteraciones del algoritmo para. Dla3b1-691.
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Caso D2a3b1-699

Asociada a D2, tiene aproximación polinomial de orden 3 y balanceo de orden 1.
Las matrices-filtro cumplen H(—1,—1) = 0, VH(—1,—1) = 0, V2H(-1,—1) = 0, G(1,1) =N 0,

VG(1, 1) =N 0, V2G(1,1) N 0 y VI(1,1) =N 0.
En la figura A.15 está. el gráfico de la multifunción de escala, y en la figura A.16 está el gráfico de la

multiwavelet. 4.

—3.1623503630989139 - 02
-G.138269¡963868219 - 02

9.992929919914994. —02
—1.1485331019910329 —01
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— 91
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. — 91
—9.99914999992 1. —92 9 99 4 —92 991

.9994 49 9 4 —91 —2 91199209999922. —91 —91 9 299194999991999. —92
49991919119919". 92 —1.199999112429999. —91 91 9 9411991149191. —91

c _ —9.99299999919 94o. —91 1.129999914922199. —91 92 999191221999999. 2—9.492992492499999. —91 2 1999929999111294 —91 . - 91 29999991199991. —92
—2.9419 1112299491 —91 9.49941929999 9414 99 9.419999999994194. —91 —2 19 9999919291 2. _ 91

.919 99911 91 —1.2119919994191914 —91 1.922294992999299. - 91 —2 149199141929112. —91
9.1992999991944994 —92 9.2929299994921994 —92 9.949991999299991. —91 1 “99992291999924 —01

.192992442 —92 —1.11 99999994199. —92 2.149999919991999. - 91 - .99292 91199992. - 92
—1124929999924949. 92 —1.921999999994919. 92 —1.1119999929199194 91 43999999999999“. 92

. 999112 119 9 92 2 149994224499991. —91 —1 "9919494199999. - 92 —9 1929249999992994 —92
9.192929999991992. - 92 —1.1199 9149199914. - 92 .149994119429129. —91 —9991991999291992. —o2
2.299991929929919. _ 92 —1.111994919919224. —91 —1.921991992299999. —92 1.124922999949129. —92

9.221971419999499. - 92 2.942999199194919. —92 4.299929144999999. —92 1.9999999999999194 - 92
—2“19291199199994 —91 —1.994291994999999. - 92 —4.299792919919929. —91 9. 11999999922919. —92

4 94192994291994 —91 9 514999999999999. - 92 9.991992499211991 91 9.99192 199999 4. —91
—4“9994942999999. —91 — 99994919 221. —91 —1.291292997214111. —91 —2.410336688098M°c —91

9 999991 2- —91 1 9199921991 9. - 91 —9.o492999999491294 —92 —1.99 91 991242991. —91
—9 194999119991149. —91 —2 999941919991991. - 91 2.999141199994112 —91 1.999 1 49994114 — 1
—9.191999111919299. 92 1.424991999421291. 91 —4.919 29911991499. 91 1.9912949991999994 —91

1 991299929999929- —91 4.919229991999911. —91 —1.4 49912992 9911. 91 —9.1919 94947 4
F _ 999 19921999129. —91 —2 9141914914999. - 91 2.999941999994421. —91 —9.1949994499999914 —91—19 2919291119999. —91 9.949294291999194. 92 —1.991 994192999224 - 91 9.9199999919219214 —91

—2419991199199919. —91 1 91292999 9 959. - 91 2.9999999191999914 91 —4.99999 9919 9
91919999991999. - 91 —9991992419191199. —91 —9.914994991442999. —92 4.199419499921919. —91

9 21199499919 994. - 92 99192149929471. —91 1.994 99119922129. 92 —2.991 29112119991. —9
9992999 499. 92 4 29992199999 99 92 — 19 42 92 9.221977929999999. - 92

1 119491999229992. - 92 — 12999929099199. —92 —92 9.199 19414291949. - 92
— 2 1999991999 4. - 92 —29421494999149194 —92 12 —92 —1.99 12924 9. - 9
—1 9999291999999924 —92 4.2999929229999994 - 92 .9421499221 21 1. — —9.2 7999294141999. —9

9.1999194999499124 —92 2.921929294441194. —92 9.129941999999999. - 92 1.119499999999191. —92

"99 =l 1 1

v“, - ¡ 9.299992992999919. —991 9.992299129919129. - 992 |

v°¡ - | 1.499992929991199. - 991 —1.999992192294991- —991 1

vgo — l 1.999929991999999- —991 —1.9911191219999994 + 999 1

v" - ( 1.999999929999124. + 999 —2.9129411o19999994 —991 1

vo, - l 9.994491911911499. —991 2.2919992941949944 + 999 1
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(a) 4’1 (b) 4’2

Figura A.15: CD:8 iteraciones del algoritmo para. D2a3b1-699.

(a) WI (b) ‘1’2

Figura A.16: \II: 8 iteraciones del algoritmo para. D2a3b1-699.
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Caso D2a2b2-499

Asociada. a.D2, tiene aproximación polinomial de orden 2 y balanceo de orden 2.

BIBLIOGRAFÍA

Las matrices-filtro cumplen H(—1,-1) = 0, VH(—1,-1) = 0, G(1, l) = 0, VG(1, 1) = 0 y VI(1, 1) =

En la figura A.17 está el gráfico de la.multifunción de escala, y en la figura A.18 está. el gráfico de"la
multiwavelet.
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(a) 4’! (b) 62

Figura. A.17: 4): 8 iteraciones del algoritmo para. D2a2b2-499.

(a) ‘I’x (b) ‘1'2

Figura, A.18: ‘11:8 iteraciones del algoritmo para D2a2b2-499.
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Caso D1a3b2-699

Asociada a D1, tiene aprmdmación polínomial de orden 3 y balanceo de orden 2.
Las matrica-filtro cumplen H(—1,-1) z 0, VH(—1,—1)= 0, V2H(-1,—1) = 0, G(1,1) z 0,

VG(1, 1) = 0, V2G(1, 1) z o y VI(1, 1) z o.
En la figura A.19 está. el gráfico de la.multifunción de escala, y en

multiwavelet.
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la,figura. A.20 está. el gráfico de la
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Figura A.19: <I>z8 iteraciones del algoritmo para. Dla3b2-699.

(a) ‘11] (b) Wa

Figura, A.20: ‘11:8 iteraciones del algoritmo para. Dla3b2-699.




