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Resumen:

En esta tesis estudiamos el comportamiento critico y las propiedades no
lineales en la evolucién de sistemas de 147 particulas que interactian mediante
un potencial de Lennard-Jones. Analizamos dos tipos distintos de procesos: el
de gotas que se expanden libremente y se fragmentan, y el de sistemas confina-
dos a volumenes esféricos de distintos radios. Mediante la técnica de dinamica
molecular resolvimos las ecuaciones de movimiento clasicas de manera de tener
las posiciones y velocidades de las particulas a todo instante.

El comportamiento critico de los sistemas lo estudiamos a partir de analizar
las distribuciones de fragmentos. En el caso de las gotas que se expanden li-
bremente, encontramos que tanto las distribuciones calculadas a tiempo de
fragmentacién (definidas en el espacio de fases) como las obtenidas a tiempos
asintéticos (accesibles experimentalmente) pueden ser descriptas en términos
de la ley de escala que describe el comportamiento critico en el problema de
percolacion. Esta ley de escalas nos permitié obtener el punto critico como
aquel en el cual se maximizan ciertas fluctuaciones y aparecen distribuciones
tipo ley de potencias, asi como también los exponentes criticos que la caracter-
izan. Encontramos que tanto las senales de criticalidad como los exponentes
obtenidos de las distribuciones asintdticas reflejan apropiadamente el com-
portamiento critico a tiempo de fragmentacién, lo que da un sustento a los
esfuerzos experimentales en este sentido.

En el caso de los sistemas confinados, encontramos evidencia de una transi-
cién de fase de primer orden a muy bajas densidades. Por otra parte, mediante
el andlisis de las distribuciones de fragmentos definidos en el espacio de fases
encontramos exponentes criticos compatibles con una transicién de segundo
orden liquido-gas para un dado rango de densidades.

Las propiedades no-lineales del sistema las estudiamos mediante el analisis
del maximo exponente de Lyapunov (MLE). Para la gota libre, definimos los
exponentes de Lyapunovs locales en el tiempo lo cual nos permitié seguir la
evolucion dinamica de la gota en su proceso de fragmentacion. Encontramos
que el sistema evoluciona de un estado muy cadtico a otro mas ordenado
y obtuvimos los tiempos caracteristicos a partir de los cuales el sistema esta
‘ordenado’. Encontramos ademas que el MLE toma su valor mdximo a aquellas
energias para la cual la gota alcanza su maxima temperatura sin fragmentarse.

Para el sistema confinado. estudiamos la dependencia del MLE con la en-
ergia y la densidad y su posible vinculacién con la transicién de fase definida
mas arriba. Encontramos que el MLE es un indicador sensible de dicha transi-
cién y que su comportamiento esta altamente relacionado con las fluctuaciones
de energia potencial/cinética del sistema.

Palabras Clave:

Fragmentacién - Fenémenos criticos - Transiciones de fase en sistemas fini-
tos - Exponentes de Lyapunov - Fisica Computacional - Dinamica Molecular.



‘Criticality and non-linearity in
Fragmentation’
Abstract:

In this thesis we study the critical behavior and non-linear properties of
highly excited systems composed by 147 particles interacting via a Lennard-
Jones potential. We analize two different processes: the evolution of free
expanding drops that undergo fragmentation and the evolution of systems
confined to espherical volumens of differents sizes. This calculations are per-
formed by using Molecular Dynamics techniques.

The critical behavior of the systems was studied by the analysis of the frag-
ment mass distributions. In the case of free expanding drops, we found that
the fragment distributions obtained at fragmentation time (in phase space) as
well as those calculated at asymptotic time (in configurational space) follow
the scaling hypothesis that describes critical behavior in the percolation prob-
lem. In this way, we could obtain the critical point by looking for the energy
at which certain fluctuations have a maximum and power laws in the mass
distributions appear. We also extracted the critical exponents that describe
the transition. We found that critical exponents obtained from the asymptotic
fragment mass spectra properly characterize the critical behavior of the sys-
tem at fragmentation time. This results support current experimental efforts
toward the analysis of asymptotic mass dsitributions.

In the case of confined systems, we found strong evidency of a first or-
der phase transition at very low densities. On the other hand, by analizing
the cluster distributions obtained in phase space, we found critical exponents
corresponding to a second order phase transitions in at large densities.

The non-linear properties of the system were studied by the analysis of the
maximum Lyapunov exponent (MLE). In the free expanding drop case, we
defined the maximum local (in time) Lyapunov exponent which allowed us to
follow the dynamical evolution of the fragmentation process in phase space.
We found that the system evolves from a very chaotic state to a more ordered
one and we calculated the characteristic of this process. We found that the
MLE is maximum at the energies for which the drop have its maximum size
and temperature.

For the confined systems, we studied the dependence of the MLE with
the energy and the density and the possible link with the phase transition
described above. We found that the MLE is quite sensitive to this transition
and its behavior is highly related to the with the potential/kinetic energy
fluctuations of the system.

Key Words:
Fragmentation - Critical Phenomena - Phase transitions in finite systems
- Lyapunov exponentes - Computational Physics - Molecular Dynamics.
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Capitulo 1

Introduccion

El proceso mediante el cual un sistema se rompe en varias partes se denomina
Fragmentacion y es uno de los fenémenos mas interesantes de abordar desde
el punto de vista de la Mecanica Estadistica.

La fragmentacion de sistemas finitos tiene lugar cuando una gran cantidad
de energia es entregada sibitamente al sistema y se manifiesta en diversas
ramas de la fisica, desde objetos submicroscépicos [1] hasta colisiones entre
asteroides [2]. Una de las caracteristicas comunes en todos estos campos de la
fisica es la apariciéon de una ley de potencias en la distribucién de fragmentos
para un dado valor de la energia a la cual se excita el sistema. Esto ha
sido observado en una amplia variedad de experimentos, como por ejemplo en
colisiones entre iones pesados a energias intermedias (3, 4], en colisiones entre
iones de hidrégeno y fullerenos [5], en fragmentacién de yeso [6], etc.

La existencia de una distribucién del tipo ley de potencias indica la pres-
encia de fragmentos de todos los tamanos y sugiere la posibilidad de que la
fragmentacién pueda entenderse como un fenémeno critico {7]. Esta carac-
teristica ha motivado el estudio del problema en varios campos de la ciencia,
pero mas alla de los intensos esfuerzos dedicados a analizar el tema no se ha
llegado a un entendimiento completo del mismo.

Dado el desarrollo de los aceleradores de iones pesados en los ltimos anos,
la comunidad nuclear ha sido una de las mas activas en el analisis de este
tipo de problemas. A partir del experimento del grupo de Purdue [3], en
el cual el espectro de masas se ajusto a una ley de potencias con exponente
T = 2.3 ~ 2.6, la idea que la fragmentacién nuclear, de acuerdo al modelo de
la gota de Fisher [8, 9], es una manifestacién de la transicién liquido-gas de la
materia nuclear se hizo presente.

Numerosos modelos han sido desarrollados desde ese momento para ex-
plicar este comportamiento, desde los estadisticos [10, 11, 12] que asumen que
el sistema alcanza el equilibrio antes de fragmentarse, hasta los dinamicos
(13, 4] que proponen que el sistema esta apropiadamente descripto por un da-
do Hamiltoniano y siguen la evolucién del sistema excitado. Para recientes
reviews ver, por ejemplo, [4, 14].



2 Introduccién

1.1 Motivacion

Para la materia nuclear infinita, la ecuacién de estado nuclear (VN EOS) deberia
ser similar a la de un gas de Van der Walls (VDW), dado que la interaccién
entre nucleones exhibe, al igual que en V DW | una repulsion de cortisimo rango
seguida de una cola atractiva de rango mas largo. Es sabido [15, 16] que el gas
de VDW tiene una region de inestabilidad en el plano T — p donde ocurre una
transicion liquido-gas. Por lo tanto es también de interés estudiar la regién de
inestabilidad para la materia nuclear. La dnica manera real que tenemos de
hacer esto es estudiar el choque de niicleos de manera que los fragmentos que
se forman puedan ser relacionados con esa regién de inestabilidad.

Esto fue una de las motivaciones para la realizaciéon de experimentos con
colisiones de iones pesados, que se fortalecieron con la primera observacién de
una ley de potencias en las distribuciones de fragmentos, con una pendiende
de 7 = 2.3 ~ 2.6 (3], en concordancia con el valor esperado para una transicién
de segundo orden liquido-gas de acuerdo al modelo de la gota de Fisher !.

En este punto, el problema no solo es interesante desde el punto de vista
nuclear, sino desde la fisica estadistica. Lo que tenemos es un sistema, finito,
altamente excitado, que evoluciona expandiéndose y fragmentandose en varias
partes. Las preguntas que surgen es acerca de como se puede caracterizar ese
proceso. Para el caso que nos compete, la cantidad de total de constituyentes
de nuestro sistema es del orden de N = 20 — 400 y por lo tanto no es posible
tomar el limite termodindmico N — oo. Sin embargo, trabajos recientes [17]
han propuesto que es posible definir transiciones de fase en sistemas finitos si
se lo hace en el ensamble microcandnico.

Por otro lado, es claro que el sistema no alcanza el equilibrio global, sino
solo un equilibrio local como se demostré en [18]. No podemos fijar la densidad
ni la temperatura y la presidn es siempre cero pues la gota se expande contra
el vacio.

Aun asi un sistema finito puede exhibir comportamiento critico que no
necesariamente esté relacionado a la transicién de fase liquido-gas, como uno
esperaria de consideraciones termodinamicas. Por ejemplo, en [6], objetos
hechos de yeso fueron fragmentados al arrojarlos al piso o mediante el uso de un
martillo y la distribucién de masa de los fragmentos sigue una ley de potencias
con exponente 7 = 1.6. Esto no tiene nada que ver con una transicién liquido-
gas (donde se espera que 2 < T < 3, ver sec.(2.3)) sino que estd relacionado
con criticalidad autoorganizada en fragmentacién. Nada prohibe, en principio,
que esto ocurra para la fragmentacién nuclear.

Una manera de estudiar este problema es mediante simulaciones numéricas
usando la técnica de dindmica molecular para resolver las ecuaciones de movimien-
to clasicas. Las motivaciones de usar un sistema clasico son las siguientes: Es
posible construirse un sistema clasico cuya ecuacion de estado sea como la de
VDW y por lo tanto se parezca a la ecuacién de estado nuclear cerca del pun-

'Fue mostrado mas tarde que el valor del exponente critico observado fue el resultante
de una mezcla de diferentes tipos de eventos y una integracién sobre distintos parametros
de impacto.
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to critico. Una vez hecho esto, podemos resolver el modelo para un sistema
finito altamente excitado que se expande y se fragmenta. De esta manera
podemos analizar la relevancia del tamano del sistema y su expansion fuera
del equilibrio en la fragmentacién de este tipo de sistemas y su vinculacion
con la transicién de fase que exhibe el sistema equilibrado e infinito.

1.2 Organizacién de la tesis

En esta tesis estudiamos principalmene el problema de la fragmentacién de
gotas altamente excitadas que sobrellevan un proceso de fragmentacién des-
de el punto de vista de su comportamiento critico y sus propiedades no-
lineales. Consideramos un sistema clasico, compuesto de 147 particulas que
interactiian mediante un potencial de Lennard-Jones truncado y corrido libre
de expandirse. Asi mismo, estudiamos también los efectos de confinar la gota
a volumenes esféricos de distintos radios que le permite alcanzar el equilib-
rio. La evolucién de nuestros sistemas la hacemos resolviendo las ecuaciones
de movimiento clasicas mediante la técnica de dindmica molecular. De esta
manera, conocemos las posiciones y las velocidades de las particulas a lo largo
de toda la evolucién del sistema.

La tesis esta organizada de la siguiente manera:

El capitulo 2 contiene una introduccién a las transiciones de fase y a la car-
acterizacion de los fenémenos criticos. Se describirdn las herramientas usuales
usadas en los sistemas infinitos y ademads se introducira la definicién de tran-
sicién de fase en sistemas finitos mediante el uso del ensamble microcandénico
[17]. Asi mismo, daremos una descripcién del primer modelo que caracterizd
la transicién liquido-gas en términos de distribuciones de racimos, el mode-
lo de la gota de Fisher y describiremos un modelo muy usado para estudiar
fenémenos criticos: Percolacién.

En el capitulo 3 se definiran las magnitudes usadas para caracterizar un
comportamiento critico y se describiran los métodos usados para calcular los
exponentes criticos en los espectros de masa en redes percolantes tridimen-
sionales de dos tamanos distintos.

En el capitulo 4 se analizara el poceso de fragmentacion de gotas libres
altamente excitadas mediante sus distribuciones de fragmentos a tiempos de
fragmentacién y a tiempos asintéticos. Se calcularan senales de criticalidad y
exponentes criticos y se estudiara su evolucion en el tiempo.

En el capitulo 5 se analizard el problema de gotas altamente excitadas
confinadas a volumenes esféricos de distintos radios. Se analizard su com-
portamiento en funcién de la energia y la densidad mediante magnitudes ter-
modindmicas y a través de las distribuciones de las fluctuaciones de densidad
mas ligadas en el espacio de fases.

En el capitulo 6, se presentan los resultados de la evolucién dinamica de la
gota, tanto libre commo confinada, en términos de sus propiedades no-lineales.
Para esto estudiamos la dependencia del maximo exponente de Lyapunov



4 Introduccion

con la energia, la densidad y el tiempo y los comparamos con los resultados
obtenidos en los capitulos anteriores.

Por dltimo. en el capitulo 7 presentamos las conclusiones sobre el trabajo
y sus perspectivas futuras.



Capitulo 2

Transiciones de Fase

2.1 Sistemas Termodinamicos

Un sistema termodinamico puede exhibir diferentes fases, cada una con difer-
entes propiedades macroscépicas. Generalmente, a bajas temperaturas las
fuerzas de cohesion se imponen sobre el movimiento térmico y el sistema tiende
a ser mas ordenado, opuestamente de lo que ocurre a temperaturas altas. Los
cambios de fase, si bien ocurren para unas dadas temperatura y presién en un
sistema PVT, se anuncian a medida que el sistema se acerca a dicho punto
[15]).

Tomemos como ejemplo un fluido. Desde un punto de vista termodinamico,
la transicién entre las fases puede estudiarse en término de las variables macroscépicas
del sistema. Como las fases pueden intercambiar materia y energia, el equilib-
rio entre las mismas ocurre cuando sus potenciales quimicos se igualan (a P
y T constantes). Durante la transicién, los potenciales quimicos de las fases,
y por lo tanto la energia libre de Gibbs (G), cambian continuamente. No ob-
stante, las transiciones de fase pueden ser clasificadas en dos clases de acuerdo
al comportamiento de las derivadas de la energia libre de Gibbs. Aquellas
que son acompanadas por un cambio discontinuo en las variables de esta-
do (con primeras derivadas de G respecto de la temperatura y de la presién
discontinuas) son llamadas transiciones de fase de primer orden. Por otra
parte, aquellas acompanadas por un cambio continuo de dichas variables (con
derivadas de mas alto orden discontinuas) son llamadas transiciones de fase
de sequndo orden o continuas.

Los fluidos cldsicos proveen algunos de los ejemplos mas familiares de tran-
siciones de fase de primer orden: la liquido-vapor, la vapor-sélido, la sélido-
liquido, por ejemplo.

La transicién de fase liquido-gas tiene ademds asociada un punto en el
cual la transicion es de segundo orden. Este punto tiene una temperatura y
una densidad bien definidas, T, y p. y se llama punto critico. Para T > T,
el sistema se encuentra en una fase homogénea. Para T < T, y en un dado
rango de densidades. la homogeneidad se pierde al entrar en la regién de
coexistencia entre liquido y vapor. La transicién entre ambas fases a p = p.
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es una transicién de segundo orden [ver Fig.(2.2)].

Este tipo de transiciones se caracterizan por el comportamiento de una
nueva variable termodindamica: el pardmetro de orden. El parametro de orden
es cero para T > T, y distinto de cero para T < T. y para sistemas PV T
se define como la diferencia de las densidades de las fases en coexistencia:

(pL — pG) [Ver Fig.2.4(a)).

El punto critico juega un rol dnico en la teoria de las transiciones de fase.
Cuando el sistema se aproxima al punto critico desde temperaturas mayores
que T, aparecen grandes fluctuaciones (principalmente de densidad) las cuales
senalan la emergencia del parametro de orden definido mas arriba, el cual
finalmente aparece en el mismo punto critico.

2.1.1 Clasificacién de transiciones de fase

La mayoria de los sistemas pueden existir en un nimero diferente de fases,
cada una de las cuales exhibe un comportamiento macroscépico diferente. La
fase particular que se manifiesta en la naturaleza, para valores dados de las
variables de estado del sistema, es aquella con energia libre mas baja. Para
ciertos valores de éstas, se puede dar el caso en donde dos o mas fases coexistan,
en equilibrio térmico, mecanico y quimico. En ese caso decimos que el sistema
estd experimentando una transicién de fase.

Si pensamos en un sistema PVT compuesto por un solo tipo de particulas,
decimos que dos fases ({ y II) pueden coexistir para valores fijos de P y T si
sus respectivos potenciales quimicos son iguales:

p'(P,T) = p'(P,T). (2.1)

Si bien durante la transicion estas derivadas de la energia libre de Gibbs
(G),p= (%%) p deben ser iguales, no existen restricciones sobre las derivadas
14

(g%)Tn yS=- (%?‘)Pn' El comportamiento de estas derivadas es lo
que se usa entonces para clasificar las transiciones de fase. Si las derivadas

g%)T,n y (‘?7?—) P SON discontinuas en el punto de la transicién (eso es, si V
y S tienen valores diferentes en ambas fases), la transicién se llama de primer
orden. Si dichas derivadas son continuas en la transicion, decimos que es de
segundo orden o continua.

La discontinuidad en (?g)T.n significa que hay una discontinuidad en el

volumen de las 2 fases,

oG\’ oG\
= I -_— 11 = — - -
Av=vi_y (ap)” (ap)“, (2.2)

mientras que la discontinuidad en (‘?G) p.n, Significa una discontinuidad en

la entropia de las dos fases,
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oG It oG I
AS - S S (M) n (W) o (2.3)

y trae aparejada salto en la entalpia (AH = T AS) llamado calor latente.

Para una transicién de fase continua, la energia libre de Gibbs (G) es
continua pero su pendiente cambia rapidamente en las vecindades del punto
critico. Esto puede llevar a un pico en el calor especifico en el punto de
transicion. En la Fig. (2.1) puede verse como cambian G y sus derivadas
durante una transicién de fase de segundo orden.

G! '
i |
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Figura 2.1: Comportamiento tipico de la energia libre de Gibbs en una
transicién de fase de segundo orden

2.1.2 Diagramas de Fase y Punto critico

Un sistema de particulas que interactiian mediante un potencial con un carozo
repulsivo y una region atractiva de corto rango afuera del carozo, presenta un
diagrama de fases como el que se observa en la Fig.(2.2). En la misma se
muestran las lineas de coexistencia de las fases asi como las isotermas en el
plano (P — 1/p). Como es sabido, para T < T la transicién liquido-vapor es
de primer orden, mientras que para T = T, es una transicién continua. En
particular, el punto C del diagrama se lo conoce como el punto critico.

La curva de coexistencia entre las fases liquido y vapor puede graficarse
tambien en términos de las cantidades reducidas T/T, y p/p., donde T, y p. son
la temperatura y la densidad en el punto critico. Estas cantidades reducidas
dan una medida de la distancia del estado de una sustancia particular al punto
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solido
liquido - vapor

solido

vapor - solido

p, lp

Figura 2.2: Diagrama de fases tipico de un sistema termodidmico PVT.
El punto C en el vértice de la campana representa el punto critico.

critico. Es muy interesante, como se observa en la Fig. (2.3) [19], que para la
mayoria de las sustancia graficadas en términos de estas variables, los estados
termodinamicos colapsan sobre la misma curva. Este es un ejemplo de la
llamada ley de los estados correspondientes, la cual dice que para todos los
fluidos cldsicos, cuando son descriptos en términos de cantidades reducidas,
obedecen la misma ecuacién de estado {15].

Dadas las particulares caracteristicas que presentan los sistemas en las
cercanias del punto critico, es muy interesante el estudio los mismos en dicha
region ya que una variedad de sistemas microscépicamente diferentes se com-
portan de manera similar en las vecindades del punto critico.

Todas las transiciones de fase de segundo orden se caracterizan por la
presencia de un parametro de orden para la fase con T' < T,. Por ejemplo,
en la transicién liquido-vapor, el sistema se separa en dos fases que coexisten
por debajo del punto critico y el parametro de orden se define precisamente
como la diferencia de las densidades de dichas fases: p; — pg. En un sistema
de espines, el punto critico indica la temperatura a la cual se hace distinto de
cero el parametro de orden dado por la magnetizacion del sistema en ausencia
de campo externo: M(T).

En la Fig.(2.4) vemos la analogia que existe entre un sistema PVT y
un sistema magnético en su aproximacién al punto critico, si graficamos sus
respectivos parametros de orden en los planos p— T y M - T.

Se observa que ambos sistemas exhiben un comportamiento radicalmente
diferente a ambos lados del punto critico. Cuando se aproximan al punto
critico por temperaturas T > T, el sistema anticipa el nuevo comportamiento
haciendo 'ajustes’ a escala microscépica. Estos ajustes aparecen en la forma de
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Figura 2.3: Curva de coexistencia liquido-vapor experimental para una
variedad de sustencias. El grifico es entre la temperatura reducida en
funcién de la densidad reducida y fue obtenido por Guggenheim en 1945
[19)

p! (a) M (b)

Liquido

linea de coexistencia

ld

No hay estados estables
en esta region

Region de coexistencia
de fases

Gas

Figura 2.4: Curvas de coexistencias para un sistema PVT en el plano p-T
(a) y para un sistema magnético en el M —T (b, M es |la magnetizacién del
sistema). M es el pardmetro de orden en el sistema magnético y (p; — py)
lo es en el PVT. La analogia entre ambos es clara.
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fluctuaciones de densidad, magnetizacién o alguna otra magnitud, las cuales se
hacen cada vez mas grandes cuando mas cerca del punto critico estd el sistema
y que se traducen en la apariciéon del pardmetro de orden para T < T..

2.1.3 Definiciéon de exponentes criticos

Para describir como una variedad sistemas se comportan al aproximarse al
punto critico, es muy 1itil introducir la idea de exponentes criticos. Cuando
un sistema se aproxima al punto critico, varias cantidades termodindamicas
pueden diverger o ir a cero. Es conveniente entonces definir un parametro de
expansion, la distancia al punto critico:

T-T,
Tc )

(2.4)

ya que, cerca del punto critico, todas las variables termodinamicas pueden
ser escritas de la forma [15, 20}:

f(e) = Ae*(1 + Beé¥ + ...), (2.5)

donde y > 0. Los exponentes criticos para la funcién f(e) se definen:

)= tim g2 20

Si A es negativa, f(€) diverge en el punto critico. Si A es positiva, f(e) va
a cero en el punto critico.

Exponentes criticos en sistemas PVT

Existen cuatro exponentes criticos que se usan comunmente para describir las
propiedades termodinamicas de volumen de sistemas PVT. A continuacién
los definimos y damos sus valores experimentales [15].

(a) El exponente § describe la variacién de (P — P.) con (p — p.) a lo largo
de la isoterma critica:

P-P, J

P

[

P~ Pe

(o]

= A; stgno(p — pc) T =T, (2.7)

donde A; es una constante y PO es la presién critica de un gas ideal.
Experimentalmente se encuentra que 4 < 4§ < 6.

(b) El exponente 3 describe el comportamiento del pardmetro de orden (la
diferencia entre las densidades del liquido y el gas) en términos de la dis-
tancia relativa a la temperatura critica, €, cuando el sistema se aproxima
al punto critico. como se observa en la Fig.[2.4(a)]:
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(c)

(c)

PP = ag(~e)’. (2.8)
(o

donde p; es la densidad del liquido a temperatura T < T, pgy es la
densidad del gas a temperatura T < T, cada una evaluada sobre la
curva de coexistencia, y Az es una constante. La cantidad (p; — pg) es
el parametro de orden del sistema. Este es cero por encima del punto
critico y distinto de cero por debajo. Experimentalmente, €l exponente
(3 toma valores 8 ~ 0.3 — 0.4.

El exponente a describe el comportamiento del calor especifico a volumen
constante para T — T.:

_ [ A=), T<T. p=op.,
Cv = { Aa(=€)7% T>T. p=p., (29)

donde Al y A, son constantes. Experimentalmente, los exponentes a
y o son cero o toman valores pequefios. El caso a = 0 corresponde en
algunos casos a una singularidad logaritmica.

El exponente v describe la divergencia de la compresibilidad isotérmica
cuando el sistema se acerca al punto critico:

KT { A;(—E)_‘Y,, T<T. p=p(T) 0 pe(T). (2.10)

" A=) T>T. p=p.

donde Afy y Ay son constantes. Los valores experimentales se encuentran
parayy Y en 1.1 —1.4.

Exponentes criticos en sistemas magnéticos

Un punto interesante de ver es que para sistemas magnéticos, los exponentes
a, 83, v y d pueden ser definidos en forma andloga con los fluidos puros. Debajo
de la temperatura critica, los espines comienzan a ordenarse espontaneamente
dando lugar a una fase con una dada magnetizacion M y por lo tanto, con
propiedades de simetria muy diferentes a las que tenia el sistema para T > T..

(a) El exponente § describe la magnetizacién con campo magnético a lo largo

de la isoterma critica:

H )

ZoA

My (T)

) (2.11)

donde H? = kgT/mg, Mo(0) es la magnetizacién con campo cero atem-
peratura, cero, mg es el momento magnético por spin y B;s es una con-
stante de proporcionalidad. Experimentalmente se encuentra que 4 <
4 < 6 en acuerdo de los valores de 4 para fluidos puros.
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(b) El exponente 3 describe el comportamiento del pardmetro de orden cuan-
do el sistema se aproxima al punto critico [ver Fig.2.4(b)]. En este tipo
de sistemas, el parametro de orden es la magnetizacién a campo cero:

Mo(T)

Mo0) — Bs(—€)”, (2.12)

donde Bjs es una constante. Experimentalmente, 3 ~ 1/3 como en
fluidos.

(c¢) En sistemas magnéticos, los coeficientes a y o’ se definen para describir
el comportamiento del calor especifico a campo constante:

— _ Btlz(_e)_alv T< TCs
Cu(H =0) = { B g ToT (2.13)

con B] y B, son constantes. Los exponentes a y o’ se encuentran
experimentalmente en valores a ~ 0y o/ ~ 0.

(d) La susceptibilidad magnética en la vecindad del punto critico puede es-
cribirse como:

1 \=Y —
x_g ={ B.( e)_7, T<T., H=0, (2.14)
X7 By(-€)™, T>T, H =0,
donde B y B, son constantes y xf} es la susceptibilidad de un sistema
no interactuante a la temperatura critica . Los valores experimentales
de ambos (v y #') se encuentran en 1.1 — 1.4,

La carateristica sobresaliente de estos dos sistemas es que tienen los mis-
mos exponentes criticos. Esto es, dos sistema muy distintos fisicamente, se
aproximan en manera similar al punto critico.

Una magnitud importante en la descripcién de un sistema cerca del punto
critico [21] es la funcidn de correlacidn, C(r), la cual mide la correlacién entre
las fluctuaciones de densidad (o magnetizacién) entre dos puntos separados
una distancia r [20].

En la fase desordenada de alta temperatura, esta correlacién cae exponen-
cialmente:

C(ry=e""¢ (T >T.), (2.15)

donde £ es la longitud de correlacién (depende de T') y es una medida del
rango de la funcidn de correlacién. En la fase de baja temperatura, se produce
un efecto cooperativo que produce que C(r) alcance un valor constante para
r grandes. La desviacion del valor asintético puede ser descripta por

C(r) = C(oc) = e7"/8, (T < T.). (2.16)
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Cuando el sistema se aproxima a la transicion. ya sea desde el lado de altas
temperaturas conio desde el de bajas. la longitud de correlacién diverge como

&~ [e|™, (2.17)

donde v es otro exponente critico. en el punto critico, la correlacién decae
como una ley de potencias con la distancia:

) ~ 57 (2.18)
donde 7 es otro exponente critico y d es la dimension del espacio. Este de-
crecimiento via una ley de potencias en las correlaciones, implica que no hay
una escala de longitudes en el sistema. Cuando el decaimiento exponencial
(T # T.), € provee la escala de longitudes (es una longitud caracteristica), ya
que ¢(r)/c(2r) depende de r/§. Sin embargo, con un decaimiento tipo ley de
potencias, como ocurre si T = T, donde ¢(r) ~ (r9/7)", el cociente ¢(r)/c(2r)
es independiente de 7/rg. Esto da lugar a la aparicion de estructuras de todos
los tamanos, desde nivel molecular hasta la del sistema. Esta propiedad es
responsable, por ejemplo, del fenémeno de opalescencia critica (22]. Cuando
un fluido transparente alcanza el punto critico, surgen fluctuaciones de densi-
dad de todos los tamanos y estas fluctuaciones dispersan la luz de todas las
longitudes de onda, tornando turbio el fluido transparente [20, 23].

Leyes de escala y Universalidad

Dos caracteristicas importantes de los exponentes criticos son que: (i) son
clasificados en clases de Universalidad y (ii) se pueden derivar relaciones entre
ellos y por lo tanto un pequeno nimero son independientes.

Usando argumentos puramente termodindmicos [20], Rushbrooke [24] mostré
que

o +28++ >2. (2.19)

Un nimero de otras desigualdades pueden tambien ser derivadas, como
aquellas hechas por Griffiths [25, 26]:

o +B(1+8) 22 (T<T). (2.20)
Y200 -1). (T<T), (2.21)
V148> @2 —-a)d-1), (T>T), (2.22)

y Fisher [27]

@-nrzv (T>T). (2.23)
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En la mayoria de los casos. ya sea en mediciones experimentales o predic-
ciones de modelos, estas desigualdades se cumplen como igualdades. El primer
indicio de que efectivamente son igualdades vino de una hipétesis que ha sido
sumamente exitosa. Esta hipdtesis se denomina hipdtesis de escala y supone
que la energia libre de Gibbs [20] es una funcién homogénea generalizada. Para
un sistema magnético, esto es esquivalente a pedir que existan dos pardmetros.
Ty s, tales que

G(Ne, \"h) = AG(e, h), (2.24)

para cualquier valor de A y con € = (T — T;.)/T,. Es importante resaltar
que esta hipdtesis no especifica los valores de r y s.

A partir de esto, se puede ver [20] que todos los exponentes criticos pueden
escribirse en términos de 7 y s (y por lo tanto, si especificamos r y s inmedi-
atamente determinariamos todos los exponentes criticos). De esta manera
se arriban a relaciones entre los exponentes que consisten en reemplazar por
igualdades las desigualdades mostradas mas arribay aquea =o' y v =+'.

El hecho que no podamos especificar 7 y s corresponde al hecho que la
hipétesis de escala no determina los valores de los exponentes criticos.

La primera exposicién clara de estas ideas fue debido a Widom (28, 29],
y uno de las primeros en plasmar la hipétesis de escala fue Kadanoff (30, 31],
a partir de dividir un modelo de Ising en una coleccion de bloques de espines
promediando sobre cada bloque y comparar este nuevo sistema con el anterior.

La culminacidn de las hipétesis de escala y universalidad es la teoria de
Grupos de Renormalizacién debida a K.G.Wilson [32]. La idea bésica de esta
teoria involucra dos pasos conceptualmente simples: (i) Un promedio sobre
los grados de libertad de la escala mas pequena (Los bloques de espines de
Kadanoff son un ejemplo de esto) y (ii), la determinacién de como deber ser
cambiado el Hamiltoniano de manera tal que la funcién de particién del sistema
no cambie. Este nuevo Hamiltoniano se llama Hamiltoniano renormalizado.

La idea de universalidad es que todos los sistemas cerca de una transicion
de fases continua pueden ser agrupados en un numero relativamente pequeno
de clases. Dentro de cada clase los exponentes criticos son iguales y estdn
completamente determinados por la dimensién del espacio, d y caracter del
parametro de orden (asumiendo que las interacciones son de corto rango).

2.2 Sistemas Finitos

Tradicionalmente, las transiciones de fase se definen unicamente en el limite
termodinamico. Existe incluso la opinién que es imposible definir las tran-
siciones de fase fuera de este limite. Sin embargo, recientemente se ha ido
acumulando evidencia, tanto a traves de experimentos como de simulaciones,
que sistemas de apenas decenas o centenas de particulas exhiben transiciones
andlogas, en algunos casos, a las de sus respectivos sistemas infinitos. Un
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ejemplo claro de esto puede verse en la transicion sélido-liquido del agua. En
la Fig.(2.5) puede observarse la curva caldrica (relacién funcional entre la tem-
peratura y la energia) del agua tanto para una cantidad del orden del numero
de avogadro como para un racimo de 20 moleculas de H2O. La figura muestra
claramente que ambas curvas presentan la misma forma funcional y deja en
evidencia la idea que la transicidn de fase no es exclusiva de sistemas donde
valga la aproximacion de limite termodindmico (N — o0).

40
H.QO (p=i atr
L p=i atm) gosl
50 AH= 322 mev/molecule
liquid
% solid
1
€20
S
|t ‘.
[
°
[}
1o le
: (H:0)
[}
g
0

0 200 400 8600
B (MeV,/molecule)

Figura 2.5: Curva calérica del agua para el bulk y para un racimo de 20
moleculas (extraido de [33]).

2.2.1 Evidencias de transiciones de fase en racimos (clusters)

La transicién sélido-liquido en gotas de decenas o cientos de particulas ha sido
ampliamente estudiada tanto mediante simulaciones (34, 35. 36, 37, 38, 39]
como experimentalmente (40, 41, 42, 43, 44]. El principal hallazgo de estos
estudios es que las gotas exhiben dos formas claramente diferenciadas. En la
primera, las particulas conservan una estructura de cristal y el movimiento
de las mismas es bdsicamente de vibraciones alrededor de las posiciones de
equilibrio. En la segunda esta correlacion espacial se pierde y el movimiento
de las particulas es mucho mas desordenado. Estas formas son las andlogas
de las fases sélida y liquida de un sistema infinito. Lo que se observa es que
para energias bajas, las gotas estan en su fase rigida, mientras que a energias
mas altas, estan en la no-rigida. En un rango intermedio, la gota puede existir
en cualquiera de las dos y muestra una coexistencia temporal de ambas fases:
pasa un tiempo en una y otro en la otra. Esto se observa en que la distribucién
de energia cinética es bimodal [34].

La transicién ha sido analizada a través de distintos observables, como la
funcién de distribucién radial. la curva calérica. el calor especifico, el coefi-
ciente de Lindemann, etc. Todas muestran evidencias de una transicion como
la descripta en el parrafo anterior en el mismo rango de energias (34. 35]. La
curva caldrica muestra un bucle o "loop”cuando se la calcula usando métodos
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de dindmica molecular (ensamble microcanénico de didmica molecular) y una
region plana cuando se usa el método de Metrépolis Monte-Carlo (ensamble
canénico). En este dltimo caso, el calor especifico muestra un pico durante la
transiciéon que se hace mas agudo cuanto mayor es el niimero de particulas del
racimo y el coeficiente de Lindemann (que es una medida de las fluctuaciones
promedio de la distancia interparticula) presenta un stbito incremento en la
misma regiéon de energias. La conclusién entonces es que la transicién sélido-
liquido en racimos estaria bien definida y exhibiria propiedades de escaleo de
tamafo finito hacia una transicién de fase de primer orden en el sentido de
tener un calor latente por dtomo aproximadamente constante [34].

Por otra parte, la posibilibidad que el proceso de multifragmentacién en
niicleos atémicos sea una transicion de fase del tipo liquido-gas empezd a
pensarse a partir del experimento del grupo de Purdue (3]. Desde ese mo-
mento, numerosos experimentos y simulaciones (4, 14, 45, 46. 47, 48, 49, 50]
han sido dirigidos hacia la bisqueda de evidencia que permita interpretar la
fragmentacién nuclear como un posible indicio de la transicién liquido-gas de
la materia nuclear.

2.2.2 Definicién de transiciones de fase en sistemas finitos

Dada la evidencia reunida. la pregunta de si puede definirse una transicién de
fase en un sistema pequefio llevé a D.H.E Gross [17] a postular una definicién
de transicion de fase en el ensamble microcandnico que no necesita asumir la
condicion de limite termodinamico.

Niicleos, racimos atémicos y objetos astrofisicos no son " grandes” comparados
con el rango de la interaccion entre sus constituyentes. Por lo tanto estos sis-
temas son no-extensivos, es decir: si dividimos al sistema en partes la entropia
del conjunto no es la suma de las entropias de las partes. Para la termoes-
tadistica convencional, las hipétesis de extensividad y limite termodindmico
son fundamentales. Sin embargo, es posible demostrar [17] que la estadistica
microcanonica es aplicable incluso para sistemas pequenos, sin invocar ni ex-
tensividad ni el limite termodindmico.

A continuacién veamos, siguiendo [17] como la termodindmica estadistica
se puede deducir de principios de la mecanica solamente. Un sistema de mu-
chos cuerpos en equilibrio es caracterizado por unas pocas variables macroscépicas:

1. Su Energia E, nimero de constituyentes N, su volumen V/;
2. Su entropia S;

3. Su temperatura T, presion P y potencial quimico u.

Notemos que todas las variables del primer grupo son claramente mecanicas.
Estas se conservan y ademas estan bien definidas en el espacio de fases de N-
cuerpos. También la entropia, tiene, desde la definicién de Boltzman, una
clara interpretacién mecanica:
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S = kg.In[W)], (2.25)

relacionando la entropia S con el tamaiio W(E, N, V) = ¢otr[6(E — Hy)]
de la superficie de energia E en el espacio de fases 6 N dimensional a un dado
volumen V. ¢g es una constante y Hy el Hamiltoniano de N-pariculas. El
conjunto de puntos de esta superficie definen el ensamble microcandénico. En
contraste con las cantidades conservadas, las cuales estdn definidas en cada
punto del espacio de fases, la entropia se refiere al ensamble total. Es impor-
tante notar que asi definida, la entropia es una funcién monovaluada y varias
veces derivable de las variables dindmicas conservadas, todas ”extensivas”.

El tercer grupo de cantidades (T,P y u), dentro de la estadistica micro-
candnica, pueden definirse mediantes las derivadas de la entropia respecto a
las cantidades conservadas:

1 oS
T = 3E (2.26)
oS
oS
P = Tan (2.28)

Al igual que la entropia, estas cantidades caracterizan el ensamble micro-
canodnico total y no un punto individual en el espacio de fases de N-particulas.

Empezando desde este punto, la termoestadistica convencional asume ex-
tensividad y explora el limite termodindmico (N — oc, V — oc, N/V = cte)
[16]. Gibbs [51] sigue este procedimiento e introduce el ensamble canénico. El
vinculo entre ensambles se establece a través de una transformada de Laplace.
Por ejemplo, la funcién de particion Gran Canédnica es la doble transforma-

da de Laplace de de la funcién de particién micro-canénica, W(E,N,V) =
S(E.NV).
e :

=T, p V) = / wng e~ [E-uN-TS(E.N.V)|/T

0o €o
V2 o0
= = / /0 dedn  elemun=Tslen V)T (9 9g)

Transiciones de fase en el ensamble microcandénico

De acuerdo a Yang y Lee [52], las transiciones de fase son indicadas por las
singularidades de los potenciales del Gran-Canénico (x #{n(Z]) como funcién
de z = e#/k8.T) ¢q el eje z positivo. Esto puede ocurrir solamente en el limite
termodinamico, ya que para N y V finitos, = es una suma finita de potencias
dezVy -éln[E] es analitica para z positivos y cualquier T. Sin embargo hemos
visto que en sistemas finitos se observan fendmenos tipicos de las transiciones
de fase.
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En este punto es cuando uno necesita una extensién de la termodinamica
a sistemas pequenos, la cual evite el limite termodindmico. Sin embargo, el
problema aqui reside en que los tres ensambles mas populares no son equiv-
alentes para sistemas "pequenos”. La energia por particula en los ensambles
canonico y gran-canodnico, puede fluctuar alrededor de su valor medio pero
son cero en el micro-candnico. Ademas, el calor especifico es estrictamente
positivo en el ensamble candnico mientras que puede ser negativo en el micro-
candnico. En este sentido, es importante tener en cuenta que el ensamble
microcanénico como fue introducido por Boltzman es el inico que tiene una
definiciéon mecdnica clara para sistemas finitos.

Para extender la definicién de transicién de fase de Yang y Lee a sistemas
finitos, se debe estudiar que caracteristica de la funcién de particién micro-
candnica W(E, N,V) lleva a las singularidades del potencial gran-canénicos
v{n[Z] como funcién de z = e*/T mediante la transformada de Laplace de la
ecuacién (2.29). En el limite termodindmico, esta integral puede ser evaluada
por métodos asintéticos. Siempre que la superficie de entropia s(e,n) tenga
curvatura negativa en todo el dominio, el integrando de la ecuacién (2.29) ten-
dra un solo méximo. Para V' — oc la integral de la ecuacidn (2.29) es entonces
dominada por la contribucién de su maximo. Si expandimos s(e.n) a segundo
orden alrededor de su rhaximo, el punto estacionario {es, ns}, tenemos que el
término lineal se hace cero para T y p tales que:

T_l = [63/66](65_"'5) s
p/T = —[0s/9n]¢, n, - (2.30)

El término cuadratico, por otro lado, puede escribirse en términos de la
matriz de las curvaturas de la superficie de entropia (Hessiano) y los incre-
mentos Ae =e—¢e; y An=n — ng:

o P Ae 2 2
sae.n) = (Ae,As). | 3 e '(An ) =viA +vide,  (2.31)

e

donde A; (A} > A2) son los autovalores del Hessiano y v; sus autovectores
en (es,ns). En este caso la integral puede escribirse:

2 ~un—Ts(e.n, oo

E(T9IJ’: V) = ‘e/_e— < 1_;_( V) // dvldv2e%[,\1v12+z\2v§] (2.32)
0 ~00

_ ~FTwyyT (2.33)

Tin(\/det(es, ns)) InV
% + of v ) (2.34)

f(T,u,V) — es—pung—Tss+

Donde f = F/V, det(es,ns) es el determinante de las curvaturas de la
superficie de entropia (Hessiano), det(es, ng) = AjAa.
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A1 puede ser positivo o negativo. Si ] es negativo (y por lo tanto Ag).
det(es, ns) > 0 y los 1ltimos dos términos de la ecuacién (2.34) se hacen cero
en el limite termodinamico. De esta manera se obtiene la expresion usual de
la densidad de energia libre cualquiera sea el ensamble utilizado:

f(T- K, V- m) =€ — UNg — Tss- (235)

Como vemos, el determinante de la superficie de entropia s(e,n,V) de-
cide si el ensamble gran-candnico concuerda con el microcanénico en el limite
termodindmico. Si det(es,ns) > 0, las ecuaciones (2.30) tienen una tnica solu-
cién (hay un solo punto estacionario) entonces hay un mapeo 1 : 1 entre los
ensambles gran-canénico y microcanénico y f(T,u) es analitica en z = P,
En este caso el sistema tiene una tnica fase estable [52].

Por otra parte, si det(es,ns) < 0, el término In(\/det(es, ns)) diverge o
no esta definido y la energia libre (f) no puede ser definida. Este es el caso
de las transiciones de fase. En una transiciéon de primer orden, el ensamble
gran-candnico contiene varios puntos estacionarios a la misma temperatura
y potencial quimico los cuales contribuyen de manera similar a la integral
(2.29). Consecuentemente las fluctuaciones estadisticas de e y n no desapare-
cen en el ensamble gran-candnico ain en el limite termodindmico. Entre los
puntos estacionarios, s(e,n) tiene al menos una curvatura principal A\; > 0
[17] y la condicién de concavidad para la entropia es violada. En el limite
termodindmico, estos puntos salen fuera de la integral (2.29) y In[Z] se hace
no-analitica. De esta manera, en [17] el autor define las transiciones de fase
en sistemas finitos por los puntos y regiones de curvatura no-negativa de la
superficie de entropia s(e,n).

Experimentalmente, uno identifica las transiciones de fase de primer orden
no por los puntos no-analiticos de %ln[Z] sino por la interfases que separan
las fases coexistentes. Las interfases tiene ciertos efectos sobre la entropia y
en particular relacionados a la formacién de superficies. Cuando las gotas
crecen, su superficie tambien crece. Esto se conecta a una pérdida de entropia
(entropia de superficie) proporcional al drea de interfase. Como el nimero de

dtomos en la superficie es x N 12 /3 (Ny: mimero de atomos de la gota), esto

no es lineal en AE y lleva a la aparicion de un intruso convexo en la entropia
S(E,N,V).

En el punto critico en cambio, las fases se hacen indistinguibles porque la
entropia de superficie desaparece.

Por otra parte, las anomalias en el det(es,ns) también estdn ligadas a
la presencia de fluctuaciones criticas, esto es, fluctuaciones anormalmente
grandes de alguna variable extensiva o a la divergencia de algunas funciones
respuesta como por ejemplo, el calor especifico microcanénico:

_ Oel| Snn
cule,n, V) = 7| = Taeten) (2.36)

v

Si el sistema tiene una sola fase estable, spn < 0, det(e,n) >0y ¢, > 0.
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Pero si el det(e,n) < 0, el calor especifico microcanénico puede diverger o
hacerse negativo.

2.3 El modelo de la gota de Fisher (FDM)

En esta seccién describiremos la teoria de Fisher (8, 9] para la transicién critica
liquido-gas basada en la idea de la condensacién de gotitas o racimos de un
gas a baja densidad.

La idea basica es que, en un gas de particulas interactuando con carozos
repulsivos y fuerzas atractivas de corto rango, la configuracion tipica a bajas
densidades consistira de racimos esencialmente aislados de una, dos, tres o mas
particulas. Un racimo suficientemente grande es una pequena gotita de fase
liquida a la misma temperatura. Estas gotitas estaran en equilibrio dindmico
y las proporciones relativas de gotitas de diferentes tamanos cambiard con
la temperatura y la presidn. La condensacién en este marco corresponde al
crecimiento de una gota macroscopica del liquido.

Para formular estas ideas matematicamente Fisher escribe la gran funcién
de particién como:

In[Z(T, 2,Q)] =Y _a.2, (2.37)
=1

donde ¢ = ¢(7,Q) es la funcién de particién configuracional para un
racimo de ! particulas en el dominio Q:

a(T, Q) = % / dr1... / drje~EilksT), (2.38)

donde E; es la energia de ligadura del racimo con ! particulas. A fin de
encontrar una expresion para ¢, tengamos es cuenta que el centro de masa de
un racimo es libre de moverse a través del volumen, de manera que q; x V().
Ademas, la energia de un racimo en alguna configuracién fija contiene: (i) Un
término de volumen —!Ey donde Ej es la energia de ligadura por particula en
el fluido denso, y (ii) un término de superficie +ws donde s es el drea de la
superficie del racimo, y w es la energia de superficie que surge a través de la
pérdida de energia de ligadura de las particulas cerca de la superficie.

En este sentido, podemos esperar que la superficie media o mas probable
5 de un racimo de tamano ! varie como:

5() ~aol® (I — o0), (2.39)

con 0 < o <1 parad > 2y ap una constante.

Como a suficientemente baja temperatura un racimo tipico tendrd una
forma mas bien esférica. el exponente que caracteriza la superficie puede es-
cribirse
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d=2 (2.40)

d=3. (2.41)

WIN N~

Ahora podemos escribir aproximadamente

q(, T) ~ V(Q)g(3)e!PEoe=5ws (2.42)

donde el factor combinatorio g(3) es proporcional al nimero de configura-
ciones de [ particulas idénticas con centro de masa fijo y superficie 5. Para un
lattice gas en dos dimensiones g(3) seria el nimero de poligonos de perimetro
5 (y érea l). A partir de esto Fisher propone (8, 9] que g(3) se escriba como

(§ = 20) (2.43)

donde go es una constante, 7 es un exponente positivo y A define la en-
tropia media por unidad de superficie, @, de la forma: kg.In[A] = &. De esta
manera [n[g(3)] es proporcional a la entropia configuracional de un racimo con
superficie 3, 5@

Si combinamos estos resultados e introducimos las variables

y = zeﬁEo’ (244)
ag(w-oT)
T = A\W0e Pwao — T RpT (2.45)

con z = e%#, encontramos una expresién para la presién en un sistema
infinito:

oo
p -7 171
—_ =T . 2.46
5T = 90 l§—l Ty (2.46)
El radio de convergencia de esta serie viene dado por:

S1-1/1 o
Tt = lim;_. |z|_l/ll =1, (2.47)

Yo = limy |l—

para todo z (tomando que 0 < ¢ < 1). Como los términos de la serie son
todos positivos, el punto y, = 1 debe ser una singularidad de la funcién y se
identifica con el punto de condensacién (8, 9].

La singularidad y = y, define entonces un potencial quimico u, en el
punto de condensacién que representa el potencial quimico de la coexistencia
liquido-vapor. De esta manera, la variable y puede reescribirse como
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y= eﬁ(#—ua) — eﬁ(l-'r—l-'rcoez) (248)

Para y = y,, la presion y todas sus derivadas con respecto a z y T convergen
siempre que T < 1, esto es, que T esté por debajo de la temperatura critica
T. definida como

T, = (2.49)

elE

A T = T, la tensién superficial microscdpica (w — @T) en (2.45) se hace
cero. Para y > y, la serie (2.46) diverge y la presién es la presién de la fase
liquida. Esta fase no es descripta apropiadamente en este formalismo y en
consecuencia no mostrard la simetria usual entre liquido y gas.

2.3.1 Descripcion en términos de las distribuciones de racimos

Se puede apreciar que en este formalismo, la magnitud mas relevante es la
probabilidad de encontrar un racimo de tamafo [, n;, que puede escribirse en
términos de la funcién de particién configuracional, ¢q;, como

n = (q/ V)2 (2.50)

Tomando las aproximaciones especificadas arriba [Eq.(2.44) y (2.45)}, puede
reescribirse en términos de x e y como:

ny = qozt Y. (2.51)

El comportamiento de n; en términos de y para T < T, (z < 1) puede
analizarse como:

a Siy<1(u< peoez), u decae rdpidamente a cero cuando ! crece.

b Siy=1 (s = peoer) , u decrece mas lentamente cuando ! crece y en
particular decae como una ley de potencias con exponente 7 si z = 1
(estoes,si T =Tp).

¢ Siy>1(u > ueoer) ligeramente, n; primero decrece dominado por el

factor z!° pero para [ mas grandes se incrementa dominado por el factor

yl

La ecuacién (2.51) no es otra cosa que la distribucién de racimos y su
comportamiento, descripto arriba, es mostrado en la Fig.(2.6) . La distribu-
cién de racimos n; cumple un rol fundamental en la descripcién de la transi-
cioén liquido-vapor dentro del modelo de Fisher. Las principales magnitudes
termodinamicas pueden expresarse en términos de n;, como por ejemplo la
presion:
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]

Figura 2.6: Densidad de racimos de tamafio [ para distintos valores de y.
Para y < 1 (a) el sisema est3 en su fase vapor. Siy = 1 (b), el sistema estd
en el punto de condensacién y para y > 1 aparece la fase liquida reflejada
en ele incremento de la densidad para ! grandes.

o = S mi(.T) = Mo(u. T) (2.52)
l

Donde My(u, T') es el momento cero de la distribucién de racimos. También
la densidad puede escribirse en términos del primer momento de la distribu-
cion:

p=—o = g 'y (2.53)
l
= > Iny(p,T) = My(u, T) (2.54)
l
Siguiendo el mismo camino, podemos encontrar una expresion para la com-

presibilidad isotérmica en términos de la misma distribucién de fragmentos y
su comportamiento cerca del punto critico en términos del exponente ~.

_ 1 /ovVN _1/(0p
=y (8), =5 (4¢) 22

Si tenemos en cuenta que kgT = y(u,T)[0P/dy(u, T)] la ecuacién (2.55)
puede escribirse como:

_-1( 0P  ,8°P
KT = 7 (ya—y +y 3_112)T (2.56)

lo cual lleva, usando la ecuacién (2.52), a expresar la compresibilidad
isotérmica en términos del segundo momento de la distribucién Mo(u,T):
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1 1
B kBTp + kBTp2

KT Mo (u, T). (2.57)

La suma del segundo término puede expresarse en términos de una integral
ya que los racimos de mayor tamano son los que dominan dicha suma:

1 1 [ )
5T = ot W T /0 (. T)12dL. (2.58)

Si nos movemos a lo largo de la curva de coexistencia liquido-gas (donde
y = 1), esta ecuacién la podemos expresar como

— 1 1 * 2—7 —[In(z~})]I°
AT = et kBTp2q0/0 1 Te dl. (2.59)

Haciendo la sustitucion ¢ = 019, donde

aoch
kT

6 =In(z" )= €, (2.60)

y € = I‘fc—T Esto produce que la parte singular de k1 (que es la que
domina cerca de T,) pueda escribirse como

rs B (30), o)
g g

donde I'(z) es la funcién gamma y

N = (2.62)

o
define el exponente de la compresibilidad isotérmica, v, en términos de 7 y
0. De la misma manera pueden expresarse el resto de los exponentes criticos
definidos antes en términos de estos dos:

T—2
g = ==, (2.63)
a = 2—7;1 (2.64)
- (Ti 5 (2.65)

Vemos que 7 debe cumplir que 2 < 7 < 3 paraque 3>0y v > 0.

Con estas ecuaciones se llega a las mismas relaciones entre exponentes
criticos a las que se llegaban usando argumentos de escala.

De esta manera podemos ver como la transicion liquido-gas puede en-
tenderse en términos de la distribucion de gotas o racimos y como pueden
obtenerse los exponentes de la transicién critica.
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2.4 Percolacion

Para entender que es Percolacion. imaginemos una red cuadrada como la que
se muestra en la Fig.2.7(a). A una cierta fraccién de los cuadrados que quedan
definidos en la red los llenamos con un punto negro en el centro, mientras que
al resto de los cuadrados los dejamos vacios, como en la Fig.2.7(b). Defini-
nos entonces un racimo como el grupo de primeros vecinos ocupados por los
puntos negros. Estos racimos estan remarcados en la Fig.2.7(c). Como se ob-
serva, todos los cuadrados que pertenecen a un racimo estan conectados por
una cadena de primeros vecinos ocupados por un punto negro. Este tipo de
percolacién se llama percolacion de sitios.

Podemos pensar en cambio en una red cuadrada formada por circulos ne-
gros como lo muestra la Fig.[2.8(a)]. A algunos de ellos los conectamos con
sus primeros vecinos como vemos en la Fig.[2.8(b)]. En este caso. los racimos
también se definen como el conjunto de puntos conectados mediante una cade-
na de primeros vecinos como se ve en la Fig.[2.8(c)]. Este tipo de percolacién
se llama percolacion de ligaduras.

En general, la teoria de Percolacién trata con el nimero y las propiedades
de estos racimos.

° r®
° Y ol o
oo Y @ | Y
° ° ° Y

(@ (b) (©

Figura 2.7: Ejemplo de percolacién de sitios: En (a) se observa la red
cuadrada vacia. En (b) algunos cuadrados estin ocupados con puntos
negros y en (c), los 'racimos’ o grupos de primeros vecinos ocupados, estin
marcados execpto cuando los racimos consisten en un solo sitio ocupado
(Figura tomada de [7]).

peoas Rt i
e He 2.0

Figura 2.8: Ejemplo de percolacién de ligaduras: En (a) se observa la red
cuadrada de puntos desconectados. En (b) algunos puntos estin conecta-
dos mediante ligaduras y en (c), los 'racimos’ o grupos de primeros vecinos
ocupados, estan marcados execpto cuando los racimos consisten en un solo
sitio ocupado.

La ocupacién de los cuadrados en la Fig.(2.7) es totalmente al azar, esto es,
cada sitio esta ocupado o vacio independientemente del estado de ocupacién
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de sus vecinos. Si llamamos p a la probabilidad de que el sitio esté ocupado
v la red tiene N sitios, notaremos que una fraccién p/N de estos cuadrados
estaran ocupados y los restantes (1 — p) N permaneceran vacios en el limite
N — oc.

Del mismo modo, la distribucién de ligaduras en la Fig.(2.8) también es
totalmente al azar. La diferencia en percolacion de ligaduras es que todos los
sitios estan siempre ocupados y lo que aumenta con la probabilidad p es que
se vinculen entre si para formar racimos de primeros vecinos conectados.

De esta manera, fijado el tamano y la topologia de la red, el problema
queda totalmente definido por esta probabilidad. En la Fig.(2.9) puede verse
como una red de 20 x 20 se va llenando a medida que aumenta la probabilidad
p (percolacion de sitios).

SE0ARARARAARGAARAAAOAS
elaisisielole] o
- BEEEEE -
= ¥ sistels o1 s S
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Figura 2.9: Ejemplo de percolacion para una red cuadrada de 20 x 20 para
distintos valores de la probabilidad de ocupar un sitio, p. Los circulos llenos
representan los sitios ocupados.

Como vimos mas arriba, en percolacion se llaman racimos al grupo de sitios
de la red ocupados conectados por distancia de primeros vecinos. A un racimo
con s sitios ocupados se lo llama s-racimo. Dada la cantidad de racimos de
varios tamarnos que pueden existir en una red, se define como ng al mimero de
racimos de tamano s por sitio de red, o sea, el nimero de racimos de tamano
s dividido por el nimero total de sitios de la red.

Por ejemplo, para un problema de percolacion de sitios, el comportamiento
de la red en términos de la probabilidad de llenado es facil de entender: si p
esta cerca de cero, la mayoria de los sitios ocupados estardn aislados con
algunos pocos pares o tripletes presentes [Fig.(2.9), p = 0.10]. Por otro lado,
si p tiene un valor cercano a 1, casi todos los sitios estaran ocupados y estaran
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conectados unos con otros formando un gran racimo que atraviesa toda la red
[Fig.(2.9), p = 0.90]. En una red suficientemente grande, este tipo de racimos
"percolantes” (atraviesan la red de un lado a otro) estan presentes de a uno o
no lo estan, pero nunca conviven mas de uno [siempre y cuando la dimensién
del sistema sea d < 6 [53]). Existe entonces una distincién clara entre dos
tipos de comportamientos diferentes de la red: o existe un racimo percolante
o no. Para redes infinitas, este cambio ocurre a una dada probabilidad p, por
encima de la cual el racimo percolante siempre existe. A esta probabilidad
pc se la llama probabilidad critica e indica una transicién de fase entre ambos
comportamientos. El mismo comportamiento se observa en percolacion de
ligaduras.

En esta transicién, el parametro de orden se define como la fraccion de
sitios ocupados que pertenecen al racimo percolante, Po,. Py, = 0 para p < p,
ya que no existe racimo percolante y Py, # 0 para p > p.. Como hemos visto
en la Sec.(2.1.3), la emergencia del pardmetro de orden es descripta por el
exponente 3, de manera que Py o |p — pc|® para p > pe.

2.4.1 Leyes de escala en las distribuciones de racimos

En [7] se propone, a partir de generalizar los resultados obtenidos para una
red de Bethe, la siguiente forma para la distribucién de racimos:

ngax ATe"4 (2.66)

donde ¢ depende de la distancia al punto critico p. y de un exponente o

cx |p—pelt/® (2.67)

Como las distribuciones de fragmentos cerca del punto critico escalean en
percolacién de forma similar a como lo hacian en en el modelo de Fisher, la
ecuacién (2.66) es del tipo de la Ec.(2.51).

Sin embargo, la Ec.(2.66) no describe correctamente la distribucién y debe

. . : —c €A’

ser corregida. En el modelo de Fisher, n4 es proporcional a x4 = e™%¢%",
mientras que aqui n4 es proporcional a 4 = e=(ce’?A) ¢ es la distancia al
punto critico y se escribe como (T, —T') en el modelo de Fisher y como (p—p.)
en percolacién. ;Que tienen ambas en comin? En ambos casos, la funcién
z(€) = na(e)/nq(e = 0) depende de las variables A y ¢, con la combinacién
de €A solamente. En el primer caso es una funcién de una exponencial de esta
combinacién, mientras que en el segundo caso de una exponencial de alguna
potencia de esta combinaciéon. Entonces, es posible escribir para ambos casos:

za(e) = f(2) z=¢€A° (2.68)

De esta manera, la ecuacién (2.66) puede ser reemplazada como

na(€) = qA™" f(eA?) (2.69)
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La forma precisa de la funcién de escala f(z) no es predicha en esta
hipétesis y tiene que ser obtenida mediante simulaciones numéricas. Sin em-
bargo, se pueden hacer consideraciones sobre la forma que deberia tener. Para
z grandes, la funcién de escala f(z) debe ir a cero para que las sumas que
definen los momentos [Eq.(2.74)] converjan. Ademas, f(z) tiene que tener al
menos un maximo en z < 0 para que Py, = 0 para p < p. [7]. Parad < 7, se
encuentra que f(z) tiene un solo maximo [53]. El valor de f(z) en su mdximo
se lo llama frmqr ¥ €l valor negativo de z para el cual este maximo es alcanzado
se llama z,,qz. Por lo tanto,

f(zmaz) = fmaz f(z) < fmaz st Z # Zmax (2-70)

Como en el punto critico no hay un tamaro de racimo caracteristico debido
a la divergencia de la longitud de correlacién, la distribucién de racimos es una
ley de potencias ng = ggs~" y por lo tanto f(0) =1

Para percolacién de ligaduras, la cantidad total de puntos ocupados es
siempre el tamano de la red. Esto lleva a que:

> nalpA=1  vp (2.71)
A
Si expresamos esto en p = pe,
M(p=p)= Z Analp=pc) = qOZAl_T =1, (2.72)
A A

y vemos que la normalizacién go depende de 7 [53] mediante la funcién ¢
de Riemmann:

=1/ AT =((r-1)7" (2.73)
A

A partir de la distribucién de racimos, se pueden calcular los k-ésimos mo-
mentos asociados a dicha distribucién (es importante tener en cuenta que las
sumas corren sobre todos los tamafios pero excluyendo el racimo percolante),

M=) Akng, (2.74)
A

que pueden escribirse en términos de (2.69) como:

M x> AFTTF(A%)

A

x / AT F(A%)dA

= er_;_k/z'”k_; * f(z)dz
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De esta manera. vemos que podemos escribir los momentos de la distribu-
cién en términos de alguna potencia de la distancia al punto critico. similar-
mente a lo ocurrido en el modelo de Fisher,

M x e'r—l—k/a' x Ip_pcl(‘r—l—k)/o (275)

Asi como en el modelo de Fisher los momentos de la distribucién de racimos
estaban asociados a cantidades termodindmicas (como la presién, la densidad,
la compresibilidad isotérmica. etc), en percolacién los momentos estdn asoci-
ados a caracteristicas propias del problema: My es la multiplicidad (cantidad
total de racimos en la red), M) es la masa total del sistema (cantidad de sitios
ocupados), Ms estd asociado al tamano de racimo promedio, etc. Cerca del
punto critico, el comportamiento de estos momentos son descriptos en términos
de los exponentes criticos que, dada la ecuacién (2.75), pueden escribirse todos
en términos de o y T.

> na(p) x |p—pf*® (2.76)
A J sing
> Ana(p) x |p—pcl’ (2.77)
A d sing
> A’na(p) x |p—pl™” (2.78)
A J sing

Donde sing denota la parte singular de las series. Las relaciones obtenidas
entre los exponentes criticos con estas definiciones son las mismas halladas
anteriormente. Los exponentes criticos relevantes en nuestro problema, 7, o,
~ 'y B son 'universales’ en el sentido que solo dependen de la dimensionalidad
de la red, pero no de su estructura.

Precisamente, si bien las distribuciones de racimos escalean en forma sim-
ilar tanto para el modelo de Fisher como para Percolacidn, los valores que se
obtienen de dichos exponentes son distintos en uno y otro caso. Decimos en-
tonces que pertenecen a “distintas clases de universalidad”. La transicién de
fase liquido-gas pertenece a la clase de universalidad llamada 3D-Ising, distin-
ta a la de percolacién en 3D. En la tabla (4.5) podemos ver los valores tipicos
de ambas clases de universalidad.

2.4.2 Percolacion en la fragmentacion nuclear

Para estudiar aspectos relacionados con la transiciéon de fase en el problema
de fragmentacion nuclear, han sido desarrollados entre otros modelos de Per-
colacién de ligaduras [54, 55] que permiten ajustar los datos resultantes de
experimentos con colisiones de iones pesados.

Para entender la motivacién de usar este tipo de modelos en fragmentacion
nuclear, consideremos una representacion esquematica de este proceso en la
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Tabla 2.1: Exponentes criticos correspondi-
entes a las clases de universalidad 3d-Ising
(transicién de fase liquido-gas) y Percolacién

3D 16, 20]
Exponents | 3D-Ising | Percolation
T 2.21 2.18
o 0.64 0.45
8 0.33 0.41
5y 1.23 1.82
~ 'd
A
’@\ / a4 o
tiemnpo

Figura 2.10: Representacién esquematica del proceso de fragmentacién
para un sistema en en expansion con interacciones a primeros vecinos. Esta
secuencia de cuatro cuadros representa diferentes fases de la expansidn, con
el tiempo corriendo de izquierda a derecha. Las interacciones a primeros
vecinos son representadas esquematicamente por las lineas rectas que unen
las particulas, y las flechas representan sus velocidades. (Figura tomada de

[56))
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presencia de una interacciéon de corto rango (a primeros vecinos) como se
muetra en la Fig.(2.10). En sistemas con este tipo de interacién, tales como
nicleos atémicos o moleculas, se la inyecta energia de excitacién de forma que
las particulas se mueven alejandose unas de otras mas alla del rango de inter-
accion. Esto provoca que se rompan las ligaduras entre particulas causando
que los vecinos pierdan contacto unos con otros. Los que ain permanecen
conectados via ligaduras, finalizaran como racimos en los detectores. Es en-
tonces una aproximacion razonable al problema de la fragmentacién usar un
modelo basado en percolacion de ligadura.

En este modelo, los nucleones del sistema altamente excitado se representan
por puntos que ocupan un volumen aproximadamente esférico en una red
tridimensional ciibica simple en el espacio de coordenadas. El espaciado de la
red b es calculado aproximadamente de la densidad de saturacién nuclear,

~ 1.8fm. (2.79)

El nimero de puntos usados es igual al nimero de nucleones del blanco
y se conserva durante los cadlculos, cumpliendose de esta manera la ley de
conservacion de la masa en el proceso de fragmentacién

3" Ajragli) = Ar. (2.80)

donde Ajrqq4(i) es la masa (expresada en cantidad de nucleones) del frag-
mento ¢ y m es la multiplicidad total de todos los fragmentos.

Los nucleones estan conectados a sus z = 6 primeros vecinos de la red por
medio de ligaduras o “links”que representan la interaccién nuclear de corto
rango. Cada ligadura puede absorber una energia maxima, llamada la energia
de rompimiento de una ligadura, Ey, y a a su vez tiene una probabilidad p,
de romperse.

El modelo asume también que la energia distribuida en cada ligadura, e,
puede ser descripta por una distribucién de Boltzmann con energia media
< €y >. Cada sitio de la red finita tiene un promedio de « ligaduras. La
energia de excitacion promedio depositada por sitio es < Egy >= a < ¢, >
y la energia de ligadura por nucleén del sistema nuclear inicial es B = aE}.
Cuando el sistema se expande, cualquier ligadura cuya energia sea mayor que
Ey se rompera. Por lo tanto, la probabilidad de rompimiento de una ligadura
es
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S5, Vese /v dey

= 2.81
pb fow \/ae_(b/tbdeb ( )
_ Jg vEe b, (2.82)
[ VEse Es/TodE, '
2 3 B
= 1—sqmr(§,o,f) (2.83)

dondetb=§<eb>yT3=atb=2.T°<eb>=§<Es>y1"eslafuncién
gamma incompleta generalizada.

No hay una manera directa de calcular la energia de excitaciéon depositada
por sitio, < Es > como funcién de la energia del haz incidente. Por lo tan-
to, este modelo usa p, como un pardmetro con el cual se ajustara los datos
experimentales.

Para una dada ps. la idea es generar un nimero al azar &;;; entre 0 y 1
para cada ligadura B;ji. Si & < py entonces la ligadura se rompe y en caso
contrario permanece inalterado.

Una vez recorridos todos los vinculos, se identifican los racimos. Repitiendo
el proceso para un gran nimero de eventos y ademds sumando sobre todos
los parametros de impacto se generan entonces las distribuciones de masa
correspondientes.

Este modelo es capaz de reproducir muy bien mediciones experimentales
de espectros de masa en colisiones de protones contra iones pesados [54].

Un modelo alternativo que no hace uso de la red subyacente fue presentado
en [57, 58, 59).



Capitulo 3

Senales de criticalidad

3.1 Introduccién

Hemos visto en el capitulo anterior que cuando un sistema se aproxima al
punto critico aparecen en él grandes fluctuaciones. Estas fluctuaciones dan
lugar a que ciertas magnitudes diverjan y otras, como el parametro de orden,
hagan su aparicion en el punto critico. Cuando en cambio el sistema es finito,
las divergencias se convierten en mdaximos cuyo ancho es tanto mas grande
cuanto mas chico es el sistema.

El comportamiento peculiar de estas magnitudes en las cercanias del pun-
to critico puede ser usado entonces como indicadores de que el sistema estd
sobrellevando un proceso critico.

Diferentes magnitudes han sido propuestas en la literatura para detectar
senales de criticalidad en sistemas finitos tanto en experimentos como en sim-
ulaciones (4. 14. 45, 46. 47, 48, 49, 50, 54, 55]. En algunos de estos casos,
estas magnitudes han sido analizadas sobre sistemas en los cuales no existe
la certeza que tengan una transicidén critica bien definida [60]. Por lo tanto
es importante asegurarse que las magnitudes que uno quiere usar para identi-
ficar y caracterizar al punto critico sean efectivas en un sistema que tenga una
transicién critica.

En el problema de multifragmentacion de gotas altamente excitadas, las
distribuciones de fragmentos (dada su accesibilidad experimental) son funda-
mentales en la caracterizacién del proceso. Estas distribuciones van desde
‘con forma de U’ hasta exponencialmente decrecientes, pasando por 'tipo ley
de potencias’ cuando se incrementa la energia. son similares a las que aparecen
en el problema de percolacién. como hemos visto en la seccién (2.4). Esto ha
llevado a plantear modelos de percolacién para la fragmentacién nuclear como
ha sido descripto en la seccién (2.4.2).

Dado que el problema de percolacién presenta una fenémeno critico bien
definido y es posible explorarlo para diferentes tamaros de red, analizaremos
diferentes sefiales de criticalidad y métodos para extraer exponentes criticos
en redes de percolacién tridimensionales.
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3.2 Senales de criticalidad y sus dependencia con el
tamano de la red

En esta seccidn se analizaran senales de criticalidad para un problema de
percolacion de ligaduras en redes cibicas simples para dos tamanos distintos:
30 x30%x 30y 6x6x6 (cuyo tamarnio es del orden del de un sistema nuclear).
La comparacion de las senales de criticalidad en ambas redes nos dara una
idea de como el fenémeno critico definido en un sistema infinito se manifiesta
en sistemas mas pequenos.

Como vimos en la seccién (2.4) las propiedades de este tipo de proble-
mas se obtienen de las distribuciones de racimos. Estas distribuciones las
obtenemos generando 200000 eventos de percolacion para cada tamano con
una probabilidad p que varia aleatoriamente entre 0 y 1. Luego agrupamos los
eventos en intervalos de p de 0.01 y generamos las distribuciones de fragmentos
promediando los eventos que caen dentro de cada intervalo. De esta manera
tendremos las distribuciones n 4(p) para 100 valores equiespaciados de p con
0 < p € 1. El cluster mas grande de cada evento es excluido a la hora de
generar las distribuciones, teniendo en cuenta la validez de la ley de escalas

[Eq.(2.69)] !

Diferentes magnitudes han sido propuestas para analizar la posibilidad de
comportamiento critico en una amplia variedad de sistemas [60, 62, 7, 61, 63,
64, 65, 55, 66]. Algunas de ellas, como por ejemplo encontrar la distribucién
de fragmentos que mejor se ajusta a una ley de potencias o buscar el maximo
del segundo momento de la distribucién (M>), tienen su origen en el mod-
elo propuesto para el escaleo de las distribuciones de fragmentos [Eq.2.69].
Otras, como las fluctuaciones normalizadas del tamano del maximo fragmen-
tos (NV M, Normalized Variance of the size of the Maximum fragment) [62] o
la entropia de informacién (S)) [60] han sido propuestas en diferentes trabajos
como indicadores de comportamiento critico.

Hemos visto en la seccién (2.4) que para percolacidn, el nimero de clusters
de tamaiio A por sitio de red, n4, a una dada probabilidad p [7] sigue la ley
de escalas:

na(e) = A~ f(2), (3.1)

con z = A% [e = (p — pc)/pc] ¥ para valores de p no muy lejos de p..

En el punto critico, la distribucién de fragmentos viene dada por una ley
de potencias con exponente T,

na(pe) = gA™" (3.2)

Todo esto, recordemos, es valido para sistemas infinitos en los cuales el

'En realidad. debe ser excluido para p > p. donde el cluster mas grande es el percolante
(7). Como al calcular las seiales de criticalidad no conocemos p. a priori, lo excluimos en
todos los eventos. Esto no altera significativamente las distribuciones de p < p. [61].
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racimo percolante (o de mayor tamano) ha sido removido. En sistemas finitos
sin embargo, no se obtendra una ley de potencias pura ya que la propia finitud
de la red hace que no puedan aparecer racimos mas grandes que el tamano del
mismo. Sin embargo, existe un rango de tamanos (que dependera del tamaiio
del sistema, por supuesto) para el cual el espectro de racimos presenta un
comportamiento del tipo ley de potencias, como se observa en la Fig.[3.1(f)].

Una forma de encontrar el punto critico es entonces es hallar la probabili-
dad para la cual la distribucién de racimos es mejor ajustada por una ley de
potencias como la dada en Eq.(3.2) en un determinado rango de masas. Ex-
isten en la literatura dos métodos principales para encontrar el punto critico
de esta manera. El primero consiste en ajustar dichas distribuciones con una
simple ley de potencias, en un dado rango de masas, con dos parametros inde-
pendientes, go y 7. y buscar entonces por el valor de p para el cual el exponente
7 es minimo (55, 60, 63, 64, 65, 66]. El segundo método [61] tiene en cuenta la
condicién impuesta por la normalizacidn, esto es, go = qo(7) [Eq.(2.72)], que
lleva a que go depende de 7 via la funcién ¢ de Riemann [Eq.(2.73)]. Tomando
en cuenta esta dependencia, se ajusta la distribucion de fragmentos con una
ley de potencias pero con un solo pardmetro independiente, 7. De esta man-
era, el punto critico es sentalado por el espectro de masas mejor ajustado por
esta ley de potencias (BPF), esto es, la que minimiza el coeficiente x2.

El punto critico también puede encontrarse a través del maximo en el
segundo momento de la distribucién (7], definido en la ecuacién (2.74).

En (62], se propuso a las fluctuaciones normalizadas del tamarfio del maximo
fragmento NV M como un indicador natural del punto critico, ya que en este
punto es donde, precisamente, se maximizan las fluctuaciones de diversos tipos
y en particular las del fragmento de masa mas grande. El NV M es definido
como

< Ama:_ < Ama;: >>2

NVM =<
< Amaa: >

>, (3.3)

donde A, es el tamano del fragmento mas grande y < ... > es un prome-
dio sobre un ensamble de eventos a una dada probabilidad p.

Finalmente en [60] se propuso también el maximo en la entropia de in-
formacion (S)) era una indicaciéon de comportamiento critico. S) es definida
como:

S1=-Y paln(pa), (3.4)
A

donde p4 es la probabilidad de detectar un fragmento de tamarno A definida
como pq = Na/Ny, con N4 el nimero de fragmentos de tamano A detectados
en un set de experimentos y N, = _ 4 N4 el nimero total de fragmentos de-
tectados en el mismo set de experimentos. Esta magnitud es referida como S,
porque pertenece a la familia de las entropias generalizadas de Renyi definidas
como [67. 68]:
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— Y apaln(pa) g=1
Sq_{( 1/(g—=1))n(34P%) q#1. (3.5)

En la figura (3.1) mostramos los resultados de los calculos de los indicadores
arriba mencionados para redes de percolacién en tres dimensiones para los
tamarios explicitados arriba. En la Fig.[3.1(a)] se observa el NVM, en la
Fig.[3.1)(b) el Ma, en la Fig.[3.1](c) el x? del BPF (el minimo denota el mejor
ajuste a una ley de potencias con un solo parametro libre 7), en Fig.[3.1](d)
el 7 (correspondiente a ajustar los espectros de masa con una ley de potencias
con 2 parametros libres; el minimo valor de T corresponderia al punto critico),
y S1 en la Fig.[3.1(e)], todas en funcién de la probabilidad p.
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Figura 3.1: Las fluctuaciones normalizadas del tamafio del maximo frag-
mento NV M (a), el segundo momento de la distribucién de fragmentos
M, (b), el coeficiente x? del ajuste a una ley de potencias con un solo
pardmetro libre (7) (c). el exponente T del ajuste de las distribuciones a
una ley de potencias con dos paridmetros libres (d) y la entropia de infor-
macién (S1) (e), como funcién de la probabilidad de activar una ligadura,
p. para dos tamafos de redes percolantes 30 x 30 x 30 (triangulos lienos)
y 6 x 6 x 6 (circulos vacios). En (f) se grafica la distribucién de clusters
en las probabilidades criticas para ambos tamarios.

Se puede observar que para los espectros de masa correspondientes a las
redes de 30 x 30 x 30, las senales NV M, My y el BPF, indican la misma
probabilidad critica (p. = 0.25 + 0.01). Los méaximos en NV A y M, como la
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