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Resumen

La transformacion convencional de Hankel definida por:

(hf) (W) = /0 " [ (@) Vaud,(ay) da

donde0 <y < oo, € IR, > —% y Jy la funcion de Bessel de primera clase
y de orden i, fué estudiada por Zemanian in [10] sobre cicrtos espacios H,,
y extendida a H’,, mediante:

(h'pf:.(/)) = (f, /l.,‘d))

donde ¢, i, p€H, y [ € 'HL. ISn cste trabajo se expone una generalizacién
n-dimensional de todas las propiedades estudiadas por Zemanian y algunas
aplicaciones de estos resultados a la resolucién de cierto tipo de ecuaciones
en derivadas parciales de la forma:

P(S,)u =g,

donde g es cierta funcién generalizada pertencciente a 'H;‘, u desconocida y

S, una generalizacion n-dimensional del operador de Besscl.

Palabras claves: Transformaciones integrales, Hankel, funciones general-
izadas, Operador de Bessel, ecuaciones diferenciales.



Abstract

The Hankel transformation defined by:

() = [ (2)VETIu(ay) da

where 0 < y < oo, € II%, 1 2 —% and J, the Bessel function of first kind
and order s, has been estudied by Zemanian in {10] on certain spaces H,,.
This transformation is extended to H', as

(hnf; ¢) = (f) hu¢)

where ¢, i, ¢ € H, and [ € 'H:L. In this work, we extend the properties
estudied by Zemanian to n-dimensional spaces H,, and H',. Moreover, we
obtain some applications of this results to {ind solutions to partial differential
equations of the form

P(Sp)u =9

where g is a given member of 'HL and u is unknown and S, a generalization
of the n-dimensional Bessel operator.

Palabras claves: Integral transforms, Hankel, generalized functions, Bessel
operator, diferential equation.
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Introduccion

La transformacion de Hankel es definida por A.H. Zemanian en [10] de la
siguiente mancra,

(5u))w) = [ 1@)VET I (a) do

donde 0 < y < oo, pt € IR, pp 2 —% y Jyu la [uncion de Bessel de primera
clasc y de orden p. Ista translormada ha sido estudiada en un espacio de
prueba denotado por H, que es numerablemente multinormado y ademas un
espacio de I'réchet. Zemanian demostro que la transformacion de Hankel es
un automorfismo de H,, lo cual permite extender la transformacion de Hankel
al dual M, via la transformacién adjunta.

[n este trabajo se expone una generalizacion n-dimensional de todas las
propiedades estudiadas por Zemanian (distinta a la generalizacién estudiada
por Kol en [4]) ¥ también se exponen algunas aplicaciones a la resolucién de
ccuaciones en derivadas parciales. lista exposicion esla distribuida en cinco
capitulos:

o il Capitulo 1 comprende todo cl estudio del espacio H,. Se demuestra
que H, cs un espacio de [Trechél y que sus micmbros son funciones
rapidamente decrecientes en el infinito.

e In el Capitulo II se introduce el espacio dual H',, que resulta ser un
espacio completo. Se estudian las relaciones de este espacio con otros
espacios de [unciones generalizadas, determinandose que dicho espacio
contiene a las distribuciones clasicas de Schwartz de soporte compacto y
que la restriccion de un miembro de H,, al espacio D(IR?}) de funciones
en C* con soporte compacto es un micmbro del espacio D'(IR?%).

e In el Capitulo III, se estudia el espacio O como espacio de multipli-
cadores de los espacios H, v H’,_,. También se estudian ciertos oper-
adores que actian sobre H, y H'j, de importancia fundamental para
el estudio de la transformada de Hankel n-dimensional.

e Ion el Capitulo IV se ecstudian las propiedades dc la transformacién de
Hankel n-dimensional definida por:

n

(hlid’)(:'/) = ‘[lt" d(x1, -y 20) H{M*lm(xiyi)} dzy...dz,, (0.1)



donde R} = (0,00) x ... x (0,00), gt = (1, -, pta), 1 € R", p1; > —3
para i =1,...,n y las J,, son funciones de Bessel de primera clase y
de orden ;. Se demuestra el teorema fundamental que afirma que la
transformada de Hankel es un automorfismo sobre cl espacio H,,.

e IIn el Capitulo V se generaliza la transformacion de Hankel al espacio
H,,. Se esludian sus propiedades, andlogas a la de la transformacién
de Hankel dada por (0.1). TFinalmente, se exponc una aplicacién de
todo lo anterior a la resolucion de ciertas ecuacionces diferenciales que
involucran al operador,

n n 82 4“2 _1
S = YoM = Yl 5y = (2 )
} — 1t p o ;Z 43;2

1=1 T n

donde,
1 0 1
M7 Hity
1\4"_1: —_— '1'1'. ,) R .’lr,' )
(€T

1 9 1

Hits —Hi—-5

Ny=z; *—=za;, " *
122 1 al" 1

Il operador S, puede ser visto como una generalizaciéon n-dimensional
- . —_pu—4i —pu-1
del operador de Bessel unidimensional dado por S, = 27 1Da# 1 Dgk-3,

La gencralizacion expuesta en este trabajo nos va a permitir en el futuro
trabajar en varias direcciones: una de ellas es la de continuar profundizando
las aplicaciones a la resolucién de ecuaciones diferenciales en derivadas par-
ciales. Otra dircccion es la de generalizar cl operador de convolucién para
la transformacion generalizada de Hankel, el cual ha sido estudiado por J.J.
Betancor y B.J. Marrero en [5] para el caso unidimensional. Otro aspecto
importante cs cl estudio de la transformacién de Hankel n-dimensional so-
bre nuevos espacios de funciones generalizadas como también el estudio de
la transformacion de Hankel para otros valores del multiindice ;. También
podrian estudiarse mas propiedades topoldgicas del espacio O como también
establecer una caracterizacion completa de los multiplicadores de los espacios

Huy H,
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Capitulo 1

El espacio H,

1.1 Notacion

IR denotara cl conjunto de las n-uplas de numeros rcales, IR’ las n-uplas
de nimeros reales positivos. IN el conjunto {1,2,3...} y INg = IN U {0}. Si
t = (z1,..., %) € IR” entonces |z| = (22 + ... + z2)1. Si z,y € R diremos
r<ysizi<ypamat=1...,n,s812, =22=...=2,=acona € R
pondremos z = a. Con ej, 7 = 1,...,n denotaremos a los miembros de la
basc candnica de JR™. A un elemento k € INg', k = (ky, ..., k,) lo llamaremos
multiindice. Para k, m multiindices tenemos las siguientes convenciones:

|| =ky ...+ ky
k= k!, k!

(o) = () ()

A ky k'z kyy
Zf(])': Z z Z f(jll"'ljn)
j=m Ji=mj ja=m3 Jn=m
Size R",x = (z,...,%,) pondremos
™=t i

SiD; = 5‘%, 7 ==1,...,n pondremos

_ M)(x)
~ azh1azkr . 9gke

D*f(z)



1.2 El espacio H,

Sea ¢ : IR} — (', se definen los operadores T; y T de la siguiente forma:

0 ¢

T; =Tip = | 27! =7 =

{8} 1 (’L, (').’L‘i>¢ ] o,

parai=1,...,n. Si k es un multiindice, k = (ky,..., k,) pondremos:
T* = fl",’:" N S f[‘lkl

n—1

donde 17 = Tio... 0 T; (j veces), "o” indica la composicién usual. En lo
sucesivo pondremos simplemente T;T; para indicar Tj o 7j.

Para cada n-upla g = (py,. .., tn), pi € IR, definimos el espacio H,, como el
conjunto de las f[unciones ¢ € C*(IR}) y a valores complejos tales que para
cada par de multiindices m, k se satisface que,

Tra($) = sup 2" Tz 36 (z)}] < oo (LD

donde —pp— 5+ (= — g, =2 — 51, —fin — 3).

Observacién 1.2.1. Ti, T, I'* son operadores lineales que salisfacen:
T;T; =1T;1T; parai,j=1,...,n,

y en general:
T'T;" = T;"T" para n,m € INy.

La linealidad de Ti, T y T* es inmediata, ademas,

. -1 9¢ af o1 8%

g [ _,9¢
— =l Nt Pl QU ¥ o)
= ('):c_,-{ml 37;-} T, T:{¢}.

1

Observacién 1.2.2. H, es un espacio veclorial con une familia numerable
de seminormas:

{71‘1‘),k}m,kGN6‘~ (12)

Ademds (1.2) resulla una familia separada de seminormas.

9



Si ¢, € H, y A € C (o IR) entonces de la linealidad del operador T* sigue:

71‘:),1-'(’\4’) = l)‘l7#r,k~((/7))
Vi@ + ©) < Vi (B) + 1hi(0),

para cualquier valor de los multiindices m y k. Dado que {7,’:,,0},,,6 Ny €suna
familia de normas, (1.2) resulta una familia separada dc¢ seminormas
(i.e. dada ¢ € H,, ¢ # 0, Im, k multiindices tales que 'yx,,’k(qS) # 0).

Proposicién 1.2.1. Si k es un mullitndice, vale la siguiente igualdad:

T*0.¢) = Zk: (?)7"‘-10.'1%; (1.3)

J=0 \-

donde "." indica producto usual de funciones , (:') y Z§=0 deben inlerpretarse
como en la seccion 1.1 con j = 0= (0,...,0).

Demostracién: Si k un multiindice, & = (k;,...,ky), entonces dado que
Tk = T,’;'" . Tf"', probaremos primero quec para i,k € IV:

k
. BN, i i
THog) =3 ( _)'1',." i0.Tip. (1.4)

j=0 \J
La [6rmula (1.4) resulta por induccién sobre k. Si k = 1 (1.4) es cierto pues

9 ao _10¢
, . — ._1 — "Tl . . ‘-_ 1 =
100} = 27 5~ {00) (%1 3_,“) v+ 0 (“ an;,-)

= T,{()}(p - ()Tl{cp}

Suponiendo (1.4) valido para k, obtenemos:

k

Ti 0.0} = LT {00} = 3 (ﬁ) T{T {0} T {e}} =

j=0

Xk: (k) ([TE4172{0}. T {0} + T {0). 17 {0} =

i=0 J

LA (kY k- : (K ke j+1
=(O)T,.n{o}.¢+z(_)f,. J{()}.Tz{¢}+z(.):f; (8).T7 (o} +
j=1 \J j=0 \J

- (i‘) 0.7} =

10



- (" g ])Ti"‘“{e}.w + Z

il (?) i (af 1>]Tik+l_j{9}-TZ{so}+

k+1 . a0 N A
"'(,_ + I)O-Ti.ld-l{90}=z -; T,-"H_]O.T,-’(p.

=0

Veamos ahora la validez de (1.3). Sca k un multiindice, £ = (ky,. .., kyn),
cntonces:

by /1.
prtgon) = 1 3 (2 )rieriopat (o} -

51=0

ky - . .
= > (7 {reor o)1)} -

J1=0

- EC)E G orto] -

5 55 (5) () sty st

J1=0j2=0

Repitiendo este procedimiento tenemos
T*0p} = T .. 152k 00} =

i i {Z ( )(;,2) . (" )T""‘J“...le"j‘{e}.T,{"...Tf"{(,o} =

J1=032=0 Jn=0 In

-3 (J)r o
que es la conclusion de la proposrcnén 1.2.1.
a

Lema 1.2.1. Si ¢ € H,, entonces las funciones D*¢ son rdpidamente de-
crecientes en el infinito, es decir, Yk, m mullitndices ™D*¢ = o(1) cuando
T — 00.

Antes de demostrar este lema haremos la siguiente observacion:

Observacidén 1.2.3. Para todo mullitndice k vale la siguiente igualdad:

& ,
gk fo—pim —p-d D¢
f’\{a; ! z(/)} =g/ nj_zobk'j.’l;gTj‘ (15)

para ciertas conslanies by ;.

11



Demostremos (1.5) por induccién sobre |k|. Si |k| = 1 entonces k es de la
forma k = e; donde ¢; es un miembro de la base candnica de IR™, luego,

Te{a ™" 1¢} =TO.. T}, T{a " 14} = :c;-'lai{:c"‘"%qﬁ} =
Tq

m'“‘%(cDodb 4+ De¢ )

x?c; $2e.- —e;

=g hd (c:v,-'zqﬁ - :v{laa—f) =

1

de donde para k = e; se verifica (1.5).
Para el caso general, consideremos un multiindice k/, k' = (ki,...,k;) tal
que |k'| = |k| + 1, luego |k’ — ei| = |k'| = 1 = |k| para algin i, entonces,

k! — 71 7\’» —-Ci {,L"'Il'— §¢}

T (zmr-bg) = The | pNT L TRprig) =

aplicando la hipdtesis inductiva para k'—e; en la dltima expresién, obtenemos

. = D¢
{ ’ Zbu i T(LT)-,}=

TirX o (a7 P 1) = 27!

1 | k'—e; Dj¢
-1 z 2] )]
=x; [(—[Li - ’2‘ L E (bk —¢ij .Q(k"ci)—j) +

e ke ) Di¢
]'l, ! Z(bll ¢id )'L{:L'.’(I»'—-t'.)]})] =

k'—e; .
el i 1 D¢
=2 K [Z (('—lti - i)bk’—-chj x?(k’—ci)—j"'%‘)-l-

=0
- ngb Dj+ei¢

. -1 _
; (bk’-W{ (ki = 1) +4i)e ey + zaw=en=s }) =

—-e; k'—c; DJ¢ k' —c; Dj+c.'¢
—‘L— _- I S——————————
[Z Ck,] 2k’ Z dk,} "'k’-—] + Z bk'—"‘J,BQk’—(j-G-e() )
Jj=0 ’

donde hemnos considerado
1
crrj = (=i — E)bk’—c,-,j,

12



diog = bio—eo(=2(k, = 1) + 50).

Considerando 7 = j - e4, en cl iltimo término de la 1illima igualdad, para
i=0,....k —¢; 'y ewp=byp_gre para 1 =e..., k' obtenemos,

_ A ,I
M. —pn-4 [l.—— J D’ d’ =
T {27 2¢} 2 Z kg Ry F 2 dk’d zu ;T Ze‘-r 2k’

j:O r=0C;
con lo cual resulta la validez de (1.5).

Demostracion del lema 1.2.1:

Sea ¢ € H,,, veamos que si k,m € INJ, existe (', € I7, Lal que,

| ok ‘B(z)| < Conke s (1.6)

para todo 2 € B donde B = JR} — Q con Q = (0,1] x ... x (0, 1] (n veces).
De aqui, se deduce que |z™D*(¢)| = o(1) cuando |z| — co. Demostremos
(1.6) por induccion sobre |k| = ky + k2 + ... + k,, donde k = (ky,..., kyp).
Para ello escribimos a B como una unidén ﬁml;a. de subconjuntos disjuntos

considerando para cada 1 < s < n la familia Py = {A4;,. ;,}7..;.=: tales que,

j] <...<js

Ajio={r € R} :2j € (1,00),r=1,...,5 y 2, < 15sij#3j} (L7)

ISs claro que P,, = (1, 00)™" Sca entonces:

n
P = U Piu

luego B = IRT — Q = Uner A.
I) Consideremos primero el caso en que |[k| = 0, (k = (0,...,0)) y sea
m € INg. I& liiamos un m' € IN§' suficientemente grande como para. que
m<m' —p-—- § Dado que ¢ € 'H,, entonces para k = (0,...,0) y m’ existe
Cw o € IR+ tal que,

sup |a™ (/>(1)| < Curo - (1.8)

x€ IR"

13



Por otra parte es

su}: [x™¢| = max {sup 2™} (1.9)
T€

Sea A’ € P el que realiza el maximo en (1.9), entonces A’ € P, para algiin 1 <
s < n, luego A’ es de la forma (1.7). Sean entonces jy,. .., js las coordenadas
de A’ mayores que 1,sea C = {z € A': z; =1 para i # j...js}, luego
para z € A', resulta

i [
l,Lm(/)I < |,L1"Jl - ""Jad)l < | T c. 'L;’_LJ' He id’l <

sup [z™ T2 (x)| < sup |2 TET2g(x)).
x€C .'CGIR';_

De esta tltima desigualdad v de (1.8) v (1.9), obtenemos que

sup [¢™¢] < sup |z™F| < sup [a™ M 3(: (@) = Yo £ Coro, (1.10)
xelB TEA’ xCRY

con lo cual ¢ resulta ser rapidamente decreciente.
Demostremos ahora el caso general por induccién sobre k.

IT) Sea k € IN§ tal que |k| = 1. Sea entonces k = (0,...,1,...,0). Dado que
¢ € H, entonces para cada m’' € IN§, 7#1',!:(‘/’) < Cyv k con lo cual tenemos

sup [ T*{z 7" 2¢(2) }| < Co . (111)

z€RY

Luego, aplicando la férmula (1.5) en (1.11), sc obtiene que

sup
xe I

0 k .
D%(x) +bMD—¢($—)) < Crok

a2k gk

z" "l, Th= l(bko

Luego, para todo 2 € IR%, se verifica

o8 b DG ()| — o a7 g B(0)] <

14



< lt"' “kgHoy bije DEp(x) + 2™ ~HyH"1 bro ¢(v )l < G
con lo cual,
|$m'~-k$—-/l-% Dk(/)(ﬂ;)ls Cvllx‘nl'—-Zka’.—Il"% d)(n;)| _I- C , (1.12)

by C, , . 9 —p—l
donde ¢’ = Rrol y o = Zmlk aqq que ¢ € H,, cl término |a™' =2k z 1= 3 ¢(x)
Theat ¥ e, k| /

en la desigualdad (1.12) esta acotado para m'— 2k > (. Concluimos entonces
que para cada m” € INJ' con m"” > k se cumple que,

lx’"".'c""% Dkd)(.'v)l < Cc”

para alguna consl«mtc C". Sea m € IN§, clegimos cntonces m” tal que
m<m”"—p—5 ym” >k Con el mismo procedimicnto utilizado en el caso
L0 ('on('luimm que

[«™D*p(2)| < Cane

para alguna constante Cp, k.
III) Sea k € INJ. Si ¢ € H,, entonces para todo m' € IV}
I8 _ 1n'Tk ,—u—% . 1.13
Y k(@) = sup |z x d(z) t] < Conr - (1.13)
zelty

Aplicando nuevamente la fémula (1.5) en (1.13) obtenemos,

k. Dig
} {Zbka ok J}

para todo x € J2}. Luego, resulta

< Cm’,k )

k
b ™ Pl %—D ¢ -
s

k. DI
m! _—/1—% ¢
2 b

Z kd ok—; T

j=0

m’ --/1—— Z b
’\J‘ "L 5

i<k

deducimos entonces de las dos ultimas desigualdades que

15



.’L’ml_k.’li_"‘—%Dk(bl S Z{(lk,jlxml_2k_’.j$_h—%Dj(/)'} - Dk,m' , (114)

<k
by 5 Cot ks .
donde di; = {,T:'i—[[ Y Digne = 7. Analizando la suma de (1.14), vemos

que las derivadas de orden j de ¢ corresponden a multiindices j tales que
7] < |k| con lo cual por la hipétesis inductiva D7 ¢ es rapidamente decreciente
en ¢l infinito. Lucgo, puede verse que I:L'”"‘Q""”x'“‘%Djﬂ estan acotados
para ¢ € B de la misma forma que en el caso [) para m’ que verifique que
m' =2k4j—p— % > 0 para todo j tal que 0 < 7 < k. Obtenemos entonces
de (1.14) que para todo m’ tal que m' — k — pp — % > k vale que,

Ixm'_km—p—%Dkd)l <C.

Concluimos, con ¢l mismo razonamicnto que se empled para el caso k = 0
(ue dado mn € Ny sc tiene,

|$ka¢| < Ixm'—km—-u—%Dkd)I < C

> k.

N

para x € B, con tal que m <m' —k — . — % ym'—k—p-

Corolario 1.2.1. Si¢ € H, yp > —% entonces ¢ € L'(IR7}).

. \ —p-1
Demostracién. Si ¢ € H,, vho(¢) < C, entonces ¥(z) = 77 2¢(x) es
acotada en JR}. Concluimos entonces que ¢(z) = :v“'*%\I'(:c) también es

acotada en IRY} para j > —% y por ser rdpidamente decreciente en el infinito
¢ € L'(IRY}).

O
Lema 1.2.2. H, es completo con lo cual resulta un espacio de Fréchet.

Demostracién. Sea {¢,},cin una sucesion de Cauchy en H,. Entonces
dados € > 0, m,k € IN} existe Nemp € IN tal que si v, 2 Nean i €s

Yo ie( v — ) < €. (1.15)

En particular si m = 0, obtencmos,
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sup Tk{:l:_‘f %(47 — ¢y (2 )}l <& Vyn2Neok (1.16)

T€ IR;‘_

Veamos quc para cada multiindice k, {D"'q&.,}.,e N converge uniformemente
sobre compactos i C IRY.

I) Consideremos primero el caso k = 0. Sea ¢ > 0, X C IR’} compacto, sea
M = maXgcx |.1:"+%| y sea £ > 0 tal que ¢’M < e. Dc acuerdo con (1.16),
para €' y k = 0 obtenemos,

sup :v““’%(d),, — q‘J,,)(:v)l <e, VYum> Nagk

xC (.';_

[n particular, para @ € K, resulta
-1
|54 (g, - da) ()| < €',
y sc¢ concluye que,

bv — ) (x )|< i <& Vo, N2 Neog .

. 3 . . . g n
Luego, {#.,}ven converge uniformemente sobre compactos en JR’;.

IT) Obtendremos el caso general por induccién sobre |k|. Aplicando (1.5) en
(1.16) resulta que para todo x € IR} vale

{Zbk,j Qk_‘fn)( )}‘ <ée, Yu,n 2 Neog

Luego,
—p-) Dk(d’u— 4’1))(1') ¢’7)(1')
o bk z* {E,""" o }| s
S |v p_-{zbkg ok_i)n)(,b) H < 5',: Yiv,n 2 Ne‘,O,k-




En consecuencia,

lk,]

[ D3 8, — ) ()| + e
bk

ID*(¢hy = ) ()] < Y| 2 Ib ,
ke k|

i<k

para x € IRy, v, > Neggr. Luego, si K C IR" es compacto, por ser
las [unciones 1’”‘%'”" y 277 acotadas sobre K y por la hipétesis induc-
tiva, |DI (¢, — (/),})( ;)| es arbitrariamente pequeio para v y 7 suficientemente
grandes y para ordenes de derivacion j tal que [j| < |k|, concluimos que dado
e >0, para v, > Neop €s

|D¥ (b = ) (2)] < £,

para todo = € K. Lucgo, {P*¢,},en converge uniformemente sobre com-
pactos K C INY}. Concluimos entonces que existe ¢ € C®(IR%}) tal que
¢, — ¢ uniformemente sobrc compactos.

Veamos ahora que ¢, — ¢ en H, y que ¢ € H,. Por ser {¢,},en una
sucesién de Cauchy en H, obtenemos de (1.15) que,

mmTk{w-l"%((b 4;" }I <¢€,

para todo x € IR}, v, > N¢ k. Luego, haciendo tender 7 — oo, obtenemos,

Ix"‘T"{x_"“%(d),, - q‘))(a;)}l <€

De donde
7‘::1,‘\:(4)” - (Vb) < €, VV > NE,ﬂl,k . (1.17)

Lucgo ¢, — ¢ en H,. Por ultimo, vcamos cque ¢ € H,. Vimos ya que
¢ € C*(IRY), sean ahora m, k multiindices y un € > 0 entonces de (1.17) y
por propiedad de seminormas tenemos,

7:;:,,k(¢) -<- 7#1,k((/’v) + 7::1,k(¢u - ¢) < ’Y#a,k(d’ll) +e

para todo v > Nemyp. Dado que ¢, € H, para todo v, concluimos que
¢ € H,.
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Ejemplo 1.2.1. Consideremos el cason = 1, up € IR, entonces la funcion
1
Y:IR. - I, ¢(z) = ghtie—? pertencce a H,,.

IEn electo, dado k € IN entonces tenemos

(m'lD)k{m""%w(x)} = (—1)"2"6""”2,

luego;

Yl @) = sup [e™ (=" D) {a TP (2)}| < 00, Vm,kE€ N
xCM.y.

o gl :
por ser la funcion e™® rapidamente decreciente. Para cl caso n > 1 haremos

la siguicnte observacion:

Observacién 1.2.4. Sean ¢; : IRy — I lal que ¢p; € Hy, parai=1,...,n
Fntonces la funcion ¢ definida por

(I)(.’L’l, NN .3/'11) = H (/51'(11,'1')
=1

pertenece a Hy con o= (p1,..., ftn).

En efecto, ® € C*(IR}), pues ¢; € C®°(IRy) parai = 1,...,n. Ademds, si
k, m son multiindices, k = (ky,...,kn) y m = (m;,...,m,), entonces

_l _ _l n
R I e R S 1 1)
i=1

Vs (®(z)) = sup |7
€ l/?.f"_

= sup |v

_1 . 1
x€ MY 'l"l . m"Tk"{’Ln z(ﬁn(mn)} s lel{"vl . 7¢1($1)}| =

ez )| < oo

x€ R: i=1

pues ¢; € H,, parai=1,...,n, con lo cual ® € H,,.

Ejemplo 1.2.2. Paran > 1, la funcion:
L 2 m+i pndd 24 L2
P(z) = zhtae " = o172 b7 2o @itedan)
perlenece a H,.

19



Inmediato a partir de la Observacion 1.2.4 y el Ejemplo 1.2.1.

Proposicién 1.2.2. Sea {ei}iz1,.n la base candnica de IR™ entonces para
lodo q par, q € IN vale que Hyyqe; C Hy, paralodoi=1,...,n.

Demogtraciéon: Consideremos el caso ¢ = 2, de donde se infiere el caso
general con un argumento inductivo. Sea g -+ 2e; = (g, .-, g+ 2, .., fin)
Y ¢ € Hupoe, y sea k € IN®, k = (ky,..., ky), utilizando la férmula (1.3)
oblenemos

Tz 3g(a)} = TH{ala 0244 (z)} =

k
=3 (?)'rk-f{.»c-(wc-‘)-%¢(m)}.'r"{w?}~ (1.18)
3=0 \:

Los términos de la forma 77{z?} son nulos salvo para los multindices 0 y e;.
Lucgo, volviendo a (1.18), obtenemos

TH{z ™41 ¢(2)} =
= TR TH {50200 d (1)} + KT a2} TH (2~ 0+ 20-d g 2)} =
= xka{a,"(““c")"%(b(m)} + ZIciTk'“"{x'("”c‘)'%¢(:c)},

donde (8) =1y (:.) = k;. Multiplicando por 2™, m € IN™, resulta

% -2e;
’Y::;,:;(‘f’) < ’Y:::ch.-,kw) + 2k; 'Y:::k—c.-(d))»

conlocual p € H, y Hupoe;, CH,
O
Observacién 1.2.5. D(IR}) serd el conjunto de las funciones pertenecientes

a C®(IR%) con soporte compacto, y E(IRY}) serd el conjunto de las funciones
perlenecientes a C*(IRY). Se cumplen las siguientes propiedades:

i) D(IR}) C H,, para todo ;. € IR™.
i) D(IRY) no es denso en H,,.
i) Para cada p € IR, H,, C E(IRY). Ademds H,, es denso en E(IRY).
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La primera afirmacion es inmediata teniendo en cuenta que la funcién

mek{:u""%qS(:c)},

tiene soporte compacto para todo par de multi- indices £y m y ¢ € D(IR%).
Para demostrar lal segunda afirmacion consideremos la funcién del Ejemplo
1.2.2, ¥(z) = x"'*ie‘l"’la, y veamos que cxiste un entorno By para el cual:

By (\D(IR}) =0 (1.19)

Sea

1
_ CAB (o -
By = {6 €Hyu:1bo(é - ¥) < 7}
Si ¢ € D(IR%) con soporte K C IRY, entonces vesulta

Yhol€ — W) = sup [z 3 (¢(z) — U(x))| 2

xelity

> sup [p7ETI(E(a) - W) = sup e =1
xC Ry - K xC MY - K

Lucgo (1.19) es cierto con lo cual deducimos la no densidad de D(IR7}) en
H,.

La tercera afirmacién se deduce inmediatamente observando que D(IR}) C
H, C E(R})-y que D(IR?}) es denso en E(IRY).
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Capitulo 2

El espacio #/,

2.1 Propiedades de H', y relaciones con otros
espacios de funciones generalizadas

Observacién 2.1.1. H,,, p € IR, con las seminormas 7! .., es un espacio de
prueba sobre IR, ([10], Cap.I1, §2.4), pues satisface las siguientes condiciones:

(a) Si [ € H, enlonces [ € C(IR}).

(b) Hay una coleccion numerable de normas que hacen que H,, resulte un
espacio completo.

(c) Si {¢u}vew converge en H, a cero entonces para todo k € INE,
{D*$,}vemw converge a cero uniformemente sobre lodo compacto con-
tenido en IRY, .

Esta ultima condicion se infiere de la demostracion del Lema 1.2.2.

Denotarcmos con H’, al espacio dual de H,..
Observacién 2.1.2. H’', es completo.
Se siguc del Lema 1.2.2 y ([10], Cap.1, §1.8, £.1.8-3).

Proposicién 2.1.1. La convergencia en D(IR') implica la convergencia en
H,.. De esto se deduce que si [ € H',, entonces la restriccion de f a D(IRY)
estd en D'(IRY).

Demostracién: Tomemos una sucesion {#,},en en D(/RY) tal que ¢, — 0
(para v — o0o) en D(IRY). Iintonces existe un conjunto compacto /o C R%
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tal que sop(¢,) C Ko para todo v y para todo multiindice j, D¢, converge
uniformemente a 0. Veamos que {¢,}vcn converge a 0 en H,. Sean m,k
multiindices, entoncecs

D¢
71n L(d’l/) = sup |v ’L?"‘_:

k
aMT* {3z 1, (a )}| = sup|z”‘1, ’“'wa
we I

xe My

< sup Z|bk,_1||’bm g kDI < sup Zlbkule.m.JlD éu,

1(5[1?" 1:(']\0] =0

donde My ;= SUDgeg, [ """"‘"l Luego, vy, ((¢,) — 0 (para v — o)

con lo cual ¢, — 0 en H,, para todo p € IR™

La segunda alirmacién se deduce inmediatamente ya que si f € H',
{#v}ven es una sucesion tal que ¢, — 0 (para v — oo) en D(IR%) entonces
¢, — 0 en H,, con lo cual (f,¢,) — 0y [/D(IR}) € D'(IRY}).

O

Observacién 2.1.3. Para cada p € IR, H, C E(IR}). Ademds H, es
denso en E(IRY)

Eslo sc deduce inmediatamente observando que D(IR}) C H, C E(RY) y
que D(IRY) es denso en E(IRY).

Proposicién 2.1.2. La topologia de H, generada por la familia de seminor-
mas {7,  }m ke wy definidas en §1.2, es mds fuerte que la topologia inducida
por E(IRY).

Demostracién: Llamemos § a la familia de seminormas {7}, ;}mkeng en
H, y T2 a la topologia gener ada por la familia S. Llamemos T la bopologla.
inducida por la bopologla de £(JRY), es decir Ty es la topologia generada por
la familia de seminormas R = {yk'r}remvy k'ec, donde C es la clase de los
subconjuntos compactos de IR}, que satisfacen a:

(@) = sup [D¥p|,  para ¢ € E(IY),k € N}, K' € C.
xeK’

Para demostrar que T es mas [uerlte que Ty veamos que dada p € R existen
finitas 41,...,7 € S tal que para toda ¢ € H,, se verifica:
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p(¢) < e(n(é) + ... 1 1(¢)) (2.1)
para alguna constante ¢, (c y r dependen dc la eleccién de p).

Fijemos un compacto K’y consideremos primero el caso k = 0. Dada ¢ € H,,
obtenemos

Yi0(¢) = sup |D%(z)| = sup o4+ 10k 1 ¢(z)| <
xzeK' zel

< ¢p sup |.'c—“_%q5(x)|,
xeK’

L
donde ¢g = sup,¢ e [2#+2]. Luego,

Yicro(@) < co sup |z7#7 ’¢( )| < co S“P e ’¢( z)| = co760(9),
zek TER?

resulta entonces que (2.1) es cierta para p = v .
Veremos el caso general por induccién sobre |k|, para un compacto fijo K

I) Sea k € INg, |k| =1, k = e;, y sea ¢ € H,,, teniendo en cuenta la férmula
(1.5) obtenemos

e D]
T {g ™+~ §¢} s | Zbe.a qefj =

p-l ¢ D%¢
= ™H {be;,OxT‘ - bc"’c‘m_ci}'

luego,

1 be,
D%¢ = xi{b $p+%Tc,-{$—p—%¢} _ Dei0 i},

€i,C4 be.-,e.- T

con lo cual,

Vi ei(@) = sup |[Dp(x)| <

ze !
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<

¢ sup 2T {x ™"~ 2} | + ca sup |¢| =

ze!

bci 'Ci bc.,e.

1

bcl'iei

bcilo

C1 Yoy e (4) + c2 Yx,0(4),

bc.-,c.-

1 oy .
donde ¢; = sup,ey |[2*FI| y c2 = S“I)melwlffl' Utilizando la desigualdad
i
obtenida para el caso k = 0, se sigue que

Vi e () <

€1 Vool (#) + ¢z o 70,0(#)

bci )Ci bci 1Ci

Sca ¢ = max{

be. 0
(¢, 'L ¢ co ¢, eulonces
beje beje

Yiei(P) < c {’Yf,.,c;((/)) + 7&o(¢)}-

I1) Sea k un multiindice, supongo (2.1) cierta para p = g+, con |k'| < |k].
Utilizando nucvamente la {ormula (1.5), resulta

—n-4 —u-l D¢
Tt = 1Y by T
j=0
para ¢ € H,, entonces vale
i br; Dig
Dk = ¢l % -pu-1 ki Y
¢==x { b 2¢} - ng:-b"“' T

Tomando suprenio sobre K’ a ambos miembros de la ltima igualdad, y
utilizando la hipédtesis inductiva se ve en forma similar al caso |k| = 1, que

ot " T ‘. o " B
existe una constante ¢ y una familia finita de seminormas ¥n, ks -+ Ym, &, €
S tal que

’YK',k(q‘)) <c (’Y::Ll ,k1(¢) o+ 71nr L,-((/’))
a

Observacién 2.1.4. De la proposicion anterior se infiere que la conver-
gencia de una sucesion en M, con la lopologia generada por la seminormas
{¥hr}mpreny implica la convergencia con la topologia inducida por E(IRY).
De esto, y por la densidad de H,, en E(IRY), se deduce que E'(IRY) C H',
para todo i € IR™ ([10], §1.8, tco.1.8-2). '



2.2 Funciones generalizadas regulares en H',

Veamos ahora una caracterizacion importante para las f € H',. Para ello,
definimos una [amilia numerable de normas en #, dadas por

rr(¢) = max {m,(6)}, re€N.

o<m,k<r
Para cada 7, pl es una norma pues 74o lo es. Entonces, por ([10], §1.8),

para cada [ € H’, cxiste una constante positiva C' y un entero no negativo
r tal que para toda ¢ € H, sc salisface

I(f, 0] < C pti(9), (2.2)

donde C' y 7 dependen de [ pero no de .
[sta es una condicién necesaria y suficienle para que [ pertenezca a H',.
Utilizaremos csta caracterizacion para demostrar la siguiente propiedad:

Lema 2.2.1. Sea [ : R} :— ' una funcion integrable sobre cada compacto
K C IR} (i.e. f € L, (IR})) tal que f es de crecimiento lento en el infinito
(i.e. existe un nimero entero v tal que |f(z)| = O(|z|") cuando |z| — o0)
y t"1[(x), p € IR™, es absolutamente integrable en Q = (0,1)* C R

Entonces, [ define una funcion generalizada regular en H',, dada por:

()= [ @) dz, b€t

Demostracién: Sea ¢ € H,,, Q = (0, 1)", entonces,

B =] [ 1@ da] <

|/ 2) (2 (u|||/ [ (2)(x) da (2.3)

I) Analizando el primer sumando de (2.3), obtenemos:
[ rwe(a) do| =<| / 2 [ (2)aH () de| <
Q
< 1o(@) [ 14 (@)lds < Crrfols). (2.4
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donde hemos utilizado la hipdtesis de que g+ f(z) es absolutamente inte-
grable en Q.

II) En el scgundo sumando de (2.3) obtenemos:

I-/”".'-"’Q I@)(z) dml < |./(Il?.fL-Q)r|{In:ISM} o ()2 A g() dxl"-

- |/(IR.';—Q)n{|a:]>M} [(2)¢(2) (L'l;l. (2.5)

Dado que f € L} (IR?) la [uncién .1:“+%f(:c) es integrable en el conjunto
compacto (IR} —Q)N{|z] < M} (observar que z"+1 esld acotada en cualquier
compacto ' C IR%}). Luego, el primer sumando del segundo término de la
desigualdad (2.5) sc halla acotado de la siguiente forma:

LI ()M i () da < Covb 2.6
I./(ln.';-Q)n{lrclsM} W (@) ‘/’(l)‘ll_ 270,0 (2.6)

N 1
dOl]dC C"‘Z = lj(ﬂtf,'.*Q)ﬂ{lrclsl\'l} ."L'"+§f(.'l}) (l'l,l

Por hipdtesis, existe un nimero entero » tal que |f(z)| = 0(]z|") cuando
|| = oo (sin pérdida de generalidad, podemos suponer que r es positivo y
que 7 -+ n - 1 = 2q donde n es la dimension del espacio). Esto significa que
existe M > 0 tal que [f(2)] < Ca|z|" para |z| > M. Ademés, teniendo en
cuenta que ¢ es rapidamente decreciente en ¢l oo, oblenemos del segundo
sumando de (2.5) la siguiente desigualdad:

S de| < Cs [ o7 l¢(a)] do =

|/(nz;'_ -Q)N{lx]>M} —Q)N{lx|>M)

ey [ o= )] de <
(R} -Q)N{|x|>M}

< Caosup {7 (2 2|+ g
< Coguw (el G [ e

Sabiendo que
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q
o+ = 2l = (ja?)" = 3 ed.ad,

1<y, iq<n

y leniendo en cuenta la desigualdad (1.10) del Capitulo 1, existe un conjunto
finito de multiindices I, tal que

sup {|z™" " p(z)} < D vhold).
l"-f,'."Q mcl
Lucgo,

f(2)¢(x) de| < C3Cx 3 vino(9).

mer

I/un.r;—o)n{lxlm}

[Finalinente oblencmos

I(f,8)| < C11bo(#) + Covbo + C3Ca Y ¥ho(9)

mel’

de donde [ € H',.
(]

Observacion 2.2.1. Probamos en el lema anterior que bajo ciertas condi-
ciones una funcion f : IR} :— I gencra una funcion generalizada regular en
H'., para lodo i € IR, En el caso en que p € IR" y pu > —3, f € L*'(IRY})
enlonces [ genera una funcion generalizada regular.

Consideremos [ € L*(R}) y ¢ € H,. Dado que it > —3, es decir p; > —3

para todo i, g = (g1, -, ftn), podemos elegir un m entero positivo tal que
1
a*7 < |x[*™, entonces,

I(/, ¢)] = I/Rn [ (2)¢(2) (l:z,‘l =
= |[Ru $#+%l.’lil—sz(ﬂi)|:L‘|2m$—”_%¢($) (l"l"l <
. f2m ‘—,L_% . )
< [ V@IRF "t o(el

De la misma forma que en la demostracion del Lema 2.2.1, arribamos a
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[z e B 2g(2)| < S vh (),

m'el
para todo = € JXY y para cierto conjunto finito I' de multiindices. Luego,
I(.f’ ¢)| S c Z 7&1n’(¢))
m'er

de donde se deduce la continuidad de f.

Observacién 2.2.2. ‘H, puede ser identificado con un subespacio de H'y, si
1
25

I'n clecto, si f € Hyy u 2 —]§, por Corolario 1.2.1 entonces [ € LI(R?%) y
por la observacion anterior f € H',. Veamos que esla inclusién es inyectiva,
es decirsi f,[' € H,, y [ # [’ entonces dificren como miembros de H',. Si
f # [’ entonces difieren en un punto y por ser continuas, difieren también
en un entorno / C JRY}. Luego, podemos elegir ¢ € D(IR"}) con soporte en [
tal que (f,¢) # (f, ¢), luego difieren en H/',,.

Ejemplo 2.2.1. Sea a € IR}, y sea v un multiindice, entonces la funcion
§M(x — a) definida en H,, por:

(6 (x - a), ¢) = ()M (), ¢€H,

pertenece a M',, (observar que §“)(z — a) € E'(IR™)).
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Capitulo 3

: /
Operaciones en H, y H',

3.1 EIl espacio O

In esta seccion estudiaremos algunas propicdades de un espacio de mul-
tiplicadores de los espacios H, y H',. Sea O el espacio de las funciones
0 € C*(INY) que satislacen que para cada multiindice k existe un nimero
entero ny tal que

I(1+ ]x)*)™ T*0| < 0 ¥z € RL.

Observacién 3.1.1. Ll producto de dos miembros de O es un miembro de
0.

In cfecto, si 0,0' € O y k es un multiindice, k = (ky, ..., kn), entonces por
férmula (1.3) dcl Capitulo 1 se tiene que

T*{0.0'} = XL: (i) TI9.T*9¢'. (3.1)

i=0

Dado que 0 € O, para cada multiindice 7, j = (j1, ..., j) existen enteros n;
tales que

|(1+ ]2]*)" T70] < 00 Vz € IR:.
De la misma forma, para 0’, existen enteros nﬁc_j, tales que
(1 + |.1;|2)";"i T30 < 0 Vz € R".
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Elegimos entonces un entero my con my < min ogj<k{n; + nj_;} con lo cual
my, — (nj -+ ng_;) = rj con r; < 0, luego,

(1 + l=]*)™T*{0.0'} =

k () . ,
Z < ) |(1 4 |x|2)’"“T10.T"'"0' <
i=0 \J

k

k . ' »
% (;) U+ oI+ B T0L |1+ -7~

§=0

y esta ultima expresién resulta acotada por la eleccién de n; y n;c_j Y por ser
r; < 0, de donde 0.0' € O.

Observacién 3.1.2. Si0 € O y ¢ € H,, enlonces 0 € H,.

Consideremos ) € O , ¢ € H,, y m, k multiindices. Aplicando (1.3) obte-
nemos,

et (a7 200} =

' i( )T’O Tk_J{%—I‘_7¢}‘

Para cada j elijamos n; entero tal que |(1 4 [¢[2)™ T90| < co V2 € RT.
Tucgo,

[em (04} | =

k [k . .
,Lmz( ) 1+|‘L "JT-’().(I +|.’l:|2)-"'ka_J{IIJ

k -

Jj=0

Observando la tltima expresion, vemos que si para algin j, n; es positivo o
cero, entonces |(1 + |z]?)"

< 1, de donde para esos j,

|(1 + |m|2)—vl,'mek-.'i{x—#‘%qﬁ}|S 7#1":_],((}5),
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Para los n; negativos (—n; > 0), existe una familia finita de multiindices I';
(depende de n;) tal que

0 By amr e gls 3 Tl <

;T
< Z ’Y(I:J-,k—j(</>)-
o ET;
Finalmente, obtenemos que
mmk S a k I
ez 200} < (TGl T Ak ks (9)), (3.2)
i=0 J o;CT;

donde Cj; satislacen que I(l + l.’l:lg)"jTj0| < Cj para 0 £ j £ k. Entonces
04 € H,.

Lema 3.1.1. Sea 0 € O, entonces el operador ¢ — 0¢ es continuo de H, en
st mismo. Ademds su operador adjunto [ — 0f definido sobre H'), por:

0f,¢)=(/,0¢) [E€EH L 0EO, peH,
es un operador lineal y continuo de H', en st mismo.

Demostracién: La continuidad del operador ¢ +— 0¢ se deduce directa-
mente de la desigualdad (3.2). De ([10], §1.10, ¢.1.10-1) obtenemos la con-
tinuidad del operador adjunto.

0

Observacién 3.1.3. El espacio O de multiplicadores de H, y H', es un
espacio veclorial topologico y de Hausdorff.

En efecto, si definimos en O la familia de seminormas,

{Posnn:m k € INg, B € B},

donde B, ¢s la clase de todos los subconjuntos acotados de H, y
Pmse,B(0) = sup Tmk(0¢), (0 € O), (3.3)
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y teniendo en cuenta la desigualdad (3.2). resulta

L
7::1,L(0¢) S Z (;) (Z 'Ya L—] ) (34)
j=0

acTy

para 0 € O, ¢ € H,, m, k multiindices y donde C; dependen de 0 (y de j)
y los I'j son conjuntos finitos de multiindices que dependen de j, m y de 8
(pero no de ¢). Luego, para ¢ perteneciente a un subconjunto acotado de
H,, toda seminorma estd acotada ({7}, t. 1.37), con lo cual las seminormas
(3.3) estan bien definidas.

Probemos ahora que (3.3) forman una [amilia separada de seminormas. Para
cllo, cousideremos el conjunto Bg € By, Bg = {¢o} con ¢o : R} — I,
do(x) = rv”"'%e"%ﬁ, entonces, By es un conjunto acotado cn H,. Veamos que
P 0.8, @ una norma. Sca 0 € O tal que 7’::1,0,110(0) = (0, entonces

p::),O,”o(()) = sup 7111 0(0(/)) - 711)0(04)0) = sup I’Lml 0{1’ “—504)0“
#c Do xe iy

22
sup |2™e L'IL()(a:)I =),
2GR

de donde 0 = 0y p),, ¢ , e una norma en O. Concluimos entonces que O es
un espacio vectorial topolégico de HausdorfT ([7], t. 1.12).

Lema 3.1.2. Sean P(z) y Q(z) polinomios de una variable que no tienen
] 2
raices en 0 < 2 < 00. Lntonces g%%{’!% € 0 pwrazx = (xy,...,%n) € IR™.

Demostracién: Demostremos primero que P(|z]?) € O. Sea k € IN§,
k = (ky,..., kn), entonces

1{P(sP)} = (1120 {P 1P} = 2P (aP),

THP(I=)} = T {2P' (1)} = 22P" (12 ]?);
en cl paso k; sc obtiene que
Tt {P(laf?)} = 2 Pl
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ademas,

TRTE{P(je?) ) = 2124 plarha) o),
luego,
(P (e} = 1 Pl = 24P jaf)

donde PM indica la derivada |k|-ésima del polinomio /”. Entonces, dado &
un multiindice, clijo ng > gr(l’('k”), ng cnlero, y oblencmos que

ol p(lkl)(lml'-’) < 00,

h1+MPwk

. 9
con lo cual, P([2]°) € O. Demostremos ahora que
la misma forma que antes resulta

r{ 2w} = 24(5) " (el

g(-lf,;,-q; Z]j(|"|2) € 0. De

La derivada |k|-ésima de 6 Licne la forma Q—fm donde gr(N) < gr(Qzlkl) y
por hipdtesis Q no tiene raices en [0, 00) con lo cual se deduce que Q(I}tl 5 € o,

y por la Observacion 3.1.1 se concluye que —(—122(::::2) € 0.
a

Lema 3.1.3. Para todor = (ry,...,™n) con r; € NgUIN~ y p € R™, la
funcion h : H, — Huyr tal que h(¢) = 27¢ es un isomorfismo (sobreyectivo).
Consecuentemente, el operador h': H'yr — H'y, dado por h'(f) = z"f para
f € HI/H-T; xrf € HIIL deﬁnido por

(x7/,¢) = (/,27¢), V¢ € H,,
es un isomorfismo (sobreyectivo).

Demostracién: Sea ¢ € H,, m y k multiindices, enlonces

" — D _l . Idal ™ - —l
sup |.'v"“1‘"{.1: Gertr) 2.1;’(/)(1‘)' = sup |-7J"'/ Har ’¢(-"5)| < 09,
Xy G Ry
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por lo tanto,

711:14-)\1'(1’ ¢) 7mk( ) (35)

luego 2"f € H,4r. Ademds, por (3.5), h es continua. La funcién h~! :
Hyr — H, delinida por h=!'(¢) = 2~"¢ también es continua, con lo cual
queda probado que h es un isomorfismo. Se concluye que A’ también es un
isomorfismo por ([10], §1.10, ¢. 1.10-2).

0

3.2 Los operadores N,; y M,;

Sean g = (g, ... tm) con p; € IRy i 1,...n,x (2),...,%,). Definimos
los operadores dilerenciales:

_ irh o o]
® N[.l,i = _'l,i 51:—;_’1,1 '

-ni—§ 9 1’#-‘+%

i A/I;n‘ T dx; Vi )

donde,

Npsp = o2 L7 g0,

aﬂ,’i

o ."#i—%_a_ 'I‘i"'l |
Myip = 2; 8.7:,;{% 205(1)}-

Definimos también el operador integral N, de la siguiente forma:

l-“’

e N i¢p= ""'7 N A 2¢(%1,...,t.---»$1t)dt‘

Lema 3.2.1. Los operadores N,; : H, — H,ie; son lineales y continuos.
Resullan ser también isomorfismos (sobreyeclivos) con inversa N, L



Demostracién: Sca ¢ € H,, veamos que N, ;¢ € H,ye,. Observemos
primero lo siguicnte:

Must = a4 (a7 o)) = avvd 2 (s do(a)),

i

Sean m, k multiindices, entonces

r)f,‘,',:'( N,.id) supl ""I"‘{ ~(wrei)-3 ,.,if/)}| =

G Ilf_"

= <;u])| "‘Tk{ ~(pten)— 2’8"""%1{3;#_%4’(3;)}” =

w Gy dz;

S < B Y
sup |a l ’"Tk" . .’I‘,"l {1,1 "—{.1: " -z(/>(.1:)}}| =
we I Adx;

R

Por la Observaciéon 1.2.1, concluimos

= sup
€ R;‘_

1-l-Ci N n ’ ok —p—-1
Vi (Nig) = sup [a" T 1fs i {ams=dg(a)}| =
tcm"

= Tmere; (4)-

Lucgo, N,:¢p € H,ie; y de laigualdad anterior deducimos la continuidad de
Ny

Analicemos ahora N 1. Por definicién vemos que N, } estd definido para
toda ¢ € H, y para todo p € ™. Veamos entonces que el operador lineal
N, L H,4c; = H, es continuo. Para cllo, hagamos primero la siguiente
observacion:

STWRIILS 2 ALFEES S . =
Nii¢=ux; t Gz, 0t T,)dt =

= o]

1 Ty _"‘l_l 1 - _1
=:c"+2/ Ty P TRTE L at Tg(my, L., T
Ko o

Sca ¢ € H,ipe; ¥ scan m, k multiindices con k 2> e;, observemos que,
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Tk{ —u- 5N1:3¢} =

g —L—l ,..l Ti - -1 —fly—~ = - n"l
=T"{.1; ¥ '2.1;"2/ a T A 1wt ’¢(w1,...,t,...,:c,,)dt}=
oo

o o1 o —pa—1
=7k 'T,-{/ TR St BN ’¢(x1,...,t,...,xn)dt}=
DO

Ty 1
_ qprk=ci) .~1 7 ! a3 Sk —pi—1 I‘u
=1 {.m,. 87{/00 LI B ’¢(1,1,...,t,...,rcn)dt}}=
Ti
— /I|k-t?i{1;‘—11:'1—,‘l—% 'l,'—’“_% Iln
x;

i . zd)(‘bl, ..,:L',,)}:

:’j""‘""{x'c‘x"""%d)(m)} k= 0.{ —(pei)- :¢(1,)}

Luego,

7mk(N ; )= sup (&
1:€lR"

ki) -

= msel;lll)'l gmTk-e { ~(utei)- ’¢ }I = 7111-'-:' ci(8)-

Consideremos ahora el caso en que k no verifique k > e;, es decir el caso en
que k = (ky, ..., ky) verifique que k; = 0. Iintonces,

Ymi(Noip) = :Cl}}z)"| ""1"‘{ ‘“N }|

= sup |
TR}

3 1 1
R = B —pi—1 —Hn-—
‘mTk{/ 1A 7...1,”' 7....’L‘nn§¢(.'l31,...,t,...
[ <]

) Zn) dt}|.

Para simplilicar la notacidon llamemos z, = (2y,...,¢,...
que cl operador T* puede ser introducido dentro de la integral, por ser la

,Zn) Y observemos
funcidn ¢ junto con todas sus derivadas rapidamente decreciente en el infinito
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(recordar que k; = 0 con lo cual no interviene la derivacién parcial respecto
a-%;). Luego, en la ltima igualdad se obtiene:

Yo i(N18) = sup [omT5{ [* 57" F (w0 at}| =

.1:(-:111 00

= sup I/r' :v"'Tk{:vt—“—%(p(xt)} dt| < sup I/'cl :z:?'tfl‘k{:vt—”"%t‘%(:c,)} dtl.

zemy Vo xCIRy
(3.6)
Observemos que,
1 1 1 1
—p-3, - —-pi- PRI S ~jtn—3 =(ptei)—
oY) 1t1=x1 zt ki 2t l...fl:nn2=$t(” )2. (3-7)
Por otro lado,
m, _ m m;4-1 m,
g b=yt T gt
y leniendo en cuenta que
m;A-1 m; )
tm.'-l-l _ L
1412
resulta
't = (27 ... gt o+ ot gts Ipt) =
14-t2
_ 1 ( m4-¢; + m+3e.~) (3 8)

Aplicando las igualdades (3.7) y (3.8) en la desigualdad (3.6), obtenemos

Zg 1 ) _ . -1
/ (:v;n-l-cg 1 rc}"”c‘)T"{:ct (n+ei) 2¢(xt)} dtl S

o 1--12

T 1
[x\ 1142

-1
Ymge(N i #) < sup
:cEIR’,"_

wpret oy Ot g () )+

< sup
G Iltf|'_
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m+deipk [ —(ptei)— 1+e; RN i 1
A e O < S [ (8)+ Yo 1(9))] /w Tt
Dado que [ 1 dt < oo, entonces

Vit (Nt ) < C it (8) + Yk, ()], (3.9)

para todo multiindice £ que no verifique £ > e;. Anleriormente habiamos
obtenido que para todo k > e; se verificaba que

T (N5i®) = 1ok, (#); (3.10)
concluimos entonces de (3.9) y (3.10) que N,,_,!(/) € H, y que N,:_il es un

operador continuo.
Sl . -1 _ -
Por 1iltimo veamos que N ; N, ;¢ = ¢, para todo ¢ € H,,. Sea ¢ € H,,,

Ty _ ‘__l
u.‘l I‘»’-¢ *2 / t It TN[L,‘id’(fl"t) dt =
oo

0 1 T 9
pit i~ gt —pi-3 """'i Bi—3 _
2} L L zat{t M2 ()} dt = / ac{t 1¢(z,) } dt =

= xf‘*'%{t‘““%¢(we)}|:= ¢(z),

donde hemos tenido en cuenta que ¢ es rapidamente decreciente en el infinito.
Finalmente el lema queda demostrado.

O
Lema 3.2.2. Los operadores lineales M, ; : Hyie, = H, son continuos.

Demostracién: Sea ¢ € H,ye;, Yy sean m,k multiindices. Observemos
primero que

._l“—l a /‘l""l -l—l a

{:v‘”%qS(:c)}.

Luego,

39



Tin e (Mpui®) = xsgg')JmmT"{x‘““%M“'id,H _

= sup
z€RY

mrk —ou-y @ 1
T Tk{:v » 1—871{1,“"'747(1,)}}‘ (3.11)

Observeinos que

9

((.').’L‘i

{.’8“"-%(25(:1:)} _ ai_{x2#_“+Ci_Ci+l_%¢(x)} _
9 2pteit+l,, ~(ptci)— 4
= 3_:5,{1' T ¢ Tqﬁ(a:)} =

3}

= 2wteitl] = (pte) -3 " .2/4+c.-+li —(putei)—4

= 3.1:1-{1, }’c 1¢(z) 2 o, {'z: 2¢(;,;)}, (3.12)
Ademas es

i{$2"+c‘+l} = i{.’cg”ﬁ'1 pt? .'v2““+1} = (2u; + 2)a2+!

3.1.2,' 6:1,‘-1 1 T n i J

y reemplazando esta ultima igualdad en (3.12) resulta

a 1 1 8
3 . . 201~ (ptei) -3 Lo ae2intl ~(n+eq)-
_8.1;,-{'1' 245(:1:)} = (2pi+2)2 1¢(z)+aiz? 0%{1; ‘ §¢($)},

1

Reemplazamos esta tltima expresion en (3.11), tenemos

'Y:I‘l,k ( Ml-‘vi(/)) =

= sup
zGRi

<

1

me"{(Zui +2)a~ 04016 (3) + x; 36; {“’_(Me‘)_%‘”("’)}}
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< (2w + 2757 () + sup

«c RN
:Lcﬂl+

mmTk{zi%{x—(#+6i)"%¢($)}}’. (3.13)

Analicemos ahora el Gltimo término en (3.13). Tenemos

Tk{xiaii {_,L.-(#+Ci)—%¢(m)}} — TL{’L;Z('L,—I aii) {x—(ll+8i)—%¢(x)}} =

k /1t
Z(’;)”L J{’[{ —(ndei)- 7¢( )}}7'J{lf}, (3.14)

7=0
donde hemos aplicado la formula (1.3) del Capitulo 1. Si analizamos los

términos T7 {23} = Td~... T{*{x?}, vemos que estos son no nulos sélo en el
caso en que j. = 0 parar # iy j; = 0, 1. De (3.14), obtenemos

Tk{xia%{m—(ﬂwa)-%(/,(x)}} =

1.

- <§)T’“Ti{x“°‘“"'%¢( )} T2} +< )T‘ “Ty{ w043 g(z) ) T (a2} =

bt z=0rei-dg(n)} 1 o TH{am 00 kg(a)).

Recmplazando la dltima expresién en (3.13), obtenemos la siguiente desigual-
dad

Vo (M pi¢) < (200 -+ 2) 1o (4)+

¢ sup s o) 2k 0o

4 ) [ 1 i -1
(2”1 +2 ,71/"-0-: (¢ + S(‘;II;.I m+2e Tk+c {'E (ute;) 9¢(T)}|+
x
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21:,-.1;"’Tk{a:'("+c")"%qﬁ(w) }I =

-+ sup
ey

= (205 - 2)Yhi (D) + Vonre, kv (B) + 2kivhnie (¢) =

= (2/-’-1' + 2’\71’ 1 2)7-:::/:3‘(45) + 7::;!if2ici,k~l-c,-(¢);

de donde, finalmente, concluimos que M. ;¢ € H,, y que cl operador M, ; es

continuo.

0O
Observacion 3.2.1.
o %l operador M, ;N,;: H, — H, es conlinvo y verifica :
2 2
M, N, b = [6813 - (4”(;1; ]>]</>,
para ¢ € H,,.
o 5l operador S, = YL My N, @ Hy — H, lanbién es continuo y

verifica:

g (4l

i=1 =1

para ¢ € H,,.

3.3 Los operadores N,; y M,,; generalizados

Hasta ahora dcfinimos los operadores:

Nll,‘i : H/z - H[I+Ci)

A’[‘,,i : H,,+c,- - H/n

12



y vimos que son operadores lineales y continuos, con lo cual podemos deducir
que los operadores adjuntos:

/ !
R Hlllt‘. _’Hln

I

I‘[l Hlp - Hllt-l-c,-n

i

definidos por:

(Nllivif' (/)) = (j' N#.i¢)» para ¢ € Hlu [ € Hlu-i-ci

(M, 9.0) = (9, Myip), para ¢ € Hype, 9 € H'y,

son lineales y continuos ([10], t.1.10-1). Veamos ahora que N, ; puede definirse
sobre H',, como el operador adjunto de —M,;, y de la misma forma M, ;
pucde definirse sobre H', 1, como el operador adjunto de —N, ;. Para ello,
probaremos que Ny ; y =M, ; coinciden sobre ciertas distribuciones regulares.
Si f € D(IR%), entonces puede ser considerada como una distribucion regular
en H',, por el Lema 2.2.1 del Capitulo 2. Sean f € D(IRY) y ¢ € H e, luego

resulta

(—A/[;l,f.f) ¢) = (f) _A/[;J,i(ﬁ) = /IR" '—fA/[“'i(ﬁ dzx =

<+

Ai—f(n:)xi‘u.-—%aii{ it />( )}(lrc B

Aoc- /000 [/ooo —f(-’l"1, . a,n)'z,"l‘-""%{ Ji +'j¢(1,1, ey .‘l:n)} da}in:L‘l”_dxn =

o o]

—Ko...Am[f(-'vn.-.-,$n)¢($1,---»$n) .

_/ooo 'a%{f(ﬂ:h.. 1,,)1,-“'"5} 'H’¢(11....,xn) (lm,]da:l...d:cn.
Tq

Dado que sop(f) C IR%, entonces [(0) = 0, con lo cual f(: )d;(z)l =0 (¢ es
rdpidamente decrcciente). Lucgo tenemos
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ity 7

(~Mi.8) = [ 3

mny ox;

{f(-"?)ﬂii—“i—% }c/)('l,)d'z, =

= N"’ifﬁs dx = (N“,ifl (/))
J iy

De la misma [orma puede verse que My, ; es igual al operador adjunto de =N, ;
sobre ciertas distribuciones rcgulares. Por consiguiente, podemos definir a
N,iy M, ; como operadores diferenciales gencralizados sobre H',, y H'pye,
respectivamente, de la siguiente forma:

Nu’i = —AJI,‘J )
Myi=—N,;.

Los operadores N,.; y M, ; como operadores dilcrenciales generalizados, son
lineales y continuos. In ¢l caso de M, ;, es ademas un isomorfismo, es decir
con operador inverso continuo, y se verifica que

My = (=N,)™ = (=Nz),
(cf. t. 1.10-2, [10]), y N; es el operador inverso a N,; definido en §1.2.
Por la Observacién 2.2.2 del Capitulo 2, H, puede ser identificado con un
subespacio de H', si p > —%. En este caso puede demostrarse que el oper-
ador genevalizado N, ; cuando actia sobre H,, coincide con el operador Ny ;
convencional, delinido en §3.2. Esta demostracion es similar al analisis del
comportamicnto de — M I’“- sobre f € D(IRY).

44



Capitulo 4

Transformada de Hankel en #,

4.1 Definicién y propiedades

Delinimos la transformada de ankel n-dimensional como sigue:

Definicién 4.1.1. Sea pt = (jey, ..., ptn) € N", > =%, (i > —— para
i=1,...n), ¢ € H,, entonces

(M) () /II?" $(z1, ..., Tn) H{\/F?/i"m(xi?/i)} dzy...dzy, (4.1)
-l i=1

donde J,; es la funcion de Bessel de primera clase y de orden p; dada por la
formula

VNGl

oo
“' ” Z=: (g - k- 1)

)

Por Corolario 1.2.1 del Capitulo 1,sip € H, y p 2 —% entonces ¢ € L (IR%).
Ademas teniendo en cuenta las siguientes propicdades:

1
VT (ziys) = O(z) ' 7), cuandox; — 0%, Vi=1,...,n, (4.2)

y cl desarrollo asintdtico (ver [8], §4, capitulo 9):



2
val,(z) ~ \/;cos(rr. - %n - %), T €IR,, v — o0, n € R, (4.3)

cnlonces

"
l H{ \% n;iyill;(.-(-'l;i:l/i)}l < (),
i
para (zy,...,%,) € IR%. Luego h, estd bien delinida.

Veamos ahora algunas propicdades de by,

Lema 4.1.1. Sea > =% sea ¢ € H, vy e1,...,en la base candnica de IR™,
enlonces:

(@) Myie(=zid) = Nyily (o),
(0) My e;(Npith) = —yily(4),
(¢) hu(=2ip) = MyuiNyily (),
() Iy(M Ny i) = =yl (9).

St ¢ € H,iye;, enlonces
(¢) hu(zip) = M ilyse;,(d),
(f) ]"/L(A/Ill,i‘/)) = yih';t-l-c.-((b)'

Demostracién:

(a) Sea ¢ € H,,, (hp)(y) = (y), entonces

. ,-+_l () —-1,'—.l
Nyihyp = N, ;& = Zlf ’ aT{?/f I 2‘I’(?/)} =

Yi

G4 3 d —pi— 3 -
=y, "a—y—i{yi Al o(z) [1{ V7559 (z55)} dz, } =
j=1

m;

‘i"‘l " - d
=y ° / ¢(x) = aly " D, (i) [[{V/7T595 9 (2595)} do =
. o

+ AN
J#i
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itk gl n
=y "/m" —zip(e)y; ' "VEY i (i) [T/ 05 (w55) =, (4.4)

+ i=1
Jfi

donde hemos utilizado la férmula (;—lz(z"’.],,) = —z"YJ,1 ([9], §17.21), para
calcular

i) .
‘ { \/L,/,l,, Tiyi) }-—
Ay

.10 e 3
=y af _{(-Ti?/i) "J,,,.(rzr,-y,-_)} = =]y " (@),

Veamos que ¢l procedimicento realizado en (4.4) es vilido.  Para ello cs-
tudiemos el ultiimo integrando de (4.4),

o Jryidua 1 (2iys) I‘[ ,{,/'L_,y_, Ju;(2;595)}, estd acolado en IRY, por (4.2)
y (1.3);

o xip(x) € LYIRY), sip > —- , por estar acotada en el origen, como
puede deducirse del Corvolario 1.2.1 del Capitulo 1, y del hecho de ser
¢ rapidamentc decrecientc;

1
., ~pi—g
e la funcidn y;, ' ? es acotada sobre compactos.

Deducimos entonces que la integral en (4.4) converge unilormemente sobre
compaclos, con lo cual es valido el procedimiento de derivacion bajo el signo
integral. Finalmente, obtencmos de (4.4),

Nyl = P (=),

(b) Si ¢ € H, entonces Ny, ip € Hyge, lnego

Pyere; (N pid) == /R" Npib JTiyi Sy, (i) H{v-%‘ﬂ/j-’m (zjy5)}dx =
n .

".= -
J#i

t; | ti—
[n" CH { i I‘/’}\/" Vi prr (29 H{\/%JUJ d; (%5y5) }dz =

01,,
J;h

. o 1
- A [ TIE505 Jug (03)}-
' Jj=1

i
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© ti+ - ""'l‘
[/0 ) \/1 i J,‘|+1('L,1/,) { "’q‘)}(la:,-](lazl...(ln;i_ld:c,-H...(l.'c,,. (4.5)

[Este procedimicento es valido debido a que la [uncién

n
Nyuitb Vi Jpipn (Tiys) [TV 00, (2 505) }
37
cs integrable en IRY para todo y € IRY, pues Ny i¢p € Hppe, (rapidamente
decreciente) y Ll funcion /zy:.,,,,, (zy:) ]'l ,/'L_,JJ ,,J(':,JyJ } estd acotada.

Sea ahora

O 1 :)
ity . ¢
/0 Ty TR (vayi) 1

()1,{ » “"/’}""'* =

T

= Vil -/,,,-»4-1 (-’L'i?/i)(/’(ﬂf 1oy -"Jn)

ai—0
-2 a it
—'/0 €y 2</>(-’L‘1,-- Tn dzi{ ’\/ iVi I,, ,,(1 Vi }d'z,1 =
a

LY . j.—l ‘l
—/0 ~'U11‘ 245(-131,-' 1'11)81:1{ ’ \/ TiYi ]/1.—01 'Ltyi)}d'l't

Hemos utilizado las propiedades

VZiyi Jue(zayi)éd(xy, ..., 2n) — 0 cuando 2; — oo,

por (4.3) y por ser ¢ es rapidamente decreciente en cl iuflinito, y

VEYi Jua (@yi)é(zy, ..., 20) = 0 cuando z; — 0,

por (4.2) y por ser ¢ acotada en el origen si p > —%. Obtenemos entonces
de (4.5) la siguiente igualdad

oo M
hp-l-( T8 iP) - A 0 H{ VY ‘I[lj (-’vj?/j)}'
. iy

it

ol "I‘i"% ¢ I“A‘A,}
1= T; d)(rv],...,rvn)(-:)_,v.{x,-_ \/.'c,-gi.ll,'.H(a:,-u)}(lm,- dz;...dzy.

L1
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Utilizando la formula (%{z"./,,} = 2YJ,_;, oblenemos

a

i —pi—1 - 2] 0
{ it 2\/ 5ili Jp,ll( Y4 } =Y e ey {(-’L'i:'/i)l'” Jpe-l-l(ﬂa'iyi)} =

87,1 WL

T 1/15' :'" /,“(.7:1'?/1').

Luego, arribamos a la formula siguiente,

h'[l lc,-(N;L,‘i.(/)) [) | '/;.. | H{ vV ‘l':j:l/j 'Il‘j (-'7--'.;'?/j)}-

izi

] _
. [-— [) T; ! 7d)($1, .. '1,")1/11, WORN .["‘._(.’L'.,'_‘l i)(l.'vi\‘ (l.’L’]...(l.’lIn =

= /0 /0 —p(x1, ., Ta)yi [ [{VET5 Jy(2595) }day..dwy =
. . i

= —yihu.d’-

(c) Sea ¢ € H, ye;, y observemos que i € H .0, por ¢l Lema 3.1.3 (Capitulo
3).  Ademis Hy o, C H, por la Proposicion 1.2.2 (Capitulo 1), cou lo
cual h,(z;p) tiene sentido. Scan (hyie,(0))(¥) = P(¥), 2 = (21, ..., Tn) ¥
y == (y1,---, Yn), cntonces

-3 0 "
]\’[p,i(flu-pc,-(d?))(y) = ]\/[u,iq)( ) = y1l 281 y' +§ (y )}

—1,'—.l (.) li+]
y'l 2_.{?14 ( )V TiYi JI—‘:+1 1'171 H{Vq’]y.? JI‘J(Q'JyJ }dt}

Rll
J %1

-~} 7] 4L
=y ./r" H{\/l‘]y.l s (%Y }E)y-{y:‘ RRVEXTT J,,‘..,.l(:v,-y,-)}d:v.

1#1
(4.6)

Para probar la validez del procedimicnto de derivacion bajo el signo integral,

observemos ])l’i nicro que

ad G+ 1
: {yf VETIT -1,.,»4,1(-71:1?/:')} = ’Vi'F Jui (%394),

19



donde la operacién efectnada es analoga a la realizada para la demostracién
de (b). Luego, obtenemos de (4.6)

—pi=d
M, ®(y) vy, l /I.Il" H{,/? Yj I,,J xy4) b ‘y: i H-}p.-(-""iyi)d-'v =

J?‘l
Yi e /m" Ti “‘ H{\/"'J!/J Ju, xjy;)}dz.

Con argumentos similares a los utilizados para la demostracion de (a) resulta
que la Wltima integral converge uniformemente sobre compactos. Obtenemos
finalmente que

M i (e () (y) = v Iy /,R,. vip(x)yh H{‘/x i Ty (25y5) e =
= Iy (i) (y)-

(f) Sea ¢ € H,4e,, observemos que por cl Lema 3.2.2 M,;¢ € H,. Sean
2= (21, Tn) Y Y = (Y1, ¥Yn) luego,

By (M 200) (y / M, :p(z) H{\/'qu_, J,JJ x;y5) e =

—‘I—-l' (.- TR
- /I;?" ' dx; ;i 2‘/)(1 } H{ V35 Ju;(%5y5) }dv =
Jmy ;

/00 /°° ﬁ{m-’m(xﬂ”)}'
2

00 1 )
. [/0 Oi’l, il. ('L)}yf 1!7;”' Jp,-(a;iyi) d’lq] (l$1...d$i_1d$i+1...d$n . (47)
. T

Este procedimiento es valido debido a que la funcién

M ib(x H{\/"'J!/J Ju; (x55)}
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cs integrable cn /It para todo y (observemos que M, ;p(x) € H, , (4.2) y
(4.3)). Ademas, aplicando inlegracién por partes, tenemos

1

Lo a /l.-+l — 4
yl '/0 8_1,, T 54’(-’”)}-’”1‘ : J,..-(-'b‘i!/i) da; =

Ti{—00 a

- /°°x‘f”%(p(x)—{m.-f‘-'J,.(x,-y,.)}dx,- -
JO ' 61,-, ' m

1
P

: l.'-i-.l .
=Y ['Li Tf/’("”)f”i "'-1;.1.-(-171'?/1')

:L‘.'—’O

3 [T mits - i
= =Y A a; 2p(x) — 2 Myid (i) Mg =

o0
= /0 () yi VT Ty (Taya)dag,
donde licmos utilizado la ignaldad

@i -- 00
1 1 !

y2ad T () e ™ g (i) 0,

.1:.’-’0

que se deduce con argumentos similares a los utilizados en el punto (b) y la

formula —“; 7Y} = —27YJy44. Luego, obtenemos en (4.7),
dz
3 O n
(M i) () ’-*[) /0 T v=E5935 4 (25050 }-
* j=l
it

o0
. [[) ¢(2) i VEiy: J,,...H(:v,-yi)(la;,-] dzy...dzvi_jdaiyy..d, =

/I.R" vid(2)Vr i Jpn (i) H{\/-"ijj T (%595) e = yilyre d(y).

j#i

(c) Sca ¢ € H, , obscrvemos que xip € Hype; ¥ i € Hyugae, C My
entonces

A/[[L,iN[l,ih’[Jd) = A/[p,ih'p-rc.'("'xid)) = h'/;("'n"?d’))
donde hemos aplicado las igualdades (a) y (e).

(d) Sea ¢ € H,, entonces

—?lfh'[ld) =Yi— yih-;:‘/’ = I/i]";z-l-c:.-(Np,id’) = h’p(A'{u,in,i¢))
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donde hemos utilizado (b) y (f).

4.2 Un teorema fundamental

In esta scecion demostraremos una propicdad fundamental de la transfor-
mada de Hankel que dice que es un automorfismo sobre H,. Dscribiremos
anles algunas definiciones y observaciones.

Sea ju = (jy, ..., ftn), m un cntero positivo, {cy, ..., ¢, } la base candnica de
IR™, entonces para cada i, 1 <1< n, definimos los operadores

m
142

N/:—I-(m—l)(.'.-,i. o Nu-l-(m- Deii - © Nu-l e,i © Np,i ) (48)
donde N, yje,i para 0 < j < —1 cscl operador definido anteriormente

(§3.2, Capitulo.3), y " o” indica la composicién de operadores. De aqui en
adelante omitiremos cl simbolo o y pondremos simplemente

[V m. _ N”+(1” - l)c.',‘iN[J“‘(ﬂl—Q)Ch'i' v NI‘""ei)iN’-")i'

i

Si =0, definimos,

Nl =0, &EH, (4.9)

i

Observacién 4.2.1. Si¢ € H,, m entero posilivo entonces N b € Hyiyme,-

Resulta de aplicar m-veces el Lema 3.2.1.
Sea m un muiltiindice , m = (mn,, ..., mn,). Delinimos el siguiente operador

N;:’ =N o..oN"2 a0 N (410)

ptmier-t.cbmy o en-,n pnmep,2 1,10

! a .
donde N'; cs el operador delinido por (4.8). Podremos simplemente

N m — N My N ma N mi
n .

pAMpe b My 6y Jet-mye, 24 Ll

H2



Observacion 4.2.2. 5i ¢ € Hy,, m es un mulliindice entonces NJ'¢ €
7-{/1I17l.'

Sigue de aplicar n-veces la Observacion 4.2.1.

Lema 4.2.1. Si ¢ € Hy, m es un mulliindice, entonces

Nitp = 231 (2 i (), (4.11)

Demostraciéon: Para demostrar (4.11) observemos como actian los oper-

adores N i sobre ¢ € Hyp. Demostremos, por induceién sobre mn;, que
i

N;,"'g(/’ — .’lfyl-l-m'.cﬁ%Timi{-’l?_”,_%d)(.’l})}. (412)

Simn; == 1, entonces
l R <SS SO S U PSS S
N it = Nyidp = 2 2%{1 Tag()} = ot Trwn; a;{& HTig(x)} =

S HEER O

con lo cual (4.12) es cierta si m; = 1. Supongo cicrla la aseveraciéon para
m; — 1, veamos que vale para m;:

N;,"l-,(ﬁ = N/z’-l—(m..'-—l)c.-,iN;J’-}-(m.-—'.’)c.-,i---Np’-l-c~ iNu’,id7 =
]Vu’-l—(m;—l)c.,1l\’1’n'"lqS Nu A-(mi—1)c;,i (1'” Homi-1es +2Tm.- I{a'_# _-¢( )}) =

i
O

(mi-1)eit 3 ~(n' Hmi=Dei) -3 '+ (mi=ei+ Jopmi=t g —p'=1 10 =
. -(my l)c.igaxi{x (' +(mi—-1)e 21;14(71 1) +2Tiu {.’L I 2¢(1‘)}} -

=_,L.;u.&-(1n, 1)ei+ 21’ 7'_1 d {Tm.—l{ - 7¢ )}}

— :L'“' Fmiei - T Tm.-—l{ i _.z.q,)( )} " +m; ('-'--Tm'{'l,-” _§¢( )}

con lo cual (4.12) es valida para mn; € IN. Para demostrar (4.11), observemos

que por delinicion de N,

N,T;q‘) = N/z-i-(m—l)(:i,iN/:-I-(m—Q)c.-,'i---Np-l-c.-,'iNu,i‘/’)

con lo cual la férmula (4.11) se sigue por aplicacion de (4.12) n-veces.



Lema 4.2.2. Sean ¢ € H,. I un 1n.1l.li.i1i;r.(1'i.(:(’., enlonees:
(a) Np_,_,\._‘,;{.rkd)} = a;kN,"iq‘> para 1 < i< n.

(b) Ny i{abe} = a"N%¢ pare 1 <i<n y € INy.

1y

(¢) N;:',_A.{n:"’(,ﬁ} = akN p @ para lodo mulliindice .

Demostracion:

(a) Obscervemos primero que si ¢ € H,, entonces por Lema 3.1.3, (Cap.3)
akp € H,ix Para todo multiindice k, con lo ecnal Lliene sentido la aplicacién
del operador N1 a la funcion .1;"'(/), luego

. 5

. ol O L g c ol O ¢ 1
Np~|-k,1'.{-1;k(/)} — .1:“+L+2,—{.'L‘ (1K) 2',L,I.(’b} — gk 2—{1: n 2(/)} _
dx; dx;

k
=2 Np,i¢-

(b) Aplicando la definicion ([érmula (4.8)) para el operador Nk ¥ la

formula anterior, obtenemos

Koy RS
;,'-'|-k,i{-7' (/’} = N/.L-I—k-l-(m—-l)(:.-,'i---N}x-l-k-|~'lc.-,iNu-!-k-l-c,-,iNu+k,i{a' ¢} =

K —
= Nu+k-|-(m—l)c;,i---N[H-k-l-Zc;,iNu-i-k+c.-,i{-'L Nu,id’} =
kK
= iV/M-k-I-(m-- l)(:.-,'i.---N[t-l-k-lA'lc,-,i{l N/A-I-c.-,iN/,a,i‘/’})

y continuando con este procedimiento, obtencmos en el paso m-1:

N;}.'|.k,i{3:k‘/)} = N;H-k-l-(m—l)c;,i{3}kN;t-l-(1u—'.’)c.-,i---Nu-l-e.',iN,u,i¢} =
= 35#N,1+(1n-])c;,iN;:-|-(111.--2)(:;,i‘--N/:-I-c.-,in,i‘/’ = ‘I,LN:;qﬁ

(¢) Por la definicion de /Tl-k (formula (4.10)) y la aplicacién reiterada de la

formula anterior, oblenemos



m k . My mg my k _
;;+k{3' ‘/)} - Np+k+m|c1+...+m"_1c,l_|,n'"Np+k+m1cl,2Np+k,1{a’ ¢} -

=N LN AN 8},

ptk+mpe 4. Fmp e pt-k4+m e, 1

continuando ¢l procedimiento, concluimos

N;,’.'Fk{l'k(]s} — .'EkNm" .N""’ N1n]¢ —=

pmy ey by e ot pwkmgey, 29

_ A karm
=a"N,'¢.

Probaremos a continuacion cl siguiente tecorema fundamental para nuestro
trabajo:

Teorema 4.2.1. Seap € IR", it = (puy, ..., ftny) con p > —% (es decir p; > —%
para todo i). [nlonces la transformada de Hankel n-dimensional by, (4.1) es
un. aulomorfismo de 'H,,.

Demostracion: Sea ¢ € H,,, hu(é)(y) = P(y), veamos que & € H,. Sean
m, k multiindices y consideremos la {omula obtenida en cl lema anterior:

Nt e) = 25N, (4.13)

1

Observemos que si ¢ € H,,, cntonces a*N L"d) € H,4mtk, como puede de-
ducirse de la Observacién 4.2.2 y del Lema 3.1.3 del Capitulo 3. Luego,
podemos aplicar My pamk @ ambos miembros de (4.13)

h’p-l—1n+k(N;z':-k{xk¢}) = h’/t+1n+k($kN;¢"‘/))' (414)

Calculemos el primer miembro de la igualdad (4.14) en dos pasos:

Paso 1: Probemos
Bk (N {3561) = (=)™ (=)™ (—yn) ™ s (s50). (4.15)
Paso 2: Probemos

husi(2¥8) = (=1)*Ni{hp} = (-1)*N . (4.16)



Para demostrar (4.15) analicemos primero cémo actia la transformada de
Hankel sobre los operadores del tipo N ;. Scan entonces i€ R™ ¢ € Hyrs
1 £ 1 £ ny v entero positivo o cevo, utilizando la fGrmula (b) del Lema 4.1.1,

oblenemos

h'u,’-}-rc.- (N;l.iqsl) =
= h‘p’ |-(1‘—1)Ci'|-C|'(NIl"| (T-])Ci,‘iN[l'-l'(T—Q)C.',i"‘N[ll-l-(!.',‘iN[l’,i¢’) =
= (—yi)hp’+(r—2)ci+ci(Np’+(r—2)c,-,i---Np’+c.~,iN;1’,i¢’) =

= (—'yi)(_yi)h'p’+(r—3)c.-+c.-(Np'-l—(r—3)c,, Nu’-i -Ci,t p ,1¢)
Continuando este proceso, oblenemos,
h"l"l'?‘(' ( ", 1¢) - —yi)r—lh‘p‘4-c.-(N,:’.if/") == (—yi)rh';l'(¢l))

aplicando reiteradas veces esta igualdad, para m, k multiindices, tenemos

h’p-l-k-l-m(Nm L{'L (/’}

mp m k
- h’#""»" myey+... H"ucn(Nu+L+1n|e|+ AMmaojey ot ;x+k+m|c1,2Np+k,l{9-' ¢}) =

m My
( Yn ) "hﬂ+k+m|e|+ Amp o lcn-n(Np+kl-nnc1+ My —2en-2,n-1""

”N"lj N"l]l\ 1{1’ ¢}

jitkd4me,2

m My, -1 My -2
( Jn) “( ?/n-—l) " hp-l-k-l—nucl~l~...-l-m..--2¢-'n-2(Np+k+m,c,4-...+mn_3c,._3,n—2"'

mey ny
"N[I,+I\ {-1N|¢'|,-N[1 I-k, 1{1’ ¢}



Continuando el procedimiento, obtenemos

= (—yn)mn(_yn—l)mu-l---(_yZ)mzh'u+k+m1c1(N;Tffk,l{zk‘#}) =

= (_yn)m" ("Un—l)m'" ! ...(—yl)’"' h.”.,_k(.’l:k(ﬁ),

luego, (4.15) es cierta.
Para demostrar (41.16), observemos primero que dados 5/ € R", ¢’ € Hy ,
1 <1 < n, kun entero positivo se cumple que

Myt ke, ((—%:)5p) = N Y {hoo}. (4.17)

IZn clecto, con la aplicacion reiterada de la propiedad (a) del Lema 4.1.1,
tenemos

”11’»I-kc.-((—$i)k¢) = h‘u’-l—(k—l)c.~+c.'((—-Ti)(_-'vi)k_l‘ﬁ) =
= Ny(k-1)essi My s i-ye; ((—23)* 1) =

= Ny kt)esi Nt a(k=2)esi P e-)e: ((—2:)*7%4).

IEn el paso k£ — |, oblenemos

Pk, ((—23)58) = Nyt nyens N (k=2)eii-Nutreni Mo (— i) =

= Nysth-v)esi Nuate-2esio Nveyi Ny Iy (8) = N { e}

Veamos alora la demostracién de la igualdad (4.16). Si k = (ky,...,kn) ¥
x = (2,,..., ¥,) cutonces, con la aplicacién de la igualdad (4.17), tenemos

h k(@ ) = (= 1) (= 1)1 (= D)l g) =

l\‘. ’\'. ku- 'l\'
= (= 1) Mk bocthaen (=" = T — 27'¢) =
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— N ki1
- (—‘l) N,¢~l—k|c|+...+k,._|c,._,,n{h’ll'-f"\l"lI A-kn-1cn- l( 1’11 1= ’l’l ¢)}

Continuando este procedimiento, obtencmos

K - kg ka ko
h‘l""k(‘q’ d’) oT (—1) N/1~l kyeyd-.ood-by ey N[rlfkﬂ:]-l worl-ky 2y n—1"""

N[l +-kier,2 {h’l""klcl (_xll‘l¢)} =

' : N Kn k J
= (—J),\Np-H.‘[cl-|-...+k,._1c,...|,1l. te A,;L-Ql-hcl,'l N[I;,'l {h’l-ld)} - \T )LNk{)L[AqS}

Vale entonces la igualdad (4.16). De las igualdades (4.15) y (4.16) obtenemos
que el primer miembro de (4.14) es de la forma

h’,nlmlk A"'IL{7 4’} (—yl)ml(—?/'.’.)m')---(—?/n)m"h'ulk(mk¢) =
= (=y)™ (= y2)™ (=)™ (= 1)EN D

La igualdad (4.14) resulta de la siguiente forma:

(— I)k(—'yl)ml(_y2)1"2"'(—?/n)m"Nﬁ(l) = hltlmlk('l' Nm )

Probamos cémo actuaban los operadores N;' sobre una [uncién ¢ € H,
(férmula (4.11), Lema 4.2.1). Aplicando dicha férmula al primer miembro de
la igualdad anterior obtenemos:

(= 1)* (=)™ (—p2)™... (=) "y Ty 10 (y)} =

n
= /,,c.. 2* N.'¢(z) H{\/:L',-y,- Livmirke (Tiyi) } day . day,.
“ 1. i=1

Aplicamos nucvamente la férmula (4.11) al segundo miembro de la tiltima
ignaldad, y obtenemos la siguiente formula:

(_ 1)1)1.-|-I.-ymTk{y—lt— % q)(y)} =
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&

X m- 7 '—l.""'
=/” — "t "2T"{7,’ ip(z }H{\/ Tii Jpiamerk; (Tiyi) } day .. dey, =

t: ,l/[l|',\‘+}’
2u+2k Fmetk1, -p-1 '= {Ji i ki(m'y')
= [, A E T e b () He R W} o, (438)
A‘. A

Demostremos ahora que ®(y) € H,. Para cllo, observemos que de (4.18) se
oblicne que
(_ 1 )m +k mTA {tf - 2 (])(1/)}

m 200 1-2k4-2m4 L K] 1__1{ 1,‘, -k (’L y,)} _
y /,,,., T ™" {2 uﬁ( z)} et Ermny ki dzy...dz, =

o am 2e4-2k-F2m+1g4an - - gk (7'711') .
=y /,R T {x "1 (x) }I[{ T }d:cl...da,,,.
(4.19)

Observemos que la expresion

ﬁ J;,l,'-l-m;-!-k.- (-'vi" i)
(xi!/i)”‘+k‘ +m;

i=1

Ty
esla acoltada. 19n efecto, vemos que paracada 1l <i<n, M*—"L('—‘) esta
(miga)Hithitmi

acotada si 0 < 293 < 00, ;i 2 —5 pues,

0o XiU§ );:.--I-m.'+k.'+2j

J[l."l-17l.,'+k.' (-’viyi) _ 1 z (— 1 )J( 2
(xiyi)]li'l-k.'+m.' (:l"i:'/'i)”i-"k”'"“ = Jl F(/Li + m; - ki 'l'j + l)l

de donde puede deducirse que es continua en un entorno del origen, con lo
cual resulta acotada alli, y ademas

Jyimi ks (Tiyi) 1 i

pitmi-k \Cili) . 1

(g;iyi)#i+ki+mi - (,B,y,)u.'+ki+1n;-|-% (:L,-,y,-_)ﬂ JI'-’"""i"'k-'(xiyi)'
: TiYi

con lo cual, también resulta acotada en cl inlinito por ser ji; > —%. Lucgo,

2t 42k-+2 -p-3 ik +L TiYi
2 2t 4-2k-+2: m+1Tm{,l I 4) }H u m; = i 1) S
'L 1/ [l|+ Fmy

i=1

< Bm A I'.'!;H-'.'!k»f-?m-l-lrl-m{',v--[:— -2‘-(/,(11)} '




Veamos que la uncién

$2p+'.2k»l—2m Kl Tm.{x—/x—- %(/)(1’)} (420)

es integrable en /R para todo par m, k de multiindices. Dado que ¢ € H,,,
cntonces vy, (¢) = SUD e I'L"T"‘{'L“ ~1¢(x)}]| < 00, lucgo

.’l,‘"I‘ 1-2h4- 2 4- 11111»{,1'—-,1—5(/) } _ 1’0[1 4k 2mel-1 er{,l I‘_qu(’l,)}

s integrable en un enltorno del orvigen pues 20 | k -2m 1 1 >0 (e 2 —%)
Ademis, teniendo en cuenta lTa formula (1.5) del Capitulo 1:

m Dj(f)
' "m bt [ el ‘_'
(a7 14,} =z~ Zb,,,J el by constantes,
J=0

y el hecho que D¢ son rapidamente decrecienles en ¢l infinito para todo
multiindice j (Lema 1.2.1, Capitulo 1) resulta que la funcién (4.20) es in-
tegrable cn IR%. Concluimos entonces que la funcién z;"’?"‘{g/""%tb(y)} es
continua para todo par de multiindices m, k. Para el caso m = k = 0 deduci-
mos la continuidad de ® en M. Considerando . 0y [kl 1 (k : ¢y),

enlonces yol"'{y""sz (¥)} es continua en I} y aplicando la (rmula (1.5)
para csle caso oblenemos que vale

¢ D¢ d
Tc'l{y—#—%q)(y)} = y"#—%{b(:.—,()_') |- b(:,-,c.-—}n
Yi Yi

de donde deducimos la continuidad de D¢, Siguiendo cste argumento in-
ductivo s¢ deduce la continuidad de N*® para lodo multiindice &, con lo cual
concluimos que ¢ € C*(IR}). Volviendo a (4.18), obtenemos que

(_1)171-l-k1 m.Tk{y—Il—%q) } —
2yl 2k bmeblgpamyg - pi-bmn; IL T '7/1') . )
= x 1 l2y...dvy,.
/;zn { }H{ 11/1 #|+kl ( 1 ¢ n

IEntonces,

~I—

i k(@) = sy Ty ()} | <
m

/
S Bm,k/ "
n

1__'2/1-!-2[.-.;4"-!-1rl-m{l_~/:--%(/)(x)} dz, (421)

G0



donde B, , depende de los multiindices m y k y satisface

1 il
1’[{ gt '/’)}’<B,’,l_k, Vz,y € IR},

'by /1 +k,

Para cada 1 < i < n clijamos v; € IN tal que v; > p; - k; - m;-_l, luego

L ] SO IPTT N m; 41 1 .
t'._!/:,l'.!k.lm.+l — (:L )u. Ay i+ —45— < (1 4 2 )/4,+L |_x+_ (l +$?)U.,

vr

resulta

n
‘,v2u~f-2k+m+l < H(] ) :L_;.Z)u;

i=1

Teniendo en cuenta esta desigualdad, obtenemos de (4.21)

Voo (P) < By / " |x2"+2*'+’"-'-1||'1""{.1,--"—%(,s(x)}|dz <

< I}"lk/ H ] I 1' ".II."'{ ;71 }I‘IIL <

+l]

1
d (14 22yt | o i - dz<
< "‘/ﬂr,,H, e gy e <

< ”m k Sll]) Il-‘[(.l + xs)ur'-l’]'m{g"r""%‘/)('1")}
=1

?"
If
n
m k —2' Z CJ,Y ,m

jer

/ 1 Iz =
m T, (1 -+ 2)(1—

para cierto subconjunto [inito de multiindices I"'. La iltima desigualdad
prucba que & € H, y que n, : H, — H, cs continua. Ademads h, = I, 1
([3), §4.4.3) , de donde resulta que k, es inyectiva (si p > —31) y finalmente
concluimos que %, es un automorfismo de H,,.

O

Daremos ahora un cjemplo importante de transformacion de Hankel de fun-
ciones. laremos anles una observacion,
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Observacién 4.2.3. Sea ji una n-upla p

(”1)"')#11) con [y 2 _%J ¢i €

Huiy bi : IRy = L y ¢ = ITi=, ¢i. Enlonces por la Observacion 1.2.4 del
Capitulo 1, ¢ € H, y ademds es

n
hut = [ huibs.

i=1

La demostracion de este hecho es inmediata a partir de la definicién (4.1) de
..

Ejemplo 4.2.1. Sea o € IR", con p; > —% pare 1 <i<n ysea

=t (24 a2y 3 Jint 3
W(2) = W(xy, ., Tp) == @7 2 aM17 = o (@@ 07T InTT
enlonces,
hV =3.

(4.22)

Observemos que ¥ € H,,, como puede verse en el [Siemplo 1.2.2 del Capitulo
1. Ademas para ¢l caso unidimensional se salislace:

o0 12 1 2 1
/ e" T a1 gz, (yz) da = e Tyt
0
para u € IR, > —%, (ver [1], pag. 60). IZntonces

") 2
h(e Tk 3) =0 Ty (4.23)

Taego, del Fjemplo 1.2.2, la Observacion 4.2.3 y la ignaldad (4.23) concluimos

que es valida la igualdad (4.22) (observemos que esta igualdad dice que ¥ es
una autofuncién del operador hy,).
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Capitulo 5

Transformada de Hankel en #/,

Ioxtenderemos ahora la transformacion de Hankel definida en el capitulo an-
terior al espacio de funciones generalizadas H' .. Para cllo vamos a definir
la transformada de Hankel generalizada h.L como la transformacién adjunta
de hy, sobre H,, y estudiaremos algunas de sus propiedades. A lo largo de
este capitulo consideraremos jt € IR", 1t = (jty, ..., jta), con p; > —% para
1<t < n.

5.1 Definicion y propiedades

Definicién 5.1.1. La funcion I, : H',, — H', dada por

(WL, ) == ([, hueb), (5.1)

donde [ € H',, y ¢ € H,,, la llamaremos lransformada de Hankel genera-
lizada.

Teorema 5.1.1. Si gt = (jty, ..., ta), con jt; > —3%, p; € IR, la lransfor-
macion de [lankel generalizada ), es un automorfismo de H' .

Demostracién: Sc deduce inmediatamente del ‘leorema 1.10-2 de [10] y del
Teorema 4.2.1 del Capitulo 4.

O

Observacién 5.1.1. Por ser by, == h,'. enlonce.
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(h)™' = (WY = hy,

como puede deducirse de ([10], teo. 1.10-2). Esto nos dice que la transfor-

mada de Hankel generalizadae es igual a su inversa.

Observacién 5.1.2. La transformacion de Hankel by, definida en el capitulo
anlerior por

n

(h'u‘/’)(?/) = [R" (%1, %) H{ M"m(fciyi)} dzy...dzy,

"+ i=1

para o = (o1, ..., ftn), fi 2 —% para todo i y pare ¢ € H,,, puede extenderse
a funciones de L'(IR}), debido a que

n
| T Vama (< G, (5.2
i
para 0 < x;y; < oo (ver §4.1, Cap. 4).

Probemos ¢l siguiente resultado similar a la conocida identidad de Parseval:

Teorema 5.1.2. Sean { y G funciones pertenecientes « L'(RY), p € R",
= (e, ftn) con g > —%, [* =l S, 9= hG, enlonces

| 1@ iz = [ Fu)Gw)dy. (5.3)
R} Jmy

Demostracién: Observemos primero que la integral f”"?- f(z)g(x) dx tiene
sentido pues f € L'(IR%) y,

)1 = @)@ = | [ 6 [TVl <
+ i=1

<C / |G (y)] dy < oo,
Jmn

donde hemos utilizado (5.2). Lucgo, g esld acotada y f.g € L'(JR}). En-
tonces:

‘/I‘lf.[; [(z)g(x) dax ./“f; f(,z.')h,“(,'(:v) da
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/R'; f("'){ e G(Zl)il:lll{\/ﬁJu.-(yi-fi)}dy} dr =

Jo

([ 1@ IV tuzdlax} o) ay =
+ i=1

L
+

) ./m Wt )-GOV dy = [ F().Gl)dy,

LA

donde hiemos aplicado el tcorema de [Fubini, lo cual es vélido por ser la funcién
J@)CWY G {VYiTid e (yivi) } integrable en M x 1)

O

Corolario 5.1.1. Un resultado importante que se obliene del teorema ante-
rior es la siguienle igualdad para funciones ¢, € H,,:

fo #0) o) dy = [ ) o)

Demostracién: Tl resnltado es inmediato observando que ¢, ¢ € L'(IR%)
(Corolario 1.2.1, Capitulo 1).

O

Veamos entonces que la transformada de Hankel &, cuando actia sobre
una [uncién de L'(JR7}) coincide con la Lransformada de lankel generalizada
h.L cuando actia sobre funciones de L' (/") consideradas como funcionales
regulares en H';, (ver Observacion 2.2.1, Capitulo 2). Para cllo, consideremos
J € L'(IRY), entonces f gencra una funcién generalizada regular en H’,,
o> —% dada por

(,8) = [ [(@)$(a)dz, para b€ H,,

Jmn

Ademas, Iy, f dada por

h-/;f(l/) = J(x) H{\/m'lp.-(xiyi)}dm)
i=1

my



cs una [uncion continua y acotada (tenicndo cn cuenta (5.2)). Lucgo, te-
niendo en cuenta ¢l Lema 2.2.1 del Capitulo 2, l, f genera una funcién gen-
eralizada regular en H',. Veamos que I, [ coincide con h,f (en el segundo
caso la [ considerada como funcién generalizada regular) en H'y. Sca ¢ € H,,
enlonces

(S b) = ([, hutb) = /,R" () huo(y) dy = /m hf (y) d(y) dy = (huf, $).

Luego, ”',I:f by en H'\,. Veamos ahora ¢l lema gue dice que la Lransfor-
mada de Hankel generalizada h.L cumple propiedades analogas a las de la
(ransformada de Hankel couvencional. A partir de aqui identificarcmos los
simbolos I, y Iy,

Lema 5.1.1. Sea pt = (py,.v fta), pt 2 —-l_,. Cy, ...,y la base canonica de
" y sea f € H'\\, enlonces:

(”’) h‘[l l-e, (—:':i.r) N[l.,i h’[:f)
(b) h'/a-l-(:.-(N,:,if) = =Y h'uf‘
(¢) h(=22f) = MuiNuihJ,

(‘l) ”';:(A’I/a.in.if) = —?/,-2"1./'-

Si [ € H jje;, enlonces
((’.) h.“(.’l.'if) = A'[/‘,i h’[l+C.'f)
(1) (M) = yi by .

Demostracién: Aclaremos que las ignaldades (¢) y (b) se enticnden en
H' e, ¥ las ignaldades (¢), (d), (e) y (f) en H',. Veamos primero la validez
de (b). Observemos que la igualdad tiene sentido pues para f € H'y, b, f €
H', con lo cual y; by, f € H', _c; (ver Lema 3.1.3), luego por Proposicién 1.2.2
yi bf € H'jipe;- Sca ¢ € Hyyey, cuilonees

(h'/1+c.'(Nu,if)) ‘/’) = (Nu.,if‘ h’[H (:."/’) = (_A/I,I;'if' h'[.t-l-(:id’) = (fv _A'Iu,ih-p+c.-¢) =

(f| —h'/:(?/i‘/’)) —(h‘/lf- i) ("?/i’"/lf' (/’);
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donde hemos utilizado la definicién de N, ; como operador generalizado dada
en §3.3 del Capitulo 3, la ignaldad (e) del Lema 4.1.1 del Capitulo 4 y el
Lema 3.1.3 del Capitulo 3. Lucgo (b) es vilida.

Veamos (a). Para cllo aplicamos la igualdad (b) al caso hy, f € H', y obten-
CIos

h’/;+c.-(Nu,ih11f) = _yihu(h'[l.f) = —:‘/if

Si aplicamos by, .., a ambos miecmbros de la iltima igualdad (notar que y;f €
H' )i -y € H jigey), Obtenemos

h';z-l-c.' (h'[l-l-(.‘,‘ (Nu.ih*pf)) h’/l l««:.-("?/if) )

de donde oblenemos (a).

Veamos (f). Sea ¢ € H,, entonces
(”'[A(A'Iu,if)- (/’) = (A'[p,if, ’I:,‘(b) = ("N,I,,ifn h’/ld)) = (f: "Np,ihp‘ﬁ) =

(f» '—h-lrl-c,-(_yid’)) = (h’/t-l-c‘.l" ?/i‘/’) = (yih‘/‘-l-n.'fn ¢) )

donde hemos ulilizado la definicién de M, ; como operador generalizado dada
cut §3.3 del Capitulo 3, laigualdad (@) del Lema 4.1.1 del Capitulo 4 y el Lema
3.1.3 del Capitulo 3. Luego (f) es valido.

Demostramos ahora (e) reemplazando en (f) a [ por hyyef (f € Hpre)s
obleniéndose:

h‘ll(lwﬂ,i h‘;t-l c.-f) =Y h';tu:.(h'/t+c.-f) =yif,
aplicando 7, a ambos miembros de la ltima igualdad se sigue (e).
Probemos (¢),

MuiNyi bof  Myilyre(=2if) = hy(=23T),

donde hemos aplicado (@) y (¢).

La igualdad (d) se sigue de la aplicacion sucesiva de las igualdades (f) y (b).

somy
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5.2 Aplicaciones

Daremos ahora una aplicacion de la transformacion de 1lankel, para la re-
solucion de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales que involucran a
funciones en H’,,. Sea entonces P un polinomio de una variable, sin raices
en (—00,0] y consideremos ¢l operador S, (Observacién 3.2.1 , Capitulo 3)
dado por:

n
S [ ZA'[/L,iN/I,i-
i=]

Sca S ; cl operador S, iterado k-veces. Intonces, si [ € H',, lenemnos

WSy ) =y, ([LM,,,N,,,] f) S (M) =

F | 1=z
n
9 9
z _?/;h'uf '—I:'/|-h'/lf )

1=

donde hemos utilizado la igualdad (d) del lema 5.1.1. [5n general se cumple
que,

a(SKS) = (=lyl*) kS (5.4)

Supongamos que queremos hallar f € H’;, ue satisfaga a la siguiente ecuacidn
difcrencial definida en JRY:

P(Su)f =9 (5.5)

para una funcién g € H’',, dada. Il primer micmbro de (5.5) debe ser inter-
pretado cn la signiente forma:

P67 = orSh b ore1 0 b

donde P(z) = a,2" - ar_y2” 1) dagyS f [. Aplicando I, a ambos
micmbros de (5.5), obtencmos
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P(=lyP)uf = hug.

Observemos que debido a que el polinomio P no tienc raices en (—o0, 0]
entonces la [uncion W-) cs miembro del espacio O de multiplicadores de
los espacios H,, y H',, como puede deducirse del Lema 3.1.2 del Capitulo 3.
\ . . . . . . AT . . 1
Lucgo, multiplicando a ambos miembros de la dltima igualdad por PEWD

y aplicando nucvamente h,, concluimos que una solucién de (5.5) estd dada
por

1
[ ()
"\P(=lv®) ™’

ademas, por ser I, un isomorfismo, la solucién es inica.

(9
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