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Resumen

La transfmrnación convencional dc Hankel definida por:

(hr/xy)=[fun/mm) dx

donde 0 < y < oo, [LG IR, ¡a 2 —á y J“ la función de l3cssel de primera clase
y de orden /L, fue estudiada por Zemanian in [10] sobre ciertos espacios H,“
y extendida a 'H’“ mediante:

(’¡'#f).(/)) :4 (f, ÍI.,¿q/))

donde (/)¡ll.¡¡(/)e H,l y j G HL. En este trabajo se expone una generalización
n-diincnsional de todas las propiedades estudiadas por Zcmanian y algunas
aplicaciones de estos resultados a la resolución de cierto tipo de ecuaciones
en derivadas parciales dc la forma:

P(S,¿)u. = g,

donde g es cierta función generalizada perteneciente a HL, u. desconocida. y
S,l una generalización n-dimensional del operador de Bessel.

Palabras claves: Transformaciones integrales, I-Iankel,funciones general­
izadas, Operador de Bessel, ecuaciones diferenciales.



Abstract

The Hankel transformation defined by:

(me) =°° mmmm dm

where 0 < y < oo, [LE IR, ¡LZ —%and J” the Bessel function of first kind
and order lt, has been estudicd by Zcmanian in [10] on certain spaces Hg.
This transformation is extended to HQ‘as

(fill!) = (f) ñüÓ)

where d), li,qu E H” and f E H1, In this work, we extend the properties
estudied by Zemanian to n-dimcnsional spaces HI, and 'H'w Moreover, we
obtain some applications of this results to find solutions to partial differential
equations ol' the form

P(Sp)u = g

where g is a given member of HL and u is unknown and S,J a generalization
of the n-dimensional Bessel operator.

Palabras claves: Integral transforms, I-Iankel,generalizedfunctions, Bessel
operator, diferential equation.
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Introducción

La transformación de Hankel es definida por A.I-I. Zemanian en [10] de la
siguiente manera,

(me) =¿”IMM-toy)
donde 0 < y < oo, [L e IR, [L 2 —á y J” la función dc Bessel de primera
clase y de orden ,u. Esta transformada ha sido estudiada en un espacio de
prueba denotado por 'H,1que es numerablcmente multinormado y además un
espacio de Frécliet. Zemanian demostró que la transformación de Hankel es
un automorfismo de H” lo cual permite extender la transformación de Hankel
al dual HL vía la transformación adjunta.

En este trabajo se expone una generalización n-dimensional de todas las
propiedades estudiadas por Zemanian (distinta a la generalización estudiada,
por Koh en [4]) y también se exponen algunas aplicaciones a la resolución de
ecuaciones en derivadas parciales. IEstaexposición está distribuida en cinco
capítulos:

o El Capítulo l comprende todo el estudio del espacio H,_,.Se demuestra
que HF es un espacio de Freclie't y que sus miembros son funciones
rápidamente decrecientes en el infinito.

En el Capítulo II se introduce el espacio dual H’w que resulta ser un
espacio completo. Se estudian las relaciones de este espacio con otros
espacios de funciones generalizadas, determinándose que dicho espacio
contiene a las distribuciones clásicas de Schwartz de soporte compacto y
que la restricción de un miembro (le H“ al espacio DURÏD de funciones
en Coo con soporte compacto es un miembro del espacio 'D'(1121).

En el Capítulo III, se estudia el espacio O como espacio de multipli­
cadores de los espacios H” y H’,_,. También se estudian ciertos oper­
adores que actúan sobre H” y 'H’,., de importancia fundamental para
el estudio de la transformada de l-lankel n-dimensional.

En el Capítulo IV se estudian las propiedades dc la transformación de
Hankel n-dimensional definida por:

1!

¿(m1, . . . ,32”) H{‘/xiyirlm(m¿yi)} drvl . . . drum (0.1)(¡amm= Il
+

A



donde = X X(010°)!IL= (#1)" ' ’l‘Ln))fl e mn)fli Z _%
para i = 1, . . . ,n y las J l. son funciones de Bessel de primera clase y
de orden ui. Se demuestra el teorema fundamental que afirma que la.
transformada de Hankel es un automorfismo sobre el espacio H“.

En el Capítulo V se generaliza la transformación de Hankel al espacio
HL. Se estudian sus propiedades, análogas a la de la transformación
de Hankel dada por (0.1). Finalmente, se expone una aplicación de
todo lo anterior a la resolución dc ciertas ecuaciones diferenciales que
involucran al operador,

SH=ÏA/Í¡,,¿N#,i=É _i=1 ¿:1 83:1- 4m"

donde, ,

¡”Mi = mílr‘i‘áá._;li+%l

Nim:= ¿Hifi-{Hifi

El operador 3,, puede ser visto como una generalización n-dimensional
. . . _ _l .. -1

del operador de Bessel unldimenswnal dado por SH = a: 2Drv2“+1Dz f‘ 2.

La generalización expuesta en este trabajo nos va a permitir en el futuro
trabajar en varias direcciones: una de ellas es la de continuar profundizando
las aplicaciones a la resolución de ecuaciones diferenciales en derivadas par­
ciales. Otra dirección es la de generalizar el operador de convolución para
la transformación generalizada de Hankel, el cual ha sido estudiado por J .J .
Betancor y B.J. Marrero en [5] para el caso unidimensional. Otro aspecto
importante es el estudio de la transformación de Hankel n-dimensional so­
bre nuevos espacios de funciones generalizadas como también el estudio de
la transformación de Hankel para otros valores del multiíndice u. También
podrían estudiarse más propiedades topológicas del espacio O como también
establecer una caracterización completa de los multiplicadores de los espacios

'H,l y HL.
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Capítulo 1

El espacio Hfl

1.1 Notación

IR" denotará el conjunto (le las n-uplas (le números reales, 1121las n-uplas
de números reales positivos. W el conjunto {1,2, 3. . y Wo= W U Si
.1:= (11,“ . ,xn) E IR"entonces = + . . . + Si :v,ye H2"diremos
a: < y si mi< y¿1)a1'ai=1,...,n,si:vl= 1-2= = run= a con a E IR
pondremos .7:—-—a. Con ej, j = 1, . . . .77.denotaremos a los miembros de la.
base canónica de IR". A un elemento k e INó‘, r. = (k1, . . . , kn) lo llamaremos
nmltiíndice. Para k,m multiíndices tenemos las siguientes convenciones:

|Ic| = k1 + . .. +1;n

k! = k1!,...,kn!

(/2) = (¿12) - -- (¿121)
k k k2 k“

21(1): Z Z Z ¡(j1.....jn)
j=m j. :1", j2=mz j" :1"...

Si .1:e IR” , .1;= (3:1, . . . ,rvn) pondremos

1’” m’l’” . . . . .331"

. _ a . V_ _
Sl Dj — (Th-3,J —1, . . . ,71. pondremos

a“uf (1')Dk .' =—-.—.—
f“) az'f'ÜmÉQ...azfin



1.2 El espacio H”

Sea (fi : IRÏ; —>(.l', se definen los operadores Ti y T de la. siguiente forma:

1_ _,‘. _ ,18 __-1:Jg
71{Ó} — 1195- (Ïlii )(Ó—'1'i ami8.1:,­

pai'a i = 1,.. . ,n. Si k es un inulhiíndice, lc = (kh . . . ‘k") pondremos:

TIC __ Irk" o 7|le--| o ¡[xkl_"n 11.-] "'o'l
i) H

donde Ti] = Ti o . .. o Ti (j veces), o indica la composición usual. En lo
sucesivo pondremos simplemente TiTJ-para indicar T1-o

Para cada n-upla ¡l = (pl, . . . ,pn), ¡L1-E Hi, definimos el espacio Hp como el
conjunto de las funciones d) e C°°(IRÏ¡"_)y a. valores complejos tales que para.
cada par de multiíndices m, lc se satisface que,

filykw) = sup I.7:"'Tk{n;”““%gb(rc)}|< oo (1.1)

donde -/l. — r (-[Ll — á, —/1.2— á, . . . , —¡¿n — á),

Observación 1.2.1. T.;,T, 'l‘k son operadores lineales que satisfacen:

TiTj = TjTi para i,j = 1l . . . ,11,

y en. general:

TinTJÏ" = Tf'Ti’" para. 77.,1ne Wo.

La linealidad de Ti, T y Tk es inmediata, además,

,. _ 36/5 _ _ 8246

1:7”le = Ti{-Tj 13.73.} = “’i 1{’°a‘laa-{ami} =

‘J
Observación 1.2.2. Hu es un espacio vectorial con una familia numerable
de seminarmas:

[J
{71",k}m,kGNó‘-

ll demás (l.2) res-alla.una familia. saparada (le seminmmas.

9



Si (15,90e H,¿ y /\ e C (o IR) entonces de la linealidad del operador T'c sigue:

mii-(MS) = MMM-(47),

mas + <p)S WLM) + 71’L_k(s0).

para cualquier valor de los multiíndices m y k. Dado que {7,1,0}menótes una.
familia de normas, (1.2) resulta una familia separada. de seminormas
(i.e. dada (¡5E H,_., d) 7€ 0, 3m, k multiíndices tales que 'yfihkw) 7€ 0).

Proposición 1.2.1. Si k es un. multii'ndice, vale la siguiente igualdad:

k k . .

Tk{0.cp} = z ( _)'1'k—30.'1'1(p; (1.3)jzo .7

donde ”.” indica.producto usual defunciones , y 25:0 deben interpretarse
como en. la. sección 1.1 con. j = O = (0,. . . ‘0).

Demostración: Si lc un multiíndice, I: = (k1, . . .,k,,), entonces dado que
T" = Tff" . . . le', probaremos primero que para i, k. e IN:

. k k . - ­

T¡L{().¿p}= z (i)']'¿l‘—10.7"¡1y9. (1.4)j=0 ­

La fórmula (1.4) resulta por inducción sobre k. Si k = 1 (1.4) es cierto pues

a _ ._l ao __¡3<p _—(11'. _= 'I'mom} = 12171

Suponiendo (1.11)válido para. k, obtenemos:

k e . .

Tf“{0-<p} = TiTi-"{0-s0}= z (i)Ti{Tik"{0}-T3{so}} =J'=0

É [TFI‘jwiTHw + Ti""'{0}.Tí“{w}]=j=0

a k . . _ k-l . . .

= mmm + XS(,7)'If“"{o}.T,-’{so}+ 2 ('Ï)Tf"{6}-T3“{W}+¡:1 J j=o J

k. .

l_|'(k)0'7’1““{v} =

10



k+1 , . k

j=l
k+1k+1 _ k 1 . . .

+(,_+ Jai-WW} = Z( )T¿L+I_JÜ.T390.I J=0

Veamos ahora la validez de (1.3). Sea k un iimltiíiiclice, k = (k1, . . . ,kn),
entonces:

k' - . .

'l‘É"'/‘¡‘"{090}= z (:1)'I'f""{o}.urm} =ji=0 l

ki - . .

= z (::)T;2{Tf"“{a}.nl{w} =J'I=0 '

k1 k k2 k _ . . . . .

= Z L2 Tá‘z‘”T1"'“"{0}.T¿’Tí'M]=j¡=0 Jl '2=0 J?

k1 k2 k k _ _ _ . l. l.

z z (,1 ['IÉ2_J2'I'¡¡"_J'{1)}.73’77'{go}].Jl=0j2=0 J '72

Repitiendo este procedimiento tenemos

'1'k{0<P} = 725" . - - '15"??? {’hp} =

k1 k2 ku k k k _ . . _ .

= z z... z <_n)ïj’:"”"...T{‘""{0}.T¿f'...Tf‘{<p}=.71 .72 Jnjl=0j2=0 jn=0

= (:)Tk“j{6}.Tj{<p};
que es la conclusión de la proposición 1.2.1.

Cl

Lema 1.2.1. Si d) e H,“ entonces las funciones Dkd) son rápidamente de­
crecientes en el infinito, es decir, Vk,m multiindices .1:""Dkq5= o(1) cuando
a: —->oo.

Antes (le demostrar este lema haremos la siguiente observación:

Observación 1.2.3. Para todo multi-¡Índicek vale la siguiente igualdad:

Did)
x2k_j

k

Tk{a;-[.l—%(fi}= I_Í"—% ,
j=0

para. ciertas constantes bw.



Demostremos (1.5) por inducción sobre Si |k| = 1 entonces k es de la
forma. k. = (2,:donde e,- es un miembro de la. base canónica. de H2”, luego,

T°‘{x’“_%45}= T2. . .T: . . .mew-m = 2:51; {rc-HM =aii

845) = m—p—¿(cD°<b De‘db )
1

= . "“ï (crvT2 -I-3:71— ­
1' Ó 7' ami age.- m2e¡—e.­

de donde para l: = e,-se verifica (1.5).
Para el caso general, consideremos un multiindice k’, k’ = (k’1,...,k,’1) tal
que Ik’I = |13|+ 1, luego Ik’ —eil = Ik’l —1 = para algún i, entonces,

<r'°’{a;-#-%qs}= T15. . .Tiki_1+l . . . leí{rc""%qfi} = nTk'-°i{x-"-%gb},

aplicando la hipótesis inductiva para k’—e,-cn la última expresión, obtenemos

k'-—c' ‘
I I "-C' -1,-l - a —|,—l l DJÓ

11'14'{1'' ‘45}=ïilam-{x' 2 21:)bk'*ca.j‘1 j: .

1 1 kl-cí quí.-1 .-l-.- .-l
= 1.1-|:(—/Li- Í 23,1. (bkl_c¡lj -|­

kl_c. .
' a D’qs_..-It—.lz , . _ — =

i .1, 1 1:00“.- (.‘¡,J¿)xi{x2(kv._m)..j

k'-c- i
_ L_¿ ' 1 D145

= :1;F 2 l z ((-Hi - 5)bk'—c¡.j 32(k1_e¡)—j+2e¡)+j=o
k’—c- ' '+e­| DJÓ DJ ¡Ó—lz : _I -_-1— _ —_ _

+171: . o (bk'_eí’j{—2(lbi- + 32(k,_ci)_j|- z2(k¡_ei)_j _J:

l L-c. k’-c.- kI-ci Dj+c¡Ó_ ._I‘-ï .__ _- . ._ _ ..____
— ÍL z Ck'ú [v2k¡_j I z dk',_71;2k¡_j+ I’M-cu] lvzkl_(j+e‘) i

22-0 - j=o - j=0 '

donde hemos considerado

1

Ck’u’= (-Iti - -)bk'—c.-aw2

12



(¡w = mew-He; —1)+ ji).

Considerando 1' = j -I-eí, en ol último término dc la última igualdad, para.
j = 0,. . .,I:.’— (ti y ek:_,.= bki_c¡_,._c¡ para. 1‘= eh . . . , k', obtenemos,

Ic'—(:¡ k'—c.- k' Drk' .-/t-l .. .-/t—¿ . ‘b 4’ d’
T {5° 24’} ' “7' 2 z ““J' -2k'-—j'I’ Z dk'ú' .2I.-'—j'l' ze“? .2k'-r '

¡:0 1' ¡:0 1 r=e.- 1'

con lo cual resulta. la. validez dc (1.5).

Demostración del lema 1.2.1:

Sea (/2e 'H,H veamos que si lc, m. e lNr’f, existe (L',,,",‘.e IR. tal que,

lar"'l)k</>(:v)l< (Juli, (1.6)

para todo .1;E B donde B = 1121—Q con Q ==(0,1] x x (0,1] (n veces).
De aqui, se deduce que |11:'"D"'(q'>)|= o(1) cuando —>oo. Demostremos
(1.6) por inducción sobre = k1 + k2 + . .. + kn donde k = (k1, . . .,kn).
Para ello escribimos a B como una unión finita de subconjuntos disjuntos

considerando para cada 1 5 s 5 n la familia. 735= {Aj¡...j,};l¡,..__j.=¡tales que,
jl<...<ja

Air-.11.= {.7:G I : rrjr e (l,oo),r = 1,...,s y x,- Sl si j 7/:jr} (1.7)

Es claro que 79,,7- (1, oo)".' Sea entonces:

‘N,

p = U pi!
¿:1

luego B = RI; —Q = UAep A.

I) Consideremos primero el caso en que |k| = 0, (k = (0,...,0)) y sea
m. e Wá‘. Elijamos un m’ G Wá‘ suficientemente grande como para que
m < m' — .L— Dado que (f)e H . entonces para k = 0, . . . ,0 y m’ existeÍ - I

Cm“) e 111+tal que,

sup |1'”""""%(/)(.1:)| < (¿H/,0. (1.8)
xEIR’i

13



Por otra parte es

sup 1:"‘4; =max su :5"l . 1.9Mi I muy él} < >

Sea.A’ E 7Del que realiza. el máximo en (1.9), entonces .A’ e 'Pa para algún 1 S
s S n, luego .A' es de la.forma (1.7). Sean entonces jl, . . . 1js las coordenadas
de A’ mayores que 1, sea. C = e .A’: .‘L‘i= 1 para i 76 jl . . .js}, luego
para a: e A’, resulta

.m .""J'1 ."lja .1,L.;l—"J'l— mi, ’“J's “á¡mc/¡Islajl---1,-,</>|5ij. 445

suplz’"’-”-%as(x)l s sup Iw"""“%</>(w)l­
:tGC went:

De esta última. desigualdad y de (1.8) y (1.9), obtenemos que

suplrv"'</>| _<_sup Izmqbl 5 sup |m"‘l"‘”%(,6(:c)| = 75,,0 S Cn”), (1.10)
:L'EB mEA’ :L'C-Illï '

con lo cual (f)resulta ser rápidamente decreciente.

Demostrelnosahora el caso general por inducción sobre

II) Sea k e Wó‘tal que = 1. Sea entonces k = (O,.. . , 1,. . . ,0). Dado que
Ó e 'Hy entonces para. cada. m' e WS, 'fiww) 5 Cmgkcon lo cual tenemos

sup lx’”lT"'{x""%</>(a;)}|< lelk. (1.11)
.126mi;

Luego, aplicando la, fórmula. (1.5) en (1.11), se obtiene que

I Do .1:

sup :c'"x'rá (bkn-4;? + bk,k
:I:€III:

<Cm,k_xk

Luego, para todo :1:e 1121:,se verifica.

l-‘b‘1"'_k.'t""_ábk,kDk</>(”5)I_ lxml-2kx‘I‘-% bk,o S

lll



I_. _ _¿ . '_ . _ _1
5 lxm k”; y 2 bk.k DLÓÜL‘)+ i‘m 2k"? " 7 bk.0¿(ill < thk;

con lo (tual,

Imml.-km—-/L—% Cllm1nle2km-n—%_l_C,

b. C, . , . I_ . _ -1
donde C’ = y C = Dado que (l)e 'H,lel termino lrv'" 2ka;" ïqb(.'v)l
en la desigualdad (1.12) esta acotado para m’ —2k 2 0. Concluimos entonces
que para cada m” E HVó‘con m” Z k se cumple que,

Ixmuxflhá <CII

para alguna constante C”. Sea m E INó",elegimos entonces m” tal que
m. < m” —¡1.— y m.” 2 k. Con el mismo procedimiento utilizado en el caso
k (l ('on('luin'ms que

lx”‘Dkq/>(a:)| < C,,.‘,;..,

para alguna constante Cm,k.

III) Sea k. e lNó'. Si gbE 'H,l entonces para todo 1n’ e INó":

mii/¿(45) = sup :cm'Tk{a;_”’%45(a,-)}I< le’k. (1.13)
2€ IR:

Aplicando nuevamente la. fómula (1.5) en (1.13) obtenemos,

< C1n’,k u

k j
Jn: _ _l D (fi
a rc" 5{E bum}j=o 1'

para todo :ve IRÏ. Luego, resulta

k
_m' _—¡1-:}D Ó _ _1n’ .--[l-r} .

ka‘JL .1, —:vk .‘L .1, E ka —-—m2k_jSJ'Sk

k j
, _ _¡ D 42

mms:" ¡{Z ¿bw-21:}j=0 iv J

deducimos entonces de las dos últimas desigualdades que



x""‘kx"“%Dkwls EmuIw""‘2“'jw""¿DW + Demi. (1-14)
J'Sk

h. - (""1 . .
donde (ika-= y Dk'm:z fi. Analizandola suma de (1.14), vernos
que las derivadas (le orden j de 45corresponden a. multiíndices j tales que
|j I < con lo cual por la.hipótesis inductiva Djrl)es rápidamente decreciente
en el infinito. Luego, puede verse que |1'”"‘2"'+jx' "¿qufl están acotados
para .1:e B de la misma forma que en el caso I) para m’ que verifique que
m’ —2k -l-j —¡L—á 2 Opara todoj tal que O 5 j S k. Obtenemos entonces
de (1.1/1) que pum todo 1n’ tal que m’ —k - ¡L— 1 2 I: vale que,

II1nI_l.-z—p—%Dkq5IS

Concluimos, con el mismo I':L'/.()1m.n'iieuto(¡ue se empleó para el caso k = 0

que dado m E [Ná' se tiene,

Im11le(/)I S II1n'-km—p—á-Dkqsl S Cr

¡oli­
IV 2:­pam .1:e B, con tal que m < m' - k — ¡1.— á y m’ — le — [.L­

Corolario 1.2.1. Si (¡5E Hp y u 2 —%entonces qfie “(1121).

Demostración. Si qSE H,“ 75,0%) < C, entonces (¡(3) = :v”"%qfi(:v)es

acotada en IR}, Concluimos entonces que qfi(:v)= :E”+%\I’(:E)también es
acotada en ¡[21 para [L2 —%y por ser rápidamente decreciente en el infinito
q‘)G “(I/21).

Ü

Lema 1.2.2. 'H,J es completo con lo cual resulta un espacio de Fre'chet.

Demostración. Sea {qfiu}uGNuna. sucesión de Cauchy en H”. Entonces
dados e > O, m, k e Wc’,‘existe Nemk e W tal que si ¡1,77_>_Nefln'k es

7iii,k(4’u'_ 471))< 6-

En particular si m. = 0, obtenemos,



sup Tk{.'v_‘5'—%(</7ll— db,,)(.7:)}| < E, V141; 2 Ne'o'k. (1.16)
:cG Ing;

Veamos que para. cada, multiíndice k, {Dkqbuhgv converge uniformemente
sobre compactos K C 1721.

I) Consideremos primero el caso k. = O. Sea E > 0, K C II Ï',‘compacto, sea.
M = lnameK Irc/“HHy sea 6’ > 0 tal que E’M < e. Dc acuerdo con (1.16),
para 6’ y k z 0 obtenemos,

sup :v‘“'%(</>., — d),,)(.1;)l < 5’, V147; 2 NE,_0_k.
{HGIR:

En particular, para. :ve K, resulta.

_ _¿
la;1‘2(4;u— < 6',

y sc concluye que,

dm—afin)(-T)I< Wie’ < e vw; 2 NW.

. ' . . . . 11
Luego, {c/>,,},,GNconvel ge umfmmemente soble compactos en IR+.

II) Obtenclremos el caso general por inducción sobre Aplicando (1.5) en
(1.16) resulta que para. todo :ve R1 vale

k .
_ __ DJ 4511-4) 1"

¿vu i{z;)bk’j—( www-7.17“ < 5', V141;2 NCI'O’k.

Luego,

fb' ¡lu-,1.- _2k_j _
j<k 3' '

S
¿UM-j

k .DJ —- .'

I-¡L—%{ZkaM}¡ < El, VII,”2 Ns',0,k'j=o



En consecuencia,

. b .­

ID‘MU- «bn)(x)l< Z b“

I

_ II-k-I<ÍI)Í(ÓU_ _¡_E tp+á+k’
j<k IkacI‘k,k

para a: e ¡[21, 1/,n 2 Neryoyc. Luego, si K C IR’; es compacto, por ser

las funciones .17"+%+ky 12*“. acotadas sobre K y por la hipótesis induc­
tiva, IDj(d)u —(l),,)(:r)| es arbitrariamente pequeño para 1/y 17suficientemente
grandes y para órdenes de derivación j tal que |j| < Ikl, concluimos que dado
e > 0, para 1/,112 NLM es

IDk((/)U — (p11)(3¡)l < É,

para todo .1:e K. Luego, {D"'<p,,},,GNconverge uniformemente sobre com­
pactos K C 113,1. Concluimos entonces que existe (/5E C°°(IR’1) tal que
(by—>d) uniformemente sobre compactos.

Veamos ahora que 4),, —>(l) en H" y que d) e Hp. Por ser {(1),}VGNuna
sucesión de Cauchy en HF obtenemos de (1.15) que,

www-rm —«r»,me< e.

para todo a; e 1/21,141;2 Num. Luego, haciendo tendern —>oo, obtenemos,

.t"‘Tk{a;_"“%(c/>., — (¡5)(:L')}I < e.

De donde

71,:1,k(d)ll_ < Ei V” > Ne,m,k‘

Luego (¡Su—>d) en HW Por último, veamos que db G HW Vimos ya que
45E C°°(ÍR’4‘_),sean ahora m, k multiindices y un e > 0 entonces de (1.17) y
por propiedad de seminormas tenemos,

71Í,._k(q5)S mua) + mdd» —05)< muy) + e,

para todo u > N¿_m_k. Dado que 4)., e H" para todo 1/, concluimos que
4) G Hu.

El



Ejemplo 1.2.1. Consideremos el caso n = 1, [.tG IR, entonces la función
1 .

d) : 1124.—vC, 1/)(rv) = Ifl+78_"‘2 pertenece (t H".

En efecto, dado k e W entonces tenemos

(rL'_1D)k{x"‘_%1/)(x)} = (-1)k2ke_"’2,

luego;

7:;,;k(1/¡)= sup |:v'”(a;"'D)k{x-"—%d)(x)}| < oo, Vm, k e W
IGM...

., _ 2 , . .
por ser la funcmn e 'T rapidamente decrecnente. Para cl caso n > 1 haremos
la siguiente observación:

Observación 1.2.4. Sean. (pi: IR+ —>C tal que (¡Sie H,“ para i = 1,... ,n.
Entonces la.función (I) definida, por

N

(DCI/1,. - - pm”) = H (pi(a;i)
i=l

pertenece a.Hy con n = (nl, . . . ,p").

En efecto, <1)e C°°(HÏ’_;), pues 45,-E C°°(IR+) para i = 1,. .. ,n. Además, si
k,1n son multiíndices, k = (k1, . . . , kn) y m = (m1, . . . ,mn), entonces

75;,k(‘Ï’(-ï)) = SUP =
112€IR:

l 1 nm ,m k k ,‘Ill-ï fiin-5
zll...rtn“Tn"...Tl’{:t¡ ....‘Ln “ox-(zm)¡:1

m m k “¡ln-á k _M_%
z SUI)Im]l... .‘B,"‘T,l"{.’vn ([51,1(.'U")}... T1¡{.131 =

:cC-IIEÏL

n

= supH
_. -_l

enn min‘Tiki{xi"l ïÓi(xi)}| < 00’5': +i=l

pues gb,-e 'H,H parai = 1, . . . ,n, con lo cual (DE HW

Ejemplo 1.2.2. Para n > 1, la función:

l — '2 M4")- [4 +l _ .2 2
= (¿JH-26 In‘l = ¿El 2 ___¿ll-n" 2€ (:I.¡+...+:c,¡)‘

pertenece a.HP



Inmediato a partir de la. Observación 1.2.4 y el Ejemplo 1.2.1.

Proposición 1.2.2. Sea. {Ci}i=1,...,nla. base cano'nica. (le IR" entonces para
todo q par, q E IN vale que HHH.” C 'H,. para. todo i = 1, . . . ,n.

Demostración: Consideremos el caso q = 2, de donde se infiere el caso
general con un argumento inductivo. Sea [L-|—261-= (¡L1,. . . “ui + 2, . . . , un)

y 4) e Hfl+2ei y sea k e W", k = (k1....,kn), utilizando la fórmula. (1.3)
obtenemos

www-¿(mn = Tk{wÏa=_(”+2c‘)_%<fi(-'Ü)}=

k

= Z (i)Tk-j{x-‘”+2°i>-%</><x)}NIE}. (1-18)j=o ­

Los términosde la.forma son nulossalvopara los multíndices0 y ei.
Luego, volviendo a (1.18), obtenemos

Tk{a:_ ’id)(:v)} =

= T°{x3}T'°{z-<”+2°i>-%as<x)}+ ire-{em-eiwen-w» =

= xÏTk{x_(“+2°‘ "%o(rc)} + 2kiTk’""{:v_(”+2°‘)_%o(x)},

donde = 1 y = ki. Multiplicandopor 93’",m e IN”, resulta

2e.- -2e¡
me) s fiinzchkÜ/Ü + 21:1:75:k—e¡(4’))

con lo cual (l)G H” y 'H,‘+2¿.¡ C 'H,I .

El

Observación 1.2.5. DURÏ.) será el conjunto de lasfunciones pertenecientes
a C°°(H?.Ï¡‘_)con. soporte compacto, y ¿'(lHLÏ) sera'. el conjunto de las funciones
pertenecientes a.C°°(]R’;). Se cumplen las siguientes propiedades:

'D(] C H" para. todo ¡1.G IR”.

ii} BUBLE) no es denso en. H”.

Para.cada.[LE IR”,H,l C SUR}; AdemásH" es densoen 8

20



La primera afirmación es inmediata teniendo en cuenta que la. función

:vak{a;-“‘%q5(:v)},

tiene soporte compacto para todo par de multi- índices k.y m y (l)e D(Hï1).
Para demostrar la segunda afirmación consideremos la función del Ejemplo
1.2.2, \I¡(.1;)= INR-¡"42, y veamos que existe un entorno BWpara el cual:

3,, mou/23:.) = 0) (1.19)

Sea

1

BW= e H” I75,0“S- q’)<

Si á e 'D(ÍR’+')con soporte K C ¡RL entonces resulta

vaca —w) = sup ¡zw-¿(am —mmm 2
a'EIR';

2 lz’”‘i(€(x)-‘I'(ar))l= sup Ic"”"2|=1­
:I:C¡Hg-K msm-K

Luego (1.19) es cierto con lo cual deducimos la no densidad de 'D(Hï;‘_)en
Hp.
La tercera. afirmación se deduce inmediatamente observando que 'D(Hï’1_)C
Hp C ¿(IRD-y que 'D(Hí'}_)es denso en ¿(1121).
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Capítulo 2

El espacio H’M

2.1 Propiedades de H’fly relaciones con otros
espacios de funciones generalizadas

Observación 2.1.1. H,“ ,a e IR, con las seminormas 75m, es un espacio de
prueba sobre ÍRÏL([10]. CaplI, 52.4), paes satisface las siguientes condiciones:

(a) Si f e H” entonces f G (.L'°°(II?’4';).

(b) Hay una. coleccion numerable de normas que hacen que H“ resulte un
espacio completo.

(e) Si {</>,,}.,GNconverge en. H” a cero entonces para todo k G Wó‘,
{Dkqfiyhew converge a cero uniform.emente sobre todo compacto con­
tenido en ¡RL

Esta última condición se infiere de la demostración del Lema 1.2.2.

Deliotai‘cmos con H’” al espacio dual de HH.

Observación 2.1.2. HQ, es completo.

Se sigue del Lema 1.2.2 y ([10], C3411, 51.8, l;.1.8-3).

Proposición 2.1.1. La conmemenmïaen 'D(IÍ?.Ï¡’_)implica la convergencia en
H“. De esto se deduce que si f G H’,‘ entonces la restricción de f a 'D(H2’.¡‘_)
esta'. en 'D’(IR.Ï¡‘_).

Demostración: Tomemos una sucesión {qSV}VENen D(IR’+‘)tal que 45.,—>0
(para. 1/—>oo) cn 'D(IR'}_).Entonces existe un conjunto compacto Ko C R1

22



tal que sop(</).,)C Ko para todo u y para todo multiíndice j, qufiu converge
uniformemente a 0. Veamos que {rfiy}uGNconverge a 0 en Hg. Sean m, k
multiíndices, entonces

k j
1 D 45,m _—¡1—- V

1 1 2Emu-.27,­
j=o l

“¡ILL-(dm) = SUP
:1:GIH.Ï.'_

mmTk{:z:_"_ %</JU(.1:)}l = sup
.1:GIR,ÏL

Il. k

5 sup zIbk,j||mm_"‘%"2k"‘¿’||DJ</>L,IS sup ElkaIIl/Ik_,n¿|D’qiul,
376]”: j____.0 13€¡(o

donde Mim,“- =—suprK0 Ix”"’ ‘i’zkl'jl. Luego, 'yffl'kfibu) —vO (para 1/ —>oo)
con lo cual QSL,—>O en H” para todo [L E 1‘ n.

La segunda afirmación se deduce inmediatamente ya que si f G H'H y
{4)1,}.,€N es una sucesión tal que 45,,—>0 (para r/ —+oo) en 13(1121) entonces

(¡Su—>0 cn H,“ con lo cual (f‘qiy) —>O y f/D(ÍR1)€ TDK/121).

El

Observación 2.1.3. Para cada u G If”, H# C ¿(l/21). Además H,J es
denso en. ¿(1121)

Esto se deduce inmediatamente observando que D(IR’_¡"_)C 71,1C 8 y
que 'D(IR1) es denso en ¿'(ÍRÏi).

Proposición 2.1.2. La topologíade 71,.generada por la familia de seminar­
mas {’yfi,_k},,¡,ke¡Na definidas en 51.2, es más fuerte que la topología inducida
por 8(IR.’;_).

Demostración: Llamemos S a la familia de seminormas {7,‘,‘I_k}m,ke¡v¿nen
Hp y T2 a la topología generada por la familia S. Llamemos T1 la topología
inducida por la topología de ¿(I 1), es decir T1es la topología generada por
la familia de seminormas R = {7;(I,k}kGWv-'Klec,donde C es la clase de los
subconjuntos compactos de l 2:1,que satisfacen a:

7¡\n,k(1/)) = sup IDH/JI, para 1/!E ¿(I/'11), k E INS‘,Kl G C.
:EGK‘

Para demostrar que T2 es más fuerte que T, veamos que dada p e R existen
finitas 71, . . . ,71. G S tal que para toda q‘)E H,l se verifica:
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Mas) S c(71(d>) -|- . . - >I-71-(</>)) (2-1)

para alguna. constante c, (c y 1' dependen de la elección de p).
Fijemos un compacto K’ y consideremos primero el caso k = 0. Dada. d)E Hp
obtenemos

.l. _ -1
7KI‘O(4>) = sup |D°q3(:c)| = sup [IM-2:12 2<,f>(:z:)|S

mGK' :tGK‘

5 co sup |z_”_%q5(:c)|,
:L'GK'

L
donde c0 :- supmeK, las/“2|. Luego,

_ -1 _ -1
’YK',0(</>)S Co SUP I-‘B “Mi?” S Co SUP Ifb‘ “¡Á-TH = Co'ïrÏoW).

zGK' msn;

resulta entonces que (2.1) es cierta. para p = 7,0,0.

Veremos el caso general por inducción sobre Ikl, para un compacto fijo K’:

I) Sea k e Wó‘, = 1, k = ei, y sea qSe 'H,n teniendo en cuenta la fórmula.
(1.5) obtenemos

qub _ei
. — —l — _lrm-"w}= “iz. ’J:

D“

= z-¡‘—%{be¡,0% + bei.6i—qb})a: I mel“

luego,

De‘aí = 9;.- 1 z”+’Ï‘T°‘{.'v-”_’Ï‘Ó} — baño i},bene." e¡,e.- a:

con lo cual,

"mua-(45) = sul) |D°‘</>(rv)|S
:cEK'
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< be.-,0c1 sup [miT“‘{x_”—áqfi}l -l- c2 sup IQSI=
:cGK' :cGK’_ bChCi bcnei

bc. o
= Cl film-(45) 'l' 62 7I(',o(</'>),

c.-,e¡ c.-,c.­

l . . .

donde 01 = suprK, |rv“+ï| y cz = supmGK, . Utilizando la desngualdad
obtenida para el caso k.= 0, se sigue que

bc.-,0

cl 7;,m(‘p) _l_ b'YK',e.-(</>) S 02 Co75,0(Ó)­
be.- ,e.- Ci ¡ci

cl)
b - o

Sea c = max{ b-‘Ï c2c0}, entoncesí(’CM.‘

7K’,e.-((/5)S C{Plá-pio»)'l'

II) Sea k un multiíndice, supongo (2.1) cierta para p = 7K:_k:con |k’| <
Utilizando nueveuncntc la fórmula (1.5), resulta

. DJmw} = Zbkm‘”
j=o x"

-J'

para dBG H,“ entonces vale

u+l .. .1'

chp = wk{—zb2Tk{a:’fio} —Eli" D Ók,k J'<k bku" ¿Eme-J

Tomando supremo sobre K’ a ambos miembros de la última. igualdad, y
utilizando la hipótesis inductiva se ve en forma. similar al caso lkl = 1, que

.- . .. - v -. - . u Ii
existe una constante c y una familia finita de semmOImas 7ml'kl, . . . ,7mnkr G
S tal que

'YK',k(4)) S C (751,,k,(</>) -|- - - v+ 7ÍL,;;,(4>))­

[:1

Observación 2.1.4. De la proposición anterior se infiere que la conver­
gencia de una sucesión. en H” con la topología generada. por la seminormas
{71;1k},,1.k€¡v¿nimplica. la convergencia con la topología inducida por 8
De esta, y por la densidad de 71,. en ¿(1121), sc deduce que 8'(IR’_¡‘_)C 'H'p
para todo [Le IR” ([10], 51.8, teo.l.8-2). '
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2.2 Funciones generalizadas regulares en H’fi

Veamos ahora una caracterización importante para las f G H'u. Para, ello,
definimos una familia numerable de normas en H“ dadas por

[l __ . lvl .

p1‘(fi) "' 033,?¿‘ST{71HJC((I5)}' 1 e

Para cada 7', pk es una norma pues 75.0 lo es. Entonces, por ([10], 51.8),
para cada f e H’" existe una constante positiva C y un entero no negativo
r tal que para toda (/JE H” se satisface

¡(MS)! s Cptfw). (2.2)

donde C y 7*dependen de f pero no de (¡5.

Esta es una condición necesaria y suficiente para que f pertenezca a. H’fl.
Utilizaremos esta caracterización para demostrar la siguiente propiedad:

Lema 2.2.1. Sea,f : HT; 2-» C una. función integrable sobre cada. compacto
K C I Í; f G LïmURïjj tal que f es de crecimiento lento en el infinito
(ie. existeunnúmeroentero1' talque = cuando —>oo)
y x""'%f(n;), ¡L e IR”, c5 absolutamente integrable en Q = (0,1)” C R1.
Entonces, f define una función generalizada regular cn H',, dada por:

(f,<i>)=fm ¡(mm-Mx, «sem.Il
+

Demostración: Sea 45e H,“ Q = (0, 1)”, entonces,

¡(mm= | m ¡(wm (al s

s |/Q ¡(wm (za-I+ I/RH ¡(mmm «al. (2.3)

I) Analizando el primer sumando de (2.3), obtenemos:

le ¡(w)<b(n:)dal =s M2 x'*-"%j(x)x-"-%«»(x>dal s

5 75,0(05)fo ¡mc-mmm s Guaco), (2.4)
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donde hemos utilizado la hipótesis de que .12“+%f es absolutamente inte­
grable en Q.

II) En el segundo sumando de (2.3) obtenemos:

I/m'l-"QHIM“) dmlS I./(nzïl_Q)r-n{lmlsnl]mwájuhw-áflm) dxl'l­

-|-I/(M:_Q)n{lml>M} da". (25)

Dado que f e LïocURi) la función :c"+%f(a;) es integrable en el conjunto
compacto (IRÏL-Q)ñ{|a:| 5 M} ( observar que :v’H'iestá acotada en cualquier
compacto K C IRÏ,‘_).Luego, el primer sumando del segundo término de la
desigualdad (2.5) se halla acotado de la siguiente forma:

¿Jl-"á .-.--u-% .- 1;: <0 " 2.6
I./(III1—Q)fl{l:cISM}L “ul </’(7')“I— 270.0, ( )

. l

dolido ¿"2 lj(lltï;.—Q)n{ImlSM}¿“TH-T) (“l­

Por hipótesis, existe un número entero 1' tal que If = 0(Ia:|") cuando
—>oo (sin pérdida de generalidad, podemos suponer que 1‘es positivo y

que r -I-n. -l-1 -= 2q donde n es la dimensión del espacio). Esto significa que
existe M > 0 tal que < Cglxlrpara > M. Además,teniendoen
cuenta que (b es rápidamente decreciente en el oo, obtenemos del segundo
sumando de (2.5) la siguiente desigualdad:

I/("ïï-lel-TDM} f( ) ( ) I 3 ("Ü‘Qhflbel I I I ( H

y . 1-4-n+l . —(n+1) . '_ .
al 9' 3' .L da, <
h/(mï’an{lxl>M} I I I l l‘P( _

S 6.3 SUP {lxlrul-u-I-ll(/)(I)l} le"(n+l)
¡aga-Q (Ing —Q)n{|:c|>M}

Sabiendo que

27



. 1_. _ .2"_ .2 2¡mr+"+_|.m|2q_(|.z|)_ z
15111,...iq5n

y Leniendoen cuenta la.desigualdad (1.10) del Capítulo 1, existe un conjunto
finito de multiindices I", tal que

._ r+n+l .. < l‘ _
IIÉÏPJM Id>('b)l}_ z 7111,0(4’)mGI‘

Luego,

1245.7;dx SGC .
In/(IIf-fL-Qmflxb/w} f( ) ( ) i 3 41g'7 :,o(<l5)

fi.1'malmontc ochncmos

¡(L 05HS €175,09” + C2750 + 0304 z 751,0“)
mer

de donde j e H’“.

El

Observación 2.2.1. Probamos en el lema anterior que bajo ciertas condi­
ciones una.función f : m: :—>C genera una función generalizada regular en
H',“ para. todo u e IR". En el caso en. que p e IR" y ¡L 2 —%,f e L1(R’_}_)
entonces f genera. una función generalizada regular.

Consideremos f e LIURÏ.) Y 4?E 71,, Dado que [L2 —%,es decir p,- 2 —%
para todo i, ¡L= (pl, ..., un), podemos elegir un m entero positivo tal que

l
11:“? < Irvlz’”,entonces,

=l/nn (lxl=
..—_IA" m#+%le-21nf(x)Izl2mm-fl-%Ó(m) (¿xl S

. .2m _—¡¿_% ‘ _

s mol ¡al ¡.2 ¿una

De la misma forma que en la demostración del Lema 2.2.1, arribamos a.
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lmlz"‘lx‘”‘%ó(w)ls z visites),
m'GP

para. todo a; e 1/21y para. cierto conjunto finito F de multiíndices. Luego,

¡(MM s c Z 753,144).
m'GI"

de donde se deduce la. continuidad de f .

Observación 2.2.2. H“ puede ser identificado con.un subespacio de 71’“ si
1

lt Z "'5­

En efecto, si f E H” y [LZ -%_,por Corolario 1.2.] entonces f G L1(Rï¡‘_)y
por la. observación anterior f E 'H’w Veamos que esta inclusión es inyectiva,
es decir si f,f’ G H,‘ y f 7’:f’ entonces difieren como miembros de H’F. Si
f yé f’ entonces difieren en un punto y por ser continuas, difieren también
en un entorno l C E21. Luego, podemos elegir 45e 'D(I 1) con soporte en I
tal que (f, gb) :/—-(f’, 4)), luego difieren en H’p.

Ejemplo 2.2.1. Sea. a e l 1, y sea 1/ un iilultiz'ndice, entonces la.función
6M —a) definida en Hp por:

(6%- —a). v5)= (—I)'"'4><")(a), </>e Hp

pertenece a.H'“, (observar que 6(")(:r —a.) E 8’(”Ï1)).
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Capítulo 3

o /Operacmnes en HH,y H ¡L

3.1 El espacio (9

En esta. sección estudiaremos algunas propiedades (le un espacio de mul­
tiplicadores de los espacios H“ y H'”. Sea. (9 el espacio de las funciones
0 G C°°(IRÏ¡'_)que satisfacen que para cada inultiindice k existe un número
entero 11ktal que

_ 2 1 k .|(1+|.7,|)"‘T0|<oo VmEIRLÏ.

Observación 3.1.1. El producto de dos miembros de (9 es un miembro de
(9.

En efecto, si 0,0' e O y k es un multiíndice, k = (k1, . . . , kn), entonces por
fórmula (1.3) del Capítulo 1 se tiene que

Tk{0.l)’}=
k.

j=o 7)TJ'0.Tk-J‘0'. (3.1)

Dado que 0 e (9, para. cada. multiíndice j, j = (jl, . . . ,jn) existen enteros n,­
tales que

|(1-l-|:I;|2)"‘J' Tj0| < oo Va; E IR’L

De la, misma forma, para. 0’, existen enteros níhj, tales que

|(1+|x|2)"L-j 'I'*'-J'0’| < oo Va: e 1123;,

30



Elegimos entonces un entero mk con mk < min OSjSk{7lj+ nLj} con lo cual
mk — (n,- -I-71L_j) = rj con rj < O, luego,

¡(1 +!:1:|2)"'“Tk{0.0'} =
k

z< )|(1 + |.1:|2)"‘*Tj0.T’°‘j0'gj=0

Í:

j

k

Ísa
j=o )|(1-|-lw|2)”||(1 + IIIZ)""1'j0|-I(1-|-ImI2)"“-"Tk’j0'|,

y esta. última. expresión resulta. acotada por la.elección de nj y n24 y por ser
7'J-< 0, dc donde 0.0’ E 0.

Observación 3.1.2. 5710e (9 y (13e H” entonces 01/)E Hy.

Consideremos 0 e (9 , qSe H” y m, lc multiíndices. Aplicando (1.3) obte­
nemos,

lx”‘ÏFk{.1:‘”_%0</>}l =

k 1; . ..

z ( _)T10.T*-J{x-"-%qs}j=0 J

Para cadaj elijamos nj entero tal que |(1 -I-lez)"1' Tjül < oo Va: G B1.
Luego,

II"‘T“{w-”-%0w}| =

S
k

k . . _

= mmz(1+lx|2)n,-T10_(1 +Iml2)—anL-J{x—j=0

k.

j )Iu + ¡mmm-rial I<1+ In:I2)'”ïx’”T"'j{m'"’%Ó}I"

Observando la última expresión, vemos que si para algún j, n,- es positivo o

cero, entonces |(1 + Item-"1' 5 1, de donde para esos j,

+ le2)—njmek-j{x-M'%Ó}IS 7xl’k_j(qs).
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Para los nj negativos (-nj > O),existe una familia finita de multiíndices FJ­
(depende de ni) tal que

_I_Im|2)—njl_mTk—j{x-Ii-¿afllí z Imaka-j{m—h—%qs}|S
«¡J-GI“,­

S z flex-Ad?)­
ale‘j

l" ' ''inalmente, obtenemos que

J=0

k
nl. 1' — —l k l­

IÍL'7,135 ’04?“ S z < .)Cj( z fija-1'01”), (3-2)' J «¡en

donde CJ- satisfacen que |(1 + lrL'IZ)"J'Í1'j0I< CJ- para 0 5 j S k. Entonces
0% e H”.

Lema 3.1.1. Sea 0 e O, entonces el operador (¡5I->04) es continuo de H,¿ en
si1nis1no. Ademas su. operador adjunto f H 0f definido sobre H’” por:

¡EH/[1|ÜEO)ÓEH[H
es un operador lineal y continuo de 71’“ en sí mismo.

Demostración: La continuidad del operador (/9H 0gbse deduce directa­
mente de la desigualdad (3.2). De ([10], 51.10, t.].]0-]) obtenemos la con­
tinuidad del operador adjunto.

El

Observación 3.1.3. El espacio O de multiplicadores de H" y H’F es un
espacio vectorial topológz'coy de Í-Íausdorjf.

En efecto, si definimos en O la familia de seminormas,

{pitthJ Z7n‘l e "V61! G BF},

donde B” es la clase de todos los subconjuntos acotados de Hp y

píí¡,k,3(0) = :tclg7'{Í.,k(0r/>). (0 E 0). (3.3)
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y teniendo en cuenta la desigualdad (3.2), resulta

k .

7ii1,k(0(/’)S z Ci( z 7g,k—j(d’))ij=0 GGI‘J'

para 0 E (9, gbG H,_,,m, k multiíndices y donde Cj dependen de 0 (y de j)
y los FJ-son conjuntos finitos de multiíndices que dependen de j, m y de 0
(pero no de (/>). Luego, para cl)perteneciente a un subconjunto acotado de
H,“ toda seminorma está acotada ([7], t. 1.37), con lo cual las seminormas
(3.3) están bien definidas.
Probemos ahora que (3.3) forman una familia separada dc seminormas. Para
ello, consideremos el conjunto Bo e 13’,HBo = {dm} con 420: —>C,

__¿ __l=rl2 _
(/)o(a:)= rr’“ ze 'ï , entonces, Bo es un conjunto acotado en Hg. Veamos que

¡1 _ . Il _ _ .
pmpynoes una nouna. Sea 0 e O tal que pm’mnnw) —0, entonces

1 t l 1m I —t-l
Pino/30(0) = Sul) 71,1,o(0«/>)='ï!,..,o(0</>o) = 5‘11) la: ¡"{w ’ 20<l>o}| =

meno mella:

mi
sup |.1;’"c‘ 2 ()(3;)| z: (),

.1:G"if:

de donde 0 E 0 y pitl’o’Boes una norma en O. Concluimos entonces que O es
un espacio vectorial topológico de Hausdorfl ([7], t. 1.12).

Lema 3.1.2. Sean y Q(:v) polinomios (la una. variable que no tienen
7 2

raíces cn 0 5 .1;< oo. Entonces e 0 para. .1:= (.1;¡,.. . ,12") G IR".

Demostración: Demostremosprimeroque e O. Sea k e WS,
- = (k1, . . . , kn), entonces

TÏ{P(la=|2)} = T1{2P’(I2I2)} = 22P”(Ia:I2);

en cl paso k1 se obtiene que

TÏ'{1’(I-rl2)} = 2"'P“"’<Ixr>;
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además,

T52TÏ‘{P(I-v|2)} = 2k‘2k2P(k'+k”(IwI2),

luego,

7*Üïhñ}=7THHTPÜWMÑ}=2WP“WhF)

donde Pl"I indich la derivada. IkI-ésinm (lol polinomio l’. Entonces, dado k
un n'mll.iín(lico, elijo 11k> gr(l’(“"|)), 11kanero, y ol.)l,cnomos que

1 . . o

2ILIp(lkl)(lxl-)<oo,1+ ll‘lz)’

r o

con lo (11ml, I’(|n;|') G O. l)(nnosl.r(‘.n'los nhoru. que.
la. misma forma que antes resulta

T"{%(|xl2)}= 2'k'(%)lkl(lw|2)­

La derivada IkI-e'simade tiene la forma. donde g1'(N) < g7'(Q2lkl)y

algún} e 0' De

por hipótesis Q no tiene raíces en [0,oo) con lo cual se deduce que Quid) e O,

y por la Observación3.1.1se concluyeque e (9.
CI

Lema 3.1.3. Para todo 1' = (1'1,...,1‘n) con ri E Wo U W“ y ¡.LE Hi" , la
función. h. : Hp -> HH,- tal que 11(45)= :c'qb es un isomorfismo (sobreyectivo
Consecuentemente, el operador h’ : 71'“, —>H'", dado por h’(f) = :v'f para
f E 'H'M.“ turf G 'H'fl definido por

("Trfl = (f) “irá/5)» e H1.“

es un. isomorfismo (sobreyccti'uo

Demostración: Sea q‘)E H,“ m y k mnlhiínclices,entonces

Im”'Tk{:v4"”)' "Tb
. .- -1

sup 'up Im""1""{.7; " 2qS(a:)I < oo,
mGIRf'F mel/If;
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por lo tan to,

+ ' l
751,;(31 = 7:11,k(d));

luego :L'Tf E HH”. Además, por (3.5), h. es continua. La. función h,’1 :
Hu“. —>H” definida. por h"(q5) = 3:44) también es continua, con lo cual
queda probado que h es un isomorfismo. Se concluye que h’ también es un
isomorfismo por ([10], 51.10, t. 1.]0-2).

El

3.2 Los operadores NW-y MW­

Scan [L :r' (ul, . . . ,¡L,,) con ¡1.1-G II?,1Í 1,...

los operadores diferenciales:
., .1: (url, . . . , 2;"). Definimos

l‘i'i‘á-a-¡v‘I-‘i—%
o NW: = mi mi. 1 ,

M __ a w;° ¡1.i'“-'"i gli i

donde,

__ .__ ¿.. _
Mmi‘f’L‘l'iM á ..{x;'F;Ó(3)}'

Definimos también el operador integral N}, de la.siguiente forma:

1¡- l . ,o H[:2t’”"%qfi(.1:1,...,t,...,mn)dt.

Lema 3.2.1. Los operadores NW- : H“ —»HM.“ son lineales y continuos.
Resultan ser también isomm'fismos (sobrcyectivos) con inversa N”:



Demostración: Sea (¡5E 'H,H veamos que Nwdi E HM“. Observemos
primero lo siguiente:

Nm= = am}.
Sean m, k multiindices, entonces

7,1/:'<:I:=¡(N’"i4)) SUP Imnulvk{m“(ll-l m)‘%NIl'¿(/)}I =
:cc- Ilf._'¡’.

= 511])
:IÏGmi".

miisz{m-(u4-Ci _%.1;“+%78 {32’ _%</>(-"3)}}I=(.‘Bi

sup ImmTf" . . .’/‘¡"'l{1}." i{n:””"‘%</>(n:)}}| =
:BG Ilf._'¡'_ ("vi

. . _ _1
= sup :v""íl‘,’{"...TÏ‘{Ti{9Ju ¡(“3””­

well:

Por la Observación 1.2.1, concluimos

" í 'n ‘kí" " ' ."‘ “l
71:11,?(qui)= sup MT: “.71. “...rf1{a. 2q5(x)}|=

:cGlRï

= 7iit,k-I-c.-

Luego, N,44) e Hfiflí y de la igualdad anterior deducimos la continuidad de
Nm­
Analicemosahora Por definiciónvemosque está definidopara.
toda 4) E H” y para todo u e IR”. Veamos entonces que el operador lineal
N}; : HH...“ —>H“ es continuo. Para ello, hagamos primero la. siguiente
observación:

-1 _. "Hd mi -#i-a's . . _Np,iÓ_‘lvi t‘ (l)(a'l)"'lt)"'l:l'".)dt_
CX)

l .1:¡ _#l_l _ ._¿ _l_¿_l

:IEIA-Fz/ {El ul 2...3", n ïÓ(HÏ1,...,t,...,.Ï-n)dt..00

Sea 4) E HH...“ y scan m, k. n'mltiíndiccs con k. 2 ci, Observemos que,
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¡1.1'7'k{m-"’%N-‘ }=

. _¿_¿ ,..1 Ii - -l _..__ —..—1
:T"{:c' "2.1,“2/ ml“ 2...t. " ¿”muy 2q‘)(:r¡,...,t,...,:z:,,)dt}=(X‘

¿ti _ _1 _ -1

=’1""”‘T¿{/ ml“ 2...¿-I*-'-%...x,."" 2«¡s(a;¡,...,¿,...,.«cn)dt}=.00

.__ _ 8 “’l' — —l __ ._1 _ "-1

:Tk “'{rcilaï{/ 1:1”12...t”‘ï...a:n“ 2q1>(:v1,...,t,...,:rn)dt}}=-¡

l l l_ I .k—«=-.—1.‘I‘l‘ï ¡In-a run-a . .
_I '{íLi .11 ...:L¿ ....'Ln. ¿(a¡,...,a,n) —

= ,Ink—c.-{I—c¡x_¡¿._%d)(x)} = Tk—c¡{m—(u+c¡)—%q5(x)}.

Luego,

75,,k(N¡Ï,.-1Ó) = SUP
IGÍR:

x'"T’°{rv’ ’iNfing -_­

= sup Imek'°‘{:I:-(”+€" —%4>(ÍU)}I= 75:1Ïic¡(Ó)­
:cG/Ri

Consideremos ahora el caso en que k no verifique k 2 ei, es decir el caso en
que ' = (k1, . . . , kn) verifique que k,-= O. Entonces,

- l 1 ' — —l —

75,1'k(N”’,-14>)= sup Ixml "{x " zNufiiqu =
ment:

= snp
.‘C‘ l l- ‘ -u— _ ._¿ —# —

:v’"T"{/ :vl1 5...t"' 2...3" " ïó(xl,...,t,...,zn)dt}|.zen; 0°

Para simplificar la notación llamemos rat = (x1, . . . ,t, . . . .xn) y observemos
que cl operador T" puede sor introducido dentro dc la integral, por ser la
función 4')junto con todas sus derivadas rápidamente decreciente en el infinito
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(recordar que ki = 0 con lo cual no interviene la derivación parcial respecto
a- Luego,en la última igualdad se obtiene:

1'.‘

73:..,,..<N,:,2«s>= ¡ww/0° xï”_%d>(rc¿)a“ =
:cF.R1

= sup I/xi .'v"‘Tk{m¿-"_%gó(m¿)}dll 5 sup zrtïl‘k{mt_”_%t’ló(xt)} dtl.
326m}; - oo :CGIRÏI'. - 00

(3.6)

Observcmos que,

_ _.'_ _ _l l lII - — m — -—1 _ —u-- — +c¡­.‘L‘t“1:31 2...t#l ¡t 1...1:11n2=fl;¿(#)2.

Por otro lado,

x1": = su?” . . . ¿"W . . . x13",

y teniendo en cuenta que

mnl-l 1n,--l-.'l

tuu-I-l _ l' ' l’_ 2 ’
l -I— t

resulta

gm _ Jn] 1n'+1 ,m ,nil 171-+3 m _
al t.—1+t2(:1,l ...t ‘ Han" + al ...t‘ ...a:n")_

1 _ . .

___ (¿BIIHc. + I;11+3e.).1+t2

Aplicando las igualdades (3.7) y (3.8) en la desigualdad (3.6), obtenemos

l1- 1 . . . - ..__

f 1 I t2(x;n+c. _|_mln+3c.)TL{zt (¡1+e) ¡Ó(zt)}dt| Sw -' .

JH 1

III.'-’

75,.,k(N,I,É<fi) S Sup
1€ IR:

5 sup
3:6 IRÏL

xr+°ir"{xï‘“+“”‘*qs(xi)}|+
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_ ,1n-I-3c.- k. ,‘(I‘+‘5i)_% ¡1+c.- ¡1+c.' T‘

4 Il; T {al ó(zz)}ldt S ¿1% [7111+c.-,k((/5)+7m-|—30¡,k(95)]w 1 + ¿2di­

Dadoque (lt< oo,entonces

wifiwm) s c [751mm + 7::lï°;c..,k<«))], (3.9)

para. todo multiindice k que no verifique k 2 eí. Anteriormente habíamos
obtenido que para todo k Z 6,:se verificaba que

=
COHChlÍlllOSentonces de (3.9) y (3.10) (¡no NIN-W)e 71,, y que Nlï’il es un
operador continuo.
Por último veamos que Nw-qb= gb,para todo «fie 71,1.Sea. 45e H,“

. 1 mi

NIZiINun'Ó = "¿gd-2] t—lli—%N[l,id,(-1:i)d't'=w

r__¡ :L'.‘ . a _ . l Ii a

xi'lï L t’““¿t"'+%5{t”"’%di(xt)} dt = así"+5[0° ¿{t-"‘_%Ó(3z)} dt =

z.­

= xi“+%{t‘““%w(m)} = 05(3).oo

donde hemos tenido en cuenta que (/2es rápidamente decreciente en el infinito.
Finalmente el lema.queda demostrado.

El

Lema 3.2.2. Los operadores lineales MW-: HH“ —>H” son continuos.

Demostración: Sea 4) e HMC“ y sean m,k multiíndices. Observemos
primero que

. _ ._¡“_%i .I‘i+%. _ “Ji .+l
Mmm-¡bi 3.1;¿{1'1' 45(3)}-- ’ “¿TJ-1'” 24505)}­

Luego,
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751,1:(Mmó)= Slipt :vak{:v’"’%Mfilíqs}I =
1:6 ¡RL

= sup
IGM; mek{x-Qfl-1;{wfl+áó(m)}}l_(Ci

Observcmos que

8

¿7173" {x#+áó(x)} = ¿{m2u—p+c¡-c¡+l-%Ó(z)} =

a 2p+e-+1 —(¡1-I-c')-l_ l. l ‘ l 5 ._ =
ahh v: cam}

a . . . a

= %{x2y+c.+l}z-(#+C.)—ÉÓCE) _¡_z2#+c.+l%{x-(Iz+ci)_%45(x)}. (3'12)

Además es

a 2 8 ._ ' M+cí+1 = — 2,1144 ‘2I‘l'l'2 .2#n+1 = . 2fl+1
3,1;¿{1 } ami {1:1 . . . :1,1 “.1,” } (2“1 + 2h

y reemplazando esta última igualdad en (3.12) resulta,

a l l a_ .#+- __ _ .2¡1+l —(u+e¡)-.- _ . 21+l _ —(/.L+e)­
39,.¡{1 2w(z)}—(2u,+2>.z z wmxtzl mi? « Mm}.

Reemplazamos esta. última. expresión en (3.11), tenemos

71,:¿Ik( Minicfi) =

<= sup
seR1 mek{(2M + 2)-T-("+e‘‘%95(m)+ mai {w“”*e"’%ó(z)}}

40



. . a

s (2m + 2)75ÏE‘(<#)+ sup z’"T‘{zz-—{x’(“+°""%ó(m)}}’- (3.13)' :L'Gfilï

Analiccmos ahora el último término cn (3.13). 'I‘encn'los

¿9
Tk .‘i{I {m—(p+c¡)-%Ó(m)}}= {x_(ll+€i)-%dy(1;)}}=

É ,1‘k—j{Ti{x-(u+c¡)--%Ó(I)}}Tj{mï}, (3-14)¡:0

donde hemos aplicado la. fórmula (1.3) del Capítulo 1. Si analizamos los
términos = T31".. . Tf'{:c%},vemos que estos son no nulos sólo en el
caso en que jr = 0 para. 1' 5/:i y j,- = 0, 1. De (3.14), obtenemos

Ink-{Maia{x-(#+C¡)-%(p(m)}} =

i

xï’l‘k+c‘{z'(“+c‘ _%ó(rc)} + 2k1-Tk{:c'(“+°‘)_%gb(a:)}.

Recmplazando la última expresión en (3.13), obtenemos la siguiente desigual­
dad

7:1,k(MIl.i47) S (2m -I-2)7ÍÍ.ÏÉ‘(<6)+

xmwTHci {x—(¡;+c¡)—%fi(x)}+ 2kiTk{z—(u+e¡)—%¿(z)}]| 5+ sup
JER:

5 (2/¿11+ 2)'y”+e"(qá) -l- sup lx"‘+2"‘Tk+°‘{:v_(”+c‘ _%d5(:c)} +m,k
IG ¡[EL
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2k¿.1;mTk{:v_("+°‘)‘¿45(3)“ =-I- sup
:ceR1

= (2m-+ mmm + vïlï‘a‘c...k+c..<as>+ 2knr,‘::‘(qs) =

= (2m + 21a-+ Mitra) -I-vltgïfz‘ci,k...e..(<b);

dc donde, finalmente, concluimos que Mmm e H" y que el operador MW.es
continuo.

El

Observación 3.2.1.

1 . . . , ,' . , g -.' .
o ¡.910pm (¿(101 MW-Nfl'i . H” —+HI, ¿.5 con.l.z.7¡.u.0y (unifica. .

82 4 L2 — 1

AlhfiNufiq‘)= —( [1:32 N4).

para. (j)e H".

o El operador S” = [LM/INN” : H” —->Hp también es continuo y
verifica:

n 32 n “¿3-1
Í=l ‘i=1

para (¡5E H".

3.3 Los operadores NW-y MW-generalizados

Hasta ahora definimos los operadores:

N¡L,i 2Hu _’ Hu+cn

¡”Mi 1Hll+c¡ _’ H,“
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y vimos que son operadores lineales y continuos, con lo cual podemos deducir
que los operadores adjuntos:

I

N mi
_ I I
- H ¡ri-C.-_’ H1“

I‘ll, ZHI” _’ H,l¿+c'-¡mi

definidos por:

(NM. (fi)= (j, Nui-«m, para «pe H,.. r e H’W

(All/[1,19) = (g) A/Ip,i()0)i Para (¡oe Hui-cn e HI,“

son lineales y continuos ([10], t.1.10-1). Veamos ahora que NW;puede definirse
sobre 'H’,l como el operador adjunto de —M,¿,,-,y dc la misma forma M“,1­
puede definirse sobre H’Mci como el operador adjunto de —Np'¿. Para ello,
probaremos que NW-y —M¡’¿’¿coinciden sobre ciertas distribuciones regulares.
Si f e 'D(IRÏ¡‘_),entonces puede ser considerada como una distribución regular
en 'H’” por el Lema 2.2.1 del Capítulo 2. Sean f e 190121) y (¡5E HM“, luego
resulta

(_A/[[.,L,‘i.fl = (f) _A/I¡1,i(p) = ¿tu —f}\’[¡¿’,j(/5(lx =

¿[tu (la;'___
[o ¿”Mm —f(a:1, x,l)m;#i-%%{xgti+áó(xl, run)}¿xika-hd“ =

_/0°°__,¿ml/XM,...,xn)</>(Ii,---.mn):0
loo _ .__l_ ¡. _

_/0 ¿{Mmhuqmnhip' 2}x;'*74)(a‘1,...,xn)(lx¿]d:cl...d:vn.-1

Dado que sop(f) C 1121,entonces f(0) = 0, con lo cual f(m)<fi(z)lzo= 0 (45es
rápidamente decreciente). Luego tenemos

43



(-M,:_r-¡.qa)= f mï‘*'iá{¡<x>xï““iMmm =¡1:1

Nugifd) = (Nllfllf)
_ . Im;

De la misma forma puede verse que MW-es igual al operador adjunto de —N,¿_,­
sobre ciertas distribuciones regulares. Por consiguiente, podemos definir a
NW; y M¡Micomo operadores diferenciales generalizados sobre 'H',1 y H’Hc‘,
respectivamente, de la siguiente forma:

Niki = _A4I,lyi ,

MW: = —N;u-_ .

Los operadores NN y MW-como operadores diferenciales generalizados, son
lineales y continuos. En cl caso de MM, es ademas un isomorfismo, es decir
con operador inverso continuo, y se verifica que

Mi} = (_N;Iz,i)_l= (-MÏD'.

(cf. t. 1.10-2, [10]), y es el operador inverso a NW-definido en 51.2.
Por la Observación 2.2.2 del Capítulo 2, 'H,J puede ser identificado con un
subespacio de H’g si ¡L2 -á. En este caso puede demostrarse que el oper­
ador generalizado Nw; cuando actúa sobre H" coincide con el operador NW­
convencional, definido en 53.2. Esta demostración es similar al análisis del

comportamiento de —M¡’¿¿sobre f E 'D(II?.’_¡‘_).
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Capítulo 4

Transformada de Hankel en HM

4.1 Definición y propiedades

Dolinimos la transformada (lo Hankcl li-cliil'iensional como sigue:

Definición 4.1.1. Sea [L :- (¡L¡,...,;L,.) e l/f”, [L 2 —%, (¡Li 2 —%para.
7',= 1, ..., n), (¡5e H,“ entonces

(¡I,¿(/))(y) Mz], ..., rc") ‘/n.r,-y,-_.I¡,I.(n;,-y,¿)}(1.1;¡...(l:v,,_, (4.1)
i=lIR._'¡'_

donde .1,“ as lu. función. (le [30.950,1(le pri-nuera. clase y (la orden. ¡L1-(lada. por la.
fórmula.

00 __1 k É url-2kW22%
k 0 ..! W [Li +1; --l- ])

Por Corolmio 1.2.1 del Capítulo 1, si (f)G H" y [LZ —%entonces (¡6E Ll (1121).
Además Lenicmlo en cuenta. las siguientes propiedades:

._.¿
min-J, xiyi = O asi-“2 , cuando mi—>O"',V1ï=1,...,n, 4.2II ‘l

y cl desarrollo asinLól;ico (ver [8], fill, capítulo 9):
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H} __“m; n

-"=y; . l [mn --7Ji</>(-"¡)yil 1VÏiÍIiJmHCÜfl/i) Hh/ïjJIjJHJ-(ÍvjyjÜd-T. (4.4)' '+ j=l
jr/n‘.

donde liemos utilizado la, fórmula ¿(z-'41,) = —z"”.lu.¡_¡([9], fi17.21), para.
calcular

(9

31/1:

. .1 é) _¡_ a _ l.

:7:Iil'l'f ¿Tuf{(l‘i1/i) ¡'J¡l.-(Íl’i!/i)} = _m3yi I I'l¡¡.--|-1(-'Üi3/i)­. l

.¡'._ _¿

{1/12, 1 vïvilliJ,,¡(17,-,y¡)} _»-_­

Veamos (¡ne el procedimkmto realizado en (Il/I) es válido. Pura. ello es­
tudiemos el último integrzuulo de (4.11),

o ‘/:l:l-y¿./¡¿¡.,¡(mii/i) I[;‘=,{‘/wjyjtl,1j(xjyj)}, está acotado en 1121,por (4.2)
#1".

y (4-3);

o .1;¿</>(:1:)e [NU/WL), Si [L 2 —á, por estar acotada en el origen, como
puede deducirse del Corolario 1.2.1 del Capítulo 1, y del hecho de ser
4)rápidamente decreciente;

. , -—-¡t —.—

o la funcion 3/1-l 2 es acotada sobre compactos.

Deducimos entonces que lu, integral en (4.4) converge uniformemente sobre
compactos, con lo cual es válido el procedimiento de derivación bajo el signo
integral. Finalmente, obtenemos de (4.4),

N"""h"‘d’ = ¡"It-I-c.-(—-"5i</>).

(b) Si 4) G H" entonces NW-cfiE HMC“ luego

h‘I-l-I-cs(Nu,i‘/’):2 fm" N144) V“¡il/i JHH-l(mii/i) H{vxj3/j"w (¡cil/ind“; —+ J'=l
Hn‘

¡ri-.1 ¿7 -/u--' n
¿un mi! z ¡Mx/17m '-’n.-.I-1(9v'i!/i)H{V-ïjyj'luj(mjyj)}dm=

. _ - 1V '=l

4 51-4

0° no n

1-.A ÁH{V
. 1.:,Hi

II7
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+"/1:,-_3¿J,H+1(:v,:y,-)a y ’q5}(la:¡](l.1;¡...(ln;¿_1dx¿+1...drcn.(4.5)Lu

8

11

Este procedimiento es válido debido a que la. función

'Il

N,i,i(/>«mi! 1-JM. (mii/i) H{ x/l‘ij-Jpj (13311)}
¡:1
mi

cs integrahle en Ili’ï para todo y E IRÏL,pues N,,¿d>E HM“ (rápidamente
decreciente) y In función ‘/x¡1/¡.l,¿¡l._l(.r¿y¿)“EL, {‘/.1;_.¡yj.lnj(:vjyj)}está acotada.

j?“
Seu. ahora.

{:vï’l" n </)}(la;¿=

,1:¡ --l(X‘n

(1' ._‘..l.

[o mi" 2\/.1:¡3¡-Í,¿¡-|-l(-Ïi3/i)

(Í)

8.12,:

= \/ ¿"iz/í -’¡:,-»¡-1(1'1t?/i)(/5(3¡¡.---, 1'")
.1:¡->()

¡-|-.l

2V-Tiyi J]1.--I«l(mil/¿”(13:1-=
oo _,¡_¿ 8

—/ mi, 2(/>(.’L‘1,...,.’ïn).0
'x- “1..-1 ¿9 “Mi

-/0 331:, 2</>(-’b'1,m.fiin.)a—Ti{-Tile-Ïiiyi -]¡1H-l(-1¡iyi)}dïvi­

Hemos utilizado las propiedades

«(mi ilfl'.+1(.1:¿yi)<_l)(a:¡,..., 2;”) —>0 cuando 9:1:-—>oo,

por (4.3) y por ser (l)es rápidamente decreciente en el infinito, y

11:11,;J .H miyi (/7 501,...‘1‘1. —>O cuando 2:1--> 0,PI

por (4.2) y por ser qSacotada en el origen si [L2 —á. Obtenemos entonces
de (4.5) la.siguiente igualdad

¡"p-tm(Niuid’) Í: V“¡ji/j "[lj('1"j?/j)}'
. 0 . o j=l

#1"­

oo —Il¡-,-iv (Il) ¡IM-á

. — /0 mi </>(.1;¡,...,.1:n)ï{1'¡ drag-yt-.l,,_.+¡(:c¿y¿)}dx¿ dzl...d.1:n.. .. i

Il8
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donde hemos utilizado (b) y (f).

4.2 Un teorema fundamental

l'ln esta sección demostraremos una propiedad fumlan'iental de la transfor­
mada de l-Iankel que dice que es un automorfismo sobre H”. Escribiremos
antes algunas definiciones y observaciones.

Sea [L:- (M, ..., nn), m. un entero positivo, {(21,...,e"} la base canónica de
IR", entonces para cada i , 1 5 1'S n. , definimos los operadores

N le'l'(fll-l)(.'¡,i ° Nu-I-(1n—'..’.)e¡_io ° N]1-I(.'¡,Í° N¡1,i y
m.
[1,1'

donde MPH-Chipara 0 5 j 5 m. —1 es el operador definido anteriormente
(53.2, CapítuloJl), y ” o ” indica la composición de operadores. De aquí en
adelante omitiremos el símbolo o y pondremos simplen'iente

1V"l _—_NIH<(1"_“Chin-I-(m-mcifl- ' ' NIH'Bifll-NI-Hí'¡1,i

Si m. = O , definimos,

NM = 4;, 4)e H”. (4.9)

Observación 4.2.1. Si d)G H“, m.entero positivo entonces N334)e 'Hani.

Resulta de aplicar m-veces el Lema 3.2.1.

Sea m un muiltiíndice , m = (m1. ...,m.,,). Definimos el siguiente operador

NZ." = N11
¡u

¡1+nuc1 +...+1n.,_ ¡0..- l ,n o o N’"2 o N'"l (4.10)¡1+1n¡m.2 ¡1,1 i

I . ­

donde N11";-es el operador definido por (4.8). Podremos Simplemente

m _ 1 mg ml
Nu — N Nit-I-micn'lNIhl'

nn
[1+1H|fl| I-...»|»1n....¡e,._ ¡,1i."'



Observación 4.2.2. Si (/9E H”, m es un multiíndice entonces NI’ÏÓ E
H]; Im­

Si me de a )]icar n-vcccs la OI.)servación 4.2.1.
1.-.

Lema 4.2.1. Si (l)E Hu, m es un. ulult-iínJl'icc, entonces

Nm _ _/1+1n+%11vm _—¡1--% _ 4M5- 1 {-1 </>(9a)}. ( - )

Demostración: Para dcnmsLmr (/1.11) obscrvcmos (:ón'xoactúan los opor­

¡u‘loros NIT/¡1.sobre (l)€ H,,:. |)cn'losl,rcn'los, por inducción sobre mi, que,7

= mflr+m¡c.-+%T;H¡{m-hháqstvn‘

Si m,- :—-1, entonces

r) 'Z)l . _ JIM-¿L "fill-.1 . _ .¡L'+l.. .- l; -p'—¿ . _
ijq‘) N,l:,,_(/)— a, 2 ahh, z42(1)} ——:L 2.111,. axiL 2q‘>(a,)}—

____I’lllfl,‘I ¡1'

con lo cual (4.12) es cierta si mi z: 1. Supongo cicrLa la. aseveración para
mi —1, veamos que vale para mi:

[VK/"¡14’= N/1'-I-(1n..---l)C¡,iN/4'+(1n¡—2)C¡,i---Np’-I-C¡,iN¡L',i47 =

"-i- 4' ¡— ..- i .--- .— '—¿
NIN-l-("Ii-lkníNu'lnïlas = NH"|'("1¡—1)Cini(mI+(m “0+???” l{3' fl

= pr-I-(1n¡->l)c¡-I-%¿{m-(#LHnu-lfln —áI‘ll-¡{nu-l)c¿+%T;u¡—l{x—¡¿¡_%gb(x)}}8x,­

. _ Ü ._ _ _

= m;u.}-(1n.-—l)c.+%mixi15;.{71i1m 1{x ¡u =
‘ 1

_ _¡¿'|-1n‘¡c,-|-.l 1‘, 1177i-1 _—¡¡'-:'- N _A_ ,¡¡'-l-1n,-c.--I-lr1m¡ '_¡¿'_l _
— .1, 17111- {rL ld>(..,)} ———.‘L 21,; {.1, 24661)},

con lo cun] (4.12) cs válida para m,-6 W. Para demostrar (4.11), observemos
que por definición (le N:3,

N¡1¿,,'iqs= Nu-I-(m- l)(:¡,iN¡1-I-(1n—2)C¡,'i- --N11-I-c.-,i.N¡1,iÓ)

con lo cual la fórmula (4.11) se sigue por aplicación de (4.12) n-veces.



Lema 4.2.2. Sean. (l)e H". k un. nurlli'lïnd'ica, (¿111.071.6(25:

(a) Np_,_k‘,;{.rkd>}= mkNW-qfi para. 1 5 i 5 n.

(b) NL’_'}_¡‘.‘¡{:1;kqfi} kal’L'gqfi para, l < 'i < 'n. y m. G INO.

(e) N ;:'¡_L.{:1:k(/)} ...- :1:"'N]1"«/> para. todo 1nxu.llxi1.'71.(lí.eem.

Demostración:

(a) Observemos primero que si (l) E 'H,l entonces por Lema. 3.1.3, (Cap.3)
.1;"'(/>e HH“; para todo multiíndice k, con Io ennl tiene sentido la. aplicación
del operador N”I ¡m-n la función qul), luego

. . .1. Ü _ ._1 . . __¿ Ü _ -1
Num-{W} = x“+“2,—{x 0‘“) 22%} =x‘x"'2_—{m " w} =c’xi 0:01­

: wkNlrqu­

(b) Aplicando la. definición (fórmula (4.8)) para el operador N134”- y la.
fórmula anterior, obtenemos

.k _ JC _
Kirk-¿{3L —‘Np-I-k-I-(1n—-l)e¡,i---N11-|-k»|-2(z¡,iNlH-k-l-C¡,iNu+k,i{3' _

JC _
= Nu+k-l-(m—l)e¡,i'--Nu+k+2m,iNu-l-k-l-C¡,i{57vNudqs} ­

k
T ¡Vll-I-k-I-(nr- |)C¡,‘i.‘"NIL'l-k-I-2(t¡,i{x N]l-I-(E¡,iN[1,i4)})

y continuando con este procedimiento, obtenemos en el paso m-l:

¡ï}¡.k_i{¡lik‘yb}= NIH-k-I-(1n—l)e¡,i{¡kap-I-(1n-2)e¡,i-v-N¡¡-|-c¡,in,iÓ} =

= ka;t+(m—l)C¡,iN¡1-|-(m.--2)e¡,i-'-N¡1+c¡,in,i(/’=

(e) Por la (.lefinieión (le ¡'¡’Ï¡_¿.(fórmula (4.10)) y la aplicación reiterada de la
fórmula anterior, obtenemos



m .k ___ mn 1712 m1 _k _
N¡¿+k{‘1' _ Np+k+mlc1+...+m.._¡c,¡_¡,n'"Nu+k+m¡c¡,2Ny+k,1{a' _

_ m" 1712 k ml
—'N¡4+k+m¡e¡+...+m"_"2..-1,11‘"Np+k+m¡c1,2{m N11,]d)})

continuando el procedimiento, concluimos

Liil_k{xkqs}= mkN'I" Nm!) "le _
Il

¡,H-mlc'-I-...-|-m.._.¡cn_¡,n"' ¡pl-num... ¡1,1 _

__ ,k m.
— a, Nit q‘).

Probarelnos a continuación el siguiente teorema fundan'iental para nuestro
trabajo:

Teorema 4.2.1. Sea [.LGI "‘, ¡a = (¡L1,...,p,,,) con ¡L2 —á (es decir p,- 2 —%
para. todo i Entonces la. transformada. de Hankel n-dz'vnensional h,l (11.1)es
un (ru.l.om.o1fi.<smo(le H,,.

Demostración: Sea 4) G H,“ h,,(q5)(y) = <I>(y),veamos que (I)e Hp. Sean
m, k multiíndices y consideremos la fómula obtenida en el lema anterior:

N;"+k{xkqs}= Mira. (4.13)l

Observemos que si qSe H,., entonces kaIÏ'qfi e H,,+,,._+k,como puede de­
ducirse de la Observación 4.2.2 y del Lema 3.1.3 del Capitulo 3. Luego,
podemos aplicar Iz.#.,_m+ka ambos miembros de (4.13)

hp-Hn+k(N;¿’-'i-k{xkqb}) = hp+m+k(-"5kN¡T"/’)- (4-14)

Calculemos el primer miembro de la igualdad (4.14) en dos pasos:

Paso 1: Probemos

h’I‘+1n.-I-k(N;:-l+k{xkd’})= (’ylyn'(’3/2)m2---(‘yn)m"h#+k(xk45)- (4-15)

Paso 2: Probemos

hu+k(:vk42)= (-1)"N¡f{h.,,c/)} = (-1)*'N[:<i>. (4.16)



Para. demostrar (4.15) analicemos primero cómo actúa la transformada. de
Hankel sobre los operadores del tipo N;._¿. Sean entonces ¡L’e R”, 45’e Hp: ,
1 5 i S n y r entero positivo o cero, utilizando la fórmula (b) del Lema 4.1.1,
obtenemos

hu'+rr:.-(N;'_i45,) =

= h‘n'|-(1'-1)6¡+C.-(N/4'-|(T-l)C¡.iNIl'-I'(1'-2)cs.i'-'Nu'i-ca.ile',ílpl) =

= (“yi)hp’+(r—2)c.-+c¡(Np'+(r—2)c¡,i---Np’+c¡,iN¡L',íÓI) =

= (-‘yi) (_yi)h'p’+(r-3)c.-+c¡ (Np'-l-(1'—3)c.-,i---N¡L’+C¡,in',iÓI)'

Continuando este proceso, obtenemos,

ÍI.¡¡I.¡.,-..¡(N,ÏI,¡ÓI)= (_yi)r_lhp’i-C¡(N¡L’.i‘/") = (-1/i)rh’[l'(Ól))

aplicando reiteradas veces esta igualdad, para m, k multiíndices, tenemos

h_,¡.|.k.'.n¡(NZ::_k{Ïkw}) :2

__ m m2 ml .k _
_ hp'l'k'l'7nlcl+---'l""-ncn(Np-lrk+1n¡cl+...+1n,._¡cn_¡,n' ' 'Nll+k+mle¡ ,QNp+k,l{1' _

_. "1 7 n-l
'—(-yn) nhp+k+miei+--.+mn—icn—l(Np+k+nuc¡+...+m..-1c.._2,n-1"'

m1 "¡l .k _
'"Np-I-k-I-nucl,2Nu-l-k,l{3' '­

m m _¡ 1"“..2
= (“Il/n) "(-311L-l) n hp-I-k-Hnici'l<...-I-1n,n_<26n—z(Np+k+m¡c¡1-...+1n,._3c,._3,n—2“'

m m. J:
"'Nfl'lÏk'l-"HChQNIl'l'kJ{a'

06



Continuando el procedimiento, obtenemos

= (-3111)m"(-yn—1)m""---(-y2)m’hn+k+m¡el(NZÏmÜkÓD =

r: (_y11)1”" (-y11—1)'""' '...(—y¡ )m' hu+k(.1;k(/)),

luego, (4.15) es cierta.
Para demostrar (4.16), observemos primero que dados ¡L' G IR", q‘)’G Hui ,
1 5 i 5 n, ¡.1un entero positivo se cumple que

hw'+kc.-((_xi)kd))= le',i{h'l.t'(rb}'

En efecto, con la aplicación reiterada (le la propiedad (a) del Lema 4.1.1,
tenemos

[’7‘I"'k°‘((_xi)kq5) = ¡"It'+(k—l)c¡+c.-((-ïi)(—wi)k_145) =

= N”I+(k-—“cl-¡ih-HI+(k_l)ci((_xi)k-ld)) :

= N"'+(k‘1)""i NI"+(k-2)c.-,i¡"p'+(k—2)c.-(Fay-345).

En e] paso k — l, obtenemos

h'p'-O-kc.'((_‘1¡i)k‘rb) = Np'+(k—-l)c.-,i Nu'+(k-—2)c.-,i‘--Np'—I-C¡.íh]t'+C¡(_‘TÍÓ) =

= Nll'+("'-1)Biyi Nu'4-(k-2)r=¡.i"'Nn’+6¡.i Nn’n‘ ¡17"(Ó) = N¡Ï',i{h#'4)}'

Veamos ahora la demostración de la igualdad (4.16). Si k = (k1, ...,kn) y
.1:= (3:1,..., run) entonces, con la aplicación de la igualdad (4.17), tenemos

’¿uI-k(-'"k</’)= (-1)"h,‘...k((—I)"'arf'-.-(-1)*'wfi" ) =

k k, kv - ‘kz: h'll‘Í'klcl'|"---'I‘I\'ucn(_In"- :E'ÏLll'” —a’ll‘b) =
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._ k kn .kl -l ,k
— Nll-i-L'lln+...+kn_¡c"_¡,1!{hl4+klcl"'---'I‘kn—lcn—l(-11LL1 _ a'llÓ)}‘

Continuando este procedimiento, obtenemos

.k -_ k kn kn-l
¡MW/¿(3' " Np-Iku:¡-I»...-I-k....le.,_¡,nN;1-I—Ic¡cl-l...-I-k,...ze,._2,n—l' ' '

k .
...N"íklc“2{h']l+klcl =

. . .n k . . .

: (-1)kN;I;-l-l.'¡(:¡-|-...+k,._¡c....¡,n‘‘‘Anti-km“? {hi-14)}=

Vale entonces la igualdad (4.16). De las igualdades (4.15) y (4.16) obtenemos
que el primer miembro de (4.14) es de la forma

h]: Im Ik(/V;:.'¡k-{aikd’}) ("Ï/l )ml(-3Í2)’"2'-- (-1/1i)m" ['11I 7:

-yl)’"'(-112)’"’...(-y,.)"‘"(-1)kN,’Ï<I>­

La igualdad (Il.M) resulta de la siguiente forma:

k - ,. k _k
('—'l) (-3/l)ml(-3/2)".)---(_?/n)m Nflq) = l’14-I-m-I-k(-'L

Probamos cómo actuaban los operadores NL" sobre una función 42 e 71,.
(fórmula (4.11), Lema 4.2.1). Aplicando dicha fórmula al primer miembro de
la igualdad anterior obtenemos:

(—1)"(-y1)""(-yz)’"’---(-yn)’""y“+k+%Tk{y""¿(Hz/H =
fl

= ¿un :rk NLHÓCL')H{\/:v¡y¿ .l,,¡...,,,¡.._¿.¡(m¡y¡)}(l.1;¡...(l.1:,..' -|- i=l

Aplicamos nuevamente la fórmula (4.11) al segundo miembro de la última.
igualdad, y obtenemos la siguiente fórmula:

(_ 1)m.-|-kymTk{y—¡l—á q) ___



mk --m- 1 1 —L-l n

= / —|Ïv"l FQT“{x I H{V ¡EH/i']¡I.¡-I-1n¡-¡-k.-(xiyí)}(¿ml-"dm".=' i=l"a: ylrl-k-l' 5

._ .2 +2kl-‘n+1, n ——¡ _ ¡+m¡+k.-(-13iyi)}

_Ánïg, p n r th; u ïó(1)}————xu+kyfl+k (13:1...drvn.(4.18)

Demostrcmos ahora. que (My) e Hg. Para ello, observamos que de (4.18) se
oblicnc que

(_1)1n l-ky1nr1uk{y-I: - ¿(Du/H :
n

m .2]: I-2Ic-l-2m+lr m _4-¡¡--.-‘- _ ní=l{'llli'l‘ïïïi"'ki(mil/Í)} _

y l/IIRH,l T {l 2441)} ¿En-I>k-I-1n.y¡t-l-k-l-1n. dzlmdm" _

m 2.1. -2 '. m nn —1-1 n J¡¡--1n.,--- -¡ ziyi

=y A?"a:I-IkI-2+1] l dxl...d:v,..'+ ¡":1 ' 1 1

(4.19)

Observemos que la.expresión

n .

H J;.¿,--|-1n.--I-k.-(1iyi)
¡:1 (mil/ÜMH‘HH

J
(

, a . . . . 1:1] ,

esta acotada.lunefecto,vemosquepara cada.1 5 z 5 n,, esta.l I

acoLada si 0 < ¿viyi < oo, 1L.-2 —á pues,

1 oo (_1 )j(.1:¡'21J¡')¡1¡-I-1n¡+k¡+2jJu.--1-1n..--I-k¡(xiy‘i) _

(W i)”"'"""+"" (1‘i31i)”""k"+m"j=0 j! WM. -|- "li. -|- ki 'l'j + 1)'

de donde puede deducirse que es continua en un entorno del origen, con lo
cual resulta acotada allí, y además

J. . 1 1
¡t.+m.-Ik. 1.11. _ ¡ _. _

(Ii1/¡)Í-‘i+ki+"lí _ (1,._.¿/_)Ili+ki-l-m¡-i-,¡¡\a’"yí)2 Jl‘i'¡'7"i+ki(ziyí)’u - t. t

con lo (tual, han‘nbién resulta ucoLada (Ellel infinim por ser ¡L1-2 —%.Luch,

n
.2 +2k+2 +1 .— —¿ . ‘IFI'+"‘I'+ki(x¡3/i)

a. II m T1r'{.1-Il (1;.1.)¡.¡+k¡+m¡iz! - LI!

< Bm k IZ/H-‘ZkJ-Qm-I-l¡In1n{x--¡¡—



Veamos que la función

mZp+2Lt»l-21iiH711)).{x—]l*

es integrable en ¡[7+lpara todo par m, k. de multiíndices. Dado que (¡3G HF,

entonces 7,".“,,,(d))= supmem: |1t"'T’"{.1:‘”'%</>(m)}|< oo, luego

Iüli-l-Qk-tüm-I-le{x—-¡¡— z m2,:1-L-1-21n-I-lmk711ll{1:--ll-%q5(x)}

es integrable en un entorno del origen pues Zu I k. |--2m. l l 2 0 (¡L2
Además, teniendo en cuenta lu fórn‘nllu (LS) del (.Ïnpítnlo l:

m j
,. _ -1 _ -1 D </>
I1n{gïÍ’ = :1;l‘ 2 , bmJ'constantes,

j=;0 l.

y el hecho que Did) son rápidamente decrecientes en el infinito para todo
multiíndiee j (Lema 1.2.1, Capítulo 1) resulta que la función (4.20) es in­
tegi'able en I Concluimos entonces que la función .1/""]""{y-"_%<I>(y)}es
continua para todo par de multiíndiees m, k. Para el caso m = k = 0 deduci­
mox lu. continuidad de (Ï) en lli’Ï}, Considerumlo m. () y lkl l (lc : ei),

entonces yo'l”"'{.1/”"%(D(y)}es continua en llf'j y aplicando la fórmula. (1.5)
para este caso obtenemos que vale

I h (l) Dc‘q)

11|(.{y" S y"I1-—%{bcl_’0—,)’I‘bci'cl-—}IÍ‘I '“ . 1'

de donde deducimos la continuidad de I)""<l>.Siguiendo este argumento in­
duetivo se deduce la continuidad de I)"'<l>para todo multiíndice k, con lo cual
concluimos que (l)G C°°(II Volviendo a (11.18),obtenemos que

(_1)1n-l-ky1n.:1‘k{y— =

_ / TQII'I2k'i'111'F|71171{t--Il>-¿(l)(1:)}Ü 'll'i'HHí'Í'ki(x'Ï?/í) (h; div"¿1. i i ¡:1 (MUJMH‘ il“. .n.

Entonces,

75. M’) sui>l.1/""I“'{y"" "¿Mz/Hi S
' Mi;

III/l-l-‘lk-Mn-i-l¡I'm{I«¡i--S 3,,"J‘. (LT,
¡ng

(30



donde B’ k depende de los multiíndices m y k y satisfacem,

ü JI‘i'l-nli'l'ki(mil/i)
¡:1 (ïiyi)""+k‘

Para cada 1 5 i 5 n elijamos l/i e IN tal que 1/,-> [Li-I-ki -I-E244, luego

< B,'n_k, Vx,y e ¡[21.

2 ¡-I-2k-'I«1n.-+l 2 -+k-++"'+' 2 - ‘13'" ' ' =(ï0¡)"' ‘ <(1‘l'1'i)"'+" 2 <(1+53)u',

I'CSlll La

n

x2u+2k+m+l< 7I_
i=l

Teniendo en cuenta esta desigualdad, obtenemos de (4.21)

71/:1.,k(q))S Blink/I‘m]lle‘+2k-l-1n.|‘l“Tm{x_”_%(/>(m)}|dï S
.'.

1| l

s mn / HU + x3)”www-Www}¡dxsl i::]
7L

. l

< [31’. / 1 + "FH7”" ar”"'% .1: ———d:c <’ "’k.m.';_,¡I_;I¡( ) I { (M “ITE-:1“ ‘l‘ 5'31?) _

(la: =
n l) l 1

< III” . su ) l l -I-x7 ""“T'” :v"""’l .1; / _———_ 'Lnue/Il}; 1) { (M Juli. 'l'
vr

= ¿um/JE)" z Cj7l'l1n(95)n
jGI‘

para cierto subconjunto finito de multiíndices I‘. La última desigualdad
prueba que (D G H” y que h.” : H" —+71,, es continua. Además h;l = Í¿;l
([3], 54.4.3) , de donde resulta que hp es inyectiva (si [1.2 —%)y finalmente
concluimos que h,l es un automorfismo dc H".

El

Daremos ahora un ejemplo importante de transformación de I-Iankel de fun­
ciones. Haremos antes una observación,

(il



Observación 4.2.3. Sea [L una n-upla. a = (¡L¡,...,p,¡) con p1-2 —%,45;E
HI,“ 4,1-; ¡ILr —) C y q‘)= “Lim. Entonces por la Observación. 1.2.4 del
Capítulo 1, 43G H,l y además es

hfló = H hincha
i=l

La demostración de este hecho es inmediata a partir de la definición (4.1) dc
h,,.

Ejemplo 4.2.1. Sea. ¡Le lll". con. [Li> —1 para 1 5 i S n. y sca— 2

2:2 | . . n l
= W051)..., 1711)ï'.‘e_L2L:L"H'Ïr C{lif'lunilil'D-Ïá”| +51

«Menus,
[Luql = mp. (4-22)

Observemos cue ‘l' E H , como mode verse cu cl Eicm )lo 1.2.2 del Ca )itulo
l I a .

l. Además para cl caso uuidimcusioual sc satisface:

Moo _ 12 Ihr _1 _¡(; “+1
Á e Ta: I‘/y:L'J,,(ya;) (la: = e y ',

para [Le IR, [L2 -%, (ver [1], pág. 60). Entonces

'72

h,,(r;: 'Trv'” á) =---c' y”"%. (4.23)

Luego, del liljcmplo 1.2.2, la Observación 4.2.3 y la igualdad (4.23) concluimos
que es válida la igualdad (11.22)(observamos que esta igualdad dice que ‘I/es
una autofuucióu del operador h").
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Capítulo 5

Transformada de Hankel en HQ],

Extendcrcmos ahora la transformación dc Hankcl definida. en el capítulo an­
Lm'im' nl (ESPEH'ÍOde funciones gcncrulizmlas H',.. Para. ello vamos n definir

la. transfommtlu dc I-Iankclgeneralizada h; como la transformación adjunta
(le h." sobre 'H,‘ y estudiarcmos algunas (le sus propimludcs. A lo largo de
051.0capítulo consideraremos ¡L E IR”, [L :1 (/L¡,...,/L,,), con ¡Li 2 —á para
1 S i S 17..

5.1 Definición y propiedades

Definición 5.1.1. La.función. hl" : 'H’,‘ —>'H’u (lada. por

(¡ILL(p)Z; hnd’).

donde f e H", y cl)G 'HH, la. llamaaïnnxm I.1'a.11.sf017n.(¡.(lu.(la Í'Í(I.11.kclgcnc1‘a.­
liza.d(¡..

Teorema 5.1.1. Si ¡L = ([L¡‘...,/L"), (:011.¡L1-2 —¿l¿,¡q E IR, la. transfor­

1nación (la lla.1¡.l.:elgeneralizada. h," es un. (Lulommfismo (la H'".

Demostración: Se deduce inmediaLauncnlc (lol 'l‘corcnm 1.10-2 dc [10]y del
Teorema 11.2.] del Capítulo II.

El

Observación 5.1.1. Por ser h." z; h.“ . (E'll.Í.()11.C(h
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(¡iD-l = (¡m-IY = ¡»fu

como puede deducirse de ([10], teo. 1.10-2). Esto nos dice que la transfor­
mada (le Han/cel generalizada es igual a. su. inversa.

Observación 5.1.2. La transformación. de Hankel h,l definida en el capítulo
anterior por

(hqusxy) = A?" Ó(-Ïli---)ÏÜ1I)H{M"u¡(xiyi)} (131-415511.'+ i=l

para. ¡L= (¡L1,..., un) , [LiZ —á para todo i y para. 45e H,., puede extenderse
afunciones (le ¡IW/¡21), debido a. que

fl,

|H{\/-7v'i3/iJn.-(-Ti?/i)}| < C. (5-2)
i l

para. 0 < :viyi < oo (ver 54.1, Cap. 4).

Probemos el siguiente resultado similar a la conocida identidad de Parseval:

Teorema 5.1.2. Sean f y G funciones pertenecientes a [41(IRÏL),,u E IR",
[L = (lll, ..., un) con. u,- > —%, I" z: h.,,f, g = l¡.,,G', entonces

¡(mmm da:= / F(y)G(y) (ty. (5-3)
n21 . mi;

Demostración: Observemos primero que la. integral [Mi f(.1:)g(:t) (la; tiene
sentido pues f e L'URÏ) y,

¡gen = ¡mm/ne)! = ¡fm con Ü{«yi—m-¿Jm(yixi)}dys+ i=l

S C/ IG(1/)|rl.1/< oo,
. Ing,

donde hemos utilizado (5.2). |.,ueg'0, g está aeoLada y [.9 e [JW/[21). En­
tonces:

f(.’v)g(:lt) (la: l/m" ¡(JJ/¿"613) (L1,.[th

(ill



fmf(x){mca) ÉmMWWy} dx

jm; {A21f(x)1]-:{\/Wjfii(yimi)}dlï}c(y) ¡[y_

= Y; h-,.f(y)-G'(y)«ty= remo) «ty,Ing;

donde hemos aplicado el teorema de Fubini, lo cual es válido por ser la.función

f(n;)G(y) l[}'__:¡{‘/y¡m¡.lm(y¡m¿)} inlcgrable en I/¡’ÏIÏx IIfÏl"_-.

El

Corolario 5.1.1. Un resultado importante que sc obtiene del teorema ante­
rior es la. siguienlc igualdad para, funciones (¡5,1/9e H,,.'

Demostración: El resultado es inmediato observando que dmp e I,'(IRÏ¡‘_)
(Corolario 1.2.1, Capítulo 1).

El

Veamos entonces que la transformada (le l-Iankel h.“ cuando actúa sobre
una función de L'(IR'_,‘_)coincide con la. transformada de l-Innkel generalizada
ILLcuando actúa sobre funciones de ¡11(Il consideradas como funcionales
regulares cn H’,, (ver Observación 2.2.1, Capítulo 2). Para-ello, consideremos
f e L1(II?.’_L),entonces f genera una función generalizada regular en 'H’”,
[.L2 —%dada por

(1,4))= mmm”, «seH,..
. In};

Además, 111,]dada por

¡Lin/(y)= H{\/ fli¡3/¡-/,¡,.(.1J¿y¿)}d.1;,
i=lmr;



es una función continua y acotada (teniendo en cuenta (5.2)). Luego, te­
niendo en cuenta el Lema, 2.2.1 del Capítulo 2, hp] genera una. función gen­
eralizada regular en H’". Veamos que hflf coincide con h.“ (en el segundo
caso la f considerada como función generalizada regular) en H’fi. Sea (¡3E H,“
entonces

(¡I-Í,f.d>) (f. hyub)= jm" f(.u) htc/ay) (ly = h-,.f(.1/)(My) (ly = (h.,.f. 4)).

Luego= h.“ ¡inf eu H’". Veamos aliora el lema que dice que la transfor­
mada de llitllliCl generalizada hi" cumple propiedades análogas a las de la
transforn'iada de Hankel convencional. A partir (le aqui identificaremos los

símbolos h," y h,,.

Lema 5.1.1. San. [l = (¡L¡,...,;L,.), ¡L2 —.¿_,,(:¡,...,e,, lu. base cmlánica de
Ili’" y seu. f e 'H’,“ (entonces:

("J ¡’11¡«Á-JIM) Nm IMJ.

(b) ¡"It-I-c.-(Nu,if) = —3/i¡"HL

(e) I'M-ar?“= Mmm tf,

((1) I"/I(A”/I.íN¡i.if) -'=fight/­

Si. _/'e H’,,...,,¡, entonces

(e) h.,¿(.1;,-f) MM h,.+c.-f,

(f) h.,.(¡\/,,__,-_f) y.- ¡»Wif­

Demostración: Aclarcmos que las igualdades (a) y (1)}se entienden en
HGM.“y las igualdades (c), ((1), (e) y (j) en H’”. Veamos primero la validez
de Obscrvemos que la igualdad tiene sentido pues para f E 'H',“ h,llf E
H’,, con lo cual yi h,‘f E 71'".Ci (ver Lema 3.1.3), luego por Proposición 1.2.2
yi ¡tu! E How“. Sea 4>e H,,.¡.(,¡,entonces

(”'¡I+C¡(N¡1,‘if)) = (N[L,Ífl h’]l'|(!.‘(/>)= (—A/I¡’¡'ifvh'p-l-md’)= (fl-Alli,i}1'l.l+ció) =

(Í.—¡’1i(!/i</’)l _(h‘jlfn.1/i(/’) (—yih1ifu (fi);
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donde hemos utilizado la definición de NW-como operador generalizado dada.
en 53.3 del Capítulo 3, la igualdad del Lema 4.1.1 del Capítulo 4 y el
Lema 3.1.3 del Capítulo 3. Luego (b) es válida.

Veamos (a). Para ello aplicamos la igualdad (b) al caso h,"f e H’“ y obten­
emos

h’]t+C¡(Nll,ih'Ilf)= _yihfl(h’llj) = "yij

Si aplicamos hn...“ a ambos miembros de la última igualdad (notar que yif e
H',, _,,,.C H',‘.¡.(.¡), obtenemos

h'¡L-Irc'."(her-e,‘ (Nu.ihwf)) hy: I-«:¡(-3/if) I

de donde obtenemos ((1.).

Veamos Sea (I)G Hp, entonces

(h'p(ll'I/I,ij)1 (p) = (¡wild!) h‘fld’): (_NI:'ijl h'fld’)= (f) _N]J,íh].lÓ) =

(I, _h-¡r-l-c.-(_yid))) = (hp-I-mf»3/14?)= (Hill/nm]. l

donde hemos utilizado la definición de M,._¿como operador generalizado dada
en 53.3 del Capíl.ulo 3, la igualdad (a) del Lema 4.1.1 del Capítulo ll y el Lema
3.1.3 del Capítulo 3. Luego es valido.

Demostramos ahora reemplazando en a f por li.¡,_¡_.,¡f(f E H',‘+c¡),
ol.)l.eniemlose:

h‘I¡(A/Íp,i¡I'll-Im!) = l/i. h-¡Hc.(hyi+c.-f) = l/if»

aplicando h."a ambos miembros de la última igualdad se sigue (c

Proben'ios (e),

M,,¿N,,¿ hu] AII,,'¿I1.,L...(,I.(—.1:¡j) ¡ig-mín,

donde hemos aplicado (a) y (n).

La igualdad (d) se sigue de la aplicackin sucesiva de las igualdades (f) y
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5.2 Aplicaciones
Daremos ahora una aplicación de la transformación de llankel, para la re­
solución de ecuaciones diferenciales cn derivadas parciales que involucran a
funciones en 'H',.. Sea entonces P un polinomio de una variable, sin raíces
en (-oo.0] y consideremos el operador 5,, (Observacuin 3.2.1 , Capítulo 3)
dado por:

n

su z ¡ww-NM
í=l

Sea Sl'j el operador S,l iterado k-veces. Entonces, si f G H’" tenemos

h’lll'qllf)1: h'll AI/Il‘riNÍ"i]f) 21"¡‘(Alll"iNll'ij-) =¡:4 i::l

Z —.1/;-"h-,¡f -|.1/|2"wÍ n
i=l

donde hemos utilizado la igualdad (d) del lema 5.1.1. liln general se cumple
que,

¡"AS/Alf)= (-IyI2)kh'llj' (5-4)

Supongamos que queremos hallar f e 71’"que satisfaga ala siguiente ecuación
diferencial definida en ÍRÏL:

P(Sn)f 1: 9 (5.5)

para una función g E 'H’,l dada. El primer miembro dc (5.5) debe ser inter­
pretado en la siguiente forma:

P(Su)f = [Hrs/1;'I- (7748,24 -|—_H + (¡032]! ,

donde PC”) = “1-931.'I' (lr-13:”I -I-. . . -|- ao. .Ysgf = f. Aplicando h“ a ambos
miembros de (5.5), obtenemos
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P(_lyl2)h¡uf =h119­

Observcmos que debido a. que el polinomio P no tiene raíces en (-oo,0]
entoncesla función es miembrodel espacioO de multiplicadoresde
los espacios 71,. y H'u, como puede deducírse del Lema 3.1.2 del Capítulo 3.

Luego, multiplicando a ambos miembrosde la.última igualdad por m
y aplicando nuevamente h,“ concluimos que una. solución de (5.5) está dada
por

l

h,(——,,-h.,f ’P(-lyI-)’g

además, por ser h.”un isomorlismo, la solución cs única.
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